Corrigé de ’épreuve de Mathématiques I
Filiere Mathématiques et Physique

Soit f : R — C une fonction continue et intégrable sur R.

1. Soit z € R. Vt € R, |f(t)exp(—itz)| = |f(¢)| et f est intégrable sur R. Donc 'application
t > f(t) exp{—itz) est intégrable sur R.

2. La fonction F(f) est continue d’aprés le thm de continuité des intégrales param. De plus

Ve € R, . .
PO @< = [R (O exp(-ite)] = = /R £l
donc F(f) bornée sur R.

3. Soit ¥ € N*.En appliquant le théoréme de dérivation des intégrales param, il vient que la
fonction F (f) est de classe C* sur R et que pour tout p € (1, k)

(F (f))(p) (x) = (—i)P F (fp) pour tout z € R.

(a) On suppose que f est de classe C* sur R et que f est intégrable sur R.

(i) Pour tout z € R : f(z) = f(0) + /m f'(t)dt et comme f' € L' alors /r f(t)dt
0

0
admet une limite dans C quand z tend vers 400 ou —oo donc f admet une limite
dans C quand z tend vers 400 ou —oo. Cette limite est nulle car f € L.

(ii) On intégre par parties.

(b) Récurrence sur k.

1. (a) Lafonction f, : R — C, t — t? f(t) est continue sur R. Comme f € S alors . ligl tPH2f(t) =
—+00
: 2 prpy . _ 1 _ 1 :
t_ljr_rloo P2 f(t) = 0. Parsuite f, (t) T © () et fp(t) L=0 (%) ce qui prouve que

fp est intégrable sur R.
En utilisant la question I-3 on obtient que F (f) est de classe C™ et que pour tout p € N,

(F (f))(p) (z) = (=)’ F (fp) () pour tout z € R.

(b) La fonction f®) est continue sur R. De plus on déduit du fait que f € S que . ligl 2 f)() =
—+00
i g — — 1 \
im t2f®)(t) = 0 ou encore f® () e © (&) et f@ (1) L= 0 (%) . Donc f® est
intégrable sur R. En utilisant la question I-4-b on obtient que F (f) est de classe C*™ et
que pour tout p € N,

F (f(p)) (z) = (i)’ F (f) (=) pour tout z € R.
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(c) D’apres la question précédente F (f) est de classe C*. De plus pour x non nul

LG = |37 (177) ()]

o (F(ND (z)] = 2P ()T F (f,) ()] =

Comme fé”“) est intégrable sur R alors F ( ép +1)) est bornée parsuite 27 ( fq(p H)) ()
tend vers 0 en 400 et en —oo. Donc

Jim 22 (F (1) (2) = lim o (F(£)@ () =0

puis F(f) e S

(a) Soit & > 0. Comme f ¢ S alors ligr_l (nh)? f(nh) = 0. Donc f {nh) = o(sx) ce qui
N—00

prouve la convergence absolue de la série Y f(nh).
neN

(b} Soit & > 0. Comme [ est intégrable sur [0, +o0] alors

F00 +00 n+1
f(r)dz—th(nh} Z/ f(m)dm—th(nh):Zh/ (F(th) — £ (r

n=0 n=0 n=0 n

oo

a l'aide d’une intégration par parties, il vient que
41

ntl
/ Ty - F ) = (- n= 1) (F () - [ ) — [ @-n-nage

n n

n--1
- / (n+1— t)hf (th) dt

n

donc
/nﬂ(f(th)»—f(nh))dt' - ’/:+1(n+1~»t)hf’(th)dtlgh/:+1|(n+1~t)f’(th)

" n (n+1)
h/ +1[f’(th)|dt:/nh+lh[f'(m)]dx

n

A

compte tenu du fat que f’ est intégrable sur [0, +oo[ on obtient

+00 +co
/0 f (@) dz— 3" hf (nh) Zh/ F(th) — f (nh)) dt

n=0 n=0

100 ) aptl
< ay|[7 wem- eyl
n=0 n
100 s(nt+1)h 400
< hZ/h |f'(ac)[da::h/0 \f' (z)| dz

n=0

(c) On obtient immédiatement lim;, g+ Z hf (nh) = / fz)dz.

n=0
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3.

(d)

On pose g : R =R, # — f(—x). Alors g € §. D’aprés la question précédente la série

3~ g(nh) converge absolument et
neEN

oo oo
lim 3 hg(nh) = dz.
hg&% g(nh) /0 9(w)dz

Donc la série Y, f(—nh) est absolument convergente et
neN*

] +oo -+00 0
h]i%r;hf (—nh) = . f(—z)dz = /_Oo f(z)dz

Finalement la série Z f (nh) converge et
nEL

+o0

+o0
Jim, n;m hf (nh) = f(z)dz

— 00

Soit T un réel strictement positif.

(a)

(b)

Soit x € R, Comme f € § alors hm (z +nT)? f(z +nT) = 0. Donc f(z-+nT) =

o(;}z) ce qui prouve la convergence de la série Y f(z+nT). De méme la séric
neN

S f(z — nT) est convergente. On en déduit que la série Y f(z +nT') est conver-
neN nes
gente.

Remarquer que la fonction y — y2f(y) est continue et a des limites finies en +oc done

elle est bornée par un réel M. On en déduit |f(y)| < —5 pour tout réel y non nul.
Y

Soit z € R. 1l existe Ty > 0 tel que pour tout ' > ToponaT+z > 0et T —x > 0. Alors

|fr () — f ()} = me+nT)+fo—nT)<Z|f(:c+nT)|+ZifJ~nT|

n=1 n==]

“+oo +00
M M
< § —_— § ]
= (nT + :17)2 oyt (nT — :zc)2

M oo M ,
Comme les séries de fonctions Z ———— et ) -———— (de variable T') convergent
at (nT +2)2 21 (nT - )

normalement sur [Ty, +oof et lim ———— = lim -————5
T—+oo (nT -+ 1') F~—»+oo (nT + 1,‘)

+00 JM +00 M
T—+oo e~ (nT' + ) T—+o0 = (nT — )

donc Tim_|fr (z) - f ()] = 0 puis

= (il vient que

pim fr(z) = f(z).
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(¢) La T-périodicité de fr est évidente. Montrons qu’elle de classe C?.
Les séries de fonctions Y f(z+nT)et >, f(x — nT) convergent simplement sur R.

neN neN

Pour tout n € N, les fonction ¢, : z — f (z + nT) et ¢, :  — f(z — nT") sont de classe
C' sur R (car f € §), et pour tout z € R

¢ (2) = f' (z + nT) et Yf, (z) = ' (z — nT)

La fonction y — 2 f/(y) est continue et a des limites finies en foo donc elle est bornée

par un réel M. On en déduit | f/(y)] < 7 pour tout réel ¥y non nul. Soita > 0et N € N

tel que a < NT. Pour z € [~a,ajetn > Nona

et de méme

M
(x +nT)? = (nT — a)?

leh ()] = [f'(z +nT)| <

! 7 M
[t ()] = | (& —nT)| < T

Ceci prouve que les séries de fonctions E or, et E 17, sont normalement convergentes

sur [—a,al.

n>N n>N

On peut alors conclure que fr est de classe C! sur R.

(a) On a

fr(x)exp

(Fmmz) = Z fz + kT) exp (=222)
keZ
+00 ] too ,
= S (= + kT)exp (F2m=) + Y f(w — kT) exp (-2722)
k=0 k=1

séries normalement convergente sur [0, 7] donc on peut intégrer terme 4 terme

en (fr)

T
b pr@en () e

ey +Zw ! f(z + kT) exp (Z2522) dz + 4 +Z°° ! f(x ~ kT)exp (=2522) dz
T 2 [ P{—T T < g T

lf f O oo (2=t s E/
T KT ’ ’ '

(k—1)T F(z) exp ( 21,7rn(w+i

(k+1)T
/ f(x exp( 2z7rnz)d$

k:——oo
+00
+ f(z)exp (72525 da

-0

VE T (f) (3

+o0 (k+1 +00
Le regroupement Z / = / est justifié par lintégrabilité de f sur R.

ke—oo? KT
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(b) Comme fr est de de classe C? alors la série de Fourier de f converge normalement sur
R et sa somme est fr. Donc pour tout z € R

@) =D en(fr)exp (25%) = 05 5 F (1) (%2) exp (2302)

né&d nez,
5. Soit z € R. On pose
g:R-Ru—gu)= .’F(f ) (u) exp (—iuz).

Alors g € §. Comme 2" — 0 quand T — 400, la question II-2-d implique que

oo +00
Jm, 3 Fe(nF) = [ stau= / T (£) (w) exp (—iuz) du = F (F (1)) ()

d’autre part, la question II-3-b donne

+00 400
] 2 2y )5 V2T 2mn # 2 ) — 1 _
TEIEOO n;oo 773-9 (n T ) Tl_l'l"]}oo T n;m ]'— ( ) P ( o ) TETDO ff ) f ( z,

On en déduit la formule d’inversion

(1) F(F{f))(z)=f(~z) pourtout zeR.

‘ Partie III }

1. (a) Evident.
(b) Récurrence sur n.
(c) L’application g est continue sur R, de classe C® sur R* et pour tout n € N* cpg"‘) (z)

tend vers 0 quand z tend vers 0. Donc ¢, est de classe C™ sur R et gpén) {(0) = 0 pour
tout n € N*.

2. Evident.
3. On pose ¢, = F(g) avec g : R - R, z +— fo (~z).

(a) fo est de classe C*™ et a support compact don fy € S. Il vient que g € S puis, en
utilisant la question II-1-¢, on montre que v, € S.

(b) .
(1) On a F(¢) (x) = (F(F(9))(z) = g(—=x) = fo(x) est strictement positive sur
H-, b[ et nulle ailleurs.
(ii) Pour tout k € N,

[T rnee = [Terguas= [T w o
- 5/ Wt“ﬁ #(7 (o)) @
= ‘/ﬂ g® (0) =o0.

5
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1. Pour tout z € Ret pour tout » € N,

cos (27b"x)

1
i . Comme la série Z — est convergente

{ <L

b
cos (2nb™z)

alors la série ) i

converge.

cos (2mb™x)

bn
converge normalement sur R donc sa somme W est continue sur R. De la méme majoration
on déduit que pour tout z € R

. D’aprés la majoration de la question précédente la série de fonetions continues >

W (2)] < Z cos (27rb"‘:z:)

n=0

S

n=0
done fonction W est bornée sur R,

. Soit z € R.

. . 1 1
(a) Lafonctiont — W (t) ¢, (2707 (¢ — z)) est continue sur R et nulle pour ¢ ¢ [m + i &t 27rbp*1} ,

donc elle est intégrable sur R. Cela justifie la définition de C, (z).
(b) Un changement de variable donne

i

+o0
Cp(z) = (2mbP)? / W@, Y (- 2)de

fi

(2mdP) /joo w (:C + 57%;) Py (u) du

n u ,
_ (27rb7’)/b +00 cos (27rb ( 2 bp))wb () du

n
b n=0 b

Une interversion série-intégrale justifiée par la convergence normale sur le segment [%, b] ,
montre que

b cos 27rb" (:L + —3—))

Cp(z) = <2an>§0 / 2150 2). 1y, (u) du
) 5;) /b exp (2imt” (m +575)) ;bjxp (~2impr =+ =) o
= (27 w)§%f~ exp (45" Pu) 4, (u) du
(QWM)ZOM / exp (—1b"Pu) 9, (u) du
= (ent?) (;}————w""p @) S (1) (~47) +Z_jﬁ—m-—-e"" CH2) o () (b""’))

= % (277)5 pP Z fﬂ%?@fwb) Ciad)

n=0
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(c) F () (™ P) = 0 pour tout n # p donc
3
|Cp ()] = 3 (2m)2 F (1) (1).
4. Soit £ € R. Supposons que W est dérivable en x.

(a) Utiliser la définition de la dérivabilité.
{(b) Soit p € N. Alors, en utilisant la question I1I-3-b-ii

Cplz) = (249 / :W(z+ o) s (s) ds
= (2nbP) f f: (W (z) -+ ZprW' (z) + Efﬁez (2.—7:[);)) ¥y (5) ds

+00 o0 +o0 s
— W@ [ n@arw @ [ sedst [ s () wes

-0 -

- fi:s &z (27:1;?) ¥y (8) ds

(c) En utilisant le théoréme de la convergence dominée on obtient ﬁin Cp (z) =0.
P10

5. On a prouvé que si W est dérivable en un réel z alors lir+n Cp (z) = 0. Or d’aprés la question
p-r+oo

3
IV-3-c |C, (z)| = 3 (2m)2 F () (1) ne peut pas tendre vers 0 quand p tend vers +oo . Cela
prouve que W n’est dérivable en aucun point de R.
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