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Concours Mathématigues et Phyéi ue
Correction de I’Epreuve de Mathématiques I

1. Notons R, (resp Rp) le rayon de convergence de la série entiére Z anz"™ (resp E ba2™).

n=0 n>0
an .
On a: B o ¢ € C donc b, = O(ay) donc Ry 2> Ry = +0c0 par smt‘.
+00
2. (a) Vo> 0, T(z) = byz" > byz ( car Vn €N, by > 0) donc |T(z) — +o0
D . T—+4-00
(b) 1. Soit &€ >0, on a: n ., gdonc
bn n—<4o00
3ng tel que Vn 2 np : %ﬂ —f‘ <eE,
n

Or Vn € N, b, > 0 donc |Vn > ng, | an — £by, |< €by.

ii. Vz >0,
no +00
1S(z) ~ €T(z)] = |D (an—Eba)c"+ Y (30— Lbn)a"
n=0 n=no+1
no o0
< Ylea =tz + ) lan— Lbn|2"
n=0 n=ng+1
o +oo
< Y lan~tboz*+€ Y baa®
n=0 n=ng+1
no
< > lan — Lol 2™ +€T(z), (car Vn €N, by > 0).
n=0
donc
n
Z |a-n e Ebnl :L'n
S(z) _ < n=0
vz > 0,53 £|_ TR

(c) V2> 0,0na: T(x) > bpgp12™*: (car VR EN, by, >0 ) donc

o o
D lan = bn|a® 3 lan—Lba| 2"
n=0

< n=0
T'(z) bpot12M0tL  z—too
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1. donc

ng
Z !aln - ‘ebn, .’L‘n

y > 4. 2= . <
JA>0telqueVz > A @) <e
d’ou 5()
T
> A: -4 <
V> A T(z) E‘ < 2e
.| Sz
parsuite F(_x—) ?:::002
3. Soit a > 0.
(a) Qn‘a
na\™ In
na - 2 Qa
(1+ ” ) = expnIn{l + - )l
Ina (lna)?
_ 2
expl?(r — B o)
= exp[n lna].exp[-—%(lna)z}.exp[o(l)]
donc

= :
Ina 1 9
(1 + —-;L—) oo a™ exp (-—5 (Ina) )

‘ 1 n
(b) On applique ce qui précéde aux suites suivantes a, = (1 + _EE) et by =% >0

ona: g o eXP ( z (In a)z) et le rayon de convergence de E b 2™ est +oo et de
" n—-+00
n>0

somme exp(az) donc

S@) S 1
T(z) = exp(ar) 2otoo P (_5 (In a)2>

par suite

S@) o0l P (——é— (n a)z) exp{azx)

- n
1. Le rayon de convergence de Z ( ) Z" est +00 (d’aprés la regle de D’Alembert ) et de
n>0
somme exp(—2z) d’ou
n_
exp(—t) Z t exp(—3t) it 0
" n=0 }
d -2)" B- t 1 -2 =0
onc {{(—2)"),en est B-convergente et n}i im. (=2
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2. Le rayon de convergence de Z é—z est 400 (d’aprés la régle de D’Alembert ) et de somme

n>0
exp(4z) d'ont
+00 4n
exp(—t) Z —t" = exp(?t) - +o0

n=0

donc | ((4)"),en n'est pas B-convergente

. : -
3. (a) D’apréslarégle de D'Alembert|le rayon de convergence de Z %'—z”

est +-o00 et de somme exp(c

N n>0
(b) On a:
+o0 a™
exp(~1) ) 2t" = expl(a ~ 1) = expl(Re (o) — ). expl(iTm (o)1
n—O
17 cas: a =1, explla—1)t] =1 b
28me cas ;g st 1,
oo o
exp(—t) z —t” = exp|(Re (e) — 1)t].
n—O
+%0 on
Si Rea < 1 alors [exp[(a — 1)¢]| S 0 donc exp(—-t)nz—% };Tf s 0.

+oon

Si Rea > 1| expl(a — 1)t] I T, T donc exp(—t) Z -—-t" n’a pas de limite quand

n.=0
t — 40o0.

Si Rea =1, et a # 1 alors

- exp[(a — 1)t] = exp[(tIma)t] = sin[(Ima)t] + 1 cos[(Ima)t]

la suite z,, = -2—,71—},;5} + Uﬂfﬁf')

et sin[({ma)t] n’admet pas de limite en +oo (il suffit d’utiliser le critére séquentiel avec
i

Conclusion’: la suite (uy), est B-convergente si et seulement si a=1 ou Re(a) < 1

et dans ce cas, Blim (a") =0, s Re(a) <1et Blim (@) =1,sia=1
T~ +00 n-—+4-00

4. On a d'aprés la partie précéden’ge : i s n, exp (—— (lna) ) donc le rayon de
convergence de la série Z 1—‘——';z” est +o00 et
n>0
& tn 1 2
exp(—t) nz:o ;—,-t Yoo EXP (-—5 (lna) ) exp[(a — 1}¢]

ce qui donne :

I exp (—%, (In a)2) si a=1

xp(—t -—t"' ;
exp( )Z oo 0 si 0<a<l
+00 - s8i 1<a
Donc la suite (u,) est B-convergente ssi 0 < a < let ma up,=1sia=1et ma up=0,810< a
N~—>4+00
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5. Soit {us),,

{(a) On suppose que (uy), converge vers ! au sens usuel. On considére les deux suites

T
an =2 et by, = % Alors by, > 0, $¢ ~— [ et le rayon de convergence de Z b, 2™ est
! ! " n—st00
) n>0
+00 et de somme exp(z) donc, d’aprés partie 1, le rayon de convergence de Z anz”
n>0
est +oo et on a

+o0
et
v nz=0
n=0___
exp(t) t—+oo
par suite (un), est B-convergente et sa B-limite est .
(b) On a : d’apres ce qui précede la suite ((—2)"),.y est B-convergente mais n’est pas
copvergente.

6. (a) Notons par R; (resp Ry) rayon deconvergence de serie Z —-—z” (resp Z———z
n>0 n>0

. v
alors si on note par R le rayon de convergence de la serie Z -u—”——%-—riz” on a
n>o n
R > min(R;, Ry) = o0, d’autre part

+oo
_ Ln + Un YUn n Un n
(-t) EO = exp(—t) Eo t"+exp(— )nE ) 't it n]§E+1moo un+n§hn§o Un
n= n= =

donc | (up + Up)nen €st B-convergente et on a: Blim (un +vp) = Blim u, + Blim Vn.

Sl on note par R, rayon de convergence de serie entiére Z ———z alors Ry > Ry =
n>0 n!
+00. D’autre part

exp(— t)z}\ 247 = dexp(— t)Z———t” — A Blim u,

n! 1400 n—+00
n=0 n=0

donc | (Aup)nen est B-convergente et on a : ma ()\un) A ma g,

(b) Sion prend u, = v, = (—2)" les deux suites sont B-convergente mais la suite upvy = 47
n'est pas B-convergente.

Partie -111-

n
1. 1¥" cas: a=1. alors : Sn:Zak=n+1,dans ce cas

k=0

nn

= +
25 ;(n_w Zgn

. . S, .. .
donc la série entiére Z -%z" est une somme de deux séries entiéres de rayon de convergence
1n>0
+co donc son rayon de convergence +00 et

exp(—) 3 T2 = exp(=t) (£ + Dexpt] 3 +o0
n>0
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28me ca5 1 a # 1. Alors S, = _“nﬂ donc

S 1 z a"z
Zn? "=1_azm—az nl

n>0 n>0 n>0

~y 1Y Sn 13 )
arsuite ~—Z admet T CO comme rayon de convergence et
v & .

n>0
exp(—t) Z = 4———— —aexp{(a —1)t) — si Re(a) < 1
t—+o0 1 —
. n>0
et n’admet pas de limite dans C si Re(a) > 1
+oa 1
Conclusion : Z a™est B-convergente ssi Re(a) < 1 et dans ce cas Blim Z a® = g
n>0 n=0

2. (a) Si Zun converge au sens usuel alors la suite (Sp)nen converge au sens usuel donc

n>0
d’aprés 5)a) Partie -1I- (Sp,) est B-convergente donc ), ., unest B-convergente et dans
ce cas B
+00 +o00
B-) un= Blim Sy = lim Sp=3) un.
n=0 nohe n=0
{(b) On sait que Z(-—z)”est B-convergente d’aprés question précédente et }:(—2)n n'est
n>0 n>0

pas convergente au sens usuel.

1
3. (a) La série entiére E Sn 2" est la série primitive de la série entiére E ——z donc son
n!

n>1 n>0
rayon de convergence +00.

. - i . S .
(b) Puisque le rayon de convergence de la série entiére Z -—%‘—z” est +co on peut intégrer

n>0
terme & terme sur [0,#]. Donc
t +oo S n tn+1 +00 S
-1 ,n
VDR e /nd, Sy e
/ ! il (1) oo
400 S
D’autre part exp(—r)Z 1;:> S, donc exp(— T)Z——'I S + o(1) donc
n—O n=0
“+o00 g
Z —rr™ = Se" +o(e").
n!
n=0
En intégrant
+00 +oo
> - [5°
1
Al v n=0
= / (Se” + o(e")) dr
0
. i .
= Se' - S+/ o(e”)dr
0
= Se' + o(e') (car la fonction exp n’est pas intégrable sur RT)
Concours Mathématiques et Physique - Session Juin 2010 Fpreuve de Mathématiques 1 Page 5/5

o

voir.tn

Tautee lee malidre £ lee pivesu..


http://www.devoir.tn/

Donc
S -
.__t n
Z "o S

(c) On a: (Sa)nen et (Sn—1)nen+ sont B-convergentes donc (un),en = (Sn — Sn-1)nen-
est B-convergente et ma Up = ma Sp — ma Sp-1=8-5=0.

n—-+oo

4. (a) Comme

DT B S

. n>0 e

alors le rayon de convergence de la série entiére _S_ ——z est +oo.
n>0

(b) Le rayon de convergence de Z Sn-1

n!
n2>1

z" est +oo donc G est de classe C® sur R et

, +00 Sn—l
VEER, G (t) =) CEy

n=1
donc F est de classe C* sur R (produit de fonction de classe C* sur R) et on a V¢ € R,
F'(t) = '@ (t) - e—*G(z)

— = Sn—-l £n
- Z (n — 1)’ B ; ol

n=1

400 S +c0 S )
ot Z n Z -
- ( i Ttn)

n=0 n=1

- (SO+Z S" Len )

i )

- —tz

'n._O

tn— 1

(c) Ona

/ (—tz"‘"t")dt /F(t)dt T) - F(0),

n=0

or F(T) — §= BZun et F(0) = e°G(0) = 0 donc

n=0
T +oo
lim ( ~t ”"tﬂ) dt = B- Zun
T=4e0 Jo n=0 n=0
5. (a) Lasuite (un)nen converge vers 0 au sens usuel done elle est B-convergente et Bh’ﬁzn Up =
N—10Q
im u,=0.
Ti~++-00
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(b) On a: [%] < L donc le rayon de convergence de la série entigre Z ;Lui'z" est +oc et

n>0
Vi € R* ‘

n=0 n=0

(c) Supposons que la série Zun est B-convergente alors d’aprés question 4)c) de la
n>0

T +00

partie III la limite lim et Z Yngn ) gt existe
T—dco 0 = n!

Or

e —t" = ~ =
Z nl - t +oo t

est une fonction positive qui n’est pas intégrable R*. Ce qui est

donc ¢ —
absurde.

1—e?
1

Conclusion : | la série Zun n’est pas B-convergente.
n>0

(d) La condition (Un)new B-convergente et Bl'ﬁrm up, = 0 est necessaire mais n’est pas
n—+o0

suffisante pour que la série Z un, soit B-convergente.
n>0

1. D’aprés question c)4) partie ITI, si Zun est B-convergente elle est est B-sommable.

n>0
2. (a) Soit v, = &%(2}0-{» 2)", ona:
lvps1] _ (2p+4)" (2p)"

_ e .
el (20 +2)(2p+ 8)(2p + 2)" p—too (2p)772 proo

D’aprés la régle de D’ Alembert Z Up Converge absolument d’ou P'existance de Uy, POUr

p=0
tout n € N.
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(b) Vt € R, ona:

+oonn -+-oo1 +o —1)? , .
S = Z;‘;(Z(z(w)l)!(z?”) g

n=0 n=0
+00
_ (t(2p + 2)) (=1
- Z(Z k=
(2p+2)t
N pz_(:,( 2+ 1)!
B t (2p+1)t
B g( 1’ @p+1)!
= e'sin(e)

(c) La fonction ¢ — sin(e!) n’admet pas de lirm'te en +oo (il suffit de prendre la suite

ln( + nx), donc la fonction ¢t — e ‘Z -——-t" n’admet pas de limite en +oo,

(n)!

n=0
par la suite Z u, n'est pas B-convergente.
n>0

-t Un T it
/ ( Z(n)' ) = /Oe e*sin(e*)dt (IPP)

n=0
= [-e? <:o:3(et)]gw - ]OT et cos(et)dt

(d) On a

T
= —e T cos(el) +cosl— / e~ cos(e')dt
0

or THI-E —e~T cos(eT) + cos (1) = cos(1) et la fonction t — e~*cos(e’) est continue
-0

sur [0, +co| et integrable au voisinage de +o0,d’ot THT foT et cos(e*)dt existe donc
1T

] n o : . g X ;
T—'%o ( nX—;) (n )'t ) dt existe par la suite ngouﬂ est B-sommable mais n'est pas

B-convergente.

3. (a) Si Zun est absolument B-sommable alors Z n—z“ admet +4-oc comme rayon de
n>0 n>0

convergence et pour p = 0 'application ¢ — e~ Z —-t” est intégrable sur R* donc

n-()

: -t n
Tllg_xoo fo (e ’;) 7=t )dt existe par la suite :L;,)""‘ est B-sommable.

—1)r
b) Pour u, = —L-ll—~ 2p + 2)", on sait que ) wu, est B-sommable et
p= (

!

< (2p + 1)! =

400
. d u . d . - S
v Z ntn = e7'—(e' sin(e")) = ¢ [¢' sin(e?)] + € cos(e’)
dt dt
n=0
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T
comme / e te' sin(e’)dt admet une limite dans C quand T — +oco0 et
0

/T €' cos(e?)dt = [sin(et)]g = sin(e?) — sin (1)
0

qui n’admet pas de limite dans C quand 7" — +co. Donc
T d =, T T
/ eTt— Z ~t" | dt = / e~te* sin(et)dt +f e’ cos(et)dt
0 di 0 0
n=0

n’admet pas de limite dans C quand T — 40 parsuite £ — e't d Z( )'t n’est pas
n=0
intégrable sur [0, +oo] par la suite Zun n'est pas absolument B-sommable.
n>0

4. Si Zun est absolument convergente alors Z|un| est convergente donc Vp € N,

n>0 n>0
Z |unip| est convergente donc Vp € N, Z |unip| est B-convergente donc Vp € N,
n>0 n>0
Z Untp 2™ a pour rayon de convergence +co et d’aprés question c)4)partie -I11- Vp €N,
n>0 n!
lim ( —t Z '”"*Plt") dt existe dans C. Or
T—4o0
n=0
Vi e RT. et P 2 Un " = et “n+p n| & -t lun+p|
teRY, e > o Z Al t Z
n=0 n=0 n=0
P T2
-donc l’apphcatlon Vp € N Papplication ¢ — e~ -&E -—t” est intégrable sur Rt, pa.r suite
n=0 7
la série Zun est absolument B-sommable.
n>0
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