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Correction de ’Epreuve de Mathématiques I

1. (a) o ( .
1 - 1, (I1—1) . 18
> = e = i — i1 k =
¥n > la,(H) i /0 5 cos(nt)dt H([ sin{nt}lj +2n [o sin{nt)dt) = 0
et

ol 3 al1
ba(H) = }ﬁ /0 H2  in(nt)dt = %({m%ﬂcos(nt)]gﬂ _ 21—-ﬂ fo cos(nt)de) = =

(b) H est continue sur |0, 2TI[ et prolongeable par continuité sur [0, 211}, de plus H est 2I—
périodique => H est continue par morceaux sur R d’aprés Parseval

e 21 211 2 2
1 1 1 (I — ¢} 11
SN B = 5 Htgdt=———f dt = —
n=1 0
+ hG
= Vi =%
2. |ze®| <1 =
-+oe “+oe 1 1
~(n4l)it __ ,—it ity _ =it -
Zmne et ﬂeiz(mez)“_.e‘l_mewit_eﬂ_m
n==0 n=0
= o = - TrZate IR,
3.
+oo —it
1 z—e" x — cos(t)
_nzzom cos(n +1) e(:c - e“) el (z — cos(t))? + sinz(t)] x? — 2z cos(t) +1

4, Vo €] - 1,1, SUD, 137 |u™ cos((n + 1)) = |a™], or D5y |z™}, converge =
> onz ucos((n -+ 1)t) converge normalement donc uniformément sur [O,-—}:L], d’autre part
vz €] —1,1[et Vt € R z? — 2z cos(t) + 1 = (z — cos(t))? +sin?(t) > 0 =
| n+1
JE(SH um cos((n -+ D))du = T (Jg vtdu) cos((n -+ 1)1) = T ey cos((n+ 1)t) =

n=_0
9% & cos(nt) = Jy m%f——i;(;‘);;du = —31g(x® — 2zcos(t) +1) =
+00 0
-2y = = 1g(z® ~ 2z cos(t) + 1).
; " cos{nt) = lg(z z cos(t) + 1)

5. (a) On sait que Vz €}~ 1,1[ et Vi € R z? — 2z cos(t) + 1 > 0 = G, est continue sur R
2I1— périodique et paire.
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9.

(b) On Vp € N ¥, Zheoslntcoston) o 5 o sinint)sinfot)

a1 - converge normalement sur
[0, 2T} =

L] oo on ponl
ag(Gy) = 5 A (—--— In(z? — 2z cos(t) + 1))dt = o Z / cos(nt)dt =0

7=}
et Vp > 1

ap(G :Ec'l [ 2T cos(nt) cos(pt)dt =
+oo :c" 1

gt ed 0 cos((n-i—p)t)-l—cos((n pit)dt =
et G est paire, by(Gy) =

(c) Ga est continue sur R 2I1 périodigue et paire d’aprés Parseval ona:

cos®(

oo gin
21[1 q Hea(t)Pdt = § YRS 2y = )
st o |(In(a? = 2z cos(t) + 1)}2dt = j;gj SN
2n(111(9:2 ~ 2z cos(t) + 1))2dt = 411 24-00 2

2n xin
. On a3, Zr converge normalement sur [0,1) et Yo > 1, my Ly = & =
. +oo g% _ gmtoo 1 = 2
lmy 3 o =2 =

. Soient (t,z) €]0,I[x] — 1,1]

[ 4 cos®(£) sin®(%) _ sin®(t) < z? — 2zcos(t) -+ 1 {z — cos(t))? + sin?(t)

vt el0, T & €0, B 0 < cos?(£) = In(cos?(})) < In(Ep2zeesliHly o (i) =
| In(
| In{

22 cos{t)
%)l < max(2|In(sin{4))}, 2| In(cos($))]) < —2(In(sin(%)) + In(cos(%)) Donc

2-3 (ty-+1
T _gwoos(lil) t§ )| < 2|1n(d sin())]-

(a) vt €]0,21II], § €]0,11[ sin{) > O au voisinage de 0, G*(t) = L®(2({ + o(t))) =

2ln(t + o(t)) = of \/-) et au voisinage de 2II G?(t) est intégrable au voisinage de
211 ssi G*(h + 2TI) est intégrable an voisinage de 0 G*(h - 2I1) = In%(— sin(2)) avec
h < 0 donc G? est mtegrable sur |0, 211
S G(t) — GE)Pdt = [ |Ca(t) — G()2dt + 27 |Gult) — G(£){2dt un changement
vanable dans la deuxiéme mteg1 alell-t=hetv= -h On aurra
" 1Ga() =Gt )l%!t =2 [y |G ()~ GO dt ot limy 1~ [G(t)~ G(t)] = 0 et |Ga(t)

(t)|2 < |In(3 sin(t))]? = o(\}_), intégrable au voisinage de 0 meme raisonement au

voisinage de II d’ou le resultat.

Ona: [F1G(8) = G(t)Pdt = [P G2(1)dt—2 [ Go ()G (t)dt+ [* G2(t)dt en raison-
nant comme en (a) et en utilisant la domination |G (t)G( ) < |In{2sin(% )!I In(2sin(% ))+
tn(d sin()}] = o(L;) et lim, ., - (Ga(1)G(1)) = G2(t) on aura im, _,- J21 G,(1)G(B)dt

S G2 (t)dt done

201 5 AT ) +co 211
/0 G4(t)dt = lLim Gi(t)dt =11 bHm Z _Hzng = __1

z—1™ g :cal—
dou [77 |In(2sin(L))2dt = 1L
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1. Soit g une solution constante qui vaut o de I'equation E, on aurra a = pa
= a =0, puisque p > 2.

2. {(a) f(t 4 2[) = 37~ f{t + 21T + } F(t) et f est la somme des fonctions continues
donc continue.

Jol(t + 2kI1) = f(p(t + 2KIT)) = f(pt) = folt) et fp est la composé des fonctions con-
tinues donc continue,

(b) Vne Z
-Crpl = o Ek 5 0 flt+ om) ~™Ptdi un changement de variable on pose
=1+ "’;H on aurra

9“+2kli

kIl pl
"P(f o zf _mp{u—T}du = Z Crp(f) = pCop(f)
k=0

-Cnp{fp) = 55 G fp(t) ~Ptdt un changement de variable on pose
u = pt on aurra

) = g fﬂ e = j; /zk:ﬂm Flw)eimdu = o (f).
3. (a) g solution de (Bp) = g(pt) = Sh_tg(t + 3’;;“—) = pg'(pt) = S o't + 2”‘H) =
9'(pt) = 13020 /(1 + 20y,
(b) pg'(pt) = g'(t) = pgp(t) or Yn € Z
Culg) = Crplgh) = CrplL) = 1Cup(9) = Crp(9') = Calg') = Cuplg).
(c) Colg'y = sk Jy &' (t)dt = 54 (9(201) — g(0)) = 0
(d) Soit n e Z*
L ¥r e N Ch(g') = Cuplg) = Cpp2(¢) = Crpr (g')

ii. g" est continue 2I1—périodique done limy... oo Crpr (¢) = 0 = Cr(g") = 0.
(e) Les coeflicient de Fourier exponentiels de ¢’ sont nulle d’aprés Parseval ¢’ est nulle .

f) g est constante est solution de E,, d’aprés 1) partie 11 g est nulle.
P

sin{2"¢) | . : p . sin{2m¢)
4. {a) ZHEOW converge normalement donc uniformément sur R et ¢ — Smiiy est

. C sin(27 in(2n .
continue , 2II— périodique car qm(z(n(_f_'l")zm = S;(l,(h-li) Yn € N donc g continue 2I1—
périodique.

: (e+2m)
t+2H +oo sin(274)4sinfen LE20 } +oo sin(27 ) 400 sin(27 ‘H—""TI) _
(b) g( )+g ZH—O 2n¥T) n=0 " g(R¥L) +Zn-"0 aln+1)
o0 sm(?"_lt) o0 sin(2P1y)
Z 2 ¥ — Zane=] 5 g(}
+o0 sin(20IT)
(e} 9(0) =0, g(§) = F B =l =1

(d) 9(0) # g(¥) = g n’est pas constante.

(e) g est une solution de By qui n'est pas constante done g n’est pas CL.

Partie -111-

wvoir.th

Toules et matiiife £ |t Rivesuk..


http://www.devoir.tn/

Concours MP ~ Corrigé de I'épreuve de Mathématiques I

1. Soit pe N* et p > 2,

( ) n(g) gn ;;0 mg(t) e~ iidf = ‘21’[ Zk-ﬂ 5 (t+2k1‘1)e-—mtdt
kL1
= ko zmp g(w)e~™Pe=2kpdy un changement de variable, (u =

Calg) = Crp(9)-

(b) i Pourn =0 Co(g)=pColg)etp=2= Colg) =

Pour n = 1 Cp(g) = g'_%g)__

Powr n = —1 Ch(g) = C'—;J(g).

t--2KT1 )
P

ii. ag = Colg) = 0, ap = Cp(g)+C-p{g) = Mﬂj—;‘@-}- = % avecor = Ci{g)+C-alg).

by = i(Cplg) — O—plg)) = H(EHL==lEl)y = 8 avec = i(C1(g) ~ C-1(9))-

2. Pulsque g — aGy — BH continue par morceaux 21— peuodlque d’aprés Parseval donc
i T g(E) - aGa{t) — BH(R)dt = [L‘EP(Z—’ME'— + 1 5F % (g, (g — oGy — BH)|? +
b (g ~ Gy _JBH)! ) = gial ZH,O (-7}

3. Vz € [0,1] et ¥n > 1 ona |—1:§i2 < &= Yo {1—_%2 converge normalement donc

uniformément sur [0,1] et Vn > 1 lim,_3- Qj’“—)— =0 limgy- 303 (1_:;621‘_)3 =0

4. En utuhsant I'hypothése de domination fa1te a G, dans la question 6) parti [} on awra
timg_a- fo0 lg(t) — aGu(t) — BH(¢)Pdt = 2 g(t) — aG() ~ BH(2)dt.

5. [ g(t) - aG(t) — BH(t)[2dt = limg- glol® k] “-;r?- =0.

6. g—aG—BH est continue sur |0, 2I1[ et ;‘ lg(t) — oG (t) - BH{t)|?dt = 0= g—aG—FH = 0.

7. Supposons que ¢« # 0 g est continue en 0 = |9(0)] = lim,_p+ |g(t)] = lim,_o+|5C() +

ﬁH(t)! = 0o absurd . ®
g = AH supposons que § # 0 g(0) = ¢(2M) = Plim_os [H®) = 5 =
ﬁ’hmt_, - [H(#)] = —,ﬁ?ﬂ = 8 =10= g=0su |02 et comme g est continue 2II—

périodique sur R = g = 0.

nt1(E) {ﬂ'f"l 1 — b
1. falz) =In( P+E:n y = In(*=5- %ﬁ—l) = —In(1 + —mm(nﬂ)) zln(l - (n+1)}
2 falz) = -5 + 0('(*1;_:—1)42)] ~z[=ty + O(W—_}i’)“g)] = o((;{—_&—ﬁg) => ¥.no1 Jn converge simple-

ment sur R} .
fn est de classe C? et Vz € R%, fi(z) = —In(l — (_n“%;“ﬁ) - nl—ﬁ(l + ﬁi—l)"l et

1
fi(z) = % > 0 donc f, est croissante et f;(0) = ~In(1 — -Gﬁ) - =
Soit g(z) = — in{l —z) —2 avec  €]0, 1[ ona ¢'(z) = 1% > 0 = g est croissante et g{0)y=0

donc g > 0, par la suite f), est croissante et positive .
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Soit la,b] C BL,

, 1 1 b

o @)l = () = (=5 +o((n+1)2)) nrl

= 2 _n>1 Jn converge uniformément sur {a, b]
= T+ £, est de classe CT sur BY.

3. Zﬂ;l 2(z) = Wn(Tns1(z)) — In(Fi(z)) or 3,5 fn converge simplement sur R} vers
une fonction de classe C' notée f = (in{I'y))n convrge simplement vers g sur B} avec
glz) = flz) + ln( & +1 ), Yo > 0, done (T'y)n converge simplement sur R} vers une
fonetion de classe C! notée I' = exp(g).

4. (a) ¥z > 0 et ¥n € N* ona:

a:+1 1
Tnsr{e + 1) = coamGrmyGensy = stapiln(@)

(b) Ve > 0, Tz +1) = limy .y Tnp1(z + 1) = hmnw_roo e Ta(2) = 2T(2}).

‘rfn-r].

5. (a) V& > 0 et ¥n &€ N* ona:

+1
I\ ( u,+lJ — nin! 'ni’f"n? —
S+ () S () (S48 (5 +m)

nTy/n(n)? 1
srz{z+2)ie+d)- (420} Sy (e41) (2 +3)(z+8)( (et2nt1)
224207 )2 n) (2 _

(Zn)1(2n)2 = p (24 1) (z+2) - (z+2n) (z+2n+1)
22n+2nx\/ﬁ(n!)21—-2n(m) _

(2n)*(2n) {z+2nt+l)  —

22042 n(nl) Tan (x)

(27 2n)z+2n+1} -

(b)
{n!)? 2TInn e Vnll
(20}l VanII(2n)2re=2n 22"
=
92+ fn(nl)? ol
)22 (x + 2n + 1)
=
I O
d'ou I{z) = %I‘(%)F(%’—l)

6. (a) Ona: Vo > 0 g{z + 2II) = g(x) et
o rq+2]'i KR Al "
In(A(ZET) - In(T(2E) = lll(m%ﬁﬁmiﬁ ) =in n(E) = () = Wm(AG) -

ln(I‘(.)H
donc V2 > 0 g(x) = In(A{5])) ~ In(T(5H))-

Bl 6] p-— A(ﬁ“‘)
(b) D’autre part Yz > 0, g(z) = 1]1(_..117) rf'?‘““m =1 5= )
%’—r Thzs ML=

0[131("& 1_9“1)) —In(I'( mf;{in V=21 Dg H”‘H) ef I apphcatmni b 09 l'r?m}

&

::JI”

Ak 111 24T
est 91'[ pe})l%dique en iﬁgt - 09 11—“%_%:;;3 = 3 —“*‘—TT b =2 e 9(® ) =
Yo o) + 6(%51) = Lio 9155,

d'oun V:L € IR, glz) = Z Q(”Qm

(¢} D’aprés question 4) partie III une solution g de E, continue 2I1— périodique est nulle
done Vo > 0. In(A(5%)) = In{T'(5};)) par la suite A =T

T
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