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L’usage des calculatrices est strictement interdit.
Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, a la clarté de la rédaction
et au soin de la présentation. I1 est rappelé que tout résultat énoncé dans le sujet peut étre

utilisé pour traiter la suite, méme s’il n’a pu étre démontré.

Pour la suite E' désigne Pespace vectoriel R" rapporté a sa base canonique (ej,...e,) muni du
L n n

produit scalaire usuel noté ( , ). Siz = Z::je_,; et y= Zyjej, (z,y) = szy_,-. On notera || || la
j=1 i=1 i=t
norme sur E associée & ce produit scalaire. L(F) désigne’algébre des endomorphismes de E. Pour

u € L(F), on note u* I'adjoint de u relativement au produit scalaire de E. Un endomorphisme
u de E est dit symétrique ou autoadjoint si u = u*. Un endomorphisme u de E est dit normal
si uou® = u* ou et un endomorphisme u de E est dit antisymétrique si u* = —u. Id désigne
I’application identité de E. On rappelle que toute matrice symetrlque reelle est dlagonallsable

-dans une base orthonormee - .-

-I‘fantiel- LT i _---"—-__ T ]
Soit F _un espace vectoneLde dimension finie sur R et soit u € E(F) avec L(F) T’algebre des
endomorphlsmes de’ F. On définit 1 apphcatxon t,au C(F) — L(F) par: p,(v) = uv= vy,

avec la convent:on ub = u o . e

1 .(a) Demontrer par récurrence sur m € N que si v € Ker <,ou' alors v™ € Kertpu pour
tout m-€ N*, a

l)) En déduire que si v € Ker V., alors pour tout polynéme P C R[X] P(v ) € Ker Pu-
2. Soient u et v € L(F). Montrer que v € Kerp, <= u € Keryp, et en déduire que si
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v € Ker ¢y, alors pour tous polynémes P,Q de R[X]

P(U)Q(u)é Q(u)P(v) et KerQ(u) est stable par P(v).
A :

3. Soit u un endomorphisme de E. On suppose qu'il existe un polynéme P de R[X] tel que

u® = P(u). Vérifier que u est normal. (On rappelle que si P € R[X], (P(u))* = P(u")).

4. Soit u un endomorphisme normal de E.

Déduire de ce qui précede que pour tous polynomes P, @ de R[X],
que p .
P(u)Q(v*) = Q(u*)P(u) et que P(u) est un endomorphisme normal.

(b) Montrer que pour tout z € E, lJu*(z)|r = [|u( )|| et en déduire que
) Keru_4= Ker u* = Keru*u et Keru = Keru? = Keru™ pour tout m € N*.
(c) En déduire que pour tout polyndme P € R[X], Ker P™(u)  Ker P(u) = Ker P(u").

(d) Caractériser les endomorphismes normaux et nilpotents de E. v

Partie I
Dans cette partie on suppose que E est de dimension 2. On se donne B = (e;, €;) une base

orthonormée de E.
A)
1. Montrer qu’un endomorphisme v de E est antisymétrique si, et seulement si, pour tout

z € E, (v(z),z) = 0. . 4

2. Soit v un endomorphisme antisymétrique non nul de E. s

(a) Montrer que la matrice de v dans B est de la forme ( —Ow ‘15]), avec w #0 et en

déduire que v? :4—;02 Id.
(b) Soit e un vecteur de E de norme 1.

Montrer que (e, Ii—lv(e)) est une base orthonormée de E et retrouver la matrice de ;
v dans cette base. F T '

p

Soit u un endomorphisme de E et A = (: 6) la matrice de u dan_s B, avec a, 3, v

et & des nombres réels. T 4

3 Montrer que u est norma[ si, et seulement si, (B—7)(B +_‘)f) =0et (B—7)(a=8) =0
4. Exr deHmfe que _' - - - = A‘__ - e :

( ) si ﬁ Tr alors u est symé%nque AN . e - =
N (b) si B 7é ~; alors u n'admet pas de valeurs proprea "eelles et 1fex1ste r> 0 et d G R
telsqueA—}-(cosg ~—sm9)_ - . =
. sinf  cos® - =

B) On se propose de retrouver les résultats précédents d’une autte maniere.

Soit u un endomorphisme normal et soit P, son polynéme caractéristique.

2 i
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1. On suppose que P, est scindé sur R.
Montrer u est symétrique. (On pourra montrer qu'il existe une base orthonormée de E

dans laquelle la matrice de u s’écrit sous la forme ( g f) et utiliser le fait que u est

normal). & - ) iy :

2. On suppose que P, n’admet pas de racines réelles.

(a) Montrer qu'il existe un unique couple (a B) de R xR} tel que Py(z) = (z- a)2+ﬁ_2

et en déduire que u est inversible. 5 <>

(b) Montrer que pour tout = €E \ {0}, (z,u(z)) est une base de E et en déduire que

si F # {0} est un sous-espace de E, stable par u, a.lo;sL r=E.

¢ (c) Montrer que I'’endomorphisme u + u* admet au moins u'h/e valeur propre réelle.
(d) Soit ) une valeur propre de u + u*, Montrer que le sous-espace propre de u + u*
associé & A est stable par u et en déduire qu'il existe 4 € R tel que u + u* = 2uId.
3. (a) Montrer qu'il existe 7 > 0 tel que (v.— u*)*> = —4y*Id. (On pourra utiliser les
résultats de la partie II) A)).

((b) En déduire qu’il existe une base orthonormée de E telle que la matrice de u dans

\ cette base est de la forme (JbL 7 )
g T OH

(c) Déduire de ce qui précede qu'il existe r > 0 tel que Lu soit une rotation.

Partie I1I . ‘

Dans cette partie on suppose que E est de dimension n > 3. On se propose de montrer que si
un endomorphisme u de E est normal, alors il existe un polynome T' € R[X] tel que u™ = T (u).
Pour la suite de cette partie u est un endomorphisme normal de E. On note P, son polynome
caracteéristique.

1. Soient @ et R deux polynémes de R[X] premiers entre-eux.

. (a) Montrer que R(u) laiss¢ stable Ker Q(u) et que la restriction de R(u) a KerQ(u)
pest injective. (On pourra utiliser I'identité de Bezout).

(b) En déduire que R(u)(Ker Q(u)) = Ker Q(u) et que les deux sous-espaces Ker Q(u)

et Ker @(g)_g@unhogonaux

_2. On suppose dans céma questlon que le polynome caractéristique P, del endomorphisme
- — u s'écrit-sous la forme P,(X) = Q1" Q5?(X), avee-Q, et Q; dews polynémes premiers
i entre-eux et Er’e_d_u_@_hles dans R[X deng < 2et deg @, < 2).

( ) Montrer que
' E = KerQ, (u)esKeer( )

(Il 8 a.glt d’une somme directe de sous-espaces orthogonaux)

(b) En déduire que si deg @, = 1 et deg @, = 1, alors u est diagonalisable et symétrique.

1
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(c) On suppose que Q2(X) = X? + aX + b, avec a et b deux réels.
7 1) On suppose qu'il existe un vecteur non nul e € Ker Q2(u) tel que u(e) = u*(e).
=" " Montrer que le sous espace F engendré par e et u(e) est stable par u et que u* = u
sur F. _ o |
ii) En déduire que la restriction de u—u* sur Ker Q2(u) est injéctive et que pour tout
z € Ker Qa(u), u*(z) -= —u(z) — az. (On rappelle que Ker Q2(u) = Ker Q2(u")).
{d) En utilisant l’identité de Bezout, montrer qu’il existe deux polyndmes S; et S, de
‘,;,"'.{3-; R[X] tels que les endomorphismes p; = S1(u) et p, = S2(u) soient deux projecteurs
vérifiant : p; + pp = Id, p1(E) = Ker Q1(u) et p2(E) = Ker Q,(u).

-

. c,.{e) En déduire qu’il existe un polynéme T tel que u* = T'(u). =
T _ : __ 1 0 0\
3. On se donne ’endomorphisme u de R® de matrice A= [ 0 0 1
0 -1 0
G (a) Vérifier que u est normal. ;
. ( - X ‘_' h'r‘ fJ

:Z.> (b) Donner le polynéme caractéristique P, de wu.

* (c) En suivant la démarche de la question précédente, donner un polynéme 7" de R{X]
o tel que u* = T'(u).

k
4. Pour le cas général, soit P,(X) = H Q7 (X) la décomposition en facteurs irréductibles
_ ) =1 '
dans R[X] du polynéme caractéristique P, de ’endomorphisme w.
| (a) Montrer que |

Ez é Ker Q;(u)

1<<k _
(I s’agit d’une somme directe de sous-espaces deux a deux orthogonaux).
(b) En déduire que si P, est scindé, alors u est diagonalisable et donc symétrique.

) (c)_Déduire de ce qui précéde qu’il existe un polynéme T tel que u* = T'(u). -
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