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Une grande importance sera attachée 4 la rigueur du raisonnement, 4 la clarté et au soin
de la présentation. L’usage des calculatrices n’est pas autorisé.

Il est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite,
méme s’il n’a pu étre démontré.

Exercice

Soit E un espace euclidien, muni du produit scalaire <, > et || . || 1a norme associée.
Pour tout sous-espace vectoriel F' de E, on désigne par F* 'orthogonal de F et pp
le projecteur orthogonal sur F.

On désigne par L(E) 'espace des endomorphismes de F et O(E) le groupe des
endomorphismes orthogonaux de E.

Pour tout endomorphisme u de L(E), on note Im» 'image de u, keru le noyau de
u, et u* I’adjoint de w.

1) Soit p € L(F). Montrer que p est un projecteur orthogonal de FE si et seulement
sip? =petp=rp".

2) Soit F un sous-espace vectoriel de F, pr le projecteur orthogonal sur F

et g un élément de O(F).

2a) Montrer que g% o pr 0 g = py-1(p).

2b) On pose f = pr o g. Donner Pexpression simplifiée de f o f* o f.

2c) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que pr o g = g o pp.

3) Soit f appartenant a L(E) tel que fo f*o f = f.

3a) Montrer que f* o f- est le projecteur orthogonal sur (ker f)=.

3b) Montrer que pour tout z € (ker f)*, ||f(z)]| = ||zl

3c) Montrer qu'il existe une application linéaire ¢; qui envoie ker f sur (Im f)*

et telle que ||jg1(z)|| = ||z]||, pour tout z € ker f.

3d) En déduire qu’il existe un sous-espace vectoriel F et un endomorphisme

orthogonal g de F tels que f = ppoyg.
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Probléme

Pour tout entier p > 1, on désigne par M (p, C) 'algébre des matrices carrées d’ordre
p & coefficients complexes.
Pour toute matrice A = (ax;)1<k,5<p de M(p, C),on pose || Al = p Sup |ax;] .

k,J

On note GL(p,C) le groupe des matrices inversibles de M(p, C).
Si A est une matrice de M(p,C), on note (det A) son déterminant et £r(A) sa trace.
On désigne par I, la matrice unité de M(p, C).

Partie I

1)Montrer que pour toutes matrices A, B de M(p,C), ||AB|| < ||All || B .

: : A
2) Pour toute matrice A € M(p,C) et tout entier n, on pose p,(A4) = ¥ 27 avec
k=0 £

la convention A°® = I,,.

Montrer que la suite (pn(A))n>0 est convergente dans M(p, C).

o Ak

okl

3) Soit A et B deux matrices de M(p,C) qui commutent. Montrer que

Aexp(B) = exp(B)A et exp(A)exp(B) = exp(B)exp(A).

4) On pose A = (Z’ b
4a) Déterminer la matrice A% + (det A)I,.

4b) Montrer que si (det A) = 0, alors exp(A4) = I, + A.
4c) On suppose que (det A) = —a?, o # 0. Montrer que

exp(A) = chals + @A.
o

On note exp(A) = lir}_z pn(A) =

) , Ot a, b, ¢ sont des nombres complexes.

4d) Donner I’expression de exp(A) lorsque (det A) = o?, a # 0.
5) Soit a et b deux nombres complexes distincts et A une matrice de M(p, C) vérifiant
(A — al)(A - bL,) = 0.
5a) Déterminer les nombres a,, et 8, qui vérifient
Pn(z) = (z — a)(z — b)gn(z) + an + B,(xz — a);
n ok
ou py(z) = > % et g, est un polynéme a coefficients complexes.
k=0 K
5b) Exprimer p,(A) en fonction A, oy, et 3.
5c) Montrer alors que

e — e
T (A —aly).

exp(A) = eI, +

5d) Que devient cette derniére écriture lorsque a = b ?

2
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6a) Montrer que 'application ¢ : R — AM(p, C) définie par c(t) = exp(tA)
est dérivable et que pour tout t € R,
c'(t) = Aexp(tA) = exp(tA)A.

6b)Déterminer la dérivée de I’application d : R —— M(p, C) définie par
d(t) = exp(tA) exp(—tA).

6¢c) En déduire que exp(A)exp(—A) = I,.

7a) Déterminer la dérivée de ’application v : R — M(p, C) définie par

v(t) = exp(t(A + B)) exp(—tA) exp(—tB).
7b) En déduire que
AB = BA = exp(A + B) = exp(A) exp(B).

8a) Calculer les exponentielles des matrices
0o 1 2 0
A=(0 2 ) B=(% )

exp(A + B) = exp(A)exp(B) = AB= BA ?

9a) Montrer que si 7" est une matrice triangulaire supérieure alors exp(7’) est

8b) A-t-on

triangulaire supérieure.

9b) Donner les valeurs propres de exp(7") en fonction de celles de 7.
10) Soit A € M(p,C) et P € GL(p,C).

10a) Exprimer exp(PAP™!) en fonction de P et de exp(A).

10b) En déduire ’expression de det{exp(A)) en fonction de tr(A).

Partie II

Soit f un endomorphisme de C? et Ps(x) = det(f — zid,) son polynéme
caractéristique, ou id, désigne l’'identité sur CP.
On pose
k
Py(z) = [T (X; — )7, o les X; sont les valeurs propres distinctes de f de
j=1 .
multiplicités respectives «;.
k
gi(z) = Jl(z —A), 1 <j <k
=1
i#7
N; =ker(f — X\;jidp,)*, 1 < j < k.

k
1) Montrer que CP = j@le.

‘ . :ﬁvair.’rn
Tautee lee malidre £ |ee RivesuN..



http://www.devoir.tn/

k
2a) Montrer qu’il existe des polynémes ry,...,r; de C[X] tels que ¥ _7;q; = 1.
7=1
2b) On note II; = (r;¢,;)(f), 1 £ 7 < k. Montrer que
I + - - - + I, = id,.
3) Soit m et n deux entiers distincts appartenant a {1, ..., k}.
3a) Montrer que pour tout v appartenant & N, I1,(v) = 0.

3b) Montrer que pour tout v € Ny, II,,(v) = v.
3c) En déduire que pour tout 1 < j < k, II; est le projecteur sur N;

parallélement 4 éle.
I#5
4) Montrer que I’endomorphisme d = A\ II; + - - - + A\ I, est diagonalisable.
5) On pose n = f —d.
5a) Montrer que pour tout v € N;, n%(v) = 0.
5b) En déduire que ’endomorphisme n est nilpotent.
6) Soit d’ un endomorphisme diagonalisable de CP qui commute avec f.
6a) Montrer que d’ laisse stable N, pour tout 1 < j < k.
6b) En déduire que les endomorphismes d et d' sont diagonalisables dans une

méme base de CP.
7) Montrer que pour tout endomorphisme f de CP, il existe un unique couple
(d,n) d’endomorphismes de C? tels que :

d est diagonalisable, n est nilpotent, don=nod et f=d+n.

8) En déduire que pour toute matrice A € M(p,C), il existe un unique couple
(D, N) de matrices appartenant & M(p, C) telles que :
D est diagonalisable, N est nilpotente, DN = ND e A= D+ N.

On dira que A = D + N est la décomposition de Dunford de la matrice A.
Partie III

1) Soit A = D + N la décomposition de Dunford d’une matrice A appartenant
a M(p,C).
1a) Montrer que I, + N est inversible.

p—1 N
1b) Montrer que la matrice exp(D)Y ¥ est nilpotente.
=1 ]!
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1c) Déterminer alors la décomposition de Dunford de exp(A).
1d) Montrer que A est diagonalisable si et seulement si exp(A) est diagonalisable.
le) Décrire toutes les matrices X de M(p,C) qui vérifient exp(X) = I,.
2) On considére I’application g : R — M(p, C) définie par

o(t) = S (1 B2

j=1 J

On pose f(t) = exp(g(t)), t € R.
2a) Montrer que g et f sont de classe C*™ sur R.
2b) Montrer que pour tout t € R, ¢'(t) = (I, +tN)™IN.
2c) Montrer que pour tout £t € R, f'(t) = ¢g'(#) f(¢).
2d) Montrer que f” est identiquement nulle et en déduire que f(t) = I, + V.
3) Soit D une matrice diagonalisable de GL(p, C).
On désigne par (A; = |A;| %)< < les valeurs propres distinctes de D, et
on pose pour tout 1 < j < k, u; = Log|\;| +16;.
3a) Montrer qu’il existe une matrice diagonalisable D’ appartenant 34 M{p, C), ayant

pour valeurs propres p,, ..., &, et vérifiant D = exp(D’).
3b) Soit L un polyndme interpolateur de Lagrange tel que

L(XA;) = p;, pour tout 1 < j < k.
Montrer que D' = L(D).
4) Soit A une matrice de GL{p,C) et A= D + N sa décomposition de Dunford.
4a) Montrer que D est inversible.
4b) Montrer qu’il existe un polynoéme Q € C[X] tel que

I, + D7'N = exp(Q(D~1N)).

4c) En déduire que 'application exponentielle est une surjection de M(p, C)

sur GL(p,C).
5) Déterminer toutes les matrices X de M(2,C) telles que

exp(X) = ( o1 )

. :ﬁvair.’rn
Tautee lee malidre £ |ee RivesuN..



http://www.devoir.tn/

