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La qualité de la rédaction, le soin de la présentation et la rigueur des raisonnements constitueront des &léments
importants pour |'appréciation des copies. Il est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut 8tre utilisé
pour traiter la suite, méme s'il n'a pu &tre démontré. L'usage de tout ouvrage de référence et de tout autre
matériel &lectronique est strictement interdit.

Dans tout le probléme K=RouC. Powrne N et p € I*, on adopte les notations suivantes:
o K [X]: 'algébre des polyndmes & coefficients dans K.
o M p(K) le K-espace vectoriel des matrices & coefficients dans K ayant n lignes et p colonnes.
e Lorsque n = p, My »(K) est noté plus simplement Ma(K).
o I, représente la matrice identité d’ordre n.
e Pour A € M,(K), on note *A sa matrice transposée.
e F est un [K-espace vectoriel de dimension finie n 2> 2.
e (€1, ,en) est une base de E.
o L(E) P'espace des endomorphismes de E.
e idp représente I'endomorphisme identité de E.

e L’image, le noyau, la trace et le polyndme caractéristique de f € L£{FE) sont respectivement
notés Im(f), ker(f), Te(f) et Pp(t) = det(f — tidg).

o Sp,(f) l'ensemble des valeurs propres de f dans K.

e Pour A € Sp,_(f), le sous-espace propre de f associé & X est noté Ey(f) = ker(f — Aidg).
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PARTIE 1

Soient u et v deux endomorphismes de E et soient A = (ai;)1<ijgn et B = (bij)i1gijgn leurs
matrices respectives dans une base {e1, - ,e,) de E. On définit deux endomorphismes de L(E)
par :

Gu(fy=ucf et Dy{f)=fouv pourtout f € L(E)

A - Etude des endomorphismes Gy, D, et G, + D,
Dans toute cette partie, on prend K = €. Pour simplifier, on note
@u,v=Gu+Du cfr—uof+ fou.

1. (a) Montrer que, pour tout R € C[X], on a R(Gy) = Gpu)-
(b) En déduire que R(u) = 0 si et seulement si R(Gy) = 0.
(c) Montrer que u est diagonalisable si et seulement si G, est diagonalisable.

2. Montrer d’une fagon analogue que v est diagonalisable si et seulement si I3, est diagonalis-
able.

3. Dans cette question, on suppose que v et v sont diagonalisables.

(a) Montrer que Gy o Dy = Dy 0 Gy,.
(b) Montrer que tout sous-espace propre de Gy est stable par D,,.

{c) Montrer qu'il existe une base de L(E) formée par des vecteurs propres communs & G,
et D,.

(d) En déduire que O,y est diagonalisable.
4. On suppose que u est diagonalisable.
(a) Montrer que v € ker(©,,_) si et seulement si tout sous-espace propre de u est stable

par v.

(b) En déduire que la dimension de ker(©, ) est égale a4 la somme des carrées des
dimensions des sous-espaces propres de u.

{c) On suppose que u admet n valeurs propres Ag,--- , A, distinctes deux & deux. Pour
v € ker(©, _,), montrer que :
i. pour tout j € {1,--- ,n} et pour tout vecteur propre z; de u associé & A4, il existe
i € C tel que v(z;) = pyz;. En déduire que v est diagonalisable.
ii. il existe R € C[X] tel que v = R(u). (On pourra utiliser les polynémes
d’interpolation de Lagrange associés & {A1,---, An})-

B - Cas ot dim(E) =2

On reprend le cas général K = R ou C et on suppose que dim(E) = 2. Soit » un endomorphisme
de £ qui n’est pas une homothétie. On se propose d’étudier la diagonalisabilité de u et Oy —y,
selon K =R ou C.

1. (a) Montrer qu'il existe £, € E tel que U = (g1, u(e1)) est libre. (On notera g5 = u(e1)).
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(b) En déduire que ker(0y, ) = Vect(idg, ).

2. Pour tout (4,5) € {1,2}?, on définit I’endomorphisme de B, noté fij, par :

fijler) = d8:, Yk e {1,2},

o = 0 s17#k
TV sij=k

Montrer que F = (f11, fi2, fo1, fo2) est une base de £(E).

1 46

(b} Déterminer la matrice de Oy~ dans la base F = (fi1, fiz, fo1, foz} en fonction de ~
et 4.

(c) En déduire que Tr(©,, ) = 0.

3. (a) Vérifier que la matrice de u dans la base I est de la forme ( 0 7 )

4. Montrer que le polynéme caractéristique de ©y, ., est donné par Po, _ (t) = £2(t2 + §) avec
Se K

5. Si 8 =0, Pendomorphisme &, _, est-il diagonalisable?
6. On suppose que § # 0. Etudier la diagonalisabilité de Oy _yselon K=RouK =C.
7. On suppose que O, ., est diagonalisable.

(a) Veérifier que Sp, (©y,—u) = {0, A, —A} 0 A est un scalaire non nul.
Dans la suite de cette question, w (respectivemnent wy) désigne un vecteur propre de
©u,—u associé & la valeur propre A (respectivement —\).
(b) i Verifier que, pour tout ¢ € K, wy o (u — tidg) = (u— (¢ + A)idg) o w;.
ii. Montrer que rg(w;) = 1, Tr(un) = 0 et w? = 0.
Remarquons qu’on a les méme résultats pour ws.
(c) i Montrer que la famille (g1, w;(e1)) est une base de E.
il. Vérifier que la matrice de u dans une telle base est triangulaire inférieure.
iti. En déduire que

Tr(w) — A Tr{u) + A
syt = (=2, 202y
Que peut-on alors dire de u?
(d) i Montrer que wy owa(e1} # 0 et wz 0wy (gy) # 0.
ii. Montrer que E = ker(w;) b ker(ws).

iii. En déduire une base de E formée par des vecteurs propres de u.
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PARTIE I1

Dans cette deuxiéme partie, on prend K = R.
e Le produit scalaire canonique de My 1(R) est défini par (X|Y) = tXY pour X.Y €
M1 (R); on notera la norme associée par | - |.

e Une matrice symétrique M € M, (R) est dite “positive” (respectivement “définie positive”)
si, pour tout X € My 1(R), "XMX > 0 (respectivement, pour tout X € M, 1 (BI{0},
tXMX > 0).

A - Etude de &4 dans une structure euclidienne
On rappelle que A désigne la matrice de v dans la base (e1,-+- ,en) de E. Matriciellement,
Vendomorphisme ©,,,, induit 'endomorphisme de My(R}, notée &4, défini par :
B4 Mp(R) —  Miu(R)
M - AM+MA
1
1. Montrer que application {-,-} : (M, N) — H’I&(M N est un produit scalaire sur M, (IR).

On notera, | - || la norme associée.

9. On suppose que A est symétrique. Montrer que 4 est un endomorphisme autoadjoint de
I’espace euclidien (M, (), (-, }}-

3. Soit G € My (IR) une matrice symétrique. Montrer que ' est définie positive si et seulerent
si Sp,(C) C RY.
Dans la suite de cette partie, § € My(R) est une matrice symétrique définie

positive.

4. Montrer qu'it existe une matrice symétrique définie positive @ € My (R) telle que S = Q.
5. En déduire que l'endomorphisme autoadjoint ®g est défini positif.
6. Soient ¢ une valeur propre de &g et M € My(R) un vecteur propre associé.

(a) Montrer que, pour tout entier naturel &, SEM = M(a I, — S)F.
(b) En déduire que, pour tout R € R[X], R(S)M = MR(a I, —~ 5).
(c) i Veérifier que MPg{al, — S) = 0 et en déduire que la matrice Pg{a I, — S) n'est
pas inversible.
ii. En déduire qu'il existe 3 € Spr(S) tel que (o — B) In — S ne soit pas inversible.
{(d) Retrouver le résultat de la question 5.

7. Soit M € Mn(R). Montrer que M est symétrique si et seulement si $5(M) Vest aussi.

. b
8. Soit C' = ( cg . ) € Ms(R).
(a) Montrer que C est définie positive si et seulement si @ > 0 et ac — b > 0.
(b) On suppose que C est symétrique et définie positive et on considére une matrice

A0
MA-(O 1)avecA>0.
i. Calculer @ (M)).

ii. Montrer qu’on peut trouver des valeurs de b et A pour lesquelles cette matrice ne
soit pas définie positive.
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B - Orthogonalité dans (My(R), (-,+})

Dans cette partie, on suppose que 4 = (@;)1<i,jgn @6 B = (bij)1<i j<n sont définies par:

fury

© o N >

co 1 sij=i-1
aij={1 S.IJ"_?' ! b§j= 1 sii—-—l,j:n
0 sinon; .
0 sinon.

{a) Calculer AP, pour tout p e N.
(b) Vérifier que B? = AP + *(A"P), pour tout entier naturel p <n—1et que B* = I,,.

Montrer que, pour tout entier naturel p € N, BP est une matrice orthogonale.

Soient £4 et £p les sous-espaces vectoriels de M,,(R) engendrés respectivement par
{In, A, , 47} et {I,,B,--- ,BF,--- }.

(a) Quelles sont leurs dimensions?

(b) Quelle est leur intersection?

. Pour p € N*, la matrice A” est-elle inversible? diagonalisable?

. Pour p,q € {0, L n— 1}, calculer {AP, A9).

(Indication: on pourra vérifier que, pour 0 € p < n~1, on a AP = EEHJ-J, ol
E;j = (dem) € Mn(R) de coeficients tous nul sauf d;; = 1). =

En déduire une base orthonormeée de £4.

Montrer que {I,,,B,--,B" '} est une base orthonormée de &p.

Pour p,q € {0,1,--+ ,n — 1}, exprimer {AP, BY) en fonction de (A¢, A%).

On fixe p € {0, - ,n — 1}. Pour C € £4, montrer que B — C est dans 'orthogonal de £4
st et seulement si C' = AP.
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