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Une grande importance sera attachée & la rigueur du raisonnement, 4 la clarté et au soin de la
présentation. L'usage des calculatrices n'est pas autorise.

1l est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite, méme
s'il n'a pu étre démontré.

Rappels et notations

o Pour n et m deux entiers supérieurs ou égaux 2 1, on note:

* My m(R) le R-espace vectoriel des matrices 2 coefficients dans R ayant 7 lignes et m
colonnes.

% Lorsque n = m, My »(R) est noté plus simplement Mu(R).
* Pour A € Mpn(R), on note t A sa matrice transposée et rg{A) son rang. I er A est le

noyau de A:
Ker A= {¢ € Mm1(R}| AE =0},

Im A est I'image de A:
Im A = {AE| £ € Mma(R)}.

e Pour tout k entier naturel, Rg[X] désigne Pespace vectoriel des polynomes & coefficients
réels et de degrés < k-

e L désigne 'orthogonal d’un sous espace vectoriel ' d’un espace euclidien.

PARTIE 1

Dans cette partie, on identifiera My 1(R) et M 1(R) respectivement a R™ et B'™, que 'on
supposera munis de leurs produits scalaires canoniques: pour tout entier k 2 1, en particulier
k=noum,

<UV =WV, YU, VEM(R):

La norme associée & ce produit scalaire sera notée II- &

Soient A € Mym(R) et b € Mpa(R).
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1. {a) Veérifier que Im A est un sous espace vectoriel de My (R).
(b} Soit p la projection orthogonale de M, 1(R) sur Im A
i. Justifier qu'il existe {5 € M 1 (R} tel que .
A&o = p(b).

ii. Montrer que
A€ = BlI7 > [ 460 — bll, V& € Mm 1 (R).
iii. Conclure que

i AL~ bll, = | A&y — bl|n,
EJ\Tm(lR} [l AL ll. = | Ao lIn

m,1

c’est & dire £, rend minimale la valeur de ||A£ — bl|,, lorsque & décrit M, 1 (R).

Dans la suite, & sera appelée une pseudo-solution du systéme:
AL =1 (S1)

2. Montrer que si Ker A = {0}, alors le systéme (S1) admet une pseudo-solution unique.

3. Montrer que £y est une pseudo-solution du systéme (S1} si et seulement si, pour tout
5 E Mmli (R),
< A€ Abp — b o= 0.

4. En deduire que £ est une pseudo-solution de (S1) st et seulement si:

tA Aty = LAD. (S2)

PARTIE II

On considére une suite de réels quelconque {yo,y1,..-.¥n} €6 une suite d’entiers {zo, 71, vy Zn}
telle que
2 =4, Yie€{0,1,.,n}

Dans cette partie, on suppose 0 € m € n, et on cherche & trouver les polynomes P € R [X] tels
que la quantité

n

Upn(P) = (15 — P(z:))’

1=0
soit minimale et & préciser la valeur 4y, de ce minimum.

- A - Minimisation dans R, [X]

Soit un polyndme P tel que:

ag
™m a;
P = Zaka & Rn,[X], on lui associe § = , € Mmpi11(R).
k=0 : -
am
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1. Calculer P(z;) pour tout 7 € {0,1,...,n}.
2. En déduire qu'il existe une matrice A € Mpp1 me1(R) telle que
P(zo)
Plz
(‘ 1) _ ac.

Plan)

3. Calculer rg(A).
4. Trouver b € Mpy11(R) tel que Upn(P) = [JAE ~ b]|2 ;.
5. Veérifier que
PerIIF%;n[X} ImlP) = §EMI:§,111.1{R} 148 ~ Bl

6. En déduire qu'il existe un unique P, € By, [X] tel que

Perg,lﬁx] Vo (P) = U (P

On pose ¥y (Pr) = 0m.
- B - Calculs de P, et .,

1. Montrer que application

n
(P,Q) =< P,Q>= P(z:)Q(m:)
=0
munit R, [X] d’une structure d’espace euclidien.

Dans ce qui suit, U'espace R, [X] est muni de cette structure euclidienne. La norme d’un
polynéme P est alors |P|| = /< P, P >.

X —ap
2. Pour tout 7 € {0, 1, ..., n}, on pose le polynéme L; = H ( k)‘
T — T,
0<k<gn

ki
(a) Pour tout i € {0,1,...,n}, quel est le degré de L;?

(b) Vérifier que, pour tout ¢, 7 € {0,1,...,n}, on a

L-i(mj)={ 0 sij#i,

1 sij=i.

{¢) Montrer que la famille (Lg, L1, ..., Ly,) est une base orthonormale de R,[X].
(d) Pour tout P € R,[X], quelles sont les coordonnées de P dans la base (L;)ogicn-

T
3. A la famille (y;)ogign, on associe le polynéme Y = Z yils.
i=0

(a) Que vaut Y(z;), pour j € {0,1,...,n}.
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(b) Montrer que

o 2
Pémﬁiix]%() PR |y - PI*.

(c) En déduire que P, défini dans la question A-6, est le projeté orthogonal de ¥ sur
4. On définit une suite (Qx)ogrgn de polyndmes de R,[X] par récurrence:
Qo = 1,

< X5 Q> ,

Qr = X~ SLL%IZ0 0 k=1,2..7
Z lQ:l* ™

(a) Calculer Q1.

(b) Vérifier que chaque polynome @ est de degré k.

(¢) Montrer la relation d'orthogonalité :
Vk, & € {0,1,..,n}etk#£k, <QpnQw>=0

(d) Conclure que la famille {Qo, G1, - ,@Qn} est une base -orthogonale de Ry, [X].
(e) Pour k € {1,2,...,n}, on pose Hp(X ) = Qi — X) (le polyndme associé 4 la fonction
polynémiale z — Qu(zy — ).
;. Montrer que, pour tout j =0,1,...,(k — 1), on a < Hy, X3 >=0.
ii. Fn déduire que Hy, est orthogonal au sous espace vectoriel Ry_1{X] de Rp[X].
iii. Trouver une relation entre les polynomes Hy et Q.
(f) 1. Vérifler que
& P, @ >=<Y,Q; >, Vi=0,1,..,m.
ii. Montrer que

m
<Y Qi>
Po=y S0 20,

@l
iii. En déduire que, pour tout m € {1,2,..,n},
<Y, Qm >
P, =Pu_1+ —m&m,
m m—1 “va_“2 Qm
(83)
5 g, SHOn )
e |Qmli?
iv. Que peut-on dire de P, et 8,7
- C - Exemple

Soit n=23. Onprendyo=1, =2, 92 =Lletyz=2.
1. Pour m = 0, trouver Py et dy (on pourra utiliser le systéme (S52)).
2. Pour m = 1, trouver F et §; (on pourra utiliser le systéme (53)).

3. Tracer sur le méme graphique les deux fonctions polynémiales Po(z) et Pi(x) avec la suite
des poins {1, ¥i)ogiga:
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