CORRECTION MATH II
Session 2002

Partie I _

1. (a) v™ € Kerp, <= v™u = uv™. Le résultat est vrai pour m = 1 puisque v € Ker ¢,.
Q/ On suppose que v™ € Ker g, alors v™ 'y = vv™u = vuv™ = wvv™ = wwv™*+!. Donc
vy = wy™*1 ce qui démontre le résultat.

- (b) On suppose que v € Keryp,. Soit P € R[X], alors P(X] = 7" a; X7, donc
2 P(v) = Y 7., a;v’. Comme chaque v’ € Kerg, et que Ker, est un sous- espace
vectoriel, alors P(v) € Ker ¢,

/i 2. ve Kerp, <= uv=vu <= ue€ Kerg,.

Si v € Kerg,, alors d’aprés ce qui précede pour tout polynéme P € R[X], P(v) €
Q; Kerp, = u € Keryp(,). Donc pour tout polynéme Q € R[X], Q(u) € Kerppq) =
P(v)Q(u) = Q(u) P(v). '
i Si z € Ker Q(u) alors Q( )(P(v){x)) = P(v)Q(u)(z) = 0, ce qui prouve que Ker Q(u)
est stable par P(v). )

3. Si u* = P(u), alors u*u = P(u)u = uP(u) = uu". Donc u _eét normal.

A 4. (a) Soient P et @) deux polynomes de R[X]. Comme u est normal, alors u € Ker Py,
donc P(u)Q(u*) = Q(u*)P(u). -
4.

Dans le cas ou Q = P, ceci nous donne que P(u) est un endomorphisme normal.

(b Soit z € E, alors [l @ = (2), w' (2) = (s, 6°(2)) = <a,;,*;;-_u(£)) = [lu(z)II"

_/j. Tz @‘Ker-'_u_ = - ]lu | =0 <:> Hu (.E)” =0 < 2 € Keru donc
o -K_erﬂ_:”}ﬂ;eru . i 2o B i
5y z € Kerw'v = (uu(z);z) = (u(x),u(z)) ;—'.\O_::r z € Ker.u‘ Il est évident que

Keru C Keru"u.

Montrons que Keru = Keru?. Il est (V;dcnt quc Keru C Keru?. Soit r € Keru?
0?/ alors u(z) € Keru = Keru*, donc 0 = (u* u(z),z) = |[u(z)]|®. 1l en résulte que
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Keru = Keru?. On suppose que Keru = Keru™ pour un m > 2 et montrons que
2 Keru = Keru™*t!. Il suffit de montrer que Keru™*! C Keru. Soit z € Keru™*!,
alors u™ !(z) € Keru? = Keru, donc z € Keru™. .

2_ (c) On a montré que pour tout polynéme P € R[X], P(u) est normal. Donc Ker P™(u) =
A Ker P(u) = Ker P(u*).

Q/ (d) Si u est un endomorphisme normal nilpotent de E, alors Keru = Keru® = E, donc
u est ’endomorphisme nul.

Partie II
A)

1. Soit v un endomorphisme de £ antisymétrique et soit x € £. Alors (v(:.c), z) = (z,v%(z)) =

—(z,v(z)) = (v(z),z). Donc (v(z),z) =0.

Q. Inversement si pour tout = € E, (v(z),z) = 0, alors pour tous z,y € E, (v(z+y),z+y) =
0. Donc pour tous z,y € E, ((v + v*)(z),y) = 0. Il en résulte que v + v* = 0.

2. Soit ©» un endomorphisme antisymétrique non nul de E.

(a) Si A= (3 3) est la matrice de v dans B, alors ‘A est la matrice de v* dans B.

. 2/ Comme ‘A = —A, alors A -est de la forme (_Ow t(;})’ avec w 76'10, car v est non
nul. |
/l . La matrice de v? est A2, donc v? = —w? Id.

} (b) Soit e un :reci_:eur.de E de ni::rmé 1.

Q‘/ Comme= n ‘admet pas de valeur propre réelle, alors (e €T |v[e)9 est-un systemc
_ libre. De plus (c,* - v(e ]) =0,d a.pres ce qui precede denc (e, Tel? v(e)) est une base
’_A - B orthonormee de E. La matrrce de v dans cétte base est (|?U| _Lw!)

Soit u un éndofﬁ@rphi_s_mddc Eet A= (: {3) fa matnce de u dans B.

——
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2]
3. u est normal si, et seulement, si A'A = 'AA. Or 'AA = (aﬂi";é cgzi;) et

2, 2 _
QJ A'A = (':T i §5 (:; i Jﬂf) Donc A'A ='AA est équivalent & (B —4)(B+v) =0et

(B~"(a=8)=0.

;

4. (a) Si B = «, alors A = (; 'g

). Donc A est symétrique, et comme la base est
2 orthonormeée, alors I’endomorphisme u est symétrique.

/{ (b) Si 3 # 7, alors les équations précédentes donnent: y = —f # O et @ = 4. Le
i polynéme caractéristique de u est P,(X) = (X — @)+ 2. Comme 8 # 7, donc
B # 0 et donc v n’admet pas de valeurs propres réelles. Il existe r > 0 et 8 € R tels

cos 8 —sinﬂ)

oLl _
/{ _quea-H,B-.-re,etdoncA~r(Sin__g cos d

B)

Soit u un endomorphisme normal et soit P, son polynéme caractéristique.

1. Si P, est scindé sur R, alors u admet au moins une valeur propre réelle a. Si e est un
vecteur propre normé de u pour la valeur propre a et si ¢’ est un vecteur orthogonal a
e norme, alors il existe [ et y deux réels tels que u(e’) = fe + ~ve'. Donc la matrice de u

est de Ia forme A = (a ﬁ).
0 ~

/l Comme u est normal et (e, ¢’) est une base orthonormée, alors ‘A4 = A'A, ce qui donne

que A= (g 2) Il en résulte que u est symétriqué. .

- 2. (a) __On suppose que P, n’admet ;.)as de reicihes réelles. Comme P, est un pholyn.ér'ne_ de
9 - <= degré 2 et unitaire, alors P,(z) = (z — a)? + %, avec (a, B). de R x RJ; B ne peut
- pas etre nul vu que le polynome P. n’est pas scindé._Le couple est umque

) 2 Comme P (0) detu = ;37 i 0 d@nc U est mverSIble IR . -

4 - (b) Soit z € E’ A0}, comme u est inversible, a,lors u(r) # 0. De: plus u(z) n'est pas -
Q/ : colinéaire a = car u n’admet pas de valeurs propres reelles. Donc (z, u(a:)) est une

base de E.

Q/ : St F # {0} est un sous-espace de E, stable par u, alors si 2 € F'\ {0}, le systeme
(z,u(z)) est une base de E et c’est un systeme libre de F, donc F = E.
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9, (c) L'endomorphisme u + u* est symétrique, donc il est méme diagonalisable dans une
base orthonormee.

(d) Soit A une valeur propre de u + u*. On pose Ey = Ker(u + u” ~A1d). Si z € Ey,
/I alors (u+ u”— Ald)(u(z)) = (v* + u™v — Md)(z) = u(u + v* — Md)(z) = 0. Donc
E, est stable par u.

/‘ D’apres ce qui précede Ey = E. Donc u+u* = /\ Id. Si A = 2, alors u+u* = 2pld.
: (u* = ~u + 2uHd.)

/‘ 3. (a) u— u* est antisymétrique, donc d’aprés les résultats de la partie IT) A), il existe
v > 0 tel que (u —u*)? = —44? 1d.

b) D’apres ce qui précéde, il existe une base orthonormée (e, €’) de E telle que dans
p )

3 la quelle la matrice de u — u* est de la forme (207 _3 7 ) Comme u+u* = 2p1d
1
et c'est indépendant de la base. Comme u = E((u +u*) + (u — u")), donc daps la

base (e, ¢'), la matrice de u est ({; _7).
_ | : _ p

/l (c) Sir=+/p?+7%>0et @ est 'argument du nombre complexe p + 17, alors Ly est
la rotation d’angle 8.

Partie III

1. Sonent QetR deux polynomes de R[X] premiers entre eux. -

/1 ~ (a) Size€ K'BFQ( ), alors QR(u)( ) = RQ(u )(:s) 0 donc R{u)lamsesta;ble KerQ( ).
) Soit z "€ Ker Q(u) N Ker R(u), alors d’apres 'identité de Bezout il existe deux

B . polynémes Ry et @ tels que Ry R+ @,Q-= 1, donc (RiR+ QhQ)(u,)( ): = B,
o?/_ ' —Comme R R(u) ] 0 et (QiQ)( )(z) = 0 donc -z —-0 _

’?/ (b)) It resulte de la quest1on precedcnte que dlrn R( )(Ker Q( )) dim Ker Q(u), donc

( )(Ker Q(u)) = Ker Q(u). T - .
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Soient z € Ker Q(u) et y € Ker R(u) = Ker R(u*), alors il existe z; € Ker Q(u) tel
3 que z = R(u)(z;). Donc (z,9) = (R(u)(z1),y) = (z1, R(u")y) = 0, car R(w")y =

Donc les deux sous-espaces Ker Q(u) et Ker R(u) sont orthogonaux.

2. (a) Q;j(u) est un endomorphisme normal, donc Ker Q7' (u) = Ker Q;(u), donc

3 . E=KerQ(u) EJ]-B Ker Q2 (u).

(b) Si deg @ =1 et deg @ = 1, alors E est somme directe des sous-espaces propres,
donc u est diagonalisable dans une base orthonormée (car les sous-espaces propres
sont orthogonaux), et donc u est symétrique. '

Q)  (©) i) Ilest évident que ;u(e) € F et comme u*(e) = —au(e) — be, donc u*(e) € F. De
plus u*(e) = u(e) et u*(u(e)) = uu’(e) = u(u((e))~Donc v* = u sur F.

1) Si la restriction de u—u* sur Ker Q2(u) n'est pas injective, alors u est symétrique
N sur F. Il en résulte que la restriction de u sur Ker Q2(u) admet une valeur propre,
ce qui est impossible.

Pour z €-Ker Qa(u),ona: 0= Qi(u)(z) = v’(z) +au(z )+bz = (u*)¥(z) + au(z) +
2/ bz, Il en résulte que (u —u*)(u+u* +ald)(z) = 0. Comme la restriction de u —u”
a Ker (J5(u) est injective, alors u *(z) = —u(z) —az

(d) N existe deux polynomes R, et R, tels que R;Q; + R,Q, = 1; donc Ry(u)Qi(u) +
Ra(v)Qo(u) = Id. Pour'z € E, il existe 2, € KerQ,(u) et z; € Ker Q(u) uniques
tels que = = z1 4 5. (7; = pi(z) et 1, = pa(z).) R '
Si_on posé z; = Ry(u)Qs(u)(z) et 25 = _Rl( )Q1(u)(z), alors d’apres ce qdi'précéde

2/ - A = 21475 De plus Qu(u)(z1) = Ryfu P (u)( (z)-=70, car Pa(u) = 0. (I‘heoreme de
. Cayley Hamilton). Donc pl S;( ) et p2 = Sy(u), avec §) = RzQz et S, = RIQI )
_ = L S .

- {e)} 1l Tésulte de ce qui precede que u* opy est un poiynome de uopm et u’ 0 py est un
L\ - = polyndme de u op; Comme u* = " o p1# u" 6 py, donc il ex15te un polynome T
telqueu = T(u), C&TPJ—S](U)("tpg-Sz( ). :

/I 3. (a) ‘AA=AA=1d
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/ (b)

P(X)=(1-X)(X?*+1).

(c)

Si u est ’endomorphisme de R? associé a la matrice A relativement a le base
canonique.

Les deux polynomes 1-Xet X?+ 1 sont premiers entre eux. L’identité de Bezout
donne (X2+ 1)+ 2(X + 1)(1 ~X) =1. Si i (X) = 1-X et QX)) = X?+1,
alors d’aprés ce qui precede pi(uw) = 3(¢* +1d), po(u) = J(Id —u?), v opy = uop;
et u* o p; = —u o p;. Donc u* = %(u:3 +u) + 3(u® — u) = v*. Donc ‘A = A3

k

Dans le cas général soit P,(X) = HQm’ (X) la decomp051t10n en facteurs irré-
i=1
ductibles dans R[X] du polynéme caractéristique P, de I’endomorphisme u.

Comme les endomorphismes -Q;(u) sont normaux, alors Ker Q7" (u) = Ker Q;(u)
k-1

et par récurrence sur k, (les deux polynémes H Q77 (X) et Q7*(X) sont premiers
1=1

entre eux.)

E= & KeaQM(u)= & , Ker@j(u).

1<i<k 1<5<

Les sous-espaces Ker Q" (u) sont orthogonaux deux a deux.

(b)
&

Si P, est scindé, alors les polynémes Q; sont de degré 1 et donc les Ker Q;(u) sont
les espaces propres de u. Donc u est diagonalisable dans une base orthonormee ce
qui donne que u est symétrique.

(¢)

Si on note p; le projecteur orthogonal sur Ker Q;(u). D’apres I’ identité de Bezout
p; est un polynome en u et u* op; est un polynome en u. Comme ut = Z;;l u” opj,
a.lors u” est un- polynomc enu. - I - _ '
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