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Concours en Mathématiques Physique
Correction de I’Epreuve de Mathématiques I1

Exercice
1)

z — P(z)Q(z)(1 — z?)° est continue sur | — 1, 1] et en plus, il existe c € R tel que
vz €] - L1[, |P(z)Q(z)(1 - 2°)*| < ¢(1 - 2%)*
or
(1—-2%)*~2%(1—-1)* quand z — 1
(1-z%*~2%(1+2)* quand z — —1

donc (1 — z?%)* est intégrable sur ] — 1, 1[ pour tout a > —1 d’olt z — P(z)Q(z)(1 — z%)*
est intégrable sur | — 1, 1|.
2) .

(P.Q = [ PEQE1-2ds = [ Q@)PE)1 - )ds = (@, P

OuPr+ 2P, Qa = [ MR+ MPIQE(L - 29)°ds = M(B, Q)a + Mo(Py, Q)

1
(P, P), = / P(2)P(z)(1 — z2)%dz > 0.
1
(P,P)y =0= P=0sur]—1,1[ d’ou P est le polynéme nul .
Ainsi (, ) est un produit scalaire.

3)
6n 2ya+ny __ ﬁ . a+t+n T a+n
P -z = T - g mem)
k n—k
= 3l =) 4+ 2
= i Cra+n)..(a+n—k+D(a+n). (a+k+1) (=11 - 2)* 51 4 7)otk
= (- 2)U(e)

JX () = ZC" a+n). (fa+tn—k+)(a+n). (a+k+1)(-1)*1 -z)" 1 +)*
k=0

est un polynome de degré n.
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4)

(U5, I5)e = [ I2(@)I5 @) - )ds

on a n # m, supposons que 1 < m.
(e 4 (e 4 (24 am a
(U J)a = [ T2 () g (1= 2 )z

apreés une intégration par parties on trouve :

(U202 = = [ U2V @ D (1 - 2+

et apres n intégrations par parties on trouve :

m—n

(U5, I)a = (1" [ (D)D) 2 (1~ 2?) )

= (=1)"(J%) (n)/ o ((1_z2)a+m)dl.___0

10z™ ™

5) a)

) = i Ca +n).(a+n—k+1)(a+n).(a+k+ 1) (=141 -2)"*1+2)*

= J%(1) = (a +n)...(a+1)(-1)"2".
5) b)

J(@) = (1 =2 o (1~ 2Y))

113
z — (1 —%)~* est paire et £+ ——((1 —z%)**") est la dérivée n®™ d’une fonction paire

oz

donc elle a la parité de n
d’ou J2(—z) = (-1)"J2(z).
5) c)

J2(-1) = (-1)"J2(1) = (a+n)...(a+1)2"

6) a)

A, est linéaire et

Aa(P)(z) = —(1 — 2?)"(—2z(a+ 1)(1 - z2)“—aai; +(1-1%)

a+1 82})

o)
2
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B oP 2 O2P
Ainsi, si P est un polynéme de degré < N, alors il en est de méme pour A, (P).

d’ou A, est un endomorphisme de Ry[X].

6) b)
(AlP), Q== [ 2 (1 a1 0)Q(a)d
s
= [ 2 -2 Py
= (Au(Q), P
7) a) |
Ao(P)= AP
—
2
2x(1+a)%§—(1— )Zf:m

D’ou P vérifit I’équation différentielle :

(1-z%)y" —2(1+a)zy + Ay=0

7) b)

Soient n € {0, 1..., N} et A\Z = n(n—1)+2(a+1)n. Montrons qu'il existe & € (Ry|X])*
tel que A,® = \%d.
Cherchons & sous la forme ®(z) = > arz* avee m € {0,1..., N}.

k=0
d vérifit ’équation différentielle :

(1-28)y" —2(1 +a)zy + X2y =0
ceci donne :
(k+2)(k+Darsa =(k(k—-1)+2(a+ 1)k - A)ax por 0 < k <m — 2

(—(m—=1)(m—2)—-2(a+1)(m —1) + \a)am1 =0
(—m(m—1) =2(a+ 1)m+A2)an =0

On choisit m = n, ceci impose a, ; = 0.
d’ou
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si n est paire, on prend a; = 0 et a9 # 0 et la relation de récurrence fournit un élément
® € Ry[X] non nul tel que A,P = A2P.

si n est impaire, on prend ag = 0 et a; # 0 et la relation de récurrence fournit un élément
® € Ry[X] non nul tel que A, P = A2d.

d’olt AZ est une valeur propre de A,.

8)

Remarquons que
2(z) = a3 (CH (1)L — 2 (1 + 2+
k=0

et
8 B0
Ag(J3) = —%((1 - 552)%

un calcul directe donne
Ao()) = (n* +n)J2 = X T2

d’olt J? est le vecteur propre associé A la valeur propre 2.
Probléeme

Partie I
1) a)

Ui (41
Posons U=] : |etV = ( :
Un Un

WU =wv + ...+t et A=U *V = (wv;)1<i j<n € Mo (R)

VU # 0 = il existe i tel que wv; # 0 = A # 0 et un mineur d’ordre 2 de A est du

U; V5 UV _
type woy | 0 donc rg(A) = 1.
1) b) i)

rg(A) =1 = il existe U # 0 tel que V X € M, ;(R) , AX € Vect (U)
=
V X € M, 1([R) il existe ax € IR tel que AX = axU.
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1) b) ii)

(%)
: 3 7—1 G15€51 ax;
i“ligne — | 1 B AR = Y j—1G2j€52 || _ A.
0 T 1 . E T
: _;-‘=1 Gnj€jin Qn;
\0/
A; = AE; = il existe o; tel que A; = AFE; = o;U.

1) b) iii)

(el '

UV =(wg)icijon =A et VU =011 + ...+ ontin = tr (4) #0.

1)c)

& partir de a) et b) on a ’équivalence : A € M, (IR) de trace non nulle est de rang 1
si et seulement s’ il existe U et V tel que VU #0et A=U V.

2)
U,V € M, 1(R) tel que *VU #0.
2) a)
V(aX+Y)= V(X +Y)=a'VX + VY =a¥(X) + ¥(Y)
donc V¥ est linéaire.
2) b)

L = ker(¥)

¥ est une forme linéaire non nulle, car ¥(U) # 0, donc dim(ker ¥) = dim(L) =n — 1.

2) c)

Ona 'VU#0=U ¢ L.
VXeEL,AX=U'WX,or tVX=0=>AX = 0.
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2) d)

AU=UYVU= VUU

SN
U est un vecteur propre associé 3 la valeur propre ‘VU.
2) e)

OnaVXeL,AX=0et AU = *VUU
—_
Sp(A) = {0, *VU} avec 0 est une valeur propre de multiplicité n — 1 et *VU est une
valeur propre simple. '
A est alors diagonalisable et semblable & la matrice D et il existe P inversible tel que
A= P1DP.
2) f)

det(] + A) =det(I + P"'DP) = det(P~*(I + D)P) =det(I + D) =1+ *VU.

2) g)

L’inverse de I + A existe si et seulement si 1 + *VU # 0.
En remarquant que A2 = *VUA,on a:
-1

Partie 11
Question préliminaire

Soient A€ Set X,Y € M, 1(RR) tels que ‘XX = 'YY =1et 'XY =0.
XAY = 'X 'AY = ('Y AX)
or 'YAX € R= '('YAX)= 'YAX, dor tXAY = 'YAX.

=
S c{Ae M, (R) tel que ‘XAY = ‘YAX |V X,Y € M, (R)

vérifiants ‘XX = ‘YY =1let ‘XY =0}
Soit A € M,,(IR) telle que :

'XAY = 'YAX |V X,Y € M,(IR) vérifiants ‘XX = 'YY =1let ‘XY =0

6
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Choisissons

(0 [0
! ].lgne—>‘(1) =Xet 7 ligne — (1) =Y aveci # j
\0/ \0/

on a
XX =tYY=1let ‘XY =0.

SiA= (a,J)1<.<,., alors ‘XAY =agq;; et 'YAX =aq;;.

Ainsi, pour tout 4 ,j tel que i # j on a a;; = aj;, d’ou ‘A= A.
Conclusion :

S ={A € M.(RR) tel que ‘XAY = ‘YAX ,V X,Y € M,(R) |

vérifiants (XX = 'YY =1let ‘XY = 0}

A)

1)

Ona:
* (A,B) = tr (A'B) = tr (B*A) = (B, A)
* (@A +A2,B) = tr ((@d;+A4,) 'B) = a tr (A; ‘B)+ tr (A; 'B) = a(A;, B) +(A,, B)
v (A,4) = tr (414)
On prend A = (a; ;) 1<i<n,

l<]<ﬂ

n
A'A=(ci;)icizn telque c;; = ) a;a;
(€i)1zizn tel que cij = ) aikask

:> n n
ZC«”:ZZ azk
z_ ‘?.Zlkzl

= (A, A) > 0.

* (A,A) =0<= Y Vi (aik)? =0 <=

ar=0,vie{l,2, ...,nletke{l,2,.,n} <= A=0

d’oul (,) est un produit scalaire.
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2) a)

A € St = A est semblable & une matrice diagonale

MM 0 L..00
p=|9% - = avec \; > 0.
: . 0
0 ... 0 X
=
tr (A) = A+ ...+ A et tr (A%) = (\)2+ ...+ ()2
AP = (A, 4) = tr (A*A) = tr (A) = A2+ o+ (Aa)2 < Ay + oo+ A2
=
A1 < (tr (A))%
2) b)
”A”2=(A’A)= tA) ZZ(QU = Z atj)z-
=1 j=1 i,7=1
2) c)

n
A =(ai5)15izn, B = (bij)1gign, AB = (ei5) 15i¢n, avec o5 = Z @i kb 5.

IABIE = 3" ()2 = 3°(3 auxbes)?

$,7=1 3,7=1 k=1
or
Zambk;)‘l Z(a,k (Z(bk1)2
k=1 k=1
:> n n n
IAB|? < > (O (aik)) (O (bk;)%)
1,j=1 k=1 k=1
< (3 @) (3 (b))
=1 k=1 i=1 k=1
< AP
— .
|ABI| < | 41B]
8

. %vﬂir.’m
Taute: lee malidife ¢ |ee hivesus..


http://www.devoir.tn/

3)

UVIP=(UVUWVY= tt UV V)=V YV tr (UU)=U'UV V.

_—
U V| =V tVVV tUU.
4)
(A,B) = tr (A'B) = — tr (AB)
(B,A) = tr (B*A) = tr (BA) = tr (AB)
(A,B) = (B,A) = tr (AB) = — tr (AB)
d’ot
tr (AB) =0et (A,B) =0.
B) -
1)

On note que :
(X' X+YW) (X' X+YY)=X'X+Y Y
(XY -Y'X)XYY-YX)==-X!X-Y?Y
(XX +Y YY) (X ‘Y—Y‘X)‘:X‘Y—Y‘X
(XY -Y'X)(X'X+Y'Y)=X'Y -Y X

Puis un calcul direct de Q(a)Q(—a) donne le résultat.
2)

x tQ(a) =1-2sin® (X 'X +Y 'Y) + 2sinacosa(Y 'X — X 'Y) = Q(—a).
Q(2)Q(~a) =I = Q(a) ‘Q(a) = I = Q(a) € O(n).

¥ 'PP=(I -2X'X)(I-2X'X=]-4X'X +4X'XX'X
or ‘XX =1= 'PP=1= P € O(n).
3) a)

(A, ViZ)= tr (AZ'V) = VAZ
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1>

3) b)

Va € R, Q(a) € O(n) =(A,Q(a)) <(A,I) =(A,Q(a) —I) <0
d’ou
—2sin®a{A, X ‘X +Y 'Y) + 2sinacosa(4,X 'Y - Y X) <0

—2sin? o *XAX + *YAY)+ 2sinacosa( XAY — ‘YAX) <0

3) ¢)

YV a €]0,n|,
—(*XAX + *YAY) + cotga( ‘XAY — 'Y AX) <0
Puisque cotg « décrit R quand a décrit |0, 7|, on a nécessairement

‘XAY — 'YAX =0.

Ainsion a: VX,Y € M, 1(R) tels que XX = 'YY =1et ‘XY =0,
tXAY = 'YAX

dou A € S.
3) d)

PeOn) = (A, P)< (A )= (A,P-I)<0.
(A,P-1)<0= —2(A, 'XX)<0= 'XAX >0

d'ounV X € M, (IR) tel que XX =1,0na *XAX >0
—
VY X € Mas(R), 'XAX >0

et comme A € S, on obtient A € S*.
4) a)

—‘(Q—I)(Q—I):*( ‘Q—[)(Q—[)
=10+ Q+Q -1
=04+ 0 -2I.

10
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4) b)

2C0=0+ *Q-2I
2(A,C) = (A4,2C) = (4,Q + 'Q—2I)
=(4,9-D+ (A4, Q-1)=(A4,Q-1)+ tr (A(w—1I))
=(A0-D+ tr (Q-1)*A)=(4,Q-1)+(Q—1,A)

=2(A,Q—1I)
—_—
(A,C)=(A,Q—1I)
e
204,Q-1) = (A4,2C) = —(4,- {(Q-1)(Q-])) =
—tr (AQ-D(Q-D)=—tr (Q-DAYQ-1))
4) ¢)

«((Q-DAYQ-I)=(Q-1)tAYQ~I) = (Q—D)AHQ—])
N
Q-IAYQ-1)€eS.
«tX(Q-DAYQ-DX = *({Q - DX)A(}Q-D)X)>0
N
Q-1AYQ—I) e S*.

4) d)

Q-DAHQ-T) e S*

I

tr (Q-1AYQ-1)>0

I

(4,Q-1) <0
N

(4,9Q) < (A,I).
5)

La question 4) —

Stc (] {A€ M.(IR) tel que (A,Q) < (4,1}

QeO(n)
La question 3) =

) {A € Mu(R) tel que (4,Q) < (A,I)} Cc St

QeO(n)

11
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d’ou I'égalité.
6) a)

¥ est linéaire sur des espaces de dimension finie, donc ¥ est continue.
6) b)

{A € M,(IR) tel que (A,9) < (A, )} = ¥7}(] — o0,0])

c’est I'image réciproque d’un fermé par une application continue, donc c’est un fermé.

6) c)

St est 'intersection de fermés donc c’est un fermé.
6) d)

Soit A#0,A€ST. Vte R, tA€ St et

ltA|| = t||A|| — +oo quand t — +oo.

—_—
St est non borné
—_—

ST est non compact.

12
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