
Concours en Mathématiques Physique
 
Correction de l'Epreuve de Mathématiques II
 

Exercice 
1) 

X f-+ P(x)Q(x)(1 - x2)'t est continue sur 1- 1, 1( et en plus, il existe c E JR:+- tel que 

or 
(1 - x2t '" 20:(1- xt quand x ---. 1 

(1 - x2t '" 20:(1 + xt quand x ---. -1 

donc (1 - x2)0: est intégrable sur ] - 1, 1( pour tout a > -1 d'où x f-+ P(x)Q(x)(1 - x2yt
 
est intégrable sur ] - 1, 1(.
 
2)
 

(P, Q)o: = [11 P(x)Q(x)(1 - x2tdx = [11 Q(x)P(X)(1 - x2tdx = (Q, P)o: . 

(À1 P1 + À2 P2 , Q)o: = [11 (À1 P1 + À2P2 )Q(x)(1 - x2 )O:dx = À1(Pll Q)o: + À2 (P2 , Q)o: 

(P, P)o: = [11 P(x)P(x)(1 - x2 )O:dx ~ O. 

(P, P)o: = 0 ~ P = 0 sur] - 1, 1( d'où P est le polynôme nul . 

Ainsi (, )0: est un produit scalaire. 
3) 

= L
n 

C~(O' + 71) ... (0: + 71 - k + 1)(0: + 71) ... (0: + k + 1)(-1)k(1 - x)o:+n-k(l + r)Q+k 
k=O 

où 

J;:(x) = 
n

L C:(a + 71) ... (0: + 71 - k + 1)(0 + 71) ...(û + k + 1)(-lt(l- xt-k(l + x)k 
k=O 

est un polynôme de degré 71. 
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4) 

1 

(J:, J~)a = i 1 J:(X)J~(x)(1 - x2)adx 

on a n =1= m, supposons que n < m. 

après une intégration par parties on trouve : 

et après n intégrations par parties on trouve : 

1 

(J:, J~)a = (-1t i 1 (J:)(n}(x) :X:-:n ((1 - x2)a+m)dx 

n 
= (-1t(Ja)(n) rI am- ((1-x2)a+m)dx=O 

nn 1-1 âxm ­

5) a) 

J;:(x) = L
n 

C:(a + n) ...(a + n - k + 1)(a + n) ...(a + k + 1)(-1)k(1 - xt-k(1 + X)k 
k=O 

==} J;:(1) = (a + n) ....(a + 1)(_1)n2n. 
5) h) 

Ja(x) = (1 _ x2)-a cr ((1 _ x2 )a+n) 
n âxn 

n 

x t---+ (1-x 2 )-a est paire et x t--+ ââ ((1- x2t+n 
) est la dérivée nieme d'une fonction paire 

xn 

donc elle a la parité de n 
d'où J;:( -x) = (_I)nJ;:(x). 
5) c) 

J~( -1) = (-IrJ~(1) = (a + n) ....(a + 1)2n 

6) a) 

A o est linèaiJe et 

âP â2p
Aa(P)(x) = -(1- x2 )-O(-2x(a + 1)(1 - x2t âx + (1- x2y~+1 âx2 ) 
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ap 
2 

a2p· 
= 2x(1 + a)- - (1- x )_ 

ax ax2 

Ainsi, si P est un polynôme de degré ::S N, alors il en est de même pour Aa(P). 
d'où.Aa est un endomorphisme de lRN[X]. 
6) h) 

(.Aa(P) , Q)a = -11 ~((1	 - x2 )a+l ap )Q(x)dx
-laX ax 

= 11 (1 _ x2 )a+l ap aQ (x)dx 
-1 ax ax 

= -11 ~((1 - x2t+1 aQ)p(x)dx 
-1 ax ax 

= (Aa(Q), P)a. 

7) a) 

Aa(P) = ÀP 

{:::::::} 

ap 2 a2p
2x(1 + a)- - (1 - x )- = ÀP 

ax ax2 

D'où P vérifit l'équation différentielle: 

(1 - x 2 )y" - 2(1 + a)xy' + Ày = a 

7) h) 

Soientn E {a, L.,N} et À~ = n(n-1)+2(a+1)n. Montronsqu'ilexiste<I> E (mN[X])* 
tel que Aa<I> = À~<I>. 

Cherchons <I> sous la forme <I> (x) =	 L
m 

akxk avec m E {a, 1..., N}. 
k==O 

<I>	 vérifit l'équation différentielle: 

(1 - x 2 )y" - 2(1 + a)xy' + À~y = a 

ceci dorme: 

(k + 2)(k + 1)ak+2 = (k(k - 1) + 2(a + l)k - À~)ak pour a ~ k $ m - 2 

(-(m - l)(m - 2) - 2(a + l)(m - 1) + À n a)am -1 = a 
(-m(m - 1) - 2(a + l)m + À~)am = a 

Qn choisit m = n, ceci impose Gn -1 = a. 
d'où 
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• • 
si n est paire, on prend al = 0 et ao =1 0 et la relation de récurrence fournit un élément
 
<P E lRN (X] non nul tel que Aa<P = '\~<P.
 

si n est impaire, on prend ao = 0 et al =1 0 et la relation de récurrence fournit un élément
 
<P E lRN (X] non nul tel que Aa<P = '\~<P.
 

d'où ,\~ est une valeur propre de Aa.
 
8)
 

Remarquons que 

n 

.t,:(x) = n! L(C:)2(-l)k(l - xt-k(l + x)n+k 
k=O 

et 

un calcul directe donne 
Ao(.t,:) = (n2+n).t,: = '\~.t,: 

d'où .r,: est le vecteur propre associé à la valeur propre '\~. 

Problème 

Partie 1 
1) a) 

tvu =1 0 ==? il existe i tel que 'UïVi =1 0 ==? A =1= 0 et un mineur d'ordre 2 de A est du 
u-v- U-Vk 1type J 1 = 0 donc rg(A) = 1.1 

1U,Vj U,Vk 

1) b) i) 

rg(A) = 1 ==? il existe U =f:. 0 tel que V X E M n ,l (IR) , AX E Vect (U) 
==? 

V X E Mn,l(IR) il existe (Xx E IR tel que AX = (Xxu. 
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1) h) ii) 

o 

iemeligne -+ . 1 

o 

o 
Ai = AEi ==> il existe ai tel que Aï = AEi = aiU. 
1) h) iii) 

t (t ' U V = uiaih:$ij:$n = A et VU = alul + ... + anUn = tr (A) '# o. 

1) c) 

à partir de a) et b) on a l'équivalence: A E M n {1R) de trace non nulle est de rang 1 
si et seulement s' il existe U et V tel que tvu '# 0 et A = U tV. 
2) 

U, V E M n ,I{1R) tel que tvu '# O. 
2) a) 

w(aX + Y) = tV(aX + Y) = a tvX + tVY = aw(X) + w(Y) 

donc W est linéaire. 
2) h) 

L = ker(W) 

\jJ est une forme linéaire non nulle, car 'lT(U) '# 0, donc dim(ker'lT) = dim(L) = n - l. 
2) c) 

On a tvu '# 0 ==} u tf. L. 
\/X EL, AX = U tvX, or tvX = 0 ==> AX = O. 
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· . 
2) d) 

AU=U tyU= tyUU 

===} 

U est un vecteur propre associé à la valeur propre tyU. 
2) e) 

On a V X EL, AX = 0 et AU = tyUU 
===} 

Sp(A) = {O, tyU} avec 0 est une valeur propre de multiplicité n - 1 et tyU est une 
valeur propre simple. 
A est alors diagonalisable et semblable à la matrice D et il existe P inversible tel que 
A= P-IDP. 
2) f) 

det(I + A) = det(I + p- l DP) = det(p-I(I + D)P) = det(I + D) = 1 + tyu. 

2) g) 

L'inverse de 1 + A existe si et seulement si 1 + tyU i= O. 
En remarquant que A2 = tvuA, on a : 

-1 
(I +A)(I +aA) = (1 +aA)(I +A) = 1 ~ a = 1 + tyU 

Partie II
 
Question préliminaire
 

Soient A E S et X, Y E Mn,l(JR) tels que txx = tyy = 1 et txy = O. 

tXAY = tx tAY = t( tyAX) 

or tyAX E IR ===} t( tyAX) = tyAX, d'oll tXAY = tyAX. 
===} 

Sc {A E Mn(IR) tel que tXAY = tyAX , 'ïj X, Y E Mn(IR) 

vérifiants txx = tyy = 1 et tXY = ü} 

Soit A E Mn(JR) telle que: 

tXAY = tYAX ,'ïj X, Y E Mn(IR) vérifiants txx = tyy = 1 et tXY = Ü 
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· ! 

Choisissons 

oo 

__ X et jemeligne ---+ 1 y . -1- •o = avec Z r J 

oo 
on a 

txx = tyy = 1 et tXY = O.
 

Si A = (ai,]-) 1:5i:5n, alors tXAY = ~1- et tyAX = a,-i.
 
~:5i:5n ' , 

Ainsi, pour tout i,j tel que i =1 j on a ai,j = ai,i, d'où tA = A.
 
Conclusion :
 

S = {A E Mn(JR) tel que tXAY = tyAX , V X, Y E Mn(R) 

vérifiants txx = tyy = 1 et tXY = O} 

A) 

1)
 

ana: 
* (A,B) = k(AtB)= k(BtA)=(B,A)
* (etAI +A2,B) = tr ((etAI +A2) tB) = et tr (Al tB)+ tr (A2 tB) = et(A},B)+(A2,B) 
* (A, A) = tr (A tA) 
On prend A = (~,j) 19$n, 

1$i$n 

n 

A tA = (Ci -) 1$;$n tel que Ci - = '"' ai ka -k
,1 1< -<n ,1 ~ , " 

_J_ k=I 

n n n 

tr (A tA) = LCi,i = L L(ai,k)2 ~ 0 
i=I i=I k=I 

=> (A,A) ~ o. 
* (A, A) = 0 -Ç:=} L~~l Lk=l (ai,k)2 = 0 -Ç:=} 

ai,k = 0, ViE {l, 2, ._.,n} et k E {l, 2, ... ,n} <==::> A = 0 

d'où (, ) est un produit. scalaire. 
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2) a) 

A E S+ ==> A est semblable à une matrice diagonale 

tr (A) 

IIAII2 = (A,A) = 

2) h) 

ÀI 0	 ... 0 1 
o ". ". 0

D =	 avec Ài > O. 
: . '. . . . 0

( 
o ...	 0 Àn 

= ÀI + ... + Àn et tr (A2) = (À I )2 + ... + (Àn )2. 

tr (A tA) = tr (A2) = (ÀI )2 + ... + (-Xn)2 < (ÀI + ... + -Xn)2 

n n n 

I/AW = (A, A) = tr (A tA) = :L2)ai,j)2 = :L (ai,j)2. 
i=l j=l iJ=1 

2) c) 

A = (aij) 19$n, B 
, l$;$n 

or 

n 

= (bij ) 19$n, AB = (Cij) l::;;$n, avec Cij = :L ai kbkj.
• l$;$n ' l$;$n 'k=l ' , 

n n n 

IIABI/2 = :L (Ci,j)2 = :L (:L ai,kbk,j)2
 
i,j=l i,j=l k=l
 

n	 n n 

(:Lai,kbk,j)2 ~ (:L(ai,k)2)(:L(bk,j)2)
 
k=l k=l k=l
 

n n n 

IIABI1 2 
~	 2: ((2:(ai,k)2)(:L(bk,j?))
 

i,j=l k=l k=l
 
n n n n 

~ (2:(2:(ai.d2))(~)2)bk,j)2)) 
i=l k=1 j=1 k=l 

. 
IIABII ~ IIAIIIIBII 
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3)
 

4) 

(A,B) = tr (A tB) = ­ tr (AB) 

(B ,A) = tr (B tA) = tr (BA) = tr (AB) 

(A, B) = (B, A) ==> tr (AB) = - tr (AB) 

d'où 
tr (AB) = 0 et (A, B) = o. 

1) 

On note que: 

(X tx + y ty)(X tx + y ty) = X tx + y ty 

(X ty _ y tX)(X ty _ y tX) = -X tx _ y ty 

(X tx + y ty)(X ty _ y tX).= X ty _ y tx 

(X ty _ y tX)(X tx + y ty) = X ty _ y tX. 

Puis un calcul direct de Q(a)Q(-a) donne le résultat. 
2) 

* tQ(a) = 1 - 2sin2 a(X tx + y ty) + 2sinacosa(Y tx - X ty) = Q(-a). 
Q(a)Q(-a) = 1 ===> Q(a) tQ(a) = 1 ==> Q(a) E O(n). 

* tPP = (I - 2X tX)(1 - 2X tX = 1 - 4X tX + 4X tX X tX 
or txx = 1 ===> tpp = 1 ===> P E O(n). 
3) a) 

(A, V tZ) = tr (AZ tV) = tVAZ. 
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3) h) 

Vo: E IR, Q(o:) E O(n) ==>(A, Q(o:») ~(A, 1) ==>(A, Q(o:) - I) ~ 0 
d'où 

-2sin2 o:(A, X tx + y ty) + 2sino:coso:(A, X ty - y tX) ~ 0 

-2sin2 0:( tXAX + tYAY) + 2sin 0: cos 0:( tXAY - tYAX) < 0 

3) c) 

v 0: E]O, 7r[, 

-( tXAX + tyAY) + cotgo:( tXAY - tyAX) < 0 

Puisque cotg 0: décrit Di quand 0: décrit ]0, 7r[, on a nécessairement 

tXAY- tYAX=O. 

Ainsi on a: VX, y E M n ,I(1R) tels que txx = tyy = 1 et tXY = 0, 

tXAY= tYAX 

d'où A E S. 
3) d) 

P E O(n) ==> (A, P) ~ (A,I) ==> (A, P - 1) ~ o. 
(A,P - 1) ~ 0 ==> -2(A, tXX) ~ 0 ==> tXAX 2: 0 

d'où V XE Mn,I(IR) tel que txx = 1 ,on a tXAX 2: 0 
==} 

V X E Mn,I(IR) , tXAX 2: 0 

et comme A E S, on obtient A E S+. 
4) a) 

- t(O - 1)(0 - I) = -( to - I)(O - I)
 

= - too + to + 0 - l
 

= 0 + to - 21.
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4) h) 

2c=n+ tn -21
 

2(A, C) = (A,2C) = (A, n + tn - 21)
 

= (A,n - 1) + (A, to. - 1) = (A,n - 1) + tr (A(w - 1))
 

= (A, 0. - 1) + tr ((n - 1) tA) = (A,n - 1) + (n - l,A)
 

= 2(A,n - 1)
 

(A, C) = (A, n - 1) 

2(A, n - 1) = (A,2C) = -(A, - t(n - 1)(n - 1)) = 

- tr (At(n - l)(n - 1)) = - tr ((0. - 1)A t(n - 1)) 

4) c) 

* t((n - 1)A t(n - 1)) = (n - 1) tA t(n - 1) = (n - 1)A t(n - 1) 
=::::} 

(n - l)A t(n - 1) ES.
 

* tX(n - 1)A t(n - 1)X = t( t(n - 1)X)A( t(n - 1)X) ~ 0
 
=::::} 

(n - 1)A t(n - 1) E S+. 

4) d) 

(n - 1)A t(n - 1) E S+ 
=::::} 

tr ((n - 1)A t (n - 1)) ~ 0 
=::::} 

(A, n - 1) :$ 0 
=::::} 

(A, O.) :$ (A, 1). 
5) 

La question 4) ==} 

S+ c n {A E M n (1R) tel que (A,O) :$ (A, l)} 
flEO(n) 

La question 3) ==} 

n {A E Mn(lR) tel que (A, n) :$ (A, l)} c s+ 
flEO(n) 
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-~... 
d'où l'égalité. 
6) a) 

West linéaire sur des espaces de dimension finie, donc West continue. 
6) h) 

{A E Mn(JR) tel que (A, n) < (A, I)} = w-1 
(] - 00,0]) 

c'est l'image réciproque d'un fermé par une application continue, donc c'est un fermé. 
6) c) 

S+ est l'intersection de fermés donc c'est un fermé. 
6) d) 

Soit A =f 0, A E S+. \;ft E W, tA E S+ et 

IItAl1 = tllAl1 ---t +00 quand t ---t +00. 

===> 
S+ est non borné 
===> 
S+ est non compact. 

• 
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