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Partie I

1)(u;)1<i<n est liée = 35 € {1,...,n} tel que u; s’écrit
U; = Z AU .
k=1 ksj

Ainsi la j*™¢ colonne de la matrice G(uy, ..., u,) s’écrit comme combinaison linéaire des autres
colonnes. d’ou g(uq, ..., u,) = 0.

2) a)

n
U = Z < wuifu; > e; = f(e;).
Jj=1
A= (aij)lsi’]gn avec a; ; =< €;,Uj >

tAA = G(U], ,Un)

b) A inversible = *AA inversible = rg(G(uy, ...u,)) = n.

c) rg(G(u1, ..., un)) =n = g(u1, ..., un) # 0 et g(uy, ..., un) = (detA)? > 0.

3) a) A = M(b,B. b est symétrique = la matrice A est symétrique. Il existe alors D
diagonale et P orthogonale telles que

‘PAP = D.
b)
Q = PB—»Bl-
M(b,B;) =" QAQ.
c)

P = PB—»B“
M(b,B') =t PAP = D.
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d)
G(’Ul, ...,’Un) =t AA
00 A est la matrice dans la base (uyq, ..., 4,) de ’endomorphisme f de H tel que f(u;) = v; pour

1<7<n.doncona
P = Pg_p et G(vy,...,v,) = PP =1.

e)

G(v1, ..., Un) =1 =< v/v; >=0pour i # j et <v;/v; >=1

= (vy, ..., V) est orthogonale pour < / >
M(b,B’) = D = pour i # j, b(v;,v;) =0.

Partie 11

1) a) Soit y € F.
VieR, z+lye F

=
la—z—ty|* > fla— 2>

=

lla—zl* + Ellyl* ~ 2t <a—2/y >> |la ~ 2|
=

o <a—z/y><tyl|*,vte R
=
<a-—zly>=0

=

a—ze€ F*.

Reciproquement, si a — z € F*.
Siz=aalorsac F et |la—z| =0=d(a, F).
Si z # a, soit y € F.

la—z|?=<a—-z2/a—2>=<a~y+y—z/a—2>=
<a—yla—z>+<y-—zfa—z>=<a—y/a—z><|a—yllla— 2z
lla =zl < fla -yl

d’ou
a—z| = ylglla —yl=d(a, F).

b) Supposons qu’il existe z, 2z’ éléments de F' tels que
la — 2|l = lla — 2|l = d(a, F).

on a alors :
lz=2P=<z—-7/z—2 >=<z—a+a—-2/z—2 >=0

2

voir.tn

£ |ee RivesuN..

- ‘8
Tautee lee malidre



http://www.devoir.tn/

2) a) Soit z € E. On note {ey, ...,e,} une base orthonormée de F. et y = 3" | < z/e,
e; € F.
<r-—yle; >=<zfe;>—-<zfe;>=0,V1I<j<n
>z-y€E€Ft
=>zr=y+zavecyc Fetze F:
D’autre part, soit z € F (N F+.
<zr/r>=0=z=0= FNF"={0}et

FoFt=E.

b) Soit z € E, il existe un unique (y, z) € F x F*- tel que 2 = y + z.
Onarz—yeFtetye F=l|lz—y|l=dxF).

¢) z — y vérifie, pour 1 < 7 < n,

<z —yle; >=0

i n
< zfej >=<_ yiei, e >
=1
:> n
Y <efe;>yi=<z/e >
=1
=
(5 < x/el >
Yo <z/eg>
Gler e, -nen) | . | = .
Yn < zfe, >
d) i)

< z/z >=<z—p(z) + p(z)/z — r(z) + Up(z) >
= ||z — Op(z)*+ < Op(z)/Mp(z) >
= (d(z,p(2)))*+ < Op(z)/Mp(z) > .

ii)
<e/r >=<e;/z — Up(x) +p(z) >=< e;/llp(z) > .
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<efer> <efea> ... <efe,> <ejzr>

<eyfer > <eyfea> ... <efe,> <eyfxr>
gler,...en,z) = : : : : :
<epfer> <epfea> ... <epfen> <e,/r>
<zley> <zfea> ... <zfe,> <z/T>
On écrit la derniére colonne sous la forme :
<e/r> < e /Illp(z) > 0
: — : + i
<en/x > < e,/lp(z) > 0
<z/r> < p(z)/Mp(z) > (d(z, F))?
et on utilise la linérité du déterminant par rapport a la derniére colonne, on trouve :
<efer> <efes> ... <eife,> 0
<€2/81> <€2/62> <€2/6n> 0
g(ey, ...en, x) = : : : : +
<enfer> <eyfea> ... <epfe, > 0
<zfe1> <zfea> ... <zfe,> (d(z,F))?
<61/61> <61/€2> <61/6n> <€1/HF(1L')>
<62/61> <82/62> <62/6n> <€2/HF($)>
<enfe1> <epfea> ... <epfe,> < en/lp(z) >
<z/er> <zfea> ... <zfen> <Ip(z)/Up(z)>

On développe ensuite le premier développement par rapport & la derniére colonne et on remarque
que la derniere colonne dans le second déterminant s’écrit comme une combinaison linéaire des
autres colonnes, on trouve :

gler, ...,en, z) = (d(z, F))?g(es, ..., €n).

iv) d’apres iii) on a :

duj»=d%%f?§?

3) a)
lz+ylP+llz -yl =<z4+y/z+y>+<z—y/z—y>=
Iz + llyl* +2 < z/y >+l + lyl* -2 < z/y >=
2/lz|* + [lyl*)
b)

d(a, F) = inf fla — y]|

=, Vn € N, il existe y, € F tel que :

1
dla, F) < - < F
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et on a alors :
lim_ [l — | = dla, F).

Q(Hynﬂ? - a”2 + iy — 0'”2) = “yn+P + Yn — 2‘1“2 + ”yn+p - ynH2

=

9msp — gall? = 2(lgmsp — all” + llyn = all*) = lyns+p + vn — 2all*.

Le terme & droite tend vers 0 quand 7 tend vers +o0.
= (yn)nen est de Cauchy dans F'
= (Yn)nen converge dans F.

d) Soit b € F tel que limp, .400yn =b. Ona:

Jim_Jla = yall = dla, F)

lla — b)) = d(a, F).

4)a) ,
Q=>1i=0uX" € H*.

Ona:VjeN, X -X*"eH=

VieN, <Q/X’-X"">=0

=
Qo = 1 = = Qp
b)
Q=a(l+X+..+XP)
P = ao(l + X+ .. +Xp) —ao(p+ 1)Xp+1 e H
<Q/P>=0
=
<Q/Q - aplp+1)XPT >=0
=

p
>oag—ag(p+1) <Q/XP>=0
=0

= (p+1al=0=a=0=Q=0.
0

c)Ona
Ht={0}et H# FEcar 1+ X ¢ H

HoH#E.

)
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Partie ITI

1) F #0.
Soit f, g€ F et A\ € R.
f€F =ilexisten; € N tel que f € F,,.
g € F = il existe ny € N tel que g € F,,,.
On suppose que n; < ny, on a alors f + A\g € F,, C F.
d’ou F est un sous-espace vectoriel.

2)a)i)e, e E=F
=
pour € > 0, il existe P € F tel que |[P — e,z < e.
Or P € F = il existe ng € N tel que P € F,
d’oty, il existe P € Fy, tel que |P — e,z < €.

ii)

PeF,, = Vn>ny,PeF,

d’ou
Vn > mng , dey, ) <lle, — Plla < e.
b)
g(’wo’ ) wnaep)
dle,, F,) =
(€. F2) \[ 90, U)
=
Ve > 0, il existe ng € N tel que Vn > ny,
g(wOP"awn’ep) < 62
g(’l/)Ov o) 'l/}n) o
- (Yo, s )
. a\Yo, .-, ny€p
lim =0.
Eaaie g(%a---ﬂ/’n)
3) a) On sait que :
g(qu? ceey ¢n7ep)
d(e,, F,,) =
( P ) \l g(%aﬂﬁn)

donc

lim d(e,, F,) =0, Vp € N.

n—+00

b) P € R[X] = il existe ng € N tel que P € Rp,[X] et P %écrit : P =Y aye,

p=0

d(Pv F,) = ”P - Hi(P)||2 = ” Zapep - HFn(Zapep)”2
p=0 =0

6
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et d’apres la linéarité de IIg , on trouve :

d(P, Fo) =1 Y ap(e, — Hp,(ep)]2 <
p=0

i_o% oy llep — Hp, (ep)]2 < 50: lay|d(e,, Fr)

p=0
=
VP € R[X], . 1im+ood(P, F,)=0.
c) i) d’apres le théoréme d’approximation de Weierstrass,
Ve > 0, il existe P € R[X] tel que ||f — Pljo < €.
ii) On a
If =Pl < ||f = Plleo <e.
iii)
P e R X] = lirpF d(P, F,) =0.
=
il existe ng € N tel que d(P, F,,) < €
iv)

Py =1Ig, (P) € Fy,.

If = Polla = lf = P+ P — Pollz
<|If = Pl2 + |P = B2
<|If = Plls + 1P = TIp,, (P)]l»
<e+d(P F,)
< Ze.

d) d’apres iv) Vf € E et Ve > 0, il existe Py € F,, C F tel que ||f — Py||2 < 2e.

ODnadonc f € Fet:
F=E.
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