Concours Mathématiques et Physique 2011
Epreuve de Mathématiques II - Corrigé

PARTIE 1
A - Etude des endomorphismes G,, D, et G, + D,

1. (a) Soit R= ZaiXi € C[X]. Alors, pour tout f € L(E),

R(G)(f) =D asGh(f) = D ailw'o f) = (Y aw) o f = R(u) o f = Ga(f).

Dot R(Gy) = Gr).

(b)

Rlu)=0 < VfeL(E), Ru)of=0
= Vf € L(B), Gau(f) =0
= GR(u) = R(Gu) = 0.

(c) u est diagonalisable <= il existe @ € C[X] scindé & racines toutes simples dans €

tel que Q(u) = 0 <= il existe Q € C[X] scindé & racines toutes simples dans C te
que Q(G,) =0 <= G, est diagonalisable.

2. Méme raisonnement que dans 1.

3. (a) Pour tout f € L(E), on a :

(Guo Dy)(f) = Gu(fov)=uo fov=Dy(uoc f) = (Dyo Gu)(f)
et donc G, 0 D, = D, o G,,.

(b)

Soit A € Sp,(Gu). Pour g € Ex(G.), montrons que D,(g) € Ex(G,). En utilisant le
question précédente, on a :

Gu(Dy(g)) = Dy(Gulg)) = Du(Ag) = ADy(g).
Donc E,(G,) est stable par D,.

u et v étant supposés diagonalisables, donc par 1. et 2., G, et D, sont diagonalisables.
On note Ay, -+, Ap les valeurs propres deux & deux distinctes de G, alors on a :

L(B) = D Br(Gu).

Par 3.(b), pour tout i € {1,:--,p}, Ex,(Gy) est stable par D,. Il en résulte que la
restriction D,; de D, & E),(G,) est un endomorphisme diagonalisable de E,,(Gy).
Soit B; une base de Ey,(G,) formée par des vecteurs propres de D, ; (donc de D,).
Alors (By,---,Bp) est une base de L(F) formée par des vecteurs propres communs
aG,etD,.
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(d) La matrice de ©,, dans la base (By,---,Bp), définie dans 3. (c), est diagonale
(somme de deux matrices diagonales), donc ©,,, est diagonalisable.

4. (a) e Soient Ay, - -, A les valeurs propres de u. Ona v € ker(©y, ) &= uocv=vou.
Alors pour tout 5 € {1,---,k}, By, (u) est stable par v car pour tout z € Ej,(u), on

a:

u(v(2)) = o(u(a)) = v(Nz) = Mo (2).

e Réciproquement, si pour tout j € {1,---, k}, Ej,;(u) est stable par v alors

Vz € By (u), (uwov)(2) = A\u(z) =v()\z) = (vou)(2)

Ainsi u et v commutent sur tout E) (u),1 < j < k, d'oit u et v commutent sur

E =

k
GB E),(u), et v € ker(©y,-). En conclusion

=1

ker(©y,—u) = {v € L(E); VX € Sp_(u), Ex(u) est stable par v}.

Pour j € {1,---,k}, on note par 7; une base de Ej,(u) et on pose T = (71, - -, Tx)-
Alors v € ker(©,, _,,) si et seulement si la matrice de v dans 7 est de la forme

N (0)
N=
(0) Ny

avec N; € My, (C) et n; = dim(E),(u)). Il en résulte que

k
dim(ker(Qu,—)) = Y _(dimE, (u))*.

=1

(c)

i

Soient j € {1,---,n} et z; € By, (u)\{0}. A noter que (z1,---,%s) est une
base de E formée par des vecteurs propres de u. Comme Ej,(u) est stable par v
alors u(z;) € Ey,(u). Mais A; est une valeur propre simple, donc dimEy, (u)=1
et By, (u) = Vect{z;}. Il existe alors u; € C tel que v(z;) = pz; et z; est un
vecteur propre de v.

On conclut qu'une base de vecteurs propres de u est aussi base de vecteurs
propres de v et donc v est diagonalisable.

ii.

La notion des polynémes d’interpolation de Lagrange assure l’existence d'un
polynéme R € C[X] tel que

R()\J) = L, Vj € {1, e ,n}.
Donc pour tout j € {1,-- ,n}, ona:
R(u)(z;) = R(Aj)zj = pyz; = v(z5)-

Comme (1, - - ,Z5) est une base de E, alors R(u) = v.
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1.

B - Cas ol dim(E) = 2.

(a) Supposons que pour tout z € E, (z,u(z)) est liée. Alors, pour tout = € E, il existe
Az € K tel que u(z) = Az,
- Pour 2 =0, on a u(z) = 0 = X,0 avec A, arbitraire dans K.
- Pour z,y € E\{0}, montrons que A, = A,

e Si(z,y) est liée, il existe a € K tel que y = az. Alors,
u(y) = Ay = u(az) = ou(z) = adz = Azy.

Dot(Ay — Ag)y = 0= Ay = Ay car y # 0.
e Si (z,y) est libre, alors

’U(I + y) = /\x+y(m + y) = >\m+yx + )\m+yy = ’U/(z) -+ u(y) = Az.’L‘ -+ )\y’y,

ce qui donne (Apiy — Az)ZT + (Agty — Ay)y = 0 et donc Appy = Az = Ay

Par conséquent, il existe A € K tel que u(z) = Az pour tout z € F, c’est-a-dire u
est une homothétie vectorielle de F de rapport A; absurdité.
En conclusion, il existe &; € E tel que (g1, u(e1)) est libre.

(b) 11 est clair que Vect(idg, u) C ker(©,,_,). Montrons I'autre inclusion.
Soit v € ker(y —y). (£1,u(e1)) etant libre, elle forme une base de E. 1l existe alors
a,B € K tels que v(e;) = ae; + Pu(e;). Pour tout z € E, il existe a,b € K tels que
T = ag; + bu(e;). Comme uov = v ou, on aurra :

v(z) = av(er) + bv(u(er))

a(ce; + Pu(er)) + bu(aer + Puler))
afae; + bu(ey)) + Bu (ael + bu(sl))
az + fu(z)

(cidg + Bu)(z).

D’ott v = oidg + Bu € Vect(idg, ). En conclusion, ker(©, _,) = Vect(idg, u).

2.

2
Soit (auj)1gi,j<2 une famille d’éléments de K telle que Z ai;fi; = 0. Alors, pour tout

ij=1
ke{l,2},ona:
2 2 2
> ouifisle) =0= D cugbinsi = ) ounsi
=1 Bj=1 =
D’ol

2
domei=0 = ax=0, VI<ik<2
i=1
Donc la famille (fi;)1<ij<2 est libre et ayant 22 = dim(£(E)) éléments. Ceci prouve que
(fij)1<ij<o est une base de L(E).

| *ﬂ:ir.’m
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3. (a) Il est clair que la matrice de v dans la base U est de la forme < (1) :SY )

(b) On calcul matriciellement et on trouve
@u,—u(fu) = fa1 ~ 7vf12, @u,—u(flz) =—fu- 0f12 + far
Ou—u(for) =1 +0fa1 —vfr et Oy_y(f2) = 7fi2 — far.

On en déduit que la matrice de ©,,_, dans la base F = (fi1, fia, fo1, fa2) canonique-
ment associée & U est donnée par :

0 -1 v 0
—y =6 0
M}'(@u,—u) = 17 0 5 __:yl
0 1 —« 0

(¢) On a Tr(0, —y) = Tr(M£(0, ) = 0.

4. D'aprés 1. (b) dimker(©,,_,) = 2, donc 0 est une valeur propre de 0, _,, de multiplicité
supérieure ou égale & 2. Alors le polynéme caractéristique de ©,, _,, est donné par :

Po, . (X) = X*(X*+aX + ),

avec @ = —Tr(6y, ) =0 et f € K. D'ou Po, _,(X) = X}X2+3).
Remarque. En utilisant la matrice obtenue dans 3. (b), un calcule directe de dét(©, —, —
X idz(g)) donne le méme résultat.

5. 81 =0alors Po, _,(X)=X * et donc O est une valeur propre de multiplicité 4. Or la
dimension de I’espace propre asociée 3 0 est égale 4 2. Donc 6,, _,, n’est pas diagonalisable.

6. Supposons que G # 0.

¢ SiK = C alors ©,,—,, admet 0 comme valeur propre double dont le sous-espace propre
associé est de dimension 2, et deux valeurs propres simples qui sont les racines carrées
de —@. Donc ©,,_, est diagonalisable.

¢ Si K = R alors on distingue les deux cas suivants :
- Si B < 0 alors ©,,_, est diagonalisable (méme raisonnement que dans le cas com-
pléxe).
- Si # > 0 alors le polynéme Pg, _, n’est pas scindé sur R et ©,, _,, n’est pas diago-
nalisable.

7. (a) Si ©,, est diagonalisable alors les racines de son polyndme caractéristique sont
0 et les racines carrées (distinctes) de —G. Ainsi Sp, (©y—u) = {0, —A} avec

A= v/=F € K\{0}.

. ﬁvair.ﬁ
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Comme O, _,(w;) = Aw; alors wy ou =uow; — Aw;. Pour t € K, on a:

wyou—twy, =uowy —Awy —twy <= wio(u—tidg) = (u— (A +1t)idg) ows.

il.

o Si dét(w;) # 0 alors de I'identité dans 7. (b) i. on obtient
P,(t)y=P,(t+})), Viek

Ceci est absurde car

-t oy || —({t+N) ol a1
1 6-t'"1 1 e—@+N | T T

Par conséquent dét(w;) = 0. Comme par hypothése w; # 0, on conclut que
rg(wy) = 1.

o FEn utilisant le fait que Tr(u o wy) = Tr(w; o u), on obtient Tr(w;) = 0.

e Comme rg(w;) = 1, alors par le théoréme du rang on a dim ker(w,) = 1. Soit
g] € ker(w;)\{0} et €}, € E tel que (&, €5) est une base de E. Alors

0 a
MZMM@WQZ(Ob)

0 a

Comme Tr(w;) = 0 = b, alors M = ( 00

) . La relation M? = 0 entraine

2
wy = 0.

e Siwi(e1) =0, de la relation v o wy — wy o w = Awy on aurra wy(u(g)) = 0
et ainsi w; = 0. Ceci est absurde car w; est un vecteur propre de ©, _,. Donc

’wl(El) % 0.

e Soient o, B € K tel que ag; + fw(g;) = 0. Comme w? = 0, alors on a :
wy(aey + Pur(er)) = aw; (€1) + ﬂw%(sl) =owi(e) =0=>a=0

et donc @ = 0. Ainsi la famille (g1, w1(¢1)) est une base de E.

ii.

Soient a, b € K tels que u(e;) = agy + bw,(g1). Alors
w(wy (1)) = wi(uler)) + A wi(e)) = aw;(e1) +bwi(er) + Awi(er) = (a+ MNwi(er).

Il en découle que la matrice de u dans la base (g1, w;(£1)) est triangulaire in-

férieure:
a 0
M(€1,w1(s1))(u) = ( b a-+ Y ) .

iil.

Tr(u)=2a+A=>0a=

Spy (1) = {T'r(uQ) - )\? Tr(u2) + )\}-

Comme X # 0, u est a spectre simple, donc diagonalisable.
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Tautee lee malidre £ lee pivesu..



http://www.devoir.tn/

Concours Slnendnm., O Physige 0 o Fain 2001 - Epreuve de Masic

(d)

i.

® Si wy 0 w(e;) = 0 alors, en utilisant Tr(w,) = 0, on aura

a 0 00 00
M(€1,w1(€1))(w2) = ( b 0 ) = ( b0 ) = b( 10 ) =bM(€1,'uI1(E1))(wl)‘

D’olt wy = bw; et (w;,w,) est une famille liée. Ceci est absurde car w; et wo
sont deux vecteurs propres de ©, _, associés & des valeurs propres distinctes.
Donc

Wy © wl(&']_) 7é 0.

e Avec le méme raisonnement on obtient wy o wa(ey) # 0.

il

On sait que dimker(w;) = 1 et dimker(w;) = 1. D’ol pour montrer que £ =
ker(w;) @ ker(w,), il suffit de montrer que ker(w,) N ker(w;) = {0}. Comme
ker(w;) = Vect{wi(e1)} et ker(wq) = Vect{wy(e)}, il suffit de montrer que
(w1(g1), wa(ey)) est libre. Soient a,b € K tels que aw(¢1) + bwa(e1) = 0. En
appliquant successivement w, et w, et en utilisant le fait que w; o wq(e;) # 0 et
wgowy(e;) #0,onauraa=>b=0.

iii.

Des hypothéses u o w; = wy o u+ Awy et u o ws = wq 0 u — Awy, on déduit aprés
composition avec wy (resp. ws):

wiouow; =0 et Wy ou o wy = 0.

Dot u(wi(e1)) € ker{wy) et u(ws(e1)) € ker(wy). 11 existe alors o, 8 € K tels
que u(wy(€1)) = awy (1) et u(wy(e1)) = Bwy(er). Nls’en suit que (w;(e1), waler))
est une base de F formée par des vecteurs propres de u.

PARTIE 1I

A- Etude de ®4 5 dans une structure euclidienne

1. e La bilinéarité de (-,-) est une conséquence immédiate de la bilinéarité du produit
matriciel, des linéarités de la trace et de la transposition.
e Pour M,N € M,(R), on a:

(N, M) = %Tr(NtM) = ;Z-Tr [t(NtM)] - %Tr(MtN) = (M, N),

donc (-, -) est symétrique.

117

e Soit M = (Tnij)lg,jgn € Mn(R), alors M*M = (Z m,;kmjk) D'ou

En plus,

1 1<, j<n

1 1 —
M MY=-T t = — 22 B
(M, M) = ~Tr(M'M) n;mk 0

(M, M) =0 <=V (0,k)€{l,-,n}? myu=0<=M=0.

Ainsi (-,-) est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur M, (R). {-,-) est un
produit scalaire sur M,,(R).

. ﬁvair.ﬁ
Tautee lee malidre £ lee pivesu..



http://www.devoir.tn/

DU e nibigues o0 P osagaesbession Juin 2011 - Topres v e Madae e [ i

2. Supposons que A est symétrique. Pour M, N € M,,(R}, on a :
1
(Da(M),N) = (AM +MA,N)= E’I‘r[(AM + MA)‘N]

- %Tr(AMtN) + %Tr(MAtN)

= ~Tr[M(NA+ AN

- %TT MY (AN + NA)]

= (M, AN + NA)

= (M, ®%(N)).
D’olt
®%(N)= AN + NA = D4(N), VN € M,(R).
® 4 est donc un endomorphisme autoadjoint de I'espace euclidien (M,,(R), {-,-)).

3. @ “==" Soient X\ une valeur propre de C et X € M, ;(R)\{0} tel que CX = AX. On

0 <!XCOX ="'XAX = NXX = A\ X

On en déduit que A > 0.

o “<=" Supposons que Sp,(C) = (Ai)igicn C R} et considérons une base orthonor-

mée (V1,---, V) de M, (R) formée par des vecteurs propres de C. Alors pour X €
n

M, 1 (R)\{0}, il existe une famille de réels non tous nuls (o;)1<icn telle que X = Z a;V;.
i=1
Ona:

(CX|X) =Y alx >0
i=1

D’ont C' est définie positive.

4. S étant symétrique définie positive, alors il existe une matrice orthogonale P et une
matrice diagonale D = diag(A\1,- -, A), 0t Ay, -+, A, € RY, tels que S = PD'P.

La matrice
Q:Pdlag(\/ Al)"' y V /\TL)tP

est symétrique définie positive et vérifie @2 = S.

5. Soit M € M, (R)\{0}, alors on a :
(®g(M),M) = (SM+ MS,M)

= Lnsaran + %Tr(MstM)

= %Tr(fMQQM) + %Tr(MQQ M)

= [*MQI*+[IMQ]* > 0.

. ;-;*fmir.’m
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On en déduit que 'endomorphisme autoadjoint ®g est défini positif.

6.

(a) Raisonnons par récurrence sur k 2 0.

- Pour k£ = 0 c’est évident.

- De ®sM = aM on déduit que SM = M(al, — S), d’ott la propriété est vraie pour
k=1.

- Supposons que c’est vraie pour tout £ € {0,1,---,k} et montrons-la pour £+ 1.

SKIM = S(S*M)= SM(al, —S)*  hypothése de récurrence d’ordre k

= Mlol, - S)(al, — S)* hypothése de récurrence d’ordre 1
= M(al, — ).

Donc la propriété est vraie pour tout k € N.

(b) Soit R(X) = f:akX’“ € R[X]. On a:

RSM = Y aS*M =Y aM(al, ~S)"
k=0 k=0
= MY ael, - S)* = MR(al, ~ 5).
k=0

(c)

i.

o En prenant R = Ps (le polyndme caractéristique de S) dans 6. (b) et en
utilisant Ps(S) = 0 on obtient

MPs(al, — S) = 0. (1)

e Si Pg(al,—S) était inversible, en multipliant (1) & droite par (Ps(al, —5 )t
on obtient M = 0 ceci contredit le fait que M est un vecteur propre.

.

S est une matrice symétrique réelle, d’od son polynome caractéristique est scindé
sur R, i.e.,
PS(X) = (—1)"(X . u'],)nl . (X _ /J/m)ﬂm'

Par suite
Ps(al, = S) = (=1)"[(a — pu) L = S]* -+ [(@ = ppon) T = ST™

Si pour tout k € {1,---,m}, (@ — p)I, — S est inversible alors Ps(al, — 5)
Dest également, ce qui n’est pas vraie d’aprés (c) i. Il existe alors § € Spg(S)
tel que (o — B)I,, — S n’est pas inversible.

(d) Par (c) ii. on a o == a — 3 € Spg(9), d'oit & = 0 + 8 € Spr(5) + Spr(S). Ceci
prouve que Spg(®s) C R%. On conclut par 3.

7. Par 5. ®g est défini positif donc injectif. On a "(Ps(M)) = ®g(*M). D’ou

HDg(M)) = Bs(M) = Bs('M) = d5(M) < M =M.

. ﬁvair.ﬁ
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8. (a) e “==" Supposons que C est définie positive, alors C est diagonalisable sur R
et Sp, (C) = {1, Ao} dvec A et Ay deux réels strictement positifs. Alors Tr(C) =
M+d=a+c>0et dét(C) =My =ac—b*>0. ac>b? et a+c > 0 donnent a
et ¢ de méme signes positifs. Par conséquent a > 0 et ac — b > 0.

o “<«=" Supposons que a > 0 et ac —b> > 0 alors ¢ > 0 et donc A\; + A > 0 et
MAz > 0. Ainsi Sp, (C) C R et C est définie positive d’aprés 3.

(b) i Soit A> 0, alorson a :

Bo(My) = CMy + MyC = ( 2a) - (1+2) ) .

1+ M) 2

ii. Pour b # 0, on considére le trindme en A suivant :
R()\) = dét(Dc(My)) = —b*A\% + (dac — 2b%) ) — b2

Comme A’ = 4ac(ac — b?) > 0 alors R posséde deux racines réelles A; et Ay qui

vérifient
_ 2ac+2(ac — %)

B2
Donc A; > 0, Ay > 0 et RB()) change de signe sur R%. On en déduit que pour
b> 0, il existe A > 0 tel que ®o(M)) n’est pas définie positive.

AL+ A2 >0 et MA1=1>0.

B - Orthogonalité dans (M,(R), {,-))

1. Par hypothése on a :

(a)
0 0 0 - 0 1
1 0
A=1 0 et B=1 ¢ :
o .- 0 1 0 o .- 0 1 0

On montre aisément par récurrence que :

Pourpe {0,---,n—1},AP=| 1 -.. : = (Cijhcij<m

.- 0 1 0 --- 0
c’est-a-dire tous les coefficients sont nuls sauf ¢,y ; =1 pour L < j < n—p.
Pour p > n, on a AP = 0.

. ﬁvair.ﬁ
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(b) e On montre aisément par récurrence que, pour tout 0 <p<n—1,ona:
BP = AP + tAn_p = (dl,m)lgl,m@n

avec dpyj; = 1si1 < j<n—p, dippy =181 <4< pet 0 pour les autres
coefficients. En particulier B* = A1 +tA =*B.

e On déduit que B = B!B = I,,. (Cette derniére égalité s'obtient par un calcule
directe).

Remarquons que, pour p 3> n, on a BP = B" ou r est le reste de la division euclidienne

de p par n.

2. Par le calcul ci-dessus, on a BB =*BB = I,,. Donc B est une matrice orthogonale et il
vient de suite que, pour tout entier naturel p, B? est orthogonale.

3. (a) e Ildécouledel. (a) que E4 = Vect{l,, 4, - , A"} et que pour tout (ag, ai, - , Gn—:

R"”, on a :
g 0 -+ -+ O
ay ) ' :
ooy + 1A+t a1 AV =] g
: 0
Qp-1 - G2 41 Qo
Donc (In, A, -+, A"?) est une famille libre et génératrice de £4. On en déduit que

(In,A,---, A" 1) est une base de £4 et que dim(£4) = 7.
e Il résulte de 1. (b) que £5 = Vect(l,, B, -+ , B™1) et que pour tout (zo, - - - ,In-1) €

n
R™,
Tg Zp-1 Tp-2 - T2 11
I1 Zo Zp-1 -t T3z Ty
Zoln + T B+ + 2, 1Bt = Ty 1 Zo o T4 T3
Tpn-1 Tp-2 Tn-3 -*° T1 Zo

Donc (I, B, - - - , B"1) est une famille libre et génératrice de £p. Ainsi (I, B, - ,B™
est une base de £z et dim(€g) = n.

(b) Clairement

n—1 n—1
E a A" = E z; B < _
“— = {V]E{l,---,n—l}; aj =z; =0.

Dot 4N Ep = Vect{I,}.

4. Pour tout p € N*, AP est une matrice triangulaire inférieure et ne contient que des zéros
sur son diagonale. Par conséquent :

o Vp € N*, dét(AP) = 0 donc AP n’est pas inversible.

ﬁvair.ﬁ
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e Vp € N*, AP admet 0 pour unique valeur propre de multiplicité n donc AP est diago-
nalisable si et seulement si p > n.
En effet, pour p > n, AP = 0 donc diagonalisable. Pour p € {0, - — 1}, si AP
était d1agonahsab1e, elle serait d’aprés ce qui précéde semblable & dlag(O -+,0)=0,
c’est-a-dire égale & 0, ce qui est faux.

5. ¢ On sait, d’aprés 1., que pour p € {0,---,n — 1},

Z Epyj; = Z Eijip.

i=p+1
Donc, pour p,q € {0,--+,n — 1}2, en utilisant I'identité E; ; B} m = §;1Eim, on obtient :
n n n
Apt(Aq) = (Z Ei,i—p) ( Z E;_ q,J) = Z Z Oip,j—gBij-
i=p+1 J=q+1 i=p+1j=¢+1
e Supposons que p # g, alors pour 4 = j on a &y j—q = 0. Donc
AP Y(A?) € Vect{E;;,1 <14,j <neti#j} Cker(Tr).

D’ou pour p # g on a:
(AP, A7) = —1—Tr(Ap HAT)) = 0

¢ Supposons que p = g, alors AP¥(A9) = Z E;;, donc
i=p+1

(AP, A7) —Tr( Z Bis) ==

i=p+1

On en déduit que pour p,q € {0,---,n —1},
pAq-—-————(S
(e, 4 =" 25,

n

6. D’aprés 3. et 5., il est clair que ( LA est une base orthonormée de 4.

p)
n=p 0<p<n—1

7. D’aprés 2., pour tout p € N, BP est une matrice orthogonale. Dol
v(p7Q) € {1’ 7n_1}27 Bpt(Bq) = BF4.
Or il résulte de 1. et 5. que

B* € Vect{E,;,1 <i#j<n} pour k€ Z\nZ
B =1, pour k € nZ.

11 vient
0 si
<Bp,Bq>:{ S%P?éq
1sip=gqg.

Ainsi (BP)ogpgn—1 €st une base orthonormée de Ep.
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8. Soient p,q € {0,---,n — 1}. En utilisant 1., on obtient :
(AP, BY) = (AP, AT +*(A"7Y)) = (AP, A%) + T—llTr(ApA”_q).

Or n+p— ¢ > 1 donc Tr(4A™*"~9) = 0. On en déduit (AP, BY) = (AP, A7).

9. e Pour tout g € {0,---,n— 1}, d’aprés 8., on a :
(A%, BP — AP) = (A%, BP) — (A%, AP) = 0.

L
Donc par linéarité B? — AP € (Vect{In, A, ,An‘l}) = &f.
¢ Soit C € £4. Remarquons que pour tout ¢ € {0,--- ,n—1},on a:

(A9, BP — C) = (A, BP) — (A%,C) = (A%, A7) — (4%, C).

[ n
( Aq) étant une base orthonormée de £4, d’ou
n—dqg 0ggsn—1

n—

—

n
n—q

C= (A%, C) A¢,

1l
o

g
Par conséquent,

—Ceér < (AL,BP-C)=0, Vqe{0,---,n—1}
= <Aq,c’>=(Aq,Ap>, VqE{O,,n—l}

D’ou . .
n n
C= (AL, CYA? = AT APYAT = AP
zq_o . >t

On en déduit que AP est I'unique élément C de €4 tel que BP — C € Ex.

@© Fin de la correction.
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