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PARTIE I

1. (a) Trivial.
(b) i. p est une projection orthogonale sur Im A, pour b € Mp1(R), on a p(b) € Im A.
D'ot lexistence d’un élément &g € M, 1 (R} tel que A&y = p(b).
ii. D’aprés Pythagore on a, pour tout £e Mna1(R):
AE — D|2 = [| A& — Ag + Ao — bll7 = A€ — ALol2 + | A& — BlI%,
car (A¢ — A&y € ImA et Ay —b= pb) —be (ImA)*. Dot l'inégalité :
A = b]2 > A& — blI7, V€ € Mma(R).

iii. La fonction ./~ est strictement croissante et le minorant est atteint en & = &o. 1
en résulte que :

min(R) NAE — bl = A& — biln-

EEMm,l

-3

2. Soient & et & deux pseudo-solutions. On a:
146 — bl = | A&y — Ao + Ao — bl2 = |46 — ALl + 1A — b,

car (A&, —Afg) € ImAet Afp—b€ (Im A)*. D’aprés la question 1, | Ag1—b]2 = | Aka—bliZ,
on obtient alors : ||A&1 — A&z = O ce qui entraine (§1—&o) € Ker A= {0}, et donc §; = o

3. (C.N.)
Si &g est une pseudo-solution de (S1) alors A&y = p(b), et donc (Afo—b) = p(b)—b € (Im AL
Clest; & dire ; < AL, Afg— b >n=0.
(C8)
Tnversement, si pour tout £ € Mp,1(R): < A¢, Afp—b >p=0, alorson a (A¢o—b) € (Im Ayt
et comme Afy € I'm A on obtient Ao = p(b). Clest & dire que &0 est une pseudo-solution
du systéme (S1).

b=

&o est une pseudo-solution du systeme (51)
& < AL AL —b>p=0 VEE M1 (R)
o HAE(AL—b) =0 VEE Mni(R)
o gA(Afo—b) =0 VEE Mni(R)
o tA(AL-b) =0
& TA AL = AD.
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PARTIE II

- A - Minimisation dans R, [X]

1. P(mi) =ag+ a1z + ...+ am:ﬂgn.

2. Lécriture précédente de P(z;) pour tout 0 <4 < n, donne I'équation matricielle suivante -

P(zp) 1 =z -+ g
P(z1) 1z ozl a0
: o : ag 4
Plzp) { | 1 zZm - zpy : = A¢
: : : : Qm
P(.’En) 1 :l':n rer 5621

3. La sous matrice carrée (A )i<ijem+1 est une matrice de type Vondermonde associ¢e & une
famille de (z;); de valeurs deux & deux distinctes, et donc inversible. Par suite, on a

rg(A) =m+1.

Remarque : On pourra démontrer facilement que si V' = {4;5)1<i,j<m+1 alors elle est in-
versible, en effet : On suppose que VY = 0, et on associe au vecteur Y de composantes
m

(Yk)o<k<m i polyndme Q@ = Zkak. Ce polyndme vérifie Q(z;) = 0, pour tout 0 < < m,

k=0
et done @ est identiquement nul puisqu’il est de degré < m. C'est & dire ¥ = 0.

Yo
,y m n
4. Sionposeb= _1 , on obtient alors : || A€ — b2, = Z(Ag —b)? = Z(P(:r:q-_) — ;)%
. i=0 i={}
Ym.

5. A cause de la bijection ¢m : P € Rpu[X] — £ € Mpq1,1(R) et d’aprés la question précédente
on obtient le résultat.

6. Le théoréme de rang appliqué & la matrice A, donne :
m+1=dim{Ker A} + rg(A) = dim{Ker A} + m+1

Il en résulte que Ker A = {0}, d’aprés la partie 1, il existe une pseudo-solution unique &p.
Soit P = ¢! (Eo), selon les questions 4 et 5, on aura

. _ g2 -
PEIEEAEX] ‘I’m(P) = ﬂAfo b”n-{—l ‘Ijm(Pm)'

Concours MP - Corrigé de I'épreave de Mathématiques 11 Page 2/6

= ‘8
Toules et matiiife

wvoir.th

£ |t Rivesuk..


http://www.devoir.tn/

§ - B - Calculs de P, et é,

1. < .,.> est une forme bilinéaire symétrique.

Cette forme est définie-positive :
'
<P P>=% (P(z:)?20, VP eRy[X]
=0
et <P P>=0 = Plx;)=0, vi=0,..,n = P=0, puisque P € R,[X].
En conclusion, < .,. > est un produit scalaire sur 'espace vectoriel réel R,[X], et donc elle
munit R,[X] d'une structure euclidienne.
2. {a) degré(L;) =n, Vi=0,..,n
T — Zi —Thky _
(b) Pour i = 7, Li(z;) H (ch — $}c) 1.
P<k<n
k#1
. . e r:LL‘:,'—:E_?' Ty — Tk -
Powr i Liw) = — - [1 (=g =0
0<k<n
k¢ {i,5}
ki3
(c) Pour tout 0 < 4,7 < n, on a: < Ly L; >= ZLi(sck)Lj(mk) = §;;. La famille
k=0
(Lg, ..., Ln) est donc une base orthonormale de Rn[X ], car dimRn[X] = n+ 1.
(d) La décomposition de P dans la base (Lo, ..., L) donne :
# n
| P=> <PL>L
=0
Avec
Tt
<PLi>= Y Pla)Li(zi) = P(z:),
k=0
d’aprés Li(zr) = Oik.
n
3. (a) Y= ZyiLt-*(il s'agit du polynoéme d’interpolation de Lagrange).
i=0
n
Pour j € {0,1,...,n}, Y(z;) = Z%Li(fﬂj) = yj.
i=0
(b) Comme la base (Lg, ..., Ly est orthonormale, on obtient d’aprés la question précédente
n
1Y = PI* =3 (v ~ P(@:))’, VP eRnX],
=0
. Et par conséquent Pexgmx]\llm(P) = Penﬂ;!l,iﬂn[X} Iy — P||
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(c) Constatons que Rm{X] est un sous espace vectoriel de Rp[X] (m < n). On a

Y - Pl? = min V(P B = || P — Y17,
n]|| I PRmH (P) = ¥m(Ppn) = |l I

2403

d’ott Py, est le projeté orthogonal de ¥ sur BnmiX).

4, (a) Q1=X—-<—“}—(—é’—oc~gﬂg—>—Qg, aves
X Qo>=3a == o o= 1=n1
i=0 i=0 i=0
= Q1=X——g-.

(L) Récurrence sut & :
degré(Qo) = 0. Supposons que degré(Q) =1, Vi=0,..,(k~1).

kel o xk Q>
Dans ce cas, le polyndome E —«”6’—“71”-621' € Rp.1[X] et donc degré(Qr) = k.
i=0 ¢

(c) Montrons par récurrence sur ke {1,..,n} que la famille {Qo, .-, Qi } est orthogonale:

< Qo, G >=<1, X———>—~§:(z__)ﬂn(n+1) n(n;—l) o

Supposons que {Qo, . Qx—1} est une famille orthogonale de R,[X]. Pour K e
{0,...,k—1},ona

k=1 .
< Xka i > )
< QR > =<Xk”ZP—QQ_“Qi1Qk’> £
— |l
Xk ; !
=< X* Qu > - <>:——n—cg“*“|%—‘Qést’> E
=< Xk Qp >~ < X"c Qu >

=0

dlot le résultat.

(d) Il suffit de constater que {Qo, Q1, -+, @n} est une famille orthogonale de (n+1) vecteurs
non nuls de By[X], qui est de dimension n+1.

(e) i Pourje€ {0,...k—1}:

< Hi, X9 > ZH}C(&‘:l m = ZH"‘- (i) = ZQk(n-—z)ﬂ'

=0 i=0 i=0

=3 Qup)(n — Y =< Qu (n— X >
p=0

=0

En offet, (n— X) € Re_1[X] et Qi € (Vect{Qo, ., Qe1})™ = (Re- O
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. La famille (A7 )pe ap—1) €5t nue base de By 1[X]. dapres la question precedente
on obtient Hy € (Be—y[X])*

I
fii. Ona Hy € Be[X] = Hy = a,Q;
v=0
de méme Hy € (B [X])* = 0 =< Hi, Q; >= 0. Vi = O,k —1= H, =
arQi. Comme (Jp est unitaire et le coeficient dominant de Hk est (—1)* alors

Hy = (—=1)*Qy .

(f) i On a démontrer que P, est la projection orthogonale de ¥ sur R,[X]. D’autre
part, (Q:)ocicm est une base orthogonale de Rm[X]. En exprimant que (¥ — Pr)
est orthogonal au sous espace vectoriel Rp,[X], on obtient :

<Y - Pp,@i>=0, Vi=0,..m,

et donc
<Y @i >=< Py, @i >, Vi=0,..,m

ii. La famille (Hg:—”)gsz'sm est une base orthonormale de R, [X]. Dans cette base on
peul écrire

S Fm@i> ) N <Y 0>
Po= 3 o %= X g @

iii. Pour tout m & {1,2,..,n}:

m—1
Pro=Y Sl 2o SOmY >, | p SOV,

2 TNoF T TeaE 1@
D'autre part,
. o 2 . < Gm Y > 7
T L e e |
e 2 m
=Y — Pnl]* + E—%%E?LHQ,HHQ, car (Y — F,) est orthogonal & Q,,.
On en déduit que :
(< Q‘m:}f >)2
5m = 5711—1 T T T A e

Q|

iv. P est le projeté orthogonal de ¥ € Ry, [X] sur B,[X],
d'od P, =Y et par suite 6, = 0.

- C - Exemple
1 1
1. 1l suffit de considérer Py = ag, A = i et b= ? , d’aprés ce qui précede et en
1 2

particulier le systéme (52) : ‘4 Aag = 'Ab, on trouve dag = 6 et donc Py = 3

Ceci entraine, dp = Wp(Fp) = 1.
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9. D'aprés le systéme de récurrence (83}, on @
(< Ql,.Y >)2

_ < QluY > —
P -—Pn‘-f‘ -——-——'——"—‘HQluz Gy et 5 g -+ W
s >=1cet |Qal)? = 5, on

D’aprés un caleul précédent on a Q1= X — % Comme < Q1.1

obtient alors : . 4
P1=-5(X—’r6) et (51::5.

ions polynﬁmiales.

Figure 1 Approximat
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