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Une grande importance sera attachée la rigueur du raisonnement, la clarté et soin de la
présentation. L’usage des calculatrices n’est pas autorisés.
1l est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite, méme
s’il n’a pu étre démontré.

Exercice
Soit (an)nemv la suite de nombres réels définie par la donnée de ap, 0 < ag < 1, et la relation de
récurrence
Ant1 = Qn — a?;

1)

1-a) Démontrer que la suite (a,) est décroissante , et que pour tout n > 0,0 <a, <1 .
1-b) En déduire que la suite (a,) est convergente . Trouver sa limite.

2)

2-a) Démontrer que la série 3 a2 est convergente, et donner sa somme.
n>0

2-b) Montrer que pour tout entier n > 0, on a : log(l — a,) = log(an41) — log(a,) -

En déduire que les séries ¥ log(1 — a,) et ¥ a, sont divergentes .
n>0 n>0

3) Prouver que la série

An _
> dngnyr

'
"o ™

est absolument convergente pour tout x réel.
%

Dans la suite, pour tout z réel et N € IV, on pos'e :

+oo a N a
G(z) =) -Llle"‘"”z:"1 et Gu(z) = ~—';e_farn.
n=0 L n=0 .

4) Prouver que, pour tout entier N et tout z > 0, on a :
0 < G(.T) — G'N(.'.E) < anas

55 3 51 Qn . 2 ;
et en déduire que la série —’:e Tg™ converge uniformément sur [0, +oo[, et que :
n>0 Tl
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5) Montrer que pour tout s €]0, 1,

lim t2¢~DG(st) =

t—r+00

et en déduire que la fonction t — es~1!G(st) est intégrable sur ]0, +00[ pour tout s €]0,1] .
6) Prouver que pour tout s €]0, 1,

(3--1)!
/0 G(st) dt = Zan

Probléme

Partie 1
Soit ¢ une fonction définie et continue sur [—1, 1], & valeurs dans IR. On pose pour tout

entiern > 0 :
i [-L,1]— R

T — cos(ny(z))

1) Vérifier les relations de récurrences suivantes : Vr € [—1, 1l,¥vn>1:
fa1(z) + fr-1(z) = 2c08(p(2)) fu(z).
2) Plus généralement vérifier que : Vz € [-1,1], Ym > n :

fmin(z) + fm-n(z) = 2fm(z) fu(z).

Dans la suite du probleme, on pose ¢(z) = arccos(z), et on désigne par T}, I'application :
T.:[-1,1] — R

z +— cos(n arccos(z))

3) Montrer que pour tout z € [—1,1] et pour tout entier n > 0 :

gtnarccos(z) _ ch k(W1 — 22)kgn* |

4) En déduire que pour tout entier n > 0, T;, est une fonction polynéme définie pour tout
z € [-1,1] par:
E[%) n mn
Tou(z) = Y C*(2*-1)*k2"%* o E(-2~) désigne la partie entiére de 3
k=0

5) Déterminer le degré et la parité de T,

_ %ﬂ:ir.’m
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Partie 2
Pour tout entier n > 2, et z € [—1, 1], on pose :

/02 0 ... 0 0) [ Tofz) \

1 0 1 . 0 0 T, (z)
] N I N
o o 1 0 1 | Thalo)

\0 0 ... 0 1 0/ \Tn-1(z) /

1) Vérifier les relations de récurrence suivantes : Vz € [—1,1], Vn > 1 :
Tns1(z) + Thoi(z) = 22T, (z) .

Préciser To(z) et Ty(z) .

2) Calculer le prodmt (M, — zI,)Va(z), ou I, est Videntité de M, (IR) .

3) Soit k € {0,1,...,n — 1} montrer que Ty, = cos(Z + %) est une racine de T,.
En déduire toutes Ees racines de 7;,.

4) Montrer que pour tout 0 < k <n —1,

(Mn - xk,nIn)Vn(Ik,n) =0.

5) Montrer que les valeurs propres de M, sont les n racines de T, .
Quels sont les vecteurs propres associés 7
6) Montrer que la matrice M,, est diagonalisable.

Partie 3
On désigne par E 'éspace vectoriel des applications continues sur [—1, 1] a valeurs dans R.
On munit F du produit scalaire <, >, défini par :

<,>:ExFE—R

(fg)—<fg> = f {/l—_::)

1) Vérifier que pour tout f, g € E,

< f,g> = %/U“f(cos(ﬂ))g(cos(t?))dﬁ i

2) Prouver que les 7;, sont orthogonaux deux & deux .
Montrer que
Vn>1, <T,,T,>=1et <Tp, Ty >= 2

LS

3) En déduire que (75, T3, ..., T,) forme une base orthogonale de IR,[X] .

Soit f € F, pour tout entier N > 1, on note :

SN(f)——<f,Tg > +Z < f > T,
n=l1
et soit g 'application paire définie sur IR par g(0) = f(cos(6)).
4) Montrer que pour tout entier n,
2 m
a,(g) =< f,T, >, ol ay(g) = —f g(8) cos(nb)db .
0

™

_ %ﬂ:ir.’m
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5) Montrer que pour tout § € JRet N > 1,0n a:

1 N
5a0(9) + > an(g) cos(n) = Sn(f)(cos(6)) -
n=1
6) Montrer que si f est continue et de classe G* par morceaux sur [-1,1], alors la série
% < f,To>+ % < f,T, > T, converge normalement sur [—1,1] et que :
n>1

1<f’1’0>+2<f1“ »Ta=f.

n=1
7) Réciproquement on suppose que z (07 est absolument convergente

7-a) Montrer que la série de fouctmns —ﬂ + Y o, T, converge normalement sur [—1,1].
n>1

7-b) Montrer que si f est sa somme , alors, Vn > 0, an =< f,Tn >

Partie 4

Soit h I’application 27 —périodique, paire, définie sur [0, 7] par h(f) =6 .
1)
1-a) Tracer le graphe de A .
1-b) Déterminer la série de Fourier de h .
1-c) Etudier la convergence de la série de Fourier de h sur IR .
1-d) En déduire que pour tout 8 € [0, 7] ,
4

i ((2n +1)9)
2n+ 1)?

n=0

™

2) Montrer que pour tout z € [—1, 1] ,

o] R

arccos(z) + arcsin(z) =

3) En posant @ = arccos(z), montrer que Vz € [~1,1],

T 4
arccos(m) 2 - ;]t nz-__o mT2n+l($)
. 4 &
arcsin(z) = = Y ———
.

1
4) Trouver la valeur de la somme ng() m .

5) Montrer que _
s st n=0

i n=2pp>
< arccos(z), T, >= 0 4 1 si n=2p,p2>1

—_———— sin=2p+1,p2>20
7 (2p + 1)2 ' 2 P
6) Montrer que :

/1 ar('sm(::,)a.r(,cos(f f Z arccos(z)Ton1(z) p
.
i V1—12 (2n + 1)2 Vv1-122

7) En déduire que :

/‘ arcsin(z) arccos(z) dr — 8 i 1
-1 V1 - z? o (@n+1)t

4 [y
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