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Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, a la clarté et au soin de la
présentation. L'usage des calculatrices n’est pas autorise. 1l est rappelé que tout résultat énonceé
dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite, méme s'il n'a pu étre démontre.

On note N I'ensemble des entiers naturels, N* I’ensemble des entiers naturels non nuls, R le corps
des nombres réels, R le sous-ensemble de R formé des nombres réels positifs, R” le sous-ensemble
de R formé des nombres reels differents de 0 et R% le sous-ensemble de R formé des nombres réels

strictement positifs.

Exercice
Soit p une fonction de classe €2 sur RY. On définit la fonction g par

g: R*xR* — R,
(z,y) +~ g(@y)= o(2? + ).

1. (a) Justifier que g est de classe C% sur R* x R*.
: : : ) J 0 _
(b) Calculer les dérivées particlles premiéres "}% et Eg en fonction de ¢'.
Ox Y

; 0 0? .
(c) Calculer les dérivées partielles secondes 5:_5% et 5;?2- en fonction de ¢’ et ¢".

9. Déterminer les solutions sur R de |'équation différentielle

t2"(t) + 2/ (t) = 2t. (1

3. On veut déterminer les fonctions ¢ pour lesquelles la fonction g vérifie 'équation aux dérivéc

partielles
2

g 529 p * * ‘

w(miy)-" W(m‘y) =8($2+y2)1 V($1y) e R* x R". (

(a) Montrer que si la fonction g vérifie (2) alors la fonction ¢ vérifie I'équation différentiel
(1), et donner expression de .

(b) En déduire Vexpression de g.
dg

(¢) Déterminer la fonction g solution (2) et vérifiant g(1,0) =0 et g%(l,(}) + 5!;(1,(}) =
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Probléme

Partie I

Notations
e o € R7 désigne un réel strictement positif.

e w, désigne la fonction définie par w,(t) = t*"te™?, pour tout t €}0, +-ocl.
e F est le R-espace vectoriel des fonctions polynomiales réelles définies sur [0, +o0f.

e Soit n € N, E,, est le sous-espace de F formé par les fonctions polynomiales de degré inférieur
ou égal a n.

2

g e e

e On désigne par B = (1,z,x ,2™) la base canonique de F,,.

1. Montrer que, pour tout (P, Q) € E?, la fonction PQu, est intégrable sur |0, +ool.
2. On définit @, par:
o0
5.(P.Q) = [ PE)Q)n(a)ds.

Montrer que ®,, définit un produit scalaire sur E.

On notera par ||P)|? = ®,(P, P), ot ||P]| désigne la norme de P pour le produit scalaire
>,

3. Soit A € R. On définit équation différentielle suivante:

(Ly): ay'(@)+(a—xy + Ay =0.
On va chercher les solutions y) développables en séries entiéres non nulles.
(a) Montrer que les coeflicients de la série entiére solution de (L)) vérifient la relation:

A=k

Akl = “mak, Vk € N.

(b) Expliciter les solutions gy de (L,).

{(c) Pour A =n € N, montrer que les solutions sont des fonctions polynomiales de degré n.
On note L, les solutions dont le coefficient dominant ay, est égal & 1.

(d) Caleuler Lo, Ly et Lg.

(e) Expliciter, pour chaque n € N, la fonction polynomiale L.

4. Scit f(z) = awa(x)y (z) ot y est une fonction de classe C? définie sur R, et & valeurs dans

R.
(a) Montrer que y est solution de (£,,) si et seulement si f vérifie I'équation différentielle
suivante: ‘
Fo: fl(2) + nwe(z)y(z) =0, VzeR. .
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(b) Montrer que, pour tout (P,Q) € E?, on a:

Par1(P, Q) = Po(zP, Q) = R0 P, 2Q).

avec P (respectivement z()) désigne la fonction polynomiale associée au polynome
(XP)(X) = XP(X) (respectivement (XQ)(X) = XQ(X)) .

(c) En utilisant la question 4.(a), montrer que:
1P (L, L) = ®air (L., L) = m®a(Ln, L), ¥(n,m) € N2,

ot L' désigne la fonction dérivée de L.

(d) Montrer que la famille (Lg)gefo,1,...,n) €5t une base orthogonale de En.

yere

5. (a) Pour tout n € N, justifier Vexistence d’une unique famille de coefficients réels

{Bn.k)o<k<nt1 telle que:
re4-1

ILLn(:E) = Zﬂn,k[/k(z)-
k=0
(b) Soit n > 2. justifier que, pour tout k <n —2,0n a B, = 0.
{c) En utilisant la question 3.(d), vérifier que:
ﬁn,n-’—l =1,
fnp = a+ 2n,
Bpn-1=n(a+n—1).
(d) Vérifier que
Lyy1(z) = (x —a = 2n)Ly(z) —n{a+n—1)Ly_1(z), n>1
(e) En utilisant la question 5.(a), montrer que:

ﬁn,n—rl@a(Ln—%-la Ln+l) = ﬁn—(—l,nq)a(LnyLn)’ Vn e N.

(f) Déduire la norme de Ly,

{(g) On considére 'endomorphisme ¢ de E, défini par

o(P)(2) = =P (z) + =

Montrer que ¢ est bien défini et donner sa matrice dans la base canonique de E,.
(h) L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable.

(i) Calculer ©(Ly), expliciter une base de vecteurs propres pour .
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Partie II

1. Pour z € R\ Z, on considére la fonction g définie par

g: R — R,
t  +—  cos(zt),

27 périodique et paire.

(a) Calculer les coefficients de Fourier trigonométrique de g.
(b) Etablir que, pour tout z € R\ Z, on a

T 1 X 2z
== —1)n .
sin(rz) =z * 7;( ) x? —n?

2. Soit (zn)nen une suite de réels. On admet le résultat suivant:

La suite(z,).cn est convergente si et seulement si la série Z(-’En+1 — ) est

n>0

convergente.

Soit z € R%, n € N*. On pose

no k-1 n
Sn(m)_—.z(ﬁ—%—- ot Hn(m):}:%.

k=1 k=1
(a) Soit uy, la suite de fonctions définie par
1 n+1 dt
un(z) = T / Ty
n
Montrer que
x
1
( Indication: Utiliser le théoréme des accroissement fini pour la fonction EE)
(b) Montrer que la série des fonctions de terme général u, converge simplement sur ]0, +00]
vers une fonction continue qui sera notée U.
(c) Montrer que la suite des fonctions vp(z) = Hp(x) — ’f—:} converge simplement sur
J1, +oo[ vers une fonction qui sera notée ¢.
(d) Montrer que
1
U(CC) = C($) + i‘_—;, Y& G]l, +OO[.
(e) Montrer que la suite numérique Hy(1) — In(n) est convergente. On note 7 sa limite.
+o0 ¢ l)n-l
f) Prouver que la série de fonctions définit une fonction de classe C! sur
n.’l?
n=1
10, +0ol. On note f cette fonction.
(g) Montrer que, pour tout x > 1, on a
Son(x) = Hop(z) — 217 Hy(x).
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{h) Bn déduire que
fl@)=(1—-2%)¢(2), Va €]l o0l

(i) Montrer que la fonction ¢ admet au voisinage de 1 le développement suivant:

(&) = == +7+ o(D)

(Indication: Utiliser la question 2.(c) et 2.(d)).
tz~l
(j)-Soit z > 0 et @ > —1. Etudier l'intégrabilité de la fonction ¢ — @,(t) =

a+ et sur

]0, +00]. On désignera par la suite

400
I'(z) = /0 wo(t)dt.

(k) Prouver que, pour |al <l et z >0, on a:

+00 t.’l)—l
A ate x)Z( b

n=0

+oo tm—l
/ = D)/ (z).
0

1+et

(1) Déduire la relation:

(m) Soit z €]0,1[, t € R%. On définit une suite de fonctions par:

{ wo(t) = %~

wp(t) = (= 1)”t"(t” t7%) sin>1.

1
1. Calculer, pour tout n € N, la valeur de I'intégrale / wy (t)dt.
0

+00 t:v—'l 7
[T o
o 1+t sin{mx)

ii. Prouver que 'on a

Fin de I’épreuve
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