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Une grande importance sera attachée 4 la rigueur du raisonnement, & la clarté et au soin de la
présentation. L’usage des calculatrices n'est pas autorisé.

Tl est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut &tre utilisé pour traiter la suite, méme
g’il n’a pu 8tre démontreé.

Rappels et notations:

» R[X} désigne le R-espace vectoriel des polyndmes & cocfficients réels. On confondra entre
polynome et fonction polynome associée.

e Pour n € N*, R,[X] désigne le R-espace vectoriel des polynomes de R[X], de degré inférieur
ou égal & n.

e Si I est un intervalle de R, C(I,R) désigne le R-espace vectoriel des fonctions définies et
continues sur I & valeurs dans R.

PROBLEME

Considérons dans B[X] les deux polynémes suivants:

A=a0+a1X—i—a2X2 et Bmﬁo+ﬁ1X.

Pour tout P € R[X], on pose:

#(P) = AP" + BP'.

PARTIE I

1. Montrer que pour tout n € N*, & est un endomorphisme de R,[X].

Dans la suite de la partie I, on prend n = 2.
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2. {a) Montrer que la matrice M de .% dans la base canonique (1, X, X?) de RafX] est:

0 Bo 2ap
M=1{0 B 2ca+5o)]|. )
0 0 2cy+p1)

(b) Vérifier que, si V& € {0,1,2}, kag + B # 0, alors M est diagonalisable.
3. Dans cette question, on suppose que a; = @z = 0 et que 1 #0 .

(a) Veérifier que M est diagonalisable.
(b) Donner une base de Ry[X] qui diagonalise M.

4. On prend A = ao(X% ~ 1) et B = 8By + B1X, avec h # 0 et 205 + By = 0.
Montrer que, dans ce cas, M est diagonalisable si et seulement si Gy = 0.

Soit, T un intervalle non vide de R et w une fonction de classe C' de [ & valeurs dans R}
Dans toute la suite du probléme, on note H 1’ensemble des fonctions f continues sur [ a valeurs
réelles, telles que wf? soit intégrable sur I.

PARTIE II

1. (a) Vérifier que l'on a: Vz,y € R, (z +1)* < 2(2? + 4°).
(b) Montrer alors que FI est un sous-espace vectoriel de C(I, R).

2. Soient f et g dans H. Montrer que w.f.g est intégrable sur 1.

3. On associe & tout couple (f, g} de vecteurs de H le réel:

< fg>= fl w(t) F(Da(t) dt.

Montrer que Ion définit ainsi un produit scalaire sur H.

Dans ce qui suit, on munit H du produit scalaire <., . >.

PARTIE [11
Dans cette partie, on considére [ =] — 1, 1], w définie sur 1 par

l—-=z
14z

w() =

1

A=X*-1 et B=2X+1.
Soit 7 un entier naturel tel que n = 3.
1. Vérifier que (22 — 1)w'(z) = w(z), pour tout z €] — 1,1].

2. (a) Déterminer 2{X"%), pour k € {0,...,n}.
(b} Ecrire la matrice de .% dans la base canonique (1, X, ..., X™) de R,,[X]. .
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(¢) Montrer alors que V'ensemble des valeurs propres de 2 est donné par:
{Me=k(E+1), ke{0,...,n}}.

(d) En déduire que . est diagonalisable et que ses sous-espaces propres sont de dimension
1.

3. (a) Montrer qu'il existe une unique base (P, P1,..., P} de Rn[X] formée de vecteurs
propres de ., telle que Py soit unitaire pour tout k € {0,...,n} .

(b) Montrer que deg(Pe) =k ,V k€ {0,..,n}.
(¢} Expliciter Fp , P, et Py
)

4. {(a) Montrer que, pour tout & € N, v — t*w{z) est intégrable sur | — 1,1[
(b) En déduire que R[X] C H.

5. Soit P, Q) € RiX].
(a) Soit [a, 8] C] — 1,1{. En remarquant que £(P) — P’ = (X2~ 1)P'}', montrer que:

3 <]
| 2@y = - P O] - [ @ -yPeetubae

44

(b) Démontrer alors que:
< Z(P),Q >= ]1 (1~ 551 +t)%P’(t)Q’(t)dt =< P,2(Q)>.
-1

6. Déduire de ce qui précéde que (P, P, ..., Py} est une base orthogonale de Ry [X].

+oo
Dans la suite de ce probléme, on admettra que : / eVt = /7 .

-

PARTIE IV

Dans cette partie, on considére I = R, w définie sur I par
wiz) = e
A=1 et B=-2X.
Pour tout entier naturel n, on définit la fonction H, par:
Ve eR, Halz) = (1) wl®(z),

ot w(™ désigne la dérivée d’ordre nde wsin 21 et W = .

1. Calculer Hy, Hj et Ho.

2. Montrer que R[X] C H.

3. Montrer que, Vn € N,V € R, Hyr(z) = 2¢Hn (2} — Hy (2).

4. (a) Gtablic Vo e N* ,Va € R, Hyp{z) = 2uHu(z) - 2nH,, ().
(On pourra utiliser la formule de Leibniz)
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(b) En déduire que: Vn e N*,Vz eR, H! () = 2nHp1()- "
5. (a) Montrer, par récurrence sur n € N, que H,, est un polynéme de degré =, dont on

précisera le coefficient dominang. -
(b} Montrer que, Vn € N,V z € R, Hp(~z) = (1) Ha(z)-

6. Vérifier que, pour tout n € N, Iy, est un vecteur propre de .Z.
7. (a) Soit n € N*. Montrer que, si P € R[X], alors:

lm_ P D) = lm P () =0
r—+-too o

(b) En déduire que

0 sin#0

< Hpn, Hp >=
m 0 {\/—‘I? sin=0.

(¢) A laide d’une intégration par partics convenable, montrer gue:
Yn,me N* < Hy, Hp >=2m < Hoy 1, Hp1 >

{d) Montrer alors que (Hn)nzo est une famille orthogonale de R{X], et que pour tout
n € N*, (HyJogrgn st une base orthogonale de R [X].

(e) Que vaut < Hy, Hy > ?

(f) Montrer que

vn € N*, VP € Ry [X], SE h‘\/"

k=0

8. (a) Etablir par récurrence:

T ,
v(z,t) € R?, ¥n € N, Cis (e"*(“—‘*ﬂ“) = Holz — t)e 8, )

ot
(b) i Soit = un réel fixé. Montrer sans calenl que la fonction: gy @t & e2t=t egt
développable en série entiére en la variable t, au voisinage de 0.
ii. En déduire: +
(o)
2 Dt 2 H (T)
V(z,t) € BE, Z T’:b'
n=0
(c) 1. Vérifier que ¢ : 2+ €® est un élément de H.
ii. Montrer que < @, Hy >=< @, Hp1 >, V0 € N*.
iii. Calculer alors < v, Hy >, VneN.
(d) Conclure, par 8.(b), que:
+oo
<, Hy >
g~ —
VeeR, e = ST Ho{z).
n=>0
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PARTIE V

On désigne par L1(R) P'ensemble des fonctions définies sur R & valeurs dans R, continues et
intégrables sur R.

1. Soit f € LL(R). Montrer que, pour tout x € R, ¢+ e £(t) est intégrable sur R.
On définit alors

f(w) = -[Foo e f(t)dt, Yz e R.

0

9. Montrer que, ¥ f,g € LI(R), YA€ CT: Af + g=Af+7.

3. Montrer que fest continue et bornée sur R,

4. Soit f € LL(R). On suppose que h: t— tf(t) est intégrable sur R.
(a} Montrer que F est de classe C* sur R.

~ o~
(b) Montrer que ( f) = i.h.

5. Soit f € L(R). On suppose que f est de classe C* sur R et que f' € LL(R).
(a) Montrer que m}lﬂr-loo fz) = m}ilzloo flz)=0.

(b) Montrer que (/f’_j(a:) = —izf(z) , Vz € R.

22

6. Soit gz e 2.

(a) Montrer que g vérifie les hypothéses de 3) et 4) de cette partie.

(b} Donner une équation différentielle vérifiée par o.

(c) En déduire que {g vérifie une équation différentielle qu’on précisera.
(d) En déduire que §o = v2m.pp.

W

=

7. Pour tout n € N, soit ¢n : ¢ — Hy(x).e” 7. (Hy, étant défini dans la partie 1V )

(a) Donner une relation entre les fonctions @nty1 , Pn &t @, pour n € N,

(b) Montrer que, pour tout n € N, ¢, € LYR), ¢, € LE(R) et que hy : T+ zpp(x) est
intégrable sur R.

(¢) En déduire que, pour tout n € N, &y, = Apn, 0l An est une constante & déterminer.
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