Correction de I’épreuve de Mathématiques
Concours en Physique et Chimie

‘Partie I :
A)
1 1 . oo
~ —, donc f est bien définie sur R \ Z. De plus

(z — n)? natoo n2’
+00 1 +o0

1 .
f(=z)= Z == = nzz_oo Grnf Donc f est paire.

n=-—oo

1. a) Pour z € R\ Z,

+00 400
1 1 g
flz+1)= E GrnT1¢ = E G Donc f est 1-périodique.

n=--00 n=-—0oo {

b) Il suffit de montrer que f est continue sur ]0, 1[. De plus il suffit de montrer que la série
+o00

1
Z Gtk converge uniformément sur tout intervalle [a,b] C]0,1[. Pour z € [a, 8],
1 < ! our n > 1 et ! < 1 our n < —1. Donc la série
— —, pour n > < , pour n < —1.
(z+n)?2 — n? P (z+n)? (n —a)? P
+o00
1
Z ——— converge uniformément sur [a,b] et f est continue sur R\ Z.
B (z + n)?
+o0 +00
T 4 z+1 4
2 —) = = .
f(2) n_z_oo (z +2n)?’ f 2 ) n_Zoo (z 4+ 2n + 1)2
z l4+zx
Donc 4f(z) = f(3) + f(—)
1 1

+o00
3. a) Pour |z| > 1, la série Z(( ) converge uniformément sur tout
n=1

T —n)? + (x +n)?

_ 1 L
intervalle [~a, a], avec 0 < a < 1. Donc f(z) — — se prolonge par continuité sur | -1, 1[.
b
1 72 —r2 72
De plus lim — — — = . Donc 'application g: z — f(x) —
p 2012 sin?rz 0 3 PP I f(z) sin® 7z
par continuité en 0.

se prolonge

b) Comme g est 1—périodique, alors g se prolonge sur R en une application h continue
bornée sur R.

4. a) Pour z € R\ Z, 'application z — S(z) = gn%% vérifie la méme relation que f a
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1+zx
2

)-

. 1
savoir 45(zr) = S(;) + 5( as x). Donc pour tout z € R\ Z, 4h(z) = h(%) + h(
Le résultat est obtenu par passage a la limite car h est continue sur R.

b) Soit zq € [0, 1] tel que |h(zo)| = Sup,cg |h(z)| = M. Alors d’apres la relation précé-
dente appliquée au point xg, on aura 4M < 2M, donc M = 0. Donc A est identiquement

nulle sur R et
T 1

1 [7 2si 1 /7
.a) gg = —/ cos(tr)dt = ZONTT o pour n > 1, a, = ——/ costx cosntdt =

) . T T _«
(=1)"2zsin7z
7(z? — n?)

Comme la fonction F est continue et de classe C' par morceaux, alors pour tout t €
[—m, 7],

. +00 2
sin rx (-1)"2z
cosiz = (1+ E ———cosnt)‘
T — 2 —n?

b) On applique la relation précédente pour ¢t = 0, on aura pour z ¢ Z:

S B B
==+
sinmz =z Zaﬁ—ﬁ

n=1

On applique la relation au point t = 7, on aura:

1
mcot 7ra:———+§ —_—
& T a:2—n2

{2 1 7rcotg -2

. On calcule les deux sommes précédentes pour x = % on aura:

£~1 - 2n? - 2\/‘_7
+o0
(=1)" )
t =(—— -
‘ ;1‘2”2 (sm ‘2/5 V2 2v2
: 72 2 oo 72
a) Pour z €] — 1,1, log(1l — E) n_ﬁw ~——, donc la série nzllog(l F) converge

absolument sur | — 1,1].
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2
On pose ®(z) = Zlog(l - %), pour z €] — 1,1].

n=1

+00

2 +00
, . z .. 2z
b) ®(0) = 0. Comme la série E_l log(1— ﬁ) converge sur | — 1, 1] et la série E_l g
converge uniformément sur tout [a,b] C] — 1, 1], alors et ®'(z) = wcotg(nz) — ~, pour

z €] - 1,10\{0}.

c) 11 en résulte que ®(z) = log(¥222), pour z €] — 1,1[\{0}, et la refation se prolonge

nxr
en 0. {

C)

®(x) _ SIN7TT

:E2
li 1-—=)=
n—ir-Poo ( kQ) € T

. Au voisinage de 0, t*~le™* ~ t*~! qui est intégrable ssi z > 0, et pour tout z > 0,

lim, 400 t?t*"'e™ = 0. Donc au voisinage de +oo0, t*te™* = o(3%). Il en résulte que la

fonction ¢ — t*~te™* est intégrable sur ]0, +oo[, pour tout z > 0.

. a) Par une intégration par parties, dans

+oo
T(z+1) =/ t"e"tdt,
0

onaura: ['(z+1)=z[(z).

b) Comme I'(1) = 1, alors ['(n) = (n — 1)!, pour n € N*.

. L’application t —— f(z,t) = t*"le™* est de classe C*® sur |0, +oo[x]0, +oc[. De plus

pour tout z € [a,b] C]0, +oo[ et tout n € N, ‘g—f(m,t)‘ =
:L-n

(log )" f(z,1)| < o(t), avec
o(t) = |logt|"t* !, pour t < 1 et p(t) = |logt|*t*~le?, pour t > 1, qui est intégrable

+0o0
sur ]0. +oo[. Donc T est de classe C* sur |0, +oc| et TV (z) = / (logt)"t* ‘e tdt.
0

. a) D’apres le théoréme des accroissements finis, pour tout 0 < u < 1, il existe 0 < ¢ < u

tel que log(l —u) = - < —u.

l—c —
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t L.
- b) Pour n € N*, f,(t) = xa(t)(1 — =)"t*"}, avec x,(t) la fonction caractéristique de
n

Iintervalle [0,n]. La fonction f, est continue par morceaux sur |0, +oo| et 1a suite (fn)n
converge simplement vers la fonction f définie par: f(t) = e %*~!. De plus f,(t) <
e tt*~! qui est une fonction intégrable. Donc d’aprés le théoréme de convergence dominée

n

t
[(z) = lim (1-=)""1dt, V>0
n

n—+00 0

! . 1 1 1
c)Pourn:l,/(l—t)t“dt:-_ = ,
0 r z+1 z(z+1)
pour n = 1. On suppose la relation est vraie pour n. Par une intégration par partie

1

1 1
1
/ (11—t = C + / (1 —t)"t*dt, donc pour tout n € N*, / (1—t)*t*"ldt =
0 0

n! °
z(z+1)...(c+n)

donc la formule est vraie

L.}

n 1
d) Avec le changement de variable t = nu, / (1- E)"t"ldt = n’/ (1 — )"t dt.
n
Donc 0‘ °
n*n!
['(z) = I , Vz>0.
(z) n—iToo.’I)(l"Fl)...(.’I}"I"n) *

. Pour tout z €]0,1],

nn! nl=Zn! 1 1 T

L) T(1—2) = 1 - = lim — li =
@P(2) = i e S e =7 oz ) " e

1 1
. a) F2(§) = 7. donc F(i) = 7.

+o0 _z2
b} On fait le changement de variable 22 = 2t dans l’intégrale, / €2 dz, on aura:
0

+oc 3 too
/ et dr = \/5/ tT e tdt = \/if(—;—) = V/27.
- 0

oxc

. a) Par une intégration par partie dans Uintégrale définissant I, on aura: Ipy, = (2k +
NI, -~
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Partie II :

A)

1. a) Soient f, g € E, d’apres ”inégalité de Cauchy-Schwarz

([T iesmita) < [T reete [ i@t

oo - —00

2

T est intégrable sur R.

Donc la fonction z — f(z)g(z)e

b) E ;é 0 car il contlent l’apphcatlon nulle De plus si f g€ E et XA eR, alors (f(z) +

Ag(z))%e 7T —fz( e~ T +X2%g%(z)e “—+2)\f( )g(z)e” T qui est intégrable sur R. Donc
E est un sous-espace vectonel de C*(R,R).

. L’application (f, g) — (f, g) définie sur E' x E est une forme bilinéaire symétrique.

Si f € F, alors

1 o0 22 1 “+0oc 22
\[2—7;/ fz(z)e—Td:r Z 0 et \/—7_71‘ f2(l')€_Td.'E =0 ==

f(z)e -7 = 0, Vz € R <= f(z) =0, Yz € R. Donc (, ) définit un produit scalaire
sur E.

a) L’application ¢: E — R définie par: ¢(f) = f(0) est une forme linéaire non nulle,
donc Ker ¢ = F' est un hyperplarrde F.

Toute fonction qui n'est pas dans F' engendre un supplémentaire de F. Il suffit de prendre
I'application constante 1.

b) i) Soit f € F*. L apphcatlon g définie par: g¢(z) = l—j_%f(x) est dans C*(R, R).
g(0) = 0 et g*(x)e -5 < f3(z)e” 7. Donc g?(z)e & est intégrable sur R et g € F.

+oo 2 £2( )
ii)Onal0=(f.g) = \/57/ 1{:_ 5 e Tdr,donczf(z) =0, Vr € R = f(2)0, Vz €

R. Donc F* = {0}.

iii) La décomposition E = F @ F* n’est plus valable car F # E et F* = 0.
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c) Soit ¢ la forme linéaire sur E définie par ¢(f) = f(0).

i) Supposons qu'il existe une fonction g € E telle que ¥(f) = (f,g). Donc Vn € N,

¥(fa) = (fa,g). D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, 1 = |£,(0)|*> < || £all? llgl* =
llgll®

, Vn € N, ce qui est absurde.
1+44n

ii) Soit Q(X) = aX?+bX +c tel quey(P) = (P,Q), VP € Ry[X]. Alors pour P =1,
on aura: a+c =1, pour P(X) = X, on aura: b =0 et pour P(X) = X?, on aura:

-1
3a + ¢ =0. Le polynéme @ est donné par: Q(X) = 7X2 + g

N

z_
2 -

B) On considére la fonction h sur R par: h(z) =e

1. a) h'(z) = —zh(z). On suppose qu'il existe un polynéme P, tel que h(n) (z) = P,(z)h(z).
Alors R"tV)(1) = (P!(z) — £Pa(z))h(z). Donc pour tout n € N, il existe un polyndme

P, tel que A™(z) = P,(z)h(z) et la suite (P,), vérifie P, ;(X) = P.(X) — X P.(X).

b)P0=1,P1=—X,P2=X2—1etP3=—X3+3X.

c) Le degré de Py est 0. Si deg P, = n, alors comme P, ;(X) = P.(X) - XP,(X),
donc deg P41 = n + 1. Le coefficient de plus haut degré de P, est 1. On suppose que le
coefficient de plus haut degré de P, est (—1), alors comme P,,;(X) = P.(X)—X P,(X),
alors le coefficient de plus haut degré de P4, est (—1)"*1.

le polyndome P; est pair. Si P, a la méme parité que n, alors P, a la méme parité que
n+ 1. Comme P,,(X) = P,(X) — XP,(X), alors P,;, a la méme parité que n + 1.

2. a) h"*2 = (P (1) — 2z P.(z) + (2% — 1) P.(z))h(z). D’autre part:

p(n+2) (z)

il

(—zh(z))™* = —(zh"*D 4 (n 4+ 1)A™) = — (2 Por1 (2)h(z) + (n + 1) Pa(z)h(z))
—(z(=zP(z) + P (2)) — (n + 1)P.(z))h(2).

On en déduit que P, (z) — 2zP.(z) + (2% — 1) Py(z) = 22P, — zP.(z) — (n + 1) P.().
Donc P, (z) — 2PL(z) + nPy(z) =0 ‘

b) Pour n € N*,
Po(z) = (P,_\(z) = 2Po (2))' = P,_y(2) - 2P,

n—1

(z) = Poa(z) = —nPry.
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3. Soit N > 2 un entier naturel. On considére 1'espace Ry[X] muni de la base canonique
B={1,X,...,X"}. Soit ¢: Ry[X] — Ry[X] définie par: ¢(P)=P" — XP'.
a) ¥ est linéaire et si P € Ry[X], alors deg (P" — XP') < N, donc ¢ est un endomor-
phisme de Ry[X]. '

( 0 0 0 0
0 -1 0 0
Dol k(k—1) 0
: - 0 0 ... 0 0
b) La matrice de ¢ dans Best { 0 0 ... —k 0

0 0 0 N(N -1) .

0 O 0 0

\0 0 0 -N

c) Les valeurs propres de 9 sont {—k; 0 < k < N} et elles sont simples. Donc 9 est
diagonalisable.

(v(P),Q‘Y = \/% [ +°°¢(P)(I)Q(x)e-%dx
1 +00 2

B \/—15_77_/_ oo(Pl(x)e_%)lQ(z)dl":—\/—ﬁ i P'(z)Q'(z)e” T dz

B %/ " P@)(Q(@)e T dz = (P,9(Q)

e) On a ¢(Hy) = H, — XH, = —kH,. Donc Hy est un vecteur propre de 1 associé a la
valeur propre —k, pour tout 0 < k¥ < N. Comme 7 est un endomorphisme auto-adjoint,

alors les sous-espaces propres sont orthogonaux et par suite la famille {Hy, H;, ... , Hy}
est orthogonale.

4. a)

9 1 +oc 12 1 +00
[ Hell® = \/—2_?/ Pi(z)e 7 dz = \/—2:7r/ Pi(z)h®) (z)dx
I e | 22
== _E/ P,i(x)h(k—l)(x)d:r = E/ P,?_l(x)e—Td:r = kHHk_.1||2.
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b).Comme ||Hy|| = 1, alors ||Hi|| = V/k! pour tout k € N*.

c) {Ho, Hi,%, ... , 2%} une base orthonormée de Ry[X].

"’N'

N (XN+1 H,)
5. a) La projection orthogonale du polynéme X ¥+ sur le sous-espace Ry [X] est Z —k"—H k-

k=0

N+1
Donc XV+! — Z <X——>-

=0
constante.a telle que XV*! = o H;,,. Comme X ¥+! et Hy,, sont unitaires, alors @ = 1.

Autre méthode:

{Ho,H, ... ,Hy41} est une base de Ry41[X], donc il existe (cq, - .. ,an+1) € RV¥!
tels que

H) est orthogonal & {Hy, Hy, ..., Hn}. Donc il existe une

N+1

XN+1 Z a]

N+l g
On a: (XN*' H;) = o5||H;||? = ¢3!, donc o; = u Donc
J!
N+1  xrN+1
N+l _ <X 7HJ>
XN+ = X; o H;
]:

Comme XN+! et Hy,, sont unitaires, alors ay4; = 1. D'olt

N
XN+1 H,
HN+1 = XNH - Z <—k"k—)Hk-

b) La projection orthogonale du polyndme XV*! sur le sous-espace Ry[X] est Ry(X) =
N (){N—}-l Hk)
E ——1 " H,. Donc
k!
k=0
+00

Inf [ (@' =P@)%e T dv = Var|[ XN Ry (X)|[? = v2r| | Hy ]2 = V2r(N+1)!

PcRky [1\'1 -

6. On suppose que n est pair.
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e e

400
a) Soit y(x) = Z a2k+12°%*! de rayon de convergence R > 0. y est solution de 'équation

k=0
différentielle (E,,) ssi aggy3 = (—Zﬁ%aﬁﬂ, pour tout k£ € N.

b) Comme n est pair, alors azx41 7 0 pour tout k € N et donc R = +o0.

¢) Si f, la solution donnée par la série entiere précédente. f, est impaire et H, est une
solution paire. Donc (f,, H,) est une base de solutions de (E,).
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