Correction du Concours Physique Chimie

Epreuve de Mathématiques
Session : Juin 2007

Partie I

L.1. fix - (1+x)*71(1-%x) -1 est continue sur ] -1, 1 {
a-1

o LI([0,1[) ssi 1-b< 1 ssi b>0.
—-X

b-1

AuV (1),f(x) ~

AuV(-1),f(x)~ -
P (1+x)

Conclusion: I, , existessi a,b € IR..

— e L'(]1-1,0]) ssi 1-a<1 ssi a>0.

1.2. Par le changement de variable 'c--}izji , il vientque I, 4 =2a+b_1B(a,b).

I3.1.  Parle changement de variableu=1-t, il vient que B(a,b) = B(b.,a) .

132.  PB(a+1,b) +B(a,b+1) =j; t271(1-)> T (t+1-t) dt = B(a,b) .

1.3.3. Une intégration par parties donne bpB(a+1,b) -aP(a,b+1) = 0

134. 132 et133. donnent p(a+1,b)=—— B(a.b).

135 Toape=2°"""'Bla+Lb+D)= 211”7—1 23+0%18(a,b+1)

a b a
— 2a+b+1 b+1,a — 2&+b+1 b,a
a+b+1 PC a+b a+b+l1 p(b.a)

L £.2°*"71(a,b) = dab
a+b a+b+1 (a+b)(a+b+1)

a,b-
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4n?
1.3.6. 3 =———1 et 1,, = 2,1l vient donc par récurrence
n+l,n+1 (2n)(2n+1) n,n 1,1 P
; _2.4"()?
n+l,n+1 (2n+1)! g

1
L4.1. n*B(a,n+1) = n* -[o t*~1(1-t)"dt ,onposeu=nt.

= 3 %a-1 U,n — [t® . a-1 U n
= Iou (1-;) du = J'o u (1—;) X]o,n]du-

Onpose f, (u)=u?"¢ 1——3)“)(]0,,1] . f, continue sur IR} et converge

simplement vers f: u —u®'e™ continue sur IR .

2l f(u)e I (IR?) donc d’aprés le théoréme de convergence

dominée, il vient que lim n® B(a,n+1)= r a-le~Udu =T (a).

n—+w

1
14.2. n°B(a+n+1,b) = n°B(b,a+n+1)=n" Io 21 (1-t)"*®dt , on pose u=nt.

n 1 % u + 0 _ u
2 J‘ ub 1(1__) n+a du — J ub 1(1__) n+ax]0,n]du )
0 n 0 n

Onpose g,(u) =u’!¢ j== )""*%]o,n] - & ncontinue sur IR et converge
n

simplement vers g: u — u®le™ continue sur IR:.

<g(u)e L (IR?) donc d’apreés le théoréme de convergence

De plus, l g

dominée, il vient que lim n®B(a+n+1,b) = rw u®le ¥du =T (b).
n—+w Y

I.4.3.  Par des intégrations par parties successives , il vient que :
! !
B(a,n+l) = = . B(a+b,n+l) = i
a(a+1)---(a+n) (a+b)(a+b+1)---(a+b+n)
a(a+1)---(a+n
(a+1)---(a+n) B(a.b) .
(a+b)(a+b+1)---(a+b+n)

L E@r®d) n®B(a,n+1).n°B(a+n+1b)

B(a+n+1,b) =

A = ,b) .
[(a+b) n—+w na+bB(a+b,n+l) BERE
! ) 11
L44. Pour a=b=—, (F( }) = B(:;) *tetdoncI"( )—\/n.
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Partie I1

II.1.1. Par le changement de variable u = I—EY , 1l vient que

I a-1 -a = du
J1-a) = t 1- dt = | — —.
Ba,l-a) = [ ©7'(1-1) I =

du @ du
Bat-a) = [ + [T

I1.1.2. 1
u"?(1+u)
Par le changement de variable v=—1— , 1l vient que
u
© 1
r 1du - j dv_=1(1—a)-
L a2 (1+u) 0 v2(1+v)
1
D’ou B(a,l1-a)=J(a) +J(l-a)ou J(a) ZI IL
Ou'"?(1+u)
IL1.3. = > hy(u) o hy(u)=(-D*u "2,

u'” a(1+u) k=0
h est continue, h, € Ll(]O,l[) g Z h, converge simplement sur ]0,1[

est sa somme est continue. Pour tout entier n ,
+1

= DL
|l (—u) ‘< 1+u” = u . 1 eLl(]O,l[).

l-a

h = < <
| g (@) | u"?(1+u) u?(1+w)  u'?+u) u

D’ou d’apres le théoreme de convergence domin€e,

© ] @ ® (_ l)k
J(a)= h, (u)du = hy(u)du =
2%5 ‘ L)gg : 2%k+a

II.14. B(a,l-a)=J(a)+J(]l-a )—Z( 2k Z

(o o}

oo nt+a r1=0n+1 a

_l <
e 2:‘

=i
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IL2.1. f, étantpaire b, (f,) =0, et a,(f,)= E_E‘cos(at)cos(nt)dt
\ T

- '1"J:;(COS[(a'*'n)t]+cos[(a—n)t])dt=(_l)n Sin(an)( 1,1 ;
" T a+n a-n

2asin(an) (-1)"

- T

Dron SF (£,) (t)= S2@L 5,5 (—I)Zcos(nt) ..
T

n=1 a _n2

f, est continue , 27-périodique et de classe C' par morceaux donc la série de
Fourier converge normalement sur IR et admet f, pour somme.

I1.2.2. Pourt=0, onobtient — - - l
sin(mra) a

Pourt=m, onobtient mcotg(ma) = .. + 2a Z :
a

0 " n
I23. DaprésILl4 Blal-a)= —~ +2a) —D - T g
a

- — ta,l-a
Z a?-n? sin(ma)

© 2 2
IL3.1. ¥(a) = Z Log(l—a—z).Onpose k,(a) = Log (l—%).
n=I1 n
\
2a

: |
SR

k, est C!sur ]0,1[ et k. '(a)=

| k,'(a) I < terme général d’une série convergente donc Z k'

n®-1
converge normalement sur ]0,1[ ,d” ot ¥ estdeclasse C'sur ]0,1[
ot Pia) = Y —=>

n=] a4 =Sk

= mcotg(ma) — l
2 a

a

I1.3.2. Y (a) =-Log(— )+c.Quand a tend vers 0, on trouve c =- Log ( 7).
sin(ma)

¥(a) = - Log (a I, ,_,).
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Partie I1I

III.1.1. Pour tout PeIR , [X], ¢ (P ) €IR , [X] qui est alors stable par ¢.

0 -2 -2 0 0
0 2 -2a =
II1.1.2. La matrice de @, dans labase (1,X, ...X" ) est L ' !
k(k+1) -n(n-1)
-2a
0 0 n(n+1)

On en déduit que Sp{ ¢, }={k(k+1) ,k=0,1,...n}.

III.1.3. @, est diagonalisable car son polynéme caractéristique est scind€ a racines simples.
Les sous espaces propres sont alors des droites vectorielles, ce qui assure [’existence
et I’unicité de la base de vecteurs propres (P ;,P,,...P,) telleque P,,P,,...P;
soient de coefficient dominant 1.

Pourk=1,2,..n,onnote rx ledegréde Py.
LecoefﬁcientdeXkdanS(p(Pk)= k(k+1) Py est rg(rg-1)+2 e =k(k+1)
ce qui montre que rkz—rk=k2—ketparsuiterk=k.

II1.14. Po=1letP ;=X —-a.

II1.5. Le coefficient de X “! dans o( P ) = k(k +1) P yest

(k-1)(k-2)a, +2[(k-1)a, —ak]=k (k+1)a, etdonc a, =—a.

dk

1112 W
ou,vy = (n+u)(n+a—1)...(n+a—r+l)(n—u)(n—a—l)...(n—a—k+r+l) -

Mais, n+a-r>a+1>0etn—-a—-k+r >1-a >0, d’ou le résultat.

k
[(l+x)n+a(l_x)n-a]= ZO Clr((_l)k—rVk(l+x)n+a—r(1_x)n—a—k+r )
r=

2.2,

(Pn /Q) _ (-D)"n!

(20)!

{{ (- 1)k ldi [(1 ‘)n+u n a})(k 1)

.f ! (1+x)n+a(

1 +(- I) (1+x) n+a(1—x)n—aQ(n)(x)dxl>

o 12

)H—QQ(l’l)( x)dx
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III.2.3. Soit k et m deux entiers naturels distincts. On suppose par exemple que k > m.
b 2 L2 e k! + —
D’apres la question précédente, (p, /2, )= m[_‘1(1+x)k ¢ (1-x)k2p_*)(x)ax =0
car P, est de degré m <k.
Ainsi, la famille ( Py )k est orthogonale.

24, B, =72 1 () 0(- xR, ) (i

(2n)
- (n!)z L1 x P —x )P %dx = (n!)2
= (21'1)! I_l(l ) (1 )n d (2n)! In+a+l,n—-u+l

car P, est de degré n et de coefficient dominant 1.

IIL.3.1. Soit Q € IRy [ X ].
(Pn+2 = XPy41 /Q) E= (Pn+2 /Q)— (Pn+l /XQ) =i

IM1.3.2. Onadeg (P,,, —XP,,;) <n+2 , coefficient de X" est nul et coefficient de X"
est a ., —a,,; =0, alorsdeg (Py,, —XP,,;) <n.Comme (Py,Py,...Py) est une
base de IR, [ X ], alors il existe un réel y,4+; et un polyndme Q de [R,; [ X ] tels que
Pr2 = XPpyy =—Yaaba +Q.

Q étant orthogonal a P, eta P, —XP,,;, il est orthogonal a lui-méme et est donc nul.

Ainsi Py p =XPp i —Ypeiba-

I11.3.3. (Pn+2 i Pn) = (Pn+1 /)ﬂ)n)_ Yn+l ”Pﬂ “2 x

Or’)@nzpnﬂ +Q ’ QEIR n [.-X] g d’ou (Pn+1 /)G)n)z ”Pn+l ’2 ’
2
et par suite v, = ”P”;Iﬂ .
[P

.Il +1 Ihigv20-042
2(2n + 1) In+a+l.n—a¢l
In+q+2‘n_q+2 2(n+a+1)(rl—a+1)

La question [.3.5. montre que = , E
n+a+l,n—-a+l (n+1)(2n+3)

(n+a+1)(n—a+1)
(2n+1)2n+3)

II1.3.4. En utilisant les questions I11.2.4. et [I11.3.3., on obtient vy, =

Ainsi, Yo, =—
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II.4.1. Nl estclairque Lo=1 etL; =X.

+1 .
Poura=0, P, =XP,, - o Ern1)(2)rj+3) P._.D’oi:
(2n+4 2n+3 n+1 2n+4)2n+3)2n+2)2n +1)
L 2_—' L - .
" 2a+2f " (@n+1)20+3) 4(n+2f(n+1) !
insi, L, _(2n+3) (n+1)L

C @) " @)™

III.4.2.!|Ln||2—[ (2“7)2] B[ = 22(3“),')2 AR

La question 1.3.6. montre que ||Ln|| =2—2—1.
n+

PARTIE IV
. 2
IV.1. L’expression |f — chLk est minimale, si et seulement si, chLk est le projeté
k=0 k=0
orthogonale de f sur IR,[ X ], c'est-a-dire ¢, = (ﬁ/L”g), =120
Ly

[’Lo 5 L b ”II:“”) étant une base orthonormale de IR,[ X ].
n

IV.2.1. Comme f - chLk est orthogonal a z ckLk par le théoréeme de Pythagore
k=0

g~ ickLk

k=0

on obtient “f ”2 =

n !
+ ZCkLki .
(k=0 E

n

Or, ch

k=0

Zn: f/L , on en déduit que Z Lk)z ‘[ '|
= kll = L’

(F/L, )

et que la série de terme général ——-
L

est convergente.

/ 2 .
e S f/L f/L,
IV.2.2. Comme la série de terme général g—iﬂ)— est convergente alors lim ( ‘)=0 :
L

L o L]

i 2 . - ~
Par ailleurs, et d’apres [11.4.2. %[Lk“ =,/ sl on en déduit que lim v@(r /L )=0.

k—+x
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IV.3.1. L égalité est vraie pour n=0.
Pour n>1, en appliquant II1.4.2. a ’entier n — 1, on obtient le résultat.

IV.3.2. D’apres la question précédente, on a

(k+ ;)ka( )= %
(k4 2 L6) =+ D 0+ 6) (20

(1) Ly (y)—(2) Lk(x) donne

(( + DLy (x) + KL (x)) (1)

e b 6) -

(DL Iy (N4 ()= 3 (DL L () ()L ()

En passant & la somme, on obtient I’égalité.

n
1
IV33.0na Hy (X > Y) = Z (k + E)Lk (ka (Y), ce qui prouve que H, se prolonge
k=0
en une fonction continue sur IR>.

IV.34. S,(f)x)= i(k+%)Lk(x) flf(t)Lk(t)dt
= L ( ij( t)L, (x)dt = flf(t L (x,t)dt

1
Lorsque f est constante égale a 1, I’égalité devient LHn(x,t)dt =1,

VAL S, (E)x) - £(x)= [ (F(2) - £(x))H, (x. )t
= [ g()e-x)H, (x.1) dt

_n+l J._ (L, (x)L . (t)-L . (x)L (t)]dt

= “; gt/ ) (%)= (Lo /@) g ()]

IvV.4.2.
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5, (E))~ £ () < 2L |2 L[I(Lml/g)J(Ln/gw

2 n(l—xz) JH Jn+1
R e AR )

La question [V.2.2. permet alors de conclure.
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