Corrigé sujet Physique - Chimie

Préliminaire

1.
x=1_-~u

> ue™ etu>y* sont positives sur [0,1]et #*e™ <y .

1 1
_[0 4" du converge pour x>0 donc jo u*'e™du converge pour x>0,

1

. lim #? (u"‘le’”) =0 donc il existe A>0 tel que 0<u*"e™ < = U=A.

U —r+c0

u

400
On en déduit que J-l u™'e™du converge .

Par conséquent x > I'(x)= j:m w e du est définie sur ]0, +oof .

2. Pour tout réel x >0,
[(x+1)= L+wu‘e""du =[—u‘e"‘];m +x Lmu"'le‘"du =xT'(x

Partie 1

Soit ¢ 'application qui & tout P € F' associe la fonction polynomiale
2

S0+ (4 ) 0).

1. Pourtout P € F, , degp(P)<m ,donc ¢(P)eF,.
En utilisant la linéarité de la dérivée, on obtient

p(aP +pQ)=ap(P)+fp(Q),pourtout P, Qe F, eta, feR.
Ainsi la restriction de ¢ & F, est un endomorphisme que I’on notera ¢, .
2. gp(vo): Ov, .

Pour 1<k <m, (p(vk) =—kv, +(k2 +0_zk)vk_l d'o

@(P):t 1t

(0 a+1 0 0
0 -1
: 0 0
mat, (@,)=] . K +ak :
-k 0
. 0 m’ +am
0 0 0 -m

3. 9, pbsséde les m valeurs propres simples —k, 0<k <m.

De plus dim F, =m +1, il en résulte que ¢, est diagonalisable.

J .
4. L5t H_Lt"“e’ g—,—(ta“e't), t>0.
o ! a’r
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On déduit de la formule de Leibniz que

1, oW 7)d e d™ ™)
L(ty=—er" :
i ()= Z(ﬂ) dar dar’

J! £=0
- 1 t—a . J £ . a+l
— , D (a+j)(a+e+1)

VA=

S5

5. . Le calcul donne

La(t)=1 s L'f(t)=—t+(1+a) La(t')=£2i-(2+a)t+(2+a)2(l+a) ,

(3+a)(2+a) (3+a)(2+a)(1+a) ‘
2 6

La(t)-——+(3+ )

6. Soit m un enter mature
S

n(2)-5[ 7% o)

_ j(ff: “](_“g!li(_e)v, +§;(JJ * ﬂ(‘;" (€ +at)v,,
v+§[(]+aj 1) (~t)+ (]j;al)((;?:'(( 1y +a(£+1)):lv,
Comme (J'-+a]( )( o)+ [j+a j(—l)m((m) ralt))= ](j'ﬂx](_l)z

j-t J—2-1) £+ j=L) £’
il vient que g, (L§ )=—L.
b. II découle de ce qui précéde que L7 est un vecteur propre associ¢ a la valeur
propre —j .

F,, est somme directe de ses sous- espaces propres, c'est-a-dire F,, = G-)O RL“

Partie 2

1.Soitf,g €F.

1 \ |
If(t)g(t)ls—z-(fz(t)+g2(t ) dou |7 (r)g(2)]r e‘s—z—(f ()17 +g* (1)1%€™).
Les fonctions ¢ > 1 (1 )t% ™ et t > g (t)z‘"’ ™ étant intégrables sur [0,+co], il en est de
méme pour la fonction 7 > f (1) g (¢ )%™ .
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2. Pourtout f,g e Eeta, feR,lafonction

t > (af (t)+Bg (t)) %™ =(af (1)) 1% +2af (1) Bg ()%™ +(Bg (¢)) 1%~

est intégrable sur [O, +oo[ , comme somme de fonctions intégrables.

Par suite E est un sous-espace vectoriel de C° ([0, +oo[) :

3. 1l est clair que < | ) est une forme bilinéaire symétrique sur E .

Soit / € E . La fonction 7 > f * (¢ )¢® ™ étant continue et positive, il vient que
()0 o Flf)=0er* () e =0, te[0,+oof

<[ (t)=0, te[0,+of.

Par conséquent ( | ) est un produit scalaire sur E .

4. Pour montrer que F est un sous-espace vectoriel de E, il suffit de montrer que la fonction
t > P*(t) ™" estintégrable sur [0,+oo], pourtout P € F .

Comme pour tout entier naturel & J:wt *t%'dt =T'(2k +a +1), lafonction  +>1%*¢%™

est intégrable sur [0,+o] . Le résultat en découle.

5. Pour tout couple d’entiers naturels ( Jj. k ),
<V,- lvk>= .Lmtk"jt“e"dt =T(k+j+a+1).

Partie 3

1. Remarquons que pour tout £21, u(v,)==,+(l+a)v,,.

Pour j =0,4°(v,)=v,.

k
Supposons que pour tout 0< j <k ~1, u’ (v, )= ). Av,.
=k ~j

Soit 0< j +1<k -1,

', )= i /'Leu(v[)

L=k —j
k

= z A (—v£+(£+a)vf_1)

L=k —j

_ i o
Ce qui prouve que u’* (v, ) est une combinaison linéaire de (v )

Comme pour tout k =1, 0<j <k -let k—j<f<k, v,(0)=0, onen déduit que

Pour tousk >1 et 0<j <k -1, u’ (v, )(0)=0 ouencore u’ (v, )eG.

. ﬁvair.ﬁ
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2.Pour k =0, L =1=u"(v).

On suppose que pour tout £ 21 et 0<j <k -1 L”(t)=ie’t“"’ il{—_i—(uf (t" )t"’e")
- IR 2 Y 1 ’

Soitj+1<k -1.

k-j

L“(t)—-——e t‘“jk — (uj (t")t"e ’) '

1, ., d""(d; a -
:;—Ie‘t e (—d—t—(u/ (tk )t e t)j
1 a7

=7C—'e’t'”W(uj“ (tk )t“e—‘)

r : a _1 t,-o dk_j T[4k -t
Par conséquent pour tout £ 21 et 0< 5 sk——l,Lk(t)—;—!et T (u (t )t e )

Pour tout k£ =1,

L= zlie't'“ %(u"'1 (t" )t"e" ) = %e’t—” (uk (t" )t“e”) = %uk (vk )

3.80itf eFetgeG,
+o - d a, -t )\, o, -
<f‘u(g)>= J.o f@e't d—t(g(t)t e )t e'dt

=[r ()] - rmdf (g ()% )ar
=—f(0)g(0)——<%lg>
=_<£ g>.

dr
0
4.Pour k =0, {f|L5)=(f |v0)=<%tfo—vo>,

Pourtout k >1 et 1< <k, u*7 (v,)(0)=0, d'od
(rl25) =7 Ot 6)O)- 1 L 6.)) = L

En réitérant le méme procédé jusqu'a 'ordre £, il vient que <f

-1)" [d*v,
5. <vj!L‘;>=%< dtij v

Pour & > 7, <vj

0
k
Pour k =, <vk ‘Li‘>= (1) <d—kvi

6,)).
n)-GHEF

SR M N
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6. Soit (7, k) un couple d’entiers naturels distincts(/, & )tel que j <k .

L§>=ﬂk_<d_k£zvk>'

(L

k! o\ dt*

, , d*L* _

Or L7 estun polynome de degré j, d'o ” L =0. Par suite <L" L“>=O

2 [24
7 Je = ek )

QARG T

=\ ar TR\ )

_T(a+k+1)

_—"—"_k’—'-‘_-
8. a. Il est clair que <qk+1 LY ) <tL”|L“> <L,‘f ltL‘}’)z(Lﬂc]M).
b. Le calcul donne ¢, =-L{ +(a+1)L§ .
c. Le calcul donne ¢, = -2L5 +(3+a)L{ ~(1+a) L] .
9. Soit un entier k >2.

: o\ _ [y d*q,.
a. Pourtout j <k -2, <Qk+1 Lj>=<Lk lqm> (k? < dtj : vk>.
quj+1 n o
Or -;,}T—=O car q,,, estun polynéme de degré j +1<k .
On en déduit que <9k+1 L‘;>=0,pour tout j<k-2,
k+l
b. (Lj’ )Osjsk+l est une base orthogonale de F, ,,, il s'en suit que g, ,; = Z(:) B LS
Jj=

on B, =-<1’fi’-éﬁ, 0<j<k+1.
2]

Rappelons que pour j <k -2, <qk "

Lj‘> = 0. Par conséquent il existe des réels

Brsis B et By telsque q; =B Lin+ B LY + B 1LY .
¢. Le calcul donne

(@ra|L5)= (k) (k +a+2)=—(k +1) NLM

2

R ) 7 8

<qk +1

a.Le calal dome (g2 )= 2k +as) LT 0p 4 gz

e. Larelation ¢ Ly (t)=—(k +1)L{,(r)+(2k +a+1)L§ (r)-(k +)L]_ (t) découle de:
questions b. c. et d.
10. (Lf )051‘ & est une base orthogonale de F,

. ;-;*fmir.’m
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(o)
Q1
1lsensu1tquet Zﬂj ou ,BJ',. “ "2 , 0<j <k
F 1
, - ' _ k-+) dlc t1e
row s 253 [ (0} (st - S P

Le polynéme u (tLj’) étant de degré j +1<k, onen déduit que ,B} =0,
Le calcul donne B, =—(k +a) et B, =k .

o

Ainsi, rdﬁ—t"(t) = KLE (1)~ (k +a) L%, ().

11. Soit p un entier naturel.
9. a. Il est clair que b, =aq,.

m +
Supposons que b,, = ¥ (—1)k+m (’Z pjak .1l en résulte que

k=0 tp

= ’Z(mki;pjg('l)m [I; o )“”
R g [ e
) (g S5 G [
S ket (LA
=a,, —g m;:;p Jo [(-1" = (=1"]
e T

& 1 msle
=e=0(mz+pp+ ]( ) "

b. En écrivant 17 = kio(:: iﬂ(kl? . ;(’Zﬂf )bk avec b, = (kl)k v, .

m +
On déduit de la question précédente que E——— = Z (m p)( 1) LE (t).
m! \k+p
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Partie 4

Soit un entier m 21 et g I’élément de F,, défini par

g (z‘) =1 si L% ne posséde pas de zéro de multiplicité impaire
{ g(t)=(t-ay)..(t —a;,_;) siay,..,a,; sontleszéros de L, de multiplicité impaire
1. a. Si L5 ne posséde pas de zéro de multiplicité impaire alors L7, garde un signe constant
par conséquent <Lz ' g> #0.
Si ay, ..., a,_; sont les zéros de L de multiplicité impaire, alors (f —a,)...(f —a,_;) L5, garde
un signe constant par conséquent <Li |g> #0.

b. <Lf,‘l ‘ g> # 0 implique que deg g =m , par conséquent s —1=m , donc L% possede m
. . Py a+m .o \ .
zéros distincts dans [0,+0[ . De plus Lj, (0)= - # 0, ainsi L% posséde m zéros

distincts dans ]0,+eof .
2. Soit ay, ..., a,,_; leszérosde L .
a. Pour tout entier 0 <k <m-1, on désigne par &, la forme linéaire sur F,,_; définie par

51 (R)=R(ak).

Pour montrer que (& )  forment une base du dual F,_ de F, ,,il suffit de montrer

0k <m~

que la famille (& , est libre.

)OskSm—
m-1

| des réels tels que Z o6 =0.

k=0

Soit ()

Osk<m~

m=]
On pose pour tout 0< j <m -1, R, :t - [] ¢ —a,), il est clair que

k=0
k=j

m-1 m-1

> @6, (R)=0 = Y R, (a,)=0 = a;R;(a,)=0 = a; =0.

k=0 k=0

b. l'application 4 :g Ew g (t)t%'dt estune forme linéaire sur F,, ,, il existe alors un

m-)
unique (2.0, vy /'Lm_l)eR'" tel que h = Z A, 6, ou encore pour tout gde F,,_,
k=0

o m-1 m-1
J-O g(t)tae_tdt = Zﬂké-k (g)= Z/lkg(ak).
k=0 k=0
¢. Soit une fonction polynomiale P telle que deg(P)<2m—1. Rappelons que deg (Lf,', ) =m,
on peut écrire P =L;0 +R tels que deg(R )< m —1, on en déduit que deg(Q)<m -1 et

que pour tout 0<k <m -1, P(ak)=R (ak )
D'autre part,

_ *ﬂfuir.’m
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[TP@)toear = ["La@00 () 1% dr + [ R (1) 1% dt
=(1z|0)+ [“R () 1% ar
r <L‘:, 'Q> =0 car deg (Q) <m , par conséquent

. _ © _ m-1
[7P(r) 1o ‘de = [TR () 1% ’dt=kz=:,)/1kk(ak)

m-1
=> %P(a)
k=0
Partie 5
NEAVANG A i nj
L‘}(r)isg(ej?!sm([} <(1+1) <2/,

i s P 1
Or la série entiére 22’ x’ converge pour tout x € :I——z-, —2{ .
J20

1. Soit te 0, 1], pour tout entier j,

Par conséquent la série »_ L(])- (t)x’ est convergente pour tout couple de réels (¢, x )

720
11
x |-=, - .
de o) -3
+00
Pour tout couple de réels (¢, x) de |0, I]X:l—%’ —;—l: ,on pose f (t,x)= ZL;)- (t)x” .
j=0
2.1 (r,0)=Ly(r)=1.

3.a. Pourtout te ]0, 1], la série entiére ZL(} (t xj est de classe C' sur :I—% %[ par
720

conséquent (f,x ) f (¢, x ) admet une dérivée partielle par rapport a x sur
111
0,1]x |-=, = .
] ? ]X- 2’ 2[
D’autre part, soit e |0, 1] et te |p, 1]

dL L) o] i1
al SZ( }@ Y "ZU gl =g?

too\f

Semper”

. . [ 11
Or la série entiére — Z 27 x/ converge pour tout x € }—2-, 5{ .
20

Par conséquent (¢, x )£ (¢, x ) admet une dérivée partielle par rapport & f sur

10, 1]x }—;- %{

+00 dLO +o0 .
b L, x) =3 SL(r)x’ et _(f x)= S L ).
ot S dt =

i=0
4. a. Pour tout entier J,

. ﬁvair.ﬁ
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(7 +) L3t ()= +1-0)L5 (1) = (7 + D) L5 (1) = +DL7 (1) 225 (1)
=(J +1) L5 (t) = (7 +1)L5 (1)~ (J +1) L3 (1) +@J +DLG () =LY, (f)
dL’

5 (L5 (1) =L54 ()=t ().

Ainsi (7 +1) L, (t)=(7 +1-1) LS (I)-H—(t)

b. Montrer que pour tout (7, x ) de [0, 1]x jJ ;, ;[,

r— (¢, x)= IZ I)x —Zx’((j+1)L3.+]—(j+1)L‘j.+tL‘j‘)
=fo‘1(1—x)jlfj’.+(t—l)f(t,x)

=(1- x) (t x)+(t-1) 7 (¢, x)
5.0npose f(t,x)=F (1-——) g(t), on F et g sont deux fonctions dérivables
-

respectivement sur 0, 2[ et ]0, 1].

o/ 1 dF
a.—z—(t,x)=1 xgt—( )g

« —(t (1 tx) dx (1 x)g(t
)

Exf_(t x)+(1 t)f {t,x)=0, on déduit que

F(——t—)(z‘ %f-(t)+(1-t)g(t)J=

1-x

“&

dg
( )dt ®

)]

De 1a relation t—(t x)-(1-x

b. Supposons qu’il existe ¢, tel que F( fo )soit nul.

l1-x
I en résulte que f (#,, x) =0 pour tout x de ]——;—, %{ . Ce qui est impossible car f(z,, 0)=1

On en déduit que la fonction g est solution de I'équation différentielle
t % (1) +(1-1)g () =0.
dat
!

11 existe alors une constante C telle que g (t)=C e? :

Ilvientquef(t,x)=F(i—t——)C%—.Orf(t, 0)=1, on en déduit que F(t)=—
-x

1

-x t T lex +00
D'oﬁf(t,x)=ﬁeci C-e;- et el_xx =ZL‘J)-(t)xj
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