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PARTIE 1

v Soit P € R, [X] , AP" + BP' est un polyndme , donc £ (P) e R[X].

e Soit PO € Ry[X]etAeR. Ona

LAP+ Q) = AQAP" +Q") + B(AP' + Q') = MAP” + BF) + (AQ" + BQ).
Donc Z(AP + Q) = AL (P) +-2(Q) et par suite .& est lin€aire .

e Soit P & R,[X] de degré p <.

Ona: P est nul ou de degré (p ~ 2) et P’ est nul ou de degré (p—
Comme A € By[X] et B € Ra{X] , alors deg(AP"y S pet deg(BP') <
finalement .#(P) € Rq[X].

Ceci montre que Zest un endomorphisme de Ry, X].

(a) Puisque : £(1) =0, L(X)y=B=po+AhX
et £(X?) = 24 +2BX = 209+ 2(ay + Bo)X -+ 2(e2 + )X, la matrice M de .& dans Ia base
canonique (1,X, X2) de Ry[X] est donc:

0 fo 2o
M={0 B1 2(x+Bo)
0 0 2o + B1)

-

p. Ainsi, deg(Z(P) S pSnet

(b) M est triangulaire supérieure , ses valeurs propres sont donc les éléments de la diagonale. Ainsi,
les valeurs propres de M sont: 0,y et 2(op + 1) - Or, par hypothése , 81 #0, a2+ #0et
200 + 31 7 0 ce qui donne 2oz + 1) # Br1. Les3 valeurs propres de M sont donc 2 i 2 distinctes
et comme dim{Rz[X]) =3,
alors M est diagonalisable.

0 Bo 2ap

3. (a) Dansce cas M = (0 B4 2130) et les hypothéses du 2) (b) sont vérifites. La matrice M est

g 0 2B
donc diagonalisable .

(b) M étant diagonalisable et admettant 3 valeurs propres distinctes , cherchons une base de Rz[X]
formée de vecteurs propres de M :
spour A=0, est un vecteur propre .

—B1 Bo 2
e pour A = 1 , on cherche P € ker(M — B11). Comme M — Bl = 0 0 28], alors:
0 0 f

Py = Bo + B1X | est dans ker(M — f11)-
e pour A =2p31,0nva résoudre :

x —281 Bo 2mp x 0
(M — B1I) y)=( 0 —h 230)(3!): 0).
Z 0 0 0 z 0

Ce qui donne un vecteur propre l Py = atgfBy -+ B -+ 2BoB1X + pIx?
ct: (Pg, Py, P;) est une base de R,[X] qui diagonalise M.

(0 Bo 20t ) (0 Bo 51)
Dans ce cas , M= 10 By 2B0 =10 1 2B -

0 0 2(cp+B1) 0 0 B
M admet donc 2 valeurs propres : 0 et 31, qui sont distinctes avec 1 de multiplicité 2.
Alors M est diagonalisable si et seulement si dim (ker(M — 1)) =2, Ce qui signifie que (M - B0
estderang 1.

-1 Bo B
orM—-pi=1 0 0 2[50) . Ainsi, M ~ 1] est derang 1 si et seulemnent si o = 0.
o 0o 0

1
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PARTIE I

(@) Yx,y € B, ona (x+y)2 = x2+ 12 +2xy et 2xy < 2+ 32 (car {x — y)? 2 0). Ainsi (x +y)* <
2(x% +y%) .
() eOnaHCC(LR)et0O€H.
e Sif,ge Het A € R, alors Af 4+ g est continue sur I
e On a wj? est intégrable sur I, donc wA?f? I'est aussi .
De plus, par 1) (@), (Af + g)2 < 2(A%f? + g%} donc
}w|()\{+g)2 = w(Af + )% < 2(wA?f? + wg?) qui est intégrable sur I, car
wA?f? et wg? le sont . Ainsi w(Af + g)? est intégrable sur 1.
cl:VAeR,Vf,geH, Af+g€H, H est donc un sous-espace vectoriel de C{I, R) .

. e Ona2lfllg] <(f2+¢%) etw >0, donc w.f.gl < F(wf?+ wg?). Comme
(wf? + wg?) est intégrable sur I (car f, g € H), alors w.|f.g| est intégrable sur I et par suite w.f.g
est intégrable sur I .

. @ En utilisant 2), il est clair que < .,. > est bien définisur Hx H .

o Soit f,g€H. Ona< f,g>= flw(t)f(t)g(t) dt == flw(t)g(t)f(t) dt=<g,f>.
o Soit f1, fo, g€ HetA€R. Ona

<M+ fug = [ QAN + @ OAED) d =A< s>+ < fug>-

Done < .,. > est linéaire par rapport 3 la 19 variable , et par symétrie ,
< .,. > est bilinéaire .

oVfeH, < f f>= /Iw(f)(f(t))z dt>0,carviel, wt)(f(H))2=0.

Deplus , < f,f >=0 =% [Iw(t)(f(t))2 dt = 0. Comme wjf? est continue et positive sur I, alors
vt e I, w(t){f(t})? =0 et par suite ¥+ € I , f(t) = 0. Ceci montre que < .,. > est défmie positive .

PARTIE HI

vxel-11], (xz——l)w’(x)=—(x2—1){1_:x)2\/1iiz i;i,/ifi=w(x)

(a) £(1) =0, #(X)=B=1+2X
et pour k> 2, Z(X*) = k(k + )X + kXF1 — k(k - 1)X*2

(b) La matrice M de % dans la base canonique (1, X, ..., X"} de R,[X] est donc

01 -2 0 - 0
0 2 2
M= o 0 & . 0
—n{n—1)
. ‘- !
o - e 00 n(n4+1)

(c) M est triangulaire supérieure , car Yk € {0,...,n} , deg(L(X*) < k. Ses valeurs propres sont les
éléments de a diagonale , qui sont donc :
A =k(k+1) ke {0,..n}.

(d) On adim{R,[X]) =n+1 et M admet (n +1) valeurs propres distinctes
{k(k+1) = p(p+1) = k = p), donc M est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont de
dimension 1.
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+00
(b) « Pourn > 1, < Hy, Hp >= f () Ha(£) Ho() dt

—ca

= ] O = Lyt W (1) dt
~00
.-l-
=(w1)"[ W () dt

b=
— {_1)" [w{u—l}(t)] o .
f—r—00
Or ilim w1 (f) = fETDO WY (1) = 0, daprés (a) , donc < Hy, Hy>=0,pourn>1

b — O

oo
o pourn =0, < Ho, Hy >=< 1,1 >= / et = /.
-0

(c) Soit n,m € N*. Ona
o +00
< Hp, Hn >= / w(t)Hn () Hi(t) dt = (-1)" / w(n)(t)Hm(f) d{+).

Soit [, B} C R. Fn faisant une intégration par parties , on obtient :

fﬁ W (O Hp(t) db = [w{“-”(t)H,,,(t)]i - fﬁ W= (Y HY, (1) de

g
[w(n-l) @ Hm(t)]ﬁ Com f WD (£ Hyeoa (1) At
28 o

{car H}, == 2mHy_3 ). OF Hm € R[X], alors d'aprés (a}, on a
lim WD (E) Hy(t) = :1i+m w® ) H,, (1) = 0. Ce qui donne lorsque
400

f—-—-0a

+00 “heo
o — —co0 et B — oo : / W ) Hyp(8) dt = —2m f WD) Hp_1 (¢) dt. Par suite , <
—eo —co
+o
Hy, Hy >= (1) f ™ () H(t) dt

S roo
= Zm(—l}”'H / a1 (f)Hrn-—l(f) di
-
=2m < Hy_1, My >, par (x}.

(d) Soient n,m € N* tels que n >m .Draprés (b) et (¢} , ona
< Hy Hp >= 2m < Hy-, Hpmy 2= 0 = Pl < oy, Ho >= 0, carn—m # 0. Ainsi, par
symétrie , < Hy, Hn >= 10, si n # m. Donc la famille (Hn}uzo €St orthogonale . D’autre part ,
(Hi)g<ken €st orthogonale dans R,[X], donc libre et de cardinal n +1 = dim(R,[X]). C'est donc
une base orthogonale de R4[X] .

(e) Draprés {d) et (b), ona < Hx, H, >=2"n! < Hy, Hp >= 2t/ .
(f) Soitn e N* . (Hp, ..., Hn) tant une base de R,[X], alors VP € R, [X] .
n
Aag, ..., ax) € R tel que: P = Z acH; . Comme (M, ..., Hy) est orthogonale < P, Hp >=ap <

k=0
Hp, Hy >= ap2f’p!\/% . Ainsiay = %’3—;— , d'olt le résultat.
(a) Montrons le résultat par récurrence sur n € N* .
e Pourn=1,v(xt) eR?, % (e‘(x“}z) =2(x— e~ = Hy(x - Fe= (==
e Supposons le résultat vrai pour # € N*. Soit (x,t) € R

gr+l 2 g (" 2 d 2
—(x—tFYy = 2 [ —{x—£) — _ py—la—t)

! C ) =% (8t" C )) 3 (Hax = 2 )

=2(x = H(x = Be=te-0F _ Hi (x — He~ &

= (=0 2 — ) Hu(x — 1) = Hi(x —1)]

= om0 c1(x—t), d'aprés .

(h) i.Onat = ¢2% ast développable en série entiére en 0, de rayon infini et ¢ — e est
développable en série entiére en 0, de rayon infini , leur produit g, est alors développable
en série entidre en 0, de rayon infini .
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ol

ii. gy étant développable en série entitre en 0, de rayon infini , elle est alors la somme de sa

460 g(”}(o)
série de Taylor en 0. Ainsi, Vi € R, g«(t) = ) —Z‘H—!—r" .
n={ :
a?l

Orgx(t) = e“e~ 0% ce qui donne g&")(t) = exz-aF (e”("“‘)z) ,doncd'aprés (), pourt =0,
gSj‘}(o) = o I, (J:}e'jrz = Hy(x) .

+oo

Droi, ¥(x, 1) e B2 e2xt= = ¥ ).
n!
n=0 .
(¢) i. @ est continue sur R. Comme w(x)g?(x) = e;xzezx =ee~=1" alors
2 _ 1 A2l e of 1Y Ainsi 2 act inté ;

w(x)p*(x) T o(5z) et w(x)p*(x) e o(5z). Ainsi, we? est intégrable sur R et par suite
peH.

+00 2 +co 2 . 2
ii. Ona: < ¢ H, >= / e e Hy (1) dt = (—1)”] e~ Fetwl(pet’ dt
e —00

= (—1)" f:" ¢ aw™ () di(x+)

Une intégration par parties donne alors :
{4
< @ Hy >= lim ((4)" {e’w("-l)(t)]“ — (=1 f w1 () a‘t).
a—+0o g —tt

Comme w(*=1(#) = (~1)""1H,_1()e=* et H,_1 est un polyndme, alors
im dw V(1) = lim w1 =0.
t—-t-00 t——c0

+oa
Drolt, < @, Hy >= —(—1)”/ etV (1) dt =< @, Hp1 >, par (w#) .

iii. D'aprés ce qui précéde , < @, Hy >=< @, Hy > ,¥neN. Or
+co 2 +00 142 1 -+co 2 1
< @, Hy >= / ete™" 4t = / pie~ (730 gp = eﬁf ™™ du = /m.e? par le change-
- —~ 0

e o0

ment de variable u =t — % .Ponc < @, Hy >= \/?_r.e?ll ,VnelN,
(d) En prenant ¢ = i dans 8) (b), on a:

1 too H,,(x) 1 o ke H,,(x) 1

Vx € Xy = SRS, LAY g n::}V R, S F

xclR, e Hg(} o (5) xeR, e ngﬂ S ©
+DO<(0’Hn>

LN deaehe f i o
D'odl, d'aprés () iii), on obtient &* = Zo EN Hy(x).

n=l

PARTIE V

. Soit f € LYR) et soit x € B . Ona: e f(i}| = [f(t)] et |f] est intégrable sur Rt , donc t — e f(t)

est intégrable sur R.

. Soit f,g e LI(R),AcCetxeR. Ona

(Fr8)@) = [ e=0f(0)+ (8)) dt = AT(x) + B(x). Alnsi (A +3) = AF+ .

. Soit f € LI(R) .L'application : (x,t) = & f(t) est continue sur R x R et vérifie 'hypothése de

domination , car: Vx € R, Vt € R | f(F)| = |f(#)] et |f| est intégrable sur R.
Ainsi f est continue sur R.

-~ Foo . +0o
Deplus, ¥xe R, |f(x}i$/ |e‘*xf{t)|dt=] 1f(D)] de ,
— -G
donc f est bornée sur R.
(a) Soit i : (x, 1) = e f(t) .On a:
o 1p est continue sur B x R, et vérifie 'hypothése de domination .

. %%(x,t) = ite* f(t) = ie"*h(t) , donc % est continue sur & x R.

ox
Deplus, VvxeR,vteR ,[%%(x, 8| = J(#)] et |k| est intégrable sur R,

= ‘8
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%Exi vérifie donc I'hypothése de domination .

D aprés le théordme de dérivation sous le signe intégrale , f est de classe ¢! sur B,
{b) D'aprés le théoréme de dérivation sous le signe intégrale , on a:

(f)’ (x) = f_-:o %%(x,f) dt = iﬁ:m e h(t) di = ih(x).

X
(a) fétantde classe Clsur R, onaVvVx ¢ R, f(x) = ./n f'(£) dt + £(0) et comme f' est intégrable

sur R, f admet une limite finie / en +oo et une limite finie ¥’ en —oo.
Sil# O alors |f( ;\} [ii et par suite ceci contredit le fait que f € LI(R). Ainsi, 1 =0.

De méme , sil! %0 |f(x}§ ~ |I'| et comme x +» |I'} n’est pas intégrable sur | — oo, 0], on a
= e 00

A ; r_ o] T Ao 1 o
nécessairement !’ = 0. Finalement : xlx.rfmf(x) xEerf(x)
——— +oo
(b) Soitx e R. Ona (f)(x} = / e f(t) dt . On effectue une intégration par parties :
—cx

/ Carpar= )] - / " ixd (1) dt |
Or, d'aprés (a), Iii.r*l_'lme’""f(x) = xli’r_nme“xf{x) =0, car |[e**f(t)] = |f(1)] , donc lorsque « tend

—— +co , -~
vers +oo , on obtient : (f)(x} = —f ixe™* f(t) dt = —ixf(x).

(a) ® @y € LI(R) , car ¢q est continue sur B, et gq(x) = o(;}f) .
X—-+00
o0 = o(%).

e x — xipo(x) est de méme intégrable sur B , car x@p(x) = o(;—rlf) au voisinage de +oo et de —oo

® @ est de classe C! sur R et comme Vx € R, pfj(x) = —xpp(x), alors ¢} est intégrable sur R.
@q vérifie ainsi les hypothéses de 4) et 5) .

(b) OnaVvx e R, pp(x) = —xpo(x).
(c) D'aprés (b), Vx € R, (@f)(x) = —E(x) , ofi

h{x) = xpp(x). o

D'aprés 4}, h(x) = —ifg (x) et d'aprés 5), (@})(x) = ~ix@p(x) , donc :

Vx e R, ~ixipo(x) = i (x) , ainsi @y vérifie 'équation différentielle

Y +xy=0i
(d} ¥ +xy =0 est une équation différentielle linéaire du 1% ordre , dont les solutions sur R sont :
2
xw+Ae”T ,A€R. Donc 2Ae R, tel que
— 2 o oo 22 +00 2
YxeR, @plx) = AT . Or pg(0) = /’ e T dt = \/5[ e~ du ( par le changement de
-0 —CG

2
variable C'-difféomorphisme t -+ +/28). D'odl $(0) = V2 et par suite @p(x) = vV2me T,
VxeR.

(3) Ona: Vx € R, gpp1(x) = Hupa(x)e= % = [2xH, () — i ()] e
= 2xp,(x) — Hi(x)e T .
Or, ¢l (x) = H,’,(:c).e"”‘rz — xH, (x)e‘s:fi , ce qui donne :
1 (2) = 22on(x) — (9 (2) + 204 (x)) = x0u(x) = coé(x) - Ainsi,
VX ER, ppp1{x) = x@n(x) ~ (Pn(x) = hy(x) — @) (x
(b) » On a ¢, est continue sur R. De plus, comme H,, est polynomiale , alors @, (x) = o(%) au

voisinage de —oo et de +oo et par suite g, € LI(R) .
o @ (x) = xpu(x) — @i (x) = (-%) au voisinage de —oo et de +oo , donc ¢, € LI(R) .

e Iy (x) = xipy(x) = a( 1 ) au voisinage de —co et de 4o, donc b, € LI(R) .
(c}) Draprés (b), les hypothéses de 4) et de 5) sont vérifiées par ¢, , donc:

Vxe R, hu(x)=—i{pa) (x) et qo,,(l) ixipgn(x).

Ainsi , Vx ¢ R, Gpiilx) = h,;( x) - rp,l{).) = —i{@n) (x) — ix@u(x) (%% =)
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Montrons par récurrence sur n € N, qu'il existe A, € C tel que P = AulPr

e Pour n = 0, on a montré que @ = Va7.pp , le résultat est donc vrai , avec m

o Supposons que pour n € N, #n = An@x . €t Montrons le résultat pour n-+ 1.

on = Aoy => (‘_.5);), = /\;;(9;1 .

En utilisant (« * ) et {a), on obtient :

Vr € B, @ppilx) = —iAn@p(x) - ixAnon(x) = iAn (@ (x) + x0a(x)) = iAgoqen(x). Ainsi,
Prord = Ape1@nt1 » AVEC Agyq = iAy , CE qui donne : Ay = i"Ap = "2,

Finalement , on vient de prouver que : ‘V nelN, fp=1i"V2moq

voir.th
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(a) 1l existe une base de R,[X] qui diagonalise M, formée de vecteurs propres de M, donc de $° .
Comme les sous-espaces propres ker(% — Aid) ; k € {0,...,n} sont de dimension 1, alors dans
chacun d'eux ,il existe un seul polynéme unitaire . 11 existe donc une unique base (Py, P, ..., Py)
de R, [X] telle que P; € ker(.# — Ayid) et Py soit unitaire pour tout k € {0, ..., n} .

(b) Onapourtoutk € {0,...,n}, #(P) = AP, . Soit p =deg(P,) ,ona:

0, sip=0,
L(P) = {2X +1, sip=1,
plp+1)XP+.., sip>2.
En comparant les coefficients dominants de %(P,) et de A..P, , ona:
=kik+1)=p(p+1), d'olt p=k. Ainsi, deg(F) =k, Vke {0,...,n}.
(€) o Py € ker(%°) et By est unitaire == { Py=1)

s Pp=X+oet F(P)=2P = P = X+—

.P2=X2+RX+,GEIH(P2)=6P2=> P22X2+%X—£11.

(a) Soit k € N. x — x*aw(x)} est continue sur |- 1,1] .
Au voisinage de 1, Iinr% *w(x) =0, donc x — xFw(x) est intégrable sur [0, 11,
Ry

Au voisinage de (=1) ,on a: |x*|w(x) ~ .
=1 (14 2)}
x > 2*w(x) est intégrable sur ] —1,0)].

. intégrable sur | —1,0) car } < 1 .D'od

n
(b) Soit f € R[X]. On pose f2(x) = ¥ axx*. Comme, Vk € {0,..,m} , x — xFw(x) est intégrable sur
=0
}— 1,1, alors wf? est intégrable sur | —1,1[. f étant continue sur ] —1,1[, alors f € H et par
suite R[X] C H.

(@) Soit K,Q € R[X}. Ona #(P)—P = (X* - 1)P" +2XP' = (X2 - l)P’)' . Alnsi, 3 ['aide d'une
intégration par parties sur [x, 81, on a:

[ zmweneni = [* @@ - Peemenn s [ Poomena = [(2 - P00
fj(tz——l)l"(f)(Qw ’(t dr+/ﬁP’ (DQ(8w(t)dt =
(- nPB.nen] - [[@-1Pee et - [* @ -)Poeee e

+ [ PO
Or, d’aprés [11) 1), On a (£* — 1)w/(t) = w(t) , Vt € [, B] . Donc :

fﬁ (£ - 1DP' (B (H)dt = fﬁP’(t)Q(t)w(t}dt. D'oll
[ 2enemwn = [ - vPe.0@w)’ - G IOo

(b) Vte [, 8], (2 —Daw() = —(1-DI+H(1-HI1+HT = —(1-3 1+ 1)1
D'autre part , hm(t2 P ()R w(t) = Jim, (2 - 1P (HQR(Hw(t) =0,
et t s ($2 1) P’(t)Q’(t)w(t) est integrable sur j~1,1{ .Donc , en faisant tendre « vers —1 et j3
vers 1, on obtient d'aprés I'égalité du 5} (a) :

ZL(P),Q >== f_ll 1-nia+ HIP'(1)Q'(1)dt
_ [ (1- 031+ (NP ()dt

:<—"%0(Q),P >=< P,.2(Q) >

6. Soitk,1 € {0,..,n}. D'aprés 5), ona < & (P), P »>=< P, % (#) >. Ce qui donne

< AP P =< P, AP »== (A~ A)) < B, P >=0. Doncsik # 1, onad, # A et par suite
< P, P >= 0. Ainsi, (£, P, ..., Py) est une base orthogonale de R, [X] .
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PARTIE 1V

1.VxeR, Hyfx) = Fw@(x) =1, Hy(x) = —eF o/ (x) = 2x et
Ho(x) = e W {x) = 4x% — 2.

Dot ¥ xe R, [Ho(x) =1].[Hi(x) =2z, [ Ha(x) = 442 -2

2. e Toute fonction polynéme f est continue sur R.

eVkeN, P = |kl et o(%) et x —+ Jy est intégrable sur [1,+00[. Donc x s xFw(x)
400

est intégrable sur [1,-+oof et comme elle est continue sur [0,1], alors elle est intégrable sur [0, +o0]

et par parité , elle est intégrable sur R . Par combinaison linéaire , on a alors : Vf € R[X}, fw est

intégrable sur R , donc f2w est intégrable sur R (car f2eRX]). Dod R[XjCH.

3. SoitneNetx EZR. Ona
Hy(x) = (—1)"e 0\ (). En dérivant , on obtient:

Hj(x} = (-1)" [erxz w(”)(x) +e w("+1)(x)}

= 2xH”(x) — (_1)n+16x2w{,1+1) (x)
= ZXHR(x) - HTH-'I (X)
D'oll, Hyq{x) = 2xHy(x) — Hi(x).

4, @ YnelN VxeR, Hyulx) = (—1)"+1e"2w(""‘1)(x) = (=1)"He (")) ().

or, w'(x) = _2ze~¥ , en posant f(x) = —2x ,ona & = f.w. Utilisons la formule de Leibniz ,

H
on aura ()" = (fw)® =} ck fU) ln=h),

k=0
or f® =0,vk>2, donc () (x) = C F)w® (x) + CL f'(x)w®D(x). D'od, Wt (x) =
—2xa™ (x) ~ 2nw(=1(x). Ce qui donne
Hopa (%) = (—1)m1e (~2xa (x) — 200t (%)) = 2xHu(x) ~ 2nHy 1 (x)-

My VreN* VxeR, Hy{x) = 2xHy(x) — Hpy1(x) , par 3)
= 2nH,_1(x)} , par 4)(a).

5. (a) Montrons par récurrence que H, est un polynome de degré n et de coefficient dominant a, = 2".
e Pourn =0, Hp =1, le résultat est vrai .
e Pourn =1, H; = 2X, le résultat est vrai .
e Soit n > 1, supposons le résultat vrai pour tout k < n et montrons le pour n-+1.
Par 4) : Hyq1(x) = 2xHy,(x) — 2nHy.1(x) , ¥ x € R, Hy et Hy.q sont des polynémes , donc Hypyq
est un polynéme . D'autre part,
deg(Hy) = n = deg(XHy) =n+1et deg(Hy-1) =n—1<n+1,donc deg(2XH,, — 2nHy1) =
n+1 cad deg(Hy) =n-+1. Deplus, le coefficient dominant de Hyyq €St gy = 280 = okl

(b) Par récurrence surn. Pourn=0etn = 1, le résultat est vrai .
Pour n > 1, on suppose que Hy(—x) = (—1)¥Hy(x) , pour tout k < 7.
Ona:VxeR, Hy(—x) = —2xHy(—x) - 2nHy..1(—x)
= 2(—1)"txHy (%) — 2(—1)""nHy1(x)
= (—1)"*1 2xHy(x) — 2nHy-1(x)]
= (—1)"+ Hy,1(x) . D'od le résultat pour 7 +1.

6. Ona: ¥(H,) = AH!+BH), = Hj —2XH;. Donc Z(Hy) = 0 et d'aprés 4)(b), ona pour n 2 1,
Hl, =2nHy 1.
Ainsi , S(Hy) = 2nH]_q —4nXHyy = —2n(2XHy—3 — H},_;) = —2nHy , d’aprés 3). Finalement ,
%$(H,) = —2nH,, ce qui implique que Hy est un vecteur propre de .&.

7. (a) SoitneN* . OnavxeR, w1 (x} = (—wl)”‘lH,,_1(x)e“‘-“z.
Alors, P(x)awt 1 (x) = (—-1)”‘113(x)1'-1,,_1{x)e"‘1 — 0(resp. — 0) , car pour tout k € N
- — G0

X 00
, Jim e = Jim wke=% = 0, et PH,_; est un polyndme. Ainsi lim P(x)wD(x) =
x—too ——00 Zitoo
Jim P(x)t D(x) =0

= ‘8
Toules et matiiife
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