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L'usage des calculatrices est strictement interdit. 
Une grande importance sera attachée à la rigueur du raisonnement,· à la clarté 
de la rédaction et au soin de la présentation. TI est rappelé que tout résultat 
énoncé dans le sujet peut être utilisé pour traiter la suite, même s'il n'a pu 
être démontré. 

Exercice 1
 

On rappelle que la fonction cosinus hyperbolique est définie sur IR par:
 

+00 dt 
1) Montrer que pour tout n E N, l'intégrale impropre 

/ ~ (chtr+1 est 

convergente, on note par an sa valeur. 
2) Calculer ao et al' 

3) Vérifier que la suite (an) est décroissante. 

http://www.devoir.tn/


4)a) Montrer que pour tout t ~ 0, 

t2 

1 + - < cht < et2 - ­

b) En déduire que pour n E N et t ~ 0 on a: 

1 + (n + 1) t2 < (cht)n+1 < e(n+1)t.
2 - ­

c) Montrer que pour n E N, 

1 11" 
--<lln< . 
n+1- -J2(n+1) 

d) En déduire que Hm yra;. = 1. 
n .....+oo 

1 
5)a) En intégrant par parties la fonction n+3' montrer que pour tout 

. ~~ 
nE N, on a: 

b) En déduire l'expression de lln. 
+00 

6)a) Vérifier que la série entière L anxn a un rayon de convergence R = 1. 
n=O 

+00
 
b) Etudier la convergence de la série L llnxn aux points 1 et -1.
 

n=O 
+00 n7) On pose J(x) = L anx , pour x E ]-1, 1[. 
n=O 

a) Montrer que J vérifie 

(I - x2) l' (x) - xJ (x) = l,SI Ixl < I 
{ J (0) = Ua· . . 

b) En déduire que 

I. ~ 

J(x) = JI _ x2 (~ + Arcsinx) ,'v'x E }:-I, 1[. 

2/4­
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8) Pour x E ]-1, 1.[, on pose 

h(x~ ="21 
(f (x) - f (-x)). 

a) Calculer J: h(t)dt, pour x E ]-1, 1[. 

b) En déduire un développement en série entière de la fonction (Arcsinx)2 . 

~xercice 2 

Soit (n, A, P) un espace probabilisé. On pose pour À > 0, 

si x 2: ° 
si x < O. 

l)a) Vérifier que CP>.. est une densité de probabilité sur R 
b) Soit X une variable aléatoire réelle définie sur n, de densité de probabilité 

CP>..' Déterminer l'espérance mathématique E(X) et'la variance V(X). 
c) Déterminer la fonction de répartition F de X. 

2) Soit () un élément de l'intervalle [0,1]. Montrer que la série de terme 
général Un = F (n + ()) - F(n), n 2: 0, est convergente et calculer sa somme 
S.
 
3) Soit Y la variable aléatoire à valeurs dans N, définie sur n par:
 

(Y = n) = (n :S X < n + 1). 

Calculer la loi et l'espérance de Y.
 
4) Soient Xl, X2 deux variables aléatoires réelles indépendantes de même
 
densité de probabilité CP>..'
 
On pose U = max (Xl, X 2 ) et V = min (Xl, X 2 ) .
 

a) Vérifier l'égalité des évènements: 

(U < t) = (Xl < t) n (X2 < t) 
et
 

- (V 2: t) (Xl 2: t) n (X2 2: t) .
= J.. 

b) Calculer P (U < t) et P (V 2: t) , pour t E 1R­
e) En déduire les lois de U et V.
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Exercice 3 

On colli?idére 1R3 muni de sa base canonique B = (el, e:h e3) et! l'endomorphisme 
de ]R3 défini dans la base B par sa matrice 

022)
A = -2 5 3 . 

( 2 -4 -2 

1) Montrer que f n'est pas bijective.
 
2) Déterminer le noyau ker! et l'image lm! de l'endomorphisme! et donner
 
une base pour chacW1 d'eux.
 
3) Déterminer les valeurs propres de A classées dans l'ordre croissant
 
>'1 ::; >'2 ::; >'3 et en déduire que A est diagonalisable.
 
4) Déterminer W1e base B' = (Ul, U2, U3) formée par des vecteurs propres
 
associés respectivement â >'1, >'2, >'3.
 
5) Déterminer la matrice de passage P de la base B â la base B' = (UI' U2, U3)
 

et calculer p-l_
 
6) Calculer An, n E N.
 
7) On se propose de chercher les fonctions x, y et z solutions du système
 
différentiel suivant:
 

x'(t) = 2y(t) + 2z(t) 
y'(t) = -2x(t) + 5y(t) + 3z(t)

{ z'(t) = 2x(t) - 4y(t) - 2z(t), 

qui vérifient x(O) = z(O) = 0 et y(O) = -l. 
Dans la suite, on pose X(t) = x(t)el + y(t)e2 + z(t)e3­

a) Calculer les composantes (u(t), v(t), w(t)) du vecteur U(t) = p-lX(t) 
dans la base B'. 

b) Montrer que les fonctions u, v, w sont solutions du système différentiel 

u'(t) = 0 ~ 

v'(t) = v(t) ..
{ w'(t) = Zw{t) ­

et vérifient u(O) = 2, v(O) = -1 et w(O) = -2. 
c) En déduire l'expression des fonctions x, y, z. 
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