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L’usage des calculatrices est strictement interdit.

Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, 4 la clarté
de la rédaction et au soin de la présentation. Il est rappelé que tout résultat
énoncé dans le sujet peut étre utilisé pour traiter la suite, méme s'il n’a pu
étre démontré.

Exercice 1

On rappelle que la fonction cosinus hyperbolique est définie sur R par:

cht = (et + e“t) .

DOl =

+oo dt
1) Montrer que pour tout n € N, Uintégrale impropre / ,.___( Ry est
2 C

convergente, on note par a, sa valeur.
2) Calculer qq et a;.
3) Vérifier que la suite (a,,) est décroissante.
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4)a) Montrer que pour tout t > 0,
t2
I+5 < cht < €
b) En déduire que pour n € N et ¢ > 0 on a:
1+ (n+1) ; 1)t2 < (cht)™ < elnHD,

¢) Montrer que pour n € N,

d) En déduire que lixf om = 1.

1
5)a) En intégrant par parties la fonction W, montrer que pour tout
: chx
n €N, on a:
n+1

n+2a"

Anyo =

b) En déduire I'expression de a,.
+o0o
6)a) Vérifier que la série entiére ) a,z™ a un rayon de convergence R = 1.
n=0
+00

b) Etudier la convergence de la série ) a,z™ aux points 1 et —1.

n=0
400
7) On pose f(z) = Y anz™, pour z € |-1,1|.
n=0
a) Montrer que f vérifie

{(l—xQ)f’(m)—xf(x)=1 Sl z| <1
f(0) = ao. o

b) En déduire que

f(z) = \/1+—x"’ (g + Arc.'svinz) ,Vz €}~1,1[.
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8) Pour z € |1, 1[, on pose

a) Calculer/ h(t)dt, pour z € |-1,1].
0

b) En déduire un développement en série entiére de la fonction (Arcsz'nx)2 )

“Exercice 2

Soit (€2, 4, P) un espace probabilisé. On pose pour A > 0,

Ae ™ siz >0
oy (z) =

0 siz<0.

1)a) Vérifier que ¢, est une densité de probabilité sur R.

b) Soit X une variable aléatoire réelle définie sur 2, de densité de probabilité
¢, Déterminer 1’espérance mathématique E(X) et la variance V (X).

¢) Déterminer la fonction de répartition F" de X.
2) Soit 6 un élément de lintervalle [0,1]. Montrer que la série de terme
général u, = F(n+6) — F(n),n > 0, est convergente et calculer sa somme

S.
3) Soit Y la variable aléatoire 4 valeurs dans N, définie sur 2 par:

Y=n)=(n<X<n+1).

Calculer la loi et espérance de Y.
4) Soient X;, X, deux variables aléatoires réelles indépendantes de méme
densité de probabilité ¢,.
On pose U = max (X3, X2) et V = min (X7, X3) .
a) Vérifier 1'égalité des événements:

U<t)y=(Xi<t)Nn(Xa <)
et o
CVz=K2)n(X2t). 4 o

b) Calculer P (U < t) et P(V >t), pour t € R. ,
c) En déduire les lois de U et V. :
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Exercice 3

On considére R? muni de sa base canonique B = (ey, €3, €3) et f 'endomorphisme
de R3? défini dans la base B par sa matrice

0 2 2
A= -2 5 3
- 2 -4 2

1) Montrer que f n’est pas bijective. :

2) Déterminer le noyau ker f et 'image Imf de Pendomorphisme f et donner
une base pour chacun d’eux.

3) Déterminer les valeurs propres de A classées dans Pordre croissant

A1 < A2 < A3 et en déduire que A est diagonalisable.

4) Déterminer une base B’ = (uj,us,us) formée par des vecteurs propres
associés respectivement a Aq, Ag, As.

5) Déterminer la matrice de passage P de la base B ala base B' = (uy, ug, u3)
et calculer P~1.

6) Calculer A®,n € N.

7) On se propose de chercher les fonctions z,y et z solutions du systéme
différentiel suivant:

z'(t) = 2y(t) + 22(t)
Y (t) = —2z(t) + 5y(t) + 32(2)
Z'(t) = 2z(t) — 4y(t) — 2z(t),
qui vérifient z(0) = z(0) = 0 et y(0) = ~1.
Dans la suite, on pose X (t) = z(t)e; + y(t)ex + z(t)es.
a) Calculer les composantes (u(t), v(t), w(t)) du vecteur U(t) = P71 X(t)
dans la base B'.
b) Montrer que les fonctions u, v, w sont solutions du systéme différentiel

u(t)=0 A
v'(t) = v(t). -
w'(t) = 2w(t) ~
et vérifient u(0) = 2,v(0) = —1 et w(0) = —2.
¢) En déduire 'expression des fonctions z, y, 2.
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