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Une grande importance sera attachée o la rigueur du raisonnement, & la clarté de la
rédaction el au soin de la présentation. il est rappelé que tout résultat énoncé dans
le teate peut étre utilisé pour traiter la suite, méme s’l n’a pu éire démoniré.

Exercice 1

Soient B. = (e1, €y, €3) la base canonique de R3, f endomorphisme de R? dont la
matrice relativement & la base B, est

55 —14 R
A=|6 6 —16 |. r; O

5 5 1 vodes

1. a. Calculer le polynoéme caractéristique de A. fuive ke /‘9/06/ 20

b. En déduire que A est diagonalisable.
2. Soient vy =e1+ 262 + €3, Vg =€, —ey €t Uz = €1 + €9 + e3.
a. Vérifier que B = (v1,vs,v3) est une base de R,
b. Ecrire la matrice D de f dans la base B.

3. Soit P la matrice de passage de B, a B. Calculer P-1.
4. On considére la matrice

8 4 -18
C=|04 -8
4 4 -12
et on pose A = P ICP,
1
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a. Vérifier que

00 O
A=104 0
0 0 —4
b. En déduire les valeurs propres de C.
a’n
5. Pout tout entier n € N, on définit la matrice colonne Y, = | bn par
Cn
-1 -3
Yo = 0 L Yi=1 -1 ]et Yoro = DYpy1 + AYy, VR e N,
2 4
ol ay, by, cn sont des réels.
a. Montrer alors que Yn € N on a
An+2 = Ani1;
bn+2 = 4bm
Cpi2 = “4Cn+1 - 4Cn

b. En déduire les expressions explicites de ax, b, et ¢, en fonction de n.
6. Déterminer les matrices colonnes X, définies par

1 0
X() = 0 y X1 = -1 et Xn-|~2 = AXn+1 -+ CXn, Vn € N.
1 1

Exercice 2

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles de fonction de densité conjointe définic
par

f k(Q2z+3y%) si0<z<let0<Ly<l
fla.y) = { 0 sinon.

Déterminer la valeur de k.

. On désigne par F la fonction de répartition du couple (X,Y).
Déterminer F(t,2) lorsque 0 <t <let0 <z <1

. Déterminer F(t,z) lorsquet >1et 0 <2< 1.

Déterminer F(t,z) lorsque 0 <t < 1let 2> 1

. Déterminer F'(t,z) lorsque t > 1 et z > 1.

Donner les fonctions de répartitions marginales de X et Y.

a. Calculer les espérances mathématiques E(X), E(Y), E{XY).
b. En déduire la covariance Cov(X,Y) entre X et Y.

M=

N
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Probléme

Partie I

:
2

Pour tout entier naturel n , on note I, = / (cost)™ dt.
‘ 0

1. Calculer I et I,.
2. a. Etablir queVne N (n+2) Lo =(n+1)L,.
b. En déduire que pour tout entier n,

'3 T : 471.
Lp="2" et Ippj1 = —— .
2 & I = o Y 1)CE,

T o4n 2

3. a. Montrer que pour tout entier n,

n < In+1 <1
n+17 I, —
2(4)?

b. En dédui Ii
e e A (Cr )
n
c. En déduire que CF, ~ —==quand n tend vers +o0.

N

Partie 11

1. On considére la série entiére " ™ et on note S sa somme.
2n

n>0
a. Quel est le rayon de convergence R de cette série entiére ?

b. Montrer que la série numérique E Cy, R" diverge.
n>0

c. Quelle cst la nature de la série numérique Z S (=R ?

n>0

2. On note S’ la dérivée de S .
a. Montrer que

S(z) = (=2 + 1):S'(z), pour tout z de |—R, R[.

b. En déduire I'expression de S(z) pour tout z €] — R, R|.
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Partie II1

1. On considére 'équation différentielle (F) : (1 — z*)y/ — zy = 1.
Ou se propose de trouver les solutions de (E) développables en série entiére 3 I’origine
+00
qui sont de la forme y(z) = Z Agn 1T,
n=0
4'n.
(2n+1) C3,

&

. Vérifier que agp 1 = ,Vn e N.

+o0
b. Trouver le rayon de convergence de E Qgng 102,
n=0
Arcsinzx
2. Soit f(z) = ——.
V1—2?

a. Déterminer le domaine de définition de f.
b. Montrer que f est développable en série entiére au voisinage de 0.

3. a. Montrer que f vérifie I'équation (F).
b. En déduire le développement en série entiére de la fonction f et de la fonction

g:x — (Aresinz)?.
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