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Une grande importance sera attachée & la rigueur du raisonnement, 4 la clarté et au soin de la présentation.
L’usage des calculatrices n'est pas autorisé.

Il est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite, méme s'il n’a
pu étre démontré.

Probleme 1

Ou considere la matrice
6 1 1
M=1]1146 1
1 16

1. a) Calculer le polyndme caractéristique de M et donner ses valeurs propres. en procisant
Vordre de maltiplicité.

b) Déterminer les sous-espaces propres. En déduire que M est diagonalisable.

¢) On note D la matrice diagonale associée & M dont les termes (éventucllement dgans)
de la diagonale descendante sont placés de gauche & droite dans I'ordre croissaut.
Donner une matrice inversible Q telle que M = QDQ~'. Calculer Q.

d) Pour tout entier n € N, donner P'expression de M™ en fonction de n.

2. Une expérience consiste A soumettre une particule a une suite d'impulstons dectromagne
ticues susceptibles de la déstabiliser. La particule évolue aléatoirement. entre trois positions
d’équilibre instable A, B et €. Lorsque la particule située dans une position d'équlilize
subit une impulsion, elle a une probabilité % de rester la ou elle est; elle peut auss s
déplacer dans P'une ou Vautre des deux autres positions avee la méme probahilite !
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Pour tout enticr naturel &k, on note :
Ay Uévénement "la particule est en A apres la k™ impulsion”

K 2 . \ ¢ al
By Uévénement "la particule est en B apres la k®™0¢

impulsion”
Cy Pévénement "la particule est en C aprés la K mpulsion”.
P(Ag) la probabilit¢ de I'événcment Ay,
P(By) la probabilit¢ de I'événement By.
P(C) la probabilité de I'événement Cy.

(
(
(

On suppose de plus que la particule soit en A au début de expérience de sorte que

P(Ax)
Onpose Xp=| P(By) |, k>0
P(Cy)

P(Ap) 1
JX'() - P(B’(,) = 0
P(Co) 0

a) Exprimer P(Ay,1) en fonction de P(Ag), P(By) et P(Cy).
Faire de méme pour P(Bj.1) et P(Ciy).
b) En déduire P'expression du vecteur Xgyq & Paide de la wiatrice M et dn vecteur Xi.
¢) Pour toul entier k € N, exprimer X}, en fonction de Xj.
d) En s'aidant du résultat dn 1. d), exprimer P(A), P(Bi) et P(Cy) en fonction de k.
¢) Cos probabilités ont-clles une limite lorsque £ tend vers +oc 7
3. Soit 7} la variable aléatoire égale au nombre d’impultions pour que la particule soif en
(' pour la premicre fois.
a) Montrer que T suit la loi géométrique de parametre % de sorte que

vn>1, P(T)=n)=

(o

[o Rl
Ll =3

b) Déterminer le rayon de convergence R de la fonction génératrice g de 7.
¢) Montrer que Vz €] — R, R|

9) = g

» Y o . 020 v o 9 -
d) En déduire les sommes Y% n(n — 1)P(Ty =n), .5 n*P(Ty = n).
¢) Montrer que la variable aléatoire T vérifie la relation

Y(n,m) € N* x N*,  P(Ty > n+m/T, > n) = P(1y > m).

4. On considére une deuxiéme particule de méme évolution et 7y le nombre dimpultions
pour qu’elle soit en C. Ty indépendante de 17, on pose

U=min(T},T3) et V =maz(T,T2)

a) Calculer P(U > s) et P(V <t)pours>1lett>1.
b) En déduire les lois de U et V' puis E(V). Préciser la loi de U.
¢) Les variables aléatoires U et V osont-clles indépendantes ?
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Probleme 11
Partie 1
Pour tout entier naturel n, on définit la fonction f, de la variable réelle par :
F 12
folz) =27,
L. Prouver la convergence de l'intégrale f;m fulz)dx.
2. On pose [, = ;rm fulz)dx.
a) Vérifier que pour tout réel A > 0

[*]

A

A A
/ Jropo(@)dz = A" T 4+ (n+1) / Jo(x)da
0 Jo

et en déduire que pour tout entier naturel n: I,,2 = (n+ 1)1,,.
2
stifier que ¢ [n = /T ¢ s que Vintéerale T e %5 dp = /97
b) Justifier que : I, = \/g . (On rappelle que l'intégrale J e Fde = /2n).
¢) Donner la valeur de 1.
d) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel 7

7 (2n)! n
=35t B2
Partie 2

Soit (2, A, P} un cspace probabilisé,

On rappelle que si X et Y sont deux variables aléatoires réelles indépendantes, définies
sur (§2, A, P) et admettant pour densités respectives fy et fy, la fonction A définic par
hiz) = [ ':: Fx(t) fy(x = t)dt est une densité de la variable aléatoire X + Y.

Soit f la fonction définic pour tout réel & par:

{ flzy = fi(x) si x>0,
flz)=0 si x < 0.

1.a) Démontrer que f cst une densité de probabilité.

b) Soit M une variable aléatoire réelle qui admet f pour densité de probabilité,

Montrer que la variable aléatoire M? suit une loi exponentielle dont on précisera lo
parametre.

Donner la valeur de Pespérance et la variance, ainsi que le moment d’ordre n de M2

2. Soient X, et X denx variables aléatoires mdépendantes et suivant la méme loi que M2,
a) Déterminer la loi de X = X; + X,.

b) Soit Y une variable al¢atoire réelle telle que la loi conditionnelle de Y sachant X = r
est la loi uniforme U([0, z]). Déterminer la densité de probabilité du couple (X, Y) et la
loi marginale de Y.

¢) Caleuler la densité conditionnalle de X sachant, Y.

d) En déduire I'espérance de X sachant Y E[X/Y] et E[X“Y™] pour tout (n.m) € N2.
Partie 3

1. a) Soit a un réel strictement positif ¢t b et ¢ deux réels quelconques, montrer que

+oo ) 2
em(azz% bz 4 l)d‘L — :TF,’ ”—ﬁ"( )
o a

3
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b) Soient G et G’ deux variables aléatoires normales centrées. indépeudantes et de variances
respectives o2 ot o2,

Calculer la densité de la loi de G+ G'. En déduire que G + G est une variable normale
dont on donnera Pespérance et la variance.

¢) Soit. (Z,)n»1 une suite de variables aléatoires indépendantes sulvant toutes une loi

normale centrée réduite N(0,1).
. . S
On pose Sp = Zy + ... + Zn, quelle est la loi de — ?
n

2. Soit un réel ¢ > 0
a} Montrer que

"
*STL

n

P( ljaf) :2P(€f2”)-

b) Fn posant u = n(t — a), montrer que

S, 2 a2 [T 2
P( 2> a) g —eT T2 e T ¥ .
(I nw JO

3. a) Montrer que pour tout. .c > 0

<1~ <.

.. P +oo
b) Montrer que l'intégrale fn e “*du converge et la calculer.

¢) Déterminer
+oe too 2
lim ( e “Ydu — ¢ é‘v?‘““d'u,).
ner koo A g 0

‘-C"ﬁ; > (1‘).
T —

d) En déduire, lorsque n tend vers Iinfini un équivalent de P(
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