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La qualité de la rédaction, le soin de la présentation et la rigueur des raisonnements constitueront des &léments
importants pour I'appréciation des copies. Il est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut &tre utilisé
pour traiter la suite, méme 'l n'a pu &tre démontré. L'usage de tout ouvrage de référence et de tout autre
matériel électronique est strictement interdit.

NOTATIONS
Dans toute la suite, nous allons utiliser les notations suivantes:

e (Q, 4,IP) désigne un espace probabilisé.

e X une variable aléatoire réelle v.a.r si X est 4 valeurs dans R ou une partie de R.

X (1) est Pensemble des valeurs possibles de X.

e Pour tout w € ©, X (w) est une réalisation de X.

e F(X) est Uespérance de X et V(X) est la variance de X lorsqu’elles existent.

e Une v.a.r X est dite centrée si B(X) =0.

¢ La v.a.r X est dite bornée, s'il existe une constante C > 0 telle que Yw € 2, | X(w)| < C.

o Mz(R) désigne Pensemble des matrice carrées d’ordre 2 et & coefficients dans R.

o Si v est un vecteur ligne de B? alors vt est le vecteur colonne de R? égal & sa transposée.

e 5i X1, X sont deux v.a.r, alors V = (X1, X2)! est un vecteur aléatoire de R? d'espérance m =
(E(X1), E(X2))* et de matrice de variance-covariance I' € My(R) telle que T = (i3 )1<i j<2
et i, mCOV(X;‘,Xj).

o exp(-} désigne la fonction exponentielle.

e Pour tous vecteurs u = (u1,u2)" et v = (v1,v2)* de R?, on note le produit scalaire Euclidien de
u et v par la quantité

’ (W, v) = urvy + ugva.
Cette définition du produit scalaire est valable pour des vecteurs aléatoires U = (U, Up)t
et V = (¥, V)t & valeurs dans R2.
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RAPPELS

1. Inégalité de Markov : Si X est une v.c.r positive et d’espérance finie, alors
E
Ve>0, P(X>e)< “«Q? (1)

2. La fonction densité de probabilité conjointe d’un couple de v.a.r gaussien, (X1,X2), de
moyenne m = (g, mz)t et de matrice de variance-covariance I' est définie pour tout vecteur
colonne x = (1, z2)* € R? par :

1

274/ det{T)

ot 1 est Pinverse de 1a matrice T

flzr, 2} = exp (—%(x - m)tl"‘l(x — m}) ,

3. Si un couple de v.a.r, (X7, X)), suit une iol normale dans R2 alors pour tous réels a et b,
la v.a.7 X7 4 X5 suit une loi normale.

Exercice

Soit [ la matrice de Mx([R) définie par :

3 -1
(4 3)
Soient X et ¥ deux w.a.r telles que le vecteur V = (X, ¥)? suit une loi normale de moyenne

m = (0,0)% et de matrice de variance-covariance I' ( ¢ est & dire V(X) = V(YY) = 3 et
cov(X,Y) = —1).

1. Monérer que les variables X et ¥ ne sont pas indépendantes.
2. Montrer que T admet deux valeurs propres distinctes A1 > Az que I'on déterminera.

3. Donner une base orthonormée, B = (u, v), formée de vecteurs propres de I". On conviendra
que u appartient au sous-espace propre de I' associé a A;.

4. On définit deux nouvelles v.a.r T et Z de la fagon suivante :

1 1
T=5{V,u) et z=72_(v,v),oﬁV=(X,Y)*.

(a) Déterminer les lois de probabilité des v.a.r T et Z.
{b) Déterminer la matrice de variance-covariance, A, du vecteur aléatoire W = (T, Z).
(c) Déterminer la loi de probabilité du vecteur aléatoire W.

(d) Calculer la densité de probabilité conjointe f du couple de v.a.r (T, Z}. En déduire
que les v.a.r T et Z sont indépendantes.
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Probléme

Partie |

+oo 2
- Y :c R
1. Mondirer gue la série entiére E (_QT est convergente. Préciser sor rayon de convergence R
n)!
=0

et sa limite A{z).

[V

T
2. Donner le développement en série entiére de la fonction exp(7) en précisant son rayon de

convergence R'.
3. Montrer que, pour tout n € N, 2"n! < (2n)L.
4. En déduire que :
vie R, ch(f) < exp(g). (2)

5. (a) Montrer que la fonction exp(-) est convexe sur K.
(b) Soient x et ¢ deux réels tels que z € [~1, 1] et t € R. En remarquant que
Lot iltrm)=1 e —i(l-g)+o(+a)=¢
gu T ETu T 2 gu TETE
montrer que
1 1
exp(tz) < 'j(l - z)yexp(—t) + ~2-(1 + z) exp(t).
6. Soient t un réel quelconque et X une v.a.r centrée et bornée par 1.
1 1
{a) Montrer que exp(tX) < 3(1 — XVYexp(—t) + 5(1 + X) exp(t).
(b) Montrer que, pour tout ¢ € R, E(exp(tX)) est fini, et que E(exp(¢X)) < chit).
t2
(¢) De linégalité (2), déduire que, pour tout ¢ € R, Elexp(tX)) < exp(g).
7. Soient 7 € N et Xq,...,Xn n v.or indépendantes et de méme loi que X. On note

n
Sn = ZX"‘ Montrer que, pour tout £ € R,

=1
E{exp(tSy)) < exp (n%) )

8. Soient ¢ un réel positif, n un entier dans N* et t € RY.

(a} Montrer que P(S, > €) < P lexp{tSn) > exp(te)] .
(b) En appliquant P'inégalité de Markov (1) & la variable aléatoire exp(tSn), montrer que

nt
- . exp(—-)
> —_—
(Sn >€) < explte)
2
(¢) Soit gn la fonction définie pour tout ¢ € R, par gn(t) = o - te. En étudiant les

2
£
variations de la fonction g, (f), montrer que pour tout t € R, gn(t) = ~ o et que la
T

courbe de la fonction g, admet un minimum unigue.
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(d) En déduire que pour tout e € R},
52
P(S, > &) < exp ~5. ) (3)

9. Solent T une v.a.r et £ un réel dans Rj_.

(a) Montrer que P(JT| > &) < P(T > &) + P (T > ¢).

(b) IEn déduire que :
2

P(1Sal > €) < 2exp(—2-). (4)

Partie II

*

Soit g la fonction réelle définie sur Pintervalle [0, 1] par :

Vze(0,1], glz)=+v1+z
On considére l'intégrale
1
I= / g(x) dz.
0

Soient n € N¥, IJ une v.a.r de loi uniforme sur {0,1] et Uh, ..., Uy, n v.a.r indépendantes de méme

1 1 = w1
—=g(U}, Xn = —=g(Up), Sn = ZXf et X, = —38,,. Par ailleurs, on
\/—2" \/i i=1 n

rappelle que la densité f de U est donnée par :

@)= {

loi que U. On pase X =

1 si ze€(04
0 sinon

Soit « et £ deux réels fixés dans ]0,1[. On se propose de déterminer un entier n* € N* tel que
pour tout n > n*, la valeur inconnue de I appartienne & l'intervalle [4,, — &, A, + £] avec une
probabilité supérieure ou égale & 1 — o, soit
P(lAn—Il<e)21~a (5)
1. Montrer que la v.a.r X est bornée par 1.
2. Mont E(X) =E (X,) Lo V(X) <
. O fr _ —
ntrer gue ) n 7 et que =T

V2T V2 ) T Be?
{b) i Montrer que, pour tout € > 0,
e I € 1
P | € = | 21— e
(X” 2’—\@)“1 Sre?

ii. En déduire que I € [v2X,, —¢, V2X €] avec une probabilité supérieure ou égale

3. (a) Montrer que P (IX -

1 1
Sne?’
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(c) Déterminer une valeur nf € N* pour que la relation (5) soit vérifice.
1 I

Ci E £ i Y = — §— —

(d) En remarquant que les variables Y; 2(Xz ﬁ), 3

par 1, montrer, en utilisant 'inégalité {4}, que pour tout € > 0, on a:

pllw. - Li<cfYs1-9 ne’
n Q_ﬁ“_exl)_lﬁ'

En déduire que I € [V2Xn — €, v2X,, + €] avec une probabilité supérieure ou égale &

ne?
1—2exp (———1—%—) .

(e) Déterminer alors une valeur nj € N* pour que la relation (5) soit vérifige.

1,...,n, sont centrées et bornées

4. On donne a = 0.001 et £ = 0.01. Calculer nj et ns.
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