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Une grande importance sera attachée & la rigueur du raisonnement, & la clarté et au soin de la
présentation. L'usage des calculatrices n'est pas autorisé.

11 est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut stre utilisé pour traiter la suite, méme
s'il n’a pu &tre démontre.

Exercice
On dispose de 3 urnes contenant chacune un méme nombre de boules de méme nature. On désigne
par (£) Vexpérience suivante:

" Choisir de fagon équiprobable une urne et effectuer un tirage d'une boule avec remise de cetie

yrne.”

On répéte (£) plusieurs fois et on désigne par Xy la variable aléatoire indiquant le nombre des
urnes de laquelle on a fait au moins un tirage dans l'une ou plusieurs des n premiéres répétitions.
On note

P(Xp = 1)
U,= | P(X.=2) ],
P(X, = 3)

ott P(X,, = k) désigne la probabilite de 1'événement (X, = k) pour k=1,2, 3.
1. Préciser la loi de Xi.

9. Btablir, & Paide de la formule des probabilités totales, que pour toub entier naturel non nul
n)

0
1
Upai = AUn, avec A la matrice de M3(R} définie par: A = 3

o o=
— by O
L O

3. (a) Déterminer les vateurs propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable?

(b) Déterminer la matrice inversible P de M3(R) de gieme ligne f3 = (111 ) et
vérifiant la relation

1 100
PlAP=D= 3|0 2 0
00 3
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(c) Calculer P71,

d) Déterminer I'expression de A™ pour tout entier naturel n.
P

(%)" 0 0
GO NG
@ e

(e} Déduire la loi de X, pour tout entier naturel non nul n.
4. On définit la variable aléatoire Y & valeurs dans N” par: (Y < n) et (X, = 3).

(a) Préciser la probahilité de I'événement (¥ = 1) et (¥ = 2}.

) 92 n—1 1 n—1
(b} Etablir que: Vn 22, P{Y =n)= (§> -2 (5) .

{¢) i. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére 3 P(Y = n)z™ On note
gy sa somme.

ii. Montrer que 'expression de sa fonction somme est:

(),,_ 2z .
G = 5% “Be+ 0

iii. Déterminer la fonction dérivée gj,.
iv. En déduire la valeur de I'espérance E(Y}.

Probléme

On désigne par p, g et ) trois réels strictement positifs et on définie les intégrales I'(p, A) et B(p, g)
respectivement par:

4o
{p,\) = /0 NP le A gy

et L
B(p,q) = / P71 - 2)7 .
0

Partie 1

1. Montrer que chacune des intégrales T'(p, A} et B{p,q) convergent.

2. On note I'(p) = T'(p,1). En effectuant un changement de variable, montrer que I'{(p, A) =
L{p)-
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3. Montrer, 4 l'aide d'une intégration par parties, que I'(p + 1) = pI'(p).
4. Montrer que st p est un entier naturel non nul, I'(p) = (p — 1)L

5. (a} Montrer que

I

pl o3
B(p,g) =2 / (cos(0)P~ (sin(8))*"'df et T(p) = 2/ e Wy gy,
Jo 0

(Ind.: Pour la 1%"¢ intégrale, faire le changement de variable z = cos(f).)
(b) Soit te domaine D = |0, [ x R%. Montrer que

(p)T(q) = 4]/ = (r c0s(8))2P " Hr sin(8)) 2 rdrdo.
I'(p)T'(q)

T(p+q)
(d) Calculer B (3, 2) puis en déduire la valeur de T’ (%)

(¢) En déduire que B(p,q) =

Partie II
On définit la fonction g de R dans R par:
AP
P e gl 220
g(z) = ¢ T
0 sio z<0

1. (a) Montrer que g est la densité de probabilité d’une variable aléatoire U.

On dira dans la suite du probléme qu’une telle variable aléatoire U suit la loi gamma
7(p, A).

(b) Reconnaitre la loi v(1,A).

(c) Montrer que la variable U admet une espérance et une variance et que:

mm=§etww=—

rd

2. Soient U; et Uy deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives y(p, A) et (g, A).

On rappelle que pour g et go des densités de probabilité respectivement de Uy et Uy, alors
/7 + Us admet pour densité la fonction f définie sur R par : f(z) = / g1()ga{z — t)dt.
R

(a) Montrer que Uy + Us suit la loi v(p+ g, A).
(Ind.: faire le changement de variable ¢ = zu)

T(p)(g)
Clp+q)

3. Soit Z une variable qui suit la loi normale centrée réduite A(0,1).

(b) Retrouver la relation B(p, q) =

(2) Montrer que Z?2 suit la loi v(3, 3)-
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(b} Donner la loi de la somme S de n variables aléatoires indépendantes suivant la méme
loi que la variable Z2.

Partie I

On s'intéresse aux instants de passages successifs des véhicules par un point donné M. Le 1¥"
véhicule passe & l'instant A =T;. On note Ag = Ty — T3 le temps scoulé entre les passages du
167 et du 29™e véhicule, To désigne Yinstant auquel ce second véhicule arrive. Pour n € N, on
note T, V'instant ou le nitme yehicule arrive au point M et Appr = Tos1 — 1n le temps écoulé
entre les passages du 7™ et du (n + 1)#™¢ véhicule et on suppose que les variables (An)ax1

sont indépendantes et qu'elles suivent la méme loi exponentielle de parametre A.

On déAnit enfin la fonction N sur Ry par: vt € Ry,

N; = le nombre de véhicules qui sont passés dans Pintervalle [0, ).
1. Justifier que (N; =0) = (11 > £} et que pour tout 7 € N¥,

(N, zn)= (Tn € ) et (Ne=n)= (Tn <t < D)
2. Soit n un entier naturel non nul.

k1
(a) En remarquant que, Tn = Z Ay, donner la loi de Th.
k=1
(b) Donner une expression de P(N; 2 n) utilisant une intégrale.

(c) Montrer que :

(d) En déduire que N; suit la loi de Poissont de paramétre At.
(ind.: On powrra intégrer par parties la quantité P(Ny = n+ 1))

3. On suppose que les yéhicules passant par le point M n’ont que 2 directions Dy et Dy. Pour
t € R, on note Dy le nombre de véhicules allant dans la direction Dy qui sont passés
entre Vinstant O et 'instant &. Lorsqu'un véhicule passant par le point M, on suppose qu'il
prenne la direction D1 avec une probabilité p €]0, 1], et la direction Dy avec la probabilité
g=(1-p), indépendamment des autres véhicules.

(a) Soient n€ Nett€ R.. Montrer que la loi de probabilité de la variable conditionnelle
(D1 | Ng= n) est égale & :

P(Dy, | No=n)= ChpF(1 - p 7, VRED, .M,

(b) En déduire la loi de Dy, ainsi que son espérance E(D1,) et sa variance V(D)
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