Correction du Sujet de Maths (Biologie et Géologie) :
Session 2002

Exercice 1

t
e
1) Pour tout ¢t > 0,0on a cht > 5

1 2n+1

< e .. _
(cht)™1 = el intégrable au voisinage de +o00.

Ce qui donne que :

+o00 dt 400 2
2)0Enposants=et,ona:a0:/0 %=/1 32+1ds=g.

/+°° dt [sht] too
e a = — = |0 =1.
o (cht) cht |,

1
3) Puisque pour tout t > 0, i <1, alors apy1 < @, pour tout n € N.
c

4) a) 1l est clair que cht < €.
+2
De plus en étudiant la fonction g définie sur [0, +oo[ par : g(t) = cht—1— 5
t2
on montre que ¢g(¢) < 0, pour tout ¢ > 0. Par suite 1 + 5 < cht.

(On peut aussi utiliser la formule de Taylor de la fonction cht).

2\ n+1
b) En utilisant a) on a pour toutt >0: [ 1+ 2 < (cht‘)"+1 < eln+)t,

De plus d’aprés la formule du Binéme de Newton, on a :
’ _ A t2 n+1 t2 VJ‘__

Ce qui donne le résultat.
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c) En intégrant les inégalités de la question précédente, on a:

+o0 +o0 d
6_(n+l)tdt S an _<_ 4t—t2 .
0 0o 1+(n+1) 5
+o0
D’autre part, on a : / e~ (nt)tgy — )
0 n+1
/n+1
Et en posant s = % t, on obtient que :
+oco +oo

dt _ 2 / ds T
£ Vnt+l | 241 \fa(n+1)

0 1+(n+1)§ 0
Ainsi tout n € N ! < < il
insi on a pour tout n : <apn < ———.

P n+1 2(n+1)

1 1
1\

d) Comme lim "~ lim [t =1, on en déduit

notoo \ N+ 1 n—+o00 ,/2(n+]_)

que lim p/a, =1.

n—+-o00

5) a) En intégrant par parties, on obtient que :

| /+°° dt [( sht ]+°°+(n+1) /-H”Mdt

o (chty"3 " [(cht)™*2], Jo (et

n+1
n+2

Ceci donne que antg = (n+ 1)an — (n + 1)ant2. Dol anjo%= an.

Tautes lee malide


http://www.devoir.tn/

b) Si n = 2m, on montre par itération que :

_2m -~ la __ (2m)! - (2m)! .

Si n = 2m + 1, on montre de méme par itération que :

2m _22m(ml)? 2™ (m)?

Gmtl = o 1 T T m A 1P T @m 1)

6) a) Puisque hI—P v/a, =1, alors d’aprés la régle de Cauchy, le rayon de
n—+400

convergence de la série ) a,2", est R = 1.
n>0

. 1.
et comme la série ) -3 diverge,

1
b) Pour tout n € Nyon a: a, >
n+1 n>0 "

alors > a, diverge.
n>0

D’autre part, en utilisant les inégalités de 4)c) il est clair que la suite (a,.),,

décroit vers 0. Donc la série alternée ) (—1)" a,, converge.
n>0

7) a) Soit f(z) = 3 a,z™, pour z €] — 1,1, alors ona :
n>0

(1= 2) () ~2f(z) = a1 + 3 (14 2)amys = (n 4 1) an) 5™+,

n>0
Comme a; =1, et apyo = %%an, alors f est bien solution de
1=z f'(z) —zflay=1 si|z|<1, %
f(0) = ay. ' }
3
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b) Puisque f vérifie ’équation différentielle suivante

r - 1

l—ﬁ)f(x)z (1_—7:2),

f(z) - st |z <1,

(%)
f(0) =

alors f(x)—exp(/det) [z-k/z—l—exp(—/t 5 ds)dt}
01—t2 2 01—t2 01'—324 —

“w= o
|

(
z
2 2

1
\/1—:1:2

;T + Aresin a:]

m A .
—\/ITIE_Q 5-{— rcssz

définie sur | — 1, 1] vérifie (x). Ce qui donne le résultat d’aprés 'unicité).

(On pourra vérifier directement que la fonction z —

Arcsinz
8) a) On a pour tout = €] — 1,1], h( —_—
)a) Onap I 11, hw) = 2722
Ce qui donne que / h(t)dt = % (Arcsin z)?, pour z €] — 1,1].
0

b) En utilisant la question précédente, on a pour tout z €] — 1,1],

T 2n+2
Arcsinz)? = / t)dt = 2 a
(resina)” =2 [ n(Odt =2 T amirg

D’ot d’aprés 'expression de a,, de la question 5)b), on obtient que :

. ; - 277;_1‘ _ 1 2 % A -
(Arcsinz)? =) 2 ((r = 1)) ", vzel-1,1]. :
(2n)! ’ : ’
77-2] ' - )
4
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Exercice 2

+o0 ) +oo
1) On a / ¢y (z)dz = /\/ e~ Mdz = 1.

—00 0

D’ou ¢, est une densité de probabilité sur R.

'b) e E(X) = /+°° T, (z)dz = /\/+oo e~ dzr.

—00 0

En intégrant par parties, on a :

“+o0

E(X)= [—:Be"\z]:(_)o + / e Mdr = %
0

+o0
«V(X) = B(X) - (BOOF =) [ sPeda - 5.

0
A l’aide d’une intégration par parties, on a :

+o0 ~+o0 5

A / z2e ™ Mdr = 2 / ze Mdr = -
A
0

0

Diodt V(X) = %

+o00

(On peut aussi utiliser I'(n + 1) = / e *dx = n!).
0

t
c) Pour tout t € R, on a: F(t) = P(X < t) =/ ¢, (z)dz.

Ce qui donne que

0, stt<0
1—e M sit>0.

| ;,-‘*fvuir.’m
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2) Pour tout n € N, ona : Up = F(n+6) — F(n) =e™" (1 - e*’\o) .

Comme e~ < 1, alors la série géomtrique Y U, converge et sa somme est

n>0
1—e
S = )
1—e—

3) e Pour tout n € N, ona :

* B(Y)= ¥ nP(Y =n)=(1- ) Tnest =g

4) a) Les égalités sont triviales.

b) Puisque X; et X5 sont deux variables aléatoires indépendantes, alors :
P(U <t) = (P(X; < t))’ = (F(t))*.
D’ou en utilisant 1)c), on obtient que :
0, sit<0
PU <9 :{ (1—e)?, sit>0.
D’autre part on a de méme : P(V > t) = (P(X; > t))2 = (1 — F(t))%.
Ce qui donne que:

1, sit<0
PV >t)= { o2t sit>0.

N . -~
c) e La densité de la variable aléatoire U est donnée par.:

— d . 07 S1 it < 0 !
ult) = g (PU <) = { 2de M (1-e),  sit>0.

| ?*Vﬂir.+n
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o La densité de la variable aléatoire V est donnée par :

J 0, - sit<0
v(t) = E (1 —P(V Z t)) = { 2A6_2,\t stt>0.

Exercice 3

1) On a det A = 0,donc f n’est pas bijctive.

2) e Ker f=Vect(1,1,-1).
e Comme (f(e,), f(ez)) forme un systéme libre de R3 et dim Im f = 2, alors

Imf= VeCt(f(el)af(e2)) = Vect ((Ov_lal) ) (2;5’ _4))

3) Le polynome caractéristique de A est donné par :
Pa(X)=det(A-XI)=-X(X -1)(X -2).
Alors les valeurs propres de A sont 0,1 et 2.

D’autre part, en remarquant que les valeurs propres de A sont deux & deux

distinctes, on déduit que A est diagonalisable.

4) On prend B’ = (uy,u2,u3), avec : ~ .

1\ 2 0
u) = 1 , Uy = 1 , Uz = 1 . !
-1 0 -1

. %vﬂir.’m
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5) La matrice de passage de B A B’ est donnée par :

1 2 0 . 1 -2 -2
P = 1 1 1 . Deplus P71 = 0 1 1
-1 0 -1 -1 2 1

6) Puisque A est diagonalisable, alors A = PDP~! ou D est la matrice

diagonale suivante :

000
D=| 010 |.
0 0 2

00 O
D’od A" = PD"P71 avec D" = ( 01 0 ) .
0 0 27
Ce qui donne que :

0 2 2
At = | 2" 1427 1427 |

on _2n+1 _on

7)a) On a u(t) = z(t) — 2y(t) — 22(t)
o(t) = y(t) + 2(2)
w(t) = —z(t) + 2y(t) + 2(t).

b) En utilisant les égalités suivantes
/(1) = 2y(t) + 22(t)
y'(t) = —2z(t) + 5y(t) + 32(t)
2'(t) = 2z(t) — 4y(t) — 22(t).
On obtient que :
w(t) =2'(t) — 2/ (t) —22'(t) =0
V(t) =y'() +2(t) = y(t) + 2(t) = v(t)
wW(t) = —2(t) + 2/ (t) + 2'(£) = —2x(t) +4dy(t) + 22(t) 2 2w(2).
De plus, comme z(0) = 2(0) = 0 et y(0) = 1, alors u(0) = 2, v(’O) =-1
et w(0) = —-2.

. %vﬂir.’m
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c) 1l est clair que u(t) = 2, pour tout t € R.

D’autre part, comme v est.solution de I’équation différentielle :
v'(t) — v(t) = 0, avec v(0) = —1, alors v(t) = —e¢, pour tout t € R.
De méme, on a : w(t) = —2e~2, pour tout ¢ € R.

Ce qui donne, en utilisant que X(t) = PU(t), 'expression des fonctions
r,y,z:

z(t) = 2 — 2¢t
y(t) =2 — et — 2%
2(t) = —2 + 2€?.

voir.tn
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