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n+1
Exercice 1. Soit la série Zm , ol z est une variable réelle.

1!
1) Posons neN* =———0Ona:
) f'osons pour n € y @n n(n+1) n a
o+l

}
A An4+1 ‘ s
im | /=X = 1 = la série ur rayon de convergence
@ Ay ! ,,Z m+1) > PO ¢

R=1.

2) a) La fonction z — §(z) est de classe C*° sur -1, 1{ et Yz €]-1, 1[, on

@ " eo-fr S
o il " n—1 _ —
S’(z)—zn et §7(z) = Ez Z e

n=1 n=0

b) D’aprés a) , on a pour tout = Ez}-l B!
. §'(z) = S'(0) + f §"(2)dt = f I—E—-idt e 51 %). s-qnt danue
0 0 &=
T
pour Zekt 1 Sl S0} & f S(t)dt = — / Log(1 — t)dt
0 0

Une intégation par parties donne :

@ S(z)=z+(1-z)Log(l-2z),Yz€]-1,1[.

3)-Pour:r=%,ona:
1] 1 R |
S =32 mm T ~ 3 T2
n=1
= 1
233 ZIQ”n(né-l‘ 1 - Log2
1
-Pourz:-—-z—,ona:
() _ 13,8
Z2"n(n+1) ~g + 3Log3-
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+00 n y
) G S = 3 poe —1
= 2 ’"n{_n T1 = 3L092 ) 8
S 2
Pourz=-,0ona
3
D) B WG 1
2 1.2 g
o =) = —{(=)" = —Log- = Log3
3 n'3’ 73
Q / n=1
Nd| +o0 ,
= Y 2(2)" = Log3
b 7]
n=1
. : 9 ‘ :L'n+l i 1 1
4)a,)Pourg:z:|=1.ona:! — = *lﬂg—g.
nin+1)] nn+1l) " n
Comme la série 2—5 est convergente (série de Riemann) , i en résulte
| 2% nzln
4,2 n+1
! 3 e z .
que la série Z——\ est absolument convergente et par suite elle est
ni{n + l)
n2l °
convergente pour |z| = 1.
1 1
5 )Ona: ——=—-—-—— ¥n2> L.
nn+l) n n+l
N
1 1
=>VN21.E—,-———\=1~ :
' n(n-+1) N+1
n=1
gl |
22

+00 1 N 1
D’on —— = lim Y ——— =1
g ;n(n +1) N—.-:~oongln(n +1)

=y — =1,
n=1 " i

Exercice 2. Soit ’équation différentielle

() { zy'(z) +y'(z) +zy(z) =0

y(0) =1.
+00
1) Soit y(z) = Z%I" pour z €]-p , p[ , avec p > 0. Alors on a :
n=0

(S}

\
1
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+CC
- / X -1 - ‘ . -
vz €l-p, ol ¥ (2) =) nanz™ ! et y'(z) =) n(n - lanz™ 2
n=1 n=2

[l s’ensuit que si y(z) vérifie (x) sur |-p . o[ , alors

-—C0 00 +00
nn—T\; n—1 n—-1 n+1 —
_‘5 ( 1lanz ) nanT : E anZ 0.
n=1

n=2 n=0
Ce qui donne pour z €}-p , pf :
+00
a; + Z(m +1)%an41 +ar_1)z* =0
n=1
D’ou
ay = 0
et
KE\ Qni1 = — a’f’}z vn > 1
J n—r J.)

Comme ¥(0) =1 = ag =
On déduit alors que :

G,Q=11(11=0
et
Qn—1
Gapl = —F—res W
ek (n+1)% kg -

9 \ (="
u)'Oﬂ&I‘?’TLZO,GQn+1=O et a2n=m.
+00 :
(_1)71 2n

- z€l0,p[,yx) =) —t

D’ot pour z €]-p , pf , y(z) Z4n(n”2£
[ n=0 *

| @2(n+1)

-Ona lim !
n—+00 | {A9n

R =+x.

| e
| = 0 = la série y(z) a pour rayon de convergence

& ©

Exercice 3.
1) a) Soit g(z) = Arcsin/z ,pour 0 <z < 1.
@ - £ — +/z est dérivable sur |0 ,1] et ¢t — Arcsint est dérivable sur |-1 1],

donc la fonction g est dérivable sur |0 ,1].
1

@ -Depluspourtoutxe}o,l[,g’(:z:)=7/_}1____=2\/._(1__).
2y/z/1-2z z(l-z
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P H) On a : / —_——dzr =2 / g'/'I,‘G;'E

0 =) 0 vz(l —ZI) J o

(, -2/ — 9 ) = D Ao o
)/ = 2(g(1) — g9(0)) = 2Arcsinl = 7.

e [ [ T v B P
2) - Soit [:/ vl———d:r Posons z =sin“8 ,0 <9 <
9 -z

Lol R

= dz = 2sinf cos6d8.
Alors on a :

[3 sind | :
i =2 cos @sin 8d8
J ¢ cos
T
0 [2 . 2
=2/ sin~ 4df
0
X
2 T
=/ (1 —cos26)df = —
\ 2
O F
i I
[ xz T |
27 =i/ /3 dx:—)—.!
/ iJ 0 y 11—z < I[
3
T2

/‘1 7
. Soit J = / : dz. Alors on a ( avec z = sin® §)
TRVARES
J =2 /2 sin* #df = 2/ sin® §(1 — cos® #)df
( 0

[S1E]

(=)

y
1L

RS &
sin“9—; / sin® 2046

Il

(S
S~
[e=]

4 0
. 1%
Z?——‘ sin“ tdt
% *J o
T w 3T
TRl TR
1_ 3 |
i/‘ I2 i 3 |
2’ == ar = —. |
}" §JO‘J1 z 8 |

2) Soit (Q, A, P) un espace probabilisé. On pose pour z €]0 , 1],

f(z) = ——===== et on considére une variable aléatoire
w/Z(1l — z)
X : Q —]0,1[, de densité f.

a) D’aprés 1-b) , f est bien une densité de probabilité sur |0 , 1[.

=
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r1 1 1
E(X)= | v""ax:i/ | ool e rim
9 mJ 3] ‘J 1 T :

V(X)) =E(X? - (EB(X ;2
1 a . 3
~ e e \ 3 o : L2 3
Or, E(X*) = | z°f(zids=— drz = -
.// 0 .T' 0 \/']._-z 3
i e
DouViX)==-—~-==
8 4 8
0 sit<0
~t
b) F(t) = P(X <t) = /D flz)dz = —g(t) :si0<t<l
1 sit>1
C’est a dire
0 sit<0
7/ 2 T
F(t) =< —Arecsinyt ;si0<t<1
T
1 sit>1

c)Sit<0(resp.t>1),alors1 —-¢t>1 (resp. 1-t <0).
Cequidonne: F(t)+ F(1—t)=1 sit<0Oout>1.
Maintenant si 0 <t <1 ,alors0<1—-t<letona:

St Fomal rl
F1—t) :/ flz)dz TE 5’/ f(&)de
0 t
1

i it ri
Foy+Fa-0= [ feode+ [ red= [ o=t
:
On en décuit alers que Yt e R, F(t) + F(1 —-t) = 1.

d) P(X < ’3/ = F(%) — % (d’apres c)).

| _ 0 sentsit)
3) a) - Fz(t)=P(VX <t)= | F(#?) ;sit>0

C’est A dire

0 sit<0
ol / 2 :
F ()= ;Arcsmt si0<t<l1
1 sSitez 1
5

= @
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F oot = Plg(X) < t)=Pldresinv X < ¢
( sit <0
v 3 T
:J P(X <sin“t) :si0<t< =
] -
i 1 sit> =
\ T
9 U ST S J
. 2 — T
s I L Qe —Aresinvsin“t si)<it< =
‘\_'-/’ T AN ) i g :
N -
1 T -
1 S1. 2> 5
C’est a dire
0 S A
D —_
< n . B i
| Ep =0 st 7 =
Fooxo(t) = 2 %3
1 sit> 3
' . : ~ S o 2 . -
b) - La variable aléatoite v X a pour densité A(z) = ——— , z €J0,1.

2 T
pour 0 < z < 7

a0

G2 al T\/l e
@ (vX : Q-=l0,1))
g

eI

Exercice 4. Soit (2, A, P) un espace probabilisé et soit p €10 ,

% |

; .

‘3'. '—‘:‘v
1) Ona:

= \
Un+1 = *D}‘-lnﬂ-l/'

{ / 2 L T \ \
= P{An+1/An)P(An) + P(An+1/Bn)P(Bn)
{ / y i\ 3 7 b
+P(Ani1/Cn)P(Co) + PlAni1/ Dn) P(Dy).

Or, P(An+1/An) =0, P(Ans1/Bn) = P(Ant1/Dy) = p
et P(Ant1/Cr) =1 —2p.

Do an+; = 0.an + pbp + (1 — 2p)cn + pdn
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. : De méme , en &crivant les trois autres équations des probabilités totales .
»n déduit que :

\ /

/ Qripl ) /0 D 1-2p D \ Sl
o e || e o R E RS { b |
@ cav1 | | 12p p 0 p cn |
\ dnt1 / \ p 1-2p  p 0/ \dn/

Cestadireme N, X,.1=MX,.

2)

a) - On peut montrer que si au; +Pus—Aus+uuy =0=>a=3=A=pu=10,
c’est a dire (u; , ug , u3 . ug) est une partie libre de R* et par suite c'est
une base de R*.

Ou encore

/1 0 6.9 /1000
okl oy A . | 110 1
Ehat e SR e JSRER B T -2)""9 1011
. T B SN Y 1110
/ \
\
= 1 O 0 0 1 000
(Q'/) [kl o TR0 1100
=rg # =5 5 A =
- 1540 1 -—1 1 010
e I | 0 j Lt R !
Par suite, B/ = (u; , uz , u3 , u4) est une base de R%.
- On a aussi :
| T+ 1 sl
) R RS e
dét{uy, ug, ug, uq) = | Tt =16+#0
l ! -1
JHR R (L |
= B' = (uy , us , uz , ug) est une partie libre de R* et par suite c’est une
base de R%.
/21“5\ b) Immeédiate. .
ir.t
. -4 VOIr.Th
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3) Soit f I'endomorphisme de R* tel que la matrice dans la base canonigue

B de R* soit M.

/10 0 0 \
- e 0 1-4p O ) A
a) On a: D =Matlf; B)= [ 00 e 0 (d’apres 2-b).
S 0 |
\ 0 0 0 Zp-l /,/‘

Q= G e

O T 5
byOna: @=| | i et M =QDQ".

1 A8 Tk

4)a)Onapourtoutn>1: Xp=M"Xy=QD"Q X,
1
= Xpi= EQDHQ.}(O SNk

b) Puisque a l'instant zéro . le pion est en A , alors on a :

1 1
.Yg == 3 . D’ont Q:’(’g = ) = Uz.
0 1
0/ 1
l/ l \
i1 T
- DX | G
\«p — 1) |
(2p—1)" /
1 1 1 i 1 \
oy o LT TR (1-4p)"
RS B e s (2p - 1)"
1 -1 -1 1)\ (2p-1)

Cest adire: Yn>0,o0na:

= "
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®

4

1
(5 !
\j —:(‘_

4

4

1 -4p)™ - 2(2p - 1)™)

—(1 - (1 -4p)™)

c) Comme [2p— 1| < 1 et |1 —4p| < 1, alors

lim (1-4p)"= lim (2p—-1)" =0.
n—-+0oc n—-+4co " :
o = e = NS
Il s’ensuit que lim ap, = lm b, = lim ¢, = lim d, ==
N——00 n—-+oc n—-+oco n—-+c0 4’

o b o ol o o o o o ol o ol o ol e o o oo o o s o o o oo o s e s o o oo o o i e o oo o

=
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