Correction du sujet de Maths (Biologie et Géologie)
Session 2008

Probleme I
6— A 1 1
1. a) PA(M) =det(M — \I) = 1 6-2 1
1 1 6-2X
Les valeurs propres de M sont 5 double et 8 simple.
b) Le sous-espace propre correspondant a A = 8 est engendré par (1,1,1). Le sous-
espace propre correspondant & A = 5 est de dimension 2 et a pour base (-1,1,0)
et (-1,0,1). La somme des dimensions des 2 sous-espaces propres est 3 donc M est
diagonalisable. ‘
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a) Par hypothése, P(Ayy1[Ax) = 3/4 et P(Axs1|Bs) = 1/8 et P(Ar1|Ci) = 1/8.
A1 € (Agyr et Ag) ou (Agq et Bi) ou (Agyr et Ci) done
P(Ag1) = P(Ag11|Ae) P(Ax) + P(Ak41|Be) P(Bi) + P(Ag11|Cr) P(Ch)
P(Ag41) = (3/4)P(Ar) + (1/8)P(By) + (1/8)P(Cy). De méme,
P(Bis|Bk) = 3/4 et P(Brs|Ax) = 1/8 etP(Bist|Ci) = 1/8.
P(Byy1) = P(Br41|Ar)P(Ax) + P(Bi41|Bx)P(By) + P(Bi4a|Ci) P(Cx)
P(Bg41) = (1/8)P(Ax) + (3/4)P(Bx) + (1/8)P(Cy). De méme,
P(Ck+1|Ck> = 3/4 et P(Ck+1!Ak) = 1/8 et P(Ck+1'Bk) = 1/8
P(Ci+1) = P(Ci41|Ax)P(Ax) + P(Cry1| Bx)P(By) + P(Ciy1|Ci) P(C)
P)(Ck+l) = (1/8)P(Ax) + (1/8)P(Bk) + (3/4)P(Cx).
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¢) Xy = §M X, par recurrence X; = (3)*M*X,.
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2.5% + 8% 5k gk _pk gk 1 (2.5% + 8F)/(3.8F)
d) Xy =g | —5"+8" 255+8 5k 48t 0 (—5% +8%)/(3.8%) |,
0

_5k +8k _5k +8k 2_5k + 8k
donc P(Ay) = (2.5% + 8%)/(3.8%), P(By) = (—5* + 8)/(3.8%) et
P(Cy) = (—5% + 8)/(3.8).
e) limk_,+oo P(Ak) = limk_,+oo P(Bk) = limk..,+oo P(Ck) = 1/3.
3. a) T1(2) = N*, T est l'attente pour que la premiére fois la particule soit en
C, la probablhte pour qu’elle soit en C est 1 g donc T suit une loi géometrique de
parametre 2

(—5* + 8%)/(3.8%)

b) On a
o) =3 Z( e
d'ou R = %
c) Pour tout |2] < §, g(z) = 5%
d)
+oo 1 +00 7 . ;
;n(n ~1)P(Ty =n) = é-v;n(‘n - DT =) =112,

Zn2P(T1 ~n) %Z )"-1 - %Zn(n—l)(—g)n‘l—{—% Zn(g)n“l = ¢'(1)+4/(1) = 104.

e)

P(T1>n+metT1 >n) _ P(T1>n+m)
P(Ty > n) ~ P(Ty >n)

P(Th >n+m/Ty >n) =

or PMy>n)=1-PMNi<n)=1-3¢ PMi=k=1-13} (L)'= (%)
d'olt P(Ty > n+m/T; > n) = (g)m = P(T, > m)
4. a)

ePour s> 1,ona
PU>s8)=PTi>setTy>s)=P(Ty > s)P(Ty > s), or

P(T1 25)=1-P(T1 <s-1)=1-37"", L P(Ty=n)=1- 1 zn_l )n—l — (%)5"1,
P(U 2 5) _ (5)23 -2

ePourt>1,0na .
P(V<t)=P(T <tetTy<t)=P(Ty <t)P(Ty < t) = (1 - (g)t) .

b)

eVse N,ona PU=s)=PU>s)—-PU>s+1)= (%)23—2 _ (%)23 _

252
x (%) U suit la loi géométrique de paramétre 2
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eVt €N, ona P(V =t) = P(V < t)=P(V < t-1) = (1-(1)) (1~(§)t—1)2 _

i_(%)t—l _ %_Z_(%)zt—z_

E(V) = 2,5nP(V = n) = (520" - EX0500" 7 = it -
25 1 __ 33

64 (1-8)2 — 25
c) U et V ne pas sont indépendantes.

Probléme 11

Partie 1

22
1. On a fa(z) = o(%) lorsque z tend vers Iinfini, ["z"e~%7dz est conver-
gente.

2. a) '
A 2 e A 2
/ " He Tdr = —A™e™ T 4 (n+ 1)/ e Tdx
0 0

On fait tendre A vers l'infini, on obtient I,,,» = (n + 1)1,.
::2 oC _I.Z - o0 ﬁ
b) Ona [**e Fdr = v2r = 2f0+ e %ds, do Iy = [ F e Tdr = V3

2
) = [ zeFdr =1
d) Pour le cas pair
Ign = (ZTL - 1)1211—2
Lng = (2n —3)Ion-4

I =1
L, = (2n — 1)(2n — 3)(2n — 5)...5 x 3 x 11, on multiplie et on divise par
2n(2n — 2)(2n — 4)...4 x 2, On aura I, = /T
Pour le cas impair

Ipyr = (2n)l2n—~1
Iy = (2n - 2)1211—3

13 = 2[1

Iny1 = 2n(2n — 2)(2n — 4)...4 x 2 = 2"n!
Partie 2

1. a) Ona f(z) >0 VzeR

22
72 f(z)dz = [FPzeFdr =1.
Donc f est une densité de probabilité.
b) La densité de M? est donnée par

L(fVB) + f(—vE) sit>0 _
fM’(t):{of :itso _{

le~3 sit>0
0 sit<0
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d’ot M? suit la loi exponentielle de paramatre 3. E(M?) =2 et V(M?) =4

+00 2
Mapz(n) = BE(M?™) = / 2"~ T dg = Dpnyy = 2'n,
0

2.a) X=X;+Xp,ona

400

+00 1 M
veeR fx@= [ fuG-din@dy= [ et vi

onposet=2x—Y

fx(z) = / ’ %e—“—;—’ Fr (D)t

—0Q

e Siz <0, fx(z)=0.

eSiz>0, fx(z)=[ il e idt= [5 e %dt=1ze5.

lre™% siz>0
= 4
f"(t)“{o siz <0

b) Ona fY/X:z = U([O, :U])

1o
frjx=2(y) = { g :irz)f [0,z]
le-3
Ixy(@,9) = fryx=(y) fx(z) = { 66

La loi marginale de Y,

Ve R) fY(y) = fj—:)o fX,Y('Z: y)dx

e Siy>0, fr(y) =[ "jetde=13et
Y suit la loi exponentielle de parametre %
c) la densité conditionnelle de X sachant Y:

fx,Y(ar, y) _ {

Vy> 0 fxyey(n) = TS =

d)

+00 +00
E(X/Y) = / Tfx/y=y(z)dz = €3 /y %xe‘%d:c = e%[—xe“g'];w+e§ /y

+o00  ptoo +00 z z
vy = [ [ ey perlodedy = [zt [ vray)as =
—00 J-o0 0 0

1 +00

npm+l,—% 272 (n +m + 1)

si0Ly<z
sinon

m+1J; N m+1

e 3dr = y+2
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Partie 3

1.a)Ona: ax2+bx+c=(ﬁx+2—%)2—§%+c

+oo 2 b2 —4ac +oo b_y2
/ e~ laz?+bate) o . (P00 / e~ (Vazts7z) dx

o0 o0

on pose t = y/az + 5}’/—; on obtient

/+w e—(a:c2+ba:+c)dx — e(bz—;f—ﬂ‘g /+w e—(t)'z_‘?f_ - \/Ee(éfﬁh_q-
oo oo Ve a

b) G = N(0,0) et G = N(0,0’) sont indépendantes, on a

+o0 - +00
1 _=m)? a2
VteR,  fora(t)= fe(t — z)fer (z)dz = / ¢t e Thmdr =
00 oa’2n J_o
+o0 /
1 I . T Y NS SR
oa2m J_ Vol + o2y/2r

G+ G = N(0,Vo? + o).
c) % = N(0, %)

2. a)
Sn Sn Sn \/ﬁ e _.7_153 \/;i +oo na
P(—- 201)=P(—,<_—04)+P(-—2a =X e 2 da:+—-—-/ ~2 dzx.
o n n ) V21 Jow V2 Ja °
On pose dans la premiére integrale £ = —z on obtient le résultat.

b) évident

3. a) évident

b) [, e e du =1
c

+o00 too o +o0 o2 +co u? 1
/ e'“"‘du—/ e "y = / e *(1—e 2 )du < / —e "du = —;
0 0 0 0o 2n

no?
+o00 +00 o2
lim ( e ““du — e_%‘“adu> =0
n—-+oo 0 0

d) Lorsque n tend vers !'infini, on a
Sn [ 2 _ne?
p( =2 > a) ~ 4] —eT T,
n nm
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