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Correction de I’épreuve de Mathématiques

Partie 1

1) Il est évident que T est linéaire par rapport a f.

v e
2) On a par intégration par parties: Tf(—z) = —/ tf(—t)dt = —/ tf(t)dt pour z # 0
0

d’ol si f est paire (respectivement impaire) T est pairc (respcctlvement impaire)

3) 1l est clair que si f > 0 alors 7¢ > 0 en effet si z # 0 on a

z>0 alors ——~/ tf(t)dt >0
z <0 alors —-/ tf(t)dt >0
4) Si f = ¢ = cte alors ~1— JEl‘f({)dt~ ¢
= = f(t)dt = =
1 2 1 ¥ ap a) as 2
5) Si f(t) = ao + a1t + ast® alors Tf(x):m—Q tf(t)dt—_—_Q_ 37T +Z
0

6) Si|f| < M alors ||Ty|| < M

7) Si f est continue en 0 donc |f(z) — F(0)| < € pour ¢ assez petit [Tr(z) — T (0)] < g pour
assez petit.

9 (1)) =5 [ 70+ o/(2) = H((@) - 204)

Partie 11
. ag ai as
1) Onasi f € Py alors T(z) = 3-{-—5 —f——:]: € Py
1
- 0 0
2 1
1
0 0 -
4
1 1 _
3) Les valcurs propres sont 3 3 ct 2 les vecteurs propres associées
1 0 0
vp=1 0 vo=1{ 1 Jetvz=1| 0
0 0 1
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1
— 0 0
2n 1
4) An == 0 . 0
371. 1
0 0 o
5)
Lo
Ty = —
Y23
0
Yn = an
2
2n = o
0 ) 0y
6) Z:E":—l—:ldouxozi;
n=0 _
2
(o8]
Zyﬂ:%:ld>01\ly0:—;
TL;O §
2y = '23—0 =1douzy=—
1=0 _
" 1
Partie IT
1) Jim F(z)=0, et hrf F(x) = 1, F est croissante et F' est dérivable ct on a
T—r—CcC L 00
] =17 si 0<t<l1
Felt) = Fx(t) = { 0 sinon
2) Ona
0 si:
: 2 [Tatar— [ ot
2 NG) - .
z? Jy 5 /%

02 1 5 3 2 T
= [ tF)dt = = _2 2 i
7 |, P ﬁAtw Hﬁ+ﬁztﬁ51

ona lim G(z)=0,et lir}rq G(z) =1, G est croissante et G est dérivable on obtient donc
T——00 T—-+00

fr=0¢
3) Z=G(Y), on calcul la fonction de répartition de Z on obtient

0 si 2<0
Fz(z) =% =z si o<z<1
1 si z>1

d’ott Z est uniforme sur [0, 1]

1 1
= — 7)==
4) Var(Z) 13 E(Z) 5
e e, ) . - E(Z) 1
5) L'inégalité de Markov, Z étant une variable positive alors on a P(Z > a) < =5
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Var(Z 1
6) L’inégalité de Tchebychev donne P(|Z — E(Z)]) > k) < a];( ) d’ot P(|Z — §|) >a) <
. ,
12a?
7) Un calcul simple donne
exp(t) — 1 ,
_— t
®y(t) = ; si t#0
1 si t=0

8) Un simple développement limité & 'ordre 2 de ¢z au voisinage de 0 donnc

; PN t t?
©z(t) = 22(0) + 25 (0)t + @5 (0) +o(t?) =1+ s+T+ o(t?)
. 1 p , I 7 1
d’on E(Z) = ) et Var(Z) = ®,(0) + (5(0))? = 215D

9) U=min(Z,1~2Z)€[0,1] et V=max(Z,1-Z) € [0,1]
on calcul les fonctions de répartitions de U et V on trouve

1
0 si v< 3
Fy(v)=1 9y 1 si %Svgl
1 si v>1
En dérivant, on obtient
o1
folv) = 2 si §<v<1
0 sinon
7 ~ : 1
d’ot V est uniforme sur (5, 1)
De méme pour U, on obtient
0 si u<0
. 1
Fylu) = 2u si OS'L;S 3
1 i > =
si u> 5
En dérivant, on obtient
1
0 si u> > ou u<0
fulu) = 1
2 si 0<u< 3

donc U est uniforme [0, %}

10) BE(U+V)=EU)+E(V)= = % et Var(U+V) = Var(U)+ Var(V)+2Cou(U,V)

I

+

P

Partie I1
1) Un simple changement dc variable donne ®(—z) =1 — ®(z) d’ont $(0) = —;—

2) E(H)=5ct Var(H) = g
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E(H
3) Par linégalité de Markov, H étant une va positive, on obtient P(H > 6) < (6 ) = g

4) Dapres le théoréme limite centrale, on a P(H>6)=1- (I><\/§)

5) 16%

6) On obtient le systéme suivant

8 —5a —b=ldl
Sa+la|+b=38

les solutions (a, b) sont (2, —4) et(—2,16)

7) p(K, H) = & = +1
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