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Exercice

(Q, F,P) un espace probabilisé donné.
kK

V = (X,Y)}, un vecteur aléatoire de loi gaussienne, Ro(0,T), centré et de matrice de covariance

I'= ( _31 _31 > ,. c’est a dire Var(X) =Var(Y) =3 et Cov(X,Y) = —

1. Cov(X,Y) =Cov(Y,X)=-1#0,don, E(XY) # E(X)E(Y), donc X et Y ne sont pas
indépendantes.
2. Pr(X) = det(F XId)=4d-X)2-X)=0«<= X=40u X =2, donc I" admet A\, =4

et Ao = 2, comme valeurs propres, distinctes en dim 2 I est diagonalisable et il existe une
base orthonormee de Vecteurs propres.

3. Ker(I' — 4.Id) est le s.e.v. engendré par u; = (1;—1)% donc u = ?/1—_(1 —1)* est un vecteur
de base normé.
Ker(I' — 2.1Id) est le s.e.v. engendré par vy = (1,1)f, donc v = %(1;1)” et la base
orthonormée est B = (u,v).

4. (a) Soient lesvaa. T=3~<Viu>, et Z = % < Vv =, avec V= (X, V)

T = XY
\/_
linéaires de v.a. gau551ennes
(b) var(T) = [varX +varY — 2cov(X,Y)] =1 (d’aprés la matrice I')
var(Z) = 1 [varX +varY + 2cou(X,Y)] = 1, E(T) = E(Z) = 0 donc Cov(T, Z) =

et Z =% "’Y suivent la loi gaussienne réduite centrée R(0, 1) car transformés

E(T2),
B(T7) = E[(XF) (X9 = —l\/——(varX — vary) =0
Donc la matrice A = ( é ? ) A7 = Ids est la matrice de variance-covariance du

vecteur W = (T, 2)t,
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() W = (T, Z)* est transformé linéaire du vecteur V par la matrice M = ( 2

donc la loi de W est gaussienne, centrée réduite de R?.
(d) La densité de probabilité du couple (T, Z) est donnée par:
— 1 1 ANt - L 242y .
fir.z)(t:2) = == exp [=5(t. 2) A (8, 2)f] = grexp(=55) = fr(t).fz(2).
Donc T et Z sont des v.a. indépendantes, et de lois normale réduite centrée RX(0,1),
chacune.
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Probléme
Partie T
I (2(3_7:)1!)1 = in.ﬂ — 0, donc le rayon de convergence R = +o00, et la série

3.

=1

8.

S 2:277, . .y . - -
> {anyr €St une série entiére convergente sur tout R, et sa limite est la fonction h(z) -

n=0
_ t+‘~t
cosh(t) = &5—.

o0

o0
™ z? 22" An41 2npl 1
. explz) = I donc exp(%) = et = s = —— 0, donc ]
p( ) n;() [ p( 2 ) g’ an nlo a 2711—1(.”‘_‘_1)! 2(1’1—{—1) ne—oo )
rayon de convergence est —+oo.
A

(a) par recurrence facile , car 21 (n + 1) < (2n + 2)!
(b) autre méthode : le produit de tous les nombres pairs jusqu'a 2n < au produit de tou
les nombres jusqu’a 2n

2 = 2n
cosh(t) = 3 (“izn)_' et exp(5) = 3 527 . comme Vn > 0, 2"n! < (2n)!, alors on obtient
n>0 " " - n=0" """

'\JIKT‘:

2n 2n
(;n)! < s, et cosh(t) < exp(

).

(a) x — exp(z) est une fonction de classe €, sur R, de dérivée seconde positiv
strictement sur R, elle y est donc convexe.

(b) la convexité de la fonction exp implique que pour tout z € [~1,1] et pour tout ¢t € R
on a

exp(tz) < 3(1 — z)exp(—t) + (1 + z) exp(2)

(a) X v.a.r., bornée par 1 et telle que E(X) = 0, implique que la v.a.r. exp(tX) est auss
bornée p.s. et admet une moyenne finie, 'inégalité de la question précédente s’applique

d’ott le a).
(b) E[exp(tX)] < 1E(1 — X).exp(—t) + 3E(1 + X)exp(t) < SRIxenl) _ oy =
cosh(t).

(c) linégalité cosh(t) < exp(i;)7 pour tout ¢t € R et b) impliquent :

E(exp(tX)) < exp(§).

E[exp(t.Sn)] = E[exp(¢. Y 1y X)]=E [ﬁ exp(tXi)} = ﬁ E [exp(t.X;)]

i1 par indépendance [

Donc E [exp(t.5,)] < exp(”:ztz).( car les X; ont méme loi que X).

(a) € > 0,¢ > 0, la fonction z — exp(¢t.z) étant croissante, on a
(S, = 2) C (exp(¢.S,) = exp(te)) implique, P(S, > ) < Plexp(t.S,) = exp(t.e)).

2
(b) L’inégalité de Markov implique:P(S, = &) < E(:;cggif)n)] < e’:ﬁé’&_;)).

2

—g®

(c) g(t) = n% —te; sadériveest g/(t) =nt—-ec=0+=1t=2>0 et g(s)= 7 etla

. : , _e?
courbe de g admet un minimum pour ¢ = =, qui vaut 5.
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(d) pour tout £ = 0 et tout ¢ > 0. la fonction exp étant croissante, on a :

P(S, > &) <exp {Ig}(l)l!/n% - t.s)} = exp(—3 ) d’ou (3).
9. On a:

@) (Tl =)= (T =) U(T < ~2)=(T>e)U(-T = e), implique
PT| > ¢e) S P(T = &)+ P(~T = ¢).

(b) Appliquant I'inégalité (2) aux v.a —7 et 7', on obtient:
P(=T = ¢) < exp(~£) = P(|T| = £) < 2.exp(— ). d'ou (4).
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Corrigé de la partie II

1
1. La v.a.r U €{0,1], donc 0 < v/1+ U% < +/2. On en déduit que 0 < \—/—5\/1%—U4 <1

Don |X| < 1.
2. On a:
E(X) = - /1\/1 tdu = £
< - \/§ . “+u U——E
— 1< I
E(X,) = —> E(X)=E(X:)=—
= V2
) 1/t u? 11
E(X*) = -.{2—/0(1+'1L4)du:{u+€} :§+IB
0

V(X) = E(X?)~E*X)

IN

R 1
E(X®) - 5 car I>1
1 1 1 1

< Ste—s=—

2 10 2 10

3. (a) En vertu de l'inégalité de Markov, on a :

P (;(X - E(X))?| > ;) < QV(X).

Il s’ensuit que :

pllx—tle 2 ) ot 18
T V2T VR T 1022 T 5e?
(b) On a:
- I £ V(X,)
PlIX, - —]>— ] <2—"

. 11 vient alors :

- £ < 1
V2] T Bne?

Or, V(X,) = EV(X) <

n =

10n
P(

e I
n ‘ \/—2—

Par conséquent :

— I £ 1
1-PllX, — — -— ] <
( V20T \/ﬁ) ~ Hne?
soit,
PlIX ! <> !
TRl T VR T Bnet
4
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(=3

< —= avec une probabilité supérieure ou égale

/2

- 1
V2

On en déduit que

1 . Cest-a-dire

Sne?

Ie {\/‘Z-Yn —e,v2X, —'reJ

avec une probabilité supérieure ou égale & 1 — oy
ne

1
(¢c) Pour que la Relation (5) soit vérifiée, il suffit que 1 — o >1—a Or
ne?

1— >l—-—a=

5ne? — 5ne?

<a=n> =7n].
S5ae?

(d) En appliquant 'inégalité (4) aux v.a.r, (¥;)1<i<n, on obtient :
P (
(2
plZ
n

On en déduit que :

soit,

/

fonetion de £ :

Ve >0, IF’(

P (
L , " 3 2e e s
Soit & un réel positif tel que % = —. Alors 'inégalité ci-dessus se réécrit er
2 n
— I g ne’?
Pl|IXn——=|>—| <2exp|{—1.
YT RV Bk T
On en déduit, aprés avoir passé & I’événement complémentaire, que :
- I - g o1 9ex ne”?
"B S A) 2 exp TR
Enfin, il suffit de rempacer £ par ¢.
(e) Pour que la Relation (5) soit vérifiée, il suffit que
1 - 2exp | ~=| >1
exp T .
ne ne o 16 « .
1 - 2exp T >1—a=exp T S—énz—zln(g):ng,

Or,

4. On trouve nj = 2.00010° et n3 = 1.216 10°.

5
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