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Exercice

1.OnaP(Xy=1)=1 et ]P(X1=‘7):lP(X1=3)=O.

9. Soit n entier naturel non nul, {(Xn= 1), (Xn = 2),(Xn = 3)} est un sysréme complet

d’événements.
La formule des probabilités totales donne

P(Xper = 1) = P(Xny1= UX, = 1P(Xn =1)

1
+ P(Xpe1=1UXn = QP( Xy = 2) + P(Xnt1 = 1Xn = 3)P(Xn = 3) = gﬁp(xn

P(Xns1 = 2) = P(Xpn= 2| X5 = LP(Xy = 1) +P(Xns1 = 2| Xn = 2)P(Xn = 2)

+ P(Xnp1 = 21Xn = 3)P(Xn =3) = %IP(XR =1)+ %P(Xn =2)

P(Xn+l = 3) = ]P(X-nJr]_ = SIXn = 1);P(-Xn = 1) + ]P(Xﬂ_l,—l = 3lX'n = Q)P(Xn = 2)

b P(Xnpy = 31Xn = B)P(Xn =3) = %]P(Xn — 9) 4+ P(Xn =3)

100
Soit Upyy = AUy, avec A la matrice de Mz (R) définie par: A= 3 (2 2 0)
g0 13

3. (a) A est triangulaire, Jes valeurs propres coincident avec les éléments diagonaux.

1
Soit Sp(4) = {5’%’1}' s matrice A amet trois v.p distinctes, donc A est

diagonalisable.
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(5"

(d) On a: Up = A" 10y Soit Un = | 2(3)" =2(})" | Clest-a-dire
-1 n~1
1+ (5)" -2(3)

4. () Ona:PY=1)=PY =2)=0
Y est une variable aléatoire discréte, donc:
Pour n = 2.

P(Y=n) = Pn-1<Y <n)=P¥ <n)-P(Y <n-1)
n—1 -1
P(X, = 3) = P(Xn_1 = 3) = (%) _9 (%) |

{b) Le rayon de convergence r de ) JP(Y = n)a™ vaut r = 2 et pour tout T < 3,

473 2z\" 223 T\ 43 23 23
g”(‘”)__g_z(?) _‘éwnzm(i) ~3(3-2) 33—z 22-9z+9

nzt

62 2z (42 — 9)
3 ! = - ’
(c) Pour z < 5, gy(x) 202 — 0+ 9 (2332-»9:::-{-9)2 )
11
Ona: EY) =gy (1) = 5
Probléme
Partie I

1 e NP leT g APZP et f #P~1dz converge.
0

De plus lim z° (A”w’p“le"‘\m) = 0. Donc I'(p, A) converge.
Z—C0

o 2P (1 =12)771 ~p P71 et /m”_ldz CONVErge;
0

1
P11 — )9t~y (1 - )t et / (1 - )7 'dz converge. Donc B(p,¢) converge.
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2. En effectuant le changement de variable u == Az, on obtient T{p,\) = T(p).

A A
3. Pour A > £ > 0, par intégration par parties / Pe~ldt = ['u.(t)v(t)}ﬁ1 + p/ tP~letdt,
£ Jg

L[ ey =1 ()= p”’"l
P { () =e oft)=
En faisant tendre £ vers 0 et A vers oo, on obtient T'(p + 1) = pI'(p).

4. Par itération, on montre que pour p un entier naturel non nul, I'(p)=(p— 1L

x

5. (a) Parle changement de variable § = arccos /T, on montre que B(p,q) =2 / * cos?~1 9 sin® 1 0de.
0

{e20]
Par le changement de variable 4 = /T, on montre que D(p) =2 / e~y 2 gy,
0

{b) OnaT(p) = 2] e U duet T(g) = 2[5 e~ 20 1dy. Pour A = R™* x R™™ et

en passant en coordonne es polaires, on obtient

T(p)T{g) = 4[] e~ (W) 201020 L gy iy = 4// e_'"z('r cos §Y2P 1 (r sin )%~ rdrdd
A D

bt

o0
(c) On a: I'(p)L'(g) = 4]2 cos? ™} fsin®t 9016/ e 2t )-1gr = B(p,q)T(p+ q)
0 0

>3 1 £
Comme / e 2ot —lgr = -Z-F(P +q) et fz cos?P~1 Psin®~1 gdf = %B(P:Q)
Q 0

£

alors
I'(p)T'(q)

Blp.a)= T(p+4q)

[SIE]

(d) Ona: B(5,3) = Eﬁ%ﬁ)—=(r(%))2:2f d¢ = 7. Donc : T'(3) = /7.

0
Partie 11

400
1. (a) La fonction g est continue sauf peut-étre en 0 et positive. De plus / g(x)dzr =

W —CQ

T(p, A
(IE )) = 1. Donc g est la densité de probabilité d'une variable aléatoire U suivant la
Ilp

loi gamma v{p, A).
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(b) La loi (1, A) est la loi exponentielle de paramétre A

oo AP +oo
(c) Sous réserve de convergence, o & E(X) = / zg(z}de = ) / e~ gPdz. 1
0

+eo
résulte de ce qui précéde que, pour tout p > 0, e~ P1dy converge et vaut
0
T(p) . T ep T(p+1)
Y On en déduit que e~ zPdx converge et vaut o
. . ¥ I(p+1) T+ _p
Ainsi B(X) existe et E(X) O ) S
P +oo
De méme sous réserve de convergence, E(X?) = Tw ] e~ zPt gz, Par le méme
0
+oo T 9
raisonnement, ./0 e~ M pPtldr converge et vaut (fpt,z ) Ainsi X posséde un
N T(p+2) T(p+2) .
- AN oY L S _ plpty) ,
moment d’ordre 2 et E(X?) == By e A = B3l On en déduit
1 2
que X posséde une variance V(X) = E(X?) - (B(X))? = ple+1) P _ P

2. (a) Les variables U et Uy étant positives, f est nulle sur R_ et d’aprés le rappel, on a,
pour z > 0,
}\a+b T

f@) = T Jo © e - e "

)\a-l-b N fz > 1( ; 1d
e " g = )Y dL.
(p)T'{g) 0 )

On fait le changement de variable u = % On obtient, pour z > 0,

flzy = ——}:::ib—e,"’\ac /I(mu)p—l(m(l—t))q”la:du
I'(p)'(q) 0
pYan g 1
e~ mp+q‘lj[ #-(1 — )7Lt
e , e
1 1
On remarque qu'en posant ¢ = m/ tp“l(l - t)q“ldt, on a, pour tout
0

z >0, flz)= APHIgPHa—1e= ot pour tout z < 0, f(z) = 0). La fonction f

est une densité de probabilite. On en déduit que ¢ = P—(p———w et Uy + Us suit la lol

+q)
¥{p + ¢ A)-
v _ 1
(b} D'une part, ¢ = Tprgy
B(p, q)

1 1
D’autre part, ¢ = —-~———--/ -1 — )7t = On retrouve donc la
For@ b T 0

relation B(p,q) = Ff%%)-%%

T'(p)I'(q)

4
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3. {a) Cherchons sa fonction de répartition. La variable 72 est positive donc Fga{z) = 0 si
z <0 et, pour z > (,

Fpls) =P(Z2<2) = P(—vVZ < 2 <VE)=8(V7) - B(—+/2)-

1 z2
La fonction ® est dérivable sur R de dérivée ¢ : T——==g 2

fg2 de Z en dérivant Fzz. Pour z < 0, fzlz

() = i (p(V) + p(—VE) = —=Ee
NG 7

_ On obtient une densité

9

= 0 et pour z > 0,
i

e

ot e

Z
e 2.

T

z

=1

1
;
La variable Z2 suit donc la loi v (3, 3).

(b) D’aprés la question (2a}, la variable somme S de n variables aléatoires indépendantes
suivant la méme loi que la variable Z? suit une loi 7 (%, 1}.
Ona: E(§)=n et V(5)=2n

Partie III

1. e (t <T1) = "le premier signal arrive aprés Pinstant t"
= "l n'y a pas de signaux entre les instants 0 et t" = (N; = 0)
o (N;>n)="ilya an moins n signaux qui sont arrivés entre les instants O et ¢"
= e n®™€ signal arrive & l'instant  ox avant" = (Tp < t)
s (N, =mn)="ily a exactement n signaux qui sont arrivés entre les instants 0 et #"
_ e nitme gigmal arrive & l'instant ¢ ou avant et le (n - 1)*™¢ aprés ¢
= (Tn < t, Iny1 > t) =T, <t< Tn»%-l)

2. (a) D’aprés la question (2a), la variable T, est la somme de m variables aléatoires
indépendantes suivant la méme loi y(1, 2\) suit une loi v(n, A).

(b) P(N;2n)=P(Tn < t)= /Ut E_n_f\_ﬁl_)lmn-leﬂ,\mdm

(c) e Nyesta valeurs dans N
PN, =0)=P(<T)=1-PM1 <t)=1~ (1—e )=
e Pourn € N*,

P(N, =n) = PN, 2n)-P(N;2n+1)

t n t ynt+l n i t n
— A mn-—len)\mdﬂ; _ A mne—/\mdl: — _A_xnew-/\n: — ( )\) eﬁ)\
g (n—1)! g 0 !

5
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Donc N, suit la loi de Poisson P (M)

| Dowdaierdieo?®

3. (a) Solentn€Nett€ R,
Si N; = m, il y a alors népreuves de B
p ( le signal a sté detecté par §). On compte alors le
conditionnelle de Dy sachant (Ny=mn) estla loi binomiale de parameétre

ernoulli indépendantes de probabilité de SUCCEs
nombre de SUCCES. Digh la lot
sn et p. Donc

vk e {0,1,..n}h P(D;=kiNy=n)= Chpfgn* avecg=1-"p

e

(b) e Dyesta valeurs dans N
ek € N, P(Di=k) = ZIP(Dtr-k]Ntﬂn)P(Nt

=n) par la formule des

n=0

probabilités totales avec Je systéme complet d'evénements (Ni = Nnen
o0 n i o0 -k n
Y = BT S VR AR SN g (M)
P(D.=k) = p O d ¢ TS 2 (n— k)l
n= n=k
e o i (gx)"
- k! nl

En posant le changement dindice m =n—k, on reconnait une série exponentielle

P(D,=k) = "7~

pt), ainsl E(D) = Y(Di) = Apt.

15 k
(Pkf) oMo Mt — (PAL)” -~ apt
| N

Donc D, suit la loi de Poisson P (XN
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