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CHAPITRE PREMIER

ALGEBRES DE LIE

Dans les paragraphes 1, 2 et 3, K désigne un anneau commu-
tatif ayant un élément unité. Au paragraphe 4, K désigne un corps
commutatif. Dans les paragraphes 5, 6 et 7, K désigne un corps
commutatif de caractéristique 0 *.

§ 1. Définition des algébres de Lie

1. Algebres

Soit M un module unitaire sur K, muni d’une application
bilinéaire (z,y) > xy de M x M dans M. Tous les axiomes des
algébres sont vérifiés & 'exception de ’associativité de la multi-
plication. Par abus de langage, on dit que M est une algébre non
nécessairement associative sur K, ou parfois, quand aucune
confusion ne peut en résulter, une algébre sur K. Dans le présent
no, nous emploierons cette derniére terminologie.

Si on munit le K-module M de la multiplication (z, ) — yz,
on obtient encore une algébre qui est dite opposée & P'algébre pré-
cédente.

Un sous-K-module N de M stable pour la multiplication est
muni de maniére évidente d’une structure d’algébre sur K. On

! Les propositions démontrées dans ce Chapitre s’appuient exclusive-
ment sur les propriétés établies dans les livres 1 & VI, et sur quelques
résultats de lg. comm., chap. 1II, § 2.
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dit que N est une sous-algébre de M. On dit que N est un idéal d
gauche (resp. a4 droite) de M si les conditions ze N, yeM en-
trainent yz e N (resp. zy € N). Si N est & la fois un i1déal a4 gauche
et un idéal & droite, on dit que N est un idéal bilatére de M. Dans ce
cas, la multiplication dans M permet de définir, par passage au
quotient, une multiplication bilinéaire dans le module quotient
M/N, de sorte que M/N est muni d’une structure d’algébre. On
dit que M/N est algébre quotient de- M par N.

Soient M, et M, deux algébres sur K, et ¢ une application de
M, dans M,. On dit que ¢ est un homomorphisme si ¢ est K-li-
néaire, et st o(xy) = o(x)e(y) pour reM,, yeM,;. Le noyau
de ¢ est un idéal bilatére de M,;, et 'image de ¢ est une sous-
algébre de M,. Par passage au quotient, ¢ définit un isomorphisme
de Valgébre M;/N sur 'algébre ¢(M,).

Soit M une algébre sur K. Une application D de M dans
M est appelée une dérivation de M si elle est K-linéaire et si
D(zy) = (Dx)y + x(Dy), quels que soient ze M et ye M. Cette
définition généralise la déf. 3 d’Alg., chap. IV, § 4, n° 3. Le
noyau d’une dérivation de M est une sous-algébre de M. Si
D, et D, sont des dérivations de M, alors D,D, — D,D, est une
dérivation de M (cf. Alg., chap. IV, § 4, n° 3, prop. 5: la dé-
monstration de cette proposition n’utilise pas 'associativité de
I’algébre).

Soient M, et M, deux algébres sur K. Sur le K-module pro-
duit M =M, x M,, définissons une multiplication en posant
(21, Y1) Y2) = (TaY1, Tays), quels que soient z;, ¥, dans My, 5, ¥,
dans M,. L’algébre ainsi définie s’appelle I'algébre produit de M,
et M,. L’application z, — (z;, 0) (resp. 2, (0, x,)) est un isomor-
phisme de M, (resp. M,) sur un idéal bilatére de M. Par ces isomor-
phismes, on identifie M, et M, & des idéaux bilatéres de M. Le K-
module M est alors somme directe de M, et M,. Réciproquement,
soient M une algébre sur K, et M, M, deux idéaux bilatéres de M tels
que M soit la somme directe de M, et M;. OnaM,M,cM; n M, = gO} ;
done, si x;, ¥, appartiennent a M; et =z, y, & M,, alors
(21 + T MYy + ¥s) = 21yy + XY, de sorte que M s’identifie &
Palgébre produit M; x M,. Tout idéal a gauche (resp. a droite,
bilatére) de M; est un idéal a gauche (resp. & droite, bilatére)
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de M. Nous laissons au lecteur le soin de formuler les résultats
analogues dans le cas d’une famille finie quelconque d’algébres.
Soit M une algébre sur K, et supposons que le K-module
M admette une base (a)),gr. Il existe un systéme unique
(Vrp)npenxnxs d'éléments de K tels que a,a, = Z\’J-{Mvav quels

que soient A, . dans L. Les, Yauy S'appellent les constantes de struc-
ture de M par rapport a la base (a,).

Soient M une algébre sur K, K, un anneau commutatif ayant
un élément unité, e un homomorphisme de K, dans K transfor-
mant I’élément unité en élément unité. Alors, M peut étre considéré
comme algébre sur K, en posant «.z = p(«).z pour a € K,, ze M.
Il en est ainsi, en particulier, lorsqu’on prend pour K, un sous-
anneau de K contenant I’élément unité, et pour p Papplication
identique de K4 dans K.

Soient M une algebre sur K, K; un anneau commutatif ayant
un élément unité, ¢ un homomorphisme de K dans K, transfor-
mant I'élément unité en élément unité. Soit M, o = Mz, le
K;-module déduit de M par extension & K; de ’anneau des sca-
laires (Alg., chap. 11, 3¢ éd., § 5). Le produit dans M définit cano-
niquement une application K;-bilinéaire de Mk, X M, dans
M,) (4lg., chap. IX, § 1, n° 4), de sorte que Mk, se trouve
muni d’une structure d’algébre sur K, (qui est dite déduite de M
par extension a K, de l'anneau des scalaires). Il en est ainsi, en
particulier, lorsque K est un sous-anneau de K, contenant ’élé-
ment unité et que o est Papplication identique de K dans K,.

2. Algébres de Lie

DErFINITION 1. — Une algébre g sur K est appelée une algébre
de Lie sur K st sa multiplication (notée (z, y) — [z, y]) vérifie les
tdentités :

(1) [z, 2] =0
(2) [.’B, [y7 z]] + [yv [Z7 z]] + [z, [.’D, y]] =0

quels que soient z, y, z dans g.

Le produit [z, y] est appelé le crochet de = et y. L’identité (2)
est appelée Uidentité de Jacobi.
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Le crochet [z, y] est une fonction bilinéaire alternée de z, y.
On a donc l'identité :

©3) [z, y] = - [y, =}
de sorte que I'identité de Jacobi peut s'écrire :
(4) [z, [y, 2]] = [[=, ¥], 2] + [¥, [=, 2]].

Toute sous-algébre, toute algébre quotient d’une algébre de
Lie sont des algébres de Lie. Tout produit d’algébres de Lie est
une algebre de Lie. Si g est une algébre de Lie, I’algébre opposée
g® est une algébre de Lie, et I'application =+ — 2 est un isomor-
phisme de g sur g° en vertu de 'identité (3).

Exemple 1. — Soit L une algébre associative sur K. Le cro-
chet [z, y] = zy — yx est une fonction bilinéaire de z et y. On véri-
fie facilement que la loi de composition (z, y) [z, y] dans le
K-module L fait de L une algébre de Lie sur K.

Ezemple 2. — Dans 'exemple 1, choisissons pour L 'algébre
associative des endomorphismes d’un K-module E. On obtient
Palgébre de Lie des endomorphismes de E, notée gl(E). (Si E = K",
on note gl(n, K) P’algébre de Lie gli(E).)

Toute sous-algébre de Lie de gl(E) est une algébre de Lie sur
K. En particulier:

10 Si E est muni d’une structure d’algébre (non nécessairement
associative), les dérivations de E forment une algébre de Lie sur K.

20 Si E admet une base finie, les endomorphismes de E de
trace nulle forment une algébre de Lie sur K, qu’on désigne par
sl(E) (ou par sl(n, K) si E = K").

3° L’ensemble M,(K) des matrices carrées d’ordre n peut étre
considéré comme une algébre de Lie sur K canoniquement iso-
morphe & gl(n, K). Soit (E;) la base canonique de M.(K) (Alg.,
chap. II, 3¢ éd., § 10, n® 3). On a facilement :

([E, Eu} = 0 si jEk et {#£1
(5) [Ey, Ex] = Ey si t#1
[Eij, Ex] = - By si j#k

[Ey, Bi] = Ex— Ey
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On note t(n, K) (resp. st(n, K), n(n, K)) la sous-algébre de
Lie de M,(K) formée des matrices triangulaires (resp. triangulaires
de trace nulle, resp. triangulaires de diagonale nulle) (4lg.,
chap. II, 3¢ éd., § 10, n° 7).

* Fxemple 3. — Soit V une variété indéfiniment différentiable
réelle. Les opérateurs différentiels & coefficients réels indéfiniment
différentiables sur V constituent une algébre associative sur R,
done, d’aprés I'exemple 1, une algébre de Lie A sur R. Le crochet
de deux champs de vecteurs indéfiniment différentiables sur V
est un champ de vecteurs indéfiniment différentiable, donc les
champs de vecteurs indéfiniment différentiables sur V constituent
une sous-algébre de Lie f de A. Si V est un groupe de Lie réel, les
champs de vecteurs invariants a gauche constituent une sous-
algébre de Lie g de { appelée algébre de Lie de V. L’espace vecto-
rie] g s’identifie & espace tangent 4 V en e (élément neutre de V).
Soient V' un autre groupe de Lie réel, ¢ son élément neutre, g’
son algébre de Lie. Tout homomorphisme analytique de V dans V'
définit une application linéaire de I’espace tangent &4 V en e dans
Pespace tangent & V' en e ; cette application est un homomor-
phisme de I’algébre de Lie g dans 'algébre de Lie g'. Si V est le
groupe linéaire d’un espace vectoriel réel E de dimension finie,
il existe un isomorphisme canonique de gl(E) sur I'algébre de Lie
g de V, par lequel on identifie g et gl(E).

DErFiNITION 2. — Soient g une algébre de Lie, x un élément de
g. L’application linéaire y — [, y] de g dans g s’appelle Uapplica-
tion linéaire adjointe de x et se désigne par adg z ou par ad z.

Prorosition 1. — Soit g une algébre de Lie. Pour tout z € g,
ad z est une dérivation de g. L’application x > ad z est un homo-
morphisme de U'algébre de Lie g dans U'algébre de Lie d des dériva-
tionsde g. SiDebdetzxeg,ona [D,adz] = ad (Dxz).

En effet, 'identité (4) peut s’écrire :

(adz).ly, 2] = [(ad =) .y, 2] + [y, (ad z) . 2]
ou:
(adz, ¥]) .2 = (adx).((ady).z) - (ady).((ad z) . 2)
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d’olt les deux premiéres assertions. D’autre part, si De b, ze g,
y<g,onal[D, ad 2].y = D([z, y]) - [z, Dy] = [Dz,y] = (ad Dz).y,
d’oui la derniére assertion.

L’application ad x s’appelle aussi la dérivation intérieure
définie par 2.

3. Algébres de Lie commulalives

DerinITION 3. — Deux éléments x, y d'une algébre de Lie sont
dits permutables lorsque [z, y] = 0. On dit que g est commutative si
deux quelconques de ses éléments sont permutables.

Ezemple 1. — Soient L une algébre associative, g I’algébre
de Lie qu’elle définit (n° 2, Ezemple 1). Deux éléments z, y sont
permutables dans g si et seulement si 2y = yx dans L.

*Ezemple 2. — Si un groupe de Lie réel G est commutatif,
son algébre de Lie est commutative. 4

Tout K-module peut évidemment étre muni, d’une maniére
unique, d'une structure d’algébre de Lie commutative sur K.

Si g est une algébre de Lie, tout sous-module monogéne de
g est une sous-algebre de Lie commutative de g.

4. Idéaux

11 résulte de I'identité (3) que, dans une algébre de Lie g, il
n’y a pas a distinguer entre les idéaux & gauche et les idéaux a
droite, tout idéal étant bilatére. On parlera donc simplement
d’idéal.

*Exemple. — Soient G un groupe de Lie, g son algébre de Lie,
H un sous-groupe de Lie de G. Tout champ de vecteurs invariant
a gauche sur H définit canoniquement un champ de vecteurs inva-
riant & gauche sur G, d’ou une injection canonique de l'algébre
de Lie § de H dans g ; on identifie ) 4 une sous-algébre de Lie de
g par cette injection. Si H est distingué dans G, I'image canonique
de ) dans g est un idéal de g.«
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Un idéal de g est un sous-module de g stable pour les dériva-
tions intérieures de g.

DErFiniTION 4. — Un sous-module de g stable pour toute
dérivation de g est appelé un idéal caractéristique de g.

Proposition 2. — Soient g une algébre de Lie, a un idéal
(resp. un idéal caractéristique) de g, et b un idéal caractéristigue de
d. Alors, b est un idéal (resp. un idéal caractéristique) de g.

En effet, toute dérivation intérieure (resp. toute dérivation)
de g laisse stable a et induit dans o une dérivation, donc laisse
stable b.

Soient g une algébre de Lie. Si a et b sont des idéaux de g,
a -+ bet anbsont des idéaux de g.

Soient a et b deux sous-modules de g. Par abus de notations,
on notera [a, b] le sous-module de g engendré par les éléments de
la forme [z, y](z € a,y € b). On a[a, b] = [b, a] d’apres 'identité (3).
Si z e g, on note [z, a], ou [a, 2], le sous-module [Kz, a] = (ad z)(a).

ProrosiTiON 3. — St a'et b sont des idéaux (resp. des idéaux
caractéristiques) de g, [a, b] est un idéal (resp. un idéal caractéris-
tique) de g.

En effet, soit D une dérivation intérieure (resp. une dérivation
quelconque) de g. Si zea et yeb, on a

D([z, y1) = [Dxz, y] + [z, Dy] = [a, b].

D’ot la proposition.

Si q est un sous-module de g, ensemble des z e g tels que
(ad z).aca est une sous-algébre n de g, appelée normalisateur de
a dans g. Si de plus a est une sous-algébre de g, on a acn, et a
est un idéal de n.

5. Seérie dérivée, série centrale descendante

On appelle idéal dérivé d’une algébre de Lie g, et on note (0g,
I’idéal caractéristique [g, g].
Tout sous-module de g contenant (0g est un idéal de g.
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On appelle série dérivée de g la suite décroissante 0Pg, (g, . ..
d’idéaux caractéristiques de g définis par récurrence de la ma-
niére suivante : 1) Mg = g ; 2) Fg = [Pg, (Fg].

On appelle série centrale descendante de g la suite décroissante
Cig, C2q, ... d’idéaux caractéristiques de g définis par récurrence
de la maniére suivante : 1) Clg = g; 2) C?*lg = [g, C?g]. On a
C2g = Vg, et CP*lg o R»g pour tout p, comme on le voit aussitdt
par récurrence sur p.

ProprosiTiON 4. — Soient g et §) deux algébres de Lie sur K,
et f un homomorphisme de g sur h. On a f(0¥g) = @D, f(C"g) = 7).
Si a et b sont des sous-modules de g, on a aussitét f([a, b]) =
[f(a), f(b)]. La proposition est alors immédiate par récurrence sur p.

COROLLAIRE. — Soient g une algébre de Lie, a un idéal de g.
Pour que Ualgébre de Lie gla soit commautative, il faut et il suffit
que a > (g.

En effet, dire que g/a est commutative revient & dire que
(Xg/a) = {0 }. Or, 0Xg/a) est, d’aprés la prop. 4, I'image cano-
nique de (dg dans g/a.

6. Série cenitrale ascendante

Soient g une algébre de Lie, et P une partie de g. On appelle
commautant de P dans g ’ensemble des éléments de g permutables
a ceux de P. Ce commutant est I'intersection des noyaux des ad g,
o y parcourt P ; c’est donc une sous-algébre de g.

ProrosiTION 5. — Soient g une algébre de Lie, a un idéal
(resp. un tdéal caractéristique) de g. Le commautant o' de a dans g
est un idéal (vesp. un idéal caractéristique) de g.

En effet, soit D une dérivation intérieure (resp. une dérivation
quelconque) de g. Si zea' et yea, on a

[Dz, y] = D([z, y]) - [z, Dy] = 0;

donc Dz e a’. D’ou la proposition.
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Soit g une algébre de Lie. On appelle centre de gle commutant
de g dans g, c’est-a-dire I'idéal caractéristique des z e g tels que
[z, y] = O pour tout y € g. Le centre de g est le noyau de ’homo-
morphisme z — ad z.

On appelle série centrale ascendante de g la suite croissante
Cog, g, . . . d’idéaux caractéristiques de g définis par récurrence
de la maniére suivante : 1) Cog = {0}; 2) Cpag est I'image réei-
proque, pour Papplication canonique de g sur g/Cpg, du centre
de g/Cpg.

L’idéal €, g est le centre de g.

7. Extensions

DEriNiTION . — Sotent a et b deux algébres de Lie sur K. On
appelle extension de b par a une suite :

A W
a—>g—>b

o g est une algébre de Lie sur K, ot y est un homomorphisme sur-
jectif de g sur b, et o A est un homomorphisme injectif de a sur le
noyau de .

Le noyau n de p s’appelle le noyau de 'extension. L’homo-
morphisme A est un isomorphisme de a sur 1 et '’homomorphisme
w définit un isomorphisme de g/n sur b par passage au quotient.

Par-abus de langage, on dit aussi que g est extension de b par a.

Deux extensions :

e —>g—>h a—>g b
sont dites équivalentes s’il existe un homomorphisme f de g dans g’
tel que le diagramme suivant :

g
LY N
7 N
al f b
W
gl [
soit commutatif (c¢’est-a-dire tel que for = ¥, p'of = p). Mon-
trons qu’'un tel homomorphisme est nécessairement bijectif.
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D’abord f est injectif. En effet, si z e g est tel que f(z) = 0, on a
w(z) = p/(f(x)) = 0, donec =z = Ay) avec un yea; et AN(y) =
f(My)) = f(z) = 0, donc y = 0, done z = 0. D’autre part, f est
surjectif. En effet u'o f = p est surjectif, done f(g) + A'(a) = g’ ;
et par ailleurs f(g) o f(Ma)) = ¥ (a).

Il résulte de la que la relation qu’on vient de définir entre
deux extensions de b par a est une relation d’équivalence.

ProOPOSITION 6. — Sotent:
Iy w
a—>¢g—>b

une extenston de b par a, et n son noyau.

a) 5°il existe une sous-algébre m de g supplémentaire de n dans
g, la resiriction de . @ m est un isomorphisme de m sur b. Si v
désigne U'isomorphisme réciproque de cette restriction, v est un homo-
morphisme de b dans g, et pov est Uautomorphisme identique de b.

b) Réciproquement, s'il existe un homomorphisme v de b dans g
tel que wov soit Uautomorphisme identique de b, alors v(b) est une
sous-algébre supplémentaire de n dans gq.

Les assertions de a) sont immédiates. D’autre part, soit v un
homomorphisme de b dans g tel que we v soit I’automorphisme
identique de b. Alors, v(b) est une sous-algébre de g, et g est

somme directe de v(b) et de #(0) = n (Alg., chap. VIII, §1,n° 1).

DEFiniTION 6. — Soient :
3 v
a—>g—>Db
une extension de b par a, et n son noyau. On dit que cette extension
est inessentielle (resp. triviale) s’il existe une sous-algébre (resp.

un idéal) de g supplémentaire de n dans g. On dit que cette extension
est centrale st n est contenu dans le centre de g.

Si I’extension est triviale, soit m un idéal de g supplémentaire
de nn dans g. Alors (cf. n° 1) g s’identifie canoniquement a I’algébre
de Lie m X n, donc a I'algébre de Lie a X b. Réciproquement,
soient a et b deux algébres de Lie; alors a X b est extension triviale
de a par b.

Une extension centrale et inessentielle est triviale. En effet,



N© 8 DEFINITION DES ALGEBRES DE LIE 17

soient g une algébre de Lie, n un idéal de g contenu dans le centre
de g, et m une sous-algebre de g supplémentaire de n dans g. On a
[m, g] = [m, m] 4+ [m, n] = [m, m]c m, donc m est un idéal de g.

8. Produits semi-directs

Soient a et b deux algebres de Lie sur K. Il n’est pas facile de
construire toutes les extensions de b par a. Mais nous allons décrire
assez simplement les extensions tnessentielles de b par a.

Soit g une extension inessentielle de b par a. Identifions a & un
idéal de g, b & une sous-algébre de g supplémentaire de q, et le
module g au module a X b. Pour tout b € b, soit ¢, la restriction a
a de adg b ; ¢’est une dérivation de a, et 'application b > ¢, est un
homomorphisme de b dans I’algébre de Lie des dérivations de a.
D’autre part, pour @, a’ dans a et 4,6’ dans b, on a:

(6) [(a, b)) (a” b,)] = [(1 + b1 a + bl]

= [a, a'] + [a, 8'] + [b, @'] + [, b]

= ([a, a'] + 9.0’ ~ @ya, [b, b']).

Réciproquement, soient a et b des algeébres de Lie sur K, et
b — ¢, un homomorphisme de b dans ’algébre de Lie des dériva-
tions de a. Dans le produit g des K-modules a et b, définissons le
crochet de deux éléments en posant :
[(a7 b)v (ala bl)] = ([aa al.] + ‘?ba’ - Qya, [b7 b/])

quels que soient a, a’ dans a, b, b’ dans b. Il est immédiat que ce
crochet est une fonction bilinéaire et alternée de (a, b), (a', b');
montrons que, étant donnés 3 éléments (a, b), (a’, '), (a”, b"') de
a X bona:

(1) Ua, b), [(a, ¥), (a”, )11 + (', ), [(a”, B"), (a, B)]]

+ [(a”7 b”)a [(d, b)7 (ala b,)]] = 0.
Comme le premier membre de (7) est une fonection trilinéaire alter-
née de (a, b), (a, b'), (a'’, b''), 1l suffit de faire la vérification quand
ce systéme d’éléments a 'une des formes suivantes :

(8) (a, 0), (@, 0), (2", 0)
(9) (a, 0), (', 0), (0, ")
(10) (a, 0), (0, ), (0, 8")
(11) (0, b), (0, 8'), (0, B").

2—B.
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Dans les cas (8) et (11), la relation (7) est conséquence immé-
diate de 'identité de Jacobi dans a et b. Dans le cas (9), on a

[(aa 0)7 [(al'; 0), (07 b”)]] = [(aa 0)7 (_' q’b”a/’ 0)] = (_ [d, cpb”alL 0)
[(al) 0)) [(07 b”)’ (tl, 0)]] = [(a’, 0)7 ((Pb"a'l 0)] = ([(l’, (Pb"a:l)v 0)
[(0? b”)a [(a7 0)7 (a,, O)]] = [(07 bu)a ([ll, a’]a O)] = (ch”([aa a’])’ 0)

et la relation (7) résulte de I’égalité :
q’b”([“) al]) = [cpb”a7 al] + [a, (Pb"a’]'

Dans le cas (10), on a :

[(d, O)a [(Ov b,)v (O, b”)]] = [(a, 0)7 (Oa [b,'; b”])] = (— cp[b’,b”]av O)
[(07 bl)7 [(07 b“), (d, 0)]] = [(07 bl)7 (‘Pb”aw 0)] = (q’b'ch”aa O)
[(07 bl’)v [(aa 0)’ (07 b,)]] = [(Oa b”)v (_ Py, O)] = (_ Py P Ay O)

et la relation (7) résulte de I’égalité :
P, vy = PPy — PorPore

On a donc défini une structure d’algébre de Lie sur g. L’applica-
tion (a, b) = b de g sur b est un homomorphisme p, dont le noyau
1t est Pidéal des éléments de g de la forme (e, 0). L’application
a > (a, 0) est un isomorphisme A de a sur n. Done :

(12) 0 —>g—>b

est une extension de b par a, de noyau n, qui est dite définte cano-
niquement par a, b, o. L’application &+ (0, b) est un isomor-
phisme v de b sur une sous-algébre de g supplémentaire de n dans
g ; done I'extension est inessentielle.

Si on identifie @ & n par x et b a v(b) par v, on a, pour asa
et beb:

(ad ). a = [(0, b), (a, 0)] = (@:a, 0) = @sa.

Lorsque ¢ = 0, g est I’algébre de Lie produit de b et a. Dans
le cas général, g s’appelle le produit semi-direct de b par a (corres-
pondant & l'homomorphisme b+ o, de b dans I’algébre de Lie

des dérivations de a).
Nous avons donc établi la proposition suivante :
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ProrosiTion 7. — Soient a et b deux algébres de Lie sur K,
* >
a—>g—>Db
une extension inessentielle de b par a, v un isomorphisme de b sur
une sous-algébre de g tel que p.o v soit Uautomorphisme identique de

b, et o homomorphisme correspondant de b dans U'algébre de Lie
des dérivations de a. Soit

b
a 0 3o ‘uob

Pextension tnessentielle de b par a définie canoniquement par o.
Alors Uapplication (a, b) > AMa) + v(b) est un isomorphisme de g,
sur g, et le diagramme suivant

WA AN

7 N
a\ fl /,b
AN g v

est commautatif, de sorte que les deux extensions sont équivalentes.

Exemple 1. — Soient g une algébre de Lie sur K, D une
dérivation de g. Soit §) 'algébre de Lie commautative K. L’applica-
tion A+ AD (A& K) est un homomorphisme de |y dans 1'algébre de
Lie des dérivations de g. Formons le produit semi-direct corres-
pondant §de § par g. Soit z, 'élément (0,1) de f. Pour tout z < g,
on a Dz = [z,, x].

Exemple 2. — Soient g une algébre de Lie sur K, M un K-
module, p un homomorphisme de g dans gl(M). Si on considére M
comme une algébre de Lie commutative, I’algébre de Lie des
dérivations de M est gl(M). On peut donc former le produit semi-
direct f) de g par M correspondant 4 .

Plus particuliérement, prenons g = gl(M), et prenons pour p
I'application identique de gl(M). Le produit semi-direct de g par
M se note alors af(M) (ou af(n, K) si M = K”). Un élément de af(M)
est un couple (m, u), ou me M, u e gl{M) ; et le crochet est défini par

[(m7 u), (mly u/)] = (u(m,) - ul(m), [Il,, u’])

* Lorsque M est un espace vectoriel de dimension finie sur R,
af(M) s’identifie canoniquement a I’algébre de Lie du groupe
affine de M.
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Soit t une algébre de Lie sur K. Une application linéaire 6 de t
dans af(M) peut s’écrire z — ((¢(x), n(x)), ou ¢ est une application
linéaire de t dans M et ou % est une application linéaire de t dans
gl(M). Cherchons quelles conditions doivent vérifier { et = pour
que 6 soit un homomorphisme. Pour zet, yet, on doit avoir

(L2, y1) = [9(=), 8(x)]

¢’est-a-dire

= (n(z) . «y) ~ n(y) . &), [n(z}, o(y)]).

Donc, pour que 0 soit un homomorphisme de t dans af(M), il faut
et il suffit que » soit un homomorphisme de t dans gl(M), et que
¢ vérifie la relation :

(13) ULz, y1) = n(z) . S(y) — n(y) - Hx).

Soit N le K-module M x K. Prenons pour t la sous-algebre
de gI(N) formée des we gl(N) tels que w(N)c M. Pour tout
wet, soit n(w)e gl(M) la restriction de w & M, et soit {(w) =
w(0, 1) e M. Pour w,et, w,et, on a

L[y, wo]) = wi(C(wa)) — wolC(w1)) = M(w1) - Lwy) — n(wg) . Lwy).

Donc Vapplication w — ({(%), 5(w)) est un homomorphisme 6
de t dans af(M). II est clair que 0 est bijectif. Soit ¢ = 67% Si
(m, u) € af(M), o(m, u) est I'élément w de t défini par

wim', 3) = (u(m’) + rm, 0).

On identifie souvent af(M) & la sous-algébre t de gI(N) grace
a 'isomorphisme o.

* Lorsque M est un espace vectoriel de dimension finie sur
R, 'homomorphisme ¢ de af(M) dans gI(N) correspond & un
homomorphisme canonique ¢ du groupe affine A de M dans Ie
groupe GL(N); si ae A, ¢(a) est I'unique élément g de GL(N)
tel que g(m, 1) = (a(m), 1) pour tout meM. Cet homomor-
phisme est injectif, et {(A) est I'ensemble des automorphismes
de N qui laissent stables toutes les variétés linéaires de N paral-
leles & M.x



N°'9 DEFINITION DES ALGEBRES DE LIE 21

9. Changement de Uanneau de base

Soient K, un anneau commutatif & élément unité, o un homo-
morphisme de K, dans K transformant I’élément unité en élément
unité. Soit g une algébre de Lie sur K. Soit g’ I’algébre obtenue en
considérant g comme algébre sur K, grice & p (cf. n° 4). Alors
g’ est une algébre de Lie. Les sous-algébres (resp. idéaux) de g
sont des sous-algébres (resp. idéaux) de g'. Si a et b sont des sous-
modules de g, le crochet [a, b] est le méme dans g et dans g’ ; en

n
effet, [a, b] est 'ensemble des éléments de la forme X [, ] on
=1

zie q, ys€b. 11 en résulte que (g = 0Fg’, g = CP¢’ pour tout p.
Le commutant d’une partie est le méme dans g et g'. Donc
Cpg = Cpg' pour tout p.

Soient K, un anneau commutatif a élément unité, s un homo-
morphisme de K dans K, transformant 1’élément unité en élément
unité. Soit g une algébre de Lie sur K. Soit g, I'algébre sur K,
déduite de g par extension de Panneau de base (cf. n® 1). Alors
O, est une algébre de Lie. Si a est une sous-algébre (resp. un
idéal) de g, 'image canonique de qx, dans gx, est une sous-
algebre (resp. un idéal) de gg,. Si a et b sont des sous-modules de
g, U'image canonique dans gy, de [a, b]x, est égale au crochet
des images canoniques de Ay et b,y I1 en résulte que 0P(gx,)
est I'image canonique de (0g)x,, et que P(gx,) est l'image
canonique de (Cg)x,.

Si K est un corps, K, un surcorps de K, et o linjection
canonique de K dans K;, alors on a, avec les identifications habi-
tuelles,

[a, blx,) = [ax,) by, OF (8x,y) = (@pg)(xl), & (8xy) = (Gpg)(Kl)'

Ces résultats seront complétés au § 2, n° 9.

Si M est un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K,
Mx, est un espace vectoriel de dimension finie sur K, et I’algébre
associative 4(M,) s’identifie canoniquement & Palgébre asso-
ciative 4(M)x,. Donc l'algébre de Lie gl(M,) s’identifie cano-
niquement & I'algébre de Lie gi(M)x,.
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§ 2. Algébre enveloppante d’une algébre de Lie

1. Définition de Valgébre enveloppante

Soit g une algébre de Lie sur K. Pour toute algébre associa-
tive & élément unité L sur K, appelons «-application de g dans
L une application K-linéaire ¢ de g dans L telle que

o[z, y]) = o(z)o(y) — o(y)o(x) (z, y dans g)

(autrement dit un homomorphisme de g dans I’algébre de Lie
associée a L).

Si L’ est une autre algébre associative & élément unité sur K
et = un homomorphisme de L. dans L’ transformant 1 en 4, alors
to ¢ est une a-application de g dans L’. Nous allons chercher une
algébre associative 4 élément unité sur K et une «-application de
g dans cette algebre qui soient universelles (Ens., chap. IV, § 3,
no 1).

DEFINITION 4. — Sotent g une algébre de Lie sur K, T Ualgébre
tensortelle du K-module g, et J Pidéal bilatére de T engendré par les
tenseurs xQY —yQx — [z, y] ok xe g, yeg. L'algébre associative
U = T/J sappelle U'algébre enveloppante de g. La restriction & g de
Papplication canonique de T sur U s’appelle Uapplication cinonique
de g dans U.

Soit T, I'idéal bilatére de T formé des tenseurs dont la com-
posante d’ordre 0 est nulle. Soit T, = K.1 Pensemble des éléments
d’ordre O de T. Soient U, et U, les images canoniques de T, et T,
dans U. Comme JcT,, la décomposition en somme directe
T =T, 4+ T, entraine une décomposition en somme directe
U = U, 4+ U,. L’algébre U a donc un élément unité distinct de 0,
et Uy = K.1. Pour tout z € U, la composante de z dans U, s’appelle
le terme constant de z. Les éléments de terme constant nul forment
un idéal bilatére de U, a savoir ’idéal bilatére U* engendré par
I'image canonique de g dans U.

L’algebre associative U est engendrée par 1 et par I'image
canonique de g dans U.
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Sizeget yeq, x®@y-yQuz et [z, y] sont congrus dans T
modulo J ; donc, si o, désigne I'application canonique de g dans
U, on a :

6o()ooy) — Go(y)on(2) = ao([2, ¥])
dans U. Autrement dit, o4 est une «-application de g dans U.

ProrosiTiOoN 1. — Soit ¢ une «-application de g dans une
algébre associative Li a élément unité. Il existe un homomorphisme ©
et un seul de U dans L, transformant 1 en 1, tel que ¢ = <o 6y, 5, dési-
grant l'application canonique de g dans U.

En effet, soit ' 'homomorphisme unique de T dans L qu
prolonge o et qui transforme 1 en 1. On a, pour z, y dans g,

T(xQy ~y®zx ~ [z, yl) = o(x)o(y) - o(y)o(x) - o([z, y]) = 0;

done «' s’annule sur J et définit par passage au quotient un homo-
morphisme v de U dans L, transformant 1 en 1, tel que ¢ = toq,.
L'unicité de = est immédiate puisque a,(g) et 1 engendrent Pal-
gébre U.

Soient g’ une autre algébre de Lie sur K, U’ son algébre enve-
loppante, o, I'application canonique de g’ dans U’. Soit ¢ un
homomorphisme de g dans g’. Alors oo ¢ est une «-application de
g dans U’ ; donc il existe un homomorphisme § et un seul de U
dans U’ transformant 1 en 1 et tel que le diagramme

g —— g

G ¢ . ¢, T
U—>U
soit commutatif. Cet homomorphisme transforme les éléments de
U dont le terme constant est nul en éléments de U’ dont le terme
constant est nul. Si g’ est une autre algébre de Lie sur K, et si
¢’ est un homomorphisme de g’ dans g/, on a (9’0 ¢)” = §’o §.

2. Algébre enveloppante d’un produit d’algébres de Lie

Soient g, g, deux algebres de Lie sur K, U; ’algébre enve-
loppante de g;, et o; Papplication canonique de g; dans U; (¢ = 1,2).
Soient g = g, X g,, U son algebre enveloppante, et ¢ ’application
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canonique de g dans U. Les injections canoniques de g, et g, dans g
définissent des homomorphismes canoniques de U; et U, dans U
dont les images commutent, donc un homomorphisme ¢ de 1’al-
gébre U, ®, U, dans I’algébre U, transformant 1 en 1.

ProrosiTiON 2. — L’homomorphisme ¢ est un isomorphisme
d’algébres.

L’application o : (24, Z3) = 6,(2) ®1 + 1 ® 65(,) (2, € gy,
Z,€ g,) est une «-application de g dans U, ®¢ U,, donc il existe
(n° 1, prop. 1) un homomorphisme unique = de U dans U, ®¢ U,
transformant 1 en 1, tel que :

(1) ¢ = 1oo0.

On a gotog = goco’ = g, et togoc’ = 106 = ¢, donc gor
et to ¢ sont les applications identiques de U et U;®, U, respec-
tivement. D’ou la proposition.

On identifie U, ®, U, 4 U par I'isomorphisme ¢. Alors, I'ap-
plication canonique de g dans U s’identifie, d’apres (1), a I'appli-
cation :

(1, L) > 03(2) @1 + 1 ® ay().

De fagon analogue, si g,..., g, sont des algébres de Lie sur
K, d’algébres enveloppantes U,,..., U,, 1'algébre enveloppante
Ude g, X -+ X g, s'identifie canoniquement & U;®x ... ®x U,
et application canonique de g, X --- X g, dans U s’identifie
a 'application :
(Z1y oy Zp) oy (2)R1I® - L 4 -+ - + 10 - - - L@ ou(xn)

(en désignant par o; I'application canonique de g; dans Uy).

3. Algébre enveloppante d’une sous-algébre de Lie

Soient g une algébre de Lie sur K, ) une sous-algébre de g,
et 5, ¢’ les applications canoniques de g, ) dans leurs algébres enve-
loppantes U, V. Alors l'injection canonique ¢ de h dans g dé-
finit un homomorphisme f, dit canonique, de V dans U, tel que
6ol = Log'. L’algébre 1(V) est engendrée par 1 et o(h). On verra
(n°® 7, cor. 5 du th. 1) que 7 est injectif dans des cas importants.



N0 8 ALGEBRE ENVELOPPANTE D'UNE ALGEBRE DE LIE 25

Si B est un idéal de g, I'idéal a gauche de U engendré par o(h)
coincide avec 'idéal & droite engendré par o(})), autrement dit est
un idéal bilatére R. En effet, pourzehet 2’ g, on a

o(z)o(x') = o(z')o(z) + o[z, z'])
et [z, '] €.

ProrosiTioN 3. — Sotent §) un idéal de g, p 'homomorphisme
canonique de g sur g/h, et W Ualgébre enveloppante de g/b. L’homo-
morphisme :

p:U—->W
défini canoniquement par p est surjectif et son noyau est l'idéal R
de U engendré par o(h).

Soit ¢’’ I’application canonique de g/h dans W. Le diagramme

commutatif :

c.l # g' T ¢ “v ¢ cI/
V—U—">W
prouve que p s’annule sur o(f), donc sur R. Soit ¢ ’homomorphisme
canonique de U sur U/R. 1l existe un homomorphisme ¢ de U/R

g z a/b
c“# }/ {c
U— U/R< > W

dans W tel que p = ¢o . L’apphcatmn {oo de g dans U/R est
une «-application et s’annule sur |, donc définit une «-application
0 de g/h dans U/R telle que e p = $oc. On a alors gofop =
godoc =c""°op. Dot @06 = ¢'. Il existe (n° 1, prop. 1) un
homomorphisme ¢’ et un seul de W dans U/R transformant 1 en 1
et tel que 0 = ¢’ co''. Alors, 'c gol = g’o6’’ = b et pog'og’ =
o0 = ¢'’, donc ¢’ogp et po ¢’ sont les applications identiques de
U/R et W respectivement. Ceci achéve la démonstration.

On identifie U/R & W par l'isomorphisme ¢. Alors, 'applica-
tion canonique o'’ de g/h dans W s’identifie & 0, ¢’est-a-dire &
Iapplication de g/f dans U/R déduite de ¢ par passage aux quo-
tients.
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4. Algébre enveloppanie de Ualgébre de Lie opposée

Soient g une algébre de Lie sur K, g° ’algébre de Lie opposée,
o et o, les applications canoniques de g et g° dans leurs algébres
enveloppantes U et V. Alors, ¢ est une «-application de g° dans
I’algébre associative U° opposée a I’algébre associative U. Donec il
existe un homomorphisme ¢ et un seul de V dans U® transformant
1 en 1 et tel que 6 = ¢o oy

ProrosiTioN 4. — L’homomorphisme ¢ est un isomorphisme
de V sur U°.

En effet, il existe un homomorphisme ¢’ de U dans V° trans-
formant 1 en 1 et tel que 6, = ¢’occ. On peut considérer ¢’
comme un homomorphisme de U° dans V. On a ¢, = ¢’ ¢o gy,
et c = go9’oq, donc ¢’'c ¢ et o ¢’ sont les applications identiques
de V et U. D’oui la proposition.

On identifie V & U® par I'isomorphisme ¢. Alors, o, s’'iden-
tifie 4 o.

Ceci posé, I'isomorphisme 0 : z+> — 2 de g sur g° définit un
isomorphisme § de U sur V = U° Cet isomorphisme peut étre
considéré comme un antiautomorphisme de U. On Pappelle Vanti-
automorphisme principal de U. Si z,. . ., z, sont dans g, on a :

(2) B(o(my). . .o(za)) = 8(o(22))- . .B(c(z1)) = (= o(@n)). . . (= o(xy))
(- 1)*o(z,). . .o(zy).

I

5. Algébre symétrique d’un module

Soit V un K-module. On peut, d’une maniére unique, consi-
dérer V comme une algébre de Lie commutative. L’algébre enve-
loppante de V s’obtient alors de la maniére suivante : soit T T'al-
gebre tensorielle de V ; soit I I’idéal bilatére de T engendré par les
tenseurs 2Qy -y®z (zeV, ye V) ; on forme l'algebre S = T/I.

Rappelons (Alg., chap. III, 3¢ éd., § 6) que S est appelée
algébre symétrique de V, et résumons briévement les propriétés
dont nous aurons besoin dans ce chapitre et dont les démons-
trations sont immédiates. Soit T" I’ensemble des tenseurs homo-
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génes d'ordre n dans T. On a I =(I n T% 4+ (I n T% + ..
donc S est somme directe des images canoniques S™ des T". Les élé-

b

ments de S™ sont dits homogénes de degré n. On a S® = K.1,
St ¢’identifie & V, et S"SP < S™?. 1’algébre S est engendrée par 1 et
St = V. Il est clair que deux éléments quelconques de S! sont permu-
tables, donc S est commutative. Si V est un K-module libre de base
(x2)aen, 'homomorphisme canonique f de l'algébre de polyndmes
K[X,Jiea sur S qui transforme 1 en 1 et X, en x, pour tout Ae A est
un isomorphisme : en effet, d’aprés la propriété universelle de S
(n° 1, prop. 1), il existe un homomorphisme g de S dans K[X;],ea qui
transforme 1 en 1 et z; en X, pour tout A € A, et f, g sont deux homo-
morphismes réciproques 'un de 'autre.

Soit S™cT" I'’ensemble des tenseurs symétriques homo-
geénes d’ordre n (Alg., chap. III, § 5, n° 1, déf. 2). Si K est un corps
de caractéristique 0, S™ et InT" sont supplémentaires dans T".
En effet, soit ())1ea une base de V. Ordonnons totalement A
(Ens., chap. 111, § 2, no 3, th. 1). Soit A, I’ensemble des suites
croissantes de n éléments de A. Pour M = (2,..., },) € A,, soit

1
yM = -7 2 x)‘c(1)® e ®x7\

o n!ceGn ()’

Les yy, pour MeA,, forment un systéme de générateurs du
K-espace vectoriel S™*. Or, leurs images canoniques dans S* consti-
tuent, d’aprés I’alinéa précédent, une base de S*. Donc (yu)uea,
est une base d’un supplémentaire de I n T" dans T" (Alg., chap. II,
§ 1, no 6, prop. 4), ce qui établit notre assertion.

Ainsi, lorsque K est un corps de caractéristique 0, la restric-
tion a S™ de I'application canonique : T" — S", est un isomor-
phisme de I’espace S™ sur I'espace S, et posséde donc un isomor-
phisme réciproque. Les isomorphismes réciproques ainsi obtenus
pour chaque r définissent un isomorphisme canonique de P’espace

S sur 'espace S’ = X S'* des tenseurs symétriques.
n=0

6. Fillration de U’algébre enveloppanie

Soient g une algébre de Lie sur K, et T I'algébre tensorielle
du K-module g. Soient T" le sous-module de T formé des tenseurs



28 ALGEBRES DE LIE § 2

homogénes d’ordre n, et T, =2 T\ On a T,cT,,,, T, = K.14,

ign
T., = {0{, et T,T,cT,,, Soit U, I'image canonique de T, dans
Palgébre enveloppante U de g. On a U,cU,,, U, = K.1,
U, = {0}, et U, U,cU,,; on peut donc dire que U est une
algébre filirée par les U, (Alg. comm., chap. III, § 2, n° 1); les
éléments de U, seront dits de filtration < n.

Soit G" le K-module U,/U,, et soit G le K-module somme
directe des G". La multiplication sur U définit, par passage aux
quotients, une application bilinéaire de G* X G™ dans G™™, done
une application bilinéaire de G X G dans G, qui est associative.
Ainsi, G est muni d’une structure de K-algébre associative. On a
G"G™c G™™. Les éléments de G sont dits de degré n. L’algébre
graduée ainsi obtenue n’est autre que I’algébre graduée associée a
Palgebre filtrée U (Alg. comm., chap. 111, § 2, n° 3).

Soit ¢, la composée des applications K-linéaires canoniques

T” — U” —_—r G”-

Comme T" est supplémentaire de T,., dans T,, ¢, est surjective.
Les ¢, définissent une application K-linéaire ¢ de ZT* = T sur
n

26" =G.

Proposition 5. — L'application ¢ de T sur G est un homomor-
phisme d’algébres transformant 1 en 1, et s’annule sur U'idéal bilatére
engendré par les tenseurs 1@y —yQz (x € g, y € §).

SiteT" et ¢’ T?, on a o(t)e(t') = ¢(tt’) par définition de la
multiplication dans G. Donc ¢ est un homomorphisme d’algébres, et
il est clair que ¢(1) = 1. Siz,y sont dans g, ona zRy-yQzxeT?
et 'image canonique de cet élément dans U, est égale a celle
de [z, y], donc appartient & U;. Donc ¢(z®@y-y®z) = 0, ce
qui prouve la proposition.

Soient S l'algébre symétrique du K-module g et 7 1’homomor-
phisme canonique de T sur S. La prop. 5 prouve qu’il existe un
homomorphisme unique o, dit canonigue, de P'algébre S sur I’al-
gébre G, transformant 1 en 1, tel que ¢ = wer. On a w(S") =
o(T") = G". Soient 7, la restriction de v & T", o, la restriction de
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» a S* ¢, lapplication canonique de T" dans U,, et 0, applica-
tion canonique de U, sur G*. La définition de o, prouve que le dia-
gramme suivant est commutatif :

(3) ™ plel
Tn\ Sn /wn

Prorosition 6. — St K est noethérien et si g est un module de
type fini, Uanneau U est noethérien d droite et d gauche.

En effet, S est une algebre de type fini sur K, donc un anneau
noethérien (Alg. comm., chap. 111, § 2, n° 10, cor. 3 du th. 2). Done
G, qui est isomorphe a un anneau quotient de S, est noethérien.
Done U est noethérien a droite et & gauche (4lg. comm., chap. 111,
§ 2, n° 10, Remarque 2).

COROLLAIRE. — On suppose que K est un corps, et que g est de
dimension finie sur K. Soient 1,,. .., I,, des idéaux d droite (resp. a
gauche) de codimension finie de U. Alors Uidéal produtt 1,1,.... 1,
est de codimension finte.

Par récurrence sur m, il suffit d’envisager le cas de deux idéaux
a droite par exemple. Le U-module & droite I; est engendré par un
nombre fini d’éléments u,,. .., u, (prop.. 6). Soient ¢,,..., ¢, des
éléments de U dont les classes modulo I, engendrent I’espace vec-
toriel U/I,. Alors les images canoniques dans I,/I,I, des uy;
engendrent 1'espace vectoriel I,/I;I,, qui est donc de dimension
finie. Par suite dimg (U/1;1;) = dimg (U/1;) + dimg (I,/T; 1) < + .

Remarque. — Soient g’ une autre algébre de Lie sur 'anneau
K, U’ son algebre enveloppante, Uy, Pensemble des éléments de
U’ de filtration < n, U® (resp. U'®) Pensemble des images cano-
niques dans U (resp. U’) des tenseurs symétriques homogenes
d’ordre n de g (resp. g’). Soit v un homomorphisme de g dans ¢,
et soit % ’homomorphisme correspondant de U dans . On a

7(Un) € Uy, F(Um c U™,

En particulier, 'antiautomorphisme principal de U laisse
stables U, et U" L’application K-linéaire de T" sur lui-méme
qui transforme z,Q,Q --Qx, en ,R%, Q- Rz, quels
que soient x,,..., %, dans g est un opérateur de symétrie, donc
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laisse fixes les tenseurs symétriques homogénes d’ordre n. Donc
Pantiautomorphisme principal de U induit dans chaque U" I’ho-
mothétie de rapport (- 1)".

7. Le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt

THEOREME 1. — Soient g une K-algébre de Lie, U son algébre
enveloppante, G Ualgébre graduée associée d I'algébre filtrée U, et S
Ualgébre symétrique du K-module g. St g est un K-module libre,
I’homomorphisme canonique o : S — G est un tsomorphisme.

En effet, soit (z)),.es une base du K-module g; munissons
A d’une structure d’ordre total (Ens., chap. I1I, § 2, n° 3, th. 1).
Soit P I’algébre de polyndmes K[z} ea par rapport a des lettres
z) en. correspondance biunivoque avec les x;. Pour toute suite
M = (2, XAg...,2,) d’éléments de A, on désignera par zy le
monome z; 2, . . . 2, par Tu le tenseur 2, Q@) @ - - - @ 13,

Les zu, pour M croissante, forment une base du K-module P
(on convient que @ est une suite croissante, et que zg = 1). Soit
P, le sous-module des polyndmes de degré < p. Nous démontre-
rons d’abord plusieurs lemmes. (Pour abréger, on écrit A < M si
A £ p pour tout indice p de la suite M.)

Lemme 1. — Pour tout entier p 2 0, il existe un homomor-
phisme unique f, du K-module g ®x Py, dans le K-module P vérifiant
les conditions suivantes :

(Ap) fo(2 @ 2y) = 232y pour A< M z,eP,;
(Bp) fo(23®2y) — 232y € Py pour zyePg,q< p;
(Cp) Fo(@2 ® fp(xg@’zN)) = fp(xp, R[22 @ 2x)) + fol[z, z,]®zy)

pour zx e Pp_y. (Les termes intervenant dans (Cp,) ont un sens grice
a la condition (B,).)

En outre, la restriction de f, & §® Pp_; coincide avec fpq.

La derniére assertion résulte des précédentes puisque la restric-
tion de f, & g ®g P,y vérifie les conditions (A1), (Bp-1), (Cp1). Nous
allons prouver I'existence et 'unicité de f, par récurrence sur p.
Pour p = 0, la condition (A,) impose fy(2; ®1) = z) et les condi-
tions (B,), (Co) sont alors évidemment satisfaites. Supposons main-
tenant prouvées I'existence et I'unicité de f,.;. Montrons que f,;
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admet une extension unique f, & g ®¢ Pp satisfaisant aux conditions
(Ap), (By), (Cy).

Nous devons définir f,(z)®zy) pour une suite croissante M
de p éléments.

Si A € M, le choix est imposé par la condition (A,). Dans le
cas contraire, M s’écrit de maniére unique sous la forme (g, N),
ol @< A p< N. Alors, 2y = 2,2y = fpa(7,®2y) d’aprés (Ay,),
de sorte que le premier membre de (C,) est fp(zy®zy). Or, le
deuxiéme membre de (C,) est déja défini; en effet, (B,;) permet
d’écrire :

fo(@2®@2y) = fp-1(22®2x) = 2325 + W
avec w € Py 4 ; donc le deuxiéme membre de (C;) devient :
2u23 2N + fp—l(xp® w) + fp-1([2y, xu]®zN)°

Ainsi, f, est définie de maniére unique, et satisfait évidem-
ment aux conditions (A,) et (Bp). La condition (C,) est satisfaite
si p < A p< N Comme [z, 2] = - [m, z,], la condition (Cp)
est aussi satisfaite pour A < u, A < N. Comme (C,) est triviale-
ment satisfaite pour A = p, (C,;) est donc satisfaite si I'on a
A< N ou p < N. Si aucune de ces inégalités n’est vérifiée, on a
N = (v, Q), 00 v< Q,v < A, v < u. Posant désormais pour abréger
folx®3z) = xz pour ze g et ze P, on a, d’aprés ’hypothése de
récurrence :

Zpiny = Tu(020) = 2(Tp2q) + [Tu, Bu)2g.

Or, z,z, est de la forme 2,2 + w, o w & Pp5. On peut appli-
quer (Cp) & z(w.(2,5q)) parce que v < Q.et v < p, et & z3(z,w) en
vertu de ’hypothése de récurrence, donc & zy(a(z,2q)). D’otr :

(Tp2y) = 2Z:(22q)) + [2n, 2] (Zu2g) + [y, 2] (222q)
-+ [x)o [xw xv]]zQ-
En échangeant A et p, et retranchant membre & membre :
xl(xp.ZN) - Zyu(Tyzy) = xv(x)\(xuzQ) = Z,(2)2q))
+ [x)a [xp.) xv])zQ - [xw [x)\, wv]]zQ
xv([w)\, xp.]zQ) + [CC)\, [xp.a xv]]zQ + [xw [xVa x)\]]zQ
[x)\, xp.](vaQ) + ([:E\,, [a:;, xp.]] + [.’L‘)\, [xp.a xv]] + [xp.’ [xw x)\]])zQ

f

Il
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soit, en vertu de I'identité de Jacobi
Z(Zpx) — Tu(®zx) = [y, Bulox

ce qui achéve la démonstration dulemme 1.

Lemme 2. — Il existe une a-application o de g dans dgx(P)
telle que :

10 o(xy)2y = 2324 pour A < M;

20 o(my)2y = 2y (mod. Pp,) st M a p éléments.

En effet, d’aprés le lemme 1, il existe un homomorphisme f
du K-module g®P dans P vérifiant, quel que soit p, les condi-
tions (A,), (Bp), (Cp) (ou Yon remplace f, par f). Cet homomor-
phisme définit un homomorphisme ¢ du K-module g dans le K-
module dg(P), et ¢ est une «-application a cause de la condition
(Cp). Enfin, o vérifie les propriétés 1° et 2° du lemme & cause des
conditions (A,) et (Bp).

Lemme 3. — Soit t un tenseur de T, n J. La composante homo-
géne t, d’ordre n det est dans le noyau 1 de I homomorphisme cano-
niqgue T — S. ,
En effet, écrivons ¢, sous la forme _lem, ou les M; sont des

t==

suites de n éléments de A. L’application o se prolonge en un homo-
morphisme de I'algébre T dans Palgébre x(P) (que nous noterons
encore o), qui s’annule sur J. D’aprés le lemme 2, o(t).1 est un

polynéme dont les termes de plus haut degré sont X z,,. Comme
f==1

teJ, on a o) =0, donc Xz, =0 dans P. Or, P ¢'identifie

f=1
canoniquement a S, grdce a la donnée de la base (z;) de g. Donec
I’image canonique de 2, dans S est nulle, ¢’est-a-dire que z, e I.

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 1. Il faut
prouver que I'homomorphisme canonique de S sur G est injectif.
Autrement dit, si 2 e T" et si  désigne I'’homomorphisme canonique
de T sur U, il faut montrer que la condition {(t) € U,, entraine
tel. Or (1) e U, signifie qu’il existe un tenseur t'e T, tel
que ¢t —t' € J. Le tenseur t — ¢’ admet ¢ pour composante homogéne
d’ordre n, donc te I d’aprés le lemme 3.
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CoRrOLLAIRE 1. — Supposons que g soit un K-module libre.
Soit W un sous-K-module de T". Si, avec les notations du diagramme
(3), la restriction de w @ W est un isomorphisme de W sur S*, alors
la restriction de Y, & W est un isomorphisme de W sur un supple-
mentaire de U,y dans U,.

En effet, la restriction & W de v.o 7, est une bijection de W
sur G"; il en est donc de méme de la restriction de 6,0 ¢, a W.
D’on le corollaire.

CorOLLAIRE 2. — 8i g est un K-module libre, Uapplication
canonique de g dans son algébre enveloppante est injective.
Ceci résulte du cor. 1, oul'on prend W = T2

Lorsque g est un K-module libre (en particulier lorsque K
est un corps), on identifie g & un sous-module de U par Papplica-
tion canonique de g dans U. Cette convention est adoptée dés le
corollaire suivant.

CoROLLAIRE 3. — St g admet une base totalement ordonnée
(T )rer, les éléments x; xy, . .. 7o, de Ualgébre enveloppante U, oi
(M- ..y N,) est une sutte finie croissante quelcongue d’éléments de A,

forment une base du K-module U.

Soit A, I’ensemble des suites croissantes de n éléments de A.
Pour M = (%,..., M) € Ay, 801t yy = 2, @1, ® - - - ® 1y, Soit W
le sous-module de T" qui admet pour base (yy)yea, Le cor. 1
montre que la restriction de ¢, & W est un isomorphisme de W sur
un supplémentaire de U., dans U.. Or, du(yw) = o2, - - - oy,
d’ou le corollaire.

ComroLLAIRE 4. — Soit S™ ¢ T" I'ensemble des tenseurs symé-
triques homogeénes d’ordre n. Supposons que K soit un corps de carac-
téristique 0. Alors, 'application composée des applications canoniques

st —> §" —> U,

est un isomorphisme de Uespace vectoriel S* sur un supplémentaire
de U,_; dans U,.

Ceci résulte du cor. 1, ot 'on prend W = §*,

Supposons toujours que K soit un corps de caractéristique 0,
3—Ba.
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Soit 7, l'application de S" dans U, qu’on vient de définir. Soit
U™ = 1,(S"). L’espace vectoriel U est somme directe des U". Les
7. définissent un isomorphisme v de I'espace vectoriel S = X 8”

sur I'espace vectoriel U = XU, appelé isomorphisme canonique
n

de S sur U ; ce n’est pas un isomorphisme d’algébre. On a le dia-

gramme commutatif :
n

l!//n/ [AJ \e\n
ey Sn /‘J’n

ou chaque fléche représente un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Si 2, x,,. .., x, sont dans g, v, transforme le produit z,z,. ..z,

. 1 1
calculé dans S, en I'élément oy 2 ToyTom)- - - Tagmy calculé dans U.
rse,

COROLLAIRE 5. — Soient §) une sous-algébre de l’algébre de Lie
g et U’ son algébre enveloppante. Supposons que les K-modules §
et gfb soient libres (par exemple que K soit un corps). Soit (g)ger
une base de b, et (yg)psey une famille d’éléments de g dont les images
canoniques dans gffy forment une base de g/b.

a) L’homomorphisme canonique de U’ dans U est injectif.

b) St M est totalement ordonné, les éléments Y, - -Ygp OB
f1 < -+ < By, formeni une base de U considéré comme module d
gauche ou a droite sur U’.

Munissons Lu M d’une structure d’ordre total telle que tout
élément de L soit majoré par tout élément de M. Les éléments

xalxaa. . ..’L‘ap Calculés danS U’ (0‘:1 g L e K “p) forment une base
de U’ (cor. 3). Les éléments z, ...%,, Y8, - -Yp, calculés dans
U(@uo<- <o < B < - < B) forment de méme une base

de U. Donc I'homomorphisme canonique de U’ dans U trans-
forme les éléments d’une base de U’ en éléments linéairement
indépendants de U, et par suite est injectif. On voit en outre
que les yg,...yg, (00 By < --- < By) forment une base de U consi-
déré comme U’-module a gauche. En ordonnant Lu M de fagon
que tout élément de M soit majoré par tout élément de L, on voit
de méme que les yg,...y3, (ou By < --- < B,) forment une base de
U considéré comme U’-module a droite.
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Dans les conditions du cor. 5, on identifie U’ a la sous-algébre
de U engendrée par § grace & 'homomorphisme canonique de U’
dans U.

CoROLLAIRE 6. — Supposons gue le K-module g soit somme
directe de sous-algébres @, Qs,..., Ga €l que chaque g; soit un K-
module libre. Soit U; lalgébre enveloppante de g; (1 < i < n).
Soit ¢ Vapplication K-linéaire du K-module U;®g - - - ® U, dans U
définie par Dapplication multilinéaire (uy, ..., u,) — uy...u, de
U, X -+ X U, dans U. Alors o est un isomorphisme de K-modules.

Soit (24)e1; une base de g;. Ordonnons totalement L, u ... UL,
de telle maniére que tout élément de L; majore tout élément de
L; pour ¢ > j. Alors les éléments :

(95}1 T, .- xip)@) @ (A A, x{,‘q),

QUM S A< XS <y < V< - € v, constituent une
base de U; ®, - - -®, U,. Ils sont transformés par ¢ en les éléments :

1 B 0
#, .2l 2 2 2

qui constituent une base de U. D’ou le corollaire.

CoroLLAIRE 7. — St K est intégre, et si g est un K-module
libre, Ualgébre U est sans diviseur de zéro.

En effet, G est isomorphe & une algébre de polyndémes sur
K (th. 1), donc est intégre (Alg:, chap. 1V, §1,n° 4, th. 1). D’owr
le corollaire (Alg. comm., chap. 111, § 2, n° 3, prop. 1).

8. Prolongement des dérivations

Lemme &. — Sotent V un K-module, T U'algébre tensorielle de
V. Soit u un endomorphisme de V. Il existe une dérivation de T et
une seule qui prolonge u. Cette dérivation permute aux opérateurs
de symétrie dans T.

Soit F =V X V X ... X V (n facteurs). L’application

(Z1ye ooy Tn) > BT, QTR - - QX + T, QULD - - - QT4 -+ -
F 2,02, - - - Quw,
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de I dans é)V est multilinéaire. Donc il existe un endomorphisme
u, de é)V tel que :

11 Q- Qxp) = ;- - Rx + -+ - H 2,0 -- - Rug,
quels que solent zy,..., 2, dans V. On a u;, = u. Soit ¢ 'endomor-

phisme du K-module T qui coincide avec u, sur chaque T* = KXV,
et qui s’annule dans T® = K.1. Montrons que ¢ est une dérivation
de T.Sizy,..., %, %5, - ., Yp sont des éléments de V, on a

(2.9 - - @) (Y1 Q - - - Qyp))
5,9 - R Qur; Ry @ - - - ®xn®y1® R ®yp

1

w‘!ﬁMs

+FEZ00 - QL@ QY 1QuYQYn® - - - Qyn
j=1
= (0, Q- - QL) R(11 Q- - QYp) + (1 ® -+ - X)) DY R - - - R Yp).

Par linéarité, on en déduit bien que ¢ est une dérivation.
L’unicité de ¢ est évidente. Enfin, il est clair que u, permute aux

n
opérateurs de symétrie dans @V, d’ou la derniére assertion.

Proprosition 7. — Soient g une algebre de Lie, U son algébre
enveloppante, s 'application canonique de g dans U, et D une déri-
vation de Q.

a) Il existe une dértvation Dy de U et une seule telle que 6o D =
Dyo o (C’est-a-dire telle que Dy prolonge D, quand on peut identifier
g d un sous-module de U par o).

b) Dy laisse stables U, et Pensemble U™ des images dans U des
tenseurs symétriques homogénes d’ordre n sur g.

¢) Dy commuie & Uantiautomorphisme principal de U.

d) St D est la dérivation intérieure de g définie par un élément
z de g, Dy est la dérivation intérieure de U définie par o(x).

En effet, soit Dy la dérivation de I'algebre tensorielle T de g
qui prolonge D (lemme 4). L’idéal bilatére J de T engendré par les
zQy—y®zx— [z, y] (x, y dans g) est stable pour D;. En effet :

Di(z®@y ~y®z ~ [z, y]) = De®y - y® Dz - [Dz, y]
+ 2®Dy - Dy®z - [z, Dy].
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Par passage aux quotients, D, définit une dérivation Dy de U,
telle que 6o D = Dyo 0. L’unicité de Dy est immeédiate, puisque 1
et o(g) engendrent Palgébre U. L’assertion b) est évidente. Soit A
Pantiautomorphisme principal de U, et prouvons ¢). Si zy,..., 2,
sont dans g, on a

DyA(o(zy) . . . o)) = Do((=1)"0(2a) . . . o(x1))

= (- 1)"5:10(56,,) ... Dylo(zs)) - . . o(21)
= (— 1)“5:1 o(xn) . . . 6(Dzs) . . . o(2y)

— A( _éa(xl) ... o(Dx) . . . o(z2))
= ADy(o(zy) . . . o(z)).

Enfin, soit 2 € g. Soit Ala dérivation intérieure y = o(x)y —yo(x)
de U (Alg., chap. IV, § 4, n° 3, exemple 2). On a, pour z' e g,
(Aoo)(2') = o(x)o(z') — o(x)o(x) = o([z, 2']) = (oo ad z)(z'), Ao
Aoc = co ad z. Ceci achéve la démonstration.

Appliquant la prop. 7 au cas d’une algébre de Lie commuta-
tive, on voit que tout endomorphisme u d’un K-module se pro-
longe de maniére unique en une dérivation de I'algébre symétrique
de ce module ; cette dérivation se déduit par passage aux quo-
tients de la dérivation de’algébre tensorielle qui prolonge u.

Reprenons une algébre de Lie g sur K, et soit D une dériva-
tion de g. Utilisons les notations T, S, U, G antérieures. Soient
Dy, Dg les dérivations de T, S qui prolongent D, et soit Dy la déri-
vation unique de U telle que coD = Dyes. Puisque Dy laisse
stables les U,, Dy définit par passage aux quotients une dérivation
Dq de G. Puisque Dy et Dg se déduisent de D, par passage aux quo-
tients, le diagramme commutatif (3) prouve que Dy peut aussi se
déduire de Dg par 'homomorphisme o défini au n° 6. Si en outre K
est un corps de caractéristique 0, les isomorphismes du diagramme
(4) transforment entre elles les restrictions de D,, D, Dy, Dg a
S, §*, U* G". Donc Uisomorphisme canonique de S sur U trans-
forme Dg en Dy.
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9. Extension de UVanneau de base

Soient g une algébre de Lie sur K, T son algébre tensorielle,
J Tlidéal bilatére de T engendré par les z®y-y®z - [z, y]
(z, y dans g), et U = T/J. Soit K, un anneau commutatif & élément
unité, et soit o un homomorphisme de K dans K, transformant 1
en 1. Alors, l'algébre tensorielle de g, s’identifie canonique-
ment & Txy. Soit J' l'idéal bilatére de T, engendré par les
2Ry -y @z —[2,y'] (¢, y dans gx)). 11 est clair que 'image
canonique de Jx,) dans Tk est contenue dans J'. Pour voir
qu’elle est égale & J', 1l suffit de montrer que, si 2’ et y' désignent
deux éléments de gx)y, z'®y’ —y' ®z' — [z, y'] appartient a cette
image. Or 2’ = Z'_:x,@ M, ¥ = 2y;® y; (2, y; dans g, A, pydans K,);

7

douz'®y -y @z — [, y'] = ?-;‘ (2:®y; — Y@ x: — [, ;1) @ ha, ce
qui prouve notre assertion. Ceci posé, on voit que Uy = (T/J)x,
s’identifie canoniquement & T,/J' : Palgébre enveloppante de g,
s’identifie canoniquement @ Uy, et I'application canonique de g,

dans son algébre enveloppante s’identifie & c®1 (en désignant
par ¢ 'application canonique de g dans U).

§ 3. Représentations

1. Représentations

DErINITION 1. — Sotent g une algébre de Lie sur K, et M un
K-module. Un homomorphisme de g dans Ualgébre de Lie gl(M)
s’appelle une représentation de g dans le module M. Une représenta-
tion injective est dite fidéle. Si K est un corps, la dimension (finie ou
infinie) de M sur K s’appelle la dimension de la représentation. La
représentation « +— ad z de g dans le K-module g s’appelle la repré-
sentation adjointe de g.

Une représentation de g dans M est donc une application K-
linéaire p de g dans le module des endomorphismes de M telle que

e([z, y1).m = p(z)e(y). m — p(y)e(x) . m

quels que soient xe g, ye g, me M.
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* Exemple. — Soient G un groupe de Lie réel, g son algebre de
Lie, 6 une représentation analytique de G dans un espace vecto-
riel réel E de dimension finie. Alors I’homomorphisme correspon-
dant de g dans gl(E) est une représentation de g dans E.,

Soit U l’algébre enveloppante de g. La proposition 1 du § 2,
n° 1 définit une correspondance biunivoque entre ’ensemble des
représentations de g dans M et I'ensemble des représentations de
U dans M. On sait d’autre part (Alg., chap. VIII, § 13, n° 1) qu’il
y a équivalence entre la notion de représentation de 1’algébre asso-
ciative U et celle de U-module & gauche.

DEriNITION 2. — Sotent g une algébre de Lie sur K, et U son
algébre enveloppante. Un module unitaire & gauche sur U est appelé
un g-module & gauche, ou simplement un g-module.

Si M est un g-module, et si x € U, on notera zy ’homothétie
de M définie par z (cf. Alg., chap. VIII, § 1, n° 2).

Un module unitaire a droite sur U s’appelle un g-module a
droite. Un tel module s’identifie & un U°-module & gauche, c¢’est-a-
dire (§ 2, n° 4) a un g’-module & gauche.

Soit ¢ 'antiautomorphisme principal de U. Si M est un
g-module a droite, on définit sur M une structure de g-module a
gauche en posant a.m = m.¢(a) pour me M et ae U.

On peut traduire en langage de représentations les notions
et résultats de la théorie des modules :

1) Deux représentations p et o’ de g dans M et M’ sont dites
semblables ou isomorphes siles g-modules M et M’ sont isomorphes.
Pour cela, 1l faut et il suffit qu’il existe un isomorphisme z du
K-module M sur le K-module M’ tel que :

p'(x) = uop(z)ou
quel que soit z e g.
2) Pour tout ie I, soit p; une représentation de g dans M.

Soit M le g-module somme directe des g-modules M. Il lui corres-
pond une représentation o de g dans M, appelée somme directe des
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pi et notée 2 e: (00 p1 + - -- -+ pn dans le cas de n représenta-
tel

tions pg,. .., pn). S1 M = (M;)ier est un élément de M, et si
zeg, on a p(z).m = (pi®). Mi)ier-

3) Une représentation p de g dans M est dite simple ou trréduc-
ttble si le g-module associé est simple. Il revient au méme de dire
qu’il n’existe pas de sous-K-module de M (autre que {0} et M)
stable pour tous les p(z), z = g. Une classe de g-modules simples
(Alg., chap. VIII, § 3, n° 2) définit une classe de représentations
simples de g.

4) Une représentation p de g dans M est dite semi-simple ou
complétement réductible si le g-module associé est semi-simple. 11
revient au méme de dire que p est semblable 4 une somme directe
de représentations simples, ou que tout sous-K-module de M stable
pour les p(x) (ze g) posséde un supplémentaire stable pour les
o(z) (x e g) (cf. Alg., chap. VIII, § 3, n° 3).

5) Soit 3 une classe de représentations simples de g, corres-
pondant & une classe C de g-modules simples. Soit d’autre part p
une représentation de g dans M. Le composant isotypique M,
d’espéce C du g-module M (Alg., chap. VIII, § 3, no 4) s’appelle
aussi le composant isotypique d’espéce 3 de M. Ce composant est la
somme des sous-K-modules de M stables pour les p(x) et dans les-
quels les p(z) induisent une représentation de classe &; il est
somme directe de certains de ces scus-modules ; si M, est de lon-
gueur n, on dit que p contient n fois 3. La somme des différents
M est directe ; elle est égale & M si et seulement si ¢ est semi-
simple.

6) Soient p, p’ deux représentations de g. On dit que ¢’ est une
sous-représentation (rvesp. une représentaiion quotient) de p si le
module de p’ est un sous-module (resp. un module quotient) du
module de p.

Soit M un K-module. La représentation nulle de g dans M
définit sur M une structure de g-module. Muni de cette struc-
ture, M est appelé un g-module trivial.

Soit M un g-module. Les g-modules quotients des sous-g-
modules de M sont aussi les sous-g-modules des modules quotients
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de M :ils s’obtiennent en considérant deux sous-g-modules U, U’
de M tels que Uo U’ et en formant le g-module U/U’. Ceci posé,
si tous les modules simples du type précédent sont isomorphes &
un g-module simple donné N, on dit que M est un g-module pur
d’espéce N. Si p et ¢ sont les représentations de g correspondant a
M et N, on dit aussi que p est pure d’espéce o.

Soit M’ un sous-g-module de M. Pour que M soit pur d’espéce
N, il faut et il suffit que M’ et M/M’ soient purs d’espace N. En effet,
la condition est évidemment nécessaire. Supposons-la vérifiée;
et soient U, U’ des sous-g-modules de M tels que U'c U et que
U/U’ soit simple ; soit ¢ ’homomorphisme canonique de M sur
M/M’; si ¢(U) # ¢(U’), U/U’ est isomorphe & ¢(U)/e(U’), donc
isomorphe & N ; si ¢(U) = ¢(U’), on a Uc U’ 4 M’, donc U/U’
est isomorphe 4 un sous-module simple de (U’ ++ M')/U’, et ce der-
nier module est lui-méme isomorphe & M'/(U' nM') ; done U/U" est
encore isomorphe & N, de sorte que M est pur d’espéce N.

Soit toujours M un g-module, et supposons que ’ensemble des
sous-g-modules de M qui sont purs d’espéce N admette un élément
maximal M'. Alors, tout sous-module M’ de M qui est pur d’espece
N est contenu dans M’. En effet, M""/(M'nM") et M’ sont purs
d’espéce N, donec M’ ++ M’" est pur d’espéce N d’aprés ce qui pré-
céde, done M" +~ M" c M'.

Supposons que le g-module M admette une suite de Jordan-
Holder (M;)o<ign Pour que M soit pur d’espéce N, il faut et il
suffit que My/M;, M;/M,,..., M, /M, soient isomorphes & N ; en
effet, la condition est évidemment nécessaire ; sa suflisance résulte
aussitot, par récurrence sur n, de ce qu’on a vu plus haut.

ProrositioN 1. — Sotent g une algébre de Lie sur K, et a un
idéal de g. Soient M un g-module, et N un a-module simple. Considé-
rons M comme un a-module et supposons que Uensemble des sous-
a-modules de M qut sont purs d’espéce N admette un élément maximal
M'. Alors M’ est un sous-g-module de M.

Soit y € g. Soient ¢ Papplication canonique de M sur M/M’,
et f Papplication m > o(yy.m) de M’ dans M/M'. 1l suffit de mon-
trer que f(M’) = }0{. Soit z < a. Pour me M, on a

Ty - [(M) = (23l M) = @(YuTu-m) + o([Z, Y)u- M)
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Or, [z, yl € a, d’ou ¢([z, yly.m) = 0 ; par ailleurs, o(yuly.m) =
f(zy.m). Done zyp.f(m) = f(xy.m). Il en résulte que f(M') est
un sous-a-module de M/M' isomorphe a un quotient de M’, donc
pur d’espece N ; d’ou f(M') = {0 }.

COROLLAIRE. — Sotent g une elgébre de Lie sur K, et a un
tdéal de g. Soit M un g-module stimple, de longueur finie en tant que
K-module. Il existe un a-module stimple N tel que M soit un a-module
pur d’espéce N.

Puisque le a-module M est de longueur finie, il existe un élé-
ment minimal N dans ’ensemble des sous-a-modules de M : c¢’est
un sous-a-module simple de M. Le plus grand sous-a-module de M
qui est pur d’espéce N est alors # §O§, et est un sous-g-module de
M (prop. 1), donc est identique & M.

2. Produit tensoriel de représentations

Nous avons défini, au n° 1, la somme directe d’une famille
de représentations de g. Nous allons maintenant définir d’autres
opérations sur les représentations.

Soient g,, g, deux algébres de Lie sur K, et M; un g;-module
(T =1, 2). Soient U; V’algébre enveloppante de g, et o; 'applica-
tion canonique de g; dans Ui. Alors M; est un U; -module a gauche,
donc M, ® M, est canoniquement muni d’une structure de
(U, ® U,)-module a gauche. Or U; ®,; U, est 1'algébre envelop-
pante de g; X g., et I'application (x;, x,) > 6,(2;) ® 1 + 1 ® oy(x,)
est 'application canonique de g, X g, dans cette algébre enve-
loppante (§ 2, n° 2). Donc il existe une structure de (g; X @.)-
module sur M = M, ®, M, telle que :

(1) (@1, To)y- (M @ my) = (04() 1 4 1@ 65(2)) . (M @ My)
= (%), - 1) @ My + 1y Q((Zo)y, - M)

Cette structure définit une représentation de g, X g, dans M.

Si maintenant g; = g, = g, I'’homomorphisme z > (z, )
de g dans g X g, composé avec la représentation précédente,
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définit une représentation de g dans M, donc une structure de
g-module sur M, telle que :

(2) Ty (M @ 1Mg) = (L, - M) @My + 1, B (T, M)

Par un raisonnement analogue, on voit que :

ProrosiTioN 2. — Soient g une algébre de Lie sur K, et M; un
g-module (1 < i < n). Dans le produit tensoriel M; @ M; ®- - - @« M,
il existe une structure de g-module et une seule telle que

(3) Ty (M@ - @my) = LMy @ - (&, M) D -+ - @y
i=1
quels que soient xe q, myeM,,..., o€ M,

La représentation correspondante s’appelle le produit tensoriel
des représentations données de g dans les M.

En particulier, si M est un g-module, la prop. 2 définit une

?
structure de g-module sur chaque M, = @M, donc dans Palgebre
tensorielle T de M.

La formule (3) montre que, pour tout xe g, x, est 'unique
dérivation de l'algébre T qui prolonge z,. On sait (§ 2, n° 8) que z;
définit par passage aux quotients une dérivation de I’algébre sy-
métrique S de M. Donc S peut étre considéré comme un g-module
quotient de T, et les x5 sont des dérivations de S.

Plus particuliérement encore, considérons g comme un g-mo-
dule grace 4 la représentation adjointe de g. Soit U I’algébre enve-
loppante de g. D’aprés la prop. 7 du § 2, z,, définit par passage aux
quotients une dérivation de U qui n’est autre que la dérivation
intérieure définie par o(x) (o désignant I’application canonique de
g dans U). Donc U peut étre considéré comme un g-module quo-
tient de T. Si K est un corps de caractéristique 0, 'isomorphisme
canonique de S sur U est un isomorphisme de g-modules (§ 2, n°8).

3. Représentations. dans des modules d’homomor-
phismes

Soient encore g, et g, deux algeébres de Lie sur K, et M; un
gi-module (z =1, 2). Soient U; D'algébre enveloppante de g,
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et o; Papplication canonique de g; dans U,. Alors M; est un U;-
module a gauche, donc ¥x(M,, M,) est canoniquement muni d’une
structure de (U3® U,)-module a gauche. Or, U}®¢ U, est lalgebre
enveloppante de g X g, et 'application

(@1, Ty) > 0y(2) @1 + 1@ ay(5)

est I'application canonique de g} X g, dans cette algébre enve-
loppante. Donc il existe une structure de (g? X g,)-module sur
M = %(M;, M,) telle que

(4) (@1, o)y 1) .My = ((6(2,) ® 1 4 1@ oy(x,)). u). my
= u((%1)y, - M) + (@a)y,- u(m,)

quels que soient ue 4% (M,, M,), mIEMl, Cette structure définit
une représentation de g? x g, dans M.

S1 maintenant ¢, = g, = ¢, 'homomorphisme z +> (- z, x)
de g dans g° X g, composé avec la représentation précédente,
définit une représentation de g dans M, donc une structure de
g-module sur M, telle que

() (Ty.u).my = zy . u(my) - u(Zy, - my)
ou
(6) Ty U = Tyl — Uy -

En combinant ce résultat avec la prep. 2, on voit que :

ProrosiTioN 3. — Sotent g une algébre de Lie sur K, et M; un
g-module (1 <1< n + 1). Soit N le K-module $(My, . . ., My ; Myiy)
des applications multilinéaires de IIM; dans M,.,. Il existe une

i=1
structure de g-module et une seule sur N telle que

n

(7) (zx.u)(my,. .., my) = —E,lu(ml,. ey Ty My ooy )
+ 2y, - u(my,. .., my)
quels que soient xe g, ue N et les mie M; (1 < 1t < n).

En particulier, soient g une algébre de Lie sur K, M un g-
module. Considérons d’autre part K comme un g-module trivial.
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La prop. 3 définit dans 4x(M, K) = M* une structure de g-module.
La représentation correspondante est appelée représentation
duale de la représentation z > . On a:

(8) (Zys - 1) (M) = — fl2. )

quels que soient z e g, fe M*, me M. Autrement dit :

9) Tye = — Ty

Lorsque K est un corps et que M est de dimension finie, le g-mo-

dule M est simple (resp. semi-simple) si et seulement si le g-module
M* est simple (resp. semi-simple).

ProrosiTioN 4. — Sotent My, M, deux g-modules. Les applica-
tions K-linéaires canoniques (Alg., chap. 11, 3¢ éd., § 4, n® 2, prop. 2
et n° 1, prop. 1) :

® ¥

M§ @ M, — 4x(M,;, M), de(My, M¥) — (M; @ M,)*
(ot la deuxiéme est bijective). sont des homomorphismes de g-modules.

Posons

N = M{®M,, P = 4(M;, My), Q = 4(M;, M}), R = (M, @ M,)*.
On a, pour z < g, f = Mf, my e My, mye M,
((pzx) (f @ M) . My = (@(Zpgyf @1 + [O 2y 1)) . 11
= <xmff, m1> m, + <fa m1>xugm2

((ze0) (f ® my)) .1y = 2y (@(f D m0) . 121) — @(f B g) (2,11
= <f’ m1> Ty,Me — <f7 xm,m1> my

done oxy = zpe. D’autre part, pour z e g, u e (M, M¥), m, e M,,
mye M,, on a:

(Yzqu) (m, @ my) = <(5L‘Qu).m1, m2> = <xM:um1 = Uy 11y, m2>
(zadu) (M, @ my) = — <‘~l‘u, Zy My, @ my + m1®xmgm2>
= — ( Uty my, my) — (umy, oy my)

donc Yzq = ), ce qui achéve la démonstration.

On identifie les g-modules £(M;, M¥) et (M;® M,)* par l'iso-
morphisme ¢. Si M; et M, ont des bases finies, ¢ est un isomor-
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phisme (Alg., chap. II, 3¢ éd., § 4, n° 2, prop. 2), qui permet d’iden-
tifier les g-modules M§ ® M, et #(M,, M,) ; dans ce cas, on peut donc
identifier les g-modules M¥ ® M¥, £(M,;, M¥) et (M, @ M,)*.

4. Exemples

Exemple 1. — Soient g une algébre de Lie sur K, M un
g-module. Lastructure de g-module de M et la structure de g-module
trivial de K définissent une structure de g-module surle K-module
N = ¢M, M; K) des formes bilinéaires sur M. On a

(10) (z-B) (m, m') = = B(ay. m, m') — B(m, 2. m)

quels que soient ze g, m, m’ dans M, $e N. Si § est un élément
donné de N, I’ensemble ‘des z e g tels que zx.p = 0 est une sous-
algebre de g.

Soient M un K-module, g une forme bilinéaire sur M. D’aprés
ce qui précéde, I'ensemble des x e gl(M) tels que

B(x'm7 m') + B(m, z.m’) = 0

quels que soient meM et m’e M est une sous-algebre de Lie de
gl(M). Supposons que K soit un corps, que M soit de dimension
finie sur K, et que P soit non dégénérée. Alors, tout z e gl(M)
admet un adjoint a gauche z* partout défini (relativement a B),
et la sous-algébre considérée est I’ensemble des z e gI(M) tels que
z* = — . On peut construire par ce procédé deux exemples impor-
tants d’algébres de Lie :
a) Prenons M = K", et

B((‘Ela' L) En)) (7117- ) 7]1‘)) = 217}1 + e Env}n'

Identifions canoniquement gI(K") & M,(K). Alors, I'algébre de
Lie obtenue est I'algébre de Lie des matrices antisymétriques.
*(Lorsque K = R, cette algébre est 1’algébre de Lie du groupe
orthogonal O(n, R)).4

b) Prenons M = K> et

B((Ela ey E-»2m)) (7)11 ey 7]2m)) == £172M+1 - "]lgmﬂ “+ - Em“flzm - nmzzm-

La matrice de B par rapport a4 la base canonique de K" est la
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matrice (—-Ol,,, Ié") Soit U = <é g) la matrice par rapport a la
base canonique de K?>* d’un élément u de gl(M) (4, B, C, D dans
M.(K)). D’aprés la formule (50) d’Alg., chap. IX, § 1, n° 10, u*
admet par rapport a la méme base la matrice

0 -IL.\/f4 *C\/ 0 I,\ [ ‘D -'B\
I 0/\‘B 'D/)\-I, 0) \-C ‘A
La condition u* = - u équivaut donc aux conditions
D=-4 B ='B C =*C.

*Lorsque K = R, l'algébre de Lie obtenue est I’algébre de
Lie du groupe symplectique Sp (2m, R).4

Exemple 2. — Conservons les notations de I’exemple 1.

La structure de g-module de M définit dans le K-module
P = %(M, M) des endomorphismes de M une structure de
g-module. D’apres (6), on a, quels que soientze g, et ue P

(11) Tp.u = [y, u] = (ad zy).u

ad zy désignant 'image de x, dans la représentation adjointe de
gl(M). Autrement dit :

(12) Z, = ad oy
dans $(4(M, M)) = %(gl(M)).

5. Eléments invariants

DEriNiTION 3. — Soient g une algébre de Lie, M un g-module.
Un élément me M est dit invariant (pour la structure de g-module
de M, ou pour la représentation correspondante de g) si xyx.m = 0
pour tout r € g.

*Soient G un groupe de Lie réel connexe, g son algébre de
Lie, 6 une représentation analytique de G dans un espace vecto-
riel réel E de dimension finie, p la représentation correspondante
de g dans E. Soit me E. L’élément m est invariant pour p si et
seulement si 6(g).m = m quel que soit g € G. Ceci justifie I'’emploi
du mot « invariant ».,
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Exemple 1. — Soient M, N deux g-modules, et P = 4x(M, N).
Pour qu'un élément f de P soit invariant, il faut et il suffit, d’aprés
(6), que f soit un homomorphisme du g-module M dans le g-module
N. En particulier, si M = N et xy = a5 pour tout z € g, f est inva-
riant si et seulement si f est permutable aux zy.

Exemple 2. — Soit M un K-module admettant une base
finie. Si M est muni d’une structure de g-module, ¥(M, M) et
M*®M sont munis de structures de g-modules, et application
canonique de M*®@M dans ¢(M, M) est un isomorphisme de
g-modules (prop. 4). Comme 1 e¥(M, M) est évidemment un in-
variant (cf. exemple 1), I'élément correspondant u de M*@M
est un invariant. Si (e;);<:<. €5t une base de M, et si (ef); cin est
la base duale, on a u = .Ele;-" ®e;.

i=

Ezxemple 3. — Soit M un g-module. Soit 8 une forme bilinéaire
sur M, et soit f I’élément correspondant de £(M, M*). Pour que 8
soit invariante, il faut et il suffit que f soit un homomorphisme de
g-modules (prop. 4 et exemple 1). Supposons que K soit un corps,
et que dimgM < + co. Une forme bilinéaire § sur M invariante
et non dégénérée définit un isomorphisme du g-module M sur le
g-module M*, donc un isomorphisme du g-module M®M sur le
g-module M*® M. Ainsi, compte tenu de I’exemple 2, la donnée de
B définit canoniquement un élément invariant ¢ dans le g-module
M®M, qu’on peut construire de la maniére suivante : soit (€;)1 i
une base de M, (¢)igiga 12 base de M telle que B(e;, €;) = §y;;

n
alors ¢ = 2 ¢,Qe;.
=1

Prorosition b, — Soient g une K-algébre de Lie, § un idéal
de @, p une représentation de g dans M, et o' la restriction de p a §.
Alors Uensemble N des éléments de M invariants pour o' est stable
pour ¢(g).

En effet, solent neN et yeg; quel que soit z€l, on
a [z,yleh, donc o(z)e(y)n = e([z, yDn + e(y)e(z)n = 0; donc
e(y)ne N.

_ ProposiTIoN 6. — Soit M un g-module semi-simple. Alors le
sous-module M, des éléments invariants de M admet un et un seul
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supplémentaire stable pour les z,,, d savoir le sous-module M, engendré
par les zy.m (x € g, me M).

En effet, scit M’ un sous-module de M stable pour les zy et
supplémentaire de M, dans M. Pour tout me M,onam = my, + m’
avec myeM, m'eM’, donec z,m = zx,m' eM’. Donec M,c M.
Soit M, un sous-module de M’ stable pour les zy et supplémentaire
de M, dans M'. Pour tout meM,, on a z,me Myn M, = {0{ quel
que soit z e g, donc me M,, donc m = 0. Donc M, = {0!, ce qui
prouve que M, = M'.

6. Formes bilinéaires invarianites

Soit g une algébre de Lie sur K. La représentation adjointe de
g dans g et la représentation nulle de g dans K définissent dans le
K-module N = $(g, g; K) des formes bilinéaires sur g une struc-
ture de g-module. On dit briévement qu’une forme bilinéaire § sur
g est invartante si elle est invariante pour la représentation x > zy.
D’apreés la formule (10), la condition nécessaire et suffisante pour
qu’il en soit ainsi est que :

(13) B([x, y]7 Z) - B((L’, [Z/, Z])

quels que soient z, y, z dans g.

Maintenant, soit b 1’algébre de Lie des dérivations de g. La
représentation identique de d et la représentation nulle de b
dans K définissent une représentation D + Dy de d dans N. On
dit briévement qu’'une forme bilinéaire sur g est complétement
invariante si elle est invariante pour la représentation D > Dy.
Une forme bilinéaire complétement invariante est invariante.
Pour qu’une forme bilinéaire p sur g soit complétement invariante,
il faut et il suffit qu’on ait :

(14) 8(Dz, y) + B(x, Dy) =0

quels que soient z, y dans get D e d.

Prorosition 7. — Soient g une algébre de Lie, B une forme
bilinéaire symétrique invariante sur g, et a un idéal de g.

a) L’orthogonal o’ de a pour B est un idéal de g.
4—n.
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b) Si a est caractéristique, et st B est complétement invariante,
a’ est caractéristique.

c) Si B est non dégénérée, an a’ est commutatif.

Soit D une dérivation de g. Supposons que a soit stable pour
D et que B(Dz, y) + B(z, Dy) = 0 pour z, y dans g. Alors, zeqa’
entraine Dzea’, car pour tout tea, on a Dte q, donc B(Dz, t) =
- B(z, Dt) = 0. Ainsi, a’ est stable pour D. Ceci établit a) et ).

Soit maintenant b un idéal de g, et supposons que la restric-
tion de P 4 b soit nulle. Pour z, y dans b et ze g, on a B([z, y], 2) =
B(z, [¥, z]) = O, car [y, z]€b. Ainsi, [b, b] est orthogonal & g.
Si B est non dégénérée, b est donc commutatif. Ce résultat, appli-
qué a ana’, prouve c).

DEérinNiTION 4. — Sotent g une K-algébre de Lie, M un g-module.
Supposons que M, considéré comme K-module, admette une base
finie. On appelle forme bilinéaire associée au g-module M (ou a la
représentation correspondante) la forme bilinéaire symétrigue
(2, y) > Tr(xuyy) sur g. St la représentation considérée est la repré-
sentation adjointe, la forme bilinéaire associée s’appelle la forme de
Killing de g.

ProrositioN 8. — Soient g une algébre de Lie, M un g-module.
Supposons que M, considéré comme K-module, admetie une base
finie. La forme bilinéaire associée a M est invariante.

En effet, pour x, ¥, zdans g,on a:

Tr([z, ¥]u2u) = Tr(®uyuzu) — Tr(Yutuzy) = Tr(@ZyYuzy) — Tr(Tyznly)
= Tr(zuly, 2]y

Provosition 9. — Supposons que K soit un corps et que
Palgébre de Lie g soit de dimension finie sur K. Soient a un idéal de
g, B la forme de Killing de g, et B’ celle de a. Alors, B est la res-
triction de B a a.

En effet, soit  un endomorphisme de 'espace vectoriel g
qui laisse stable a. Soient ¢ la restriction de u a a, et w I’endomor-
phisme de l'espace vectoriel g/a déduit de u par passage au quo-
tient. On a Tr u = Tr ¢ + Tr w comme on le voit en prenant une
base (z,,. .., z,) de g dont les p premiers éléments constituent une
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base de a. Ceci posé, soient x < qa, y a, et appliquons la formule
précédente au cas ou u = (adg z) (adg ¥). On a ¢ = (ada ) (ada y),
et w = 0. Donc B(z, y) = B'(z, y).

ProposiTioNn 10. — Supposons que K soit un corps, et que
Palgébre de Lie g soit de dimension finie sur K. La forme de Killing
B de g est complétement invariante.

Soit D une dérivation de g. Il existe une algébre de Lie g’
contenant g comme idéal de codimension 1, et un élément z, de g’,
tels que Dz = [z, 2] pour tout ze g (§ 1, n° 8, exemple 1). Soit
p’la Torme de Killing de g'. Pour z, y dans g, on a p'([x, %), ¥) =
B'(z, [xo, ¥]), C’est-a-dire B'(Dx, y) + B'(x, Dy) = 0. Or, la restric-
tion de B’ a g est B (prop. 9). D’ou la proposition.

7. Elément de Casimir

Prorosition 11. — Soient g une algébre de Lie sur un corps
K, U son algébre enveloppante, by un idéal de dimension finie de g,
et B une forme bilinéaire invariante sur @, dont la restriction @ §
soit non dégénérée. Soient (e)1gignm (€)i1gijgn deux bases de B

telles que Bles, ¢j) = 8. Alors Uélément ¢ = X ee} de U appartient
i=1

au centre de U et est indépendant du choix de la base ().

Pour z e g, soit ay la restriction a h de adg x. Alors, x > 2y
est une représentation de g dans I'espace I, et la restriction 8’ de 8
a D est invariante pour cette représentation. D’aprés le no b5,

n
exemple 3, le tenseur Ze;@e est indépendant du choix de la

=1

base (e), et est un élément invariant de 'algebre tensorielle
de h. C’est aussi un élément de I’algebre tensorielle T de g, inva-
riant pour la représentation déduite de la représentation adjointe
de g. Son image canonique dans U, c’est-a-dire ¢, est donc indé-
pendante du choix de la base (&), et est un invariant pour la repré-
sentation de g dans U considérée a la fin du n® 2. Cet élément
est donc permutable & tout élément de g, et par suite appartient
au centre de U.

Lorsque £ est la forme bilinéaire associée & un g-module M,
on dit que I’élément ¢ de la proposition 11 est ’élément de Castmir
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associé a M (ou a la représentation correspondante). Cet élément
existe si la restriction de B a4 §) est non dégénérée.

ProrosiTioN 12. — Soient g une algébre de Lie sur un corps K,
b un idéal de dimension finie n de g, et M un g-module de dimension
finie sur K. Soit ¢ U'élément de Casimir (supposé exister) associé @
Meth.

a) Ona'Tr (cy) = n.

b) Si M est simple, et si n n’est pas divisible par la caractéris-
tique de K, cy est un automorphisme de M.

Reprenant les notations de la prop. 11, on a Tr(cy) =

2Tr ((ei)M(eé)M).z 2iB(e; i) = n. Done, si n n’est pas divisible
t=1 i=1

par la caractéristique de K, ¢y # 0. D’autre part, comme ¢ appar-
tient au centre de U, ¢, est permutable & tous les zy, x € g. Si
de ‘plus M est simple, ¢y est done inversible dans £(M) (Alg.,
chap. VIII, § 4, n° 3, prop. 2).

8. Extension de Uanneau de base

Soient K, un anneau commutatif & élément unité, o un homo-
morphisme de K dans K; transformant 1 en 1. Soient g une K-
algébre de Lie, U son algébre enveloppante, et M un g-module a
gauche, c’est-a-dire un U-module a gauche. Alors, M, est cano-
niquement muni d’une structure de Ux,)-module a gauche, done
de gx)module & gauche. Soient p et py les représentations de
g et gu, correspondant & M et M) : on dit que pg) se déduit de
p par extension de 'anneau de base, et on peut appliquer les résul-
tats d’Alg., chap. VIII, § 13, n° 4. Si z € g, pk,)(z) n’est autre que
Pendomorphisme p(2) ® 1 de Mx) = M@k K;.

Supposons que K soit un corps, que K; soit une extension de
K, et que ¢ soit I'injection canonique de K dans K,. Soient V et
V' des sous-espaces vectoriels de M. Soit a le sous-espace vectoriel
de g formé des z e g tels que p(z)(V) c V'. Soit a’ le sous-espace
vectoriel de g« formé des 2’ € gg, tels que pry(2')(Vigy) € V(’Kl)'
Alors, o’ = ag. Il est clair en effet que ag,ca’. Soit maintenant
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n

z' € a'. On peut écrire ' = X Mz, ot les z; sont dans g, et o les »;
fmal

sont des éléments de K, linéairement indépendants sur K. Pour

n
tout ueV, on a p(z').ue Vi, c’est-a-dire 2 hp(x:). u € Vixy, d’ou
i=1

p(z:).ue V', donc z; € a et 2’ € axy. Ceci montre bien que a’ = agy.
En particulier, le cenire de g, se déduit du centre de g par
extension de K a K, : il suffit d’appliquer ce qui précéde a la repré-
sentation adjointe de g. Il en résulte que Cp(g,) = (C,8)«, POUr
tout p. De méme, soient h une sous-algébre de g, et nle normalisateur
de b dans g. Alors, le normalisateur de by dans g, est n,.

Soient K, K;, g, p, M comme dans I’alinéa précédent. Soient b
un sous-espace vectoriel de g, et W un sous-espace vectoriel de M.
Soit V le sous-espace vectoriel de M formé des me M tels que
p(b).mc W. Soit V' le sous-espace vectoriel de M, formé des
m' € Mg, tels que pgy(bay).-m € Wiy On voit comme ci-dessus
que V' = Vx,). En particulier, le sous-espace vectoriel des inva-
riants de M) se déduit du sous-espace vectoriel des invariants de
M par extension du corps de base de K a K,.

Soient K, K; et ¢ comme au début de ce n°. Soient g une
K-algébre de Lie, M et N des g-modules. Si M et N sont des g-mo-
dules isomorphes, M, et N, sont des g« )-modules isomorphes.
Inversement :

ProprosiTioN 13. — Soient K un corps, K, une extension de
K, g une K-algébre de Lie, M, N deux g-modules de dimension finie
sur K. Si Mg, et Ng, sont des g -modules isomorphes, M et N
sont des g-modules isomorphes.

La démonstration se fait en deux étapes.

10 Supposons d’abord que K, soit une extension de K de degré
fini n. Soit U l'algébre enveloppante de g, de 3orte que Palgébre
enveloppante de gu, est Ug, = UK, (§ 2, n° 9). Etant iso-
morphes en tant que Ugy-modules, M) et N, le sont a fortiori
en tant que U-modules ; mais en tant que U-modules, ils sont res-
pectivement isomorphes & M" et N”. Or, M et N sont des U-mo-
dules de longueur finie ; M (resp. N) est donc somme directe d’une
famille (P);<ic, (resp. (Qfigigq) de sous-modules tels que les
P; (resp. Q;) soient indécomposables et deux P; (resp. Q;) d’'in-
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dices distincts non isomorphes (Alg., chap. VIIIL, § 2, n°o 2, th. 1).
Alors M" (resp. N") est isomorphe a la somme directe des P
(resp. Qj*) ; on en conclut (loc. ¢it.) que p = ¢ et qu’aprés permu-
tation éventuelle des Q; on a nr; = ns; et P; est isomorphe & Q;
pour 1 < ¢ < p, donc M isomorphe a N.

20 Cas général. Soient P le g-module Yx(M, N) et Q le sous-
espace des invariants de P, c’est-a-dire I’ensemble des homo-
morphismes du g-module M dans le g-module N. Dans le g(k,-
module £x,(Mx,, Nx,) = (£Lx(M, N))x,, le sous-espace des in-
variants est Qu,). L’hypotheése que M, et N, sont isomorphes
entraine que M et N ont méme dimension sur K, et qu’il existe
dans Quy un élément g qui est un isomorphisme de Mg, sur
N@&y. Soit (fy,..., fs) une base de Q sur K. Choisissons d’autre

part des bases de M et N sur K. Si 3, e K, pour1 < k < d, la ma-
a

trice de f=k217"‘f" par rapport & ces bases a un déterminant
qui est un polyndéme D(,,. .., &) & coefficients dans K. Lorsque
f = g, ce déterminant est non nul, donc les coefficients de D ne
sont pas tous nuls. Par suite, si Q est la cléture algébrique de K,
il existe (puisque Q est infini) des éléments pe Q (1 < k£ < d)
tels que D(y,,..., ug) # 0 (Alg., chap. IV, § 2, n° 5, prop. 8). Si
K, est I’'extension algébrique de K engendrée par les p; (1 < k < d),
d

on en conclut que X wfy est un isomorphisme de M, sur N, ;
k=1

mais K, est de degré fini sur K (Alg., chap. V, § 3, n° 2, prop. 5),
donc M et N sont isomorphes en vertu de la premiére partie du
raisonnement.

Soient a nouveau K, K; et ¢ comme au début de ce n°. Soit
o une représentation de g dans un K-module M possédant une
base finie (x,,..., x,). Alors, la forme bilinéaire sur g4, associée a
P, Se déduit de la forme bilinéaire associée a p par extension & K;
de I'anneau de base (car, si ue $(M), u a méme matrice par rap-
port a (2y,...,2,) que u®1 par rapport a (z;®1,...,2,81),
donc u et u®1 ont méme trace). En particulier, si le K-module g
posséde une base finie, la forme de Killing de g« se déduit de celle
de g par extension a K; de ’anneau de base.
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§ 4. Algtbres de Lie nilpotentes

On rappelle que K désigne désormais un corps commutatif.
Dans toute la fin du chapitre, les algébres de Lie sont supposées de
dimension finie sur K.

1. Définition des algébres de Lie nilpotlentes

DirintrioNn 1. — Une algébre de Lie g est dite nilpotente s’il
existe une suite finie décroissante d’idéauz (giogig, de G, avec
Go = G, 8, = | 01, telle que [g, 8] C Ginx pour 0 < i < p.

Une algébre de Lie commutative est nilpotente.

PropositioN 1. — Soit g une algébre de Lie. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) g est nilpotente ;

b) Ctg = {0} pour k assez grand ;

¢) Ceg = g pour k assez grand ;

d) il existe un entier k tel que ad x,0ad zy0---cadz, =0
quels que soient les éléments 2;, %,,. .., z, dans g ;

e) il existe une suite décroissante d'idéaux (@:ogign 9€ G,
avec Go = g, Gu = 104, telle que [g, 6:1C G et dim g;/gsq = 1
pour0 < i < n.

Si Ckg = {0} (resp. Cxg = g), il est clair que la suite
Clg,..., g (resp. C,g, Ci10,. - -, Coq) posséde les propriétés de
la définition 1, donc que g est nilpotente. Réciproquement, suppo-
sons qu’il existe une suite (g;)o<igp POssédant les propriétés de la
définition 1. On voit par récurrence sur i que g; © C¥lget gp—; = Cg.
Done CP+lg = { 0 } et Cpg = g. On a ainsi prouvé que les conditions
a), b), ¢) sont équivalentes. D’autre part, C'g est I'ensemble des
combinaisons linéaires d’éléments de la forme

[y, [y - -y [Fivgy [y, 2] -]

quand z,, %,,. .., z; parcourent g. Donc les conditions b) et d)
sont équivalentes. Enfin, ¢’il existe une suite (g)ogig, d'idéaux
possédant les propriétés de la déf. 1, il existe une suite décroissante
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(bi)ogign de sous-espaces vectoriels de g de dimension n, n -1,
n-2,...,0,et une suite d’indices i, < 7; < - -+ < i, avec gy = b,
0 = Dbys. .-, g, = by, 5 alors, comme [g, h;1ch,,, les h; sont
des idéaux et [g, hi] ¢ hua pour tout i. Donc les conditions a) et e)
sont équivalentes.

CoRroOLLAIRE 1. — Le centre d’une algébre de Lie nilpotente non
nulle est non nul.

CoROLLAIRE 2. — La forme de Killing d’une algébre de Lie
nilpotente est nulle.

En effet, quels que soient z et yA dans une algébre de Lie nil-
potente, ad x-ad y est nilpotent, donc de trace nulle.

ProrositioN 2. — Une sous-algébre, une algébre quotient, une
extension centrale d’une algébre de Lie nilpotente sont nilpotentes.
Un produit fini d’algébres de Lie nilpotentes est une algébre de Lie
nilpotente.

Soient g une algébre de Lie, g’ une sous-algébre de g, h un
idéal de g, £ = g/b, et ¢ I'application canonique de gsurf. Sig
est nilpotente, on a C*g = { 0{ pour un entier k, done C*g’ c C*g = } 0
et C*f = o(C*g) = {04, donc g’ et ¥ sont nilpotentes. Si f est nilpo-
tente et h contenu dans le centre de g, on a C*f = gO} pour un
entier k, donc C*gch, et par suite C*'gc[b, g] = }0{, de sorte
que g est nilpotente. Enfin, 'assertion relative aux produits
résulte par exemple de P'assertion @) <= d) de la prop. 1.

La définition 1 et la proposition 2 montrent que les algébres de
Lie nilpotentes sont exactement les algébres obtenues 4 partir des
algébres de Lie commutatives par une suite d’extensions cen-
trales.

Prorosition 3. — Soient g une algébre de Lie nilpotente,
une sous-algébre de g distincte de g. Le normalisateur de Yy dans g
est distinct de §.

Soit k£ le plus grand entier tel que C*g + §h+#Db. Alors,
[C*g + b, hlc g + hch, donc le normalisateur de § dans g
contient C*g + b.
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2. Le théoréme d’Engel

Lemme 1. — Soit V un espace vecioriel sur K. St x est un endo-
morphisme nilpotent de V, Uapplication y + [z, y] de V) dans
4(V) est nilpotente.

En effet, si f désigne cette applicaticn, f®(y) est une somme de
termes de la forme + 2'y2’ avec { + j = m. Si ¥ = 0, on a done
f#*(y) = 0 pour tout y.

TutoriME 1 (Ergel). — Sotent V un espace vectoriel sur K,
et g une sous-algébre de dimension finie de gl(V), dont les éléments
sont des endomorphismes nilpotents de V. St V # {Of, il existe un
u#0dansVitel quex.u = O pour tout z e g.

La démonstration procéde par récurrence sur la dimension n
de g. Le théoréme est évident si n = 0. Supposons-le vrai pour les
algébres de dimension < n.

Soit h une sous-algébre de Lie de g de dimension m < n. Si
zel), adg z applique §) dans lui-méme et définit par passage au quo-
tient un endomorphisme o{z) de 'espace g/h. D’aprés le lemme 1,
adg z est nilpotent, donc o(2) est nilpotent. En vertu de I'hypothése
de récurrence, il existe un élément non nul de g/h qui est annulé
par tous les o(x), z e ). Autrement dit, il existe y = g, y ¢ J), tel que
[z, y]= b pour tout z €. Il en résulte que ) est un idéal dans une
certaine sous-algébre de dimension m - 1 de g.

On en conclut (par itération & partir de h = {0}) que g pos-
séede un idéal h de dimension n-1. Soit ae g, a«}. Faisons
usage & nouveau de I’hypothése de récurrence : les u eV tels que
z.u = 0 pour tout z e forment un sous-espace vectoriel non nul
U de V. Ce sous-espace est stable pour ¢ (§ 3, n° 5, prop. 5). Puisque
a est un endomorphisme nilpotent de V, il existe un élément non
nul de U qui est annulé par g, donc par tout élément de g.

CorOLLAIRE 1. — Pour qu’une algébre de Lie g soit nilpotente,
il faut et il suffit que, pour tout x e g, ad x soit nilpotent.

La condition est nécessaire (prop. 1). Supposons démontrée sa
suffisance pour les algébres de Lie de dimension < n (n # 0).
Soit g une algébre de Lie de dimension n telle que, pour tout
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ze g, ad x soit nilpotent. Le théoréme 1, appliqué a Pensemble
des ad z (z € g), prouve que le centre ¢ de g est non nul. Alors, g
est extension centrale de I'algébre de Lie g/c, qui est nilpotente
d’aprés notre hypothese de récurrence. On conclut en appliquant
la prop. 2.

COROLLAIRE 2. — Sotent g une algébre de Lie, ) un idéal de g.
On suppose que gfh est nilpotente et que, pour tout x € g, la restriction
a b de ad x est nilpotente. Alors g est nilpotente.

Soit ze g. Comme g/f) est nilpotente, il existe un entier &
tel que (ad 2)¥(g) €. Par hypothese, il existe un entier k' tel que
(ad 2)¥'() = §0{. Donc (ad z)*** = {0{. Le cor. 2 est donc une
conséquence du cor. 1.

COROLLAIRE 3. — Sotent V un espace vectoriel, et g une sous-
algébre de dvmension finte de gl(V) dont les éléments sont des endo-
morphismes nilpotents de V. Alors, g est une algébre de Lie nilpo-
tente.

Ceci résulte aussitdot du lemme 1 et du cor. 1.

Exemple. — L’algébre n(n, K) (§ 1, n° 2, ex. 2, 3°) est nilpo-
tente.

3. Le plus grand idéal de nilpolence d’une représentation

Lemme 2. — Soient g une algébre de Lie, a un idéal de g, M
un g-module simple. Si, pour tout x € a, Ty est nilpotent, alors xy = 0
pour tout x € q.

En effet, soit N le sous-espace de M formé des me M tels que
Zy.m = 0 pour tout z € a. D’aprés le th. 1, N s£ {0{. D’autre part,
pour tout ye g, N est stable pour y, (§ 3, n°® 5, prop. 5). Donc
N = M, ce qui prouve le lemme.

Lemme 3. — Soient g une algébre de Lie, a un idéal de g, M
un g-module de dimension finie sur K et (My)ogigna une suite de
Jordan-Holder du g-module M. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

a) pour tout x € q, 2y est nilpotent ;
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b) pour tout z € a, xy est dans le radical de 'algébre assoctative
A engendrée par 1 et les yy, on ye g ;
¢) pour tout x€ a, on a

Zu(Mo) € My, 2u(M;) €M, . . ., 2y(Mny) € M,.

St ces conditions sont remplies, a est orthogonal a g pour la
forme bilinéaire associée au g-module M.

b) = a) : comme A est de dimension finie sur K, le radical de
A est un idéal nilpotent (Alg., chap. VIII, §6, n°4, th. 3), donc tout
élément de ce radical est nilpotent.

a) = ¢) : chaque Q; = M;/Miyy (0 < i< n) est un g-module
simple. Pour tout z € a, 'endomorphisme z,, (qui se déduit de zy
par restriction & M; et passage au quotient) est nilpotent si la con-
dition a) est satisfaite, done nul d’apres le lemme 2 ; autrement dit,
Zu(M;) © My

¢) = b) : supposons satisfaite la condition ¢); solent z=qa et
ze A. On a z(M;) c M; (0 < i < n), done (z2y)"(M) = {0} ; ainsi Azy
est un nilidéal a gauche de A, donc est contenu dansle radical de A
(Alg., chap. VIII, § 6, no 3, cor. 3 du th. 1).

Enfin, supposons satisfaites les conditions a), b), ¢). Soient z € a
et y € g. On vient de voir que yyxy est nilpotent, donc Tr(yyzy) = 0,
ce qui prouve la derniére assertion du lemme.

PRroOPOSITION 4. — Sotent g une algébre de Lie, M un g-module
de dimension finie sur K, A Ualgébre associative engendrée par 1
et Uensemble des xy (x € g).

a) Les idéaux a de g, tels que zy soit nilpotent pour tout z  q,
sont tous contenus dans 'un d’euzx, n. :

b) L’idéal n est Uensemble des x € g tels que xy appartienne au
radical de A.

) Soit (My)ogign une suite de Jordan-Holder du g-module
M ; alors n est aussi Pensemble des xe g tels que (T, = 0
pour tout i.

d) n est orthogonal a g pour la forme bilinéaire associée d o.

L’ensemble des z e g tels que zy appartienne au radical de A
est évidemment un idéal de g. La proposition résulte alors aussitot
dulemme 3.
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DeriniTioN 2, — L’idéal n de la prop. 4 s’appelle le plus grand
idéal de nilpotence pour le g-module M, ou le plus grand idéal de
ntlpotence de la représentation correspondante.

Il est clair que n contient le noyau de cette représentation.
Il lui est égal quand M est semi-simple (prop. 4 ¢)), mais non en
général. On prendra garde qu’un élément z de g tel que ay soit
nilpotent n’appartient pas nécessairement a n.

Notons par ailleurs qu’un cas particulier du lemmme 3 fournit
aussitot le résultat suivant :

ProrosiTioN 5. — Soient V un espace vectoriel de dimension
finie n sur K, et g une sous-algébre de Lie de gl(V) dont les éléments
sont des endomorphismes nilpotents de V. Alors, il existe une suite
décroissante de sous-espaces vectoriels Vo, Vy,. .., Vo de V, dedimen-
stons n, n—1,..., 0, tels que (Vi) € Vi pour tout ze g et tout
i=041,...,n-1.

4. Le plus grand idéal nilpotent d’une algébre de Lie

Soient g une algébre de Lie, a un idéal de g. Pour que a soit
nilpotent, il faut et il suffit que, pour tout zeq, adg = soit nil-
potent ; la condition, évidemment suffisante, est nécessaire,
car, si a est nilpotent, et si xeq, ade z est nilpotent et adg
applique g dans a, donc adg z est nilpotent. Ceci posé, la prop. 4,
appliquée a la représentation adjointe de g, fournit le résultat
suivant :

ProrositioN 6. — Soient g une algébre de Lie, E la sous-
algébre associative de 4(g) engendrée par 1 et les adg z (z € g). Soit R
le radical de E.

a) Llensemble n des y e g tels que adgy € R est le plus grand
idéal nilpotent de g.

b) Il est orthogonal & g pour la forme de Killing.

On prendra garde que g/n peut avoir des idéaux nilpotents
non nuls.
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5. Extension du corps de base

Soient g une K-algébre de Lie, K; une extension de K, et
g' = g, Comme C*g' = (C*g)«,, g est nilpotente si et seulement
si g’ est nilpotente.

Soient M un g-module de dimension finie sur K, n le plus
grand idéal de nilpotence pour M, et M’ = M. Soit (Mi)ogign
une suite de Jordan-Hdélder du g-module M. On a zy(M;) c M;,;
pour tout i et tout z e n, done 2 ((Mi),) € (M), pour tout i et
tout 2’ € 1, ; donc ;. est nilpotent pour 2’ € ng ), de sorte que n,
est contenu dans le plus grand idéal de nilpotence n’ pour M'.
Nous allons voir que, si K, est séparable sur K, alors n' = .
Soient E la K-algébre associative engendrée par 1 et les zy (z € g),
E’ la K-algébre associative engendrée par 1 et les z (2’ € g’'),
R et R’ les radicaux de E et E’. L’algébre E’ s’identifie canoni-
quement & Ex, On a R’ = R, (4lg., chap. VIII, § 7, n° 2,

cor. 2 ¢) dela prop. 3). Ceci posé, soit y’ e n’, et écrivons y' = X Ay,
t=1
ou les y; sont dans g et ot les X € K, sont linéairement indépendants
sur K. On a yly = 2 M(¥i)w, et yiy = R’ = Rg). Done (y)y < R,
i=1

et par suite y; e pour tout . On en conclut que y’ e ng,, d’ou
nc n(xl).

En particulier, si K, est séparable sur K, le plus grand idéal

nilpotent de g, se déduit de celui de g par extension de K a
K, du corps de base.

§ 5. Algeébres de Lie résclubles

On rappelle que K désigne désormais un corps de caractéristique
0 et que toutes les algebres de Lie sont supposées de dimension
finie sur K '.

! Le lecteur remarquera que I'hypothése sur la caractéristique de K

n’est pas employée dans les numéros 1 et 2 du présent paragraphe.
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1. Définition des algébres de Lie résolubles

DeEriNiTION 1. — Une algébre de Lie g est dite résoluble si sa
Litme glacbre dérivée (g est nulle pour k assez grand.

Une algébre de Lie nilpotente est résoluble.

ProrositioN 1. — Une sous-algébre, une algébre quotient d’une
algébre de Lie résoluble sont résolubles. Toute extension d’une algébre
résoluble par une algébre résoluble est résoluble. Tout produit fini
d’algébres résolubles est résoluble.

Soient g une algébre de Lie, g’ une sous-algébre, h unidéal de
g, T = g/h, et ¢ I'application canonique de g sur f. Si g est réso-
luble, on a g = {0} pour un entier &, donc g’ c (g = {0}, et
E = o((¥*g) = {0}, donc g’ et f sont résolubles. Si b et £ sont
résolubles, il existe des entiers s, ¢ tels que () = ' = }0}; on a
alors (W'g c b, done Mg = (F((¥g) c ('Y = {0}, et g est résoluble.
La derniére assertion résulte de la deuxiéme par récurrence sur
le nombre des facteurs.

ProrositioN 2. — Soit g une algébre de Lie. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

a) g estrésoluble ;

b) il existe une suite décroissante § = g2 g2 -+ 2 g, = ; 0}
didéaux de g tels que les algébres g;/g:, soient commutatives
(i=0,1,...,n-1);

c) il existe une suite décroissante g = @p2 ¢g12 -+ D gp = gO;
de sous-algébres de g telles que g, soit un idéal dans g; et que g;/gi,,
soit commutative (1 = 0,1,..., p—1).

d) Il existe une suite décroissante g = gy’ 2 @i’ 2 - - - 2 gg' = {0}
de sous-algébres de g telles que @i/, soit un idéal de codimension 1
dans gi' (1 =0,1,...,¢-1).

a) = b) : il suffit de considérer la suite des idéaux dérivés de g.

b) = ¢) : ¢’est évident.

¢) = d) : supposons la condition c) satisfaite; tout sous-espace
vectoriel de g; contenant g;, est un idéal de g;, d’ou aussitot d).

d) = a) ; ceci résulte du fait qu'une extension d’une algébre
résoluble par une algébre résoluble est résoluble.
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Exemples d’algébres de Lie résolubles.

I. Soient g un espace vectoriel de dimension 2 sur K, (e, ¢,)
une base de g. Il existe une multiplication bilinéaire alternée
(z, ¥) > [z, y] et une seule sur g telle que [e;, ;] = ¢;,. On vérifie
facilement que g est ainsi muni d’une structure d’algébre de Lie
résoluble. Maintenant, soit §) une algébre de Lie non commuta-
tive de dimension 2 sur K. On va montrer que §y est isomorphe a
g. Soit (fy, o) une base de h. L’élément [f), f,] n’est pas nul (sinon §
serait commutative), done il engendre un sous-espace f de dimen-
sion 1 de h. On a [h, h] = I. Soit (ef, e;) une base de b telle que
e;ef. On a [ef, 5] = 2e; avec 2 # 0. Remplacant e par Ale,
on voit qu'on peut supposer 2 = 1, d’olt notre assertion.

I1. Les formules () du § 1 prouvent que @t(r, K) = n(n, K).
Comme n(n, K) est nilpotente donc résoluble, i(n, K) est résoluble.
Par suite, st(n, K) est résoluble. En particulier, st(2, K) est iso-
morphe a ’algébre de 'exemple 1.

2. Radical d’une algébre de Lie

Solent a, b deux idéaux résolubles d’une algébre de Lie g.
L’algébre (a + b)/b est isomorphe & a/(a nb), donc est résoluble,
et a 4 b, qui est extension de (a - b)/b par b, I’est aussi (prop. 1).
1l s’ensuit qu’un idéal résoluble maximal de g contient tout idéal
résoluble de g, donc que g posséde un plus grand idéal résoluble.
Ceci légitime la définition suivante :

DEFINITION 2. — On appelle radical d'une algébre de Lie son
plus grand idéal résoluble.

Prorosition 3. — Le radical t d'une algébre de Lie g est le
plus petit idéal de g tel que g/t ait pour radical {01,

Soilent a un idéal de g, et ¢ Papplication canonique de g sur
g/a. Si le radical de g/a est nul, alors ¢(r), qui est un idéal réso-
luble de g/a, est nul; donc rc a. D’autre part, ’'image réciproque
3(r’) du radical t’ de g/t est un idéal de g qui est résoluble d’aprés
la prop. 1, donc est égal At ; par suite r’ = {0}.
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ProrosiTiON 4. — Soient @1,..., . des algébres de Lie. Le
radical ¥ du produtt des g; est le produit des radicaux v; des g;.

Le produit v’ des 1; est un idéal résoluble (prop. 1), donec
¥’ cr. L’image canonique de ¥.dans g; est un idéal résoluble de g,
done est contenue dans v; ; donc rcv'.

3. Radical nilpotent d’une algébre de Lie

DErinNiTiON 3. — Soit g une algébre de Lie. On appelle radical
nilpotent de g Uintersection des noyaux des représentaitons simples
de dimension finie de g.

Remarques. — 1) Soit s le radical nilpotent de g. Comme
tout suite décroissante de sous-espaces vectoriels de g est station-
naire, il existe un nombre fini de représentations simples de dimen-
sion finie de g dont les noyaux ont pour intersection s. La somme
directe de ces représentations est semi-simple et a pour noyau s.
Il en résulte que l'ensemble des noyaux des représentations
semi-simples de dimension finie de g a un plus petit élément, a
savoir s. '

2) Compte tenu de la prop. 4¢) du § 4, n°3, s est aussi 'inter-
section des plus grands idéauz de nilpotence des représentations de
dimension finie de g. En particulier, s est contenu dans le plus
grand idéal nilpotent de g, donc est un idéal nilpotent de g.

3) Toute forme linéaire A sur g qui est nulle sur Mg est une
représentation simple (d’espace K) de g, d’ou A(s) = 50} Il en
résulte que sc (g. Par ailleurs, 5 est contenu dans le radical r
de g d’aprés la remarque 2. Nous allons démontrer que s == t n Jg.

Lemme 1. — Soient V un espace vectoriel de dimension finie
sur K, g une sous-algébre de gl(V) telle que V soit un g-module
stmple, a un idéal commutatif de g. On a alors an g = gO §

Soit (V,)ogi<- une suite de Jordan-Hélder du a-module V.
Soit S la sous-algébre de Z(V) engendrée par 1 et a.

S1 b est un idéal de g contenu dans a et tel que 1'on ait
Tr bs = 0 pour tout b € b et tout s € S, on a en particulier, par défi-
nition de S, Tr (”) = 0 pour tout entier n >0, donc b est nilpotent
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(Alg., chap. VII, §5,n°5, cor. 4 de la prop. 13) ; comme les éléments
de b sont tous nilpotents, onab ={0}(§4,n°3,lemme2). Appliquons
d’abord ceci 4 I'idéal [g, a]de g.Sizeg,aeqa,seS,onaTr [z, als =
Tr (zas — axs) = Tr z(as — sa) = 0 puisque as = sa; on a done
[g,a] = fO} Les éléments de g commutent done & ceux de a, donc
aussi & ceux de S. Si z, y appartiennent a g, et si seS, on a
Trlz, yls = Tr (zys — yxs) = Tr z(ys — sy) = 0 puisque ys = sy ;
prenant alors pour b I'idéal Mgna, on a Mgna = {0}.

THEOREME 1. — Soient g une algébre de Lie, t son radical, et s
son radical nilpotent. On a alors s = Mg nt.

On sait déja que sc Rdgnr. Il suffira donc de montrer que,
si p est une représentation simple de dimension finie de g, on a
p(dgnr) = }0{. Soit % le plus petit entier > 0 tel que p(0¥**'r) =
{0}; posons g’ = p(g), a’ = p((W*r) ; comme V¥t est un idéal de g,
a’ est unidéal de g'; cet idéal est commutatif puisque p(R*r) = {O}
Si V est Pespace de p, on a g'cgl(V) et V est un g'-module
simple. Alors, o(Rgn Fr)c Pg' na' = {0} Si on avait £ > 0,
on aurait (¥rc Mg, p(V*r) = {0{, contrairement a la définition
de k. Donc k = 0, c’est-a-dire que p(PAgnz) = {0}.

CoRrOLLAIRE 1. — Soit g une algébre de Lie résoluble. Le radi-
cal nilpotent de g est (Dg. Si o est une représentation simple de dimen-
sion finie de g, o(g) est commautative, et 'algébre associative L en-
gendrée par 1 et p(g) est un corps de degré fint sur K.

Onaicit = g, d’ot1 s = Mg. Donc p(RRg) = §0{, ce qui montre
que g’ = p(g) est commutative. Tout élément # O de L est inver-
sible en vertu du lemme de Schur ; L, est donc un corps.

CoroLLAIRE 2 (théoreme de Lie). — Soit g une algébre de Lie
résoluble ; supposons K algébriguement clos. Soit M un g-module de
dimension finte sur K, et sott (M;)o<i<r une suite de Jordan-Holder de
M. Alors, M;—1/M; est de dimension 1 sur K pour 1 <i <r, et, pour
tout x € g, on a rm, ,m; = M(x).1, M étant une forme linéaire sur g
nulle sur @g. En particulier, tout g-module simple de dimension finie

sur K est en fait de dimension 1.
5—B.
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Soit ¢; la représentation de g dans M;,/M.. L’algébre associa-
tive L; engendrée par 1 et pi(g) est un corps, extension de degré
fini de K, donc égal a K; et M;3/M; est un L;-module simple,
d’o dim M;;/M; = 1. Le reste du corollaire est évident.

Remarques. — 1) Si on remplace (M;)ogig- par une autre
suite de Jordan-Holder de M, la suite (..., %,) est remplacée
par une suite de la forme (Arp),..., 2zp)), OU = est une per-

mutation de {1,...,r}, comme il résulte du théoréme de Jordan-
Holder.

2) Soit (ey,...,e) une base de M telle que e;e My, e & M;
(1 €£i<r). Sizeg, Pendomorphisme de M qui correspond a z
est représenté par rapport & cette base par une matrice triangulaire
dont les coefficients diagonaux sont A(z),. .., A(z).

CoROLLAIRE 3. — Supposons K algébriquement clos. Si g est
une algébre de Lie résoluble de dimension r, tout idéal de g est un
terme d’une suite décroissante d’idéaux de dimensionsr,r - 1,...,0.

En effet, tout idéal fait partie d’une suite de Jordan-Holder de
g, considéré comme espace de la représentation adjointe (Alg.,
chap. I, § 6, n° 14, cor. du th. 8) ; il suffit alors d’appliquer le cor. 2.

CoROLLAIRE 4. — Supposons que K = R. Soit g une algébre
de Lie résoluble. Toute représentation simple de g est de dimension
< 2. Tout idéal de g est un terme d’une suite décroissante (go<i<m
&’ idéaux telle que gy = g, 8, = {0}, dim g;,/g; < 2(1 < i< m).

Cela se démontre de la méme maniére que les cor. 2 et 3,
tenant compte de ce que toute extension algébrique de R est de
degré < 2.

COROLLAIRE 5. — Pour qu’une algébre de Lie g soit résoluble,
il faut et suffit que Dg sott nilpotente.

La condition est nécessaire en vertu du cor. 1. Elle est suffi-
sante puisque g/@g est commutative.

COROLLAIRE 6. — Soit ¢ une représentation de dimenston finie
d’une algébre de Lie g. Soit v le radical de g. Tout élément x = t tel que
o(x) soit nilpotent appartient au plus grand idéal de nilpotence ndep.
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Soit V PI'espace de p; soit (Vi)ogig- une suite de Jordan-
Holder pour la structure de r-module de V, et soit p; la représen-
tation de r d’espace Vi/Vi; (1 < ¢ < r). Si p(z) est nilpotent, il en
est de méme des p,(x) ; comme, pour tout i, ’algébre engendrée
par p;(r) est un corps, on a p(z) = 0. Réciproquement, sip,(x) = 0
pour tout I, p(x) = 0. Ceci montre que l’ensemble a des zex
tels que p(x) soit nilpotent est un idéal de r. D’autre part,
[g,alcPgnrcnnrca, donc a est un idéal de g. Ceci prouve
que acn.

CorROLLAIRE 7. — Soient g une algébre de Lie, t son radical.
Les quatre ensembles suivants sont identiques : a) le plus grand
idéal nilpotent de g ; b) le plus grand idéal nilpotent de t; ¢) Uen-
semble des z et tels que adg x soit nilpotent; d) Vensemble des xex
tels que ady z soit nilpotent.

Désignons par a, b, ¢, b ces quatre ensembles. Les inclusions
acbcbccsont claires. On a cc a d’apres le cor. 6 appliqué a la
représentation adjointe de g.

4. Un critére de résolubilité

Lemme 2. — Soient z un endomorphisme d’un espace vectoriel
V de dimension finte, et s (resp. n) sa composante semi-simple (resp.
nilpotente) (cf. Alg., chap. VIIL, § 9, n° 4, déf. 4). Soient ad z, ad s,
ad n les images respectives de z, s, n dans la représentation adjointe
de gl(V). Alors ad s (resp. ad n) est la composante semi-simple
(resp. nilpotente) de ad z, et est égal & un polynéme en ad z, & coeffi-
cients dans K, sans terme constant.

Onaadz=ads + ad #n, [ad s, ad n] = 0, et ad n est nilpo-
tent (§ 4, lemme 1). Montrons que ad s est semi-simple. Il suffit
de le faire pour K algébriquement clos (cf. Alg., chap. VIII, § 9,
no 2, prop. 3). Soit alors (e;); cignune basede V telle que s(e;) = nies
(% € K). Soit (Ey) la base canonique de M,(K) = gl(V). D’aprés les
formules (5) du § 1, on a (ad s).Ey = (M — N)Ey, donc ad s est
semi-simple. La derniére assertion du lemme résulte d’Alg., chap.
VIII, § 9, no 4, prop. 8.
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Lemme 3. — Sotent M un espace vectoriel de dimension finie,
A et B deux sous-espaces vectoriels de gl(M) tels que B <« A et T len-
semble des t € gI(M) tels que [t, A] « B. St z€ T est tel que Tr (zu) =0
pour tout u €T, alors z est nilpotent.

Il suffit de faire la démonstration lorsque K est algébrique-
ment clos, ce que nous supposerons désormais. Soient s et n les
composantes semi-simple et nilpotente de z, et soit (e;) une base de
M telle que s(e;) = ne: (e K). Soit Ve K T'espace vectoriel sur
Q engendré par les . Il s’agit de montrer que V = {0}. Soit f une
forme Q-linéaire sur V, et soit ¢ ’endomorphisme de M tel que
te; = f(M)ei. Si (Ey) est la base canonique de gl(M) définie par
E,-,-ek == Sjke,-, on a

(ad s)Ey = (M= M) Ey
(adt)Ey; = (f() = f(N))Ese

I1 existe un polyndéme P, sans terme constant, a coefficients
dans K, tel que P(n— ) = f(n) — (%) quels que soient ¢ et
(car, sl M— X = M— on a f(N) —F(x) == f(m) - f(\), et, s1
r— N =0, f(x) ~f(3y) = 0). Alors, ad ¢t = P(ad s). D’autre part,
ad s est un polyndme sans terme constant en ad z. Or (ad 2)(A) c B,
d’ou aussi (ad ¢)(A)cB. Vu Thypothése, on a 0 = Tr (af) =
Znif(n), Aot 0 = f(Tr (2t)) = Zf(2:)2. Puisque les f(x;) sont des
nombres rationnels, f = 0, ce qui achéve la démonstration.

TutoriME 2 (critére de Cartan). — Soient g une algébre de
Lie, M un espace vectoriel de dimension finie, p une représentation
de g dans M, et B la forme bilinéaire sur g associée d p. Alors, o(q) est
résoluble st et seulement st J0g est orthogonal & g pour .

On peut évidemment se ramener au cas ou g est une sous-
algébre de Lie de gl(M) et ot p est ’application identique. Si g
est résoluble, Mg est contenu dans le plus grand idéal de nilpotence
de la représentation identique de g (th. 1), done est orthogonal a
g pour B (§ 4, prop. 4 d)). Supposons (Dg orthogonal a g pour B,
et prouvons que g est résoluble. Soit T I'ensemble des ¢ e gl(M) tels
que [t, glc Rg. SiteT et si z, y appartiennent a g, on a [¢, x] (g,

done
Tr (tz, y]) = B({¢, 2], ) = 0
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d’ou par linéarité Tr (tu) = 0 pour tout ue (Dg. Par ailleurs, il est
clair que Pgc T. Donc (lemme 3) tout élément de (Dg est nilpo-
tent. Il est résulte que (dg est nilpotente (§ 4, cor. 3 du th. 1),
donc que g est résoluble (n° 3, cor. 5 du th. 1).

5. Nouvelles propriétés du radical

ProposiTION 5. — Soient g une algébre de Lie, v son radical.

a) Si p est une représentation de dimension finie de g, et si £
est la forme bilinéaire associée, v et (dg sont orthogonaux pour .

b) t est Porthogonal de g pour la forme de Killing.

Soient x, ¥ dans g,ze t. Ona [y, z]€ Mg nrt, done B([z, y], 2) =
B(z, [y, z]) = O (th. 1). D’ou a).

Soit 1’ I'orthogonal de (Pg pour la forme de Killing. C’est un
idéal de g (§ 3, n° 6, prop. 7 a)) qui contient v d’aprés ce qui pré-
céde. D’autre part, 'image s de r' par la représentation adjointe
de g est résoluble (th. 2), donc 1’ est résoluble comme extension
centrale des. Donct' cr.

CoroLLAIRE 1. — Soit g une algébre de Lie. Alors, g est réso-
luble si et seulement st (Dg est orthogonal a g pour la forme de
Killing.

C’est une conséquence immédiate de la prop. 5 b).

COROLLAIRE 2. — Le radical v d’une algébre de Lie g est un
idéal caractéristique.

En effet, (g est un idéal caractéristique, et la forme de
Killing est complétement invariante (§ 3, n® 6, prop. 10). Donc
Porthogonal de (0g pour la forme de Killing est un idéal caractéris-
tique (§ 3, n° 6, prop. 7 b)).

CoroLLAIRE 3. — Soient g une algébre de Lie, ¢ son radical,
a un idéal de g. Alors, le radical de a est égal ¢ t n a.

En effet, ¥ n a est un idéal résoluble de a, donc est contenu dans
le radical t' de a. Réciproquement, v’ est un idéal de g (cor. 2,
et §1,n°%4, prop. 2),doncy’' cr.

Le cor. 2 peut étre précisé de la maniére suivante :
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Prorosition 6. — Soient g une algébre de Lie, v sor radical, nt
son plus grand idéal nilpotent. Toute dérivation de g applique ¢
dans n.

Soit D une dérivation de g. Soit ¢’ = g + Kz, une algébre de
Lie dans laquelle g est un idéal de codimension 1, telle que
Dx = [x,, ] pour tout xe g (§ 1, n° 8, exemple 1). D’apreés le cor.
3 de la prop. b, r est contenu dans le radical t’ de ¢’. On a D(x) =
[zo, ¥]C [g, g'INt = ¢'. Pour tout zes’, adg = est nilpotent
(th. 1). Done, pour tout x € ' n g, ady = est nilpotent. Done D(r) est
contenu dans I’1déal nilpotent s’ n g de g.

CoroLLAIRE. — Le plus grand idéal nilpotent d’une algébre de
Lie est un idéal caractéristique.

Remargque. — Pour résumer certains des résultats antérieurs,
notons que, si on désigne respectivement par r, 1, s, f, le radical de
g, le plus grand 1déal nilpotent de g, le radical nilpotent de g, et
I’orthogonal de g pour la forme de Killing, on a

ro>fonos.

I’inclusion t> f résulte de la prop. 5 b). L’'inclusion > n résulte
du § 4, no 4, prop. 6 b). L'inclusion nos a été signalée a la re-
marque 2 du n° 3.

6. Exlension du corps de base

Soient g une K-algébre de Lie, et K; une extension de K. Il est
clair que gy, est résoluble si et seulement si g est résoluble,
puisque ((gu,) = (02°Q)cxy-

Soit 1 le radical de g. Alors, 1 est le radical de g . En effet,
soit B la forme de Killing de g. Comme r est I’orthogonal de (Rg
pour § (prop. 5 b)), r, est 'orthogonal de (Rg)x, = @(gx,) pour
la forme déduite de B par extension de K & K,, ¢’est-a-dire pourla
forme de Killing de g, (§ 3, n° 8). Notre assertion résulte alors
d’une nouvelle application de la prop. 5 b).
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§ 6. Algébres de Lie semi-simples

On rappelle que K désigne un corps de caractéristique 0 et que
toutes les algebres de Lie sont supposées de dimension finie sur K.

1. Définition des algébres de Lie semi-simples

DeEriNiTioN 1. — Soit g une algébre de Lie. On dit que g est
semi-simple st le seul idéal commutatif de g est §O L.

Remarques. — 1) L’algébre {O} est semi-simple. Une algébre
de dimension 1 ou 2 est non semi-simple (cf. § 5, n°1, exemple 1).
Il existe des algébres semi-simples de dimension 3 (cf. n° 7).

2) Une algébre semi-simple a un centre nul, donc sa représen-
tation adjointe est fidéle.

3) S gy . ., Gx sont semi-simples, g = @3 X - -+ X g, est semi-
simple ; car, si a est un idéal commutatif de g, les projections de a
SUr gy,. . ., Gn Sont réduites & {0/,

TuEorREME 1. — Soit g une algébre de Lie. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

a) g est semi-simple.

b) Le radical v de g est nul.

¢) La forme de Killing B de g est non dégénérée.

En outre, une algébre de Lie semi-stmple est égale a son idéal
dérivé.

a) = b) : car, si r # gOg, la derniére algébre dérivée non nulle
de r est un idéal commutatif de g.

b) = ¢) : ceci résulte de la prop. 5 b) du § 5, n° 5 (qui prouve
en méme temps la derniére assertion du théoréme).

¢) = a) : cecirésulte de la prop. 6 b) du §4, n°4.

CoRrOLLAIRE. — Soient g une algébre de Lie semi-simple, p une
représentation de g dans un espace V de dimenston finie. Alors,
o(g) € SI(V).

En effet, la forme linéaire z > Tr po(x) (z € g) s’annule quand
x est de la forme [y, z] (y € g, 2 g), done sur Ng = g.
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ProrosiTioN 1. — Sotent g une algébre de Lie semi-simple, p
une représentation fidéle de dimension finie de g. Alors la forme
bilinéaire sur g associée a p est non dégénérée.

En effet, 'orthogonal de g pour cette forme est un idéal réso-
luble (§ 5, n° 4, th. 2), donc est nul.

CorOLLAIRE 1. — Soient g une algébre de Lie, B sa forme de
Killing, a une sous-algébre semi-simple de g. L’orthogonal §) de a
par rapport ¢ B est un sous-espace supplémentaire de a dans g, et
on a [a, hlch. Si a est un idéal de g, il en est de méme de b, qui est
alors le commutant de a dans g.

Soit B’ la restriction de B & a: ¢’est la forme bilinéaire associée a
la représentation 2z — adg z de a dans I’'espace g. Cette représenta-
tion est fidele, donc B’ est non dégénérée (prop. 1). Done b est
supplémentaire de a dans g. Par ailleurs, si x, y sont dans a et
zeh, on a Bz, [y, z]) = B([z, y],2) =0, car [z,y]ea, donc
[y, z] € b, ce qui prouve que [a, h] € h. Si a est un idéal de g, on sait
que b est un idéal de g (§ 3, prop. 7) et g s’identifie a a X §. Comme
le centre de a est nul, le commutant de a dans g est b.

CoroLLAIRE 2. — Toule extension d’'une algébre de Lie semi-
simple par une algébre de Lie semi-simple est semi-simple et triviale.
Ceci résulte aussitot du cor. 1.

COROLLAIRE 3. — Si g est semi-simple, toute dérivation de g
est intérieure.

En effet, ad g est isomorphe a4 g, donc semi-simple, et est
un idéal de 'algeébre de Lie b des dérivations de g (§ 1, prop. 1).
Si Ded commute aux éléments de ad g, on a, pour tout z= g,
ad D(z) = [D, ad z] = 0, d’ou D(z) = 0; done D = 0. Le cor. 3
résulte donc du cor. 1.

2. Semi-simplicité des représentations

Lemme 1. — Soit g une algébre de Lie semi-simple. La repré-
sentation adjointe de g est semi-stmple. Tout idéal et toute algébre
quotient de g est semi-simple.
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En effet, soit a un idéal de g. L’orthogonal b de a dans g
pour la forme de Killing est un idéal de g, et anb est un idéal
commutatif (§ 3, n° 6, prop. 7), donc nul. Done b est supplémen-
taire de a dans g. En outre, comme la forme de Killing de g
est non dégénérée, il en est de méme de ses restrictions & a et
b (Alg., chap. IX, § 4, n° 1, cor. de la prop. 1), donc a et b
sont semi-simples (n° 1, th. 1, et § 3, n°6, prop. 9).

Lemme 2. — Soit g une algébre de Lie. Alors les deuz condi-
tions suivantes sont équivalentes :

a) Toutes les représentations linéaires de dimension finie de g
sont semi-simples.

b) Etant donnés une représentation linéaire p de g dans un espace
vectoriel V de dimension finte et un sous-espace vectoriel W de co-
dimension 1 tel que p(x)(V) c W pour tout x € g, il existe une droite
supplémentaire de W stable pour ¢(g) (donc annulée par p(g)).

Il est clair que @) entraine b). Supposons &) vraie. Soient &
une représentation de dimension finie de g dans un espace vecto-
riel M, et N un sous-espace vectoriel stable pour o(g). Soit u la
représentation de g dans $(M) canoniquement déduite de o (§ 3,
n° 3) : rappelons que u(z) = adguy o(x). Soit V (resp. W) le sous-
espace de (M) formé des applications linéaires de M dans N dont
la restriction & N est une homothétie (resp. est nulle); alors W
est de codimension 1 dans V, et p(z)(V)c W pour tout ze g.
D’aprés la condition b), il existe un z e V annulé par u(z) pour tout
ze g, et dont la restriction & N est une homothétie non nulle. En
multipliant u par un scalaire convenable, on peut supposer que u
est un projecteur de M sur N. Dire que u(x).u = 0 signifie que u
est permutable & o(z). Donc le noyau de u est un supplémentaire de
N dans M stable pour o(z), quel que soit e g. Donc ¢ est semi-
simple.

Lemme 3. — Sotent g une algébre de Lie semi-simple, e une
représentation lindaire de g dans un espace vectoriel V de dimension
finie et W un sous-espace de V de codimension 1 tel que o(2)(V)c W
pour tout z € g. Alors il existe une droite supplémentaire de W stable
pour p(g)-

Pour tout z € g, soit o(z) la restriction de p(x) @ W. Supposons
d’abord que o soit simple. Si o = 0, alors p(2)e(y) = 0 quels que
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solent x, y dans g, done p(g) = o((g) = {0 ;, et notre assertion est
évidente. Si ¢ # 0, soit n le noyau de o, et soit m un idéal supplé-
mentaire de n dans g (lemme 1) ; on a m # }0{, et la restriction
de ¢ & m est fidéle ; la restriction a m de la forme bilinéaire associée
a o est non dégénérée (prop. 1), donc on peut former I'élément de
Casimir ¢ associé & m et . D’aprés la prop. 12 du § 3, n° 7, o(c)
est un automorphisme de W. D’autre part, p(c)(V)c W. Donc
Ie noyau Z de p(c) est une droite supplémentaire de W ; puisque ¢
appartient au centre de I'algébre enveloppante de g, p(c) est per-
mutable & p(x) pour tout x e g, donc Z est stable pour o(g). .

Dans le cas général, on raisonne par récurrence sur la dimen-
sion de V. Soit T un sous-espace stable non nul minimal de W. So1t
p' la représentation quotient dans V' = V/T. On a, pour tout z € g,
() (V) c W', ot W' = W/T est de codimension 1 dans V’. Par
Phypothése de récurrence, il existe une droite Z’ supplémentaire
de W’ et stable pour p’(g). Son image réciproque Z dans V est stable
pour o{g), contient T comme sous-espace de codimension 1, et on a
ZnW =T, donc p(z)(Z) c T pour tout x € g. D’aprés ce qui a été
démontré plus haut, il existe une droite supplémentaire de T dans
Z, stable pour p(g) ; cette droite est supplémentaire de W dans V,
ce qui achéve la démonstration.

TukoriME 2 (H. Weyl). — Toute représentation linéaire de
dimenston finie d’une algébre de Lie semi-simple est complétement
réductible.

Ceci résulte des lemmes 2 et 3.

DeEriniTioN 2. — Une algébre de Lie g est dite simple si les
seuls idéaux de g sont 30% et g et st en outre g est non commutative.

Une algébre de Lie simple est semi-simple. L’algébre {0}
n’est pas simple.

ProposITION 2. — Pour qu’'une algébre de Lie g soit semi-
simple, il faut et il suffit qu’elle soit produit d’algébres simples.

La condition est suffisante (n° 1, remarque 3). Réciproque-
ment, supposons g semi-simple. Puisque la représentation adjointe
de g est semi-simple, g est somme directe d’idéaux non nuls mini-
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maux Qqi,..., an. Alors g s’identifie & I’algébre produit des a;
(§ 1, n° 1). Tout idéal de a; est alors un idéal de g, donc nul ou
égal & a;. Par ailleurs, a; est non commutatif. Donc les a; sont des
algébres de Lie simples.

CoROLLAIRE 1. — Une algébre de Lie semi-simple est le produtt
de ses idéaux simples gi. Tout idéal de g est produit de certains des gs.

Onag=a X - X aGm ou les a; sont simples. Comme le
centre de a; est nul, le commutant de a; dans g est le produit
des a; pour j # i. Soit alors a un idéal de g. S’il ne contient pas a;,
onaana = {0}, donc [a, a;] = {0}, et a est contenu dans le pro-
duit des a; pour j # i. Il s’ensuit que a est produit de certains des
a;. Done les idéaux simples de g sont exactement les q;.

Les idéaux simples d’une algébre de Lie semi-simple sont
appelés les composants simples de g.

COROLLAIRE 2. — Soient g, g’ deux algébres de Lie, ¢ et ¢’ leurs
radicauz, et f un homomorphisme de g sur §'. Alorst’ = f(x).

Comme f(r) est résoluble, on a f(r) ct'. D’autre part, g/t est
semi-simple (§ 5, n° 2, prop. 3), donc g'/f(x), qui est isomorphe a
un quotient de g/r, est semi-simple (lemme 1), done f(x) >’ (§5, n°2,
prop. 3).

Remarques. — 1) Le th. 2 admet une réciproque : si toute re-
présentation de dimension finie de g est semi-simple, g est semi-
simple. En effet, puisque la représentation adjointe est semi-
simple, tout idéal de g admet un idéal supplémentaire, done peut
étre considéré comme un quotient de g. Si g n’est pas semi-simple,
g admet donc un quotient commutatif non nul, et par suite un
quotient de dimension 1. Or l'algébre de Lie K de dimension 1
admet des représentations non semi-simples, par exemple

00
M"(x 0)..

2) Soient g une algébre de Lie sur K, et o une représentation
de g dans un espace vectoriel M. Soit d’autre part f une applica-
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tion K-linéaire de g dans M telle que :
1 (=, y1) = o().f(y) - o(y).f(z)

quels que soient z, y dans g. D’apres le § 1, n° 8, exemple 2, la
donnée de o et f équivaut a la donnée d’un homomorphisme
x — (f(z), o(x)) de g dans af(M). On a vu d’autre part (loc. cit.)
que I'élément (f(z), o(z)) de af(M) s’identifie canoniquement &
Iélément o(z) de gI(N) (ot N =M X K) qui induit o(z) sur M
et transforme I’élément (0, 1) de N en f(z). Et p est alors une repré-
sentation de g dans N telle que p(z)(IN) €M pour tout z € g.

Ceci posé, si g est semi-simple, 1l existe (lemme 3) une droite Z
supplémentaire de M dans N et annulée par p(g). Autrement dit,
il existe un élément mye M tel que (- my, 1) € N soit annulé par
e(x) pour tout z e g, c’est-a-dire tel que

(2) f(x) = ol(x).mq

pour tout x € g.

*Supposons K = R. Soit G un groupe de Lie connexe d’algébre
de Lie g. Considérons un homomorphisme analytique ¢ de G dans
le groupe affine A de M, correspondant & un homomorphisme
z — (f(x), o(x)) de g dans af(M). Les résultats précédents peuvent
s’interpréter en disant que, si g est semi-simple, ¢(G) laisse fixe
un point de M. En effet, soit H 'ensemble des éléments de GL(N)
qui laissent stables toutes les variétés linéaires de N paralléles a M.
11 existe (§ 1, n° 8, exemple 2) un isomorphisme canonique ¢ de A
sur H. Soit Z une droite supplémentaire de M dans N. Dire que p(g)
annule Z revient & dire que ($ o ¢)(G) laisse fixes les points de Z,
donc (compte tenu de la définition de ) que o(G) laisse fixe la

projection sur M du point d’intersection de Z et de M x g 1 g %

3. Fléments semi-simples et éléments nilpotents dans les
algébres de Lie semi-simples

ProrosiTion 3. — Sotent M un espace vectoriel de dimen-
sion finte sur K, et g une sous-algébre semi-simple de gl(M).
Alors g contient les composantes semi-simples et nilpotentes de ses
éléments.
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Si K, est une extension de K, la forme de Killing de g, est
I'extension & g, de celle de g (§ 3, n° 8), donc est non dégénérée ;
par suite, g, est semi-simple. Il suffit donc de démontrer la prop.
3 lorsque le corps de base est algébriquement clos, ce que nous
supposons désormais.

Pour tout sous-espace N de M, soit gy la sous-algébre de
gl(M) formée des éléments qui laissent N stable, et dont la restric-
tion a4 N est de trace nulle. Comme g = (2g, on a gc gy si N est
stable par g. Soit alors g* Vintersection du normalisateur de g
dans gl(M) et des algébres gy ot N parcourt I’ensemble des sous-
espaces de M stables par g. Comme la ecomposante semi-simple s
(resp. nilpotente n) de z  gl(M) est un polynéme sans terme cons-
tant en z, et que ad s (resp. ad n) est la partie semi-simple (resp.
nilpotente) de ad z (§ 5, n° 4, lemme 2), il est clair que z e g* im-
plique se g* et neg*; il suffit donc de faire voir que g* = g.
Puisque g et un idéal semi-simple de g* on a g*=a X g
(n° 1, cor. 1 de la prop. 1). Soit aea et soit N un sous-espace
minimal parmi les sous-espaces non nuls de M stables par g. La
restriction de ¢ & N est un multiple scalaire de 'identité d’aprésle
th. de Burnside, de trace nulle par construction, donc est nulle
puisque K est de caractéristique 0. Comme M est somme directe de
sous-espaces tels que N, il s’ensuit que a = 0, done g* = g.

CorOLLAIRE. — Un élément x de g est un endomorphisme semi-
stmple (resp. nilpotent) de M st et seulement si adg x est un endomor-
phisme semi-simple (resp. nilpotent) de g.

Soit s (resp. n) la composante semi-simple (resp. nilpotente)
de zeg. On ase get ne g (prop. 3). Alors adg s (resp. adg n) est
la composante semi-simple (resp. nilpotente) de ady x, d’apres le
lemme 2 du § 5, n° 4. Si x est semi-simple (resp. nilpotent), il en est
donc de méme de ady z. Si maintenant adg 2 est semi-simple (resp.
nilpotent), il est égal & adg s (resp. adg n), donc & = s (resp. x = n)
puisque la représentation adjointe de g est fidéle.

DEriNITION 3. — Soit g une algébre de Lie semi-simple. Un
élément x de g est dit semi-simple (resp. nilpotent) si, pour tout
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g-module M de dimension finie sur K, zy est un endomorphisme
semi-simple (resp. nilpotent) de M.

ProposiTioN 4. — Soient g, g’ des algébres de Lie semi-simples,
el [ un homomorphisme de g dans g'. St z € g est semi-simple (resp.
nilpotent), f(x) Uest ausst. St f est surjectif, tout élément semi-simple
(vesp. nilpotent) de g' est image par [ d’un élément semi-simple
(resp. nilpotent) de g.

Si p est une représentation de g, p o f est une représentation de
a, d’oula premiére assertion. Si f est surjectif, il existe un homomor-
phisme g de g' dans g tel que f o g soit ’homomorphisme identique
de g’ (n° 1, cor. 2 de la prop. 1), et la deuxiéme assertion résulte
donc de la premiére.

TuEOREME 3. — Soit g une algébre de Lie semi-simple.

a) Soit ze q. S’il existe une représentation fidéle de p de g telle
que o(z) soit un endomorphisme semi-simple (resp. nilpolent), alors
x est semi-simple (resp. nilpotent).

b) Tout élément de g s’écrit de maniére unique comme somme d’un
élément semi-simple et d’un élément nilpotent commutant enire eux.

Supposons satisfaite ’hypothése de a). Soient & une représen-
tation de g, b 'idéal supplémentaire du noyau de o, et o la projec-
tion de g sur b. Alors, adg z est semi-simple (resp. nilpotent)
d’aprés le cor. de la prop. 3, donc adp a(x) est semi-simple (resp.
nilpotent). Comme of(z) = o(«(z)), la premiére assertion résulte
du cor. de la prop. 3. La deuxiéme résulte alors de la prop. 3 appli-
quée a une représentation fidele.

4. Algeébres de Lie réductives

DEFINITION 4. — Une algébre de Lie est dite réductive st sa
représentation adjoinle est semi-simple.

Proposition 5. — Sotent g une algébre de Lie, v son radical.
Les conditions sutvantes sont équivalentes :

a) g est réductive.

b) (g est semi-simple.
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¢) g est produit d’une algébre semi-stmple et d’une algébre com-
mutative.

d) g posséde une représentation de dimension finie telle que la
forme bilinéaire associée soit non dégénérée.

e) g posséde une représentation de dimension finie semi-simple
fidéle.

f) Le radical nilpotent de g est nul.

g) 1 est le centre de g.

a) = b) : si la représentation adjointe de g est semi-simple,
g est somme directe d’idéaux non nuls minimaux a;, donc g est
isomorphe au produit des q; ; et a; ne posséde pas d’autre idéaux
que 30; et a;, done est simple ou commutatif de dimension 1. Par
suite, (Og est égal au produit de ceux des a; qui sont simples,
done est semi-simple.

b) = ¢) : st (Og est semi-simple, g est isomorphe au produit
de (Dq par une algébre de Lie | (n° 1, cor. 1 de la prop. 1) ; h est
isomorphe a g/(2g, donc commutative.

¢) = d) : soient g, et g, deux algébres de Lie, p; une représen-
tation de dimension finie de g;, B; la forme bilinéaire sur g; asso-
ciée & p; (I = 1, 2) ; on peut considérer g, et p, comme des représen-
tations de @ = g; X (s ; soit p leur somme directe. Il est clair que
la forme bilinéaire sur g associée a p est la somme directe de B, et
Bs, donc est non dégénérée si B, et B, sont non dégénérées. Ceci posé,
pour prouver 'implication ¢) = d), il suffit de considérer les 2 cas
suivants : 1) g est semi-simple ; alors la représentation adjointe
admet pour forme associée la forme de Killing, qui est non dégé-
nérée ; 2) g = K ; alors la représentation identique de g dans K a
une forme bilinéaire associée qui est non dégénérée.

d) = e) : soient p une représentation de dimension finie de g
et B la forme bilinéaire associée ; d’aprés la prop. 4 du § 4, n° 3,
il existe une représentation semi-simple de dimension finie ¢ de g
telle que le noyau n de o soit orthogonal a g pour 8. Si 8 est non
dégénérée, on a n = {04, donc o est fideéle.

e) = f) : ceci est évident.

f) = g): si le radical nilpotent de g est nul, @gnt est nul
(§ 5, n° 3, th. 1) ; comme [g, r]c Pgnr, v est le centre de g.
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g) = a) : sit est le centre de g, lareprésentation adjointe de g
s’identifie & une représentation de g/t, qui est une algébre de Lie
semi-simple (§ 5, n° 2, prop. 3) ; cette représentation est donc semi-
simple (th. 2).

Remarque. — Si une algebre de Lie g peut se décomposer en
un produit a X b d’une algébre de Lie commutative a et d’une
algébre de Lie semi-simple b, cette décomposition est unique.
Plus précisément, le centre de g est égal au produit des centres de
a et de b, done est égal & a. Et (dg = Pda X b = b.

COROLLAIRE. — a) Tout produit finv d’algébres réductives est
une algebre réductive.

b) St g est une algébre de Lie réductive, de centre ¢, tout idéal
de g est facteur direct, produit de ses intersections avec ¢ et g, et
est une algébre de Lie réductive.

¢) Tout quotient d’une algébre de Lie réductive est une algébre
de Lie réductive.

L’assertion a) résulte par exemple de la condition ¢) de la
prop. 5.

Supposons g réductive. Soit @ un idéal de g. Puisque la repré-
sentation adjointe de g est semi-simple, a posséde un idéal supplé-
mentaire b, et g s’identifie & a X b. Pour tout z e g, soit p(z) la
restriction de adgx & a. Alors, p est une représentation semi-
simple de g qui s’annule sur b, et définit par passage au quotient
la représentation adjointe de a. Donc a est réductive. De méme,
g/a et b, qui sont isomorphes, sont réductives. Enfin, soient 9, d' les
centres deaet b;onaa=D>b X Ma, b =19 X b, p X b’ = ¢,
Pa X @b = Pg ; donc a = (anc) + (an@g).

ProrositioN 6. — Soient g une algébre de Lie, t son radical, s
son radical nilpotent.

a)s = [g, t] = Qgnr.

b) s est Uintersection des orthogonaux de g pour les formes bili-
néaires associées aux représentations de dimension finie de g.

I1 est clair que [g, tJcPgny. Ona Pgnt = s d’aprés le th. 1
du § 5, n° 3. Soient g’ = g/[g, t], et f Thomomorphisme canonique
de g sur g'; alors f(x) est le radical v’ de g’ (cor. 3 de la prop. 2,
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n° 2), done [g, ¥'] = {0} et 1’ est le centre de g’ ; par suite (prop. 5)
g’ posséde une représentation semi-simple fidéle de dimension
finie, d’ou s c [g, t]. On a prouvé a).

Soit t l'intersection des orthogonaux de g pour les formes
bilinéaires associées aux représentations de dimension finie de
g- On a sct (§ 4, n° 3, prop. & d)). D’autre part, g/s posséde
une représentation semi-simple fidéle de dimension finie, donc
(prop. 5) une représentation ¢ de dimension finie telle que la forme
bilinéaire associée soit non dégénérée ; considérée comme repré-
sentation de g, p posséde une forme bilinéaire associée p sur g, et
Porthogonal de g pour B est s, d’ott tcs. Donc t = s. .

Méme si s # {0%, il peut exister des formes bilinéaires inva-

riantes symétriques non dégénérées sur g (exerc. 18 ¢)). De telles
formes, bien entendu, ne sont associées & aucune représentation
de g.

CoOROLLAIRE. — Soient g, q' des algébres de Lie, s (resp. s')
le radical nilpotent de g (resp. g'), et [ un homomorphisme de g
sur g'.

a) On as' = f(s).

b) g’ est réductive sv et seulement si le noyau de f contient s.

En effet, sir, v’ sont les radicaux de g, g',onas = [¢',1'] =
[f(q), ()] = f([g, t]) = f(5). L’assertion b) est conséquence immé-
diate de a).

5. Application : un critére de semi-simplicité pour les
représentations

THEOREME 4. — Soient g une algébre de Lie, v son radisal, o
une représentation de q de dimension finie, ' = o(g) et v’ = p(x).
Alors les conditions sutvantes sont équivalentes :

a) p est semi-simple ;

b) g’ estréductive, et son centre est formé d’endomorphismes semi-
simples ;

c) t’ est formé d’endomorphismes semi-simples ;

d) la restriction de p d v est semi-simple.
6—B.
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a) = b) : si p est semi-simple, g’ est réductive (prop. 5); I'al-
gébre associative engendrée par 1 et g" est semi-simple (Alg.,
chap. VIII, § b, n° 1, prop. 3), donc son centre est semi-simple
(loc. cit., § b, n° 4, prop. 12), donc les éléments de ce centre sont
semi-simples (loc. cit., § 9, n° 1, prop. 2).

b) => ¢) : si g est réductive, son centre est égal & son radical,
c¢’est-a-dire a t’, d’ou Pimplication b) = ¢).

¢) = d) : supposons v’ formé d’endomorphismes semi-simples.
Comme [g', t'] est formé d’endomorphismes nilpotents (n° 4,
prop. 6), on a [g’, t'] = }0{. Ceci posé, I'implication c) = d)
résulte d’Alg., chap. VIII, § 9, n° 2, th. 1.

d) = a) : soient s le radical nilpotent de g, et o' la restriction
de ¢ a 1. Les éléments de o(s) sont nilpotents, donc s est contenu
dans le plus grand idéal de nilpctence de p’. Comme p’ est semi-
simple, on a p'(s) = 302, et g’ est réductive (cor. de la - prop. 6),
de sorte que g’ = a’ X 1’ avec a’' semi-simple (prop. b). Soit A’
(resp. R') I'algébre associative engendrée par 1 et a’ (resp. r’).
Elle est semi-simple (Alg., chap. VIII, § 5, n° 1, prop. 3), done
A’ ®g R’ est semi-simple (loc. cit., § 7, n° 6, cor. 4 du th. 3), done
Palgebre associative engendrée par 1 et g’, qui est un quotient de
A’ ®¢ R’, est semi-simple, ce qui prouve que o est semi-simple.

CoRroLLAIRE 1. — Soient g une algébre de Lie, o et o’ deux repré-
sentations semi-simples de dimension finie de g. Alors, le produit
tensoriel de p et o' est semi-simple.

Soit r le radical de g. Pour zer, p(z) et p'(x) sont semi-
simples (th. 4), donc p(z)®1 4 1®o'(z) est semi-simple (Alg.,
chap. VIII, § 9, cor. du th. 1), done le produit tensoriel de p et o’
est semi-simple (th. 4).

CoROLLAIRE 2. — Soient g une algébre de Lie, o une représen-
tatton semi-simple de g dans un espace vectoriel V de dimension
finie, T et S les algébres tensorielle et syméirigue de V, et oy, og les
représentations de g dans T et S canoniquement déduites de p. Alors,
oy et o3 sont semi-simples, et, plus précisément, sommes directes de
représentations simples de dimension finte.

Soit T le sous-espace de T formé des tenseurs homogénes
d’ordre n. Ce sous-espace est stable pour or, et la représentation



NO 6 ALGEBRES DE LIE SEMI-SIMPLES 83

définie par o, dans T" est semi-simple (cor. 1). D’ou le corollaire
pour oy, et par suite pour og, qui est une représentation quotient
de oy.

COROLLAIRE 3. — Sotent g une algébre de Lie, o et o’ deux re-
présentations semi-simples de dimension finie de g dans des espaces
M et M'. Alors, la représentation de g dans $x(M, M') canoniquement
déduite de p et o' est semi-stmple.

En effet, le g-module 4 (M, M) s’identifie canoniquement au
g-module M*®gM’ (§ 3, n° 3, prop. 4), de sorte que le cor. 3
résulte du cor. 1.

COROLLAIRE 4. — Sotent g une algébre de Lie, a un idéal de q,
p une représentation semi-simple de g.

a) La restriction ¢’ de p d a est semi-simple.

b) Si ¢ est simple, o' est somme de représentations simples deux
a deux isomorphes.

Pagsant au quotient par le noyau de p, on peut supposer p
fidéle. Alors, g est réductive. Soit g = g; X @, OU @ est Ie centre
de g et ol g, est semi-simple. On a a = a, X a,, avec q;C gy,
a, C gy, €t a; est le centre de a. Les éléments de p(g;), et en parti-
culier ceux de p(q,), sont semi-simples (th. 4), donc p’ est semi-
simple (th. 4). D’ou a). L’assertion b) résulte de a), compte tenu
du § 3, n°1, cor. de la prop. 1.

6. Sous-algébres réductives dans une algébre de Lie

DEriNiTION 5. — Sotent g une algébre de Lie, b une sous-
algébre de Lie de g. On dit que }) est réductive dans g st la représenta-
tion x — adg x de b est semi-simple.

Cette représentation admet comme sous-représentation la
représentation adjointe de . Donec, si b est réductive dans g, h
est réductive. D’autre part, dire qu'une algebre de Lie est réductive
dans elle-méme équivaut a dire qu’elle est réductive.

Prorposition 7. — Soient g une algébre de Lie, §) une sous-
algébre réductive dans g, p une représentation de g dans un espace
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vectortel V, et W la somme des sous-espaces de dimension finie de V
qui sont des h-modules simples. Alors, W est stable pour o(g).

Soit W, un sous-h-module simple de dimension finie de V.
Il s’agit de montrer que p(z) (W,) € W pour tout z e g. Désignons
par M T'espace vectoriel g considéré comme h-module grace a la
représentation z > adg x de h) dans g. Alors, M®; W, est un p-
module semi-simple (cor. 1 du th. 4). Soit 6 ’application K-linéaire
de M®¢ W, dans V définie par 0(z®@ w) = p(x)w. C’est un homo-
morphisme de h-modules, car,siyeh,ona:

0y, z1®w 4 2@e(y)w) = olly, z)w + p(z)e(y)w
= e(ye(@)w = po(y)0(z @ w).
Donec 6(M®¢ W,) est un h-module semi-simple de dimension finie.
Donc 6(M®cW,)c W, c’est-a-dire o(x)(W,) c W pour tout z e g.

ComroLLAIRE 1. — Soient g une algébre de Lie, ) une sous-
algsbre réductive dans @, et o une représentation semi-simple de di-
mension finte de g. Alors la restriction de ¢ a1y est semi-simple.

En effet, 1l suffit d’étudier le cas ol p est simple. Adoptons les
notations V, W de la prop. 4. Soit W, un sous-espace de V minimal
parmi les sous-espaces non nuls et stables pour p(h). On a W, c'W,
done W s {0{, done W = V.

CoROLLAIRE 2. — Soient g une algébre de Lie, ) une sous-
algébre réductive dans g, et T une sous-algébre de Yy réductive dans b.
Alors, ¥ est réductive dans g.

En effet, la représentation z + adg x de ) dans g est semi-
simple, donc sa restriction a f est semi-simple (cor. 1).

7. Exemples d’algébres de Lie semi-simples

ProprosiTion 8. — Soit V un espace vectoriel de dimension finie.
Alors, gl(V) est réductive, son centre est U'ensemble des homothéties
de V, son algébre dérivée est sl(V), et cette derniére est semi-simple.

La représentation identique de gl(V) est simple, donc gI(V)
est réductive, et par suite gl(V) est somme directe de son centre ¢
et de son algébre dérivée (gl(V)). Le centre ¢ est 'ensemble des
homothéties (Alg., chap. IL, §2,n°5, cor. 1 dela prop. b). Il est clair
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que O)(gl(V)) csl(V). Commesi(V)n ¢ = {0{, on a@(gl(V)) = sI(V).
Donc sl(V) est semi-simple.

Exemple. — Identifions sI(K?) a algebre de Lie des matrices
d’ordre 2 et de trace nulle. Posons

0 1 0 0 1 0
<o) r=(o) 7= -1)
Alors, X, Y, H forment une base de sI(K?), et on a
[H-X]=2X [H, ' Y]=-2Y [X,Y]=AH.

Comme une algébre de dimension 1 ou 2 est non semi-simple (n° 1,
remarque 1), sl(K?) est simple. En fait, sl(V) est simple dés que
dim V > 2, comme nous le verrons plus tard (cf. aussi exerc.
21 et 24).

Prorosition 9. — Soient V un espace vectoriel de dimension
finie n sur K, B une forme bilinéaire symétrique (resp. alternée) non
dégénérée sur V. Soit g 'algébre de Lie formée des x = gl(V) tels que
B(xm, m'y + B(m, am') = O quels que soient m, m' dans V. Alors, g
est réductive ; g est méme semi-simple sauf dans le cas oi £ est symé-
trique et oz n = 2.

Pour tout u e gl(V), on notera z* son adjoint relativement &
B; on a Tr(u) = Tr (u*) d’aprés la prop. 7 d’Alg., chap. IX, §1,
n° 8. La condition B(uzm, m') 4+ B(m, um') = 0 quels que soient
m, m' dans V signifie que u + u* = 0. En particulier, si ¢ e gl(V),
on a (¢ — ¢p¥)* = ¢* — ¢, donc ¢ — v* e g. Ceci posé, soit u un élé-
ment de g orthogonal & g pour la forme bilinéaire ¢ associée & la
représentation identique de g. Quel que soit ¢egl(V), on a
Tr u(y - ¢*) = 0, done

Tr(ue) = Tr(ue*) = Tr(ue*)* = Tr(vu*) = - Tr(vu) = - Tr(uv)

donc Tr(ue) = 0. Il en résulte que u = 0, de sorte que ¢ est non dé-
générée. Done g est réductive (prop. 5). Il nous reste & montrer que
le centre de g est nul (sauf si B est symétrique et que n = 2). Par
extension du corps de base, on peut supposer K algébriquement clos.
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a) Lorsque B est symétrique, on peut I'identifier a la forme
bilinéaire sur K" de matrice 7, par rapport a la base canonique
(Alg., chap. IX, § 6, cor. 1 du th. 1). Dans ces conditions, g s’identi-
fie 4 Palgebre de Lie des matrices antisymétiques (§ 3, n° 4,
exemple 1). Soit U = (uy) € g, et exprimons que U commute a
la matrice (¢y) € g dont tous les éléments sont nuls sauf ¢, et v,
(fy # Jo) qui sont égaux respectivement & 1 et —1. On trouve
que Uij = Ujj = Wi, = Uy, = 0 POUT i 5% &y, Jo et j # &y, Jo. Sin > 2,
il "existe, quels que soient les indices distincts ¢, et j, des indices
distincts i et j, tels que @ # iy, jo # J, Jo # Lo ; donc ui,; = 0. Ceci
prouve qu'un élément du centre de g est nul.

b) Lorsque B est alternée et que n = 2m, on peut identifier 8

a la forme bilinéaire sur K*® de matrice ( (} {)m> parrapportala
—4im

base canonique (Alg., chap. IX, § 5, cor. 1 du th. 1). Dans ces condi-
tions g s’identifie & 1’algébre de Lie des matrices de la forme
U= <2,4 g) avec D = ~'A, B et C symétriques (4, B, C, D
dans Mpn(K)) (§ 3, n° 4, exemple 1). Exprimons d’abord que U

commute a la matrice <‘§ —‘OX)’ ou X e M,(K). Il vient AX = XA,

CX = -'XC, XB = - B-*X ; comme ces égalités doivent é&tre
vérifiées quel que soit X, on en déduit que A est une matrice sca-
laire Al,,. Exprimons maintenant que U commute & la matrice

00
AY = YC = CY = 0. Ceci prouve d’abord que 2 = 0. En outre,
pour tout Xe M,(K), X + ‘X est symétrique, et on doit donc
avoir XC = - *XC. Compte tenu de I'égalité CX = ~*XC obtenue
plus haut, on voit que C commute & tout élément de M,(K), donc
que C est une matrice scalaire, nécessairement nulle puisque
YC = 0. On démontre de méme que B = 0.

(0 Y), ou Y est une matrice symétrique de M,(K). Il vient

Pour 8 symétrique et n = 2, g est de dimension 1, donc com-
mutative. Pour les autres cas, cf. exerc. 25 et 26.
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8. Le théoréme de Levi-Malcev

Soient E un espace vectoriel normé complet sur R, et u un
endomorphisme continu de E. On a vu (Fonct. var. réelle, chap. IV,

§ 2, n° 6) que la suite ’% est sommable dans 4(E), et on a posé

0 u"
e = exp u = 2 —-
n=0n!

Soient maintenant E un espace vectoriel sur le corps K et u
n

. . R U
un endomorphisme nilpotent de E. La série X 7 n’a qu'un nombre

n=_Q i
fini de termes non nuls, et on peut donc poser

” o0 uﬂ
e =expu =2 —-
n=0MN

Cette définition concorde avec la précédente si K = R et si E est
normé complet. Si ¢ est un autre endomorphisme nilpotent de E
permutable & u, on a :
(3) e"e”=(§u—n><§£§>= i -z:l—a{‘
n=0N p=0D: np=0Ntl P!
=3 1( )y <q>u”o?’) -3 —1—(u 4 o) = e,
=0 9! nip=g\ 2t g=09!

En particulier, ee™ = e™e" = ¢° = 1, donc ¢* est toujours un auto-
morphisme de E.

 Sien outre E est une algébre (non nécessairement associative),
et s1 u est une dérivation (nilpotente) de E, alors e* est un auto-
morphisme de Unlgébre E. En effet, siz, ye E,on a

w(ay) = = (f,) ! (@)u(y)

r+s=p

pour tout entier p > 0 (formule de Leibniz). Il en résulte que :

_ 3 3 ¥@ry

rt sl

ay) = T ~ur(ay)
pzol: p=0rts=p
= 3 ZOEW) _ i)y

r,5=0 r! s!

d’ott notre assertion.
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Soit maintenant g une algebre de Lie. Si  appartient au radi-
cal nilpotent de g, la dérivation adg z de g est nilpotente. On peut
donc poser la définition suivante :

DEFINITION 6. — On appelle automorphisme spécial de g un
automorphisme de g de la forme e*%, ot z est dans le radical nilpo-
tent de g.

Il est clair qu'un automorphisme spécial laisse stable tout
1déal de g.

DEriniTION 7. — Soient g une algébre de Lie, v son radical.
On appelle sous-algébre de Levi de g toute sous-algébre supplémen-
taire de x dans g.

Une sous-algebre de Levi est isomorphe & gfr, donc semi-
simple. Comme une sous-algébre semi-simple n’a que 0 en com-
mun avec t, toute sous-algébre semi-simple f) telle que g =1t -+ )
est une sous-algébre de Levi ; par conséquent, I'image d’une sous-
algébre de Levi par un homomorphisme surjectif est une sous-
algebre de Levi.

TutorkME 5 (Levi-Malcev). — Une algébre de Lie g posséde
toujours une sous-algébre de Levi s. Toute sous-algébre de Levt de g
est transformée de s par un automorphisme spécial.

On note 1 le radical de g. On traitera d’abord deux cas parti-
culiers. .

a) [g, r] = {0}

D’aprés la prop. 5, g est alors le produit de son centre r par
(Mg qui est semi-simple. Done (Vg est une sous-algeébre de Levi. De
plus, si s’ est une sous-algébre semi-simple, on a ¢’ = M’ (th. 1),
done s’ ¢ (Rq, et Mg est Punique sous-algebre de Levi de g.

by [g, ¥] # §O§, et les seuls idéaux de g contenus dans t sont
104 et 1.

Alors, [g, t] = t, [r, t] = | 0{, et le centre de g est nul. Soit M
(resp. N) le sous-espace de Y(g) formé des applications linéaires de
g dans r dont la restriction a t est une homothétie (resp. est nulle) ;
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N est donc de codimension 1 dans M. Pour me M, on notera
Mm) le rapport de 'homothétie de v définie par m. Soit ¢ larepré-
sentation de g dans 4(g) canoniquement déduite de la représenta-
tion adjointe ; rappelons que o(z).u = [adg x, u] pour tout ze g
et tout u = 4(g).

“(a) 11 est clair que o(z)(M) c N pour tout z e g. De plus,
sizetr,yeget ueM, on a

(4) (o(z).u)(y) = [z, a(y)] - ul[z, y]) = — Mu)[z, ¥]
puisque [r, ¥] = {0} ; et (4) peut s’écrire :
(5) o(z).u = — ad (AM(u).z).

Comme le centre de g est nul, Papplication z > adg # définit une
bijection ¢ de rsurun sous-espace P de 4(g). Ce sous-espace est stable
pour o(g) et contenu dans N puisque t est un idéal commutatif,
et (5) montre que o(z)(M)c P pour zer. La représentation de g
dans M/P = V déduite de o est donc nulle sur ¢ et définit une re-
présentation o’ de l’algébre semi-simple g/t dans V. Pour tout
y € g/t, Pespace o'(y)(V) est contenu dans N/P, qui est de codimen-
sion 1 dans V. Par conséquent (n° 2, lemme 3) il existe un uye M
tel que Mug) = — 1 et tel que o().u, = P pour tout z € g. L’applica-

"o Zc 2cC

tion z > 9(o(2).u,) est une application linéaire de g dans t.
D’aprés (5), sa restriction & v est 1'application identique de r.
Donc son noyau est un sous-espace s de g supplémentaire de ¢
dans g. Comme s est 'ensemble desz € g tels que o(z). 1, = 0, s est
une sous-algébre de g, et par suite une sous-algébre de Levi de g.

Soit §' une deuxiéme sous-algébre de Levi. Pour tout ze¢’,
soit A(z) l'unique élément de t tel que z 4 A(z) € 5. Puisque $ est
une sous-algébre et que r est commutatif, on a, pour z, y dans s’ :

[z + M=),y + h()] = [z, y] + [z, k()] + (A=), yles

done :
[z, y]) = (adz).A(y) - (ady). k().

D’aprés la remarque 2 dun®2, il existe un a e r tel que A(z) = - [z, a]
pour tout z € s'. Alors :

(6) z 4+ Mz) =z 4+ [a,2] = (1 + ada).z.
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Comme t est commutatif, (ad a)? = 0, donc 1 + ad a = ¢*°.
Comme t = [g, r], €*** est un automorphisme spécial de g. D’aprés
(6), cet automorphisme spécial transforme s’ en s.

¢) Cas général :

On raisonne par récurrence sur la dimension n du radical.
Il n’y a rien & démontrer si n = 0, et on peut donc supposer le
théoréme vrai pour les algébres de Lie dont le radical est de dimen-
sion < dim r. D’aprés a), il suffit de considérer le cas ou [g, r] # gO %
Comme [g, t] est nilpotente (n° 4, prop. 6), son centre ¢ est # §0}.
Soit m un idéal non nul minimal de g contenu dansc. Sim = 1, on
est ramené au cas b). Soit donc m # ¥ et soit f ’application cano-
nique de g sur ¢’ = g/m. Le radical de ¢’ estt’ = r/m. D’aprés’hy-
pothése de récurrence, g’ posséde une sous-algébre de Levily. Alors

h= ]—‘ib’) est une sous-algébre de g contenant m, telle que h/m = B’
soit semi-simple, donc ayant m pour radical. D’aprés I’hypothese
de récurrence, ) = m -+ s ol s est une sous-algébre semi-simple.
Alorg'égalité g’ =1t + b’ entraineg=r+h=r+m+s=r+s,
done s est une sous-algébre de Levi de g.

Soit ¢’ une deuxiéme sous-algébre de Levi de g. Alors f(s)
et f(s') sont deux sous-algébres de Levi de g', et il existe, d’aprés
Phypothése de récurrence, un a’ « [g’, t'] tel que ¥ (Hs)) = f(s).
Siae[g, ] est tel que f(a) = a’, il s’ensuit que :

s, = e%s)cm + s =B

Alors, 5, et s sont deux sous-algébres de Levi de b, et il existe,
d’aprés 'hypothése de récurrence, un o< m tel que e%(s) =s.
Done s = ¢*%.¢*%s’). Enfin, comme m est dans le centre de
[g, 1], on a €% "% = *®*9 ot b + ae [g, t], ce qui acheéve la
démonstration. '

CoroLLAIRE 1. — Soient s une sous-algébre de Levi de g, et}
une sous-algébre semi-simple de g.

a) Il existe un automorphisme spécial de g transformant b en
une sous-algébre de s.

b) B est contenu dans une sous-algébre de Leot de g.

Soient t le radical de g, et a = b + t, qui est une sous-algébre
de g. Alors, a/r est semi-simple et r est résoluble, done r est le radi-
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cal de a, et § est une sous-algébre de Levi de a. D’autre part,
ans = B’ est une sous-algébre supplémentaire de r dans a, done
aussi une sous-algébre de Levi de a. Il existe alors (th. 5) un
ae[a,r] tel que ¢*%® transforme § en §’. On a ae{g, t]; s°
transforme h en une sous-algébre de s, et ¢ *18%s) est une sous-
algebre de Levi de g contenant b.

CoroLLAIRE 2. — Pour qu’une sous-algébre Ty de g soit une
sous-algébre de Levi de g, il faut et il suffit quel) soit une sous-algébre
semi-simple maximale de g.

Ceci résulte aussitot du cor. 1.

COROLLAIRE 3. — Sotent g une algébre de Lie, m un idéal de g
tel que g/m soit semi-simple. Alors g contient une sous-algébre sup-
plémentaire de m dans g. Autrement dit, toute extension d’une algébre
de Lie semi-simple est inessentielle.

Soit s une sous-algébre de Levi de g (th. 5). Son image cano-
nique dans g/m, étant une sous-algebre de Levi, est égale a g/m,
donc g = s 4+ m. Alors, un idéal de s supplémentaire dans s de
I'idéal mns est une sous-algébre de g supplémentaire de m
dans g.

COROLLAIRE 4. — Sotent g une algébre de Lie, t son radical, s
une sous-algébre de Levt de g, m un idéal de g. Alors, m est somme
directe de m Nt qui est son radical et de m Ns qui est une sous-algébre
de Levi de m.

On sait que mnr est le radical de m (§ 5, n°® 5, cor. 3 de la
prop. 5). Soient h une sous-algébre de Levi de m, et s’ une sous-
algébre de Levi de g contenant by (cor. 4). L’algebre mns’ est un
idéal de ¢', donc est semi-simple, et contient I, donc est égale a h.
Donc m est somme directe de mnr et mng’. Il existe un automor-
phisme spécial transformant s’ en $ ; cet automorphisme conserve
r et m; donc m est somme directe de mnr et mns, et mns est
une sous-algébre de Levi de m.
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9, Le théoréme des invarianis

Soient g une algebre de Lie, p une représentation de g dans
un espace vectoriel M. Pour toute classe & de représentation simple
de g, soit M; le composant isotypique d’espéce 3 de M. Le sous-
espace M, des éléments invariants de M n’est autre que Ms, 8, dé-
signant la classe de la représentation nulle de g dans un espace de
dimension 1.

Lemme 4. — Sotent p, o, v des représentations de g dans des
espaces vectoriels M, N, P. Supposons donnée une application K-
bilinéaire (m, n) > m.n de M X N dans P, telle que

(e(x)m).n 4 m.(a(x)n) = <(x)(m.n)

quels que sotent meM, ne N, zeg.

a) Si mye My, Uapplication n — mqy.n est un homomorphisme de
g-modules.

b) Si ne Ng, on @ my.ne Ps.

¢) St M est une algébre (non nécessairement associative), el si
les o(x) sont des dérivations de M, M, est une sous-algébre de M,
et chaque Ms est un My-module a droite et & gauche.

On a, pour myeM,, neNetze g,

o) (M. n) = my.(s(z)n),

d’ou a). L’assertion b) résulte de a) (Alg., chap. VIII, § 3, n° 4,
prop. 10). Si on fait N = P = M, ¢ = v = p, 'assertion &) donne
Passertion ¢) comme cas particulier.

Lemme 5. — Supposons de plus o et © semi-simples, donc N
(resp. P) somme directe des N3 (resp. Ps). Pour tout ne N (resp.
p € P), soit n (resp. p?) sa composante dans N, (resp. P,). Soit my<= M,
Alors, pour tout ne N, on a (my.n)t = my.n.

Par linéarité, il suffit d’envisager le cas ou n e Ns. Si 3 # §,,
on a nf = 0, et my.ne P; (lemme 4), done (my.n) = 0 = my.n.
Si 8 =3, on a n = n, et my.ne Py (lemme 4), donc (m,.n)7 =
My = my. R4

TufOREME 6. — Soient g une algébre de Lie, V un g-module
semi-simple de dimension finie sur K, S U'algébre symétrique de V,
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et 3 la dérivation de S qui prolonge zy (de sorte que x — x5 est une
représentation de g dans S).

a) L'algébre Sy des invariants de S est engendrée par un nombre
fini d’éléments.

b) Pour toute classe 8 de représentation simple de g de dimenston
finie sur K, soit S; le composant isotypique d’espéce 8 de S. Alors,
S; est un Sy-module de type fini.

Soit S c S I'idéal des éléments de S sans terme constant. Soit I
I’idéal de S engendré par Sy n S, et 50it (51, Sa, . . ., Sp) UN systéme fini
de générateurs de I'idéal 1(Alg. comm., chap. I1I, § 3). On peut sup-
poser que les s; appartiennent a Syn S et sont homogénes (en effet,
les zg conservent les degrés, donc chaque S; est un sous-module
gradué). Soit S, la sous-algébre de S engendrée par 1 et les s;. Ona
S; € S,. Montrons que S; = S,. Pour cela, nous allons montrer que
tout élément homogeéne s de S, est dans S;, en raisonnant par récur-
rence surle degré n des. Sin = 0, notre assertion est évidente. Sup-

posons done n > 0, et notre assertion démontrée lorsque le degréde s
?

est < n.Comme s, on as = 2 55/, les s/ étant des éléments de S
fa=]

qu’on peut supposer homogénes, avecdeg (s;) = deg(s) —deg(s;) < n.

Lelemme 5 est applicable, car le g-module S est semi-simple (n°5,

cor. 2 du th. 4) ; avec les notations de ce lemme, on a

P P
s =81 = X (s;8))f = Z s5;8/".
i=1 f=1
Les s/% sont des éléments de S, homogénes et de degré < n (parce
que chaque S; est un sous-module gradué). Ils sont done dans S;
d’aprés 'hypothése de récurrence. Donc se S,, ee qui achéve la
démonstration de a).

Maintenant, considérons une représentation simple de classe &
de gdans un espace M de dimension finie. Soit L = %(M, S). Pour tout
se S et tout fe L, soit sf I’élément de L défini par (sf)(m) = s.f(m)
(m e M) ; on définit ainsi sur L une structure de S-module ; comme
M est de dimension finie sur K, il est clair que L est un S-module
de type fini, done un S-module noethérien puisque 'anneau S est
noethérien. Par ailleurs, L est muni canoniquement d’une struc-
ture de g-module. Pour tout entier n > 0, soit S"* I’ensemble des
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éléments homogénes de degré n de S ; alors, le g-module (M, S5*)
est semi-simple (n® 5, cor. 3 du th. 4), donc le g-module L est
semi-simple. En outre, on a pour seS, fel,, xeg et meM,

(z(s) (M) = z5((sf) (m)) - (sf)(zum)
= 24(s.f(m)) — s. f(zum)
= (2g8).f(m) + s.(xsf(m)) — 5. f(2ym)
= ((xs9)f) (m) + (s(zf)) (m)

done zy(sf) = (xss)f + s(xf). Nous pourrons donc appliquer le
lemme 5.

Le sous-ensemble L, des éléments invariants de L n’est autre
que l'ensemble des homomorphismes du g-module M dans le g-
module S. Done, si on désigne par ¢ Phomomorphisme canonique
de M®¢L sur S, on a o(M®gLy) = S;. Comme ¢ est évidemment
un homomorphisme de S-modules, il suffit de montrer que L, est
un Sg-module de type fini. Soit J le sous-S-module de L engendré
par L, Puisque L est un S-module noethérien, il existe une suite
finie (f1,..., f;) d’éléments de L, engendrant le S-module J. Soit

L, le 5,-module engendré par fi,. .., f;. On a L, € L. Par ailleurs,
q

si fely, on a f= 2 sf; avec s;e S pour tout z, donc compte tenu
=1

du lemme 5 dont nous adoptons les notations :
‘ q q
f == fq == ( Z S’I]:)h = Z S’f.hfi e Ll.
i=1 =1
Donc L, = Ly, de sorte que L, est un S;-module de type fini.

10. Changement du corps de base

Soit K, une extension commutative de K. Pour qu'une algébre
de Lie g sur K soit semi-simple, il faut et il suflit que g, soit
semi-simple ; en effet, la forme de Killing 8, de gk, se dédut
de la forme de Killing 8 de g par extension du corps de base de
K a K, ; donc B, est non dégénérée si et seulement si § est non
dégénérée (Alg., chap. IX, § 1, n° 4, cor. de la prop. 3).
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Si g, est simple, g est semi-simple d’aprés ce qui précéde,
et ne peut &tre produit de deux idéaux non nuls, donc g est simple.
Par contre, si g est simple, gu, (qui est semi-simple) peut étre non
simple (exerc. 17 et 26 b)).

Soient g une algébre de Lie, r son radical. Alors, 1y, est le
radical de gu, (§5, n°6). Par suite, si s désigne le radical nilpotent
de g, le radical nilpotent de gu, est [gx), Tyl = [8, Ty = Sxp-
I1 en résulte que g est réductive si et seulement si gy, est réduc-
tive.

Soient g une algébre de Lie, ) une sous-algébre. Rappelons
qu’'une représentation de f est semi-simple si et seulement si la
représentation de ey qu’on en déduit par extension & K; du corps
de base est semi-simple. Donc §j est réductive dans g si et seulement
81 By est réductive dans gx,).

Soit maintenant K, un sous-corps de K tel que [K : K,] soit
fini. Soient g une algébre de Lie, et g, I’algébre de Lie (de dimension
finie) déduite de g par restriction du corps de base de K a K,
Tout idéal commutatif de g est un idéal commutatif de g, ; réci-
proquement, si a, est un idéal commutatif de g, le plus petit sous-
espace vectoriel sur K de g contenant g, est un idéal commutatif
de g ; done g est semi-simple si et seulement si g, est semi-simple.
Si g, est simple, il est clair que g est simple. Réciproquement,
supposons que g soit simple, et montrons que g, est simple. Soit
ao un composant simple de g,. Pour tout xe K*, g, est un idéal
de go, et [ag Ae] = Alag, Gg] = Aae # §0{, donc aa, D a, et par suite
A = G puisque dimg (Aqp) = dimg, ao. Or, le sous-espace vectoriel
de g engendré par q, est un idéal non nul de g, donc est g tout entier.
Done g = q,, ce qui prouve notre assertion.

§ 7. Le théoréme d’Ado

On rappelle que K désigne un corps de caractéristique 0 et
que toutes les algébres de Lie sont supposées de dimension finie
sur K.
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1. Coefficients d’une représentation

Soient U une algébre associative & élément unité sur K, U* le
dual de Pespace vectoriel U, et p une représentation de U dans un
espace vectoriel E. Pour ee E et ¢ € E* soit O(e, ') € U* le
coefficient correspondant de ¢ (Alg., chap. VIII, § 13, n° 3). On
rappelle que 6(e, e')(z) = <p(x)e, e’>, et que 'application e — (e, ¢')
est, pour ¢ fixé, un homomorphisme du U-module E dans le U-
module U* de la représentation coréguliére de U (loc. cit., prop. 1);
par suite, le sous-espace vectoriel de U* engendré par les coeffi-
cients de p (sous-espace que nous noterons C(p) dans ce paragraphe)
est un sous-U-module de U*, Si (el);e; est une famille d’éléments
engendrant E* sur K, Papplication e — (0(e, ¢f)) est un U-homo-
morphisme injectif de E dans C(p)!, car 0(e, e) =0 pour tout :
entraine (e, ¢f) = (p(1)e, ¢/ ) = (e, €})(1) = 0 pour tout Z, done

= 0.

En particulier, si U est 1'algebre enveloppante d’une algébre
de Lie g, et si p est une représentation de g (identifiée & une repré-
sentation de U) dans un espace vectoriel E de dimension n, le
g-module E est isomorphe & un sous-g-module de (C(p))".

2. Le théoréme d’agrandissement

Soient g = ) + g’ une algébre de Lie somme directe d’un
idéal g’ et d’une sous-algébre §), U 'algébre enveloppante de g, et
U’c U T'algébre enveloppante de g'. Il existe une structure de
g-module sur U’ et une seule telle que : ) pour z< g’ et ne U,
Zwu = —uzx ; p) pour z€h et ueU’, zyu = 2u — ux (ce dernier
élément est bien dans U’, puisque la dérivation intérieure de U
définie par z laisse stable g, donc U’). En effet, les conditions «)
et B) définissent de maniére unique une application linéaire x — xy
de g dans (U’). 11 suffit donc de vérifier que [z, yly = [Zy, Yu];
on peut se borner & envisager les cas suivants :

1)zeg', y=g': alors,

[.’17, y]u’u =- u(xy - yx) = (xu’yu’ - yu’xu’)u;
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2)zeh,yeq : alors,

[z, ylou = — ulzy — y2)
= z(- uy) - (- wy)r + (2u - u2)y = (Tg Yo = Yoo )8 ;

3)zebh,yeh: alors, [z, ¥yl et [2y, yy] sont deux dérivations de
U’ dont les restrictions & g’ coincident avec celles de adg[z, y]
et [adgz, adgy] ; donc ces dérivations sont égales.

Nous considérerons aussi la représentation duale x +— -’z de
g dans U'*. Pour z e ¢, — ‘2, est la transposée de la multiplica-
tion & droite par x dans U’ ; la représentation correspondante de
U’ est donc la représentation coréguliére de U’.

DeriniTion 1. — Sotent g une algébre de Lie, g’ une sous-
algébre de g, et o' une représentation de g’ dans V'. Une représenta-
tion o de g dans V est appelée un agrandissement de o' & g s'il existe
un homomorphisme injectif du g'-module V' dans le g'-module V.
On dit ausst que le g-module V est un agrandissement du g'-module V'.

Si ¢ est de dimension finie, et si g’ est un 1déal résoluble de g,
il est nécessaire, pour 'existence d’un agrandissement de dimension
finie, que [g, g'] soit contenu dans le plus grand idéal de nilpo-
tence de o’ (§ 5, n° 3, th. 1).

TutoriMe 1 (Zassenhaus). — Soient g = q' + § une algébre
de Lie somme directe d’un idéal o' et d’une sous-algébre ), et o' une
représentation de dimension finie de o', dont le plus grand idéal de
nilpotence contient [h, g'].

a) Il existe un agrandissement de dimension finte o de o’ a g
dont le plus grand idéal de nilpotence contient celui de o'.

b) Si, pour tout x €, la restriction & g’ de adgz est nilpotente,
on peut choisir ¢ de fagon qu’en ouire le plus grand idéal de nilpo-
tence de p contienne 1.

Soit U’ I'algébre enveloppante de g'. On supposera U’ et U'*
munis des structures de g-modules définies au début de ce no.
7—B.
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U'* Soit I c U’ le noyau de o’ (identifiée & une repré-
Lé sentation de U’). C’est un idéal bilatére de codimen-
iy sion finie de U’. Le sous-espace C(p’) de U'* (cf. n° 1)

Cp") est orthogonal a 1. Soit S le sous-g-module de U'*
engendré par C(p').

Nous allons montrer que S est de dimension finie sur K.
Soient V' ’espace olt opére ¢, et V' = V;DV;2 .. 5V, = {0}
une suite de Jordan-Hdlder du g'-module V'. Soit ¢} la représenta-
tion de g’ dans V,/V{ déduite de ¢’ (1 < i < d). Soit I'c U’ I'in-
tersection des noyaux des p; (identifiées a des représentations de
U’). On a

I“cIcl’

et I’ ng’ est le plus grand idéal de nilpotence de p'. D’aprés le
§ 2, n° 6, cor. de la prop. 6,-1'% est de codimension finie dans U".
Si zelh, la dérivation u —zu—uzxr de U’ applique g’ dans
[h, g'Jc I, done U’ dans 1’, done I'* dans I'% Par ailleurs, il est
clair que 1'% est un sous-g’-module de U’. Done I'¢ est un sous-g-
module de U’. L’orthogonal de I'* dans U’* est un sous-g-module
de dimension finie qui contient C(p’), donc S. Ceci montre bien que
S est de dimension finie sur K. Pour ze I’ n g', 2% est évidemment
contenu dans annulateur du g-module U’/I'%, donc aussi dans
Pannulateur du g-module S.

On avuaun®l quele g'-module V' est isomorphe a un sous-
g’-module d’un produit (C(p"))". Donc le g-module S* fournit un
agrandissement de dimension finie p de ¢’ & g. En outre, p(x) est
nilpotent pour zeIl'ng’; comme 1I'ng’ est un idéal de g (car
il contient [h, g'] par hypothese), on voit que I' n g’ est contenu
dans le plus grand idéal de nilpotence de . On a ainsi prouvé a).

Supposons enfin que, pour tout xel, la restriction & g’ de
adg x soit nilpotente. Comme les éléments de § opérent dans U’ par
des dérivations, il existe, pour tout ue U’ et tout x € f), un entier e
tel que (zy).u = 0; les endomorphismes déduits de xy dans
U’/1'% et dans S (qui sont des espaces de dimension finie) sont done
nilpotents. Ainsi, p(z) est nilpotent pour tout ze}h. On a vu plus
haut qu’il en est de méme pour zeI'n g’. Comme I' ng’ est un
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idéal de g' contenant [h, g'], la somme b + (I’ n g') est aussi un
idéal de g. L’assertion &) du th. 1 résulte donc du lemme sui-
vant :

Lemme 1. — Soit g = o' + 0) une algébre de Lie somme d’'un
idéal o' et d’une sous-algébre . Soit ¢ une représentaiion de dimen-
ston finte de g. On suppose que o(z) est nilpotent pour tout xe g’
et tout x € ). Alors, o(x) est nilpotent pour tout x € g.

Passant au quotient par le noyau de o, on peut supposer o
fidéle. Alors, g’ et | sont nilpotentes, donc g, qui est une extension
d’un quotient de b par g, est résoluble. Alors, | et g’ sont contenus
dans le plus grand idéal de nilpotence de ¢ (§ 5,n° 3, cor. 6 du th. 1).

Pour une amélioration du th. 1, cf. exere. 4.

3. Le théoréme d’Ado

Prorosition 1. — Soient g une algébre de Lie, v son plus grand
idéal nilpotent, a un idéal nilpotent de g, et p une représentation de
dimenston finte de a telle que tout élément de p(a) soit nilpotent.
Alors, o admet un agrandissement de dimension finie ¢ & g, tel que
tout élément de o(n) soit nilpotent.

Soit @ =1mpCmC---Cnp, =n une suite de sous-algébres
de n, telles que m;4 soit un idéal de codimension 1 de n; pour
1<i<p (§ 4 n°1, prop. 1 e)). L’algébre n; est donc somme
directe de n;-; et d’une sous-algébre de dimension 1. Comme adnz
est nilpotent pour tout z e n, on peut (th. 1) trouver de proche en

proche des agrandissements de dimension finie g, p2,..., pp = ¢’
de p & ny, M,. .., My = 1, tels que tout élément de p'(n) soit nilpo-
tent.

Soit r le radical de g, et soit n=1oC1;C - - CY¥y =" une suite
de sous-algébres de r, telle que i1 soit un idéal de codimension 1
der;, pourl < i< ¢ (§5,n01, prop.2d)). L’algébre r; est donc somme
directe deti1 et d’une sous-algébre de dimension 1. Comme [, r]cn,
on peut (th. 1) trouver de proche en proche des agrandissements
de dimension finie pf, p3,...,pq ="’ dep’ & ¥y, ¥e,..., Y =1, tels
que tout élément de o'’(n) soit nilpotent.
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Enfin, g est somme directe de t et d’une sous-algébre s (§ 6,
ne 8, th. 5). Comme [s, t] C 11, on peut (th. 1) trouver un agrandisse-
ment de dimension finie o de p’" & g tel que tout élément de o(n)
soit nilpotent.

TaEorEME 2. — Toute algébre de Lie posséde une représenta-
tion linéaire fidéle de dimension finte.

De facgon plus précise :

TutorEME 3 (Ado). — Soient g une algébre de Lie et n son
plus grand idéal nilpotent. Il existe une représentation fidéle p de
dimension finie de g telle que tout élément de o(n) soit nilpotent.

I algébre de Lie K de dimension 1 admet des représentations
fideles = de dimension finie telles que tout élément de <(K) soit nil-
potent, par exemple la représentation

0 O
ine <x 0>'

On en déduit aisément que le centre ¢ de g, qui est produit d’al-
gébres de dimension 1, admet une représentation fidéle o de dimen-
sion finie telle que tout élément de o(c) soit nilpotent. Soit o, un
agrandissement de dimension finie de & a g tel que tout élément
de c,(1n1) soit nilpotent (prop. 1) ; si I désigne le noyau de oy, on a
fnec= 30} Par ailleurs, soit o, la représentation adjointe de g,
dont le noyau est ¢ ; tout élément de o,(1n) est nilpotent. La somme
directe p de o, et g, est de dimension finie ; tout élément de p(n)
est nilpotent ; et le noyau de p, contenu dans f et dans ¢, est nul,
de sorte que p est fidéle.



EXERCICES

§ 1

1) Soient g une algébre de Lie, a et b des idéaux (resp. des idéaux
caractéristiques) de g. Alors, ’ensemble des z e g tels que [z, b]c a est
un idéal (resp. un idéal caractéristique) de g appelé transporteur de b
dans a. Montrer que Cpnq est le transporteur de g dans C,g.

2) Si g est une algebre de Lie de dimension » sur un corps K, et si
le centre de g est de dimension > n — 1, g est commutative.

3) Soient M une algébre non nécessairement associative sur un corps
K, (e);ecr une base de Pespace vectoriel M, c;: les constantes de struc-
ture de M relativement a la base (). Pour que M soit une algébre de Lie,
il faut et il suffit que les ¢ vérifient les conditions suivantes : @) iz = 0

b cijp = — Cjir} €) 2 (CiprCria + Cjrrtrit + Chircrt) = O quels que soient 7,7, k,
rel
I dans I.
4) a) On suppose que 2 est inversible dans K. Soit a une algebre de

Lie sur K. Sur le K-module a’ = a X qa, on définit un crochet par la for-
mule :

(@1, Za)s (Y1, ¥2)] = (@1, ¥1] + (%2, Ya), [21, Yol + [#a, 11])-
Alors a’ est une K-algébre de Lie, et les applications z |-—->%(x, z),

1 . . .
T g (z, — x) sont des isomorphismes de a sur des idéaux b, ¢ de a’ dont

a’ est somme directe. (Considérer I'extension quadratique K' de K,
de base 1 et & avec % = 1. Former a,, puis restreindre & K Fanneau des

scalaires. Observer ensuite que 5(1 + k), 2(1 — k) sont des idempotents

de K’ et que (1 4 k)(1 -k) = 0.)

b) Soient a une algébre de Lie réelle, g = @), b 'algébre de Lie
réelle déduite de g par restriction & R du corps des scalaires. Montrer que
b est isomorphe & ag), a' étant I'algébre introduite en a). (Considérer
V = C®zC comme espace vectoriel sur C par (z2Q2')z" = z2®12'7".
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Observer que V est la complexification du sous-espace vectoriel réel de
V engendré par 1®1 et i®1, et que ce sous-espace s’identifie & I'exten-
sion quadratique de R de base 1 et k avec k% = 1.)

5) Soient V et W des espaces vectoriels de dimension n et n + 1
sur un corps K. Montrer que gl(W) est isomorphe & une sous-algébre de
sl(V). (On peut supposer que W est un hyperplan de V. Soitee V,eae W,
Pour z e gl(W), soit y(z) I’élément de gl(V) qui prolonge x et qui est tel
que y(e) = - Tr (z).e. Montrer que ’application z +> y(z) est un isomor-
phisme de gl(W) sur une sous-algébre de sl{(V).)

6) Pour qu'une algébre de Lie g soit associative, il faut et il suffit
que (0g soit contenu dans le centre de g.

9 7) Soit A un anneau (éventuellement sans é]ément unité) tel que
la relation 22 = 0 dans A entraine a = 0. Soit U un sous-anneau de A,
idéal de la Z-algebre de Lie associée & A.

a) Siz,y appartiennent & U, on a (zy — yz)A c U (écrire : (zy — yx)s =
z(ys) — (ys)x — y(xs — sx)), et A(xy —yx)AcU (écrire : r(ry —yx)s =
(ay - y@)sr + r{(zy - y2)s] - [(zy — y2)sTr).

b) On suppose U commutatif. Soient ze U, se A, et y = x5 - sz.
Montrer que (yt)> = 0 pour tout ¢t € A. (L’élément x commute avec xs — sz
et xs?2—s%r; en déduire que 2(zxs - sz)? = 0, d’olt y2 = 0. De méme,
(yt - ty)> = 0 pour tout te A).

¢) On suppose désormais que les seuls idéaux bilatéres de A sont 302
et A, et que, pour tout élément non nul y de A, il existe un t € A tel que
yt soit non nilpotent. Montrer que, si U # A, U est contenu dans le centre
de A. (Montrer, grice a a), que U est-commutatif, puis utiliser 5).)

d) Soit V un idéal de la Z-algebre de Lie associée & A. Alors, ou bien
V est contenu dans le centre de A, ou bien Vo [A, A]. (Appliquer ¢) a
I'ensemble U des te A tels que [t, AJc'V; utiliser I'identité [zy, 2] =
[z, yz] + [y, zz]).

8) Si 2y, x5, 5, 7, sont 4 éléments d’une algébre de Lie, on a
([[%1, Ba], %3], Ba] + [[[Z2y 2] Bl 23] + [[[5,a), 2], 20 + [[[ %4, 25], 221,241 = 0.

9) Soit g une algébre de Lie dans laquelle [[z, y], ] = 0 quels que
soient x et y.

a) Montrer que 3[[z, y], z2] = 0 quels que soient z, y, z dans g. (Obser-
ver que [[z, ¥], z] est une {onction trilinéaire alternée de (z, y, z), et appli-
quer P'identité de Jacobi.)

b) Montrer de méme, en utilisant a) et P'exerc. 8, que [[[z,y],2],11 =0
quels que soient z, y, z, t dans g.

10) Soient L une algebre associative, g V’algébre de Lie associée.
Toute dérivation de L est une dérivation de g, mais la réciproque n’est
pas vraie. (Considérer Papplication identique d’une algébre associative
et commutative.)

11) Soient g une algébre de Lie, h un idéal de g tel que Vfh =}
Montrer que ) est un idéal caractéristique de g.

12) Soit g une algébre de Lie.

a) Pour qu’une dérivation D de g permute avec toutes les dérivations
intérieures de g, il faut et il suffit que D applique g dans son centre.
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b) On suppose désormais g de centre nul, de sorte que g s’identifie
a un idéal de I'algébre de Lie © de toutes les dérivations de g. Montrer
que le commutant de g dans® est nul (utiliser ¢)). En particulier, le centre
de D est nul.

¢) Montrer qu’une dérivation A de D telle que A(g) = { 0! est nulle.
(On a [A(D), g1 A([D, g) + [D, Alg)lcA(g) = {0}, donc A(D) = {0
d’apres b)).

d) Montrer que, si en outre g = d2g, toute dérivation A de D est inté-
rieure (utiliser ¢) et I'exerc. 11).

13) Soient g une algébre de Lie, a et b deux sous-modules de g.
On définit pour tout entier ¢ > O les sous-modules m; = mq(a, b) et
t; = 1i(a, b) de la maniére suivante : m, = b, mia = [my, b], m; = a,
N1 = [, b]. Montrer que [q, ;Jctuya pour =1, 2,... (raisonner
par récurrence sur I, en observant que mu([a, b], b) = mla, b) et
ni([a, b], b) = 1Ma(a, b)).

9 14) Soient a une algébre de Lie, b une sous-algébre de a. On appelle
suite de composition joignant a & b une suite décroissante (ai)ogign de
sous-algébres de a telles que ao = a, a» = b, a1 étant un idéal de a; pour
0 < ¢ < n. On dit que b est une sous-algébre sous-invariante de a s’il
existe une suite de composition joignant a 4 b.

a) Soient b une sous-algébre sous-invariante de q, (a:)o<i<» une suite
de composition joignant a & b. Déduire de I'exerc. 13 que [C**?b, a]c €*b
en observant que [a;, b] € Qi1 pour 0 < i < n.

b) Déduire de a) que I'intersection C*b des C%b (p =0, 1, 2,...) est
un idéal de a.

¢) Déduire de b) qu’une sous-algébre sous-invariante ¢ de a telle que

= (D¢ est un idéal de a.

d) Lorsque K est un corps et que dimg a < -+ o, montrer que I'in-
tersection (D™D des 0¥b (p =0, 1, 2,...) est un idéal de a. (Montrer que
cette intersection est une sous-algébre sous-invariante de q, et appli-
quer c).)

9 15) a) Soient q une algébre de Lie, b une sous-algébre de a, ¢ un
idéal de b, 3 le commutant de ¢ dans a. On a [3,b]c 3. En déduire que
b -+ 3 est une sous-algebre de a dans laquelle 3 est un idéal.

b) Soient g une algébre de Lie, a une sous-algébre sous-invariante de
g, b un idéal de a. Si le commutant de b dans a et le commutant de a
dans g sont nuls, le commutant 3 de b dans g est nul. (Soith = a + 3,
qui est une sous-algébre d’aprés a); a est sous-invariante dans b ; si
3 # gOE, on a a # b, done a est un idéal dans a’, avec a # a’'cl; soit
ded,dsq et o =a+z aeq, ze 3, 2 # 0; montrer que {z, a] est
contenu dans a et commute a b, d’ou [z, a] = §0§ et contradiction.)

¢) Soit g une algebre de Lie de centre nul, D, I'algébre de Lie des
dérivations de g, D, ’algebre de Lie des dérivations de Dy,. . . Onidentifie
g 4 un idéal de D, D, & un idéal de D,,. .. (cf. exere. 12 b)). Utilisant )
et l'exere. 12 b), montrer que le commutant de g dans®; est nul pour tout
1. (Pour une suite de cet exere., cf. § 4, exerc. 15.)

16) Soient g une algébre de Lie, D l'algébre de Lie des dérivations de
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g. L’application identique de D définit un produit semi-direct h de D
par g appelé holomorphe de g. On identifie g & un idéal et D & une sous-
algébre de §.

a) Montrer que le commutant g* de g dans [) est ensemble des
adgr -z (x e g).

b) Pour tout élément 2z + d de ) (ze g, d=D), on pose O(z + d) =
adg 2 - = -+ d. Montrer que 0 est un automorphisme d’ordre 2 de b qui
transforme g en g*, de sorte que Iy peut étre identifié & ’holomorphe de g*.

¢) Pour tout idéal f # {0{ de b, on a £n (g + g% # {04. (Si
Iing= §O}, on a fcg*.)

d) Si g est commutative, tout idéal ¥ # § 0% de by contient g. Si K
est un corps et que dimg g < 4 , en déduire que, si f # g, ) ne peut
étre I'holomorphe de ¥ (utiliser b)).

17) On suppose que K est un corps. Soient T une indéterminée, et
L = K({(T)); L est muni canoniquement d’une valuation (ordre des
séries formelles) qui en fait un corps valué complet.

a) Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K. Alors, Vg
est muni eanoniquement d’une structure d’espace vectoriel topologique
métrisable et complet (Esp. vect. top., chap. I, § 2, n° 3, th. 2). Soit

(zp)pez une famille d’éléments de V tels que xp = 0 pour p inférieur a
+o
un certain entier rationnel. Alors la série X x,T? converge dans V(,

et tout élément de V() se met sous cette forme de maniére unique. (Prendre
une base dans V.)

b) L’espace vectoriel 4,(Vy) = ($x(V))@ est muni canoniquement
d’une structure d’espace vectoriel topologique métrisable et complet.

Tout endomorphisme de V(i se met d’une maniére unique sous la forme
+ o0
22 upT?, ol up e 4x(V), et ol les u, sont nuls pour p inférieur & un cer-

tain entier rationnel.
¢) Si K est de caractéristique 0, et si u e $x(V), on pose

1
ey =1 + %uT + ﬂuzT2 + - e 4(Vw).

Si zeV est tel que uz =0, on a e™.z = z.

d) Si W est un autre espace vectoriel de dimension finie sur K, et si
¢ & Yx(W), on a eT¢@1+109) — ¢Tu Q) ¢lv,

e) Déduire de ¢) et d) que, si V est muni d’une structure d’algébre
(non nécessairement associative) et si u est une dérivation de V, alors
€T est un automorphisme de I’algébre V.

91 18) Soient § un espace hilbertien complexe, Y et Z deux opéra-
teurs hermitiens continus sur §), et B = [Z, Y]. On suppose Y et B per-
mutables.

a) Montrer que [Z, Y*] = nBY"* (raisonner par récurrence sur 7).

b) Soit f une fonction continiiment dérivable d’une variable réelle.
Déduire de a) que [Z, f(Y)] = Bf'(Y).
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c¢) Déduire de b) que B = 0. (Montrer que, si B # 0, f peut étre
choisie de telle sorte que ||f(Y)|| < 1 et que | Bf'(Y)| soit arbitrairement
grand.)

d) Soit g l'algébre de Lie des opérateurs continus 7' sur § tels que
T* =~ T. Déduire de ¢) que les conditions Ye g, Ze g, [[Z, Y], Y] =0
entrainent [Z, Y] = 0.

19) a) Soit L une algebre associative sur K. Etant donnés % éléments
Zy,..., % de L, on pose:

fk(xl,. ey xk) = Z~ xc(l). . .xc(k)-
e

Dans I'algebre L® K[Ty,..., T.], ou les T, sont des indéterminées,
fel@y,. .., x) est le coefficient de Ty...T, dans (,T; 4 --- + 2, T)¥;
c’est aussi le coefficient de T;...T, dans :

k-1

Z:) (@1Ty + - - - + Zpa Ter)ieg Ti(2aT1 4 -+ - 4+ 2paTion)®7-10
j=
Etant donnés deux éléments z, y de L, on définit g; z-:(z, y) comme
le coefficient de T:T:* dans (zT, - yT,)*. Montrer que Pon a
il (k - L)' gi,/ﬂ‘i(xa Z/) = fk(tl)' “ey tk)
avectp =xpourh < tetty=ypourh =i+ 1.
b) Lorsque L est considérée comme algébre de Lie sur K, on a, dans
EfK(L) :
n
(ad z)r = X (- )" 4P LR,
i=0

ou L. (resp. R;) est la multiplication y > zy (resp y > yx).
En déduire que, si K est de caractéristique p (p premier), on a :

(1) (ad z)r.y = (ad z?).y
p-1

(2) (ad 2)p-1.y = 2 aiygar-1-i,
i=0

Déduire de (2) que :

fP‘l(ad 1,...,ad Tp-1).y = fp(21,. .. ) Zp-1, Y)
et :
gip1-i(ad z, ady).y = (p = ) gi,p-i(%, y)-

Conclure que, pour deux éléments quelconques 2,y de L, on a:
(3) (@ + y)p = a2 + yP + Ay(z, y)
ou :

p-1

Ap(z, y) =i§1 (p = 0)g, p1-i(ad z, ad y) .y
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appartient & la sous-algébre de Lie de L engendrée par x et y (« formules
de Jacobson »).

20) Soit g une algébre de Lie sur un anneau K tel que pK = {0}
{(p premier). On dit qu’une application x - z{?! de g dans lui-méme est
une p-application si elle vérifie les relations :

ad 2"l — (ad z)p
(;\x)[z’] = PylPl
(x 4+ )P = o) 1 ] L Az, y) (cf. exerc. 19 b))

pour z, y dans g et A € K. On appelle p-algébre de Lie sur K un ensemble
muni de la structure définie par la donnée d’une structure d’algébre de
Lie sur K et d’une p-application. Toute algébre associative sur K est une
p-algébre de Lie pour [z, y] = xy — yx et zlr] = 2P (exerc. 19). On dit
qu'une application u d’une p-algébre de Lie g dans une p-algébre de
Lie g’ est un p-homomorphisme si u est un homomorphisme d’algébre de
Lie et si u(af?l) = (u(z))1. Montrer que, dans une p-algébre de Lie g, toute
p-application est de la forme x > 2fP] 4 f(z), ot f est une application
de g dans son centre, semi-linéaire pour I'endomorphisme - »* de K.
Plus généralement, si u est un homomorphisme de g sur une p-algébre
de Lie g', u(2t#1) — (u(z))] appartient au centre de g'.

21) a) Soient K un corps de caractéristique p > 0, L une algébre
non nécessairement associative sur K. Montrer que les dérivations de L
forment une p-algébre de Lie pour la p-application D - DP”.

b) Soient L I'algébre K[X1/(X?), w la p-algébre des dérivations de
L. On désigne par D; (0 < ¢ < p-1) la dérivation de L telle que
Di«(X) = X*'. Montrer que les D; forment une base de w sur K et que
Pon a [Di, Djl=(j-i)Dssjr si t4+7 < p,[D;, Dj]=0 sii+;> p,
et D? = 0, sauf pour ¢ = 1, auquel cas D] = D,.

¢) Montrer que, si p > 3, 'algébre de Lie w n’admet pour idéaux
que % O§ et w. (En utilisant la table de multiplication des D¢, montrer que
tout idéal non nul de w contient un multiple non nul de Dp-1).

d) Soit V; le sous-espace de w ayant pour base les D; d’indice > £.
Montrer que, si p > 5, Vi est identique & ensemble des Z e dont le
commutant est de dimension > k 4 1. En déduire que, si p = 5, le
groupe des automorphismes de w est résoluble.

22) Soit g une p-algébre de Lie sur un anneau K de caractéristique p
(p premier). On note z > a? la p-application. Pour toute partie E de g,
on désigne par E? le sous-module de g engendré par les 22, o z € E. On
dit qu'un idéal a c g est un p-idéal si a? c a.

a) Pour qu’un idéal a c g soit un p-idéal, il faut et il suffit qu’il soit le
noyau d’un p-homomorphisme (exerc. 20).

b) La somme de deux p-idéaux est un p-idéal. La somme d’un p-idéal
et d’une p-sous-algébre est une p-sous-algébre.

¢) Soit ) une sous-algébre de Lie de g. La plus petite p-sous-
algébre de Lie contenant b est h 4 B 4- B + --- =1 ; si on pose
Bi=5 4 B? + -+ - -+ b, B est un idéal dans §, et h/D est commutative.
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Si h est un idéal dans g, il est est de méme des B; et de |, et ce dernier
est le plus petit p-idéal contenant §.

d) Le normalisateur et le commutant d’un sous-module quelconque
de g sont des p-sous-algébres de g.

23) Soit g une p-algébre de Lie commutative de dimension finie
sur un corps parfait K de caractéristique p > 0.

a) Montrer que g est, de facon unique, somme directe de deux
p-sous-algebres §, f telles que dans by la p-application soit bijective, et
qu’elle soit nilpotente dans f (considérer les itérées de la p-application
dans g; cf. Alg., chap. VIII, § 2, n® 2, lemme 2 et chap. VII, § 5, exere.
20 a)). On dit que b est le p-ceeur de g.

b) On suppose K algébriquement clos. Montrer qu’il existe une base
(e;) de by telle que €7 = e; pour tout ¢ (considérer une p-sous-algébre de
engendrée par un seul élément, et montrer qu’elle contient un z tel que
2? = x # 0; raisonner ensuite par récurrence sur la dimension de b).
En déduire que les p-sous-algébres de f) sont en nombre fini, et sont en
correspondance biunivoque avee les sous-espaces vectoriels de Iespace
vectoriel sur le corps premier F, engendré par les e;.

¢) Montrer qu’il existe une base (fi;) de ¥ (1 < i € k,1 < j < s pour
tout 7) ou la suite des s; est décroissante, et telle que ff; = O pour
1<j < sy, ff=fia; pour 2< i<k 1 <7 <s (méthode d’Alg.,
chap. VII, § b, exerc. 20 b)).

9 24) Soient K un corps (commutatif) de caractéristique p (quel-
conque), X, Yi, Z; 3n indéterminées distinctes ; on désigne pour abréger
par x, y, z les systemes (Xii1<i<n, (Yo <i<n, (Zi)1gi<n respectivement.
Soit Ay,y,z I'algébre des séries formelles par rapport aux 3r indétermi-
nées Xy, Yy, Zi, & coefficients dans K ; on désignera par Ay y (resp. Ax) la
sous-algebre de Ay,y,; formée des séries formelles ne contenant pas z
(resp. v, z). Un élément de Ayy; (resp. Asy, Ax) se notera u(x, y, 2)
(resp. u(x,y), u(x)); un systéme (uwi(x,y, z))1<i<» de n éléments de
Ayy,z se notera u(x, y, z) ; notations analogues pour les séries formelles
ne contenant qu’'un ou deux des trois systémes x, y, 2. Si u(x, y, z) € Ax,y,s
et si = (fi}, 2 = (g), h = (k) sont trois systémes de n éléments
de Ayy, qui sont des séries sans terme constant, on note
u((¥x, v, 2), 2(x, ¥, 2}, h(x, y, z)) la série formelle obtenue en substi-
tuant f; 4 X, gea Yi, ke 4 Z; (1 € 7 < n) dans u. Pour tout systéme
o = (a1,..., %) de n entiers > 0, on désigne par x* le mondme
X, .. X3n; on définit de méme y* et z*. On désigne par &; le sys-
téme o pour lequel o = 0sij # i, s = 1. On désigne par e le systéme
(0,...,0) de r éléments de Ay,y,s.

a) On appelle lot de groupe formel sur K (ou, par abus de langage,
groupe formel sur K) de dimension n, un systéme G = f(x, y) de n élé-
ments de Agy ayant les propriétés suivantes : 10 i(x, i(y, z)) = #{{(x,y), 2);
20 f(e, y) =y, £(x, e) = x. Montrer que ’on a nécessairement fi(x, y) =
Xi+ Yi + gi(x,y), o g ne contient que des mondémes de degré total
> 2, et dont chacun contient au moins un X; et au moins un Y;.
Montrer qu’il existe un systéme et un seul h(x) de n éléments de Ay tel
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que f(z, h(x)) = i(h(x), x) = e (Alg. chap. IV, § 5, n° 9, prop. 10). On dit
que G est commutatif st ¥y, x) = i(x, y).

b) Pour tout ue Ax, on désigne par Lyu I'élément u(i(y, x)) de
Ay y. Une dérivation D de Ay se prolonge canoniquement en une dériva-
tion de Axy (notée encore D par abus de notation) par la condition que
D(Y:) = O pour tout i (Alg., chap. IV, § 5, n® 8, prop. 6). On dit que D
est tnvariante @ gauche pour le groupe formel considéré G si on a LyD =
DLy. On désigne par D® I'application linéaire de Ay y dans Ay définie
par D@ (u) = (Du)(e, y) ; elle applique A dans K et est déterminée par
sa restriction & Ay. Montrer que, pour que D soit invariante & gauche,
il faut et il suffit que pour tout ¢ € Ay, on ait D®(Ly ¢) = (De)(y).

Soit D; la dérivation a/0X; de Ax (1 < i < n); il existe une dériva-
tion invariante & gauche T, et une seule telle que T{® = D®. Montrer
que les T; sont linéairement indépendantes sur K et que toute dériva-
tion invariante a gauche est combinaison linéaire des T; & coefficients
dans K. En déduire que, pour le crochet [D, D] et la p-application
D+ D? (lorsque p > 0), 'ensemble g des dérivations invariantes a
gauche est une algébre de Lie (une p-algébre de Lie si p > 0) dite algebre
de Lie du groupe formel G.

¢) Montrer que, pour toute série formelle u € Ax, on a:

(1) mmm»=mm+gimw+me

ou, dans la série o, tous les mondmes sont de degré > 2 par rapport
aux Y;. En déduire que'ona:

(@) u(f(x, i(y, 7)) = u(0) +i§1 (Yi + Z)Tiu

+§nM@mm»+mmmm

ou, dans la série o4, tous les mondmes sont de degré > 3, par rapport a
Pensemble des Y; et des Z;. En déduire que :

@) u(l(x,y)) - u(i(y, x)) =‘§7_(X=‘Y1 - XY)([Ts, Ti®(w)) + oi(x, ¥)

ou tous les termes de o; sont de degré total > 3. Montrer que, si G est
commutatif, g est commutative.

d) Soit G' un second groupe formel, de dimension m, dont la loi de
groupe est . On appelle homomorphisme formel de G dans G’ un sys-
téme F = (Fi(x))1<igm d’éléments de Ay tel que I'on ait ¥ (F(x), F(y)) =
F(i(x, y)). Pour toute dérivation invariante & gauche D e g, montrer que
v = D(vo F) est une dérivation invariante & gauche appartenant a l'al-
gébre de Lie g’ de G'. Si on la désigne par ¥¥(D), F* est un homomor-
phisme (un p-homomorphisme pour p > 0) de g dans g'. Si (Tihigiga,
(T")1gj<m sont les bases de g et g’ telles que T{® = D® et T;© = D,
montrer que la matrice de ¥*, rapportée a ces bases, est la matrice
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(oFj/0X), (terme constant de aF;/aX;, ol ¢ est I'indice des lignes, j celui
des colonnes).

25) On appelle groupe linéaire formel & n variables sur le corps K,
et on désigne par GL(r, K) (lorsqu’aucune confusion n’est possible) le
groupe formel de dimension n% dont la loi de groupe est définie par

fi(u, v) = = 85 + 2 (8 + Un) (8 + Vi) (84 indice de Kronecker ; les
Fow1

3n? indéterminées de la définition générale de 'exerc. 24 sont ici notées
Uy, Vi, Wi avec 2 indices variant de 1 & n). Montrer que, si Djj = 3/3Uy;,
les dérivations invariantes & gauche X; telles que X{ = D{ sont
données par

Xij = (1 + Uu)Dy +k§ UnDg.

L’algebre de Lie de GL(n, K) s’identifie & gl(r, K) en identifiant X a
Pélément Ej; de la base canonique (utiliser la formule (3) de I'exercice 24).
Si K est de caractéristique p > 0, on a X§ = X;; et X§ =0 pour
i #J.

9 26) a) Soient K un corps de caractéristique # 2, E un espace vec-
toriel de dimension n sur K, ® une forme bilinéaire symétrique non dégé-
nérée sur E. On suppose E muni d’une base orthogonale pour ® et on
désigne par R la matrice (diagonale) de @ par rapport & cette base. On
sait (Alg., chap. IX, § 4, exerc. 11) que tout matrice (relative a la base
considérée) U du groupe orthogonal G(®) telle que det( + U) # 0
séerit U = (I - R15) (I -+ R1S), ou § = R(U - I) (U + I)™! est une
matrice alternée telle que det(/ — R-1S) # 0; inversement pour toute
matrice S satisfaisant & ces conditions, U = (I - R-1S)"Y(I + R-1S)
est une matrice de G(®) telle que det (I 4 U) # 0. Soient Sy, Si;, Sif
3n(n - 1)/2 indéterminées (1 < i < j < n) et soit L un corps contenant
Panneau de séries formelles K[[Sy, Si;, Si/11. Si on désigne par S, §', S"/
les matrices

% Sy(Ey— Ep), XL Sy(Ey-Ep), X SH(Ey - Ej),
<] i<y

i<i
on a det (/ - R-1S) #£ 0, et les analogues pour S’ et §' ; si on pose
U = (I - R8I 4+ R-1S), U = (I-RLS")YY1 + RS,
on a aussi det (I + UU’) # 0. Posons
F(S,8") = RUU" - (UU" + 1) = (f4(S, )3

les f5(S, ') appartiennent & 'anneau des séries formelles K[[Sy, S/,
et en considérant F(S, S’') comme une série formelle & coefficients dans
I’algebre des matrices d’ordre n sur K, on peut écrire :

F(S,8) =38+ 8" + 04(S, §')
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ou, dans les éléments de la matrice 0,(S, §'), les termes sont tous de
degré > 1 par rapport aux S; et de degré > 1 par rapport aux Si;; on a
de méme ;

U =1+ 2R1S + o4(S)

les éléments de 0,(S) étant des séries formelles d’ordre > 2. Montrer que
F(S, §") est une lot de groupe formel sur K, de dimension n(n - 1)/2; ce
groupe formel est appelé groupe orthogonal formel (correspondant a @) et
noté G(®) par abus de notation.

b) Si on pose M(S) = (my(S)) = (I - R-1S)(I + R-1S5), M est un
homomorphisme formel de G(®) dans GL(r, K). Soit p(®) P’algébre de
Lie de G(®), et désignons par (Ti)i<; la base de cette algébre telle que
T = D (exerc. 24 d)) ; si on identifie un élément D = E c,-,-Ti,- de p(®)

a la matrice D = 2 ¢;i(Eyj — Ej;), montrer que 'on a (avec les notations
1<{j
de I'exerc. 24 d) et 'identification faite dans I'exerc. 25 de Palgébre de Lie

de GL(n, K) avec gl(r, K)) :
M*D) = 2R-D.

En déduire que M* est un isomorphisme de p(®) sur la sous-algébre
de gl(n, K) formée des matrices X telles que ‘XR 4 RX = 0 (écrire que
pour tout couple (a, &) d’éléments de E, identifiés 4 des matrices 4 une
colonne, ®(a + M(S).a, b + M(S).b) = ‘ta.(I + *M(S)R(I + M(S)).b
est une série formelle réduite a son terme constant, et utiliser le fait que
la sous-algebre des X e gl(n, K) telles que *XR + RX = 0 est de dimen-
sion n(n — 1)/2).

¢) Définir de méme le groupe symplectique formel & 2n variables sur
un corps (commutatif) K quelconque, et montrer que son algébre de Lie
s'identifie 4 la sous-algébre de gl(2n, K) formé des matrices X telles que

tXA + AX =0, ou A=<(} {)")
— in
27) Soient K un corps de caractéristique p > 0, G le groupe for-
mel de dimension 2 défini par fi(x,¥) = X; + Y; + X|Y,, f(x,y) =
Xy 4+ Yy(1 4+ X?). Montrer que G n’est pas commutatif, mais que son
algébre de Lie est commutative.

§ 2

1) On adopte les notations T, J, T, de la déf. 1 et dun° 6. Soient £ un
tenseur homogéne d’ordre p de T, et o une permutation de 3 1,2,..., pf
Alors, t — ot € J 4 Tp-1. (Se ramener au cas ou o est une transposﬂ;lon de
2 entiers consécutifs.)

2) On suppose que K est un corps. Soient g une K-algébre de Lie, U
son algébre enveloppante.
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a) Soient u, v dans U. 51 u est de filtration > n, ¢ de filtration > p,
alors uv est de filtration > n 4+ p (utiliser le th. 1).

b) Déduire de a) que les seuls éléments inversibles de U sont les sca-
laires.

¢) Déduire de b) que le radical de U est nul.

3) On suppose que K est un corps. Soient g une K-algébre de Lie, U
son algebre enveloppante. La représentation réguliere gauche de U cor-
respond a une représentation p de g dans 'espace U. Montrer que en-
semble U, des éléments de U sans terme constant est stable pour g, et
que U, n’a pas de supplémentaire dans U stable pour p. En particulier,
p n’est pas semi-simple. (On rapprochera ceci du th. 2 du §6.)

4) On suppose que K est un corps.

a) Vérifier qu’il existe une algebre de Lie g de dimension 3 ayant une
base (x, y, z) telle que [z, y] = z, [z, 2] = [y, z] = 0. Soit U Palgébre
enveloppante de g. Montrer que le centre de U est la sous-algébre engen-
drée par 1 et z. (Considérer, pour tout £ € g, la dérivation de Palgébre
symétrique S de g qui prolonge adg &, et chercher les éléments de S annu-
1és par ces dérivations ; appliquer ensuite la remarque finale du ne 8).

b) Vérifier qu’il existe une algébre de Lie g de dimension 3 ayant une
base (z, y, z) telle que [z, y] =y, [=, 2] = z, [y, z] = 0. Montrer que le
centre de l'algébre enveloppante de ¢ se réduit aux scalaires. (Méme
méthode.)

5) On suppose que K est de caractéristique p > 0 (p premier). Soit
g une algébre de Lie sur K ayant une base, identifiée canoniquement
4 un sous-module de son algébre enveloppante U. Pour qu'un endomor-
phisme ¢ du K-module g soit une p-application, il faut et il suffit que
z > 2P — () soit une application semi-linéaire (pour A — A?) de g dans
le centre de U. En déduire que si (by) est une base de g, pour qu’il existe

dans g une p-application, il faut et il suffit que, pour tout 3, il existe ¢; e g
tel que (ad b,)? = ad ¢, ; s'il en est ainsi, il existe alors une p-application
> 211 et une seule telle que b%f’] = ¢; pour tout A.

6) Soient g une p-algébre de Lie sur un anneau K tel que pK = {0}

(p premier), U son algebre enveloppante, ¢ l'application canonique
de g dans U. Soit J I'idéal bilatére de U engendré par les éléments

(o(x))? — o(2) lorsque x parcourt g. On appelle algébre enveloppante res-
treinte de g lalgébre associative U = U/J. L’application o définit par
passage au quotient une application & (dite canonique) de g dans U, qui
est un p-homomorphisme (lorsque U est considérée comme une p-algébre
de Lie).

a) L’algebre U et I'application & sont solutions d*un probléeme d’appli-
cation universelle : pour tout p-homomorphisme f de g dans une algébre
associative B sur K (considérée comme p-algébre de Lie), il existe un K-

homomorphisme et un seul ' de U dans B (pour les structures d’algebres
associatives) tel que f = f' o5.
b) Montrer que, si (by);, est une base de g (A étant totalement
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ordonné), & est injective, et que, si on identifie x et G(x) pour z e g, les
éléments IT,5,» (oit les A vont en croissant, ou les vy sont nuls sauf un
nombre fini d’entre eux, et o 0 < v, < p pour tout 1) forment une base

de U. (Identifiant canoniquement g & un sous-module de U, on pose
o(z) = 2P — 1) pour tout z € g. Pour tout indice composé o = («;) € N®),

s0it a, == By + vy, avee 0 < By < p, et soit T, = (IL,b5%) (IT, (p(b))™).
Montrer que les T, forment une base de U et les T, tels quey = (y;) # 0
une base de J ; on observera que les ¢(b,) appartiennent au centre de U).

7) Soit g une p-algebre de Lie sur un anneau K tel que pK = { 0}
(p premier). On dit qu’'unc dérivation D et g est une p-dérivation
si on a D(x?) = (ad z)P-1. Dz pour tout z € g. Toute dérivation intérieure
est une p-dérivation.

a) Si L est une K-algebre associative, toute dérivation de L est une
p-dérivation lorsque L est considérée comme p-algébre de Lie. (Utiliser
la formule (2) de Pexerc. 19 du §1.)

b) Supposons que g ait une base. Pour qu'une dérivation de g soit
une p-dérivation, il faut et il suffit qu’elle puisse se prolonger en une déri-
vation de I'algébre enveloppante restreinte de g. En déduire que les p-
dérivations de g forment une p-sous-algebre de Lie de la p-algebre des
dérivations de g.

¢) Si D est une p-dérivation de g, le noyau de D# est une p-sous-
algebre de g.

d) Pour toute dérivation D de g, D(2?) — (ad x)?-1. Dz appartient au
centre de g pour tout x e g (utiliser la formule (2) de 'exerc. 19 du § 1,
appliquée & L = 4(g).)

8) Montrer que le th. 1 reste valable sile module g est somme directe
de modules monogénes. (Remplacer dans la démonstration le module P
par Palgébre symétrique de g).

9) Soient % le corps & deux éléments, V I’espace vectoriel k2, (zy, 2,, 23)
sa base canonique, et K Dlalgébre extérieure de V, qui est une algebre
commutative de dimension 8 sur %. Soit g la K-algébre de Lie admettant
la base (e;, €, €3, €10, €13, €2) telle que [y, &) = [e;, €] = ey, [&y, €5] =
[es, €] = €13, [€5, 5] == [e3, €3] = €q3, les autres crochets étant nuls. Soit
B T'idéal de g engendré par u = z,6; + o6y + Zze5. Comme module, T
est engendré par u, [u, ¢;] = Loty + Tseys, (U, €] = T84y + Tge05, [u, €3] =
X163 + Zoloy. SOIL ¢ = XyWplyy + 217815 - TpTalos.

a) Montrer que ¢ & ). (Considérer la forme K-linéaire ¢ sur g telle
que ole;) = 9(es) = @(eg) = 0, plers) = T3, Plera) = oy 0legs) = Ty).

b) Soit f une application linéaire de g dans une K-algébre associative
telle que f([z, y1) = f(@)f(y) - f(y)f(x) quels que soient x, y dans g. Mon-
trer que f(v) = f(u)2.

¢) Déduire de a) et b) que I'application canonique de I'algébre de Lie
g/h dans son algébre enveloppante est non injective.

10) Soient g une algébre de Lie de dimension finie sur un corps,
U son algébre enveloppante, U, I'ensemble des 3léments de U de filtra-
tion € n.
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a) Soient ze U,, ye U, deux éléments non nuls. Montrer qu’il
existe ue U,ve U tels que ux = oy. (Comparer dim (Upz) = dim Up,
dim (Upy) = dim Up, et dim Upp. En déduire que Upzrn Upy # 302
pour p assez grand.)

b) Montrer que U admet un corps des quotients & gauche (A4lg.,
chap. I, 2¢ éd., § 9, exerc. 8) qui est en méme temps corps des quotients
a droite.

§ 3

1) Soient g une algebre de Lie, p une représentation de g dans un
K-module M, ¢ la représentation associée de g dans I’algébre tensorielle
de M. Montrer que le sous-module des tenseurs symétriques et le sous-
module des tenseurs antisymétriques sont stables pour o.

2) Soient g une algébre de Lie, p une représentation de g dans un
K-module M, ¢ la représentation associée de g dans Q = 4(M, M ; M).
Pour qu’un fe Q soit invariant pour ¢, il faut et il suffit que les p(x)
soient des dérivations de M muni de la multiplication définie par f.

3) Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps par-
fait K.

a) La représentation identique de gl(V) définit canoniquement des

4 q
représentations de gl(V) dans XV et ®V* donc une représentation

u — uf de gl(V) dans V§ = (®V) & (®V* Montrer que u} est semi-
51mple si u lest. (Se ramener, par extension du corps de base, au cas ou
K est algébriquement clos.) Montrer que uf est nilpotent si u l'est. En
déduire que, si s et z sont les composantes semi-simple et nilpotente de u,
s} et nf sont les composantes semi-simple et nilpotente de u}.

b) Déduire de a) que, si un élément de V§ est annulé par uf, il est
annulé par s} et nf.

¢) Déduire de b) et de I’exerc. 2 que, si V est muni d’une structure
d’algébre non nécessairement associative, et si u est une dérivation de V,
alors s et n sont des dérivations de V.

9 4) On suppose que K est un corps. Soit g une K-algebre de Lie.

a) Soient M et N des g-modules, N étant de dimension finie sur
K. Soit (fj)1<jgn une base de N sur K. Si des éléments non tous nuls

n
e,...,e, de M sont tels que 2 e;®f; soit invariant dans M® N, alors
i=1

le sous-espace M; de M engendré par les e; est stable pour les 2y ; si en
outre N est simple la représentation de g dans M; est duale de la repré-
sentation de g dans N.

b) Soient M;, M,, N, N* des g-modules de dimension finie sur K.
On suppose que M, et M, sont simples et que les représentations de g
dans N et N* sont duales. Pour que le g-module M, soit isomorphe & un
sous-g-module de M,® N, il faut et il suffit que M, soit isomorphe & un

8§—B.
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sous-g-module de M, ® N*. (Utiliser la prop. 4 ; considérer la représen-
tation de g dans MFQ M, N, et appliquer a) & la représentation duale
de cette derniére.)

9 5) On suppose que K est un corps de caractéristique 0. Soient V
un K-espace vectoriel de dimension finie, g = sl(V), U Palgébre enve-
loppante de g, U, I’ensemble des elements de filtration < n dans U, U”
Pensemble des images dans U des tenseurs symétriques homogénes d’ordre

n sur g, (o,...,%,) une base de 'espace vectoriel g. Soit W; = ®V.
La représentation identique de g définit une représentation de g dans
W, qui se prolonge en un homomorphisme w, de U dans lalgébre
M, == YW,).

a) Soit M; le sous-espace de Ms engendré par les éléments de la forme
BI®B® - RPB,, 01 B;e L(V) et ou B; = 1 pour au moins un ¢. Solent z

un élément de U, z, = h Q.. i %, - -2, s2 composante dans U’

1y, ., igSm
ou les a; _,; sont symétriques par rapport aux permutations des indices.
Montrer que

1

ns(z) = s 2 @iy, . dg00, @ - - - Dy, (mod. Mg).

1<y, iy Sim

b) Déduire de a) que, pour tout ze U, il existe une représentation
de dimension finie = de U telle que =(z) ;é 0. (Pour une suite de cet
exerc., cf. § 7, exerc. 3.)

6) On suppose que K est un corps. Soient g une K-algébre de Lie,
Z — xy une représentation de g de dimension finie, (e,,. .., e,) une base
de M, et (eF,. . ., e¥) la base duale.

a) Si f est une forme linéaire sur @M, on a:

f= X @ @) @ef)

154,55

b) Soit B une forme bilinéaire non dégénérée sur M, invariante pour
g. Soit (e1,. . ., e;) la base de M telle que B(e;, ¢j) = §;. Soit f une forme

linéaire invariante sur @M. Déduire de a) que

2 R /(eil® . ® ez,) (e ® 1,.)

1<, .0

est un élément invariant de QM indépendant du choix de la base (e:).

¢) Soit U I'algébre enveloppante de g, U* I'espace dual de I'espace U.
La représentation adjointe de g se prolonge en une représentation z — zy
de g dans U définie par xyu = zu — ur pour tout ue U. Donc U* est
muni d’une structure de g-module. Pour qu'un élément f de U* soit in-
variant, il faut et il suffit que f(re) = f(vu) quels que soient u, ¢ dans U.

d) Soient ) un idéal de g de dimension finie, ¥ une forme bilinéaire
invariante sur g, dont la restriction a b soit non dégénérée. Soient
(U <ign Wiigign deux bases de Ty telles que y(yi, yj) = 8. Soit r un
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entier > 1. Soit f une forme linéaire sur U telle que f(u¢) = f(vu) quels
que soient u, ¢ dans U. Déduire de ) et ) que

X (s Y0 Y

1, KR

est un élément du centre de U indépendant du choix de la base (y,).
Retrouver en particulier les éléments de Casimir.

e) Soit 0 une permutation de {1,. . r§. Raisonnant de maniére
analogue, montrer que

14

Z nf(yie(l)yie(z)' . 'y’ie(r)>yz{1yz{2' . 'yir

10,65

est un élément du centre de U indépendant du choix de la base (y).

7) Soient g une algébre de Lie complexe, § sa forme de Killing,
go l'algébre de Lie déduite de g par restriction & R du corps de base.
Montrer que la forme de Killing de g, est deux fois la partie réelle de 8.

8) Soit g une algebre de Lie. La forme multilinéaire

(Zy. .., 2,) > Tr (ad z,o8d z40 - - - cad )

sur g* est invariante.

9) Soient g une K-algebre de Lie, p et p' des représentations semi-
simples de g dans des K-modules V, V', et ¢ un homomorphisme du
g-module V sur le g-module V'. Montrer que I'image par ¢ de I’ensemble
des invariants de V est ’ensemble des invariants de V' (utiliser la prop. 6).

10) On suppose que K est un corps. Soient g une K-algebre de Lie,
M,, M, deux g-modules simples non isomorphes de dimension finie sur
K. Si K, est une extension séparable de K, montrer qu'il n’xiste pas
de gi)-module simple isomorphe & la fois & un sous-g,)-module de
Mg, et & un sousig(Kl)—module de My). (Utiliser la prop. 4 et remar-
quer que lexistence d’un élément invariant # 0 dans Mjx) ®x My,
entraine l'existence d’un élément invariant # 0 dans M¥ ®x M, (Alg.,
chap. II, § 5, n° 3, th. 1)).

11) Soit'w la p-algébre de Lie définie dans D'exercice 21 du § 1.
Montrer que la forme de Killing de w est nulle.

91 12) On suppose que K est un corps. Soient g une K-algébre de Lie,
M un g-module. On désigne par C?(g, M) I'espace des applications multi-
linéaires alternées de g” dans M. On pose C°(g, M) = M, et, pour p < 0,
CP(g, M) = § 0{. Soit C*(g, M) 1a somme directe des C?(g, M). Les éléments
de C*(g, M) sont appelés les cochaines de g a valeurs dans M ; celles de
C?(g, M) sont dites de degré p. Pour tout y e g, on désigne par i(y) 'endo-
morphisme de C*(g, M) qui applique chaque sous-espace CF(g, M) dans
CP (g, M) et qui, pour p > 0, est donné par la formule :

(1) (N (@, - oy Zp1) = [y, &1,. .0y Tpa).
On a i(y)? = 0.
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a) La représentation adjointe de g et la représentation de g dans M
définissent une représentation de g dans I'espace des applications multi-
linéaires de g dans M. Montrer que C?(g, M) est stable pour cette repré-
sentation. Soit 0 la représentation de g dans C*(g, M) ainsi définie. Mon-
trer que:

(2) b@)ily) - ily)B(x) = i([x, y])

quels que soient z, y dans g.
b) Montrer qu’il existe un endomorphisme d et un seul de C¥*(g, M),
appliquant C?(g, M) dans C***(g, M), tel que

(3) di(y) + i(y)d = B(y),

quel que soit y e g. (Raisonner par récurrence sur le degré des cochaines.)
Montrer que, pour f € C?(g, M) :

df(x1, x2,. .., Tpu1) = 2(— 1Y+if([wiy %), Z1y e oy Tige ooy Tjye s :Bpu)
<7

+Z( Vi (@)uf(zs,. . ., .y Tps1)

(ou le signe ~ sur une lettre signifie qu'elle doit étre omise).
¢) Montrer que, pour tout y € g,

(4) do(y) = B(y)d.

(Montrer d’abord, en utilisant (2) et (3), que db(y) — 6(y)d permute a tout
i(z). Puis raisonner par récurrence sur le degré des cochaines.)

d) Montrer que d2 = 0. (Montrer d’abord, en utilisant (3) et (4), que
d? permute a tout i(z). Puis raisonner par récurrence sur le degré
des cochaines.)

e) La restriction de d a C?(g, M) a un noyau Z?(g, M) dont les élé-
ments s’appellent cocycles de degré p a valeurs dans M. La restriction de d
a CP (g, M) a une image B?(g, M), dont les éléments s’appellent cobords
de degré p a valeurs dans M. On a B?(g, M) c Z?(g,-M). L’espace quotient
Z7(g, M)/B?(g, M) = H?(g, M) s’appelle 'espace de cohomologie de degré p
de g a valeurs dans M. On note H*(g, M) la somme directe des H?(g, M).
Montrer que H(g, M) s’identifie & I'ensemble des invariants de M. Soit
@ un homomorphisme du g-module M dans un g-module N. Pour tout
f e C?(g, M), ¢ o f & CP(g, N), de sorte que ¢ se prolonge en une application
K-linéaire ¢’ : C*(g, M) — C*(g, N). Montrer que ¢'od = do9’. En dé-
duire que ¢’ définit un homomorphisme ¢ : H*(g, M) — H*(g, N) qui
est dit associé a o,

f) Soient L un sous-g-module de M, et N le g-module quotient M/L.

Les homomorphismes canoniques L —> M —2» N définissent des homo-
morphismes

C*(g, L) —> C*(g, M) — C*(g, N),
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Montrer que 7' est injectif et a pour image le noyau de p’ et que p’
est surjectif. Pour tout c e H*(g, N), soit z € Z*(g, N) un représentant de
c,et ae C'(g, M) tel que p’'(¢) = z; montrer que da e 2™ (g, L) et que
sa classe dans H™(g, L) ne dépend que de ¢; on note cette classe 3"c.
Montrer que la suite d’homomorphismes :

0

0 —> HO(g, L) — HO(g, M)~ HY(g, N)

)-
—_— Hl(g, L) ——1—1—) Hl(g, M) Ll, Hl(g’ N) ji* .

est une suite exacte.
£) Avec les notations de f), la suite exacte :

0 —>4%N.L)—> 9N, M) — 4N, N) —> 0
définit une suite exacte :
HY%g, (N, M)) —> Hg, 4(N, N)) — H(g, «(N, L)).

I.’applieation identique de N est un invariant u de £(N, N), donc un élé-
ment de H%g, £(N, N})) ; soit ¢ son image dans H{g, ¥(N, L)). Alors, pour
qu’il existe dans M un sous-g-module supplémentaire de L, il faut et il
suffit que ¢ = 0. (Cette condition signifie que u est 'image d’un élément
de HOY(g,4(N,M)), c’est-d-dire d’'un homomorphisme ¢ du g-module N
dans le g-module M ; alors ¢(IN) est le supplémentaire cherché.)

h) Montrer que Z(g, g) (o1 on considére g comme un g-module grace
a la représentation adjointe) s’identifie & ’espace vectoriel des dérivations
de g, et que B(g, g) s’identifie & 'espace vectoriel des dérivations inté-
rieures de g.

i) Soient a et b deux K-algébres de Lie, avec b commutative, et

b—"> g —%> a une extension de g par b. Pour tout z g, la restriction
de adg x 4 b ne dépend que de la classe de x modulo b, d’on une structure
de a-module sur b. Soit v une application K-linéaire de a dans g telle que
pov soit application identique de a. Pour z, y dans q, posons f(z,y) =
[vx, vy] - 9([z, y]). Montrer que fe Z3(a, b), et que la classe ¢ de f dans
H2(a, b) ne dépend pas du choix de v. Pour que deux extensions de q par
b, définissant ]a méme structure de a-module sur B, soient équivalentes, il
faut et il suffit que la classe ¢ e H?%(a, b) correspondante soit la méme.
Pour que 'extension soit inessentielle, il faut et il suffit que ¢ = 0. SiB est
un a-module, et si ¢ € H%(a, B), il existe une extension de a par B (consi-
déré comme algebre de Lie commutative) définissant la structure donnée
de a-module sur B et I'élément donné ¢ de H%*a, B).

7) Soient g une algébre de Lie de dimension finie sur K, U son algébre
enveloppante, § un idéal de g, p une forme bilinéaire invariante sur g
dont la restriction 4 f) est non dégénérée, (yi)1gign et (i) <ign deux

bases de b telles que B(yi, yj) = 8y, t = Zyiyie U, M un g-module, ¢
i=1
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IPendomorphisme de C*(g, M) qui applique chaque C?(g, M) dans
CP(g, M) et qui, pour p > 0, est défini par:

(Pf)(xla ) xp-l) = k§l (yk)mf(yl’h 2 PRI .’l?p—]).

Soit enfin I' 'endomorphisme de C*(g, M) prolongeant #, qui applique
toute cochaine f de degré > 0 sur la cochaine #yof. Montrer que
pd + dp = I'. (Si, pour z € g, on pose :

n n
[2, ys) = 2 any, [, yi] = 2 oy,

montrer d’abord que apy = —al). En déduire que I'd = dI'. Si M est
simple de dimension finie sur K, si § est la forme bilinéaire associée,
et si dim [ n’est pas divisible par la caractéristique de K, montrer que
H?(g, M) = gO% pour tout p. (Utilisant la prop. 12, montrer que I est un
automorphisme de C*(g, M), donc induit des automorphismes de Z?(g, M)
et B?(g, M). Pour feZP(g, M), I'f = (dp + pd)f = def € B?(g, M), d’otx
Zr(g, M) = B*(g, M)).

§ 4

Les conventions du § 4 restent valables, sauf mention contraire.

1) Soient g une algébre de Lie nilpotente, p (resp. ¢) le plus petit
entier tel que C?g = {0} (resp. Cgg = g). Montrer que p = g + 1 et que
Cig o Crig. (Utiliser le raisonnement de la prop. 1.)

2) Soit g un produit semi-direct d’une algébre fy de dimension 1 et
d’un idéal commutatif g'. Soient ze by, v # 0, et u la restriction de adyz
ag.

] a) Pour que g soit nilpotente, il faut et il suffit que u soit nilpo-
tent.

b) Pour que la forme de Killing de g soit nulle, il faut et il suffit que
Tr (u?) = 0.

¢) Déduire de a) et b) qu’il existe des algebres de Lie non nilpotentes
dont la forme de Killing est nulle.

d) Déduire de a) que, dans une algébre de Lie mlpotente telle que
Cr-lg # (0’, CPg == g f, on peut avoir C;g # CPq.

3) a) Soient g une algebre de Lie nilpotente, 3 son centre, b un idéal
non nul de g. Montrer que 3nb # §O§ (Considérer b comme un g-mo-
dule grice a la représentation adjointe.)

b) Si, dans une algébre de Lie g, un idéal b est contenu dans Cing
mais non dans C;g, montrer que les idéaux b nCig sont tous distincts
pour 0 < %k < i + 1. (Appliquer a).)
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4) Soit g une algeébre de Lie nilpotente.

a) Toute sous-algébre de g est sous-invariante. (Utiliser la prop. 3.)

b) Soit b un sous-espace vectoriel de g tel que b + (g = g. Montrer
que la sous-algebre de g engendrée par b est g. (Appliquer a) & cette sous-
algebre. Se ramener ainsi au cas ou b est un idéal de g, et utiliser la
prop. 4 du § 1.) En déduire que le nombre minimum de générateurs de
g est dim g/(dgq.

5) @) Montrer qu’une algébre de Lie g dans laquelle toute sous-algébre
est sous-invariante est nilpotente. (Montrer que, si dim g > 1, tout
z e g appartient & un idéall) # g de g, qui posséde la méme propriété que
@, donc est nilpotent par récurrence sur la dimension de g ; donc adg z est
nilpotent.)

b) Montrer que si, dans une algébre de Lie g, toute sous-algébre dis-
tincte de g est distincte de son normalisateur, g est nilpotente. (Se rame-
ner a a).)

6) Soient g une algébre de Lie nilpotente, a un idéal commutatif de
g- Les conditions suivantes sont équivalentes: a) a est un idéal commuta-
tif maximal de g;b) a est une sous-algébre commutative maximale de
g; ¢) a est égal & son commutant ¢’ dans g. (Les implications non a) =
non b) = non ¢) sont claires. Si @’ # q, il existe, d’apres la prop. 1, un
idéal @’/ de g tel que aca’ca’, dim a’’/a = 1. Alors, a'' = a + Kz,
done [a”, a”’1¢ [a, a] + [z, a] = } 0}, donc a) est en défaut.)

7) a) Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K, g une
algébre de Lie d’endomorphismes nilpotents de V, (V,) <, « » une suite

décroissante de sous-espaces vectoriels de V, avee Vo=V, V, = g0§7
et g(Vy)c Vpy pour -0 < r < n. Montrer, par récurrence sur i, que
(0Xg)(V;) C Vnoi. Si dim V > 24 le sous-espace des éléments de V
annulés par (g est de dimension > 2. Sidim V < 2i, (g = §Q L

b) Soient g une algébre de Lie nilpotente, { un entier > 0. Si
dim (0ig > 2¢ 4~ 1, le centre de (Vg est de dimension > 2¢. Si dim Rig < 26 4-1
(¥g est commutative. (Appliquer @) aux restrictions a (ig des adg ,
zeq).

¢) Soient g une algébre de Lie nilpotente, £ un entier > 0. Si (g
n’est pas commutative, (0ig/(0d+tg est de dimension > 2 4+ 1.-(Se
ramener, par passage au quotient, au cas ou dim (P*'g = 1, et uti-
liser b).)

8) Soient g une algébre de Lie, m un idéal de codimension 1, z un
élément de g n’appartenant pas am, et ze g.

a) Montrer que I'application linéaire D se réduisant & 0 dans m et
appliquant z sur z est une dérivation si z appartient au commutant q de
m dans g.

b) Soit g le plus grand entier tel que a c C?g. Montrer que, si en outre
z2¢ C7q, D n’est pas une dérivation intérieure de g-

c¢) Déduire de a) et b) et de I'exerc. 7 ¢) que, si g est une algébre de
Lie nilpotente de dimension > 1, P’espace vectoriel des dérivations
intérieures de g est de codimension > 2 dans I'espace de toutes les déri-
vations de g.
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9) a) Vérifier que les tables de multiplication suivantes définissent
deux algébres de Lie nilpotentes g,, g, de dimensions 3 et 4 :

gs: (21, To] = 3 (21, T3] = [®g, 23] = 0
8a: (2, 2] = 23 [2, %3] = 24 [%), %] = [2, T3] = [T, 24] = [23, 2,] = 0,

b) Montrer que gy est isomorphe a (3, K), et aussi a s1(2, K) si K est
de caractéristique 2.

¢) Soit g; 'unique algébre de Lie de dimension 1. Montrer que les
algebres de Lie nilpotentes de dimension < 4 sont fournies par le tableau
smvant :

dimension 1 : g, ; dimension 2: (g;)?;
dimension 3 : (g;)%, gs; dimension 4 : (g;)% Qs X Oy, Os-

(Utiliser 'exerc. 7 ¢). Si g est nilpotente de dimension 3 et dim (0g = 1,
observer que (0g est contenu dans le centre de g (exerc. 3a)), d’olt g = g3. St
dim g = 4, dim (Dg == 1, observer que le crochet dans g définit une forme
bilinéaire alternée sur g/(g, laquelle est nécessairement dégénérée, donc
qu’il existe une sous-algébre §) de g contenue dans le centre de g, avec
dimph=1,hn@g=,0{, d'out g = h X gs. Si dim g = 4, dim (g = 2,
(g est commutative ; appliquant le th. 1 aux restrictions 4 (g des adg
(z e ), montrer qu’il existe un idéal commutatif I de g avec ho (g,
dimf = 3 ; soit x € g, x ¢ I ; choisir une base de [j telle que la restriction
de adgz & ) ait par rapport & cette base une matrice de Jordan ; alors
g = Ga)

10) Soit D 'algebre de Lie des dérivations de I'algeébre g, (exerc. 9).
Montrer que D est de dimension 7 et de centre nul, et que I'idéal ©' <D
des dérivations intérieures ne possede pas de sous-algébre supplémen-
taire dans D.

€ 11) Soient L un anneau commutatif, A une algébre artinienne &
gauche sur L, y une application de A X A dans L. On définit dans A
la loi de composition interne (a, d)r>a* b = ab -+ y(a, b)ba. Pour
toute partie E de A, on désigne par K le sous-anneau (sans élément unité)
de A engendré par E. Montrer que, si E est formé d’éléments nilpotents
et est stable pour la loi #, alors F est nilpotent <c’est-é-dire qu’il existe
n > 0 tel que fn — { O;) On pourra procéder de la fagon suivante :

10 Supposons d’abord que A soit un anneau simple, donc isomorphe
a 45(T), ot T est un espace vectoriel & gauche de dimension finie m sur
un corps D. On raisonne par récurrence sur m. Soit ® P'ensemble des
parties F C E stables pour et telles que F soit nilpotent. Montrer que ®
admet un élément maximal M (remarquer que frrm — 3 O} pour tout F e ®).
Supposons M # I. Montrer qu’il existe una e E tel que a & MettxaeM
pour tout t e M (observer qu’il ne peut y avoir de suite infinie (a,) telle
que a, € B, a, € M, @, = 1,1 * ap-1avec t,.1 € M). Soit S le sous-espace de T
somme des u(T) avec u e M ; montrer que S # gO( et S # T, et que 'on a
a(S) ¢ S. Soit N I'ensemble des ¢ « E tels que ¢(S) c S. En utilisant I’hy-
pothése de récurrence et considérant les éléments de N comme opérant
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sur S et sur T/S, montrer que I’on aurait N e @, ce qui entraine contra-
diction.

20 Dans le cas général, utiliser le fait que le radical de A est nilpotent.
Déduire de ce résultat une nouvelle démonstration du th. d’Engel.

12) Soient g une algébre de Lie, et C” g 'intersection des C?g.

a) L’algébre de Lie g/C” g est nilpotente.

b) Mentrer qu’il existe une sous-algébre nilpotente ) de g telle que
g =P + ¢*g. (Raisonner par récurrence sur dim g. Supposons g non

nilpotente. Soit x e g tel que I = | (ad z)¥(g) # 30; Soit 1 la réu-
®

nion des noyaux des (ad z)t. Montrer que c’est une sous-algébre de g, et
que g est somme directe de I et 1. D’aprés 'hypothése de récurrence, 1t
est somme de C*n et d’une sous-algébre nilpotente §. Enfin, €*nceé*g
et IcC”g).

c¢) Vérifier que la table de multiplication suivante définit une algébre
de Lie (résoluble) g de dimension 5:

[21, 2] = s, [#1, T3] = 3, [21, T4] = — 24, [Z3, 24] = 25

les autres [x;, 7] étant nuls. Montrer que pour cette algébre de Lie, on a
€*g = Kzy + Kz, 4+ Kz, mais qu’il n’existe aucune sous-algébre sup-
plémentaire de C* g dans g.

4 13) Soient g une algébre de Lie, 3 le commutant de €¢*g dans g.
Si 3¢iC” g, g a un centre non nul. (Ecrire g = €* g + §, ou ¥ est une sous-
algébre nilpotente de g (exerc. 12). Soit g; = 3 + f. Soit [j une sous-
algebre nilpotente telle que g, = €* g, + b. Montrer que g =€ g+ b
et que C* g, C 3 NiC* g. Soit ¥ un élément de 3 n’appartenant pas & C*g.
Ecrire y =x 4 2’ avec z€l), 2'eC”qg,; on a ze3 et z # 0, done
3 nh est un idéal non nul de §; utilisant I'exerc. 3 a), en déduire qu’il
existe un élément non nul de g permutable a C*g et 4 1).)

9] 14) Soient g une algébre de Lie, b une sous-algébre sous-inva-
riante de g telle que le commutant 3(b) de b dans g soit nul.

a) Le commutant 3(C*b) de C*b dans g est contenu dans ¢*b. (Si
3(C”Dh) ¢ €*b, 3(C*b) & b d’apres 'exerc. 13 ; C*b est un idéal de g (§ 1,
exerc. 14); soit ¢ =Db -+ 3(C”b); ¢ est une sous-algébre, b est sous-
invariante dans c¢; b est un idéal dans b; C ¢, avec b # b, ; soit y e by,
y&b; y =2+ 2" avec xe 3(¢”b), ' b; on a ze3(C*b)nb;, x&bh;
D = Kz + b est une sous-algébre ; C*d = C*b parce que ¢ n 3(C*H) c C*H,
d’ou C*p c C*H pour tout & ; 3(C” D) n D¢ €7D, donc le centre de D est non
nul d’aprés U'exerc. 13 ; a fortiori, 3(b) # 3 0%, ce qul est absurde.)

b) Déduire de a) que, en désignant par D I'algebre de Lie des dériva-
tions de ¢*b, et par a le centre de €*b, on a dim g < dim D + dim a
(faire opérer g dans C*b par la représentation adjointe).

15) Soient [ une algébre de Lie de centre nul, D, ’algébre de Lie des
dérivations de [, D, I'algébre de Lie des dérivations de Dy, . ... Alors, [ est
un idéal de D;, D, unidéal de D,, ete. (§1, exerc. 15 ¢)). Soit D l'algtbre
de Lie des dérivations de C*I, a le centre de €*1.
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a) On adim®D; < dim D + dim a. (Utiliser 'exerc. 14 précédent, et
Iexerc. 15 du §1.)

b) Déduire de a), que, pour ¢ assez grand, toutes les dérivations de
Di sont intérieures.

16) Soient g, et g, des K-algébres de Lie, n, et n, leurs plus grands
idéaux nilpotents. Montrer que le plus grand idéal nilpotent de g, X g,
est 1y X 1. '

17) On reprend I'algebre de Lie g, de ’exerc. 9 a) et sa base (x,, 5, Z3).

a) Soit V 'espace vectoriel K[X]. Soient D I'opérateur de dérivation
par rapport & X dans V, M I'opérateur de multiplication par X dans V.
Montrer que, si K est de caractéristique 0, I'application

oxy + Py + yrz > oD + BM 4y

est une représentation simple de dimension infinie p de g dans V.

b) Si K est de caractéristique p > 0, Fidéal (XP) de K[X] est stable
pour o(g). Pour la représentation quotient de g dans K[X]/(X?), aucune
droite n’est stable.

18) Soit g un espace vectoriel de dimension 7 sur K, admettant
une base (e)igigr. On définit un crochet alterné sur g par les formules :

(1) [eia 87'] = &ij€itj (1 <1< ] < 7a I’_{—] < 7)7

tous les autres crochets [e;, ¢;] étant nuls pour 7 < 7.
a) Pour que I'identité de Jacobi soit vérifiée, il faut et il suffit que :

(2) — Gogtys + Gy3ttay = 0
(3) Giaay — Oog®ig | 1g%as = O.

b) On suppose désormais tous les a; # 0. Montrer que les idéaux
C2g, C3g, C1q, €3g, C®%q admettent les bases suivantes : (ey, ey, €5, €, €4),
(ey, €5, €4, €7), (5, €5, €;), (€4, €7), (€;). Montrer que le commutant by de €°g
admet la base (e,, €4, €4, €5, €5, €7).

¢) Soit (ef)1gigr une autre base de g telle que ¢®g admette la
base (e}), que ¢°g admette la base (e, ef),..., que hj admette la base
(3, €3, €1, €5, €5, €7). Montrer que

! ! i ! 4
[ef, ej] = afjelsy - Beljrr + velsjue + - - + Rei,
P U S 1,1
avec Oyqllos® g Koy == 0yaQo5Xygday-

d) En déduire qu’il existe, si K est infini, une infinité d’algebres de
Lie nilpotentes de dimension 7 sur K non isomorphes, et qu’il existe des
algébres de Lie nilpotentes complexes qui ne peuvent se déduire d’algebres
de Lie nilpotentes réelles par extension du corps de base de R & C.

19) a) Soit g une algébre de Lie. Soit D I'algebre de Lie des dériva-
tions de g. On définit par récurrence les idéaux caractéristiques gi*1 de g
de la maniére suivante : g’ = g, et gl¥+!11 est le sous-espace de g engendré
par les Dz (D €D, z € gli*). Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) toute dérivation de g est nilpotente ; 2) g1 = -‘O; pour & assez grand :
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3) 'holomorphe de g est nilpotent. Si elles sont remplies, on dit que g est
caractéristiquement nilpotente. Une telle algébre est nilpotente.

by Vérifier qu’on définit une algébre de Lie de dimension 8 par la
table de multiplication suivante :

(21, 2] = x4 [2), 23] = 2, [#1, 4] = 25 [%;, T5] = 74
[%1, Zs] = x4 (%1, Z;] = x4 [Za, 23] = 25 [%2, T4] = 24
[x27 x5] = x7 [xz, .’)36] = 2:138 [x‘3, [E4] = — x,’ + :L‘S [xa, xs] [ 1:'8

et [z, x;] = 0 pour i 4+ j > 8. Montrer que
8

8 8 8
g =2 Km, (g=2XKx Cg=2Kn g =€% Kz,
i=3 i=d i=5 -

g = K, C'g = gogv [C3g, €*g] = Kz, + Kuy,

8
et que le transporteur de C2g dans C4g est X Kzi. En déduire que toute
i=2

8
dérivation D de g est définie par des formules Da; = 2 uyw;. Montrer

i=j

ensuite que u; = 0 pour tout ¢ si la caractéristique de K est différente de
2, de sorte que g est caractéristiquement nilpotente.

¢) Si la caractéristique de K est s 2, montrer que I'algébre de Lie g

de b) n’est 1’algébre de Lie dérivée d’aucune algébre de Lie. (Si g = 0,

montrer d’abord que B est nilpotente. Observer que dim g/(g = 2, ce
qui, avec 'exerc. 7 ¢), conduit & une contradiction.)

9 20y Soient g une algébre de Lie, U son algébre enveloppante.

a) Soient g’ un idéal de g, U’ c U son algébre enveloppante, ze g,

et ai,...,a, dans U. On suppose a; = z pour les indices ji,..., Jp,
et a,eU’ pour les autres indices (soient %y,..., kg ces indices, avec
ky < kg < -+ < kg). Alors, aya,...a, - 2Paraz,. . .akq est une somme de

termes de la forme 27'b, ou b e U’ et p’ < p. (Raisonner par récurrence
sur p.)

b) On suppose.désormais g nilpotente et K de caractéristique 0. Soient
g’ un idéal de codimension 1 dans g, U’ son algébre enveloppante, z un
élément de g n’appartenant pas a g', U, (resp. Uy) la sous-algébre de U
(resp. U’) annulée par un ensemble b de dérivations de g (qui se pro-
longent en dérivations de U) appliquant g dans g’. On suppose U, con-
tenu dans le centre de U, et Uy, ¢ U’. Montrer qu’il existe a;, € Uy, ay e U’
tels que a; # 0 et a = xa, 4 a, € U,. (Soit by + 27 tbpa + - - - + by e U,
avec bp,..., by dans U’, m > 0, bn # 0. Montrer, en utilisant @), que,
pour toute dérivation D € p de g, on a Dby = 0, m(Dz)bp + Dbp-1 =0,
donc D(mzbn + bn-1) = 0.) Montrer que U, est contenue dans I'algébre
Kla, ait, Ug] engendrée par a, ait, U; dans le corps des fractions de U,
(qu'on peut former d’aprés le cor. 7 du th. 1 du § 2). En déduire que le
corps des fractions de U, est le corps engendré par a et Uj. Montrer que
a est transcendant sur K(Uyg).

c¢) Soient 30} = GeC ¢ C - Cgn = g une suite d’idéaux de g de
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dimensions 0, 1,.. ., n. Soit z; un élément de g; n’appartenant pas a gj-1.
Solent j; < jo < --- < Jq les indices j tels qu’il existe dans U’ (algébre
enveloppante de g;) un élément du centre U, de U n’appartenant pas
a Ut D’apres b), il existe gpe Ugn U7 et ajpe UL tels que aj # 0
et a; = xjan + ape Upn U7 Montrer, par récurrence sur n, que
U Klajy, - - -, ajy, ail,- . y @iy 4], et que le corps des fractions de U,
est engendre par les element@ algébriquement indépendants a,,. . ., a;,.
En particulier, le corps des fractions du centre de U est extension trans-
cendante pure de K.

9§l 21) Soient g une algébre de Lie, o un automorphisme de g.

a) On suppose d’abord K algébriquement clos; pour tout re K,
soit L; l'ensemble des ze g qui sont annulés par une puissance
de o - al'; g est somme directe des L. Montrer que [L;, L,]c L.
(Remarquer que (o — Aul)([z, y]) = [(o - AD)z, oy] + [z, (o - pl)y]).

b) Le corps K étant quelconque, supposons qu’aucune des valeurs
propres de o (dans une extension algébriquement close de K) ne soit une
racine de I'unité. Montrer que g est nilpotente. (Se ramener au cas ot K
est algébriquement clos. Si 21,. .., A» sont les valeurs propres distinctes
de o, les Ay, NA, 2d,. .. ne sont pas tous des valeurs propres, donc
adg 2 est nilpotent pour x € Li;;. Conclure & Paide de Pexerc. 11 appliqué
al'ensemble des adg 2, o « parcourt la réunion des Ls;,).

¢) Le corps K etant quelconque, on suppose que of = I, oll ¢ est un
nombre premier, et qu'aucune valeur propre de ¢ ne soit egale a 1. Mon-
trer que g est nilpotente. (Méme méthode que dans b), en observant que,
st g #, 10!, ¢ n'est pas égal a la caractéristique de K, et que, pour tout
couple de valeurs propres A, % de o, il existe un entier & tel que M\ = 1.)

22) a) Soient u, v deux endomorphismes d’un espace vectoriel E de
dimension finie sur un corps algébriquement clos K. Pour toute valeur
propre A de u, soit E; le sous-espace de E formé des vecteurs annulés
par une puissance de u— Al. Montrer que, si (ad u)"¢ = 0, les sous-
espaces k; sont stables pour ¢.

b) Déduire de a) que, si g est une algebre de Lie nilpotente d’endg-
morphismes de E, E est somme directe de sous-espaces I; (1 < j < m),
stables pour g, et tels que, dans chaque Fj, la restriction de tout élément
ue qs'éerive A(u)l + u;, ot M(u) € K et u; est nilpotent.

¢) Si K est de caractéristique 2, It = K2, et si g est I'algébre nilpo-
tente sl(2, K), montrer que m = 1, et que Von peut avoir Mu +- ¢) #
Mu) + A(e) pour deux éléments u, ¢ de g. (Pour une suite de cet exerc.
cf. § 5, exerc. 12.)

23) Soit g une p-algébre de Lie sur un corps parfait K de carac-
téristique p > 0. On dit que  est p-unipotente si, pour tout z € g, il existe
m tel que 27" = 0.

a) Montrer que toute p-algébre de Lie p-unipotente est nilpotente.

b) On suppose g nilpotente, et on désigne par §) le p-coeur du centre
de g (§ 1, exerc. 23 a)). Montrer que g/f) est p-unipotente.

c) SOIt g la p-algébre de Lie nilpotente ayant une base de 3 éléments
€1, €3, €5 tels que [ey, e)] = [ey, 5] =0, [e5, 5l =€), ] = ¢;, & = ¢k = 0.



§ 6 EXERCICES 125

On a}) = Ke,, mais g n’est pas somme directe de Ty et d’une p-sous-algébre
p-unipotente.

d) Si g est p-unipotente, montrer que, dans ’algébre enveloppante
restreinte de g, 'idéal bilatére engendré par g est nilpotent. (Raisonner
par récurrence sur la dimension de g.)

24) On suppose le corps K de caractéristique 2. Montrer que, dans
Palgébre de Lie nilpotente g, de I'exercice 9, il n’existe aucune 2-applica-
tion.

25) Soit g une p-algebre de Lie. Montrer que le plus grand idéal nil-
potent de g est un p-idéal (cf. § 1, exerc. 22).

26) Soit G un groupe, et soit (Ha),>»1 une suite décroissante de
sous-groupes de G ; on suppose que H; == G, et que, s1 I'on pose (z, y) =
zyz-ty-1, les relations z € H;, y € H; entrainent (z, y) € Hyyy.

a) Soit G; = H;/Ha ; montrer que G; est commutatif, et que appli-
cation z, y > (z, y) définit par passage au quotient une application
Z-bilinéaire de G; X Gj dans Giy.

b) On pose gr(G) = 2 Gi, et on prolonge par linéarité les applica-
i=1

tions G; X Gj — Gyy; définies dans a) en une application Z-bilinéaire de
gr(G) x gr(G) dans gr(G). Montrer que gr(G) est une Z-algébre de Lie
pour cette application (pour vérifier I'identité de Jacobi, utiliser la for-
mule suivante :

((x, ?J), Z”)-((Z/, Z)’ ). ((z, x)v y’) =6, Z, Y,z dans Gv

ou ¥ désigne yxy-1, et ol e désigne I'élément neutre de G).

¢) On suppose qu’il existe n tel que H, = ge$. Montrer que gr(G)
est une Z-algébre de Lie nilpotente.

27) Soit A une algébre associative a élément unité 1, et soit
Ay=ADA;D...DA,D .- une suite décroissante d’idéaux bilatéres
de A tels que A;.Ajc Ay Soit G un groupe d’élément neutre e, et
soit f: G— A une application telle que f(e) = 1, flzy) = f(x).{(y), et
1~ f(x) e A, pour tout z € G. On note H, I'ensemble des x e G tels que
1 - f(xz) € An. Montrer que les H, vérifient les conditions de Pexerc. 26.
Montrer que Papplication z+> f(x) -1 définit par passage an quotient un
homomorphisme injectif de 'algébre de Lie gr(G) dans I'algébre de Lie

associée & 'anneau gradué gr(A) = 2 A./Awa (cf. Alg. comm., chap. I11).

§5

Les conventions du § D restent valables, sauf mention du contraire.

1) Soit g J'algébre de Lie résoluble non commutative de dimension
2. Montrer que la forme de Killing de g est non nulle, que toute forme
bilinéaire invariante sur g est dégénérée, et que toute dérivation de g
est intérieure.

2) a) Montrer que, dans l'algebre de Lie résoluble de dimension 3 sur
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R définie par la table de multiplication [z, y] = z, [%, 2] = - ¥, [y, 2] = 0,
il n’existe pas de suite décroissante d’idéaux de dimensions 3,2, 1, 0.

b) Montrer que, dans I'algebre de Lie résoluble g de dimension 2 non
commutative, il existe une suite d’idéaux de dimensions 2, 1, 0, mais que
g n’est pas nilpotente.

3) Soit g une algébre de Lie résoluble telle que les conditions z € g,
ye g, [[z, y], y] = 0 entrainent [z, y] = 0. Montrer que g est commuta-
tive. (Soit % le plus grand entier tel que (9%-1q # 3 0 ;, kg = g 0}. Suppo-
sant % > 2, montrer d’abord que [(P*2%g, (D1g]= { 0 §, puis que
[0-2q, (0¥2g] = g 0{, d’ou contradiction.)

4) Montrer que le centre de st(r, K) est nul et que celui de n(rn, K)
est de dimension 1.

5) Soient g une algebre de Lie, ((0°g, 0Ng,. .., ("g) la suite des al-
gébres dérivées de g (n > 0, (0* g # ("g). On a dim (Vig/(D*1g > 21 1
pour 1 < ¢ < n— 2. (Passant au quotient par (O*g, se ramener au cas ou
g est résoluble. Utiliser alors le fait que (?g est nilpotente, et 'exerc. 7 ¢)
du §4.)

6) a) Vérifier que la table de multiplication suivante définit une
algebre de Lie résoluble g de dimension 5 :

(@1, Z5] = x5 [@), 23] = x5 [Zs, 4] = 24
(%1, Z4] = [Tg, T3] = [x3, T,] = [x5, g] = 0.

b) Montrer que I'orthogonal de g pour la forme de Killing est
Bg = Kz, + Kz, + Kz;. En déduire que (g est le plus grand idéal
nilpotent de g.

¢) Montrer qu’il n’existe aucune sous-algébre supplémentaire de (0g
dans g. En déduire que g n’est pas le produit semi-direct d’une algebre
commutative et d’un idéal nilpotent. (Montrer que cet idéal nilpotent
serait nécessairement (0g.)

7) Soit g l'algebre de Lie résoluble de dimension 3 ayant une base
(z, y, z) telle que [z, y] = z, [z, z] = vy, [y, 2] = 0. Montrer que 'applica-
tion linéaire qui transforme z en — z,  en — z, z en y est un automorphisme
d’ordre 4 de g. Comparer ce résultat & I'exerc. 21 ¢) du § 4.

8) a) Soit, g, une algébre de Lie résoluble réelle de dimension 3 telle
que (g, soit commutative de dimension 2. Soit g algébre déduite de g,
par extension du corps de base de R & €. Pour z e g, soit u, la restriction
de adgz a (Dg. Montrer que les valeurs propres de u. sont, ou bien de
méme valeur absolue, ou bien linéairement dépendantes sur R. (On a
x = Ay -+ z avec ze (NQ, y € gy, A€ C, donc uz = huy. Or, uy est Pexten-
sion C-linéaire a Vg d’un endomorphisme R-linéaire de (0g;.)

b) Montrer qu’il existe une algébre de Lie complexe résoluble g de
dimension 3, avec (Dg commutative de dimension 2, et un élément x de
g, tels que la restriction de adg z & J9g aient des valeurs propres qui ne
solent, ni de méme valeur absolue, ni linéairement dépendantes sur R.
(Construire g comme produit semi-direct d’une algébre de dimension 1
et d’une algebre commutative de dimension 2.)
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¢) Montrer que I’algébre construite en b) ne peut pas se déduire d’une
algébre de Lie réelle par extension du corps de base de R & C.

9) Soient g une algébre de Lie, v son radical, i son plus grand idéal
nilpotent, D une dérivation de g. Montrer que D(g)nrcm. (Soient b
Palgdbre de Lie des dérivations de g, t' son radical. Si x € g est tel que
Dzer, on a ad (Dz) = [D, ad z]e Mdny’ (cor. 2 de la prop. 5), done
ad (Dz) est nilpotent (th. 1), donc Dz en).

10) Soient g une algebre de Lie, r son radical, a une sous-algébre
sous-invariante de g. Montrer que le radical de a est any. (Appliquer
plusieurs fois le cor. 3 de la prop. 5.)

11) Soient g une algébre de Lie, ¢ une représentation de dimension
finie de g, E P'algébre associative d’endomorphismes engendrée par 1
et p(g). Montrer que le plus grand idéal de nilpotence 1 de p est égal a
Iensemble 1’ des z e g tels que Tr (p(z)u) = 0 pour tout ue E. Pour
montrer que 1’ ¢ 1, montrer quen’ est un idéal et que, pour tout x e 1/,
la composante semi-simple de o(z) est nulle, en notant que Tr ((p(z))?) = 0
pour tout entier n > 0).

12) On suppose K algébriquement clos. Soit g une K-algébre de
Lie nilpotente. Soit p une représentation de dimension finie de g dans
un espace vectoriel V. Pour toute forme linéaire A sur g, soit V> le
sous-espace vectoriel de V formé des £ eV tels que, pour tout ze g,
(p{z) — Mx)1)*E = O pour n assez grand.

a) Les V* sont stables pour p(g) et la somme des V* est directe.
(Utiliser 'exerc. 22 du § 4.)

b) OnaV = X V*, (Si chaque p(x) a une seule valeur propre, V = V%
d’apres le cor. 2 du th. 1. Si p(z,) a au moins deux valeurs propres dis-
tinctes, V est somme directe de deux sous-espaces non triviaux stables
pour g(g). Raisonner alors par récurrence sur la dimension de V).

13) Soient g une algébre de Lie, D Palgébre de Lie des dérivations de
g. Pour que ¢ soit caractéristiquement nilpotente, il faut et il suffit que
D soit nilpotente et que dim g > 1. (Pour voir que la condition est suffi-
sante, écrire g comme somme de sous-espaces g, en appliquant 'exerc. 12
a la représentation identique de . Montrer que [g*, g*]c g*t¥, et que
chaque g* est un idéal de g. En déduire que g* est commutatif pour
A # 0. Utilisant & nouveau le fait que D est nilpotente, montrer que
g = g’sidim g > 1. Dans le cas contraire, on aurait g = g® X h, ou j
est commutative. Montrer d’abord que dim}) < 1. Sion avait dim b =1,
remarquer qu’il existerait une dérivation D de g telle que D(g°) = gOg
et que D(h) soit contenu dans le centre de g° (§ 4, exerc. 8 a)).)

14) Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur K, z un endo-
morphisme de V. On adopte la notation z§ de ’exerc. 3 du § 3. On dit
qu'un endomorphisme z’ de V est une réplique de z si, quels que soient
p et g, tout zéro de zj est un zéro de z*. Montrer que, si Tr (zz') = 0
pour toute réplique 2z’ de z, alors z est nilpotent. (Utiliser la démons-
tration du lemme 3. Avec les notations de cette démonstration, on
prouvera notamment que ¢ est une réplique de z.)

15) Soit K un corps de caractéristique 2. La représentation identique
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de I'algébre de Lie nilpotente sl(2, K) dans K2 définit un produit semi-
direct § de sl(2, K) par K2 Montrer que ) est résoluble mais que ®h
n’est pas nilpotente. En déduire que | n’admet aucune représentation
linéaire fidéle par des matrices triangulaires. Montrer aussi que les con-
clusions de I'exerc. 5 sont en défaut.

16) Soient g une algebre de Lie sur un corps quelconque K, A une
algebre associative et commutative sur K, et ¢’ = g®x A, qu’on consi-
dére comme algébre de Lie sur K.

a) Si D est une dérivation de A, montrer qu'il existe une dérivation
D’ de g’ et une seule telle que D'(x®a) = x@ Da pourz e g, a € A.

b) Soient p un nombre premier, G un groupe cyclique d’ordre p,
s un générateur de G. On suppose K de caractéristique p, et on prend désor-
mais pour A I'algébre de G sur K. Montrer qu’il existe une dérjvation D
de A et une seule telle que D(s%*) = ks¥1 pour tout k£ € Z. Montrer que
les combinaisons K-linéaires des z®@(s-1)¥ (k=1,2,...,p-1,zeg)
forment un idéal résoluble r de g, et que g'/r est isomorphe & g.

¢) On prend g simple (cf. § 6, n 2, déf. 2). Alors, 1 est le radical de g/,
mais n’est pas un idéal caractéristique. (Observer que D(z® (s - 1)) =
1)\

17) Soit g une algébre de Lie. On suppose que, pour tout g-module
simple M de dimension finie sur K, les xy sont deux & deux permutables.
Montrer que g est résoluble. (Observer que (g est contenu dans le radical
nilpotent, donc résoluble.)

§ 6

Les conventions du § 6 restent valables, sauf mention du contraire.

9 1) Soient g une algébre de Lie semi-simple, o une représentation
de dimension finie de g dans M.

a) Si o est simple et non nulle, on a H?(g, M) = g(); pour tout p.
(Utiliser la prop. 1, et exerc. 12 j) du § 3.)

b) Quelle que soit g, on a HY(g, M) = 30§ (Si p est simple non
nulle, appliquer a). Si p est nulle, utiliser le fait que g = (dg. Dansle cas
général, raisonner par récurrence sur la dimension de p : si N est un sous-g-
module de M distinct de gOf et de M, utiliser la suite exacte :

HY(g, N} —> HY(g, M) — H(g, M/N)

établie dans exerc. 12 f) du § 3.) Retrouver ainsi la remnarque 2 du n° 2.
¢) Déduire de b) une démonstration du th. 2. (Utiliser I'exerc. 12 g)
du § 3.) Déduire aussi de b) que toute dérivation de g est intérieure.
(Utiliser 'exercice 12 #) du § 3.) ‘
d) Quelle que soit p, H%(g, M) = %O; (Raisonnant comme pour b),
il suffit d’étudier le cas ou p = 0. Soit ¢ e H3(g, M). Considérer, conformé-

U Ce résultat, inédit, nous a été communiqué par N. Jacobson.
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ment a lexerc. 12 ) du § 3, Pextension centrale [ de g par M définie par c.
La représentation adjointe de §) définit une représentation de g dans b.
D’apres le th. 2, M admet dans [ un supplémentaire stable pour g, donc
I’extension est triviale. Donc ¢ = 0 d’apres I'exerc. 12 1) du § 3.)

e) Déduire de b) et d) une démonstration du th. 5. (Comme dans le
texte, on se rameénera au cas ou le radical est commutatif.)

2) Soient g une algébre de Lie, r son radical, (ao, a,...) une suite
d’idéaux de g définie de la maniére suivante : 1) q, = (0' 7 2) asafa; est
un idéal commutatlf maximal de g/a;. Soit p le plus petit ent1er tel que
Qp = Gpa1 == +- - Montrer que t = ap. (Montrer que g/ap est semi-simple).

3) Pour qu’une algébre de Lie g soit semi-simple, il faut et il suffit
qu’elle soit réductive dans toute algebre de Lie contenant g comme sous-
algebre. (Si g vérifie cette condition, soit M un g-module de dimension
finie sur K. Considérant M comme algébre de Lie commutative, former le
produit semi-direct de g et M, dans lequel g est réductive. En déduire que
M est semi-simple).

4) Soient g une algébre de Lie semi-simple, o une représentation
simple non nulle de g dans un espace M de dimension finie. Soit }j le pro-
duit semi-direct correspondant. Montrer que ) = (00), que le centre del
est nul, et que [) n’est pas produit d’une algeébre semi-simple et d’une
algébre résoluble.

5) Soient a une algébre de Lie, r son radical. Si r possede une suite
décroissante d’idéaux caractéristiques t = 12,2 - D¥n = 30% tels
que dim v/t = 1 pour 0 < ¢ < n, g est produit d’une algébre semi-
simple et d'une algébre résoluble. (Soit ¢ une sous-algébre de Levi de g.
Pour tout z e, soit p(z) la restriction de adgx a r. Alors, p est somme
directe de représentations de dimension 1, qui sont nulles parce que
s = (Ns.)

6) Soient g une algébre de Lie, D g 'intersection des Pg (p =1, 2,...).
Montrer que g/d0” g est résoluble et que O(O”g) (0* g. Pour que g soit
isomorphe au produit d’une algébre semi-simple et d’une algébre réso-
luble, il faut et il suffit que (D™ g soit semi-simple.

7) a) Soient g une algébre de Lie,  un idéal semi-simple de g, a le
commutant de §) dans g, de sorte que g s’identifie 4 ) X a. Montrer que,
pour tout idéal f de g, on a = (fnh) x (Ena). (Soit f; la projection
canonique de ¥ sur ) ; c’est un idéal de ), donc (Xf; = ; ; en déduire que
f,ct)

b) Soit B une forme bilinéaire invariante sur g. Montrer que ) et asont
orthogonaux pour § (utiliser le fait que ) = 2h), et que = B; - £y, ot
B, (resp. B,) est une forme bilinéaire invariante dont la restriction & a
(resp. h) est nulle.

¢) Déduire de a) qu’il existe dans g un plus grand idéal semi-simple.
(Considérer un idéal semi-simple maximal de g.)
8) Soit g une algébre de Lie. Unidéally de g est dit minimal sif #

et si tout idéal de g contenu dans Iy est égal & ? } oub.
a) Tout idéal simple de g est minimal.
b) Soient § un idéal minimal de g, et ¢ le radical de g. On a, ou bien

9—B.
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hcr, auquel cas j est abélien, ou hnr = 30%, auquel cas by est simple.
(Utiliser le fait que I'idéal dérivé d’une algebre de Lie, et les composantes
simples d’une algébre de Lie semi-simple, sont des idéaux caractéris-
tiques.)

9) Pour qu’une algébre de Lie g soit réductive, il faut et il suffit que
son centre ¢ soit égal & son plus grand idéal nilpotent. (Si la condition est
satisfaite, soit r le radical de g ; (9t est contenu dans le centre der, donc ¢
est nilpotent, doncr = ¢.)

10) Soit g une algébre de Lie telle que les conditions rxe g, y € g,
[[z, ¥], y] = O entrainent [z, y] = 0. Montrer que g est réductive. (Mon-
trer que le radical v de g est commutatif en utilisant I'exerc. 3 du § 5.
Puis montrer que [g, t] = 0.)

4 11) a) Soient g une algebre de Lie, v son radical, s une sous-algébre
de Levi de g, m un idéal de g contenant t. Il existe un idéal t de s, supplé-
mentaire de m dans g, tel que [m, t]cr.

b) Soient g une algébre de Lie, a une sous-algebre sous-invariante de
g. Alors il existe une suite de composition g = g2 g2 ---2gr=a
telle que @; soit somme directe de gi1 et d’une sous-algébre ¥); qui est
ou bien de dimension 1 et contenue dans le radical r(g;) de g:, ou bien
simple et telle que [B:, gern]C1(gi+1). (Se ramener au cas ou1 a est un idéal
de g. Soient g’ = g/a et 1’ le radical de ¢'. L’algebre g'/r’ est produit
de ses idéaux simples ay, dy,..., G Prendre une suite de compo-
sition de g’ formée d’une suite de composition de 1’ dont les quotients
successifs sont de dimension 1, et des images réciproques des idéaux
0, O3 X Ogy..., 05 X Qg X -+ X @ Puis prendre I'image réciproque
dans g de cette suite de composition.)

12) Soient g une algébre de Lie, t son radical, D une dérivation de g.

a) 51 D(r) = gO g, D est intérieure. (Soit ¢ le commutant de v dans g.
La représentation adjointe de g définit une représentation z* - p(z*) de
g* = g/t dans ¢. D’autre part, [D(g), r]c D([g, 1) -+ [g, D(1)] = {0},
donc D(g) € ¢, done D définit une application linéaire D*: g* — ¢. Montrer
que D¥([z*, y*]) = p(z*)D*y* — p(y*)D*z* quels que soient z*, y* dans
g*. En déduire qu’il existe a e ¢ tel que D*2* = p(z*)a pour tout 2* € g*
(cf. n° 2, Remarque 2), d’ott Dx = [x, a] pour tout z € g).

b) Si D coincide sur r avec une dérivation intérieure de g, D est
intérieure. (Appliquer a).)

13) Soient g une algébre de Lie sur un corps algébriquement clos,
t son radical, p une représentation simple de dimension finie de g. Alors,
o(z) est scalaire pour z € 1. (Se ramener au cas o g est réductive. Dans ce
cas, 1 est le centre de g.)

14) Soit X une matrice nilpotente dans gl{n, K). Montrer qu’il existe
dans gl(n, K) deux autres matrices Y, H telles que [H, X]= X,

[H, Y] = - Y, [X, Y] = H. (Raisonner par récurrence sur n, en
utilisant la forme de Jordan de X ; sc ramener ainsi au cas ou
X = Ky + Ep + -+ En1,n; prendre alors Y comme combinaison

des Ey -1 et H comme combinaison des Ej).
9 15) a) Soient X, Y deux matrices de gl(n, K). Montrer que, si
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[X, Y] = X, X est nilpotente. (Pour tout polyndéme fe K[T], observer
que [f(X), Y] = X[f'(X).)

b) Soient g une algébre de Lie, h, x deux éléments de g tels que
[h, x] = x et qu’il existe ze g avec [z, z] = h. Montrer qu’il existey e g
tel que [z, y] = h et [k, y] = —y. (Observer d’abord que [z, 4] + z appar-
tient au commutant 11 de z dans g. Montrer ensuite que 11 est stable pour
ad %, et que la restriction a i de 1 — ad % est bijective ; pour cela, on re-
marquera que ad z est nilpotent en utilisant a), et on prouvera que si g;
est I'image de g par (ad z)%, / —ad 2 donne par passage aux quotients
une bijection de (N gia)/(MNg:); on utilisera pour cela la relation

[ad z, (ad z)*¥] = ~ & (ad z)*-*(ad h + k-;—él).)

¢) Soit g une sous-algébre de gl(z, K) ; on suppose que, pour toute
matrice nilpotente X e g, il existe deux autres matrices H, Y dans g
telles que [H,X]= X, [H,Y]=-7Y, [X, Y] = H. Soit §) une sous-
algébre de g telle qu’il existe un sous-espace m supplémentaire de
dans g et tel que [h, m]cm. Montrer que ) posséde la méme propriété que
g pour toutes ses matrices nilpotentes (utiliser 4)).

16) Soit g une sous-algebre de gl(r, K) telle que la représentation
identique de g soit semi-simple. Montrer que toute matrice nilpotente
X e g est contenue dans une sous-algébre de Lie simple de g de dimension
3. (Montrer que g est réductive dans gl(n, K) ; utiliser ensuite les exerc.
14 et 15 ¢).)

17) Montrer que P'algebre déduite d’'une algébre de Lie simple réelle
par extension du corps de base de R & € n’est pas toujours simple. (Soit
g une algébre de Lie simple réelle. Si g’ = g, est simple, soit [) algébre
de Lie réelle déduite de g’ par restriction & R du corps des scalaires. On
sait que b est simple. Alors, [, est, d’aprés I'exerc. 4 du § 1, produit de
deux algebres isomorphes a g'. Cf. aussi exerc. 26 b).)

18) a) Soit g une algébre de Lie simple. Toute forme bilinéaire inva-
riante sur g est soit nulle, soit non dégénérée. Si K est algébriquement
clos, toute forme bilinéaire invariante § sur g est proportionnelle a la
forme de Killing By. (Considérer 'endomorphisme o de 'espace vectoriel
g défini par B(z, y) = Bu(oz, ¥), et montrer que ¢ permute aux adgz,
donc est scalaire.) Montrer que ce résultat peut étre en défaut si K n’est
pas algébriquement clos. (Utiliser I'exerc. 17, et le fait que la dimension de
Pespace des formes bilinéaires invariantes ne change pas par extension
du corps de base.)

b) Soit g une algébre de Lie semi-simple sur un corps algébriquement
clos. Déduire de a) et de I'exerc. 7 b) que la dimension de 'espace des
formes bilinéaires invariantes sur g est égale au nombre de composants
simples de g, et que toutes ces formes sont symétriques.

¢) Soient g une algébre de Lie simple, M P'espace dual de I'espace
vectoriel g, muni de la représentation duale de la représentation adjointe,
b le produit semi-direct de g et de M défini par x — zy. Pour y, z dans

g, et y', 7 dans M, on pose B(y + ¥, 2+ 7)) = <y, z’> + <z, y’>-
Montrer que B est, sur b, une forme bilinéaire symétrique invariante non
9*—B.
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dégénérée, qui n’est associée & aucune représentation de ). (Observer
que le radical et le radical nilpotent de § sont égaux a M.)

19) Soient g une algebre de Lie réductive, U son algébre envelop-
pante, Z le centre de U, et V le sous-espace de U engendré par les éléments
de la forme ue —vou (ne U, ve U).

a) U est somme directe de Z et V. (Appliquer la prop. 6 du § 3 a la
représentation x> adyz de g dans U, en observant que, dans la dé-

composition U = 2 U* du § 2, n° 7, cor. 4 du th. 1, les U” sont stables

par cette représention.)

b) Soit u > uf le projecteur de U sur Z parallélement & V. Mon-
trer que (Lw)h = (vu)f, (zu)f = zuf quels que soient ue U, ve U, ze Z.

¢) Soit R un idéal bilatére de U. Montrer que R = (R nZ) + (R n V).
(Pour montrer que la composante dans V d’un élément r de R appartient
4 R, se ramener au cas ou K est algébriquement clos; observer que R
est stable par la représentation p de U dans U prolongeant z > ad, z;
décomposer r suivant les U ; enfin, appliquer a la restriction de p & U”
le cor. 2 du th. 1 d’Alg., chap. VIII, § 4, n° 2.)

d) Soit R’ un idéal de Z. Soit R, I'tdéal bilatere de U engendré par R'.
Montrer que R; n Z = R’. (Utiliser 5).)

20) On suppose K algébriquement clos. Soient g une algébre de Lie,
¢ son centre.

a) Si g admet une représentation simple fidéle de dimension finie,
g est réductive et dim ¢ < 1.

b) Réciproquement, si g est réductive et dim ¢ < 1, g admet une
représentation simple fidéle de dimension finie. (Si g est simple, utiliser
la représentation adjointe. Si g == g; X @, et si g;, g, admettent des
représentations simples fideles p,, p, de dimension finie dans des espaces
M,, M,, montrer que (z;, Z5) > 9,(2) ® 1 4 1 & py(x,) est une représentation
semi-simple p de g, puis que le commutant du g-module M; ® M, se réduit
aux scalaires, done que p est simple. Lorsque g, et g, sont semi-simples,
ou lorsque ¢, est semi-simple et g, commutative, montrer que p est fidele
en considérant le noyau de p qui est un idéal de g; X @s.)

21) Soit V un espace vectoriel sur K de dimension finie n > 1. Mon-
trer que sl{V) est simple. (Se ramener au cas ol K est algébriquement clos.
Supposons sl(V) = a x b, avec dim a=a > 0, dim b = b > 0. Soit A
(resp. B) I'algébre associative engendrée par 1 et a (resp. b). Alors V peut
étre considéré comme un (A ®g B)-module simple. Done il existe un A-
module P de dimension finie p sur K, et un B-module Q de dimen-
sion finie ¢ sur %, tels que V so0it (A ®x B)-isomorphe & P®zQ (Alg.,
chap. VIII, § 7, n® 7, prop. 8 et n® 4, th. 2); P et Q sont fidéles,
donc a < p?, b < ¢% D’autre part, ¢ + b =n*-1, et pg=n, dou
(r%2-1) (g% - 1) < 2, ce qui est contradictoire.)

22) a) Soit g une algébre de Lie nilpotente sur un corps algébrique-
ment clos K de caractéristique quelconque. Soient 3 son centre, p une re-
présentation de dimension finie de g, £ la forme bilinéaire associée. Mon-
trer que 3 n (Dg est orthogonal & g pour B. (Se ramener, grice & une suite
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de Jordan-Hélder, au cas ou p est simple. Remarquer alors que, pour
ze 3n Mg, p(z) est une matrice scalaire de trace nulle. Utiliser ensuite
Pexerc. 22 b) du § 4.) En déduire que, si B est non dégénérée, g est com-
mutative. (Utiliser 'exerc. 3a) du § 4.)

b) On suppose K de caractéristique 2. Montrer que, pour Palgebre de
Lie résoluble gl(2, K) = g, la forme bilinéaire associée 4 la représentation
identique est non dégénérée, mais que le centre 3 est contenu dans (Dg
et # §01{.

¢) Soit g l'algébre de Lie de dimension 6 sur K, ayant une base
(a, b, c, d, e, f) avec la table de multiplication [a, b] = —[b, a] =d,

[a,cl = - [c,a] = e, [b,c] = —[c, b] = {, les autres crochets étant 0. Soit
B la forme bilinéaire sur g telle que 8(c, d) = B(d, ¢) =1, B(a, f) = B(f,a) =1,
B(b, €) = Ble, b) = — 1, les autres valeurs de 8 pour un couple d’éléments

de la base de g considérée étant 0. Montrer que 8 est invariante, g nilpo-
tente, 3 = (Vg # | 04, et 3 non dégénérée.

23) Soit g une algebre de Lie non commutative de dimension 3 sur
un corps K de caractéristique quelconque.

a) Si g a un centre 3 # §O§, on a dim 3 =1 (§ 1, exerc. 2), et
dim (Dg = 1. 813 # (g, g est produit de 3 et de I'algébre non commu-
tative de dimension 2. Si 3 = (g, g est I'algébre nilpotente non com-
mutative de dimension 3 (§ 4, exerc. 9 a)).

b) Si 3 = %O %, mais sil existe dans g une sous-algébre commutative
de dimension 2, cette sous-algébre est unique et est égale a (g ; pour tout
z & (g, la restriction u de ad z & (g est une bijection de cet espace vecto-
riel, déterminée a une constante multiplicative prés. Réciproquement, tout
automorphisme z# d’un espace vectoriel Ka + Kb de dimension 2 déter-
mine une structure d’algébre de Lie sur ¢ = Ka + K& + Kc¢ par la con-
dition que [a, 8] = 0, [¢, a] = u(a), [¢, b] = u(b). Pour que deux algébres
de Lie ainsi définies par des automorphismes u,, u, soient isomorphes, il
faut et il suffit que les matrices de u, et u, soient semblables & un facteur
scalaire pres.

¢) On suppose qu’il n’existe dans g aucune sous-algébre commuta-
tive de dimension > 1. Montrer qu’il existe alors aeg tel que
a ¢ (ad a)(g) (en supposant qu'un élément x n’ait pas cette propriété,
montrer, en utilisant I'identité de Jacobi, qu’un autre élément a la pro-
priété voulue). Il existe alors une base (a, b, ¢) de g telle que [, b] = ¢,
[a, ¢] = Bb, [b, c] = va, avec B # 0 et v # 0, et g est simpl2e. Soit ¢ un

isomorphisme canonique de g sur la puissance extérieure /\ g* de I'es-
pace dual de g, déterminé & un facteur constant inversible pres (4lg.,
chap. III, § 8, n° 5) ; soit u Papplication linéaire de g dans g* définie par
ia condition <[x, 71, u(z)> = <x Ny, cp(z)> ; la forme bilinéaire ®(z, y) =
<x, u(y)> sur g X g est symétrique non dégénérée, et 2@ est la forme
de Killing de g & un facteur prés # 0. Pour que deux algébres simples
de dimension 3 sur K soient isomorphes, il faut et il suffit que les formes
bilinéaires correspondantes soient équivalentes & un facteur constant

prés # 0.
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d) Si K n’est pas de caractéristique 2, I’algébre simple g définie dans
¢) est isomorphe a I’algébre de Lie p(®) du groupe orthogonal formel G(®)
(§1, exerc. 26 a)). Pour qu’il y ait dans g des vecteurs x tels que ad x
admette des vecteurs propres non proportionnels a z, il faut et il suffit
que @ soit d’indice >0 ; g admet alors une base (a, b, c) telle que [a, b] = b,
[a,c] =-¢, [b,c] = a.

e) Si K est de caractéristique 2, montrer qu’'il n’y a pas de 2-appli-
cation dans @, et par suite que g n’est pas 'algeébre de Lie d’un groupe
formel. Montrer que g admet des dérivations non intérieures.

9 24) Soit K un corps de caractéristique quelconque p. On adopte
encore la déf. 1.

a) Montrer que, sauf pour p = n = 2, les seuls idéaux non triviaux

de gl(n, K) sont le centre 3 de dimension 1, ayant pour base 2 Ey, et
=1

Ialgebre de Lie sl(n, K) formée des matrices de trace 0. (Sauf dans le cas
exceptionnel indiqué, remarquer que, si un idéal a contient un des Ej;, il
contient nécessairement sl(n, K). Si a contient un élément n’apparte-
nant pas a 3, en multipliant cet élément par au plus quatre éléments Ej;
convenablement choisis, on obtient un multiple non nul de 'un des
Ej;.) Si n n’est pas multiple de p, montrer que gl(z, K) est somme directe
de 3 et de sl(r, K), et sl(n, K) est simple. Si au contraire »n est multiple
de p et n > 2, montrer que sl(n, K)/3 est simple (mémes méthodes).

b) Montrer que, pour n multiple de p et n > 2, gl(n, K)/3 a pour
radical %0 %, mais admet le quotient gl(n, K)/sl(n, K) qui est abélien.

4 25) Soit K un corps de caractéristique quelconque p. On désigne
par sp(2n, K) l'algebre de Lie du groupe symplectique formel a 2n va-
riables sur K (§ 1, exerc. 26 c)). Montrer que cette algébre de Lie, qui
s'identifie & une sous-algebre de gl(2rn, K), a une base formée des éléments

H; = Ei — Ein,ien (1 <i<n),
Fy = Eg— Ejinien A<, j<<ni#]),
Gy = Eijin - Erien, G = Epng + Ejne (1 <7 <7< 0,
Ei i et Eup 1<i<gn).

a) Montrer que, si p # 2, et n = 1, Ialgtbre sp(2r, K) est simple
(pour n = 1, sp(2, K) = sl(2, K)). (Méme méthode que dans I'exerc. 24.)

b) Si p =2, et n > 3, montrer que les H;, Fy, Gi et Gif forment
un idéal a de dimension n(2n — 1) ; les éléments de a de la forme

Z 7\5Hi + Z ociiFﬁ + 2 BijG;lj ‘{“ Z YuGzI/
i=1 ’b#? 24 i<

n

tels que .Z » = 0 forment un idéal bca de dimension n(2n —1) -1,

=1 n

les multiples de 2 H; un idéal ¢, centre de sp(2n, K); b, ¢ sont les
=1

seuls idéaux de a, b = ((sp(2n, K)), et /¢ est simple. (Méme méthode.)
Quels sont les idéaux de sp(4, K) lorsque K est de caractéristique 2 ?
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9 26) Soient K un corps de caractéristique # 2, ® une forme bili-
néaire symétrique non dégénérée sur un espace vectoriel de dimension
n sur K.

a) Montrer que, si n > b, 'algébre de Lie o(®) est simple. (Par exten-
sion du corps de base, on peut se ramener au cas ou l'indice de @ est
m = [n/2]. Si par exemple n = 2m est pair, p(®) a une base formée des
éléments H; = Eji — Eiim,ismy Fij = Eij— Ejomyoom (L < 0, ] < m, T # ),
G{'j = Ei,j+m ~Ejumet Gf = Epm,j— Epmi (1 €1 < j < m); raisonner
alors comme dans les exerc. 24 et 25. Procéder de méme lorsque n = 2m 41
est impair.)

b) Soit A le discriminant de @ par rapport & une base. On suppose
n = 4. Montrer que, si A n’est pas un carré dans K, p(®) est simple. S1 A
est un carré, p(®) est produit de deux algébres de Lie simples isomorphes
de dimension 3. (Utiliser la structure de G(®), décrite dans Alg., chap. IX,
§ 9, exerc. 16.) En déduire un exemple d’algébre de Lie simple qui devient
non simple par extension du corps de base.

27) a) Montrer que, dans une p-algébre de Lie de dimension finie,
le radical est un p-idéal. (Utiliser I'exerc. 22 ¢) du § 1).

b) Pour qu’une p-algébre de Lie g soit de radical nul, il faut et il
suffit que g ne contienne pas de p-idéal commutatif # 30 % (Utiliser
Pexere. 22 ¢) du § 1.)

§7

Les conventions du § 7 restent valables, sauf mention du contraire.

1) a) Pour qu'une K-algébre de Lie soit nilpotente, il faut et il suffit
qu’elle soit isomorphe 4 une sous-algébre d’une algébre n(zn, K).

b) On suppose K algébriquement clos. Pour qu’une K-algébre de Lie
soit résoluble, il faut et il suffit qu’elle soit isomorphe a une sous-algébre
d’une algébre t(r, K).

2) Soient g une algeébre de Lie, 1 son plus grand idéal nilpotent. 11
existe un espace vectoriel V de dimension finie et un isomorphisme de g
sur une sous-algebre de sl(V), qui applique tout élément de 1t sur un endo-
morphisme nilpotent de V. (Utiliser le th. d’Ado, et 'exerc. 5 du § 1.)

3) Soient g une algébre de Lie, U son algébre enveloppante.

a) Montrer que, pour tout u € U (u # 0), il existe une représentation
de dimension finie = de U telle que =n(u) # 0. (Utiliser I'exerc. 2, et
I'exerc. 5 b) du § 3).

b) Déduire de a) que, si g est semi-simple, il existe une infinité de re-
présentations simples de dimension finie de g deux & deux inéquiva-
lentes. (Soient p,,. . ., pn» des représentations simples de dimension finie de

g, Ny,. .., Ny les annulateurs des U-modules correspondants, N = l ' Ni.

i=1
Montrer que N est de codimension finie dans U. Soit ne N, n # 0.
Appliquer a) a n.)
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4 4) Soient g une algébre de Lie, a une sous-algebre sous-invariante
de g, r(a) le radical de q, et o une représentation de dimension finie de a.
Pour que p admette un agrandissement de dimension finie a g, il faut et il
suftit que (g N r(a) soit contenu dans le plus grand idéal de nilpotence deg.
(Pour la suffisance, procéder comme suit ; soit @ = G2 g2 ---dge = a
une suite de composition de g ayant les propriétés de I'exerc. 11 &) du § 6.
Montrer, par récurrence, I'existence d’un agrandissement p; de o & g;, dont
le plus grand idéal de nilpotence contient (g N 1(g;). Avec les notations
de I'exerc. 11 b) du § 6, le passage de pi+1 & p; résulte du th. 1 quand by est
simple, ou quand b; est de dimension 1 et que Pg N r(gi1) = Rg N ().
Quand (g n x¥(gi+1) # (Og N 1(g:), on peut supposer hyc Rgnr(g). On a
r(g:) = t(g) 0 @i (§ 5, exerc. 10), et on peut encore appliquer le th. 1.)

9 5) Soient K un corps de caractéristique p > 0, g une algebre de
Lie de dimension finie n sur K, U Palgébre enveloppante de g.

a) On appelle p-polyrnéme (4 une indéterminée) sur K tout polynéme
de K{X] dont les seuls termes # O ont un degré qui est une puissance de p.
Montrer que pour tout polynéme f(X) # 0 de K[X], 1l existe g(X) e K[X]
tel que f(X)g(X) soit un p-polynéme (considérer les restes des divisions
euchdlennes des xr* par f(X)).

b) Montrer que, pour tout élément z e g, il existe un polyndéme non
nul f(X) e K[X] tel que f(z) appartienne au centre C de U. (Considérer le
polynéme minimal de 'endomorphisme ad z, et appliquer a) & ce poly-
ndéme, ainsi que la formule (1) de 'exerc. 19 du § 1.)

¢) Soib (¢;); < ;< , une base de g. Pour chaque 7, soit f, # 0 un poly-
néme de K[X] tel que fi(e;) € C; soit d; son degré, et soit L I'idéal bila-
tere de U engendré par les y; = fi(e;). Montrer que les classes mod. L
des éléments e1. .. ej7, 00 0 < %; < d; forment une base de U/L.

d) Montrer que g admet une représentation linéaire fidéle de dimen-
sion finie (choisir les f; de sorte que d; > 1 pour tout 7).

e) Montrer que, si g # ;02, il existe une représentation linéaire de
dimension finie de g non semi-simple. (Supposant les f; de degrés d; > 1,
remplacer les f; par f# dans la définition de L, et remarquer qu’il existe
alors des éléments nilpotents # O dans le centre de U/L, donc que
U/L n’est pas semi-simple.)
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Les chiffres de référence indiquent successivement le paragraphe et
le numéro (ou, éventuellement, exercice).

[z, y] (z, y éléments d’'une algébre de Lie) : 1, 2.

g° (g algebre de Lie) : 1, 2.

gl(E), glin, K), sl(E), sl(r, K), t(r, K), st(n, K), n(r, K) (E K-module) :
, 2

adgz, ad z (z élément d’une algébre de Lie g) : 1, 2.

[a, b], [z, al, [a, 2] (a, b sous-modules, z élément d’une algébre de Lie) :

(g, (g, Ckq (g algebre de Lie) : 1, 5.

Cxg (g algébre de Lie) : 1, 6.

af(M) (M K-module) : 1, 8.

Ok, (g algébre de Lie) : 1, 9.

U,, Uy (U algebre enveloppante d’une algébre de Lie) : 2, 1.

T, 8" S8 : 2,5,

T, Un, G": 2, 6.

Ty (2 élément d’une algebre de Lie g, M g-module) : 3, 1.

e, exp u (u endomorphisme nilpotent d’un espace vectoriel sur un corps
de caractéristique 0) : 6, 8.

C(p) (p représentation d’une algébre de Lie) : 7, 1.

C*g, @ q: 1, exerc. 14.

2frl: 1, exerc. 20.

GL(n, K) (groupe formel) : 1, exerc. 25.

o(®) : 1, exerc. 26.

CP(g, M), G*(g, M), i(y), (), d, Z¥(g, M), B¥(g, M), H¥(g, M), H*(g, M)
(g algebre de Lie, M g-module) : 3, exerc. 12.

sp(2n, K) : 6, exerc. 25.
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Les chiffres de référence indiquent successivement le paragraphe et
le numéro, (ou, éventuellement, I’exercice).

Adjointe (application linéaire) d’un élément d’une algebre de Lie : 1, 2.

Adjointe (représentation) d’une algébre de Lie : 3, 1.

Ado (théoreme &’) : 7, 3.

Agrandissement d’un g-module, d’une représentation de g : 7, 2.

Algébre (non nécessairement associative) : 1, 1.

Algebre déduite d’une algébre par extension des scalaires : 1, 1.

Algebre de Lie : 1, 2.

Algeébre de Lie commutative : 1, 3.

Algebre de Lie caractéristiquement nilpotente : 4, exerc. 19.

Algeébre de Lie des endomorphismes d’un module: 1, 2.

Algtbre de Lie d’un groupe formel : 1, exerc. 24.

Algebre de Lie nilpotente : 4, 1.

Algebre de Lie réductive : 6, 4.

Algébre de Lie résoluble : 5, 1.

Algebre de Lie semi-simple : 6, 1.

Algebre de Lie simple : 6, 2.

Algébre enveloppante d’un algébre de Lie : 2, 1.

Algebre enveloppante restreinte d’une p-algébre de Lie : 2, exere. 6.

Algebre opposée : 1, 1.

Algebre produit : 1, 1.

Algebre quotient : 1, 1.

Algeébre symétrique d’un module : 2, 5.

Antiautomorphisme principal de algébre enveloppante d’une algébre de
Lie : 2, 4.

Application canonique d’une algébre de Lie dans son algébre envelop-
pante : 2, 1.

Ascendante (série centrale) : 1, 6.

Associée (forme bilinéaire) & un g-module (& une représentation) : 3, 6.

Automorphisme spécial d’une algebre de Lie : 6, 8.

Bilatére (idéal) : 1, 1.

Canonique : voir application canonique, homomorphisme canonique,
isomorphisme canonique.
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Caractéristique (idéal) : 1, 4.

Cartan (critére de) : 5, 4.

Casimir (élément de) : 3, 7.

Centrale (extension) : 1, 7.

Centre d’une algébre de Lie : 1, 6.

Classe de représentations simples : 3, 1.

Cobords, cochaines, cocycles & valeurs dans un g-module : 3, exerc. 12.

Commutant d’une partie d’une algébre de Lie : 1, 6.

Commutative (algebre de Lie) : 1, 3.

Complétement invariante (forme bilinéaire) : 3, 6.

Compleétement réductible (représentation) : 3, 1.

Composant isotypique d’'un g-module : 3, 1.

Composant simple d’une algébre de Lie semi-simple : 6, 2.

Constant (terme) d’un élément de I'algébre enveloppante d’une algebre de
Lie: 2, 1.

Constantes de structure d’une algébre par rapport & une base : 1, 1.

Critére de Cartan : b, 4.

Crochet : 1, 2.

Contenant n fois une représentation simple (représentation) : 3, 1.

Déduite d’une algébre par extension des scalaires (algebre) : 1, 1.

Déduite d’une représentation par extension des scalaires (représentation)
3, 8.

Dérivation d’une algébre : 1, 1.

Dérivation intérieure d’une algébre de Lie : 1, 2.

Dérivation invariante a gauche pour un groupe formel : 1, exere. 24.

Dérivé (idéal) : 1, b.

Dérivée (série) : 1, b.

Descendante (série centrale) : 1, 5.

Dimension d’une représentation : 3, 4.

Duale (représentation) : 3, 3.

Elément de Casimir : 3, 7.

Elément de degré n dans I'algébre graduée associée & 'algébre envelop-
pante d’une algébre de Lie : 2, 6.

Elément de filtration < n dans I'algébre enveloppante d’une algébre de
Lie : 2, 6.

Eléments permutables dans une algebre de Lie : 1, 3.

Elément nilpotent : 6, 3.

Elément semi-simple : 6, 3.

Engel (théoréme d’) : 4, 2.

Enveloppante (algébre) d’une algébre de Lie : 2, 1.

Equivalentes (extensions) d’algebres de Lie : 1, 7.

Espace de cohomologie 4 valeurs dans un g-module : 3, exerc. 12.

Espece d’un composant isotypique, d’un g-module pur : 3, 1.

Extension d’une algébre de Lie par une algébre de Lie : 1, 7.

Extension centrale : 1, 7.

Extension inessentielle : 1, 7.

Extension triviale : 1, 7.
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Extensions équivalentes : 1, 7.

Fidele (représentation) : 3, 1.

Forme bilinéaire associée & un g-module (4 une représentation de g) : 3, 6.

Forme bilinéaire complétement invariante : 3, 6.

Forme bilinéaire invariante : 3, 6.

Forme de Killing : 3, 6.

Formules de Jacobson : 1, exerc. 19.

g-module a gauche (a droite) : 3, 1.

g-module pur d’espéce N : 3, 1.

g-module trivial : 3, 1.

Groupe formel : 1, exerc. 24.

Groupe formel commutatif : 1, exerc. 24.

Groupe linéaire formel : 1, exerc. 25.

Groupe orthogonal formel : 1, exerc. 26.

Groupe symplectique formel : 1, exerc. 26.

Holomorphe d’une algébre de Lie : 1, exerc. 16.

Homomorphisme d’une algébre : 1, 1.

Homomorphisme canonique de I'algébre enveloppante d'une sous-algébre
de Lie de g dans I'algébre enveloppante de g : 2, 3.

Homomorphisme canonique de 'algébre symétrique de g sur l'algébre
graduée associée & 'algébre enveloppante de g : 2, 6.

Homomorphisme formel : 1, exerc. 24.

Idéal a gauche (a droite, bilateére) d’une algebre : 1, 1.

Idéal d’une algeébre de Lie : 1, 4.

Idéal caractéristique : 1, 4.

Idéal dérivé : 1, 5.

Identité de Jacobi : 1, 2.

Inessentielle (extension) : 1, 7.

Intérieure (dérivation) : 1, 2.

Invariant d’un g-module (d’une représentation) : 3, 5.

Invariante (forme bilinéaire) : 3, 6.

Irréductible (représentation) : 3, 1.

Isomorphes (représentations) : 3, 1.

Isomorphisme canonique de I'algébre symétrique de g sur I'espace vecto-
riel sous-jacent a son algebre enveloppante : 2, 7.

Isotypique (composant) d’un g-module : 3, 1.

Jacobi (identité de) : 1, 2.

Killing (forme de) : 3, 6.

Levi (sous-algebre de) : 6, 8.

Levi-Malcev (théoréme de) : 6, 8.

Lie (algebre de) : 1, 2,

Lie (théoréme de) : 5, 3.

Loi de groupe formel : 1, exerc. 24.

Nilpotent (radical) d’une algébre de Lie : 5, 3.

Nilpotente (algébre de Lie) : 4, 1.

Normalisateur d’un sous-module d’une algébre de Lie : 1, 4.

Noyau d’une extension : 1, 7.
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Opposée (algeébre) : 1, 1.

p-algébre de Lie : 1, exerc. 20.

p-algébre de Lie p-unipotente : 4, exerc. 23.

p-application : 1, exere. 20.

p-coeur d’une p-algébre de Lie commutative : 1, exerc. 23.
p-dérivation : 2, exerc. 7.

p-homomorphisme : 1, exerc. 20.

p-idéal : 1, exerc. 22.

p-polynéme : 7, exerc. 5.

Permutables (éléments) : 1, 3.

Plus grand idéal nilpotent d’une algébre de Lie : 4, 4.

Plus grand idéal de nilpotence d’un g-module (d’une représentation) : 4, 3.
Poincaré-Birkhoff-Witt (théoréme de) : 2, 7.

Produit (algebre) : 1, 1.

Produit semi-direct d’algébres de Lie : 1, 8.

Produit tensoriel de représentations : 3, 2.

Pur (g-module) d’espéce N : 3, 1.

Pure (représentation) : 3, 1.

Quotient (algebre) : 1, 1.

Quotient (représentation) : 3, 1.

Radical d’une algébre de Lie : 5, 2.

Radical nilpotent d’une algébre de Lie : 5, 3.

Réductive (algébre de Lie) : 6, 4.

Réductive (sous-algébre de Lie) dans une algébre de Lie : 6, 6.
Réplique d’un endomorphisme : 5, exerc. 14.

Représentation d’une algébre de Lie : 3, 1.

Représentation adjointe : 3, 1.

Représentation complétement réductible : 3, 1.

Représentation contenant n fois une représentation simple : 3, 1.
Représentation déduite par extension de I’anneau des scalaires : 3, 8.
Représentation duale : 3, 3.

Représentation fidele : 3, 1.

Représentation irréductible : 3, 1.

Représentation pure d’espéce o : 3, 1.

Représentation quotient : 3, 1.

Représentation semi-simple : 3, 1.

Représentation simple : 3, 1.
Représentations isomorphes : 3, 1.
Représentations semblables : 3, 1.
Résoluble (algebre de Lie) : 5, 1.
Semblables (représentations) : 3, 1.
Semi-direct (produit) d’algebres de Lie : 1, 8.
Semi-simple (algebre de Lie) : 6, 1.
Semi-simple (représentation) : 3, 1.

Série centrale ascendante : 1, 6.

Série centrale descendante : 1, 5.

Série dérivée : 1, 5.
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Simple (algebre de Lie) : 6, 2.

Simple (composant) d’une algébre de Lie semi-simple : 6, 2.

Simple (représentation) : 3, 1.

Somme directe de représentations : 3, 1.

Sous-algeébre : 1, 1.

Sous-algébre de Levi : 6, 8.

Sous-algébre réductive dans une algébre de Lie : 6, 6.

Sous-algébre sous-invariante : 1, exerc. 14.

Sous-représentation : 3, 1.

Spécial (automorphisme) : 6, 8.

Suite de composition joignant deux sous-algeébres : 1, exerc. 14.

Symétrique (algébre) d’un module : 2, 5.

Terme constant d’un élément de I’algebre enveloppante d’une algébre de
Lie : 2, 1.

Théoreme d’Ado : 7, 3.

Théoréme d’Engel : 4, 2.

Théoreme de Levi-Malcev : 6, 8.

Théoréeme de Lie : b, 3.

Théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt : 2, 7.

Théoréme de Weyl : 6, 2.

Théoréme de Zassenhaus : 7, 2.

Transporteur : 4, exerc. 1.

Trivial {(g-module) : 3, 1.

Triviale (extension) : 1, 7.

Weyl (théoréme de) : 6, 2.

Zassenhaus (théoréme de) : 7, 2.
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RESUME

de certaines propriétés des algébres de Lie de dimension finie
sur un corps de caractéristique 0.

Soient g une algébre de Lie, r son radical, 1t son plus grand idéal
nilpotent, s son radical nilpotent, f 'orthogonal de g pour la forme
de Killing. Alors, r, n, s, ¥ sont des idéaux caractéristiques, et

rofonos..

(). — L’une quelconque des propriétés suivantes caractérise les algébres
de Lie semi-simples :
1) r =10}; 2) n=10{; 3) £={0}; 4) tout idéal commutatif
de g est nul ; 5) 'algébre g est isomorphe & un produit d’algébres
de Lie simples ; 6) toute représentation de dimension finie de g
est semi-simple.

(11). — L’une quelconque des propriétés suivantes caractérise les algébres
de Lie réductives :

1) 8 = 3 01;2) 1t est le centre de g ; 3) (Vg est semi-simple; 4) g est
produit d'une algébre semi-simple et d’une algébre commutative ;
5) la représentation adjointe de g est semi-simple ; 6) g posséde
une représentation de dimension finie telle que la forme bilinéaire
associée soit non dégénérée ; 7) g posséde une représentation fidéte
semi-simple de dimension finie.

(111). -— L’une quelconque des propriéiés suivantes caractérise les algébres
de Lie résolubles- :

1) (g = )0 pour p assez grand ; 2) il existe une suite décrois-
sante g = @yp2¢;D...Dgn == 50; d’idéaux 'de g tels que les al-
gebres gi/gi. solent commmutatives ; 3) il existe une suite décrois-
sante g = g, 2 G;D...D gy = ;0 de sous-algébres de g telles
que gf,; soit un idéal dans g/ et que g{/g;,; soit commutative ;
%) il existe une suite décroissante g = gy’ 2y’ D ... DG = 30‘
de sous-algebres de g telles que g{; soit un idéal de codimension 1
dans g;' ; 5) £ (g ; 6) (Vg est nilpotente.
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(IV). — L’une quelconque des propriétés suivantes caractérise les algébres
de Lie nilpotentes :

1) g = {O% pour p assez grand ; 2) €,g = g pour p assez grand ;
3) il existe une suite décroissante g = g, 2 @g;D...2@ = 50%
d’idéaux de g tels que [g, g:] € g1 ; 4) il existe une suite décrois-
sante g = ¢g;3@¢13 ... I Gy = {0} didsaux de g tels que
[g, gi] © gis; et que les gi/gi,, soient de dimension 1 ; 5) il existe un
entier i tel que (ad z;) o (ad xg) o + - - o (ad x;) = 0 quels que soient
Z5,. .., ; dans g ; 6) pour tout z € @, ad x est nilpotent.

(V). — g commutative = g nilpotente = la forme de Killing de g est
nulle = g résoluble.
g commutative = g réductive.
g semi-simple = g réductive.

(VI). — Caractérisations de ¢ :
1) t est le plus grand idéal résoluble de g ; 2) ¢t est le plus petit
idéal tel que g/r soit semi-simple ; 3) v est le seul idéal résoluble
tel que g/r soit semi-simple ; 4) v est orthogonal de (g pour la
forme de Killing,

(VII). — Caractérisations de 1t :
1) 1t est le plus grand idéal nilpotent de g ; 2) n est le plus grand
idéal nilpotent de t; 3) nt est 'ensemble des x e t tels que adgz soit
nilpotent ; 4) 11 est 'ensemble des x e t tels que ad, z soit nilpotent ;
5) n est le plus grand idéal de g tel que, pour tout z e, adgx
soit nilpotent ; 6) n est ’ensemble des z € g tels que ad, = appar-
tienne au radical de V’algébre associative engendrée par 1 et les

adgy (y € g).

(VIIL). — Caractérisations de 5 :

1) 5 est l'intersection des noyaux des représentations simples de
dimension finie de~g ; 2) 5 est le plus petit des noyaux des repré-
sentations semi-simples de dimension finie de g ; 3) s est linter-
section des plus grands idéaux de nilpotence des représentations
de dimension finie de g ; 4)s est le plus petit idéal de g tel que
g/s soit réductive ; 5) s =1rng; 6) s = [r, g]; 7) 5 est linter-
section des orthogonaux de g pour les formes bilinéaires associées
aux représentations de dimension finie de g.



	cover-image-large.jpg
	1-4.pdf
	7-136.pdf
	back-matter.pdf



