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CHAPITRE 1I

ALGEBRES DE LIE LIBRES

Dans ce chapitre,! la lettre K désigne un anneau commutatif non réduit @ 0. L’élément
unité de K est noté 1. Sauf mention du contraire, toutes les cogébres, algébres et bigébres, tous
les modules et tous les produits tensoriels sont relatifs a K.

A partir du § 6, on suppose que K est un corps de caractéristique zéro.

§ 1. Bigébre enveloppante d’une algébre de Lie

Dans tout ce paragraphe, on note g une algebre de Lie sur K, U(g) ou simplement
U son algébre enveloppante (chap. I, § 2, n® 1), ¢ 'application canonique de g
dans U(g) (lvc. cit.) et (U,), 50 la filtration canonique de U (loe. cit., n°6).

1. Eléments primitifs d’une cogibre

Dans tout ce n°, on consideére une cogébre E (A, 111, p. 138), de coproduit
cE—-EX®E
possédant une coiinité e (loc. cit., p. 146). Rappelons que ¢ est une forme linéaire

sur le K-module E telle que (aprés identification canonique de E® K et
K & E avec E) lon ait:

Idg = (e @Idg) oc = Idg R ) oe.
On note E+ le noyau de ¢ et on se donne un élément « de E tel que
) =u@u et elw) =1.
Le K-module E est somme directe de E* et du sous-module K.u, qui est libre

de base u; on note n,: E — E* et v,: E— K. les projecteurs associés a cette
décomposition. On a

) mH) = % = o), m(x) = o(x).u.
DErINITION 1. — On dit qu’un élément x de E est u-primitif si 'on a
(2) o) =xQu+uQx
Les éléments y-primitifs de E forment un sous-module de E, noté P, (E).

1 Les résultats des chapitres IT et IIT dépendent des six premiers Livres (E, A, TG, FVR, EVT,INT)
de LIE I, de AC et de VAR, R; le n° 9 du § 6 du chap. IIT dépend en outre de TS 1.
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Provpostrion 1. — Tout élément u-primitif de E appartient ¢ E+.
En effet, (2) entraine ¥ = (x).u + (u).x = e(x).u + x, dote(x) = 0.

Remarque. — Si x e E et s1 ¢(x) =% Qu + u ® x”, ol x',x"sont dans E*,
alors & = ()4 + e(u).x" = x”; de méme x = &', et x est u-primitif.

Pour tout x € E*, on pose

(3) (®) =c¢x) —xQu—u@x.

ProposiTiON 2. — On a
(4') (Tcu ® nu) °¢ = C; O Ty
En effet, soit x dans E; on a

(e @ mu) (e(x)) = (1 — 1) @ (1 — 4))(c(#))
=¢(®) — (1 @) (c(®) ~ (@ 1)(c(®)) + (nu & 14) (c(#)).

Comme ¢ est coiinité de E, on a

1 Q@n)e#) =xQu, () =2Qx
(1 @ Mu((e(x)) = (1 @ (1 @ nu)(e(x))) = () .u Q u;

de tout ceci, on tire
(70 @ ) (6(#) = e(¥) — s @ — ¥ @x + () 4 @ .
D’autre part, on a
i (M) = ¢(x) —2Qu—u@x +e(x) uQu,

d’otr la formule (4).

d’olt

Comme E* est un sous-module facteur direct de E, on peut identifier E+*& E*
a un sous-module facteur direct de E & E. Avec cette identification, w, & w, est
un projecteur de E Q@ E sur E*& E*. D’apreés la formule (4), ¢, applique E+
dans E*Q E* et n, est un morphisme de la cogébre (E, ¢) dans la cogébre (E™, ¢;).

ProrosiTion 3. — S8t la cogébre (E, ¢) est coassociative (vesp. cocommutative) (A, 1,
p. 143-144), il en est de méme de la cogébre (E*, ¢} ).
Cela résulte du lemme suivant:

Lemme 1. — Soit =2 E— E' un morphisme surjectif de cogébres. St E est coassociative
(resp. cocommutative), il en esi de méme de E.

Soit B une K-algebre associative; I'application f++f o est un homomor-
phisme njectsf d’algeébres de Homyg(E', B) dans Homg(E, B). Il suffit alors
d’appliquer la prop. 1 (resp. la prop. 2) de A, III, p. 143 (resp. p. 144).
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2. Eléments primitifs d’une bigébre

Soient E une bigébre(A, I11, p. 148), ¢ son coproduit, € sa coiinité, 1 son élément
unité. Comme (1) = 1 et ¢(1) = 1 ® 1, on peut appliquer les résultats du n°
précédent avec # = 1. On appelle simplement primitifs (cf. A, III, p. 164) les
¢léments 1-primitifs de E (n° 1, déf. 1), c’est-a-dire les éléments x de E tels que

(5) X)) =2QRQ1 +1& .

+

On écrira simplement =, 3, P(E), ¢* au lieu de =y, %4, P(E), ¢/ .

ProrosiTion 4. — L'ensemble P(E) des éléments primitifs de B est une sous-algébre de
Lie de E.
Si x, y sont dans P(E), on a

clxy) = c(x)e(y) = G R1I+ 1R + 1 Qy)
=1+ 1Ry +xQy +yQx,
d’ol

o([6y) = [xy] @1 + 1 Q [x9].

ProrositioN 5. — Soit f: E — E' un morphisme de bigébres. St x est un élément primitif
de B, alors f(x) est un élément primitsf de E', et la restriction de f ¢ P(E) est un homo-
morphisme d’algébres de Lie P(f): P(E) — P(E').

Soit ¢ (resp. ¢’) le coproduit de E (resp. E’). Puisque f est un morphisme de
cogébres,ona ¢’ o f = (f&Qf) oc, d’olt

C(f®) = (fONM) = (fONERT +1Qx) =f(x) Q1 + 1 f(x),

pour x primitif. Donc fapplique P(E) dans P(E') etPon a f ([, y]) = [f(x),/(¥)]
puisque f est un homomorphisme d’algebres.

Remarques. — 1) Soit pun nombre premier tel que p.1 = 0dans K. La formule du
binéme et les congruences (‘Zb ) = 0 (mod p) pour 1 < i € p — 1 entrainent que

P(E) est stable par Papplication & — 2?.
2) Par définition, le diagramme

<

0->P(E) >E* “>Er@E*

est une suite exacte. Si K’ est un anneau commutatif et p: K — K’ un homo-
morphisme d’anneaux, p*(E) = E Qg K’ est une K’-bigébre et I'inclusion
P(E) — E définit un homomorphisme de K’-algebres de Lie

a: P(E) Q¢ K’ > P(E @ K).
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SiK’ est platsur K (AG, I, § 2, n° 3, déf. 2), il résulte de loc. cit. que le diagramme

¢t Qg Idg/

0—~PE) QK - E* Qg K —— (E"Qx K') Qx (E*®x K')

est une suite exacte, ce qui entraine que o est un isomorphisme.

3. Bigébres filtrées
DErFiNtTION 2. — Soit E une bigébre de coproduit ¢. On appelle filtration compatible avec
la structure de bigébre de E une suite croissante (E,),, 5 o de sous-modules de E telle que

E,=K.1, E=UE,

E,.E,<E,.. pour mn;O, nz=0
(6) o(B) < 2 Im(E,@F) pourn> 02
On appelle bigebre filtrée une bigébre munie d’une filtration compatible avec sa struc-
ture de bigébre.
Exemple. — Soient E une bigébre graduée (A, III, p. 148, déf. 3), (E"),5, sa

n
graduation. Posons E, = iZO E'. La suite (E,) est une filtration compatible avec

la structure de bigebre de E.

ProrosiTioN 6. — Soient E une bigébre filtrée, (E,),5 o sa filtration. Pour tout entier
n>0,s0itE" =E,NE*. Alors Eg = {0} et
n—1

7) H(EF) © 2 Im(Ef @E)  pourn > 02

Comme E, = K.l,onaEf = 0.Sixc E,, onan(x) = x — &(x).1 (formule
(1)), ot n(x) e E;f et n(E,) = E; . Hen résulte que = & = applique Im(E; Q E,)
dans Im(Ef® E;) pour ¢ > 0,7 > 0. Commec¢* = (n @) o ¢ dans E* (n°1,
prop. 2), on a d’aprés (6)

n n—=1
HEH © 2, ImEQEL) = 2, In(E QEL).

COROLLAIRE. ~— Les éléments de E{ sont primitifs.
SixeE;,onac*(x) = 0 daprés (7), d’oit (5).

4. Bigébre enveloppante d’une algébre de Lie

Rappelons que g désigne une algébre de Lie, et U son algébre enveloppante,
munie de sa filtration canonique (U,), 0.

1Si A et B sont deux sous-modules de E, on désigne par Im(A Q B) P'image de I'application
canonique A @ B — E & E.
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PrOPOSITION 7. — Il existe sur Palgébre U un coproduit ¢ et un seul faisant de U une
bigébre telle que les éléments de o(g) sotent primitifs. La bigébre (U, ¢) est cocommutative;
sa cotinité est la forme lindaire < telle que le terme constant (chap. I, §2, n° 1) de tout
élément x de U soit e(x) . 1. La filtration canonique (U,), o de U est compatible avec cette
structure de bigébre.

a) Soitx e g;posons ¢o{x) = o(x) @1 + 1 ®o(x) e U Q U. Six,ysontdans g,
on a co(x)eo(y) = (6(x)5(y)) @ 1 + 1 Q (s(x)5(9)) + s(*) Qo) + o(y) & o(x),
d’ot

[eo(x), co()] = co(lx, 9D)-
D’apres la propriété universelle de U (chap. I, § 2, n° 1, prop. 1), il existe un
homomorphisme d’algébres uniféres, et un seul
c:U-UQU

tel que ¢(o(x)) = olx) Q1 + 1 @ o(x) pour xeg. Cela démontre I'assertion
d’unicité de la prop. 7.

b) Montrons que ¢ est coassociatif. Fn effet, les applications linéaires ¢ et ¢” de U
dans U ® U ® U définies par

=(RIdy)oc et "= IdgRc)oc

sont des homomorphismes d’algébres uniféres qui coincident dans o(g) car, pour
aco(g),ona

) =aR1IR1I+1RaRIL+1QRQ1Ra=—<"(a),

d’ou le résultat.

¢) Montrons que ¢ est cocommutatif. Soit = I’automorphisme de U ® U tel que
w(a R b) = b Q a pour a, b dans U. Les applications toc¢ et ¢ de Udans U Q U
sont des homomorphismes d’algébres uniféres qui coincident dans o(g), d’ol le
résultat.

d) Montrons que < est une coiinité pour c. En effet, les applications (Idy Q €) o cet
(e @ Idy) o ¢ de U dans U sont des homomorphismes d’algébres uniféres qui
coincident avec Idy dans o(g).

¢) On sait que Uy =K.1, U, © Upyy, U= U U, et U,.U, < Upy
(chap. I, § 2, n® 6). Soient a,, . . ., ¢, dans 5(g). On a

®) ar..a) = lo@) = [Ta®1+ 104

i=
n
= ZZO a;(i) (@ay- - -Gay) @ (Gog+1)- - - Fot)

ot I(7) désigne I’ensemble des permutations de (1, 2 croissantes danschacun desin-
tervalles (1,7} et 7 + 1, 2). Comme U, est le K-module engendré par les produits



12 ALGEBRES DE LIE LIBRES Ch.m, §1

d’au plus n éléments de 6(g), la formule (8) entraine que la filtration (U,) est
compatible avec la structure de bigebre de (U, ¢).

DerniTioN 3. — La bigébre (U, ¢) est appelée bigebre enveloppante de Ialgébre de
Lie g.

ProrosirioN 8. — Soit E une bigébre de coproduit noté cy et soit h un homomorphisme
d’algébres de Lie de g dans P(E) (n° 2, prop. 4). L'homomorphisme d’algébres uniféres
J: U —E tel que f(c(x)) = h(x) pour tout x € g est un morphisme de bigébres.

Montrons que (f @ .f) o ¢ = ¢g o f. Ce sont la deux homomorphismes d’alge-
bres uniféres de U dans E ® E, et pour ¢ € 5(g), on a

(f®S)e(a) =f(a) @1 + 1 QS(a) = ex(f(a)

puisque f(a) € P(E). De méme, si ey est la coinité de E, ego f est un homo-
morphisme d’algébres uniferes U — K nul dans o(g) (n° 1, prop. 1) et coincide
donc avec .

I1 résulte des propositions 5 et 8 que Papplication fi> fo ¢ définit une corres-
pondance biunivoque entre homomorphismes de bigébres U(g) — E et homo-
morphismes d’algeébres de Lie g — P(E).

COROLLAIRE. — Sovient ¢; (i = 1, 2) une algébre de Lie, U(g;) sa bigébre enveloppante,
c;: 8, — Ul(g;) Dapplication canonique. Pour tout homomorphisme d’algébres de Lie
h: g — 89, Uhomomorphisme d’algébres uniféres U(R): U(gy) — Ulgy) tel que
U(h) o6, = 650 h (chap. I, § 2, n° 1) est un morphisme de bigébres.

5. Structure de Ia cogébre U (g) en caractéristique 0.

Dans ce n° on suppose que K est un corps de caractéristique 0.

Soient S(g) P'algébre symétrique de I’espace vectoriel g, cg son coproduit
(A, IIL, p. 139, Exemple 6), v 'isomorphisme canonique de Pespace vectoriel
S(g) sur Pespace vectoriel U {(chap. I, § 2, n° 7). Rappelons que si %y, . . ., x, sont
dans g, on a

©) A ) = & D (v -0(tn)-

n_! T€Cn
En particulier, pour xegetn > O,on a
(10) (") = o{x)"

Remarquons, d’apres A, II1, p. 68, Remarque 3, que v est Punique application
linéaire de S(g) dans U satisfaisant a la condition (10).
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PropostrioN 9. — Pour tout enier n > 0, soit U™ le sous-espace vectoriel de U engendré
par les o(x)" pour x € g.

a) La suite (U™),., est une graduation de Uespace vectoriel U compatible avec sa
structure de cogébre.

Munissons U de la graduation (U").

b) Lapplication canonique n: S(g) ~ U est un isomorphisme de cogébres graduées.

Soient x e getneN. On a

1) o) =l = 621+ 109" = 2 (e @

puisque ¢g est un homomorphisme d’algebres. De méme, d’apres (10),

c(n(¥) = ¢(o(x)") = ¢(o(x))” = (c(x) @1 + 1 @ o(x))"
(12)

= é:o(:.l)o(x)i Qo(x)*~t = 21: (?)W(xi) & (a7,
d’ou

(n @ ) (cs(x™) = ¢(n(>")).

Comme les #®, pour xeg et neN, engendrent Pespace vectoriel S(g), on a
(1 & ™) o ¢g = ¢ o, et 7 est un isomorphisme de cogebres.

Par ailleurs, la formule (10) montre que %(5"(g)) = U®, ce qui achéve de
démontrer a) et b) compte tenu de ce que la graduation de S(g) est compatible
avec sa structure de cogébre.

La graduation (U"),, de U est appelée graduation canonique.
COROLLAIRE. — L’application canonique o définit un isomorphisme de ¢ sur Ualgébre de

Lie P(U) des éléments primitifs de U.
Comme ¢* est un homomorphisme gradué de degré 0, on a

P(U) = 2. (P(U) N UM,
11 suffit de prouver que si z > 1 et si a € U” est primitif, alors 2 = 0. Or @ s’écrit
2 Map, ot A € K, g; € 6(g). D’apres (12), le terme de bidegré (1,2 — 1) de ¢ (@)
est nZ \g; ®ar ™t On a donc 21: My QaT =0, 81 pUQRU—-U est

Papplication linéaire définie par la multiplication de U, on a donc
a = iZkia? = [L(Z Ny R a{”"l) = 0.
n
Remarques.— 1) On a U, = 2, Ut (chap. 1,§2,n° 7, cor. 4 du th. 1).

2) IL’application 7 est "'unique morphisme de cogebres graduées de S(g) dans
U tel que n(1) =1 et y{x) = o(x) pour xeg. En effet, si %" est un mor-
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phisme satisfaisant a4 ces conditions, prouvons par récurrence sur n que
n—1
i=1
(3)et(11),ona (n @) (cs (x™) = (0 @7')(cs (x*)) par Phypothése de récurrence.
Il s’ensuit que ¢t (n(x™) = ¢*(v'(x™); il en résulte que 7n(x") — %'(x*) est un
élément primitif de degré n, donc est nul (cor. de la prop. 9).
3) Soit ¢ Iisomorphisme canonique de la bigébre TS(g) sur la bigébre S(g)
(A, IV, § 5, cor. 1 de la prop. 12). L’application
ned: TS(g) = U
est dite canonique. C’est Punique morphisme 7’ de cogebres graduées de TS(g)
dans U tel que 5'(1) = 1 et 7'(x) = o(x) pour tout x € g.
4) Soit V un espace vectoriel. Les éléments primitifs de la bigébre S(V) sont
les éléments de degré 1. Cela résulte en effet du cor. de la prop. 9 appliqué a
I’algebre de Lie commutative V.,

7' (¥") = 7(x") pour x€g et n > 1. Comme ¢g (x™) = 2 (?)x’ & &~ d’apres

Soit (¢;);; une base du K-espace vectoriel g, ot 'ensemble d’indices I est
muni d’un ordre total. Pour tout « € N, on pose

O.(ei)oc(i)
ieT  aff)!

(13) by, =

Les ¢,, pour |a| < n, forment une base du K-espace vectoriel U, {chap. I, § 2,
n® 7, cor. 3duth. 1). Ona

ey =1, ¢, = o(e) pouriel.

3
Comme Palgebre graduée associée a 1’algebre filtrée U est commutative (loc. cit.,
th. 1), on a, pour «, B dans N,

(14) a3 = ((“: B)) “Cuip mod. U!ocI+IBI—1’

o (o ) = [ ] LS B,

D’autre part, on a aussitdt
(15) gleg) = 1, e(e,) =0  pour |« = 1.

Enfin, la formule (12) entraine que, pour « € N®, on a

(16) o(ea) = & Q o

Cette formule permet de déterminer I’algebre U’ = Hom(U, K) duale de la co-
gébre U (A, I, p. 143). Soit en effet K[[X]];; algebre des séries formelles par
rapport 4 des indéterminées (X;);¢r (cf. A, III, p. 28); si A€ U’, notons f; la
série formelle

B+y=a

S = ; e >X, avec X% = H Xew,

iel
Pindice de sommation o parcourant N®,
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Prorosirion 10. — L’application A= f, est un isomorphisme de Palgébre U’ sur
Palgébre de séries formelles K[[ X111

Du fait que (e,) est une base de U, Papplication A — f, est K-linéaire et bijective.
D’autre part, pour A, p. dans U’, on a

Fn = 20 69K = 2 A @ p, c(eg) X
=200, 2 6@ X (dapres (16))

+v

= 2.0, e, eXP*Y = £y

ce qui montre que A+ f; est un isomorphisme d’algébres, et achéve la démonstra-
tion.

6. Structure des bigébres filtrées en caractéristique 0

Dans ce n° on continue de supposer que K est un corps de caractéristique 0.
Si E est une bigebre, I'injection canonique P(E) -~ E se prolonge en un
morphisme de bigébres fiz: U(P(E)) — E (n° 4, prop. 8).

TutorEME 1. — Soit E une bigébre cocommutative.

a) Le morphisme de bigébres f: U(P(E)) — E est injectif.

b) S°il existe sur . une filtration compatible avec sa structure de bigébre (n° 3, déf. 2),
le morphisme f3 est un isomorphisme.

(Dans le cas 4), la bigebre E s’identifie donc & la bigebre enveloppante de
algébre de Lie de ses éléments primitifs.)

Soit ¢y (resp. eg) le coproduit (resp. la coiinité) de E. Posons ¢ = P(E); soit
(¢)); 1 une base du K-espace vectoriel g, o I'ensemble d’indices I est muni d’un
ordre total, et soit (¢,).n® la base de U(g) introduite au n° précédent. Posons
X, = fulén) pour « e N®, D’apres (15) et (16), on a:

(17) ex(Xo) =1, (X)) =0  pourle] =1,
(18) n(X,) = Bgza X, ®X,  pour a € N®,

puisque fy est un morphisme de cogébres.
Montrons que fg est injectif. Cela résulte du lemme suivant:

Lemme 2. — Soit V un espace vectoriel, et soient E une cogébre, f: S(V) — E un morphisme
de cogébres. Si la restriction de fa S°(V) + SY(V) est injective, alors f est injectif.
Soit n > 0; posons S, = iZn Si(V), notons cg le coproduit de S(V), et mon-

trons par récurrence sur # que f| S, est injectif. L’assertion étant triviale pour
n=0etn=1,supposons n > 2 etsoitucS, tel que f(z) = 0.0na
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0 = eu(f(®) = (S@S)(es(®))
=f) @1+ 1Qf(u) + (fQS)(es ()
= (f @) (s w).
Comme ¢g (1) € S,_1 & S, _1, Qaprés (11) Phypothése de récurrence monire que
u est un élément primitifde S(V), donc est de degré 1 (n° 5, Remarque 4), donc nul,
puisque f| SY(V) est injectif.
11 en résulte en particulier que la famille (X,) est lbre.
Montrons que fy, est surjectif si E posséde une filtration compatible avec sa struc-
ture de bigebre. Soit (E,), 5, une telle filtration, et posons E; = E, N Ker(eg).
Démontrons par récurrence sur z que E est contenu dans 'image de 3. Comme

E=K.1 + nL>Jo E,, cela entrainera la surjectivité de fg. L assertion est triviale

pour z = 0, et résulte du cor. de la prop. 6 du n® 3 pour n = 1; supposons dé-
sormais n > 2, et soit x € E; . D’aprés la prop. 6 du n® 3, on a

n—1

@@e 2 B QB

et il existe d’aprés I'hypotheése de récurrence des scalaires A, 5, pour «, 8 dans
N®, nuls sauf un nombre fini d’entre eux, tels que

(19) ) = 2, 2K @ X
Drapres la formule (18), on a donc

(i @I ([ () = 2 MrpXe @ X, @ X,

®%sB,Y#0
(Ide @ )k (1) =, 2 hperXea @ Xp @ X,
D’apres la prop. 3 du n° 1, et I'indépendance linéaire des X, on a donc

(20) }\oc+B.Y = 7\0t,l3+v pour a, B’ Y dans N® — {0}-

Par ailleurs, le coproduit ¢z est cocommutatif; le méme raisonnement que ci-
dessus entraine

(21) s = Mo pour a, B dans N® — {03},
Supposons qu’il existe une famille de scalaires (1,) pour || > 2, telle que

(22) Potp = Moup pour «, B dans N® — {0}.

On a alors

B = 2 X ®@Xp = 2wt (X),

«,B#0 Iviz2

d’aprés Ja formule (18), doncy = x — mzz ®, X, est primitif, donc appartient a
P(E) < Im(fg). On a donc
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2, o fule) € Im( ).

x=y+
y vl=2
La démonstration sera donc achevée lorsque nous aurons démontré le lemme

suivant:

Lemme 3. — % une famille de scalaires (A, p) de support fini (pour a, § dans N® ~ {0})
satisfait aux relations (20) et (21), il existe une famille (ko) a5 de support fini telle que
Baip = Mg, ppour «,B non nuls.

11 suffit de prouver que

(23) » a+B=y+5

entraine A, 5 = A\, pour «, B, v, 3 non nuls. D’aprés le lemme de décomposition
de Riesz (A, VI, § 1, n° 10, th. 1), il existe =, p, o et = dans N© tels que

« =7 + o, B=p+ Y=7n+p, =0+ 17
Supposons = # 0; comme ona o + = p + 3, la relation (20) entraine

A = Axros = Aors = Mprs = Auep,s = Myae
Siparcontreonarw =0,onaf =y + tetd = a + 7, dolt

A = Aoyt = Agrry = Aoy
d’aprés (20), mais on a aussi 25, = A, 5 d’apres (21), d’olt A5 = Ay

§ 2. Algébres de Lie libres
1. Rappels sur les algébres libres

Soit X un ensemble. Rappelons la construction du magma libre M(X) construit
sur X (A, I, p. 77). Par récurrence sur I’entier n > 1, on définit les ensembles X,
en posant X; = X et en prenant pour X, ’ensemble somme des ensembles
X, x X,_ppourp =1,2,...,n — 1; si X est fini, il en est de méme de chacun
des X,,. I’ensemble somme de la famille (X,), ., est noté M(X); chacun des en-
sembles X, (et en particulier X) est identifié a une partie de M(X). Soient w et
w’ dans M(X); on note p et ¢ les entiers tels que w e X, et w’' € X, et Pon pose
n = p + ¢q; 'image du couple (w, w’) par I'injection canonique de X, x X, _,
dans X, se note w.w’ et s’appelle le produit de w et »’'. Toute application de X
dans un magma M se prolonge de maniére unique en un homomorphisme de
magmas de M(X) dans M.

Soit w dans M(X); 'unique entier » tel que w € X, s’appelle la longueur de w
et se note [(w). Ona l(w.w") = l(w) + [{w") pour w, w’ dans M(X). L’ensemble
X est la partie de M(X) formée des ¢léments de longueur 1. Tout élément w de
longueur >2 s’écrit de maniére unique sous la forme w = w’.w".

L’algébre du magma M(X) a coeflicients dans Panneau K est notée Lib(X),
ou Libg(X) lorsqu’il y a lieu de préciser anneau K. L’ensemble M(X) est une
base du K-module Lib(X), et X sera donc identifié 4 une partie de Lib(X). Si A



18 ALGEBRES DE LIE LIBRES Ch., § 2

est une algebre, toute application de X dans A se prolonge de maniére unique en
un homomorphisme de Lib(X) dans A (A, III, p. 22, prop. 7).

2. Construction de Palgébre de Lie libre

DEriniTioN 1. — On appelle algébre de Lie Libre sur Uensemble X [Dalgébre quotient
L(X) = Lib(X)/a 02 a est U'idéal bilatére de Lib(X) engendré par les éléments de U'une des
Jformes

(1) Qa) = a.a  pour a dans Lib(X),
(2) Jla, by¢) = a.(b.c) + b.(¢c.a) + ¢.{a.})
pour a, b, ¢ dans Lib(X).

I1 est clair que L(X) est une K-algebre de Lie; le composé de deux éléments
u, v de L(X) sera noté [u, 2]. Lorsqu’il y a lieu de préciser ’anneau K, on écrit
L (X) pour L(X).

La proposition suivante justifie le nom d’algébre de Lie fibre donné a L(X).

Proposrtion 1. — Soient § Uapplication canonique de Lib(X) sur L(X) ef ¢ la restric-
tion de U @ X. Pour toute application f de X dans une algébre de Lie g, il existe un homo-
morphisme F: L(X) — g et un seul tel que f = F o o.

a) Existence de F: soit & 'homomorphisme de Lib(X) dans g prolongeant f
(n° 1). Pour tout a dans Lib(X), on a A(Q(a)) = k(a.a) = [k(a), 2(a)] = 0; de
méme, Pidentité de Jacobi satisfaite par ¢ entraine 2(J(a, b, ¢)) = O pour a4, b, ¢
dans Lib(X). On en déduit i(a) = 0, d’olt un homomorphisme F de L(X) dans
g tel que £ = F o {. Par restriction 4 X, on obtient f = F o ¢.

b) Unicité de F: soit F': L(X) - ¢ un homomorphisme tel que f = F' o ¢. Les
homomorphismes F o ¢ et F' o § de Lib(X) dans g coincident dans X, donc sont
égaux; comme ¢ est surjective, on a F = F',

COROLLAIRE 1. — La famille (p(x)) % est libre sur K dans L(X).
Soient %y, £, . . ., X, des éléments distincts de X et Ay, .. ., A, dans K tels que

(3) 7\1~<P(x1) +e+ )‘n-cp(xn) = 0.

Soit g lalgtbre de Lie commutative ayant K comme module sous-jacent. Pour
i =1,2,...,n, il existeunhomomorphisme F; de L(X) dans g tel que F; (¢(x,)) = 1
et F;(p(x)) = 0 pour & # x; (prop. 1); appliquant F; 2 la relation (3), on trouve
A = 0. :

COROLLAIRE 2. — Soit a une algébre de Lie. Toute extension de L(X) par o est inessenti-
elle.

Soita—> 6 —> L(X) une telle extension (chap. I, § 1, n° 7). Comme p estsur-
jective, il existe une application fde X dans g telle que ¢ = p. o f. Soit I ’homo-
morphisme de L(X) dans g tel que f=Foo (prop. 1). On a (poF)ogp =
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g o f = @, ctla prop. 1 montre que p. o F est 'automorphisme identique de L{X).
L’extension donnée est donc inessentielle (chap. I, § 1, n° 7, prop. 6 et déf. 6).

Comme ’anneau K n’est pas réduit & 0, le cor. 1 dela prop. 1 montre que ¢ est
injective. On peut donc identifier au moyen de ¢ Uensemble X & son image dans L(X) ; avec
cette convention, X engendre L(X) et toute application de X dans une algébre
de Lie g se prolonge en un homomorphisme d’algébres de Lie de L(X) dans g.

Remarque. — Lorsque X est vide, M(X) est vide, donc L(X) = {0}. Si X a un
seul élément x, le sous-module K. x de L.(X) est une sous-algébre de Lie de L(X);
comme X engendre L(X), le cor. 1 de la prop. 1 montre que L(X) est un module
libre de base {x}.

3. Présentations d’une algébre de Lie

Soient g une algébre de Lie et @ = (g,);; une famille d’éléments de g. On note
Ja Phomomorphisme de L(I) dans g appliquant tout ¢ € I sur a;. L’image de f, est
la sous-algebre de g engendrée par a; les éléments du noyau de f, s’appellent les
relateurs de la famille a. On dit que la famille a est génératrice (resp. libre, basique)
si f, est surjectif (resp. injectif; bijectif).

Soit g une algébre de Lie. Une présentation de g est un couple (a, r) formé
d’une famille génératrice @ = (4;);.; et d’'une famille r = (r,); .5 de relateurs de
a engendrant I’idéal de L(I) noyau de f,. On dit aussi que g est présentée par la
famille a liée par les relateurs r; (jeJ).

Soient I un ensemble et r = (r,),.; une famille d’éléments de Palgtbre de
Lie libre L(I); soit a,I'idéal de L(I) engendré par r. L’algébre quotient
L(I, r) = L(I)/a, Sappelle I’algébre de Lie définie par I et la famille de relateurs
(;)je5; on dit aussi que L (I, r) est définie par la présentation (I, r), ou encore par
(I; (r; = 0);¢4). Lorsque la famille r est vide, on a L(I, r) = L(I).

Soient I et r comme précédemment; notons ; I'image de ¢ dans L(I, r). La
famille génératrice & = (&), et la famille de relateurs r constituent une pré-
sentation de L(I, r). Réciproquement, si g est une algébre de Lie et (a, r), avec
a = (a);e1, une présentation de g, il existe un unique isomorphisme
u: L(I, r) — g tel que u(&;) = g; pour tout ;e 1.

4. Polynémes de Lie et substitutions

Soit I un ensemble. Notons T, I’image canonique de I’élément ¢ de I dans L(I)
(que I’'on note aussi parfois L((T});<1)); les éléments de L(I) s’appellent polyndmes
de Lie en les indéterminées (1)), ;.

Soit g une algébre de Lie. Si £ = (4);.; est une famille d’éléments de g,
notons f, ’homomorphisme de L(I) dans g tel que f,(T,) = ¢, pourzel (n°2,
prop. 1). L’image par f, de Pélément P de L(I) se note P((¢);.1). En particulier,
on a P((Ty);e1) = P; P’élément P((3);.1) précédent s’appelle parfois ’élément
de g obtenu par substitution des ¢ aux T; dans le polynéme de Lie P((T});ey)-
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Soit 6:g— ¢’ un homomorphisme d’algébres de Lie. Pour toute famille
t = (4;);e1 d’éléments de g et tout Pe L(I), on a

(4) o(P((t)ie1)) = P((o(t))ien)s
car ¢ o f, applique T; sur o(z), pour i e 1.

Soit (Q;); ¢ 5 une famille d’éléments de L(I), et soit P € L(J). Par substitution
des Q; aux T; dans P, on obtient un polynéme de Lie R = P((Q;), ) € L(I).
Ona

(%) R((#)ier) = P((Q{(t)ie))iea)s
pour toute famille ¢ = (f,);.; d’éléments d’une alge¢bre de Lie g, comme on le
voit en transformant par ’homomorphisme f; Pégalité R = P{(Q,);.;) et en
tenant compte de (4).

Soient g une algébre de Lie, I un ensemble fini, et P € L(I). Supposons que
g soit un K-module libre. L’application

P:gl>g
définie par P((t);c1) = P((£);c1) est alors polynomiale.* En effet, Pensemble F des
applications de ¢! dans g est une algébre de Lie pour le crochet défini par

(6) [o 41(2) = [ (#), $()];

Pensemble F’ des applications polynomiales de ¢' dans g en est une sous-algebre
de Lie, d’aprées la bilinéarité du crochet. Notre assertion résulte alors de ce que
Papplication P> Pestun homomorphisme d’algébres de Lie et que T; = pr;e F/
pour tout <.

>

5. Propriétés fonctorielles

ProrosiTion 2. — Soient X et Y deux ensembles. Toute application u: X -~ 'Y se pro-
longe de maniére unique en un homomorphisme d’algébres de Lie L(u): L{X) — L(Y).
Pour toute application v: Y —Z, on a L(v o) = L(v) o L().

L’existence et P'unicité de L(z) résultent de la prop. 1 du n°® 2. Les homo-
morphismes L(v o #) et L(v) o L(#) ont méme restriction & X, donc sont égaux

(prop. 1).

COROLLAIRE. — ST u est injective (resp. surjective, bijective), il en est de méme de L(u).

L’assertion étant triviale pour X = §, supposons X ## . Si u est injective, il
existe une application v de Y dans X telle que v o u soit Papplication identique de
X; d’aprées la prop. 2, L(v) o L(u) est Pautomorphisme identique de L(X), donc
* Rappelons (A, IV, § 5, n° 10, n°l édition) la définition des applications polynomiales d’un module

libre M dans un module N: si ¢ est un entier >0, on dit qu’une application f: M -> N est poly-
nomiale homogéne de degré ¢ 5’il existe une application multilinéaire u de M¢? dans N telle que

Sx) =ulx,..., %) pour tout x € M.

Une application de M dans N est dite polynomiale si elle est somme finie d’applications polynomiales
homogeénes de degrés convenables.
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L() est injective. Lorsque  est surjective, il existe une application w de Y dans X
telle que u o w soit Papplication identique de Y; alors L{u) o L(w) est Papplica~
tion identique de L(Y), ce qui prouve que L(x) est surjective.

Soit X un ensemble et soit S une partie de X. Le corollaire précédent montre
que P'injection canonique de S dans X se prolonge en un isomorphisme « de L(S)
sur la sous-algebre de Lie L'(S) de L(X) engendrée par S; nous identifierons L(S)
¢t L’(S) au moyen de o.

Soit (8,) 1 une famille filtrante croissante de parties de X, de réunion S. La re-
lation S, = S, entraine L(S,) < L(S;), donc la famille des sous-algébres de Lie
L(S,) de L(X) est filtrante croissante. Par suite, g = UI L(8,) est une sous-

ae

algébre de Lie de L(X); ona S < g, d’ou L(S) < g, et comme L(S,) < L(S)
pour tout « €I, on a ¢ < L(S). Donc

(7 LU S) = U LSJ

pour toute famille filtrante croissante (S,)y <1 de parties de X,

Appliquant ce qui précéde a la famille des parties finies de X, on voit que tout
élément de L(X) est de la forme P(x,,.. ., x,) ot P est un polynéme de Lie & n
indéterminées et x, . . ., x, sont des éléments de X,

Proposrtion 3, — Soit K’ un anneau commutatif non réduit a {0}, et soit u: K — K’ un
Fomomoiphisme d’anneaux. Pour tout ensemble X, il existe un homomorphisme de K'-
algébres de Lie et un seul

v: Lg(X) @ K’ — L (X)
tel que v(x @ 1) = x pour x € X. De plus, v est un isomorphisme.

Appliquant la prop. 1 4 g = Ly (X) considérée comme K-algébre de Lie, et
a4 lapplication xr>x de X dans ¢, on obtient un K-homomorphisme
Lx(X) = L (X), d’ot un K’'-homomorphisme »: Lg(X) & K’ — L. (X). Le
fait que v soit unique et soit un isomorphisme résulte du ce que le couple
(Lg(X) @K', x+>x @ 1) est solution du méme probléme universel que le
couple (L. (X), x — x).

Remarque. — Soient b’ une K'-algebre de Lie et b la K-algébre de Lie déduite de
b’ par restriction de I'anneau des scalaires. Si P e Lg(X), on peut définir

P: pX —p (n° 4). On voit aussitét que
P= (e~

6. Graduations

Soit A un monoide commutatif, noté additivement. On note ¢, une application
de X dans A et ¢ 'homomorphisme du magma libre M(X) dans A qui prolonge
9. Pour tout 3 € A, soit Lib*(X) le sous-module de Lib(X) ayant pour base la
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partie ¢~ 1(3) de M(X). La famille (Lib%(X));c 4 est une graduation de I’algébre
Lib(X), c’est-a-dire que I'on a

(8) Lib(X) = 669A Lib%(X)
(9) Lib%(X).Lib¥(X) < Lib®*¥(X)  pour §, 8 dans A

(A, 111, p. 31, Exemple 3).

Lemme 1. — L’idéal o de la définition 1 est gradué.
Pour a, b dans Lib(X), posons B(a, ) = a.b + b.a. Les formules

(10) B(s,4) = Q(z + b) ~ Q@) — Q)
() QUyoawy + -+ + hytwy) = 20Q(w) + 2, WAB(w, w)

pour wy, ..., w, dans M(X) et A,..., A, dans K, montrent que les familles
(Q(4)) g erime €t (Q(w), B{w, w'))y,u e Moy engendrent le méme sous-module de
Lib(X). Comme J est trilinéaire, I'idéal a est engendré par les éléments homo-
genes Q(w), B(w, w') et J(w, w', w") pour w, w’, w" dans M(X), donc est gradué

(A, II1, p. 32, prop. 1).
C.Q.F.D.

Munissons P'algebre de Lie L(X) = Lib(X)/a de la graduation quotient. La
composante homogeéne de degré § de L(X) est notée L¥(X); c’est le sous-module
de L(X) engendré par les images des éléments w € M(X) tels que o(w) = 3.

Nous utiliserons surtout les deux cas particuliers suivants:

a) Graduation totale: on prend A = N et ¢y(x) = 1 pour tout xe X, d’ou
o(w) = l(w) pour w dans M(X). Le K-module L"(X) est engendré par les images
des éléments de longueur z dans M{X), que nous appellerons alternants de degré n.
Nous verrons plus tard que le module L*(X) est libre et admet une base formée

d’alternants de degré n (n° 11, th. 1). On a L(X) = n@l L*(X), et L}(X) admet
X pour base (n° 2, cor. 1 de la prop. 1). Par construction de M(X), on a

n—-1

(12) LX) = 2, [L7(X), L*?(X)]
et en particulier
(13) LX), Lr(X)] = LX),

b) Multigraduation: on prend pour A le monoide commutatif libre N® con-
struit sur X. E’application ¢, de X dans A est définie par (@q(x))(*") = 84, OU
3, est le symbole de Kronecker. Pour w € M(X) et x € X, Pentier (¢(w))(x) est
¢le nombre d’occurrences de la letire x dans w». Pour « dans N, on pose

[} = xe a(x), ot |o(w)| = {(w) pour tout w dans M(X). On en déduit



n® 7 ALGEBRES DE LIE LIBRES 23

(14) LX) = D LxX);

of=

on a évidemment

(15) [L¥(X), L8(X)] = L*+8(X) pour «, § dans N®,

ProrosITION 4. — Soit S une partie de X. Si Pon identifie N® & son tmage canonique
dans N® (A, I, p. 89), on a L(S) = Z LX(X). De plus, pour fout o € N®, [a

aeN®)
composante homogéne de degré o pour la multigraduation de L(S) est égale ¢ TX(X).
Soit & € N®. Le module L*(S) est engendré par les images dans L{X) des
éléments w de M(S) tels que p(w) = «, c’est-a-dire (A, I, p. 91, formules (23) et
(24)) T’ensemble des w de M(X) tels que ¢(w) = a. On a donc L*(S) = L*(X).

La proposition résulte de 1a et de la relation L(S) = L*(S).

oeNGS

COROLLAIRE. — Pour toute famille (S;); 1 de parties de X, on a

(16) L(QI s,.) = [1L(S).
Cela résulte de la prop. 4 et de la formule évidente
(17) N® — QI NS

o1 'on a posé S = QI S;.
1

7. Suite centrale descendante

ProPOSITION 5. — Sotent g une algébre de Lie et P un sous-module de g. Définissons les
sous-modules P, de g par les formules P, = P et P,y = [P, P,] pourn = 1. Alorsona

(18) [P, Pu] < Prsns
n—1
(19) P, = 2 [P, P,.,] powrn > 2.

Démontrons (18) par récurrence sur m. Le cas m = 1 est clair. D’apres
Pidentité de Jacobi, on a

[P, P}, P} = [Pp, [P, Pl + [P, [Py, P,
c’est-a-dire
[Pr+1s Pl < [P, Pasal + [P, [P Pl
L’hypothese de récurrence entraine [P, P,y 1] © Pyipiiet [Py, Po] < Pryns
d’ou
[Pm+1> Pn] < Pm+n+1 + [Pa Pm+n] = Pm+n+1°
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n—-1
D’aprées la formule (18), ona P, = pzl [P, P,_,]1 > [P, P,_1] =P, ,d’0i (19).

Lorsque 'on prend P = g, 1a suite (P,) est la suite centrale descendante (™) de g
(chap. I, § 1, n° 5, 2¢me édition).* On a donc:

PROPOSITION 6. — Soient g une algébre de Lie et (678), » 1 la suite centrale descendante de g.
Ona
[€™g, €"g] < €™*"g pourm = letn > L.

Généralisant la déf. 1 du chap. I, § 4, n° 1, nous dirons qu’une algébre de Lie
g est nilpotente st €"s = {o} pour n assez grand. On appelle classe de nilpotence
d’une algebre de Lie nilpotente g le plus petit entier z tel que " *'g = {o}.

ProposiTION 7. — Soit X un ensemble et sott n un entier > 1.

a) OnaLr*3(X) = [LY(X), L*(X)].

b) Le module L*(X) est engendré par les élémenis [xy, [%ay .. o [Hn—1, %) .. .]] ok
(%15 - - -, %,) parcourt Uensemble des suites de n éléments de X.

¢) La suite centrale descendante de L.(X) est donnée par €(L(X)) = pzn L (X).

a) Nous appliquerons la prop. 5 avecg = L(X) et P = L(X). Par récurrence
sur #, on déduit de (12) (n° 6) et (19) I’égalité P, = L*(X). La rclation cherchée
équivaut alors a la définition [P, P,] = P, ;.

b) Cela résulte de a) par récurrence sur z.

¢) Posons ¢ = L(X) et g, = pzn L,(X). On a g = g et la formule (13) du
n° 6 entraine [g,, 6,,] < 8, +m, €t en particulier [g, g,] < 6, ;. Par récurrence sur

n,on a €"g < g,. Par ailleurs, de @) on déduit L*(X) < ¥"g par récurrence sur z.
Comme %™g est un idéal de g, la relation L7(X) < %™"g entraine

Lr#i(X) = [LH(X), L/(X)] = %7

d’aprés a). On a donc L?(X) < €"g pour p 2 n, d’olt g, < €.

COROLLAIRE. — Soient ¢ une algébre de Lie et (x;);1 une famille génératrice dans g. Le
n-iéme terme €"g de la suite centrale descendante de g est le module engendré par les crochets
wbbrds %5 [y o oy [Xiy_pp X ]- - N1 pour p > netiy, ... 0, dans L.

Soit f 'homomorphisme de L(I) dans g tel que f(¢) = x; pour tout i el.
Comme (¥;);c; engendre g, on a g = f(L(I)), d’ot "¢ = f(¥*(L(I1))) Laprés
la prop. 4 du chap. 1, § 1, n° 5. Le corollaire résulte alors des assertions &) et )
de la prop. 7.

1 Avec la définition adoptée dans la premiére édition du chap. I, on aurait P, = 4™ 1g.
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8. Dérivations des algéhres de Lie libres

ProposrTion 8. — Soit X un ensemble, soit M un L(X)-module et soit d une application
de X dans M. Il existe une application lindaire D de L(X) dans M, et une seule, pro-
longeant d et satisfaisant a la relation:

(20) D([a, a']) = ¢.D(a") — a'.D(a) pour a, &’ dans L(X).

On définit une algebre de Lie g ayant pour module sousjacent M x L(X) au
moyen du crochet

@an [(m, @), (m', a')] = (a.m" — a'.m, [a, &),

pour g, &’ dans L(X) et m, m" dans M (chap. I, § 1, n° 8). Soit f homomorphisme
de L(X) dans g tel que f(x) = (d(x), x) pour tout x dans X; posons
f(a) = (D(a), u(a)) pour tout ¢ dans L(X). D’apres la formule (21), u est un
homomorphisme de L(X) dans elle-méme; comme on a #(x) = x pour x dans X,
on a #(a) = a pour tout ¢ dans L(X), d’ou

(22) Sf(a) = (D(a), a).

Drapres (21) et (22), la relation (20) découle alors de f{([a, ¢']) = [f(a),f(a')].

Réciproquement, soit D’ une application de L(X) dans M qui satisfasse a la
relation (20") analogue a (20) et prolonge d. Posons f'(¢) = (D'(a), a) pour
aeL(X); d’apres (207) et (21), f7 est un homomorphisme de L(X) dans g,
coincidant avec f dans X, d’ol f* = fet D’ = D.

COROLLAIRE. — Toute application de X dans L(X) se prolonge de maniére unique en une
dérivation de 1.(X).

Lorsque M est égal 3 L{X) muni de la représentation adjointe, la relation (20)
signifie que D est une dérivation.

9. Théoréme d’élimination

Prorosition 9. — Soient S, et S, deux ensembles disjoints et d une application de S; x S,
dans L(Sy). Soit g Palgébre de Lie quotient de L(S; U 8,) par Pidéal qu’engendrent les
éléments sy, s5] — d(s1, 55) pour s; €Sy, 55 € Sy; soit § Papplication canonique de
L(S; U S,) sur g.

a) Pour i = 1, 2, la restriction o, de ¢ & S; se prolonge en un isomorphisme de L(S;)
sur une sous-algébre a; de g.

b) Onag = a; + ay, ay N ay = {0} et ay est un idéal de g.

Pour ¢ = 1, 2, notons ¢; ’homomorphisme de L(S;) dans g qui prolonge ¢,
et q; son image. Il est clair que ¢;(S;) engendre q,.
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Soit 5, €S;; on pose D = ad ¢,(s;). La dérivation D de g applique ¢,(S;)
dans a, d’apres la relation

[01(s1)5 @2(s2)] = $a(d(sy, 52)) pour s, € Sy

comme la sous-algébre a, de g est engendrée par ¢,(S,), on a donc D(ay) < a,.
L’ensemble des x € g tels que ad x laisse stable a, est une sous-algébre de Lie de g,
qui contient @, (S,;) d’aprés ce qui précede, donc aussi ;. On a donc

(23) [a3, 03] < a5,

Par suite a; + a; est une sous-algébre de Lie de g, et comme elle contient ’en-
semble générateur ¢;(S;) U ¢5(S,), on a

(24) a4 + g = g.

Pour tout s; €8,;, il existe une dérivation Dy de L(S;) telle que
D, (ss) = d(s1, 52) pour tout s, dans S, (n° 8, cor. de la prop. 8). L’application
s, > Dy, se prolonge en un homomorphisme D de L(S;) dans I’algébre de Lie des
dérivations de L(S,). Soit b le produit semi-direct de L(S;) par L(S,) corres-
pondant a D (chap. I, § 1, n° 8). En tant que module, b est égal a L(S;) x L(S,),
et ’on a en particulier

(25) [(s1, 0), (0, s2)] = (0, d(s1, 52))

pour s; €S, et 55 € S,.

De (25) on déduit Pexistence d’'un homomorphisme f de ¢ dans b tel que
So1(s1)) = (51, 0) et fpy(s5)) = (0, s5) pour s5; €8S, et s,€ S, On en déduit
aussitot la relation

(26) J(Wa(a) + da(as)) = (a1, a)

pour a, € L(S;) et a; € L(S,).
La relation (26) montre que ¢, et ¢, sont injectifs et que a; M ay; = {0}. Les
formules (23) et (24) entralnent alors la proposition.

ProrosiTion 10 (théoréme d’élimination). — Soient X un ensemble, S une partie de
X, et T Pensemble des suites (5y, ..., 850 %) avec 2 0, 51,...,8, dans S et x dans
X =81

a) Le module 1.(X) est somme directe de la sous-algébre L(S) de L(X) et de 'tdéal a
de L(X) engendré par X — S.

b) Il existe un isomorphisme d’algébres de Lie o de L(T) sur a qui transforme
(S35 - Sp %) en (ad sy 0. .. o ad 5,) (x).

t Pour n = 0, on obtient les éléments de X = S, d’ot X =S < T.
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Soit g I'algébre de Lie construite comme dans la prop. 9 avec les données
S, =8, S, =T, d(s,t) = (5, 815-- 55, %) €T < L(T)

pour £ = (54, ..., 5y, &) dans T ets e S;. Nous identifions L(S) et L(T) a leurs
images canoniques dans g (prop. 9, a)).

Soit ¢ Papplication (s, ..., Sy %) > (ad sy 0 - - - o ad 5,) (x) de T dans L(X).
On a évidemment $(d(s, ¢)) = [5, P(¢)] pour se S et te T, et il existe donc un
homomorphisme a: g — L(X) dont la restriction 2 S est I'identité et dont la res-
triction 4 T est ¢. On a X =8 = T, d’ott un homomorphisme 8: L(X) —g
dont la restriction 4 X = S U (X = 8) est P'identité.

Montrons que « est un isomorphisme, et  ’isomorphisme réciproque. Comme
on a Y(x) = x pour x dans X = S, on voit que « o § coincide avec 'identité dans
X, d’ot a o f = Idyx,. On a par ailleurs [s, t] = d(s, ¢) dans ¢ pour s€ 8, teT,
par construction méme; on en déduit que £ = (s;,...,5, x) est égal dans g &
(ad sy 0--- 0 ad s,)(x), d’olt ¢ = B(«(?)). Comme on a B(x(s)) = s pour s€S
et que S U T engendre g, on a oo = Id,.

Comme a est un isomorphisme de g sur L(X), la prop. 9 montre que la res-
triction de o & L (T) est un isomorphisme ¢ de L(T) sur un idéal b de L(X), tel
que le module L(X) soit somme directe de L(S) et b. On a évidemment

@S0y« -y Suy %) = (ad sy 0...0ads,)(x)

pour (sg,. .., 8, x) dans T.
On a donc ¢(T) < o, 0ol b < a puisque ¢(T) engendre la sous-algebre b de
L(X). Mais b est un idéal et X = S < ¢(T) < b, d’olia < b.

COROLLAIRE. — Soit y € X. L’algébre de Lie libre 1.(X) est somme directe du sous-
module libre K .y et de la sous-algébre de Lie admettant comme famille basique la famille des
((ady)™.z) pourn > O et ze X — {y}.

Il suffit de faire S = {y} dans la prop. 10.

10. Ensembles de Hall dans un magma libre

Soient X un ensemble, M(X) le magma libre construit sur X et M*(X), pour
n € N*, ’ensemble des éléments de M(X) de longueur n (n° 1). Siw e M(X) et
l(w) > 2, on note a(w) et B(w) les éléments de M(X) déterminés par la relation
w = o(w)p(w); on a l(«(w)) <l(w), I(B(w)) <I(w). Enfin, pour u, v dans M(X),
on note u™ I’élément défini par récurrence sur P'entier m > 0 par u% = v et
a1y = u(u™).

DefrinrTioN 2. — On appelle ensemble de Hall relatif a X toute partie H de M(X)
munie d’une relation d’ordre total satisfaisant aux conditions sutvantes:
(A) StueH,veHelu) < I@),mau < o
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(B) OnaX < Het H N M?(X) se compose des produils xy avec x, y dans X et x < y.
(C) Un élément w de M(X) de longueur > 3 appartient @ H si et seulement 1 est de
la forme a(bc) avec a, b, cdans H, bcc H, b < a < bceth < ¢.

ProposiTiON 11. — I existe un ensemble de Hall relatif & X.

Nous allons construire par récurrence sur lentier n > 1 des ensembles
H, < MYX) et une relation d’ordre total sur chacun de ces ensembles:

a) On pose H; = X et on le munit d’une relation d’ordre total.

b) L’ensemble H, se compose des produits xy avec x,y dans X et ¥ < y. On
le munit d’un ordre total.

¢) Soitz > 3 tel que les ensembles totalement ordonnés H,, ..., H, _, soient
déja définis. L’ensemble H;, _, = H, U --- U H,_, est muni de la relation d’ordre
total qui induit les relations données sur Hy, . . ., H, _; et telle que Pon aitw < '
sil(w) < l[{w"). On définit H, comme I’ensemble des produits a(bc) € M*(X) avec
a, b, ¢ dans H;, _; satisfaisant aux relations bce H,,_;, b < a < be, b < ¢ et on
munit H, d’une structure d’ordre total.

Posons H = |J H,,; on munit H de Pordre total défini ainsi: on a w < ' si

nzl
et seulement si [(w) < {(w') ou bien l(w) = [(w') = net w < w’ dans Pensemble
H,. Il est immédiat que H est un ensemble de Hall relatif & X,

Pour toute partie S de X, nous identifions le magma libre M(S) a son image
canonique dans M(X).

ProrosrrioN 12. — Soit H un ensemble de Hall relatif & X et soient x, y dans X.

a) OnaH N M({x}) = {x}.

b) Supposons x < y et soit d, I"homomorphisme de M(X) dans N tel que d,(y) = 1
et dy(z) = 0 pour ze X, z # y. L’ensemble des éléments w e H N M({x, y}) tels que
d,(w) = 1 se compose des éléments x™y pour n entier = 0.

Dapres la déf. 2 (B), ona xeH et HN M2({s}) = 0. Si we H N M({x}),
avecn = [{w) > 3, les éléments a(w) et f(w) appartiennent aussi & H N M({x})
d’aprés la déf. 2 (C). On en déduit aussitbt par récurrence sur n que
HnM"({x}) = 0 pour n > 2, d’ol a).

Démontrons maintenant 5). D’apres la déf. 2 (B), on a ycH et ay e H.
Démontrons par récurrence sur z que x"ye€H pour z entier >2. On a
x"y = x(x(x"~2y)) et Phypothése de récurrence entraine que x" %y e H. On a
I(x) < l(x" %) pour n > 2 et x <y, dod x < 2" %y dans tous les cas; la
condition (C) de la déf. 2 montre que x"y € H. D’autre part, on a bien
dy(x™y) = 1. Inversement, soit w € H N M({x, 3}), avec d,(w) = 1. Si {(w) = 1,
onaw=y;sil(w) =2,onaw=uxy dapres la déf. 2 (B). Si /(w) > 3, on a
w = a(bc), avec a, b, ¢, be dans H N M({x, y}) (déf. 2 (C)). On ne peut pas avoir
d,(be) = 0, car ceci entrainerait bc € M({x}), ce qui est impossible d’aprés a).
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On a donc d,(bc) = 1 et d,(a) = 0, d’ot1 ¢ = x d’aprés ). On en déduit aussitot
parrécurrence sur # = [(w) que w = "~ 'y, ce quiachéve la démonstration de b).

CoROLLAIRE. — 8§ Card X > 2, on a H N M*(X) # 0, pour tout entier n. > 1.

ProrosiTioN 13. — Soit X un ensemble fini possédant au moins deux éléments. On note H
un ensemble de Hall relatif & X. Il existe alors une bijection strictement croissante p — w,
de N sur H et une suite (P,), oy de parties de H avec les propriétés suivantes:

a)y OnaP, =X.

b) Pour tout entier p > 0, on a w, € P,,. .

¢) Pour tout entier n = 1, il existe un entier p(n) tel que tout élément de P, soit de
longueur >n pour tout p = p(n).

d) Pour tout entier p > 0, Densemble P, ., se compose des éléments de la_forme whw
aveci = 0, we P, et w # w,

Comme X est fini, chacun des ensembles M"(X) est fini. Posons
H, = H n M"(X) pour tout z > 1. Le cor. de la prop. 12 montre que I’ensemble
fini H, est non vide. Soit #, le cardinal de H, ; posons v, = Oeto, = uy + -+ + u,
pour n > 1. Comme H, est un ensemble fini totalement ordonné, il existe une
bijection strictement croissante p +—+ w,, de I'intervalle (v, _;, v, — 1} de N sur H,.
11 est immédiat que p > w, est une bijection strictement croissante de N sur H.

Posons P, = X et pour tout entier p > 1, soit P, I’ensemble des éléments w de
H tels que w > w, et que 'on ait, ou bien w € X, ou bien «(w) < w, (remarquons
que si w est de longueur > 2, la relation w e H entraine a(w) € H d’aprés la con-
dition (C) de la déf. 2). On a w, € P,; cela est clair si w, € X et cela résulte de
Pinégalité [(a(w,)) < {(w,) et de la condition (A) de la déf. 2 lorsque w, ¢ X.

Les conditions a) et &) sont donc satisfaites.

Soit # un entier >1 et soit p > v,. Pour tout we Py, on a l(w) > l(w,) > n
d’aprés la définition méme de Papplication p — w,. Ceci établit ¢).

Montrons que tout élément de la forme u = wiw avec i > 0, weP, et
w 5= w,appartient A P, 1. 8i¢ # 0,onal(u) > l(w,) d’oliu > wyetu > w,,;
onau¢Xeta(w) =w, < wyy, dotuecP,,,.Sii=0,onauecP,etu # w,;
onadoncu > wy, d’ottu > w,4;;siun’appartient pasa X, ona a(w) < w, d’ott
a(w) < w,,i;0onaencorenel,, ;.

Réciproquement, soit u € P, , ;. Distinguons deux cas:

o) Iln’existe aucun élément v de M(X) tel que u = w,p. Par définition de P, , ,,
on a u > w,. De plus, si u¢ X, on a «(u) # w, par hypothese faite, et 'on a
a(u) < wyy, puisque u€ P, ;; donc a(u) < w,. DonconaucP, etu # w,.

B) 1l existe v dans M(X) tel que u = w,o. D’apres la déf. 2, on a nécessaire-
ment, soit w, € X, ve X et w, < v, soit v¢ X et a(v) < w, < v. Dans les deux
éventualités, onave P, ;.

Ceci posé, il existe un entier 7 > 0 et un élément w de M(X) tels que u = w/)w,
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ct ou bien w € X, ou bien w ¢ X et a(w) # w,. Siz = 0, on est dans le cas &) ci-
dessus, d’ott w € P, et w # w,. Sii > 0, la démonstration de B) ci-dessus établit,
par récurrence sur i, les relations weP,,; et w # w,. Supposons w ¢ X; de
weP,,; on déduit «(w) < w, et comme on a a(w) # w,, on conclut que
w € P,. Ceci achéve de prouver d).

Exemple. — Supposons que X ait deux éléments x, y; ordonnons X de telle sorte
que Pon ait ¥ < y. La construction donnée dans la démonstration de la prop. 11
fournit un ensemble H qui a 14 éléments de longueur <5 donnés dans le tableau
suivant:

H, w =x Wy =Y

H, ws = (xy)

H, w, = (x(xy)) ws = (y(xy))

H,  ws= (x(x(xy))) wr = (y(x(xy))) ws = (y(y(xy)))

Hy  wy = (x(x(x(x))))  wio = (y(x(x(x9))))  wn = (9(y(x(x9))))
wie = (y(y(¥(x))))  wis = (W) (=) wia = () (¥(9)))-
(On a numéroté les éléments de H suivant les relations d’ordre total choisies dans
chaque H,.)

11. Bases de Hall d’une algébre de Lie libre

On conserve les notations du n° précédent.

TrutorEME 1. — Soient H un ensemble de Hall relatif @ X et V' Papplication canonique
de M(X) dans Ualgébre de Lie libre L(X). Larestriction de'V' a H est une base du module
L(X).

Pour tout élément w de H, on pose @ = ¥'(w).

A) Cas ot X est fins.

Si X est vide, il en est de méme de M(X) et donc de H, et L(X) est réduit &
0. Si X a un seul élément x, H N M"*(X) est vide pour z > 2 (prop. 12 a)). Par
suite, on a H = {x}; on sait aussi (n° 2, Remargue) que le module L(X) est libre
de base {¥}. Le théoréme est donc vrai lorsque X a au plus un élément.

Supposons désormais que X ait au moins deux éléments; choisissons des
suites (w,) et (P,) ayant les propriétés énoncées dans la prop. 13. Pour tout entier
p = 0, on note L, le sous-module de L(X} engendré par les éléments &; pour
0 < ¢ < p et g, la sous-algebre de Lie de L(X) engendrée par la famille (z),cp,.

Lemme 2. — Pour tout entier p > 0, le module L., admet la famille (%)< <, pour base,
Ualgébre de Lie g, admet (1), cp, pour famille basique, et le module 1.(X) est somme directe
de L, et g,

Onal, = {0} et g, = L(X), et le lemme est vrai pour p = 0. Raisonnons par
récurrence sur p. Supposons donc que le lemme soit vrai pour un entier p > 0.
Posons #; ., = (ad @,)".% = ¥(wlw) pouri > 0, we P, w # w,. D’aprés le cor.
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de la prop. 10 du n° 9, I’algébre de Lie libre g, est somme directe du module T,
de base {@,} et d’une sous-algébre de Lie b, admettant F = (% )15 0,wep,,w#w,
pour famille basique. D’aprés la prop. 13d), la famille (%),.p,,, est égale & &,
donc est une familie basique de b, = g,,71. Onadonc L(X) =L, ® T, ® 6,1
etcommeLl,,; =L, + Ty,onaL(X) =L, ,; ® 6,1 ¢t (@o, @By, - - -5 Wp_1, Dy)
est une base du module L, ;.

C.Q.F.D.

Soit # un entier positif. D’aprés la prop. 13¢), il existe un entier p(n) tel que P,
n’ait que des éléments de longueur >=r pour p > p(n). Pour p = p(n), la sous-
algébre de Lie g, de L(X) est engendrée par des éléments de degré >n, donc
1L*(X) Nng, = {0}. Par ailleurs, les éléments w; de L(X) sont homogenes et la
famille (#;)o<s<, est une base d’'un module supplémentaire de g,. Il en résulte
immédiatement que la famille des éléments @, de degré n est une base du module
L*(X), et que la suite (&;);, est une base du module L(X).

B) Cas général.

Si S est une partie de X, rappelons que M(S) est identifié au sous-magma de
M(X) engendré par S et L(S) est identifiée a la sous-algebre de Lie de L(X)
engendrée par S; on a vu que si w e M(S) est de longueur >2, on a a(w)
e M(S) et B(w) e M(S). Il en résulte immédiatement que H N M(S) est un
ensemble de Hall relatif a S.

Pour toute partie finie ® de H, il existe une partie finie S de X telle que
® < M(S). Le cas A) montre alors que les éléments @ pour w € @ sont linéaire-
ment indépendants dans L(S), donc dans L(X). Par suite, la famille (), 5 st
libre.

Pour tout élément a de L(X), il existe une partie finie S de X telle que 2 € L.(S).
D’aprées le cas A), la partiec ¥'(H N M(S)) de ¥'(H) engendre le module L(S),
donc @ est combinaison linéaire d’éléments de ¥'(H). Donc W(H) engendre
le module L(X), ce qui achéve la démonstration.

COROLLAIRE, — Le module L(X) est libre, ainsi que chacun des sous-modules L*(X)
pour o € N® et LX) pour n € N. Les modules L*(X) sont de rang fini, et il en est de
méme des modules LM(X) st X est fini.

11 existe un ensemble de Hall H relatif 2 X (prop. 11). Pour tout w € H, I’é1é-
ment ¥(w) de L(X) appartient & 'un des modules L*(X) (avec a € N®), et le
module L(X)} est somme des sous-modules L*(X). De plus, pour tout & € N&®,
P’ensemble des éléments de M(X) dont 'image canonique dans N® est égale a o
est fini; ceci montre que chacun des modules L%(X) est libre de rang fini, et que

L(X) estlibre, Ona L*(X) = Z L*(X), donc L*(X) est libre ; lorsque X est fini,
fal =n q

I’ensemble des « € N® tels que || = 2 est fini, donc L*(X) est alors de rang fini.
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DErmnrrioN 3. — On appelle base de Hall d’une algébre de Lie libre 1.(X) toute base de
L(X) qui est Pimage canonique d’un ensemble de Hall relatif ¢ X.

Remarque. — Supposons que X se compose de deux éléments distincts x et y et
soit L¢ - le sous-module de L(X) somme des L*(X) pour « € N%, avec «(y) = 1.
On déduit aussitdt du th. 1 et de la prop. 12 du n° 10 que les éléments (ad x)".y
pour n entier >0 forment une base du sous-module L¢ - D, 11 en résulte que la
restriction @ L¢ -V de Papplication ad x est injective.

§ 3. Algébre enveloppante de Palgébre de Lie libre

Dans ce paragraphe, on note A(X) = Ax(X) Palgébre associative libre Libas(X) de
Lensemble X sur Panneau K (A, 111, p. 21, déf. 2). On identifie X & son image canonique
dans A(X); rappelons que le K-module A(X) admet pour base le monoide libre Mo(X)
déduit de X5 on note A+ (X) le sous-module de A(X) engendré par les mots non vides.

1. Algébre enveloppante de L(X)

TaforEME 1.— Soit o: L(X) — A(X) lunique homomorphisme d’algébres de Lie
prolongeant Dinjection canonique de X dans A(X) (§2, n°2, prop.l). Soit
o: L(X) — U(L(X)) lapplication canonique de L.(X) dans son algébre enveloppante et
soit B: U(L(X)) — A(X) Punique homomorphisme d’algébres uniféres tel que B oo = a
(chap. I, § 2, n° 1, prop. 1). Alors:

a) a est injectif, et a(L(X)) est un sous-module facteur direct de A(X).

b) B est bijectif.

Soient B une K-algebre unifére et ¢ une application de X dans B; d’apres la
prop. 1 du § 2, n° 2, il existe un homomorphisme d’algeébres de Lie ¢: L(X) — B
tel que ¢ | X = ¢; d’aprés la prop. 1 du chap. I, §2, n° 1, il existe un homo-
morphisme d’algebres uniferes 0: U(L(X)) —> B tel que 00 ¢ = ¢, donc tel que
(600) | X = ¢. Comme o(X) engendre lalgébre unifere U(L(X)), I’homo-
morphisme 6 est I"'unique homomorphisme d’algébres uniféres satisfaisant a cette
derniére condition. Ceci montre que le couple (U(L(X)), ¢ | X) est une solution
du méme probléme universel que A(X); prenant pour ¢ P'injection canonique de
X dans A(X), on en déduit que B est un isomorphisme, ce qui démontre 5).

Enfin, comme L(X) est un K-module libre (§ 2, n° 11, cor. du th. 1), o est
injectif et 6(L(X)) est un sous-module facteur direct de U(L(X)) (chap. 1, §2,
n°® 7, cor. 3 du th. 1). D’aprés 5), cela démontre a).

CororLLARE 1. — Il existe sur U algébre A(X) un unique coproduit faisant de A(X) une
bigébre et tel que les éléments de X soient primatifs. De plus, B est un isomorphisme de la
bigebre U(L(X)) sur A(X) munie de cette structure de bigébre.
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Cela résulte de I’assertion b) du théoréme et du fait que X engendre Palgébre
unifére A(X).

Dorénavant, on munit A(X) de cette structure de bigebre et on identifie L(X)
3 son image par a, c’est-a-dire & la sous-algébre de Lie de A(X) engendrée par X.

COROLLAIRE 2. — 8% K est un corps de caractéristique 0, L(X) est Lalgébre de Lie des
éléments primitifs de A(X).
Cela résulte du cor. 1 et du cor. de la prop. 9 du § 1, n° 5.

Remarques. — 1) Soit K’ un anneau commutatif contenant K. Si on identifie
A(X), L(X) et Lx.(X) a des parties de Ag.(X), il résulte de la partie ) du th. I la
relation

(1) L(X) = Le(X) N AX).

2) Lecor. 2 du th. 1 reste valable si on suppose seculement que le groupe
additif de Panneau K est sans torsion. En effet, supposons d’abord K = Z;
tout élément primitif de A(X) est un élément primitif de Aq(X), donc est dans
Lo(X) N A(X) = L(X) (cor. 2 et formule (1)). Dans le cas général, K est plat
sur Z et on applique la Remarque 2 du § 1, n° 2 et la prop. 3 du § 2, n° 5.

3) Soient A un monoide commutatif, ¢, une application de X dans A,
@: Mo(X) — A Phomomorphisme de monoide associé; si on munit A(X) de la
graduation (A%(X))s.n définie en A, III, p. 31, Exemple 3 et L(X) de la
graduation (L%(X));., définie au §2, n° 6, on a aussitét, pour & €A,
L3(X) = L(X) n A%X). Comme L est la somme des L*(X) pour 3 €A, et que
la somme des L(X) N A%(X) pour 8 € A est directe, cela entraine

@) L5(X) = L(X) N A%(X).

4) Soit A une algtbre associative unifére, et soit ¢ = (¢);.; unec famille
d’éléments de A. On a un diagramme

LA —f— A

WV

Ad)

ol ¢ est Pinjection canonique, f, est ’homomorphisme d’algeébre de Lie défini
par t et g, ’homomorphisme d’algeébre unifére tel que g,(f) = ¢4 pour ¢ 1. Le
diagramme est commutatif car g, o i et f; coincident dans I. Il en résulte que, si
P e L(I), Pélément P((£);.;) défini au § 2, n® 4, coincide avec I'élément P((#);c1)
défini en A, I, p. 24, Exemple 2.
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2. Projecteur de A*(X) sur L(X)
Soit = Papplication linéaire de A*(X) dans L(X) définie par

(3) (% - 4) = (ad(xy) o -+ 0 ad (%, 1)) (%)

pour z > 0, x5,. .., %, dans X.

ProrosiTiON 1. — a) La resiriction m0y de m ¢ L(X) est une dérivation de L(X).

b) Pour tout entier n = 1 et fout u dans L*(X), on a =(u) = n.u.

a) Soient E I'algeébre des endomorphismes du module L(X) et 6 'homomor-
phisme de A(X) dans E tel que 6(x) = ad x pour tout x € X. La restriction de 0 &
L(X) est un homomorphisme d’algebres de Lie de L.(X) dans E, qui coincide sur
X avec la représentation adjointe de L(X), d’otr

(4) 0(u).v = [u, 2] pour %, v dans L(X).
Soient ¢ dans A(X) et b dans A*(X); on a
(5) w(a.b) = 0(a).7=(h).

11 suffit en effet de considérer le cas @ = x;...%,, b = %, ... %, ,avec p > 0,
g=1etx,...,%,, dans X; mais alors (5) résulte immédiatement de (3)
puisque 'on a 6(x) = ad x pour x € X.

Soient # et v dans L(X); d’apres (4) et (5), on a

([, v]) = m(uv — vu) = 0(u).w(v) — 0(v).7(u)
= [w=@)] - [0, m(@)] = [# mo(2)] + [ro(w), 2],
donc m, est une dérivation de L(X).
b) Soit ©; I’endomorphisme du module L(X) qui coincide dans L"(X) avec
la multiplication par l'entier # > 1. La formule [L*(X), L™"(X)] < Lr*m(X)
montre que w; est une dérivation (A, III, p. 119, Exemple 6). La dérivation

m, — 7y de L(X) s’annule dans X, et comme X engendre L(X), on a ny = =,
d’otx b).

COROLLAIRE. — Supposons que K soit une Q-algébre. Soit P Uapplication linéaire de
A+ (X) dans lui-méme telle que

(6) Plx,...x,) = %(adxlo-uoadxn_l)(xn)

pourn = 1, et e, ..., %, dans X. Alors P est un projecteur de A+ (X) sur L(X).
L’image de P est contenue dans L(X)}. De plus, pour toutn > 1 et tout # dans

LX), on a P(u) = —lrzn(u), d’ot P(u) = u d’aprés la prop. 1. Comme

LX) = Z L*(X), on voit que la restriction de P & L(X) est Pidentité.
n

z1
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Remarque. — Supposons que K soit un corps de caractéristique zéro et soit Q le
projecteur de A(X) = U(L(X)) sur L(X) associé¢ a la graduation canonique de
U(L(X)), cf. § 1, n° 5. Pour « € N®, ona Q(A%(X)) < L¥(X). En effet, il suffit de
vérifier que 'image et le noyau de Q sont des sous-modules gradués de A(X) pour
la graduation de type N®. C’est évident pour I'image, qui est égale a L(X).
D’autre part, soit # un entier > 1. Le sous-espace vectoriel de A(X) engendré par
les g™, oi1 y € L(X), est égal au sous-espace vectoricl de A(X) engendré par les

£ Yoo - Yoty ol Y1, Ya, « - -, Y SONt des éléments homogenes de L(X); ce
o n

sous-espace est donc un sous-module gradué de A(X).
(On notera que, si Card(X) 2= 2, les projecteurs P et Q ne coincident pas dans
A+ (X). En effet, soient x, y dans X, tels que x # g, et posons

z = x[x,y] + [»ylx = 2%y — ya?
OnaQ(z) = 0et P(z) = i[x, [x,y]] # O,cf. § 2, n® 10, Exemple et n° 11, th. 1.)

3. Dimension des composantes homogénes de L(X)

Soient X un ensemble, « un élément de N, et d un entier >0. On écrit d|a 'l
existe un B € N® tel que a = dB. L’élément B, qui est unique, se note alors «/d.

Lemme 1. — Sotent n un entier >0, Ty, . . ., T, des indéterminées, et uy, . . ., u, dans Z.
Sott (¢(a))y enr - 10y Une famille d’éléments de Z telle que

n
) 1- 2 uT,
Pour tout « e N* — {0}, on a

®) o(w) = IZ« )'

H (1 _ Toc)c(oc)

aFEO

uoz/d

oit . est la fonction de Mobius (App ).

La formule (7) est équivalente, en prenant le logarithme des deux membres
(A, IV, §6, n° 9, n'° édition) a:

) log(l -2 u,.Ti) = 2. c(o) log(1 — T).
Or
n 1 n
(10) —log(l -2 u,-Ti) = 2.5 (Z )
-S> K
=S v
1 g

u8T8,

=

>01

2N

=
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D’autre part

1

(11 - 2y clalog(l =T = 3 o(a)T
- 1 (B\rs

- IBI>ZO,FCIBZ6(%)T .

Donc (7) équivaut a

(12) ];; %l c(%) = % uf pour tout B € N* = {0}.

Soit A Tensemble des (A, Ag...,2,) eN* = {0} tels que le p.gcd. de
At> Mgy« « -5 Ay s0it égal a 1. Tout élément de N* = {0} s’écrit de maniére unique
sous la forme m), olt m est un entier >1 et ol A € A. La condition (12) équivaut 2

13y 2

klm

mA
k

1
c(’i?) = (’(”ﬂ';‘\'))' Ty pour tout A€ A et tout m > 1.

D’aprés la formule d’inversion de Mébius (App. ), la condition (13) équivaut &

mhl,

(14) mle(mn) = 2 w(d) AL €

)

pour tout Ae A et tout m = 1.
C.Q.F.D.

TuEOREME 2. — Soient X un ensemble fini et n = Card(X).
a) Pour tout entier r 2 1, le K-module L7(X) est libre de rang

(15) o) = 1 2wl

dalr

ot . est la fonction de Mibius.
by Pour tout o € N*={0}, le K-module L*(X) (§ 2, n° 6) est libre de rang

(16) o) = 7 2 0(0) L.

Nous savons déja que les modules I7(X) pour r €N, et L*(X) pour « € NX,
sont libres (§ 2, n° 11, cor. du th. 1). Considérons la multigraduation (A%(X)),cn=
de A(X) définie par ’homomorphisme canonique ¢ de Mo(X) dans N¥ (A, I1],
p- 31, Exemple 3); on a A*(X) N L(X) = L*(X) d’aprés la Remarque 3 du n° 1.
Pour o € N¥%, le K-module A%(X) admet pour base 'ensemble des mots dans les-
quels chaque lettre x de X apparait «(x) fois. Soit d(«) le nombre de ces mots,
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c’est-a-dire le rang de A*(X); nous allons calculer de deux maniéres différentes la
série formelle P((T,) ccx) € Z[[(T,) xex]] définie par

(17) P(T) = 20 AT
1) Ona
P(T) = mego(x) T"’(”‘) = rzo xlz X, Txl. . 'Tx’ = TZO (xe:X Tx)
d’olt
(18) P(T) = (1 - 2T

2) Pour tout oo € N¥* = {03, s0it (¢,,;)1 <5< une base de L*(X) et munissons
Pensemble I des couples («, j) tels que « e N* — {0} et 1 < j < ¢(a) d’une relation
d’ordre total. D’apreés le th. 1 du n® 1 et le th. de Poincaré-Birkhoff-Witt (chap.
1,82, n°7, cor. 3 du th. 1), les éléments

I = L1 (0,

I'indice m parcourant N, forment une base de A(X). Chaque y,, est de multi-

degré (a%el m(a, j}o. Notons 2(m) ce multidegré. 1l en résulte que

= (m) m (e, §)
P(T) - m;‘l(n T - m;\ﬂ) (a]:J'—fLI T *

=L 2= I a-m,

(x,Helr=0 (o, Nel
d’olt enfin
— R B AREY (3]

(19) P(T) aegm (1 — Te)-co,
En comparant (18) et (19), on obtient

_ — — Toyel
(20) 1 xgx Tx aslj-{m (l T ) )

Le lemme 1 donne alors 5).
Substituant maintenant une méme indéterminée U aux T, pour x € X, dans
la formule (20), on obtient

1 — 20 = I—I (1 - Ulocl)c(a) — ]_—:!; a1 - Ur)c(r).

aeNE-{0}

En appliquant de nouveau le lemme 1, on en déduit a).
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Exemples. — On a:

¢(1) = n, ¢(2) = 3(n* —n),  ¢(8) =3’ - n),
o(4) = 4(n* —n?),  ¢(5) =5 —n), ¢(6) = (n® — n® — n* + n).

Remarque. — Soit X un ensemble et soit « € N®; le rang du K-module libre L*(X)
est encore donné par la formule (16). Cela résulte aussit6t du th. 25) et de la prop.
4 du §2, n°6.

§ 4. Filtrations centrales

1. Filtrations réelles

DEFINITION 1. — Soit G un groupe. On appelle filtration réelle sur G une famille (G) g cr
de sous-groupes de G telle que
1 G, = aoa Gy pour tout e € R.

La formule (1) entraine G, < G4 pour B < «, donc la famille (G,) est
décroissante. On dit que la filtration (G,) est séparée si o G, est réduit a I’élément

neutre et qu’elle est exhaustive si G = LMJ G,.

Remarque. — Soit (G,,) , <z une suite décroissante de sous-groupes de G. C’est une
filtration décroissante au sens de AC, ITI, § 2, n° 1, déf. 1. Pour tout entier n et
tout « dans 'intervalle Jz — 1, n) de R, posons H, = G,, d’ott en particulier
H, = G,. 1l est immédiat qu’on obtient ainsi une filtration réelle (H,), .y sur
G; on dira qu’une telle filtration est une filtration entiére. On peut donc identifier
les filtrations décroissantes au sens de AC, III, § 2 aux filtrations entiéres.

Soit A une algébre; une filtration réelle (A,) sur le groupe additif de A est dite
compatible avec la structure d’algebre si Pona A, Ay = A, g pour o, p dans R
et K.A, © A, pour « R, Si la filtration est exhaustive, (A,) est un systéme
fondamental de voisinages de 0 pour une topologie sur A qui est compatible
avec la structure d’algébre. Soit B une algébre unifére; une filtration réelle (B,)
sur le groupe additif de B est dite compatible avec la structure d’algébre unifére
si elle est compatible avec la structure d’algébre et si 'on a 1 € B,

2. Fonction d’ordre

Soit G un groupe d’élément neutre e. Soit (G,) une filtration réelle sur G. Pour
tout x dans G, notons I, ’ensemble des nombres réels « tels que x € G,. Sia eI,
etB < a,onapel, doncI, est un intervalle (TG, IV, § 2, n° 4, prop. 1). En
utilisant la relation (1), on voit que I, contient son extrémité supérieure lorsque
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celle-ci est finie. Par conséquent, I, est de la forme ) — oo, #(x)) N Ravec 2(x) € R;
on a »(x) = sup {x | x€ G}

L’application v de G dans R s’appelle la fonction d’ordre associée a la filtration
réelle (G,) et v(x) s’appelie 'ordre de x. Cette application posséde les propriétés
suivantes:

a) Pour x € G et a € R, les relations x € G, et v(x) = « sont équivalentes.

b) Pour %,y dans G, on a

(2) v(x_l) = v(x), v(e) = +00,
(3) o) > If(2(x), (1)).
De plus, il y a égalité dans (3) si v(x) > v(y).
¢) Pour tout w € R, notons G, Uensemble des x € G tels que v(x) > a. On a
G} = U G et en particulier G est un sous-groupe de G.

B>a

Réciproquement, soit » une application de G dans R satisfaisant aux relations
(2) et (3). Pour tout « € R, soit G, 'ensemble des x € G tels que #(x) > «. Alors
(Gy)uer st une filtration réelle de G, et v est la fonction d’ordre associée a cette
filtration, Pour que la filtration (G,) soit entiére, il faut et il suffit que v applique
G dans Z U {+ 00, —o0}. Pour qu’elle soit exhaustive (resp. séparée), il faut et il
suffit que 27 1(~0) = 0 (resp. v71{+0) = {e}).

Soit A une K-algebre (resp. K-algébre unifere). D’aprés ce qui précéde, la
relation

«xeA,<=0(x) > apourxeActacRy

définit une bijection de Pensemble des filtrations réelles exhaustives (Ay)yer
compatibles avec la structure d’algebre (resp. d’algebre unifere) de A, sur Pen-
semble des applications v: A — R ne prenant pas la valeur —oo et satisfaisant
aux axiomes (4) a (7) (resp. (4) a (8)) suivants:

4) o{x +y) = inf(v(x), v(y)) (%, dans A)

(5) o(~%) = o(¥) (e A)

(6) o(hx) = v(x) (reK,xeA)
(7) v{xy) = v(x) + v(y) (%,y dans A)

(8) o(1) = 0.

Remarque. — Si v(x) n’est pas toujours égal a +o0, les conditions (7) et (8)
entrainent #(1) = 0.
3. Algébre graduée associée 2 une algébre filtrée

Soit G un groupe commuiatif muni d’une filtration réelle (G,)ycgr- Posons comme
précédemment

(9) G/ = U Gg;
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il est clair que G, est un sous-groupe de G,. Nous poserons gr,(G) = G,/G; et
gr(G) = @R gr,(G). On appelle groupe gradué associé au groupe filtré G le groupe
gr(G) muni de sa graduation naturelle de type R.

Remarque. — Lorsque la filtration (G,) est enti¢re, on a gr,(G) = {0} pour « non
entier et gr,(G) = G,/G, -, pour tout entier n. La définition du groupe gradué
associé coincide donc essentiellement avec celle de AG, III, § 2, n° 3.

Soient A une algebre (resp. une algebre unifére) et (A,)yer une filtration
réelle compatible avec la structure d’algébre (resp. d’algébre unifére) (n°1). Ona

Ay Ap Ay, A A+ ALAF < AL,

et Papplication bilinéaire de A, x Aj dans A, ., restriction de la multiplication
de A définit par passage au quotient une application bilinéaire

gra(A) x gra(A) — gy (A).

On en déduit une application bilinéaire de gr(A) x gr(A) dans gr(A) qui en fait
une algebre graduée (resp. une algébre graduée unifére) de type R. Si A est une
algebre associative (resp. commutative, resp. de Lie), il en est de méme de gr(A).

4. Filtrations centrales sur un groupe

DEFINITION 2. — Soit G un groupe. On dit qu’une filtration réelle (G,) sur G est centrale
stlonaG = L>JO G, et si le commutateur (x,y) = x~ Yy~ xy d’un élément x de G, et d’un
o

élément y de Gy appartient & G, 4 .

En termes de la fonction d’ordre o, la définition précédente se traduit par les
relations

(10) »(x) > 0, o((x,9)) = v(x) + o(y) quels que soient x, y dans G.

On en déduit que v((x,y)) > v(x) si v(x) # +o0; si Pon pose x¥ =y~ ay (cf.
A, I p.66),0onax = x.(x,y) doix

(1 - o(x¥) = v(x).

Cette relation traduit le fait que chacun des sous-groupes G, de G est distingué.
Les G, forment un systéme fondamental de voisinages de ¢ pour une fopologie com-
patible avec la structure de groupe de G (TG, III, §1, n® 2, Exemple), dite
définie par la filtration (G,).

Dans la suite de ce n° on note G un groupe muni d’une filtration centrale
(Gy). Pour tout o € R, on définit le sous-groupe G, de G par
(12) Gy = U G,

B>0
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On a en particulier G; = G, = G pour « < 0. Rappelons que si A et B sont
deux sous-groupes de G, on note (A, B) le sous-groupe de G engendré par les
commutateurs (g, &) avec a € A et b € B. Avec cette notation, on a les formules

(13) (Gw GB) < GOH-B
(13" (GysGy) = Gyis
(14) G, G, = GI.

D’apres (14), G, est un sous-groupe distingué de G, pour tout x € R et le
groupe quotient gr,(G) = G,/G; est commutatif. On pose gr(G) = a@ ar,(G),
et Pon munit ce groupe de la graduation de type R dans laquelle gr,(G) se com-
pose des éléments de degré a. On a gr,(G) = {0} pour « < 0.

ProrositioN L. — (i) Soient o, B dans R. Il existe une application biadditive

Pup’ 8ra(G) x grs(G) — groso(G)
qui applique (xG,yGY) sur ()G sy

(i1) Soit @ lapplication biadditive de gr(G) x gr(G) dans gr(G) dont la restriction
& gr(G) x grg(G) est @yq pour tout couple («, B). L'application @ munit gr(G) d’une
structure de Z-algébre de Lie.

(1) Rappelons Iidentité
(15) (xx’a y) = (x, y)x'(xla y)
pour x, &',y dans G (A, I, p. 66, formule (4 bis)).

Pour x € G, ety € Gy, la classe modulo G, ; de ’élément (x, y) de G, 4 sera
notée f(x,y). Pour a dans G, et 2’ dans G, ona a7 '.¢" = (g, %) € G}, 5 en
particulier f(x,y) est égale a la classe modulo G, 5 de (x, y)*. La formule (15)
entraine donc

(16) Sy y) =f(%9) /(& y).
On a (y, ) = (x,y)*, d’o

(17) Sy, %) =fx9)""
De (16) et (17), on déduit

(18) S&yy') =Ffx9)f(xy)-

Nous avons a prouver que I'application f: G, x Gy — gr, . s{(G) défnit par
passage au quotient une application @qg: gry(G) x grg(G) — gry, 5(G). D’aprés
(16) et (18), il suffit de prouver que l'on a f(x,y) = Osixe G, ousiye Gy, ce
qui résulte de (13").

(ii) Comme on a (x, x) = ¢, il résulte de (17) que ¢ est une application
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Z.bilinéaire alternée. Il reste donc a4 prouver que pour z € gr,(G), v € gry(G)
et wegr,(G),ona

(19) o, o(v, w)) + 9(v, 9(w, u)) + o(w, ¢(z, 7)) = 0.

Soient x € G, y € G et ze G, des éléments représentant respectivement u, v
et w. On sait que #¥ et x sont deux éléments de G, congrus modulo G, donc #¥
est un représentant de u dans G,; comme (y, 2) est un représentant de ¢(v, w)
dans Gg,,, on voit que (x%, (y, z)) est un représentant de ¢(u, ¢(v, w)) dans
G, 15+ Par permutation circulaire, on voit que (%% (z, x)) et (2%, (x, y)) repré-
sentent respectivement ¢(v, o(w, ¢)) et o(w, ¢(u, v)) dans G, .4, La relation
(19) est alors conséquence de I'identité suivante (A, I, p. 66, formule (15)):

(20) (xy, (% Z))(yzy (Z, x)).(zx, (x> y)) = e
C.Q.F.D.

1 algebre de Lie gr(G) sur Z définie dans la proposition 1 s’appelle I'algébre
de Lie graduée associde au groupe filtré G.

5. Un exemple de filtration centrale

Soit A une algébre associative unifére munie d’une filtration d’algébre unifére
(A,) telle que Ay, = A; alors A, est un idéal bilatere de A pour tout « € R. On
note A* le groupe multiplicatif des éléments inversibles de A, Pour tout « > 0, on

note I', ’ensemble des x € A* telsque x — 1 € A,;onpose I' = myo PoetT'g =T
pour B < 0.

ProposiTioN 2. — L'ensemble T est un sous-groupe de A* et (I,) est une filtration centrale
sur T'.

Onal = ayo T, par construction, et la relation I'y = Boa I’y résulte de
A, = N A,
B<a
Montrons que I, est un sous-groupe de A*, Ona 1 € I'y; soient &, y dans I,
dotx — 1A,y — 1eA,. Comme A, est un idéal bilatére de A, les formules

@1 y—l=G-D-D+E-1+@F-1
(22) 27— 1= —x"1x-1),

it

entrainent xy — 1eA,etx ! — le A, dotiayel etx el
Comme I' = L>JO I',, c’est un sous-groupe de A*.
o

Soientenfina > 0,8 > 0, xe' etyelg. Posonsx — 1 = Eety — 1 = 7.
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On a
(23) (,9) — 1 = x7 Ty~ (&n — 9E);

par hypothése, on a €A, et ne A, dott &y — nEe A, . Comme A, ., est
un idéal bilatere de A, ona (x,y) — 1 €Ay, s dolt (x,9) € Ty g
C.Q.F.D.

Remarque. — Soient o = 0, > 0 et x € I'y, y e I'y. D’apres les formules (21), (22)
et (23),ona

(24) x"1 -1

il

—x=-1 mod. Ag,

(25) xg—l=(@E-1)+(y -1 modA,,,

(26) (y) —1=[(x~-1),F-1)] mod. Ay, g1 intew, py

Démontrons par exemple (26). Six — 1 = Eety — 1 = 7, (23) donne:

@G -1-[Ea=("-1)+@F-1)+ &= DF* - D)En].
Or [, 1] erc+B> (x"t = 1)eA, (y_l — 1) € Ay, d’otr (26).

Soient G un groupe et p: G —I' un homomorphisme. Pour tout « réel, on
pose G, = p~I',). Comme (T} est une filtration centrale sur I, il est
immédiat que (G,) est une filtration centrale sur G.

Prorostrion 3. — (i) Pour tout o« € R, il existe un unique homomorphisme de groupes
8x: 81(G) — gr (A) qui applique la classe modulo G, d’un élément a € G, sur la classe
modulo A, de p(a) — 1.

(i1) Soit g I’homomorphisme de groupes de gr{G) dans gr(A) dont la restriction &
gr.(G) est g, pour tout a. L’application g est un homomorphisme injectif de Z-algébres de Lie.

(i) Soit « > 0. Par hypothése, pour tout a dans G,, on a p(a) — 1 € A,; on
note p,(a) la classe de p(a) — 1 modulo A;. Comme ona A,, < A, la rela-
© tion (25) entraine p,(ab) = p(a) + p,(6). On a ae Gy si et seulement si
p(a) — 1 € Af; par suite, G, est le noyau de ’homomorphisme p, de G, dans
gr,(A). Par passage au quotient, p, définit donc un homomorphisme injectif g,
de gr,(G) dans gr,(A).

Pour « < 0, on a gr(G) = {0}, et 'on n’a pas d’autre choix que g, = 0.

(i) Comme g, est injectif pour tout « réel, g est injectif. Montrons que g est
un homomorphisme d’algebres de Lie. Comme on a gr,(G) = {0} pour « < 0,
il suffit d’établir la formule

(27) Po+8((2, 8)) = [$a(a), po(b)]
poura > 0,8 > 0, ae G, et b € Gy, ce qui résulte de (26).
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6. Filtrations centrales entiéres

Rappelons (n® 1, Remarque) qu’une filtration (G,) sur le groupe G est dite
entiére si 'on a G, = G, pour tout entier # et tout « € Jn — 1, 7). La donnée
d’une filtration centrale entiére sur un groupe G équivaut a la donnée d’une suite
(Gp)n»1 de sous-groupes de G satisfaisant aux conditions

(1) G, =G
() G, 2 G, pour tout =z > 1
(iii) G,, G) = G, .n pour m>1 et 2> 1.

Pour tout entier n > 1, G, est un sous-groupe distingué de G et le groupe
quotient gr,(G) = G,/G, ., est commutatif. Par passage au quotient, I’applica-
tion (x,y) > (x,y) = x Yy~ ay de G, x G, dans G,,,, permet de définir sur
gr(G) = n@ gr,{(G) une structure d’algebre de Lie graduée de type N sur

Panneau Z.

On rappelle (A, I, p. 68, déf. 5) que la suite centrale descendante du groupe G est
définie par
(28) CiG = G, Cr1G = (G,C"G) pourn = 1.

La filtration correspondante s’appelle la filtration centrale descendante de G.

ProrositionN 4. — (i) La suite centrale descendante de G est une filtration centrale entiére
sur G.

(i1) St (G,)pen et une filtration centrale entiére sur G, on a C*G < G,, pour tout
n e N*,

L’assertion (i) a été prouvée en A, I, p. 68, formule (7).

On démontre (ii) par récurrence sur z; on a GG = G = Gy; pour n > 1,
ona C'G = (G, C*~1G) < (G, G,_,) < G,.

ProrposrTionN 5. — Soit G un groupe et soit gx(G) la Z-algébre de Lie graduée associée
a la filtration centrale descendante de G. Alors gr(G) est engendrée par gr,(G) = GJ(G, G).

Soit L la sous-algebre de Lie de gr(G) engendrée par gr;(G); montrons que
L o gr,(G) par récurrence sur z, ’assertion étant triviale pour n = 1. Supposons
n>1etL > gr, (G). Comme C*G = (G, C"~1G), la construction de la loi
d’algébre de Lie sur gr(G) montre aussitét que gr, (G) = [gr,(G), gr,_.(G)] < L.

La démonstration précédente montre que la suite centrale descendante de
I’algebre de Lie gr(G) (§ 2, n° 7) est donnée par

(29) @ (gr(G) = 2. gra(G).

Remarque. — Soient £ un anneau, n un entier >0, A I'ensemble des matrices a n
lignes et n colonnes, a éléments dans £, triangulaires inférieures. Pour p > 0, soit
A, Pensemble des (x;;) € A telles que x;; = 0 pour i — j < p. Alors A, = A et
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A A, <A, . Soit T'y=1+4 A,. Alors I'; est un sous-groupe de GL(z, k)
appelé groupe trigonal strict inférieur & ordre n sur £. D’apreés la prop. 2 dun® 5, (I'})
est une filtration centrale entiére sur I';. Comme T, = {1}, on voit que le groupe
T, est milpotent (A, 1, p. 69, déf. 6).

§ 5. Algébres de Magnus

Dans ce paragraphe, on note X un ensemble, ¥(X) le groupe libre construit sur X (A, 1,
p- 84, n° 5) et A(X) Palgébre associative libre construite sur X, munie de sa graduation
totale (A™(X))pso (cf. A, I, p. 31, Exemple 3). On identifie X & ses images dans
F(X) et A(X).

1. Algébres de Magnus

Soit A(X) le module produit | ] A*(X). Dans A(X) on définit une multiplication

par la régle

)] (a.0), = é;) a;.by_;

pour a = (a,) et b = (b,) dans A(X). On sait (AC, III, § 2, n° 12, Exemple 1)
que A(X) est une algeébre associative et que A(X) s’identifie 4 la sous-algébre de
A(X) formée des suites dont tous les termes sont nuls & I’exception d’un nombre
fini, :
On munit A(X) de la topologie produit des topologies discrétes des facteurs
AMX); cette topologie fait de A(X) une algebre topologique séparée et compléte,
I’anneau K étant muni de la topologie discréte, et A(X) est dense dans A(X).

Soit @ = (a,) € A(X); la famille (a,), 5, est sommable et a = nZO ap.

Pour tout entier m > 0, on note A,,(X) 'idéal formé des séries a = Z a,
nm

telles que a, € A*(X) pour tout n > m. Cette suite d’idéaux est un systéme fonda-

mental de voisinages de 0 dans A(X) et une filtration entiére sur A(X). La fonction

d’ordre associée a la filtration précédente est notée w; on a donc w(0) =+ et

ola) =msia = an a, avec a, € A"(X) pour toutr > meta, # 0 (§4,n% 1 et 2).

On dit que A(X) est I’algébre de Magnus de P'ensemble X 4 coefficients dans K.
Si une ambiguité sur K est possible on écrira Ag(X).

Prorosition 1. — Soit B une algébre associative unifére, munie d’une filtration réelle
(Bo) o er pour laquelle B est séparée et compléte (§ 4, n° 1 et 2). Soit f une application de X
dans B, telle qu’il existe X > O pour lequel f(X) < B,. Alors f se prolonge d’une
maniére et d’une seule en un homomorphisme unifére continu f de A(X) dans B.
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Soit ' I'unique homomorphisme d’algeébre unifére de A(X) dans B pro-
longeant f (A, 111, p. 22, prop. 7). Montrons que f" est continu: en effet, on a
F(AYX)) < B, doir f'(A,(X) N A(X)) < B,,. Par suite, f se prolonge d’une
maniére et d’une seule par continuité en un homomorphisme f: A(X) — B.

Conservons les hypothéses et notations de la prop. 1 et soitu € A(X). 1.’élément
F(w) se note u((f(x))xex) et sappelle le résultat de la substitution des f(x) aux x dans
u. En particulier, on a #((x),.x) = . Soit maintenant # = (u,), .y une famille
d’éléments de A, (X) et soit » € A(Y). Ce qui précéde permet de définir I’élément
2((ty)yey) € A(X). Onlenote v o u. Comme u,(( f(x))) € B,, on peutsubstituer les
éléments u,((f(x))) aux y dans ». Les applications v > (v o u)((f(x))) et
v > ((u,((f(x))))) sont alors deux homomorphismes continus d’algébres uniferes
de A(Y) dans B, et prennent la méme valeur u,((f(x))) sur élément y € Y. Par
suite (prop. 1), on a

2) (0o )((f () = v((w((S(*)))))

pour tout v € A(Y).

2. Groupe de Magnus

Pour tout @ = (a,),o dans A(X), Pélément a, de K sera appelé le terme constant
de a, et noté e(a). La formule (1) montre que ¢ est un homomorphisme d’algebre
de A(X) dans K.

Lemme 1. — Pour qu’un élément a de A(X) soit inversible, il_faut et il suffit que son terme
constant soit inversible dans K.

Si a est inversible dans A(X), ¢(a) est inversible dans K. Inversement, si (a)
est inversible dans K, il existe ucA;(X) tel que a = e(a)(1 — u); posons

b= (nzo u”)e(a) ~1, Onaab = ba = 1, et a est inversible.

L’ensemble des éléments de A(X) de terme constant 1 est donc un sous-groupe
du monoide multiplicatif A(X), qu’on appelle le groupe de Magnus construit sur X
(relativement a K). Dans ce chapitre, on le notera I'(X), ou simplement I'. Pour
tout entier z > 1, on note I', Iensemble des ae ' tels que w(e — 1) > n.
D’apres la prop. 2 du § 4, n° 5, 1a suite (I',),, » ; est une filtration centrale entiére sur I

3. Groupe de Magnus et groupe libre

TufoREME 1. — Soit 7 une application de X dans A(X) telle que o(r(x)) > 2 pour tout
x € X. Dunique homomorphisme g du groupe libre F(X) dans le groupe de Magnus I'(X),
tel que g(x) = 1 + x + r(x) pour tout x € X, est injectif.

Démontrons d’abord trois lemmes.
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Lemme 2. — Soit n un entier rationnel non nul. Dans I’ anneau de séries formelles K[[¢]],

on pose (1 + ) Z ¢;. b7 Il existe un entier § > 1 tel que ¢; , # 0.

Sin > 0,0ona cn,n = 1 d’aprés la formule du bindéme.

Supposons z < 0 et posons m= —n. Sil’on avait ¢; , = 0 pour toutj > 1, on
aurait (1 + £)" = 1, d’olt en prenant 'inverse, (1 + )™ = 1, ce qui est contraire
a la formule ¢, ,, = 1.

Lemme 3. — Sotent x, ..., %5 des éléments de X, tels que s = 1 et x; # %, pour
1 <e<s—1; sotent ny,...,n, des entiers rationnels non nuls. Alors Uélément

LI+ mymde A(X) est £1.

Soient m un idéal maximal de K et & le corps K/m; soit p: Ag(X) — A (X)
Punique homomorphisme continu de K-algebres uniferes tel que p(x) = x pour
xe€X (n°1, prop. 1). 11 suffit de prouver que p(II(1 + x,)™) % 1, et on est
ramené au cas out K est un corps.

Avec les notations du lemme 2, on a:

s

ny Z b b
:1,'[:! (]. -+ x,) 1 = 5% Cblvnl' . .(/‘bs,nsxll. .o Xg%

D’aprés le lemme 2, il existe des entiers a; > 0 tels que Ca, a0 (1 <igy).
D’aprés A, I, p. 84, prop. 6, aucun monéme a1 .al tel que bi > 0 et
(byy- .5 bs) # (ay,...,a;) nepeutétre égal aafr. . . x5 Ils ensuit que le coeflicient

de x$1. . .x5s dans H (I + x)™est cgy p, -+ -Capm, # 0, ce qui entraine le résultat.

Lemme 4. — Soit o Uendomorphisme continu de A(X) tel que o(x) = x + r(x) pour
xeX (n° 1, prop. 1). Alors o est un automorphisme et o(A,,(X)) = A, (X) pour tout
m e N.

On a 6(x) = x mod. A,(X) pourx € X, d’olt, pourn > letx,...,x,dans X,

o(#y)...0(x,) = xy.. .4, mod. A, ;(X);

il en résulte par linéarité que o(a) = a modulo A, , ,(X) pour tout a € A*(X), et
en particulier ¢(A*(X)) < A,(X). On en déduit o(A"(X)) = A,(X) pour
m > n, ol (A (X)) « A,(X). Autrement dit, & est compatible avec la filtra-
tion (A,(X)) de A(X) et sa restriction au gradué associé est P'identité. Donc o
est bijectif (AC, III, § 2, n® 8, cor. 3 du th. 1).

Démontrons enfin le théoréme 1. Soit w # 1 un élément de F(X). D’aprés
A, I, p. 84, prop. 7, il existe x4,..., x,dans X et des entiers rationnels non
nulsny,...,n, telsques = Lx £ 4., (1 <i<s~1),et

w = x71...x%
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Avec les notations du lemme 4, on a

gw) =10 + o) = o(LT (1 + x)m),

donc g(w) # 1 d’apres les lemmes 3 et 4.

4, Suite centrale descendante d’un groupe libre

Nous allons démontrer les deux théorémes suivants:

TatorEME 2. — On suppose que dans Ianneau K, la relation n-1 = 0 entraine n = 0
pour tout entier n. Soit r une application de X dans A(X) telle que o(r(x)) = 2 pour
xeX, et soit g Uhomomorphisme de F(X) dans le groupe de Magnus T'(X) tel que
g(x) =1 + x + r(x) pour x € X. Pour tout n > 1, C*F(X) est Pimage réciproque par
g du sous-groupe 1 + A,(X) de I'(X).

TutoriME 3.— Pour tout x€ X, soit ¢(x) 'image canonique de x dans F (X)) [(F (X)), F(X)).
Soit g la Z-algébre de Lie graduée associée a la filtration (C'F (X)), 5, de F(X) (§ 4, n° 6).
Lunique homomorphisme de la Z-algébre de Lie libre 1.,(X) dans g qui prolonge ¢ est un
isomorphisme.

En termes imagés, la Z-algebre de Lie graduée associée au groupe libre F(X)
(muni de la suite centrale descendante) est la Z-algébre de Lie libre L, (X).

Posons F(X) =F, I'(X) =T, A(X) = A, A,X) =4, CFX) = Cn,
I, =1+ A,(X), et soit «:L,(X)—>g Ihomomorphisme introduit dans
I’énoncé du th. 3.

A) Réductions préliminaires.

Notons y ’homomorphisme de F dans I" défini par y(x) = 1 + x pour x € X,
D’apres le lemme 4, il existe un automorphisme o de I'algébre A respectant la
filtration de A et tel que (1 + x) = g(x) pour tout x€X; on a o(T,) = I',
pour tout #. Comme les homomorphismes g et o o v de F dans I coincident dans
X,onag=govy, donc g~{(I',) = v~*(I,). Sous les hypothéses du th. 2, on
peut identifier Z & un sous-anneau de K; lalgébre de Magnus A, s’identifie
donc A un sous-anneau de A, la filtration de A, étant induite par celle de A.
Comme y applique F dans A,, on voit qu’il suffit de prouver les th. 2 et 3
sous les hypothéses supplémentaires K = Z et r = 0, donc g = v, hypothéses que
nous ferons désormazs.

B) Surjectivité de o.

Comme X engendre le groupe F = C1, ’ensemble ¢(X) engendre le Z-module
g' = C/C2 Or ¢! engendre la Z-algébre de Lie g (§ 4, n® 6, prop. 5), donc ¢(X)
engendre g, ce qui prouve que « est surjectif,

C) Identifions I’algebre graduée gr(A) a A(X) par les isomorphismes cano-
niques A*X) — A,/A, ;. Pour tout entier n > 1, posons F* = y~1(I',); on
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sait (§ 4, n° 5) que (F*),., est une filtration centrale entiére sur F. Notons g’
la Z-algtbre de Lie graduée associée (§4,n°4). Soit f Phomomorphisme
d’algébres de Lie de ¢’ dans A(X) associéa vy (§ 4, n° 5, prop. 3). Or,ona C* < F»
pour tout entier z > 1 (§ 4, n° 6, prop. 4), d’oit un homomorphisme canonique

cdeg= @ C/Cr+2 dans g = D Fr/Fn+?
nzl nzl
Ly(X) 5 g 2> ¢ L5 A(X).

On pose B = foe; on peut expliciter B ainsi: si u est la classe modulo C**1 d’un
élément w de C*, alors y(w) — 1 estd’ordre >z dans A et B(u) est la composante
homogéne dedegréndey(w) — 1. En particulier, on a

(3) B{e(x)) = x  pour tout x € X.

D) Démonstration des théorémes 2 et 3.

L’homomorphisme d’algébres de Lie f o a: L(X) — A(X) a pour restriction
a X Tidentité d’apres (3), donc est injection canonique (§ 3, n® 1). Par suite, « est
injectif, donc bijectif d’aprés B) ; ceci démontre le th. 3. Comme Boa = focoa
est injectif et que « est bijectif, ¢ est injectif. Pour tout z > 1,

sn: Cn/Cn+1 — Fn/Fn+1

est injectif, donc
CrFrtl = Crtl,

OnaC'=F=Fs6C =F,onaCNnF*l = Fr+i d'ou C*FL = Frtl ce
qui démontre le th. 2 par récurrence sur z > 1.

COROLLAIRE. — On a
nol CF(X) = {e.

En effet, appliquant le th. 2 pour K = Z etr = 0,0on a

D CFE) = 0 g1+ AX) = g0 (1 + A,X0) = g71(1) = (&
Remarque. — Soit H un ensemble de Hall relatifa X (§ 2, n° 10). Soit M le magma
défini par la loi de composition (x,%) — (x,y) = x 1y~ 1xy sur F(X), et soit ¢
Ihomomorphisme de M(X) dans M dont la restriction & X est I'identité. Les
éléments de o(H) s’appellent les commutateurs basiques de F(X) associés & Pensemble
de Hall H. Pour tout entier n > 1, soit H, la partie de H formée des éléments de
longueur z; on sait (§2, n° 11, th. 1) que Papplication canonique de H,, dans
L,(X) est une base du groupe abélien L3(X). De plus, on a o(H,) < C*; pour
tout m e H,, notons ¢, (m) la classe mod. C**! de ¢(m) € C" Le th. 3 montre
alors que o, est une bijection de H,, sur une base du groupe abélien C*/C**1. On déduit
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aussitét de 1a que, pour tout w € F(X), et tout 7 > 1, il existe un élément unique
a; de ZED tel que, pour tout #z > 1, on ait

n

4) w=]]11 @ (m)*m™ mod. C**1,

i=1meH,

ou le produit est calculé suivant Pordre total donné sur H.

Exemple. — Supposons que X soit un ensemble a deux éléments x, y et prenons
H, = {x,y}, H; = {xy}). Tout élément w de F(X) peut donc s’écrire

w = x%%x, y)° mod. C?¥ avec a, b, ¢ dans Z.
Pour w = (xy)",onaa = b =netc = n(l — n)/2 (cf. exerc. 9), d’ott

(xy)* = x™y"(x, y)"*~™'2 mod, C3.

5. p-filtration des groupes libres

Dans ce n° on note p un nombre premier et 'on suppose K = F,,. Soit y I’homo-
morphisme de F(X) dans I'(X) défini par y(x) = 1 + x pour x dans X; posons
FP(X) = vy~ Y(1 + A,(X)). La suite (F®(X)),», est une filtration centrale
entiére sur F(X), qui est séparée car v est injectif (n° 3, th. 1). On Pappelle la
pfiltration de F(X).

Prorosition 2. — Supposons X fini. Pour tout entier n > 1, le groupe F(X) [F{(X)
est un p-groupe fini de classe de nilpotence <n.

Raisonnant par récurrence sur #, il suffit de prouver que F@(X)/F@2 1 (X) est
un p-groupe commutatif fini pour tout n > 1. Pour tout w e F{(X), I’élément
v(w) — 1 de A(X) est d’ordre >n; on note 3,(w) la composante homogéne de
degré n de y(w) ~ 1. L’application 3,: F{’(X) — A"(X) est un homomorphisme
de noyau F&) ,(X) (§ 4, n° 5, prop. 3), donc F{*(X) /F{2,(X) est isomorphe 4 un
sous-groupe de A™(X). Puisque X est fini, A*(X) est un espace vectoriel de
dimension finie sur F,, donc un p-groupe commutatif fini et il en est de méme de
FPX)FFL(X).

ProrosrtioN 3. — Pour tout w # 1 dans F(X), il existe un p-groupe fini G et un
homomorphisme f de F(X) dans G tel que f (w) # 1.

Il existe des éléments xy,...,x, de X et des entiers ny,...,n, tels que
w = xp...40 Soit Y = {x;,..., %}, L’injection canonique de Y dans X se
prolonge en un homomorphisme o: F(Y) — F(X); par ailleurs, soit p Phomo-
morphisme de F(X) dans F(Y) dont la restriction a Y est I'identité et qui
applique X =Y dans {1}. On a pB(«(y)) =y pour y €Y, donc £ o « est Pauto-
morphisme identique de F(Y). Il existe évidemment %’ dans F(Y) tel que
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w = o(w);alors p (w) =w # l;orona an FO(Y) = {1} et il existe donc un
entier z > 1telquef(w) ¢FP(Y). D’aprés la prop. 2, le groupe G = F(Y)/FP(Y)
est un p-groupe fini. Si f est le composé de 8 et de I’homomorphisme canonique
de F(Y) sur G, on a f(w) # 1.

COROLLAIRE. — L’intersection des sous-groupes distingués d’indice fini de F(X) est
réduite a {1}.

§ 6. La série de Hausdorff
On suppose dans ce paragraphe que K. est un corps de caractéristique 0.

1. Exponentielle et logarithme dans les algébres filtrées

Soit A une algébre associative unifere, séparée et compléte pour une filtration
réelle (A,). Onposem = Af = U A

o>0

Pour x e m, la famille (x*/n!), .5 est sommable. On pose
(1) & = expx = nZO x"[nl.

On a exp(x) €1 + m, et application exp: m — 1 + m est dite application expo-
nentielle de A.

Pour tout y €1 + m, la famille ((—1)""1(y — 1)*/n),», est sommable. On
pose

@ logy = 2, (~1)**(y ~ 1)*n.

On a log y em, et Papplication log: 1 4+ m—m est dite application logarithme
de A.

ProrosiTioN 1. — L’application exponentielle est un homéomorphisme de m sur 1 + m
et Dapplication logarithme en est I homéomorphisme réciproque.
Pourxe A,,ona € A,.. Il en résulte que la série définissant ’exponentielle

converge uniformément dans chacun des ensembles A, pour o« > 0; comme A est
ouvert dans m et que m = U A Papplication exponentielle est continue. On
a>0 "%

montre de méme que application logarithme est continue.
Soient ¢ et / les séries formelles sans terme constant

o(X) = n;% I(X) = 2. (=1 1X7fn.
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On sait (A, IV, §6, n° 9, n®"® édition) que 'on a ¢({(X)) = {(¢(X)) = X dans
A({X}) = K[[X]]. Par substitution (§ 5, n° 1), on en déduit e({(x)) = I(e(x)) = x
pour x € m; comime on a

expx = e(x) + 1, log(l + x) = I(x)
on en déduit immédiatement
logexpx = x, explog(l + %) =1+«

our x dans m, d’olt la proposition.
P 5

Remarques.—1) Si xem, yem et si x et y commutent, on a exp(x + y) =
i g
exp(x) exp(y), la famille (ii' ]y—l) étant sommable (cf. A, IV, §6,n°9, prop. 11).
= J*/i,jeN
2) Comme les séries ¢ et / sont sans terme constant et que A, est un idéal fermé
de A,onaexpA, <=1+ A etlog(l +A,) <A, douexpA, =1+ A, et
log (1 + A,) = A, pour a > 0.
3) Soient B une algebre associative unifere filtrée, séparée et compléte, et

n = UO B,. Soit f un homomorphisme unifére continu de A dans B tel que
o>

Sf(m) = n On a f(expx) = expf(x) pour xem et f(logy) = log f(y) pour
y €1 + m; démontrons par exemple la premiere de ces formules:

Slexpx) = 2 f)nl = 2. f(0)rfn! = expf(x).
4) Soit E une algeébre associative unifére. Si 4 est un élément nilpotent de E,

. at N . .
la famille (r?) est 2 support fini et on pose exp a = ZO a*fnl. On dit qu’un
nenN nz

élément b est unipotent si & — 1 cst nilpotent; on pose alors log & =

Zl (=1)""(h — 1)"/n. On déduit des relations ¢(I(X)) = I(e(X)) = X que
Papplication @ — exp a est une bijection de ’ensemble des éléments nilpotents
de E sur Pensemble des éléments unipotents de E, et que b1+ log b en est applica-

tion réciproque.

2. Groupe de Hausdorff

Soit X un ensemble. Reprenons les notations du § 5, n° 1 et 2. On identifie
Palgébre de Lie libre L(X) a son image canonique dans A(X) (§ 3, n° 1, th. 1).
On notera 1.(X) Padhérence de L(X) dans A(X), c’est-d-dire Pensemble des
éléments de A(X) de la forme a = nzl a, tels que g, € L*(X) pour tout n > 0;
C’est une sous-algébre de Lie filtrée de A(X).
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TréorEME 1. — La restriction de Papplication exponentielle de A(X) & 1L(X) est une
bijection de 1.(X) sur un sous-groupe fermé du groupe de Magnus T'(X).

Posons A(X) = A, A*(X) = A», AX) = A, IMX) =10, L(X) =1,
T'(X) = T. Soit B l'algébre A ¢ A munie de la graduation de type N définie par

Br = H;:nAi ® A, Soit B = RUO B Palgébre filtrée compléte associée (AC,
111, § 2, n° 12, Exemple 1). Le coproduit ¢: A — A ® A défini au § 3, n° 1, cor.
1 du th. 1, est gradué de degré 0, donc se prolonge par continuit¢ en un
homomorphisme ¢: A — B donné par

6(72:0 an) = ngo ¢(a,) pour a, € A"

On définit aussi les homomorphismes continus 8 et 8” de A dans B par
8’(12:0 a") = ngo (@ © 1), 8”(ngo a") - nZO (1 ® a) pour a, € A"
D’apres le cor. 2 du th. 1 du § 3, n° 1, L® est Pensemble des a, € A tels que

ela,) = a, @1 + 1 ® a,. Il en résulte que 1. est Pensemble des a € A tels que

3) éa) = ¥(a) + 3"(a). 7
Soit A ’ensemble des b € A de terme constant égal a 1 et satisfaisant 4 la rela-
tion

© £(b) = ¥(6).3"(8),
autrement dit, Pensemble des 6 = nZO b, tels que b, e A" pour tout n = 0,

bo=1 et ¢(b,) = H]Z:n b, @b; pour n > 0. Cette derniére caractérisation

montre que A est une partie fermée de I'; comme 4, 8" et 3” sont des homo-
morphismes d’anneaux, et que tout élément de ¥ (A) commute a tout élément
de 3”(A), les restrictions & I' des applications ¢ et §'8” sont des homomorphismes
de groupes et A est un sous-groupe de I,

D’aprés la prop. 1 du n° 1, Iapplication exponentielle de A est une bijection
de Pensemble A+ des éléments de A sans terme constant sur I'. Soient a e A+
et b = exp a. Comme ¢ est un homomorphisme continu d’anneaux, on a

(o) = o 2, aint) = 2, 2(@)nt = expé(a).
On prouve de méme les relations
3'(b) = exp ¥'(a), 3"(h) = exp 8"(a),
et comme &'(a) commute & 8”(e), on a (n° 1, Remarque 1)
8'(6)8"(B) = exp (¥(a) + 3"(a)).

Par suite, a satisfait & (3) si et seulement si b satisfait & (4), ce qui démontre le
théoreme.
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Remarque. — La démonstration précédente montre que exp(L) est le sous-groupe
A de I" formé des b satisfaisant a (4).

On peut donc transporter par ’application exponentielle la loi de groupe de A
a L. Autrement dit, 1. est un groupe topologique complet pour la loi de composi-
tion (a, b) > a » b donnée par
auwb = log(exp a.exp b).

Le groupe topologique ainsi obtenu s’appelle le groupe de Hausdorff (déduit de X
relativement a K).
Soit g Phomomorphisme du groupe libre F = F(X) dans I' tel que

g(x) = expx pour xe X. Comme expx — 1 — x = Zz x"/n! est d’ordre >2,

g est injectif d’aprés le th. 1 du §5, n® 3. Par suite, Papplication log o g est un
homomorphisme injectif de ¥ dans le groupe de Hausdor{f qui prolonge Uinjection canonique

Pour tout entier m > 1, on note 1., 'ensemble des éléments d’ordre >m de
L et T, Pensemble des ueT tels que u — 1 soit d’ordre »m. On a
L, = exp~1(I',) d’aprés la Remarque 2 dun® 1; comme (I',,),,5, est une filtration
centrale entiére sur I' (§ 4, n° 5, prop. 2), (L)) n>1 est une filtration centrale entiére sur
le groupe 1..

3. Séries formelles de Lie
Lemme 1. — Sowent g une algébre de Lie filtrée (§ 4, n° 1), (8)wer Sa filtration, et soit
o € R. Soit P un polynéme de Lie homogéne de degré n en les indéterminées (T})ier (§ 2,
n°® 4). On a P((a;)) € 8, pour toute famille (a,); .y d’éléments de g,.

Tout polynéme de Lie de degré n > 2 est somme finie de termes de la forme
[Q,R] ot Q et R sont de degré <n et dont la somme des degrés est égale a
(§ 2, n° 7, prop. 7). Le lemme en résulte par récurrence sur 7.

On appelle série formelle de Lie' (a coefficients dans K) en les indétermindes
(T));eq tout élément de I’algebre de Lie L((T));e1) = L(I). Un tel élément u
§’écrit de maniére unique comme somme d’une famille sommable (#,), .y olt
u, € LVY(I).

Supposons I fini. Soit g une algebre de Lie filtrée séparée et compléte, telle
que g = aL>J0 8q; S0it # = (4;);<; une famille d’éléments de g.

ProrosrtioN 2. — L’homomorphisme f,: L(1) —g tel que f,(T) = ¢, (§2, n° 4) se
prolonge par continuité en un homomorphisme continu, et un seul, f, de 1.(I) dans s.

En effet, il existe « > 0 tel que f eg, pour tout ¢eI; on a donc

S L¥Y(D)) < gjyj« pour tout v (lemme 1), ce qui entraine la continuité de f,.

C.Q.F.D.

t Une série formelle de Lie n’est pas en général une série formelle au sens de A, IV, § 6.
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Si u e L(I), on pose u((t;)) = f;(x). En particulier, prenant g = L(I), on a
u = u((T,;)); dans le cas général, on dit que «((£)) est le résultat de la substitution

des ¢; aux T; dans la série formelle de Lic «((T})). Siu = Z | Uy, avec u, € LY(X),
veN!

la famille (u,((%;)))yen® est sommable et
(5) u(®) = 2, u((8)).

Soit 6 un homomorphisme continu de g dans une algébre de Lie filtrée séparée
et complete ¢, telle que ¢’ = LJO g.. Pour toute famille finie t = (1;);.; d’éléments
o

de g et tout u e L(I), on a

(6) o(u((®))) = u((s(&))),

car ’homomorphisme o o_f, est continu et applique T; sur (), pour i e I.

Soit u = (u;);c; une famille finie d’éléments de L(I) et soit v € L(J); par
substitution des #; aux T; dans z, on obtient un élément w = o((«;);¢5) de L(T)
notéveo . On a

(7 w((t)ier) = 2((u;((H)ien))ica)s
pour toute famille finie t = (t,);; d’éléments de g, comme on le voit en trans-
formant par ’homomorphisme continu £, I'égalité w = o((1;);c5)-

Soit u = Vg{r u, € L(I), avec u, € LY(I). L’application a: () r> u((t)) de g
dans g est continue: en effet, dans chacun des ouverts g, pour ¢ > 0, la famille

des @, est uniformément sommable et il suffit de prouver que chaque #, est con-
tinue, ce qui est immédiat par récurrence sur |v|.

4. La série de Hausdorff
Soit {U, V} un ensemble & deux éléments.

DirmnerioN 1. — Lélément H = U vV = log(exp U.exp V) (n° 2) de lalgébre de
Lie Lo({U, V3) sappelle la série de Hausdorff en les indéterminées U et V.

On désigne par H, (resp. H, ;) la composante homogene de degré total n
(resp. de multidegré (r,s)) de H. On a

> H,, H,= 2 H.,

820 r+s=mn

(8) H = nZO Hn =
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THEOREME 2. — S0 7 et 5 sont deux entiers positifs, tels que r + s 2 1, on a
H,, =H; + H/; aec

9) (r+9H ;=

s () S (("ﬁl (ad U)"s (adV)S:) (adU) )(V)

= P = ! !
= m [ R e 4 i=1 T S 7,
mz1 Spt - Fomog=s—1 i i m
rpt+sy21,..., fm—1+Sm—121

(10) (r+5) HI, =

-1
S (=) (A U)" (ad V)% 1)
m>1 m Tit e Hrg_g=r—1 i=1 ol 5!
Sit v +Smo1=8
ri+sy21,...sTp-1+t8p-121
uUrvs

Dans Ag({U,V}), on a expU.expV =1+ W avec W =

e aary-d
r+szl T! .S'!

d’ou H = mZ1 (=)™ *Wm/m (n° 2), c’est-a-dire:

m
L D S R0
(11) H,= 2 ~—"— | | ==
d mz1 m Tid e b Try=r i=1 1l o8
S+ +85p=s
r1+s121,..., Tm+Sm=1

L’application linéaire P,, définie par P,(x;,...,x,) = ;L I—I (ad xi))(xn) pour

n 21 etx,...,x,dans {U, V}, est un projecteur de A”( V} sur Lg({U,V})
(§3, n° 2, cor. de la prop. 1); comme H, ; appartient +s({U, V}), on a
Hr,s = Pr+s(Hr s)’ Or, on a

(12) P,H(HU Vs‘)

=17'|‘§'|

m—1

1 ((H (ad U)": (ad V)st) (ad U)'n (ad V)n~

r+s 7,1 5! T ! St

Jov)
lorsque s, > 1, et

5 - (] ) 0y

r+s 85! !

03 vl

lorsque r,, = 1 ets, = 0. De plus, ona ev1demment (ad £)P~ 1.t =0sip 2> 2et
(ad £)°.¢ = & 1l en résulte que les deux membres de (12) sont nuls lorsque

> 2 et que ceux de (13) le sont lorsque 7, > 2. Le théoréme résulte de la,
H; . étant la somme des termes du type (12) et H; celle des termes du type

(13).

i

C.Q.F.D.
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Remarques. — 1) On a défini (§ 3, n° 2, Remargue) un projecteur Q de A(X) sur
L(X) tel que Q(a™) = 0 pour ae L(X) et m > 2, et Q(1) = 0. On a alors
H = Q(exp H) = Q(exp U.exp V), d’ott immédiatement
(14) H,,= Q(% %) pourr + s > L.

2) Ona

(15) H(U,V) = U + V + }{U, V] + [U, [U, V]]
+ >11_2[V: [V: U]] - _21_4[U, [V’ [U> V]]]

modulo 2, L#({U, V).
3) OnaH,, = H,, = 0 pour tout entier » # 1, d’olt
(16) H(U, 0) = H(0,U) = U.

D’autre part, comme [U, —-U] = 0,o0na

(17) H(U, -U) = 0.

5. Substitutions dans la série de Hausdorff

Comme K est un corps contenant Q , la série de Hausdorff peut étre considérée

comme une série formelle de Lie & coeflicients dans K. Par suite, si g est une

algébre de Lie filtrée, séparée et compléte avec g = UO gq; ON peut, pour
o>

a, b dans g, substituer e ¢t » 2 U et V dans H (cf. n° 3 et § 2, n° 5, Remarque).
En particulier, soit A une algebre associative unifere, filtrée, séparée et

compléte. Posons m = ayo A etm, = A, " mpour « € R; on a doncmy, = A,

pour o« > 0 et my = m pour & < 0. Pour le crochet [a, 5] = ab — ba, m est une
algebre de Lie filtrée, séparée et compléte, a laquelle on peut appliquer ce qui
précede. Avec ces notations, on a le résultat suivant, qui compléte la prop. 1 du
n° L.

ProrosiTionN 3. — Siagem, b em, on a exp H(a, b) = exp a.exp b.

Soient a, b dans m; il existe « > 0 tel que @ € A, et b € A,. Par suite, il existe
un homomorphisme continu 6 de lalgébre de Magnus A({U, V}) dans A
appliquant U sur a et V sur 4 (§ 5, n° 1, prop. 1).

La restriction de 6 3 L({U, V}) est un homomorphisme continu d’algébres
de Lie de L({U, V}) dans m qui applique U (resp. V) sur a (resp. 5). D’apreés la
formule (6) dun® 3, on a donc 6(H) = H(a, 5). 1l suffit alors d’appliquer ’homo-
morphisme continu 0 aux deux membres de la relation exp H(U, V) =
exp U.exp V en tenant compte de la Remargue 3 du n° 1.
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Remarque 1. — Si a et b commutent, on a H, ;(a, ) = 0 pour 7 + s > 2, car tout
polynéme de Lie homogeéne de degré >2 est nul en (4, 4). On a donc
H(a, b) = a + b, et la prop. 3 redonne la formule exp(a + 5) = exp a.exp b.

ProOPOSITION 4. — Soit 6 une algébre de Lie filtrée, séparée et compléte, telle que g = mgo Gere

L application (a, b) — H(a, b) est une loi de groupe sur g, compatible avec la topologie de g,
pour laquelle O est élément neutre et — a est inverse de a, pour tout a € g.

L’application (g, b) + H(a, b) de ¢ x ¢ dans g est continue (n° 3); comme
Papplication a — — a est évidemment continue, il suffit de prouver les relations

(18) H(H(a, ), &) = H(a, H(, ))
(19) H(a, —a) =0
(20) H(a,0) = H(0,a) = a

pour a, b, ¢ dans g. D’apres la formule (7) du n°® 3, il suffit de démontrer ces
formules lorsque a, 4, ¢ sont trois indéterminées et que g = L({a, 4, ¢}). Or la
restriction de Papplication exponentielle 3 L({a, 6, ¢}) est une injection dans
Palgebre de Magnus A({a, b, ¢}) et 'on a d’aprés la prop. 3:

exp H(H(a, b),¢) = exp H(a, b).expc¢ = expa.exp b.exp¢
exp H(a, H(b,¢)) = expa.exp H(b, ¢) = expa.exp b.expe¢
exp H(a, —a) = expa.exp(—a) = exp(e — a) = exp0
exp H(a, 0) = expa.exp0 = expa
exp H(0, a) = exp O.expa = exp a.

Cecl établit les relations (18) a (20).

Remargues. — 2) Prenons pour g ’algébre de Lie L(X). La loi de groupe intro-
duite dans la proposition précédente coincide avec la loi définie au n°® 2. En
d’autres termes, on a

(21) awb = H(a, b) pour a, b dans L(X);

la loi du groupe de Hausdorff est donc donnée par la série de Hausdorff.

3) Soit g une algeébre de Lie munie de Ia filtration entiere ($™g) définie par
la suite centrale descendante. Supposons qu’il existeunm > 1 tel que ¥™g = {0}.
Pour la topologie déduite de la filtration (€"g),,» 1, 'algébre de Lie g est séparée,
compléte, et méme discréte. On a P(ay, ..., ¢,) = Opouray, ..., ¢ dansg et pour
tout polynéme de Lie P homogene de degré >m; en particulier,ona H, ((2,8) = 0

pour r + § > m, et la sériec H(a, b) = ZHr’s(a, b) n’a quun nombre fini de

termes non nuls. La loi de groupe (a, 5) — H{q, b) sur g est alors une application
polynomiale (§ 2, n° 4).
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Prorosrrion 5. — Soit K, la composante de multidegré (v, 5) de H(U + V, ~U).
Ona

K, .(U,V) = , (ad U)M(V) pourn > 0.

1
(n+ 1!
En effet, posons K(U, V) = HU+V, — U), K,(U, V) = HZ() K, .(U, V).

Notons L (resp. R) la multiplication & gauche (resp. & droite) par U dans
A({U, V}).

On peut écrire

Ve~V Z v \% (-0
a p! q!
2 l _nt (LP(~R)%).V
nzon! \p+a=n plg! )
1
- 2 2 (L-R)"V
nzon!
et par suite
(22) Ve~V Zl, ad U

20

Calculons maintenant modulo I’idéal ZO Zz Am({U, V}) de A{U, V}). Pour

toutn > l,ona
(U+V)n = Un + foiVUn-l-i
d’our
(ad U)(U+V)* = (L — R) 21 LR").V

= (L - R".V
= U™V — VU"
Par suite, on a
(23) (ad U).e*V = ¢V — Veb
par sommation sur z.
Par ailleurs, K;(U, V) = K(U, V) et &Y% = 1 + K, (U, V), donc

K, =68 — 1 =04V U |
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d’apreés la prop. 3. On en déduit
(ad U)K, = Uel+Ve U — (U+%-UU = (UeU+V — U+VU)e~ U

= (PV — Vel)e ¥ d’apres (23)
=¢'We U -V

_ ;% (ad UV daprés (22)
_ (ad U)»

= (ad U)(n;) T 1)!V)-

11 suffit alors d’appliquer la Remargue du § 2, n°® 11.

§ 7. Convergence de la série de Hausdorff (cas réel ou complexe)

Dans ce paragraphe, on suppose que K est 'un des corps R ou G que ’on munit
de sa valeur absolue usuelle. Rappelons qu’on appelle algébre normable sur K
une algébre A (non nécessairement associative) sur K, munie d’une topologie .7~
possédant les propriétés suivantes:

1) J peut étre définie par une norme;

2) Yapplication (x,y)+>xy de A x A dans A est continue.

On appelle algebre normée sur K une algeébre A sur K, munie d’une norme
telle que [lxy) < |*]| |#] quels que soient x, y dans A.

On désigne par g une algébre de Lie normable compléte sur K. On choisit
une norme sur g et un nombre M > 0 tels que

1) Iz 9]l < Mix| ]yl pour x,y dans .

1. Polynémes-continus 2 valeurs dans g

Soit I un ensemble fini et soit P(g'; a) (resp. P(s; g) Pespace vectoriel des polynimes-
continus (resp. séries formelles & composantes continues) sur g* a valeurs dans g. Rappelons
(VAR, R, App.) que P(¢*; g) est muni d’une graduation de type N! et que
P(¢'; g) s'identifie au complété de P’espace vectoriel P(g'; ) pour la topologie
définie par la filtration associée a la graduation de P(g'; g). De plus, P(g; g) est
une algebre de Lie graduée pour le crochet défini par [ £, gl(x) = [ f(#), g(x)]
pour f, g dans P(g"; g), ¥ € ¢'; cette structure d’algébre de Lie se prolonge par
continuité 4 P(g'; g) et en fait une algebre de Lie filtrée séparée et compléte.
D’aprés la prop. 2 du §6, n® 3, il existe un homomorphisme continu
o u—> i d’algebres de Lie et un seul de L(I) dans P(¢'; g) appliquant Pindéter-
minée d’indice ¢ sur pr; pour tout ¢ € I, puisque pr; € P(g'; ¢). Il en résulte que
@ € P(g'; g) pour u € L(I); plus précisément, lorsque u € L(I}, # n’est autre que
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Papplication polynomiale (£;) +— u((£)) du § 2, n°® 4. Il est d’autre part clair que
oy est compatible avec les multigraduations de L(I) et P(g'; g). Siw = ngl u,, ol

uy, € LY(I) pour ve N%, on a

i= 2@, aveed,cP(d;0).

Soit # = (u;);c; une famille finie d’éléments de L(I), soit v e L(J) et soit
w=2vou (§6,n°3). Posons @i = (#;); € Ona

(2) Jodli = (vou)~.

En effet, ceci résulte par prolongement par continuité de la formule (7) du § 6,
n° 3, et de (VAR, R, App., n° 6).

2. Groupuscule défini par une algébre de Lie normée compléte

Soient H = ”20 H,,eL(U, V) la série de Hausdorff (§ 6, n°® 4, déf. 1). Nous

allons montrer que la série formelle correspondante

3) A= 2 H,,eP( xg,0)

r,s20

est convergente (VAR, R, 3.1.1).
Introduisons la série formelle € Q[[U, V]] suivante

4 7(U, V) = —log(2 — exp(U + V)
1
(5) = m; - (exp(U + V) — I)m
1 U Vi U Vn
(6) =m>1;111 ,,,,, Tm_rl—'s_l—"—?'?ﬁ
srli"'-éi.z,slm
Dol
(7) “l)(U, V) = r,go Y)T,SUTVS)
avece
1 1
(8) vlf,szmzl%r +...2.:H. =ry ] T 'S i B '.
- Siteetemmg 1TTreTmIL e Ome
ritszl

Soient maintenant« ety deux nombresréels positifs tels que # + v < log 2;0n a
0 < exp( + v) — 1 < 1; les séries déduites de (5) et (6) par substitution de
u 2 U et de v & V sont convergentes, et les calculs précédents entrainent

9) 2 N0 = —log(2 — exp(u + v)) < +oo.

r,s20
Soient 7, 5 > 0, et soit |H, ;| la norme du polynéme-continu H, ; (VAR, R,
App., n° 2).
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Lemme 1.—On a
“HT,S" < MH-S-.lnT,s'
Soient 7;, s; dans N pour 1 < ¢ < m, avecs,, = 1; posons r = Z 1, § = Z kS

et considérons ’élément suivant de L{{U, V}):

m—1
Z= ((g (adU)n (adV)st) (adU)'m) (V).
Ona Z = fop, ot fest I'application (r + s)-linéaire de ¢"** dans g suivante:

(%152« o3 X3 Y15 - > Ys) >
(ad(xy) o+ - -0 ad(x,) o ad(yy) o -+ - o ad(ys,) e ad(#y, 14) o - - 0 ad (%)) (¥s)

et ol ¢ est ’application de g2 dans g'** suivante:
PP
(x’y) (x"",x,y""3y);
T S

onadonc | Z]| < || f] < M *s-1 (VAR, R, App.). Appliquant cette majoration
aux différents termes du second membre de la formule (9) du § 6, n° 4, on obtient:

MT+S'—1 1
a0 ) <X 2 2 ey
Sl+1:"+sm—:l=s—l IR PR Y m—1-¢
ri+s321,..., Tm—t1+Sm-121

Un raisonnement analogue donne

Mr+s—1 1 z 1

r4+§ melm  riteetrmog=r-1 b, st s, !
Sl+"'+"‘l§m—1=5 1 m—1-1 m-—1
ryts121,..., Tm-1+Sm-121

(1) [HZ) "] <

d’ou, d’apres (8),
Mr+s-—l
T+

“I:IT,S“ < Mg < er,sMr+s_1,

ce qui démontre le lemme.

ProrosirioN 1. — La série formelle T est une série convergente (VAR, R, 3.1.1); son
domaine de convergence strict (VAR, R, 3.1.4) contient I'ouvert

0 ={n)esx sl sl + Iyl < g7log2}-

En effet, soient u, v deux nombres réels >0 tels que u 4+ v < ~1\1/_I log2;0na
(lemme 1)

(12) M 2 [HJue° < 2 1. M s = — log(2 — expM(u + 7)) < +00

7,20 7,50

d’apres (9).
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Notons k: Q — g la fonction analytique (VAR, R, 3.2.9) définie par H, c’est-a-
dire par la formule

(13) h(x9y) = Z ﬁr,s(x’y) = ,SZOHT,S(%Z/) pour (x,y) e Q.

T.820

Cette fonction s’appelle la fonciion de Hausdorff de ¢ relativement & M (ou simple-
ment la fonction de Hausdorfl de g si aucune confusion n’est a craindre). Re-
marquons que H, (U, —U) = 0 pour r + s > 2, donc

1
(14) h(x, —x) =0 pour x| < QT/IlOg 2.
De méme
(15) k(0, x) = A(x,0) =&  pour ||x| < ﬁlog 2.

ProrosiTioN 2. — Soit

, 1 3

@ —{(nn2)esxox sl el + Iyl + 2] < gplog 5}
St (x,9,2) e Q' ona
(16) (%9 eQ,  ((x9),2eQ, ($2)€Q, (xk{y,2)eQ
et
(17) h(h(x,y), 2) = h(x, h(y, 2)).

Soit (x,y, z) € Q'; il est clair que (x,y) € Q et que (y, z) € Q. De plus, on a:
1ot )| < 2 Ll 1+l lol,

donc d’apres (13)

lhe )] < — gz log(@ — exp M(J] + Jy])).

OrM( ||| + [ly]) < log$ — M||z||; posonsu = exp(M||z]]);onal < u < 3et
M(|l&(x 9l + 2]) < —log(2 — exp(log 3 — M|z]})) + M] ]

A

2

3 2u
= ——log(2 - Q_u) + logu = logw_—_—3

log(Q + 2—(—1;4;12_(—”?7_—?’)) < log 2.

fl

On voit de méme que (x, £(y, 2)) € Q.
Démontrons maintenant (17). Dans I'algébre de Lie L({U, V, W}), on a

H(H(U, V), W) = H(U, H(V, W))
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d’aprés la prop. 4 du §6, n° 5. D’aprés le n° 1, formule (2}, on a donc dans
P(s x g x ¢, ) la relation

Ho (H x 1d,) = Ho (1d, x H).

D’apres VAR, R, 3.1.9, il existe un nombre € > 0 tel que la formule (17} soit
vraie lorsque ||x||, {|#]| et | z|| sont <e. Mais les fonctions (%, y, z) = A(A(x, ), 2)
et (x,9, z) —> h(x, Ay, z)) sont des fonctions analytiques dans Q’ a valeurs dans g
(VAR, R, 3.2.7). Comme Q' est connexe, et qu’elles coincident au voisinage de 0,
elles sont égales (VAR, R, 3.2.5).

Les résultats précédents entrainent:
. , 1 3 o
Soit  un nombre réel tel que 0 < « < M log 5 Sotent G = {xeg| [#| < o},

O ={xy)eG x G| h(xy) G}, et m: ©® — G la restriction de £ & ©. Alors:

1) O est ouvert dans G x G, et m est analytique.

2) x € G implique (0, x) € O, (x,0) € O et m(0, x) = m(x, 0) = x.

3) x€ G implique —xeG, (x, —x) €0, (—x,x)e® et m(x, —x) =
m(—x,x) = 0.

4) Soient x,y, zdans G tels que (x,%) € 0, (m(x,4),2) €0, (y,2) €O et
(x: m(ya Z)) € 0. Alors m(m(x, y)) Z) = m(x> m(y, z))'

* Autrement dit (chap. 111, § 1), si on pose —x = o(x), le quadruplet (G, 0, 5, m)
est un groupuscule de Lie sur K.,

3. Exponentielle dans les algébres associatives normées complétes

Dans ce n°, on désigne par A une algébre associative unifére normée compléte (TG, IX,
§3,n° 7). On a donc |x.y] < ||#|.|y| pour x,y dans A.

Soit T un ensemble fini et soit P(AT; A) Pespace vectoriel des séries formelles &
composantes continues sur AT a valeurs dans A (VAR, R, App., n° 5), munie de la
structure d’algébre obtenue en posant

fg=mo(f2) pour f, g dans P(AT; A),

oum: A x A— A désigne la multiplication de A. Raisonnant comme au n° 1 et
utilisant la prop. 1 du § 5, n° 1, on définit un homomorphisme continu d’algé¢bres
uniferes u — # de A(I) dans P(AT; A) appliquant Pindéterminée d’indice i sur
pr;; cet homomorphisme prolonge ’homomorphisme d’algebres de Lie de L(I)

dans P(AT; A) défini au n° 1. Siu = 2 u, avec u, € A¥(I) pour ve NI, alors
i = Z i,, ol &, est application polynomiale (4);1 +> u,((2)).

Soit # = (,);; une famille finie d’éléments de A(I), soit v € A(J) et posons
w=0vou(§5n1).0na

(18) ou)” = o it
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Ceci résulte par prolongement par continuité de la formule (2) du § 5, n°1 et de
VAR, R, App., n° 6.
Prenons en particulier I = {U}, identifions A et AU, et considérons les
images ¢ et [ des séries e(U) = Z Ur/n! et (U) = Z (—-1)""1U"n dans
P(A;A). On a ||U"|[ <1 car |#...x) < ~||x1|| .o ]l%.|| pour xy,. .., x, dans
A. Par suite, le rayon de convergence strict de é (vesp. ) est infini (resp. =1).

Nous désignerons par e, (resp. {,) Papplication analytique de A dans A (resp.
de B dans A, ou B est la boule unité ouverte de A) définie par la série convergente

é (resp. [} et nous poserons exp, (x) = 1 + ¢4 (x) (pour x€A) et log,(x) = ly(x — 1)
(pour x € A, || — 1| < 1). On a donc

513
(19) expp ¥ = ;-;‘—, (xeA)

(20) logax = 2, (~1)* (L‘;l_)" (weA, Jx - 1] < 1).

Comme (¢o)(U) = ({o¢)(U) =U (cf. §6, n°1), on a d’apres (18)
§ol = [o& = Id,. Par suite (VAR, R, 3.1.9)

(21 expa(loga(x)) = x (xeA x—-1] < 1)

(22) loga(expa(x)) = x  (x€A, x| < log2)

car ||x] < log 2 entraine [lexpa(x) — 1]| < exp#] — 1 < L.
Enfin, considérons A comme une algébre de Lie normée compléte. On a

Ilx g1l = llay — yx| < 2|x||.]y|. La prop. 1 du n° 2 entraine que le domaine
de convergence strict de la série formelle H contient Pensemble

Q={xy)eAxAllx] + |g] < $log2}

Donc H définit une fonction analytique £: Q — A. On a h(x,y) = , SZO H, (x9)
(cf. § 3, n° 1, Remarque 4).

ProvrosirioN 3. — Pour ||| + [|y| < 3log2,0na
(23) EXpy X.€Xpa Y = €xXpy A%, y).
En effet, il résulte de (18) et de la relation %V = ¢4UV) que
mo(l +61+8 =(1+8-H

dans P(A x Aj;A). On déduit donc de VAR, R, 3.1.9, que (23) est vraie pour
(x,y) assez voisin de (0, 0), d’ot1 la proposition par prolongement analytique
(VAR, R, 3.2.5).
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§ 8. Convergence de la série de Hausdorff (cas ultramétrique)

Dans ce paragraphe, on suppose que K est un corps valué complet non discret de
caractéristique zéro, a valeur absolue uliramétrique. On désigne par p la caractéristique
du corps résiduel de K (AC, VI, § 3, n° 2).

Sip 5 0,onposea = [p|;onsait (AG, VI, §6,n"2et3) que0 < a < 1, et
qu’il existe une valuation » de K 4 valeurs dans R, et une seule, dont la restriction
4 Q est la valuation p-adique v,, et qui est telle que |¥] = ¢ pour tout x e K.
On pose d’autre part:

1
(1) 0= ==

Sip = 0, on désigne par ¢ un nombre réel tel que 0 < 4 < 1, et par » une
valuation de K a valeurs dans R telle que |x| = ¢*® pour tout xe K (loc.
¢it.). On a v(x) = 0 pour x € Q*. On pose d’autre part:

) 0 = 0.

1. Majoration p-adique des séries exp, log et H

Dans ce numéro, on suppose p # 0.

Lemme 1.— Soit n un entier >0, et soit n = ng + nyp + --- + np¥, ave
0 < m < p— 1, le développement p-adique de n. Soit S(n) = ny + ny + -+ + 1y
Alors
n — S(n)
N = .
®) n(n) = 5=

En effet, on a 2,(n!) = Zl ,(7), et le nombre d’entiers ¢ compris entre 1 et z
i=

pour lesquels 2,(¢) > j est égal 4 la partie entitre [n/p’] de n/#’. On a donc:

o0 = 250 — i) = 3, bl

izl

Comme [n/p’] = Z n 7, le lemme en résulte.

izj

Lemme 2.— On a v(n) < o(n!) < (n — 1)8 et v(n) < (logn)/(log p) pour tout
entiern > 1.
En effet o(n!) = v,(n!) = (n — S(n))0 < (n — 1)0 d’apres le lemme 1.
D’autre part, n = p*™, d’ott v(n) < (log n)/(log p).

Soit I = {U, V} un ensemble & deux éléments, et soit

H= 2 H,(U,V)ell
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la série de Hausdorff (§ 6, n° 4, déf. 1). Soient Z,, 'annean local de Z relative-
ment a 'idéal premier (p), et (¢,), « s unebasede Ly (I) sur Z,, (§2,n° 11, th. 1).
C’est aussi une base de Lg(I) sur Q.

Proposrrion 1. — Soient 7 et s deux entiers >0. St H, ; = bZBi'_Abeb, ot MeQ, est la
décomposition de H, ; par rapport d la base (e,)p e, 01 a
(4) tp(d) = —(r + 5 — 1) pour tout b € B.

L’anneau A, _(I) s’identifie au sous-Z,-module de Aq(I) engendré par les
mots w € Mo(I). Comme L, _(I) est facteur direct dans A, (I), on a
(5) Lg,,(I) = Ag,,(T) N Lo(1).
Soit f Pentier tel que f < (r + s — 1)0 < f+ 1. La relation (4) équivaut a
v,(Xy) = —f pour tout b €B, cest-a-dire a H, ;e p /Ly (I). Or cela équivaut
aussi, d’apres (5), a H, ;ep~7A, _(I).

D’aprés la formule (11) du § 6, n° 4, il suffit de montrer que, quel que soit
Ventier m > 1 et quels que soient les entiers ry, . . ., Ty, Sg, - « « Sy tels que

(6) b, =01, S+ sy, =,
r,+ 521 pour 1 £ ¢ < m,

on a

(7 vp(m.ry . gl s,) <

Or, d’apreésle lemme 2, 0, (r;!s;!) < (r; + 5; — D0eto,(m) < v,(m!) < (m — 1)0;
m

le premier membre de (7) est donc majoré par 6(m — 1 + z; (ry+s5, - 1)) =

O(r + s — 1); comme c’est un entier, il est <f, ce qui achéve la démonstration.

2. Algébres de Lie normées

Dérmnrrion 1. — On appelle algébre de Lie normée sur K une algébre de Lic munie d’une
norme telle que

(8) Ix + ) < sup(fl=]; [#]})
9 ICe 1l < =] - 7l

quels que soient x,y dans g.
Dans tout le reste de ce paragraphe, on désigne par g une algébre de Lie normée compleéte.

Pour tout ensemble fini I, on définit comme au § 7, n° 1, un homomorphisme
continu % > @ d’algeébres de Lie de L(I) dans P(g"; g). On voit comme au § 7 que
siu = Z uy, avec u, € LY(I) pour ve N, alors & = Z #@,, ol i, est Papplication

polynomlale (t.)ic1 = u,((#)) définie au § 2, n° 4. La formule de composition (2)
du § 7, n° 1, reste valable.
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3. Groupe défini par une algébre de Lie normée compléte

Soit H = 2, H,,eL({U, V}) la série de Hausdorff (§6, n° 4, déf. 1). Nous

allons montrer que la série formelle 3 composantes continues correspondante
(10) H = Z ﬁ,’sef’(g X 6, 6)

7,820
est convergente (VAR, R, 4.1.1).
Soientr > 0,s > 0, tels quer + s # 0 et soit |H, ;|| la norme du polynéme
continu H, ; (VAR, R, App., n° 2).

Lemme 3. — On a

“ﬁr’s" < g~ @+s-18,

Soit B un ensemble de Hall relatif a I, etsoit H, ; = b% 26, la décomposition
=3

de H, , par rapport 2 la base correspondante de L({U, V}). On a
(11) |)‘b| < g~ rts—16,

En effet, cela est trivial pour p = 0, car A, € Q; et cela résulte de la prop. 1 du
n° 1 pour p # 0.
De plus, on a

(12) l&)l <1 pour beB.

En effet, montrons, plus généralement, par récurrence sur z, que pour tout alter-
nant b de degré n en les deux indéterminées U et V (§2, n°6), on a [4]| < 1. Si
n =1 b est une des projections de g x g sur g, doncestdenorme < 1;sin > 1,
il existe deux alternants b; et b, de degrés <u, tels que & = [b,, b5]. Gomme
Papplication y: (x,y) + [x,y] de g x g —g est bilinéaire de norme <1, on a
(VAR, R, App., n° 4)

(13) 18] = Iy o (Bu B2)| < Joull- 16l < 1.

Les relations (11) et (12) entrainent le lemme.

ProrostTION 2. — La série formelle H est une série convergente (VAR, R, 4.1.1). $i G
est la boule {x € g | x| < a®, le domaine de convergence strict de H (VAR, R, 4.1.3)
contient G x G.

En effet, si # et » sont deux nombres réels >0 tels que u < a® et v < 4% on
a (lemme 3)

(14) HI':I,,S[]u’vs < ®(ua=®)"(va=®)*

et |H, ,|u'v® tend vers 0 lorsque 7 + s tend vers Pinfini.
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Notons £: G x G — g la fonction analytique (VAR, R, 4.2.4) définie par H,
c’est-a-dire par la formule
(15) h(ny) =, 2, Falny) =

Cette fonction s’appelle la fonction de Hausdorff de g.
Soit (%,4) €eG x G.Ona

(16) IH,,o(x )| < sup( ], )
(17) lax ) < sup(lix], J71)-
Eneffet (17) résulte aussitét de (16), et (16) esttrivial pourr = 5 = 0;sir > 1,ona

sl < el 1< ol

< [l#l;
on raisonne de facon analogue sis > 1.
En particulier, |&(x,y)| < &® pour (x,) e G x G.

2, H, (x,y)  pour (x,5) G x G.

1,820

ProrosiTioNn 3. —Soit G la boule {xeg||x| < a®. Lapplication analytique
k: G x G — G fait de G un groupe, dans lequel O est élément neutre et — x inverse de x
pour tout x € G. De plus, si R est un nombre réel tel que 0 < R < @® la
boule {x €g | ||x]] < R} (resp. {x €g| ||x] < R}) est un sous-groupe ouvert de G.
Comme H(U, —U) = 0 et H(0, U) = H(U,0) = U, on a 4(x, —x) = O et
h(0, x) = k(x, 0) = x pour tout x € G. Il ne reste donc qu’a démontrer la formule
d’associativité
(18) h(h(x,y), z) = h(x, by, 2)) pour #,¥, z dans G,
Comme on a
HH(U, V), W) = H(U, H(V, W))
dans LU, V, W}) (§6, n° 5, prop. 4), on a
(19) Ho(H x 1d,) = Ho (Id, x H)
dans P(g x g x g;9) (n°2), et (19) entraine (18) d’apres (16) et VAR, R, 4.1.5.
*Autrement dit (chap. III, § 1), G, muni de la fonction de Hausdorff, est
un groupe de Lie.

4, Exponentielle dans les algébres associatives normées complétes

Dans ce n® on désigne par A une algebre associative unifére munie d’une norme
x > ||x| satisfaisant aux conditions:

Ix + gl < sup(fl«], %]

=yl < [l 9l
I =1
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pour x, y dans A, et compléte pour cette norme. Les résultats des deuxiéme et troi-
sitme alinéas du § 7, n° 3 restent valables.

‘1 . 5 i [0)
Prenons I = {U} et considérons les images ¢ et { des séries ¢(U) = Zl T et

{U) = ngl (=11 % dans P(A; A). On a:

(20) (Un ” “ ammmie
Un logn
Gy |

d’apres le lemme 2 du n® 1. Donc le rayon de convergence strict de la série & (resp. Z)
est >a® (resp. >1) (VAR, R, 4.1.3). Pour R > 0,s50it G = {xe A | %] < R};
posons G = Gye. La série ¢ (resp. /) définit une application analytique ¢, (resp.
l5) de G (resp. G} dans A. On posera:

(22) expa(x) = 1 4 es(x) = Z — pour xe G

nz0 n'
(23) loga(x) = ly(x - 1) = nzl (—1r-t gx—;—l—)f pourx — 1eG;

(on omet l'indice A quand aucune confusion n’est & craindre). Pour x € Gy et
n>=1l,ona
xn

n!

i
n
donc e,(Gg) < Gy, l,(Gg) < Gg pour R € &°

(24)

=~

< Reg-n-10 _ R(E)n_l
ae

ProrostTion 4. — Soit R un nombre réel tel que 0 < R < a®. L’application exp, définit
un isomorphisme analytique de Gy sur 1 + Gy, et Uisomorphisme 1éciproque est la restric-
tion de logy @ 1 + Gy,

On a ¢(I(X)) = I(e(X)) = X. D’apres (20), (21), et VAR, R, 4.1.5, on en
déduit que e, (I (%)) = Ix(ea(x)) pour x € Gg. Donc

expa(logax) = x  pourxel + Gy
loga(expax) = » pour x € Gy
ce qui acheéve la démonstration.

Si on munit A du crochet [x,y] = xy — yx, A devient une algébre de Lie
normée complete, car |xy — yx| < sup(|lay], [yx|) < [«].]y]. La prop. 2 du
n° 3 entraine que le domaine de convergence strict de H contient G x G, et H
définit donc une fonction analytique 2: G x G— A;ona

= 2 H, (%, 9)-

1,820

(25) h(x, )
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ProrosiTiON 5. — Pour x,y dans G, on a

(26) €Xpa X.€XPpY = €XPy h(#,y).

En effet, on a ¢%" = ¢4V, donc
mo(l +61+8 =(1+8-H

dans H(A x A; A) (en désignant par m la multiplication de A). La proposition
résulte alors de la prop. 2, du lemme 3, et de VAR, R, 4.1.5.

APPENDICE

Fonction de Mébius

Soit # un entier 3> 1. Si 7 est divisible par le carré d’un nombre premier, on pose
w{n) = 0. Si n n’est divisible par le carré d’aucun nombre premier, on pose
w(n) = (=1)%, ou k est le nombre de diviseurs premiers de n. La fonction
w: N* — {—1,0, 1} ainsi définie s’appelle fonction de Mdbius.

Rappelons qu’étant donnés deux entiers n; = 1, ny > 1, on éerit n; | ng siny
divise 7.

ProvosiTioN, — (i) La fonction w est Uunique application de WN* dans Z telle que
w(l) =1 et que

(1) 2.uld) =0

pour lout entier n > 1.

(11) Soient s et ¢ deux applications de N* dans un groupe commutatif noté additivement.
Pour que lon ait

(2) s{n) = % t(d) pour tout entier n = 1,
il faut et il suffit que Pon ait
(3) t(n) = Z p.(d)s(;,i) pour iout entier n > 1.

in

L’assertion d’unicité dans (i) est évidente, car (1) permet de déterminer u(n)
par récurrence sur 2. Montrons que la fonction p satisfait bien a (1). En effet, soit

nun entier > 1. Soit P Pensemble des diviseurs premiers de z et soit # = Il o™
pe
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la décomposition de # en facteurs premiers. Sid est un diviseur de n,ona p(d) = 0

sauf'si 4 est de la forme pI;lI P, ot H est une partie de P. On a donc

2 u(d) = 2, (~1)omem

din HcpP

-5 (Z)(—l)" = (1 — 1yomar g,

K=0
Soient s ct ¢ deux applications de N* dans un groupe commutatif noté
additivement. Soit n € N*. Si (2) est vérifiée, on a

2 0@)s(3) = Zw@ Glzﬁt@) — > u()

am anm abl
= 2,10) 2, uld) = t(a)
al
Réciproquement, si (3) est vérifiée, on a

2 1d) = 2.2 (J.(B)s(%) = 2 s(d)

d din 51a din 5

™M

w(3) = s(n),

als

ce qui acheéve la démonstration.

La formule (3} s’appelle formule d’inversion de Mibius.



Exercices

§1

1) On suppose que K est un corps de caractéristique 0. Soit E une bigeébre de rang fini sur K,
et cocommutative. Montrer que P(E) = {0} (appliquer le th. 1 du n° 6).

2) Soit E une bigebre telle que P(E) = {0}, et soit (E,),0 une filtration de E compatible
avec sa structure de bigébre. Montrer, par récurrence sur n, que 'on a E,/ = {0} pour tout
n = 0, et en déduire que E+ = {0}, i.e. que E est réduite & K.

3) Soit G un monoide et soit E = K[G] son algébre (A, III, p. 19).

a) Montrer qu’il existe sur E une structure de cogébre et une seule telle que ¢(g) = ¢ R ¢
pour tout g € G; cette structure est compatible avec la structure d’algébre de E et fait de E
une bigébre cocommutative dont la coiinité ¢ est telle que e(g) = 1 pour tout g€ G.

b) Montrer que tout élément primitif de E est nul. En déduire que, si G # {¢}, la bigébre E
n’admet aucune filtration compatible avec sa structure de bigébre (appliquer Pexerc. 2).
¢) On suppose K intégre. Montrer que les éléments de G sont les seuls éléments ¥ € E non
nuls tels que ¢(x) = x @ x. Montrer que E posséde une inversion 7 (cf. A, IT1, p. 198, exerc. 4)
si et seulement si G est un groupe, et que l'on a alors i(g) = g~ pour tout g€ G.

4) Soit E une bigébre cocommutative, et soit G Pensemble des ge E tels que e(g) = 1 et
¢(g) = g ® g. Montrer que G est stable pour la multiplication, et que ¢’est un groupe si E
posséde une inversion. Montrer que, si K est un corps, les éléments de G sont linéairement
indépendants sur K.

5) Soit E une bigebre et soit E' = Hom(E, K) sa duale, munie de la structure d’algébre
déduite par dualité de la structure de cogébre de E (A, ITI, p. 141). Soit m le noyau de '’homo-
morphisme u —#(1) de E” sur K; c’est un idéal de E’. Montrer que, si « € m? et x € P(E),
on a #(x) = 0. Lorsque K est un corps, montrer que P(E) est I’orthogonal de m? dans E*;
en déduire que dim P(E) < dimm/m? et qu’il y a égalité si E est de rang fini sur K.

6) Soit E une bigebre et soit # € E’ = Hom(E, K) (cf. exerc. 5). Soit g€ E tel que e(g) = 1
et que ¢(g) = g ® g. Montrer que 'application # — u(g) est un homomorphisme d’algébres
de E’ dans K et que Papplication y > gy est un endomorphisme de la cogébre E; montrer
que cet endomorphisme est un automorphisme si E poss¢éde une inversion.

7) On suppose que K est un corps. Soit E une bigébre satisfaisant aux conditions suivantes:
(i) E est cocommutative;

(ii) E posstéde une inversion (A, III, p. 198, exerc. 4);

(iil) P(E) = {0}

(iv) E est de rang fini sur K.

On note E’ la K-algé¢bre duale de la cogebre E. On note G Pensemble des éléments g € E tels

que e(g) = lete(g) = g & g; cest un groupe (cf. exerc. 4).

a) Soit g € G, et soit m, le noyau de ’homomorphisme z— u(g) de E’ dans K. Montrer

que Pon a my = m? (se ramener au cas g = 1 en utilisant Pexerc. 6; puis appliquer

Pexerc. 5).
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b) On suppose K algébriquement clos. Montrer que les idéaux m, sont les seuls idéaux
maximaux de E’; en déduire que leur intersection est réduite & 0, que E’ s’identifie au
produit K¢ et que E s’identifie 4 la bigébre K[G] du groupe fini G (cf. exerc. 3).

8) Montrer que la bigébre enveloppante d’une algébre de Lie g posséde une inversion i, et
que Pon a i(x) = —x pour tout ¥ € 5(g).

9) On suppose que K est une Q-algébre. Soit g une algeébre de Lie admettant une K-base,

et soit U sa bigebre enveloppante, munie de sa filtration canonique (U,),5o. Soitxe U* et

soit z un entier > 1. Montrer que x appartient 2 U, si et seulement si ¢*(x) appartient a
2. Im(U} @ U}).

i+i=n
J2z1

10) On suppose que K est une Q-algébre. Soit E une K-bigébre cocommutative et possédant
une filtration compatible avec sa structure de bigébre. Montrer que le morphisme

Sa: UP(E)) - E

défini au n° 4, prop. 8 est un isomorphisme, si I’'on suppose que P(E) est un K-module libre
(méme démonstration que pour le th. 1).

§11) Soit E une bigebre, et soit I un ensemble fini. On se donne une base (¢,) de E, indexée
par les éléments o de NT, et telle que:
(i) e = 1;

(i) oe) =, 20
La condition (ii) entraine que E est isomorphe, en tant que cogébre, 2 la cogébre TS(K?) des
tenseurs symétriques de KI (cf. A, IV, § 5, n° 7, n°" édition).

a) Soit E’ = Hom(E, K) l’algébre duale de E, et soit ‘A = K[[(X);c7]] Valgebre des
séries formelles en des indéterminées X, indexées par I. Pour tout z € E’, soit ¢, la série
formelle

ey @ e pour tout y € NL

2 u(e)s,

ouar =11 X,
fel
Montrer que # +> @, est un isomorphisme de E” sur A et que cet isomorphisme transforme

1a topologie de la convergence simple sur E” en la topologie produit de A.
b) Soient ¢y, les constantes de structure de I'algeébre E relativement a la base (g,). On a

eyl = Z Copylye

Ecrivons & au lieu de (X,);c1, et ¥ au lieu de (Y;) .1, les Y; étant de nouvelles indétermi-
nées. Montrer qu’il existe une famille f(x, ¥) = (fi(%,¥))1cr de séries formelles en les
variables %, y telle que

J(®, ) = ;‘; CapyXyS pour tout y € NI,

en posant, comme ci-dessus, 8% = I:.[ X® et de méme pour ¥ et f(x, y)*.

Montrer que f (%, ¥) est une loi de groupe formel sur K, de dimension n = Card(I), au sens
du chap. I, § 1, exerc. 241; définir un isomorphisme de ’algébre de Lie de cette loi de groupe
formel sur I'algébre de Lie P(E), qui a pour base les ¢, avec |a| = 1.
¢) Inversement, montrer que toute loi de groupe formel sur K en les x et ¥ peut étre obtenue
par le procédé ci-dessus, et de fagon unique & isomorphisme prés.

1 I’exercice en question suppose que K est un corps, mais il n’y a rien & changer si Pon supprime cette
hypothése.
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d) Lorsque K est une Q-algebre, appliquer ce qui précéde a la bigébre enveloppante d’une
algebre de Lie g ayant une base finie sur K. En déduire Pexistence (et Punicité, & isomor-
phisme prés) d’une loi de groupe formel ayant g pour algébre de Lie.

¢) Expliciter la bigébre correspondant a la loi de groupe formel 4 un paramétre
S y) = % +y (resp. f(%9) = = + y + x).

412) On suppose que K est un corps de caractéristique p > 0.

a) Soit g une p-algébre de Lie (chap. I, § 1, exerc. 20) et soit U son algébre enveloppante
restreinte (chap. I, § 2, exerc. 6). Montrer qu’il existe sur U une structure de bigébre et une
seule qui soit compatible avec sa structure d’algébre, et pour laquelle les éléments de g soient
primitifs. Montrer que U est cocommutative et que P(U) = g.

b) Siznestun entier >0, on note U, le sous-espace vectoriel de U engendré par les produits
X1+ . .%y, OU x, € g pour tout i, Montrer que (U,), 50 est une filtration de U compatible avec
sa structure de bigebre.

¢) Soit E une bigebre, et soit g = P(E) 1’algébre de Lie de ses éléments primitifs. L’applica-
tion x i— x? laisse stable g, et munit g d’une structure de p-algebre de Lie. Montrer que
Pinjection canonique g — E se prolonge de facon unique en un morphisme de bigebres
U —> E et que ce morphisme est injectif (utiliser le fait que, si (%,);o1 est une base de g munie

d’un ordre total, les mondmes I'T #1% (0 < ny < p) forment une base de U (loc. ¢it.), et raison-

ner comme dans la démonstration du lemme 2).

§2
1) Soit g une algébre de Lie libre de famille basique (xy,..., %y, ...). On note g, la sous-
algebre de g engendrée par x4, . . ., x,, ¢t Pon note b, le plus petit idéal de g, contenant x,.
a) Montrer que b, est le sous-module de g, engendré par les (ad(x,,)e...cad(x,))x,, avec
k = Oet i, < n pour tout k.
b) Montrer que g, = g,—1 D b,; en déduire que ¢ est somme directe des b, pour z = 1.
¢) Montrer, en utilisant a) et b), que le K-module g est engendré par les éléments
[ [xigs -« o5 Do %3] - 1], avec & = D et 4, < ¢ pourk < k.
92) Soit X un ensemble dénombrable ayant au moins deux éléments, et soit $ Pensemble
des parties de M(X) qui sont des ensembles de Hall (cf. déf. 2). Montrer que Card($)) = 2¥o.

3) Soit X un ensemble muni d’une relation d’ordre totale. Montrer qu’il existe un ensemble
de Hall H relatif & X tel que H N M3(X) se compose des produits z(yx) avecy < x,y < z et
que H N M*(X) se compose des produits w(z(yx)) avec w > z = y, y < x et des produits
(ab)(ed) avec a < b,¢c < det,soita < ¢,soita =ceth < d.

4) a) Montrer que I’algébre de Lie définie par la présentation
{%y; [ vyl = [y, [x 1] = O}

admet pour base (x, y, [x, ¥]). Définir un plongement de cette algébre dans une algebre de
matrices.
b) Meémes questions pour ’algébre de Lie définie par la présentation

{095 I [x 9]l — 25 = [y, [x g1l + 2y = O}
¢) Montrer que P’algébre de Lie de présentation
{x:?/az§ [x’y] —x= [!/:Z] —y= [z: x] —-z=0}
est réduite a 0.

5) Soit g une algebre de Lie libre et soit ¢ un idéal de g. On suppose que t = g, t]. Montrer
que t = {0} (utiliser le fait que "QO &g = {0}).
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6) Soit E un module. Soit ME Palgeébre libre de E (A, 111, p. 181, exerc. 13). On rappelle
que ME = 1@1 E,, avec

B,=E E,= D E,QFE, si n>2,
ptq=n

la structure d’algébre de ME étant définie griace aux applications canoniques
E, @En—Epim
a) Soit J le plus petit idéal bilattre de ME contenant les éléments de la forme xx et
(xy)z + (yz)x + (2x)y avec 1, y, z dans .. On pose LE = ME/]J. Montrer que J est un idéal
gradué de ME; en déduire une graduation (L"E), . de LE.
b) Montrer que LE est une algébre de Lie; on appelle Palgébre de Lie libre du module E.
Montrer que, pour toute algébre de Lie g, et toute application linéaire f: E — g, il existe un
homomorphisme d’algébres de Lie F: LE - g et un seul qui prolonge f.
¢) Définir des isomorphismes E —> L'E et A2E-— L2E. Montrer que L3E s’identifie au
quotient de E ® A 2E par le sous-module engendré par les éléments

x QW AzZ)+yR(zAx)+ 2@ (x Ay) pour %y, zdans E,

d) Montrer que, lorsque E est un module libre de base X, LE s’identifie 4 I'algébre de Lie
libre L(X) définie au n® 2.

¢) Montrer que Papplication canonique de E dans I’algébre enveloppante U(LE) de LE se
prolonge en un isomorphisme de 1’algébre tensorielle TE sur U(LE).

f) Soit ¢ l’application linéaire de AZE dans T2E telle que o{x A g) = x Qy —y Q.
Construire un module E pour lequel s n’est pas injective. En déduire que, pour ce module,
Papplication canonique de LE dans U(LE) n’est pas injective (comparer a Pexerc. 9 du
chap. I, § 2).

7) On suppose que K est un corps. Soit { une alge¢bre de Lie libre, de famille basique
(%)ie1, €t soit M un [-module.

a) Montrer que H2(l, M) = {0}, cf. chap. I, § 3, exerc. 12. (Utiliser le cor. 2 de la prop.
1, ainsi que la partie (i) de Pexercice en question.)

b) Montrer que, pour toute famille (m;); .1 d’éléments de M, il existe un cocycle @: [ — M,
de degré 1, tel que o(x) = m;, et que ce cocycle est unique. En déduire une suite exacte:

0— H°(, M) > M — M! - HY(I, M) — 0.
Si I est fini, de cardinal n, et si M est de rang fini sur K, on a
rg HY([, M) — rg HY(, M) = (n — 1) rg M.

8) On suppose que K est un corps. Soit [ une alge¢bre de Lie libre, de famille basique
(%)1e1, s0it ¢ un idéal de [ contenu dans [1, 1] et soit g = [/r; on note x; 'image de %; dans g.
Démontrer ’équivalence des propriétés suivantes:

(i) g est une algebre de Lie libre.

(ii) ¢ admet {x;) pour famille basique (i.e. on a ¢ = {0}).
(iii) Pour tout g-module M, on a H2%(g, M) = {0}.
(iv) Si g opére trivialement sur K, on a H%(g, K) = {0}.
(Les implications (ii) = (i) et (iii) = (iv) sont évidentes et (i) = (iii) résulte de 'exerc. 7.
Pour prouver que (iv) = (ii) il suffit de montrer que ¢ = [I, t], cf. exerc. 5; dans le cas con-
traire, prendre un hyperplan b de t contenant [[, t], et remarquer que l’extension
t/b— /b — ljt = g est essentielle.)

19) Soitg = n(‘Pl g, une algebre de Lie graduée. Si b est une sous-algebre graduée de g telle

que g = b + [g, g], montrer que Fon a § = g. Si (x;) est une famille d’éléments homogenes
de g, en déduire que (x;) est une famille génératrice si et seulement si les images des x; dans

g/[¢, g] engendrent g/[g, g].
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Si K est un corps sur lequel g opére trivialement, et si H?(g, K) = {0}, montrer que
la famille (x,) est basique si et seulement si les images des x; dans g/[g, g] forment une base
de cet espace vectoriel. (Utiliser I'exercice 8.)1

10) Soit [ une algebre de Lie libre admettant une famille basique finie 4 7 éléments, et soit
# un endomorphisme surjectif de I. Montrer que z est un isomorphisme. (Poser
gr*(l) = @"1/%"*1 et noter gr*(u) I’endomorphisme de gr*(l) déduit de u; remarquer que
gr(u) est surjectif; comme gr*(1) est un K-module libre de rang fini, en déduire que gr*(u)
est bijectif, puis que le noyau de # est contenu dans O %", qui est réduit a 0.)

Si (91, - - +» Ym) est une famille génératrice de [, montrer que m = 7, et qu’il y a égalité si
et seulement si (yy, ..., yn,) est une famille basique.

411) Soient Y et Z deux ensembles disjoints (Y étant muni d’une structure d’ordre total),
soit X = Y U Z etsoit | = L(X). Soit ay le sous-module de [ engendré par Z et [1, I}; C’est
un idéal de Palgeébre de Lie {. On se propose d’expliciter une famille basique de ay.

Soit M Pensemble des fonctions positives entiéressur Y, a support fini. Si m € M, on note
6™ 'endomorphisme de [ donné par

— (¥)
on = 11 (ad gymw,

le produit étant relatif a la relation d’ordre donnée sur Y. On note & la partiede Y x M
formée des couples (u, m) tels qu’il existe y € Y pour lequel y > u et m(y) = 1. Montrer
que les éléments

6™(u) pour (u,m}e G et O™(z) pour (z,m}eZ x M

forment une famille basique de Palgébre de Lie ay.

(Se ramener au cas ol Y est fini, et raisonner par récurrence sur Gard(Y). Utiliser le cor.
de la prop. 10, appliqué au plus grand élément y de Y, et appliquer Phypothése de récurrence
aY —{y})

12) Soit X = {x, y} un ensemble 2 deux éléments. Montrer que I'algébre dérivée de L(X)
est une algébre de Lie libre, admettant pour famille basique les éléments ((ad y)%(ad x)?) (),
pour p = 1, ¢ = 0. (Utiliser 'exerc. 11.)

9113) (Dans cet exercice, on suppose que tout module projectif sur K est ibre; il en est par e-
xemple ainsi si K est un anneau principal.)

Soit | = ”Z [, une algtbre de Lie graduée admettant une famille basique B formée

d’éléments homogenes, et soit b une sous-algébre de Lie graduée de [, qui soit facteur direct
dans [ comme module.
a) Pour tout ¢ = 0, soit I¥? la sous-algebre graduée de [ telle que

=5 si j<i
P=1 si j>i

Onal = [@ 5 [ > ... > b, Montrer, en raisonnant par récurrence sur i, ’existence d’une
famille basique B® de [, formée d’éléments homogenes, et telle que les éléments de B¢-1
et de B® de degré <i — 1 soient les mémes. (Supposons B¢~1 construite. Soit m; P’intersec-
tion de [, = [ " avec la sous-algebre engendrée par les b; pour j < i, et soit b, le sous-module
de [; engendré par les éléments de degré i de B¢~9, L’hypothése de récurrence entraine que

L, = m ® b. Comme my; < b, on peut décomposer b; en b; = p; @ 3, de telle sorte que

* Lorsque g n’est pas graduée, on ignore si la condition
« H2(g, M) = {0} pour tout g-module M »
entraine que g est une algébre de Lie libre.
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b, = m; @ #; vu hypothese faite sur K, les modules p; et 3 sont libres; quitte & changer les
éléments de degré i de B¢~ 1), on peut donc supposer que 3; est engendré par une partie de
B¢-1, En appliquant Pexerc. 11 a [~ et & son idéal {®, on en déduit une famille basique
B® de (@ ayant les propriétés voulues.)

b) Déduire de a) le fait que h posséde une famille basique formée d’éléments homogenes.

9114) On suppose que K est un corps. Soit X un ensemble, et soient x, y deux éléments de
L(X) linéairement indépendants sur K. Montrer que la famille (x, y) est libre dans 1’algébre
de Lie L(X). (Soit %, (resp. y,) la composante homogene non nulle de plus haut degré de x
(resp. dey). Quitte & ajouter & x un multiple de y, on peut supposer que x, et y, sont linéaire-
ment indépendants. La sous-algébre de L.(X) engendrée par x, et y, est graduée, donc libre,
cf. exerc. 13. En déduire que (x,, y,) est une famille libre et passer de 1a 4 (x,y).)

915) Soit X = {x, y} un ensemble & deux éléments, et soit ¢ un automorphisme de I’algébre
de Lie L(X). Montrer que, si K est un corps, o respecte la graduation de L(X) (appliquer
Pexerc. 14 aux composantes homogénes non nulles de plus haut degré de o(x) et o(y));
en déduire un isomorphisme de Aut(L(X)) sur GL(2, K). Etendre ces résultats au cas ou
Panneau K n’a pas d’élément nilpotent # 0. Lorsque K contient un élément e # 0 de carré
nul, montrer que x> x, ¥y =y + ¢[x, y] se prolonge en un automorphisme de L(X) ne
respectant pas la graduation de L{X).

416) On suppose que K est une Q-algebre. Si g est une algebre de Lie, on note U(g)
son algébre enveloppante, ¢ Papplication canonique de g dans U(g), et S(g) algébre
symétrique du K-module g. Il existe une application linéaire

n(g): S(g) — U(g)
et une seule telle que 9(g)(*") = o(x)" pour tout x€ g et tout ze N. On a:

1
1)) = 57,2 alsw) o) HEQ

On se propose de montrer que 7(g) est bijective.

a) Prouver que 7(g) est surjective, et qu’elle est bijective lorsque le K-module g est libre
(utiliser le théoréme de Poincaré—Birkhoff-Witt).

b) Soit b un idéal de g. On note sy (resp. up) I'idéal de S(g) (resp. I'idéal bilatere de U(g))
engendré par b (resp. par o(b)). Le diagramme

0 —> sy — S(g) — S(g/b) >0
In@ | n@m
0 — uy — U(g) — U(g/h) -0

est commutatif, et ses lignes sont exactes. En déduire que I'image {i de sy par n(g) est con-
tenue dans uy et que P'on a fiy = uy lorsque 7(g) et n(g/b) sont injectifs (en particulier lorsque
les modules g et g/b sont libres).

¢) On prend pour g une algebre de Lie libre, de famille basique (X, . .., X,, H), avecn > 0,
et on prend pour b I'idéal de g engendré par H. Montrer que g et g/b sont des modules
libres. En déduire que, dans ce cas, on a {ly = uy. En particulier, il existe x € sy tel que
((9)) (%) = o(Xy)...6(X,;)a(H).

d) On revient au cas général. Montrer que Uy est engendré sur K par les éléments de la
forme o(x;)...06(x,)0(h), avec n = 0, x, € g, et k € ) (remarquer que Uy coincide avec I'idéal
4 gauche engendré par D). Montrer, en utilisant ¢), qu’un tel élément appartient 3 iy
(utiliser un homomorphisme convenable d’une algebre de Lie libre dans g). En déduire que
fig = up.

e) Montrer que, si 5(g) est bijectif, il en est de méme de 7n(g/b). En déduire finalement que,
pour toute algébre de Lie g, 0(g) est bijectif (écrire g comme quotient d’une algébre de Lie
libre), et que ’homomorphisme canonique

w: $(g) — gr U(g) (cf. chap. I, § 2, n° 6)

est une isomorphisme (« théoréme de Poincaré-Birkhoff~-Witt » pour les algébres de Lie sur les
Q-algebres).
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. §3
La lettre X désigne un ensemble.

1) a) Montrer que tout élément z € A*(X) s’écrit de fagon unique sous la forme u = xgx Uy,
avec u, € A(X).
b) Montrer que {0} est le seul sous-module de A+(X) stable par toutes les applications
u—> u, (x € X). (8i a est un tel sous-module, etsi a # {0}, considérer un élément non nul de a
de degré minimal.)
2) Soit g une algébre de Lie qui soit un module libre; on 'identifie au moyen de 6: g—Ug a
son image dans Palgébre enveloppante Ug. Soit U*gle noyau de ’homomorphisme canonique
Ug— K. Soit ¢ une application de X dans g telle que #(X) engendre g comme algébre de Lie.
a) Montrer que U*g est engendré par {(X) comme Ug-module 4 gauche.

b) Montrer ’équivalence des propriétés suivantes:

(i) g est libre de famille basique i: X — g.

(ii) La famille ¢ est une base du Ug-module a4 gauche U*g.

(L’implication (i) = (ii) résulte de Dl’exerc. 1 @), compte tenu de Pisomorphisme
Ug — A(X). Pour démontrer (ii) = (i), appliquer ’exerc. 1 b) au noyau de ’homomorphisme
A(X) — Ug défini par i.)

3) Soit x € X. Montrer que le commutant de x dans A(X) est la sous-algebre engendrée par
x. En déduire que les seuls éléments de L(X) qui commutent a x sont les multiples de x. En

particulier, le centre de L(X) est réduit 4 0si Card(X) > 2, etle centre de L(X)/ (nzp L"(X))
est réduit a ’image canonique de L?(X).

94) On suppose que K est un corps de caractéristique p > 0.
a) Soit H une base de la sous-algébre de Lie L(X) de A(X). Montrer (en utilisant I’iso-
morphisme U(L(X)} — A(X), ainsi que le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt) que les
éléments A" (k€ H, n € N) sont linéairement indépendants sur K.
b) Simestunentier >0, onnote Ly, le sous-module de A(X) de baseles %" pour ke H, n < m.
Montrer que L, est une sous-alg¢bre de Lie de A(X), et que, si ae€L,_;, on a a?€ L,
(raisonner par récurrence sur m, et utiliser les formules de Jacobson, cf. chap. I, § 1, exerc. 19).
En déduire que L, ne dépend pas du choix de H, et que c’est la sous-algébre de Lie de A(X)
engendrée par les #*", pour xe X, n < m.
¢) Soit L(X, p) la réunion des L,, pour m 2> 0. Montrer que L(X, p) est la plus petite p-sous-
algébre de Lie de A(X) contenant X (cf. chap. I, § 1, exerc. 20}; elle admet pour base la
famille des " pour k€ H, ne N.
d) Soit U(L(X, #)) Palgébre enveloppante restreinte de L(X, p), cf. chap. I, § 2, exerc. 6.
Montrer que Pinjection de L(X, p) dans A(X) se prolonge en un isomorphisme de U(L(X, p))
sur A(X). (Utiliser le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt, ainsi que ’exerc. cité ci-dessus.)
En déduire que L(X, p) est Pensemble des éléments primitifs de A(X), cf. § 1, exerc. 12.
¢) Soit fune application de X dans une p-algébre de Lie g. Montrer que f se prolonge de
fagon unique en un p-homomorphisme F: L(X, p) — ¢. (Commencer par prolonger fen un
homomorphisme d’algébres de A(X) dans Ug.)

(La p-algebre de Lie L(X, p) s’appelle la p-algébre de Lie libre sur 'ensemble X.)

§4
Dans les exercices ci-aprés, la letire G désigne un groupe.
1) Soit (G,) une filtration centrale entiére sur G. Montrer que P'algébre de Lie gr{G) est
engendrée par gr,{G) si et seulement si 'on a G, = G, ;.C"G pour tout 2 = 1. Dans ce

cas, montrer que G, = G, .C"G pour m > n, et en déduire que (G,) = (C*G) s’il existe un
entier m tel que G, = {e}.
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2) Soit (G,) une filtration réelle sur un groupe G, et soit v la fonction d’ordre correspondante.
Soit H un sous-groupe de G.

a) Soit Hy = H N G,. Montrer que (H,) est une filtration réelle de H, et que la fonction
d’ordre correspondante est la restriction de v a H. On a Hf = H n G et gr(H) s’identifie
a un sous-groupe gradué de gr{G).

b) On suppose que H est distingué, et que 9(G) N R est une partie discréte de R. On pose
(G/H), = (G,H)/H. Montrer que ((G/H),) est une filtration réelle de G/H, et que la
fonction d’ordre correspondante vgy est donnée par la formule

vem(¥) = ?‘;B u(y)-

Montrer que, pour tout « € R, on a une suite exacte
0 — gry(H) —> g14(G) — gro(G/H) — 0.

¢) Les hypotheses étant celles de 5), on suppose que (G,) est une filtration cenirale. Montrer
qu’il en est de méme des filtrations de H et de G/H induites par (G,,), et que 'algébre de Lie
gr(G/H) s’identifie au quotient de gr(G) par I’idéal gr(H).

€3) Soit (H,) une filtration réelle d’un groupe H et soit vy la fonction d’ordre correspondante.
On suppose que G opere a gauche sur H et que, pour tout g € G, I’application s+ g(k) est
un automorphisme du groupe filtré H.

a) Sia€R, on note G, Pensemble des g € G tels que

ou(h~tg(h)) = vglh) + o pour tout k€ H.

Montrer que (G,) est une filtration réelle de G et que G, = Gsia < 0. On note v la fonction
d’ordre correspondante.

b) On suppose que la filiration (H,) est centrale, et que G§ = G. Montrer que (G,) est une
filtration centrale de G. Si £ € gr (G) et v € gry(H), soit g (resp. &) un représentant de §
(resp. ) dans G, (resp. Hy); montrer que I'image de 2~ 1g(h) dans gr, . 3(H) est indépen-
dante des choix de g et k; si on la note D;(7), montrer que Dy se prolonge en une dérivation
de degré a de ’algebre de Lie gr(H) et que £ — D, est un homomorphisme de PPalgébrede
Lie gr(G) dans I’algébre de Lie des dérivations de gr(H). Si vx(H) N R est contenu dans un
sous-groupe discret I' de R, il en est de méme de v(G) N R, et, pour tout « € R, Papplication
£+ D, définie ci-dessus est injective.

4) Soit H un groupe nilpotent de classe ¢, et soit G le groupe des automorphismes de H qui
opérent trivialement sur H/(H, H). Montrer que G est nilpotent de classe <¢ ~ 1. (Appli-
quer ’exerc. 3 2 la suite centrale descendante de H, et remarquer que G opere trivialement
sur gr(H).) Montrer que, si H est un p-groupe fini (p premier), il en est de méme de G
(méme méthode).

5) Soit K un corps commutatif et soit L une extension galoisienne finie de K, de groupe de
Galois G. Soit v, une valuation de L a valeurs dans Z (AC, VI, § 3, n° 2), invariante par G.
Si g € G, on pose

v(g) = jzlg‘ ub(gﬁf)x_—_x)_

Monirer que v est la fonction d’ordre d’une filtration entiére séparée (G,) sur G telle que
G, = G, et que la restriction de cette filtration a G; est centrale (appliquer ’exerc. 3, en
prenant pour H Pidéal de v;,). Montrer que G; est un p-groupe (resp. est réduit 4 ’élément
neutre) si le corps résiduel de L est de caractéristique p > O (resp. de caractéristique zéro);
lorsque les corps L et K ont méme corps résiduel, G, est le noyau de Phomomorphisme ¢
défini dans AC, VI, § 8, exerc. 11 5).
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96) Soit K[G] I’algébre de G sur K et soit I le noyau de Phomomorphisme canonique
K[G] — K («idéal d’augmentation»). On a K[G] = K @I et I admet pour base la
famille des ¢ — 1 pour g G = {¢}.

a) Sinestunentier >0, on note I ’idéal de K{G] puissance n-iéme de I. Soit G, ’ensemble
des g € G tels que g — 1 € I". Montrer que (G,,) est une filtration centrale entiére sur G. En
particulier, on a G, @ CG"G pour tout z.

b) Montrer que, si K = Z, ’application g~ g — 1 définit, par passage aux quotients, un
isomorphisme de G/(G, G) sur I/I2. En déduire que G, = C2G.t

¢) On suppose que K est un corps de caractéristique zéro, et que G est fini. Montrer que
I* = I pour tout n > 1.

d) On suppose que K est un corps de caractéristique p > 0, et que G est un p-groupe.
Montrer que I = {0} pour n assez grand. (On montrera d’abord, en utilisant A, I, p. 73,
prop. 11, que tout K{G]-module simple est isomorphe & K; en déduire que I est le radical
de K[G], donc est nilpotent puisque K[G] est de rang fini sur K.)

e) On suppose que K = Z, et que G posséde la propriété suivante: pour tout g € G tel que
g # 1,1l existe un nombre premier p, un p-groupe P, et un homomorphisme f: G — P tels que
f(g) # e. Montrer que I’on a alors O I* = {0}. (On se rameéne aussitdt au casou G = P. En
appliquant d) au corps F,, on voit qu’il existe m tel que I™ < p.Z[G], et comme I est facteur
direct dans Z[G], cela entraine I™ < pI, d’ot Q Imn < O #"1, qui est réduit a4 0 puisque I
est un groupe abélien de type fini.)

7) On munit G de la filtration (C"G) et Pon suppose que gr;(G) = G/(G, G) est cyclique.
Montrer que gr,(G) = {0} pour z > 2 (utiliser la prop. 5) et en déduire que CG*G = (G, G)
pour n = 2.

8) Soit G = SLy(Z), et soient x = ((l) i)y = (: (1)) w= (-(1) (1))

a) Vérifier les formules w* = 1, w = xy~x, wxw=* =y~ L.
b) Sig= (: [;,) est un élément de G, on pose I(g) = |a| + [b]. Montrer que l'on a

I(g) = 1 si et seulement si g est de la forme y"w?®, avec neZ et 0 < a < 3. Si l(g) = 2,
montrer qu’il existe une puissance z de x ou de y telle que /(gh) < I(g). En déduire que G est
engendré par {x, y}.

¢) En utilisant a) et ), montrer que G/(G, G) est engendré par I'image £ de x, et que I'on a
£12 = ¢.2 En déduire que C*"G = (G, G) pour z = 2 (appliquer ’exerc. 7).

9) On munit G de la filtration (C*G).
a) Montrer que l'idéal de gr(G) engendré par gry(G) est qu gr (G).
b) Soit {x;);cr une famille génératrice de G, et soit m = 1. On suppose que, pour tout

(5,7) € 12, on a (x5, x)™ € C3G. Montrer que, pour tout ¢ > 2, et tout z € C4G, on a
u™ e C1+1G (utiliser a)).

10) Soient x, y dans G et soient 7, s deux entiers = 1. On suppose que (+", 5°) = e.

a) Montrer que, pour tout z > 1, on a (x, y)™" € C**+2G. (On peut supposer G engendré
par {x, y}; appliquer alors ’exerc. 9 &) en remarquant que (x", ) = (x, y)™ mod. G3G.)

b) On suppose que &™ = y* = ¢; on note ¢ le pged de 7 et s. Montrer que (x, ) € C3G et en
déduire que (x, )" € C*+2G pour tout n > | (méme méthode).

11) Soit H un sous-groupe de G, et soit m un entier = 1. On suppose G engendré par une
famille (x;);¢; telle que &" € H pour tout <.

1 On ignore si 'on a G, = C"G pour tout z. C’est en tout cas vrai lorsque G est un groupe libre, cf.
§ 5, exerc. 1.
2 On peut montrer que & est d’ordre 12.
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a) On munit H de la filtration induite par la filtration (CG"G) de G, et on identifie gr(H) 2
une sous-algébre de Lie graduée de gr(G), cf. exerc. 2. Montrer que, pour toutn = 0, on a

m*.gr,(G) < gr,(H).

En déduire que, pour tout z€ H.C*G, on a z"" e H,C*+1G,
b) Si G est nilpotent, montrer qu’il existe un entier N = 0 (ne dépendant que de la classe de
nilpotence de G) tel que z™" € H pour tout z & G.

12) On suppose G nilpotent. Soit H un sous-groupe de G, soit m un entier > 1, et soient
x, y dans G tels que x™ € H ety™ € H. Montrer qu’il existe un entier N > 0 tel que (x)™ ¢ H.
(Appliquer Pexerc. 11 au groupe engendré par {x, y}, et a son intersection avec H.)

13) a) Soit F un groupe libre de famille basique {#, 7} 2 deux éléments, soit ¢ un entier >2
et soit m un entier >1. On pose F¢ = F/CCF, et on note x, y les images de %, 7 dans Fe.
Soit F{ le sous-groupe de F¢ engendré par {x™, y}. Montrer qu’il existe un entier N > 0 tel
que z™" € F¢, pour tout z € Fe (utiliser Pexerc. 11).

b) Soit I° (resp. Ij,) le sous-groupe distingué de F¢ (resp. de Fg) engendré par y. Montrer
que, si N est choisi comme ci-dessus, et si z appartient & I, on a z™ € If, (remarquer que
Fe/I° est un groupe cyclique infini de générateur I'image de , et en déduire que Fp,/If, — FefI¢
est injectif, donc que IS, = F5 N 1°). En particulier, on a xy™x~1 e I,

¢) Supposons G nilpotent. Soit H un sous-groupe de G, et soit L. un sous-groupe distingué
de H. Soit ge G et soit m = 1 tel que g™ € H. Montrer que, si N est assez grand, on a
gl"™g~1 e L pour tout le L. (Si G est de classe <¢, choisir N comme dans a) et utiliser
homomorphisme f: F¢— G tel que f(x) = g, f(y) = I; remarquer que f(Fy) < H,
JI;) € L, et appliquer 5) ci-dessus.)

414) Soit P un ensemble de nombres premiers. Un entier n est appelé un P-entier s’il est
#0 et si tous ses facteurs premiers apparticnnent & P. Un élément x € G est dit de P-torsion
s’il existe un P-entier n tel que ™ = ¢; on dit que G est de P-torsion (resp. sans P-torsion) si tout
élément de G est de P-torsion (resp. si aucun élément de G distinct de ¢ n’est de P-torsion).
On dit que G est P-divisible si, pour tout x € G et pour tout P-entier 7, il existe y € G tel que
x =y

On suppose G nilpotent.

a) Soit H un sous-groupe de G, et soit Hp ’ensemble des x € G tels qu’il existe un P-entier n
pour lequel x" € H. Montrer que Hp est un sous-groupe de G (utiliser Pexerc. 12) et que
(Hp)p = Hp. Le groupe Hp est appelé le P-saturé de H dans G. Si G est P-divisible, il en
est de méme de Hp.

b) Soit L un sous-groupe distingué de H. Montrer que Lp est distingué dans Hp. (Utiliser
Pexerc. 13 ¢) pour prouver que, sige Hp et le L, on a glg~* e Lp.)

En particulier, si L est distingué dans G, il en est de méme de Lp, et G/Lp est sans P-

torsion. En déduire que Pensemble des éléments de P-torsion de G est le plus petit sous-groupe
distingué N de G tel que G/N soit sans P-torsion.
¢) Onsuppose que G est sans P-torsion. Soit # un P-entier, etsoient x, y dans G tels que 4™ = y™.
Montrer que x = y. {Appliquer Pexerc. 10 a), avec r = s = n. En déduire qu’il existe un
P-entier N tel que (x, )N = ¢, d’ott (x,4) = ¢ puisque G est sans P-torsion; on a alors
(x~ )" = ¢, d’on finalement x = y.)
d) Soit H un sous-groupe de G, soit L. un groupe nilpotent, et soit /: H — L un homo-
morphisme. Soit I' le graphe de fdans H x L et soit I'p son P-saturé dans G x L. Montrer
que I'p est contenu dans Hp x L, et que pry: I's — Hp est surjectif si L est P-divisible, et
injectif si L est sans P-torsion.

On suppose L P-divisible et sans P-torsion. Montrer que f se prolonge de fagon unique
en un homomorphisme fp: Hp — L, et que le graphe de fo est T'p.

9115) On conserve les notations de 1’exercice précédent. On suppose G nilpotent. Soit
i: G — G un homomorphisme de G dans un groupe nilpotent G. On dit que (¢, G) est une
P-enveloppe de G si les conditions suivantes sont vérifiées:
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(i) G est P-divisible et sans P-torsion;
(i) Le noyau de ¢ est Pensemble des éléments de P-torsion de G.
(iii) Le P-saturé de i (G) dans G est égal 2 G.
a) Soit (i, G) une P-enveloppe de G et soit L un groupe nilpotent P-divisible et sans P-
torsion. Montrer que, pour tout homomorphisme f: G — L, il existe un homomorphisme

f: G — L et un seul tel que foi = f (se ramener au cas olt G est sans P-torsion, et utiliser
Pexerc. 14 d)). En déduire que, si G posséde une P-enveloppe,® celle-ci est unique, 4 iso-
morphisme unique prés.
b) Soit (i, G) une P-enveloppe de G, soit H un sous-groupe de G, soit H la P-enveloppe de
i(H) dans G, et soit ig: H — H ’homomorphisme induit par i. Montrer que (ig, H) est une
P-enveloppe de H.

On suppose H distingué dans G. Alors H est distingué dans G, cf. exerc. 14 b);si
iam: G/H — G/H est ’homomorphisme induit par ¢, montrer que (igm, G/H) est une P-
enveloppe de G/H.

16) On conserve les notations des deux exercices précédents.

a) Soit Sp ensemble des P-entiers et soit Zp = Sy *Z Panneau de fractions de Z défini par
Se (AG, IT, § 2, n° 1). Supposons que G soit nilpotent, sans P-torsion et P-divisible, et soient
teZp, g€ G. Montrer qu’il existe un élément % et un seul de G tel que A* = g% pour tout
s € Sp tel que st € Z. L’élément h est appelé la puissance t-iéme de g, et noté gb. L’application
t > g* est un homomorphisme de Zp dans G. Si £ est inversible dans Zp, g > gt est bijectif.
(Utiliser Pexerc. 14 ¢)).

b) Soit A un groupe commutatif, et soit ¢ ’application canonique de A dans Ap = Zp @ A,
Montrer que (7, Ap) est une P-enveloppe de A.

¢) Soit G (resp. G) le groupe trigonal strict inférieur d’ordre n sur un anneau £ (resp. sur
Panneaukp = £ @ Zp), et soit i Phomomorphisme de G dans G défini par ’homomorphisme
canonique de & dans kp (A, II, p. 145). Montrer que (i, G) est une P-enveloppe de G.

d) Soit G un groupe nilpotent fini, donc produit direct de ses p-groupes de Sylow G, (A, I,
p. 76, th. 4). Soit G le produit des G, pour p ¢ P, et soit i la projection canonique de G
sur G. Montrer que (i, G) est une P-enveloppe de G.

€17) On suppose G nilpotent. Soit P un ensemble de nombres premiers, et soit B,(G)
T’ensemble des sous-groupes distingués de G d’indice fini dont ’indice est un P-entier (cf.
exerc. 14). Soit 7 ,(G) la topologie définie sur G par la base de filtre B,(G) (TG, II1, § 1,
n°® 2, Exemple).

a) Soit N un sous-groupe d’indice fini de G, tel que (G: N) soit un P-entier, et soit N’
I’intersection des conjugués de N. Montrer que (G: N’) est un P-entier (utiliser le fait que
le groupe G/N’ est produit de ses groupes de Sylow); en déduire que N est ouvert pour
T (G). '

b) Soit H un sous-groupe d’indice fini de G. Montrer que J (H) coincide avec la topologie
induite sur H par 9 p(G). (Méme méthode.)

¢) Soit H un sous-groupe distingué de G tel que G/H soit isomorphe 4 Z, et soit ¥ un re-
présentant dans G d’un générateur de G/H. Soit N e Bp(H), et soit N” = noz *"Nx~". Montrer

que N’ & Bp(H), et que sN’x~* = N’. Si N” est le sous-groupe engendré par N’ et x, montrer
que (G: N”) = (H: N’). En déduire que Jp(H) est induite par 7 (G).

d) On suppose G de type fini. Montrer que, si H est un sous-groupe de G, il existe une suite
de sous-groupes

H=HOCH1C...CH,C=G’

telle que H, soit distingué dans H,, , pour 0 < i < £, et que H;,.,/H, soit fini ou isomorphe 4
Z. En déduire, en utilisant b) et ¢), que I p(H) est induite par T p(G).

1 En fait, tout groupe nilpotent posséde une P-enveloppe, cf. § 5, exerc. 6; voir aussi M. LAZARD,
Annales E.N.S., t. LXXI (1954), p. 101-190, chap. II, § 3.
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¢) Les hypothéses étant celles de d), on note P’ le complémentaire de P dans ’ensemble des
nombres premiers. Montrer que ’adhérence de H pour 9 p(G) coincide avec le P’-saturé de
H dans G (exerc. 14); en particulier, G est séparé si et seulement s’il est sans P’-torsion.

18) La suite cenirale ascendante (Z,G) du groupe G est définie par récurrence de la maniere
suivante:

1) Z,G = {e} si i< 0;

(if) Z,GJ/Z;_1G est le centre de G/Z,_,G.

On a {e} = Z,G < Z,G < --- et Z,G est le centre de G; les Z,G sont des sous-groupes
caractéristiques de G.

a) Montrer que G est nilpotent de classe <c¢ si et seulement si G = Z,G.

b) Monirer que (C"G, Z,,G) < Z,,_,,G.
¢) On suppose que G est nilpotent et sans P-torsion (P étant un ensemble de nombres
premiers, cf. exerc. 14). Montrer que les Z,G sont P-saturés. (11 suffit de le voir pour Z,G;
si 7 est un P-entier, et si g € G est tel que g" € Z;G, on a xg"x~! = g" pour tout x € G, d’ox
xgx~1 = x d’aprés ’exerc. 14 ¢) et on en déduit bien que g appartient & Z,G.)

§5

Dans les exercices ci-dessous, les hypotheéses et notations sont celles du § 5. On note F le
groupe libre F(X), et g 'unique homomorphisme de F dans le groupe de Magnus I'(X) tel
que g(x) = 1 + x pour tout x € X (cf. th. 1).

1) On munit Palgébre K[F] de F de la filtration (I") formée par les puissances de Pidéal
d’augmentation I (§ 4, exerc. 6).

a) Soit g: K[F] — A(X) I'unique homomorphisme d’algébres prolongeant g: F — A(X)*.
Montrer que Z applique I* dans I'idéal A,,(X) (cf. n® 1) et définit par passage au quotient un
isomorphisme g, de K[F/I* sur A(X)/A,(X). (Définir un homomorphisme inverse de Z, au
moyen de 'homomorphisme de A(X) dans K[F] qui applique xsurx — 1 pour tout x € X.)
En déduire que A(X) est isomorphe au séparé complété de K{F] pour la topologie définie par (I").
b) On suppose que K = Z. Montrer que la filtration (I") est séparée (utiliser la prop. 3 et
Pexerc. 6 ¢) du § 4) et que la filtration de F qu’elle définit (exerc. 6 a) du § 4) coincide avec
la filtration (C"F). En déduire que : Z[F] — Az(X) est injective.

2) Soit G un groupe, soit K[G] son algébre sur K, et soit I son idéal d’augmentation (§ 4,
exerc. 6). On note ¢ ’homomorphisme canonique de K[G] sur K; on a Ker(c) = I.

a) Soit M un K[G]-module & gauche, et soit Z(G, M) le groupe des homomorphismes croisés
de G dans M (A, I, p. 135, exerc. 7). Si f € Homgg,(I, M), soit f; 'application g — f(g — 1)
de G dans M. Montrer que f; est un homomorphisme croisé¢ (utiliser P'identité g¢’ — 1 =
(g — 1) + g — 1 pour montrer que £;(gg) = g-/i(&) +£i(8), et que fr>f; est un
isomorphisme de Homge,(I, M) sur Z(G, M).

b) On prend pour G le groupe libre F = F(X). Montrer que, pour toute application
6: X — M, il existe un élément f; de Z(F, M) et un seul qui prolonge 0. (Utiliser Pinterpréta-
tion de Z(F, M) en termes de produit semi-direct de F par M, cf. A, I, loc. ¢it.) En déduire,
grace & a), que la famille (x — 1) .x est une base de I comme K[F]-module 2 gauche.
¢) D’aprés b), tout élément u € K[F] s’écrit de maniére unique sous la forme

u= ) + 2 D) — 1),

avec D, (u) € K[F], les D,(x) étant nuls sauf un nombre fini d’entre eux. L’application
u —> D, (u) s’appelle la dérivée partielle par rapport @ x. Elle est caractérisée par les propriétés
suivantes:

(i) D, est une application K-linéaire de K[F] dans K[F].

(i) D, (ur) = u.D,(v) + £(v) .D.(u) pour u, v dans K[F].
(iii) D.(x) = 1 et Dy(y) = O0siye X = {x}.
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Sinz1l,ona
Dz =1+x+-«-+ an*
Dx(x_n) =

d) Soit €4 ’homomorphisme canonique de A(X) sur K. Montrer que tout élément u de
A(X) s’écrit de fagon unique sous la forme

S

u=ep() + 2 deW).x,

avec d,(u) € A(X), les d,(u) étant nuls sauf un nombre fini d’entre eux. Montrer que
dy: u > d.(¢) est un endomorphisme de A(X) qui se prolonge par continuité a A(X), et
jouit de propriétés analogues a (i), (ii), (iii) ci-dessus. Montrer que d, o § = Fo D,, ou §
est ’homomorphisme de K[F] dans A(X) qui prolonge g (cf. exerc. 1).1

§/3) On conserve les notations de l'exerc. 2.
a) Soit J un idéal & droite de K[F] contenu dans I, et soit z un élément de I. Montrer que

ueJ.I < D,(u) e]J pour tout xe X.

En particulier, un élément de I appartient & I* (n = 1) si et seulement si toutes ses dérivées
partielles appartiennent a4 I"~1,

b) Soit R un sous-groupe distingué de F, soit G = F/R et soit J le noyau de ’homomorphisme
canonique y: K[F] — K[G]. Montrer que J est engendré comme idéal & gauche (resp. 2
droite) par les éléments r — 1, avec r € R. Démontrer Pexactitude de la suite

(%) 0—>J/(J.I)LI/(_].I)-B»K[G];K»O,
olt & est déduit par passage aux quotients de I’inclusion de J dans I, et B est déduit per passage
aux quotients de la restriction de v a 1.
¢) Pouru e, x € X, notons D, () image de D,,(x) dans K[G] par y. Montrer, en utilisant a),
que la famille (D,) ;e x définit par passage au quotient un isomorphisme de I/(J.I) sur K[G]®.
d) Pour r € R, soit 6(r) image de r — 1 dans J/(J.I). Montrer que ’on a
O(rr") = 6(r) + 0(r) et O(yry*) =y.0(r) pour r,r"dansR,yeF.
(Utiliser les identités
' —1=@F-Dr-D+0-1+-1
g7t~ l=glr— Dy = 1) +3(r ~ 1).)
En déduire que 0 définit un homomorphisme de R/(R, R) dans J/(J.I) compatible avec I’ac-
tion de G, et montrer que 'image de cet homomorphisme engendre le K-module J/(J.I);
lorsque K = Z, montrer que ’on obtient ainsi un isomorphisme de R/(R, R) sur J/(J .I) (définir
directement I’homomeorphisme réciproque).
¢} Soit (ry)aea une famille d’éléments de R engendrant R comme sous-groupe distingué de
F. Montrer que les 0(r,) engendrent le K[G]-module J/(J.I).
f) La matrice (1_5,6(1",));“,{_,,e a définit un homomorphisme
p: K[G]@ — K[G]®
de K[G]-modules a gauche. Montrer que la suite
(%) K[G]® 2 K[G]*® 2, K[G] 2> K — 0,

est exacte, 8 étant ’homomorphisme (u,) > ZX u(y(x) — 1).
xe
(Transformer la suite exacte (*) au moyen de ¢), d), ¢) ci-dessus.)?
1 Pour plus de détails sur les D,, voir R. FOX, Ann. of Math., t. LVII (1953), p. 547-560.

2 Pour plus de détails sur cet exercice, voir K. W. GRUENBERG, Lecture Notes in Math., n° 143,
chap. 3, ainsi que R. SWAN, J. of Algebra, t. XII (1969), p. 585-601.
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4) Pour tout #n € N, on note (’:) le polynéme T(T — 1)...(T — n + 1)/aL Sif(T) est un

T

polynéme, on note Af le polynéme f(T + 1) — f(T). On a A(O) =Al=0 et

()= (T )sns0.

a) Soit f€ Q[T]. Montrer I’équivalence des propriétés suivantes:
(i) f applique Z dans lui-méme.

(ii) f est combinaison linéaire a coeflicients dans Z des (;I:)

(1) f(0) € Z et Af applique Z dans lui-méme.
(Raisonner par récurrence sur deg(f), en remarquant que deg(Af) = deg(f) — 1 si
deg(f) # 0.)

Un polyndme f vérifiant les propriétés ci-dessus est dit binomial. La somme, le produit, le
composé de deux polyndmes binomiaux est un polynéme binomial.
b) Soit p un nombre premier et soit f un polyndéme binomial. Montrer que f applique
I’anneau Z, des entiers p-adiques dans lui-méme (utiliser la continuité de f et le fait que Z
est dense dans Z,).
¢) Soit P un ensemble de nombres premiers, soit Sp 'ensemble des P-entiers (§ 4, exerc. 14)
etsoit Z, = S;'Z. Montrer que, si f est un polynéme binomial, f applique Zp dans lui-méme
(appliquer ) aux nombres premiers p n’appartenant pas a P).

5) Soit I' = I'(X) le groupe de Magnus sur X, et soit (I';) sa filtration naturelle (n°® 2).
Montrer que Palgebre de Lie graduée gr(I") correspondant a cette filtration est isomorphe a
la sous-algébre de Lie @1 AMX) de A(X).SiX # 0, cette algeébre de Lie n’est pas engendrée

2>
par ses éléments de degré 1; en déduire que (I';) n’est pas la suite centrale descendante de T'.

€6) Soit P un ensemble de nombres premiers, soit Sp ’ensemble des P-entiers (§ 4, exerc. 14)
et soit Zp = S;*Z,

a) Onsuppose que, pour tout s € Sp, Papplication £ +— sk est une bijection de K sur lui-méme;
cela équivaut a dire que K peut étre muni d’une structure de Zp-algébre.

Les notations étant celles de Pexerc. 5, montrer que, pour tout s € Sp, 'application a4+ &°
de I" dans lui-méme est bijective, et qu’il en est de méme dans chaque quotient I'/T', pour
nz1l. 8iteZy, etsiael (resp. aeTT,), on définit o' comme dansl’exerc. 16 du§ 4; en
écrivant asous la forme 1 + «, avec « € A;(X), montrer que 'on a

ad=(+a)t= 720 (fl) o

. t . N
(Remarquer que les coefficients (n) appartiennent a Zp, cf. exerc. 4.)

b) On suppose maintenant que K = Zp. Soit ¢ un entier > 1. On identifie le groupe
Fe = F/C°F a4 un sous-groupe de I'/T; grice a ’homomorphisme déduit de g par passage
aux quotients (notation du th. 2). Le groupe I'/T’; est un groupe P-divisible, sans P-torsion,
de classe <¢. Soit Fg le P-saturé de F¢ dans I'/T'; (§ 4, exerc. 14), et soit ¢ Pinjection de F°
dans F3. Le couple (i, FL) est une P-enveloppe de F¢ (§ 4, exerc. 15). En déduire que fout
groupe nilpotent posséde une P-enveloppe (remarquer que tout groupe nilpotent de classe <¢
est quotient d’un groupe F¢, pour X convenable, et utiliser la partie b) de ’exerc. 15 du
§4).

¢) Sin < ¢, soit Fi, Uintersection de F§ avec T',/T'; si n = ¢, posons F§ , = {¢}. Montrer
que Fg, est le P-saturé de CrF¢ dans I'/T'.. La filtration (Fg,) est une filtration centrale
entiére de Fi; soit gr(Fzg) le gradué associé A cette filtration. Montrer que, si z < ¢, 'image
de gr,(F3) dans gr,(T) = A;P(X) est Sp1.LE(X) = L’ip(X). En déduire que algébre de
Lie gr(Fg) est engendrée par ses éléments de degré 1, donc que F§, = C*(F;) pour tout
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(§ 4, exerc. 1). Montrer que le groupe F§, est engendré par les 1S pour x € X, s € Sp (remarquer
que les images de ces éléments dans gry (F§) ~ ZZ engendrent le groupe gr;(FS), et appli-
quer le cor. 3 de la prop. 8 de A, I, p. 70).

d) Soit H un ensemble de Hall relatif & X (§ 2, n° 10), et soit H(¢) la partie de H formée des
éléments de longueur <¢. Pour m € H(c), notons ¢.(m) 'image dans ¥° du commutateur
basique @(m) défini par m (cf. n°4, Remarque). Montrer que, pour tout w € Fg, il existe un
élément unique « de ZE*? tel que on ait

— om)
w m !:i](:c) Pe (m) :

(Utiliser la détermination de gr(Fg) faite ci-dessus.)

7) On conserve les notations de Pexerc. 6.

@) Soit G un groupe nilpotent de classe <g¢, et soit (i, G) une P-enveloppe de G. Soit
p: F°— G un homomorphisme surjectif (un tel homomorphisme existe si X est choisi con-
venablement), et soit § I’homomorphisme correspondant de Fi dans G (§ 4, exerc. 15).
L’homomorphisme p est surjectif, et applique C*"Fg = F§ , sur C*G. Montrer que C*G est
la P-enveloppe de i(CrG) dans G et que Palgébre de Lie gr(G) s’identific ¢ Zp & gr(G).

b) En déduire que G est P-divisible et sans P-torsion si et seulement s%il en est de méme des
CrG/Cr*1G.

918) On suppose que K = Z et que X est fini. Pour tout entier £ > 0, on note (g,,) une base
de A (X).

a) Soit (w,), ez une suite d’éléments de F. Notons wy «(n) le coefficient de ¢, ., dans le terme
de degré £ de g(w,) € A(X). On a:

g(w,) = ;u: Wi, o ()€, pour tout n € Z.

On dit que la suite (w,) est fypigue si, pour tout couple (£, &), la fonction wy, o : nr>wy o (n) estun
polyndme binomial de degré <k, cf. exerc. 4. Cette condition estindépendante du choix des bases
(¢e.«)- Montrer quelle équivaut a Iexistence d’une suite (a)xen d’éléments de Ag(X) telle
que w(ag) = k& pour tout £, et que

L3

g(wy) = kZO n¥ay, pour tout n € Z.

b) Montrer que, si (w,) et (w;) sont deux suites typiques, il en est de méme de (w; ') et de
(wniwy).

¢) Soit w un élément de C*F pour £ = 1, et soit f un polyndme binomial de degré < £.
Montrer que (™) est une suite typique. En particulier, si z€ F, la suite (z") des puissances
de z est typique.

d) Soit (w,) une suite d’éléments de F. Montrer que (w,) est typique si et seulement s’il
€XIStE Yo, Y15 - - 5 Yny - - - dans F, avec y; € C'F pour tout i = 1 et

()
Wy = Yo T e Yr" mod. C¥+1F

pour tout n € Z ct tout ¥ > 1. (Déterminer les y; & partir de (w,) en faisant successivement
n=20,1,.... Par exemple wy = ¥, W1 = YoY15+..)-

e) Soit H un ensemble de Hall relatif & X, et soit (w,) une suite d’éléments de F. Soit
(ce(m, 7)) mem,nez la famille d’entiers telle que

w, = Il o (m)®m.m mod. C°F

meH
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pour tout n € Z et tout ¢ = 1 (cf. n® 4, Remarque). Montrer que (w,) est typique si et seule-
ment si, pour tout me H la fonction n+— a(m, n) est un polynéme binomial de degré
<I(m), ot I{m) est la longueur de m.2
S) Une suite (w,) est dite 1-typigue si les fonctions wy, o, correspondantes sont des polynémes
binomiaux de degré <k — 1. Montrer que, si (w,) est l-typique, on peut trouver des
y€ CGH+1lF pouri = 0, 1,..., tels que

n
Wy, = YoYy- - y,gk) mod. C*+1F

pour toutne Z et tout £ > 1.

99) On prend pour X un ensemble & deux éléments {x, y}.
a) Montrer qu’il existe une suite wq, ws, ... d’éléments de F, avec w, € C'F pour tout i, et

(OREG:
()™ = s w, oyt mod. C+1F
pour tout n € Z et tout 7 > 1. (Appliquer ’exerc. 8 d) 2 la suite des x~"(xy)™.)
Montrer que wy; =y~ ¥y, ™y = (x,y)~* mod. C3F.
b) Soit G un groupe nilpotent de classe <c¢, et soient x, y dans G. Déduire de ce qui précede
la formule suivante (« formule de Hall »):

n
o = e L ).
¢) Soit p un nombre premier. Montrer qu’il existe ;€ G'F (2 < ¢ < p — 1) et we CF tels
que

(k)P = xPyPuly. . .4 _yw.

(Utiliser a) en remarquant que (‘b ) est divisible par psi 1 < i < .) Soit iv I'image de w dans

grp(F) = L5(X), et soit iw, Pimage de & dans L§_(X). Montrer que @, = A,(%, ), cf. chap.
I, § 1, exerc. 19. (Utiliser le plongement g de F dans A(X) et comparer les termes de degré
£ de g((xy)P) et de g(xPyPul. . .uj_w). Le premier est égal & (x + y)? et le second est congru
mod. p 4 4P + y? + @,. D’ol le résultat.)

Montrer qu’il existe 2 € C2F et w’ € CPF tels que

(ya)? = w7y,

(Utiliser la formule ci-dessus donnant (xy)?.) En déduire que, dans un groupe nilpotent de
classe p, les puissances p-iémes forment un sous-groupe.
d) Montrer qu’il existe une suite vg, 24, .. ., d’éléments de F, avec v, € C'F pour tout i, et

n n
) = oo . o8l mod. GHoF

pour tout n € Z et tout ¢ > 1. (Appliquer ’exerc. 8 1) a la suite des («, y).)
En déduire que, si p est un nombre premier, il existe f; € C*Fpour 3 < i < p, et ze CP+1F
tels que

P, y) = (%, y)"5. . .12,
Montrer que 'image z, de z dans LP+1(X) est (ad x)?(y). (Méme méthode que pour ¢).)

910) Soit p un nombre premier, et soit G un groupe muni d’une filtration centrale réelle
(G,). On suppose que la relation x € G, entraine #? € G,,, auquel cas on dit que la filtration
s q 2 q q

(G,) est restreinte.

! Pour plus de détails sur les suites typiques, voir M. LAZARD, Annales E.N.S., t. LXXI (1954),
p. 101-190, chap. II, §§ 1, 2.
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a) Montrer que I'algébre de Lie gr(G) associée a (G,) est telle que p.gr(G) = 0, donc peut
étre munie d’une structure d’algébre sur F,,.
b) Soit £ € gr,(G), et soit x un représentant de £ dans G,. Montrer que 'image de x? dans
grp.(G) ne dépend pas du choix de x (utiliser I’exerc. 9 ¢)). Si on note cette image £P1, dé-
montrer que £ — £ est une application linéaire de gry(G) dans gr,,(G), et que
(E + &Pl = glPly B9 4 A (€, £7). (Méme méthode.)

Montrer que, si £ € gr,(G) et n € gra(G), on a

[, 9] = (ad &)*(n).

(Utiliser exerc. 9 d).)

¢) Montrer qu’il existe une p-application de gr(G) dans elle-méme (chap. I, § 1, exerc. 20) et
une seule qui prolonge les applications £ > EP} définies sur les gr,(G). Munie de cette
structure, gr(G) est une p-algébre de Lie, dite associée 2 la filtration restreinte (G,).

€11) @) Soit A wune algébre filtrée vérifiant les conditions du §4, n°5 et soit
T'=A*N (1 + Af). On munit T" de la filtration (I',) induite par celle de A (loc. cit.,
prop. 2). Montrer que, si K est un corps de caractéristique p > 0, (I',) est une filtration
restreinte (exerc. 10) et le plongement de gr(I') dans gr(A) défini dans loc. cit., prop. 3, est
compatible avec les structures de p-algebres de Lie de gr(I") et gr(A).

b) On suppose que K = F,. On applique ce qui précéde 2 'algébre filtrée A(X), dans la-
quelle on plonge F = F(X) au moyen de 'homomorphisme g. La filtration (T',) de I" induit
une filtration (F,) de F, qui est une filtration restreinte. La p-algébre de Lie gr(F) s’identifie
a une p-sous-algebre de Lie de A(X) contenant X. En déduire que gr(F) contient la p-algébre
de Lie libre L(X, ), cf. § 3, exerc. 4 ¢).

¢) Soit H un ensemble de Hall relatif & X; pour tout entier i, soit H; I’ensemble des éléments
de H de longueur :i. Soit w € F, et soient o; € ZFP tels que

n
w= 1711 @ (m) ™ mod. C**1F
i=1 meHy
pour tout n, cf. n® 4. Pour tout m € H, on note /(m) la longueur de m et ¢(m, w) la plus grande
puissance de p qui divise oy(m), olt ¢ = {(w) (si ay(m) = 0, on convient que ¢(m, w) = + o).
Soit N = Inf (I{m) .q(m, w)). Montrer que les ¢(m)*™ appartiennent 3 Fy, et méme 2

Fryy si l(w) q(m, w) > N. Montrer que, si [(w).g(m, w) = N, I'image de ¢(m)*™ dans
gry(A(X)) = AN(X) est un multiple non nul de m@™»1, ol 7 est I’élément de L(X) défini
par m (§ 2, n°® 11). Or, ces éléments sont linéairement indépendants (§ 3, exerc. 4); en déduire
que limage de w dans gry(F) est #0, et appartient a L(X, p), d’on le fait que
gr(F) = L(X, p).

12) Soit g une algébre de Lie sur un corps £ de caractéristique p > 0.
a) Soit k un entier <p — 1. On dit que g vérifie la h-iéme condition d’Engel si l’'on a
(ad x)*(y) = 0 pour tout couple (x,y) d’éléments de g. Montrer que cela équivaut a

2, ad(ro) o - © ad(xem) = 0
oe@,

pour x, . . ., ¥, dans g (appliquer la formule (ad x)* = 0 aux combinaisons linéaires des ;).
b) Soient x, y dans g tels que Ay(ax, by) = 0 quels que soient a, b dans k. Montrer que, si A;®
est la composante bihomogene de A, de bidegré (r, 5), ona AL*(x,y) = 0 pour tout couple
(7, ). En déduire (en prenant r = p — 1, s = 1) que (ad x) ?~(y) = 0. En particulier, si
A,(x,y) = O pour x,y dans g, ’algébre de Lie g vérifie la (p — 1)-iéme condition d’Engel.
¢) Soit ¢ le centre de g. On suppose que (ad x)? = 0 pour tout x € g. Montrer que g/¢ vérifie
la (p — l)-itme condition d’Engel. (Montrer que A,(ad x, ad y) = 0 pour x,y dans g, et
appliquer &) 4 Palgébre de Lie ad g = g/c.)
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d) Soit G un groupe tel que x* = 1 pour tout x € G, et soit (G,) une filtration centrale réelle
de G. La filtration (G,) est restreinte (exerc. 10), et gr(G) est une p-algebre de Lie dont la
p-application est nulle. En déduire que gr(G) vérifie la (p — 1)-iéme condition d’Engel.?

§6

3
n=0

1) Montrer que éxp(U) .exp(V).exp(—U) = exp( l' (ad U)"(V)). En déduire que
n!

0

H(U, H(V, —U)) = nZ —1—!(ad U)n(V) = (exp(ad U))(V).

=0pn
0

2) Montrer que H(U, V) = nZo r% (ad U)*(H(V, U)). (Appliquer Pexerc. 1 en remarquant

que H(U, HH(V, U), —U)) = H(U, V).)

3} On pose M(U, V) = H(—U, U + V). On a exp(M(U, V)) = exp(—U}.exp(U + V).
On note M;(U, V) (resp. H,(U, V)) la somme des termes bihomogeénes de la série M
(resp. de la série H) dont le degré en V est 1.

a) Montrer que 'on a

_ S (= oy
M,(U, V) = 2 o @A UMY = (d U)Y)

avec f(T) = (1 — ¢~ T)/T.
(Méme argument que pour la démonstration de la prop. 5. On peut aussi se ramener a
la prop. 5 en utilisant I’identité

exp(U).exp(M(U, V)) .exp(—U) = exp(H(U + V, —U)),

combinée avec I’exerc. 1.)

b) Montrer que H(U, M(U, V)) = U + V. En déduire que H,(U, M, (U, V)) = V.,

¢) On pose g(T) = 1/ fF(T) =1+ T/2 + 21 z2—1—)—| b2, T2, ol les ba, sont les nombres de
n=1 (2n)!

Bernoulli (FVR, VI, § 1, n° 4). Montrer que I’on a

H,(U, V) = (g(ad U))(V) = V + 3[U, V] + 2 —oo byy(ad U)2R(V).

n=1 (2n)!
En déduire les premiers termes du développement de H, (U, V):
Hy(U, V) =V + Had U)(V) + fz(ad U)2(V) —7}5 (2ad U)A(V) + 553705(ad U)S(V) — - -

d) Montrer que la somme des termes bihomogeénes de H(U, V) dont le degré en U est 1 est

la série:
w0

U+ 34U, VI + 2, 7o ban(ad V)(U).

(Appliquer ¢) & H(V, U) et utiliser ’exerc. 2 pour passer de H(V, U) a H(U, V).)
¢) Soit W une autre indéterminée, et soit X (U, V, W) la somme des termes trihomogéncs
de H(U, V + W) dont le degré en W est 1. Montrer que 'on a
X(U, Hy(V, W)) = H (H(U, V), W).
(Utiliser Pidentité H(U, H(V, W)) = H(H(U, V), W).) En déduire que
X(U, V, W) = (g(ad H(U, V))of (ad V))(W).

1 Pour les propriétés des algébres de Lie vérifiant une condition d’Engel, et leurs applications au
« probléme restreint de Burnside », voir A. KOSTRIKIN, Izv. Akad. Nauk SSSR, t. XXIII (1959},
p. 2-34.
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94) Soit X un ensemble fini, et soit I. = L(X). On munit L de la loi de composition de
Hausdorff (a, b) > a u b, que ’on note simplement a.b. Si t e K, a€ L, on pose ot = ta.

a) Soit # un ensemble de Hall relatif 2 X. Si m € 5, on note my, I’élément correspondant
de P’algebre de Lie L(X) (§ 2, n° 11), et mu le commutateur basique du groupe L défini par m
(§ 5, n° 4, Remarque). Si m est de longueur [, montrer que my = my, + W, ou w est de filtration
=1 + 1 (raisonner par récurrence sur /). En déduire que tout élément w du groupe L
s’écrit de fagon unique sous la forme

ce(m)
avec a(m) € K, le produit étant convergent dans le groupe topologique ..
b) Soit P I’ensemble des nombres premiers, et soit ¢ un entier >1. On prend K = Q.
Montrer que le groupe /1, s’identifie 4 1a P-enveloppe F§ du groupe F¢ = F(X)/CF(X),
cf. § 5, exerc. 6.
¢) On prend pour X un ensemble & deux éléments {U, V}. Montrer Iexistence de deux
familles a(m), B(m) de nombres rationnels telles que

U+V= Hmf;g")
med

[U, V] = ,,Ef moa,

On a par exemple
U+ V=UV.(UV)%...
[U, V] =@, V)...

d) Soit g une Q-algebre de Lie nilpotente, munie de la loi de groupe de Hausdorff. Soient
u, v dans g. Montrer que ’on a

u+ o= I1 myp(u, v)*m™
me

[u, 0] = ].__[ msp(u, v)P™,
me

ol « et B sont les familles de nombres rationnels définies ci-dessus (« inversion de la formule de
Hausdorff»). (Utiliser ’homomorphisme continu ¢: L. — g tel que ¢(U) = u, ¢(V) = 2, et
remarquer que c’est aussi un homomorphisme pour la loi de groupe de Hausdorff.)

e) Soit G un groupe nilpotent divisible sans torsion (i.e. P-divisible et sans P-torsion). Si
ue G,te Q,ut est défini (§ 4, exerc. 16). Siue G, v € G, on définit # + v et [u, v] par les for-
mules de d) ci-dessus. Montrer que G se trouve ainsi muni d’une structure de Q-algébre de Lie
nilpotente et que la loi de Hausdorff correspondante est la loi de groupe donnée sur G
(vérifier ces assertions lorsque G est un groupe Fp, cf. b), et passer de 1a au cas général en
utilisant des homomorphismes de Fp dans G).

Soit f une application de G dans un groupe nilpotent divisible sans torsion G’. Montrer
que f est un homomorphisme (de groupes) si et seulement si c’est un homomorphisme
d’algebres de Lie. (La loi de Hausdorff définit donc un isomorphisme de la « catégorie » des
Q-algebres de Lie nilpotentes sur celle des groupes nilpotents divisibles sans torsion.)

5) Soit g une Q-algebre de Lie nilpotente, que I’'on munit de la loi de groupe de Hausdorff,
notée (¥, y) —> x.y.
a) Montrer que, si x€g,y € g, on a

@

xy.x~l = z

n=01n

1
= (ad 9)7(y).

(Utiliser I’exerc. 2.)
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b) Soit b une partie de g. Montrer que b est une sous-algébre de Lie (resp. un idéal) de g
si et seulement si c’est un sous-groupe saturé (resp. un sous-groupe distingué saturé) du
groupe g. (Utiliser les formules de Iexerc. 4 d) pour passer de la loi de groupe 4 celle
d’algebre de Lie.)

¢) Soit b un sous-groupe du groupe g. Montrer que le P-saturé de b est Q.).

d) Soit b une sous-algebre de Lie de g. Montrer que le centralisateur (resp. le normalisateur)
de b dans le groupe g est ’ensemble des x € g tels que (ad x)(b) = O (resp. tels que
(ad 1)(B) < b).

¢) Montrer que la suite centrale descendante de I’algébre de Lie g coincide avec celle du
groupe g et que ’algébre de Lie graduée associée gr(g) est la méme du point de vue « groupe »
et du point de vue « alg¢bre de Lie ».

96) Soit G un groupe nilpotent sans torsion de type fini. Montrer que, si  est assez grand,
on peut plonger G dans le groupe trigonal strict inférieur d’ordre # sur Z. (Soit (i, G) une
P-enveloppe de G, cf. §5, exerc. 6; munie de sa structure d’algébre de Lie canonique
(exerc. 4), G est une Q-algebre de Lie nilpotente de dimension finie. Appliquer 4 G le
théoréme d’Ado (chap. I, § 7) et en déduire un plongement de G dans un groupe trigonal
strict sur Q. Passer de Q 4 Z en conjuguant par une matrice diagonale enti¢re convenable.)

§7

1) Soit g une algebre de Lie normée complete sur K telle que |[x, 71| < |« |y]| pour
%,y dans g. On note © l'ensemble des x € g tels que {x}} < 3 log$. Pour x,y dans ®, on a
h(x,y) € O, cf. n° 2.

a) On pose f(T) = (1 — ¢ T)/T et g(T) = 1/f(T). La série f converge dans tout le plan
complexe, et la série g dans le disque ouvert de rayon 2x (cf. FVR, VI, § 2, n° 3). En déduire
que, si z€ O, f(ad z) et g(ad z) sont définis, et que ce sont des éléments de £ (g; g) inverses
I’un de Pautre.

b) Soit Dok(x, y) la seconde dérivée partielle de £ en un point (x,y) de ® x ® (VAR, R,
1.6.2). C’est un élément de Z(g; g). Montrer que 'on

Doh(x, y) = g(ad (%, y))  f (ad y).
(Utiliser ’exerc. 3 ¢) du § 6 pour démontrer cette formule lorsque x et y sont assez voisins de

zéro, et passer de 1a au cas général par prolongement analytique.)
Montrer que la formule

S (ad (x, 9)) o Doh(x, y) = f(ady)

est valable en tout point du domaine de convergence strict de la série formelle H (cf. prop. 1).

§8

On suppose que la caractéristique résiduelle p du corps K est >0. On note px ’anneau de
la valuation v de K.

1) a) Un éément © de K est dit admissible si o(n) = 6, et si w7~ 1/p = —1 (mod mog).
(Noter que l’on a n?~!/p € px puisque v(xw) = 6.)

Montrer qu’il existe des corps K qui vérifient les conditions du paragraphe, et contiennent
un élément admissible (adjoindre & Q, une racine (p — 1)-iéme de —p).
b) Soit ® un élément admissible de K. On considére les séries formelles suivantes, a co-
efficients dans K:

ex(U) = %e(nU) = 2, w1,

@©

1(U) = }rl(nU) = 2 (=m)*-1Un,

n=1
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Montrer que ces séries sont réciproques Pune de I’autre et que leurs coefficients appartiennent
2 ok (utiliser le lemme 2).
¢) Soit {U, V} un ensemble 4 deux éléments, et soit H(U, V) la série de Hausdorff. On pose

H,(U,V) = 71: H(=nU, nV).
On a H,(U, V) e L ({U, V).
Montrer que
Ho(U, V) = L(ex(U) + ea(V) + mex(U).ea(V)).

En déduire que H, € L, ({U, V}), i.e. que les coefficients de H,, appartiennent 4 pg; d’ot une
autre démonstration de la prop. 1.

d) On note &, I, et Hy les séries obtenues en réduisant e, I; et H; modulo wog; leurs co-
efficients appartiennent a ’anneau og/mok.

Montrer que Pon a [ (U) = U — U? (noter que 2,(n) < (n — 1)6 si n # 1, p). En
déduire que

U =U4+U?+.-- 4+ U 4 ..
et que
HL(U, V) = &(U) + &(V) — (@&(U) + &(V)?,

ou encore:

H(U,V)=U+V - A,,(nzo U, 2 Vv"),
ol A, est défini par la formule
A, (U, V) = (U + V)? — U? — V7, cf chap. 1, § 1, exerc. 19.

En particulier, ﬁ,,(U, V) appartient a ipp({U, V}) et sa composante homogene de degré p
est —A,(U,V).Ona
Hu(Ua V) = HK(V’ U)
H(U, Hy(V, W) = Ho(H(U, V), W) dans L, (U, V, W)),

W étant une troisiéme indéterminée.
e) Soit C(U,V) = H(—-U, H(-V, H(U, V))) (¢«commutateur de Hausdorff»). On a
exp(C(U, V)) = exp(—U) exp(—V) exp(U) exp(V). Posons

C(U, V) = }rC(nU, mV).

Montrer que les coeflicients de Cp(U, V) appartiennent & wmog (utiliser le fait que
HL(U, V) = Hy(v, U)).2

2) On sait (§ 6, exerc. 3) que, si #n = 2, la composante de bidegré (n, 1) de H(U, V) est
i b,(ad U)*(V), o b, est le n-iéme nombre de Bernoulli. Déduire de 13, et de la prop. 1,
P’inégalité

vp(bufrl) < nf(p — 1).
Retrouver ce résultat au moyen du théoréme de Clausen—von Staudt (FVR, VI, § 2, exerc. 6)

et montrer qu’il y a égalité si et seulement si S(n) = p — 1.

1 Pour plus de détails sur cet exercice, voir M. LAZARD, Bull. Soc. Math. France, t. XCI (1963),
p. 435-451. .
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3) On suppose que K contient une racine primitive p-iéme de ’unité w. On pose® = w — 1.
En utilisant la formule

w—1=n(l+w+- -+ 1)
montrer que s(w? — 1) = y(x) pour 1 < i < p — 1, et que
wt — 1
T

=1 (mod. w).

=1
En déduire, au moyen de la formule p = H (w! — 1), que = est admissible (exerc. 1).

94) Soit ¢ un entier =1, et soit P un ensemble de nombres premiers contenant tous les
nombres premiers <¢. Soit Zp = S;'Z (§ 4, exerc. 16). Montrer que les termes de degré
<¢ de la série de Hausdorff H(U, V) appartiennent & Lz, ({U, V}). En déduire que, si g est
une Zp-algébre de Lie nilpotente de classe <¢, la loi de composition (, v) +> H(u, v) fait de
¢ un groupe nilpotent P-divisible et sans P-torsion de classe <¢. Montrer qu’inversement tout
groupe possédant ces propriétés peut étre obtenu par ce procédé. (Utiliser « ’inversion de la
formule de Hausdorfl'», cf. §6, exerc. 4, et montrer que les exposants a(m), B(m) qui y
figurent appartiennent a Zp lorsque I(m) < ¢.)

En particulier, tout p-groupe d’ordre p" et de classe < p s’obtient au moyen de la loi de
Hausdorfl & partir d’une Z-algébre de Lie nilpotente de classe <p ayant p" éléments.
(Prendre pour P I’ensemble des nombres premiers distincts de p.)

APPENDICE
1) Soit @, le polynéme cyclotomique d’indice n (A, V, § 11, n° 2,). En utilisant la formule
xr~1=1Tao,x),
montrer que Pon a
O, (X) = 1;1[; (Xria — 1y,
(Appliquer la formule d’inversion de Mébius au groupe multiplicatif du corps Q(X).)

2) Soit D Palgébre large du monoide N* (A, III, p. 27). 8i n € N*, on note n° son image dans
D, de sorte que Pon a 1° = 1 et (nm)® = n®m® pour #, m dans N*.! Tout élément f de D

s’écrit de fagon unique comme série Zl an®, avec a, € K.
n=

@
a) Soitf = nZI a,n® un élément de D. Montrer que fest inversible dans D si et seulement si
a; est inversible dans K. En particulier, si K est un anneau local, il en est de méme de D.
w

b) On pose § = nzl n®etyp = Z w(n)n®. Montrer que { et . sont inverses 'un de Pautre.

n=1
En déduire que, si s = Z s(m)n® et t = Z t(n)n® sont deux éléments de D, les relations
s = {.tet ¢t = p.s sont équivalentes (variante de la formule d’inversion de Mébius).

¢) Soit P Pensemble des nombres premiers. Montrer que la famille des (1 ~ $) pour p P,
est multipliable dans D, et que 1’on a

p=1la—p e t=1I :

pepP peP |1 — ﬁ“’.

1 On écrit souvent —s 2 la place de w; on dit alors que les éléments de D sont les séries formelles de
Dirichlet & coefficients dans K.



CHAPITRE III

GROUPES DE LIE

Dans tout le chapitre, K désigne soit le corps valué R des nombres réels, soit le corps valué
G des nombres complexes, soit un corps commutatyf ultramétrique complet non discret. On
suppose que K est de caractéristique O a partir du § 4, que K = R ou C au § 6, que K est
ultramétrique au § 7. Sauf mention du contraire, foutes les varidiés, toutes les algébres et tous
les espaces vectoriels considérés sont sur K. Rappelons que, lorsqu’on parle d’une varidié
de classe 7, on ar € Ng Cest-d-direquer = o s K # R, et 1l < r < o st K =R,

Les conventions sur les normes, les espaces normables et les espaces normés
sont les mémes que dans VAR, R.

Rappelons qu’on appelle algébre normable sur K une algébre A (non nécessaire-
ment associative) sur K, munie d’une topologie 7 possédant les propriétés
suivantes:

1)  peut étre définie par une norme;
2) Tapplication (x,y) > xy de A x A dans A est continue.

On note Aut(A) le groupe des automorphismes bicontinus de A. Toute algebre
de dimension finie sur K est une algtbre normable pour la topologie canonique.
On appelle algébre normée sur K une algebre A sur K, munie d’une norme telle
que ||lxy| < ||| |l7] quels que soient x,y dans A; Palgeébre A, munie de la topologie
définie par cette norme, est une algébre normable. Si A est une algébre normable,
il existe une norme sur A définissant sa topologie et faisant de A une algébre
normée.

Si G est un groupe, on note ¢g, ou simplement ¢, 1'élément neutre de G. Pour
g€G, on note v(g), 3(g) et Int(g) les applications g’'+>gg’, g'+>g'g™ ! et
g > gg'g~! de G dans G. Si f est une application de G dans un ensemble E, on

note f Papplication g > f(g~1) de G dans E.

§ 1. Groupes de Lie
1. Définition d’un groupe de Lie

Soit G un ensemble. Une structure de groupe et une structure de K-variété
analytique sur G sont dites compatibles si la condition suivante est vérifiée:

(GL) L’application (g, &) +> gh~! de G x G dans G est analytique.
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DEriniTioN 1. — On appelle groupe de Lie sur K un ensemble G muni d’une structure de
groupe et d’une structure de K-variété analytique, ces deux structures élant compatibles.

Un groupe de Lie sur R (resp. G, Q) est appelé groupe de Lie réel (resp.
complexe, p-adique).

Soit G un groupe muni d’une structure de variété analytique. Pour g, £, g,,
hy dans G, on a

(1) gh™t = (goho ho((g5 *g) (ho "h) )hg *.

Il en résulte que G est un groupe de Lie si et seulement si les trois conditions
suivantes sont vérifiées:

(GL;) pour tout g, € G, Vapplication g - gog de G dans G est analytique;

(GL,) pour tout g, € G, Iapplication g goggs* de G dans G est analytique
dans un voisinage ouvert de e;

(GLj) Tapplication (g, &) +>gh~* de G x G dans G est analytique dans un
voisinage ouvert de (e, ¢).

Soit G un groupe de Lic. Pour tout g € G, y(¢g) et 8(g) sont des automorphismes
de la variété sous-jacente a G. Il en résulte que cette variété est pure (VAR, R,
5.1.7). En particulier, la dimension de G en g est égale & dim G pour tout ge G
(rappelons que dim G est un entier >0 ou +0).

Puisqu’une application analytique est continue, un groupe de Lie estungroupe
topologique pour la topologic sous-jacente a sa structure de variété. Soit G un
ensemble. Une structure de groupe topologique et une structure de K-variété
analytique sur G sont dites compatibles si la structure de groupe et la structure de
variété sont compatibles, et si la topologie de G est la topologie sous-jacente a la
structure de variété.

Lemme 1. — Soient G un groupe de Lie, U un voisinage ouvert de e, E. un espace normé
complet, ¢: U — E une carte de la variéié G. 1l existe un voisinage W de e contenu dans U
tel que o | W soit un isomorphisme de W (muni de la structure uniforme droite) sur (W)
(muni de la structure uniforme induite par celle de E).

On peut supposer que ¢(e) = 0. Soit U’ = @(U). Soit ¢: U’ — U Papplica-
tion réciproque de ¢. Soit V un voisinage ouvert symétrique de e tel que V? < U,
et posons V' = ¢(V). Définissons des applications 0,,6, de V' x V' dans
V' x U’ de la maniére suivante:

0.(%,9) = (% o(d(*)d(9) ™))
B2(%,9) = (%, p(b(y) "M ().

On vérifie aussitt que 05(0;(x, 7)) = 0,(0:(x,%)) = (»,y) pour x, y assez voisins
de 0. D’autre part, 0, et 0, sont analytiques, donc strictement dérivables en (0, 0).
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Par suite (VAR, R, 1.2.2) il existe un voisinage W’ de 0 dans V" et des constantes
e > 0,5 > 0 telles que

a([lxy — xaf + o) (7)) — e(blxa)b(y2) "))
< [y = %o + 71 — 2l

< b(fl# — %l + le((x)d(5) ™) — e(d(x2)d(r2) "))

quels que soient xq, x5, ¥4, ¥ dans W', Faisant x; = x, = y,, il vient

2) alle(b(x)d(y) "D < 2 — g1l < llo{b(xn)b(y) 1.

Pour 3 > 0, soit N; ’ensemble des couples (x, 7) e W x W'telsque |x — y|| <3.
Les N, forment un systéme fondamental d’entourages dans W’. Posons
W = ¢(W’). Soit M, P'ensemble des couples (u,2) e W x W tels que
lo(@o~1)| < 3. Les M, forment un systéme fondamental d’entourages dans W
pour la structure uniforme droite. Or la relation (2) prouve que

Ns < (o x ¢)(Mg-15), (o x ¢)(Ms) < Nys

donc W posséde la propriété du lemme.

ProrosttioN 1. — Un groupe de Lie est un groupe topologique métrisable et complet.
Puisque ¢ admet un voisinage ouvert homéomorphe a une boule ouverte d’un
espace normé, ¢ admet un systéme fondamental dénombrable de voisinages dont
Pintersection est {¢}. Donc G est métrisable (TG, III, § 1, cor. de la prop. 2, et
IX, § 3, prop. 1). D’aprés le lemme 1, il existe un voisinage de ¢ qui est complet
pour la structure uniforme droite, donc G est complet (TG, II1, § 3, prop. 4).

ProposiTionN 2. — Soit G un groupe de Lie.

(1) St K = R ou G, G est localement connexe.

(i) 7 K est distinct de R et C, G est éparpillé (TG, IX, § 6, déf. 5).

(ii1) Supposons K localement compact. Pour que G soit localement compact, il faut et il
suffit que G soit de dimension finie.

(iv) St G est engendré par un sous-espace dont la topologie admet une base dénombrable,
alors la topologie de G admet une base dénombrable.

Soit U un voisinage de e. Il existe un voisinage ouvert U, de ¢ contenu dans U
et homéomorphe a une boule ouverte d’un espace normé E sur K. Si K = R ou
C, U, est connexe, ce qui prouve (i). Supposons K ultramétrique. Il existe un
voisinage U, de ¢ fermé dans G et tel que U, < Uj;. Puis il existe un voisinage U,
de ¢ tel que Uz < U, et tel que U, soit ouvert et fermé relativement 4 U,. Alors
U, est fermé relativement a U,, donc & G, et ouvert relativement a U, donc 4 G.
Ceci prouve (ii). Pour que G soit localement compact, il faut et il suffit que E soit
localement compact; si K est localement compact, cela revient 4 dire que E est de
dimension finie (EVT, 1, § 2, th. 3), d’ot (iii). Supposons G engendré par un sous-
ensemble V, et posons W=VUV -l onaG=WUWZUWU...; gl
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existe une suite dense dans V, on voit qu’il existe une suite dense dans G, et,
comme G est métrisable (prop. 1), la topologie de G admet une base dénombrable.

CoroLLAIRE. — 57 K = R ou C, ¢t si G est connexe de dimension finie, alors G est
localement connexe, localement compact, et sa topologie admet une base dénombrable.

Lemme 2. — Sotent X une variété de classe C, e un point de X, U et Vdes voisinages ouverts
de e, et m une application de classe C* de U x U dans X, vérifiant les conditions suivantes:

a) m(e, x) = m(x, ¢) = x pour tout x € U;
) On a V<V, m(V xV)<=TU e m(m(x,y),2) = m(x,m(y,z)) quels que
soient x, 4, z dans V.,

Alors 1l existe un voisinage ouvert W de ¢ dans'V et un automorphisme 0 de la variété W,
tels que B(e) = ¢, 0(0(x)) = x et m(x, 6(x)) = m(0(x), x) = ¢ pour tout x € W.

On a m{e,y) =y pour tout y € U, donc, d’apres le théoréme des fonctions
implicites, il existe un voisinage ouvert W, de ¢ dans V et une application 9, de
classe G de W, dans V tels que 0,(¢) = ¢, m(x, 9,(x)) = ¢ pour tout x € W;. De
méme, il existe un voisinage ouvert W, de ¢ dans V et une application 0, de
classe C" de W, dans V tels que 05(¢) = ¢, m(0,(x), x) = e pour tout x € W,. Pour
xeW,NnW,,ona

Ba(x) = m(05(x), ¢) = m(8:(x), m(x, 0,(x)))
= m(m(B5(x), x), 0,(x)) = m(e, 0,(x)) = 0.(x).
Soit 0(x) la valeur commune de 0,(x) et 6,(x) pour x € W; N W,. Soit W Pen-
semble des x e W; N'W, tels que 0(x) e W; N W,. L’ensemble W est ouvert.
Pour xe W, on a
0(0(x)) = m(m(x, 6()), 8(6(x))) = m(x, m(6(x), 6(8(x)))) = m(x, ) = x,
donc 06(x) € W. On voit que 0 | W définit un automorphisme de la variéié W.

Prorosition 3. — Soient X une varidté analytique, et m une loi de composition associative
analytique sur X, admetiant un élément neutre. L’ensemble G des éléments inversibles de X
est ouvert dans X, et G est un groupe de Lie pour m | (G x G) et pour la structure de variété
induite par celle de X.

D’apres le lemme 2, G est un voisinage de I’élément neutre. Pour tout g € G,
Papplication x> m(g, x) est un automorphisme de la variété X. Donc I'image
de G par cette application est un voisinage de g, évidemment contenu dans G.
Par suite, G est ouvert dans X. Il est clair que les conditions (GL,;) et (GLy) sont
vérifiées. La condition (GLj) est vérifiée d’aprés le lemme 2.

Exemples de groupes de Lie.

1. Soit E un espace normable complet sur K. L’application (#,7) +>x — y
de E x E dans E est linéaire continue, donc analytique. Donc E, muni de ses
structures de groupe additif et de variété analytique, est un groupe de Lie.

En particulier, K est un groupe de Lie.
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2. Soit A une algebre associative unifére normable compléte sur K. La multi-
plication (x,y) > xy de A x A dans A est bilinéaire continue, donc analytique.
La prop. 3 montre que le groupe A* des éléments inversibles de A est ouvert dans
A (ce qui résulte aussi de TG, IX, § 3, prop. 13), et que A* est un groupe de Lie.

Par exemple, soit E un espace normable complet sur K, et prenons A = Z(E)
(TG, IX, § 3, prop. 3). Alors A* est le groupe GL(E) des automorphismes de E.
Ce groupe est donc muni canoniquement d’une structure de groupe de Lie sur K. Plus parti-
culierement, GL(n, K), muni dela structure de variété induite parcelle de M, (K),
est un groupe de Lie. Pour n = 1, on voit que le groupe multiplicatif K* est un
groupe de Lie pour la structure de variété induite par celle de K.

3. Soit G un groupe de Lie sur K. Soient K’ = R ou G ou un corps ultra-
métrique complet non discret, et ¢ un isomorphisme du corps valué¢ K’ sur un
sous-corps valué de K. Alors le groupe G, muni de la structure de K’'-variété
obtenue par restriction des scalaires, est un groupe de Lie sur K’, qui est dit
déduit du groupe de Lie G par restriction des scalaires (de K a K’ au moyen de ¢). Par
exemple, tout groupe de Lie complexe est canoniquement muni d’une structure
de groupe de Lie réel. Par exemple encore, & tout groupe de Lie complexe G est
associé un groupe de Lie complexe appelé le conjugué de G, déduit de G aumoyen de
Pautomorphisme z+ Z de C.

2. Morphismes de groupes de Lie

DerNirionN 2. — Soient G et H des groupes de Lie. On appelle morphisme de groupes de
Lie de G dans H (ou simplement morphisme de G dans H si aucune confusion west &
craindre) une application de G dans Y qui est un homomorphisme de groupes et qui est
analytique. Le groupe des automorphismes de G se note Aut(G).

L’application identique de G est un morphisme. Le composé de deux mor-
phismes est un morphisme. Si f: G — H et f': H — G sont deux morphismes réci-
proques, f et f' sont des isomorphismes de groupes de Lie.

Exemples. — 1) Soit G un groupe de Lie. Pour tout x € G, Int(x) est un auto-
morphisme du groupe de Lie G.

2) Soit G un groupe de Lie. On note G" le groupe opposé 4 G, muni de la
méme structure de variété que G. Il est immédiat que G” est un groupe de Lie
(dit groupe de Lie opposé 4 G), et que Papplication g > g~* est un isomorphisme du
groupe de Lie G sur le groupe de Lic G".

3) Soient G un groupe de Lie, E un espace normable complet. On appelle
représentation linéaire analytique de G dans E (ou simplement représentation linéaire
de G dans E si aucune confusion n’est a craindre) un morphisme du groupe de
Lie G dans le groupe de Lie GL(E), autrement dit une application analytique =
de G dans GL(E) telle que ©(gg’) = n(g)n(g’) pour g, ¢' dans G. Supposons que E
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admette une base finie {ey, ¢, . . ., ¢,) sur K; soit (ef, e, . . ., F) la base duale;
soit p un homomorphisme du groupe G dans le groupe GL(E) ; alors les conditions
suivantes sont équivalentes:
{1) p est une représentation linéaire analytique;
(ii) quels que soient x € E et x' e E’, la fonction g+ {p(g)x, "> sur G est
analytique;

(i) quels que soient ¢ et 7, la fonction g +— {p(g)e;, ef> sur G est analytique.
En effet, les implications (i) = (ii) =- (iii) sont claires. D’autre part, les fonctions
u > ue, > forment un systéme de coordonnées sur .#(E); donc leurs restric-
tions & GL(E) forment un systeme de coordonnées sur GL(E), d’otr 'implication
(i) = (i).

Soient G un groupe de Lie réel, E un espace normable complet réel, p un homo-
morphisme du groupe G dans le groupe GL(E). On verra au § 8, th. 1, que, si p est
continu (lorsque GL(E) est muni de la topologie déduite de la norme de Z(E)),
alors p est analytique. Mais on prendra garde que cette notion de continuité est
différente de celle considérée en INT, VIII, § 2, déf. 1 (ii) (exerc. 1).

4) Soient G un groupe de Lie réel, E un espace normable complet complexe.
Une représentation linéaire analytique de G dans E est un morphisme de G dans le
groupe de Lie réel sous-jacent a GL(E).

ProrosiTioN 4. — Soient G et L des groupes de Lie, f un homomorphisme du groupe G
dans le groupe H. Pour que f soit analytique, il faut et il suffit qu’il existe une partie ouverte
non vide U de G telle que f| U soit analytique.

La condition est évidemment nécessaire. Supposons-la vérifiée. Pour tout

%9 € G, on a f(xex) = f(x) f (x) quel que soit x € U, donc f | x,U est analytique.
Or les ensembles x,U, pour x, € G, forment un recouvrement ouvert de G.

Remarque. — Si f est une immersion en e (resp. une submersion en ¢), il est clair
que f est une immersion (resp. une submersion).

3. Sous-groupes de Lie

Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe de G qui est en méme temps une
sous-variété de G. Alors lapplication (x,y)+>xy~* de H x H dans G est
analytique, donc Papplication (x,y) — 2y~ de H x H dans H est analytique
(VAR, R, 5.8.5). Ainsi H, muni des structures de groupe et de variété induites par
celles de G, est un groupe de Lie.

DériniTioN 3. — Soit G un groupe de Lie. On dit qu’un sous-ensemble H de G est un
sous-groupe de Lie si H est un sous-groupe et une sous-variété de G.

Un sous-groupe ouvert de G est un sous-groupe de Lie de G. En particulier,
si G est un groupe de Lie réel ou complexe, sa composante neutre est un sous-
groupe de Lie de G.
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ProvpositioN 5. — Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe de Lie de G.

(1) H est fermé dans G.

(i) L’injection canonique de H dans G est un morphisme de groupes de Lie.

(ii1) Soient L un groupe de Lie et f une application de L dans G telle que f (L) < H.
Pour que f soit un morphisme de L dans Y, il faut et il suffit que f soit un morphisme de L
dans G.

D’aprés VAR, R, 5.8.3, H est localement fermé. Donc H est fermé (TG, I1I,
§ 2, prop. 4). L’assertion (ii) est évidente. L’assertion (iii) résulte de VAR, R,
5.8.5.

Prorosrrion 6. — Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe de G. Pour que H soit
un sous-groupe de Lie de G, il faut et il suffit qu’il existe un point b € H et un voisinage ouvert
U de k dans G tels que H N\ U soit une sous-variété de G.
La condition est évidemment nécessaire. Supposons-la vérifiée. Pour tout
# e H, la translation y(#'A~1) est un automorphisme de la variété G et transforme
la sous-variété H N U de U en la sous-variété (2’2~ *H) N (F’A~*U) de A2 U,
Comme ¥'A~*H = H et que 2'&~U est un voisinage ouvert de 4’ dans G, on voit
que tout point de H posséde un voisinage ouvert V tel que V N H soit une sous-
variété de G. Donc H est une sous-variété de G.
C.Q.F.D.

Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe de Lie de G. Si L est un sous-
groupe de Lie de H, L est un sous-groupe de Lie de G d’aprés VAR, R, 5.8.6. Soit
M un sous-groupe de Lie de G tel que M = H. Alors M est un sous-groupe de
Lie de H, car Pinjection canonique de M dans H est évidemment une immersion,

Soit £ un sous-corps fermé non discret de K. On appelle £-sous-groupe de Lie
de G un sous-groupe de Lie du A-groupe de Lie sous-jacent a G.

Remarque. — Si on remplace « sous-variété » par « quasi-sous-variété » dans la déf. 3,
on obtient la définition des quasi-sous-groupes de Lie de G. (Pour G de dimension finie,
les quasi-sous-groupes de Lie ne sont autres que les sous-groupes de Lie.) Supposons
K de caractéristique 0. La prop. 5 reste valable, avec la méme démonstration, pour
les quasi-sous-groupes de Lie. La prop. 6 reste valable, avec la méme démonstration,
en remplagant «sous-groupe de Lie » par « quasi-sous-groupe de Lie », et ¢ sous-variété »
par « quasi-sous-variété ».

4. Produits semi-directs de groupes de Lie

Soient I un ensemble fini, (L,;);.1 une famille de groupes de Lie. Les structures de

groupe et de variété sur L = 1 L, sont compatibles, et L est ainsi muni d’une
iel

structure de groupe de Lie. On dit que L est le groupe de Lie produit de la famille

de groupes de Lie (L)1
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Soient L et M des groupes de Lie, ¢ un homomorphisme de L dans le groupe
des automorphismes du groupe M. Soit S le produit semi-direct externe de L par
M relatif & o (A, I, p. 64, déf. 2).

ProrositioN 7. — 8% Papplication (m, I) > o(D)m de M. x L dans M est analytique,
le groupe S, muni de la structure de variété produit de M et L, est un groupe de Lie.
En effet, on a, pour /, I dans L et m, m’ dans M,
(m, Y(m’, 1)~ = mll' = 'm' =Y = m(c(dl'~Y)ym'~1)l' -1
= (m(c(ll' " V)ym'~1), II' 1)

d’ot1 la proposition.

Si les conditions de la prop. 7 sont vérifiées, on dit que le groupe de Lie S est
le groupe de Lie produit semi-direct (externe) de L. par M relatif é o.

11 est clair que I'injection canonique de L (resp. M) dans S est un isomor-
phisme de L (resp. M) sur un sous-groupe de Lie de S, que P’on identifie 3 L (resp.
M). L’application canonique de S sur L est un morphisme de groupes de Lie,

Réciproquement, soient G un groupe de Lie, et L, M deux sous-groupes de
Lie tels que le groupe G soit (algébriquement) produit semi-direct de L par M
(A, I, p. 65). Posons o()m = Imi~* pour [ €L et m € M. Alors & vérifie la con-
dition de la prop. 7. On peut donc former le groupe de Lie S produit semi-direct de
L par M relatif & ¢. L’application j: (m, ) —>mi de S sur G est un isomorphisme
de groupes, et est analytique. Sij est un isomorphisme de groupes de Lie, on dit que
le groupe de Lie G est produit semi-direct (interne) de L par M, et on identifie S et G, Pour
tout g € G, écrivons g = p(g)q{g), ot p(g) € M et ¢(g) € L. Pour que le groupe de
Lie G soit produit semi-direct de L par M, il faut et il suffit que I'une des appli-
cations p: G—M et ¢: G — L soit analytique, auquel cas toutes deux sont
analytiques; ou encore, il faut et il suffit que T,(G) soit somme directe topologique
de T, (M) et T (L) (car, si cette condition est vérifiée, j est étale en ¢g).

Exemple. — Solent E, un espace normable, G = GL(E), T le groupe des trans-
lations de E, A le groupe de permutations de E engendré par G et T. Le groupe A
est algébriquement produit semi-direct de G par T. (Si E est de dimension finie,
A est le groupe affine de E, cf. A, II, p. 131.) Soient ¢ la représentation linéaire
identique de G dans E, et S le produit semi-direct externe de G par E relatif 2
c. Pour tout x e E, soit £, la translation de E définie par x. L’application
(x, u) = £, o u est un isomorphisme ® du groupe S sur le groupe A. L’application
(x, u) > o(w)x = u(x) de E x Z(E) dans E est bilinéaire continue, donc analy-
tique; sa restriction a E x G est par suite analytique. Ainsi, le groupe S, muni de
la structure de variété produit de E et G, est un groupe de Lie. Transportons
cette structure & A grice a @. Alors A devient un groupe de Lie, produit semi-
direct interne de G par T en tant que groupe de Lie.
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Prorosrrion 8. — Soient G et H des groupes de Lie, p: G—H et s: H-—> G des
morphismes de groupes de Lie tels que pos = idg, et N = Ker p. Alors N est un sous-
groupe de Lie de G, s est un isomorphisme de H sur un sous-groupe de Lie de G, et le groupe
de Lie G est produit semi-direct interne de s(H) par N.

On a T.(p) o Te(s) = idyg,m), donc p (resp. s) est une submersion (resp. une
immersion). D’aprés VAR, R, 5.10.5, N est un sous-groupe de Lie de G. D’autre
part, s est un homéomorphisme de H sur s(H), donc s est un isomorphisme de H
sur un sous-groupe de Lie de G (VAR, R, 5.8.3). Enfin, pour tout g G, on a
g = (sop)(g).n avec un n € N; comme s o p est analytique, le groupe de Lie G
est produit semi-direct de s(H) par N.

5. Quotient d’une variété par un groupe de Lie

Soient G un groupe de Lie, X une variété de classe C7, et (g, x) > gx une loi
d’opération a gauche (A, I, p. 49) de classe C" de G dans X. Pour tout g € G,
notons <(g) 'automorphisme x+— gx de X défini par g. Pour tout x € X, notons
p(x) ’application orbitale g+> gx de G dans X définie par x. On a

3) p(*) = p(gx) 0 3(g)  p(x) = 7(g) o p(x) o ¥(g™?)
quels que soient g € G et x € X. Donc

(4) To(e(x)) = Te(p(gx)) o Ty(8(g))

() To(p(x)) = Tu(7(g)) e Te(p(x))  To(y(g™1)-

ProposrTion 9. — Soient x € X et gy € G.

(1) 87 p(x) est une immersion (resp. une submersion, une subimmersion) en g, alors, pour
tout g € G, p(gx) est une immersion (vesp. une submersion, une subimmersion).

(ii) 87 p(x) est de rang k en g,, alors, pour tout g € G, p(gx) est de rang constant égal
ak.

Cela resulte aussitét des formules (4) et (5) puisque Ty (8(g)), T.(x(g),

T,(y(g™?*)) sont des isomorphismes.

CororrLArE. — Soit x € X. 87 K est de caractéristique 0 et X de dimension finie, p(x)

est une subimmersion. St de plus p(x) est injective, o(x) est une immersion.
Cela résulte de la prop. 9 et de VAR, R, 5.10.6.

Observons que, si v désigne ’application (g, x) —> gx de G x X dans X, on a,
pour g€ G, x e X, ue Ty (G), v e T,(X),

T(g,x)(")) (u,0) = T(q,x)(n) (u, 0) + T(g,x)(n) (0, v)
c’est-a-dire

(6) T (@ 0) = T,(p())z + To(r(2)o.
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Prorosition 10. — Soient G un groupe de Lie, X une variéié de classe C7 munie d’une
loi d’opération a gauche de classe G de G dans X. Supposons que:

a) le groupe G opére proprement et librement dans X

b) pour tout x € X, p(x) est une immersion (ce qui est une conséquence de a) st K est de
caractéristique O et X de dimension finie).

Alors la relation d’équivalence définie par G dans X est réguliere (VAR, R, 5.9.5).
11 existe sur Densemble quotient X |G une structure de variété et une seule telle que Iapplica-
tion canonique o2 X — X[G soit une submersion. La topologie sous-jacente & cette structure
de variété est la topologie quotient de celle de X ; elle est séparée. Enfin, (X, G, X/G, =) est
une fibration principale & gauche

Soit 0 Papplication (g, ) = (%, g&) de G x X dans X x X. Cette application
est de classe 7. Montrons que c’est une immersion. Pour u € T,(G) et v € T,(X),
on a, d’apres (6),

(7) Teo,(0) (4, 0) = (2, To(p(*))z + Tu(x(g))7)-

Mais T, (p(x)) est injective d’aprés I’hypotheése 5), donc Ty, ,,(6) est injective. Son
image est somme directe topologique du sous-espace H, , formé par les vecteurs
(v, T(7(g))v) pour v € T, (X), et du sous-espace I, , = {0} x T (p(x))(T,(G)).
D’aprés I’hypothése 4), Ty(p(x))(T,(G)) admet un supplémentaire topologique
Jo.x dans Ty (X). Donc I'image de Ty, ,,(0) admet le supplémentaire topologique
{0} x Jo.x- On a donc bien prouvé que 0 est une immersion de G x X dans
X x X.

Comme G opeére librement dans X, 0 est injective. Soit C le graphe de la
relation d’équivalence R définie par G dans X. Comme G opére proprement, 6
est un homéomorphisme de G x X sur G (TG, 1, § 10, prop. 2). D’aprés VAR,
R, 5.8.3, C’est une sous-varié¢té de X x X, et 0 est un isomorphisme de la variété
G x X sur la variété C. L’espace tangent T, ,.,(C) s’identifie &

T(Q.x)(e) (T(g,x)(G X X)) = Hg,x ® Ig.x < T(x,gx)(X x X)

Soient pr; et pry les projections canoniques de X x X sur les deux facteurs. 11
est immédiat que T, g, (pri) applique H, , sur T, (X), et que le noyau de
Tex,00(Pr1) | Tix,00(C) est I, . Ainsi, pr; | C est une submersion de C sur X.
D’aprés VAR, R, 5.9.5, R est réguli¢re. Par définition, il existe donc sur Pen-
semble quotient X/G une structure de variété et une seule telle que = soit une sub-
mersion. La topologie sous-jacente de X/G est la topologie quotient de celle de
X (VAR, R, 5.9.4). Cette topologie est séparée (TG, 111, § 4, prop. 3).

Pour tout b € X/G, il existe un voisinage ouvert W de 4 et un morphisme
o: W— X telque n o 6 =idy (VAR, R, 5.9.1). Soit ¢ la bijection (g, w) —>ga(w)
de G x W sur n~3(W). Elle est de classe C". On a =n(go(w)) = w, et

t Les fibrations principales définies en VAR, R, 6.2.1, sont des fibrations principales a@ droite. La
définition des fibrations principales & gauche s’en déduit de maniére évidente.
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8- (s(w), go{w)) = (g, s(w)), donc la bijection réciproque de ¢ est de classe Cr.
Il est clair que ¢(gg’, w) = go(g’, w) pour weW, geG, ¢ G. Donc
(X, G, X/G, =) est une fibration principale a gauche.

C.Q.F.D.

Remargue. — Conservons les hypothéses précédentes. Soient de plus H une variété
de classe C7 et (%, &) — m(x, k) une application de classe C" de X x H dans X
telle que m(gx, ) = gm(x, k) pour x € X, g€ G, ke H. Soit n 'application de
(X/G) x H dans X/G déduite de m par passage aux quotients. Montrons que 7
est de classe G, Considérons le diagramme

X xH "X
ax1 T
(X/G) x H <> X/G.

11 est commutatif, = o m est de classe CT, et # X 1 est une submersion surjective;
il suffit alors d’appliquer VAR, R, 5.9.5.

Soient G un groupe de Lie, X une variété de classe (7, et (g, x) > xg une loi
d’opération a droite de classe C" de G dans X. Posons t(g)x = p(x)g = xg pour
g€ G, xeX. On a cette fois

(3 p(%) = p(xg) ov(g™")s  e(®) = 7(g) o o(x) o 3(g),
donc

(4 Ty(p(x)) = T.(p(xg)) o To(y(g™)

(59 To(p()) = Tx(7(g)) o Telp(x)) o To(3(2))-

D’autre part, si v désigne Papplication (g, x)r>xg de G x X dans X, la
formule (6) reste valable. La prop. 9, son corollaire, et la prop. 10 restent égale-
ment valables (& condition de remplacer, dans cette derniére, « fibration prin-
cipale a gauche » par « fibration principale a droite »).

6. Espaces homogénes et groupes quotients

Prorosrrion 11. — Soient X un groupe de Lie, G un sous-groupe de Lie de X.

(1) 1l existe sur Uensemble homogéne X |G une structure de variété analytique et une seule
telle que la projection canonique w de X sur X|G soit une submersion. La loi d’opération de X
dans X |G est analytique. Pour tout x € X, le noyau de T, (x) se déduit de T,(G) par
T, (r(2)-

(i1) St G est distingué dans X, X |G est un groupe de Lie pour sa structure de groupe et sa
structure de variété définie en (1). L’ application w est un morphisme de groupes de Lie.
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D’apres TG, 111, § 4, n° 1, Exemple 1, G opére proprement et librement dans
X par translations a droite. Donc la premiére assertion de (i) résulte de la
prop. 10 du n° 5. La deuxiéme résulte de la Remarque du n° 5. Puisque = est une
submersion, le noyau de T, () est Pespace tangent en x &

77 (m(x)) = 4G = v(x)(G),

donc se déduit de T,(G) par T.(y(x)).

Supposons G distingué. Soit m Papplication (¥, y) —> xy~! de (X/G) x (X/G)
dans X/G.Ona (mo (= x m))(x,y) = =w(xy~?) quels que soient #,y dans X. Donc
mo (m X w) est analytique. Comme = X = est une submersion surjective, m est
analytique (VAR, R, 5.9.5), d’otr (ii).

On dit que 'ensemble homogene X/G, muni de la structure de variété définie
en (i), est Pespace homogéne de Lie (& gauche) quotient de X par G. On définit de fagon
analogue Pespace homogene de Lic (& droite) G\X. Quand G est distingué, le
groupe de Lie X/G défini en (i1) s’appelle le groupe de Lie quotient de X par G.

Propostrion 12, — Sotent X un groupe de Lie, Y une variété analytique non vide munie
d’une loi d’opération & gauche analytique de X dans Y. Pour touty €Y, souwnt p(y) Uappli-
cation orbitale définie pary, et X, le stabilisateur de y dans X. Les conditions suivantes sont
équivalentes:

(i) il existey €Y tel que p(y) soit une submersion surjective;

(') pour touty €Y, p(y) est une submersion surjective;

(i1) il existe y €Y tel que X, soit un sous-groupe de Lie de X et que Iapplication
canonique de XX, dans Y soit un isomorphisme de variétés;

(i) pour tout y € Y, X, est un sous-groupe de Lie de X, et U application canonique de
XX, dans Y est un isomorphisme de variétés;

(iii) Papplication (x,y) > (y, xy) de X x Y dans Y x Y est une submersion sur-
Jective.

Comme Papplication canonique de X sur X/X,, est une submersion, les équi-
valences (i) <= (ii), (') <> (ii") sont immédiates. On a (i) <= (i) d’aprés la prop. 9
du n° 5. L’équivalence (i) <> (iii) résulte de la formule (7) du n° 5.

Sous les conditions de la prop. 12, on dit que Y est un espace homogéne de Lie
(@ gauche) pour X. On définit de maniére analogue un espace homogéne de Lie
a droite pour X.

Exemple. — Soit G un groupe de Lie. Faisons opérer G x G & gauche dans G par
(g1, g2)% = gxgs . Soit p Papplication orbitale de e. Alors les restrictions de
Te.o(p) 2 Te,o(G x {e}) = Te(G) x {0} et a T (e} x G) = {0} x T,(G)
sont des isomorphismes de ces espaces sur T,(G). Donc T ,(p) est surjective,
et Ker T, ., (p) admet par exemple le supplémentaire topologique T,(G) x {0}
dans T, .,(G x G). Ainsi, p est une submersion en (¢, ¢). Donc G est un espace
homogéne de Lie a gauche pour G x G.
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ProrosiTion 13. — Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe de Lie distingué de
G, X une variété de classe C7, et (g, x) > gx une loi d’opération & gauche de classe C" de G
dans X. On suppose que les conditions a) et b) de la prop. 10 sont vérifides.

(1) La loi d’opération & gauche (h, x) — hx de H dans X vérifie les conditions a) et b)
de la prop. 10 (de sorte qu’on peut considérer les variétés quotients X |G et X/[H).

(1) La lot d’opération & gauche de G dans X définit par passage aux quotients une loi
d’opération a gauche de classe C7 de G/H dans X [H; cette loi vérifie les conditions a) et b)
de la prop. 10 (de sorte gu’on peut considérer la variété quotient (X [H)[(G/H)).

(iii) L’application canonique de X sur X|H définit par passage aux quotients une
bijection de X|G sur (X[H)[(G/H). Cette bijection est un isomorphisme de varitiés de
classe C7.

11 est clair que H opére librement dans X; il opére proprement d’aprés TG,
III, § 4, n° 1, Exemple 1. Les applications orbitales de H dans X sont des immer-
sions puisque I'injection canonique de Hdans G est une immersion. Cela prouve (i).

La loi d’opération de G dans X définit évidemment, par passage aux quotients,
une loi d’opération a gauche de G/H dans X/H. Cette loi est de classe C" d’apreés
VAR, R, 5.9.6. Soient g € G et x € X tels que (Hg) (Hx) = Hx; alors H(gx) = Hx,
donc gx € Hx et g € H; cela prouve que G/H opére librement dans X/H. L’appli-
cation 0: (g, ) — (x, gx) de G x X dans X x X est fermée; d’autre part, on a
0(Hg x Hx) = Hx x H{gx); il en résulte aussitét que P'application

(Hg, Hx) > (Hx, H(gx))
de (G/H) x (X/H) dans (X/H) x (X/H) est fermée; comme en outre G/H
opere librement dans X/H, le th. 1 ¢) de TG, I, § 10, n° 2 prouve que G/H opére
proprement dans X/H.

Soient = Papplication canonique de X sur X/H, o Papplication canonique
de G sur G/H, x un élément de X ety = =(x).

G p{x) X
[} T

G/H — X/H
p(¥)

Alors, o p(x) = p(y) o 5, donc

Ty(m) o Te(p(x)) = Te(p(y)) o Te(o).

Soit # € T,(G/H) tel que T,(p(¥))u = 0. Il existe v € T,(G) tel que u = T, (c)v.
Alors (T ,.(m) (T.(p(x))v) = 0, donc T,(p(x))v est tangent 3 Hx (VAR, R, 5.10.5) et
par suite de la forme T, (p(x)|H)o" pour un o' € T,(H). Comme T,(p{x)) est
injective, on en déduit que v = v’, d’otr v € T,(H) et par suite u = 0. Ainsi,
T.(p(y)) est injective. L’image de T,(p(y)) est égale a celle de T, (w) o T,(p(x));
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or I'image de T.(p(x)) admet un supplémentaire topologique dans T,(X), et
contient le noyau de T, (x). On voit donc que p(y) est une immersion, ce qui
achéve de prouver (ii).

L’assertion (iii) résulte de ce qui précéde, et de VAR, R, 5.9.7.

CoRrOLLAIRE. — Soient G un groupe de Lie, H et L des sous-groupes de Lie distingués de
G, avec L. < H. Alors H|L est un sous-groupe de Lie distingué de G[L, et la bijection
canonique de G/H sur (G/L)/(H[L) est un isomorphisme de groupes de Lie.

7. Orbites

ProposttioN 14. — Soient G un groupe de Lie, X une variété analytique, et (g, x) > gx
une loi d’opération & gauche analytique de G dans X. Soit x € X. Supposons que Uapplica-
tion orbitale correspondante p(x) soit une subimmersion (ce qui est toujours le cas st K est de
caractéristique O et X de dimension finie (cor. de la prop. 9)). Soit G, le stabilisateur de x
dans G.

(1) G, est un sous-groupe de Lie, et T ,(G,) = Ker T,(p(x)).

(i) Lapplication canonique i, de Uespace homogéne GG, dans X est une immersion
d’image Gx.

(iil) St de plus Porbite Gx est localement fermée et st la topologie de G admet une base
dénombrable, alors Gx est une sous-variété de X, i, est un isomorphisme de la variété G|G.,
sur la variété Gx, et T,(Gx) = Im T (p(x)).

I’image réciproque de x par p(x) est G,. Comme p(x) est une subimmersion,
G, est une sous-variété, et, pour tout g € G, I'espace tangent J 4 gG,. = p(x) ~*(gx)
en g est Ker T,(p(x)) (VAR, R, 5.10.5), d’ot1 (i). Soit =: G — G/G,, I'application
canonique. On a i, o ® = p(x). Comme G/G, est variété quotient de G, cette
égalité prouve que i, est analytique. De plus, les noyaux de T,(p(x)) et de T,(m)
sont tous deux égaux a J. Donc T, (¢,) est injective. L’'image de T, (7.} est
égale a 'image de T, (p(x)), donc admet un supplémentaire topologique. Ceci
prouve (ii).

Supposons Gx localement fermée. Tout point de Gx possede alors un voisinage
dans Gx qui est homéomorphe a un sous-espace fermé d’un espace métrique com-
plet, donc qui est un espace de Baire. Donc Gx est un espace de Baire (TG, IX,
§5, prop. 4). Si G est a base dénombrable, 7, est donc un homéomorphisme de
G/G, sur Gx (TG, IX, §5). Alors, d’apres (ii) et VAR, R, 5.8.3, Z, est un iso-
morphisme de la variété G/G,, sur la variété Gz, et

Tx(Gx) = Im Tn(e)(ix) = Im TB(P(x>)°

Remarque. — Soient G un groupe de Lie de dimension finie, X une variété de classe
Cr, et (g, x) — gx une loi d’opération a gauche de classe C" de G dans X. Alors la
prop. 14 reste valable. Le seul point qui nécessite une démonstration différente est le
fait que G, est un sous-groupe de Lie. Maissir # w, on a K = R; comme il est clair
que G, est fermé, G, est un sous-groupe de Lie d’aprés le § 8, th. 2,
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COROLLAIRE. — Sotent G un groupe de Lie dont la topologie admet une base dénombrable,
X une variété analytique non vide de dimension finie, munie d’une lot d’opération @ gauche
analytique de G dans X. On suppose que G opére transitivement dans X, et que K est de
caractéristique 0. Alors X est un espace homogéne de Lie pour G.

Soit x € X. L’orbite de x, égale a4 X, est fermée, et on peut donc appliquer la
prop. 14 (iii).

8. Fibrés vectoriels 2 opérateurs

Soient G un groupe de Lie, X une variété de classe C, et (g, x) > gx une loi
d’opération a gauche de classe C" de G dans X. Soit E un fibré vectoriel de classe
Cr, de base X, et n: E — X la projection de E sur X. Pour tout x € X, soit E,, la
fibre de E en x. Soit (g, ) — gu une loi d’opération a gauche de G dans E telle
que = soit compatible avec les opérations de G dans X et dans E. Pour tout g € G
et tout x € X, la restriction a E, de I’application «+— gu est une bijection ¢, ,
de E,, sur E,,.. Nous supposerons que, pour tout g € G et tout x € X, ¢, , est linéaire
continue, donc est un isomorphisme de Pespace normable E, sur ’espace nor-
mable E,.

Soit ¢ Pautomorphisme (g, x) = (g, gr) de la variété G x X. Soient p la
projection canonique de G x X sur X, et E’ image réciproque de E relative-
ment & p. Soit ¢: E’ — E’ ’application somme des ¢, ,: E¢ o, — E{; 02

DérINiTION 4. — ST § est un @-morphisme de fibrés vectoriels de classe CT, on dit que E
est un G-fibré vectoriel de classe CT.

Autrement dit, E est un G-fibré vectoriel de classe C7 si, quel que soit
(&> %0) € G x X, la condition suivante est vérifiée: il existe un voisinage ouvert
U de (g, #0) dans G x X tel que, si I'on identifie E' |U (resp. E' | ¢(U)) & un
fibré vectoriel trivial de fibre M (resp. N) grice a une carte vectorielle, Papplication
(g, x) =, de U dans £ (M, N) soit de classe C.

L’application ¢ est évidemment bijective, et il résulte du critére local ci-dessus
que ¢~ est un ¢~ -morphisme de fibrés vectoriels, de sorte que ¢ est un -
isomorphisme de fibrés vectoriels.

On appelle G-fibré vectoriel trivial de base X un fibré vectoriel X x F (ot F est
un espace normable complet), muni de la loi d’opération (g, (x, f)) > (g, f) de
G dans X x F.

Reprenons les hypothéses et notations précédant la déf. 4, et soit de plus 7 un
foncteur vectoriel de classe C™ pour les isomorphismes (VAR, R, 7.6.6). Alors
7E est un fibré vectoriel de base X. Pour tout x € X, sa fibre (zE), est égale &
7(E,). Quels que soient les espaces normables N,, N, notons Isom(N,, N,)
Pensemble des isomorphismes de N; sur N,. Sige G,ona

T(Yg,x) € Isom((7E),, (7E)y)-
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Les 7(¢,,,) définissent une loi d’opération 3 gauche (g, #) — gu de G dans =E, et
la projection canonique de <E sur X est compatible avec les opérations de G dans
X et <E.

ProposiTiON 15. — 8% E est un G-fibré vectoriel de classe CT, <E est un G-fibré vectoriel
de classe CI.

Soient gy, %9, U, M, N comme dans P’alinéa suivant la déf. 4. Alors Papplica-
tion (g, x) > 7(¢, ») de U dans Z(tM, wN) est composée de I’application
(g, %) — {g,, de U dans F(M, N), et de I'application fi-> v(f) de Isom(M, N)
dans Isom(tM, =IN); ces deux applications sont de classe Cr, donc il en est de
méme de leur composée, d’otr la proposition.

ProrosirioN 16. — Soient G un groupe de Lie, X une variété de classe C (r > 2), et
(g, x) > gx une loi d’opération & gauche de classe G de G dans X, d’ol, par transport de
structure, une loi d’opération & gauche de G dans TX. Pour cette loi, TX est un G-fibré
vectoriel de classe G712,

Soit pr; (resp. pry) la projection canonique de G x X sur G (resp. X), et
soit E; (resp. E;) I'image réciproque de TG (resp. TX) relativement & pr,
(resp. pry). Alors le fibré vectoriel T(G x X) est somme directe de E; et E,.
Soient i: E; — T(G x X) et ¢: T(G x X) —> E, les morphismes canoniques de
fibrés vectoriels définis par cette décomposition en somme directe. Soit ¢ Pappli-
cation (g, x) — (g, g¥) de G x X dans G x X. Alors I'application notée ¢ dans
la déf. 4 (ou Pon fait E = TX) n’est autre que ¢ o T(p) o ¢. Or T(¢) est un ¢-
morphisme de fibrés vectoriels de classe C'~1 (VAR, R, 8.1.2).

COROLLAIRE. — St 7T est un_foncteur vectoriel de classe CT pour les isomorphismes, (TX)
est un Gfibré vectoriel de classe CT~1.
Cela résulte des prop. 15 et 16.

Remarque 1. — Si « est un foncteur vectoriel de classe C™ pour les isomorphismes
en dimension finie, et si E est de rang fini, E se définit de la méme maniére, et la
prop. 15 reste valable; le cor. de la prop. 16 reste valable pourvu que X soit de
dimension finie.

Exemples. — Reprenons les hypothéses et notations de la prop. 16, et soit F un
espace normable complet. Alors £ ((TX)?; F) est un G-fibré vectoriel de classe
G715 il en est de méme de Alt?(TX; F) si K est de caractéristique zéro, ou si X
est de dimension finie (cf. VAR, R, 7.7, 7.8). Si X est de dimension finie,
RP(TX) Q RUTX)* est un G-fibré vectoriel de classe G2,

Prorosttion 17. — Soient G un groupe de Lie, X un espace homogéne de Lie d gauche
pour G, x, un point de X, Gy, le stabilisateur de xo dans G, E et E' des G-fibrés vectoriels
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a gaucke de classe C7 et de base X, E, (resp. Eg) la fibre en x, de E (resp. E'), fun
élément de ¥ (Eq, Eg) tel que f(gu) = gf{(u) quels que soient u € Eq et g € Gy. Alors il
existe un morphisme et un seul de E dans E', compatible avec les opérations de G, et prolon-
geant f.

L’unicité de ce morphisme est évidente. Prouvons son existence. Soient g,

g dans G et ucE, tels que gu = g'u. On a g'~1ge Gy et g'~1gu = 4, donc
g gf(u) = f(u), Cest-a~dire gf (u) = g’f (1). On définit donc une application ¢
de E dans E’ en posant o(gu) = gf(u). Il est clair que cette application prolonge
f; et qu’elle est compatible avec les opérations de G. Montrons que ¢ est un
morphisme de fibrés vectoriels de classe €. Soit x; € X. Il existe un voisinage
ouvert V de x; dans X et une sous-variété W de G, tels que ’application g+ gx,
soit un isomorphisme 6 de classe C" de W sur V. En diminuant V et W, on peut
supposer que:

1) E|V (resp. E’ | V) s’identifie & un fibré vectoriel trivial de fibre M (resp.
M’);

2) si I’on note ¢, (resp. ¢;) I'application u+— gu de E, (resp. Eg) dans E,,
(resp. E,,), alors les applications g, et g ;7! (resp. gi={§; et g+ Py~ 1) de
W dans Z(Eq, M) et (M, E,) (resp. £ (Ej, M') et £(M’, E)) sont de classe CT.

Pour x € V, soit ¢,.: M - N la restriction de ¢ a E,, = M. Alors ¢, s’obtient
en composant les applications suivantes:

1) Tapplication ({4-1,) "' de M dans E,;

2) Papplication f de E, dans E,;

3) lapplication {§-1, de Ey dans M'.

On voit donc que Papplication x > ¢, de V dans £ (M, M) est de classe C.

COROLLAIRE 1. — Soit ES® ensemble des éléments de E, invariants par G,. Pour tout
u & Edo, soit o, Uapplication de X dans E définie par 6,(gx,) = gu pour tout g € G,

(1) Les sections® G-invariantes de E sont de classe CT.

(ii) u+> o, est une bijection de ES° sur Iensemble des sections G-invariantes de E.

L’assertion (ii) est évidente. Pour prouver (i), il suffit de prouver que chaque
section o, est de classe C. Soit E’ le G-fibré trivial de base X et de fibre ES°. Soit
f Pinjection canonique de Eg° dans E,. D’aprés la prop. 17, il existe un morphisme
¢ de E’ dans E compatible avec les opérations de G et prolongeant f. Si u € ES° et
geG,ona

ou(g¥o) = gu = gf (u) = o(gu) = ¢((4, g0))

done o,(x) = ¢((u, x)) pour tout x € X, ce qui prouve notre assertion.
*Par exemple, soient G un groupe de Lie réel de dimension finie, G, un sous-groupe

de Lie compact de G, et X I’espace homogéne G/G,. Notons x, 'image canonique de
e dans X. Tl existe une forme bilinéaire symétrique positive non dégénérée sur T, (X)

1 Nous appelons ici section de E une application ¢ (non nécessairement de classe C7) de X dans E telle
que p o 6 = Idyg, ou p désigne la projection de E sur X.
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invariante par G, (INT, VII, §3, prop. 1). Appliquant ce qui préceéde 2
(TX)* ® (TX)*, on voit qu’il existe sur X une métrique riemannienne analytique
invariante par G.,

CoROLLAIRE 2. — On suppose que G, opére trivialement dans Eq. Soit E' le G-fibré
trivial de base X et de fibre E. I existe un isomorphisme et un seul de Yo sur B compatible
avec les opérations de G et prolongeant 1dg, .

Cela résulte aussitét de la prop. 17.

Remarque 2.— Dans ce n° on peut remplacer partout les lois d’opération 24
gauche par des lois d’opération a droite.

9. Définition locale d’un groupe de Lie

ProrosiTioN 18. — Soient G un groupe, U et V deux sous-ensembles de G contenant e.
Supposons U muni d’une structure de variété analytique vérifiant les conditions suivantes:

(1) V=V-4L,V2c U,V estower dans U,

(i) Papplication (x,4)—xy~* de V x 'V dans U est analytique

(ii1) pour tout g € G, il existe un voisinage ouvert V' de ¢ dans V tel que gV'g=* < U
et tel que Papplication x> gxg= de V' dans U soit analytique.

1l existe alors sur G une structure de variété analytique et une seule possédant les propriéiés
sutvantes :

o) G, munt de cetle structure, est un groupe de Lie;

B) V est ouvert dans G;

v) les structures de variété de G et U induisent la méme sivucture sur V.

a) Soient A une partie ouverte de V et v, un élément de V tels que g,A < V.,
Alors v,A est ensemble des v € V tels que o5 'v € A, donc est une partie ouverte
de V (compte tenu de (ii)). En outre, (ii) entraine que les applications v > 2yv de
A sur 7oA et v+-> 05 *o de 2,A sur A sont des bijections réciproques et analytiques,
donc des isomorphismes analytiques.

b) Choisissons un voisinage ouvert Wde edans V tel que W = W=, W3 <V,
et tel qu’il existe une carte (W, ¢, E) de la variété U, de domaine W. Pour tout
g € G, soit g, Papplication A+ ¢(g~'%) de gW dans E. Montrons que les cartes
9, de G sont analytiquement compatibles. Soient gq,g, dans G tels que
W N g, W # &, de sorte que g5 g, et g7 ‘g, appartiennent & W2, D’aprés a),
W N g7 'g,W est une partie ouverte de W, donc

0, (6W N W) = o(W N1 g1 'gaW)
est une partie ouverte D de E. Pour €D, on a,
(@5, ° 05, )(d) = (g3 "1™ (d));

d’aprés a), on voit que @, © ¢, est analytique.
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¢) D’aprés b), il existe sur G une structure de variété analytique telle que
(pg)g eg soit un atlas de G. Pour tout g, € G, application g g,g (g € G) laisse
cet atlas invariant, donc est un automorphisme de G pour cette structure de
variété. En particulier la condition (GL;) est vérifiée.

d) Soit v, € V. D’apres (ii), il existe un voisinage ouvert A de ¢ dans W tel que
A <= V. Cela prouve d’abord que V est ouvert dans G. D’apres a), 'application
v vov de A sur 9,A est un isomorphisme analytique pour les structures induites
par U. Compte tenu de ¢), on voit que les structures de variété de G et U induisent
la méme structure sur »yA, donc finalement sur V.

¢) Compte tenu de d), (ii) et (ii1), on voit que les conditions (GL,) et (GLj)
sont vérifiées. Donc G est un groupe de Lie.

f) Siune structure de variété sur G est compatible avec la structure de groupe
de G et telle que V soit une sous-variété ouverte de G, alors (¢,),cq est un atlas
de G. D’ou Passertion d’unicité dans la proposition.

ProposrrioN 19, — Soient G un groupe topologique, H un groupe de Lie, f un homomor-
phisme du groupe G dans le groupe H. On suppose qu’il existe un voisinage ouvert U de e
dans G, une carte (V, o, E) de la variété H en ey, et un sous-espace vectoriel fermé F de E
admettant un supplémentaire topologique, tels que f(U) = V et que (¢ o f)| U soit un
homéomorphisme de U sur o(V) N F. Alors, il existe sur G une structure unique de variéié
telle que f soit une immersion; cette structure est I'tmage inverse par f de la structure de
variété de H. Pour cette structure, G est un groupe de Lie.

Comme les translations de G (resp. H) sont des homéomorphismes (resp. des
isomorphismes analytiques), f vérifie la condition (R) de VAR, R, 5.8.1. Les
deux premiéres assertions de la proposition résultent alors de VAR, R, loc. cit.
Considérons le diagramme commutatif

GxG — G
xr f
HxH——>H

otrm(x,y) = ay~* (resp. n(x,y) = xy~1) pour x,y dans G (resp. H). Alorsno (f x f)
est analytique, donc f o m est analytique, donc m est analytique puisque f est une
immersion. Par suite, G est un groupe de Lie.

On dit que la structure de groupe de Lie de G est I’ émage inverse de la structure
de groupe de Lie de H par f.

COROLLAIRE. — Sotent G un groupe topologique, N un sous-groupe distingué discret de G,
e Papplication canonique de G sur G/N. Supposons donnée une structure de variété analytique
sur G/N, compatible avec la structure de groupe topologique de G/N. Alors il existe sur G
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une structure unique de variété telle que w soit une immersion; celte struciure est I’tmage
wnwerse par w de la structure de variété de GJN. Pour cetie structure, 7 est étale, G est un
groupe de Lie, et GIN est le groupe de Lie quotient de G par N.

Remarque—Soient H un groupe de Lie réel ou complexe connexe, H son
revétement universel?, = ’application canonique de H sur H. Quand on parlera
de H comme d’un groupe de Lie, il s’agira toujours de la structure image inverse
de celle de H par .

10. Groupuscules

DeErintrioN 5. — On appelle groupuscule de Lie sur K un systéme (G, e, 0, m) vérifiant
les conditions suivantes:

(1) G est une variété analytique sur K;

(i) eeG;

(iii) O est une application analytique de G dans G

(iv) m est une application analytique d’une partie ouverte Q de G x G dans G;

(v) pour tout g€ G, on a (¢, g) € Q, (g, ¢) € Q, m(e, g) = m(g, ) = g;

(vi) pour tout g € G, on a (g, 8(g)) € Q, (6(g), &) € Q, m(g, 8(g)) =m(6(g), g)
= e;

(vil) sig, h, ksont des éléments de G tels que (g, h) € Q, (h, k) € Q, (m(g, k), k) € Q,
(g> m(}la k)) € Q, alors m(m(g: h)’ k) = m(g> m(}la k).

On dit que ¢ est ’élément neutre du groupuscule. On écrit souvent gk au
lieu de m(g, h), et (par abus de notation) g~ au lieu de 0(g).

Un groupe de Lie G est un groupuscule de Lie pour le choix évident de e,
0, m.

Soit G un groupuscule de Lie. On a ee™! = ¢, c’est-a-dire

(8) el = e
Pour tout g G, on a
g=e=((gH) g Neg=(gN) Mg = (g7
c’est-a-dire

9) (g =g
Un sous-ensemble de G invariant par Papplication g+ g~?* est dit symétrique.
La variété G, munie du point ¢, de Papplication g+ g%, et de Papplication
(g, k) —> hg, est un groupuscule de Lie G dit opposé & G.
Le groupuscule de Lie G est dit commutatif si, pour tout (g, £) e G x G
tel que gh soit défini, hg est défini et égal & gh.
1 Gf. TG, XI; en attendant la parution de ce chapitre, voir par exemple L. 3. PONTRJAGIN, Topo-

logical groups, 2nd edition translated from Russian, Gordon and Breach, 1966; ou G. HOCHSCHILD,
The structure of Lie groups, Holden-Day, 1965.
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Soit G un groupuscule de Lie. I’ensemble des (g, £) e G x G tels que gh
soit défini est un voisinage de (e, ¢). D’autre part, les applications (g, &) — gh
et g+> g~ sont continues. Donc (gh)k = g(hk) pour g, &, k assez voisins de e. De
méme, (A~1g 1) (gh) = h~(eh) = k™% = e pour g, k asscz voisins de ¢, d’ou, en
multipliant & droite par (gh)™1,

(10) (gh)"* = h~g~1  pour g, & assez voisins de e.

Prorosition 20. — Soient G un groupuscule de Lie et g G. Il existe un voisinage
ouvert U de e et un voisinage ouvert V de g possédant les propriétés suivantes:

a) ug est défini pour tout u € U

b) vg™1 est défini pour tout v €'V

¢) les applications ur> ug, vv>vg~1 sont des isomorphismes analytiques réciproques
Lun de Pautre de U sur V et de V sur U.

Comme I'ensemble de définition du produit est ouvert dans G x G, il existe
un voisinage ouvert U de ¢ et un voisinage ouvert V de g avec les propriétés a) et
b). Posons n(u) = ug pour u e U, %'(v) = vg~* pour v€ V. En diminuant U et
V, on peut supposer que (ug)g ! =u et (vg™l)g = v pour ucU et ve V.
Alors 7 et %' sont des injections. En diminuant encore U, on peut supposer
7(U) = V. Alors (V) = U, et 9(U) est 'image réciproque de U par v, donc
est un voisinage ouvert de g dans V. Remplacant V par %(U), on se raméne
finalement au cas ol m et v’ sont des bijections réciproques et analytiques.

C.Q.F.D.

Soient G;, Gy deux groupuscules de Lie, d’éléments neutres ¢,, ¢;. On dit
gqu’une application f de G; dans G, est un morphisme si f vérifie les conditions
suivantes:

(1) f est analytique;

(i) fle) = 23

(iit) si g, £ dans G; sont tels que gk soit défini, alors f(g) f(k) est défini et
égal a f(gh).

Soit ge G;. Comme gg~?! est défini et égal a ey, f(g) f(g™1) est défini et égal &
5, donc

S(e)™ =f(a (S (g™) = (SO~ S () Sf (™)

c’est-a~dire

(11) S =7(g™.

Le composé de deux morphismes est un morphisme.
Sif: G; — Gyetf': Gy — Gy sont des morphismes réciprogues 'un de I'autre,
ce sont des isomorphismes (compte tenu notamment de la formule (11)).
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Soient Gy, G, deux groupuscules de Lie, f une application de G, dans G,
vérifiant les conditions (ii) et (iii) ci-dessus, et analytique dans un voisinage
ouvert de ¢;. Compte tenu de la prop. 20, on démontre, comme pour la prop. 4,
que f est un morphisme.

Soient (G, ¢, 0, m) un groupuscule de Lie, Q Pensemble de définition de m.
Soit H une sous-variété de G contenant ¢ et stable par 0. Supposons que l’en-
semble Q, des (x,7) € Q N (H x H) tels que m(x, y) € H soit ouvertdans H x H.
Alors (H, e, 6]H, m|Q,) est un groupuscule de Lie. Un tel groupuscule de Lie
s’appelle un sous-groupuscule de Lie de G. L’injection canonique de H dans G est un
morphisme. Si f: L. — G est un morphisme de groupuscules de Lie tel que
J (L) = H, alors f: L — H est un morphisme de groupuscules de Lie.

Supposons K de caractéristique 0. Remplagons ’hypothése que H est une sous-
variété de G par I’hypothése que H est une quasi-sous-variété de G. Ce qu'on a
énoncé dans I’alinéa précédent reste valable (cf. VAR, R, 5.8.5). On dit alors que H
est un quasi-sous-groupuscule de Lie de G.

5i G est un groupuscule de Lie d’élément neutre ¢, tout voisinage ouvert
symétrique de ¢ dans G est un sous-groupuscule de Lie de G. (Ceci s’applique en
particulier lorsque G est un groupe de Lie.) Soit H un sous-groupuscule de Lie
de G; si H est un voisinage de ¢ dans G, alors H est ouvert dans G d’aprés la
prop. 20.

On définit de maniere évidente le groupuscule de Lie produit d’un nombre fini
de groupuscules de Lie.

Propostrion 21. — Soient G, H deux groupuscules de Lie, ¢ un morphisme de G dans H.
Les conditions sutvantes sont équivalentes:

(i) o est étaleen e;

(ii) ¢l existe des sous-groupuscules de Lie ouverts G', H' de G, H tels que |G’ soit
un isomorphisme de G’ sur H'.

L’implication (ii) = (i) est évidente. Supposons o étale en . I1 existe un sous-
groupuscule de Lie ouvert G, de G tel que ¢(G,) soit ouvert dans Het que ¢ | G,
soit un isomorphisme de la variété G, sur la variété ¢(G,). Puis il existe un sous-
groupuscule de Lie ouvert G* de G, tel que le produit dans G de deux éléments de
G’ soit toujours défini et appartienne & G;. Si g, ¢’ dans G sont tels que gg' € G,
on a ¢(g)e(g) = ¢(gg’) e p(G'); si g, g’ dans G’ sont tels que gg' € Gy — G', on
a o(g)elg) = ¢(gg’) € 9(Gy) — 9(G’). Donc |G’ est un isomorphisme du
groupuscule de Lie G’ sur le sous-groupuscule de Lie ouvert ¢(G’) de H.

Si les conditions de la prop. 21 sont vérifies, on dit que G et H sont localement
isomorphes.

ProrostrioN 22. — Soient H un groupe de Lie, U un sous-groupuscule de Lie de H, N
Pensemble des g € H tels que U et gUg™ aient méme germe en ¢ (TG, 1, § 6, n® 10).
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Alors N est un sous-groupe de H contenant U. 1l existe sur N une structure de variété analy-
tique et une seule possédant les propriétés suivantes:

(1) N, muni de cetle structure, est un groupe de Lie;

(1) U est une sous-variété ouverle de N ;

(iii) Dinjection canonique de N dans H est une immersion.

Il est clair que N est un sous-groupe de H. Sige U,onagec Uetgeg~1 e U,
donc gue U et gug™* e U pour u assez voisin de ¢ dans U, donc le germe de
gUg™ % en e est contenu dans celui de U; changeant g en g™, on voit que les
germes de gUg™? et de U en ¢ sont égaux. Donc U = N,

Soit V un voisinage ouvert de ¢ dans U tel que V=V~1, VZc U,
Les conditions (i), (ii), (iii) de la prop. 18 du n° 9 (ol Pon remplace G par N) sont
vérifies. Donc il existe une structure de variété analytique sur N ayant les pro-
priétés suivantes: «) N, muni de cette structure, est un groupe de Lie; ) V est
ouvert dans N; y) les structures de variété de N et U induisent la méme structure
sur V. Puisque V est une sous-variété de H, 'injection canonique de N dans H est
une immersion en ¢, donc en tout point de N. Soit # € U. 1l existe un voisinage
ouvert V' de edans V tel que 'application » > up soit un isomorphisme analytique
de V' sur un voisinage ouvert de # dans U (prop. 20), et en méme temps sur un
voisinage ouvert de # dans N. Donc U est ouvert dans N et Papplication identique
de U est un isomorphisme pour la structure de variété donnée sur U et la struc-
ture de sous-variété ouverte de N; autrement dit, U est une sous-variété ouverte de
N.

Enfin, considérons sur N une structure de variété analytique ayant les pro-
priétés (i) et (ii) de la proposition, et soit N* le groupe de Lie ainsi obtenu. Alors
Papplication identique de N dans N* est étale en ¢, donc est un isomorphisme de
groupes de Lie. Cela prouve I’assertion d’unicité de la proposition.

Soient H un groupe de Lie, U un quasi-sous-groupuscule de Lie de H, N I'en-
semble des g € H tels que U et gUg ™! aient méme germe en e. Si K est de caractéris-

tique 0, il existe sur G une structure de variété et une seule avec les propriétés (i) et
(i1) de la prop. 22. La démonstration est la méme que pour la prop. 22.

Coro1rLAIRE. — Conservons les notations de la prop. 22. Soit G le sous-groupe de H
engendré par U. Alors G est un sous-groupe ouvert de N. Il existe sur G une structure de
groupe de Lie et une seule telle que U soit une sous-variété ouverte de G et que Uinjection
canonique de G dans H soit une tmmersion.

Remarque. — Conservons les notations de la prop. 22 et de son corollaire. Sup-
posons que K soit de caractéristique 0, que H soit de dimension finie, et que la
topologie de U admette une base dénombrable. Méme avec toutes ces hypo-
théses, il se peut que G ne soit pas fermé dans H (exerc. 3). Mais, st G est fermé, G est
un sous-groupe de Lie de H. En effet, Papplication (g, ) — gh est une loi d’opération
a gauche analytique de G dans H. L’orbite de e est G. Notre assertion résulte
alors des prop. 2 (iv) et 14 (iii).
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1X. Morceaux de lois d’opération

Soient (G, ¢, 0, m) un groupuscule de Lie, X une variété de classe C".

DeérmniTioN 6. — On appelle morceau de loi d’opération & gauche de classe CT de G dans
X une application ¢, définie dans une partie ouverte Q de G x X contenant {¢} x X, a
valeurs dans X, et possédant les propriétés suivantes:

(1) ¢ est de classe C7;

(ii) pour tout x € X, on a P(e, x) = x;

(iii) ¢l existe un voisinage 2y de {¢} x {¢} x X dans G x G x X tel que, pour
(8 &5 %) € Qy, les éléments m(g, &), V(g, %), b(m(g, &), %), V(g (g’ 7)) sotent
définis et $(g, (g5 ¥)) = b(m(g, &), #)-

On définit de maniére analogue les morceaux de lois d’opération a droite de
classe C'.

On écrit souvent gx au lieu de ¢(g, %).

Soient G’ un sous-groupuscule de Lie de G et X’ un sous-variéié de X.
Supposons que Pensemble Q' des (g, %) € Q N (G' x X') tels que $(g, x) e X’
soit ouvert dans G* x X' (condition toujours remplie si X’ est ouvert dans X).
Alors §|Q’ est un morceau de loi d’opération & gauche de classe CT de G’ dans
X, qui est dit déduit de ¢ par restriction a G’ et X',

ProrosiTion 23. — Soient (G, ¢, 0, m) un groupuscule de Lie, X une variété de classe Cr,
%o un point de X, € un voisinage ouvert de (e, x,) dans G x X, { une application de Q
dans X ayant les propriétés suivantes:

(1) < est de classe C7;

(i1) (e, x) est égal @ x pour x assez voisin de x4}

(iii) $(m(g, 8", %) = b(g $(g' %)) pour (8,8, %) assez voisin de (¢, ¢, x).
Il existe alors un voisinage ouvert X' de xo dans X, et une partie ouverte Q' de
QN (G x X", tels que |Q' soit un morceau de lot d’opération & gauche de classe G
de G dans X'.

Il existe un voisinage ouvert X’ de %, dans X et un voisinage ouvert G’ de ¢
dans G tels que §(e, ¥) = x pour tout x € X' et que §(g, ¢(g’, x)) = d(m(g, &), x)
pour (g, ¢, x) e G’ x G’ x X'. Soit Q' I’ensemble des (g, x) e QN (G x X')
tels que Y(g, x) € X'. Alors Q' est ouvert dans G x X', et X', Q' ont les propriétés
de la proposition.

Lemme 3. — Sotent X un espace normal, (X,); .1 un recouvrement ouvert localement fini de
X. Pour tout (i,7) € I x I et tout x € X; N X, soit Vi, (x) un voisinage de x contenu dans
X; N X, Alors on peut assocter, 4 tout x € X, un voisinage V(x) de x de telle sorie que
les conditions sutvantes soient vérifides:
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a) la relation x € X; N X, implique V{x) < V{x);

b) st V{(x) et V(y) se rencontrent, il existe uni € 1 tel que V(x) U V(y) < X,.

Il existe un recouvrement ouvert (X});.; de X tel que X] = X; pour tout
ie I (TG, IX, §4,th. 3). Soit x € X. Soit V,(x) P'intersection des V3(x) et des X},
qui contiennent x; c’est un voisinage ouvert de x. Soit Vy(x) un voisinage de x
contenu dans V; (%) et ne rencontrant qu’un nombre fini de X;. Alors V,(x) ne
rencontre qu’un nombre fini de X, donc Pensemble

Ve = Ve n N (X =X)

est un voisinage de x Si xeX;NX;, on a V,{x) = X;NnX, donc
V(x) = X; N X,. Soient x,y dans X et supposons que V{x) et V(y) se rencontrent.
Il existe un 71 tel que xeX]. Alors V,(x) < X, donc V(x) < X, donc
V(y) N X] # o. Alors y € X par définition de V(y), dotiy e X, et V(y) < X,.
Ainsi, X, contient V(x) et V(y).

Provrosirion 24, — Soient G un groupuscule de Lie, X une variété de classe G, (X));e1
un recouvrement ouvert localement fini de X. Pour tout i € 1, soit {; un morceau de loi
d’opération & gauche de classe CT de G dans X,. On suppose que Iespace topologique sous-
jacent & X est normal et que, pour tout (i,§) el x 1 ef tout xe X; N Xy, §; et Yy
coincident dans un voisinage de (e, x). Il existe un morceau de lov d’opération & gauche de
classe C' de G dans X tel que, pour tout i € I et tout x € X, {; et { coincident dans un
voisinage de (e, x).

Pour tout (7,7) €I x I et tout x € X; N X, choisissons un voisinage ouvert
V;;(x) de x dans X; N X tel que ¢, et §; soient définies et égales sur un voisinage
de {¢} x V;(x) dans G x X. Pour tout x € X, choisissons un voisinage ouvert
V(x) de x dans X de telle sorte que les conditions 4) et ) du lemme 3 soient
vérifiées. Soit I, Pensemble des i € I tels que x € X;. Cest un ensemble fini. Soit
U, Pensemble des (g,4) € G x V(x) tels que les {;, pour i € I, soient définies et
coincident dans un voisinage de (g,y). Alors U, est ouvert et (¢, x) € U,. Les
¢;, pour i € I, ont toutes méme restriction a U,. Soient x, y dans X. 8i U, et
U, se rencontrent, V(x) et V() se rencontrent, donc il existe ¢ € I tel que

Vix) U V(y) = X,
Alors iel,, i€, §,|U, = ¢,, $:|U, = ¢,,donc ¢,[ (U, n U,) = ¢, |(U,NTU,).
Les . définissent donc une application ¢ de U = xg)x U, dans X, et U est un

voisinage ouvert de {¢} x X dans G x X. Il est clair que ¢ est de classe C' et
que Y(e, x) = x pour tout x € X. Pour tout ¢ €I et tout x € X;, ¢ coincide avec
¢, donc avec ¢;, dans un voisinage de (¢, x), donc ¢ vérific la condition (iii) de la
déf. 6.
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§ 2. Groupe des vecteurs tangents a un groupe de Lie

1. Lois de composition tangentes

Soient X et Y des variétés de classe C'. On sait (VAR, R, 8.1.4) que X x Y est
une variété de classe CTet que Papplication (T(pr;), T(prs)), produit des appli-
cations tangentes aux projections canoniques, est un isomorphisme de classe
Cr—tde T(X x Y) sur T(X) x T(Y).! Get isomorphisme est compatible avec
les structures de fibré vectoriel de base X x Y, et permet d’identifier T(X x Y)
avec T(X) x T(Y). Soient ae X, s €Y, ueT,(X), veT,(Y); Iidentification
précédente permet de considérer (z,v) comme un élément de Ty (X x Y);

ona

(u,9) = (u,0) + (0,0),
et (u, 0) (resp. (0, v)) est Pimage de u par Papplication tangente & I'immersion
x> (x, b) (vesp. y+—> (a, ) de X (resp. Y) dans X x Y. Quand il sera nécessaire
de préciser, on notera 0, Pélément nul de T, (X).

Soient maintenant X, Y, Z des variétés de classe C7, et f une application de
classe C7de X x Y dans Z. L’application tangente est, compte tenu de 'identi-
fication précédente, une application de classe CT~1 de T(X) x T(Y) dans T(Z).
Pour 2 € Ty (X) et ve T, (Y), on a

1 T(f)(u 2) = T(f) (% 0) + T(f)(0s2),
(@) T(£)(0a 05) = Osca,p-
D’autre part, Iapplication y > f(a, y) est composée de 'immersion i+ (a, ) et
de f; on en déduit que
(3) T(f)(0, v) est 'image de » par ’application tangente  y > f(a, ).
De méme
(4) T(f)(u, 0) est 'image de # par I’application tangente a x > f(x, ).

Si Papplication f de X x Y dans Z est notée (¥, y) — xy, on note souvent up
Pélément T(f)(u, v) pour u € T(X), 2 € T(Y).

Soient X une variété de classe 7, et m: X x X — X une loi de composition
de classe Cr sur X. Alors T(m) est une loi de composition de classe G~ sur T(X).

On Plappelle la loi de composition tangente @ m. La. projection canonique p de T(X)
sur X est compatible avec les lois m et T(m) ; autrement dit, on a

(%) poT(m) =mo(p x p)-

1 Pour r = 1, cela signifie que (T(pfl), T(pry)) est un homéomorphisme de T(X x Y) sur
T(X) x T(Y).
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Il résulte de (2) que
(6) T(m) (Ox: Oy) = Om(x.y)

quels que soient x, y dans X ; autrement dit, la section nulle x> 0, de T(X) est
compatible avec les lois m et T(m).

ProposiTION 1. — Soient X une variété de classe C', et m une loi de composition de classe
G sur X. 87 m est associative (resp. commutative), alors 'T'(m) est associative (resp. com-
mulative).

Si m est associative, on a mo (m x Idy) = mo (Idgx x m), d’ol

T(m) o (T(m) x Idpz) = T(m) o (Idpe, x T(m))

donc T (m) est associative. Soit s Papplication{x, y) = (y, ) de X x X dans X x X,
Si m est commutative, on a m o s = m, donc

T(m) o T(s) = T(m).

Mais T(s) est Papplication (u, v) > (v, #) de T(X) x T(X) dans T(X) x T(X).
Donc T(m) est commutative.

Prorosrrion 2. — Soient X une variété de classe G7, m une loi de composition de classe G
sur X, e un élément neutre pour m.

(1) Le vecteur O, est élément neutre pour T (m).

(i) To(X) est stable pour T (m), et la loi de composition induite sur T ,(X) par T (m)
est Laddition de Uespace vectoriel T ,(X).

(iii) Sovent U une partie ouverte de X, et o une application de classe CT de U dans X
telle que, pour tout x € U, alx) soit inverse de x pour m. Alors, pour tout u € T(U),
T (o) u est inverse de u pour T{m).

Les propriétés (3) et (4) montrent que T(m)(0,, #) = T(m)(u, 0,) = u pour
tout # € T(X), d’otx (i). Pour #, v dans T,(X), on a

T(m)(u: Z)) = T(m)(u: Oe) + T(m) (Oes I}) =u+v

d’olr (ii). Enfin, les relations m(x, a(x)) = m{a(x), x) = ¢ pour tout xeU
entrainent
T(m)(w, T(x)(u)) = T(m)(T(a)u,u) = 0,

pour tout « € T(U), d’ou (iii).

Prorosrrion 3. — Sotent X, Xo, ..., X, Y des variétés de classe CT, i un entier de
(1, p), m; (vesp. n) une loi de composition de classe C sur X; (vesp. Y), wune application de
classe CT de X; x Xy x -+ x X, dans Y. Si u est distributive relativement & la variable
d’indice i, alors T'(u) est distributive relativement @ la variable d’indice i.

La démonstration est analogue a celle de la prop. 1.
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2. Groupe des vecteurs tangents & un groupe de Lie

Prorosition 4. — Soit G un groupe de Lie. Alors T(G), muni de la loi de composition
tangente & la multiplication de G, est un groupe de Lie. L’élément neutre de 'T(G) est le
vecteur O,

Cela résulte des prop. 1 et 2.

ProposrrioN 5. — Soient G et H des groupes de Lie, f un morphisme de G dans H.
Alors T(f) est un morphisme du groupe de Lie 'T(G) dans le groupe de Lie T (H).

On sait que T(f) est analytique. D’autre part, soit m (resp. ) la multiplica-
tion dans G (resp. H). Ona fom =no (f x f), d’ot

T(f) e T(m) = T(n) o (T(f) x T(f)),

ce qui exprime que T'(f) est un homomorphisme de groupes.

COROLLAIRE. — Sotent Gy, . . ., G, des groupes de Lie. L’isomorphisme canonique de la
variété T(Gy x - -« x G,) sur la variété T(G,) x - -- x T(G,) est un isomorphisme de
groupes de Lie.

En effet, pr; est un morphisme de G; x --- x G, dans G;, donc T(pr)) est
un morphisme de T(G; x - -+ x G,) dans T(G,)).

ProrosrrioN 6. — Soit G un groupe de Lie.

(1) La projection canonique p: T(G) — G est un morphisme de groupes de Lie.

(ii) Le noyau de p est 'T,(G). Cest un sous-groupe de Lie de 'T{G). La structure de
groupe de Lie induite sur T,(G) par celle de T(G) est la structure de groupe de Lie de
Uespace normable complet ‘T ,(G).

(iti) La section nulle s est un isomorphisme du groupe de Lie G sur un sous-groupe de
Lie s(G) de T(G) (sous-groupe qu’on identifie & G).

(iv) Le groupe de Lie T(G) est produit semi~direct de G par T ,(G).

L’assertion (i) résulte de (5). L’assertion (ii) est évidente compte tenu de la
prop. 2 (ii). Les assertions (iii) et (iv) résultent de (6) et du § 1, prop. 8.

C.Q.F.D.

Soient u € T(G) et g € G. D’apres (3) et (4), les produits ug, gu calculés dans
le groupe T(G) sont les images de » par T(3(g™1)), T(y(g)). Il résulte du § 1,
cor. 2 de la prop. 17, que 'application (g, ) — gu de G x T,(G) dans T(G) est
un isomorphisme du fibré vectoriel trivial G x T,(G) de base G sur le fibré
vectoriel T(G). L’isomorphisme réciproque s’appelle la trivialisation gauche de
T(G). En considérant Papplication (g, u) — ug, on définit de méme la trivialisation
droite de T(G).
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Prorosrrion 7. — Soient G un groupe de Lie, M une variété de classe CT, f et g des
applications de classe CT de M dans G, de sorte que fg est une application de classe GT de M
dans G. Soient me M, x = f(m),y = g(m),uecT,(M). Ona

T(fe)yu = T(flu.y + x.T(gu.
Soit m la multiplication de G. On a fg = mo (f, g). Or

T(f &)@ = (T(f)w, T(g)u),

donc T(fo)u = T(f)u.T(g)u. 1l suffit alors d’appliquer (1) ot Pon remplace f
par m.

COROLLAIRE. — Soit n € Z. L’application tangente en ¢ a Uapplication g+ g* de G
dans G est Uapplication x+— nx de 'T',(G) dans T, (G).

Pour n = 0, cela résulte par récurrence sur z de la prop. 7. D’autre part,
Papplication tangente en ¢ a Papplication gr>g~! est application x+> —x
(n° 1, prop. 2).

Soient G un groupe de Lie, X une variété de classe C7, et (g, x) +> g« une loi
d’opération a gauche de classe C" de G dans X. Raisonnant comme pour la prop.
1, on en déduit une loi d’opération a gauche de classe C'~* de T(G) dans T(X),
que nous noterons encore (u, v) —> uv. Identifiant G (resp. X) a 'image de la
section nulle de T(G) (resp. T(X)), on voit, d’aprés (6), que la loi d’opération a
gauche de T(G) dans T(X) prolonge la loi d’opération a gauche de G dans X.
Quels que solent z € T,(G) et v € T,(X), on a, d’apres (1),

(7) uv = gv + ux.

SigeGetoveT,(X), gvest, d’apres (3), Pimage de v par Papplication tangente
en x a Papplication y - gy de X dans X. Cette application tangente est un iso-
morphisme de T, (X) sur T,,(X). En particulier,

8) glv +v') = gv + gv', g(w) = A(gv) pour v, v’ dans T, (X), re K.
SixeXetueTy(G), ux est, d’apres (4), 'image de u par Papplication tangente
en g a Papplication &+ kx de G dans X. Donc

9) (@ +u)x =ux + u'x, (Mu)x = A(ux) pour z, #’ dans T,(G), A e K.

Ce qui précede s’applique au cas d’un groupe de Lie opérant dans lui-méme
par translations & gauche (resp. a droite). La loi d’opération correspondante de
T(G) dans T(G) est définie par les translations & gauche (resp. a droite) du groupe
de Lie T(G). Les formules (7), (8), (9) sont donc valables dans T(G).

ProposiTiON 8. — Soient G et Gy des groupes de Lie, X, et X, des variétés de classe
C7, f; une loi d’opération & gauche de classe G de G; dans X; (i = 1, 2). Soient ¢ un
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morphisme de G, dans Gg, § un @-morphisme de X, dans Xo. Alors T () est un T (@)-mor-
phisme de T(X,;) dans T(X,).
En effet,ona fo0 (¢ x §) = ¢ of, d’ott

T(f) o (T(e) x T()) = T(¢) o T(f)-

Soient G un groupe de Lie, X une variété de classe C7, et (g, x) = gx une loi
d’opération a gauche de classe C" de G dans X. Soient I une partie ouverte de K
contenant 0, et y: I — G une application de classe C telle que v(0) = e. Soit
a = To(y)1 € T,(G). Soit x € X. Compte tenu de (4), ax est I'image, par appli-
cation tangente 3 A+ y(A)x, du vecteur tangent 1 4 I en 0. Donc le champ de
vecteurs x> ax sur X est le champ de vecteurs défini par Uapplication (1, x) > v(N)x au
sens de VAR, R, 8.4.5,

3. Cas des groupuscules

Soient (G, ¢, 8, m) un groupuscule de Lie, Q Pensemble de définition de m. Alors
T(Q) s’identific & une partie ouverte de T(G) x T(G), et T(m) est une ap-
plication analytique de T(Q) dans T(G). On vérifie comme au n® 2 que
(T(G), 0,, T(0), T (m)) est un groupuscule de Lie. On note souvent multiplicative-
ment les produits dans G et T(G). La projection canonique de T(G) dans G estun
morphisme de groupuscules de Lie. La restriction de To(m) 4 T,(G) est ’addition
de T’espace vectoriel T,(G). La section nulle de T(G) est un isomorphisme du
groupuscule de Lie G sur un sous-groupuscule de Lie de T(G) qu’on identifie
a G. Si f est un morphisme de G dans un groupuscule de Lie H,
T(f): T(G) — T(H) est un morphisme de groupuscules de Lie.

L’application ¢: (g, u) — gu de G x T,(G) dans T(G) est un isomorphisme
du fibré vectoricel trivial G x T,(G) de base G sur le fibré vectoriel T(G); en
effet, ¢ et ¢ ~* sont analytiques, et sont des morphismes de fibration, de sorte qu’il
suffit d’appliquer VAR, R, 7.2.1. (On pourrait aussi adapter la démonstration
du n° 2.) L’isomorphisme ¢~ s’appelle la trivialisation gauche de T(G). L’iso-
morphisme réciproque de lapplication (g, #) > ug s'appelle la trivialisation
droite.

Soient X une variété de classe C7, ¢ un morceau de loi d’opération & gauche
de classe G de G dans X. Alors T({) est un morceau de loi d’opération & gauche
de classe G~ de T(G) dans T(X), prolongeant ¢. Les formules (7), (8), (9)
restent valables si gx est défini. Si I est une partie ouverte de K contenant 0, si
v: I G est une application de classe C7 telle que v(0) = ¢, etsia = Ty(y)1, le
champ de vecteurs x> ax, défini sur X, estle champ de vecteurs défini par P’appli-
cation (A, x) — y(A\)x au sens de VAR, R, 8.4.5.
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§ 3. Passage d’un groupe de Lie 4 son algébre de Lie
1. Convolution des distributions ponctuelles sur un groupe de Lie

DérmiTioN 1. — Soient G un groupe de Lie, g et g’ deux points de G, et sotent t € TSV (G),
t' € TSPN(G) deux distributions ponctuelles en g et ¢’ sur G (VAR, R, 13.2.1). On appelle
produit de convolution de ¢ et t', et on note t=t', Uimage de t Q1" par Papplication
(hy £') > Bk de G x G dans G (VAR, R, 13.2.3).

Proposition 1. — (i) Si t e TO(G) et ¢’ e TS (G), on a t x t' € TS (G).

(1) S¢ ¢ ou t' est sans terme constant, t % &' est sans terme constant.

(ii1) g, * g5 = g4qr.

(iv) Soient t € TO(G), ¢t € TSN G), et f une fonction de classe C3* dans un voisi-
nage ouvert de gg', & valeurs dans un espace polynormé séparé. On a

Sty f) = < K> K ki f(RE))
= (b K B s f(RR)DD.

Cela résulte de VAR, R, 13.4.1, 13.2.3 et 13.4.4.

Supposons K = R ou G, et G de dimension finie. Alors G est localement compact.
Si ¢, t* sont des mesures ponctuelles, 1a définition de ¢ * ¢’ concorde avec celle de INT,
VIII, § 1. Nous verrons plus tard comment le produit de convolution des mesures et
celui des distributions ponctuelles sont deux cas particuliers du produit de convolu-
tion de distributions non nécessairement ponctuelles.

So0it 7)(G) la somme directe des T¢™(G) pour ge G (cf. VAR, R, 13.6.1). On
définit le produit de convolution dans 7 (G) comme I'application bilinéaire de
T(G) x TG) dans 7 (G) prolongeant le produit de convolution de la
déf. 1. On le note encore *. Ainsi, 7 “*)(G) est muni d’une structure d’algébre,
filtrée par les I®(G). La sous-algtbre I O(G) = @ TO(G) s'identifie a

geG

Palgébre K du groupe G sur K.

Prorostrion 2, — L’algébre 7 (G) est associative. Elle est commutative si et seule-
ment si G est commutatif.

Soient te 7 (G), ¢’ € TNG), t" € T(G). Alors £ = (¢’ * £") est 'image
de t @ t’ ® t” par Papplication (g, g, g") > g(g’g") de G x G x G dans G, et
(t+t') % " est Pimage de t @ ¢’ & t" par application (g, g', g”) > (gg")¢" de
G x G x G dans G. Donc (£#¢") %t = ¢ (¢’ % t"). On voit de méme que, si
G est commutatif, ¢ x ¢ = ¢’ = . Si le produit de convolution est commutatif, G
est commutatif d’aprés la prop. 1(iii).

PropostTioN 3. — St t€ T (G) et g€ G, on ay(g)yt = €% £, 3(g) 4t = L ¢,-1,
(Int g) .t = &, * ¥ % c,-1. En particulier, ¢, est élément unité de T(G).
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Considérons le diagramme
GG x GG

ol ¢ est Papplication £+ (g, &) et ol ¢ est 'application (&', k) > A'h. On a
Y(g) = Yo 9, donc y(g) 4t = Yu(94(2)). Or 94 (¢) = g, @ ¢, donc Yy (o)) =
gy # L. On raisonne de méme pour 3(g).t Enfin, Intg = v(g) o 8(g), donc
(Intg)y = Y(g)x © 3(2) s

On voit donc que, pour ¢ € T(G), g, * ¢ et ¢ * g, sont égaux a gt et &g calculés dans
le groupe T(G) (§ 2, n° 2). On prendra garde que, pour £, t" dans T(G), le produit
tt” au sens du § 2 est en général distinct de ¢ x ¢'.

DerINtTioN 2. — Soit G un groupe de Lie. La sous-algébre de T (G) formée des dis-
iributions & support contenu dans {¢} se note U(G).

Cette algebre est filtrée par les sous-espaces
U (G) = UG) nIT9G) = TY(G).

On pose U*(G) = T+ (G), US (G) = UH(G) N Uy(G) (cf. VAR, R, 13.2.1).
Rappelons que Uy(G) s’identifie & K, et U (G) a Pespace tangent T,(G). Dans
U(G), U*(G) est un idéal bilatére supplémentaire de Uy(G).

Exemple. — Soit E un espace normable complet, considéré comme groupe de Lie.
Alors lespace vectoriel U(E) s’identifie canoniquement & Pespace vectoriel
TS(E) (VAR, R, 13.2.4). Soit m: E x E — E I’addition dans E. Alors

my: TS(E x E) — TS(E)

estégal a TS(m) (VAR, R, 13.2.4). Pour ¢,¢' dans U(E) = TS(E), 'image £ = ¢" du
produit tensoriel symétrique ¢ ) ¢’ par my est donc TS(m)(¢t & ¢’). D’apres A,
IV, § 5, n° 6, prop. 7, n°® édition, cette image n’est autre que le produit #’ dans
Palgeébre TS(E). Ainsi, I'algebre U(E) s’identifie a algébre TS(E).

Prorosrtion 4. — Considérons  Uapplication  bilindaire  (u,v)—>u v  (resp.
(u, 0) v % u) de U(G) x K@ dans T (G). Lapplication linéaire correspondante
de U(G) @ KD dans T(G) est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

En effet, K9 est somme directe des Ke, pour x € G. D’autre part, ’applica-
tion u+>u=x¢g, (resp. ur>g, *u) est un isomorphisme de l'espace vectoriel
U(G) = T{(G) sur Pespace vectoriel TS™(G) d’aprés la prop. 3. Enfin,
T (G) est somme directe des T{™(G) pour g € G.

C.Q.F.D.

Soient X une variété de classe C" (r » o) et x € X. On a défini (VAR, R,
13.3.1) une filtration canonique sur ’espace vectoriel T¢*?(X), et un isomorphisme
canonique iy , de 'espace vectoriel gradué associé sur I’espace vectoriel gradué
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TS(T(X)). En particulier, posons T.(G) = L; alors 7 , est un isomorphisme de
Pespace vectoriel gradué gr U(G) sur l'espace vectoriel gradué TS(L). Mais
U(G) est une algébre filtrée, d’olr une structure d’algébre graduée sur gr U(G).

Prorosirion 5. — L'isomorphisme ig .: gr U(G) — TS(L) est un isomorphisme
d’algébres.

Soit p Tapplication (£ ¢) >t Rt de U(G) x U(G) dans U(G x G).
Soit ¢ 'application (¢, ¢') =t = ¢’ de U(G) x U(G) dans U(G). Soit m ’applica-
tion (g, g')+>gg’ de G x G dans G. On a d’aprés la déf. 1

(1) ¢ = My o p.
Considérons le diagramme

gr(p) gr(ms)

grU(G) x grU(G) —— gr U(G x G)

ig,e X ig,e iaxag,e J ig,e
TS(T(m))

TS(L) x TS(L) ———TS(L x L) ———— TS(L)

gr U(G)

ou ¢ est Papplication déduite de P'isomorphisme canonique de TS(L) & TS(L)
sur TS(L, x L). D’apreés VAR, R, 13.4.6 et 13.3.5, les deux carrés du diagramme
sont commutatifs. Donc, compte tenu de (1), le diagramme

gr(c)

gr U(G) x grU(G) gr U(G)
TS(L) x TS(L) ——"2%, TS(L)

est commutatif. Or T(m): L x L — L transforme (%,%) en x +y (§2, n° 1,
prop. 2 (ii)). D’aprés A, IV, § 5, n° 6, prop. 7, n°"® édition, TS(T'(m)) ¢ est donc
la multiplication de I’algébre TS(L).

2. Propriétés fonctorielles

ProPoSITION 6. — Soient G, H des groupes de Lie, ¢ un morbhisme de G dans H. Pour
t, ' dans T(G), on a 0 (E% 1) = @ull) # g (t').
Considérons le diagramme

GxG—>5G
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oum(g, g) = gg’, n(h, h') = hit'. Ce diagramme est commutatif. Donc

Pt t) = 9e(me(t @) = ny(( x 9)5(t X 1))
= g (0x(f) @ 04(t')) = 04(t) * 9u(?').

Les groupes de Lie G et G” ont la méme variété sous-jacente, donc les espaces
vectoriels 7 (G) et 7 (G") sont les mémes. Soit 0 Papplication gr>g~ 1, qui
est un isomorphisme du groupe de Lie G sur le groupe de Lie G". Alors 0, est
un automorphisme de Pespace vectoriel 7¢*(G), automorphisme qu’on note
>t On a (g)" = g-1. 8i teT,(G), ona

(2) V= —t (§ 2, prop. 2).

Exemple. — Supposons que G soit le groupe de Lie défini par un espace normable
complet E. Alors U(G) s’identifie & TS(E) et la restriction de 0, a U(G) s’identifie
aTS(T,(0)) (VAR, R, 13.2.4). Par suite, si £ € TS*(E),ona ' = (—1)%.

Prorostrion 7. — Soit G un groupe de Lie. Soient ¢, ¢’ dans T (G).

(1) Le produit t = £ calculé relativement & G" est égal au produis t' » t calculé relative-
ment & G.

(i) Ona (t=t) =1t" =t

Considérons le diagramme

GxG\—j—%GxG
G

ols(g, 8") = (&' 8), m(g, &) = gg', n(8, &) = £'g quels que soient g, ¢’ dans G.
Ce diagramme est commutatif. Donc 7, (¢ ) t') = my (s, ¢ R ")) = m (¥ R 1).
Cette égalité n’est autre que (i). L’assertion (ii) résulte de (i) et de la prop. 6.

Prorosrrion 8. — Soient G, H des groupes de Lie, ¢ un morphisme de G dans H. Si
te T G), on a 94 (") = (04(8))"

Soit € (resp. 8") Papplication g+ g~ de G dans G (resp. de H dans H). On a
@08 =0"00, dol gu(04(2)) = Ox(ex(?))-

Prorosition 9. — Svient Gy, ..., G, des groupes de Lie, et G = G, x - -+ xG,. §i
Pon identifie canoniquement les espaces vectoriels T (G) et T (G,) - - - QTN G,),
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Palgébre T (G) est produit tensoriel des algébres T (Gy), ..., T NG,). St
LET NG pourt = 1,...,n,0na
6L Qh) =6 Q1
11 suffit d’envisager le cas ol n = 2. Soient #, #; dans 7 (Gy), £, ¢4 dans
TN Gy). 1l s’agit de montrer que (8 Qta) = (§ R t3) = (b * t1) & (b = &),
et que (; @ 1) = § @ 5. Considérons le diagramme

(Gy x Gy) x (Gy x G)—=—>G; x Gy

(G x Gy) x (Gg x Gy)

Oﬁm((xla x2)> (x1> xé)) = (xl xlla xzxé): n(('xb xz): (xi, JCé)) = ((xb x;.): (x2> Xé)),
Py, x7) = xyx7, po(xa, x5) = xgx9. Ce diagramme est commutatif. Donc
me((t Q%) @ (1 ® %)) = (h1 X p2) (s ((81 @ fa) @ (11 D 8)))s

C’est-a-dire

(th @) * (i1 Q1) = (b1 X p2) (6 Q) @ (12 & 1))
= p14(ls @ 1) @ pax(ta & 12)
= (ly % 1) & (fa * 13).
On voit de fagon analogue que (¢, @ &,)" = # & 4.

Prorostrion 10. — Soient H un sous-groupe de Lie de G, et i: H—> G [Dinjection
canonique. Alors iy est un homomorphisme injectif de Ualgébre T (H) dans Ualgébre
TG, et 14 (1) = (14(8))" pour tout t € T (H).

Cela résulte des prop. 6, 8 et de VAR, R, 13.2.3.

On identifie 7(H) a une sous-algebre de 7 (G) grice 4 Pisomorphisme
de la prop. 10.

Remarque. — La prop. 10 reste valable si H est un quasi-sous-groupe de Lie.

Rappelons (VAR, R, 13.5.1) que, si V est une variété analytique sur K,
T )(V) est munie canoniquement d’une structure de cogébre sur K, a coiinité;
la cotinité est application linéaire de 7 *’(G) dans K qui associe, a tout élément
de TS (V), son terme constant,

Prorosirion 11. — Soit G un groupe de Lie.
(1) La cogébre 7 (G), munie de la convolution, est une bigébre (A, 111, p. 149).
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(i) Soit ¢ le coprodit dans T<*(G). Soit t € TG, et posons o(£) = 2, t, @ b

Alors o(8") = 2, 1} @15

Prouvons (i). Dans la définition citée des bigebres, la condition 1° résulte des
prop. 2 et 3, la condition 2° résulte de VAR, R, 13.5.1. Soit ¢ I’application
g+>(g g de Gdans G x G. On a ¢ = d,, donc ¢ est un morphisme d’algébres
{(prop. 6 et 9), ce qui est la condition 3°. Soient £ e T{™(G), ¢’ € TEP(G), sans
termes constants et A, A’ dans K; alors ¢, @ ', t Q ¢,., ¢ & ¢’ sont sans termes
constants (VAR, R, 13.4.1), donc le terme constant de (A, + £) * (Mg, + ¢)
est A)’; donc la condition 4° est vérifiée.

Prouvons (ii). D’aprés les prop. 8 et 9, on a

) = aule) = ey - (Zu0n) - oo

ProrosiTionN 12. — Soient G, H deux groupes de Lie, ¢ un morphisme de G dans H.
Alors @y est un morphisme de bigébres de T (G) dans T (H).
Cela résulte de la prop. 6 et de VAR, R, 13.5.1.

Soit G un groupe de Lie. La restriction de la convolution et du coproduit &
U(G) définissent sur U(G) une structure de bigébre. On a U(G)" = U(G). Si
p: G— H est un morphisme de groupes de Lie, on note U(e) ’application
i+ @ (t) de U(G) dans U(H); c’est un morphisme de bigebres. Si ¢: H-—~ L
est un autre morphisme de groupes de Lie, on a U($ o ¢) = U(d) o U(yp). Si ¢
est une immersion (resp. submersion), U(g) est injectif (resp. surjectif) d’aprés
VAR, R, 13.2.3. En particulier, si H est un sous-groupe de Lie de G, U(H)
s’identifie 4 une sous-algeébre de U(G), le coproduit de U(H) étant la restriction
du coproduit de U(G). Si H est ouvert dans G, on a UH) = U(G). Si Gy, G,
sont des groupes de Lie, U(G,; x G,) s’identifiec 2 U(G;) ® U(G,). Les éléments
primitifs de U(G) sont ceux de T,(G) (VAR, R, 13.5.3}.

Soit & nouveau ¢: G — H un morphisme de groupes de Lie. Si on identifie
gr U(G) a TS(T,(G)) et gr UH) a TS(T.(H)), alors gr U(p) s’identifie a
TS(T,(¢)) (VAR, R, 13.3.5). Appliquons cela a I'isomorphisme gr>g=* de G
sur G'; alors T,(¢) = —1, donc

3) teUy(G) = & = (—1)%mod. U,_,(G).

3. Cas d’un groupe opérant dans une variété

Soient G un groupe de Lie, X une variété de classe C7, et f une loi d’opération a
gauche de classe C7 de G dans X. Si e TO(G) et ue T (X), etsis + 57 < 7,
on note ¢  # image de ¢ & u par f;.. On prolonge le produit * en une application
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bilinéaire, notée encore %, de 7 9(G) x ) (X) dans T ¢*+)(X). La prop. 1
du n° 1 s’étend, avec des modifications évidentes, a la présente situation.

Lorsqu’on fait opérer G a gauche dans lui-méme par translations, on retrouve
ladéf. 1 dunel.

ProrosrTioN 13. — Soient £ € T(G), t' € TNG), ueTNX), tels que
s+ 5+ <rOna (st yru=1%(*u).
Cela se démontre comme la prop. 2 du n® 1.

En particulier, si r > co, 'espace vectoriel 7(X) est un module 4 gauche
sur algébre 7*)(G). pour le produit .

Prorosition 14. — (i) Soient g, € G, et ©(go) Papplication x — f(g,, x) de X dans
X. St ue T NX), on a ©(go) st = €, * U

(ii) Sotent xo€ X, et p(x,) Uapplication g > f{g, xo) de G dans X, Si t € T?(G),
on a p(Xg) 4t = t * £,

Cela se démontre comme la prop. 3 du n° 1.

En particulier, si z € T(X) et t € T(G), g, * u et £ * ¢, sont égaux aux pro-
duits gou, tx, définis au § 2, n° 2.

ProrosrTion 15. — Soient G (resp. G') un groupe de Lie, X (resp. X') une variété de

classe C7. On suppose donnée une loi d’opération & gauche de classe CT de G (resp. G') dans

X (vesp. X'). Sotent @ un morphisme de G dans G', § un -morphisme de X dans X',

Sotent t € TO(G), u e T(X), tels que s + 5 < 1. Alors Yy (£ % 1) = @4 (8) % $y(u).
Cela se démontre comme la prop. 6 du n° 2.

Remarque. — Soit f une loi d’opération a droite de classe C' de G dans X. Si
teT9G)etuecT(X),avecs + s’ < r,on note u = ¢ Pimage de u Q ¢ par f.
Les prop. 13, 14, 15 se transposent de mani¢re évidente a cette situation.

ProrosiTioN 16, — Soient G, G’ des groupes de Lie, X une variété de classe C', et
supposons que G (vesp. G') opére a gauche (vesp. a droite) dans X, avec (gx)g' = g(xg’)
quels que sotent x€ X, g€ G, g’ € G. Soient t € T9G), ¥ e TN(G), t" e T (X)
avec s + s + 5" < . Alors

@ty st =tx("*1).

En effet, (¢ ¢") = ¢’ (resp. ¢t = (¢ # t')) est 'image de ¢ ® t” & t’ par Pappli-
cation (g, x, g") +> (gx) g’ (resp. g{xg")) de G x X x G’ dans X.
4, Convolution des distributions ponctuelles et des fonctions

Soient G un groupe de Lie, X une variété de classe C7, et (g, x) —> g une loi
d’opération & gauche de classe C" de G dans X. Pour tout x € X, notons p(x)
Papplication orbitale de x.
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DErintTION 3. — Soit t € THG) avec s < 1. Soit f: X — ¥ une fonction de classe C7
a valeurs dans un espace polynormé séparé (par exemple ¥ = K). On appelle convolée de t
et f, et Uon note t = f, la fonction sur X & valeurs dans F définie par

(= f)(x) = < =y, ).
Ona

(4) (=) (%) = () (&), 0> (n® 3, prop. 14 (i1))
= & fo o)) (VAR, R, 13.2.3)
=, (fop(x)>  (VAR, R, 13.2.3).

Notons aussi que la déf. 3 s’écrit sous forme plus symétrique
5) Ceay b f) = (' w ey, [

La fonction (g, x) = f(gx) = (fo p(x))}(g) sur G x X est de classe C.
D’apres VAR, R, 13.4.4, la fonction x > {t", fo (%)) est donc de classe G~ si
s < co. Autrement dit, si s < oo, ¢ * f est de classe G 5.

I1 est clair que ¢ = f dépend linéairement de ¢ et de f.

La formule (4) entraine en particulier, pour g € G,

(6) (g0 x f)(%) = f(g™ ™)
c’est-a-dire
(7) g x f = v(g) S

Supposons K = R ou G, G et X de dimension finie, et X munie d’une mesure
positive invariante par G. La définition de ¢, # f est en accord avec celle de INT,
VIII, § 4, n° 1 (cf. formule (2), loc. ¢it.).

Prorosrrion 17. — Soient t € T9(G), ' e T(X), et f: X —F une fonction de
classe C'y avec s + s' < 7. Ona

Gtsfy = =t .
En effet,
ytsfo =L, x> ge>fg7 ) d’apres (4)
=R, (g x)—=>f(g %) (VAR, R, 13.4.4)
=" Q, (g, x) —f(gx)> (VAR, R, 13.2.3)
= =t .

ProrosiTioN 18. — Soient t € T9(G), t' € TG), et [ X — T une fonction de
classe C, tels que s + 5" < 1. Ona

ety =f=1t=( =f)
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En effet, pour tout x € X, on a

(oo (U 8) ) = (E# ) % e f)  daprés (5)
= 3" (" wey,), [ (prop. 2 et 7)
ERGET Y ) (prop. 17)

= e tx (' = f)) (prop. 17).
C.Q.F.D

Sir = co, on voit que I'ensemble des fonctions de classe C* sur X a valeurs

dans I est un module a gauche sur Palgébre 7 ¢(G).

Prorostrion 19. — Soit t€ T O(G), avec s < r. Svit f (vesp. f7) une jfonciion de
classe G sur X a valeurs dans un espace polynormé séparé ¥ (vesp. ¥'). Soit (u, u') > us’
une application bilinéaire continue de ¥ x ¥’ dans un espace polynormé séparé ¥”, de sorte

que ff' est une fonction de classe CF sur X a valeurs dans F". Soit i§=:1 i & i Pimage de ¢
dans T(G) @ T(G) par le coproduit. On a
tx (ff) = 2 (62 ) E ).
En effet, soit x € X, et notons toujours p(x) I’application orbitale de x. On a

Lew 8% (SS)) = 8 (fF) o p(2)> d’aprés (4)
s (fopN(S" e p(2))>

i

?:1 L fo (@), [ op(x)>  (VAR, R, 13.5.2)

fl

I

24 o i f5or B 7 dapres (4).

Remarque 1. — Soient G un groupe de Lie, X une variété de classe C', et (x, g) > xg
une loi d’opération a droite de classe C" de G dans X. S1te 7 ®(G) avec s < 7,
et f: X — F est une fonction de classe C” sur X, on note f = ¢ la fonction sur X
définie par
(8) ICYATIERCE AN

= {p(*) ()17

= I fo P(x)>

— < (f o o))"

En particulier

(9) (fxe)(®) =f(xg™)
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c’est-a-dire

(10) Sreg=38(g) "

Les prop. 17, 18, 19 deviennent, avec des notations évidentes,
(11) ofet) =" 8,/

(12) Se@xt)y=(f=t)=t

(13) (fF) vt =2, (frt)(f * ).

Prorosirion 20. — Soient G, G’ des groupes de Lie, X une variété de classe C, et
(g, x) —> gx (resp. (%, 8") > xg") une loi d’opération & gauche (vesp. a droite) de classe
Cr de G (resp. G') dans X. Supposons que (gx) g’ = g(xg") quels que soient x € X, g € G,
g €G'. Soient t€ T9(G), t' e TG, et f: X — F une fonction de classe CT, iels
que s + s° < r. Alors

(xf)=t' =tx(fxt).

En effet, pour tout xe X, on a

CRETIETERCHE T AN T d’apres (8)
=" # (ex#"),f>  (prop. 17)
=" %e,, fxt) (prop. 2, et (11))

= (e b2 (fx1)) d’aprés (5).
C.Q.F.D.

En particulier, considérons G comme opérant sur lui-méme par les translations
4 gauche et a droite. Si f: G—F est unc fonction de classe C" sur G, et
si teT9(G) (avec s < 1), t*f et f+¢sont, si s < oo, des fonctions de classe
Cr-s sur G. Soit en outre t' € 7 G), avec s + s < r. Alors

(14) (tsf)t' =t (fxt).

En particulier, €*(G) est un (F<°)G), 7 (G))-bimodule. Les formules (5) et
(8) admettent comme cas particuliers

(15) S = e ' % f) = {eo 5 1)

Remarque 2. — Soit (g, x) — gx une loi d’opération 4 gauche de classe C" de G
dans X. Soient ¢ € U,(G) avec s < r, Q une partie ouverte de X, et f: Q —F une
fonction de classe C. On peut encore définir ¢ = f par les formules (4) ou (5);
C’est une fonction définie sur Q, a valeurs dans F, de classe C"~% si s < co. Les
résultats de ce n° s’étendent de fagon évidente a cette situation.
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5. Champs de distributions ponctuelles définis par Paction d’un groupe sur
une variété

Soit (g, x) > A(g, ¥) = gx une loi d’opération a gauche de classe C" de G dans X.
Soient s < r et t€ U G). Pour tout x € X, on a ¢+ ¢, € TQ(X). L’application
x>t x g, Sappelle le champ de distributions ponctuelles défini par ¢ et par Paction de G
sur X, et se note parfois D} ou simplement D,. Soient Q une partie ouverte de X
et F un espace polynormé séparé. Si f: Q — F est de classe G etsis < 7, la fonc-
tion #* = f sur € se note aussi D, /. On a donc

(16) (Def) () = <t * e f)

Sis < oo, ona D, fe ¥ 3(Q, F) d’apres le n°® 4. Ainsi, f— D, f est une applica-
tion de ¥7(Q, F) dans €7~5(Q, F) (notée souvent D, par abus de notation).
SiteUy(G), t' e Uy (G), ets + 5" < 7, on a, d’apres la prop. 18 du n° 4,

(17) DS = Dy(D.f)
donc, avec 'abus de notation signalé ci-dessus,
(18) Dt.t' == Dt' ° Dt'

Supposons G et X de dimension finie. L’application (4, x) +>t R e, de
TeG) x X dans le fibré vectoriel T®(G x X) (cf. VAR, R, 13.2.5) est de classe
Cr-s, Donc (VAR, R, 13.2.5), Papplication (¢, x) —> ¢ * &, de T®(G) x X dans
le fibré vectoriel T®(X) est de classe C"~% En particulier, D, est un opérateur
différentiel d’ordre <s et de classe G~ au sens de VAR, R, 14.1.6. D’aprés la
formule (16), la fonction D, f est alors la transformée de f par cet opérateur
différentiel (VAR, R, 14.1.4).

Ne supposons plus G et X de dimension finie. Soient § un automorphisme de
la variété X, et A un champ de distributions ponctuelles sur X. Conformément
aux définitions générales, on appelle transformé de A par ¢ le champ de distribu-
tions ponctuelles sur X dont la valeur en (x) est $.(A(x)); on note $(A) cette
application. Si g € G, et si t(g) désigne ’'automorphisme x > gx de X, le trans-
formé de A par t(g) s’appelle aussi le transformé de A par g.

Prorosition 21, — Soit  un automorphisme de X commutant avec les opérations de G.
Alors D, est invariant par .
En effet, pour tout xe X, on a

($D) ($(x)) = bx(Dy(x)) = byt % €2)
AR MCH) (prop. 15)
tx gy = Dy($(x)).

f
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Prorosition 22. — S8t g € G, le transformé de D, par g est D
En effet, la valeur de ce transformé en gx est

7(£)«(Ds(%)) = (g x(t )
=g, % (£ #¢e,) (prop. 14 (i))
= (g, L% sg_l) * €y {(prop. 1 et 2)
= Degtt*sg_l(gx)'

Eqxla€ 1"
gebab, —1

C.Q.F.D.

Soit (x, g) —> p(x, g) = xg une loi d’opération a droite de classe C" de G dans
X. Soient s < rette Ug(G). Pour tout x € X, on a g, * £ € TS (X). L’application
X > g, # t Sappelle le champ de distributions défini par ¢ et par ’action de G sur
X, et se note parfois D} ou simplement D,. Soit Q une partie ouverte de X. Si
f: Q —F est de classe (7, la fonction /= ¢ se note D, f. On a donc

(19) Def)(x) = e x t, /)
et, avec des notations évidentes,

(20) Dy.irf = Di(Dy.f)
1) D,,, = D, D,.

La prop. 21 reste valable. Soit g € G. Le transformé de D, par g (c’est-a-dire par
Pautomorphisme x > xg de X) est Dgg_l,t,,gg.

6. Champs invariants de distributions ponctuelles sur un groupe de Lie

Dirintrion 4. — Soit G un groupe de Lie. Un champ de distributions sur G est dit
invariant & gauche (vesp. @ droite) s°il est invariant par les translations & gauche (resp. a
droite) de G.

Autrement dit, un champ de distributions g > A, sur G est invariant a gauche
si

Ay = 1(&) Dy pour g, ¢’ dans G,

ou encore si
— ’
Ay =g %A, pour g, g’ dans G.

11 est invariant & droite si

Ay = 3(g' "Y)uB,  pour g, g dans G,
ou encore si

Ay =47, 5¢, pour g, g’ dans G.

DErNrTION 5. — Soient G un groupe de Lie, et t € U(G). On note L, le champ de distribu-
tions g v e, # ¢ sur G, et R, le champ de distributions g v t * ¢, sur G.
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Autrement dit, L, (resp. R;) est le champ de distributions défini par ¢ et par G
opérant a droite (resp. a gauche) dans G grice a I'application (g, g) > gg'.
Soient Q une partie ouverte de G et F un espace polynormé séparé; sif e €°(Q, F),
onalyf=fxt"eb(QLF) et Rif =1 +fec € (QF) (n°5). Si G est de
dimension finie, les opérateurs différentiels L; et R; sont de classe C® (n° 5).

Prorostrion 23. — (i) L'application tv> L, (resp. t+>R,) est un tsomorphisme de
Lespace vectoriel U(G) sur {espace vectoriel des champs de distributions invariants & gauche
(vesp. a droite) sur G.

(i) Pour t,t' dans U(G), on a L;,p = Lo Ly, Ryyp = Rp o R, Lo R, =
R, o L; (avec Pabus de notation du n° 5).

(iti) 87 O est Papplication g > g=* de G sur G, on a O(L,) = Ry.

(iv) SiteU(G) et geG,ona (L), = (Rgg*t*sg_l)g.

Dans G, toute translation a droite commute & toute translation & gauche.
D’aprés la prop. 21 du n® 5, L; est donc invariant & gauche. Comme (L)), = ¢,
Papplication £+ L; est injective. Soit A un champ de distributions invariant &
gauche sur G; scit £ = A,; alors A et L, ont méme valeur en ¢ et sont invariants &
gauche, donc A = L,. Ceci prouve (i) pour L; et on raisonne de méme pour R,.
Les formules L., = L; o L;, Ry, = Ry o R, résultent de (21) et (18). Soient
e Uy (G), 1 e U (G), fe€(Q, F), ot Qestouvert dans Getolrs + s" < r;ona

LR f =LV =f) = @7 =f) =¥
= t"a (fxi) (prop. 20)
= Rt'Ltf
donc L, o R, = R, o L,. Comme 0 est un isomorphisme de G sur G, 6(L,) est

un champ de distributions invariant & droite sur G; sa valeur en ¢ est 6%(¢) = ¢';

donc O(L,) = R,.. Enfin, on a
L)y =egut=(go%t% sg—l) * & = (ng*t*sg-l)g'

Remarque 1. — C’est Paction de G sur lui-méme par translations & droife qui définit
les champs de distributions invariants & gauche.

Remarque 2. — Supposons G de dimension finie. L’application

tg) > (Ry)g =g,
de U(G) x G dans T®(G) est un isomorphisme de fibrés vectoriels analytiques;
en effet, cette application est bijective, linéaire sur chaque fibre, et analytique
(n° 5); d’autre part, soit ¢: T®(G) — U, (G) x G la bijection réciproque; si
te TO(G), on a o(t) = (1x ey g), donc ¢ est analytique. L’isomorphisme ¢
s'appelle la trivialisation droite de T®(G). De méme, considérons ’application
g+ (L), = g, t de U(G) x G dans T®(G); I'isomorphisme réciproque
sappelle la trivialisation gauche de T®(G). Par restriction, on retrouve les
trivialisations droite et gauche de T(G) (§ 2, n° 2).
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7. Algébre de Lie d’un groupe de Lie

Soit G un groupe de Lie. Dans U(G), comme dans toute algebre associative, on
pose [£,¢'] = tx ¢ — ¢ % i Comme T,(G) est 'ensemble des éléments primitifs
de U(G),ona[T,(G), T,(G)] < T(G) (chap.II,§1,n°2, prop. 4). La restriction
du crochet & T,(G) définit donc sur T,(G) une structure d’algébre de Lie.

Lemme 1. — Sotent X et X' des espaces normables complets, X, un voisinage ouvert de 0
dans X, f une application analytique de X, dans X' telle que f(0) = 0. Soi
S = +Jfa+ Jfo+ .- ledéveloppement en série entiére de f en O, oi f; est un polynéme-
continu homogéne de degré i sur X & valeurs dans X'. Soit t un élément de TS*(X), considéré
comme distribution ponctuelle sur X de support contenu dans {0}. Soit t' = f,.(¢) € TS(X").
La composante homogéne de degré 1 de t' est { f, £).

Notons #; cette composante. On a, pour toute application linéaire continue »

de X’ dans un espace polynormé,

u(ty) = 'y u parce que z est linéaire continue
= uof (VAR, R, 13.2.3)
= {t,uofo) parce que ¢ € TS2(X)
= u(<t, fo)) (VAR, R, 13.2.2)

d’otr le lemme.

Prorosirion 24. — Soient G un groupe de Lie, (U, ¢, E) une carte de G telle que
o(e) = 0. Soit V un voisinage ouvert de e tel que V2 < U. Soit m Papplication analytique
(a, b) > (o~ @)~ 1(b)) de (V) x @(V) dans E. Soit m = ”22:0 m;,; le développe-
ment en série entiére de m en (0, 0), o my; est un polyndéme-continu bihomogéne de bidegré
(2, 4) sur E x E, a valeurs dans E.

(i) Onam,y = my; = O quels que sotent © + 1 et j # 1.

(i) my o(a, b) = a et my 1(a, b) = b quels que soient a € E, b e E.

(iii) Soit §: T, (G) — E la différenticlle de ¢ en e. Quels que soient u, v dans T ,{G),ona

W[, 2]) = ma 2 (b@), (2)) — my 1 (b(0), b(w)-

On am(a,0) = a,m(0, b)) = b quels que soient a, b dans ¢(V), ce qui prouve (i)
et (ii). Soient #, # dans T, (G). Identifions To(E) 4 E, donc ¢ a T, (). Lesimages de
u et v par T, (¢) sont §(z) et $(v). La distribution ponctuelle produit tensoriel de
ces images est le produit symétrique de (¢ («), 0) et de (0, $(v)) dans TS(E x E} =
TS(E) ® TS(E), c’est-a-dire

($(@), 0) @ (0, 4(2) + (0, ¥(2)) & ($(u), 0).
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Donc ¢g(u = v) est 'image de I’élément précédent par Papplication m de
9(V) x ¢(V) dans E. Sa composante de degré 1 dans TS(E) est, d’aprés le lemme

L
x = (my g, (), 0) @ (0, 4(2)) + (0, $(0)) & ($(w), 0))-

Définissons une application bilinéaire z: (E x E)2 — E par

n((a: b)> (als b,) = ml,l(a: bl)'
Ona n((a9 b)a (a> b)) = mll(a’ b): donc

x = <n, (4(x), 0) @ (0, ¥(2)) + (0, 4(2)) & (4(w), 0)>
= my,, (${u), $(2)) + my,1(0,0) = my 1 (¢ (), $(2)).

De méme, ¢, (v * u) admet m; ;($(2), $(x)) comme composante de degré 1 dans
TS(E). Comme ([, v]) est de degré 1, cela prouve (iii).

CoROLLAIRE. — L’espace normable T, (G), muni du crochet, est une algébre de Lie
normable.

Dernrrion 6. — Lespace normable T ,(G), muni du crochet, s’appelle Ualgébre de Lie
normable de G, ou simplement I’ algébre de Lie de G, et se note L(G).

Prorostrion 25. — Soient G un groupe de Lie, E(G) Palgébre enveloppante de L(G).
L’injection canonique de 1.(G) dans U(G) définit un homomorphisme v de I’algébre E(G)
dans Palgébre U(G). 87 K est de caractéristique O, v est un isomorphisme de bigébres.

En effet, la bigebre U(G) est cocommutative (VAR, R, 13.5.1) et la filtration
(Ug(G)) est compatible avec la structure de bigebre. L’ensemble des éléments
primitifs de U(G) est L(G). 11 suffit alors d’appliquer le chap. II, § 1, n° 6, th. 1.

Lorsque K est de caractéristique 0, nous identifions désormais U(G) a
Palgébre enveloppante de L(G). D’apres (2) et la prop. 7 (ii), Papplication
¢+ 1" de U(G) dans U(G) s’identifie alors a I’antiautomorphisme principal de
U(G) (chap. I, §2, n° 4).

ProposrrionN 26, — Supposons K de caractéristique p > 0. Pour tout a € L(G), on a
a? € L(G) et ad(a®) = (ad a)® (la puissance a® étant calculée dans U(G)).

Si a € L{G), a est primitif dans U(G), donc a? est primitif dans U(G) (chap.
IT, § 1, u° 2, Remarque 1), donc a? € L(G). Soit 6, (resp. v,) Papplication linéaire
xt>axx (resp. x+>x#a) de U(G) dans U(G). Pour tout xe U(G), on a
(ad @)(x) = (6, — 74) (%), donc (ad @)? = (¢, — 7,)?. Mais ¢, et 7, commutent,
et par suite (o, — 7,)? = (64)? — (7,)? = 6,20 — 747, d’0l1 la seconde assertion.,

Dirinrrion 7. — Soient X une variété de classe G (r > 2), g une algébre de Lie normable
compléte. On appelle loi d’opération infinitésimale a gauche (resp. & droite) de classe Cr 1



140 GROUPES DE LIE Ch. m, § 3

de g dans X une application a > D, de ¢ dans Uensemble des champs de vecteurs sur X,
possédant les propridiés suivantes:

a) Uapplication (a, x) v Dy (x) est un morphisme de classe C'~1 du fibré vectoriel
trivial g x X dans le fibré vectoriel T(X);

6) on a [Dy, Dy] = —Dyyy (resp. [Dg, Dyl = Dy vy) quels que soient a, b dans g.

En particulier, chaque champ de vecteurs D, est de classe G~ 2.

Remarque. — Soient X une variété de classe (7, g une algébre de Lie de dimension
finie, a = D, une application linéaire de g dans ’espace vectoriel des champs de
vecteurs de classe C7~* sur X. Alors la condition a) de la déf. 7 est vérifiée. En
effet, en considérant une base de g et en appliquant VAR, R, 7.7.1, on se raméne
au cas ou dim g = 1, et notre assertion est alors évidente.

ProrosrTion 27. — Soient G un groupe de Lie, X une variété de classe CF. Supposons
donnée une lot d’opération & gauche (vesp. & drotte) de classe C" de G dans X. Pour tout
a e L(G), soit D, le champ de distributions ponctuelles défini par a sur X.

(1) Lapplication (a, x) v> Dy(x) est un morphisme de classe CT=1 du fibré vectoriel
trivial L(G) x X dans le fibré vectoriel 'T(X).

(ii) Sozent I une partic ouverte de K contenant 0, et v: I — G une application de classe
Cr telle que v(0) = e. Soit a = To(y)1 € L(G). 8% f est une fonction de classe CT sur une
partie ouverte de X, on a

Duf)ie) = _lim £ (S (89 = f(x)  5i G opére a gauchs

D, )x) = kell{i*nz}c_,0 ™ f(xy(R) — f(x) st G opére & droite.

(i) S r = 2, Papplication ar>D, est une loi d’opération infinilésimale & gauche
(vesp. & droite) de classe CT~1 de L(G) dans X.

Supposons que G opére a gauche dans X. Soit ¢: G x X — X la loi d’opéra-
tion. Alors T(p) est un ¢-morphisme de classe C'~! du fibré vectoriel
T(G) x T(X) dans le fibré vectoriel T(X) (VAR, R, 8.1.2). Le fibré vectoriel
induit (T(G) x T(X))| ({&¢ x X) s’identifie & E = L(G) x T(X). Donc T(¢)|E
est un morphisme de classe C'~! de fibrés vectoriels. Pour (g, ) € L(G) x X,
on a T(9)(a, x) = D,(x), d’ou (i).

La formule donnant (D, f)(x) résulte du § 2, fin du n°® 2, et de VAR, R, 8.4.5.

Supposons r > 2. Soient g, & dans L(G) et f une fonction de classe C sur
une partie ouverte de X. On a

DS = Dp(Dof) — Do(Dyf)  d’aprés (17)
= [D,, D1 f (VAR, R, 8.5.3).

Soit x# € X. En prenant pour fune carte d’un voisinage ouvert de x, on en déduit
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que Dy, 53(x) = [Dy, D,](x), d’0ols (iii). On raisonne de méme si G opére a droite
dans X. C.Q.F.D.

Lorsque r > 2, application a > D, s’appelle la loi d’opération infinitésimale
associée a la loi d’opération donnée.

8. Propriétés fonctorielles de I’algébre de Lie

Soient G et H des groupes de Lie, ¢ un morphisme de G dans H. La restriction de
U(e) a L(G), qui n’est autre que T,(yp), est un morphisme continu de L(G) dans
L(H), qu’on note L(¢). Si § est un morphisme de H dans un groupe de Lie, on a
L({ o ¢) = L({) o L(9).

Pour que ¢ soit une immersion, il faut et il suffit que L(¢) soit un isomorphisme
de L(G) sur une sous-algebre de L(H) admettant un supplémentaire topologique.
En particulier, si G est un sous-groupe de Lie de H, et si ¢ est 'injection canonique,
on identifie L(G) a une sous-algébre de Lie de L(H) grace a L(g). Plus particu-
liecrement, si G est un sous-groupe ouvert de H, on a L(G) = L(H).

Si G est un quasi-sous-groupe de Lie de H, L(G) s’identifie encore & une sous-
algeébre de Lie fermée de L(H).

Pour que ¢ soit une submersion, il faut et il suffit que L{gp) soit surjectif et
que son noyau admette un supplémentaire topologique. Dans ce cas, le noyau N
de o est un sous-groupe de Lie de G et L(N) = Ker L(g). En particulier, si H
est le groupe de Lie quotient de G par un sous-groupe de Lie distingué P, L(P)
est un idéal de L(G), et, si ¢ est la surjection canonique de G sur H, on identifie
L(G/P) a L(G)/L(P) grice au morphisme déduit de L(¢) par passage au quotient.

Soient I un ensemble fini, (G;);; une famille de groupes de Lie, G leur pro-
duit, p; le morphisme canonique de G sur G;. Alors (L(#;));<1 est un morphisme

de Palgebre de Lie L(G) dans I’algeébre de Lie H L(G,), et est un isomorphisme
d’espaces normables. On identifie donc L(G) a H L(G;) grace a (L(£,)):er
ie

Prorosition 28. — Sowent G et H des groupes de Lie, ¢ un morphisme de G dans H.
Supposons K de caractéristique O et H de dimension finie.

(1) Le noyau N de ¢ est un sous-groupe ge Lie de G, et L(N) = Ker L(g).

(i1) Le morphisme § de GJN dans H déduit de o par passage au quotient est une
immersion. ‘

(i1i) 87 o(G) est fermé dans H et si la topologie de G a une base dénombrable, ¢(G)
est un sous-groupe de Lie de H, ¢ est un isomorphisme du groupe de Lie G|N sur le groupe
de Lie ¢(G), et L(p(G)) = Im L(g).

Faisons opérer G a gauche dans H par Papplication (g, /) > ¢(g)4. 1l suffit
d’appliquer a 'orbite de ¢ Ia prop. 14 du § 1, n° 7.
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ProrosiTion 29. — Soient G et H des groupes de Lie, ¢ un morphisme de G dans H.
Supposons K de caractéristique O et H de dimension finie. St H' est un sous-groupe de Lie
de H, alors G’ = ¢~ Y(H’) est un sous-groupe de Lie de G, et L(G") = L(¢) " }(L(H")).

Soit = ’application canonique de H dans Iespace homogéne X = H/H'.
Faisons opérer G a gauche dans X par Papplication (g, x) > ¢(g)x. Le stabi-
lisateur de m(¢) est G', qui est donc un sous-groupe de Lie de G (§ 1, n® 7, prop.
14). L’application orbitale de wt(e) est & o ¢. D’apres la prop. 14 du § I, L(G”) est
Ie noyau de L(x o @) = T,{x) o L(¢). Le noyau de T,(x) est L{(H') (§ 1, n° 6,
prop. 11 (i)), donc Ker L{n o ¢) = L(¢) ~}(L(H")).

COROLLAIRE 1. — Soient G, H des groupes de Lie, ¢, et @4 des morphismes de G dans H.
Supposons K de caractéristique O et Y de dimension finie. L'ensemble des g € G tels que
91(8) = 2(g) est un sous-groupe de Lie G’ de G, et L(G") est Uensemble des x € L(G)
tels que L{py)x = L(py)a.

Posons o(g) = (91(g), pa{g)) pour tout g € G, de sorte que ¢ est un morphisme
de G dans H x H. Soit A le sous-groupe diagonal de H x H. Alors G’ = ¢~1(A),
et L(g)x = (L(py)x, L(ps)x) pour tout x € L(G). I1 suffit maintenant d’appliquer
la prop. 29.

COROLLAIRE 2. — Soient G un groupe de Lie de dimension finie, G, et G4 deux sous-
groupes de Lie de G. On suppose K de caractéristique 0. Alors Gy O Gy, est un sous-groupe
de Lie de G d’algébre de Lie L(G,) N L(Gy).

On applique la prop. 29 a Pinjection canonique de G, dans G et au sous-
groupe G,

CoroLLAIRE 3. — Soient G, G', H des groupes de Lie, ¢: G—H et ¢': G’ —H des
morphismes de groupes de Lie. Supposons K de caractéristique O et H de dimension finie.
Soit F ensemble des (g, g') € G x G’ tels que o(g) = o(g'). Alors I est un sous-groupe
de Lie de G x G, et L(F) est Pensemble des (x, %) € L(G) x L(G’) tels que
L(g)x = L{g)x.

On applique le cor. 1 aux morphismes (g, ¢') — ¢(g) et (g, g') — 9'(g")
de G x G’ dans H.

Propostrion 30. — Soient G un groupe de Lie de dimension finie & base dénombrable,
H et H' des sous-groupes de Lie de G. On suppose K. de caraciéristique 0, et HH' localement
Sermé dans G.

(1) HH' est une sous-variété de G, et T,(HH") = L(H) + L(H').

(ii) Supposons tout élément de H permutable & tout élément de H'. Alors HE est un
sous-groupe de Lie de G. Soit ¢ Uapplication (h, h') +—>hb' de H x H' sur HH'. Le
noyau de o est Pensemble des (m,m™1) ot meH NH', et le morphisme de
(H x H")/Ker ¢ sur HH’ déduit de ¢ par passage au quotient est un isomorphisme de
groupes de Lie.
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Faisons opérer H x H’ 4 gauche dans G par Papplication ((&, 1'), g) —> hgh’ ~*.
L’application orbitale p de e est (%, &") > AR’ ~1. D’apres la prop. 14 (iii) du § 1,
n°® 7, HH’ est une sous-variété de G, et T,(HH') = Im T,(p). Or

Te(p) (L(H) x {0}) = L(H) et T(p)({0} x L(H)) = L(H’)

donc T, (HH")=L(H)+L(H’). Supposons tout élément de H permutable &
tout élément de H'. Alors HH’ est un sous-groupe de G. D’aprés (i), c’est un
sous-groupe de Lie de G. Le reste de I’énoncé résulte de la prop. 28.

ProrosrTioN 31. — Soient G un groupe de Lie de dimension finie & base dénombrable, H
un sous-groupe de Lie distingué de G, A un sous-groupe de Lie de G. On suppose que K est
de caractéristique O et que AH est fermé. Soit ¢ le morphisme canonique de G sur GJ/H.
Alors les applications canoniques

A/(H N A) — ¢(A), AH/H — ¢(A)

sont des isomorphismes de groupes de Lie.

D’apres la prop. 30, AH est un sous-groupe de Lie de G. D’aprés le cor. 2
de la prop. 29, H N A est un sous-groupe de Lie de G. On peut donc parler
des groupes de Lic AH/H et A/(H N A). D’autre part, ¢(A), qui est 'image
canonique de AH dans G/H, est fermé, donc est un sous-groupe de Lie de
G/H (prop. 28 (iii)). La prop. 28, appliquée aux morphismes composés
A - G — G/H et AH — G — G/H, prouve que les applications canoniques de
la proposition sont des isomorphismes de groupes de Lie.

Prorosition 32. — Sotent G et H des groupes de Lie, k un sous-corps fermé non discret
de K, et ¢ un morphisme de G dans H pour les structures de groupes de Lie sur k. Supposons
K de caractéristique 0. St L) est K-lindaire, ¢ est un morphisme pour les structures de
groupes de Lie sur K.

Pour tout g€ G, on a

To(9) = Te(v(e(g))) o Lie) o Ty(¥(2)™7)
donc T,(p) est K-linéaire. La proposition résulte alors de VAR, R, 5.14.6.

9. Algébre de Lie du groupe des éléments inversibles d’une algébre

Soit A une algebre associative normable compléte, ayant un élément unité e.
Soit A* le groupe des éléments inversibles de A. On a vu (§ 1, n° 1) que A* est
une sous-variété ouverte de A, et est un groupe de Lie. Soient G un groupe de Lie,
fun morphisme du groupe de Lie G dans le groupe de Lie A*. On peut considérer
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f comme une application analytique de G dans I’espace normable complet A.
Dong, si ¢ € 7(G), on peut former {¢, f>, qui est un élément de A.

ProrosiTion 33. — L'application t— (L, f est un morplisme de Palgébre T (G)
dans Palgébre A.
11 suffit de vérifier que, si ¢ et ¢’ sont des distributions ponctuelles sur G, on a

<t * t’:f> = <taf><tl3f>' Or
gt fy=aQt, (g 8) —flgg)
=4, (8 &)~ f(f(g)

= LSS (VAR, R, 13.4.3).
C.Q.F.D.

Le morphisme de la prop. 33 est dit associé a f.

Prenons pour G le groupe A* lui-méme, et pour f Papplication identique ¢
de A*. Nous obtenons un morphisme, dit canonigue, de I'algébre J*(A*) dans
lalgébre A. L’espace tangent T,(A*) s’identifie canoniquement & A; et, si
t e T,(A*), la définition de cette identification est telle que (¢, 1> = & Ceci posé,
la prop. 33 entraine le corollaire suivant:

COROLLAIRE. — L’application canonique C de L(A*) dans A est un isomorphisme de
Ualgébre de Lie L(A*) sur Palgébre de Lie A. Autrement dit, on a

&2, 8]) = E(@)L(8) — £(b)(a)

quels que soient a, b dans L(A*). 8t K est de caracténistique p > 0, on a {(a*) = {(a)?
pour lout a € L(A¥*).

On identifie désormais L(A¥*) et A grice a 'isomorphisme .
Le morphisme canonique de 7 *(A*) dans A a été obtenu comme cas parti-
culier du morphisme de la prop. 33. Mais on peut procéder en sens inverse:

Prorosition 34. — Soient H un groupe de Lie, A une algébre associative normable
compléte unifére, o H — A* un morphisme de groupes de Lie. Le morphisme associé ¢’
de T (H) dans A s obtient en composant oy et le morphisme canonique de T (A*)
dans A. En particulier, ¢'(x) = L(g)(x) pour tout x € L(H).

En eflet, soit ¢ Papplication identique de A* dans A. On a, pour tout
te I (H),

¢'(1) = o> =<biog)
= {og(t), 1> (VAR, R, 13.2.3).

10, Algébres de Lie de certains groupes linéaires

Soit E un espace normable complet. Alors #(E) est une algébre normable com-
plete unifere, et GL(E) est un groupe de Lie. D’aprés le cor. de la prop. 33, n° 9,
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si on identifie canoniquement T, (GL(E)) 4 #(E), la structure d’algebre de Lie
de L(GL(E)) est donnée par le crochet (x,y) > xy — yx de deux éléments de
Z(E). En particulier, L(GL(n, K)) s’identifie canoniquement a g{(n, K) (chap. 1,
§1,n°2).

Prorostrion 35. — Soit B un espace vectoriel de dimension finie. Soit ¢ le morphisme
gv>det g du groupe de Lic GL(E) dans le groupe de Lie K*. L’application L(p) de
P (E) dans K est Uapplication x > Tr x. Le noyau SL(E) de ¢ est un sous-groupe de Lie de
GL(E) d’algébre de Lie sI(E).

Choisissons une norme et une base dans E. Le développement du déterminant
prouve que

det(l + u) el + Tru + o(|ul)

quand u tend vers 0 dans Z(E). Donc, compte tenu de la prop. 34, n° 9, on a,
pour x € Z(E) = L(GL(E)):

L{g)(®) = <%, ¢p = Trx.

11 en résulte que ¢ est une submersion. Par suite, Ker ¢ = SL(E) est un sous-
groupe de Lie de GL(E) dont Palgébre de Lie est Ker L(o) = sl(E).
C.Q.F.D.

Soient Ey, ..., E, des espaces normables complets, E leur somme directe.
Tout x € Z(E) se représente par une matrice (¥;;); <i,j<n> OU %3 € L (E;, Ej).

ProrostTioN 36. — Soient 1 une partie de {1, 2, ..., n}, G le sous-groupe de GL(E)
Sormé des g = (gi;)1<i,i<n € GL(E) tels que g;; = 0 pour i < jet g, = 1 pour i e L.
Alors G est un sous-groupe de Lie de GL(E), et 1.(G) est [ensemble des
x = (%) 1<i,i<n €L (E) tels que x;; = O pour i < jet x;; = 0 pour i e 1.

Soit S ensemble des (x;;) € Z(E) tels que #;; = O pour ¢ < jet x; = 0 pour
¢ € 1. Alors G est I'intersection de GL(E) et du sous-espace affine 1 + S de Z(E).
Donc G est une sous-variété de GL(E), et Pespace tangent 2 G en 1 s’identifie
as. C.QFED

En particulier, dans GL(z, X), le sous-groupe trigonal large inférieur et le
sous-groupe trigonal strict inférieur, définis comme dans INT, VII, § 3, n° 3, sont
des sous-groupes de Lie d’algébres de Lie t(r, K) et n(n, K} (chap. I, § 1, n°® 2).

Prorosition 37. — Sotent A une algébre associative unifére normable compléte, x — x*
une application linéaire continue de A dans A lelle que (x°)* = x, (xy)* = y'x* quels que
soient x, y dans A. Supposons K de caractéristique #2. Soit G le sous-groupe de A* formé
des x € A tels que xx* = x'x = 1. Alors G est un sous-groupe de Lie de A*, et L(G) est
Pensemble des y € A tels queyt = —y.
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Soit S (resp. S') I'ensemble des y € A tels que y = ¢* (resp. y = —y*). Alors
S, S’ sont des sous-espaces vectoriels fermés de A. La formule

y=3%0y+9)+ 3y —-79)

prouve que A est somme directe topologique de S et S'. Soit f ’application de A
dans S définie par f(x) = xx*. Cette application est analytique. Pour touty € A,
ona f(l +y) =1+ y + 4 + yy*; choisissons une norme sur A compatible avec
sa structure d’algébre; alors

SU+p)el +y+3 +o(|y]) pour y tendant vers 0.

Ainsi, T,(f){y) =y + y*, de sorte que f est une submersion en 1. Par suite, il existe
un voisinage ouvert U de 1 dans A tel que U N G soit une sous-variété de U.
Donc (§1, n°® 3, prop. 6), G est un sous-groupe de Lie de A*. En outre,
L(G) = T,(G) = Ker T, (/).

COROLLAIRE 1. — Supposons K. de caractéristique # 2. Soient E un espace vectoriel de
dimension finie sur K, et @ une forme bilinéaire symétrique (vesp. alternée) non dégénérée
sur E. Pour tout u € £ (E), soit u* ladjoint de u relativement & ¢. Soit G le groupe
orthogonal (vesp. symplectique) de . Alors G est un sous-groupe de Lie de GL(E), et
L(G) est Pensemble des x € L (E) tels que x* = —x.

On applique la prop. 37 avec A = Z(E} et x* = x*.

Remargue. — Soient B une base de E, et J la matrice de ¢ par rapport a B. Alors
L(G) est Pensemble des éléments de #(E) dont la matrice X par rapport 4 B
vérific Pégalité

X=-JXJ L

Ceci résulte de A, IX, § 1, formule (50).

CoroLLAIRE 2. — Soient E un espace hilbertien complexe (vesp. réel), U le groupe
unitaire de E. Alors U est un sous-groupe de Lie réel de GL(E), et L(U) est Pensemble des
x € L(E) tels que x* = —x.

On applique la prop. 37 avec A = Z(E) considérée comme algebre sur R, et
X = x%,

COROLLAIRE 3. — Soient E un espace vectoriel complexe de dimension finie, @ une _forme
sesquilinéaire hermitienne non dégénérée sur E, U le groupe unitaire de o. Alors U est un
sous-groupe de Lie réel de GL(E), et L(U) est Pensemble des x € L (E) fels que ix soit
hermitien.

Lorsque E # {0}, U n’est pas un sous-groupe de Lie du groupe de Lie complexe
GL(E), car L(U) n’est pas un sous-espace vectoriel complexe de &£ (E).
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11. Représentations linéaires

Soient G un groupe de Lie, E un espace normable complet, 7 une représentation
linéaire analytique de G dans E (§ 1, n° 2). Le morphisme associé ¢+ {¢, =) de
J)(G) dans Z(E) est un morphisme d’algébres (n° 9, prop. 33), et sa restriction
4 L(G) est L(x). Donc L(x) est une représentation de L(G) dans E (chap. 1, § 3,
déf. 1).

Prorosrrion 38. — Considérons G comme opérant a gauche dans E par Iapplication
(g, x) > w(g)x. Sotent b e E et o(b) son application orbitale. Identifions canoniquement
T, (E) a E. Pour tout t € L(G), on a

(L)) (8) = <b, p(b)) = e(b)st = t 5,

En particulier, le champ de vecteurs défini par ¢ sur B est le champ b — (L{xm)t)(b).
On a L(n)t = (&, =) (n° 9, prop. 34). Comme P'application A+ 4b de L (E)
dans E est linéaire continue, on en déduit que

Lm)t) () = <t, g>n(2)b)

= <t3 IdE © P(b)>
— )t 1d> (VAR R, 13.2.3)

e(b) 4.

Enfin, p(b)4t = t x g, (n° 3, prop. 14 (ii)).

i

Prorosrrion 39. — On suppose K de caractéristique 0. Soient G un groupe de Lie, E un
espace vectoriel de dimension finie, © une représentation linéaire analytique de G dans E.
Soient By, E, des sous-espaces vectoriels de E, tels que Ey < Eq. L’ensemble G des g € G
tels que 7(g)x = x (mod. E,) pour tout x € E, est un sous-groupe de Lie de G, et L(G,)
est Pensemble des a € L(G) tels que L(w)a applique E, dans E,.

Cela résulte des prop. 29 (n° 8) et 36 (n° 10).

CoRrOLLAIRE 1, — Les notations étant celles de la prop. 39, Uensemble des g € G tels que
w(g)(E,) = E; est un sous-groupe de Lie de G, et son algébre de Lie est Pensemble des
a € L(G) tels que L(w)a applique £, dans E,.

On applique la prop. 39 avec E; = E,.

CoroLLARE 2. — Soient G, E, © comme dans la prop. 39. Soit F une partie de E.
Lensemble des g € G tels que =(g)x = x pour tout x € ¥ est un sous-groupe de Lie de G,
et son algébre de Lie est ensemble des a € L(G) tels que (L(w)a) (x) = O pour tout x € F.

On applique la prop. 39 avec E, = {0}, E, étant le sous-espace vectoriel de
E engendré par F. C.Q.F.D.
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Soient =y, 7, . . ., 7, des représentations linéaires analytiques de G. Il est
clair que la somme directe © des m; (A, VIII, § 13, n° 1) est une représentation
linéaire analytique de G, et que L(n) est la somme directe de L(ry),
L(xry), ..., L(m,) (chap. I, § 3, n° 1).

Prorosrrion 40. — Svient G un groupe de Lie, E un espace normable complet, = une
représentation lindaire analytique de G dans E, F un sous-espace vectoriel fermé de E stable
par ©(G). On suppose K de caractéristique O, ou bien T _facteur direct de E.

(1) La sous-représentation 7, et la représentation quotient wy de w définies par F sont
des représentations analytiques.

(if) F est stable par L{=) (L(G)).

(iit) Soient oy et py la sous-représentation et la représentation quotient de L{x) définies
par F. Alors L{ry) = py, L(ry) = po.

Soit A 'ensemble des # € Z(E) tels que 4(F) < F. Alors A est un sous-espace
vectoriel fermé de £ (E), et = prend ses valeurs dans A. En vertu des hypothéses
sur K et F, Papplication n": G — A de méme graphe que 7 est analytique (VAR,
R, 5.8.5). Les applications canoniques 0;: A — L (F) et 0,: A - Z(E/F) sont
linéaires continues, donc analytiques. Cela prouve (i). Les applications T, (r) et

T,(z") ont méme graphe, donc L{r)(L(G)) = A, ce qui prouve (ii}. On a

To(ny) = Te(B0n’) = 0; 0 Ty(n") = ¢4
To(mg) = Ty(0g0w") = 0y0 T (n) = p,.

ProrosiTioN 41. — Soient G an groupe de Lie, wy, s, . . ., Ty, © des représentations
linéaires analytiques de G dans des espaces normables complets E;, Eg, ..., E,,
E. Soit (%1, %9y« .., ¥n) —> X4X%g. . . %, une application multilinéaire continue de
E, x E; x -+ x E, dans E. Supposons que

(@) (aaz. - ) = (ma(8)%y) (ma(8)¥a) - - - (mul8) (¥)

quels que soient g€ G, x, € Ey, ..., x, € E,. Alors

(L(m)a) (w1%5. . .x,) = izl xyxg. X1 (L) @) x)Xig g - %y

quels que sotent a € L(G), #, € Eq, ..., x, € E,.
Faisons le calcul pour n = 2 par exemple. On a

(L(m)a) (x1%2) = {a, g > 1(g) (¥1%)> (prop. 38)
= {a, (gr>71()x1) (g > m2(8)%2)>
= <@, gr> 11 (gx) #2 + x1.4a, g > m3(g)xy  (VAR, R, 5.5.6)
= (L) a)ay) . 22 + 2. (L(mg)a)xs) (prop. 38).
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CoRroLLAIRE 1. — Soient G un groupe de Lie, E, ..., E, | des espaces normables
complets, 7, . . ., T, 4., des représentations linéaires analytiques de G dans Eq, . . ., Ep 4 1.
Soit E = L Ly, ..., E,; B, 1) Uespace normable complet des applications multilinéaires
continues de B, x -+ x E, dans E,, 1 (TG, X, § 3, n°® 2). Pour tout g € G, soit (g)
Cautomorphisme de ¥ défini par

(m(g)u) (15 - - -5 %) = T 41 (8) (w(ma(8) " 205 - - -5 (&) T120))-

Alors w est une représentation linéaire analytique de G dans E, et

((L(Tc)a)u) (xla ] xn) = = izl u('xla ce X1y (L(ni)a)xi; Xitts- oo xn)
+ (L(mn12)@) ((xs; - - -5 %a)

quels que sotent a e L(G),ue B, 2 €Eq, ..., 5, cE,.
Tout élément (4, ..., 4,,,) de L(E;) x --- x Z(E,, ) définit un endo-
morphisme continu 6(4,,..., 4, ,,) de E par la formule

(6<A1> e An+l)u) (xl’ M xn) = An+1(u(A1xla AR ] Anxn))'

L’application 6 de #(E;) x --- x #(E, ) dans £ (E) est multilinéaire continue.
On a, pour tout g e G,

n(g) = e(ﬁl(g_l)’ e T(871), T a(8))
donc = est analytique. Appliquons la prop. 41 a I'application
(%15 o ooy Xpy ) > w2y, . o oy %)
deE; x .-+ x E, x Edans E, .. On a bien
Taa (@) Wty oy ) = (D) (ma (s - - -, Tl )2)
donc
(Lo )0) (s - - - 52)
= 2 4ty (LR -y 1) + (L), -, ).

Lorsque les E; sont de dimension finie, la représentation L(rn) de L(G) se déduit
des représentations L(n,),. . .,L(w,+1) par le procédé du chap. I, § 3, prop. 3.

COROLLAIRE 2. — Soient G un groupe de Lie, 7@ une représeniation lindaire analytique de
G dans un espace normable complet E. Alors g > 'n(g) ™ est une représentation linéaire
analytique o de G dans Uespace normable complet £ (E, K),* et L(p)a = —4(L{x)a) pour
tout a € L(G).

1 Comme lorsque K = R ou G, le transposé *(¢) envisagé ici est la restriction 2 £ (E, K) du trans-
posé de t(g) au sens purement algébrique.
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C’est un cas particulier du cor. 1.
On dit que p est la représentation contragrédiente de .

Lorsque E est de dimension finie, L(p) est la représentation duale de L(r) au sens
du chap. I, § 3, n° 3. .

CoROLLAIRE 3. — Soient G un groupe de Lie, w0, . . ., w, des représentations linéaires
analytiques de G dans des espaces vectoriels de dimension finie By, ..., E,. Alors la
représentation ©; & - - Qw, de G (Appendice) est analytique, et L, & --- Q =)
est le produit tensoriel de Li(rw,), . . ., L{x,).

L’application (4;,...,4,) >4, Q---Q4, de ZLE) x--- x L(E,)
dans Z(E, ®--- ®E,) est multilinéaire, d’out le fait que = est analytique.
Considérons Papplication (xy,...,2,) >%; Q- Qx, de E; x -+ x E, dans
E, ®---®E,. Dapres la prop. 41, on voit que

(Lm)a)(x, Q- @ &) =2:1x1 R - QLm)a)x Q- Dx,

quels que soient a e L(G), x; € E; pour 1 < ¢ < 2. Donc L(r) est produit tensoriel

des L(m;).
COROLLAIRE 4. — Sotent G un groupe de Lie, @ une représentation linéaire analytique de

G dans un espace vectoriel de dimension finie E. Alors les représentations T"(x), S"(x),
A™(rw) de G (Appendice) sont analytiques, et Uon a

L(M(x) = T'(L(x)),  L(S"(®) = S"(L(w)),  L{A™w) = A(L(w)).
Cela résulte du cor. 3 et de la prop. 40.

COROLLAIRE 5. — Soit A une algébre de dimension finie. On suppose K de caractéristique 0.
Le groupe Aut(A) des automorphismes de A est un sous-groupe de Lie de GL(A), et
L(Aut(A)) est Palgébre de Lie des dérivations de A.

Cela résulte du cor. 1 (appliqué a E = £ (A, A; A)), et du cor. 2 de la prop.
39 (appliqué a la partie de E réduite a la seule multiplication de A).

Remarque. — Appliquonsle cor. 1 avec G = GL(F) (F, espace normable complet),
m;, = my, = ldg, 75 étant la représentation triviale de G dans K. On obtient une
représentation analytique = de GL(F) dans Z(F, F; K). Supposons F de dimen-
sion finie et K de caractéristique 0. Appliquant a = le cor. 2 de la prop. 39 on
retrouve en partie le cor. 1 de la prop. 37.

Prorosrrion 42. — Soient G un groupe de Lie, X une variété analytique, (g, x) — gx
(resp. xg) une loi d’opération & gaucke (resp. & droite) analytique de G dans X, x, un point
de X invariant par G. Pour tout g € G, soit ©(g) lautomorphisme x > gx (resp. xg) de X,
et sout m(g) Iautomorphisme de T, (X) tangent en x4 @ ©(g).

(1) w est une représentation linéaire analytique de G (resp. G") dans T, (X).
(ii) Pour tout a € L(G) et tout &y € T (X), L(r)a. &y peut se calculer ainsi: soient
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D, le champ de vecteurs défini par a sur X, et & un champ de vecteurs de classe C* dans un
voisinage ouvert de X, lel que E(x) = &q; alors

L(Tt)a. Eo = - [Da,, g] (x())‘

On a =(gg') = ©(g)v(g") (resp. (g)v(g)), donc n(gg’) = =(g)w(g’) (resp.
n{g")r(g)). D’autre part, puisque TX est un G-fibré vectoriel de classe C®
(§ 1, n° 8, prop. 16), = est analytique, d’oir (i).

Pour prouver (ii), supposons que G opére a gauche. Il existe un voisinage
ouvert I de 0 dans K et une application analytique y de I dans G tels que y(0) = e,
To(y)1 = a. Alors D, est le champ de vecteurs sur X défini par Papplication
o (A %) > y(M)xdel x XdansX (§ 2,n°2). Sil’on note ¢, la bijection x > y(A)x
de X dans X, on a

Do El(x0) = (5 Ton(@iDE@)))  (VAR, R, 8:45)

A=0

- (5% Tuler)

- (5 =txon) 20

Comme les applications A +>y(2) 7! et A+>y(—1A) sont tangentes en 0, cela est
encore égal a

- (35 (=)

It

~(FEo0m) &

A=0

—L(w)a. &,

12. Représentation adjointe
Soit G un groupe de Lie. Considérons la loi d’opération 4 gauche analytique
(8 ¢) —>gg'e™ = (Intg)g

de G dans G. Cette loi d’opération définit, d’aprés le n°® 3, une application
bilinéaire de 7¢(G) x Z(G) dans 7 (G), que nous noterons T dans ce n°.
D’apres la prop. 13 dun®3,ona

(22) (txt )Tt =¢T(H'T ")
quels que soient £, ¢/, 1” dans 7 “(G). D’aprés la prop. 14 (i) dun® 3, on a

(23) g, T t = (Int g).t
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quels que soient g € G et t €7 “(G). En particulier, I’application £1—+¢,T ¢ de
TN G) dans 7¢)(G) est un automorphisme de la bigébre 7 (G). Ses restric-
tions & U(G), U (G), L(G) se notent Adyey(£), Ady,e(g), Adye(g). On écrit
souvent Ad(g) au lieu de Ady,,(g) quand aucune confusion n’en résulte. D’aprés
(23), Ad(g) est Papplication tangente en ¢ & Int(g). Cest un automorphisme de
Palgébre de Lie normable L(G). Pour K de caractéristique 0, Adg,(g) est
Punique automorphisme de U(G) prolongeant Ad(g).
Si ¢ est un morphisme du groupe de Lie G dans un groupe de Lie H, on a

(24) P T ) = @x() T 04(¢")

quels que solent ¢, ¢’ dans 7 (G); cela résulte de la prop. 15 du n° 3.

Prorosrrion 43. — Soient ¢, u dans 7 (G). Sott izl t; Q1] Uimage de t par le coproduit.
Alors

tTu= Zl Lrust.
Par définition, ¢ T u est I'image de ¢ @ u par Papplication (g, g') +> gg'g™*

de G x G dans G. Or cette application s’obtient en composant les applications
suivantes:

w: (g, 8) (g 88) deG x Gdans G x G x G
B: (g, 8, &N (g8 %" deG x G xGdansG x G x G
vi(g, &,8)>g8"g de G x G x Gdans G,

D’autre part:
n

(1 @u) = 2, (6O Qu= 2 Q4D

i=1

B*(iéti®ti’®u) =i§1ti®ti’v®u

n n
Y*(i; ERE @ u) = 2:1 R R

CororrArRe 1. — Sotent u e L(G), «' e TNG). OnauTu =uxu — ' *u
En effet, I'image de « par le coproduit est « @ ¢, + £, ® u, d’ou

uTu =uxu'x¢e, +e, et wu =uwe —u xu
Cororrare 2. — Soient te TN G) et geG. On a Tt =c¢,xtxg,-1. Si

teL(G), on ae, T t = gtg~?* (ce dernter produit étant calculé dans le groupe T(G)).
En effet, I'image de ¢, par le coproduit est ¢, ) ¢,
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CoroLLARE 3. — Soit a € L(G). Le champ de vecteurs défini par a et par Uopération @
gauche g —Int g de G dans G est le champ R, — L.
En effet, la valeur de ce champ en g est

aTeg, =a%e, —co%a {cor. 1)
(Ra)g — (La)y  (déL. 5).

C.Q.F.D.

Pour tout g € G et tout e L(G), on a
(25) (Adg)(t) = &,T t = &y wbx eyt = glg™.
Puisque Ad g = T,(Int g), la prop. 42 du n°® 11 prouve que Ad est une repré-

sentation linéaire analytique de G dans ’espace normable L(G).

DérNiTioN 7. — La représentation Ad de G dans L(G) s’appelle la représentation
adjointe de G.

Prorosrrion 44. — Pour tout a € L(G), on a
(L(Ad))(a) = ady@a.
Soit b € L(G). D’aprés la prop. 42 (ii) du n° 11 et le cor. 3 de la prop. 43, on a
(L{(Ad))(@) .6 = —[Rq — L, Ly} (e)-

OrR, oL, = L, o R, (n°6, prop. 23 (ii)), d’ou [R,, L,] = 0; compte tenu encore
de la prop. 23 (ii), on a

(L(Ad))(a).b = [Lq, Ly](e) = Lg,ui(e) = [a, 8] = (ady@a)?.

ProrostTioN 45. — Supposons G de dimension finie et K de caractéristique 0. Soit s un
entier >0. Alors Uapplication w2 g v> Ady () est une représentation linéaire analytique
de G dans Uy(G), et L(n)a = ady,gya pour tout a € L(G).

8
La représentation linéaire n est un quotient de (‘90 T"(Ad), donc est analy-
r=

tique. Pour a € L(G) et x4, #5,..., ,dans L(G), on a
(L) (. . 2) = 2 5. (L(Ad)a.x). %, (prop. 41)

= 2:1 ¥1...([a, x]). . .x (prop. 44)

= (ady, @) (%1%a. . . %;).
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Prorostrion 46. — Soient he G, xe€T,(G) e aecL(G). Soit ¢ lapplication
(g, 8)>gg'g™r de G x G dans G. Limage y de (a, x) € T,(G) x T,(G) par
Tem(@) esty = 5 + h((Ad h~Y)a — a).

En effet,

Il

(Teme)(@ ey + e, R %)

=aTe, +&Tx

¥

=a%g, —-g,*¥a + X

K(Ad h~Y)a) — ha + .

ProrosiTioN 47. — Soient G un groupe de Lie, H et E des sous-groupes de Lie de G, et
supposons que RER=* = E pour tout he H. Alors T H)T T(E) =« T)(E).
En particulier, Ad(H) (L(E)) = L(E) e [L(H), L(E)] = L(E).

Eneffet,site 7 (H) ett' e T (E),onat ® ' € 7(H x E), et'image
de H x E par Papplication (g, g') — gg’g™* est contenue dans E.

Prorosrrion 48, — Soient G un groupe de Lie, H et E des sous-groupes de Lie de G.
Supposons que G soit, en tant que groupe de Lie, produit semi-direct de H par E. Soit p
la représentation linéaire g — (Ad g)|L(E) du groupe de Lie G dans L(E) (cf. prop. 47),
et soit o la restriction de p @ H. Alors:

(1) L(G) est somme directe topologique de L(H) et L(E);

(1) L(H) est une sous-algébre de L(G), L(E) est un idéal de L(G);

(111) L{o) est une représentation linéaire de L(H) dans Ualgébre de Lie des dérivations

de L(E);
(iv) L(G) est le produit semi-direct de L(H) par L(E) défini par L(s) (chap. I,
§1, n° 8). '

(i) est évident, (ii) résulte de la prop. 47. On a L(s) = L(p)|L(H). Or,
d’apres les prop. 40 (n° 11) et 44 (n® 12), L(p)(¢) est, pour tout < L(G), la
restriction de ady gy & L(E). Gela prouve (iti). Compte tenu de (i) et (ii), cela
prouve aussi (iv).

CoroLLAIRE, — Soit G un groupe de Lie. Munissons T,(G) de son unique structure
d’algébre de Lie commutative. Soit © la représentation adjointe de L(G). Alors I'algébre de
Lie de T(G) est le produit semi-direct de L(G) par T ,(G) défini par ©. En d’autres termes,
pour x, x' dans L(G) et y, y' dans T,(G), on a

(% 9), (&, 9] = (% 2] [ 9] + [3,%])

(le crochet de gauche étant calculé dans L(T(G)) et les crochets de droite dans L(G)).
Cela résulte de la prop. 48, et de la prop. 6 du § 2, n° 2.

Prorosrrion 49. — Soit A une algébre associative unifére normable compléte. Identifions
A aL(A*), Alors,sige A* etyec A, ona (Ad g)y = gyg™*.
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Rappelons que Ad g = T;(Int g). Soit #, 'application x + gxg~! de A dans
A. La carte identique de A* dans A transforme Int g en #,|A¥. L’application
tangente en chaque point de A* & cette application est égale a u,, d’o1 la propo-
sition.

CoROLLAIRE. — Pour tout g € A*, soit i(g) lautomorphisme y > gyg~1 de A, de sorte
que © est une représentation linéaire analytique de A¥* dans A. Pour tout z € L(A¥*) = A,
L(3) z est la dérivation intérieure y — zy — yz de A.

Cela résulte des prop. 49 et 44.

13. Tenseurs et formes invariantes

Soit G un groupe de Lie. Considérons G comme opérant sur lui-méme par trans-
lations a gauche (resp. a droite). Soit A un foncteur vectoriel de classe C® pour les
isomorphismes. Alors A(TG) est un G-fibré vectoriel a gauche (resp. a droite)
analytique (§ 1, n° 8, cor. de la prop. 16). L’application (g, u)r> gu (resp. ug)
de G x A(L(G)) sur A(TG) est un isomorphisme ¢ (resp. ¢) de G-fibrés vectoriels
(§ 1, n° 8, cor. 2 de la prop. 17). Toute section G-invariante de A(TG) est analy-
tique, et déterminé par sa valeur en ¢ (§ 1, n° 8, cor. 1 de la prop. 17). Une telle
section est dite fnvariante & gauche (vesp. d droite). Soit ¢ une section invariante-a
gauche de A(TG); la transformée ¢’ de ¢ par une translation & droite 3(g) est
définie par o'(3(g)h) = AMT,(3(g)))e(k) quel que soit £ € G; elle est encore in-
variante 4 gauche; elle se déduit aussi de o par y(g)  3(g) = Int(g), donc

(26) o'(e) = A(Ad g).c(e).

De méme, soit v une section invariante a droite de A(TG); la transformée <" de
7 par une translation a gauche y(g) est encore invariante a droite, et 'on a

27) 7(e) = A(Ad g).7(e).

Considérons maintenant G x G comme opérant & gauche dans G par
((g,8),8") > gg"g'" L. Alors G est un espace homogéne de Lie & gauche pour
G x G (§ 1, n°6, Exemple). Donc A(TG) est un (G x G)-fibré vectoriel & gauche
analytique. Une section de A(TG) est dite biinvarianie si elle est invariante par
Pactionde G x G dans A(TG), autrement dit s1 elle est invariante par les trans-
lations a gauche et a droite. Soit A(L(G)), Pensemble des éléments de A(L(G))
invariants par A(Ad(G)). Pour tout u € A(L(G)}),, soit o, 'application de G dans
A(TG) définie par ¢,(g) = gu = ug. Alors, u — o, est une bijection de A(L(G)),
sur ensemble des sections biinvariantes de A(TG) (§ 1, n°8, cor. 1 de la prop. 17).

Prorosition 50. — Soit G un groupe de Lie (supposé de dimension finie si K est de
caractéristique >0). Soit E Pespace vectoriel des formes multilinéaires alterndes continues de
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degré k sur 'T,(G). Pour tout u € E, soit o la forme différentielle de degré k sur G telle
que (o), soit la forme multilindaire sur 'Ty(G) déduite de u par la translation h v gh
(resp. k> hg). Alors o est analytique invariante & gauche (resp. & droite) sur G. L’ appli-
cation u— ¥ est un isomorphisme de B sur Uespace vectoriel des formes différentielles de
degré k invariantes & gauche (vesp. é droite) sur G.

C’est un cas particulier de ce qu’on a dit plus haut.

Soit F un espace normable complet. La prop. 50 reste valable si ’on remplace
les formes différentielles sur G & valeurs dans K par les formes différentielles sur G
a valeurs dans F. Pour toute application linéaire continue % de T,(G) dans F, il
existe une forme différenticlle ©* de degré 1 sur G, a valeurs dans F, telle que
(%) g=uo Ty(y({g) ~*). En particulier, prenons F =T, (G) et u = Idy - On obtient
alors la forme différentielle o sur G telle que o, = T,{(y(g~1)); cette forme
différentielle est invariante & gauche et analytique; on Pappelle 1a forme différentielle
canonique gauche de G. On a w,(¢) = g~ ¢ pour tout ¢ € T,(G).

Si F est de nouveau un espace normable complet quelconque, et si
ueZ(T,(G), F),ona o* = u o w. En particulier (prenant F = K), 'application
2 +> v o o est une bijection linéaire du dual de T,(G) sur I'cspace vectoriel des
formes différentielles de degré 1 a valeurs dans K invariantes a gauche sur G.

De méme, la forme différentielle o’ sur G telle que o, = T,(3(g))
s’appelle la _forme différentielle canonique droite de G. On a des propriétés analogues 3
celles de w, qu’on laisse au lecteur le soin d’énoncer. L’application g > g~ 1 de G
sur G transforme o en o',

14, Formules de Maurer-Cartan

Soit X une variété de classe C7, de dimension finie si K est de caractéristique >0 et
soit L. une algébre de Lie normable compléte. Soit o une forme différentielle de
degré 1 sur X & valeurs dans L, de classe C" 1. Soit x € X. L’application

(1, ug) > [oe(ug), ot(u2)]
de T ,(X) x T,(X) dans L est une forme bilinéaire alternée continue sur T, (X),
a valeurs dans L. Nous la noterons [«]2, de sorte que [«]? est une forme différenti-
clle de degré 2 sur X 2 valeurs dans L. Identifiant un voisinage ouvert de x dans
X a une partie ouverte d’un espace de Banach, on voit aussitét que [«]? est de
classe C7~%. 51 X’ est une variété de classe Cr et 2 X’ — X un morphisme, on a

(28) LF*(@)]? = f*([«]?).
Soient «, B deux formes différentielles de degré 1 sur X & valeurs dans L, de

classe C'~1. Le produit extéricur « A 8 de a et B (VAR, R, 7.8.2) est une forme
différentielle de degré 2 sur X, a valeurs dans L, de classe CG"’~1; on a

(29 (a2 A Balur, ua) = [oa{u1); Bu(u)] — [on(2), B(a)]
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pour uy, u, dans T, (X). 11 est immédiat que

(30) [o + B = [a]® + [B]* + 2 A B

(31) o A o = 2[«]%

Prorosrrion51.—Soit G un groupe de Lie, de dimension finie si K est de caractéristique >0,

et sotent ay, . . ., a, des éléments de L(G), ¥ un espace normable complet, o une forme
différentielle de degré p — 1 sur G & valeurs dans F. Si « est invariante & gauche, on a

(do)o(ag, ...y ap) =
& (=D oy([a a5l @y o5 o1y Gip1s e o5 G5 Ty - - -5 Gp)-
8% o est invariante & drotte, on a
(do),(ag, ..., ay) =
_«;Z (=) e ([as; ], 15« o5 15 Gins o o5 @515 Qi - o -5 )
Supposons « invariante a gauche. D’aprés VAR, R, 8.5.7, on a

(d‘x) (Lal’ B La,,) = 12 ('— 1)1_1 Lal‘x(Lala .- -3Lai_1> Laz+1> ERRE) Lap)

+ z; (_ 1)i+jd([Lap La,]) Laﬁ cees La,-p L
Mais les fonctions «(L,,,..., L, ,, L
gauche, donc constantes. Donc

Log(Lop .oy Ly L

(5] La,_l: LaHl: ) Lap)'

L,,) sur G sont invariantes a

Qig12 " °
Qy412° ° D
asnr > La) = 0.

Par ailleurs, [I,, L,] = L, oy (prop. 23), d’ott la premiére formule de la
prop. 51. La deuxie¢me s’établit de maniere analogue, en tenant compte cette
fois de [R,, Ryl = —Ryg o

CorOLLARE 1. — Soient G un groupe de Lie, de dimension finie st K est de caractéristique
>0, o et o' les_formes différentielles canoniques gauche et droite de G. On a
do + [0]? = do’ — [0']2 = 0.
D’apres la prop. 51, on a
(do)o(ar, 3) = —([a1, as]) = —[a1, a5] = —[(a), ©(a5)]
= —[e](a; a5)

d’ol la premiére formule. La deuxiéme s’établit de maniére analogue.

COROLLAIRE 2. — Supposons G de dimension finie. Soient (eq, . . ., e,) une base de L(G),
(eF, ..., &) la base duale, (c;5,) les constantes de structure de L.(G) relativement a la base
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(€15 -+ -5 &), 0; (resp. ) la forme différentielle invariante & gauche (resp. & droite) sur G,
d valeurs dans K, telle que (0,), = €f( resp. (w}), = &F). Alors
dcok+izjc,jkmi/\m,-=0 k£=12,...,n)
do, — Z; ool A @, =0  (k=1,2...,7).
En effet,sir < s,ona
(do)e(e &) = — (wi)e(lers &1)
2 Gra(o)ele)

It

= —lpgie
= —i;. (0 A ©))(er, &)

On raisonne de méme pour les wj.

15. Construction de formes différentielles invariantes

Lemme 2. — Sotent G un groupe de Lie, U un voisinage ouvert symétrique de e dans G, E
un espace normable complet, ¢: U? — E une application analytique. Pour tout g € U, soit
o, la différenticlle au point g de I application k> @(g™ k). Alors  est la restriction 4 U
de la forme différentielle invariante & gauche sur G dont la valeur en e est d,o.

11 est clair que o, = d . Pour tout g € U et tout ¢t € T,(G), on a

g, Te(v(8))2> = <dy(9 = v(g) "), Tlx(g))>
= {dp o Ty(v(8) ™), Te(v(8))8) = {deo, £

donc o, se déduit de d,¢ par T.(y(g)).

ProrosITION 52, — Soient n un entier >0, G un groupe de Lie de dimension n, U un
voisinage ouvert symétrique de ¢ dans G, $: U2 — K" une carte de G telle que $(e) = 0.
St (%1, . - ., %) sont les coordonnées dex € Y(U) et (yy, . . ., Yy) les coordonnées dey € $(U),
notons

ml(xl: ceesXns Y1y .- '3.7/1»): ] mn(xl, EEPRAYY /T ',yn)

les coordonnées de Y($~*(x) "1~ 1(y)). Alors, si Pon pose, pour 1 < k < n,
(82) (M ee s ®n) = Dypuattty K1y e v vy Xny Xay o ooy Xp) A%y + -+
+ Dank (xla ceryXpy X1y e e ey xn) dxm

les formes différentielles ;, sur $(U) sont déduites par { de formes différentielles invariantes
& gauche sur G, et telles que w, (0, . .., 0) = dx.
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Appliquons le lemme 2 avec E = K, en prenant pour ¢(g) la coordonnée
d’indice £ de §(g). On obtient une forme différenticlle o, ; soit w, sa transformée
par ¢. La valeur de @ en (x4,..., x,) est la différentielle en (x1,...,%,) de la
fonction y > my(%y, .. .5 Xps Y15+« 5 Yn); cette valeur est donc fournie par la
formule (32). Il suffit alors d’utiliser la conclusion du lemme 2.

ProrositionN 53. — Soient G un groupe de Lie, A une algébre normable compléte, ¢ un
morphisme de groupes de Lie de G dans A*. Pour tout g € G, soit o, = ¢(g)~1.dyp.
Alors o est la forme différentielle invariante & gauche sur G dont la valeur en e est d .

En effet, appliquons le lemme 2 avec E = A, U = G. La différenticlle en g
de Papplication &> (g™ %) = ¢(g) (k) est ¢(g) 1. dyo.

16. Mesure de Haar sur un groupe de Lie

Soit G un groupe de Lie de dimension finie 7. Alors A™(T,(G)) est de dimen-
sion 1. Donc (n°® 13) I’espace vectoriel S des formes différentielles de degré »
invariantes a gauche sur G est de dimension 1. Soit (wy,..., »,) une base de
Pespace vectoriel des formes différentielles de degré 1 invariantes a gauche sur G;
alors ®; A oy A --- A o, est une base de S.

Prorosition 54. — Soient G un groupe de Lie de dimension finie n, o une forme différen-
tielle de degré n invariante & gauche sur G, et ¢ un endomorphisme de G. On a

#*() = (det L(e))o.
Posons L{g) = #, 0, = f, ¢*(0), = g. Quels que soient x4, . . .,x, dans L(G),
ona
g(xl, cees xn) =f(ux1> rees uxn) = (det u)f(xl: sy xn)

donc 9*(w), = det L(g).n,. D’autre part, si g€ G, ona ¢ o y(g) = y(9(g)) ° o,
donc y(g)*e*(w) = ¢*(w). Ainsi, ¢*(w) est invariante a gauche, d’olt la propo-
sition.

COROLLAIRE, — Pour tout g€ G, on a
3(g)*w = (det Ad g)w.
En effet, 3(g)*o = 8(g)*v(g)*0 = (Int g)*w, et L(Int g) = Ad g.
C.Q.E.D.

Soient G un groupe localement compact, ¢ un endomorphisme de G. Sup-
posons qu’il existe des voisinages ouverts V, V' de ¢ tels que ¢(V) = V' et que
¢|V soit un isomorphisme local de G a G. Soit & une mesure de Haar & gauche
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de G. D’apres INT, VII, § 1, cor. de la prop. 9, il existe un nombre ¢ > 0 unique
tel que ¢(p|V) = a p[V'. 1l est clair que « est indépendant des choix de V,
V’, w. On Pappelle le module de ¢ et on le note modg ¢ ou simplement mod .
Lorsque ¢ est un automorphisme de G, on retrouve la déf. 4 de INT, VII, § 1.

ProposiTION 55. — Supposons K localement compact. Soit p. une mesure de Haar sur
le groupe additif de K. Soit G un groupe de Lie de dimension finie n.

(i) Soit o une forme différentielle de degré n sur G, invariante & gauche et non nulle.
Alors la mesure mod (o), (VAR, R, 10.1.6) est une mesure de Haar & gauche de G. St
K = R, et 5t G est muni de Porientation définie par o, la mesure définie par » (VAR, R,
10.4.3) est une mesure de Haar & gauche de G.

(ii) Soit © un endomorphisme étale de G. On a mod ¢ = mod det L(gp).

(i) est évident. Soient V, V' des voisinages ouverts de ¢ tels que ¢(V) = V' et
que ¢|V soit un isomorphisme local de G4 G. On a

p~Ymod (w), | V) = mod (¢*{w)), | V) par transport de structure
mod(det L{p)o | V), (prop. 54)
mod det L(p) (mod (w),) | V)

I

Il

d’olr mod ¢ = mod det L(gp) par définition de mod ¢.

COROLLAIRE. — Pour tout g€ G, on a Ag(g) = (mod det Ad g) ~L. En particulier,
pour que G soit unimodulaire, il faut et il suffit mod det Ad g = 1 pour tout g € G.
En effet,
Ac(g) = (mod Int g) 1 (INT, VII, § 1, formule (33))
= (mod det L(Int g)) ~* (prop. 55)
= (mod det Ad g)~1.

Remarque. — Reprenons les hypothéses et les notations de la prop. 52, et supposons K
localement compact. Soit . la mesure

mod det (D .y my (R1y« o o5 %ny K15 o« o5 %n) )1 <tiexn G¥1e o Xy
sur $(U). Alors ¢ ~1(u) est la restriction 4 U d’une mesure de Haar de G.

Prorosirion 56. — Soient G un groupe de Lie de dimension finie n, T un sous-groupe de
Lie de dimension p, X Uespace homogéne de Lie G[H. On suppose que

det AdL(G) ]Z = det AdL(H) }l
pour tout b e H. Alors:

(i) Les formes différentielles de degré n — p sur X invariantes par G sont analytiques.
(i) L’espace vectoriel de ces formes est de dimension 1.
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(iil) 8% o est une telle forme non nulle, et st K est localement compact, mod (o), est une
mesure non nulle sur X invariante par G.

D’apres le § 1, n° 8, Exemples, Alt"~?(TX, K} est un G-fibré vectoriel analy-
tique. Soit x, I'image canonique de ¢ dans X; son stabilisateur est H. La fibre de
Ale"=?(TX, K) en x5 est AP T, (X)*, et T, (X) s'identifie canoniquement a
L(G)/L(H). 5i & € H, Pautomorphisme 7, de X défini par % se déduit par passage
au quotient de ’'automorphisme g+ %gh~* de G. Donc automorphisme T, (1)
se déduit par passage au quotient de Ady (). Comme

det Adye k= (det Adyg k) . (det Ty (7)),

I’hypothése entraine que det T, (£) = 1. Ainsi, tout élément de A" 7T, (X)*
est invariant par H. Ceci posé, (i) et (ii) résultent du § 1, n°8, cor. 1 de la prop. 17,
et (ii1) est évident.

L’existence d’une mesure positive non nulle sur X invariante par G résulte
d’ailleurs I’INT, VII, § 2, cor. 2 du th. 3, car ’hypothése de la prop. 56 implique
Ag|H = Ag (cor. de la prop. 55).

ProrosiTioN 57. — Soit G un groupe de Lie de dimension finie n. Choisissons une base de
AL (G)*; grice & la trivialisation drotle (vesp. gauche) de N™Y(G)*, cela permet
d’identifier ce fibré vectoriel au fibré vectoriel trivial G x K, de sorte que le transposé d’un
opérateur différentiel scalaire s’identifie @ un opérateur différentiel scalaire.

Cect posé, si u € U(G), le transposé de L, (vesp. R,) est Ly (resp. R,).

Nous raisonnerons dans le cas oll on a trivialis¢é A"T(G)* & 'aide d’une forme
o invariante a droite.

Supposons la proposition prouvée pour des éléments u,, uy de U(G). Alors,

(Luwu,) = YL, © Lu,) (prop. 23)
= t(L,,) o *(Ly,) (VAR, R, 14.3.3)
=Ly oLy par hypothese
= Ly, 43, (prop. 23)
= Ly, seugyv (prop. 7),

donc la proposition est vraie pour u, * #,. Il suffit par conséquent de prouver
la proposition quand # € T,(G). Or, L, est défini par G opérant a droite dans G
(n° 6), donc 6;, o = 0 puisque o est invariante a droite (VAR, R, 8.4.5); par
suite, si f est une fonction analytique dans un voisinage ouvert de ¢, a valeurs dans
K, ona 8, (fo) = (0., f)e (VAR, R, 8.4.8). Compte tenu des identifications
faites et de VAR, R, 14.4.1, le transposé de L, est —L,, c’est-a-dire Ly.

COROLLAIRE, — Sozent G un groupe de Lie réel de dimension finie, p. (resp. v) une mesure
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de Haar a gauche (vesp. d droile) de G, k un entier >0, u e U (G), f et g des_fonctions
réelles de classe C* sur G a support compact. Alors

[ ®upgds = [ fReg) do

[ @wneas = [ ritsg) v
Cela résulte de la prop. 57, et de VAR, R, 14.3.8.

17. Différentielle gauche

Dfrnirion 8. — Soient G un groupe de Lie, M une variété de classe G, f une application
de classe C7 de M. dans G. On appelle différentielle gauche (vesp. droite) de f la_forme
différentielle de degré 1 sur M. @ valeurs dans L.(G) qui, a lout vecteur u € 'T',,(M), associe
Pélément f (m) =% (T f) (w) (vesp. (T f) () f (m)~). '

Dans ce chapitre, nous ne considérerons que la différentielle gauche, que nous
noterons f~1.df, et laisserons au lecteur le soin de traduire les résultats pour la
différentielle droite.

Si f est Papplication identique de G, f~*.df est la forme différentielle gauche
canonique o de G. Revenant au cas général de la déf. 8, on a (f~1.df), =
sy 0 T(f), donc f~1.df = f*(w). Cela entraine que f~1.df est de classe
-1,

Exemples. — 1) Si G est le groupe additif d’un espace normable complet, et si on
identifie canoniquement T((E) a E, f~1.df est la différentielle df définie en VAR,
R, 8.2.2.

2) Supposons que G soit le groupe multiplicatif A* associé a4 une algebre
normable compléte A. Alors f peut étre considérée comme une application de M
dans A, donc la différentielle 4f au sens de VAR, R, 8.2.2 est définie, et le produit
St dfausens de VAR, R, 8.3.2 est défini. Il est clair que cette derniére forme est
identique a la différentielle gauche de f.

Prorosirion 58. — Sovient G et H deux groupes de Lie, M une variété de classe C7, f
une application de classe G de M dans G, et h un morphisme de G dans H. On a
(hof)~t.d(hof) = L(k) o (f7*.df) = (h71.dh) « T(f).
On a, en effet, quels que soient x e M et u € T, (M),
(of)=*.d(kof)(w) = ((heof)(*)) 1. T(hof)(u).
Cette derniére expression est égale, d’une part, &
TH ()~ T(Hw)  §2 prop.5)
= T (R)((S*.4f) (1))
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et d’autre part a

R(f ()~ T(R)(T(f)u)
= (h=L.dh)(T(f)u).

ProrosiTioN 59. — Soient G un groupe de Lie, M une variéié de classe C, f et g des
applications de classe G de M dans G, et p la surjection canonique de TM sur M.
(i) Ona
(fo)7*.d(fe) = (Adegop)~to (f7 .df) + g7*.dg.

(ii) Posons h(m) = f(m)~* pour tout m € M. Alors
hdh = —(Adofop) o (f2.df).

L’assertion (i) résulte du § 2, n° 2, prop. 7. L’assertion (ii) résulte de (i) en
faisant g = A.

COROLLAIRE 1. — Soient s € G, et sg Uapplication x> sg(x) de M dans G. On a
(sg) ~t.d(sg) = g *.dg.

Cela résulte de la prop. 59 (i) en prenant pour jf I’application constante
x+>s de M dans G.

COROLLAIRE 2, — % les applications f et g de M dans G ont méme différentielle gauche,
Uapplication tangente & fo~1 est partout nulle. St de plus K est de caractéristique 0, alors
Jg™ 1 est localement constante.

On a en effet, d’apreés la prop. 59

(g1 d(fz™) = (Adogop) o (f~1df) — (Adegop)e (g2 do).

Sif-t.df=g t.dg,onadonc (fg~1)"*.d(fg"*) = 0,c’est-a-dire T,.(fg"1) =0
pour tout x € M. Ceci prouve la premiére assertion. La deuxi¢me en résulte,
d’apres VAR, R, 5.5.3.

Prorosrrion 60. — Soient G un groupe de Lie, de dimension finie si K est de caractéristique
>0, M une variété de classe C', f une application de classe G de M dans G, el o la
différentielle gauche de f. On a dx + [«]? = 0.
En effet, soit o la forme différentielle gauche canonique de G. Utilisant le cor.
1 de la prop. 51, n° 14, on a
do = d(f*()) =f*(do) = f*(~[w]?)
= —[f*()]* = —[«J%

18. Algébre de Lie d’un groupuscule de Lie

Dans ce n°, on désigne par (G, ¢, 0, m) un groupuscule de Lie. Une grande partie
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des résultats du § sont encore valables, avec la méme démonstration. Nous allons
passer en revue ceux qui nous seront utiles.

18.1 Soit Q Pensemble de définition de m. Soient (g, g') € Q, te TS (G),
t' e TSP(G). Comme au n° 1, on appelle produit de convolution de ¢ et ¢/, et on
note ¢ % t’, Pimage de ¢ @ ¢’ par m. On pose U(G) = T{(G), Uy (G) = T(G),
U+ (G) = TSH(G), UF (G) = TO* (G). Pour ¢, ¢’ dans U(G), £ ¢’ est défini et
appartient a U(G). Pour le produit de convolution, U(G) est une algébre asso-
ciative, avec I’élément unité ¢, filtrée par les U (G). L’isomorphisme canonique
ig.. de gr U(G) sur TS(T,(G)) est un isomorphisme d’algebres.

18.2. Soient G, H des groupuscules de Lie, ¢: G — H un morphisme. Si
te U(G), 'image U(gp)(¢) de ¢ par ¢, est un élément de U(H), et U(p) est un
morphisme de Palgébre U(G) dans I’algebre U(H). L’application 0: x+> x~* de
G dans G définit une application ¢+—¢* de U(G) dans U{G). Pour ¢, ¢" dans U(G),
le produit ¢ * ¢" calculé relativement a G est égal au produit ¢’ * ¢ calculé relative-
ment a Gy et ((+t)" = ¢tV =¢. Ona U(e)®") = (U(e)t)". Si Gy, ..., G, sont
des groupuscules de Lie, et G = G; x - x G, 'isomorphisme canonique de
UG) &---QU(G,) sur U(G) est un isomorphisme d’algébres; pour
by ..t dans U(G),on a ((; ®--- R t,) = ] -+ - X 1. Soient L un sous-
groupuscule de Lie de G, et ¢: L — G Pinjection canonique. Alors U(Z) est un
homomorphisme injectif de D’algébre U(H) dans Dalgebre U(G), et
UE) () = (U@E)(R))" pour tout ¢ € U(H). Munie du produit de convolution et
du coproduit que définit la structure de variété de G, U(G) est une bigebre, et
U(g) est un morphisme de bigebres.

18.3. Soient G un groupuscule de Lie, X une variété de classe C7, et ¢ un mor-
ceau de loi d’opération a gauche de classe C7 de G dans X. Soit Q ensemble de
définition de ¢. Si te T(G), u e TS (X), si (g, %) € Qetsis + s* < 7, on note
¢t u Pimage de t @ u par . Soient e TO(G), t' e TS (G), ue TS (X); si
s+ 5+ 5" <1 etsigg, (go)x, g'x, g(g'x) sont définis, alors

(=) su =t (2 *u).
Soient x, € X, et p(x,) I'application gi— gx,, qui est définie dans un voisinage
ouvert de e. Site U (G), on a p(xg) 4 = ¢ * ¢,,. Ici et dans la suite de ce n°, nous
laisserons au lecteur le soin de faire les traductions pour les morceaux de lois
d’opération a droite.

18.4. Conservons les notations de 18.3. Soit £ € U(G) avec s < 7. Soit f une
fonction de classe C sur X a valeurs dans un espace polynormé séparé. On note
¢+ f la fonction sur X définie par

(= f)(x) = <& ge>f(0(0(g), %))>
= <tv9f° p(x)> = <P(x)*(tv):f> = <tv * €x3f>'
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Si teUyG), t'eUy(G) et si s+ <r, on a {txfy =", "=tf) et
(Ext’) s f = t*(t =f). Soient t € Uy(G), f et f” des fonctions de classe C7 sur
X 4 valeurs dans des espaces polynormés séparés ¥, ¥', et (u, u') —u.u’ une
application bilinéaire continue de F' x I’ dans un espace polynormé séparé; soit

Zl ;& ¢t Pimage de ¢ par le coproduit; sis < r,ona
bx () = 2 (6 xF)E ).

18.5. Conservons les notations de 18.3. Soit £ e Uy(G), avec s < r. L’appli-
cation x+> ¢ * ¢, Sappelle le champ de distributions ponctuelles défini par ¢ et
par le morceau de loi d’opération, et se note parfois DY ou Dy. Si f: X —F est
une fonction de classe C7, la fonction £ * f sur X se note aussi D, f; elle est de
classe O ssis < 0. Site Uy(G), ¢’ € Uy (G), ets + s < r,ona Dy f = Dy (D, f).
Si G et X sont de dimension finie, D; est un opérateur différentiel sur X d’ordre
<s, et de classe C7~¢ (sis < oo). La fonction D, f est alors la transformée de f par
cet opérateur différentiel.

18.6. Soient G un groupuscule de Lie, et £ € U(G). On note L, le champ de
distributions ponctuelles g+ ¢, = ¢ sur G, et R, le champ de distributions ponec-
tuelles gt x g 5ur G. Si fe (G, F), on a L, fe €°(G, F) et R, fe ¢°(G, F).
Pour £, ¢ dans U(G), on a Lyyy = Lo Ly, Riyp = Ry o R, Lo Ry = Ry o Ly,
O(L;) = R}.

18.7. Comme T,(G) est I'ensemble des éléments primitifs de U(G), on a
[T.(G), T.(G)] = T.(G). L’espace normable T,(G), muni du crochet, est une
algébre de Lie normable, appelée algebre de Lie normable de G (ou algebre de
Lie de G), et notée L(G). Soit E(G) P'algebre enveloppante de L(G). L’injection
canonique de L(G) dans U(G) définit un homomorphisme 7 de Palgébre E(G)
dans Talgebre U(G); si K est de caractéristique 0, + est un isomorphisme de
bigebres, grice auquel on identifie U(G) a E(G). Reprenons les notations de
18.3. Pour tout ¢ € L(G), soit D, le champ de distributions ponctuelles défini par a
sur X. L’application (g, x) > D,(x) est un morphisme de classe CG'~? du fibré
vectoriel trivial L(G) x X dans le fibré vectoriel T(X). Soient I une partie
ouverte de K contenant 0, et yv: I — G une application de classe C" telle que
v(0) = e. Soit a = Ty(y)l e L(G). Si f: X —F est une fonction de classe C7,
on a

(Do f) (%) = limy e o £ (v(R)x) — S (x)).
Sir > 2, Papplication a > D, est une loi d’opération infinitésimale & gauche de
classe G~ de L(G) dans X,
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18.8. Soient G et H des groupuscules de Lie, ¢ un morphisme de G dans H.
La restriction de U(g) a L{G), qui n’est autre que T,(¢), est un morphisme con-
tinu de L(G) dans L(H), qu’on note L{¢). Si ¢ est un morphisme de H dans un
groupuscule de Lie,on a L({ o ¢) = L(¢) o L(p). Pour que ¢ soit une immersion,
il faut et il suffit que L{g) soit un isomorphisme de L(G) sur une sous-algébre de
Lie de L(H) admettant un supplémentaire topologique. En particulier, si G est
un sous-groupuscule de Lie de H et si ¢ est Pinjection canonique, on identifie
1.(G) 4 une sous-algébre de Lie de L(H) grice a L(g). Si (G;); < est une famille
finie de groupuscules de Lie et G leur produit, L(G) s’identifie canoniquement 2

I—I[ L(G)).

18.9. Soit G un groupuscule de Lie, de dimension finie si K est de caractéris-
tique >0. Soit I un espace normable complet. Soit & une forme différenticlle
de degré £ sur G a valeurs dans F. On dit que « est invariante a gauche
sur G st o, se déduit de o, par I'application £+ gh d’un voisinage de e sur
voisinage de g. Si o est invariante & gauche, « est analytique. L’application
at>a, est une bijection de Pensemble des formes différentielles de degré &
sur G 4 valeurs dans F et invariantes a4 gauche sur Pensemble des applications
k-linéaires alternées continues de T,(G) dans F. Si «, = Idyg,, « s’appelle la
Sorme différentielle canonique gauche de G. On définit de maniére analogue les
formes différentielles invariantes a droite et la forme différenticlle canonique
droite de G. Si o est la forme différenticlle canonique gauche de G, on a
do> + []? = 0. Soient M une variété de classe C7, f une application de classe
Cr de M dans G. On appelle différentielle gauche de f, et on note f~1.4f, la
forme différentielle de degré 1 sur M a valeurs dans L(G) qui, a tout vecteur
ueT,(M), associe D'élément f(m) *.(T,f)®). On a f~l.df =f*w),
do. + [2]? = 0. Si deux applications f et g de M dans G ont méme différenticlle
gauche, et si K est de caractéristique 0, alors fg~* est localement constante.

§ 4. Passage des algébres de Lie aux groupes de Lie

Rappelons que, jusqu’a la fin du chapitre, K est supposé de caractéristique 0.

1. Passage des morphismes d’algébres de Lie aux morphismes de groupes de
Lie
Lemme 1. — Soient G un groupuscule de Lie, b une sous-algébre de Lie de 1.(G) admettant

un supplémentaire topologique. La réunion des gb (vesp. bg) pour g€ G est un sous-fibré
vectoriel intégrable de T(G).
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En considérant la trivialisation gauche de T(G) (§ 2, n°® 3), on voit aussitét que
les gb, pour g € G, sont les fibres d’un sous-fibré vectoriel E de T(G). Soit g € G.
L’ensemble des (L,),, olt a €b, est égal & gb. Or, si a et b appartiennent a b, on a
[La, L] = Lig.u, €t [, 8] €b. Donc E est intégrable (VAR, R, 9.3.3 (iv)).
On raisonne de méme pour les bg.

Le feuilletage intégral (VAR, R, 9.3.2) de la réunion des gb (resp. bg) s’appelle
le feuilletage gauche (resp. droit) de G associé a b.

TuatoriME 1. — Soient G et H des groupuscules de Lie, f un morphisme continu de L(G)
dans L(H).

(1) Il existe un sous-groupuscule de Lie ouvert G' de G et un morphisme ¢ de G’ dans
H tels que f = L(g).

(ii) Soient Gy, Gy des sous-groupuscules de Lie ouverts de G, et @; un morphisme de G;
dans H tel que f = L(q,;) pour i = 1, 2. Alors ¢ et @4 coincident dans un voisinage de e.

Soient p,: G x H-—+G, p,: G x H—H les projections canoniques. Pour
tout (g, k) eG x H, soit f,, lapplication garAf(a) de T G) = gL(G)
dans T,(H) = /L(H). En considérant les trivialisations gauches de T(G) et
T(H), on voit aussitdt que les f, , définissent un morphisme de pFT(G) dans

*T (H). Soit a le graphe de f; c’est une sous-algébre de Lieferméede L(G) x L(H)

qui admet {0} x L{H) comme supplémentaire topologique. Pour tout
(g, 7)) € G x H, le graphe de f, , est (g, &).a. La réunion de ces graphes est un
sous-fibré vectoriel intégrable de T(G x H) (lemme 1). Il existe alors (VAR, R,
9.3.7) un voisinage ouvert U de ¢ dans G et une application analytique ¢ de U
dans H telle que ¢{eg) = ey et T, (9) = f; 4 pour tout g € U. En particulier,
Tec,((P) =f:

Soit V unvoisinage ouvertde ¢, dans G tel que, pour (s, ¢) € V x 'V, les produits
st et @(s)o(¢) soient définis, et st € U. Considérons les applications o, «y de
V x V dans H définies par

0(1(5‘, t) = (P(t.S‘), 0‘2(5" t) = @(t)@(‘y)'

On a «;(f, €) = ¢(t) = ay(t, ¢). D’autre part, fixons ¢ dans V, et soit §; Papplica-
tion s+ a;(s, 2) de V dans H. On a, pour tout s € V et tout a € L(G),

Ts(B1)(s2) = Tis(9)(t50) = frs,oa0(ise)
?(8)f(a) = fopi0(5)
?()Ts(9)(52) = ¢(t) fi,000(52)
?(1)9(5).S () = fs,p,0(59)-

Donc (VAR, R, 9.3.7) o, et a, coincident dans un voisinage de (eg, ¢¢). La res-
triction de ¢ a un voisinage ouvert symétrique assez petit de ¢g est donc un
morphisme de groupuscules de Lie, d’ot1 (i).

Il

Il

Ts(B2) (s2)

If
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Soient Gy, G, @5, 95 comme dans (ii), et prouvons que g4, @, coincident dans
un voisinage de ¢g. 11 existe un voisinage ouvert W de ¢ tel que ¢, (#s) = ¢1(#) e, (5),
Pa(ls) = @a(t)2(s) quels que soient s, £ dans W. Alors, sise Wetae L(G),ona

Ti(9i) (sa) = @u()Tel9:) (@) = ¢:(5) f(@) = fs.o00(50)

pour ¢ = 1, 2. Comme ¢,(es) = ¢z = @a(eg), on conclut de VAR, R, 9.3.7, que
@1 et pg coincident dans un voisinage de eg.

CoroLLAIRE 1. — Soient G et H deux groupuscules de Lie. St 1.(G) et L(H) sont iso-
morphes, G et H sont localement isomorphes.
Cela résulte du th. 1, et du § 1, n° 10, prop. 21.

CoRrOLLAIRE 2. — Soit G un groupuscule de Lie. Si L(G) est commutative, G est locale-
ment isomorphe au groupe de Lie additif 1.(G).

En effet, I’algébre de Lie du groupe additif L(G) est isomorphe & L(G). 1l
suffit donc d’appliquer le cor. 1.

CoROLLAIRE 3. — Suit G un groupe de Lie. Si L(G) est commutative, G contient un sous-
groupe ouvert commutatif.

Il existe un sous-groupuscule de Lie ouvert U de G qui est commutatif
(cor. 2). Soit V un voisinage de ¢ tel que V2 < U. On a xy = yx quels que soient
%,y dans V. Donc le sous-groupe de G engendré par V est commutatif; il est évi-
demment ouvert.

2. Passage des algébres de Lie aux groupes de Lie

Nous noterons H(X, Y) la série de Hausdorff (chap. 11, § 6, n° 4, déf. 1).

Lemme 2. — Soit L une algébre de Lie normée compléte sur R ou G. Soit G Pensemble des
xeL tels que |x| < §log 3. Soit 0 Uapplication x> —x de G dans G. Soit H la
restriction ¢ G x G de la fonction de Hausdorff de L (chap. II, § 7, n° 2).

(1) (G, 0, 0, H) est un groupuscule de Lie.

(ii) Soit @ Uapplication identique de G dans L. La différentielle de ¢ en O est un iso-
morphisme de Ualgébre de Lie normable L(G) sur L.

(1) résulte du chap. I1, § 7, n° 2.

Comme ¢ est une carte de G, la différentielle ¢ de ¢ en 0 est un isomorphisme

d’espaces normables. D’autre part, le développement en série entiere H = ZOH“
1,72

de Papplication H est tel que Hyy (v, y) = 3[x, y]. D’apres le § 3, prop. 24, on a,
quels que solent g, & dans L{G),

¥(le, 8]) = Hii($(a), $(6)) — Haa($(8), $(a)) = [¥(a), 4(0)]

ce qui prouve (ii).
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On dit que G est le groupuscule de Lie défini par L.

Supposons K ultramétrique. Soit p la caractéristique du corps résiduel de K.
Sip # 0, posons A = [p|V®=V;sip = 0, posons A = 1.

Lemme 3. — Soit L une algébre de Lie normée compléte sur K. Soit G Pensemble des x € L.
tels que ||x) < A Soit H: G x G — G la fonction de Hausdorff de L (chap. 11, § 8,
n° 3).

(1) Muni de la lot de composition H, G est un groupe de Lie dans lequel O est élément
neutre, et — x inverse de x pour tout x € G.

(ii) Soit @ application identique de G dans L. La différentielle de ¢ en O est un iso-
morphisme de U algébre de Lie normable L(G) sur L.

(iii) Pour tout p. € R% , s0it G, Densemble des x & L tels que x| < p. Alors les G,
pour . <, forment un systéme fondamental de voisinages ouverts et fermés de 0, et sont des
sous-groupes de G.

Les assertions (i) et (iii) résultent du chap. II, § 8, n° 3, prop. 3, et (ii) se
démontre comme dans le lemme 2.

On dit que G est le groupe de Lie défini par L.

TutorkMe 2. — Soit L une algébre de Lie normable compléte. 11 existe un groupuscule de
Lie G el que L(G) soit isomorphe & L. Deux tels groupuscules de Lie sont localement
isomorphes.

La premiére assertion résulte des Iemmes 2 et 3. La deuxié¢me assertion résulte
du cor. 1 du th. 1, n° 1,

COROLLAIRE 1. — Soit G un groupe de Lie. 1l existe un voisinage de ¢ qui ne contient aucun
sous-groupe fini distinct de {e}. St K = R ou G, il existe un voisinage de e qui ne contient
aucun sous-groupe distinct de {e}.

Posons L(G) = L. Choisissons une norme sur L définissant la topologie de L
ct telle que |[[x, ]| < ||| [|#] quels que soient #, y dans L.

Supposons K = R ou C. Soit G’ le groupuscule de Lie défini par L. Il existe
une boule ouverte U’ de centre 0 dans G’, et un isomorphisme ¢ du groupuscule
de Lie U’ sur un voisinage ouvert U de ¢ dans G. Soient V' = JU", V = ¢(V’),
H un sous-groupe de G contenu dans V, et £€ H. Posons x = ¢~1(h) e V'. Si
x # 0,1l existe un entier z > 0 tel que x, 2%, ..., nx sont dans V', (r + 1)x €U’
(n+ Dx¢V'. Alors & A%, ..., k" sont dans V, F"*1eU, A"+ ¢V, ce qui est
absurde. Donc H = {e}.

Supposons K ultramétrique. II suffit de prouver le corollaire quand G est le
groupe de Lie associé a L. Si g € G, les puissances de g calculées dans G sont les
éléments de Zg calculés dans L. Ceux-ci sont deux & deux distincts si g # ¢. Donc
G ne contient aucun sous-groupe fini distinct de {¢}.
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COROLLAIRE 2. — Soient k un sous-corps fermé non discret de K, G un groupe de Lie sur
k, et L. = L(G). Supposons donnée sur L une structure 1" de K-algébre de Lie normable,
compatible avec la structure de k-algébre de Lie normable, et invariante par la représentation
adjointe de G. 11 existe alors sur G une structure de K-groupe de Lie et une seule compatible
avec la structure de k~groupe de Lie et pour laquelle I’ algébre de Lie est L.

Il existe un groupuscule de Lie G, sur K tel que L(G;) = L’ (th. 2). D’apreésle
cor. 1 duth. 1,n° 1, G et Gy, considérés comme £-groupuscules de Lie, sont locale-
ment isomorphes. Donc il existe un voisinage ouvert G’ de ¢ dans G et une struc-
ture de K-groupuscule de Lie sur G’, d’algebre de Lie L, compatible avec la
structure de groupuscule de Lie sur £. Soit V un voisinage ouvert symétrique de e
dans G tel que V2 = G'. Soit g € G. Alors ¢ = Int g est un A-isomorphisme d’un
sous-groupuscule de Lie ouvert assez petit de G’ sur un sous-groupscule de Lie
ouvert de G’; et T,(¢) est K-linéaire, donc T ,.(¢) est K-linéaire pour x assez voisin
de ¢; par suite la restriction de Int g & un voisinage ouvert assez petit de ¢ dans V est
K-analytique (VAR, R, 5.14.6). D’apres le § 1, n® 9, prop. 18, il existe sur G une
structure de K-variété analytique pour laquelle G est un K-groupe de Lie et V
une sous-K-variété ouverte de G. Par translation, on voit que la structure de &-
variété sous-jacente de G est la structure donnée. L’algebre de Lie du K-groupe de
Lie G est la méme que celle du K-sous-groupuscule de Lie ouvert V, donc est L.
Enfin, Punicité annoncée dans le corollaire résulte du § 3, n° 8, prop. 32.

TutorEME 3. — Soient G un groupuscule de Lie, b une sous-algébre de Lie de L(G)
admettant un supplémentaire topologique. 1l existe un sous-groupuscule de Lie H de G tel que
L(H) = b..8 H; et Hy sont des sous-groupuscules de Lie de G tels que

L(H,) = L(H,) = b,

alors Hy; N H, est ouvert dans H, et H,.

Il existe un groupuscule de Lie H' d’alge¢bre de Lie isomorphe a b (th. 2).
Diminuant au besoin H’, on peut supposer qu’il existe un morphisme ¢ de H’
dans G tel que L(¢) soit un isomorphisme de L(H') sur b (n° 1, th. 1). Comme b
admet un supplémentaire topologique, ¢ est une immersion en ¢. Donc, en dimi-
nuant encore H’, on peut supposer que ¢ est un isomorphisme de la variété H’
sur une sous-variété de G. Ceci prouve Pexistence de H. La deuxiéme assertion
résulte de la proposition suivante:

Prorosrrion 1. — Soient G un groupuscule de Lie, H et H' deux sous-groupuscules de
Lie. Pour que L{(H) > L(H"), il faut et il suffit que HH N H' soit ouvert dans H'.

SiH N H' est ouvert dans H', ona L(H') = L(H n H’) < L(H). Supposons
L(H) o L(H"). Soient 7, 7’ les injections canoniques de H, H' dans G. En
diminuant au besoin H’, on peut supposer qu’il existe un morphisme ¢ de H’
dans H tel que L(J) soit Pinjection canonique de L(H') dans L(H) (n° 1, th. 1).
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Alors L(z0 ¢) = L(z’), donc il existe un voisinage V de ¢y dans H' tel que
to¢ etz coincident dans V (th. 1). Par suite, V< H,donc V< HNnH’, et
H n H' est ouvert dans H' (§ 1, n° 10).

ProrosiTioN 2. — Soient G un groupe de Lie sur K, k un sous-corps fermé non discret de
K, H un sous-groupe de Lie du k-groupe de Lie G. On suppose que L(H) est un sous-K-
espace vectoriel de L(G) admettant un supplémentaire topologique. Alors H est un sous-
groupe de Lie du K-groupe de Lie G.

Il existe un sous-groupuscule de Lie H' du K-groupe de Lie G tel que
L(H') = L(H) (th. 3). Considérons G, H, H' comme des k-groupuscules de Lie;
le th. 3 prouve alors que X N H' est ouvert dans H et H'. Donc il existe un
voisinage ouvert U de ¢ dans G tel que U N H soit une sous-variété de G sur K.
Par suite, H est un sous-groupe de Lie du K-groupe de Lie G (§ 1, n° 3, prop. 6).

3. Applications exponentielles

TatoriMmE 4. — Soient G un groupuscule de Lie, L son algébre de Lie, V un voisinage
ouvert de O dans L, o une application analytique de V dans G telle que ©(0) = O et
Tole) = Idy. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) Quel que soit beL, on a o((A + 7)b) = o(R0)o(N'D) pour |i| et |N'| assez
petits.

(i1) Quel gue soit b € L et Uentier n > 0, ¢, (b") est homogéne de degré n dans U(G)
(on identifie T&? (L) & TS(L), et b" est calculé dans TS(L)).

(111) L’application ¢, de TS(L) dans U(G) est compatible avec les graduations de
TS(L) et U(G).

(iv) Lapplication @4 de TS(L) dans U(G) est I’ application canonique de TS(L) dans
Palgébre enveloppante de L..

(v) I existe une norme sur L. définissant la topologie de L et telle que

ILx g1l < [=l lw]

quels que soient x, y dans L, et un sous-groupuscule ouvert W < 'V du groupuscule de Lie
défini par L (n° 2), tels que o | W soit un isomorphisme de W sur un sous-groupuscule de Lie
ouvert de G.

(v) = (i): évident, car on a (Ab).{N\'8) = (A + ¥'}b dans W pour || et |¥']
assez petits.

(i) = (ii): supposons vérifiée Ia condition (i). Soit & € L. Soit ¢ la restriction
de ¢ 2 V N Kb. Par hypothese, il existe un voisinage symétrique T de 0 dans le
groupe de Lie additif Kb tel que ¢|T soit un morphisme du groupuscule de Lie
T dans G. Donc @4(5") = (UT)u(t") = (UT)4(B)" = (p4(8))", de sorte
que @, (b") est homogene de degré n dans U(G).
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(i1) = (i) : cela résulte du fait que TS*(L) est le sous-cspace vectoriel de
TS(L) engendré par les puissances n-¢mes des éléments de L (A, IV, § 5, prop. 5,
n®le édition).

(iif) = (iv): Papplication canonique de TS(L) dans P’algebre enveloppante de
L est 'unique morphisme de cogebres graduées transformant 1 en 1 et prolon-
geant Id;, (chap. 11, § 1, n° 5, Remarque 3). Or ¢, est un morphisme de cogébres, et
94|L = Id;, par hypothése. Sila condition (iii) est vérifiée, on voit que la con-
dition (iv) P'est aussi.

(iv) = (v): supposons vérifiée la condition (iv). Choisissons une norme sur L
définissant la topologie de L et telle que [[x, #1| < |#[ |#]| quels que soient x,
y dans L. Soit H le groupuscule de Lie défini par I'algebre de Lie normée L.
D’apreés le th. 1,1l existe un sous-groupuscule ouvert S = V de H et un iso-
morphisme ¢’ de S sur un sous-groupuscule ouvert de G. Comme on sait déja
que (v) => (iv), Papplication ¢} de TS(L) dans U(G) est Papplication canonique
de TS(L) dans lalgébre enveloppante de L. Ainsi, ¢,(¢f) = ¢i{t) pour tout
te TH™(L). Comme o et ¢’ sont analytiques, ¢ et ¢’ coincident dans un voisi-
nage de 0.

DeriNiTION 1. — Soient G un groupuscule de Lie, L son algébre de Lie. On appelle
application exponentielle de G toute application analytique o, définie dans un voisinage ouvert
de O dans L, a valeurs dans G, et vérifiant les conditions du th. 4.

Le th. 4 entraine aussitot que, pour tout groupuscule de Lie G, ¢/ existe une
application exponenticlle de G, et que deux applications exponentielles de G coincident dans
un voisinage de 0.

Exemples. — 1) Prenons pour G le groupe additif d’un espace normable complet
E. L’isomorphisme canonique de L(G) sur E vérifie la condition (i} du th. 4, donc
est une application exponentielle de G.

2) Soit A une algébre associative unifére normée compleéte. Soit A* le groupe
de Lie formé par les éléments inversibles de A. Identifions L(A*) 2 A (§3,n° 9,
cor. de la prop. 33). Si K = R ou G, on sait que Papplication exp de A dans A*
définie au chap. 11, § 7, n° 3, vérifie la condition (i) du th. 4, donc est une appli-
cation exponentielle. Soit maintenant K ultramétrique. Soit p la caractéristique
du corps résiduel de K. Sip # 0, posons A = |p[H®~D;si p = 0, posons A = 1.
Soit U I’ensemble des x € A tels que %] < A. On sait (chap. II, § 8, n° 4) que
Papplication exp de U dans A* vérific la condition (i) du th. 4, donc est une
application exponentielle. Remarquons que U est un sous-groupe additif de A.

Cet exemple explique la terminologie adoptée dans la déf. 1.

Soient G un groupuscule de Lie, ¢ une application exponentielle de G. Alors
@ est étale en 0, donc il existe un voisinage ouvert U de 0 dans L{(G) tel que
o(U) soit ouvert dans G et que ¢|U soit un isomorphisme de la variété analytique
U sur la variété analytique ¢(U).
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On appelle carte canonigue (de premiére espéce) de G une carte ¢ de la variété
analytique G dont Papplication réciproque est une application exponentielle, Si
de plus G est de dimension finie et si on choisit une base de L{G), le systéme de
coordonnées défini par ¢ et par cette base dans le domaine de ¢ s’appelle un
systéme de coordonnées canoniques (de premiére espéce).

Prorosition 3. — Soient G un groupuscule de Lie, L son algébre de Lie, et ¢ une appli-
cation exponentielle de G. Soient L, . . ., L, des sous-espaces vectoriels de L tels que L
soit somme directe topologique de L, . . ., L. L’application

(bla b2, ] bn) = e(bls b27 R ] bn) = q’(bl)cp(b2) . '(P(bn):

définie dans une partie ouverte de Ly x Ly x -+ - x L, est analytique. L application
tangente en (0, 0, . .., 0) a 0 est application canonique de Y., x - - - x L, dans L.

Soit £; Pinjection canonique de L; dans L; x Ly x -+ x L,. On a, pour tout
beLy, (Tp,..,00)(Tok)(8)) = (Top)(b) = b, donc (Ty,..,00)|L; est Vinjection
canonique de L; dans L. C.Q.F.D.

En particulier, 0 est étale en (0, 0, . . ., 0). Sa restriction & un voisinage ouvert
assez petit U de (0, 0, . ., 0) a une image ouverte dans G, et est un isomorphisme
de la variété U sur la variété 0(U). L’application réciproque v de 6(U) sur U
s’appelle une carte canonique de deuxiéme espéce de G, associée a la décomposition
donnée de L en somme directe. Si de plus G est de dimension finie et si chaque
L; est engendré par un vecteur non nul ¢, le systtme de coordonnées dans 6(U)
défini par v et les ¢; s’appelle un systéme de cordonnées canoniques de deuxiéme espéce.

PropositioNn 4.-— Soient G un groupuscule de Lie, ¢ une application exponentielle
injective de G. Quels que sotent x, y dans 1.(G), on a

(1) x+y = ml{iﬁmho Ao~ o () e ()
(2) [%,9] = Aeg’gqo 27297 (o(M) o (M) p(— Mx) o — Ay))

(on notera que ¢~ {g(Ax)e(Ay)) et ¢~ o(Mx)e(Ay)o(— rx)o(—2y)) sont définis
pour || assez petit).

Munissons L = L(G) d’une norme définissant la topologie de L et telle que
1T 9]] < l#)l | 7] quels que soient &,y dans L. Compte tenu des th. 2 et 4, on peut
supposer que G est le groupuscule de Lie défini par L et que ¢ = Idg. Notons
(x,9) — x.y le produit dans le groupe G. Les formules & démontrer s’écrivent
alors

(3) x+y= hm A Y().(A)

AeK*¥ A0

) ) = | lim 2720 09)- (~ 1) (< 39))-

K¥, A—>
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11 existe un voisinage ouvert V de 0 dans K tel que la fonction

A= () = (). ()
soit définie et analytique dans V. D’apres le chap. I1, § 6, n° 4, Remarque 2, le
développement en série entiére a origine de fest

Mx + ) + %[xy] + -
et cela prouve (3). D’autre part, pour u, v dans G et ||u||, ||o|| assez petits, #.v est
une fonction analytique de (¥, v) et les termes de degrés 1 et 2 dans le développe-
ment en série entiére A origine de cette fonction sont # + v + {u, v]. D’aprés
VAR, R, 3.2.7 et 4.2.3, les termes de degrés 1 et 2 dans le développement en
série enti¢re a l'origine de la fonction f(2).f(—2) sont les termes de degrés 1 et
2 dans
SO + (=2 + S0,/ (=N)]
ou encore dans
Mx +9) + 35 g] — AMx +y) + 2% 4]
+ 3 + 9), M= + )] = W[x ]

et cela prouve (4).

ProrosiTioN 5. — Soient G un groupe de Lie, k un sous-corps fermé non discret de K, G’
le groupe G considéré comme groupe de Lie sur k, ¢ (resp. @) une application exponentielle de
G (vesp. G"). Alors ¢ et ¢ coincident dans un voisinage de 0.

En effet, ¢ vérifie ’hypothése (i) du th. 4 relativement a4 G’, donc est une
application exponentielle de G,

ProrositioN 6. — Sotent G un groupuscule de Lie, L. son algébre de Lie, o: V — G une
application exponentielle de G. Pour tout x € V, identifions T (L) a L, de telle sorte que la
différentielle droite w(x) de ¢ en x soit une application lindaire de L. dans L. Pour x assez

voisin de 0, on a
1

m(x) =n§0 m (ad x)”.

Munissons L d’une norme compatible avec sa topologic et telle que
(L%, 1] < l«] ]| quels que soient x, y € L. II suffit d’envisager le cas ou G est
le groupuscule de Lie défini par L, et ou ¢ = Idg. Par définition, w(x) est alors
I'application tangente en x a Papplication y+y.x~ ! de G dans G. Si on note
H(X,Y) la séric de Hausdorfl, w(x) est donc, pour || assez petit, I'application
tangente en 0 a lapplication y+>H(x +y, ~x) de G dans G. Dans
H(X + Y, —X), la somme des termes du premier degré en Y est

1
mz0 (m + 1)!
(chap. II, §6, n° 5, prop. 5). La proposition résulte alors de VAR, R, 3.2.4
et 4.2.3.

(ad X)mY
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Soient G un groupuscule de Lie, et ¢ € K. On appelle application puissance t-éme

de G toute application, définie et analytique dans un voisinage ouvert de ¢, a
valeurs dans G, et coincidant dans un voisinage de ¢ avec une application

g o(te~(g))

oli ¢ est une application exponentielle injective de G.

ProrostrioNn 7. — (1) Si t€Z, une application puissance i-éme coincide dans un
voisinage de ¢ avec U application g gt

(i1) L’application tangente en e & une application puissance t-éme est I"homothétic de
rapport t.

(1ii) 87 h est une application puissance t-éme et k' une application puissance t'-éme de
G, kol est une application puissance (it')-éme, et gwh( R (g) est une application
puissance (¢t + &")-¢me.

(iv) 8% & est une application puissance t-¢me, et si u € UMG), on a by (u) = {"u.

11 suffit de prouver la proposition quand G est le groupuscule de Lie défini
par une algébre de Lie normée compléte, et quand les applications puissance ¢-
éme considérées sont construites a I'aide de application exponentielle ¢ = Idg.
Mais alors tout est évident.

4. Fonctorialité des applications exponentielles

ProrosiTioN 8. — Soient G et H des groupuscules de Lie, k un morphisme de G dans H,
Pq el @y des applications exponentielles relativement & G et H. Il existe un voisinage V de O
dans L(G) tel que h o @q et @y o L{k) coincident dans V.

Munissons L(G) et L(H) de normes définissant leurs topologies et telles
que [[x, ][ < [x]| |#]| quels que soient x et y. On peut supposer que G (resp. H)
est le groupuscule de Lie défini par L(G) (resp. L(H)), de sorte que ¢ (resp. ¢g)
coincide avec Idg (resp. Idg) au voisinage de 0. D’autre part, il existe un voisinage
ouvert symétrique W de 0 dans L(G) tel que L(%) soit un morphisme du groupus-
cule de Lie W dans H. D’aprés le th. 1, L{%) coincide avec % dans un voisinage
de 0, d’ot1 la proposition.

En termes imagés, si ’on identifie G et H au voisinage de I’élément neutre 4

L(G) et L(H) grice a des applications exponentielles, tout morphisme de G dans H
est lindaire au voisinage de 0.

CoroLLAIRE 1. — Soient G un groupuscule de Lie, G' un sous-groupuscule de Lie de G,
¢ une application exponentielle de G.

(1) Il existe un voisinage ouvert V de O dans L(G') tel que @|V soit un isomorphisme
de la variété V sur un voisinage ouvert de e dans G'.
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(i) Soit x € L(G). Les conditions suivantes sont équivalentes: a) x e L(G'); b)
o(ax) € G’ pour |A| assez petit.

(i) s’obtient en appliquant la prop. 8 4 l'injection canonique de G’ dans G,
et (it) résulte de (i).

CoroLLAIRE 2, — Soient G un groupe de Lie, o une représentation linéaire analytique de
G, o une application exponentielle de G. Il existe un voisinage V de O dans L(G) tel que
o(0(x) = exp(L(p))
pour tout x € V.
Cela résulte de la prop. 8 et de I’ Exemple 2 du n° 3.

COROLLAIRE 3. — Sotent G un groupe de Lie, ¢ une application exponentielle de G.
(1) Xl existe un voisinage V de O dans L.(G) el que

Ad(p(x)) = expad x
pour tout x €'V,

(ii) 8¢ g€ G, o existe un voisinage W de O dans L(G) tel que

g9(x) 27! = o(Ad g.%)
pour lout x € W.
(i) résulte du cor. 2, et du § 3, n° 12, prop. 44.
(i) résulte de la prop. 8 appliquée a Int g.

5. Structure induite sur un sous-groupe

Lemme 4. -— Sotent G un groupe de Lie de dimension finie, £ un voisinage ouvert symétrique
de ¢ dans G, H un sous-ensemble de 2 contenant e, tel que les conditions x € H, y e H,
xy~t € Q entrainent xy~* € H. Soit r € Ng. Pour fout x € H, soit b, Censemble des
a € T (G) possédant la propriété suivante: il existe un voisinage ouvert I de O dans K, et une
application de classe C7 de I dans G, tels que f(0) = x, f(I) < H, (T f)(1) = a.

(1) Posons b, = b, Alors b est une sous-algébre de Lie de L(G), invariante par
Adye)(H).

(ii) Onab, = xb = bx pour tout x € I (xb et bx étant calculés dans T (G)).

(iil) Sotent V une variété de classe CT, v, un point de V, f une application de classe
Cr de 'V dans G telle que f (vy) = e et f(V) = H. Quel que soit le sous-groupuscule de Lie
H' de G d’algébre de Lie b, on a f (v) € H' pour v assez voisin de v,

(iv) Quel que soit le sous-groupuscule de Lie Y1’ de G d’algébre de Lie b, H' N H est
un voisinage de e dans H'.

(v) Pour tout x € H et tout a € b, 1l existe un voisinage ouvert 1 de O dans K, et une
application de classe C® de 1 dans G telle que f(0) = x, f(I) < H, (Tof)(1) = a.

I1 est clair que Kb = b, et que xb,z = b,,, pour %, ¥, xy, xyz dans H. Cela
entraine (ii) et le fait que b est invariant par Adyg,(H).
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Soient ay, a; dans b. Soient I un voisinage ouvertde 0 dans K, et f;, /> desappli-
cations de classe C7 de I dans G telles que £;(0) = ¢, f;(I) = H, (T, f)(1) = q;
(7 = 1, 2). Définissons f: I - G par f(3) = f1(2) fa(2). Alors fest de classe C7 et
Jf(0) = e. En diminuant au besoin I, on a f(I) < H. D’autre part, ’application
de T, (G) x T,(G) dans T, (G) tangente a Papplication (g, g') ~> g¢’ est ’addi-
tion; donc (T f)1 = a; + a,. Donc a, + a, €b, et b est un sous-espace vectoriel
de L({G). Puisque xbx~* = p pour tout x € H, on a (Ad f1(})).a, €b pour tout
A el. L’application tangente en 0 & Papplication A+ Ad f1(*) est, d’aprés la
prop. 44 du § 3, n° 12, Papplication A+ ad(iay); donc [ay, @] = (ad ay).a5 €D
puisque b est fermé dans I.(G). On a donc prouvé (i). Dans la fin de la démonstra-~
tion, nous fixons un sous-groupuscule de Lie H' de G d’algébre de Lie b.

Soient V, v,, f comme dans (iii). Soit Y le feuilletage gauche de G associé a b
(n°1). Pourtouty e H',ona T, (H') = yb. D’autre part, pourtouts e V, 'image de
T, (V) par T,(f) est contenue dans by, = f(2)b (par définition de by,). D’aprés
VAR, R, 9.3.2, f est un morphisme de V dans Y. Comme H’ est une feuille de Y
(VAR, R, 9.2.8), on a f(v) € H' pour v assez voisin de v,.

Soit (ay, . .., a,) une base de 9. Il existe un voisinage ouvert I de 0 dans K, et
des applications f3, . . ., f; de classe C" de I dans G, telles que f;(0) = ¢, f;(I) < H,
(Tf)1 = a; pour tout j. D’aprés (iii), on a f;(») € H' pour |A| assez petit. Donc les
J1(A) fa(rg) . - Sfi(ns) constituent, pour 2], . . ., |A] assez petits, un voisinage de
¢ dans H'; et ce voisinage est contenu dans H. D’ou (iv).

Sia e, il existe un voisinage ouvert I de 0 dans K et une application de
classe C® de I dans G tels que f(0) = ¢, f(I) « H', (Tyf)1 = a. Cela, avec (iv),
entraine (v).

DEFINITION 2. — On dit que Y est la sous-algébre tangente ¢ H en e.

Prorosition 9. — Soient G un groupe de Lie de dimension finie, 2 un sous-groupe de G.

(1) Il existe sur XX une structure de variété analytique et une seule ayant la propriété
sutvante: pour tout v compris entre | ef ¢, pour toute variété V de classe G, et pour toute
application fde V dans H, f est de classe G comme application de V dans H si et seulement
st f est de classe CF comme application de V dans G.

(i1) Pour cette structure, H est un groupe de Lie, I'injection canonique ¢ de H dans G est
une immersion, et L(2) (L(H)) est la sous-algébre de Lie tangente en e & H.

Dans (i), I'unicité est évidente. Prouvons Pexistence. Soit b Palgebre de Lie
tangente en ¢ a H. Soit H' un sous-groupuscule de Lie de G d’algébre de Lie b.
En remplacant H' par un sous-groupuscule ouvert de I, on peut supposer
H' < H (lemme 4 (iv)). Pour tout x € H, xH'x ™! est un sous-groupuscule de Lie
de G d’algebre de Lie xbx~! = p. Donc H' N (xH'x~1) est ouvert dans H'
(n° 2, th. 3), et Papplication y > xyx~* est un isomorphisme de H' N x~1H'x sur
#H’x~1 n 1", Compte tenu de la prop. 18 du § 1, n° 9, il existe un sous-groupus-
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cule de Lie ouvert W de H’, et une structure de groupe de Lie sur H, possédant
Ies propriétés suivantes: W est ouvert dans H, et les structures de variéiés de H et
H' induisent la méme structure sur W. Il résulte de 1a que Iinjection canonique ¢
de H dans G est une immersion, et que L(¢)(L(H)) = L(H’) = 5. En outre,
soient V et f comme dans (i). Si f: V — H est de classe C7, 0 f: V — G est de
classe C". Supposons que 7 o f: V — G soit de classe C, et prouvons que f: V —H
est de classe C”. Par translation, il suffit d’envisager le cas ol il existe un v, € V tel
que f(v,) = e, et de prouver que f: V ->H est de classe G dans un voisinage
ouvert de v,. Or, d’apres le lemme 4 (jii), on a f(v) € H' pour v assez voisin de 2,
d’ol1 notre assertion. On a ainsi prouvé (i), et (ii) a été obtenu en cours de
route.

DErInNtTiON 3. — La structure de groupe de Lie sur H définie dans la prop. 9 s’appelle la
structure induite sur X1 par la structure de groupe de Lie de G.

Si H est un sous-groupe de Lic de G, sa structure de groupe de Lie est induite
par celle de G (VAR, R, 5.8.5).

SiG=RetH = Q,ona b = {0}, donc la structure induite sur H est la structure
de groupe de Lie discret. De méme si G = € (considéré comme groupe de Lie
complexe) et H = R.

6. Primitives des formes différentielles 2 valeurs dans une algéhre de Lie

Lemme 5. — Sotent X une variété de classe C7, ¥ et F' des fibrés vectoriels de classe C7 et de
base X, o un morphisme de ¥ dans ¥'. Pour tout x € X, soit S, I’ensemble des

(a,9(a)) eF. DF,
pour a € ¥, Alors la réunion S des S,, est un sous-fibré vectoriel de F @ F'.

Soient 0 et 0’ les applications de F @ F’ dans lui-méme définies de la maniére
suivante: si (v, ) e F, @ F,,ona

e(”) v) = (u: v+ (P(u))a e’(u’ 7}) = (u> v — (p(lt)).
D’aprés VAR, R, 7.7.1, 0 et 0’ sont des morphismes du fibré vectoriel F @ F’ dans
lui-méme. Il est clair que 8 0 0" = 6’ 0 6 = Idpge. Donc 9 et 6’ sont des auto-
morphismes de F @ F’. Par suite, S = 0(F @ {0}) est un sous-fibré vectoriel de
FoF.

Lemme 6. — Sotent G un groupuscule de Lie, o la forme différentielle gauche canonique
de G (§3, n° 18.9), M une variété de classe CT (r > 2), o une forme différenticlle de
classe CT=1 et de degré | sur M, a valeurs dans L(G).
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(1) Les éléments de T(M x G) en lesquels s’annule la forme différentielle
0 =prfa—p¥o

constituent un sous-fibré vectoriel S de classe GT~1 de T(M. x G).
(i) Pour tout (x,8) e M x G, T(pry)|Sc.q est un isomorphisme de S 4 sur
T,.M).
(iii) S7da + [a]? = O (cf. § 3, n°® 14) le sous-fibré vectoriel S est intégrable.
Si(x,8)eM x Get(y,0) eT, (M) x T,(G),ona

Oie,00(, 9) = a(u) — g™ "0,

Donc le noyau de 6, , est Pensemble S, ,, des (u, ga(u)) pour z € T, (M), d’otr
(ii). Considérons T(M x G) comme la somme directe de deux fibrés vectoriels F
et " avec T, oy = T,(M) x {0} et I(, o,y = {0} x T, (G) pour tout

(%, 8)eM x G.

Pour #eT,(M) x {0}, posons ¢(u) = (0, ga(x)). En utilisant la trivialisation
gauche de T(G), on voit que ¢ est un morphisme de F dans F’, d’oi (i) (lemme 5).
Enfin, si dx + [«]* = 0,0n a

d0 = pr¥(de) — pri(dn)
= —3(prf « A prfa — prf o A pri o)
= —3(prf « — pri ©) A (prf « + pr} )
= —36 A (pr « + prj ©)
donc S est intégrable (VAR, R, 9.3.6).

TaEoREME 5. — Svient G un groupuscule de Lie, M une variété de classe C7 (r > 2), «
une jforme différentielle de classe G~ et de degré 1 sur M a valeurs dans 1(G), telle que
do + [a]? = 0. Pour tout x € M et tout g € G, il existe une application f, définie et de
classe CT=1 dans un voisinage ouvert de x, & valeurs dans G, telle que f(x) = g i
Srdf = a. Deux applications qui vérifient ces conditions coincident dans un voisinage
de x.

Soient x € M et g € G. D’aprés le lemme 6 (dont nous adoptons les notations)
et VAR, R, 9.3.7, il existe un voisinage ouvert U de x dans M et une application
mi=> o(m) = (m, f(m)) de classe C"~1 de U dans M x G telle que f(x) = getque
¢*(0) = 0. Alors

Frdf = (o) (§3, n° 18.9)
= (prae ¢)*(w)  (carf = prao )
= ¢*(pr¥fa — 0) (lemme 6)
= ¢*(pry ) (car ¢*(0) = 0)
=a (car pry o o = Idy).
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Soit f’ une application de classe CG'~* de U dans G telle que f'(x) = g et
S rdf" = a. Dapres le § 3, 18.9, ff' 1 est localement constante, donc [/ = f
dans un voisinage de x.

Prorosition 10. — Soient M une variété analytique, ¢ une algébre de Lie normable
compléte, o. une forme différentielle de degré 1 analytique sur M, & valeurs dans g, possé-
dant les propriétés suivantes:

a) pour tout m € M, o, est un isomorphisme de T, (M) sur g;

b) du + [o]2 = 0.

Alors, pour tout my € M, tl existe un voisinage ouvert M’ de my dans M, et une
structure de groupuscule de Lie sur M, compatible avee la structure de variété de M,
d’élément neutre my, ayant les propriélés suivantes:

(1) oy, est un wsomorphisme de L{M') sur g;

(i) la forme différentielle mv>a,l ooy, est la forme différentielle  canonique
gauche de M.

St M1 et M, sont deux tels groupuscules, M et M, possédent un sous-groupuscule ouvert
commun.

11 existe un groupuscule de Lie G tel que L(G) = g. Soit my, € M. D’apreés le
th. 5, il existe un voisinage ouvert M’ de m, dans M ct une application analytique
JSde M’ dans G telle que f(my) = eet f~1.df = a. Alors T, (f) = oy, est un
isomorphisme de T,, (M) sur g; donc, en diminuant M’ et G, on peut supposer
que f est un isomorphisme de la variété M’ sur la variété G. Transportons a M’
la structure de groupuscule de Lie de G grace a f~1. Alors T, (f) devient un
isomorphisme de L(M’) sur L(G) = g, d’ou (i). D’autre part, en notant o la forme
différentielle canonique gauche de G, on a

Uy © = (Lo f) 70 (f71.df ) (m)
= (Tmof)_l ° m(f(m)) o T f

donc mi— «, ! o oy, est la forme différentielle canonique gauche de M'.

Soit M” un voisinage ouvert de m,, muni d’une structure de groupuscule de
Lie, d’élément neutre m,, avec les propriétés analogues aux propriétés (i) et
(i1). Alors a,, est un isomorphisme de L(M’) sur g, et aussi de L(M") sur g,
donc L(M’) = L(M"). Par suite, en diminuant M’ et M", on peut supposer
qu’il existe un isomorphisme ¢ du groupuscule M’ sur le groupuscule M” (n° 1,
cor. 1 du th. 1). Alors ¢~1.dp est la différentielle gauche canonique de M'.
D’autre part, soit ¢ 'injection canonique de la variété M’ N M” dans le groupus-
cule de Lie M”; il est clair que ¢~ *.d¢ est une restriction de la différenticile
gauche canonique de M”. Donc (Y 1.d)(m) = anlo o, = (¢~ .do)(m)
pour tout me M’ N M". Par suite ¢ et ¢ coincident dans un voisinage de m,
($ 3, 18.9). Cela prouve la derniére assertion de la proposition.
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COROLLAIRE. — S0it M une variété analytique de dimension finie n. Sowent oy, . . ., o,
des formes différenticlles analytiques de degré 1 sur M, a valeurs scalaires, lindatrement
indépendantes en tout point de M, et telles que, pour toutk = 1, . . ., n, dey, soit combinaison
linéaire a coefficients constants des w; N w;. Alors, pour tout my € M, i/ existe un voisinage
ouvert M’ de mo dans M, et une structure de groupuscule de Lie sur M', compatible avec la
structure de variéié de M, &’ élément neutre mg, et telle que o |M/, . . ., w,|M' forment une
base de Uespace des formes différenticlles de degré 1 & valeurs scalaires invariantes
gauche sur M.

St M} et M, sont deux tels groupuscules, M; et M} possédent un sous-groupuscule
ouvert commun.

Soient X, .. ., X, les champs de vecteurs sur M tels que, en chaque point m
de M, les (X}),, constituent la base de T,,(M) duale de ({&1)m, ..., (0)n). Ces
champs sont analytiques. Par hypothése, il existe des ¢, e K (1 < 4,7,k < n)

tels que ¢, = —c¢y €t que doy, = i; Ciw; A o5 D’aprés VAR, R, 8.5.7, for-

mule (11), on en déduit

X Xl 0 = = (dog) (X, X)) = “(TZS Crs®r A ws) Xy Xy) = —Cijk

done [X;, X] = —; Gy Il résulte de la que les —¢;;, sont les constantes
de structure d’une algébre de Lie g relativement & une base (¢4, . . ., ¢,). Pour tout
m € M, soit «,, ’application linéaire de T,,(M) dans g qui transforme (X;),, en
€1y o5 (X)p en g,. Alors « est une forme différentielle de degré 1 analytique sur
M a valeurs dans g, et «, est un isomorphisme de T,(M) sur g. D’autre

n
part, & = kZ1 wie, donc
n n
do. = kZ1 (dor,) e, = IZ (127 i A coj)e,c

=1

et

Il

() (e = 2, (ol + 2 (o) A (0r)  (§3, formule (30))

£ (o; A )[e;, e]

1<J
n
— 20 2 (e A @)
k=1i<j(”ki J)k

= —du.

I1 suffit alors d’appliquer la prop. 10.
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7. Passage des lois d’opérations infinitésimales aux lois d’opérations

Prorosirion 11. — Sotent Gy et G, des groupuscules de Lie, X, et X, des variétés de
classe G (r = 2). Pour i = 1, 2, soient {; un morceau de loi d’opération & gauche de
classe C de G; dans Xy, D; la loi & opération infinitésimale associde. Soient p.: Gy — G,
un morphisme, ¢: X, — X, une application de classe C'. On suppose que, pour tout
a € L(G), les champs de vecteurs (D,), et (Dy) 1, sotent o-lids (VAR, R, 8.2.6). Alors,
il existe un voisinage Q de {e} x X, dans G; x X, tel que o({1(g, x)) = $a(r(g), o(%))
pour tout (g, x) € Q.

Soient p;:G; x Xo— Gy, p3: Gy x Xy — X, les projections canoniques.
Pour tout (g, %;) € Gy x Xy, soit f;, ., 'application gjars (Dg)pqy,(%s) de
Ty, (Gy) = 51 L(G,) dans T, (X;). Les f;, ., définissent un morphisme de p¥T(G;)
dans pFT(X,).

Soit x, € X;. 11 existe un voisinage ouvert G de ¢ dans G, et un voisinage
ouvert X de x, dans X, tels que {;(g, x) et $5(p(g), @(x)) soient définis pour
(g, x) € G x X. Posons, pour (g,x) e G x X,

@(g %) = o(d1(g %) €Xa,  B(g %) = Palu(e), o(¥) € Xa.
Si G et X sont assez petits, on a, pour tout (4, g, x) e L(G;) x G x X,

(To)(ag, 05) = (Te)((D1)a($1(g %))
= (Da)rae(e(d1(g %))
= (Dg)rawae(8 #),
(TR)(ag, 0x) = (Tda)(L(p)a.u(g), ¢(x)
= (Da)rana(da((8), 9(x)))
= (D2)r@waB(8; %)-
Donc pour x € X, les morphismes g — « (g, x) et g — B(g, x) sont des intégrales
de f; comme
Ble, %) = (%) = ale, 2)
pour tout x € X, on conclut de VAR, R, 9.3.7, que « et p coincident dans un
voisinage de (e, x,). D’ou la proposition.

CoROLLAIRE. — Svient G un groupuscule de Lie, X une variéié de classe CF. Considérons
deux morceaux de lois d’opérations & gauche de classe C7 de G dans X. On suppose que, pour
tout a € L(G), le champ de vecteurs correspondant D, sur X soit le méme pour les deux
morceaux de lots. Alors ces dans deux morceaux de lois coincident dansun voisinage de {¢} x X.

TutorEME 6. — Soient G un groupuscule de Lie, X une variété de classe Cr (r > 2),
et xo un point de X. Soit ar—> D, une loi d’opération infinitésimale & gauche de classe CT—1
de L(G) dans X.

(1) 1l existe un voisinage ouvert X' de %, dans X, et un morceau de loi d’opération &
gauche de classe G~ de G dans X' tels que la loi d’opération infinitésimale associée soit
a— D, |X".
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(ii) Soient deux morceaux de lois d’opérations & gauche de classe G~ de G dans un
voisinage ouvert X" de xo; s’tls admettent avr—> D | X" comme loi d’opération infinitésimale
associde, ils coincident dans un voisinage de (e, x,).

L’assertion (ii) résulte du cor. de la prop. 1l. Prouvons (i). Pour tout
(g,%) € G x X et tout a € L(G), posons

Qu(g; %) = (ag, Dy(x)) € Ty(G) x Ty(X).

Soit Sy, » I'ensemble des Q,(g, x) pour a € L(G). D’aprés le lemme 5 du n° 6, les
S, sont les fibres d’un sous-fibré vectoriel S de T(G) x T(X). Soient g,
bdans L(G); ona

[Qa: Qb] (ga x) = ([Rw Rb] (g)’ [Das Db] (x))
= (—Ry.01(8)s —Dia,n(%)) (8 3, 18.6)
= Q_a,u(g %)

donc S est intégrable (VAR, R, 9.3.3 (iv)).

Dapres VAR, R, 9.3.7, il existe un voisinage ouvert G; de edans G, un
voisinage ouvert X, de x, dans X, et une application (g, x) > gx de classe C"~1 de
G, x X, dans X, tels que ex = x pour tout ¥ € X, et

(6) (ag)x = D,(gx) pour ae L(G), g G, x e X,.
En particulier
) ax = Dg(x).

Soient G, un voisinage ouvert de ¢ dans Gy et X, un voisinage ouvert de x,
dans X, tels que gg’ soit défini et appartienne & G, pour g, g’ dans G, et que gx
soit défini et appartienne a X, pour (g, x) € G5 x X,. Considérons les applica-
tions uy, ay de G5 x (G, x X,) dans X définies par

(g, (b, %)) = g(hx), as(g, (h, %)) = (gh)x.
Elles sont de classe C'~%. On a
ay(e; (b %)) = hx = ay(e, (A, x)).
D’autre part

T(o1)(ag, Ou,0) = (ag)(hx)

= D, (g(hx)) d’aprés (6)
= Dg(oi(g, (£, %)),

T(ag)(ag, On,x) = (agh)x
= D,({gh)x) d’apres (6)
= Dy(as(g, (£, %))).

Drapres VAR, R, 9.3.7, a, et a, coincident dans un voisinage de (¢, (e, x;)). Ceci
posé, (i) résulte de (7) et de la prop. 23 du § 1, n° 11.
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CoROLLAIRE 1. — Soient G un groupuscule de Lie, X une varidté paracompacte de
classe G (r = 2). Soit ar> D, une lot d’opération infinitésimale & gauche de classe G =1
de L(G) dans X.

(1) 11 existe un morceau de loi d’opération & gauche de classe CT~* de G dans X tel
que la loi d’opération infinitésimale associée soit a > D,

(1) Deux lois d’opérations a@ gauche de classe C'=1 de G dans X, qui admettent
ar+> D, comme loi d’opération infinitésimale associde, coincident dans un voisinage de
{e} x X.

L’assertion (ii) résulte du cor. de la prop. 11. D’aprés le th. 6 (i), il existe un
recouvrement ouvert (X;); .; de X, et, pour tout { € I, un morceau de loi d’opéra-
tion & gauche ¢; de classe -1 de G dans X, tels que la loi d’opération infini-
tésimale associée soit a++D, | X;. Comme X est paracompacte, on peut
supposer le recouvrement (X;); .; localement fini. Pour tout (¢, 7) € I x I et tout
xeX; N X, §; et §; coincident dans un voisinage de (e, ) (cor. de la prop. 11).
Comme X est normale, on peut appliquer la prop. 24 du § 1, n° 11, ce qui prouve

).

COROLLAIRE 2. — Sotent X une variété paracompacte de classe C* (r = 2), et & un
champ de vecteurs de classe G~ sur X. 1l existe un morceau de loi d’opération ¢ de classe
C 1 de K dans X tel que, pour tout x € X, E(x) soit Pimage par t\—> (¢, x) du vecteur
tangent 1 @ K en 0. Deux morceaux de lois d’opérations possédant la propridté précédente
coincident dans un voisinage de {0} x X.

C’est un cas particulier du cor. 1.

Remarque. — On peut bien entendu remplacer partout, dans ce n°, les lois
d’opérations & gauche par les lois d’opérations a droite.

§ 5. Calculs formels dans les groupes de Lie

Soient f, g deux séries formelles a coefficients dans K par rapport aux mémes
indéterminées; soit f; (resp. g;) la composante homogéne de degré 7 de f (resp. g).
Nous écrirons

f=¢g mod deg p

sif; = g pouri < p.

Dans ce §, G désigne un groupuscule de Lie de dimension finie z; le corps de
base K est supposé de caractéristique zéro. On identifie une fois pour toutes, a
Paide d’une carte, un voisinage ouvert de ¢ dans G 4 un voisinage ouvert U de 0
dans K", de facon que ¢ ’'identifie a 0. Pour x,y dans U et n € Z, on note x.y le
produit de x et y, et ¥ Ja puissance m-¢éme de x dans G (lorsqu’ils sont définis).
Les coordonnées de x € U sont notées x4, xq, . . ., X,
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1. Les eoefficients ¢,

Soit £ 'ensemble des (x,y) e U x U tels que x.y soit défini ct appartienne &
U. Alors Q est ouvert dans U x U, et I'application (¥, y) > x.y de Q dans U est
analytique. Les coordonnées z;, . . ., z,de z = x.y admettent donc des développe-
ments en série entiére a Iorigine suivant les puissances de Xy, . . ., Xy, Y15« -« Yn-
Par suite, il existe des constantes c,, € K, bien déterminées,
telles que

,,,,, S sBisernsBas¥iseeesY,

. Yn — o ) B
(1) le' c -2t = Gy, e i iBaeN cﬁh ,,,,, OpsBraresBus¥Yiseses 'anll' . "xn"yll' - Yur

pour vy, ..., v, dans N. Adoptant les conventions de VAR, R, nous écrirons
ces formules plus briévement:

(@) (x.9)" =

Puisque x.0 = 0.x = x pour xe U, on a

Ca,B,v% :xyﬁ (Y € N‘n).

o,peN”

3) Ca,0,y = Co,ay = Oay
ol 3, est l'indice de Kronecker. En particulier, écrivant désormais £ a la place
deg,pourk=1,...,n

4) (-9 = % + Y + Co X YP-

lel 23,8121

n
Posant ¢,5 = (Cup1s Copas - - -5 Copn) € K", on a donc

(5) xy=x-+y+ Cap®™yP.

lal> 1,181 21
Au second membre de (5), considérons la composante homogene de degré 2:

n

B(x,y) = i’].zl CiiXiY;

de sorte que (x, y) > B(x, y) est une application bilinéaire de K" x K" dans K".
Ona

(6) xy=x+y+ Blxy) mod deg 3.

La formule (4) entraine d’autre part que

(7 Cap =0 si o + [B] < |yl

et que les termes de degré total |y} dans le développement de z¥ sont aussi ceux de

(%1 + yy)¥2(xg -+ yg)2. . (2, + y,)"» = ((a, B))x*y® (cf. VAR, R, Nota-

tions et conventions). Donc:

a+B=y

(8) Capy =0 s fo| + [B] = |y[ mais «+p#y
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(9) upatp = ((o B))-

L’associativité du produit implique la relation
é ca&nxm(g{ Covelf BZV) = g Cevn (g CopeX™Y B) z'

quels que soient x, y, z assez voisins de 0, d’otx
(10) g Caenlpyg = ; CeynCope (a, B, v, dans N™).

Le groupuscule G admet un sous-groupuscule ouvert commutatif si et seulement
Si Cupy = Cpay quels que soient o, B, y dans N",

2. Crochet dans Palgébre de Lie

o

. e 1oo= o, .. o
Pour « € N*, soit ¢, la distribution ponctuelle e Porigine. En particulier,

0 . .
& = ¢, = e Les ¢, forment une base de Pespace vectoriel U(G). Si f est une

fonction analytique dans un voisinage ouvert de 0 dans G, et si f(x) = Z haX® est
®%
son développement en série entiére 4 Porigine, on a

<3oc:f> = Ry

En particulier,
<eoc: x~1> = 80W‘

Donc
<eoc * €3, xy> = <eoc ® €ps (xy)y>
=<6 Q g, (XZ}, L‘oz’B’vxu’yB/>
= u%: ctx’B’Y<gw xal><el3: yﬁl> = cocB*{:
donc
(11) €y bg = ; Coypiye

(La formule (10) exprime alors associativité de U(G).)
En particulier, puisque L{G) est stable pour le crochet,

(12) [ene] = % (e — i) s
Les constantes de structure de L(G) relativement & la base (e,, . . ., ¢,) sont donc
les ¢ — €54 Autrement dit, identifiant canoniquement L(G) 34 K*, on obtient:

(13) [x:y] = B(x>y) - B(y: x)'
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Proposition 1. —

(1) A~V = —x + B(x,x) moddeg3
(i1) xy. 20 =y + [x9] mod deg 3
(1it) yHxy =x+ [x,9] mod deg 3
(iv) AU gl=1 xy = [x,y] mod deg 3
(v) .y 2Ny =[x y] mod deg 3.

(Dans (i), #I~1 représente bien entendu le développement en série entiere a
Porigine de I'application x> '~ 11; les autres formules s’interprétent de maniére
analogue.)
Soient g; et g, les composantes homogeénes de degrés 1 et 2 de -1, On a
0 =x.x"1

=+ g(x) + B(x,g2(x)) mod deg?2 (d’aprés (6))

=x + g1(%) mod deg 2
donc g,(x) = —x. Ensuite
0 = x.a-1
=x+ (—x + go(x)) + Blx, —x + go(x))  moddeg3
= go(x) — B(x, x) mod deg 3
donc go(x) = B(x, x). Cela prouve (i). En utilisant (i), on a
xy U = (x +y + Blx,9).(—x + B(x, x)) mod deg 3
=x+y+ Blx,y) + (—x + Blx, %)) + Blx + 9, —x) mod deg 3
=y + B(x,y) — B(y, ) mod deg 3
=y + [xy] mod deg 3 (d’apres (13))

d’olr (ii). La démonstration de (iii) est analogue. En combinant (i) et (iii), on
obtient

AVy-Uxy = (—x + Blx, x)). (x + [x,9]) mod deg 3
= —x + B(x,x) +x + [xy] +B(—x,x) mod deg 3
= [x,y] mod deg 3

d’ou1 (iv). La démonstration de (v) est analogue,

3. Puissances

Considérons j points de G:
#(1) = (#(D)1 #(D2s - - -5 #(1)a)
%(2) = (#(2)1, %(2)25 - - - %(2)a)

x(]) = (x(.])l) x(j)z; sees x(j)n)'
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L’application (x(1), #(2), ..., (7)) > x(1).x(2) ... .x(j) admet un dévelop-
pement en série entiére A Porigine:

19 1)5@....x() = 2

.....

ol les @y,

1) B = oy sipen o010
ol le second membre est une séric entiére convergente par rapport a la variable
x € K™ On obtient cette série en supprimant dans (14) les termes dans lesquels
P'une des variables x(1),.. ., x(j) n’intervient pas explicitement, puis en faisant
#(1) = 2(2) =---=x(j) = x

Si t e K, toutes les applications puissance ~éme de G ont méme développe-
ment en série entiére a P'origine, puisque deux quelconques d’entre elles coinci-
dent dans un voisinage de 0. Nous noterons x ce développement en série en-

tiére.

ProrosiTioN 2. — (i) On a ; = 0 mod deg}.
(ii) SiteK, ona

(16) = 2 (ﬁ)%(x)

ol la série formelle de droite a un sens grdce & (i).

(Onpose (t) = fmit 1) pour toutteK.)

i 2!

L’assertion (i) est évidente sur la définition des {,.
Prouvons (ii} pour £ entier >0, D’apres (14), on a

1 K = a QO(1) 4 oo oul®)
(17) D P

Pour a = («(1),...,a(z)) € N")%, notons o(«) Pensemble des je{l,2,...,¢}
tels que «(j) # 0. Si, dans la somme (17), on groupe les termes pour lesquels
o(a) est le méme, il vient

(18) 0= 2 hyo(a)
avec
(19) hio(%) = &0 Baa),...a@®™ DT,

Posons 6 = {Ji, fa, - - -5 Jqf AVEC J; < Jo < --- < j,. Dans (14} (ot 'on remplace j
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par ¢), substituons 0 & x(k) pour £ ¢ o; comme O est élément neutre de G, on
obtient le développement en série entiere a I'origine de #(j;) . x(jo) ... .. £(Jg):

#(J1)-x2(ja) - -+ - -x(Ja) = oyt (J1) 0% (J2) 292 - ()00

cla)<o

done, compte tenu de la définition de ¢,:

(20) Go(x) = o(; o Ga),..., ap AU,

D’apres (19) et (20), on voit que & 4(%) = Qgara ofx). Alors, (18) entraine

A0 = 2 (z.)gbi(x) -2 (t.)q;,.(x).

oo
Cela établi, posons x = Z

i , . .y
P () §;(x) pour tout £ € K. Dans les séries entiéres
=

:
%1 et 4™, chaque coeflicient est fonction polynomiale de & En effet, cela est
évident pour x™. En ce qui concerne x, il suffit de prouver que, pour tout
ue U(G), I'image de u par x+> 4" est fonction polynomiale de ¢ Or, pour
u e U™(G), cette image est t™u (§ 4, n° 3, prop. 7 (iv)).

Comme x™ = % pour ¢ entier >0, on conclut de Ia que x™ = »% pour tout

te K.

Remarques. — 1) Ecrivons la condition (ii) de la prop. 2 pour ¢ entier >0:

0 = {io(x)
x = o(x) + $y(%)
22 = Qo(x) + 29, (x) + Pa(x)

Ces formules suffisent & déterminer les §,.
2) On voit que go(x) = 0, $1(x) =, Po(x) = ™ — 2,

A = 2 (— 1)),
3) L’expression précédente de ¢, et la formule (6) prouvent que
(21 $o(x) = B(w, x) mod deg 3.

Compte tenu de la prop. 2, (i) et (ii), on voit que

(22) A = g+ (é)B(x, x) mod deg 3.
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4) Notons {, ,(x) et & ,(x) les composantes homogénes de degré m de ¢, ()
etde x®. Ona ¢, , = 0 pour m < p. D’autre part, la prop. 2 (ii) donne

z tE=1...6—p+1) Gy (%)

ps<m ﬁ!

(23) ym(x) =
c’est-a-dire

(24) ht.m(x) = t’%,m(x)

1<r<m

ou les ¢, ,, sont des applications polynomiales homogénes de degré m de K* dans
K" On a en particulier, d’apres (23),

(25) ein® = 2 5T 4
(26) Omn() = ().

5) SiK est de caractéristique >0, les résultats des n° 1 et 2 restent valables a

condition de définir ¢,, au n° 2, par <e,, % 22> = A, Aun® 3, si on définit les ¢;

©
. . . t .
comme ci-dessus, le raisonnement fait prouve encore que x! = z;) ( .)LI),-(x) si
1= 1

teN.

4. Exponentielle

Soit E(x) le développement en série entiére en 0 d’une application exponentielle
de G. Soit L(x) le développement en série entiere en 0 de ’application réciproque
d’une application exponentielle injective de G. Puisque ’application tangente en
0 4 toute application exponentielle est 'identité de L(G), on a E(x) = ¥ moddeg?2
et L(x) = x mod deg 2. Puisque E(L(x)) = L(E(x)) pour x assez voisin de 0, les
séries formelles E et L sont telles que E(L(X)) = L(E(X)) = X. Un raisonne-
ment analogue montre que E(#X) = (E(X))¥, L(X") = ¢L(X) pour ¢e K.

ProrosiTION 3. — On a

r'
I
M
|
—_
=
1
.
<
)

(27) 2
28) E = 2, 54

(rappelons que Yy, , est la composante homogéne de degré p de §,,).
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Ona
E(tx) = (E(x)"
ou, d’aprés (24),

E(tx) = mZO L L o n(E ().

2 srsm

Les deux membres sont des séries formelles en ¢ et x. Egalons les termes du pre-~
mier degré en ¢. Il vient

(29) 5= 2 00a(E).

Or Pinversion d’un systéme de séries formelles, quand elle est possible, ne Pest
que d’une seule maniére (A, IV, § 6, cor. de la prop. 8). Alors

> rm(®) daprés (29)

mz0

L{x) =
- pZ CEDPy ) dapres (25)
-2 iy e

d’otr (i). De méme, on a, pour ¢ # 0,

L(tx) = (L((tx)¥™)

(2,

m20 1<r<m

il

t’""’cp,,m(x)) d’apres (24).
Egalons les termes du premier degré en ¢ 11 vient

x = L( Z cpm,m(x))

mz=0
d’ou

E(x) = 2 @nnl®)
Zom

P (%) d’apres (26).

?!*‘

ProrosrTioN 4. — Pour que la carte utilisée de G soit canonique, il faut et il suffit que

$; = 0 pourj = 2.
Clest suflisant d’aprés la prop. 3. Supposons que la carte soit canonique, et

ue §; = 0 our2<i<n.0nanx=x["]=z " (%) = nx + §,(x), dor
q i p i

i=0

¢, = 0. Donc {; = 0 pourj > 2 par récurrence sur j.



192 GROUPES DE LIE Ch. 1, §6

§ 6. Groupes de Lie réels ou complexes
Dans ce paragraphe, on suppose que K est égal 4 R ou a C.

1. Passage des morphismes d’algébres de Lie aux morphismes de groupes de
Lie

Lemme 1. — Soient G un groupe topologique simplement connexe, W un voisinage ouvert

connexe symétrique de e, H un groupe, f une application de W* dans H. telle que

Sxyz) = f(x /(@) S(2)

pour x,y, z dans W. Il existe un morphisme f* de G dans H tel que f'|W = f|W.

Pour (g, k) e G x H et U voisinage ouvert de ¢ dans W, soit A(g, A, U)
Pensemble des (gu, bf(#)) eG x H pour zeU. On a (g, k) € A(g, h, U), et
Ag, b, Uy) N Alg, h, Uy) = A(g, h, U; nU,). Soit (5,2} € A(g, £, U); on a
s = gu et t = hf (u) pour un € Uj; il existe un voisinage ouvert U’ de ¢ dans W
tel que «U’ < Uj; alors, pour 2’ e U’,on a

(su', if (u)) = (guw'y bf (uu')) € A(g, b, U)

donc A(s, £, U") < A(g, h, U). Il résulte de 1a que les A(g, 4, U) forment la base
d’une topologie sur G x H. Nous noterons Y I'ensemble G x H muni de cette
topologie, et désignerons par p la projection canonique de Y sur G, qui est
ouverte. La restriction de p a A(g, £, U) est un homéomorphisme de A(g, £, U)
sur gU. Donc (Y, p) est un revétement de G. Soit Y, le sous-groupe de Y engendré
par A(e, e, W), et soit B lensemble des Afe, ¢, U). Il est clair que B vérifie les
conditions (GVy) et (GVy) de TG, III, § 1, n° 2. L’ensemble Y; desy € Y, tels
que les applications z+>yzy~! et z+>y~1zy de Y, dans Y, soient continues en
(¢, €) est un sous-groupe de Y,. Soit w e W, L’application w'++ ww'w™! de W
dans G est continue, donc Papplication (w', f(w")) > (ww'w ™1, f(ww'w™1)) de
Ale,e, W) dans Y est continue en (e, ¢). Or f (ww'w™?) = f(w) f ') f (w™1),et par

suite
(ww'w™?, fww'w™1) = (w, f(w)) (@', f(@))(w,f(w) 1.

Comme w~*eW, on voit que (w, f(w)) € Y,. Ainsi, A(e,e, W) < Yg, de sorte
que Y = Y,. Le groupe Y, muni de la base de filtre 9B, vérifie donc la condition
(GViy) de TG, I11, § 1, n® 2. Comme (g, £).A(e, ¢, U) = A(g, k, U), Y, est un
groupe topologique, connexe puisque A(e, ¢, W) est connexe. Alors p(Y,) est un
sous-groupe ouvert de G, d’ott #(Y,) = G puisque G est connexe. Le noyau de
p|Y, est discret. Comme G est simplement connexe, p|Y, est un homéomor-
phisme de Y, sur G. Par suite, Y est le graphe d’un morphisme f* de G dans H.
Pour g EW: on a <g>f(g)) & A(ea ) W) < YO) d’Oﬂf(g) :fl(g)'

1 Cf. le chap. XI de TG (a paraitre). Il est prouvé dans ce chapitre que si G;, Gy sont des groupes
topologiques connexes, si @ est un homomorphisme continu ouvert de Gy sur G, a4 noyau discret, et

si G, est simplement connexe, alors @ est un homéomorphisme. Rappelons d’autre part qu’un espace
simplement connexe est connexe.
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TutoriME 1. — Soient G et H des groupes de Lie, b un morphisme continu de L(G) dans
L(H). On suppose G simplement connexe. Alors il existe un morphisme ¢ de groupes de Lie
de G dans H, et un seul, tel que b = L(o).

L’existence de @ résulte du lemme 1, et du §4, n° 1, th. 1 (i), L’unicité de ¢
résulte du § 4, n° 1, th, 1(ii) et du fait que G est connexe.

COROLLAIRE. — Soit G un groupe de Lie simplement connexe de dimension finie. Il existe
une représentation linéaire analytique de dimension finie de G dont le noyau est discret.

1l existe (chap. I, § 7, th. 2) un espace vectoriel E de dimension finie, et un
morphisme injectif 2 de L(G) dans 'algébre de Lie End(E). D’apres le th. 1, il
existe un morphisme ¢ de G dans GL(E) tel que L(p) = 4. Donc ¢ est une im-
mersion, et par suite son noyau est discret.

Remarques. — 1) 11 existe des groupes de Lie simplement connexes de dimension
finie qui ne possédent aucune représentation linéaire analytique injective de
dimension finie (exerc. 2).

2) 1l existe des groupes de Lie connexes G de dimension finie tels que toute
représentation linéaire analytique de dimension finie de G ait un noyau non
discret (exerc. 3 et 4).

2. Sous-groupes intégraux

DErintTioN 1. — Soit G un groupe de Lie. On appelle sous-groupe intégral de G un sous-
groupe H muni d’une structure de groupe de Lie connexe telle que Uinjection canonique de H
dans G soit une immersion.

On appelle sous-groupe 4 un parametre de G un sous-groupe intégral de
dimension 1.

Soient H un sous-groupe intégral de G, 7 'injection canonique de H dans G.
Alors L(7) définit un isomorphisme de L(H) sur une sous-algébre de Lie de L(G)
admettant un supplémentaire topologique. On identifie L(H) & son image par
L{).

Exemples. — 1) Un sous-groupe de Lie connexe de G est un sous-groupe intégral
de G.

2) Supposons G de dimension finie. Soit H un sous-groupe de G; munissons-le
de la structure induite par la structure de groupe de Lie de G (§ 4, n° 5, déf. 3).
Alors sa composante neutre H, est un sous-groupe intégral de G, et la sous-
algébre tangente en ¢ & H est L(H,) (§ 4, n° 5, prop. 9 (i1)).

3) Soient G un groupe de Lie complexe, H un sous-groupe intégral de G, G,
(resp. H;) le groupe de Lie réel sous-jacent a G (resp. H). Alors H; est un sous-
groupe intégral de G, et L(H,) est ’algébre de Lie réelle sous-jacente a L(H).
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TutorEME 2.—Soit G un groupe de Lie.

(1) Lapplication H>L(H) est un bijection de I’ensemble des sous-groupes intégraux
de G sur Densemble des sous-algébres de Lie de 1.(G) admettant un supplémentaire topolo-
gique.

(ii) Soit H un sous-groupe intégral de G. Tout sous-groupuscule de Lie connexe de G
d’algebre de Lie LX) est une sous-variété ouverte de Y qui engendre H.

a) Soit b une sous-algébre de Lic de L(G) admettant un supplémentaire
topologique. Soit H; un sous-groupuscule de Lie de G tel que L(H;) =9 (§4,
th. 3). On peut choisir H, de telle sorte qu’il soit connexe. Soit H le sous-groupe
de G engendré par H;. Il existe (§ 1, cor. de la prop. 22) une structure de groupe
de Lie sur H telle que H; soit une sous-variété ouverte de H et que I'injection
canonique de H dans G soit une immersion. Comme H; est connexe, H est con-
nexe, donc est un sous-groupe intégral de G. On a L(H) = L(H,) = b. Cela
prouve que ’application considérée en (i) est surjective.

b) Soient H un sous-groupe intégral de G, et N; un sous-groupuscule de Lie
connexe de G d’algebre de Lie L(H). Comme Pinjection canonique de H dans G
est une immersion, il existe un sous-groupuscule ouvert H; de H qui est en méme
temps sous-variété de G, donc un sous-groupuscule de Lie de G d’algébre de Lie
L(H). D’autre part, soit N le sous-groupe de G engendré par N, ; d’aprés la partie
a) de la démonstration, il est muni d’une structure de sous-groupe intégral de
G tel que N; soit une sous-variété ouverte de N. D’apres le § 4, th. 3, H; n N,
est ouvert dans H; et N;. Donc le sous-groupe de G engendré par H; N N; est
égal d’une part a H, d’autre part a N. Par suite les groupes de Lie H et N sont
égaux. Gela prouve (ii), et prouve aussi que I'application considérée en (i) est
injective.

Remarque 1 —Soit H un sous-groupe intégral de G. Soit Y le feuilletage gauche de G
associée 2 L(H). Si g € G, munissons gH de la structure de variété déduite de celle
de H par y(g). D’aprés VAR, R, 9.3.2, I'injection canonique de gH dans Y est
un morphisme. Ce morphisme est étale. Donc les feuilles connexes maximales de
Y sont les classes & gauche suivant H.

Prorosition 1.—Soient G et M des groupes de Lie, H un sous-groupe intégral de G, ¢ un
morphisme de M dans G tel que L(p)(L(M)) < L(H). On suppose M connexe. Alors
o(M) = H, et o, considéré comme application de M dans H, est un morphisme de groupes
de Lie.

En effet, avec les notations de la Remarque 1, ¢ est un morphisme de M dans Y
(VAR, R, 9.3.2), donc ¢(M) = H puisque M est connexe.

CoRrOLLAIRE 1. — Soient G et H des groupes de Lie, o un morphisme de groupes de Lie de
G dans H, N le noyau de o, et h = L(o). Supposons G connexe et H de dimension finie.
(1) N est un sous-groupe de Lie de G, et L(N) = Ker A.
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(ii) Soit Y’ le sous-groupe intégral de X d’algébre de Lie Im h. Alors (G) = H'.

(iii) L’application de G/N dans H' déduite de ¢ par passage au quotient est un iso-
morphisme de groupes de Lie.

(1) a déja été démontré (§ 3, n° 8, prop. 28).

Soit ¢ le morphisme de groupes de Lie de G/N dans H déduit de ¢ par passage
au quotient; c’est une immersion (§ 3, n° 8, prop. 28). D’aprés la prop. 1, ¢ est
un morphisme de groupes de Lie de G/N dans H'. Ce morphisme est étale,
done §(G/N) = H' puisque H' est connexe; cela prouve (ii}). Alors ¢: G/N — H'
est bijectif, et est un isomorphisme de groupes de Lie, ce qui prouve (iii).

COROLLAIRE 2. — Sotent G un groupe de Lie, H, et H, des sous-groupes intégraux de
G. 81 L(H,) < L(H,), alors H, est un sous-groupe intégral de H,.
Soient #,: H; —+ G, i3: Hy — G les injections canoniques. Alors

L(i) (L(Hy)) = L(Hy) < L(H,).

D’aprés la prop. 1, 7, est une application analytique de H; dans H;, et méme une
immersion de H, dans H; puisque L(z;) est un isomorphisme de L(H,) sur une
sous-algebre de L(H;) admettant un supplémentaire topologique.

COROLLAIRE 3. — Soient G un groupe de Lie de dimension finie, (H;), 1 une famille
de sous-groupes de Lie de G. Alors H = QI H; est un sous-groupe de Lie de G, et

L(H) = [ L(H).

11 existe une partie finie J de I telle que iOJ L(H,) soit égal a Pintersection M de

tous les L{H,). On sait que H* = iDJ H; est un sous-groupe de Lie tel que
L(H*) = M (§ 3, n° 8, cor. 2 de la prop. 29). Soit H, la composante neutre de
H*. C’est un sous-groupe de Lie de G, et L(H,) = M. D’aprés le cor. 2, on a
H, < H,; pour tout ¢, donc H, = H < H*, d’ot1 le corollaire.

CoROLLARE 4. — Soit G un groupe de Lie connexe de dimension finte. Les conditions
suivantes sont équivalentes:

(1) G est unimodulaire (INT, VII, § 1, n° 3, déf. 3);

(ii) det Ad g = 1 pour tout g € G;

(iti) Tr ad @ = O pour tout a € L(G).

L’application g+> det Ad g est un morphisme ¢ de G dans K*. D’aprés le
§ 3, prop. 35 (n° 10) et 44 (n° 12), on a L(¢)a = Tr ad a pour tout ¢ e L(G). 11
est clair que Im L({¢) = {0} ou K. Dans le premier (resp. deuxi¢me) cas, on a
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Im ¢ = {1} (resp. Im ¢ = K*) d’apreés Ie cor. 1, donc G est unimodulaire (resp.
non unimodulaire) d’apres le § 3, n° 16, cor. de la prop. 55.

Proprosrrion 2. — Soient G un groupe de Lie de dimension finie, H un sous-groupe
wntégral de G.-Les conditions suivanies sont équivalentes:

(1) H est fermé;

(1) la topologie de Y est induite par celle de G,

(iii) H est un sous-groupe de Lie de G.

(i) = (iii) : cela résulte du § 1, prop. 2 (iv) (n° 1) et 14 (iii) (n° 7).

(iif) = (i) : évident.

(ii) = (i):sila topologie de H est induite par celle de G, H est fermé parce que
H est complet (§ 1, n° 1, prop. 1).

ProrosiTion 3. — Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe intégral de G, M une
variété analytique connexe non vide, f une application de M dans G et r € Ng. Considérons
les conditions sutvantes:

(1) fest de classe C7, et f (M) < H;

(1) f(M) < H, et f, considérée comme application de M dans H, est de classe C;

(iil) f est de classe C7, f(M) rencontre H, et Pimage de T,,(M) est contenue dans
S () .L(H) pour tout m € M.

On a (ii) < (ii1) = (i). St la topologie de H admet une base dénombrable, les trois
conditions sont équivalentes.

(ii) = (i) et (ii) = (iii): évident.

(1ii) = (ii): supposons vérifiée la condition (iii). D’aprés VAR, R, 9.2.8, f
est un morphisme de classe C" de M dans le feuilletage gauche associé a L(H).
Comme M est connexe, on a f(M) < H.

Si la topologie de H admet une base dénombrable, la condition (i) implique
que f est une application de classe C* de M dans H (VAR, R,9.2.8); donc

(i) = (ii).

CoroLLARE 1. — Sotent G un groupe de Lie de dimension finie, H un sous-groupe
intégral de G. Alors la sous-algébre de Lie tangente en ¢ d H (§4, n° 5, déf. 2 et 3) est
L(H), et la structure de groupe de Lie de Y est la structure induite par celle de G.

En effet, comme H est connexe de dimension finie, sa topologie admet une
base dénombrable.

COROLLAIRE 2. — Soient G un groupe de Lie, Hly et H, des sous-groupes intégraux de G.
On suppose que la topologie de 1, admet une base dénombrable. Alors

Hy = H; <« L(Hy) < L(Hy),

et, si ces conditions sont vérifies, Hy est un sous-groupe intégral de ;.
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La derniére assertion, et I'implication L(H,) = L(H,) = H, < H,, résultent
du cor. 2 de la prop. 1. L’implication inverse résulte de la prop. 3.

COROLLAIRE 3. — Soient G un groupe de Lie, H, et H, des sous-groupes intégraux de G
dont la topologie admet une base dénombrable. St H; et X, ont méme ensemble sous-jacent,
les structures de groupes de Lie de H, et H, sont égales.

Cela résulte du cor. 2.

Remarque 2. — Soit G un groupe de Lie de dimension finie. Soit H un sous-
groupe de G. Nous dirons, par abus de langage, que H est un sous-groupe
intégral de G §’1l existe une structure S de groupe de Lie sur H telle que H, munt
de S, soit un sous-groupe intégral de G. D’aprés le cor. 3 de la prop. 3, si S existe,
S est unique,.

Remarque 3. — Soit V une variété de classe C". Soient M une partie de V, x et y
des éléments de M. Considérons la propriété suivante:

Pyt il existe I, x4, 21, . .5 X, /15 -« -, [y tels que: @) T est une partie ouverte
connexe de K; b) &g, . . ., x, sont dans M, x, = x, %, =y;c)pour ]l < ¢ < n, f; est
uneapplication de classe G"de I dansV qui prend lesvaleursx;_; et x;, et f;(I) = M.

Nous dirons que M est une partie C'-connexe de V si, quels que soient les
éléments x, y de M, on a la propriété Py ..

ProrositionN 4. — Soient G un groupe de Lie de dimension finie, H un sous-groupe de G.
Soit r € Ng. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) H est un sous-groupe intégral de G;

(1) muni de la structure de groupe de Lie induite par celle de G, H est connexe;

(i) H est Cr-connexe.

(i) = (i): évident.

(1) = (iii) : supposons H muni d’une structure de groupe de Lie telle que
H soit un sous-groupe intégral de G. Utilisons les notations de la Remarque 3.
L’ensemble des y € H tels que la propriété Py , , soit vraie est un sous-groupe
ouvert de H. Comme H est connexe, ce sous-groupe est égal a H, donc la con-
dition (iii) est vérifiée.

(iif) =- (ii): supposons la condition (iii) vérifiée, et munissons H de la structure
induite par la structure de groupe de Lie de G. Soit b la sous-algébre tangente a
H en e. La composante neutre H, de H est un sous-groupe intégral de G tel que
L(H,) = ». Montrons que H = H,. Il suffit de prouver ceci: soient I une partie
ouverte connexe de K, f une application de classe C" de I dans G telle que
S(@) = H, A et u deux points de I; si () € Hy, alors f(p) € Hy. Or, pour tout
vel, on a (T, f)(K) < f(v)b par définition de b, de sorte que notre assertion
résulte de la prop. 3.
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Remarque 4. — Si1 K = R, on peut aussi caractériser les sous-groupes intégraux de
G comme les sous-groupes qui, munis de la topologie induite par celle de G, sont
connexes par arcs (§ 8, exerc. 4). Toutefois, il peut exister des sous-groupes connexes
qui ne sont pas intégraux (AG, VI, § 9, § g, exerc. 9).

COROLLAIRE. — Soient G un groupe de Li¢ de dimension finie, Hy et Hy deux sous-groupes
intégraux de G. Le sous-groupe de G engendré par H, et H,, el le sous-groupe (H,, H,) de
G, sont des sous-groupes intégraux de G.

Le sous-groupe (G, G) de G n’est pas toujours fermé (§ 9, exerc. 6).

Rappelons (§ 3, n° 11, cor. 5 de 1a prop. 41) que si a est une algébre de dimen-
sion finie, Aut(a) est un sous-groupe de Lie de GL(a) et que L(Aut(a)) est
Palgebre de Lie des dérivations de a.

DerinrTioN 2. — Soit o une algébre de Lie de dimension finie. On note Ad(a) ou Int(a), le
sous-groupe intégral de Aut(a) d’algébre de Lie ad(a). Les éléments de ce groupe s’ appellent
automorphismes iniérieurs de a.

Par transport de structure, ad(a) est invariant par Aut(a), donc Int(a) est
distingué dans Aut(a). Compte tenu du §4, n° 4, cor. 1 de la prop. 8, et du
fait que Int(a) est connexe, les éléments de Int(a) sont les produits finis d’auto-
morphismes de la forme exp ad x ol ¥ € a. En général, Int(a) n’est pas un sous-
groupe de Lie de Aut(a) (exerc. 14).

3. Passage des algébres de Lie aux groupes de Lie

TuEOREME 3. — (1) S% L est une algébre de Lie de dimension finie, il existe un groupe de Lie
G simplement connexe tel que L(G) soit isomorphe a L.

(it} Soient G, et G deux groupes de Lie connexes, avec Gy simplement connexe. Soient

S un isomorphisme de L(G,) sur L(Gy), ¢ le morphisme de Gy dans G tel que L(o) = f,

et N le noyau de ¢. Alors N est un sous-groupe discret du centye de Gy, et le morphisme de
G, /N dans G, déduit de ¢ est un isomorphisme de groupes de Lie. Si G est simplement
connexe, @ est un isomorphisme.

Soit L une algebre de Lie de dimension finie. Il existe un espace vectoriel E de
dimension finie tel qu’on puisse identifier L & une sous-algébre de Lie de End(E)
(chap. I, § 7, th. 2). Soit H le sous-groupe intégral de GL(E) d’algebre de Lie L.
Soit H son revétement universel (§ 1, n° 9, Remarque). Alors L(F) est isomorphe
a L, d’ou (i).

Soient Gy, Gy, f, ¢, N comme dans (ii). Alors ¢ est étale, donc ¢(G,) est un
sous-groupe ouvert de Gy, donc ¢(G;) = G,. D’autre part, N est discret, donc
contenu dans le centre de G; (INT, VII, § 3, lemme 4). II est clair que le mor-
phisme de G/N sur G, déduit de ¢ est un isomorphisme de groupe de Lie. Si G,
est simplement connexe, toute application étale de G; sur Gy est injective, donc

N = {g.
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Prorosrrion 5. — Soit G un groupe de Lie réel connexe. Supposons donnée sur L(G) une
structure d’algébre de Lie normable complexe L' compatible avec sa structure d’algébre de Lie
normable réelle. 1l existe sur G une structure de groupe de Lie complexe et une seule compatible
avec la structure de groupe de Lie réel et pour laquelle I algébre de Lie est 1.'.

Dlapres le § 4, n° 2, cor. 2 du th. 2, il suffit de prouver que la structure de L’ est
invariante par Ad G. Soit ¢ une application exponentielle de G. D’aprés le
§4, n°4, cor. 3 (i) de la prop. 8, il existe un voisinage V de 0 dans L(G) tel que
Ia structure de L' soit invariante par Ad (V). Or ¢(V) engendre G parce que G
est connexe.

La conclusion de la prop. 5 ne subsiste pas nécessairement st G n’est pas supposé
connexe (exerc. 7).

ProrosiTioN 6. — Soit G un groupe de Lie complexe connexe. St G est compact, G est
commutatif.

L’application holomorphe g+ Adg de G dans Z(L(G)) est constante
(VAR, R, 3.3.7), donc ad ¢ = 0 pour tout a € L(G) (§ 3, n° 12, prop. 44). Donc
G est commutatif (§ 4, cor. 3 du th. 1).

4. Application exponentielle

TutortME 4. — Soit G un groupe de Lie. 1l existe une application exponentielle de G et une
seule définie dans L(G).

11 existe un voisinage ouvert convexe U de 0 dans L(G) et une application
exponentielle ¢ de G définie sur U. On peut supposer, en choisissant U assez
petit, que
(1) ?((2 + V)a) = ¢(Ma)e(Va)
pour ¢ € L(G), &, 2’ dans K, agq, ¥a, (A + A)a dans U.

. . . 1 . .
Soit a € L(G). Il existe un entier z > 0 tel que ~a€ U. Sim est un autre entier

1 1 . .
>0 tel que —~ae U,ona - ae U, et la relation (1) entraine

- o) - )

A P B R PP MY T Pum ’
donc (cp(% a))n = (cp(% a))m- Il existe un prolongement ¢: L(G) — G de o tel
que ¥(a) = ((p(% a))é pour a € L(G) etz entier > 0 tel que %a e U. 11 est clair

que ¢ est analytique, et est unc application exponentielle de G. Si ¢": L(G) — G
est une application exponentielle de G, ¢ et ¢’ coincident dans un voisinage de 0,
donc sont égales puisque L(G) est connexe. C.Q.F.D.
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Quand on parlera désormais de lapplication exponentielle de G, il s’agira de
Papplication considérée au th. 4. On la note expg ou exp §’il n’y a pas risque de
confusion.

Exemple. — Soit A une algtbre associative unifere normée compléte. Alors exp,.
est ’application exponentielle définie au chap. I1, § 7, n° 3.

Prorosition 7. — Soient G un groupe de Lie, a un élément de L(G). L application
A exp(ha) de K dans G est Punique morphisme ¢ du groupe de Lie K dans G tel que
(Top)1 = a.

Les applications (A, 1) > exp(ia) exp(X'a) et (A, X) > exp(A + X)a de
K x K dans G sont analytiques et coincident dans un voisinage de (0, 0). Comme
K x K est connexe, ces applications sont égales. Donc ¢: A+ exp(Aa) est un
morphisme de groupes de Lie de K dans G. L’application tangente en 0 a
> Aa est Papplication A+-> dg; et To(exp) = Idyg,; donc (Toe)l = a. L’asser-
tion d’unicité de la proposition résulte du th. 1.

Prorosrrion 8. — Soit G un groupe de Lie. Quels que soient x, y dans L(G), on a, en
notant n un entier,

@ o9 = i (o) (o0 5))

n

. 1 1 1 \°1 1y 1\
(3) explx, y] = nETw ((exp ~ x) (exp - y) (exp - x) (exp - y) ) .

Compte tenu de la prop. 7, cela résulie de la prop. 4 du § 4, n° 3, en y prenant

A=
7

Proposition 9. — Soient G un groupe de Lie complexe, G le groupe de Lie réel sous-
Jacent. Alors expg = expg-
Cela résulte de la prop. 5 du § 4, n° 3, et de ’analyticité de expg et expg..

Prorosition 10. — Soient G et H des groupes de Lie, ¢ un morphisme de G dans H.

(i) @ © expo = cxpgro L(g).

(ii) St G est un sous-groupe intégral de H, on a expg = expy|L(G).

Les deux membres de 1’égalité (1) sont des applications analytiques de L{G)
dans H qui coincident dans un voisinage de 0 (§ 4, prop. 8, n° 4), donc sont égales.
L’assertion (ii) est un cas particulier de (i).

COROLLAIRE 1. — Soient G un groupe de Lie, G” un sous-groupe de Lie de G, et a € 1.(G).
Les conditions suivanies sont équivalentes:
() acL(G);
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(i) exp(na) € G’ pour € K et |\ assez petit;
(iii) exp(2a) € G’ pour tout 1 € K.
On raisonne comme au § 4, n° 4, cor. 1 de Ia prop. 8.

COROLLAIRE 2. — Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe intégral de G, et a € L{G).
Considérons les conditions sutvantes:
(i) acL(H);
(i) expg(ra) € H pour tout 1 € K.
On a (1) = (ii). Si la topologie de Y1 admet une base dénombrable, on a (i) <> (ii).
Soit 7 'injection canonique de H dans G. Si e € L(H), on a

expe(ra) = (expg o L(2)){(ha) = (i o expy)(a) € H.

Donc (i) = (i1). La réciproque pour H a base dénombrable résulte de la prop. 3.

COROLLAIRE 3. — Soient G un groupe de Lie, o une représentation linéaire analytique de
G, xeL(G) et geG.

(i) plexpx) = exp L(p)x;

(i) Ad(exp x) = exp ad «x;

(iii) glexp x)g™! = exp(Ad g.x).

On raisonne comme au § 4, n° 4, cor. 2 et 3 de la prop. 8.

CoRrOLLAIRE 4. — Soit G un groupe de Lie connexe de dimension finie.

(1) On a Int(L(G)) = Ad(G).

(it) Soit Z le centre de G. Alors Z. est un sous-groupe de Lie de G dont I'algébre de Lie
est le centre de L(G). L’ application de G|Z dans Int L(G) déduite de g — Ad g par passage
au quotient est un isomorphisme de groupes de Lie.

I’assertion (i) résulte du cor. 3 (ii) et des remarques suivant la déf. 2. Soit
g€ G. Pour que Ad g = Id;q, il faut et il suffit que Int g coincide avec Idg dans
un voisinage de ¢ (§ 4, n° 1, th. 1(ii)), donc dans G tout entier; autrement dit,
il faut et il suffit que g € Z. Geci posé, (ii) résulte du cor. 1 de la prop. 1.

DeriniTIoN 3. — Soit G un groupe de Lie connexe de dimension finie. Le groupe de Lie
Int(L(G)) = Ad(G) s’appelle le groupe adjoint de G.

Prorosition 11. — Soit G un groupe de Lie commutatif connexe.

(1) exp est un morphisme étale du groupe de Lie additif L(G) sur G.

(if) St K = R, et 5i G est de dimension finie, G est isomorphe & un groupe de Lie de la
Jorme R? x T (p, q entiers =0).

D’aprés la formule de Hausdorfl, on a (exp %) (expy) = exp(x -+ y) pour x,
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assez voisins de 0, donc quels que soient x et y dans L(G) par prolongement analy-
tique. Donc exp est un homomorphisme de groupes, et est étale puisque

T, (exp) = Idycy-
Dol (i). L’assertion (ii) résulte de (i) et de TG, VII, § 1, prop. 9.

Proposition 12, — Soient G un groupe de Lie, et 1. = L(G). Pour tout x € L, identifions
T (L) a L, de sorte que la différentielle droite w(x) de exp en x est une application linéaire de
L dans L. Pour fout xc L, on a

wlx) = 2, (7?11—1? (ad #)",

Les deux membres sont des fonctions analytiques de #, et sont égaux pour x
assez voisin de 0 (§ 4, n°® 3, prop. 6).
Remarque. — On a w(x).(ad x) = exp ad x — 1. On écrit, par abus de notation,

_expadx—1
- ad x

@(x)

CoRroLLAIRE. — Soient G un groupe de Lie complexe, et x € L(G). L application tangente en

% & expg a pour noyau @(0} Ker(ad ¥ — 2inn).
neZ-

. . 1 . L& —1
La fonction entiére zr—> z 2", égale a pour z % 0, admet

nz0 (n + 1)! z
pour zéros les points de 277 Z — {0}, qui sont tous des zéros simples. Le corollaire
résulte alors de la prop. 12 et du lemme suivant:

Lemme 2. — Soient E. un espace de Banach complexe, u un élément de £ (E.), S le spectre de u
dans L(E) (TS, 1, § 1, n® 2), f une fonction complexe holomorphe dans un voisinage ouvert
Q de S. On suppose que f wadmet dans & qu’un nombre fini de zéros zy, . . ., z, deux &
deux distincts, de multiplicités hy, ..., h,. Alors Kerf(u) est somme directe des
Ker(u — z)mpour 1 < i < n.

(Pour la définition de f (), voir TS, I, § 4, n° 8.)

Il existe une fonction holomorphe g dans Q, partout non nulle, telle que
f@) = (z = 2)...(z — z)g(2). Alors gu)g*(u) = ¢~ (Weg(w) = 1, donc

Ker f(u) = Ker E (¢ — z;)™. Considérons Ker f(#) comme un G[X]-module

grice a la loi externe (%, x) > A(u)x pour ke C[X], x € Ker f(u). On voit que
Ker f(u) est somme directe des Ker(u — z)™ en utilisant, A, VII, §2, n° 1,
prop. L.
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5. Application aux représentations linéaires

Prorosrrion 13. — Soient G un groupe de Lie connexe, p une représentation linéaire
analytique de G dans un espace normable complet E. Sotent E,, E, deux sous-espaces
vectoriels fermés de E tels que B, < E. Les conditions suivantes sont équivalentes:
1) plg)x = x (mod Ey) pour tout g € G ¢t tout x € Eq;
(i) L(p)(L(G)) applique E, dans Eo.
Ona
plg)x = x (mod Ey) pour tout ge Get tout xe B,
< plexpa)r = x  (mod E,) pour tout 2 € L(G) et tout x €
<> (exp L(p)a)x = x (mod L) pour tout a € L(G) et tout x € E,.

D’autre part, siu e L(E), on a
exp(Mu)x = % (mod E,) pour tout Ae K et tout x € B,
< u(E;) = E,

d’ot la proposition.

CoROLLAIRE 1. — Pour que E, soit stable pour o, il faut et il syffit que E4 soit stable pour

L(p)-
11 suffit de faire E;, = E, dans la prop 13.

COROLLAIRE 2. — Supposons p de dimension finie. Pour que p soit simple (resp. semi-
simple), il faut et il suffit que L(p) soit simple (vesp. semi-simple).
Cela résulte du cor. 1.

CoROLLAIRE 3. — Soit x € E. Pour que x soit invariant par o(G), il faut et il suffit que x
soit annulé par L(o)(L(G)) (c’est-a-dire que x soit invariant par L(p) au sens du
chap. I, § 3, déL. 3).

Il suffit de faire E; = Kx, E; = 0 dans la prop. 13.

COROLLAIRE 4. — Soit o' une autre représentation linéaire analytique de G dans un
espace normable complet E'. Soit T € L (E, E'). Les conditions sutvantes sont équivalentes:

(i) To(g) = ¢'()T pour tout g  G;

(it TL(p)(a) = L(p"){a)T pour tout a € L(G).

Soit ¢ la représentation linéaire de G dans Z(E, E') déduite de p et p’
(§ 3,n° 11, cor. 1 de la prop. 41). La condition (i) signifie que T est invariant par
6(G). La condition (ii) signific que T est annulé par L{c)(L(G)). I suffit alors
d’appliquer le cor. 3.

COROLLAIRE 5. — Supposons p et o' de dimension finie. Pour que p el o’ sotent équivalentes,
il faut et 1l suffit que L(p) et L(p") soient équivalentes.
C’est un cas particulier du cor. 4.
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CooROLLAIRE 6. — Supposons G de dimension finie. Soit t € U(G). Pour que L, (resp. R,)
soit invariant 4 droite (vesp. a gauche), il faut et il suffit que ¥ appartienne au centre de U(G).

Pour que L, (resp. R;) soit invariant a droite (resp. a gauche), il faut et il
suffit que ¢, * ¢ = ¢ * g, pour tout g € G, c’est-a-dire que (Int g) ¢ = & Il existe
un entier z tel que ¢ e U,(G). D’aprés le cor. 3, et d’apres la prop. 45 du § 3,
n® 12, on a (Int g) .t = ¢ pour tout g € G si et sculement si [a, ] = O pour tout
a € L(G), c’est-a-dire si et seulement si £ commute a U{G).

6. Sous-groupes intégraux distingués

Lemme 3. — Soient G un groupe de Lie, H, et H, des sous-groupes intégraux dont la
topologie admet une base dénombrable, et g € G. Alors

gHig™t = Hy, < (Adg)(L(Hy)) = L(H).

Ona Ad g = T, (Int g). Donc, par transport de structure, (Int g)(H,) a pour
algébre de Lie (Ad g)(L(H;)). Comme H, et H, sont a base dénombrable, dire
que les ensembles H, et (Int g)(H;) sont égaux revient a dire que les sous-groupes
intégraux H et (Int g)H; sont égaux (n°® 2, cor. 3 de la prop. 3). Ceci posé, le
lemme résulte du th. 2 (i).

ProposiTion 14. — Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe intégral dont la topo-
logie admet une base dénombrable. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) H est distingué dans G;

(ii) L(H) est invariant par Ad(G).

8% de plus G est connexe, ces conditions sont équivalentes & la suivante:

(iii) L(H) est un idéal de 1(G).

St de plus G est simplement connexe et L(F) de codimension finie dans L(G), ces con-
ditions impliquent que H est un sous-groupe de Lie de G et que G[H est simplement con-
nexe.

L’équivalence (i) <> (ii) résulte du lemme 3. Si de plus G est connexe, la
condition (ii) équivaut a dire que L(H) est stable pour ad L(G) (n° 5, cor. 1 de la
prop. 13, et § 3, n° 12, prop. 44).

Supposons que G soit simplement connexe et que L(H) soit un idéal de codi-
mension finie dans L(G). D’apres le th. 3 du n°® 3, il existe un groupe de Lie
simplement connexe G’ tel que L(G’) soit isomorphe a L(G)/L(H). Il existe un
morphisme continu f'de L(G) sur L(G’) de noyau L(H). D’aprés le th. 1 dun® 1,
il existe un morphisme ¢ de G dans G’ tel que L{p) = f. Ce morphisme est une
submersion, donc son noyau N est un sous-groupe de Lie de G tel que
L(N) = Ker f = L(H). Donc H est la composante neutre de N et est par suite
un sous-groupe de Lie de G. Soit ¢ le morphisme de G/H dans G’ déduit de ¢ par
passage au quotient. Ge morphisme est étale; puisque G’ est simplement connexe,
¢ est un isomorphisme de G/H sur G'.
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CororLLAIRE 1. — Soit G un groupe de Lie simplement connexe de dimension finie.
Sotent m, b des sous-algébres de Lie de L(G) telles que L(G) soit produit semi-direct de m par
b. Sotent M, H les sous-groupes intégraux correspondants de G. Alors M et H sont des sous-
groupes de Lie simplement connexes de G, et, en tant que groupe de Lie, G est produit semi-
direct de M par H.

D’aprés la prop. 14, H est un sous-groupe de Lie distingué de G et le groupe
de Lie G/H est simplement connexe. Soit = le morphisme canonique de G sur
G/H. 1l existe un morphisme 0 de G/H dans M tel que L(0) soit I'isomorphisme
canonique de L(G)/L(H) = L(G)/p sur L(M) = m. Alors

Lm0 0) = L(x) o L(0) = Id qm,»

donc o § = Idgy. D'apréslen® 1, cor. 1 de la prop. 1, 0(G/H) = M. D’apresla
prop. 8 du § 1, n® 4, M est un sous-groupe de Lie de G, et le groupe de Lie G est
produit semi-direct de M par H.

COROLLAIRE 2. — Soient G un groupe de Lie simplement connexe de dimension fmie, H un
sous-groupe de Lie connexe distingué de G, et w le morphisme canonique de G sur G/H.

(1) I existe une application analytique o de G/H dans G telle que 7 o p = Idgg.

(ii) Pour toute application o ayant les propriétés de (i), Uapplication (h, m) > ho(m)
de H x (G/H) dans G est un isomorphisme de variétés analytiques.

(ii1) H et G/H sont simplement connexes.

Soit 7 = dim G — dim H. Le corollaire est évident pour z = 0. Raisonnons
par récurrence sur 7.

Supposonsqu’ilexisteunidéalde L(G) contenant L(H), distinct de L.(G) et L.(H).
Soit H' Ie sous-groupe de Lie connexe correspondantde G. Soient =; : G— G/H’ et
7yt H' — H'/H les morphismes canoniques. D’aprés ’hypothése de récurrence, il
existe des applications analytiques p,: G/H'— G, py: H/H > H' telles que
7ty 0 p1 = Mg, e 0 po = Idg m. Soit w3t G/H — G/H’ lemorphisme canonique.
Six e GJH, et si y est un représentant de x dans G, y et p;(7wg(x)) ont méme
image canonique modulo H’, donc #~!x(p, (753(x))) € H'/H. Posons

p(x) = pu(ma(x))pa(m(pa(ms(x))) ~1x) € G.

11 est clair que g est une application analytique de G/H dans G. On a

m(p(x)) = (o1 (ma 1)) mal oo (m5(1))) ~14))
= (o (ms())) o (s (1)) 21 = .

Si maintenant les seuls idéaux de L(G) contenant L{H) sont L(G) et L(H),
Palgebre de Lie L(G)/L(H) est ou bien de dimension 1 ou bien simple. Dans les
deux cas, L{G) est produit semi-direct d’une sous-algébre par L(H); c’est évi-
dent dans le premier cas, et, dans le deuxiéme, cela résulte du chap. 1, § 6, cor. 3
du th. 5. L’assertion (i) résulte alors du cor. 1.
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L’assertion (ii) est évidente. L’assertion (iii) résulte de (i) et (ii).

Les conclusions du cor. 2 ne sont plus nécessairement vraies quand G est de
dimension infinie, ou quand H n’est pas distingué (exerc. 8 et 15).

CoROLLAIRE 3. —- Soient G un groupe de Lie connexe de dimension finie, H un sous-groupe
de Lie connexe distingué de G. Le morphisme canonique de w,(H) dans 70, (G) est injectif.

Soient G; le revétement universel de G, A Iapplication canonique de Gy sur
G. L’algébre de Lie de G, s’identifie & L(G). Le sous-groupe de Lie A~1(H) de G,
est distingué dans G, et son algeébre de Lie est L(H). Soient H; la composante
neutre de A71(H) et 3, = A|H;. On a L(H;) = L(H), donc 2, est un mor-
phisme étale de H; sur H. D’autre part, H; est simplement connexe (cor. 2), donc
s’identifie au revétement universel de H. Alors, d’aprés TG, XI, le morphisme
canonique de =;(H) dans =;(G) s’identific a P'injection canonique de Ker 2,
dans Ker A.

7. Primitives des formes différentielles a valeurs dans une algébre de Lie

Prorosition 15. — Soient G un groupe de Lie, M une variéié de classe CT (r 2 2), a
une forme différentielle de classe G7~1 et de degré 1 sur M a valeurs dans L(G), telle que
do + [«]® = 0. On suppose M. simplement connexe. Pour tout x € M et tout s G, il
existe une application f de classe G~ de M dans G et une seule telle que f(x) = s et
Sfrdf = a

L’unicité de f résulte du § 3, n° 17, cor. 2 de la prop. 59, et du fait que M est
connexe. Prouvons Pexistence de f. Il existe un recouvrement ouvert (U));.; de
M, et, pour tout eI, une application g;: U;— G de classe G telle que
grt.dg, = asur U; (§4, n° 6, th. 5). D’aprés le § 3, n° 17, cor. 2 de la prop. 59,
g:8;7 1 est localement constante dans U; N U;. Posons gig;! = g;. Soit Gy le
groupe G muni de la topologie discrete. Les g;;: U; N U; — G, sont continues,
et gugi = gndans U, N U; N U, Puisque M est simplement connexe,
il existe des applications continues ;: U;— G, telles que gig;i* = A" dans
U; nU;. Soit g Iapplication de M dans G ayant A7 1g; pour restriction a U,
quel que soit 7 € I. Cette application est de classe G7 ™%, et g71.dg = a. L’applica-
tion f de M dans G définie par f = s(g(x)) ~ g vérifie les conditions f~1.df = «
et f(x) = s.

8. Passage des lois d’opérations infinitésimales aux lois d’opérations

Lemme 4. — Soient G un groupe topologique connexe, X un espace topologique séparé, et f;,
Sa des lois d’opérations & gauche (vesp. a droite) de G dans X telles que, pour tout x € X,
les applications s f(s, x), s> f2(s, x) de G dans X soient continues. On suppose qu’il
existe un voisinage V de {¢} x X dans G x X tel que f, et f5 coincident sur V. Alors
Ji=ta

Soient x € X, et A 'ensemble des g € G tels que f1(g, ¥) = f3(g, x). Alors A est
fermé dans G. D’autre part, soit g € A; posons y = f1(g, x) = fo(g, x). 1l existe
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un voisinage U de ¢ dans G tel que f1(¢, ) = fa(f, y) pour ¢ e U, autrement dit
tel que f1(t, x) = f2(t, x) pour ¢’ € Ug (resp. gU). Donc A est ouvert dans G, et
par suite A = G,

Prorosrrion 16. — Sozent G un groupe de Lie connexe, X une variété séparée de classe C7,
et fi1, fo des lois d’opérations & gauche (resp. a droite) de classe C7 de G dans X. St les
lois d’opérations infinitésimales assocides d f; el fo sont égales, on a fy = f,.

D’aprésle § 4, n° 7, cor. de la prop. 11, il existe un voisinage V de {¢} x X dans
G x X tel que f; et f; coincident dans V. Donc f; = f, (lemme 4).

Lemme 5. — Soient G un groupe topologique simplement connexe, X un espace topologique
séparé, U un voisinage ouvert de ¢ dans G, § une application continue de U x X dans X
telle que Y(e, x) = x et (s, ${¢, x)) = (st, x) quels que soient x € X et s, t dans U tels que
st € U. Soit W un voisinage ouvert connexe symétrique de e tel que W < U, I existe une
loi d’opération & gauche continue ' de G dans X et une seule telle que ' et J coincident dans
W x X. Si G est un groupe de Lie et X une variété de classe C7, et st § est de classe C7,
alors ¢’ est de classe C'.

L’unicité de ¢ résulte du lemme 4. Soit P le groupe des permutations de X.
Pour u € W3, Papplication x > {{(u, x) est un élément f(u) de P, et

S (wangus) = f (1) f (uo).f (23)

pour uy, s, us dans W. Appliquant le lemme 1 du n® 1, on obtient un morphisme f”
de G dans Pquiprolonge f|W. Posons {'{ g, ¥) = f'(g){x) pour tout (g,x) e G x X.
Alors {’ est une loi d’opération a gauche de G dans X qui coincide avec ¢ dans
W x X. Comme ¢'(g, ¢'(g', %)) = $'(g4', %) pour (g,8,%)eG x G x X, la
continuité de ¢ dans W x X entraine la continuité de ¢’ dans gW x X quel que soit
g€ G. Donc §’ est continue. Si ¢ est de classe G, on voit de méme que ¢’ est de
classe Cr.

TutorEME 5. — Sozent G un groupe de Lie simplement connexe, X une variété compacte de
classe CT (r = 2), et av> D, une lot d’opération infinitésimale & gauche (resp. & droite)
de classe CT~1 de L(G) dans X. Il exisie une loi d’opération & gauche (resp. & droite) de
classe G721, et une seule, de G dans X telle que la loi d’opération infinitésimale associde
soit ar—> D,

L’unicité résulte de la prop. 16. D’aprés le § 4, n° 7, cor. 1 du th. 6, il existe un
voisinage V de {¢} x X dans G x X, et un morceau de loi d’opération & gauche
(resp. a droite) de classe G~ de G dans X, défini dans V, tel que la loi d’opéra-
tion infinitésimale associée soit a+>D,. Comme X est compacte, on peut
supposer V de la forme U x X, ot U est un voisinage ouvert de ¢ dans G. Il
suffit alors d’appliquer le lemme 5.
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9. Application exponenticlle dans le groupe linéaire

Prorosition 17. — Soient A Uensemble des z€ G tels que —m < J(z) < =, et A’
Uensemble des z € G qui ne sont pas réels < 0. Soient E un espace normable complet sur G,
A (vesp. A') Pensemble des x € £ (E) dont le spectre Sp x est contenu dans A (vesp. dans
A", Alors A (resp. A') est une partie ouverte de & (E) (resp. de GL(E)), et les applica-
tions exp: A — A’ etlog: A" — A (TS, I, § 4, n° 9) sont des isomorphismes réciproques
de variétés analytiques.

Cela résulte de TS, I, § 4, prop. 10 et n® 9.

THEOREME 6. — Soient . un espace hilbertien réel ou complexe, U le groupe unitaire de E.
(1) Lensemble . des éléments hermitiens de £ (E) est, pour la structure d’espace
normé réel, un sous-espace vectoriel fermé de & (L)) admettant un supplémentaire topologique.
(i1) L’ensemble H' des éléments >0 de GL(E) est une sous-varidté analytique réelle
de GL(E).

(iii) La restriction & X de I application exp est un isomorphisme de variétés analytiques
réelles de H sur H'.

(wv) L’application (h, u) > (exp b)u de H x U dans GL(E) est un isomorphisme
de varidtés analytiques réelles.

Rappelons que, si ¥ € Z(E), on note x* ’adjoint de x. Soit H; Pensemble des
xe Z(E) tels que x* = —x. Laformulex = 1(x + x*) + Z{x — &%) prouve que,
pour sa structure d’espace normé réel, Z(E) est somme directe topologique de H et
H,, d’otr (i).

Supposons K = G. Avec les notations de la prop. 17, H' est 'ensemble des
heHN A’ tels que Sp £ = R*% . Comme exp(R) = R%, (ii) et (iii) résultent de la
prop. 17 etde TS, 1, § 4, prop. 8 et § 6, n° 5. L’application (k,u) —y = (exp h)u
de H x U dans GL(E) est bijective d’apres TS, I, § 6, prop. 15. Elle est ana-
Iytique réelle d’aprés ce qui précede. L’application y+— £ = 1 log(yy*) est
analytique réelle, donc aussi 'application y+>u = (exp £)~1ly. Dol (iv).

Supposons K = R. Soient F Iespace hilbertien complexifié de E et J ’applica-
tion £ + ¢ £ — 4n (pour £, v dans E) de E dans E. Notons H, H’, U les ensembles
définis pour £ comme H, H’, U pour E. Alors H (resp. H’, U) s’identifie a
I'ensemble des x € H (resp. H’, U) tels que Jx] ~* = x. Les propriétés (ii), (iii),
(iv) résultent alors facilement de (i) et des propriétés analogues dans le cas com-
plexe.

ProrosrTioN 18. — Soient E un espace normable complet sur G, v e L (X)), et g = exp ».
On suppose que Sp(v) ne contient aucun des points 2imen avec n € & — {0}, Alors, pour tout
x € K, les conditions vx = O et gx = x sont équivalentes.

Cela résulte du lemme 2 du n° 4, appliqué a la fonction zr> ¢® — 1.

CoroLLAIRE 1. — Soient E un espace normable complet sur G, I Uespace des applications
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n-linéaires continues de B dans B. Pour tout v € £ (E), soit o(v) I'élément de £ (F) défin
par

(@) r 52) = 0(f ety e s 50)) = 2 fts - oy 50)-
Pour tout g € GL(E), soit o(g) Pélément de GL(F) défini par
(P(g)f)<xl$ cees xn) = g(f(g_lxl’ tees g_lxn))'

Soit u e L(E) tel que tout z € Sp u vérifie |F(2)| < % Alors, pour tout feF, les

conditions o(u) f = 0 et p(exp u) f = f sont équivalentes.

On a L{p) = 5 (§ 3, n° 11, cor. 1 de la prop. 41}, donc p(exp u) = exp o(u)
(n° 4, cor. 3 de la prop. 10). Compte tenu de la prop. 18, il suffit alors de prouver
que Sp o(u) ne rencontre pas 2in(Z = {0}). Or cela résulte du lemme suivant:

Lemme 6. — Si ve ZL(E), on a Spo(v) < Spov + Spo +---+ Spv ot la somme
comporte n + 1 termes.
Définissons des éléments vy, vy, . . ., 7, de Z(F) en posant, pour tout f€ F,

(@0 f) (F15 -+ o5 %) = o(f (51, - - -, %)

@) (Hgy e s X)) = —f(Hyy ey DRy e ooy Xy) pourl € ¢ < .

n
Alors 6(v) = izo v;, et les v; sont deux 4 deux permutables. Soit A la sous-algébre

fermée pleine de Z(F) engendrée par les v;; elle est commutative (TS, I, §1,

n
n° 4), et Sppen v’ = Spp v’ < izo Spo; (TS, I, § 3, prop. 3 (ii)). Or, si Ae Gest
tel que » — A soit inversible, il est clair que les »; — A sont inversibles, donc
Sp #, = Sp v pour tout .

COROLLAIRE 2. — Soient E une algébre normable compléte sur G, et w € £ (E). On suppose
2w

que fou z € Sp w vérifie | F(z)| < 3

Les conditions sutvantes sont équivalentes:

(i) w est une dérivation de E;
(i1) exp w est un automorphisme de E.

Cela résulte du cor. 1 oi1 ’on fait # = 2 et ot 'on prend pour fla multiplica-
cation de E.

Prorostrion 19. — Soient E un espace normable complet sur G, v e £(E), et ¢ = exp v.
On suppose que tout z e Spv vérifie —n < S(2) < w. Alors, pour tout sous-espace
vectoriel fermé E' de E, les conditions v(E') < E' et g(E") = L’ sont équivalenies.

La condition »(E’) < E’ entraine g(E') < E'etg1(E’) < E'doncg(E’) =E'.
Supposons g(E’) = E’, Utilisons les notations A, A’ de la prop. 17. Puisque Sp »
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est une partie compacte de A, il existe un rectangle compact Q = (g, ) x {4, b')
tel que Spov = Q < A. L’ensemble A = Q est connexe. Donc Sp g < exp Q< A/,
Pensemble exp Q est compact, et Pensemble A" — exp Q est connexe. L’adhé-
rence de ce dernier contient J— 00,0), donc (A"—exp Q) U) — 0,0) =
C—ecxp Q est connexe. Alors exp Q est polynomialement convexe (TS, I, § 3, cor.
2 de la prop. 9), donc la fonction log, définie dans A’, est limite dans @(exp Q) de
fonctions polynémes (TS, I, § 4, prop. 3). Donc v = log g est limite dans #(E)
d’éléments de la forme P(g), ol P est un polynéme (TS, I, § 4, th. 3). Comme
P(g)(E") = £, on en déduit que 2(E’) < E’.

CoROLLAIRE. — Soient E un espace normable complet sur G, ve Z(E), et g = expo.
On suppose que tout z € Sp v vérifie —E < H(z) < Alors, pour fout sous-espace

vectoriel fermé M de £ (E), les conditions gMg 1=M et [, M] = M sont équivalentes.

Soient F = Z(E), ¢’ Papplication f+> gfg~! de F dans F, et v’ 'application
S [o,f]deFdansF.Onag’ = exp v’ (n°4, cor. 3 de la prop. 10, et § 3, n° 11,
cor. 1 de la prop. 41). Le lemme 6 prouve que —= < #(2) < = pour tout
z € Sp v'. 11 suffit alors d’appliquer la prop. 19.

10. Complexification d’un groupe de Lie réel de dimension finie

Lemme 7. — Soient B un groupe, A un sous-groupe distingué de B, C le groupe BJA,
1: A —B et p: B G les morphismes canoniques. Soient A’ un groupe, f un homomor-
phisme de A dans A’. Soit o un morphisme de B dans le groupe des automorphismes de A’.
On suppose que, pour ac A, a’ €A’, beB,ona

Sbab™Y) = w(b)f(a), w(a)a =f(a)af(a)~"
Sotent B” le produit semi-direct de B par A’ relatif @ o, q le morphisme canonique de B"
sur B.

(1) Lapplication avr> (f(a™1), i(a)) de A dans B" est un morphisme de A sur un
sous-groupe distingué D de B". Soient B' = B"/D, et i": A’ > B, g: B — B’ les mor-
phismes de A’ ¢t B dans B’ déduits par passage au quotient des injections canoniques de A’ et
B dans B".

(i1) Le morphisme p o q de B” dans C définit par passage au quotient un morphisme p’
de B’ dans C.

(ii1) ¢ est injectif, p' est surjectif, Ker(p') = Im(i"), et le diagramme ci-dessous est
commutatif

A—i—>B—p—>C
@) S T
AL s G
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(iv) SibeBea eA',ona
g(0)i"(a) ()~ = i'(w(b)a).

(i) Pour ay, a; dans A, on a, dans B’

(farh), 1)) (f (a2 ), 1(a2)) = (f(er)(w(ar) f(az)), i(a1)i ()
= (f(ar) f(maglar?), i(aas)) = (f ((@182) ™), i(a190))
donc a+> (f(a~1),i(a)) est un homomorphisme % de A dans B”. Soient a € A,
a' €A’, beB;on a, dans B’,
bh(a)b2 = bf (@ Vb = (w(b) f(a~V) (bab~?)
= f(ba~tb~1)(bab~*) = h(bab~1)
ahla)a ~t = df(a"Y)ad' "t = df (a ) (w(a)d ~Y)a
— df(e™) S (@~ f(a)a = h(a)
donc 2(A) = D est distingué dans B”.
(i1) Pour e A, on a
(b o 9)(h(a)) = plg(f(aY)a)) = pla) = ¢
donc p o g est trivial dans D.

(iii) Soit &’ €A’ tel que ¢’(a") = ¢; on a 4’ €D, donc il existe un ae A
tel que &’ = f(e 1)a; cela entraine ¢ = ¢, d’oll a’ = ¢; ainsi, ¢’ est injectif.
Comme p et ¢ sont surjectifs, p’ est surjectif.

Notons 7 le morphisme canonique de B” sur B’. Soient 4’ € A’, beB,
et b’ = r(a'b). Si ¥’ e Im(:"), il existe a; € A" tel que b’ = r(a}); alors il existe
acAtelque ¢'b = ai f(a™Y)a, ot b = acA, et

p(0) = plga'd)) = pb) = ¢;
ainsi, Im(z') < Ker(p'). Conservons les notations a’, b, b', mais supposons
b eKer(p'); alorse = p'(b") = p(q(a’d)) = p(b), donc b € A, d’otr
b = r(af(8)f(b71)b) = r(af (b)) € Im(i');
ainsi, Ker(p') < Im(¢").
SiaeA,ona
i(f(@) = /(@) = r(f(@f @) = r(a) = g(i(a))-
SibeB,ona
7'(&(8)) = p(b)
donc le diagramme (4) est commutatif.
(iv) Soient beB, 4’ €A’.On a
gb)i'(@)g(®)~* = r(B)r(aYr(b) ™" = r(ba’d™?)
= r(ow{b)d’) = i’ (u(b)a').
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Proposrrion 20. — Soit G un groupe de Lie réel de dimension finie.

(i) 2 existe un groupe de Lie complexe G et un morphisme R-analytique v de G dans G
ayant les propridtés suivantes: pour tout groupe de Lie complexe H et tout morphisme R-
analytique ¢ de G dans H, il existe un morphisme C-analytique § de G dans H et un seul tel
que = do.

(i) 8¢ (G, ') a les mémes propriétés que (G, ), il existe un isomorphisme © et un seul
de G sur G’ tel que 0oy = .

(iti) L’application C-linéaire de L(G) ® C dans L(G) qui prolonge L(y) est
surjective; en particulier dimg(G) < dimg(G).

L’assertion (ii) est évidente. Prouvons Pexistence d’un couple (G, v) avec les
propriétés (i) et (iii).

a) Supposons d’abord G connexe. Soient g = L(G), ¢c = g Qg G la com-
plexification de g, S {resp. §’) le groupe de Lie réel (resp. complexe) simplement
connexe d’algébre de Lie g (resp. gc), o Punique morphisme R-analytique de
S dans 8’ tel que L(6) soit I'injection canonique de g dans g¢. Soient = Punique
morphisme R-analytique de S sur G tel que L(xt) = Idyqy, et F = Ker .

Pour tout groupe de Lie complexe H et tout morphisme R-analytique ¢ de G
dans H, L(¢): ¢ — L(H) posséde un unique prolongement C-linéaire a g, et
cette extension est de la forme L(o*), olt 9* est un morphisme C-analytique de
S’ dans H. On a

L om) = L(e) « L(r) = L(g) = L(¢*) o L(s) = L(¢* - o),
donc ¢ o @ = ¢* o 6. Par suite ¢*(o(I)) = o(=n(F)) = {¢}, d’ou
o(F) < Ker ¢*.

Soit P Pintersection des Ker ¢* pour ¢ variable. C’est un sous-groupe de Lie
distingué de S’ (n° 2, cor. 3 de la prop. 1). Soient G = S’/P, et A:S' — G le
morphisme canonique. On a o(F) < P, donc il existe un morphisme R-analytique
v etun seul de G dans G tel que y o ® = A o 6. Si ¢: G — H désigne le morphisme
déduit de ¢* par passage au quotient, on a

(foy)em=19o(hoo) =g¢*ooc=geox
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d’ou ¢ oy = ¢. Il est clair que L(¢), donc ¢, sont déterminés de maniére unique
par Pégalité ¢ o v = ¢. Onaainsi prouvéquelecouple (G, y) posséde les propriétés
(i) et (iii).

b) Passons au cas général. Soient I' la composante neutre de G, M = G/I,
:F—>Getp: G—M les morphismes canoniques. Appliquons & F la partie
a) de la démonstration. On obtient un couple (F,3). Pour tout geG,
Int g|F = &'(g) estun automorphisme de F. D’aprés la propriété universelle de F,
il existe un automorphisme (g) du groupe de Lie complexe T, et un seul, tel que
Sow'(g) = o(g) o 3. Il est clair que o est un morphisme de G dans Aut(F). Si
geGetfeF,ona

3gfeg™h) = (30 0'(g)) (f) = (0(g) » 3)(f) = o(g)(3(/))-

Si feF,onado (Inty f) = (Intz 3(f)) o 3, et Intz 3(f) est un automorphisme du
groupe de Lie complexe F; donc Int  8(f) = o(f).
On peut donc appliquer le lemme 7, ce qui donne un diagramme

F—»>G—2sM

Lol

F—-—>&-2>M
Identifions F 4 un sous-groupe distingué de G grace a 7. Le groupe G est engendré
par ¥ et y(G); donc les automorphismes de I’ définis par les éléments de G sont des
automorphismes de la structure de groupe de Lie complexe. D’aprés le § 1, n° 9,
prop. 18, il existe une structure de groupe de Lie complexe et une seule sur G telle
que T soit un sous-groupe de Lie ouvert de G. Nous munirons désormais G de
cette structure. Comme 3 est R-analytique, v est R-analytique.

Le couple (G, y) posséde la propriété (iii) de la proposition. Montrons qu’il
posséde la propriété (i). Soient H un groupe de Lie complexe et ¢ un morphisme
R-analytique de G dans H. 11 existe un morphisme C-analytique 7 de F dans H
tel que v o 8 = ¢|F. Soit g € G. Les applications

Sen(e(@f),  Srel@a(ele) ™

de F dans H sont des morphismes G-analytiques; elles coincident dans §(F), car,
si f'eF,ona

2(&B())e(8) ™! = e(Pe(S)e(8) ™" = o(gf'e™?)
7(3(gf"871)) = n(«(8)3(f));

par suite, (o)(g)f) = o(g)n(f)o(g) ! pour tout g € G et tout f e F. Si G’ désigne
le produit semi-direct de G et F relatif & o, il existe donc un morphisme ¥ du
groupe G’ dans H qui coincide avec ¢ dans G et avec n dans F. Pour feF,
ona

II

CEUHS) =28 Ne(f) = (S Nef) =
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Donc ¢ définit par passage au quotient un morphisme ¢ de G dans H. On a
Yoy = o et Yoi =m; cette dernidre égalité entraine que ¢ est C-analytique.
Enfin, soit ¢’ un morphisme C-analytique de G dans H tel que ¢ = ¢/ o y.
Alors
P otod=q oyoi=qoi=1doiod

donc{’ oz = ¢ o 7. Comme G est engendré par i (F) et y(G),ona ¢’ = {.

DernrTioN 4. — On dit que (G, ), ou simplement G, est la complexification universelle
de G.

Remarques. — 1) Soit (G, y) la complexification universelle de G. Soit G, (resp.
G,) la composante neutre de G (resp. G). D’aprés la démonstration de la prop. 20,
(Gos Y|Gy) estla complexification universelle de G, et le morphisme composé
G > G- GG,

définit par passage au quotient un isomorphisme de G/G, sur G/G,.

2) Supposons G simplement connexe. Soientg = L(G), g la complexification
de g, S’ le groupe de Lie complexe simplement connexe d’algebre de Lic g, o
le morphisme de G dans S’ tel que L(o) soit Pinjection canonique de g dans gg.
Reprenons les notations de la démonstration de la prop. 20, partie ). Si H = 8’
et ¢ = o, on a ¢* = Idg. Donc (8, 6) est la complexification universelle de G.
On notera que o n'est pas injectif en général (exerc. 16); toutefois son noyau est
discret puisque L(o) est injectif. D’autre part, soit 0 I’involution de g, définie par g,
et soit  Pautomorphisme correspondant du groupe de Lie réel sous-jacent a S';
soit S'" Pensemble des points de S’ invariants par %; c’est un sous-groupe de Lie
réel de S’ d’algebre de Lie g (§ 3, n° 8, cor. 1 de la prop. 29). D’aprésle n® 1, cor. 1
de la prop. 1, 6(G) est le sous-groupe intégral réel de S’ d’algébre de Lie g, donc
o{G) est la composante neutre de S'; en particulier 6(G) est un sous-groupe de Lie
réelde §'.

§ 7. Groupes de Lie sur un corps ultramétrigue

Dans ce paragraphe, le corps valué K est supposé ultramétrique et de caractéris-
tique 0. On note A I’anncau de valuation de K, m I’idéal maximal de A, p la
caractéristique du corps résiduel Ajm. Si K est localement compact, ona p # 0
(AG, VL, §9,th. 1).

1. Passage des algébres de Lie aux groupes de Lie

Prorosition 1. Soit G un groupuscule de Lie d’élément neutre e. Il exisle un sysiéme
fondamental de voisinages ouverts de e dans G formé des sous-groupes de Lie de G.
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Munissons L(G) d’une norme compatible avec sa topologie et telle que
[ L%, w11 < llx]| l#]] quels que soient x, y dans L(G). Soit G, le groupe de Lie défini
par L(G). D’aprés le § 4, n° 2, th. 2, G et G, sont localement isomorphes. I1 suffit
alors d’appliquer le § 4, n° 2, lemme 3 (iii}.

TrtorEME 1. — Soit L une algébre de Lie normable compléte. Il existe un groupe de Lie
G tel que L.(G) soit isomorphe & L. Deux tels groupes sont localement isomorphes.

La premiére assertion a été prouvée au § 4, n° 2, lemme 3. La deuxiéme est un
cas particulier du § 4, n° 2, th. 2. ’

TriorEME 2. — Soient G un groupe de Lie, b une sous-algébre de Lie de L(G) admettant
un supplémentaire topologique. Il existe un sous-groupe de Lie H de G tel que L(H) = ».
St H, et Hy sont des sous-groupes de Lie de G tels que L(H,) = L(H,) = b, alors
H, n H, est ouvert dans H; et H,.

La premiére assertion résulte de la prop. 1, et du § 4, n° 2, th. 3. La deuxiéme
est un cas particulier du § 4, n° 2, th. 3.

TrtorEME 3. — Soient G et H des groupes de Lie, b un morphisme continu de L(G) dans
L(H).

(1) 1l existe un sous-groupe ouvert G' de G et un morphisme de groupes de Lie ¢ de G’
dans H tel que b = L(9).

(11) Sozent Gy, G, des sous-groupes ouverts de G, et @; un morphisme de G; dans H
tel que b = L(¢;). Alors @, et 9, coincident dans un sous-groupe ouveri de G.

Compte tenu de la prop. 1, cela résulte du § 4, n° 1, th. 1.

Prorosrrion 2. — Soient G un groupe de Lie, b une sous-algébre de Lie de 1(G) admettant
un supplémentaire topologique. Les conditions sutvantes sont équivalentes:

(1) 21 existe un sous-groupe ouvert G* de G et un sous-groupe de Lie distingué T de G’
tels que L(H) = .

(ii) b estun idéal de L.(H).

5%l existe G’ et H ayant les propriéiés de (i), on a L(G") = L(G), et L(H) est
un idéal de L(G') d’aprés le § 3, n° 12, prop. 47.

Supposons que b soit un idéal de L(G). Il existe un groupe de Lie F tel que
L(F) = L(G)/bp (th.1). Soit % le morphisme canonique de L(G) sur L(F).
D’aprés le th. 3 (i), il existe un sous-groupe ouvert G’ de G et un morphisme de
groupes de Lie ¢ de G’ dans I tel que L{p) = 4. D’aprésle § 3, n° 8, le noyau H de
@ est un sous-groupe de Lie de G/, et L(H) = Ker L(¢) = Ker 4 = p. Enfin, H
est distingué dans G’ puisque H = Ker 4.
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2. Applications exponentielles

PRrOPOSITION 3. — Sott G un groupe de Lie. 1l existe une application exponentielle ¢ de G
ayant les propriétés suivantes:

(1) o est définie dans un sous-groupe ouvert U du groupe additif L(G) ;

(11) @(U) est un sous-groupe ouvert de G, et @ est un isomorphisme de la variété analy-
tique U sur la variété analytique o(U) ;

(111) @(nx) = @(x)* pour tout x € U et tout n € Z..

Munissons L(G) d’une norme compatible avec sa topologie et telle que
Il 91l < {|#]| l#]] pour »,y dans L(G). Soit G, le groupe de Lie défini par L{G).
Soit ¢ = Idg,, qui est une application exponentielle de G,. Pour tout . > 0, soit
L, Pensemble des x € Li(G) tels que [[x| < p. Alors, pour . assez petit, L, est un
sous-groupe ouvert du groupe additif L(G), ¢(L,) est un sous-groupe ouvert de
G, (§4, n°2, lemme 3), ¢|L, est un isomorphisme de variétés analytiques de
L, sur ¢(L,), et Y(nx) = $(x)" pour tout x € L, et tout n € Z. Les L, forment un
systéme fondamental de voisinages de 0 dans L(G). D’aprés le th. 1, il existe un p
et un sous-groupe ouvert G’ de G tels que (L) et G’ soient isomorphes, d’ot1 la
proposition.

PropoOSITION 4. — Soient G un groupe de Lie, ¢ une application exponentielle injective de G.
Supposons p > 0. Quels que soient x,y dans 1.(G), ona

(1) Xty = nETwﬁ'"@“l(@(P"x)¢(ﬁ“y))
(2) [%y] = nligrnwﬁ "2~ o(p") e (py)o(—p ) o(— "))

Ce sont des cas particuliers de la prop. 4 du § 4, n° 3.

3. Groupes standard?

SiS(Xy, Xg, . .., X,) est une série formelle a coeflicients dans A, alors, quels que
solent ¥y, ..., x, dans m, la série S(x,, x,, . .., #,) est convergente. Plus précisé-
ment, m x m X - -+ X mest contenu dans le domaine de convergence stricte de S

(VAR, R, 4.1.3).

Dermntrion 1. — Soit r un entier > 0. On appelle groupe standard de dimension r sur K
un groupe de Lie G possédant les propriétés sutvantes:

(1) la variété analytique sous-jacente de G estm x m x - - - x m (7 facteurs) ;

(i) ¢ existe une série formelle ¥ en 2v variables, & coefficients dans AT, sans terme
constant, telle que x .y = Y (x,y) quels que sotent x, y dans G.

1 Les résultats des n°® 3 et 4 et leurs démonstrations restent valables lorsque la caractéristique de K
est > 0.
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On a alors 0.0 = 0, donc I’élément neutre de G est 'originedem x -+ - x m,

On identifiera L(G) a K. D’aprés le §5, formule (13), les constantes de
structure de L(G) par rapport a la base canonique appartiennent & A. Il nous
arrivera, dans une méme démonsiration, de considérer les éléments de
m x ---x m, tant6t comme des éléments de G, tantdt comme des éléments de
L(G).

Exemple. — Soit G = 1 + M, (m), qui est une partie ouverte de M,(K). Si x € G,
onadetxel + mydonc G < GL(r, K). Il est clairque GG =« G. Six =1 + y
avec y e M, (m), le calcul de linverse d’une matrice prouve d’abord que
x teM,(A);silonposex™! =1 + y',onay + 4y + yy' = 0, doncy’ € M,(m),
ct par suite x~* € G. Ainsi, G est un sous-groupe ouvert de GL(r, K). Identifions
G a wm™ grice a Papplication (3;; + #;;) — (¥y;). 1l est clair que G est un groupe
standard.

TrEOREME 4. — Soit G un groupe de Lie de dimension finie. 1l existe un sous-groupe
ouvert de G isomorphe a un groupe standard.

En remplacant G par un groupe isomorphe a un sous-groupe ouvert de G, on
se raméne au cas ot G est une partie ouverte de K, d’élément neutre 0, et ou les
coordonnées du produit x.y et de Pinverse x1~ 1 sont données par des formules

(3) (xy)i =Syt Iocl?l»l[il;ll"‘xﬁixmyB (Z= 1) 2,...,7’)
@ G o= —x+ ledm.x« (G=2,2...,7

les séries desseconds membresétant convergentes pour ¥, y dans G (§ 5,n°1). Soit
reK*, et transportons la loi de groupe de G 2 G’ = AG par homothétie de
rapport . Pour &, ¥ dans G’, le produit x'.y" et I'inverse x't"% calculés dans
G’ ont pour coordonnées

! ’ R / I ’ ) Iu IB e —
)=t yi+ L Gmxtyt ((=12...,7)
(W), = a2 (=1,2..,7
loel >
avee
~lo] ~ - 1
cclxai = p~tel IBI+1("ocBi3 dy = A fod + Ay

Comine les séries (3) et (4) sont convergentes, on voit que, pour |A| assez grand,
on a, quels que soient o, B, 7,

l”&m] <1, ol < 1

c’est-a-dire ¢ ;€ A et dy;€ A; et d’autre part G > m x m x --- x m. Alors
m x m X --- x mest un sous-groupe ouvert de G’, et est un groupe standard.
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4. Filtration des groupes standard

On reprend les notations de la déf. 1. Choisissons un nombre ¢ > 1 et une
valuation réelle v de K telle que |¥| = a=** pour toutx € K (AC, VI, § 6, prop. 3).
Si a est un idéal non nul (donc ouvert) de A contenu dans m, on note G(a) ’en-
semble des éléments de G dont les coordonnées appartiennent 4 a.Si A e R, on
note a, (resp. ;) Pensemble des x € K tels que v(x) > A (resp. v(x) > A);on a
ap = A,a; = m. Pour x = (xq, ..., x,) € G, nous poserons

(5) (@) = inf (0(xy), - . ., 2(%,))-

ProPosITION 5. — Soit G un groupe standard.

(1) 87 a est un idéal non nul de A contenu dans m, G(a) est un sous-groupe distingué
ouvert de G.

(i1) Les G(a,), pour X > 0, forment un systéme fondamental de voisinages de e dans G.

(iii) Supposons a, < a pour A = Ky, et munissons les G(a)/G(a,), pour ® = kg,
de la topologie discréte. Alors le groupe topologique G(a) est limite projective des groupes
G()/G(a,).

(iv) Sotent o, b des idéaux non nuls de A contenus dans m, tels que a = b > a2,
Lapplication x+> (¢, mod b,..., x, mod b) de G(a) dans (a/b) x - x (afb)
définit par passage au quotient un isomorphisme du groupe G (a)|G(b) sur le groupe additif
(afb) x -+ x (afp).

Six e G ety e G(a), les coordonnées de x et de x.y sont égales modulo a. Donc,
pour &', x” dans G ety’,y” dans G(a), les coordonnées de x".x" et de (x".y") . (x".y")
sont égales modulo a. Cela prouve (i).

(ii) est évident.

(iii) résulte de ce qui précede et de TG, 111, § 7, prop. 2.

Si xe G(a) et y € G(a), les coordonnées de x.y sont congrues a cclles de
x + y modulo G(a?) d’apres la formule (4) du § 5. Cela prouve (iv).

COROLLAIRE. — Supposons K localement compact ¢t soit g = Card (A/m).

(1) St a=m® et b=m"avec b = a = 1, G(a)]G(b) est un p-groupe de cardinal
qr(b—a).

(1) G(a) est limite projective de p-groupes.

Le nombre d’éléments de G{a)/G(b) est (Card(a/6))"; si & = a + 1, a/b est un
espace vectoriel de dimension 1 sur Afm, d’ot1 (i) dans ce cas; le cas général s’en
déduit par récurrence sur b — a. L’assertion (ii) résulte de (i) et de la prop. 5 (iii).

ProposiTioN 6. — Soient a, b, ¢, ¢’ des idéaux non nuls de A contenus dans m tels que

d < ab < ¢, ab? < ¢, a? < ¢,

St x € Gla) ety € G(b), alors 1" U .yl x.y, x.y.a=.y=Y  [x,y] appartiennent
a G(¢) et sont congrus modulo G(¢').
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D’apresle § 5, n° 2, prop. 1, il existe des ¢,5 € A7 tels que

almBgt=Hoxy — [x,y] = Cup XY°.

lel + 181> 3
Six=0,ousiy=0 onaxstHyUxy—[xy] =0; donc ¢y = ¢y = O.
D’autre part, les conditions

xeG(), yeGe), [«>1, [B[=1, el +1[B]>3
impliquent Cop 2% yP € G(a% + ab?) = G(¢')
doncal-1 4= x5y — [x,y] € G(<'). On voit de méme que

.y W yt=1 Tyl e G(¢).

Enfin, d’aprés le § 5, formule (13), on a [x,y] € G(ab) = G(¢). C.Q.F.D.

ProrosrrioN 7. — (i) La famille (G(a,)) est une filtration centrale sur G (chap. II,
§ 4, n° 4, déf. 2).
(i) Pour neR%, 0na G(a,) = xeGla(x) = A}, G(o}) = {re Glo(x) > AL
(ii) est évident. Prouvons (i). Il est clair que Gfq,) = thG(au’) et que
G = AUO G(a,). D’autre part, six € G(a,) ety € G(¢,),0na
AUy vy e Glan,,)
d’aprés la prop. 6 appliquée aveca = q,,b = q,, ¢ = ¢/ = a, .

D’aprés le chap. I, § 4, n° 4, on peutformer le groupe gr(G) associé au groupe
G muni de la filtration centrale (G(s,)). Posant G, = G(a,)/G(e,;) pour tout
A > 0,onagr(G) = A@OG"' Rappelons (loc. cit., prop. 1) que le commutateur

dans G permet de définir un crochet dans gr(G) pour lequel gr(G) est une algébre
de Lie, de la maniére suivante: si X € G, et ¥ € G, on choisit un représentant
x de ¥ cans G(«,) et un représentant y de 7 dans G(a,) ; alors [%, 7] est la classe de
AUy xyeGa,,,) dans G,,,. D’aprés la prop. 6, appliquée avec
a=a,,b=aq,c=a,,,c = a,, onvoit que [, 7] est aussila classe de [x, y] dans
G, 1 Ainsi, lorsqu’on considére G comme une sous-algébre de Lie de L(G) = K,
filirée par les G(q,), 'algtbre de Lie graduée associée (chap. II, §4, n°3)
est égale a gr(G).

5. Puissances dans les groupes standard
On conserve les notations du n° 4.
ProrositioN 8.—Soient n € Z, et h, Uapplication x+—>x™ de G dans G. Soit a un idéal

non nul de A contenu dans m, lel que n ¢ a. Alors h,|G(a) est un isomorphisme de la
variété analytique G(a) sur la variété analytique G(na).
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Par définition des groupes standards, h, est égal dans tout G & la somme
d’une série entiere a coefficients dans A7, D’apreés le § 5, formule (4), cette série
est de la forme

ho(x) = nx + | 2 a, X%

al =2

Donc, pourx e G,ona

) = 2 + 2.2, ni1=2 %)
= n% S(x)

en posant S(x) = x -+ |a|z>za°‘ n1*1=2 5= Cette série S(x) définit une application
analytique, que nous noterons encore S, de G dans G. D’apres A, 1V, § 6, prop. 8,
il existe une série entiere en r variables & coefficients dans A" telle que
S/(S(X)) = S(S'(X)) = X.Donc S est un isomorphisme de la variété analytique
G sur elle-méme, et, pour tout idéal non nul b de A contenu dans m, on a

S(G(6)) < G(6),S'(G(6)) < G(b), donc S(G(8)) = G(b). Comme hy(y) = n? s(}l g/)
pour y € 2G, on voit que f,|z G(b) est un isomorphisme de la variété analytique
n G(b) sur la variété analytique #% G(b). Or, comme z ¢ a, on a |n| > |A| pour tout
A €a, donc 27 < m, donc « est de la forme nb olx b est un idéal non nul de A
contenu dans m,

CoOROLLAIRE. — 8% 1 est inversible dans A, h,, est un isomorphisme de la variéié analytique
G sur elle-méme. Pour tout idéal non nul a de A contenu dans m, on a h,(G(a)) = G{a).
Pour tout x € G, ona o(x™) = o(x).

Cela résulte aussitét de la prop. 8.

Prorosrrion 9. — Supposons p # 0.
(1) Soienta, b des idéaux non nuls de A tels que b < o < w, Dans le groupe G(a) [G(b),
tout élément admet pour ordre une puissance de p.

(ii) Supposons v(p) = 1. Si xe G est tel que w(x) > 7 _1_ 7 ona
o(x?) = ox) + 1.

D’apresle § 5, formule (4), on a, pour toutx € G,

xP = px + z CouX™

lo] 22

ol ¢, € A" pour tout «. Méme pour prouver (i), on peut supposer #(p) = 1. Alors
si o(x) > 1, on en déduit o(x?) > o(x) + 1, donc w(x") tend vers +co quand
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n tend vers + o0; cela prouve (i). Comme (Iz)) est divisible par p pour

1 <i<p—1,laprop.2 du§5,n°3, prouve que ¢, € pATpour 2 < |of < p —1,
donc
o(cy %) > o(px) = o(x) + 1 pour2 < |a| < p - L

D’autre part, si |a] > p, on a o6 x%) = pa(x), et po(x) > ox) + 1 s

o(x) > p—l—l Cela prouve (ii).

6. Application logarithme

Lemme 1. — On suppose p # 0. Soient G un groupe de Lie, Gy un sous-groupe ouvert de
G qui soit isomorphe & un groupe standard, et x € G. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes:

(1) il existe une puissance de x qui appartient & Gy ;

(i) o existe une suile strictement croissante (n;) d’entiers tels que x™ tende vers e quand i
tend vers + o0,

(ii) = (i): évident.

(i) = (ii): supposons que y=x" € G;. D’aprés la prop. 9 (i) du n° 5, y*" tend
vers ¢ quand z tend vers + co, autrement ditx™" tend vers e quand z tend vers + oo,

Prorosrrion 10. — On suppose p # 0. Soit G un groupe de Lie de dimension finie. Soit
Gy Pensemble des x € G pour lesquels il existe une suite strictement croissante (n;) d’entiers
tels que x™ tende vers ¢ quand i tend vers + co.

(1) Gy est ouvert dans G.

(i) 2V existe une application § et une seule de Gy dans L(G) possédant les propriétés
suivantes:

a) $(x™) = nd(x) pour tout x € Gy et toutn € Z;

b) il existe un voisinage ouvert V de e dans Gy tel que Y|V soit I application réciproque
d’une application exponentielle injective.

(iii) L’application { est analytique.

11 existe un sous-groupe ouvert de G qui est isomorphe a un groupe standard
(n° 3, th. 4). L’assertion (i) résulte alors du lemme 1.

Soient U un sous-groupe ouvert de L(G), et ¢: U— ¢(U) une application
exponentielle de G ayant les propriétés de la prop. 3 du n°® 2. On peut supposer U
assez petit pour que 9(U) < Gy;. Soit x € G;. 1l existe meZ = {0} tel que

x™ e o(U). L’élément % ¢~ 1(x™) ne dépend pas du choix de m. En effet, soit
m’ € Ztel que x™ € p(U). Ona x™ e ¢(U), et

m'e7Ha") = ¢ Ha™) = moTl(x™),
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d’oll notre assertion. Posons ¢(x) = %cp"l(xm). On a Y|op(U) = ¢~ Dautre

part,sineZ,ona
1 n
M) = — e~ l{s") —  p-1(x™m) —
V) = — o™i = 2 om1em) = i),
Donc ¢ posséde les propriétés a) et 4) de la proposition. Au voisinage de x, ¢ est

composée des applications x> x™, y > ¢~ 1(y) et z+> nlz z; donc { est analytique

dans G;.

Enfin, soient ¢’ une application de G, dans L(G), et V' un voisinage de ¢ dans
Gy, telsque ¢’ (s™) = nd’(x) pour x € G, et n € Z, et tels que |V’ soit Papplication
réciproque d’une application exponentielle injective. Alors ¢ et {’ coincident dans
un voisinage W de e. Six € Gy, il existe n € Z tel que 2™ € W. Alors

nd'(x) = (") = (") = nd(x)
donc ¢ = ¢/,

DeErintTION 2. — L’application § de la prop. 10 sappelle I application logarithme de G,
et se note logg ou simplement log.

Prorosirion 11. — Supposons p # 0. Soient x, y deux éléments permutables de G;. On a
xy € Gyetlog(xy) = log x + logy.

Le fait que xy € G; résulte du lemme 1. Soient U un sous-groupe ouvert du
groupe additif L(G) et ¢: U — ¢(U) une application exponentielle de G ayant
les propriétés de la prop. 3 du n°2; on peut supposer U assez petit pour que
log|¢(U) soit Papplication réciproque de ¢. Pour n e Z — {0} bien choisi, on a
x" € o(U), y™ € ¢(U). Posons u = log a", v = log y*, d’ol1 4™ = o(u), y" = o(v).
D’apres la formule (2), on a [y, #] = 0. La formule de HausdorfI prouve alors
que o(M{u + v)) = o(hu)p(rv) pour |A| assez petit; donc, pour tout entier ¢ assez
grand, ona

o + 9)) = o(pu)e(p)
c’est-a-dire
' (log 2 + logy™) = log(x™'y"")
ou
np'(log x + logy) = np' log(xy).

ProrosiTioN 12. — Supposons p = 0. Soit x € G;. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes:
(i) logx = 0;
(11) x est d’ordre fini dans G.
Sl existe un entier n > 0 tel que x™ = ¢, on en déduit que
nlog x = log #® = 0,
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d’ott log x = 0. Silog x = 0, soit V un voisinage de ¢ dans G, tel que log|V soit
Papplication réciproque d’une application exponentielle injective. Il existe un
entier n > 0tel que 4™ € V; I’égalité log ™ = 0 entraine x™ = e.

Prorosition 13. — Supposons p # 0. Si G est compact ou standard, on a G; = G.

Si G est standard, il suffit d’utiliser le lemme 1. Supposons G compact.
Soient x € G et V un voisinage de ¢ dans G. Soit y une valeur d’adhérence de
la suite (x"),50. Quel que soit n > 0, il existe deux entiers ny, n, tels que
n =2 2netxmeyV,x"2eyV, dolt s "2 V-1V et n; — 7y, = n. Donc
x € Gy

CoROLLAIRE. — Supposons K localement compact. Alors G, est la réunion des sous-
groupes compacts de G.

Soit x € G. Si x appartient a un sous-groupe compact de G, on a x € G; (prop.
13). Supposons x € G,. Comme K est localement compact, il existe un sous-
groupe ouvert G; de G qui est compact. Puis il existe un entier m > 0 tel que
2™ € G;. Le sous-groupe fermé G, engendré par x™ est contenu dans G,, donc
compact. Alors ¥ commute aux éléments de G,, donc G, U 2G5 U - - -U 4™ 71G,,
est un sous-groupe compact de G, qui contient x.

Exemple. — Supposons K localement compact. Soit U Pensemble des éléments
inversibles de A ; c’est un sous-groupe ouvert et compact du groupe de Lie K*, On
aU < (K*), d’apres la prop. 13; d’autre part, si x € K* est tel que x ¢ U, ou bien
x™ tend vers 0 quand z tend vers + o0, ou bien ™ tend vers 0 quand 7 tend vers — 0}
donc U = (K*),. La fonction logg. est définie et analytique dans U, & valeurs dans
L(K*) = K, et telle que logg.(xy) = logg.(x) + logg«(y) quels que soient x,
y dans Uj les éléments x de U tels que logg.(x) = 0 sont les racines de 'unité de K.

On reprend les notations des n® 3, 4, 5.

Prorosrrion 14, — On suppose que p # 0 et que v est choisie de telle sorte que v(p) = 1.
Sotent G un groupe standard, E(X) (resp. L(X)) le développement en série entiére en O
d’une application exponentielle de G (vesp. de I'application logarithme de G).

(1) Le domaine de convergence stricte (VAR, R, 4.1.3) de E contient Pensemble A des

x €G tels que o(x) > - Notons E' Papplication définie dans N par cette série. Alors

1
p—1
E’ est une application exponentielle de G, et est un isomorphisme de la variété A sur elle-méme.

(11) Le domaine de convergence stricte de L contient G. Notons L’ I'application définie
dans G par cette série. Alors L' est I application logarithme de G, et la restriction de L ¢ A
est application réciproque de I/ .

(ii1) L’application X' est un isomorphisme de A, muni de la loi de Hausdorff, sur le
sous-groupe A de G.
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Reprenons les notations du § 5, n®*3 et 4. Ona E = Z Fmom (§5, n°4,

m=1 m!
prop. 3). Comme les cocflicients ¢,5, appartiennent a A, on a ||[{, || <1
(VAR, R, Appendice; on suppose K" muni de la norme

"(7‘1> s Xy) ” = sup (P‘lla v P‘rl))

D’aprés le chap. II, §8,n°1, lemme 1, on a o(m!) < ;2 : 11 Siw(x) > 7 i > on
voit que m o(x) — v(m!) tend vers + co avec m, d’ou
—LE—;,"Z’—"" fx|™ < Fnl—q =)™ qui tend vers 0 quand m tend vers + oo
et
“)((pm;:!(x))>pn—21_7z:ll=pil pourm > 1.

Par suite, A est contenu dans le domaine de convergence stricte de E, et E'(A) < A,
Il est clair que E’ est une application exponentielle.

Si L, désigne la composante homogéne de degré m de L, la prop. 3 du § 5,

. 1 1
n® 4, prouve que chaque coeflicient de L,, est de la forme a; + 5 ag + -+ ~ an

avec dq, dg, . . ., 4, dans A;or

inf(z;(l), v(—é—), cevs v(%)) = O(log m) quand m tend vers + oo

it ool o(l)) 5 () 5 - 2=

Par suite, si o(x) > 0, |L,|. |#|™ tend vers O quand m tend vers + co, de sorte
que G est contenu dans le domaine de convergence stricte de L. D’autre part, si
o(x) >p——l 7 on 2 o(Ly(¥) >3 T - 7;:11 =p_1_ 7 pour m > 1, donc
L'(A) = A

Comme les séries formelles L(E(X)) et E(L(X)) sont égales 4 X, le n®4.1.5
de VAR, R, prouve que L'(E'(x)) = E'(L'(x)) = x pour ¥ € A. Donc E’ est un
isomorphisme de la variété A sur elle-méme, et 'isomorphisme réciproque est la
restriction de L' a A,

On a L(X™) = nL(X) pour 7 entier > 0 (cf. § 5, n°4). Comme G est
contenu dans le domaine de convergence stricte de L et de X™, on a
donc L'(#") = nL'(x) pour tout x € G. La relation L'|A = E’~* entraine que

L’(x™) = log 4™ pour assez grand. Donc L’ (x) = log . On a ainsi prouvé (i) et (ii).

et

Soient H = z
7,82

OH,,S la série formelle de Hausdorfl, et % la fonction de
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Hausdorfl, relatives & L(G). Le domaine de convergence strict de H contient
A x A, et hestdéfinie dans A x A (chap. 11, § 8, prop. 2). Ona

E'(x)E'(y) = E'(h(x,y))

pour ¥,y assez voisins de 0 (§4, th. 4 (v)). Donc, avec les notations du n° 3, déf. 1, les
séries formelles F(E(X), E(Y)) et E(H(X,Y)) sont égales. Solent x,y dans A. On a

manl| up (], o))" < 1

m!
S:I? ”Hr’s” ”x”T”]/”S < lplll(p—-l)

sup
m

d’apres le chap. 11, § 8, formule (14). D’apreés VAR, R, 4.1.5, E'(x)E'(y) s’obtient
en substituant ¥ a X et y a Y dans F(E(X), E(Y)), et E'(A(x, y)) s’obtient en
substituantx a X ety a Y dans E(H(X, Y)). Donc E'(#)E'(y) = E'(%(x,y)).

§ 8. Groupes de Lie sur Rou Q,,

1. Morphismes continus

TuEOREME 1. — Soient G et H deux groupuscules de Lie sur R ou € . Soit f un morphisme
continu de G dans H. Alors f est analytique.

Munissons L(G) et L(H) de normes définissant leurs topologies et telles que
Il 711 < %] ly] quels que soient x, y. Il existe une boule ouverte V de centre 0
dans L(G) et une application exponentielle ¢ de G définie dans V, telles que: 1)
o(V) est un voisinage ouvert de ¢ dans G; 2) ¢ est un isomorphisme de la variété
analytique V sur la variété analytique ¢(V); 3) g(nx) = o(x)" pour tout x € V et
tout n € Z tel que nx € V. Définissons de méme W et § pour H. En diminuant
au besoin V, on peut supposer que f(p(V)) < ¢(W). Alors g = ¢ tofoo
est une application continue de V dansW.

Montrons que

1 (xeV,heQetixe V) = g(hx) = agx).
On peut supposer A # 0. Soit A = gavec b, q dans Z = {0}, Soity = [é X.
Si K = R, nous poserons z = g =%eV. Onax = ¢z,y = pz,d’ol

g(x) =17 (S (2(g2)) = b7 (S (0(2)9)) = $7H (S (e(2))) = b~ (fe(2))) = 98(2)

De méme, g(y) = pg(z), d’otr (1).
Si K = Q,, nous poserons z = px = gy 'V, d’ou g(z) = pg(x) = gg(y),
d’oli encore (1).
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Comme Q est dense dans K, (1) entraine que
(2) (xeV,neKetaeV) = glax) = rglx).
Soient x € L(G), et 3, A’ dans K* telsque ax e V, X2 € V. Ona

7

vy — o _ X
o0's) = g5 1) = T80
d’apres (2), donc % g(w) = 5\1—, g(¥'x). On définit donc un prolongement £ de g a

L(G) en posant k(x) = % g{(ax) pour tout A tel que ax e V. 1l est clair que % est

continu. Montrons que
(3) (x e L(G) et A e K) = h(hx) = M(x).
Soit A e K¥telque M'xe Vet Vaxe V. Ona

]' 1 ]' ’ 1 ’
h(x) = fg()\ Ax) = 7 Ag(Vx) = krg(k x) = M(x).

Soient x,y dans L{G). On a, d’apres la prop. 4 du § 4, n° 3,
h(x) + h(y) lim A7 Hb(MA()) 4 (M(9)))

reK*

= lim AW PR (ROY))).

AeK*,A-0
Pour || assez petit, on a Ax € V et Ay € V, donc ’expression précédente est égale a

lim A" (f (e(0x) f (e(29)))

AeK*,A—-0

lim A7 (bt f)(e(W)o(n))

AeK*,A-0

lim A7 1g(e ™ (o(M)e(Ny)))

AeK*,A—0

= lim A"l Y (e(M)e(2y)))

AsK*,A>0

=h( lim 07\“1@‘1(9(7\?0)@(@)))

AcK* A

I

I

= h(x + 7).
Ainsi, & est linéaire continu, donc g = A|V est analytique, donc f est analytique
dans ¢(V), donc f est analytique (§ 1, n° 10).

COROLLAIRE 1, — Soit G un groupe topologigue. Il existe sur G au plus une structure de
variété analytique sur R (resp. Q) compatible avec la structure de groupe et la topologie de
G.

Cela résulte aussitot du th. 1.

DerNiTioN 1. — On dit qu’un groupe topologique G est un groupe de Lie réel (resp.
p-adique) s’il existe sur G une structure de groupe de Lie réel (vesp. p-adique) compatible
avec sa topologie.
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Cette structure est alors unique et on peut done parler de la dimension d’un
tel groupe. Si G et H sont deux tels groupes, tout morphisme continu de G dans
H est analytique.

COROLLAIRE 2. — Sotent G un groupe topologique, V un voisinage ouvert de e. On suppose
V muni d’une structure de variéié analytique qui en fait un groupuscule de Lie réel (resp.
p-adique). Alors G est un groupe de Lie réel (vesp. p-adique).

Soit geG. Il existe un voisinage ouvert V' de e dans G tel que
V'ugVig~t < V. Lapplication v+ gog™* de V' dans V est un morphisme
continu, donc analytique, du groupuscule de Lie V' dans le groupuscule de Lie V.
11 suffit alors d’appliquer la prop. 18 du § 1,n° 9.

Remarques. — 1) Le th. 1 et ses corollaires deviennent inexacts si on y remplace R
(resp. Q) par exemple par C (exerc. 1).

2) SoitGungroupe topologique. On peut montrer ! que les conditions suivantes
sont équivalentes: a) G est un groupe de Lie réel de dimension finie; ) G est locale-
ment compact et il existe un voisinage de ¢ ne contenant aucun sous-groupe distinct
de {e}; ¢) il existe un voisinage ouvert de ¢ homéomorphe a une boule ouverte
d’un espace R". (Pour un résultat beaucoup moins difficile, cf. exerc. 6).

ProposiTION 1. — Soient G, G’ des groupes topologiques, f un morphisme continu de G
dans G'. On suppose qu’on est dans Uun des trots cas sutvants:

a) G estun groupe de Lie véel et G’ un groupe de Lie p-adique;

b) G estun groupe de Lie p-adique et G’ un groupe de Lie réel;

¢) G est un groupe de Lie p-adique et G’ un groupe de Lie p’-adique, avec p # p'.

Alors fest localement constant.

Cas a. Soit G, la composante neutre de G. Alors f(G,) est un sous-groupe
connexe de G’, donc f(G,) = {¢}, et G, est ouvert dans G.

Cas b. Soit V' un voisinage de ¢ dans G tel que tout sous-groupe de G’ contenu
dans V' soit réduit a {¢} (§ 4, n° 2, cor. 1 du th. 2). Il existe un voisinage V de ¢
dans G tel que f(V) < V. Puis il existe un sous-groupe ouvert G; de G tel que
G, = V{§7,n°1,prop.1). Onaalors f(G;) = {e}.

Cas ¢. D’apresle § 7, th. 4 et cor. de la prop. 8, il existe un voisinage V' de ¢ dans
G’ tel que, pour tout #* € V' = {¢}, #’*"ne tende pas vers ¢ quand z tend vers + 0.
Il existe un voisinage V de e dans G tel que f(V) < V. D’aprésle § 7, th. 4 et
prop. 9, il existe un sous-groupe ouvert G, de G tel que G; < V et tel que, pour
tout x € G4, 2** tend vers equand z tend vers +c0. Onaalors f(G;) = {e}-

2. Sous-groupes fermés
TuforEME 2. — Soit G un groupe de Lie de dimension finie sur R ou Q. Tout sous-
groupe fermé de G est un sous-groupe de Lie de G. Plus généralement, soient U un voisinage

1 Voir par exemple D. MONTGOMERY et L. ZIPPIN, Topological transformation groups, Interscience
tracts in pure and applied mathematics, n° 1, Interscience publishers, New York 1955 (en particulier
p. 169 et 184).
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ouvert symétrique de e dans G, et 1 un sous-espace fermé non vide de U tel que les conditions
xeH,yeH etxy~' € U entrainent xy~* € H. Alors H est un sous-groupuscule de Lie de G.

Soit b la sous-algébre de Lie tangente en ¢ a H (§ 4, n° 5, déf. 2). 1l existe un
sous-groupuscule de Lie H; de G d’alge¢bre de Lie b, et conten: dans H. Nous
allons montrer que H, est ouvert dans H pour la topologic induite par celle de G.
Ceci prouvera que H est une sous-variété analytique de G et le théoréme sera
établi.

Il existe un sous-espace vectoriel t supplémentaire de b dans L(G), des
voisinages ouverts symétriques Vy, V, de zéro dans b et ¢ respectivement, et une
application exponentielle ¢ de G définie dans V; + V,, possédant les propriétés
suivantes:

a) Papplication (a;, as) > o(a;)¢(a;) est un isomorphisme analytique de
V,; x V,sur une partie ouverte V de G;

b) ¢(V1) = Hy;

) V2 < U.

Nous allons montrer (ce qui achévera la démonstration) qu’il existe un
voisinage ouvert V5 de 0 dans Vg tel que H N (9(V1)o(V3)) = o(V3).

Supposons cette assertion inexacte. Alors on peut trouver une suite (x,) dans
V, et une suite (y,) dans V, — {0} tendant vers 0, telles que o(x,)¢(y,) € H pour
tout n. Ona ¢(y,) € Hd’aprése).

Si K = Q,, on peut de plus supposer que V, est un sous-groupe additif de ¢
et que ¢(pa) = @(a)? pour tout a € V, et tout p € Z. Alors ¢(Ay;) € H pour tout
A € Z, donc par continuité pour tout A € Z,. L’application f: A ¢(hy,) de Z,
dans G est analytique, prend ses valeurs dans H, et (T, f)(1) = y;. Doncy, b,
ce qui est absurde. Le théoréme est donc établi dansle casde Q.

Si K = R, on peut supposer que V, est convexe et que y, appartient a
1V, = {0}. Quitte & extraire de (y,) une suite partielle, on peut trouver une
suite (,) de scalaires non nuls tels que A, 'y, tende vers un élément y de Vy = {0}.
La suite (A,) tend vers 0. Soit AeR tel que aye}V, et prouvons que
exp(ny) € H. On peut supposer que AA; 'y, € 2 V, pour tout n. Soit £, € Z tel que
[A — k,),| tende vers 0. Pour z assez grand, on a (A — k,A,)A; 9, €4V, donc
kuyn €%V, Donc exp(hy,) e H pour £ entier et 0 < |A| < {&,| (comme on le
voit par récurrence sur |%|). Alors

exp(ly) = lim exp(aay Yy,) = Tim (exp((x = Fada) A ) exp(kny))

= lim exp £,y, € H.

n—w

Donc P'application f: A+ exp Ay, o Ay € % V,, prend ses valeurs dans H, et

(Tof)(1) = y. Doncy €b, ce qui est absurde. Le théoréme est ainsi établi dans le
casdeR.

Le th. 2 devient inexact si on ne suppose pas G de dimension finie (exerc. 12.)
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CoOROLLAIRE 1. — Sotent G’ un groupe localement compact, G un groupe de Lie de
dimension finie sur R (resp. Q ), f un morphisme continu de G’ dans G. St le noyau de f
est discret, G’ est un groupe de Lie réel (vesp. p-adique) de dimension finie.

11 existe un voisinage compact V de ¢ dans G’ tel que f|V soit un homéomor-
phisme de V sur un sous-espace compact de G. Si U est un voisinage ouvert de ¢
assez petit dans G, les hypothéses du th. 2 sont vérifiées avec H = f(V) N U.
Donc H est un sous-groupuscule de Lie de G. Soit W Pimage réciproque de H par
JIV. Alors W est un voisinage de ¢ dans G’. Munissons W de la structure de
variété analytique transportée de celle de H par (f|W)~1. Pour tout ze G,
Papplication x> f(2)xf(z)"! de G dans G est analytique; donc il existe un
voisinage ouvert W’ de ¢ dans W tel que I’application #" - zx'z7* de W’ dans W
soit analytique. D’aprés la prop. 18 du § 1, n°® 9, il existe sur G’ une structure de
groupe de Lie qui induit, sur un voisinage ouvert assez petit de ¢, la méme
structure analytique que W, et donc la méme topologie que la topologie initiale-
ment donnée de G,

GoROLLAIRE 2. — Soient G un groupe de Lie de dimension finte sur K, H un sous-
groupe de G, V un voisinage ouvert de e dans G, (M,); 1 une famille de variétés analytiques
sur K; pour tout 1€ 1, soit f; une application K-analytique de V dans M; telle que
HnNV = {xeV|f(x) = fie) pourtouti e 1}

(1) St K = G, H est un sous-groupe de Lie de G.

(i1) 8¢ K est une extension de degré fini de Q ,, et si 1 est fini, H est un sous-groupe de Lie
de G.

(1) Supposons K = C. Considérons G comme un groupe de Lie réel. Alors H
est un sous-groupe de Lie réel de G (th. 2). Soit @ € L{H). Il existe un voisinage
ouvert connexe W de 0 dans G tel que exp da eV pour tout Ae W. Soitiel.
On a fi(exp ) = fi(e) si xeRNW. Donc fi(exp M) = file) si ne W par
prolongement analytique. Ainsi, exp ha € H pour A € W, et par suite pz € L{H)
pour tout p. € G. Par suite, H est un sous-groupe de Lie du groupe de Lie com-
plexe G (§ 4, n° 2, prop. 2).

(ii) Supposons que K soit une extension de degré fini de Q. Considérons G
comme un groupe de Lie sur Q. Il est de dimension finie, et le th. 2 implique

que H est un sous-groupe de Lie p-adique de G. Puisque I est fini, 1;[ M; est une
variété, et on peut supposer que la famille ( f;) se réduit 2 une seule application f.
Soit a € L(G). Soit ¢ une application exponentielle de G. On a f(o(2a)) = f(e)
pour 2€Q et |A] assez petit. Puisque f est K-analytique, on en déduit

que f(e(ra)) = f(e) pour A e K et |2 assez petit. Donc ¢(ra) € H pour e K et
|A] assez petit, et par suite pa € L(H) pour tout p € K. On termine comme dans

Q).

Le cor. 2 (ii) devient inexact si I’on omet Phypotheése que T est fini.
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§ 9. Commutateurs, centralisateurs, normalisateurs dans un groupe
de Lie

Dans ce paragraphe, on suppose que K est de caractéristique zéro.

1. Commutateurs dans un groupe topologique
Soit G un groupe topologique. On définit les groupes D°G, DG, D2G, ... et
GG, GG, C3G, . .. parles formules

DG =G, DG = (DG, DG)

GG =G, TWG=(GCG).

Prorosition 1. — Soient G un groupe topologique, A et B des sous-groupes de G. On a
G B) = (A, B),D'A= DA, A = TA.

Soit ¢ P'application continue (x,%)—> x" Y lxy de G x G dans G. On a
@(A x B) = (A, B), donc ¢(A x B) < (A, B), donc (A, B) = (A, B); Pinclusion
opposée est évidente, donc (A, B) = (_K_,_ﬁ) Il est clair que D°A = DYA; admet-
tant égalité DA = DA, on en déduit

D*1A = (D'A, D'A) = (D'A, D'A) = (D'A, D'A) = DI+IA

donc DA = D'A pour tout 7. La démonstration de la formule C'A = CiA est
analogue.

COROLLAIRE 1. — 87 G est séparé, les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) G est résoluble (resp. nilpotent) ;

(i) onaD'G = {¢} (resp. C'G = {¢}) pour i assez grand.

Ona DG < DG, C!G < C'G, donc (ii) = (i). Ona {¢} = {¢}, donc (i) = (i)
d’apreés la prop. 1.

COROLLAIRE 2. — Soient G un groupe lopologique séparé, A un sous-groupe de G. Pour

que A soit résoluble (vesp. nilpotent, commutatif ), il faut et il suffit que A le soit.
Cela résulte aussit6t de la prop. 1.



n® 2 COMMUTATEURS, CENTRALISATEURS, NORMALISATEURS 231

Prorosition 2. — Sotent G un groupe topologique, A et B des sous-groupes de G. Si A
est connexe, (A, B) est connexe.

Pour y fixé dans B, ensemble M, des (x,y) pour x € A est connexe (car
Papplication x> (x, y) de A dans G est continue). On a ¢ € M, donc la réunion R
des M, pour y € B est connexe. Or (A, B) est le sous-groupe de G engendré par R,
d’ou la proposition.

2. Commutateurs dans un groupe de Lie

Prorosition 3. — Soient G un groupe de Lie de dimension finie, H, et H, des sous-
groupes de G. Soient by, b et b la sous-algébre de Lie tangente en ¢ 4 H,, H, et (Hy, H,)
respectivement. Alors [by, b5] < b.
Soient a € by, & € b, Il existe un voisinage ouvert I de 0 dans K, et des applications
analytiques f7, f de 1 dans G telles que

£:0) = £2(0) = 6, A1) © Hy £o(1) © H, (Tofi)1 = o, (To )1 = b.
Posons

S ) = (fs(N), fo(w) e (H;, Hy)  pour A, wdans L.

Identifions un voisinage ouvert de ¢ dans G a une partie ouverte de K a I’aide
d’une carte qui transforme ¢ en 0. Alors L(G) s’identifie &4 K. D’aprés le § 5, n° 2,
prop. 1, le développement en série entiére a Porigine de f(2, p) est
- )
SOy 1) = hula, 0] + 01,5550 550 B
otr a; € K" (les termes en A ou en w’ dans le développement de f (3, i) sont nuls
parce que f(», 0) = f(0, n) = 0). Fixons p dans I. En faisant tendre A vers 0,
on voit que

ula, 5] + 2, way, €.
Cela étant vrai pour tout . € I, on en conclut que [a, 5] €b.

Remarque. — Méme si H; et H, sont des sous-groupes de Lie connexes de G, la
sous-algebre de Lie de L(G) engendrée par [b;, bo] est distincte de b en général.

ProrosiTion 4. — Soit G un groupe de Lie véel ou complexe de dimension finte. Soient
A, B, C des sous-groupes intégraux de G tels que [L(A),L(C)] < L(C),
[L(B), L(C)] = L(C). Si [L(A), L(B)] < L(C), ona(A, B) = C. §i [L(A), L(B)] =
L(C), ona(A, B) = C.

Supposons [L(A), L(B)] < L(C). La somme L(A) + L(B) + L(C) est une
sous-algébre de Lie de L{G). En considérant le sous-groupe intégral de G
d’algebre de Lie L(A) + L(B) + L(C), on est ramené au cas ol

L(A) + L(B) + L(C) = L(G)
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et olt G est connexe. Alors L(C) est un idéal de L(G). Supposons d’abord G sim-
plement connexe. Alors C est un sous-groupe de Lie distingué de G (§ 6, n° 6,
prop. 14). Soit ¢ le morphisme canonique de G sur G/C. Alors

[L(e) (L(A)), L{o)(L(B))] = {0},

donc, 9(A) et o(B) commutent d’apreés la formule de Hausdorfl; par suite,
(A, B) = C. Dans le cas général, soient G’ le revétement universel de G, et
A’, B, C les sous-groupes intégraux de G’ tels que L(A") = L{(A), L(B") = L(B),
L(C) = L(C). On a (A", B) = ', et A, B, C sont les images canoniques de
A’, B, €' dans G, d’oi (A, B) = C. D’autre part, (A, B) est Pensemble sous-
jacent d’un sous-groupe intégral de G (§ 6, n° 2, cor. de la prop. 4), et son algébre
de Lie contient [L(A), L(B)] (prop. 3). Si [L(A), L(B)] = L(C), on a donc
A,B) > G, d’ou(A,B) = C.

COROLLAIRE. — Soit G un groupe de Lie réel ou complexe, connexe, de dimension finie,
d’algébre de Lie g. Les sous-groupes D'G (resp. CGIG) sont des sous-groupes intégraux
d’algébres de Lie D'g (resp. €'g). St G est simplement connexe, ce sont des sous-groupes de Lie.

La premiére assertion résulte de la prop. 4 par récurrence sur ¢. La deuxiéme
résulte de la premiére et du § 6, n° 6, prop. 14.

Prorosirion 5. — Soient G un groupe de Lie réel ou complexe de dimension finie, A un
sous-groupe intégral de G. On a DA = DA. En particulier, A est un sous-groupe dis-
tingué de A, et AJA est commutatif.
Posonsa = L(A). Soit G, ensemble des g € G tels que
(Ad g)x = x (mod Da) pour tout x € a.

Alors Gy est un sous-groupe fermé de G. Siy e, on a expy € G, d’aprés le § 6,
n°4, cor. 3 (ii) de la prop. 10. Donc G, contient A et par suite A. Ainsi, pour
ge A, L(Int g) laisse stable q, et par suite Int g laisse stable A; plus précisément,
L{Int g) définit Pautomorphisme identique de a/Zaq, donc Int g définit I’auto-
morphisme identique de A/DA. Cela prouve que (A, A) = DA. Pour la structure
de groupe de Lie réel de G, A est un sous-groupe de Lie (§8, n° 2, th. 2); soit
b son algebre de Lie. Soit G, ’ensemble des g € G tels que

(Ad g)x = x (mod Zna) pour tout x € b,

D’aprés ce qui précéde, on a G, @ A, donc G, > A. Par suite, pour ge A, Int g
laisse stable DA et définit Pautomorphisme identique de A/DA. Donc DA > DA.

Prorosirion 6. — Supposons K ultramétrique. Soit G un groupe de Lie de dimension
finie. Soient A, B, C des sous-groupes de Lie de G tels que [L{A), L(C)] < L(C),
[L(B), L(C)] = L(Q). S {L{A), L(B)] = L(Q), i existe des sous-groupes ouverts
A, B de A, Btels que (A’, B') = G. 8 [L(A), L(B)] = L(C), il existe des sous-groupes
ouverts A', B, C' de A, B, Citels que (A’, B") = C.
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Supposons [L(A), L(B}] < L({C). Comme dans la démonstration de la prop.
4, on se ramene au cas oi L(C) est un idéal de L(G). Puis, en remplagant G par
un sous-groupe ouvert, on se rameéne au cas ot G est distingué dans G (§ 7, n° 1,
prop. 2). Soit ¢ le morphisme canonique de G sur G/C. Alors

[L(9)(L(A)), L()(L(B))] = {0}.

D’aprés la formule de Hausdorf], il existe des sous-groupes ouverts A’, B de A, B
tels que ¢(A’) et ¢(B) commutent, d’ot (A’, B’) = C. Supposons de plus

[L(A), L(B)] = L(C).

Drapres la prop. 3, la sous-algebre de Lic tangente en ¢ a (A’, B) contient L(C).
Donc (A’, B’) contient un sous-groupuscule de Lie de G d’algeébre de Lie L(C).
Par suite, (A’, B) est un sous-groupe ouvert de C.

COROLLAIRE, — Supposons K ultramétrique. Sott G un groupe de Lie de dimension finie,
d’algébre de Lie g. Il existe un sous-groupe ouvert Gy de G tel que, pour tout i, D'G,
(resp. C'Gy) soit un sous-groupe de Lie de G d’algébre de Lie D'g (resp. €'g).

a) D’apres la prop. 3 appliquée par récurrence, pour tout sous-groupe ouvert
G, de G et pour tout ¢, DG, contient un sous-groupuscule de Lie de G d’algébre
de Lie 9g.

b) Soit G’ un sous-groupe ouvert de G tel que, pour ¢ < 7, DG’ soit un
sous-groupe de Lie de G d’algebre de Lie Z%. D’aprés la prop. 6, il existe des
sous-groupes ouverts Hy, H, de D"G’ tels que (H;, Hy) soit un sous-groupe de
Lie d’algebre de Lie 2"*14. Soit G” un sous-groupe ouvert de G’ assez petit
pour que D"G” < H; N H,. Alors D! G” < (Hy, Hy). Les relations

D°G" « DG/, D'G’ < D'G¥,...,D"G" < D"G/, D"*'G” < (H,, Hy)

prouvent, compte tenu de a), que DG” est, pour ¢ € n + 1, un sous-groupe de
Lie de G d’algebre de Lie 2.

¢) Il existe un entier p tel que 2% = PP*1g = ... . D’aprés ce qui précede, il
existe un sous-groupe ouvert G, de G tel que DGy soit, pour ¢ < p, un sous-groupe
de Lie de G d’algébre de Lie 9. Mais, compte tenu de a), la méme assertion
reste vraie pour ¢ > p puisque D*G, > DG, pouri > p.

d) Onraisonne de méme pour les C'.

3. Centralisateurs

Rappelons que deux éléments x, y d’un groupe sont dits permutablessi(x, y) = e,
ou (Int x)y = y, ou (Inty)x = x; et que deux éléments ¢, b d’une algebre de Lie
sont dits permutables si [a, 8] = 0, ou (ad a).b = 0, ou (ad &).a = 0. Soient
G un groupe de Lie, x € G, a e L(G); on dira que x ct « sont permutables si
(Ad %). a = a,c’est-a-dire si xa = ax dans T(G).
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Soient G un groupe de Lie, g son algébre de Lie, A une partie de G, a une
partie de g. On note Z(A) (resp. Zg(a)) Pensemble des éléments de G permutables
a tous les éléments de A (resp. a). C’est un sous-groupe fermé de G. On note
35(A) (resp. #5(a)) ensemble des éléments de g permutables & tous les éléments de
A (resp. a). C’est une sous-algebre de Lie fermée de g.

ProrostrioN 7. — Soient G un groupe de Lie de dimension finie, g son algébre de Lie, a
une partie de g. Alors L (a) est un sous-groupe de Lie de G d’algébre de Lie 34(a).
Cela résulte du § 3, prop. 44 et cor. 2 de la prop. 39.

Prorosrrion 8. — Soient G un groupe de Lie réel ou complexe de dimension finie, g son
algébre de Lie, A une partie de G. Alors Z.o(A) est un sous-groupe de Lie de G d’algébre de
Liegy(A).

Supposons A réduit 2 un point a. Alors Zy(A) est ensemble des points fixes
de Int a; donc Z;(A) est un sous-groupe de Lie de G, et L(Zg(A)) est Pensemble
des points fixes de Ad a, c’est-a-dire 3,(A) (§3, n° 8, cor. I de la prop. 29). Le
cas général se déduit de 14 grace au § 6, n° 2, cor. 3 de la prop. 1.

Proposrrion 9. — Soient G un groupe de Lie réel ou complexe de dimension finie, g son
algébre de Lie, A un sous-groupe intégral de G, a = L(A). Alors Zo(A) = Zg(a),
35(A) = 34(a), et Z(A) est un sous-groupe de Lie de G d’algébre de Lie 35(a).
Soitx € G.Ona
xelg(A) = A < Zg({x})
< a < L(Za({x})) (§ 6, cor. 2 de la prop. 3)
< a < g({x}) (prop. 8)
< x € Lg(a),
donc Zg(A) = Zg(a). Soitzeg. On a
u€ (A) <A < Zg({u})
<a < L(Zg({})) (§ 6, cor. 2 de la prop. 3)
<a < () (prop. 7)

< ue 5g(a),

donc 3,(A) = 34(a). La derniére assertion résulte alors de la prop. 7 ou de la
prop. 8.

4. Normalisateurs

Soient G un groupe de Lie, g son algébre de Lie, A une partie de G, a une partie de
g. Dans cette section, onnote Ng (A) Pensemble des g € G tels que gAg~1 = A, Clest
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un sous-groupe de G, fermé si A est fermé. On note ng(a) Pensemble des x e g tels que
{x,a] < a (cf. chap. I, §1, n°4). C’est une sous-algébre de g, fermée si a est
fermée. On note N (o) Pensemble des g € G tels que gag™? = a.

ProrposrtioN 10. — Soient G un groupe de Lie de dimension finie, ¢ son algébre de Lie, o
un sous-espace vectoriel de g. Alors Ng(a) est un sous-groupe de Lie de G d’algébre de Lie
ng(a).

Cela résulte du § 3, prop. 44 et cor. 1 de la prop. 39.

ProrpositioN 11. — Soient G un groupe de Lie réel ou complexe de dimension finie, ¢ son
algébre de Lie, A un sous-groupe intégral de G, et a = L(A). Alors Ng(A) = Ng(a), et
N (A) est un sous-groupe de Lie de G, contenant A, d’algébre de Lie ny(a).

L’égalité Ng(A) = Ng(a) résulte du § 6, n° 2, cor. 2 de la prop. 3. D’apres la
prop. 10, Ng(A) est alors un sous-groupe de Lie de G d’algebre de Lie ny(a).
Donc Ng(A) est fermé. Comme Ng(A) > A, ona Ng(A) > A.

COROLLAIRE. — % a = ng(a), A est un sous-groupe de Lie de G, et est la composante
neutre de Ng(A).

En eflet, cette composante neutre est un sous-groupe de Lie d’algébre de Lie
ty(a) (prop. 11), donc est égal 4 A d’aprésle § 6,n° 2, th. 2 (i).

5. Groupes de Lie nilpotents

Proposrrion 12. — Soit G un groupe de Lie de dimension finie. Pour que L(G) soit
nlpotente, il faut et il suffit que G posséde un sous-groupe ouvert nilpotent.

Supposons que G posséde un sous-groupe ouvert nilpotent G,. D’aprés les
cor. des prop. 4 et 6, n°2, on a B'L(G;) = {0} pour ¢ assez grand. Donc
L(G,y) = L(G) est nilpotente.

Supposons L(G) nilpotente. Si K = R ou G, la composante neutre G, de
G est nilpotente d’apres le cor. de la prop. 4, n° 2, et G, est ouvert dans G. Si K
est ultramétrique, le cor. de la prop. 6, n° 2, prouve qu’il existe un sous-groupe
ouvert G; de G, un entier ¢ > 0, et un voisinage V de ¢ dans G tels
que C'G; NV = {¢}. Alors, si G, est un sous-groupe assez petit de G;, on a
CiG, = V, donc GG, = {¢}, et G, est nilpotent. C.Q.FD.

Soit g une algebre de Lie nilpotente. La série de Hausdorff H(X, Y) corres-
pondant & g n’a qu'un nombre fini de termes non nuls, et 'on sait (chap. II,
§6, n°5, Remarque 3) que la loi de composition (x,y) > H(x,y) définit sur g
une structure de groupe. Supposons de plus g normable compleéte. I1 est clair que
la loi H est un polynéme-continu (VAR, R, Appendice). Donc g, muni de la loi
H, est un groupe de Lie G, dit associé d g. D’aprés le § 4, n° 2, lemmes 2 et 3, 0n a
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L(G) = ¢. L’application identique ¢ de g dans G est une application exponen-
tielle de G, telle que @(Ax)p(A'x) = @((A + 1')x) quels que soient xeg, Ae K,
2" € K. Toute sous-algébre de Lie b de g admettant un supplémentaire topologique
est un sous-groupe de Lie Hde G, et L(H) = b.

Prorosrtion 13, — Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe de dimension
Jfinie sur R ou C.

(1) expg est un isomorphisme du groupe de Lie associé a L(G) sur G.

(i) Tout sous-groupe intégral de G est un sous-groupe de Lie simplement connexe de G.

Soit g = L(G), qui est nilpotente (prop. 12). Comme deux groupes de Lie
simplement connexes sur R ou G qui ont méme algébre de Lie sont isomorphes
(§6, n° 3, th. 3 (ii)), il suffit de prouver la proposition quand G est le groupe
associé a g. Alors (i) et (ii) résultent de ce qu’on a dit avant la proposition.

Prorosrrion 14. — Soit G un groupe de Lie connexe de dimension finie sur R ou C.

(1) 87 G est nilpotent, expy est étale et surjective.

(i) SiK = Cetsiexpg est étale, alors G est nilpotent.

Soit G’ le revétement universel de G. Soit ¢ le morphisme canonique de G’
sur G. On a expg = ¢ o expg- (§ 6, n° 4, prop. 10), donc (i) résulte de la prop. 13
(i).

Si K = C et si exp est étale, alors, pour tout x € L(G), ad x n’a aucune valeur
propre appartenant a 2in(Z - {0}) (§6, n°4, cor. de la prop. 12). Appliquant
cela & Ax, ol A varie dans G, on en conclut que toutes les valeurs propres de ad »
sont nulles, donc que ad x est nilpotent. Par suite, L(G) est nilpotente (chap. I,
§ 4, cor. 1 du th. 1), done G est nilpotent (prop. 12).

Prorosition 15, — Soient G un groupe de Lic nilpotent connexe de dimension finie sur R
ou C, A un sous-groupe intégral de G. Alors Zo(A) est le sous-groupe de Lie connexe de G
d’algébre de Lie 3o (L(A)).

Compte tenu de la prop. 9 du n° 3 il suffit de prouver que Zy(A) est connexe.
Soit geZg(A). 11 existe un x e L(G) tel que g = exp x (prop. 14). On a
Ad g|L{A) = 1 (n°3, prop. 9), donc Ad g"|L(A) = 1 pour tout z€Z, donc
exp (ad nx)|L(A) = 1 pour tout z € Z. Comme 'application A+ exp (ad ax) |L(A)
de K dans Z(L(A), L(G)) est polynomiale, on a exp(ad Ax)|L(A)=1 pour tout
r e K, c’est-a-dire exp(ix) € Zg(A) pour tout € K.,

Prorosrrion 16. — Soient G un groupe de Lie nilpotent de dimension finie sur R ou G, A
un sous-groupe intégral de G distinct de G. Alors Ng(A) est un sous-groupe de Lie connexe
de G distinct de A.

On a Ng(A) # A (A1, §6, cor. 1 de la prop. 8). Compte tenu de la prop.
11 du n°4, tout revient & prouver que Ng(A) est connexe. Soit ge Ng(A). 11
existe un x € L(G) tel que g == exp x (prop. 14). Soit E le sous-espace vectoriel de
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L(L(G)) formé des u e Z(L(G)) tels que u(L(A)) < L(A). On a Ad g"€E,
donc exp(ad nx) € E, pour tout e Z. Donc exp(ad Ax) € E pour tout x e K,
c’est-a-dire exp(ix) € N4 (A) pour tout A e K.

ProposiTiON 17. — Soient g une algébre de Lie nilpotente de dimension finie sur K,
(805 815 - - - » 8n) une sutle décroissante d’idéaux de g tels que g, = 8, 6, = {0}, [8, 911 < G141
pour 0 < 1 < n. Sotent ay, ag, . . ., a, des sous-espaces vectoriels de g tels que chaque g,
soit somme directe de ses intersections avec les o, Munissons g de la loi de composition de
Hausdorl w. Soit ¢ I application

(%35 Xy« o o5 Xp) > Xy HXGH. . M X,

dea; x ag % --- X a,dansg.

(i) o estune bijectiondea, x ag X -+ %X a, sUrg;

(ii) o et @1 sont des applications polynomiales;

(i) Papplication (x%,y) >0 Ho(x).p(y)™) de (ay X 65 x -+ X a,)% dans
a; X ag X -+ X a,est polynomiale.

La proposition est évidente pour dim ¢ = 0. Supposons dim g > 0 et la pro-
position établie pour les dimensions < dim g. On peut supposer g,,_, # {0}, et
g,_, est alors un idéal central non nul de g. Il existe un indice j tel que
b = g,_, N a; # {0}. Soient ¢’ = ¢/h, 0 le morphisme canonique de g sur ¢,
g; = 0(g;), ¢f = 0(q;). Alors (gg, 93, - - ., 8;) est une suite décroissante d’idéaux de
g’ tels que gp = ¢', 9, = {0}, [¢', 6i] < 6{+1 pour 0 < ¢ < n, et chaque g] est somme
directe de ses intersections avec les a;. Soit ¢’ application

’ ! ’ 4 ? 7
C N AT AT 7S A

de a] x a5 x --- x aj, dans g'. D’aprés Phypothéese de récurrence, ¢’ est bijective
et ¢’, ¢’ ~ sont des applications polynomiales.
Soit x € g. Posons

(1) ¢ TH0(x)) = (x(x), %a(x), . . ., x5(x)).
On a donc
(2) 0(x) = x3(x) v x5(x) w. . owxp(x).

Soit b; un sous-espace vectoriel supplémentaire de b dans g, somme des a;, pour
k # j et d’un supplémentaire de b dans qa;. Il existe une bijection v de g’ sur b,
telle que 0 o vy = Id,.. Posons, pour x €g,

(%) E(x) = n(*1(x)) # n(wa()) 8. . v 9(2p(x)) €.
) y(x) = L) T ux = (—L().x
D’apres (2) et (3), ona 6(¢(x)) = 6(x), donc y(x) € b. Posons enfin

(5) ) = (), - @)+ s (1)) S0y X - X a
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Comme y(x) est central dansg,ona

P(P(x)) = n(x1(%)) u. . um(x5(x)) n. . v (xp(x)) my(x)
= L(x) ny(#) d’apres (3)
=% d’apres (4).
Donc g o ¢ = Id,. Soit maintenant (x;, %5, . . ., X5) €43 X ag X -+ - X a,,et Posons

%= 0, Xgy s Xp) = Xy HXgH. . .nx,, On a 6(x) = 0(xy) v 0(xs) w... nb(x,),
donc #;(x) = O(x;) pour 1 < ¢ < p, et par suite

C(x) = xymxgn. . .u(n0(x;)) n. . .4x,

y(x) = x; — 78(x,).
Alors, d’apres (5),

l,]}(x) = (xl’ LS Vle(xj) +x}"‘7]6(xj)’ AR ] xp) = (xla Xy + o0y xp)'

Donc o ¢ = Idg, «...xa,- Cela prouve (i). Comme la loi de Hausdorff est polyno-
miale, g est polynomiale. D’aprés ’hypothése de récurrence, ¢’ ~1 est polynomiale;
d’aprés la formule (1), les fonctions x; sont polynomiales, donc ¢ est polynomiale
(formule (3)), y est polynomiale (formule (4)), ¢ est polynomiale (formule (5)).
Cela prouve (ii). L’assertion (iii) résulte de (i) et (ii) et du fait que la loi de
HausdorfT est polynomiale. G.Q.F.D.

Exemple de groupe de Lie milpotent. — Soit G le sous-groupe trigonal strict inférieur de
GL(n, K). C’est un sous-groupe de Lie de GL(n, K), et L(G) <gl(n, K) est
Palgeébre de Lie des matrices triangulaires inféricures de diagonale nulle (§ 3,
n° 10, prop. 36). D’aprés le chap. 11, § 4, n® 6, Remarque, G est nilpotent. Sup-
posons désormais que K = R ou C. Comme G est homéomorphe 4 K"~ V2 G
est simplement connexe. L’application exponenticlle de L(G) dans G n’est
autre que Papplication

ue <y

Ur>expu = Z

Kokl K=okl

(§ 6, n° 4, Exemple). D’aprés la prop. 13, exponentielle est un isomorphisme de la
variété L(G) sur la variété G. La prop. 17 du§6, n° 9, fournit la bijection
réciproque log. Munissons K" d’une norme. D’aprés TS,I1,§4,n°9, on a
pour geGet [g — 1] < 1,

—1 k-1
log g = ,;1———( k) (¢ - 1"
c’est-a-dire
n—1
-1 k-1
©) togg = 2\ g 1),

Mais les deux membres de (6) sont des fonctions analytiques de g pour g € G, et
sont donc égaux pour tout g € G.
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ProrositioN 18. — Soient k un corps commutatif, V un espace vectoriel de dimension finie
> 0sur k, G un sous-groupe de GL(V) dont les éléments sont unipotents.

(1) Il existe un élément non nul v de'V tel que gv = v pour tout g € G.

(11) JI existe une base B de'V telle que, pour tout g € G, la matrice de g par rappori @ B
soit triangulaire inférieure et ait tous ses éléments diagonaux égaux @ 1.

(iii) Le groupe G est nilpotent.

(a) Supposons d’abord que £ soit algébriquement clos et que la représentation
identique de G soit simple. Soient 4,  dans G. Alors

Tr(a(b — 1)) = Tr(ab — 1) — Tr(a—- 1) =0-0=0

car ab — l et ¢ — 1 sont nilpotents. Comme le sous-espace vectoriel de
L(V) engendré par G est Z(V) (A, VIIL, §4, cor. 1 de la prop.2), on a
Tr(u(db — 1)) = Opourtoutu e £(V),doncd = 1. Ainsi, G = {1}.

b) Passons au cas général. Soient & une cléture algébrique de £, V = VR, £,
et G = GL(V) Pensemble des ¢ ® 1 pour a € G. Soit W (resp. W’) Pensemble
des éléments de V (resp. V) invariants par G (resp. G). On a W' = W, £
car W = QQGKer(g —1) et W = QQGKer(g — 1) ® 1. 8i V; désigne un élé-
ment minimal dans Pensemble des sous-espaces vectoriels non nuls de V stables
par G, on 2 V, © W’ d’aprés la partie 4) de la démonstration; donc W # {0}, ce
qui prouve (i).

¢) Par récurrence sur dim V, on déduit de (i) qu’il existe une suite croissante
(Vi, Vg, ..., V) de sous-espaces vectoriels de V stables par G tels que V,, = V
et que le groupe d’automorphismes de V,/V;_; canoniquement déduit de G se
réduit a {1} pour tout ¢ (on convient que V, = {0} pour r < 0). Cela entraine
d’abord (ii) et par conséquent (iii) (chap. II, § 4, n° 6, Remarque).

CoROLLAIRE 1. — Soit G un groupe de Lie réel ou complexe connexe de dimension finie.
Pour que G soit nilpotent, il faut et il suffit que tout élément de Ad G soit unipotent.

Si tout élément de Ad G est unipotent, Ad G est nilpotent (prop. 18), donc
G, qui est extension centrale de Ad G, est nilpotent. Si G est nilpotent, L(G)
est nilpotente, donc ad x est nilpotent pour tout x € L(G), donc Ad{exp x) =
exp ad x cst unipotent; or tout élément de G est de la forme exp x pour un
x € L(G) (prop. 14).

COROLLAIRE 2, — Tout sous-groupe analytique de GL(n, K) formé d’éléments unipotents
est un sous-groupe de Lie simplement connexe.

Cela résulte des prop. 13 (ii), 18 (ii), et du fait que le groupe trigonal strict
inférieur est simplement connexe.
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6. Groupes de Lie résolubles

ProrosiTioN 19. — Soit G un groupe de Lie de dimension finte. Pour que L(G) soit
résoluble, il faut et il suffit que G posséde un sous-groupe ouvert résoluble.
La démonstration est analogue a celle de la prop. 12 dun® 5.

Prorosrrion 20. — Soient G un groupe de Lie résoluble de dimension finie n sur R ou C,
stmplement connexe, et 6 = L(G). Sott (8, 8n 1, - - -5 Go) Une suite de sous-algébres de g de
dimensions ny,n — 1, ..., 0, telle que g; _; soit un idéal de g, pouri = n,n — 1,..., 1%,
Soit G; le sous-groupe intégral de G correspondant & ;. Soit x; un vecteur de g, w’ appartenant
pas a g; . Soit @, application

(Apy Ry« o oy Ay) > (€XP Agty ) (€XP Agig) - . - (€XP Agx;)

de K dans G. Alors o, est un isomorphisme de variétés analytiques, et o,(K') = G, pour
tout .

Pour n = 0, la proposition est évidente. Raisonnons par récurrence sur .
Soit H le sous-groupe intégral de G tel que L(H) = Kx,. D’aprés le § 6, n°6,
cor. 1 de la prop. 14, H et G, _; sont des sous-groupes de Lie simplement con-
nexes de G, et, en tant que groupe de Lie, G est produit semi-direct de H par
G,_;. Donc x> exp (Ax,) est un isomorphisme de K sur H, et, d’aprés I’hy-
potheése de récurrence, Papplication

(7\1: }‘21 LRI ] 7‘11—1) = (CXP 7\1'7‘/:1) (CXp 7\2‘%’2) e (CXP )\n—lxn—-l)

est un isomorphisme de la variété analytique K"~! sur la variété analytique
G, _, qui transforme K' x {0} en G, pour ¢ = 1,2,...,7 — 1. D’ott la proposi-
tion.

ProrosiTionN 21. — Soient G un groupe de Lie résoluble de dimension finie sur R ou G,
simplement connexe, et M un sous-groupe intégral de G. Alors M est un sous-groupe de Lie
de G, et est simplement connexe.

Reprenons les notations z, g, g, #;, ¢ de la prop. 20, mais imposons aux x; la
condition supplémentaire suivante: soient i, > ¢,_, >---> ¢ les entiers ¢ tels
que L(M)ng # L(M)Ng;_;; alors on prend x, eL(M)ng, pour
k =1,2,..., p. Par récurrence sur z, on voit aisément que (x; , x;,_,,- .., %) €st
une base de L(M). Soit N un groupe de Lie simplement connexe, tel qu’il existe
un isomorphisme £ de L(N) sur L(M). Soient y, = £A7%(%;,), ..., 41 = £~ ().
D’apres la prop. 20, Papplication

(M Ay« + 5 Bp) - (€XP A Y1) (€XP Ao¥s) . - . (€XP Xpyp)
est un isomorphisme de la variété K” sur Ia variété N. Il existe un morphisme < de

1 Une telle suite existe d’aprés le chap. I, § 5, prop. 2.
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groupes de Lie de N dans G tel que # = L(<), etona 1(N) = M (§6,n° 2, cor. 1
de la prop. 1). Donc M est ’ensemble des éléments de G de la forme

T((exp Mg} - - (exp Xp9p)) = exp(ML()g). . - exp(,L(7)7,)
= exp(My,). . .exp(Ap%;).

Ainsi, M = ¢(T) ot T est un sous-espace vectoriel de K™.

ProrosiTioN 22. — On suppose K = R ou C. Soient V un espace vectoriel de dimension
Sinie, G un sous-groupe résoluble connexe de GL(V). On suppose que la représentation
identique de G est simple.

1) SiK =R,omadimV < 2 et G est commutatyf.

(i) IK = GonadimV = 1.

(1) Supposons K = R. Alors 'adhérence H de G dans GL(V) est un sous-
groupe de Lie de GL(V), connexe, et résoluble (n° 1, cor. 2 de la prop. 1). Donc
L(H) est résoluble (prop. 19). La représentation identique de L(G) est simple
(§6, n°5, cor. 2 de la prop. 13). Donc dim V £ 2 et L(G) est commutative
(chap. I, § 5, cor. 1 et 4 du th. 1). Donc G est commutatif.

(ti) Supposons K = C. Soit W un élément minimal parmi les sous-espaces
vectoriels réels non nuls de V stables par G. Le sous-espace vectoriel complexe de
V engendré par W est égal a V puisque la représentation identique de G est
simple. D’aprés (i), G|W est commutatif. Donc G est commutatif. Par suite, tout
¢élément de G est une homothétie (A, VIII, § 4, cor. 1 de la prop. 2), de sorte que
dimV = 1.

COROLLAIRE. — Sotent V un espace vectoriel complexe de dimension finie > 0, G un
sous-groupe résoluble connexe de GL(V).

(1) 1l existe un élément non nul v de 'V tel que gv € Co pour tout g € G.

(i) I existe une base B de 'V tel que, pour tout g € G, la matrice de g par rapport & B
sott triangulaire inférieure.

Soit V; un élément minimal parmi les sous-espaces vectoriels non nuls de V
stables par G. D’aprés la prop. 22 (ii), on a dim V; = 1. Cela prouve (i). Par
récurrence sur dimV, on déduit de li Pexistence d’une suite croissante
(Vi, Vg, ..., V) de sous-espaces vectoriels de V stables par G tels que
dimV,,;/V, = Il pouri < n,et'V, = V;d’ou (i).

7. Radical d’un groupe de Lie

ProrositioN 23. — Soient G un groupe de Lie réel ou complexe de dimension finie, v le
radical de L(G) (chap. I, § 5, déf. 2), n le plus grand idéal nilpotent de L(G) (chap. I,
$ 4, n°4). Soit R (resp. N) le sous-groupe intégral de G d’algébre de Lie v (resp. n).
Alors R (resp. N) est un sous-groupe de Lie de G, résoluble (resp. nilpotent), invariant
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par tout automorphisme continu de G. Tout sous-groupe distingué connexe résoluble (resp.
nilpotent) de G est contenu dans R (resp. N).

Le groupe R est résoluble (n° 6, prop. 19). Supposons K = R. Soit G’ un sous-
groupe distingué résoluble connexe de G. Alors G’ est un sous-groupe de Lie de
G (§8,n° 2, th. 2), distingué résoluble (n° 1, cor. 2 de la prop. 1), connexe. Donc
L(G') est un idéal résoluble de L(G), d’ot L(G’) = r et G’ = R. En particulier,
R < R, donc R est fermé et par suite est un sous-groupe de Lie de G. Supposons
K = C. Soit H le groupe de Lie réel sous-jacent a G. Si t” est le radical de L{H),
&’ est un idéal résoluble de L{H), d’ot " = it’; on a donc r < ¢’ < r, et, d’aprés
ce qui précéde, R est fermé dans H et par suite dans G; ainsi, R est un sous-
groupe de Lie de G. Tout sous-groupe distingué résoluble connexe de G est un
sous-groupe distingué résoluble connexe de H donc est contenu dans R. On a
donc prouvé, pour K = € comme pour K = R, que R est le plus grand sous-
groupe distingué résoluble connexe de G; par suite R est invariant par tout
automorphisme continu de G. La démonstration dans le cas de N est enti¢rement
analogue.

DEFINITION 1. — Soit G un groupe de Lie réel ou complexe de dimension finie. On appelle
radical de G le plus grand sous-groupe distingué résoluble connexe de G.

Remarque. — Méme si G est connexe, il peut exister des sous-groupes distingués
résolubles de G non contenus dans le radical de G.

Prorosrrion 24. — On suppose K = R ou C. Soient G,, Gy deux groupes de Lie
connexes de dimension finie, Ry et R, leurs radicaux, o un morphisme surjectif de G, dans G,
Alors o(R;) = R,

D’apres le § 3, n° 8, prop. 28, L(g) est surjectif. Done L(¢)(L(R;)) = L(Ry)
(chap. I, § 6, cor. 3 de la prop. 2). Soit ¢ 'injection canonique de R; dans G;.
Alorsl'image de ¢ o ¢ est R, (§ 6, n° 2, cor. 1 de la prop. 1).

Proposrrion 25. — On suppose K = R ou C. Soient Gy, G, des groupes de Lie con-
nexes de dimension finie, R, et R, leurs radicaux. Le radical de G, x G, est Ry x R,
Cela résulte du chap. I, § 5, prop. 4.

8. Groupes de Lie semi-simples

Prorosrrion 26. — Soit G un groupe de Lie véel ou complexe connexe de dimension finie.
Les conditions sutvantes sont équivalentes:

(1) L(G) est semi-simple;

(1) leradical de G est {e};

(1i1) tout sous-groupe intégral commutatif distingué de G est égal a {e}.

La condition (ii) signific que le radical de L(G) est {0}, donc (i) <> (ii) (chap. I,
§ 6, th. 1). L’équivalence de (i) et (iil) résulte du § 6, n° 6, prop. 14.
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DiriNtTioN 2. — Un groupe de Lie véel ou complexe connexe est dit semi-simple s’il est de
dimension finte et s’il vérifie les conditions de la prop. 26.

Remarque 1. — Soit G un groupe de Lie réel ou complexe connexe de dimension
finie. Si G n’est pas semi-simple, G poss¢de un sous-groupe de Lie connexe G’
commutatif et invariant par tout automorphisme continu, tel que G’ # {¢}. En
effet, soit n le plus grand idéal nilpotent de L.(G); on a n # {0}, et le sous-groupe
analytique correspondant N est un sous-groupe de Lie invariant par tout auto-
morphisme continu de G (n° 7, prop. 23); le centre G’ de N possede les propriétés
voulues.

Prorosrrion 27. — Soit G un groupe de Lie véel ou complexe connexe de dimension
Jinie. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) L(G) est simple;

(11) les seuls sous-groupes intégraux distingués de G sont {¢} et G, et en outre G n’est
pas commutatif.

Cela résulte du § 6, n° 6, prop. 14.

DériniTioN 3. — Un groupe de Lie réel ou complexe connexe est dit presque simple s°il
est de dimension finie et s°il vérifie les conditions de la prop. 27.

Prorosttion 28. — Soit G un groupe de Lie réel ou complexe simplement connexe. Les
conditions suivantes sont équivalentes:

(i) G est semi-simple;

(11) G est isomorphe au produit d’un nombre fini de groupes presque simples.

Si G est produit fini de groupes de Lie presque simples, L(G) est produit
fini d’algebres de Lie simples, donc est semi-simple. Si G est semi-simple, L(G)
est isomorphe a un produit d’algébresde Lie simples L, . . ., L,. Soit G, un groupe
de Lie simplement connexe d’algébre de Lie L;, donc presque simple. Alors
G et G, x ... x G, sont simplement connexes et ont des algébres de Lie iso-
morphes, donc sont isomorphes.

Lemme 1. — Soient G un groupe topologique connexe, Z. son centre, Z' un sous-groupe
discret de Z.. Alors le centre de G[Z) est 2|7 .

Soit y un élément de G dont la classe modulo Z’ est un élément central de
G/Z'. Soit ¢ I’application g+ gyg~y~* de G dans G. Alors ¢(G) est connexe et
contenu dans Z', donc ¢(G) = ¢({¢}) = {¢}. Parsuite,y € Z.

ProrosiTion 29. — Soit G un groupe de Lie réel ou complexe connexe semi-simple.
1) G = (G, G).
(11) Le centre Z. de G est discret.
(iil) Le centre de G[Z est{e}.



244 GROUPES DE LIE Ch. 1, §9

L’assertion (i) résulte du cor. de la prop. 4, n° 2, et du chap. 1, § 6, th. 1.

L’assertion (ii) résulte du § 6, n° 4, cor. 4 de la prop. 10, et du chap. I, §6,
n°® 1, Remarque 2.

L’assertion (iii) résulte de (ii} et du lemme 1.

Prorosition 30. — (i) Soit g une algébre de Lie réelle ou complexe semi-simple. Alors
Int g est la composante neutre de Aut g.

(11) Soit G un groupe de Lie réel ou complexe connexe semi-simple. Le groupe adjoint de G
est la composante neutre de Aut L(G). Son centre est réduit & I’élément neutre.

Toute dérivation de ¢ est intéricure (chap. I, § 6, cor. 3 de la prop. 1), donc
L(Int g) = L(Aut g), ce qui prouve (i). La premiére assertion de (ii) résulte de (i).
La seconde résulte de la prop. 29 (iii) et du § 6, n°® 4, cor. 4 (ii) de la prop 10.

Remarque 2. — Soient ¢ une algebre de Lie semi-simple complexe, g, V'algébre
de Lie réelle sous-jacente. Alors Aut(g) est ouvert dans Aut(g,). En effet,
Int (g,) < Aut (g).

Prorosition 31. — Sovient G un groupe de Lie réel ou complexe de dimension finie simple-
ment connexe, R son radical. Il existe un sous-groupe de Lie simplement connexe semi-simple S
de G tel que G soit, en tant que groupe de Lie, produit semi-direct de S par R. St S’ est un
sous-groupe intégral semi-simple de G, il existe un x dans le radical nilpotent de L(G)
tel que (Ad exp x)(S') = S.

Cela résulte du § 6, n° 6, cor. 1 de la prop. 14, et du chap. I, § 6, th. 5 et cor. 1.

Lemme 2.~ Soient G un groupe (vesp. un groupe topologique), G’ un sous-groupe
distingué de G, V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif k (resp.
sur K), p une représentation linéaire (vesp. une représentation linéaire continue) de G dans 'V,
etp’ = p|G.

(1) Si p est semi-simple, o' est semi-simple. ,

(11) Si o’ est semi-simple, et si toute k-représentation linéaire (vesp. toute K-représenta-
tion linéaire continue) de dimension finie de G|G’ (resp. G|G') est semi-simple, alors p est
semi-simple.

Supposons p semi-simple, et prouvons que p’ est semi-simple. Il suffit d’envisa-
ger le cas out p est simple. Soit V' un sous-G’-module non nul minimal de V. Pour
tout g€ G, on a p(Ge(g)V’' = p(g)e(GYV' = p(g)V’, autrement dit p(g)V’
est stable par p(G’) ; si V" est un sous-G'-module de p(g)V’, alors p(g) “*V” est un
sous-G’-module de V', donc V" est égal a4 {0} ou a p(g)V'. Ainsi, pour tout g e G,

p(g)V’ est un G'-module simple. Or 2;’ p(g)V’ est un sous-G-module non nul de

ge
V,douV = QZG p(g)V'. Donc p’ est semi-simple.

Supposons ¢ semi-simple. Soit W un sous-G-module non nul de V. Comme
o’ est semi-simple, il existe un projecteur f; de V sur W commutant & p(G’). Soit
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E I'ensemble des f € £(V, V) qui commutent a (G"), qui appliquent V dans W,
et dont la restriction & W est une homothétie; pour f € E, notons «( f) le rapport
de 'homothétie f[W. On a fy e Eeta(fy) = 1. Il est clair que « est une forme
linéaire sur E. Soit F = Ker «, qui est un hyperplan de E. Pour feEetgeG,

posons o(g)f = p(g) o fcp(g)~t; alors o(g)f applique V dans W et sa
restriction & W est ’homothétie de rapport «(f);sig’ e G,ona
o(8)S o e(g) = e(g) o S o p(8) 7 o p(g")
= p(8) e fop(g7igg) o p(g™)
= p(g) oplg™'g’g) o S op(g™?)
= p(g) o p(g) o fople™)
= p(g) = o(8) S

Donc o(g) f € E. Par suite ¢ est une A-représentation linéaire (resp. une K-
représentation linéaire continue) de G dans E laissant stable F. On a o(g) = Idg

I

pour g e G’, donc pour g€ G’ dans le cas topologique. Supposons que toute
représentation 4-linéaire (resp. toute représentation K-linéaire continue) de
dimension finie de G/G’ (resp. G/G') soit semi-simple. Alors il existe dans E un
supplémentaire de F stable pour G. Autrement dit, il existe un f € E tel que
«(f) = 1, invariant par G. Alors f est un projecteur de V sur W, et, pour g € G,
on a p(g) o fop(g™t) = f, cest-a-dire que f commute & p(G). Ainsi, p est
semi-simple,

TuEOREME 1. — Sotent G un groupe de Lie réel ou complexe de dimension finie, G, sa
composante neutre, R son radical, t le radical de L(G); on suppose que G |Gy est fini. Sott o
une représentation linéatre analytique de G de dimension finie. Les conditions suivantes sont
équivalentes:

(i) p estsemi-simple;

(1) |Gy est semi-simple;

(iii) p|R est semi-simple;

(iv) L{p) est semi-simple;

(v} L{p)|r est semi-simple.

On a (i) < (ii) d’aprés le lemme 2 et INT, VII, § 3, prop. 1. On a (ii) < (iv)
et (iti) < (v) d’apres le § 6, n° 5, cor. 2 de la prop. 13. On a (iv) < (v) d’aprés le
chap. 1, §6, th. 4.

COROLLAIRE 1. — Soient p, o1, py des représentations linéaires analytiques semi-simples de
dimension finie de G et n un entier = 0. Alors p; & pg, T"p, S"p, A"p (Appendice)
sont semi-simples.

La semi-simplicité de p; & pg résulte du th. 1, et du chap. I, § 6, cor. 1 du th.
4. La semi-simplicité de T"p, S*p, A"p résulte de la semi-simplicité de ¢; ® go.
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Nous verrons plus tard que si £ est un corps commutatif de caractéristique 0, I' un
groupe, p; et py des k-représentations linéaires semi-simples de dimension finie de T',
alors p; & pa est semi-simple.

COROLLAIRE 2. — Soient p une représentation linéaire analytique semi-simple de dimension
JSinie de G dans un espace vectoriel V, S I’algébre syméirique de V, et S€ la sous-algébre de S
JSormée des éléments invariants par (Sp) (G). Alors S est une algébre de type fini.

Cela résulte du th. 1, du chap. I, § 6,th. 6 @), et de AC, V, § 1, th. 2,

CoROLLAIRE 3. — Soient G un groupe de Lie réel ou complexe, G sa composante neutre.
On suppose que G, est semi-simple et que GGy est fini. Alors toute représentation linéaire
analytique de dimension finie de G est semi-simple.

Proposrrion 32. — Soit G un groupe de Lie réel connexe de dimension finie. On suppose
L(G) réductive. Les conditions sutvantes sont équivalentes:

(i) G/D'G est compact;

(ii) (vesp. (ii")) toute représentation linéaire analytique de dimension finie de G dans
un espace vectoriel complexe (resp. réel) est semi-simple.

(i) = (ii"): Supposons G/DIG compact. Alors toute représentation linéaire
continue de G/D'G dans un espace vectoriel réel de dimension finie est semi-
simple (INT, VII, § 3, prop. 1). Soit p une représentation linéaire analytique de
dimension finic de G dans un espace vectoriel réel. Alors p|D'G est analytique,
DG est semi-simple (chap. I, § 6, prop. 5), donc p|D*G est semi-simple (cor. 3
du th. 1). Donc p est semi-simple (lemme 2).

On voit de méme que (ii) = (i).

(ii") = (i): supposons que G/D'G soit non compact, donc isomorphe & un
groupe de la forme R? x T? avec p > 0 (§ 6, n° 4, prop. 11 (ii)). Il existe alors
un morphisme surjectif de G/D'G dans R, donc un morphisme surjectif p de G

dans R. L’application
1 0
gr>o(g) = ( 1

e(2)
est une représentation linéaire analytique de G dans R? qui n’est pas semi-simple,
car le seul sous-espace vectoriel de dimension 1 de R? stable par ¢(G) est R(0, 1).
On voit de méme que (ii) = (i).

Proposrrion 33. — Soient G un groupe de Lie complexe de dimension finie ef dont le
nombre de composantes connexes est fini, o une représentation lindaire analytique de G de
dimension finie, G un sous-groupe intégral du groupe de Lie réel G tel que L(G') engendre
L(G) sur C. Alors, pour que o soit semi-simple, il faut et il suffit que p|G” soit semi-simple.

Soit p’ = p|G’. Pour que p (resp. ') soit semi-simple, il faut et il suffit que
L(p) (resp. L(p")) soit semi-simple (th. 1). Soit V Pespace de p. Pour qu’un sous-
espace vectoriel de V soit stable pour L{p)(L(G)), il faut et il suffit qu’il soit
stable pour L(g"} (L.(G")). D’ol1 la proposition.
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§ 10. Le groupe des automorphismes d’un groupe de Lie

Dans ce paragraphe, on suppose que K est de caractéristique zéro.

1. Automorphismes infinitésimaux

Lemme 1. — Soient G un groupe de Lie, o un champ de vecteurs sur G. Pour toul g € G,
s0it B(g) = «a(g) g™t € L(G). Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) « est un homomorphisme du groupe G dans le groupe T(G);

(ii) quels que soient g, g’ dans G,ona a(gg’) = a(g)g’ + ga{g’);

(iii) quels que soient g, g’ dans Gona 3{gg’) = B(g) + (Ad g)B(g").

La condition (1) signifie que, quels que soient g, g’ dans G, on a dans le groupe
T(G):

B(&)gB(gNg = Pleg) s

B(e)((Ad g)B(g))gs = pleg)ssg'-

Or le produit de B(g) et de (Ad g)B(g’) dans T(G) n’est autre que la somme de
B(g) et de (Ad g)B(g’) dans L(G) (§ 2, n° 1, prop. 2). Donc (i) < (iii). D’autre
part, la condition (ii) s’écrit (gg ) gg’ = PB(g)gg’ + gB(g")g’, ou

Bleg) = B(g) + (Adg)R(g),

ou

donc (ii) < (iii).

Derintrion 1. — Soit G un groupe de Lie. On appelle automorphisme infinitésimal de G
tout champ de vecteurs analytique sur G vérifiant les conditions du lemme 1.

Lemme 2. — Sotent K un sous-corps fermé non discret de X, A une K'-variéié, B et G des
K-variétés, f une application K'-analytique de A x B dans C. On suppose que, pour tout
a e A, Uapplication b f(a, b) de B dans C est K-analytique. Alors, pour tout t € TA,
Capplication u — (T f) (¢, u) de TB dans TC est K-analytique.

Fixons t € TA, et posons g(u) = (T f)(t, 4). W est clair que g est K'-analytique.
D’aprés VAR, R, 5.14.6, il suffit de prouver que les applications tangentes a g
sont K-linéaires. On peut supposer que A, B, C sont des voisinages ouverts de 0
dans des espaces normables complets E, F, G sur K’, K, K, et que ¢ est tangent
a A en 0. Identifions TA, TB, TC,a A x E, B x F, C x G et ¢ & un élément
de E. Alors pour tout (x,4) e TB = B x F,ona

gxy) = (f(0, %), (D1 /)0, %)(2) + (D2f)(0, x)())-
Identifions T(B xF) & (BxF) x (FxF) et T(CxG) a (CxG) x (G xG).
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Alors, pour tout ((x,9),(A,k)eTB xF) =B xF) x (FxF), on a
(Te) (%, 9), (b, B)) = ((a, 8), (¢, ), avec

a = (f(0, »),
b = (D1/)(0, #) (@) + (D2/)(0, ) (3), ¢=(D2f)(0, %) (),
d = (DaDy f)(0, %) (4, ) + (D3D3 ) (0, %) (9,%) + (D2.f) (0, £) ().

Fixons maintenant (¥, y) e B x F. Il s’agit de prouver que l'application
(A, £)+> (¢, d) de F x F dans G x G est K-linéaire. Comme application
x> f(0, x) de B dans G est K-analytique, les applications

(}l’ k) = (sz) (0: x) (k): (h: k) = (DZDZf) (0’ x) (ya h):
(&, k) = (D2 f)(0, %) ()
sont K-linéaires. D’autre part

(DD )0, 1) (5, 8) = T 3H(Daf) (M, 6) (R) — (Daf)(0, #)(A))

et, pour A fixé, Papplication x = f (A, x) est K-analytique, de sorte que Papplica-
tion k> (Dy f) (M, x) (k) est K-linéaire.

un sous-corps fermé non discret de X, G un groupe de Lie
sur K, V une variété sur K' et (v, g) > vg une application K'-analytique de V- x G dans
G. On suppose que, pour tout v €'V, U application g > vg de G dans G soit un automorphisme
de G. Soient € un élément de V tel que eg = g pour tout g€ G, et ac T (V). Alors le
champ de vecteurs g — ag sur G est un automorphisme infinitésimal de G.

Pour veV, g, €G, g,€G, on a v(g,g,) = (vgy)(vgs). Donc, pour u, € TG,
u, € TG, on a a(uguy) = (auy)(auy) (§2, n°1, prop. 3). En particulier, Pappli-
cation g > ag de G dans TG est un homomorphisme de groupes. D’auire part,
cette application est analytique d’aprés le lemme 2.

ProposrtioN 2. — Sovient G un groupe de Lie réel ou complexe, o un automorphisme
wnfinttésimal de G. Il existe une lov d’opération analytique (X, g) > 9, (g) de K dans G
possédant les propriétés sutvantes:

1) 5i D est la lot d’opération infinitésimale associde, on a D(1) = «;

2) pourtout e K, ona ¢, € Aut G.

a) Pourtout u > 0, soit K, la boule ouverte de centre 0 et de rayon p. dans K.
Pour tout g G, soit &, I'ensemble des courbes intégrales analytiques f de «
définies dans une boule K, et telles que f(0) = g. D’aprés VAR, R, 9.1.3 et
9.1.5, &, est non vide, et deux éléments de &, coincident dans l'intersection de
leurs domaines de définition; soit p(g) la borne supérieure des nombres p. tels
qu’ll existe un élément de %, défini dans K,;; il existe un élément unique de %,
défini dans K,.,,; nous le noterons f,.



n°l LE GROUPE DES AUTOMORPHISMES D’UN GROUPE DE LIE 249

b) Soient gy, g, dans G, f, e &, fo€ %, avec f; et f, définies dans une
méme boule K,. Alors f;f5: K, — G est analytique, et (f,f3)(0) = g,8..
D’autre part, pourtout e K,,,ona

(To(fo ST = (Tof )1 fo(B) + f1(0).(Taf2)l  (§2, prop.7)
«(f1(W)f2(0) + fr(Ma(f2(A)
a((f1S2)(A) (lemme 1)

donc f; /3 € %, Cela prouve que 11(g; g5) > inf (1(g1), 11(g2))-
¢) D’aprés VAR, R, 9.1.4 et 9.1.5, il existe un voisinage V de ¢ dans G tel

que o = infu(g) > 0. Soient 1 G et G sa composante connexe. Pour tout
geV

fl

I}

R eC, onaul®) = inf (6, u(h)) > 0 d’apres b). D’autre part, les fonctions f,
pour %’ € C, prennent leurs valeurs dans C. D’aprés VAR, R 9.1.4 ¢t 9.1.5, on a
p=+oo dans C, et finalement p= + o0 dans G. Posons alors f,(2) = @,(g) pour
tout geG et tout AeK. Dapres VAR, R, 9.1.4 et 9.1.5, Papplication
(%, g) > 9, (g) est une loi d’opération analytique de K dans G. II est clair que, si
D est la loi d’opération infinitésimale associée,ona D(1) = «. D’aprés b),ona

01(£182) = or(g2)pa(g2)
quelsque soient A e K, g, € G, g, € G.

ProrosrTion 3. — On suppose K ultramétrique. Soient G un groupe de Lie compact, o un
automorphisme infinitésimal de G. 1l existe un sous-groupe ouvert I de X et une loi d’apération
analytique (A, g) > r(g) de 1 dans G possédant les propriétés suivantes:

1) st D est la loi d’opération infinitésimale associée, on a D(1) = a;

2) pourtout e, ona o, € Aut G.

Comme G est compact, il existe un sous-groupe ouvert I’ de K et une loi
d’opération analytique (3, g) = ¢,(g) de I’ dans G possédant la propriété 1 de la
proposition (§ 4, n° 7, cor. 2 du th. 6). Posons ¢, (g) = fo(A) pour AeI' et g G.
On a, pour g;, go dans Getae T,

(Th oo D)1 = (Tado) 1 fo,(3) + f6,(0) - (T fg,)1

«(for (W) Sas () + So,(Na(Sfo,(A))

%(fo, (W) Sou (M)

et (fnfo)©) = 8182 = foua(0)- Donc f(0) = Sy, (N (2) pour (g, g, %)
dans un voisinage de (g;, g2,0) (VAR, R, 9.1.8). Comme G est compact, il

existe un sous-groupe ouvert I de I' tel que f, ,.(3) = f;,(3) f,,(}) quels que
soient g; € G, g5 € G, A € L. Autrement dit, ¢, € Aut G pour r e 1.

LemMe 3. — Sotent G et G’ des groupes de Lie, @ un homomorphisme de G dans Aut (G').
Posons f(g, ) = (9(2))(g") pour g € G, g’ € G'. Considérons les conditions suivantes:
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(i) f est analytique;

(1) f est analytique dans un voisinage de (eg, €g) ;

(iii) pour tout g’ € G', Uapplication g —> f(g, g') est analytique.

Alors (1) < ((i1) et (ii1)). Sz G” est connexe, on a (i) < (ii).

I1 est clair que (i) implique (i1) et (iii). Soient g, € G, g; € G'. Quels que soient
2€G,g'eG’,ona

S (880, £'80) = (2(8)2(80))(g'g0) = 2(8)(#(20)8") - 2(8) (9(go) g0)-
Cela prouve Pimplication ((ii) et (iii)) = (i). Enfin, si G’ est connexe, G’ est
engendré par tout voisinage de ¢g., donc (ii) = (iii).

2. Le groupe des automorphismes d’un groupe de Lie (cas réel ou complexe)
Dans ce n°, on suppose K = Rou C.

Lemme 4. — Soit H un groupe de Lie simplement connexe de dimension finie.

(i) Pour tout ue AutL(H), soit O(u) Punique automorphisme de H tel que
L(0(w)) = u. Alors Uapplication (u, g) > 0(u)g de (Aut L(H)) x H dans H est
analytique.

(i) Soient N un sous-groupe de Lie de H, et Aut(H, N) Uensemble des v € Aut H
tels que v(N) = N. Alors 0~ *(Aut(H, N)) est un sous-groupe de Lie de Aut L(H).

(iii) Supposons N distingué discret, de sorte que algébre de Lie de G=H|N s identifie
¢ L(H). Pour tout weAutG, soit n(w) lunique automorphisme de H tel que
L{n(w)) = L{w). Alors Uapplication = est un isomorphisme du groupe Aut G sur le
groupe Aut(H, N).

Pour prouver (i), il suffit, d’aprés le lemme 3 du n° 1, de vérifier que Pappli-
cation (u, g) > 0(u)g est analytique dans un voisinage de (Idyq, €). Il existe un
voisinage ouvert B de 0 dans L(H) tel que ¢ = expy|B soit un isomorphisme
analytique de B sur un voisinage ouvert de ¢ dans H. Il existe un voisinage ouvert
U de Idyg dans Aut L(H), et un voisinage ouvert B de 0 dans L(H), tels que
U(B’) < B. Alors I’application (u, g) > 0(z)g de U x {(B’) dans H est composée
des applications suivantes:

Papplication(u, g) - (4, $~(g)) de U x ¢(B’) dans U x B';
Papplication (u, x) +> u(x) de U x B" dans B;
Papplication y > $(y) de B dans G.

Donc cette application est analytique.
Soit p Papplication canonique de H dans I’espace homogeéne H/N. Alors
6~1(Aut (H, N)) est I'ensemble des # € Aut L{H) tels que

p8@)g) =p(0), PO = plo)
pour tout ¢ € N. Compte tenu du § 8, n° 2, th. 2 et cor. 2 du th. 2, cela prouve (ii).
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Supposons N distingué discret. Soit w € Aut G.On a

L(pon®)) = L(n(w)) = L(w) = L(w-p)
donc p o n{w) = w o p et par suite n(w) € Aut(H, N). Il est clair que Papplication
7 de Aut G dans Aut(H, N) est un homomorphisme injectif. Cet homomorphisme
est surjectif parce que p: H — G est une submersion. C.Q.F.D.

Soient G un groupe localement compact, I' le groupe des automorphismes de
G. Rappelons gu’on a défini sur I" la topologie 5 (TG, X, § 3, n°5). Cest la
topologie la moins fine rendant continues les applications v+>v et 2" de I
dans %.(G;G) (espace des applications continues de G dans G muni de la topo-
logie de la convergence compacte). La topologie .7, est compatible avec la
structure de groupe de I' (loc. ¢it.). Pour toute partie compacte L de G et tout
voisinage U de ¢ dans G, soit N(L, U) ensemble des ¢ & I' tels que ¢(g) € gU
et o~ 1(g) € gU pour tout g € L; alors les N(L, U) forment un systéme fondamental
de voisinages de ep.. Si G est engendré par une partie compacte C, la topologie 7
est aussi la topologie la moins fine pour laquelle les applications v+ 2|C et
v+>271|C de I' dans %,(C; G) soient continues (car toute partie compacte de G
est contenue dans (C U C~1)" pour n assez grand). Si K est localement compact
et si V est un espace vectoriel de dimension finie sur K, la topologie 7} sur
GL(V) n’est autre que la topologie usuelle.

THEOREME 1, — Sotent G un groupe de Lie de dimension finie, G, sa composante neutre.

On suppose que G est engendré par G, et par un nombre fini d’éléments.

(1) X existe sur Aut G une structure de variété analytique et une seule vérifiant la con-
dition suivante:

(AUT)  pour toute variété analytique M et toute application f de M dans Aut G, f est
analytique si et seulement st Uapplication (m, g) — f(m)g de M x G dans G est
analytique.

On suppose dans la suite de I’énoncé Aut G munt de cette structure.

(i) Aut G est un groupe de Lie de dimension finie.

(1ii) Le morphisme @: ur> L(u) de Aut G dans Aut 1.(G) est analytique.

(iv) St G est connexe, @ est un isomorphisme du groupe de Lie Aut G sur un sous-
groupe de Lie de Aut L(GY) ; ce sous-groupe de Lie est égal a Aut L(G) 5i G est simplement
connexe.

(v) Soit a Uensemble des automorphismes infinitésimaux de G. Alors a est une algébre
de Lie de champs de vecteurs, et la loi d’opération infinitésimale associée & U application
(u, g) => u(g) de (Aut G) x G dans G est un isomorphisme de L(Aut G) sur «.

(vi) La topologie du groupe de Lie Aut G est la topologie 7.

a) L’unicité de la structure analytique envisagée dans (i) est évidente.

b) Supposons G connexe. Soient H le revétement universel de G, g le mor-
phisme canonique de H sur G, et N = Ker . Introduisons les notations 6, 1 et
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Aut(H, N) du lemme 4. Transportons a2 Aut H, grice a 9, la structure de groupe
de Lie de Aut L(G). Alors Aut H devient un groupe de Lie de dimension finie, et
Aut(H, N) un sous-groupe de Lie de Aut H (lemme 4 (ii)). Transportons a
Aut G, grice a n~1, la structure de groupe de Lie de Aut(H, N). Alors Aut G
devient un groupe de Lie de dimension finie. Les propriétés (ii), (iii), (iv) du
théoréme sont vérifides, et I'application (u, g) > u(g) de (Aut G) x G dans G est
analytique (lemme 4 (i)). Soient M une variété analytique, f une application de
M dans Aut G, et ¢ ’application (m, g) +> f(m) g de M x G dans G. 11 est clair
que, si f est analytique, ¢ est analytique. Supposons ¢ analytique. Alors ’applica-
tion Te: TM x TG — TG est analytique; sa restriction 3 M x L(G), c’est-a-
dire Papplication (m, x) = L{f(m))x de M x L(G) dans L(G), est donc analy-
tique; comme L(G) est de dimension finie, il en résulte que Papplication
m> L(f(m)) de M dans Aut L(G) est analytique, donc que f est analytique.
Ainsi, (i) est vérifié,

Munissons L(G) d’une norme. Pour tout A > 0, soit B, la boule cuverte
de centre 0 et derayon i dans L(G). Choisissons A > 0 assez petit pour
que ¢ = expg|B, soit un isomorphisme de la variété analytique B, sur la
sous-variété ouverte §(B,) de G. Soit @ un filtre sur Aut G. Pour que ®
converge vers Idg dans Aut G, il faut et il suffit que L(®) converge
vers Idi, dans AutL(G), donc que L(®)|B,, et L(®)"1|B,,; convergent
uniformément vers Idg, ,. Cette condition entraine que ®|¢(Byz) et ®~|{(B,2)
convergent uniformément vers Idym,,. Réciproquement, supposons que
®|¢(B,)2) converge uniformément vers Idyeg, . Il existe un M e @ tel que, si
ucM, on ait u(¢(B,,3)) < $(Bgys); alors L(u)(B,,5) est une partic connexe de
L(G) dont I'image par expg est contenue dans (B, 3), donc L(x)(B,;) ne ren-
contre pas B, — By, s, et par suite L(u)(B,,) < B,; alors 'bypothése que
®|y(B,5) converge uniformément vers Idyg, ., entraine que L(®)|B,, con-
verge uniformément vers Idg, .. On déduit de la que:

(® converge vers Idg dans Aut G) < (@ converge vers Idg pour ;).
Cela prouve (vi).

Soit D la loi d’opération infinitésimale associée a la loi d’opération a gauche de
Aut(G) dans G. D’apres les prop. 1 et 2 dun®1l, on a D{L{Aut G)) = a. Donc a
est une algebre de Lie de champs de vecteurs et D est un morphisme de L{Aut G)
sur a. Soient x4 et x, des éléments de L(Aut G) tels que D(x;) = D(x,). Alors les
lois d’opération (A, g) > (exp Ax;) g et (A, g) = (exp Axy) g de K dans G ont méme
loi d’opération infinitésimale associée; donc, pour |A| assez petit, exp iv; et
exp Ax, coincident dans un voisinage de ¢ (§ 4, n° 7, th. 6), d’olt exp Ax; = exp Ax,.
On en déduit que x; = ¥4, donc que D est un isomorphisme de L(Aut G) sur a.

Le théoréme est ainsi entiérement démontré pour G connexe.

¢) Passons au cas général. Par hypothése, G est engendré par G, et un nombre
fini d’éléments x,, x5, . . ., x,. Tout uc Aut G laisse stable G,. Soit Aut,; G ’ensemble
des u € Aut G qui, par passage au quotient, donnent P’automorphisme identique
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de G/Gg. Cest un sous-groupe distingué de Aut G. D’aprés la partie 4) de la
démonstration, Aut G, est canoniquement muni d’une structure de groupe de Lie,
et l,application (gh 825 -3 8ns u) > (ugh Ugos -« ugn) de Gg x Aut GO dans
Gj est analytique. Soit P le produit semi-direct correspondant de Aut G, par Gg;
c’est un groupe de Lie (§ 1, n° 4, prop. 7), de dimension finie.

Si w € Aut; G, nous poserons '

wy = w|Gy € Aut G,
w; = x7 'w(x) € Gy (1 <i<n)
Lw) = (w1, ..., w0n), wp) €P.

Quels que soient w, 2’ dans Aut; G, on a

L@)l(@) = (@i, - - -5 wa) (Wo(w1)s - - -5 wo(wn)), wowo)
= ((wiwo(w1), . - ., watvo(wy)), wows)
= ((xf 1w(xl)w(x1_ w,(xl))’ tet xglw(xn)w(x; lw'(xn))): wow(,))
= (((ww')s, . . ., (wi0')s), (ww')o)
= L(ww’),
donc ¥ est un homomorphisme de Aut; G dans P. Cet homomorphisme est
évidemment injectif.

Montrons que {(Aut; G) est fermé dans P. Soit ® un filtre sur Aut; G tel
que &(®P) converge vers un point {((wy, ..., w,), w,) de P. Alors @ converge
simplement vers une application v de G dans G. Il est clair que v est un
endomorphisme du groupe G. En outre, v laisse stable chaque classe suivant
Gy, et 9|Go=wo Il en résulte que veAut; G. Comme (o) =
((wy, . . -, w,), wo), on a bien montré que {(Aut; G) est fermé dans P.

d) Dans la partie d) de la démonstration, on suppose que K = R. D’aprés le
§ 8, n° 2, th. 2, {(Aut; G) est un sous-groupe de Lie de P. Transportons la struc-
ture de groupe de Lie réel de {(Aut; G) a Aut; G grice a {~%. Ainsi, Aut; G
devient un groupe de Lie de dimension finie.

Soient M une variété analytique, f une application de M dans Aut; G, et ¢
Papplication (m, g) > f(m) g de M x G dans G. On a les équivalences suivantes:

S analytique
<> les applications m — (f(m));, ot 0 < ¢ < n, sont analytiques

les applications m — f (m)x, de M dans G, pour 1 < 7 < n, sont analytiques
< {et

Papplication (m, g) +> f(m)g de M x G, dans G est analytique
<> @ est analytique.
Pour w € Aut, G, on a L(w) = L{w,), donc le morphisme w+ L(w) de Aut, G
dans Aut L.(G) est analytique. On voit comme dans 5) que la loi d’opération

infinitésimale associée a la loi d’opération de Aut; G dans G est un isomorphisme
de L(Aut; G) sur a.
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Soit C une partie compacte de G, engendrant G,. Pour qu’un filtre @ con-
verge vers Idg dans Aut, G, il faut et il suffit que ®|(C U {x} U-- U {x,}) et
O-(C U {a} V- - -U {x,}) convergent uniformément vers

Idg|(C U {x} U --U {x,)).

La topologie de Aut; G est donc la topologie J73.

11 est clair que Aut; G est ouvert dans Aut G pour la topologie 7. 11 existe
sur Aut G une structure de groupe de Lie compatible avec cette topologie et
induisant sur Aut; G la structure précédemment construite (§ 8, n° 1, cor. 2 du
th. 1). Le fait que le groupe de Lie Aut G poss¢de les propriétés du théoréme
résulte des propriétés correspondantes de Aut; G.

¢) Dans la partie ¢) de la démonstration, on suppose que K = C. D’aprés ¢)
et le th. 2 du § 8, n° 2, il existe sur Aut, G une structure de groupe de Lie réel
telle que € soit un isomorphisme de Aut, G sur un sous-groupe de Lie réel de P.

La loi d’opération (w, g) - wg de (Aut; G) x G dans G est analytique
réelle. Soit D la loi d’opération infinitésimale associée. D’aprés les prop. 1 et 2 du
n° 1, on a D(L(Aut; G)) = a.

Pour tout « € a, notons «, la restriction de « & Gy; c’est un automorphisme
infinitésimal de G, que nousidentifions, grice a la partie 4) de la démonstration,
a un élément de L{Aut Gy). Pour 1 < ¢ < 5, posons

o = % "a{x) € L(G) = L(G,).

Enfin, posons f(a) = ((otg, .. ., o), %g) € L(P). Alors f est une application C-
linéaire de a dans L(P).

D’autre part, il est clair que L({) = f- D. Donc L{{)(L(Aut; G)) = f(a)
est un sous-espace vectoriel complexe de L(P). D’aprés la prop. 2 du §4, n° 2,
Z(Aut; G) est un sous-groupe de Lie complexe de P, c¢t on peut alors procéder
exactement comme dans d): on transporte la structure de groupe de Lie com-
plexe de {(Aut; G) a Aut, G grice a %, et on voit comme dans 4) que Aut, G
posséde les propriétés analogues aux propriétés (i), (ii), (iii), (v), (vi) du théoréme.

Il est clair que Aut; G est ouvert dans Aut G pour la topologie Z;. Soit
we Aut G. Soit ¢ Pautomorphisme z+>wyw™! de Aut; G. 1I est analytique
réel (§8,n°1,th.1), L(s) est un R-automorphisme de L(Aut; G), et
Do L{Aut; G) o D™ est un R-automorphisme de a. Cet automorphisme est
aussi automorphisme de a déduit de w par transport de structure; comme w est
K-analytique, on voit que L(s) est K-linaire. Donc ¢ est K-analytique (§ 3,
n° 8, prop. 32). D’aprés le § 1, n° 9, prop. 18, il existe sur Aut G une structure de
K-groupe de Lie et une seule telle que Aut; G soit un sous-groupe de Lie ouvert
de Aut G. Le fait que cette structure posséde les propriétés du théoréme résulte
des propriétés correspondantes de Aut; G.
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CoROLLAIRE 1. — Soient G un groupe de Lie réel de dimension finie, G sa composante
neutre. On suppose que G est engendré par Gy, et par un nombre fini d’éléments. Alors Aut G,
munt de la topologie Ty, est un groupe de Lie réel de dimension finie.

COROLLAIRE 2. — Suit G un groupe de Lie réel ou complexe connexe semi-simple. Le
groupe Int G est la composante neutre de Aut G.

L’application z 1> L(#) est un isomorphisme de Aut G sur un sous-groupe de
Lie de Aut L(G) (th. 1). L’image de Int G par cet isomorphisme est Ad G. Or
Ad G est la composante neutre de Aut L(G) (§ 9, n° 8, prop. 30 (ii)).

3. Le groupe des automorphismes d’un groupe de Lie (cas nltramétrique)

TutorEME 2. — Lorsque K est ultramétrique localement compact et que G est un groupe de
Lie compact, les assertions (i), (ii), (iii), (v), (vi) du th. 1 sont vraies.

a) L’unicité de la structure analytique envisagée dans (i) est évidente.

b) Supposons que G soit le groupe de Lie défini par une algébre de Lie nor-
mée L. Ainsi, G est une boule ouverte et fermée dans L. Soit w € Aut G. Alors
L(w) coincide avec w au voisinage de 0. Soit x € G. Soit p la caractéristique du
corps résiduel. Alors p™x tend vers 0 quand z tend vers +co. 1l existe donc # tel
que w(p"x) = L(w)(p"x). Par suite

pPrw(x) = w(x)" = w(x") = w(p"s)
= L(w)(p"x) = p"L(w) ()
d’out w(x) = L{w)(x). Ainsi, w = L(w)|G.

Soit T" ensemble des y € Aut L(G) tels que y(G) = G. Comme G est ouvert
et compact dans L(G), I’ est un sous-groupe ouvert de Aut L(G). D’apreés ce qui
précede, Aut G s’identifie a I', d’olt une structure de groupe de Lie sur Aut G,
pour laquelle les propriétés (i), (ii), (iii), (vi) du th. I sont évidentes. La propriété
(v) résulte des prop. 1 et 3 du n® 1.

¢) Passons au cas général. D’aprés le § 7, n° 1, prop. 1, il existe un sous-groupe
ouvert et compact G, de G qui est du type envisagé en 5). Alors G est engendré
par G, et un nombre fini d’éléments xy, , . . ., X,. Soit Aut, G ensemble des
ueAut G tels que #(Gy) = Gy, u(%,Gy) = x,G, pour 1 < ¢ < n. On définit,
comme dans la démonstration du th. 1, partie ¢), un produit semi-direct P de
Aut G, par Gj, et un homomorphisme injectif { de Aut; G dans P, dont 'image
est fermée dans P.

d), ¢): on raisonne exactement comme dans les parties 4), ¢) de la démon-
stration du th. 1, en remplacant R par Q,, et en utilisant la prop. 3 au lieu de la
prop. 2.

Remarque. — Si K = Q , et si le groupe de Lie G est engendré par une partic
compacte (cf. exerc. 2), les assertions (i), (ii), (iii), (vi) du th. 1 sont encore
vraies, mais non {v) (exerc. 3).
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APPENDICE
Opérations sur les représentations linéaires

Soient G un groupe, £ un corps commutatif, E,, E,, . . ., E, des espaces vectoriels
sur £, m; une représentation linéaire de G dans E; (1 < ¢ < n). L’application
gr>m(g) & - X w,(g) est une représentation linéaire de G dans Pespace
vectoriel E; &---Q E,, appelée produit tensoriel de w,,...,m,, et notée
k] ® o ® Tope

Soient E un espace vectoriel sur £, = une représentation linéaire de G dans E.
Pour tout g € G, soit ©(g) (resp. 6(g), =(g)) 'unique automorphisme de Palgébre
T(E) (resp. S(E), A (E)) qui prolonge n(g) (A, II, p. 57, p. 69 et p. 78). Alors ©
(resp. o, €) est une représentation linéaire de G dans T(E) (resp. S(E), A (E))
notée T(x) (resp. S(x), A (w)). La sous-représentation de T(w) (resp. S(x), A (x))
définie par T*(E) (resp. $*(E), A"(E)) s’appelle la puissance tensorielle (resp.
symétrique, extérieure) n-éme de = et se note T*(x) (resp. $*(w), A*(x)). On a
T(r) =7 @7 & - & = (n facteurs). Les représentations S(x), A (w) sont des
représentations quotients de T(x), donc $"(x), A®(n) sont des représentations
quotients de T"(x).

Soit g une algébre de Lie sur . Le produit tensoriel d’un nombre fini de
représentations de g a déja été défini au chap. 1, § 3,n°2;onlenote n; Q- - - @ w,.
Soient E un espace vectoriel sur £, = une représentation de ¢ dans E. Pour tout
x €g, soit 7'(x) (resp. ¢'(x), £'(x)) I'unique dérivation de P'algébre T(E) (resp.
S(E), A(E)) qui prolonge =(x) (A, III, p. 129, exemple 1). Alors t* (resp. ¢’, €)
est une représentation linéaire de g dans T(E) (resp. S(E), A(E)) d’apres A,
loc. cit., formule (35), notée T(xn) (resp. S(x), A (wm)). La sous-représentation de
T(w) (resp. S(w), A(w)) définie par T*(E) (resp. S*(E), A™(E)) se note T*(x)
(resp. S™(n), A*(m)). La représentation T(r) est le produit tensoriel de n repré-
sentations identiques a =. Les représentations S(x), A () sont des représentations
quotients de T(x), donc S$"(m), A™(x) sont des représentations quotients de
(%),



Exercices

§1

1) Soit G un groupe de Lie récl ou complexe connexe de dimension finie. Soient H et L des
sous-groupes de Lie de G tels que HL = G. Montrer que les applications canoniques
G — G/H et G — G/L définissent un isomorphisme de variétés analytiques

G/(H A L) — (G/H) x (G/L).

2) Soit P = {ze G| #(2) > 0}. Soit G le groupe des bijections z+>az + b de P (a > 0,
b e R). Alors G opére dans P de fagon simplement transitive, ce qui permet de transporter 2
G la structure de variété analytique complexe de P. Montrer que la structure obtenue est
invariante par les translations 4 gauche de G mais non par les translations a droite.

3) Soit R, le groupe additif des nombres réels muni de la structure de variété discréte. On
fait opérer R, dans la variété analytique R par la loi d’opération (x, y) — x + y. Alors R,
opere transitivement dans R, mais R n’est pas un espace homogéne de Lie de R,.

4) Soit H un groupe de Lie réel compact opérant sur une variété réelle de dimension finie
V; on suppose V de classe C7, ot € N, et Paction de H sur V aussi. Soit p €V invariant par
H; le groupe H opéere linéairement sur ’espace tangent T 4 V en p. Montrer qu’il existe un
voisinage ouvert U de p stable par H et un C’-morphisme f: U — T tel que:
a) f(p) = 0, et application tangente a f en p est 'identité;
&) f commute a I'action de H sur U et T.

(On choisit &’abord f;, vérifiant a), puis on définit f par la formule f (x) = J'H k. fo(h™1x) dh,
ou dh est la mesure de Haar sur H de masse totale 1.)

En déduire que les H-espaces V et T sont localement isomorphes au voisinage de p,
autrement dit qu’il existe des systémes de coordonnées de V en p par rapport auxquels H
opére linéairement (« théoréme de Bochner »).

5) Transposer Pexercice 4) aux variétés sur un corps ultramétrique K, en supposant que le
groupe H est un groupe fini dont Pordre » est tel que n.1 # 0 dans K.

46) Soit G un groupe de Lie réel opérant proprement sur une variété analytique réelle
séparée V de dimension finie. Soit p € V, soit H le stabilisateur de p, et soit Gp orbite de p.
Le groupe H est compact, et la variété Gp s’identifie 2 Pespace homogene de Lie G/H.

a) Montrer qu’il existe une sous-variété S de V, passant par p, stable par H, et telle que
T,(V) soit somme directe de T,(Gp) et de T,(S). (Choisir un supplémentaire de T,(Gp)
dans T,(V) qui soit stable par H, et appliquer I'exercice 4).)

b) On suppose S choisi comme ci-dessus. Le groupe H opeére proprement et librement sur
G x S par h.(g,5) = (gh, h~'s); soit E = (G x S)/H la variété quotient correspondante
(cf. VAR, R, 6.5.1). L’application (g, s) — g.s définit par passage au quotient un morphisme
¢: E -»> V. Montrer que p commute a action de G sur E et V, et qu’il existe une sous-variété
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ouverte S’ de S contenant p, stable par H, et telle que p induise un isomorphisme de
variétés de E’ = (G x S’)/H sur un voisinage saturé de ’orbite Gp.
¢) Soit N, = T,(V)/T,(Gp) Pespace transversal en p 3 Gp (VAR, R, 5.8.8); le groupe H
opere sur N,. Déduire de 5) que la connaissance de H et de la représentation linéaire de H
dans N, détermine le G-espace V au voisinage de I'orbite de p.
d) Six e N, soit H, le stabilisateur de x dans H. Montrer qu’il existe un voisinage saturé V’
de Gp jouissant de la propriété suivante:

Pour tout p” € V7, il existe x € N tel que le stabilisateur de p” dans G soit conjugué (dans
G) de H,.
¢) Montrer que les H, sont en nombre fini, 2 conjugaison prés dans H. (Raisonner par ré-
currence sur dim N, = #, en utilisant 'action de H sur une sphére de dimension n — 1
stable par H.)?*

§17) Soient E un espace normable complet sur R, F un sous-espace vectoriel fermé de E tel
qu’il n’existe pas de bijection linéaire bicontinue de E sur F x (E/F).2 Soit X la variété
analytique R x E x F. Soit G le groupe additif de F, qu’on fait opérer dans X par Pappli-
cation (g, (L e, /) > (e + g, f + 2g) de G x X dans X. Pour tout x € X, soit R, la
G-orbite de x, qui est une quasi-sous-variété de X. Alors, la condition 4) de la prop. 10 est
vérifiée, mais il n’existe aucun couple (Y, x) ayant les propriétés suivantes: Y est une variété
analytique, 7 est un morphisme de X dans Y, et, pour tout x € X, To(m) : T, (X) —> Ty (Y)
est surjectif de noyau T,(R,).

(Supposons que (Y, x) existe. Soit H Pespace tangent 4 Y en =(0, 0, 0). Alors H est
isomorphe 24 R x F x (E/F). D’autre part, H est isomorphe & Ty, Y pour x assez voisin de
(0, 0, 0), donc isomorphe a R x E.)

8) On munit T de la mesure de Haar normalisée, et F(L3*T)) de la topologie
normique. Montrer que la représentation réguliere de T dans L2(T) n’est pas continue.
(Quel que soit ge& T distinct de ¢, construire une fonction fe L?(T) telle que || f| = 1,

Iy(e)f =S = vV2)

9) Soit I I’ensemble des (x, V2 x) € R2 pour —% < & < 4. Soit U I'image canonique de I
dans le groupe de Lie réel H = T2 Montrer que U est un sous-groupuscule de Lie de H,
mais que le sous-groupe H’ de H engendré par U est dense dans H et non fermé dans H.

10) Soit R, le groupe R muni de la structure de variété discréte. Soit H le groupe de Lie
réel R x Ry. Soit U Pensemble des éléments de H de la forme (x, x) ou de la forme (x, —x)
avec x € R. Alors U est un sous-groupuscule de Lie de H, U est discret, le sous-groupe G de
H engendré par U est égal a H, et la structure de groupe de Lie sur G définie par le cor. de
la prop. 22 est la structure de groupe discret.

§3

1) Sotent G un groupe de Lie, G; et G, des sous-groupes de Lie de G. On suppose G, de
codimension finie dans G et K de caractéristique 0. Alors G; N G, est un sous-groupe de Lie
de G d’algebre de Lie L{G;) N L{G,) (raisonner comme pour la prop. 29 et son corollaire 2).

2) On suppose K localement compact. Soit G un groupe de Lie de dimension finie n.

1 Pour plus de détails, voir R. S. PALAIS, On the existence of slices for actions of non-compact
Lie groups, Aan. of Math., t. LXXII (1961), p. 295-323.

2 Pour un exemple de tel couple (E, F), cf. par exemple A, DOUADY, Le probléme des modules pour
les sous-espaces analytiques compacts d’un espace analytique donné, Ann. Inst. Fourier, t. XVI (1966),
p. 16.
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a) Soit ¢ un endomorphisme étale de G de noyau fini. Soit y une mesure de Haar a gauche
de G. Alors ¢ est propre et

B _ Card (Ker )
o) = w.ule(G)  avee o = G T o)

(Utiliser 1a prop. 55).
b) Supposons G compact. Soit ¢ un endomorphisme étale de G. Alors Ker ¢ est fini, ¢(G)
est d’indice fini dans G, et

Card Ker ¢

W = mod det L(Cp).

(Utiliser a) pour transformer p.(G).)
¢) Supposons G compact commutatif. Soit 7€ Z tel que r.1 # 0 dans K, et soit ¢ ’endo-
morphisme x+> 2" de G. On a

Card(Ker o)
Card(G/e(G))

= (mod r.1)"

(Observer que L(g) est ’homothétie de rapport r d’apres le § 2, cor. de la prop. 7.)

3) Soit E P’espace vectoriel complexe des matrices complexes symétriques a 2 lignes et 2
colonnes. Pour tout seSL(2,C), on définit un automorphisme p(s) de E par
p(s)(m) = s.m.bs.

a) Montrer que p est une représentation linéaire analytique de SL(2, G). Identifiant

a b N 3 . o B)
(b c) €E a (4 b, ¢) € C3, la matrice de p(Y 3 est

«2 20 g2
(ocy oad + By BS).
2 2v8 32

b) Montrer que m +—> det(m) est la forme quadratique ¢(a, b, ¢) = ac — b2, non dégénérée
sur E, et que p est un morphisme de SL(2, C) sur SO(g) de noyau {I, —I}. (Pour la sur-
jectivité, on pourra observer que, dans la matrice d’un élément de SO(g), la 1é¢re colonne
peut se mettre sous la forme (o2, ay, ¥?) et la 3¢me colonne sous la forme (82, B3, 32), avec
o232 + B2y? — 2ayB3d = 1. Observer ensuite que 2 éléments de SO(q) qui coincident dans un
plan non isotrope sont égaux.)

¢) En déduire que le groupe de Lie complexe SO(3, C) est isomorphe au groupe de Lie
complexe SL(2, C)/{I, —1}.

4) a) Soit g une forme quadratique de signature (1,2) dans R3. Soit P Pensemble des
m € R? tels que g(m) > 0. Alors P est réunion de deux cones convexes disjoints C et — C. Si
s€80(g),on a,oubiens(C) = CGets(—C) = —C, oubiens(C) = —Cets(—C) = C. Soit
SO+ (g) I’ensemble des s SO(g) tels que s(C) = C. Alors SO*(g) est un sous-groupe
distingué ouvert de SO(g), d’indice 2 dans SO(g).

b) En imitant la méthode de P’exerc. 3), définir un morphisme de SL(2, R) sur SO*(g), de
noyau {I, —I}. En déduire que le groupe de Lie réel SO+ (g) est isomorphe au groupe de Lie
réel SL(2, R)/{I, —1I}. _

¢) Pour (£, 1) e G et (£, %) € G2, posons f((& ), (¥, 7)) = E& — n7)". Montrer que
Pautomorphisme intérieur de SL(2, C) défini par \/Lf ( _lz -IZ) transforme SU(f) en
SL(2, R).

5) Soit E Vespace vectoriel réel des matrices complexes hermitiennes & 2 lignes et 2 colonnes,
de trace nulle. Pour tout s e SU(2, C), on définit un automorphisme p(s) de E par
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o(s)(m) = sms*. On identifie ’élément (y oyt ’Z) de E a I'élément (x, 3, z) de R®.

— iz —x
En imitant la méthode de I’exerc. 3, montrer que p est un morphisme du groupe de Lie réel
SU(2, C) sur le groupe de Lie réel SO(3, R), de noyau {I, — I}, et que SO (3, R) est isomorphe
a Su(2, /{1, —1I}.

96) Soit F P’espace vectoriel des matrices complexes hermitiennes 4 2 lignes et 2 colonnes.
Pour tout s € SL(2, C), on définit un automorphisme o(s) de F par o(s)(m) = sms*. On

t4+x y+iz

identifie I’élément (y —iz t— x) de F a I’élément (¢, x, y, z) de R%, et on pose

q(t, %y, z) = 12 — x2 — y2 — 22

Soit C P’ensemble des (¢, x,y, z) € R? tels que 2 — %2 — y2 — 22 > 0, ¢t > 0. Soit SO*(g)
I’ensemble des ge SO(g) tels que g(C) = C; c’est un sous-groupe distingué ouvert de
SO(g), d’indice 2 dans SO(g) (cf. exerc. 4)). Montrer que ¢ est un morphisme du groupe de
Lie réel sous-jacent a SL(2, C) sur le groupe de Lie réel SO *(g), de noyau {I, —I}. (Pour la
surjectivité, utiliser I’exerc. 5)). En déduire que le groupe de Lie réel SO *(g) est isomorphe
au groupe de Lie réel sous-jacent a SL(2, C)/{I, —I}, c’est-a-dire (exerc. 3) au groupe de
Lie réel sous-jacent & SO(3, C). ’

7) a) Soit G I’ensemble des quaternions de norme 1. C’est un sous-groupe de Lie du groupe
de Lie réel H*, homéomorphe a S, donc simplement connexe, cf. TG, XI.
b) Soit E Pespace vectoriel réel des quaternions purs, identifié & R® par

(%,y, 2) —>xi + yj + zk.

Pour tout g € G, on définit un automorphisme p(g) de E par p(g)g = ggg~*. Montrer que p
est un morphisme du groupe de Lie G sur le groupe de Lie réel SO(3, R), de noyau {1, —1}.
En déduire que le groupe de Lie SO(3, R) est isomorphe au groupe de Lie G/{1, —1}.

¢) Identifions G au sous-corps R + Ri de H. L’application (2, ¢) — ¢gA de C x H dans H
fait de H un espace vectoriel sur G, qu’on identifie & G2 par le choix de la base (1, j). Pour
tout g € G, soit 6(g) ’automorphisme de cet espace vectoriel défini par 6(g)g = g¢g. Montrer
que o est un isomorphisme du groupe de Lie réel G sur le groupe de Lie réel SU(2, C). Ce
dernier est donc simplement connexe d’aprés a).

d) Pour (g1, ¢2) € G x G, soit 7(¢1, ¢2) 'application g — ¢;97, de H = R* dans lui-méme.
Montrer que T est un morphisme du groupe de Lie réel G x G sur le groupe de Lie réel
SO(4, R), de noyau N = {(1, 1), (—1, —1)}, donc que SO(4, R) est isomorphe a
(G x G)/N.

8) Soient G un groupe de Lie réel connexe de dimension finie, M une variété de classe CG®
connexe de dimension finie; on se donne une loi d’opération a droite de classe C* de G
dans M. Pour tout x € M, soit p(x) P’application orbitale correspondante.

a) Pour que G opére transitivement dans M, il faut et il suffit que, pour tout x € M, Pappli-
cation T,(p(x)) de L(G) dans T, (M) soit surjective. (Pour voir que la condition est suffisante,
observer qu’alors toute G-orbite dans M est ouverte.)

b) On suppose que G opére transitivement dans M. Onidentifie M & un espace homogéne H\G
ou H est le stabilisateur d’un point xo de M. On dit que I’action de G dans M est imprimitive s’il
existe une sous-variété fermée V de M de classe C®, telle que 0 < dim V < dim M et pour
laquelle toute transformée V.s (pour s € G) est ou bien égale 2 V ou bien disjointe de V.
Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit qu’il existe un sous-groupe de Lie L de G tel que
H < L < Getdim(H) < dim(L) < dim(G). S’il n’en est pas ainsi, on dit que ’action de G
dans M est primitive; il suffit pour cela qu’il n’existe pas de sous-algebre de L(G) comprise
entre L(G) et L(H), distincte de L(G) et L(H).

¢) Les hypotheses sont celles de b). Soit £ I'image de L(G) par la loi d’opération infinitési-
male associée & I’action de G. Soit & I’algebre des fonctions de classe C® sur M, m l’idéal
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maximal de & formé des fonctions de & s’annulant en %, ; on désigne par £, pourp = —1,0,
1,2, ... ensemble des X € & tels que B(X) femP* pourtoute fe&;ona f_; = L, et Ly
est 'image de L(H) par la loi d’opération infinitésimale. Si (U, ¢, R®) est une carte de M
centrée en xg, et si Xy, ..., X, sont les champs de vecteurs sur U définis par la carte, les
éléments de £, sont les ;X; + --- + a,X, pour a,..., a, dans m?|U. Montrer que
[Zp, L) < &piq (en convenant de poser £ _, = £). Sl existe Y € &, (pour p = 0) tel
que Y ¢ .2, .1, il existe X € & tel que [V, X] ¢ Z,. Les &, sont des sous-algébres de Lie de
Z.Pour p = 0, %, est un idéal de &F,. Soit p la représentation linéaire canonique de H dans
T,,(M). L’algtbre de Lie de H/(Ker o) est isomorphe & £o/Z;.

d) Onsuppose en outre que Pintersection des %), est {0}. Alors il existe un plus grand indice 7
tel que 2, # {0}, et tous les .Z; d’indices <r sont distincts. Pour p > 0, on a

dim(ZLp/Lp 1) < (;,l i f)

¢) L’hypothése de d) est satisfaite si M est analytique et si G opére analytiquement dans M.

9) Avec les notations de la prop. 30, HH' peut étre une partie ouverte de G dense dans G et
distincte de G (prendre G = GL(2, R), pour H le sous-groupe trigonal supérieur, pour H’
le sous-groupe trigonal strict inférieur).

§4

1) Soient G un groupe de Lie, H un quasi-sous-groupe de Lie distingué de G, = ’application
canonique de G sur G/H. Il existe sur G/H une structure de groupe de Lie et une seule
possédant la propriété suivante: pour qu’un homomorphisme 6 de G/H dans un groupe de
Lie G’ soit un morphisme de groupes de Lie, il faut et il suffit que 8 o v soit un morphisme de
groupes de Lie. En outre, L(G/H) est canoniquement isomorphe & L(G)/L(H). (Soit Q un
groupuscule de Lie tel que L(Q) = L(G)/L(H). Montrer que, en diminuant au besoin Q,
on peut identifier @ & un voisinage ouvert de 0 dans G/H, et qu’on peut ensuite appliquer a
G/H la prop. 18 du § 1.)

912) Soient G et H deux groupes de Lie, f un morphisme de groupes de Lie de G dans H.
(i) Le noyau N de f est un quasi-sous-groupe de Lie distingué de G, et L(N) = Ker L(f).
(Utiliser des applications exponentielles de G et H.)

(ii) Soit g: G/N — f(G) P'application déduite de f par passage au quotient. Si f et L(f)
ont des images fermées, et si la topologie de G admet une base dénombrable, alors f (G) est un
quasi-sous-groupe de Lie de H, d’algébre de Lie Im L( f'), et g un isomorphisme de groupes
de Lie, G/N étant muni de la structure définie dans ’exerc. 1. (Se ramener grice 2 (i) au cas

o N = {e}.)

3) Soient G un groupe de Lie, U un voisinage ouvert de 0 dans L(G), ¢ une application
analytique de U dans G telle que ¢(0) = ¢ et Typ = Idpq,. Les conditions suivantes sont
équivalentes:

a) ¢ est une application exponentielle;

b) 11 existe un m € Z distinct de 0, 1, —1, tel que ¢(mx) = @(x)™ dans un voisinage de 0,
(Si la condition b) est vérifiée, montrer que ¢y vérifie la condition (iii) du th. 4.)

94) a) Soit K = R, ou G, ou un corps ultramétrique a corps résiduel de caractéristique > 0.
Soient G un groupe de Lie sur K, U un voisinage ouvert de 0 dans L{G), ¢: U — G une
application dérivable en 0 telle que ¢(0) = ¢, To(p) = Idpq), et o((A + A)d) = e(Ab)p(2’})
pour 2b, 1’b, (A+2")b dans U. Alors ¢ coincide dans un voisinage de 0 avec une application
exponentielle.

b) Soit £ un corps de caractéristique 0. Prenons pour K le corps valué £((X)), qui est de
caractéristique 0. Soit G le groupe de Lie additif £[[X]]. Soit ¢ Papplication &-linéaire
continue de G dans G telle que ¢(X") = X" 4+ X2 pour tout entier n > 0. Alors ¢ vérifie
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les conditions de a), mais ne coincide dans aucun voisinage de 0 avec une application expo-
nentielle.

5) Soit (1, €s, €3) la base canonique de R3. On munit R3 de la structure d’algebre de Lie
nilpotente g telle que [e1, 2] = e3, [e1, €3] = [e2, €3] = 0. Notons ¢y, les constantes de
structure de g relativement a la base (e, e, €3).

a) Montrer que, sur R3, les formes différentielles

w; = dxy, wg = dxg, wg = —x; dxg + dxg

vérifient les relations
dog = — 21 cpen A o, (E=1,2,3),

et sont linéairement indépendantes en chaque point de R3.
b) En déduire qu’il existe, sur un voisinage ouvert de 0 dans R3, une structure de groupuscule
de Lie G telle que L(G) = g et

(1 (a1, az, as) (%1, %2, ¥3) = (%1 + @1, %z + @3, ¥3 + a3 + a1%3)

pour (ay, a, ag), (x1, X2, x3) assez voisins de 0. Montrer qu’en fait les formules (1) définissent
une structure de groupe de Lie nilpotent sur R3.

916) Soient G un groupe de Lie de dimension finie, g son algébre de Lie, g* ’espace vectoriel
dual de g, o la représentation adjointe de G dans g, p la représentation de G dans g* définie
par p(g) = o(g) ! pour tout g€ G.

a) On a L(p)(x) = —*(ad x) pour tout x € g.

b) Soit fe g*. On note Gy le stabilisateur de f dans G; c’est un sous-groupe de Lie de G, et
g; = L(Gy) est ’ensemble des x € g tels que {(ad x) f = 0.

¢) Pour x,y dans g, on pose Bs(x,y) = f([*, y]). Montrer que B; est une forme bilinéaire
alternée sur g, que P'application s; de g dans g* associée & gauche & B, est I’application
x> t(ad x) f; et que 'orthogonal de g pour B; est g;. On note B; la forme bilinéaire alternée
non dégénérée sur g/g; (qui est donc de dimension paire) déduite de B; par passage au
quotient. On note B} la forme inverse de B, sur (g/g;)*.

d) Soit Q une orbite de G dans g*; on la munit de la structure de variété déduite par trans-
port de structure de celle de G/Gy, ol f est un point quelconque de Q. Alors G opére analyti-
quement & gauche dans Q. Soit D la loi d’opération infinitésimale associée. Pour tout a e g
et tout fe Q, on a D,(f) = —(tad a) f. Le sous-espace tangent T,(Q) est 'image de s,
c’est-a-dire 'orthogonal de g; dans g*, et s’identifie canoniquement a (g/g;)*, de sorte que
s; définit un isomorphisme canonique 7; de T;(Q) sur son dual. Le champ f+> 3 est une
forme différentielle analytique o de degré 2 sur Q, invariante par G. Pour fe Q,ae g, b€ g,
on a a(Da(f), Do(f)) = f([a, b])-

¢) Montrer quedo = 0.

f) Si a est une forme différentielle de degré 1 sur Q, les isomorphismes 7, permettent
d’identifier « & un champ de vecteurs. Soit A ’ensemble des fonctions analytiques sur Q a
valeurs dans K. Pour g, ¢ dans A, on pose [¢, §] = w(dp, d}) € A. Montrer que A est ainsi
muni d’une structure d’algébre de Lie.

g) Pour tout a € g, soit ¢, la fonction f+> f(a) sur Q. Montrer que a+—> §, est un homo-
morphisme de g dans ’algébre de Lie A, et que la forme d{, s’identifie, grace aux isomor-
phismes 7;, au champ de vecteurs D,.

k) Soient U une partie ouverte de g*, et ¢ une fonction analytique sur U. Pour tout f€ U, on
identifie la différentielle d;o de @ en fa un élément de g. On suppose que X¢ = 0 pour tout
champ de vecteurs X défini par I’action de G dans g*. Montrer qu’alors, pour tout fe€ U,
d;p appartient au centre de g;.

i) Pour tout f€ g*, on pose r;, = dim g;. Soit r = inf r;. Montrer que I’ensemble V des
feg*
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f€ g* telles que r; = r est ouvert et dense dans g*. Montrer que, pour f€ V, g, est commuta-
tif. (Construire r fonctions ¢ vérifiant les conditions de %) au voisinage de f et telles que leurs
différentielles en f soient linéairement indépendantes.)

€7) a) Soit (A, x) ~> A.x une loi d’opération a gauche continue de R dans T. Alors, de deux
choses P'une:

1) ou bien il existe un point fixe, et le stabilisateur de tout point est, soit R, soit {0};

2) ou bien il existe un point dont le stabilisateur est un sous-groupe discret infini de R,
et R opére transitivement sur T. (Si{A€ R | A.x ="z} = {0}, Porbite de x est homéomorphe A R

et posséde des points frontieres lim A.x qui sont fixes. Si {A€ R | A.x = x} = Za avec
A-r koo

a # 0, Porbite de x est homéomorphe 2 T et R est transitif.)

b) Si f est un homéomorphisme de T sur lui-méme, et £ un entier >1, on dit qu’un point
x € T est périodique de période & pour fsi f¥(x) = x et f*(x) # x pour 1 <h< k. Avec les
notations de a}, soit f, Phoméomorphisme x — A.x. Alors ’ensemble des points périodiques
de période £ > 1 pour f, est vide ou égal & T. (Sl existe un point périodique de période
k > 1 pour f,, son stabilisateur est distinct de {0} et de R, donc R opére transitivement dans
T, et tous les points de T sont périodiques de période £ pour f.)

¢) Soit Q un voisinage de ¢ dans Diff *(T) (VAR, R, 15.3.8, note (1)). II existe un entier
k > 1, et un fe Q sans point fixe, tels que ensemble des points périodiques de période &
pour f ne soit ni vide ni égal & T. (Soit p: R — T I’application canonique. Soit p I’application

27

plx)y > p (x + 7) de T dans T. Soit Q' un voisinage de ¢ dans Diff *(T) tel que Q2 < Q.
Pour k assez grand, on a p € Q. D’autre part, soit ¢ une application de T dans T telle que

o(s) = poury ¢ (30, () et s(p(x)) = plx + 2(=) pour x €30, (s avee

27
- -
on peut choisir A de telle sorte que o € Q’. Alors f = p o 6 a les propriétés requises.)

Un tel f ne peut, d’aprés b), étre dans I'image d’un morphisme continu de R dans
Diff*(T).
d) Soit Y une variété différentielle compacte de dimension > 1. Tout voisinage de ¢ dans
Diff *(Y) contient un élément % possédant la propriété suivante: & n’appartient & 'image
d’aucun morphisme continu de R dans Diff°(Y). (La variété Y contient une sous-variété
ouverte de la forme T x D, ol D est la boule euclidienne ouverte de rayon 1 et de centre 0
dans R* (n =dimY — 1). Soit geDiff °(D) tel que g(0) =0, |g(x)| > |« pour
0 < ||z} < 4 et g(x) = x pour ||| = }, et g trés voisin de ¢ dans Diff *(D). Soit f comme
dans ¢), et, pour 0 < t < 1, soit f;: T — T défini comme suit: pour xe€ T, yep~*(x),
zep Y f(x))et]z — y| < m, on pose fi(x) = p(ty + (1 — t)z). Il existe alors s € Diff *(Y)
tel que A(x,y) = (Sfapuu(x), g(y)) pour x€ T,y D et h(u) = u pour u€Y —~ (T x D); en
outre, on peut choisir f et g de telle sorte que £ soit arbitrairement voisin de ¢ dans Diff ©(Y).
Les points de T x {0} sontles y € Y tels que quand n tend vers + o0, #*"(x) tende vers un point
non fixe par % (en fait périodique de période £). Par suite, tout homéomorphisme de Y sur Y
qui commute avec k laisse T x {0} invariant. Appliquer alors ¢)).
¢) Soit Y une variété différentielle compacte de dimension > 1. Il n’existe pas de groupe de
Lie G et de morphismes continus Diff *(Y) — G, G - Diff%(Y) dont le composé soit P’in-
jection canonique de Diff *(Y) dans Diff°(Y). (Utiliser d).)

0 < A(x) < x3

8) Soit G un groupe de Lie de dimension finie. On suppose L(G) simple. Soit A un sous-
groupe distingué de G. Si A n’est pas ouvert, A est discret et son commutant dans G est
ouvert. (Soit a la sous-algebre tangente 4 A en e. Montrer que ¢ = {0}. Soit x un élément de A
n’appartenant pas au centre de G. Considérer ’application y — yxy~* de G dans A. Déduire
de la relation a = {0} que le commutant de x dans G est ouvert. Puis, en utilisant une applica-

tion exponentielle, montrer que le commutant de ¥ dans G contient un voisinage de ¢
indépendant de x.)
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§9) Soit G un groupe de Lie compact sur K, de dimension z#. On suppose que I’algebre de
Lie L(G) est simple. Pour tout g € G, tout entier m = 1, et tout voisinage V de ¢ dans G, on

note M(g, m, V) Vensemble des éléments de G de la forme il;-[lx,(y,, x, pour

Xy s Xms Y1y« s Ym dans V.

@) Montrer que si g est un élément de G dont le centralisateur n’est pas ouvert, si m est un

entier =n, et si V est un voisinage de ¢, alors M(g, m, V) est un voisinage de ¢. (11 existe

a e L(G) tel que (Ad g)(a) # a. Soit ¢ une application exponentielle de G. Soity 'image de

1 par I’application tangente en 0 & A — (p(22), g) (o1 A€ K). Ona b = (Ad g — 1)(a) # 0.

Il existe xy, - . ., %y dans V tels que {(Ad x1)(5), .. ., (Ad x,,)(b)} contienne une base de L(G).
m

On considére 'application (x7, . . «s ¥ms Y15 + - +» Ym) => E x(ys, )%~ * de G*" dans G. Montrer
que lapplication tangente en (x1,..., Xm, ¢, .. ., &) est surjective.)

b) Soit U un voisinage de ¢ dans G. Soit m un entier > 1. Il existe un élément g de G dont e
centralisateur n’est pas ouvert, tel que M(g, m, G) < U. (Raisonner par I’absurde en
utilisant la compacité de G.)

¢) Soit G’ un groupe de Lie compact sur K dont 'algébre de Lie est simple. Soit ¢: G — G’
un homomorphisme bijectif de groupes abstraits. Alors ¢ est continu. (Appliquer 4) & G’ et a)
aG.)

10) Soit G un groupe de Lie sur K. Montrer qu’il existe un voisinage V de ¢ possédant la
propriété suivante: pour toute suite (x,) d’éléments de V, si 'on définit par récurrence
Y1 = %1, Yn = (Xn, Yn—1), la suite (y,) tend vers e.

11} a) Pour x,y dans Sy, _; = G, on définit a(x, y) € (0, =) par cos a(x, y) = #((x]y)). Pour

s, t dans U(n), on pose d(s, t) = sup a(sx, tx). Montrer que d est une distance sur U(n)
xED2n =1

invariante 4 gauche et & droite.

b) Soit s € U(n). Soient 04, . .., 0, les nombres de }—x, x) tels que les ¢*s soient les valeurs

propres distinctes de 5. Posons 8(s) = sup [6;]. Alors d(e,5) = 6(s). (Soit V; le sous-
1<j<m

espace propre de s correspondant & ¢%. Pour x € 8,,_,, minorer #((x|sx)) en décomposant
suivant les V.)

¢} Soients, t dans U(n) tels que 0(¢) < g et que s commute a (s, {). Alors s et { commutent.

(Avec les notations de b), soient V} le supplémentaire orthogonal de V; et W; = #(V));
montrer que W, = (W; N V;) + (W; N V7)), puis que W; 1 V; = {0}.)

d) Montrer qu’il existe un voisinage compact V de ¢ dans U(n) qui a la propriété de ’exerc.
10, qui est stable par les automorphismes intérieurs de U(n), et qui est tel que si x, y sont des
éléments non permutables de V, x et (x, y) sont non permutables. (Utiliser ¢).)

e) Soit 8 la mesure de Haar normalisée de U(n). Soit V; un voisinage compact symétrique
de ¢ dans U(n) tel que VI < V. Soit p un entier tel que 8(V;) > 1/p. Montrer que, pour tout
sous-groupe fini F de GL(#n, C), il existe un sous-groupe distingué commutatif A de F tel que
Card(F/A) < p (théoréme de Jordan). (Se ramener au cas ot F < U(n). Prendre pour A le
sous-groupe de F engendré par F N V et utiliser d).)

12) Soient G un groupe de Lie réel ou complexe connexe de dimension finie, « une forme
différentielle de degré p invariante & gauche sur G. Pour que « soit aussi invariante a droite,
il faut et il suffit que da = 0. (Observer que la condition d’invariance 2 droite s’écrit

AP(Ad(s)) .ale) = ale)

pour tout s € G, donc est équivalente 4 la condition

»
jg;(oc(e),ul ANy Afwa] Asgar Ao Ay =0
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quels que soient #, uy, . . ., #, dans L(G)). En particulier, les formes différentielles de degré 1
invariantes 4 droite et a gauche sur G forment un espace vectoriel de dimension

dim L(G) — dim[L(G), L(G)].

13) On munit R” du produit scalaire usuel ((£;), (%)) — 1=21 Emy. Soit I(n) le groupe des

transformations affines isométriques de R". Il est canoniquement isomorphe au sous-groupe
de Lie de GL(z + 1, R) formé des matrices

(0 )

ou U e O(n) et x est un élément arbitraire de R" (matrice de type (n, 1)). On peut identifier
I(n) au produit semi-direct de O(n) par R"® défini par P'injection canonique de O(n) dans
GL(n, R) (la matrice § se notant alors (U, x)). Soit p: I{(n) — O(n) la surjection canonique,
de noyau R™

@) Soit T un sous-groupe discret de I(n). On considére I’adhérence #(I) de p(I) dans O(n).
Montrer que sa composante neutre est commutative. (Soit V un voisinage de I dans O(n)
ayant les propriétés de ’exerc. 11 d), et tel en outre que |U — I < 4 pour tout Ue V (la
norme sur End(R") étant déduite de la norme euclidienne de R?). Raisonner par I’absurde
en supposant qu’il existe §; = (Uj, x1), S2 = (Us, x2) tels que U;, U, appartiennent a V et
ne commutent pas. Montrer qu’on peut écrire (Sy, Sp) = (Uy, Us), y) avec

Iyl < &Cled + lxed)-

Définir alors par récurrence les S, en posant 8 = (81, S,_1) pour £ = 3. Tenant compte du
choix de V, montrer que cette suite a une infinité de termes distincts et est bornée dans
I{n), ce qui est absurde.)

b) On dit que I' est cristallographique si I1(n)/I" est compact. Montrer que, s’il en est ainsi, pour
tout x € R, le sous-espace affine L de R” engendré par I'x estégal & R™. (Dans le cas con-
traire, pour touty € R, tous les points de I'y sont 4 la méme distance de L, et, comme cette
distance peut étre arbitrairement grande, I(n)/I' n’est pas compact.)

¢) Si T est cristallographique commutatif, on a I' < R™ (Si § = (U, x) € I" est tel que le
sous-espace vectoriel V < R” formé des points invariants par U ne soit pas égal 4 R", et si
on note V* le sous-espace orthogonal a V, alors, pour tout §” = (U’, x’) € I', U’ laisse stables
V et VL. D’autre part, U | V! n’ayant aucun point invariant non nul, montrer que cela
permet de supposer, en changeant d’origine, que x € V, Utilisant 8), il existe §* = (U, xY e I
tel que la projection orthogonale y” de x” sur V! soit #0. En calculant Sx’ par la formule
§ = 8’88’71, en déduire que U.y" = y’ contrairement & la définition de V.)

d) Si T est cristallographique, I' m R™ est un groupe commutatif libre de rang n, et
T/(T' " R") est un groupe fini (théoréme de Bieberbach). (Soit W le sous-espace vectoriel

de R™ engendré par I' N R™ Le groupe compact p(I') n’a qu’un nombre fini de composantes
connexes. Si W = {0}, T" contient, d’aprés a), un sous-groupe distingué commutatif d’indice
fini T'y; T'; est alors cristallographique, ce qui entraine contradiction avec ¢). Donc W # {0}.
Montrer que $(T") laisse stable W et que p(I") | W est fini: sinon, il existerait une suite (S,)
dans T telle que si S,, = (Up, xn), les Uy, soient deux & deux distincts et tendent vers I;
former alors les (I, 2)S,(, a;) ~*S,,* ot (a;) est une base de I' N R*, et obtenir une contra-
diction avec ’hypothése que T est discret. Enfin, pour voir que W = R™, montrer que dans
le cas contraire ’action de I' sur R*/W serait celle d’un groupe cristallographique ne conte-
nant aucune translation #0.)

§5

1) On suppose que K = R, Soit r un entier =1 ou co. On appelle groupe de classe CT un en-
semble G muni d’une structure de groupe et d’une structure de variété de classe C7 telles que
Papplication (x,y) > xy~* de G x G dans G soit de classe C".
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a) On suppose désormais r > 2. On identifie un voisinage de ¢ dans G & un voisinage de 0
dans un espace de Banach. Soit xy = P(x,y) od P est une application de classe C? dans un
voisinage ouvert de (0, 0). On pose (D;D,P)(0, 0) = B. Montrer que

¥ =x+y+ Blxy) + |x]|gle(1)

quand (x, y) — (0, 0). (Utiliser un développement d’ordre 2 de P avec reste intégral.)
b) Montrer que

x~l = —x + B(x, x) + |x|2(1)
xyx~t =y + B(x,y) — By, x) + |%||yo(1)
7Yy ey = B(x,y) — By, x) + |x||ylo(])

quand (x, y) tend vers (0, 0).

2) Soit G un groupe de classe C" avec r = 2.

a) Soient te TNG), '€ TENG). Sis + s < r, définir £ % ¢ € TEHG) comme au § 3,

n® 1. Si £ et ¢’ sont sans termes constants, ¢ * £’ est sans terme constant. L’image de ¢ par

I'application x+—>x~1 de G dans G se note t¥; on a ¥ e F(G). Si f est une fonction de

classe C" sur G a valeurs dans un espace polynormé séparé, on note f * ¢ la fonction sur G

définie par (f*1)(x) = {e, *¢",f)> pour tout x € G; cette fonction est de classe C"~% si

s < 0. Montrer, comme au § 3, n° 4, que f* (t*x¢) = (f*t) =1,

b) Site T,(G), le champ de vecteurs x +> ¢, * ¢ sur G se note L,. Montrer comme au § 3,

n® 6, que, pour £, ¢" dans T,(G), on a L;,, = L, o Ly, donc que L;yyp—puy = [Lyy, L], Par

suite, t * " — t’ * ¢ est un élément de T,(G) qu’on note [¢, ¢'].

¢) On utilise les notations de Pexerc. 1 a). Si te T,(G), on a Ly(x) = (DyP(x, 0))(¢) pour x

assez voisin de 0. En déduire que [, ¢'] = B(s, ¢t') — B(¢/, £).

d) Montrer que T,(G), muni du crochet (¢, t') —> [¢, '], est une algébre de Lie normable.

(Pour prouver I'identité de Jacobi, utiliser ¢), ’exerc. 1 b), et Pidentité (5) de A, I, p. 66.)
(Pour une suite de cet exerc., cf. § 8, exerc. 6).)

§6

1) Soit D P’ensemble des éléments de SL(2, C) de la forme (g afl
Montrer que D est un sous-groupe de Lie du groupe de Lie réel sous-jacent a SL(2, C), et
que Papplication (u, d) — ud de SU(2, C) x D dans SL(2, C) est un isomorphisme de
variétés analytiques réelles. Déduire de 13, et-du § 3, exerc. 7 ¢), que SL(2, C) est simplement
connexe.

oua>0etbeC.

2) Soient G le revétement universel de SL(2, R), = le morphisme canonique de G sur
SL(2, R), N son noyau.

a) En raisonnant comme dans Pexerc. 1, montrer qu’il existe un isomorphisme de la variété
analytique réelle U x R? sur la variété analytique réelle SL(2, R). En déduire que N est
isomorphe 2 Z.

b) Si p est une représentation linéaire analytique de G dans un espace vectoriel complexe,
on a Ker p ® N. (La représentation L(p) de sl(2, R) définit, par complexification, une
représentation de sl(2, C), et cette derniére est, d’apres ’exerc. 1, de la forme L(s) ou o est
une représentation linéaire analytique de SL(2, C). Ona L(cow) = L(p), doncoom = p.)

3) Soit G; le groupe de Lie réel nilpotent simplement connexe défini dans Pexerc. 5 du
§ 4. Soient Z le centre de G;, N un sous-groupe discret non trivial de Z, et G = G¢/N. Si p
est une représentation linéaire analytique de dimension finie de G, p(Z/N) est un ensemble
semi-simple d’automorphismes, car Z/N est compact; maisZ = (G, G), donc p(Z/N) est uni-
potent (chap. I, § 6, prop. 6). Par suite, p est triviale dans Z/N.

4) Soit G un groupe de Lie complexe compact et connexe. Montrer que toute représentation
linéaire analytique de G est triviale.
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5) Avec les notations de Pexerc. 9 du § 1, montrer que H” est un sous-groupe intégral de H.
En déduire que dans le groupe simplement connexe SU(2, C) x SU(2, C) (§ 3, exerc. 7 ¢)),
il existe des sous-groupes & un paramétre non fermés.

§i6) Soit I Vintervalle (1, 2) muni de la topologie discréte. Soit E Pespace normé complet des

fonctions f: I — R telles que || || = ;E:I | f(i)] < +oo. Pour tout x € I, soit ¢, I’élément de

E tel que &,(¢t) = 0 pour ¢ # x et e,(x) = 1. Soit P le sous-groupe de E engendré par les
xe, pour x € I; c’est un sous-groupe discret de E. Soit G le groupe de Lie E/P. Soit F Phyper-

plan de E formé des f € E tels que lezlf(i) = 0. Soit H le groupe de Lie F/(F N P). Soit ¢ le

morphisme canonique de H dans G. Montrer que ¢ est bijectif, est une immersion, mais n’est
pas un isomorphisme de groupes de Lie. (Soit f une forme linéaire sur E de noyau F; montrer
quef(P) = R,doncqueF + P = E.) En déduire qu’on ne peut, dans la prop. 3, supprimer
P’hypothése de dénombrabilité.

7) Soit ¢ le morphisme de Z/2Z dans le groupe des permutations de G qui transforme
I’élément non neutre en z — Z. Soit G le produit semi-direct de Z/2Z par le groupe de Lie
réel C correspondant a4 ¢. C’est un groupe de Lie réel d’algébre de Lie R2 Montrer qu’il
n’existe sur G aucune structure de groupe de Lie complexe compatible avec la structure de
groupe de Lie réel.

98) Soient H un espace hilbertien complexe de dimension Ry, et G le groupe unitaire de H
considéré comme groupe de Lie réel. Le groupe G est simplement connexe.!

a) Soit Z le centre de G, qui est isomorphe & T. Soit ¢ un nombre irrationnel. Soit s la sous-
algébre de Lie de L(G) x L(G) formée des (x, ax) otr x € L(Z). Soit S le sous-groupe intégral
de G x G correspondant. Alors s est un idéal de L(G) x L(G); pourtant, S est non fermé,
et est dense dans Z x Z.

b) Soit g = (L(G) x L(G))/s. Il n’existe aucun groupe de Lie d’alge¢bre de Lie g. (Soit H
un tel groupe. Comme G est simplement connexe, il existe un morphisme ¢: G x G—H
tel que L(p) soit Papplication canonique de L(G) x L(G) sur g. Soit N = Ker ¢. On a
L(N) = s, donc N © S et par suite N © Z x Z d’apres a). Alors L(N) > L(Z) x L(Z),
ce qui est absurde.)

9) Soit X une variété complexe compacte connexe non vide de dimension #. On suppose
qu’il existe des champs de vecteurs &, . . ., &, holomorphes sur X, linéairement indépendants
en chaque point de X. Montrer qu’il existe un groupe de Lie complexe G et un sous-groupe
discret D de G tels que X soit difféomorphe & G/D. (Soient ¢;;, les fonctions holomorphes sur

X telles que [&;, &;] = %c,,k&k. Les ¢, sont des constantes parce gque X est compacte.

Prendre pour G le groupe de Lie complexe simplement connexe dont I’algébre de Lie admet
les ¢;;. pour constantes de structure et utiliser le th. 5.)

10) Soit G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes connexes. Pour que G
soit unimodulaire, il faut et il suffit que Tr ad 2 = 0 pour tout a € L(G).

11) Soient E un espace normable complet sur G, » € .Z(E), et g = exp(v). On suppose que
Sp(v) N 2in(Z — {0}) = . Soient E,, E, des sous-espaces vectoriels fermés de E stables par
2, tels que E; < E,. On suppose que automorphisme de E,/E, déduit de g est ’identité.
Alors 9(E;) < E,.

%112) On considére un espace normable complet réel ou complexe E et un sous-espace
vectoriel fermé F de E tel que F® n’admette pas de supplémentaire topologique dans E’.2

1 Cf. N. H. KUIPER, The homotopy type of the unitary group of Hilbert space, Topology, t. 111
(1965), pp. 19-30. Dans cet article, il est méme prouvé que G est contractile.
2 Soient ¢, (resp. [*,{®) Pespace de Banach des suites réelles ou complexes (%3, xg,...) vérifiant
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a) Soit A (resp. B) I’espace normable complet des endomorphismes continus de E (resp. F).
Soit C Pensemble des ue A tels que u(F) = F. Soit « Papplication u+ (4, u|F)de C dans
A x B. Alors « est un isomorphisme de Pespace normable complet C sur un sous-espace
vectoriel fermé de A x B, et «(C) n’admet pas de supplémentaire topologique dans A x B.
(Soit x€ E tel que x¢ F. Soit £€ F° tel que (x, &) = 1. Si ne E’, notons 7 I’élément
y — {y, N>x de A. Supposons qu’il existe un projecteur = de A x B sur «(C). Définissons
f: B — E’ par #t(n) = Y(a™{x(¥, 0)))(£). Alors & est un projecteur de E” sur F?, ce qui est
absurde.)

b) On construit une algébre normable compléte réelle ou complexe unifére M de la maniére

suivante: M = ﬁ—)o M; est graduée par les M;; Mg est ’ensemble des multiples scalaires de 1
M, est ’ensemble des multiples scalaires d’un élément non nul ¥; M, = {0}; Mz = F;
M, = E; M; = {0} pour { > 5; on a ux = x pour tout x € M. Soient N I’espace normable
complet des endomorphismes continus de I'espace normable complet M. Soit N; I"ensemble
des dérivations continues de M. Montrer, en utilisant a), que N; n’a pas de supplémentaire
topologique dans N.

¢) Montrer que le groupe des automorphismes bicontinus de M est un quasi-sous-groupe de
Lie de GL(M), mais non un sous-groupe de Lie de GL(M). (Utiliser le cor. 2 de la prop. 18,
et b).)

13) Soient G un groupe de Lie réel, L = L(G), ¢: L. — G une application dérivable en 0
telle que To(e) = Idy, et telle que ¢(nx) = ¢(x)® quels que soient x€ L et ne Z. Alors
@ = expg. (Soient V un voisinage de 0 dans L, W un voisinage de ¢ dans G, tels que
0 = expg|V soit un isomorphisme analytique de V sur W. Soit ¢ = 0~ (@] ~1(W)).

Alors To($) = Idy, d’odt § = Idy, en utilisant Pégalité np(% x) - %@(x) pour x assez voisin
deOetneZ — {0}.)

14) Soit a, Yalgébre de Lie commutative R, identifiée 2 C2. Soit a,'algebre de Lie commu-
tative R. Soit ¢ Phomomorphisme de ay dans Der(a;) qui transforme 1 en la dérivation
(24, 2z2) v+ (821, iV'2 z,). Soit a le produit semi-direct de a, par a, correspondant 3 .

a) Montrer que (Int a)|a; contient, pour tout ¢ € R, Pautomorphisme

(21, z2) v (€"%2y, ei~/§<pz2)_

b) Montrer que adhérence G de (Int a)}a, dans GL(q;) contient, pour tout (g, ¢”) € R?,
Vautomorphisme (z,, z5) > (e!%z;, 6%'z,).

¢) Montrer que L(G) contient ’endomorphisme #: (z;, z2) = (23, 0) de a;, et qu’il n’existe
aucun x € a tel que z = (ad x)|q;.

d) En déduire que Int(a) n’est pas fermé dans Aut(a).

15) Montrer que le groupe de Lie réel simplement connexe de dimension finie du § 3, exerc.
7 a) contient des sous-groupes de Lie connexes non simplement connexes (il contient en fait
des sous-groupes de Lie isomorphes a U).

§116) a) Soit g une algébre de Lie complexe. Soit g I’algébre de Lie complexe déduite de
g a Paide de I’automorphisme A > A de C. Soit g, P'algébre de Lie réelle déduite de g par

lim x, = 0 (vesp. 2, |%,] < +0, resp. sup |x,| < +0) avec la norme ||x|| = sup |x,| (resp. 2, x4,

n—+aw n n n n

resp. sup |x,]). Il existe un morphisme continu n de /! sur ¢y; soit F son noyau. Alors (¢)" = {*
n

s’identifie & F°. Or un sous-espace vectoriel de type dénombrable de [® ne peut étre facteur direct
topologique dans [* (cf. A. GROTHENDIECK, Sur les applications linéaires faiblement compactes
d’espaces du type G(K), Can. J. Math., t. V (1953), p. 169).
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restriction des scalaires. Soit g° @ g, P’algébre de Lie complexe go Qg C. Pour tout x € g,
on pose

J® =3@1 - (ix) @i)eg, gr) =31+ () Qi)eg.
Montrer que f (resp. g) est un isomorphisme de g (resp. §) sur un idéal m (resp. n) de g/, et
que les idéaux m, n sont supplémentaires dans g’. Cela définit des projecteurs p, ¢ de g sur
m, n. Montrer que, pour tout x € g, on a f(x) = p(x), g(x) = g(x).
b) On suppose g de dimension finie. Soit G le groupe de Lie complexe simplement connexe
d’algébre de Lie g. Soient G le groupe de Lie complexe conjugué, G, le groupe de Lie réel
sous-jacent. On a L(G) = g, L(Gy) = Go- Soit M (resp. N) le groupe de Lie complexe
simplement connexe d’algébre de Lie m (resp. n). Alors f définit un isomorphisme ¢ de G sur
M, g définit un isomorphisme y de G sur N, et le groupe de Lie complexe simplement connexe
G’ d’algebre de Lie g’ s’identifie & M x N. Montrer que le sous-groupe intégral réel de
G’ d’algebre de Lie g, est fermé, simplement connexe et s’identifie & G,. La restriction &
G © M x Nde pr, (resp. prp) est Pisomorphisme @ (resp. y) de G (resp. G) sur M (resp. N).
¢) Déduire de b) et de la Remarque 2 du n° 10 que G’, muni de I'injection canonique de Gq
dans G’, est la complexification universelle de Go.
d) Soient H un groupe de Lie complexe connexe d’algébre de Lie g, H le groupe de Lie
complexe conjugué, Hy le groupe de Lie réel sous-jacent, de sorte que G est le revétement
universel de H. Soit K le noyau (discret) du morphisme canonique de G sur H. Montrer
que K est un sous-groupe central de G’. L’injection canonique de G, dans G’ définit donc
une injection ¢ de Hy dans G’/N. Montrer que (G’/N, Z) est la complexification universelle
de Hy. (Remarquer que ce couple posséde la propriété universelle de la prop. 20.)
e) On pose G'/N = (Hg)¢. Déduire de d) un morphisme canonique ¢ de (Hp)gsur H x H,
qui est un revétement. Montrer, par ’exemple H = C¥, que ¢ n’est pas un isomorphisme en
général.

17) a) Soient G, G, G, comme dans I’exerc. 16 b). Soient V un espace vectoriel complexe
de dimension finie, ¢ une représentation linéaire irréductible de G, dans V. Montrer qu’il
existe des espaces vectoriels complexes X, Y de dimension finie, une représentation linéaire
irréductible analytique o (resp. 1) de G (resp. G) dans X (resp. Y), et un isomorphisme de V
sur X @ Y qui transforme p en 6 & 7. (Utiliser exerc. 16 a), la prop. 2 duchap. I, § 2, etle
cor. de la prop. 8 ’A, VIII, §7.)

b) Montrer que la conclusion de @) ne subsiste pas nécessairement si on supprime ’hypothése
que G est simplement connexe. (Considérer le groupe de Lie complexe C*.)

18) Soit A un groupe de Lie complexe, commutatif, connexe de dimension finie, d’algébre
de Lie a; soit A le noyau de exp,, de sorte que A s’identifie 4 a/A.
a) Les conditions suivantes sont équivalentes:

al) L’application canonique € ®z A — a est injective.

a2) A est isomorphe 4 un sous-groupe de Lie d’un (C¥)™.

a3) A est isomorphe a4 un groupe (G*)? x C4.

a4) A posséde une représentation linéaire complexe fidéle de dimension finie.

ab) A posséde une représentation linéaire complexe fidéle semi-simple de dimension finie
et d’image fermée.
b) Les conditions suivantes sont équivalentes:

b1) L’application canonique G @z A — a est surjective.

52) A est isomorphe a un quotient d’un groupe (G*)".

b3) Aucun facteur direct de A n’est isomorphe a C.

b4) Toute représentation linéaire complexe de A est semi-simple.
¢) Les conditions suivantes sont équivalentes:

¢l) L’application canonique G ®gz A -— a est bijective.

¢2) A est isomorphe 4 un groupe (C*)™.
d) Soit F un sous-groupe fini de A, et soit A” = A/F. Montrer que A vérifie les conditions g;)
(resp. by), 1)) si et seulement si A’ les vérifie.
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19) Soit G un groupe de Lie réel. Montrer qu’il existe un voisinage V de 0 dans L(G) tel
que, pour x,y dans V, on ait:

exp(t(x + ¥))

n
lim (cxp %-exp %)

n-+ o
. tx 4 —tx —g\"?
exp(t3[x, 1) = nlu:'xw (exp ;Luexp%-exp-—"—dsxp -—n—g)

uniformément pour ¢ € (0, 1).

20) Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe de Lie de G, A un sous-groupe intégral
de G tels que L(H) n L(A) = {0}. Montrer que H N A est discret dans le groupe de Lic A.

21) Soient G un groupe de Lie réel, H un sous-groupe intégral de dimension 1 distingué.
a) Si H est non fermé, H est compact (TS, chap. II, § 2, lemme 1), donc isomorphe 2 T?,
donc central dans G si G est connexe (utiliser TG, chap. VII, § 2, prop. 5).

b) On suppose H fermé. Soient ¢ un élément de G, C(a) ensemble des éléments de G
permutables & a. On suppose H ¢ C(a).

Si H estisomorphe 4 R, on a C(a) N H = {¢}. (Considérer "automorphisme «: h+> a~tha
de H.) Si H est isomorphe & T, C(a) N H a deux éléments. (Considérer encore o, et utiliser
TG, chap. VII, § 2, prop. 6.) Cette deuxiéme circonstance est impossible si G est connexe
(utiliser a)).
¢) On se place dans les hypothéses de b), et on suppose de plus G/H commutatif. Alors
G = C(a).H. (Observer que Papplication & +—> h~a(h) de H dans H est surjective.)

22) Soient G un groupe de Lie réel, H un sous-groupe intégral de dimension 1 distingué, A
un sous-groupe fermé de G tel que AH soit non fermé dans G. Alors H est central dans la
composante neutre de AH. (Se ramener au cas oi G = AH et ol G est connexe. Alors
Pensemble B des éléments de A permutables 2 H est un sous-groupe distingué de G. Passant
au. quotient par B, se ramener au cas ot B = {¢}. Comme tout commutateur dans G
permute a2 H, A est alors commutatif. En supposant H fermé, et en utilisant exerc. 21 ¢),
montrer que AH serait fermé, d’ou contradiction. Donc H est non fermé et on utilise I’exerc.

21 a).)

9123) Soit G un groupe de Lie réel, et soite¢ = (U, o, E) une carte de la variété G centrée en
Pélément neutre e. Si x € U, on note |x|, la norme de ¢(x) dans ’espace de Banach E.

a) Montrer que, si ¢’ = (U’, ¢’, E’) est une autre carte centrée en e, il existe des constantes
A > 0etp > 0 telles que

wlxle < [l < Aale

pour tout x € G assez voisin de e.
b) Montrer que, pour tout p > 0, il existe un voisinage U, de ¢ contenu dans U tel que,
pour x,y dans U, on ait (x,y) € U, et

[, 9] < p.inf(]¥]c, ylo)-

¢) On suppose G de dimension finie. Soit I'" un sous-groupe discret de G. On applique b)
avec 0 < p < 1 etPon choisit U, relativement compact. L’ensemble U, N I est fini. Soient

{e= Yo, Y1+ o> Ym}
ses éléments, numérotés de telle sorte que
IYOIc < IYllc <0 K l'lec-

Montrer que, si i < met j < m,le commutateur (yy, v,) est égal 4 I'un des vy, aveck < inf(7, 5).
En déduire que le sous-groupe engendré par U, N T est nilpotent de classe <m.
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Déduire de ce qui précede I’existence d’un voisinage V de ¢ tel que, pour tout sous-groupe
discret I' de G, il existe un sous-groupe intégral nilpotent N de G contenant VN I'.
d) On suppose G connexe de dimension finie, contenant une suite croissante de sous-groupes
discrets D, de réunion dense dans G. Alors G est nilpotent. (En utilisant ¢), prouver Pexis-
tence d’un sous-groupe central a un parametre H qui rencontre D,, pour  assez grand en un
point distinct de . Raisonner par récurrence sur dim G, en distinguant deux cas suivant que
H est fermé ou relativement compact (exerc. 21 a)).)

24) Soient G, G’ des groupes de Lie réels de dimension finie, f un morphisme surjectif de G
dans G’, N son noyau, H un sous-groupe intégral de G, et H' = f(H).

a) On suppose N fini. Pour que H’ soit fermé, il faut et il suffit que H soit fermé.

b) On suppose N compact. Si H est fermé, H’ est fermé.

925) Soit G un groupe de Lie réel ou complexe de dimension finie. Soit § < L(G). On
suppose que L{G) est ’algébre de Lie engendrée par S, et que S est stable par les homo-
théties.

a) Soit H le sous-groupe de G engendré par exp S. Montrer que H est ouvert dans G. (Soient
A Tensemble des x € L(G) tels que exp(Kx) < H, et B le sous-espace vectoriel de L(G)
engendré par A. Montrer que [A, S] < A, puis que [A, A] < B. En déduire que B est une
sous-algeébre de L(G), puis utiliser la prop. 3 du § 4.)

5) On suppose en outre que

(xeSetyeS) = ((Ad exp x)(y) € 8).

Alors le sous-espace vectoriel V de L(G) engendré par S est égal a L(G). (En utilisant a),
montrer que [L(G), V] € V.)

26) Soient G un groupe de Lie complexe compact connexe de dimension 7, X une variété
analytique complexe connexe de dimension finie, (g, x) — gx une loi d’opération a gauche
analytique de G dans X. Pour tout g € G, soit p(g) I'application x > gx de X dans X. On
suppose que, pour tout g € G distinct de g, on a p(g) # Idx. Alors toute orbite de G dans X
est une sous-variété fermée de dimension n de X. (Soient x € X, H le stabilisateur de x, H' la
composante neutre de H. Pour tout g € H’, soit u(g) Papplication tangente en x a p(g). En
raisonnant comme pour la prop. 6 du n° 3, montrer que #(g) est identité pour tout g € H’.
En utilisant le § 1, exerc. 4, et la connexité de X, en déduire que H’ = {¢}.)

927) Soient G un groupe de Lie réel compact, M une variété compacte de classe C2, J un
intervalle ouvert de R contenant 0. Soit (s, (x, £)) + (mx(s, x), £) une application de classe
C2de G x (M x J) dans M x J par laquelle G opére a gauche dans M x J.
a) Soit X un champ de vecteurs de classe C* sur M x J tel que, pour tout {x, £} e M x J,la
deuxiéme projection de X, ¢, soit le vecteur tangent 1 & J. Transformant X par G et inté-
grant sur G, en déduire Pexistence d’un champ X’ ayant les mémes propriétés que X et de
plus invariant par G.
b) Montrer qu'il existe un difféomorphisme (x, &) > (k:(x), &) de M x J sur lui-méme tel
que

(i) pour tout § €], & est un difféomorphisme de M sur M;

(i) me(s, %) = he{mo(s, b *(x))) pour se G, xe M, £e].
(Utiliser a) et le th. 5 du n® 8.)

28) Soient G un groupe de Lie réel de dimension finie, A et B deux sous-groupes intégraux
de G. Montrer que, si L(A) + L(B) est une sous-algébre de Lie de L{G) (auirement dit si
[L(A), L(B)] « L(A) + L(B)), alors AB = BA est un sous-groupe intégral et
L(AB) = L(A) + L(B).

29) Soient G un groupe de Lie connexe complexe de dimension finie, Gg le groupe de Lie
réel sous-jacent, H un sous-groupe intégral de Go. Montrer qu’il existe un plus petit sous-
groupe intégral H* de G contenant H. Donner un exemple olt H est fermé dans G, mais H*
est non fermé dans G (prendre G = G?/Z2).
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30) Soit G un groupe de Lie complexe connexe compact, donc de la forme C*/D, ot D est
un sous-groupe discret de G de rang 2n.

a) Montrer que toute 1-forme différentielle holomorphe « sur G est invariante. (Soit
m: C* — G le morphisme canonique. Soient ¢y, ..., ¢, les fonctions coordonnées sur C".

Alors n*(w) est de la forme 2 a; d¢; ou les a; sont des fonctions holomorphes sur C* in-

variantes par D, donc constantes.)

b) Soit G’ = G*/D’ ot D’ est un sous-groupe discret de G* de rang 2n. Montrer que tout
isomorphisme de variétés analytiques u: G — G’ est de la forme s — v(s) + a’ ol v est un iso-
morphisme de groupes de Lie et oi o’ € G’. (Soit n’: G* — G’ le morphisme canonique. I1
existe un isomorphisme de variétés analytiques #: C* — C" tel que # o © = =’ o ii. Pour toute
1-forme différentielle »” holomorphe sur G/, #*(n'*(w’)) est une l-forme sur G" invariante
par translations d’aprés ¢). En déduire que & est une application affine.)

§7

1) Soient G un groupe de Lie, ¢: U — G une application exponentielle telle que ZU < U
et p(rx) = @(x)" pour toutx e UettoutreZ. Sip > 0, ¢ est un isomorphisme analytique de
U sur ¢(U). (Si ¢(x) = 9(y), on a ¢(p"x) = ¢(p") pour tout n € N, donc x = y. Soit W un
voisinage ouvert de 0 dans L(G) tel que ¢~ soit analytique dans ¢(W). Pour tout s € ¢(U),
il existe un n € N et un voisinage V de s dans ¢(U) tel que €V = ¢P" € o(W)).

2) Soient G un groupe de Lie, ¢: U — G une application exponentielle ayant les propriétés
de la prop. 3, V un voisinage de 0 dans U tel que ZV < V, ¢: V — G une application
tangente en 0 4 ¢ et telle que $(nx) = ¢(x)" pour tout xe VettoutneZ. Sip > 0,on a
¢ = ¢|V. (Normer L(G). Soit x € V. Alors p"x tend vers 0 quand 7 tend vers + o, donc il
existe des o, > 0 tels que o, tende vers 0 et |(p~'o §)(p™x) — p"x| < u,]p"«]. Or

$(p7x) = ()", dot (97 0 h)(x) — x| < ox].)

3) Soient U Pensemble des éléments inversibles de A, et U' =1 + m < U.

a) Montrer que U’ < U (Six = 1 + y avec y € m, alors #*" tend vers 1 quand # tend vers
+ 00 d’aprés la formule du binéme.)

b) Montrer que Uy est I'ensemble des éléments de U dont ’image dans A/m est racine de
Punité. (Utiliser a).) Retrouver ainsi le fait que U = U; lorsque K est localement compact
(A/m est alors fini).

4) Soient n € N¥, p un nombre premier, G ’ensemble des matrices appartenant 3 GL(zn, Z,)
dont tous les éléments sont congrus & 1 modulo psi p # 2 (resp. modulo 4sip = 2). Alors G
est un sous-groupe ouvert de GL(n, Z,,).

a) Montrer que G n’a pas d’élément d’ordre fini # 1.

b) Montrer que tout sous-groupe fini de GL(n, Z,) est isomorphe & un sous-groupe de
GL(n, Z/pZ) si p # 2 (resp. de GL(n, Z/4Z) si p = 2).

95) a) Soit I" unsous-groupe compactde G = GL (n, Q). Montrer qu’il existe un conjugué
de T qui est contenu dans GL(n, Z,). (Si T est un réseau de Q  par rapport 2 Z, (AC, VII,
§ 4, déf. 1), montrer que le stabilisateur de T dans I" est ouvert dans T', donc d’indice fini, et
'vgl" YT est un réseau stable par I'.)

b) En déduire que Gy est la réunion des conjugués de GL(rn, Z,).
¢) En déduire que tout sous-groupe fini ® de GL(%, Q,) a pour ordre un diviseur de a,(p),
ol a,(p) est défini par

a(p) = (" = D(p" = p)...(p" — p"7) sip £ 2
an(p) = 2022 — )(2» - 2)...(2" — 27Y)  sip =2

(Grace a a), on peut supposer que ® < GL(n, Z,). Utiliser alors Pexerc. 4).
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d) Montrer que tout sous-groupe fini de SL(n, Q,) a pour ordre un diviseur de s5,(p), ol
sa(p) = f"—fﬂl pour p # 2 et 5,(2) = f—f-)

96) Dans cet exercice, [ désigne un nombre premier # 2. Si @ est un entier #0, on note
v;(a) la valuation l-adique de g, i.e. le plus grand entier ¢ tel que @ = 0 (mod °).
a) Soit m un entier > 1. On pose

e(bm) =0 sim# 0 (mod (I — 1))

e, m) = vl(%) #1  sim=0(mod (- 1)).

Montrer que, si x est un entier premier 4 /, on a
v(x™ — 1) = e(l, m)

et qu’il y a égalité si I'image de x dans le groupe cyclique (Z/I2Z)* est un générateur de ce
groupe.
b) Soit n un entier = 1. On pose

n

rn) = 2. e(l, m).

Montrer que

m = [725] + 2] + [ress] +-

ot le symbole [«] désigne la partie entiére du nombre réel a.
Montrer que, si ¥ est un entier premier a /, on a

2@ ~ D=t —1)...(x — 1)) > (I, n)

et qu’il y a égalité si Pimage de x dans (Z/I2Z)* est un générateur de ce groupe.
¢) Les notations étant celles de Pexerc. 5 ¢), montrer que 7™ est 1a plus grande puissance de
! qui divise tous les a,(p), pour p premier #! (ou pour tout p assez grand, cela revient au
méme). (Utiliser 4), appliqué & x = p; choisir ensuite p tel que son image dans (Z/I?Z)* soit
un générateur de ce groupe, ce qui est possible d’aprés le théoréme de la progression arithmé-
tique.1)
d) Soit I" un sous-groupe fini de GL(n, Q), et soit [¢ la plus grande puissance de / divisant
Pordre de T'. Montrer que Pon a e < r(l, n). (Utiliser I’exerc. 5 pour prouver que ¢ divise
tous les a,(p), puis appliquer ¢) ci-dessus.)
¢) Inversement, montrer qu’il existe un /-sous-groupe fini I'; , de GL(n, Q) dont I'ordre est
", (Se ramener au cas ol n est de la forme [°(! — 1), avec ¢ = 0. Décomposer Q" en
somine de [* copies de Q' 1, et utiliser cette décomposition pour faire opérer sur Q" le produit
semi-direct H;, du groupe symétrique &, et du groupe (Z/IZ)". Prendre pour I';, un I-
groupe de Sylow de H, ,,.)

Montrer que, si z est pair, I'; , est contenu dans un conjugué du groupe symplectique
Sp(n, Z).
) *Soit I' un sous-groupe fini de GL(n, Q) qui soit un /-groupe. Montrer que I" est conjugué
d’un sous-groupe de I'; ,. (Montrer d’abord, en utilisant une réduction modulo $ convenable,
que la réduction de T' est un sous-groupe fini de la réduction d'un conjugué de I, ,,; puis
utiliser le caractére de la représentation de I" dans Q™) En particulier, tout sous-groupe de
GL (7, Q) d’ordre I"»™ est conjugué de I'; ,.%

1 Pour une démonstration de ce théoréme, voir par exemple A, SELBERG, dnn. of Math., t. L (1949),
p. 297-304.
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97) Dans cet exercice, on note vg(a) la valuation 2-adique d’un entier a.

a) Soit I’ un sous-groupe fini de GL(n, Q). Montrer qu’il existe une forme quadratique
positive non dégénérée, a coeflicients dans Z, qui est invariante par I'. En déduire (par le
méme argument que dans les exercices 4 et 5) que, pour tout p assez grand, I est isomorphe
2 un sous-groupe d’un groupe orthogonal O(r) sur le corps F, (resp. 4 un sous-groupe de
SO(n) si I' est contenu dans SL(n, Q)).

b) On suppose I" contenu dans SL(n, Q) et ’on note 2¢ la plus grande puissance de 2 divisant
Pordre de I'. Montrer que, si z est impair, 2¢ divise tous les entiers

b(p) = ("t = D" = D...(p* = 1)

pour p premier assez grand. (Utiliser a) ainsi que Pexerc. 13 de A, IX, §6.)
Montrer que, si n est pair et p premier assez grand, 2¢ divise le ppcm b,(p) des entiers

(" — D2 = D...(p2 = D/ + 1)
(" = D2 = oo (8 = D/ = D).

(Méme méthode que pour n impair.)
¢) Les hypothéses étant celles de 4), on pose

"2,n) = n + [g] + [2] F o=+ oynl).

Soit A un entier > 3. Montrer que 23™ -1 est la plus grande puissance de 2 qui divise tous
les b,(p) pour p = A. (Méme méthode! que dans I’exerc. 6; utiliser ’existence d’un nombre
premier p = A tel que p = 5 (mod 8).) En déduire l'inégalité ¢ < r(2,n) — 1.

d) Inversement, soit C, le sous-groupe de GL(n, Z) engendré par les matrices de permuta-
tions ainsi que par les matrices diagonales a coefficients + 1. L’ordre de C, est 272!, et ’'on a
v2(2mn!) = r(2, n). Si Ty , désigne I'intersection d’un 2-groupe de Sylow de G, avec SL(n, Z),
en déduire que Pordre de I'y,, est 22m -1,

8) Soit # un entier > 1. On pose

M(”> = Il—_[ lr(l,n),

fe produit étant étendu a tous les nombres premiers /, et les r(/, #) étant définis comme dans
les exerc. 6 et 7.
OnaM(1l) =2, M(2) = 2%.3 = 24, M(3) = 2%¢.3 = 48, M(4) = 27.32.5 = 5760.
Déduire des exercices 6 et 7 que le ppcm des ordres des sous-groupes finis de GL(z, Q)
(ou de GL{n, Z), cela revient au méme) est égal 3 M(n). Méme question pour SL(z, Q) avec
M(n) remplacé par M(n).

9) On suppose K localement compact. Soit G = GL(r, K). Soit G, ’ensemble des g € G qui
laissent stable un réseau de K® par rapport & A. Soit G, Pensemble des g € G qui engendrent
un sous-groupe relativement compact dans G. Soit Gz I’ensemble des g € G dont les valeurs
propres dans une cloture algébrigue de K sont de valeur absolue 1. Alors G; = Gy = G3 = G;.
(Utiliser le raisonnement de ’exerc. 5 a).)

10) On suppose K localement compact. Soit G un groupe standard de dimension 7 sur K.
Soit p. une mesure de Haar sur le groupe additif K. Montrer que |G est une mesure de
Haar a gauche et 4 droite sur G. (Utiliser le fait que G est limite projective des G(a,), et
INT, VII, § 1, prop. 7.) .

1 Pour plus de détails sur cet exercice, ainsi que sur le précédent, voir H. MINKOWSKI, Gesamm.
Abh., Leipzig-Berlin, Teubner, 1911 (Bd 1, 8. 212-218), ainsi que W. BURNSIDE, Thzory of groups
of finite order (2nd ed.), Cambridge Univ. Press, 1911 (p. 479-484).



§8 EXERCICES 275

§8
1) L’application z+— z de G dans C est un automorphisme continu non analytique du
groupe de Lie complexe C.

2) Soit G I’espace hilbertien des suites (X, Az, . . .) de nombres réels tels que z 2 < 4.
On considére G comme un groupe de Lie réel. Soit G, I'ensemble des (A1, Az, ...) € G tels

1 .
que Ap e Z pour 1 < m < n. Les G, sont des sous-groupes de Lie fermés de G, donc

H = Q G, est un sous-groupe fermé de G. Mais ce sous-groupe est totalement discontinu

non discret, donc n’est pas un sous-groupe de Lie de G.

13) Dans Q, x Q,, tout sous-ensemble fermé peut étre défini par une famille d’équations
analytiques. En déduire que le cor. 2 (ii) du th. 2 devient inexact si on omet I’hypothése que
I est fini.

94) Soient G un groupe de Lie réel de dimension finie, A un sous-groupe de G. Disons
qu’un élément x de L.(G) est A-accessible, si, pour tout voisinage U de ¢, il existe une applica-
tion continue « de (0, 1) dans A telle que «(0) = e et a(t) € exp(tx) .U pour 0 < ¢ < 1. Soit
b Pensemble des éléments A-accessibles de L(G).
a) Montrer que b est une sous-algébre de Lie de L(G). (Utiliser 'exerc. 19 du § 6.)
b) Soit H le sous-groupe intégral de G tel que L(H) = b. Montrer que H < A. (Soit
I = (—1,1), et munissons R" de la norme euclidienne. Soit (x4, ..., x,) une base de b.
Construire des applications continues ay, . . ., o, de I dans A, et des applications continues
S5 - - -5 fr de I" dans R telles que, pour tout ¢ = (¢,..., ) € I', on ait

car(l) .- .ou(l) = exp (i(t)x) . . .exp (f()x)

It = (AW -- fED] < &

On appliquera alors le théoréme suivant: soit f une application continue de I* dans R” telle
que | f(x) — x| < % pour tout x € I'; alors £ (I") contient un voisinage de 0 dans R".%)
¢) En déduire que b est la sous-algébre tangente en ¢ 3 A,
d) Montrer que si A est connexe par arcs, on a A = H.2

45) Soient G un groupe topologique séparé, H un sous-groupe fermé de G, = ’application
canonique de G sur G/H. On suppose que H est un groupe de Lie réel de dimension finie. 11
existe un voisinage U de n(e) dans G/H, et une application continue ¢ de U dans G, tels que
n oo = Idy. (Soit p une représentation linéaire analytique de H dans GL(n, R), qui soit
localement un homéomorphisme (§ 6, cor. du th. 1). Soit f une fonction continue >0 sur G,
égale 2 1 en ¢, nulle hors d’un voisinage V assez petit de e. Soit ds une mesure de Haar 2

gauche de H. Pour x € G, on pose g(x) = _ff(:c.v)p(s)‘1 ds e M,(R). On a g(xt) = g(x)p(t)
pour x € G et i € H. 8i V est assez petit, g(x) € GL(n, R) pour x assez voisin de ¢. Utiliser enfin
le fait que le théoréme a démontrer est vrai localement pour GL(z, R) et p(H).)

6) Soit G un groupe de classe C' (§ 5, exerc. 1), avec r > 2. Il existe sur G une structure S
de groupe de Lie réel et une seule telle que la structure de variété de classe CF sous-jacente 3
S soit la structure donnée. (L’unicité de S résulte du cor. 1 du th. 1. Soit L(G) I’algé¢bre de
Lie normable associée & G dans ’exerc. 2 du § 5. Il existe un groupuscule de Lie réel G’ et un
isomorphisme & de L(G’) sur L(G) (§ 4, th. 3). On vérifie comme au § 4, n° 1, qu’il existe un
voisinage ouvert symétrique G” de ¢g dans G’ et une application ¢ de classe C" de G” dans G

1 Cela résulte du théoréme du point fixe de Brouwer, pour lequel on pourra consulter, par exemple,
N. DUNFORD et J. T. SCHWARTZ, Linear operators, part I (Interscience publishers, 1958),

p- 467-470.
2 Pour plus de détails, cf. M. GOTO, On an arcwise connected subgroup of a Lie group, Proc. Amer.

Math. Soc., t. XX (1969), p. 157-162.
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telle que T, (¢) = ket que p(g18:) = ¢(g1)p(gs) pour g;, g5 dans G”. En diminuant G”, on peut
supposer que V = ¢(G”) est ouvert dans G et que ¢ est un isomorphisme de classe C7 de la
variété G” sur la variété V. Il existe donc sur V une structure de groupuscule de Lie réel telle
que la structure sous-jacente de variété de classe C7 soit la structure donnée. Pour tout g € G,
Int g définit une application analytique de V. N (g~ 1Vg) sur (gVg~1) NV (th. 1). D’aprés
la prop. 18 du § 1, il existe sur G une structure S de groupe de Lie réel induisant la méme
structure analytique que V sur un voisinage ouvert de e. Par translation, la structure de
variété de classe C7 sous-jacente a S sur G est la structure donnée.)

7) Soient G un groupe de Lie réel, H un sous-groupe fermé de G.

a) Soit b 'ensemble des x € L(G) tels que exp(ix) € H pour tout £ € R, Alors b est une sous-
algebre de Lie de L(G). (Utiliser la prop. 8 du §6.)

b) On suppose H localement compact. Montrer que H est un sous-groupe de Lie de G.
(Montrer d’abord que b est de dimension finie en prouvant Pexistence dans b d’un voisinage
de 0 précompact. Imiter ensuite la démonstration du th. 2, en choisissant V, de telle sorte
que (exp V,) N H soit relativement compact.)

§9

1) Soit G = SO(3, R). Soient A;, A; deux droites orthogonales dans R3, H; le sous-groupe
de G formé par les rotations autour de A; (2 = 1, 2). Alors [L(H,), L(H,)] est une sous-algebre
de Lie de dimension 1 de G, distincte de la sous-algébre de Lie tangente en ¢ a (H;, Hj).

2) Supposons K ultramétrique. Soient G un groupe de Lie de dimension finie, g son algébre
de Lie, A une partie finie de G. Alors Zg(A) est un sous-groupe de Lie de G d’algébre de Lie
3¢(A). (Raisonner comme pour la prop. 8.)

3) Soit G un groupe de Lie réel ou complexe connexe. Le centre Z de G est un quasi-sous-
groupe de Lie de G, et L(Z) est le centre de L(G).

4) Supposons K ultramétrique et p> 0 (avec les notations du § 7). Soient G un groupe de Lie
de dimension finie, A un groupe d’automorphismes de G, B le groupe d’automorphismes
correspondant de L(G). Soit G* (resp. L(G)®) I’ensemble des éléments de G (resp. L(G))
fixes pour A (resp. B). Alors GA est un sous-groupe de Lie de G d’algébre de Lie L(G)5.
(Utiliser I’application logarithme.)

5) Soit G un groupe de Lie réel ou complexe connexe de dimension finie. Soit (G, Gy, ...)
la suite centrale ascendante de G (chap. I1, § 4, exerc. 18) et soit (G, §1, . . .) la suite centrale
ascendante de 1’algébre de Lie L(G) (chap. I, § 1, n° 6). Alors, pour tout 7, G, est un sous-
groupe de Lie de G tel que L(G;) = g;.

6) Soit I" le groupe de Lie réel nilpotent simplement connexe de dimension 3 défini dans
Vexerc. 5 b) du § 4. Soit « € R un nombreirrationnel. Soit Ple sous-groupe discret de I' x R formé
des ({0, 0, x), ax), ot1 x € Z. Soit G = (I' x R)/P. Montrer que (G, G) est non fermé dans G.

7) a) Soient G un groupe de Lie réel connexe semi-simple, Z son centre, p une représenta-
tion linéaire continue de G dans un espace vectoriel complexe de dimension finie. Il existe
un entier p tel que, pour tout z€ Z, p(z) soit diagonalisable et que toutes les valeurs propres de
e(z) soient des racines p-iémes de P'unité. (On peut supposer p irréductible. Alors p(z) est
scalaire d’aprés le lemme de Schur. D’autre part, det p(g) = 1 pour tout g € G parce que
G = 2G.)

b) En déduire que, si G admet une représentation linéaire continue de dimension finie
injective, Z est fini.

98) Soient G un groupe de Lie réel connexe de dimension finie, g son alge¢bre de Lie, n le
plus grand idéal nilpotent de g, b = [g, g] + n.

a) bestunidéal caractéristique de g; le radical de b est n; pour tout x € b, on a Tr adgr = 03
pour toute section de Levilde g,onab =1+ n.
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b) On suppose G simplement connexe. Soient Z son centre, H le sous-groupe de Lie de G
d’algébre de Lie b, ¢ le morphisme canonique de G sur G/H. Alors ¢(Z) est discret dans
G/H. (Le groupe G est produit semi-direct d’un groupe de Lie semi-simple S et de son radical
R. Soitze€ Z.Ona z = y~'x, o0 x € R et ou y appartient au centre de S. Il existe un entier p
tel que les valeurs propres de Adgy, donc aussi de Adgx, soient des racines p-iemes de Punité
(exerc. 7). En déduire que, si N est le sous-groupe de Lie de G d’algebre de Lie n, il existe
un voisinage U de ¢ dans R vérifiant U = UN = NU, Z n (SU) < SN = H.)

¢) On ne suppose plus G simplement connexe. Soit H le sous-groupe intégral de G d’algébre
de Lie b. Montrer que H est un sous-groupe de Lie de G, distingué, unimodulaire, de radical
nilpotent, tel que G/H soit commutatif. (Utiliser a) et b).)

d) En déduire que si (G, G) est dense dans G, le radical de G est nilpotent.

9) Soit G le revétement universel de SL(2, R). Identifions a Z le noyau du morphisme cano-
nique G — SL(2, R) (§ 6, exerc. 2). Soit a un élément de T” dont les puissances sont partout
denses dans T* (TG, VII, § 1, cor. 2 de la prop. 7). Soit D le sous-groupe discret de G x T"
engendré par (1, a). Soit H = (G x T"}/D. Alors L(H) = sl{(2, R) x R?, et le sous-groupe
intégral H” de H d’algébre de Lie sl(2, R) est isomorphe & G et dense dans H. On
a D"H’ = H’ pour tout n = 0.

410) Soit G un groupe de Lie réel ou complexe de dimension finie. Soit
£ = dim{I{(G), L(G)].

Munissons (G, G) de sa structure de sous-groupe intégral de G. Il existe un voisinage V de ¢
dans (G, G) tel que tout élément de V soit produit de p commutateurs d’éléments de G.
(Soient x1, ¥y, . . ., ¥p, ¥p des éléments de L(G) tels que les [x;, ;] forment une base de L(G).
Posons, pour s, ¢ dans R,

pils; ) = (exp sy,) ~H(exp txy) " (exp sy.) (exp ixy).
Appliquer le théoréme des fonctions implicites & ’application
(515 By -« -5 Spy bp) > p1(51, 11) - - - Puls5ps tp)
de R?? dans (G, G).)

11) Soit G le produit semi-direct de B = Z/2Z par K correspondant 4 1’automorphisme
x> —xdu groupe de Lie K. Alors L(K) est unidéal de L(G), et L(B) = {0}, mais (K, B) = K.

12) Soit (ey, €5, €3) la base canonique de K3. On considére sur K3 la structure d’algébre de
Lie nilpotente telle que [eg, €3] = es, [e1, €3] = [ez, €3] = 0. Pour la loi de groupe associée
sur K3 (n° 5), on a

(9 2y 2) = (v + %y + 952 + 27 + 30"~ yx).
L’application
(%5 125 v) 1> (exp dey) (exp pez) (exp v(er + ¢3))

de K3 dans G n’est ni surjective (montrer que (0, 1, 1) n’est pas dans 'image) ni injective
(montrer que (0, 1, 0) et (I, I, —1) ont méme image).

13) a) On définit une multiplication sur R® de la maniére suivante:
(*%,9,2).(x,y,2") = (x + &' cosz —y'sinz,y + x'sinz + y' cos z, z + 2').

Montrer qu’on obtient ainsi un groupe de Lie réel résoluble G tel que DG = R2 x {0}. Le
centre Z de G est {0} x {0} x 2=Z.
b) Pour (x,y, z) € G, soit ©(x, y, z) Papplication

(B u)r>(rcosz — pusinz + x,Asinz + pcos z + y)
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de R2 dans R2 Montrer que 7 est un morphisme de G sur un sous-groupe de Lie G du
groupe affine de R2, engendré par les translations et les rotations de R2 Montrer que
Kern = Z.

¢) On identifie canoniquement L(G) = T(g,0,06)G 2 R®. Soit (¢;, £5, €3) la base canonique de
RS2, Montrer que [ey, 2] = 0, [e3, e1] = eg, [e3, 2] = —es.

d) Montrer que, pour ¢ # 0, on a

. 1 .
expg(a, b, ¢) = (cl (asin¢ + bcosc — b), - (—acosc¢ + bsinc + a), c)'
En déduire que, pour tout 2 € L(G), on a Z < exp(Ru). Montrer que expg: L(G) — G
n’est ni injective ni surjective.

14) a) Soit G = GL(n, C). Montrer que expg est surjective. (Utiliser le calcul fonctionnel
holomorphe de TS, I, §4, n° 8.)

b) Soit G = SL(2, C). Montrer que, si ¢ € G¥, Pélément (‘01 _"1) de G’ wappartient
pas 2 I'image de expg .

15) a) Soient x € sl(2, R), et A = det x. Montrer que

¢* =chV —A.T + Sh\/_:A-x siA <0
vZA

& = cos VA.I + Sm\iA-x siA > 0.
VA

b) Soit H = SL(2, R). Montrer que g = (8 7\(_)1) € H est dans 'image de expy si et

seulement si A > O ou A = —1. 8i A > 0, tous les sous-groupes & un parametre contenant g
sont égaux.

16) Soit G un groupe de Lie de dimension finie. Montrer qu’il existe une base (x3, ..., x,)
de L(G) telle que, pour tout ¢, exp(Rx,) soit un sous-groupe de Lie de G. (Utiliser TS, 1I,
§2, lemme 1.)

917) a) On note ¢ une algehre de Lie résoluble réelle admettant une base (g, b, ¢) telle que
[a, 8] = ¢, [a,¢] = —b, [b,c] = 0. On note d une algebre de Lie résoluble réelle admettant
une base (a, b, ¢, d) telle que [a, b} = ¢, [a,¢] = —b,[b,¢] = d,[a,d] = [b,d] = {¢c, d]} =0.
Soit g une algébre de Lie résoluble réelle. Si g contient des éléments non nuls x, y, z tels que
[x,y] = z et [x, 2] = —y, alors g contient une sous-algebre isomorphe 4 ¢ ou 2 ». (On pose
a =y, by = z, ¢; = [y, z]; on définit par récurrence a, b, ¢; tels que @ = [a;-1, ¢-1],
by = [bi—1, c1-11, ¢; = [a;, b;]. Considérer le plus petit entier £ tel que ¢, = 0.)

b) Soient g et g* des algébres de Lie résolubles réelles et ¢ un homomorphisme de g sur g*.
Si g* contient une sous-algébre isomorphe & ¢ ou a b, g posséde la méme propriété.

¢) Soit b une algebre de Lie résoluble complexe. Considérons une suite de Jordan-Hélder
pour la représentation adjointe de b; les quotients de cette suite définissent des représentations
de dimension 1 de b, donc des formes linéaires sur b. Ces formes linéaires, qui ne dépendent
que de b, s’appellent les racines de b. Si b’ est une algébre de Lie résoluble réelle, on appelle
racines de §’ les restrictions & b’ des racines de b’ Qg C.

Ceci posé, soient G un groupe de Lie réel résoluble simplement connexe de dimension
finie, g son algébre de Lie. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes: o) expg
est injective; B) expg est surjective; v) expg est bijective; 3) expg est un isomorphisme de la
variété analytique L(G) sur la variété analytique G; €) L(G) ne contient aucune sous-algébre
isomorphe a ¢ ou d; {) il n’existe pas d’algébre quotient de L(G) admettant une sous-algeébre
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isomorphe a ¢; 1) toute racine de g est de la forme ¢ + i¢” avec , ¢’ dans g* et o’ proportion-
nelle 4 ¢; 0) pour tout x € g, la seule valeur propre (dans C) imaginaire pure de ad x est 0.2

18) Soient G un groupe de Lie réel connexe, Z son centre, Z, la composante neutre de Z, g
Ialgébre de Lie de G, 3 le centre de g. Alors Z et Z, sont des quasi-sous-groupes de Lie de G
d’algébre de Lie 3 (exerc. 3). Appelons norme acceptable sur g une norme définissant
la topologie de g et faisant de g une algébre de Lie normée.

a) Quels que soient r > 0 et z € 3, il existe une norme acceptable sur g dont la valeur en
z est <r. (Soit ¢ une norme acceptable sur g. Montrer que, pour A > 0 bien choisi, la fonc-
tion x —> [lx| = Ag(x) + inf g(x + y) posséde les propriétés requises.)

vep

b) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) Zo est simplement connexe;

(ii) quelle que soit la norme acceptable sur g, la restriction de expg 4 la boule ouverte de

centre 0 et de rayon 7 est injective;

(iii) il existe r > O tel que, quelle que soit la norme acceptable sur g, la restriction de

expe a la boule ouverte de centre 0 et de rayon 7 est injective.

(Pour prouver (iii) = (i), utiliser a). Pour prouver (i) =- (ii), supposons x,y dans g, ||| < =,
ly] < m x # y, expg x = expgy. Alors exp ad x = exp ady, donc ad x = ady d’aprés la
prop. 17 du § 6 appliquée dans une complexification de g. Donc il existe z non nul dans 3
tel que expg z = ¢; il en résulte que (i) est en défaut.) '
¢) En considérant le groupe G’ de Pexerc. 13 b), montrer que la conclusion de #) devient
inexacte si on remplace © par un nombre >m. (Avec les notations de ’exerc. 13, utiliser la
norme ae; + bey + ceg > (a® + 82 4 ¢2)% sur L(G').)

19) Soient G un groupe localement compact, H un sous-groupe distingué fermé de G. On
suppose que H est un groupe de Lie résoluble simplement connexe de dimension finie, et
que G/H est compact. Montrer qu’il existe un sous-groupe compact L de G tel que G soit
produit semi-direct de L et H. (Raisonner par récurrence sur dim H. Considérer le dernier
groupe dérivé non trivial de H, et utiliser INT, VII, § 3, prop. 3.)

20) Soit G un groupe de Lie réel connexe résoluble de dimension finie. On introduit les
notations S, 8, F, 6 du § 6, n° 10, démonstration de la prop. 20.

a) En utilisant la prop. 21, montrer que o est un isomorphisme de S sur un sous-groupe de
Lie du groupe de Lie réel sous-jacent a S8”.

) En déduire que la complexification universelle (¢ de G s’identifie & S’/a(F), et que appli-
cation canonique de G dans ( est un isomorphisme de G sur un sous-groupe de Lie du groupe
de Lie réel sous-jacent & G.

921) a) Soit G un groupe de Lie réel résoluble simplement connexe ayant les propriétés
suivantes: «) L(G), de dimension a, posséde un idéal commutatif de dimension n — 1,
correspondant & un sous-groupe A de G; B) il existe un élément o du centre de G qui n’ap-
partient pas & A. Montrer qu’il existe un élément x de L(G) tel que exp x = 5. Montrer que
L(G) est produit d’un idéal commutatif et d’un idéal admettant une base (x, ay, by, . . ., ag, by)
telle que ay, by, . . ., ay, b, appartiennent 3 L.(A), [, a)] = 2nnyby, [%, b = — 2nma; (e Z —{0})
pour tout i. Généraliser a G les résultats de ’exerc. 13 ).

b) Soit G un groupe de Lie réel résoluble simplement connexe de dimension finie. Soit D
un sous-groupe discret du centre de G. Il existe une base (%, %2, . . ., #,) de L(G) et un-entier
r < n possédant les propriétés suivantes: o) tout élément de G s’écrit de maniére unique sousla
forme (exp £1%;) . .. (expix,) OUfy, .. ., ¢, sont dans R;B) xy, .. ., ¥,sontdeux a deux permu-
tables et (exp xy, . . ., €Xp x,) est une base du groupe commutatif D. (Raisonner par récurrence
sur la dimension de G. Soit a un idéal commutatif maximal de L(G). Soit A le sous-groupe

1 Pour plus de détails, cf. M. SAITO, Sur certains groupes de Lie résolubles, Sci. Papers of the College of
General Education, Univ, of Tokyo, t. VII (1957), p. 1-11 et 157-168.
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intégral correspondant. Alors A est fermé dans G et DA/A est un sous-groupe discret du
centre de G/A, auquel on applique Phypothése de récurrence, d’ot des éléments x3, . . ., x3
de L(G/A) et un entier 5. Pour 1 < i < s, soit 6; un élément de D dont la classe modulo A
est exp x7. Construire de proche en proche, en utilisant a), des représentants xg, . . ., x, de
Af, ..., xhtelsque expx, = o, et [x, %] = Opour 1 < 4,5 < s)?

¢) Déduire de 4) que tout groupe de Lie réel résoluble connexe de dimension finie est
homéomorphe 2 un espace R* x T™ (m, n entiers =0).

22) Soit G un groupe de Lie réel connexe de dimension finie tel que L(G) soit réductive.
On a G = (V x S)/N ot V est un espace vectoriel réel de dimension finie, ot S est un
groupe de Lie réel semi-simple simplement connexe, et ou N est un sous-groupe discret

central de V x S. Alors G/DG est isomorphe 3 V/pr; N. Donc G/DG est compact si et
seulement si pr;N engendre Pespace vectoriel V.

23) a) Soit G un groupe de Lie réel commutatif de dimension finie, n’ayant qu’un nombre
fini de composantes connexes. Pour que G soit compact, il faut et il suffit que toute repré-
sentation linéaire analytique de dimension finie de G dans un espace vectoriel complexe soit
semi-simple. (Utiliser 1a démonstration de la prop. 32.)

b) Soit G un groupe de Lie complexe commutatif de dimension finie, n’ayant qu’un nombre
fini de composantes connexes. Soit N le noyau de expg. Pour que N engendre sur C espace
vectoriel L(G), il faut et il suffit que toute représentation linéaire analytique de dimension
finie de G soit semi-simple. (Utiliser ), le lemme 1, et la prop. 33.)

24) Le groupe de Lie SL(2, R) est connexe, et presque simple, mais {I, —I} est un sous-
groupe commutatif distingué de SL(2, R).

25) Soit G un groupe de Lie réel ou complexe connexe presque simple. Soit A un sous-groupe
distingué de G. Si A # G, A est discret central. (Utiliser Pexerc. 8 du § 4). Par suite, le
quotient de G par son centre est simple en tant que groupe abstrait.

€126) Soit G un groupe de Lie réel connexe de dimension finie. On suppose que G admet une
représentation linéaire continue injective p de dimension finie. Alors (G, G) est fermé dans
G. (Soient R le radical de G, S un sous-groupe intégral semi-simple maximal de G. En
utilisant Pexerc. 7 ), se ramener au cas oit G est produit semi-direct de S et R. D’aprés le
chap. I, § 6, prop. 6, ¢ est unipotente dans (G, R). Donc p((G, R)) est fermé dans le groupe
linéaire, et par suite (G, R) est fermé dans G.)

927) Soient G un groupe de Lie réel simplement connexe résoluble de dimension finie, N
le plus grand sous-groupe distingué nilpotent connexe de G. Alors G admet une représenta-
tion linéaire continue injective de dimension finie unipotente dans N. (Raisonner par récur-
rence sur la dimension de G. Utiliser la prop. 20, et le chap. I, § 7, th. 1.)2

928) a) Soient k£ un corps commutatif de caractéristique 0, L une algebre de Lie de dimen-
sion zn sur £, L; une sous-algébre de dimension n — 1 ne contenant aucun idéal non nul de L,
et ap un élément de L n’appartenant pas & L;. Pour ¢ = 2, 3,.. ., on définit par récurrence
les L; en convenant que L; est Pensemble des x € L, _; tels que [x, ag] € L;_;. Onpose L, = L
pour i < 0. Montrer que [L;, L;] < L,,; (par récurrence sur ¢ -+ j), puis que, pour
0 < 7 € n, L; est une sous-algébre de L de codimension i (par récurrence sur 7).

b) Pour 0 < 7 < n, choisissons dans L, un élément a4; n’appartenant pas a L;, 1, de telle
sorte que [ao, ;] = ia;_; (mod. L;). Montrer, par récurrence sur les couples (7, j) ordonnés
lexicographiquement, que, pour 0 € i < j<nmonai+j— 1 <net

(J = 9)a+j-1 (mod. Ly, ).

i

[tl,, aj]

! Pour plus de détails, cf. C. CHEVALLEY, Topological structure of solvable groups, Ann. of Math.,
t. XLII (1941), p. 668-675.

2 Pour plus de détails concernant les représentations linéaires injectives des groupes de Lie, cf. G.
HOCHSCHILD, The structure of Lie groups, Holden-Day, 1965, et en particulier le chap. XVIII.
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¢) Déduire que L est ou bien de dimension 1, ou bien de dimension 2 non commutative, ou
bien isomorphe 4 sl(2, k).
d) Soit A une algébre de Lie réelle de dimension finie. Une sous-algébre B de A est dite
prolongeable s’il existe une sous-algébre B; > B telle que dim B; = dim B + 1. On note
R’(A) Pintersection de toutes les sous-algébres non prolongeables de A. On note R(A) le plus
grand idéal de A possédant une suite de composition comme A-module dont tous les quo-
tients sont de dimension 1.

Montrer que R’(A) est un idéal caractéristique de A. (Observer que R’(A) est stable par
Aut(A).)
¢) Montrer que R'(A) © R(A) et que R'(A/R(A)) = R'(A)/R{A).
J) Montrer que, si B est une sous-algébre de A, on a R’(B)  R’(A) N B.
g) Si A est résoluble, R’(A) = R(A). (On peut supposer R(A) = {0} grice a ¢). Supposons
R’(A) # {0}. D’aprés d), il existe un idéal minimal non nul I de A contenu dans R’(A). En
utilisant f), et le chap. I, § 5, cor. 1 du th. 1, montrer que dim I = 1, d’ou contradiction.)
k) Soient P le radical de R’(A), B une sous-algébre semi-simple de A, C = P + B qui est
une sous-algébre de A d’aprés ). En utilisant f), montrer que adp B peut se mettre sous
forme triangulaire par rapport a une base convenable de P. Conclure que [P, B] = {0}.
k) R{A) est le radical de R’(A). (Utiliser ¢), f), £), &) et une décomposition de Levi de A.)
Soit R’(A) = R(A) @ T wune décomposition de Levi de R’(A). D’apres k),
R’(A) = R(A) x T. On a R(T) = {0}. Appliquant ¢) aux facteurs simples de T, conclure
que T = {0}. On a donc prouvé que R(A) = R’(A).
) Soit G un groupe de Lie réel connexe d’algébre de Lie A. Soit &#(G) ensemble des sous-
groupes N de G tels qu’il existe une suite décroissante (N, N, _5, ..., No) de sous-groupes
possédant les propriétés suivantes: N,, = N, Ny = {e}, chaque N; est un sous-groupe de Lie
connexe distingué de G, et dim N;/N;_; = 1 pour tout ¢ > 0. Montrer que le sous-groupe
intégral R(G) de G d’algébre de Lie R(A) est le plus grand élément de &(G). (Raisonner
par récurrence sur dim R(A). Soient I un idéal de dimension 1 de A, N le sous-groupe intégral

correspondant de G. Passer au quotient par N. Si N n’est pas fermé, on utilisera Pexerc. 21 a)
du §6.)

m) Un sous-groupe de Lie H de G est dit prolongeable s’il existe un sous-groupe de Lie
H; @ Htel quedim H; = dim H + 1. On note R’(G) Pintersection de tous les sous-groupes
de Lie connexes non prolongeables de G.

Soit B une sous-algébre non prolongeable de A. Montrer que le sous-groupe intégral
correspondant de G est fermé. (Utiliser la prop. 5.) En déduire que L(R’(G)) < R(A), d’ou
R/(G) < R(G).

n) Montrer que R(G) = R’(G). (Se ramener au cas ou R’(G) = {e}. Utiliser alors Pexerc.
22 du §6.)?

929) Un groupe de Lie réel G est dit de fype (N) s’il est de dimension finie, nilpotent, connexe
et simplement connexe. Si G est un tel groupe, et g son algebre de Lie, Papplication
exp: ¢ — G est un isomorphisme lorsqu’on munit g de la structure de groupe définie par la
loi de Hausdorfl' (cf. chap. II, § 6, n°® 5, Remarque 3). On note log: G — g l’isomorphisme
réciproque.
a) Soit V un Q-sous-espace vectoriel de g. Montrer ’équivalence des conditions suivantes:
(i) V est une Q-sous-algebre de Lie de g;
(ii) exp(V) est un sous-groupe de G.
(Utiliser Pexerc. 5 du § 6 du chap. I1.)

Pour qu’un sous-groupe H de G soit de la forme exp(V), ot V est un Q-sous-espace
vectoriel de g, il faut et il suffit que H soit saturé dans G (chap. II, § 4, exerc. 14), i.e. que
les relations x € G, " € H, n # 0 entrainent x € H (loc. cit.). S’il en est ainsi, montrer que H
est un sous- groupe intégral de G si et seulement si log(H) est une R-sous-algébre de Lie de g.

1 Pour plus de détails, cf. J. TITS, Sur une classe de groupes de Lie résolubles, Bull. Soc. Math. Belg.,
t. X1 (1959), p. 100-115 et t. XIV (1962), p. 196-209.
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b) Soit V une Q-sous-algébre de Lie de g de dimension finie m, soit (e, . . ., ;) une base de
V sur Q, et soit A le sous-groupe de V engendré par ey, . . ., ¢,. En utilisant le fait que la loi
de Hausdorff est polynomiale, montrer qu’il existe un entier d > 1 tel que, pour tout entier r
non nul multiple de d; exp(rA) soit un sous-groupe de G. Soient d un tel entier et r un
multiple de d. Montrer que exp(rA) est discret st et seulement si (ey, . . ., e,) est une famille
libre sur R, i.e. si Papplication canonique de V Rq R dans g est injeciive. Supposons que ce
soit le cas; montrer que G/exp(rA) est compact si et seulement si V ®q R — g est bijective,
i.e. st V est une Q-forme de g. (Pour montrer que la condition est suffisante, raisonner par
récurrence sur la classe de nilpotence de g.)

¢) Inversement, soit I" un sous-groupe discret de G, soit T’ son saturé dans G (I, loc. cit.) et
soit gr = log(T) = Q.log(T) la Q-sous-algebre de Lie correspondante. On suppose que
R.g = g, i.e. que I' n’est contenu dans aucun sous-groupe intégral distinct de G. Soit z
un élément # 1 du centre de T', et soit x = log(z). Montrer que x appartient au centre de g.
Si X = exp(Rx), montrer que X/(I' N X) est compact, et que Pimage de I" dans G/X est
discréte. En déduire, en raisonnant par récurrence sur dim G, que G/I" est compact, et que gp
est une Q-forme de g. Si A est un réseau de gr, montrer qu’il existe un entier d # 0 tel que I
contienne exp(dA) et que l’indice de exp(dA) dans I' est alors fini.

Soit H un sous-groupe intégral de G, d’algébre de Lie b. Montrer que H/(H N T') est
compact si et seulement si b est rationnelle par rapport a la Q-structure gp (en particulier si
b est 'un des termes de la suite centrale descendante — ou ascendante — de g).

d) Soit I' un sous-groupe discret de G, soit H le plus petit sous-groupe intégral de G contenant
T, et soit b son algébre de Lie. Montrer que H/I' est compact, et que g Qg R — g est
injectif et a pour image b. (Appliquer ¢} au groupe nilpotent H.)
e) Soit I' un sous-groupe discret G. Montrer qu’il existe une base (x,...,%,) de L(G)
possédant les propriétés suivantes:

(1) pour toutie (1, g), Rx; + .-+ + Rx, est un idéal n; de Rxy_; + -+ 4+ Rxy;

(i1) il existe p € (1, ¢) tel que I' soit ensemble des produits

CXD(My) €XP(My s 1%p 41) - - -CXP(myty)

pour my, . .., m, dans Z;

(iii) si G/T' est compact, {1, ng, ..., n,} contient la suite centrale descendante de g.
(En utilisant d) et la prop. 16, se ramener au cas oi G/I" est compact. Raisonner ensuite par
récurrence sur dim G, en utilisant ¢).)

30) Donner un exemple d’algébre de Lie nilpotente réelle de dimension 7 ne possédant
aucune base par rapport a laquelle les constantes de structure soient rationnelles (cf. chap. I,
§ 4, exerc. 18). En déduire que le groupe de type (N) (exerc. 29) correspondant ne posséde
aucun sous-groupe discret & quotient compact. (Utiliser exerc. 29.)

31) Soient G et G’ deux groupes de Lie de type (N) (exerc. 29) et soit I" un sous-groupe
discret de G tel que G/I' soit compact. Montrer que tout homomorphisme f: I' — G’ se
prolonge de maniére unique en un morphisme de groupes de Lie de G dans G’ (commencer
par prolonger f au saturé T de T' et en déduire un homomorphisme de la Q-algébre de Lie
log(T) dans Palgtbre de Lie de G, cf. exerc. 29).

32) Soit G un groupe de Lie de type (N) (exerc. 29) et soit I" un sous-groupe discret de G.
Démontrer Péquivalence des conditions suivantes:

a) G/I' est compact;

b) la mesure de G/T est finie (relativement & une mesure positive G-invariante non nulle) ;
¢) tout sous-groupe intégral de G contenant I est égal & G.

(Utiliser I’exerc. 29.)

933) Soit I' un groupe. Prouver ’équivalence des conditions suivantes:

a) T est nilpotent, sans torsion, et de type fini;

b) il existe un groupe de Lie de type (N) (exerc. 29), contenant I" comme sous-groupe discret;
¢) il existe un groupe de Lie G de type (N) (exerc. 29), contenant I' comme sous-groupe
discret, et tel que G/I" soit compact.
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(L’équivalence de &) et ¢) résulte de Pexerc. 29. L’implication ¢) = a) se démontre par
récurrence sur dim(G), par la méthode de I’exerc. 29 ¢). Pour prouver que ) = ¢), montrer
d’abord que la Q-algébre de Lie attachée au saturé de I' (cf. chap. II, § 6, exerc. 4) est de
dimension finie; prendre ensuite le produit tensoriel de cette algébre avec R et le groupe de
type (N) correspondant.)

34) Soient G un groupe de Lie réel ou complexe connexe de dimension finie, p une repré-
sentation linéaire analytique de G dans un espace vectoriel complexe V de dimension finie.
On suppose p semi-simple. Le groupe G opére par automorphismes dans Palgébre S(V*)
des fonctions polynomes sur V.

a) Soit S(V*)& Pensemble des éléments G-invariants de S(V*). Il existe un projecteur p de
S(V*) sur S(V*)¢ qui commute aux opérations de G et qui laisse stable tout sous-espace
vectoriel G-stable de S(V*).

) Soient I, J des idéaux de S(V*) stables par G. Soit A (resp. B) ’ensemble des zéros de 1
(resp. J) dans V. On suppose que A N B = @. 1l existe alors u € I tel que « soit G-invariant
et que = 1 dans B. (D’aprés AC, § 3, n° 3, prop. 2,il existe ve I, we J tels que v + w = 1.
Soit # = pv. Montrer que u posséde les propriétés requises.)

35) Soit G un sous-groupe compact de GL(n, R).

a) Soient A, B des parties G-invariantes compactes disjointes de R”. Il existe une fonction
polynomiale #, G-invariantedans R", telleque u= ldans A ety =0 dans B. (Il existe unefonction
continue réelle » dans R" telle que =1 dans A, v=0 dans B. D’aprés le théoréme de Stone—
Weierstrass, il existe une fonction polynomiale w dans R™ telle que |v — w| < § dans AU B.
En déduire u par un procédé d’intégration par rapport 4 la mesure de Haar normalisée de G.)
b) Soit x € R Alors Gx est ’ensemble des zéros dans R"” d’un nombre fini de polynémes
G-invariants. (Utiliser @) et le cor. 2 du th. 1, n°® 8.)

36) Dans SL(2, R), les éléments qui peuvent se mettre sous la forme (g, b), pour g, b dans
SL(2, R), sont les éléments distincts de —1.

937) Soient G un groupe de Lie réel compact, G’ un groupe de Lie réel connexe de dimen-
sion finie. On suppose que L(G) est simple. Soit p: G — G” un homomorphisme de groupes
abstraits. On suppose qu’il existe un voisinage V de ¢¢ dans G tel que p(V) soit relativement
compact. Alors p est continu. (Soit V' un voisinage de ¢g- dans G'. Soit V¥ < V' un voisinage
de eg- tel que

n

(x V", o(V), 35 €a(V) pour 1 < <)~ (L Ly, 972 € V')
ot n = dim G. On peut supposer p non triviale. Alors Ker p est fini d’aprés Pexerc. 25. Par
suite, p(G) est non dénombrable, donc non discret. On peut donc trouver g € G de centra-
lisateur non ouvert tel que p(g) € V”. Utilisant I’exerc. 9 du §4 et ses notations, on a
e(M(g, n, V)) = V', et M(g, n, V) est un voisinage de ¢; dans G.)

38) Soient G un groupe de Lie réel de dimension finie, G, sa composante neutre. On
considére la propriété suivante:
(F) Ad(G) est fermé dans Aut L(G).
Montrer que G posséde la propriété (F) dans chacun des cas suivants:
(i) G est connexe nilpotent;

(ii) toute dérivation de L(G) est intérieure;

(iii) Gg possede la propriété (F), et G/Gy est fini;

(iv) G est un groupe trigonal supérieur;

(v) Gy est semi-simple.

39) Soient G un groupe de Lie réel connexe de dimension finie, H un sous-groupe intégral
de G, H son adhérence dans G. On suppose que H posséde la propriété (F) (exerc. 38).
a) Soit x € H. Alors Ady,)x laisse L(H) stable (n° 2, prop. 5); soit #(x) sa restriction a L(H).
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Alors u(H) = Adpg,(H). (Observer que Ady,(H) est dense dans «z(H), et appliquer la
propriété (F).)

) Soit C le centre de H. On a H = C.H, et C est adhérence du centre de H. (Vu a), si
x € H, il existey € H tel que Adpgyx = Adyany- Alors Ad(x~y) est I'identité dans L(H), donc
x~ Yy e Zg(H) et x € Zz(H) . H. Par continuité, Zg(H) est égal a C. Le groupe C est fermé dans
H, donc dans G; par suite, C N H < C. Soit x€ C. Il existe une suite (x,) dans H telle que x,
tende vers x. Alors Ady,y, &, tend vers 1, donc il existe une suite (y,) dans H telle que y, tende
vers ¢ et Adpg, ¥n = Adpy *p- On a gy x, € C 0 H, et y7 'x, tend vers x.)

¢) On a H = H si et seulement si le centre de H est fermé dans G. (Utiliser 5).)

40) Soient H un groupe de Lie réel de dimension finie, Hy sa composante neutre.

a) On suppose que H, vérifie la condition (F) de Pexerc. 38, que H/H, est fini, et que le
centre de Hy est compact. Soient G un groupe de Lie réel de dimension finie, et f: H— G un
homomorphisme continu de noyau discret. Alors /' (H) est fermé dans G. (On se rameéne au
cas o H est connexe. Comme le noyau de f est discret, le centre de f (H) est 'image par fdu
centre de H (lemme 1) donc est fermé dans G. Appliquer Pexerc. 39 ¢).)

b) On suppose que Hy est semi-simple et que H/H, est fini. Alors image de H par une
représentation linéaire continue de dimension finie est fermée dans le groupe linéaire.
(Appliquer a) et Pexerc. 7 b).)

41) Soient G un groupe de Lie réel connexe de dimension finie, p: G — GL(#z, G) un
homomorphisme continu de noyau fini. Alors p((G, G)) est fermé dans GL(n, C). (En
utilisant les exerc. 7 b) et 40 a), on se raméne au cas ot G est produit semi-direct d’un groupe
semi-simple S et de son radical R. Tout élément de p((G, R)) est unipotent, donc p((G, R))
est fermé. Le sous-espace vectoriel V; des points fixes de p((G, R)) est #{0}. Il est stable par
p(G). En considérant G*/V,, en raisonnant par récurrence sur z, et en utilisant la réductibi-
lité complete de p(S), on voit qu’on peut écrire G* = V; @ --- @ V, ol chaque V, est
stable par p(8) et ot p((G, R))(Vy) « V; @ - -+ ® V,_; pour tout i. D’autre part, p(S) est
fermé (exerc. 40 b)). Enfin, p((G, G)) = ¢(S).p((G, R)).)

42) Soit G un groupe de Lie réel connexe de dimension finie. On suppose que G admet une
représentation linéaire continue injective p: G — GL(n, C). Alors G admet une représenta-
tion linéaire 6: G —> GL(#’, C) qui est un homéomorphisme de G sur un sous-groupe fermé
de GL(n’, C). (D’aprés Dexerc. 41, p((G, G)) est fermé dans GL(n, C), donc (G, G) est
fermé dans G. Soient p: G — (G, G) le morphisme canonique, et v une représentation
linéaire injective d’image fermée de G/(G, G) qui est connexe commutatif. Prendre

c=p®(rop))

§10

1) Soit G un groupe de Lie réel connexe de dimension finie. Montrer que Papplication
canonique de Aut(G) dans Aut(L(G)) n’est pas surjective en général (prendre G = T).

2) On suppose K = Q. Soit G un groupe de Lie de dimension finie. Montrer que les con-
ditions suivantes sont équivalentes:
a) il existe %1, xg, . . ., X, dans G tels que le sous-groupe de G engendré par {xy, ..., x,} soit
dense dans G;
5) G est engendré par une partie compacte.

(Pour prouver que &) implique a), observer que, si (e, ..., ¢,) est une base de L(G),
(exp Z,e;) (exp Zyey) . . . (exp Zye;) est un voisinage de e.)

3) Soit G I’ensemble des (x,y) € Q, x Q, tels que {y| < 1. C’est un sous-groupe ouvert de
Q, x Q,. On a L(G) = Q, x Q,. Soit & 'automorphisme infinitésimal (x, y) — (0, x).
Alors 1a conclusion de la prop. 3 est en défaut.
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4) Soit K une extension guadratique de Q, et soit e € K — Q,. Soit G = Q, + Z,0,
considéré comme groupe de Lie sur K. Les seuls automorphismes de G sontles (x, y) > (Ax, ¥)
avec A inversible dans Z,. L’ensemble de ces automorphismes ne peut étre muni d’une
structure de groupe de Lie sur K possédant les propriétés du th. 1.



NOTE HISTORIQUE
Chapitres T a II1

I. Genése

La théorie, appelée depuis prés d’un siécle « théorie des groupes de Lie», a été
édifiée essentiellement par un mathématicien: Sophus Lie,

Avant d’en aborder I’histoire, nous résumerons briévement diverses recherches
antérieures qui en préparérent le développement.

a) Groupes de transformations (Klein-Lie, 1869-1872)

Vers 1860, la théorie des groupes de permutations d’un ensemble fini se déve-
loppe et commence a étre utilisée (Serret, Kronecker, Mathieu, Jordan). D’autre
part, la théorie des invariants, alors en plein essor, familiarise les mathématiciens
avec certains ensembles infinis de transformations géométriques stables par com-
position (notamment les transformations linéaires ou projectives). Mais, avant le
travail de 1868 de Jordan (VII) sur les « groupes de mouvements » (sous-groupes
fermés du groupe des déplacements de I'espace euclidien a4 3 dimensions), il ne
semble pas que I’on ait établi de lien conscient entre ces deux courants d’idées.
En 1869, le jeune Félix Klein (1849-1925), éléve de Pliicker, se lie d’amitié a
Berlin avec le norvégien Sophus Lie (1842-1899), de quelques années plus 4g¢,
dont le rapproche leur intérét commun pour la «géométrie des droites» de
Pliicker et notamment la théorie des complexes de droites. C’est vers cette période
que Lie congoit 'une de ses idées les plus originales, I'introduction de la notion
d’invariant en Analyse et en géométrie différentielle; I'une des sources en est
son observation que les méthodes classiques d’intégration « par quadratures » des
équations différentielles reposent toutes sur le fait que ’équation est invariante
par une famille « continue » de transformations. C’est de 1869 que date le premier
travail (rédigé par Klein) ot Lie utilise cette idée; il y étudie le « complexe de
Reye » (ensemble des droites coupant les faces d’un tétraédre en 4 points ayant un
birapport donné) et les courbes et surfaces admettant pour tangentes des droites
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de ce complexe (I1I a)): sa méthode repose sur I'invariance du complexe de
Reye par le groupe commutatif & 3 paramétres (tore maximal de PGL(4, C))
laissant invariants les sommets du tétraedre. Cette méme idée domine le travail
écrit en commun par Klein et Lie alors qu’ils se trouvent & Paris au printemps
1870 (I a)); ils y déterminent essentiellement les sous-groupes connexes commuta-
tifs du groupe projectif du plan PGL(3, C), et étudient les propriétés géométriques
de leurs orbites (sous le nom de courbes ou surfaces V); cela leur donne, par un
procédé uniforme, des propriétés de courbes variées, algébriques ou transcen-
dantes, telles que y = cx™ ou les spirales logarithmiques. Leurs témoignages
s’accordent a souligner Pimpression profonde qu’ont produite sur eux les théories
de Galois et de Jordan (le commentaire de Jordan sur Galois avait paru aux
Math. Annalen en 1869; du reste, Lie avait entendu parler de la théorie de Galois
des 1863). Klein, qui en 1871 commence 4 s’intéresser aux géométries non-
euclidiennes, y voit le début de sa recherche d’un principe de classification de
toutes les géométries connues, recherche qui devait le conduire en 1872 au
« programme d’Erlangen ». De son c6té, Lie, dans une lettre de 1873 4 A. Mayer
(III, vol. V, p. 584), date de son s§jour a Paris 'origine de ses idées sur les groupes
de transformations, et dans un travail de 1871 (III b)), il utilise déja le terme de
« groupe de transformations » et pose explicitement le probléme de la détermina-
tion de tous les sous-groupes (« continus ou discontinus »} de GL(n, C). A vrai dire,
Klein et Lie ont dii 'un et autre éprouver quelque difficulté 2 s’insérer dans ce
nouvel univers mathématique, et Klein parle du « Traité » de Jordan, nouvelle-
ment paru, comme d’un « livre scellé de sept sceaux » (IL, p. 51) ; il écrit par ailleurs a
proposde (Ia) et b)) : «C’est & Lie qu’ appartient tout ce qui se rapporte & U'idée heuristique
d’un groupe continu d’opérateurs, en particulier tout ce qui touche & I'intégration des équations
différentielles ou aux dérivées partielles. Toutes les notions qu’il développa plus tard dans sa
théorie des groupes continus se trouvaient déja en germe chez lui, matis toulefois si peu
élaborées, que je dus le convaincre de maints détails, par exemple au début Pexistence méme
des courbes V, au cours de longs entretiens » (11, p. 415).

b) Transformations infinitésimales

La conception d’une transformation « infiniment petite » remonte au moins aux
débuts du Calcul infinitésimal; on sait que Descartes découvre le centre instan-
tané de rotation en admettant que « dans 'infiniment petit » tout mouvement plan
peut étre assimilé a une rotation; I’élaboration de la Mécanique analytique, au
XVIllie siécle, est tout enti¢re fondée sur des idées semblables. En 1851, Sylvester,
cherchant a former des invariants du groupe linéaire GL(3, C) ou de certains de
ses sous-groupes, donne aux parametres z; figurant dans ces matrices des accroisse-
ments « infiniment petits » de la forme «; 42, et exprime qu’une fonction f((z;))
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est invariante en écrivant Péquation f((z; + «; dt)) = f((z;)); ceci lui donne
pour fP'équation linéaire aux dérivées partielles Xf = 0, ot

) Xf:?«,.%,

X étant donc un opérateur différentiel, « dérivée dans la direction de parameétres
directeurs o; » (V, vol. 3, p. 326 et 327); Sylvester semble sentir qu’il y a 12 un
principe général d’une assez grande portée, mais ne parait pas étre revenu sur la
question. Un peu plus tard, Cayley (VI, t. II, p. 164-178) procé¢de de méme pour
les invariants de SL(2, C) dans certaines représentations de ce groupe et montre
que ce sont les solutions de deux équations aux dérivées partielles du premier
ordre Xf = 0, Yf = 0, o X et Y sont obtenus comme ci-dessus a partir des trans-
formations «infiniment petites»

0 0 0 dt

et .

(@ o) = (o 9

En termes modernes, cela s’explique par le fait que X et Y engendrent
Palgeébre de Lie s1{(2, €); d’ailleurs Cayley calcule explicitement le crochet
XY — YX et montre qu’il provient lui aussi d’une transformation «infiniment
petite ».

Dans son mémoire de 1868 sur les groupes de mouvements (VII), Jordan
utilise d’un bout a 'autre le concept de « transformation infiniment petite », mais
exclusivement d’un point de vue géométrique. C’est sans doute chez lui qu’appa-
rait I'idée d’un groupe a un paramétre « engendré » par une transformation
infiniment petite: pour Jordan, c’est 'ensemble des transformations obtenues en
«répétant convenablement» la transformation infiniment petite (loc. cif., p. 243).
Klein et Lie, dans leur mémoire de 1871, utilisent la méme expression « fransfor-
mation infiniment petite répétée » (I b)), mais le contexte montre qu’ils entendent par
12 une intégration d’un systéme différentiel. Si le groupe & un paramétre qu’ils
considérent est formé des transformations ' = f(x,9,%), ¥ = g(x,9,¢), la
« transformation infiniment petite » correspondante est donnée par

dx = p(x,y) di, dy = q(x,y) dt

ou px,y) = g—‘};(x, Y, to)s qlx,y) = % (%, 9, t), et &, correspond & la transfor-
mation identique du groupe. Comme Klein et Lie connaissent explicitement les
fonctions f et g, ils n’ont pas de peine a vérifier que les fonctions
t>fx,y,t) et t—>g(xy,t)
donnent sous forme paramétrique la courbe intégrale de ’équation différentielle
(&, ) d& = p(&, ) dn

passant par le point (x, y), mais n’en donnent aucune raison générale; ils n’uti-
lisent d’ailleurs plus ce fait dans la suite de leur mémoire.
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¢) Transformations de contact

Dans les deux années suivantes, Lie parait abandonner la théorie des groupes de
transformations (bien qu’il reste en contact trés suivi avec Klein, qui publie en
1872 son « Programme ») pour étudier les transformations de contact, intégra-
tion des équations aux dérivées partielles du premier ordre et les relations entre
ces deux théories. Nous n’avons pas a faire historique de ces questions ici, et
nous nous bornerons a mentionner quelques points qui paraissent avoir joué un
role important dans la genése de la théorie des groupes de transformations.

La notion de transformation de contact généralise a la fois les transformations
ponctuelles et les transformations par polaires réciproques. Grosso modo, une
transformation de contact dans C* est un isomorphisme d’un ouvert Q de la
variété T"(C") des vecteurs cotangents a G* sur un autre ouvert Q' de T'(C")
transformant la 1-forme canonique de Q en celle de Q'. En d’autres termes, si
(%15« - 5 Xps Py - - -5 p) désignent les coordonnées canoniques de T’(C"), une
transformation de contact est un isomorphisme (x;, p;) > (X, P;) satisfaisant 2 la

3 n
relation 21 P, dX; = Zl p; dx;. De telles transformations interviennent dans
i= i=

I’étude de 'intégration des équations aux dérivées partielles de la forme

(2) F(xl,xz,.. oz .. az) = Q.

s Xpy = .y
3 n)axl ’axn

Lie se familiarise au cours de ses recherches sur ces questions avec le maniement
des parentheses de Poisson

2 0 = 2 (oen,~ anir)

et des crochets? [X, Y] = XY — YX d’opérateurs différentiels du type (1); il
interpréte la parenthése de Poisson (3) comme l'effet sur f d’une transformation
de type (1) associée a g, et obscrve a cette occasion que identité de Jacobi pour
les parenthéses de Poisson signifie que le crochet des opérateurs différentiels
correspondant a g et 4 est associé a la parenthése (g, /). La recherche de fonctions
g telles que (F, g) = 0, qui intervient dans la méthode de Jacobi pour intégrer

1 11 s’agit ici de transformations de contact « homogeénes ». Antérieurement, la considération d’équa-
tions du type (2), mais ou z intervient dans ¥, avait amené Lic 4 considérer des transformations de
contact a 2z + 1 variables z, x5, . . ., Xp, 1, - - .5 Pu, OU il s’agit de trouver 2n + 2 fonctions Z, P;, X,

(1 € i< n) et p (cette derniére #0 en tout point) telles que dZ — > P, dX; = p(dz — Zp, dx;).
i i

Ce cas en apparence plus général se raméne d’ailleurs aisément au cas « homogéne» (IV, t. 2, p.
135-146).

2 Ceux-ci intervenaient déja dans la théorie de Jacobi-Clebsch des « systémes complets » d’équations
aux dérivées partielles du premier ordre X; f = 0 (1 < j < r), notion équivalente 2 celle de « systéme
complétement intégrable » de Frobenius: le théoréme fondamental (équivalent au « théoréme de
Frobenius ») qui caractérise ces systémes est que les crochets [X;, X;] doivent étre des combinaisons
linéaires (a coeflicients variables) des 3.
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Péquation aux dérivées partielles (2), devient pour Lie celle d’une transformation
infinitésimale de contact laissant invariante 1’équation donnée. Enfin, Lie est
amené a étudier des ensembles de fonctions (;); ;<. des x; et des p; tels que les
parenthéses (u,, u;,) soient fonctions des #,, et nomme « groupes » ces ensembles
(déja considérés en substance par Jacobi).

II. Groupes continus et transformations infinitésimales

Brusquement, a ’automne 1873, Lie reprend P'étude des groupes de transfor-
mations et obtient des résultats décisifs. Pour autant qu’on puisse suivre le chemine-
ment de sa pensée dans quelques lettres a A. Mayer des années 1873-1874
(I11, t. 5, p. 584-608), il part d’un « groupe continu » de transformations sur n
variables

(4) xl' =‘f;(x11' sy Xy Gy - - ',ar> (1 < i < n)

dépendant effectivement?® de 7 paramétres q, . . ., q,; il observe que, si la trans-
formation (4) est I’identité pour les valeurs a, . . ., a? des paramétres,? alors les
développements de Taylor des x;, limités au premier ordre:
T
(5) .ﬁ(xl’ cees Xy acl) + Zeee, a? + Zr) =X + kzl ZIchi(xl’ s xn) +oee
(I1<ign

donnent une transformation infiniment petite « générique » dépendant linéaire-
ment des r parameétres z;

) dx, = (Z szki(xl,...,xn)) & (1<i<n).
k=1
Procédant comme dans son mémoire avec Klein, Lie intégre le systéme différen-
tiel
42 &,

™) == -
2, 2K (G Ba) 2, 2Xin(Es, - - - )

ce qui lui donne, pour tout point (zy, . . ., z,), un groupe a un parameétre
(8) tHxi’:gi(xla'":xmzh"')znt) (1 <Z<n’)

1 Lie entend par 12 que les f; ne peuvent s’exprimer a 'aide de moins de r fonctions des q;, ou encore
que la matrice jacobienne (9f;/0a,) est de rang r « en général ».

2 Dans ses premiéres notes, Lie pense pouvoir démontrer a priori existence de Pidentité et de lin-
verse dans tout ensemble de transformations (4) stable par composition; il reconnait plus tard que
sa démonstration était incorrecte, et Engel lui fournit un contre-exemple reproduit dans (IV, vol. 1,
§ 44). Toutefois, Lie montre comment on ramene les systémes « continus » (4) stables par composition
aux groupuscules de transformations: un tel systéme est de la forme G o %, oit G est un groupuscule
de transformations et k une transformation du systéme (IV, vol. 1, th. 26, p. 163 et vol. 3, th, 46,
p- 572)
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tel que g(%5, ..., X, 24, .. ., Z,, 0) = x; pour tout i Il montre de facon ingé-
nieuse, en utilisant le fait que les transformations (4) forment un ensemble stable par
composition, que le groupe a un parametre (8) est un sous-groupe du groupedonné
(IIT d)). L’idée nouvelle, clé de toute la théorie, est de pousser jusqu’au second
ordre les développements de Taylor des fonctions (4). La marche de son raisonne-
ment est assez confuse et heuristique ((III 4)) et (111, vol. 5, p. 600-601)) ; on peut
la présenter de la fagon suivante. Pour les z; assez petits, on peut faire ¢ = 1 dans
(8), et on obtient ainsi de nouveaux parameétres z,, ..., 2, pour les transforma-
tions du groupe (C’est en fait la premiére apparition des « parametres cano-
niques »). On a par définition, vu (7)

ot
d’ou
g, 8in x5
Et_z—,; (1, :xn)'ﬁ

K, L, _
-2z () (; 2 X5 -+ xn))

ce qui donne
x =X + (; 2 Xpi(¥15 - - o xn))t

+ 7( Z zkzh 8 M (xy, . .,xn)th(xl,,.,,xn))ﬁ -,

k,h, 5

d’oli, pour ¢ = 1, les développements de Taylor par rapport aux parameétres z;

, oX
9) «f=x+ (; szki) + %(kzh ; 2,23 Xy 3

’“')+--- (1<i<n).
X

Ecrivons en abrégé ces relations " = G(x, z} entre vecteurs

2= (X500, %), 2= (21, ..., %), z={24...,2,);

la propriété fondamentale de stabilité de I’ensemble de ces transformations par
composition s’écrit

(10) G(G(x, u), 9) = G(x, H(y, 7))

ou H = (Hy,..., H,) est indépendant de x; il est immédiat que H(x, 0) = u,
H(0, v) = v, d’ol1 les développements

(11) Hi(w,v) = u; + v, + %;c”iknuh”k +ey



292 NOTE HISTORIQUE Ch.

les termes non écrits étant non linéaires en # ou en ». Transformant (10) a Paide
de (9) et (11), puis comparant les termes en u,, des deux membres, Lie obtient
les relations

n T
B> By .
(12) ]Zl (thle = Xy —8—9@—!) = lZflckali (I<hk<nl<i<n).
Sa pratique de la théorie des équations aux dérivées partielles 'ameéne a écrire ces
conditions sous une forme plus simple: suivant le modele de (1), il associe a
chacune des r transformations infiniment petites obtenues ¢n faisant z, = 1,
z, = 0 pour & # £ dans (6), Popérateur différentiel

(13) M) = 2%, 2

]
ki 8x,-

et récrit les conditions (12) sous la forme
(14) [An Al = 1?—4 Cinid\ss

pierre angulaire de sa théorie. Jusque 13, il avait utilisé indifféremment les ter-
mes ¢ transformation infiniment petite» et «transformation infinitésimale »
(e.g. (111 ¢))); la simplicité des relations (14) le conduit a appeler 'opérateur (13)
le «symbole» de la transformation infinitésimale dx; = X, dt (1 < ¢ < n)
(IIT ¢)) et trées rapidement, c’est Popérateur (13) lui-méme qu’il appellera
« transformation infinitésimale » (111 €)) et (111, vol. 5, p. 589)).

I1 devient alors conscient des liens étroits qui unissent la théorie des « groupes
continus » a ses recherches antérieures sur les transformations de contact et les
équations aux dérivées partielles. Ce rapprochement le remplit d’enthousiasme:
« Mes anciens travaux étaient pour ainsi dire tout préls d’avance pour fonder la nouvelle
théorie des groupes de transformations » écrit-il 2 Mayer en 1874 (I11, t. 5, p. 586).

Dans les années suivantes, Lie poursuit Iétude des groupes de transformations.
Outre les théorémes généraux résumés ci-apres (§I1I), il obtient un certain
nombre de résultats plus particuliers: détermination des groupes de transformations
de la droite et du plan, des sous-groupes de petite codimension des groupes pro-
jectifs, des groupes a au plus 6 paramétres, etc. Il n’abandonne pas pour autant
les équations différentielles. En fait, il semble méme que, pour lui, la théorie des
groupes de transformations devait &tre un instrument pour intégrer les équations
différentielles, o le groupe de transformations jouerait un réle analogue 2 celui
du groupe de Galois d’une équation algébrique.! Notons que ces recherches
I'aménent également a introduire certains ensembles de transformations & une

1 Ces recherches n’ont eu que peu d’influence sur la théorie générale des équations différentielles, le
groupe d’automorphismes d’une telle équation étant le plus souvent trivial. En revanche, pour
certains types d’équations (par exemple linéaires), des résultats intéressants ont ¢été obtenus ulté-
rieurement par Picard, Vessiot, puis, plus récemment, Ritt et Kolchin.
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infinité de parameétres, qu’il appelle « groupes infinis et continus »*; il réserve le
nom de « groupes finis et continus » aux groupes de transformation & un nombre
fini de parametres du type (4) ci-dessus.

III. Le « dictionnaire » groupes de Lie-algébres de Lie

La théorie des groupes « finis et continus », développée par Lie dans de nombreux
mémoires & partir de 1874, est exposée systématiquement dans 'imposant traité
« Theorie der Transformationsgruppen» ((IV), 1888-1893), écrit en collabora-
tion avec F. Engel?; elle y fait Pobjet du premier volume et des cing derniers
chapitres du troisiéme, le second étant consacré aux transformations de contact.
Comme I'indique le titre, il n’est jamais question dans cet ouvrage que de
groupes de transformations, au sens des équations (4), ol Pespace des ¢ variables »
x; et Pespace des « parametres » 4, jouent des réles initialement aussi importants.
D’ailleurs le concept de groupe « abstrait » n’est pas clairement dégagé a cette
époque; quand en 1883 (III g)) Lie remarque qu’avec les notations de (10),
Péquation w = H(y, v) qui donne les paramétres de la composée de deux trans-
formations du groupe définit un nouveau groupe, c’est comme groupe de lrans-
Sformations sur P’espace des paramétres qu’il le considére, obtenant ainsi ce qu’il
appelle le « groupe de parameétres » (il en obtient méme deux, qui ne sont autres
que le groupe des translations a gauche et le groupe des translations a droite?®).
Les variables x; et les paramétres a; dans les équations (4) sont en principe
supposés complexes (sauf dans les chapitres XIX-XXIV du tome 3), et les fonc-
tions f; analytiques; Lie et Engel sont bien entendu conscients du fait que ces
fonctions ne sont pas en général définies pour toutes les valeurs complexes des
x; et des g; et que, par suite, la composition de telles transformations souleve de
sérieuses difficultés (IV, t. 1, p. 15-17, p. 33-40 et passim) ; et bien que, par la
suite, ils s’expriment presque toujours comme si la composition des transfor-
mations qu’ils étudient était possible sans restriction, ce n’est sans doute que
pour la commodité des énoncés, et ils rétablissent explicitement le point de vue
«local » chaque fois que c’est nécessaire (cf. loc. ¢it., p. 168 ou 189 par exemple ou
ibid., t. 3, p. 2, note de bas de page); en d’autres termes, 'objet mathématique

1 On les appelle aujourd’hui « pseudo-groupes de Lie »; on aura soin de ne pas les confondre avec les
groupes de Lie « banachiques » définis dans ce volume.

2 De 1886 2 1898, Lie occupa 4 Leipzig la chaire laissée vacante par Klein et eut Engel pour assistant;
cette circonstance favorisa ’éclosion d’une active école mathématique ainsi que la diffusion des idées
de Lie, assez peu connues jusque 1 (en raison, notamment, du fait que ses premiers mémoires étaient
le plus souvent écrits en norvégien, et publiés dans les Comptes Rendus de ’Académie de Christiania,
peu répandus ailleurs). C’est ainsi qu’a une époque o1 il n’était guére d’usage pour les jeunes mathé-
maticiens frangais d’aller §’instruire en Allemagne, E. Vessiot et A. Tresse passérent une année
d’études a Leipzig, avec Sophus Lie.

2 La notion analogue pour les groupes de permutations avait été introduite et étudiée par Jordan
dans son « Traité ».
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qu’ils étudient est voisin de ce que nous appelons dans ce traité un morceau de loi
d’opération. Ils ne se font pas faute, a Poccasion, de considérer des groupes
globaux, par exemple les 4 séries de groupes classiques (IV, t. 3, p. 682), mais ne
paraissent pas s’étre posé la question de ce que peut étre en général un « groupe
global »; il leur suffit de pouvoir obtenir, pour les « paramétres » des groupes
classiques (les «variables» de ces groupes n’introduisent aucune difficulté,
puisqu’il s’agit de transformations linéaires de G"), des systémes de paramétres
«locaux » au voisinage de la transformation identique, sans qu’ils s’inquiétent
du domaine de validité des formules qu’ils écrivent. Ils se posent toutefois un
probléme qui sort nettement de la théorie locale®: I’étude des groupes « mixtes »,
c’est-a-dire des groupes ayant un nombre fini de composantes connexes, tel le
groupe orthogonal (IV, t. 1, p. 7). Ils présentent cette étude comme celle d’un
ensemble de transformations stable par composition et passage a 'inverse qui est
réunion d’ensembles H; dont chacun est décrit par des systémes de fonctions
(f) comme dans (4); le nombre de paramétres (essentiels) de chaque H; est
méme a priori supposé dépendre de j, mais ils montrent qu’en fait ce nombre est le
méme pour tous les H,. Leur résultat principal est alors I'existence d’un groupe
fini et continu G tel que H; = G o &; pour un &; € H; et pour tout j; ils établissent
aussi que G est distingué dans le groupe mixte et remarquent que la détermina-
tion des invariants de ce dernier se rameéne a celle des invariants de G et d’un
groupe discontinu (IV, t. 1, chap. 18).

La théorie générale développée dans (IV) aboutit (sans que cela soit dit de
fagon tres systématique par les auteurs) a forger un « dictionnaire » faisant passer
des propriétés des groupes «finis et continus» a celles de I’ensemble de leurs
transformations infinitésimales. Il est basé sur les «trois théorémes de Lie »,
dont chacun est formé d’une assertion et de sa réciproque.

Le premier théoréme (IV, t. 1, p. 33 et 72 et t. 3, p. 563) affirme en premier lieu
que si dans (4) les paramétres sont effectifs, les fonctions f; vérifient un systéme
d’équations aux dérivées particlles de la forme

7

(15) L2 o  (<i<n

ol la matrice (&) est de rang maximum et det({,,) # 0; réciproquement, si
les fonctions f; ont cette propriété, les formules (4) définissent un groupuscule de
transformations.

Le deuxiéme théoréme (IV, t. 1, p. 149 et 158, et t. 3, p. 590) donne des relations

1 Rappelons (Note historique d’4lg., chap. VIII, p. 170) qu’a la suite d’une Note de H. Poincaré
(X1IV, t. V, p. 77-79) divers auteurs ont étudié le groupe des éléments inversibles d’une algébre
associative de dimension finie. Il est intéressant de noter a ce propos que E. Study, dans ses travaux
sur ce sujet, introduit un symbolisme qui revient en substance A envisager le groupe abstrait défini
par le groupe des paramétres.
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entre les £,; d’une part, les §;; de I'autre: les conditions sur les &;; s’écrivent sous la
forme

n T

(16) 2 (52 - G 5l) = 2t (<ij<nl<i<n

=1 3xk axk k=1

o les ¢f; sont des constantes (1 < 4,7, £ < r) antisymétriques en i, j. Les con-
ditions sur les ¢, sous la forme donnée par Maurer (X), sont:

(17) W _ Oben _ 4 Z i (Yirbim — Yibim) (1 <klLm<r).

oay, da,  *i<igs<r

En introduisant la matrice («;;) contragrédiente de (§;;) et les transformations
infinitésimales
n

) S o
(18) Xy = Z Eri 2%, Ay = ]Zl ‘xki% I<k<r),

i=1

on peut écrire (16) et (17) respectivement:

T

(19) [Xo X = 2, &%,
(1<ij<)
(20) (A, A] = 2, A,

Réciproquement, si I'on se donne 7 transformations infinitésimales X,
(I' € k£ < 7) linéairement indépendantes et vérifiant les conditions (19), les sous-
groupes 4 un paramétre engendrés par ces transformations engendrent un
groupe de transformations a r parameétres essentiels.

Enfin, le troisiéme théoréme (IV, t. 1, p. 170 et 297 et t. 3, p. 597) raméne la
détermination des systémes de transformations infinitésimales (Xy);<r<r
vérifiant (19) & un probléme purement algébrique: on doit avoir

(21) &+ =0

12; (efch, + cict; + cheky) = 0 (I <4,5,km< 7).

(22)

Réciproquement,? si (21) et (22) sont vérifiées, il existe un systéme de transfor-
mations infinitésimales satisfaisant aux relations (19), d’ol un groupe de trans-
formations a4 r parametres (en d’autres termes, les combinaisons linéaires a

1 Cette réciproque n’a pas éié obtenue sans peine. La premiére démonstration qu’en donne Lie
(I1X ¢)) consiste A passer au groupe adjoint et n’est en fait valable que si le centre de I'algébre de Lie
donnée est réduit a 0. Il en donne ensuite deux démonstrations générales (IV, vol. 2, chap. XVII
et vol. 3, p. 599-604); il est assez significatif que la premiére soit basée sur les transformations de
contact et que Lie la trouve plus naturelle que la deuxiéme.
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coefficients constants des X, forment une algébre de Lie, et inversement toute
algebre de Lie de dimension finie peut étre obtenue de cette maniére).

Ces résultats sont complétés par I’étude des questions d’isomorphisme. Deux
groupes de transformations sont dits semblables si Pon passe de ’'un 4 'autre par
une transformation inversible de coordonnées sur les variables et une transfor-
mation inversible de coordonnées sur les parameétres: dés le début de sesrecherches,
Lie avait rencontré naturellement cette notion a propos de la définition des
« parameétres canoniques ». 11 monire que deux groupes sont semblables si, par
une transformation sur les «variables», on peut amener les transformations
infinitésimales de I'un sur celles de Pautre (IV, t. 1, p. 329). Une condition
nécessaire pour qu’il en soit ainsi est que les algébres de Lie des deux groupes
soient isomorphes, ce que Lie exprime en disant que les groupes sont « gleich-
zusammengesetzt »; mais cette condition n’est pas suffisante, et tout un chapitre
(IV, t. 1, chap. 19) est consacré a obtenir des conditions supplémentaires assurant
que les groupes sont « semblables », La théorie des groupes de permutations four-
nissait d’autre part la notion d’« isomorphisme holoédrique » de deux tels groupes
(isomorphisme des groupes « abstraits » sous-jacents) ; Lie transpose cette notion
aux groupes de transformations, et montre que deux tels groupes sont «holo-
édriquement isomorphes » si et seulement si leurs algébres de Lie sont isomorphes
(IV, t. 1, p. 418). En particulier, tout groupe de transformations est holoédrique-
ment isomorphe a chacun de ses groupes de paramétres, et cela montre que,
lorsqu’on veut étudier la structure du groupe, les « variables » sur lesquelles il
optre importent peu et qu’en fait tout se rameéne a Palgebre de Lie.!

Toujours par analogie avec la théorie des groupes de permutations, Lie
introduit les notions de sous-groupes, sous-groupes distingués, «isomorphismes
mériédriques » (homomorphismes surjectifs), et montre qu’elles correspondent a
celles de sous-algébres, idéaux et homomorphismes surjectifs d’algébres de Lie;
il avait d’ailleurs rencontré trés to6t un exemple particuliérement important
d’«1somorphisme mériédrique », la représentation adjointe, et reconnu ses liens
avec le centre du groupe (III ¢)). Pour ces résultats, comme pour les théorémes
fondamentaux, Poutil essentiel est le théoréme de Jacobi-Clebsch donnant la
compléte intégrabilité d’un systéme différentiel ('une des formes du théoréme
dit « de Frobenius »); il en donne du reste une démonstration nouvelle utilisant
les groupes 4 un parametre (IV, t. 1, chap. 6).

Les notions de transitivité et de primitivité, si importantes pour les groupes de
permutations, se présentaient aussi naturellement pour les groupes «finis et
continus » de transformations, et le traité de Lie—Engel en fait une étude détaillée
(IV, t. 1, chap. 13 et passim); les relations avec les sous-groupes stabilisateurs

1 On peut constater une évolution semblable dans la théorie des groupes « abstraits », en particulier
finis. Ils ont été tout d’abord définis comme groupes de transformations, mais déja Cayley remarquait
que P’essentiel est 1a maniére dont les transformations se composent entre elles, et non la nature de la
représentation concréte du groupe comme groupe de permutations d’objets particuliers.
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d’un point et la notion d’espace homogéne sont apercues (pour autant qu’elles
pouvaient I’étre sans se placer au point de vue global) (IV, t. 1, p. 425).

Enfin, le « dictionnaire » se compléte, dans (IV), par 'introduction des no-
tions de groupe dérivé et de groupe résoluble (appelé « groupe intégrable » par
Lie; cette terminologie, suggérée par la théorie des équations différentielles,
restera en usage jusqu’aux travaux de H. Weyl) (IV, t. 1, p. 261 et t. 3, p.
678-679); la relation entre commutateurs et crochets avait d’ailleurs été percue
par Lie dés 1883 (III, t. 5, p. 358).

Autres démonstrations des théorémes fondamentaux

Dans (VIII) F. Schur montre qu’en coordonnées canoniques les { de (15)
satisfont aux équations différenticlles

(23) & (190,(10)) = B+ 2, chtay ).

Celles-ci s’intégrent et donnent une formule équivalente 4 la formule

(24) o(X) = 2, oy, @de0)"

de notre chap. III, § 6, n° 4, prop. 12; en particulier, en coordonnées canoniques,
les ¢;; se prolongent en fonctions entiéres des a;. F. Schur en déduit un résultat
précisant une remarque antérieure de Lie: si, dans la définition (4) des groupes de
transformations, on suppose seulement que les f; sont de classe C2, alors le groupe
est holoédriquement isomorphe & un groupe analytique.! A la suite de ses

recherches sur Pintégration des systémes différentiels, E. Cartan (XII, t. II,,
p- 371) introduit en 1904 les formes de Pfaff

(25) Wy = izl Yrday (1<i<)

(avec les notations de (15)), appelées plus tard formes de Maurer-Cartan. Les con-
ditions (17) de Maurer peuvent alors s’écrire

= 1 4 .
doy, = _72% ®; A o)
1.7

* Lie avait déja énoncé sans démonstration un résultat de ce genre (II1 7). Il y avait été amené par
ses recherches sur les fondements de la géométrie (« probléme de Helmholtz »), ot il avait remarqué
que les hypothéses d’analyticité ne sont pas naturelles.

Le résultat de F. Schur devait amener Hilbert, en 1900, & demander si Ja méme conclusion restait
valable si ’on suppose seulement les f; continues (« 5e probléme de Hilbert »). Ce probléme a suscité
de nombreuses recherches. Le résultat le plus complet dans cet ordre d’idées est le théoréme suivant,
démontré par A. Gleason, D. Montgomery et L. Zippin: tout groupe topologique localement com-
pact posséde un sous-groupe ouvert qui est limite projective de groupes de Lie; il entraine que tout
groupe localement euclidien est un groupe de Lie. Pour plus de détails sur cette question, cf. D.
MONTGOMERY et L. ZIPPIN (XLI).
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E. Cartan montre que on peut développer la théorie des groupes finis et continus
a partir des o, et établit Péquivalence de ce point de vue et de celui de Lie.
Mais, pour lui, Pintérét de cette méthode est surtout qu’elle s’adapte aux
« groupes infinis et continus » dont il pousse la théorie beaucoup plus loin que ne
Pavait fait Lie, et qu’elle permet d’édifier sa théoric du «repére mobile »
généralisé.

IV. La théorie des algébres de Lie

Une fois acquise la correspondance entre groupes de transformations et algébres
de Lie, la théorie va prendre un tour nettement plus algébrique et sera centrée
sur une étude approfondie des algebres de Lie.

Une premiére et courte période, de 1888 a 1894, marquée par les travaux
d’Engel, de son éléve Umlauf et surtout de Killing et E. Cartan, aboutit 4 une
série de résultats spectaculaires sur les algeébres de Lie complexes. Nous avons vu
plus haut que la notion d’algebre de Lie résoluble était due & Lie lui-méme, qui
avait démontré (dans le cas complexe) le théoréme de réduction des algebres de
Lie linéaires résolubles a la forme triangulaire (IV, t. 1, p. 270).2 Killing observe
(XI) qu’il existe dans une algebre de Lie un plus grand idéal résoluble (qu’on
appelle aujourd’hui le radical), et que le quotient de I'algébre de Lie par son
radical a un radical nul; il appelle semi-simples les algeébres de Lie de radical nul,
et prouve que ce sont des produits d’algeébres simples {cette derniére notion avait
déja été introduite par Lie, qui avait prouvé la simplicité¢ des algebres de Lie
«classiques » (IV, t. 3, p. 682)).

D’autre part, Killing introduit, dans une algebre de Lie, I'équation caracté-
ristique det(ad(x) — ®.1) = 0, déja rencontrée par Lie en étudiant les sous-
algebres de Lic de dimension 2 contenant un élément donné d’une algebre de Lie.
Nous renvoyons a d’autres Notes historiques de ce Livre pour P’analyse des mé-
thodes par lesquelles Killing, en étudiant de maniére pénétrante les propriétés
des racines de Péquation caractéristique « générique » pour une algébre semi-
simple, aboutit au plus remarquable de ses résultats, la détermination compléte des
algébres de Lie simples (complexes).®

1 1.e terme « algébre de Lie » a été introduit par H. Weyl en 1934: dans ses travaux de 1925, il avait
utilisé Pexpression « groupe infinitésimal ». Auparavant, on parle simplement des « transformations
infinitésimales X; f; . . ., X, f» du groupe, ce que Lie et Engel abrégent fréquemment en disant « le
groupe Xy f, ..., X, /!

2 Presque au début de ses recherches, Lie avait rencontré des groupes linéaires résolubles, et méme
en fait nilpotents (III £)).

3 A cela preés qu’il trouve deux algébres exceptionnelles de dimension 52, dont il ne remarque pas
Pisomorphisme. (Il s’agit uniquement d’algébres de Lie simples complexes, car on n’envisageait pas
de probléme plus général & cette époque; les méthodes de Killing valent en fait pour tout corps
algébriquement clos de caractéristique 0).
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Killing prouve que I’algébre dérivée d’un algebre résoluble est « de rang 0 »
(ce qui signific que ad x est nilpotent pour tout élément x de P’algébre). Peu de
temps apres, Engel démontre que les algebres « de rang 0 » sont résolubles (cet
énoncé est en substance ce que nous avons appelé le théoreme d’Engel au chap. 1,
§ 4, n° 2). Dans sa thése, E. Cartan introduit d’autre part ce qu’on appelle main-
tenant la «forme de Killing», et établit les deux critéres fondamentaux qui
caractérisent au moyen de cette forme les algebres de Lie résolubles et les algébres
de Lie semi-simples.

Killing avait affirmé (XI, IV) que Palgébre dérivée d’une algébre de Lie est
somme d’une algebre semi-simple et de son radical, qui est nilpotent, mais sa
démonstration était incompléte. Un peu plus tard, E. Cartan annongait sans
démonstration (XII, t. I, p. 104) que plus généralement toute algébre de Lic
est somme de son radical et d’une sous-algébre semi-simple; le seul résultat dans
cette direction établi de fagon indiscutable 2 cette époque est un théoréme
d’Engel affirmant I’existence, dans toute algébre de Lie non résoluble, d’une
sous-algebre de Lie simple de dimension 3. La premiére démonstration publiée
(pour les algebres de Lie complexes) de I’énoncé de Cartan est due a E. E. Levi
(XVIII) ; une autre démonstration (valable également dans le cas réel) fut donnée
par J. H. C. Whitchead en 1936 (XXVI a)). En 1942 A. Malcev compléta ce
résultat par le théoréme d’unicité des «sections de Levi» & conjugaison pres.

Dées ses premiers travaux, Lie s’était posé le probléme de Pisomorphisme de
toute algeébre de Lie avec une algébre de Lie linéaire. I1 avait cru le résoudre
affirmativement en considérant la représentation adjointe (et en déduire ainsi une
preuve de son « troisitme théoréme »), (II1 ¢)); il reconnut rapidement que sa
démonstration n’était correcte que pour les algébres de Lie de centre nul; aprés
lui, la question resta trés longtemps ouverte, et fut résolue affirmativement par
Ado en 1935 (XXVII). D’autre part, Lie s’était posé en substance le probléme de
déterminer les représentations linéaires de dimension minimale des algébres de
Lie simples, et I’avait résolu pour les algebres classiques; dans sa Thése, Cartan
résout aussi ce probléme pour les algébres simples exceptionnelles?; les méthodes
qu’il emploie a cet effet seront généralisées par lui vingt ans plus tard pour obtenir
toutes les représentations irréductibles des algebres de Lie simples réelles ou
complexes.

La propriété¢ de réductibilité complete d’une représentation linéaire semble
avoir été rencontrée pour la premiérefois (sous une forme géométrique) par Study.
Dans un manuscrit non publié, mais cité dans (IV, t. 3, p. 785-788) il démontre
cette propriété pour les représentations linéaires de I’algebre de Lie de SL(2, C),
et obtient des résultats partiels pour SL(3, C) et SL(4, C). Lie et Engel conjec-
turent a cette occasion que le théoréme de réductibilité complete vaut pour
SL(n, C) quel que soit z. La réductibilité compléte des représentations linéaires

1 Le point de vue de Cartan consiste & étudier les algébres de Lie extensions non triviales d’un
algebre de Lie simple et d’un radical (commutatif) de dimension minimale.
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des algebres de Lie semi-simples fut établie par H. Weyl en 1925 par un argu-
ment de nature globale (voir plus loin). La premiére démonstration algébrique
a été obtenue en 1935 par Casimir et van der Waerden (XXXII); d’autres
démonstrations algébriques ont été données ensuite par R. Brauer (XXXI)
(c’est celle que nous avons reproduite) et J. H. C. Whitehead (XXVI, 5)).

Enfin, au cours de ses recherches sur 'application exponentielle (cf. infra),
H. Poincaré (XIV, t. 3) considére I'algebre associative d’opérateurs différentiels
de tous ordres, engendrée par les opérateurs d’une algebre de Lie; il montre en
substance que, si (X;); ;< €5t une base de 'algebre de Lie, ’algébre associative
engendrée par les X; a pour base certaines fonctions symétriques des X; (sommes
des « monémes » non commutatifs déduits d’'un mondéme donné par toutes les
permutations de facteurs). L’essentiel de sa démonstration est de nature algé-
brique, et permet d’obtenir la structure de 1’algébre enveloppante que nous avons
définie abstraitement au chap. I. Des démonstrations analogues ont été données
en 1937 par G. Birkhoff (XXIX 5)) et E. Witt (XXX).2

La plupart des travaux cités ci-dessus se limitent aux algébres de Lie réelles
ou complexes, qui seules correspondent a des groupes de Lie au sens usuel.
L’étude des algébres de Lie sur un corps autre que R ou G est abordée par
Jacobson (XXVIII a4)) qui montre que la plus grande partie des résultats
classiques (i.e. ceux du chap. I) restent valables sur un corps de caractéristique
zéro.

V. Exponentielle et formule de Hausdorff

Les premiéres recherches concernant I'application exponenticlle sont dues a E.
Study et F. Engel; Engel (IX 5)) remarque que Pexponenticlle n’est pas sur-
-1

0
a # 0), mais qu’elle Pest pour GL(n, C), donc aussi pour PGL(n, C) (cette
dernitre propriété avait déja été notée par Study pour n = 2); ainsi SL(2, C) et
PGL(2, C) donnent un exemple de deux groupes localement isomorphes, mais
qui sont néanmoins tres différents du point de vue global. Engel montre aussi que
Pexponentielle est surjective dans les autres groupes classiques, augmentés des
homothéties; ces travaux sont repris et poursuivis par Maurer, Study et d’autres,
sans apporter de substantielles nouveautés.

jective pour SL(2, C) (par exemple ( ~(ll) n’est pas une exponentielle si

1 H. Wey! remarque a cette occasion que la construction donnée par E. Cartan des représentations
irréductibles utilise implicitement cette propriété,

2 La premiére utilisation des opérateurs différentiels d’ordre supérieur engendrés par les X est sans
doute Pemploi de '« opérateur de Casimir » pour la démonstration du th. de réductibilité compléte.
Apres 1950, les recherches de Gelfand et de son école, et de Harish-Chandra, surles représentations
linéaires de dimension infinie, ont porté ces opérateurs au premier plan.
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En 1899, H. Poincaré (XIV, t. 3, p. 169-172 et 173-212), aborde I'étude de
Papplication exponentielle d’un point de vue différent. Ses mémoires paraissent
avoir été hativement rédigés, car & plusieurs endroits ii affirme que tout élément
d’un groupe connexe est une exponentielle, alors qu’il donne des exemples du
contraire ailleurs. Ses résultats portent principalement sur'le groupe adjoint: il
monire qu’un élément semi-simple d’un tel groupe G peut étre I'exponentielle
d’une infinité d’éléments de ’algébre de Lie L(G), alors qu’un élément non semi-
simple peut ne pas étre une exponentielle. Si ad(X) n’a pas de valeur propre
multiple non nul de 2z, alors exp est étale en X. Il prouve aussi que, si U et V
décrivent des lacets dans L(G), et si Pon définit par continuité W tel que
¢U.e¥ = ¢V, on ne retombe pas nécessairement sur la détermination initiale de W.
11 utilise une formule de résidus qui revient essentiellement a

1 [ oE

(D(ad X) = —2—’;; —-—E — ad__X

ot ad(X) est un élément semi-simple dont les valeurs propres non nulles sont de
multiplicité 1, @ une série entiére de rayon de convergence suffisamment grand,
Iintégrale étant étendue a un lacet enveloppant les valeurs propres de ad X;; il
étudie aussi ce qui se passe lorsque X tend vers une transformation ayant des
valeurs propres multiples.

La recherche d’expressions de W en fonction de U et V dans la formule
¢V.eV = ¢V avait déja, peu avant le travail de Poincaré, fait Pobjet de deux
mémoires de Campbell (XIII). Comme Pécrit un peu plus tard Baker «. .. /la
théorie de Lie suggére de fagon évidente que le produit eV¢V est de la_forme ¥ o2 W est une
série d’alternants en U et V . . ». Les travaux ultérieurs sur ce sujet visent & préciser
cette assertion et 4 donner une formule explicite (ou une méthode de construction)
pour W («formule de Hausdorf'»). Aprés Campbell et Poincaré, Pascal, Baker
(XV) et Hausdorff (XVI) reviennent sur la question; chacun considére que les
démonstrations de ses prédécesseurs ne sont pas convaincantes; la difficulté
principale réside dans ce qu’il faut entendre par « alternants »: s’agit-il d’éléments
de Palgebre de Lie particuli¢re que Pon considére, ou d’expressions « symboliques»
universelles ? Ni Campbell, ni Poincaré, ni Baker ne s’expriment clairement sur
ce point. Le mémoire de Hausdorff, par contre, est parfaitement précis; il tra-
vaille d’abord dans P’algebre des séries formelles associatives (non commutatives)
en un nombre fini d’indéterminées et considére U, V, W comme des éléments de
cette algebre. 11 démontre Iexistence de W par un argument d’équation différen-
tielle analogue a celui de ses prédécesseurs. Le méme argument lui sert & prouver
la convergence de la série lorsqu’on y remplace les indéterminées par des élé-
ments d’une algébre de Lie de dimension finie. Comme ’avait remarqué Baker,
et indépendamment Poincaré, ce résultat peut servir a donner une démonstration
du troisitme théoréme de Lie; il éclaire la correspondance entre groupes et
algebres de Lie, par exemple en ce qui concerne le groupe des commutateurs.
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En 1947, Dynkin (XXXIX) reprend la question, et obtient les coefficients
explicites de la formule de Hausdorff, en considérant d’emblée une algebre de Lie
normée (de dimension finie ou non, sur R, C ou un corps ultramétrique).*

VI. Représentations lin€aires et groupes de Lie globaux

Aucun des travaux dont nous venons de parler n’abordait franchement le
probléme de la définition et de I'étude des groupes de Lie globaux. C’est 4 H.
Weyl que reviennent les premiers pas dans cette voie. Il s’inspire de deux théories,
qui s’étaient jusque la développées indépendamment: celle des représentations
linéaires des algébres de Lie semi-simples complexes, due 4 E. Cartan, et celle
des représentations linéaires des groupes finis, due 4 Frobenius et qui venait
d’étre transposée au groupe orthogonal par I. Schur, en utilisant une idée de
Hurwitz. Ce dernier avait montré (XVII) comment on peut former des in-
variants pour le groupe orthogonal ou le groupe unitaire en remplacant 'opéra-
tion de moyenne sur un groupe fini par une intégration relativement 4 une mesure
invariante. Il avait aussi remarqué qu’en appliquant cette méthode au groupe
unitaire, on obtient des invariants pour le groupe linéaire général, premier
exemple du « unitarian trick ». En 1924, I. Schur (XX) utilise ce procédé pour
montrer la compléte réductibilité des représentations du groupe orthogonal
O(n) et du groupe unitaire U(n), par construction d’une forme hermitienne
positive non-dégénérée invariante; il en déduit, par le «unitarian trick», la
complete réductibilité des représentations holomorphes de O(n, C), et de SL(n, C),
établit des relations d’orthogonalité pour les caractéres de O(n) et de U(n) et
détermine les caractéres de O(n). H. Weyl étend aussit6t cette méthode aux
algébres de Lie semi-simples complexes (XXI). Etant donnée une telle alg¢bre
g, il montre qu’elle posséde une « forme réelle compacte » (ce qui revient & dire
qu’elle provient par extension des scalaires de R a C d’une algébre g, sur R dont
le groupe adjoint G, est compact). De plus, il montre que le groupe fondamental
de Gy est fini, donc que le revétement universel de G, est compact. Il en déduit,
par une adaptation convenable du procédé de Schur, la réductibilité compléte des
représentations de g, et donne aussi, par voie globale, la détermination des carac-
teres des représentations de g. Dans une lettre a I. Schur (Sitzungsber. Berlin,

1 Dans le cas ultramétrique, la méthode classique des majorantes ne peut s’étendre sans précautions,
a cause du comportement asymptotique de la valeur absolue p-adique de 1/z quand n tend vers
Pinfini.

2 H. Weyl ne définit pas explicitement cette notion, avec laquelle il était familier depuis la rédaction
de son cours sur les surfaces de Riemann (1913). C’est O. Schreier (XXII) qui, en 1926-1927, donne,
pour la premiére fois, la définition d’un groupe topologique et celle d’un groupe « continu» (i.e.
localement homéomorphe 4 un espace euclidien), ainsi que la construction du revétement universel
d’un tel groupe.
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1924, 338-343), H. Weyl résume les résultats de Cartan, que Schur ne connais-
sait pas {(cf. (XX), p. 299, note de bas de page) et compare les deux points de
vue: la méthode de Cartan fournit toutes les représentations holomorphes du
groupe simplement connexe d’algebre de Lie g; dans le cas du groupe orthogonal,
on obtient ainsi des représentations d’un revétement a deux feuillets (appelé plus
tard le groupe des spineurs), qui échappent a Schur; d’un autre c6té, la méthode
de Schur a Pavantage de démontrer la compléte réductibilité et de donner
explicitement les caractéres.

Apres les travaux de H. Weyl, E. Cartan adopte un point de vue franchement
global dans ses recherches sur les espaces symétriques et les groupes de Lie.
C’est ce point de vue qui est a la base de son exposé de 1930 (XII, t. I,, p.
1165-1225) de la théorie des groupes «finis et continus ». On y trouve en particulier
la premiére démonstration de la variante globale du 3éme théoréme fondamental
(existence d’un groupe de Lie d’algebre de Lie donnée) ; Cartan montre aussi que
tout sous-groupe fermé d’un groupe de Lie réel est un groupe de Lie (Chap. II1,
§8, n° 2, th. 2) ce qui généralise un résultat de J. von Neumann sur les sous-
groupes fermés du groupe linéaire (XXIII). Dans ce Mémoire, von Neumann
montrait aussi que toute représentation continue d’un groupe semi-simple com-
plexe est analytique réelle.

Apreés ces travaux, la théorie des groupes de Lie au sens « classique » (c’est-a-
dire de dimension finie sur R ou C) est & peu prés fixée dans ses grandes lignes.
Le premier exposé détaillé en est donné par Pontrjagin dans son livre sur les
groupes topologiques (XXXVI); il y garde un point de vue encore assez proche
de celui de Lie, mais en distinguant soigneusement le local du global. Il est
suivi par le livre de Chevalley (XXXVIII) qui renferme aussi la premiére dis-
cussion systématique de la théorie des variétés analytiques et du calcul différentiel
extérieur; les « transformations infinitésimales » de Lie y apparaissent comme des
champs de vecteurs et P'algébre de Lie d’un groupe de Lie G est identifiée a
Pespace des champs de vecteurs invariants a gauche sur G. Il laisse de c6té
Paspect « groupuscules » et 'aspect « groupes de transformations ».

VII. Extensions de la notion de groupe de Lie

De nos jours, la vitalité de la théorie de Lie se manifeste par la diversité de ses
applications (en topologie, géométrie différentielle, arithmétique, etc.), ainsi que
par la création de théories paralleles ol la structure de variété différentielle
sous-jacente est remplacée par une structure voisine (variété p-adique, algé-
brique, schéma, schéma formel, . . .). Nous n’avons pas a faire ici I’historique de
tous ces développements, et nous nous bornerons a ceux abordés au chap. III:
groupes de Lie banachiques et groupes de Lie p-adiques.
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a) Groupes de Lie banachiques

11 s’agit de groupes de Lie « de dimension infinie ». Du point de vue local, on
remplace un voisinage de 0 dans un espace euclidien par un voisinage de 0 dans
un espace de Banach. C’est ce que fait G. Birkhoff en 1936 (XXIX 4)), aboutis-
sant ainsi a la notion d’algébre de Lie normée compléte et 3 sa correspondance avec un
« groupuscule » défini sur un ouvert d’un espace de Banach. Vers 1950, Dynkin
compléte ces résultats par une extension a ce cas de la formule de Hausdorff
(cf. supra).

Les définitions et résultats de Birkhoff et Dynkin sont locaux. Jusqu’a une
date récente, il ne semble pas que 'on ait cherché a expliciter la théorie globale
correspondante, sans doute faute d’applications.

b) Groupes de Lie p-adiques

De tels groupes se rencontrent pour la premicre fois en 1907 dans les travaux de
Hensel (XIX) sur les fonctions analytiques p-adiques (définies par des développe-
ments en séries entieres). Celui-ci étudie notamment ’exponentielle et le loga-
rithme; malgré le comportement a priori surprenant des séries qui les définissent
(par exemple la série exponentielle ne converge pas partout), leurs propriétés
fonctionnelles fondamentales restent valables, ce qui fournit un isomorphisme local
entre le groupe additif et le groupe multiplicatif de Q , (ou, plus généralement, de
tout corps ultramétrique complet de caractéristique zéro).

C’est également de groupes commutatifs (mais non linéaires cette fois) qu’il
s’agit dans les travaux de A. Weil (XXXIII) et E. Lutz (XXXIV) sur les
courbes elliptiques p-adiques (1936). Outre des applications arithmétiques, on y
trouve la construction d’un isomorphisme local du groupe avec le groupe additif,
basé sur Pintégration d’une forme différentielle invariante. Cette méthode
s’applique également aux variétés abéliennes, comme le remarque peu apres C.
Chabauty qui Putilise sans plus d’explication pour démontrer un cas particulier
de la « conjecture de Mordell » (XXXV).

Dés ce moment, il était clair que la théorie locale des groupesde Lie s’appliquait
4 peu prés sans changement au cas p-adique. Les théoré¢mes fondamentaux du
« dictionnaire » groupes de Lie-algebres de Lie sont établis en 1942 dans la thése de
R. Hooke (XXXVII), éleve de Chevalley; ce travail contient aussi 'analogue
p-adique du théoréme de E. Cartan sur les sous-groupes fermés des groupes de
Lie réels.

1 8i, malgré ce manque d’applications, nous avons fait figurer les groupes ¢ banachiques » au chap.
11T, c’est que les variétés banachiques sont de plus en plus utilisées en analyse (et pour Pétude méme
des variétés de dimension finie), et que, du reste, cette généralisation n’offre pas de difficulté supplé-
mentaire.
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Plus récemment, M. Lazard (XLII, ) développe une forme plus précise du
«dictionnaire » pour les groupes analytiques compacts sur Q,. Il montre que
Pexistence d’une structure analytique p-adique sur un groupe compact G est étroite-
ment liée a celle de certaines filtrations sur G, ct en donne diverses applications
(par exemple a la cohomologie de G). L’un des outils de Lazard est une amélio-
ration des résultats de Dynkin sur la convergence de la séric de Hausdorff
p-adique (XLII a)).

VIIL. Algébres de Lie libres

11 nous reste 4 parler d’une série de travaux sur les algébres de Lie o1 le lien avec
Ia théorie des groupes de Lie est fort ténu; ces recherches ont par contre des appli-
cations importantes en théorie des groupes « abstraits » et plus spécialement des
groupes nilpotents.

L’origine en est le travail de P. Hall (XXIV), paru en 1932. Il n’y est pour-
tant pas question d’algebres de Lie: P. Hall a en vue ’étude d’une certaine classe
de p-groupes, ceux qu’il appelle «réguliers». Mais cela 'améne & examiner en
détail les commutateurs itérés et la suite centrale descendante d’un groupe; il
établit 4 cette occasion une variante de P’identité de Jacobi (cf. chap. II, § 4,
n° 4, formule (20)) ainsi que la « formule de Hall »

xy)" = xMyt(x, y)" W2 cf. chap. II, § 5, exerc. 9).
Y p

Peu aprés (en 1935-1937) paraissent les travaux fondamentaux de W.
Magnus (XXV a) et b)) et E. Witt (XXX). Dans (XXV q)) Magnus utilise la
méme algébre de séries formelles A que Hausdorff (appelée depuis « algébre de
Magnus ») ; il y plonge le groupe libre F et utilise la filtration naturelle de A pour
obtenir une suite décroissante (F,) de sous-groupes de F; c’est 'un des premiers
exemples de filtration. Il conjecture que les F, coincident avec les termes de la
suite centrale descendante de F. Cette conjecture est démontrée dans son second
mémoire (XXV b)) ; c’est également 1a qu’il fait explicitement le rapprochement
entre ses idées et celles de P. Hall, et qu’il définit Palgébre de Lie libre L (comme
sous-algebre de A) dont il montre en substance qu’elle s’identifie au gradué de F.
Dans (XXX), Witt compléte ce résultat sur divers points. Il montre notamment
que P’algebre enveloppante de L est une algébre associative libre et en déduit
aussitot le rang des composantes homogenes de L (« formules de Witt »).

Quant a la détermination de la base de L connue sous le nom de « base de
Hall » (cf. Chap. II, § 2, n° 11), il semble qu’elle n’apparaisse pour la premiére
fois qu’en 1950, dans une note de M. Hall (XL), bien qu’elle soit implicite dans
les travaux de P. Hall et W. Magnus cités ci-dessus.
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adjoint (groupe — d’un groupe de Lie réel ou complexe): I11.6.4
adjointe (représentation —): II1.3.12

alternants de degré »: 11.2.6

ascendante (suite centrale — d’un groupe): I1.4, exerc. 18
associative libre (algé¢hre —): I1.3

associée (loi d’opération infinitésimale — & une loi d’opération): I11.3.7
basique (famille — d’une algébre de Lie): 11.2.3

basiques (commutateurs —): I1.5.4

Bieberbach (théoréme de —): 1114, exerc. 13

bigebre: 11.1.2

biinvariante (sectton —): I11.3.13

binomial (polynéme —): IL5, exerc. 4

canonique (forme différentielle — gauche): 111.3.13, 111.3.18
centrale (filtration — d’un groupe): 11.4.4

centralisateur: 111.9.3

champ de distributions ponctuelles: 111.3.5, 111.3.18

classe de nilpotence: 11.2.7

cogebre: I1.1.1

compatibles (structures de groupe et de variété —): IIT1.1.1
complexe (groupe de Lie —): II1.1.1, TI1.8.1

complexification d’un groupe de Lie réel: 111.6.10

conjugué (groupe de Lie — d’un groupe de Lie complexe): I11.1.1
contragrédiente d’une représentation analytique: 111.3.11
convolée d’une distribution ponctuelle et d’une fonction: TI1.3.4
convolution (produit de —): IIL.3.1, 1I1.3.18

coiinité d’une cogébre: 11.1.1

C" — connexe (partie -— d’un groupe de Lie): 111.6.2
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deuxi¢me espéce (carte canonique de —): I11.4.3

deuxiéme espece (systtme de coordonnées canoniques de —): I11.4.3
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enveloppante (bigébre —): I1.1.4
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G-fibré vectoriel: I111.1.8

graduation totale de L(I): 11.2.6

gradué associé (groupe — & un groupe filtré) : 11.4.3
graduée associée (algébre de Lie —): 11.4.4
groupuscule de Lie: IT1.1.10

groupuscule de Lic défini par une algébre de Lie: 111.4.2
Hall (base de —): I11.2.11

Hall (ensemble de —}: I1.2.10

Hall {formule de —): I1.5, exerc. 9

Hausdorfl (fonction de —): 11.7.2, 11.8.3
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Hausdorff (inversion de la formule de —): 11.6, exerc. 4
Hausdorff (série de —): 11.6.4

image inverse (structure de groupe de Lie —): II1.1.9
induite (structure de groupe de Lie —): I111.4.5
infinitésimal (automorphisme —): II1.10.1

intégral (sous-groupe — d’un groupe de Lie): 111.6.2
invariant 4 gauche (champ de distributions ponctuelles —): I11.3.6
invariante (section —): I11.3.13

Jordan (théoréme de —): I11.4, exerc. 11

libre (algébre de Lie -—): I1.2.2

libre (magma —): I1.2.1

libre (p-algebre de Lie —): I1.3, exerc. 4

Lie (algebre de — d’un groupe de Lie): 111.3.7

Lie (algebre de — d’un groupuscule de Lie): 111.3.18
Lie (groupe de —): I11.1.1

localement isomorphes (groupuscules —): II1.1.10
logarithme: I11.6.1, 111.7.6

loi d’opération infinitésimale: 1I1.5.7, 1I1.3.18

longueur d’un élément d’un magma libre: 11.2.1
Magnus (algebre de —): 11.5.1
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Magnus (groupe de —): I1.5.2

Maurer—Cartan (formules de —): I11.3.14, I11.3.18
Mbobius (fonction de —): IL. App.

Mobius (formule d’inversion de —): IL.App.

morceau de loi d’opération: I11.1.11

morphisme de groupes de Lie: I11.1.2

morphisme de groupuscules de Lie: 111.1,10
multigraduation de L(I): I1.2.6

nilpotente (algébre de Lie —): I1.27

normable (algébre —): I1.7

normalisateur: I11.9.4

normée (algeébre de Lie —): IL.7, 11.8.2

ordre d’un élément (dans un groupe filtré) : 11.4.2
p-adique (groupe de Lie —): 111.1.1, T11.8.1

P-entier: 11.4, exerc. 14

P-enveloppe (d’un groupe nilpotent): I1.4, exerc. 15
permutables (éléments —): I11.9.3

polynomiale (application —): I1.2.4

polynéme de Lie: I1.2.4

premiére espece (carte canonique de —): 111.4.3
premiére espéce (systtme de coordonnées canoniques de —): I11.4.3
présentation d’une algébre de Lie: 11.2.3

presque-simple (groupe de Lie —): 111.9.8

primitif (élément — d’une bigebre): 11.1.2

produit (de groupes de Lie): ITI.1.4

produit tensoriel de représentations: ITL.App.

P-saturé (d’un sous-groupe d’un groupe nilpotent): 11.4, exerc. 14
P-torsion (groupe de —, groupe sans —): I1.4, exerc. 14
puissance ¢-iéme (application —): II1.4.3
quasi-sous-groupe de Lie: IT1.1.3

quotient d’un groupe de Lie: I11.1.6

racines d’une algébre de Lie résoluble: II1.9, exerc. 17
radical d’un groupe de Lie: 111.9.7

réel (groupe de Lie —): I11.1.1, II1.8.1, 111.8.2
relateurs: 11.2.3

représentation linéaire analytique d’un groupe de Lie: 1I1.1.2
restriction des scalaires (groupe de Lie déduit d’un groupe de Lie par —): 11L.1.1
revétement universel d’un groupe de Lie connexe: I11.1.9
section d’un fibré vectoriel: IT1.1.8

semi-direct (produit — de groupes de Lie): I11.1.4
semi-simple (groupe de Lie —): IT1.9.8

séparée (filtration —): 11.4.1
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série formelle de Lie: 11.6.3

sous-groupe de Lie: I11.1.3

sous-groupuscule de Lie: ITI.1.10

standard (groupe —): 111.7.3

suite centrale descendante d’une algébre de Lie: 11.2.7
tangente (loi de composition —): I11.2.1

tangente (sous-algeébre de Lie —): 111.4.5

terme constant (d’un élément de l'algebre de Magnus): 11.5.2
trigonal strict inférieur (groupe —): I11.4.6

trivial (G-fibré vectoriel —): I11.1.8

trivialisation droite (resp. gauche) de T(G): I11.2.1, I11.2.2
type (N) (groupe de Lie réel de —): I11.9, exerc. 29
unipotent (endomorphisme —): 111.9.5

u-primitif (élément — d’une cogébre): I1,1.1
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