


N.  B O U R B A K I  



N. B O U R B A K I  

GROUPES 
ET ALGÈBRES 

DE LIE 

Chapitres 2 et 3 

Springer - 



Réimpression inchangée de l'édition originale de 1972 
O Hermann, Paris, 1972 

O N. Bourbaki, 1981 

O N. Bourbaki et Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2006 

ISBN-10 3-540-33940-X Spnnger Berlin Heidelberg New York 
ISBN-13 978-3-540-33940-3 Springer Berlin Heidelberg New York 

Tous droits de traduction, de reproduction et d'adaptation réservés pour tous pays. 
La loi du 11 mars 1957 interdit les copies ou les reproductions destinées à une utilisation collective. 

Toute représentation, reproduction intégrale on partielle faite par quelque procédé que ce soit, sans le consentement 
de l'auteur ou de ses ayants cause, est illicite et constitue une contrefaçon sanctionnée par les articles 425 et suivants 

du Code pénal. 

Springer est membre du Springer Science+Business Media 
springer.com 

Maquette de couveme: design &production, Heidelberg 
Imprimé sur papier non acide 41B100M - 5 4 3 2 1 0 - 



CHAPITRE II 

ALGÈBRES DE LIE LIBRES 

Dans ce chapitre,= la lettre K désigne un anneau commutatif non réduit à O. L'élément 
unité de K est noté 1. Sauf mention du contraire, toutes les cogèbres, algèbres et bigèbres, tous 
les modules et tous les produits tensoriels sont relatifs à K. 

A partir du 5 6, on suppose que K est un corps de caractéristique zéro. 

3 1. Bigèbre enveloppante d'une algèbre de Lie 

Dans tout ce paragraphe, on note g une algèbre de Lie sur K, U(g) ou simplement 
U son algèbre enveloppante (chap. 1, 3 2, no l),  o l'application canonique de g 

dans U(g) (loc. cit.) et (Un),, , la filtration canonique de U (loc. cit., no 6). 

1. Éléments primitifs d'une cogèbre 

Dans tout ce no, on considère une cogdbre E (A, III, p. 138), de coproduit 

c : E - t E @ E  

possédant une coünité E (loc. cit., p. 146). Rappelons que E est une forme linéaire 
sur le K-module E telle que (après identification canonique de E @ K et 
K @ E avec E) l'on ait: 

IdE = (E @ IdE) 0 c = (IdE @ E) 0 6. 

On note E+ le noyau de E et on se donne un élément u de E tel que 

C(U) = U @ U  et E(U) = 1. 

Le K-module E est somme directe de E+ et du sous-module K.u, qui est libre 
de base u; on note x,: E -+ E+ et 3,: E -+ K.u les projecteurs associés à cette 
décomposition. On a 

(1) x&) = X - E(x).u, q,(x) = E(X) .U. 

DÉFINITION 1. - On dit qu'un élément x de E est u-primitif si l'on a 

(2) c(x) = x @ u + u @ x. 

Les éléments u-primitifs de E forment un sous-module de E, noté P,(E). 

l Les résultats des chapitres II  et III dépendent des six premiers Livres (E, A, TG, FVR, EVT, INT) 
de LIE 1, de AC et de VAR, R;  le no 9 du 5 6 du chap. III  dépend en outre de TS 1. 
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PROPOSITION 1. - Tout élément u-firimitif de E a~partient à E + . 
En effet, (2) entraîne x = E(X) . U  + E(U) .X = E(X) . U  + X, d'où E(X) = 0. 

Remarque. - Si x E E et si c(x) = x' @ u + u @ x", où x', x" sont dans E +, 
alors x = E(x') . u + E(U) .XI' = XI'; de même x = x', et x est u-primitif. 

Pour tout x E E +, on pose 

En effet, soit x dans E; on a 

Comme E est coünité de E, on a 

de tout ceci, on tire 

D'autre part, on a 

C,'(X,(X)) = C(X) - X @ U - U @ X f E(X) .u  @ U, 

d'où la formule (4). 

Comme E + est un sous-module facteur direct de E, on peut identifier E + @ E + 

à un sous-module facteur direct de E @ E. Avec cette identification, xu @ -nu est 
un projecteur de E @ E sur E + @ E+. D'après la formule (4), c,Ç applique E +  
dans E+ @ E+ et x, est un morphisme de la cogèbre (E, c) dans la cogèbre (E +, ci). 

PROPOSITION 3. -Si la cogèbre (E, c) est coassociative (resp. cocommutative) (A, III, 
p. 143-1 44), il en est de même de la cogèbre (E +, c;). 

Cela résulte du lemme suivant: 

Lemme 1. -Soit x: E + E' un morphisme surjectif de cogèbres. Si E est coassociative 
(resp. cocommutative), il en est de même de E'. 

Soit B une K-algèbre associative; l'application f t+ f 0 x est un homomor- 
phisme injectif d'algèbres de Hom,(Ef, B) dans Hom,(E, B). Il suffit alors 
d'appliquer la prop. 1 (resp. la prop. 2) de A, III, p. 143 (resp. p. 144). 



2. Éléments primitifs d'une bigèbre 

Soient E une bigèbre (A, III, p. l48), c son coproduit, E sa coünité, 1 son élément 
unité. Comme ~ ( 1 )  = 1 et c(1) = 1 @ 1, on peut appliquer les résultats du no 
précédent avec u = 1. On appelle simplement primitifs (cf. A, III, p. 164) les 
éléments l-primitifs de E (no 1, déf. l),  c'est-à-dire les éléments x de E tels que 

On écrira simplement x, q, P(E), c+  au lieu de x,, q,, P,(E), c:. 

PROPOSITION 4. - L'ensemble P(E) des éléments primitifs de E est une sous-algèbre de 
Lie de E. 

Si x, y sont dans P(E), on a 

d'où 

PROPOSITION 5. - Soitf: E + Et un morphisme de bigèbres. Si x est un élément primitif 
de E, alors f (x) est un élément primitif de E', et la restriction de f à P(E) est un homo- 
moq?hisme d'algèbres de Lie P( f )  : P(E) + P(Ei) . 

Soit c (resp. c') le coproduit de E (resp. E'). Puisque f est un morphisme de 
cogèbres, on a c' 0 f = (f @ f )  0 c, d'où 

pour x primitif. Donc f applique P(E) dans P(Ef) et l'on a f ( [ x ,  y]) = [ f (x), f (y)] 
puisque f est un homomorphisme d'algèbres. 

Remarques. - 1) Soitp un nombre premier tel quep. 1 = O dans K. La formule du 

binôme et les congruences ! = O (modp) pour 1 < i < p - 1 entraînent que 
( 2 )  

P(E) est stable par l'application x E- xp .  
2) Par définition, le diagramme 

est une suite exacte. Si Kt est un anneau commutatif et p: K -+ K' un homo- 
morphisme d'anneaux, p*(E) = E @, K' est une Kt-bigèbre et l'inclusion 
P(E) + E définit un homomorphisme de K'-algèbres de Lie 

a: P(E) @, Kt -+ P(E 8, K'). 
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Si K' estplat sur K (AC, 1, 5 2, no 3, déf. 2), il résulte de loc. cit. que le diagramme 
c + m K  I d ~ 5  

O -+ P(E) @, K' -+ E + @, K' - (E+ @, K') @,, (E + 8, K') 

est une suite exacte, ce qui entraîne que cx est un isomorphisme. 

3. Bigebres filtrées 

DÉFINITION 2. - Soit E une bigèbre de coproduit c. On a$pellejltration compatible avec 
la structure de bigèbre de E une suite croissante (En), , , de sous-modules de E telle que 

(6) c(En) c i + j = n  m i  @ E )  pour n > O.' 

On appelle bigèbre filtrée une bigèbre munie d'unejltration compatible avec sa struc- 
ture de bigébre. 

Exemple. - Soient E une bigèbre graduée (A, III, p. 148, déf. 3), (En),,, sa 

graduation. Posons En = 5 Ei. La suite (En) est une filtration compatible avec 
i = o  

la structure de bigèbre de E. 

PROPOSITION 6. - Soient E une bigèbre jltrée, (En), , , sa jltration. Pour tout entier 
n 2 O, soit En = E, n E +. Alors E: = {O) et 

n - 1  

(7) (E;) c 2 Im(E: 8 En-,) pour n 5 0.' 
t = 1  

Comme E, = K .  1, on a E,f = O. Six E En, on a x(x) = x - E(X) .1 (formule 
(1)), d'où x(x) E En et x(En) c En. Il en résulte que x @ x applique Im(Ei @ Ej) 
dansIm(E:@ Ef) pour i 2 O, j à O. Commet+ = (x @x) 0 c dans Ei (no 1, 
prop. Z), on a d'après (6) 

COROLLAIRE. - Les éldments de E: sont primitifs. 
Si x E E:, on a c + (x) = O d'après (7), d'où ( 5 ) .  

4. Bigèbre enveloppante d'une algèbre de Lie 

Rappelons que g désigne une algèbre de Lie, et U son algèbre enveloppante, 
munie de sa filtration canonique (Un),,,. 

Si A et B sont deux sous-modules de E, on désigne par Im(A @ B) l'image de l'application 
canonique A @ B -t E @ E. 



PROPOSITION 7. -- Il existe sur l'algèbre U un cofiroduit c et un seul faisant de U une 
bigèbre telle que les éléments de o(9) soier~t primitifs. La bigèbre (U, c) est cocommutative; 
sa coünité est la forme linéaire E telle que le terme constant (chap. 1, § 2, no 1) de tout 
élément x de U soit ~ ( x )  . 1. Lajltration canonique (Un),,, de U est compatible avec cette 
structure de bigèbre. 

a) Soit x E g ; posons cO(x) = o(x) @ 1 + 1 @ o(x) E U @ U. Six, y sont dans 9, 

on a co(x)co(y) = (o(xb(y)) @ 1 + 1 @ (o(x)o(?4) + o(x) @ a(!/) + o(y) @ 44, 
d'où 

[co(x), co(y)I = ~o([x>YI). 

D'après la propriété universelle de U (chap. 1, $2, no 1, prop. l),  il existe un 
homomorphisme d'algèbres unifères, et un seul 

c: U + U @ U  

tel que c(o(x)) = o(x) @ 1 + 1 @ o(x) pour x G g. Cela démontre l'assertion 
d'unicité de la prop. 7. 

b) Montrons que c est coassociatif. En effet, les applications linéaires c' et c" de U 
dans U @ U @ U définies par 

c' = (c @ Id,) O c et c" = (Id, @ c) O c 

sont des homomorphismes d'algèbres unifères qui coïncident dans a(g) car, pour 
a ~ o ( g ) ,  on a 

c'(a) = a @ 1 @ 1  + 1 @ a @ 1  + l @ l @ a = c " ( a ) ,  

d'où le résultat. 
c) Montrons que c est cocommutatif. Soit T l'automorphisme de U @ U tel que 

.r(a @ b) = b @ a pour a, b dans U. Les applications T 0 c et c de U dans U @ U 
sont des homomorphismes d'algèbres unifères qui coïncident dans o(g), d'où le 
résultat. 

d) Montrons que E est une coünitépour c. En effet, les applications (Id, @ E) 0 c et 
(E @ Id,) 0 c de U dans U sont des homomorphismes d'algèbres unifères qui 
coïncident avec Idu dans ~ ( 0 ) .  

e) On sait que Uo = K.l ,  Un c Un+,, U = _un  et Un.U, c Un+. 

(chap. 1, 5 2, no 6). Soient a,, . . ., a, dans 44). On a 

où 1 (i) désigne l'ensemble des permutations de (1, n) croissantes dans chacun des in- 
tervalles (1, i) et (i + 1, n). Comme Un est le K-module engendré par les produits 
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d'au plus n éléments de ~ ( g ) ,  la formule (8) entraîne quc la filtration (Un) est 
compatible avec la structure de bigèbre de (U, c). 

DÉFINITION 3. -La bigèbre (U, c) est appelée bigèbre enveloppante de l'algèbre de 
Lie g. 

PROPOSITION 8. -Soit E une bigèbre de coproduit noté c, et soit h un homomorphisme 
d'algèbres de Lie de 9 dans P(E) (no 2, prop. 4). L'homomorphisme d'algèbres unifëres 
f: U -+ E tel que f (o(x)) = h(x) pour tout x E g est un morphisme de bigèbres. 

Montrons que (f @,f) 0 c = cE of. Ce sont là deux homomorphismes d'algè- 
bres unifères de U dans E @ E, et pour a E o(g), on a 

puisque f (a) E P(E). De même, si E, est la coünité de E, E, O f est un homo- 
morphisme d'algèbres unifères U + K nul dans ~ ( 9 )  (no 1, prop. 1) et coïncide 
donc avec E. 

Il résulte des propositions 5 et 8 que l'application f I+ f 0 o définit une corres- 
pondance biunivoque entre homomorphismes de bigèbres U(g) -+ E et homo- 
morphismes d'algèbres de Lie 9 + P(E). 

COROLLAIRE. - Soient gi (i = 1, 2) une algèbre de Lie, U(gi) sa bigèbre enveloppante, 
ci: gi + U(gi) l'application canonique. Pour tout homomorphisme d'algèbres de Lie 
h: g, -t g,, l'homomorphisme d'algèbres unifëres U(h) : U(g,) -t U (g,) tel que 
U(h) 0 o, = oz 0 h (chap. 1, $2, no 1) est un morphisme de bigèbres. 

5. Structure de la cogèbre U (g) en caractéristique 0. 

Dans ce no, on suppose que K est un corps de caractéristique O. 
Soient S(g) l'algèbre symétrique de l'espace vectoriel g, c, son coproduit 

(A, III, p. 139, Exemple 6), q l'isomorphisme canonique de l'espace vectoriel 
S(g) sur l'espace vectoriel U (chap. 1, $2, no 7). Rappelons que si x,, . . . , xn sont 
dans g, on a 

En particulier, pour x E g et n 2 O, on a 

Remarquons, d'après A, III, p. 68, Remarque 3, que q est l'unique application 
linéaire de S(g) dans U satisfaisant à la condition (10). 



PROPOSITION 9. -Pour tout entier n 2 O, soit Un le sous-espace vectoriel de U engendré 
par les o ( ~ ) ~  pour x E g. 

a )  L a  suite (Un),,, est une graduation de l'espace vectoriel U compatible avec sa 
structure de cogèbre. 

Munissons U de la graduation (Un). 
b) L'application canonique u) : S(g) 4 U est un isomorphisme de cogèbres graduées. 
S o i e n t x ~ g  et  EN. On a 

puisque cs est un homomorphisme d'algèbres. De même, d'après (IO), 

d'où 

Comme les xn, pour x E g et n EN, engendrent l'espace vectoriel S(g), on a 
(u) @ q) O cs = c 0 q, et u) est un isomorphisme de cogèbres. 

Par ailleurs, la formule (10) montre que q(Sn(g)) = Un, ce qui achève de 
démontrer a) et b )  compte tenu de ce que la graduation de S(g) est compatible 
avec sa structure de cogèbre. 

La graduation (Un), , de U est appelée graduation canonique. 

COROLLAIRE. -L'application canonique o définit un isomorphisme de sur l'algèbre de 
Lie P(U) des éléments primitifs de U. 

Comme c+ est un homomorphisme gradué de degré 0, on a 

Il suffit de prouver que si n > 1 et si a E Un est primitif, alors a = O. Or a s'écrit 

2 hiaF, où A, t K, ai t o(g). D'après (12), le terme de bidegré (1, n - 1) de ct (a)  

est n 2 liai @ a;-'. On a donc 2 hiai @ a:-' = 0. Si p: U @ U -+U est 

l'application linéaire définie par la multiplication de U, on a donc 

n 

Remarques. - 1) On a Un = ix Ui (chap. 1, $2, no 7, cor. 4 du th. 1). 

2) L'application u) est l'unique morphisme de cogèbres graduées de S (g) dans 
U tel que q(1) = 1 et u)(x) = o(x) pour x E 9. En effet, si q' est un mor- 
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phisme satisfaisant à ces conditions, prouvons par récurrence sur n que 
n - 1  

n 
qf(fl) = q(xn) pour x E et n > 1. Comme cg (xn) = ,I (.)xi @ xn-' d'après 

1=1 2 

(3) et (1 1), on a (q @I q) (cg (xn)) = (q' @I q') ( c i  (xn)) par l'hypothèse de récurrence. 
Il s'ensuit que c+(q(xn)) = c+(q'(xn)); il en résulte que q(xn) - q'(xn) est un 
élément primitif de degré n, donc est nul (cor. de la prop. 9). 

3) Soit </r l'isomorphisme canonique de la bigèbre TS(4) sur la bigèbre S(4) 
(A, IV, 3 5, cor. 1 de la prop. 12). L'application 

qo$ :  TS(g)+U 

est dite canonique. C'est l'unique morphisme q' de cogèbres graduées de TS(9) 
dans U tel que qf(l) = 1 et q'(x) = o(x) pour tout x E 4. 

4) Soit V un espace vectoriel. Les éléments primitifs de la bigèbre S(V) sont 
les éléments de degré 1. Cela résulte en effet du cor. de la prop. 9 appliqué à 
l'algèbre de Lie commutative V. 

Soit (eJi,, une base du K-espace vectoriel g, où l'ensemble d'indices 1 est 
muni d'un ordre total. Pour tout a E N(I), on pose 

o (et) a(i) 
eu = Il-. 

1 ~ 1  a(i)! 

Les e,, pour ]al < n, forment une base du K-espace vectoriel Un (chap. 1, 5 2, 
no 7, cor. 3 du th. 1). On a 

e, = 1, e,, = o(ei) pour i E 1. 

Comme l'algèbre graduée associée à l'algèbre filtrée U est commutative (loc. cit., 
th. l),  on a, pour a, p dans N'I), 

D'autre part, on a aussitôt 

Enfin, la formule (12) entraîne que, pour a E N'I), on a 

Cette formule permet de déterminer l'algèbre U' = Hom(U, K) duale de la co- 
gèbre U (A, III, p. 143). Soit en effet K[[Xi]lieI l'algèbre des séries formelles par 
rapport à des indéterminées (cf. A, III, p. 28); si h E Ur, notons fh la 
série formelle 

fh = (h,  e,>Xay avec Xa = n Xyi), 
tE1 

l'indice de sommation a parcourant N'I). 



PROPOSITION 10. - L'application h M fa est un isomorphisme de l'algèbre U' sur 
l'algèbre de séries formelles K[[X,]], ,. 
Du fait que (e,) est une base de U, l'application A F+ fa est K-linéaire et bijective. 
D'autre part, pour A, p dans Ur, on a 

fa, = 3 <w> ea>xa = <A B Ii, c(ea)>Xa 

= <A PY e, B e 3 x a  (d'après (16)) 

ce qui montre que h H fA est un isomorphisme d'algèbres, et achève la démonstra- 
tion. 

6. Structure des bigèbres filtrées en caractéristique O 

Dans ce no, on continue de supposer que K est un corps de caractéristique 0. 
Si E est une bigèbre, l'injection canonique P(E) -+ E se prolonge en un 

morphisme de bigèbres f,: U(P(E)) -+ E (no 4, prop. 8). 

THÉORÈME 1. - Soit E une bigèbre cocommutative. 
a) Le morphisme de bigèbres f,: U(P(E)) + E est injectif. 
6) S'il existe sur E unefiltration compatible avec sa structure de bigèbre (no 3, déf. 2), 

le morphisme fE est un komorphisme. 
(Dans le cas b), la bigèbre E s'identifie donc à la bigèbre enveloppante de 

l'algèbre de Lie de ses éléments primitifs.) 
Soit c, (resp. EE) le coproduit (resp. la coünité) de E. Posons = P(E) ; soit 

(e,),,, une base du K-espace vectoriel g, où l'ensemble d'indices 1 est muni d'un 
ordre total, et soit (e,),,,(n la base de U(g) introduite au no précédent. Posons 
X, = f,(e,) pour cr E N(I). D'après (15) et (16), on a: 

puisque fE est un morphisme de cogèbres. 
Montrons que f, est injectif. Cela résulte du lemme suivant: 

Lemme 2. - Soit V un espace vectoriel, et soient E une cogèbre,$ S (V) + E un morphisme 
de cogkbres. Si la restriction de f à SO(V) + S1(V) est injective, alors f est injectif. 

Soit n 5 0; posons Sn = 2 S'(V), notons cs le coproduit de S(V), et mon- 
i$n  

trons par récurrence sur n que f 1 Sn est injectif. L'assertion étant triviale pour 
n = O et n = 1, supposons n 2 2 et soit u E Sn tel que f (u) = O. On a 
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Comme c i  (u)  E Sn-, @ Sa-,, d'après (1 1) l'hypothèse de récurrence montre que 
u est un élément primitif de S(V), donc est de degré 1 (no 5, Remarque 4), donc nul, 
puisque f 1 S1(V) est injectif. 

Il en résulte en particulier que la famille (X,) est libre. 
Montrons que fE est surjectifsi E possède une filtration compatible avec sa struc- 

ture de bigèbre. Soit (En),,, une telle filtration, et posons Ez = En n Ker(c,). 
Démontrons par récurrence sur n que En est contenu dans l'image de f,. Comme 

E = K. 1 + , En, cela entraînera la surjectivité de f,. L'assertion est triviale 

pour n = O, et résulte du cor. de la prop. 6 du no 3 pour n = 1 ; supposons dé- 
sormais n > 2, et soit x E En. D'après la prop. 6 du no 3, on a 

et il existe d'après l'hypothèse de récurrence des scalaires A,,,, pour a, p dans 
N'I), nuls sauf un nombre fini d'entre eux, tels que 

D'après la formule (18), on a donc 

D'après la prop. 3 du no 1, et l'indépendance linéaire des X,, on a donc 

Par ailleurs, le coproduit cE est cocommutatif; le même raisonnement que ci- 
dessus entraîne 

(2 1) A,,, = A,,, pour a, p dans N(I) - {O). 

Supposons qu'il existe une famille de scalaires (p,) pour [cc1 2, telle que 

On a alors 

c; (x) = , . ,+O 2 V"+B x @ x , = , & 2 P Y d ( x y ) y  cc 

d'après la formule (18), donc y = x - 2 Gy est primitif, donc appartient à 
1 ~ 1 3 2  

P(E) c Im( f,). On a donc 



La démonstration sera donc achevée lorsque nous aurons démontré le lemme 
suivant : 

Lemme 3. - Si une famille de scalaires ( & , )  de supportfmzi (pour ci, P dans N(I) - {O)) 
satisfait aux relations (20) et (21)' il existe une famille (y,) ,,, r z  de suflortjni telle que 
p,+ = pour ci,@ non nuls. 

II suffit de prouver que 

(23) u + P = y + 6  

entraîne ha,B = hq,, pour a, P, y, 8 non nuls. D'après le lemme de décomposition 
de Riesz (A, VI, 5 1, no 10, th. l), il existe TC, p, o et T dans N(I) tels que 

a = . n + o ,  P = ~ + T ,  y = x + p ,  8 = a + 7 .  

Supposons x # O; comme on a o + P = p + 6, la relation (20) entraîne 

h a S b  = A x + o , ~  = h,o+i3 = &c,p+b = k ~ + p , 6  = hy.6' 

Si par contre on a x = O, on a p = y + 7 et 6 = a + T, d'où 

)'a,@ = Aol.r+r = ha+=,, = &,y 
d'après (20)' mais on a aussi A,,, = hy,6 d'après (21), d'où = hy,6. 

5 2. Algèbres de Lie libres 

1. Rappels sur les algèbres libres 

Soit X u n  ensemble. Rappelons la construction du magma libre M(X) construit 
sur X (A, 1, p. 77). Par récurrence sur l'entier n > 1, on définit les ensembles X, 
en posant X, = X et en prenant pour X, l'ensemble somme des ensembles 
X, x X,-, pourp = 1'2,. . ., n - 1; si X est fini, il en est de même de chacun 
des X,. L'ensemble somme de la famille (X,),, , est noté M(X) ; chacun des en- 
sembles X, (et en particulier X) est identifié à une partie de M(X). Soient w et 
w' dans M(X) ; on note p et q les entiers tels que w G X, et w' E X, et l'on pose 
n = p + q; l'image du couple (w, w') par l'injection canonique de X, x X,-, 
dans X, se note W .  w' et s'appelle le produit de w et w'. Toute application de X 
dans un magma M se prolonge de manière unique en un homomorphisme de 
magmas de M(X) dans M. 

Soit w dans M(X) ; l'unique entier n tel que w E X, s'appelle la longueur de w 
et se note l(w). On a l(w . w') = l(w) + l(wl) pour w, w' dans M(X). L'ensemble 
X est la partie de M(X) formée des éléments de longueur 1. Tout élément w de 
longueur > 2 s'écrit de manière unique sous la forme w = w' . wu. 

L'algèbre du magma M(X) à coefficients dans l'anneau K est notée Lib(X), 
ou Lib,(X) lorsqu'il y a lieu de préciser l'anneau K. L'ensemble M(X) est une 
base du K-module Lib(X), et X sera donc identifié à une partie de Lib(X). Si A 
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est une algèbre, toute application de X dans A se prolonge de manière unique en 
un homomorphisme de Lib(X) dans A (A, III, p. 22, prop. 7). 

2. Construction de l'algèbre de Lie libre 

DÉFINITION 1. - On appelle algèbre de Lie libre sur l'ensemble X I'algèbre quotient 
L(X) = Lib(X)/a oh a est l'idéal bilatère de Lib(X) engendrépar les éléments de l'une des 
formes 

(1) Q(a) = a. a pour a dans Lib(X), 

(2) J(a,b,c) = a.(b.c) + b.(c.a) + c.(a.b) 

pour a, b, G dans Lib(X) . 
Il est clair que L(X) est une K-algèbre de Lie; le composé de deux éléments 

u, v de L(X) sera noté [u, v ] .  Lorsqu'il y a lieu de préciser l'anneau K, on écrit 
L,(X) pour L(X) . 

La proposition suivante justifie le nom d'algèbre de Lie libre donné à L(X). 

PROPOSITION 1. - Soient rjr l'application canonique de Lib(X) sur L(X) et cp la restric- 
tion de + à X. Pour toute application f de X dans une algèbre de Lie g, il existe un homo- 
morphisme F: L(X) + g et un seul tel que f = F 0 9. 

a) Existence de F: soit h l'homomorphisme de Lib(X) dans g prolongeant f 
(no 1). Pour tout a dans Lib(X), on a h(Q(a)) = h(a. a) = [h(a), h(a)] = O; de 
même, l'identité de Jacobi satisfaite par g entraîne h(J(a, b, c)) = O pour a, b, c 
dans Lib(X). On en déduit h(a) = O, d'où un homomorphisme F de L(X) dans 
4 tel que h = F O rjr. Par restriction à X, on obtient f = F 0 cp. 

b) Unicité de F: soit F': L(X) -+ g un homomorphisme tel que f = F' O cp. Les 
homomorphismes F 0 4 et F' 0 rjr de Lib(X) dans g coïncident dans X, donc sont 
égaux; comme 4 est surjective, on a F = F'. 

COROLLAIRE 1. - La famille (y (x) ) , Ex est libre sur K dans L (X) . 
Soient x,, x,, . . . , x, des éléments distincts de X et A,, . . . , h, dans K tels que 

(3) A1.cp(xl) + . - -  + A,.cp(x,) = 0. 

Soit 9 l'algèbre de Lie commutative ayant K comme module sous-jacent. Pour 
i = 1,2, . . . , n, il existe un homomorphisme Fi de L(X) dans g tel que Fi(cp(x,)) = 1 
et Fi(9(x)) = O pour x # xi (prop. 1) ; appliquant Fi à la relation (3), on trouve 
Ai = 0. 

COROLLAIRE 2. - Soit a une algèbre de Lie. Toute extension de L(X) par a est inessenti- 
elle. 

h 
Soit a - g 5 L(X) une telle extension (chap. 1,s 1, no 7). Comme p est sur- 

jective, il existe une application f de X dans g telle que cp = p of. Soit F l'homo- 
morphisme de L(X) dans g tel que f = F O cp (prop. 1). On a (p o F) O <p = 



p of = rp, et la prop. 1 montre que p 0 F est l'automorphisme identique de L(X). 
L'extension donnée est donc inessentielle (chap. 1, $ 1, no 7, prop. 6 et déf. 6). 

Comme l'anneau I< n'est pas réduit à O, le cor. 1 de la prop. 1 montre que rp est 
injective. On peut donc identijïer au moyen de cp I'ensemble X à son image dans L(X) ; avec 
cette convention, X engendre L(X) et toute application de X dans une algèbre 
de Lie 4 se prolonge en un homomorphisme d'algèbres de Lie de L(X) dans 5. 

Remarque. - Lorsque X est vide, M(X) est vide, donc L(X) = (O). Si X a un 
seul élément x, le sous-module K. x de L(X) est une sous-algèbre de Lie de L(X) ; 
comme X engendre L(X), le cor. 1 de la prop. 1 montre que L(X) est un module 
libre de base {x}. 

3. Présentations d'une algèbre de Lie 

Soient 9 une algèbre de Lie et a = (a,),,, une famille d'éléments de g. On note 
fa l'homomorphisme de L(1) dans 9 appliquant tout i E 1 sur a,. L'image de fa est 
la sous-algèbre de 9 engendrée par a; les éléments du noyau de fa s'appellent les 
relateurs de la famille a. On dit que la famille a est génératrice (resp. libre, basique) 
si fa est surjectif (resp. injectif, bijectif). 

Soit g une algèbre de Lie. Une présentation de 9 est un couple (a, r) formé 
d'une famille génératrice a = (u,)~,, et d'une famille r = (rJj,, de relateurs de 
a engendrant l'idéal de L(1) noyau de fa. On dit aussi que g est présentée par la 
famille a liée par les relateurs rj ( j  E J). 

Soient 1 un ensemble et r = ( r J j , ,  une famille d'éléments de l'algèbre de 
Lie libre L(1); soit a, l'idéal de L(1) engendré par r. L'algèbre quotient 
L(1, r) = L(I)/a, s'appelle l'algèbre de Lie définie par 1 et la famille de relateurs 
(rJj, ,; on dit aussi que L(1, r) est définie par la présentation (1, r), ou encore par 
(1; (rj = O)f, ,). Lorsque la famille r est vide, on a L(1, r) = L(1). 

Soient 1 et r comme précédemment; notons 5, l'image de i dans L(1, r). La 
famille génératrice = (E,),,, et la famille de relateurs r constituent une pré- 
sentation de L(1, r). Réciproquement, si 9 est une algèbre de Lie et (a, r), avec 
a = (a,),,, , une présentation de 9, il existe un unique isomorphisme 
u: L(1, r) + 5 tel que u(E,) = ai pour tout i E 1. 

4. Polynômes de Lie et substitutions 

Soit 1 un ensemble. Notons T, l'image canonique de l'élément i de 1 dans L(1) 
(que l'on note aussi parfois L((T,),,,)) ; les éléments de L(1) s'appellent polynômes 
de Lie en les indéterminées (T,), ,,. 

Soit g une algèbre de Lie. Si t = (t,),,, est une famille d'éléments de 9, 

notons f, l'homomorphisme de L(1) dans 4 tel que f,(T,) = t, pour i G 1 (no 2, 
prop. 1). L'image parf, de l'élément P de L(1) se note P((t,),,,). En particulier, 
on a P((T,),,,) = P; l'élément P((t,),,,) précédent s'appelle parfois l'élément 
de 4 obtenu par substitution des t, aux T, dans le polynôme de Lie P((T,),,,). 
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Soit o: 9 -+ 9' un homomorphisme d'algèbres de Lie. Pour toute famille 
t = (t,),., d'éléments de g et tout P E L(I), on a 

car o 0 ft applique T, sur o(ti), pour i E 1. 
Soit (Qj) j e  une famille d'éléments de L(I), et soit P E L(J). Par substitution 

des Q j  aux Tj dans P, on obtient un polynôme de Lie R = P((Qj)j,,) E L(1). 
On a 

pour toute famille t = (ti)i,, d'éléments d'une algèbre de Lie 9, comme on le 
voit en transformant par l'homomorphisme ft l'égalité R = P((Qj)je J) et en 
tenant compte de (4). 

Soient g une algèbre de Lie, 1 un ensemble fini, et P E L(1). Supposons que 
g soit un K-module libre. L'application 

P: g ~ - - + ~  

définie par P((ti)i .,) = P((ti), .,) est alors po1ynomiale.l En effet, l'ensemble F des 
applications de g1 dans 4 est une algèbre de Lie pour le crochet défini par 

(6) 1% Sil(t) = [ d t ) ,  Nt) ]  ; 
l'ensemble F' des applications polynomiales de g1 dans 9 en est une sous-algèbre 
de Lie, d'après la bilinéarité du crochet. Notre assertion résulte alors de ce que 
l'application P t+ Pest un homomorphisme d'algèbres de Lie et que Ti = Pri E F' 
pour tout i. 

5. Propriétés fonctorielles 

PROPOSITION 2. - Soient X et Y deux ensembles. Toute application u: X -+ Y se pro- 
longe de manière unique en un homomorphisme d'algèbres de Lie L(u) : L(X) + L(Y). 
Pour toute application v: Y -t Z, on a L(v 0 u) = L (v )  0 L(u). 

L'existence et l'unicité de L(u) résultent de la prop. 1 du no 2. Les homo- 
morphismes L(v 0 u) et L(v) 0 L(u) ont même restriction à X, donc sont égaux 

(prop. 1) 

COROLLAIRE. - Si u est injective (resp. surjective, bijective), il en est de même de L(u). 
L'assertion étant triviale pour X = 0, supposons X # 0. Si u est injective, il 

existe une application v de Y dans X telle que v 0 u soit l'application identique de 
X;  d'après la prop. 2, L(v) 0 L(u) est l'automorphisme identique de L(X), donc 

Rappelons (A, IV, 8 5, no 10, neue édition) la définition des applications polynomiales d'un module 
libre M dans un module N: si q est un entier 20 ,  on dit qu'une applicationf: M -t N est poly- 
nomiale homogène de degré q s'il existe une application multilinéaire u  de M4 dans N telle que 

f ( x )  = ~ ( x ,  . . . , x )  pour tout x  E M. 

Une application de M dans N est dite polynomiale si elle est somme finie d'applications polynomiales 
homogènes de degrés convenables. 



L(u) est injective. Lorsque u est surjective, il existe une application w de Y dans X 
telle que u 0 ~ e i  soit l'application identique de Y; alors L(u) 0 L(w) est l'applica- 
tion identique de L(Y), ce qui prouve que L(u) est surjective. 

Soit X un ensemble et soit S une partie de X. Le corollaire précédent montre 
que l'injection canonique de S dans X se prolonge en un isomorphisme a de L(S) 
sur la sous-algèbre de Lie L'(S) de L(X) engendrée par S; nous identiJierons L(S) 
et Lt(S) au moyen de a. 

Soit (SU),,, une famillefiltrante croissante de parties de X, de réunion S. La re- 
lation Sa c Sq entraîne L(Sa) c L(S,), donc la famille des sous-algèbres de Lie 
L(S,) de L(X) est filtrante croissante. Par suite, g = U L(S,) est une sous- 

U E I  

algèbre de Lie de L(X) ; on a S c 9, d'où L(S) c 9, et comme L(S,) c L(S) 
pour tout a E 1, on a g c L(S). Donc 

pour toute familleJltrante croissante (SU),,, de parties de X. 
Appliquant ce qui précède à la famille des parties finies de X, on voit que tout 

élément de L(X) est de la forme P(x,, . . . , x,) où P est un polynôme de Lie à n 
indéterminées et x,, . . . , x, sont des éléments de X. 

PROPOSITION 3. - Soit Kt un anneau commutatifnon réduit à {O),  et soit u: K -+ K' un 
homomoiphisme d'anneaux. Pour tout ensemble X, il existe un homomorphisme de Kt- 
algdbres de Lie et un seul 

V: LK(X) @ K' + Lr (X) 

tel que v(x @ 1) = x pour x E X. De plus, v est un isomorphime. 
Appliquant la prop. 1 à = Lt(X)  considérée comme K-algèbre de Lie, et 

à l'application x t+ x de X dans g, on obtient un K-homomorphisme 
LK(X) -+ L,, (X) , d'où un Kf-homomorphisme v : LK(X) @ Kt + LKl (X) . Le 
fait que v soit unique et soit un isomorphisme résulte du ce que le couple 
(LK(X) @ K', x t+ x @ 1) est solution du même problème universel que le 
couple (Lr(X), x H x). 

Remarque. - Soient Pt une Kt-algèbre de Lie et 9 la K-algèbre de Lie déduite de 
9' par restriction de l'anneau des scalaires. Si P E LK(X), on peut définir 

P: PX -t P (no 4). On voit aussitôt que 

6. Graduations 

Soit A un monoïde commutatif, noté additivement. On note cp, une application 
de X dans A et rp l'homomorphisme du magma libre M(X) dans A qui prolonge 
cp,. Pour tout 8 E A, soit Lib6(X) le sous-module de Lib(X) ayant pour base la 
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partie <p-l(S) de M(X). La famille (Lib6(X)),,, est une graduation de l'algèbre 
Lib(X), c'est-à-dire que l'on a 

(9) Lib6(X) .Lib6'(X) c Lib6++"'(X) pour 6, 6' dans A 
(A, III, p. 31, Exemple 3). 

Lemme 1. - L'idéal a de la définition 1 est gradué. 
Pour a, b dans Lib(X), posons B(a, b) = a. b + b .a. Les formules 

pour w,, . . ., wn dans M(X) et A,, . . ., An dans K, montrent que les familles 
et (Q(w), B(w, w')),,,. , Mcx) engendrent le même sous-module de 

Lib(X). Comme J est trilinéaire, l'idéal a est engendré par les éléments homo- 
gènes Q(w) , B(w, w') et J(w, w', w") pour w, w', w" dans M(X), donc est gradué 
(A, III, p. 32, prop. 1). 

C.Q.F.D. 

Munissons l'algèbre de Lie L(X) = Lib(X)/a de la graduation quotient. La 
composante homogène de degré 6 de L(X) est notée L6(X) ; c'est le sous-module 
de L(X) engendré par les images des éléments w E M(X) tels que <p(w) = 6. 

Nous utiliserons surtout les deux cas particuliers suivants: 
a) Graduation totale: on prend A = N et cp,(x) = 1 pour tout x E X, d'où 

<p(w) = l(w) pour w dans M(X). Le K-module Ln(X) est engendré par les images 
des éléments de longueur n dans M(X), que nous appellerons alternants de degré n. 
Nous verrons plus tard que le module Ln(X) est libre et admet une base formée 

d'alternants de degré n (no 1 1, th. 1). On a L(X) = @ Ln(X), et Li(X) admet 
n a 1  

X pour base (no 2, cor. 1 de la prop. 1). Par construction de M(X), on a 

n-1 

(12) Ln(x) = P = l  2 p y X ) ,  Ln-'(X)] 
et en particulier 

(13) [Lm(X), Ln(X)] c L"+"(X). 

b) Multigraduation: on prend pour A le monoïde commutatif libre NcX) con- 
struit sur X. L'application y, de X dans A est définie par (<p,(x))(x') = S, , ,  oh 
6,,, est le symbole de Kronecker. Pour w E M(X) et x E X, l'entier (cp(w)) (x) est 
a le nombre d'occurrences de la lettre x dans w )>. Pour cc dans N(X), on pose 

la1 = sx a(x), d'où 1 cp (w) / = 1 (w) pour tout w dans M(X) . On en déduit 



(14) Ln(X) = la1 O = n  La(X) ; 

on a évidemment 

(15) [La(X), LP(X)] c La+ O(X) pour a, @ dans N(X). 

PROPOSITION 4. - Soit S une partie de X. Si l'on identiJie N(S) à son image canonique 

dans N") (A, 1, p. 89), on a L(S) = azcs) La(X). De plus, pour tour a E N@), la 

composante homogène de degré a pour la multigraduation de L(S) est égale à La(X). 
Soit a E N(S). Le module La(S) est engendré par les images dans L(X) des 

éléments w de M(S) tels que q ( w )  = a, c'est-à-dire (A, 1, p. 91, formules (23) et 
(24)) l'ensemble des w de M(X) tels que cp(w) = a. On a donc La(S) = La(X). 

La proposition résulte de là et de la relation L(S) = =z,, La(S). 

COROLLAIRE. - Pour toute famille (Si)i ., de parties de X, on a 

(16) L(^ Si) = fi L(si)- 

Cela résulte de la prop. 4 et de la formule évidente 

(17) N(S) = 0 N(SJ 
i E I  

où l'on a posé S = 2 Si. 

7. Suite centraie descendante 

PROPOSITION 5. -Soient g une algèbre de Lie et P un sous-module de 9. D@nissons les 
sous-modules Pn de 4 par les formules Pl = P et Pn+ , = [P, Pn] pour n > 1. Alors on a 

n - 1  

P, = 2, [P,, P.-,] pour n a 2. 

Démontrons (18) par récurrence sur m. Le cas m = 1 est clair. D'après 
l'identité de Jacobi, on a 

L'hypothèse de récurrence entraîne [Pm, Pn + ,] c Pm +, + , et [Pm, P,] c Pm + ,, 
d'où 

[Prn+1, PnI Pm+,+, + [P, Pm+nI = Pm+n+l. 
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n - 1  

D'après la formule (18), on a P, 2 zl [Pp, P,-,] 2 [Pl, P, - ,] = P, , d'où (19). 

Lorsque l'on prend P = 9, la suite (P,) est la suite centrale descendante (Vng) de g 

(chap. 1, $ 1, no 5, 2ème édition).l On a donc: 

PROPOSITION 6.  - Soient g une algèbre de Lie et (gng), , , la suite centrale descendante de g. 

On a 
[gmg,Vng] c g m + , g  pourm> l e t n >  1. 

Généralisant la déf. 1 du chap. 1, § 4, no 1, nous dirons qu'une algèbre de Lie 
g est nilpotente si Yng = (O) pour n assez grand. On appelle classe de nilpotence 
d'une algèbre de Lie nilpotente g le plus petit entier n tel que Vnf l g  = (O}. 

PROPOSITION 7. - Soit X un ensemble et soit n un entier > 1. 
a) On a Ln + l (X) = [L1 (X) , Ln (X)] . 
b) Le module Ln(X) est engendré par les éléments [x,, [x,, . . . , [x,-,, x,] . . .]] où 

(xi, . . . , x,) parcourt l'ensemble des suites de n éléments de X. 

c) La suite centrale descendante de L(X) est donnée par Vn(L(X)) = 2 Lp(X). 
p > n  

a) Nous appliquerons la prop. 5 avec g = L(X) et P = L1(X). Par récurrence 
sur n, on déduit de (12) (no 6)  et (19) l'égalité Pn = Ln(X). La relation cherchée 
équivaut alors à la définition [P, P,] = P, + ,. 

b) Cela résulte de a) par récurrence sur n. 

c) Paons g = L(X) et g, = Lp(X). On a g = gl et la formule (13) du 

no 6 entraîne [g,, gm] c gn+,, et en particulier [g, g,] c gn+ ,. Par récurrence sur 
n, on a Vng c g,. Par ailleurs, de a) on déduit Ln(X) c Vng par récurrence sur n. 
Comme Vng est un idéal de g, la relation Lp(X) c Vng entraîne 

d'après a). On a donc LP(X) c Vng pour p > n, d'où g, c gng.  

COROLLAIRE. - Soient g une algèbre de Lie et (xi) i , l  une famille génératrice dans 4. Le 
n-ième terme Vng de la suite centrale descendante de 9 est le module engendré par les crochets 
itérés [xi,, [xi2, . . . , [xip - xip] . . . ]] pour p n et il, . . . , i, dans 1. 

Soit f l'homomorphisme de L(1) dans tel que f (i) = xi pour tout i E 1. 
Comme (x i ) ,  ,, engendre g, on a g = f (L(I)), d'où Vng = f (gn(L(I))) d'après 
la prop. 4 du chap. 1, fj 1, no 5. Le corollaire résulte alors des assertions b) et c) 
de la prop. 7. 

' Avec la définition adoptée dans la première édition du chap. 1, on aurait P, = Qn-lg. 



8. Dérivations des algèbres de Lie libres 

PROPOSITION 8. - Soit X un ensemble, soit M un L(X)-module et soit d une application 
de X dans M. IL existe une application linéaire D de L(X) dans M, et une seule, pro- 
longeant d et satisfaisant à la relation: 

(20) D([a, a']) = a. D(at) - a'. D(a) pour a, a' dans L(X). 

On définit une algèbre de Lie 4 ayant pour module sous-jacent M x L(X) au 
moyen du crochet 

(21) [(m, a), (m., a')] = (a. m' - a'. m, [a, aq), 

pour a, a' dans L(X) et m, m' dans M (chap. 1 ,s  1, no 8). Soit f l'homomorphisme 
de L(X) dans 4 tel que f (x) = (d(x), x) pour tout x dans X; posons 
f (a) = (D(a), u(a)) pour tout a dans L(X). D'après la formule (21)' u est un 
homomorphisme de L(X) dans elle-même; comme on a u(x) = x pour x dans X, 
on a u(a) = a pour tout a dans L(X), d'où 

D'après (21) et (22), la relation (20) découle alors de f ([a, a']) = [ f (a), f (a')]. 
Réciproquement, soit D' une application de L(X) dans M qui satisfasse à la 

relation (20') analogue à (20) et prolonge d. Posons f'(a) = (D'(a), a) pour 
a E L(X); d'après (20') et (21), f '  est un homomorphisme de L(X) dans 4, 
coïncidant avec f dans X, d'où f' = f et D' = D. 

COROLLAIRE. - Toute application de X dans L(X) se prolonge de manière unique en une 
dériuation de L (X) . 

Lorsque M est égal à L(X) muni de la représentation adjointe, la relation (20) 
signifie que D est une dérivation. 

9. Théorème d'élimination 

PROPOSITION 9. - Soient S, et S, deux ensembles disjoints et d une application de S, x S, 
dans L(S,). Soit g l'algèbre de Lie quotient de L(S, u S,) par l'idéal qu'engendrent les 
éléments [s,, s,] - d(s,, s,) pour s1 E S,, s, E S,; soit + l'application canonique de 
L(S, u S,) sur 4. 

a) Pour i = 1, 2, la restriction <pi de + à Si se prolonge en un isomorphisme de L(Si) 
sur une sous-algèbre ai de 4. 

b) On a g = a, + a,, a, n a, = {O) et a, est un idéal de g. 

Pour i = 1, 2, notons Si l'homomorphisme de L(Si) dans 4 qui prolonge <pi, 
et ai son image. Il est clair que <p,(S,) engendre a,. 
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Soit s, E SI; on pose D = ad rp,(s,). La dérivation D de 9 applique cp2(S2) 
dans a, d'après la relation 

comme la sous-algèbre a, de 9 est engendrée par cp,(S,), on a donc D(a,) c a,. 
L'ensemble des x E 4 tels que ad x laisse stable a, est une sous-algèbre de Lie de g, 

qui contient cpl(S,) d'après ce qui précède, donc aussi a,. On a donc 

Par suite a, + a, est une sous-algèbre de Lie de 9, et comme elle contient l'en- 
semble générateur cpl(S,) u cp,(S,), on a 

Pour tout S, E SI, il existe une dérivation Dsl de L(S,) telle que 
Ds,(s2) = d(s,, s,) pour tout s, dans S, (no 8, cor. de la prop. 8). L'application 
s, H DS1 se prolonge en un homomorphisme D de L(S,) dans l'algèbre de Lie des 
dérivations de L(S,). Soit t)  le produit semi-direct de L(S,) par L(S,) corres- 
pondant à D (chap. 1, $ 1, no 8). En tant que module, t)  est égal à L(S,) x L(S,), 
et l'on a en particulier 

pour s, E S1 et s, E S,. 
De (25) on déduit l'existence d'un homomorphisme f de g dans $ tel que 

f (cp,(s,)) = (s,, O) et f (cp2(s2)) = (O, s,) pour s, E SI et s, E S,. On en déduit 
aussitôt la relation 

pour a, E L(S1) et a, E L(S,). 
La relation (26) montre que 4, et +, sont injectifs et que a, n a, = {O). Les 

formules (23) et (24) entraînent alors la proposition. 

PROPOSITION 10 (théorème d'élimination). - Soient X un ensemble, S une partie de 
X, et T I'ensemble des suites (s,, . . . , s,, x) avec n >, O, s,, . . . , sn dans S et x dans 
X - S., 

a) Le module L(X) est somme directe de la sous-algèbre L(S) de L(X) et de l'idéal a 

de L(X) engendré par X - S. 
6) Il existe un isomorphisme d'algèbres de Lie cp de L(T) sur a qui transforme 

(s,, . . . , sn, X) en (ad s, 0 . . . 0 ad s,) (x). 

Pour n = O, on obtient les éléments de X - S, d'où X -  S c T. 



Soit 4 l'algèbre de Lie construite comme dans la prop. 9 avec les données 

pour t = (si,. . . , sn, x) dans T et s E SI. NOUS identifions L(S) et L(T) à leurs 
images canoniques dans 4 (prop. 9, a)). 

Soit + l'application (s,, . . . , s,, x) t+ (ad s1 0 . . . 0 ad s,) (x) de T dans L(X). 
On a évidemment +(d(s, t)) = [s, +(t)] pour s E S et t E T, et il existe donc un 
homomorphisme a: g 4 L(X) dont la restriction à S est l'identité et dont la res- 
triction à T est +. On a X - S c T, d'où un homomorphisme P: L(X) -+ 4 

dont la restriction à X = S u (X - S) est l'identité. 
Montrons que a est un isomorphisme, et P l'isomorphisme réciproque. Comme 

on a +(x) = x pour x dans X - S, on voit que a 0 (3 coïncide avec l'identité dans 
X, d'où a 0 p = IdLo,. On a par ailleurs [s, t] = d (s, t) dans g pour s E S, t E T, 
par construction même; on en déduit que t = (s,, . . . , s,, x) est égal dans à 
(ads, O . - -  0 ads,)(x), d'où t = P(a(t)). Comme on a @(a($)) = s pour S E S  
et que S u T engendre 9, on a P O a = Id,. 

Comme a est un isomorphisme de g sur L(X), la prop. 9 montre que la res- 
triction de a à L (T) est un isomorphisme (9 de L(T) sur un idéal b de L(X), tel 
que le module L(X) soit somme directe de L(S) et b. On a évidemment 

rp (si, . . . , s,, X) = (ad s, O . . . O ad s,) (x) 

pour (s,, . . . , sn, X) dans T. 
On a donc q(T) c a, d'où b c a puisque <p(T) engendre la sous-algèbre b de 

L(X). Mais b est un idéal et X - S c cp(T) c b, d'où a c b. 

COROLLAIRE. -Soit y EX. L'algèbre de Lie libre L(X) est somme directe du sous- 
module libre K.  y et de la sous-algèbre de Lie admettant comme famille basique la famille des 
((ady)n.z)pourn > Oet Z E X  - {y). 

Il suffit de faire S = {y) dans la prop. 10. 

10. Ensembles de Hall dans un magma libre 

Soient X u n  ensemble, M(X) le magma libre construit sur X et Mn(X), pour 
n. E N*, l'ensemble des éléments de M(X) de longueur n (no 1). Si w E M(X) et 
l(w) > 2, on note a(w) et P(w) les éléments de M(X) déterminés par la relation 
w = a(w) p(w) ; on a 1 (a(w)) < l(w), l(p (w)) < l(w) . Enfin, pour u, v dans M(X), 
on note umv l'élément défini par récurrence sur l'entier m > O par uOv = v et 
um+% = u(umu). 

DÉFINITION 2. - On appelle ensemble de Hall relatif à X toute partie H de M(X) 
munie d'une relation d'ordre total satisfaisant aux conditions suivantes: 

(A) Si u E H, v E H et l(u) < l(v), on a u < u. 
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(B)  On a X c H et H r\ M 2 ( X )  se compose desproduits xy avec x, y dans X et x < y. 
( C )  Un élément w de M ( X )  de longueur 2 3 appartient à H si et seulement s'il est de 

la forme a(bc) avec a, b, c dans H ,  bc E H,  b < a < bc et b < c. 

PROPOSITION 11. - Il existe un ensemble de Hall relatif à X .  
Nous allons construire par récurrence sur l'entier n 2 1 des ensembles 

Hn c M n ( X )  et une relation d'ordre total sur chacun de ces ensembles: 
a)  On pose H ,  = X et on le munit d'une relation d'ordre total. 
b) L'ensemble H ,  se compose des produits xy avec x, y dans X et x < y. On 

le munit d'un ordre total. 
c) Soit n 2 3 tel que les ensembles totalement ordonnés Hl ,  . . . , Hn- ,  soient 

déjà définis. L'ensemble Hk -, = Hl u - . . u Hn -, est muni de la relation d'ordre 
total qui induit les relations données sur H,, . . . , Hn -, et telle que l'on ait w < w' 
si 1 (w)  < 1 (w') . On définit Hn comme l'ensemble des produits a (bc) E Mn ( X )  avec 
a, b, c dans H k - ,  satisfaisant aux relations bc E H;-l, b < a < bc, b < c et on 
munit Hn d'une structure d'ordre total. 

Posons H = iJ H,; on munit H de l'ordre total défini ainsi: on a w w' si 
n > l  

et seulement si l (w)  < 1(wf) ou bien l (w)  = 1(wf) = n et w < w' dans l'ensemble 
H,. Il est immédiat que H est un ensemble de Hall relatif à X. 

Pour toute partie S de X ,  nous identifions le magma libre M ( S )  à son image 
canonique dans M ( X )  . 
PROPOSITION 12. -Soit H un ensemble de Hall relatifà X et soient x, y dans X .  

a) On a H n M({x))  = {x). 
b )  Supposons x < y et soit d, I'homomorphisme de M ( X )  dans N tel que d, ( y )  = 1 

et d,(z) = O pour z E X, z .f y. L'ensemble des éléments w E H n M({x ,  y}) tels que 
d, (w)  = 1 se compose des éléments xny pour n entier O. 

D'après la déf. 2 (B), on a x E H et H n M2({x))  = 0. Si w E H n M({x)) ,  
avec n = l (w)  3 3, les éléments a(w) et p(w) appartiennent aussi à H ri M({x))  
d'après la déf. 2 ( C ) .  On en déduit aussitôt par récurrence sur n que 
H n Mn({x}) = 0 pour n 3 2, d'où a). 

Démontrons maintenant b). D'après la déf. 2 (B) ,  on a y E H et xy E H. 
Démontrons par récurrence sur n que x n y s H  pour n entier 22. On a 
xny = x ( x ( ~ " - ~ y ) )  et l'hypothèse de récurrence entraîne que xn-2y E H. On a 
l (x)  < l ( ~ ~ - ~ y )  pour n > 2 et x < y, d'où x < dans tous les cas; la 
condition (C) de la déf. 2 montre que xny E H .  D'autre part, on a bien 
d, (xny) = 1. Inversement, soit w E H n M ({x, y)), avec d, (w)  = 1. Si l (w)  = 1, 
on a w = y; si l (w)  = 2, on a w = xy d'après la déf. 2 (B). Si l (w)  > 3, on a 
w = a(bc), avec a, b, c, bc dans H r\ M({x,  y}) (déf. 2 ( C ) ) .  On ne peut pas avoir 
d,(bc) = 0, car ceci entraînerait bc E M({x)) ,  ce qui est impossible d'après a). 



On a donc d,(bc) = 1 et d,(a) = O, d'où a = x d'après a). On en déduit aussitôt 
par récurrence sur n = l (w)  que w = xn-ly, ce qui achève la démonstration de 6). 

COROLLAIRE. - Si Card X > 2, on a H n M n ( X )  # fJ, pour tout entier n 2 1. 

PROPOSITION 13. - Soit X un ensemblefini possédant au moins deux éléments. On note H 
un ensemble de Hall relatif à X .  I l  existe alors une bijection strictement croissante p H w, 
de N sur H et une suite (P,), G N  de parties de H avec les propriétés suivantes: 

a) On a Po = X .  
b) Pour tout entier p 2 O, on a w, E P,. 
c)  Pour tout entier n > 1, il existe un entier p(n) tel que tout élément de P, soit de 

longueur > n pour tout p > p(n). 
d )  Pour tout entier p 2 0, l'ensemble P,,, se compose des éléments de la forme W ~ W  

avec i > O, w E Pp et w # w,. 
Comme X est fini, chacun des ensembles M n ( X )  est fini. Posons 

H ,  = H n M n ( X )  pour tout n 2 1. Le cor. de la prop. 12 montre que l'ensemble 
fini H ,  est non vide. Soit un le cardinal de H,; posons v, = O et v, = u, + . . . + un 
pour n 2 1. Comme H, est un ensemble fini totalement ordonné, il existe une 
bijection strictement croissantep M wp de l'intervalle (un-,, vn - 1) de N sur H,. 
Il est immédiat que p H W ,  est une bijection strictement croissante de N sur H.  

Posons Po = X et pour tout entierp 2 1, soit P, l'ensemble des éléments w de 
H tels que w > w, et que l'on ait, ou bien w E X ,  OU bien u(w)  < wp (remarquons 
que si w est de longueur > 2, la relation w E H entraîne a(w)  E H d'après la con- 
dition (C) de la déf. 2). On a wp E P,; cela est clair si w, E X et cela résulte de 
l'inégalité l(a(w,)) < l(w,) et de la condition (A) de la déf. 2 lorsque wp 4 X .  

Les conditions a) et b) sont donc satisfaites. 
Soit n un entier 2 1 et soit p 2 v,. Pour tout w E P,, on a l (w)  2 Z(w,) > n 

d'après la définition même de l'application p e w,. Ceci établit c). 
Montrons que tout élément de la forme u = wiw avec i > O, w E Pp et 

w # w, appartient à P,,,. Si i # O, on a l(u) > l(w,) d'où u > wp et u 2 w,,,; 
on a u $ X et a(u) = w, < LU,,,, d'où u E Pp+,. Si i = O, on a u  E Pp et u # w,; 
on a donc u > w,, d'où u > w, + , ; si u n'appartient pas à X, on a ~ ( w )  < wp d'où 
( ~ ( w )  < w,,,; on a encore UEP,,,. 

Réciproquement, soit u E P, + ,. Distinguons deux cas : 
a)  Il n'existe aucun élément v de M ( X )  tel que u = wpv. Par définition de P,, ,, 

on a u > w,. De plus, si u 4 X ,  on a ~ ( u )  # wp par l'hypothèse faite, et l'on a 
a(u) < w, +, puisque u E P,+ ,; donc a(u) < w,. Donc on a u E P, et u + w,. 

p) Il existe v dans M ( X )  tel que u = w,v. D'après la déf. 2, on a nécessaire- 
ment, soit wp E X ,  u E X et w, < v, soit u $ X et ~ ( v )  < wp < v. Dans les deux 
éventualités, on a v E P, + ,. 

Ceci posé, il existe un entier i > O et un élément w de M ( X )  tels que u = W&J, 
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et ou bien w E X, OU bien w $ X et ~ ( w )  # w,. Si i = O, on est dans le cas a) ci- 
dessus, d'ou w E Pp et w # wp. Si i > O, la démonstration de @) ci-dessus établit, 
par récurrence sur i, les relations w E Pp+, et w # w,. Supposons w 4 X; de 
w E P,+l on déduit a(w) < wp et comme on a a(w) # wP, on conclut que 
w E Pp. Ceci achève de prouver d). 

Exemple. - Supposons que X ait deux éléments x, y; ordonnons X de telle sorte 
que l'on ait x < y. La construction donnée dans la démonstration de la prop. 11 
fournit un ensemble H qui a 14 éléments de longueur < 5 donnés dans le tableau 
suivant : 

(On a numéroté les éléments de H suivant les relations d'ordre total choisies dans 
chaque H,.) 

11. Bases de Hall d'une algèbre de Lie libre 

On conserve les notations du no précédent. 

THÉORÈME 1. - Soient H un ensemble de Hall relatif à X et Y I'application canonique 
de M(X) dans l'algèbre de Lie libre L(X). La restriction de Y à H est une base du module 

LW). 
Pour tout élément rei de H, on pose zei = Y (w). 
A) Cas où X est jni. 
Si X est vide, il en est de même de M(X) et donc de H, et L(X) est réduit à 

O. Si X a un seul élément x, H n Mn(X) est vide pour n > 2 (prop. 12 a)). Par 
suite, on a H = (x}; on sait aussi (no 2, Remarque) que le module L(X) est libre 
de base {X}. Le théorème est donc vrai lorsque X a au plus un élément. 

Supposons désormais que X ait au moins deux éléments; choisissons des 
suites (w,) et (P,) ayant les propriétés énoncées dans la prop. 13. Pour tout entier 
,b 2 O, on note Lp le sous-module de L(X) engendré par les éléments zei* pour 
O < i < p et gp la sous-algèbre de Lie de L(X) engendrée par la famille (ft),,,p. 

Lemme 2. - Pour tout entier p > O, le module L, admet la famille (Le>*), . ,, pour base, 
I'algébre de Lie 9, admet (5) , ,,p pour famille basique, et le module L (X) est somme directe 
de L, et 9,. 

On a L, = {O} et go = L(X), et le lemme est vrai pourp = O. Raisonnons par 
récurrence sur p. Supposons donc que le lemme soit vrai pour un entier P > 0. 
Posons u , , ~  = (ad Iéi,)" ii7 = Y(wkw) pour i O, w E P,, w # w,. D'après le cor. 



de la prop. 10 du no 9, l'algèbre de Lie libre a, est somme directe du module T, 
de base {%,} et d'une sous-algèbre de Lie $, admettant F = ( u ~ , ~ ) ~ ~ ~ , ~ ~ ~ ~ , ~ ~  Wp 

pour famille basique. D'après la prop. 13d), la famille (U), , pp + , est égale à F, 
donc est une famille basique de $, = 9, + i. On a donc L (X) = L, @ T, @ g, + , 

- 
etcommeL,+, = L, + T,,onaL(X) = LP+, O gP+, et (%,, G,,. . ., w,-,, w,) 
est une base du module L, + ,. 

C.Q.F.D. 

Soit n un entier positif. D'après la prop. 13c), il existe un entierp(n) tel que P, 
n'ait que des éléments de longueur > n pour > p(n) . Pour p > p(n), la sous- 
algèbre de Lie 9, de L(X) est engendrée par des éléments de degré >n, donc 
Ln(X) n 9, = {O}. Par ailleurs, les éléments Gi de L(X) sont homogènes et la 
famille (%i)o,,,p est une base d'un module supplémentaire de 9,. Il en résulte 
immédiatement que la famille des éléments %, de degré n est une base du module 
Ln(X), et que la suite (Zi) est une base du module L(X) . 

B) Cas général. 
Si S est une partie de X, rappelons que M(S) est identifié au sous-magma de 

M(X) engendré par S et L(S) est identifiée à la sous-algèbre de Lie de L(X) 
engendrée par S; on a vu que si w E M(S) est de longueur > 2, on a a(w) 
E M(S) et p(w) E M(S). Il en résulte immédiatement que H n M(S) est un 
ensemble de Hall relatif à S. 

Pour toute partie finie cD de H, il existe une partie finie S de X telle que 
cD c M(S). Le cas A) montre alors que les éléments % pour w E cD sont linéaire- 
ment indépendants dans L(S), donc dans L (X) . Par suite, la famille (%) est 
libre. 

Pour tout élément a de L(X), il existe une partie finie S de X telle que a E L(S). 
D'après le cas A), la partie Y(H n M(S)) de Y(H) engendre le module L(S), 
donc a est combinaison linéaire d'éléments de Y(H). Donc Y(H) engendre 
le module L(X), ce qui achève la démonstration. 

COROLLAIRE. -Le module L(X) est libre, ainsi que chacun des sous-modules La(X) 
pour a E N(X) et Ln(X) pour n E N. Les modules La(X) sont de rangjni, et il en est de 
même des modules Ln(X) si X estjni. 

Il existe un ensemble de Hall H relatif à X (prop. 11). Pour tout w E H, l'élé- 
ment Y(w) de L(X) appartient à l'un des modules La(X) (avec a E et le 
module L(X) est somme des sous-modules La(X). De plus, pour tout a E N(X), 
l'ensemble des éléments de M(X) dont l'image canonique dans N(X) est égale à a 
est fini; ceci montre que chacun des modules La(X) est libre de rang fini, et que 

L(X) est libre. On a Ln(X) = 2 La(X), donc Ln(X) est libre; lorsque X est fini, 
Ial = n  . . 

l'ensemble des a E tels que la] = n est fini, donc Ln(X) est alors de rang fini. 
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DÉFINITION 3. - On appelle base de Hall d'une algèbre de Lie libre L(X) toute base de 
L(X) qui est l'image canonique d'un ensemble de Hall relatif à X. 

Remarque. -Supposons que X se compose de deux éléments distincts x et y et 
soit L( . l) le sous-module de L(X) somme des La(X) pour cr G NX, avec cr(y) = 1. 
On déduit aussitôt du th. 1 et de la prop. 12 du no 10 que les éléments (ad x)".y 
pour n entier 3 O forment une base du sous-module L( . l). Il en résulte que la 
restriction à L( . l) de l'application ad x est injective. 

3 3. Algèbre enveloppante de Iyalg&bre de Lie libre 

Dans ce paragraphe, on note A(X) = A,(X) l'algèbre associative libre Libas(X) de 
l'ensemble X sur l'anneau K (A, 1 II, p. 2 1, déf. 2). On identijie X à son image canonique 
dans A(X) ; rappelons que le K-module A(X) admet pour base le monoïde libre Mo(X) 
déduit de X; on note A+ (X) le sous-module de A(X) engendré par les mots non vides. 

1. Algèbre enveloppante de L(X) 

T H É O R È M E  1. - Soit M : L(X) -t A(X) l'unique homomorphisme d'algèbres de Lie 
prolongeant l'injection canonique de X dans A(X) ($ 2, no 2, prop. 1). Soit 
o: L(X) -t U(L(X)) l'application canonique de L(X) dans son algèbre envelo@ante et 
soit p: U(L(X)) +- A(X) l'unique homomorphisme d'algèbres unifëres tel que P 0 o = cr 

(chap. 1, $2, no 1, prop. 1). Alors: 
a)  cr est injectg et a(L(X)) est un sous-module facteur direct de A(X). 
b) p est bijectif. 
Soient B une K-algèbre unifère et cp une application de X dans B; d'après la 

prop. 1 du $ 2, no 2, il existe un homomorphisme d'algèbres de Lie +: L(X) -t B 
tel que L!J 1 X = cp; d'après la prop. 1 du chap. 1, $2, no 1, il existe un homo- 
morphisme d'algèbres unifères O :  U(L(X)) -+ B tel que 0 O o = +, donc tel que 
(0 0 o) 1 X = cp. Comme o(X) engendre l'algèbre unifère U(L(X)), l'homo- 
morphisme 0 est l'unique homomorphisme d'algèbres unifères satisfaisant à cette 
dernière condition. Ceci montre que le couple (U(L(X)), o 1 X) est une solution 
du même problème universel que A(X) ; prenant pour cp l'injection canonique de 
X dans A(X), on en déduit que P est un isomorphisme, ce qui démontre b). 

Enfin, comme L(X) est un K-module libre ($2, no 11, cor. du th. l ) ,  o est 
injectif et o(L(X)) est un sous-module facteur direct de U(L(X)) (chap. 1, $ 2, 
no 7, cor. 3 du th. 1). D'après b),  cela démontre a). 

COROLLAIRE 1. - I l  existe sur l'algèbre A(X) un unique coproduit faisant de A (X) une 
bigèbre et tel que les éléments de X soient primitfs. De plus, p est un isomorphisme de la 
bigèbre U(L(X)) sur A(X) munie de cette structure de bigkbre. 
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Cela résulte de l'assertion b) du théorème et du fait que X engendre l'algèbre 
unifère A(X) . 

Dorénavant, on munit A(X) de cette structure de bigèbre et on ident$îe L(X) 
à son image par a, c'est-à-dire à la sous-algèbre de Lie de A(X) engendrée par X. 

COROLLAIRE 2. - Si K est un corps de caractéristique 0, L(X) est l'algèbre de Lie des 
éléments primitifs de A(X) . 

Cela résulte du cor. 1 et du cor. de la prop. 9 du § 1, no 5. 

Remarques. - 1) Soit K' un anneau commutatif contenant K. Si on identifie 
A(X) , L (X) et L,, (X) à des parties de AK (X), il résulte de la partie a) du th. 1 la 
relation 

(1) L(X) = L,,(x) n A(x). 

2) Le cor. 2 du th. 1 reste valable si on suppose seulement que le groupe 
additif de l'anneau K est sans torsion. En effet, supposons d'abord K = Z; 
tout élément primitif de A(X) est un élément primitif de AQ(X), donc est dans 
LQ(X) n A(X) = L(X) (cor. 2 et formule (1)). Dans le cas général, K est plat 
sur Z et on applique la Remarque 2 du $ 1, no 2 et la prop. 3 du $ 2, no 5. 

3) Soient A un monoïde commutatif, y, une application de X dans A, 
y: Mo(X) +A l'homomorphisme de monoïde associé; si on munit A(X) de la 
graduation (A6(X)),,, définie en A, III, p. 31, Exemple 3 et L(X) de la 
graduation (L6(X)),,, définie au 5 2, no 6, on a aussitôt, pour 6 EA, 
L6(X) c L(X) n A6(X). Comme L est la somme des L6(X) pour 6 E A, et que 
la somme des L(X) n A6(X) pour 6 E A est directe, cela entraîne 

4) Soit A une algèbre associative unifère, et soit t = (ti)i,, une famille 
d'éléments de A. On a un diagramme 

où i est l'injection canonique,& est l'homomorphisme d'algèbre de Lie défini 
par t et g, l'homomorphisme d'algèbre unifère tel que g,(i) = ti pour i E 1. Le 
diagramme est commutatif car g, 0 i et& coïncident dans 1. Il en résulte que, si 
P E L (1), l'élément P((ti)i ,,) défini au $2,  no 4, coïncide avec l'élément P((t,), ,,) 
défini en A, III, p. 24, Exemple 2. 
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2. Projecteur de A + (X) sur L (X) 

Soit x l'application linéaire de A+ ( X )  dans L ( X )  définie par 

(3) X ( X ,  . . . xn) = (ad (x,) 0 - . O ad (xn - ,)) (xn) 

pour n > O, x,, . . ., xn dans X .  

PROPOSITION 1. - a) La restriction x, de x à L ( X )  est une dérivation de L ( X ) .  
b) Pour tout entier n 2 1 et tout u dans L n ( X ) ,  on a x(u)  = n.u. 
a) Soient E l'algèbre des endomorphismes du module L ( X )  et O l'homomor- 

phisme de A ( X )  dans E tel que O(x) = ad x pour tout x 6 X .  La restriction de 0 à 
L ( X )  est un homomorphisme d'algèbres de Lie de L ( X )  dans E, qui coïncide sur 
X avec la représentation adjointe de L ( X ) ,  d'où 

(4) O(u) . v = [u, V ]  pour U ,  v dans L ( X ) .  

Soient a dans A ( X )  et b dans A+ ( X )  ; on a 

Il suffit en effet de considérer le cas a = x, . . . xp, b = xp + , . . . xP+, avec p 2 0, 
q 2 1 et x,, . . ., x,+, dans X ;  mais alors (5) résulte immédiatement de (3)  
puisque l'on a O(x) = ad x pour x E X .  

Soient u et v dans L ( X )  ; d'après (4) et (5), on a 

donc x, est une dérivation de L ( X ) .  
6) Soit x, l'endomorphisme du module L ( X )  qui coïncide dans L n ( X )  avec 

la multiplication par l'entier n 2 1. La formule [ L n ( X ) ,  L m ( X ) ]  c Ln+m(X)  
montre que x, est une dérivation (A, I I I ,  p. 119, Exemple 6 ) .  La dérivation 
x, - no de L ( X )  s'annule dans X ,  et comme X engendre L ( X ) ,  on a zO = x,, 
d'où 6). 

COROLLAIRE. - Supposom que K soit une Q-algèbre. Soit P l'application linéaire de 
A + ( X )  dans lui-même telle que 

pour n 2 1 ,  et x,, . . . , xn dans X .  Alors P est un projecteur de A+ ( X )  sur L ( X ) .  
L'image de P est contenue dans L ( X ) .  De plus, pour tout n > 1 et tout u dans 

1 
L n ( X ) ,  on a P(u) = - x (u ) ,  d'où P(u) = u d'après la prop. 1. Comme 

n 

L ( X )  = nTl L n ( X ) ,  on voit que la restriction de P à L ( X )  est l'identité. 



Remarque. - Supposons que K soit un corps de caractéristique zéro et soit Q le 
projecteur de A(X) = U(L(X)) sur L(X) associé à la graduation canonique de 
U(L(X)), cf. 8 1, no 5. Pour cr E N(X), on a Q(AE(X)) c La(X). En effet, il suffit de 
vérifier que l'image et le noyau de Q sont des sous-modules gradués de A(X) pour 
la graduation de type N(X). C'est évident pour l'image, qui est égale à L(X). 
D'autre part, soit n un entier > 1. Le sous-espace vectoriel de A(X) engendré par 
les y", où y E L(X), est égal au sous-espace vectoriel de A(X) engendré par les 
e 

2 yo(l)ya(2). . .yacn>, où yl, y2, . . . , yn sont des éléments homogènes de L(X) ; ce 
OPGn 

sous-espace est donc un sous-module gradué de A(X). 
(On notera que, si Card(X) 2 2, les projecteurs P et Q ne coïncident pas dans 

A+ (X). En effet, soient x, y dans X, tels que x # y, et posons 

z = x[x, y] + [x, y]x = x2y - yx2. 

On a Q(z) = O et P(z) = +[x, [x, y]] # O, cf. 4 2, no 10, Exemple et no 11, th. 1.) 

3. Dimension des composantes homogènes de L(X) 

Soient X un ensemble, cr un élément de N(X), et d un entier > O. On écrit d 1 cr s'il 
existe un p E N(X) tel que cr = dp. L'élément P, qui est unique, se note alors ald. 

Lemme 1. - Soient n un entier >O, Tl, . . . , T, des indéteminées, et u,, . . ., un dans Z. 
Soit (c(a)), ,,n une famille d'éléments de Z telle que 

Pour tout a E Nn - {O}, on a 

où y est la fonction de Mobius (App.). 
La formule (7) est équivalente, en prenant le logarithme des deux membres 

(A, IV, 8 6, no 9, nlle édition) à: 
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D'autre part 

1 
( a )  O - Tu) = 2 - c(a)Tka 

a i 0  la1 > o , k > i  k 

Donc (7) équivaut à 

1 8 8 = !!% UO pour tout p E Nn - {O}. 
.ID Itl (k) p! 

Soit A l'ensemble des (A,, A,, . . ., An) E Nn - {O) tels que le p.g.c.d. de 
hl, A,, . . . , An soit égal à 1. Tout élément de Nn - {O) s'écrit de manière unique 
sous la forme mh, où m est un entier 2 1 et où A E A. La condition (12) équivaut à 

! u m  pour tout A E A et tout m 1. (13) 2 l?l ce) = 

D'après la formule d'inversion de Mobius (App. ), la condition (13) équivaut à 

pour tout X E  A et tout m 2 1. 
C.Q.F.D. 

THÉORÈME 2. - Soient X un ensemble jni et n = Card(X). 
a) Pour tout entier r 3 1, le K-module Lr(X) est libre de rang 

où p est la fonction de Mobius. 
b) Pour tout a E NX- {O}, le K-module Lu(X) (§ 2, no 6) est libre de rang 

Nous savons déjà que les modules Lr(X) pour r E N, et LE(X) pour a E NX, 
sont libres (5  2, no 11, cor. du th. 1). Considérons la multigraduation (AU(X)),,,x 
de A(X) définie par l'homomorphisme canonique rp de Mo(X) dans NX (A, III, 
p. 3 1, Exemple 3) ; on a Aa(X) n L(X) = La(X) d'après la Remarque 3 du no 1. 
Pour a E NX, le K-module Au(X) admet pour base l'ensemble des mots dans les- 
quels chaque lettre x de X apparaît a(%) fois. Soit d(a) le nombre de ces mots, 
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c'est-à-dire le rang de Aa(X) ; nous allons calculer de deux manières différentes la 
série formelle P((Tx), ,,) E Z[[(T,), ,,II définie par 

d'où 

2) Pour tout a E NX - {O), soit G r  Gc(a) une base de La(X) et munissons 
l'ensemble 1 des couples (a, j )  tels que a 6 NX - (O) et 1 < j < c(a) d'une relation 
d'ordre total. D'après le th. 1 du no 1 et le th. de Poincaré-Birkhoff-Witt (chap. 
1, $2, no 7, cor. 3 du th. l),  les éléments 

l'indice m parcourant N'I), forment une base de A(X). Chaque y ,  est de multi- 

degré 2 m(a, j )a .  Notons u(m) ce multidegré. Il en résulte que 
(a,j) € 1 

d'où enfin 

En comparant (18) et (19), on obtient 

Le lemme 1 donne alors 6). 
Substituant maintenant une même indéterminée U aux T, pour x E X, dans 

la formule (20), on obtient 

En appliquant de nouveau le lemme 1, on en déduit a). 
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Exemples. - On a : 

Remarque. - Soit X un ensemble et soit a E N'X); le rang du K-module libre La(X)  
est encore donné par la formule (16). Cela résulte aussitôt du th. 26) et de la prop. 
4 du $2, no 6. 

$ 4. Filtrations centrales 

1. Fiitrations réelles 

DÉFINITION 1. - Soit G un groupe. On apipellefiltration réelle sur G une famille (G,),,, 
de sous-groupes de G telle que 

(1) G, = ,Qa G, pour tout a e R. 

La formule (1) entraîne Ga c G, pour f3 < a, donc la famille (Ga) est 

décroissante. On dit que la filtration (Ga) est séparée si r) Ga est réduit à l'élément 

neutre et qu'elle est exhaustiue si G = Ga. 

Remarque. - Soit (G,) , ., une suite décroissante de sous-groupes de G. C'est une 
filtration décroissante au sens de AC, III, $2, no 1, déf. 1. Pour tout entier n et 
tout a dans l'intervalle )n - 1, n) de R, posons Ha = G,, d'où en particulier 
H, = G,. Il est immédiat qu'on obtient ainsi une filtration réelle (Ha),,, sur 
G; on dira qu'une telle filtration est une Jiltration entière. On peut donc identifier 
les filtrations décroissantes au sens de AC, III, $ 2  aux filtrations entières. 

Soit A une algèbre; une filtration réelle (&) sur le groupe additif de A est dite 
compatible avec la structure d'algèbre si l'on a A,. A, c A,, , pour a, P dans R 
et K.A, c A, pour a GR. Si la filtration est exhaustive, (A,) est un système 
fondamental de voisinages de O pour une topologie sur A qui est compatible 
avec la structure d'algèbre. Soit B une algèbre unifère; une filtration réelle (Ba) 
sur le groupe additif de B est dite compatible avec la structure d'algèbre unifère 
si elle est compatible avec la structure d'algèbre et si l'on a 1 E Bo. 

2. Fonction d'ordre 

Soit G un groupe d'élément neutre e. Soit (Ga) une filtration réelle sur G. Pour 
tout x dans G, notons 1, l'ensemble des nombres réels a tels que x E G,. Si a E 1, 
et < a, on a P E 1,' donc 1, est un intervalle (TG, IV, $2, no 4, prop. 1). En 
utilisant la relation (l),  on voit que 1, contient son extrémité supérieure lorsque 
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celle-ci est finie. Par conséquent, 1, est de la forme ) - co, v(x)) n R avec v(x) E R; 
on a v(x) = sup {a 1 x E Ga). 

L'application v de G dans R s'appelle la fonction d'ordre associée à la filtration 
réelle (Ga) et v(x) s'appelle l'ordre de x. Cette application possède les propriétés 
suivantes : 

a) Pour x E G et a E R, les relations x E Ga et v(x) > a sont équivalentes. 
b) Pour x, y dans Gy on a 

(2) v(x-l) = v(x), v(e) = +a, 

(3) ~(xY) 2 inf(v(x),v(y)). 
De plus, il y a égalité dans (3) si v(x) > v(y). 

c) Pour tout a E R, notons G i  l'ensemble des x E G tels que v(x) > a. On a 
G,+ = U G, et en particulier GL est un sous-groupe de G. 

O>, 

Réciproquement, soit v une application de G dans R satisfaisant aux relations 
(2) et (3). Pour tout a E R, soit Ga l'ensemble des x E G tels que v(x) 2 a. Alors 
(G,),,, est une filtration réelle de Gy et v est la fonction d'ordre associée à cette 
filtration. Pour que la filtration (Ga) soit entière, il faut et il suffit que v applique 
G dans Z u { + co, - co). Pour qu'elle soit exhaustive (resp. séparée), il faut et il 
suffit que v-l(-co) = 0 (resp. v-l(+co) = {e)). 

Soit A une K-algèbre (resp. K-algèbre unifère). D'après ce qui précède, la 
relation 

( < x ~ A , e v ( x )  2 a p o u r x ~ A e t a ~ R ) )  

définit une bijection de l'ensemble des filtrations réelles exhaustives (A,),,, 
compatibles avec la structure d'algèbre (resp. d'algèbre unifère) de A, sur l'en- 
semble des applications v : A -+ Ii ne prenant pas la valeur - co et satisfaisant 
aux axiomes (4) à (7) (resp. (4) à (8)) suivants: 

(4) U(X + y) 2 inf(v(x), v(y)) (x, y dans A) 

(7) v(xy) 2 U(X) + v(y) (x, y dans A) 

(8) v(1) 2 o. 
Remarque. - Si v(x) n'est pas toujours égal à +CO, les conditions (7) et (8) 
entraînent v ( 1 )  = 0. 

3. Algèbre graduée associée à une algèbre filtrée 

Soit G un groupe commutatifmuni d'une filtration réelle (Ga),,,. Posons comme 
précédemment 



40 ALGÈBRES DE LIE LIBRES Ch. II, $ 4 

il est clair que Ga est un sous-groupe de G,. Nous poserons gr,(G) = G,/G; et 

gr(G) = @ gr,(G). On appelle groupe gradué associé au groupe jltré G le groupe 
U E R  

gr(G) muni de sa graduation naturelle de type R. 
Remarque. - Lorsque la filtration (G,) est entière, on a gr,(G) = (O) pour a non 
entier et gr,(G) = G,/G,-, pour tout entier n. La définition du groupe gradué 
associé coïncide donc essentiellement avec celle de AC, III, fj 2, no 3. 

Soient A une algèbre (resp. une algèbre unifère) et (A,),,, une filtration 
réelle compatible avec la structure d'algèbre (resp. d'algèbre unifère) (no 1). On a 

et l'application bilinéaire de A, x A, dans A,+ , restriction de la multiplication 
de A définit par passage au quotient une application bilinéaire 

On en déduit une application bilinéaire de gr(A) x gr(A) dans gr(A) qui en fait 
une algèbre graduée (resp. une algèbre graduée unifère) de type R. Si A est une 
algèbre associative (resp. commutative, resp. de Lie), il en est de même de gr(A). 

4. Filtrations centrales sur un groupe 

DÉFINITION 2. - Soit G un groupe. On dit qu'unejltration réelle (G,) sur G est centrale 
si l'on a G = U G, et si le commutateur (x, y) = ~ - l y - ~ x y  d'un élément x de G, et d'un 

,>O 

élément y de G, apjartient à Ga+ ,. 
En termes de la fonction d'ordre v, la définition précédente se traduit par les 

relations 

(1 0) v(x) > 0, ~ ( (x ,  y)) > v(x) + v (y) quels que soient x, y dans G. 

On en déduit que v((x, y)) > v(x) si v(x) # +a; si l'on pose xy = y-lxy (cf. 
A, 1, p. 66), on a xY = x. (x, y) d'où 

Cette relation traduit le fait que chacun des sous-groupes G, de G est distingué. 
Les G, forment un système fondamental de voisinages de e pour une topologie com- 
patible avec la structure de groupe de G (TG, III, $ 1, no 2, Exemple), dite 
définie par la filtration (G,). 

Dans la suite de ce no, on note G un groupe muni d'une filtration centrale 
(G,). Pour tout cc ER, on définit le sous-groupe G,f de G par 

G,+ = U G,. 
B>a 
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On a en particulier G,+ = G, = G pour a < O. Rappelons que si A et B sont 
deux sous-groupes de G, on note (A, B) le sous-groupe de G engendré par les 
commutateurs (a, b) avec a E A et b E B. Avec cette notation, on a les formules 

D'après (14), G: est un sous-groupe distingué de G, pour tout a E R  et le 

groupe quotient gr,(G) = G,/GQ est commutatif. On pose gr(G) = @ gr,(G), 
,ER 

et l'on munit ce groupe de la graduation de type R dans laquelle gr,(G) se com- 
pose des éléments de degré a. On a gr,(G) = {O} pour cc < O. 

PROPOSITION 1. - (i) Soient cc, P dans R. Il existe une application biadditiue 

qui applique (xG;, yGl) sur (x, y)G& ,. 
(ii) Soit cp l'application biadditiue de gr(G) x gr(G) dans gr(G) dont la restriction 

à gr,(G) x grB(G) est cpaB pour tout couple (a, P). L'application cp munit gr(G) d'une 
structure de Z-algébre de Lie. 

(i) Rappelons l'identité 

(15) (xxl, Y) = (x, y)"'(xl, y) 

pour x, x', y dans G (A, 1, p. 66, formule (4 bis)). 
Pour x E G, et y E GD, la classe modulo GA , de l'élément (x, y) de Ga+, sera 

notée f (x, y). Pour a dans Ga+ , et x' dans G, on a a-l  . a"' = (a, x') E GA ,; en 
particulier f (x, y) est égale à la classe modulo Gz+ , de (x, y)"'. La formule (15) 
entraîne donc 

(17) f (y, "4 = f (x, y) - l. 

De (16) et (1 7), on déduit 

Nous avons à prouver que l'application f: G, x GD 4 gr,, ,(G) définit par 
passage au quotient une application rp,,: gr,(G) x grB(G) -+ gr,+,(G). D'après 
(16) et (18), il suffit de prouver que l'on a f (x, y) = O si x E Ga ou si y E G l ,  ce 
qui résulte de (13'). 

(ii) Comme on a (x, x) = e, il résulte de (17) que cp est une application 
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Z-bilinéaire alternée. Il reste donc à prouver que pour u E gr,(G), v E gr,(G) 
et w E gry(G), on a 

Soient x  E Ga, y E: Go et z E Gy des éléments représentant respectivement u, v 
et W. On sait que xy et x sont deux éléments de G, congrus modulo Ga,  donc xy 
est un représentant de u dans G,; comme (y, z) est un représentant de q(v, w) 
dans GO+yy on voit que (xu, (y, z)) est un représentant de q(u, q(v, w)) dans 
Ga+,+y. Par permutation circulaire, on voit que (y", (2, x)) et (zX, (x, y))  repré- 
sentent respectivement q(u, q(w, u) )  et q(w, q(u, v)) dans G,, ,+,. La relation 
(19) est alors conséquence de l'identité suivante (A, 1, p. 66, formule (15)) : 

L'algèbre de Lie gr(G) sur Z définie dans la proposition 1 s'appelle l'algèbre 
de Lie graduée associée au groupejltré G. 

5. Un exemple de filtration centrale 

Soit A une algèbre associative unifère munie d'une filtration d'algèbre unifère 
(A,) telle que A, = A; alors A, est un idéal bilatère de A pour tout a ER. On 
note A* le groupe multiplicatif des éléments inversibles de A. Pour tout a > O, on 

note ru l'ensemble des x  t A* tels que x  - 1 E A,; on pose l? = 2 r, et r, = I' 
pour p 6 0. 

PROPOSITION 2. - L'ensemble l? est un sous-groupe de A* et ( ru )  est unejltration centrale 
sur I'. 

On a J? = U par construction, et la relation I', = _ l?, résulte de 
,>O 

A, = n A,. 
,<a 

Montrons que r, est un sous-groupe de A*. On a 1 E Fa; soient X, y dans ru, 
d'où x  - 1 E A,, y - 1 E A,. Comme A, est un idéal bilatère de A, les formules 

(22) x - l  - 1 = - x - l ( x  - l), 

entraînent xy - 1 E A, et x - l  - 1 E A,, d'où xy E r, et x - l  E r,. 
Comme I' = ,yo r,, c'est un sous-groupe de A*. 

Soient enfin cc > O, p > O, x  E I', et y  E r,. Posons x  - 1 = 5 et y - 1 = q. 
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par hypothèse, on a k E A, et q E A,, d'où fq - qf E A,+ ,. Comme A,+ est 
un idéal bilatère de A, on a (x, y) - 1 E A,+ , d'où (x, y) E ï, + ,. 

C.Q.F.D. 

Remarque. - Soient a 2 0, @ O et x E Fa, y E ï,. D'après les formules (21), (22) 
et (23), on a 

(24) x-l - 1 ES - (x - 1) mod. A,, 

Démontrons par exemple (26). Si x - 1 = f et y - 1 = q, (23) donne: 

Soient G un groupe et p: G + l? un homomorphisme. Pour tout a réel, on 
pose Ga = p-l(ï,). Comme (ï,) est une filtration centrale sur ï, il est 
immédiat que (Ga) est une filtration centrale sur G. 

PROPOSITION 3. - (i) Pour tout a E R, il existe un unique homomorphisme de groupes 
g,: gr,(G) -+ -,(A) qui applique la classe modulo Gz d'un élément a E Ga sur la classe 
modulo A: de p(a) - 1. 

(ii) Soit g l'homomorphisme de groupes de gr(G) dans gr(A) dont la restriction à 
gr,(G) est g,pour tout a. L'application g est un homomorphisme injectifde Z-algèbres de Lie. 

(i) Soit u > O. Par hypothèse, pour tout a dans Ga, on a p(a) - 1 E A,; on 
note p,(a) la classe de p (a) - 1 modulo A;. Comme on a A,, c A:, la rela- 
tion (25) entraîne p,(ab) = p,(a) + p,(b). On a a E G: si et seulement si 
p(a) - 1 E A: ; par suite, Ga est le noyau de l'homomorphisme Pa de Ga dans 
gr,(A). Par passage au quotient, Pa définit donc un homomorphisme injectif ga 
de gr,(G) dans gr,(A). 

Pour cc < O, on a gr,(G) = {O), et l'on n'a pas d'autre choix que g, = 0. 
(ii) Comme g, est injectif pour tout a réel, g est injectif. Montrons que g est 

un homomorphisme d'algèbres de Lie. Comme on a gr,(G) = {O} pour cc < 0, 
il suffit d'établir la formule 

(27) PCL+B((Q> b)) = [Pa(a)~P~(b)l  

pour a > O, > O, a E Ga et b E Go, ce qui résulte de (26). 
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6. Filtrations centrales entières 

Rappelons (no 1, Remarque) qu'une filtration (G,) sur le groupe G est dite 
entière si l'on a G, = G, pour tout entier n et tout cc ~ ) n  - 1, n). La donnée 
d'une filtration centrale entière sur un groupe G équivaut à la donnée d'une suite 
(G,),, , de sous-groupes de G satisfaisant aux conditions 

(9 G, = G 
(ii) G, 3 G,,, pour tout n à 1 

(iii) (G,, G,) c G,,, pour m à 1 et n 2 1. 

Pour tout entier n > 1, G, est un sous-groupe distingué de G et le groupe 
quotient gr,(G) = G,/G,+, est commutatif. Par passage au quotient, l'applica- 
tion (x, y) H (x, y) = x-ly-lxy de G, x G, dans G, +, permet de définir sur 

gr(G) = ,FI grn(G) une structure d'algèbre de Lie graduée de type N sur 

l'anneau Z. 
On rappelle (A, 1, p. 68, déf. 5) que la suite centrale descendante du groupe G est 

définie par 

(28) CIG = G, Cn+lG = (G, CnG) pour n > 1. 

La filtration correspondante s'appelle la filtration centrale descendante de G. 

PROPOSITION 4. - (i) L a  suite centrale descendante de G est une filtration centrale entière 
sur G. 

(ii) S i  (G,),,,, est une filtration centrale entière sur G, on a CnG c G, pour tout 
n E N*. 

L'assertion (i) a été prouvée en A, 1, p. 68, formule (7). 
On démontre (ii) par récurrence sur n ;  on a CIG = G = G,; pour n > 1, 

on a CnG = (G, CnW1G) c (G, Gn-J c G,. 

PROPOSITION 5. - Soit G un groupe et soit gr(G) la Z-algèbre de Lie graduée associée 
à lafiltration centrale descendante de G. Alors gr(G) est engendréepar gr, (G) = G/(G, G). 

Soit L la sous-algèbre de Lie de gr(G) engendrée par gr,(G); montrons que 
L 3 gr,(G) par récurrence sur n, l'assertion étant triviale pour n = 1. Supposons 
n > 1 et L 3 gr, -, (G). Comme CnG = (Gy Cn-IG), la construction de la loi 
d'algèbre de Lie sur gr (G) montre aussitôt que gr,(G) = [gr, (G), gr, - , (G)] c L. 

La démonstration précédente montre que la suite centrale descendante de 
l'algèbre de Lie gr(G) ($ 2, no 7) est donnée par 

Remarque. - Soient k un anneau, n un entier >O, A l'ensemble des matrices à n 
lignes et n colonnes, à éléments dans k, triangulaires inférieures. Pour lj 2 O, soit 
A, l'ensemble des (xiJ E A telles que xij = O pour i - j < P. Alors A, = A et 



ApAg c A,,,. Soit F, = 1 + A,. Alors l?, est un sous-groupe de GL(n,  k )  
appelé groupe trigonal strict inférieur d'ordre n sur k. D'après la prop. 2 du no 5, (F,) 
est une filtration centrale entière sur I',. Comme l?, = (11, on voit que le groupe 
F, est nilpotent (A, 1, p. 69, déf. 6) .  

§ 5. Algèbres de Magnus 

Dans ce paragraphe, on note X un ensemble, F ( X )  le groupe libre construit sur X (A, 1, 
p. 84, no 5)  et A ( X )  l'algèbre associative libre construite sur X ,  munie de sa graduation 
totale (An(X)),,,  (cf. A, I I I ,  p. 31, Exemple 3). On identifie X à ses images dans 
F ( X )  et A ( X ) .  

1. Algèbres de Magnus 

Soit Â ( X )  le module produit A n ( X ) .  Dans Â ( X )  on définit une multiplication na0 
par la règle 

pour a = (a,) et b = (b,) dans Â ( X ) .  On sait (AC,  I I I ,  $ 2, no 12, Exemple 1 )  
que Â ( X )  est une algèbre associative et que A ( X )  s'identifie à la sous-algèbre de 
Â ( X )  formée des suites dont tous les termes sont nuls à l'exception d'un nombre 
fini. 

On munit Â ( X )  de la topologie produit des topologies discrètes des facteurs 
A n ( X )  ; cette topologie fait de Â ( X )  une algèbre topologique séparée et complète, 
l'anneau K étant muni de la topologie discrète, et A ( X )  est dense dans Â ( x ) .  

Soit o = (a,) t Â ( X )  ; la famille (an),>, est sommable et a = 2 
n > O  an. 

Pour tout entier m > O, on note Â m ( X )  l'idéal formé des séries a = 2 a, 
n>m 

telles que a, E A n ( X )  pour tout n 2 m. Cette suite d'idéaux est un système fonda- 
mental de voisinages de O dans Â ( X )  et une filtration entière sur Â ( X ) .  Lafonction 
d'ordre associée à la filtration précédente est notée o; on a donc w(0) = + co et 

o(a)  = m si a = 1 an avec an E A n ( X )  pour tout n > m et am # O (54, nos 1 et 2). 
n > m  

On dit que Â ( X )  est l'algèbre de Magnus de l'ensemble X à coefficients dans K. 
Si une ambiguïté sur K est possible on écrira Â,(X). 

PROPOSITION 1. -Soit B une algèbre associative unifëre, munie d'une jîltration réelle 
(B,), ,,pour laquelle B est séparée et complète ( 5  4,  nos 1 et 2). Soit f une application de X 
dans B, telle qu'il existe A > O pour lequel f ( X )  c BA. Alors f se prolonge d'une 
manière et d'une seule en un homomorphisme ungre continu f de Â ( X )  dans B. 
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Soit f '  l'unique homomorphisme d'algèbre unifère de A ( X )  dans B pro- 
longeant f (A, III, p. 22, prop. 7). Montrons que f' est continu: en effet, on a 
f ' ( A n ( X ) )  c B,, d'où f'(Â,(X) n A ( X ) )  c B,,. Par suite, f '  se prolonge d'une 
manière et d'une seule par continuité en un hom~mor~hismef: Â ( X )  -+ B. 

Conservons les hypothèses et notations de la prop. 1 et soit u E Â ( X ) .  L'élément 
f (u) se note u(( f (x)),,,) et s'appelle le résultat de la substitution des f (x)  aux x dans 
u. En particulier, on a ~((x),,,) = u. Soit maintenant u = (u,),,, une famille 
d'éléments de Â l ( X )  et soit v E &Y). Ce qui précède permet de définir l'élément 
~ ( ( u , ) ,  E Â ( X ) .  On le note v 0 u. Comme u,(( f ( x ) ) )  E BA, onpeutsubstituer les 
éléments u,(( f ( x ) ) )  aux y dans v. Les applications v i-t (v 0 u)(( f ( x ) ) )  et 
v I+ v ((u,(( f ( x ) ) ) ) )  sont alors deux homomorphismes continus d'algèbres unifères 
de Â ( Y )  dans B, et prennent la même valeur u,(( f ( x ) ) )  sur l'élément y E Y.  Par 
suite (prop. l ) ,  on a 

2. Groupe de Magnus 

Pour tout a = (a,),,, dans Â ( X ) ,  l'élément a, de K sera appelé le terme constant 
de a, et noté &(a). La formule ( 1 )  montre que E est un homomorphisme d'algèbre 
de Â ( X )  dans K. 

Lemme 1. - Pour qu'un élément a de Â ( X )  soit inversible, il faut et il su$t que son terme 
constant soit inversible dam K. 

Si a est inversible dans Â ( X ) ,  &(a) est inversible dans K. Inversement, si &(a) 
est inversible dans K, il existe u E Â , ( X )  tel que a = ~ ( a )  (1 - u) ; posons 

b = (,JO un)r(a) -l. On a ab = bu = 1 ,  et a est inversible. 

L'ensemble des éléments de Â ( X )  de terme constant 1 est donc un sous-groupe 
du monoïde multiplicatif Â ( X ) ,  qu'on appelle le groupe de Magnus construit sur X 
(relativement à K) .  Dans ce chapitre, on le notera ï ( X ) ,  ou simplement ï. Pour 
tout entier n > 1, on note I', l'ensemble des a E I' tels que o ( a  - 1 )  > n. 
D'après la prop. 2 du fj 4, no 5, la suite (ï,),, , est unefiltration centrale entière sur l?. 

3. Groupe de Magnus et groupe libre 

THÉORÈME 1. - Soit r une application de X dans Â ( X )  telle que w(r(x))  2 pour tout 
x E X .  L'unique homomor$hisme g du groupe libre F(X) dans le groupe de Magnus r ( X ) ,  
tel que g(x) = 1 + x + r(x) pour tout x E X ,  est injectif. 

Démontrons d'abord trois lemmes. 



Lemme 2. - Soit n un entier rationnel non nul. Dans l'anneau de séries formelles K[[t]], 

on pose (1 + t). - ~, ,~ t , .  Il  existe un entierj 1 tel que c,,. # O. 
330 

Si n > O, on a c,,, = 1 d'après la formule du binôme. 
Supposons n < O et posons m= -n. Si l'on avait cj,, = O pour toutj  2 1, on 

aurait (1 + t)n = 1, d'où en prenant l'inverse, (1 f t)m = 1, ce qui est contraire 
à la formule cm,, = 1. 

Lemme 3. - Soient x,, . . . , x, des éléments de X, tels que s > 1 et xi # xi +, pour 
1 < i < s - 1 ; soient n,, . . ., ns des entiers rationnels non nuls. Alors l'élément 
S 

Il (1 + de Â(X) est # 1. 
i = l  

Soient m un idéal maximal de K et k le corps K/m; soit fi: Â,(X) + Â,(X) 
l'unique homomorphisme continu de K-algèbres unifères tel que p(x) = x pour 
x E X (no 1, prop. 1). Il  suffit de prouver que p(II(1 + xJn,) # 1, et on est 
ramené au cas où K est un corps. 

Avec les notations du lemme 2, on a: 

D'après le lemme 2, il existe des entiers a, > O tels que c,,,,, # O (1 < i < s). 
b D'après A, 1, p. 84, prop. 6, aucun monôme xll.. .x$ tel que hi 2 O et 

(b,, . . . , b,) # (a,, . . . , a,) ne peut être égal à xp . . . x?. Il s'ensuit que le coefficient 
S 

de xll. . .C dans (1 + est cal,nx. . .cas,ns # O, ce qui entraîne le résultat. 
i = 1 

Lemme 4. -Soit o l'endomorphisme continu de Â(X) tel que o(x) = x + r(x) pour 
x E X (no 1, prop. 1). Alors CS est un automorphisme et ~(Â,(x)) = Â,(x) pour tout 
 EN. 

On a o(x) = x mod. Â,(X) pour x E X, d'où, pour n > 1 et x,, . . . , xn dans X, 

=(xl) . . . o(xn) E x1 . . . xn mod. Ân + , (X) ; 

il en résulte par linéarité que =(a) - a modulo Ân+ ,(X) pour tout a E An(X), et 
en particulier o(An(X)) c Ân(X). On en déduit o(Am(X)) c Ân(X) pour 
m 2 n, d'où o(Ân(x)) c Â,(x). Autrement dit, a est compatible avec la filtra- 
tion (Â,(X)) de A(X) et sa restriction au gradué associé est l'identité. Donc o 
est bijectif (AC, III, 5 2, no 8, cor. 3 du th. 1). 

Démontrons enfin le théorèmc 1. Soit w # 1 un élément de F(X). D'après 
A, 1, p. 84, prop. 7, il existe x,, . . ., xs dans X et des entiers rationnels non 
nulsn ,,..., n,, telsques 2 l ,xi #x i+ ,  (1 < i < s - I) ,et  
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Avec les notations du lemme 4, on a 

donc g(w) # 1 d'après les lemmes 3 et 4. 

4. Suite centrale descendante d'un groupe libre 

Nous allons démontrer les deux théorèmes suivants: 

THÉORÈME 2. - On suppose que dans l'anneau K,  la relation n .  1 = O entraîne n = O 
pour tout entier n. Soit r une application de X dans Â ( X )  telle que w(r(x))  2 2 pour 
x E X ,  et soit g l'homomorphisme de F ( X )  dans le groupe de Magnus r ( X )  tel que 
g(x) = 1 + x -t r(x) pour x E X .  Pour tout n > 1, C n F ( X )  est l'image réciproque par 
g du sous-groupe 1 + &(X) de l? ( X ) .  

THÉORÈME 3.-Pour tout X E X ,  soit C ( X )  l'image canonique de x dansF(X) / (F(X) ,  F(X) ) .  
Soit g la Z-algèbre de Lie graduée associée à lajltration (CnF(X)), ,  de F ( X )  ($4 ,  no 6) .  
L'unique homomorphisme de la Z-algèbre de Lie libre L,(X) dans 4 qui prolonge c est un 
isomorphisme. 

En termes imagés, la Z-algèbre de Lie graduée associée au groupe libre F ( X )  
(muni de la suite centrale descendante) est la Z-algèbre de Lie libre L,(X). 

Posons F ( X )  = F, I' ( X )  = r, Â ( X )  = Â, Â,(X) = Â,, CnF(X)  = Cn, 
rn = 1 + Â n ( X ) ,  et soit a:  L,(X) + g  l'homomorphisme introduit dans 
l'énoncé du th. 3. 

A) Réductions préliminaires. 
Notons y l'homomorphisme de F dans l? défini par y(x) = 1 + x pour x E X .  

D'après le lemme 4, il existe un automorphisme o de l'algèbre Â respectant la 
filtration de Â et tel que o ( l  + x) = g(x)  pour tout x E X ;  on a O(!?,) = I', 
pour tout n. Comme les homomorphismes g et o 0 y de F dans ï coïncident dans 
X ,  on a g = a O y, donc g - l ( r n )  = y - l ( ï n ) .  Sous les hypothèses du th. 2, on 
peut identifier Z à un sous-anneau de K ;  l'algèbre de Magnus Â, s'identifie 
donc à un sous-anneau de Â, la filtration de Â, étant induite par celle de Â. 
Comme y applique F dans Â,, on voit qu'il suffit de prouver les th. 2 et 3 
sous les hypothèses supplémentaires K = Z et r = O, donc g = y, hypothèses que 
nous ferons désormais. 

B)  Surjectivité de a. 
Comme X engendre le groupe F = Cl ,  l'ensemble c ( X )  engendre le Z-module 

g1 = C1/C2. Or g1 engendre la Z-algèbre de Lie g (3 4, no 6, prop. 5), donc c ( X )  
engendre 9, ce qui prouve que a est surjectif. 

C )  Identifions l'algèbre graduée gr(Â) à A ( X )  par les isomorphismes cano- 
niques A n ( X )  -t Pour tout entier n > 1, posons Fn = ~- l (r , )  ; on 



sait (fj 4, no 5) que (Fm),,, est une filtration centrale entière sur F. Notons g' 

la Z-algèbre de Lie graduée associée ($ 4, no 4). Soit f l'homomorphisme 
d'algèbres de Lie de 4' dans A(X) associé à y ($ 4, no 5, prop. 3). Or, on a Cn c Fn 
pour tout entier n 2 1 (8 4, no 6, prop. 4), d'où un homomorphisme canonique 

E de g = @ Cn/Cn+l dans g r  = @ Fn/Fn+l 
na1 n a 1  

On pose p = f 0 E; on peut expliciter (3 ainsi: si u est la classe modulo Cn+l d'un 
élément w de Cn, alors y ( w )  - 1 est d'ordre 2 n dans Â et P(u) est la composante 
homogène de degré n de y (w) - 1. En particulier, on a 

(3) p(c(x)) = x pour tout x E X. 

D) Démonstration des théorèmes 2 et 3. 
L'homomorphisme d'algèbres de Lie P O a: Lz(X) + A(X) a pour restriction 

à X l'identité d'après (3), donc est l'injection canonique ( 5  3, no 1). Par suite, a est 
injectif, donc bijectif d'après B) ; ceci démontre le th. 3. Comme fi 0 a = f O z O cc 

est injectif et que a est bijectif, E est injectif. Pour tout n 2 1, 

En effet, appliquant le th. 2 pour K = Z et r = O, on a 

Remarque. - Soit H un ensemble de Hall relatif à X ($2, no 10). Soit M le magma 
défini par la loi de composition (x, y) e (x, y) = x-'y-lxy sur F(X), et soit cp 
l'homomorphisme de M(X) dans M dont la restriction à X est l'identité. Les 
éléments de q(H) s'appellent les commutateurs basiques de F(X) associés à l'ensemble 
de Hall H. Pour tout entier n 2 1, soit H, la partie de H formée des éléments de 
longueur n; on sait (4 2, no 11, th. 1) que l'application canonique de H, dans 
L,(X) est une base du groupe abélien LE(X). De plus, on a q(H,) c Cn; pour 
tout m E H,, notons q,(m) la classe mod. Cn + l de cp(m) E Cn. Le th. 3 montre 
alors que <pn est une bijection de H, sur une base du groupe abélien Cn/Cn+l. On déduit 
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aussitôt de là que, pour tout w E F(X), et tout i > 1, il existe un élément unique 
ai de ZcHJ tel que, pour tout n 2 1, on ait 

où le produit est calculé suivant l'ordre total donné sur H. 

Exemple. - Supposons que X soit un ensemble à deux éléments x, y et prenons 
Hl = (x, y}, H, = {xy}. Tout élément w de F(X) peut donc s'écrire 

w r xayb(x, y)c mod. C3 avec a, b, c dans Z. 

Pour w = (xy)", on a a = b = n et c = n(1 - n)/2 (cf. exerc. 9), d'où 

(xyln = xnyn(x, y)n(1-n)12 mod. C3. 

5. p-filtration des groupes libres 

Dans ce no, on notep un nombre premier et l'on suppose K = F,. Soit y l'homo- 
morphisme de F(X) dans F(X) défini par y(x) = 1 + x pour x dans X; posons 
Fn)(X) = ywi(l + Ân(X)). La suite (FLP)(X)),,, est une filtration centrale 
entière sur F(X), qui est séparée car y est injectif (no 3, th. 1). On l'appelle la 
p-jïltration de F(X). 

PROPOSITION 2. -Supposons X $ni. Pour tout entier n 2 1, le groupe F(X)/FF)(X) 
est un p-groupe $ni de classe de nilpotence < n. 

Raisonnant par récurrence sur n, il suffit de prouver que Fn)(X)/FLpi ,(X) est 
un p-groupe commutatif fini pour tout n > 1. Pour tout w E FLp)(X), l'élément 
y (w)  - 1 de Â(X) est d'ordre 2 n; on note Sn(w) la composante homogène de 
degré n de y(w) - 1. L'application 6,: Fr)(X) -+ An(X) est un homomorphisme 
de noyau Fr; l(X) (5  4, no 5, prop. 3), donc FF)(X)/FZ, (X) est isomorphe à un 
sous-groupe de An(X). Puisque X est fini, An(X) est un espace vectoriel de 
dimension finie sur F,, donc un p-groupe commutatif fini et il en est de même de 
FLp)(X) /Fnp1, (X) . 
PROPOSITION 3. -Pour tout w # 1 dans F(X), il existe un p-groupe jïni G et un 
homomorphisme f de F(X) dans G tel que f (w) # 1. 

Il existe des éléments x,, . . ., x, de X et des entiers n,, . . ., n, tels que 
w = XII.. .x>. Soit Y = {xi,. . ., x,}. L'injection canonique de Y dans X se 
prolonge en un homomorphisme a: F(Y) + F(X) ; par ailleurs, soit P l'homo- 
morphisme de F(X) dans F(Y) dont la restriction à Y est l'identité et qui 
applique X - Y  dans (1). On a P(a(y)) = y pour y E Y, donc P 0 a est l7auto- 
morphisme identique de F(Y). Il existe évidemment w' dans F(Y) tel que 



w = a ( w f )  ; alors p (w)  = wf  # 1 ; or on a n l l  F a ) ( Y )  = Cl} et il existe donc un 
entier n > 1 tel que P (w)  6 FC)(Y).  D'après la prop. 2, le groupe G = F ( Y )  /F$"(Y) 
est un p-groupe fini. Si f est le composé de p et de l'homomorphisme canonique 
de F ( Y )  sur G, on a f (w) # 1. 

COROLLAIRE. -L'intersection des sous-groupes distingués d'indice $ni de F ( X )  est 
réduite à (1). 

$ 6. La série de Hausdorff 

On suppose dans ce paragraphe que K est un corps de caractéristique 0. 

1. Exponentieile et logarithme dans les algèbres filtrées 

Soit A une algèbre associative unifère, séparée et complète pour une filtration 
réelle (A,). On pose m = A: = U 4. 

a>O 

Pour x E m, la famille (xn/n!),,, est sommable. On pose 

ex = exp x = Z xn/n!. 
n a 0  

On a exp(x) E 1 + m, et l'application exp: m -+ 1 + m est dite application expo- 
nentielle de A. 

Pour tout y E 1 + m, la famille (( - l )n - l  ( y  - l )n /n) ,  , , est sommable. On 
pose 

On a log y E m, et l'application log: 1 + m -+ m est dite application logarithme 
de A. 

PROPOSITION 1. - L'application exponentielle est un homéomorphisme de m sur 1 + m 
et l'application logarithme en est l'homéomorphisme réc$roque. 

xn 
Pour x E A,, on a E A,,. Il en résulte que la série définissant l'exponentielle 

n. 
converge uniformément dans chacun des ensembles A, pour a > O; comme A, est 

ouvert dans m et que m = A,, l'application exponentielle est continue. On 

montre de même que l'application logarithme est continue. 
Soient e et 1 les séries formelles sans terme constant 

Xn 
I ( X )  = Z ( -  l )n - l xn /n .  e ( x )  = 2, 3 nàl 
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On sait (A, IV, 5 6, no 9, nelle édition) que l'on a e(l(X)) = l(e(X)) = X dans 
Â({X}) = K[[X]]. Par substitution ($5, no l),  on en déduit e(l(x)) = L(e(x)) = x 
pour x E m; comme on a 

on en déduit immédiatement 

log exp x = x, exp log(1 + x) = 1 + x 

pour x dans m, d'où la proposition. 

Remarques.-1) Si x E m, y E m et si x et y commutent, on a exp(x + y) = 

exp (x) exp (y), la famille (* -. étant sommable (cf. A, IV, $ 6, no 9, prop. 1 1). 
z! J !  i , i E N  

2) Comme les séries e et 1 sont sans terme constant et que A, est un idéal fermé 
de A, on a expA, c 1 + A, et log(1 + A,) c A, d'où expA, = 1 + A, et 
log (1 + A,) = A, pour a > 0. 

3) Soient B une algèbre associative unifère filtrée, séparée et complète, et 
n = U Ba. Soit f un homomorphisme unifère continu de A dans B tel que 

a > O  

f (m) c n. On a f (exp x) = exp f (x) pour x E m et f (log y) = log f (y) pour 
y E 1 + m; démontrons par exemple la première de ces formules: 

4) Soit E une algèbre associative unifère. Si a est un élément nilpotent de E, 

la famille est à support fini et on pose exp a = 2 an/n!. On dit qu'un (xN na0 
élément b est unipotent si b - 1 cst nilpotent; on pose alors log b = 

2 ( -  l)'-l(b - l)"/n. On déduit des relations e(l(X)) = l(e(X)) = X que 
n 2 1 

l'application a i-t exp a est une bijection de l'ensemble des éléments nilpotents 
de E sur l'ensemble des éléments unipotents de E, et que b H log b en est l'applica- 
tion réciproque. 

2. Groupe de Hausdorff 

Soit X un ensemble. Reprenons les notations du 5 5, nos 1 et 2. On identifie 
l'algèbre de Lie libre L(X) à son image canonique dans A(X) ($3, no 1, th. 1). 
On notera L(x) l'adhérence de L(X) dans Â(X), c'est-à-dire l'ensemble des 

éléments de Â(x) de la forme a = 2 an tels que an t Ln(X) pour tout n > 0; 
n > l  

c'est une sous-algèbre de Lie filtrée de A(X). 



THÉORÈME 1. - La restriction de l'application exponentielle de Â(X) à L(X) est une 
bijection de L(x) sur un sous-groupefermé du groupe de Magnus ï (X) .  

Posons A(X) = A, An(X) = An, Â(x) = Â, Ln(X) = Ln, E(x) = E, 
r (X) = F. Soit B l'algèbre A @ A munie de la graduation de type N définie par ,. 
Bn = , 2 Ai @ Aj. Soit B = Bn l'algèbre filtrée complète associée (AC, 

z + ~ = n  na0  

III, § 2, no 12, Exemple 1). Le coproduit c: A -t A @ A défini au Cj 3, no 1, cor. 
1 du th. 1, est gradué de degré 0, donc se prolonge par continuité en un 
homomorphisme 2: Â -+ fi donné par 

t( n > o  5: a,) = n > O  2 c(an) pour an P A.. 

On définit aussi les homomorphismes continus 8' et 8" de Â dans 6 par 

8' (z0 an) = z,., (an 8 l),  a''( n a 0  1 an) = n a 0  1 (1 @ a,) pour an t A ~ .  

D'après le cor. 2 du th. 1 du $ 3, no 1, Ln est l'ensemble des an E An tels que 
c(an) = a, @ 1 + 1 @ a,. Il en résulte que ?, est l'ensemble des a E Â tels que 

(3) C(a) = 8'(a) + S''(a). 

Soit A l'ensemble des b E Â de terme constant égal à 1 et satisfaisant à la rela- 
tion 

(4) C(b) = S1(b). S"(b), 

autrement dit, l'ensemble des b = 2 b, tels que bn E An pour tout n 0, n a 0  

b, = 1 et c(bn) = 2 bi @ 6, pour n > O. Cette dernière caractérisation 
z + ~ = n  

montre que A est une partie fermée de I'; comme C, 8' et 8" sont des homo- 
morphismes d'anneaux, et que tout élément de S1(Â) commute à tout élément 
de 8"(Â), les restrictions à I' des applications F et 8'8'' sont des homomorphismes 
de groupes et A est un sous-groupe de F. 

D'après la prop. 1 du no 1, l'application exponentielle de Â est une bijection 
de l'ensemble Â+ des éléments de Â sans terme constant sur I'. Soient a E Â+ 
et b = exp a. Comme C est un homomorphisme continu d'anneaux, on a 

On prouve de même les relations 

S1(b) = exp 8'(a), S"(b) = exp S''(a), 

et comme S'(a) commute à 6"(a), on a (no 1, Remarque 1) 

S1(b) 8"(8) = exp (S'(a) + S''(a)). 

Par suite, a satisfait à (3) si et seulement si b satisfait à (4), ce qui démontre le 
théorème. 



54 ALGÈBRES DE LIE LIBRES Ch. II, $ 6 

Remarque. - La démonstration précédente montre que exp@) est le sous-groupe 
A de I' formé des b satisfaisant à (4). 

On peut donc transporter par l'application exponentielle la loi de groupe de A 
à E. Autrement dit, E est un groupe topologique complet pour la loi de composi- 
tion (a, b) H a H b donnée par 

a H b = log(exp a.exp b). 

Le groupe topologique ainsi obtenu s'appelle le groupe de Hausdorff (déduit de X 
relativement à K) . 

Soit g l'homomorphisme du groupe libre F = F(X) dans l? tel que 

g(x) = exp x pour x E X. Comme exp x - 1 - x = 2 xn/n! est d'ordre 2 2, 
n a 2  

g est injectif d'après le th. 1 du $ 5, no 3. Par suite, l'application log 0 g est un 
homomorphisme injectif de F dans le groupe de Hausdorf qui prolonge l'injection canonique 
x+S. 

Pour tout entier m 2 1, on note Sm l'ensemble des éléments d'ordre 2 m de 
Î, et I', l'ensemble des u E l? tels que u - 1 soit d'ordre >m. On a 
Lm = exp -l (Fm) d'après la Remarque 2 du no 1 ; comme (I',),, , est une filtration 
centrale entière sur I' ($ 4, no 5, prop. 2), (Lm), , , est unefiltration centrale entière sur 
le groupe S. 

3. Séries formelles de Lie 

Lemme 1.  - Soient 4 une algèbre de Lie filtrée ($4, no 1 ) , (g,) , , , sa filtration, et soit 
d~ E R. Soit P un polynôme de Lie homogène de degré n en les inditerminées (Ti)i,, (3 2, 
no 4). On a P((ai)) E g,, pour toute famille (a,),,, d'éléments de g,. 

Tout polynôme de Lie de degré n > 2 est somme finie de termes de la forme 
[Q, RI où Q et R sont de degré < n et dont la somme des degrés est égale à n 
($ 2, no 7, prop. 7). Le lemme en résulte par récurrence sur n. 

On appelle série formelle de Lie1 (à coefficients dans K) en les indéterminées 
(Ti),,, tout élément de l'algèbre de Lie E((TJi,,) = L(I). Un tel élément u 
s'écrit de manière unique comme somme d'une famille sommable (u,),,,m où 
UV E LV (1). 

Supposons 1 fini. Soit g une algèbre de Lie filtrée séparée et complète, telle 
que 4 = U g,; soit t = (t,),,, une famille d'éléments de g. 

a z 0  

PROPOSITION 2. - L'homomorphime f,: L(1) -t g tel que f,(Ti) = ti (5  2, no 4) se 
prolonge par continuité en un homomorphisme continu, et un seul,f, de L(1) dam 9. 

En effet, il existe a > O tel que ti E g, pour tout i E 1; on a donc 
ft(Lv(I)) c slv,, pour tout v (lemme l) ,  ce qui entraîne la continuité de f,. 

C.Q.F.D. 
Une série formelle de Lie n'est pas en général une série formelle au sens de A, IV, 4 6. 



Si u E E(I), on pose u((t,)) = f,(u). En particulier, prenant g = E(I), on a 
u = u((T,)) ; dans le cas général, on dit que u((ti)) est le résultat de la substitution 

des ti aux Ti dans la série formelle de Lie u((Ti)). Si u = 2 u,, avec u, c Lv(X), 
VEN(I) 

la famille (u,((~~))) , ,~(I)  est sommable et 

Soit o un homomorphisme continu de g dans une algèbre de Lie filtrée séparée 
et complète g', telle que g' = U ga. Pour toute familleJinie t = (ti)i,, d'éléments 

,>O 

de g et tout u E E(I), on a 

car l'homomorphisme o of, est continu et applique Ti sur o(ti), pour i E 1. 
Soit u = ( u ~ ) ~ ,  , une famille Jinie d'éléments de E(1) et soit v E L( J) ; par 

substitution des u j  aux Ti dans v, on obtient un élément rei = u ( ( u ~ ) ~ ~  ,) de L(I) 
noté v 0 u. On a 

pour toute famille finie t = (ti)i,I d'éléments de g, comme on le voit en trans- 
formant par l'homomorphisme continuf, l'égalité rei = U ( ( U ~ ) ~ ~  J). 

Soit u = 2 u E E(I), avec u, E LV(I) . L'application C: (ti) c u((ti)) de gr 
V E N I  

dans g est continue: en effet, dans chacun des ouverts g, pour a > O, la famille 
des eV est uniformément sommable et il suffit de prouver que chaque C,, est con- 
tinue, ce qui est immédiat par récurrence sur I V  1 .  

4. La série de Hausdorff 

Soit {U, V} un ensemble à deux éléments. 

DÉFINITION 1. - L'élément H = U H V = log(exp U . exp V) (no 2) de L'algèbre de 
Lie L,({U, V}) s'appelle la série de Hausdorff en les indéterminées U et V. 

On désigne par H, (resp. H,,,) la composante homogène de degré total n 
(resp. de multidegré (r, s)) de H. On a 
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THÉORÈME 2. - Si r et s sont deux entiers positifs, tels que r f s 1, on a 
H,,, = H:,, + HT,, avec 

Ur V" 
Dans ÂQ({U,V}), on a expU.expV= 1 + W avec W = 2 --3 

r + s a i  r! S! 

d'où H = 2 ( - l)m-lWm/m (no 2), c'est-à-dire: 
mal 

L'application linéaire Pn, définie par Pn(xl, . . . ,xn) = 

n 2 1 et x,, . . ., xn dans {U, V), est un projecteur de At({U, V}) sur LQ({U,V}) 
(5 3, no 2, cor. de la prop. 1); comme H,,, appartient à LrS({U, VI), on a 

Hr,s = Pr+s(Hr,s)- Or, on a 

lorsque s, > 1, et 
m 

1 
m - l  

Uri Vst (ad U) '1 (ad U)'m-l (n--) = -((Il -- 3 + i l  r i  s i  r + s i-1 ri! r,! 

lorsque r, 2 1 et s, = O. De plus, on a évidemment (ad t)p-l. t = O si f l  2 2 et 
(ad t)O.t = t. Il en résulte que les deux membres de (12) sont nuls lorsque 
s, > 2 et que ceux de (13) le sont lorsque r,,, > 2. Le théorème résulte de là, 
Hi,, étant la somme des termes du type (12) et H;,, celle des termes du type 

(13)- 
C.Q.F.D. 



Remarques. - 1) On a défini (5 3, n o  2, Remarque) un projecteur Q de A(X) sur 
L(X) tel que Q(am) = O pour a E L(X) et m > 2, et Q( l )  = O. On a alors 
H = Q (exp H) = Q(exp U . exp V), d'où immédiatement 

H,. = Q(: :) pour r + s > 1. 

modulo Ln({U, V)). 
n a 5  

3) On a Ho,, = H,,, = O pour tout entier n # 1, d'où 

(16) H(U, O) = H(0, U) = U. 

D'autre part, comme [U, - U] = O, on a 

(17) H(U, -U) = 0. 

5. Substitutions dans la série de Hausdorff 

Comme K est un corps contenant Q, la série de Hausdorff peut être considérée 
comme une série formelle de Lie à coefficients dans K. Par suite, si g est une 
algèbre de Lie filtrée, séparée et complète avec g = U g,, on peut, pour 

a > O  

a, b dans g, substituer a et b à U et V dans H (cf. no 3 et 5 2, no 5, Remarque). 
En particulier, soit A une algèbre associative unifère, filtrée, séparée et 

complète. Posons m = ,yo A, et m, = A, n m pour cc E R; on a donc m, = A, 

pour cc > O et m, = m pour a < O. Pour le crochet [a, b] = ab - bu, m est une 
algèbre de Lie filtrée, séparée et complète, à laquelle on peut appliquer ce qui 
précède. Avec ces notations, on a le résultat suivant, qui complète Ia prop. 1 du 
no 1. 

PROPOSITION 3. - Si a E m, b e rn, on a exp H(a, b) = exp a.exp b. 
Soient a, b dans m; il existe cc > O tel que a E A, et b E A,. Par suite, il existe 

un homomorphisme continu 0 de l'algèbre de Magnus Â({u, V)) dans A 
appliquant U sur a et V sur b (3 5, no 1, prop. 1). 

La restriction de 8 à E({U, V}) est un homomorphisme continu d'algèbres 
de Lie de E({U, V}) dans m qui applique U (resp. V) sur a (resp. b). D'après la 
formule (6) du no 3, on a donc 0(H) = H(a, b). Il suffit alors d'appliquer l'homo- 
morphisme continu O aux deux membres de la relation exp H(U, V) = 

exp U . exp V en tenant compte de la Remarque 3 du no 1. 
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Remarque 1. - Si a et b commutent, on a H,,,(a, b) = O pour r + s > 2, car tout 
polynôme de Lie homogène de degré 2 2  est nul en (a, b). On a donc 
H(a, b) = a + b, et la prop. 3 redonne la formule exp(a + 6) = exp a. exp b. 

PROPOSITION 4. - Soit 4 une algèbre de Liejltrée, s4arée et complète, telle que g = Eqo 9,. 

L'application (a, 6) H H(a, 6) est une loi de groupe sur g, compatible avec la topologie de 9, 
pour laquelle O est élément neutre et -a est inverse de a, pour tout a E g. 

L'application (a, b) H H(a, b) de g x g dans g est continue (no 3) ; comme 
l'application a H -a est évidemment continue, il suffit de prouver les relations 

pour a, 6, c dans g. D'après la formule (7) du no 3, il suffit de démontrer ces 
formules lorsque a, 6, c sont trois indéterminées et que = E({a, b, cl). Or la 
restriction de l'application exponentielle à L({a, b, c}) est une injection dans 
l'algèbre de Magnus Â((a, 6, c}) et l'on a d'après la prop. 3: 

exp H(H(a, b), c) = exp H (a, b) . exp c = exp a. exp b . exp c 
exp H(a, H(b, c)) = exp a.exp H(b, c) = exp a.exp b.exp c 

exp H(a, -a) = exp a.exp(-a) = exp(a - a) = exp O 
exp H(a, O) = exp a.exp O = exp a 
exp H(0, a) = exp O.exp a = exp a. 

Ceci établit les relations (18) à (20). 

Remarques. - 2) Prenons pour g l'algèbre de Lie L(X). La loi de groupe intro- 
duite dans la proposition précédente coïncide avec la loi définie au no 2. En 
d'autres termes, on a 

(21) a H b = H(a, b) pour a, b dans L(X) ; 

la loi du groupe de Hausdorff est donc donnée par la série de Hausdorff. 
3) Soit g une algèbre de Lie munie de la filtration entière (Pg)  définie par 

la suite centrale descendante. Supposons qu'il existe un m 1 tel que Vrng = {O). 
Pour la topologie déduite de la filtration (eng),, ,, l'algèbre de Lie 9 est séparée, 
complète, et même discrète. On a P(a,, . . . , a,) = O pour a,, . . . , a, dans g et pour 
tout polynôme de Lie P homogène de degré > m; en particulier, on a H,,,(a, b) = O 

pour r + s > m, et la série H(a, b) = 2 H,,(a, b) n'a qu'un nombre fini de 
7.S 

termes non nuls. La loi de groupe (a, b) i-t H(a, b) sur g est alors une application 
polynomiale (§ 2, no 4). 



PROPOSITION 5. -Soit Kr,, la composante de multidegré (Y, s) de H(U + V, -U). 
On a 

1 
Kn.l(UJ V) = --- (ad U)"(V) pour n > 0. 

(n + l ) !  

Notons L (resp. R) la multiplication à gauche (resp. à droite) par U dans 
WJ, VI). 

On peut écrire 

et par suite 

$Veëu = 2 1 (ad U)nV. 
nlon! 

Calculons maintenant rnodulo l'idéal 2 2 Amvn({U, V}) de A({U, V)). Pour 
m>O n 8 2  

d'où 
n - 1  

(ad U) (U +V)" = ((L - R) 2 LiRn-') .V 
i = l  

= (Ln - Rn).V 

= uflv - VU". 

Par suite, on a 

(23) (ad U) .eu+ = eUV - VeU 

par sommation sur n. 

Par ailleurs, K,(UJ V) - K(U, V) et eKi(U-V) r 1 + KI (U, V), donc 

K = eK - 1 eufve-u - 1 
1 - 
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d'après la prop. 3. On en déduit 

(ad U)Kl = Ueuf ve-" - e"+ve-uU = - (UeU+V - eu+ vU)e-u 

5 (eUV - Ve") e-" d'après (23) - euVe-u - V 

1 = - (ad U ) V  
n a 1  n! d'après (22) 

Il suffit alors d'appliquer la Remarque du 5 2, no 11. 

5 7. Convergence de la série de Hausdorff (cas réel ou complexe) 

Dans ce paragraphe, on suppose que K est l'un des corps R ou C que l'on munit 
de sa valeur absolue usuelle. Rappelons qu'on appelle algèbre normable sur K 
une algèbre A (non nécessairement associative) sur K, munie d'une topologie 9- 
possédant les propriétés suivantes : 

1) 9- peut être définie par une norme; 
2) l'application (x, y) F+ xy de A x A dans A est continue. 
On appelle algèbre normée sur K une algèbre A sur K, munie d'une norme 

telle que llxyll < llxll llyll quels que soient x, y dans A. 
On désigne par 9 une algèbre de Lie normable complète sur K. On choisit 

une norme sur 9 et un nombre M > O tels que 

1. Polynômes-continus à valeurs dans g 

Soit 1 un ensemblejni et soit P(gl; g) (resp. P(gl; g) l'espace vectoriel despolynôrnes- 
continus (resp. séries formelles à composantes continues) sur g1 à valeurs dans g. Rappelons 
(VAR, R, App.) que P(gl; g) est muni d'une graduation de type NI et que 
P(gl; g) s'identifie au complété de l'espace vectoriel P(gl; g) pour la topologie 
définie par la filtration associée à la graduation de P(gl; g). De plus, P(gl; g) est 
une algèbre de Lie graduée pour le crochet défini par [f, g] (x) = [ f (x), g(x)] 
pour5 g dans P(gl; g), x E gl; cette structure d'algèbre de Lie se prolonge par 
continuité à P($; 9) et en fait une algèbre de Lie filtrée séparée et complète. 

D'après la prop. 2 du 5 6, no 3, il existe un homomorphisme continu 
cq,: u F+ ü d'algèbres de Lie et un seul de f;(I) dans P(gl; 4) appliquant l'indéter- 
minée d'indice i sur pri pour tout i E 1, puisque pri E P(gl; g). Il en résulte que 
ü E P(gl; g) pour u E L(1) ; plus précisément, lorsque u E L(I), ü n'est autre que 



l'application polynomiale (ti) H u((ti)) du $2, no 4. Il est d'autre part clair que 

TI est compatible avec les multigraduations de L(1) et P(gl; 9). Si u = vzI u,, où 

u, E LV(I) pour v G NI, on a 

2 - 
V s N 1  Uvy 

avec E P,(gl; g). 

Soit u = (uj) une famille $nie d'éléments de E(I), soit v E S(J) et soit 
w = v 0 u ($6, no 3). Posons ü = (C,), E 3. On a 

(2) 5 0  u = (no 24)". 

En effet, ceci résulte par prolongement par continuité de la formule (7) du $6, 
no 3, et de (VAR, R, App., no 6). 

2. Groupuscule défini par une algèbre de Lie normée complète 

Soient H = 2 H , ,  E E(U, V) la série de Hausdorff (§ 6, no 4, déf. 1). Nous 
r ,s>O 

allons montrer que la série formelle correspondante 

(3) R = r ,s>o C fi,, E P(g x L T , ~ )  

est convergente (VAR, R, 3.1.1). 
Introduisons la série formelle q E Q[[U, VI] suivantc 

(4) ?(U, V) = - log(2 - exp(U + V)) 

D'où 

(7) 
avec 

r i + s i > ï  

Soient maintenant u et v deux nombres réels positifs tes que u + v < log 2 ; on a 
O < exp(u + v) - 1 < 1; les séries déduites de (5) et (6) par substitution de 
u à U et de v à V sont convergentes, et les calculs précédents entraînent 

Soient r, s 2 O, et soit I I H ~ , , ~ ]  la norme du polynôme-continu H,,, (VAR, R, 
App., no 2). 
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Lemme 1.- On a 

11ar,51( 6 Tr, S. 

Soient r,, si dans N pour 1 6 i < m, avec sm = 1 ; posons r = 2 ri, s = 2 si 
et considérons l'élément suivant de L({U, V)) : 

On a 2 = f 0 p, où f est l'application (r + s)-linéaire de gr+"ans g suivante: 

(xi, . . , xr, Yi ,  - . . , YS) - 
(ad(xl) 0 . . . 0 ad(xTl) 0 ad(yl) 0 . . . 0 ad(ysl) 0 ad(xT, +,) 0 . . . 0 ad(xT)) (y,) 

et où p est l'application de g2 dans gr + suivante: 

on a donc 112 11 6 11 f 11 < MT + S - l  (VAR, R, App.). Appliquant cette majoration 
aux différents termes du second membre de la formule (9) du § 6, no 4, on obtient: 

Un raisonnement analogue donne 

d'où, d'après (8), 

ce qui démontre le lemme. 

PROPOSITION 1. - La série formelle fi est une série convergente (VAR, R, 3.1.1) ; son 
domaine de convergence strict (VAR, R, 3.1.4) contient l'ouvert 

1 
En effet, soient u, v deux nombres réels > O  tels que u + v < - log 2; on a M 

(lemme 1) 

(12) M 2 IIHr,,I[urfl 6 2 qr,sMT+survs = - log(2 - exp M(u + v)) < + m 
T,S>/O  r , sBO 

d'après (9). 



Notons h: Q + 4 lafonction analytique (VAR, R, 3.2.9) définie par H, c'est-à- 
dire par la formule 

Cette fonction s'appelle la fonction de Hausdorff de g relativement à M (ou simple- 
ment la fonction de Hausdorff de g si aucune confusion n'est à craindre). Re- 
marquons que H,,,(U, -U) = O pour r + s > 2, donc 

(14) h(x, -x) = O 
1 

pour llxll < - log 2. 
2M 

De même 

(15) 
1 

h(0, x) = h(x, O) =: x pour llxll < - log 2. M 
PROPOSITION 2. - Soit 

donc d'après (13) 

( 2,) 2u2 
= -log 2 - - + logu = log- 

4u - 3 

On voit de même que (x, h(y, 2)) E !2. 
Démontrons maintenant (17). Dans l'algèbre de Lie E({u, V, W)), on a 

H(H(Uy VI, W) = H P ,  H(V, W)) 
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d'après la prop. 4 du $ 6, no 5. D'après le no 1, formule (2), on a donc dans 
P(g x g x g, g) la relation 

H o ( H  x Id,) = Ho(Id,  x H). 

D'après VAR, R, 3.1.9, il existe un nombre E: > O tel que la formule (17) soit 
vraie lorsque IIxII, 11 y11 et llzll sont < E. Mais les fonctions (x, y, z) H h(h(x, y), z) 
et (x, y, z)  tt h(x, h(y, z)) sont des fonctions analytiques dans Cl' à valeurs dans 9 

(VAR, R, 3.2.7). Comme Q' est connexe, et qu'elles coïncident au voisinage de O, 
elles sont égales (VAR, R, 3.2.5). 

Les résultats précédents entraînent: 
1 3  

Soit a un nombre réel tel que O < a < - log -. Soient G = {x E g 1 I I  xll < a], 
3M 2 

O = {(x, y) E G x G 1 h(x, y) E G), et m: O + G la restriction de h à O. Alors: 
1) O est ouvert dans G x G, et m est analytique. 
2) x E G implique (O, x) E O, (x, O) E O et m(0, x) = m(x, O) = x. 
3) X E G  implique - x € G ,  (x ,  -x) E O, (-x,x) E O et m(x, -x) = 

m(-x, x) = 0. 
4) Soient x, y, z dans G tels que (x, y) E O, (m(x, y), z) E O, (y, z) E O et 

(x, m(y, z)) E O. Alors m(m(x, y), z) = m(x, m(y, 2)). 
"Autrement dit (chap. III, $ l), si on pose - x = o(x), le quadruplet (G, O, o, m) 

est un groupuscule de Lie sur K., 

3. Exponentielle dans les algèbres associatives normées complètes 

Dans ce no, on désigne par A une algèbre associative unifëre normée complète (TG, IX, 
$3, no 7). On a donc IIx.yll < llxll. llyll pour x,y dans A. 

Soit 1 un ensemble jni et soit P(AI; A) l'espace vectoriel des séries formelles à 
composantes continues sur AI à valeurs dans A (VAR, R, App., no 5), munie de la 
structure d'algèbre obtenue en posant 

où m: A x A -t A désigne la multiplication de A. Raisonnant comme au no 1 et 
utilisant la prop. 1 du $5, no 1, on définit un homomorphisme continu d'algèbres 
unifères u H ü de Â(1) dans P(AI; A) appliquant l'indéterminée d'indice i sur 
Pr,; cet homomorphisme prolonge l'homomorphisme d'algèbres de Lie de E(I) 

dans P(A1; A) défini au no 1. Si u = 2 uv avec u, t Av(I) pour v E NI, alors 

ü = 2 üv, où û, est l'application polynomiale (ti)ie, H uV((&)). 

Soit u = (u,)~,, une famille finie d'éléments de Â(I), soit v t Â(J) et posons 
w = v o  u ($5, no 1). On a 



Ceci résulte par prolongement par continuité de la formule (2) du $5, no 1 et de 
VAR, R, App., no 6. 

Prenons en particulier 1 = {U}, identifions A et A(U), et considérons les 

images ë et 1 des séries e(U) = 2 Un/n! et 1(U) = 2 (- l)n-lUn/n dans n a 1  na1 
N 

P(A; A). On a IIUnII < 1 car IIx1. . .xnll < IIx1II . . . llxnll pour xi, . . . , xn dans 
A. Par suite, le rayon de convergence strict de ë (reip. 1) est injîni (resp. > 1). 

Nous désignerons par e, (resp. 1,) l'application analytique de A dans A (resp. 
de B dans A, où B est la boule unité ouverte de A) définie par la série convergente 
ë (resp. i) et nous poserons exp,(x) = 1 + eA(x) (pour XEA) et log,(x) = Z,(x - 1) 
(pour x E A, llx - 111 < 1). On a donc 

Comme (e 0 1) (U) = (1 0 e) (U) = U (cf. $ 6, no l),  on a d'après (18) - - 
ë O 1 = 1 0 ë = Id,. Par suite (VAR, R, 3.1.9) 

car llxll < log 2 entraîne Ilexp,(x) - 1 II < expllxll - 1 < 1. 
Enfin, considérons A comme une algèbre de Lie normée complète. On a 

I I  [x, y] II  = IIxy - yxll < 2 11xII . I l  y 11. La prop. 1 du no 2 entraîne que le domaine 
de convergence strict de la série formelle H contient l'ensemble 

Donc H définit une fonction analytique h: il -+ A. On a h(x, y) = 2 H,,(x, y) 
?'.sa O 

(cf. 8 3, no 1, Remarque 4). 

PROPOSITION 3. -Pour llxll + llyll < 4 log 2, on a 

(23) exp, x . exp, y = exp, h (x, y). 

En effet, il résulte de (18) et de la relation eueV = eH(U.V) que 

dans p(A x A; A). On déduit donc de VAR, R, 3.1.9, que (23) est vraie pour 
(x, y) assez voisin de (O, O), d'où la proposition par prolongement analytique 
(VAR, R, 3.2.5). 
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$ 8. Convergence de  la série de  Hausdorff (cas ultramétrique) 

Dans ce paragraphe, on suppose que K est un corps valué complet non discret de 
caractéristique zéro, à valeur absolue ultramétrique. On désigne par@ la caractéristique 
du corps résiduel de K (AC, VI, § 3, no 2). 

Sip # O, on pose a = [pl ; on sait (AC, VI, 5 6, nos 2 et 3) que O < a < 1, et 
qu'il existe une valuation v de K à valeurs dans R, et une seule, dont la restriction 
à Q est la valuation p-adique u,, et qui est telle que 1x1 = au(") pour tout x E K. 
On pose d'autre part: 

Sip = O, on désigne par a un nombre réel tel que O < a < 1, et par v une 
valuation de K à valeurs dans R telle que 1x1 = pour tout x 6 K (loc. 
cit.). On a v(x) = O pour x E Q*. On pose d'autre part: 

1. Majoration p-adique des séries exp, log et H 

Dans ce numéro, on suppose p # 0. 

Lemme 1. -Soit n un entier >O, et soit n = no + nlp + . . . + n,pk, avec 
O < ni < p - 1, le dévelo@ement p-adique de n. Soit S(n) = no + n, + . . - + n,. 
Alors 

En eRet, on a u,(n!) = Zl v,(i), et le nombre d'entiers i compris entre 1 et n 

pour lesquels vp(i) > j est égal à la partie entière [n/pi] de n/@. On a donc: 

v , ~ )  = r o j  ( [~ IP~I  - [n/pj+ll) = [~IPI. 

Comme [nw] = 2, n,P-< le lemme en résulte. 
a 3 3  

Lemme 2. -On a v(n) < v(n!) < (n - 1)0 et v(n) < (logn)/(logp) pour tout 
entier n > 1. 

En effet v(n!) = vp(n!) = (n - S(n))0 < (n - 1)0 d'après le lemme 1. 
D'autre part, n p"'"), d'où v(n) < (log n) /(log fi). 

Soit 1 = {U, V} un ensemble à deux éléments, et soit 



la série de Hausdorff (5 6, no 4, déf. 1). Soient Z(,, l'anneau local de Z relative- 
ment à l'idéal premier (p), et (e,), . . une base de Lz,p,(I) sur Z,,, ($2, no 1 1, th. 1). 
C'est aussi une base de LQ(I) sur Q. 

PROPOSITION 1. - Soient r et s deux entiers > O. Si H , ,  = 2 1 Abeb, OU A, E Q, est la 
, S B -  

décomposition de H,,, par rapport à la base (e,) , , ,, on a 

(4) ( A b  - (r + s - 1 pour tout b E B. 
L'anneau Az(p,(I) s'identifie au sous-Z(,,-module de AQ(I) engendré par les 

mots w E Mo(1). Comme L,,,(I) est facteur direct dans A,,,,(I), on a 

(5) LZ(p)(l) = AZ(p)(l) (7 LQ(l). 
Soit f l'entier tel que f < (r -t- s - 1)8 < f + 1. La relation (4) équivaut à 
v,(h,) > - f pour tout b E B, c'est-à-dire à H,, , E@-~L,,~,(I). Or cela équivaut 
aussi, d'après (5), à H,, , E~-~A, (~ , ( I ) .  

D'après la formule (1 1) du $ 6, no 4, il suffit de montrer que, quel que soit 
l'entier m > 1 et quels que soient les entiers r,, . . . , r,, s,, . . . , sm tels que 

(7) vp(m.rl!. . .rm!sl!. . .sm!) < J  

Or, d'après le lemme 2, vp(ri !si!) < (ri + si - 1) 8 et v,(m) < v,(m!) < (m - 1) 8; 

S le premier membre de (7) est donc majoré par 0(m - 1 + i=, (ri + si - 1)) = 

8(r + s - 1) ; comme c'est un entier, il est <f, ce qui achève la démonstration. 

2. Algèbres de Lie normées 

DÉFINITION 1. - On appelle algèbre de Lie normée sur K une algèbre de Lie munie d'une 
norme telle que 

quels que soient x, y dans 4. 

Dans tout le reste de ce paragraphe, on désigne par g une algèbre de Lie normée complète. 

Pour tout ensemble fini 1, on définit comme au $ 7, no 1, un homomorphisme 
continu u H ü d'algèbres de Lie de L(1) dans P(gl; g). On voit comme au fj 7 que 

si u = u,, avec uV E LV(I) pour v E W, alors ü = 2 üv, où üv est l'application 

polynomiale (ti)iEI H uV((ti)) définie au 3 2, no 4. La formule de composition (2) 
du $ 7, no 1, reste valable. 
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3. Groupe défini par une algèbre de Lie normée complète 

Soit H = 2 H , ,  E E({U, V)) la série de Hausdorff ($ 6, no 4, déf. 1). Nous 
r 2 0  

allons montrer que la série formelle à composantes continues correspondante 

(10) H = 7,520 Z Y , d ( g  x 

est convergente (VAR, R, 4.1.1). 
Soient r 2 O, s 2 O, tels que r + s # O et soit l l ~ ~ , , l l  la norme du polynôme 

continu H,,, (VAR, R, App., no 2). 

Soit B un ensemble de Hall relatif à 1, et soit H,,, = bzB Abeb la décomposition 

de H,,, par rapport à la base correspondante de L((U, V)). On a 

En effet, cela est trivial pour @ = 0, car Ab E Q; et cela résulte de la prop. 1 du 
no 1 pour p # 0. 

De plus, on a 

En effet, montrons, plus généralement, par récurrence sur n, que pour tout alter- 
nant 6 de degré n en les deux indéterminées U et V ($2, no 6) ,  on a 11 bll < 1. Si 
n = 1, b est une des projections de x sur g, donc est de norme < 1 ; si n > 1, 
il existe deux alternants b, et b, de degrés <n, tels que b = [b,, b,]. Comme 
l'application y: (x, y) i-t [x, y] de 9 x 9 + est bilinéaire de norme < 1, on a 
(VAR, R, App., no 4) 

Les relations (11) et (12) entraînent le lemme. 

PROPOSITION 2. - La sérieformelle H est une série convergente (VAR, R, 4.1.1). Si G 
est la boule {x E g 1 llxll < ae}, le domaine de conuergence strict de a (VAR, R, 4.1.3) 
contient G x G. 

En effet, si u et v sont deux nombres réels >O tels que u < ae et v < ae, on 
a (lemme 3) 

(14) IIÎir,,IIurvs < ae(ua-e)r(va-e)s 

et IlfIr,,llurvs tend vers O lorsque r + s tend vers l'infini. 



Notons h: G x G + g la fonction analytique (VAR, R, 4.2.4) définie par a, 
c'est-à-dire par la formule 

Cette fonction s'appelle la fonction de Hausdorff de g. 
Soit (x, y) E G x G. On a 

(16) IIHr,s(x, Y) II G S ~ P (  l l ~ I 1 ,  Il~ll) 

(17) Ilh(x,y)II G ~ ~ ~ ( l l ~ l l ,  Ilvll). 
En effet (1 7) résulte aussitôt de (16), et (16) est trivial pour r = s = O; si r 2 1, on a 

on raisonne de façon analogue si s > 1. 
En particulier, Ilh(x, y) II  < ae pour (x, y) E G x G. 

PROPOSITION 3. - Soit G la boule {x E 9 1 llxl] < ae}. L'application analytique 
h: G x G -+ G fait de G un groupe, dans lequel O est élément neutre et - x inuerse de x 
pour tout x E G. De plus, si R est un nombre réel tel que O < R < ae, la 
boule {x E g 1 llxll < R} (resp. {x E g 1 /lx/] < R}) est un sous-groupe ouuert de G. 

Comme H(U, -U) = O et H(0, U) = H(U, O) = U, on a h(x, -x) = O et 
h(0, x) = h(x, O) = x pour tout x E G. Il ne reste donc qu'à démontrer la formule 
d'associativité 

(18) h(h(x, y), z) = h(x, h(y, z)) pour x, y, z dans G. 

Comme on a 

H(H(U, VI, W) = WU, H V ,  W)) 

dans L({U, V, W)) (3 6, no 5, prop. 4), on a 

(19) H o (Et x Id,) = H 0 (Id, x A) 
dans fj(g x g x g; g) (no 2), et (19) entraîne (18) d'après (16) et VAR, R, 4.1.5. 

"Autrement dit (chap. III, 3 l),  G, muni de la fonction de Hausdorff, est 
un groupe de Lie., 

4. Exponentielle dans les algèbres associatives normées complètes 

Dans ce no, on désigne par A une algèbre associative unifère munie d'une norme 
x H llxll satisfaisant aux conditions: 

IIx + Y I ]  G SUP( IIxII, Ilvll) 
llxyll G l l ~ l l  . llvll 

II 1 II = 1 
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pour x, y dans A, et complète pour cette norme. Les résultats des deuxième et troi- 
sième alinéas du tj 7, no 3 restent valables. 

un 
Prenons 1 = {U) et considérons les images ë et f des séries e(U) = JI 2 et 

un 
i(U) = 2 ( -  1)"-' - dans P(A; A). On a: 

11.31 n 

log n -- 11 (:)- 11 < a l o g ~  

d'après le lemme 2 du no 1. Donc le rayon de convergence strict de la série ë (resp. i) 
est 2 ae (resp. > 1) (VAR, R, 4.1.3). Pour R > O, soit GR = (x E A 1 llxll < R}; 
posons G = Gao. La série ë (resp. i) définit une application analytique e, (resp. 
1,) de G (resp. G,) dans A. On posera: 

xn 
(22) expA(x) = l + e ~ ( x )  = pour x E G 

(x - l)n 
(23) I O ~ ~ ( X ) = I ~ ( X - I ) =  2 (-1)"-lT pour x - 1 E G1 

n P 1  

(on omet l'indice A quand aucune confùsion n'est à craindre). Pour x E GR et 
n 2 1 ,ona  

donc eA(GR) c GR, lA(GR) c GR pour R < ae. 

PROPOSITION 4. - Soit R un nombre réel tel que O < R < ae. L'application exp, d&it 
un isomorphisme analytique de GR sur 1 + GR, et l'isomorphisme réc$roque est la restric- 
tion de log, à 1 + G,. 

On a e(l(X)) = l(e(X)) = X. D'après (20), (21), et VAR, R, 4.1.5, on en 
déduit que eA(lA(x)) = ZA(eA(x)) pour x E G,. Donc 

exp,(log, x)  = x pour x E 1 + GR 
log,(exp, x) = x pour x E GB 

ce qui achève la démonstration. 

Si on munit A du crochet [x, y] = xy - yx, A devient une algèbre de Lie 
normée complète, car llxy - yxll < sup( IIxy 11, Il yxII ) < . Ilyll. La prop. 2 du 
no 3 entraîne que le domaine de convergence strict de H contient G x Gy et H 
définit donc une fonction analytique h:  G x G -+ A; on a 

(25) h(x, y) = r,saO C H',S(XY y). 



PROPOSITION 5. - Pour x, y dans G, on a 

(26) exp, x . exp, y = exp, h(x, y). 

En effet, on a eueV = eH(U.V), donc 

dans H(A x A; A) (en désignant par m la multiplication de A). La proposition 
résulte alors de la prop. 2, du lemme 3, et de VAR, R, 4.1.5. 

APPENDICE 

Fonction de Mobius 

Soit n un entier > 1. Si n est divisible par le carré d'un nombre premier, on pose 
p(n) = O. Si n n'est divisible par le carré d'aucun nombre premier, on pose 
p(n) = (-  1)" où k est le nombre de diviseurs premiers de n. La fonction 
p : N* -+ ( - 1, O, 1) ainsi définie s'appelle fonction de Mobius. 

Rappelons qu'étant donnés deux entiers n, 3 1, n, > 1, on écrit n, 1 n, si n, 
divise n,. 

PROPOSITION. - (i) La fonction p est l'unique application de N* dans Z telle que 
p(l) = 1 et que 

pour tout entier n > 1. 
(ii) Soient s et t deux applicatiom de N* dans un groupe commutatgnoté additivement. 

Pour que l'on ait 

(2) ~ ( n )  = 1 t ( d )  pour tout entier n > 1, 
d l n  

il faut et il  sufit que l'on ait 

pour tout entier n 2 1. 

L'assertion d'unicité dans (i) est évidente, car (1) permet de déterminer p(n) 
par récurrence sur n. Montrons que la fonction p satisfait bien à (1). En effet, soit 

n un entier > 1. Soit P l'ensemble des diviseurs premiers de n et soit n = rl[ p V P  
P E P  
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la décomposition de n en facteurs premiers. Si d est un diviseur de n, on a p(d) = O 

sauf si d est de la forme 1-1 p, où H est une partie de P. On a donc 
P E H  

Card P 

k = O  

Soient s et t deux applications de N* dans un groupe commutatif noté 
additivement. Soit n EN*. Si (2 )  est vérifiée, on a 

Réciproquement, si (3 )  est vérifiée, on a 

ce qui achève la démonstration. 

La formule ( 3 )  s'appelle formule d'inversion de Mobius. 



Exercices 

1) On suppose que K est un corps de caractéristique 0. Soit E une bigèbre de rang fini sur K, 
et cocommutative. Montrer que P(E) = {O}  (appliquer le th. 1 du no 6). 

2) Soit E une bigèbre telle que P(E) = {O), et soit (En),,, une filtration de E compatible 
avec sa structure de bigèbre. Montrer, par récurrence sur n, que l'on a Ez = {O} pour tout 
n O, et en déduire que E+ = {O), i.e. que E est réduite à K. 

3) Soit G un monoïde et soit E = K[G] son algèbre (A, III, p. 19). 
a) Montrer qu'il existe sur E une structure de cogèbre et une seule telle que c(g) = g @ g 
pour tout g E G; cette structure est compatible avec la structure d'algèbre de E et fait de E 
une bigèbre cocommutative dont la coünité E est telle que ~ ( g )  = 1 pour tout g E G. 
b)  Montrer que tout élément primitif de E est nul. En déduire que, si G f {e} ,  la bigèbre E 
n'admet aucune filtration compatible avec sa structure de bigèbre (appliquer l'exerc. 2). 
c) On suppose K intègre. Montrer que les éléments de G sont les seuls éléments x E E non 
nuls tels que c(x) = x @ x. Montrer que E possède une inversion i (cf. A, III, p. 198, exerc. 4) 
si et seulement si G est un groupe, et que l'on a alors i(g) = g- l  pour tout g E G. 

4) Soit E une bigèbre cocommutative, et soit G l'ensemble des g E E tels que ~ ( g )  = 1 et 
c(g) = g @ g. Montrer que G est stable pour la multiplication, et que c'est un groupe si E 
possède une inversion. Montrer que, si K est un corps, les éléments de G sont linéairement 
indépendants sur K. 

5) Soit E une bigèbre et soit E' = Hom(E, K) sa duale, munie de la structure d'algèbre 
déduite par dualité de la structure de cogèbre de E (A, III, p. 141). Soit m le noyau de l'homo- 
morphisme u ++ u(1) de E' sur K; c'est un idéal de E'. Montrer que, si u E m2 et x E P(E), 
on a u(x) = O. Lorsque K est un corps, montrer que P(E) est l'orthogonal de m2 dans E + ; 
en déduire que dim P(E) < dim m/ma et qu'il y a égalité si E est de rang fini sur K. 

6) Soit E une bigèbre et soit u E E' = Hom(E, K) (cf. exerc. 5). Soit g E E tel que ~ ( g )  = 1 
et que c(g) = g @ g. Montrer que l'application u H u(g) est un homomorphisme d'algèbres 
de E' dans K et que l'application y H gy est un endomorphisme de la cogèbre E; montrer 
que cet endomorphisme est un automorphisme si E possède une inversion. 

7) On suppose que K est un corps. Soit E une bigèbre satisfaisant aux conditions suivantes: 
(i) E est cocommutative; 
(ii) E possède une inversion (A, III, p. 198, exerc. 4) ; 

(iii) P(E) = {O}; 
(iv) E est de rang fini sur K. 
On note E' la K-algèbre duale de la cogèbre E. On note G l'ensemble des éléments g E E tels 
que ~ ( g )  = 1 et c(g) = g @ g; c'est un groupe (cf. exerc. 4). 
a) Soit g E G, et soit mg le noyau de l'homomorphisme u-  u(g) de E' dans K. Montrer 
que l'on a mg = m2, (se ramener au cas g = 1 en utilisant l'exerc. 6; puis appliquer 
I'exerc. 5). 



74 ALGÈBRES DE LIE LIBRES Ch. II 

6 )  On suppose K algébriquement clos. Montrer que les idéaux mg sont les seuls idéaux 
maximaux de E'; en déduire que leur intersection est réduite à 0, que E' s'identifie au 
produit KG et que E s'identifie à la bigèbre K[G] du groupe fini G (cf. exerc. 3). 

8) Montrer que la bigèbre enveloppante d'une algèbre de Lie 4 possède une inversion i, et 
que l'on a i(x) = -x pour tout x E a(g). 

9) On suppose que K est une Q-algèbre. Soit g une algèbre de Lie admettant une K-base, 
et soit U sa bigèbre enveloppante, munie de sa filtration canonique (Un),,,. Soit x E U+ et 
soit n un entier 3 1. Montrer que x appartient à U: si et seulement si c+ (x) appartient à 

10) On suppose que K est une Q-algèbre. Soit E une K-bigèbre cocommutative et possédant 
une filtration compatible avec sa structure de bigèbre. Montrer que le morphisme 

défini au no 4, prop. 8 est un isomorphisme, si l'on suppose que P(E) est un K-module libre 
(même démonstration que pour le th. 1). 

81 1) Soit E une bigèbre, et soit 1 un ensemble fini. On se donne une base (e,) de E, indexée 
par les éléments a de NI, et telle que: 
(i) eo = 1 ; 

(ii) c(e,) = 2 e, @ ep pour tout y E NI. 
a + a = u  

La condition (ii) entraîne que E est isomorphe, en tant que cogèbre, à la cogèbre TS(K1) des 
tenseurs symétriques de KI (cf. A, IV, 8 5, no 7, nelle édition). 
a) Soit E' = Hom(E, K) l'algèbre duale de E, et soit A = K[[(Xt)t,I]] l'algèbre des 
séries formelles en des indéterminées X, indexées par 1. Pour tout u E E', soit <pu la série 
formelle 

où xu = n x;(~). 
t E I  

Montrer que u H <pu est un isomorphisme de E' sur A et que cet isomorphisme transforme 
la topologie de la convergence simple sur E' en la topologie produit de A. 
b) Soient cap, les constantes de structure de l'algèbre E relativement à la base (e,). On a 

Ecrivons x au lieu de ( X i ) , , , ,  et y au lieu de (Y,),,,, les Y, étant de nouvelles indétermi- 
nées. Montrer qu'il existe une famille f (x, y )  = (f,(x, y)),,, de séries formelles en les 
variables X, y telle que 

en posant, comme ci-dessus, xu = ~ f " )  et de même pour yB et f (x, y ) ~ .  

Montrer que f (x, y)  est une loi de groupe formel sur K, de dimension n = Card(I), au sens 
du chap. 1, 8 1, exerc. 24l; définir un isomorphisme de l'algèbre de Lie de cette loi de groupe 
formel sur l'algèbre de Lie P(E), qui a pour base les e, avec la1 = 1. 
c) Inversement, montrer que toute loi de groupe formel sur K en les x et y peut être obtenue 
par le procédé ci-dessus, et de façon unique à isomorphisme près. 

1 L'exercice en question suppose que K est un corps, mais il n'y a rien à changer si l'on supprime cette 
hypothèse. 
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d) Lorsque K est une Q-algèbre, appliquer ce qui précède à la bigèbre enveloppante d'une 
algèbre de Lie g ayant une base finie sur K. En déduire l'existence (et l'unicité, à isomor- 
phisme près) d'une loi de groupe formel ayant g pour algèbre de Lie. 
e )  Expliciter la bigèbre correspondant à la loi de groupe formel à un paramètre 
f(x,y) = x + y (resp.f(x,y) = x + y  + xy). 
712) On suppose que K est un corps de caractéristique f i  > 0. - 
a) Soit g une p-algèbre de Lie (chap. 1, 1, exerc. 20) et soit U son algèbre enveloppante 
restreinte (chap. 1, 2, exerc. 6 ) .  Montrer qu'il existe sur Ü une structure de bigèbre et une 
seule qui soit compatible-avec sa structure d'algèbre, et pour laquelle les éléments de g soient 
primitifs. Montrer que U est cocommutative et que P(U) = 9. - 
b) Si n est un entier >O, on note 0, le sous-espace vectoriel de U engendré par les produits 
xl . . .x,, où xt E g pour tout i. Montrer que (Ü,),,, est une filtration de Ü compatible avec 
sa structure de bigèbre. 
c) Soit E une bigèbre, et soit g = P(E) l'algèbre de Lie de ses éléments primitifs. L'applica- 
tion x H xP laisse stable g, et munit g d'une structure de p-algèbre de Lie. Montrer que 
l'injection canonique g + E se prolonge de façon unique en un morphisme de bigèbres 
0 -> E et que ce morphisme est injectif (utiliser le fait que, si (xi),,, est une base de g munie 

d'un ordre total, les monômes x;f (O < nt < p) forment une base de 0 (lm. cit.), et raison- 

ner comme dans la démonstration du lemme 2). 

1) Soit g une algébre de Lie libre de famille basique (xl, . . . , x,, . . .). On note g, la sous- 
algèbre de g engendrée par xl, . . . , x,, et l'on note b, le plus petit idéal de g, contenant x,. 
a) Montrer que b, est le sous-module de g, engendré par les (ad(xt,) o. . .oad(xtJ)xn, avec 
k > O et i, < n pour tout h. 
6) Montrer que g, = g,-, @ b,; en déduire que g est somme directe des b, pour n > 1. 
c) Montrer, en utilisant a) et b), que le K-module g est engendré par les éléments 
[xiX, [xi,, . . ., [xi,-,, xtJ. . .]], avec k 3 O et i, < ék pour h < k. 

72) Soit X un ensemble dénombrable ayant au moins deux éléments, et soit E) l'ensemble 
des parties de M(X) qui sont des ensembles de Hall (cf. déf. 2). Montrer que Gard@) = 2x0. 

3) Soit X un ensemble muni d'une relation d'ordre totale. Montrer qu'il existe un ensemble 
de Hall H relatif à X tel que H ri M3(X) se compose des produits r(yx) avec y < x, y < z et 
que H n M4(X) se compose des produits w(z(yx)) avec ui 2 z 2 y, y  < x et des produits 
(ab)(cd) avec a < b, c < d et, soit a < c, soit a = c et b < d. 

4) a) Montrer que l'algèbre de Lie définie par la présentation 

admet pour base (x, y, [x, y]). Définir un plongement de cette algèbre dans une algèbre de 
matrices. 
b) Mêmes questions pour l'algèbre de Lie définie par la présentation 

c) Montrer que l'algèbre de Lie de présentation 

est réduite à 0. 

5) Soit g une algèbre de Lie libre et soit r un idéal de g. On suppose que r = [g, r]. Montrer 

que c = { O )  (utiliser le fait que ,Qo P g  = {O}). 
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6) Soit E un module. Soit ME l'algèbre libre de E (A, III, p. 181, exerc. 13). On rappelle 

que ME = En, avec 

la structure d'algèbre de ME étant définie grhce aux applications canoniques . . 

En @Em+En+m- 
a\ Soit T le   lus ~ e t i t  idéal bilatère de ME contenant les éléments de la forme xx et " . .  
( y ) z  + (yz)x + (2%) y avec x, y, z dans E. On pose LE = ME/J. Montrer que J est un idéal 
gradué de ME; en déduire une graduation (LnE),,, de LE. 
6) Montrer que LE est une algèbre de Lie; on l'appelle l'al,$bre de Lie libre du module E. 
Montrer que, pour toute algèbre de Lie g, et toute application linéairefi E + g, il existe un 
homomorphisme d'algèbres de Lie F: LE -t g et un seul qui prolonge$ 
c) Définir des isomorphismes E -+ LIE et 2E + L2E. Montrer que L3E s'identifie au 
quotient de E @ A 2E par le sous-module engendré par les éléments 

x @ (y A z) + y @ (Z A x) + z @ (x A y) pour %,y, z dans E. 

d) Montrer que, lorsque E est un module libre de base X, LE s'identifie à l'algèbre de Lie 
libre L(X) définie au no 2. 
e) Montrer que l'application canonique de E dans l'algèbre enveloppante U(LE) de LE se 
prolonge en un isomorphisme de l'algèbre tensorielle TE sur U(LE). 
f )  Soit a l'application linéaire de A 2E dans T2E telle que o(x A y) = x @y - y @ x. 
Construire un module E pour lequel a n'est pas injective. En déduire que, pour ce module, 
l'application canonique de LE dans U(LE) n'est pas injective (comparer à l'exerc. 9 du 
chap. 1, § 2). 

7) On suppose que K est un corps. Soit L une algèbre de Lie libre, de famille basique 
(x,),,,, et soit M un 1-module. 
a) Montrer que H2(1, M) = {O), cf. chap. 1, 3 3, exerc. 12. (Utiliser le cor. 2 de la prop. 
1, ainsi que la partie (i) de l'exercice en question.) 
b) Montrer que, pour toute famille (mi),,, d'éléments de M, il existe un cocycle cp: 1 -+ M, 
de degré 1, tel que rp(x,) = mi, et que ce cocycle est unique. En déduire une suite exacte: 

O+HO(l, M) + M + -  M1-+H1(L, M) -0. 

Si 1 est fini, de cardinal n, et si M est de rang fini sur K, on a 

rg Hl (L, M) - rg Ho (L, M) = (n - 1) rg M. 

8) On suppose que K est un corps. Soit 1 une algèbre de Lie libre, de famille basique 
(Z,),,,, soit r un idéal de L contenu dans [L, 11 et soit g = L/r; on note xi l'image de Ti dans g. 

Démontrer l'équivalence des propriétés suivantes: 
(i) g est une algèbre de Lie libre. 
(ii) g admet (x , )  pour famille basique (Le. on a r = { O ) ) .  

(iii) Pour tout g-module M, on a H2(g, M) = {O). 
(iv) Si g opère trivialement sur K, on a H2(g, K) = {O). 
(Les implications (ii) =- (i) et (iii) * (iv) sont évidentes et (i) * (iii) résulte de I'exerc. 7. 
Pour prouver que (iv) * (ii) il suffit de montrer que r = [L, cl, cf. exerc. 5; dans le cas con- 
traire, prendre un hyperplan t )  de r contenant [[, r], et remarquer que l'extension 
rit) -+ I/Q + l/r = g est essentielle.) 

7 9) Soit g = * > ,  @ gn une algèbre de Lie graduée. Si Q est une sous-algèbre graduée de g telle 
..r - 

que g = t)  + [g, g], montrer que l'on a b = g. Si (x,) est une famille d'éléments homogènes 
de g, en déduire que (x,) est une famille génératrice si et seulement si les images des xi dans 
g / h  gl engendrent 8/[4i 91. 
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Si K est un corps sur lequel g opére trivialement, et si H2(g, K) = {O), montrer que 
la famille (q) est basique si et seulement si les images des xi dans g/[g, g] forment une base 
de cet espace vectoriel. (Utiliser l'exercice 8.) 

10) Soit 1 une algèbre de Lie libre admettant une famille basique finie à n éléments, et soit 
u un endomorphisme surjectif de 1. Montrer que u est un isomorphisme. (Poser 
grn([) = Vnl/Vn+ll et noter grn(u) l'endomorphisme de grn([) déduit de u; remarquer que 
grn(u) est surjectif; comme grn([) est un K-module libre de rang fini, en déduire que grn(u) 
est bijectif, puis que le noyau de u est contenu dans n VnL, qui est réduit à 0.) 

Si (y,, . . .,y,) est une famille génératrice de 1, montrer que m 2 n, et qu'il y a égalité si 
et seulement si (y,, . . . , y,) est une famille basique. 

71 1) Soient Y et Z deux ensembles disjoints (Y étant muni d'une structure d'ordre total), 
soit X = Y u Z et soit 1 = L(X). Soit ay le sous-module de 1 engendré par Z et [I, 11; c'est 
un idéal de I'algèbre de Lie 1. On se propose d'expliciter unc famille basique de a=. 

Soit M l'ensemble des fonctions positives entières sur Y, à support fini. Si m E M, on note 
em l'endomorphisme de 1 donné par 

le produit étant relatif à la relation d'ordre donnée sur Y. Ou note 6 la partie de Y x M 
formée des couples (u, m) tels qu'il existe y E Y pour lequel y > u et m(y) 2 1. Montrer 
que les éléments 

em(u) pour (u, m) E 6 et Bm(z) pour (2, m) E Z x M 

forment une famille basique de l'algèbre de Lie ay.  
(Se ramener au cas où Y est fini, et raisonner par récurrence sur Card(Y). Utiliser le cor. 

de la prop. 10, appliqué au plus grand élément y de Y, et appliquer l'hypothèse de récurrence 
à Y - {YI.) 

12) Soit X = {x, y) un ensemble à deux éléments. Montrer que l'algèbre dérivée de L(X) 
est une algèbre de Lie libre, admettant pour famille basique les éléments ((ad y)go(ad x ) p )  (y), 
pour p 3 1, q 3 0. (Utiliser l'exerc. 11.) 

7 13) (Dans cet exercice, on suppose que tout module projectif sur K est libre; il en est par e- 
xemple ainsi si K est un anneau principal.) 

Co 

Soit 1 = 2 1, une algèbre de Lie graduée admettant une famille basique B formée 
n = l  

d'éléments homogènes, et soit 6 une sous-algèbre de Lie graduée de 1, qui soit facteur direct 
dans 1 comme module. 
a) Pour tout i 2 O, soit l(t) la sous-algèbre graduée de 1 telle que 

On a 1 = ((O) 2 F1) 3 . - - 2 b. Montrer, en raisonnant par récurrence sur i, l'existence d'une 
famille basique B(') de P), formée d'éléments homogènes, et telle que les éléments de B("l) 
et de B(" de degré < i - 1 soient les mêmes. (Supposons B("-l) construite. Soit mi I'intersec- 
tion de If = 1:'- *' avec la sous-algèbre engendrée par les pi pour j < i, et soit 6,  le sous-module 
de 1, engendré par les éléments de degré i de B(i-l). L'hypothèse de récurrence entraîne que 
li = ttt, @ b,. Comme mi c pi, on peut décomposer bi en bi = g, @ 61, de telle sorte que 

1 Lorsque 0 n'est pas graduée, on ignore si la condition 
(( H2(g, M) = {O) pour tout a-module M O 

entraîne que 0 est une algèbre de Lie libre. 
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0; = ml @ 6;; vu l'hypothèse faite sur K, les modules g, et sont libres; quitte à changer les 
éléments de degré i de Bci-l', on peut donc supposer que 8, est engendré par une partie de 
B({-l). En appliquant l'exerc. 11 à P-l) et à son idéal P, on en déduit une famille basique 
BCi) de I(;) ayant les propriétés voulues.) 
b) Déduire de a) le fait que IJ possède une famille basique formée d'éléments homogènes. 

714) On suppose que K est un corps. Soit X un ensemble, et soient x, y deux éléments de 
L(X) linéairement indépendants sur K. Montrer que la famille (x, y) est libre dans l'algèbre 
de Lie L(X). (Soit xp (resp. y,) la composante homogène non nulle de plus haut degré de x 
(resp. de y). Quitte à ajouter à x un multiple de y, on peut supposer que xp et y, sont linéaire- 
ment indépendants. La sous-algèbre de L(X) engendrée par xp et y, est graduée, donc libre, 
cf. exerc. 13. En déduire que (x,, y,) est une famille libre et passer de là à (x, y).) 

715) Soit X = {x, y} un ensemble à deux éléments, et soit a un automorphisme de l'algèbre 
de Lie L(X). Montrer que, si K est un corps, a respecte la graduation de L(X) (appliquer 
l'exerc. 14 aux composantes homogènes non nulles de plus haut degré de o(x) et o(y)); 
en déduire un isomorphisme de Aut(L(X)) sur GL(2, K). Etendre ces résultats au cas où 
l'anneau K n'a pas d'élément nilpotent #O. Lorsque K contient un élément E # O de carré 
nul, montrer que x H X,  y H y + ~[x ,  y] se prolonge en un automorphisme de L(X) ne 
respectant pas la graduation de L(X). 

716) On suppose que K est une Q-algèbre. Si g est une algèbre de Lie, on note U(g) 
son algèbre enveloppante, a l'application canonique de g dans U(g), et S(g) l'algèbre 
symétrique du K-module g. 11 existe une application linéaire 

1(9) : S(g) + U(g) 
et une seule telle que q(g) (xn) = a ( ~ ) ~  pour tout x E g et tout n E N. On a: 

' 2  q h )  (XI - . . xn) = - S E  GR ~(xs ( I J  . - - o(~s(n))) xi E $3- 

On se propose de montrer que q(g) est bijective. 
a) Prouver que q(g) est surjective, et qu'elle est bijective lorsque le K-module g est libre 
(utiliser le théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt). 
b) Soit un idéal de g. On note s g  (resp. ug) l'idéal de S(g) (resp. l'idéal bilatère de U(g)) 
engendré par b (resp. par o(P)). Le diagramme 

0 + eh  + S(g) + S(g/P) + 0 
J. n(a) J. ~ h )  

0 + Ur, + U(g) + U(g/b) + 0 
est commutatif, et ses lignes sont exactes. En déduire que l'image i ïq de eg  par q(g) est con- 
tenue dans u g  et que l'on a iïq = u g  lorsque q(g) et q(g/b) sont injectifs (en particulier lorsque 
les modules g et g/f~ sont libres). 
c )  On prend pour g une algèbre de Lie libre, de famille basique (XI, . . . , X,, H), avec n 3 0, 
et on prend pour b l'idéal de g engendré par H. Montrer que g et g/b sont des modules 
libres. En déduire que, dans ce cas, on a iïg = ug.  En particulier, il existe x E s g  tel que 
(.i(g)) (x) = .(XI) . . - 5(Xn)o(H). 
d) On revient au cas général. Montrer que u g  est engendré sur K par les éléments de la 
forme o(xl). . .a(x,)a(h), avec n 3 0, xi E g, et h E b (remarquer que u g  coïncide avec l'idéal 
à gauche engendré par 0). Montrer, en utilisant c), qu'un tel élément appartient à fig 
(utiliser un homomorphisme convenable d'une algèbre de Lie libre dans g). En déduire que 
iïg = U$. 
e )  Montrer que, si q(g) est bijectif, il en est de même de q(g/b). En déduire finalement que, 
pour toute algèbre de Lie g, q(g) est bijectij (écrire g comme quotient d'une algèbre de Lie 
libre), et que I'homomorphisme canonique 

O :  S(g) gr Wh) (cf. chap. 1, § 2, no 6) 

est une isomorphisme ((i théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt )> pour les algèbres de Lie sur les 
Q-algèbres) . 
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§ 3 

La lettre X désigne un ensemble. 

1) a) Montrer que tout élément u E A+(X) s'écrit de façon unique sous la forme u = 2 
x a x Uxx' 

avec u, E A(X). 
b) Montrer que {O) est le seul sous-module de Ai(X) stable par toutes les applications 
u H uX (x E X). (Si a est un tel sous-module, et si a f {O), considérer un élément non nul de a 
de degré minimal.) 

2) Soit g une algèbre de Lie qui soit un module libre; on l'identifie au moyen de a: g +. Ug à 
son image dans I'algèbre enveloppante Ug. Soit U + g le noyau de I'homomorphisme canonique 
U g  -t K. Soit i une application de X dans g telle que i(X) engendre g comme algèbre de Lie. 
a) Montrer que U+g est engendré par i(X) comme Ug-module à gauche. 
6)  Montrer l'équivalence des propriétés suivantes: 
(i) g est libre de famille basique i: X +. g. 

(ii) La famille i est une base du Ug-module à gauche U +g. 
(L'implication (i) => (ii) résulte de l'exerc. 1 a), compte tenu de l'isomorphisme 

U g  -+ A(X). Pour démontrer (ii) * (i), appliquer l'exerc. 1 b) au noyau de l'homomorphisme 
A(X) -t Ug défini par i.) 

3) Soit x E X. Montrer que le commutant de x dans A(X) est la sous-algèbre engendrée par 
x. En déduire que les seuls éléments de L(X) qui commutent à x sont les multiples de x. En 

particulier, le centre de L(X) est réduit à O si Card(X) 2 2, et le centre de L(x)/( 2 L~(x))  
n > P  

est réduit à l'image canonique de LP(X). 

74) On suppose que K est un corps de caractéristique p > 0. 
a) Soit H une base de la sous-algèbre de Lie L(X) de A(X). Montrer (en utilisant l'iso- 
morphisme U(L(X)) +. A(X), ainsi que le théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt) que les 
éléments hp" (h E H, n E N) sont linéairement indépendants sur K. 
b) Si m est un entier 3 O, on note Lm le sous-module de A(X) de base les hpn pour h E H, n 4 m. 
Montrer que Lm est une sous-algèbre de Lie de A(X), et que, si a E Lm-,, on a aP e Lm 
(raisonner par récurrence sur m, et utiliser les formules de Jacobsen, cf. chap. 1, 1, exerc. 19). 
En déduire que L, ne dépend pas du choix de H, et que c'est la sous-algèbre de Lie de A(X) 
engendrée par les xpn, pour x E X, n 6 m. 
c) Soit L(X, fi) la réunion des Lm pour m 3 O. Montrer que L(X, fi) est la plus petitefi-sous- 
algèbre de Lie de A(X) contenant X (cf. chap. 1, 1, exerc. 20); elle admet pour base la 
famille des hPn pour h E H, n E N. 
d) Soit Ü(L(x ,~))  l'algèbre enveloppante restreinte de L(X, p), cf. chap. 1, 2, exerc. 6. 
Montrer que l'injection de L(X, fi) dans A(X) se prolonge en un isomorfihisme de U(L(X, p)) 
sur A(X). (Utiliser le théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt, ainsi que I'exerc. cité ci-dessus.) 
En déduire que L(X, p) est l'ensemble des éléments primitifs de A(X), cf. 1, exerc. 12. 
e) Soit f une application de X dans une p-algèbre de Lie g. Montrer que f se prolonge de 
façon unique en un p-homomorphisme F: L(X, p) i. g. (Commencer par prolonger f en un 
homomorphisme d'algèbres de A(X) dans Ug.) 

(La p-algèbre de Lie L(X, p) s'appelle la fi-algèbre de Lie libre sur I'ensemble X.) 

Dans les exercices ci-après, la lettre G désigne un grouDe. 

1) Soit (G,) une filtration centrale entière sur G. Montrer que l'algèbre de Lie gr(G) est 
engendrée par grl(G) si et seulement si l'on a G, = Gn+, . CnG pour tout n 2 1. Dans ce 
cas, montrer que Gn = G, . CnG pour m > n, et en déduire que (G,) = (CnG) s'il existe un 
entier m tel que G, = {e). 
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2) Soit (G,) une filtration réelle sur un groupe G, et soit u la fonction d'ordre correspondante. 
Soit H un sous-groupc de G. 
a) Soit H, = H n G,. Montrer que (H,) est une filtration réelle de H, et que la fonction 
d'ordre correspondante est la restriction de u à H. On a H a  = H n G,C et gr(H) s'identifie 
à un sous-groupe gradué de gr(G). 
b )  On suppose que H est distingué, et que u(G) n R est une partie discrète de R. On pose 
(G/H), = (G,H)/H. Montrer que ((G/H),) est une filtration réelle de G/H, et que la 
fonction d'ordre correspondante uGIH est donnée par la formule 

Montrer que, pour tout a E R, on a une suite exacte 

G) Les hypothèses étant celles de b ) ,  on suppose que (G,) est une filtration centrale. Montrer 
qu'il en est de même des filtrations de H et de G/H induites par (G,), et que l'algèbre de Lie 
gr(G/H) s'identifie au quotient de gr(G) par l'idéal gr(H). 

73) Soit (H,) une filtration réelle d'un groupe H et soit u, la fonction d'ordre correspondante. 
On suppose que G opère à gauche sur H et que, pour tout g E G, l'application h H g(h) est 
un automorphisme du groupe filtré H. 
a) Si a E R, on note G, l'ensemble des g E G tels que 

u,(h- lg(h)) > u,(h) + a pour tout h E H. 

Montrer que (G,) est une filtration réelle de G et que G, = G si a < O. On note u la fonction 
d'ordre correspondante. 
6 )  On suppose que la filtration (H,) est centrale, et que Go = G. Montrer que (G,) est une 
filtration centrale de G. Si E gr,(G) et q E grp(H), soit g (resp. h) un représentant de 5 
(resp. 9) dans G, (resp. HB); montrer que l'image de hklg(h) dans Ç ~ , + ~ ( H )  est indépen- 
dante des choix de g et h ;  si on la note DS(q), montrer que Dg se prolonge en une dérivation 
de degré a de l'algèbre de Lie gr(H) et que 5 t+ Dg est un homomorphisme de I'algèbrede 
Lie gr(G) dans l'algèbre de Lie des dérivations de gr(H). Si uE(H) n R est contenu dans un 
sous-groupe discret ï de R, il en est de même de u(G) n R, et, pour tout a E R, l'application 

t+ D, définie ci-dessus est injective. 

4) Soit H un groupe nilpotent de classe c, et soit G le groupe des automorphismes de H qui 
opèrent trivialement sur H/(H, H). Montrer que G est nilpotent de classe < G  - 1. (Appli- 
quer l'exerc. 3 à la suite centrale descendante de H, et remarquer que G opère trivialement 
sur gr(H).) Montrer que, si H est un p-groupe fini (p  premier), il en est de même de G 
(même méthode). 

5 )  Soit K un corps commutatif et soit L une extension galoisienne finie de K, de groupe de 
Galois G. Soit uL une valuation de L à valeurs dans Z (AC, VI, 3 3, no 2), invariante par G. 
Si g E G, on pose 

Montrer que v est la fonction d'ordre d'une filtration entière séparée (G,) sur G telle que 
Go = G, et que la restriction de cette filtration à G, est centrale (appliquer I'exerc. 3, en 
prenant pour H l'idéal de 0,). Montrer que G, est un p-groupe (resp. est réduit à l'élément 
neutre) si le corps résiduel de L est de caractéristique p > O (resp. de caractéristique zéro) ; 
lorsque les corps L et K ont même corps résiduel, G1 est le noyau de I'homomorphisme cp 
défini dans AC, VI, 5 8, exerc. 11 b ) .  
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76) Soit K[G] l'algèbre de G sur K et soit 1 le noyau de I'homomorphisme canonique 
K[G] -t K (e idéal d'augmentation )>). On a K[G] = K @ 1 et 1 admet pour base la 
famille des g - 1 pour g E G - {e). 
a) Si n est un entier > O ,  on note In l'idéal de K[G] puissance n-ième de 1. Soit Gn l'ensemble 
des g E G tels que g - 1 E In. Montrer que (G,) est une filtration centrale entière sur G. En 
particulier, on a G, 3 CnG pour tout n. 
b) Montrer que, si K = Z, l'application gr?. g - 1 définit, par passage aux quotients, un 
isomorphisme de G/(G, G) sur I/12. En déduire que G2 = C2G.l 
c) On suppose que K est un corps de caractéristique zéro, et que G est fini. Montrer que 
In = 1 pour tout n 3 1. 
d) On suppose que K est un corps de caractéristique p > O ,  et que G est un p-groupe. 
Montrer que In = ( O }  pour n assez grand. (On montrera d'abord, en utilisant A, 1, p. 73, 
prop. 11, que tout K[G]-module simple est isomorphe à K; en déduire que 1 est le radical 
de K[G], donc est nilpotent puisque K[G] est de rang fini sur K.) 
e) On suppose que K = Z, et que G possède la propriété suivante: pour tout g E G tel que 
g # 1, il existe un nombre premierp, unp-groupe P, et un homomorphisme fi G +- P tels que 
f (g) # e. Montrer que l'on a alors In = { O } .  (On se ramène aussitôt au cas où G = P. En 

appliquant d) au corps F,, on voit qu'il existe m tel que Im c p. Z[G], et comme 1 est facteur 
direct dans Z[G], cela entraîne Im c PI, d'où $ Imn c $ pnI, qui est réduit à O  puisque 1 

est un groupe abélien de type fini.) 

7) On munit G de la filtration (CnG) et I'on suppose que grl(G) = G/(G, 0) est cyclique. 
Montrer que grn(G) = { O }  pour n > 2 (utiliser la prop. 5) et en déduire que CnG = (G, G) 
pour n 3 2. 

8) Soit G = SL2(Z), et soient x = 

a) Vérifier les formules w4 = 1, w = xy-lx, WXW- = y - l. 

b) Si g = (z d) est un élément de G, on pose l(g) = la1 + 1b1. Montrer que l'on a 

l(g) = 1 si et seulement si g est de la forme ynwa, avec n E Z et O  < a < 3. Si l(g) 3 2, 
montrer qu'il existe une puissance h de x ou de y telle que l(gh) < l(g). En déduire que G est 
engendré par {x, y}. 
c) En utilisant a) et b), montrer que G/(G, G) est engendré par l'image E de x, et que l'on a 
El2  = e.2 En déduire que CnG = (G, G) pour n > 2 (appliquer I'exerc. 7). 

9) On munit G de la filtration (CnG). 

a) Montrer que l'idéal de gr(G) engendré par gr2(G) est 2 gr,(G). .- - 
b) Soit (x,),,, une famille génératrice de G, et soit m > 1. On suppose que, pour tout 
(i, j )  E 12, on a (xi, x,)" E C3G. Montrer que, pour tout q 3 2, et tout u E CqG, on a 
um E Cq+lG (utiliser a)). 

10) Soient x, y dans G et soient r, s deux entiers 3 1. On suppose que (xr, ys) = e. 
a) Montrer que, pour tout n > 1, on a (x, E Cn+2G. (On peut supposer G engendré 
par {x, y}; appliquer alors l'exerc. 9 b) en remarquant que (xr, yS) = (x, y)" mod. C3G.) 
b) On suppose que k = yS = e ;  on note t le pgcd de r et S. Montrer que (x, y)t E C3G et en 
déduire que (x, E Cn'2G pour tout n 3 1 (même méthode). 

11) Soit H un sous-groupe de G, et soit m un entier 3 1. On suppose G engendré par une 
famille (xi),,, telle que xp E H pour tout i. 

On ignore si I'on a G, = CnG pour tout n. C'est en tout cas vrai lorsque G est un grouje libre, cf. 
§ 5, exerc. 1. 
a On peut montrer que est d'ordre 12. 
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a) On munit H de la filtration induite par la filtration (CnG) de G, et on identifie gr(H) à 
une sous-algèbre de Lie graduée de gr(G), cf. exerc. 2. Montrer que, pour tout n 3 0, on a 

mn-grn(G) c gh(H). 

En déduire que, pour tout z E H .  CnG, on a zm" E H .  Cn+ lG. 
6 )  Si G est nilpotent, montrer qu'il existe un entier N 3 O (ne dépendant que de la classe de 
nilpotence de G) tel que zmN E H pour tout z E G. 

12) On suppose G nilpotent. Soit H un sous-groupe de G, soit m un entier > 1, et soient 
x, y dans G tels que xm E H etym E H. Montrer qu'il existe un entier N 2 O tel que ( ~ y ) ~ ~  E H. 
(Appliquer l'exerc. 11 au groupe engendré par {x, y), et à son intersection avec H.) 

13) a) Soit F un groupe libre de famille basique {x, y} à deux éléments, soit c un entier 2 2  
et soit m un entier > 1. On pose FC = F/CcF, et on note x, y les images de 2, y dans Fe. 
Soit F i  le sous-groupe de Fc engendré par (xm, y}. Montrer qu'il existe un entier N 3 O tel 
que zmN E Fm pour tout z E FC (utiliser l'exerc. 11). 
b) Soit IC (resp. 1:) le sous-groupe distingué de Fe (resp. de Fm) engendré par y. Montrer 
que, si N est choisi comme ci-dessus, et si z appartient à Ic, on a zmN E 1; (remarquer que 
FC/IC est un groupe cyclique infini de générateur l'image de x, et en déduire que Fk/Ik 4 FC/IC 
est injectif, donc que 1; = F; ri IC). En particulier, on a xymNx-l E 1;. 
c) Supposons G nilpotent. Soit H un sous-groupe de G, et soit L un sous-groupe distingué 
de H. Soit g E G et soit m 3 1 tel que gm E H. Montrer que, si N est assez grand, on a 
glmNg-l E L pour tout 1 E L. (Si G est de classe < c ,  choisir N comme dans a) et utiliser 
l'homomorphisme f: Fe -z G tel que f (x) = g, f (y) = 1; remarquer que f (Fm) c H, 
f (IL) c L, et appliquer b) ci-dessus.) 

714) Soit P un ensemble de nombres premiers. Un entier n est appelé un P-entier s'il est 
# O  et si tous ses facteurs premiers appartiennent à P. Un élément x E G est dit de P-torsion 
s'il existe un P-entier n tel que xn = e; on dit que G est de P-torsion (resp. sans P-torsion) si tout 
élément de G est de P-torsion (resp. si aucun élément de G distinct de e n'est de P-torsion). 
On dit que G est P-divisible si, pour tout x E G et pour tout P-entier n, il existe y E G tel que 
x = yn. 

On suppose G nilpotent. 
a) Soit H un sous-groupe de G, et soit HP l'ensemble des x E G tels qu'il existe un P-entier n 
pour lequel xn E H. Montrer que HP est un sous-groupe de G (utiliser l'exerc. 12) et que 

= HP. Le groupe HP est appelé le P-saturé de H dans G. Si G est P-divisible, il en 
est de même de HP. 
b) Soit L un sous-groupe distingué de H. Montrer que L, est distingué dans HP. (Utiliser 
l'exerc. 13 c) pour prouver que, si g E HP et 1 E L, on a glg-l E L,.) 

En particulier, si L est distingué dans G, il en est de même de Lp, et G/Lp est sans P- 
torsion. En déduire que l'ensemble des éléments de P-torsion de G est le plus petit sous-groupe 
distingué N de G tel que G/N soit sans P-torsion. 
c) On suppose que G est sans P-torsion. Soit n un P-entier, et soient x, y dans G tels que xn = yn. 
Montrer que x = y. (Appliquer l'exerc. 10 a), avec r = s = n. En déduire qu'il existe un 
P-entier N tel que (x, y)N = e, d'où (x, y) = e puisque G est sans P-torsion; on a alors 
(x-ly)." = e, d'où finalement x = y.) 
d) Soit H un sous-groupe de G, soit L un groupe nilpotent, et soit f: H -t L un homo- 
morphisme. Soit I' le graphe de f dans H x L et soit rp son P-saturé dans G x L. Montrer 
que Tp est contenu dans HP x L, et que pr,: Tp + HP est surjectif si L est P-divisible, et 
injectif si L est sans P-torsion. 

On suppose L P-divisible et sans P-torsion. Montrer que f se prolonge de façon unique 
en un homomorphisme f,: HP + L, et que le graphe de f, est rp. 
715) On conserve les notations de l'exercice précédent. On suppose G nilpotent. Soit 
i: G -t ë un homomorphisme de G dans un groupe nilpotent G. On dit que (i, G) est une 
P-enveloppe de G si les conditions suivantes sont vérifiées: 
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(i) G est P-divisible et sans P-torsion; 
(ii) Le noyau de i est l'ensemble des éléments de P-torsion de G. 
(iii) Le P-saturé de i(G) dans G est égal à G. 
a) Soit (i, G) une P-enveloppe de G et soit L un groupe nilpotent P-divisible et sans P- 
torsion. Montrer que, pour tout homomorphismef: G + L, il existe un homomorphisme 
3 G -t L et un seul tel que f o i = f (se ramener au cas où G est sans P-torsion, et utiliser 
l'exerc. 14 d)). En déduire que, si G possède une P-enveloppe,l celle-ci est unique, à iso- 
morphisme unique près. 
b) Soit (i, G) une P-enveloppe de G, soit H un sous-groupe de G, soit H la P-enveloppe de 
i (H) dans G, et soit 2,: H + H l'homoniorphisme induit par i. Montrer que (iH, H) est une 
P-enveloppe de H. 

On suppose H distingué dans G. Alors H est distingué dans G, cf. exerc. 14 b); si 
i,,,: G/H + G/H est l'homomorphisrne induit par i, montrer que (iGIH, GIH) est une P- 
enveloppe de G/H. 

16) On conserve les notations des deux exercices précédents. 
a) Soit S, l'ensemble des P-entiers et soit Z, = SP 'Z l'anneau de fractions de Z défini par 
S, (AC, II, $ 2 ,  no 1). Supposons que G soit nilpotent, sans P-torsion et P-divisible, et soient 
t E Zp, g E G. Montrer qu'il existe un élément h et un seul de G tel que hS = gSt pour tout 
s E Sp tel que st E Z. L'élément h est appelé la puissance t-ième de g, et noté gt. L'application 
t H gt est un homomorphisme de Z, dans G. Si t est inversible dans Zp, g H gt est bijectif. 
(Utiliser l'exerc. 14 c)). 
b) Soit A un groupe commutatif, et soit i l'application canonique de A dans A, = Z, @ A. 
Montrer que (i, A,) est une P-enveloppe de A. 
c) Soit G (resp. G) le groupe trigonal strict inférieur d'ordre n sur un anneau k (resp. sur 
l'anneau kp = k @ Z,), et soit i l'homomorphisme de G dans G d é h i  par l'homomorphisme 
canonique de k dans kp (A, II, p. 145). Montrer que (i, G) est une P-enveloppe de G. 
d) Soit G un groupe nilpotentjni, donc produit direct de ses p-groupes de Sylow G, (A, 1, 
p. 76, th. 4). Soit G le produit des G, pour 4 P, et soit i la projection canonique de G 
sur G. Montrer que (i, G) est une P-enveloppe de G. 

717) On suppose G nilpotent. Soit P un ensemble de nombres premiers, et soit CO,(G) 
l'ensemble des sous-groupes distingués de G d'indice fini dont l'indice est un P-entier (cf. 
exerc. 14). Soit F,,(G) la topologie définie sur G par la base de filtre CO,(G) (TG, III, $ 1, 
no 2, Exemple). 
a) Soit N un sous-groupe d'indice fini de G, tel que (G: N) soit un P-entier, et soit N' 
l'intersection des conjugués de N. Montrer que (G: N') est un P-entier (utiliser le fait que 
le groupe GIN' est produit de ses groupes de Sylow); en déduire que N est ouvert pour 

* 

b) Soit H un sous-groupe d'indice fini de G. Montrer que Yp(H) coïncide avec la topologie 
induite sur H par Yp(G). (Même méthode.) 
c) Soit H un sous-groupe distingué de G tel que G/H soit isomorphe à Z, et soit x un re- 
présentant dans G d'un générateur de G/H. Soit NECO,(H), et soit N' = xnNx-". Montrer 

que N' E Sp(H), et que xN'x- l = N'. Si N" est le sous-groupe engendré par N' et x, montrer 
que (G: N )  = (H: N'). En déduire que Yp(H) est induite par Fp(G) .  
d) On suppose G de type fini. Montrer que, si H est un sous-groupe de G, il existe une suite 
de sous-groupes 

telle que Hf soit distingué dans H,, , pour O a i < k, et que H,, ,/H, soit fini ou isomorphe à 
Z. En déduire, en utilisant b) et c), que Yp(H) est induite par Y,(G). 

En fait, tout groupe nilpotent possède une P-enveloppe, cf. 5 5, exerc. 6; voir aussi M. LAZARD, 
Annales E.N.S., t. LXXI (1954), p. 101-190, chap. II, 3 3. 
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e) Les hypothèses étant celles de d), on note P' le complémentaire de Y dans l'ensemble des 
nombres premiers. Montrer que l'adhérence de H pour Fp (G)  coïncide avec le Y'-saturé de 
H dans G (exerc. 14); en particulier, G est séparé si et seulement s'il est sans Y'-torsion. 

18) La suite centrale ascendante (Z,G) du groupe G est définie par récurrence de la manière 
suivante : 
(i) ZiG = (el si i < O; 

(ii) ZtG/Zi-,G est le centre de G/Zt-,G. 
On a {e) = ZOG c ZIG c . - .  et ZIG est le centre de G; les ZtG sont des sous-groupes 
caractéristiques de G. 
a) Montrer que G est nilpotent de classe < c  si et seulement si G = Z,G. 
b) Montrer que (CnG, Z,G) c Z,-,G. 
c) On suppose que G est nilpotent et sans Y-torsion (P étant un ensemble de nombres 
premiers, cf. exerc. 14). Montrer que les ZiG sont Y-saturés. (Il suffit de le voir pour ZIG; 
si n est un Y-entier, et si g E G est tel que gn E ZIG, on a xgnx-l = gn pour tout x E G, d'où 
xgx-l = x d'après l'exerc. 14 c) et on en déduit bien que g appartient à ZIG.) 

Dans les exercices ci-dessous, les hypothèses et notations sont celles du 3 5. On note F le 
groupe libre F(X), et g l'unique homomorphisme de F dans le groupe de Magnus r(X) tel 
que g(x) = 1 -!- x pour tout X E  X (cf. th. 1). 

1) On munit l'algèbre K[F] de F de la filtration (In) formée par les puissances de l'idéal 
d'augmentation 1 (3 4, exerc. 6). 
a) Soit g: K[F] - Â(x) l'unique homomorphisme d'algèbres prolongeant g: F -+ Â(x)*. 
Montrer que g applique In dans l'idéal &(X) (cf. no 1) et définit par passage au quotient un 
isomorphisme g, de KIF]/In sur Â(X)/Ân(X). (Définir un homomorphisme inverse de 2, au 
moyen de l'homomorphisme de A(X) dans K[F] qui applique x sur x - 1 pour tout x E X.) 
En déduire que Â(x) est isomorphe au sdpard complktd de K[F] pour la topologie définie par (In). 
b) On suppose que K = Z. Montrer que la filtration (In) est séparée (utiliser la prop. 3 et 
l'exerc. 6 e) du 3 4) et que la filtration de F qu'elle définit (exerc. 6 a) du 5 4) coïncide avec 
la filtration (CnF). En déduire que g:  Z[F] - ÂZ(X) est injective. 

2) Soit G un groupe, soit K[G] son algèbre sur K, et soit 1 son idéal d'augmentation (9 4, 
exerc. 6). On note E l'homomorphi~me canonique de K[G] sur K; on a Ker(~)  = 1. 
a) Soit M un K[G]-module à gauche, et soit Z(G, M) le groupe des homomorphismes croisés 
de G dans M (A, 1, p. 135, exerc. 7). Si f E HomXml(I, M), soit fl l'application g -f (g - 1) 
de G dans M. Montrer que fi est un homomorphisme croisé (utiliser l'identité gg' - 1 = 
g(g' - 1) + g - 1 pour montrer que f1(ggf) = g.fl(g') + fl(g)), et que f- fi est un 
isomorphisme de Hom,,,,(I, M) sur Z(G, M). 
b) On prend pour G le groupe libre F = F(X). Montrer que, pour toute application 
0: X + M, il existe un élément fe de Z(F, M) et un seul qui prolonge 0. (Utiliser l'interpréta- 
tion de Z(F, M) en termes de produit semi-direct de F par M, cf. A, 1, loc. cit.) En déduire, 
grâce à a), que la famille (x - l),,x est une base de 1 comme K[F]-module à gauche. 
c) D'après b), tout élément u E K[F] s'écrit de manière unique sous la forme 

= 44 + - 11, 

avec D,(u) E K[F], les D,(u) étant nuls sauf un nombre fini d'entre eux. L'application 
u H DX(u) s'appelle la ddrivée partielle par rapport à x. Elle est caractérisée par les propriétés 
suivantes: 

(i) D, est une application K-linéaire de K[F] dans K[F]. 
(ii) D,(uv) = u . D,(v) + E(U) . D,(u) pour u, v dans K[F]. 

(iii) D,(x) = 1 et D,(y) = O si y E X  - (x}. 
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d) Soit EA l'homomorphi~me canonique de A(X) sur K. Montrer que tout élément u de 
A(X) s'écrit de façon unique sous la forme 

avec d,(u) E A(X), les dx(u) étant nuls sauf un nombre fini d'entre eux. Montrer que 
d,: u H dx(u) est un endomorphisme de A(X) qui se prolonge par continuité à Â(X), et 
jouit de propriétés analogues à (i), (ii), (iii) ci-dessus. Montrer que d, O g = g O D,, où g 
est l'homomorphisme de KIF] dans Â(X) qui prolonge g (cf. exerc. 1).l 

f 3) On conserve les notations de I'exerc. 2. 
a) Soit J un idéal à droite de K F ]  contenu dans 1, et soit u un élément de 1. Montrer que 

u E J.1 o Dx(u) E J pour tout x E X. 

En particulier, un élément de 1 appartient à In (n 2 1) si et seulement si toutes ses dérivées 
partielles appartiennent à In-l. 
b )  Soit R un sous-groupe distingué de F, soit G = F/R et soit J le noyau de l'homomorphisme 
canonique y: K[F] + K[G]. Montrer que J est engendré comme idéal à gauche (resp. à 
droite) par les éléments r - 1, avec r E R. Démontrer l'exactitude de la suite 

où cc est déduit par passage aux quotients de l'inclusion de J dans 1, et @ est déduit per passage 
aux quotients de la restriction de y à 1. 
c) Pour u E 1, x E X, notons 6,(u) l'image de D,(u) dans K[G] par y. Montrer, en utilisant a), 

que la famille (Ex), définit par passage au quotient un isomorphisme de I/(J. 1) sur K[G](X). 
d )  Pour r E R, soit 8(r) l'image de r - 1 dans J/(J. 1). Montrer que l'on a 

8(rr') = 8(r) f 8(rf) et 8(yry-l) = y.O(r) pour r , r ' d a n s R , y ~ F .  

(Utiliser les identités 

r r l -  1 = ( r -  1)(rf-  1) + ( r -  1) + ( r f -  1) 
y y - l  - 1 = y(r - I)(yy1 - 1) + y(r - l).) 

En déduire que 8 définit un homomorphisme de R/(R, R) dans J/( J. 1) compatible avec I'ac- 
tion de G, et montrer que l'image de cet homomorphisme engendre le K-module J/(J. 1) ; 
lorsque K = Z, montrer que l'on obtient ainsi un isomorphisme de R/(R, R) sur J/(J. 1) (définir 
directement l'homomorphisme réciproque). 
e) Soit (r,),,, une famille d'éléments de R engendrant R comme sous-groupe distingué de 
F. Montrer que les O(ra) engendrent le K[G]-module JI(J.1). 
f )  La matrice (Dx(ra)), ,,,,, A définit un homomorphisme 

p : K[G]cA) + K[G](X) 

de K[G]-modules à gauche. Montrer que la suite 

est exacte, 8 étant l'homomorphisme (u,) e u,(y (x) - 1). 
(Transformer la suite exacte (*) au moyen de c), d), e) ci-des su^.)^ 

l Pour plus de détails sur les D,, voir R. FOX, Ann. of Math., t. LVII (1953), p. 547-560. 
a Pour plus de détails sur cet exercice, voir K. W. GRUENBERG, Lecture Notes in Math., no 143, 
chap. 3, ainsi que R. SWAN, J. of Algebra, t .  XII (1969), p. 585-601. 



86 ALGÈBRES DE LIE LIBRES Ch. II 

4) Pour tout n E N, on note le polynôme T(T - 1). . . (T - n + I)/n!. Si f (T) est un 0 
polynôme, on note Af le polynôme f (T + 1) - f (T). On a A = Al = O et 10) 
A(? = 

,) sin 2 1. 

a) Soit f e Q[T]. Montrer l'équivalence des propriétés suivantes: 

(i) f applique Z dans lui-même. 

(ii) f est combinaison linéaire à coefficients dans Z des . (3 , , 

(iii) f (O) E Z et Af applique Z dans lui-même. 
(Raisonner par récurrence sur deg( f ) ,  en remarquant que deg(Af) = deg( f )  - 1 si 
d d f )  f 0.1 

Un polynôme f vérifiant les propriétés ci-dessus est dit binomial. La somme, le produit, le 
composé de deux polynômes binomiaux est un polynôme binomial. 
b) Soit p un nombre premier et soit f un polynôme binomial. Montrer que f applique 
l'anneau Z, des entiers fi-adiques dans lui-même (utiliser la continuité de f et le fait que Z 
est dense dans Z,). 
c) Soit P un ensemble de nombres premiers, soit S, l'ensemble des P-entiers (5 4, exerc. 14) 
et soit Zp = SplZ. Montrer que, si f est un polynôme binomial, f applique Zp dans lui-même 
(appliquer 6) aux nombres premiers fi n'appartenant pas à P). 

5) Soit T = ï ( X )  le groupe de Magnus sur X, et soit (T,) sa filtration naturelle (no 2). 
Montrer que l'algèbre de Lie graduée gr(I') correspondant à cette filtration est isomorphe à 

la sous-algèbre de Lie nFl An(X) de A(X). Si X # 0, cette algèbre de Lie n'est pas engendrée 

par ses éléments de degré 1; en déduire que (r,) n'est pas la suite centrale descendante de T. 

76) Soit P un ensemble de nombres premiers, soit Sp l'ensemble des P-entiers (5 4, exerc. 14) 
et soit Z, = SG'Z. 
a) On suppose que, pour tout s E Sp, l'application k n sk est une bijection de K sur lui-même; 
cela équivaut à dire que K peut être muni d'une structure de Zp-algèbre. 

Les notations étant celles de l'exerc. 5, montrer que, pour tout s E Sp, l'application a H as 
de I' dans lui-même est bijective, et qu'il en est de même dans chaque quotient r/rn pour 
n 1. Si t E Z,, et si a E ï (resp. a E ï/ïn), on définit at comme dans l'exerc. 16 du 5 4; en 
écrivant a sous la forme 1 + a, avec a E Â1(X), montrer que l'on a 

(Remarquer que les coefficients appartiennent à Z,, cf. exerc. 4.) C) ~, 
b) On suppose maintenant que K = Zp. Soit c un entier 3 1. On identifie le groupe 
Fc = F/CCF à un sous-groupe de ï/ï, grâce à l'homomorphisme déduit de g par passage 
aux quotients (notation du th. 2). Le groupe ï/T, est un groupe P-divisible, sans P-torsion, 
de classe < c. Soit F: le P-saturé de Fc dans T/ï,  (5 4, exerc. 14), et soit i l'injection de FC 
dans Fg. Le couple (i, FE) est une P-enveloppe de FC (5 4, exerc. 15). En déduire que tout 
groupe nilpotent possède une P-enueloppe (remarquer que tout groupe nilpotent de classe < c  
est quotient d'un groupe FC, pour X convenable, et utiliser la partie b) de l'exerc. 15 du 
§ 4)- 
c) Si n < c, soit F;,, l'intersection de FP avec ï n / ï c ;  si n c, posons F;,, = {e). Montrer 
que F:,, est le P-saturé de CnFC dans ï/I',. La filtration (F:,,) est une filtration centrale 
entière de FP; soit gr(F;) le gradué associé à cette filtration. Montrer que, si n < c, l'image 
de gr,(Fg) dans grn(ï)  = Ag,(X) est SF1.Lg(X) = L&(X). En déduire que l'algèbre de 
Lie gr(F$) est engendrée par ses éléments de degré 1, donc que F;,, = Cn(Fg) pour tout n 
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(tj 4, exerc. 1 ) .  Montrer que le groupe Fg est engendré par les xllS pour x E X ,  s E Sp (remarquer 
que les images de ces éléments dans gr,(F;) E z?) engendrent le groupe grl(FP), et appli- 
quer le cor. 3 de la prop. 8 de A, 1, p. 70).  
d )  Soit H u n  ensemble de Hall relatif à X ( t j  2, no I O ) ,  et  soit H(c) la partie de H formée des 
éléments de longueur <c. Pour m E H(G),  notons <pc(m) l'image dans Fe d u  commutateur 
basique <p(m) défini par m (cf. no 4, Remarque). Montrer que, pour tout w E F:, il existe u n  
élément unique cc de Z$H'C" tel que l'on ait 

(Utiliser la détermination de gr(Fg) faite ci-dessus.) 

7 )  O n  conserve les notations de I'exerc. 6. 
a )  Soit G u n  groupe nilpotent de classe <c, et soit (i, G) une P-enveloppe de G. Soit 
p: FC -t G u n  homomorphisme surjectif (un  tel homomorphisme existe si X est choisi con- 
venablement), et soit ? l'homomorphisme correspondant de F; dans G ( $ 4 ,  exerc. 15). 
L'homomorphisme p est surjectif, et applique Cn% = F;,, sur CnG. Montrer que CnG est 
la P-enveloppe de i(CnG) dans G et que l'algèbre de Lie gr(G) s'ident$e d Z p  @ gr(G). 
b) En déduire que G est P-divisible et sans P-torsion si et seulement s'il en  est de même des 
CnG/Cn+ lG. 

78 )  On suppose que K = Z et que X est fini. Pour tout entier k > O, on  note (e,,,) une base 
de A, ( X )  . 
a)  Soit ( w , ) , , ~  une suite d'éléments de F.  Notons wk,,(n) le coefficient de e,,, dans le terme 
de degré k de g(wn) E Â ( x ) .  O n  a:  

O n  dit que la suite (w,) est typique si, pour tout couple (k, cc),  la fonction wk,,: n H  w,,,(n) est u n  
polynôme binomial de degré < k ,  cf. exerc. 4. Cette condition est indépendante d u  choix des bases 
(e,,,). Montrer qu'elle équivaut à l'existence d'une suite (ak),,iy d'éléments de &(x) telle 
que w(ak) > k pour tout k, et que 

m 

p(wn) = kzo nkak pour tout n E Z. 

b) Montrer que, si (w,) et (w;) sont deux suites typiques, il en  est de même de (WC,) et dc 
(WnwA). 
c) Soit w u n  élément de CkF pour k > 1 ,  et soit f u n  polynôme binomial de degré < k. 
Montrer que (w"~ ' )  est une suite typique. En particulier, si z E F,  la suite ( zn )  des puissances 
de z est typique. 
d )  Soit (w,) une suite d'éléments de F. Montrer que (wn) est typique si et seulement s'il 
existe y,, y,, . . .,y,, . . . dans F, avec y, E C'F pour tout i 2 1 et  

tun i y,y:. . .y(') mod. Ck+lF 

pour tout n E Z et tout k > 1. (Déterminer les y, à partir de (w,) en  faisant successivement 
n = 0, 1 , .  . .. Par exemple w0 = y,, ml = yoyi, . . .). 
e)  Soit H u n  ensemble de Hall relatif à X ,  et soit (w,) une suite d'éléments de F. Soit 
(cc(m, n)),,,,,,,,z la famille d'entiers telle que 
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pour tout n E Z et tout c 3 1 (cf. no 4, Remarque). Montrer que (w,) est typique si et seule- 
ment si, pour tout m~ H, la fonction n H a(m, n) est un polynôme binomial de degré 
<l(m), où l(m) est la longueur de me1 

f )  Une suite (w,) est dite 1-typique si les fonctions wk,, correspondantes sont des polynômes 
binomiaux de degré < k  - 1. Montrer que, si (w,) est 1-typique, on peut trouver des 
y f ~ C f + l F p o u r i  = 0, 1, ..., tels que 

w,, r y&. . .yP1 mod. Ck+lF 

pour tout n E Z et tout k 3 1. 

79) On prend pour X un ensemble à deux éléments {x, y}. 
a) Montrer qu'il existe une suite w2, w3, . . . d'éléments de F, avec wi E C'F pour tout i, et 

pour tout n E Z et tout i à 1. (Appliquer l'exerc. 8 d) à la suite des ~ - ~ ( x y ) ~ . )  
Montrer que tu, = yT1(y-l, x-l)y = (x, y)-l mod. C3F. 

b) Soit G un groupe nilpotent de classe < c, et soient x, y dans G. Déduire de ce qui précède 
la formule suivante (u formule de Hall o) : 

c )  Soit p un nombre premier. Montrer qu'il existe uf E CfF (2 < i < p - 1) et w E CPF tels 
que 

(.y)" = xpypu;. . .U;-~W. 

(Utiliser a) en remarquant que est divisible parp si 1 < i < p.) Soit W l'image de w dans (9 . , 
grp(F) = Lg(X), et soit WP l'image de Ui dans LFp(X). Montrer que uip = Ap(x, y), cf. chap. 
1, 5 1, exerc. 19. (Utiliser le plongement g de F dans Â(X) et comparer les termes de degré 
p de g((xy)P) et de g(xpyPu;. . . u ~ - ~ w ) .  Le premier est égal à (x + y)" et le second est congru 
mod. p à XP + y" + WP. D'où le résultat.) 

Montrer qu'il existe a E C2F et w' E CPF tels que 

(Utiliser la formule ci-dessus donnant (xy)P.) En déduire que, dans un groupe nilpotent de 
classe p, les puissances p-ièmes forment un sous-groupe. 
d) Montrer qu'il existe une suite v,, v,, . . ., d'éléments de F, avec vf E CiF pour tout i, et 

0 (3 (xn, y) m (x, . . . vf + mod. 

pour tout n E Z et tout i à 1. (Appliquer l'exerc. 8 f )  à la suite des (xn, y).) 
En déduire que, si# est un nombre premier, il existe ti E CIF pour 3 < i < p, et z E CP+lF 

tels que 

(x", y) = (x, y)"tS. . . tgz. 

Montrer que l'image Zp de z dans L;:'(X) est (ad x)"(y). (Même méthode que pour c).) 

810) Soit p un nombre premier, et soit G un groupe muni d'une filtration centrale réelle 
(G,). On suppose que la relation x E G, entraîne xp E Gp,, auquel cas on dit que la filtration 
(G,) est restreinte. 

Pour plus de détails sur les suites typiques, voir M. LAZARD, Annales E.N.S., t. LXXI (1954), 
p. 101-190, chap. II, $8 1, 2. 
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a) Montrer que l'algèbre de Lie gr(G) associée à (G,) est telle que p. gr(G) = O, donc peut 
être munie d'une structure d'algèbre sur F,. 
b) Soit S. E gr,(G), et soit x un représentant de 5 dans Ga. Montrer que l'image de x' dans 
gr,,(G) ne dépend pas du choix de x (utiliser l'exerc. 9 c)). Si on note cette image Elpl, dé- 
montrer que 5 ++ EIP1 est une application linéaire de gr,(G) dans gr,,(G), et que 
( E  + Y)lP1 = E["l+ cfrP1 + Ap(c, y). (Même méthode.) 

Montrer que, si 5 E gr,(G) et 7 E grp(G), on a 

(Utiliser l'exerc. 9 d).) 
c) Montrer qu'il existe une p-application de gr(G) dans elle-même (chap. 1, 5 1, exerc. 20) et 
une seule qui prolonge les applications c H Ecpl définies sur les gr,(G). Munie de cette 
structure, gr(G) est une p-algèbre de Lie, dite associée à la filtration restreinte (G,). 

111) a) Soit A une algèbre filtrée vérifiant les conditions du 5 4, n05 et soit 
l? = A* n (1 + A:). On munit l? de la filtration (T,) induite par celle de A (loc. cit., 
prop. 2). Montrer que, si K est un corps de caractéristique p > 0, (r,) est une jïltration 
restreinte (exerc. 10) et le plongement de gr(r)  dans gr(A) défini dans loc. cit., prop. 3, est 
compatible avec les structures de p-algèbres de Lie de gr(r)  et gr(A). 
b) On suppose que K = F,. On applique ce qui précède à l'algèbre filtrée Â(x), dans la- 
quelle on plonge F = F(X) au moyen de l'homomorphisme g. La filtration (T,) de T induit 
une filtration (F,) de F, qui est une filtration restreinte. La fi-algèbre de Lie gr(F) s'identifie 
à unep-sous-algèbre de Lie de A(X) contenant X. En déduire que gr(F) contient lap-algèbre 
de Lie libre L(X,p), cf. 3 3, exerc. 4 e). 
c) Soit H un ensemble de Hall relatif à X; pour tout entier i, soit Hi l'ensemble des éléments 
de H de longueur i. Soit w E F, et soient ai E ZCHi) tels que 

pour tout n, cf. no 4. Pour tout m E H, on note l(m) la longueur de m et q(m, w) la plus grande 
puissance dep qui divise at(m), où i = l (w)  (si at(m) = O, on convient que q(m, zei) = +CO). 

Soit N = Inf (l(m) .q(m, w)). Montrer que les cp(m)ai(m) appartiennent à F,, et même à 
m E H  

si l(w) .q(m, w) > N. Montrer que, si l(w) .q(m, w) = N, l'image de cp(rn)*c(") dans 
grN(A(X)) = AN(X) est un multiple non nul de où f i  est l'élément de L(X) défini 
par m (5 2, no I l) .  Or, ces éléments sont linéairement indépendants (3 3, exerc. 4) ; en déduire 
que l'image de w dans grN(F) est #O, et appartient à L(X,p), d'où le fait que 
gr(F) = L(X, Pl. 

12) Soit g une algèbre de Lie sur un corps k de caractéristique fi > 0. 
a) Soit h un entier b p  - 1. On dit que g vérifie la h-ième condition dYEngel si l'on a 
(ad ~ ) ~ ( y )  = O pour tout couple (x, y) d'éléments de g. Montrer que cela équivaut à 

pour xl, . . . , xh dans g (appliquer la formule (ad x ) ~  = O aux combinaisons linéaires des xi). 
b) Soient x, y dans g tels que A,(ax, by) = O quels que soient a, b dans k. Montrer que, si ApS 
est la composante bihomogène de A, de bidegré (r, s), on a ApS(x, y) = O pour tout couple 
(r, s). En déduire (en prenant r = - 1, s = 1) que (ad x) *-=(y) = O. En particulier, si 
A,(x, y) = O pour x, y dans g, l'algèbre de Lie g vérifie la (P - 1)-ième condition d'Engel. 
c) Soit c le centre de g. On suppose que (ad x), = O pour tout x E g. Montrer que g/c vérifie 
la (p - 1)-ième condition d'Engel. (Montrer que A,(ad x, ad y) = O pour x, y dans g, et 
appliquer b) à l'algèbre de Lie ad g = glc.) 
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d) Soit G un groupe tel que x* = 1 pour tout x E G, et soit (G,) une filtration centrale réelle 
de G. La filtration (G,) est restreinte (exerc. IO), et gr(G) est une p-algèbre de Lie dont la 
@application est nulle. En déduire que gr(G) vérifie la (p - 1)-ième condition dYEngel.l 

1) Montrer que exp(U) .exp(V) . exp( - U) = exp 

m 

2) Montrer que H(U, V) = A (ad U)"(H(V, U)). (Appliquer I'exerc. 1 en remarquant 

que H(U, H(H(V, U), - U)) = H(U, V).) 

3) On pose M(U, V) = H( - U, U + V). On a exp(M(U, V)) = exp( - U) . exp(U + V). 
On note M1(U, V) (resp. H1(U, V)) la somme des termes bihomogènes de la série M 
(resp. de la série H) dont le degré en V est 1. 
a) Montrer que l'on a 

avec f (T) = (1 - eWT)/T. 
(Même argument que pour la démonstration de la prop. 5. On peut aussi se ramener à 

la prop. 5 en utilisant l'identité 

exp(U) .exp(M(U, V)) . exp( - U) = exp(H(U + V, - U)), 

combinée avec l'exerc. 1.) 
b) Montrer que H(U, M(U, V)) = U + V. En déduire que Hl(U, Ml(U, V)) = V. 

m 
1 

c )  On pose g(T) = l /  f (T) = 1 + 7.12 + "Zl b,.Tan, où les b,. sont les nombres de 

Bernoulli (FVR, VI, 3 1, no 4). Montrer que l'on a 

En déduire les ~remiers termes du développement de Hl(U, V) : 

Hl(U, V) = V + +(adU)(V) + &(ad U),(V) -& (ad U)4(V) + &(ad U)6(V) - . . . 
d) Montrer que la somme des termes bihomogènes de H(U, V) dont le degré en U est 1 est 
la série: 

(Appliquer c) à H(V, U) et utiliser l'exerc. 2 pour passer de H(V, U) à H(U, V).) 
e )  Soit W une autre indéterminée, et soit X(U, V, W) la somme des termes trihomogèncs 
de H(U, V + W) dont le degré en W est 1. Montrer que l'on a 

WU, HlW, W)) = H,(H(U,V), W. 
(Utiliser l'identité H(U, H(V, W)) = H(H(U, V), W).) En déduire que 

w u ,  V, W) = (g(ad WU,  V))of(ad V))(W). 
Pour les propriétés des algèbres de Lie vérifiant une condition d'Engel, et leurs applications au  

u problème restreint de Burnside >>, voir A. KOSTRIKIN, Izv. Akad. Nauk SSSR, t. XXIII (1959), 
p. 3-34. 
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b) Soit b une partie de g. Montrer que b est une sous-algèbre de Lie (resp. un idéal) de g 
si et seulement si c'est un sous-groupe saturé (resp. un sous-groupe distingué saturé) du 
groupe g. (Utiliser les formules de I'exerc. 4 d) pour passer de la loi de groupe à celle 
d'algèbre de Lie.) 
c)  Soit b un sous-groupe du groupe g. Montrer que le P-saturé de b est Q. 6. 
d) Soit b une sous-algèbre de Lie de g. Montrer que le centralisateur (resp. le normalisateur) 
de b dans le groupe g est l'ensemble des x E g tels que (ad x ) ( t ) )  = O (resp. tels que 
(ad 3) (b) = P). 
e) Montrer que la suite centrale descendante de l'algèbre de Lie g coïncide avec celle du 
groupe g et que l'algèbre de Lie graduée associée gr(g) est la même du point de vue e groupe s 
et du point de vue (1 algèbre de Lie s. 

76) Soit G un groupe nilpotent sans torsion de type fini. Montrer que, si n est assez grand, 
on peut plonger G dans le groupe trigonal strict inférieur d'ordre n sur Z. (Soit (i, G) une 
P-enveloppe de G, cf. 3 5, exerc. 6; munie de sa structure d'algèbre de Lie canonique 
(exerc. 4), G est une Q-algèbre de Lie nilpotente de dimension finie. Appliquer à G le 
théorème d'Ad0 (chap. 1, 3 7) et en déduire un plongement de G dans un groupe trigonal 
strict sur Q. Passer de Q à Z en conjuguant par une matrice diagonale entière convenable.) 

1) Soit g une algèbre de Lie normée complète sur K telle que ll[x, y111 < Ilxll llyll pour 
x, y dans g. On note O l'ensemble des x E g tels que llxll < 4 log S. Pour x, y dans O, on a 
h(x, y) E O, cf. no 2. 
a) On pose f (T) = (1 - eëT)/T et g(T) = l/f (T). La série f converge dans tout le plan 
complexe, et la série g dans le disque ouvert de rayon 2n (cf. FVR, VI, 2, no 3). En déduire 
que, si z E O, f (ad z) et g(ad z) sont définis, et que ce sont des éléments de 2 ( g ;  g) inverses 
l'un de l'autre. 
6 )  Soit D,h(x, y) la seconde dérivée partielle de h en un point (x, y) de O x O (VAR, R, 
1.6.2). C'est un élément de 9 ( g ;  g). Montrer que l'on 

(Utiliser l'exerc. 3 e) du 6 pour démontrer cette formule lorsque x et y sont assez voisins de 
zéro, et passer de là au cas général par prolongement analytique.) 

Montrer que la formule 

f (ad h(x, Y)) D2h(x, Y) = f (ad y) - 
est valable en tout point du domaine de convergence strict de la série formelle H (cf. prop. 1). 

O n  suppose que la caractéristique résiduelle p du corps K est > O .  On note O, l'anneau de 
la valuation v de K. 

1) a) Un élément n de K est dit admissible si v(x) = 0, et si xP-'/p = - 1 (mod no,). 
(Noter que l'on a nP-'/p E oK puisque v(x) = 0.) 

Montrer qu'il existe des corps K qui vérifient les conditions du paragraphe, et contiennent 
un élément admissible (adjoindre à Q, une racine (p - 1)-ième de -p). 
b) Soit n un élément admissible de K. On considère les séries formelles suivantes, à co- 
efficients dans K: 

m 
1 

e,(U) = - r(nU) = nn - 'Un/n !, 
n 
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Montrer que ces séries sont réciproques l'une de l'autre et que leurs coefficients appartiennent 
à O, (utiliser le lemme 2). 
c) Soit {U, V) un ensemble à deux éléments, et soit H(U, V) la série de Hausdorff. On pose 

On a HdU, V) E LK(W, VI). 
Montrer que 

W U ,  V) = I,(e,(U) + e,(V + ne,(U) .en(V)). 

En déduire que H, E L,,({U, V}), i.e. que les coefficients de H, appartiennent à 0,; d'où une 
autre démonstration de la prop. 1. 
d) On note ë,, in et fi, les séries obtenues en réduisant e,, 1, et H, modulo noK; leurs co- 
efficients appartiennent à l'anneau o ~ / x v ~ .  

Montrer que l'on a [,(u) = U - Up (noter que vp(n) < (n - 1)8 si n f 1, p). En 
déduire que 

OU encore: 

où A, est défini par la formule 

Ap(U, V) = (U + V)p - Up - Vp, cf. chap. 1,s 1, exerc. 19. 

En particulier, H,(u, V) appartient à LFp({u, V}) et sa composante homogène de degré p 
est - Ap(U, V). On a 

HJU, V) = H,(v, u )  

fi,(u, HJV, w)) =  fi,@,(^, v ) ,  w )  dans L,(W, V, WH, 

W étant une troisième indéterminée. 
e) Soit C(U, V) = H(-U, H(-V, H(U, V))) (s commutateur de Hausdorff O ) .  On a 
exp(C(U, V)) = exp( - U) exp( - V) exp(U) exp(V). Posons 

Montrer que les coefficients de C,(U, V) appartiennent à xoK (utiliser le fait que 
H,(u, V) = H , p ,  U)).l 

2) On sait (3 6, exerc. 3) que, si n > 2, la composante de bidegré (n, 1) de H(U, V) est 
1 - b,(ad U)n(V), où 6, est le n-ième nombre de Bernoulli. Déduire de là, et de la prop. 1, 

n! 
l'inégalité 

vP(bn/n!) < n/(p - 1). 

Retrouver ce résultat au moyen du théorème de Clausen-von Staudt (FVR, VI, $2,  exerc. 6) 
et montrer qu'il y a égalité si et seulement si S(n) = - 1. 

1 Pour plus de détails sur cet exercice, voir M. LAZARD, Bull. Soc. Math. France, t. XCI (1963), 
p. 435451. 
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3) On suppose que K contient une racine primitivep-ième de l'unité W. On pose n = w - 1. 
En utilisant la formule 

w'- 1 = n(1 + w + ... + mi-1) 

montrer que v(wi - 1) = u(x) pour 1 < i < - 1, et que 

w t - 1  . -- 
x = 2 (mod. x) .  

9-1 

En déduire, au moyen de la formule f i  = (wi - l), que x est admissible (exerc. 
i=1  

74) Soit c un entier 3 1, et soit P un ensemble de nombres premiers contenant 

1). 

tous les 
nombres premiers <c.  Soit Z, = SP'Z (O 4, exerc. 16). Montrer que les termes de degré 
<c  de la série de Hausdorff H(U, V) appartiennent à LZ,({U, V)). En déduire que, si g est 
une Zp-algèbre de Lie nilpotente de classe <c, la loi de composition (u, u) H H(u, v )  fait de 
g un groupe nilpotent P-divisible et sans P-torsion de classe < c. Montrer qu'inversement tout 
groupe possédant ces propriétés peut être obtenu par ce procédé. (Utiliser << l'inversion de la 
formule de Hausdorff », cf. 3 6, exerc. 4, et montrer que les exposants a(m), P(m) qui y 
figurent appartiennent à Zp lorsque l(m) < c.) 

En particulier, tout p-groupe d'ordre pn et de classe < p  s'obtient au moyen de la loi de 
Hausdorff à partir d'une Z-algèbre de Lie nilpotente de classe < p  ayant pn éléments. 
(Prendre pour P l'ensemble des nombres premiers distincts de p.) 

APPENDICE 

1) Soit Qn le polynôme cyclotomique d'indice n (A, V, fj 11, no 2,). En utilisant la formule 

xn - 1 = ,Q,(X), 

montrer que l'on a 

mn(x) = Q (xflld - i).rd). 

(Appliquer la formule d'inversion de Mobius au groupe multiplicatif du corps Q(X).) 

2) Soit D l'algèbre large du monoïde N* (A, III, p. 27). Si n E N*, on note nW son image dans 
D, de sorte que l'on a l W  = 1 et (nm)W = nwmW pour n, m dans N*.l Tout élément f de D 

s'écrit de fagon unique comme série 5 annq avec an E K. 
n = l  

a) Soit f = 2 annW un élément de D. Montrer que f est inversible dans D si et seulement si 

a, est inversible dans K. En particulier, si K est un anneau local, il en est de même de D. 

6) On pose < = 3 nw et y = 5 y(n)nw. Montrer que c et p sont inverses l'un de l'autre. 
n =  1 n = l  

En déduire que, si s = 2 s(n)nw et t = 2 t(n)nm sont deux éléments de D, les relations 

s = c. t et t = y .  s sont équivalentes (variante de la formule d'inversion de Mobius). 
c) Soit P l'ensemble des nombres premiers. Montrer que la famille des (1 - gw) pour f i  E P, 
est multipliable dans D, et que l'on a 

On écrit souvent -s à la place de a; on dit alors que les éléments de D sont les sériesformelles de 
Dirichlet à coefficients dans K. 



CHAPITRE III 

GROUPES DE LIE 

Dans tout le chapitre, K désigne soit le corps valué R des nombres réels, soit le coqs valué 
C des nombres complexes, soit un corps commutatif ultramétrique complet non discret. On 
suppose que K est de caractéristique O à partir du 3 4, que K = R ou C au 5 6, que K est 
ultramétrique au $ 7. Sauf mention du contraire, toutes les variétés, toutes les algèbres et tous 
les espaces vectoriels considérés sont sur K. Rappelons que, lorsqu'on parle d'une variété 
de classe Cr, on a r E NK c'est-à-dire que r = w si K # R, et 1 < r < w si K = R. 

Les conventions sur les normes, les espaces normables et les espaces normés 
sont les mêmes que dans VAR, R. 

Rappelons qu'on appelle algèbre normable sur K une algèbre A (non nécessaire- 
ment associative) sur K, munie d'une topologie Y possédant les propriétés 
suivantes : 

1) peut être définie par une norme; 
2) l'application (x, y) ++ xy de A x A dans A est continue. 

On note Aut(A) le groupe des automorphismes bicontinus de A. Toute algèbre 
de dimension finie sur K est une algèbre normable pour la topologie canonique. 
On appelle algèbre normée sur K une algèbre A sur K, munie d'une norme telle 
que IIxy II < llxll llyll quels que soient x, y dans A; l'algèbre A, munie de la topologie 
définie par cette norme, est une algèbre normable. Si A est une algèbre normable, 
il existe une norme sur A définissant sa topologie et faisant de A une algèbre 
normée. 

Si G est un groupe, on note e,, ou simplement e, l'élément neutre de G. Pour 
g E G, on note y(g), 6(g) et Int(g) les applications g' t+ggl, g' » g'g-l et 
g' F+ gg'g-l de G dans G. Si f est une application de G dans un ensemble E, on 
note f l'application g ~f (g-l) de G dans E. 

$ 1. Groupes de Lie 

1. Définition d'un groupe de Lie 

Soit G un ensemble. Une structure de groupe et une structure de K-variété 
analytique sur G sont dites compatibles si la condition suivante est vérifiée: 

(GL) L'application (g, h) t+ gh-l de G x G dans G est analytique. 
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DÉFINITION 1. - On appelle groupe de Lie sur K un ensemble G muni d'une structure de 
groupe et d'une structure de K-variété analytique, ces deux structures étant compatibles. 

Un groupe de Lie sur R (resp. C, Q,) est appelé groupe de Lie réel (resp. 
complexe, p-adique) . 

Soit G un groupe muni d'une structure de variété analytique. Pour g, h, go, 
ho dans G, on a 

Il en résulte que G est un groupe de Lie si et seulement si les trois conditions 
suivantes sont vérifiées : 

(GL,) pour tout go E G, l'application g H gog de G dans G est analytique; 

(GL,) pour tout go E G, l'application g e goggol de G dans G est analytique 
dans un voisinage ouvert de e; 

(GL,) l'application (g, h) t+ gh-1 de G x G dans G est analytique dans un 
voisinage ouvert de (e, e). 

Soit G un groupe de Lie. Pour tout g E G, y (g) et 6(g) sont des automorphismes 
de la variété sous-jacente à G. Il en résulte que cette variété est pure (VAR, R, 
5.1.7). En particulier, la dimension de G en g est égale à dim G pour tout g E G 
(rappelons que dim G est un entier 2 O ou + co). 

Puisqu'une application analytique est continue, un groupe de Lie est ungroupe 
topologique pour la topologie sous-jacente à sa structure de variété. Soit G un 
ensemble. Une structure de groupe topologique et une structure de K-variété 
analytique sur G sont dites compatibles si la structure de groupe et la structure de 
variété sont compatibles, et si la topologie de G est la topologie sous-jacente à la 
structure de variété. 

Lemme 1. -Soient G un groupe de Lie, U un voisinage ouvert de e, E un estace normé 
complet, cp : U -+ E une carte de la variété G. Il existe un voisinage W de e contenu dans U 
tel que cp 1 W soit un isomorphisme de W (muni de la structure un$ome droite) sur cp(W) 
(muni de la structure ungome induite par celle de E). 

On peut supposer que cp(e) = O. Soit U' = cp(U). Soit + : U' + U l'applica- 
tion réciproque de <p. Soit V un voisinage ouvert symétrique de e tel que V2 c U, 
et posons V' = cp(V). Définissons des applications O,, 8, de V' x V' dans 
V' x U' de la manière suivante: 

On vérifie aussitôt que O2(0,(x, y)) = 8,(02(x, y)) = (x, y) pour x, y assez voisins 
de O. D'autre part, 0, et 0, sont analytiques, donc strictement dérivables en (O, 0). 
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Par suite (VAR, R, 1.2.2) il existe un voisinage W' de O dans V' et des constantes 
a > 0, b > O telles que 

411x1 - x2ll + l l~(+(xl )4J(~l ) -~)  - ~ ~ J ( X ~ ) + ( Y J - ~ ) I I )  

11x1 - x2ll + Ilu1 - y211 
G 11x1 - ~211 + I I Y ( + ( ~ I ) ~ J ( Y ~  -l) - d4J(x2)4J(y2) -9 Il ) 

quels que soient x,, x2, y,, y, dans W'. Faisant x, = x, = y,, il vient 

(2) ~ I I ~ ~ J ~ ~ J N Y ~ ~ ~ ~ ~ I I  G 11x1 - Y I I I  G bl l~(+(~l )4J(~l ) -~) l l -  

Pour 8 > O, soit N, l'ensemble des couples (x, y) E W' x W' tels que Ilx - y11 < S. 
Les N, forment un système fondamental d'entourages dans W'. Posons 
W = 4J(W1). Soit M6 l'ensemble des couples (u, V) E W x W tels que 
Ilrp(uv-l) I I  < 8. Les M, forment un système fondamental d'entourages dans W 
pour la structure uniforme droite. Or  la relation (2) prouve que 

((P ~ ) ( ~ a - ' 6 ) ,  (9 ' ~ ) ( ~ ô )  Nb6 

donc W possède la propriété du lemme. 

PROPOSITION 1. - Un groupe de Lie est un groupe topologique métrisable et complet. 
Puisque e admet un voisinage ouvert homéomorphe à une boule ouverte d'un 

espace normé, e admet un système fondamental dénombrable de voisinages dont 
l'intersection est {el. Donc G est métrisable (TG, III, $ 1, cor. de la prop. 2, et 
IX, $3, prop. 1). D'après le lemme 1, il existe un voisinage de e qui est complet 
pour la structure uniforme droite, donc G est complet (TG, III, 3 3, prop. 4). 

PROPOSITION 2. - Soit G un groupe de Lie. 
(i) Si K = R ou C, G est localement connexe. 
(ii) Si K est distinct de R et C, G est @arpillé (TG, IX, $ 6, déf. 5 ) .  
(iii) Supposons K localement compact. Pour que G soit localement compact, il faut et il 

su@ que G soit de dimensionJnie. 
(iv) Si G est engendré par un sous-espace dont la topologie admet une base dénombrable, 

alors la topologie de G admet une base dénombrable. 
Soit U un voisinage de e. Il existe un voisinage ouvert U1 de e contenu dans U 

et homéomorphe à une boule ouverte d'un espace normé E sur K. Si K = R ou 
C, U, est connexe, ce qui prouve (i). Supposons K ultramétrique. Il existe un 
voisinage U, de e fermé dans G et tel que U, c U,. Puis il existe un voisinage U, 
de e tel que U, c U, et tel que U, soit ouvert et fermé relativement à U,. Alors 
U, est fermé relativement à U,, donc à Gy et ouvert relativement à U,, donc à G. 
Ceci prouve (ii). Pour que G soit localement compact, il faut et il suffit que E soit 
localement compact; si K est localement compact, cela revient à dire que E est de 
dimension finie (EVT, 1, $ 2 ,  th. 3), d'où (iii). Supposons G engendré par un sous- 
ensemble V, et posons W = V u V-l ;  on a G = W u W2 u W3 u . . .; s'il 
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existe une suite dense dans V,  on voit qu'il existe une suite dense dans G, et, 
comme G est métrisable (prop. l), la topologie de G admet une base dénombrable. 

COROLLAIRE. -S i  K = R ou C,  et si G est connexe de dimension Jinie, alors G est 
localement connexe, localement compact, et sa topologie admet une base dénombrable. 

Lemme 2. - Soient X une variété de classe Cr, e un point de X ,  U et Vdes voisinages ouverts 
de e, et m une application de classe Cr de U x U dans X ,  vér$ant les conditions suivantes: 

a) m(e, x) = m(x,  e) = x pour tout x E U ; 
b) On a V c V ,  m ( V  x V )  c U et m(m(x,  y),z) = m(x,m(y,z)) quels que 

soient x, y, z dans V. 

Alors il existe un voisinage ouvert W de e dans V et un automorphisme O de la variété W ,  
tels que O(e) = e, O(O(x)) = x et m(x ,  0 ( x ) )  = m(O(x), x) = epour tout x E W. 

On a m(e, y) = y pour tout y E U ,  donc, d'après le théorème des fonctions 
implicites, il existe un voisinage ouvert W ,  de e dans V et une application 0, de 
classe Cr de W ,  dans V tels que 0,(e) = e, m(x ,  O,(x)) = e pour tout x E W,. De 
même, il existe un voisinage ouvert W2 de e dans V et une application O, de 
classe Cr  de W2 dans V tels que 02(e) = e, m(O,(x), x) = e pour tout x E W2. Pour 
x ~ W , n W , , o n a  

O2(x> = m(O2(4, e) = m(f'2(4, m(x, O,(x))) 

= m(m('32(x), 4,  O l ( 4 )  = d e ,  O,(x)) = %(4. 
Soit O(x) la valeur commune de O,(x) et 02(x) pour x E W1 n W2. Soit W l'en- 
semble des x E W, n W2 tels que O(x) E W ,  n W,. L'ensemble W est ouvert. 
Pour x E W,  on a 

W W )  = O ( " 4 ) Y  e ( e (x ) ) )  = 4% m(O(x), O ( % ) ) ) )  = m(x, 4 = x, 
donc O(x) E W. On voit que O 1 W définit un automorphisme de la variété W. 

PROPOSITION 3. - Soient X une variété analytique, et m une loi de composition associative 
analytique sur X ,  admettant un élément neutre. L'ensemble G des éléments inversibles de X 
est ouvert dans X ,  et G est un groupe de Lie pour m 1 (G x G) et pour la structure de variété 
induite par celle de X .  

D'après le lemme 2, G est un voisinage de l'élément neutre. Pour tout g E G y  
l'application x tt m(g, x)  est un automorphisme de la variété X .  Donc l'image 
de G par cette application est un voisinage de g, évidemment contenu dans G. 
Par suite, G est ouvert dans X .  Il est clair que les conditions (GL,) et (GL2)  sont 
vérifiées. La condition (GL,) est vérifiée d'après le lemme 2. 

Exemples de groupes de Lie. 
1. Soit E un espace normable complet sur K. L'application (x,  y) H x - y 

de E x E dans E est linéaire continue, donc analytique. Donc E, muni de ses 
structures de groupe additif et de variété analytique, est un groupe de Lie. 

En particulier, K est un groupe de Lie. 
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2. Soit A une algèbre associative unifère normable complète sur K. La multi- 
plication (x, y) H xy de A x A dans A est bilinéaire continue, donc analytique. 
La prop. 3 montre que le groupe A* des éléments inversibles de A est ouvert dans 
A (ce qui résulte aussi de TG, IX, 3 3, prop. 13), et que A* est un groupe de Lie. 

Par exemple, soit E un espace normable complet sur K, et prenons A = 9 ( E )  
(TG, IX, tj 3, prop. 5). Alors A* est le groupe GL(E) des automorphismes de E. 
Ce groupe est donc muni canoniquement d'une structure de groupe de Lie sur K. Plus parti- 
culièrement, GL(n, K), muni de la structure de variété induite par celle de M,(K), 
est un groupe de Lie. Pour n = 1, on voit que le groupe multiplicatif K* est un 
groupe de Lie pour la structure de variété induite par celle de K. 

3. Soit G un groupe de Lie sur K. Soient K' = R ou C ou un corps ultra- 
métrique complet non discret, et o un isomorphisme du corps valué K' sur un 
sous-corps valué de K. Alors le groupe G, muni de la structure de K'-variété 
obtenue par restriction des scalaires, est un groupe de Lie sur K', qui est dit 
déduit du groupe de Lie G par restriction des scalaires (de K à K' au moyen de o). Par 
exemple, tout groupe de Lie complexe est canoniquement muni d'une structure 
de groupe de Lie réel. Par exemple encore, à tout groupe de Lie complexe G est 
associé un groupe de Lie complexe appelé le conjugué de G, déduit de G au moyen de 
l'automorphisme z H de C. 

2. Morphismes de groupes de Lie 

DÉFINITION 2. - Soient G et H des groupes de Lie. On appelle morphisme de groupes de 
Lie de G dans H (ou simplement morphisme de G dans H si aucune confuion n'est à 
craindre) une a@lication de G dans H qui est un homomorphisme de groupes et qui est 
analytique. Le groupe des automorphismes de G se note Aut(G). 

L'application identique de G est un morphisme. Le composé de deux mor- 
phismes est un morphisme. Sif: G -+ H et f '  : H -+ G sont deux morphismes réci- 
proques, f et f' sont des isomorphismes de groupes de Lie. 

Exemples. - 1) Soit G un groupe de Lie. Pour tout x E Gy Int(x) est un auto- 
morphisme du groupe de Lie G. 

2) Soit G un groupe de Lie. On note Gv le groupe opposé à G, muni de la 
même structure de variété que G. Il est immédiat que G" est un groupe de Lie 
(dit groupe de Lie opposé à G), et que l'application g E- g-l est un isomorphisme du 
groupe de Lie G sur le groupe de Lie W. 

3) Soient G un groupe de Lie, E un espace normable complet. On appelle 
représentation linéaire analytique de G dans E (ou simplement représentation linéaire 
de G dans E si aucune confusion n'est à craindre) un morphisme du groupe de 
Lie G dans le groupe de Lie GL(E), autrement dit une application analytique x 
de G dans GL(E) telle que x(ggl) = x(g)x(g1) pourg, g' dans G. Supposons que E 



1 00 GROUPES DE LIE ch.  III, 3 1 

admette une base finie (e,, e,, . . ., en) sur K; soit (e;, ez, . . ., e+) la base duale; 
soit p un homomorphisme du groupe G dans le groupe GL(E) ; alors les conditions 
suivantes sont équivalentes: 

(i) p est une représentation linéaire analytique; 
(ii) quels que soient x E E et x' E Et, la fonction g H (p(g)x, x') sur G est 

analytique ; 
(iii) quels que soient i etj,  la fonction g H <p(g)e,, e;) sur G est analytique. 

En effet, les implications (i) * (ii) 3 (iii) sont claires. D'autre part, les fonctions 
u H (ue,, e:) forment un système de coordonnées sur 9 ( E )  ; donc leurs restric- 
tions à GL(E) forment un système de coordonnées sur GL(E), d'où l'implication 
(iii) * (i). 

Soient G un groupe de Lie réel, E un espace normable complet réel, p un homo- 
morphisme du groupe G dans le groupe GL(E). On verra au § 8, th. 1, que, si Q est 
continu (lorsque GL(E) est muni de la topologie déduite de la norme de T ( E ) ) ,  
alors p est analytique. Mais on prendra garde que cette notion de continuité est 
différente de celle considérée en INT, VIII, 5 2, déf. 1 (ii) (exerc. 1). 

4) Soient G un groupe de Lie réel, E un espace normable complet complexe. 
Une représentation linéaire analytique de G dans E est un morphisme de G dans le 
groupe de Lie réel sous-jacent à GL(E). 

PROPOSITION 4. - Soient G et H des groupes de Lie, f un homomorphisme du groupe G 
dans le groupe H. Pour que f soit analytique, il faut et il su$t qu'il existe une partie ouverte 
non vide U de G telle que f 1 U soit analytique. 

La condition est évidemment nécessaire. Supposons-la vérifiée. Pour tout 
x, E G, on a f (xox) = f (x,) f (x) quel que soit x E U, donc f 1 xoU est analytique. 
Or les ensembles xoU, pour x, E G, forment un recouvrement ouvert de G. 

Remarque. - Si f est une immersion en e (resp. une submersion en e), il est clair 
que f est une immersion (resp. une submersion). 

3. Sous-groupes de Lie 

Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe de G qui est en même temps une 
sous-variété de G. Alors l'application (x, y) H xy-l de H x H dans G est 
analytique, donc l'application (x, y) H xy-l de H x H dans H est analytique 
(VAR, R, 5.8.5). Ainsi H, muni des structures de groupe et de variété induites par 
celles de G, est un groupe de Lie. 

DÉFINITION 3. -Soit G un groupe de Lie. On dit qu'un sous-ensemble H de G est un 
sous-groupe de Lie si H est un sous-groupe et une sous-variété de G. 

Un sous-groupe ouvert de G est un sous-groupe de Lie de G. En particulier, 
si G est un groupe de Lie réel ou complexe, sa composante neutre est un sous- 
groupe de Lie de G. 
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PROPOSITION 5. -Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe de Lie de G. 
(i) H est fermé dans G. 
(ii) L'injection canonique de H dans G est un morphisme de groupes de Lie. 
(iii) Soient L un groupe de Lie et f une application de L dans G telle que f (L) H. 

Pour que f soit un morphisme de L dans H, i l  faut et il sufit que f soit un morphisme de L 
dans G. 

D'après VAR, R, 5.8.3, H est localement fermé. Donc H est fermé (TG, III, 
§ 2, prop. 4). L'assertion (ii) est évidente. L'assertion (iii) résulte de VAR, R, 
5.8.5. 

PROPOSITION 6. - Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe de G. Pour que H soit 
un sous-groupe de Lie de G, i l  faut et il suj'it qu'il existe un point h E H et un voisinage ouvert 
U de h dans G tels que H n U soit une sous-variété de G. 

La condition est évidemment nécessaire. Supposons-la vérifiée. Pour tout 
h' E H, la translation y (h'h-l) est un automorphisme de la variété G et transforme 
la sous-variété H n U de U en la sous-variété (h'h-lH) n (h'h-lu) de h ' h - W .  
Comme h'h-lH = H et que h'h-lU est un voisinage ouvert de h' dans G, on voit 
que tout point de H possède un voisinage ouvert V tel que V n H soit une sous- 
variété de G. Donc H est une sous-variété de G. 

C.Q.F.D. 

Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe de Lie de G. Si L est un sous- 
groupe de Lie de H, L est un sous-groupe de Lie de G d'après VAR, R, 5.8.6. Soit 
M un sous-groupe de Lie de G tel que M c H. Alors M est un sous-groupe de 
Lie de H, car l'injection canonique de M dans H est évidemment une immersion. 

Soit k un sous-corps fermé non discret de K. On appelle k-sous-groupe de Lie 
de G un sous-groupe de Lie du k-groupe de Lie sous-jacent à G. 

Remarque. - Si on remplace << sous-variété 1) par u quasi-sous-variété s dans la déf. 3, 
ou obtient la définition des quasi-sous-groupes de Lie de G. (Pour G de dimension finie, 
les quasi-sous-groupes de Lie ne sont autres que les sous-groupes de Lie.) Supposons 
K de caractéristique 0. La prop. 5 reste valable, avec la même démonstration, pour 
les quasi-sous-groupes de Lie. La prop. 6 reste valable, avec la même démonstration, 
en remplaçant a sous-groupe de Lie >> par <( quasi-sous-groupe de Lie )>, et u sous-variété * 
par <( quasi-sous-variété >). 

4. Produits semi-directs de groupes de Lie 

Soient 1 un ensemblejni, (Li),,, une famille de groupes de Lie. Les structures de 

groupe et de variété sur L = Li sont compatibles, et L est ainsi muni d'une 
i €1 

structure de groupe de Lie. On dit que L est le groupe de Lie produit de la famille 
de groupes de Lie (Li),,,. 
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Soient L et M des groupes de Lie, o un homomorphisme de L dans le groupe 
des automorphismes du groupe M. Soit S le produit semi-direct externe de L par 
M relatifà o (A, 1, p. 64, déf. 2). 

PROPOSITION 7. - Si l'application (m, 1) t+ o(2)m de M x L dans M est analytique, 
le groupe S, muni de la structure de variété produit de M et L, est un groupe de Lie. 

En effet, on a, pour 1, I' dans L et m, m' dans M, 
(m, l)(m', l')-l = mlI'-lm'-l = m(o(lI'-l)mr-l)lI'-l 

= (m(o(lI'-l)m'-l), 11'-l) 

d'où la proposition. 

Si les conditions de la prop. 7 sont vérifiées, on dit que le groupe de Lie S est 
le groupe de Lie produit semi-direct (externe) de L par M relatif à o. 

Il est clair que l'injection canonique de L (resp. M) dans S est un isomor- 
phisme de L (resp. M) sur un sous-groupe de Lie de S, que l'on identifie à L (resp. 
M). L'application canonique de S sur L est un morphisme de groupes de Lie. 

Réciproquement, soient G un groupe de Lie, et L, M deux sous-groupes de 
Lie tels que le groupe G soit (algébriquement) produit semi-direct de L par M 
(A, 1, p. 65). Posons o(4m = lml-l pour 1 E L et m E M. Alors o vérifie la con- 
dition de la prop. 7. On peut donc former le groupe de Lie S produit semi-direct de 
L par M relatif à o. L'application j: (m, 1) Hm1 de S sur G est un isomorphisme 
de groupes, et est analytique. Si j est un isomorphisme de groupes de Lie, on dit que 
le groupe de Lie G est produit semi-direct (interne) de Lpar M, et l'on identifie S et G. Pour 
tout g E G, écrivons g = p(g)q(g), oùP(g) G M et q(g) E L. Pour que le groupe de 
Lie G soit produit semi-direct de L par M, il faut et il suffit que l'une des appli- 
cations p: G -+ M et q: G -+ L soit analytique, auquel cas toutes deux sont 
analytiques; ou encore, il faut et il suffit que Te(G) soit somme directe topologique 
de Te(M) et T,(L) (car, si cette condition est vérifiée,j est étale en es). 

Exemple. - Soient E un espace normable, G = GL(E), T le groupe des trans- 
lations de E, A le groupe de permutations de E engendré par G et T. Le groupe A 
est algébriquement produit semi-direct de G par T. (Si E est de dimension finie, 
A est le groupe affine de E, cf. A, II, p. 131.) Soient o la représentation linéaire 
identique de G dans E, et S le produit semi-direct externe de G par E relatif à 
o. Pour tout x E E, soit t, la translation de E définie par x. L'application 
(x, u) H t, 0 u est un isomorphisme @ du groupe S sur le groupe A. L'application 
(x, U) H o(u)x = U(X) de E x 9 ( E )  dans E est bilinéaire continue, donc analy- 
tique; sa restriction à E x G est par suite analytique. Ainsi, le groupe S, muni de 
la structure de variété produit de E et G, est un groupe de Lie. Transportons 
cette structure à A grâce à @. Alors A devient un groupe de Lie, produit semi- 
direct interne de G par T en tant que groupe de Lie. 
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PROPOSITION 8. - Soient G et H des groupes de Lie, fi: G -+ H et s: H -+ G des 
morphismes de groupes de Lie tels que p 0 s = id,, et N = Kerp. Alors N est un sous- 
groupe de Lie de Gy s est un isomorphisme de H sur un sous-groupe de Lie de G, et le groupe 
de Lie G est produit semi-direct interne de s(H) par N. 

On a Te(p) O T,(s) = id,,(,,, donc p (resp. s) est une submersion (resp. une 
immersion). D'après VAR, R, 5.10.5, N est un sous-groupe de Lie de G. D'autre 
part, s est un homéomorphisrne de H sur s(H), donc s est un isomorphisme de H 
sur un sous-groupe de Lie de G (VAR, R, 5.8.3). Enfin, pour tout g E G, on a 
g = (s 0 p) (g) . n avec un n E N; comme s 0 p est analytique, le groupe de Lie G 
est produit semi-direct de s(H) par N. 

5. Quotient d'une variété par un groupe de Lie 

Soient G un groupe de Lie, X une variété de classe Cr, et (g, x) tt gx une loi 
d'opération à gauche (A, 1, p. 49) de classe Cr de G dans X. Pour tout g E G, 
notons ~ ( g )  l'automorphisme x ++ gx de X défini par g. Pour tout x E X, notons 
p(x) l'application orbitale g F+ gx de G dans X définie par x. On a 

quels que soient g E G et x E X. Donc 

PROPOS~~ION 9. - Soient x E X et go E G. 
(i) Si p(x) est une immersion (resp. une submersion, une subimmersion) en go, alors, pour 

tout g E G, p(gx) est une immersion (resp. une submersion, une subimmersion). 
(ii) Si p(x) est de rang k en go, alors, pour tout g E G, p(gx) est de rang constant égal 

à k. 
Cela résulte aussitôt des formules (4) et (5) puisque Tg(8(g)), T,(T(~)), 

Tg (y (g - l) ) sont des isomorphismes. 

COROLLAIRE. - Soit x E X. Si K est de caractéristique O et X de dimension$nie, p(x) 
est une subimmersion. Si de plus p(x) est injeciue, p(x) est une immersion. 

Cela résulte de la prop. 9 et de VAR, R, 5.10.6. 

Observons que, si q désigne l'application (g, x) t+ gx de G x X dans X, on a, 
pour g E G, x E X, u E Tg (G), v E Tx(X), 
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PROPOSITION 10. - Soient G un groupe de Lie, X une variété de classe Cr munie d'une 
loi d'opération à gauche de classe Cr de G dans X. Supposons que: 

a) le groupe G opère proprement et librement dans X; 
6) pour tout x E X, P ( ~ )  est une immersion (ce qui est une conséquence de a) si K est de 

caractéristique O et X de dimension Jlrmie). 
Alors la relation d'équivalence définie par G dans X est régulière (VAR, R, 5.9.5). 

Il  existe sur l'ensemble quotient X/G une structure de variété et une seule telle que I'applica- 
tion canonique x: X + X/G soit une submersion. La topologie sous-jacente à cette structure 
de variété est la topologie quotient de celle de X; elle est séparée. Enjn, (X, G, X/G, x) est 
une jbration principale à gauche .l 

Soit O l'application (g, x) H (x, gx) de G x X dans X x X. Cette application 
est de classe 0. Montrons que c'est une immersion. Pour u E Tg(G) et v E T,(X), 
on a, d'après (6), 

Mais T,(p(x)) est injective d'après l'hypothèse b), donc T(,,,,(O) est injective. Son 
image est somme directe topologique du sous-espace Hg,, formé par les vecteurs 
(v, T,(~(g))v) pour v E T,(X), et du sous-espace I,,, = {O) x Tg(~(x))  (T,(G)). 
D'après l'hypothèse b), Tg(p(x)) (Tg(G)) admet un supplémentaire topologique 
J,,, dans T,,(X). Donc l'image de T,,,,(O) admet le supplémentaire topologique 
{O} x J,,,. On a donc bien prouvé que O est une immersion de G x X dans 
X x X. 

Comme G opère librement dans X, O est injective. Soit C le graphe de la 
relation d'équivalence R définie par G dans X. Comme G opère proprement, O 
est un homéomorphisme de G x X sur C (TG, 1, f j  10, prop. 2). D'après VAR, 
R, 5.8.3, C'est une sous-variété de X x X, et O est un isomorphisme de la variété 
G x X sur la variété C. L'espace tangent T,,,,,(C) s'identifie à 

Soient pr, et pr, les projections canoniques de X x X sur les deux facteurs. Il 
est immédiat que T,,,,,,(pr,) applique Hg,, sur T,(X), et que le noyau de 
T(,,gx,(pri) 1 T(,,,,,(C) est I,,,. Ainsi, pr, 1 C est une submersion de C sur X. 
D'après VAR, R, 5.9.5, R est régulière. Par définition, il existe donc sur l'en- 
semble quotient X/G une structure de variété et une seule telle que x soit une sub- 
mersion. La topologie sous-jacente de X/G est la topologie quotient de celle de 
X (VAR, R, 5.9.4). Cette topologie est séparée (TG, III, f j  4, prop. 3). 

Pour tout b E X/G, il existe un voisinage ouvert W de b et un morphisme 
a: W -t X tel que x 0 o =id, (VAR, R, 5.9.1). Soit cp la bijection (g, w )  *go(m) 
de G x W sur x-l(W). Elle est de classe Cr. On a x(go(w)) = w, et 

Les fibrations principales définies en VAR, R, 6.2.1, sont des fibrations principales d droite. La 
définition des fibrations principales à gauche s'en déduit de manière évidente. 



no 6 GROUPES DE LIE 105 

ûM1(o(w), go(w)) = (g, o(w)), donc la bijection réciproque de cp est de classe Cf. 
Il est clair que cp(ggf, w) = gcp(gl, w) pour w E W, g E G, g' E G. Donc 
(X, G, X/G, x) est une fibration principale à gauche. 

C.Q.F.D. 

Remarque. - Conservons les hypothèses précédentes. Soient de plus H une variété 
de classe Cr et (x, h) F+ m(x, h) une application de classe Cr de X x H dans X 
telle que m(gx, h) = gm(x, h) pour x E X, g E G, h E H. Soit n l'application de 
(X/G) x H dans X/G déduite de m par passage aux quotients. Montrons que n 
est de classe Cf. Considérons le diagramme 

Il est commutatif, x 0 m est de classe Cf, et x x 1 est une submersion surjective; 
il suffit alors d'appliquer VAR, R, 5.9.5. 

Soient G un groupe de Lie, X une variété de classe Cf, et (g, x) t?- xg une loi 
d'opération à droite de classe Cr de G dans X. Posons -~(g)x = p(x)g = xg pour 
g E G, x E X. On a cette fois 

donc 

(4') Tg(~(x)) = T e ( ~ ( g ) )  O T,(Y(~-')) 

(5') Tg(~(x)) = Tx(-~(g)) O Te(~(x)) O Tg(s(g)). 

D'autre part, si 7 désigne l'application (g, x) F+ xg de G x X dans X, la 
formule (6) reste valable. La prop. 9, son corollaire, et la prop. 10 restent égale- 
ment valables (à condition de remplacer, dans cette dernière, <( fibration prin- 
cipale à gauche )) par <( fibration principale à droite )>). 

6. Espaces homogènes et groupes quotients 

PROPOSITION II. - Soient X un groupe de Lie, G un sous-groupe de Lie de X. 
(i) Il existe sur l'ensemble homogène X/G une structure de variété analytique et une seule 

telle que la projection canonique x de X sur X/G soit une submersion. La loi d'opération de X 
dans X/G est analytique. Pour tout x E X, le noyau de Tx(x) se déduit de T,(G) par 

Te(y (x)). 
(ii) Si G est distingué dans X, X/G est un groupe de Lie pour sa structure de groupe et sa 

structure de variété dgnie en (i). L'application x est un morphisme de groupes de Lie. 
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D'après TG, III, § 4, no 1, Exemple 1, G opère proprement et librement dans 
X par translations à droite. Donc la première assertion de (i) résulte de la 
prop. 10 du no 5. La deuxième résulte de la Remarque du no 5. Puisque x est une 
submersion, le noyau de T,(n) est l'espace tangent en x à 

x-l(n(x)) = xG = y(x)(G), 

donc se déduit de Te (G) par Te (y (x) ) . 
Supposons G distingué. Soit m l'application (x, y) ++ xy-l de (X/G) x (X/G) 

dans X/G. On a (m 0 (n x n)) (x, y) = x(xy-l) quels que soient x, y dans X. Donc 
m O (x x x )  est analytique. Comme x x x est une submersion surjective, m est 
analytique (VAR, R, 5.9.5)' d'où (ii). 

On dit que l'ensemble homogène X/G, muni de la structure de variété définie 
en (i), est l'espace homogène de Lie (à gauche) quotient de X par G. On définit de façon 
analogue l'espace homogène de Lie (à droite) G\X. Quand G est distingué, le 
groupe de Lie X/G défini en (ii) s'appelle le groupe de Lie quotient de X par G. 

PROPOS~~ION 12. - Soient X un groupe de Lie, Y une variété analytique non vide munie 
d'une loi d'opkration à gauche analytique de X dam Y. Pour tout y E Y, soient p(y) l'appli- 
cation orbitale d@niepar y, et X, le stabilisateur de y dam X. Les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

(i) il existe y E Y tel que p(y) soit une submersion surjective; 
(i') pour tout y E Y, p(y) est une submersion surjective; 
(ii) il existe y E Y tel que X, soit un sous-groupe de Lie de X et que l'application 

canonique de X/X, dam Y soit un isomorphisme de variétés; 
(ii') pour tout y E Y, Xy est un sous-groupe de Lie de X, et l'application canonique de 

X/X, dans Y est un isomorphisme de variétés; 
(iii) l'application (x, y) ++ (y, xy) de X x Y dans Y x Y est une submersion sur- 

jective. 
Comme l'application canonique de X sur X/X, est une submersion, les équi- 

valences (i) o (ii), (i') o (ii') sont immédiates. On a (i) o (i') d'après la prop. 9 
du no 5. L'équivalence (i') e (iii) résulte de la formule (7) du no 5. 

Sous les conditions de la prop. 12, on dit que Y est un espace homogène de Lie 
(à gauche) pour X. On définit de manière analogue un espace homogène de Lie 
à droite pour X. 

Exemple. - Soit G un groupe de Lie. Faisons opérer G x G à gauche dans G par 
(g,, g,)x = g , ~ g ~ ~ .  Soit p l'application orbitale de e. Alors les restrictions de 
T(e,e>(~) à T(e,e>(G x {el) = Te(G) x {O} et à T~e,e)({e} x G) = {O} x Te(G) 
sont des isomorphismes de ces espaces sur Te(G). Donc est surjective, 
et Ker T(,,e,(p) admet par exemple le supplémentaire topologique Te(G) x {O) 
dans T(,,,,(G x G). Ainsi, p est une submersion en (e, e). Donc G est un espace 
homogène de Lie à gauche pour G x G. 
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PROPOSITION 13. -Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe de Lie distingué de 
Gy X une variété de classe Cr, et (g, x) ++ gx une loi d'opération à gauche de classe Cr de G 
dans X. On suppose que les conditions a) et b) de la prop. 10 sont vérifiées. 

(i) La loi d'opération à gauche (h, x) H hx de H dans X vérijïe les conditions a) et b )  
de la prop. 1 O (de sorte qu'on peut considérer les variétés quotients X/G et X/H) . 

(ii) La loi d'opération à gauche de G dans X déJinit par passage aux quotients une loi 
d'opération à gauche de classe Cr de G/H dans X/H; cette loi vérifie les conditions a) et b)  
de la prop. 10 (de sorte qu'on peut considérer la variété quotient (X/H) / (G/H) ) . 

(iii) L'application canonique de X sur X/H déJinit par passage aux quotients une 
bijection de X/G sur (X/H)/(G/H). Cette bijection est un isomorphisme de vanétés de 
classe Cr. 

Il est clair que H opère librement dans X; il opère proprement d'après TG, 
III, 3 4, no 1, Exemple 1. Les applications orbitales de H dans X sont des immer- 
sions puisque l'injection canonique de H dans G est une immersion. Cela prouve (i) . 

La loi d'opération de G dans X définit évidemment, par passage aux quotients, 
une loi d'opération à gauche de G/H dans X/H. Cette loi est de classe Cr d'après 
VAR, R, 5.9.6. Soient g E G et x E X tels que (Hg) (Hx) = Hx; alors H(gx) = Hx, 
donc gx E Hx et g E H;  cela prouve que G/H opère Librement dans X/H. L'appli- 
cation 8: (g, x) H (x, gx) de G x X dans X x X est fermée; d'autre part, on a 
8(Hg x Hx) = Hx x H(gx); il en résulte aussitôt que l'application 

de (G/H) x (X/H) dans (X/H) x (X/H) est fermée; comme en outre G/H 
opère librement dans X/H, le th. 1 c) de TG, 1, fj 10, no 2 prouve que G/H opère 
proprement dans X/H. 

Soient x l'application canonique de X sur X/H, o l'application canonique 
de G sur G/H, x un élément de X et y = x(x). 

Alors, x 0 p(x) = p(y) 0 o, donc 

Soit u E T,(G/H) tel que T,(p(y))u = O. Il existe v E T,(G) tel que u = Te(o)v. 
Alors (T,(x) (T,(p(x))v) = O, doncT,(p(x))v est tangent à Hx (VAR, R, 5.10.5) et 
par suite de la forme Te(p(x) lH)vf pour un v' E Te(H). Comme Te(p(x)) est 
injective, on en déduit que v = v', d'où v E T,(H) et par suite u = O. Ainsi, 
T,(p(y)) est injective. L'image de Te(p(y)) est égale à celle de TJx) 0 T,(p(x)) ; 
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or l'image de T,(p(x)) admet un supplémentaire topologique dans T,(X), et 
contient le noyau de T,(x). On voit donc que p(y) est une immersion, ce qui 
achève de prouver (ii). 

L'assertion (iii) résulte de ce qui précède, et de VAR, R, 5.9.7. 

COROLLAIRE. - Soient G un groupe de Lie, H et L des sous-groupes de Lie distingués de 
G, avec L c H. Alors H/L est un sous-groupe de Lie distingué de G/L, et la bijection 
canonique de G/H sur (G/L) /(H/L) est un isomorphisme de groupes de Lie. 

7. Orbites 

PROPOSITION 14. - Soient G un groupe de Lie, X une variété analytique, et (g, x) K= gx 
une loi d'opération à gauche analytique de G dans X. Soit x E X. Supposons que l'applica- 
tion orbitale correspondante p(x) soit une subimmersion (ce qui est toujours le cas si K est de 
caractéristique O et X de dimension finie (cor. de la prop. 9)). Soit G, le stabilisateur de x 
dans G. 

(i) G, est un sous-groupe de Lie, et Te (G,) = Ker Te ( p (x)). 
(ii) L'application canonique i, de l'espace homogène G/G, dans X est une immersion 

d'image Gx. 
(iii) Si de plus l'orbite Gx est localement fermée et si la topologie de G admet une base 

dénombrable, alors Gx est une sous-variété de X, i, est un isomorphisme de la variété G/G, 
sur la variété Gx, et T, (Gx) = Im Te ( p (x)) . 

L'image réciproque de x par p (x) est G,. Comme p (x) est une subimmersion, 
G, est une sous-variété, et, pour tout g E G, l'espace tangent J àgG, = p(x) -l(gx) 
en g est Ker Tg (p (x)) (VAR, R, 5.10.5), d'où (i). Soit x : G -+ G/G, l'application 
canonique. On a i, 0 x = p(x). Comme G/G, est variété quotient de G, cette 
égalité prouve que i, est analytique. De plus, les noyaux de Tg(p(x)) et de T,(x) 
sont tous deux égaux à J. Donc Tn(,,(i,) est injective. L'image de T,(,,(i,) est 
égale à l'image de Tg(p(x)), donc admet un supplémentaire topologique. Ceci 
prouve (ii). 

Supposons Gx localement fermée. Tout point de Gx possède alors un voisinage 
dans Gx qui est homéomorphe à un sous-espace fermé d'un espace métrique com- 
plet, donc qui est un espace de Baire. Donc Gx est un espace de Baire (TG, IX, 
85, prop. 4). Si G est à base dénombrable, i, est donc un homéomorphisme de 
G/G, sur Gx (TG, IX, $5). Alors, d'après (ii) et VAR, R, 5.8.3, i, est un iso- 
morphisme de la variété G/G, sur la variété Gx, et 

Remarque. - Soient G un groupe de Lie de dimension finie, X une variété de classe 
Cr, et (g, x )  H gx une loi d'opération à gauche de classe Cr de G dans X. Alors la 
prop. 14 reste valable. Le seul point qui nécessite une démonstration différente est le 
fait que G, est un sous-groupe de Lie. Mais si r # w, on a K = R; comme il est clair 
que G, est fermé, G, est un sous-groupe de Lie d'après le 5 8, th. 2. 
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COROLLAIRE. - Soient G un groupe de Lie dont la topologie admet une base dénombrable, 
X une variété analytique non vide de dimension finie, munie d'une loi d'opération à gauche 
analytique de G dam X. On suppose que G opère transitivement dans X, et que K est de 
caractéristique 0. Alors X est un espace homogène de Lie pour G. 

Soit x E X. L'orbite de x, égale à X, est fermée, et on peut donc appliquer la 
prop. 14 (iii). 

8. Fibrés vectoriels à opérateurs 

Soient G un groupe de Lie, X une variété de classe Cr, et (g, x) tt gx une loi 
d'opération à gauche de classe Cr de G dans X. Soit E un fibré vectoriel de classe 
Cr, de base X, et n: E -+ X la projection de E sur X. Pour tout x E X, soit Ex la 
fibre de E en x. Soit (g, u) H gu une loi d'opération à gauche de G dans E telle 
que TC soit compatible avec les opérations de G dans X et dans E. Pour tout g E G 
et tout x E X, la restriction à Ex de l'application u H gu est une bijection +,,, 
de E, sur E,,. Nous supposerons que, pour tout g E G et tout x E X, +,,, est linéaire 
continue, donc est un isomorphisme de l'espace normable Ex sur l'espace nor- 
mable E,,. 

Soit cp l'automorphisme (g, x) t+ (g, gx) de la variété G x X. Soient p la 
projection canonique de G x X sur X, et E' l'image réciproque de E relative- 
ment à p. Soit +: E' -+ E' l'application somme des +,,,: E&,, -+ E;,,,,,. 

DÉFINITION 4. - Si + est un cp-morphisme defibrés vectoriels de classe Cr, on dit que E 
est un G-jïbré vectoriel de classe Cr. 

Autrement dit, E est un G-fibré vectoriel de classe Cr si, quel que soit 
(g,, x,) E G x X, la condition suivante est vérifiée: il existe un voisinage ouvert 
U de (go, x,) dans G x X tel que, si l'on identifie E' IU (resp. Er 1 cp(U)) à un 
fibré vectoriel trivial de fibre M (resp. N) grâce à une carte vectorielle, l'application 
(g, x) tt+,,, de U dans Z(M, N) soit de classe Cr. 

L'application + est évidemment bijective, et il résulte du critère local ci-dessus 
que +-l est un cp-l-morphisme de fibrés vectoriels, de sorte que + est un cp- 
isomorphisme de fibrés vectoriels. 

On appelle G-jibré vectoriel trivial de base X un fibré vectoriel X x F (où F est 
un espace normable complet), muni de la loi d'opération (g, (x, f ) )  t+ (gx, f )  de 
G dans X x F. 

Reprenons les hypothèses et notations précédant la déf. 4, et soit de plus T un 
foncteur vectoriel de classe Cr pour les isomorphismes (VAR, R, 7.6.6). Alors 
TE est un fibré vectoriel de base X. Pour tout x E X, sa fibre (TE), est égale à 
T(E,). Quels que soient les espaces normables NI, N,, notons Isom(N,, N,) 
l'ensemble des isomorphismes de N, sur N,. Sig E G, on a 

4+,,x) E Isom((.~E)x, (%x). 
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Les T ( + ~ , ~ )  définissent une loi d'opération à gauche (g, u) H gu de G dans TE, et 
la projection canonique de TE sur X est compatible avec les opérations de G dans 
X et TE. 

PROPOSITION 15. - Si E est un G-Jbré vectoriel de classe Cr, TE est un G-jïbré vectoriel 
de classe Cr. 

Soient go, x,, U, My N comme dans l'alinéa suivant la déf. 4. Alors l'applica- 
tion (g, x) H r(SlgPx) de U dans ~ ( T M ,  TN) est composée de l'application 
(g, x) H +,,, de U dans 9 ( M ,  N), et de l'application f t+ T( f )  de Isom(M, N) 
dans Isom(zM, zN) ; ces deux applications sont de classe Cr, donc il en est de 
même de leur composée, d'où la proposition. 

PROPOSITION 16. - Soient G un groupe de Lie, X une variété de classe Cr (r 2 2)) et 
(g, x) H gx une loi d'opération à gauche de classe Cr de G dans X, d'où, par transport de 
structure, une loi d'opération à gauche de G dans TX. Pour cette loi, TX est un G-jibré 
vectoriel de classe Cr-l. 

Soit pr, (resp. pr,) la projection canonique de G x X sur G (resp. X), et 
soit El (resp. E,) l'image réciproque de TG (resp. TX) relativement à pr, 
(resp. pr,). Alors le fibré vectoriel T(G x X) est somme directe de El et E,. 
Soient i : E, + T(G x X) et q : T(G x X) + E, les morphismes canoniques de 
fibrés vectoriels définis par cette décomposition en somme directe. Soit cp l'appli- 
cation (g, x) ++ (g, gx) de G x X dans G x X. Alors l'application notée t) dans 
la déf. 4 (où l'on fait E = TX) n'est autre que q O T(cp) O i. Or T(cp) est un cp- 
morphisme de fibrés vectoriels de classe Cr -l (VAR, R, 8.1.2). 

COROLLAIRE. - Si T est un foncteur vectoriel de classe Cr pour les isomorphismes, T(TX) 
est un G-jibré vectoriel de classe Cr-l. 

Cela résulte des prop. 15 et 16. 

Remarque 1. - Si T est un foncteur vectoriel de classe Cr pour les isomorphismes 
en dimension$nie, et si E est de rang fini, TE se définit de la même manière, et la 
prop. 15 reste valable; le cor. de la prop. 16 reste valable pourvu que X soit de 
dimension finie. 

Exemples. - Reprenons les hypothèses et notations de la prop. 16, et soit F un 
espace normable complet. Alors z( (TX)p;  F) est un G-fibré vectoriel de classe 
Cr-l; il en est de même de Altp(TX; F) si K est de caractéristique zéro, ou si X 
est de dimension finie (cf. VAR, R, 7.7, 7.8). Si X est de dimension finie, 
@(TX) @ @(TX)* est un G-fibré vectoriel de classe Cr-l. 

PROPOSITION 17. - Soient G un groupe de Lie, X un espace homogène de Lie à gauche 
pour G, xo un point de X, Go le stabilisateur de xo dans G, E et E' des G-jibrés vectoriels 
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à gauche de classe Cr et de base X, E, (resp. EL) la Jibre en x, de E (resp. E'), f un 
élément de dp(E,, EL) tel que f (gu) = g f (u) quels que soient u E E, et g E Go. Alors il 
existe un morphisme et un seul de E dans E', compatible avec les opérations de G, et prolon- 
geant f. 

L'unicité de ce morphisme est évidente. Prouvons son existence. Soient g, 
g' dans G et u E Eo tels que gu = g'u. On a g'-lg E Go et g'-lgu = u, donc 
g'-lgf (u) = f (u), c'est-à-dire g f (u) = g'f(u). On définit donc une application cp 
de E dans E' en posant cp(gu) = g f (u). 11 est clair que cette application prolonge 
f, et qu'elle est compatible avec les opérations de G. Montrons que cp est un 
morphisme de fibrés vectoriels de classe Cr. Soit x, E X. Il existe un voisinage 
ouvert V de x, dans X et une sous-variété W de G, tels que l'application g i-t gx, 
soit un isomorphisme 8 de classe Cr de W sur V. En diminuant V et W, on peut 
supposer que : 

1) E 1 V (resp. E' 1 V) s'identifie à un fibré vectoriel trivial de fibre M (resp. 
M') ; 

2) si l'on note +, (resp. +L) l'application u F+ gu de E, (resp. Eh) dans Egx0 
(resp. EL,,), alors les applications g~ S, et g i-t +; (resp. gi-t +L et g H +L-l) de 
W dans9(Eo, M) et 9 ( M ,  EO) (resp. 9(Eh, M') et 9 (M' ,  Eh)) sont de classe Cr. 

Pour x E V, soit 9,: M -+ N la restriction de <p à Ex = M. Alors cp, s'obtient 
en composant les applications suivantes : 

1) l'application (+ , - lx )  -l de M dans E,; 
2) l'application f de E, dans E,; 
3) l'application +;-lx de E, dans M'. 

On voit donc que l'application x i-t cp, de V dans 9 ( M ,  Mt) est de classe Cr. 

COROLLAIRE 1. - Soit E p  l'ensemble des éléments de E, invariants par Go. Pour tout 
u E Ep,  soit ou l'application de X dans E déjïnk par o,(gx,) = gu pour tout g E G. 

(i) Les sections1 G-inuariantes de E sont de classe Cr. 
(ii) u H ou est une bijection de E? sur l'ensemble des sections G-invariantes de E. 
L'assertion (ii) est évidente. Pour prouver (i), il suffit de prouver que chaque 

section ou est de classe Cr. Soit E' le G-fibré trivial de base X et de fibre E?. Soit 
f l'injection canonique de E? dans E,. D'après la prop. 17, il existe un morphisme 
cp de E' dans E compatible avec les opérations de G et prolongeant$ Si u E E p  et 
g E G, on a 

.u(gxo) = P = g f ( 4  = d g 4  = cp((u, gxo)) 

donc o,(x) = cp((u, x)) pour tout x E X, ce qui prouve notre assertion. 

*Par exemple, soient G un groupe de Lie réel de dimension finie, Go un sous-groupe 
de Lie compact de G, et X l'espace homogène G/Go. Notons x, l'image canonique de 
e dans X. Il existe une forme bilinéaire symétrique positive non dégénérée sur T,,(X) 

Nous appelons ici section de E une application o (non nécessairement de classe Cr) de X dans E telle 
que p O a = Id,, où fi désigne la projection de E sur X. 
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invariante par Go (INT, VII, 5 3, prop. 1). Appliquant ce qui précède à 
(TX)* @ (TX)*, on voit qu'il existe sur X une métrique riemannienne analytique 
invariante par G.* 

COROLLAIRE 2. - On suppose que G, opère trivialement dans E,. Soit Et le G-jibré 
trivial de base X et dejbre E,. Il existe un isomorphisme et un seul de E sur E' compatible 
avec les opérations de G et prolongeant Id,,. 

Cela résulte aussitôt de la prop. 17. 

Remarque 2. -Dans ce no, on peut remplacer partout les lois d'opération à 
gauche par des lois d'opération à droite. 

g. Définition locale d'un groupe de Lie 

PROPOSITION 18. - Soient G un groupe, U et V deux sous-ensembles de G contenant e. 
Supposons U muni d'une structure de variété analytique vérijïant les conditions suivantes: 

(i) V = V-l ,  V 2  c U, V est ouvert dans U ;  
(" l'application (x, y )  n xy- l  de V x V d a m  U est analytique; 
(iii) pour tout g E G, il existe un voisinage ouvert V' de e dans V tel que gV 'g- l  c U 

et tel que l'application x H gxg-l  de V' dans U soit analytique. 
Il existe alors sur G une structure de variété analytique et une seule possédant les propriétés 

suivantes : 
K )  G, muni de cette structure, est un groupe de Lie; 
p) V est ouvert dans G ;  
y) les structures de variété de G et U induisent la même structure sur V.  
a )  Soient A une partie ouverte de V et v, un élément de V tels que v,A c V. 

Alors v,A est l'ensemble des v E V tels que v i l v  E A, donc est une partie ouverte 
de V (compte tenu de (ii)). En outre, (ii) entraîne que les applications v e- v,v de 
A sur v,A et v t+ v i l v  de v,A sur A sont des bijections réciproques et analytiques, 
donc des isomorphismes analytiques. 

6) Choisissons un voisinage ouvert W de e dans V tel que W = W -l, W 3  c V ,  
et tel qu'il existe une carte (W, cp, E) de la variété U, de domaine W. Pour tout 
g E G, soit cp, l'application ht-+ cp(g-lh) d e  g W  dans E. Montrons que les cartes 
cp, de G sont analytiquement compatibles. Soient gl,g2 dans G tels que 
glW n g2W # a, de sorte que g ~ l g ,  et g;lg, appartiennent à W2. D'aprks a) ,  
W n g;lg2W est une partie ouverte de W, donc 

d'après a) ,  on voit que rpg2 0 cp,' est analytique. 
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c) D'après b), il existe sur G une structure de variété analytique telle que 
(rp,), E, soit un atlas de G. Pour tout go E Gy l'application g H gag (g E G) laisse 
cet atlas invariant, donc est un automorphisme de G pour cette structure de 
variété. En particulier la condition (GL,) est vérifiée. 

d) Soit va E V. D'après (ii), il existe un voisinage ouvert A de e dans W tel que 
voA c V. Cela prouve d'abord que V est ouvert dans G. D'après a), l'application 
v tt v,v de A sur voA est un isomorphisme analytique pour les structures induites 
par U. Compte tenu de c), on voit que les structures de variété de G et U induisent 
la même structure sur voA, donc finalement sur V. 

e) Compte tenu de d), (ii) et (iii), on voit que les conditions (GL,) et (GL,) 
sont vérifiées. Donc G est un groupe de Lie. 

f )  Si une structure de variété sur G est compatible avec la structure de groupe 
de G et telle que V soit une sous-variété ouverte de G, alors (y,), ,, est un atlas 
de G. D'où l'assertion d'unicité dans la proposition. 

PROPOSITION 19. - Soient G un groupe topologique, H un groupe de Lie, f un homomor- 
phisme du groupe G dans le groupe H. On suppose qu'il existe un voisinage ouvert U de e, 
dans Gy une carte (V, cp, E) de la variété H en e,, et un sous-espace vectoriel fermé F de E 
admettant un supplémentaire topologique, tels que f (U) c V et que (rp o f )  1 U soit un 
homéomorphisme de U sur q(V) n F. Alors, il existe sur G une structure unique de variété 
telle que f soit une immersion; cette structure est l'image inverse par f de la structure de 
variété de H. Pour cette structure, G est un groupe de Lie. 

Comme les translations de G (resp. H) sont des homéomorphismes (resp. des 
isomorphismes analytiques), f vérifie la condition (R) de VAR, R, 5.8.1. Les 
deux premières assertions de la proposition résultent alors de VAR, R, loc. cit. 
Considérons le diagramme commutatif 

où m(x, y) = xy-l (resp. n(x, y) = xy-l) pour x, y dans G (resp. H). Alors n O (f x f )  
est analytique, donc f 0 m est analytique, donc m est analytique puisque f est une 
immersion, Par suite, G est un groupe de Lie. 

On dit que la structure de groupe de Lie de G est l'image inverse de la structure 
de groupe de Lie de H p a r 5  

COROLLAIRE. - Soient G un groupe topologique, N un sous-groupe distingué discret de 6, 
x l'application canonique de G sur GIN. Supposons donnée une structure de variété analytique 
sur GIN, compatible avec la structure de groupe topologique de GIN. Alors il existe sur G 
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une structure unique de variété telle que x soit une immersion; cette structure est l'image 
inverse par x de la structure de variété de GIN. Pour cette structure, x est étale, G est un 
groupe de Lie, et GIN est le groupe de Lie quotient de G par N. 

Remarque.-Soient H un groupe de Lie réel ou complexe connexe, H son 
revêtement universel1, x l'application canonique de H sur H. Quand on parlera 
de H comme d'un groupe de Lie, il s'agira toujours de la structure image inverse 
de celle de H par x. 

IO. Groupuscules 

DÉFINITION 5. - On appelle groupuscule de Lie sur K un système (G, e, O, m) vérgant 
les conditions suivantes: 

(i) G est une variété analytique sur K;  
(ii) e E G; 
(iii) O est une afiplication analytique de G dans G; 
(iv) m est une application analytique d'unepartie ouverte 52 de G x G dans G; 
(v) pour tout g E G, on a (e, g) E 52, (g, e) E 52, m(e, g) = m(g, e) = g; 
( 4  pour tout g E GY on a (g, Q(g)) E QY (O(g), g) E Q, m(g, O(g)) = m(O(g), g) 

= e; 
(vii) Sig, h, k sont des éléments de G tels que (g, h) E 0, (h, k) E Q, (m(g, h), k) E 52, 

(9, m(h, k)) E 52, alors m(m(g, hl, k) = d g ,  m(h, 4 ) .  

On dit que e est l'élément neutre du groupuscule. On écrit souvent gh au 
lieu de m(g, h), et (par abus de notation) g-l au lieu de O(g). 

Un groupe de Lie G est un groupuscule de Lie pour le choix évident de e, 
O, m. 

Soit G un groupuscule de Lie. On a ee-l = e, c'est-à-dire 

Pour tout g E G, on a 

c'est-à-dire 

Un sous-ensemble de G invariant par l'application g i-t g-l  est dit symétrique. 
La variété G, munie du point e, de l'application g w g-l, et de l'application 

(g, h) E- hg, est un groupuscule de Lie Gv dit opposé à G. 
Le groupuscule de Lie G est dit commutatif si, pour tout (g, h) E G x G 

tel que gh soit défini, hg est défini et égal à gh. 

l Cf. TG, XI; en attendant la parution de ce chapitre, voir par exemple L. S. PONTRJAGIN, Topo- 
logical groups, 2nd edition translated from Russian, Gordon and Breach, 1966; ou G. HOCHSCHILD, 
The structure of Lie groups, Holden-Day, 1965. 
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Soit G un groupuscule de Lie. L'ensemble des (g, h) E G x G tels que gh 
soit défini est un voisinage de (e, e). D'autre part, les applications (g, h) i-t gh 
et g F+ g- l  sont continues. Donc (gh)k = g(hk) pour g, h, k assez voisins de e. De 
même, (h-lg-l) (gh) = h-l(eh) = h-lh = e pour g, h assez voisins de e, d'où, en 
multipliant à droite par (gh) -l, 

( 10) ( h )  - = h g  pour g, h assez voisins de e. 

PROPOSITION 20. - Soient G un groupuscule de Lie et g E G. Il existe un voisinage 
ouvert U de e et un voisinage ouvert V de g possédant les propriétés suivantes: 

a) ug est d@ni pour tout u E U; 
b) vg-l est d@ni pour tout v E V; 
c)  les applications u H ug, v e vg-l sont des isomorphismes analytiques réciproques 

l'un de l'autre de U sur V et de V sur U. 
Comme l'ensemble de définition du produit est ouvert dans G x G, il existe 

un voisinage ouvert U de e et un voisinage ouvert V de g avec les propriétés a) et 
b). Posons q(u) = ug pour u E U, qt(v) = vg-l pour v E V. En diminuant U et 
V, on peut supposer que (ug) g-l = u et (vg-l)g = v pour u E U et v E V. 
Alors -q et q' sont des injections. En diminuant encore U, on peut supposer 
q(U) c V. Alors q'(V) 2 U, et q(U) est l'image réciproque de U par q', donc 
est un voisinage ouvert de g dans V. Remplaçant V par q(U), on se ramène 
finalement au cas où q et q' sont des bijections réciproques et analytiques. 

C.Q.F.D. 

Soient G,, G, deux groupuscules de Lie, d'éléments neutres el, e,. On dit 
qu'une application f de G, dans G, est un moqhisme si f vérifie les conditions 
suivantes : 

(i) f est analytique; 
(ii) f ( 4  = e,; 
(iii) si g, h dans G, sont tels que gh soit défini, alors f (g) f (h) est défini et 

égal à f (gh). 
Soit g E G1. Comme gg-l est défini et égal à el, f (g) f (g-l) est défini et égal à 

e,, donc 

c'est-à-dire 

Le composé de deux morphismes est un morphisme. 
Si$ G, + G, et f '  : G, + G, sont des morphismes réciproques l'un de l'autre, 

ce sont des isomorphismes (compte tenu notamment de la formule (1 1)). 
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Soient G,, G, deux groupuscules de Lie, f une application de G, dans G, 
vérifiant les conditions (ii) et (iii) ci-dessus, et analytique dans un voisinage 
ouvert de el. Compte tenu de la prop. 20, on démontre, comme pour la prop. 4, 
que f est un morphisme. 

Soient (Gy e, O, m) un groupuscule de Lie, h l  l'ensemble de définition de m. 
Soit H une sous-variété de G contenant e et stable par O. Supposons que l'en- 
semble IR, des (x, y) E Cl n (H x H) tels que m(x, y) E H soit ouvert dans H x H- 
Alors (H, e, OIH, rnlfi,) est un groupuscule de Lie. Un tel groupuscule de Lie 
s'appelle un sous-groupuscule de Lie de G. L'injection canonique de H dans G est un 
morphisme. Si $ L + G est un morphisme de groupuscules de Lie tel que 
f (L) c H, alors$ L + H est un morphisme de groupuscules de Lie. 

Supposons K de caractéristique 0. Remplaçons l'hypothèse que H est une sous- 
variété de G par l'hypothèse que H est une quasi-sous-variété de G. Ce qu'on a 
énoncé dans l'alinéa précédent reste valable (cf. VAR, R, 5.8.5). On dit alors que H 
est un quasi-sous-groupuscule de Lie de G. 

Si G est un groupuscule de Lie d'élément neutre e, tout voisinage ouvert 
symétrique de e dans G est un sous-groupuscule de Lie de G. (Ceci s'applique en 
particulier lorsque G est un groupe de Lie.) Soit H un sous-groupuscule de Lie 
de G; si H est un voisinage de e dans Gy alors H est ouvert dans G d'après la 
prop. 20. 

On définit de manière évidente le groupuscule de Lie produit d'un nombre fini 
de groupuscules de Lie. 

PROPOSITION 21. - Soient G, H deux groupuscules de Lie, cp un morphisme de G dans H. 
Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) cp est étale en e ;  
(ii) il existe des sous-groupuscules de Lie ouverts G', H' de Gy H tels que c p l G '  soit 

un isomorphisme de G' sur H'. 
L'implication (ii) =- (i) est évidente. Supposons rp étale en e. Il existe un sous- 

groupuscule de Lie ouvert G, de G tel que cp(G,) soit ouvert dans H et que cp 1 G, 
soit un isomorphisme de la variété G, sur la variété cp(G,). Puis il existe un sous- 
groupuscule de Lie ouvert G' de Gl tel que le produit dans G de deux éléments de 
G' soit toujours défini et appartienne à G1. Sig, g' dans G' sont tels que gg' E G', 
on a cp(g) cp(gl) = cp(ggl) E cp(G1) ; si g, g' dans G' sont tels que gg' E G1 - G', on 
a y(g) cp(gl) = cp(ggl) E y(G1) - cp(G'). Donc cpl G' est un isomorphisme du 
groupuscule de Lie G' sur le sous-groupuscule de Lie ouvert cp(G1) de H. 

Si les conditions de la prop. 21 sont vérifiées, on dit que G et H sont localement 
isomorphes. 

PROPOSITION 22. - Soient H un groupe de Lie, U un sous-groupuscule de Lie de H, N 
l'ensemble des g E H tels que U et gUg - l aient même germe en e (TG, 1, $6, no 10). 
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Alors N est un sous-groupe de H contenant U. I l  existe sur N une structure de variété analy- 
tique et une seule possédant les propriétés suivantes : 

(i) N, muni de cette structure, est un groupe de Lie; 
(ii) U est une sous-variété ouuerte de N; 
(iii) l'injection canonique de N dans H est une immersion. 
Il est clair que N est un sous-groupe de H. Sig E U, on a ge E U et geg-l E U, 

donc gu G U  et gug-l E U pour u assez voisin de e dans U, donc le germe de 
gUg-l en e est contenu dans celui de U; changeant g en g - l ,  on voit que les 
germes de gUg- l  et de U en e sont égaux. Donc U c N. 

Soit V un voisinage ouvert de e dans U tel que V = V-l, V2 c U. 
Les conditions (i), (ii), (iii) de la prop. 18 du no 9 (où l'on remplace G par N) sont 
vérifiées. Donc il existe une structure de variété analytique sur N ayant les pro- 
priétés suivantes: a) N, muni de cette structure, est un groupe de Lie; p) V est 
ouvert dans N; y) les structures de variété de N et U induisent la même structure 
sur V. Puisque V est une sous-variété de H, l'injection canonique de N dans H est 
une immersion en e, donc en tout point de N. Soit u E U. Il existe un voisinage 
ouvert V' de e dans V tel que l'application v H uv soit un isomorphisme analytique 
de V' sur un voisinage ouvert de u dans U (prop. 20), et en même temps sur un 
voisinage ouvert de u dans N. Donc U est ouvert dans N et l'application identique 
de U est un isomorphisme pour la structure de variété donnée sur U et la struc- 
ture de sous-variété ouverte de N; autrement dit, U est une sous-variété ouverte de 
N. 

Enfin, considérons sur N une structure de variété analytique ayant les pro- 
priétés (i) et (ii) de la proposition, et soit N* le groupe de Lie ainsi obtenu. Alors 
l'application identique de N dans N* est étale en e, donc est un isomorphisme de 
groupes de Lie. Cela prouve l'assertion d'unicité de la proposition. 

Soient H un groupe de Lie, U un quasi-sous-groupuscule de Lie de H, N l'en- 
semble des g E H tels que U et gUg-l aient même germe en e. Si K est de caractéris- 
tique O, il existe sur G une structure de variété et une seule avec les propriétés (i) et 
(ii) de la prop. 22. La démonstration est la même que pour la prop. 22. 

COROLLAIRE. -Conservons les notations de la prop. 22. Soit G le sous-groupe de H 
engendré par U. Alors G est un sous-groupe ouvert de N.  Il  existe sur G une structure de 
groupe de Lie et une seule telle que U soit une sous-variété ouverte de G et que l'injection 
canonique de G dans H soit une immersion. 

Remarque. - Conservons les notations de la prop. 22 et de son corollaire. Sup- 
posons que K soit de caractéristique 0, que H soit de dimension finie, et que la 
topologie de U admette une base dénombrable. Même avec toutes ces hypo- 
thèses, il se peut que G ne soit pas fermé dans H (exerc. 3). Mais, si G est fermé, G est 
un sous-groupe de Lie de H .  En effet, l'application ( g ,  h) i-t gh est une loi d'opération 
à gauche analytique de G dans H. L'orbite de e est G. Notre assertion résulte 
alors des prop. 2 (iv) et 14 (iii). 
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I I .  Morceaux d e  lois d'opération 

Soient ( G ,  e, O, m) u n  groupuscule de Lie, X une variété de classe Cr. 

DÉFINITION 6. - On appelle morceau de loi d'opération à gauche de classe Cr de G dans 
X une application +, déJinie dans une partie ouverte Q de G x X contenant {e} x X ,  à 
valeurs dans X ,  et possédant les propriétés suivantes : 

(i) + est de classe C r ;  
(ii) pour tout x E X ,  on a +(e, X )  = X ;  

(iii) il existe un voisinage Q I  de {e} x {e} x X dans G x G x X tel que, pour 
(g, gr, x)  E Q I ,  les éléments 4.57, g'), +(p.', 4, +(m(g, g'), 4, +(g, Ng' ,  4 )  soient 
définis et S(g ,  +(gr, 4 )  = +(m(g, g'), 4-  

O n  définit de manière analogue les morceaux de lois d'opération à droite de 
classe Cr. 

O n  écrit souvent gx au lieu de +(g,  x). 
Soient G' u n  sous-groupuscule de Lie de G et X' u n  sous-variété de X .  

Supposons que l'ensemble Q' des (g ,  x)  E Q n (G' x X') tels que +(g,  x)  E X' 
soit ouvert dans G' x X' (condition toujours remplie si X' est ouvert dans X ) .  
Alors $ 1  Q' est u n  morceau de loi d'opération à gauche de classe Cr de G' dans 
X', qui est dit déduit de + par restriction à G' et X' .  

PROPOSITION 23. - Soient (G ,  e, 8, m) un groupuscule de Lie, X une variété de classe Cr, 
x, un point de X ,  Q un voisinage ouvert de (e, x,) dans G x X ,  + une application de Cl 
dans X ayant les propriétés suivantes: 

( i )  (G est de classe Cr ;  
(ii) + (e, X )  est égal à x pour x assez voisin de x, ; 
(iii) 9 (m(g, g') , x) = + (g,  +(gr,  x) ) pour (g ,  gr, x) assez voisin de (e, e, x,) . 

Il existe alors un voisinage ouvert X' de x, dans X ,  et une partie ouverte Q' de 
Q n (G x X') ,  tels que $ 1  Q' soit un morceau de loi d'opération à gauche de classe Cr 
de G dans X'. 

Il existe u n  voisinage ouvert X' de x, dans X et u n  voisinage ouvert G' de e 
dans G tels que +(e, x) = x pour tout x E X' et que +(g, (G(gl, x ) )  = +(m(g, g'), x) 
pour ( g ,  g', x)  E G r  x G' x X'. Soit Q' l'ensemble des (g ,  x)  E Q ri (G' x X ' )  
tels que +(g, x) E X'. Alors Q' est ouvert dans G x X' ,  et X' ,  Q' ont les propriétés 
de la proposition. 

Lemme 3. - Soient X un espace normal, ( X i ) i  ., un recouvrement ouvert localementJini de 
X .  Pour tout (i, j )  E 1 x 1 et tout x E X i  n Xi, soit Vi,(x) un voisinage de x contenu dans 
Xi n Xi. Alors on peut associer, à tout x E X ,  un voisinage V ( x )  de x de telle sorte que 
les conditions suivantes soient vérij5ées: 
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a) la relation x E Xi n Xi implique V(x) c V,,(x) ; 
b) si V(x) et V(y) se rencontrent, il existe un i E 1 tel que V(x) u V(y) c Xi. 
Il existe un recouvrement ouvert (XE)iEI de X tel que c Xi pour tout 

i E 1 (TG, IX, 3 4, th. 3). Soit x EX. Soit VI (x) l'intersection des V,j(x) et des Xk 
qui contiennent x; c'est un voisinage ouvert de x. Soit V,(x) un voisinage de x 
contenu dans Vl(x) et ne rencontrant qu'un nombre fini de X,. Alors V,(x) ne 
rencontre qu'un nombre fini de XI, donc l'ensemble 

est un voisinage de x. Si x E Xi n Xi, on a Vl(x) c Xi n Xi, donc 
V(x) c Xi n Xi. Soient x, y dans X et supposons que V(x) et V(y) se rencontrent. 
Il existe un i E 1 tel que x E Xi. Alors Vl(x) c Xi, donc V(x) c Xi, donc 
V(y) n Xi' # a. Alors y E %par définition de V(y), d'où y E X, et V(y) c Xi. 
Ainsi, X, contient V(x) et V(y). 

PROPOSITION 24. - Soient G un groupuscule de Lie, X une variété de classe Cr, (Xi), EI 
un recouvrement ouvert localement jini de X. Pour tout i E 1, soit Gi un morceau de loi 
d'opération à gauche de classe Cr de G dans Xi. On suppose que l'espace topologique sous- 
jacent à X est normal et que, pour tout (i,j) E 1 x 1 et tout x E Xi n Xi, +i et t / ~ ~  

coïncident dans un voisinage de (e, x). Il existe un morceau de loi d'opération à gauche de 
classe Cr de G dans X tel que, pour tout i E 1 et tout x E Xi, +i et + coïncident dans un 
voisinage de (e, x) . 

Pour tout (i, j )  E 1 x 1 et tout x E XI n Xi, choisissons un voisinage ouvert 
Vij(x) de x dans Xi n Xi tel que il,, et +i soient définies et égales sur un voisinage 
de (e} x Vij(x) dans G x X. Pour tout x EX,  choisissons un voisinage ouvert 
V(x) de x dans X de telle sorte que les conditions a) et b) du lemme 3 soient 
vérifiées. Soit 1, l'ensemble des i E 1 tels que x E Xi. C'est un ensemble fini. Soit 
U, l'ensemble des (g, y) E G x V(x) tels que les + ,  pour i E 1,, soient définies et 
coïncident dans un voisinage de (g, y). Alors U, est ouvert et (e, x) E U,. Les 
+i, pour i E I,, ont toutes même restriction à U,. Soient x, y dans X. Si U, et 
U, se rencontrent, V(x) et V(y) se rencontrent, donc il existe i E 1 tel que 

Alors i E I,, i E I,, +,lu, = +,, +ilUy = +,,donc +,I (U, n U,) = +, 1 (U,nU,). 
Les +, définissent donc une application il, de U = ,Vx U, dans X, et U est un 

voisinage ouvert de (e} x X dans G x X. Il est clair que il, est de classe Cr et 
que il,(e, x) = x pour tout x E X. Pour tout i E 1 et tout x E Xi, + coïncide avec 
+,, donc avec il,i, dans un voisinage de (e, x), donc + vérifie la condition (iii) de la 
déf. 6. 
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5 2. Groupe des vecteurs tangents à un groupe de Lie 

I. Lois de composition tangentes 

Soient X et Y des variétés de classe Cr. On sait (VAR, R, 8.1.4) que X x Y est 
une variété de classe Cr et que l'application (T(pr,), T(pr,)), produit des appli- 
cations tangentes aux projections canoniques, est un isomorphisme de classe 
Cr-1 de T(X x Y) sur T(X) x T(Y).' Cet isomorphisme est compatible avec 
les structures de fibré vectoriel de base X x Y, et permet d'identifier T(X x Y) 
avec T(X) x T(Y). Soient a E X, b E Y, u E Ta(X), v E T,(Y) ; l'identification 
précédente permet de considérer (u, v) comme un élément de T&X x Y); 
on a 

(u, v) = (u, 0) + (O, 4, 
et (u, O) (resp. (O, v)) est l'image de u par l'application tangente à l'immersion 
x t t  ( x ,  b) (resp. y~ (a, y)) de X (resp. Y) dans X x Y. Quand il sera ndcessaire 
de préciser, on notera 0, l'élément nul de Ta(X). 

Soient maintenant X, Y, Z des variétés de classe CrJ et f une application de 
classe Cr de X x Y dans Z. L'application tangente est, compte tenu de l'identi- 
fication précédente, une application de classe Cr-, de T(X) x T(Y) da~is T(Z). 
Pour u E Ta(X) et v G T,(Y), on a 

D'autre part, l'application y H f (a, y) est composée de l'immersion y t+ (a, y) et 
de& on en déduit que 

(3) T( f )  (O, v) est l'image de v par l'application tangente à y ttf (a, y). 

De même 

(4) T( f )  (u, 0) est l'image de u par l'application tangente à x tt f (x, b). 

Si l'application f de X x Y dans Z est notée (x, y) tt xy, on note souvent uv 

l'élément T (  f )  (u, v) pour u E T(X), v E T(Y). 
Soient X une variété de classe Cr, et m: X x X -+ X une loi de composition 

de classe Cr sur X. Alors T(m) est une loi de composition de classe Cr-l sur T(X). 
On l'appelle la loi de composition tangente à m. La projection canonique p de T(X) 
sur X est compatible avec les lois m et T(m) ; autrement dit, on a 

(5) P O  T(m) = m 0 (p x fi). 

Pour r = 1, cela signifie que (T(pr,), T(pr,)) est un homéomorphisme de T(X x Y) sur 
T(X) x T(Y). 



no 1 GROUPE DES VECTEURS TANGENTS A U N  GROUPE DE LIE 

Il résulte de (2)  que 

(6) T ( m )  (O,, O,) = O,(,,,, 

quels que soient x, y dans X ;  autrement dit, la section nulle x t-t O, de T ( X )  est 
compatible avec les lois m et T ( m ) .  

PROPOSITION 1 .  - Soient X une variété de classe Cr, et m une loi de composition de classe 
Cr sur X .  Si m est associative (resp. commutative), alors T ( m )  est associative (resp. com- 
mutative). 

Si m est associative, on  a m 0 (m  x Id,) = m 0 ( Id ,  x m),  d'où 

donc T ( m )  est associative. Soit s I'application(x, y) H (y, x) de X x X dans X x X .  
Si m est commutative, on  a m 0 s = m, donc 

Mais T ( s )  est l'application (u, v) E- (v, u) de T ( X )  x T ( X )  dans T ( X )  x T ( X )  . 
Donc T ( m )  est commutative. 

PROPOSITION 2. - Soient X une variété de classe Cr, m une loi de composition de classe Cr 
sur X, e un élément neutre pour m. 

(i) Le vecteur 0 ,  est élément neutre pour T ( m ) .  
(ii) Te  ( X )  est stable pour T (m) , et la loi de composition induite sur Te ( X )  par T (m) 

est l'additiog de l'espace vectoriel Te ( X )  . 
(iii) Soient U une partie ouverte de X ,  et cc une application de classe Cr de U dam X 

telle que, pour tout x E U ,  U ( X )  soit inverse de x pour m. Alors, pour tout u E T ( U ) ,  
T(cc)u est inverse de u pour T ( m ) .  

Les propriétés (3 )  et (4) montrent que T(m)(O,, u) = T(m)(u ,  O,) = u pour 
tout u E T ( X ) ,  d'où (i). Pour u, v dans T e ( X ) ,  o n  a 

T (m) (u, v) = T (m) (u, O,) + T (m) (O,, v) = u + v 

d'où (ii). Enfin, les relations m(x, cc(x)) = m(cr(x), x)  = e pour tout x E U 
entraînent 

T ( m )  (u, T ( 4  (u ) )  = T ( m )  (T(+, 4 = 0, 

pour tout u E T ( U ) ,  d'où (iii). 

PROPOSITION 3. - Soient XI, X,, . . ., X,, Y des variétés de classe Cr, i un entier de 
[ 1 ,  fi), mi (resp. n) une loi de composition de classe Cr  sur X i  (resp. Y ) ,  u une application de 
classe Cr  de X I  x X, x . . - x X ,  dans Y .  Si u est distributive relativement à la variable 
d'indice i, alors T ( u )  est distributive relativement à la variable d'indice i. 

La démonstration est analogue à celle de la prop. 1.  
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2. Groupe des vecteurs tangents à un groupe de Lie 

PROPOSITION 4. - Soit G un groupe de Lie. Alors T(G), muni de la loi de composition 
tangente à la multiplication de G, est un groupe de Lie. L'élément neutre de T(G) est le 
vecteur O,. 

Cela résulte des prop. 1 et 2. 

PROPOSITION 5. -Soient G et H des groupes de Lie, f un morphisme de G dans H. 
Alors T( f )  est un morphisme du groupe de Lie T(G) dans le groupe de Lie T(H). 

On sait que T (  f )  est analytique. D'autre part, soit m (resp. n)  la multiplica- 
tion dans G (resp. H). On a f 0 m = n 0 (f x f),  d'où 

ce qui exprime que T( f )  est un homomorphisme de groupes. 

COROLLAIRE. - Soient G,, . . . , Gn des groupes de Lie. L'isomorphisme canonique de la 
variété T(G, x - . x G,) sur la variété T(G,) x . . - x T(Gn) est un isomorphisme de 
groupes de Lie. 

En effet, pr, est un morphisme de G, x . . . x G, dans G ,  donc T(pr,) est 
un morphisme de T (G, x . - x G,) dans T (G,) . 

PROPOSITION 6. - Soit G un groupe de Lie. 
(i) La projection canonique p :  T(G) -+ G est un morphisme de groufes de Lie. 
(ii) Le noyau de p est T,(G). C'est un sous-groupe de Lie de T(G). La structure de 

groupe de Lie induite sur Te(G) par celle de T(G) est la structure de groupe de Lie de 
l'espace normable complet Te (G) . 

(iii) L a  section nulle s est un isomorphisme du groupe de Lie G sur un sous-groupe de 
Lie s(G) de T(G) (sous-groupe qu'on identge à à ) .  

(iv) Le groupe de Lie T(G) est produit semi-direct de G par Te(G). 
L'assertion (i) résulte de ( 5 ) .  L'assertion (ii) est évidente compte tenu de la 

prop. 2 (ii). Les assertions (iii) et (iv) résultent de (6) et du 5 1, prop. 8. 
C.Q.F.D. 

Soient u E T(G) et g E G. D'après (3) et (4), les produits ug, gu calculés dans 
le groupe T(G) sont les images de u par T(B(g-l)), T(y(g)). Il résulte du 5 1, 
cor. 2 de la prop. 17, que l'application ( g ,  u )  w gu de G x T,(G) dans T(G) est 
un isomorphisme du fibré vectoriel trivial G x Te(G) de base G sur le fibré 
vectoriel T(G). L'isomorphisme réciproque s'appelle la trivialisation gauche de 
T(G). En considérant l'application ( g ,  u )  tt ug, on définit de même la trivialisation 
droite de T(G). 
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PROPOSITION 7. -Soient G un groupe de Lie, M une variété de classe Cr, f et g des 
applications de classe Cr de M dans Gy de sorte que fg est une application de classe Cr de M 
dans G. Soient m E My x = f (m), y = g(m), u E T,(M). On a 

T (  fg)u = T (  f)u.y + x.T(g)u. 
Soit m la multiplication de G. On a fg = m 0 ( 5  g). Or 

donc T(  fg)u = T(  f)u.T(g)u. Il suffit alors d'appliquer (1) où l'on remplace f 
par m. 

COROLLAIRE. -Soit n E Z. L'application tangente en e à l'application g-gn de G 
dans G est l'ap@lication x t-t nx de Te (G) dans Te (G). 

Pour n 2 O, cela résulte par récurrence sur n de la prop. 7. D'autre part, 
l'application tangente en e à l'application g~ g-l est l'application x tt -x 
(no 1, prop. 2). 

Soient G un groupe de Lie, X une variété de classe Cr, et (g, x) tt gx une loi 
d'opération à gauche de classe Cr de G dans X. Raisonnant comme pour la prop. 
1, on en déduit une loi d'opération à gauche de classe Cr-l de T(G) dans T(X), 
que nous noterons encore (u, v) H UV. Identifiant G (resp. X) à l'image de la 
section nulle de T(G) (resp. T(X)), on voit, d'après (6), que la loi d'opération à 
gauche de T(G) dans T(X) prolonge la loi d'opération à gauche de G dans X. 
Quels que soient u E T,(G) et v E T,(X), on a, d'après (l),  

(7) UV = gv + ux. 
Si g E G et v E T,(X), gv est, d'après (3), l'image de v par l'application tangente 
en x à l'application y i-t gy de X dans X. Cette application tangente est un iso- 
morphisme de T,(X) sur T,,(X). En particulier, 
(8) g (v + v') = gv + gv', g (hv) = h(gv) pour v, v' dans T,(X), A G K. 
Si x E X et u E T,(G), ux est, d'après (4), l'image de u par l'application tangente 
en g à l'application h H hx de G dans X. Donc 
(9) (u + u')x = ux + u'x, (hu)x = h(ux) pour u, u' dans TJG), h E K. 

Ce qui précède s'applique au cas d'un groupe de Lie opérant dans lui-même 
par translations à gauche (resp. à droite). La loi d'opération correspondante de 
T(G) dans T(G) est définie par les translations à gauche (resp. à droite) du groupe 
de Lie T(G). Les formules (7), (8), (9) sont donc valables dans T(G). 

PROPOSITION 8. - Soient G, et G, des groupes de Lie, X, et X, des variétés de classe 
Cr, f, une loi d'opération à gauche de classe Cr de Gi dans Xi (i = 1, 2). Soient cp un 
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morphisme de G, dans G,, + un y-morphisme de X, dans X,. Alors T(+) est un T(y)-mor- 
phisme de T(X,) dans T(X,). 

En effet, on a f, O (cp x +) = + of,, d'où 

Soient G un groupe de Lie, X une variété de classe Cr, et (g, x) E- gx une loi 
d'opération à gauche de classe Cr de G dans X. Soient 1 une partie ouverte de K 
contenant O, et y: 1 +- G une application de classe Cr telle que y(0) = e. Soit 
a = To(y) 1 E T,(G). Soit x E X. Compte tenu de (4), ax est l'image, par l'appli- 
cation tangente à A + +  y(A)x, du vecteur tangent 1 à 1 en O. Donc le champ de 
vecteurs x ++ ax sur X est le champ de vecteurs déJini par l'application (A, x )  H y(A)x au 
sens de VAR, R, 8.4.5. 

3. Cas des groupuscules 

Soient (G, e, 8, m) un groupuscule de Lie, !2 l'ensemble de définition de m. Alors 
T(Q) s'identifie à une partie ouverte de T(G) x T(G), et T(m) est une ap- 
plication analytique de T(Q) dans T(G). On vérifie comme au no 2 que 
(T(G), O,, T(O), T(m)) est un groupuscule de Lie. On note souvent multiplicative- 
ment les produits dans G et T(G). La projection canonique de T(G) dans G est un 
morphisme de groupuscules de Lie. La restriction de T,(m) à T,(G) est l'addition 
de l'espace vectoriel Te(G). La section nulle de T(G) est un isomorphisme du 
groupuscule de Lie G sur un sous-groupuscule de Lie de T(G) qu'on identifie 
à G. Si f est un morphisme de G dans un groupuscule de Lie H, 
T(  f )  : T(G) -+ T(H) est un morphisme de groupuscules de Lie. 

L'application y: (g, u) H gu de G x T,(G) dans T(G) est un isomorphisme 
du fibré vectoriel trivial G x Te(G) de base G sur le fibré vectoriel T(G) ; en 
effet, y et c p - l  sont analytiques, et sont des morphismes de fibration, de sorte qu'il 
suffit d'appliquer VAR, R, 7.2.1. (On pourrait aussi adapter la démonstration 
du no 2.) L'isomorphisme y-, s'appelle la trivialisation gauche de T(G). L'iso- 
morphisme réciproque de l'application (g, u) i-t ug s'appelle la trivialisation 
droite. 

Soient X une variété de classe Cr, + un morceau de loi d'opération à gauche 
de classe Cr de G dans X. Alors T(+) est un morceau de loi d'opération à gauche 
de classe Cr-, de T(G) dans T(X), prolongeant +. Les formules (7),  (8), (9) 
restent valables si gx est défini. Si 1 est une partie ouverte de K contenant O, si 
y: 1 -+ G est une application de classe Cr telle que y(0) = e, et si a = To(y) 1, le 
champ de vecteurs X H  ax, défini sur X, est le champ de vecteurs défini par l'appli- 
cation (A, x) H y(A)x au sens de VAR, R, 8.4.5. 



3 3. Passage d'un groupe de Lie à son algèbre de Lie 

I. Convolution des distributions ponctuelles sur un groupe de Lie 

DÉFINITION 1. - Soient G un groupe de Lie, g et g' deuxpoints de G ,  et soient t E TLm)(G),  
t' E T L Y ( G )  deux distributionsponctuelles en g et g' sur G (VAR, R, 13.2.1). On appelle 
produit de convolution de t et t', et on note t * t ' ,  l'image de t @ t' par l'application 
(h, h') i-t hh' de G x G dans G (VAR, R, 13.2.3). 

PROPOSITION 1. - (i) Si t E T r l ( G )  et t ' E T$')(G),  on a t * t' E Tf; " ) (G) .  
(ii) Si t ou t' est sans terme constant, t * t' est sans terme constant. . . . 
(1'1) Eg * E0' = EO9'. 

( iv)  Soient t E T r ) ( G ) ,  t ' E T$') (G) ,  et f une fonction de classe CS + S' dans un voisi- 
nage ouvert de gg', à valeurs dans un espace polynormé séparé. On a 

( t  * t ' ,  f )  = ( t ' ,  h' tt ( t ,  h t-t f (hh'))) 

= ( t ,  h H ( t ' ,  h' i-tf (hh'))). 

Cela résulte de VAR, R, 13.4.1, 13.2.3 et 13.4.4. 

Supposons K = R ou 6, et G de dimension finie. Alors G est localement compact. 
Si t, t ' sont des mesures ponctuelles, la définition de t * t ' concorde avec celle de INT, 
VIII, 3 1. Nous verrons plus tard comment le produit de convolution des mesures et 
celui des distributions ponctuelles sont deux cas particuliers du produit de convolu- 
tion de distributions non nécessairement ponctuelles. 

Soit S m ) ( G )  la somme directe des T$'"(G) pour g~ G (cf. VAR, R, 13.6.1). On 
définit le produit de convolution dans Y ( " ) ( G )  comme l'application bilinéaire de 
Y ( " ) ( G )  x F m ) ( G )  dans Y ( " ) ( G )  prolongeant le produit de convolution de la 
déf. 1. O n  le note encore *. Ainsi, Y ( " ) ( G )  est muni  d'une structure d'algèbre, 
filtrée par les Y ( S ) ( G ) .  La sous-algèbre Y (O) (G)  = @ T?'(G) s'identifie à 

9 € G  

l'algèbre KcG) du  groupe G sur K. 

PROPOSITION 2. - L'algèbre Y ( " ) ( G )  est associative. Elle est commutative si et seule- 
ment si G est commutat$ 

Soient t E LT(~) (G) ,  t' E YCm)(G) ,  t" E F m ) ( G ) .  Alors t * (t' * t ") est l'image 
de t @ t' @ t" par l'application (g ,  gr, g") t-t g(g'g") de G x G x G dans G ,  et 
( t a  t ' )  * t" est l'image de t @ t' @ t" par l'application (g ,  g', g") H (gg')gW de 
G x G x G dans G .  Donc (t * t ' )  * t" = t * (t' * t") .  O n  voit de même que, si 
G est commutatif, t * t' = t' * t. Si le produit de convolution est commutatif, G 
est commutatif d'après la prop. 1 (iii). 

PROPOSITION 3. - Si t E Y ( m ) ( G )  et g E G ,  on a y ( g )  ,t = cg * t,  6 (g )  * t  = t * E,- 1, 

( In t  g) *t  = cg * t a E ~ - 1 .  En particulier, E, est élément unité de S m ) ( G ) .  



126 GROUPES DE LIE Ch. III, 3 3 

Considérons le diagramme 

où cp est l'application h H (g, h) et où 4 est l'application (h', h) i-t h'h. On a 

 p.) = 4 O cp, donc y(g)*t = 4*(cp*(t)). Or cp*(t) = E, @ tY donc $*(cP*(~)) = 
E, * t. On raisonne de même pour 6(g),t. Enfin, Int g = y(g) 0 B(g), donc 

(1.t s )  * = Y (SI * O %d *. 
On voit donc que, pour t E T(G), cg * t et t * E, sont égaux à gt et tg calculés dans 

le groupe T(G) ( 5  2, no 2). On prendra garde que, pour t, t' dans T(G), le produit 
tt' au sens du 3 2 est en général distinct de t * t'. 

DÉFINITION 2. - Soit G un groupe de Lie. La sous-algèbre de 9 " ) ( G )  formée des dis- 
tributions à support contenu dans {e) se note U(G). 

Cette algèbre est filtrée par les sous-espaces 

U,(G) = U (G) n 9 s ) ( G )  = T:)(G). 

On pose U +  (G) = T:")+ (G), U l  (G) = U +  (G) n U,(G) (cf. VAR, R, 13.2.1). 
Rappelons que Uo(G) s'identifie à Ky et U: (G) à l'espace tangent T,(G). Dans 
U(G), U +  (G) est un idéal bilatère supplémentaire de Uo(G). 

Exemple. - Soit E un espace normable complet, considéré comme groupe de Lie. 
Alors l'espace vectoriel U(E) s'identifie canoniquement à l'espace vectoriel 
TS(E) (VAR, R, 13.2.4). Soit m: E x E -t E l'addition dans E. Alors 

est égal à TS (m) (VAR, R, 13.2.4). Pour t, t ' dans U (E) = TS(E), l'image t * t ' du 
produit tensoriel symétrique t @ t' par m, est donc TS(m)(t @ t'). D'après A, 
IV, § 5, no 6, prop. 7, nelle édition, cette image n'est autre que le produit tt' dans 
l'algèbre TS (E). Ainsi, l'algèbre U (E) s'identifie à l'algèbre TS(E). 

PROPOSITION 4. - Considérons l'application bilinéaire (u, v) H u * v (resp. 
(u, v) e v * u) de U(G) x K(G) dans F(")(G). L'application linéaire correspondante 
de U (G) @ K(G) dans S W ) ( G )  est un isomorphisme d'espaces vectoriels. 

En effet, K(G) est somme directe des KE, pour x E G. D'autre part, l'applica- 
tion u H u * cg (resp. u i-t E, * u) est un isomorphisme de l'espace vectoriel 
U(G) = TLm)(G) sur l'espace vectoriel T r ) ( G )  d'après la prop. 3. Enfin, 
Y(")(G) est somme directe des Tr ) (G)  pour g E G. 

C.Q.F.D. 

Soient X une variété de classe Cr (r co) et x E X. On a défini (VAR, R, 
13.3.1) une filtration canonique sur l'espace vectoriel Tr ) (X) ,  et un isomorphisme 
canonique i,,, de l'espace vectoriel gradué associé sur l'espace vectoriel gradué 



TS(T,(X)). En particulier, posons Te(G) = L; alors iG,, est un isomorphisme de 
l'espace vectoriel gradué gr U(G) sur l'espace vectoriel gradué TS(L). Mais 
U(G) est une algèbre filtrée, d'où une structure d'algèbre graduée sur gr U(G). 

PROPOSITION 5. - L'isomorphisme i,,,: gr U(G) -+ TS(L) est un isomorphisme 
d'algèbres. 

Soit p l'application (t, t') H t @ t' de U(G) x U(G) dans U(G x G). 
Soit c l'application (t, t ') H t * t' de U(G) x U(G) dans U(G). Soit m l'applica- 
tion (g, g') H gg' de G x G dans G. On a d'après la déf. 1 

(1) c = m* o p .  

Considérons le diagramme 

gr(p) gr(m*> 
gr U (G) x gr U (G) - gr U(G x G) ---+ gr U(G) 

où q est l'application déduite de l'isomorphisme canonique de TS(L) @ TS(L) 
sur TS(L x L). D'après VAR, R, 13.4.6 et 13.3.5, les deux carrés du diagramme 
sont commutatifs. Donc, compte tenu de (l), le diagramme 

est commutatif. Or T(m) : L x L -+ L transforme (x ,  y) en x + y ($2, no 1, 
prop. 2 (ii)). D'après A, IV, $ 5,  no 6, prop. 7, nene édition, TS(T(m)) 0 q est donc 
la multiplication de l'algèbre TS(L). 

2. Propriétés fonctorieiies 

PROPOS~~ION 6. - Soient G, H des groupes de Lie, cp un morphisme de G dans H. Pour 
t, t' dansF(*)(G), on a y*(t * t') = cp,(t) * cp*(tf). 

Considérons le diagramme 
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où m(g, g') = gg', n(h, h') = hh'. Ce diagramme est commutatif. Donc 

Les groupes de Lie G et GY ont la même variété sous-jacente, donc les espaces 
vectoriels Y(")(G) et F(")(G") sont les mêmes. Soit 0 l'applicationg~g-l, qui 
est un isomorphisme du groupe de Lie G sur le groupe de Lie Gv. Alors 8, est 
un automorphisme de l'espace vectoriel 9(m)(G) ,  automorphisme qu'on note 
t H tv. On a (cg)' = cg-1. Si t E Te(G), on a 

Exemple. - Supposons que G soit le groupe de Lie défini par un espace normable 
complet E. Alors U(G) s'identifie à TS(E) et la restriction de 0, à U(G) s'identifie 
à TS(Te(0)) (VAR, R, 13.2.4). Par suite, si t E TSYE), on a tv = ( - 1)". 

PROPOSITION 7. - Soit G un groupe de Lie. Soient t, t' dans .Fm)(G). 
(i) Le produit t * t' calculé relativement à G" est égal au produit t' * t calculé relative- 

ment à G. 
(Il) On a ( t*  t')' = t" * tv. 
Considérons le diagramme 

où s(g, g') = (g', g), m(g, g') = gg', n(g, g') = g'g quels que soient g, g' dans G. 
Ce diagramme est commutatif. Donc n* (t 8 t') = m, (s, (t @ t')) = m, (t' @ t). 
Cette égalité n'est autre que (i). L'assertion (ii) résulte de (i) et de la prop. 6. 

PROPOSITION 8. - Soient Gy H des groupes de Lie, cp un morphisme de G dans H. Si 
t E ~ ( ~ ) ( G ) ,  on a 'p,(tv) = (cp*(t))'. 

Soit 8 (resp. 8') l'application g H g-l de G dans G (resp. de H dans H). On a 
'p O 0 = 0' O cp, d'où y,(O,(t)) = &(y,(t)). 

PROPOSITION 9. - Soient G,, . . . , G, des groupes de Lie, et G = G, x . . . x G,. Si 
l'on identijïe canoniquement les espaces vectorielsSm)(G) etYm)(G,) @ . . . @ F(")(G,), 



l'algèbre Y" ' (G) est produit tensoriel des algèbres Fm)(G1) ,  . . . , 9cm)(Gn). Si 
ti E Y(")(Gi) pour i = 1, . . . , n, on a 

( t l@.. .@tn) '  = t,Y@...@t, . 

Il  suffit d'envisager le cas où n = 2. Soient tl, t; dans Y(")(G,), t2, ta dans 
F m ) ( G 2 ) .  Il s'agit de montrer que (t, @ t2) + (t; @ ta) = (t, * t;) @ (t, * ta), 
et que (t, @ t,)' = ti @ ti. Considérons le diagramme 

On voit de façon analogue que (t, @ t2)' = t,Y @ tl. 

PROPOSITION 10. - Soient H un sous-groupe de Lie de G, et i: H -t G l'injection 
canonique. Alors i, est un homomorphisme injectif de l'algèbre F m ) ( H )  dans l'algèbre 
Y(")(G), et i,(tv) = (i,(t))"pour tout t E F(m)(H) .  

Cela résulte des prop. 6, 8 et de VAR, R, 13.2.3. 

On identifie F(")(H) à une sous-algèbre de F m ) ( G )  grâce à l'isomorphisme 
de la prop. 10. 

Remarque. - La prop. 10 reste valable si H est un quasi-sous-groupe de Lie. 

Rappelons (VAR, R, 13.5.1) que, si V est une variété analytique sur K, 
F(")(V) est munie canoniquement d'une structure de cogèbre sur K, à coünité; 
la coünité est l'application linéaire de Y m ) ( G )  dans K qui associe, à tout élément 
de TF'(V), son terme constant. 

PROPOSITION 11. - Soit G un groupe de Lie. 
(i) La cogèbre .Fm)(G), munie de la convolution, est une bigèbre (A, III, p. 149). 
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n 

(ii) Soit c le coproduit dans Y( ") (G) . Soit t E Y(")(G), et POSON c (t ) = ,z ti @ ti. 
t = l  

n 

Alors c(tv) = . tl @ t;'. 
t = l  

Prouvons (i). Dans la définition citée des bigèbres, la condition lo  résulte des 
prop. 2 et 3, la condition 2 O  résult~, de VAR, R, 13.5.1. Soit d l'application 
g H (g, g) de G dans G x G. On a c = d*, donc c est un morphisme d'algèbres 
(prop. 6 et 9), ce qui est la condition 3'. Soient t E TY1(G), t' E T;P)(G), sans 
termes constants et h, A' dans K; alors cg @ tt', t @ E,,, t @ t' sont sans termes 
constants (VAR, R, 13.4.1), donc le terme constant de (ha, + t) * @'cg, + t') 
est Ah'; donc la condition 4." est vérifiée. 

Prouvons (ii). D'après les prop. 8 et 9, on a 

PROPOS~~ION 12. - Soient G, H deux groupes de Lie, cp un morphisme de G dans H. 
Alors cp* est un morphisme de bigèbres de F r n ) ( G )  dans T(")(H). 

Cela résulte de la prop. 6 et de VAR, R, 13.5.1. 

Soit G un groupe de Lie. La restriction de la convolution et du coproduit à 
U(G) définissent sur U(G) une structure de bigèbre. On a U(G)' = U(G). Si 
9: G + H est un morphisme de groupes de Lie, on note U(9) l'application 
t H cp* (t) de U(G) dans U(H) ; c'est un morphisme de bigèbres. Si +: H -+ L 
est un autre morphisme de groupes de Lie, on a U(4 O cp) = U($) O U(rp). Si rp 
est une immersion (resp. submersion), U (y) est injectif (resp. surjectif) d'après 
VAR, R, 13.2.3. En particulier, si H est un sous-groupe de Lie de G, U(H) 
s'identifie à une sous-algèbre de U(G), le coproduit de U(H) étant la restriction 
du coproduit de U(G). Si H est ouvert dans G, on a U(H) = U(G). Si G,, G, 
sont des groupes de Lie, U(Gl x G,) s'identifie à U(G,) @ U(G,). Les éléments 
primitifs de U(G) sont ceux de T,(G) (VAR, R, 13.5.3). 

Soit à nouveau cp: G -t H un morphisme de groupes de Lie. Si l'on identifie 
gr U(G) à TS(T,(G)) et gr U(H) à TS(T,(H)), alors gr U(9) s'identifie à 
TS(T,(cp)) (VAR, R, 13.3.5). Appliquons cela à l'isomorphisme g H g-l  de G 
sur G" ; alors Te(?) = - 1, donc 

(3) t E U,(G) 2 tV = ( -  1)$t mod. U,-l(G). 

3. Cas d'un groupe opérant dans une variété 

Soient G un groupe de Lie, X une variété de classe Cr, et f une loi d'opération à 
gauche de classe Cr de G dans X. Si t E Tr)(G) et u E T$')(X), et si s + s' < r, 
on note t * u l'image de t @ u par f,. On prolonge le produit * en une application 



bilinéaire, notée encore *, de Fs)(G)  x F(")(X) dans SS+ '"(X). La prop. 1 
du no 1 s'étend, avec des modifications évidentes, à la présente situation. 

Lorsqu'on fait opérer G à gauche dans lui-même par translations, on retrouve 
la déf. 1 du no 1. 

PROPOSITION 13. - Soient t E Y(S)(G), t ' E F(S')(G), u E F("')(X), tels que 
s + s' + s" < r. Ona (t * t') *u = t * (t' * u ) .  

Cela se démontre comme la prop. 2 du no 1. 

En particulier, si r 2 CO, l'espace vectoriel Y(")(X) est un module à gauche 
sur l'algèbre Y(")(G) pour le produit *. 

PROPOSITION 14. - (i) Soient go E G, et ~ ( g , )  l'application x M f (go, x) de X dans 
X. Si u E Y(r)(X), on a ~(g,,) +U = + U. 

(ii) Soient x, E X, et p(x,) l'application g F+ f (g, xo) de G dans X. Si t E T(')(G), 
on a p(xo) ,t = t * E ~ , .  

Cela se démontre comme la prop. 3 du no 1. 

En particulier, si u E T(X) et t E T(G), E,, + u et t * E,, sont égaux aux pro- 
duits gou, tx, définis au § 2, no 2. 

PROPOSITION 15. - Soient G (resp. G') un groupe de Lie, X (resp. X') une variété de 
classe Cr. On suHose donnée une loi d'opération à gauche de classe Cr de G (resp. G') dans 
X (resp. X'). Soient y un morphisme de G dans G', + un y-morphisme de X dans X'. 
Soient t E FS) (G) ,  u E F(S')(X), tels que s + s' < r. Alors +, (t * u) = y,(t) + +,(u). 

Cela se démontre comme la prop. 6 du no 2. 

Remarque. - Soit f une loi d'opération à droite de classe Cr de G dans X. Si 
t E Y@)(G) et u E Y(s')(X), avec s + s' < r, on note u r t l'image de u @ t par f,. 
Les prop. 13, 14, 15 se transposent de manière évidente à cette situation. 

PROPOSITION 16. - Soient G, Gf des groupes de Lie, X une variété de classe Cr, et 
supposons que G (resp. G') opère à gauche (resp. à droite) dans X, avec (gx)gf = g(xgl) 
quels que soient x E X, g E G, g' E G. Soient t E FS)(G),  t' E Y("')(G'), t" E P ' ' ) (X)  
avec s + s' + s" < r. Alors 

(t r t") * t' = t r (t" * t'). 
En effet, (t * t") + t' (resp. t * (t" * t ' ) )  est l'image de t @ t" @ t' par l'appli- 

cation (g, x, g') H (gx)gf (resp. g(xgl)) de G x X x G' dans X. 

4. Convolution des distributions ponctueiies et des fonctions 

Soient G un groupe de Lie, X une variété de classe Cr, et (g, x )  i-t gx une loi 
d'opération à gauche de classe Cr de G dans X. Pour tout x EX,  notons p(x) 
l'application orbitale de x. 
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DÉFINITION 3. - Soit t c F S ) ( G )  auec s < r. Soitf: X -+ F une.fonction de classe Cr 
à valeurs dans un espace polynormé séparé (par exemple F = K ) .  On apfielle convolée de t 
e t f ,  et l'on note t *f, la fonction sur X à valeurs dans F définie par 

( t  *f ) ( X I  = (tV * &x, f  >. 
O n  a 

Notons aussi que la dé6 3 s'écrit sous forme plus symétrique 

La fonction ( g ,  x) H- f (gx) = ( f  O p(x)) ( g )  sur G x X est de classe Cr. 
D'après VAR, R, 13.4.4, la fonction x ++ (tvy f 0 p(x)) est donc de classe Cr-S si 
s < CO. Autrement dit, si s < CO, t * f est de classe Cr-S.  

Il est clair que t * f dépend linéairement de t et de$ 
La formule (4) entraîne en  particulier, pour g E G ,  

c'est-à-dire 

Supposons K = R ou 6, 6 et X de dimension finie, et X munie d'une mesure 
positive invariante par G. La définition de E, * f est en accord avec celle de INT, 
VIII, 3 4, no 1 (cf. formule (2), loc. cit.). 

PROPOSITION 17. - Soient t E P ) ( G ) ,  t' E F ( S ' ) ( X ) ,  et f: X -t F une fonction de 
classe Cry auec s + s' < r. On a 

( t ' ,  t * f )  = (tV * t', f ) .  

En  effet, 

( t  ', t .i- f )  = ( t  ', x H ( t ,  g t-t f ( g - l x ) ) )  d'après (4)  

= ( t  @ t ', (g ,  x) ~f ( g  - l x ) )  ( V A R ,  R, 13.4.4) 

= ( tv  @ t', (g ,  x) » f ( g x ) )  (VAR, R, 13.2.3) 

= (tV * t ' ,  f ) .  

PROPOSITION 18. - Soient t E Y @ ) ( G ) ,  t ' E P ' ) ( G ) ,  et f: X + F une fonction de 
classe C; tels que s i- s' < Y. On a 

( t  * t ' )  * f = t * (t'  * f). 



En effet, pour tout x E X, on a 

< ~ , , ( t * t ' ) + f ) = ( ( t * t ' ) ~ s ~ , , f )  dYaprès(5) 

= (t" * (tv * E ~ ) ,  f )  (prop. 2 et 7) 

= (tV * Ex, t' * f) (P'OP- 17) 

= (EX, t * (t' *f )> (prop. 17). 
C.Q.F.D 

Si r CO, on voit que l'ensemble des fonctions de classe Cm sur X à valeurs 
dans F est un module à gauche sur l'algèbre P m ) ( G ) .  

PROPOSITION 19. -Soit t eFS) (G) ,  avec s < r. Soit f (resp. f') une fonction de 
classe Cr sur X à valeurs dans un espace polynormé séparé F (resp. F'). Soit (u, ut)  e uu' 
une application bilinéaire continue de F x F' dans un espace polynormé séparé F", de sorte 

n 

que ff' est unefonction de classe Cr sur X à ualeurs dans F". Soit 2 ti @ t,l l'image de t 
i = l  

dans S S ) ( G )  @ F@)(G) par le coproduit. On a 

En effet, soit x E X, et notons toujours p(x) l'application orbitale de x. On a 

= Z' ( t : , f o  p(~))(t;', f' 0 P(X)) (VAR, R, 13.5.2) 
i = l  

Remarque 1. - Soient G un groupe de Lie, X une variété de classe Cr, et (x, g) H xg 
une loi d'opération à droite de classe Cr de G dans X. Si t E TcS)(G) avec s < r, 
et f :  X -+ F est une fonction de classe Cr sur X, on note f * t la fonction sur X 
définie par 

En particulier 

(9) 
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c'est-à-dire 

Les prop. 17, 18, 19 deviennent, avec des notations évidentes, 

PROPOSITION 20. -Soient G, G' des groupes de Lie, X une variété de classe Cr, et 
(g, X) H gx (resp. (x,  g') t-+ xg') une loi d'opération à gauche (resp. à droite) de classe 
Cr de G (resp. Gr) dans X. Supposons que (gx) g' = g(xg1) quels que soient x E X, g E G, 
g' E G'. Soient t E F(S)(G), t' EF~ ' ) (G' ) ,  etf: X -+ F une fonction de classe Cr, tels 
que s + s' < r. Alors 

( t * f ) * t l  = t * ( f * t l ) .  

En effet, pour tout x EX,  on a 

(E,, (t * f )  * t') = (E, * ttV, t * f)  d'après (8) 

= <tv * (s, * t"), f > (prop. 17) 
= (tV* cx, f * t'> (prop. 2, et (1 1)) 
=<s , , t* ( f* t t ) )  dyaprès(5). 

C.Q.F.D. 

En particulier, considérons G comme opérant sur lui-même par les translations 
à gauche et à droite. Si f: G +  F est une fonction de classe Cr sur G, et 
si t E SS) (G)  (avec s < r), t * f et f * t sont, si s < co, des fonctions de classe 
Cr-s sur G. Soit en outre t' E P ' ) ( G ) ,  avec s + S' < r. Alors 

En particulier, 9" (G) est un (Y(m)(G), Ym)(G))-bimodule. Les formules (5) et 
(8) admettent comme cas particuliers 

Remarque 2. - Soit (g, x) F-+ gx une loi d'opération à gauche de classe Cr de G 
dans X. Soient t E Us(G) avec s < r, LI une partie ouverte de X, et$ fi -t F une 
fonction de classe Cr. On peut encore définir t * f par les formules (4) ou (5) ; 
c'est une fonction définie sur Cl, à valeurs dans F, de classe Cr-S si s < CO. Les 
résultats de ce no s'étendent de façon évidente à cette situation. 



5. Champs de distributions ponctuelles définis par l'action d'un groupe sur 
une variété 

Soit (g, x) H A(g, x) = gx une loi d'opération à gauche de classe Cr de G dans X. 
Soient s < r et t E U,(G). Pour tout x E X, on a t * E, E TX)(X). L'application 
x H t * E, s'appelle le champ de distributions ponctuelles d&ni par t et par l'action de G 
sur X, et se note parfois D: ou simplement D,. Soient B une partie ouverte de X 
et F un espace polynormé séparé. Sif: B -+ F est de classe Cr et si s < r, la fonc- 
tion tv * f sur B se note aussi DJ On a donc 

Si s < co, on a D, f E %r-S(Q, F) d'après le no 4. Ainsi, f H Dt f est une applica- 
tion de Vr(Q, F) dans Vr-S(Q, F) (notée souvent D, par abus de notation). 

Si t E U,(G), t ' E U,,(G), et s + s' < r, on a, d'après la prop. 18 du no 4, 

donc, avec l'abus de notation signalé ci-dessus, 

Supposons G et X de dimension finie. L'application (t,  x) t+ t @ E, de 
T("(G) x X dans le fibré vectoriel T(,)(G x X) (cf. VAR, R, 13.2.5) est de classe 
Cr-% Donc (VAR, R, 13.2.5), l'application ( t ,  x) ++ t * E, de T("(G) x X dans 
le fibré vectoriel T@)(X) est de classe Cr-" En particulier, D, est un opérateur 
différentiel d'ordre < s  et de classe Cr-S au sens de VAR, R, 14.1.6. D'après la 
formule (16), la fonction D, f est alors la transformée de f par cet opérateur 
différentiel (VAR, R, 14.1.4). 

Ne supposons plus G et X de dimension finie. Soient Ji un automorphisme de 
la variété X, et A un champ de distributions ponctuelles sur X. Conformément 
aux définitions générales, on appelle transformé de A par + le champ de distribu- 
tions ponctuelles sur X dont la valeur en +(x) est +,(A(x)) ; on note +(A) cette 
application. Si g E G, et si ~ ( g )  désigne l'automorphisme x t+ gx de X, le trans- 
formé de A par ~ ( g )  s'appelle aussi le transformé de A par g. 

PROPOSITION 21. - Soit + un automorphisme de X commutant avec les opérations de G. 
Alors D, est invariant par +. 

En effet, pour tout x E X, on a 
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PROPOSITION 22. - Si  g G G, le transformé de D, par g est D E g* t * E _ I V  

En effet, la valeur de ce transformé en gx est 

Soit (x, g )  H p(x, g) = xg une loi d'opération à droite de classe Cr de G dans 
X. Soient s < r et t E U,(G). Pour tout x E X, on a E, * t E TE'(X). L'application 
x * sx * t s'appelle le champ de distributions défini par t et par l'action de G sur 
X, et se note parfois D,U ou simplement D,. Soit !2 une partie ouverte de X. Si 
f i  !2 -t F est de classe Cr, la fonction f * tv se note D,f. On a donc 

(19) (Dtf )(4 = (Ex * t,f > 
et, avec des notations évidentes, 

La prop. 21 reste valable. Soit g E G. Le transformé de D, par g (c'est-à-dire par 
l'automorphisme x H xg de X )  est DEg- * , * Eg.  

6. Champs invariants de distributions ponctuelles sur un groupe de Lie 

DÉFINITION 4. -Soit G un groupe de Lie. U n  champ de distributions sur G est dit 
invariant à gauche (resp. à droite) s'il est invariant par les translations à gauche (resp. à 
droite) de G. 

Autrement dit, un champ de distributions g H A, sur G est invariant à gauche 
si 

ASS, = Y ( s ) * ~  pour g ,  g' dans G, 
ou encore si 

Agg, = E, * A,, pour g ,  p.' dans G. 

Il est invariant à droite si 

Agg, = 8 ( g r - l )  *A, pour g, g' dans G, 
ou encore si 

A,,  = A, * E,, pour g, g' dans G. 

DÉFINITION 5. - Soient G un groupe de Lie, et t E U(G). On note L, le champ de distribu- 
tions g H E, * t SUT Gy et R, le champ de distributions g tt t * E, sur G. 



Autrement dit, L, (resp. R,) est le champ de distributions défini par t et par G 
opérant à droite (resp. à gauche) dans G grâce à l'application (g, g') ~ g g ' .  
Soient Q une partie ouverte de G et Fun espace polynormé séparé; si f E VW(Q, F), 
on a Ltf = f*tV~%P(Q,F) et Rtf = t v * f ~ V W ( Q , F )  (no 5). Si G est de 
dimension finie, les opérateurs différentiels L, et R, sont de classe Cm (no 5). 

PROPOSITION 23. - (i) L'afplication t i-t L, (resp. t i-t R,) est un isomorphisme de 
l'espace vectoriel U(G) sur l'espace vectoriel des champs de distributions invariants à gauche 
(resp. à droite) sur G. 

(ii) Pour t, t' dans U(G), on a L,,,. = L, o L,,, Rtey = R,. O R,, L, o R,, = 

R, O L, (avec l'abus de notation du no 5). 
(iii) Si 8 est l'application g H g-1 de G sur G, on a 8(L,) = RtV. 
(iv) Si t E U(G) et g E G, on a (Li), = (REg*t*Eg- Jg. 

Dans G, toute translation à droite commute à toute translation à gauche. 
D'après la prop. 21 du no 5, L, est donc invariant à gauche. Comme (L,), = t, 
l'application t e -  L, est injective. Soit A un champ de distributions invariant à 
gauche sur G; soit t = A,; alors A et L, ont même valeur en e et sont invariants à 
gauche, donc A = L,. Ceci prouve (i) pour L, et on raisonne de même pour R,. 
Les formules L,,,. = L, O L,,, R,,,  = R,, 0 R, résultent de (21) et (18). Soient 
t E U,(G), t' E U,.(G), f E %?(Cl, F), où Q est ouvert dans G et où s + sr < r;  on a 

L,R,? f = Lt(ttV * f )  = (t" * f )  * tv 
= tfV * (f * tV) (prop. 20) 
= Rt.Lt f 

donc L, O R,, = Ry O L,. Comme 8 est un isomorphisme de G sur Gv, 8(L,) est 
un champ de distributions invariant à droite sur G; sa valeur en e est 8*(t) = tV; 
donc 8(Lt) = R,,. Enfin, on a 

= cg * t = (cg * t * E~ - 1) * cg = (REg*t*eg-J,. 

z Remarque 1. - C'est l'action de G sur lui-même par translations à droite qui définit 
les champs de distributions invariants à gauche. 

Remarque 2. - Supposons G de dimension finie. L'application 

(6 5) * (Rt), = t * cg 
de U,(G) x G dans T(,)(G) est un isomorphisme de fibrés vectoriels analytiques; 
en effet, cette application est bijective, linéaire sur chaque fibre, et analytique 
(no 5); d'autre part, soit cp: T(@(G) +- U,(G) x G la bijection réciproque; si 
t E TQ)(G), on a cp(t) = (t * cg- l, g), donc cp est analytique. L'isomorphisme cp 
s'appelle la trivialisation droite de T("(G). De même, considérons l'application 
(t, g) H (L,), = c, + t de U,(G) x G dans T(,)(G); l'isomorphisme réciproque 
s'appelle la trivialisation gauche de T(")(G). Par restriction, on retrouve les 
trivialisations droite et gauche de T(G) ($2, no 2). 
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7. Algèbre de Lie d'un groupe de Lie 

Soit G u n  groupe de Lie. Dans U ( G ) ,  comme dans toute algèbre associative, on  
pose [t, t ']  = t * t' - t' * t. Comme T,(G)  est l'ensemble des éléments primitifs 
de U ( G ) ,  o n  a [ T e ( G ) ,  T , (G)]  c T e ( G )  (chap. I I ,  3 1 ,  no 2, prop. 4). La restriction 
d u  crochet à T e ( G )  définit donc sur T, (G)  une structure d'algèbre de Lie. 

Lemme 1. - Soient X et X' des espaces normables complets, X, un voisinage ouvert de O 
dans X ,  f une application analytique de X ,  dans X' telle que f ( O )  = O. Soit 
f = f i  + fi + f 3  + . - . le développement en série entiére de f en O, oùf ,  est unpolynôme- 
continu homogène de degré i sur X à valeurs dans X'. Soit t un élément de TS2(X) ,  considéré 
comme distribution ponctuelle sur X de support contenu dans {O). Soit t ' = f' ( t )  E TS(X  ') . 
La composante homogène de degré 1 de t' est ( f 2 ,  t ) .  

Notons t; cette composante. On a, pour toute application linéaire continue u 
de X' dans u n  espace polynormé, 

u(t;) = ( t ' ,  u )  parce que u est linéaire continue 

= ( t ,  u 0 f )  (VAR, R, 13.2.3) 

= <t, u 0 f 2 )  parce que t E T S 2 ( X )  

= u ( ( t , f 2 ) )  (VAR,R,13.2.2) 

d'où le lemme. 

PROPOSITION 24. -Soient G un groupe de Lie, ( U ,  lg, E )  une carte de G telle que 
cp(e) = O. Soit V un voisinage ouvert de e tel que V 2  c U .  Soit m l'application analytique 

(a, 6) H (~ (qJ - l (a ) lg -~(b) )  d~ v(V) x y ( V )  dam E. Soit m = 2 mi, le développe- 
i , i > O  

ment en série entière de m en (O, O ) ,  où mij est un polynôme-continu bihomogène de bidegré 
(i, j )  sur E x E, à valeurs dans E. 

( i )  On a mi,, = mo,j = O quels que soient i # 1 e t j  # 1. 
(ii) ml,, (a, 6) = a et m,,, (a, 6)  = b quels que soient a E E, b E E. 
(iii) Soit + : Te (G) + E la dzj%entielle de lg en e. Quels que soient u, v dans T, (G) ,  on a 

+Nu, V I )  = m1,1(+(@, + ( V I )  - m1,1(+(v), + M ) -  
On a m(a, O )  = a, m(0,b) = b quels que soient a, 6 dans cp(V), ce qui prouve (i) 

et (ii). Soient u, v dans Te ( G )  . Identifions T ,  ( E )  à E, donc + à Te ( c p )  . Les images de 
u et v par Te(?) sont +(u) et  +(v). La distribution ponctuelle produit tensoriel de 
ces images est le produit symétrique de (+(u), O )  et de (O,  +(v))  dans TS(E x E )  = 

TS ( E )  @ TS ( E ) ,  c'est-à-dire 



Donc y,(u * v) est l'image de l'élément précédent par l'application m de 
rp(V) x q(V) dans E. Sa composante de degré 1 dans TS(E) est, d'après le lemme 

1, 
x = (m1.1, ( + ( 4  0) 63 (O> NU)) + (0, +(VI) 63 (+(a), 0)). 

Définissons une application bilinéaire n: (E x E)2 + E par 

.((a, b), (a', b')) = m1,1(a, b'). 

On a n((a, b), (a, 6)) = mll(a, b), donc 

De même, rp, (v * u) admet ml,, (+(v), +(u)) comme composante de degré 1 dans 
TS (E). Comme +([u, VI) est de degré 1, cela prouve (iii). 

COROLLAIRE. -L'espace normable Te(G), muni du crochet, est une algèbre de Lie 
normable. 

DÉFINITION 6. - L'espace nomable Te(G), muni du crochet, s'appelle l'algèbre de Lie 
normable de G, ou simplement l'algèbre de Lie de G, et se note L(G). 

PROPOSITION 25. - Soient G un groupe de Lie, E(G) l'algèbre enveloppante de L(G). 
L'injection canonique de L(G) dam U(G) d@nit un homomorphisme q de l'algèbre E(G) 
dans l'algèbre U(G). Si K est de caractéristique 0, q est un isomorphisme de bigèbres. 

En effet, la bigèbre U(G) est cocommutative (VAR, R, 13.5.1) et la filtration 
(U,(G)) est compatible avec la structure de bigèbre. L'ensemble des éléments 
primitifs de U(G) est L(G). Il suffit alors d'appliquer le chap. II, $ 1, no 6, th. 1. 

Lorsque K est de caractéristique 0, nous identifions désormais U(G) à 
l'algèbre enveloppante de L(G). D'après (2) et la prop. 7 (ii), l'application 
t ++ tv de U(G) dans U(G) s'identifie alors à l'antiautomorphisme principal de 
U(G) (chap. 1, 3 2, no 4). 

PROPOSITION 26. - Supposons K de caractéristique p > O. Pour tout a E L(G), on a 
ap E L (G) et ad (ap) = (ad a) (la puissance ap étant calculée dans U(G)). 

Si a E L(G), a est primitif dans U(G), donc ap est primitif dans U(G) (chap. 
II, $ 1, no 2, Remarque l), donc ap E L(G). Soit G, (resp. 7,) l'application linéaire 
x H a * x  (resp. x ~ x s a )  de U(G) dans U(G). Pour tout xsU(G),  on a 
(ad a) (x) = (5, - 7,) (x), donc (ad = (5, - 7,)". Mais a, et 7, commutent, 
et par suite (a, - 7,)p = (a,)P - (7,)P = G,P - T,P, d'où la seconde assertion. 

DÉFINITION 7. - Soient X une variété de classe Cr (r > 2)' une algèbre de Lie normable 
complète. On appelle loi d'opération infinitésimale à gauche (resp. à droite) de classe Cr-l 
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de g dans X une application a tt Da de g dans l'ensemble des champs de vecteurs sur X, 
possédant les propriétés suivantes : 

a) l'application (a, x) tt Da(x) est un morphisme de classe Cr-l du jibré vectoriel 
trivial g x X dans lejibré vectoriel T(X) ; 

b) on a [Da, D,] = -DL,,,, (resp. [Da, D,] = DL,,,,) quels que soient a, b dans 4. 

En particulier, chaque champ de vecteurs Da est de classe Cr-l. 

Remarque. - Soient X une variété de classe Cr, 9 une algèbre de Lie de dimension 
finie, a H Da une application linéaire de g dans l'espace vectoriel des champs de 
vecteurs de classe Cr-l sur X. Alors la condition a) de la déf. 7 est vérifiée. En 
effet, en considérant une base de et en appliquant VAR, R, 7.7.1, on se ramène 
au cas où dim g = 1, et notre assertion est alors évidente. 

PROPOSITION 27. - Soient G un groupe de Lie, X une variété de classe Cr. Supposons 
donnée une loi d'opération à gauche (resp. à droite) de classe Cr de G dans X. Pour tout 
a E L(G), soit Da le champ de distributions ponctuelles déJini par a sur X. 

(i) L'application (a, x) tt Da (x) est un morphisme de classe Cr- l du jibré vectoriel 
trivial L(G) x X dans lejibré vectoriel T(X). 

(ii) Soient 1 une partie ouverte de K contenant O, et y: 1 + G une aliplication de classe 
Cr telle que y (O) = e. Soit a = To(y) 1 E L(G). Si f est une fonction de classe Cr sur une 
partie ouverte de X, on a 

(Da f )  (x) = lim k - l (f (y (k)x) - f (x) ) si G opère à gauche, 
k s K * ,  k+O 

(Da f )  (x) = lim k-l( f (xy(k)) - f (x)) si G opère à droite. 
k s K * ,  k+O 

(iii) Si r > 2, l'application a tt Du est une loi d'opération injnitésimale à gauche 
(resp. à droite) de classe Cr- l de L(G) dans X. 

Supposons que G opère à gauche dans X. Soit cp : G x X -t X la loi d'opéra- 
tion. Alors T(cp) est un 9-morphisme de classe Cr-l du fibré vectoriel 
T(G) x T(X) dans le fibré vectoriel T(X) (VAR, R, 8.1.2). Le fibré vectoriel 
induit (T(G) x T(X)) 1 ({e) x X) s'identifie à E = L(G) x T(X). Donc T(9) IE 
est un morphisme de classe Cr-l de fibrés vectoriels. Pour (a, x) E L(G) x X, 
on a T(9) (a, x) = Da(x), d'où (i) . 

La formule donnant (Da f )  (x) résulte du $2, fin du no 2, et de VAR, R, 8.4.5. 
Supposons r > 2. Soient a, 6 dans L(G) et f une fonction de classe Cr sur 

une partie ouverte de X. On a 

Soit x E X. En prenant pour f une carte d'un voisinage ouvert de x, on en déduit 



que DI,,, ,(x) = [D,, Du] ( x ) ,  d'où (iii). On raisonne de mêmc si G opère à droite 
dans X. C.Q.F.D. 

Lorsque r 2, l'application a H D, s'appelle la loi d'opération infinitésimale 
associée à la loi d'opération donnée. 

8. Propriétés fonctorieiies de l'algèbre de Lie 

Soient G et H des groupes de Lie, cp un morphisme de G dans H. La restriction de 
U(cp) à L(G), qui n'est autre que T,(cp), est un morphisme continu de L(G) dans 
L(H), qu'on note L(y). Si 4 est un morphisme de H dans un groupe de Lie, on a 
U4J O 9) = US) O L(rp). 

Pour que rp soit une immersion, il faut et il suffit que L(rp) soit un isomorphisme 
de L(G) sur une sous-algèbre de L(H) admettant un süpplémentaire topologique. 
En particulier, si G est un sous-groupe de Lie de H, et si cp est l'injection canonique, 
on identifie L(G) à une sous-algèbre de Lie de L(H) grâce à L(cp). Plus particu- 
lièrement, si G est un sous-groupe ouvert de H, on a L(G) = L(H). 

Si G est un quasi-sous-groupe de Lie de H, L(G) s'identifie encore à une sous- 
algèbre de Lie fermée d e  L(H). 

Pour que rp soit une submersion, il faut et il suffit que L(cp) soit surjectif et 
que son noyau admette un supplémentaire topologique. Dans ce cas, le noyau N 
de rp est un sous-groupe de Lie de G et L(N) = Ker L(cp). En particulier, si H 
est le groupe de Lie quotient de G par un sous-groupe de Lie distingué P, L(P) 
est un idéal de L(G), et, si rp est la surjection canonique de G sur H, on identifie 
L(G/P) à L(G) /L(P) grâce au morphisme déduit de L(cp) par passage au quotient. 

Soient 1 un ensemble fini, (Gi)i,, une famille de groupes de Lie, G leur pro- 
duit, pi le morphisme canonique de G sur Gi. Alors (L(pi))i,, est un morphisme 

de l'algèbre de Lie L(G) dans l'algèbre de Lie II L(Gi), et est un isomorphisme 
ieI  

d'espaces normables. On identifie donc L(G) à n L(Gi) grâce à (L(pi))i .,. 
161 

PROPOSITION 28. - Soient G et H des groupes de Lie, rp un morphisme de G dans H. 
SuppOsons K de caractéristique O et H de dimensionjnie. 

(i) Le noyau N de cp est un sous-groupe de Lie de Gy et L(N) = Ker L(cp). 
(ii) Le morphisme + de GIN dans H déduit de cp par passage au quotient est une 

immersion. 
(iii) Si rp(G) est fermé dans H et si la topologie de G a une base dénombrable, rp(G) 

est un sous-groupe de Lie de H, + est un isomorphisme du groupe de Lie GIN sur le groupe 
de Lie cp(G), et L(rp(G)) = ImL(rp). 

Faisons opérer G à gauche dans H par l'application (g, h) F+ y(g)h. Il suffit 
d'appliquer à l'orbite de e la prop. 14 du § 1, no 7. 
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PROPOSITION 29. - Soient G et H des groupes de Lie, cp un morphisme de G dans H .  
Supposons K de caractéristique O et H de dimensionjnie. Si H' est un sous-groupe de Lie 
de H ,  alors G' = rp-l(H') est un sous-groupe de Lie de G ,  et L(G') = L(cp) - l ( L ( H 1 ) ) .  

Soit x l'application canonique de H dans l'espace homogène X = H/H1. 
Faisons opérer G à gauche dans X par l'application (g ,  x )  ++ rp(g)x. Le stabi- 
lisateur de  x(e)  est G', qui  est donc u n  sous-groupe de Lie de G ($ 1, no 7,  prop. 
14). L'application orbitale de x(e)  est x 0 cp. D'après la prop. 14 d u  $ 1, L (G1)  est 
le noyau de  L ( x  0 y )  = T,(x) 0 L(cp). Le  noyau de  T , ( x )  est L ( H 1 )  ( $ 1 ,  no 6, 
prop. 1 1 ( i)) ,  donc Ker L ( x  0 c p )  = L(cp) - l ( L ( H t )  ) . 
COROLLAIRE 1. - Soient G, H des groupes de Lie, cp,  et c p ,  des morphismes de G dans H. 
Supposons K de caractéristique O et H de dimensionjnie. L'ensemble des g E G tels que 
cp,(g) = <p2(g) est un sous-groupe de Lie G' de G, et L (G1)  est l'ensemble des x E L ( G )  
tels que L(<p,)x = L(rp2)x. 

Posons cp(g) = (cpl(g), cp2(g)) pour tout g E G, de sorte que cp est u n  morphisme 
de G dans H x H .  Soit A le sous-groupe diagonal de  H x H .  Alors G' = y - l ( A ) ,  
et L(rp)x = (L(cpl)x, L(cpz)x) pour tout x E L ( G ) .  Il suffit maintenant d'appliquer 
la prop. 29. 

COROLLAIRE 2. - Soient G un groupe de Lie de dimensionfinie, G, et G, deux sous- 
groupes de Lie de G. On suppose K de caractéristique 0. Alors G, n G, est un sous-groupe 
de Lie de G d'algèbre de Lie L(G,) n L(G2) .  

On applique la prop. 29 à l'injection canonique de  G, dans G et au sous- 
groupe G,. 

COROLLAIRE 3. - Soient G ,  G', H des groupes de Lie, cp : G --+ H et cp' : G' H des 
morphismes de groupes de Lie. Supposons K de caractéristique O et H de dimension finie. 
Soit F l'ensemble des ( g ,  gr)  E G x G' tels que rp(g) = cp(gf). Alors F est un sous-groupe 
de Lie de G x G', et L ( F )  est l'ensemble des (x ,  x') E L ( G )  x L (G1)  tels que 
L(rp)x = L(<p')xl. 

On applique le cor. 1 aux  morphismes (g ,  g') ++ cp(g) et (g ,  gr)  t-t cp1(g') 
d e  G x G' dans H .  

PROPOSITION 30. -Soient G un groupe de Lie de dimension finie à base dénombrable, 
H et H' des sous-groupes de Lie de G. On suppose K de caractéristique 0, et HH' localement 
fermé dans G. 

(i) HH' est une sous-variété de G, et T , ( H H f )  = L ( H )  + L ( H f ) .  
(ii) Supposons tout élément de H permutable à tout élément de H'. Alors HH' est un 

sous-groupe de Lie de G.  Soit cp l'application (h, h') t-t hh' de H x H' sur HH'. Le 
noyau de cp est l'ensemble des (m, m - l )  où m E H n H', et le morphisme de 
( H  x H ' ) /Ker  cp sur HH' déduit de cp par passage au quotient est un isomorphisme de 
groupes de Lie. 



Faisons opérer H x H' à gauche dans G par l'application ((h, h'), g) t+ hgh'-I. 
L'application orbitale p de e est (h, h') t+ hh'-l. D'après la prop. 14 (iii) du 5 1, 
no 7, HH' est une sous-variété de G, et Te(HHf) = Im Te(p). Or 

Te(p) ( L W  x (01) = L(H) et Te(p) ((01 x L(Hf)) = LW') 

donc Te(HH') = L(H) + L(H1). Supposons tout élément de H permutable à 
tout élément de H'. Alors HH' est un sous-groupe de G. D'après (i), c'est un 
sous-groupe de Lie de G. Le reste de l'énoncé résulte de la prop. 28. 

PROPOSITION 31. - Soient G un groupe de Lie de dimensionfiie à base dénombrable, H 
un sous-groupe de Lie distingué de G, A un sous-groupe de Lie de G. On suppose que K est 
de caractéristique O et que AH est fermé. Soit <p le morphisme canonique de G sur G/H. 
Alors les applicatwns canoniques 

sont des isomorphismes de grouses de Lie. 
D'après la prop. 30, AH est un sous-groupe de Lie de G. D'après le cor. 2 

de la prop. 29, H n A est un sous-groupe de Lie de G. On peut donc parler 
des groupes de Lie AH/H et A/(H n A). D'autre part, <p(A), qui est l'image 
canonique de AH dans G/H, est fermé, donc est un sous-groupe de Lie de 
G/H (prop. 28 (iii)). La prop. 28, appliquée aux morphismes composés 
A --+ G -+ G/H et AH -+ G -t G/H, prouve que les applications canoniques de 
la proposition sont des isomorphismes de groupes de Lie. 

PROPOSITION 32. -Soient G et H des groupes de Lie, k un sous-corps fermé non discret 
de K, et <p un morphisme de G dans H pour les structures de groupes de Lie sur k. Supposons 
K de caractéristique 0. Si L(9) est K-linéaire, cp est un morphisme pour les structures de 
groupes de Lie sur K. 

Pour tout g E G, on a 

Tg(<p) = Te(~(<p(g))) O L(<p) O Tg(~(g)-Il 

donc T,(cp) est K-linéaire. La proposition résulte alors de VAR, R, 5.14.6. 

9. Algèbre de Lie du groupe des éléments inversibles d'une algèbre 

Soit A une algèbre associative normable complète, ayant un élement unité e. 
Soit A* le groupe des éléments inversibles de A. On a vu (3 1, no 1) que A* est 
une sous-variété ouverte de A, et est un groupe de Lie. Soient G un groupe de Lie, 
fun morphisme du groupe de Lie G dans le groupe de Lie A*. On peut considérer 
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f comme une application analytique de G dans l'espace normable complet A. 
Donc, si t E F m ) ( G ) ,  on peut former (t, f ), qui est un élément de A. 

PROPOSITION 33. - L'application t i-t (t, f )  est un morphisme de l'algèbre F m ) ( G )  
dans l'algèbre A. 

Il suffit de vérifier que, si t et t' sont des distributions ponctuelles sur G, on a 

<t * t',f > = <t,f Nf,f >. Or 

Le morphisme de la prop. 33 est dit associé àf. 
Prenons pour G le groupe A* lui-même, et pour f l'application identique L 

de A*. Nous obtenons un morphisme, dit canonique, de l'algèbre Y(")(A*) dans 
l'algèbre A. L'espace tangent Te(M) s'identifie canoniquement à A; et, si 
t E Te(A*), la définition de cette identification est telle que (t, L> = t. Ceci posé, 
la prop. 33 entraîne le corollaire suivant: 

COROLLAIRE. -L'application canonique c de L(A*) dans A est un isomorphisme de 
l'algèbre de Lie L(A*) sur l'algèbre de Lie A. Autrement dit, on a 

e(Ca, bl) = C(a)C(b) - C(b)C(a) 

quels que soient a, b dans L(A*). Si K est de caractéristique p > O, on a c(ap) = c(a)p 
pour tout a E L (A*). 

On identifie désormais L(A*) et A grâce à l'isomorphisme 7,. 
Le morphisme canonique de F(")(A") dans A a été obtenu comme cas parti- 

culier du morphisme de la prop. 33. Mais on peut procéder en sens inverse: 

PROPOSITION 34. -Soient H un groupe de Lie, A une algèbre associative normable 
complète unifëre, cp: H 4 A* un morphisme de groupes de Lie. Le morphisme associé cp' 
de F m ) ( H )  dans A s'obtient en composant cp, et le morphisme canonique de Y(")(A*) 
dans A. En particulier, cp'(x) = L (cp) (x )  pour tout x E L (H). 

En effet, soit i l'application identique de A* dans A. On a, pour tout 
t E T ( w ) ( H ) ,  

cpl(t) = <t, cp> = <t, i O cp) 

= (cp* (t), i) (VAR, R, 13.2.3). 

10. Algèbres de Lie de certains groupes linéaires 

Soit E un espace normable complet. Alors 9 ( E )  est une algèbre normable com- 
plète unifère, et GE(E) est un groupe de Lie. D'après le cor. de la prop. 33, no 9, 



si on identifie canoniquement T,(GL(E)) à 9 ( E ) ,  la structure d'algèbre de Lie 
de L(GL(E)) est donnée par le crochet (x, y) H xy - yx de deux éléments de 
9 ( E ) .  En particulier, L(GL(n, K)) s'identifie canoniquement à sl(n, K) (chap. 1, 
3 1, no 2). 

PROPOSITION 35. -Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit rp le morphisme 
g E+ det g du groupe de Lie GL(E) dans le groupe de Lie K*. L'application L(rp) de 
9 ( E )  dans K est l'application x i-t Tr x. Le noyau SL(E) de rp est un sous-groupe de Lie de 
GL(E) d'algèbre de Lie sl(E). 

Choisissons une norme et une base dans E. Le développement du déterminant 
prouve que 

det(1 + u) E 1 + Tr u + o(llull) 

quand u tend vers O dans 6P(E). Donc, compte tenu de la prop. 34, no 9, on a, 
pour x E 9 ( E )  = L (GL (E) ) : 

L (y) (x) = (x, rp) = Tr x. 

Il en résulte que rp est une submersion. Par suite, Ker cp = SL(E) est un sous- 
groupe de Lie de GE(E) dont l'algèbre de Lie est Ker L(<p) = d(E). 

C.Q.F.D. 

Soient El,. . ., En des espaces normables complets, E leur somme directe. 
Tout x E 9 ( E )  se représente par une matrice si,isn, où xij E 9 ( E i ,  EJ. 

PROPOSITION 36. -Soient 1 une partie de {l, 2, . . ., n), G le sous-groupe de GL(E) 
formé des g = (gii)iGi,iGn E GL(E) tels que g,, = Opour i < j et g,, = 1 pour i E 1. 
Alors G est un sous-groupe de Lie de GL(E), et L(G) est l'ensemble des 
x = E 9 ( E )  tels que xi, = O pour i < j et xi, = O pour i E 1. 

Soit S l'ensemble des (xi,) E 2 ( E )  tels que xij = O pour i < j et xii = O pour 
i E 1. Alors G est l'intersection de GL(E) et du sous-espace affine 1 + S de 9 ( E ) .  
Donc G est une sous-variété de GL(E), et l'espace tangent à G en 1 s'identifie 
à S. C.Q.F.D 

En particulier, dans GL(n, K), le sous-groupe trigonal large inférieur et le 
sous-groupe trigonal strict inférieur, définis comme dans INT, VII, 3 3, no 3, sont 
des sous-groupes de Lie d'algèbres de Lie t(n, K) et n(n, K) (chap. 1, 3 1, no 2). 

PROPOSITION 37. - Soient A une algèbre associative unifëre normable complète, x H xL 
une application linéaire continue de A dans A telle que (x" = x, (xy)" yLx"uels que 
soient x, y dans A. Supposons K de caractéristique # 2. Soit G le sous-groupe de A* formé 
des x E A tels que xxL = xLx = 1. Alors G est un sous-groupe de Lie de A*, et L(G) est 
l'ensemble des y E A tels que yL = -y. 
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Soit S (resp. S')  l'ensemble des y E A tels que y = yL (resp. y = -y"). Alors 
S, S' sont des sous-espaces vectoriels fermés de A. La formule 

prouve que A est somme directe topologique de S et S'. Soit f l'application de A 
dans S définie par f ( x )  = xxL. Cette application est analytique. Pour tout y E A, 
on a f (1 + y) = 1 + y + y" yyL; choisissons une norme sur A compatible avec 
sa structure d'algèbre; alors 

f (1 + y)  E 1 + y + yL + O (  II y11 ) pour y tendant vers O. 

Ainsi, T, ( f )  ( y )  = y + y" de sorte que f est une submersion en 1. Par suite, il existe 
un voisinage ouvert U de 1 dans A tel que U n G soit une sous-variété de U. 
Donc ($ 1, no 3, prop. 6), G est un sous-groupe de Lie de A*. En outre, 
L ( G )  = T,(G) = Ker T , ( f ) .  

COROLLAIRE 1. - Supposons K de caractéristique # 2. Soient E un espace vectoriel de 
dimensionjnie sur K ,  et y une forme bilinéaire symétrique (resp. alternée) non dégénérée 
sur E. Pour tout u E 2 ( E ) ,  soit u* l'adjoint de u relativement à y. Soit G le groufe 
orthogonal (resp. symplectique) de y. Alors G est un sous-groupe de Lie de G L ( E ) ,  et 
L ( G )  est l'ensemble des x E 2 ( E )  tels que x* = - X.  

On applique la prop. 37 avec A = 2 ( E )  et xL = x*. 

Remarque. - Soient B une base de E, et J la matrice de cp par rapport à B. Alors 
L ( G )  est l'ensemble des éléments de 9 ( E )  dont la matrice X par rapport à B 
vérifie l'égalité 

= - J X J - l .  

Ceci résulte de A, IX, 8 1, formule (50). 

COROLLAIRE 2. - Soient E un espace hilbertien complexe (resp. réel), U le groupe 
unitaire de E. Alors U est un sous-groupe de Lie réel de G L ( E ) ,  et L ( U )  est l'ensemble des 
x E 2 ( E )  tels que x* = - x. 

On applique la prop. 37 avec A = 2 ( E )  considérée comme algèbre sur R, et 
xL = x*. 

COROLLAIRE 3. - Soient E un espace vectoriel complexe de dimensionfinie, cp une forme 
sesquilinéaire hermitienne non dégénérée sur E,  U le groupe unitaire de <p. Alors U est un 
sous-groupe de Lie réel de G L ( E ) ,  et L ( U )  est l'ensemble des x E 2 ( E )  tels que ix soit 
hrmitien. 

Lorsque E # { O } ,  U n'est pas un sous-groupe de Lie du groupe de Lie complexe 
GL(E), car L(U) n'est pas un sous-espace vectoriel complexe de 9 ( E ) .  



11. Représentations linéaires 

Soient G u n  groupe de  Lie, E u n  espace normable complet, x une  représentation 
linéaire analytique de  G dans E (5  1, no 2).  Le  morphisme associé t i-t ( t ,  x )  de  
F(")(G) dans 9 ( E )  est u n  morphisme d'algèbres (no 9, prop. 33),  et sa restriction 
à L ( G )  est L ( x ) .  Donc L ( x )  est une représentation de L ( G )  dans E (chap. 1, 5 3, 
déf. 1). 

PROPOSITION 38. - Considérons G comme opérant à gauche dans E par l'application 
(g ,  x )  H x(g)x .  Soient b E E et p(b) son a#dication orbitale. Ident$îons canoniquement 
T,(E) à E. Pour tout t E L ( G ) ,  on a 

En particulier, le champ de vecteurs d&ni par t sur E est le champ b t+ ( L ( x ) t )  (b). 
On a L ( x ) t  = ( t ,  x> (no 9, prop. 34). Comme l'application A i-t Ab de  9 ( E )  

dans E est linéaire continue, o n  e n  déduit que  

Enfin, ~ ( b ) , t  = t * E, (no 3, prop. 14 (ii)). 

PROPOSITION 39. - On suppose K de caractéristique 0. Soient G un groupe de Lie, E un 
espace uectoriel de dimension finie, x une représentation linéaire analytique de G dans E. 
Soient El ,  E, des sous-espaces vectoriels de E tels que E,  c El. L'ensemble G ,  des g E G 
tels que x ( g ) x  = x (mod. E,) pour tout x E El est un sous-groupe de Lie de G y  et L (Gl )  
est l'ensemble des a E L (G) tels que L (x)  a applique El dans E,. 

Cela résulte des prop. 29 (no 8 )  e t  36 (no 10). 

COROLLAIRE 1. - Les notations étant celles de la prop. 39, l'ensemble des g E G tels que 
x ( g )  ( E l )  c E,  est un sous-groufie de Lie de Gy et son algèbre de Lie est l'ensemble des 
a E L(G) tels que L ( x )  a applique El dans El. 

On applique la prop. 39 avec El = E,. 

COROLLAIRE 2. - Soient Gy E, n comme dans la prop. 39. Soit F une partie de E. 
L'ensemble des g E G tels que x ( g ) x  = x pour tout x E F est un sous-groupe de Lie de Gy 
et son algèbre de Lie est l'ensemble des a E L ( G )  tels que ( L ( x ) a )  ( x )  = O pour tout x E F. 

On applique la prop. 39 avec E, = (O), El étant le sous-espace vectoriel de 
E engendré par F. C.Q.F.D. 
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Soient x,, x,, . . ., xn des représentations linéaires analytiques de G. Il est 
clair que la somme directe TC des xi (A, VIII, 3 13, no 1) est une représentation 
linéaire analytique de G, et que L(x) est la somme directe de L(x,), 
L (TC,), . . . , L(nn) (chap. 1, 5 3, no 1). 

PROPOSITION 40. -Soient G un groupe de Lie, E un espace normable complet, x une 
représentation linéaire analytique de G dans E, F un sous-espace vectoriel fermé de E stable 
par x(G). On su$pose K de caractéristique 0, ou bien F facteur direct de E. 

(i) La sous-représentation x, et la représentation quotient x2 de x déJinies par F sont 
des représentations analytiques. 

(ii) F est stable par L(n) (L (G)). 
(iii) Soient pl et pz la sous-représentation et la représentation quotient de L(n) déJinies 

par F. Alors L(x,) = pl, L(x,) = pz. 
Soit A l'ensemble des u E 9 ( E )  tels que u(F) c F. Alors A est un sous-espace 

vectoriel fermé de 9 (E) ,  et x prend ses valeurs dans A. En vertu des hypothèses 
sur K et F, l'application x': G + A de même graphe que x est analytique (VAR, 
R, 5.8.5). Les applications canoniques €4 : A -t 9 ( F )  et O,: A 4 2(E/F)  sont 
linéaires continues, donc analytiques. Cela prouve (i). Les applications Te(x) et 
Te(xl) ont même graphe, donc L(x) (L(G)) c A, ce qui prouve (ii). On a 

PROPOSITION 41. - Soient G un groupe de Lie, x,, x,, . . . , nn, n des re@résentations 
linéaires analytiques de G dans des espaces normables complets El, E,, . . ., En, 
E. Soit (x,, x,, . . . , x,) ++ xlx2. . .xn une application multilinéaire continue de 
E, x E, x . - - x E, dans E. Supposons que 

quels que soient a E L(G), x, E El, . . . , xn E En. 
Faisons le calcul pour n = 2 par exemple. On a 

(L ( 4  a) (x1x2) = (a, g - x(g) (x1x2) > (P'QP- 38) 

= (a, (g " x,(g)x1) (g - x2(g)x2)) 

= (a, g - x1(g)xl) .x2 + XI. <a, g ++ x2(g)x2> (VAR, R, 5.5.6) 

= ((L(xl)a)xl). x2 + x1. ((L(x2)a)x2) (prop. 38). 



COROLLAIRE 1. - Soient G un groupe de Lie, E l ,  . . . , En +, des espaces normables 
complets, x,, . . . , x, +, des représentations linéaires analytiques de G dans El ,  . . . , En + ,. 
Soit E = 9 ( E l ,  . . . , En; En+,) l'espace normable complet des applications multilinéaires 
continues de El x . . - x En dans En+, (TG, X ,  3 3, no 2). Pour tout g G G, soit x ( g )  
l'automorphisme de E d&ni par 

Alors x est une représentation linéaire analytique de G dans E,  et 

quels que soient a E L ( G ) ,  u E E, x, E El ,  . . . , xn E En. 
Tout élément (A,, . . ., A,,,) de 2 ( E l )  x . . . x 9 ( E n + , )  définit un endo- 

morphisme continu 8(A1, . . . , A,,,) de E par la formule 

L'application 8 de 2 ( E , )  x . . . x 2 ( E n  + ,) dans 2 ( E )  est multilinéaire continue. 
On a, pour tout g E G, 

donc x est analytique. Appliquons la prop. 41 à l'application 

de El x . . . x En x E dans En+,. On a bien 

donc 

Lorsque les E, sont de dimension finie, la représentation L(n) de L(G) se déduit 
des représentations L(nl),. . . ,L(Z,+~) par le procédé du chap. 1, 5 3, prop. 3. 

COROLLAIRE 2. - Soient G un groupe de Lie, x une représentation linéaire analytique de 
G dans un espace normable complet E. Alors g H h ( g ) - l  est une représentation linéaire 
analytique p de G dans l'espace nomable complet 2 ( E ,  K),l et L( p)a = - t (L ( x )a )  pour 
tout a E L (G) . 
' Comme lorsque K = R ou C, le transposé %(g) envisagé ici est la restriction à 9 ( E ,  K) du trans- 
posé de x ( g )  au sens purement algébrique. 
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C'est un cas particulier du cor. 1. 

On dit que p est la représentation contragrédiente de x. 

Lorsque E est de dimension finie, L(p) est la représentation duale de L(n) au sens 
du chap. 1, 3 3, no 3. 

COROLLAIRE 3. - Soient G un groupe de Lie, x,, . . ., xn des représentations linéaires 
analytiques de G dans des espaces vectoriels de dimension $nie El, . . . , En. Alors la 
représentation x, @ . . @ n, de G (Appendice) est analytique, et L(n, @ - . @ nn) 
est le produit tensoriel de L(nl), . . . , L(xn). 

L'application (A,, . . ., A,) H A, @ . . . @ An de 2(El)  x . x 2(E,) 
dans 9 ( E 1  @ - . @ En) est multilinéaire, d'où le fait que n est analytique. 
Considérons l'application (x,, . . . , xn) H x, @ . . @ x, de El x . . x En dans 

El @ . @ En. D'après la prop. 41, on voit que 
n 

(L(+)(x, @ . - (23 xn) = i = 1  z XI (23. . (23 Mxi)a)xi (€3.. . @ xn 

quels que soient a E L(G), xi E Ei pour 1 < i < n. Donc L(x) est produit tensoriel 
des L(ni) . 
COROLLAIRE 4. - Soient G un groupe de Lie, x une représentation linéaire analytique de 
G dans un espace vectoriel de dimension jnie E. Alors les représentations Tn(n), Sn(n), 
A "(n) de G (Appendice) sont analytiques, et l'on a 

Cela résulte du cor. 3 et de la prop. 40. 

COROLLAIRE 5. - Soit A une algdbre de dimensionjnie. On suppose K de caractéristique 0. 
Le groufie Aut(A) des automorphismes de A est un sous-groupe de Lie de GL(A), et 
L (Aut (A)) est l'algèbre de Lie des dérivations de A. 

Cela résulte du cor. 1 (appliqué à E = 9(A,  A; A)), et du cor. 2 de la prop. 
39 (appliqué à la partie de E réduite à la seule multiplication de A). 

Remargue. - Appliquons le cor. 1 avec G = GL(F) (F, espace normable complet), 
n1 = n2 = IdG, n3 étant la représentation triviale de G dans K. On obtient une 
représentation analytique x de GL(F) dans 2 ( F ,  F; K). Supposons F de dimen- 
sion finie et K de caractéristique 0. Appliquant à x le cor. 2 de la prop. 39 on 
retrouve en partie le cor. 1 de la prop. 37. 

PROPOSITION 42. - Soient G un groupe de Lie, X une variété analytique, (g, x) H gx 
(resp. xg) une loi d'opération à gauche (resp. à droite) analytique de G dans X, xo un point 
de X invariantpar G. Pour tout g E G, soit z(g) l'automorphisme x F+ gx (resp. xg) de X, 
et soit n(g) l'automorphisme de T,,(X) tangent en xo à z(g). 

(i) x est une représentation linéaire analytique de G (resp. GY) dans T,,,(X). 
(ii) Pour tout a E L(G) et tout t0 E T,,(X), L(x)a. t0 peut se calculer ainsi: soient 



Da le champ de vecteurs d&ni par a sur X, et 5 un champ de vecteurs de classe C1 dans un 
voisinage ouvert de x,, tel que <(xo) = Eo; alors 

On a z(gg') = z(gb(g') (resp. r(g')z(g)), donc 4gg') = x(g)x(gt) (resp. 
x(gl)x(g)). D'autre part, puisque TX est un G-fibré vectoriel de classe Cm 
(5  1, no 8, prop. 16), n est analytique, d'où (i). 

Pour prouver (ii), supposons que G opère à gauche. Il existe un voisinage 
ouvert 1 de O dans K et une application analytique y de 1 dans G tels que y(0) = e, 
To(y)l = a. Alors Da est le champ de vecteurs sur X défini par l'application 
<p : (A, x) tt y (h)x de 1 x X dans X (3 2, no 2). Si l'on note <ph la bijection x ++ y(h)x 
de X dans X, on a 

Comme les applications A i-t y(A) -1 et A i-t y(- A) sont tangentes en O, cela est 
encore égal à 

12. Représentation adjointe 

Soit G un groupe de Lie. Considérons la loi d'opération à gauche analytique 

de G dans G. Cette loi d'opération définit, d'après le no 3, une application 
bilinéaire de F(")(G) x F m ) ( G )  dans Y(")(G), que nous noterons T dans ce no. 
D'après la prop. 13 du no 3, on a 

(22) (t * t ' ) ~  t" = t T ( ~ ' T  t") 

quels que soient t, t', t" dans Y(")(G). D'aprts la prop. 14 (i) du no 3, on a 

(23) E ~ T  t = (Int g),t 
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quels que soient g E G et t E F(m)(G).  En particulier, l'application t t-t E,T t de 
Fcw)(G) dans Y m ) ( G )  est un automorphisme de la bigèbre F(")(G). Ses restric- 
tions à U(G), U,(G), L (G) se notent Ad,(G)(g), Adus(G)(g), Ad,(,,(g). On écrit 
souvent Ad(g) au lieu de Ad,(,)(g) quand aucune confusion n'en résulte. D'après 
(23), Ad(g) est l'application tangente en e à Int(g). C'est un automorphisme de 
l'algèbre de Lie normable L(G). Pour K de caractéristique 0, AdUo)(g) est 
l'unique automorphisme de U(G) prolongeant Ad(g). 

Si <p est un morphisme du groupe de Lie G dans un groupe de Lie H, on a 

(24) rp*(t T t') = cp*(t) T <p*(tf) 

quels que soient t, t' dans Y(")(G) ; cela résulte de la prop. 15 du no 3. 

PROPOSITION 43. - Soient t, u dansSw)(G). Soit ti @ ti l'image de tpar le coproduit. 
i=1 

Alors 

Par définition, t T u est l'image de t @ u par l'application (g, p.') E- gg'g-1 
de G x G dans G. Or cette application s'obtient en composant les applications 
suivantes : 

a: (g, g') k+ (g, 2% g') d e G  x GdansG x G x G 

P: (g, g', g") e (g, g'-l, g") de G x G x G dans G x G x G 

Y : (g, g', g") H- ggl'g' de G x G x G dans G. 

D'autre part: 

COROLLAIRE 1. - Soient u E L(G), u' E F m ) ( G ) .  On a u T u' = u * u' - u' * u. 
En effet, l'image de u par le coproduit est u @ E, + E, @ u, d'où 

UTU' = U*U'*E, + E , * U ' * U ~  = U*U' - u ' B U .  

COROLLAIRE 2. -Soient t E y(m)(G)  et g E G. On a E,T t = E, * t * E,-1. Si 
t E L(G), on a E,T t = gtg-l (ce dernier produit étant calculé dans le groupe T(G)). 

En effet, l'image de E, par le coproduit est E, @ E,. 



COROLLAIRE 3. - Soit a E L(G). Le champ de vecteurs défini par a et par l'opération à 
gauche g K- Int g de G dans G est le champ Ra - La. 

En effet, la valeur de ce champ en g est 

a T E~ = a * E, - E, * a (cor. 1) 

= - (La), (déf. 5). 
C.Q.F.D. 

Pour tout g E G et tout t E L(G), on a 

Puisque Ad g = T,(Int g), la prop. 42 du no 11 prouve que Ad est une repré- 
sentation linéaire analytique de G dans l'espace normable L(G). 

DÉFINITION 7. -La  représentation Ad de G dans L(G) s'appelle la représentation 
adjointe de G. 

PROPOSITION 44. - Pour tout a E L(G), on a 

(L(Ad) ) ( 4  = ad,o,a. 

Soit b E L(G). D'après la prop. 42 (ii) du no 1 1 et le cor. 3 de la prop. 43, on a 

Or Ra O L, = L, O Ra (no 6, prop. 23 (ii)), d'où [Ra, L,] = O; compte tenu encore 
de la prop. 23 (ii), on a 

PROPOSITION 45. - Supposons G de dimencionfinie et K de caractéristique 0. Soit s un 
entier O. Alors l'application x : g w Adus,,,(g) est une représentation linéaire analytique 
de G dans Us (G) , et L (TC) a = adus(G,a pour tout a E L (G) . 

S 

La représentation linéaire n est un quotient de @ Tr(Ad), donc est analy- 
r=O 

tique. Pour a E L (G) et x,, x,, . . . , x, dans L (G), on a 

S 

(L(x) a) (x1x2. . . x,) = xl . . . (L(Ad)a . xi) . . . x, 
i=l (P'OP. 41) 
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PROPOSITION 46. - Soient h E Gy x E T h ( G )  et a E L ( G ) .  Soit cp l'application 
(g ,  g') tt gg'g-l de G x G dans G. L'image y de (a, x )  E Te(G) x Th(G) par 
TcePh,(cp) est y = x + h ( ( A d  h- l )a  - a). 

E n  ef fet ,  
Y = (Tkh,cp) (a  0 E h  + Ee 0 4 

= a T E h  + E , T X  

PROPOSITION 47. - Soient G un groupe de Lie, H et E des sous-groupes de Lie de G, et 
supposons que hEh-l = E pour tout h E H .  Alors F m ) ( H )  T Y c m ) ( E )  c F ( m ) ( E ) .  
En particulier, A d ( H )  ( L ( E )  ) c L ( E )  et [ L  ( H ) ,  L ( E ) ]  c L ( E )  . 

E n  e f fe t ,  si t E F m ) ( H )  e t  t' E F ( m ) ( E ) ,  o n  a t 0 t' E F C m ) ( H  x E ) ,  e t  l'image 
de  H x E par l'application (g ,  g') ++ gg'g-l est contenue dans E. 

PROPOSITION 48. -Soient G un groupe de Lie, H et E des sous-groupes de Lie de G. 
Supposons que G soit, en tant que groupe de Lie, produit semi-direct de H par E. Soit p 
la représentation linéaire g H ( A d  g )  1 L ( E )  du groupe de Lie G dans L ( E )  (cf .  prop. 47 ) ,  
et soit o la restriction de p à H. Alors: 

( i )  L(G) est somme directe topologique de L ( H )  et L ( E )  ; 
( i i )  L ( H )  est une sous-algèbre de L ( G ) ,  L ( E )  est un idéal de L ( G )  ; 
(iii) L ( o )  est une représentation linéaire de L ( H )  dans l'algèbre de Lie des dérivations 

de L ( E )  ; 
( i v )  L ( G )  est le produit semi-direct de L ( H )  par L ( E )  d&ni par L(o) (chap. 1, 

4 1, no 8).  
( i )  est évident, ( i i )  résulte de  la prop. 47. On a L ( o )  = L ( p )  l L ( H ) .  O r ,  

d'après les prop. 40  (no 1 1 )  e t  4 4  (no 12), L(p) ( t )  est, pour tout  t E L ( G ) ,  la  
restriction de  ad,(,+ à L ( E ) .  Cela prouve (iii). Compte  tenu d e  (i) et (ii), cela 
prouve aussi ( iv) .  

COROLLAIRE. -Soit G un groupe de Lie. Munissons Te(G) de son unique structure 
d'algèbre de Lie commutative. Soit z la représentation adjointe de L(G). Alors l'algèbre de 
Lie de T ( G )  est le produit semi-direct de L(G) par T,(G) d&nipar 7. En d'autres termes, 
pour x, x' dans L (G) et y, y' dans T,(G) , on a 

(le crochet de gauche étant calculé dans L(T(G)) et les crochets de droite dans L ( G ) ) .  
Cela résulte de  1z prop. 48, e t  de  la prop. 6 d u  4 2 ,  no 2. 

PROPOSITION 49. - Soit A une algèbre associative unifëre normable complète. Identijons 
A à L(A*) .  Alors, si g E A* et y E A, on a ( A d  g ) y  = gyg-l. 



Rappelons que Ad g = T,(Int g). Soit u, l'application x i-t gxg-l de A dans 
A. La carte identique de A* dans A transforme Int g en u,lA*. L'application 
tangente en chaque point de A* à cette application est égale à u,, d'où la propo- 
sition. 

COROLLAIRE. - Pour tout g E A*, soit i(g) I'automorfhisme y tt gyg-l de A, de sorte 
que i est une représentation linéaire analytique de A* dans A. Pour tout z G L(A*) = A, 
L(i) z est la dérivation intérieure y H zy - yz de A. 

Cela résulte des prop. 49 et 44. 

13. Tenseurs et formes invariantes 

Soit G un groupe de Lie. Considérons G comme opérant sur lui-même par trans- 
lations à gauche (resp. à droite). Soit A un foncteur vectoriel de classe Cm pour les 
isomorphismes. Alors A(TG) est un G-fibre vectoriel à gauche (resp. à droite) 
analytique ($ 1, no 8, cor. de la prop. 16). L'application (g, u)+-+gu (resp. ug) 
de G x A(L(G)) sur A(TG) est un isomorphisme <p (resp. +) de G-fibrés vectoriels 
($ 1, no 8, cor. 2 de la prop. 17). Toute section G-invariante de A(TG) est analy- 
tique, et déterminé par sa valeur en e (3 1, no 8, cor. 1 de la prop. 17). Une telle 
section est dite invariante à gauche (resp. à droite). Soit a une section invariant& 
gauche de A(TG) ; la transformée a' de a par une translation à droite S(g) est 
définie par 01(8(g)h) = ~(T,(S(g)))a(h) quel que soit h G G; elle est encore in- 
variante à gauche; elle se déduit aussi de a par y(g) 0 S(g) = Int(g), donc 

(26) ol(e) = A(Ad g) .a(e). 

De même, soit T une section invariante à droite de h(TG) ; la transformée T' de 
z par une translation à gauche y(g) est encore invariante à droite, et l'on a 

(27) z' (e) = h(Ad g) . ~ ( e )  . 
Considérons maintenant G x G comme opérant à gauche dans G par 

((g, g'), g") »gg1Y-l. Alors G est un espace homogène de Lie à gauche pour 
G x G ($ 1, no 6, Exemple). Donc A(TG) est un (G x G)-fibré vectoriel à gauche 
analytique. Une section de A(TG) est dite biinvariante si elle est invariante par 
l'action de G x G dans A(TG), autrement dit si elle est invariante par les trans- 
lations à gauche et à droite. Soit A(L(G)), l'ensemble des éléments de A(L(G)) 
invariants par A(Ad(G)). Pour tout u E A(L(G)),, soit a, l'application de G dans 
A(TG) définie par o,(g) = gu = ug. Alors, u i-t a, est une bijection de A(L(G)), 
sur l'ensemble des sections biinvariantes de A(TG) (3 1, no 8, cor. 1 de la prop. 17). 

PROPOSITION 50. -Soit G un groupe de Lie (supposé de dimensionjnie si K est de 
caractéristique > 0). Soit E l'espace vectoriel des formes multilinéaires alternées continues de 
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degré k sur Te(G). Pour tout u E E, soit wu la forme dz@rentielle de degré k sur G telle 
que (ou), soit la forme multilinéaire sur T,(G) déduite de u par la translation h H gh 
(resp. h H hg). Alors wu est analytique invariante à gauche (resp. à droite) sur G. L'appli- 
cation u H ou est un isomorphisme de E sur l'espace vectoriel des formes dzfférentielles de 
degré k inuariantes à gauche (resp. à droite) sur G. 

C'est un cas particulier de ce qu'on a dit plus haut. 

Soit F un espace normable complet. La prop. 50 reste valable si l'on remplace 
les formes différentielles sur G à valeurs dans K par les formes différentielles sur G 
à valeurs dans F. Pour toute application linéaire continue u de Te(G) dans F, il 
existe une forme différentielle wu de degré 1 sur G, à valeurs dans F, telle que 

= uo Tg(y(g) - l). En particulier, prenons F = Te(G) et u = IdTeOy On obtient 
alors la forme différentielle w sur G telle que w, = Tg(y(g-l)); cette forme 
différentielle est invariante à gauche et analytique; on l'appelle la forme dzfférentielle 
canonique gauche de G. On a w,(t) = g-lt pour tout t E Tg(G). 

Si F est de nouveau un espace normable complet quelconque, et si 
u G 9 ( T ,  (G), F), on a wu = u w. En particulier (prenant F = K), l'application 
u tt v O o est une bijection linéaire du dual de Te(G) sur l'espace vectoriel des 
formes différentielles de degré 1 à valeurs dans K invariantes à gauche sur G. 

De même, la forme différentielle w' sur G telle que w; = Tg(S(g)) 
s'appelle la forme dzfférentielle canonique droite de G. On a des propriétés analogues à 
celles de w, qu'on laisse au lecteur le soin d'énoncer. L'application g » g-l de G 
sur G transforme o en a'. 

14. Formules de Maurer-Cartan 

Soit X une variété de classe Cr, de dimension finie si K est de caractéristique > O et 
soit L une algèbre de Lie normable complète. Soit a une forme différentielle de 
degré 1 sur X à valeurs dans L, de classe Cr-l. Soit x E X. L'application 

( ~ 1 ,  ~ 2 )  i-t [a&,>, ax(u2)l 

de Tx(X) x T,(X) dans L est une forme bilinéaire alternée continue sur T,(X), 
à valeurs dans L. Nous la noterons [cr];, de sorte que [al2 est une forme différenti- 
elle de degré 2 sur X à valeurs dans L. Identifiant un voisinage ouvert de x dans 
X à une partie ouverte d'un espace de Banach, on voit aussitôt que [al2 est de 
classe Cr-l. Si X' est une variété de classe Cr et$ X' + X un morphisme, on a 

Soient a, S deux formes différentielles de degré 1 sur X à valeurs dans L, de 
classe Cr-l. Le produit extérieur a A P de a et P (VAR, R, 7.8.2) est une forme 
différentielle de degré 2 sur X, à valeurs dans L, de classe Cr-l; on a 



pour u,, u, dans T,(X). Il est immédiat  que 

(30) [a + P l 2  = [al2 + [Pl2 + a A (5' 

(31) a A a = 2[a12. 

PROPOSITION 5 1. -Soit G un groupe de Lie, de dimensionJinie si K est de caractéristique > 0 ,  
et soient a,, . . . , a, des éléments de L ( G ) ,  F un espace normable complet, a une forme 
dzférentielle de degrép - 1 sur G à valeurs dans F.  Si a est invariante à gauche, on a 

Si a est invariante à droite, on a 

(dde(a1, . - . , a,) = 

- 2 (- 1)"Ç([ai ,  a,], a19 .  . ., ai-l,  al t i , .  . ., aj-,, i,,, . . ., a,). 
i i i  

Supposons a invariante à gauche. D'après VAR, R, 8.5.7, o n  a 

(d4 (Ln1 ,  - . *, Lnp) = 7 ( -  1Y-1 Lnta(Lnl, - - - 3  - .  ., Lnp)  

2 ( - l ) i i i a ( [La j ,  Ln,], Lnl,. - - 3  L i - l ,  Ln,+l, - - ., La,+l , .  - - 7  Lnp)- 
+ i c i  

Mais les fonctions a(Lnl , .  . ., Ln,+1,. . ., LaD) sur G sont invariantes à 
gauche, donc constantes. Donc 

Par ailleurs, [La,, Ln,] = LIaj,n,l (prop. 23), d'où la première formule de  la 
prop. 51. L a  deuxième s'établit de manière analogue, e n  tenant compte cette 
fois d e  [Ra,, Ra,] = - R,ni,njl. 

COROLLAIRE 1. -Soient G un groupe de Lie, de dimensionJinie si K est de caractéristique 
> O, w et w' les formes dzférentielles canoniques gauche et droite de G. On a 

dw + [wI2 = O dw' - [w'I2 = O. 

D'après la prop. 51, o n  a 

COROLLAIRE 2. - Supposons G de dimensionfinie. Soient (el, . . . , en) une base de L ( G ) ,  
(e l ,  . . . , en) la base duale, (cijk) les constantes de structure de L ( G )  relativement à la base 



158 GROUPES DE LIE Ch. I I I ,  3 3 

(el, . . . , en), wi (resp. w;) la forme dzférentielle invariante à gauche (resp. à droite) sur Gy 
à valeurs dans K y  telle que (mi), = e: ( resp. (a;), = e:). Alors 

E n  e f fe t ,  si r < s, o n  a 

On raisonne de  m ê m e  pour les w;. 

15. Construction de formes différentielies invariantes 

Lemme 2. - Soient G un groupe de Lie, U un voisinage ouvert symétrique de e dans G, E 
un espace nomable complet, 9 :  U 2  -f E une application analytique. Pour tout g E U ,  soit 
w, la dzflentielle au point g de I'application h ~-t q(g- Ih) .  Alors w est la restriction à U 
de la forme di$érentielle invariante à gauche sur G dont la valeur en e est de<p. 

Il est clair que  w,  = dey. Pour tou t  g E U et  tou t  t E T,(G), o n  a 

donc  w, se déduit  d e  decp par T , ( y (g ) ) .  

PROPOSITION 52. - Soient n un entier >O, G un groupe de Lie de dimension n, U un 
voisinage ouvert symétrique de e dans Gy +: U 2  -+ K n  une carte de G telle que +(e) = 0. 
Si (x,, . . . , x,) sont les coordonnées dex E + ( U )  et (y,, . . . , y,) les coordonnées de y E + ( U ) ,  
notons 

~ ~ ( ~ ~ Y - . . , ~ ~ Y Y I Y . - - Y Y ~ ) Y - - - Y ~ ~ ( ~ I Y - . - , X ~ Y Y I Y + . - Y Y ~ )  

les coordonnées de + ( 4  - l ( x )  - l+ - l ( y ) ) .  Alors, si l'on pose, pour 1 < k < n, 

les formes dz$érentielles a, sur + ( U )  sont déduitespar 4 de formes dzférentielles invariantes 
à gauche sur Gy et telles que a,(0, . . . ,O) = dx,. 



Appliquons le lemme 2 avec E = K, en prenant pour cp(g) la coordonnée 
d'indice k de +(g). On obtient une forme différentielle w,; soit a, sa transformée 
par +. La valeur de a, en (x,, . . ., x,) est la différentielle en (x,, . . ., x,) de la 
fonction y t+ m,(x,, . . . , xn, y,, . . ., yn) ; cette valeur est donc fournie par la 
formule (32). Il suffit alors d'utiliser la conclusion du lemme 2. 

PROPOSITION 53. - Soient G un groupe de Lie, A une algèbre normable complète, cp un 
morphisme de groupes de Lie de G dam A*. Pour tout g E Gy soit w, = cp(g)-l .d,cp. 
Alors w est la forme dzfférentielle invariante à gauche sur G dont la valeur en e est deq. 

En effet, appliquons le lemme 2 avec E = A, U = G. La différentielle en g 
de l'application h t+ cp(g-lh) = cp(g) -l?(h) est cp(g) -l. dg?. 

16. Mesure de Haar sur un groupe de Lie 

Soit G un groupe de Lie de dimension finie n. Alors An(Te(G)) est de dimen- 
sion 1. Donc (no 13) l'espace vectoriel S des formes différentielles de degré n 
invariantes à gauche sur G est de dimension 1. Soit (w,, . . . , an)  une base de 
l'espace vectoriel des formes différentielles de degré 1 invariantes à gauche sur G; 
alors a, A w, A . . . A wn est une base de S. 

PROPOSITION 54. - Soient G un groupe de Lie de dimensionjnie n, w une forme dzyéren- 
tielle de degré n invariante à gauche sur G, et cp un endomorphisme de G. On a 

cp*(w) = (det L(cp))w. 

Posons L(?) = u, a, = f, cp*(w), = g. Quels que soient x,, . . .,x, dans L(G), 

g(xl, . . . , x,) = f (ux,, . . . , ux,) = (det u) f (x,, . . . , xn) 

donc cp*(o), = det L(9) . w,. D'autre part, si g E Gy on a cp O ~ ( g )  = ~(cp(g)) O cp, 
donc y (g) *cp* (w) = cp* (w). Ainsi, rq* (w) est invariante à gauche, d'où la propo- 
sition. 

COROLLAIRE. - Pour tout g E G, on a 

6(g)*w = (det A d g ) ~ .  

En effet, S(g)*w = S(g)*y(g)*w = (Int g)*w, et L(1nt g) = Ad g. 
C.Q.F.D. 

Soient G un groupe localement compact, cp un endomorphisme de G. Sup- 
posons qu'il existe des voisinages ouverts V, V' de e tels que y(V) = V' et que 
cplV soit un isomorphisme local de G à G. Soit p une mesure de Haar à gauche 
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de G. D'après INT, VII, 8 1, cor. de la prop. 9, il existe un nombre a > O unique 
tel que cp(plV) = ~ - ~ p l V ' .  Il est clair que a est indépendant des choix de V, 
V', p. On l'appelle le module de cp et on le note mod, cp ou simplement rnod y. 
Lorsque cp est un automorphisme de G, on retrouve la déf. 4 de INT, VII, $1. 

PROPOSITION 55. -Supposons K localement compact. Soit p une mesure de Haar sur 
le groupe additg de K. Soit G un groupe de Lie de dimensionjnie n. 

(i) Soit w une forme dz$érentielle de degré n sur G, invariante à gauche et non nulle. 
Alors la mesure rnod (w), (VAR, R, 10.1.6) est une mesure de Haar à gauche de G. Si 
K = R, et si G est muni de l'orientation définie par w, la mesure d@ie par o (VAR, R, 
10.4.3) est une mesure de Haar à gauche de G. 

(ii) Soit cp un endomor$hisme étale de G. On a rnod cp = rnod det L(cp). 
(i) est évident. Soient V, V' des voisinages ouverts de e tels que cp(V) = V' et 

que ylV soit un isomorphisme local de G à G. On a 

y - Ymod (a), 1 V') = mod (9" (w) 1, 1 V) par transport de structure 

= mod(det L(y)w 1 V), (P~OP. 54) 
= rnod det L(cp) (mod (w),) 1 V) 

d'où rnod cp = rnod det L(cp) par définition de rnod y. 

COROLLAIRE. - Pour tout g E G, on a A,(g) = (mod det Ad g) -l. En particulier, 
pour que G soit unimodulaire, il faut et il s u ~ t  rnod det Ad g = 1 pour tout g E G. 

En effet, 

A,(g) = (mod Int g) -l (INT, VII, 8 1, formule (33)) 

= (mod det E(1nt g)) -l (prop. 55) 
= (mod det Ad g) - l. 

Remarque. - Reprenons les hypothèses et les notations de la prop. 52, et supposons K 
localement compact. Soit p  la mesure 

mod det ( D n + ,  mk ( X I ,  . - -, Zn, xi ,  - . -, xn))~<i ,rc<n d x l .  . .dxn 
sur +(U). Alors + - l ( p )  est la restriction à U d'une mesure de Haar de G. 

PROPOSITION 56. - Soient G un groupe de Lie de dimensionJinie n, H un sous-groupe de 
Lie de dimension p, X l'espace homogdne de Lie G/H. On suppose que 

det AdLo, h = det AdL,,, h 

pour tout h E H. Alors: 

(i) Les formes dzfiérentielles de degré n - p sur X invariantespar G sont analytiques. 
(ii) L'espace vectoriel de ces formes est de dimension 1. 



(iii) Si o est une telle forme non nulle, et si K est localement compact, mod (a) est une 
mesure non nulle sur X invariante par G. 

D'après le 5 1, no 8, Exemples, Altn-P(TX, K) est un G-fibré vectoriel analy- 
tique. Soit xo l'image canonique de e dans X ;  son stabilisateur est H. La fibre de 
Altn-P(TX, K) en x, est An-p Txn(X)*, et Txn(X) s'identifie canoniquement à 
L(G)/L(H). Si h E H, l'automorphisme 7 ,  de X défini par h se déduit par passage 
au quotient de l'automorphisme g w hgh-l de G. Donc l'automorphisme TXo(7,) 
se déduit par passage au quotient de Ad,(,,(h). Comme 

det AdL(,) h = (det AdLcE) h) . (det TXo(7,)), 

l'hypothèse entraîne que det Txo(h) = 1. Ainsi, tout élément de An-"  TXn(X)* 
est invariant par H. Ceci posé, (i) et (ii) résultent du 5 1, no 8, cor. 1 de la prop. 17, 
et (iii) est évident. 

L'existence d'une mesure positive non nulle sur X invariante par G résulte 
d'ailleurs d'INT, VIT, 5 2, cor. 2 du th. 3, car l'hypothèsc de la prop. 56 implique 
A,lH = A, (cor. de la prop. 55). 

PROPOSITION 57. - Soit G un groupe de Lie de dimensionJinie n. Choisissons une base de 
A nT, (G) * ; grâce à la trivialisation droite (resp. gauche) de A "T(G) *, cela permet 
d'identiJier cejbré vectoriel aujbré vectoriel trivial G x K, de sorte que le transposé d'un 
opérateur dzfférentiel scalaire s'identge à un opérateur dgérentiel scalaire. 

Ceci posé, si u E U (G) , le transposé de Lu (resp. Ru) est Li  (resp. Ru). 
Nous raisonnerons dans le cas où on a trivialisé A nT(G)* à l'aide d'une forme 

w invariante à droite. 
Supposons la proposition prouvée pour des éléments u,, u, de U(G). Alors, 

donc la proposition est vraie pour u, + u,. Il  suffit par conséquent de prouver 
la proposition quand u E T,(G). Or, Lu est défini par G opérant à droite dans G 
(no 6 ) ,  donc OLIIw = O puisque o est invariante à droite (VAR, R, 8.4.5); par 
suite, si f est une fonction analytique dans un voisinage ouvert de e, à valeurs dans 
K, on a OLU( fa) = (O,, f )o  (VAR, R, 8.4.8). Compte tenu des identifications 
faites et de VAR, R, 14.4.1, le transposé de Lu est -Lu, c'est-à-dire L;. 

COROLLAIRE. - Soient G un groupe de Lie réel de dimensionjnie, p. (resp. v) une mesure 
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de Haar à gauche (resp. à droite) de Gy k un entier 2 0, u E U,(G), f et g des fonctions 
réelles de classe C k  sur G à support compact. Alors 

Cela résulte de la prop. 57, et de VAR, R, 14.3.8. 

17. Différentieile gauche 

DÉFINITION 8. - Soient G un groupe de Lie, M une variété de classe Cr, f une application 
de classe Cr  de M dans G .  On appelle dzflrentielle gauche (resp. droite) de f la forme 
dz@rentielle de degré 1 sur M à valeurs dans L(G) qui, à tout vecteur u E T,(M),  associe 
l'élément f (m) - l .  (Tm f )  (u) (resp. (Tm f )  (u) . f (m) - l ) .  

Dans ce chapitre, nous ne considérerons que la différentielle gauche, que nous 
noterons f - l .df ,  et laisserons au lecteur le soin de traduire les résultats pour la 
différentielle droite. 

Si f est l'application identique de G ,  f - l .  dfest la forme différentielle gauche 
canonique w de G. Revenant au cas général de la déf. 8, on a (f -l.df ) ,  = 

Wrcm) O Tm( f ) ,  donc f - l . d f  = f " ( w ) .  Cela entraîne que f - l . d f  est de classe 
Cr-l .  

Exemples. - 1 )  Si G est le groupe additif d'un espace normable complet, et si on 
identifie canoniquement T,(E) à E, f -l. dfest la différentielle $définie en VAR, 
R, 8.2.2. 

2) Supposons que G soit le groupe multiplicatif A* associé à une algèbre 
normable complète A. Alors f peut être considérée comme une application de M 
dans A, donc la différentielle dfau sens de VAR, R, 8.2.2 est définie, et le produit 
f -l dfau sens de VAR, R, 8.3.2 est défini. Il est clair que cette dernière forme est 
identique à la différentielle gauche d e 5  

PROPOSITION 58. -Soient G et H deux groupes de Lie, M une variété de classe Cr, f 
une application de classe Cr de M dans G, et h un morphisme de G dans H. On a 

(ho  f ) - ' . d ( h o  f )  = L(h)  0 ( f  -l.$) = (h-l.dh) oT(f). 

On a, en effet, quels que soient x E M et u E T,(M),  

(h  0 f ) - ' . d ( h  0 f)(u) = ( ( h  0 f ) ( x ) ) - ' . T ( h  0 f ) ( u ) .  



PROPOSITION 59. - Soient G un groupe de Lie, M une vuriété de classe Cr, f et g des 
applications de classe Cr  de M dans G ,  et p la surjection canonique de T M  sur M.  

( i )  On a 
( f g ) - ' . d ( f g )  = ( A d o g o p ) - l o  ( f - l . 4 )  + g-l.dg. 

(ii) Posons h(m) = f (m) -1 pour tout m E M. Alors 

h-l .dh = - ( A d 0  f o p )  0 ( f - l . . d f ) .  

L'assertion (i) résulte d u  3 2, no 2, prop. 7. L'assertion (ii) résulte de (i) e n  
faisant g = h. 

COROLLAIRE 1. - Soient s E G, et sg l'application x t+ sg(x) de M dans G .  On a 
(sg)-l.d(sg) = g-'-.dg. 

Cela résulte de la prop. 59 ( i )  e n  prenant pour f l'application constante 
X H S  de M dans G .  

COROLLAIRE 2. - Si les applications f et g de M dans G ont même dzjiérentielle gauche, 
l'application tangente à fg-  l est partout nulle. Si de plus K est de caractéristique O ,  alors 
fg - l est localement constante. 

O n  a en  effet ,  d'après la prop. 59 

Si f -'.& = g71.dg, o n  a donc ( f g - l )  - l .  d(  fg - l )  = 0,  c'est-à-dire T,( f g - l )  = O 
pour tout x E M. Ceci prouve la première assertion. La deuxième e n  résulte, 
d'après VAR, R, 5.5.3. 

PROPOSITION 60. - Soient G un groupe de Lie, de dimensionfinie si K est de caractéristique 
>O, M une variété de classe Cr, f une application de classe Cr de M dans G ,  et a la 
dz$érentielle gauche de$ On a doc i- [al2 = 0. 

E n  effet ,  soit w la forme différentielle gauche canonique de G .  Utilisant le cor. 
1 de la prop. 51, no 14, o n  a 

18. Algèbre de Lie d'un groupuscule de Lie 

Dans ce no, on  désigne par (Gy e, 8, m) u n  groupuscule de Lie. U n e  grande partie 
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des résultats du 5 sont encore valables, avec la mame démonstration. Nous allons 
passer en revue ceux qui nous seront utiles. 

18.1 Soit 0 l'ensemble de définition de m. Soient (g, g') E Q, t E T?'(G), 
t ' E TbY'(G). Comme au no 1, on appclle produit de convolution dc t et t', et on 
note t + t', l'image de t @ t' par m. On pose U(G) = TLm'(G), U,(G) = Tr'(G), 
U+(G) = T~""+(G), U:(G) = TF'*(G). Pourt, t'dans U(G),t*trestdéfini et 
appartient à U(G). Pour le produit de convolution, U(G) est une algèbre asso- 
ciative, avec l'élément unité E,, filtrée par les U,(G). L'isomorphisme canonique 
i,,, de gr U(G) sur TS(T,(G)) est un isomorphisme d'algèbres. 

18.2. Soient 6, H des groupuscules de Lie, y: G + H un morphisme. Si 
t E U (G), l'image U(y) (t) de t par cp, est un élément de U(H), et U(cp) est un 
morphisme de l'algèbre U(G) dans l'algèbre U (H). L'application O : x i-t x-l de 
G dans G définit une application t i-t tv de U (G) dans U (G) . Pour t, t ' dans U (G) , 
le produit t + t' calculé relativement à G" est égal au produit t' * t calculé rclative- 
ment à G, et (t e t')' = t" a tv. On a U(y) ( tv )  = (U(<p)t)'. Si G1, . . . , Gn sont 
des groupuscules de Lic, et G = G, x . . . x G,, l'isomorphisme canonique de 
U(G,) @. . . @ U(G,) sur U (G) est un isomorphisme d'algèbres; pour 
t,, . . . , tn dans U(G), on a (t, @. - . @ t,)' = ti 8. . . 8 ti. Soicnt L un sous- 
groupuscule de Lie de G, ct i: L -+ G l'injection canonique. Alors U(i)  est un 
homomorphisme injectif de l'algèbre U(H) dans l'algèbre U(G), et 
U(i) (tv) = (U(i) (t))' pour tout t E U(H). Munie du produit de convolution et 
du coproduit que définit la structure de variété de G, U(G) est une bigèbre, et 
U(y) est un morphisme de bigèbres. 

18.3. Soient G un groupuscule de Lie, X une variété de classe Cr, et + un mor- 
ceau de loi d'opération à gauche de classe C' de G dans X. Soit Cl l'ensemble de 
définition de S. Si t E TF)(G), u E T;')(X), si (g, x) E 0 et si s + s' < Y, on note 
t * u l'image de t @ u par +,. Soient t E T:'(G), t' E TF'(G), u E T$"'(X) ; si 
s + s' + s" < Y, et si gg', (ggf)x, g'x, g(gfx) sont définis, alors 

( te t ' )  * u  = t * ( t ' *u ) .  

Soient x, E X, et p(x,) l'application g » gx,, qui est définie dans un voisinage 
ouvert de e. Si t E U,(G), on a p(xo)*t = t + cXO. Ici et dans la suite de ce no, nous 
laisserons au lecteur le soin de faire les traductions pour les morceaux de lois 
d'opération à droitc. 

18.4. Conservons les notations de 18.3. Soit t E U,(G) avec s < Y. Soit f une 
fonction de classe Cr sur X à valeurs dans un espace polynormé séparé. On note 
t * f la fonction sur X dCfinic par 

( t * f ) ( ~ )  = ( t , g - f ( + ( w , ~ ) ) >  

= <t',fa p(x)> = <p(x)*(tV),f> = <tV * %f). 



Si teU,(G), t'€U,.(G) et si s + s' < Y, on a (t', t * f )  = (tv + t', f), et 
(t + t') + f = t * (t' * f ) .  Soient t E U,(G), f et f' des fonctions de classe Cr sur 
X à valeurs dans des espaces polynormés séparés F, F', et (u, u') H u.uf  une 
application bilinéaire continue de F x F' dans un espace polynormé séparé; soit 
n 

ti @ ti l'image de t par le coproduit; si s < Y, on a 
i = l  

18.5. Conservons les notations de 18.3. Soit t E U,(G), avec s < Y. L'appli- 
cation x H t + E, s'appelle le champ de distributions ponctuelles défini par t et 
par le morceau de loi d'opération, et se note parfois D$' ou D,. Si$ X - t F  est 
une fonction de classe Cr, la fonction tv * f sur X se note aussi D,f; elle cst de 
c l a ~ s e C ~ - ~ s i s  < GO. S i t~U,(G) , t 'dJ , , (G) ,e ts  + s' < r,onaDt,,$= D,,(D,f). 
Si G et X sont de dimension finie, D, est un opérateur différentiel sur X d'ordre 
<s, et de classe Cr-, (si s < GO). La fonction Dt f est alors la transformée de f par 
cet opérateur diflérentiel. 

18.6. Soient G un groupuscule de Lie, et t E U(G). On note L, le champ de 
distributions ponctuelles g H E, + t sur G, et R, le champ de distributions ponc- 
tuelles gt-t t + cg sur G. Si f E P ( G ,  F), on a Ltf E V ( G ,  F) et R,f E gW(G, F). 
Pour t, t' dans U(G), on a L,,,, = L, O L,,, R,,,, = Rv OR,, L, O Ry = R,. O L,, 
Q(L,) = RF. 

18.7. Comme Te(G) est l'ensemble des éléments primitifs de U(G), on a 
[Te(G), Te(G)] c Te(G). L'espace normable T,(G), muni du crochet, est une 
algèbre de Lie normable, appelée algèbre de Lie normable de G (ou algèbre de 
Lie de G), et notée L(G). Soit E(G) l'algèbre enveloppante de L(G). L'injection 
canonique de L(G) dans U(G) définit un homomorphisme r]  de l'algèbre E(G) 
dans l'algèbre U(G); si K est de caractéristique 0, r]  est un isomorphisme de 
bigèbres, grâce auquel on identifie U(G) à E(G). Reprenons les notations de 
18.3. Pour tout a E L(G), soit Da le champ de distributions ponctuelles défini par a 
sur X. L'application (a, x) H Da(x) est un morphisme de classe Cr-l du fibré 
vectoriel trivial L(G) x X dans le fibré vectoriel T(X). Soient 1 une partie 
ouverte de K contenant O, et y: 1 -+ G une application de classe Cr telle que 
-r(O) = e. Soit a = To(y) 1 E L(G). Si f: X -+ F est une fonction de classe Cr, 
on a 

(Daf)(~)  = limicc~*,k+o k-l(f (y(k)x) -f (XI). 

Si r 2 2, l'application a i-t Da est une loi d'opération infinitésimale à gauche de 
classe Cr-1 de L(G) dans X. 
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18.8. Soient G et H des groupuscules de Lie, (g un morphisme de G dans H. 
La restriction de U(rp) à L(G), qui n'est autre que T,(rp), est un morphisme con- 
tinu de L(G) dans L(H), qu'on note L((g). Si + est un morphisme de H dans un 
groupuscule de Lie, on a L(+ 0 (g) = L(+) 0 L((g). Pour que cp soit une immersion, 
il faut et il suffit que L(rp) soit un isomorphisme de L(G) sur une sous-algèbre de 
Lie de L(H) admettant un supplémentaire topologique. En particulier, si G est 
un sous-groupuscule de Lie de H et si rp est l'injection canonique, on identifie 
L(G) à une sous-algèbre de Lie de L(H) grâce à L(cp). Si (Gi),., est une famille 
finie de groupuscules de Lie et G leur produit, L(G) s'identifie canoniquement à 

L (Gi) . 
i €1 

18.9. Soit G un groupuscule de Lie, de dimension finie si K est de caractéris- 
tique >O. Soit F un espace normable complet. Soit a une forme différentielle 
de degré k sur G à valeurs dans F. On dit que a est invariante à gauche 
sur G si a, se déduit de a, par l'application h H gh d'un voisinage de e sur 
voisinage de g. Si a est invariante à gauche, a est analytique. L'application 
a r t  a, est une bijection de l'ensemble des formes différentielles de degré k 
sur G à valeurs dans F et invariantes à gauche sur l'ensemble des applications 
k-linéaires alternées continues de T,(G) dans F. Si a,  = IdTG,, a s'appelle la 
forme dz$érentielle canonique gauche de G. On définit de manière analogue les 
formes différentielles invariantes à droite et la forme différentielle canonique 
droite de G. Si w est la forme différentielle canonique gauche de G, on a 
do + [al2 = O. Soient M une variété de classe Cr, f une application de classe 
Cr de M dans G. On appelle différentielle gauche def, et on note f -l .df, la 
forme différentielle de degré 1 sur M à valeurs dans L(G) qui, à tout vecteur 
u E T,(M), associe l'élément f ( m ) - l .  (Tm f )  (u) .  On a f - l . d f  = f *(a), 
da + [al2 = O. Si deux applications f et g de M dans G ont même différentielle 
gauche, et si K est de caractéristique 0, alors fg-l est localement constante. 

5 4. Passage des algèbres de Lie aux groupes de Lie 

Rappelons que, jusqu'à la fin du chapitre, K est supposé de caractéristique 0. 

1. Passage des morphismes d'algèbres de Lie aux morphismes de groupes de 
Lie 

Lemme 1.  - Soient G un groupuscule de Lie, f) une sous-algèbre de Lie de L(G) admettant 
un supplémentaire topologique. La réunion des gf) (resp. t)p.) pour g E G est un sous-jibré 
vectoriel intégrable de T(G) . 



En considérant la trivialisation gauche de T(G) ( 5  2, no 3), on voit aussitôt que 
les gb, pour g E Gy sont les fibres d'un sous-fibré vectoriel E de T(G). Soit g E G. 
L'ensemble des (La),, où a E b, est égal à gl,~ Or, si a et b appartiennent à b, on a 
[La, Lb] = et [a, b] ~ b .  Donc E est intégrable (VAR, R, 9.3.3 (iv)). 
On raisonne de même pour les bg. 

Le feuilletage intégral (VAR, R, 9.3.2) de la réunion des gb (resp. bg) s'appelle 
le feuilletage gauche (resp. droit) de G associé à 4. 

THÉORÈME 1. - Soient G et H des groupuscules de Lie, f un morphisme continu de L(G) 
dans L (H) . 

(i) Il existe un sous-groupuscule de Lie ouvert G' de G et un morphisme cp de G' dans 
H tels que f = L(cp). 

(ii) Soient G,, G2 des sous-groupuscules de Lie ouverts de G, et 9, un morphisme de Gi 
dans H tel que f = L(cp,) pour i = 1, 2. Alors y, et rp, coïncident dans un voisinage de e. 

Soient pl: G x H -+ G, p2: G x H -+ H les projections canoniques. Pour 
tout (g, h) E G x H, soit f,,, l'application g a ~  hf (a) de T,(G) = gL(G) 
dans T,(H) = hL(H). En considérant les trivialisations gauches de T(G) et 
T(H), on voit aussitôt que les f,,, définissent un morphisme de pTT(G) dans 
p;T(H). Soit a le graphe def; c'est une sous-algèbre de Lie fermée de L(G) x L(H) 
qui admet {O) x L(H) comme supplémentaire topologique. Pour tout 
(g, h) E G x H, le graphe de f,,, est (g, h) .a. La réunion de ces graphes est un 
sous-fibré vectoriel intégrable de T(G x H) (lemme 1). Il existe alors (VAR, R, 
9.3.7) un voisinage ouvert U de e, dans G et une application analytique cp de U 
dans H telle que cp(e,) = e, et T,(rq) = f,,,(,, pour tout g E U. En particulier, 
TeJcp) = f. 

Soit V unvoisinage ouvert de e, dans G tel que, pour (s, t) E V x V, les produits 
st et y(s)cp(t) soient définis, et st E U. Considérons les applications a,, a, de 
V x V dans H définies par 

On a a,(t, e) = rp(t) = a,(t, e). D'autre part, fixons t dans V, et soit pi l'applica- 
tion s tt ai(sJ t) de V dans H. On a, pour tout s E V et tout a E L(G), 

Donc (VAR, R, 9.3.7) a, et a, coïncident dans un voisinage de (e,, e,). La res- 
triction de cp à un voisinage ouvert symétrique assez petit de e, est donc un 
morphisme de groupuscules de Lie, d'où (i). 
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Soient G,, G,, < p l ,  <p2 comme dans (ii), et prouvons que cp,, cp2 coïncident dans 
un voisinage de e,. 11 existe un voisinage ouvert W de e, tel que <pl (ts) = cp,  ( t  ) <pl ( s ) ,  
cpz(ts) = cp2(t) cpz(s) quels que soient s, t dans W. Alors, si s E W et a E L ( G ) ,  on a 

T s ( d  (sa) = <pi(s)Te(~i)  (a) = ~ i ( s ) f  (a)  = .L,pi<s>(sa) 

pour i = 1, 2. Comme cp,(e,) = e, = cp2(e,), on conclut de VAR, R, 9.3.7, que 
c p ,  et cp2 coïncident dans un voisinage de e,. 

COROLLAIRE 1. -Soient G et H deux groupuscules de Lie. Si L ( G )  et L ( H )  sont iso- 
morphes, G et H sont localement isomorphes. 

Cela résulte du th. 1, et du $ 1, no 10, prop. 21. 

COROLLAIRE 2. - Soit G un groupuscule de Lie. Si L ( G )  est commutative, G est locale- 
ment isomorphe au groupe de Lie additg L ( G )  . 

En effet, l'algèbre de Lie du groupe additif L ( G )  est isomorphe à L(G) .  Il 
suffit donc d'appliquer le cor. 1. 

COROLLAIRE 3. - Soit G un groupe de Lie. Si L ( G )  est commutative, G contient un sous- 
groupe ouvert commutat2f. 

Il existe un sous-groupuscule de Lie ouvert U de G qui est commutatif 
(cor. 2). Soit V un voisinage de e tel que V 2  c U. On a xy = yx quels que soient 
x, y dans V.  Donc le sous-groupe de G engendré par V est commutatif; il est évi- 
demment ouvert. 

2. Passage des algèbres de Lie aux groupes de Lie 

Nous noterons H ( X ,  Y) la série de Hausdorff (chap. I I ,  3 6, no 4, déf. 1). 

Lemme 2. - Soit L une algèbre de Lie normée complète sur R ou C. Soit G l'ensemble des 
x E L tels que llxll < + log 2. Soit 8 L'application x e- - x  de G dans G. Soit H la 
restriction à G x G de la fonction de Hausdorfde L (chap. I I ,  $ 7,  no 2).  

(i) (G ,  0 ,  8, H )  est un groupuscule de Lie. 
(ii) Soit cp L'application identique de G dans L .  La dzfférentielle de cp en O est un iso- 

morphisme de L'algèbre de Lie normable L ( G )  sur L. 
(i) résulte du chap. I I ,  5 7, no 2. 
Comme cp est une carte de G ,  la différentielle $ de cp en O est un isomorphisme 

d'espaces normables. D'autre part, le développement en série entière H = 2 Hii 
i , j  à O 

de l'application H est tel que Hl1(x,  y) = +[x, y]. D'après le 5 3, prop. 24, on a, 
quels que soient a, b dans L(G), 

ce qui prouve (ii). 



On dit que G est le groupuscule de Lie déjini par L. 

Supposons K ultramétrique. Soit p la caractéristique du corps résiduel de K. 
S ip  # O ,  posons h = sip = O ,  posons A = 1. 
Lemme 3. - Soit L une algèbre de Lie normée complète sur K. Soit G l'ensemble des x E L 
tels que llxll < h. Soit H :  G x G + G la fonction de Hausdorf de L (chap. I I ,  5 8, 
no 3). 

(i) Muni de la loi de composition H ,  G est un groupe de Lie dans lequel O est élément 
neutre, et - x inverse de x pour tout x E G. 

(ii) Soit cp l'application identique de G dans L. La dz$érentielle de cp en O est un iso- 
morphisme de l'algèbre de Lie normable L(G) sur L. 

(iii) Pour tout p E RT ,soit G, l'ensemble des x E L tels que llxll < p. Alors les G,, 
pour p < h, forment un système fondamental de voisinages ouverts et fermés de O ,  et sont des 
sous-groupes de G. 

Les assertions (i) et (iii) résultent du chap. II, $8, no 3, prop. 3, et (ii) se 
démontre comme dans le lemme 2. 

On dit que G est le groupe de Lie de@ par L. 

THÉORÈME: 2. - Soit L une algèbre de Lie normable m p l è k  Il xxiste un groqbuscuie de 
Lie G tel que L(G) soit isomorphe à L. Deux tels groupuscules de Lie sont localement 
isomoqhes. 

La première assertion résulte des lemmes 2 et 3. La deuxième assertion résulte 
du cor. 1 du th. 1, no 1. 

COROLLAIRE 1. - Soit G un groupe de Lie. Il  existe un voisinage de e qui ne contient aucun 
sous-groupejni distinct de {el. Si  K = R ou C, il existe un voisinage de e qui ne contient 
aucun sous-groupe distinct de {el. 

Posons L(G) = L. Choisissons une norme sur L définissant la topologie de L 
et telle que I l  [x, y] [ l  ,< llxll llyl[ quels que soient x, y dans L. 

Supposons K = R ou C .  Soit G' le groupuscule de Lie défini par L. Il  existe 
une boule ouverte Ut de centre O dans G', et un isomorphisme cp du groupuscule 
de Lie U' sur un voisinage ouvert U de e dans G. Soient V' = +Ut, V = cp(V'), 
H un sous-groupe de G contenu dans V ,  et h E H .  Posons x = cp-l(h) E V'. Si 
x # O ,  il existe un entier n > O tel que x, 2x, . . . , nx sont dans V', ( n  + l ) x  EU', 
( n  + 1 )x  eV'. Alors h, h2,. . ., hn sont dans V ,  hn+l EU, hn+l $V,  ce qui est 
absurde. Donc H = {el. 

Supposons K ultramétrique. Il suffit de prouver le corollaire quand G est le 
groupe de Lie associé à L. Si g E G, les puissances de g calculées dans G sont les 
éléments de Z g  calculés dans L. Ceux-ci sont deux à deux distincts si g # e. Donc 
G ne contient aucun sous-groupe fini distinct de {el. 
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COROLLAIRE 2. - Soient k un sous-corps fermé non discret de K, G un groupe de Lie sur 
k, et L = L(G). Supposons donnée sur L une structure L' de K-algèbre de Lie normable, 
compatible avec la structure de k-algèbre de Lie normable, et invariante par la représentation 
adjointe de G. Il existe alors sur G une structure de K-groupe de Lie et une seule compatible 
avec la structure de k-groupe de Lie et pour laquelle l'algdbre de Lie est L'. 

Il existe un groupuscule de Lie G, sur K tel que L(G,) = L' (th. 2). D'après le 
cor. 1 du th. 1, no 1, G et G,, considérés comme k-groupuscules de Lie, sont locale- 
ment isomorphes. Donc il existe un voisinage ouvert G' de e dans G et une struc- 
ture de K-groupuscule de Lie sur G', d'algèbre de Lie L, compatible avec la 
structure de groupuscule de Lie sur k. Soit V un voisinage ouvert symétrique de e 
dans G tel que V2 c G'. Soit g E G. Alors cp = Int g est un k-isomorphisme d'un 
sous-groupuscule de Lie ouvert assez petit de G' sur un sous-groupscule de Lie 
ouvert de G'; et T,(cp) est K-linéaire, donc T,(cp) est K-linéaire pour x assez voisin 
de e; par suite la restriction de Int g à un voisinage ouvert assez petit de e dans V est 
K-analytique (VAR, R, 5.14.6). D'après le $ 1, no 9, prop. 18, il existe sur G une 
structure de K-variété analytique pour laquelle G est un K-groupe de Lie et V 
une sous-K-variété ouverte de G. Par translation, on voit que la structure de k- 
variété sous-jacente de G est la structure donnée. L'algèbre de Lie du K-groupe de 
Lie G est la même que celle du K-sous-groupuscule de Lie ouvert V, donc est L'. 
Enfin, l'unicité annoncée dans le corollaire résulte du $3, no 8, prop. 32. 

THÉORÈME 3. -Soient G un groupuscule de Lie, 4 une sous-algèbre de Lie de L(G) 
admettant un supplémentaire topologique. Il existe un sous-groupmcule de Lie H de G tel que 
L(H) = P. Si H, et H2 sont des sous-groupuscules de Lie de G tels que 

alors Hl n H2 est ouvert dans Hl et H,. 
Il existe un groupuscule de Lie H' d'algèbre de Lie isomorphe à I) (th. 2). 

Diminuant au besoin H', on peut supposer qu'il existe un morphisme cp de H' 
dans G tel que L(cp) soit un isomorphisme de L(H') sur (no 1, th. 1). Comme I) 
admet un supplémentaire topologique, cp est une immersion en e. Donc, en dimi- 
nuant encore H', on peut supposer que cp est un isomorphisme de la variété H' 
sur une sous-variété de G. Ceci prouve l'existence de H. La deuxième assertion 
résulte de la proposition suivante: 

PROPOS~~ION 1. - Soient G un groupuscule de Lie, H et H' deux sous-groupuscules de 
Lie. Pour que L(H) 3 L(H1), il faut et il su$t que H n H' soit ouvert dans H'. 

Si H n H' est ouvert dans H', on a L(Hf) = L(H n H') c L(H). Supposons 
L(H) 2 L(H'). Soient i, i' les injections canoniques de H, H' dans G. En 
diminuant au besoin H', on peut supposer qu'il existe un morphisme + de H' 
dans H tel que L(+) soit l'injection canonique de L(H') dans L(H) (no 1, th. 1). 



Alors L(i O +) = L(il), donc il existe un voisinage V de e,, dans H' tel que 
i O + et i f  coïncident dans V (th. 1). Par suite, V c H, donc V c H n H', et 
H n H' est ouvert dans Hf ($ 1, no 10). 

PROPOSITION 2. - Soient G un groupe de Lie sur K, k un sous-coqs fermé non discret de 
K, H un sous-groupe de Lie du k-groupe de Lie G. On suppose que L(H) est un sous-K- 
espace vectoriel de L(G) admettant un supplémentaire topologique. Alors H est un sous- 
groupe de Lie du K-groupe de Lie G. 

Il existe un sous-groupuscule de Lie H' du K-groupe de Lie G tel que 
L(H1) = L(H) (th. 3). Considérons G, H, H' comme des k-groupuscules de Lie; 
le th. 3 prouve alors que H n H' est ouvert dans H et H'. Donc il existe un 
voisinage ouvert U de e dans G tel que U n H soit une sous-variété de G sur K. 
Par suite, H est un sous-groupe de Lie du K-groupe de Lie G ($ 1, no 3, prop. 6). 

3. Applications exponentieiles 

THÉORÈME 4. - Soient G un groupuscule de Lie, L son algèbre de Lie, V un voisinage 
ouvert de O dans L, cp une application analytique de V dans G telle que rg(0) = O et 
T,(cp) = IdL. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) Quel que soit b E L, on a cp((A + hf)b) = cp(hb)cp(hlb) pour 1 A ]  et 1 h'l assez 
petits. 

(ii) Quel que soit b E L et l'entier n > 0, rg,(bn) est homogène de degré n dans U(G) 
(on identiJe T ~ ' ( L )  à TS(L), et bn est calculé dans TS(L)). 

(iii) L'application cp, de TS(L) dans U(G) est compatible avec les graduations de 
TS (L) et U (G) . 

(iv) L'application cp, de TS(L) dans U(G) est l'application canonique de TS(L) dans 
l'algèbre enveloppante de L. 

(Y) Il existe une norme sur L d$nissant la topologie de L et telle que 

quels que soient x, y dans L, et un sous-groufiuscule ouvert W c V du groupuscule de Lie 
déJm2ipar L (no 2), tels que cp 1 W soit un isomorphisme de W sur un sous-groupuscule de Lie 
ouvert de G. 

(v) => (i) : évident, car on a (Ab). (h'b) = (A + h')b dans W pour lhl et 1 h'l 
assez petits. 

(i) => (ii) : supposons vérifiée la condition (i). Soit b E L. Soit (Ii la restriction 
de cp à V n Kb. Par hypothèse, il existe un voisinage symétrique T de O dans le 
groupe de Lie additif Kb tel que +IT soit un morphisme du groupuscule de Lie 
T dans G. Donc cp,(bn) = (+IT),(bn) = ((+IT),(b))n = ( ~ ~ ( b ) ) ~ ,  de sorte 
que cp,(bn) cst homogène de degré n dans U(G). 
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(ii) (iii) : cela résulte du fait que TSn(L) est le sous-espace vectoriel de 
TS(L) engendré par les puissances n-èmes des éléments de L (A, IV, 5 5, prop. 5, 
nelle édition). 

(iii) 3 (iv) : l'application canonique de TS(L) dans l'algèbre enveloppante de 
L est l'unique morphisme de cogèbres graduées transformant 1 en 1 et prolon- 
geant Id, (chap. II, $ 1, no 5, Remarque 3). Or y, est un morphisme de cogèbres, et 
cp, IL = Id, par hypothèse. Si la condition (iii) est vérifiée, on voit que la con- 
dition (iv) l'est aussi. 

(iv) a (v) : supposons vérifiée la condition (iv). Choisissons une norme sur L 
définissant la topologie de L et telle que 11 [x, y] 11 < llxll llyll quels que soient x, 
y dans L. Soit H le groupuscule de Lie défini par l'algèbre de Lie normée L. 
D'après le th. 1, il existe un sous-groupuscule ouvert S c V de H et un iso- 
morphisme cp' de S sur un sous-groupuscule ouvert de G. Comme on sait déjà 
que (v) a (iv), l'application y; de TS(1,) dans U (G) est l'application canonique 
de TS(L) dans l'algèbre enveloppante de L. Ainsi, cp,(t) = &(t) pour tout 
t E TLm)(L). Comme y et cp' sont analytiques, <p et y' coïncident dans un voisi- 
nage de O. 

DÉFINITION 1. - Soielzt G un groupuscule de Lie, L son algèbre de Lie. On appelle 
application exponentielle de G toute application analytique y, d@nie dans un voisinage ouvert 
de O dans L, à valeurs dans G, et vérijïant les conditions du th. 4. 

Le th. 4 entraîne aussitôt que, pour tout groupuscule de Lie G, il existe une 
afllication exponentielle de G, et que deux a$plications exponentielles de G coïncident dans 
un voisinage de O. 

Exemples. - 1) Prenons pour G le groupe additif d'un espace normable complet 
E. L'isomorphisme canonique de L(G) sur E vérifie la condition (i) du th. 4, donc 
est une application exponentielle de G. 

2) Soit A une algèbre associative unifère normée complète. Soit A* le groupe 
de Lie formé par les éléments inversibles de A. Identifions L(A*) à A ($ 3, no 9, 
cor. de la prop. 33). Si K = R ou 6, on sait que l'application exp de A dans A* 
définie au chap. II, § 7, no 3, vérifie la condition (i) du th. 4, donc est une appli- 
cation exponentielle. Soit maintenant K ultramétrique. Soit p la caractéristique 
du corps résiduel de K. Si p # O, posons A = Iplll(p-l); si p = O, posons h = 1. 
Soit U l'ensemble des x E A tcls que Ilxll < h. On sait (chap. II, $ 8, no 4) que 
l'application exp de U dans A* vérifie la condition (i) du th. 4, donc est une 
application exponentielle. Remarquons que U est un sous-groupe additif de A. 

Cet exemple explique la terminologie adoptée dans la déf. 1. 

Soient G un groupuscule de Lie, cp une application exponentielle de G. Alors 
cp est étale en O, donc il existe un voisinage ouvert U de O dans L(G) tel que 
cp(U) soit ouvert dans G et que cplU soit un isomorphisme de la variété analytique 
U sur la variété analytique cp(U). 



On appelle carte canonique (de première espèce) de G une carte S, de la variété 
analytique G dont l'application réciproque est une application exponentielle. Si 
de plus G est de dimension finie et si on choisit une base de L(G), le système de 
coordonnées défini par S, et par cette base dans le domaine de S, s'appelle un 
système de coordonnées canoniques (de première espèce). 

PROPOSITION 3. -Soient G un groupuscule de Lie, L son algèbre de Lie, et cp une aptli- 
cation exponentielle de G. Soient L,, . . . , Ln des sous-espaces vectoriels de L tels que L 
soit somme directe topologique de L,, . . . , Ln. L'afllieation 

définie dans une partie ouverte de L, x L, x - .  . x Ln, est analytique. L'application 
tangente en ( 0 , 0 ,  . . . ,O) à O est l'application canonique de Ll x . x Ln dans L. 

Soit ki l'injection canonique de Li dans El x L, x . . - x Ln. On a, pour tout 

6 E Li7 (To ,..., ,)O) ( (Toki)  ( b ) )  = ( T O T )  (b )  = b, donc (To  ,..., 018) ILi est l'injection 
canonique de Li dans L. C.Q.F.D. 

En particulier, O est étale en (0 ,  0, . . . , 0 ) .  Sa restriction à un voisinage ouvert 
assez petit U de (O, 0, . . ,, 0) a une image ouverte dans G, et est un isomorphisme 
de la variété U sur la variété O(U) .  L'application réciproque q de O(U) sur U 
s'appelle une carte canonique de deuxième espèce de G, associée à la décomposition 
donnée de L en somme directe. Si de plus G est de dimension finie et si chaque 
L, est engendré par un vecteur non nul e,, le système de coordonnées dans O(U) 
défini par -q et les ei s'appelle un système de cordonnées canoniques de deuxième espèce. 

PROPOSITION 4. - Soient G un groupuscule de Lie, cp une application exponentielle 
injective de G. Quels que soient x,  y dans L ( G ) ,  on a 

(on notera que cp -l(cp(Ax) cp(hy)) et cp-l(cp(hx) cp(Ay) cp( - l x )  <p( - Ay)) sont définis 
pour 1 hl assez petit). 

Munissons L = L(G) d'une norme définissant la topologie de L et telle que 
I I  [x, y] 11 < /lx11 1 1  2/11 quels que soient x, y dans L. Compte tenu des th. 2 et 4, on peut 
supposer que G est le groupuscule de Lie défini par L et que <p = Id,. Notons 
(x ,  y)  ~ - i  x.y le produit dans le groupe G. Les formules à démontrer s'écrivent 
alors 

x + y  = lim A- l ( (hx) . (Ay) )  
haK*,h-O 
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Il existe un voisinagc ouvert V de O dans K tel que la fonction 

A wf (A) = ( W .  ( A d  

soit définie et analytique dans V. D'après le chap. II, $6, no 4, Remarque 2, le 
développement en série entière à l'origine de f est 

A(x + y) + 2A2[x, y] + . . . 
et cela prouve (3). D'autre part, pour u, v dans G et I I u  11, llvll assez petits, u. v est 
une fonction analytique de (u, v) et les termes de degrés 1 et 2 dans le développe- 
ment en série entière à l'origine de cette fonction sont u + v + +[u, a]. D'après 
VAR, R, 3.2.7 et 4.2.3, les termes de degrés 1 et 2 dans le développement en 
série entière à l'origine de la fonction f (A) . f ( -  A) sont les termes de degrés 1 et 
2 dans 

f 0 )  + f  (-A) + 3rf (QYf (-A)] 
ou encore dans 

À(x + y) + 2A2[x,y] - A(x + y) + 2A2[x, y] 
+ *[A(x + y), - A(x + y)] = A2[x,y] 

et cela prouve (4). 

PROPOSITION 5. - Soient G un groupe de Lie, k un sous-corps fermé non discret de Ky G' 
le groupe G considéré comme groupe de Lie sur k, cp (resp. cp') une application exponentielle de 
G (resp. G'). Alors cp et cp' coïncident dans un voisinage de O. 

En effet, cp vérifie l'hypothèse (i) du th. 4 relativement à G', donc est une 
application exponentielle de G'. 

PROPOSITION 6. - Soient G un groupuscule de Lie, L son algèbre de Lie, cp: V -t G une 
application exponentielle de G. Pour tout x E V, identzjîons T,(L) à L, de telle sorte que la 
dzfféreniielle droite m(x) de cp en x soit une application linéaire de L dans L. Pour x assez 
voisin de O, on a 

1 
-(x) = 2 - (ad x ) ~ .  

na0 (n + l ) !  

Munissons L d'une norme compatible avec sa topologie et telle que 
II[x,y] I I  < llxll llyll quels que soient x, y G L. Il suffit d'envisager le cas où G est 
le groupuscule de Lie défini par L, et où cp = Id,. Par définition, m(x) est alors 
l'application tangente en x à l'application y F+ y .x-l de G dans G. Si on note 
H(X, Y) la série de Hausdorff, a(x) est donc, pour llxll assez petit, l'application 
tangente en O à l'application y ~ H ( x  + y, -x) de G dans G. Dans 
H(X + Y, -X), la somme des termes du premier degré en Y est 

C l 
m"O (m + 1) ! 

(ad X)*Y 

(chap. II, $ 6, no 5, pop.  5). La proposition résulte alors de VAR, R, 3.2.4 
et 4.2.3. 



Soient G un groupuscule de Lie, et t 6 K. On appelle application puissance t-ème 
de G toute application, définie et analytique dans un voisinage ouvert de e, à 
valeurs dans G, et coïncidant dans un voisinage de e avec une application 

où cp est une application exponentielle injective de G. 

PROPOSITION 7. - (i) Si t E Z, une application puissance t-ème coïncide dans un 
voisinage de e avec l7a@lication g H gt. 

(ii) L'application tangente en e à une application puissance t-ème est l'homothétie de 
rapport t. 

(iii) Si h est une application puissance t-ème et h' une application puissance t'-ème de 
G, h O h' est une application puissance (tt ') -ème, et g H h(g) h ' ( g )  est une application 
puissance (t + t')-&ne. 

(iv) Si h est une application puissance t-ème, et si u E Un(G), on a h*(u) = tnu. 
Il suffit de prouver la proposition quand G est le groupuscule de Lie défini 

par une algèbre de Lie normée complète, et quand les applications puissance t- 
ème considérées sont construites à l'aide de l'application exponentielle cp = Id,. 
Mais alors tout est évident. 

4. FonctorialPté des applications exponentielles 

PROPOSITION 8. - Soient G et H des groupuscules de Lie, h un morphisme de G dans H, 
<P, et <P, des applications exponentielles relativement à G et H. I l  existe un voisinage V de O 
dans L(G) tel que h O cp, et 9, o L(h) coïncident dans V. 

Munissons L(G) et L(H) de normes définissant leurs topologies et telles 
que I l  [x, y] 11 < llxll 11 y11 quels que soient x et y. On peut supposer que G (resp. H) 
est le groupuscule de Lie défini par L(G) (resp. L(H)), de sorte que y, (resp. y,) 
coïncide avec IdG (resp. Id,) au voisinage de O. D'autre part, il existe un voisinage 
ouvert symétrique W de O dans L(G) tel que L(h) soit un morphisme du groupus- 
cule de Lie W dans H. D'après le th. 1, L(h) coïncide avec h dans un voisinage 
de O, d'où la proposition. 

En termes imagés, si l'on identifie G et H au voisinage de l'élément neutre à 
L(G) et L(H) grâce à des applications exponentielles, tout morphisme de G dans H 
est linkaire au voisinage de O. 

COROLLAIRE 1. -Soient G un groupuscule de Lie, G' un sous-grou~uscule de Lie de G, 
cp une application exponentielle de G. 

(i) Il existe un voisinage ouvert V de O dans L(G') tel que cplV soit un isomorphisme 
de la variété V sur un voisinage ouvert de e dans G'. 
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(ii) Soit x E L(G) . Les conditions suivantes sont équivalentes : a)  x E L (G') ; b )  
cp(hx) E G' pour 1 Al assez petit. 

(i) s'obtient en appliquant la prop. 8 à l'injection canonique de G' dans G, 
et (ii) résulte de (i). 

COROLLAIRE 2. - Soient G un groupe de Lie, p une représentation linéaire analytique de 
Gy tp une application exponentielle de G. I l  existe un uoisinage V de O dans L(G) tel que 

P(Y(x)) = eiip(L(p)x) 
pour tout x E V. 

Cela résulte de la prop. 8 et de I'Exem$le 2 du no 3. 

COROLLAIRE 3. - Soient G un groupe de Lie, cp une application exponentielle de G. 
(i) I l  existe un voisinage V de O dans L(G) tel que 

Ad (y (x) ) = exp ad x 
pour tout x E V. 

(ii) Si  g E G, il existe un voisinage W de O dans E(G) tel que 

9dx)g-l = rp(Adg.x) 
pour tout x E W. 

(i) résulte du cor. 2, et du 5 3, no 12, prop. 44. 
(ii) résulte de la prop. 8 appliquée à Int g. 

5. Structure induite sur un sous-groupe 

Lemme 4. - Soient G un groupe de Lie de dimensionjinie, Q un voisinage ouvert symétrique 
de e dans G, H un sous-ensemble de IR contenant e, tel que les conditions x E H, y E H, 
x y - l  E Cl entrahent xy-1 E H. Soit r E NK. Pour tout x E W, soit t), l'ensemble des 
a E T,(G) possédant la propriété suivante : il existe un voisinage ouvert I de O dans K ,  et une 
application de classe Cr de P dans G, tels que f (0) = x,f (1) c H, (Ta f )  (1) = a. 

(i) Posons b, = r). Alors 4 est une sous-algèbre de Lie de L(G), invariante par 

A~LG,  (Hl 
(ii) On a 6, = xr) = bxpour tout x E H (xr) et $x étant calculés dans T(G)). 
(iii) Soient V une variété de classe Cr, va un point de V, f une application de classe 

Cr de V dans G lelle que f (va) = e et f (V) c H. Quel que soit le sous-groupuscule de Lie 
H' de G d'algèbre de Lie t), on a f (v )  E Hf pour v assez voisin de v,. 

(iv) Quel que soit le sous-groupuscule de Lie H' de G d'algèbre de Lie t), H' n H est 
un voisinage de e dans H'. 

(v) Pour tout x E H et tout a E t),, il existe un voisinage ouvert I de O dans K ,  et une 
application de classe Cm de I dans G telle queJ(0) = x, f (1) c H, (Ta f )  (1) = a. 

Il est clair que Kt) = t), et que xb,z = t),,, pour x, y, xy, xyz dans H. Cela 
entraîne (ii) et le fait que b est invariant par Ad,(,,(H). 



Soient a,, a, dans 9. Soient 1 un voisinage ouvert de O dans K, et f,, f, des appli- 
cations de classe Cr de 1 dans G telles que f,(O) = e, f,(I) c H, (T,f,) (1) = aj 
( j  = 1, 2). Définissonsf: 1 + G par f (h) = f,(A) f,(h). Alors f est de classe Cr et 
f (O) = e. En diminuant au besoin 1, on a f (1) c H. D'autre part, l'application 
de Te(G) x Te(G) dans T,(G) tangente à l'application (g, g') H gg' est l'addi- 
tion; donc (T, f )  1 = a, + a,. Donc a, + a, E t), et t) est un sous-espace vectoriel 
de L(G). Puisque xbx-l = 9 pour tout x E H, on a (Ad f,(h)) .a, E t) pour tout 
h E 1. L'application tangente en O à l'application h t t  Ad f,(h) est, d'après la 
prop. 44 du 3 3, no 12, l'application h H- ad(Aa,) ; donc [a,, a,] = (ad a,). a, E t) 

puisque est fermé dans L(G) . On a donc prouvé (i). Dans la fin de la démonstra- 
tion, nous fixons un sous-groupuscule de Lie Hf de G d'algèbre de Lie 6. 

Soient V, v,, f comme dans (iii) . Soit Y le feuilietagc gauche de G associé à t) 
(no 1). Pour tout y E H', on a Tg (H') = yb. D'autre part, pour tout v E V, l'image de 
T,(V) par TV( f )  est contenue dans t)f(u, = f (v)@ (par définition de bf(,,). D'après 
VAR, R, 9.3.2, f est un morphisme de V dans Y. Comme Hf est une feuille de Y 
(VAR, R, 9.2.8), on a f (v) E H' pour v assez voisin de v,. 

Soit (a,, . . . , a,) une base de t). Il existe un voisinage ouvert 1 de O dans K, et 
des applications f,, . . . , f, de classe Cr de I dans G, telles quef,(0) = e,f,(I) c H, 
(TA) 1 = a, pour toutj. D'après (iii), on af,(h) E H' pour Ihl assez petit. Donc les 

fl(Al) fi(&). . &(A,) constituent, pour 1 h l / ,  . . . , Ih,l assez petits, un voisinage de 
e dans H'; et ce voisinage est contenu dans H. D'où (iv). 

Si a E 9, il existe un voisinage ouvert I de O dans K et une application de 
classe Ca de I dans G tels que f (0) = e, f (1) c H', (T, f )  1 = a. Cela, avec (iv), 
entraîne (v). 

DÉFINITION 2. - On dit que t) est la sous-algèbre tangente à H en e. 

PROPOSITION 9. - Soient G un groupe de Lie de dimensionjnie, H un sous-groupe de G. 
(i) il existe sur H une structure de variété analytique et une seule ayant la propriété 

suivante: pour tout r compris entre 1 et a, pour toute variété V de classe Cr, et pour toute 
application f de V dans H, f est de classe Gr comme application de V dans H si et seulement 
si f est de classe Cr comme application de V dam G. 

(ii) Pour cette structure, H est un groupe de Lie, l'injection canonique i de II dans G est 
une immersion, et L(i) (L(H)) est la sous-algèbre de Lie tangente en e à H. 

Dans (i), l'unicité est évidente. Prouvons l'existence. Soit b l'algèbre de Lie 
tangente en e à H. Soit H' un sous-groupuscule de Lie de G d'algèbre de Lie t). 

En rcmplapnt H' par un sous-groupuscule ouvert de H', on peut supposer 
H' c H (lemme 4 (iv)). Pour tout x E H, xHfx-1 est un sous-groupuscule de Lie 
de G d'algèbre de Lie xbx-l = 9. Donc Hf r\ (xH'x-l) est ouvert dans Hf 
(no 2, th. 3), et l'application y I-+- xyx-l est un isomorphisme de H' n x-lH'x sur 
xHrx-1 n H'. Compte tenu de la prop. 18 du 5 1, no 9, il existe un sous-groupus- 
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cule de Lie ouvert W de H', et une structure de groupe de Lie sur H, possédant 
les propriétés suivantes: W est ouvert dans H, et les structures de variétés de H et 
H' induisent la même structure sur W. Il résulte de là que l'injection canonique i 
de H dans G est une immersion, et que L(i)(L(H)) = L(H') = 6. En outre, 
soient V et f comme dans (i). Sif: V + H est de classe Cr, i of: V + G est de 
classe Cr. Supposons que i of: V + G soit de classe Cr, et prouvons que8  V + H 
est de classe Cr. Par translation, il suffit d'envisager le cas où il existe un v, E V tel 
que f (v,) = e, et de prouver que$ V --+ H est de classe Cr dans un voisinage 
ouvert de v,. Or, d'après le lemme 4 (iii), on a f (v) E H' pour v assez voisin de O,, 
d'où notre assertion. On a ainsi prouvé (i), et (ii) a été obtenu en cours de 
route. 

DÉFINITION 3. - La structure de groupe de Lie sur H d@ie dam la prop. 9 s'appelle la 
structure induite sur H par la structure de groupe de Lie de G. 

Si H est un sous-groupe de Lie de G, sa structure de groupe de Lie est induite 
par celle de G (VAR, R, 5.8.5). 

Si G = R et H = Q, on a $ = {O}, donc la structure induite sur H est la structure 
de groupe de Lie discret. De même si G = C (considéré comme groupe de Lie 
complexe) et H = R. 

6. Primitives des formes différentielles à valeurs dans une algèbre de Lie 

Lemme 5. - Soient X une variété de classe Cr, F et Fr desfibrés vectoriels de classe Cr et de 
base X, cp un moqhisrne de F dans F'. Pour tout x E X, soit Sx l'ememble des 

pour a E F,. Alors la réunion S des Sx est un sous-jibré vectoriel de F F'. 
Soient O et O' les applications de F @ F' dans lui-même définies de la manière 

suivante: si (u, v) E Ex @ Fk, on a 

% 4 v ) = ( ~ , v + d ~ ) ) ,  f j t ( ~ , v ) = ( ~ , v - & 4 ) .  

D'après VAR, R, 7.7.1, O et 8' sont des morphismes du fibré vectoriel F @ Fr dans 
lui-même. Il est clair que 8 0 8' = 6' 0 8 = Id,,,,. Donc 8 et 8' sont des auto- 
morphismes de F @ F'. Par suite, S = 8(F @ {O)) est un sous-fibré vectoriel de 
F O F'. 

Lemme 6. - Soient G un groupuscule de Lie, w la forme dzférentielle gauche canonique 
de G (5 3, no l8.9), M une variété de classe Cr (r > 21, cc une forme dzyérentielle de 
classe Cr- l et de degré 1 sur M, à valeurs dam L(G). 



(i) Les éléments de T(M x G) en lesquels s'annule la forme dz@érentielle 

constituent un sous.fibré vectoriel S de classe Cr-1 de T(M x G). 
(ii) Pour tout (x, g) E M x G, T(prl) lS(,,,, est un isomoqhisme de S,,,,, sur 

T m ) .  
(Üi) Si da + [al2 = O (cf. $ 3, no 14) le sous-jibré vectoriel S est intégrable. 
Si (x, g) E M x G et (u, v) E T,(M) x T,(G), on a 

Donc le noyau de O(,,,, est l'ensemble S(,,,, des (u, ga(u)) pour u E T,(M), d'où 
(ii). Considérons T(M x G) comme la somme directe de deux fibrés vectoriels F 
et F' avec F(,,,, = T,(M) x {O) et Fi,,,, = (O) x T,(G) pour tout 

(x, g) E M x G. 

Pour u E T,(M) x {O), posons rp(u) = (O, ga(u)). En utilisant la trivialisation 
gauche de T(G), on voit que rp est un morphisme de F dans F', d'où (i) (lemme 5). 
Enfin, si da + [orI2 = 0, on a 

donc S est intégrable (VAR, R, 9.3.6). 

THÉORÈME 5. - Soient G un groupuscule de Lie, M une variété de classe Cr (r > 2), a 
une forme dz$rentielle de classe Cr-l et de degré 1 sur M à valeurs dans L(G), telle que 
da + [al2 = O. Pour tout x E M et tout g E G, il existe une application f, dejînie et de 
classe C'-l dans un voisinage ouvert de x, à valeurs dans G, telle que f (x) = g et 
f -l. df = a. Deux applications qui vér;f;ent ces conditions coïncident dans un voisinage 
de x. 

Soient x E M et g E G. D'après le lemme 6 (dont nous adoptons les notations) 
et VAR, R, 9.3.7, il existe un voisinage ouvert U de x dans M et une application 
m H rp(m) = (m, f (m)) de classe Cr-l de U dans M x G telle que f (x) = g et que 
cp*(B) = O. Alors 

f -l.df= f*(w) ($3, no 18.9) 

= (pr2 O (P)*(w) (carf = Pr2 O Y) 

= cps(prl a - O )  (lemme 6) 

= cp* (prl a)  (car rpé(0) = O) 

= a (car prl 0 9 = Id,). 
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Soit f' une application de classe Cr-l de U dans G telle que f ' ( x )  = g et 
f'- l . df' = cc. D'après le 2j 3, 18.9, .ff '-l est localement constante, donc f' = f 
dans un voisinage de x. 

PROPOSITION 10. -Soient M une variété analytique, g une algèbre de Lie normable 
complète, a une forme dz$érentielle de degré 1 analytique sur M, à valeurs dans g, possé- 
dant les propriétés suivantes : 

a) pour tout m E M ,  cc, est un isomorphisme de T , (M) sur g; 

b) da + [al2 = 0. 
Alors, pour tout m, E M ,  il existe un voisinage ouvert M' de ma dans M ,  et une 

structure de groupuscule de Lie sur M',  compatible avec la structure de variété de M', 
d'élément neutre ma, ayant les propriétés suivantes : 

(i) a,, est un isomorphisme de L ( M ' )  sur g; 

(ii) la forme dzfférentielle m H cc&; o cc, est la forme dzférentielle canonique 
gauche de Mt .  

Si M i  et M i  sont deux tels groupuscules, M i  et Ma possèdent un sous-groupuscule ouvert 
commun. 

Il existe un groupuscule de Lie G tel que L ( G )  = g. Soit m, E M .  D'après le 
th. 5, il existe un voisinage ouvert M' de m, dans M et une application analytique 
f de M' dans G telle que f (m,) = e et f -l. df = cc. Alors Tm,( f )  = ccmo est un 
isomorphisme de T m o ( M )  sur g; donc, en diminuant M' et G, on peut supposer 
que f est un isomorphisme de la variété M' sur la variété G .  Transportons à M' 
la structure de groupuscule de Lie de G grâce à f -l .  Alors Tmo( f )  devient un 
isomorphisme de L ( M 1 )  sur L ( G )  = g, d'où (i). D'autre part, en notant w la forme 
différentielle canonique gauche de G, on a 

donc m F+ cc;: O cc, est la forme différentielle canonique gauche de M'. 
Soit M" un voisinage ouvert de m,, muni d'une structure de groupuscule de 

Lie, d'élément neutre m,, avec les propriétés analogues aux propriétés (i) et 
(ii). Alors ccmo est un isomorphisme de L ( M t )  sur g, et aussi de L ( M " )  sur g, 

donc L ( M f )  = L(M") .  Par suite, en diminuant M' et M", on peut supposer 
qu'il existe un isomorphisme cp du groupuscule M' sur le groupuscule Mt' (no 1, 
cor. 1 du th. 1). Alors cp-l.dq est la différentielle gauche canonique de M'. 
D'autre part, soit + l'injection canonique de la variété M' n M" dans le groupus- 
cule de Lie M";  il est clair que +-l.di) est une restriction de la différentielle 
gauche canonique de M". Donc (+-l. di)) (m) = a;: 0 cc, = ( c p - l .  dcp) (m) 
pour tout m E M' n M". Par suite cp et rji coïncident dans un voisinage de m, 
(S 3, 18.9). Cela prouve la dernière assertion de la proposition. 



COROLLAIRE. - Soit M une variété analytique de dimensionjnie n. Soient a,, . . . , on 
des formes dz$érentielles analytiques de degré 1 sur M ,  à valeurs scalaires, linéairement 
indépendantes en toutpoint de M ,  et telles que, pour tout k = 1, . . . , n, dok soit combinaison 
linéaire à coejicients constants des ai A wj. Alors, pour tout ma E M ,  il existe un voisinage 
ouvert M' de ma dam M ,  et une structure de groupuscule de Lie sur M',  compatible avec la 
structure de variété de M' ,  d'élément neutre ma, et telle que w,l M', . . . , on/ M'forment une 
base de l'espace des formes dzférentielles de degré 1 à valeurs scalaires invariantes à 
gauche sur M'. 

Si Mi et Ma sont deux tels groupuscules, M i  et Ma possèdent un sous-groupuscule 
ouvert commun. 

Soient X,, . . . , X n  les champs de vecteurs sur M tels que, en chaque point m 
de M ,  les ( X i ) ,  constituent la base de T,(M) duale de ((a,),, . . ., (a,),). Ces 
champs sont analytiques. Par hypothèse, il existe des ci,, E K (1 < i,j, k < n) 

tels que cijk = -ciik et que dok = .x. cijkai A ml. D'après VAR, R, 8.5.7, for- 
1 < 3  

mule (1 l),  on en déduit 

donc [X i ,  X J  = -3 ci,Xk. Il résulte de là que les -cis sont les constantes 

de structure d'une algèbre de Lie 9 relativement à une base (e,, . . . , en). Pour tout 
m E M ,  soit cc, l'application linéaire de T,(M) dans 9 qui transforme ( X , ) ,  en 
e,, . . . , (X,), en en. Alors a est une forme différentielle de degré 1 analytique sur 
M à valeurs dans 9, et a, est un isomorphisme de T,(M) sur 9. D'autre 

Il suffit alors d'appliquer la prop. 10. 
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7. Passage des lois d'opérations inhitésimales aux lois d'opérations 

PROPOSITION 11. - Soient G ,  et G ,  des groupuscules de Lie, X ,  et X ,  des variétés de 
classe Cr (r 2).  Pour i = 1, 2, soient +i un morceau de loi d'opération à gauche de 
classe Cr de Gi dans Xi ,  Di la loi d'opération injnitésimale associée. Soient p: G, -+ G ,  
un morphisme, y :  X I  + X ,  une application de classe Cr. On suppose que, pour tout 
a E L(G) ,  les champs de vecteurs (Dl ) ,  et (D,),,,,, soient pliés (VAR, R, 8.2.6). Alors, 
il existe un voisinage !2 de (e} x X ,  dans G ,  x X ,  tel que y(+,(g, x ) )  = +,(p(g), cp(x)) 
pour tout (g ,  x)  E Q. 

Soient pl : G ,  x X ,  + G,, pz: G l  x X ,  -+ X ,  les projections canoniques. 
Pour tout (g,, x,) E G1 x X,, soit f,,,,, l'application glu++ (D,),(,,,(x,) de 
Tg, (G,) = g,L(G,) dans T,,(X,). Lesf,,,,, définissent u n  morphisme depTT(G,) 
dans paT(X,). 

Soit x, E X I .  Il existe u n  voisinage ouvert G de e dans G ,  et u n  voisinage 
ouvert X de x, dans X ,  tels que +,(p., x) et +&(,y), cp(x)) soient définis pour 
(g ,  x) E G x X .  Posons, pour (g ,  x)  E G x X ,  

.(g, x) = <p(4J,(g, x ) )  E XzY P(g, x)  = + Z ( P ( S ) ,  d x ) )  E X2. 
Si G et X sont assez petits, o n  a, pour tout (a, g, x) E L(G,) x G x X ,  

( T a )  0,) = (TT) ((D1),(+1(g, 4 ) )  
= ( D ~ ) u l i ) a ( ( ~ ( + l ( ~ ,  X I ) )  
= ( D ~ ) ~ ( l i ) a g ( ~ ;  

(TP) (a& 0x1 = (TS,) ( L W .  d g ) ,  4 4 )  
= ( D A ~ , l i ) a ( h ( ~ " k ) ,  ? ( X I ) )  
= (D~)~t l i )aP(g,  x)-  

Donc pour x E X ,  les morphismes g n a (g, x )  et g n p(g, x) sont des intégrales 
d e f ;  comme 

P(e, 4 = <PW = 4% 4 
pour tout x E X ,  on  conclut de VAR, R, 9.3.7, que cc et P coïncident dans u n  
voisinage de (e, x,). D'où la proposition. 

COROLLAIRE. - Soient G un groupuscule de Lie, X une variété de classe Cr. Considérons 
deux morceaux de lois d'opérations à gauche de classe Cr de G dans X .  On suppose que, pour 
tout a E L ( G ) ,  le champ de vecteurs correspondant Da sur X soit le même pour les deux 
morceaux de lois. Alors ces dans deux morceaux de lois coimident dans un voisinage de {e} x X .  

THÉORÈME 6. -Soient G un groupuscule de Lie, X une variété de classe Cr (r 2 2) ,  
et x, un point de X .  Soit a H Da une loi d'opération injnitésimale à gauche de classe Cr - ,  
de L ( G )  dans X. 

( i )  Il existe un voisinage ouvert X' de x, dans X ,  et un morceau de loi d'opération à 
gauche de classe Cr - ,  de G dans X' tels que la loi d'opération injnitésimale associée soit 
a++ DaIX1. 



(ii) Soient deux morceaux de lois d'opérations à gauche de classe Cr-, de G dans un 
voisinage ouvert X" de x, ; s'ils admettent a H Da 1 X comme loi d'opération inJinitésimale 
associée, ils coïncident dans un voisinage de (e, x,) . 

L'assertion (ii) résulte du cor. de la prop. 11. Prouvons (i). Pour tout 
(g, x) E G x X et tout a E L(G), posons 

Qa(g, = (ag, Da(x)) E Tg(G) x Tx W. 
Soit S,,,,, l'ensemble des Qa(g, x) pour a E L(G). D'après le lemme 5 du no 6, les 
S,,,, sont les fibres d'un sous-fibré vectoriel S de T(G) x T(X). Soient a, 
b dans L(G) ; on a 

[Qa, Qb1 (s, X) = ([Ra, Rb1 (g) 3 [Da, Dbl 

= (-R[a,bi(~), -D[a,bl(x)) (4 3, 1 8 4  

Q-~a,b~(g, X) 

donc S est intégrable (VAR, R, 9.3.3 (iv)). 
D'après VAR, R, 9.3.7, il existe un voisinage ouvert G, de e dans G, un 

voisinage ouvert X, de x, dans X, et une application (g, x) H gx de classe Cr-, de 
G, x X, dans X, tels que ex = x pour tout x E XI, et 

En particulier 

(7) ax = Da(%). 
Soient G, un voisinage ouvert de e dans G, et X, un voisinage ouvert de x, 

dans X, tels que gg' soit défini et appartienne à G, pour g, g' dans G,, et que gx 
soit défini et appartienne à X, pour (g, x) E G, x X,. Considérons les applica- 
tions a,, a, de G, x (G, x X,) dans X définies par 

D'après VAR, R, 9.3.7, a, et a, coïncident dans un voisinage de (e, (e, x,)). Ceci 
posé, (i) résulte de (7) et de la prop. 23 du $ 1, no 11. 
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COROLLAIRE 1. -Soient G un groupuscule de Lie, X une variété paracompacte de 
classe Cr (r > 2). Soit a H Da une loi d'opération inïnitésimale à gauche de classe Cr-l 
de L(G) dam X. 

(i) Il  existe un morceau de loi d'opération à gauche de classe Cr-l de G dam X tel 
que la loi d'opération in-fmzitésimale associée soit a M Da. 

(ii) Deux lois d'opérations à gauche de classe Cr-l de G dam X, qui admettent 
a t t  Da comme loi d'opération injnitésimale associée, coïncident dans un voisinage de 
{e} x X. 

L'assertion (ii) résulte du cor. de la prop. 11. D'après le th. 6 (i), il existe un 
recouvrement ouvert (Xi)i E~ de X, et, pour tout i E 1, un morceau de loi d'opéra- 
tion à gauche +i de classe Cr-l de G dans Xi, tels que la loi d'opération infini- 
tésimale associée soit a- Da [ Xi. Comme X est paracompacte, on peut 
supposcr le recouvrement (Xi)i ., localement fini. Pour tout (i, j )  E 1 x 1 et tout 
x E Xi n Xi, Gi et rjij coïncident dans un voisinage de (e, x) (cor. de la prop. 11). 
Comme X est normale, on peut appliquer la prop. 24 du 5 1, no 11, ce qui prouve 

0). 

champ de vecteurs 
c r - 1  de K dans 

- Soient X une variété paracompacte de classe Cr (r > 2), et un 
de classe Cr-l sur X. I l  existe un morceau de loi d'opération + de classe 
X tel que, pour tout x E X, S(X) soit l'image par t ++ +(t, x) du vecteur 

tangent 1 à K en O. Deux morceaux de lois d'opérations possédant la propriété précédente 
coïncident dans un voisinage de (O} x X. 

C'est un cas particulier du cor. 1. 

Remarque. -On peut bien entendu remplacer partout, dans ce no, les lois 
d'opérations à gauche par les lois d'opérations à droite. 

5 5. Calculs formels dans les groupes de Lie 

Soient f, g deux séries formelles à coefficients dans K par rapport aux mêmes 
indéterminées; soitf, (resp. gi) la composante homogène de degré i de f (resp. g). 
Nous écrirons 

f = g  moddegp 

sifl = g, pour i < p. 
Dans ce §, G désigne un groupuscule de Lie de dimension finie n; le corps de 

base K est supposé de caractéristique zéro. On identifie une fois pour toutes, à 
l'aide d'une carte, un voisinage ouvert de e dans G à un voisinage ouvert U de O 
dans Kn, de façon que e s'identifie à O. Pour x, y dans U et n E Z, on note x.y le 
produit de x et y, et xCm1 la puissance m-ème de x dans G (lorsqu'ils sont définis). 
Les coordonnées de x E U sont notées x,, x,, . . . , x,. 
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1. Les coefficients cEe, 

Soit Cl l'ensemble des (x, y) E U  x U tels que x.y soit défini ct appartienne à 
U. Alors Q est ouvert dans U x U, et l'application (x, y) tt x.y de Cl dans U est 
analytique. Les coordonnées z,, . . . , z, de z = x. y admettent donc des développe- 
ments en série entière à l'origine suivant les puissances de x,, . . . , x,, y,, . . . , y,. 
Par suite, il existe des constantes c ml,,,.,,n, ,,,., Dn.Yi.,,.>Yn E K, bien déterminées, 
telles que 

pour y,, . . ., y, dans N. Adoptant les conventions de VAR, R, nous écrirons 
ccs formules plus brièvement : 

(3) CU,O.Y = C ~ , a , y  = Say 
où 8,, est l'indice de Kronecker. En particulier, écrivant désormais k à la place 
de E~ pour k = 1,. . ., n, 

Posant cm, = (cEB1, CmB2, . . . , cm,,) E Kn, on a donc 

Au second membre de (5), considérons la composante homogène de degré 2 : 

de sorte que (x, y) tt B(x, y) est une application bilinéaire de Kn x Kn dans Kn. 
O n  a 

La formule (4) entraîne d'autre part que 

(7) C a , ~ , r  = O si l a ]  + IPI < 

et que les termes de degré total 1 y 1 dans le développement de zy sont aussi ceux de 

(x1 + Z J ~ ) ~ ~ ( X ~  + y2)Yz. . . (x, + yn) = ((a, B))xyD (cf. VAR, R, Nota- 

tions et conventions). Donc: 
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(9) o = ((cc, Pl). 
L'associativité du produit implique la relation 

quels que soient x, y, z assez voisins de O, d'où 

Le groupuscule G admet un sous-groupuscule ouvert commutatif si et seulement 
si caBr = cpav quels que soient a, P, y dans Nn. 

2. Crochet dans l'algèbre de Lie 

1 am 
Pour cc E Nn, soit e, la distribution ponctuelle - - à l'origine. En particulier, 

U! axa 
a 

ek = e,, = -. Les e, forment une base de l'espace vectoriel U(G). Si f est une 
axk 

fonction analytique dans un voisinage ouvert de O dans G, et si f (x) = 3 h,P est 

son développement en série entière à l'origine, on a 

(La formule (10) exprime alors I'associativité de U(G) .) 
En particulier, puisque L(G) est stable pour le crochet, 

Les constantes de structure de L(G) relativement à la base (el, . . . , en) sont donc 
les cijk - ci,. Autrement dit, identifiant canoniquement L(G) à Kn, on obtient: 

(13) [x,yl = W , Y )  - B(Y, 4. 
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PROPOSITION 1. - 

(i) x ~ - l ~  - = - x + B(x, x) mod deg 3 
(ii) x . y . ~ [ - ~ l  5 y + [x,y] mod deg 3 
(iii) y[-lI.x.y r x + [x,y] mod deg 3 

(iv) xc-ll. c-11. Y X.Y=[x,YI mod deg 3 

(VI x.y.x[-l~. Y [-II [XY Y] mod deg 3. 

(Dans (i), x[-ll représente bien entendu le développement en série entière à 
l'origine de l'application x H xL-ll; les autres formules s'interprètent de manière 
analogue.) 

Soient g, et g2 les composantes homogènes de degrés 1 et 2 de x[-ll. On a 
0 = x.x[-ll 

x + g, (x) + B(x, g, (x)) rnod deg 2 (d'après (6)) 

= x + gl(xj mod deg 2 
donc g, (x) = - x. Ensuite 

0 = x.x[-l' 

= x + ( - x + g 2 ( x ) ) + B ( x , - x + g 2 ( x ) )  moddeg3 

E gz(x) - B(x, 4 mod deg 3 

donc g2(x) = B(x, x) . Cela prouve (i) . En utilisant (i), on a 

x.y.x[-l] = (x + y + B(x, y)). (-x + B(x, x)) mod deg 3 

= x + y + B ( x , y ) + ( - x + B ( x , x ) ) + B ( x + y , - X )  moddeg3 

= Y + B ( ~ Y Y )  - Bk, 4 mod deg 3 

= Y + [%Y Y] mod deg 3 (d'après (1 3)) 

d'où (ii). La démonstration de (iii) est analogue. En combinant (i) et (iii), on 
obtient 

~[-l].y[-'~.x.y = (-x + B(x, x)). (x + [x, y]) mod deg 3 
E - x + B ( x , x ) + x + [ x , y ] + B ( - x , x )  moddeg3 

E [%y YI mod deg 3 

d'où (iv). La démonstration de (v) est analogue. 
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L'application (x(l), x(2), . . . , x(j)) H x(1) .x(2) . . . . x(j) admet un dévelop- 
pement en série entière à l'origine: 

où les a sont des éléments de Kn. Posons, pour j = 0, 1,2, . . . 

où le second membre est une série entière convergente par rapport à la variable 
x E Kn. On obtient cette série en supprimant dans (14) les termes dans lesquels 
l'une des variables x(l), . . . , x(j)  n'intervient pas explicitement, puis en faisant 
x(1) = 4 2 )  = - - - = x(j)  = x. 

Si t E K, toutes les applications puissance t-ème de G ont même développe- 
ment en série entière à l'origine, puisque deux quelconques d'entre elles coïnci- 
dent dans un voisinage de O. Nous noterons x[" ce développement en série en- 
tière. 

PROPOSITION 2. - (i) On a $ j  E O mod degj. 
(ii) Si t E K, on a 

03 la série formelle de droite a un sens grâce à (i). 

( o n  @ose (E) = 
t(t  - 1) ...( t - 

i! 
+ pour tout t E K. 1 

L'assertion (i) est évidente sur la définition des Sij.  
Prouvons (ii) pour t entier 2 O. D'après (14), on a 

Pour a = (a(l), . . . , a(t)) E (Nn)t, notons o(a) l'ensemble des j E (1, 2, . . . , t )  
tels que a ( j )  # O. Si, dans la somme (17), on groupe les termes pour lesquels 
o(a) est le même, il vient 

avec 

Posons o = Cjl,j2, . . . ,jq) avecj, < jz < . < jq. Dans (14) (où l'on remplacej 
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par t ) ,  substituons O à x(k) pour k $ o; comme O est élément neutre de G, on 
obtient le développement en série entière à l'origine de x(jl) .x(j,) . . . . .x(j,) : 

donc, compte tenu de la définition de 6,: 

D'après (19) et (20), on voit que ht,,(x) = rlicara0(x). Alors, (18) entraîne 

Cela établi, posons xLtl' = 5 (i)j.i(x) pour tout t E K. Dans les séries entières 
i = O  

xftl et .Y["', chaque coefficient est fonction polynomiale de t. En effet, cela est 
évident pour #If. En ce qui concerne x[~], il suffit de prouver que, pour tout 
u E U(G), l'image de u par x~ xttl est fonction polynomiale de t. Or, pour 
u E Um(G), cette image est tmu (5 4, no 3, prop. 7 (iv)). 

Comme xLt1 = xCtl' pour t entier 2 O, on conclut de là que xLtl = x[~]' pour tout 
~ E K .  

Remarques. - 1) Ecrivons la condition (ii) de la prop. 2 pour t entier >O:  

Ces formules suffisent à déterminer les +i. 
2) On voit que +,(x) = O, +l(x) = x, ijl,(x) = xL2] - 2x, 

3) L'expression précédente de +, et la formule (6) prouvent que 

(21) +,(.Y) = B(x, x) mod deg 3. 

Compte tenu de la prop. 2, (i) et (ii), on voit que 
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On a 

E(tx) = (E(x))[~' 

ou, d'après (24), 

Les deux membres sont des séries formelles en t et x. Egalons les termes du pre- 
mier degré en t. Il vient 

Or l'inversion d'un système de séries formelies, quand elle est possible, ne l'est 
que d'une seule manière (A, IV, § 6, cor. de la prop. 8). Alors 

d'où (i). De même, on a, pour t # 0, 

L (tx) = tL ((tx)[t- l') 

= ~ L ( Z  m 2 0  l s r < m  C tm-rrpr,m(x)) d'après (24). 

Egalons les termes du premier degré en t. Il vient 

d'où 

1 
= - d'après (26). 

mro m! 

PROPOSITION 4. - Pour que la carte utilisée de G soit canonique, il faut et il sufit que 
S j  = O pourj > 2. 

C'est suffisant d'après la prop. 3. Supposons que la carte soit canonique, et 
n 

que $, = O pour 2 < i < n. On a n r  = rLnl = $,(x) = nx + bn(x), d'où 

$, = O. Donc $i = O pour j 2 2 par récurrence sur j. 
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8 6. Groupes de Lie réels ou complexes 

Dans ce paragraphe, on suppose que K est égal à R ou à C. 

1. Passage des morphismes dYalg&res de Lie aux morphismes de groupes de 
Lie 

Lemme 1. - Soient G un groupe topologique simplement connexe,l W un voisinage ouvert 
connexe symétrique de e, H un groupe, f une application de W3 dans H telle que 

f = .f ( d f  (ylf ( 4  

pour x, y, z dans W. II existe un morphisme f' de G dans H tel que f'IW = f 1 W. 
Pour (g, h) E G x H et U voisinage ouvert de e dans W, soit A(g, h, U) 

l'ensemble des (gu, hf (u)) E G x H pour u E U. On a (g, h) E A(g, h, U), et 
A(g, h, U,) n A(g, h, U,) = A(g, h, U, n U,). Soit (s, t)  E A(g, h, U);  on a 
s = gu et t = hf (u) pour un u E U ;  il existe un voisinage ouvert U' de e dans W 
tel que uU' c U ;  alors, pour u' E Ut, on a 

donc A(s, t, U') c A(g, h, U). Il résulte de là que les A(g, h, U) forment la base 
d'une topologie sur G x H. Nous noterons Y l'ensemble G x H muni de cette 
topologie, et désignerons par p la projection canonique de Y sur G, qui est 
ouverte. La restriction de p à A(g, h, U) est un homéomorphisme de A(g, h, U) 
sur gU. Donc (Y, p) est un revêtement de G. Soit Y, le sous-groupe de Y engendré 
par A(e, e, W), et soit 3 l'ensemble des A(e, e, U). Il  est clair que 3 vérifie les 
conditions (GV;) et (GV;,) de TG, III, $ 1, no 2. L'ensemble Y; des y E Y, tels 
que les applications z ++ yzy-l et z tt y-%y de Y, dans Y, soient continues en 
(e, e) est un sous-groupe de Y,. Soit w E W. L'application w' ++ ww'w-l de W 
dans G est continue, donc l'application (w', f (w')) M (ww'w-l, f (ww'w-l)) de 
A(e, e, W) dans Y est continue en (e, e). Or f (ww'w-l) = f (w) f (w') f (w-l), et par 
suite 

(ww'w-l,f (ww'w-l)) = (w,f (w)) (w',f ( ~ ' 1 )  (w,f ( 4 )  -l. 

Comme w-l E W, on voit que (w, f (w)) E Y;. Ainsi, A(e, e, W) c Y;, de sorte 
que Y; = Y,. Le groupe Y,, muni de la base de filtre 3, vérifie donc la condition 
(GV;,,) de TG, III, $ 1, no 2. Comme (g, h) .A(e, e, U) = A(g, h, U), Y, est un 
groupe topologique, connexe puisque A(e, e, W) est connexe. Alors @(Y,) est un 
sous-groupe ouvert de G, d'où $(Y,) = G puisque G est connexe. Le noyau de 
pIY, est discret. Comme G est simplement connexe, pIY, est un homéomor- 
phisme de Y, sur G. Par suite, Y, est le graphe d'un morphisme f '  de G dans H. 
Pour g EW, on a (g,f (g)) E 4% e, W) Y,, d'oùf (g) =f'(g). 
1 Cf. le chap. XI de TG (à paraître). Il est prouvé dans ce chapitre que si G,, G, sont des groupes 
topologiques connexes, si <p est un homomorphisme continu ouvert de G ,  sur G, à noyau discret, et 
si G2 est simplement connexe, alors w est un homéomorphisme. Rappelons d'autre part qu'un espace 
simplement connexe est connexe. 



THÉORÈME 1. - Soient G et H des groupes de Lie, h un morphisme continu de L (G) dans 
L(H). On suppose G simplement connexe. Alors il existe un morphisme <p de groupes de Lie 
de G dans H, et un seul, tel que h = L(cp). 

L'existence de cp résulte du lemme 1, et du § 4, no 1, th. 1 (i). L'unicité de cp 
résulte du fj 4, no 1, th. 1 (ii) et du fait que G est connexe. 

COROLLAIRE. - Soit G un groupe de Lie simplement connexe de dimensionjnie. Il existe 
une représentation linéaire analytique de dimensionJinie de G dont le noyau est discret. 

Il  existe (chap. 1, 3 7, th. 2) un espace vectoriel E de dimension finie, et un 
morphisme injectif h de L(G) dans l'algèbre de Lie End(E). D'après le th. 1, il 
existe un morphisme cp de G dans GL(E) tel que L(y) = h. Donc cp est une im- 
mersion, et par suite son noyau est discret. 

Remarques. - 1) Il  existe des groupes de Lie simplement connexes de dimension 
finie qui ne possèdent aucune représentation linéaire analytique injective de 
dimension finie (exerc. 2). 

2) Il  existe des groupes de Lie connexes G de dimension finie tels que toute 
représentation linéaire analytique de dimension finie de G ait un noyau non 
discret (exerc. 3 et 4). 

2. Sous-groupes intégraux 

DÉFINITION 1. - Soit G un groupe de Lie. On appelle sous-groupe intégral de G un sous- 
groupe H muni d'une structure de groupe de Lie connexe telle que l'injection canonique de H 
dans G soit une immersion. 

On appelle sous-groupe à un paramètre de G un sous-groupe intégral de 
dimension 1. 

Soient H un sous-groupe intégral de Gy i l'injection canonique de H dans G. 
Alors L ( i )  définit un isomorphisme de L(H) sur une sous-algèbrc de Lie de L(G) 
admettant un supplémentaire topologique. On identifie L(H) à son image par 
L(i). 

Exemples. - 1) Un sous-groupe de Lie connexe de G est un sous-groupe intégral 
de G. 

2) Supposons G de dimension finie. Soit H un sous-groupe de G; munissons-le 
de la structure induite par la structure de groupe de Lie de G (§ 4, no 5, déf. 3). 
Alors sa composante neutre Ho est un sous-groupe intégral de G, et la sous- 
algèbre tangente en e à H est L(H,) (§ 4, no 5, prop. 9 (ii)). 

3) Soient G un groupe de Lie complexe, H un sous-groupe intégral de G, G, 
(resp. H,) le groupe de Lie réel sous-jacent à G (resp. H). Alors H, est un sous- 
groupe intégral de G,, et L(H,) est l'algèbre de Lie réelle sous-jacente à L(H). 
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THÉORÈME 2.-Soit G un groupe de Lie. 
(i) L'application H t-t L(H) est un bijection de l'ensemble des sous-groupes intégraux 

de G sur l'ensemble des sous-algèbres de Lie de L(G) admettant un supplémentaire topolo- 
gique. 

(ii) Soit H un sous-groupe intégral de G. Tout sous-groupuscule de Lie connexe de G 
d'algèbre de Lie L(H) est une sous-variété ouverte de H qui engendre H. 

a) Soit @ une sous-algèbre de Lie de L(G) admettant un supplémentaire 
topologique. Soit Hl un sous-groupuscule de Lie de G tel que L(Hl) = @ (5  4, 
th. 3). On peut choisir Hl de telle sorte qu'il soit connexe. Soit H le sous-groupe 
de G engendré par Hl. Il existe (§ 1, cor. de la prop. 22) une structure de groupe 
de Lie sur H telle que H, soit une sous-variété ouverte de H et que l'injection 
canonique de H dans G soit une immersion. Comme Hl est connexe, H est con- 
nexe, donc est un sous-groupe intégral de G. On a L(H) = L(Hl) = @. Cela 
prouve que l'application considérée en (i) est surjective. 

b) Soient H un sous-groupe intégral de G, et N, un sous-groupuscule de Lie 
connexe de G d'algèbre de Lie L(H). Comme l'injection canonique de H dans G 
est une immersion, il existe un sous-groupuscule ouvert H, de H qui est en même 
temps sous-variété de G, donc un sous-groupuscule de Lie de G d'algèbre de Lie 
L(H). D'autre part, soit N le sous-groupe de G engendré par N,; d'après la partie 
a) de la démonstration, il est muni d'une structure de sous-groupe intégral de 
G tel que N, soit une sous-variété ouverte de N. D'après le § 4, th. 3, Hl n N, 
est ouvert dans Hl et N,. Donc le sous-groupe de G engendré par Hl ri N, est 
égal d'une part à H, d'autre part à N. Par suite les groupes de Lie H et N sont 
égaux. Cela prouve (ii), et prouve aussi que l'application considérée en (i) est 
injective. 

Remarque 1 .-Soit H un sous-groupe intégral de G. Soit Y le feuilletage gauche de G 
associée à L(H). Si g E G, munissons gH de la structure de variété déduite de celle 
de H par y(g) .  D'après VAR, R, 9.3.2, l'injection canonique de gH dans Y est 
un morphisme. Ce morphisme est étale. Donc les feuilles connexes maximales de 
Y sont les classes à gauche suivant H. 

PROPOSITION 1 .-Soient G et M des groupes de Lie, H un sous-groupe intégral de G, cp un 
morphisme de M dans G tel que L(cp)(L(M)) c L(H). On suppose M connexe. Alors 
cp(M) c H ,  et cp, considéré comme application de M dans H, est un morphisme de groupes 
de Lie. 

En effet, avec les notations de la Remarque 1, cp est un morphisme de M dans Y 
(VAR, R, 9.3.2), donc cp(M) c H puisque M est connexe. 

COROLLAIRE 1. - Soient G et H des groupes de Lie, cp un morphisme de groupes de Lie de 
G dans H, N le noyau de cp, et h = L(cp). Supposons G connexe et H de dimension finie. 

(i) N est un sous-groupe de Lie de G, et L(N) = Ker h. 



(ii) Soit H' le sous-groupe intégral de H d'algèbre de Lie Im h. Alors y(G) = H'. 
(iii) L'application de GIN dans H' déduite de cp par passage au quotient est un iso- 

morphisme de groupes de Lie. 
(i) a déjà été démontré (5 3, no 8, prop. 28). 
Soit 4 le morphisme de groupes de Lie de GIN dans H déduit de cp par passage 

au quotient; c'est une immersion (5 3, no 8, prop. 28). D'après la prop. 1, + est 
un morphisme de groupes de Lie de GIN dans Hf. Ce morphisme est étale, 
donc +(GIN) = Hf puisque H' est connexe ; cela prouve (ii) . Alors + : GIN -t H' 
est bijectif, et est un isomorphisme de groupes de Lie, ce qui prouve (iii). 

COROLLAIRE 2. - Soient G un groupe de Lie, Hl et Hz des sous-groupes intégraux de 
G. S i  L(H,) c L(Hl), alors H, est un sous-groupe intégral de Hl. 

Soient i l :  Hl +- G, i,: H, -t G les injections canoniques. Alors 

D'après la prop. 1, i, est une application analytique de H, dans Hl, et même une 
immersion de H, dans Hl puisque L(i,) est un isomorphisme de L(H,) sur une 
sous-algèbre de L(Hl) admettant un supplémentaire topologique. 

COROLLAIRE 3. - Soient G un groupe de Lie de dimension jinie, (Hi),,, une famille 

de sous-groupes de Lie de G. Alors H = H, est un sous-groupe de Lie de G, et 

Il existe une partie finiej de 1 telle que fi L(H,) soit égal à l'intersection M de 

tous les L(Hi). On sait que H* = i?J Hi est un sous-groupe de Lie tel que 

L(H*) = M (3 3, no 8, cor. 2 de la prop. 29). Soit Ho la composante neutre de 
H*. C'est un sous-groupe de Lie de G, et L(Ho) = M. D'après le cor. 2, on a 
Ho c Hi pour tout i, donc Ho c H c H*, d'où le corollaire. 

COROLLAIRE 4. - Soit G un groupe de Lie connexe de dimension $nie. Les conditions 
suivantes sont équivalentes : 

(i) G est unimodulaire (INT, VII, 3 1, no 3, déf. 3) ; 
(ii) det Ad g = 1 pour tout g E G; 
(iii) Tr ad a = O pour tout a E L(G). 

L'application g H det Ad g est un morphisme cp de G dans K*. D'après le 
$3, prop. 35 (no 10) et 44 (no 12), on a L(cp)a = Tr ad a pour tout a E L(G). Il 
est clair que Im L(cp) = (O) ou K. Dans le premier (resp. deuxième) cas, on a 
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Im rp = (1) (resp. Im q, = K*) d'après le cor. 1, donc G est unimodulaire (resp. 
non unimodulaire) d'après le 5 3, no 16, cor. de la prop. 55. 

PROPOSITION 2. - Soient G un groupe de Lie de dimension jinie, H un sous-groupe 
intégral de G:Les conditions suivantes sont équivalentes: 

(i) H est fermé; 
(ii) la topologie de H est induite par celle de G ;  
(iii) H est un sous-groupe de Lie de G. 

(i) (iii) : cela résulte du 8 1, prop. 2 (iv) (no 1) et 14 (iii) (no 7). 
(iii) (ii) : évident. 
(ii) * (i) : si la topologie de H est induite par celle de G, H est fermé parce que 

H est complet (§ 1, no 1, prop. 1). 

PROPOSITION 3. - Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe intégral de G, M une 
variété analytique connexe non vide, f une application de M dans G et r E N,. Considérons 
les conditions suivantes : 

(i) f est de classe Cr, et f (M) c H; 
(ii) f (M) c H, e t f ,  considérée comme application de M dans H, est de classe Cr; 
(iii) f est de classe Cr, f (M) rencontre H, et l'image de T,(M) est contenue dans 

f (m)  . L(H) pour tout m E M. 
On a (ii) o (iii) * (i). Si  la topologie de H admet une base dénombrable, les trois 

conditions sont équivalentes. 
(ii) * (i) et (ii) =- (iii) : évident. 
(iii) + (ii): supposons vérifiée la condition (iii). D'après VAR, R, 9.2.8, f 

est un morphisme de classe Cr de M dans le feuilletage gauche associé à L(H). 
Comme M cst connexe, on a f (M) c H. 

Si la topologie de H admet une base dénombrable, la condition (i) implique 
que f est une application de classe Cr de M dans H (VAR, R,9.2.8); donc 
(i) * (ii). 

COROLLAIRE 1. -Soient G un groupe de Lie de dimension Jinie, H un sous-groupe 
intégral de 6. Alors la sous-algèbre de Lie tangente en e à H (5 4, no 5, déf. 2 et 3) est 
L(H), et la structure de groupe de Lie de H est la structure induite par celle de G. 

En effet, comme H est connexe de dimension finie, sa topologie admet une 
base dénombrable. 

COROLLAIRE 2. - Soient G un groupe de Lie, Hl et H2 des sous-groupes intégraux de G. 
On suppose que la topologie de H, admet une base dénombrable. Alors 

H2 H l  c- L(H2) = L P d ,  

et, si ces conditions sont vér$ées, H, est un sous-groupe intégral de FI,. 



La dernière assertion, et l'implication L(H,) c L(H,) Hz c Hl, résultent 
du cor. 2 de la prop. 1. L'implication inverse résulte de la prop. 3. 

COROLLAIRE 3. - Soient G un groupe de Lie, Hl et H, des sous-groupes intégraux de G 
dont la topologie admet une base dénombrable. Si Hl et H, ont même ensemble sous-jacent, 
les structures de groupes de Lie de Hl et H, sont égales. 

Cela résulte du cor. 2. 

Remarque 2. -Soit G un groupe de Lie de dimension finie. Soit H un sous- 
groupe de G. Nous dirons, par abus de langage, que H est un sous-groupe 
intégral de G s'il existe une structure S de groupe de Lie sur H telle que H, muni 
de S, soit un sous-groupe intégral de G. D'après le cor. 3 de la prop. 3, si S existe, 
S est unique. 

Remarque 3. - Soit V une variété de classe Cr. Soient M une partie de V, x et y 
des éléments de M. Considérons la propriété suivante: 

PM,x,y : il existe 1, x,, x,, . . . , x, f,, . . . , f, tels que : a) 1 est une partie ouverte 
connexe de K; b) x,, . . . , x, sont dans M, x, = x, x, = y; c) pour 1 < i < n,JE est 
une application de classe Cr de 1 dansV qui prend les valeurs xi -, et xi, etJE(1) c M. 

Nous dirons que M est une partie Cr-connexe de V si, quels que soient les 
éléments x, y de M, ou a la propriété PM ,,,,. 

PROPOSITION 4. - Soient G un groupe de Lie de dimensionjnie, H un sous-groupe de 6. 
Soit r E NK. Les conditions suivantes sont équivalentes: 

(i) H est un sous-groupe intégral de G; 
(ii) muni de la structure de groupe de Lie induite par celle de G, H est connexe; 
(iii) H est Cr-connexe. 
(ii) => (i) : évident. 
(i) * (iii): supposons H muni d'une structure de groupe de Lie telle que 

H soit un sous-groupe intégral de G. Utilisons les notations de la Remarque 3. 
L'ensemble des y E H tels que la propriété P,,,,, soit vraie est un sous-groupe 
ouvert de H. Comme H est connexe, ce sous-groupe est égal à H, donc la con- 
dition (iii) est vérifiée. 

(iii) * (ii) : supposons la condition (iii) vérifiée, et munissons H de la structure 
induite par la structure de groupe de Lie de G. Soit I) la sous-algèbre tangente à 
H en e. La composante neutre Ho de H est un sous-groupe intégral de G tel que 
L(H,) = P. Montrons que H = Ho. 11 suffit de prouver ceci: soient 1 une partie 
ouverte connexe de K, f une application de classe Cr de 1 dans G telle que 
f (1) c H, h et p deux points de 1; si f (A) E Ho, alors f (p) E Ho. Or, pour tout 
v E 1, on a (TV f )  (K) cf ( v )b  par définition de b, de sorte que notre assertion 
résulte de la prop. 3. 
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Remarque 4. - Si K = R, on peut aussi caractériser les sous-groupes intégraux de 
G comme les sous-groupes qui, munis de la topologie induite par celle de G, sont 
connexes par arcs ($8, exerc. 4). Toutefois, il peut exister des sous-groupes connexes 
qui ne sont pas intégraux (AC, VI, 5 9, 5 g, exerc. 9). 

COROLLAIRE. - Soient G un groupe de Lie de dimensionjnie, Hl et H, deux sous-groupes 
intégraux de G. Le sous-groupe de G engendrépar Hl et H,, et le sous-groupe (Hl, H,) de 
G, sont des sous-groupes intégraux de G. 

Le sous-groupe (G, G) de G n'est pas toujours fermé (8 9, exerc. 6). 

Rappelons ($3, no 11, cor. 5 de la prop. 41) que si a est une algèbre de dimen- 
sion finie, Aut(a) est un sous-groupe de Lie de GL(a) et que L(Aut(a)) est 
l'algèbre de Lie des dérivations de a. 

DÉFINITION 2. - Soit a une algèbre de Lie de dimensionfinie. On note Ad(a) ou Int(a), le 
sous-groupe intégral de Aut(a) d'algèbre de Lie ad(a). Les éléments de ce groupe s'appellent 
automorphismes intérieurs de a. 

Par transport de structure, ad(a) est invariant par Aut(a), donc Int(a) est 
distingué dans Aut(a). Compte tenu du $ 4, no 4, cor. 1 de la prop. 8, et du 
fait que Int(a) est connexe, les éléments de Int(a) sont les produits finis d'auto- 
morphismes de la forme exp ad x où x E a. En général, Int(a) n'est pas un sous- 
groupe de Lie de Aut(a) (exerc. 14). 

3. Passage des algèbres de Lie aux groupes de Lie 

THÉORÈME 3. - (i) Si L est une algèbre de Lie de dimensionfiie, il existe un groupe de Lie 
G simplement connexe tel que L(G) soit isomorphe à L. 

(ii) Soient G, et G, deux groupes de Lie connexes, avec G, simplement connexe. Soient 
fun isomorphisme de L (G,) sur L (G,), cp le morphisme de G, dans G, tel que L (y) = f, 
et N le noyau de 9. Alors N est un sous-groupe discret du centre de G,, et le morphisme de 
G,/N dans G, déduit de cp est un isomorphisme de groupes de Lie. Si G2 est simplement 
connexe, cp est un isomorphisme. 

Soit L une algèbre de Lie de dimension finie. Il existe un espace vectoriel E de 
dimension finie tel qu'on puisse identifier L à une sous-algèbre de Lie de End(E) 
(chap. 1, § 7, th. 2). Soit H le sous-groupe intégral de GL(E) d'algèbre de Lie L. 
Soit H son revêtement universel (3 1, no 9, Remarque). Alors L(H) est isomorphe 
à L, d'où (i). 

Soient G,, G,,f, cp, N comme dans (ii). Alors <p est étale, donc cp(G,) est un 
sous-groupe ouvert de G,, donc rp(G,) = Ga. D'autre part, N est discret, donc 
contenu dans le centre de G, (INT, VII, § 3, lemme 4). Il est clair que le mor- 
phisme de GIN sur G, déduit de <p est un isomorphisme de groupe de Lie. Si G, 
est simplement connexe, toute application étale de G, sur G, est injective, donc 
N = (el. 



PROPOSITION 5. - Soit G un groupe de Lie réel connexe. Supposons donnée sur L ( G )  une 
structure d'algèbre de Lie normable complexe L' compatible avec sa structure d'algèbre de Lie 
normable réelle. I l  existe sur G une structure de groupe de Lie complexe et une seule compatible 
avec la structure de groupe de Lie réel et pour laquelle l'algèbre de Lie est L'. 

D'après le 5 4 ,  no 2, cor. 2 du th. 2, il suffit de prouver que la structure de L' est 
invariante par Ad 6. Soit rp  une application exponentielle de G. D'après le 
$ 4, no 4 ,  cor. 3 (i) de la prop. 8, il existe un voisinage V de O dans L(G) tel que 
la structure de L' soit invariante par Ad rp(V). Or y ( V )  engendre G parce que G 
est connexe. 

La conclusion de la prop. 5 ne subsiste pas nécessairement si G n'est pas supposé 2 connexe <exîrc. 7). 

PROPOSITION 6. -Soit G un groupe de Lie complexe connexe. Si  G est compact, G est 
commutatif. 

L'application holomorphe g H Ad g de G dans Z ( L ( G ) )  est constante 
(VAR, R, 3.3.7), donc ad a = O pour tout a E L ( G )  ($ 3, no 12, prop. 44).  Donc 
G est commutatif ( $ 4 ,  cor. 3 du th. 1). 

4. Application exponentielle 

THÉORÈME 4. - Soit G un groupe de Lie. I l  existe une application exponentielle de G et une 
seule définie dans L(G). 

Il existe un voisinage ouvert convexe U de O dans L ( G )  et une application 
exponentielle <p de G définie sur U. On peut supposer, en choisissant U assez 
petit, que 

( 1 )  + A ' b )  = rp(Aa)rp(A'a) 

pour a E L(G), A, A' dans K,  Au, A'a, ( A  + hl)a dans U. 
1 

Soit a E L(G). Il existe un entier n > O tel que - a E U. Si m est un autre entier 
n 

1 1 
> O tel que - a E U, on a - a E U, et la relation ( 1 )  entraîne 

m nm 

donc ( r p ( ;  a)). = (rp(i a)): Il existe un prolongement $: L(G) + G de rp  tel 

1 
pour a E L(G) et n entier > O tel que - a E U. Il est clair 

n 
que il, est analytique, et est une application exponentielle de G. Si $': L ( G )  -t G 
est une application exponentielle de G, $ et $' coïncident dans un voisinage de O, 
donc sont égales puisque L(G) est connexe. C.Q.F.D. 
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Quand on parlera désormais de l'application exponentielle de G, il s'agira de 
l'application considérée au th. 4. On la note exp, ou exp s'il n'y a pas risque de 
confusion. 

Exemple. - Soit A une algèbre associative unifère normée complète. Alors exp,, 
est l'application exponentielle définie au chap. II, § 7, no 3. 

PROPOSITION 7. -Soient G un groupe de Lie, a un élément de L(G). L'application 
i-t exp(Aa) de K dans G est l'unique morphisme cp du groupe de Lie K dans G tel que 

(T,cp) 1 = a. 
Les applications (A, A') i-t exp( ha) exp(A1a) et ( A ,  A') c-t exp( A + A')a de 

K x K dans G sont analytiques et coïncident dans un voisinage de (O, O). Comme 
K x K est connexe, ces applications sont égales. Donc cp: A H  exp(ha) est un 
morphisme de groupes de Lie de K dans G. L'application tangente en O à 
A i-t ha est l'application h i-t Aa; et T,(exp) = Id,(,,; donc (T,cp) 1 = a. L'asser- 
tion d'unicité de la proposition résulte du th. 1. 

PROPOSITION 8. - Soit G un groupe de Lie. Quels que soient x, y dans L(G), on a, en 
notant n un entier, 

exp(x + y) = lim 
n-t + a 

(3) exp[x,y]= lim exp-x exp-y exp-x 
n + + m  (( ; ) (  ;)( ~) - ' ( expky) - l ) l l .  

Compte tenu de la prop. 7, cela résulte de la prop. 4 du $4, no 3, en y prenant 

PROPOSITION 9. - Soient G 
jacent. Alors exp, = exp,.. 

Cela résulte de la prop. 

un groupe de Lie complexe, G' le groupe de Lie réel sous- 

5 du § 4, no 3, et de l'analyticité de exp, et exp,.. 

PROPOSITION 10. - Soient G et H des groupes de Lie, cp un moqhisme de G dans H. 
(i) cp 0 exp, = exp, 0 L(cp). 
(ii) S i  G est un sous-groupe intégral de 8, on a exp, = expH[ L (G) . 
Les deux membres de l'égalité (i) sont des applications analytiques de L(G) 

dans H qui coïncident dans un voisinage de O ($ 4, prop. 8, ri0 4), donc sont égales. 
L'assertion (ii) est un cas particulier de (i). 

COROLLAIRE 1. - Soient G un groupe de Lie, G' un sous-groupe de Lie de G, et a E L (G) . 
Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) a E L(Gr ) ; 



(ii) exp(ha) E G' pour h E K et 1 hl assez petit; 
(iii) exp(ha) E Gr pour tout A E K. 
On raisonne comme au $4, nu 4, cor. 1 de la prop. 8. 

COROLLAIRE 2. - Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe intégral de G, et a E L(G). 
Considérons les conditions suivantes : 

(i) a E L ( H )  ; 
(ii) exp,(ha) E H pour tout A E K. 
On a (i) =. (ii). Si  la topologie de H admet une base dénombrable, on a (i) + (ii). 
Soit i l'injection canonique de H dans G. Si a E L(H), on a 

exp,(ha) = (exp, 0 L ( i ) )  (ha) = (i 0 exp,) (ha) E EI. 

Donc (i) 3 (ii). La réciproque pour H à base dénombrable résulte de la prop. 3. 

COROLLAIRE 3. - Soient G un groupe de Lie, p une représentation linéaire analytique de 
G, X E L ( G )  e t g ~ G .  

(il p(exp4 = exp 
(ii) Ad(exp x) = exp ad x; 
(iii) g (exp x) g - l = exp(Ad g . x) . 
On raisonne comme au $ 4, nu 4, cor. 2 et 3 de la prop. 8. 

COROLLAIRE 4. - Soit G un groupe de Lie connexe de dimension finie. 
(i) On a Int(L(G)) = Ad(G). 
(ii) Soit Z le centre de G. Alors Z est un sous-groupe de Lie de G dont l'algèbre de Lie 

est le centre de L (G). L'application de G/Z dans Int L (G) déduite de g E- Ad gparpassage 
au quotient est un isomorphisme de groupes de Lie. 

L'assertion (i) résulte du cor. 3 (ii) et des remarques suivant la déf. 2. Soit 
g E G. Pour que Ad g = Id,(,,, il faut et il suffit que Int g coïncide avec Id, dans 
un voisinage de e (§ 4, nu 1, th. l (ii)), donc dans G tout entier; autrement dit, 
il faut et il suffit que g E Z. Ceci posé, (ii) résulte du cor. 1 de la prop. 1. 

DÉFINITION 3. - Soit G un groupe de Lie connexe de dimension jînie. Le groupe de Lie 
Int(L (G)) = Ad(G) s'appelle le groupe adjoint de G. 

PROPOSITION 1 1. - Soit G un groupe de Lie commutatif connexe. 
(i) exp est un morphisme étale du groupe de Lie additif L(G) sur G. 
(ii) S i  K = R, et si G est de dimension$nie, G est isomorphe à un groupe de Lie de la 

forme RP x T4 ( p ,  q entiers 2 O). 
D'après la formule de Hausdorff, on a (exp x) (exp y) = exp(x + y) pour x, y 
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assez voisins de O, donc quels que soient x et y dans L(G) par prolongement analy- 
tique. Donc exp est un homomorphisme de groupes, et est étale puisque 

D'où (i). L'assertion (ii) résulte de (i) et de TG, VII, 5 1, prop. 9. 

PROPOSITION 12. - Soient G un groupe de Lie, et L = L(G). Pour tout x E L, identijons 
T,(L) à L, de sorte que la dz$érentielle droite a(x) de exp en x est une application linéaire de 
L dans L. Pour tout x E L, on a 

1 
a(x) = C ---- 

n a 0  (n + l ) !  
(ad x)". 

Les deux membres sont des fonctions analytiques de x, et sont égaux pour x 
assez voisin de O (3 4, no 3, prop. 6). 

Remarque. - On a a(x) . (ad x) = exp ad x - 1. On écrit, par abus de notation, 

exp ad x - 1 
a(x) = 

ad x 

COROLLAIRE. - Soient G un groupe de Lie complexe, et x E L (G) . L'application tangente en 

x à exp, a pour noyau @ Ker(ad x - 2ixn). 
n e z - @ }  

1 ez - 1 
La fonction entière z E- 2 - zn, égale à - pour z # O, admet 

n a 0  (n + l )!  z 
pour zéros les points de 2xi Z - {O), qui sont tous des zéros simples. Le corollaire 
résulte alors de la prop. 12 et du lemme suivant: 

Lemme 2. - Soient E un espace de Banach complexe, u un élément de 9 ( E ) ,  S le spectre de u 
dans 9 (E)  (TS, 1, fj 1, no 2), f une fonction complexe holomorphe dans un voisinage ouuert 
!2 de S. On suppose que f n'admet dans Cl qu'un nombre fini de zéros z,, . . . , z, deux à 
deux distincts, de multiplicités hl, . . . , hn. Alors Kerf (u) est somme directe des 
Ker(u - zJhtpour 1 < i < n. 

(Pour la définition de f (u), voir TS, 1, tj 4, no 8.) 
Il existe une fonction holomorphe g dans Cl, partout non nulle, telle que 

f (z) = (Z - zJh1.. .(z - Z,)~,~(Z) .  Alors g(u)g-l(u) = g-l(u)g(u) = 1, donc 
n 

Ker f (u) = Ker (u - zi)hi. Considérons Ker f (u) comme un C[X]-module 
z = 1  

grâce à la loi externe (h, x) H h(u)x pour h E C[X], x E Ker f (u). On voit que 
Ker f (u) est somme directe des Ker(u - zi)a en utilisant, A, VII, 3 2, no 1, 
prop. 1, 



5. Application aux représentations linéaires 

PROPOSITION 13. - Soient G un groupe de Lie connexe, p une représentation linéaire 
analytique de G dans un espace normable complet E. Soient El, E, deux sous-espaces 
vectoriels fermés de E tels que E, c El. Les conditions suivantes sont équivalentes: 

(i) p (g)x E x (mod E,) pour tout g E G et tout x E El; 
(ii) L( p) (L(G) ) applique El dans E,. 
On a 

~ ( g b  sz x (mod E,) pour tout g E G et tout x E El 
e @(exp a)x = x (mod E,) pour tout a E L(G) et tout x E El - (exp L(p)a)x 5 x (mod E,) pour tout a E L(G) et tout x E El. 

D'autre part, si u E 9 ( E ) ,  on a 

exp(hu)x = x (mod E,) pour tout h E K et tout x E E, 
* 4%) = E2 

d'où la proposition. 

COROLLAIRE 1. - Pour que E, soit stable pour p, il faut et il su@ que El soit stablepour 

U P ) .  
Il suffit de faire El = E, dans la prop 13. 

COROLLAIRE 2. - Su@osons p de dimension finie. Pour que p soit simple (resp. semi- 
simple), il faut et il su@ que L(p) soit simple (resp. semi-simple). 

Cela résulte du cor. 1. 

COROLLAIRE 3. - Soit x E E. Pour que x soit innariantpar p(G), il faut et il su@ que x 
soit annulépar L(p) (L(G)) (c'est-à-dire que x soit invariant par L(p) au sens du 
chap. 1, $3, déf. 3). 

Il suffit de faire El = Kx, E, = O dans la prop. 13. 

COROLLAIRE 4. -Soit p' une autre représentation linéaire analytique de G dans un 
espace normable complet Et. Soit T E 9 ( E ,  E'). Les conditions suivantes sont équivalentes: 

(i) Tp(g) = p'(g)T pour tout g E G; 
(ii) TL ( p) (a) = L ( p') (a)T pour tout a E L (G) . 
Soit o la représentation linéaire de G dans 2 ( E ,  Et) déduite de p et p' 

($3, no 11, cor. 1 de la prop. 41). La condition (i) signifie que T est invariant par 
o(G). La condition (ii) signifie que T est annulé par L(a) (L(G)). Il suffit alors 
d'appliquer le cor. 3. 

COROLLAIRE 5. - Su#~osons p et p' de dimensionfinie. Pour que p et p' soient équivalentes, 
il faut et il su@ que L(p) et L(p') soient équivalentes. 

C'est un cas particulier du cor. 4. 
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COROLLAIRE 6. - Supposons G de dimensionJnie. Soit t E U(G). Pour que L, (resp. R,) 
soit invariant à droite (resp. à gauche), il faut et il su@ que t appartienne au centre de U (G). 

Pour que Lt (resp. R,) soit invariant à droite (resp. à gauche), il faut et il 
suffit que zg * t = t * E~ pour tout g E G, c'est-à-dire que (Int g) ,t = t. Il existe 
un entier n tel que t E U,(G). D'après le cor. 3, et d'après la prop. 45 du 5 3, 
no 12, on a (Int g) *t = t pour tout g E G si et seulement si [a, t] = O pour tout 
a E L(G), c'est-à-dire si et seulement si t commute à U(G). 

6. Sous-groupes intégraux distingués 

Lemme 3. -Soient G un groupe de Lie, Hl et H, des sous-groupes intégraux dont la 
topologie admet une base dénombrable, et g E G. Alors 

On a Ad g = T,(Int g). Donc, par transport de structure, (Int g) (Hl) a pour 
algèbre de Lie (Ad g) (L(H,)). Comme Hl et H, sont à base dénombrable, dire 
que les ensembles H, et (Int g) (Hl) sont égaux revient à dire que les sous-groupes 
intégraux H, et (Int g)H1 sont égaux (no 2, cor. 3 de la prop. 3). Ceci posé, le 
lemme résulte du th. 2 (i). 

PROPOSITION 14. -Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe intégral dont la topo- 
logie admet une base dénombrable. Les conditions suivantes sont équivalentes: 

(i) H est distingué dans G; 
(ii) L(H) est invariant par Ad(G). 
Si de plus G est connexe, ces conditions sont équivalentes à la suivante: 
(iii) L (H) est un idéal de L (G) . 
Si de plus G est simplement connexe et L (H) de codimension jnie dans L (G), ces con- 

ditions impliquent que H est un sous-groupe de Lie de G et que G/H est simplement con- 
nexe. 

L'équivalence (i) e- (ii) résulte du lemme 3. Si de plus G est connexe, la 
condition (ii) équivaut à dire que L(H) est stable pour ad L(G) (no 5, cor. 1 de la 
prop. 13, et 5 3, no 12, prop. 44). 

Supposons que G soit simplement connexe et que L(H) soit un idéal de codi- 
mension finie dans L(G). D'après le th. 3 du no 3, il existe un groupe de Lie 
simplement connexe G' tel que L(G1) soit isomorphe à L(G)/L(H). Il existe un 
morphisme continu f de L(G) sur L(G') de noyau L(H). D'après le th. 1 du no 1, 
il existe un morphisme cp de G dans G' tel que L(cp) = f. Ce morphisme est une 
submersion, donc son noyau N est un sous-groupe de Lie de G tel que 
L(N) = Ker f = L(H). Donc H est la composante neutre de N et est par suite 
un sous-groupe de Lie de G. Soit le morphisme de G/H dans G' déduit de cp par 
passage au quotient. Ce morphisme est étale; puisque G' est simplement connexe, 
4 est un isomorphisme de G/H sur G'. 



COROLLAIRE 1. - Soit G un groupe de Lie simplement connexe de dimension $nie. 
Soient m, P des sous-algèbres de Lie de L(G) telles que L(G) soitproduit semi-direct de m par 
3. Soient M, H les sous-groupes intégraux correspondants de G. Alors M et H sont des sous- 
groupes de Lie simplement connexes de G, et, en tant que groupe de Lie, G est produit semi- 
direct de M par H. 

D'après la prop. 14, H est un sous-groupe de Lie distingué de G et le groupe 
de Lie G/H est simplement connexe. Soit x le morphisme canonique de G sur 
G/H. Il existe un morphisme 8 de G/H dans M tel que L(0) soit l'isomorphisme 
canonique de L(G)/L(H) = L(G)/I) sur L(M) = m. Alors 

L(n 0 8) = L(x) 0 L(8) = Id,(,,,,, 

donc n O û = Id,/,. D'après le no 1, cor. 1 de la prop. 1, 8 (G/H) = M. D'après la 
prop. 8 du 3 1, no 4, M est un sous-groupe de Lie de G, et le groupe de Lie G est 
produit semi-direct de M par H. 

COROLLAIRE 2. - Soient G un groupe de Lie simplement connexe de dimensionjinie, H un 
sous-groupe de Lie connexe distingué de G, et x le morphisme canonique de G sur G/H. 

(i) I l  existe une application analytique p de G/H dans G telle que x p = IdGlH. 
(ii) Pour toute application p ayant les propriétés de (i), l'application (h, m) M hp(m) 

de H x (G/H) dans G est un isomorphisme de variétés analytiques. 
(iii) H et G/H sont simplement connexes. 
Soit n = dim G - dim H. Le corollaire est évident pour n = O. Raisonnons 

par récurrence sur n. 
Supposonsqu'ilexisteunidéaldeL (G) contenant L (H), distinct de L(G) et L(H). 

Soit H' le sous-groupe de Lie connexe correspondant de G. Soient x, : G -+ G/H1 et 
n,: Hf + Hf/H les morphismes canoniques. D'après l'hypothèse de récurrence, il 
existe des applications analytiques pl: G/H' + G, p,: H1/H -t H' telles que 
n, O pl = IdGl,,, x, O p, = Id,,,,. Soit x3 : G/H + G/H1 le morphisme canonique. 
Si x E G/H, et si y est un représentant de x dans G, y et p,(x3(x)) ont même 
image canonique modulo H', donc x-lx(p,(rr3(x))) E H'/H. Posons 

Pb) = ~l(x3(x))P2(x(Pl(~3(x))) -lx) E G- 

Il est clair que p est une application analytique de G/H dans G. On a 

Si maintenant les seuls idéaux de L(G) contenant L(H) sont L(G) et L(H), 
l'algèbre de Lie L(G) /L(H) est ou bien de dimension 1 ou bien simple. Dans les 
deux cas, L(G) est produit semi-direct d'une sous-algèbre par L(H); c'est évi- 
dent dans le premier cas, et, dans le deuxième, cela résulte du chap. 1, $6, cor. 3 
du th. 5. L'assertion (i) résulte alors du cor. 1. 
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L'assertion (ii) est évidente. L'assertion (iii) résulte de (i) et (ii). 

Les conclusions du cor. 2 ne sont plus nécessairement vraies quand G est de 
dimension infinie, ou quand H n'est pas distingué (exerc. 8 et 15). 

COROLLAIRE 3. -- Soient G un groupe de Lie connexe de dimension$nie, H un sous-groupe 
de Lie connexe distingué de G. Le morphisme canonique de TC, (H) dans x, (G) est injectif. 

Soient G, le revêtement universel de G, A l'application canonique de G, sur 
G. L'algèbre de Lie de G, s'identifie à L(G). Le sous-groupe de Lie h-l(H) de G, 
est distingué dans G,, et son algèbre de Lie est L(H). Soient Hl la composante 
neutre de A - ~ ( H )  et A, = AIH,. On a L(H,) = L(H), donc A, est un mor- 
phisme étale de Hl sur H. D'autre part, Hl est simplement connexe (cor. 2), donc 
s'identifie au revêtement universel de H. Alors, d'après TG, XI, le morphisme 
canonique de xl(H) dans x,(G) s'identifie à l'injection canonique de Ker A, 
dans Ker A. 

7. Primitives des formes différentielles à valeurs dans une algèbre de Lie 

PROPOSITION 15. - Soient G un groupe de Lie, M une variété de classe Cr (r 2 2), a 
une fome dzfférentielle de classe Cr-, et de degré 1 sur M à valeurs dans L(G), telle que 
da + [al2 = 0. On suppose M simplement connexe. Pour tout x E M et tout s E G, il 
existe une application f de classe Cr-, de M dans G et une seule telle que f (x) = s et 
f -'.df= a. 

L'unicité de f résulte du 5 3, no 17, cor. 2 de la prop. 59, et du fait que M est 
connexe. Prouvons l'existence de$ Il existe un recouvrement ouvert (Ui)i de 
M, et, pour tout i E 1, une application gi: Ui + G de classe Cr-l telle que 
gc1.dg, = a sur Ui (5  4, no 6, th. 5). D'après le 5 3, no 17, cor. 2 de la prop. 59, 
gig7r1 est localement constante dans Ui n Ui. Posons gigyl = gip Soit G, le 
groupe G muni de la topologie discrète. Les gii: Ui n Uj + G, sont continues, 
et gijgjk = gik dans Ui n Ui n Uk. Puisque M est simplement connexe, 
il existe des applications continues A,: Ui + G, telles que gigT1 = Aihi' dans 
Ui ri Ui. Soit g l'application de M dans G ayant Aclgi pour restriction à Ui 
quel que soit i E I. Cette application est de classe Cr-l, et g- l .  dg = a. L'applica- 
tion f de M dans G définie par f = s(g(x)) -lg vérifie les conditions f -l. df = cc 

et f (x) = S. 

8. Passage des lois d'opérations infinitésimales aux lois d'opérations 

Lemme 4. - Soient G un groupe topologique connexe, X un espace topologique séparé, et f,, 
f2 des lois d'opérations à gauche (resp. à droite) de G dans X telles que, pour tout x E X, 
les applications s H f,(s, x), s ++ f,(s, x) de G dans X soient continues. On suppose qu'il 
existe un voisinage V de {e) x X dans G x X tel que f, et f2 coïncident sur V. Alors 

fi = f i *  
Soient x E X, et A l'ensemble des g E G tels que f,(g, x) = f2(g, x). Alors A est 

fermé dans G. D'autre part, soit g E A; posons y = f,(g, x) = f,(g, x). Il existe 



un voisinage U de e dans G tel que f l ( t ,  y )  = f,(t, y )  pour t E U ,  autrement dit 
tel que f l ( t ' ,  x )  = f2 ( t ' ,  X )  pour t' E U g  (resp. g U ) .  Donc A est ouvert dans G, et 
par suite A = G. 

PROPOSITION 16. - Soient G un groupe de Lie connexe, X une variété séparée de classe Cr, 
et f,, f ,  des lois d'opérations à gauche (resp. à droite) de classe Cr de G dans X .  S i  les 
lois d'opératiom injnitésimales associées à fl et f2 sont égales, on a f ,  = f2. 

D'après le Fj 4 ,  no 7 ,  cor. de la prop. 1 1, il existe un voisinage V de {e} x X dans 
G x X tel que fl et f ,  coïncident dans V. Donc fl = f ,  (lemme 4 ) .  

Lemme 5. - Soient G un groupe topologique simplement connexe, X un espace topologique 
séparé, U un voisinage ouvert de e dans G, + une application continue de U x X dans X 
telle que + (e, x )  = x et + (s,  + ( t ,  x )  ) = + (st, x )  quels que soient x E X et s, t dans U tels que 
st E U. Soit W un voisinage ouvert connexe symétrique de e tel que W3 c U .  Il exixte une 
loi d'opération à gauche continue +' de G dans X et une seule telle que +' et + coïncident dans 
W x X .  S i  G est un groupe de Lie et X une variété de classe Cr ,  et si + est de classe Cr ,  
alors +' est de classe Cr. 

L'unicité de + résulte du lemme 4. Soit P le groupe des permutations de X .  
Pour u E W3, l'application x H +(u, x )  est un élément f (u )  de P, et 

pour u,, u,, u3 dans W. Appliquant le lemme 1 du no 1, on obtient un morphisme f' 
de G dans P qui prolonge f 1 W. Posons +'(g, x )  = f'(g) ( x )  pour tout ( g ,  x )  E G x X .  
Alors +' est une loi d'opération à gauche de G dans X qui coïncide avec + dans 
W x X .  Comme +'(g, cji1(g', x ) )  = cji'(ggf, x)  pour ( g ,  g', x )  E G x G x X ,  la 
continuité de cji  dans W x X entraîne la continuité de +' dansgW x X quel que soit 
g E G. Donc +' est continue. Si + est de classe Cr, on voit de même que +' est de 
classe Cr. 

T H É O R È M E  5. - Soient G un groupe de Lie simplement connexe, X une variété compacte de 
classe C r  ( Y  2 2 ) ,  et a e Da une loi d'opération injnitésimale à gauche (resp. à droite) 
de classe C r  - l de L (G) dans X .  I l  existe une loi d'opération à gauche (resp. à droite) de 
classe C r - l ,  et une seule, de G dans X telle que la loi d'opération injnitésimale associée 
soit a H Da. 

L'unicité résulte de la prop. 16. D'après le Fj 4, no 7 ,  cor. 1 du th. 6, il existe un 
voisinage V de {e} x X dans G x X ,  et un morceau de loi d'opération à gauche 
(resp. à droite) de classe C r - l  de G dans X, défini dans V, tel que la loi d'opéra- 
tion infinitésimale associée soit a e  Da. Comme X est compacte, on peut 
supposer V de la forme U x X ,  où U est un voisinage ouvert de e dans G. Il 
suffit alors d'appliquer le lemme 5. 
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9. AppEcatàon exponentielle dans le groupe linéaire 

PROPOSITION 17. - Soient A l'ensemble des z E C tels que - n < Y(z) < x, et A' 
l'ensemble des z E C qui ne sont pas réels < O. Soient E un espace normable complet sur C ,  
A (resp. A') l'ensemble des x E 2 ( E )  dont le spectre Sp x est contenu dans A (resp. dans 
A'). Alors A (resp. A') est une partie ouverte de 2 ( E )  (resp. de GL(E)), et les applica- 
tions exp: A + A' et log: A' + A ( T S ,  1, § 4,  no 9 )  sont des isomorphismes réciproques 
de variétés analytiques. 

Cela résulte de T S ,  1, $ 4 ,  prop. 10 et no 9. 

THÉORÈME 6. - Soient E un esfiace hilbertien réel ou complexe, U le groupe unitaire de E. 
(i) L'ensemble H des éléments hermitiens de 2 ( E )  est, pour la structure d'espace 

normé réel, un sous-espace vectoriel fermé de 2 ( E )  admettant un supplémentaire topologique. 
(ii) L'ensemble H' des éléments 3 0 de GL(E) est une sous-variété analytique réelle 

de GL (E) . 
(iii) La restriction à II de l'application exp est un isomorphisme de variétés analytiques 

réelles de H sur H'. 
(iv) L'application (h, u )  H (exp h)u de H x U dans GL(E) est un isomorphisme 

de variétés analytiques réelles. 
Rappelons que, si x E 2(E) ,  on note x* l'adjoint de x. Soit H l  l'ensemble des 

x E 2 ( E )  tels que x* = - x. La formule x = + ( x  + x*) + &(x - x * )  prouve que, 
pour sa structure d'espace normé réel, 2 ( E )  est somme directe topologique de H et 
H l ,  d'où (i). 

Supposons K = C. Avec les notations de la prop. 17, H f  est l'ensemble des 
h E H  n A' tels que Sp h c R:. Comme exp(R) = R f ,  (ii) et (iii) résultent de la 
prop. 17 et de TS, 1, $ 4, prop. 8 et $ 6, no 5. L'application (h,u) H y = (exp h)u 
de H x U dans GL(E) est bijective d'après T S ,  1, $ 6 ,  prop. 15. Elle est ana- 
lytique réelle d'après ce qui précède. L'application y i-t h = + log(yy*) est 
analytique réelle, donc aussi l'application y t-t u = (exp h) - ly. D'où (iv) . 

Supposons K = R. Soient l'espace hilbertien complexifié de E et J l'applica- 
tion 5 + i q w  5 - iq (pour 5, q dans E) de dans E. Notons fi, H', 0 les ensernblcs 
définis pour Ê: comme H, H', U pour E. Alors H (resp. Hf, U) s'identifie à 
l'ensemble des x E H (resp. H',  0) tels que JxJ - l  = x. Les propriétés (ii), (iii), 
(iv) résultent alors facilement de (i) et des propriétés analogues dans le cas com- 
plexe. 

PROPOSITION 18. - Soient E un espace normable complet sur C ,  v E 2 ( E ) ,  et g = exp v. 
On suppose que Sp(v) ne contient aucun des points 2inn avec n E Z - {O). Alors, pour tout 
x E E, les conditions vx = O et gx = x sont équivalentes. 

Cela résulte du lemme 2 du no 4,  appliqué à la fonction z t-t e" - 1. 

COROLLAIRE 1. - Soient E un espace normable complet sur C ,  Ii l'espace des a$plications 



Pour tout g E GL(E), soit p(g) l'élément de GL(F) déJini par 

2x 
Soit u E 9 ( E )  tel que tout z E Sp u vérge IY(z) 1 < -. Alors, pour tout f E F, les 

n + l  
conditions o(u) f = O et p(exp u) f = f sont équivalentes. 

On a L(p) = o (8 3, no 11, cor. 1 de la prop. 41), donc p(exp u) = exp o(u) 
(no 4, cor. 3 de la prop. 10). Compte tenu de la prop. 18, il suffit alors de prouver 
que Sp o(u) ne rencontre pas 2ix(Z - {O)). Or cela résulte du lemme suivant: 

Lemme 6. - Si v E 9(E) ,  on a Sp o(v) c Sp v + Sp v -!- . . . + Sp v O& la somme 
comporte n + 1 termes. 

Définissons des éléments vo, v,, . . . , un de 9 ( F )  en posant, pour tout f E F, 

n 

Alors o(v) = , v,, et les vi sont deux à deux permutables. Soit A la sous-algèbre 
2 = 0  

fermée pleine de 9 ( F )  engendrée par les vi; elle est commutative (TS, 1, tj 1, 

no 4), et Spr, v' = Sp, of c 5 Sp ai (TS, 1, 5 3, prop. 3 (ü)). Or, si A E C est 
i = O  

tel que v - A soit inversible, il est clair que les vi - A sont inversibles, donc 
Sp vi c Sp v pour tout i. 

COROLLAIRE 2. -Soient E une algèbre normable complète sur C, et w E 9 ( E ) .  On suppose 
2x 

que tout z E Sp w vériie 19(z) 1 < -- Les conditions suivantes sont équivalentes: 
3 

(i) w est une dérivation de E; 
(ii) exp w est un automorphisme de E. 

Cela résulte du cor. 1 où l'on fait n = 2 et où l'on prend pour f la multiplica- 
cation de E. 

PROPOSITION 19. - Soient E un espace normable complet sur C, v E 6P(E), et g = exp v. 
On suppose que tout z E Sp v vérijïe - x  < 9 ( z )  < 7 ~ .  Alors, pour tout sous-espace 
vectoriel fermé E' de E, les conditions v(Ef) c E' et g(E1) = E' sont équivalentes. 

La condition v(E') c E' entraîne g (E') c E' et g-l(E1) c E' doncg (E') = E'. 
Supposons g(E1) = Er. Utilisons les notations A, A' de la prop. 17. Puisque Sp v 
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est une partie compacte de A, il existe un rectangle compact Q = (a, b) x (a', b') 
tel que Sp v c Q c A. L'ensemble A - Q est connexe. Donc Sp g c exp Q c  A', 
l'ensemble exp Q est compact, et l'ensemble A' - exp Q est connexe. L'adhé- 
rence de ce dernier contient ) - CQ,  O), donc (A' -exp Q)  U) - CQ,  O) = 

C-exp Q est connexe. Alors exp Q est polynomialement convexe (TS, 1 , s  3, cor. 
2 de la prop. 9 ) ,  donc la fonction log, définie dans A', est limite dans O(exp Q)  de 
fonctions polynômes (TS, 1, $ 4,  prop. 3). Donc v = logg est limite dans 9 ( E )  
d'éléments de la forme P ( g ) ,  où P est un polynôme (TS, 1, $4, th. 3) .  Comme 
P ( g ) ( E r )  c E', on en déduit que v ( E f )  c Et. 

COROLLAIRE. - Soient E un espace normable complet sur C, v E (;P(E), et g = exp v. 
X X 

On suppose que tout z E Sp v vér$îe -- < 4(z) < - a  Alors, pour tout sous-espace 
2 2 

vectoriel fermé M de 9 ( E ) ,  les conditions gMg - l = M et [v, M l  c M sont équivalentes. 
Soient F = 9 ( E ) ,  g' l'application f t+ g fg - l  de F dans F, et v' l'application 

f H [v, f ]  de F dans F. On a g' = exp v' (no 4 ,  cor. 3 de la prop. 10, et $ 3, no 11, 
cor. 1 de la prop. 41). Le lemme 6 prouve que -n < $(z)  < x pour tout 
z E Sp v'. Il suffit alors d'appliquer la prop. 19. 

10. Complexification d'un groupe de Lie réel de dimension finie 

Lemme 7. -Soient B un groupe, A un sous-groupe distingué de B, C le groupe B /A ,  
i :  A + B et p: B -t C les morphismes canoniques. Soient A' un groupe, f un homomor- 
phisme de A dans A'. Soit w un morphisme de B dans le groupe des automorphismes de A'. 
On suppose que, pour a E A, a' E A', b E B, on a 

f (bab-l) = w (b)  f (a) ,  w (a)af  = f (a)a' f (a)  -l. 

Soient B le produit semi-direct de B par A' relatg à a, q le morphisme canonique de B" 
sur B. 

(i) L'application a tt ( f  ( a - l ) ,  i ( a ) )  de A dans B" est un morphisme de A sur un 
sous-groupe distingué D de B". Soient B' = BV/D,  et i ' :  A' + Br, g :  B -+ B' les mor- 
phismes de A' et B dans B' déduits par passage au quotient des injections canoniques de A' et 
B dans B". 

(ii) Le morphisme p 0 q de B" dans C définit par passage au quotient un morphisme p' 
de B' dans C. 

(iii) i' est injectÊf, p' est surjectif, Ker(pl)  = I m ( i l ) ,  et le diagramme ci-dessous est 
commutatif 



(iv) Si b E B et a' E A', on a 

g(b)i'(a1)g(b)-l = il(w(b)a'). 

(i) Pour al, a, dans A, on a, dans B", 

donc h(A) = D est distingué dans Bu. 
(ii) Pour a E A, on a 

( P o  q)(h(a)) = P ( d f  (a- lb))  = P b )  = e 

donc p 0 q est trivial dans D. 
(iii) Soit a' E A' tel que i'(a') = e; on a a' E D, donc il existe un a E A 

tel que a' = f (a-l)a; cela entraîne a = e, d'où a' = e; ainsi, i' est injectif. 
Comme p et q sont surjectifs, p' est surjectif. 

Notons r le morphisme canonique de B" sur B'. Soient a' E A', b E B, 
et b' = r(alb). Si b' E Im(if),  il existe a; E A' tel que b' = r(a;); alors il existe 
a E A tel que a'b = a; f (aw1)a, d'où b = a E A, et 

p'(br) = p(q(a'b)) = p(b) = e; 

ainsi, Im(i') c Ker(p'). Conservons les notations a', b, b', mais supposons 
b' E Ker(pl) ; alors e = pf(b') = p(q(alb)) = ~ ( b ) ,  donc b E A, d'où 

donc le diagramme (4) est commutatif. 
(iv) Soient b E B, a' E A'. O n  a 
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PROPOSITION 20. - Soit G un groupe de Lie réel de dimensionjnie. 
(i) Il existe un groupe de Lie complexe G et un morphisme R-analytique y de G dans e 

ayant les propriétés suivantes: pour tout groupe de Lie complexe H et tout morphisme R- 
analytique cp de G dans H, il existe un morphisme C-analytique + de e dans H et un seul tel 

que 'P = S 
(ii) S i  (G', y') a les mêmespropriétés que (G, y), il existe un isomorphisme 8 et un seul 

de 6 sur 6' tel que O O y = y'. 
(iii) L'application C-linéaire de L(G) @ C dans L(G) qui prolonge L(y) est 

surjective; en particulier dim, (G) < dim, (G) . 
L'assertion (ii) est évidente. Prouvons l'existence d'un couple (G, y) avec les 

propriétés (i) et (iii). 
a) Supposons d'abord G connexe. Soient g = L(G), g, = 9 @, C la com- 

plexification de g, S (resp. S') le groupe de Lie réel (resp. complexe) simplement 
connexe d'algèbre de Lie g (resp. g,), o l'unique morphisme R-analytique de 
S dans Sr tel que L(o) soit l'injection canonique dc 9 dans 9,. Soient x l'unique 
morphisme R-analytique de S sur G tel que L(x) = IdLcG,, et F = Ker x. 

Pour tout groupe de Lie complexe H et tout morphisme R-analytique cp de G 
dans H, L(cp): g -t L(H) possède un unique prolongement C-linéaire à g,, et 
cette extension est de la forme L(<p*), où cp* est un morphisme C-analytique de 
S' dans H. On a 

L(cp 0 x) = L(cp) 0 L(x) = L(cp) = L(y*) o L(o) = L(cp* 0 o), 

donc cp 0 x = y* O o. Par suite cp*(o(F)) = y(x(F)) = {el, d'où 

o(F) c Ker cp*. 

Soit P l'intersection des Ker cp* pour cp variable. C'est un sous-groupe de Lie 
distingué de Sr (no 2, cor. 3 de la prop. 1). Soient e = Sf/P, et A: S' -+ e le 
morphisme canonique. On a o(F) c P, donc il existe un morphisme R-analytique 
y et un seul de G dans G tel que y 0 x = A 0 o. Si 4: e -+ H désigne le morphisme 
déduit de cp* par passage au quotient, on a 



d'où + 0 y = cp. Il est clair que L(+), donc +, sont déterminés de manière unique 
par l'égalité + 0 y = cp. On a ainsi prouvé que le couple (G, y) possède les propriétés 
(i) et (iii). 

b) Passons au cas général. Soient F la composante neutre de G, M = G/F, 
i: F + G et$: G +- M les morphismes canoniques. Appliquons à F la partie 
a) de la démonstration. On obtient un couple (E, 6). Pour tout g E G, 
IntgIF = w'(g) est un automorphisme de F. D'après la propriété universelle de F, 
il existe un automorphisme w (g) du groupe de Lie complexe Ë, et un seul, tel que 
S 0 w'(g) = w(g) 0 S. Il est clair que w est un morphisme de G dans Aut(fI). Si 
g ~ G e t f ~ F , o n a  

Si f E F, on a 6 0 (Int, f )  = (Inte 6( f )) 0 6, et IntF 6( f )  est un automorphisme du 
groupe de Lie complexe F;  donc Int, S( f )  = o (  f). 

On peut donc appliquer le lemme 7, ce qui donne un diagramme 

Identifions F à un sous-groupe distingué de G grace à l. Le groupe G est engendré 
par F et y (G) ; donc les automorphismes de F définis par les éléments de G sont des 
automorphismes de la structure de groupe de Lie complexe. D'après le 5 1, no 9, 
prop. 18, il existe une structure de groupe de Lie complexe et une seule sur G telle 
que F soit un sous-groupe de Lie ouvert de G. Nous munirons désormais G de 
cette structure. Comme 6 est R-analytique, y est R-analytique. 

Le couple (G, y) possède la propriété (iii) de la proposition. Montrons qu'il 
possède la propriété (i). Soient H un groupe de Lie complexe ct + un morphisme 
R-analytique de G dans H. Il existe un morphisme C-analytique 2 de Ë dans H 
tel que -q 0 6 = VIF. Soit g E G. Les applications 

parsuite,-q(w(g) f )  = cp(g)q(f)cp(g)-lpourtoutg~Gettoutf~F.SiG'désigne 
le produit semi-direct de G et F relatif à o, il existe donc un morphisme C du 
groupe G' dans H qui coïncide avec cp dans G et avec q dans F. Pour f EF, 
on a 

CNf -'If) = @ ( f  -'))cp(f) = df -l)cp(f) = e.  
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Donc définit par passage au quotient un morphisme + de G dans H. On a 

(,J O y = cp et rl, o  = q; cette dernière égalité entraîne que rl, est C-analytique. 
Enfin, soit +' un morphisme C-analytique de G dans H tel que cp = (,JI 0 y. 

Mors - 
rl,'oi08 = + ' o y o i =  c p o i =  + o i o 8  

donc +' O = rl, o  : Comme 6 est engendré par i(F) et y(G), on a (,JI = 4. 

DÉFINITION 4. - On dit que (G, y), ou simplement G, est la complexzfication universelle 
de G. 

Remarpes. - 1) Soit (G, y) la complexification universelle de G. Soit Go (resp. 
Go) la composante neutre de G (resp. G). D'après la démonstration de la prop. 20, 
(Go, y /Go) est la complexification universelle de Go, et le morphisme composé 

définit par passage au quotient un isomorphisme de G/G, sur G/Go. 
2) Supposons G simplement connexe. Soient g = L(G), g, la complexification 

de 9, S' le groupe de Lie complexe simplement connexe d'algèbre de Lie g,, o 
le morphisme de G dans S' tel que L(o) soit l'injection canonique de 9 dans g,. 
Reprenons les notations de la démonstration de la prop. 20, partie a). Si H = S' 
et cp = o, on a cp* = Id,,. Donc (S', o) est la complexification universelle de G. 
On notera que o n'est pas injectif en général (exerc. 16); toutefois son noyau est 
discret puisque L(o) est injectif. D'autre part, soit O l'involution de 9, définie par g, 

et soit q l'automorphisme correspondant du groupe de Lie réel sous-jacent à S'; 
soit S'n l'ensemble des points de S' invariants par q; c'est un sous-groupe de Lie 
réel de S' d'algèbre de Lie g ($3,  no 8, cor. 1 de la prop. 29). D'après le no 1, cor. 1 
de la prop. 1, o(G) est le sous-groupe intégral réel de S' d'algèbre de Lie 9, donc 
o(G) est la composante neutre de S'n; en particulier o(G) est un sous-groupe de Lie 
réel de Sr. 

$ 7. Groupes de Lie sur un corps ultramétrique 

Dans ce paragraphe, le corps valué K est supposé ultramétrique et de caractéris- 
tique O. On note A l'anneau de valuation de Ky m l'idéal maximal de A, p la 
caractéristique du corps résiduel A/m. Si K est localement compact, on a p # 0 
(AC, VI, $ 9, th. 1). 

1. Passage des algèbres de Lie aux groupes de Lie 

PROPOSITION 1. - Soit G un groupuscule de Lie d'élément neutre e. Il existe un système 
fondamental de voisinages ouverts de e dans G formédes sous-groupes de Lie de G. 



Munissons L(G) d'une norme compatible avec sa topologie et telle que 
I I  [x,  y] I I  < llxjl llyll quels que soient x, y dans L(G). Soit G, le groupe de Lie défini 
par L(G). D'après le $ 4, no 2, th. 2, G et G, sont localement isomorphes. Il suffit 
alors d'appliquer le $ 4, no 2, lemme 3 (iii). 

THÉORÈME 1. - Soit L une algèbre de Lie normable complète. I l  existe un groupe de Lie 
G tel que L(G) soit isomorphe à L. Deux tels groupes sont localement isomorphes. 

La première assertion a été prouvée au 5 4, no 2, lemme 3. La deuxième est un 
cas particulier du $4, no 2, th. 2. 

THÉORÈME 2. - Soient G un groupe de Lie, b une sous-algèbre de Lie de L(G) admettant 
un supplémentaire topologique. Il  existe un sous-groupe de Lie H de G tel que L(H) = P. 
S i  Hl et Hz sont des sous-groupes de Lie de G tels que L(Hl) = L(H,) = 4, alors 
Hl n H, est ouvert dans Hl et Hz. 

La première assertion résulte de la prop. 1, et du 5 4,  no 2, th. 3. La deuxième 
est un cas particulier du $ 4 ,  no 2, th. 3. 

TEIÉORÈME 3. - Soient G et H des groupes de Lie, b un morphisme continu de L(G) dans 

LW). 
(i) I l  existe un sous-groupe ouvert G' de G et un morphisme de groufies de Lie y de G' 

dans H tel que h = L(rp). 
(ii) Soient G,, G, des sous-groupes ouverts de G, et rp, un morphisme de G, dans H 

tel que h = L(<pi). Alors y, et rp, coïncident dans un sous-groupe ouvert de G. 
Compte tenu de la prop. 1, cela résulte du tj 4, no 1, th. 1. 

PROPOSITION 2. - Soient G un groupe de Lie, b unesous-algèbre de Lie de L(G) admettant 
un sufiplémentaire topologique. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) I l  existe un sous-groupe ouvert Gr de G et un sous-groufie de Lie distir~gué H de G' 
tels que L(H) = 4. 

(ii) b est un idéal de L ( H )  . 
S'il existe G' et H ayant les propriétés de (i), on a L(G1) = L(G), et L(H) est 

un idéal de L(G1) d'après le $3,  no 12, prop. 47. 
Supposons que 6 soit un idéal de L(G). Il existe un groupe dc Lie F tel que 

L(F) = L(G)/b (th. 1). Soit h le morphisme canonique de L(G) sur L(F). 
D'après le th. 3 (i), il existe un sous-groupe ouvert G' de G et un morphisme de 
groupes de Lie cp de G' dans F tel que L(q) = h. D'après le 5 3, no 8, le noyau H de 
<p est un sous-groupe de Lie de G', et L(H) = Ker L(y) = Ker h = b. Enfin, N 
est distingué dans G' puisque H = Rer y. 
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2. Applications exponentielles 

PROPOSITION 3. - Soit G un groupe de Lie. Il existe une application exponentielle cp de G 
ayant les propriétés suivantes : 

(i) cp est d&nie dans un sous-groupe ouvert U du groupe additifL(G) ; 
(ii) cp(U) est un sous-groupe ouvert de G, et cp est un isomorphisme de la variété analy- 

tique U sur la variété analytique cp(U) ; 
(iii) cp(nx) = cp(~)~pour tout x E U et tout n E Z. 
Munissons L(G) d'une norme compatible avec sa topologie et telle que 

I][x, y] I I  < llxjl llyll pour x, y dans L(G). Soit G, le groupe de Lie défini par L(G). 
Soit 4 = Id,,, qui est une application exponentielle de G,. Pour tout p > O, soit 
Lu l'ensemble des x E L(G) tels que llxll < p. Alors, pour p assez petit, L, est un 
sous-groupe ouvert du groupe additif L(G), +(Lm) est un sous-groupe ouvert de 
G, (3 4, no 2, lemme 3), +ILu est un isomorphisme de variétés analytiques de 
L, sur +(Lm), et +(nx) = + ( x ) ~  pour tout x E Lu et tout n E Z. Les L, forment un 
système fondamental de voisinages de O dans L(G). D'après le th. 1, il existe un p 
et un sous-groupe ouvert Gr de G tels que +(Lu) et G' soient isomorphes, d'où la 
proposition. 

PROPOSITION 4. - Soient G un groupe de Lie, cp une application exponentielle injective de G. 
Supposonsp > O. Quels que soient x, y dans L(G), on a 

Ce sont des cas particuliers de la prop. 4 du 3 4, no 3. 

3. Groupes standard1 

Si S(X,, X,, . . . , X,) est une série formelle à coefficients dans A, alors, quels que 
soient x,, . . ., x, dans m, la série S(x,, x,, . . ., x,) est convergente. Plus précisé- 
ment, rn x m x . - . x m est contenu dans le domaine de convergence stricte de S 
(VAR, R, 4.1.3). 

DÉFINITION 1. - Soit r un entier O. On appelle groupe standard de dimension r sur K 
un groupe de Lie G possédant les propriétés suivantes: 

(i) la variétéanalytique sous-jacente de G est m x m x . - . x ni  (r facteurs) ; 
(ii) il existe une série formelle F en 2r variables, à coejicients dans Ar, sans terme 

constant, telle que x .y = F (x, y) quels que soient x, y dans G. 

* Les résultats des nos 3 et 4 et leurs démonstrations restent valables lorsque la caractéristique de K 
est > 0. 



On a alors 0.0 = O, donc l'élément neutre de G est l'origine de m x . . . x m. 
On identifiera L(G) à Kr. D'après le 5 5, formule (13), les constantes de 

structure de L(G) par rapport à la base canonique appartiennent à A. Il nous 
arrivera, dans une même démonstration, de considérer les éléments de 
m x - - x m, tantôt comme des éléments de G, tantôt comme des éléments de 

L W .  

Exemple. - Soit G = 1 + M,(m), qui est une partie ouverte de Mn(K). Si x E G, 
on a det x E 1 + m, donc G c GL(n, K). II est clair que GG c G. Six = 1 + y 
avec y E Mn(m), le calcul de l'inverse d'une matrice prouve d'abord que 
x-l EM,(A); sil'onposex-l = 1 + y',onay +y '  + yy' = O, doncy1EMn(m), 
et par suite x-l E G. Ainsi, G est un sous-groupe ouvert de GL(n, K). Identifions 
G à mna grâce à l'application (si, + y,,) i-t (y,,). Il est clair que G est un groupe 
standard. 

THÉORÈME 4. -Soit G un groupe de Lie de dimension $nie. 61 existe un sous-groupe 
ouvert de G isomorphe à un groupe standard. 

En remplaçant G par un groupe isomorphe à un sous-groupe ouvert de G, on 
se ramène au cas où G est une partie ouverte de Kr, d'élément neutre O, et où les 
coordonnées du produit x .y et de l'inverse x[-l1 sont données par des formules 

les séries des seconds membres étant convergentes pour x, y dans G (3 5, n 1). Soit 
heK*, et transportons la loi de groupe de G à G' = hG par l'homothétie de 
rapport h. Pour x', y' dans G', le produit x1.y' et l'inverse x'[-l1 calculés dans 
G' ont pour coordonnées 

avec 

Comme les séries (3) et (4) sont convergentes, on voit que, pour lhI assez grand, 
on a, quels que soient cc, P, i, 

Ic&l G 1, Idail G 1 

c'est-à-dire ciDi E A et dai E A; et d'autre part G' 3 m x m x - . x m. Alors 
m x m x . - - x m est un sous-groupe ouvert de G', et est un groupe standard. 
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4. Filtration des proapes standard 

On reprend les notations de la déf. 1. Choisissons un nombre a > 1 et une 
valuation réelle v de K telle que 1x1 = a-u(x)pour toutx E K (AC, VI, 8 6, prop. 3). 
Si a est un idéal non nul (donc ouvert) de A contenu dans m, on note G(a) l'en- 
semble des éléments de G dont les coordonnées appartiennent à a. Si A ER,  on 
note a, (resp. a l )  l'ensemble des x E K tels que v(x) 2 A (resp. v(x) > A) ; on a 
a, = A, a: = m. Pour x = (x,, . . ., xr) E G, nous poserons 

( 5 )  w (x) = inf (~(x,), . . . , v(x,)). 

PROPOSITION 5. - Soit G un groupe standard. 
(i) S i  a est un idéal non nul de A contenu dans m, G(a) est un sous-groupe distingué 

ouvert de G. 
(ii) Les G(a,), pour A > O, forment un système fondamental de voisinages de e dans G. 
(iii) Supposons a, c a pour h A,, et munissons les G(a)/G(a,), pour A,, 

de la topologie discrète. Alors le groupe topologique G(a) est limite projective des groupes 

G(a) /G(aa). 
(iv) Soient a, b des idéaux non nuls de A contenus dans m, tels que a 3 b 3 a2. 

L'application x t-t (x, mod b, . . . , x, mod b) de G(a) dans (a/b) x . . . x (a/b) 
déJinit par passage au quotient un isomorphisme du groupe G(a) /G(b) sur le groupe additg 
(a/b) x . . . x (a/b) . 

Si x E G et y E G(a), les coordonnées de x et de x.y sont égales modulo a. Donc, 
pour x', x" dans G et y', y" dans G(a), les coordonnées de x' .x" et de (x' .y1) . (x" .y") 
sont égales modulo a. Cela prouve (i). 

(ii) est évident. 
(iii) résulte de ce qui précède et de TG, III, 3 7, prop. 2. 
Si x E G(a) et y E G(a), les coordonnées de x.y sont congrues à celles de 

x + y modulo G(a2) d'après la formule (4) du 5 5.  Cela prouve (iv). 

COROLLAIRE. - Supposons K localement compact et soit g = Card (A/m) . 
(i) Si  a = ma et b = mb avec b 2 a 2 1, G(a)/G(b) est un p-groupe de cardinal 

qr(b - a). 

(ii) G (a) est limite projective dep-groupes. 
Le nombre d'éléments de G(a)/G(b) est (Card(a/b))'; si b = a + 1 ,  a /b  est un 

espace vectoriel de dimension 1 sur A/m, d'où (i) dans ce cas; le cas général s'en 
déduit par récurrence sur b - a. L'assertion (ii) résulte de (i) et de la prop. 5 (iii). 

PROPOSITION 6. - Soient a, b, c, c' des idéaux non nuls de A contenus dans m tels que 

cf C c, ab c c, ab2 c c', a2b c c'. 

S i  x E G(a) et y E G(b), alors x[- l] .yt- l l  . x .y, x .y.  x[- l l .  yr-l], [x, y] appartiennent 
à G(c) et sont congrus modulo G(c'). 



D'après le 3 5, no 2, prop. 1, il existe des cUp E Ar tels que 

Si x = O, ou si y = O, on a ~ [ - l l . y [ -~ .x .y  - [x,y] = O; donc c,,, = c,, = 0. 
D'autre part, les conditions 

x ~ G ( a ) ,  Y E G ( ~ ) ,  1x1 2 1, IPI 2 1, 1x1 + IPI 2 3 

impliquent cED xw y% G(a2b + ab2) c G(cf) 

donc x[-I1 .y[-ll. x .y - [x, y] E G(cf). On voit de même que 

..y.xC-ll. C-11 - Y [x, YI E G(cf)- 

Edin, d'après le § 5, formule (13), on a [x, y] E G(ab) c G(c). C.Q.F.D. 

PROPOSITION 7. - (i) La famille (G(a,)) est unejltration centrale sur G (chap. II, 
Ej 4, no 4, déf. 2). 

(ii) Pour h E R + ,  on a G(a,) = ( x ~ G l o ( x )  2 A}, G(ah) = (x~Glw(x)  > A). 
(ii) est évident. Prouvons (i). Il est clair que G(a,) = n G(a,) et que 

U I h  

G = ,yo G(a,). D'autre part, si x E G(a,) et y E G(Q), on a 

*[-Il. c-11. Y x..?/~G(ah+u) 

d'après la prop. 6 appliquée avec a = a,, b = a U, c = cf = a a+u- 

D'après le chap. II, 3 4, no 4, on peut former le groupe gr(G) associé au groupe 
G muni de la filtration centrale (G(a,)). Posant Ga = G(a,)/G(a;) pour tout 

h > O, on a gr(G) = @ G,. Rappelons (lac. cit., prop. 1) que le commutateur 
, > O  

dans G permet de définir un crochet dans gr (G) pour lequel gr (G) est une algèbre 
de Lie, de la manière suivante: si 2 E Ga et Y E Gu, on choisit un représentant 
x de 2 ?ans G(a,) et un représentant y de dans G(a,) ; alors [Z, g] est la classe de 
x[-ll. x.y E G(a,+,) dans G,+ ,. D'après la prop. 6, appliquée avec 
a = a,, b = a,, c = a, + ,, c' = a,= ,, on voit que [Z, Y] est aussi la classe de [x, y] dans 
Ga+,. Ainsi, lorsqu'on considère G comme une sous-algèbre de Lie de L(G) = Kr, 
filtrée par les G(a,), l'algèbre de Lie graduée associée (chap. II, 8 4, no 3) 
est égale à gr(G) . 

5. Puissances dans les groupes standard 

On conserve les notations du no 4. 

PROPOSITION 8. -Soient n E Z, et h, l'apfilication x b x n  de G dans G. Soit a un idéal 
non nul de A contenu dans m, tel que n $ a. Alors h,lG(a) est un isomorphisme de la 
variétéanalytique G(a) sur la variété analytique G(na). 
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Par définition des groupes standards, h, est égal dans tout G à la somme 
d'une série entière à coefficients dans Ar. D'après le fj 5, formule (4), cette série 
est de la forme 

Donc, pour x E Gy on a 

en posant S(x) = x + 2 a, nlal-2 xU. Cette série S(x) définit une application 
la1 a 2  

analytique, que nous noterons encore S, de G dans G. D'après A, IV, fj 6, prop. 8, 
il existe une série entière en r variables à coefficients dans Ar telle que 
S1(S(X)) = S(S1(X)) = X. Donc S est un isomorphisme de la variété analytique 
G sur elle-même, et, pour tout idéal non nul b de A contenu dans m, on a 

S(G(b)) c G(b),S1(G(b)) c G(b), donc S(G(b)) = G(b).Comme h,(y) = n2S - 
(:y) 

pour y E nG, on voit que h,ln G(b) est un isomorphisme de la variété analytique 
n G(b) sur la variété analytique n2 G(b). Or, comme n $ a, on a In] > 1 hl pour tout 
A E a, donc n-la c m, donc a est de la forme nb où b est un idéal non nul de A 
contenu dans m. 

COROLLAIRE. - Si n est inuersible dans A, h, est un isomor@hisme de la variété analytique 
G sur elle-même. Pour tout idéal non nul a de A contenu dans m, on a hn(G(a)) = G(a). 
Pour tout x E G, on a w (xn) = w (x) . 

Cela résulte aussitôt de la prop. 8. 

PROPOSITION 9. - Supposonsp # 0. 
(i) Soient a, b des idéaux non nuls de A tels que b c a c m. Dans le groupe G(a) /G(b), 

tout élément admet pour ordre une puissance de p. 
1 

(ii) Su@osons u(p) = 1. Si x e G est tel que w(x) > on a 

w(xP) = O(X) + 1. 
D'après le fj 5, formule (4), on a, pour tout x E Gy 

où cm E Ar pour tout a. Même pour prouver (i), on peut supposer v(p) = 1. Alors 
si w (x) 3 1, on en déduit w (xp) > w (x) + 1, donc w (xp") tend vers + co quand 



n tend vers + co; cela prouve (i). Comme est divisible par p pour fi) 
1 < i < p  - 1, la prop. 2 d u  $ 5 ,  no 3, prouvequec, ~ p A ~ p o u r 2  < 1x1 Q p -1, 
donc 

w(caxa) > w(px) = w(x) + 1 pour 2 < 1x1 < - 1. 

D'autre part, si 1x1 > p, o n  a o(ca xa) > pw(x), et pw(x) > w(x)  + 1 si 

w(x) > -. Cela prouve (ii) . 
P - 1  

6. Application logarithme 

Lemme 1. - On suppose p # O. Soient G un groupe de Lie, G, un sous-groupe ouvert de 
G qui soit isomorphe à un groupe standard, et x E G. Les conditions suivantes sont équiva- 
lentes : 

(i) il existe une puissance de x qui appartient à G,; 
(ii) il existe une suite strictement croissante (ni) d'entiers tels que xni tende vers e quand i 

tend vers + W .  

(ii) * (i) : évident. 

(i) (ii) : supposons que y =xm E G,. D'après la prop. 9 (i) d u  no 5, ypn tend 
vers e quand n tend vers + co, autrement ditxmpn tend vers e quand n tendvers + co. 

PROPOSITION 10. - On suppose p # O. Soit G un groupe de Lie de dimemionjnie. Soit 
G, I'ensemble des x E G pour lesquels il existe une suite strictement croissante (ni) d'entiers 
tels que xni tende vers e quand i tend vers + CO. 

(i) G, est ouvert dans G. 
(ii) Il existe une application + et une seule de Gj dans L(G) possédant les propriétés 

suivantes : 
a) +(xn) = n+(x) pour tout x E G, et tout n E Z; 
6) il existe un vokinage ouvert V de e dans G, tel que +IV soit l'application réciproque 

d'une application exponentielle injective. 
(iii) L'application + est analytique. 
Il existe u n  sous-groupe ouvert de G qui  est isomorphe à un groupe standard 

(no 3, th.  4). L'assertion (i) résulte alors d u  lemme 1. 
Soient U u n  sous-groupe ouvert de L ( G ) ,  et 9 :  U + y ( U )  une application 

exponentielle de G ayant les propriétés de la prop. 3 d u  no 2. O n  peut supposer U 
assez petit pour que  ? ( U )  c Gf. Soit x E Gf. II existe m E Z - ( O )  tel que  

1 
xm E q(U). L'élément - 9- l (xm)  ne  dépend pas d u  choix de m. E n  ef fet ,  soit 

m 
m' E Z tel que xm' E <p(U). O n  a xmm' E y(U), et  
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1 
d'où notre assertion. Posons +(x) = - cp-l(xm). On a +I9(U) = cp-l .  D'autre 

m 
part, sin E Z, on a 

Donc + possède les propriétés a) et b)  de la proposition. Au voisinage de x, + est 
1 

composée des applications x H xm, y H cpdl(y) et z H - z ;  donc iji est analytique 
m 

dans Gp 
Enfin, soient +' une application de Gf dans L(G), et V' un voisinage de e dans 

Gr, tels que +'(xn) = n+'(x) pour x E Gf et n E Z, et tels que +'IV' soit l'application 
réciproque d'une application exponentielle injective. Alors + et +' coïncident dans 
un voisinage W de e. Six E Gf, il existe n E Z tel que xn E W. Alors 

nijil(x) = +'(xn) = +(xn) = niji(x) 
donc iji = +'. 

DÉFINITION 2. - L'al>plication + de la prof. 10 s'appelle l'application logarithme de G, 
et se note log, ou simplement log. 

PROPOSITION 1 1. - Supposons p # O. Soient x, y deux éléments permutables de G,. On a 
xy E Gf et log(xy) = log x + log y. 

Le fait que xy E Gf résulte du lemme 1. Soient U un sous-groupe ouvert du 
groupe additif L(G) et y: U -+ q(U) une application exponentielle de G ayant 
les propriétés de la prop. 3 du no 2; on peut supposer U assez petit pour que 
logl+(U) soit l'application réciproque de cp. Pour n E Z - {O} bien choisi, on a 
xn E cp (U) , yn E rp(U). Posons u = log xn, v = log y", d'où xn = cp(u), yn = cp(v) . 
D'après la formule (2), on a [u, v] = O. La formule de Hausdorff prouve alors 
que cp(h(u + v)) = cp(hu)cp(hv) pour 1 hl assez petit; donc, pour tout entier i assez 
grand, on a 

cp(P"u + 4) = <p(P'u)cp(Pivv) 
c'est-à-dire 

pi (log xn + log yn) = log(xnpi p i )  
OU 

npi (log x + log y) = np' log (xy) . 

PROPOSITION 12. - Sup~osons # O. Soit x E G,. Les conditions suivantes sont équiva- 
lentes : 

(i) log x = O; 
(ii) x est d'ordrejni dans G. 

S'il existe un entier n > O tel que xn = e, on en déduit que 
n log x = log xn = 0, 



d'où log x = O. Si log x = O, soit V un voisinage de e dans G f  tel que logIV soit 
l'application réciproque d'une application exponentielle injective. 11 existe un 
entier n > O tel que xn E V; l'égalité log xn = O entraîne xn = e. 

PROPOSITION 13. - Supposons # O. S i  G est compact ou standard, on a G f  = G.  
Si G est standard, il suffit d'utiliser le lemme 1. Supposons G compact. 

Soient x E G et V un voisinage de e dans G .  Soit y une valeur d'adhérence de 
la suite (xn),,,. Quel que soit n > O, il existe deux entiers n,, n, tels que 
n1 211, 2 n e t x n i  E ~ V ,  xnz E Y V ,  d'où x ~ ~ - ~ ~ E V - ~ V  et n, - n, 2 n. Donc 
x E Gf. 

COROLLAIRE. - Supposons K localement compact. Alors G f  est la réunion des sous- 
groupes compacts de G .  

Soit x E G .  Si x appartient à un sous-groupe compact de G, on a x E G f  (prop. 
13). Supposons x E G f .  Comme K est localement compact, il existe un sous- 
groupe ouvert G, de G qui est compact. Puis il existe un entier m > O tel que 
xm E G1. Le sous-groupe fermé G, engendré par xm est contenu dans G,, donc 
compact. Alors x commute aux éléments de G,, donc G ,  u xG, U. - . u xm-lG, 
est un sous-groupe compact de Gy qui contient x. 

Exemple. - Supposons K localement compact. Soit U l'ensemble des éléments 
inversibles de A; c'est un sous-groupe ouvert et compact du groupe de Lie K*. On 
a U c (K*)f d'après la prop. 13; d'autre part, si x E K* est tel que x $ U, ou bien 
xn tend vers O quand n tend vers t a, ou bien xn tend vers O quand n tend vers - a; 
donc U = (K*) f. La fonction log,, est définie et analytique dans U, à valeurs dans 
L(K*) = K, et telle que log,,(xy) = logK*(x) + log,,(y) quels que soient x, 
y dans U; les éléments x de U tels que log,,(x) = O sont les racines de l'unité de K. 

On reprend les notations des nos 3,4,5. 

PROPOSITION 14. - On suflose quep # O et que v est choisie de telle sorte que v (p)  = 1. 
Soient G un groupe standard, E(X) (resp. L(X)) le développement en série entière en O 
d'une application exponentielle de G (resp. de l'application logarithme de G )  . 

(i) Le domaine de convergence stricte (VAR, R, 4.1.3) de E contient l'ensemble A des 
1 

x E G tels que o ( x )  > ---- Notons E' l'application définie dans A par cette série. Alors 
P - 1  

Et est une application exponentielle de G, et est un isomorphisme de la variété A sur elle-&me. 
(ii) Le domaine de convergence stricte de L contient G. Notons L' l'application définie 

dans G par cette série. Alors L' est l'application logarithme de G ,  et la restriction de L' à A 
est l'application réciproque de E'. 

(iii) L'application E' est un isomorphisme de A, muni de la loi de Hausdorff, sur le 
sous-groupe A de G. 
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Reprenons les notations du 5 5, nos 3 et 4. On a E = 2 (3 5, no 4, m a l  m. 
prop. 3). Comme les coefficients cXs, appartiennent à A, on a I l + m , m l l  < 1 
(VAR, R, Appendice; on suppose Kr muni de la norme 

m - 1  
D'après le chap. II, 3 8, no 1, lemme 1, on a v(m !) < -- 1 

Siw(x) > ,,on 
P - 1  

voit que m o(x) - v(m!) tend vers + co avec m, d'où 

qui tend vers O quand m tend vers + CO 

m m - 1  1 
pour m 2 1. p - 1  p - 1  p - 1  

Par suite, A est contenu dans le domaine de convergence stricte de E, et Er(A) c A. - 

Il est clair que Er est une application exponentielle. 
Si L, désigne la composante homogène de degré m de L, la prop. 3 du 5 5, 

1 1 
no 4, prouve que chaque coefficient de Lm est de la forme a, + - a, + . . + - a, 

2 nz 
avec a,, a,, . . . , a, dans A; or 

inf(v(l), v(i),  . . ., u ( i ) )  = =(log m) quand m tend vers + m 

et 

Par suite, si w (x) > O, IILmll. llxllm tend vers O quand m tend vers + CO, de sorte 
que G est contenu dans le domaine de convergence stricte de L. D'autre part, si 

1 m m - 1  1 
"(4 > PT -- on a w(Lm(x)) > -- - - - pour m 1, donc 

p - 1  p - 1  p - 1  
L'(A) c A. . . 

Comme les séries formelles L (E(X)) et E (L(X)) sont égales à X, le no 4.1.5 
de VAR, R, prouve que L'(Er(x)) = Et(L'(x)) = x pour x E A. Donc E' est un 
isomorphisme de la variété A sur elle-même, et l'isomorphisme réciproque est la 
restriction de L' à A. 

On a L(Xtnl) = nL(X) pour n entier > O (cf. 3 5, no 4). Comme G est 
contenu dans le domaine de convergence stricte de L et de Xfn1, on a 
donc L'(xn) = nLf(x) pour tout x E G. La relation L'lA = E'-l entraîne que 
L'(xn) = log xn pour assez grand. Donc L' (x) = log x. On a ainsi prouvé (i) et (ii). 

Soient H = 2 H,. la série formelle de Hausdorff, et h la fonction de 
r,s 2 O 
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Hausdorff, relatives à L ( G ) .  Le domaine de convergence strict de H contient 
A x A, et h est définie dans A x A (chap. I I ,  3 8, prop. 2) .  On a 

E1(x)E ' (y )  = Ef(/z(x,  y ) )  

pour x, y assez voisins de O ( 5  4 ,  th. 4 (v)). Donc, avec les notations du no 3,  déf. 1, les 
séries formelles F ( E  (X), E (Y) )  et E ( H ( X ,  Y ) )  sont égales. Soient x, y dans A. On a 

d'après le chap. I I ,  $8, formule (14).  D'après VAR, R, 4.1.5, E1(x)E ' (y )  s'obtient 
en substituant x à X et y à Y dans F ( E ( X ) ,  E ( Y ) ) ,  et Ef(h(x ,  y ) )  s'obtient en 
substituant x à X et y à Y dans E ( H ( X ,  Y ) ) .  Donc Ef(x)E '  ( y )  = E'(h(x, y ) ) .  

5 8. Groupes de Lie sur R ou &, 

1. MorpMsmes continus 

TIIÉORÈME 1. -Soient G et H deux groupuscules de Lie sur R ou Qp. Soit f un morkhisme 
continu de G dans H .  Alors f est analytique. 

Munissons L ( G )  et L ( H )  de normes définissant leurs topologies et telles que 
II [x, y] II < llxll llyil quels que soient x, y. Il existe unc boule ouverte V de centre O 
dans L ( G )  et une application exponentielle cp de G définie dans V, telles que: 1) 
cp(V) est un voisinage ouvert de e dans G; 2 )  cp est un isomorphisme de la variété 
analytique V sur la variété analytique q ( V )  ; 3 )  cp(nx) = c p ( ~ ) ~  pour tout x E V et 
tout n E Z tel que nx E V. Définissons de même W et + pour H. En diminuant 
au besoin V, on peut supposer que f (cp(V)) c +(W). Alors g = +-' 0 f 0 (P 

est une application continue de V dans W. 
Montrons que 

(1 )  ( X E  V ,  A E Q e t  la E V )  * ~ ( A x )  = ~ g ( x ) .  

P P On peut supposer A # O. Soit h = - avecp, q dans Z - {O). Soit y = - x. 
4 4 

x Y Si K = R, nous poserons z = - = - E V .  On a x = qz, y = pz, d'où 
P 

De même,g(y) = pg(z) ,  d'où ( 1 ) .  
Si R = Qp, nous poserons z = px = qy E V ,  d'où g ( z )  = p g ( ~ )  = qg(y) ,  

d'où encore (1) .  
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Comme Qest dense dans Ky (1) entraîne que 

(2) ( x ~ v , A € K e t h x € V )  *g(hx) = hg(x). 
Soient x E L(G), et h, A' dans K* tels que Ax E V, h'x E V. On a 

~(A'x) = g - hx = ~ g ( h X )  (A' ) " 
1 1 

d'après (2), donc - g(hx) = - g(A1x). On définit donc un prolongement h de g à 
A A' 

1 
L(G) en posant h(x) = - g(Ax) pour tout A tel que h9d E V. Il est clair que h est 

h 
continu. Montrons que 

(3) (XE L(G) et A E K) a h(k)  = Ah(x). 

Soit A' E K* tel que h'x E V et A'Ax E V. On a 

Soient x, y dans L(G). On a, d'après la prop. 4 du $4, no 3, 

h(x) + h(y) = lim A-l+-l(+(Ah(x))+(fi(y))) 
h s K * . h - + O  

= lim A-lrt- l(+(h(h))+(h(hy)))-  
heK* .h+O 

Pour Ihl assez petit, on a hx E V et hy E V, donc l'expression précédente est égale à 

= h(x +y).  

Ainsi, h est linéaire continu, donc g = hlV est analytique, donc f est analytique 
dans cp(V), donc f est analytique (3 1, no 10). 

COROLLAIRE 1. - Soit G un groupe topologigue. Il existe sur G au plus une structure de 
variété analytique sur R (resp. Q,) compatible avec la structure de groupe et la topologie de 
G.  

Cela résulte aussitôt du th. 1. 

DÉFINITION 1. - On dit qu'un groupe topologique G est un groupe de Lie réel (resp. 
p-adique) s'il existe sur G une structure de groupe de Lie réel (resp. p-adique) compatible 
avec sa topologie. 
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Cette structure est alors unique et on peut done parler de la dimension d'un 
tel groupe. Si G et H sont deux tels groupes, tout morphisme continu de G daris 
H est analytique. 

COROLLAIRE 2. - Soient G un groupe topologique, V un voisinage ouvert de e. On suppose 
V muni d'une structure de variété analytique qui en fait un groupuscule de Lie réel (resp. 
p-adique) . Alors G est un groupe de Lie réel (resp. p-adique) . 

Soit g E G. Il existe un voisinage ouvert V' de e dans G tel que 
V' u gV'g-  l c V.  L'application v H gvg- l de V' dans V est un morphisme 
continu, donc analytique, du groupuscule de Lie V' dans le groupuscule de Lie V. 
Il suffit alors d'appliquer la prop. 18 du 5 1, no 9. 

Remarques. - 1) Le th. 1 et ses corollaires deviennent inexacts si on y remplace R 
(resp. Q,) par exemple par C (exerc. 1). 

2 )  Soit G un groupe topologique. On peut montrer que les conditions suivantes 
sont équivalentes: a)  G est un groupe de Lie réel de dimension finie; b) G est locale- 
ment compact et il existe un voisinage de e ne contenant aucun sous-groupe distinct 
de {e); c) il existe un voisinage ouvert de e homéomorphe à une boule ouverte 
d'un espace Rn. (Pour un résultat beaucoup moins difficile, cf. exerc. 6). 

PROPOSITION 1. - Soient G, G' des groupes topologiques, f un rnoqhhme continu de G 
dans G'. On suppose qu'on est dans l'un des trois cas suivants : 

a)  G est un groupe de Lie réel et G' un groupe de Liep-adique; 
6)  G est un groupe de Lie p-adique et G' un groupe de Lie réel; 
c) G est un groupe de Lie p-adique et G' un groupe de Lie pr-adique, avec p # p'. 
Alors f est localement constant. 
Car a. Soit Go la composante neutre de G. Alors f (Go) est un sous-groupe 

connexe de G', donc f (Go) = {e), et Go est ouvert dans G. 
Cas b. Soit V' un voisinage de e dans G' tel que tout sous-groupe de G' contenu 

dans V' soit réduit à {el (5 4, no 2, cor. 1 du th. 2). Il existe un voisinage V de e 
dans G tel que f ( V )  c V'. Puis il existe un sous-groupe ouvert G, de G tel que 
G, c V (3 7 ,  no 1, prop. 1). On  a alors f (G,) = {e). 

Cas G. D'après le 5 7, th. 4 et cor. de la prop. 8, il existe un voisinageV' de e dans 
G' tel que, pour tout x' E V' - {e), xlpnne tende pas vers e quand n tend vers + co. 
Il existe un voisinage V de e dans G tel que f (V) c V'. D'après le 5 7, th. 4 et 
prop. 9, il existe un sous-groupe ouvert G, de G tel que G, c V et tel que, pour 
tout x E Gl, xPn tend vers e quand n tend vers +m. On a alors f (G,) = {e). 

2. Sous-groupes fermés 

THÉORÈME 2. - Soit G un groupe de Lie de dimension finie sur R ou Q,. Tout sous- 
groupe fermé de G est un sous-groupe de Lie de G. Plus généralement, soient U un voisinage 

l Voir par exemple D. MONTGOMERY et L. ZIPPIN, Topological transformation groups, Interscience 
tracts in pure and applied mathematics, no 1, Interscience publishers, New York 1955 (en particulier 
p. 169 et 184). 
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ouvert symétrique de e dans Gy et H un sous-espace fermé non vide de U tel que les conditions 
x E H, y E H et xy -l E U entraînent xy -l E H. Alors H est un sous-groupuscule da Lie de G. 

Soit f )  la sous-algèbre de Lie tangente en e à H ($4, no 5,  cléf. 2). Il existe un 
sous-groupuscule de Lie Ho de G d'algèbre de Lie p, et conteni: dans M. Nous 
allons montrer que Ho est ouvert dans H pour la topologie induite p r  celle de G. 
Ceci prouvera que H est une sous-variété analytique de G et le théorème sera 
établi. 

Il existe un sous-espace vectoriel f supplémentaire de f )  dans L(G), des 
voisinages ouverts symétriques VI, V, de zéro dans f )  et E respectivement, et une 
application exponentielle <p de G définie dans VI + V,, possédant les propriétés 
suivantes : 

a) l'application (a,, a,) H rp(al)rp(a2) est un isomorphisme analytique de 
V, x V, sur une partie ouverte V de G; 

b )  ?4Vd Ho; 
c) v2 C u. 
Nous allons montrer (ce qui achèvera la démonstration) qu'il existe un 

voisinage ouvert V2 de O dans V, tel que H n (9 (V,) rp (VS) ) = cp (V,) . 
Supposons cette assertion inexacte. Alors on peut trouver une suite (x,) dans 

V, et une suite (y,) dans V, - {O} tendant vers O, telles que <p(x,)cp(y,) E H pour 
tout n. On a rp(y,) E H d'après c). 

Si K = Q,, on peut de plus supposer que V, est un sous-groupe additif de E 
et que ?(#a) = rp(a)p pour tout a E Vs et tout p E Z. Alors <p(hy,) E H pour tout 
h E Z, donc par continuité pour tout A E Z,. L'application f :  h i-t cp(hy,) de Zp 
dans G est analytique, prend ses valeurs dans H, et (T, f )  (1) = y,. Donc y, E S, 
ce qui est absurde. Le théorème est donc établi dans le cas de Q,,. 

Si K = R, on peut supposer que V, est convexe et que y, appartient à 
+ V, - {O}. Quitte à extraire de (y,) une suite partielle, on peut trouver une 
suite (A,) de scalaires non nuls tels que A i l y ,  tende vers un élément y de Vz - {O}. 
La suite (A,) tend vers O. Soit h E R tel que Ay E $ V,, et prouvons que 
exp(Ay) E H. On peut supposer que AAily, E $ V, pour tout n. Soit kn E Z tel que 
1 h - k,A,I tende vers O. Pour n assez grand, on a (A - k , h , ) ~ ~ ~ y ,  E 4 V,, donc 
k,y, E 3 V,. Donc exp(hy,) E H pour h entier et O < Ihl < Ik,l (comme on le 
voit par récurrence sur 1 h 1). Alors 

exp(Ay) = lim exp(Ah; 'y,) = lim (exp((A - k,~,) A, lYn) exp(kd,)) 
n + m  n -+m 

= lim exp k,yn E H. 
n- m 

1 
Donc l'application f :  h » exp Ay, où Ay E - V,, prend ses valeurs dans H, et 

4 
(Ta f )  (1) = y. Donc y E P, ce qui est absurde. Le théorème est ainsi établi dans le 
cas de R. 

Le th. 2 devient inexact si on ne suppose pas G de dimension finie (exerc. 12.) 
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COROLLAIRE 1. -Soient G' un groupe localement compact, G un groupe de Lie de 
dimension finie sur R (resp. Q,), f un rnoqhisme continu de G' dans G. Si le noyau de f 
est discret, G' est un groupe de Lie réel (resp. p-adique) de dimension jnie. 

I l  existe un voisinage compact V de e dans G' tel que f IV soit un homéomor- 
phisme de V sur un sous-espace compact de G. Si U est un voisinage ouvert de e 
assez petit dans G, les hypothèses du th. 2 sont vérifiées avec H = f (V) n U. 
Donc H est un sous-groupuscule de Lie de G. Soit W l'image réciproque de H par 
f IV. Alors W est un voisinage de e dans G'. Munissons W de la structure de 
variété analytique transportée de celle de H par (f lW) -l. Pour tout z E G', 
l'application x tt f (z)xf ( z ) - l  de G dans G est analytique; donc il existe un 
voisinage ouvert W' de e dans W tel que l'application x' H zx'z-l de W' dans W 
soit analytique. D'après la prop. 18 du 9 1, no 9, il existe sur G' une structure de 
groupe de Lie qui induit, sur un voisinage ouvert assez petit de e, la même 
structure analytique que W, et donc la même topologie que la topologie initiale- 
ment donnée de Gr. 

COROLLAIRE 2. -Soient G un groupe de Lie de dimension $nie sur K, H un sous- 
groupe de G, V un voisinage ouvert de e dans G, (Mi),,, une famille de variétés analytiques 
sur K ;  pour tout i E 1, soit A une application K-analytique de V dans Mi telle que 
H n V = {x E Vif,(,) = J;(e) pour tout i E 1). 

(i) Si K = C, H est un sous-groute de Lie de G. 
(ii) Si K est une extension de degréjni de Q,, et si 1 estjni, H est un sous-groupe de Lie 

de G. 
(i) Supposons K = C. Considérons G comme un groupe de Lie réel. Alors H 

est un sous-groupe de Lie réel de G (th. 2). Soit a E L(H). Il  existe un voisinage 
ouvert connexe W de O dans C tel que exp ha E V pour tout A E W. Soit i E 1. 
On a J;(exp ha) = A(e) si A E R  n W. Donc f,(exp ha) = f,(e) si A E W par 
prolongement analytique. Ainsi, exp ha E H pour h E W, et par suite pa E L(H) 
pour tout p E @. Par suite, H est un sous-groupe de Lie du groupe de Lie com- 
plexe G (3 4, no 2, prop. 2). 

(ii) Supposons que K soit une extension de degré fini de Q,. Considérons G 
comme un groupe de Lie sur Q,. Il est de dimension finie, et le th. 2 implique 

que H est un sous-groupe de Lie p-adique de G. Puisque 1 est fini, M, est une 

variété, et on peut supposer que la famille (A) se réduit à une seule application f. 
Soit a E L(G). Soit rp une application exponentielle de G. On a f (cp(ha)) = f (e) 
pour h E Q, et /h l  assez petit. Puisque f est K-analytique, on en déduit 
que f (rp(ha)) = f (e) pour A E K et 1 hl assez petit. Donc cp(Aa) E H pour h E K et 
1x1 assez petit, et par suite pa E L(H) pour tout p E K. On termine comme dans 

(9 * 

Le cor. 2 (ii) devient inexact si l'on omet l'hypothèse que 1 est fini. 
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3 9. Commutateurs, centraiisateurs, normalisateurs dans un groupe 
de Lie 

Dans ce paragraphe, on suppose que K est de caractéristique zéro. 

1. Commutateurs dans un groupe topologique 

Soit G un groupe topologique. On définit les groupes PG, TG, F G ,  . . . et 
@Gy CFG, CFG, . . . par les formules 

- 
DOG = G, D'fl G = (D'G, D"G) 
- 
CIG = G, C F  G = (G, DG). 

PROPOSITION 1. - Soient G un groupe topologique, A et B des sous-groupes de G. On a - - - - - - - - - 
(A, B) = (A, B), Di A= DN, C'A = C'A. 

Soit <p l'application continue (x, y) tt x-ly-lxy de G x G dans G. On a - - -  - 
rp(A x B) c (A, B), donc <p(A x Ë) c (AT), donc (A, B) c (A, B); l'inclusion 

- - -- 
opposée est évidente, donc (A,) = (A, B). Il est clair que DOA = m; admet- 

tant l'égalité Dix = m, on en déduit 

-- -- ---- -- 
Di+lA = (D'A, D'A) = (D", D'A) = (DiA, D'A) = Di+lA 

donc D A  = D'A pour tout i. La démonstration de la formule CiA = c"A est 
analogue. 

COROLLAIRE 1. - Si G est séparé, les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) G est résoluble (resp. nilpotent) ; 
(ii) on a Î j i ~  = {e} (resp. @G = (el) pour i assez grand. 
On a DiG c DG, C'G c @G, donc (ii) 3 (i). On a {e} = 0, donc (i) * (3) 

d'après la prop. 1. 

COROLLAIRE 2. - Soient G un groupe topologique séparé, A un sous-groupe de G. Pour 
que A soit résoluble (resp. nilpotent, commutatif), il faut et il su@ que A le soit. 

Cela résulte aussitôt de la prop. 1. 
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PROPOSITION 2. -Soient G un groupe topologique, A et B des sous-groupes de G. Si A 
est conmxe, (A, B) est connexe. 

Pour y fixé dans B, l'ensemble M, des (x, y) pour x E A est connexe (car 
l'application x H (x, y) de A dans G est continue). On a e E M,, donc la réunion R 
des M, pour y E B est connexe. Or (A, B) est le sous-groupe de G engendré par R, 
d'où la proposition. 

2. Commutateurs dans un groupe de Lie 

PROPOSITION 3. -Soient G un groupe de Lie de dimensionJnie, Hl et Hz des sous- 
groupes de G. Soient Pl, oz et la sous-algèbre de Lie tangente en e à Hl, Hz et (Hl, Hz) 
respectivement. Alors [Pl, Pz] c 6. 
Soient a E QI, b E b2. Il existe un voisinage ouvert 1 de O dans K, et des applications 
analytiques f,, f2 de 1 dans G telles que 

fl(0) = fZ(0) = e,f1(I) Hi ,h(I )  Hz, (T0.A) 1 = a, (Tofz) 1 = b. 
Posons 

f (1, = (f i  (A), f 2 W  E (Hl, Hz) Pour A, P dans 1. 

Identifions un voisinage ouvert de e dans G à une partie ouverte de Kr à l'aide 
d'une carte qui transforme e en O. Alors L(G) s'identifie à Kr. D'après le fj 5, no 2, 
prop. 1, le développement en série entière à l'origine de f (A, p) est 

où a,, E Kr (les termes en Ai ou en p3 dans le développement de f (A, p) sont nuls 
parce que f (A, O) = f (O, p) = O). Fixons p dans 1. En faisant tendre A vers O, 
on voit que 

P[.> bl f i; pja1, E D. 

Cela étant vrai pour tout p E 1, on en conclut que [a, b] E 6. 

Remarque. - Même si Hl et Hz sont des sous-groupes de Lie connexes de G, la 
sous-algèbre de Lie de L(G) engendrée par [fi1, pz] est distincte de 6 en général. 

PROPOSITION 4. - Soit G un groupe de Lie réel ou complexe de dimension $nie. Soient 
A, B, C des sous-groupes intégraux de G tels que [L(A),L(C)] c L(C), 
[L (B) , L(C)] c L(C) . Si [L (A), L(B)] c L (C), on a (A, B) c C. Si [L(A), L(B)] = 

L (C) , on a (A, B) = C. 
Supposons [L(A), L(B)] c L(C) . La somme L(A) + L(B) + L(C) est une 

sous-algèbre de Lie de L(G). En considérant le sous-groupe intégral de G 
d'algèbre de Lie L(A) + L(B) + L(C), on est ramené au cas où 
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et où G est connexe. Alors L(C) est un idéal de L(G). Supposons d'abord G sim- 
plement connexe. Alors C est un sous-groupe de Lie distingué de G (4 6, no 6, 
prop. 14). Soit rg le morphisme canonique de G sur G/C. Alors 

[L(rg)(L(A)), L((f)(L(B))I = (O), 
donc, ?(A) et rg(B) commutent d'après la formule de Hausdorff; par suite, 
(A, B) c C. Dans le cas général, soient G' le revêtement universel de G, et 
A', B', C' les sous-groupes intégraux de G' tels que L (A') = L (A), L (B') = L (B) , 
L(C1) = L(C). On a (A', B') c C', et A, B, C sont les images canoniques de 
A', B', Cf dans G, d'où (A, B) c C. D'autre part, (A, B) est l'ensemble sous- 
jacent d'un sous-groupe intégral de G (§ 6, no 2, cor. de la prop. 4), et son algèbre 
de Lie contient [L(A), L(B)] (prop. 3). Si [L(A), L(B)] = L(C), on a donc 
(A, B) 2 C, d'où (A, B) = C. 

COROLLAIRE. - Soit G un groupe de Lie réel ou complexe, connexe, de dimension jïnie, 
d'algèbre de Lie s. Les sous-groupes DiG (resp. CiG) sont des sous-groupes intégraux 
d'algèbres de Lie Bis (resp. Vis). Si G est simplement connexe, ce sont des sous-groupes de Lie. 

La première assertion résulte de la prop. 4 par récurrence sur i. La deuxième 
résulte de la première et du $6, no 6, prop. 14. 

PROPOSITION 5. - Soient G un groupe de Lie réel ou complexe de dimensionjînie, A un 
sous-groupe intégral de G. On a DA = DA. En particulier, A est un sous-groupe dis- 
tingué de Â, et XIA est commutatif. 

Posons a = L(A). Soit G, l'ensemble des g E G tels que 

(Ad g)x = x (mod 9u) pour tout x E a. 

Alors G, est un sous-groupe fermé de G. Si y E a, on a exp y E G,, d'après le fj 6, 
no 4, cor. 3 (ii) de la prop. 10. Donc G, contient A et par suite A. Ainsi, pour 
g E A, L(1nt g) laisse stable a, et par suite Int g laisse stable A; plus précisément, 
L(1nt g) définit l'automorphisme identique de u/9a,  donc Int g définit l'auto- 
morphisme identique de AIDA. Cela prouve que (A, A) c DA. Pour la structure 
de groupe de Lie réel de G, À est un sous-groupe de Lie ($8, no 2, th. 2) ; soit 
b son algèbre de Lie. Soit G, l'ensemble des g E G tels que 

(Ad g)x = x (mod 9a) pour tout x E b. 

D'après ce qui précède, on a G, 2 A, donc G, 2 À. Par suite, pour g E A, Int g 
laisse stable DA et définit l'automorphisme identique de AIDA. Donc DA 3 DA. 

PROPOSITION 6. - Supposom K ultramétrique. Soit G un groupe de Lie de dimension 
jînie. Soient A, B, C des sous-groupes de Lie de G tels que [L(A), L(C)] c L(C), 
[L(B), L(C)] c L(C) . Si [L(A), L(B)] c L(C), il existe des sous-groupes ouverts 
A', B' de A, B tels que (A', B') c C. Si [L (A), L (B)] = L (C) , il existe des sous-groupes 
ouverts A', B', C' de A, B, C tels que (A', B') = C . 
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Supposons [L(A), L(B)] c L(C). Comme dans la démonstration de la prop. 
4, on se ramène au cas où L(C) est un idéal de L(G). Puis, en remplaçant G par 
un sous-groupe ouvert, on se ramène au cas où C est distingué dans G (3 7, no 1, 
prop. 2). Soit <p le morphisme canonique de G sur G/C. Alors 

D'après la formule de Hausdorff, il existe des sous-groupes ouverts A', B' de A, B 
tels que y(A') et y(B') commutent, d'où (A', B') c C. Supposons de plus 

[L(A), L(B)I = L(C). 

D'après la prop. 3, la sous-algèbre de Lie tangente en e à (A', B') contient L(C). 
Donc (A', B') contient un sous-groupuscule de Lie de G d'algèbre de Lie L(C). 
Par suite, (A', B') est un sous-groupe ouvert de C. 

COROLLAIRE. - Supposons K ultramétrique. Soit G un groupe de Lie de dimension$nie, 
d'algèbre de Lie g. Il existe un sous-groupe ouuert Go de G tel que, pour tout i, DiGo 
(resp. CiGo) soit un sous-groupe de Lie de G d'algdbre de Lie 9 l g  (resp. V g ) .  

a) D'après la prop. 3 appliquée par récurrence, pour tout sous-groupe ouvert 
G, de G et pour tout i, DiGl contient un sous-groupuscule de Lie de G d'algèbre 
de Lie 9 g .  

b) Soit G' un sous-groupe ouvert de G tel que, pour i < n, DiG' soit un 
sous-groupe de Lie de G d'algèbre de Lie g i g .  D'après la prop. 6, il existe des 
sous-groupes ouverts Hl, Hz de DnG' tels que (II,, H,) soit un sous-groupe de 
Lie d'algèbre de Lie g n + l g .  Soit G un sous-groupe ouvert de G' assez petit 
pour que DnG" c Hl n Hz. Alors Dn + l G" c (Hl, Hz). Les relations 

DOG" c DOG', DlG" c DlG', . . ., DnG" c DnG', Dn+lGfl c (Hl, Hz) 

prouvent, compte tenu de a), que DiG" est, pour i < n -t 1, un sous-groupe de 
Lie de G d'algèbre de Lie 9%. 

c) Il existe un entierp tel que g p g  = .9 '+'g = . . . . D'après ce qui précède, il 
existe un sous-groupe ouvert Go de G tel que DiGo soit, pour i < p, un sous-groupe 
de Lie de G d'algèbre de Lie 9 g .  Mais, compte tenu de a), la même assertion 
reste vraie pour i > p puisque DpG, 3 DiGo pour i > B. 

d) On raisonne de même pour les Ci. 

3. Centralisateurs 

Rappelons que deux éléments x, y d'un groupe sont dits permutables si (x, y) = e, 
ou (Int x)y = y, ou (Int y)x = x ;  et que deux éléments a, b d'une algèbre de Lie 
sont dits permutables si [a, b] = O, ou (ad a) . b = O, ou (ad b) .a = O. Soient 
G un groupe de Lie, x E G, a E L(G); on dira que x et a sont permutables si 
(Ad x) . a = a, c'est-à-dire si xa = ax dans T(G) . 
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Soient G un groupe de Lie, g son algèbre de Lie, A une partie de G, a une 
partie de 9. On note ZG(A) (resp. Z,(a)) l'ensemble des éléments de G permutables 
à tous les éléments de A (resp. a). C'est un sous-groupe fermé de G. On note 
&,(A) (resp. &,(a)) l'ensemble des éléments de g permutables à tous les éléments de 
A (resp. a). C'est une sous-algèbre de Lie fermée de 9. 

PROPOSITION 7. - Soient G un groupe de Lie de dimensionjnie, g son algèbre de Lie, a 
une partie de g. Alors Z,(a) est un sous-groupe de Lie de G d'algèbre de Lie &,(a). 

Cela résulte du § 3, prop. 44 et cor. 2 de la prop. 39. 

PROPOSITION 8. -Soient G un groupe de Lie réel ou complexe de dimensionjnie, g son 
algèbre de Lie, A une partie de G. Alors ZG(A) est un sous-groupe de Lie de G d'algèbre de 
Lie 8, (A). 

Supposons A réduit à un point a. Alors ZG(A) est l'ensemble des points fixes 
de Int a ;  donc Z,(A) est un sous-groupe de Lie de G, et L(Z,(A)) est l'ensemble 
des points fixes de Ad a, c'est-à-dire a,(A) (3 3, no 8,  cor. 1 de la prop. 29). Le 
cas général se déduit de là grâce au 5 6 ,  no 2, cor. 3 de la prop. 1. 

PROPOSITION 9. -Soient G un groupe de Lie réel ou complexe de dimensionjnie, g son 
algèbre de Lie, A un sous-groupe intégral de G, a = L(A). Alors Z,(A) = Z,(a), 
8, (A) = a, (a), et Z, (A) est un sous-groupe de Lie de G d'algèbre de Lie 6, (a). 

Soit x E G. On a 

donc Z,(A) = Z,(a). Soit u E g. On a 

donc 3,(A) = &(a). La dernière assertion résulte alors de la prop. 7 ou de la 
prop. 8. 

4. Normalisateurs 

Soient G un groupe de Lie, 4 son algèbre de Lie, A une partie de G, a une partie de 
S. Dans cette section, on note NG(A) l'ensemble des g E G tels que gAg-l = A. C'est 
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un sous-groupe de G, fermé si A est fermé. On note n,(a) l'ensemble des x E g tels que 
[x, a] c a (cf. chap. 1, 5 1, no 4). C'est une sous-algèbre de 9, fermée si a est 
fermée. On note NG(a) l'ensemble desg E G tels que gag-l = a. 

PROPOSITION 10. - Soient G un groupe de Lie de dimensionjnie, son algèbre de Lie, a 
un sous-espace uectoriel de 9. Alors NG(a) est un sous-groupe de Lie de G d'algèbre de Lie 

no (a) - 
Cela résulte du 5 3, prop. 44 et cor. 1 de la prop. 39. 

PROPOSITION II. - Soient G un grou4e de Lie réel ou complexe de dimensionjnie, 9 son 
algèbre de Lie, A un sous-groupe intégral de G, et a = L(A). Alors NG(A) = N,(a), et 
NG(A) est un sous-groupe de Lie de G, contenant A, d'algèbre de Lie na(a). 

L'égalité NG(A) = NG(a) résulte du 5 6, no 2, cor. 2 de la prop. 3. D'après la 
prop. 10, NG(A) est alors un sous-groupe de Lie de G d'algèbre de Lie n,(a). 
Donc N,(A) est fermé. Comme NG(A) 3 A, on a NG(A) 3 A. 

COROLLAIRE. - Si a = ng(a), A est un sous-groupe de Lie de G, et est la composante 
neutre de NG(A). 

En effet, cette composante neutre est un sous-groupe de Lie d'algèbre de Lie 
na(a) (prop. 1 l) ,  donc est égal à A d'après le 5 6, no 2, th. 2 (i). 

5. Groupes de Lie nilpotents 

PROPOSITION 12. -Soit G un groupe de Lie de dimension jnie. Pour que L(G) soit 
nilpotente, il faut et il su@ que Gpossède un sous-groupe ouvert nilpotent. 

Supposons que G possède un sous-groupe ouvert nilpotent Go. D'après les 
cor. des prop. 4 et 6, no 2, on a giL(G0) = {O) pour i assez grand. Donc 
L(G,) = L(G) est nilpotente. 

Supposons L(G) nilpotente. Si K = R ou C, la composante neutre Go de 
G est nilpotente d'après le cor. de la prop. 4, no 2, et Go est ouvert dans G. Si K 
est ultramétrique, le cor. de la prop. 6, no 2, prouve qu'il existe un sous-groupe 
ouvert G, de G, un entier i > O, et un voisinage V de e dans G tels 
que CiGl n V = (e). Alors, si Go est un sous-groupe assez petit de G,, on a 
CiGo c V, donc CiGo = (e}, et Go est nilpotent. C.Q.F.D. 

Soit 9 une algèbre de Lie nilpotente. La série de Hausdorff H(X, Y) corres- 
pondant à 9 n'a qu'un nombre fini de termes non nuls, et l'on sait (chap. II, 
5 6, no 5, Remarque 3) que la loi de composition (x, y) tt H(x, y) définit sur 9 

une structure de groupe. Supposons de plus normable complète. Il est clair que 
la loi H est un polynôme-continu (VAR, R, Appendice). Donc 9, muni de la loi 
H, est un groupe de Lie G, dit associé à g. D'après le fj 4, no 2, lemmes 2 et 3, on a 
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L(G) = 9. L'application identique rp de g dans G est une application exponen- 
tielle de G, telle que cp(Ax)cp(A1x) = cp((A + A1)x) quels que soient x E 9, A E K, 
A' E K. Toute sous-algèbre de Lie t)  de admettant un supplémentaire topologique 
est un sous-groupe de Lie H de Gy et L(H) = t). 

PROPOSITION 13. - Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe de dimension 
$nie sur R ou C. 

(i) exp, est un isomorphisme du groupe de Lie associé à L(G) sur G. 
(ii) Tout sous-groupe intégral de G est un sous-groupe de Lie simplement connexe de G. 
Soit g = L(G), qui est nilpotente (prop. 12). Comme deux groupes de Lie 

simplement connexes sur R ou C qui ont même algèbre de Lie sont isomorphes 
(8 6, no 3, th. 3 (ii)), il suffit de prouver la proposition quand G est le groupe 
associé à 9. Alors (i) et (ii) résultent de ce qu'on a dit avant la proposition. 

PROPOSITION 14. - Soit G un groupe de Lie connexe de dimensionjnie sur R ou C. 
(i) S i  G est nilpotent, exp, est étale et surjective. 
(ii) S i  K = C et si exp, est étale, alors G est nilpotent. 
Soit G' le revêtement universel de G. Soit rp le morphisme canonique de G' 

sur G. On a exp, = rp 0 exp,. (5 6, no 4, prop. IO), donc (i) résulte de la prop. 13 

(i). 
Si K = C et si exp est étale, alors, pour tout x E L(G), ad x n'a aucune valeur 

propre appartenant à 2ix(Z - {O)) (§ 6, no 4, cor. de la prop. 12). Appliquant 
cela à hx, où A varie dans C, on en conclut que toutes les valeurs propres de ad x 
sont nulles, donc que ad x est nilpotent. Par suite, L(G) est nilpotente (chap. 1, 
fj 4, cor. 1 du th. l), donc G est nilpotent (prop. 12). 

PROPOSITION 15. - Soient G un groupe de Lie nibotent connexe de dimensionjnie sur R 
ou C, A un sous-groupe intégral de G. Alors ZG(A) est le sous-groupe de Lie connexe de G 
d'algèbre de Lie 8 ,  (L (A)). 

Compte tenu de la prop. 9 du no 3 il suffit de prouver que ZG(A) est connexe. 
Soit g E ZG(A). Il existe un x E L(G) tel que g = exp x (prop. 14). On a 
Ad glL(A) = 1 (no 3, prop. 9), donc Ad gnlL(A) = 1 pour tout n E Z, donc 
exp (ad nx) IL(A) = 1 pour tout n E Z. Comme l'application A H  exp (ad Ax) IL(A) 
de K dans 9(L(A),  L(G)) est polynomiale, on a exp(ad hx) IL(A) = 1 pour tout 
A E Ky c'est-à-dire exp(Ax) E Z,(A) pour tout A E K. 

PROPOSITION 16. - Soient G un groupe de Lie nilpotent de dimension finie sur R ou C, A 
un sous-groupe intégral de G distinct de G. Alors NG(A) est un sous-groupe de Lie connexe 
de G distinct de A. 

On a N,(A) # A (A, 1, 3 6, cor. 1 de la prop. 8). Compte tenu de la prop. 
11 du no 4, tout revient à prouver que NG(A) est connexe. Soit g E NG(A). Il 
existe un x E L(G) tel que g = exp x (prop. 14). Soit E le sous-espace vectoriel de 
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9(L(G))  formé des u E P(L(G))  tels que u(L(A)) c L(A). On a Ad gn E E, 
donc exp(ad nx) E E, pour tout n E Z. Donc exp(ad Ax) E E pour tout A E K, 
c'est-à-dire exp(Ax) E NG(A) pour tout h E K. 

PROPOSITION 17. -Soient g une algèbre de Lie nilpotente de dimension finie sur K, 
(go, g,, . . . , gn) une suite décroissante d'idéaux de 9 tels que go = g, g, = (O}, [g, g,] c si+ , 
pour O < i < n. Soient a,, a,, . . . , a, des sous-espaces vectoriels de g tels que chaque 4, 

soit somme directe de ses intersections avec les a+ Munissons g de la loi de composition de 
Hausdorff H. Soit (p l'application 

de a, x a, x . . - x a, dans g. 

(i) (p est une bijection de a, x a, x . . x a, sur g; 

(ii) <p et 9-1 sont des a~~lications~olynomiales; 
(iii) l'application (x, y)  e- lp-l((p(x) . <p(y) -l) de (a, x a, x - - . x a,), dans 

a, x a, x - - x a, estpolynomiale. 
La proposition est évidente pour dim 4 = O. Supposons dim g > O et la pro- 

position établie pour les dimensions < dim g. On peut supposer s,-, # {O}, et 
s,-, est alors un idéal central non nul de g. Il existe un indice j tel que 
0 = 9,-, n ai # {O). Soient 9' = 914, O le morphisme canonique de g sur a', 
41 = 8(gr), ai = O(ai). Alors (go, gi ,  . . . , gh) est une suite décroissante d'idéaux de 
4' tels que go = g', 9; = {O}, [g', si] c s;+, pour O < i < n, et chaque gl est somme 
directe de ses intersections avec les ai. Soit cp' l'application 

(xi, x;, . . . , xp) e- xi H x2 H . . . H x; 

de a; x a; x - . . x a; dans 9'. D'après l'hypothèse de récurrence, y' est bijective 
et (p', y'-, sont des applications polynomiales. 

Soit x E g. Posons 

Soit 0, un sous-espace vectoriel supplémentaire de t )  dans g, somme des a, pour 
k # j et d'un supplémentaire de t )  dans ai. II existe une bijection q de g' sur 
telle que O 0 q = Id,,. Posons, pour x E g, 

D'après (2) et (3), on a O (<(x)) = O (x), donc y (x) E t). Posons enfin 
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Comme y (x) est central dans g, on a 

Donc cp O i j i  = Id,. Soit maintenant (x,, x,, . . . , x,) E a, x a, x . - - x a,, et posons 
X = ?(xi, X2,. . .,.Yp) = XI H X 2  H . .  .HXp. On a 8(X) = 8(X1) H e(X2) H . .  . H~(x,), 
donc xi (x) = 0 (xi) pour 1 < i < p, et par suite 

Z(X) = XI MX2 H . .  .H(qe(~j)) H . .  . H X p  

Y(X) = - +(xi). 
Alors, d'après (5 ) ,  

Donc 4 O cp = Id,, . ... Cela prouve (i). Comme la loi de Hausdorff est polyno- 
miale, cp est polynomiale. D'après l'hypothèse de récurrence, < p l - ,  est polynomiale ; 
d'après la formule (l),  les fonctions xi sont polynomiales, donc I; est polynomiale 
(formule (3)), y est polynomiale (formule (4)), + est polynomiale (formule ( 5 ) ) .  
Cela prouve (ii). L'assertion (iii) résulte de (i) et (ii) et du fait que la loi de 
Hausdorff est polynomiale. C.Q.F.D. 

Exemple de groupe de Lie nilpotent. - Soit G le sous-groupe trigonal strict inférieur de 
GL(n, K). C'est un sous-groupe de Lie de GL(n, K), et L(G) cgl(n, K) est 
l'algèbre de Lie des matrices triangulaires inférieures de diagonale nulle ($3, 
no 10, prop. 36). D'après le chap. II, 5 4, no 6, Remarque, G est nilpotent. Sup- 
posons désormais que K = IR ou C. Comme G est homéomorphe à Kn'n-1)'2 , G 
est simplement connexe. L'application exponentielle de L(G) dans G n'est 
autre que l'application 

n - 1  
uk uk 

u c e x p u  = Z-= X - 
k*ok! k = ~ k !  

(5 6, no 4, Exemple). D'après la prop. 13, l'exponentielle est un isomorphisme de la 
variété L(G) sur la variété G. La prop. 17 du 5 6, no 9, fournit la bijection 
réciproque log. Munissons Kn d'une norme. D'après TS, 1,s 4, no 9, on a 
pour g E G et llg - 1 II < 1, 

c'est-à-dire 

Mais les deux membres de (6) sont des fonctions analytiques de g pour g E G, et 
sont donc égaux pour tout g E G. 
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PROPOSITION 18. - Soient k un corps commutatif, V un espace vectoriel de dimensionJinie 
> O sur k, G un sous-groupe de GL(V) dont les éléments sont unipotents. 

(i) Il existe un élément non nul v de V tel que gv = vpour tout g E G. 
(ii) Il existe une base B de V telle que, pour tout g E G, la matrice de g par rapport à B 

soit triangulaire inférieure et ait tous ses éléments diagonaux égaux à 1. 
(iii) Le groupe G est nilpotent. 
(a) Supposons d'abord que k soit algébriquement clos et que la représentation 

identique de G soit simple. Soient a, b dans G. Alors 

car ab - 1 et a - 1 sont nilpotents. Comme le sous-espace vectoriel de 
9 ( V )  engendré par G est Z(V)  (A, VIII, 5 4, cor. 1 de la prop. 2), on a 
Tr(u(b - 1)) = O pour tout u E 9 ( V ) ,  donc b = 1. Ainsi, G = (1). 

b) Passons au cas général. Soient k une clôture algébrique de k, V = V@, i, 
et G c GL(V) l'ensemble des a @ 1 pour a E G. Soit W (resp. W') l'ensemble 
des éléments de V (resp. V) invariants par G (resp. G). On a W' = W gI, k 
car W = g c G ~ e r ( g  - 1) et W' = fl-~er(~ - 1) @I 1. Si VI désigne un élé- 

ment minimal dans l'ensemble des sous-espaces vectoriels non nuls de stables 
par G, on a V, c W' d'après la partie a) de la démonstration; donc W # {O}, ce 
qui prouve (i) . 

c) Par récurrence sur dim V, on déduit de (i) qu'il existe une suite croissante 
(VI, V,, . . . , V,) de sous-espaces vectoriels de V stables par G tels que V, = V 
et que le groupe d'automorphismes de Vi/Vi-, canoniquement déduit de G se 
réduit à (1) pour tout i (on convient que V, = {O} pour r < O). Cela entraîne 
d'abord (ii) et par conséquent (iii) (chap. II, 5 4, no 6, Remarque). 

COROLLAIRE 1. - Soit G un groupe de Lie réel ou complexe connexe de dimension jnie. 
Pour que G soit nilpotent, il  faut et il  su@ que tout élément de Ad G soit unipotent. 

Si tout élément de Ad G est unipotent, Ad G est nilpotent (prop. 18), donc 
G, qui est extension centrale de Ad G, est nilpotent. Si G est nilpotent, L(G) 
est nilpotente, donc ad x est nilpotent pour tout x E L(G), donc Ad(exp x)  = 

exp ad x est unipotent; or tout élément de G est de la forme exp x pour un 
x E L (G) (prop. 14). 

COROLLAIRE 2. - Tout sous-groupe analytique de GE(n, K )  formé d'éléments unipotents 
est un sous-groupe de Lie simplement connexe. 

Cela résulte des prop. 13 (ii), 18 (ii), et du fait que le groupe trigonal strict 
inférieur est simplement connexe. 
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6. Groupes de Lie résolubles 

PROPOSITION 19. - Soit G un groupe de Lie de dimension jinie. Pour que L ( G )  soit 
résoluble, il faut et il su@ que G possède un sous-groupe ouvert résoluble. 

La démonstration est analogue à celle de la prop. 12 du no 5. 

PROPOSITION 20. -Soient G un groupe de Lie résoluble de dimensionjnie n sur R ou C ,  
simplement connexe, et g = L (G) . Soit (g,, gn  - ,, . . . , go)  une suite de sous-algèbres de g de 
dimensions n, n - 1, . . . , O, telle que g i - ,  soit un idéal de gi pour i = n, n - 1, . . . , 1,. 
Soit G i  le sous-groupe intégral de G correspondant à g,. Soit xi un vecteur de g, n'appartenant 
pm à gi - ,. Soit pi l'application 

(A,, A,, . . . , hi) t+ (exp A,x,) (exp A2x2) . . . (exp Aixi) 

de K" dans G .  Alors y, est un isomorphisme de variétés analytiques, et rpi(Ki) = Gi  pour 
tout i. 

Pour n = O, la proposition est évidcnte. Raisonnons par récurrence sur n. 
Soit H le sous-groupe intégral de G tel que L ( H )  = Kx,. D'après le 5 6 ,  no 6, 
cor. 1 de la prop. 14, H et Gn- ,  sont des sous-groupes de Lie simplement con- 
nexes de G ,  et, en tant que groupe de Lie, G est produit semi-direct de H par 
Gn- ,. Donc A H exp (lxn) est un isomorphisme de K sur H, et, d'après l'hy- 
pothèse de récurrence, l'application 

est un isomorphisme de la variété analytique Kn-' sur la variété analytique 
Gn- ,  qui transforme K% {O) en G ,  pour i = 1, 2, . . . , n - 1. D'où la proposi- 
tion. 

PROPOSITION 21. - Soient G un groupe de Lie résoluble de dimensionjinie sur R ou C,  
simplement connexe, et M un sous-groupe intégral de G .  Alors M est un sous-groupe de Lie 
de G ,  et est simplement connexe. 

Reprenons les notations n, g, g,, xi, y de la prop. 20, mais imposons aux x, la 
condition supplémentaire suivante: soient ip > ip-, > . - . > i, les entiers i tels 
que L(M) n g ,  # L ( M )  n gi - , ; alors on prend xi, E L ( M )  n g,, pour 
k = 1, 2, . . .,p. Par récurrence sur n, on voit aisément que (xi,, xi ,-=, . . ., xil) est 
une base de L ( M ) .  Soit N un groupe de Lie simplement connexe, tel quyil existe 
un isomorphisme h de L ( N )  sur L ( M ) .  Soient y, = / Z - ~ ( X , ~ ) ,  . . ., y, = h-,(xi,). 
D'après la prop. 20, l'application 

est un isomorphisme de la variété KP sur la variété N. Il existe un morphisme T de 

Une telle suite existe d'après le chap. 1, 5 5, prop. 2. 
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groupes de Lie de N dans G tel que h = L(T), et on a T(N) = M ($6, no 2, cor. 1 
de la prop. 1). Donc M est l'ensemble des éléments de G de la forme 

PROPOSITION 22. - On suppose K = R ou C. Soient V un espace vectoriel de dimension 
finie, G un sous-groupe résoluble connexe de GL(V). On suppose que la représentation 
identique de G est simple. 

(i) S i  K = R, on a dim V < 2 et G est commutatif. 
(ii) S i K  = C,onadimV = 1. 
(i) Supposons K = W. Alors l'adhérence H de G dans GL(V) est un sous- 

groupe de Lie de GL(V), connexe, et résoluble (no 1, cor. 2 de la prop. 1). Donc 
L(H) est résoluble (prop. 19). La représentation identique de L(G) est simple 
(3 6, no 5, cor. 2 de la prop. 13). Donc dim V < 2 et L(G) est commutative 
(chap. 1,s 5, cor. 1 et 4 du th. 1). Donc G est commutatif. 

(ii) Supposons K = C .  Soit W un élément minimal parmi les sous-espaces 
vectoriels réels non nuls de V stables par G. Le sous-espace vectoriel complexe de 
V engendré par W est égal à V puisque la représentation identique de G est 
simple. D'après (i), GIW est commutatif. Donc G est commutatif. Par suite, tout 
élément de G est une homothétie (A, VIII, $4, cor. 1 de la prop. 2), de sorte que 
dimV = 1. 

COROLLAIRE. -Soient V un espace vectoriel complexe de dimension finie > O, G un 
sous-groupe résoluble connexe de GL(V) . 

(i) Il existe un élément non nul v de V tel que gv E C u  pour tout g E G. 
(ii) I l  existe une base B de V tel que, pour tout g E G, la matrice de g par rapport à B 

soit triangulaire inférieure. 
Soit V, un élément minimal parmi les sous-espaces vectoriels non nuls de V 

stables par G. D'après la prop. 22 (ii), on a dim V, = 1. Cela prouve (i). Par 
récurrence sur dimV, on déduit de là l'existence d'une suite croissante 
(VI, V,, . . . , V,) de sous-espaces vectoriels de V stables par G tels que 
dimV,, ,IVi = 1 pour i < n, et V, = V; d'où (ii). 

7. Radical d'an groupe de Lie 

PROPOSITION 23. -Soient G un groupe de Lie réel ou complexe de dimension finie, r le 
radical de L(G) (chap. 1, $ 5, déf. 2), n le plus grand idéal nibotent de L(G) (chap. 1, 
§ 4, no 4). Soit R (resp. N) le sous-groupe intégral de G d'algèbre de Lie r (resp. n). 
Alors R (resp. N) est un sous-groupe de Lie de G, résoluble (resp. nibotent), invariant 
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par tout automorphisme continu de G. Tout sous-groupe distingué connexe résoluble (resp. 
nilpotent) de G est contenu dans R (resp. N ) .  

Le groupe R est résoluble (no 6, prop. 19). Supposons K = R. Soit G' un sous- 
groupe distingué résoluble connexe de G. Alors G' est un sous-groupe de Lie de 
G (5 8, no 2, th. 2), distingué résoluble (no 1, cor. 2 de la prop. l),  connexe. Donc 

L(@) - est un idéal résoluble de L(G), d'où L(G') c r et G' c R. En particulier, 
R c R, donc R est fermé et par suite est un sous-groupe de Lie de G. Supposons 
K = C. Soit H le groupe de Lie réel sous-jacent à G. Si r' est le radical de L(H), 
ir' est un idéal résoluble de L(H), d'où r' = ir'; on a donc r c r' c r, et, d'après 
ce qui précède, R est fermé dans H et par suite dans G; ainsi, R est un sous- 
groupe de Lie de G. Tout sous-groupe distingué résoluble connexe de G est un 
sous-groupe distingué résoluble connexe de H donc est contenu dans R. On a 
donc prouvé, pour K = C comme pour K = R, que R est le plus grand sous- 
groupe distingué résoluble connexe de G; par suite R est invariant par tout 
automorphisme continu de G. La démonstration dans le cas de N est entièrement 
analogue. 

DÉFINITION 1. - Soit G un groupe de Lie réel ou complexe de dimensionjnie. On appelle 
radical de G leplus grand sous-groupe distingué résoluble connexe de G. 

Remarque. - Même si G est connexe, il peut exister des sous-groupes distingués 
résolubles de G non contenus dans le radical de G. 

PROPOSITION 24. - On suppose K = R ou @. Soient G,, G, deux groupes de Lie 
connexes de dimensionjnie, R, et R, leurs radicaux, cp un morphisme surjectifde G ,  dans G,. 
Alors cp(R,) = R,. 

D'après le 5 3, no 8, prop. 28, L(cp) est surjectif. Donc L(cp) (L(R,)) = L(R,) 
(chap. 1, 5 6, cor. 3 de la prop. 2). Soit i l'injection canonique de R, dans G,. 
Alors l'image de cp 0 i est R, (5 6, no 2, cor. 1 de la prop. 1). 

PROPOSITION 25. - On suppose K = R ou C. Soient G,, G, des groupes de Lie con- 
nexes de dimension jnie, R, et R, leurs radicaux. Le radical de G, x G, est R, x R,. 

Cela résulte du chap. 1,s 5, prop. 4. 

8. Groupes de Lie çemi-simples 

PROPOSITION 26. - Soit G un groupe de Lie réel ou complexe connexe de dimensionjnie. 
Les conditions suiuantes sont équivalentes : 

(i) L (G) est semi-simple ; 
(5) le radical de G est {e} ; 
(iii) tout sous-groupe intégral commutatif distingué de G est égal à {el. 
La condition (ii) signifie que le radical de L(G) est {O), donc (i) c- (ii) (chap. 1, 

5 6, th. 1). L'équivalence de (i) et (iii) résulte du 5 6, no 6, prop. 14. 
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DÉFINITION 2. - Un groupe de Lie réel ou complexe connexe est dit semi-simple s'il est de 
dimensionjnie et s'il vérijïe les conditions de la pro p. 26. 

Remarque 1. - Soit C un groupe de Lie réel ou complexe connexe de dimension 
finie. Si G n'est pas semi-simple, G possède un sous-groupe de Lie connexe G' 
commutatif et invariant par tout automorphisme continu, tel que G' # {e). En 
effet, soit n le plus grand idéal nilpotent de L(G) ; on a n # {O), et le sous-groupe 
analytique correspondant N est un sous-groupe de Lie invariant par tout auto- 
morphisme continu de G (no 7, prop. 23) ; le centre G' de N possède les propriétés 
voulues. 

PROPOSITION 27. -Soit G un groupe de Lie réel ou complexe connexe de dimension 
jïnie. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) L (G) est simple ; 
(ii) les seuls sous-groupes intégraux distingués de G sont {e) et G, et en outre G n'est 

pas commutatif. 
Cela résulte du 8 6, no 6, prop. 14. 

DÉFINITION 3. - Un groupe de Lie réel ou complexe connexe est dit presque simple s'il 
est de dimension finie et s'il vérijïe les conditions de la prop. 27. 

PROPOSITION 28. -Soit G un groupe de Lie réel ou complexe simplement connexe. Les 
conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) G est semi-simple; 
(ii) G est isomorphe au produit d'un nombrefini de groupes presque simples. 
Si G est produit fini de groupes de Lie presque simples, L(G) est produit 

fini d'algèbres de Lie simples, donc est semi-simple. Si G est semi-simple, L(G) 
est isomorphe à un produit d'algèbres de Lie simples LI, . . . , Ln. Soit G, un groupe 
de Lie simplement connexe d'algèbre de Lie Li, donc presque simple. Alors 
G et G, x . . . x G, sont simplement connexes et ont des algèbres de Lie iso- 
morphes, donc sont isomorphes. 

Lemme 1. - Soient G un groupe topologique connexe, Z son centre, Zr un sous-groupe 
discret de Z .  Alors le centre de G/Z ' est Z/Z1. 

Soit y un élément de G dont la classe modulo Z' est un élément central de 
G/Z1. Soit cp l'application g tt gyg-'y-l de G dans G. Alors <p(G) est connexe et 
contenu dans Z', donc cp(G) = ~ ( { e ) )  = {el. Par suite, y E Z. 

PROPOSITION 29. - Soit G un groupe de Lie réel ou complexe connexe semi-simple. 
(i) G = (G, G). 
(ii) Le centre Z de G est discret. 
(iii) Le centre de G/Z est (el. 
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L'assertion (i) résulte du cor. de la prop. 4, no 2, et du chap. 1,s 6, th. 1. 
L'assertion (ii) résulte du 6, no 4, cor. 4 de la prop. 10, et du chap. 1, 5 6, 

no 1, Remarque 2. 
L'assertion (iii) résulte de (ii) et du lemme 1. 

PROPOSITION 30. - (i) Soit g une algèbre de Lie réelle ou complexe semi-simple. Alors 
Int g est la composante neutre de Aut g. 

(ii) Soit G un groupe de Lie réel ou complexe connexe semi-simple. Le groupe adjoint de G 
est la composante neutre de Aut L(G) . Son centre est réduit à l'élément neutre. 

Toute dérivation de g est intérieure (chap. 1,s 6, cor. 3 de la prop. l),  donc 
L(Int 6) = L(Aut SI), ce qui prouve (i). La première assertion de (ii) résulte de (i). 
La seconde résulte de la prop. 29 (iii) et du 5 6, no 4, cor. 4 (ii) de la prop 10. 

Remarque 2. - Soient g une algèbre de Lie semi-simple complexe, 9, l'algèbre 
de Lie réelle sous-jacente. Alors Aut(g) est ouvert dans Aut(g,). En effet, 
Int (go) Aut (SI). 

PROPOSITION 31. - Soient G un groupe de Lie réel ou complexe de dimensionjnie simple- 
ment connexe, R son radical. Il existe un sous-groupe de Lie simplement connexe semi-simple S 
de G tel que G soit, en tant que groupe de Lie, produit semi-direct de S par R. Si S' est un 
sous-groupe intégral semi-simple de G, il existe un x dans le radical nilpotent de L(G) 
tel que (Ad exp x)  (Sr) c S. 

Cela résulte du 6, no 6, cor. 1 de la prop. 14, et du chap. 1,s 6, th. 5 et cor. 1. 

Lemme 2. -Soient G un groupe (resp. un groupe topologique), G' un sous-groupe 
distingué de G, V un espace vectoriel de dimensionjnie sur un corps commutatif k (resp. 
sur K), p une représentation linéaire (resp. une représentation linéaire continue) de G dans V, 
et p' = plG'. 

(i) Si p est semi-simple, p' est semi-simple. 
(ii) Si p' est semi-simple, et si toute k-représentation linéaire (resp. toute K-représenta- 

tion linéaire continue) de dimensionjnie de G/G' (resp. G/G') est semi-simple, alors p est 
semi-simple. 

Supposons p semi-simple, et prouvons que p' est semi-simple. Il suffit d'envisa- 
ger le cas oh p est simple. Soit V' un sous-G'-module non nul minimal de V. Pour 
tout g E G, on a p(G') p(g)V1 = p(g) p(Gt)V' = p(g)V', autrement dit p(g)V1 
est stable par p(G1) ; si V" est un sous-G'-module de p(g)V', alors p(g) -IV" est u ~ i  
sous-G'-module de V', donc V" est égal à (O) ou à p(g)V'. Ainsi, pour tout g E G, 

p(g)Vr est un G-module simple. Or 2 p(g)V1 est un sous-G-module non nul de 
~ E G  

V, d'où V = 2 p(g)V1. Donc p1 est semi-simple. 
~ E G  

Supposons p' semi-simple. Soit W un sous-G-module non nul de V. Comme 
est semi-simple, il existe un projecteur fo de V sur W commutant à p(G1). Soit 
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E l'ensemble des f E 2 ( V ,  V) qui commutent à p (G'), qui appliquent V dans W, 
et dont la restriction à W est une homothétie; pour f E E, notons a( f )  le rapport 
dc l'homothétie f /W. On a f, E E et a( f,) = 1. Il  est clair que a est une forme 
linéaire sur E. Soit F = Ker a, qui est un hyperplan de E. Pour f E E et g E G, 
posons o(g) f = p(g) 0 f O p(g)-l; alors o(g) f applique V dans W et sa 
restriction à W cst l'homothétie de rapport a( f )  ; sig' E G', on a 

Donc o(g) f E E. Par suite o est une k-représentation linéaire (resp. une K- 
représentation linéaire continue) de G dans E laissant stable F. On a o(g) = IdE 

pour g E G', donc pour g E Gr dans le cas topologique. Supposons que toute 
représentation k-linéaire (resp. toute représentation K-linéaire continue) de 
dimension finie de G/G1 (resp. G/G') soit semi-simple. Alors il existe dans E un 
supplémentaire de F stable pour G. Autrement dit, il existe un f E E tel que 
a( f )  = 1, invariant par G. Alors f est un projecteur de V sur Mi, et, pour g E G, 
on a p(g) 0 f 0 p(g-l) = f ,  c'est-à-dire que f commute à p(G). Ainsi, p est 
semi-simple. 

THÉORÈME 1. - Soient G un groupe de Lie réel ou complexe de dimension jnie, Go sa 
composante neutre, R son radical, r le radical de L(G) ; on supliose que G/G, estjni. Soit p 
une représentation linéaire analytique de G de dimensionjnie. Les conditions suiuantes sont 
équivalentes : 

(i) p est semi-simfle; 
(ii) p 1 Go est semi-simple; 
(iii) p 1 R est semi-simple; 
(iv) L ( p) est semi-simfle ; 
(v) L( p) 1 r est semi-simfle. 
On a (i) c- (ii) d'après le lcmme 2 et INT, VII, 5 3, prop. 1. On a (ii) o (iv) 

et (iii) e- (v) d'après le 3 6, no 5, cor. 2 de la prop. 13. On a (iv) * (v) d'après le 
chap. 1,s 6, th. 4. 

COROLLAIRE 1. - Soient p, pl, pz des représentations linéaires analytiques semi-simples de 
dimension jnie de G et n un entier O. Alors pl @ p,, Tnp, Snp, A n p  (Appendice) 
sont semi-simples. 

La semi-simplicité de pl @ p, résulte du th. 1, et du chap. 1, 3 6, cor. 1 du th. 
4. La semi-simplicité de Tnp, Snp, Anp résulte dc la semi-simplicité de pl @ p,. 
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Nous verrons plus tard que si k est un corps commutatif de caractéristique 0, r un 
groupe, pl et pz des k-représentations linéaires semi-simples de dimension finie de r, 
alors p, @ p, est semi-simple. 

COROLLAIRE 2. - Soient p une représentation linéaire analytique semi-simple de dimension 
$nie de G dans un esface vectoriel V, S l'algèbre symétrique de V, et SG la sous-algèbre de S 
formée des éléments invariantspar (S p) (G) . Alors SG est une algèbre de typefini. 

Cela résulte du th. 1, du chap. 1, fj 6, th. 6 a),  et de AC, V, $ 1, th. 2. 

COROLLAIRE 3. - Soient G un groupe de Lie réel ou complexe, Go sa composante neutre. 
On suppose que Go est semi-simple et que G/G, estjni. Alors toute représentation linéaire 
analytique de dimension finie de G est semi-simple. 

PROPOSITION 32. - Soit G un groupe de Lie réel connexe de dimension finie. On suppose 
L (G) réductive. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) G/E-G est compact; 
(ii) (resp. (ii')) toute représentation linéaire analytique de dimension finie de G dans 

un espace vectoriel complexe (resp. réel) est semi-simple. 
(i) => (ii') : Supposons G/@G compact. Alors toute représentation linéaire 

continue de G/DG dans un espace vectoriel réel de dimension finie est semi- 
simple (INT, VII, s 3, prop. 1 ) .  Soit p une représentation linéaire analytique de 
dimension finie de G dans un espace vectoriel réel. Alors plDIG est analytique, 
DIG est semi-simple (chap. 1, $ 6 ,  prop. 5), donc p(DIG est semi-simple (cor. 3 
du th. 1). Donc p est semi-simple (lemme 2). 

On voit de même que (ii) * (i). 
(ii') => (i): supposons que G/D~G soit non compact, donc isomorphe à un 

groupe de la forme RP x Ta avec p > O ($6, no 4, prop. 11 (ii)). Il existe alors 
un morphisme surjectif de G/F~G dans R, donc un morphisme surjectif p de G 
dans R . L'application 

9 - 4 4  = (ig) 1) 
est une représentation linéaire analytique de G dans R2 qui n'est pas semi-simple, 
car le seul sous-espace vectoriel de dimension 1 de R2  stable par o(G) est R(0,l). 

On voit de même que (ii) => (i). 

PROPOS~~ION 33. -Soient G un groupe de Lie complexe de dimension $nie et dont le 
nombre de composantes connexes est jîni, p une représentation linéaire analytique de G de 
dimension finie, G' un sous-groupe intégral du groupe de Lie réel G tel que L(G') engendre 
L (G) sur C. Alors, pour que p soit semi-simple, il faut et il su@ que p 1 G' soit semi-simple. 

Soit p' = @lG'. Pour que p (resp. p') soit semi-simple, il faut et il suffit que 
L(p) (resp. L(pl)) soit semi-simple (th. 1). Soit V l'espace de p. Pour qu'un sous- 
espace vectoriel de V soit stable pour L(p) (L(G)), il faut et il suffit qu'il soit 
stable pour L(pl) (L(G1)). D'où la proposition. 



$ 10. Le groupe des automorphismes d'un groupe de Lie 

Dans ce paragraphe, on suppose que K est de caractéristique zéro. 

1. Automorphismes infinitésimaux 

Lemme 1. - Soient G un groupe de Lie, a un champ de vecteurs sur G. Pour tout g E G, 
soit P(g) = a(g) g - E L(G) . Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) cr est un homomorphisme du groupe G dans le groupe T(G) ; 
(ii) quels que soient g, g' dans G, on a a(ggf) = u(g)gf + ga(g1) ; 
(iii) quels que soient g, g' dans G on a p(ggf) = P(g) + (Ad g) P (g') . 
La condition (i) signifie que, quels que soient g, g' dans G, on a dans le groupe 

T(G) : 

Or le produit de P(g) et de (Ad g)P(gl) dans T(G) n'est autre que la somme de 
P(g) et de (Ad g) p(gl) dans L(G) (5 2, no 1, prop. 2). Donc (i) o (iii). D'autre 
part, la condition (ii) s'écrit P(ggl)gg' = P(g)gg' + gP(g')g1, ou 

DÉFINITION 1. - Soit G un groupe de Lie. On appelle automorphisme injnitésimal de G 
tout champ de vecteurs analytique sur G vérgant les conditions du lemme 1. 

Lemme 2. - Soient K' un sous-corps fermé non discret de K, A une KI-variété, B et C des 
K-variétés, f une application Kt-analytique de A x B dans C. On suppose que, fiour tout 
a E A, l'application b t-t f (a, 6) de B dans C est K-analytique. Alors, pour tout t E TA, 
l'application u t-t (T f )  (t, u) de TB dans TC est K-analytique. 

Fixons t E TA, et posons g(u) = (T  f )  (t, u). 11 est clair que g est KI-analytique. 
D'après VAR, R, 5.14.6, il suffit de prouver que les applications tangentes à g 
sont K-linéaires. On peut supposer que A, B, C sont des voisinages ouverts de O 
dans des espaces normables complets E, F, G sur K', K, K, et que t est tangent 
à A en O. Identifions TA, TB, TC, à A x E, B x F, C x G et t à un élément 
de E. Alors pour tout (x, y) E TB = B x F, on a 

g(x, y) = (f (O,x), ("If )(O, x) (4 + (D2f) ( 0 , ~ )  (Y)). 
Identifions T(B x F) à (B x F) x (F x F) et T(C x G) à (C x G) x (G x G). 
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Fixons maintenant (x ,  y )  E B  x F. Il s'agit de prouver que l'application 
(h, k )  t-t (c, d )  de F x F dans G x G est K-linéaire. Comme l'application 
x H f (O, x )  de B dans C est K-analytique, les applications 

et, pour A fixé, l'application x r-t f (At, x)  est K-analytique, de sorte que l'applica- 
tion h H (D2  f )  (At, x )  (h) est K-linéaire. 

PROPOSITION 1. -Soient K' un sous-corps fermé non discret de K ,  G un groupe de Lie 
sur K ,  V une variété sur K' et (v, g )  H vg une application Kt-analytique de V x G dans 
G. On suppose que, pour tout v E V, l'application g t-t vg de G dans G soit un automorphisme 
de G. Soient E un élément de V tel que cg = g pour tout g E G, et a E T,(V). Alors le 
champ de uecteurs g r-t ag sur G est un automorphisme intnitésimal de G. 

Pour v E V, gl E G, g2 E G, on a u(glg2) = (vg,) (vg,). Donc, pour u, E TG, 
u2 E TG, on a a(ulu2) = (au,)(au,) ( 5  2, no 1 ,  prop. 3 ) .  En particulier, l'appli- 
cation g » ag de G dans TG est un homomorphisme de groupes. D'autre part, 
cette application est analytique d'après le lemme 2. 

PROPOSITION 2. -Soient G un groupe de Lie réel ou complexe, a un automorphisme 
infinitésimal de G. Il existe une loi d'opération analytique (A, g )  t-t cp,(g) de K dans G 
possédant les propriétés suivantes : 

1 )  si D est la loi d'opération intitésimale associée, on a D(1) = cr; 

2) pour tout A E K, on a y ,  E Aut G. 
a) Pour tout p > O, soit K, la boule ouverte de centre O et de rayon p dans K. 

Pour tout g E G, soit Pg l'ensemble des courbes intégrales analytiques f de a 
définies dans une boule Ku,  et telles que f ( O )  = g. D'après VAR, R, 9.1.3 et 
9.1.5, 6 est non vide, et deux éléments de Pg coïncident dans l'intersection de 
leurs domaines de définition; soit p(g)  la borne supérieure des nombres p tels 
qu'il existe un élément de Fg défini dans K,; il existe un élément unique de Fg 
défini dans K,(,,; nous le noterons f,. 



b) Soient g,, g2 dans G, f, E 9&, f E 52, avec f , et f définies dans une 
même boule K,. Alors f, f ,: Ku -t G est analytique, et (f, f ,) (O) = g,g2. 
D'autre part, pour tout A E K,, on a 

donc f lf 2 E elgZ. Cela prouve que P(glg2) 2 inf (~(p.l) ,  p(g2)). 
c) D'après VAR, R, 9.1.4 et 9.1.5, il existe un voisinage V de e dans G tel 

que G = inf p(g) > O. Soient h E G et C sa composante connexe. Pour tout 
S E V  

h' E C, on a p(ht) > inf (G, ~ ( h ) )  > O d'après b). D'autre part, les fonctions f,,, 
pour h' E C, prennent leurs valeurs dans C. D'après VAR, R 9.1.4 et 9.1.5, on a 
p = + co dans C, et finalement p = + co dans G. Posons alorsf,(A) = cph(g) pour 
tout g E G et tout A E K. D'après VAR, R, 9.1.4 et 9.1.5, l'application 
(A, g) » cph(g) est une loi d'opération analytique de K dans G. Il est clair que, si 
D est la loi d'opération infinitésimale associée, on a D(l) = u. D'après b), on a 

quels que soient A E K, g, E G, g, E G. 

PROPOSITION 3. - On suppose K ultramétrique. Soient G un groupe de Lie compact, u un 
automorphisme injnitésimal de G. il existe un sous-groupe ouvert 1 de K et une loi d'opération 
analytique (A, g) H cp,(g) de 1 dans G possédant les propriétés suivantes: 

1) si D est la loi d'opération injnitésimale associée, on a D(1) = a ;  
2) pour tout A E 1, on a <ph E Aut G. 
Comme G est compact, il existe un sous-groupe ouvert 1' de K et une loi 

d'opération analytique (A, g) H cph(g) de 1' dans G possédant la propriété 1 de la 
proposition (5 4, no 7, cor. 2 du th. 6). Posons cp,(g) = f,(h) pour h E 1' et g E G. 
On a, pour g,, g2 dans G et h E 1', 

et (-fYfg,f,,) (0) = g1g2 = f,,Y,(O). Donc f,;,,(A) = f,;(Alf,z(A) Pour (A, gS, A) 
dans un voisinage de (g,, g2, O) (VAR, R, 9.1.8). Comme G est compact, il 
existe un sous-groupe ouvert 1 de 1' tel que f,lgz(h) = fgl(~)f,,(h) quels que 
soient g, E G, g2 E G, h E 1. Autrement dit, <ph E Aut G pour A E 1. 

LEMME 3. - Soient G et Gr desgroupes de Lie, <p un homomot$hisme de G dans Aut (G'). 
Posons f (g, g') = (cp(g)) (g') pour g E G, g' E Gr. Considérons les conditions suivantes: 
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(i) f est analytique ; 
(ii) f est analytique dans un voisinage de (e,, e,.) ; 
(iii) pour tout g' E G', l'application g H f (g, g') est analytique. 
Alors (i) o ((ii) et (iii)) . Si G' est connexe, on a (i) e (ii) . 
Il  est clair que (i) implique (ii) et (iii). Soient go E G, go E G'. Quels que soient 

g ~ G , g ' ~ G ' , o n a  

Cela prouve l'implication ((ii) et (iii)) => (i). Enfin, si G' est connexe, G' est 
engendré par tout voisinage de e,,, donc (ii) * (iii). 

2. Le groupe des automorphismes d'un groupe de Lie (cas réel ou complexe) 

Dans ce no, on suppose K = R ou 6. 

Lemme 4. - Soit H un groupe de Lie simplement connexe de dimensionjnie. 
(i) Pour tout u E Aut L(H), soit 0(u) l'unique automorphisme de H tel que 

L(O(u)) = u. Alors l'application (u, g) H O(u)g de (Aut L(H)) x H dans H est 
analytique. 

(ii) Soient N un sous-groupe de Lie de H, et Aut(H, N) l'ensemble des v E Aut H 
tels que v(N) = N. Alors O - l(Aut(H, N)) est un sous-groupe de Lie de Aut L(H). 

(iii) Supposons N distingué discret, de sorte que l'algèbre de Lie de G = H/N sYidentiJie 
à L(H). Pour tout w E Aut G, soit q(w) l'unique automorphisme de H tel que 
L (q (w) ) = L(w). Alors l'application q est un isomorphisme du groupe Aut G sur le 
groupe Aut (H, N) . 

Pour prouver (i), il suffit, d'après le lemme 3 du no 1, de vérifier que l'appli- 
cation (u, g) H 0(u)g est analytique dans un voisinage de (Id,,,,, e). Il existe un 
voisinage ouvert B de 0 dans L(H) tel que + = exp,lB soit un isomorphisme 
analytique de B sur un voisinage ouvert de e dans H. Il existe un voisinage ouvert 
U de Id,(,, dans Aut L(H), et un voisinage ouvert B' de O dans L(H), tels que 
U(B') c B. Alors l'application (u, g) H 0(u)g de U x +(B') dans H est composée 
des applications suivantes : 

lYapplication(u, g) H (u, + - l (g)) de U x +(BI) dans U x B' ; 

l'application (u, x) » u(x) de U x B' dans B; 

l'application y i-t +(y) de B dans G. 

Donc cette application est analytique. 
Soit p l'application canonique de H dans l'espace homogène H/N. Alors 

0 -l(Aut (H, N)) est l'ensemble des u E Aut L(H) tels que 

pour tout g E N. Compte tenu du 5 8, no 2, th. 2 et cor. 2 du th. 2, cela prouve (ii). 



Supposons N distingué discret. Soit w E Aut G. On a 

L(P O ~ ( 4 )  = L(r(w)) = '44 = L(w OP) 
doncp O q(w) = w op et par suite q(w) E Aut(H, N). Il  est clair que l'application 
q de Aut G dans Aut(H, N) est un homomorphisme injectif. Cet homomorphisme 
est surjectif parce que p: H -+ G est une submersion. C.Q.F.D. 

Soient G un groupe localement compact, l? le groupe des automorphismes de 
G. Rappelons qu'on a défini sur r la topologie TB (TG, X, 5 3, no 5). C'est la 
topologie la moins fine rendant continues les applications v H v et v » v - l  de l? 
dans qC(G;G) (espace des applications continues de G dans G muni dc la topo- 
logie de la convergence compacte). La topologie YB est compatible avec la 
structure de groupe de r (loc. cit.). Pour toute partie compacte L de G et tout 
voisinage U de e, dans G, soit N(L, U) l'ensemble des cp E l? tels que cp(g) E ~ U  
et c p - l  (g) E QU pour tout g E L ;  alors les N(L, U) forment un système fondamental 
de voisinages de e,. Si G est engendré par une partie compacte C, la topologie YB 
est aussi la topologie la moins fine pour laquelle les applications v~ vlC et 
v H v-lIC de l' dans V,(C;G) soient continues (car toute partie compacte de G 
est contenue dans (C u C-l)n pour n assez grand). Si K est localement compact 
et si V est un espace vectoriel de dimension finie sur K, la topologie sur 
GL(V) n'est autre que la topologie usuelle. 

THÉORÈME 1.  - Soient G un groupe de Lie de dimension finie, Go sa composante neutre. 
On suppose que G est engendrépar Go etpar un nombrefini d'éléments. 

(i) Il existe sur Aut G une structure de variété analytique et une seule vérijïant la con- 
dition suivante : 
(AUT) pour toute variété analytique M et toute afplication f de M dans Aut G, f est 

analytique si et seulement si l'application (m, g) H f (m) g de M x G dans G est 
analytique. 

On suppose dans la suite de l'énoncé Aut G muni de cette structure. 
(ii) Aut G est un groupe de Lie de dimensionfinie. 
(iii) Le morphisme cp : u H L(u) de Aut G dans Aut L (G) est analytique. 
(iv) Si G est connexe, cp est un isomorphisme du groupe de Lie Aut G sur un sous- 

groupe de Lie de Aut L(G) ; ce sous-groupe de Lie est égal à Aut L(G) si G est simplement 
connexe. 

(v) Soit a l'ensemble des automorphismes injnitésimaux de G. Alors a est une algèbre 
de Lie de champs de vecteurs, et la loi d'opération injnitésimale associée à l'application 
(u, g) t-+ u(g) de (Aut G) x G dans G est un isomorphisme de L(Aut G) sur a. 

(vi) La topologie du groupe de Lie Aut G est la topologie YD. 
a) L'unicité de la structure analytique envisagée dans (i) est évidente. 
b) Supposons G connexe. Soient H le revêtement universel de G, p le mor- 

phisme canonique de H sur G, et N = Kerp. Introduisons les notations O ,  q et 
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Aut(H, N) du lemme 4. Transportons à Aut H, grâce à 0, la structure de groupe 
de Lie de Aut L(G). Alors Aut H devient un groupe de Lie de dimension finie, et 
Aut(H, N) un sous-groupe de Lie de Aut H (lemme 4 (ii)). Transportons à 
Aut G, grâce à -q-l, la structure de groupe de Lie de Aut(H, N). Alors Aut G 
devient un groupe de Lie de dimension finie. Les propriétés (ii), (iii), (iv) du 
théorème sont vérifiées, et l'application (u, g) » u(g) de (Aut G) x G dans G est 
analytique (lemme 4 (i)). Soient M une variété analytique, f une application de 
M dans Aut G, et cp l'application (m, g) » f (m)g de M x G dans G. Il  est clair 
que, si f est analytique, cp est analytique. Supposons cp analytique. Alors l'applica- 
tion Tcp : T M  x TG + TG est analytique ; sa restriction à M x L(G), c'est-à- 
dire l'application (m, x) w L( f (m))x de M x L(G) dans L(G), est donc analy- 
tique; comme L(G) est de dimension finie, il en résulte que l'application 
mt-t L( f (m)) de M dans Aut L(G) est analytique, donc que f est analytique. 
Ainsi, (i) est vérifié. 

Munissons L(G) d'une norme. Pour tout > O, soit BA la boule ouverte 
de centre O et de rayon A dans L(G). Choisissons A > O assez petit pour 
que + = exp,lB, soit un isomorphisme de la variété analytique B, sur la 
sous-variété ouverte +(BA) de G. Soit Q, un filtre sur Aut G. Pour que @ 
converge vers Id, dans Aut G, il faut et il suffit que L(Q,) converge 
vers Id,(,, dans Aut L(G), donc que L(Q,) /BAI, et L(@) -lIBA12 convergent 
uniformément vers IdBnlz. Cette condition entraîne que Q,] +(BAI,) et W1 1 +(BA,,) 
convergent uniformément vers Id,(BAl,). Réciproquement, supposons que 
@ 1 +(BA,,) converge uniformément vers Id,(BA,Z,. Il  existe un M E <f> tel que, si 
u E M, on ait u(+(BA12)) c +(B,,,,) ; alors L(u) (BAI,) est une partie connexe de 
L(G) dont l'image par exp, est contenue dans (J(B,,~,), donc L(u) (BAI,) ne ren- 
contre pas BA - B,,,,, et par suite L(u)(B,,,) c BA; alors l'hypothèse que 
Q,I+(BA12) converge uniformément vers Iduonl,, entraîne que L(@) [BAI, con- 
verge uniformément vers IdBw2. On déduit de là que: 

(@ converge vers Id, dans Aut G) e (Q, converge vers IdG pour YB). 
Cela prouve (vi). 

Soit D la loi d'opération infinitésimale associée à la loi d'opération à gauche de 
Aut(G) dans G. D'après les prop. 1 et 2 du no 1, on a D(L(Aut G)) = a. Donc a 
est une algèbre de Lie de champs de vecteurs et D est un morphisme de L(Aut G) 
sur a. Soient x, et x, des éléments de L(Aut G) tels que D(x,) = D(x,). Alors les 
lois d'opération (A, g) » (exp AX,) g et (A, g) » (exp Ax,) g de K dans G ont même 
loi d'opération infinitésimale associée; donc, pour [hl assez petit, exp Ax, et 
exp hx, coïncident dans un voisinage de e (5 4, no 7, th. 6), d'où exp Ax, = exp hx,. 
On en déduit que x, = x,, donc que D est un isomorphisme de L(Aut G) sur a. 

Le théorème est ainsi entièrement démontré pour G connexe. 
c)  Passons au cas général. Par hypothèse, G est engendré par Go et un nombre 

fini d'éléments x,, x,, . . . , x,. Tout u ~ A u t  G laisse stable Go. Soit Aut, G l'ensemble 
des u E Aut G qui, par passage au quotient, donnent l'automorphisme identique 
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de G/Go. C'est un sous-groupe distingué de Aut G. D'après la partie b) de la 
démonstration, Aut Go est canoniquement muni d'une structure de groupe de Lie, 
et l'application (g,, g,, . . ., gn, u) t-+ (ug,, ug,, . . . , ug,) de Gt x Aut Go dans 
Gt est analytique. Soit P le produit semi-direct correspondant de Aut Go par GO; 
c'est un groupe de Lie (5  1, no 4, prop. 7), de dimension finie. 

Si w E Aut, G, nous poserons 

wo = wlGo ~ A u t  Go 

w, = xi- lw(x,) E GO (1 < i < n) 
C(w) = ( (~13  . - 7 wn), WO) E P. 

Quels que soient w, w' dans Aut, G7 on a 

C(w)<(wl) = ( ( ~ 1 ,  - . , wn) (wo(w3, . -, wo(wk)), wow3 

= ((wiwo(wi) - . , wnw~(wk)), WCPO) 
- 1 

= ((x; lw(~ l )w(~ ;  wr(xl)), . . - 3  xn w(xn)w(x; lw'(xn)))7 W O ~ O )  
= ( ( (w~' ) i ,  . (wwf)n), ( ~ ~ 7 0 )  

= <(wwl), 

donc < est un homomorphisme de Aut, G dans P. Cet homomorphisme est 
évidemment injectif. 

Montrons que <(Aut, G) est fermé dans P. Soit D un filtre sur Aut, G tel 
que <(a)  converge vers un point ((w,, . . . , w,), w,) de P. Alors D converge 
simplement vers une application v de G dans G. Il est clair que v est un 
endomorphisme du groupe G. En outre, v laisse stable chaque classe suivant 
Go, et vlGo = w,. Il en résulte que v ~ A u t , G .  Comme c(v) = 

((w,, . . . , w,), w,), on a bien montré que <(Aut, G) est fermé dans P. 
d) Dans la partie d) de la démonstration, on suppose que K = R. D'après le 

5 8, no 2, th. 2, C(Autl G) est un sous-groupe de Lie de P. Transportons la struc- 
ture de groupe de Lie réel de <(Aut, G) à Aut, G grâce à C-l .  Ainsi, Aut, G 
devient un groupe de Lie de dimension finie. 

Soient M une variété analytique, f une application de M dans Aut, G, et <p 

l'application (m, g) » f (m) g de M x G dans G. On a les équivalences suivantes : 
f analytique 

o les applications m H (f (m)),, où O < i < n, sont analytiques 
les applications m tt f (m)x, de M dans G, pour 1 < i < n, sont analytiques - {et 
l'application (m, p.) t t f  (m)g de M x Go dans G est analytique 

+ <p est analytique. 
Pour w E Aut, G, on a L(w) = L(wo), donc le morphisme w H L(w) de Aut, G 
dans Aut L(G) est analytique. On voit comme dans b) que la loi d'opération 
infinitésimale associée à la loi d'opération de Aut, G dans G est un isomorphisme 
de L(Aut, G) sur a. 
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Soit C une partie compacte de Go engendrant Go. Pour qu'un filtre @ con- 
verge vers Id, dans Aut, G, il faut et il suffit que @I (C u {x,} u - . . u {x,}) et 
@-Il (C u {x,} U. . . U {x,}) convergent uniformément vers 

La topologie de Aut, G est donc la topologie &. 
Il est clair que Aut, G est ouvert dans Aut G pour la topologie FD. Il existe 

sur Aut G une structure de groupe de Lie compatible avec cette topologie et 
induisant sur Aut, G la structure précédemment construite (5 8, no 1, cor. 2 du 
th. 1). Le fait que le groupe de Lie Aut G possède les propriétés du théorème 
résulte des propriétés correspondantes de Aut, G. 

e)  Dans la partie e )  de la démonstration, on suppose que K = C. D'après c)  
et le th. 2 du 5 8, no 2, il existe sur Aut, G une structure de groupe de Lie réel 
telle que < soit un isomorphisme de Aut, G sur un sous-groupe de Lie réel de P. 

La loi d'opération (w, g) E- wg de (Aut, G) x G dans G est analytique 
réelle. Soit D la loi d'opération infinitésimale associée. D'après les prop. 1 et 2 du 
no 1, on a D(L(Aut, G)) = a. 

Pour tout a E a, notons a, la restriction de a à Go; c'est un automorphisme 
infinitésimal de Go que nous identifions, grâce à la partie b) de la démonstration, 
à un élément de L(Aut Go). Pour 1 6 i < n, posons 

a, = xi- 'a (xi) E L (G) = L (Go). 

Enfin, posons f (a) = ((a,, . . ., a,), a,) E L(P). Alors f est une application C- 
linéaire de a dans L (P) . 

D'autre part, il est clair que L(<) = f 0 D. Donc L(<) (L(Aut, G)) = f (a) 
est un sous-espace vectoriel complexe de L(P). D'après la prop. 2 du 5 4, no 2, 
c(Aut, G) est un sous-groupe de Lie complexe de P, et on peut alors procéder 
exactement comme dans d) : on transporte la structure de groupe de Lie com- 
plexe de c(Aut, G) à Aut, G grâce à <-l, et on voit comme dans d) que Aut, G 
possède les propriétés analogues aux propriétés (i) , (ii), (iii) , (v) , (vi) du théorème. 

Il est clair que Aut, G est ouvert dans Aut G pour la topologie YB. Soit 
w E Aut G. Soit o l'automorphisme u E- wuw-l de Aut, G. Il est analytique 
réel (5 8, no 1, th. 1), L(o) est un R-automorphisme de L(Autl G), et 
D O L(Autl G) O D-l est un R-automorphisme de a. Cet automorphisme est 
aussi l'automorphisme de a déduit de w par transport de structure; comme w est 
K-analytique, on voit que L(a) est K-linéaire. Donc ci est K-analytique (3 3, 
no 8, prop. 32). D'après le 5 1, no 9, prop. 18, il existe sur Aut G une structure de 
K-groupe de Lie et une seule telle que Aut, G soit un sous-groupe de Lie ouvert 
de Aut G. Le fait que cette structure possède les propriétés du théorème résulte 
des propriétés correspondantes de Aut, G. 



COROLLAIRE 1. - Soient G un groupe de Lie réel de dimensionjnie, Go sa composante 
neutre. On suppose que G est engendré par Go et par un nombrejni d'éléments. Alors Aut G, 
muni de la topologie TB, est un groupe de Lie réel de dimension finie. 

COROLLAIRE 2. -Soit G un groupe de Lie réel ou complexe connexe semi-simple. Le 
groupe Int G est la composante neutre de Aut G. 

L'application u t-t L(u) est un isomorphisme de Aut G sur un sous-groupe de 
Lie de Aut L(G) (th. 1). L'image de Int G par cet isomorphisme est Ad G. Or 
Ad G est la composante neutre de Aut L(G) ($9, no 8, prop. 30 (ii)). 

3. Le groupe des automorphismes d'un groupe de Lie (cas ultramétrique) 

THÉORÈME 2. - Lorsque K est ultramétrique localement compact et que G est un groupe de 
Lie com.act, les assertions (i), (ii), (iii), (v), (vi) du th. 1 sont vraies. 

a) L'unicité de la structure analytique envisagée dans (i) est évidente. 
b) Supposons que G soit le groupe de Lie défini par une algèbre de Lie nor- 

mée L. Ainsi, G est une boule ouverte et fermée dans L. Soit w E Aut G. Alors 
L(w) coïncide avec w au voisinage de O.  Soit x E G. Soit p la caractéristique du 
corps résiduel. Alors pnx tend vers O quand n tend vers +m. Il existe donc n tel 
que w(pnx) = L(w) (pnx) . Par suite 

pnw(x) = w(x)"" = w(x"") = w(pnx) 

= L(w) (prix) = pnL(w) (x) 

d'où w(x) = L(w) (x). Ainsi, w = L(w) lG. 
Soit r l'ensemble des y E Aut L(G) tels que y(G) = G. Comme G est ouvert 

et compact dans L(G), !? est un sous-groupe ouvert de Aut L(G). D'après ce qui 
précède, Aut G s'identifie à F, d'où une structure de groupe de Lie sur Aut G, 
pour laquelle les propriétés (i), (ii), (iii), (vi) du th. 1 sont évidentes. La propriété 
(v) résulte des prop. 1 et 3 du no 1. 

c) Passons au cas général. D'après le 8 7, no 1, prop. 1, il existe un sous-groupe 
ouvert et compact Go de G qui est du type envisagé en b). Alors G est engendré 
par Go et un nombre fini d'éléments x,, x,, . . ., xn. Soit Aut, G l'ensemble des 
u E Aut G tels que u(Go) = Go, u(xiGo) = xiGo pour 1 < i < n. On définit, 
comme dans la démonstration du th. 1, partie c), un produit semi-direct P de 
Aut Go par GE, et un homomorphisme injectif < de Aut, G dans P, dont l'image 
est fermée dans P. 

d), e) : on raisonne exactement comme dans les parties d), e) de la démon- 
stration du th. 1, en remplaçant R par Q, et en utilisant la prop. 3 au lieu de la 
prop. 2. 
Remarque. - Si K = Q,, et si le groupe de Lie G est engendré par une partie 
compacte (cf. exerc. 2), les assertions (i), (ii), (iii), (vi) du th. 1 sont encore 
vraies, mais non (v) (exerc. 3). 
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A P P E N D I C E  

Opérations sur les représentations linéaires 

Soient G un groupe, k un corps commutatif, El, E,, . . . , En des espaces vectoriels 
sur k, xi une représentation linéaire de G dans E, (1 < i < n). L'application 
g F+ xl(g) @. - . @ xn(g) est une représentation linéaire de G dans l'espace 
vectoriel El @. . . @ En, appelée produit tensoriel de x,, . . . , x,, et notée 
x1 @. . * @  xn. 

Soient E un espace vectoriel sur k, n une représentation linéaire de G dans E. 
Pour tout g E Gy soit ~ ( g )  (resp. o(g), ~ ( g ) )  l'unique automorphisme de l'algèbre 
T(E) (resp. S(E), A (E)) qui prolonge x(g) (A, III, p. 57, p. 69 et p. 78). Alors T 

(resp. a, E) est une représentation linéaire de G dans T(E) (resp. S(E), A (E)) 
notée T(x) (resp. S(x), A (x)) . La sous-représentation de T(x) (resp. S(x), A (x)) 
définie par Tn(E) (resp. Sn(E), An(E)) s'appelle la puissance tensorielle (resp. 
symétrique, extérieure) n-ème de x et se note Tn(x) (resp. Sn(x), An(n)). On a 
Tn(x) = x @ n @. . . @ x (n facteurs). Les représentations S(x), A (x) sont des 
représentations quotients de T(x) , donc Sn (x) , A (x) sont des représentations 
quotients de Tn(n). 

Soit 9 une algèbre de Lie sur k. Le produit tensoriel d'un nombre fini de 
représentations de 9 a déjà été défini au chap. 1 ,s  3, no 2; on le note n, @ -  . - @ x,. 

Soient E un espace vectoriel sur k, x une représentation de g dans E. Pour tout 
x E 9, soit ~ ' ( x )  (resp. ol(x), E'(x)) l'unique dérivation de l'algèbre T(E) (resp. 
S(E), A (E)) qui prolonge x(x) (A, III, p. 129, exemple 1). Alors T' (resp. a', E') 
est une représentation linéaire de 9 dans T(E) (resp. S(E), A (E)) d'après A, 
loc. cit., formule (35), notée T(x) (resp. S(x), A (x)). La sous-représentation de 
T(x) (resp. S(x), A (n)) définie par Tn(E) (resp. Sn(E), A n(E)) se note Tn(x) 
(resp. Sn(x), An(x)). La représentation Tn(x) est le produit tensoriel de n repré- 
sentations identiques à n. Les représentations S(x), A (x) sont des représcntations 
quotients de T(n), donc Sn(x), An(x) sont des représentations quotients de 
Tn (n) . 



Exercices 

1) Soit G un groupe de Lie récl ou complexe connexc de dimension finie. Soient H et L des 
sous-groupes de Lie de G tels que HL = G. Montrer que les applications canoniques 
G -z G/H et G -> G/L définissent un isomorphisme de variétés analytiques 

2) Soit P = { z  E C 1 9(t) > O). Soit G le groupe des bijections z i-t az + b de P (a > O, 
b E R). Alors G opère dans P de façon simplement transitive, ce qui permet de transporter à 
G la structure de variété analytique complexe de P. Montrer que la structure obtenue est 
invariante par lcs translations à gauche de G mais non par les translations à droite. 

3) Soit Rd le groupe additif des nombres réels muni de la structure de variété discrète. On 
fait opérer R, dans la variété analytiqne R par la loi d'opération ( x ,  y) H x + y. Alors Rd 
opère transitivement dans R, mais R n'est pas un espace homogène de Lie dc Rd. 

4) Soit 1-1 un groupe de Lie réel compact opérant sur une variété réelle de dimension finie 
V ;  on suppose V de classe Cr, où r G NR, et l'action de H sur V aussi. Soit t) E V invariant par 
H ;  le groupe H opère linéairement sur l'espace tangent T à V en p. Montrer qu'il cxiste un 
voisinage ouvert U de p stable par H et un C'-morphisme f: U -t T tel que: 
a) ,f (t)) = O, et l'application tangente à f en p est l'identité; 
b) f commute à l'action de H sur U et T. 

(On choisit d'abord& vérifiant a), puis on définit f par la formule f (x) = J, h .f,(h- lx) dh, 
où dh est la mesure de Haar sur H de masse totale 1.) 

En déduire que les H-espaces V et T sont localement isomorphes au voisinage de fi, 
autrement dit qu'il existe des systèmes de coordonnées de V en par rapport auxquels H 
opère linéairement (<< théorème de Bochncr ) r ) .  

5) Transposer l'exercice 4) aux variétés sur un corps ultramétrique K, en supposant que le 
groupe H est un groupe fini dont l'ordre n est tel que n .  1 # O dans K. 

76 )  Soit G un groupe de Lie réel opérant proprement sur une variété analytique réelle 
séparée V de dimcnsion finie. Soit fi E V, soit H le stabilisateur de p, et soit Gfi l'orbite de t). 
Le groupe H est compact, et la variété Gfi s'identifie à l'espace homogène de Lic G/I-I. 
a) Montrer qu'il existc une sous-variété S de V, passant par fi, stable par H, et telle que 
T,(V) soit somme directe de T,(Gp) et de T,(S). (Choisir un supplémentaire de T,(Gp) 
dans T,(V) qui soit stable par H, î t  appliquer l'exercice S) . )  
b )  On supposc S choisi comme ci-dessus. Le groupe H opère proprement et librement sur 
G x S par h. (g, s) = (gh ,  h - l s ) ;  soit E = (G x S)/H la variété quotient correspondante 
(cf. VAR, R, 6.5.1). L'application (,q, s) I - -  g . s définit par passage au quotient un morphisme 
p : E --> V. Montrer que p commutc à l'action de G sur E et V, et qu'il existe une sous-variété 
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ouverte S' de S contenant p, stable par H, et telle que p induise un isomorphisme de 
variétés de E' = (G x Sf) /H sur un voisinage saturé de l'orbite Gp. 
c) Soit Np = Tp(V)/Tp(Gp) l'espace transversal en à Gp (VAR, R, 5.8.8); le groupe H 
opère sur Np. Déduire de b )  que la connaissance de H et de la représentation linéaire de H 
dans Np détermine le G-espace V au voisinage de l'orbite de p. 
d) Si x E Np, soit H, le stabilisateur de x dans H. Montrer qu'il existe un voisinage saturé V' 
de Gp jouissant de la propriété suivante: 

Pour tout p' E V', il existe x E Np tel que le stabilisateur de fi' dans G soit conjugué (dans 
G) de H,. 
e) Montrer que les H, sont en nombre fini, à conjugaison près dans H. (Raisonner par ré- 
currence sur dim Np = n, en utilisant l'action de H sur une sphère de dimension n - 1 
stable par H.) 

77) Soient E un espace normable complet sur R, F un sous-espace vectoriel fermé de E tel 
qu'il n'existe pas de bijection linéaire bicontinue de E sur F x (E/F).2 Soit X la variété 
analytique R x E x F. Soit G le groupe additif de F, qu'on fait opérer dans X par l'appli- 
cation (g, (A, e, f )) » (A, e + g, f + Ag) de G x X dans X. Pour tout x E X, soit R, la 
G-orbite de x,  qui est une quasi-sous-variété de X. Alors, la condition a) de la prop. 10 est 
vérifiée, mais il n'existe aucun couple (Y, TC) ayant les propriétés suivantes: Y est une variété 
analytique, TC est un morphisme de X dans Y, et, pour tout x E X, T,(x) : T,(X) -t T,(,,(Y) 
est surjectif de noyau TJR,). 

(Supposons que (Y, x) existe. Soit H l'espace tangent à Y en =(O, O, O). Alors H est 
isomorphe à R x F x (E/F). D'autre part, H est isomorphe à T,(,,Y pour x assez voisin de 
(0, 0, O), donc isomorphe à R x E.) 

8) On munit T de la mesure de Haar normalisée, et 9(LZ(T))  de la topologie 
normique. Montrer que la représentation régulière de T dans L2(T) n'est pas continue. 
(Quel que soit g E T distinct de e, construire une fonction f E L2(T) telle que Il f II = 1, 

Ilu(g)f -f Il = 2/24 

9) Soit 1 l'ensemble des (x, 2/2 x) E R2 pour - 2  < x < 3. Soit U l'image canonique de 1 
dans le groupe de Lie réel H = Ta. Montrer que U est un sous-groupuscule de Lie de H, 
mais que le sous-groupe H' de H engendré par U est dense dans H et non fermé dans H. 

10) Soit Rd le groupe R muni de la structure de variété discrète. Soit H le groupe de Lie 
réel R x Rd. Soit U l'ensemble des éléments de H de la forme (x, x) ou de la forme (x, - x) 
avec x E R. Alors U est un sous-groupuscule de Lie de H, U est discret, le sous-groupe G de 
H engendré par U est égal à H, et la structure de groupe de Lie sur G définie par le cor. de 
la prop. 22 est la structure de groupe discret. 

1) Soient G un groupe de Lie, G, et Ga des sous-groupes de Lie de G. On suppose G2 de 
codimension finie dans G et K de caractéristique 0. Alors G1 n Gz est un sous-groupe de Lie 
de G d'algèbre de Lie L(G1) n L(G2) (raisonner comme pour la prop. 29 et son corollaire 2). 

2) On suppose K localement compact. Soit G un groupe de Lie de dimension finie n. 

1 Pour plus de détails, voir R. S. PALAIS, On the existence of slices for actions of non-compact 
Lie groups, Ann. of Math., t. LXXII (1961), p. 295-323. 

Pour un exemple de tel couple (E, F), cf. par exemple A. DOUADY, Le problème des modules pour 
les sous-espaces analytiques compacts d'un espace analytique donné, Ann. Znst. Fourier, t. XVI (1966), 
p. 16. 
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a) Soit p un endomorphisme étale de G de noyau fini. Soit p une mesure de Haar à gauche 
de G. Alors p est propre et 

Card (Ker p) 
p(p) =a.plp(G) avec a =  --- 

mod det L(p) 

(Utiliser la prop. 55). 
b) Supposons G compact. Soit p un endomorphisme étale de G. Alors Ker cp est fini, p(G) 
est d'indice fini dans G, et 

(Utiliser a) pour transformer p(G).) 
c) Supposons G compact commutatif. Soit r E Z tel que r. 1 # O dans K, et soit <p l'endo- 
morphisme x H xr de G. On a 

(Observer que L(p) est l'homothétie de rapport r d'après le 3 2, cor. de la prop. 7.) 

3) Soit E l'espace vectoriel complexe des matrices complexes symétriques à 2 lignes et 2 
colonnes. Pour tout s E SL(2, C), on définit un automorphisme p(s) de E par 
p(s)(m) = ~ . m . ~ s .  
a) Montrer que p est une représentation linéaire analytique de SL(2, C). Identifiant (a f) E E à (q b, i) E Cr, ia matrice de p 

b) Montrer que m H det(m) est la forme quadratique q(a, b, c) = ac - b2, non dégénérée 
sur E, et que p est un morphisme de SL(2, C) sur SO(q) de noyau {I, -II. (Pour la sur- 
jectivité, on pourra observer que, dans la matrice d'un élément de SO(q), la Ière colonne 
peut se mettre sous la forme (aZ, ay, yz) et la 3ème colonne sous la forme (pz, BS, Sz), avec 
u2S2 + p2ya - 2aypS = 1. Observer ensuite que 2 éléments de SO(q) qui coïncident dans un 
plan non isotrope sont égaux.) 
c )  En déduire que le groupe de Lie complexe SO(3, C) est isomorphe au groupe de Lie 
complexe SL(2, C)/{Z, - I). 
4) a) Soit q une forme quadratique de signature (1, 2) dans R3. Soit P l'ensemble des 
m E R3 tels que q(m) z O. Alors P est réunion de deux cônes convexes disjoints C et - C. Si 
s E SO(q), on a, ou bien s(C) = C et s(- C) = - C, ou bien s(C) = - C et s(- C) = C. Soit 
SO+ (q) l'ensemble des s e  SO(q) tels que s(C) = C. Alors SO+ (q) est un sous-groupe 
distingué ouvert de SO(q), d'indice 2 dans SO(q). 
b) En imitant la méthode de l'exerc. 3), définir un morphisme de SL(2, R)  sur SO+(q), de 
noyau (1, - I}. En déduire que le groupe de Lie réel SO + (q) est isomorphe au groupe de Lie 
réel SL(2, R)/{I, - I). 
c) Pour (5,q) E Cz et (Y, q') E C2, posons f ( (E,  q), (Y, q')) = - +j'. Montrer que 

I'automorphisme intérieur de SL(2, C) défini par - i2 (! <i) transforme  SU(^) en 

SL(2, R). 

5) Soit E l'espace vectoriel réel des matrices complexes hermitiennes à 2 lignes et 2 colonnes, 
de trace nulle. Pour tout s E SU(2, C), on définit un automorphisme p(s) de E par 
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maximal de & formé des fonctions de & s'annulant en x,,; on désigne par zp, pourp = - 1,0, 
1,2, . . . l'ensemble des X E  2' tels que B(X) f E mp+ l pour toute f E 8; on a 2'-1 = 9, et 9,, 
est l'image de L(H) par la loi d'opération infinitésimale. Si (U, cp, Rn) est une carte de M 
centrée en x,,, et si XI, . . ., X, sont les champs de vecteurs sur U définis par la carte, les 
éléments de 9, sont les alX, + . . . + anX, pour a,, . . ., a, dans mplU. Montrer que 
[P,, 2',] c 2, + , (en convenant de poser 2' -, = 2'). S'il existe Y E 9, (pour p > O) tel 
que Y $ 9,+1, il existe X E 9 tel que [Y, X] 6 9,. Les 2, sont des sous-algèbres de Lie de 
9. Pourp > 0 , Z p  est un idéal de Po. Soit p la représentation linéaire canonique de H dans 
T,,(M). L'algèbre de Lie de H/(Ker p) est isomorphe à 90/91. 
d) On suppose en outre que l'intersection des 9, est {O}. Alors il existe un plus grand indice r 
tel que 2'r # {O), et tous les 9j d'indices < r sont distincts. Pour p 3 0, on a 

e) L'hypothèse de d) est satisfaite si M est analytique et si G opère analytiquement dans M. 

9) Avec les notations de la prop. 30, HH' peut être une partie ouverte de G dense dans G et 
distincte de G (prendre G = GL(2, R), pour H le sous-groupe trigonal supérieur, pour H' 
le sous-groupe trigonal strict inférieur). 

1) Soient G un groupe de Lie, H un quasi-sous-groupe de Lie distingué de G, rr l'application 
canonique de G sur G/H. 11 existe sur G/H une structure de groupe de Lie et une seule 
possédant la propriété suivante: pour qu'un homomorphisme 6 de G/H dans un groupe de 
Lie G' soit un morphisme de groupes de Lie, il faut et il suffit que 0 o x soit un morphisme de 
groupes de Lie. En outre, L(G/H) est canoniquement isomorphe à L(G)/L(H). (Soit Q u n  
groupuscule de Lie tel que L(Q)  = L(G)/L(H). Montrer que, en diminuant au besoin Q ,  
on peut identifier Q à un voisinage ouvert de O dans G/H, et qu'on peut ensuite appliquer à 
G/H la prop. 18 du 8 1.) 

72) Soient G et H deux groupes de Lie, f un morphisme de groupes de Lie de G dans H. 
(i) Le noyau N de f est un quasi-sous-groupe de Lie distingué de G, et L(N) = Ker L(f). 
(Utiliser des applications exponentielles de G et H.) 
(ii) Soit g: GIN -t f (G) l'application déduite de f par passage au quotient. Si f et L( f )  
ont des images fermées, et si la topologie de G admet une base dénombrable, alors f (G) est un 
quasi-sous-groupe de Lie de H, d'algèbre de Lie Im L( f ), et g un isomorphisme de groupes 
de Lie, G/N étant muni de la structure définie dans l'exerc. 1. (Se ramener grâce à (i) au cas 
où N = {e).) 

3) Soient G un groupe de Lie, U un voisinage ouvert de O dans L(G), cp une application 
analytique de U dans G telle que rp(0) = e et Torp = IdLcGp Les conditions suivantes sont 
équivalentes : 
a)  cp est une application exponentielle; 
b) 11 existe un rn E Z distinct de O, 1, - 1, tel que <p(mx) = < p ( ~ ) ~  dans un voisinage de O. 
(Si la condition b) est vérifiée, montrer que cp, vérifie la condition (iii) du th. 4.) 

74) a) Soit K = R, ou C, ou un corps ultramétrique à corps résiduel de caractéristique > 0. 
Soient G un groupe de Lie sur K, U un voisinage ouvert de O dans L(G), cp: U -+ G une 
application dérivable en O telle que ?(O) = e, T,(cp) = Id,,,,, et q((A + A')b) = <p(hb)<p(Afb) 
pour Ab, A'b, (A+ A') b dans U. Alors cp coïncide dans un voisinage de O avec une application 
exponentielle. 
b) Soit k un corps de caractéristique 0. Prenons pour K le corps valué k((X)), qui est de 
caractéristique 0. Soit G le groupe de Lie additif k[[X]]. Soit cp l'application k-linéaire 
continue de G dans G telle que <p(Xn) = Xn + X2" pour tout entier n > O. Alors <p vérifie 
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f E g* telles que Y, = Y est ouvert et dense dans g*. Montrer que, pour f E V, g, est commuta- 
tif. (Construire r fonctions <p vérifiant les conditions de h) au voisinage de f et telles que leurs 
différentielles en f soient linéairement indépendantes.) 

77) a) Soit (A, x) H A .  x une loi d'opération à gauche continue de R dans T. Alors, de deux 
choses l'une: 

1) ou bien il existe un point fixe, et le stabilisateur de tout point est, soit R, soit {O); 
2) ou bien il existe un point dont le stabilisateur est un sous-groupe discret infini de R, 

et R opère transitivement sur T. (Si {A E R 1 A . x = x} = {O), l'orbite de x est homéomorphe à R 
et possède des points frontières lim A.x qui sont fixes. Si {A E R 1 A.x = x) = Za avec 

h-tf  m 
a # 0, l'orbite de x est homéomorphe à T et R est transitif.) 
b )  Si f est un homéomorphisme de T sur lui-même, et k un entier > 1, on dit qu'un point 
x E T est périodique de période k pour f si f "(x) = x et f n ( x )  # x pour 1 < h < k. Avec les 
notations de a), soit f, I'homéomorphisme x H 1.x. Alors l'ensemble des points périodiques 
de période k > 1 pour f, est vide ou égal à T. (S'il existe un point périodique de période 
k > 1 pour f,, son stabilisateur est distinct de {O) et de R, donc R opère transitivement dans 
T,  et tous les points de T sont périodiques de période k pour fh.) 
c) Soit 51 un voisinage de e dans Diff "(T) (VAR, R, 15.3.8, note (l)). Il  existe un entier 
k > 1, et un f E 51 sans point fixe, tels que l'ensemble des points périodiques de période k 
pour f ne soit ni vide ni égal à T. (Soit$: R + T l'application canonique. Soit p l'application 

$(x) HP x + - de T dans T. Soit 51' un voisinage de e dans Diffm(T) tel que fif2 c fi. ( 2;) 
Pour k assez grand, on a p E fi'. D'autre part, soit a une application de T dans T telle que 

2x 
.(y) = y pour y # f i  et o(p(x)) = p(x + A(x)) pour x €)O, -(, avec 

on peut choisir h de telle sorte que a E W. Alors f = p 0 a a les propriétés requises.) 
Un tel f ne peut, d'après b) ,  être dans l'image d'un morphisme continu de R dans 

Diff " (T) . 
d) Soit Y une variété différentielle compacte de dimension 1. Tout voisinage de e dans 
Diff "(Y) contient un élément h possédant la propriété suivante: h n'appartient à l'image 
d'aucun morphisme continu de R dans Diffo(Y). (La variété Y contient une sous-variété 
ouverte de la forme T x D, où D est la boule euclidienne ouverte de rayon 1 et de centre O 
dans Rn (n = dim Y - 1). Soit g E Diff "(D) tel que g(0) = O, Ilg(x) 11 > llxll pour 
O < llxll < 4 et g(x) = x pour llxll 4, et g très voisin de e dans Diffm(D). Soit f comme 
dans c), et, pour O < t < 1, soit f,: T -t T défini comme suit: pour x E T, y ~ p - l ( x ) ,  
z ~ p - l ( f ( x ) ) e t l z  - y1 < rc,onposef,(x) =p(ty + (1 - t ) z ) .  11exis tea lorsh~Dif f~(Y)  
tel que h(x, y) = (fiiivil(x), g(y)) pour x E T, y E D et h(u) = u pour u E Y - ( T  x D); en 
outre, on peut choisir f et g de telle sorte que h soit arbitrairement voisin de e dans Diff " (Y). 
Les points de T x {O) sont les y E Y tels que quand n tend vers + co, hkn(x) tende vers un point 
non fixe par h (en fait périodique de période k). Par suite, tout homéomorphisme de Y sur Y 
qui commute avec h laisse T x {O) invariant. Appliquer alors 6)). 
e) Soit Y une variété différentielle compacte de dimension > 1. Il n'existe pas de groupe de 
Lie G et de morphismes continus Diff rn (Y) -t G, G -> Diffo(Y) dont le composé soit I'in- 
jection canonique de Diff rn (Y) dans Diffo(Y). (Utiliser d ) . )  

8) Soit G un groupe de Lie de dimension finie. On suppose L(G) simple. Soit A un sous- 
groupe distingué de G. Si A n'est pas ouvert, A est discret et son commutant dans G est 
ouvert. (Soit a la sous-algèbre tangente à A en e. Montrer que a = {O}. Soit x un élément de A 
n'appartenant pas au centre de G. Considérer l'application y H yxy-l de G dans A. Déduire 
de la relation a = {O} que le commutant de x dans G est ouvert. Puis, en utilisant une applica- 
tion exponentielle, montrer que le commutant de x dans G contient un voisinage de e 
indépendant de x.) 
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79) Soit G un groupe de Lie compact sur K, de dimension n. On suppose que l'algèbre de 
Lie L(G) est simple. Pour tout g E G, tout entier m 2 1, et tout voisinage V de e dans G, on 

m 

note M(g, m, V) l'ensemble des éléments de G de la forme E ~ , ( y ~ , ~ ) x ; ' ,  pour 

x,, . . ., x,, y,, . . .,ym dans V. 
a) Montrer que si g est un élément de G dont le centralisateur n'est pas ouvert, si m est un 
entier a n ,  et si V est un voisinage de e, alors M(g, m, V) est un voisinage de e. (Il existe 
a E L(G) tel que (Ad g)(a) # a. Soit rp une application exponentielle de G. Soit y l'image de 
1 par l'application tangente en O à A i-t (ip(Aa), g) (où A E K). On a b = (Ad g - l)(a) $ 0. 
11 existe x,, . . . , xm dans V tels que {(Ad xl) (b), . . . , (Ad x,) (6)) contienne une base de L(G). 

m 

On considère l'application (xi, . . . , xh, y,, . . .,y,) ++ n *;(y,, g)x;-l de G2m dans G. Montrer 
i = 1  

que l'application tangente en (x,, . . ., x,, e, . . ., e )  est surjective.) 
b) Soit U un voisinage de e dans G. Soit m un entier >, 1. Il existe un élément g de G dont le 
centralisateur n'est pas ouvert, tel que M(g, m, G) c U. (Raisonner par l'absurde en 
utilisant la compacité de G.) 
c )  Soit G' un groupe de Lie compact sur K dont l'algèbre de Lie est simple. Soit p: G + G' 
un homomorphisme bijectif de groupes abstraits. Alors rp est continu. (Appliquer b) à G' et a) 
à G.) 

10) Soit G un groupe de Lie sur K. Montrer qu'il existe un voisinage V de e possédant la 
propriété suivante: pour toute suite (x,) d'éléments de V, si l'on définit par récurrence 
y1 = xi, yn = (x,, y,-,), la suite (y,) tend vers e. 

1 1) a)  Pour x, y dans S2, - , c Cn, on définit a(x, y) E (O, n) par cos a(x, y) = W ((XI y)). Pour 
s, t dans U(n), on pose d(s, t )  = sup a(sx, tx). Montrer que d est une distance sur U(n) 

~ s S 2 n - i  
invariante à gauche et à droite. 
b)  Soit s E U(n). Soient el, . . . , 8, les nombres de )-TC, n) tels que les e"~ soient les valeurs 
propres distinctes de S. Posons O(s) = sup ( O j / .  Alors d(e, s) = 8(s). (Soit V, le sous- 

I<,S.., - . , . . . . 
espace propre de s correspondant à eiej. Pour x E S2,-,, minorer W((xlsx)) en décomposant 
suivant les V,.) 

n 
c) Soient s, t dans U(n) tels que 0(t) < - et que s commute à (s, t). Alors s et t commutent. 

2 
(Avec les notations de b), soient V; le supplémentaire orthogonal de Vj et Wj = t(Vj); 
montrer que W, = (Wj n Vj) + (Wj n V;), puis que Wj n V; = {O).) 
d) Montrer qu'il existe un voisinage compact V de e dans U(n) qui a la propriété de I'exerc. 
10, qui est stable par les automorphismes intérieurs de U(n), et qui est tel que si x, y sont des 
éléments non permutables de V, x et (x, y) sont non permutables. (Utiliser c).) 
e) Soit la mesure de Haar normalisée de U(n). Soit VI un voisinage compact symétrique 
de e dans U(n) tel que Vf c V. Soit p un entier tel que @(VI) > l/p. Montrer que, pour tout 
sous-groupe fini F de GL(n, C), il existe un sous-groupe distingué commutatif A de F tel que 
Card(F/A) < p (théorème de Jordan). (Se ramener au cas où F c U(n). Prendre pour A le 
sous-groupe de F engendré par F n V et utiliser d).) 

12) Soient G un groupe de Lie réel ou complexe connexe de dimension finie, a une forme 
différentielle de degré j~ invariante à gauche sur G. Pour que a soit aussi invariante à droite, 
il faut et il suffit que da = O. (Observer que la condition d'invariance à droite s'écrit 

pour tout s E G, donc est équivalente à la condition 
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quels que soient u, ul, . . . , u, dans L(G)). En particulier, les formes différentielles de degré 1 
invariantes à droite et à gauche sur G forment un espace vectoriel de dimension 
dim L(G) - dim[L(G), L(G)]. 

13) On munit Rn du produit scalaire urne1 ((b), (qt)) - ,$ (<nt. Soit I(n) le groupe d a  
. - 

transformations affines isométriques de Rn. Il est canoniquement isomorphe au sous-groupe 
de Lie de GL(n + 1, R) formé des matrices 

où U E  O(n) et x est un élément arbitraire de Rn (matrice de type (n, 1)). On  peut identifier 
I(n) au produit semi-direct de O(n) par Rn défini par l'injection canonique de O(n) dans 
GL(n, R )  (la matrice S se notant alors (U, x)). Soit fi: I(n) -> O(n) la surjection canonique, 
de noyau Rn. 
a) Soit r un sous-groupe discret de I(n). On considère l'adhérence P(r) de p ( r )  dans O(n). 
Montrer que sa composante neutre est commutative. (Soit V un voisinage de I dans O(n) 
ayant les propriétés de l'exerc. 11 d), et tel en outre que II U - Il( < 4 pour tout U E V (la 
norme sur End(Rn) étant déduite de la norme euclidienne de Rn). Raisonner par l'absurde 
en supposant qu'il existe Sl = (Ul, xl), S2 = (Uz, x,) tels que Ul, U2 appartiennent à V et 
ne commutent pas. Montrer qu'on peut écrire (SI, S2) = ((Ul, U,), y) avec 

llull =s %( ll~lll + II~zll ). 

Définir alors par récurrence les Sk en posant Sk = (SI, Sk-l) pour k 3 3. Tenant compte du 
choix de V, montrer que cette suite a une infinité de termes distincts et est bornée dans 
I(n), ce qui est absurde.) 
b )  On dit que ï est cristallographique si I (n ) / ï  est compact. Montrer que, s'il en est ainsi, pour 
tout x E Rn, le sous-espace affine L de Rn engendré par r x  est égal à Rn. (Dans le cas con- 
traire, pour tout y E Rn, tous les points de ï y  sont à la même distance de L, et, comme cette 
distance peut être arbitrairement grande, I(n)/I' n'est pas compact.) 
c )  Si ï est cristallographique commutatif, on a ï c Rn. (Si S = (U, x) E l? est tel que le 
sous-espace vectoriel V c Rn formé des points invariants par U ne soit pas égal à Rn, et si 
on note VL le sous-espace orthogonal à V, alors, pour tout S' = (U', x') E ï, U' laisse stables 
V et VL. D'autre part, U 1 VL n'ayant aucun point invariant non nul, montrer que cela 
permet de supposer, en changeant d'origine, que x E V. Utilisant b), il existe S' = (U', x') E ï 
tel que la projection orthogonale y' de x' sur VL soit #O. En calculant Sx' par la formule 
S = S'SSf-l, en déduire que U.y' = y' contrairement à la définition de V.) 
d) Si r est cristallographique, ï n Rn est un groupe commutatif libre de rang n, et 
ï / ( r  n Rn) est un groupe fini (théorème de Bieberbach). (Soit W le sous-espace vectoriel 
de Rn engendré par I' n Rn. Le groupe compactpmn'a  qu'un nombre fini de composantes 
connexes. Si W = {O), ï contient, d'après a), un sous-groupe distingué commutatif d'indice 
fini r , ;  Tl est alors cristallographique, ce qui entraîne contradiction avec c). Donc W # {O).  
Montrer que p ( î )  laisse stable W et que p ( ï )  1 W est fini: sinon, il existerait une suite (Sm) 
dans I' telle que si Sm = (U,, x,), les U,,, soient deux à deux distincts et tendent vers I; 
former alors les (1, aj)Sm(I, a,) -lS; l où (a,) est une base de I' n Rn, et obtenir une contra- 
diction avec l'hypothèse que ï est discret. Enfin, pour voir que W = Rn, montrer que dans 
le cas contraire l'action de ï sur Rn/W serait celle d'un groupe cristallographique ne conte- 
nant aucune translation # O.) 

§ 5 
1) On suppose que K = R. Soit r un entier 3 1 ou CO. On appelle groupe de classe Cr un en- 
semble G muni d'une structure de groupe et d'une structure de variété de classe Cr telles que 
l'application (x, y) n xy-l de G x G dans G soit de classe Cr. 
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a) On suppose désormais r b 2. On identifie un voisinage de e dans G à un voisinage de O 
dans un espace de Banach. Soit xy = P(x, y) où P est une application de classe C2 dans un 
voisinage ouvert de (O, O). On pose (D,D2P) (O, O) = B. Montrer que 

XY = x + Y + W Y )  + 1x1 I v l 4 )  
quand (x, y) -t (O, O). (Utiliser un développement d'ordre 2 de P avec reste intégral.) 
b) Montrer que 

x-l = -x + B(x, x) + 1xI2o(l) 

.,yx-l = Y + B(x3 Y) - 4 + 1x1 lulo(1) 

x-ly-l~y = B(x,Y) - B(Y, 4 + 14 1~141) 

quand (x, y) tend vers (O, 0). 

2) Soit G un groupe de classe Cr avec r 3 2. 
a) Soient t E PS)(G) ,  t ' E 7(S')(G). Si s + s' < r, définir t * t ' E FS +S')(G) comme au 3 3, 
no 1. Si t et t' sont sans termes constants, t * t' est sans terme constant. L'image de t par 
l'application x~ x-l de G dans G se note t on a tV E YcS)(G). Si f est une fonction de 
classe Cr sur G à valeurs dans un espace polynormé séparé, on note f * t la fonction sur G 
définie par (f * t )  (x) = <E, * tV, f > pour tout x E G; cette fonction est de classe si 
s < m. Montrer, comme au 3 3, no 4, que f * (t * t') = (f * t) * t'. 
b) Si t E Te(G), le champ de vecteurs x » E, * t sur G se note L,. Montrer comme au 3 3, 
no 6, que, pour t, t' dans T,(G), on a Lt,,, = Lt 0 LF, donc que L,,,,-,,* = [L,, Lt.]. Par 
suite, t * t' - t' * t est un élément de T,(G) qu'on note [t, t ' ] .  
c) On utilise les notations de l'exerc. 1 a). Si t E Te(G), on a L,(x) = (D,P(x, O))(t) pour x 
assez voisin de O. En déduire que [t, t'] = B(t, t') - B(t', t). 
d) Montrer que Te(G), muni du crochet (t, t') H [t, t'], est une algèbre de Lie normable. 
(Pour prouver l'identité de Jacobi, utiliser c), l'exerc. 1 b), et l'identité (5) de A, 1, p. 66.) 

(Pour une suite de cet exerc., cf. 3 8, exerc. 6).) 

1) Soit D l'ensemble des éléments de SL(2, C) de la forme ( a ~ l ) o ù a > ~ e t b e ~ .  

Montrer que D est un sous-groupe de Lie du groupe de Lie réel sous-jacent à SL(2, C), et 
que l'application (u, d) H ud de SU(2, C) x D dans SL(2, C) est un isomorphisme de 
variétés analytiques réelles. Déduire de là, et du 3 3, exerc. 7 c), que SL(2, C) est simplement 
connexe. 

2) Soient G le revêtement universel de SL(2, R), x le morphisme canonique de G sur 
SL(2, R), N son noyau. 
a) En raisonnant comme dans l'exerc. 1, montrer qu'il existe un isomorphisme de la variété 
analytique réelle U x R2 sur la variété analytique réelle SL(2, R). En déduire que N est 
isomorphe à 2. 
b) Si p est une représentation linéaire analytique de G dans un espace vectoriel complexe, 
on a K'er p 3 N. (La représentation L(p) de d(2, R) définit, par complexification, une 
représentation de d(2, C), et cette dernière est, d'après l'exerc. 1, de la forme L(a) où rr est 
une représentation linéaire analytique de SL(2, C). On a L(a o 7c) = L(p), donc rr O rr = p.) 

3) Soit G1 le groupe de Lie réel nilpotent simplement connexe défini dans l'exerc. 5 du 
4. Soient Z le centre de G1, N un sous-groupe discret non trivial de Z, et G = G1/N. Si p 

est une représentation linéaire analytique de dimension finie de G, p(Z/N) est un ensemble 
semi-simple d'automorphismes, car Z/N est compact; mais Z = (G, G), donc p(Z/N) est uni- 
potent (chap. 1, § 6, prop. 6). Par suite, p est triviale dans Z/N. 

4) Soit G un groupe de Lie complexe compact et connexe. Montrer que toute représentation 
linéaire analytique de G est triviale. 
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5) Avec les notations de l'exerc. 9 du 5 1, montrer que Hf est un sous-groupe intégral de H. 
En déduire que dans le groupe simplement connexe SU(2, C) x SU(2, C) (5 3, exerc. 7 c)), 
il existe des sous-groupes à un paramètre non fermés. 

76) Soit 1 l'intervalle (1,2) muni de la topologie discrète. Soit E l'espace normé complet des - 
fonctions$ 1 - R telles que Il f II = 2 1 f (i) 1 < + m. Pour tout x E 1, soit E, l'élément de 

IEI 
E tel que ~ , ( t )  = O pour t # x et E,(x) = 1. Soit P le sous-groupe de E engendré par les 
XE, pour x E 1; c'est un sous-groupe discret de E. Soit G le groupe de Lie E/P. Soit F l'hyper- 

plan de E formé des f E E tels que '4- f(i) = O. Soit H le groupe de Lie F/(F n P). Soit cp le 
..=L 

morphisme canonique de H dans G. Montrer que cp est bijectif, est une immersion, mais n'est 
pas un isomorphisme de groupes de Lie. (Soit f une forme linéaire sur E de noyau F; montrer 
que f (P) = R, donc que F + P = E.) En déduire qu'on ne peut, dans la prop. 3, supprimer 
l'hypothèse de dénombrabilité. 

7) Soit cp le morphisme de 2 / 2 2  dans le groupe des permutations de C qui transforme 
l'élément non neutre en z ++ 5. Soit G le produit semi-direct de 2 / 2 2  par le groupe de Lie 
réel C correspondant à cp. C'est un groupe de Lie réel d'algèbre de Lie R2. Montrer qu'il 
n'existe sur G aucune structure de groupe de Lie complexe compatible avec la structure de 
groupe de Lie réel. 

78) Soient H un espace hilbertien complexe de dimension No, et G le groupe unitaire de H 
considéré comme groupe de Lie réel. Le groupe G est simplement c0nnexe.l 
a) Soit Z le centre de G, qui est isomorphe à T. Soit a un nombre irrationnel. Soit 5 la sous- 
algèbre de Lie de L(G) x L(G) formée des (x ,  ax) où x E L(Z). Soit S le sous-groupe intégral 
de G x G correspondant. Alors 5 est un idéal de L(G) x L(G) ; pourtant, S est non fermé, 
et est dense dans Z x Z. 
b)  Soit g = (L(G) x L(G))/s. Il n'existe aucun groupe de Lie d'algèbre de Lie g. (Soit H 
un tel groupe. Comme G est simplement connexe, il existe un morphisme cp: G x G +- H 
tel que L(rp) soit l'application canonique de L(G) x L(G) sur g. Soit N = Ker <p. On a 
L(N) 3 s, donc N 3 S et par suite N 3 Z x Z d'après a). Alors L(N) 2 L(Z) x L(Z), 
ce qui est absurde.) 

9) Soit X une variété complexe compacte connexe non vide de dimension n. On  suppose 
qu'il existe des champs de vecteurs El, . . . , 5, holomorphes sur X, linéairement indépendants 
en chaque point de X. Montrer qu'il existe un groupe de Lie complexe G et un sous-groupe 
discret D de G tels que X soit difféomorphe à G/D. (Soient cijk les fonctions holomorphes sur - 
X telles que [5,, Ej] = & cijkEk. Les q,k sont des constantes parce que X est compacte. 

Prendre pour G le groupe de Lie complexe simplement connexe dont l'algèbre de Lie admet 
les ci ,  pour constantes de structure et utiliser le th. 5.) 

10) Soit G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes connexes. Pour que G 
soit unimodulaire, il faut et il suffit que T r  ad a = O pour tout a E L(G). 

11) Soient E un espace normable complet sur C, u E 9 ( E ) ,  et g = exp(u). On suppose que 
Sp(u) n 2 i 4 Z  - {O)) = %. Soient El, Ez des sous-espaces vectoriels fermés de E stables par 
u, tels que Ez c El. On suppose que l'automorphisme de El/Ez déduit de g est l'identité. 
Alors u(El) c Ez. 

712) On considère un espace normable complet réel ou complexe E et un sous-espace 
vectoriel fermé F de E tel que Fa n'admette pas de supplémentaire topologique dans E'.2 

Cf. N. H. KUIPER, The homotopy type of the unitary group of Hilbert space, Topology, t. III 
(1965), pp. 19-30. Dans cet article, il est meme prouvé que G est contractile. 

Soient c,, (resp. I l ,  lm) I'espace de Banach des suites réelles ou complexes ( x l ,  xz ,  . . .) vérifiant 
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a)  Soit A (resp. B) l'espace normable complet des endomorphismes continus de E (resp. F). 
Soit C l'ensemble des U E A  tels que u(F) c F. Soit cc l'application u w  (u, ulF)de C dans 
A x B. Alors a est un isomorphisme de l'espace normable complet C sur un sous-espace 
vectoriel fermé de A x B, et a(C)  n'admet pas de supplémentaire topologique dans A x B. 
(Soit x E E tel que x 6 F. Soit E E F0 tel que <x, 5) = 1. Si q E Er, notons i l'élément 
y H <y, q)x de A. Supposons qu'il existe un projecteur TC de A x B sur a(C) .  Définissons 
E: E'-f E' par E(q) = t ( m - l ( ~ ( ~ ,  O)))(5). Alors JE est un projecteur de E' sur FO, ce qui est 
absurde.) 
b) On construit une algèbre normable complète réelle ou complexe unifère M de la manière 

m 

suivante: M = @ Mi est graduée par les M,; Mo est l'ensemble des multiples scalaires de 1 ; 
i = n  . - 

Ml est l'ensemble des multiples scalaires d'un élément non nul u; M2 = {O); M, = F; 
M, = E; M, = {O) pour i 5; on a ux = x pour tout x E MI Soient N l'espace normable 
complet des endomorphismes continus de l'espace normable complet M. Soit N1 l'ensemble 
des dérivations continues de M. Montrer, en utilisant a), que N1 n'a pas de supplémentaire 
topologique dans N. 
c) Montrer que le groupe des automorphismes bicontinus de M est un quasi-sous-groupe de 
Lie de GL(M), mais non un sous-groupe de Lie de GL(M). (Utiliser le cor. 2 de la prop. 18, 
et b).) 

13) Soient G un groupe de Lie réel, L = L(G), rp: L + G une application dérivable en O 
telle que To(rp) = Id, et telle que <p(nx) = cp(x)" quels que soient x E L et n E Z. Alors 
rp = expG. (Soient V un voisinage de O dans L, W un voisinage de e dans G, tels que 
fJ = exp,lV soit un isomorphisme analytique de V sur W. Soit + = 8-lo (919-l(W)). 

Alors To(+) = Id,, d'où + = Id, en utilisant l'égalité (J +(x) pour x assez voisin 

de O et n E Z - {O).) 

14) Soit a, l'algèbre de Lie commutative R4, identifiée à C2. Soit a2 l'algèbre de Lie commu- 
tative R. Soit <p l'homomorphisme de a2 dans Der(al) qui transforme 1 en la dérivation 
(t,, z2) H (izl, id2 z2). Soit a le produit semi-direct de az par al correspondant à <p. 
a) Montrer que (Int a) 1 al contient, pour tout <p E R, I'automorphisme 

b) Montrer que l'adhérence G de (Int a) /al dans GL(al) contient, pour tout (9, 9') E Ra, 
I'automorphisme (z,, z,) e- (etvzl, e'vz,). 
c) Montrer que L(G) contient l'endomorphisme u: (z,, z,) n (zl, O) de al, et qu'il n'existe 
aucun x E a tel que u = (ad x) 1 al. 
d) En déduire que Int(a) n'est pas fermé dans Aut(a). 

15) Montrer que le groupe de Lie réel simplement connexe de dimension finie du 3 3, exerc. 
7 a) contient des sous-groupes de Lie connexes non simplement connexes (il contient en fait 
des sous-groupes de Lie isomorphes à U). 

716) a) Soit g une algèbre de Lie complexe. Soit 4 l'algèbre de Lie complexe déduite de 
g à l'aide de l'automorphisme A n h de C. Soit go l'algèbre de Lie réelle déduite de g par 

lim x, = O (resp. 2 lx,/ < +m,  resp. sup Ix,l < +a) avec la norme llxll = szp lxn[ (resp. Ix,l, 
n - m  n n 
resp. sup lx,/). Il existe un morphisme continu TC de l1 sur co; soit F son noyau. Alors (6,)' = l1  

s'identifie A Fo. Or un sous-espace vectoriel de type dénombrable de L m  ne peut être facteur direct 
topologique dans l m  (cf. A. GROTHENDIECK, Sur les applications linéaires faiblement compactes 
d'espaces du type C(K), Gan. J. Math., t. V (1953), p. 169). 
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restriction des scalaires. Soit g' 2 go l'algèbre de Lie complexe go 8, C .  Pour tout x E g, 
on pose 

f(x) = Q ( x @ 1  - ( i x ) @ i ) ~ g ' ,  g(x) =:(x@l + ( i x ) @ i ) ~ g ' .  
Montrer que f (resp. g) est un isomorphisme de g (resp. 3) sur un idéal m (resp. n) de g', et 
que les idéaux m, n sont supplémentaires dans g'. Cela définit des projecteurs p, q de g' sur 
m, n. Montrer que, pour tout x E g, on a f (x) = p(x), g(x) = q(x). 
b) On suppose g de dimension finie. Soit G le groupe de Lie complexe simplement connexe 
d'algèbre de Lie g. Soient G le groupe de Lie complexe conjugué, Go le groupe de Lie réel 
sous-jacent. On  a L(G) = 3, L(Go) = go. Soit M (resp. N) le groupe de Lie complexe 
simplement connexe d'algèbre de Lie m (resp. n). Alors f définit un isomorphisme <p de G sur 
M, g définit un isomorphisme y de G sur N, et le groupe de Lie complexe simplement connexe 
G' d'algèbre de Lie g' s'identifie à M x N. Montrer que le sous-groupe intégral réel de 
G' d'algèbre de Lie go est fermé, simplement connexe et s'identifie à Go. La restriction à 
G c M x N de pr, (resp. pr2) est l'isomorphisme cp (resp. y) de G (resp. G) sur M (resp. N). 
c) Déduire de b) et de la Remarque 2 du no 10 que G', muni de l'injection canonique de Go 
dans G', est la complexification universelle de Go. 
d) Soient H un groupe de Lie complexe connexe d'algèbre de Lie g, H le groupe de Lie 
complexe conjugué, Ho le groupe de Lie réel sous-jacent, de sorte que G est le revêtement 
universel de H. Soit K le noyau (discret) du morphisme canonique de G sur H. Montrer 
que K est un sous-groupe central de G'. L'injection canonique de Go dans G' définit donc 
une injection i de Ho dans G'/N. Montrer que (G1/N, i) est la complexification universelle 
de Ho. (Remarquer que ce couple possède la propriété universelle de la prop. 20.) 
e )  O n  pose G'JN = (Ho)c. Déduire de d) un morphisme canonique + de (Ho), sur H x H, 
qui est un revêtement. Montrer, par l'exemple H = C*, que + n'est pas un isomorphisme en 
général. 

17) a) Soient G, G, Go comme dans l'exerc. 16 b). Soient V un espace vectoriel complexe 
de dimension finie, p une représentation linéaire irréductible de Go dans V. Montrer qu'il 
existe des espaces vectoriels complexes X, Y de dimension finie, une représentation linéaire 
irréductible analytique IS (resp. T) de G (resp. G) dans X (resp. Y), et un isomorphisme de V 
sur X @ Y qui transforme p en a @ T. (Utiliser l'exerc. 16 a), la prop. 2 du chap. 1, 3 2, et le 
cor. de la prop. 8 d'A, VIII, 5 7.) 
b) Montrer que la conclusion de a) ne subsiste pas nécessairement si on supprime l'hypothèse 
que G est simplement connexe. (Considérer le groupe de Lie complexe C*.) 

18) Soit A un groupe de Lie complexe, commutatif, connexe de dimension finie, d'algèbre 
de Lie a; soit A le noyau de exp,, de sorte que A s'identifie à a/A. 
a) Les conditions suivantes sont équivalentes: 

a l )  L'application canonique C @Jz A -t a est injective. 
a2) A est isomorphe à un sous-groupe de Lie d'un (C*)". 
a3) A est isomorphe à un groupe (C*)p x Ca. 
a4) A possède une représentation linéaire complexe fidèle de dimension finie. 
a5) A possède une représentation linéaire complexe fidèle semi-simple de dimension finie 

et d'image fermée. 
b) Les conditions suivantes sont équivalentes: 

bl) L'application canonique C gz A -z a est surjective. 
62) A est isomorphe à un quotient d'un groupe (C*)n. 
b3) Aucun facteur direct de A n'est isomorphe à C.  
b4) Toute représentation linéaire complexe de A est semi-simple. 

c) Les conditions suivantes sont équivalentes: 
cl) L'application canonique C Bz A -+ a est bijective. 
c2) A est isomorphe à un groupe (C*)n. 

d) Soit F un sous-groupe fini de A, et soit A' = AIE. Montrer que A vérifie les conditions a,) 
(resp. b,), ci)) si et seulement si A' les vérifie. 
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19) Soit G un groupe de Lie réel. Montrer qu'il existe un voisinage V de O dans L(G) tel 
que, pour x, y dans V, on ait: 

exp(t2[x, y]) = Iim (exp 2. exp 9. exp 
n + + m  

uniformément pour t E (O, 1). 

20) Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe de Lie de G, A un sous-groupe intégral 
de G tels que L(H) n L(A) = {O}. Montrer que H n A est discret dans le groupe de Lie A. 

21) Soient G un groupe de Lie réel, H un sous-groupe intégral de dimension 1 distingué. 
a) Si H est non fermé, H est compact (TS, chap. II, § 2, lemme l), donc isomorphe à Tn, 
donc central dans G si G est connexe (utiliser TG, chap. VII, 3 2, prop. 5). 
b) On suppose H fermé. Soient a un élément de G, C(a) l'ensemble des éléments de G 
permutables à a. On suppose H $ C(a). 

Si H est isomorphe à R, on a C(a) n H = {e). (Considérer l'automorphisme cc: h H aülha 
de H.) Si H est isomorphe à T, C(a) n H a deux éléments. (Considérer encore a, et utiliser 
TG, chap. VII, 3 2, prop. 6.) Cette deuxième circonstance est impossible si G est connexe 
(utiliser a)). 
c )  On se place dans les hypothèses de b), et on suppose de plus G/H commutatif. Alors 
G = C(a) .H. (Observer que l'application h K+ h-lcc(h) de H dans H est surjective.) 

22) Soient G un groupe de Lie réel, H un sous-groupe intégral de dimension 1 distingué, A 
un sous-groupe fermé de G tel que AH soit non fermé dans G. Alors H est central dans la 
composante neutre de m. (Se ramener au cas où G = AH et où G est connexe. Alors 
l'ensemble B des éléments de A permutables à H est un sous-groupe distingué de G. Passant 
au quotient par B, se ramener au cas où B = {e).  Comme tout commutateur dans G 
permute à H, A est alors commutatif. En supposant H fermé, et en utilisant l'exerc. 21 c), 
montrer que AH serait fermé, d'où contradiction. Donc H est non fermé et on utilise l'exerc. 
21 a).) 

723) Soit G un groupe de Lie réel, et soit c = (U, rp, E) une carte de la variété G centrée en 
l'élément neutre e. Si x E U, on note lxlc la norme de rp(x) dans l'espace de Banach E. 
a) Montrer que, si cf = (U', cp', E') est une autre carte centrée en e, il existe des constantes 
A > O et p > O telles que 

pour tout x E G assez voisin de e. 
b) Montrer que, pour tout p > O, il existe un voisinage U, de e contenu dans U tel que, 
pour x, y dans U,, on ait (x, y) E U, et 

c )  On suppose G de dimension finie. Soit ï un sous-groupe discret de G. On applique b) 
avec O < p i 1 et l'on choisit U, relativement compact. L'ensemble U, n r est fini. Soient 

ses éléments, numérotés de telle sorte que 

Montrer que, si i < m et j < m,le commutateur (y,, y,) est égal à l'un des y,, avec k < inf (i, j ) .  
En déduire que le sous-groupe engendré par U, n ï est nilpotent de classe <m. 
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Déduire de ce qui précède l'existence d'un voisinage V de e tel que, pour tout sous-groupe 
discret r de G, il existe un sous-groupe intégral nilpotent N de G contenant V n I'. 
d) On suppose G connexe de dimension finie, contenant une suite croissante de sous-groupes 
discrets D, de réunion dense dans G. Alors G est nilpotent. (En utilisant c), prouver l'exis- 
tence d'un sous-groupe central à un paramètre H qui rencontre D, pour n assez grand en un 
point distinct de e. Raisonner par récurrence sur dim G, en distinguant deux cas suivant que 
H est fermé ou relativement compact (exerc. 21 a ) ) . )  

24) Soient G, G' des groupes de Lie réels de dimension finie, f un morphisme surjectif de G 
dans G', N son noyau, H un sous-groupe intégral de G, et H' = f (H). 
a) On suppose N fini. Pour que H' soit fermé, il faut et il suffit que H soit fermé. 
b) On suppose N compact. Si H est fermé, Hf est fermé. 

725) Soit G un groupe de Lie réel ou complexe de dimension finie. Soit S c L(G). On 
suppose que L(G) est l'algèbre de Lie engendrée par S, et que S est stable par les homo- 
théties. 
a) Soit H le sous-groupe de G engendré par exp S. Montrer que H est ouvert dans G. (Soient 
A l'ensemble des x E L(G) tels que exp(Kx) c H, et B le sous-espace vectoriel de L(G) 
engendré par A. Montrer que [A, SI c A, puis que [A, A] c B. En déduire que B est une 
sous-algèbre de L(G), puis utiliser la prop. 3 du 5 4.) 
b) On suppose en outre que 

(X E S et y E S) => ((Ad exp x) (y) E S). 

Alors le sous-espace vectoriel V de L(G) engendré par S est égal à L(G). (En utilisant a), 
montrer que [L(G), VI c V.) 

26) Soient G un groupe de Lie complexe compact connexe de dimension n, X une variété 
analytique complexe connexe de dimension finie, (g, x) H gx une loi d'opération à gauche 
analytique de G dans X. Pour tout g E G, soit p(g) l'application x H gx de X dans X. On 
suppose que, pour tout g E G distinct de e, on a p(g) # Idx. Alors toute orbite de G dans X 
est une sous-variété fermée de dimension n de X. (Soient x E X, H le stabilisateur de x, H' la 
composante neutre de H. Pour tout g E H', soit u(g) l'application tangente en x à p(g). En 
raisonnant comme pour la prop. 6 du no 3, montrer que u(g) est l'identité pour tout g E H'. 
En utilisant le 3 1, exerc. 4, et la connexité de X, en déduire que H' = {e).) 

727) Soient G un groupe de Lie réel compact, M une variété compacte de classe C2, J un 
intervalle ouvert de R contenant O. Soit (s, (x, 5)) H (rnc(s, x), 5) une application de classe 
C2 de G x (M x J) dans M x J par laquelle G opère à gauche dans M x J. 
a) Soit X un champ de vecteurs de classe Cl sur M x J tel que, pour tout (x, 5) E M x J, la 
deuxiéme projection de X(r,S) soit le vecteur tangent 1 à J. Transformant X par G et inté- 
grant sur G, en déduire l'existence d'un champ X' ayant les mêmes propriétés que X et de 
plus invariant par G. 
b )  Montrer qu'il existe un difféomorphisme ( x ,  5) ++ (hS(x), 5) de M x J sur lui-même tel 

que 
(i) pour tout 5 E J, hS est un difféomorphisme de M sur M; 

(ii) mc(s, X) = hC(mo(s h;l(x))) pour s E G, x E M, 5 E J. 
(Utiliser a) et le th. 5 du no 8.) 

28) Soient G un groupe de Lie réel de dimension finie, A et B deux sous-groupes intégraux 
de G. Montrer que, si L(A) + L(B) est une sous-algèbre de Lie de L(G) (autrement dit si 
[L(A), L(B)] c L(A) + L(B)), alors AB = BA est un sous-groupe intégral et 
L(AB) = L(A) + L(B). 

29) Soient G un groupe de Lie connexe complexe de dimension finie, Go le groupe de Lie 
réel sous-jacent, H un sous-groupe intégral de Go. Montrer qu'il existe un plus petit sous- 
groupe intégral H* de G contenant H. Donner un exemple où H est fermé dans Go mais H* 
est non fermé dans G (prendre G = C2/Z2). 
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30) Soit G un groupe de Lie complexe connexe compact, donc de la forme Cn/D, où D est 
un sous-groupe discret de Cn de rang 2n. 
a) Montrer que toute 1-forme différentielle holomorphe w sur G est invariante. (Soit 
x: Cn -. G le morphisme canonique. Soient cl, . . ., Cn les fonctions coordonnées sur Cn. 

Alors x*(w) est de la forme a, d& où les aj sont des fonctions holomorphes sur Cn in- 

variantes par D, donc constantes.) 
b) Soit G' = Cn/D' où D' est un sous-groupe discret de Cn de rang 2n. Montrer que tout 
isomorphisme de variétés analytiques u: G -. G' est de la forme s H v(s) + a' où v est un iso- 
morphisme de groupes de Lie et où a' E G'. (Soit x': Cn + G' le morphisme canonique. Il 
existe un isomorphisme de variétés analytiques ü: Cn + Cn tel que u o x = x' O ü. Pour toute 
1 -forme différentielle w' holomorphe sur G', ü* (x'* (w')) est une 1-forme sur Cn invariante 
par translations d'aprés a). En déduire que ü est une application affine.) 

1) Soient G un groupe de Lie, q:  U -z G une application exponentielle telle que ZU c U 
et q(rx) = ~ ( x ) ~  pour tout x E U et tout r E Z. Si > 0, q est un isomorphisme analytique de 
U sur q(U). (Si q(x) = q(y), on a q(pnx) = q(Fny) pour tout n E N, donc x = y. Soit W un 
voisinage ouvert de O dans L(G) tel que c p - l  soit analytique dans q(W). Pour tout s E q(U), 
il existe un n E N et un voisinage V de s dans q(U) tel que t E V * tp" E q(W)). 

2) Soient G un groupe de Lie, q: U -z G une application exponentielle ayant les propriétés 
de la prop. 3, V un voisinage de O dans U tel que ZV c V, +: V 4 G une application 
tangente en O à q et telle que +(nx) = +(x)" pour tout x E V et tout n E Z. Si p > O, on a 
+ = ql V. (Normer L(G). Soit x E V. Alors pnx tend vers O quand n tend vers + KI, donc il 
existe des an > O tels que an tende vers O et II(q-l O +)(pnx) - pnxil < cr,llpnxlI. Or 
+(Px) = +(x)~", d'où Il (q-l O +) (x) - X I I  unllxII.) 

3) Soient U l'ensemble des éléments inversibles de A, et U' = 1 + m c U. 
a)  Montrer que U' c Ut. (Si x = 1 + y avec y E m, alors xPn tend vers 1 quand n tend vers 
+ co d'après la formule du binôme.) 
b) Montrer que U, est l'ensemble des éléments de U dont l'image dans A/m est racine de 
l'unité. (Utiliser a).) Retrouver ainsi le fait que U = Uf lorsque K est localement compact 
(Atm est alors fini). 

4) Soient n E N*, p un nombre premier, G l'ensemble des matrices appartenant à GL(n, Z,) 
dont tous les éléments sont congrus à 1 modulop si p # 2 (resp. modulo 4 sip = 2). Alors G 
est un sous-groupe ouvert de GL(n, Z,). 
a) Montrer que G n'a pas d'élément d'ordre fini # 1. 
b) Montrer que tout sous-groupe fini de GL(n, Z,) est isomorphe à un sous-groupe de 
GL(n, Z/pZ) si f 2 (resp. de GL(n, 2/42) si p = 2). 

f 5 )  a) Soit ï un sous-groupe compact de G = GL (n, Q,). Montrer qu'il existe un conjugué 
de I' qui est contenu dans GL(n, Z,). (Si T est un réseau de Qp par rapport à Z, (AC, VII, 
3 4, déf. I), montrer que le stabilisateur de T dans ï est ouvert dans J?, donc d'indice fini, et 

2 yT est un réseau stable par I'.) 
ver 
b) En déduire que Gf est la réunion des conjugués de GL(n, Z,). 
c) En déduire que tout sous-groupe fini @ de GL(n, Q,) a pour ordre un diviseur de a,@), 
où an(p) est défini par 

(Grâce à a), on peut supposer que @ c GL(n, Z,). Utiliser alors l'exerc. 4). 
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d )  Montrer que tout sous-groupe fini de SL(n, Q,) a pour ordre un diviseur de sn(p), où 
an(2) an(') pourp + 2 et sn(2) = -. sn<b) = 2 

76) Dans cet exercice, 1 désigne un nombre premier # 2. Si a est un entier #O,  on note 
q(a) la valuation 1-adique de a, i.e. le plus grand entier e tel que a r O (mod le). 
a) Soit m un entier 2 1. On pose 

~(1, m) = O si m $ O (mod (1 - 1)) 

m 
( 1  m = ( )  + 1 si rn = O (mod (1 - 1)). 

Montrer que, si x est un entier premier à 1, on a 

ui(xm - 1) 3 ~(1 ,  m) 

et qu'il y a égalité si I'image de x dans le groupe cyclique (Z/lZZ)* est un générateur de ce 
groupe. 
b )  Soit n un entier 3 1. On pose 

r(1, n) = 2 ~(1, m). 
m = l  

Montrer que 

où le symbole [a] désigne la partie entière du nombre réel a. 
Montrer que, si x est un entier premier à 1, on a 

et qu'il y a égalité si l'image de x dans (Z/12Z)* est un générateur de ce groupe. 
c) Les notations étant celles de l'exerc. 5 c), montrer que P".n) est la plus grande puissance de 
1 qui divise tous les a,@), pour p premier # 1 (ou pour tout p assez grand, cela revient au 
même). (Utiliser b ) ,  appliqué à x = p;  choisir ensuite p tel que son image dans (Z/12Z)* soit 
un générateur de ce groupe, ce qui est possible d'après le théorème de la progression arithmé- 
tique.l) 
d) Soit r un sous-groupe fini de GL(n, Q ) ,  et soit le la plus grande puissance de 1 divisant 
l'ordre de I'. Montrer que l'on a e d r(1, n). (Utiliser l'exerc. 5 pour prouver que le divise 
tous les a,@), puis appliquer c) ci-dessus.) 
e)  Inversement, montrer qu'il existe un 1-sous-groupe fini rlSn de GL(n, Q )  dont l'ordre est 
Ir('+). (Se ramener au cas où n est de la forme la(l - 1), avec a > O.  Décomposer Q" en 
somme de la copies de Qz- l, et utiliser cette décomposition pour faire opérer sur Q" le produit 
semi-direct Hl,, du groupe symétrique G,, et du groupe (Z/lZ)'". Prendre pour ri,, un 1- 
groupe de Sylow de Hl,,.) 

Montrer que, si n est pair, r,,, est contenu dans un conjugué du groupe symplectique 
SP@, Z). 
f )  *Soit I' un sous-groupe fini de GL(n, Q )  qui soit un 1-groupe. Montrer que l? est conjugué 
d'un sous-groupe de ri,,. (Montrer d'abord, en utilisant une réduction modulop convenable, 
que la réduction de r est un sous-groupe fini de la réduction d'un conjugué de ïl,,,; puis 
utiliser le caractère de la représentation de I? dans Qn.) En particulier, tout sous-groupe de 
GL (n, Q) d'ordre est conjugué de r1,,.* 

1 Pour une démonstration de ce théorème, voir par exemple A. SELBERG, Ann. of Math., t. L (1949), 
p. 297-304. 
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77) Dans cet exercice, on note vz(a) la valuation 2-adique d'un entier a. 
a) Soit I' un sous-groupe fini de GL(n, Q) .  Montrer qu'il existe une forme quadratique 
positive non dégénérée, à coefficients dans Z, qui est invariante par ï. En déduire (par le 
même argument que dans les exercices 4 et 5) que, pour tout p assez grand, I' est isomorphe 
à un sous-groupe d'un groupe orthogonal O(n) sur le corps F, (resp. à un sous-groupe de 
SO(n) si ï est contenu dans SL(n, Q)) .  
b) On suppose ï contenu dans SL(n, Q )  et l'on note 2e la plus grande puissance de 2 divisant 
l'ordre de I'. Montrer que, si n est impair, 2e divise tous les entiers 

pour p premier assez grand. (Utiliser a) ainsi que l'exerc. 13 de A, IX, § 6.) 
Montrer que, si n est pair et p premier assez grand, Ze divise le ppcm b,(p) des entiers 

(Même méthode que pour n impair.) 
6) Les hypothèses étant celles de b), on pose 

Soit A un entier > 3. Montrer que 2'(2,n)-1 est la plus grande puissance de 2 qui divise tous 
les b,(p) pour p > A. (Même méthode1 que dans l'exerc. 6; utiliser l'existence d'un nombre 
premier p A tel que = 5 (mod 8).) En déduire l'inégalité e < r(2, n) - 1. 
d) Inversement, soit C, le sous-groupe de GL(n, Z) engendré par les matrices de permuta- 
tions ainsi que par les matrices diagonales à coefficients 1 1 .  L'ordre de C, est Znn!, et l'on a 
v2(Znn!) = r(2, n). Si ï,,, désigne l'intersection d'un 2-groupe de Sylow de C, avec SL(n, Z), 
en déduire que l'ordre de rz,,  est 2r(2,n)-1. 

8) Soit n un entier > 1. On pose 

M (n) = 

le produit étant étendu à tous les nombres premiers 1, et les r(1, n) étant définis comme dans 
les exerc. 6 et 7. 

On  a M(1) = 2, M(2) = 23.3 = 24, M(3) = 24.3 = 48, M(4) = .32.5 = 5760. 
Déduire des exercices 6 et 7 que le ppcm des ordres des sous-groupes finis de GL(n, Q) 

(ou de GL(n, Z), cela revient au même) est égal à M(n). Même question pour SL(n, Q )  avec 
M(n) remplacé par +M(n). 

9) On suppose K localement compact. Soit G = GL(n, K). Soit G1 l'ensemble des g E G qui 
laissent stable un réseau de Kn par rapport à A. Soit Gz l'ensemble des g E G qui engendrent 
un sous-groupe relativement compact dans G. Soit Ga l'ensemble des g E G dont les valeurs 
propres dans une clôture algébrique de K sont de valeur absolue 1. Alors G, = Gz = Gû = G,. 
(Utiliser le raisonnement de l'exerc. 5 a).) 

10) On suppose K localement compact. Soit G un groupe standard de dimension n sur K. 
Soit p une mesure de Haar sur le groupe additif Kn. Montrer que pIG est une mesure de 
Haar à gauche et à droite sur G. (Utiliser le fait que G est limite projective des G(a,), et 
INT, VII, § 1, prop. 7.) 

Pour plus de détails sur cet exercice, ainsi que sur le précédent, voir H. MINKOWSKI, Gesamm. 
Abh., Leipzig-Berlin, Teubner, 1911 (Bd 1, S. 212-218), ainsi que W. BURNSIDE, Theory of groups 
of finit order (2nd ed.), Cambridge Univ. Press, 191 1 (p. 479-484). 
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1) L'application z H Z de C dans C est un automorphisme continu non analytique du 
groupe de Lie complexe C.  

2) Soit G l'espace hilbertien des suites (A,, A2, . . .) de nombres réels tels que 2 A? < +m. 

On considère G comme un groupe de Lie réel. Soit G ,  l'ensemble des (A,, A,, . . .) E G tels 
1 

que A, E - Z pour 1 < m < n. Les G, sont des sous-groupes de Lie fermés de G, donc 
m 

H = G, est un sous-groupe fermé de G. Mais ce sous-groupe est totalement discontinu 

non discret, donc n'est pas un sous-groupe de Lie de G. 

f 3) Dans Q, x Q,,, tout sous-ensemble fermé peut être défini par une famille d'équations 
analytiques. En déduire que le cor. 2 (ii) du th. 2 devient inexact si on omet l'hypothèse que 
1 est fini. 

74) Soient G un groupe de Lie réel de dimension finie, A un sous-groupe de G. Disons 
qu'un élément x de L(G) est A-accessible, si, pour tout voisinage U de e, il existe une applica- 
tion continue a de (O, 1) dans A telle que a(0) = e et a(t) E exp(tx) . U  pour O < t < 1. Soit 
4 l'ensemble des éléments A-accessibles de L(G). 
a) Montrer que est une sous-algèbre de Lie de L(G). (Utiliser l'exerc. 19 du 3 6.) 
b)  Soit H le sous-groupe intégral de G tel que L(H) = P. Montrer que H c A. (Soit 
1 = (- 1, l), et munissons Rr de la norme euclidienne. Soit (x,, . . ., x,) une base de P. 
Construire des applications continues a,, . . . , a, de 1 dans A, et des applications continues 
f,, . . ., f, de Ir dans R telles que, pour tout t = (tl, . . ., t,) E Ir, on ait 

a1(tl). . ..Atr) = exp (fl(t)xl). . .exp (f,(t)x,) 
Ilt - (fl(t),  . . .,f,(t))ll a 2. 

On appliquera alors le théorème suivant: soit f une application continue de Ir dans Rr telle 
que Il f (x) - xll < + pour tout x E 1'; alors f (Ir) contient un voisinage de O dans RT.l) 
c) En déduire que 4 est la sous-algèbre tangente en e à A. 
d) Montrer que si A est connexe par arcs, on a A = H., 

f 5) Soient G un groupe topologique séparé, H un sous-groupe fermé de G, TC l'application 
canonique de G sur G/H. On suppose que H est un groupe de Lie réel de dimension finie. Il 
existe un voisinage U de n(e) dans G/H, et une application continue a de U dans G, tels que 
x 0 a = Id,. (Soit p une représentation linéaire analytique de H dans GL(n, R), qui soit 
localement un homéomorphisme (3 6, cor. du th. 1). Soit f une fonction continue 30 sur G, 
égale à 1 en e, nulle hors d'un voisinage V assez petit de e. Soit à~ une mesure de Haar à 
gauche de H. Pour x E G, on pose g(x) = f(xs) p(s) -l ds E M,(R). On a g(xt) = g(x) p(t) 
pour x E G et t E H. Si V est assez petit, g(x) E GL(n, R) pour x assez voisin de e. Utiliser enfin 
le fait que le théorème à démontrer est vrai localement pour GL(n, R)  et p(H).) 

6) Soit G un groupe de classe Cr (3 5, exerc. l), avec r k 2. Il  existe sur G une structure S 
de groupe de Lie réel et une seule telle que la structure de variété de classe C' sous-jacente à 
S soit la structure donnée. (L'unicité de S résulte du  cor. 1 du th. 1. Soit L(G) l'algèbre de 
Lie normable associée à G dans l'exerc. 2 du 3 5. Il  existe un groupuscule de Lie réel G' et un 
isomorphisme h de L(G') sur L(G) (3 4, th. 3). On vérifie comme au $4,  no 1, qu'il existe un 
voisinage ouvert symétrique G" de e~ dans G' et une application <p de classe Cr de G" dans G 

l Cela résulte du théorème du point fixe de Brouwer, pour lequel on pourra consulter, par exemple, 
N. DUNFORD et J. T. SCHWARTZ, Linear operators, part 1 (Interscience publishers, 1958), 
p. 467-470. 

Pour plus de détails, cf. M. GOTO, On an arcwise connected subgroup of a Lie group, Proc. Amer. 
Math. Soc., t. XX (1969), p. 157-162. 
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telle que T,(<p) = h et que <p(g,g,) = <p(gl) <p(gz) pour gl, gz dans G". En diminuant G", on peut 
supposer que V = <p(G) est ouvert dans G et que cp est un isomorphisme de classe Cr de la 
variété G sur la variété V. 11 existe donc sur V une structure de groupuscule de Lie réel telle 
que la structure sous-jacente de variété de classe Cr soit la structure donnée. Pour tout g E G, 
Int g définit une application analytique de V n (g-IVg) sur (gVg-l) n V (th. 1). D'après 
la prop. 18 du 1, il existe sur G une structure S de groupe de Lie réel induisant la même 
structure analytique que V sur un voisinage ouvert de e .  Par translation, la structure de 
variété de classe Cr sous-jacente à S sur G est la structure donnée.) 

7) Soient G un groupe de Lie réel, H un sous-groupe fermé de G. 
a) Soit t )  l'ensemble des x E L(G) tels que exp(tx) E H pour tout t E R. Alors t)  est une sous- 
algèbre de Lie de L(G). (Utiliser la prop. 8 du § 6.) 
b) On suppose H localement compact. Montrer que H est un sous-groupe de Lie de G. 
(Montrer d'abord que t)  est de dimension finie en prouvant l'existence dans t )  d'un voisinage 
de O précompact. Imiter ensuite la démonstration du th. 2, en choisissant Vz de telle sorte 
que (exp V,) n H soit relativement compact.) 

1) Soit G = SO(3, R).  Soient A,, A2 deux droites orthogonales dans R3, Hi le sous-groupe 
de G formé par les rotations autour deAi (i = 1,2). Alors [L(H,), L(Hz)] est une sous-algèbre 
de Lie de dimension 1 de G, distincte de la sous-algèbre de Lie tangente en e à (Hl, Hz). 

2) Supposons K ultramétrique. Soient G un groupe de Lie de dimension finie, g son algèbre 
de Lie, A une partie finie de G. Alors ZG(A) est un sous-groupe de Lie de G d'algèbre de Lie 
aa(A). (Raisonner comme pour la prop. 8.) 

3) Soit G un groupe de Lie réel ou complexe connexe. Le centre Z de G est un quasi-sous- 
groupe de Lie de G, et L(Z) est le centre de L(G). 

4) Supposons K ultramétrique et f i  > O (avec les notations du  7). Soient G un groupe de Lie 
de dimension finie, A un groupe d'automorphismes de G, B le groupe d'automorphismes 
correspondant de L(G). Soit GA (resp. L(G)B) l'ensemble des éléments de G (resp. L(G)) 
fixes pour A (resp. B). Alors GA est un sous-groupe de Lie de G d'algèbre de Lie L(G)*. 
(Utiliser l'application logarithme.) 

5) Soit G un groupe de Lie réel ou complexe connexe de dimension finie. Soit (Go, Gl, . . .) 
la suite centrale ascendante de G (chap. II,  4, exerc. 18) et soit (go, gi, . . .) la suite centrale 
ascendante de l'algèbre de Lie L(G) (chap. 1, 1, no 6). Alors, pour tout i, Gi est un sous- 
groupe de Lie de G tel que L(G,) = g,. 

6 )  Soit ï le groupe de Lie réel nilpotent simplement connexe de dimension 3 défini dans 
I'exerc. 5 b) du § 4. Soit a E R un nombre irrationnel. Soit P le sous-groupe discret de ï x R formé 
des ((0, O, x), ax), où x E Z. Soit G = (î x R)/P. Montrer que (G, G) est non fermé dans G. 

7) a) Soient G un groupe de Lie réel connexe semi-simple, Z son centre, p une représenta- 
tion linéaire continue de G dans un espace vectoriel complexe de dimension finie. Il existe 
un entier p tel que, pour tout z E 2, p(z) soit diagonalisable et que toutes les valeurs propres de 
p(z) soient des racines fi-ièmes de l'unité. (On peut supposer p irréductible. Alors p(z) est 
scalaire d'après le lemme de Schur. D'autre part, det p(g) = 1 pour tout g E G parce que 
G = OG.) 
b)  En déduire que, si G admet une représentation linéaire continue de dimension finie 
injective, Z est fini. 

78) Soient G un groupe de Lie réel connexe de dimension finie, g son algèbre de Lie, n le 
plus grand idéal nilpotent de g, t)  = [g, g] + n. 
a) t )  est un idéal caractéristique de g; le radical de t )  est n; pour tout x E t), on a Tr  adgx = 0; 
pour toute section de Levi 1 de g, on a t)  = L + n. 
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b) On suppose G simplement connexe. Soient Z son centre, H le sous-groupe de Lie de G 
d'algèbre de Lie t), cp le morphisme canonique de G sur G/H. Alors cp(Z) est discret dans 
G/H. (Le groupe G est produit semi-direct d'un groupe de Lie semi-simple S et de son radical 
R. Soit z E Z. On a z = y-lx, où x E R et où y appartient au centre de S. Il existe un entierp 
tel que les valeurs propres de Adgy, donc aussi de Adgx, soient des racines p-ièmes de l'unité 
(exerc. 7). En déduire que, si N est le sous-groupe de Lie de G d'algèbre de Lie n, il existe 
un voisinage U de e dans R vérifiant U = UN = NU, Z n (SU) c SN = H.) 
c) On ne suppose plus G simplement connexe. Soit H le sous-groupe intégral de G d'algèbre 
de Lie t). Montrer que H est un sous-groupe de Lie de G, distingué, unimodulaire, de radical 
nilpotent, tel que G/H soit commutatif. (Utiliser a) et b ) . )  
d) En déduire que si (G, G) est dense dans G, le radical de G est nilpotent. 

9) Soit G le revêtement universel de SL(2, R). Identifions à Z le noyau du morphisme cano- 
nique G + SL(2, R) (5  6, exerc. 2). Soit a un élément de Tn dont les puissances sont partout 
denses dans Tn (TG, VII, 3 1, cor. 2 de la prop. 7). Soit D le sous-groupe discret de G x Tn 
engendré par (1, a). Soit H = (G x Tn)/D. Alors L(H) = sI(2, R) x Rn, et le sous-groupe 
intégral H' de H d'algèbre de Lie sI(2, R) est isomorphe à G et dense dans H. On 
a DnH' = H' pour tout n 2 0. 

7110) Soit G un groupe de Lie réel ou complexe de dimension finie. Soit 

Munissons (G, G) de sa structure de sous-groupe intégral de G. Il existe un voisinage V de e 
dans (G, G) tel que tout élément de V soit produit de p commutateurs d'éléments de G.  
(Soient x,, y,, . . ., x,, y, des éléments de L(G) tels que les [xi, y,] forment une base de L(G). 
Posons, pour s, t dans R, 

Appliquer le théorème des fonctions implicites à l'application 

11) Soit G le produit semi-direct de B = 2/22 par K correspondant à l'automorphisme 
x H - x du groupe de Lie K. Alors L(K) est un idéal de L(G), et L(B) = {O), mais (K, B) = K. 

12) Soit (e,, e2, e,) la base canonique de K3. On considère sur K3 la structure d'algèbre de 
Lie nilpotente telle que [el, e2] = e3, [el, es] = [e2, e,] = O. Pour la loi de groupe associée 
sur K3 (no 5), on a 

(x, y, z) (x', y', 2') = (x + x', y + y', z + z' + +(%y' - yx')). 

L'application 

de K3 dans G n'est ni surjective (montrer que (0, 1, 1) n'est pas dans l'image) ni injective 
(montrer que (0, 1, O) et (1, 1, - 1) ont même image). 

13) a) On définit une multiplication sur R3 de la manière suivante: 

(x, y, z) . (x', y', 2') = (x + x' cos z - y' sin z, y + x' sin z + y' cos z, z + z') 

Montrer qu'on obtient ainsi un groupe de Lie réel résoluble G tel que DG = R2 x {O). Le 
centre Z de G est {O) x {O) x 2xZ. 
b )  Pour (x, y, z) E G, soit n(x, y,  z)  l'application 

(A, p) H ( A  cos z - p sin z + x, A sin z + y cos z + y) 
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de R2 dans R2. Montrer que x est un morphisme de G sur un sous-groupe de Lie G' du 
groupe affine de R2, engendré par les translations et les rotations de R2. Montrer que 
Ker x = Z. 
c) On identifie canoniquement L(G) = T(o,o,o>G à R3. Soit (el, e2, e,) la base canonique de 
R3. Montrer que [el, e2] = O, Ce3, el] = e2, [e3, e2] = -el. 
d) Montrer que, pour c # O ,  on a 

1 
bcosc- b) , - ( -acosc+ bs inc+ a),c 

C 

En déduire que, pour tout u E L(G), on a Z c exp(Ru). Montrer que exp,: L(G) * G 
n'est ni injective ni surjective. 

14) a) Soit G = GL(n, C). Montrer que exp, est surjective. (Utiliser le calcul fonctionnel 
holomorphe de TS, 1, 3 4, no 8.) 

b) Soit G' = SL(2, C). Montrer que, si a E C*, l'élément (O' ol) de G n'appartient 

pas à l'image de exp,,. 

15) a) Soient x E sL(2, R), et A = det x. Montrer que 

s i n i a  
ex = cos d X . 1  + - .x si A > O .  

da 

b) Soit H = SL(2, R). Montrer que g = (ô E H  est dans l'image de exp. si et 

seulement si A > O  ou A = - 1. Si )\ > O, tous les sous-groupes à un paramètre contenant g 
sont égaux. 

16) Soit G un groupe de Lie de dimension finie. Montrer qu'il existe une base (xl, . . ., .Y,) 
de L(G) telle que, pour tout i, exp(Rx,) soit un sous-groupe de Lie de G. (Utiliser TS, II, 
3 2, lemme 1 .) 

717) a) On note c une algèbre de Lie résoluble réelle admettant une base (a, b, c )  telle que 
[a, b] = c, [a, cl = - b, [b, cl = O .  On note b une algèbre de Lie résoluble réelle admettant 
une base (a, b, c, d) telle que [a, b] = c, [a, cl = - b, [b, cl = d, [a, dl = [b, dl = [c, dl = O .  
Soit g une algèbre de Lie résoluble réelle. Si g contient des éléments non nuls x, y, z  tels que 
[x, y] = z et [x, z] = -y, alors g contient une sous-algèbre isomorphe à c ou à b. (On pose 
al = y, bl = z, cl = [y, z ] ;  on définit par récurrence a,, b,, cl tels que a, = [a,-,, ci-1], 
b, = [b,-,, c,-~], 6, = [a,, b,]. Considérer le plus petit entier k tel que ck = 0.) 
b) Soient g et g* des algèbres de Lie résolubles réelles et cp un homomorphisme de g sur g*. 
Si g* contient une sous-algèbre isomorphe à c ou à b, g possède la même propriété. 
c) Soit lj une algèbre de Lie résoluble complexe. Considérons une suite de Jordan-Holder 
pour la représentation adjointe de lj; les quotients de cette suite définissent des représentations 
de dimension 1 de lj, donc des formes linéaires sur lj. Ces formes linéaires, qui ne dépendent 
que de lj, s'appellent les racines de t). Si P' est une algèbre de Lie résoluble réelle, on appelle 
racines de t)' les restrictions à t)' des racines de t)' & C. 

Ceci posé, soient G un groupe de Lie réel résoluble simplement connexe de dimension 
finie, g son algèbre de Lie. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes: a) exp, 
est injective; p) exp, est surjective; y) exp, est bijective; 8) expc est un isomorphisme de la 
variété analytique L(G) sur la variété analytique G; E) L(G) ne contient aucune sous-algèbre 
isomorphe à c ou b; Z;) il n'existe pas d'algèbre quotient de L(G) admettant une sous-algèbre 
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isomorphe à c; q) toute racine de g est de la forme cp + icp' avec cp, cp'dans g* et cp'proportion- 
nelle à c p ;  8) pour tout x E g, la seule valeur propre (dans C) imaginaire pure de ad x est O., 

18) Soient G un groupe de Lie réel connexe, Z son centre, Z o  la composante neutre de Z ,  g 
l'algèbre de Lie de G, 8 le centre de g. Alors Z et Z o  sont des quasi-sous-groupes de Lie de G 
d'algèbre de Lie 3 (exerc. 3). Appelons norme acceptable sur g une norme définissant 
la topologie de g et faisant de g une algèbre de Lie normée. 
a) Quels que soient r > O et z E 8, il existe une norme acceptable sur g dont la valeur en 
z est < r. (Soit q une norme acceptable sur g. Montrer que, pour h O bien choisi, la fonc- 
tion x H llxll = Xq(x) + inf q(x + y) possède les propriétés requises.) 

b) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes: 
(i) Zo est simplement connexe; 

(ii) quelle que soit la norme acceptable sur g, la restriction de exp, à la boule ouverte de 
centre O et de rayon sr est injective; 

(iii) il existe r > O tel que, quelle que soit la norme acceptable sur g, la restriction de 
expc à la boule ouverte de centre O et de rayon r est injective. 

(Pour prouver (iii) => (i), utiliser a). Pour prouver (i) * (ii), supposons x, y dans g, llxll < x, 
jl y I I  < TC, x # y, exp, x = exp, y. Alors exp ad x = exp ad y, donc ad x = ad y d'après la 
prop. 17 du 3 6 appliquée dans une complexification de g. Donc il existe z non nul dans 8 
tel que exp, z = e; il en résulte que (i) est en défaut.) 
c) En considérant le groupe G' de I'exerc. 13 b ) ,  montrer que la conclusion de b) devient 
inexacte si on remplace x par un nombre > x. (Avec les notations de I'exerc. 13, utiliser la 
norme ae, + be2 + ce, H (aa + b2 + c2) sur L(Gf).) 

19) Soient G un groupe localement compact, H un sous-groupe distingué fermé de G. On 
suppose que H est un groupe de Lie résoluble simplement connexe de dimension finie, et 
que G/H est compact. Montrer qu'il existe un sous-groupe compact L de G tel que G soit 
produit semi-direct de L et H. (Raisonner par récurrence sur dim H. Considérer le dernier 
groupe dérivé non trivial de H, et utiliser INT, VII, 3 3, prop. 3.) 

20) Soit G un groupe de Lie réel connexe résoluble de dimension finie. On introduit les 
notations S, S', F, a du 3 6, no 10, démonstration de la prop. 20. 
a) En utilisant la prop. 21, montrer que G est un isomorphisme de S sur un sous-groupe de 
Lie du groupe de Lie réel sous-jacent à S'. 
b) En déduire que la complexification universelle G de G s'identifie à Sf/a(F), et que l'appli- 
cation canonique de G dans 6 est un isomorphisme de G sur un sous-groupe de Lie du groupe 
de Lie réel sous-jacent à 6. 

721) a) Soit G un groupe de Lie réel résoluble simplement connexe ayant les propriétés 
suivantes: a) L(G), de dimension n, possède un idéal commutatif de dimension n - 1, 
correspondant à un sous-groupe A de G; P) il existe un élément a du centre de G qui n'ap- 
partient pas à A. Montrer qu'il existe un élément x de L(G) tel que exp x = a. Montrer que 
L(G) est produit d'un idéal commutatif et d'un idéal admettant une base (x, a,, b,, . . . , a,, 6,) 
telle que a,, b,, . . . , a,, bk appartiennent à L(A), [x, a,] = 2xnfb,, [x, bf] = - 2xnlai (ni E Z -{O}) 
pour tout i. Généraliser à G les résultats de l'exerc. 13 d ) .  
b) Soit G un groupe de Lie réel résoluble simplement connexe de dimension finie. Soit D 
un sous-groupe discret du centre de G. Il existe une base (x,, x,, . . . , x,) de L(G) et un entier 
r < n possédant les propriétés suivantes: a) tout élément de G s'écrit de manière unique sous la 
forme (exp tlxl) . . . (exp t,x,) où t,, . . . , t, sont dans R; fi) x,, . . . , x, sont deux à deux permu- 
tables et (exp XI, . . . , exp x,) est une base du groupe commutatif D. (Raisonner par récurrence 
sur la dimension de G. Soit a un idéal commutatif maximal de L(G). Soit A le sous-groupe 

l Pour plus de détails, cf. M. SAITO, Sur certains groupes de Lie résolubles, Sci. Papers of the Collese o j  
Gemral Education, Univ. of Tokyo, t. VI1 (1957), p. 1-1 1 et 157-168. 
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intégral correspondant. Alors A est fermé dans G et DAIA est un sous-groupe discret du 
centre de GIA, auquel on applique l'hypothèse de récurrence, d'où des éléments x:, . . . , x l  
de L(G/A) et un entier S. Pour 1 < i < s, soit a, un élément de D dont la classe modulo A 
est exp x:. Construire de proche en proche, en utilisant a), des représentants xl, . . ., x, de 
x:, . . ., x l  tels que exp xi = ai et [xi, x,] = O pour 1 si i, j < S.) l 
c) Déduire de b) que tout groupe de Lie réel résoluble connexe de dimension finie est 
homéomorphe à un espace Rn x Tm (m, n entiers > 0). 

22) Soit G un groupe de Lie réel connexe de dimension finie tel que L(G) soit réductive. 
On a G = (V x S)/N où V est un espace vectoriel réel de dimension finie, où S est un 
groupe de Lie réel semi-simple simplement connexe, et où N est un sous-groupe discret 
central de V x S. Alors G/D~G est isomorphe à v/D. Donc G/SG est compact si et 
seulement si prlN engendre l'espace vectoriel V. 

23) a) Soit G un groupe de Lie réel commutatif de dimension finie, n'ayant qu'un nombre 
fini de composantes connexes. Pour que G soit compact, il faut et il suffit que toute repré- 
sentation linéaire analytique de dimension finie de G dans un espace vectoriel complexe soit 
semi-simple. (Utiliser la démonstration de la prop. 32.) 
b) Soit G un groupe de Lie complexe commutatif de dimension finie, n'ayant qu'un nombre 
fini de composantes connexes. Soit N le noyau de exp,. Pour que N engendre sur C l'espace 
vectoriel L(G), il faut et il suffit que toute représentation linéaire analytique de dimension 
finie de G soit semi-simple. (Utiliser a), le lemme 1, et la prop. 33.) 

24) Le groupe de Lie SL(2, R) est connexe, et presque simple, mais {Z, -1) est un sous- 
groupe commutatif distingué de SL(2, R). 

25) Soit G un groupe de Lie réel ou complexe connexe presque simple. Soit A un sous-groupe 
distingué de G. Si A # G, A est discret central. (Utiliser l'exerc. 8 du 3 4). Par suite, le 
quotient de G par son centre est simple en tant que groupe abstrait. 

726) Soit G un groupe de Lie réel connexe de dimension finie. On suppose que G admet une 
représentation linéaire continue injective p de dimension finie. Alors (G, G) est fermé dans 
G. (Soient R le radical de G, S un sous-groupe intégral semi-simple maximal de G. En 
utilisant l'exerc. 7 b), se ramener au cas où G est produit semi-direct de S et R. D'après le 
chap. 1, 3 6, prop. 6, p est unipotente dans (G, R). Donc p((G, R)) est fermé dans le groupe 
linéaire, et par suite (G, R) est fermé dans G.) 

727) Soient G un groupe de Lie réel simplement connexe résoluble de dimension finie, N 
le plus grand sous-groupe distingué nilpotent connexe de G. Alors G admet une représenta- 
tion linéaire continue injective de dimension finie unipotente dans N. (Raisonner par récur- 
rence sur la dimension de G. Utiliser la prop. 20, et le chap. 1, § 7, th. 1.)2 

728) a) Soient k un corps commutatif de caractéristique 0, L une algèbre de Lie de dimen- 
sion n sur k, L1 une sous-algèbre de dimension n - 1 ne contenant aucun idéal non nul de L, 
et a, un élément de L n'appartenant pas à LI. Pour i = 2, 3 , .  . ., on définit par récurrence 
les LI en convenant que Li est l'ensemble des x E Li-, tels que [x ,  a,] E Li - 1. On pose L, = L 
pour i < O. Montrer que [LI, L,] c Li+, (par récurrence sur i + j ) ,  puis que, pour 
O < i < n, Li est une sous-algèbre de L de codimension i (par récurrence sur i). 
b) Pour 0 c i c n, choisissons dans L, un élément a, n'appartenant pas à Li+,, de telle 
sorte que [a,, ai] = iai- (mod. LI). Montrer, par récurrence sur les couples (i, j )  ordonnés 
lexicographiquement, que, pour O < i < j < n, on a i + j - 1 c n et 

Pour plus de détails, cf. C .  CHEVALLEY, Topological structure of solvable groups, Ann. of Math., 
t. XLII (1941), p. 668-675. 
a Pour plus de détails concernant les représentations linéaires injectives des groupes de Lie, cf. G.  
HOCHSCHILD, The structure of Lie groups, Holden-Day, 1965, et en particulier le chap. XVIII. 
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c )  Déduire que L est ou bien de dimension 1, ou bien de dimension 2 non commutative, ou 
bien isomorphe à 31(2, k). 
d )  Soit A une algèbre de Lie réelle de dimension finie. Une sous-algèbre B de A est dite 
prolongeable s'il existe une sous-algèbre BI 3 B telle que dim B, = dirn B + 1. On note 
Rf(A) l'intersection de toutes les sous-algèbres non prolongeables de A. On note R(A) le plus 
grand idéal de A possédant une suite de composition comme A-module dont tous les quo- 
tients sont de dimension 1. 

Montrer que R'(A) est un idéal caractéristique de A. (Observer que Rr(A) est stable par 
Aut(A) .) 
e) Montrer que R'(A) 3 R(A) et que R'(A/R(A)) = R'(A)/R(A). 
f )  Montrer que, si B est une sous-algèbre de A, on a R'(B) 3 R'(A) n B. 
g) Si A est résoluble, R'(A) = R(A). (On peut supposer R(A) = {O) grâce à e). Supposons 
Rf(A) # {O}. D'après d), il existe un idéal minimal non nul 1 de A contenu dans R'(A). En 
utilisant f ), et le chap. 1, 3 5, cor. 1 du th. 1, montrer que dirn 1 = 1, d'où contradiction.) 
h) Soient P le radical de Rf(A), B une sous-algèbre semi-simple de A, C = P + B qui est 
une sous-algèbre de A d'après d). En utilisant f ), montrer que adp B peut se mettre sous 
forme triangulaire par rapport à une base convenable de P. Conclure que [P, BI = {O). 
k) R(A) est le radical de R'(A). (Utiliser e), f ), g), h) et une décomposition de Levi de A.) 
Soit R'(A) = R(A) @ T une décomposition de Levi de R'(A). D'après h), 
R'(A) = R(A) x T. On a R(T) = {O). Appliquant c )  aux facteurs simples de T, conclure 
que T = {O}. On a donc prouvé que R(A) = Rf(A). 
1) Soit G un groupe de Lie réel connexe d'algèbre de Lie A. Soit 9 ( G )  l'ensemble des sous- 
groupes N de G tels qu'il existe une suite décroissante (N,, Nm-l, . . . , No) de sous-groupes 
possédant les propriétés suivantes: N, = N, No = {e}, chaque Nt est un sous-groupe de Lie 
connexe distingué de G, et dirn Nt/N,-l = 1 pour tout i > O. Montrer que le sous-groupe 
intégral R(G) de G d'algèbre de Lie R(A) est le plus grand élément de 9 ( G ) .  (Raisonner 
par récurrence sur dirn R(A). Soient 1 un idéal de dimension 1 de A, N le sous-groupe intégral 
correspondant de G. Passer au quotient par 3. Si N n'est pas fermé, on utilisera I'exerc. 2 1 a) 
du 3 6.) 
m) Un sous-groupe de Lie H de G est dit prolongeable s'il existe un sous-groupe de Lie 
Hl  3 H tel que dirn Hl = dirn H -t 1. On note R'(G) l'intersection de tous les sous-groupes 
de Lie connexes non prolongeables de G. 

Soit B une sous-algèbre non prolongeable de A. Montrer que le sous-groupe intégral 
correspondant de G est fermé. (Utiliser la prop. 5.) En déduire que L(Rf(G)) c R(A), d'où 
R'fG) c R(G). . , . , 
n) Montrer que R(G) = R'(G). (Se ramener au cas où Rf(G) = {el. Utiliser alors I'exerc. 
22 du 3 6.) l 

729) Un groupe de Lie réel G est dit de t@e (N) s'il est de dimension finie, nilpotent, connexe 
et simplement connexe. Si G est un tel groupe, et g son algèbre de Lie, l'application 
exp: g + G est un isomorphisme lorsqu'on munit g de la structure de groupe définie par la 
loi de Hausdorff (cf. chap. II, 3 6, no 5, Remarque 3). On note log: G -> g l'isomorphisme 
réciproque. 
a) Soit V un Q-sous-espace vectoriel de g. Montrer l'équivalence des conditions suivantes: 

(i) V est une Q-sous-algèbre de Lie de g; 
(ii) exp(V) est un sous-groupe de G. 

(Utiliser l'exerc. 5 du 3 6 du chap. II.) 
Pour qu'un sous-groupe H de G soit de la forme exp(V), où V est un Q-sous-espace 

vectoriel de g, il faut et il suffit que H soit saturé dans G (chap. II, 3 4, exerc. 14), i.e. que 
les relations x E G, xn E H, n # O entraînent x E H (106. cit.). S'il en est ainsi, montrer que H 
est un sous- groupe intégral de G si et seulement si log(H) est une R-sous-algèbre de Lie de g. 

Pour plus de détails, cf. J. TITS, Sur une classe de groupes de Lie résolubles, Bull. Soc. Math. Belg., 
t. XI (1959), p. 100-115 et t. XIV (1962), p. 196-209. 
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b)  Soit V une Q-sous-algèbre de Lie de g de dimension finie m, soit (el, . . . , e,) une base de 
V sur Q, et soit A le sous-groupe de V engendré par el, . . . , e,. En utilisant le fait que la loi 
de Hausdorff est polynomiale, montrer qu'il existe un entier d > 1 tel que, pour tout entier r 
non nul multiple de d, exp(rA) soit un sous-groupe de G. Soient d un tel entier et r un 
multiple de d. Montrer que exp(rA) est discret si et seulement si (el, . . ., e,) est une famille 
libre sur R, i.e. si l'application canonique de V @a R dans g est injective. Supposons que ce 
soit le cas; montrer que G/exp(rA) est compact si et seulement si V gQ R +- g est bijective, 
i.e. si V est une Q-forme de g. (Pour montrer que la condition est suffisante, raisonner par 
récurrence sur la classe de nilpotence de g.) 
c )  Inversement, soit l? un sous-groupe discret de G, soit ï? son saturé dans G (II, loc. cit.) et 
soit g, = log(f) = Q.log(ï)  la Q-sous-algèbre de Lie correspondante. On suppose que 
R .  g = g, i.e. que ï n'est contenu dans aucun sous-groupe intégral distinct de G. Soit z 
un élément f 1 du centre de l?, et soit x = log(z). Montrer que x appartient au centre de g. 
Si X = exp(Rx), montrer que X / ( ï  n X) est compact, et que l'image de ï dans G/X est 
discrète. En déduire, en raisonnant par récurrence sur dim G, que G / ï  est compact, et que g, 
est une Q-forme de g. Si A est un réseau de gr, montrer qu'il existe un entier d # O tel que l7 
contienne exp(dA) et que l'indice de exp(dA) dans I' est alors fini. 

Soit H un sous-groupe intégral de G, d'algèbre de Lie b. Montrer que H/(H n I') est 
compact si et seulement si t) est rationnelle par rapport à la Q-structure g, (en particulier si 
t) est l'un des termes de la suite centrale descendante - ou ascendante - de g). 
d) Soit ï un sous-groupe discret de G, soit H le plus petit sous-groupe intégral de G contenant 
l?, et soit b son algèbre de Lie. Montrer que H / ï  est compact, et que g @a R-> g est 
injectif et a pour image 9. (Appliquer c) au groupe nilpotent H.) 
e) Soit l? un sous-groupe discret G. Montrer qu'il existe une base (xl, . . ., x,) de L(G) 
possédant les propriétés suivantes: 

(i) pour tout i E (1, q), RxI + . . . + Rxq est un idéal nt de R X , - ~  + . . . + Rx,; 
(ii) il existe p E (1, q) tel que ï soit l'ensemble des produits 

exp (mpxp) exp (mp + lx, + 1) . . . exp (m,~,) 
pour m,, . . . , m, dans Z; 

(iii) si G / ï  est compact, lnl, n2, . . ., n,) contient la suite centrale descendante de g. 
(En utilisant d) et la prop. 16, se ramener au cas où G/I' est compact. Raisonner ensuite par 
récurrence sur dim G, en utilisant c) .) 

30) Donner un exemple d'algèbre de Lie nilpotente réelle de dimension 7 ne possédant 
aucune base par rapport à laquelle les constantes de structure soient rationnelles (cf. chap. 1, 
3 4, exerc. 18). En déduire que le groupe de type (N) (exerc. 29) correspondant ne possède 
aucun sous-groupe discret à quotient compact. (Utiliser I'exerc. 29.) 

31) Soient G et G' deux groupes de Lie de type (N) (exerc. 29) et soit ï un sous-groupe 
discret de G tel que G/l? soit compact. Montrer que tout homomorphisme f: I' -t G' se 
prolonge de manière unique en un morphisme de groupes de Lie de G dans G' (commencer 
par prolonger f au saturé r de ï et en déduire un homomorphisme de la Q-algèbre de Lie 
log(r) dans l'algèbre de Lie de G', cf. exerc. 29). 

32) Soit G un groupe de Lie de type (N) (exerc. 29) et soit ï un sous-groupe discret de G. 
Démontrer l'équivalence des conditions suivantes: 
a) G / ï  est compact; 
b) la mesure de G/l? est finie (relativement à une mesure positive G-invariante non nulle) ; 
c) tout sous-groupe intégral de G contenant I' est égal à G. 
(Utiliser l'exerc. 29.) 

733) Soit ï un groupe. Prouver l'équivalence des conditions suivantes: 
a) ï est nilpotent, sans torsion, et de type fini; 
b) il existe un groupe de Lie de type (N) (exerc. 29), contenant I' comme sous-groupe discret; 
c) il existe un groupe de Lie G de type (N) (exerc. 29), contenant l? comme sous-groupe 
discret, et tel que G / ï  soit compact. 
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(L'équivalence de b)  et c )  résulte de I'exerc. 29. L'implication c) * a) se démontre par 
récurrence sur dim(G), par la méthode de l'exerc. 29 c). Pour prouver que a) * c), montrer 
d'abord que la Q-algèbre de Lie attachée au saturé de ï (cf. chap. II, 5 6, exerc. 4) est de 
dimension finie; prendre ensuite le produit tensoriel de cette algèbre avec R et le groupe de 
type (N) correspondant.) 

34) Soient G un groupe de Lie réel ou complexe connexe de dimension finie, p une repré- 
sentation linéaire analytique de G dans un espace vectoriel complexe V de dimension finie. 
On suppose p semi-simple. Le groupe G opère par automorphismes dans l'algèbre S(V*) 
des fonctions polynômes sur V. 
a)  Soit S(V*), l'ensemble des éléments G-invariants de S(V*). 11 existe un projecteur fi de 
S(V*) sur S(V*), qui commute aux opérations de G et qui laisse stable tout sous-espace 
vectoriel G-stable de S(V*). 
b) Soient 1, J des idéaux de S(V*) stables par G. Soit A (resp. B) l'ensemble des zéros de I 
(resp. J) dans V. On suppose que A n B = B. Il existe alors u E 1 tel que u soit G-invariant 
et que u = 1 dans B. (D'après AC, 5 3, no 3, prop. 2, il existe v G 1, w E J tels que v + w = 1. 
Soit u = pu. Montrer que u possède les propriétés requises.) 

35) Soit G un sous-groupe compact de GL(n, R). 
a) Soient A, B des parties G-invariantes compactes disjointes de Rn. Il  existe une fonction 
polynomiale u, G-invariantedans Rn, telle que u = 1dans A et u = O  dans B. (Il existe une fonction 
continue réelle v dans Rn telle que v = l dans A, v = O  dans B. D'après le théorème de Stone- 
Weierstrass, il existe une fonction polynomiale w dans Rn telle que I V  - wl < & dans A v B. 
En déduire u par un procédé d'intégration par rapport à la mesure de Haar normalisée de G.) 
b )  Soit x E Rn. Alors Gx est l'ensemble des zéros dans R n  d'un nombre fini de polynômes 
G-invariants. (Utiliser a) et le cor. 2 du th. 1, no 8.) 

36) Dans SL(2, R), les éléments qui peuvent se mettre sous la forme (a, b), pour a, b dans 
SL(2, R), sont les éléments distincts de - 1. 

737) Soient G un groupe de Lie réel compact, G' un groupe de Lie réel connexe de dimen- 
sion finie. On suppose que L(G) est simple. Soit p: G + G' un homomorphisme de groupes 
abstraits. On suppose qu'il existe un voisinage V de e ,  dans G tel que p(V) soit relativement 
compact. Alors p est continu. (Soit V' un voisinage de e,. dans G'. Soit V" c V' un voisinage 
de t ? ~ ?  tel que 

où n = dim G. On peut supposer p non triviale. Alors Ker p est fini d'après I'exerc. 25. Par 
suite, p(G) est non dénombrable, donc non discret. On peut donc trouver g G G de centra- 
lisateur non ouvert tel que p(g) E V". Utilisant l'exerc. 9 du § 4 et ses notations, on a 
p(M(g, n, V)) c V', et M(g, n, V) est un voisinage de e, dans G.) 

38) Soient G un groupe de Lie réel de dimension finie, Go sa composante neutre. On 
considère la propriété suivante: 
(F) Ad(G) est fermé dans Aut L(G). 
Montrer que G possède la propriété (F) dans chacun des cas suivants: 

(i) G est connexe nilpotent; 
(ii) toute dérivation de L(G) est intérieure; 

(iii) Go possède la propriété (F), et G/Go est fini; 
(iv) G est un groupe trigonal supérieur; 
(v) Go est semi-simple. 

39) Soient G un groupe de Lie réel connexe de dimension finie, H un sous-groupe intégral 
de G, H son adhérence dans G. On suppose que H possède la propriété (F) (exerc. 38). 
a) Soit x E H. Alors Ad,(,,x laisse L(H) stable (no 2, prop. 5) ; soit u(x) sa restriction à L(H). 
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Alors u(R) = AdLo,(H). (Observer que Ad,,,,(H) est dense dans u(H[) ,  et appliquer la 
propriété (F).) 
b) Soit C le centre de ff. On a W = C .H, et C est l'adhérence du centre de H. (Vu a ) ,  si 
x E H, il existe y E H tel que AdLm)x = AdL1H)+ Alors Ad(x-ly) est l'identité dans L(H), donc 
x-ly E ZE(H) et x E Zg(H) .H. Par continuité, Zg(H) est égal à C. Le groupe C est fermé dans 
H, donc dans G; par suite, C n H c C. Soit X E  C. Il existe une suite (x,) dans H telle que x, 
tende vers x. Alors AdL(,) x, tend vers 1, donc il existe une suite (y,) dans H telle que y, tende 
vers s et Ad,,, y, = AdLcH) x,. On a y; lx, E C n H, et y,'x, tend vers x.) 
c )  On a H = H si et seulement si le centre de H est fermé dans G. (Utiliser b).) 

40) Soient H un groupe de Lie réel de dimension finie, Ho sa composante neutre. 
a) On  suppose que Ho vérifie la condition (F) de l'exerc. 38, que H/Ho est fini, et que le 
centre de Ho est compact. Soient G un groupe de Lie réel de dimension finie, et) H -+ G un 
homomorphisme continu de noyau discret. Alors f (H) est fermé dans G. (On se ramène au 
cas où H est connexe. Comme le noyau de f est discret, le centre de f (H) est l'image par f du 
centre de H (lemme 1) donc est fermé dans G. Appliquer l'exerc. 39 c).) 
b) On siippose que Ho est semi-simple et que H/Ho est fini. Alors l'image de H par une 
représentation linéaire continue de dimension finie est fermée dans le groupe linéaire. 
(Appliquer a) et l'exerc. 7 b).) 

41) Soient G un groupe de Lie réel connexe de dimension finie, p :  G -+ GL(n, C) un 
homomorphisme continu de noyau fini. Alors p((G, G)) est fermé dans GL(n, C). (En 
utilisant les exerc. 7 b) et 40 a), on se ramène au cas où G est produit semi-direct d'un groupe 
semi-simple S et de son radical R. Tout élément de p((G, R)) est unipotent, donc p((G, R)) 
est fermé. Le sous-espace vectoriel VI des points fixes de p((G, R)) est #{O). Il  est stable par 
p(G). En considérant Cn/V1, en raisonnant par récurrence sur n, et en utilisant la réductibi- 
lité complète de p(S), on voit qu'on peut écrire Cn = V1 @ . - .  @ V, où chaque Vt est 
stable par Q(S) et où p((G, R)) (Vt) c Vl @ . . - @ Vt-l pour tout i. D'autre part, p(S) est 
fermé (exerc. 40 b)). Enfin, p((G, G)) = p(S) . p((G, R)).) 

42) Soit G un groupe de Lie réel connexe de dimension finie. On suppose que G admet une 
représentation linéaire continue injective p: G + GL(n, C). Alors G admet une représenta- 
tion linéaire O :  G -+ GL(n', C) qui est un homéomorphisme de G sur un sous-groupe fermé 
de GL(n', C). (D'après l'exerc. 41, p((G, G)) est fermé dans GL(n, C), donc (G, G) est 
fermé dans G. Soient p :  G + (G, G) le morphisme canonique, et T une représentation 
linéaire injective d'image fermée de G/(G, G) qui est connexe commutatif. Prendre 

= p O (TOP).) 

1) Soit G un groupe de Lie réel connexe de dimension finie. Montrer que l'application 
canonique de Aut(G) dans Aut(L(G)) n'est pas surjective en général (prendre G = T). 

2) On suppose K = Q,; Soit G un groupe de Lie de dimension finie. Montrer que les con- 
ditions suivantes sont équivalentes: 
a)  il existe xl, x2, . . . , xn dans G tels que le sous-groupe de G engendré par {x,, . . . , x,) soit 
dense dans G; 
b) G est engendré par une partie compacte. 

(Pour prouver que b) implique a), observer que, si (el,. . ., en) est une base de L(G), 
(exp Zpel) (exp Z,e,) . . . (exp Zpen) est un voisinage de e.) 

3) Soit G l'ensemble des (x, y) E Q, x Q, tels que ]y/ < 1. C'est un sous-groupe ouvert de 
Q, x Q,. On a L(G) = Q, x Q,. Soit G( l'automorphisme infinitésimal (x, y) ++ (O, x). 
Alors la conclusion de la prop. 3 est en défaut. 
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4) Soit K une extension quadratique de Q, et soit o E K - Q,. Soit G = Q, + Z,o, 
considéré comme groupe de Lie sur K. Les seuls automorphismes de G sont les (x,  y) t+ (Ax,  y) 
avec A inversible dans Z,. L'ensemble de ces automorphismes ne peut être muni d'une 
structure de groupe de Lie sur K possédant les propriétés du th. 1. 



NOTE HISTORIQUE 

Chapitres 1 à I I I  

1. Genèse 

La théorie, appelée depuis près d'un siècle <( théorie des groupes de Lie D, a été 
édifiée essentiellement par un mathématicien: Sophus Lie. 

Avant d'en aborder l'histoire, nous résumerons brièvement diverses recherches 
antérieures qui en préparèrent le développement. 

a) Groupes de transformations (Klein-Lie, 1869-1872) 

Vers 1860, la théorie des groupes de permutations d'un ensemblejni se déve- 
loppe et commence à être utilisée (Serret, Kronecker, Mathieu, Jordan). D'autre 
part, la théorie des invariants, alors en plein essor, familiarise les mathématiciens 
avec certains ensembles infinis de transformations géométriques stables par com- 
position (notamment les transformations linéaires ou projectives). Mais, avant le 
travail de 1868 de Jordan (VII) sur les <( groupes de mouvements o (sous-groupes 
fermés du groupe des déplacements de l'espace euclidien à 3 dimensions), il ne 
semble pas que l'on ait établi de lien conscient entre ces deux courants d'idées. 

En 1869, le jeune Félix Klein (1849-1925), élève de Plücker, se lie d'amitié à 
Berlin avec le norvégien Sophus Lie (1842-1899), de quelques années plus âgé, 
dont le rapproche leur intérêt commun pour la ((géométrie des droites )) de 
Plücker et notamment la théorie des complexes de droites. C'est vers cette période 
que Lie conçoit l'une de ses idées les plus originales, l'introduction de la notion 
d'invariant en Analyse et en géométrie différentielle; l'une des sources en est 
son observation que les méthodes classiques d'intégration (( par quadratures )) des 
équations différentielles reposent toutes sur le fait que l'équation est invariante 
par une famille (( continue )) de transformations. C'est de 1869 que date le premier 
travail (rédigé par Klein) où Lie utilise cette idée; il y étudie le <( complexe de 
Reye o (ensemble des droites coupant les faces d'un tétraèdre en 4 points ayant un 
birapport donné) et les courbes et surfaces admettant pour tangentes des droites 
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de ce complexe (III a)): sa méthode repose sur l'invariance du complexe de 
Reye par le groupe commutatif à 3 paramètres (tore maximal de PGL(4, C)) 
laissant invariants les sommets du tétraèdre. Cette même idée domine le travail 
écrit en commun par Klein et Lie alors qu'ils se trouvent à Paris au printemps 
1870 (1 a)) ; ils y déterminent essentiellement les sous-groupes connexes commuta- 
tifs du groupe projectif du plan PGL(3, C), et étudient les propriétés géométriques 
de leurs orbites (sous le nom de courbes ou surfaces V) ; cela leur donne, par un 
procédé uniforme, des propriétés de courbes variées, algébriques ou transcen- 
dantes, telles que y = cxm ou les spirales logarithmiques. Leurs témoignages 
s'accordent à souligner l'impression profonde qu'ont produite sur eux les théories 
de Galois et de Jordan (le commentaire de Jordan sur Galois avait paru aux 
Math. Annalen en 1869; du reste, Lie avait entendu parler de la théorie de Galois 
dès 1863). Klein, qui en 1871 commence à s'intéresser aux géométries non- 
euclidiennes, y voit le début de sa recherche d'un principe de classification de 
toutes les géométries connues, recherche qui devait le conduire en 1872 au 
(( programme d'Erlangen )>. De son côté, Lie, dans une lettre de 1873 à A. Mayer 
(III, vol. V, p. 584), date de son séjour à Paris l'origine de ses idées sur les groupes 
de transformations, et dans un travail de 1871 (III b)), il utilise déjà le terme de 
(( groupe de transformations )) et pose explicitement le problème de la détermina- 
tion de tous les sous-groupes ((( continus ou discontinus )>) de GL(n, C). A vrai dire, 
Klein et Lie ont dû l'un et l'autre éprouver quelque difficulté à s'insérer dans ce 
nouvel univers mathématique, et Klein parle du (( Traité o de Jordan, nouvelle- 
ment paru, comme d'un <( livre scellé de sept sceaux )> (II, p. 51) ; il écrit par ailleurs à 
propos de (1 a) et b ) )  : ((C'est à Lie qu'appartient tout ce qui se rapporte à l'idée heuristique 
d'un groupe continu d'opérateurs, en particulier tout ce qui touche à l'intégration des équations 
dzyérentielles ou aux dérivées partielles. Toutes les notions qu51 développa plus tard dans sa 
théorie des groupes continus se trouvaient déjà en germe chez lui, mais toutefois si peu 
élaborées, que j e  dus le convaincre de maints détails, par exemple au début I'existence même 
des courbes V, au cours de longs entretiens s (II, p. 415). 

b) Transformations infinitésimales 

La conception d'une transformation infiniment petite remonte au moins aux 
débuts du Calcul infinitésimal; on sait que Descartes découvre le centre instan- 
tané de rotation en admettant que u dans l'infiniment petit )) tout mouvement plan 
peut être assimilé à une rotation; l'élaboration de la Mécanique analytique, au 
XVIIIe siècle, est tout entière fondée sur des idées semblables. En 1851, Sylvester, 
cherchant à former des invariants du groupe linéaire GL(3, C) ou de certains de 
ses sous-groupes, donne aux paramètres zj  figurant dans ces matrices des accroisse- 
ments <( infiniment petits )) de la forme a, dt, et exprime qu'une fonction f ( (z j ) )  
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est invariante en écrivant l'équation f ((zj + aj dt)) = f ((zj)) ; ceci lui donne 
pour f l'équation linéaire aux dérivées partielles Xf = O, où 

X étant donc un opérateur dz$Zrentiel, ((dérivée dans la direction de paramètres 
directeurs q D (V, vol. 3, p. 326 et 327) ; Sylvester semble sentir qu'il y a là un 
principe général d'une assez grande portée, mais ne paraît pas être revenu sur la 
question. Un peu plus tard, Cayley (VI, t. II, p. 164-178) procède de même pour 
les invariants de SL(2, C) dans certaines représentations de ce groupe et montre 
que ce sont les solutions de deux équations aux dérivées partielles du premier 
ordre Xf = O, Yf = O, où X et Y sont obtenus comme ci-dessus à partir des trans- 
formations a infiniment petites 

En termes modernes, cela s'explique par le fait que X et Y engendrent 
l'algèbre de Lie d(2, C); d'ailleurs Cayley calcule explicitement le crochet 
XY - YX et montre qu'il provient lui aussi d'une transformation ((infiniment 
petite o. 

Dans son mémoire de 1868 sur les groupes de mouvements (VII), Jordan 
utilise d'un bout à l'autre le concept de (( transformation infiniment petite )>, mais 
exclusivement d'un point de vue géométrique. C'est sans doute chez lui qu'appa- 
raît l'idée d'un groupe à un paramètre u engendré a par une transformation 
infiniment petite: pour Jordan, c'est l'ensemble des transformations obtenues en 
cc répétant convenablement >> la transformation infiniment petite (106. cit., p. 243). 
Klein et Lie, dans leur mémoire de 1871, utilisent la même expression u transfor- 
mation infinimentpetite répétée )> (1 b ) ) ,  mais le contexte montre qu'ils entendent par 
là une intégration d'un système différentiel. Si le groupe à un paramètre qu'ils 
considèrent est formé des transformations x' = f (x,y, t), y' = g(x, y, t), la 
<( transformation infiniment petite )> correspondante est donnée par 

?f ag 
où P(x, Y) = (x, Y, to), q(x, y) = (x, y, t,), et to correspond à la transfor- 

mation identique du groupe. Comme Klein et Lie connaissent explicitement les 
fonctions f et g, ils n'ont pas de peine à vérifier que les fonctions 

t-f @,Y, t) et t-g(x,y, t) 

donnent sous forme paramétrique la courbe intégrale de l'équation différentielle 

d dE = P(E, ui) 4 
passant par le point (x, y), mais n'en donnent aucune raison générale; ils n'uti- 
lisent d'ailleurs plus ce fait dans la suite de leur mémoire. 
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c) Transformations de contact 

Dans les deux années suivantes, Lie paraît abandonner la théorie des groupes de 
transformations (bien qu'il reste en contact très suivi avec Klein, qui publie en 
1872 son <( Programme r>) pour étudier les transformations de contact, l'intégra- 
tion des équations aux dérivées partielles du premier ordre et les relations entre 
ces deux théories. Nous n'avons pas à faire l'historique de ces questions ici, et 
nous nous bornerons à mentionner quelques points qui paraissent avoir joué un 
rôle important dans la genèse de la théorie des groupes de transformations. 

La notion de transformation de contact généralise à la fois les transformations 
ponctuelles et lcs transformations par polaires réciproques. Grosso modo, une 
transformation de contact1 dans Cn est un isomorphisme d'un ouvert Cl de la 
variété T'(Cn) des vecteurs cotangents à Cn sur un autre ouvert Cl' de T'(Cn) 
transformant la 1-forme canonique de Cl en celle de Cl'. En d'autres termes, si 
(xl, . . . , x,, pl, . . . , pn) désignent les coordonnées canoniques de T'(en), une 
transformation de contact est un isomorphisme (xi, p,) » (Xi, Pi) satisfaisant à la 

relation ). Pi dXi = $ Pi dxi. De telles transformations interviennent dans 
i = 1 z = 1  

l'étude de l'intégration des équations aux dérivées partielles de la forme 

Lie se familiarise au cours de ses recherches sur ces questions avec le maniement 
des parenthèses de Poisson 

ct des crochets2 [X, Y] = XY - YX d'opérateurs différentiels du type (1); il 
interprète la parenthèse de Poisson (3) comme l'effet surf d'une transformation 
de type (1) associée à g, et observe à cette occasion que l'identité de Jacobi pour 
les parenthèses de Poisson signifie que lc crochet des opérateurs diEérentiels 
correspondant à g et h est associé à la parenthèse (g, h).  La recherche de fonctions 
g tellcs que (F, g) = 0, qui intervient dans la méthode de Jacobi pour intégrer 

11 s'agit ici de transformations de contact (( homogènes 1). Antérieurement, la considération d'tqua- 
tions du type (2), mais où z intervient dans F, avait amené Lic à considérer des transformations de 
contact à 2n + 1 variables z, x l ,  . . ., x,, pl, . . ., p,, où il s'agit de trouver Zn + 2 fonctions Z, Pi, Xi 

(1 < i < n) et p (cette dernière # O  en tout point) telles que dZ - P, d X ,  = p(dz - p, dxi). 
Ce cas en apparence plus général se ramène d'ailleurs aisément au cas e homoghe s (IV, t. 2, p. 
135-146). 

Ceux-ci intervenaient déjA dans la théorie de Jacobi-Clebsch des (1 systèmes complets >> d'i-quations 
aux dérivées partielles du premier ordre X j  f = O (1 < j < r), notion équivalente à celle de (1 système 
complètement intégrable r de Frobenius: le théorème fondamental (équivalcnt au << théorème de 
Frobenius >)) qui caractérise ces systèmes est que les crochets [X,, X,] doivent être des combinaisons 
linéaire3 (à coefficients variables) des X,. 
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l'équation aux dérivées partielles (2), devient pour Lie celle d'une transformation 
infinitésimale de contact laissant invariante l'équation donnée. Enfin, Lie est 
amené à étudier des ensembles de fonctions (uj), .,,, des xi et des pi tels que les 
parenthèses (u,, uk) soient fonctions des u,, et nomme <( groupes )) ces ensembles 
(déjà considérés en substance par Jacobi). 

II. Groupes continus et transformations inîhitésimales 

Brusquement, à l'automne 1873, Lie reprend l'étude des groupes de transfor- 
mations et obtient des résultats décisifs. Pour autant qu'on puisse suivre le chemine- 
ment de sa pensée dans quelques lettres à A. Mayer des années 1873-1874 
(III, t. 5, p. 584-608), il part d'un (( groupe continu o de transformations sur n 
variables 

(4) 4=ft(x1, . . . ,xn,a1 ,..., a,) ( l < i < n )  

dépendant effectivement1 de r paramètres a,, . . . , a,; il observe que, si la trans- 
formation (4) est l'identité pour les valeurs a:, . . ., a: des paramètresY2 alors les 
développements de Taylor des xi, limités au premier ordre: 

donnent une transformation infiniment petite (< générique t) dépendant linéaire- 
ment des r paramètres zj 

Procédant comme dans son mémoire avec Klein, Lie intègre le système différen- 
tiel 

ce qui lui donne, pour tout point (z,, . . . , z,), un groupe à un paramètre 

Lie entend par là que les5 ne peuvent s'exprimer à l'aide de moins de r fonctions des a,, ou encore 
que la matrice jacobienne (ah/&,) est de rang r « en général a. 

Dans ses premières notes, Lie pense pouvoir démontrer a priori l'existence de l'identité et de l'in- 
verse dans tout ensemble de transformations (4) stable par composition; il reconnaît plus tard que 
sa démonstration était incorrecte, et Engel lui fournit un contre-exemple reproduit dans (IV, vol. 1, 
5 44). Toutefois, Lie montre comment on ramène les systèmes (1 continus r (4) stables par composition 
aux groupuscules de transformations: un tel système est de la forme G 0 h, où G est un groupuscule 
de transformations et h une transformation du système (IV, vol. 1, th. 26, p. 163 et vol. 3, th. 46, 
p. 572) 
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tel que g,(x,, . . . , x,, z,, . . . , z,, 0) = xi pour tout i. Il montre de façon ingé- 
nieuse, en utilisant le fait que les transformations (4) forment un ensemble stable par 
composition, que le groupe àun paramètre (8) est un sous-groupe du groupe donné 
(III d)). L'idée nouvelle, clé de toute la théorie, est de pousser jusqu'au second 
ordre les développements de Taylor des fonctions (4). La marche de son raisonne- 
ment est assezconfuse et heuristique ((III d)) et (III, vol. 5, p. 600-601)) ; on peut 
la présenter de la façon suivante. Pour les zi assez petits, on peut faire t = 1 dans 
(8), et on obtient ainsi de nouveaux paramètres z,, . . . , z, pour les transforma- 
tions du groupe (c'est en fait la première apparition des (( paramètres cano- 
niques )>). On a par définition, vu (7) 

d'où 

ce qui donne 

d'où, pour t = 1, les développements de Taylor par rapport aux paramètres zj 

(1 < i < n). 

Ecrivons en abrégé ces relations x' = G(x, z) entre vecteurs 

la propriété fondamentale de stabilité de l'ensemble de ces transformations par 
composition s'écrit 

( 10) G(G(x, 4 ,v)  = '3% w u ,  4) 
où H = (Hl, . . . , H,) est indépendant de x; il est immédiat que H(u, O) = u, 
H(0, v )  = v, d'où les développements 

(11) Hi(u, U) = ui + vi + h.k 2 cikhuhs + . . ., 
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les termes non écrits étant non linéaires en u ou en u. Transformant (10) à l'aide 
de (9) et (1 l) ,  puis comparant les termes en u,uk des deux membres, Lie obtient 
les relations 

Sa pratique de la théorie des équations aux dérivées partielles l'amène à écrirc ces 
conditions sous une forme plus simple: suivant le modèle de ( l ) ,  il associe à 
chacune des r transformations infiniment petites obtenues en faisant zk = 1, 
z, = O pour h # k dans (6), l'opérateur différentiel 

et récrit les conditions (12) sous la forme 

pierre angulaire de sa théorie. Jusque là, il avait utilisé indifféremment les ter- 
mes (( transformation infiniment petite )> et (( transformation infinitésimale )) 
(e.g. ( I II  c))) ; la simplicité des relations (14) le conduit à appeler l'opérateur (13) 
le <c symbole s de la transformation infinitésimale dx, = Xki dt (1 < i < n) 
(III  e)) et très rapidement, c'est l'opérateur (13) lui-même qu'il appellera 
<( transformation inJinitésimale )) ((III  e)) et (III, vol. 5, p. 589)). 

I l  devient alors conscient des liens étroits qui unissent la théorie des (( groupes 
continus )> à ses recherches antérieures sur les transformations de contact et les 
équations aux dérivées partielles. Ce rapprochement le remplit d'enthousiasme : 
(( Mes anciens travaux étaient pour aini dire tout prêts d'avance pour fonder la nouvelle 
théorie des groupes de transfoormations D écrit-il à Mayer en 1874 (III, t. 5, p. 586). 

Dans les années suivantes, Lie poursuit l'étude des groupes de transformations. 
Outre les théorèmes généraux résumés ci-après (§III),  il obtient un certain 
nombre de résultats plus particuliers : détermination des groupes de transformations 
de la droite et du plan, des sous-groupes de petite codimension des groupes pro- 
jectifs, des groupes à au plus 6 paramètres, etc. Il n'abandonne pas pour autant 
les équations différentielles. En fait, il semble même que, pour lui, la théorie des 
groupes de transformations devait être un instrument pour intégrer les équations 
différentielles, où le groupe de transformations jouerait un rôle analogue à celui 
du groupe de Galois d'une équation a1gébrique.l Notons que ces recherches 
l'amènent également à introduire certains ensembles de transformations à une 

1 Ces recherches n'ont eu que peu d'influence sur la théorie générale des équations différentielles, le 
groupe d'automorphismes d'une telle équation étant le plus souvent trivial. En revanche, pour 
certains types d'équations (par exemple linéaires), des résultats intéressants ont été obtenus ulté- 
rieurement par Picard, Vcssiot, puis, plus récemment, Ritt et Kolchin. 
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infinité de paramètres, qu'il appelle <( groupes infinis et continus ~ l ;  il réserve le 
nom de <( groupes finis et continus aux groupes de transformation à un nombre 
fini de paramètres du type (4) ci-dessus. 

III. Le (( dictiomaire o groupes de Lie-algèbres de Lie 

La théorie des groupes u finis et continus >>, développée par Lie dans de nombreux 
mémoires à partir de 1874, est exposée systématiquement dans l'imposant traité 
<< Theorie der Transformationsgruppen )) ((IV), 188&1893), écrit en collabora- 
tion avec F. Enge12; elle y fait l'objet du premier volume et des cinq derniers 
chapitres du troisième, le second étant consacré aux transformations de contact. 

Comme l'indique le titre, il n'est jamais question dans cet ouvrage que de 
groupes de transformations, au sens des équations (4), où l'espace des (( variables )) 
xi et l'espace des ((paramètres )) aj jouent des rôles initialement aussi importants. 
D'ailleurs le concept de groupe ((abstrait n'est pas clairement dégagé à cette 
époque; quand en 1883 (III g)) Lie remarque qu'avec les notations de (IO), 
l'équation w = H(u, v )  qui donne les paramètres de la composée de deux trans- 
formations du groupe définit un nouveau groupe, c'est comme groupe de trans- 
formations sur l'espace des paramètres qu'il le considère, obtenant ainsi ce qu'il 
appelle le groupe de paramètres )> (il en obtient même deux, qui ne sont autres 
que le groupe des translations à gauche et le groupe des translations à droite3). 

Les variables xi et les paramètres aj dans les équations (4) sont en principe 
supposés complexes (sauf dans les chapitres XIX-XXIV du tome 3), et les fonc- 
tionsA analytiques; Lie et Engel sont bien entendu conscients du fait que ces 
fonctions ne sont pas en général définies pour toutes les valeurs complexes des 
x, et des aj et que, par suite, la composition de telles transformations soulève de 
sérieuses difficultés (IV, t. 1, p. 15-17, p. 33-40 et passim); et bien que, par la 
suite, ils s'expriment presque toujours comme si la composition des transfor- 
mations qu'ils étudient était possible sans restriction, ce n'est sans doute que 
pour la commodité des énoncés, et ils rétablissent explicitement le point de vue 

local r) chaque fois que c'est nécessaire (cf. loc. cit., p. 168 ou 189 par exemple ou 
ibid., t. 3, p. 2, note de bas de page) ; en d'autres termes, l'objet mathématique 

On les appelle aujourd'hui (1 pseudo-groupes de Lie s; on aura soin de ne pas les confondre avec les 
groupes de Lie (< banachiques >> définis dans ce volume. 

De 1886 à 1898, Lie occupa à Leipzig la chaire laissée vacante par Klein et eut Engel pour assistant; 
cette circonstance favorisa l'éclosion d'une active école mathématique ainsi que la diffusion des idées 
de Lie, assez peu connues jusque là (en raison, notamment, du fait que ses premiers mémoires étaient 
le plus souvent écrits en norvégien, et publiés dans les Comptes Rendus de l'Académie de Christiania, 
peu répandus ailleurs). C'est ainsi qu'à une époque où il n'était guère d'usage pour les jeunes mathé- 
maticiens français d'aller s'instruire en Allemagne, E. Vessiot et A. Tresse passèrent une année 
d'études à Leipzig, avec Sophus Lie. 

La notion analogue pour les groupes de permutations avait été introduite et étudiée par Jordan 
dans son @ Traité o. 
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qu'ils étudient est voisin de ce que nous appelons dans ce traité un morceau de loi 
d'opération. Ils ne se font pas faute, à l'occasion, de considérer des groupes 
globaux, par exemple les 4 séries de groupes classiques (IV, t. 3, p. 682), mais ne 
paraissent pas s'être posé la question de ce que peut être en général un u groupe 
global >>; il leur suffit de pouvoir obtenir, pour les ((paramètres )> des groupes 
classiques (les u variables )) de ces groupes n'introduisent aucune difficulté, 
puisqu'il s'agit de transformations linéaires de Cn), des systèmes de paramètres 
u locaux >> au voisinage de la transformation identique, sans qu'ils s'inquiètent 
du domaine de validité des formules qu'ils écrivent. Ils se posent toutefois un 
problème qui sort nettement de la théorie locale l : l'étude des groupes (( mixtes o, 
c'est-à-dire des groupes ayant un nombre fini de composantes connexes, tel le 
groupe orthogonal (IV, t. 1, p. 7). Ils présentent cette étude comme celle d'un 
ensemble de transformations stable par composition et passage à l'inverse qui est 
réunion d'ensembles H j  dont chacun est décrit par des systèmes de fonctions 
(fy') comme dans (4) ; le nombre de paramètres (essentiels) de chaque Hj  est 
même apfiori supposé dépendre dej, mais ils montrent qu'en fait ce nombre est le 
même pour tous les Hj. Leur résultat principal est alors l'existence d'un groupe 
fini et continu G tel que H j  = G o hj pour un hi E H j  et pour tout j; ils établissent 
aussi que G est distingué dans le groupe mixte et remarquent que la détermina- 
tion des invariants de ce dernier se ramène à celle des invariants de G et d'un 
groupe discontinu (IV, t. 1, chap. 18). 

La théorie générale développée dans (IV) aboutit (sans que cela soit dit de 
façon très systématique par les auteurs) à forger un (( dictionnaire )> faisant passer 
des propriétés des groupes u finis et continus )) à celles de l'ensemble de leurs 
transformations infinitésimales. 11 est basé sur les ((trois théorèmes de Lie )>, 
dont chacun est formé d'une assertion et de sa réciproque. 

Le premier théorème (IV, t. 1, p. 33 et 72 et t. 3, p. 563) affirme en premier lieu 
que si dans (4) les paramètres sont effectifs, les fonctionsf, vérifient un système 
d'équations aux dérivées partielles de la forme 

où la matrice (Skt) est de rang maximum et det(+,,) # 0; réciproquement, si 
les fonctionsf, ont cette propriété, les formules (4) définissent un groupuscule de 
transformations. 

Le deuxième théorème (IV, t. 1, p. 149 et 158, et t. 3, p. 590) donne des relations 

l Rappelons (Note historique d'Alg., chap. VIII, p. 170) qu'à la suite d'une Note de H. Poincaré 
(XIV, t. V, p. 77-79) divers auteurs ont étudié le groupe des éléments inversibles d'une algèbre 
associative de dimension finie. Il est intéressant de noter à ce propos que E. Study, dans ses travaux 
sur ce sujet, introduit un symbolisme qui revient en substance à envisager le groupe abstrait défini 
par le groupe des paramètres. 
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entre les tki d'une part, les +,j de l'autre: Ies conditions sur les Ski s'écrivent sous la 
forme 

où les CE. sont des constantes (1 < i,j, k Q r) antisymétriques en i, j. Les con- 
ditions sur les cjli, sous la forme donnée par Maurer (X), sont: 

En introduisant la matrice (aii) contragrédiente de (Sij) et les transformations 
infinitésimales 

on peut écrire (16) et (17) respectivement: 

r 

[Ai, Ail = C c;Ak 
k = l  

Réciproquement, si l'on se donne r transformations infinitésimales X, 
(1 < k Q r) linéairement indépendantes et vérifiant les conditions (19), les sous- 
groupes à un paramètre engendrés par ces transformations engendrent un 
groupe de transformations à r paramètres essentiels. 

Enfin, le troisième théorème (IV, t. 1, p. 170 et 297 et t. 3, p. 597) ramène la 
détermination des systèmes de transformations infinitésimales (Xk) , , , ,, 
vérifiant (19) à un problème purement algébrique: on doit avoir 

Réciproq~ement,~ si (21) et (22) sont vérifiées, il existe un système de transfor- 
mations infinitésimales satisfaisant aux relations (19), d'où un groupe de trans- 
formations à r paramètres (en d'autres termes, les combinaisons linéaires à 

1 Cette réciproque n'a pas été obtenue sans peine. La première démonstration qu'en donne Lie 
(III e)) consiste A passer au groupe adjoint et n'est en fait valable que si le centre de l'algèbre de Lie 
donnée est réduit à O. 11 en donne ensuite deux démonstrations générales (IV, vol. 2, chap. XVII 
et vol. 3, p. 599404); il est assez significatif que la première soit basée sur les transformations de 
contact et que Lie la trouve plus naturelle que la deuxième. 
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coefficients constants des X, forment une algèbre de Lie, et inversement toute 
algèbre de Lie de dimension finie peut être obtenue de cette manière). 

Ces résultats sont complétés par l'étude des questions d'isomorphisme. Deux 
groupes de transformations sont dits semblables si l'on passe de l'un à l'autre par 
une transformation inversible de coordonnées sur les variables et une transfor- 
mation inversible de coordonnées sur les paramètres: dès le début de ses recherches, 
Lie avait rencontré naturellement cette notion à propos de la définition des 
(( paramètres canoniques *. Il montre que deux groupes sont semblables si, par 
une transformation sur les (c variables D, on peut amener les transformations 
infinitésimales de l'un sur celles de l'autre (IV, t. 1, p. 329). Une condition 
nécessaire pour qu'il en soit ainsi est que les algèbres de Lie des deux groupes 
soient isomorphes, ce que Lie exprime en disant que les groupes sont (cgleich- 
zusammengesetzt n; mais cette condition n'est pas suffisante, et tout un chapitre 
(IV, t. 1, chap. 19) est consacré à obtenir des conditions supplémentaires assurant 
que les groupes sont (( semblables )>. La théorie des groupes de permutations four- 
nissait d'autre part la notion d'u isomorphisme holoédrique )> de deux tels groupes 
(isomorphisme des groupes (( abstraits )) sous-jacents) ; Lie transpose cette notion 
aux groupes de transformations, et montre que deux tels groupes sont (( holo- 
édriquement isomorphes )> si et seulement si leurs algèbres de Lie sont isomorphes 
(IV, t. 1, p. 418). En particulier, tout groupe de transformations est holoédrique- 
ment isomorphe à chacun de ses groupes de paramètres, et cela montre que, 
lorsqu'on veut étudier la structure du groupe, les ((variables r sur lesquelles il 
opère importent peu et qu'en fait tout se ramène à l'algèbre de Lie.l 

Toujours par analogie avec la théorie des groupes de permutations, Lie 
introduit les notions de sous-groupes, sous-groupes distingués, <cisomorphismes 
mériédriques D (homomorphismes surjectifs), et montre qu'elles correspondent à 
celles de sous-algèbres, idéaux et homomorphismes surjectifs d'algèbres de Lie; 
il avait d'ailleurs rencontré très tôt un exemple particulièrement important 
d'(< isomorphisme mériédrique o, la représentation adjointe, et reconnu ses liens 
avec le centre du groupe (III e ) ) .  Pour ces résultats, comme pour les théorèmes 
fondamentaux, l'outil essentiel est le théorème de Jacobi-Clebsch donnant la 
complète intégrabilité d'un système différentiel (l'une des formes du théorème 
dit << de Frobenius O )  ; il en donne du reste une démonstration nouvelle utilisant 
les groupes à un paramètre (IV, t. 1, chap. 6). 

Les notions de transitivité et de primitivité, si importantes pour les groupes de 
permutations, se présentaient aussi naturellement pour les groupes finis et 
continus >> de transformations, et le traité de Lie-Engel en fait une étude détaillée 
(IV, t. 1, chap. 13 et passim); les relations avec les sous-groupes stabilisateurs 

1 On peut constater une évolution semblable dans la théorie des groupes (1 abstraits 0 ,  en particulier 
finis. Ils ont été tout d'abord définis comme groupes de transformations, mais déjà Cayley remarquait 
que l'essentiel est la manière dont les transformations se composent entre elles, et non la nature de la 
représentation concrète du groupe comme groupe de permutations d'objets particuliers. 
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d'un point et la notion d'espace homogène sont aperçues (pour autant qu'elles 
pouvaient l'être sans se placer au point de vue global) (IV, t. 1, p. 425). 

Enfin, le ((dictionnaire )> se complète, dans (IV), par l'introduction des no- 
tions de groupe dérivé et de groupe résoluble (appelé (( groupe intégrable )> par 
Lie; cette terminologie, suggérée par la théorie des équations différentielles, 
restera en usage jusqu'aux travaux de H. Weyl) (IV, t. 1, p. 261 et t. 3, p. 
678-679) ; la relation entre commutateurs et crochets avait d'ailleurs été perçue 
par Lie dès 1883 (III, t. 5, p. 358). 

Autres démonstrations des théorèmes fondamentaux 

Dans (VIII) F. Schur montre qu'en coordonnées canoniques les Si, de (15) 
satisfont aux équations différentielles 

Celles-ci s'intègrent et donnent une formule équivalente à la formule 

de notre chap. III, 5 6, no 4, prop. 12; en particulier, en coordonnées canoniques, 
les Sij se prolongent en fonctions entières des a,. F. Schur en déduit un résultat 
précisant une remarque antérieure de Lie: si, dans la définition (4) des groupes de 
transformations, on suppose seulement que lesf, sont de classe C2, alors le groupe 
est holoédriquement isomorphe à un groupe ana1ytique.l A la suite de ses 
recherches sur l'intégration des systèmes différentiels, E. Cartan (XII, t. II,, 
p. 37 1) introduit en 1904 les formes de Pfaff 

(avec les notations de (15)), appelées plus tard formes de Maurer-Cartan. Les con- 
ditions (1 7) de Maurer peuvent alors s'écrire 

Lie avait déjà énoncé sans démonstration un résultat de ce genre (III i)). Il y avait été amené par 
ses recherches sur les fondements de la géométrie (u  problème de Helmholtz s), où il avait remarqué 
que les hypothèses d'analyticité ne sont pas naturelles. 

Le résultat de F. Schur devait amener Hilbert, en 1900, à demander si la même conclusion restait 
valable si l'on suppose seulement lesJ continues (s 5e problème de Hilbert >>). Ce problème a suscité 
de nombreuses recherches. Le résultat le plus complet dans cet ordre d'idées est le théorème suivant, 
démontré par A. Gleason, D. Montgomery et L. Zippin: tout groupe topologique localement com- 
pact possède un sous-groupe ouvert qui est limite projective de groupes de Lie; il entraîne que tout 
groupe localement euclidien est un groupe de Lie. Pour plus de détails sur cette question, cf. D. 
MONTGOMERY et L. ZIPPIN (XLI). 
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E. Cartan montre que l'on peut développer la théorie des groupes finis et continus 
à partir des w, et établit l'équivalence de ce point de vue et de celui de Lie. 
Mais, pour lui, l'intérêt de cette méthode est surtout qu'elle s'adapte aux 
{( groupes infinis et continus 1) dont il pousse la théorie beaucoup plus loin que ne 
l'avait fait Lie, et qu'elle permet d'édifier sa théorie du {(repère mobile o 
généralisé. 

IV. La théorie des aigèbres de Lie 

Une fois acquise la correspondance entre groupes de transformations et algèbres 
de Lie, la théorie va prendre un tour nettement plus algébrique et sera centrée 
sur une étude approfondie des algèbres de Lie1 

Une première et courte période, de 1888 à 1894, marquée par les travaux 
d3Engel, de son élève Umlauf et surtout de Killing et E. Cartan, aboutit à une 
série de résultats spectaculaires sur les algèbres de Lie complexes. Nous avons vu 
plus haut que la notion d'algèbre de Lie résoluble était due à Lie lui-même, qui 
avait démontré (dans le cas complexe) le théorème de réduction des algèbres de 
Lie linéaires résolubles à la forme triangulaire (IV, t. 1, p. 270) .2 Killing observe 
(XI) qu'il existe dans une algèbre de Lie un plus grand idéal résoluble (qu'on 
appelle aujourd'hui le radical), et que le quotient de l'algèbre de Lie par son 
radical a un radical nul; il appelle semi-simples les algèbres de Lie de radical nul, 
et prouve que ce sont des produits d'algèbres simples (cette dernière notion avait 
déjà été introduite par Lie, qui avait prouvé la simplicité des algèbres de Lie 
((classiques o (IV, t. 3, p. 682)). 

D'autre part, Killing introduit, dans une algèbre de Lie, l'équation caracté- 
ristique det(ad(x) - a. 1) = O, déjà rencontrée par Lie en étudiant les sous- 
algèbres de Lie de dimension 2 contenant un élément donné d'une algèbre de Lie. 
Nous renvoyons à d'autres Notes historiques de ce Livre pour l'analyse des mé- 
thodes par lesquelles Killing, en étudiant de manière pénétrante les propriétés 
des racines de l'équation caractéristique générique o pour une algèbre semi- 
simple, aboutit au plus remarquable de ses résultats, la détermination complète des 
algèbres de Lie simples (complexes) .3 

l Le terme (1 algèbre de Lie >> a été introduit par H. Weyl en 1934: dans ses travaux de 1925, il avait 
utilisé l'expression (1 groupe infinitésimal )>. Auparavant, on parle simplement des « transformations 
infinitésimales Xl f, . . . , X, f * du groupe, ce que Lie et Engel abrègent fréquemment en disant (< le 
groupe Xlf,  . . . , X, f a !  

Presque au début de ses recherches, Lie avait rencontré des groupes linéaires résolubles, et même 
en fait nilpotents (III f )). 
3 A cela près qu'il trouve deux algèbres exceptionnelles de dimension 52, dont il ne remarque pas 
l'isomorphisme. (Il s'agit uniquement d'algèbres de Lie simples complexes, car on n'envisageait pas 
de problème plus général $ cette époque; les méthodes de Killing valent en fait pour tout corps 
algébriquement clos de caractéristique 0). 
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Killing prouve que l'algèbre dérivée d'un algèbre résoluble est <( de rang O )) 
(ce qui signifie que ad x est nilpotent pour tout élément x de l'algèbre). Peu de 
temps après, Engel démontre que les algèbres << de rang O o sont résolubles (cet 
énoncé est en substance ce que nous avons appelé le théorème d'Engel au chap. 1, 
$4, no 2). Dans sa thèse, E. Cartan introduit d'autre part ce qu'on appelle main- 
tenant la << forme de Killing o, et établit les deux critères fondamentaux qui 
caractérisent au moyen de cette forme les algèbres de Lie résolubles et les algèbres 
de Lie semi-simples. 

Killing avait affirmé (XI, IV) que l'algèbre dérivée d'une algèbre de Lie est 
somme d'une algèbre semi-simple et de son radical, qui est nilpotent, mais sa 
démonstration était incomplète. Un peu plus tard, E. Cartan annonçait sans 
démonstration (XII, t. 1,, p. 104) que plus généralement toute algèbre de Lie 
est somme de son radical et d'une sous-algèbre semi-simple; le seul résultat dans 
cette direction établi de façon indiscutable à cette époque est un théorème 
d'Engel affirmant l'existence, dans toute algèbre de Lie non résoluble, d'une 
sous-algèbre de Lie simple de dimension 3. La première démonstration publiée 
(pour les algèbres de Lie complexes) de l'énoncé de Cartan est due à E. E. Levi 
(XVIII) ; une autre démonstration (valable également dans le cas réel) fut donnée 
par J. H. C. Whitehead en 1936 (XXVI a)). En 1942 A. Malcev compléta ce 
résultat par le théorème d'unicité des Q sections de Levi D à conjugaison près. 

Dès ses premiers travaux, Lie s'était posé le problème de l'isomorphisme de 
toute algèbre de Lie avec une algèbre de Lie linéaire. Il avait cru le résoudre 
affirmativement en considérant la représentation adjointe (et en déduire ainsi une 
preuve de son ((troisième théorème D), (III e ) ) ;  il reconnut rapidement que sa 
démonstration n'était correcte que pour les algèbres de Lie de centre nul; après 
lui, la question resta très longtemps ouverte, et fut résolue affirmativement par 
Ado en 1935 (XXVII). D'autre part, Lie s'était posé en substance le problème de 
déterminer les représentations linéaires de dimension minimale des algèbres de 
Lie simples, et l'avait résolu pour les algèbres classiques; dans sa Thèse, Cartan 
résout aussi ce problème pour les algèbres simples exceptionnelles1 ; les méthodes 
qu'il emploie à cet effet seront généralisées par lui vingt ans plus tard pour obtenir 
toutes les représentations irréductibles des algèbres de Lie simples réelles ou 
complexes. 

La propriété de réductibilité complète d'une représentation linéaire semble 
avoir été rencontrée pour la première fois (sous une forme géométrique) par Study. 
Dans un manuscrit non publié, mais cité dans (IV, t. 3, p. 785-788) il démontre 
cette propriété pour les représentations linéaires de l'algèbre de Lie de SL(2, C), 
et obtient des résultats partiels pour SL(3, C )  et SL(4, C). Lie et Engel conjec- 
turent à cette occasion que le théorème de réductibilité complète vaut pour 
SL(n, C) quel que soit n. La réductibilité complète des représentations linéaires 

Le point de vue de Cartan consiste à étudier les algèbres de Lie extensions non triviales d'un 
algèbre de Lie simplc et d'un radical (commutatif) de dimension minimale. 
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des algèbres de Lie semi-simples fut établie par H. Weyl en 1925l par un argu- 
ment de nature globale (voir plus loin). La première démonstration algébrique 
a été obtenue en 1935 par Casimir et van der Waerden (XXXII); d'autres 
démonstrations algébriques ont été données ensuite par R. Brauer (XXXI) 
(c'est celle que nous avons reproduite) et J. H. C. Whitehead (XXVI, 6)). 

Enfin, au cours de ses recherches sur l'application exponentielle (cf. infra), 
H. Poincaré (XIV, t. 3) considère l'algèbre associative d'opérateurs différentiels 
de tous ordres, engendrée par les opérateurs d'une algèbre de Lie; il montre en 
substance que, si (X,), , i,, est une base de l'algèbre de Lie, l'algèbre associative 
engendrée par les Xi a pour base certaines fonctions symétriques des Xi (sommes 
des ((monômes >> non commutatifs déduits d'un monôme donné par toutes les 
permutations de facteurs). L'essentiel de sa démonstration est de nature algé- 
brique, et permet d'obtenir la structure de l'algèbre enveloppante que nous avons 
définie abstraitement au chap. 1. Des démonstrations analogues ont été données 
en 1937 par G. Birkhoff (XXIX b)) et E. Witt (XXX).2 

La plupart des travaux cités ci-dessus se limitent aux algèbres de Lie réelles 
ou complexes, qui seules correspondent à des groupes de Lie au sens usuel. 
L'étude des algèbres de Lie sur un corps autre que R ou C est abordée par 
Jacobson (XXVIII a)) qui montre que la plus grande partie des résultats 
classiques (i.e. ceux du chap. 1) restent valables sur un corps de caractéristique 
zéro. 

V. Exponentielle et formule de Hausdorff 

Les premières recherches concernant l'application exponentielle sont dues à E. 
Study et F. Engel; Engel (IX b)) remarque que l'exponentielle n'est pas sur- 

jective pour SL(2, C) (par exemple ( _;) n'est pas une exponentielle si 

a # O), mais qu'elle l'est pour GL(n, C), donc aussi pour PGL(n, C) (cette 
dernière propriété avait déjà été notée par Study pour n = 2); ainsi SL(2, C) et 
PGL(2, C) donnent un exemple de deux groupes localement isomorphes, mais 
qui sont néanmoins très différents du point de vue global. Engel montre aussi que 
l'exponentielle est surjective dans les autres groupes classiques, augmentés des 
homothéties; ces travaux sont repris et poursuivis par Maurer, Study et d'autres, 
sans apporter de substantielles nouveautés. 

H. Weyl remarque à cette occasion que la construction donnée par E. Cartan des représentations 
irréductibles utilise implicitement cette propriété. 

La première utilisation des opérateurs différentiels d'ordre supérieur engendrés par les X, est sans 
doute l'emploi de l'(1 opérateur de Casimir i) pour la démonstration du th. de réductibilité complète. 
Après 1950, les recherches de Gelfand et de son école, et de Harish-Chandra, sur l es représentations 
linéaires de dimension infinie, ont porté ces opérateurs au premier plan. 
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En 1899, H. Poincaré (XIV, t. 3, p. 169-1 72 et 173-212), aborde l'étude de 
l'application exponentielle d'un point de vue différent. Ses mémoires paraissent 
avoir été hâtivement rédigés, car à plusieurs endroits il affirme que tout élément 
d'un groupe connexe est une exponentielle, alors qu'il donne des exemples du 
contraire ailleurs. Ses résultats portent principalement sur, le groupe adjoint: il 
montre qu'un élément semi-simple d'un tel groupe G peut être l'exponentielle 
d'une infinité d'éléments de l'algèbre de Lie L(G), alors qu'un élément non semi- 
simple peut ne pas être une exponentielle. Si ad(X) n'a pas de valeur propre 
multiple non nul de 2xi, alors exp est étale en X. Il prouve aussi que, si U et V 
décrivent des lacets dans L(G), et si l'on définit par continuité W tel que 
eu. eV = eW, on ne retombe pas nécessairement sur la détermination initiale de W. 
Il utilise une formule de résidus qui revient essentiellement à 

où ad(X) est un élément semi-simple dont les valeurs propres non nulles sont de 
multiplicité 1, une série entière de rayon de convergence suffisamment grand, 
l'intégrale étant étendue à un lacet enveloppant les valeurs propres de ad X; il 
étudie aussi ce qui se passe lorsque X tend vers une transformation ayant des 
valeurs propres multiples. 

La recherche d'expressions de W en fonction de U et V dans la formule 
eu.ev = eW avait déjà, peu avant le travail de Poincaré, fait l'objet de deux 
mémoires de Campbell (XIII). Comme l'écrit un peu plus tard Baker <<. . . la 
théorie de Lie suggère de fagon évidente que le produit eueV est de la forme eW O& W est une 
série d'alternants en U et V . . .o. Les travaux ultérieurs sur ce sujet visent à préciser 
cette assertion et à donner une formule explicite (ou une méthode de construction) 
pour W (((formule de Hausdorff o). Après Campbell et Poincaré, Pascal, Baker 
(XV) et Hausdorff (XVI) reviennent sur la question; chacun considère que les 
démonstrations de ses prédécesseurs ne sont pas convaincantes; la difficulté 
principale réside dans ce qu'il faut entendre par <( alternants )>: s'agit-il d'éléments 
de l'algèbre de Lie particulière que l'on considère, ou d'expressions <( symboliques)) 
universelles ? Ni Campbell, ni Poincaré, ni Baker ne s'expriment clairement sur 
ce point. Le mémoire de Hausdorff, par contre, est parfaitement précis; il tra- 
vaille d'abord dans l'algèbre des séries formelles associatives (non commutatives) 
en un nombre fini d'indéterminées et considère U, V, W comme des éléments de 
cette algèbre. II démontre l'existence de W par un argument d'équation différen- 
tielle analogue à celui de ses prédécesseurs. Le même argument lui sert à prouver 
la convergence de la série lorsqu'on y remplace les indéterminées par des élé- 
ments d'une algèbre de Lie de dimension finie. Comme l'avait remarqué Baker, 
et indépendamment Poincaré, ce résultat peut servir à donner une démonstration 
du troisième théorème de Lie; il éclaire la correspondance entre groupes et 
algèbres de Lie, par exemple en ce qui concerne le groupe des commutateurs. 
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En 1947, Dynkin (XXXIX) reprend la question, et obtient les coefficients 
explicites de la formule de Hausdorff, en considérant d'emblée une algèbre de Lie 
normée (de dimension finie ou non, sur R, C ou un corps ~ltramétrique).~ 

VI. Représentations linéaires et groupes de Lie globaux 

Aucun des travaux dont nous venons de parler n'abordait franchement le 
problème de la définition et de l'étude des groupes de Lie globaux. C'est à H. 
Weyl que reviennent les premiers pas dans cette voie. Il s'inspire de deux théories, 
qui s'étaient jusque là développées indépendamment: celle des représentations 
linéaires des algèbres de Lie semi-simples complexes, due à E. Cartan, et celle 
des représentations linéaires des groupes finis, due à Frobenius et qui venait 
d'être transposée au groupe orthogonal par 1. Schur, en utilisant une idée de 
Hurwitz. Ce dernier avait montré (XVII) comment on peut former des in- 
variants pour le groupe orthogonal ou le groupe unitaire en remplaçant l'opéra- 
tion de moyenne sur un groupe fini par une intégration relativement à une mesure 
invariante. Il avait aussi remarqué qu'en appliquant cette méthode au groupe 
unitaire, on obtient des invariants pour le groupe linéaire général, premier 
exemple du unitarian trick >). En 1924, 1. Schur (XX) utilise ce procédé pour 
montrer la complète réductibilité des représentations du groupe orthogonal 
O(n) et du groupe unitaire U(n), par construction d'une forme hermitienne 
positive non-dégénérée invariante; il en déduit, par le tc unitarian trick D, la 
complète réductibilité des représentations holomorphes de O(n, C), et de SL(n, C), 
établit des relations d'orthogonalité pour les caractères de O(n) et de U(n) et 
détermine les caractères de O(n). H. Weyl étend aussitôt cette méthode aux 
algèbres de Lie semi-simples complexes (XXI). Etant donnée une telle algèbre 
9, il montre qu'elle possède une ((forme réelle compacte o (ce qui revient à dire 
qu'elle provient par extension des scalaires de R à C d'une algèbre 4, sur R dont 
le groupe adjoint Go est compact). De plus, il montre que le groupe fondamental 
de Go est fini, donc que le revêtement universel2 de Go est compact. Il en déduit, 
par une adaptation convenable du procédé de Schur, la réductibilité complète des 
représentations de 9, et donne aussi, par voie globale, la détermination des carac- 
tères des représentations de 9. Dans une lettre à 1. Schur (Sitzungsber. Berlin, 

l Dans le cas ultramétrique, la méthode classique des majorantes ne peut s'étendre sans précautions, 
à cause du comportement asymptotique de la valeur absolue fi-adique de I/n quand n tend vers 
l'infini. 
2 H. Weyl ne définit pas explicitement cette notion, avec laquelle il était familier depuis la rédaction 
de son cours sur les surfaces de Riemann (1913). C'est O. Schreier (XXII) qui, en 1926-1927, donne, 
pour la première fois, la définition d'un groupe topologique et celle d'un groupe u continu D (i.e. 
localement homéomorphe à un espace euclidien), ainsi que la construction du revêtement universel 
d'un tel groupe. 
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1924, 338-343), H. Weyl résume les résultats de Cartan, que Schur ne connais- 
sait pas (cf. (XX), p. 299, note de bas de page) et compare les deux points de 
vue: la méthode de Cartan fournit toutes les représentations holomorphes du 
groupe simplement connexe d'algèbre de Lie s; dans le cas du groupe orthogonal, 
on obtient ainsi des représentations d'un revêtement à deux feuillets (appelé plus 
tard le groupe des spineurs), qui échappent à Schur; d'un autre côté, la méthode 
de Schur a l'avantage de démontrer la complète réductibilité et de donner 
explicitement les caractères. 

Après les travaux de H. Weyl, E. Cartan adopte un point de vue franchement 
global dans ses recherches sur les espaces symétriques et les groupes de Lie. 
C'est ce point de vue qui est à la base de son exposé de 1930 (XII, t. 1,, p. 
1165-1225) de la théorie des groupes ((finis et continus )). On y trouve en particulier 
la première démonstration de la variante globale du 3ème théorème fondamental 
(existence d'un groupe de Lie d'algèbre de Lie donnée) ; Cartan montre aussi que 
tout sous-groupe fermé d'un groupe de Lie réel est un groupe de Lie (Chap. III, 
3 8, no 2, th. 2) ce qui généralise un résultat de J. von Neumann sur les sous- 
groupes fermés du groupe linéaire (XXIII). Dans ce Mémoire, von Neumann 
montrait aussi que toute représentation continue d'un groupe semi-simple com- 
plexe est analytique réelle. 

Après ces travaux, la théorie des groupes de Lie au sens (( classique o (c'est-à- 
dire de dimension finie sur R ou C) est à peu près fixée dans ses grandes lignes. 
Le premier exposé détaillé en est donné par Pontrjagin dans son livre sur les 
groupes topologiques (XXXVI) ; il y garde un point de vue encore assez proche 
de celui de Lie, mais en distinguant soigneusement le local du global. Il est 
suivi par le livre de Chevalley (XXXVIII) qui renferme aussi la première dis- 
cussion systématique de la théorie des variétés analytiques et du calcul différentiel 
extérieur; les (( transformations infinitésimales de Lie y apparaissent comme des 
champs de vecteurs et l'algèbre de Lie d'un groupe de Lie G est identifiée à 
l'espace des champs de vecteurs invariants à gauche sur G. Il laisse de côté 
l'aspect 4 groupuscules )) et l'aspect (( groupes de transformations o. 

VII. Extensions de la notion de groupe de Lie 

De nos jours, la vitalité de la théorie de Lie se manifeste par la diversité de ses 
applications (en topologie, géométrie différentielle, arithmétique, etc.), ainsi que 
par la création de théories parallèles où la structure de variété différentielle 
sous-jacente est remplacée par une structure voisine (variété p-adique, algé- 
brique, schéma, schéma formel, . . .). Nous n'avons pas à faire ici l'historique de 
tous ces développements, et nous nous bornerons à ceux abordés au chap. III: 
groupes de Lie banachiques et groupes de Lie p-adiques. 
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a) Groupes de Lie banachPques 

Il  s'agit de groupes de Lie <( de dimension infinie r). Du point de vue local, on 
remplace un voisinage de O dans un espace euclidien par un voisinage de O dans 
un espace de Banach. C'est ce que fait G. Birkhoff en 1936 (XXIX a)), aboutis- 
sant ainsi à la notion d'algèbre de Lie normée complète et à sa correspondance avec un 
<( groupuscule )> défini sur un ouvert d'un espace de Banach. Vers 1950, Dynkin 
complète ces résultats par une extension à ce cas de la formule de Hausdorff 
(cf. supra). 

Les définitions et résultats de Birkhoff et Dynkin sont locaux. Jusqu'à une 
date récente, il ne semble pas que l'on ait cherché à expliciter la théorie globale 
correspondante, sans doute faute d'app1ications.l 

b) Groupes de Lie p-adiques 

De tels groupes se rencontrent pour la première fois en 1907 dans les travaux de 
Hensel (XIX) sur les fonctions analytiques$-adiques (définies par des développe- 
ments en séries entières). Celui-ci étudie notamment l'exponentielle et le loga- 
rithme; malgré le comportement a priori surprenant des séries qui les définissent 
(par exemple la série exponentielle ne converge pas partout), leurs propriétés 
fonctionnelles fondamentales restent valables, ce qui fournit un isomorphisme local 
entre le groupe additif et le groupe multiplicatif de Q, (ou, plus généralement, de 
tout corps ultramétrique complet de caractéristique zéro). 

C'est également de groupes commutatifs (mais non linéaires cette fois) qu'il 
s'agit dans les travaux de A. Weil (XXXIII) et E. Lutz (XXXIV) sur lcs 
courbes elliptiques p-adiques (1 936). Outre des applications arithmétiques, on y 
trouve la construction d'un isomorphisme local du groupe avec le groupe additif, 
basé sur l'intégration d'une forme différentielle invariante. Cette méthode - 

s'applique également aux variétés abéliennes, comme le remarque peu après C. 
Chabauty qui l'utilise sans plus d'explication pour démontrer un cas particulier 
de la <( conjecture de Morde11 )) (XXXV). 

Dès ce moment, il était clair que la théorie locale des groupes de Lie s'appliquait 
à peu près sans changement au cas p-adique. Les théorèmes fondamentaux du 
(( dictionnaire groupes de Lie-algèbres de Lie sont établis en 1942 dans la thèse de 
R. Hooke (XXXVII), élève de Chevalley; ce travail contient aussi l'analogue 
p-adique du théorème de E. Cartan sur les sous-groupes fermés des groupes de 
Lie réels. 

1 Si, malgré ce manque d'applications, nous avons fait figurer les groupes (1 banachiques 1) au chap. 
III, c'cst que les variétés banachiques sont de plus en plus utilisées en analyse (et pour l'étude même 
des variétés de dimension finie), et que, du reste, cette généralisation n'offre pas de difficulté supplé- 
mentaire. 
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Plus récemment, M. Lazard (XLII, b) développe une forme plus précise du 
(< dictionnaire o pour les groupes analytiques compacts sur Q,. Il montre que 
l'existence d'une structure analytiquep-adique sur un groupe compact G est étroite- 
ment liée à celle de certaines filtrations sur G, et en donne diverses applications 
(par exemple à la cohomologie de G ) .  L'un des outils de Lazard est une amélio- 
ration des résultats de Dynkin sur la convergence de la série de Hausdorff 
p-adique (XLII a)). 

ViJI. Algèbres de Lie libres 

Il nous reste à parler d'une série de travaux sur les algèbres de Lie où le lien avec 
la théorie des groupes de Lie est fort ténu; ces recherches ont par contre des appli- 
cations importantes en théorie des groupes (( abstraits )) et plus spécialement des 
groupes nilpotents. 

L'origine en est le travail de P. Hall (XXIV), paru en 1932. Il n'y est pour- 
tant pas question d'algèbres de Lie: P. Hall a en vue l'étude d'une certaine classe 
de p-groupes, ceux qu'il appelle ((réguliers )). Mais cela l'amène à examiner en 
détail les commutateurs itérés et la suite centrale descendante d'un groupe; il 
établit à cette occasion une variante de l'identité de Jacobi (cf. chap. II, $ 4, 
no 4, formule (20)) ainsi que la (< formule de Hall D 

(xy), = xnyn(x, y)n(1-n)/2. . . (cf. chap. II, $ 5, exerc. 9). 

Peu après (en 1935-1937) paraissent les travaux fondamentaux de W. 
Magnus (XXV a) et b)) et E. Witt (XXX). Dans (XXV a)) Magnus utilise la 
même algèbre de séries formelles Â que Hausdorff (appelée depuis (< algèbre de 
Magnus )>) ; il y plonge le groupe libre F et utilise la filtration naturelle de Â pour 
obtenir une suite décroissante (En) de sous-groupes de F; c'est l'un des premiers 
exemples dejltration. Il conjecture que les F, coïncident avec les termes de la 
suite centrale descendante de F. Cette conjecture est démontrée dans son second 
mémoire (XXV b)) ; c'est également là qu'il fait explicitement le rapprochement 
entre ses idées et celles de P. Hali, et qu'il définit l'algèbre de Lie libre L (comme 
sous-algèbre de Â) dont il montre en substance qu'elle s'identifie au gradué de F. 
Dans (XXX), Witt complète ce résultat sur divers points. Il montre notamment 
que l'algèbre enveloppante de L est une algèbre associative libre et en déduit 
aussitôt le rang des composantes homogènes de L (O formules de Witt o). 

Quant à la détermination de la base de L connue sous le nom de ((base de 
Hall (cf. Chap. II, $2, no 1 l),  il semble qu'elle n'apparaisse pour la première 
fois qu'en 1950, dans une note de M. Hall (XL), bien qu'elle soit implicite dans 
les travaux de P. Hall et W. Magnus cités ci-dessus. 
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