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IMTRODL-CTION AUX CHAPITRES IV, V ET VI 

L'étude des groupes semi-simples (analytiques ou algébriques) et de leurs 
algèbres de Lie conduit à la considération des structures de systèmes de racines, 
groupes de Coxeter et systèmes de Tits. Les chapitres IV, V et VI  sont consacrés à 
ces structures. 

Pour orienter le lecteur, nous en donnons ci-dessous quelques exemples. 

1. Soient g une algèbre de Lie semi-simple complexe et i j  une sous-algèbre de 
Cartan de g (*) . Une racine de g par rapport à i j  est une forme linéaire non nulle 
a sur i j  telle qu'il existe un élément x non nul de 8 avec [h, x] = cr(h)x pour 
tout h E i j ,  Ces racines forment dans l'espace vectoriel O* dual de i j  un système 
de racines réduit R. La donnée de R détermine g à un isomorphisme près et 
tout système de racines réduit est isomorphe à un système de racines obtenu 
de cette manière. Un automorphisme de g laissant stable i j  définit un auto- 
morphisme de ?j* laissant R invariant, et l'on obtient ainsi tout automorphisme 
de R. Le groupe de Weyl de R se compose des automorphismes de i j*  définis 
par les automorphismes intérieurs de g laissant stable i j ;  c'est un groupe de 
Coxeter. 

Soient G un groupe de Lie complexe connexe, d'algèbre de Lie 9, et I' le 
sous-groupe de '5, formé des éléments h tels que expG(2xih) = 1. Soit RV le 
système de racines dans i j  inverse de R, soit Q(RV)  le sous-groupe de f) 
engendré par RV et soit P(RV) le sous-groupe associé au sous-groupe Q ( R )  
de i j *  engendré par R (Le. l'ensemble des h E i j  tels que A(h) soit entier pour 
tout A E Q(R)) .  On  a alors P(RV) 2 I' 2 Q(RV) .  De plus le centre de G est 
canoniquement isomorphe à P(RV)/I' et le groupe fondamental de G à r /Q(RV).  
En particulier, r est égal à P(RV) si G est le groupe adjoint et r est égal à 
Q ( R v )  si G est simplement connexe. Enfin les poids des représentations linéaires 
de dimension finie de G sont les éléments du sous-groupe de ?j* associé à I'. 

(*) Nous utilisons librement dans cette Introduction la terminologie traditionnelle ainsi que les notions 
définies dans les chapitres IV, V et VI. 
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II. Soit G un groupe de Lie réel compact connexe semi-simple et soit g son 
algèbre de Lie. Soient T un tore maximal de G, d'algèbre de Lie t, et X le 
groupe des caractères de T. Soit R l'ensemble des éléments u non nuls de X 
tels qu'il existe un élément x non nul de g avec (Ad t) . x  = u(t)x pour tout 
t E T. Identifions X à un réseau de l'espace vectoriel réel V = X g~~ R; alors 
R est un système de racines réduit dans V. Soit N le normalisateur de T dans 
G; l'action de N sur T définit un isomorphisme du groupe NIT sur le groupe 
de Weyl de R. On a P(R) 3 X 3 Q ( R )  ; de plus, on a X = P(R) si G est 
simplement connexe et X = Q ( R )  si le centre de G est réduit à l'élément 
neutre. 

L'algèbre de Lie gcc, complexifiée de g est semi-simple et qC) en est une 
sous-algèbre de Cartan. 11 existe un isomorphisme canonique de V(C, sur le 
dual de tee, qui transforme R en le système de racines de g , ~ ,  par rapport à qc,. 
III. Soit G un groupe algébrique semi-simple connexe sur un corps commuta- 
tif k. Soient T un élément maximal de l'ensemble des tores de G déployés sur k 
et X le groupe des caractères de T (homomorphismes de T dans le groupe multi- 
plicatif). On identifie X à un réseau de l'espace vectoriel réel V = X gZ R. 
Les racines de G par rapport à T sont les éléments a non nuls de X tels qu'il 
existe un élément x non nul de l'algèbre de Lie g de G avec (Ad t) . x = u(t)x 
pour tout point t de T. On obtient ainsi un système de racines R dans V, qui 
n'est pas nécessairement réduit. Soient N le normalisateur et Z le centralisa- 
teur de T dans G et soient N(k) et Z(k) leurs groupes de points rationnels sur k. 
L'action de N(k) sur T définit un isomorphisme de N(k)/Z(k) sur le groupe de 
Weyl de R. 

Soit U un élément maximal de l'ensemble des sous-groupes unipotents 
de G, définis sur k et normalisés par Z. Posons P = Z . U. On a P(k) =Z(k) . U(k) 
et P(k) n N(k) = Z(k). De plus, il existe une base (ai, . . . , a,) de R telle que les 
poids de T dans U soient les racines de R positives pour cette base; le quadru- 
plet (G(k), P(k), N(k), S), où S désigne l'ensemble des éléments de N(k)/Z(k) 
correspondant grâce à l'isomorphisme défini plus haut aux symétries sEi E W(R) 
associées aux racines ug, est un système de Tits. 

IV. Dans la théorie des groupes algébriques semi-simples sur un corps local, 
on rencontre des systèmes de Tits dont le groupe W est le groupe de Weyl 
affine d'un système de racines. Soit, par exemple, G = SL(n + l ,Qp)  
(avec n 2 1). Soit B le groupe des matrices (azj) E SL(n + 1, Z,) telles que 
af j  =pzp pour i < j et soit N le sous-groupe de G formé des matrices n'ayant 
qu'un seul élément non nul dans chaque ligne et dans chaque colonne. Il 
existe alors une partie S de N/(B n N) telle que le quadruplet (G, N, B, S) 
soit un système de Tits. Le groupe W = N/(B n N) est le groupe de Weyl 
affine d'un système de racines de type A,; c'est un groupe de Coxeter infini. 

Pour la rédaction de ces trois chapitres, de nombreuses conversations avec J. Tits 
nous ont apporté une aide Prkcieuse. Nous l'en remercions très amicalement. 



CHAPITRE IV 

GROUPES DE COXETER 
E T  SYSTÈMES DE T I T S  

§ 1.  Groupes de Coxeter 

Dans tout ce paragraphe, o n  désigne par W u n  groupe, notC multiplicativement, 
d'élément neutre 1 ,  e t  par S u n  sous-ensemble générateur de  W tel que S = S-l 
et 1 e S. T o u t  élément de  W est produit d'une suite finie d'éléments de S. 
A partir d u  no 3, o n  suppose que tout élément de  S est d'ordre 2. 

1. Longueur et décompositions réduites 

DÉFINITION 1. - Soit w E W.  On appelle longueur de w (par rapport à S )  , et l'on note 
l s ( w )  ou simplement I(w) ,  le plus petit entier q 2 O tel que w soit produit d'une suite 
de q éléments de S. On appelle décomposition réduite de w (par rapport à S )  toute suite 
s = (s,, . . . , s,) d'éléments de S telle que w = s,. . .s, et q = l ( w ) .  

Ainsi 1 est l 'unique élément de  longueur O et S se compose des éléments 
de  longueur 1 .  

PROPOSITION 1 .  - Soient w et w' dans W .  On a les formules: 

Soient (s,, . . . , s,) et (si, . . . , s i )  des décompositions réduites de  w et w' 
respectivement; o n  a donc l ( w )  = p et l (w ' )  = q, et comme o n  a 
ww' = s1 . . . S& . . . sQ, o n  a ~ ( w w ' )  < p + q, d'où ( 1 ) .  C o m m e  S = S-l 
et w-l = spi . . . si1, o n  a l(w-l)  < p = l ( w )  ; remplaçant w par w-l, o n  obtient 
l'inégalité opposée l ( w )  < l(w-l) ,  d'où ( 2 ) .  Remplaçant w par ww'-1 dans ( 1 )  
et (2), o n  obtient les relations: 

e n  échangeant w et w' dans ( 4 ) ,  o n  obtient 1(w1) - l ( w )  < 1(ww1-l) d'après 
( 5 ) ,  d'où ( 3 ) .  

COROLLAIRE. - Soient s = (s,, . . ., sp) et s' = (si, . . ., sQ) deux suites d'éléments 
de S telles que w = s, . . . s, et w' = si . . . si. Si la suite (s,, . . . , sp, si, . . ., sh) 
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est une  léc composition réduite de ww', alors s est une décomposition réduite de w et s' 
en est une de w'. 

Par hypothèse, on a l(w) < p, 1(w1) < q et 1(ww1) = p + q. D'après ( l ) ,  
on a donc l(w) = p et 1(w1) = q, d'où le corollaire. 

Remarque. - La formule d(w,wl) = 1(ww1-l) définit une distance d sur W, 
invariante par les translations à droite, en vertu des formules (1) et (2). 

2. Groupes diédraux 

DÉFINITION 2. - On appelle groupe diédral tout groupe engendré par deux éléments 
d'ordre 2, distincts. 

Exemple. -Soit M le groupe multiplicatif (1, - l ) ,  et soit m un entier 2 
(resp. m = co). On fait opCrer M sur le groupe ZlmZ (resp. sur Z) 
par (- 1) .  x = - x, et l'on note Dm le produit semi-direct correspondant 
de M par ZlmZ (resp. de M par Z). Les éléments de Dm sont donc les couples 
( E ,  X) avec E = $. 1 et x E ZlmZ (resp. x E Z) ; la loi de groupe dans Dm est 
donnée par la formule: 

On note 1 la classe de 1 modulo m (resp. 1 = 1) et l'on pose 

on a alors p 2  = p i 2  = 1 et x = pp'. Les formules 

montrent que Dm est un groupe diédral engendré par ip, p'). 

PROPOSITION 2. - 011 suppose que S se compose de deux éléments dirtincis s et  s' 
d'ordre 2. 

(i) Le sous-groupe P de W engendré par p = ss' est distingué, et W est produit semi- 
direct du sous-groupe T = (1, s) et de P. De plus, on a ( IV:  P) = 2. 

(ii) Soit m l'ordre (fini ou non) de p. On a m 2 2 et W est d'ordre 2m. II existe un 
unique isomorphisme y de Dm sur W tel que T ( ~ )  = s et y(pl) = s'. 

(i) On a sps-l = sss's = s's = p-l, d'où 

pour tout entier n. Comme W est engendré par {s, s'), donc par {s, p), le sous- 
groupe P de W est distingué. Par suite, T P  est un sous-groupe de W;  comme 
T P  contient s et s' = sp, on a donc W = T P  = P u sP. Pour prouver (i), il 
suffit donc de montrer que l'on a W + P. Si l'on avait W = P, le groupe W 

; es seuls éléments de W = P seraient 1 serait commutatif, d'oùp2 = s ~ s ' ~  = 1 1 
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et p, contrairement à l'hypothèse que W contient au moins trois éléments, à 
savoir 1, s et s'. 

(ii) Comme on a s # s', on a p # 1, d'où m 2 2. Comme P est d'ordre m 
et que l'on a (W : P) = 2, l'ordre de W est 2m. Si m est fini (resp. infini), il 
existe un isomorphisme cp' de ZlmZ (resp. Z) sur P appliquant TC sur p ;  il existe 
de plus un isomorphisme cp" de M = (1, - 1) sur T appliquant - 1 sur S. 

Le groupe W est produit semi-direct de T et P;  d'après les formules (9) et 
p p - l  = X-", on déduit de cp' et cp" un isomorphisme rp de Dm sur Mi tel que 
cp(p) = s et y(x) = p, d'où y(pl) = s'. L'unicité de cp résulte de ce que Dm est 
engendré par (p, pl). 
Remarque. - Considérons un groupe diédral W d'ordre 2m, engendré par deux 
éléments distincts s et s' d'ordre 2. Désignons par s, (resp. sh) la suite de 
longueur q dont les termes de rang impair (resp. pair) sont égaux à s et les 
termes de rang pair (resp. impair) à s' et soit w, (resp. wq) le produit de 
la suite s, (resp. sb). On a:  

Si s = (s,, . . ., s,) est une décomposition réduite (par rapport à {s, sl)j 
d'un élément w de W, on a évidemment sr # sr+l pour 1 < i y - 1. 
Par suite, on a s = s, ou s = si. 

Si m = co, les éléments (ss1)n et (ssl)ns pour n E Z sont distincts. Par suite, 
les éléments w, (q 2 O) et wa (q > O) sont distincts et si s est une décomposition 
réduite de w, (resp. wh), on a nécessairement s = s, (resp. s = s;). Il en résulte 
que l(w,) = l(w4) = q et que l'ensemble des décompositions réduites d'éléments de W 
est l'ensemble des s, et des si. De plus, tout élément de W possède une seule 
décomposition réduite. 

Supposons maintenant mjni. Si q 2 2m, on a w, = wq-2, et teii = wQ-2,; 

si m < q < 2m, on a w, = whm-,, wl, = wznt-,. Par suite, ni s, ni sl, ne sont des 
décompositions réduites dès que q > m. On en déduit que chacun des 2m 
éléments de W est l'un des 2m éléments wo = wo, wq et teih pour 1 q < m - 1 
et wm = &. Ces 2m éléments sont donc distincts et il en résulte comme plus 
haut que l(w,) = l(wq) = q pour q < m et que l'ensemble des décompositions 
réduites d'éléments de W est l'ensemble des s, et des sQ pour O q < m. Tout élément de 
W distinct de w, possède une seule décomposition réduite; wm en possède deux. 

3. Premières propriétés des groupes de Coxeter 

Rappelons qu'à partir de maintenant, on suppose que les Cléments de S sont 
d'ordre 2. 

DÉFINITION 3. - On dit que (W, S) est un système de Coxeter s'il satisfait à la condition 
suivante : 
(C) Pour s, s' dans S, soit m(s, s') l'ordre de ss'; soit 1 l'ensemble des couples (s, s!) 
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tels que m(s, si) soitjni. L'ensemble générateur S et les relations ( S S ' ) ~ ( ~ , ~ ' )  = 1 pour 
(s, s') dans 1 forment une présentation (*) du groupe W. 

Lorsque (W, S) est un système de Coxeter, on dit aussi, par abus de lan- 
gage, que W est un groupe de Coxeter. 
Exemples. - 1) Soit m un entier 2 ou co et soit W un groupe défini par un 
ensemble générateur S = {s,sr) et les relations s2 = s'2 = 1 1 orsque m = a, 
$2 = ~ ' 2  = (ssl)m = 1 lorsque m est fini. Considérons d'autre part le groupe 
diédral Dm (no 2, Exemple) et les éléments p et pi  de Dm définis par (7). Puisque 

= $2 = 1 et que (ppi)m = 1 lorsque m est fini, il existe un homomor- 
phisme f et un seul de W sur Dm tel que f(s) = p et f(s') = p'. Comme pp' est 
d'ordre m, il en résulte que ss' est lui aussi d'ordre m. Par suite, (W, S) est un 
système de Coxeter, W est un groupe diédral d'ordre 2m et f est un iso- 
morphisme (prop. 2).  

Par transport de structure, on en déduit que tout groupe diédral est un 
groupe de Coxeter. 

2) Soit (5, le groupe symétrique d e  degré n, avec n 2. Soit sa la transposition d e  i 
et  i + 1 pour 1 < i < n, e t  soit S = {sl, . . ., s , ~ ) .  O n  peut montrer (5 2, nb 4, 
Exemple e t  5 1, exerc. 4) que  (Gn, S) est u n  système d e  Coxeter. 

3) Pour l a  classification des groupes d e  Coxeter finis, cf. Chap. VI, 5 4. 
Remarque. - Supposons que  (W, S) soit u n  système d e  Coxeter. Il existe u n  homomor- 
phisme E d e  W dans le groupe (1, - 1 ) caractérisé pa r  ~ ( s )  = - 1 pour  touts  E S. O n  dit  
que  E(W) est la signature d e  w; elle est égale à (- 1)1(~).  L a  formule ~ ( w w ' )  = ~ ( w )  . ~ ( w ' )  
se traduit donc par  1(ww1) e l(w) + l(wl) mod. 2. 

PROPOSITION 3. - Supposom que (W, S) soit un système de Coxeter. Pour que deux 
éléments s et si de S soient conjugués (**) dans W, il faut et il su#t que la condition 
suivante soit remplie: 
(1) Il existe une suitejnie (sl, . . . , s,) d'éléments de S telle que s, = s, s, = s' et que 
sjsj+l soit d'ordrejni impair pour 1 < j < q. 

Soient s et s' dans S tels que p = ss' soit d'ordre fini 2n + 1. D'après (9)' 
on a sp-n = pns, d'où 

et s' est conjugué de S. 

Pour tout s dans S, soit A, l'ensemble des s' E S satisfaisant à (1). Avec les 
hypothèses de (1)) les éléments sj et sj+l sont conjugués pour 1 < j < q 
d'après ce qui précède, donc tout élément s' de A, est conjugué de S. 

(*) Ceci signifie que (W, S) satisfait à la propritté universelle suivante: étant donnés un groupe G et 
une application f de S dans G telle que (f(s) f(sf))"'("")= 1 pour (s,sf) dans 1, il existe un homomorphisme 
g de W dans G prolongeantf. Cet homomorphisme est unique car S engendre W. Une forme équi- 
valente de cette définition est la suivante: soient W un groupe, f un homomorphisme de sur W et h 
une application de S dansW telle que f(h(s)) = s et ( h ( s ) h ( ~ ' ) ) ~ ( ~ ~ ~ ' )  = 1 pour (s, sl) dans 1 et que les 
h(sj (pour S E  1) engendrent W; alors f est injectif (donc un isomorphisme de W sur W). 
(,**) Rappelons que deux éléments (resp. deux sous-ensembles) d'un groupe W sont dits conjugués 
s il existe un automorphisme intérieur de W qui transforme l'un en l'autre. 
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Soit f l'application de S dans M = (1, - 1) égale à 1 dans As et à - 1 
dans S - As. Soient s' et s" dans S tels que s's" soit d'ordre fini m; on 
a f(sl) f(sn) = 1 si S' et s" sont tous deux dans As ou dans S -As; dans les 
autres cas, on a f(sl) f(s") = - 1, mais m est pair; on a donc ( f(sl) f(sU))m = 1 
dans tous les cas. Comme (W, S) est un système de Coxeter, il existe un homo- 
morphisme g de W dans M induisant f sur S. Soit s' un conjugué de s;  comme s 
appartient au noyau de g, il en est de même de s', d'où f(sl) = g(sl) = 1 et 
finalement s' E As. C.Q.F.D. 

4. Décompositions réduites dans un groupe de Coxeter 

Supposons que (W, S) soit un système de Coxeter. Soit T l'ensemble des conju- 
gués des éléments de S dans W. Pour toute suite finie s = (sl, . . . , sq) d'élé- 
ments de S, on note O(s) la suite (tl, . . ., tg) d'éléments de T définie par : 

(11) tg = (sl . . . ~ ~ - ~ ) s g ( s ,  . . . sg-1)-1 pour 1 < j < q. 

O n  a tl = s1 et sl . . . sq = tqtq-1 . . . tl. Pour tout élément t E T, on note n(s, t )  
le nombre d'entiers j tels que 1 ,< j ,< q et tg = t. Enfin, on pose 

Lemme 1. - (i) Soient w E W et t E T. Le nombre (- l)n(slt) a la même valeur q (w, t) 
pour toutes les suites s = (si, . . . , sq) d'éléments de S telles que w = si .  . .sq . 

(ii) Pour w E W, soit UW l'application de R dans lui-même définie par : 

L'application w I-+ U, est un homomorfihisme de W dans le groupe des permutations 
de R. 

Pour s E S, définissons une application Us de R dans lui-même par : 

oh as,t est le symbole de Kronecker. On  vérifie aussitôt que U: = IdR,  ce 
qui montre que Us est une permutation de R. 

Soit s = (sl, . . ., sg) une suite d'éléments de S. Posons w = sq . . . sl et 
Us = Us, . . .Us,. Nous allons montrer, par: récurrence sur q, que l'on a : 

C'est évident pour q = 0,l. Si q > 1, posons s' = (sl, . . ., sq-l) et 

En utilisant l'hypothèse de récurrence, on obtient: 

nW, t )  Us(€, t) = Usq(c. (- 1) , w1tw'-1) 
= (S. (- 1) n(sl, t)t8sq,w,lw-i , wtw-1) 
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Or O(s) = (@(sl), wl-lsqwl) et n ( s ,  t) = n(sl, t) + 8,,-iSqw,, t d'où la formule 
(14). 

Soient alors s, s' E S, tels que p = ss' soit d'ordre fini m. Soit s = (sl, . . . , szm) 
la suite d'éléments de S définie par s j  = s pour j impair et s j  = s' pour j 
pair. On a Szm . . . s1 = p-m = 1 et la formule (1 1) entraîne : 

Comme p est d'ordre m, les éléments tl, . . . , tm sont distincts et l'on a tj+m = tj 
pour 1 $ j $ m. Pour tout t E T, l'entier n(s, t) est donc égal à O ou à 2 et 
(14) montre que Us = IdK. Autrement dit, on a (UsUs,)m=IdR. D'après 
la définition même des systèmes de Coxeter, il existe donc un homomorphisme 
tu 1- U, de W dans le groupe des permutations de R tel que Us soit donné 
par le second membre de (13). On  a alors Uw = Us pour toute suite 
s = (sl> . . . , s,) telle que w = sq . . . sl et le lemme 1 résulte immédiate- 
ment de (14). 

Lemme 2. - Soient s = (s,, . . . , s,), O(s) = (t,, . . . , t,) et w = s, . . . s,. 
Soit T w  l'ensemble des éléments t E T tels que -q(w, t) = - 1. Pour que s soit une 
décomposition réduite de w, il faut et il sufit que les tr soient distints; on a 
alors T, = {t,, . . . , t,) et Card (Tw) = l(w). 

On  a évidemment T, c {t,, . . . , tg); en prenant s réduite, on en déduit 
d'abord que Card (T,) < l(w). De plus, si les ti sont distincts, n ( s ,  t) est 
égal à 1 ou O suivant que t appartient ou non à {ti, . . ., ta). D'où 
T w  = {t,, . . . , t,) et q = Card (T,) < l(w), ce qui entraîne que s est réduite. 
Supposons enfin que l'on ait ti = t j  avec i < j. On en tire $6 = usp-1, avec 
u = S i + l  . . . sj-1, d'où aussitôt 

W = SI . . . S(-1S{+l . . . Sj-lSj+l . . . Sq, 

ce qui montre que s n'est pas une décomposition réduite de W. 

Lemme 3. -Soient w E W et s E S tels que l(sw) < l(w). Pour toutesuite s = (sl, . . . , s,) 
d'éléments de S avec w = sl . . . s,, il existe un entier j tel que 1 < j < q et 

Soient p la longueur de w et w' = sw. D'après la Remarque du no 3, on a 
l(w') = l(w) + 1 mod. 2; l'hypothèse l ( d )  < l(w) et la relation 

entraînent l(w') = p - 1. Choisissons une décomposition réduite 
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de w' et posons s' = (s,  s i ,  . . . , sp-1) et Q ( s l )  = ( t i ,  . . . , th).  Il est clair que sr 
est une décomposition réduite de w et que l'on a t i  = s ;  les éléments t i ,  . . . , tb 
étant distincts par le lemme 2, on a n ( s l ,  s)  = 1. Comme w est le produit de 
la suite s, on a n ( s ,  s )  = n ( s r ,  s)  mod. 2 d'après le lemme 1, d'oh n ( s ,  s )  # O ;  
par suite, s est égal à l'un des éléments tj de la suite @ ( s ) ,  d'où le lemme. 

Remarque. - L'ensemble T, défini au lemme 2 se compose des éléments de la 
forme w"swU-1 correspondant aux triplets (w' ,  w", s)  E W x W x S tels que 
w = wrlsw' et 1(wr) + l(w") f 1 = l ( w ) .  

5. La condition d'échange 

O n  désigne sous le nom de (< condition d'échange >) l'assertion suivante sur 
(W, S )  : 
( E ) .  Soient w a W et s a S tels que l (sw)  ,< l ( w ) .  Pour toute décomposition réduite 
( s l ,  . . . , s,) de w, il existe un entier j tel que 1 < j < q et 

On suppose dans ce numéro que (W, S) satisfait à ( E )  ; d'après le lemme 3, il 
en est ainsi si (W, S )  est un système de Coxeter. Les résultats de ce numéro 
s'appliquent donc aux systèmes de Coxeter. 

PROPOSITION 4. - Soient s a S ,  w e W et s = ( s l ,  . . . , s,) une décomposition 
réduite de W .  Deux cas seulement sont possibles: 

a )  l (sw)  = l ( w )  f 1 et (s ,  s l ,  . . . , sq )  est une décomposition réduite de sw. 
b )  l (sw)  = l ( w )  - 1 et il existe un entier j tel que 1 < j a q, que 

soit une décomposition réduite de sw et que la suite (s,  s l ,  . . . , sj-1, sj+l,  . . . , s,) soit 
une décomposition réduite de W .  

Posons w' = sw;  d'après la formule ( 3 )  du no 1, on a 

Nous distinguerons deux cas : 

a )  l ( w l )  > l ( w ) .  On a donc l ( w l )  = q + 1 et w' = ssl . . . s,, donc 

est une décomposition réduite de w'. 
b )  l ( w l )  < l ( w ) .  D'après ( E ) ,  il existe un entier j tel que 1 < j < q, satis- 

faisant à (16). On  a alors w = ss, . . . sj-lsj+i . . . s,, d'où 

comme on a q - 1 Q 1(wr) < q, on a nécessairement 1(wr) = q - 1 et 
(s,, . . ., sj-1, sj+l,  . . ., s,) est une décomposition réduite de w'. 
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Lemme 4. - Soient w E W de longueur q 2 1, D l'ensemble des décompositions réduites de 
w ,  et F une application de D dans un ensemble E. On suppose que l'on a F ( s )  = F ( s l )  
si les éléments s = ( s l ,  . . . , sq),  s' = ( s i ,  . . . , s i )  de D satisfont à l'une des hypo- 
thèses suivantes : 

a)  On a s, = s i  ou sq = sQ. 
b)  I l  existe s et s' dans S tels que sj = s i  = s et sk = $ 2  = S' pour j impair et 

k pair. 
Alors F est constante. 
A) Soient s, s' E D ;  posons t = ( s i ,  s i ,  . . ., sq-1). NOUS allons montrer 

q u e  si F ( s )  # F ( s l ) ,  o n  a t E D et  F ( t )  # F ( s ) .  On a e n  e f f e t  w = s i  . . . sQ, 
donc  siw = S B  . . . sa est d e  longueur < q. D'après la  prop. 4, il existe u n  entier 
j tel q u e  1 < j < q e t  q u e  la  suite u = ( s i ,  s i ,  . . ., sj-1, s j + ~ ,  . . ., sq) appar- 
t ienne à D. On a F ( u )  = F ( s ' )  d'après la condit ion a ) ;  si l 'on avait j # q, 
o n  aurait F ( s )  = F ( u )  pour la m ê m e  raison, d 'où F ( s )  = F ( s l )  contrairement 
à l 'hypothèse. On a donc j = q, d 'où  t = U E D  et  F ( t )  = F ( s l )  # F ( s ) .  

B )  Soient s e t  s'  dans D. Pour tout  entier j avec O < j < q, définissons 
u n e  suite sj de  q éléments de  S d e  la manière su ivante:  

1 s, = ( s i ,  . . . ,sp) 
s1 = ( S I ,  . - ., sq) 

(17 )  
~ q + l - k = ( ~ 1 > ~ i , . . . , S 1 , ~ ; , ~ 1 , ~ 2 , . . . , ~ k )  pour q - k p a i r  

e t  l , < k < q  
Sq+l-k = ( s i ,  $1 , a ,  $1,  s i ,  S I ,  Sz, . . . , ~ k )  pour q- k impair  

e t  1 , < k < q .  

Notons ( H j )  l'assertion <( sj E D, sj+1 E D et  F ( s j )  # F(s j+l)  ». D'après (A) ,  
o n  a (H,)  ==+ pour O < j < q, e t  ( H g )  n'est pas satisfaite d'après 
la  condit ion b ) .  Par suite, ( H o )  n'est pas satisfaite. C o m m e  so = s' et sl = s, 
il e n  résulte q u e  F ( s )  = F ( s l ) .  

PROPOSITION 5 .  - Soient M un monoïde (avec élément unité 1 )  et f une application 
de S dans M .  Pour s, s' dans S ,  soit m(s,  s ' )  l'ordre de ss'; on pose 

si m(s,  s') = 21, l j n i  
( 1 8 )  a ( s , s l ) =  si m ( s , s ' ) = 2 1 $ 1 ,  l j n i  

si m ( s , s l ) = c o .  

Si l'on a a(s, s') = a(s', s )  quels que soient s # s' dans S ,  il  existe une application g 
de W dans M telle que 

pour tout w E W et toute décomposition réduite ( s l ,  . . . , sq) de W .  

Pour tou t  w E W ,  soient D, l 'ensemble des décompositions réduites d e  w 
e t  F, l 'application d e  D, dans M définie par 
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Nous allons prouver par récurrence sur la longueur de w que Fw est constante, 
ce qui établira la prop. 5 .  Les cas l(w) = 0,1 étant triviaux, nous supposons 
q à 2 et notre assertion prouvée pour les éléments w avec l(w) < q. Soient w 
de longueur q et s, s' dans Dw; d'après le lemme 4, il suffit de prouver 
que l'on a FW(s) = FW(s1) dans les cas a) et 6) dudit lemme. 

a) La formule 

pour W' =si  . . . sa-1 et w" = s2 . . . sq et l'hypothèse de récurrence montrent 
que l'on a FW(s) = FW(s1) si si - si ou sq = sQ. 

6 )  Supposons qu'il existe deux éléments s et s' de S tels que s j  = sk: = s 
et sk = S; = S' pour j impair et k pair. Il suffit de traiter le cas s # s'. Les suites 
s et s' sont alors deux décompositions réduites distinctes de w dans le groupe 
diédral engendré par s et s'. D'après la Remarque du no 2, l'ordre m de ss' 
est nécessairement fini et l'on a, avec les notations de cette remarque, s = s, 
et s' = SA. Par suite, on a FW(s) = a(s, s') et FW(st) = a(sl, s), d'où 

6. Caractérisation des groupes de Coxeter 

THÉORÈME 1. - Pour que (W, S) soit un systkme de Coxeter, il faut et il sujit 
qu'il satisfasse à la condition d'échange (Ej du no 5. 

Le lemme 3 du no 4 montre que tout système de Coxeter satisfait à (E). 
Réciproquement, supposons (E) vérifiée. Soient G un groupe et f une 

application de S dans G, telle que l'on ait I (  f (s) f (SI))" = 1 chaque fois que 
s et s' appartiennent à S et que ss' est d'ordre fini m. D'après la prop. 5, il 
existe alors une application g de W dans G telle que l'on ait : 

chaque fois que w = sl . . . sq est de longueur q. Pour prouver que (W, S) est un 
système de Coxeter, il suffit de prouver que g est un homomorphisme, ce qui 
est conséquence de la formule 

(21) g(sw) = f (s)g(w) pour s E S, w E W 

puisque S engendre W. D'après la prop. 4 du no 5,  deux cas seulement sont 
possibles : 

a) l(sw) = l(w) + 1 : si (si, . . ., sq) est une décomposition réduite de w, 
alors (s, si,  . . . , sq) est une décomposition réduite de sw, d'où (21). 

6) l(sw) = l(w) - 1 : posons w' = sw; on a w = sw' et 1(sw1) = l(w') + 1. 
D'après a), on a donc g(w) = f (s)g(sw), d'où f (s)g (w) = g(sw) puisque l'on a 
(f ( s ) ) ~  = 1- 
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7. Familles de partitions 

Supposons que (W, S) soit un système de Coxeter. Pour tout s dans S, notons 
P, l'ensemble des éléments w de W tels que l(sw) > L(w). On a les propriétés 
suivantes : 

(A) On a P, = (1). 
S E S  

En effet, soit w # 1 dans 
de W. On  a q > 1, et (s,, . . 
L(w) = q et L(slw) = q - 1. 

W et soit (s,, . . . , s,) une décomposition réduite 
, s,) est une décomposition réduite de s,w, d'où 
On  a donc w e P,,. 

(B) Pour tout s dans S, les ensembles P, et sP, forment une partition de W. 

Soient w E W et s E S. D'après la prop. 4 du no 5, on doit distinguer deux 
cas : 

a) L(sw) = L(w) + 1 : on a alors w E P,. 
6 )  L(sw) = l(w) - 1 : posons w' = sw d'où w = sw'; on a alors 

d'où W' E P,, c'est-à-dire w E sP,. 
(C) Soient s, s' dans S et w dans W. Si l'on a w E Ps et ws' e P,, on a sw = ws'. 

Soit q la longueur de W. De w E P,, on déduit L(sw) = q + 1 ; de ws' e P,, 
on déduit L(swsl) = 1(ws1) - 1 < q et comme on a 1(sws1) = l(sw) IT 1, 
on a finalement 1(ws1) = q + 1 et L(swsl) = q. 

Soient (s,, . . ., s,) une décomposition réduite de w et sq+l = s'; alors 
(s,, . . . , s,, sq+l) est une décomposition réduite de l'élément ws' de longueur 
q + 1. D'après la condition d'échange, il existe un entier j avec 1 < j < q + 1 
tel que 

(22) SSl . . . sj-1 = Sl . . . sg. 

Si l'on avait 1 < j < q, on aurait sw = s1 . . . Sj-lSj+l  . . . S, contrairement à la 
formule l(sw) = q + 1. On  a donc j = q + 1, et la formule (22) s'écrit alors 
sw = ws'. 
Réciproquement, on a le résultat suivant : 

PROPOSITION 6. - Soit (PS),yES une famille de parties de W satisfaisant à (C) et aux 
conditions suivantes : 

(A') On a 1 E Ps pour tout s E S. 
(B') Les ensembles P, et sP, sont disjoints pour tout s E S. 
Alors, (W, S) est un système de Coxeter et P, se compose des éléments w de W 

tels que l(sw) > l(w). 
Soient s E S et w E W. De deux choses l'une : 
a) w e P,. Soient (sl, . . . , s,) une décomposition réduite de w et 
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pour 1 < j < q;  on pose aussi wo = 1. Comme on a wo E Ps d'après (A') et que 
w = w, n'est pas dans P,, il existe un entier j avec 1 < j < q tel que wj-1 E Ps 
et que wj = wg-lsj n'appartienne pas à P,. D'après (C), on a donc 

On  a donc prouvé la formule 

ss, . . . sj-1 = S l  . . . sj-1sj 

qui entraîne sw = s1 . . . sj-lsj+l . . . S, et l(sw) < l(w). 
b) w E P, : posons w' = sw, d'où w' e P, d'après (B'). D'après a), on a alors 

l(swl) < 1(w1), c'est-à-dire l(w) < L(sw). 
La comparaison de a) et b)  prouve que P, se compose des w E W tels que 

l(sw) > l(w). La condition d'échange résulte de ce qui a été vu en a), donc 
(W, S) est un système de Coxeter (th. 1 du no 6). 

8. Sous-groupes des groupes de Coxeter 

Dans ce numéro, on suppose que (W, S) est un système de Coxeter. Pour 
toute partie X de S, on note W, le sous-groupe de W engendré par X. 

PROPOSITION 7. - Soit w dans W. IL existe une partie Sw de S telle que l'on ait 
{sl, . . . , s,) = Sw pour toute décomposition réduite (sl, . . . , s,) de W. 

On  note M le monoïde formé des parties de S avec la loi de composition 
(A, B) A u B; l'élément neutre de M est @. On pose f (s) = (s} pour 
s E S. Nous allons appliquer la prop. 5 du no 5 à M etf; on a a(s, sr) = {s, s'} 
pour S, SI dans S si m(s, sr) est fini, et il existe donc une application g : w Sw 
de W dans M telle que g(w) = f (sl) u . . u f (s,), c'est-à-dire Sw = (sl, . . . , s,) 
pour tout w E W et toute décomposition réduite (sl, . . ., s,) de w. 

COROLLAIRE 1. - Pour toute partie X de S, le sous-groupe W, de W se compose 
des éléments w de W tels que S, c X. 

Si w = S, . .  . S, avec sl, . . . ,sq dans S, on a w-1 = s a .  . . s,; on en déduit 

La prop. 4 du no 5 montre que l'on a S,,, c {s) u Sw, pour s E S et w' E W, 
d'où la formule 

par récurrence sur la longueur de W. D'après (23) et (24)) l'ensemble U des 
w E W tels que S,c X est un sous-groupe de W ;  on a X c U c W,, d'où 
u = W,. 

COROLLAIRE 2. - Pour toute partie X de S, on a W, n S = X. 
Cela résulte du cor. 1 et de la formule S, = {s) pour s dans S. 
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COROLLAIRE 3. - L'ensemble S est un ensemble générateur minimal de W. 
Si X c S engendre W, on a W = W,, d'où X = S n W, = S d'après le 

cor. 2. 

COROLLAIRE 4. - Pour toute partie X de S et tout w dans W,, la longueur 
de w par rapport à l'ensemble générateur X de W, est égale à l s ( w ) .  

Soit ( s l ,  . . . , s,) une décomposition réduite de w considéré comme élément 
de W ;  on a w = s1 . . . s ,  et sg E X pour 1 6 j < q (cor. 1)  ; par ailleurs, w 
ne peut être produit de q' < q éléments de X c S par définition de q = l s ( w ) .  

THÉORÈME 2. - (i) Pour toute partie X de S, le coufile (W,, X )  est un système 
de Coxeter. 

(ii) Soit ( X < ) $  une famille de parties de S. Si X = r) X t ,  on a W, = n IVxi. 
1E l  I E I  

(iii) Soient X et X '  deux parties de S .  On a W, c W,, (resp. W, = W , )  si 
et seulement si l'on a X c X'  (resp. X = X ' ) .  

Tout élément de X est d'ordre 2 et X engendre W,. Soient x E X et w E IVx 
avec l,(xw) < l,(w) = q. D'après le cor. 4 de la prop. 7, on a donc 

Soient x l ,  . . ., x ,  des éléments de X tels que w = xl . . .xq ; comme (W, S) 
satisfait à la condition d'échange (th. 1 du no 6), il existe un entier j tel que 
1 < j < q et xxl . . . xg-1 = xi . . . xg-lx,. Par suite, (W,, X )  satisfait à la 
condition d'échange, donc c'est un système de Coxeter (th. 1 du no 6). D'où (i). 

Les assertions (ii) et (iii) résultent immédiatement du cor. 1 de la prop. 7. 

9. Matrices et graphes de Coxeter 

DÉFINITION 4. - Soit 1 un ensemble. On appelle matrice de Coxeter de gpe 1 toute 
matrice carrée symétrique M = (mtg)z,gEI dont les éléments sont des entiers ou + co 
satisfaisant aux relations : 

(25) mit = 1 pour tout i e 1;  
(26) mzj 2 2 pour i, j 1 avec i # j. 

On appelle (par abus de langage) graphe de Coxeter de ppe 1 un couple formé d'un 
graphe I' (*) ayant 1 comme ensemble de sommets et d'une afiplication f de l'ensemble 
des arétes de ce graphe dans l'ensemble formé de + co et des entiers 2 3. On dit que 
I' est le graphe sous-jacent au graphe de Coxeter (I', f ) .  

A toute matrice de Coxeter M de type 1, on associe un graphe de Coxeter 
(I', f )  de la manière suivante : 

le graphe I' a pour ensemble de sommets 1 et pour ensemble d'arêtes les 
parties {i ,  j )  de 1 telles que ml,, 2 3, l'application f associe à l'arête {i ,  j) 
l'élément correspondant mlg de M. 

(2) Voir l'annexe pour la définition et les propriétés des graphes utilisées ici. 
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Il est clair que l'on obtient ainsi une bijection de l'ensemble des matrices de 
Coxeter de type 1 sur l'ensemble des graphes de Coxeter de type 1. 

Pour faciliter la lecture des raisonnements, on représente souvent un graphe de Coxeter 
de type 1 par la figure utilisée pour représenter son graphe sous-jacent, oh l'on inscrit 
en outre à côtt ou au-dessus de chaque arête {i, j )  le nombre f ({i, j)). O n  omet géné- 
ralement d'inscrire ceux de  ces nombres qui sont égaux B 3. 

Si (W, S) est un système de Coxeter, la matrice M = (m(s, sr)),,,, ,,, où 
m(s, sr) est l'ordre de ss', est une matrice de Coxeter de type S, que l'on appelle 
la matrice de (W, S) : on a en effet m(s, s) = 1 puisque s2 = 1 pour tout s E S, 
et m(s, s') = m(sr, s) 2 2 si s # s' puisque ssr = (sls)-1 est alors # 1. Le 
graphe de Coxeter (r, f )  associé à M s'appelle le graphe de Coxeter de (W, S) . 
Remarquons que deux sommets s et sr de l? sont liés si et seulement si s et s' 
ne commutent pas. Par exemple, la matrice de Coxeter d'un groupe diédral 

d'ordre 2m est (i 7 )  et son graphe de Coxeter est représenté par 

lorsque m 2 3 .(ou 

si m = 3) et par 

lorsque m = 2. *Le graphe de Coxeter du groupe symétrique @, est repré- 
senté par 

---O-. . . - (n - 1 sommets)., 

On montrera plus tard (chap. V, $4)  que réciproquement toute matrice de Coxeter 
est la matrice d'un systéme de Coxeter. 

On dit qu'un système de Coxeter (W, S) est irréductible si le graphe r sous- 
jacent au graphe de Coxeter associé est connexe (Annexe, no 2) et non vide. Il 
revient au même de dire que S est non vide et qu'il n'existe pas de partition de 
S en deux ensembles S' et S" distincts de S tels que tout éltment de S' commute 
avec tout élément de S". Plus généralement, soit (I'z)teI la famille des compo- 
santes connexes de r (Annexe, no 2) et soit Sr l'ensemble des sommets de I't. 
Soit Wi = WSi le sous-groupe de W engendré par Sc (cf. no 8). Alors les (Wc, Si) 
sont des systèmes de Coxeter irréductibles (no 8, th. 2) qu'on appelle les compo- 
santes irréductibles de (W, S). De plus, le groupe W estproduit direct restreint (*) des 

(*) On dit qu'un groupe G est produit direct restreint d'une famille (Gi) iE, de sous-groupes si, pour toute 
partie finie J de 1, le sous-groupe G, de G engendré par les G, pour i E J est produit direct des G, pour 
i E J, et si G est la réunion des GJ. Il revient au même de dire que tout élément de Gi commute avec 
tout élément de Gj pour i # j et que tout élément de G s'écrit d'une manière et d'une seule comme - 
produit 11 gi avec g i e G i  et gi = 1 sauf pour un nombre fini d'indices. Cette dernière condition 

i E I  
équivaut A dire que G est engendré par la rtunion des Gi et que Gi n G, = 1 1 ) pour tout i E 1 et toute 
partie finie J c 1 telle que i $ J. 
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sous-groupes Wc pour i E 1. Cela résulte en effet de la proposition plus générale 
suivante : 

PROPOSITION 8. - Soit (Si) i e 1 une partition de S, telle que tout élément de Si commute 
avec tout élément de St pour i # j. Pour tout i E 1, soit Wi le sous-groupe engendré 
par Sr. Alors W est produit direct restreint de la famille (Wt)csr. 

Il  est clair que pour tout i E 1, le sous-groupe Wi engendré par la réunion 
des W j  pour j # i est aussi engendré par Sf = U Sj. On  a donc 

# j  

d'après le th. 2 du no 8. Comme W est engendré par la réunion des Wi, cela 
démontre la proposition. 

9 2. Systèmes de Tits 

Dans ce paragraphe, les lettres G, B, N, S, T, W ont la signfication indiquée au 
no 1 ci-dessous. 

1. Définition et premières propriétés 

Soient G un groupe et B un sous-groupe de G. On fait opérer le groupe 
B x B sur G par la loi (b, b') .g = bgbl-1 pour b, b' E B et g E G. Les orbites de 
B x B dans G sont les ensembles BgB, pour g E G, qu'on appelle doubles classes 
de G suivant B. Elles forment une partition de G ;  l'ensemble quotient corres- 
pondant se note B\G/B. Si C et C' sont deux doubles classes, CC' est réunion 
de doubles classes. 

DÉFINITION 1. - On appelle vstème de 'Izts un quadruplet (G, B, N, S), où G est un 
groupe, B et N deux sous-groupes de G et S une partie de N/(B n N), satisfaisant 
aux axiomes suivants : 

( T l )  L'ensemble B u N engendre G et B n N est un sous-groupe distingué de N. 
(T2) L'ensemble S engendre le groupe W = N/(B n N) et se compose d'éléments 

d'ordre 2. 
(T3) On a sBwcBwBuBswB pour S E S  et W E W  (*). 
(T4) Pour tout s E S, on a sBs a B. 

Le  groupe W = N/(B n N) est parfois appelé le groupe de Weyl du système d e  Tits 
(G, B, N, S). 

Remarques. - 1) On  verra au no 5 (cor. du th. 3) que, si (G, B, N) sont donnés, 
il existe au plus une partie S de N/(B n N) telle que (G, B, N, S) soit un 
système de Tits. 
(*) Tout élément de W est une classe modulo B n N, donc un sous-ensemble de G; ceci donne un sens 
aux produits tels que BwB. Plus généralement, pour toute partie A de W, nous noterons BAB le sous- 

ensemble U BruB. 
I U E A  



2) Soit ( G ,  B, N, S )  un système de Tits, et soit Z un sous-groupe distingué 
de G contenu dans B. Soient G' = G / Z ,  BI = B / Z ,  N' = N / ( Z  n N ) ,  et 
soit S' l'image de S dans N ' / ( B r  n N t ) .  Alors on voit aussitôt que (G ' ,  B', N t ,  S I )  

est un système de Tits. 

Dans tout ce paragraphe, (G, B, N ,  S )  désigne un systBme de Tits, on pose T = B n N 
et W = NIT. Par double classe, on entend une double classe de G suivant B. Pour tout 
w E W, on pose C ( w )  = BwB; c'est une double classe. 

Nous allons déduire quelques conséquences élémentaires des axiomes (T l )  à 
( T 4 ) .  On note w, w', . . . des éléments de W et s, s', . . . des éléments de S. 
On a les relations évidentes 

L'axiome ( T 3 )  s'écrit aussi sous la forme 

Comme on a par ailleurs C (sw) c C ( s )  . C ( w )  d'après (1) et que C ( s )  . C ( w )  
est réunion de doubles classes, il n'y a que deux possibilités 

( 3 )  C ( s )  . C ( w )  = 
si C ( w ) c t C ( s ) . C ( w )  

i C k ) u c ( s w )  si c ( w ) c c ( s ) . c ( w ) .  

On a B + C ( s )  . C ( s )  d'après (T4); faisant w = s dans ( 3 )  et utilisant la rela- 
tion s2 = 1, on obtient 

Cette formule montre que B u C ( s )  est un sous-groupe de G. Multiplions les 
deux membres de ( 4 )  à droite par C ( w ) ,  utilisons la formule (3) et la relation 

B . C ( w )  = C ( w ) ;  
on obtient 

Si l'on prend les inverses des ensembles intervenant dans les formules (2), 
( 3 )  et ( 5 )  et qu'on y remplace w par w-1, on obtient les formules 

( 2 ' )  C ( w )  . C ( s )  c C ( w )  u C ( w s )  

(3 ' )  C ( w )  . C ( s )  = 
si C ( w )  ct C ( w )  . C (s)  1 C [ W ; ) ~  ~ ( w s )  si C ( W )  c c ( ~ ) .  C ( S ) .  

Lemme 1 .  - Soient s l ,  . . . , sq E S et soit w E W. On a 
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oil (il, . . ., ip) ddcrit l'ensemble des suites strictement croissantes d'entiers de l'inter- 
valle (1, q). 

On raisonne par récurrence sur q, le cas q = O étant trivial. Si q 2 1, on a 
C(s, . . . s,) . C(w) c C(sl) . C(s2 . . . s,) . C(w). D'après l'hypothèse de récurrence, 
C(sz . . . s,) . C(w) est contenu dans la réunion des C(sjl . . . sjpw), où 

2 < jl <... < j p  < q. 

D'après (T3), l'ensemble C(s,) . C(sjl. . . sj,w) est contenu dans la réunion de 
C(slsjl . . . sj,w) et de C(sj, . . . sjpw). D'où le lemme. 

2. Un exemple 

Soient k un corps, n un entier 2 O, et soit (ta) la base canonique de kn. Soit 
G = GL(n, k), soit B le sous-groupe trigonal large supérieur de G (formé 
des matrices triangulaires supérieures), et soit N le sous-groupe de G formé 
des matrices n'ayant qu'un seul élément non nul dans chaque ligne et dans 
chaque colonne. Un élément de N permute les droites kec; on en déduit un 
homomorphisme surjectif N + Gn dont le noyau est le sous-groupe T = B n N 
des matrices diagonales; cela permet d'identifier W = NIT et 6,. On désigne 
par sj  (1 < j < n- 1) l'élément de W correspondant à la transposition de j et 
j + 1 ; soit S l'ensemble des sj. Le quadruplet (Gy B, N, S) est un système de Tits. 
En effet : 

L'axiome (T l )  résulte du cor. 2 de la prop. 14 de Alg., chap. II, 3e éd., 
$ 10, no 13. 

L'axiome (T2) est démontré dans Alg., Chap. 1, nouv. Cd., Rectif. à la 
p. 97. 

L'axiome (T4) est immédiat. 
Reste à vérifier (T3), i.e. 

sJBwcBwBuBsjwB pour 1 < j < n - 1 , w e W  

ou, ce qui revient au même: 

sjB c BB' u Bs3B1, avec B' = wBw-1. 

Soit G j  le sous-groupe de G formé des éléments laissant fixes les ez pour i # j, 
j + 1 et laissant stable le plan engendré par e j  et ej+l; ce groupe est isomorphe 
à GL(2,k). On vérifie que GjB = BGj. Comme sj  a Gh on a sjB c BGj, 
et il suffit de prouver la formule 

G j  c (B n Gj) (Br n Gj) u (B n Gj)sl(B1 n Gj). 

Identifions Gi à GL(2, k) ; le groupe B n G j  s'identifie au sous-groupe trigo- 
na1 large supérieur Bz de GL(2, k) ; le groupe B' n Gj  s'identifie à Bz lorsque 
w(j) c w ( j  + 1), et au sous-groupe trigonal large inférieur Bi sinon. Dans 
le premier cas, la formule à démontrer s'écrit 

GL(2, k) = Bz u B~SBZ où 
s = ( y  i) ; 



elle résulte par exemple du fait que B2 est le stabilisateur d'un point dans 
l'action de GL(2, k) sur la droite projective Pi(k), et opère transitivement sur le 
complémentaire de ce point. Dans le second cas, la formule à démontrer 
s'écrit 

GL(2, k) = BzBi u B2sBi; 

comme Bi = sBzs, elle résulte de la précédente par multiplication à droite par S. 

3. Décomposition de G en doubles classes 

THÉORÈME 1. - On a G = BWB. L'application w C(w) est une bijection 
de W sur l'ensemble B\G/B des doubles classes de G suivant B. 

Il est clair que BWB est stable par x x-1, et le lemme 1 montre qu'il 
est stable par produit. Comme il contient B et N, il est donc égal à G. 

Il nous reste à prouver que C(w) # C(wl) si w f w'. Pour cela, nous 
démontrerons par récurrence sur l'entier q l'assertion suivante : 

(A,) Étant donnés w et w' distincts dans W tels que l,(w) 2 l,(wl) = q, 
on a C(w) # C(wl). 

(Pour la définition de ls(w), voir 5 1, no 1.) 
Cette assertion est évidente pour q = 0, car on a alors w' = 1 et w # 1, 

d'où C(wl) = B et C(w) # B. 
Supposons que q 2 1 et que w, w' vérifient les hypothèses de (A4) .  Il 

existe se S tel que sw' soit de longueur q - 1. O n  a 

(6) &(w) > L(sw') 

d'où w # sw'. De plus, on a sw # SW' ; d'après la formule (3) du § 1, no 1, on a 

Vu l'hypothèse de récurrence, C(swl) est distinct de C(w) et de C(sw); de la 
formule (2), on déduit 

Comme on a par ailleurs C(swl) c C(s) . C(wl), on a finalement C(w) # C(wl). 

Remarque. - L'axiome (T4) n'a pas été utilisé dans la démonstration précé- 
dente. 

4. Relations avec les systèmes de Coxeter 

THÉORÈME 2. - Le couple (W, S) est un système de Coxeter. De plus, pour s E S et 
w E W, les relations C(sw) = C(s) . C(w) et 1, (sw) > ls(w) sont équivalentes. 

Pour tout s E S, soit Ps l'ensemble des éléments w a W tels que 
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Nous allons vérifier que les P, satisfont aux conditions (A'), (B') et (C) du 
$ 1, no 7;  les deux assertions du théorème résulteront alors de la prop. 6 du 
$ 1, no 7. 

La condition (A') est évidente. 
Vérifions (BI). Si P, et sP, avaient un élément commun w, on aurait 

w E P, et sw E P, d'où 

On  en déduirait C(s) . C(s) . C(w) = C(w) et, d'après la formule ( 5 ) )  ceci 
entraînerait C(w) = C(sw), en contradiction avec le th. 1. 

Vérifions (C). Soient s, s' E S et w, w' E W avec w' = ws'. On  fait l'hypo- 
thèse que w E Ps et w' e P,, d'où 

d'après (3) .  
De (9) et de la relation w = w's', on déduit 

D'après la formule (2')' on a C(wl) C(sl) c C(wl) u C(w'sl), d'où immédiate- 
ment 

(12) C (w')slB c C (ws') u C (w) . 
Comme C(wl) est réunion de classes à gauche gB et que l'on a 

C (s) C (w') = C (s) w'B, 

la formule (10) montre que C(s)wl rencontre C(w1) et a fortiori que C(s)wls'B 
rencontre C(w')slB. Il résulte alors des formules (11) et (12) que la double 
classe C(sw) est égale à l'une des doubles classes C(wsl) et C(w) ; comme on a 
sw # w, le th. 1 permet de conclure que sw = ws'. 

COROLLAIRE 1. - Soient w, ,  . . ., w, E W et soit w = w, . . . w,. Si 

En prenant des décompositions réduites des wz, on se ramène au cas d'une 
décomposition réduite 

w = SI . . . s,, avec sc E S. 

Si u = s2 . . . sq, on a alors w = slu et 1, (slu) > l,(u), d'où C(w) = C(sl) . C(u) 
d'après le théorème; la formule cherchée s'en déduit par récurrence sur q. 



COROLLAIRE 2. - Soit w s W et soit T w  la partie de W associée à w par le procédé 
du lemme 2 du 9 1, no 4. Si t E TW, on a 

Si t E Tw, il existe par définition des éléments w', w" s W et s E S tels que 

D'après le cor. 1, on a 

C(w) . C(w-1) = C(wl) . C(s) . C(w") . C(w"-1) . C(s) . C(wl-1). 
D'où : 

c (w) . C (w-1) 3 C (w') . C (s) . C(s) . C (wl-1). 

D'après (4), on a C (s) c C (s) . C (s). D'où : 

COROLLAIRE 3. - Soit w E W et soit H w  le sous-groupe de G engendré par 
C(w) . C(w-1). Alors : 

a) Pour toute décomposition réduite (sl, . . . , s,) de w, on a 

b) Le groupe H w  contient C(w) et est engendré par C(w). 
Démontrons a) par récurrence sur j. Supposons que C(sk) soit contenu 

dans H w  pour k < j. Soit 

L'élément t appartient à la partie T w  de W définie dans le lemme 2 du 5 1, 
no 4. D'après le cor. 2, on a C(t) c Hw,  d'où C(sj) c Hw. 

Comme C(w) = C(sl) . . . C(s,), cf. cor. 1, on a C(w) c Hw,  d'où b). 

Exemple. - Le th. 2, appliqué au système de Tits décrit au no 2, montre que 
le groupe symétrique en, muni de l'ensemble des transpositions d'éléments 
consécutifs, est un groupe de Coxeter. 

5. Sous-groupes de G contenant B 

Pour toute partie X de S, on note W, le sous-groupe de W engendré par X 
(cf. $ 1, no 8) et G, la réunion BW,B des doubles classes C(w), w E W,. On  a 
G, = B, et G, = G. 

THÉORÈME 3. - a) Pour toute partie X de S, l'ensemble G, est un sous-groupe de G, 
engendré par U C (s) . 

se, 

6 )  L'application X F-+ G, est une bijection de ?$(S) sur l'ensemble des sous- 
groupes de G contenant B. 
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c) Soit (X<)<.I une famille de parties de S. Si X = n Xi, on a Gx = n GX; 
i E I  I E I  

d) Soient X et Y deux parties de S. On a Gx c G, (resp. Gx = Gy) si et seule- 
ment si l'on a X c Y (resp. X = Y). 

Il est clair que Gx = (G,)-1; le lemme 1 du no 1 montre que G, . Gx c Gx ; 
d'où a), compte tenu du cor. 1 du th. 2. 

L'injectivité de X Gx résulte de celle de X F-+ W, (fj 1, no 8, th. 2). 
Soit d'autre part H un sous-groupe de G contenant B. Soit U l'ensemble des 
w E W tels que C(w) c H. On a H = BUB puisque H est réunion de doubles 
classes. Soit X = U n S; montrons que H = Gx. On a évidemment Gx c H. 
D'autre part, soit u E U, et soit (s,, . . . , sq) une décomposition réduite de u. Le 
cor. 3 du th. 2 entraîne C(sr) c H, d'où sj  E X pour 1 < j 6 q. On a donc 
u E WX, et comme H est réunion des C(u) pour u E U, on a bien H c Gx, ce 
qui achève de prouver (6). 

Les assertions c) et d) rtsultent des propriétés analogues des groupes Wx 
(3 1, no 8, th. 2). 

COROLLAIRE. - L'ensemble S se compose des éléments w E W tels que w # 1 et 
que B u C(w) soit un sous-groupe de G. 

Les éléments w E W tels que B u C(w) soit un sous-groupe de G sont ceux 
pour lesquels il existe X c S avec W, = { 1, w j . Si de plus w # 1, on a 
nécessairement Card(X) = 1, i.e. w e S. 

Remarque 1). - Le corollaire ci-dessus montre que S est détermine par (G, B, N) ; 
pour cette raison, on se permet parfois de dire que (Gy B, N) est un système de 
Tits, ou encore que (B, N) est un système de Tits dans G. 

PROPOSITION 1. - Soient X une partie de S, et N' un sous-groupe de N dont 
l'image dans W soit &gale à W,. Alors (Gx, B, N', X) est un système de Tits. 

On a Gx = BWxB = BN'B, ce qui prouve que Gx est engendré par B u N'. 
La vérification des axiomes (T l )  à (T4) est alors immédiate. 

PROPOSITION 2. - Soient X, Y c S et w E W. On a 

GXwGy = BWxwWyB. 

Soient sl, . . ., sq E X et il, . . ., tq E Y. Le lemme 1 montre que l'on a 

C(sl . . . sq) .C(W) .C(tl . . . tq) c BWx~WyB, 
d'où 

GXwGs c BWXwWyB. 

L'inclusion opposée est évidente. 

Remarque 2). - Notons G,\G/G, l'ensemble des parties de G de la forme GxgGs, 
g é G; définissons de manière analogue W,\W/W,. La proposition précé- 
dente montre que la bijection canonique wi--C(w) de W sur B\G/B dtfinit 
par passage au quotient une bijection Wx\W/W, -+ G,\G/G,. 



PROPOSITION 3. - Soient X c S et g E G. La relation gBg-1 c Gx entraine g E G,. 
Soit w E W tel que g E C(W). Comme B est un sous-groupe de Gx, l'hypo- 

thèse gBg-1 c Gx entraîne C(w) . C(w-1) c Gx, d'où C(w) c Gx d'après le 
cor. 3 du th. 2, et g appartient à Gx. 

6. Sous-groupes paraboliques 

DÉFINITION 2. - On dit qu'un sous-groupe de G est parabolique s'il contient un conju- 
gué de B. 
Il est clair que tout sous-groupe qui contient un sous-groupe parabolique est 
parabolique. 

PROPOSITION 4. - Soit P un sous-groupe de G. 
a) Pour que P soit parabolique, il faut et il su#t qu'il existe une partie X de S telle 

que P soit conjugud de Gx (cf. no 5 pour la définition de G,). 
b) Soient X, X' c S et g, gr E G tels que P = gGxg-1 = grGXrg'-1. On a 

alors X = X' et g'g-1 E P. 
L'assertion a) résulte du th. 3, b). 
Sous les hypothèses de b), on a 

et la prop. 3 montre que g-lg' E Gx. D'où Gx, = G, et X' = X d'après 
le th. 3, b). Enfin, on a : 

Si le sous-groupe parabolique P est conjugué de Gxy avec X c S, on dit que X 
est le @pe de P. 

THÉORÈME 4. - (i) Soient Pl et Pz deux sods-groupes paraboliques de G dont 
l'intersection est parabolique et soit g E G tel que gPig-1 c Pz. Alors g E Pz et Pi c Pz. 

(ii) Deux sous-groupes paraboliques distincts dont l'intersection est parabolique 
ne sont pas conjugués. 

(iii) Soient QI et Q2 deux sous-groupes paraboliques de G contenus dans un 
sous-groupe Q de G. Tout g E G tel que gQlg-1 = Q2 appartient à Q. 

(iv) Tout sous-groupe parabolique est son propre normalisateur (*). 
L'assertion (i) résulte des prop. 3 et 4, et entraîne (ii). Sous les hypo- 

thèses de (iii), on a gQig-1 c Q, d'où g E Q d'après (i). Enfin (iv) résulte de 
(iii) en prenant QI = Qz = Q. 

PROPOSITION 5 .  - Soient Pi et Pz deux sous-groupes paraboliques de G. Alors 
Pl n Pz contient un conjugué de T. 

(*) Si H  est un sous-groupe d'un groupe G, le normalisateur de H  dans G est le sous-groupe % ( H )  
formé des éléments g de G tels que gHg-1 = H.  On dit que le sous-groupe H' normalise H  si l'on a 
H i c % ( H ) ,  auquel cas HH' = H'H est un sous-groupe de G, dans lequel H  est distingué. 
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Quitte à transformer Pl et Pz par un automorphisme intérieur de G, on 
peut supposer que B c Pl. Soit g E G tel que gBg-1 c Pz. D'après le th. 1, 
il existe n E N et b, b' E B tels que g = bnb'. Comme T est distingué dans N, 

et 
Pl 3 B 3 bTb-1 

d'où la proposition. 

7. Théorème de simplicité 

Lemme 2. - Soit H un sous-groupe distingué de G. Il existe une partie X de S telle 
que BH = Gx et tout élément de X commute à tout élément de S - X. 

Puisque BH est un sous-groupe de G contenant B, il existe une unique partie 
X de S telle que BH = Gx (th. 3). 

Soient sl E X et s2 E S - X ;  soient nl et n2 des représentants respectifs 
de sl et s2 dans N. On  a nl E Gx = BH et il existe b E B tel que bnl E H .  
Comme H est distingué dans G, l'Clément h = n2bnln;l de G appartient à H .  
D'autre part 

h E C (s2)  . C ($1) . C ( ~ 2 ) .  

Si la longueur de s2slsz est égale à 3, le cor. 1 du th. 2 entraîne 

C(s2) c ($1) . c ( $ 2 )  = c (szsisz), 

d'où h E H n C(s2s,s2). Puisque H n C(szsls2) est non vide, on a szslsz e W X  . 
Comme ( s z ,  s l ,  s2) est une décomposition réduite, on en déduit s2 e X, 
contrairement à l'hypothèse (5 1, no 8, cor. 1 de la prop. 7). 

On  a donc 1, (s2sls2) < 2 ; si ls(sls2) = 1, on a slsz E S, donc (sls2) 2 = 1, 
sls2 = szsl. Si ls(slsz)  = 2 la propriété (E) du 5 1, no 5 entraîne alors 
s2sl = s1s2, car s i  # sa. C.Q.F.D. 

Dans le th. 5 ci-dessous interviendra la propriété suivante d'un groupe U : 
(R )  Pour tout sous-groupe distingué V de U ,  distinct de U ,  le groupe des commu- 

tateurs ( c f .  Alg., chap. 1, $ 6, no 8) de U/V est distinct de U/V. 
Tout groupe résoluble vérifie ( R ) ;  en particulier tout groupe commutatif 

vérifie ( R ) ;  il en est de même de tout groupe simple non commutatif. On  
peut montrer que le groupe symétrique (3, vérifie (R )  pour tout n (cf. exerc. 29) .  

THÉORÈME 5. - Soit Z l'intersection des conjugués de B, soit U un sous-groupe de B 
et soit Gl le sous-groupe engendré par les conjugués de U dans G. On fait les hypothèses 
suivantes : 

( 1 )  U est distingué dans B et B = UT. 
( 2 )  U possède la propriété (R ) .  
( 3 )  Gl est égal à son groupe des commutateurs. 
(4) Le système de Coxeter (W,  S) est irréductible (cf. 5 1, no 9 ) .  
Alors tout sous-groupe H de G normalisé par Gl est contenu dans Z ou contient G 1 .  



Montrons d'abord que G = GIT. Le groupe GIT contient B, donc est son 
propre normalisateur (th. 4);  comme N normalise Gl et T, il normalise 
aussi GIT, d'où N c  GIT; puisque G est engendré par B et N, on a bien 
G = GiT. 

Posons maintenant 

G' = GIH, B' = B n G', N' = N n G', 

T' = T n G' = B' n N' et W' = N1/T'. 

On a G = G'T puisque G' contient Gl, d'où N = N'T. L'injection de N' 
dans N définit donc, par passage aux quotients, un isomorphisme u : W' + W. 
Soit S' = u-1(S). 

Montrons que (G', B', N', S') est un système de Tits. Comme G = BNB et 
B = T U  = UT, on a G = UNU et, puisque U est un sous-groupe de G', 
on en déduit G' = UN'U, d'où (T l )  puisque U c BI. L'axiome (T2) est 
satisfait puisque u est un isomorphisme. Soit w E W et soit w' = u-l(w) l'Clé- 
ment correspondant de W'. On  a 

BwB = BwB' = Bw'B', puisque B = B'T. 

On en conclut que G' n BwB = B'w'B', ou encore que l'injection de G' dans G 
définit par passage aux quotients une bijection de B1\G'/B' sur B\G/B. 
L'axiome (T3) est alors immédiat. L'axiome (T4) résulte de B = BIT. 

Le sous-groupe H est distingué dans G'. D'après le lemme 2 appliqué à 
(G', B', NI, S'), il existe une partie X' de S' telle que B'H = Gk et tout élément 
de S' - X' commute à tout élément de X'. Vu l'hypothèse (4)' deux cas seule- 
ment sont possibles : 

a) X' = 0, i.e. B'H = B', et H c B ' c B .  Si ~ E G ,  on a g=glt ,  avec 
gl E Gl,  t E T et H c g1Bgï1 puisque Gl normalise H. D'où H c gBg-1; comme 
Z est l'intersection des gBg-1, on a H c Z. 

b) X' = S', i.e. B'H = G'; comme G = G'T, on a 

G = B'HT = HB'T = HB. 

Comme B normalise U, tout conjugué de U est de la forme hUh-1, avec h E H. 
Un tel sous-groupe est contenu dans le groupe UH, d'où G l  c UH, par défi- 
nition de Gl. On  a alors les isomorphismes 

U/ (U n H)  = UH/H = GlH/H E Gi/(Gi n H). 

D'après l'hypothèse (3)' Gl/(Gl n H )  est égal à son groupe des commutateurs. 
L'hypothèse (2) montre alors que le groupe U/(U n H), isomorphe à 
Gl/(Gl n H), est réduit à l'élément neutre. D'où Gl n H = G l  et Gl  c H, 
ce qui achève la démonstration. 

COROLLAIRE. - SOUS les t'ypothèses du th. 5, le groupe GlI(G1 n Z) est simple 
non conmutatif, ou réduit à l'élément neutre. 
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Le th. 5 montre que Gl/(Gl n Z) est simple ou réduit à l'élément neutre; 
d'autre part l'hypothèse (3) entraîne qu'il est égal à son groupe des commu- 
tateurs; d'où le corollaire. 

Remarques. - 1) Les hypothèses (2), (3), (4) n'ont pas été utilisées pour démon- 
trer que (G', BI, N', s') est un système de Tits. 

2) Supposons que Z n U = { 1 j .  Comme Z et U sont distingués dans B, 
il en résulte que tout élément de Z commute à tout élément de U, donc à tout 
élément de Gl . Vu le corollaire ci-dessus, il s'ensuit que Gi n Z est le centre de Gi . 

3) L'hypothèse (3) est entrafnée par la condition suivante : 
(3') U est engendré par les commutateurs b-lu-lbu, avec u e U et b E B n Gl. 

Exemples. - 1) Soient k un corps, n un entier 2 O, G = GL(n, k), et soit 
(G, B, N, S) le système de Tits décrit au no 2. Soit U le groupe trigonal strict 
supérieur, i.e. le sous-groupe de B formé des matrices dont les éléments dia- 
gonaux sont égaux à 1. La condition (1) du th. 5 se vérifie immédiatement; 
il en est de même de (2) puisque U est résoluble; la condition (4) est 
vérifiée si n 2 2. On peut paouver (cf. Alg., Chap. II, 3e éd., $ 10, 
exerc. 13) que (3) est vérifiée si n 2 3 ou si n = 2 et Card(k) 2 4. Sous 
ces conditions, on en conclut que Gl/(Gl n Z) est simple et que Gl n Z est 
le centre de Gl (cf. Remarque 2). 

Lorsque k est commutatif, on a Gi = SL(n,k), cf. Alg., Chap. III ,  3e  Cd., 
6 8, no 9. 

*2) Soit g une algèbre de Lie simple sur C, et soit G le groupe adjoint de 0 
(cf. chap. III) .  On peut montrer, en utilisant le théorème 5, que G est simple 
non abélien. * 



ANNEXE 

GRAPHES 

1. Définitions 

DÉFINITION 1. - On appelle graphe combinatoire (ou simplement graphe, 
lorsqu'aucune confusion n'en résulte) un couple l? = (A, S), où S est un ensemble, 
et A une partie de $(S) formée d'ensembles à deux éléments. 

Soit l? = (A, S) un graphe. Les éléments de A s'appellent les arêtes et ceux 
de S les sommets de r ;  on dit que deux sommets x, y sont liks si (x, y )  est une 
arête. Un sommet est dit terminal s'il est lié à un sommet au plus, et point de 
ramgcation s'il est lié à trois sommets au moins. 

Conformément aux définitions générales (Ens. R, 5 8)' un isomorphisme du 
graphe l? sur un graphe l?' = (A', S') est une bijection f de S sur S' qui trans- 
forme A en A'. Un graphe l?' = (A', S') est appelé un sous-graphe de r si 
l'on a S' c S et A' c A; on dit que l?' est un sous-graphe plein de l? si l'on a 
S' c S et A' = A n $(SI) ; il est clair que toute partie de S est l'ensemble des 
sommets d'un sous-graphe plein de l? et d'un seul. 

Pour faciliter la lecture des raisonnements, on représentera un graphe par 
un dessin composé de points correspondants aux sommets, deux points étant 
joints par un trait si et seulement si les sommets qu'ils représentent sont liés 
dans le graphe. Par exemple, la figure 

-0-0 /O 

a b c  \O  e 

représente un graphe dont les sommets sont a, b, c, d, e et les arêtes {a, b), 
{b, cl, (6' d l  et {c, e l .  

2. Composantes connexes d'un graphe 

Soit l? = (A, S) un graphe. Si a et b sont deux sommets, on appelle chemin joi- 
gnant a à b toute suite (xO, . . . , ~ n )  de sommets de l?, avec xo = a, x, = b, 
les sommets xt et xt+i étant liés pour O < i < n; l'entier n 2 O est la longueur 
du chemin considéré. On  dit que le chemin (xo, . . . , xn) est injectif si l'on a 
xt # xj pour i # j ;  si un chemin (xo, . . . , x,) joignant a à b est de longueur 



34 GROUPES DE COXETER ET SYSTÈMES DE TITS Ch. IV 

minimale dans l'ensemble de ces chemins, il est nécessairement injectif: sinon, 
il existerait i et j avec O < i < j < n et xg = xj et la suite 

serait un chemin de longueur < n joignant a à b. 
La relation a il existe un chemin joignant a à b s entre deux sommets a et 

b de I' est une relation d'équivalence R dans l'ensemble S des sommets. Les 
classes d'équivalence pour R s'appellent les composantes connexes de l?; on dit 
que I' est connexe s'il existe dans S au plus une composante connexe, c'est-à-dire 
si deux sommets quelconques de r peuvent être joints par au moins un chemin. 

PROPOSITION 1. - Soient l? = (A, S) un graphe et (S,),,, la famille de ses compo- 
santes connexes. On note l?, le sous-graphe plein de l? ayant S, pour ensemble d~ sommets. 

(i) Pour tout u dans L, le graphe l?, est connexe. 
(ii) Si r' = (A', S') est un sous-graphe connexe de î, il  existe a dans L tel 

que S' c S,. 
(iii) Pour u # P, aucun élément de S, n'est lié dans F à un élément de Sg (autre- 

ment dit, toute arête de l? est une arête de l'un des r,). 
(iv) Soit (Si),,, une partition de S telle que pour A + p aucun élément de Sj, 

ne soit lié dans r à un élément de Sh; alors chacun des ensembles S.: est réunion de compo- 
santes connexes de l?. 

(i) Soient u dans L, et a, b dans S,. Il  existe donc un chemin c = (xo, . . . , x,) 
joignant a à b dans l?; pour tout i tel que O < i < n, le chemin ( x o ,  . . . , xg)  joint 
a à x6  dans F, d'où xi E Sa; finalement, c est un chemin dans Fa joignant a à b. 
Par suite, r, est connexe. 

(ii) Soient r' = (A', S') un sous-graphe connexe non vide de r, a un 
élément de S', S, la composante connexe de I' contenant a. Pour tout b 
dans S', il existe un chemin c joignant a à b dans F', et a fortiori dans r. Par 
suite, on a S' c S,. 

(iii) Étant donnés cc et p distincts dans L, et des sommets a E S, et b E Sg, 
il n'existe aucun chemin joignant a à b, et en particulier aucune arête ne joint 
a à b. 

(iv) Soient a dans Si, et S, la composante connexe de r contenant a ;  
pour tout b dans S,, il existe un chemin (xo, . . . , x,) joignant a à b dans l?. Si 
i est un entier tel que O < i < n  et x . ~  E Si, on a XZ+I  E Si puisque xg est lié à 
xi+i; par récurrence, on a donc xr E Si pour O < i < n et en particulier b = x,  
est dans Si. On a donc S a c  Si. 

COROLLAIRE 1. - Pour que le graphe l? = (A, S) soit connexe, il faut et il sufit qu'il 
n'existe aucune partition (S', Su) de S en deux ensembles non vides telle qu'aucun élément 
de S' ne soit lié dans l? à un élément de Su. 

Supposons l? non connexe et soit S' une de ses composantes connexes; 
l'ensemble S" = S - S' est non vide d'après la prop. 1, (i) et aucun élément 
de S' n'est lié dans l? à un élément de S" d'après la prop. 1, (iii). 
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Supposons r connexe et soit (S', S") une partition ayant la propriété de 
l'énoncé. D'après la prop. 1, (iv), l'ensemble S' contient au moins une 
composante connexe, d'où S' = S et S" = a, ce qui est contradictoire. 

COROLLAIRE 2. - Pour qu'une partie S' de S soit réunion de composantes connexes, 
il faut et il su@ qu'aucun sommet appartenant à S' ne soit lié à un sommet appartenant 
à S -SI. 

La condition est suffisante d'après la prop. 1, (iv). Elle est nécessaire 
d'après la prop. 1, (iii) . 

3. Forêts et arbres 

Soit I' = (A, S) un graphe. On appelle circuit dans r toute suite 

de sommets distincts de F, avec n 2 3, xi lié à xt+1 pour 1 < i < n et xn lié à 
xl. On  dit que I' est une forêt s'il n'existe aucun circuit dans r ;  tout sous- 
graphe de F est alors une forêt. Une forêt connexe s'appelle un arbre; les 
composantes connexes d'une forêt sont donc des arbres. 

PROPOSITION 2. - Soit r == (A, S) une ,forêt n'ayant qu'un nombre jn i  de sommets. 
(i) Si i' possède au moin~ ?in sommet, il admet un sommet terminal. 
(ii) Si I' possède au moins dzu.x sommets, il existe une partition (Si, S") de l'en- 

semble des sommets en deux parties non vides telle que deux sommets distincts apparte- 
nant tous deux à S' ou tous deux à Su ne soient jamais liés. 

Supposons qu'il existe au moins un sommet dans r, et soit (x0, . . ., xn) 
un chemin injectif de longueur maximale dans P. Le sommet xo ne peut être 
lié à un sommety distinct de x,,xl, . . . , xn sinon il existerait dans I' un chemin 
injectif de longueur n + 1, à savoir (y ,  xo, . . ., x,). Le sommet xo n'est lié 
à aucun sommet xt avec 2 < i < n, sinon (xo, xl, . . . , xi) serait un circuit dans 
la forêt P. Donc xo est terminal. 

On  démontrera (ii) par récurrence sur le nombre m de sommets de r, 
le cas m = 2 étant trivial. Supposons donc m 2 3 et l'assertion (ii) prouvée 
pour les graphes à m - 1 sommets. Soit a un sommet terminal de I' (cf. (i)). 
Appliquons l'hypothèse de récurrence au sous-graphe plein de l? ayant pour 
sommets les sommets x # a de I'; il existe donc deux parties non vides et dis- 
jointes Si  et Si  de S avec Si u Si = S - {a), telles que deux sommets dis- 
tincts de Si (resp. Si) ne soient jamais liés. Comme a est lié à un sommet 
au plus de r, on peut supposer par exemple qu'il n'est lié à aucun sommet de 
S i ;  la partition (Si, Si u {a)) de S répond alors à la question. C.Q.F.D. 

Pour tout entier n 2 1, on note An le graphe dont les sommets sont les 
entiers 1, 2, . . . , n et les arêtes les parties {i, j )  avec i - j  = I 1 : 
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On dit qu'un graphe l? est une chaîne de longueur m O s'il est isomorphe à 
.4,+1; ceci équivaut à l'existence dans F d'un chemin injectif (x0, . . ., xm) 
contenant tous les sommets, les sommets x.~ et xj n'étant pas liés lorsque Ij-il > 1. 

PROPOSITION 3. - Pour qu'un graphe soit une chaîne, il faut et il su#t que le nombre 
de ses sommets soit jni  et non nul, et qu'il soit un arbre sans point de ramijîcation. 

Supposons que le graphe I' soit une chaîne (xo, . . . , x,) avec les propriétés 
énumérées avant l'énoncé de la prop. 3. Il est clair qu'un sommet de 1' est 
lié à deux sommets au plus. Pour i < j, le chemin (xs, . . ., xj) extrait du 
chemin (xo, . . . , x,) joint xi à xj; donc I' est connexe. Enfin, soit (xpl, . . . , x,,) 
un circuit dans F ; soit p k  le plus petit parmi les entiers distincts pl ,  . . . , p,. 11 
existe i et j distincts tels que x,, soit lié à xpi et xp,: cela résulte de la 
définition d'un circuit. Comme on a pk < pi et p k  < PI, on a nécessairement 
Pi = P j  = P k  + 1, ce qui est contradictoire puisque pi, . . .,p, sont distincts. 
Il n'y a donc aucun circuit dans F. 

Réciproquement, soit F un arbre sans point de ramification, à un nombre 
fini non nul de sommets, et soit (xo, . . ., x,) un chemin injectif de longueur 
maximale dans P. Notons T l'ensemble des sommets autres que xO, . . . , Xm. 

Un sommet b E T ne peut être lié à un sommet xt; il y a en effet trois possi- 
bilités : 

a) i = O, mais alors (b, xo, . . . , x,,) serait un chemin injectif de longueur 
m + 1 dans F; 

b) i = m, mais alors (xo, . . . , xm, b) serait un chemin injectif de longueur 
m + 1 dans r ;  

c )  O < i < m, mais alors xt serait lié aux trois sommets distincts X.I-1, xt+l 
et b. 

Comme P est connexe, T est vide d'après le cor. 1 de la prop. 1. Par ailleurs, 
s'il existait i, j tels que j - i > 1 et que xi, xj soient liés, on aurait un circuit 
(xi, ~ i + l ,  . . ., xi) dans I'. Donc F est une chaîne. C.Q.F.D. 



Exercices 

1) a) Soit (W, S) un systéme de Coxeter et soient sl, . . ., sr des éléments de S. Posons 
w = sl . . . sr. Montrer que si ls(w) < r, il existe deux entiers p et q avec 1 < p < q < r tels 
que w = sl . . . s,-is,+l . . . s,-ls,+i . . . sr. Montrer qu'il existe une suite strictement croissante 

j ( l ) ,  . . ., j(k) d'entiers compris entre 1 et 7 telle que (s,(,), . . ., s,(,,) soit une décomposition 
réduite de W. 

b)  Soient (W, S) un système de Coxeter et X, Y, Z trois parties de S. Montrer que 

(montrer que tout élément w E Wy . WZ possède une décomposition réduite 

telle que sr E Y et t j  E Z et utiliser le cor. 1 de la prop. 7 du no 8). 
Montrer que 

W,. (W, n W,) = (W,.W,) n (W,.W,). 

2) Soient (W, S) un système de Coxeter et X une partie de S. Montrer que pour que Wx 
soit distingué dans W, il faut et il suffit que tout élément de X commute avec tout élément 
de S -X. 

3) Soient (W, S) un système de Coxeter et X, Y deux parties de S. Soit a E W. Montrer qu'il 
existe un élément w E WxaWy de longueur minimum et un seul et que tout élément 

s'écrit sous la forme w' = xwy, avec x E Wx, y E Wy et l(w') = I(X) +I(w) + l(y) (on prendra 
un élbment de longueur minimum dans W,aWy et on utilisera l'exerc. 1). On dit qu'un élé- 
ment w € W est (X, Y)-réduit si c'est l'élément de longueur minimum dans la double classe 
UT,WWr. 

Montrer que si w est (X, @)-réduit, on a l(xw) = l(x) + l(w) pour tout x E W, et que tout 
élément de W s'écrit d'une manière et d'une seule sous la forme xw, où x E WX et w est (X, ,@)- 
réduit. Montrer qu'un élément w E W est (X, %)-réduit si et seulement si l'on a l(xw) > l(w) 
pour tout x E X (écrire w sous la forme yw', oii y E Wy et w' est (X, @)-réduit). 

Montrer que pour que w E W soit (X,Y)-réduit, il faut et il suffit que w soit à la fois 
(X, @)-réduit et (,@,Y)-réduit. 

4) Soit n un entier > 2. Pour tout entier i avec 1 < i < n - 1, on note st la transposition de i 
et i -Y 1 dans l'ensemble {1,2, . . . , n), et HI l'ensemble des w e Bn tels que w-'(i) < w-l(i + 1)  ; 
on pose S = {si, . . ., sn-1). Montrer que ( B n ,  S) est un système de Coxeter et que HI est 
l'ensemble des w E Gn tels que l(w) < l(srw) (utiliser la prop. 6 du no 7).  

q[ 5) Soient X un ensemble non vide et W un ensemble de permutations de X. On suppose 
donnés un ensemble 3 de relations d'équivalence dans X, un élément xo E X et une application 
cp : H w sH de 3 dans W. On note 90 l'ensemble des H E 3 tels que sH(xO) =x0 mod. H' pour 
tout H' # H dans 3, et SO l'ensemble des sH pour H dans 90. On fait les hypothéses suivantes : 

(i) Pour tout H €9, il y a deux classes d'équivalence modulo H qui sont permutées par 
sfi et l'on a sH = 1. 
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(ii) Pour tout H E  9 et tout w e W, la relation d'équivalence w(H) transformée de H 
par w appartient à a" et l'on a sWcH) = wsHw-l. 

(iii) Pour tout w # 1 dans W, l'ensemble des H E  a" tels que w(xo) :k x, mod. H est 
fini et rencontre 90. 
a) Prouver que (W, So) est un système de Coxeter (utiliser la prop. 6 du no 7) .  
b) Prouver que la longueur lsO(w) est égale au nombre d'éléments H E  9 tels que 

w(xJ IF X, mod. H. 

c) Soient E un ensemble fini et X l'ensemble des relations d'ordre total sur E. On note W le 
groupe des permutations de E, agissant de manière évidente sur X. Soient i et j distincts dans 
E; on dit que deux éléments R et R' de X sont équivalents mod. Hir si l'on a à la fois R(i, j )  
et R'(i, j) ou bien R( j ,  i )  et R'(j, i) ; on note stj la transposition de i et j. Soient 3 l'ensemble des 
relations d'équivalence de la forme Htj  et y l'application de 2 dans Mi définie par ?(HI,) = stj; 
enfin soit x, un élément quelconque de X. Montrer que ces données satisfont aux hypothèses 
(i) à (iii), et retrouver les résultats de l'exerc. 4. 

6) Soient E un ensemble à 6 éléments et F l'ensemble des structures de droite projective par 
rapport au corps Fs sur E. On note E ,  le groupe des permutations de E; pour tout a E 'er:, 
on note 8 la permutation de F deduite de CS par transport de structure. Montrer qu'il existe 
une bijection u de E sur F, et que l'application CS u-Gu est un automorphisme non inté- 
rieur de GE (si s est une transposition, u-13u a trois orbites à deux éléments). 

7) Constmire un groupe W et deux parties S et S'de W telles que (W, S) et (W, S') soient des 
systèmes de Coxeter isomorphes, mais qu'il n'existe aucun automorphisme intérieur de W 
transformant S en S' (utiliser l'exerc. 4 et I'exerc. 6). 

8) Construire un groupe W et deux parties S et S' de W telles que (W, S) et (W, S') soient 
des systèmes de Coxeter non isomorphes, l'un d'eux étant irréductible et l'autre ne l'étant pas 
(prendre pour W un groupe diédral d'ordre 12 engendré par {s, s') où s et s' sont d'ordre 2 et 
s # SI, et poser S = {s, s') et S' = {(ssf)3, s', s'[ss1)2}. 

9) Soit (W, S) un système de Coxeter de matrice (m(s, s')), et soit W+ le sous-groupe de W 
formé des éléments de longueur paire. Soit s, E S. Posons g, = ss,. Montrer que la famille 
(g, ) ,~~-~~, l  et les relations gp(esso) = 1 pour m(s, s,) # co et (gsg;l)m(8n8') = 1 pour 
S,S' E S -{sO} et m(s, s') # co, forment une présentation de W+. (Soit Hf le groupe défini par 
la présentation ci-dessus. Montrer qu'il existe un automorphisme a de H+, de carré l'identité, 
qui transforme g, en gsl pour tout s E S - {s,). Si H u  est le produit semi-direct de {l, - 1 ) et 
de H+, relatif à a, définir des homomorphismes H u  + W et W + Ha inverses l'un de l'autre.) 
Montrer que si les éléments de S sont conjugués (cf. prop. 3), le groupe W+ est le grotlpe des 
commutateurs de W (remarquer que les éléments g, sont alors des commutateurs). 

10) Soit 9 l n  le groupe alterné d'ordre n, formé des permutations w E En de signature égale à 1. 
Montrer que 91n est le groupe des commutateurs de Gn (utiliser les exerc. 4 et 9). Pour tout 
entier i avec 1 a i a n - 2, posons ut = sist+i (avec les notations de I'exerc. 4). Montrer que 
la famille (ut) et les relations u? = 1, uf = 1 pour i > 2, ( U < U ~ + ~ ) ~  = 1 pour 1 < i < n - 3 
et uzuj = ujue pour 1 < i < n - 4 et i + 2 < j n - 2, forment une présentation du groupe 
SIn (utiliser l'exerc. 9). 

* 11) Soit (W, S) un système de Coxeter. Soit I', le graphe dont l'ensemble des sommets est 
S, deux sommets s, s' étant joints par une arête si et seulement si m(s, s') # CO. Soient Sa 
les composantes connexes de I',. Montrer que W peut être identifié au produit libre des WR, 
En particulier, tout w E W s'écrit de façon unique comme un produit wl . . . wh, wt # 1, wr 
appartenant à un Ws=;, et ut # ut+i pour 1 < i < h - 1 ; montrer que la longueur de w est 
la somme des longueurs des wt. *. 
12) Soit (W, S) un système de Coxeter tel que m(s, s') soit pair pour s # s' et soit X une partie 
de S. Montrer qu'il existe un homomorphisme fx et un seul de W sur Wx tel quefy(s) = s 
pour s E X etjry(s) = 1 pour s E S - X. En déduire que W est produit semi-direct de Wx et du 
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noyau de fx. Montrer que si X c Y c S, il existe un homomorphisme fx ,  Y de W,. sur W, et un 
seul tel que fx = fx,y O fy et que W s'identifie à un sous-groupe du système projectif ainsi obtenu 
des Wx pour X décrivant l'ensemble filtrant des parties finies de S. 

qJ 13) Soit (W, S) un système de Coxeter. Pour s, s' E S, on définit la suite a(s, s') par les règles 
suivantes : 

(i) si ss' est d'ordre infini, a(s, s') est la suite vide; 

(ii) si ss' est d'ordre fini m la suite a(s,sl) est de longueur m et ses éléments de rang pair 
(resp. impair) sont égaux à s' (resp. s). 

On note a(s, s') le produit de la suite a(s, s'). 
a) Montrer que l'ensemble générateur S et les relations s2 = 1 et a(s, s') = a(sf, s) forment 
une présentation du groupe W. 
b) Soit q un entier 1. Soit X, l'ensemble des suites de q éléments de S et et soit R, la plus 
petite relation d'équivalence dans Xq pour laquelle les suites de la forme (A, a(s, s'), B) et 
(A, a(s', s), B) (oh s, s' E S et où A et B sont des suites d'éléments de S) sont équivalentes. Soit 
XG l'ensemble des suites s = (si, . . . , sq) telles que w(s) = si . . . s, soit de longueur q. Mcntrer 
que les suites s, S'EX: sont équivalentes modulo R q  si et seulement si l'on a w(s) = w(sf) 
(raisonner par récurrence sur q et appliquer la prop. 5 du no 5.) 
c) Montrer que, pour qu'une suite s E Cp n'appartienne pas à X i ,  il faut et il suffit que * soit 
équivalente modulo R, à une suite ayant deux termes consécutifs égaux. (On raisonnera par 
récurrence sur q et on se ramènera à étudier le cas d'une suite (si, . . . , s,) n'appartenant pas 
à Cg mais telle que (si, . . ., sq-l) et (s,, . . . , s,) appartiennent à CC-1; en utilisant l'exerc. 1, 
on montrera que si . . . 5,-1 = S, . . . sq et on appliquera b).) 

* 14) Soit (W, S) un systéme de Coxeter et soit (r, f )  son graphe de Coxeter. Soit k un entier 
3 3; si a est une arête de l?, posons fk(a) = f(a) si f(a) # co et fk(a) = k si f(a) = m. Soit 
(Wk, S) un système de Coxeter de graphe de Coxeter égal à (r, fk)  (chap. V, 5 4, no 3, cor. 
de la prop. 4). Montrer qu'il existe un homomorphisme cpk et un seul de W sur Wk induisant 
l'identité sur S. Montrer que si k divise k', il existe un homomorphisme et un seul cpk, k, de 
Wk, sur Wk tel que cpk = (pk, kr  O (PL-. Montrer que l'homomorphisme ((ph) de W dans la 
limite projective des Wk est injectif (utiliser l'exerc. 13 c)), mais en générai non surjectif, 
(par exemple, dans le cas d'un groupe diédral infini).* 

15) (*) Soient A un ensemble et 6 une partie de $(A). Les éléments de 6 seront appelés les 
chambres de A et une partie F d'une chambre C est appelée unefacette, la codimenrion de F dans C 
étant le cardinal de C - F. On dit que F est une cloison de C si F est de codimension 1 dans C. 
Deux chambres C et Cf sont dites mitoyennes si elles ont une cloison F commune : on a alors 
C = Cf ou F = C n C'. Une galerie de longueur n est une suite l? = (Co, CI,  . . . , Cn) de n + 1 
chambres telle que CI et C(+l soient mitoyennes pour O < i < n - 1. On dit que Co et Cn 
sont les extrémités de P. La galerie l? est dite injectiue si CI # Ct+i pour O < i < n - 1 et est 
dite minimale s'il n'existe pas de galerie ayant mêmes extrémités et de longueur < n. 

On dit que A (muni de 6 )  est un immeuble si tout élément de A appartient à au moins une 
chambre et si deux chambres quelconques sont les extrémités d'une galerie. On appelle alors 
distance de deux chambres C et C' la longueur d(C, C') d'une galerie minimale d'extrémités 
C et C'. 

Un sous-immeuble d'un immeuble A est une partie D de A telle que D muni de 6 n $(D) 
soit un immeuble. 
a) Montrer que si A est un immeuble, une facette a la même codimension dans toute chambre 
la contenant, ce qui permet de parler de la codimension d'une facette et d'une cloison de A 
sans référence à une chambre particulière. Un morphisme d'un immeuble B dans A est une appli- 
cation f de B dans A telle que la restriction de f à toute chambre C de B soit une bijection de C 
sur une chambre f (C) de A. Montrer que l'image par f d'une facette de B est une facette de 
même codimension. 

(*) Les exercices 15 à 24, ainsi que les exercices 3 A 17 du 8 2, en grande partie inédits, nous ont été 
communiqués par J. Tits. 
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6) On dit qu'un immeuble est un appartement si toute cloison est contenue dans exactement 
deux chambres. Montrer que si A est un appartement, tout automorphisme de A (i.e. toute 
permutation de A conservant a) laissant fixes tous les points d'une chambre est l'identité. 
Plus généralement, soit y un endomorphisme de A et soit C une chambre de A telle que 
p(a) = a pour tout a E C; soit (C, Ci,  . . . , Cn) une galerie de A. Montrer que, ou bien la 
galerie (C, cp(Ci), . . ., p(C,)) n'est pas injective, ou bien on a p(a) = a pour tout a apparte- 
nant à la réunion des Ca. 

16) Soit (W, S) un systéme de Coxeter. Pour s E S, on désigne par W(8) le sous-groupe Ws- l a \  
de W, par A l'ensemble des parties de W de la forme wW(8) pour w a W et s E S, et par Q 
l'ensemble des parties de A de la forme Cw = {wW(s)ls E S} pour w a W, qu'on appelle 
chambres de A (exerc. 15). 

a) Montrer que l'application w C, est une bijection de W sur B. 
bl Montrer que pour que deux chambres distinctes Cw et Cwl soient mitoyennes, il faut et il suffit 
qu'il existes E S tel que w' = ws. En déduire que A (muni de Q )  est un abbartement (exerc. 15), 
qu'on appelle l'appartement de (W, S). Montrer que la longueur d'une galerie minimale 
d'extrémités Cw et Cwl est égale à ls(w-lw'). 

c) Soit Û: l'ensemble des facettes de A et soit F a  8. Montrer qu'il existe une partie X et une 

seule de S et un élément w E W tels que wWx = n i. On dit alors que F est de w e  X. Montrer 
i f  F 

que F est de codimension égale au cardinal de X. Montrer que l'application j : 
F i- n i est une bijection strictement dhoissante (pour l'inclusion) de Û: sur l'ensemble des 

ié F 
parties de W de la forme wW, pour w a W et X c S. Montrer que toute facette de type X 
contient une facette de type Y et une seule pour tout Y tel que X c Y c S. 

d) On fait opérer W sur A grâce aux translations à gauche et on pose C = Ce. Montrer que 
W opére de manière simplement transitive sur 6 (*). Soient Ci,  . . . , Cn des chambres de A. 
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) la suite r = (Co = C, Ci, . . . , Cn) est une galerie injective; 

(ii) il existe une suite s = (s,, . . ., sn) d'éléments de S telle que Cj  = tj(Cj-1) pour 
1 < j < n, où tj est l'élément de @(s) défini au no 4, formule (1 1). 

Montrer que si ces conditions sont satisfaites, la suite s est unique et que Cn = s, . . . sn(C). 
Montrer que la galerie r est minimale si et seulement si la suite s ( r )  = s est une décomposi- 
tion réduite de w = s, . . . s,. 
e) Soit T la réunion des conjugués de S. Pour t a T, on désigne par Lt et on appelle mur 
défini par t l'ensemble des points de A invariants par t. Montrer que Lt est rtunion de cloisons 
et que, pour qu'une cloison F soit contenue dans Lt, il faut et il suffit que j(F) soit de la forme 
wWlsI avec t = wsw-1. En déduire que, pour toute cloison F, il existe un élément t = t(F) E T  
et un seul tel que F c Lt : on dit que Lt est le support de F. 

Montrer que si w(Lt) = Lt (pour w a W), on a w = 1 ou w = t. 

f )  Soient w', w" a W. Posons C' = wf(C), C" = w"(C) et soit I' = (CO = C', Ci, . . ., C, = C") 
une galerie injective d'extrémités C' et C". Soit tj l'élément de T définissant le mur support de 
la cloison C j  n Cr-1 (pour 1 $ j $ n). Montrer que la suite Y (r) = (wl-ltjw')l,<,<, coïncide 
avec la suite @(s(wl-l(r))). Pour t a T, soit n(F, t) le nombre de fois que wl-ltw' intervient 
dans Y(r).  Déduire du lemme 1 du no 4 que le nombre (- l)n(r2 ne dépend que de Cf et Cf' 
et non de r : on le notera ?(Cl, C", t). Montrer que la relation -q(C', C", t )  = 1 est une rela- 
tion d'équivalence entre C' et C", admettant deux classes d'équivalences permutées par t. 
On désignera par B+(t) celle de ces deux classes qui contient C et par (&-(t) l'autre. 

Montrer que, pour w E W et s a S, la chambre w(C) appartient à (&+(s) si et seulement si 
l(sw) > l(w). 

(*! Soient H un groupe et E un ensemble où opère H. On dit que H opère de manière simplement tran- 
sztzve sur E si l'application h h.x est une bijection de H sur E pour tout x e  E; on dit encore que 
E est un ensemble homogkne principal sous H. 
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g) Soit A+(t) (resp. A-(t)) la réunion des chambres appartenant à Q+(t) (resp. G-(t)) (pour 
t E T). Montrer que A+(t) n A-(t) = Lt. (Pour montrer que A+(t) n A-(t) c Lt, on se ramènera 
au cas t E S. Si a a A + ( t )  n A-(t), on posera a = wW(8), avec s E S et w étant (0, S-{SI)- 
réduit (exerc. 3). Si w(C) E G-(t), on a l(tw) < Z(W) et w = tsl . . . sq avec sj E S et l(w) = q + 1 .  
Comme a E A-(t), il existe x E W(8) tel que wx(C) E G+(t) ; on a alors 

mais twx = s, . . . s,x, d'où une contradiction. On a donc w(C) E G+(t) et l(tw) = 1 + l(w) ; 
si x E W(8) est tel que l(twx) < l(wx), on déduit de l'exerc. 1 que twx = wx' avec x' E W(8), 
d'où ta = a et a E Lt.) 

Les sous-ensembles A+(t) et A-(t) seront appelés les moitiks de A déterminées par le mur 
Lt. On  dira que deux points de A sont du même côté (resp. strictement de part et d'autre) 
de L t  s'ils appartiennent (resp. n'appartiennent pas tous deux) à l'une de ces moitiés. Toute 
facette est contenue dans l'une des moitiés déterminées par Lt. Si deux facettes sont contenues 
dans des moitiés différentes, on dira qu'elles sont de part et d'autre de Lt, ou encore que Lt 
les sépare. 
h )  Soit w E W. Montrer que l(w) est égal au nombre de murs séparant les chambres C et 
w(C) 
i) Montrer que l'application y qui à la moitié A+(t) (resp. A-(t)) fait correspondre le couple 
(1, t) (resp. (-1, t)) est une bijection de l'ensemble !JX des moitiés de A sur l'ensemble 
R = 11, - 1 } X T (cf. no 4). Reprenons les notations du lemme 1 du no 4 : montrer que 
y(w(M)) = Uw(cp(M)) quels que soient w e i ~  W et M E a. 
17) On garde les notations de l'exerc. 16 et on suppose WJini. Soit $4 l'ensemble des murs de 
A. A tout H E  @, on associe la moitié H +  de A déterminee par H et contenant C. Montrer 

qu'on peut numéroter les éléments de H de telle sorte que l'application j - n H: soit 
i<j 

strictement décroissante sur l'intervalle ( 1, Card (4)). (Considérer la famille ;5 des intersections 
d'ensembles H +  ordonnée par inclusion et considérer une suite (Fo, . . . , F,) strictement décrois- 
sante de longueur maximale d'éléments de Ti; pour tout H E .fi, il existe un i tel que H +  i, F, 
pour j 3 i et H+ 3 FM : montrer que Ft = H +  n Ft-1 .) 

18) Soit A un appartement (exerc. 15). On appelle pliage de A un endomorphisme x de A 
tel que x2 = x et que toute chambre de A soit image par x de O ou 2 chambres. 
a) Soient x un pliage de A et C une chambre de A telle que x(C) =C. Pour toute chambre C' 
mitoyenne de C, on a, ou bien x(Cf)  = C' ou bien x(C') = C ;  si a E C, on a ~ ( a )  = a. Soit 
(Co = C, Ci ,  . . ., C,) une galerie : montrer que, ou bien x(Ct) = CI pour tout i, ou bien 
(Co, x(Ci) ,  . . ., x(Cn))  n'est pas minimale (et même a deux chambres consécutives égales). 
En déduire que toute galerie minimale d'extrémités invariantes par x est invariante par x. 
Si (C = Co, C i ,  . . ., Cn) est une galerie minimale et si x(Cn) f C,, il existe un indice i 
avec O < i < n tel que x(Cj)  = C j  pour O < j < i et x(Cj)  # C j  pour i < j < n. 
b) Soient Ci et Cz deux chambres mitoyennes distinctes et x, x'  deux pliages de A. On suppose 
que x(C2) = Ci  et x'(C1) = CZ. Soit C une chambre; considérons les trois conditions sui- 
vantes : 

x(C) = C ;  
d(C, Cl) < d(C, C2) ; 

x'(C) # C. 

Montrer que (1) ===+ (2) ==+ (3) et en déduire que ces trois conditions sont équivalentes. 
Montrer que x (resp. x') est l'unique pliage de A amenant Cz (resp. Ci) sur Ci  (resp. CZ) 
(supposons (2) vérifiée et soit (Ci, Ci, . . ., CA = C) une galerie minimale : montrer que 
X'(C;+~) est l'unique chambre distincte de n'(Ci) et contenant la cloison n'(Ci n Ci,,)). 
Montrer que x(Q) et n ' (a)  forment une partition de l'ensemble 6 des chambres de A et que 
x(a) = xf(a) = a pour tout a E x(A) n n'(A). Montrer que l'application de A dans lui-même 
qui coïncide avec x' sur x(A) et avec x sur n'(A) est un automorphisme involutif de A. On 
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l'appelle la reyexion par rapport à la cloison Ci n C2. Montrer que c'est le seul automorphisme 
non trivial de A laissant fixes tous les points de Ci n C2 (utiliser l'exerc. 15 b)) .  
c) On suppose que A est l'appartement associé à un système de Coxeter (W, S) et on reprend 
les notations de l'exerc. 16. Soient Ci et Cz deux chambres mitoyennes et t l'élément de T tel 
que le mur Lt soit le support de Ci n C2. Soit Mj la moitié de A déterminée par Lt et contenant 
Cr (pour j = 1,2). Montrer que l'application x définie par x(a) = a si a E Ml et x(a) = t(a) 
si a E M2 est un pliage de A tel que x(C2) = Ci et que la réflexion par rapport à la cloison 
Ci n Cz est l'application a t(a). 

19) Soit A un appartement. On suppose que, quelles que soient les chambres mitoyennes 
distinctes Ci et Cz, il existe un pliage (exerc. 18) de A amenant Ci en C2. Soient C une chambre 
de A et (Ci)<EI la famille des chambres mitoyennes de C, distinctes de C. On désigne par si 
la réflexion par rapport à la cloison C n CI (exerc. 18 b)). On pose S = { s i l i ~  1) et on désigne 
par W le groupe d'automorphismes de A engendré par les SI. 

a) Montrer que, pour toute chambre C', il existe w E W tel que C' = w(C) (on raisonnera par 
récurrence sur d(C, C')). 
b) Montrer que (W, S) est un système de Coxeter (pour i E 1, poser 

où xt est le pliage amenant Ca sur C et montrer que les hypothèses de la prop. 6 sont \rérifiées : 
pour démontrer la condition (C'), on remarquera que si w E Psi et wsj $ P s i ,  on a 

Comme w(C) et wsl(C) sont mitoyennes, on en déduira que se = wsjw-1 (exerc. 18 6)) .  
c) Soit F une facette de la chambre C. Montrer que le stabilisateur WF de F dans W est 
engendré par les se E S tels que F c C n CI (soit w E WF, avec lg(w) > 1 et soit i E 1 tel que 
w = saw' avec l(w') = l(w) - 1; d'après la prop. 6, on a W'E P s i ,  d'oh w(C) csjxj(A), 
F c xa(A) n sixc(A) et si E WF). En particulier, on a w(C) = C si et seulement si w = 1. 
d) Montrer que l'application a W j a l  est un isomorphisme de l'appartement A sur 
l'appartement associé à (W, S) (exerc. 16), compatible avec l'action de W. 

20) Soient A un immeuble et S un ensemble. On dit que A est numhoté par S si l'on s'est donné 
une application f de A dans S telle que, pour toute chambre C de A, la restriction de f à C 
soit une bijection de C sur S. Si F est une facette de A, on dit alors que f (F) est le tvpe de F. 
Soit A un immeuble numéroté. Un endomorphisme cp de A est dit permis si a et cp(a) sont de 
même type pour tout a E A. 
a) Soit cp un endomorphisme de A. Montrer que s'il existe une chambre C de A telle que a 
et cp(a) soient de même type pour tout a E C, alors cp est permis. Montrer que si -4 est un appar- 
tement et x un pliage de A (exerc. 18), alors x est un endomorphisme permis. 
b) Une partie D de A est dite convexe si, pour tout a E A - D, il existe un endomorphisme 
permis cp de A tel que q ( x )  = x pour tout x E D et cp(a) # a. Montrer que toute intersection de 
parties convexes est convexe et que, pour toute partie D de A, il existe une plus petite partie 
convexe contenant D : on l'appelle l'envelofifie convexe de D et on la note r ( D ) .  

21) Soient (W, S) un système de Coxeter et A l'appartement associé (cf. exerc. 16, dont nous 
reprenons les notations). 
a) Montrer qu'il existe un numérotage et un seul (dit canonique) de A pour lequel le type 
d'une facette F est celui défini A l'exerc. 16 c). On considérera toujours A comme muni de ce 
numérotage. 
b) Montrer que les automorphismes permis de A sont les opérations de W. 
c) Soit D une partie de A contenant au moins une chambre. Montrer que les conditions sui- 
vantes sont équivalentes : 

(i) D est l'intersection des moitiés de A (exerc. 16 g)) qui contiennent D; 

(ii) D est convexe; 
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(iii) quelles que soient les facettes Fi et FZ contenues dans D, l'enveloppe convexe de Fi u Fz 
est contenue dans D; 

(iv) quelles que soient la chambre CI et la facette F contenues dans D et quelle que soit la 
galerie (Ci, . . . , Cn) telle que F c Cn, de plus petite longueur possible, on a Ca c D pour 
l < i < n .  

(Pour montrer que (iii) ===+ (iv), utiliser l'exerc. 15 6). Pour montrer que (iv) =+ (i), 
on raisonnera par l'absurde. Soit D' l'intersection des moitiés de A contenant D; soient 
a E D' - D, CO une chambre contenue dans D et (CO, Cl,  . . . , C,) une galerie de plus petite 
longueur possible telle que a a C,. On a alors CI c D' pour tout j. Montrer qu'il existe un 
entierj avec O 4 j < n tel que Cl c D et Cr+i Q D. Soit M (resp. M') la moitié de A déterminée 
par le mur support de la cloison Cf n C1+l et contenant CI (resp. Cj+i). Montrer que D Q M. 
Soient b E D n (A - M) et l? = (CI, C:, . . . , CL) une galerie de plus petite longueur possible 
telle que b E CL. On a CL c D pour 1 < k < p et CL c M'. Soit TC le pliage de A d'image M' 
(exerc. 18 c)) : on a x(C5) = Cj+i et la galerie  TC(^?) n'est pas injective (exerc. 18 a)) .  Si 
r' = (Cj+i, Ci, . . . , Cg-2 , CL) est la galerie obtenue à partir de x ( r )  par suppression de l'une 
de deux chambres consécutives égales, la galerie (CI, Cr+i, Ci, . . . , Ci-, , CL) est minimale 
d'après la définition de l?. On déduit alors de (iv) que Cr+i c D. Contradiction.) 

22) On garde les notations des exerc. 16 et 21. 
a) Soient t E T et w E W. Montrer que les chambres C et w(C) sont séparées par le mur Lt 
si et seulement si l(tw) < l(w) (utiliser le pliage sur la moitié A+(t)). 
6) Soit wo E W. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 

(9 
(ii) 

l(wwo) = l(wo) - l(w) pour tout w E W; 
4two) < 4wo) pour tout t E T ;  

(iii) quel que soit t E T ,  les chambres C et w,(C) sont séparées par le mur Lt. (Utiliser l'exerc. 
16 h) pour montrer que (iii) 4 (i).) 

Montrer qu'un tel élément wo est unique et existe si et seulement si W estfini. C'est alors 
l'élément de plus grande longueur de W et il est caractérisé par : 

(iv) l(swo) < l(wo) pour tout sa S. 

De plus, on a wi = 1, woSwo = S et L(wo) = Gard (T). 
c) On suppose W fini. Montrer que, pour toute chambre CO, il existe une chambre - CO 
et une seule telle que Co u (-  Co) ne soit contenue dans aucune moitié de A. Montrer qu'il 
existe un automorphisme involutif (non nécessairement permis) cp et un seul de A tel que 
cp(Co) = - CO pour toute chambre CO et que cp(L) = 1, pour tout mur L de A. On posera 
~ ( a )  = - a pour a E A. Si F est une facette, la facette - F = cp(F) sera dite opposke à F. 
d) Soit CO une chambre de A et soit F une cloison de CO. Montrer que l'enveloppe convexe de 
C O U  (- F) est la moitié de A déterminée par le mur L de support F, et contenant Co. 

23) Reprenons les notations de l'exerc. 16. Soit Aut(A) le groupe des automorphismes de 
l'appartement A. Montrer que si <p E Aut(A), alors cp permute les murs de A, et que qtq-1 E T 
pour tout t E T  (utiliser l'exerc. 18). En déduire que (identifié à un sous-groupe de Aut(A)) 
est distingué et que Aut(A) est produit semi-direct du sous-groupe E des automorphismes 
conservant la chambre C par W. Montrer que la loi d'opération de A dans W définit un iso- 
morphisme de E sur le groupe des automorphismes du système de Coxeter (W, S), ou encore 
du graphe de Coxeter de (W, S) (cf. aussi exerc. 19.) 

24) On appelle immeuble structuré un immeuble 1 muni d'un ensemble SI de sous-immeubles 
satisfaisant aux conditions suivantes : 

(IS 1) Les sous-immeubles A E SI sont des appartements. 

(1s 2) Deux chambres de 1 sont contenues dans au moins un même élément de 3. 
(IS 3) Quels que soient Ai, AZ E SI tels que Ai n A2 contienne une chambre, il existe un iso- 
morphisme de Al sur As laissant fixes les points de Al n A2. 
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Soit (1, 3) un immeuble structuré. Les éléments de 'LI sont appelés les appartements de 
(1, a), ou plus simplement de 1. 
a) Montrer que les appartements de 1 sont deux à deux isomorphes. Soient C une chambre 
de 1 et A un appartement de 1 contenant C. Montrer qu'il existe un endomorphisme p et un 
seul de l'immeuble 1 (appelé la rétraction de centre C de 1 sur A) tel que p(a) = a pour tout 
a E A et que, pour tout appartement A' contenant C, la restriction de p à A' soit un isomor- 
phisme de A' sur A (en utilisant (IS 2) et l'exerc. 15 b ) ,  on remarquera que, pour tout appar- 
tement A' contenant C, il existe un unique isomorphisme pA, de A' laissant fixes tous les points 
de C). Montrer que pz = p et que p-1(C) = C. 
b) Soient A un appartement de 1, Co une chambre et F une facette contenues dans A. Soit 
(Co, Cl ,  . . . , Cn) ,une galerie de plus petite longueur possible telle que F c Cn . Montrer que 
Cl c A pour 1 < z < n (on raisonnera par l'absurde : si Cg c A et Cr+i Q A, considérer la 
rétraction de 1 sur A ayant pour centre la chambre de A distincte de Cr et contenant Cs n Cg+l). 
c )  Soient A un appartement de 1, C une chambre de A, F une cloison de C, C' une chambre 
de 1 et I' = (Co, . . . , Cn = C') une galerie telle que F c Co, de plus petite longueur possible. 
Montrer que la rétraction p de 1 sur A de centre C transforme ï en une galerie 

(CO, . . ., C:, = p(C1)) 

telle que F c Ch, de plus petite longueur possible (considérer un appartement A' contenant C' 
et F, appliquer 6) et le fait que la restriction de p à A' est un isomorphisme). 
d) Soient A un appartement, Cl et Cz deux chambres mitoyennes distinctes contenues dans 
A, C' une chambre contenant Ci n Cz et distincte de Cl et Cg, Ai un appartement contenant 
Ci et C' (pour i = 1,2). Soit cpi (resp. Jit) la rétraction de 1 sur A (resp. A;) de centre CI 
(resp. C') et soit pi  la restriction de cpt O J i 6  à A. Soit C une chambre de A; montrer que si 

on a pl(a) = a pour tout a E C et d(C, Cl) < d(C, Cz) (considérer une galerie minimale r 
d'extrémités C et Cl et appliquer c) pour montrer que pl(r) est minimale; utiliser alors 
l'exerc. 15 6)). Montrer que, si d(C, Ce) < d(C, Cl), on a pl  (C) # C et pS(C) = pl (C) (prendre 
une galerie minimale J? d'extrémités C et C2 et utiliser c) pour montrer que pl(r) est une 
galerie ayant une extrémité égale à pl(C) et l'autre contenant Cl n Cz, de plus petite longueur 
possible; en déduire que d(C1, pl(Ci)) < d(C2, p,(Ci))). 

Montrer que pi est un pliage (exerc. 19) de A (montrer que A = pl(A) u pz(A) et définir 
un automorphisme involutif o de A en posant o(A) = p2(a) si a E pl(A) et o(a) = pl(a) si 
a E pz(A) ; montrer que si C est une chambre contenue dans pl(A), on a pïl(C) = {C, p2(C) }). 
e )  Soit 1 un immeuble structuré spacieux, c'est-à-dire tel que toute cloison soit contenue dans 
au moins trois chambres. Montrer qu'il existe un système de Coxeter (W, S) et un seul à iso- 
morphisme près tel que les appartements de 1 soient isomorphes à l'appartement A0 associé 
à (W, S) (utiliser d) et I'exerc. 19). Soient A un appartement de 1 et rp un isomorphisme de A0 
sur A. Montrer qu'il existe un numérotage de 1 et un seul, à valeurs dans S, tel que les types de a 
et rp(a) soient égaux pour tout a E Ao (choisir une chambre C de A et montrer, en utilisant b), 
que, si A' et A" sont deux appartements de 1 contenant C, les numérotages de A' et A" pro- 
longeant celui déterminé sur C coïncident sur A' n A"). 

On dira que le système de Coxeter (W, S) et le numérotage ainsi obtenus sont adaptés à 1. 
Montrer que les rétractions introduites en a) sont des endomorphismes permis. Montrer 

qu'une partie de 1 contenue dans un appartement A de 1 est convexe dans 1 si et seulement 
si elle convexe dans A (exerc. 20). 

f )  Gardons les notations de e) et soit 3 l'ensemble des isomorphismes permis de AO sur les 
divers appartements de 1. Montrer que si cp, Ji E 3 et si C est une chambre et F une facette 
de 1 contenues dans cp(Xo) n ~ ( A O ) ,  il existe un élément w E W tel que Ji-1(C) = wy-l(C) 
et +-1(F) = wcp-1(F) (considérer un isomorphisme A de cp(Ao) sur Ji(A0) laissant fixes les 
points de cp(Ao) n $(Ao) et appliquer l'exerc. 21 b) à l'automorphisme Ji-1 O A O 9-1 de Ao). 

25) Soit 1 un ensemble et soit l'ensemble des parties finies de 1. Pour tout A E 8, on pose 
&(A) = (- l )Card(:t) .  Soit G un groupe commutatif, noté additivement, et soient cp et Ji deux 
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applications de 8 dans G. Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes : 

(9 ~(-4) = 2 NB) pour tout A E 8; 
BCA 

(ii) + (A)=  2 E(A-B)v(B) pourtout A E ~ .  
BCA 

26) Soit (W, S) un système de Coxeter, avec S fini. Pour toute partie H de W, on désigne par 
H(t) la strie formelle à coefficients entiers définie par : 

a) On suppose que Card(S) = 2. Montrer que 

W(t) = (1 + t - tm - tm+l)/(l - t)  si W est d'ordre fini 2m 
w ( t )  = (1 + t)/(l - t) si W est infini. 

b) On suppose que W estjni. Soit w, l'tlément de plus grande longueur de W (exerc. 22) et 
soit m = l(w,). Montrer que l'on a : 

W(t) = tmW(t-1) 
(utiliser l'exerc. 22). 
c) Soit X une partie de S. On note A, l'ensemble des éléments (X, %)-réduits de W (exerc. 3) 
et Wx le sous-groupe de W engendré par X. On sait (exerc. 3) qu'un élément w E W appartient 

A, si et seulement si l(xw) = l(w) + 1 pour tout x E X, que tout élément w E W s'écrit 
de façon unique sous la forme w = uv avec u E WX et v E Ax, et que l'on a alors l(w) = l(u) + l(v). 
En déduire la formule : 

W(t) = Wx(t) . Ax(t). 

d) On conserve les notations prtctdentes, et on note Bx l'ensemble des w €Ax tels que 
Qsw) = l(w) - 1 pour tout s E S - X. Montrer que l'on a : 

En déduire que : 

1 utiliser I'exerc. 25). 
e )  On suppose W j n i  et l'on définit m et w, comme dans b). Montrer que B, = (w,} et que : 

W(t) tm = x =(Y) - 
YCS W d t )  

(utiliser c) et d)). 
f )  On suppose W injni. Montrer que B, = @ et que l'on a : 

, 4 E ( Y ) ,  
YCS WY(4 

g) Montrer que la série formelle W(t) est une fonction rationnelle de t (utiliser f )  et raisonner 
par récurrence sur Gard (S)). Montrer que cette fonction rationnelle ne s'annule que pour des 
valeurs de t qui sont des racines de l'unité; montrer que l/W(co) est un entier. Montrer que 

1 

l'on a - E Z[[m. w (t-1) 
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1) Soient G  un groupe, B et N  deux sous-groupes de G  et S une partie de W = N / ( B  n N ) ;  
pour tout w  E W, on pose C ( w ) =  BwB. On suppose que les conditions ( T l )  et ( T 2 )  de la 
définition 1 du no 1 sont vérifiées, que, quels que soient s  E S et w  E W ,  l'une au moins des 
deux relations C ( s )  . C ( w )  = C(sw)  et C ( s )  .C(sw) = C ( w )  est vérifiée et que B U  C ( s )  est un 
sous-groupe de G pour tout s  E S. Montrer que la condition ( T 3 )  est vérifiée. Si de plus B  
est d'indice 2 3 dans B u C ( s ) ,  alors ( G ,  B, N ,  S) est un système de Tits. 

2) Soient G  un groupe, B  et N  deux sous-groupes de G et S une partie de W = N / ( B  n N ) .  
Soit Z  un sous-groupe distingué de G  contenu dans B. Soient B' et N' les images canoniques de 
B  et N  dans G' = G / Z .  Montrer que l'application canonique de N  sur N' définit un isomor- 
phisme de W sur W' = N'/ (B1 n N') .  Soit S' l'image de S par cet isomorphisme. Montrer 
que (G',  B', N', S') est un système de Tits si et seulement si ( G ,  B, N, S) en est un. 

3 )  Soient G  un groupe, B un sous-groupe de G  et ( C ( w ) ) w E  w la famille des doubles classes de 
G suivant B. O n  dit que B  est un sous-groupe de Tits de G  s'il existe un sous-ensemble S de W 
tel que les conditions suivantes soient vérifiées : 

( 1 ) la réunion des C ( s )  pour s  E S engendre G;  
( 2 )  pour tout s  E S, l'ensemble B  u C ( s )  est un sous-groupe de G  et B est d'indice 3 3 dans 
B  u C ( s ) ;  
(3) pour tout s  E S et tout w  E W ,  il existe un élément w' E W tel que C(s )  . C ( w )  c C ( w )  U C(w') .  

O n  suppose désormais que B  est un sous-groupe de Tits de G  et on se donne une partie 
S de W satisfaisant aux conditions ( l ) ,  ( 2 )  et ( 3 ) .  
a )  Montrer que C(s)-1 = C ( s )  et que C ( s )  . C ( s )  = B  u C ( s )  pour tout s  E S. Montrer que, 
pour tout s  E S et tout w  E W, il existe un élément w" E W tel que C ( w )  . C ( s )  c C ( w )  u C(zuV). 
b)  Pour w  E W, on appelle longueur de w  et on note l (w)  la borne inférieure des entiers n 3 O 
tels qu'il existe s l ,  . . . , S n  E S avec C ( w )  c C ( s l )  . . . C(sn ) .  Montrer que l (w)  est fini pour tout 
W E W .  

Soient u, v  e W avec l (u)  < l(u) et soit s  e S ;  montrer que si C(u)  c C(u)  . C(s )  (resp. 
C ( v )  c C ( s )  . C ( u ) ) ,  alors on a C ( v )  = C ( u )  . C ( s )  (resp. C(v )  = C ( s )  . C ( u ) )  (on raisonnera par 
récurrence sur la longueur de u. Si C(u)  # C(u)  . C ( s ) ,  on a C ( u )  . C ( s )  = C ( u )  u C ( v ) .  En 
utilisant l'hypothèse de récurrence, on montrera qu'il existe t  E S et w  E W tels que 

C ( u ) = C ( t ) . C ( w )  avec l ( w ) = l ( u ) - 1 .  

Des relations C(u)  c C ( u )  . C ( s )  = C ( t )  . C ( w )  . C ( s )  et C ( t )  . C ( w )  = C ( u )  # C(u) ,  on déduira 
l'existence d'un élément w' # w  tel que C ( w l )  c C ( w )  . C ( s )  et C(v )  c C ( t )  . C ( w l ) ,  d'où 
l(w')  2 l (v)  - 1 > l (u)  - 1 = l (w) .  L'hypothèse de récurrence entraîne alors 

C(w')  = C ( w )  .C(s) .  
De plus, on a : 

C ( t ) . C ( u ) . C ( s )  = C ( t )  . C ( t ) . C ( w ) . C ( s )  = C ( t )  . C ( w )  . C ( S )  U C ( W )  .C(S )  
= c (u)  . C ( s )  u C  (w ' )  = C(u)  u C  (u) u C  (w')  

et aussi 
C ( t )  . C ( u )  . C ( s )  = C ( t )  . ( C ( u )  u C ( u ) )  2 C ( t )  . C ( t )  . C ( w )  3 C ( w )  

d'où une contradiction puisque w # u, u, w'.) 
c )  Montrer que pour tout w  E W et tout s  E S, il existe un élément et un seul noté s.w (resp. 
w  * s)  distinct de w  tel que 

C ( s . w )  c C ( s ) . C ( w )  c C ( w )  u C ( s . w )  
(resp. C ( w  * s) c C ( w )  . C ( s )  c C ( w )  u C ( w  * s ) ) .  

(On montrera par récurrence sur l (w)  que C ( s )  .C(w)  # C ( w ) .  Pour cela, on écrira 
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avec 

et en multipliant à droite par C(t), on en tire C(u) u C(w) = C(s) . C(u) u C(7ai). Comme 
C(u) # C(s) .C(u) par l'hypothèse de récurrence, on a, d'après b),  

d'où 

ce qui est absurde). 
d) Soit s E S. Montrer que l'application p, : w w s.w (resp. q, : w F--+ w * s) est une 
permutation de W et que p8 = Id (resp. qi = Id). Montrer que, pour s,t e S, on a 
ps O qt = qt op, (on étudiera le produit C(s) .C(w) . C(t) pour w E W et on montrera que 
(s .w)*te{w,  s.w, w*t, s . (w*t)} ;  on montrera que (s.w)*t${s.w, w * t )  et que si 
(s .w)*!= w , o n a s . w =  w * t e t w = s . ( w * t ) ) .  
e) Montrer que le groupe de permutations P (resp. Q) engendré par les ps (resp. q,) pour 
s E S, opère de manière simplement transitive sur W (pour montrer que P est transitif, on 
utilisera (2) et on raisonnera comme au lemme 1 du no 1 ; pour montrer que P est simple- 
ment transitif, on utilisera d)). En déduire qu'il existe sur W une structure de groupe et une 
seule telle que l'application fi t-+-p(e) (où e désigne l'élément de W tel que B = C(e)) soit 
un isomorphisme de P sur W. L'application q w q(e) est alors aussi un isomorphisme; 
on a s.w = w * s = sw pour tout S E S  et tout w e  W et C(w)-1 = C(w-l). 

f )  Montrer que le couple (W, S) est un système de Coxeter et généraliser les résultats du 
no 4. 
2) Soient X une partie de S et Wx le sous-groupe de W engendré par X. Montrer que l'en- 
semble Gx réunion des C(w) pour w e Wx est un sous-groupe de G et que le th. 3 du no 5 
est encore vrai. Montrer que B est un sous-groupe de Tits de G y .  Généraliser les prop. 2 et 3 
du no 5, la déf. 2, la prop. 4 et le th. 4 du no 6. Montrer que S est l'ensemble des w e W tels 
que B u C(w) soit un sous-groupe de G distinct de B. Le systeme de Coxeter (W, S) et le groupe 
W (qu'on appelle groupe de Weyl de (G, B)) ne dépendent donc que de (G, B). 
h )  Soit N un sous-groupe de G tel que B n N soit distingué dans N et que toute double classe 
C(w) suivant B rencontre N suivant une classe modulo B n N. Montrer que le groupe N/(B n N) 
s'identifie à W et que (G, N, B, S) est un système de Tits. 

4) Soient (G, B, N, S) et (G', B', N', S') deux systèmes de Tits avec G=G' et B=B1, de groupes 
de Weyl W et W'. Soit j la bijection de W sur W' définie par la relation 

BwB = Bj(w)B. 

Montrer que j est un isomorphisme du groupe W sur le groupe W' et que j(S) = S'. 

5) Soit C = (G, B, N, S) un système de Tits. Posons T = B n N et soit & le normalisateur 
de N. 
a) Soit b E B n fi. Montrer que bnb-ln-1 e B n N pour tout n e N (poser bn = n'b et utiliser 
le th. 1) et que b appartient à l'intersection S des conjuguts nBn-1 pour n E N. Montrer que 
? ~ N = T .  

On dit que C est saturk si l'on a ? = TT. 

b) Posons = N.'?. Montrer que fi est un sous-groupe de G, contenant f comme sous- 
groupe distingué, et que fi n B = -1.. Montrer que l'injection de N dans fi définit un iso- 
morphisme j du groupe de Weyl W de C sur fi/?. 
G)  Montrer que (G, B, N, j(S)) est un système de Tits saturé, dit associk à C. 

6) Reprenons les notations du no 2 et soit No le sous-groupe de N formé des matrices dont 
tous les éléments sont égaux à O ou 1. Montrer que B n No = T n No = (1 } et que l'applica- 
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tion canonique j de No dans W = NIT est un isomorphisme. Posons So = j-'(S). Montrer 
que (G, B, No, So) est un système de Tits et que (G, B, N, S) est le système de Tits saturC 
associé. 

7) Soit G un groupe optrant sur un ensemble E. On dit que G est doublement transitifsur E si, 
quels que soient les points x, y, x', y' E E avec x # y et x' # y', il existe un élément g E G 
tel que g . x =  x' et g .y=yf .  

a) Soit (G, B, N, S) un système de Tits dont le groupe de Weyl est d'ordre 2. Montrer que 
G est doublement transitif sur G/B. 

b) Soit G un groupe doublement transitif sur un ensemble E. On suppose Card E 3. Soient 
e E E et B le stabilisateur de e. Soit x E E, avec x # e, et soit n E G tel que n(e) = x et n(x) = e. 
Soit N le sous-groupe de G engendré par n. Soit s l'image canonique de n dans NIT. 
Montrer que (G, B, N, {s)) est un système de Tits dont le groupe de Weyl est d'ordre 2. 

8) Soit (G, B, N, S) un système de Tits; on pose T = B n N et W = NIT. Soit 6 un groupe 
contenant G comme sous-groupe distingué. On suppose que pour tout h E 6, il existe g E G 
tel que hBh-1 = gBg-1 et hNh-1 = gNx-1. Soit 8 (resp. fi) le normalisateur de B (resp. N) 
dans ë; on pose r=f3nfi, f i = r . N  et T = f i n ~ .  
a) Montrer que G = F.G, 8 = r . B ,  r n B  = F n G  et T = ( F n B ) . T .  Les groupes 
Cl = F/(r n B), ë / G  et &/B sont donc canoniquement isomorphes. Si @ c Cl et si H est un 
sous-groupe de G contenant F n B, on notera OH la réunion des ensembles cpH pour cp E O. 

b) Montrer que T est distingué dans fi (pour montrer que nyn-1 E pour n E fi et y E l? n B, 
utiliser l'exerc. 5 a)) ,  que N n ?f = T et que r n T = l? n B. L'injection de N (resp. l?) dans 
fi permet donc d'identifier W (resp. Cl) à un sous-groupe de îI = NIT. Montrer que Cl 
normalise S et que est produit semi-direct de Cl et de W. - 
c) Montrer que, pour tout s E S et tout u E W, on a : 

BsBuB c (BuB) IJ (BsuB) . 
d) Montrer que l'application u i-t BuB est une bijection de 6' sur B\G/B (utiliser le 
th. 1 et le fait que l? normalise B). 

e) Soit 9 l'ensemble des couples (Q, X), où O est un sous-groupe de Cl et X une partie de S 
nnrmaliste par @. On pose G(*,x, = DGx = B@W,B (avec les notations du no 5). Montrer 
que l'application (@, X) G(Q,x> est une bijection de $3 sur l'ensemble des sous-groupes de 
6 contenant B. Généraliser les assertions b) et c) du th. 3 et la prop. 2 du no 5. - 

Montrer que le normalisateur de G(aVx) dans G est le sous-groupe G(*,,x,, où O' est l'en- 
semble des éltments de Cl normalisant à la fois @ et X. - 
f )  Montrer que G(a,x) est un sous-groupe maximal de G si et seulement si l'une des deux 
conditions suivantes est satisfaite : 

(i) X = S et 0 est un sous-groupe maximal de Cl; 

(ii) Q, = R et @ opère transitivement sur S - X (qui est non vide). - 
Montrer que G(+,x) est un sous-groupe maximal dans l'ensemble des sous-groupes de G 

ne contenant pas G si et seulement si l'on a : 

(iii) X # S, Q, est le normalisateur de X dans C2 et opère transitivement sur S - X. 

g) Soit @ un sous-groupe distingué de Cl et posons G' = OG, B' = QB, N' = @N et 
T' = B' n N'. Montrer que T' = @T et que T' est distingué dans N' si et seulement si tout 
éltment de @ commute avec tout élément de W. Montrer que G' est alors distingut dans 6, 
que l'injection de N dans N' définit un isomorphisme j de W sur W' = N'/T' et que 
(G', B', N', S') (avec S' = j(S)) est un système de Tits. 
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9) Soient (G, B, N, S) un système de Tits et X, Y, Z trois parties de S. Montrer que 

(utiliser l'exerc. 1 du $ 1 et la prop. 2 du no 5). 

10) Soient G un groupe et B un sous-groupe de Tits de G. Reprenons les notations de l'exerc. 3. 
Pour s E S, désignons par G(') le sous-groupe Gs- (exerc. 3 g)). Soient 1 l'ensemble des 
parties de G de la forme gG(8) (pour g E G et s E S), (& l'ensemble des parties de 1 de la forme 
Cg = {gG(a)ls E S )  pour g E G. Les Cg sont appelées les chambres de 1 (§ 1, exerc. 15). On fait 
opérer G sur 1 grfice aux translations à gauche. 

a) Soit l'ensemble des facettes de 1 (c'est-à-dire des parties des chambres, cf. § 1, exerc. 15). 
Soit F E 8. Montrer qu'il existe une partie X de S et une seule et un élément g E G tels que 

n 

gGx = a; on dit que F est de -ipr X. Montrer que F est alors l'ensemble des gG(s) pour 
.. - - 

s E S - X et est de codimension Card X dans toute chambre la contenant. Montrer que l'appli- 

cation j : FC n a est une bijection strictement décroissante, compatible avec les translations 
a E F  

à gauche, de 8 sur l'ensemble des parties de G de la forme gGl pour g E G et X c S. Montrer 
que toute facette de type X contient une facette de type Y et une seule pour X c Y c S. 

b) Montrer que G opère transitivement sur l'ensemble B des chambres et que le stabilisateur de 
la chambre Cg (g E G) est égal à gBg-1; l'application g Cg définit donc une bijection 
de G/B sur B. 
c) Montrer que deux chambres Cg et Cg, (g, g' E G) sont mitoyennes ($ 1, exerc. 15) si et seule- 
ment si il existe s E S tel que g' E g(B u BsB). 

d) Soient Ci,  . . ., Cn des chambres de 1 et posons CO = Ce. Montrer que les conditions 
suivantes sont équivalentes : 

(il la suite I? = (Co, Ci,  . . ., Cn) est une galerie injective; 

(ii) il existe une suite s = (s,, . . . , sn) d'éléments de S et une suite ( b i ,  . . . , bn) d'éléments 
de B telles que CI = blFlb,s, . . . bjSj(Co) (où désigne un élément donné de la double classe 
BsjB) pour 1 < j < n. 

Montrer que, si ces conditions sont satisfaites, la suite s est unique : on l'appelle le tvpe 
de l? et on la note s(I?). Montrer qu'une galerie injective est minimale si et seulement si son 
type est une décomposition réduite. Montrer que les conditions suivantes sont vtrifiées : 

(WI 1) Quelles que soient les chambres C et C' de 1, il existe un élément t(C, C') et un seul & W tel 
que l'ensemble des Qfies der galeries minimales d'extrémités C et C' soit l'ensemble des dicompositions 
fbduites de t(C, C'). 

(WI 2) Pour toutechambre C, l'application t(C, Cf)  de l'ensemble des chambres de 1 dans \Y est surjective. 
e) Montrer que deux galeries minimales de même type et de mêmes extrémités sont identiques. 
(On se ramènera à prouver que, si (s, , . . . , sn) est une décomposition réduite et si b l  , . . . , bn , 
b:, . . ., bh sont des éléments de B tels que bl< . . . bnG E biS; . . . b&B, alors b,& E bi&B. Pour 
cela, on remarquera que si l'on avait s ~ l b ~ l b ~ ? ,  o B, cet élément appartiendrait à Bs,B et on 
aurait b,& . . . bnG E bSlbfb;& . . . b;FnB avec b, b' E B, ce qui contredirait le cor. 1 du th. 2 
du no 4.) 

f )  Montrer que 1 muni de (?: est un immeuble, dit associé au couple (G, B). Montrer qu'il existe 
un numirotage ($ 1, exerc. 20) de 1 et un seul pour lequel le type d'une facette est celui défini 
en a). 
g) Montrer que 1 est spacieux, c'est-à-dire que toute cloison de 1 est contenue dans au moins 
trois chambres (cf. $ 1, exerc. 24). Montrer que la condition suivante est satisfaite : 

(G) Quelles que soient la cloison F, la chambre Co, la galerie I? = (CO, . . . , Cn) telle que F c Cn 
et de plus petite longueur possible, et les chambres Cf et C" contenant F et distinctes de Cn,  il existe un 
élément g E G tel que g(Cr) = CI pour O < i < n et g(C') = C". 
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(On se ramènera au cas Co = C; soit u E S tel que F soit de type S - {u} et soit s le type 
de P. Montrer que (s, u) est une décomposition réduite. Prendre h E G tel que Cn = h(C) ; 
il existe b' et b " ~  B tels que C' = hb'u(C) et C" = hbl'u(C). Utiliser alors le cor. 1 du th. 2 
du no 4 généralisé au cas d'un sous-groupe de Tits (cf. exerc. 3 f ) )  pour montrer qu'il existe 
b E B tel que bhbfuB = hbVuB; on a alors b E hBuBu-1Bh-1 c (hBh-1) u (hBuBh-1). Si b E hBuBh-1, 
on aurait BhB c BhBuB = BhuB (loc. cit.) ce qui est impossible. Par suite b(Cn) = Cn,  et 
e) entraîne b(Ct) = Cf pour tout i.) 

11) Soient (W, S) un système de Coxeter, et 1 un immeuble numéroté par S ($ 1, exerc. 20). 
Si l? = (Co, . . . , Cn) est une galerie injective, on appelle type de F et on note s(P) la suite 
(s,, . . ., sn) d'éléments de S telle que la cloison Cr-, n CI soit de type S - {s<) (pour 
1 $ i $ n). On dit que 1 est un (W, S)-immeuble si les conditions (WI 1) et (WI 2) de l'exerc. 
10 sont satisfaites. 

Soit 1 un (W, S)-immeuble spacieux (cf. exerc. 10 g)) et soit G un groupe d'automor- 
phismes permis de 1 vérifiant la condition suivante : 

(Go) Q~~elles que soient les trois chambres distinctes C, C' et C" contenant une méme cloison, il existe un 
é1t:ment g de G tel que g(C) = C et g(Cf) = C .  

On choisit une chambre C de 1 et on note B le stabilisateur de C dans G. 
a) Montrer que G opère transitivement sur l'ensemble des chambres de 1. 
b) Soient C' et Cr' deux chambres. Montrer que t(C, C') = t(C, Cf') si et seulement si il 
existe b E B tel que Cf' 7 b(C') (si t(C, C') = t(C, C )  = w, considérer une décomposition 
réduites de w et une galérie minimale r' (resp. F") d'extrémités C et C'(resp. C") et de type S. 
Raisonner par récurrence sur l(w) en utilisant (Go) et a)). En déduire une bijection 
w 1- B(w) de W sur B\G/B. 
c) Soit F la cloison de C de type S - {s). Montrer que le stabilisateur de F dans G est tgal 
à B u B(s) (si g(F) = F, on a t(C, g(C)) = 1 ou s). Montrer que B c B(s)B(s) (utiliser (Go)). 
d) Montrer que B est un sous-groupe de Tits de G et que le système de Coxeter de (G, B) 
est canoniquement isomorphe à (W, S). (Soient w E W et s E S tels que ls (SW) = ls (w) + 1. 
Soit g B(w) et u E B(s) ; soient s = (s,, . . . , s,) une décomposition réduite de w, 
(C = Co, Cl, . . ., C, = g(C)) une galerie minimale de type s et choisissons un élément 
G E B(st) ;montrer, enutilisant (GO), qu'il existe des éléments bi E B tels que Cz = blSl . . . bi&(C). 
Poser Ci = u(Ct-1) et montrer quela galerie (C, u(C), u(Ci), . . ., u(Cn)) est de type (s, s), donc 
minimale. En déduire que ug E B(sw) et que B(s)B(w) = B(sw). Si maintenant l(sw) = l(w) - 1, 
poser w' = sw : on a B(s)B(w') = B(w), d'où 

enfin comme B c B(s)B(s), on a aussi B(w') = B(sw) c B(s)B(w).) 
e )  Montrer qu'il existe un isomorphisme et un seul de l'immeuble associé à (G, B) (exerc. 10) 
sur 1, compatible avec l'action de G et transformant la chambre canonique Ce en C. 

12) Soient (G, B, N, S) un système de Tits, W = N/(B n N) son groupe de Weyl, 1 le (W, S)- 
immeuble associé à (G, B) (exerc. 10) et C = Ce la chambre canonique de 1. Soit A0 l'appar- 
tement associé au système de Coxeter (W, S) ($1, exerc. 16). Pour tout g E G, soit cp, l'appli- 
cation de Ao dans 1 qui au point wW(8) de Ao (w E W, s E S) fait correspondre le point gwG(~) 
de 1. 

Montrer que, pour tout g E G, l'application 9, est un isomorphisme d'immeubles numé- 
rotés de AO sur un sous-immeuble de 1 qui est la réunion des chambres gn(Ce) pour n E N. 
Montrer que 1, muni de l'ensemble SI des <P,(Ao) pour g E G, est un immeuble structuré 
(4 1, exerc. 24) (pour démontrer (IS 2), on remarquera que, si g', g" E G, il existe b', b" E B 
et n E N  tels que g'-lg" = b'nb"; poser alors g = g'b'n et montrer que gl(C) et g"(C) sont 
contenues dans cp,(Ao). Pour démontrer (IS 3), on se ramènera au cas de deux appartements 
A' = ve(A0) et A" = cpb(Ao), avec b E B, et on montrera que l'application a b(a) laisse 
fixes les points de A' n A en utilisant la prop. 2 du no 5). Montrer que le système de Coxeter 
(W, S) et le numtrotage de 1 sont adaptés à (1, 94) ($ 1, exerc. 24 e)) et que l'ensemble 3 des 
isomorphismes permis de Ao sur les divers éléments de 2 est l'ensemble des 9, pour g E G. 
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13) Reprenons les notations de l'exerc. 24 du $ 1 : (1, SI) est un immeuble structuré spacieux 
muni d'un système de Coxeter (W, S) et d'un numérotage adaptés et 3 est l'ensemble des 
isomorphismes permis de l'appartement Ao associé à (W, S) sur les divers appartements de 
(1, SI). Soit de plus G un groupe d'automorphismes permis de 1, conservant E : le groupe G 
opère alors sur 3 et on suppose que G opère tramitivsment sur 3. 

On note C une chambre de 1, A un appartement de U: contenant C, cp l'isomorphisme 
permis de Ao sur A transformant la chambre canonique Cs de A0 en C, B le stabilisateur de C 
dans G et N le stabilisateur de A dans G. 
a) Montrer que, si A' et A sont deux appartements appartenant à SI, et contenant une même 
chambre, il existe g E G tel que g(A1) = A" et que g(a) = a pour tout a E A' n A". Montrer 
que G est transitif sur l'ensemble des couples (A, C) oh A E SI et où C est une chambre de A. 
b) Montrer que l'application n cp-1 O n O cp est un homomorphisme surjectif de N sur 
W, de noyau B n N. On identifie ainsi N/(B n N) et W. 
c) Montrer que les conditions (WI 1) et (WI 2) de l'exerc. 10 d) sont satisfaites (utiliser le fait 
suivant : si un appartement de 1 contient deux chambres C' et Cf', il contient toute galerie 
minimale d'extrémités C' et C (5 1, exerc. 24 b)) ) .  
d) Montrer que la condition (G) de l'exerc. 10 g) (et a fortiori la condition (GO) de l'exerc. 11) 
est satisfaite (avec les notations de (G), considérer un appartement A' (resp. A )  de 1 contenant 
CO et C' (resp. C") ; montrer en utilisant I'exerc. 24 b) du $ 1 que l? c A' n A" et utiliser a)). 
e) Montrer que (G, B, N, S) est un système de Tits et que (1, SI) est canoniquement isomorphe 
à l'immeuble structuré numéroté associé (exerc. 12). 

14) Soient (G, B, N, S) un système de Tits, (1, SI) l'immeuble structuré numéroté associé 
(exerc. 12). Montrer que G, considéré comme groupe d'automorphismes de 1, satisfait aux 
conditions de l'exerc. 13. Posons, avec les notations de l'exerc. 12, A = <pe(Ao) et C = cpe(Ce) ; 
montrer que B est le stabilisateur de C dans G. Soit rn le stabilisateur de A dans G : montrer que 
R/(B n m) s'identifie à W et que (G, B, fi, S) est le système de Tits saturé associé à (G, B, N, S) 
(exerc. 5). 

15) Reprenons les hypothèses et notations de l'exerc. 10. On suppose de plus que le groupe de 
Weyl W de (G, B) estJini et on désigne par wo l'élément de plus grande longueur de W ($ 1, 
exerc. 22). On dit que deux chambres C et C' sont opposées si t(C, C') = w,. 

a) Montrer que si C et C' sont opposées, Cf et C le sont aussi. Montrer que toute chambre C 
admet une opposée. Montrer que le stabilisateur d'une chambre C dans G est transitif sur 
l'ensemble des chambres opposées à C. 
b) Soient C et Cf deux chambres opposées. Montrer que pour tout w e~ W, il existe une 
chambre C, et une seule possédant la propriété suivante : si p l ,  . . . , sh) (resp. (s:', . . . , sa)) 
est une décomposition réduite de w (resp. de w'= w,w-l), il existe une galerie minimale 
(CO = C, Cl,  . . ., Cn = C') de type (s,, . . ., sk, si, . . ., SA) (avec n = h + k) telle que 
C, = Ck (utiliser l'exerc. 22 du 5 1 et l'exerc. 10, d) et e)). Montrer que Cw et Cww, sont 
opposées. 
c) Soit a l'ensemble des couples de chambres opposées. Pour m = (C, C') E m, soit An 
la réunion des chambres Cti, construites comme ci-dessus. Montrer que 1 muni de l'ensemble 
'U des A, pour m E rn est un immeuble structuré ($ 1, exerc. 24) et que le système de Coxeter 
(W, S) et le numérotage de 1 sont adaptés à (1, SI) ; définir une bijection canonique de sur 
l'ensemble noté dans l'exerc. 24 du fj 1. On identifie ces deux ensembles. 
d) Soit rn = (C, Cf) E rn, avec C = Ce, et soit N le stabilisateur de A, dans G. Montrer que 
K/(B n N) s'identifie à W et que (G, B, N, S) est un système de Tits saturé (utiliser l'exerc. 13). 

16) Gardons les hypothèses et notations de l'exerc. 15. 

a) Soient C et Cf deux chambres. Montrer qu'il existe une chambre C" opposée à la fois à C 
et C' (prendre C" opposée à C telle que t(Ct, C )  soit de plus grande longueur possible; si 
t(C', C") # wO, il existe une chambre Cl mitoyenne de C" telle que 1(t(Ct, Ci)) > l(t(C', C")) ; 
montrer en utilisant la condition (G) de l'exerc. 10 que l'on peut supposer que Ci c t  &c,C,,) et 
que Ci est alors opposée à C). 
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b) Soit A E SI; montrer qu'il existe un automorphisme involutif (non nécessairement permis) 
jA  et un seul transformant toute chambre de A en la chambre opposée (utiliser l'exerc. 22 c) 
du $ 1). Soient F et F' deux facettes de 1; montrer que si F' = jA(F) pour un A E SI contenant 
F et F', alors il en est de même pour tout A E SI contenant F et F' (si F, Fr E A n A', avec 
A, A' E SI, considérer une chambre C (resp. C') de A (resp. A') contenant F (resp. F') et un 
A" E SI contenant C et C' et utiliser (IS 3)) .  On dit alors que F et F' sont opposées. Montrer 
que, pour que deux facettes aient une opposée commune, il faut et il suffit qu'elles soient de 
même type T et qu'une facette opposée à une facette de type T est de type w 0 T q l .  
c) Soit Ao l'appartement associé au système de Coxeter (W, S) ($ 1, exerc. 16) et soit 2 l'en- 
semble des isomorphismes permis de A0 sur les divers éléments de 8. Si a est une moitié de Ao, 
de mur L ($ 1, exerc. 16) et si y E 3, on dira que p(a) est un demi-apbartement de 1, de mur y (L). 
Montrer que rp(L) ne dépend alors que de y(a) et non du couple (q, cr). Soient Dl et Dz deux 
demi-appartements distincts, de même mur L : montrer qu'il existe y E 3 et un mur Lo de Ao 
tels que L = p(L0) et que les Dc soient les images par cp des deux moitiés de Ao déterminées 
par Lo (on choisira une cloison F contenue dans L et deux chambres Ci et Cz, contenues 
l'une dans Di  et d'autre dans Da et telles que Cl contienne F et Cz la cloison opposée à F dans 
Di (qui est aussi opposée à F dans Dz) et on considérera l'appartement de 1 contenant Ci 
et CZ). 

17) Gardons les hypothèses et notations des exerc. 15 et 16. On choisit un élément y E 2 
transformant la chambre canonique C de A0 ($ 1, exerc. 16) en la chambre canonique Ce de 1 
et on désigne, comme dans l'exerc. 15 d), par N le stabilisateur de l'appartement p(Ao) E !X 
dans le groupe G. Pour toute partie D de AD, on désigne par BD le sous-groupe de G laissant 
fixes tous les points de y(D) : on a B = Bc et B n N = BAA. 
a) Soit a une moitié de Ao, contenant C. Montrer que  est transitif sur les demi-appartr- 
ments de 1 ayant pour mur le mur L de rp(a) et distincts de rp(a) (soient X u n  tel demi-apparte- 
ment, F une cloison contenue dans L et C' une chambre de ?(a) contenant F;  montrer qu'il 
existe g E G tel que g(X u ?(a)) = ~ ( A o )  et g(C') = C', en utilisant I'exerc. 16 c) et l'exerc. 
13 a) ; montrer que g(F) = F et déduire de l'exerc. 22 c) du $ 1 que g E B,). En déduire que BL 
est doublement transitif sur les demi-appartements de mur L et que (BL, Ba, BL n N) est un 
systéme de Tits de groupe de Weyl d'ordre 2 (cf. exerc. 7). 
b) Soient Di et Dz deux parties convexes de Ao, telles que C c Di c DZ et qu'il existe une moitié 
a et une seule de Ao avec Di c cr et Dz a a : on a alors Dl = Dz n a ($1, exerc. 2 1 c)). Montrer 
que BDi = B,BD* et que B, n BDP = B n N (en considérant une galerie de plus petite longueur 
possible ayant une extrémité égale à C, et l'autre contenant un point a E Dz - Di, on mon- 
trera qu'il existe deux chambres mitoyennes Ci et Ca de Ao, telles que Ci c Di ,  CL c DL', 
Ca a Di et Ci n Ca contenue dans le mur L' de a. Posons Ct = cp(C:), F = ?(Ci n C:) et 
L = q(L'). Montrer que l'enveloppe convexe de Di u Ci est égale à Dz. Soit b E B,, : on a 
b(C1) = Ci,  d'où b(F) = F et b(C2) # Ci.  En déduire que l'enveloppe convexe de b(Cz) u L 
est un demi-appartement X de mur L, distinct de y(a) et qu'il existe b ' ~  B, tel que 

Montrer que b'b(a) = a pour tout a €  ?(Di u CL) et que b'b E BDJ. 

c) Soit (at)i<t <, les moitiés de AO contenant C, numérotées de façon que l'application 

soit strictement décroissante (cf. $ 1, exerc. 17). Montrer que B = Bai . . . B, et que si 
bt, bi E Bai avec b i  . . . b, = b i  . . . bk, alors b{ E b,(B n N) pour 1 < i S q. 

18) Reprenons les hypothèses et notations du no 2. Soit Vi: le sous-espace vectoriel de kn 
engendré par el, . . . , ei: (pour 1 < i < n - 1). 
a) Montrer que, pour toute partie X de S, le sous-groupe G.x (no 5) se compose des éléments 
g s  G tels que g(V6) = Vi: pour tout i tel que st $ X. 
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b) Soit 1 l'immeuble associé au système de Tits (G, B, N, S) (exerc. 10 et 12). Montrer que 
l'application j qui au point gG(') de 1 (où G(t) désigne le sous-groupe Gs,i,;i de G, c'est-à-dire 
le stabilisateur de Vi) fait correspondre le sous-espace vectoriel g(Vi.), ég une bijection de 1 
sur l'ensemble 3 des sous-espaces vectoriels de kn # {O} et # kn, compatible avec l'action de G. 
c) Si E est un espace vectoriel, on appelle drapeau de E un ensemble totalement ordonné pour 
l'inclusion de sous-espaces vectoriels de E. Montrer que des éléments al, . . ., ak de 1 appar- 
tiennent à une même facette de 1 si et seulement si {j(al), . . . , j(ak)} est un drapeau de kn. 
d) Montrer que G est doublement transitif sur l'ensemble des sous-espaces vectoriels de 
dimension 1 de kn. Supposons n 2 et soit Ni le sous-groupe de G engendré par l'élément 
qui échange el et e, et laisse fixes les autres et : montrer que (G, G(l), Ni) est un système de 
Tits dont le groupe de Weyl est d'ordre 2. 
e)  On suppose k commutatif. On pose 

Montrer que Nf/T' s'identifie à Zn et que (G', B', N', S) est un système de Tits (raisonner 
comme au no 2). 

19) Soit k un corps commutatif de caractéristique # 2 et soit Q l a  forme quadratique xlxs + x i  
sur ka. Montrer que le groupe S O ( Q )  est doublement transitif sur l'ensemble des droites 
isotropes de ks. Comparer le système de Tits correspondant (exerc. 7) avec celui obtenu au 
no 2 pour n  = 2 (cf. Alg. chap. IX, 5 9, exerc. 15). 

20) Reprenons les notations du no 2, en supposant de plus k commutatif. On se place dans 
l'un des cas suivants : 

(Bi) n  = 21 + 1 (avec 1 3 l ) ,  k est de caractéristique # 2 et kn est muni de la forme 
quadratique Q = xlxn + . . . + x6xi+z + x:+~; 

(Ci) n = 21 (avec 1 3  1) et kn est muni de la forme alternée 0 telle que @(et ,  er) = O pour 
1 < i < n ,  1 $ j $ n e t i $ j , s a u f p o u r i $ l , j = n + l - i , o ù @ ( e t  ' 1 -  e ) - 1 ;  

(Dl) n = 21 (avec 1 > 2), k est de caractéristique # 2 et kn est muni de la forme qua- 
dratique Q = xlxn + . . . + xtxl+i. 

On désigne par Gi le groupe sptcial orthogonal S O ( Q )  dans les cas (Bi) et (Di), le 
groupe symplectique Sp(@) dans le cas (CI). On pose 

a) Montrer que l'action de Ni sur l'ensemble des droites ket définit un homomorphisme de 
Ni, de noyau T i ,  sur un sous-groupe Wi de E n ,  permettant d'identifier Wi et Ni/Ti. Montrer 
que Wl est le sous-groupe de en engendré : 

dans le cas (Bz) par les or = sjsn-j pour 1 $ j < 1 et par oz = si-isisi-1; 
dans le cas (Ci) par o j  = sjsn-j pour 1 j < 1 et par o, = sl; 
dans le cas (Dz) par o j  = spn-j pour 1 6 j < 1 et par o, = si-islsi-is~sl+lsl. 

b) Soit Si l'ensemble des oj  pour 1 $ j < 1. Montrer que (Gi, Bi, Ni,  Si) est un système de 
Tits (pour démontrer que le sous-groupe H de Gi engendré par Bi et Ni est Gi tout entier, 
on raisonnera comme en Alg., chap. II, 3e éd., 8 10, no 13, en remarquant que H contient 
le sous-groupe trigonal large inférieur de Gi et que, quels que soient les Et E k (2 $ i $ n), 
il existe une matrice b = (bt j)  E Bi telle que b i i  = 1, b i t  = Et pour 2 $ i < n  - 1 et que 
b i n  = En dans le cas (Cl), b i n  = O dans les cas (Bz) et (Dl). On raisonnera ensuite comme 
au no 2 en introduisant les sous-groupes Gi, 1 = Gi n (Gj. Gn-1) pour 1 $ j < 1 et le sous- 
groupe Gi, 1 des éléments de Gi qui laissent fixes : 

dans le cas (BI) : les et pour i # 1, 1 + 1, 1 + 2 et le sous-espace engendrt par el, el+-1 et 
ei+z; 

dans le cas (Ci): les et pour i # 1, 1 + 1 et le plan engendré par et et el+i; 
dans le cas (Dl) : les et pour i < 1 - 1 ou i > 1 + 2 et les deux plans engendrés respec- 

tivement par el-i et ei+i, et par et et ei+z. 
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On montrera que G1,j s'identifie soit à GL(2, k), soit à SL(2, k) ,  soit au groupe spécial 
orthogonal de l'exerc. 19). 

*c) Montrer que le graphe de Coxeter du groupe Wi est, suivant les cas, de type (B1), (Ci) 
ou (Dz) (chap. VI, § 4, no l)., 
d) Montrer que pour toute partie X de S i ,  le sous-groupe Glx se compose des g e  G l  tels 
que g(V,) = V< pour tout i tel que o, $ X, sauf dans le cas (Dl), où la même assertion reste 
exacte à condition de désigner par V,-i le sous-espace engendré par el, . . . , er-1 et er+l. En 
déduire, comme dans l'exerc. 18 b), une bijection j de l'immeuble associé à (Gl ,  Bi) sur l'en- 
semble des sous-espaces totalement isotropes # O dans les cas (Bl) et (Cl), sur l'ensemble des 
sous-espaces totalement isotropes de dimensions # O et # r - 1 dans le cas (Dl). Montrer que 
des points al, . . . , arc de 1 appartiennent à une même facette si et seulement si { j(a,), . . . , j(ar)} 
est un drapeau. 

21) Soient A un anneau de valuation discrète (Alg. comm., chap. VI, § 3, no 6), nt son idéal 
maximal, y un générateur de m et K le corps des fractions de A. Soient G le groupe SL(2, K), 

B le sous-groupe de G formé des matrices ( i) telles que a, b, d e  A et c e m (avec ad- bc= 1) 

et N le sous-groupe formé des matrices appartenant à G et n'ayant qu'un seul élément non nul 
dans chaque ligne et dans chaque colonne. 
a) Montrer que T = B n N est distingué dans N et que W = NIT est un groupe diédral 

infini engendré par les classes s et s' des matrices ( ) et ( - a) respectivement. 

b)  Montrer que (G, B, N, S) (avec S = {s, s'}) est un système de Tits. 
c) Soit H = SL(2, A) le sous-groupe de G formé des matrices à coefficients dans A. Montrer 
que (H, N, B n H, {s)) est un système de Tits. Comparer avec l'exerc. 18 e). 

d) Soit Â le complété de A et soient 6 ,  6, fi, 9 les yroupes définis comme ci-dessus, mais en 
remplaçant A par Â. Montrer que l'injection de G dans 6 définit un isomorphisme j de 
l'immeuble 1 associé à (G, B) (exerc. 10) sur l'immeuble Î associé à (&, fi). Soit (1, II) (resp. 
(Î, $) l'immeuble structur.4 associé à (G, B, N) (resp. ( 6 ,  $, fi)) (exerc. 12) : montrer que 
j(3) c a, mais que j (%) + & si Â # A (remarquer que les appartements & (resp. 2) corres- 
pondent bijectivement aux conjugués de T (resp. 9) par G (resp. 6 ) ) .  

22) Soient G un groupe et B un sous-groupe de G. 

a) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) B n gBg-1 est d'indice fini dans B pour tout g E G; 

(ii) toute double classe BgB suivant B est réunion finie de classes à gauche suivant B. 
Plus précisément, montrer que, pour tout g E G, l'indice qg de B n gBg-1 dans B est égal 

au nombre de classes à gauche suivant B contenues dans la double classe BgB. Montrer que 
qgh < qg . qh pour tous g, h e G. 

On suppose désormais que les conditions (i) et (ii) sont vérifiées et on note k un anneau 
commutatif. Pour t E G/B (resp. t E B\G/B), on note at l'application de G dans k définie 
par at(g) = O si g 6 t et at(g) = 1 si g E t. Soit L (resp. H )  le k-module engendré par les a, 
pour t E G/B (resp. t e B\G/B). 
b) Montrer qu'il existe une forme linéaire p et une seule sur L telle que p(at) = 1 pour tout 
t E G/B. 
c) Soient cp E L et # E H .  Montrer que, pour tout x e G, l'application 

appartient à L et que l'application cp * r/i : x 1- ~ ( 8 ~ )  appartient à L. Si de plus rp e H, alors 
cp * $ EH. Montrer que l'application (y, $) y * ji munit H d'une structure d'algèbre 
sur k, admettant an comme élément unité, et munit L d'une structure de H-module à droite. 

On dit que l'algèbre H est l'algèbre de Hecke de G par rappori à B et on la note Hk(G, B). 
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d) Montrer que, pour t, t ' e  B\G/B, on a : 

où m(t, t'; t") est le nombre de classes suivant B contenues dans t n gt'-1 pour tout g E t". 
e) On fait opérer G dans L par les translations à gauche. Montrer que l'action de H dans 1, 
définit un isomorphisme de H sur le commutant de la représentation linéaire de G dans L 
ainsi obtenue. 

f )  *On suppose que G estJini et que la caractéristique de k ne divise pas le cardinal de G. 
Montrer que Hk(G, B) est absolument semi-simple sur k (Alg., chap. VIII, 5 7, no 5) (utiliser 
le théorème de Maschke (chap. V, Annexe) et la prop. 3 d'Alg., chap. VIII, 5 5, no 1) ,. 
g) On suppose que G est un groupe topologique et B un sous-groupe ouvert et compact de G. 
Montrer que les conditions (i) et (ii) sont vérifiées et que, lorsque k = R ou C, le produit 
cp * S n'est autre que le produit de convolution relatif à la mesure de Haar à droite sur G, nor- 
malisée par la condition y(B) = 1 (cf. Intdgr., chap. VIII, 5 4, no 5). 

23) Soient (W, S) un système de Coxeter et k un anneau commutatif. On suppose donnés, 
pour tout s E S, deux éléments As et ys de k, tels que As = Asl et p8 = pst lorsque s et s' sont 
conjugués dans W. Posons E = PW) et soit (eW) la base canonique de E. 
a) Montrer qu'il existe sur E une structure d'algèbre sur k et une seule telle que l'on ait, 
p o u r s ~ S  et W E W :  

(introduire l'endomorphisme P, de E défini par les formules ci-dessus, où l'on remplace 
e,.ew par P,(w), et l'endomorphisme Q, = jP,j-1, où j désigne l'automorphisme de E 
défini par j(ew) = ew-1; montrer que P,Qt = QtP, pour s, t E S en remarquant que les 
conditions l(swt) = l(w) et I(sw) = l(wt) entraînent sw = wt; raisonner ensuite comme dans 
l'exerc. 3 e)). Le module E, muni de cette structure d'algtbre, sera noté Ek((As), (p,)). Montrer 
que E((O), (1)) est l'algèbre km du groupe W (Alg., chap. III, 3e Cd., 8 2, no 6). 
6) Montrer que la famille génératrice (e,) ,~s et les relations : 

ed = Ales + ys pour s e S 

(eset)' = (ete,)' pour s, t E S tels que st soit d'ordre fini pair 2r 

(eset)res = (etes)ret pour s, t E S tels que st soit d'ordre fini impair 2r + 1 

forment une présentation de l'algèbre E (raisonner comme pour la démonstration du th. 1 
du no6 du 5 1). 

24) Soient G un groupe, B un sous-groupe de Tits de G (exerc. 3, dont nous reprenons les 
notations). On suppose que pour tout SES ,  la double classe C(s) est réunion d'un nombre 
fini q, de classes à gauche suivant B. On reprend les notations de l'exerc. 22 et on pose aw = ac(w) 
pour tout w e W. 
a) Montrer que les conditions (i) et (ii) de l'exerc. 22 sont satisfaites. On peut donc parler de 
l'algèbre de Hecke Hk(G, B) (k étant un anneau commutatif), dont (aw) W E W  forme une base. 
b) Soient s E S, et w E W. Montrer que as * as = (q, - l)a, + q,; montrer que si l(sw) > l(w), 
on a as * aw = asw. 
c )  Montrer que l'application linéaire de l'algèbre Ea((q, - l ) ,  (q,)) associée au système de 
Coxeter (W, S) (exerc. 23) dans Hk(G, B) qui transforme ew en a, pour tout w E W, est un 
isomorphisme d'algèbres. 

25) Reprenons les notations de l'exerc. 8. On suppose de plus que, pour tout s E S, l'indice 
q, de B n gBg-1 dans B est fini pour tout g E BsB. 
a) Montrer que le couple (G, B) satisfait aux conditions (i) et (ii) de l'exerc. 22. 
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b) Montrer que, pour tout y E F, l'application x t---+- yxy-1 définit un automorphisme o 
de l'algèbre de Hecke Hk(G, B) et que o ne dépend que de la classe w de y dans Q = F/(F n B). 
On le note o, . 
c) Soient k[Q] l'algèbre du groupe Q, (e,) sa base canonique. Montrer que l'application 
linéaire j de k[a] @kHk(G, B) dans H*(G, B) définie par j(e,€3aHWB) = a*,,~ (avec les 
notations de l'exerc. 22) pour w E fi et w E Q, est bijective et que l'on a : 

pour w, w' E Q et x, y E Hk(G, B). 

91 26) Si E est une algèbre absolument semi-simple de rang fini sur un corps commutatif k, 
on appelle invariant numérique de E la suite d'entiers (n,, . . . , nr) telle que n, > . . nr > O 

et que k@k E soit isomorphe, pour toute clôture algébrique k d e  k, à rl[ M&. 
1 

Soient V un anneau intègre, K son corps des fractions, rp un homomorphisme de V dans 
un corps commutatif k, E une V-algèbre. On suppose que E est un V-module libre de rang 
fini et on pose Eo = E@v k et El = E B v  K. 
a) On suppose que la forme bilinéaire (x, y) TrEOIk(xy) sur EO est non dégénérée. Montrer 
que Eo et El sont absolument semi-simples (cf. Alg., chap. IX, $ 2, exerc. 1). 
b) On suppose que EO et Ei sont absolument semi-simples sur k et K respectivement. Montrer 
que EO et El ont même invariant numérique (on se ramènera au cas où k et K sont algébri- 
quement clos; soient (et) une base de E sur V et (Xt) des indéterminées. On montrera que le 

polynôme caractéristique de l'élément 2 Xtet de El@, K[(Xt)] (resp. Eo@k k[(Xt)]) est 
i 

de la forme P = P;j ( resp. Q = 11 Q?), où (nl , . . . , nr) (resp. (ml, . . . , ma)) est I'inva- 
j \ k / 

riant numérique de Ei (resp. Eo), avec deg Pj = n j  (resp. deg Q k  = mk). On montrera que 
Pj E V[(Xa)] et que Q = rp(P). On en déduira qu'il existe des entiers cjk 3 O tels que 

*27) Soit (G, B, N, S) un système de Tits et soit k un corps commutatif. On suppose que G 
estjni et que la caractéristique de k ne divise ni l'ordre de G ni l'ordre du groupe de Weyl 
W = N/(B n N). Montrer que les algèbres Hx(G, B) (exerc. 22) et'k[W] sont absolument 
semi-simples et ont même invariant numerique, donc sont isomorphes lorsque k est algébri- 
quement clos (soit q, l'indice de B n gBg-1 dans B pour g E BsB, s E S. Considérer l'algèbre 
Ek[xI((X(qs - l ) ) ,  (1 + X(q8 - 1))) construite comme dans l'exerc. 23 à partir du système 
de Coxeter (W, S) et de l'anneau des polynômes k[X] et utiliser I'exerc. 26 a) et b) en remar- 
quant que, d'après le théorème de Maschke (chap. V, Annexe), la forme bilinéaire 
TrHWllk(xy) est non dégénérée)., 

28) Soient G un groupe, M un sous-groupe maximal de G et U un sous-groupe distingué de 
M, satisfaisant à la condition (R) du no 7. On suppose que G est égal son groupe des commu- 
tateurs, qu'il est engendré par la réunion des conjugués de U et que l'intersection des conjugués 
de M est réduite à l'élément neutre. Montrer que G est simple. (Considérer un sous-groupe 
distingué N de G distinct de (1 }; montrer que G = N.M, puis que G = N.U.) 

29) Soit H un groupe simple non commutatif. Soit 8 un automorphisme de H d'ordre premier 
p et soit U le produit semi-direct de Z/pZ par H correspondant à 8. Montrer que, si 8 n'est 
pas un automorphisme intérieur, les seuls sous-groupes distingués de U sont {l), H et U. 
En déduire que U n'est pas résoluble, mais qu'il satisfait à la condition (R) du no 7. Appli- 
cation au groupe symétrique en. 



CHAPITRE V 

GROUPES 
ENGENDRES PAR DES RÉFLEXIONS 

5 1 .  Hyperplans, chambres et facettes 

Dans ce paragraphe, on note E un espace affine réel de dimension finie d et 
T l'espace des translations de E (cf. Alg., chap. II, 3e td., 5 9 et Esp. vect. top., 
chap. II, 2). Pour deux points a, b de E, on notera [ab] (resp. ]ab[, 
resp. ]ab]) le segment fermé (resp. ouvert, resp. ouvert en a et fermé en b), 
d'extrémités a, b. On  munit T de son unique topologie d'espace vectoriel 
topologique séparé, cf. Esp. vect. top., chap. 1, 5 2, no 3; il est isomorphe à 
R% On munit E de l'unique topologie telle que, pour tout e E E, l'applica- 
tion : t e + t de T sur E soit un homéomorphisme. 

On  note 4 un ensemble localementjni d'hyperplans de E (Top. gén., chap. 1, 
5 1, no 5 ) .  

1. Notations 

Soit H un hyperplan de E. Rappelons que E - H a deux composantes con- 
nexes, que l'on appelle les demi-espaces ouverts limités par H. Leurs adhérences 
s'appellent les demi-espaces fermés limités par H. Soient x, y E E. On  dit que x ety 
sont strictement du même côté de H s'ils sont contenus dans le même sous-espace 
ouvert limité par H, ou, ce qui revient au même, si le segment fermé d'extré- 
mités x et y ne rencontre pas H. On  dit que x et y sont de part et d'autre de H 
si x appartient à l'un des demi-espaces ouverts limités par H, et y à l'autre. 
Si x E E et t E T, on dit que x et t sont strictement du même côté de H s'il en 
est ainsi pour x et h + t, quel que soit h E H. 

Soit A une partie connexe non vide de E. Pour tout hyperplan H de E ne 
rencontrant pas A, on note D,(A) l'unique demi-espace ouvert limité par H 
qui contient A. Si % est un ensemble d'hyperplans de E dont aucun ne ren- 
contre A, on pose 

Si A est réduit à un point a, on écrit D,(a) et D2(a) au lieu de D,({a)) et 

Dd{a)) .  



58 GROUPES ENGENDRÉS PAR DES RÉFLEXIONS Ch. v, $ 1 

2. Facettes 

L'ensemble des points de E qui n'appartiennent à aucun hyperplan H de 
l'ensemble ..@ est ouvert dans E puisque .$ est localement fini. De manière 
plus précise, on a le résultat suivant : 

PROPOSITION 1. - Soit a un point de E. Il existe un voisinage ouvert convexe de a qui ne 
rencontre aucun lypevplan H appartenant à ,fi et ne passant pas par a. De plus, il n'existe 
qu'un nombre jn i  d'lyperplans appartenant ci 6 et passant par a. 

L'ensemble % des hyperplans H tels que H E 6 et a e H est localement fini 
puisqu'il est contenu dans 4; par suite, l'ensemble U des points de E n'appar- 
tenant à aucun des hyperplans de l'ensemble % est ouvert; comme on a a E U, 
il existe un voisinage ouvert convexe de a contenu dans U. Le reste de la pro- 
position est évident. 
Étant donnés deux points x et y de E, on notera Rix ,  y \  la relation 

<( Pour tout hyperplan H 6, ou bien x e H et y E H, ou bien x et y 
sont strictement du même côté de H. )) 

Il est clair que R est une relation d'équivalence dans E. 

DÉFINITION 1. - On appelle facette de E relativement à toute classe selon la rela- 
tion d'équivalence R déJinie ci-dessus. 

PROPOSITION 2. - L'ensemble des facettes est localement fini. 
C'est évident, puisque 6 est localement fini. 
Soient F une facette et a un point de F. Pour qu'un hyperplan H 6 contienne 
F, il faut et il suffit que l'on ait a E H ;  l'ensemble B de ces hyperplans est donc 
fini; il a pour intersection un sous-espace affine L de E, que l'on appellera le 
support affine de F ;  la dimension de L s'appellera la dimension de F. 

Si n est l'ensemble des hyperplans H E  6 ne contenant pas F, on a 

Nous allons montrer que l'adhérence de F est donnée par la formule 

Il est clair que le membre de droite contient le membre de gauche. Inver- 

sement, soit x E L n n D,(a). Le segment ouvert d'extrémités a et x est contenu 
HE% 

dans L et dans chacun des D,(a) pour H E 3, donc dans F. Il en résulte que x 
est adhérent à F, d'où la formule. 

PROPOSITION 3. - Soient F une facette et L son support aj'ine. 
(i) L'ensemble F est une partie ouverte et convexe du sous-espace aj'ine L de E. 
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(ii) L'adhérence de F est réunion de F et de facettes de dimension strictement infé- 
rieure à celle de F. 

(iii) Dans l'espace topologique L, l'ensemble F est l'intérieur de son adhérence. 
Comme tout demi-espace ouvert et tout hyperplan sont des parties con- 

vexes de E, la formule (2) montre que F est intersection d'une famille de parties 
convexes, donc est convexe. Par ailleurs, soit a dans F, et soit U un voisinage 
ouvert convexe de a dans E ne rencontrant aucun des hyperplans apparte- 
nant à l'ensemble s)Z des H E 6 tels que a e H. Pour tout H E (3t, on a alors 
U c DH(a), d'où L n U c F, donc F est ouvert dans l'espace topologique L. 

Soient b un point de F - F, appartenant à la facette F', et in' l'ensemble des 
hyperplans H E 8 passant par b; on pose in" = 8 - %'. Pour tout H dans 
'31"' on a b e H et b E D,(a), d'où b E DH(a) et donc DH(b) = DH(a) ; par défi- 
nition d'une facette, on a donc : 

(4) FI = ~n n ~n n D,(a) 
HE%' HE%" 

alors que (3) entraîne : 

d'où F' c F. On  ne peut avoir a' = 0, car cela entraînerait F = F' d'après (2) 
et (4)' contrairement à l'hypothèse b e F et b E F'. Le support de F' est l'en- 

sembleL1=Ln n H ; o n a a ~ L , m a i s a e H p o u r H d a n s i n ' , d ' o ù L ' # L e t  
HE% 

finalement dim L' < dim L, c'est-à-dire dim F' < dim F. Ceci prouve (ii). 
Soient H dans 3' et D le demi-espace ouvert limité par H et distinct de 

DH(a) ; on a b E H n L, et il est immédiat que D n L est un demi-espace de L 
limité par l'hyperplan H n L de L ;  par suite, tout voisinage de b dans L ren- 
contre D n L, et comme D n L est disjoint de F d'après (3), on voit que le point 
b de F - F ne peut être intérieur à F dans l'espace topologique L. Comme F 
est ouvert dans L, on a (iii). C.Q.F.D. 

COROLLAIRE. - Soient F et F' deux facettes. Si l'on a F = F', les facettes F et F' 
sont égales. 

Cela résulte de (iii). 

PROPOSITION 4. - Soient F une facette, et L un sous-espace afine de E, intersec- 
tion d'hyperplans appartenant à @; on note 91 l'ensemble des hyperplans H E .@ qui 
ne contiennent pas L. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) Il existe une facette F' de support L rencontrant F. 
(ii) Il  existe une facette F' de support L contenue dans F. 
(iii) II  existe un point x dans L n F qui n'appartient à aucun des hyperplans de 532. 

Si ces conditions sont remplies, L n D%(F) est l'unique facette de support L contenue 

dans F. 
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(i) + (ii) : Comme F est réunion de facettes (prop. 3, (ii)), toute facette 
qui rencontre F rencontre une facette contenue dans F, et lui est donc égale. 

(ii) + (iii) : Tout point x de F' vérifie (iii) car tout hyperplan de 4 conte- 
nant x contient F', donc L. 

(iii) + (i) : Soit x un point vérifiant (iii) et soit F' la facette contenant x ;  

il est clair que F' rencontre F. Soit H E 4 ;  on a x e H  si H  E 92 et évidemment 
x E H  si H  e %; par suite, le support de F' est l'intersection des hyperplans 
de 8 - 91, et il est égal à L. 

Enfin, soit F' une facette de support L, contenue dans F, et soit x un point 
de F'; comme aucun hyperplan de 91 c fi ne passe par x, la prop. 1 montre 
qu'il existe un voisinage ouvert convexe U de x ne rencontrant aucun hyperplan 
de 91. Comme x est adhérent à F, on a U n F # @; or Dl  est l'ensemble des 
hyperplans H E  4 qui ne contiennent pas F', et pour tout H dans 91, on a 
DH(x) = DH(U) = DH(U n F) = DH(F) et la formule (2) entraîne 

F' = L n Ds(F).  C.Q.F.D. 

3. Chambres 

DÉFINITION 2. - On appelle chambre de E relativement à 6 (ou simplement chambre 
s'il n'y a pas d'ambiguïté sur $) toute facette de E relativement à g qui n'est conte- 
nue dam aucun hyperplan appartenant à $5. 

Soit U l'ensemble ouvert dans E formé des points qui n'appartiennent à 
aucun hyperplan de 6 ;  comme un hyperplan appartenant à 8 ne peut ren- 
contrer une facette sans la contenir, les chambres sont donc les facettes contenues 
dans U ;  toute chambre est une partie ouverte et convexe (donc connexe) de E 
d'après la prop. 3, (i) ; comme les chambres forment une partition de U, ce ne 
sont autres que les composantes connexes de U. Toute partie convexe A de U 
est connexe, donc contenue dans une chambre qui est bien déterminée si A 
est non vide. Il est clair que les chambres sont les facettes de support E, et la 
prop. 3, (iii) montre que toute chambre est l'intérieur de son adhérence. Enfin, 
soient C une chambre et A une partie non vide de C ;  des formules (2) et (3),  
on déduit : 

puisque l'on a DH(A) = DH(a) pour tout a E A. 

PROPOSITION 5. - Soit C une partie non vide de E.  On suppose qu'il existe une 
partie ,@' de 4 ayant les deux propriétés suivantes : 

a)  On peut associer à tout H dans 6' un demi-espace ouvert DH limité par H de 

sorte que C = n D,. 
HE$' 

b )  L'ensemble C ne rencontre aucun t'yperplan qui appartient à 4 - 4'. 
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Dans ces conditions, C est une chambre déJinie par 6 dans E ,  et l'on a 
DH = DH(C) pour tout H E  4. 

Les propriétés a )  et b) montrent que C est une partie convexe de U;  il 
existe donc une chambre C' avec C c C'. Comme on a C c DH, on a DH = D,(C) 
pour tout H dans @', d'où C = Dq(C) r, D@(C) puisque &'cg; on a 
DG(C) = C' d'après (6), d'où Cr ,  C'. Finalement, on a C = Cl. 

PROPOSITION 6. - Tout  point de E est adhérent à une chambre au moins. 
Si E est réduit à un point, c'est évident. Sinon, soit a E E, et soient 

Hi,  . . . , Hm les hyperplans de 6 contenant a. Puisque 6 est localement fini, 
il existe un voisinage V de a ne rencontrant aucun hyperplan de 6 distinct de 
Hi, . . . , Hm. Soit D une droite passant par a et qui n'est contenue dans aucun 
des Hf; si x E D, x # a, et x est assez voisin de a, le segment ouvert lux[  est 
contenu dans V et ne rencontre aucun des Hz. On  a alors lux[  c U ; comme 
lux[  est connexe, il est contenu dans une chambre C, d'où a E é. 

PROPOSITION 7. - Soient L un sous-espace a$ine de E et 51 une partie ouverte non vide de L. 
(i) I l  existe un point a de SZ n'appartenant à aucun des hyperplans de 6 qui ne 

contiennent pas L. 
(ii) S i  L est un bperplan et si L e 8, i l  existe une chambre rencontrant 51. 
(iii) S i  L est un h_perplan et si L E 6, i l  existe un point a de SZ n'appartenant à 

aucun hyperplan H # L de Q. 
On notera '32 l'ensemble des hyperplans H avec H E Q et L a H, et 2 

l'ensemble des hyperplans de l'espace a8ne L de la forme L n H avec H E  %. 
Il est clair que 2 est un ensemble localement fini d'hyperplans dans L, et la 
prop. 6 montre que Cl rencontre une chambre F définie par 2 dans L. Si a 
est un point de F n 51, on aura a e H pour tout H E 91, d'où (i). 

Supposons que L soit un hyperplan; tout hyperplan contenant L lui est 
égal, et par suite, on peut distinguer deux cas: 

a )  L e & : alors 91 = 6, et l'on a a e H pour tout H E 4; donc a appartient 
à une chambre définie par 6 dans E, d'où (ii). 

b )  L E @ :  on a alors % = 6 - {L), d'où (iii). 

4. Murs et faces 

DÉFIKITION 3. - Soit C une chambre de E. O n  appelle face de C toute facette contenue 
dans l'adhérence de C et dont le support est un hyp~rplan. O n  appelle mur de C tout 
hyperplan qui esi le supporl d'une face de C .  
Tout mur de C appartient à 6. La prop. 4 montre qu'un hyperplan L E  6 
est un mur de C si et seulement si l'on a C # Da+Li(C). De plus, tout mur 
de C est le support d'une seule face de C. 

PROPOSITION 8. - Tout  @berplan H appartenant à J;, est le mur d'au moins une chambre. 
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D'après la prop. 7, (iii), il existe un point a de H n'appartenant à aucun 
hyperplan H'  # H de 4; d'après la prop. 6, il existe une chambre C telle que 
a E C; la prop. 4 montre alors que H est un mur de C. 

PROPOSITION 9. - Soient C une chambre et l'ensemble des murs de C. On a 
C = Dml(C) et toute partie 2 de ~2 telle que C = De(C) contient %. Pour qu'une 
partie F de C soit une facette, il faut et il su@ que ce soit une facette de E relativement 
à La famille m. 

a) Soit 2 une partie de 4 telle que C = DI(C). Considérons un hyperplan 
L appartenant à 4 mais non à 2; soit % l'ensemble des hyperplans H # L 
appartenant à 4. On a 2 c 91, d'où C = Dn(C), et L ne rencontre pas Dn(C). 
D'après la prop. 4 (implication (i) ===+ (iii)), l'hyperplan L n'est pas un mur 
de C. Par conséquent, tout mur de C appartient à 2. 

b) On  suppose toujours C = De(C). Soit H un hyperplan appartenant à 
h, qui ne soit pas un mur de C, et posons 2' = 2 - (H). D'après la prop. 4 
(implication (iii) ===+ (i)),  l'ensemble convexe Dy(C) ne rencontre pas H, 
d'où Del(C) c D,(C) et C = Dy(C). Par récurrence sur le cardinal de 5, 
on en conclut que, si ;Y est une partie finie de 2 ne contenant aucun mur de C, 
on a C = De-s(C). 

c) Soit a un point de C;  on a évidemment C c  D,lir(a). Soit a' un point 
de Dw(a) ; comme le segment fermé [au'] est compact, l'ensemble $Y des hyper- 
plans H E  4 qui rencontrent [au'] est fini. Comme a et a' sont strictement du 
même côté de tout mur de C, aucun mur de C n'appartient à g ;  d'après b) ,  
on a donc C = Da-g(C). Comme a' E D+s(a), on a a' E C. On  a donc prouvé 
que Dm(a) c C, ce qui démontre la première partie de la proposition. 

d) Pour prouver la dernière assertion de la proposition, il suffit évidemment 
de montrer qu'une partie F de C qui est une facette de E relativement à 92, 
est une facette de E relativement à Q, ou encore que tout hyperplan H E  4 
qui rencontre F contient F. Soit donc H un hyperplan rencontrant F et ne le 
contenant pas. Comme F est ouvert dans son support affine, il n'est pas tout 
entier d'un même côté de H. Il en résulte que C n'est pas tout entier d'un même 
côté de H et par suite l'hyperplan H ne peut pas appartenir à 4, ce qui achève 
la démonstration. 

Remarques. - 1) Il résulte de la formule (6) et de la prop. 9 que l'adhérence 
d'une chambre C est l'intersection des demi-espaces fermés limités par un mur 
de C et qui contiennent C. 

2) Soit F une facette dont le support est un hyperplan L;  on va montrer 
qu'il existe deux chambres dont F soit une face. Soit 91 l'ensemble des hyper- 
plans H # L appartenant à g ;  posons A = Dn(F) et notons Df et D- les 
demi-espaces ouverts limités par L. L'ensemble A est ouvert et contient F c L, 
et comme tout point de L est adhérent à D+ et à D-, les ensembles Cf = A n D+ 
et C- = A n D- sont non vides; ce sont des chambres. De plus, l'hyper- 
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plan L rencontre Dm(F) = Dm(C+) ; la prop. 4 montre que L est un mur de 
C+ et F, qui rencontre L n D%(F), est une face de C+; de même, F est une face 
de C-. Enfin, soit C une chambre dont F soit une face, et supposons par 
exemple D+ = DL(C) ; d'après la prop. 4, l'ensemble Dm(C) rencontre F, 
donc est égal à D@) et l'on a 

5. Dièdres 

Rappelons (Alg., chap. II, 3e  éd., 5 9, no 3) que deux sous-espaces affines 
P et Pt de E sont dits parallèles s'il existe un vecteur t dans T tel que Pr = t + P. 
Il est clair que la relation (( P et Pr sont parallèles )) est une relation d'équiva- 
lence dans l'ensemble des sous-espaces affines de E. 

Lemme 1. - Deux hpperplans non parallèles ont une intersection non vide. 
Soient H et H' deux hyperplans non parallèles, a E H et a' E H';  il existe 

deux hyperplans M et M' dans l'espace vectoriel T tels que H = M + a 
et H' = M' + a'; comme H et H '  ne sont pas parallèles, on a M # M', d'où 
T = 51 + M'; il existe alors u E M et u' E M' tels que a' - a = u - u', et 
le point u + a = u' + a' appartient à H n H'. 

Lemme 2. - Soient H et H' deux hyperplans distincts dans E, et f, f '  deux Jonctions 
a$nes sur E telles que H (resp. H') se compose des points a de E tels que f (a) = O 
(resp. f '(a) = O).  E n j n  soit L un hyperplan dans E. On suppose l'une des Iypothèses 
suivantes remplies : 

a) Les hyperplans H, H' et L sont parallèles. 
b)  Les hyperplans H et H' ne sont pas parallèles, et H n H' c L. 
Il existe alors des nombres réels A, A' non tous deux nuls tels que L se compose des 

a E E qui annulent la fonction ajine g = A .  f + A'. f'. 
Le lemme étant trivial lorsque L = H, nous pouvons supposer qu'il existe 

un point a de L avec a e H. Posons A = f '(a), A' = - f (a) et 

on a ?,' f O puisque a e H ;  de plus, comme H # H', il existe b E H tel que 
b e H', d'oii f (b)  = O, f '(b) # O, et donc g(b) = - f (a).  f ' (b)  est non nul. 
L'ensemble Li des points où s'annule la fonction affine g # O est alors un 
hyperplan dans E; on a g(a) = O, d'où a E Li. 

a) Subposons H et H' parallèles : tout point de L i  n H annule g etf ,  donc aussi 
f '  puisque A' # O, et appartient donc à H'; mais comme H et H' sont parallèles 
et distincts, ils sont disjoints, d'où Li n H = 0, et le lemme 1 montre que L1 
est parallèle à H. Comme on a a E L et a E Li, on a donc L = Li. 

b)  Supposons H et H' non parallèles : d'après le lemme 1, il existe un point 
c dans H n H ' ;  nous munirons E de la structure d'espace vectoriel obtenue en 
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prenant c comme origine. Alors H n H' est un sous-espace vectoriel de codi- 
mension 2 dans E, et comme on a a e H, le sous-espace vectoriel M de E engen- 
dré par H n H' et a est un hyperplan; commeon a H n H' c L n Li et a E L n Li ,  
on a M c L n L i ,  d'où M = L = L l .  C.Q.F.D. 

PROPOSITION 10. - Soit C une chambre, soient H et H' deux murs de C, et soit L 
un hyperplan rencontrant DH(C) n DH, (C). On suppose que H est distiact de H'  et 
que l'une des conditions suivantes est satisjaite : 

a) Les Iyperplans H, H' et L sont parallèles. 

b) Les hyperplans H et H' ne sontpasparallèles, et H n H'  c L. 
Alors L rencontre C. 
Soit b (resp. b') un point de la face de C de support H (resp. HI); il est 

immédiat que tout point du segment [bb'] distinct de b et b' appartient à C. 
Introduisons une fonction affine f nulle en tout point de H et telle que 

f (x) > O pour x dans DH(C); introduisons de même une fonction affine f '  
ayant la propriété analogue par rapport à H'. Appliquant le lemme 2, on peut 
trouver des nombres A et A' et une fonction affine g ayant les propriétCs indi- 
quées. On  a (A,  A') # (0, O) et pour tout point x de L n D,(C) n DH,(Cj, 
on a f ( x )  > O, f'(x) > O et A.f(x) + Ar.f'(x) =O, d'où AA' c O. Par 
ailleurs, on a g(b) = A'. f ' (b)  et g(b') = A .  f (b'), et comme f (6') > O, f ' ( b )  > 0, 
on a g(6) .g(bl) < O. Les points b et b' sont strictement de part et d'autre 
de l'hyperplan L, et il existe un point c de L appartenant à [bb'] et distinct 
de b et b', donc appartenant à C. 

6. Exemples : cônes simpliciaux et simplexes 

a) Soient a un point de E, et (el ,  . . . , ed) une base de T; tout point de E 
s'écrit alors d'une manière et d'une seule sous la forme 

avec il, . . . , cd réels. On notera ei la fonction affine sur E qui, pour tout x E E 
écrit sous la forme (7), prend la valeur Et. On  notera Hi l'hyperplan formé 
des x tels que ei(x) = O, et 4 l'ensemble des hyperplans H l ,  . . ., Ha. Pour 

toute partie J de l'ensemble 1 = (1, 2, . . . , d), on posera H, = n Hi; pour 
rEJ 

toute suite (cl,  . . ., cd) de nombres tous égaux à 0, 1 ou - 1, on notera 
F(  ~ 1 ,  . . . , ~ d )  l'ensemble des x é E tels que ei (x) soit de signe ( Top. gén., 
chap. IV, $ 3, no 2) ci pour tout i dans 1. Il est immédiat que les facettes définies 
par 6 dans E sont les ensembles F(cl, . . . , cd) et que ces ensembles sont deux à 
deux distincts; le support de F(cl, . . . , cd) est égal à H, si J est l'ensemble des 
i E 1 tels que E{ = O; en particulier, les chambres sont les ensembles de la forme 
F(c1, . . ., cd) où chacun des nombres ci est égal à 1 ou - 1. 
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L'ensemble C = F(1, . . . , 1) formé des x avec el(x) > O pour tout i E 1 
est une chambre, qu'on appellera le cône simplicial ouvert de sommet a 
défini par la ,base (el, . . ., ed). Son adhérence se compose des points x 
tels que ei(x) 2 O pour tout i a 1 lorsque d 2 1 ; sinon, cette adhérence 
est vide. Pour toute partie J de 1, soit C, l'ensemble des points x 
de E tels que ee(x) = O pour i a J et ei(x) > O pour i a 1 - J. Alors C, 
est une facette de support Hj ,  et c'est un cône simplicial ouvert de sommet a 
dans l'espace affine Hj ;  de plus, on a C = U C,. En particulier, les murs 

J C X  

de C sont les hyperplans Hi pour i e 1, et la face de C contenue dans Hi est 
égale à Cl i l .  

On  ne change aucun des ensembles Ha,  HJ,  C, CJ et F ( E ~ ,  . . ., ~ a )  si l'on 
remplace la base (el, . . . , ed) par une base (Alel, . . ., Aded) avec At > O pour 
tout i. 

6 )  Supposons maintenant donné un système affinement libre de points de 
E, soit (ao, ai,  . . ., ad). On sait que tout point de E s'écrit d'une manière et 
d'une seule sous la forme x = 60. ao + . . . + ta. ad avec (0, . . . , ta réels 
et Eo + - .  + Ed = 1 (Alg., chap. II,  3e  éd., 5 9, no 3) .  On définit des fonc- 
tions affines fo, . . . , fa,  la fonction fi faisant correspondre à tout point x mis 
sous la forme précédente le nombre Et .  Nous noterons Hz l'hyperplan de E 
défini par fi(x) = O et 4 l'ensemble des hyperplans HO,  H l ,  . . ., Ha; enfin: 
nous poserons 1 = {O, 1, . . . , d). On  appelle simplexe ouvert de sommets ao, . . . , ad 
l'ensemble C des points x de E tels que fi(x) >O pour tout i a 1;  c'est une 
des chambres définies par 6 dans E. L'adhérence de C est l'ensemble C des 
points x de E tels que fi(x) 2 0 pour tout i a 1; c'est l'enveloppe convexe de 
l'ensemble fini {ao, . . ., ad) et l'on voit facilement que les points extrémaux 
de C sont ao, . . . , ad. 

Pour toute partie J de 1, distincte de 1, posons H j  = iG Hi et soit CJ 

l'ensemble des points x de E tels que fi(x) = O pour i a J et fi(%) > O pour 
i a 1 - J. L'ensemble C, est un simplexe ouvert dans l'espace affine Hj ayant 
pour sommets les points ai pour i E 1 - J ;  on a Cg = C, C = U C j  et CJ # CJr 

.T f T - ,  - 
pour J # J'; de plus C, est une facette de support Hj.  En particulier, les murs 
de C sont Ho, . . ., Ha et CI t l  est la face contenue dans HI.  

Pour toute partie non vide K de 1, soit BK l'ensemble des points x de E 
tels quefi(x) > O pour i a K et fi(x) c O pour i E 1 - K. Les ensembles BK 
sont les chambres définies par 4 dans E et l'on a BI = C. On  voit facilement que 
.- 
C est compact; par contre, si K est une partie de 1 distincte de 1, de cardinalp, 
la chambre BK contient la suite des points x, définis pour n 2 2 par 

pour i e  K 
f<(xn)=) ; l -pn) l (d+ l -p )  pour i c I - K  

et ceci prouve que BK n'est pas relativement compacte. 
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5 2. Réflexions 

Dans ce paragraphe, on désigne par K un corps commutatif, supposé de carac- 
téristique # 2 à partir du no 2. On  note V un espace vectoriel sur K. 

DÉFINITION 1. - On dit qu'un endomorphisme s de l'espace vectoriel V est une 
pseudo-réflexion si 1 - s est de rang 1. 
Soit s une pseudo-réflexion dans V ,  et soit D l'image de 1 - S .  Par défi- 
nition, D est de dimension 1; étant donné a # O dans D, il existe donc une 
forme linéaire non nulle a* sur V telle que x - s ( x )  = ( x ,  a* ) .  a pour tout 
x dans V .  

Réciproquement, étant donnés a # O dans V et une forme linéaire a* # O 
sur V ,  la formule 

définit une pseudo-réflexion su, .*; l'image de 1 -su, .* est engendrée par a et 
le noyau de 1 - su, .* est l'hyperplan de V formé des x tels que ( x ,  a * )  = O 
Si V *  est le dual de V ,  il est immédiat que l'endomorphisme su*, a de V* trans- 
posé de su,,* est la pseudo-réflexion définie par la formule: 

(2) su*, .(x*) = x* - (x*, a ) .  a* (x* E V*).  

Si a est un vecteur non nul, on appelle pseudo-réjexion de vecteur a toute 
pseudo-réflexion s telle que a appartienne à l'image de 1 - S .  On appelle 
hyperplan d'une pseudo-réflexion s le noyau de 1 - s, ensemble des vecteurs x tels 
que s ( x )  = x. 

PROPOSITION 1. - Soient G un groupe et p une représentation linéaire irréductible 
de G dans un espace vectoriel V ;  on suppose qu'il existe un élément g de G tel que 
p ( g )  soit une pseudo-réflexion. 

(i) Tout endomorphisme de V commutant à p(G) esb une homothétie, et p est 
absolument irréductible. 

(ii) Supposons V de dimension jînie. Soit B une forme bilinéaire non nulle sur V 
invariante par p(G). Alors B est non dégénérée, symétrique ou antis_ymétrique, et toute 
forme bilinéaire sur V invariante par p(G) est proportionnelle à B. 

Soit u un endomorphisme de V commutant à p(G). Soient par ailleurs g 
un élément de G tel que p(g) soit une pseudo-réflexion, et D l'image de 
1 - p(g). Comme D est de dimension 1 et que u(D) c D, il existe a dans K 
tel que u - a .1 s'annule sur D; le noyau N de u - a .  1 est alors un sous-espace 
vectoriel de V stable par p(G), non nul puisqu'il contient D; comme p est 
irréductible, on a N = V et u = a .  1. La deuxième partie de (i) rdsulte de la 
première d'après Alg., chap. VIII, fj 13, no 4, cor. de la prop. 5 .  



Soit N (resp. Nt)  le sous-espace de V formé des x tels que B(x, y )  = O 
(resp. B(y, x) = O) pour touty dans V ;  comme B est invariante par p(G), les 
sous-espaces N et N' de V sont stables par p(G) et distincts de V puisque 
B # O. Puisque p est irréductible, on a N = N' = O, et B est donc non 
dégénérée. 

Comme V est de dimension finie, toute forme bilinéaire sur V est donnée 
par la formule 

(3) B ' ( ~ , Y )  = B ( 4 4 , ~ )  
où u est un endomorphisme convenable de V. Si B' est invariante par p(G), 
l'endomorphisme u commute à p(G). Soient en effet x, y dans V et g dans G ;  
comme B et B' sont invariantes par p(G), on a 

d'où u(p(g) (x)) = p(g) (u(x)) puisque B est non dégénérée. D'après (i), il 
existe u dans K avec u = K .  1, d'où B' = u. B. 

Appliquons ceci en particulier à la forme bilinéaire B'(x, y )  = B(y, x) ; 
on a alors B (Y, x) = u . B (x, y )  = u2. B( y, x) quels que soient x, y dans V, 
et comme B est non nulle, on a u2 = 1, d'où a = 1 ou u = - 1. Donc B est 
symétrique ou antisymétrique. 

2. Réflexions 

On rappelle que sauf mention expresse du contraire, le corps K est désormais 
supposé de caractéristique différente de 2. On  appellera rgexion dans V toute 
pseudo-réflexion s telle que s2 1; si s est une réflexion, on notera V: le 
noyau de s-  1 et V i  celui de s + 1. 

PROPOSITION 2. - Soit s un endomorphisme de V. 
(i) Si s est une rgexion, V est somme directe de l'hyperplan V: et de la droite V,. 
(ii) Réciproquement, supposons que V soit somme directe d'un hyperplan H et 

d'une droite D tels que s(x) = x et s(y) = -y pour x E H et y E D. Alors s est une 
rgexion, et l'on a H = V i  et D = Vi. EnJin, D est l'image de 1 -S. 

(i) Si s est une réflexion, VS est un hyperplan. Si x appartient à Vlf n V6, 
on a x = s(x) = - x, d'où x = O puisque K est de caractéristique # 2. 
Enfin, pour tout x dans V, le vecteur x' = s(x) + x (resp. x" = s (x) - x) 
appartient à V: (resp. VJ puisque s2 = 1, et l'on a 2x = x' - x". Donc V 
est somme directe de V: et de V,, et V i  est nécessairement de dimension 1 
puisque V: est un hyperplan. 

(ii) Sous les hypothèses faites, tout élément de V s'écrit de manière unique 
sous la forme v = x + y  avec x E H et y E D et l'on a s(v) = x -y; l'assertion 
(ii) résulte immédiatement de là. 

COROLLAIRE. - Si V est de dimension jînie, toute rejCxion est de dkterminant - 1. 



68 GROUPES ENGENDRÉS PAR DES RÉFLEXIONS Ch. v, 5 2 

Soit s une réflexion dans V. La prop. 2, (i) montre qu'il existe une base 
(el, . . . , en) de V telle que s(e1) = e l ,  . . . , s(en-1) = en-1 et s(en) = - en, d'où 
dets = - 1. 

PROPOSITION 3. - Soit s une rejlexion dans V. 
(i) Pour qu'un sous-espace V' de V soit stable par s, il faut et il sufit que l'on ait 

v; c V' ou V' c v;. 
(ii) Pour qu'un endomorphisme u de V commute à s, il faut et il sufit que V: et 

V, soievt stables par u. 
(i) Si V' c Vi, on a s(x) = x pour tout x dans VI, d'où s(V1) c V'. Suppo- 

sons VQ c V' ; pour tout x dans V', on a s(x) - x E VQ c VI, d'où s(x) E V' ; 
on a encore s(V1) c V'. Réciproquement, supposons que l'on ait s(V1) c VI; si 
l'on a V' 5 V:, il existe x dans V' avec s(x) # x; le vecteur non nul a = s(x) -x 
appartient à la droite VQ, donc engendre cet espace; comme on a a e V', 
on a V; c V'. 

(ii) Supposons d'abord que u commute à S. Si x est un vecteur tel que 
S(X) = E . X  (où E = I l ) ,  on a s(u(x)) = u(s(x)) = E.u(x),  donc V i  et V, 
sont stables par u. Réciproquement, supposons V: et V i  stables par u; il est 
clair que us - su est nul dans V: et dans V,, et comme V est somme directe 
de V8 et Vi, on a us - su = 0. 

COROLLAIRE. - Pour que deux réflexions distinctes s et u soient permutables, il ,fàut 
et il sufit que l'on ait VQ c V i  et Vu c Vi. 

Si l'on a VQ c VU et VU c V:, la prop. 3, (i) montre que VU et VU sont 
stables par s, d'où su = us d'après la prop. 3, (ii). 

Réciproquement, si l'on a su = us, le sous-espace V i  est stable par u d'après 
(ii) ; d'après (i), il y a donc deux cas possibles : 

a) On a V, c Va : ces deux espaces étant de dimension 1 sont donc égaux, 
d'où V i  5 VU; comme Vz est stable par s, on a donc Vz c V:, et ces deux 
hyperplans sont Cgaux. D'où s = u, ce qui est exclu. 

b) On a V i  c V; : l'image de 1 - s est donc contenue dans le noyau de 
1 - u, d'où (1 - u) . (1 - s) = O. Comme u et s commutent, on a aussi 
(1 - s) . (1 - u)  = 0, c'est-à-dire VU c V:. 

Remarque. - Soit a # O dans V et soit a* une forme linéaire non nulle sur V : 
de la formule ( l ) ,  on dtduit 

s$,.*(x) = x + ((a, a*) - 2)(x, a*).a 

et par suite sa,,* est une rgexion si et seulement si l'on a (a, a*) = 2. Dans ces 
conditions, on a alors sa. ,*(a) = - a. 

3. Réflexions orthogonales 

Supposons V de dimension finie. Soit B une forme bilinéaire non dégdnérée 
sur V. D'après Alg., chap. IX, 5 6, no 3, prop. 4, pour qu'une réflexion s dans 



V laisse B invariante, il faut et il suffit que les sous-espaces Vg et VB de V 
soient orthogonaux pour B; ils sont alors non isotropes. De plus, pour tout 
hyperplan non isotrope H dans V, il existe une réflexion s et une seule qui 
conserve B et induise l'identité sur H ;  c'est la symétrie par rapport à H, cf. Alg., 
chap. IX, § 6, no 3. Si a est un vecteur non nul orthogonal à H, on a alors 
B(a, a) #O,  et la réflexion s est donnée par la formule 

B(x, . a pour tout x E V, s(x) =x-2 - 
B(a, a) 

d'après Alg., chap. IX, tj 6, no 4, formule (6). On dit aussi que s est la @exion 
orthogonale par rapport à H. 

PROPOSITION 4. - On suppose V de dimension jnie. Soient B une, forme bilinéaire ~ m é -  
trique non dégénérée sur V, X un sous-espace de V et X0 l'orthogonal de X par rapport 
à B ; enjn soit s la répexion orthogonale par rapbort à un hyperplan non isotrope H de V. 
Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) X est stable par S. 

(ii) X0 est stable par S. 

(iii) H contient X ou XO. 
On a V,f = H, et d'après ce qu'on a rappelé, VB est l'orthogonal Ho de H 

par rapport à B. Pour que X soit stable par s, il faut et il suffit d'après la 
prop. 3, (i) que l'on ait X c H ou Ho c X;  mais la relation Ho c X équivaut à 
X0 c H d'après Alg., chap. IX, tj 1, no 6, cor. 1 de la prop. 4. On a donc 
prouvé l'équivalence de (i) et (iii) ; celle de (ii) et (iii) s'en déduit en échan- 
geant les rôles de X et XO, car (XO)O = X. 

4. Réflexions orthogonales daps un espace affine euclidien 

Conservons les notations du numéro précédent, et soit E un espace affine 
dont V est l'espace des translations. La donnée de la forme B sur V munit E 
d'une structure d'espace euclidien (Alg., chap. IX, tj 6, no 6). 

Soit H un hyperplan non isotrope de E. La symétrie par rapport à H (Alg., 
chap. IX, $ 6, no 6) s'appelle aussi la rkflexion orthogonale par rapport à H;  on la 
note souvent s,. On a s& = 1, et sH est l'unique déplacement (loc. cit., déf. 3) 
de E, distinct de l'identité, et laissant fixes les éléments de H. L'automorphisme 
de V associé à sH est la réflexion orthogonale par rapport à la direction de H 
(qui est un hyperplan non isotrope de V). 

Tout x E E s'écrit de façon unique x = h + v, avec h E H, et v E V ortho- 
gonal à H; on a 

s,(h + V) = h-v. 

PROPOSITION 5 .  - Soient H et H' deux hyperplans de Eparallèles et non isotropes 
Il existe un unique vecteur v E V, orthogonal à H, et tel que H' = H + v. Le dépla- 
cement s,~,  est la translation de vecteur 2v. 
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L'existence et l'unicité de v sont immédiates. L'automorphisme de V 
associé à s,~,  est l'identité; donc s,~, est une translation. D'autre part, 
soit ~ E H ' ;  on a a - V E H  et 

ce qui montre que s ,~ ,  est la translation de vecteur 2v. 

COROLLAIRE. - Soient H et H' deux bperplans parallèles, distincts et non isotropes. 
Si K est de caractéristique zéro (resp. p > O, avec # 2) le groupe de déplacements 
de E engendré par s, et sHf est un groupe diédral injni (resp. d'ordre 2p). 

En effet, d'après la prop. 2 du chap. IV, $ 1, no 2, il suffit de vérifier que 
s ,~,  est d'ordre infini (resp. d'ordre p), ce qui est évident. 

Remarque. - Gardons les notations de la prop. 5 et supposons de plus que 
K = R. Posons s = s, et s' = s,, . Soit Hn l'hyperplan H + n.v et soit Cn 
l'ensemble des points de E de la forme a + c .  u avec a E H et n < < n + 1. 
Les C, sont des ensembles ouverts connexes et ils forment une partition de 
E - U Hn. Ce sont donc les chambres définies par le système H = (Hn)..Z dans 

n 

E. La translation (s's)" transforme la chambre C = Co en la chambre Czn, 
et comme s(Co) = C-1, on a (sls)ns(C) = Czn-l. Il  en résulte que le groupe 
diédral W engendré par s et s' permute de façon simplement transitive les chambres Cn. 
De plus, montrons que, si les chambres C et w(C) sont de part et d'autre de H (pour 
w E W), on a l(sw) = l(w) - 1 (les longueurs étant prises par rapport à 
S = (s, s ') (chap. IV, $ 1, no 1)). En effet, on a alors w(C) = Cn avec n < 0. 
Si n = - 2k, on a w = (ssl)k et sw = (s1s)k-ls', d'où l(w) = 2k et l(sw) = 2k- 1 
(chap. IV, $ 1, no 2, Remarque). Si n = - 2k - 1, on a w = (ssl)ks et 
sw = (sls)k, d'où l(w) = 2k + 1 et l(sw) = 2k. 

5. Compléments sur les rotations planes 

Dans ce no, on désigne par V un espace vectoriel réel de dimension 2, muni 
d'un produit scalaire (c'est-à-dire d'une forme bilinéaire symétrique positive 
non dégénérée) et d'une orientation. Les mesures d'angles seront prises par rap- 
port à la base 2x; la mesure principale d'un angle de demi-droites (resp. de 
droites) est donc un nombre réel 0 tel que O < 0 < 2x (resp. O < 0 < n) 
(Top. gén., chap. VIII, $ 2, no 3 et 110 6). Pour tout nombre réel 0, on parlera 
par abus de langage de l'angle 0 pour désigner un angle dont une mesure est 
0 et on note pe la rotation d'angle 0 (Alg., chap. IX, $ 10, no 3) .  

PROPOSITION 6. - Soit s la réj7exion orthogonale par rapport à une droite D de V. Si 
A et A' sont deux demi-droites d'origine O (resp. deux droites passant par O) de V, on a : 

_2__ -- 
( ( A ) ,  ( A ) )  = - (A, A )  (mod. 2x) (resp. (mod. x ) ) .  

Soit u une rotation transformant A en A'. Comme su est une transformation 



orthogonale de V de déterminant - 1, c'est une réflexion et l'on a donc 
  SU)^ = 1. Par suite, u-1 = sus-1 transforme s ( A )  en s ( A 1 ) ,  d'où la proposi- 
tion. 

COROLLAIRE. - Soient D et D' deux droites de V et soit 8 une mesure de l'angle ( D ,  Dl) .  
On a S,J, = pz@.  

O n  sait que sDrsD est une rotation puisque son déterminant vaut 1. Soient 
A et A' des demi-droites d'origine O portées par D et D'. On a :  

Soient maintenant A et A' deux demi-droites de V telles que 

et soient s et s' les réflexions orthogonales par rapport aux droites D et D' 

contenant A et A'. Soit 6 la mesure principale de l'angle ( D ,  D ' ) .  Si 8 E x Q ,  
on désigne par m le plus petit entier 2 1 tel que me E xZ. Si 0 e x Q ,  on pose 
m = co. Soit W le groupe engendré par s et s'. 

PROPOSITION 7. - Le groupe W est un groupe diédral (chap. IV, 5 1, no 2) d'ordre 2m. 
Il se compose des rotations pzne et des produits pznes pour n E Z.  Les transformées de D 
et D' par les éléments de W sont les transformées de D par les rotations prie pour n E Z .  

Le cor. de la prop. 6 montre que s's est d'ordre m, d'où la première 
assertion. Les éléments de W sont donc de la forme (sls)n=pzne ou (s '~)~s=pznes;  
la dernière assertion en résulte, puisque D' = pe(D). 

COROLLAIRE. - Soit C le secteur angulaire ouvert réunion des demi-droites ouvertes - 
A i  d'origine O telles que O < ( A ,  A i )  < 0. Pour qu'aucune transformée de D ou 
de D' par un élément de W ne rencontre C, i1,faut et il su@ que m soitjni et que 

Si m = co, l'image de l'ensemble des n8 (n  E Z )  est dense dans R / 2 x Z  
(Top. gén., chap. VII, § 1, cor. de la prop. 11); la réunion des transformées 
de D par les éléments de W est donc dense dans V et rencontre C. Si m est 
fini et si 8 = kxlm, avec 1 < k < m, les entiers k et m étant étrangers, il existe - 
un entier h tel que hk = 1 mod. m ;  on a alors ( D ,  phe(D)) = x / m  (mod. x) ,  
et phe(D) rencontre C. Ceci montre que la condition est nécessaire. La réci- 
proque est immédiate. 

Remarque. - Supposons m fini et 8 = xlm. Si n E Z, soit C, la réunion des 
demi-droites ouvertes Ai d'origine O telles que 

------- 
nû c ( A ,  A l )  < (n  + 1)8. 
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Les Cn pour - m < n < m sont des ouverts connexes et forment une partition 
de E - U Dn (en posant Dn = pne(D)). Ce sont donc les chambres déterminées 

n 

dans E par le système des m droites D, (1 < n < m). On a C2k = p2ke(C) et 
C2k-1 = P ~ ~ ~ s ( C ) .  De plus, on a Cn = C si et seulement si n E 2mZ. Par suite, 
le groupe W permute de façon simplement transitive les chambres C,. 

Montrons enfin que, si w e W est tel que les chambres C et w(C) soient de 
part et d'autre de la droite D, on a l(sw) = l(w) - 1 (les longueurs étant prises 
par rapport à S = {s, s')). En effet, on a alors w(C) = Cn, avec -m < n < 0. 
Si n = - 2k, on a w = (ssl)k et sw = s'(ssl)k-1, d'où I(w) = 2k et l(sw) = 2k - 1 
(chap. IV, 5 1, no 2, Remarque)). Si n = - 2k + 1, on a 

d'où l(w) = 2k - 1 et l(sw) = 2k - 2. C.Q.F.D. 

tj 3. Groupes de déplacements engendrés par des réflexions 

Dans ce paragraphe, on désigne par E un espace affine réel de dimension 
finie d, par T l'espace des translations de E. On suppose T muni d'un produit 
scalaire (c'est-à-dire une forme bilinéaire symétrique positive non dégénérée) 
noté (t lt'). Pour t E T, on pose lltll = (t 1 t)1/2. La fonction d ( x ,  y) = [lx -y11 est 
une distance sur E, qui définit la topologie de E ($ 1). 

On désigne par 4 un ensemble d'hyperplans de E et par W le groupe de 
déplacements de l'espace euclidien E engendré par les réflexions orthogonales 
s, par rapport aux hyperplans H E 6 (8 2, no 4). On suppose que les condi- 
tions suivantes sont satisfaites : 

(D 1) Pour tout w e W et tout H E 6 ,  l'hyperplan w(H) appartient à 4; 
(D 2) Le groupe W muni de la topologie discrète opère proprement dans E. 
Comme E est localement compact, il résulte de la Remarque du $ 4, no 5 

de Top. gén., chap. III, 3e Cd., que la condition (D 2) équivaut à la condition 
suivante : 

(D' 2) Quelles que soient les parties compactes K et L de E, l'ensemble des w E W 
tels que w (K) rencontre L est fini. 

1. Résultats préliminaires 

Lemme 1. - L'ensemble d'hyperplans 6 est localement ,fini. 

Soit en effet K une partie compacte de E. Si un hyperplan H E  4 ren- 
contre K, l'ensemble sH(K) rencontre aussi K, puisque tout point de K n  H 
est fixe par s,. L'ensemble des H E  4 rencontrant K est donc fini d'après 
(DI 2). 



On peut donc appliquer à E et @ les définitions et résultats du $ 1. Nous 
appellerons simplement chambres, facettes, murs, etc. relatifs à W les chambres, 
facettes, murs, etc. définis dans E par 6. Un déplacement w E W permute 
entre elles les chambres, les facettes, les murs, etc. 

Lemme 2. - Soit C une chambre. 

(i) Pour tout x E E, il existe un élément w E W tel que w(x) E C. 
(ii) Pour toute chambre C', il existe un élément w E W tel que w(C') = C. 
(iii) Le groupe W est engendré par l'ensemble des rtjîexions orthogonales par rapport 

aux murs de C. 
Soit 9 l'ensemble des murs de C et soit Wm le sous-groupe de W engendré 

par les réflexions par rapport aux murs de C. Démontrons (i) : soit x E E et soit 
J l'orbite de x par rapport au groupe Wm. Il suffit de prouver que J rencontre C. 

Soit a un point de C;  il existe une boule fermée B de centre a rencontrant 
J; comme B est compacte, la propriété (D' 2) du no 1 montre que B n J est 
fini. Il existe donc un point y de J tel que 

(1) d(a, y)  < d(a, y') pour tout y' dans J. 

On va prouver que l'on a y E C. Pour cela, il suffit de montrer que si H est 
un mur de C, on a y E DH(C) (cf. $ 1, no 4, prop. 9). Comme on a sH E Wgt, 
on a s, (y) E J d'où (fig. 1) 

('4 d(a , sH(~) )2  

d'après (1). Il existe b E H et deux vecteurs t et u tels que a = b f t et y = b + u, 
le vecteur u étant orthogonal à H ;  on a alors sH(y) = b - u, et (2) équivaut à 
(t - ult - u) < (t f ul t + u) ,  c'est-&-dire à (tlu) 2 O. Cette inégalité entraîne - 

Y DH(C). 

(ii) Soient C' une chambre et a' E C'. D'après ce qu'on vient de démontrer, 
il existe w E Wm tel que w-l(al) E C; par suite, la chambre C' rencontre 
- - 
w(C) ; comme w(C) est réunion de w(C) et de facettes d'intérieur vide (5 1, 
no 2, prop. 3), on a C' = w(C). 

(iii) On a à prouver W = Wm et il suffit de prouver que l'on a sHq E Wm 
pour tout H' E 4. Or H' est le mur d'au moins une chambre C' ($ 1, no 4, 
prop. 8) ; on a vu qu'il existe w E WB tel que C' = w(C); par suite, il existe 
un mur H de C tel que H' = w(H), d'où sHr = w . s , . w - l ~ W ~ .  
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2. Relation avec les systèmes de Coxeter 

THÉORÈME 1. - Soient C une chambre et S l'ensemble des rgexions par rapport 
aux murs de C. 

(i) Le couple (W, S) est un vstème de Coxeter. 
(ii) Soient w E W et H un mur de C. La relation l(sHw) > l(w) signiJie que les 

chambres C et w(C) sont du même côté de 1-1. 
(iii) Pour toute chambre C', il existe un unique élément w E W tel que w(C) = C'. 
(iv) L'ensemble des hberplans H tels que s, E W est égal à 4. 
Tout élément de S est d'ordre 2 et le lemme 2 montre que S engendre W. 

Pour tout mur H de C, notons PH l'ensemble des w E W tels que les chambres 
C et w(C) (qui ne rencontrent pas H)  soient du même côté de H. Nous allons 
vérifier les conditions (A'), (B') et (C) du chap. IV, § 1, no 7.  

(A') 1 E PH : Trivial. 
(B') PH est disjoint de s,. PH : En effet, w(C) et sHw(C) sont de part et 

d'autre de H, donc si w(C) est du même côté de H que C, il n'en est pas de 
même de sHw(C). 

(C) Soient w E PH et H' un mur de C tel que ws,, e PH ; on a ws,, = sHw : 
Par hypothèse w(C) est du même côté de H que C, et wsHt(C) est de l'autre 
côté de H. Donc ws,,(C) et w(C) sont de part et d'autre de H ;  les chambres 
sH,(C) et C sont de part et d'autre de l'hyperplan w-1(H). Soit a un point 
de la face de C de support H'. Le point a = sHr(a) est adhérent aux deux 
chambres C et s,,(C) qui sont respectivement contenues dans les deux 
demi-espaces ouverts limités par w-l(H) ; on a donc a e w-l(H), d'où 
H '  = w-1(H). De là, on tire sH, = w-lsHw, d'où wsHf= sHw. 

Ceci étant, les assertions (i) et (ii) résultent de la prop. 6 du chap. IV, 
§ 1, no 7. On a de plus (106. cit., condition (A)) 

Le lemme 2 montre que W est transitif sur l'ensemble des chambres. De plus, si 
w E W est tel que w(C) = C, on a w E PH pour tout mur H de C, d'où w = 1 
par (3).  Ceci établit (iii) . 

Soit enfin H un hyperplan tel que s, E W. Si l'on avait H e 4, il existe- 
rait au moins une chambre C' rencontrant H ($ 1, no 3, prop. 7) .  Tout point 
de H n C' est invariant par s,, donc appartient aux chambres C' et sH(C1); 
on a donc C' = sH(C1) ce qui contredit (iii) puisque s, # 1. 

COROLLAIRE. - Soit C. un ensemble de rqexions engendrant W. Toute rkflexion 
appartenant à W est conjuguée à un élément de C.. 

Soit 4' l'ensemble des hyperplans de la forme w(H) avec w E W et H E Q 
tel que sH E C.. Comme W est engendré par la famille (~,),,~r et que 4' est 
stable par W, on peut appliquer à Q' au lieu de Q tous les résultats de ce no; 
mais le th. 1, (iv) montre que toute réflexion de W est de la forme sH avec 
H E Q', d'où le corollaire. 



3. Domaine fondamental, stabilisateurs 

Rappelons (Intégr., chap. V I I ,  $ 2, no 10, déf. 2 )  qu'une partie D de E est 
appelée un domaine fondamental pour le groupe W si toute orbite de W dans E 
rencontre D en un point et un seul. Ceci équivaut à la conjonction des deux 
conditions : 

a)  Pour tout x E E ,  il existe w E W tel que w ( x )  E D. 
b)  Étant donnés x, y E D et w E W tels que y = w ( x ) ,  on a y = x (mais on peut 

avoir w # 1) .  
Nous allons démontrer les trois énoncés suivants : 

THÉORÈME 2. - Pour toute chambre C ,  l'adhérence C de C est un domaine fonda- 
mental pour W opérant dans E. 

PROPOSITION 1.  - Soient F une facette et C une chambre telles que F c C. Soit w E W. 
Les conditions suivantes sont équivalentes : 

w ( F )  rencontre F ;  
w ( F )  = F ;  
w ( F )  = F ;  
w laisse jîxe au moins un point de F ;  
w laisse j x e  tout point de F ;  
w laisse jîxe toutpoint de F ;  
w appartient au sous-groupe de W engendré par les r&exions par rapport aux 

murs de C contenant F. 
Pour toute partie A de E,  notons W(A)  le sous-groupe de W formé des élé- 
ments laissant fixes tous les points de A. 

PROPOSITION 2. - Soit A une partie non vide de E ,  soit 4, l'ensemble des hyperplans 
H E 4j contenant A, soit A' l'intersection des H E @A et soit F une facette de E ,  ouverte 
dans A' ($ 1, no 3,  prop. 7 ) .  On a W(A)  = W ( A ' )  = W ( F ) ,  et W (A)  est 
engendré par les rejîexions par rapport aux hyperplans de 4,. 

Démontrons tout d'abord l'assertion suivante : 
( 1 )  Soient C une chambre, x et y deux points de C et w E W tel que w ( x )  =y.  

On a alors x = y  et w appartient au sous-groupe W m ,  où 8 est l'ensemble des murs de 
C contenant x. 

Nous raisonnerons par récurrence sur la longueur q de w (relativement à 
l'ensemble S des réflexions par rapport a6x murs de C), le cas q = O étant 
évident. Si q 2 1, il existe un mur H de C et un élément w' E W tel que 
w = s,wl et l ( w l )  = q - 1. Puisque l ( sHw)  < l ( w ) ,  les chambres C et w ( C )  
sont de part et d'autre de H d'après le th. 1 du no 2. On a donc C n w ( C )  c H ,  
d'où y E H. On a alors y = w l ( x )  et l'hypothèse de récurrence entraîne x = y  
et w' E Wm. De y E H on déduit H E 91, d'où w = sHwl E WB,  ce qui termine la 
démonstration de (1). 

Démonstration du théorème 2 : il résulte de (1 )  et du lemme 2. 
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Démonstration de la proposition 1 : on sait que deux facettes distinctes sont dis- 
jointes et ont des adhérences distinctes (§ 1, no 2, cor. de la prop. 3). L'tqui- 
valence de (i), (ii) et (iii) en résulte. D'autre part, il est clair que 

(vii) =+ (vi) =+ (v) + (iv) ===+ (i) 

et l'assertion (1) montre que (i) ==+ (vii). 
Démonstration de la proposition 2 : soit A" le sous-espace affine de E engendré 

par A. On a évidemment W(A) = W(A"). D'après la prop. 7 du § 1, no 3, 
il existe un point x e A" n'appartenant à aucun hyperplan H E 4 - 6,. 
Soit Fx la facette contenant x :  elle est ouverte dans A" et la prop. 1 
montre que 

W(Fz) c W (A') c W (A) = W (A") c W ( (x)) = W (Fx) 

d'où W(A) = W(A1) = W(F,). En remplaçant A par F, on a aussi 

W(A) = W(F), 
d'où la proposition. 

Remarques. - 1) Il résulte du th. 2 que si C est une chambre et F une facette, il 
existe une facette F' et une seule contenue dans C qui soit transformée de F par un élément 
de W. 

2) Il résulte des prop. 1 et 2 que pour toute partie non vide A de E, il 
existe un point a E E tel que W (A) = W ({a)) ; de plus, le groupe W(A) est 
un groupe de Coxeter (th. 1). 

3) Soient C une chambre de E et S l'ensemble des réflexions par rapport 
aux murs de C. Soit w E W et soit (SI, . . . , sq) une décomposition réduite de 
w par rapport à S. Si x E C est fixe par w, on a sj(x) = x pour tout j: cela 
résulte de la prop. 1 ci-dessus et du cor. 1 de la prop. 7 du chap. IV, 8 1. 

4. Matrice et graphe de Coxeter de W 

Soient C une chambre, S = S(C) l'ensemble des réflexions orthogonales 
par rapport aux murs de C et M = (m(s, s')) la matrice de Coxeter du système 
de Coxeter (W, S) (chap. IV, 5 1, no 9) : rappelons que m(s, s') est l'ordre 
(fini ou a) de l'élément ssi de W (pour s, s' E S). Si CI est une autre chambre, 
l'unique élément w e W tel que w(C) = C' définit une bijection 

de S sur S' = S(C1), et l'on a m( f (s), f (s')) = m(s, s'). Il en résulte que, si l'on 
fait opérer W sur l'ensemble X des couples (C, s), où C est une chambre et où 
s E S(C), en posant W .  (C, s) = (w(C), wsw-l), chaque orbite i de W dans X 
rencontre chacun des ensembles {C) x S(C) en un point et un seul, que l'on 
note (C, sc(C)). Soit alors 1 l'ensemble de ces orbites; pour i, j~ 1, le nombre 
mcj = m(sl(C), sj(C)) est indépendant du choix de la chambre C. La matrice 



M ( W )  = (mij)i, g E I  est une matrice de Coxeter que l'on appelle la matrice de 
Coxeter de W. Le graphe de Coxeter associé à M(W) (chap. IV, $ 1, no 9) 
est appelé le graphe de Coxeter de W. 

Soit C une chambre. Pour tout i E 1, on désigne par Hi(C) le mur de C tel 
que si(C) soit la réflexion par rapport à Hg(C) et par eg(C) le vecteur unitaire 
orthogonal à Hi(C) et situé du même caté de Ha(C) que C. L'application 
i Hi(C) est appelte la famille canoniquement indexée des murs de C. 

PROPOSITION 3. - Soit C une chambre, et soient i, j E 1, avec i # j. Posons sg = sr(C), 
Hi = H$(C), ei = ei(C) et d&nissons de même sj, H j  et e j .  

(i) Si Hi et H j  sont parallèles, on a mi? = CO et ei = - eg. 
(ii) Si Hg et H g  ne sont pas parallèles, alors maj est jn i  et on a : 

(iii) On a (eilej) < 0. 
Si Ht  et Hg sont parallèles, sis, est une translation (§ 2, no 4, prop. 5), 

d'où mig = CO. De plus, on a ou bien ei = e j ,  ou bien ei = - ej .  Or  il existe un 
point a (resp. a') adhérent à C et appartenant à Ha (resp. HI), mais n'appar- 
tenant pas à HI (resp. Hi). On a alors (a' - alei) > O et (a - aileg) > O, ce 
qui exclut le cas ei = eg et démontre (i). 

Supposons maintenant que Hi et HI  ne soient pas parallèles. Choisissons 
une origine a E HZ n H j  et identifions T et E par la bijection t a'+ t. Soit 
V le plan orthogonal à Hc n H j  passant par a. Posons l? = V n DH,(C) n DHj(C) 
(où D,(C) désigne le demi-espace ouvert limité par H et contenant C (5  1, 
no 1)) et soit D (resp. D') la demi-droite de V portée par Hg n V (resp. H j  n V) 
et contenue dans l'adhérence de r. Pour une orientation convenable de V 
l'ensemble r est la réunion des demi-droites ouvertes A de V telles que 

- - 
O < (D, A) < (Dy D'). 

Soit W' le sous-groupe de W engendré par si et sj. Pour tout w E W', les hyper- 
plans w(Hz) et w(Hj) appartiennent à @, contiennent Hi n H j  et ne rencontrent 
pas C. Il en rtsulte qu'ils ne rencontrent pas I' ( 5  1, no 5, prop. 10). Le cor. de 
la prop. 7 du § 2, no 5 entraîne alors (ii). 

Enfin, l'assertion (iii) résulte immédiatement de (i) et (ii), puisque 
mig 2 2 pour i # j. 

Remarque. - La formule (4) est en fait valable quels que soient i, je 1 : en 
effet, on a xlrnig = O si mij = CO, et si i = j, on a mgj = 1 et (eilej) = 1. 

5. Systèmes de vecteurs à produits scalaires négatifs 

Lemme 3. - Soit q une forme quadratique positive sur un espace vectoriel réel V et soit 
B la forme bilinéaire symétrique associée. Soient ai,  . . . , a, des éléments de V tels que 
B(aa, al) < O pour i # j. 
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(i) Si ci, . . . , cn sont des nombres réels tels que q ( 2 ctaz) = 0, on a 
1 

q(  X I ~ s l  .a0 = 0. 
1 

(ii) Si q est non dégénérée et s'il existe une forme linéaire f sur V telle que f (as) > O 
pour tout i, les vecteurs ai ,  . . . , an sont linéairement indépendants. 

La relation B(ac,aj) < O pour i $ j entraîne aussitôt 

d'où (i). Si q est non dégénérée, la relation 2 ctac = O entraîne donc 
1 

E lctl.at=o; 
i 

pour toute forme linéaire f sur V, on en déduit 2 Ictl. f (at) = O, d'où C i  = O 
i 

pour tout i, si de plus f (az) > O pour tout i. cela démontre (ii). 

Lemme 4. - Soit Q= (qtj) une matrice réelle carrée symétrique d'ordre n telle que: 
a) on a qij < O pour i # j ;  
b)  il n'existe pas de partition de (1, 2, . . ., n) en deux ensembles non vides 1 

et J tels que (i, j) E 1 x J entraîne qtg = 0; 
c) la jorme quadratique q(xi, . . . , x,) = X qzjxsxj sur Rn est positive. 

4 J 
Alors : 
(i) Le noyau N de q est de dimension O ou 1. Si dim N = 1, N est engendré par 

un vecteur dont toutes les coordonnées sont > 0. 
(ii) La plus petite valeur propre de Q est de multiplicité 1 et un vecteur propre corres- 

pondant a toutes ses coordonnées > O, ou toutes ses coordonnées < 0. 
Comme q est une forme quadratique positive, le noyau N de q est l'ensemble 

des vecteurs isotropes pour q (Alg., chap. IX, fj 7, no 1, cor. de la prop. 2). 
Soit ai,  . . . , a, la base canonique de Rn. Si X ciai E N, le lemme 3 montre que 

l'on a aussi 2 Ictl .ai E N, d'où 2 q3t1ctl = O pour tout j. Soit alors 1 l'ensemble 
a i 

des i tels que ct # O. Si j e 1, on a qjilcil < O pour i E 1 et qjtlc6] = O pour 
i e 1, d'où qjt = O pour j  e 1 et i E 1. L'hypothèse b) entraîne donc que ou bien 
1 = @, ou bien 1 = (1, . . ., n). Par suite, tout vecteur non nul de N a toutes 
ses coordonnées # O. Si on avait dim N 2, l'intersection de N et de l'hyper- 
plan d'équation xt = O serait de dimension 2 1, contrairement à ce que l'on 
vient de voir. En outre, ce qui précède montre que, si dim N = 1, alors N 
contient un vecteur de coordonnées toutes > O. Ceci achève la démonstration 
de (i). 

D'autre part, on sait que les valeurs propres de Q sont réelles (Alg., chap. 
IX, § 7, no 3, prop. 5) et positives puisque q est positive. Soit A la plus petite 
d'entre elles. La matrice = Q- AI, est alors la matrice d'une forme posi- 



tive dégénérée q' et les éléments non diagonaux de Q! sont les mêmes que ceux 
de Q .  Par suite, Q' satisfait aux conditions a ) ,  b )  et c) de l'énoncé. Comme le 
noyau N' de q' est le sous-espace propre de Q correspondant à la valeur propre 
A, l'assertion (ii) résulte de (i). 

Lemme 5. - Soient e l ,  . . . , en des vecteurs engendrant T tels que : 
a)  ( a l e g )  < O pour i # j ;  
b)  il n'existe pas de partition de (1, . . . , n )  en deux ensembles 1 et J non vides 

tels que (eilej) = O pour i E 1 et j E J .  
Alors deux cas sont possibles : 
1 )  (e l ,  . . . , en) est une base de T ;  
2 )  n = dim T + 1 ; il existe une famille ( c z ) l ~ a , < n  de nombres réels > O tels 

que r, cger = O ,  et toute famille (ca)1GzGn de nombres réels tels que r, caei = O est 
1 1 

proportionnelle à (ci) i < i c n .  
Posons qij = (eilej). La matrice Q = (qzj) satisfait alors aux hypothèses 

du lemme 4 : les conditions a) et b)  du lemme 4 sont les mêmes que les condi- 
tions a)  et b )  ci-dessus, et c) est satisfaite puisque x qijxixj = 2 1 lxies[ 12. Le noyau 

i, J i 
N de la forme quadratique q sur Rn, de matrice Q, est l'ensemble des 
( c l ,  . . . , cn) E Rn tels que 2 ctei = O.  Si N = {O), les ei sont linéairement indé- 

i 
pendants et l'on est dans le cas 1). Si dim N > O, le lemme 4 (i) montre que 
l'on est dans le cas 2 ) .  

Lemme 6. - Soit (e l ,  . . . , en) une base de T telle que (etle,) < O pour i # j. 
(i) Si  x = r, ctez E T est tel que (xlei) 2 O pour tout i, on a ci 2 O pour tout i. 

i 
(ii) Si x et y sont deux éléments de T tels que (xlei) 3 O et (yles)  O pour tout 

i, on a ( X I  y )  2 0. S i  (%les) > O et (ylei)  > O pour tout i, on a (xi y)  > 0. 
Plaçons-nous dans les hypothèses de (i) et supposons qu'il existe un i tel que 

cz < O. Soit f la forme linéaire sur T définie par f (et) = 1 et 

Les vecteurs - x, e l ,  . . ., en satisfont alors aux hypothèses du lemme 3 (ii) 
(en prenant pour q la forme métrique de T ) .  On en conclut qu'ils sont linéai- 
rement indépendants, ce qui est absurde. 'D'où (i). De plus, si x = 2 ciet E T 

I 

et si y E T, on a ( x l y )  = 2 ci(erly), de sorte que (ii) résulte immédiatement 
de (i). 1 

6. Théorèmes de finitude 

Lemme 7.  - Soit A un ensemble de vecteurs unitaires de T .  S'il existe un nombre 
réel A c 1 avec (alal) < A pour a, a' E A et a # a', alors l'ensemble A est $ni. 
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Pour a, a' E A tels que a # a', on a : 

Or, la sphère unité S de T étant compacte, il existe un recouvrement fini de S 
par des ensembles de diamètre < (2 - 2A)112 et chacun de ces ensembles 
contient au plus un point de A, d'où le lemme. 
Notons U(w) l'automorphisme de T associé à l'application affine w W de 
E dans lui-même. On a 

w ( x + t ) = w ( x ) + U ( w ) . t  pour t ~ T e t x a E .  

On  définit ainsi un homomorphisme U du groupe W dans le groupe orthogo- 
nal de T; le noyau de U est l'ensemble des translations appartenant à W. 

THÉORÈME 3. - (i) L'ensemble des murs d'une chambre estjni. 
(ii) L'ensemble des directions des hyperplans appartenant à 4 est $ni. 
(iii) Le groupe U(W) est jni. 
L'assertion (i) résulte aussitôt de la prop. 3, (iii) et du lemme 7. 

Démontrons (ii). Soient C une chambre et a l'ensemble de ses murs. Les 
facettes de C (relativement à 6) sont les mêmes que celles relativement à 
g~ ( 5  1, no 4, prop. 9). Puisque a est fini, elles sont en nombre fini. Comme une 
facette ne rencontre qu'un nombre fini d'hyperplans appartenant à 4, l'en- 
semble des hyperplans appartenant à 4 et rencontrant C est fini, ainsi que 
l'ensemble A(C) des vecteurs unitaires de T orthogonaux à un hyperplan 
appartenant à 4 et rencontrant C. Par suite, il existe un nombre réel A < 1 
tel que (ala') < A pour a, a' E A(C) et a # a'. 

Soit alors A l'ensemble des vecteurs unitaires de T qui sont orthogonaux à 
un hyperplan appartenant à Q. Soient a, a' E A avec a # a'. Si a et a' sont 
parallèles, on a a = - a' et (ala') = - 1. Sinon, soit H E 4 (resp. H' E 6) 
tel que a (resp. a') soit orthogonal à H (resp. Hf) .  On  a H n H' # 0, et si 
x E H n Hf ,  il existe un tlément w E W tel que x E w(C). Les vecteurs U(w) .a  
et U(w) .a' appartiennent alors à A(C), l'on a :  

et l'ensemble A est fini d'après le lemme 7. D'où (ii). 
Soit maintenant w E W tel que U(w) . a  = a pour tout a E A. On a alors 

U(w) . t = t pour tout t appartenant au sous-espace de T engendré par A. 
D'autre part, si t E T est orthogonal à A, on a U(s,) . t = t pour tout H E 4, 
d'où U(w) . t  = t et finalement U(w) = 1. Comme U(w) (A) = A pour tout 
w E W, on en déduit que U(W) est isomorphe à un groupe de permutations 
de l'ensemble fini A, d'où (iii). 

PROPOSITION 4. - Soient C une chambre et '31 un ensemble de murs de C. Soit Wrn le 
sous-groupe de W engendré par les réflexions orthogonales par rapport aux éléments de 91. 



Pour H E 3, notons e, le vecteur unitaire orthogonal à H situé du même côté que C de H. 
Les conditions suivantes sont kquivalentes : 

(i) Le groupe Wrn est jîni. 
(ii) I l  existe un point de E invariant par tout élément de WSn. 
(iii) Les h.yperplans appartenant à % ont une intersection non vide. 
(iv) La famille de vecteurs (e,),,% est libre dans T. 
Supposons que WB ait un cardinal fini d. Pour tout point a de E, le point 

b = d-1. w (a) est invariant par Wrn, donc (i) entraîne (ii). 
W E W ~  

D'après la propriété (D 2) du début du 8 3, le stabilisateur dans W de 
tout point de E est fini, donc (ii) entraîne (i). 

Comme le groupe Wn est engendré par l'ensemble des réflexions par rap- 
port aux hyperplans appartenant à 3, les points fixes de Wrn sont les points 
de E appartenant à tout hyperplan H E  in, d'où l'équivalence de (ii) et (iii). 

Supposons qu'il existe un point a de E tel que a r H pour tout H E  3 et 
soit t E T tel que a + t C. Puisque (eHleHr) < O pour H, H' E 3, tels que 
H # H' (prop. 3), et que (tle,) > O pour tout H E 3, le lemme 3 (ii) entraîne 
que les e, pour H r 3 sont linéairement indépendants. Par suite (iii) 
entraîne (iv) . 

Supposons enfin que la famille (e,),,% soit libre. Soit a un point de E. 
Pour tout hyperplan H E 3, il existe un nombre réel cH tel que H se compose 
des points a + t de E avec (tle,) = c,. Puisque la famille (e,) est libre, il 
existe t E T tel que (tle,) = c, pour tout H E 3, et le point a + t de E appartient 
à tous les hyperplans H E 3. Donc (iv) entraîne (iii). 

Remarques. - 1) Comme W est engendré par les réflexions par rapport aux murs 
de la chambre C, la proposition précédente donne un critère pour que W soit 
fini. Nous reviendrons sur cette question au no 9. 

2) Soient F un espace affine réel de dimension finie et G un groupe d'auto- 
morphismes de F. Pour tout g E G, notons U(g) l'automorphisme de l'espace 
des translations V de F associé à g. Supposons que l'image U(G) soit un sous- 
groupe jn i  de GL(V) ; il existe alors sur V un produit scalaire invariant par 
U(G) (Intégr., chap. VII, 5 3, no 1, prop. 1). Si de plus G opère proprement 
sur F lorsqu'on le munit de la topologie discrète et qu'il soit engendré par des 
réflexions, on peut donc appliquer à G tous les résultats du présent paragraphe. 

7. Décomposition de la représentation linhaire de W dans T 

Soit 1 l'ensemble des sommets du graphe de Coxeter de W (no 4) et soit J 
une partie de 1 telle qu'un sommet de J et un sommet de 1 - J ne soient 
jamais liés. Soient C une chambre, s la bijection canonique de 1 sur l'ensemble 
des rdflexions par rapport aux murs de C, et soit W,, le sous-groupe engendré 
par l'image s(  J). Il résulte alors du chap. IV, 5 1, no 9, prop. 8, que W 
est produit direct des deux sous-groupes W,, et WI-J,c. Soient C' une 
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autre chambre et s' l'injection correspondante de 1 dans W. Nous avons vu 
(no 4) que si ~ e i  E W transforme C en C', on a sr(i) = ws(i)w-1 pour i E 1. 
Puisque Wj,, est distingué dans W, il en résulte que sr(i) E W,, pour tout 
i E J. On en déduit que le sous-groupe W,, ne dépend pas de C. Nous le noterons 
simplement W, dans ce qui suit. 

La définition de WJSc s'étend kvidemment à une partie J quelconque de 1. Mais s'il 
existe un sommet de J et un sommet de 1 - J qui soient liés, alors WJtc n'est pas dis- 
tingué et dépend du choix de la chambre C. 

Soit TJ le sous-espace de T formé des vecteurs invariants par tout élément 
de U(WJ) et soit T j  le sous-espace orthogonal à TJ. Puisque W, est un sous- 
groupe distingué de W, il est clair que TJ est invariant par U(W), donc 
aussi T j  . 
PROPOSITION 5 .  - Soient Ji, . . . , J, les ensembles de sommets des composantes 
connexes du graphe de Coxeter de W. Pour 1 < P < s, posons 

Tp = TJ, 

(i) Le groupe W est produit direct des sous-groupes W, (1 < p < s). 
(ii) L'espace T est somme directe orthogonale des sous-espaces To, Tl ,  . . . , Ts, 

qui sont stables par U(W). 
(iii) Pour tout q tel que 1 < q < s, le sous-espace TQ de T est formé des vecteurs 

invariants par U(W,); il est somme directe des Tp pour O < p < s et p # q. 
(iv) Soit C une chambre. Le sous-espace T, (pour 1 < P < s) est engendré par 

les vecteurs et(C) pour i s Jp (notations du no 4). 
(v) Les représentations de W dans les sous-espaces T p  (1 < p < s) sont abso- 

lument irréductibles, non triviales, et deux à deux non équivalentes. 
L'assertion (i) résulte du chap. IV, 5 1, no 9. D'autre part, nous avons déjà 

vu que les sous-espaces T, sont invariants par U(W), et il en est de même de To. 
Soit C une chambre; comme W, est engendré par les réflexions sr(C) pour 
i E J,, il est clair que Tb est le sous-espace orthogonal aux ez(C) pour ie J,, 
d'où (iv). Par ailleurs, si is J,, j e  J g  avec p # q, on a m t j  = 2 puisque 
{i, j )  n'est pas une arête du graphe de Coxeter de W, d'où (eslej) = O. On en 
déduit aussitôt (ii). L'assertion (iii) en résulte, puisque Th est l'orthogonal de Tg. 

Enfin, soit V un sous-espace de T, invariant par U(Wp) . Pour tout i E J,, 
ou bien on a et E V, OU bien et est orthogonal à V ($2, no 2, prop. 3). Soit A 
(resp. B) l'ensemble des i e J p  tels que e . ~  E V (resp. et orthogonal à V). On a 
évidemment (eilej) = O  pour i E A et j  E B, et puisque Jp est connexe, on 
en déduit, ou bien A = @ et V = {O), ou bien A = Jp et V = Tp. Par suite, 
la représentation de W, dans T, est irréductible, donc absolument irréductible 
( 5  2, no 1, prop. 1). Elle est non triviale par définition même de T,. Enfin, 
la dernière assertion de (v) résulte aussitôt de (iii). 



On dit que W est essentiel si le sous-espace To des vecteurs de T invariants 
par U(W) est réduit à {O); on dit que W est irrkductible si la représentation U 
de W dans T est irréductible. 

COROLLAIRE. - Supposons W # (1 ). Pour que W soit irréductible, il faut et il 
su@ qu'il soit essentiel et que son graphe de Coxeter soit connexe. 

Remarque. - Sous les hypothèses de la prop. 5 ,  les sous-espaces Tp pour 
O < p < s sont les composantes isotypiques de la représentation linéaire U 
de W dans T (Alg., chap. VIII, 5 3, n o  4). Il en résulte (loc. cit., prop. 11) que 
tout sous-espace vectoriel V de T stable par W est somme directe des sous- 
espaces V n Tp pour O < p  < s; de plus (loc. cit., prop. 10) tout endomorphisme 
commutant aux opérateurs U(w) pour w e i ~  W, laisse stable chacun des T, 
pour O < p < s et y induit une homothétie pour 1 < p < S. En particulier, 
les formes bilinéaires 0 sur T invariantes par W sont les formes bilinéaires 

où est une forme bilinéaire sur To et ap (pour 1 < p < s) un nombre 
réel : en effet, une telle forme @ s'écrit d'une manière et d'une seule 
(t, t') w (A(t)ltl), où A est un endomorphisme de T commutant aux U(w) 
pour w E W. 

8. Décomposition de l'espace affine E en produit 

Conservons les notations de la prop. 5. Pour O g p < s, soit Ep l'ensemble 
des orbites du groupe Tk dans E, et soit cp, l'application canonique de E sur 
E,. Les opérations de T dans E passent au quotient; en particulier, Tp opère 
sur E, et on vérifie immédiatement (par exemple en prenant une origine dans 
E) que Ep est un espace affine admettant T, comme espace des translations. 
Posons E' = E, x - . x E, : c'est un espace affine ayant T = To $ . - . $ Tg  
comme espace des translations. Soit cp : E - E' l'application produit des cpp; 
comme cp commute aux opérations de T, c'est une bijection et même un iso- 
morphisme d'espaces affines. Dans ce qui suit, nous identifierons E et E' 
au moyen de cp; l'application cp, s'identifie alors à la projection canonique de 
E' sur E,. 

Comme W laisse stable T i ,  les opérations de W dans E passent au quotient 
et définissent une loi d'opération de W dans E, (pour O < p < s), d'où par 
restriction une loi d'opération de W, dans Ep (pour 1 < p < s). D'autre part, 
soit C une chambre, soit i E 1 et soit p l'entier tel que i E J,. Pour tout x E E, 
on a :  

st (C) (x) = x - A .  et (C) avec h E R. 

Comme el E TP pour q # p, on en déduit que 
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Par suite, si w = wl . . . ws E W avec wp E Wp pour 1 < P < s, on a : 

quels que soient les xp E Ep pour O < p < S. Autrement dit, la loi d'opkration de 
W dans E = E' n'est autre que la loi produit des lois d'opérations des Wp dam les Ep 
(en posant Wo = (1)). Il en résulte que W, opère fidèlement dans Ep et 
qu'on peut identijer Wp d un groupe de déplacements de l'espace euclidien Ep (l'espace 
des translations Tp de Ep étant naturellement muni du produit scalaire induit 
par celui de T). 

PROPOSITION 6. - (i) Le groupe W, est un groupe de déplacements de l'espace a#ne 
euclidien Ep; il est engendré par des réflexions; muni de la topologie discrète, il opère 
proprement dans Ep; il est irréductible. 

(ij) Soit @, l'ensemble des hyperplans H de Ep tels que s, E Wp. L'ensemble Q 
se compose des hyperplans de la forme 

avec p = 1, . . ., s et HP=@,. 
(iii) Toute chambre C est de la forme Eo x Cl x x Cs, où pour chaque P 

l'ensemble Cp est une chambre déjïnie dans Ep par l'ensemble d'hyperplans &; de plus 
Cp admet pour murs les hyperplans cpp(Hr(C)) pour i E J,. 

Soit C une chambre. Posons Hi = Ht(C), et = eg(C) et st = ss(C) pour 
i E 1 (notations du no 4). 

(i) Soit i dans J,; comme on a es E Tp et que T est somme directe des 
sous-espaces mutuellement orthogonaux To, Tl, . . ., T,, l'hyperplan de T 
orthogonal à et est de la forme Li + Tb où Lc est l'hyperplan de T, orthogonal 
à eg. L'hyperplan affine Hz de E est de la forme Lt + Tb + x, avec x E E, 
et on a :  

avec Hi = Lr + (P,(x) = cpp(Hi). Il est alors immédiat que st opère dans Ep 
par la réflexion associée à l'hyperplan Ha de E,:Donc le groupe W p  est un 
groupe de déplacements engendré par des réflexions dans Ep; la vérification 
du critère (D' 2) de propreté est immédiate. Enfin, la prop. 5, (v) montre que 
Wp est irréductible. On a prouvé (i). 

(ii) D'après le cor. du th. 1, l'ensemble 6, se compose des hyperplans de 
la forme wp(Hi) pour i dans J p  et wp dans W,. Par ailleurs, si w= wi . . . ws 
avec wp E Wp pour tout p, les formules (5) et (6) entraînent 

d'où immédiatement (ii) . 



(iii) Soit i dans J,; d'après la formule (6)' le demi-espace ouvert Di 
limité par Hz  contenant C est de la forme 

où Df est un demi-espace ouvert limité par H f  dans E,. Posons C - n Da; - iEJp 

puisque l'on a C = n Di, on en déduit immediatement 
iEI 

C = E o  x Ci  x ... x C,; 

par suite aucun des ensembjes Cp n'est vide, et comme C ne rencontre aucun 
hyperplan appartenant à 4, l'ensemble Cp ne rencontre aucun hyperplan 
appartenant à 4,. La prop. 5 du 5 1, no 3 montre alors que Cp est l'une des 
chambres définies par 4, dans Ep. En utilisant la prop. 4 du $ 1, no 2, on voit 
facilement que les murs de Cp sont les hyperplans Hi = rpp(Hz) pour i E Jp. 

9. Structure des chambres 

Soient C une chambre, % l'ensemble des murs de C et pour H E  %, soit e, 
le vecteur unitaire orthogonal à H situé du même côté que C de I'hyperplan H. 

PROPOSITION 7. - Supposons que le groupe W soit essentiel etjîni. Alors : 
(i) Il existe un unique point a de E invariant par W. 
(ii) La famille (eH)=,rn est une base de T. 
(iii) La chambre C est le cône simplicial ouvert de sommet a défini par la base 

(ef,),,% de T telle que (eHleHp) = aHH" 
(i) D'après la prop. 4 du no 6, il existe un point a E E invariant par W. 

Soit t E T tel que t + a soit invariant par W. Pour tout w E W, on a 

d'où U(w) . t = t ; comme W est essentiel, cela entraîne t = O, ce qui montre 
l'unicité de a. 

(ii) Comme W est essentiel, on a T = T, avec les notations du no 7, et la 
prop. 5, (iv) montre que la famille (eH),,n engendre l'espace vectoriel T. 
L'existence d'un point de E invariant par W montre que la famille (eH)Hsmr 
est libre (no 6, prop. 4). 

(iii) Soit a l'unique point de E invariant par W. Comme (eH)Hem est une 
base de T, et que le produit scalaire est une forme bilinéaire non dégénérée sur 
T,  il existe une base (efi)HErn de T et une seule telle que (e,lef,,) = a,,, 
pour H, H' dans 9Jt. Tout point x de E s'écrit de manière unique sous la forme 
x = t + a avec t = E H .  ef, et les EH réels. Pour que x appartienne à C, il 

HE% 

faut et il suffit que, pour tout hyperplan H E %, il soit du même côté de H que 
e,, c'est-à-dire que (tle,) = 6, soit strictement positif. D'où (iii). 
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PROPOSITION 8. - Supposons que le groupe W soit essentiel, irréductible et inJini. Alors : 
(i) Aucun point de E n'est invariant par W. 
(ii) On a Card im = dim T + 1, et il existe des nombres réels c, > O tels que 

2 cH . e, = O. Si les nombres réels cf, sont tels que CL. eH = O, il existe 5 réel 
HE% HE% 

avec cf, = Cc, pour tout H dans 9. 
(iii) La chambre C est un simplexe ouvert. 
L'assertion (i) résulte de la prop. 4. D'autre part, puisque W est essentiel, 

les vecteurs (e,),,rn engendrent T. O n  a (e,le,,) < O pour H, H' E et 
H # H' (prop. 3) et, puisque W est irréductible, il n'existe pas de partition de 
im en deux ensembles non vides 9' et 9 "  telle que H r  E et H" E 9 "  entraînent 
(eHvleH,t) = O. O n  peut donc appliquer le lemme 5 du no 5, et le cas 1) de ce 
lemme est exclu : en effet, les e, ne sont pas linéairement indépendants, puisque 
W n'a pas de point fixe. L'assertion (ii) en résulte. 

Démontrons (iii) . Numérotons les murs de C sous la forme Ho,  Hl ,  . . . , Ha 
et posons tm = e,,,,. D'après (ii), les vecteurs ti, . . . , ta forment une base de T, 
donc les hyperplans H l ,  . . . , Ha ont un point a0 en commun, et il existe une 
base (tl, . . ., td) de T telle que (tm[tA) = a,,; de plus, toujours d'après (ii), il 
existe des nombres réels cl > 0, . . ., cd > O tels que 

Comme le vecteur to est orthogonal à l'hyperplan Ho ,  il existe un nombre réel 
c tel que Ho  soit l'ensemble des points x = t + a0 de E avec (tlto) = - c. 

Tout point de E s'écrit de manière unique sous la forme x = t + a0 avec 
t = t l . t i  + . . . + Sa th et 51, . . . , td réels. Pour que x appartienne à C, il 
faut et il suffit qu'il soit du même côté de Hm que t, pour O < m < d; ceci 
se traduit par les inégalités (tlti) > 0, . . . , (tlta) > O, et (tlto) > - c, ou 
encore par 51 > 0, . . ., 5a > O, c l t i  + - .  + caEd < c. Comme C est non 

C vide, on a c > O. Posons am = ao + - . t& pour 1 < m < d; la chambre C 
cm d 

se compose alors des points de E de la forme a,-, + 2 hm. (am -ao) avec 
m = i  

A l  > O, . . . ,ha > O et A i  + + ha < 1, donc C est le simplexe ouvert de 
sommets ao, . . . , ad. C.Q.F.D. 

Remarques. - 1) Identifions E à Eo x El x x E,, et W à Wl x . . a x Ws 
comme au no 8. D'après la prop. 6, la chambre C s'identifie alors à 

où C, est une chambre dans E, par rapport à l'ensemble 6, d'hyperplans. 
D'après les prop. 7 et 8, chacune des chambres Cl,  . . ., C, est un cône sim- 
plicial ouvert ou un simplexe ouvert. 

2) Supposons W irréductible et essentiel. Si H et H' sont deux murs de C, 
on a m,,, = + m si et seulement si l'on a eH = -e,, (prop. 3). D'après les 



prop. 7 et 8, ceci ne peut se produire que si H et H' sont les seuls murs de C et E 
de dimension 1. Le seul cas où l'un des m,,, est infini est donc celui où E est 
de dimension 1 et où le groupe W est engendré par les rtflexions associées à 
deux points distincts (cf. 5 2, no 4). 

Dans le cas général, la matrice de Coxeter associée à W a ses éléments 
finis, sauf si l'un au moins des El ,  . . . , E, est du type prtcédent. 

10. Points spéciaux 

Soient L l'ensemble des translations appartenant à W et A l'ensemble des t E T 
tels que la translation x t-+- t + x appartienne à L. Il est immédiat que A 
est stable par U(W) et que L est un sous-groupe distingué de W. Comme W 
opère proprement dans E, il en est de même de L, et on en déduit facilement 
que A est un sous-groupe discret de T. Pour tout point x de E, on notera Ws 
le stabilisateur de x dans W. 

PROPOSITION 9. - Soit a E E. Les conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) Ona  W = W , . L ;  
(ii) La restriction de l'homomorphisme U à Wu est un isomorphisme de Wu sur 

U(W) ; 
(iii) Pour tout hyperplan H E 4, il existe un hyperplan H' E 6 parallèle à H et 

tel que a E HI. 
Il est clair que (i) ++ (ii), puisque L est le noyau de U et que L n Wu= (1 ). 
Admettons (i) et soit H E  6 ;  on a s, E W u . L  et il existe donc un vecteur 

1 t E A tel que a = s,(a) + t; le vecteur t est orthogonal à H, et si H' =H + - t 
2 

on a s,, (x) = s,(x) + t pour tout x E E (cf. 5 2, no 4, prop. 5). Comme on a 
t E A et s, E W, on a s,, E W, d'où H' E 4; on a aussi a = sHP(a), d'où a E H'. 
Donc (i) implique (iii). 

Admettons (iii) . Soit H E 6 ; prenons H' comme dans (iii). Alors sHp (a) = a, 
d'où s,, E Wu; comme H est parallèle à H', l'élément w = s,~,  de W est une 
translation (5 2, no 4, prop. 5)' d'où w E L; on a alors sH = sHrw E Wu.  L. 
Comme W est engendré par la famille (s,),,~, on a donc W = W,.L et 
(iii) implique (i). 

DÉFINITION 1. - On dit qu'un point a de E est spécial pour W s'il satisfait aux condi- 
tions équivalentes de la prop. 9. 
Il est clair que l'ensemble des points sptciaux de E est stable par W. 

PROPOSITION 10. - I l  existe un point spécial pour W. 
D'après la prop. 6 du no 8, on peut se limiter au cas où W est essentiel. 
Le groupe U(W) d'automorphismes de T est fini (cf. no 6, th. 3) et U(s,) 

est une réflexion orthogonale pour tout hyperplan H ;  de plus, U(W) est engen- 
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dré par la famille ( U ( S ~ ) ) ~ , ~ .  D'après la prop. 7 du no 9, il existe une base 
( e t ) r e ~  de T telle que le groupe U(W) soit engendré par l'ensemble des réflexions 
( S ~ ) ~ = I  définies par 

sg (t) = t - 2(tleg) . ei. 

Le cor. du th. 1 du no 2 montre que toute réflexion s E U(W) est de la forme 
s = U(sH) avec H E Ji. On  peut donc trouver dans 4 une famille d'hyperplans 
(HI)(E~ tels que si = U(sHi) pour tout i. Comme les vecteurs e( sont linéaire- 
ment indépendants, il existe a E E tel que a E Hi pour tout i E 1. On a SHi E Wa, 
d'où U(W) = U(Wa), c'est-à-dire W = Wa.L puisque L est le noyau de U. 
Donc a est spécial. 

Lorsque W est fini essentiel, il n'y a qu'un seul point spécial pour W, à savoir l'unique 
point invariant par W. La considération des points spéciaux est donc surtout intéres- 
sante quand W est infini. 

PROPOSITION 11. -Supposons W essentiel. Soit a un point spécialpour W. Les chambres 
relatives à Wu sont des cônes simpliciaux ouverts de sommet a. Pour toute chambre C' 
relative à Wa il  existe une chambre C et une seule relative à W, contenue dans C', 
et telle que a E C. La réunion des wl(C) pour w' E Wu est un voisinage fermé de a dans 
E. Tout mur de C' est un mur de C. Si W est injni irréductible, les murs de C sonf les 
murs de C' et un hyperplan a@ne non parallèle aux murs de C. 

Soit 6' l'ensemble des H E 6 qui contiennent a. Le groupe Wu est engendré 
par les s, pour H E 6' (no 3, prop. 2). Les chambres relatives à Wu sont des 
cônes simpliciaux ouverts de sommet a (no 9, prop. 7). Soit C' une telle chambre 
et soit U une boule ouverte non vide de centre a ne rencontrant aucun élément 
de 4 - Ji'. Comme a e C', il existe b dans U n C'. On a b e H pour tout 
H E 6, donc b appartient à une chambre C relative à 4. Comme on a 6' c 4, 
on a C c C'. L'ensemble U n C' ne rencontre aucun H E  Ji et est convexe, 
donc U n C' c C; on a donc a e C. Inversement, soit Cl une chambre relative 
à W contenue dans C' et telle que a = C l ;  alors Ci rencontre U, et on a 
U n Cl c U n C' = U n C; les chambres C et Cl ,  ayant un point commun, 
coïncident. Pour tout w' E Wa, on a wl(U) = U, donc 

U n w'(C) = wl(U n C) = w'(U n C') = U n w1(C') ; 

comme la réunion des w'(C1) pour w' E Wa est dense dans E, la rtunion des 
U n w1(C') = U n w'(C) est dense dans U, et la réunion des w'(C) pour w' E Wa 
contient donc U. Enfin, si H est un mur de C', il existe un point c E U n H 
et un voisinage ouvert V c U de c tel que V n Cl soit l'intersection 
de V et du demi-espace ouvert déterminé par H contenant C'; comme 
V n C' = V n U n Cr = V n U n C = V n C, on voit que H est un mur de C. 
Si W est infini irrtductible, C est un simplexe ouvert (no 9, prop. 8), donc 
admet un mur de plus que le cône simplicial ouvert C'. 



COROLLAIRE. - Supposons W essentiel. 
(i) Si a E E est spécial, il existe une chambre C telle que a soit un point extrémal 

de C. 
(ii) Si C est une chambre, il existe un point extrémal de C qui est spécial. 
La première assertion résulte de la prop. 11. La seconde résulte de la 

première et du fait que W opère transitivement sur l'ensemble des chambres. 

Par contre, un point extrémal de C n'est pas nécessairement un point spécial pour W 
(cf. chap. VI, planche X, systèmes Ba et Ga). 

Remarque 1). - Supposons W essentiel, irréductible et infini et gardons les nota- 
tions de la prop. 11. Puisque Uest un isomorphisme de W,sur U(W), on voit que 
le graphe de Coxeter du groupe de déplacements U(W) (qui est engendré par les 
réflexions U(s,) pour H E  4) s'obtient à partir du graphe de Coxeter de W 
en supprimant le sommet i correspondant à l'unique mur de C qui n'est pas un 
mur de C'. 

PROPOSITION 12. -- Supposons W essentiel. Soit a un point spécial, soit L(a) l'ensemble 
de ses transformés par le groupe de translations L, et soit C une chambre. Alors C ren- 
contre L(a) en un point et un seul; ce point est point extrémal de C. 

11 existe une chambre Ci telle que a soit point extrémal de Ci (cor. de la 
prop. 11). Toute chambre est de la forme C = twl(Ci) avec w' E W, et t E L 
puisque W = W,. L; alors C admet le point extrémal twl(a) = t(a) E L(a). 
D'autre part, C ne peut contenir deux points distincts de L(a) puisque C 
est un domaine fondamental pour W (no 3, th. 2). 

Remarque 2). - L'ensemble L(a) est contenu dans l'ensemble des points spéciaux. 
Il en est en général distinct (cf. chap. VI, 5 2, no 2 et planches 1 à VI). 

$ 4. Représentation géométrique d'un groupe de Coxeter 

Dans ce paragraphe, tous les espaces vectoriels considérés sont des espaces 
vectoriels réels. 

1. Forme associée ai. une matrice de Coxeter 

Soit S un ensemble, et soit M = (m(s, s ' ) ~ , ~ < E s )  une matrice de Coxeter (chap. IV, 
1, no 9) de type S. Rappelons ce que cela signifie : 

(1) Les éléments de M sont des entiers ou +CO. 

(2) M est symétrique. 
(3) On a m(s,s) = 1 pour tout S. 

(4) On a m(s, sr) 2 2 pour s # s'. 
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Soit E = R'S), soit la base canonique de E,  et soit BM la forme 
bilinéaire sur E telle que 

X B,(es, es,) = - cos --- 
m(s, s r )  ' 

La forme B, est symétrique. On dit que c'est la forme associée à la 
matrice M. On a 

Soit s E S, et soit f, la forme linéaire x i-i- 2BM(e,, A).  Nous noterons a,  la 
pseudo-rgexion définie par le couple (es, f,) (cf. 8 2, no 1)  ; du fait que (es ,  f , )  =2,  
c'est une rgexion (8 2, no 2 ) .  On a 

Q,(x) = X - 2BM(esJ X )  .es 

et en particulier 

X 
as(es,) = es, + 2 cos --- 

m(s,  s r )  ' "' 

Puisque es n'est pas isotrope pour B,, l'espace E est somme directe de la droite 
Re,  et de l'hyperplan Ha orthogonal à es. Comme a, est égal à - 1 sur Re,  
et à 1 sur Ha, il s'ensuit que a, conserve la forme B,. Lorsque S est fini et BM 
non dégénérée (cas sur lequel on reviendra au no 8), on voit donc que a,  
est une rgexion orthogonale (8 2 ,  no 3). 

2. Le plan Es,,, et le groupe engendré par os et a,, 

Dans ce numéro, on désigne par s et sr deux éléments de S, avec s # s'. On 
pose m = m(s, s ' ) ,  et l'on note Es,,, le plan Re,  $ Re,, . 
PROPOSITION 1. - La restriction de BM à E s , ,  est positive. Elle est non dégénérée 
si et seulement si m est jn i .  

Soit = xe, + y e , ,  avec x,y E R, un élément de Es,,,. On a 

ce qui montre que BM est positive sur Es,,, , et qu'elle y est non dégénérée si 

et seulement si sin 2 # O. D'où la proposition. 
m 



Les réflexions a, et a,, laissent stable Es, ,, . Nous allons déterminer l'ordre de la 
restriction de asas, à E s , ,  . Distinguons deux cas : 

a) m = + m. 
Soit u = es + es,. On a B,(u, es) = B,(u, es,) = O, donc u est invariant par 

a, et a,, . De plus : 

aS(asf(eS)) = as(e8 + 2e,) = 3e, + 2 e ,  = 2u + es, 
d'où (asasl)n(es) = 2nu + es pour tout n e Z. 

Il  en résulte que la restriction de a,a,  à Es,,- est d'ordre injni. 
b)  m est jni. 
La forme B, munit Es, ,, d'une structure de plan euclidien. Puisque le produit 

x x scalaire de es et es, est égal à - cos - = cos (x --), on peut orienter 
m m 

E , , ,  de telle sorte que l'angle des demi-droites R+e, et R+e,, soit égal à x - 2 .  
Si D et D' désignent les droites orthogonales à e, et es,, on a m 

/- - X (DI, D) = x - (D, D') = -. 
m 

Or, les restrictions E, et de a, et a,, à Es,,, sont les symétries orthogonales 
par rapport à D et D'. D'après le cor. de la prop. 6 du 5 2, n o  5, ils'ensuit que 

2x a&, est la rotation d'angle -. En particulier, son ordre est m. 
m 

Revenons maintenant à E : 

PROPOSITION 2. - Le sous-groupe de GL(E) engendré par a, et a,, est un groupe 
diédral d'ordre 2m (s, s') . 

Comme a, et a ,  sont d'ordre 2, et sont distincts, il suffit de voir que 
leur produit asos, est d'ordre m(s, s'). Lorsque m(s, s') est infini, cela résulte 
de a) ci-dessus. Lorsque m(s, s') est fini, il résulte de la prop. 1 que E est somme 
directe de Es,,, et de son orthogonal V,,,, ; comme a, et a ,  sont l'identité 
dans V , , ,  , et que la restriction de a,a,, à Es,,, est d'ordre m(s, s') d'après b), 
l'ordre de asas, est bien égal à m(s, s'). 

3. Groupe et représentation associés d une matrice de Coxeter 

Conservons les notations des numéros précédents. Soit W = W(M) le groupe 
défini par la famille génératrice (gS),Es et par les relations (*) 

(gsgst)mts,S') = 1, pour s, s' E S, m(s, s') # + m. 

PROPOSITION 3. - Il  existe un homomorphisme et un seul 

a :  W--GL(E) 

(*) Cela signifie que, si L, désigne le groupe libre sur S, W est le quotient de L, par le plus petit sous- 
groupe distingué de Ls contenant les éléments ( S S ' ) ~ ( ~ ~ ~ ' ) ,  pour m(s, s') # + CO. 
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tel que a(g,) = a, pour tout s E S. Les éléments de o(W) conservent la forme bili- 
néaire B,. 

Pour prouver l'existence et l'unicité de a, il suffit de voir que l'on a 
(asaprr)"(~~~') = 1 si m(s, s') # $ W. Or, si s = s', cela résulte de ce que a, est 
d'ordre 2; si s # s', cela résulte de ce qui a été démontré au no 2. Enfin, 
comme les réflexions a, conservent B,, il en est de même des éléments de a(W). 

Remarque 1). - Nous verrons au no 4 que a est injective; le groupe W pourra 
donc être identifié au sous-groupe de GL(E) engendre par les a,. 

PROPOSITION 4. - a) L'application s w g, de S dans W est injective. 
b) Chacun des g, est d'ordre 2. 
C) Si S, S' E S, gags1 est d'ordre m(s, s'). 
L'assertion a) résulte de ce que l'application composée 

de S dans GL(E) est injective. 
Pour b) (resp. c)), on remarque que l'ordre de g, (resp. l'ordre de gag,,) 

est au plus 2 (resp. au plus m(s, 5')). Comme on a vu au no 2 que l'ordre de a, 
(resp. de a,a,,) est 2 (resp. m(s, s')), il y a nécessairement égalité. 

Vu a), on peut identijer S à une partie de W, au moyen de l'application 
s-g,. 

COROLLAIRE. - Le couple (W, S) est un système de Coxeter, de matrice M. 
Cela ne fait que traduire les propriétés b) et c), ainsi que la définition de W. 

Remarque 2). - Nous avons ainsi démontré que toute matrice de Coxeter correspond 
à un groupe de Coxeter. 

4. La représentation contragrédiente 

Soit E* le dual de E. Comme W opère sur E au moyen de a, il opère aussi, 
par transport de structure, sur E*. La représentation correspondante 

a* : W- GL(E*) 

s'appelle la représentation contragrédiente de a. On  a 

a* (w) = ta(w-1) pour tout w a W. 

Si x* E E* et w E W, nous noterons également w(x*) le transformé de x* par 
6* (w) . 

Si s E S, notons As l'ensemble des x* E E* tels que xh(e,) > O. Soit C 
l'intersection des A,, s E S. Lorsque S est jni, C est un cône simplicial ouvert 
de E* (§ 1, no 6) .  



THÉORÈME 1 (Tits). - Si w E W et si C n w(C) # 0, on a w = 1. 
Indiquons tout de suite quelques conséquences de ce théorème : 

COROLLAIRE 1. - Le groupe W opère de fagon simplement transitive sur l'ensembl~ 
des w(C) pour w e W. 

C'est clair. 

COROLLAIRE 2. - Les représentations a et a* sont injectives. 
En effet, si a*(w) = 1, on a w(C) = C, d'où w = 1 d'après le théorème. 

L'injectivité de a résulte de celle de a*. 

COROLLAIRE 3. - Si S est fini, a(W) est un sous-groupe discret de GL(E) (muni de 
sa structure canonique de groupe de Lie); de même, u*(W) est un sous-groupe 
dkcret de GL(E*). 

Soit x* e C. L'ensemble U des g E GL(E*) tels que g(x*) a C est un voi- 
sinage de l'élément neutre dans GL(E*); d'après le théorème, on a 

donc a*(W) est un sous-groupe discret de GL(E*). Par transport de structure, 
on en déduit que a(W) est discret dans GL(E). 
Dkmonstration du théorème 1. 

Si w a W, notons l(w) la longueur de zer par rapport à S (chap. IV, § 1, 
no 1). 

Nous allons démontrer les assertions suivantes, où n désigne un entier 2 0 : 

(Pn) Soient w e W, avec l(w) = n, et s e  S. On a alors: 
ou bien w (C) c A,; 
ou bien w(C) c s(A,) et l(sw) = l(w) - 1. 

(an) Soient w a W, avec l(w) = n, et s, s' ES, s # SI. Soit Ws,s, le sous- 
groupe de W engendré par s et s'. Il existe u E W,, ,, tel que 

w(C) c u(A, n A,.) et l(w) = l(u) + l(u-lw). 

Ces assertions sont triviales pour n = O. Nous les démontrerons par récur- 
rence sur n, suivant le schéma 

Dkmonrtration de ((Ph) et ( a n ) )  ===+ (Pn+l). 
Soient w l W, avec l(w) = n + 1, et s l S. On peut écrire w sous la forme 

w = S'W' avec s' E S et 1(w1) = n. Si s' = S, (Pn) appliqué à w' montre que 
wl(C) c A,, d'où w(C) c s(As) et l'on a bien I(sw) = 1(w1) = l(w) - 1. Si 
S' # s, (an) appliqué à w' montre qu'il existe u a W,,,, tel que 

wl(C) c u (A, n A,,) et l(wl) = l(u) + 1 (u-lw'). 

On a w(C) = s'wl(C) c slu(A, n A , ) .  
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Lemme 1. - Soient s, s' E S, avec s # s' et soit v E W S , S , .  Alors v ( A ,  n As,)  est 
contenu, soit dans As, soit dans s(A,) ,  et dans le second cas, on a l(sv) = l (v)  - 1. 

La démonstration sera donnée au no 5 .  
Appliquons ce lemme à l'élément v = s'u. On a alors deux possibilités: 
ou bien 

s'u (As n A , )  c A, et a fortiori w ( C )  c As, 
ou bien 

s lu(A,  n A , )  c s(A,) et a fortiori w ( C )  c s(A,) . 
De plus, dans le second cas, on a 1(ss1u) = 1(sru) - 1.  D'où : 

et l'on sait que cela entraîne bien l(sw) = l ( w )  - 1 .  

Démonstration de ( (Pn+i)  et (Q,)) =+ (Qn+i). 

Soient w E W ,  avec 1(w) = n + 1 ,  et s, sr E S, s # s'. Si w ( C )  est contenu 
dans A, n A,,, la condition (Q,+l) est vérifiée en prenant u = 1.  Sinon, 
supposons par exemple que w ( C )  ne soit pas contenu dans As. D'après 
(P,+l), on a w ( C )  c s ( A S )  et 1 (sw) = n. D'après (Q,), appliqué à sw, il existe 
u E WS,S, tel que 

sw(C)  c v ( A S  n A,') et l(sw) = l (v)  + l(v-lsw). 
On a alors 

w ( C )  c sv(A, n A,,) 
et 

l ( w )  = 1 + ~ ( s w )  = 1 + l (v)  + l(v-lsw) 
2  SU) + L ( ( s v ) - ~ w )  2 q w ) ,  

et les inégalités ci-dessus sont des Cgalités. On  en conclut que (Q,+l) est 
vérifiée en prenant u = su. 

Démonstration du théorème. 
Soit w E W ,  avec w # 1. On  peut écrire w sous la forme sw', avec s E S, 

et l ( w l )  = l ( w )  - 1. D'après (P,), appliqué à w' et à n = L(wl), on a w' ( C )  c A,, 
puisque le cas w l ( C )  c s ( A s )  est exclu du fait que l (swr)  = l ( w )  = l ( w r )  + 1. 
D'où w ( C )  = swr(C)  c s ( A S ) ,  et comme A, et s ( A S )  sont disjoints, on a 
C n w ( C )  = a. C.Q.F.D. 

5. Démonstration du lemme 1 

Soit E:,,, le dual du plan E s , ,  = R e , $ R e ,  (no 2) .  La transposée de l'injec- 
tion Es,,, --+ E est une surjection 

qui commute à l'action du groupe W,,, .  Il est clair que A,, A ,  et A, n A ,  



sont les images réciproquesparp des sous-ensembles correspondants de E),s, (consi- 
déré comme espace de la représentation contragrédiente du groupe de Coxeter 
W,,,,). Comme en outre la longueur d'un élément de WsSs, est la même par 
rapport à {s, s') et par rapport à S (chap. IV, 5 1, no 8)' on voit que l'on est 
Jinalement ramené au cas où S = {s, s'); si m = m(s, s'), le groupe W est alors un 
groupe diédral d'ordre 2 m. 

Distinguons maintenant deux cas : 

a) m = + c o .  
Soit (E, E') la base duale de (es, es,). On  a 

Soit D la droite affine de E* contenant E et E'; les formules ci-dessus 
montrent que D est stable par s et s' et que la restriction de s (resp. de s') ii 
D est la réflexion par rapport au point E' (resp. E). Soit 

la bijection affine t * 0(t) = t~ + (1 -t)cl. Soit In l'image par 0 de l'inter- 
valle ouvert )n, n + 1(, et soit C, la réunion des AI,, pour A > O. On  a 
Co = C;  de plus, d'après la Remarque du fj 2, no 4, appliquée à l'espace affine 
D, les In sont permutés de façon simplement transitive par W; il en est donc 
de même des C,. Si v E W, v(C) est égal à l'un des C,, donc est contenu dans 
As si n 2 O et dans s(A,) si n < O. Dans le second cas, Io et In sont de part 
et d'autre du point E'; d'où l(sv) = l(v) - 1 (loc. cit.). 

b) m est h i .  
La forme B, est alors non dégénérée (no 2) ce qui permet d'identifier E* 

à E. On  a vu que l'on peut orienter E de telle sorte que les demi-droites R+es 
X 

/ D' 
et R+esp fassent un angle égal à n --. 

m . . 

Soit D (resp. D') la demi-droite déduite 
de R+es (resp. de R+e,,) par une rotation 
de x/2 (resp. de - x/2), cf. figure 2. La 
chambre C est l'ensemble des X E  E dont 
le produit scalaire avec es et es, > 0; c'est 
le secteur angulaire ouvert d'origine D' et 

FIGURE 2 d'extrémité D. D'après la Remarque du 5 2, 
no 5, tout élément v de W transforme C en 

un secteur angulaire qui est, soit situé du même côté que C de D (i.e. est 
contenu dans As), soit situé de l'autre côté (i.e. contenu dans s(AS)) et dans 
ce dernier cas, on a 

l(sv) = l(v) - 1, 

ce qui achève de démontrer le lemme. 
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6. Domaine fondamental de W dans la réunion des chambres 

On conserve les notations du no 4. Pour s E S, on dCsigne par Hs l'hyperplan 
de E* orthogonal à es, par A, l'ensemble des x* E E* tels que (x*, es) 2 O 
et par C l'intersection des A, pour s E S. Pour la topologie faible o(E*, E) 
définie par la dualité entre E* et E (Esp. vect. top., chap. II, 2 e  éd., 3 6, no 2), 
les A, sont des demi-espaces fermés et C est un cône convexe fermé. De plus, 
- 
C est l'adhérence de C : en effet, si x* l C ety* E C, on a x* + ty* e C pour tout 
nombre réel t > O et x* = lim (x *  + ty*). 

t * o  
Pour X c S, on pose : 

c X = ( m + (  s E X  ses n X A.). 

On a Cx c %, C, = C et Cs =(O). Les ensembles C,, pour X e  @(S), forment 
une partition de C .  

Rappelons d'autre part (chap. IV, 3 1, no 8) que l'on désigne par Wx le 
sous-groupe de W engendré par X. On a Cvidemment w(x*) = x* pour w e W, 
et x* E CX. 

PROPOSITION 5. - Soient X, X' c S et w, w' E W. Si w(Cx) n wl(C,,) # a, alors 
on a X = XI, wW, = w1WxV et w(Cx) = w1(C,).  

On se ramène aussitôt au cas w' = 1. Nous ferons alors la démonstration 
par récurrence sur la longueur n de W. Si n = 0, l'assertion est évidente. Si 
l(w) > O, il existe un s E S tel que l(sw) = l(w) - 1 et on a alors (cf. fin 
du no 4) w(C) c s(A,), d'oh w (C) c s(&) . Comme C c A,, il en résulte que 

On a donc s(x*) = x* pour tout x* EC n w(C) et a fortiori pour tout 

Par suite, la relation C ,  n w(C,) # 0 entraîne d'une part C,. n Hs # @, 
d'oh s e  X', d'autre part Cx, n sw(C,) # @. L'hypothèse de récurrence 
entraîne alors que X = X' et swWx = W,, = W,, d'où sw E WX et w E W, 
puisque S E  W,. Il en résulte que wW, = W,, et que w(C,) = C, = C,,. 

COROLLAIRE. - Soient X une partie de S et x* un élément de C,. Le stabilisateur 
de x* dans W est W,. 

Soit maintenant U la rCunion des w(C) pour w E W, et soit 8 l'ensemble 
des parties de U de la forme w(Cx), avec X c S et w E W. VU ce qui précède, 
8 est une partition de U. 



PROPOSITION 6. - (i) Le cône U est convexe. 
(ii) Tout segment fermé contenu dans U ne rencontre qu'un nombre fini d'bléments 

de 8. 
(iii) Le cône C est un domaine fondamental de W opérant dans U. 
Pour prouver (iii), il suffit de montrer que si x*, y* E C et w a W sont tels 

que w(x*) =y*, on a x* =y*. Or il existe deux parties X et Y de S telles que 
x* a CX et y* E Cp; on a w(Cx) n C, # a, et la prop. 5 montre que X = Y 
et w E WX, ce qui entraîne bien x* =y*. 

Soient maintenant x*, y* E U, et montrons que le segment fermé [x*y*] est 
recouvert par un nombre jïni d'éliments de 8, ce qui établira à la fois (i) et (ii). 
Quitte à transformer x* et y* par un même élément de W, on peut supposer 
que x* E C. Soit w E W tel quey* E w(C). Nous allons raisonner par récurrence 
sur la longueur de W .  Pour s E S, la relation w(C) u As est équivalente à 
w(C) u A, et par suite à l(sw) < l(w) (cf. no 4). La prop. 7 du no 8 du chap. IV, 
fj 1, entraîne donc qu'il n'existe qu'un nombre fini de s E S tels que w(C) u As. 
L'ensemble T des s a  S tels que (y*, e,) < O est donc fini. D'autre part, 
l'intersection C n [x*y*] est un segment fermé [x*~*]. Si Z* =y*, c'est-à-dire 
si y* E C, il existe des parties X et Y de S telles que x* E CX et y* a C,. Le 
segment ouvert ]%*y* [est alors contenu dans C,,,,, d'oh [x*y*] c C, u C, u C,,,. 
Si Z* #y*, il existe uns  E T tel que z* E Ha. On a alors w(C) u As et l(sw) < l(w). 
L'hypothèse de récurrence entraîne donc que le segment [<*y*] =s([z* (sw(y*) )]) 
est recouvert par un nombre fini d'éléments de 8, donc aussi 

[x*y*] = [x*z*] u [z*y*] 
puisque [x*z*] c C. 

7. Irréductibilité de la représentation géométrique d'un groupe de Coxeter 

On conserve les notations des nos précédents, et l'on suppose que S est jni. 

PROPOSITION 7. - Supposons que (W, S) soit irréductible (chap. IV, fj 1, no 9). 
Soit E0 le sous-espace de E orthogonal à E vis-à-vis de BM. Le groupe W opère triviale- 
ment sur EO, et tout sous-espace de E, distinct de E et stable par W, est contenu dans EO. 

Si X E  EO, on a o,(x) = x - 2B,(es,x)es = x pour tout s a  S. Comme W 
est engendré par S, il en résulte bien que W opère trivialement sur EO. 

Soit E' un sous-espace de E stable par W. Soient s, s' E S deux Cléments 
lit% dans le graphe l? de (W, S) (chap. IV, 5 1, no 9) ; rappelons que cela signifie 
que m(s, si) 2 3. Supposons que es E E'. On a alors osr(es) E E' et comme le 
coefficient de est dans as,(es) est non nul, on a es, E E'. Comme I' est connexe, 
il s'ensuit que, si E' contient l'un des es, il les contient tous et coïncide avec E. 
Ce cas étant écarté, il résulte de la prop. 3 du fj 2, no 2 que, pour tout s E S, E' 
est contenu dans l'hyperplan Hs orthogonal à es. Comme l'intersection des 
Hs est égale à EO, cela démontre la proposition. 
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COROLLAIRE. - Supposons que (W, S) soit irréductible. Alors: 
a) Si BM est non dégénérée, le W-module E est absolument simple. 
b) Si BM est dégénérée, le W-module E n'est pas semi-simple. 
Dans le cas a), la prop. 7 montre que E est simple, donc Assi absolument 

simple (8 2, no 1, prop. 1). 
Dans le cas b), on a E0 # O, E # E0 (puisque BM # O), et la prop. 7 

montre que Eo n'admet pas de supplémentaire stable par W; le W-module 
E n'est donc pas semi-simple. 

8. Critère de finitude 

On conserve les notations des nos précédents, et l'on suppose que S est fini. 

THÉORÈME 2. - Les propriétés suivantes sont équivalentes : 
(1) W est Jini. 
(2) La forme BM est positive non dégénérée. 

(1) ===+ (2). Soit S = U Si la décomposition de S en composantes connexes 
i 

(chap. IV, 5 1, no 9), et soit W = ]CI Wi la décomposition correspondante de 

W. L'espace E s'identifie à la somme directe des espaces Ei = RSi, et BM 
s'identifie à la somme directe des formes BMi correspondantes. On est donc 
ramené au cas où (W, S) est irréductible. Comme W est supposé fini, E est un 
W-module semi-simple (Annexe, prop. 2). D'après le cor. de la prop. 5, 
il s'ensuit que E est absolument simple. Soit alors B' une forme positive 
non dégénérée sur E, et soit B" la somme de ses transformées par W. Puisque B" 
est invariante par W, elle est proportionnelle à B ,  (5 2, no 1, prop. 1); du fait 
que BM(e,, e,) = 1 pour tout s E S, le coefficient de proportionalité est > 0, 
et, comme B" est positive, il en est de même de BM, ce qui démontre (2). 

(2) ='r (1). Si B, est positive non dégénérée, le groupe orthogonal O(BM) 
est compact (Intégr., chap. VII, 5 3, no 1). Comme a(W) est un sous-groupe dis- 
cret de O(B,J (cor. 3 du th. 1)) il s'ensuit que a(W) est fini, donc aussi W. 
C.Q.F.D. 
Le résultat suivant a été prouvé en cours de démonstration: 

COROLLAIRE. - Si (W, S) est irréductible etjni, E est un W-module absolument simple. 
Le critère fourni par le th. 2 permet de classifier tous les groupes de 
Coxeterjnis (cf. chap. VI, 5 4). Bornons-nous ici à un résultat préliminaire : 

PROPOSITION 8. - Si W estjni, legraphe de (W, S) est une forêt (chap. IV, Annexe). 
Sinon, ce graphe contiendrait un circuit (s,, . . ., sn), n 2 3. Si l'on pose 

mi = m(si, si+,), 1 < i < n, et mn = m(sn, s,), cela signifie que l'on a mi 2 3 
pour tout i. Soit 

x=e, ,  + ... + esn. 



X x 
B ~ ( e ~ i ,  e~ i+ i )  = - 

1 cos- <-cos- < -- (*), 
mi 3 2 

et de même pour B,(e,,, esi). Comme les autres termes de la somme 
ci-dessus sont < O, on obtient 

contrairement au fait que B, est positive non dégénérée. 

COROLLAIRE. - Si (W, S) est irrkductible etjni, son graphe est un arbre. 
En effet, une forêt connexe est un arbre. 

Comparaison avec les résultats du § 3. 
Soit tout d'abord (W, S) un groupe de Coxeter fini. Notons (XI y )  la forme 

B,(x, y )  ; d'après le th. 2, c'est un produit scalaire sur E. Pour tout s E S, 
soit Hs l'hyperplan associé à la réflexion orthogonale a,, et soit 6 la 
famille des hyperplans w(H,), pour s e  S,we W. Soit Co l'ensemble des 
x E E tels que (xle,) > O pour tout s E S. Enfin, identifions W (au moyen de 
a) à un sous-groupe du groupe orthogonal O(E) de l'espace E. 

PROPOSITION 9. - Avec les notationsprécédentes, W est le sous-groupe de O(E) engendré 
par les réflexions par rapport aux hyperplans de 6. C'est un groupe essentiel (5 3, no 7) 
et Co est une chambre de E relativement à 6. 

La première assertion est triviale. D'autre part, si x E E est invariant par 
W, il est orthogonal à tous les es, donc nul; cela montre que W est essentiel. 
Enfin, l'isomorphisme E + E* 'défini par B, transforme Co en l'ensemble C 
du no 4; la propriété (P,) démontrée à cet endroit prouve que, pour tout 
zei E W, et tout s E S, w(CO) ne rencontre pas H,. On  en conclut que Co est 
contenu dans le complémentaire U de la réunion des hyperplans de 6, et 
comme Co est connexe, ouvert et fermé dans U, c'est une chambre de E rela- 
tivement à 6, C.Q.F.D. 
On  peut donc appliquer à W et Co toutes les propriétés démontrées au § 3. En 

(*) Les racines de l'tquation z3 - 1 = O sont 1 et - i f ; @  2x 1 . Donc cos - = - - et par suite 
2 3 2  

x 1 2n \/3 cos - = -. Notons cette occasion que sin - = -, d'où 
3 2 3 2  

x  5x \/3 x . 5 x  1 sin 5 = /3, COS - = - COS - = - sin - = sin - = -, 
3 2  6 6 2 '  6 6 2  

l + i  De même, les racines de l'tquation z2 - i = O sont f - , d'où 
fi 
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particulier, Co est un domaine fondamental pour l'action de W sur E (en d'autres 
termes, le cône U défini au no 6 est égal à E tout entier). 

Inversement, soit E un espace vectoriel réel de dimension finie, muni 
d'un produit scalaire (xly) et soit W un groupe fini essentiel de dépla- 
cements de E laissant O fixe; supposons W engendré par des réflexions. Soit 
Co une chambre de E par rapport à W (cf. $ 3), et soit S l'ensemble des réflexions 
orthogonales relativement aux murs de Co. Alors (W, S) est un système de Coxeter 
fini ($ 3, no 2, th. 1). De plus, si s E S, notons H, le mur de Co correspondant 
à s, et notons e, le vecteur unitaire orthogonal à H, et situé du même côté que 
Co de H,. Si (m(s, s')) désigne la matrice de Coxeter de (W, S), les prop. 3 et 
7 du $ 3 montrent que 

(esle,) = - cos (n/m(s, SI)) 

et que les es forment une base de E. La représentation naturelle de W dans E 
s9identiJie donc à la représentation cr du no 3. 

9. Cas où BM est positive et dégénérée 

Dans ce numéro, nous supposons que S est fini, que (W, S) est irréductible, et 
que la forme BM est positive et dégénérée. 

Lemme 2. - L'orthogonal E0 de E pour BM est de dimension 1 ; il est engendré par un 
élément v = 2 use,, avec v, > O pour tout S. 

SES 

Cela résulte du lemme 4 du 3, no 5, appliqué à la matrice des BM(e,, es'). 
Soit v = 2 use, le vecteur satisfaisant aux conditions du lemme 2, tel que 

S 

2 v, = 1 et soit A l'hyperplan affine de E* formé des y* E E* tels que 
S 

( v ,  y*) = 1. Si T désigne l'orthogonal de v dans E*, A est muni de façon 
naturelle d'une structure d'espace affine d'espace de translations T. De plus, 
la forme BM définit par passage au quotient un produit scalaire non dégénéré 
sur E/EO, donc aussi sur son dual T ;  d'où une structure euclidienne sur l'espace 
affine A (Alg., chap. IX, $ 6, no 6). 

Soit G le sous-groupe de GL(E) formC des automorphismes laissant inva- 
riants v et B,; si g E G, le contragrédient tg-1 laisse stables A et T, et définit 
par restriction à A un déplacement i(g) de A (cf. $ 3). Il est immédiat que l'on 
obtient ainsi un isomorphisme de G sur le groupe des déplacements de A. De 
plus le stabilisateur Ga d'un point a de A s'identifie au groupe orthogonal de 
l'espace hilbertien T et est donc compact. Par ailleurs, G est un groupe loca- 
lement compact dénombrable à l'infini et A est un espace de Baire : il s'ensuit 
(Intégr., chap. VII, Appendice, lemme 2) que l'application 4 : g i--t g(a) 
définit un homéomorphisme de G/G, sur A. Donc G opère proprement sur A 
(Top. gén., chap. III, 3e éd., 8 4, no 2, cor. de la prop. 5). Puisque W est un 



sous-groupe de Gy il s'identifie A un groupe de déplacements de A. Nous allons 
voir que ce groupe satisfait aux hypothèses du 9 3. Plus précisément : 

PROPOSITION 10. - Le groupe W muni de la topologie discrète opère proprement sur A; 
il est engendré par des rflexions orthogonales; il est injni, irréductible et essentiel (9 3, 
no 7). L'intersection C n A est une chambre de A pour W. Si ton désigne par L, 
l'hyperplan de A intersection de A avec l'lyperplan de E* orthogonal à es, les L, pour 
s E S forment la famille des murs de C n A. Si E, est le vecteur unitaire de T orthogonal à 
L, situé du même côtk que C n A de L,, on a (es[ et) = - COS (x/m(s, t)) (pour S, 

t E S) et la matrice de Coxeter de W ( 5  3, no 4) s'identge à M. 
D'après le cor. 3 du th. 1, W est discret dans GL(E), donc dans G et 

opère proprement dans A. Soit S É  S. Comme Card S 2 2, l'hyperplan 
de E* orthogonal à es n'est pas orthogonal à v et son intersection L, avec A 
est bien un hyperplan. Le déplacement correspondant à s est donc un 
déplacement d'ordre 2 laissant fixes tous les points de L, : c'est nécessairement 
la réflexion orthogonale associée à L,. Il en résulte que W est bien engendré 
par des réflexions orthogonales. Le th. 2 montre alors que W est infini et la 
prop. 7 qu'il est essentiel et irréductible. 

Comme C est un cône simplicial ouvert, ayant pour murs les hyperplans 
d'équations ( x * ,  e,)=O (pour s E S), l'intersection C n A est une partie convexe, 
donc connexe, ouverte et fermée du complémentaire de la réunion des L, dans A. 
De plus C n A est non vide, car si x* E C, on a ( x * ,  v)  = v,(x*, es) > O et 

S 

( x * ,  v)-lx* E C n A. Il en résulte que C n A est une chambre de A relative- 
ment au système des L,. De plus, on a w(C n A) n L, = @ pour tout w E W 
(cf. no 4, propriété (P,)) et il en résulte que C n A est une chambre de A rela- 
tivement au système formé des transformés des L, par tous les éléments de W; 
d'après le cor. du th. 1 du tj 3, no 2, il en résulte que C n A est une chambre 
de A relative à W. 

Soit alors a$ le sommet du simplexe C n A non situé dans L,. On a 

(a?, et) = O 
pour s, t E S et s # t ,  et 

Soit E, le vecteur de T défini par les relations : 

(~,laS - a?) = us1 pour t E S, t # S. 

Le vecteur E, est orthogonal à L, et est situ6 du même côté que C n A de 
l'hyperplan L,. On a de plus : 

a t  - al") = (es, a8 - a?) quels que soient s, t Q S 

ce qui montre que ES est l'image de la classe de e, par l'isomorphisme de 
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E/EO sur T déduit de la forme quadratique B,. I l  en résulte que 

(zsl 4 = BM(es, et). 

Par suite ES est bien un vecteur unitaire et la dernière assertion de la prop. 10 
est démontrée. 
Nous dirons que l'espace affine euclidien A muni du groupe W est l'espace 
associé à la matrice de Coxeter M et nous le noterons AM. 
La proposition 10 admet une réciproque: 

PROPOSITION 11. - Soit W un groupe de déplacements d'un espace afine euclidien A, 
sati$aisant aux hypothèses du $ 3. On suppose que W est inJini, essentiel et irréductible. 
Alors la forme BM attachée à la matrice de Coxeter M de W est positive dégénérée et 
i l  existe un isomorphisme et un seul de I'espace afine AM associé à M sur A, commutant 
à l'action de W.  Cet isomorphisme transforme le produit scalaire de AM en un multiple 
du produit scalaire de A. 

Soit Co une chambre de A et soit S l'ensemble des réflexions orthogonales 
par rapport aux murs de Co. Si q ,  désigne le vecteur unitaire orthogonal à 
l'hyperplan N s  associé à la réflexion s, situé du même côté que Co de N s  
($ 3, prop. 3), la forme BM est telle que B,v(e,, et) = (qslqt)  pour S ,  t E S. 
Elle est donc positive. Comme les q ,  sont linéairement dépendants ($ 3, no 9, 
prop. 8), elle est dégénérée. 

On peut donc appliquer à M les constructions précédentes. Avec les mêmes 
notations que ci-dessus, on a ( Q I  c t )  = ( Q I  q t )  et il existe un isomorphisme cp 
d'espaces hilbertiens et un seul de T sur l'espace des translations de A tel que 
(P(E,) = y,. Soient a et b deux sommets distincts de Co et so la réflexion de S 
telle que a e N,,. Posons h = (qsola - b) et soit + la bijection affine de A, 
sur A définie par:  

Il est alors immédiat que +(L,) = N ,  pour tout s E S et que + transforme le 
produit scalaire de A ,  en un multiple de celui de A. On en déduit aussitôt 
que + commute à l'action de W. Enfin, l'unicité de 4 est évidente, car a, par 
exemple est l'unique point de A, invariant par les réflexions t e S, t # S. 

$ 5. Invariants dans l'algèbre symétrique 

1. Série de Poincaré des algèbres graduées 

Soit K un anneau commutatif à élément unité, non réduit à O. Soient M 
un K-module gradué de type Z, Mn l'ensemble des éléments de M homogènes 
de degré n. Supposons que chaque Mn soit libre de type jn i .  Alors le rang 
rg,(M,) est défini pour tout n (Alg. comm., chap. II, $ 5, no 3 ) .  



DÉFINITION 1. -S'il existe no E Z tel que Mn = O pour n < no, la série formelle 
rg,(M,)Tn, qui est un élément de Q ( ( T ) ) ,  s'appelle la série de Poincaré de M 

n 3 n 0  
et se note P,(T). 

Soient M' un autre K-module gradué de type Z, (Mk),EZ sa graduation. Sup- 
posons que ML soit nul pour n majoré par un certain nombre. Alors on a 

et, si l'on munit M8,M' de la graduation totale (Alg., chap. II, 3e éd., 
5 11, no 5) 

PROPOSITION 1. - Soit S = @ Sn. une K-algèbre graduée commutative admettant un 
n>,O 

système générateur (xl , x z  , . . . , xm) %formé d'éléments homogènes et algébriquement 
indépendants. Soit di le degré de xi, et supposons di > O pour tout i. Alors les Sn 
sont libres de rang jn i  sur K, et l'on a 

En effet, S s'identifie au produit tensoriel K[xi] 8 K [ x ~ ]  8 . . - @ K [ x ~ ] ,  
muni de la graduation totale. La série de Poincaré de K[xi] est 

et il suffit d'appliquer (2). 
Sous les hypothèses de la prop. 1, nous dirons que S est une K-algèbre graduée 
de pol_ynômes. 

COROLLAIRE. - Les degrés di sont déterminés à l'ordre près par S. 
m 

En effet, l'inverse de P,(T) est le polynôme N(T) = (1 - Tdi), qui 
i = l  

est donc déterminé de manière unique. Si q est un entier 1 et si < E C 
est une racine primitive q-ème de l'unité, la multiplicité de la racine C de 
N(T)  est égale au nombre des di qui sont multiples de q. Ce nombre est nul 
pour q suffisamment grand. Le nombre des dg égaux à q est ainsi déterminé de 
manière unique par récurrence descendante. 
On  dit que les entiers d6 sont les degrés caractéristiques de S. Leur nombre est égal 
au degré de transcendance de S sur K lorsque K est un corps; nous l'appellerons 
encore le degré de transcendance de S sur K dans le cas général. C'est la multi- 
plicité de la racine 1 du polynôme N(T). 
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Soient S = $ Sn une K-algèbre graduée commutative, R = $ Rn une 
n a 0  n a 0  

sous-algèbre graduée de S. On suppose que chaque Rn est libre de ppejni, et que le 
R-module S admet une basejnie formée d'éléments homogènes zl, z2, . . . , Ca de degrés 

N 

fi, fi, . . . , fN.  Alors, si l'on note M le K-module gradué x Ktj, le K-module 
j=1 

gradué S est isomorphe à RédpM, donc chaque Sn est libre de type fini et 
l'on a 

PROPOSITION 2. - Conservons les notations précédentes, et supposons que S et R soient 
des K-algèbres graduées de polynômes. 

(i) R et S ont même degré de transcendance r sur K. 
(ii) Soient pl, . . . , Pr (resp. ql,  . . . , gr) les degrés caractéristiques de S (resp. R). 

On a 

(iii) NplP2 . . . Pr = 9142 . . . gr. 
La formule (4) prouve d'abord que la multiplicité de la racine 1 est la 

même dans les polyndmes Ps(T)-l et P,(T)-l et, compte tenu de (3), prouve 
(i) puis (ii). 

On déduit de (ii) que 

Faisant T = 1 dans cette relation, on obtient (iii). 

Remarque. - Soient S = KIXl , . . . , X,] une K-algèbre graduée de polynômes, 
dt le degré de Xz et F(Xl, . . . , Xn) un élément homogène de degré m de S. 
Alors on a 

En effet, il est immédiat que l'application K-linéaire D de S dans S qui trans- 
forme tout Clément z homogène de degrt p en pz est une dérivation de S. 
Donc : 

n 
aF 

n 
aF mF(X1, . . . , X,) = D(F(Xl , . . . , Xn) ) = 2 D (X,) - = 2 dzXt -. 

i=l dXz i = i  aXs 



2. Invariants d'un groupe linéaire fini : propriétés de module 

Soient K un anneau commutatif ayant un élément unité, V un K-module, G un 
groupe opérant dans V. On sait que tout automorphisme de V se prolonge de 
façon unique en un automorphisme de l'algèbre symétrique S = S(V), et 
G opère donc dans cette algèbre. Si x e S et g E Gy nous noterons g, . x  le 
transformé de x par g. Soit R la sous-algèbre SG de S formée des éléments 
invariants par G. 

Supposons G fini, V de type fini, et K nethCrien. Alors S est un R-module 
de typejîni, et R est une K-algèbre de type fini (Alg. comm., chap. V, fj 1, no 9, 
th. 2). Supposons S intègre et soit N son corps des fractions. Le corps des 
fractions L de R est l'ensemble des éléments de N invariants par G (loc. cit., 
cor. de la prop. 23), donc N est une extension galoisienne de L. Tout élément de 
N s'écrit p/t avec p E S et t E R (loc. cit., prop. 23). D'après Alg., chap. II ,  
3e éd., fj 7, no 10, cor. 3 de la prop. 26, le rang du R-module S est [N:  LI. 
Supposons que G opère fidèlement dans V. Le groupe de Galois de N sur L 
s'identifie alors à Gy donc [N : LI = Card G; ainsi : 

rg,(S) = [N : LI = Card (G) . 
Pour toute algèbre graduée A = Ao CB Al CB . . . $A, CB . . . , nous noterons 
A+ l'idéal @ A,. 

n>0 

THÉORÈME 1. - Soient K un corps commutatifi V un espace vectoriel de dimension jnie 
sur Ky S = S(V) l'algèbre symétrique @ V, G un groupe jîni d'automorphismes de V, 
et R la sous-algèbre graduée de S formée des éléments invariants par G. On suppose que 
G est engendré par des pseudo-rgexions (§ 2, no l ) ,  et que q = Card(G) est étranger 
à l'exposant caractéristique de K. Alors le R-module S admet une base formée de q 
éléments homogènes. 

a) Comme chaque sous-module de S/(R+S) est libre sur Ro = Ky il 
suffit de montrer (en vertu dYAlg., chap. II, 3e Cd., $ 11, no 4, prop. 7) que 
l'homomorphisme canonique de R+@,S dans S est injectif. Pour tout R- 
module E, notons T(E) le R-module Ker(R+@, E + E) (*autrement dit 
T(E) = Tor,R(R/R+, E),). Si E, E' sont deux R-modules et si u est un homo- 
morphisme de E dans E', l'homomorphisme 1 @ u de R+ @ E dans R+ @ E' 
définit par restriction à T(E) un homomorphisme de T(E) dans T(E1) que nous 
noterons T(u). Si u' est un homomorphisme de E' dans un R-module E", on a 
T(ul o u) = T(u') o T(u). Donc, si G opère sur E de façon R-linéaire, G opère 
dans T(E). 

b)  Le groupe G opère dans S de façon R-linéaire, donc aussi dans T(S). 
Par ailleurs, T(S) est muni de manière naturelle d'une structure de S-module 
gradué. Montrons d'abord que, si g E G, g transforme tout élément x de T(S) 
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est un élément congru à x modulo SiT(S). Il suffit de le faire quand g est une 
pseudo-réflexion. Il existe alors un vecteur non nul v de V tel que g(x) - x  E Kv 
pour tout x E V. Comme V engendre S, on en déduit que g, opère trivialement 
sur SISv. Donc, pour tout y E S, il existe un élément h(y) de S tel que 

Comme S est intègre et que v est non nul, cet élément est déterminé de manière 
unique pary;  il est immédiat que h est un endomorphisme de degré - 1 du 
R-module S. Ainsi, g, - 1, = m, O h en notant m, l'homothétie de rapport v 
dans S. Donc 

dont l'image est contenue dans vT(S), ce qui prouve notre assertion. 

c) Montrons maintenant que tout élément de T(S) invariant par G est 
nul. En effet, soit Q l'endomorphisme du R-module S défini par 

pour tout y E S. On a Q (S) = R. On peut donc écrire Q = i O Q où Q est 
un homomorphisme du R-module S sur le R-module R et où i désigne l'injec- 
tion canonique de R dans S. Donc T(Q) = T(i)  o T(Q'), et T(Q) = O 
puisque T(R)  = Ker (R, 18 R + R) = O. Donc 

Or  4-1 T(g,) laisse fixes les éléments de T(S) invariants par G. Ceux-ci 
g s G  

sont donc nuls. 

d) Supposons T(S) # O. Il existe dans T(S) un élément homogène u # O 
de degré minimum. D'après b),  u est invariant par G. D'après c), u = 0. 
On a ainsi une contradiction, d'où T(S) = O. C.Q.F.D. 

Remarques. - 1) Il résulte d'Alg., chap. II, 3 e  éd., 5 11, no 4, prop. 7 que, si 
(z1, .zz , . . . , .zq) est une famille d'éléments homogènes de S dont les images 
canoniques dans S/(R+S) forment une base de S/(R+S) sur K, alors 
(z1,.zz, . . . ,zq) est une base de S sur R. 

2) Soit g une pseudo-réflexion de V, d'ordre fini n 2, premier à l'exposant 
caractéristique de K. D'après le théorème de Maschke (Annexe, prop. 2), 
on peut décomposer V en D $ H, où H est l'hyperplan formé des éléments de 
V invariants par g, et où D est une droite sur laquelle g opère par multipli- 
cation par une racine primitive n-ème de l'unité. Lorsque K = R, ceci n'est 
possible que si n = 2, et g est alors une réJiexion; dans ce cas, les groupes aux- 



quels s'appliquent le th. 1 sont donc les groupes de Coxeter finis. (Pour K = C, 
par contre, le th. 1 s'applique à certains groupes qui ne sont pas de 
Coxeter) (*) . 
THÉORÈME 2. - Les hypothèses et notations sont celles du théorème 1. 

(i) I l  existe un sous-espace vectoriel gradué de S, supplémentaire de R+S dans S, 
stable par G. 

(ii) Soit U un tel supplémentaire. L'homomorphisme canonique de U@, R dans S 
est un isomorphisme de G-modules, et la représentation de G dans U (resp. S) est 
isomorphe à la représentation régulière de G sur K (resp. R).  

En effet, pour tout entier n 2 O, les K-espaces vectoriels Sn et (R+S) n Sn 
sont stables par G, et il résulte du th. de Maschke (Annexe, prop. 2) qu'il 
existe un supplémentaire Un de (R+S) n Sn dans Sn stable par G. Alors 

Un est un supplémentaire de R+S dans S stable par G, d'où (i). 
na0 

Soit U un sous-espace vectoriel gradué de S, supplémentaire de R+S 
dans S, stable par G. D'après la remarque 1, toute base du K-espace vectoriel U 
est aussi une base du R-module S, et par suite une base du corps des fractions N 
de S sur le corps des fractions L de R. Ainsi, le L-espace vectoriel N s'identifie 
à U@, L. Comme U est stable par G, cette identification est compatible avec 
les opérations de G. L'algèbre L[G] du groupe G sur L s'identifie à l'algèbre 
K[G] 8, L. L'extension galoisienne N de L admet une base normale (Alg., 
chap. V, FJ 10, th. 5 et Alg., chap. VII, FJ 5, n o  7), ce qui peut s'interpréter 
en disant que N, considéré comme L[G]-module, est isomorphe au module de la 
représentation régulière de G sur L. Comme U est de dimension finie sur K, 
il résulte alors de l'Annexe, prop. 1, que le K[G]-module U est isomorphe 
au module de la représentation régulière de G sur K. Nos assertions en résultent 
aussitôt. 

3. Invariants d'un groupe linéaire fini : propriétés d'anneau 

THÉORÈME 3. - Les hypothèses et notations sont celles du th. 1. Dans l'ensemble des 9 s -  
tèmes générateurs de l'idéal R+ de R formés d'éléments homogènes, choisissons un élé- 
ment minimal (al, . . . , al). Soit kt le degré de ai. On suppose que les kt sont étrangers à 
l'exposant caractéristique de K. Alors 1 = dim V; les a8 engendrent la K-algèbre R, 
et sont algébriquement indépendants sur K. E n  particulier, R est une K-algèbre graduée 
de pobnômes de degré de transcendance 1 sur K. 

L'hypothèse faite sur les kt est superflue, mais n'est pas gênante pour les applications 
aux groupes de Coxeter finis, puisqu'on a alors K = R. Cf. le no 5, où l'on donnera 
d'ailleurs une autre dtmonstration du th. 3. 

(*) On trouvera une classification de ces groupes dans G. C. SHEPHARD et J. A. TODD, Finite unitary 
reflection groups, Canad. J. of Maths., t. VI (1954), p. 274-304. 
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Le th. 3 résultera de la prop. 2 (i), du th. 1, et du lemme suivant : 

Lemme 1. - Soient K un corps commutatif, S une K-algèbre graduée de polyniîmes, et R 
une sous-algèbre graduée de type jn i  de S telle que le R-module S admette une base 
(e,) a formée d'éléments homogènes. Dans l'ensemble des systèmes générateurs de l'idéal 
R+ de R formés d'éléments homogènes, choisissons un élément minimal (a,, . . . , a,). 
On suppose que, pour tout i, le degré kg de a* est étranger à l'exposant caractéristique p 
de K. Alors les at engendrent la K-algèbre R et sont algébriquement indépendants 
sur K. 

D'après Alg., chap. II, $ 11, no 4, prop. 7, l'hypothèse faite sur les a* 
équivaut à dire qu'ils sont homogènes et que leurs images dans le K-espace 
vectoriel R+/(R+)2 forment une base de cet espace. Cette condition est inva- 
riante par extension du corps de base; on peut donc se ramener au cas où 
celui-ci est parfait. 

La famille (al, . . . , a,) engendre l'algèbre R d'après Alg. comm., chap. III, 
5 1, no 2, prop. 1. Raisonnons par l'absurde et supposons que cette famille 
soit algébriquement liée sur K. 

1) Nous allons d'abord montrer qu'il existe des familles 

d'éléments homogènes de S, avec les propriétés suivantes : 

(7) BI e R pour tout i, et les Pa sont non tous nuls; 

(8) deg yk > O pour tout k; 

(9) at = 2 dikyk pour tout i; 
k=1 

S 

(10) 2 Ptdtk = O pour tout k. 
i = i  

Soient Xi, . . ., X, des indéterminées et munissons KIXl, . . ., X,] de la 
structure d'algèbre graduée pour laquelle Xi est de degré ka. Il existe des 
éléments homogènes non nuls H(X1, . . ., X,) de K[Xl, . . ., X8] tels que 
H(al ,  . . . , a,) = O; choisissons H de manière que son degré soit minimum. 

bH Si bH/bXa # O, le polynôme - (al, . . . , a,) est donc un élément homogène ax~ 
non nul de R ;  si p # 1, H n'est pas de la forme HT avec Hl E KIXl, . . . , X,]. 
Prenons alors 

Comme K est parfait, les polynômes bH/bXc e K[Xi, . . ., X,] ne sont pas 
tous nuls (Alg., chap. V, $ 1, no 3, prop. 4) ; vu l'hypothèse faite sur les kt, il 
en est de même des Pi. 



D'autre part, S s'identifie à une algèbre graduée de polynômes 

en notant xl, . . . , x, des indéterminées affectées de degrés mi > O convenables. 
Soit Dk la dérivation partielle par rapport à xk dans S. Nous prendrons 
dik = k;lDk(ut). Alors 1'Cgalité (10) est vraie car son premier membre est 
Dk(H(ul, . . ., CC,)). D'autre part, si on pose yl  = mlxl, . . .,y, = m,x,, l'éga- 
lité (9) résulte de l'égalité (5) du no l.  

2) Soit b l'idéal de R engendré par les pi; il existe une partie J de 

1 = {1) 2) . . . , s} 

telle que ( P ~ ) ~ E J  soit un système générateur minima1 de 6. On  a J # 0 car 
6 # O. Nous allons déduire de (9) et (10) que, si i E J, ut est combinaison R- 
linéaire des uj pour j # i, ce qui contredira la minimalité de (u,, . . . , u,) et 
achèvera la démonstration. 

Il existe des éléments homogènes yp de R (i E J, j E 1 - J) tels que 

En tenant compte de (11)) la formule (10) donne 

Posons 

Écrivons utk = 2 &klzX,  où les Sik~ appartiennent à R. La relation (14) 
AGA 

entraîne 2 P&k>, = O quels que soient k et A. Si i b n  des s i k h  avait une compo- 
LE J 

sante homogène de degré O non nulle, l'égalité précédente entraînerait que 
l'un des pi (i e J) est combinaison R-linéaire des autres, contrairement à la 
minimalit6 de (Pi ) (e~ . Donc 8ikl e R +  et par suite uik E R+S quels que soient i 

S 

et k. 11 existe donc des Uikh E S tels que uik = 2 uikhuh, autrement dit, 
d'après (1 3)) h=l 

Multiplions les deux membres de (15)gk par yk, et additionnons pour i fixé 
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dans J et k = 1, 2, . . ., r; en vertu de (9), on trouve 

Prenons les composantes homogènes de degré kz des deux membres. Comme 
degyk > O, on voit que ug est combinaison S-linéaire des uj avecj  # i. Comme 
S est libre sur R et que ccl, . . . , cc, E R, on en déduit que cri est combinaison 
R-linéaire des us avec j # i (Alg. comm., chap. 1, $ 3, no 5, prop. 9 d)) .  

COROLLAIRE. - Les hypothèses et notations étant celles du th. 3, le produit des degrés 
caractéristiques de R est Card (G). 

En effet, on a rg,(S) = Card (G) (formule (6), no 2). Les degrés carac- 
téristiques de S sont égaux à 1. Alors le corollaire résulte du no 1, prop. 2 
(iii) . 
Lemme 2. - Soient K un corps commutatif, V un espace vectoriel de dimension jnie sur 
K y .  S = $ Sn l'algèbre symétrique de V, s un endomorphisme de V, et s(n) le prolon- 

n t 0  

gement canonique de s à Sn. Alors, T désignant une indéterminée, on a dans K[[T]] 

m 

Tr(s(n))Tn = (det (1 - sT))-l. 
n=o 

Quitte à étendre le corps de base, on peut supposer K algébriquement clos. 
Soit (el, . . ., e,) une base de V par rapport à laquelle la matrice de s est 
triangulaire inférieure, et soient A l ,  . . ., Ar les éléments diagonaux de cette 
matrice. Par rapport à la base (el1) . . . et(r')icl>+ ,.. + g c r p n  de Sn, ordonnée 
lexicographiquement, la matrice de s(n) est triangulaire inférieure, et ses élé- 
ments diagonaux sont les produits ~ 1 ~ '  . . . hl,"'. Donc 

et par suite 

m m m m 

2 Tr(s(n))Tn = ( 2 AyTn) ( 2 AtTn) . . . ( 3 A:Tn) 
n=o n=o n=o n=o 

= (1 -- A ~ T ) - ~ ( I  - A ~ T ) - ~  . . . (1 - A ~ T ) - ~  
= (det (1 -sT))-l. 

Lemme 3. - Soient Ky V et S comme dans le lemme 2, G ungroupejni d'automorphismes 
de V, q l'ordre de G, R la sous-algèbre graduée de S formée des éléments invariants par 
G. On suppose K de caractéristique 0. La série de Poincaré de R est alors 



En effet, l'endomorphisme f = 9-1 g(n) est un projecteur de Sn sur 
g e G  

Rn,  donc T r  (f) = dim, SG. La série de Poincaré de R est alors 

et il suffit d'appliquer le lemme 2. 

PROPOSITION 3. - Les hypothèses et notations étant celles du th. 3, soit H l'ensemble 
des pseudo-rgexions appartenant à G et distinctes de 1. On suppose K de caractéristique 0. 

1 

Alors Card ( H )  = 2 (kg - 1). 
i=l 

D'après la prop. 3 de l'Annexe, on peut supposer K algébriquement clos. 
Pour tout g e G, soient Ai(g), . . . , Al (g) ses valeurs propres. Comme tout 
g E G est diagonalisable (Annexe, prop. 2), on a g = 1 si et seulement si tous 
les Aa(g) sont égaux à 1, et g E H si et seulement si le nombre des hd(g) égaux 
à 1 est 1 - 1 (nous noterons alors A(g) la valeur propre distincte de 1). La prop. 
1 du no 1 et le lemme 3 prouvent que 

dans K[[T]], donc dans K(T).  Par suite, on a dans K(T)  : 

ce qui s'écrit 

1 

O n  voit que q - (1 + T + . . + Tki-') doit s'annuler pour T = 1, 
i =l 

d'où q = kikz. . . k a ,  ce que nous savions déjà par le cor. du th. 3. Cela étant dit, 
1 

soit Q ( T )  le polynôme (1 - T)-l(q - 11 (1 + T + . . + ~ ~ i - ' ) ) .  En 
i=i 

1 

dérivant l'égalité (1 - T ) Q ( T )  = q - n (1 + T + . . . + ~ ~ i - ' )  et en 
i=l 
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faisant T = 1, on voit que - Q(1)  est la valeur pour T = 1 de 

d'où 

Revenant à (1 7), on a par ailleurs 

Donc 

O r  les éléments de G qui laissent fixes les points d'un hyperplan donné laissent 
stable une droite supplémentaire de l'hyperplan (Annexe, prop. 2), donc 
forment un sous-groupe cyclique G' de G d'après Alg., chap. V, 5 11, no 1, 
th. 1. Soit t l'ordre de G' ; les valeurs de A (g) pour g e G' sont 8, 82, . . . , et-1 

1 avec 8 racine primitive t-ème de l'unité. On a - 1 
= 1, donc 1 - 8e + 1 - et-e 

Z -- 1 - l (t - 1) = - Card (H n G'). L'égalité (18) prouve 
gEGr,  g f  1 1 - h(g) 2 2 
alors la proposition. 

Remarque. - Lorsque K = R, G est un groupe de Coxeter et H est l'ensemble 
des réflexions appartenant à G, on sait ( 5  3) que les éléments de H sont en 
correspondance binnivoque avec les murs de V. 

PROPOSITION 4. - Les hypothèses et notations étant celles du th. 3, on sufpose K 
de caractéristique # 2. Pour qu'on ait - 1 E G, il faut et il sufit que les degrks 
caractéristiques kl, . . . , kt de R soient tous pairs. 

Soit f 19automorphisme de l'algèbre S qui prolonge l'automorphisme - 1 
de V. On a f (z) = (- 1)degz z pour tout z homogène de S. Donc, si - 1 E Gy 
tout élément homogène de degré impair de R est nul, et les ki sont pairs. Réci- 
proquement, si les kt sont pairs, tout élément de R est invariant parf, et la 
théorie de Galois montre que - 1 E G. 

4. Éléments anti-invariants 

On conserve les hypothèses et les notations du th. 3, et on suppose K de carac- 
téristique O. Un élément c de S est dit anti-invariant par G si 

g(z) = (det g)-lz 
quel que soit g e G. 



Soit H l'ensemble des pseudo-réflexions appartenant à G et distinctes de 1. 
Pour tout g E H, il existe eg E V  et fs E V* tels que 

g(x) = x +,fg(x)eg, quel que soit X E V .  

PROPOSITION 5. - (i) Soit D l'élément eg de S. Les éléments de S anti-invariants 
par G sont les éléments de RD. g- 

(ii) Supposons S identijke à l'algkbre des polynômes K[Xl, . . ., Xz] par le 
choix d'une base (Xi, . . . , Xi) de V, et soient (Pl, . . . , PZ) des éléments homogknes 
algébriquement indépendants de S engendrant l'algkbre R (th. 3). Alors le jacobien 

J = det (9) est de la forme AD, où A e K*. 
0% 

a) Avec les notations de (ii), on a 

d'oh, pour tout g E G, 

g(J) (det g)dXi A . . . A dXz = g(J)d(gXi) A . . . A d(gXl) 
= g(dP1 A . . . A ~ P z )  = dP1 A . . . A dPl = JdXl A . . . A dXl 

donc J est anti-invariant par G. En outre, le corps des fractions N de S est 
extension galoisienne du corps des fractions E de R (no 2) ; si A est une dériva- 
tion de E valeurs dans un surcorps S1 de N, A se prolonge en une ddrivation 
de N dans Cl (Alg., chap. V, 5 9, prop. 5) ; comme les Pa sont algébriquement 
indépendants, on en déduit que dPl A . .  . A ~ P Z  # O, donc J # 0. 

b)  Soit z un élément de S anti-invariant par G. Montrons que z est divi- 
sible par D dans S. Soit a un vecteur non nul de V. Les éléments de G qui 
laissent stable Ka laissent stable un hyperplan supplémentaire L (Annexe, 
prop. 2) ; pour qu'un élément de G laissant stable Ka soit 1 ou une pseudo- 
réflexion de vecteur a, il faut et il suffit qu'il induise 1 dans L; les pseudo- 
rkflexions de vecteur a qui appartiennent à G constituent donc avec 1 un sous- 
groupe cyclique G' de G; soit t son ordre. Il existe une base (Xi, . . . , Xz) de V 
telle que a = Xi, Xz E L, . . . , X1 E L, et on peut identifier e à un polyndme 
P(Xl, . . ., XI) à coefficients dans K. Exprimant que g(z) = (det g)-lz pour 
g E G', on voit que Xi n'intervient dans P(X1, . . . , XI) qu'avec des exposants 
congrus à - 1 modulo t. Donc P(Xl, : . . , XI) est divisible par Xi-' = at-l. 
Or D est, à un facteur scalaire près, le produit des a$-1 pour les a E V  tels que 
t > 1, et ces éléments de S sont étrangers deux à deux. Comme S est factoriel, 
z est divisible par D. 

c) D'après a) et b ) ,  J est divisible par D dans S. Or 

deg J = 2 (kg - 1) = Card (H) 
i = l  
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(prop. 3), donc deg J = deg D, donc J = AD avec A E  K. Comme J # 0, 
on a A E K*. On  a ainsi prouvé (ii) . 

d) Les parties a) et c) de la démonstration prouvent que D est anti-inva- 
riant par G. Alors, si y E R, il est clair que yD est anti-invariant par G. Enfin, 
si z E S est anti-invariant par G, on a vu en b) qu'il existey E S tel que z=yD. 
Comme S est intègre, on a y E R. Ceci achève de prouver (i). 

"5. Compléments (*) 

Lemme 4. - Soient K un corps commutatif, V un espace vectoriel de dimension jnie sur 
K, G un groupe fini d'automorphismes de V d'ordre q inversible dans K, S l'algèbre 
symétrique de V, R la sous-algèbre de S formée des éléments invariants par G. Pour 
qu'un idéal premier $ de hauteur 1 de S soit ramifié sur p = $ n R (Alg. comm.), 
il faut et il sufit qu'il existe un élément non nul a de V et un élément non nul f de V* 
tels que $3 = Sa et que la pseudo-réflexion sa,f appartienne à G. Le groupe de décom- 
position p($) est alors le sous-groupe des éléments de G laissant Ka stable, et le 
groupe d'inertie p(Q) est le sous-groupe cyclique H u  de G formé des pseudo-réflexions 
de G de vecteur a. Le corps résiduel S(9)  de S en $ est séparable sur le corps résiduel 
R(p) de R en p, et l'indice de ramification e($/p), égal au coeficient de $, augmenté de 1, 
dans le diviseur div(DSjR) de la dzférente, est égal à Card (Hu). 

Dire que $ est ramifié sur R signifie que son groupe d'inertie p($) n'est 
pas réduit à l'identité, autrement dit qu'il existe g # 1 dans G tel que 
g(z) =z (mod. 9) pour tout z E S. Comme S est un anneau factoriel, $ est un 
idéal principal Sa, et a doit diviser tous les éléments g(z) - z (z E S);  or, 
pour z E V, ceux-ci sont homogènes de degré 1 et non tous nuls (car g # 1) ; 
donc a doit être homogène de degré 1, autrement dit a E V. Il existe alors une 
forme linéaire f sur V telle que g = sU,f. Inversement, si g est une pseudo- 
réflexion s,,f distincte de 1, on a g(z) = z (mod. Sa) pour tout z E S, donc g 
appartient au groupe d'inertie de l'idéal premier 9 = Sa. Ceci prouve la 
première assertion du lemme et les caractérisations de F($) et y($). On 
sait que le degré résiduel [S($) : R(p)] divise Card(G) = q (Alg. comm., 
chap. V, § 2, no 2) ; comme q est étranger à l'exposant caractéristique p de K 
(qui est celui aussi de S(!@)), l'extension S($) de R(p) est séparable. L'égalité 
e($/p) = Card (Hu) en résulte (Alg. comm.). Comme e($/p) est étranger à p, 
le coefficient de $ dans d i ~ ( 9 , , ~ )  est e(p/p) - 1 (Alg. comm.). Ceci achève 
la démonstration du lemme. 

Lemme 5 .  - Soient K un corps commutatif, S une K-algèbre graduée de pobnômes et 
R une sous-algèbre graduée de S. Pour que S soit un R-module libre gradué (Alg., 

(*) Dans ce numéro, nous utilisons des résultats figurant dans des chapitres en préparation du livre 
d'Algèbre commutative. Nous y renvoyons par le sigle c Alg. comm. ». 



chap. II, 3e Cd. $ 11, no 2), il faut et il su@t que les deux conditions suivantes 
soient vérijiées: 

a) R est une K-algèbre graduée de polynômes; 
b) si (al, . . . , a,) est un système générateur de la K-algèbre R formée d'éléments 

homogènes et algébriquement indépendants, ce système est une suite S-régulière (*). 
Lorsque S est un R-module de ppe fini, 6) est conséquence de a). 
Pour la démonstration, voir Alg. comm. 

THÉORÈME 4. - Soient K un corps commutatif, V un espace vectoriel de dimension jnie 
sur K, S l'algèbre vmétrique de V, G un groupejni d'automorphismes de V, et R la 
sous-algèbre de S formée des éléments invariants par G. On suppose que q = Card G 
est inversible dans K. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) G est ergendré par des pseudo-réflexions; 
(ii) S est un R-module libre gradué; 
(iii) R est une K-algèbre graduée de polynômes. 
L'équivalence de (ii) et (iii) résulte du no 2 et du lemme 5. L'implication 

(i) 4 (ii) résulte du th. 1. 
Montrons que (iii) =+- (i). Soit G' le sous-groupe de G engendré par les 

pseudo-réflexions appartenant à G, et soit R' la sous-algèbre de S formée des 
éléments invariants par G'. On  a R c R'  c S. D'après le lemme 4, on a 
div(DS/,) = d i ~ ( ( I ) ~ / ~ , ) ,  d'où d i ~ ( S ~ r / ~ )  = O. S U ~ ~ O S O ~ S  alors que R soit 
une algèbre graduée de polynômes. Comme c'est aussi le cas pour R' (puisque 
G' est engendré par des pseudo-réflexions), le lemme 5 montre que le R-module 
R' admet une base homogène ( Q I ,  . . . , Q,) ; soit qg = deg(Ql). Posons 

d = det(TrRplR(QiQr)), cf. Alg., chap. IX, 5 2. 

Le fait que div(9,,/,) soit nul montre que div(d) = O (Alg. comm.), ce qui 
signifie que d appartient à K*. Mais d'autre part TrR,IR(QiQS) est un Clé- 
ment homogène de degré qt + qj, et d est homogène de degré 2 2 qi. On  a 

1 

donc 2 qs = O, i.e. qi = O pour tout i, ce qui entraîne R' = R, d'où G' = G 
i 

d'après la théorie de Galois. On  a donc bien prouvé que G est engendré par 
des pseudo-réflexions. C.Q.F.D. 

Remarques. - 1) Sous les hypothèses du th. 4, les degrés caractéristiques 
de R ont pour produit q (formule (6) et prop. 2 (iii)), donc sont étrangers à 
l'exposant caractéristique de K. C'est ce qu'on avait annoncé au no 3. 

2) Lorsqu'on ne suppose plus que Card (G) est inversible dans K, on a 
encore (ii) + (iii) (cf. lemme 5) et (ii) ==+ (i) (cf. exerc. 8) ; l'implication 
(i) ===+ (ii) n'est par contre plus vraie (exerc. 9). 

(*) Cela signifie que, pour tout i 1 1, 2, . . ., s ] , l'image canonique de a, dans l'anneau 

S/(Sal + . . + Sai-1) 
est non diviseur de zCro dans cet anneau. 
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PROPOSITION 6. - Les hypothèses et les notations sont celles du th. 4. Soit H l'ensemble 
des pseudo-r@exions appartenant à G et distinctes de 1. On suppose que H engendre G. 
Pour tout g E H, posons g(x) = x + fg(x)eg avec eq E V, fg E V*. Posons 

(i) La dzftérente de S sur R 
(ii) Supposons S identijée à 

(Xi,  . . . , XI) de V, et soient 

est l'idéal principal SD. 
l'algèbre KIXl, . . . , XI] par le choix d'une base 
Pl,  . . . , PI des éléments homogènes algébriquement 

indkpendants engendrant l'algèbre R. Alors le jacobien J = det 
AD 05 A E  K*. 

1 

(iii) On a (deg (Po - 1) = Gard (H), 
i = l  

(iv) L'ensemble des éléments anti-invariants de S est RD. 

L'assertion (i) résulte du lemme 4. L'assertion (ii) résulte de ce que SJ 
est la différente de S sur R (Alg. comm.). L'assertion (iii) s'obtient en écrivant 
que les polynômes homogènes D et J ont même degré. La démonstration 
de (iv) est alors la meme qu'au no 4 (démonstration de la prop. 5, parties b) 

et d)).* 

fj 6. Transformation de Coxeter 

Dans ce paragraphe, V désigne un espace vectoriel réel de dimension finie 1 
et W désigne un sous-groupe fini de GL(V), engendré par des réflexions, et 
essentiel (5 3, no 7). On munit V d'un produit scalaire (xJy) invariant par W 
On note Q l'ensemble des hyperplans H de V tels que la réflexion ortho- 
gonale s, correspondante appartienne à W. 

1. Définition des transformations de Coxeter 

Nous appellerons chambre ordonnée relative à W le couple formé d'une chambre 
C déterminée par Q et d'une bijection i Hs de {1,2, . . . , 1) sur l'ensemble 
des murs de C (cf. 5 3, no 9, prop. 7). 

DÉFINITION 1. - On appelle transformation de Coxeter d$nie par une chambre ordonnée 
(C, ( H z ) ~ ~ ~ ~ ~ )  l'élément c = s,,s,, . . . sH, de W. 

PROPOSITION 1. - Toutes les transformations de Coxeter de W sont conjuguées dam W. 
Comme W permute transitivement les chambres déterminées par Q (4 3, 

no 2, th. l ) ,  tout revient à prouver ceci : soient (C, (Hl)lGtGt) une chambre 
ordonnée, et x E el; alors s,,s,, . . .s,, et SHn(r)SHn(t) . . . sH ,,,, sont conjugués 
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dans W. Compte tenu du § 4, no 8, prop. 8, ceci résultera aussitôt du lemme 
suivant : 

Lemme 1. - Soient X une forêt finie, x -g, une application de X dans un groupe î, 
telle que g, et g,, cornmutent toutes les fois que x et y ne sont pas liés dans X. Soit 5 
l'ensemble des ordres totaux sur X. Pour tout 6 e 6, soit Pt le produit dans î de la 
séquence (g,) xE d$nie par 6. Les éléments Pt sont alors conju,oués dans I'. 

1) Raisonnons par récurrence sur n = Card X. Le cas où n = 1 est 
immédiat, supposons n 3 2. Il existe dans X un sommet terminal a (chap. IV, 
Annexe, no 3, prop. 2). Soit b E X - {a) un sommet lié à a s'il en existe; 
si a n'est lié à aucun sommet de X - {a), on prend b quelconque dans X - {a). 
Dans tous les cas, ga commute à g, pour x # b. Soit q E G tel que a soit le 
plus grand élément de X et b le plus grand élément de X - {a); soit 5 e 6, 
et prouvons que &,PT sont conjugués. 

2) Supposons d'abord que, pour 6, a soit le plus grand élément de X et b le 
plus grand élément de X - (a). Soit X' le sous-graphe plein X - {a), qui 
est une forêt. Définissons une application x gh de X' dans î en posant 
gk = g, si x # b, gb = gbga. Soient t', q' les restrictions de 6, q à X'. L'hypo- 
thèse de récurrence est applicable, donc pi# et p,, sont conjugués. Mais il est 
clair que Pt, = Pt, p,, = p,, d'où le lemme dans ce cas. 

3) Supposons que a soit le plus grand élément de X pour 6. Soit Xi 
(resp. Xz) l'ensemble des éléments de X - (a) strictement majorés (resp. 
minorés) par b; soit Et la restriction de 6 à Xg. On a 

et cet élément est conjugué de pe,ptdgbga. On est donc ramené au cas 2). 
4) Dans le cas général, soit X3 (resp. X4) l'ensemble des éléments de X 

strictement majorés (resp. minorés) par a; soit la restriction de 6 à Xt. 
On a Pt = PEagaPt,, et cet Clément est conjugué de P&&sga. On est donc ramené 
au cas 3). 

Il résulte de la prop. 1 que toutes les transformations de Coxeter ont le 
même ordre h = h(W). Ce nombre s'appelle le nombre de Coxeter de W. 

Remarque. - Soient Wl,  . . ., Wm des groupes finis essentiels dans des espaces 
VI, . . ., Vm, engendrés par des réflexions. Soit C j  une chambre relative à 
Wj. Soit W le groupe Wl x . . x Wm opérant dans VI x . . x Vm. 
Alors Cl x . . . x Cm est une chambre relative à W. Les transformations 
de Coxeter de W définies par C sont les produits clcz . . . Cm, où c j  est une trans- 
formation de Coxeter de W j  définie par Cj. 

2. Valeurs propres d'une transformation de Coxeter. Exposants 

Comme toutes les transformations de Coxeter sont conjuguées (no 1, prop. 1)' 
elles ont meme polynôme caractéristique P(T). Soit h le nombre de Coxeter 
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oil m l ,  m 2 ,  . . ., ml sont des entiers tels que 

DÉFINITION 2. - Les entiers m i ,  mz , . . . , ml s'appellent les exposants de W .  
Soient C une chambre déterminée par 4, H l ,  . . ., H z  ses murs, et posons 
sg = sHi. Notons eg le vecteur unitaire orthogonal à Hg et situé du même côté 
de Hg que C. D'après la prop. 2 de l'Annexe du chap. I V ,  on peut supposer 
les Hg numérotés de telle manière que e l ,  es ,  . . . , e, soient deux à deux ortho- 
gonaux, et que e,+l, e,+z, . . ., el soient deux à deux orthogonaux. Alors 
s' = slsz . . . s, est la symétrie orthogonale par rapport au sous-espace 

V' = H l  n H z  n ... n H,, 

s" = s,+ls,+z . . . sl est la symétrie orthogonale par rapport au sous-espace 

V "  = H,+l n Hr+2 n . . . n Hz ,  

et c = s's" est une transformation de Coxeter. Comme ( e l ,  . . . , e l )  est une base 
de V ,  V est somme directe de V' et Vu. 

On en déduit d'abord que 1 n'est pas valeur propre de c. Car si x E V est 
tel que c(x)  = x,  on a s l ( x )  = s U ( x ) ,  donc x - s l ( x )  = x - sU(x )  est ortho- 
gonal à V' et V " ,  donc nul, d'où x = s f ( x )  = s"(x) E V '  n V "  = {O). 

On a par suite 

Le polynôme caractéristique de c est à coefficients réels. Donc, pour tout j, 

l'exposant de T - exp 2y dans P ( T )  est égal à celui de T-exp 2ix(h  - m j )  

D'où h 

Ajoutant membre à membre les égalités ( 2 ) ,  on obtient: 

Lemme 2. - Supposons W irréductible. Avec les notations précédentes, il existe deux 
uecteurs linéairement ind&endants s ' ,  s" tels que : 

(i) le plan P engendré par z', z" est stable par s' et s"; 
(ii) s'l P et sol P sont les réflexions orthogonales par rapport à Rs' et R z " ;  
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(iii) z', z" E C, et P n C est l'ensemble des combinaisons linéaires de z', z" à 
coeficients > 0. 

Soit (el, . . . , el) la base de V telle que (e"e5) = &j. Alors C est le cône 
simplicial ouvert déterminé par les eV§ 3, no 9, prop. 7). 11 est clair que V' 
est engendré par er+l, . . . , el et V" par el, . . . , er. Soit q l'endomorphisme de V 
tel que q(e1) = el,  . . . , q(el) = el. Sa matrice par rapport à (el, . . ., e l )  est 
Q = ((e6lej)). On  a (etlej) < O pour i # j (5 3, no 4, prop. 3). Puisque W est 
irréductible, il n'existe pas de partition (1, 2, . . . , 1) = Il u 1 2  telle que 
(eilej) = O pour i E 11 et j E 1 2 .  Donc ($ 3, no 5 ,  lemme 4) Q admet un vecteur 
propre (al, . . ., al) à coordonnées toutes > O; soit a la valeur propre 
correspondante. Posons 

et soit P le plan engendré par z' et 2". Alors P n C est l'ensemble des combi- 
naisons linéaires de z' et s" à coefficients > O. La relation q(z) = az donne 

1 1 

r, ajej = 2 aajel; en multipliant scalairement par ek (où k < r) ,  il vient 
j=l , j=l 

Ainsi, (a - 1)s" + z' est orthogonal à el ,  . . . , er, c'est-à-dire à V". Donc s" 
laisse stable le plan engendré par z" et (a - 1)z" + z', c'est-à-dire P. De 
même, s' laisse stable P. Comme s' E P n V' et Z" E P n Vu, s'lP et s"lP sont 
les réflexions par rapport à Rz' et Rz". 

THÉORÈME 1. - On suppose W irréductible. Alors : 

(i) ml = 1, ml = h -  1. 
1 

(ii) Card (6) = - lh. 
2 
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Conservons les notations précédentes. La restriction de c = s's" à P est la - 
rotation d'angle 2(r", c') ( 5  2, no 5, cor. de la prop. 6). Comme c est d'ordre h, 
les h éléments 1, c, . . . , ch-1 de W sont deux à deux distincts; les éléments s', 
s'c, . . . , s'ch-1 sont donc deux à deux distincts, et sont distincts des préctdents 
car OIP est une rotation et slcJIP est une réflexion. L'ensemble 

est le sous-groupe W' de W engendré par s' et s", et induit dans P le groupe W" 
engendré par les réflexions orthogonales par rapport à Rz', &". Le transformé 
de C par un élément de W' est disjoint de - C ou égal à - C. Donc le trans- 
formé de P n C par un élément de W" est disjoint de - (P n C) ou égal à 
- (P n C). Donc, pour une orientation convenable de P, il existe un entier - x m > O tel que (r", r') = (5  2, no 5 ,  cor. de la prop. 7) .  Par ailleurs, les 

ensembles g1(C), pour g' E W', sont deux à deux disjoints; les ensembles 
g"(P n C), pour g" E W", sont donc deux à deux disjoints; ainsi, W" est d'ordre 

2x 2h. D'où m = h. En définitive, clP est une rotation d'angle ?, et admet par 
I L  

2ix suite les valeurs propres exp-, exp 
h 

2iz(h - l ) .  Ceci prouve que m l  = 1, 
ml = h-1. h 

Les transformées de Re' et Rz" par W' sont h droites Dl,  . . ., Dh de P, 
et les points de P - (Dl u . . . u Dh) sont transformés par des éléments de 
W' de points de P n C. Donc un hyperplan de Q coupe nécessairement P 
suivant l'une des droites Dz, et par suite est transformé, par une opération 
de W', d'un hyperplan de 4 contenant &' ou &". 

Or, tout H E Q  qui contient Rz' eft l'un des hyperplans Hl ,  . . ., Hr. 
En effet, soit e, le vecteur unitaire orthogonal à H et situé du même côté 
de H que C. On a e, = Alel + + Alel avec des Ag tous Z O (5  3, no 5 ,  
lemme 6, (i)). Or  O = (e,lrl) = A,+lar+l f . . + Alal, donc 

Supposons que deux des Ai  soient non nuls, par exemple A l  et 12; comme 
el ,  . . . , e, sont deux à deux orthogonaux, on aurait 

et les coordonnées de sl(e,) ne seraient pas toutes de même signe, ce qui est 
absurde (loc. cit.). Donc e, est proportionnel à l'un des vecteurs e l ,  . . . , e,, ce 
qui prouve notre assertion. De même, tour H E 6 qui contient Rz" est l'un des 
hyperplans Hr+l, . . . , Hl. 

Le nombre d'éléments de 6 contenant Rz' ou Rt"  est donc 1. Si h est 
h pair, Card(6) est donc égal à - 1. Si h est impair, Card(Q) est égal à 
2 
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h-1 h-1 
2 

1 $ r, et aussi à - 
2 

1 + (1 - r )  ; d'où r = 1 - r, de sorte que 

Remarque. - Conservons les notations de la démonstration précédente. Soient c' 
l'extension C-linéaire de c à V @ RC, et c" la restriction de c' à P @ RC. D'après 
l'étude de clP, cl1 admet un vecteur propre x correspondant à la valeur propre 

2ix et ce vecteur propre n'appartient à aucun ensemble D n C, où D 
exp h7 
désigne une droite de P (puisque D n'est pas stable par c). Or, pour tout 
H E @, on a vu que H n P est une droite; donc x e H @ &. 

COROLLAIRE. - Soit RO l'ensemble des vecteurs unitaires de V orthogonaux à un élément 
de 4. Si W est irréductible, on a, pour tout x E V, 

Posons f (x) = (xIu)~. Il est clair que f est une forme quadratique posi- 
UER0 

tive invariante par W, non dégénérée puisque les el forment une base de V. 
Comme W est irréductible, il existe une constante P telle que f (x) = p(xlx) 
($ 2, no 1, prop. 1). Si (xz)iGiGl est une base orthonormale de V pour le 
produit scalaire (xly), on a 

= 1 = Card (Ro) = 2 Card (4) = hl. 
UER. 

D'où p = h, ce qui prouve (4). 

PROPOSITION 2. - Si h est pair, l'unique élément de W qui transforme C en - C 
est ~ " 2 .  

Adoptons les notations de la démonstration du th. 1. Puisque clP est une 
2x rotation d'angle -, ch12 transforme z1 en - z', z" en - zl', donc Z' + z" = s 
h 

en - z. Or  z E C, donc la chambre cUz(C) est nécessairement - C. 

PROPOSITION 3. - Supposons W irréductible. Soient u l ,  . . . , ul des éléments homogènes 
de l'algèbre symétrique S = S(V), algébriquement ind4endants sur R et engendrant 
l'algèbre des éléments de S invariants par W (4 5, no 3, th. 3).  Sipj  est le degré de u j ,  
les exposants de W sont pi - 1, . . . , pz - 1. 

Posons V' = V RC, S' = S (V') = S @ &, et prolongeons le produit 
scalaire de V en une forme hermitienne sur V'. Si c est une transformation 
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de Coxeter de W, il existe une base orthonormale (Xz)lGzGl de V' formée de 
vecteurs propres de c g  1 (Alg., chap. IX, $ 7, no 3, prop. 4) ; on peut supposer 

en outre que, pour 1 < j < 1, X j  correspond à la valeur propre enp '*j de 
h 

c g  1. Il est clair que S' s'identifie à l'algèbre CIX1, . . . , XI], et l'on peut écrire 
uj 8 1 = Jj(Xl, . . . , XI), où f j  est un polynôme homogène de degré pj dans 

a 
C[Xi, . . ., XI]. Posons Dg = et J(X1, . . . , XI) = det (Dk fj). Rappelons 

( 5  5, no 4, prop. 5) que J(Xl,  . . ., XI) est proportionnel au produit dans S' de 
Card(4) vecteurs yk de V donc chacun est orthogonal à un hyperplah de 4. 
Comme on peut supposer que Xi e H 8 C pour tout H E 4 (Remarque), les com- 
posantes sur Xi de chacun des vecteursyk sont # 0, donc J(1, 0, 0, . . . , O )  # 0. 
La règle de développement d'un déterminant prouve alors l'existence d'une 
permutation a de {1,2, . . . ,1)  telle que (Do(jj.fi) (1,0, 0, . . . , O )  # O  pour tout j. 
Comme fj  est homogène de degré p j  - 1, le coefficient de X?-~X,(~, 
dans fj(Xl, . . . , XI) est non nul. Orf3(Xl,  . . ., XL) est invariant par c g  1, et 

Ceci prouve que pj - 1 + m,,, = O (mod. h). Or  h - est un exposant 
(formule (2)). En permutant les u j ,  on peut donc supposer que PI- 1 = mj 
(mod. h) pour tout j. Comme pj - 1 2 O et mj < h, on a pj - 1 = mj + pjh 
avec pj entier 2 O. D'après le § 5, prop. 3, on voit que 

1 

Compte tenu de la formule (3) et du th. 1 (ii), on obtient h X pj = O, donc 
j=l 

pj = O, pour tout j et finalement pj  - 1 = mj pour tout j. 

COROLLAIRE 1. - Si (mc) l G z s  l est la suite croissante des exposants de W, l'ordre de 
W est égal à (mi + l)(mz + 1) . . . (ml + 1). 

Ceci résulte des relations m j  + 1 = pj et du fj 5, no 3, cor. du th. 3. 

COROLLAIRE 2. - Si c est une transformation de Coxeter de W, 

exp (T) et exp (- T) 
sont des ualeurs bropres de multiplicité 1 de c. 

Dans le cas contraire, il existerait deux invariants homogènes de degré 2 
non proportionnels dans S, d'où deux formes quadratiques non proportion- 
nelles sur V* invariantes par W, contrairement au § 2, no 1, prop. 1. 
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COROLLAIRE 3. - Pour que l'homothktie de rapport - 1 dans V appartienne à W ,  il 
faut et il  sufit que tous les exposants de W soient impairs. Lorsqu'il en est ainsi, h est 
pair et l'on a chi2 = - 1 pour toute transformation de Coxeter c de W .  

La première assertion résulte du fj 5 ,  no 3, prop. 4. Supposons les exposants 
de W impairs. Alors h est pair d'après la formule ( 2 ) ,  et 

(enp 2 T )  = exp ( k m j )  = - 1 ; 

donc chi2 = - 1 puisque c est un automorphisme semi-simple de V (Alg., 
chap. IX, $ 7, no 3, prop. 4). 



ANNEXE 

COMPLÉMENTS 
SUR LES REPRI~SENTATIONS LINÉAIRES 

La proposition suivante généralise la prop. 13 du chap. 1, 5 3, no 8. 

PROPOSITION 1. - Soient K un corps commutatif, A une K-algèbre, V et W deux 
A-modules à gauche qui sont des espaces vectoriels de dimension finie sur K. S'il existe 
une extension L de K telle que les (A@,L)-modules V@,L et W @,L soient ho- 
morphes, alors les A-modules V et W sont isomorphes. 

a) Supposons d'abord que L soit une extension de K de degréfini n. Comme 
V@,L et W@,L sont isomorphes en tant que (A@,L)-modules, ils sont 
isomorphes en tant que A-modules; mais, en tant que A-modules, ils sont 
isomorphes respectivement à Vn et Wn. Or  V et W sont des A-modules de 
longueur finie; donc V (resp. W) est somme directe d'une famille (MPi)lGtsp 
(rezp. (Nf')lGjG,) de sous-modules tels que les Mt (resp. Nj) soient indé- 
composables, et que deux Mi (resp. Nj) d'indices distincts soient non iso- 
morphes (Alg., chap. VIII, 5 2, no 2, th. 1). Alors Vn (resp. Wn) est somme 
directe des M(i (resp. N?*j) ; on en conclut (loc. cit.) que p = q et qu'après 
permutation éventuelle des Nj, Ma est isomorphe à NI et nrt égal à nsi pour 
1 < i < p. Donc V est isomorphe à W. 

b) Supposons que K soit un corps infini. L'hypothèse entraîne que V et W 
ont même dimension sur K. Soient (ea)lGl;Gm, (e{)lGtGm des bases de V et W 
sur K, (ai) une base de A sur K. Un isomorphisme u : V@,L + W @,L 
est une application L-linéaire bijective qui est en même temps un (A@,L)- 
homomorphisme, autrement dit qui vérifie les conditions: 

(1) aÀu(et) = u(axet) pour tout A et tout i. 

Posons a~er = $, yxrjej, aie$ = 2 yigjei, où les yxzj et yizj appartiennent à Ky 
J f 

et u(ei) = 2 &ej, où les Err appartiennent ti L. Les conditions (1) s'écrivent 
J 
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quels que soient A, i, k. Par hypothèse, les équations linéaires homogènes (2) 
ont une solution (Si,) e L ~ '  telle que det(%,) # O. Comme les coefficients 
du système (2) appartiennent à K, on sait (Alg., chap. II, 3e  éd., 8 8, no 5, 
prop. 6 )  que ce système admet aussi des solutions non triviales dans K"'; 
soit E le sous-espace vectoriel de M,(K) = K ~ ' ,  non réduit à 0, formé par 
ces solutfons. Soit (cz)l<zSp une base de E, et posons (Et,) = 2 qlcz pour 

1 
toute matrice (Ezj) E E; alors det(czf) est un polynôme P(ql, 1 2 ,  . . ., 7,) 
à coefficients dans K. En outre, on sait (loc. cit.) que les solutions de (2) dans 
L ~ '  sont de la forme 2 Clcl, avec cette fois Cl E L; pour une telle solution, 

1 

det(Etj) est égal à P(C1, . . ., Cp). Ceci posé, si on avait P(q1, . . ., 7,) = O 
quels que soient ql ,  . . . , q, E K, les coefficients de P seraient nuls puisque K 
est infini; on aurait alors P(C1, . . . , Cp) = O quels que soient C i ,  . . . , C, E L, 
ce qui est contraire à l'hypothèse. On peut donc trouver une matrice 
(Eli) e E telle que det(Ezj) # O, et l'application linéaire correspondante 
V -+ W est un isomorphisme. 

c) Cas général. Soient Q une extension algébriquement close de L, Ko 
la clôture algébrique de K dans Q. L'hypothèse entraîne que V@, Q et 
W 8, Q sont des (AB, Q)-modules isomorphes. Comme Ko est infini, la partie 
b) montre que V 8, Ko et W @, Ko sont des (A 8, K0)-modules isomorphes. 
Gardant les notations de b),  le système (2) admet une solution (Es,) E K;' 
telle que det(Elj) # O. Mais les E,, appartiennent à une même extension 
algébrique K i  de degré fini de K. Les (A @, Ki)-modules V @, Ki et W 8, K i  
sont isomorphes, et on conclut à l'aide de a). 

PROPOSITION 2 (Maschke). - Soient A un anneau ayant un blément unité, E un 
A-module à gauche, F un sous-module facteur direct, G un groupejni d'ordre q, p une 
représentation linéaire de G dans E. On sup@ose que 9.1 est inversible dans A et que F 
est stable par G. I l  existe alors un supplLmentaire de F dans E stable par G. 

Soit p un projecteur de E sur F. Pour tout x E E, 

On a f (x) E F et f (y) = y  pour tout y E F, donc f est 
sur F. D'autre part, si t E Gy on a 

posons 

un projecteur de E 

Donc f commute à p(G), de sorte que Ker f est un supplémentaire de E stable 
par G. 



126 GROUPES ENGENDRÉS PAR DES RÉFLEXIONS Ch. v 

COROLLAIRE. - Soient G un groupe Jini d'ordre q, K un corps commutatif dont la 
caractéristique ne divise pas q. Alors l'algèbre de G relativement à K est semi-simple. 

En effet, d'après la prop. 2, tout module sur cette algèbre est semi-simple. 

PROPOSITION 3. - Soient A un anneau commutatif, M un A-module, G un groupeJini 
opérant dans My et A' un A-module. On suppose que l'ordre q de G est inversible dans A. 
Soit M~ l'ensemble des éléments de M invariants par G. Alors Z'homomorphisme cana- 
nique de M~ @, A' dans M @,A' définit un isomorphisme de M~ @, A' sur le module 
(M 8, A ' ) ~  des éléments de M @, A' invariants par G. 

En effet, soit Q l e  projecteur de M sur M~ défini par Q(x) = 4-1 g(x) 
g E G  

pour tout x e M. Si i désigne l'injection canonique de M~ dans M, Q o  i 
est l'application identique de MG, donc (Q @ l,,) o (i @ l,,) est l'application 
identique de MG@,A'. Comme Q @ 1,g = q-l 2 (g @ 1 , ~ ) ~  l'image de i @  1 ~ 1  

g E G  

est (M A ' ) ~ .  D'autre part, i @ l,, est injectif d'après ce qui précède. 

Remarque. - La proposition précédente s'applique notamment lorsque A' est 
une A-algèbre. Dans ce cas, M ~ @ , A '  est un sous-A'-module de M @, A'. 



Exercices 

1) Soit K un anneau commutatif ayant un élément unité, soit E un A-module, et soit E* 
son dual. On note cp l'homomorphisme canonique de EBE*  dans End(E). 
a) On appelle pseudo-re3exion de E tout élément distinct de 1 dans End(E) de la forme 

avec x E E et y* E E*. Un tel élément s est appelé une réflexion si l'on peut choisir x, y* de 
telle sorte que <x, y*> = 2; montrer que l'on a alors s2 = 1 et s(x) = - x. 
b) Soient x E E, y* E E* tels que (x, y*) = 1 et soit s la réflexion correspondant au couple 
(2x, y*). Montrer que E est somme directe du sous-module Kx engendré par x et de l'ortho- 
gonal H dey*. Montrer que Kx est libre de base x, et que s est égal à 1 sur H et à - 1 
sur Kx. 

2) Les notations ttant celles de l'exerc. 1, montrer que det(sx,,,) = 1 - <x, y*> si E est un 
K-module libre de type fini. 

qJ 3) Soit V un espace hilbertien complexe de base el, . . ., el. Pour 1 a i < 1, soit si une 
pseudo-réflexion unitaire, de vecteur et, telle que sc(e6) = cter, avec cc # 1 ; un élément de V 
est invariant par sa si et seulement si il est orthogonal à ez. Soit W le sous-groupe de GL(V) 
engendré par les st . i 
a) Soit i un entier > 1. Montrer que tout élément de AV invariant par W est nul. (Raison- 
ner par récurrence sur 1; si V' est le sous-espace de V engendré par el, . . . , el-, , et si e est un 

i 

vecteur non nul orthogonal à V', on écrira tout élément de AV sous la forme a + (6 A e), 
i L i  

avec a E Av' et b E /\ V'; si a + ( b  A e )  est invariant par W, a et b sont invariants par le 
groupe W' engendré par sl, . . ., sz-,, ce qui permet d'appliquer l'hypothèse de récurrence). 

b)  On suppose Wjni. Montrer, en utilisant a), que, pour tout endomorphisme A de V, on a : 

2 det(1 - Aw) = Card(W). 
W E  W 

En déduire que, pour tout AE End(V), il existe w E W tel que Aw n'ait aucun point fixe 
non nul. 
c) Soit I' le graphe dont l'ensemble des sommets est (1, 1), les arêtes étant les ensembles {i, j )  
tels que et et el ne soient pas orthogonaux. Montrer que V est un W-module simple si et 
seulement si r est connexe et non vide. I 

d )  On suppose que V est un W-module simple. Montrer que les W-modules /\v (O i < 1) 
sont simples. (Montrer qu'il existe un entier j tel que le graphe l? - { j )  soit connexe. Rai- 
sonner par récurrence sur l, en appliquant l'hypothèse de récurrence au sous-espace V' 
engendré par les et, i # j.) Montrer que ces modules sont deux à deux non isomorphes (*). 

(*) Cet exercice, inédit, nous a été communiqué par R. Steinberg. 
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1) Les notations et hypothèses étant celles du no 1, montrer que les chambres relatives à W 
sont des simplexes ouverts si et seulement si W est infini et irrtductible. Montrer que E/W 
est compact si et seulement si W est produit de groupes infinis et irréductibles. 

2) Soient V un espace vectoriel rtel de dimension finie, muni d'un produit scalaire, F un sous- 
groupe fini du groupe orthogonal de V engendré par des réflexions, A un sous-groupe discret 
de V stable par F, W le groupe de déplacements de V engendré par F et par les translations 
dont le vecteur appartient à A. Soit 4 l'ensemble des hyperplans H de V tels que sH E F. 
Soit R l'ensemble des tléments de A qui sont orthogonaux à un élément de 4. 
a) Pour que W soit engendré par des réflexions, il faut et il suffit que R engendre A. 
b) Dans R2 muni du produit scalaire ( ( x ,  y), (x', y')) w xx' + yy', soient 

F le groupe diédral engendré par les SA,, A le sous-groupe discret de R2 engendré par les e,, 
z 

sous-groupe qui est stable par F. Montrer que W n'est pas engendré par des réflexions. 

3) Soient V un espace vectoriel réel de dimension finie et W un sous-groupe fini de GL(V) 
engendrt par des rtflexions. Montrer que tout élément d'ordre 2 de W est produit de réflexions 
appartenant à W et commutant deux à deux. (Raisonner par rtcurrence sur dim V, en 
utilisant la prop. 2.) 

4) Soient V un espace vectoriel réel de dimension finie, W un sous-groupe fini de GL(V) 
engendré par des réflexions, w un Clément de W, V' un sous-espace vectoriel de V stable par 
w, et k l'ordre de la restriction wlV' de w à V'. Montrer qu'il existe x a W d'ordre k, laissant 
V' stable, et tel que xlV' = wlV'. (Soit W' l'ensemble des éléments de W laissant fixes les 
points de V'. Ce groupe est engendré par des réflexions, et w permute les chambres relatives 
à W'; en déduire qu'il existe h E W' tel que wh laisse stable une chambre de W'; montrer 
que l'on peut prendre x = wh.) 

41 5) Soient V un espace vectoriel réel de dimension finie, W un sous-groupe fini de GL(V) 
engendré par des rtflexions, C une chambre de W et S l'ensemble des murs de C. Si J c S, 
soit WJ le sous-groupe de W engendré par les sH pour H E  S, et soit c(J) = (- l)Card(J). 
Montrer que l'on a : 

(Soient (xly) un produit scalaire sur V invariant par W, Z la sphère unit6 de V, p une mesure 
positive sur Z invariante par W et de masse totale 1. Si H E  S, soit DH le demi-espace ouvert 
déterminé par H et contenant C. Soit EH = DH n 2,  On a 

d'où 

= Jcs Z c ( ~ ) l i ( f i ~ H ) .  

Conclure en remarquant que n EH est l'intersection avec Z d'une chambre de WJ, donc a 
H E J  

une mesure tgale A l/Card (WJ).) 
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Retrouver la formule (*) au moyen de l'exercice 26 e) du chap. IV, 8 1 (faire t = 1 dans 
l'identité démontrée dans l'exercice en question). 

6) a) Soient K un corps commutatif, V un espace vectoriel de dimension finie n sur K, 
<p une forme bilinéaire symétrique sur V, N le noyau de Q. On suppose dim N = 1. Montrer 

n - i  

que le noyau de l'extension de <p à /\ V est de dimension n - 1. 

b) On suppose de plus K = R et Q positive. Soient (el, . . . , en) une base de V, et a+, = cp(e6, ej). 
On suppose aij < O pour i # j. On suppose que 11, 2, . . . , n) n'admet pas de partition 1 u J 
telle que ai, = O pour i E 1, j E J. Soit At, le cofacteur de al, dans la matrice (ai,). Montrer que 
Air > O quels que soient i et j. (Soit clel + - . + cnén un vecteur à coordonnées toutes > O 
engendrant N. Montrer que chaque ligne et chaque colonne de (AI,) est proportionnelle à 
(C I ,  . . . , en). En déduire que AI, = y<& avec une constante p. En considérant les Ait, 
montrer que y > 0.) 

c) Montrer que '51, . . ., c n  sont proportionnels à \/G, . . ., \/A,. 

7) Soit q(El, . . ., En) = 2 a&& (atj = a5t) une forme quadratique positive dégénérée sur 
b J  

R", telle que a<, d O pour i # j. On suppose que (1, 2, . . ., n} n'admet pas de partition 
1 u J telle que al, = O pour i E J, j E J. 

a) Montrer que, si on fait Er = O, on obtient une forme positive non dégénérée par rapport 
a El ,  - .  ., Et-,, &+i, .. ., En. 

b) Montrer que art > O pour tout i. (Soit (ci, . . ., en) un élément du noyau de q, avec ci > 0, . . . , Cn > O. Utiliser l'égalité al& + . . + an& = 0.) 

c)  Montrer que si on remplace un seul des atj par un ai, < arj, la nouvelle forme est non 
positive. (Utiliser l'égalité 2 ai5Ct<5 = 0.) 

4 J 

8) Soit (ai5) une matrice réelle symétrique à n lignes et n colonnes. 
n 

a) On pose sa = 2 ai*. Quels que soient [i, . . ., En E R, on a 
i=l  

b) Soient ci, . . ., cn E R*. Posons 2 <tatk = tk. Alors 
8 

Et (Remplacer, dans a), ti par - et ark par ctckatk). 
c t  

c) S'ilexistedesnombres~,, ...,< ,>Otelsque 2 ctatk = O ( k =  1,2, ..., n), etsiat,<O 

pour i # j, alors la forme quadratique 2 at&Ek &t positive dégénérée. (Utiliser b).) 
1. k 

d) Soit qijStEj uneforme quadratique sur Rn telle que qtj $ O pour i # j. On suppose 
i, J 

que (1, 2, . . . , n) n'admet pas de partition 1 u J telle que q t j  = O pour i E 1 et j E J. Pour que 
la forme soit positive non dégénérée, il faut et il suffit qu'il existe <i > 0, . . . , <. > O tels que 

<tqtk= O ( k =  1, ..., n). 
i 
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coefficients dans A. E n  déduire que les coefficients des polynômes caractéristiques des o (w)  
sont des entiers algébriques. 

X qj 6 )  a)  Soit m u n  entier 2 2, ou + m .  Montrer que « 4 cos2 - E Z » équivaut à 
« m e  (2,  3, 4, 6 ,  + a }  P. m 

b) Soit l? u n  réseau de E ,  i.e. u n  sous-groupe discret de E de rang d im E. Montrer que, si l? est 
stable par W ,  les entiers m(s, s') pour s # s' appartiennent tous à l'ensemble (2,  3,4,  6 ,  + oo }. 
(Observer que l'on a alors T r ( o ( w ) )  E Z pour tout w E W ;  appliquer ce résultat à w = ss', 
et utiliser a )  ci-dessus.) 
c) O n  suppose que m(s, t )  E {2, 3, 4, 6 ,  + oo ) pour s # t E S. U n e  famille ( . Y ~ ) ~ E S  de nombres 
réels positifs est dite rudicielle si elle vérifie les conditions suivantes : 

m(s, t )  = 3 ===+ xs = xt 
m(s, t )  = 4 ===+ xs = 42.xt ou  xt = i P . x s  

,- 

m ( s , t ) = 6  = + x s = \ j ? . x t  ou x t=\ /3 . x s  
m(s, t )  = f cc ===+ x, = xt, OU X s  = 2xt, ou  xt = 2x8. 

Si (x8)  est une telle famille, on pose as  = xses. Montrer que l'on a 

os(at)  = at - n(s, t )as ,  avec n(s, t )  E Z. 

E n  déduire que le réseau l? de base ( a s )  ses est stable pur W.  
d )  Les hypothèses étant celles de c), on suppose que le graphe de ( W ,  S )  est une forêt. Montrer 
qu'il existe alors au moins une famille radicielle (xs) .  (Raisonner par récurrence sur Card ( S )  ; 
appliquer l'hypothèse de récurrence à S - {s,,), où  s,, est u n  sommet terminal d u  graphe 
de S.) 
e )  Les hypothèses étant celles de c ) ,  on  suppose que le graphe de (W, S )  est u n  circuit. Soit 
n4 (resp. ne) le nombre d'arêtes {s, t }  de ce graphe dont le coefficient m(s, t )  est égal à 4 (resp. 
à 6 ) .  Montrer que, pour qu'il existe une famille radicielle, il faut et il suffit que nr et ne soient 
tous deux pairs. Si cette condition n'est pas réalisée, montrer qu'il n'existe aucun réseau de E qui 
soit stable par W (si S = {s,, . . ., sn} ,  avec st lié à st+i pour 1 < i < n - 1 ,  et s, lié à s l ,  
on posera c = sl . . . s,, et l'on montrera que Tr (o (c ) )  n'est pas u n  entier). 

7) O n  suppose (W, S )  irréductible et B.hf positive. 
a )  Montrer que, pour toute partie T de S distincte de S,  le groupe WT est fini (utiliser le th.  2 
ainsi que le lemme 4 d u  § 3, no 5 ) .  
b) Montrer que, si Card ( S )  3 3, tous les m(s, s') sont finis. 
c )  O n  suppose W infini. Montrer que, si T c  S, T # S, le groupe o ( W T )  laisse stable u n  
réseau de R T .  En déduire que, si Card ( S )  2 3, tous les m(s, s'), s # s', appartiennent à 
l'ensemble {2, 3, 4 ,  6 )  (utiliser l'exerc. 6 ) .  

8 )  Soient s E S et w E W .  Montrer que, si l(ws) > l (w) ,  l'élément w(es) est combinaison linéaire 
à coefficients O des et pour t E S ; montrer que, si l(ws) < l (w) ,  w(e,) est combinaison linéaire 
à coefficients 6 O des et. (Appliquer la propriété (P,) d u  no 4 à w-1, et raisonner par polarité.) 

9 )  Montrer que l'intersection des sous-groupes d'indice fini de W est réduite à l'élément neutre 
(utiliser l'exercice 5 ) .  En déduire qu'il existe u n  sous-groupe d'indice fini de W qui ne contient 
aucun élément d'ordre fini, à part l'élément neutre. (Utiliser l'exercice 2 d).) 

q IO) Soit G u n  sous-groupe fermé de G L ( E )  contenant W.  O n  suppose que G est unimodu- 
laire (Intégr., chap. VII, § 1 ,  no 3) .  Soit D une demi-droite de E* contenue dans C, et soit G D  
le stabilisateur de D dans G. 
a)  Soit A l'ensemble des éléments g E G tels que g (D)  c C.  Montrer que A est ouvert, stable par 
multiplication à droite par G D ,  et que l'application composée A + G -+ W\G est injective, 
W\G désignant l'espace homogène des classes à droite de G suivant W .  
b) Soit p une mesure de Haar sur G. Montrer que, si p ( A )  est fini, le sous-groupe G D  est com- 
pact. (Soit K u n  voisinage compact de  l'élément neutre contenu dans A; montrer qu'il existe 
u n  nombre fini d'éléments ht E G D  tels que tout ensemble de  la forme Kh, avec h E G D ,  ren- 
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contre l'un des Khi; en déduire que GD est contenu dans la réunion des K-'.K.hr, donc 
compact.) 
G) Soit v une mesure sur W\G invariante par G. Montrer que, si v(W\G) < co, alors GD 
est compact. 

qJ 11) Soit H le sous-ensemble de Rn formé des points x = (x,, . . ., ~ ~ - 1 )  pour lesquels la 
forme 

B(x) = - xi + xS + + 
est < O, et soit P H  l'image de H dans l'espace projectif Pn-1(R). Soit G le groupe orthogonal 
de la forme B. 
a) Montrer que P H  est un espace homogène de G, que le stabilisateur d'un point de P H  est 
compact, et que G opère proprement sur PH. 
b) Soient o et R les formes différentielles sur H définies par les formules : 

Montrer que fi est l'image réciproque par la projection canonique x : H + P H  d'une forme 
différentielle fi sur PH. Montrer que la mesure positive v associée à fi (Var. di$ R, 
2e partie) est invariante par G, et que c'est la seule, à un facteur scalaire près. 

c) Soit C un cône simplicial ouvert de sommet O dans R" (8 1, no 6). On suppose C contenu 
dans H, et on note PC l'image de C par x : H + PH. Montrer que, si n 2 3, on a v(PC) < co 

n-1 

(identifier P H  au sous-espace de Rn-1 formé des (x,, . . . , xn-1) tels que r( x: < 1, et déter- 
i = i  

miner la mesure correspondant à v sur ce sous-espace). Montrer que P C  est relativement 
compact dans P H  si et seulement si C est contenu dans H. 

91 12) On suppose que la forme x .  y = BM(x, y) est non dégénhrke et que W est injni. On iden- 
tifie E à son dual E* au moyen de BM; en particulier, on désigne par (e:) la base de E duale 
de la base (es), et par C l'intérieur du cône simplicial C engendré par les e:. Soit G le groupe 
orthogonal de BM, et soit y une mesure de Haar sur G; le groupe G est unimodulaire, et 
contient W. 
a) Montrer que, si v(W\G) < w (oh v est une mesure invariante par G), la forme BiW est de 
signature (n - 1, l),  avec 

et que l'on a x.x < O pour tout XEC.  
(Soit x E C tel que x.x # O, et soit L, l'hyperplan orthogonal à x. Montrer, en utilisant 

l'exerc. 10, que la restriction de BM à L, est, soit positive, soit négative; le second cas 
entraînerait que la forme Bw soit de signature (1, n - l ) ,  et l'on montrera que c'est impos- 
sible. En déduire que x.x < O pour tout x e C, d'oh x.x < O, puisque C est ouvert.) 
b) Réciproquement, supposons BM de signature (n - 1, 1) et x.x < O pour tout x E C (auquel 
cas on dit que W, ou (W, S), ou le graphe de Coxeter correspondant, est de tyPe hyperbolique). 
Soit H l'ensemble des x E E tels que x. x < O, et soit H, la composante connexe de H conte- 
nant C. Montrer que H est réunion disjointe de H, et de H- = - H,, et que H- est 
contenu dans le cône simplicial engendré par (ea)aés (utiliser le fait que H- est le polaire 
de H,). Montrer que H+  et H- sont stables par W. 
c) On conserve les notations et hypothèses de b). Soit f la forme linéaire sur E dtfinie par 
f (es) = 1 pour tout s E S. Si x E H, posons cp (x) = f(x)Z/(x. x). Si P H  désigne l'image du cône 
H dans l'espace projectif P(E), la fonction cp définit une fonction r j  sur PH. Montrer que l'appli- 
cation 

p : PH -+ )- O) 



9 4 EXERCICES 133 

est propre. En déduire que, pour tout x E H +  , les fonctions w + cp(w .x) et w f (w .x) 
atteignent leur maximum pour une valeur wl de W (utiliser le fait que G opère proprement 
sur PH-f. exerc. 11, et que W est discret dans G) ; montrer que ces propriétés équivalent à 
wl(x) E C. En déduire que C n H +  est un domainefondamental pour l'action de W dans H+,  et 
que l'image de ce domaine fondamental dans P H  a une mesure finie pour la mesure inva- 
riante v de P H  (utiliser l'exerc. 11). En conclure que l'on a v(W\G) < co. Montrer que W\G 
est compact si et seulement si C est contenu dans H,, i.e. si e$ . e f  < O pour tout s E S (on dit 
alors que W, ou (W, S), ou le graphe de Coxeter correspondant, est de fgpe hyperbolique compact). 

91 13) Montrer que, pour que (W, S) soit de type hyperbolique (cf. exerc. 12), il faut et il 
suffit que les deux conditions suivantes soient vérifiées : 

(HI) La forme Bnf n'est pas positive. 
(Hz) Pour toute partie T de S distincte de S, la forme BY(T) associée au système de Coxeter 

(WT, T) est positive. 
(Si (W, S) est de type hyperbolique, on a vu que ez .e$ < O pour tout s E S, les notations 

ttant celles de l'exerc. 12. La restriction de B.M à l'hyperplan E(s) orthogonal à e: est donc 
2 O; comme E(s) est engendré par les e t ,  t f s, on en déduit (Hz). Inversement, supposons 

(Hi) et (HZ) vérifiées; soit x = 2 ases un élément de E tel que x.x<O; soit x+ (resp. x-) 
S 

la somme des a,e, pour lesquels as est > O (resp. < O) ; montrer que l'on a, soit x+ .x, < O, soit 
x- .x- < O. Si V désigne le cône simplicial ouvert engendré par les es, et H l'ensemble des x E E 
tels que x.x < O, en déduire qu'il existe une composante connexe Ho de H qui rencontre V; 
en utilisant (HZ), montrer que Ho ne rencontre pas les murs de V, d'où H o c  V. En déduire 
que la forme BM(x, y) = x.y est non dégénérée de signature (n - 1, l ) ,  et que C est contenu 
dans - VO, d'oh le fait que (W, S) est de type hyperbolique.) 

14) Montrer que, pour que (W, S) soit de type hyperbolique compact (cf. exerc. 12), il faut 
et il suffit que les deux conditions suivantes soient vérifiées : 

(Hi) La forme BM n'est pas positive. 
(HC) Pour toute partie T de S, distincte de S, le groupe WT est fini (i.e. la forme BnfLT> 

est positive non dégénérée). 
(Utiliser les exerc. 12 et 13.) 
En particulier, un système de Coxeter de type hyperbolique de rang 3 est de type hyper- 

bolique compact si et seulement si tous les m(s, sr) sont finis (cf. exerc. 4). 

91 15) *a )  Montrer que les neuf graphes de Coxeter ci-dessous (*) sont de type hyperbolique 
compact, et que ce sont, à isomorphisme.près, les seuls graphes de rang 4 jouissant de cette 
propriété (utiliser la classification du chap. VI, fj 4) : 

6) Même question pour le rang 5, la liste étant formée des cinq graphes suivants : 

c )  Montrer qu'il n'existe aucun graphe de type hyperbolique compact de rang 6., 

(*) Dans ces graphes, toute aréte à côté de laquelle ne se trouve aucun chiffre doit être affectée du 
coefficient 3 (cf. chap. IV, 5 1, no 9). 
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16) "Montrer que tout graphe de Coxeter de type hyperbolique, de rang 2 4, dont une 
arête est affectée du coefficient 6 est isomorphe à l'un des onze suivants (qui sont non com- 
pacts et de rang 4) : 

17) *Montrer que les graphes de Coxeter hyperboliques de plus haut rang 
suivants (qui sont de rang 10) : 

sont les trois 

91 18) On suppose que (W, S) est de type hyperbolique, et que W laisse stable un réseau I? 
de E. Soit G le groupe orthogonal de BM, et soit G(F) le sous-groupe des éléments g E G tels que 
g r  = r. Montrer que G ( r )  est un sous-groupe discret de G. Montrer que W est un sous-groupe 
d'indice fini de G ( r )  (utiliser le fait que la mesure de W\G est finie). 

*LorsquYen outre (W, S) est de type hyperbolique compact, montrer que le graphe de 
Coxeter correspondant est isomorphe à l'un des suivants (utiliser les exerc. 4, 6 et 15) : 

0-0 
4 

0-0 

4 0 0 ~ ~  0-0- 0 6\/6 4\j4 et 
4 '  

O O o-- 

Montrer que tous les groupes correspondant aux graphes de l'exerc. 16 (à l'exception des 
quatre derniers) laissent stable un réseau (utiliser la méthode de l'exerc. 6)., 

19) Soit (W, S) le systkme de Coxeter correspondant au graphe 

C'est un système de type hyperbolique compact (cf. exerc. 15). Les coefficients deJa forme BnI 
par rapport à la base (es) appartiennent au sous-anneau A du corps K = ~ ( 4 5 )  formé des 
éléments de ce corps qui sont entiers sur Z .  
a) Soit o le plongement de K dans R qui applique I5 sur - 45. Montrer que la forme 
transformée de Bnf par o est positive non dégénérée. 
b )  Soit G le groupe orthogonal de BJI, et soit G, celui de la forme Q(B,~).  Soit GA le SOUS- 

groupe de G formé des éléments dont les matrices par rapport à (es) sont à coefficients dans A. 
Montrer que GA s'identifie à un sous-groupe discret de G x G,, puis, en utilisant a), montrer 
que GA est un sous-groupe discret de G. 
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c) Montrer que W est un sous-groupe d'indice fini de GA. 

d )  Démontrer les résultats analogues pour les autres graphes de l'exerc. 15 (le corps ~ ( \ / 5 )  

étant parfois remplacé par le corps Q(\/?)), à l'exception du graphe traité dans 
4 

O 0  '4, 
l'exerc. 18, et du graphe (*) 

0- 

41 20) Pour toute partie {s, s'} de S telle que m(s, s') = CO, soit r(s, s') un nombre réel < - 1. 
Munissons E de la forme bilinéaire Br telle que : 

&(es, es,) = r(s, s') si m(s, s') = CO. 

O n  définit, comme pour BM, les réflexions os de vecteur es, laissant invariante la forme Br. 

a) Montrer qu'il existe un homomorphisme or : W + GL(E) et un seul tel que or(gs) soit 
égal à la réflexion os définie ci-dessus. 

b )  Montrer que les honcés de la prop. 4, du th. 1, de ses corollaires, et du lemme 1 restent 
vrais pour or. 

1) Déterminer l'algèbre des invariants symétriques d'un groupe diédral fini (pour sa repré- 
sentation canonique de dimension 2, cf. $ 4, no 2). 

2) Soient A un anneau principal, E un A-module libre de rang fini 1, et G un sous-groupe 
fini de GL(E). O n  fait les deux hypothèses suivantes : 

(i) Si q = Card(G), l'élément q.1 de A est inversible. 

(ii) G est engendré par des pseudo-réflevions de E (i.e. par des éléments s tels que (s - 1) (E) 
soit un sous-module monogène de E, cf. 9 2, exerc. 1). 

Soit S(E) l'algèbre symétrique de E, et soit S(E)" la sous-algèbre de S(E) formée des 
éléments invariants par G. Montrer que, pour tout homomorphisme de A dans un corps k, 
S(E)G@ k s'identifie à S(E 63 k)G. E n  déduire, en appliquant le th. 4, que S(E)G est une algèbre 
graduée de polynômes sur A. 

3) Soient K un corps de caractéristique zéro, V un K-espace vectoriel de dimension finie 1, 
et G un sous-groupe de GL(V) engendré par des pseudo-réflexions. O n  pose q = Gard (G) ; 
on note S (resp. L)  l'algèbre symétrique (resp. l'algèbre extérieure) de V. Si x E V, on note 
x (resp. x') son image canonique dans S (resp. dans L). 

a) Soit E = S @ L  l'algèbre produit tensoriel de S et de L. Montrer qu'il existe sur E une 
dérivation d et une seule telle que dx = x' et dx' = O pour tout x E V. 
b) Soit SG l'algèbre des invariants symétriques de G et soient PI, . . ., Pl des éléments homo- 
gènes de SG tels que SG = K[PI, . . . , Pi]. Pour toute partie 1 = {il, . . . , i,} avec il < . . . < i, 
de (1, 1,) on pose : 

OI = DI' . . . D t " .  

(*) Comme l'a montrC E. Vinberg, le groupe W correspondant à ce dernier graphe n'est pas un sous- 
groupe de type « arithmétique » du groupe G. La même situation se présente pour divers autres 
graphes de type hyperbolique (non compacts, cette fois), notamment pour les quatre derniers de 
l'exercice 16. 
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Montrer que les al sont linéairement indépendants sur S, et qu'ils appartiennent à la sous- 
algèbre EG formée des éléments de E invariants par G. En déduire que, pour tout o E EG, 
il existe a, cI E SG, avec a  # O, tels que 

1 

c) Montrer que tout tlément de EG contenu dans S C3 /\v est de la forme c. dPi . . . dP1, avec 
c E SG. (Appliquer la prop. 5.) 
d) Montrer que les wI forment une base du SG-module EG. (Avec les notations de b ) ,  on mul- 
tiplie chaque membre de la relation a o  = g c , ~ , ~  par un élément a,, et on applique c) ; on en 

1 
déduit que, si 1 est le complémentaire de J, a divise cI; d'oh (*) le fait que les wI engendrent EG.) 
e) Soit Sn (resp. Lm) la composante homogène de degré n (resp. m) de S (resp. L). On pose : 

En utilisant d ) ,  démontrer la formule : 

oh pt = deg(P6). 
f )  Si g E G, soit Tr,, ,(g) la trace de l'automorphisme de En, m défini par g; on pose : 

Tr(X,Y) (g) = Trn, ,(g)Xnym. 
n , m g O  

Montrer que l'on a : 

g) Soit q = Card (G). Montrer que 

1 
1 g det(1 + Yg) = n l  +y .xP i - '  - 
Q g ~ ~ d e t  (1 - Xg) i = i  1 - Xpl 

(On utilisera le résultat suivant : si G opère sur un espace vectoriel E de dimension finie, 
1 

la dimension de l'espace des éléments de E invariants par G est égale à - 2 TrE(g)). 
Que donne cette formule pour Y = O ?  Q ~ E G  

h) Pour tout entier p O, soit HP l'ensemble des éléments g E G qui admettent 1 pour valeur 
propre avec une multiplicité égale à P. Soit hp = Card (HP). Démontrer la formule : 

I 

Z hPT' = i1 (Pi - 1 + T). 
p=o i = l  

(Dans la formule de g) ci-dessus, remplacer Y par - 1 + T ( l  - X), puis faire X = 1 dans 
le résultat. Si g e HP, le terme Tr(X,Y) (g) devient Tp.) 

(*) Pour plus de dbtails, voir L. SOLOMON, Invariants of finite reflection groups, Nagoya Math. Journal, 
t .  X X I I  (1963), p. 57-64. 
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41 4) *Soit G1 = SLs(F2). 
a) Montrer que Gi est un groupe simple non abélien, d'ordre 168, contenant 21 éléments 
d'ordre 2. 
b )  Montrer que les degrés des représentations complexes irréductibles de Gi sont 1,3,3,6, 7,8. 
c )  Soit p : Gl -+ GLs(C) une représentation irréductible de degré 3 de Gi (*). Si y E GI est 
d'ordre 2, montrer que Tr(p(y)) = - 1. En déduire que - p(y) est une réflexion. 
d) Soit G le sous-groupe de GLs(C) engendré par les éléments - p(y), pour y d'ordre 2 
dans Gi. Montrer que G est isomorphe à Gi x {l, - 1 }, donc d'ordre 336. 
e) Montrer que les degrés caractéristiques kl, kz, ks de l'algèbre des invariants symétriques 

de G sont égaux à 4, 6 et 14. (Utiliser les relations fl kt = 336 et 2 (kr - 1) = 21). 
1 1 

f )  Montrer que G n'est pas un groupe de Coxeter., 

5) *Soit K un corps et soit S = K[Xi, . . ., X,] une K-algèbre graduée de polynômes, 
engendrée par des éléments algébriquement indépendants Xt, homogènes de degrés > 0. 
a) Soient Yi, .  . . , Yn des éléments homogènes de degrés > O de S, et soit R = K[Yi, . . . , Y,] 
la sous-algèbre de S engendrée par ces éléments. Démontrer l'équivalence des propriétés 
suivantes : 

(i) (Yi, . . ., Y,) est une suite S-régulière. 
(ii) S est entier sur R. 
(iii) L'idéal de S engendré par (Yi, . . ., Y,,) est de codimension finie dans S. 

(iv) Pour toute extension K de K, le système d'équations Y<(xl, . . ., x,) = O (1 < i < n, 
xr E K) n'a que la solution triviale (O, . . . , 0). 

((i) -++ (iii) résulte d'un théorème de Macaulay (Alg. comm.); (iii) * (iv) résulte du 
théorème des zéros (Alg. comm., chap. V, tj 3, no 3, prop. 2); (ii) (iii) est facile.) 

Si ces propriétés sont vérifiées, montrer que les Y$ sont algébriquement indépendants sur 

K, et que S est un R-module libre de rang égal à n deg(yt)/K[ deg(Xi). 
i i 

6) Soit G un groupe fini d'automorphismes de l'algèbre graduée S, soit S" la sous-algèbre 
de ses invariants, et soient Yi, . . . , Y. des éléments de SG vérifiant les conditions (i), . . . , (iv) 
ci-dessus. Montrer que SG = K[Yi, . . . , Y,] si et seulement si 

€J 6) *Soient n un entier 2 1, q une puissance d'un nombre premier, K = Fp, V = Kn, 
G = GL(n, K) et Gi = SL(n, K). On identifie G au groupe GL(V). D'autre part, on note S 
l'algèbre S(V) = K[X,, . . ., X,] et R (resp. Ri) la sous-algèbre de S formée des éléments 
invariants par G (resp. par Gi). 

a) Soit e = (el, . . ., en) une suite d'entiers 2 O. On pose : 

Le = det(~,P"'). 

C'est un élément de S. 
Montrer que 

g.Le = det(g)Le pour tout g E G. 

(Remarquer que, si g . Xr = x arjX,, on a g. x ( ~  = x a r j ~ y . )  En particulier, Le appartient 
à Ri. j j 

(*) On trouvera une étude détaill6e d'une telle représentation dans H. WEBER, Lehrbuch der Algebra, 
Bd. II, Abschn. 15. 



Ch. v 

b) Soit j E ( 1, n) . Posons 

le produit étant étendu à toutes les familles (utr) j < t~ n d'éléments de K. Soit 

Montrer que T divise tous les Le. En déduire que T = Le,, avec en = (0, 1, . . ., n - l ) ,  
et que T est invariant par G1. 
c) On désigne par et (1 < i < n - 1) la suite (O, 1, . . ., i - 1, i + 1, . . ., n), et l'on pose 
Yt = Lei/T, cf. b).  Montrer que les Y6 appartiennent à R, et que l'on a deg (YI)  = qn - qr. 
d) Soit S' = K(Xi ,  . . ., Xn-i), et soient Ti ,  Y:, . . ., Yi-2 les éléments de Sr définis 
comme T, Yi, . . ., Y,-i (en remplaçant n par n - 1). Soit f :  S -+ S' l'homomorphisme 
défini par : 

f ( ) X  ( l n - ) ,  f(Xn)=O. 

Montrer que l'on a : 

'g(9-1) f ( T ) = O ,  f ( Y l ) = T  , f(Yt)=Yi!, pour 2 < i < n - 1 .  

e )  Montrer que la famille (T, YI, . . ., Y,-1) vérifie la condition (iv) de l'exerc. 5 .  (Soit - 
x = (XI, . . . , ~ n )  un zéro du système (T, Yi, . . ., Yn-1) dans une extension K de K. Du fait 
que x annule T, les xi  vérifient au moins une relation linéaire non triviale à coefficients 
dans K. Quitte à transformer x par un élément de Gi, on peut donc supposer que xn = 0. 
Conclure en appliquant d) et en raisonnant par récurrence sur n.) 

f )  Montrer que RI  = K[T, Yi, . . ., Y,-I], et que T, Yi, . . ., Y,-1 sont algébriquement 
indépendants ( « théorème de Dickson » - appliquer e) et l'exerc. 5 en remarquant que l'ordre 

de Gi est égal à deg(T) = 2 deg(Yt)). 
i 

g) Montrer que R = K[T'-',YI,. . .,Yn-il.* 

qJ 7) *Soit R un anneau local régulier (Alg. comm.), d'idéal maximal m et de corps résiduel k. 
Soit G un groupe fini d'automorphismes de R, et soit R' = RG le sous-anneau de R formé 
des éléments invariants par G. C'est un anneau local d'idéal maximal m' = m n R'. On fait 
les hypothèses suivantes : 

(i) R' est nœthérien, et R est un R'-module de type fini. 

(ii) Le composé R' -+ R -+ k est surjectif. 
On pose V = m/m2; c'est un k-espace vectoriel. L'action de G sur R définit un homo- 

morphisme E : G + GL(V). 
a) Soit p un idéal premier de hauteur 1 de R (Alg. comm., chap. VII, § 1, no 6) et soit s E G 
tel que s(p) = p et que s opère trivialement dans R/p. Montrer que E(S) est une pseudo- 
réflexion de V. (Remarquer que l'image de $ dans m/mz est de dimension O ou 1.) 
b) Montrer que, si R' est régulier, le sous-groupe E(G) de GL(V) est engendré par des pseudo- 
réflexions. (Soit H le sous-groupe de G engendré par les éléments dont l'image par E est une 
pseudo-réflexion, et soit RH le sous-anneau de R formé des éléments invariants par H. Montrer, 
grâce à a), qu'aucun idéal premier de hauteur 1 de R' n'est ramifié dans R H ;  comme RH est 
intégralement clos, en déduire au moyen du théorème de pureté (*) que R'=RH, d'où H=G.) 
c )  On suppose maintenant que l'ordre de G est premier à la caractéristique de k. Montrer 
que E est injectif. 

(*) Cf. M. AUSLANDER, On the purity of the branch locus, Amer. J. of Math., t. LXXXIV (1962), 
p. 116-125. 
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Soit (m;) la filtration de R' induite par la filtration m-adique (mn) de R, et soit 

i : gr (R') + gr (R) 

l'homomorphisme canonique du gradué associé à R' dans celui associé à R (Alg. comm., 
chap. III, 5 2). Montrer que i est injectif, et que son image est le sous-anneau gr(R)G de 
gr(R) formé des éléments invariants par G. 
d) On conserve les hypothèses et notations de c), et l'on suppose en outre que c(G) est engendré 
par des pseudo-réflexions. Si 1 = dim V, soient Pi ,  . . ., Pl des générateurs homogènes algé- 
briquement indépendants de la k-algèbre gr(R)G (de tels éléments existent, d'après le th. 4, 
et le fait que gr(R) s'identifie à l'algèbre symétrique de V);  soient Pl ,  . . ., pl leurs degrés. 
D'après c), on peut trouver des xc e mp, tels que gr(xt) = PI. Montrer que les xc engendrent 
l'idéal m' et en déduire que R' est régulier., 

4[ 8) *Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K, soit S l'algèbresymétrique 
de V, et soit G un sous-groupe fini de GL(V). On suppose que l'algèbre sG des invariants 
symétriques de G est une algèbre graduée de polynômes. 
a) Soit u un élément du dual V* de V, et soit Gu le sous-groupe de G formé des éléments lais- 
sant u invariant. Montrer que Gu est engendré par des pseudo-réflexions. (La forme linéaire u 
se prolonge en un homomorphisme fu : S -+ K. Si Su désigne l'anneau local de S par rapport 
au noyau de f,, l'anneau Su est régulier. Conclure en appliquant l'exerc. 7 b) à Gu, considéré 
comme groupe d'automorphismes de Su). 

En particulier, G est engendré par des pseudo-réflexions. 

b )  Soit A une partie de V*, et soit G - n Gu. Montrer que GA est engendré par des pseudo- 
A - u ~ ~  

réflexions. (Quitte à étendre le corps de base, on peut supposer K infini. Montrer qu'il existe 
alors un élément v du sous-espace vectoriel de V* engendré par A tel que Gu=GA. Conclure 
en appliquant a) à v.)* 

9) Soit V un espace vectoriel de dimension 4 sur un corps fini K, de caractéristique différente 
de 2, et soit Q une forme quadratique non dégénérée sur V, d'indice 2 (Alg., chap. IX, 4, 
no 2). Soit G = O ( Q )  le groupe orthogonal de cette forme; c'est un groupe fini, engendré par 
des réflexions (loc. cit., 6, no 4, prop. 5). 
a) Soit F, un sous-espace totalement isotrope maximal de V, et soit GE le sous-groupe de G 
formé des éléments g tels que g(x) = x pour tout X E  E. Montrer que GE est isomorphe au 
groupe additif de K, et ne contient aucune pseudo-réflexion. 

b) Montrer que l'algèbre des invariants symétriques de G n'est pas une algèbre graduée de 
polynômes (utiliser l'exercice précédent). 

Dans les exercices ci-dessous (exerc. 3 excepté), les hypothèses et notations sont celles du $6. 

1) On suppose W irréductible. Soit c une transformation de Coxeter de W, soit F le sous- 
groupe de W engendré par c, et soit A l'ensemble des vecteurs unitaires orthogonaux à un 
élément de @. Montrer que l? possède 1 orbites dans ~ 3 ,  et que chacune de ces orbites a h élé- 
ments. (Raisonner comme dans la démonstration de la prop. 33 du chap. VI, 1, no 11.) 

91 2) On suppose W irréductible. Soient C une chambre relativement à W, (Hl,  . . ., Hl) 
ses murs, et un vecteur non nul orthogonal à Ht. On suppose que el, . . . , e, (resp. e,+i, . . . , e t )  
sont deux à deux orthogonaux (cf. no 2). Pour tout u e Z ,  on définit Hu et su par Hu = H k  
si u = k (mod. 1) et su = sH . 
a) Montrer que les éltments de 6 sont les slsz . . . su-iHu pour u = 1, 2, . . ., lh/2. 
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b) Soient s' = sl . . . sr et s" = sr+i . . . si, de sorte que c = s's" est la transformation de 
Coxeter associée à la chambre ordonnée C. Soit wo l'élément de W qui transforme C en - C 
(cf. $ 4, exerc. 2). Montrer que, si h est impair, on a : 

c) Posons S = {sl, . . ., SI). Le couple (W, S) est un systéme de Coxeter. Si w E W, on note 
ls(w) la longueur de w par rapport à S (chap. IV, $ 1, no 1). Montrer que l'on a : 

En déduire que, avec les hypothèses de b), on a : 

Montrer d'autre part que ls(wo) = Card (@) = hl12 (utiliser l'exerc. 22 du chap. IV, 8 1). 
En déduire que r = 112, et que (s,, s,, . . ., ~ l h / 2 )  est une décomposition réduite de wo. 

d) Montrer que, lorsque h est pair, (sr, . . ., SU+?) est une décomposition réduite de wo = chI2. 
(Même méthode.) 

91 3) Soient K un anneau commutatif, E un K-module libre de base (el, . . . , el), et f i , .  . . , f t  
des éléments du dual de E. On pose ai, = fi(er). Si 1 < i < 1, soit sr la pseudo-réflexion 
se,,,, (3 2, exerc. 1). On a : 

sc(ej) = et - arjec . 
On pose c = sl . . . sr, et zt = c(eg). 

a) Pour 1 < i, k < 1, on pose : 

On a y: = ec et y: = r i .  
Montrer que l'on a : 

Y:-' - yf ' akryk. 

En déduire les formules : 

b) Soit C la matrice de c par rapport à la base (et). Soient U = (US,) et V = (oci) les matrices 
définies par : 

La matrice I + U est inversible et de déterminant 1. Montrer que l'on a : 

c = (1 - V)(I + u)-'. 
En déduire que 

det (AI - C) = det ((A - 1 ) I +  V + AU), 
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autrement dit : 

c) Soit l? = (1, S) le graphe dont l'ensemble des sommets est 1 = (1, 1 )  et dont l'ensemble S 
des arêtes est l'ensemble des parties {i, j }  à 2 éléments de 1 telles que air # O ou üjr # O. Si 
a = {i, j }  appartient à S, on note a, la transposition de i et de j (considérée comme élément 
du groupe symétrique el), et l'on pose a, = - atjajf. 

Soit !$ l'ensemble des parties de S formées d'arêtes dont les sommets sont disjoints. Si 
X E  9, on note C(X) l'ensemble des i~ 1 qui ne sont sommets d'aucune arête de X, et l'on - - -- 

det ( A I  - C) = 

pose ox = 11 oa, ax = LIU~. 
U E X   EX 

Soit o E 61, et soit da le terme correspondant à o dans le développement du déterminant de 
(A - 1)1+ V + AU. Montrer que, si o est de la forme ox , avec X E !$, on a : 

. . .  (1 - 1) + a11 Aa1, A%, 

. . .  a21 !A - 1) + a,, "23 la21 

. . .  a31 '32 ( A -  1) +asJ Aa31 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

. . .  

On suppose maintenant que I' est une for& (Chap. IV, Annexe, no 3). Montrer que, si o E Gi 
n'est pas de la forme ox avec X E 9, on a da = O. En déduire la formule : 

a22 (A - 1) + 5, 

det (A - c )  = 2 aXAcard(x) (A - 1 + au). 
x é p  iéC(x) 

d )  On considère le polynôme 
al, . . .  a11 . . .  X a12 .  

. . . . . . . . . . . . . . . .  
a a . .  X 

Aux hypothèses de c), on ajoute celle que art = 1 pour tout i. Montrer que l'on a alors : 

det (A2 - c) = A'P(A + A-1). 

4) Les hypothèses et notations étant celles du no 1, on désigne par ni! l'ordre de sHisH,, et l'on 
X pose atj = - 2 COS -. On a au = 2 et arj < O si i # j, cf. 4 3. Montrer, au moyen de l'exer- 
nt 4 

cice précédent, que l'on a : 

où ml, .... ml dtsignent les exposants de W (*). 

aI2 . . .  a11 
' ' ' 

. . . . . . . . . . . . . . . . .  
a,, a ,  . X 

(*) Pour plus de dCtails, voir : 
H. S. M. COXETER, The product of the generators of a finite group generated by reflexions, Dukc 
Math. Journal, t. XVIII (1951), p. 765-782. 

1 

= n'(x - 2 cos (rmt/h)), '=' 



CHAPITRE VI 

SYSTÈMES DE RACINES 

5 1 .  Systèmes de racines 

Dans ce paragraphe, k désigne un corps de caractéristique zéro. A partir du 
no 3, on suppose que k = R. 

1. Définition d'un système de racines 

Lemme 1. - Soient V un espace vectoriel sur k, R une partiejnie de V engendrant V. 
Pour tout a e R tel que a # O, il  existe au plus une réjîexion s de V telle que 
$ ( a )  = - a  et s ( R )  = R. 

Soit G le groupe des automorphismes de V qui laissent R stable. Comme R 
engendre V, G est isomorphe à un sous-groupe du groupe symétrique de R, 
donc est fini. Soient s, s' deux réflexions de V telles que s ( a )  = s ' (a)  = - a,  
s ( R )  = R, s l ( R )  = R. Alors t = ss' appartient à G, donc est d'ordre fini m. 
D'autre part, on a : 

t ( c c )  = a et t ( x )  = x mod. ku pour tout x E V. 

Il existe donc une forme linéaire f sur V telle que 

t ( x ) = x + f ( x ) a  pour t o u t x ~ V ,  

et l'on a f(cc) = O. Par récurrence sur n, on en déduit que 

tn(x)  = x + nf ( x ) a  pour tout x e V. 

En prenant n égal à m, on voit que mJ'(x) = O pour tout x E V, d'où f = O, 
t = 1, et s = s'. 

DÉFINITIOW 1. - Soient V un espace vectoriel sur k, et R une partie de V. On dit que R 
est un système de racines dans V si les conditions suivantes sont vérijées : 

(SR , )  R es t jn i ,  ne contient par O ,  et engendre V .  
(SR,,) Pour tout a e  R, il existe un élément aV du dual V* de V tel que 

( a ,  orV) = 2 et que la rgexion s,, ,v (cf. chap. V, § 2) laisse stable R. 
(SR,,) Pour tout a R, on a u V ( R )  c Z.  



D'après le lemme 1, la réflexion su,," (donc aussi la forme linéaire uV) est 
déterminée de manière unique par a, ce qui donne un sens à (SR,,,). On  posera 
su, ,V = 5,. On a s,(x) = x - (aV, x )  pour tout x E V. 

Les éléments de R sont appelés les racines (du système considéré). La dimen- 
sion de V s'appelle le rang du système. 

Les automorphismes de V qui laissent stable R s'appellent les automor- 
phismes de R. Ils forment un groupe fini noté A(R). Le sous-groupe de A(R) 
engendré par les su s'appelle le groupe de Weyl de R et se note W(R), ou simple- 
ment W. 

Remarque 1). - Soit k' une extension de k. Identifions canoniquement V à un 
sous-ensemble de V QD k' et V* à un sous-ensemble de V* QD k' = (V k') *. 
Alors, R est un système de racines dans VQD k', et les uV sont les mêmes que 
précédemment. 

Lemme 2. - Soit R un système de racines dans V. Soit ( X I  y) une forme bilinéairesymé- 
trique sur V, non dégénérée, invariante par W(R). Identijons V à V* grâce à cette 

forme. Si a E R, u est non isotrope et 

Cela résulte de la formule (4) du Chap. V, 5 2, no 3. 

PROPOSITION 1. - Soit VQ (resp. Vg) le sous-Q-espace vectoriel de V (resp.V*) 
engendré par les a (resp. les a"). Alors VQ (resp. V$) est une Q-structure sur V 
(resp. V*) (Alg., chap. II, 3e  éd., 5 8, no 1). La restriction à VQ x VG de la 

forme bilinéaire canonique de V x V* permet d'identtjier chacun des espaces VQ, Va 
au dual de l'autre. L'ensemble R est un sytème de racines dans VQ. 

Si k = R, il existe un produit scalaire sur V invariant par W(R) (Intégr., 
chap. VII, 5 3, no 1, prop. 1) ; le lemme 2 prouve alors que les E" engendrent V*. 
D'après la Remarque 1, les aV engendrent encore V* si k = Q. Arrivons au 
cas général. Posons E =VQ. D'après (SR,,,), chaque aV applique E dans Q, 
donc définit un élément ü de E*. Il est immédiat que R est un système de 
racines dans E, et que l'élément correspondant à a dans E* est ü. D'après ce 
qui précède, les ü engendrent l'espace vectoriel E*. Considérons l'homomor- 
phisme canonique i : E gQ k -+ V, et son transposé t i  : V* + E* gQ k. Puisque 
R engendre V, i est surjectif, donc ti est injectif; mais l'image de ti contient 
les ü, donc t i  est surjectif. On  en conclut finalement que i et ti sont des iso- 
morphismes. On peut identifier V à E QD k, V* à E* g k, aV à ü et Va  à E*. 
Ainsi VQ (resp. V$) est une Q-structure sur V (resp. V*). La restriction à 
VQ x V$ de la forme bilinéaire canonique de V x V* s'identifie à la forme 
bilinéaire canonique sur E x E*, d'où la proposition. 

Remarques 2 ) .  - Grâce à la prop. 1, on peut ramener l'étude des systèmes de 
racines au cas où k = Q .  La Remarque 1 permet ensuite de se ramener à un 
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système de racines de l'espace vectoriel réel VR = VQ@Q R. Les groupes 
de Weyl associés à ces différents systèmes s'identifient canoniquement. 

3) Puisque les uV engendrent V*, le groupe W(R), considéré comme sous- 
groupe de GL(VR), est essentiel (chap. V, § 3, no 7 ) .  De plus, le cor. du th. 1 
du chap. V, tj 3, no 2 montre que les seules réflexions appartenant à W(R) 
sont les s,. 

PROPOSITION 2. - Les uV forment un qtème de racines dans V*, et on a aw=a 
pour tout u E R. 

Les aV vérifient (SR,) d'après la prop. 1. Puisque s,, ,V est un automor- 
phisme de l'espace vectoriel V muni du sous-ensemble R, t(s,, ,~)-1  laisse stable 
l'ensemble RV des uV; or t(s,,,v)-1 = s,~,,, ce qui prouve que RV vérifie 
(SR,,) et que aW = u. Enfin, on a (aV, P) Z quels que soient uV= R et 
p E R, donc RV vérifie (SR,,,). 

On dit que RV est le gstème de racines inverse de R. On  voit que l'application 
a - uV est une bijection de R sur Rv appelée bijection canonique de R sur Rv. 
O n  prendra garde que, si u, P sont des éléments de R tels que a + P E R, 
alors (u + P)V # uV + PV en général. 

Comme s,(a) = - a, l'axiome (SR,,) montre que - R = R. On a évi- 
demment (- u)"=-orV et - 1 e A(R) (mais on n'a pas toujours - 1 E W(R)). 

L'égalité t(s,, ,v)-l = s , ~ ,  , prouve que l'application u i--c tu-1 est un 
isomorphisme du groupe W(R) sur le groupe W(RV). O n  identifie ces deux 
groupes par cet isomorphisme; autrement dit, on considère W(R) comme opé- 
rant dans V et dans V*. De même pour A(R). 

PROPOSITION 3. - Pour x, y e V ,  posons 

Alors (xly) est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur 
A(R). Pour x,y E VQ, OB a ( X I  y )  e Q. L'extension canonique 

V, invariante par 
de ( 4 ~ )  à 

VR = VQ @g R 
est positive non dégénérée. 

Il est clair que (XI y) est une forme bilinéaire symétrique sur V. Si g e A(R), 
on a 

(g(x)lg(y)) = x (tg(uV), x ) ( tg (uv) '~ )  = MY) 
MER 

puisque (tg) (RV) = RV. Si x, y e VQ, on a (XI y )  e Q d'après (SR,,,). Si 

z E VR, on a (zIL) = 2 (uV, z)' 2 O, et (212) > O si z # O d'après la prop. 1, 
UER 

donc l'extension canonique de (XI y )  à VR positive est non dégénérée. La restric- 
tion de (xly) à VQ est donc non dégénérée, et par suite la forme (xly) sur V 
est non dégénérée. 



PROPOSITION 4. - (i) Soit X une partie de R, soit V, le sous-espace vectoriel de V engen- 
dré par X, et soit VX le sous-espace vectoriel de V* engendré par les orV, où a E X .  
Alors V est somme directe de V, et du sous-espace orthogonal à V;, V* est somme directe 
de V ;  et du sous-espace orthogonal d V,, et VX s'ident9e au dual de V,. 

(ii) R n V, est un ystème de racines dans V,, et la bijection canonique de R n V, 
sur le système inverse s'identije à l'application a aV restreinte à R n V,. 

Grâce à la remarque 2, on peut supposer que k = R. Identifions V à V* 

2a pour grâce à la forme bilinéaire symétrique de la prop. 3. On a aV = - 
(4  a )  

tout a E R (lemme 2). Tout sous-espace vectoriel de V est non isotrope, et la 
proposition est alors évidente. 

COROLLAIRE. - Soit V1 un sous-espace vectoriel de V, et soit Vz le sous-espace vectoriel 
engendré par R n VI. Alors R n VI est un système de racines dans V2. 

Cela résulte de (ii), appliqud à X = R n VI. 

Pour a E R et P E R, on pose : 

On a donc : 

Par définition même de n(a ,  P), 

La formule (1) et la prop. 2 entraînent 

Soit (xly) une forme bilinéaire symétrique sur V, non dtgénérée et inva- 
riante par W ( R )  (prop. 3) .  On a, d'après le lemme 2, 

On en déduit que 

(8) n(a ,  P) = O ++ n(P, a )  = O (aIP) = O 
+=%- s, et sg sont permutables. 
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2. Somme directe de systèmes de racines 

Soit V un espace vectoriel sur k, somme directe d'une famille (Vz)iGIG, de 
sous-espaces vectoriels. Identifions V* à la somme directe des VI .  Pour tout i, 
soit Ri un système de racines dansVz. Alors R = U Rz est un système de racines 

dans V dont le système inverse est RV = U ~ t ; ' l a  bijection canonique de R 

sur Rv prolonge, pour tout i, la bijection canonique de R< sur RF. On dit que 
R est le système de racines somme directe des Ri. Soit u E Ri. Si j # i, le noyau de uV 
contient Vj, donc sa induit l'identité dans Vj; d'autre part, ku c Vz, donc sa 

r 

laisse stable Vi. Ces remarques prouvent que W(R) s'identifie à W(Ri). 
i=l 

On dit qu'un système de racines R est irréductible si R # 0 et si R n'est pas 
omme directe de deux systèmes de racines non vides. 

PROPOSITION 5. - Soit V un espace vectoriel sur k, somme directe de sous-espaces vectoriels 
VI, . . . , V,. Soit R un système de racines dans V. Posons Rr = R n Vt. Les trois 
conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) les Vz sont stables par W(R) ; 
(ii) R c V i u V z u  UV,; 
(iii) pour tout i, Ri est un ~stème de racines dans Vi, et R est somme directe 

des Ri. 
(iii) ==+ (i) : ceci résulte de ce qu'on a dit au début de ce numéro. 
(i) ===+ (ii) : supposons les Vd stables par W(R). Soit u E R, et soit H le 

noyau de orV. D'après la prop. 3 du chap, V, § 2, no 2, chaque Vz est somme 
d'un sous-espace de H et d'un sous-espace de ka. Donc l'un des Vs contient 
ka, d'où u E VI u V2 u . . u Vr . 

(ii) ===+ (iii) : si la condition (ii) est remplie, Rz engendre Vi pour tout i, 
donc Ri est un système de racines dans Vz (prop. 4). Il est clair que R est la 
somme directe des Ra. 

COROLLAIRE. - Soit R un systèm,s de racines dans V. Les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

(i) R est irréductible; 
(ii) le W(R)-module V est simple; 
(iii) le W(R)-module V est absolument simple. 

(ii) (i) : cela résulte de la prop. 5 et du th. de Maschke (chap. V, 
Annexe, prop. 2). 

(iii) ++- (ii)': cela rtsulte de la prop. 1 du chap. V, 8 2, no 1. 

PROPOSITION 6. - Tou t  système de racines R dans V est somme directe d'une famille 
(Rz)iaI de systèmes de racines irréductibles, qui est bien déterminée à une bijection près 
sur l'ensemble d'indices. 



L'existence des Ri se démontre par récurrence sur Card R :  si R est non 
vide et non irréductible, R est somme directe de deux systèmes de racines R', 
R" tels que Card RI < Card R, Card R" < Card R, et l'on applique l'hypo- 
thèse de récurrence à R' et R". Pour prouver l'unicité, il suffit de prouver 
que, si R est somme directe de R' et R", tout Ri est nécessairement contenu 
dans R' ou dans Ru. Soient VI, Vu, Vi, Vf les sous-espaces vectoriels de V 
engendrés par RI, R", R' n Re, R" n Re. Puisque la somme V' + V" est directe, 
la somme Vt + Vf est directe. On a Ri c R' u R", donc Re est somme directe 
des systèmes de racines R' n Ri et R" n Ri; d'où R' n Ri = 0 ou R" n Re = @, 
ce qui établit notre assertion. 
On dit que les Ri sont les composants irréductibles de R. Quels que soient les 
scalaires A i  non nuls, la réunion des A ~ R ~  est un système de racines dans V, 
dont le système inverse est la réunion des ApRy, et dont le groupe de Weyl 
est W(R). 

PROPOSITION 7. - Soient R un système de racines dans V, (Ri) la famille de ses 
composants irréductibles, Vi le sous-espace vectoriel de V engendré par RI, B la forme 
bilinéaire vmétrique définie dans la prop. 3, B' une forme bilinéaire symétrique sur V 
invariante par W(R). Alors les Vi sont deux à deux orthogonaux pour BI, et, pour 
tout i, les restrictions de B et Br à Vi sont proportionnelles. 

Si veaVi, vjsV1, i # j ,  et si w a  W(Rj), on a 

ce qui montre que w(vj) - v j  est orthogonal à pour Br. Comme V j  est 
irréductible pour W(R1), il est engendré par les w(q) -vj ,  et il est donc ortho- 
gonal à V6. 

Le fait que les restrictions de B et B' à chacun des Vz soient proportionnelles 
résulte de la prop. 1 du chap. V, § 2, no 1. 

Remarque. - Choisissons un produit scalaire sur VR invariant par W(R). 
Cela permet de parler de la longueur d'une racine et de l'angle de deux 
racines. La prop. 7 montre que cet angle est indépendant du choix du 
produit scalaire, et qu'il en est de même du rapport des longueurs de deux 
racines, pourvu que celles-ci appartiennent à la même composante irréductible 
de R. 

3. Relations entre deux racines 

Rappelons que l'on suppose désormais k = R. (Nous laissons au lecteur le 
soin d'étendre définitions et résultats au cas général, par la méthode indiquée 
dans la Remarque 2 du no 1.) 

Dans tout ce qui suif, R désigne un système de racines dans un espace vectoriel V; 
on munit V d'un produit scalaire (x, y) (xly) invariantpar W(R), cf. prop. 3. 
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Soient a, (3 E R .  D'après la formule (7) du no 1, on a - 
(10) n(a, p)n(p, a) = 4 cos2 (a, p) < 4. 

L'entier n(a, P)n(p, a) ne peut donc prendre que les valeurs O, 1,2, 3,4. Compte 
tenu du chap. V, 8 2, no 5, cor. de la prop. 6, et de la note de bas de page du 
chap. V, $4, no 8, on voit que les seules possibilités sont les suivantes, à l'échange 
prés de a et p : 

2) 4% p) = n(P, a) = 1; (3) = ; a = ; s,sp d'ordre 3 ; 
3 
2x 

3) n(a, p) = n(B, a) = - 1 ; a) = T ;  1 la11 = 1 1 ; ssp  d'ordre 3 ; 

4) n(a, B) = 1. n(p, a) = 2; (a = $; llpll = 1 6  1a11; sasg d'ordre 4; 

- 
6 )  n(a, P) = 1, n(p, a) = 3 ; 0) = 5; 1 = \/3 11~11; s,sp d'ordre 6; 

6 

En particulier : 

PROPOSITION 8. - (i) Si deux racines sont proportionnelles, le facteur de proportionalitk 
1 ne peut être que t 1, t T ,  f 2. 

(ii) Si a, p sont deux racines non proportionnelles, et si 1 la1 1 < IIPI 1, alors n(a, P) 
prend l'une des valeurs O, 1, - 1. 

1 Si une racine a E R est telle que - a e R, on dit que a est une racine indi- 
visible. 2 

THÉORÈME 1. - Soient a, p deux racines. 
(i) Si n(a, P) > O, a - P est une racine sauf si a = P. 
(ii) Si n(a, p) < O, a + fi est une racine sauf si a = - p. 
Si n(a, p) > O, les possibilités, d'après la liste ci-dessus, sont les suivantes : 

1) n(a, p) = 1; alors a - p = s&a) e R; 
2) n(p, a) = 1 ; alors P - a = su@) E R, donc a - p E R; 
3) p = a. 

Ceci prouve (i), et (ii) s'en déduit en changeant p en - P. 



COROLLAIRE. - Soient u et P deux racines. 
(i) Si (alP) > O, u - P est une racine sauf si u = P. 
(ii) Si (alP) < O, a + fi est une racine sauf si u = - p. 
(iii) Si a - P e R u  (O) et u + P e R u  {O), on a (alp) = 0. 

Les assertions (i) et (ii) résultent du th. 1 et de la formule (7) du no 1. 
L'assertion (iii) résulte de (i) et (ii). 
Il  peut se faire que a + (3 E R, (aIP) = O (cf. planche X, système Bz). Lorsque 
u - p e R u {O) et u + p e R u (O), on dit que les racines a et p sont forte- 
ment orthogonales. 

PROPOSITION 9. - Soient a et P deux racines non proportionnelles. 
(i) L'ensemble 1 des entiers rationnels j tels que P + ja soit une racine est un inter- 

valle (- q, p) de Z contenant O. 
(ii) Soit S l'ensemble des P + j u  pour j e  1. Alors 

sa(S) = S et s,(P + pu) = P - qa. 

(iii) On a p - q = - n(P, u). 

Il  est clair que O E 1. Soit p (resp. - q) le plus grand (resp. le plus petit) 
élément de 1. Si tous les entiers de [- q, p) n'appartiennent pas à 1, il existe 
deux entiers r, s dans (- q, p )  possédant les propriétés suivantes : s > r+ 1, 
s E 1, r E 1, r + k e 1 pour 1 < k < s - r - 1. Avec les notations du cor. du 
th. 1, on a (al P + SU) < O, (al P + ra) 2 O, ce qui est absurde car 

(UI P + SU) > (QI P + ru). 
Ceci prouve (i). 

On  as,(p + j a )  = p - n ( P ,  u)a-ja = p + j r u  avecjr = -j-n(p, a). 
Donc s,(S) c S et par suite s,(S) = S. En outre on voit que l'application 
j t-+- - j - n(p, a) est une bijection décroissante de 1 sur 1. On en déduit que, 
pour j = p, on a j' = - q, de sorte que - q = -p - n(P, a). Ceci prouve 
(ii) et (iii) . 
On dit que S est la a-chaîne de racines définie par P, que P - qu est l'origine de la 
chaîne et p + pu son extrémité, et que p + q est sa longueur. 

COROLLAIRE. - Soient S une a-chatne de racines, y l'origine de S. La longueur de S 
est - n(y, a) ; elle est égale à 0, 1, 2 ou 3. 

La première assertion résulte de la prop. 9, (iii), appliquée à P = y, 
compte tenu de ce que p = 0. 

D'autre part, comme y n'est pas proportionnelle à a, la liste donnée au 
début de ce no montre que jn(y, a) 1 < 3, d'où le corollaire. 

Rtmarque. - Gardons les notations du corollaire ci-dessus. Alors: 
1) Si la longueur de S est 0, on a (aly) = 0. 
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2) Si la longueur de S est 1, on a n(y, a) = - 1, d'où trois cas: 

1 4% Y) =-1, ( 4 4  = (yly), ( y )  = -  2 (3 = 2j? 
1 4". y) =-2, (al.) =2(yly), (aIy) =--(=lu), 2 (a =? 

3) Si la longueur de S est 2, on a n(y, a) = - 2, d'où 

1 A 3x 
n(a, Y) = - '2 (ala) = , ( Y ~ Y ) ,  ( ~ l y )  = - ( a l a ) ,  (a, y) = 

4) Si la longueur de S est 3, on a n(y, a) - - - 3, d'où 

Nous verrons (planche X, systèmes Az, Bz, Gz) que tous ces cas peuvent 
effectivement se présenter. 

PROPOSITION 10. - Soient cr, p deux racines non proportionnelles telles que p+a soit 
une racine. Soient p, q les entiers de la prop. 9. On a 

Soient S la a-chaîne définie par P, y son origine; sa longueur 1 est 2 1 
puisque P + a est une racine. On  peut avoir les cas suivants: 

1) 1 = 1; alors = y, q = O, p = 1, (p + al@ + a) = (plp). 
1 2) 1 = 2, p = y; alors q = O, p = 2, (p + ulp + u) =T(pIp). 

3) 1 = 2, p = y + a ;  alors q = 1, p = 1, (p + al@ + a) = 2(pIp). 
1 4) 1 = 3, (r = y; alors q = O, p = 3, (p + alp + a) =3(pIp) .  



5) 1 = 3, p = y + a ;  alors q = 1, p = 2, ( P  + ulP + u) = (PIPI. 

6) 1 = 3, p = y + 2"; alors q = 2, p = 1, ( p  + ulP + CI) = 3((3Ip). 

Dans tous les cas, la formule à établir est vérifiée. 

PROPOSITION 11. - Supposons R irréductible. Soient a et deux racines telles 
que 1 lu1 1 = 11P1 1. 11 existe g E W (R) tel que g(a) = P. 

Les transformés de u par W(R) engendrent V (no 2, cor. de la prop. 5). 
I l  existe donc g E W(R) tel que (g(u)l P) # O. On  peut ainsi supposer désormais 
que (al@) # O. D'après la formule (9) du no 1, n(u, P) = n(P, u). Remplaçant 
éventuellement p par sa@) = - P, on peut supposer n(a, P) > O. Alors, 
d'après la liste du début du no 3, ou bien u = p (auquel cas la proposition est 
évidente), ou bien n(a, p) = n(p, a) = 1 ; dans ce cas 

4. Systèmes de racines réduits 

On dit qu'un système de racines est réduit si toute racine du système est indi- 
visible (no 3). 

PROPOSITION 12. - Supposons R irréductible et réduit. 

(i) Le rapport 1 pour a e Ri p E R ne peut prendre que les ualeurs 1, 2, -, 
O 1 (4.) 2 
3, 3' 

(ii) L'ensemble des (ulu) pour a E R a au plus deux éléments. 
Comme R est irréductible, les transformés d'une racine par W(R) 

engendrent V (no 2, cor. de la prop. 5). Quelles que soient les racines a, P, 
il existe donc une racine pi telle que (NI@') # O et (p'IPi) = (PIP). D'après. 

la formule (9) du no 1 et la liste du no 3, prend l'une des valeurs 1, 2, 
1 1 ( 4 4  
- 3, (rappelons que le système est supposé réduit). En multipliant (xly) 
2 ' 

par un scalaire convenable, on peut supposer que (ula) = 1 pour certaines 
racines et que les autres valeurs possibles de (PI@) pour p R sont 2 et 3. 
Les valeurs 2 et 3 ne peuvent être atteintes toutes les deux, car il existerait 

p e R, y e R tels que = 5, contrairement à ce qu'on a vu plus haut. 
(PIPI 

PROPOSITION 13. - Supposons R irréductible, non réduit et de rang 2. 
(i) L'ensemble Ro des racines indivisibles est un système de racines dans V ;  ce 

vstème est irréductible et réduit; on a W (RD) = W (R) . 
(ii) Soit A l'ensemble des racines a pour lesquelles (al a) prend la plus petite valeur A. 

Alors deux éléments non proportionnels de A sont orthogonaux. 
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(iii) Soit B l'ensemble des P E R tels que (PI@) = 21. On a B # @, Ro = A u B, 
R = A u B u 2 A .  

1 1 1  1 Si U E R - R ~ ,  on a--uaR,mais- (-a) e R  (prop.8), donc-uaRo. 
2 2 2 2 

Ceci prouve que Ro vérifie (SR,). Il est clair que, pour tout u a R, on a 
S,,,V(R~) = Ro, donc Ro vérifie (SR,,) et (SR,,,). Comme u e R - Ro 

1 implique - a E Ro et que s, = s,p, on a W(R) = W(Ro). Donc Ro est irré- 
2 

ductible (cor. de la prop. 5)' et est évidemment réduit. 
Comme R est non réduit, il existe u E Ro tel que 20: E R. Comme Ro est 

irréductible et que dim V 2 2, il n'est pas possible que u soit proportionnel ou 
orthogonal à toute racine. Soit P E Ro tel que n(p, u) # O et que p soit non 
proportionnel à u. En changeant p en - p, on peut supposer n(p, u) > 0. 

1 On a - n(p, u) = n(P, 2u) E Z, donc n(p, a) E 22. D'après la liste du no 3, 
2 

on a n(p, a) = 2, (PIP) = 2(uIu). Comme Ro est réduit, la prop. 12 montre 
que, pour tout y a Ro, on a (y] y) = (ulu) ou (y1 y) = 2(alu). Et ce qui pré- 

1 cède montre que, pour tout y E R - Ro, le vecteur , y est un élément de Ro 
L 

y) = (ulu). Ainsi, A = (ulu), B # a, Ro = A u B, et 

R c A u B u 2A; d'autre part, si y a A, il existe g E W(R) tel que y = g(u) 
(prop. I l ) ,  d'où 2y = g(2u) E R;  donc 2A c R et R = A u  B u 2A. Enfin, 
soient y, y' deux éléments non proportionnels de A. On a 

puisque y et y' ont même longueur, d'où n(y, y') = O et y') = 0. 

PROPOSITION 14. - Supposons que R soit irrkductible et réduit, et que (alu) prenne les 
valeurs A et 2 A  pour a E R. Soit A l'ensemble des racines u telles que (ulu) = A. On 
suppose que deux éléments de A non proportionnels sont orthogonaux. Alors Ri  = R u 2A 
est un système de racines irréductible non réduit et R est l'ensemble des racines indivi- 
sibles de Ri.  

Il est clair que R1 vérifie (SR,) et (SR,,). Soient a, P e Ri et montrons que 
1 (aV, a)  E Z. C'est évident si a, P E R. Comme ( 2 ~ ) "  = - uV pour u E A, 
2 

c'est encore immédiat si u,p E 2A. Enfin, supposons P E R et a = 2y avec y e A. 
1 1) Si y =  + p, on a (uV,p)= tr - ( ~ " , y ) =  + 1. 
2 

2) Si y est non proportionnel à P et si p E A, l'hypothèse faite sur A entraîne 
que (Y", p) = O, d'où (aV, P) = 0. 

3) Si p E R - A, on a (pl fi) = 2A = 2 ( ~ l y ) ,  donc (P, yV) est tgal soit 
1 à O, soit à 2, soit à -2 d'après la liste du no 3. Donc (fi, uV) = - ((3, yV) E Z. 
2 



Ainsi, Ri est un système de racines dans V, et les autres assertions sont 
évidentes. 

5. Chambres et bases d'un système de racines 

Pour tout u E R, soit La l'hyperplan de V formé des points invariants par s,. 
Les chambres déterminées dans V par l'ensemble des La (chap. V, 5 1, no 3) 
s'appellent les chambres de R. La bijection V + V* définie par le produit 

- - 

scalaire ( X I  y) transforme a en --- 2av pour a c R, donc La en La., donc les 
(aVI a") 

chambres de R en celles de RV. Si C est une chambre de R, nous noterons CV 
la chambre correspondante de RV. D'après la prop. 7 du no 2, CV dépend 
uniquement de C, et non du choix de ( X I  y). 

THÉORÈME 2. - (i) Le groupe W(R) opère de fagon simplement transitive sur 
l'ensemble des chambres. 

(ii) Soit C une chambre. Alors C est un domaine fondamental pour W(R). 
(iii) C est un cône simplicial ouvert (chap. V, 5 1, no 6). 
(iv) Soient Li,  Lz, . . ., Lt les murs de C. Pour tout i, il existe une racine indi- 

visible ut et une seule telle que Lc = Lai et telle que ut soit du même cdt4 de Lc que C. 
(v) L'ensemble B(C) = (al, . . ., al)  est une base de V. 
(vi) C est l'ensemble des x E V tels que (UT, x) > O pour tout i (ou, ce qui revient 

au même, l'ensemble des x E V tels que (xluz) > O pour tout i). 
(vii) Soit S l'ensemble des sai. Le couple (W(R), S) est un système de Coxeter 

(chap. IV, 5 1, no 3). 
Les assertions (i) et (vii) résultent du chap. V, 5 3, no 2, th. 1. L'assertion 

(ii) résulte du chap. V, 5 3, no 3, th. 2. L'assertion (iv) est évidente. La racine ut 
est orthogonale à Li, et UT s'identifie à 2uz/(uzluz). Comme W(R) est essentiel 
(no 1, Remarque 3), les assertions (iii), (v), (vi) résultent du chap. V, 5 3, 
no 9, prop. 7. 
Remarques. - 1) L'assertion (vii) montre en particulier que W(R) est engendré 
par les réflexions sai. 

2) Si x, y E C, on a (xf y) c O (chap. V, $ 3, no 5 ,  lemme 6), autrement 
A 

dit l'angle (x, y) est aigu. 
3) Soit m(u, p) l'ordre de sasp (u, p E B(C)). La matrice (m(u, p))  s'identifie 

à la matrice de Coxeter (chap. IV, 5 1, no 9) de (W, S). Si u # P, la prop. 3 du 
X chap. V, 5 3, no 4, montre que l'angle 0) est égal à x - m(u, - i en parti- 

culier, cet angle est obtus ou droit, et l'on a (ulp) < O. En utilisant la liste du 
no 3, on voit que m(u, p) est égal à 2, 3, 4 ou 6. 

DÉFINITION 2. - Une partie B de R est appelée une base de R s'il existe une chambre C 
de R telle que B = B(C). Si C est une chambre, on dit que B(C) est la base de R 
déjnie par C. 
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Remarques. - 4) L'assertion (vi) du th. 2 montre que l'application 
C ++ B(C) est une bijection de l'ensemble des chambres sur l'ensemble des 
bases. Par suite, W(R) opère de manière simplement transitive sur l'ensemble 
des bases. 

5) Soit C une chambre de R, et soit B la base correspondante. Si u B, 
1 posons q(u) = uV si 2a e R et cp(u) = - orV si 2u E R. Alors cp(B) est la base de 
2 

RV déjinie par CV; cela résulte du fait que les murs de CV sont les L,v, pour 
u E B. 

DÉFINITION 3. - Soit B une base de R. On appelle matrice de Cartan de R (relativement 
à B) la matrice (n(u, p)) p B. 

On a n(u, u) = 2 pour tout u E B. Pour u, p E B, on a 

où m(u, p) désigne comme précédemment l'ordre de sasp. Si u # P, on a 
n(u, p) = 0, - 1, - 2 ou - 3 (cf. no 3).  

Remarques. - 6) On ne confondra pas la matrice de Cartan (n(u, P)) et la 
matrice de Coxeter (m(u, P)). Noter d'ailleurs que la matrice de Cartan n'est 
pas nécessairement symétrique. 

7) Indexations canoniques. Si B et B' sont deux bases de R, il existe un unique 
élément w e W tel que w(B) = B'. On a 

pour cc, p E B. Par suite, les matrices de Cartan et de Coxeter associées à B 
se déduisent de celles associées à B' par composition avec la bijection 

u - w(u) 
de B sur Br. 

On peut d'ailleurs définir des matrices de Cartan et de Coxeter canoniques 
de la manière suivante. Soit X l'ensemble des couples (B, cc), où B est une base 
de R et où u E B. Le groupe W opère de manière évidente sur X et une orbite 
de W dans X rencontre chacun des ensembles {B) x B en un point et un seul. 
Si 1 est l'ensemble de ces orbites, chaque base B admet donc une indexation 
canonique De plus, il existe une matrice N = (nsj) (resp. M = (ml*)) et 
une seule, de type 1 x 1, telle que pour toute base B, la matrice de Cartan 
(resp. de Coxeter) associée à B se déduise de N (resp. M) par composition avec 
l'indexation canonique de B; on l'appelle la matrice de Cartan (resp. de Coxeter) 
canonique de R. 

PROPOSITION 15. - Soient B une base de R et u une racine indivisible. II existe p E B 
et w E W (R) tels que u = w(p). 



Soit C la chambre telle que B = B(C). L'hyperplan L, est mur d'une 
chambre C' de R, et il existe un élément de W(R) qui transforme C' en C. 
On est donc ramené au cas où L, est mur de C. Alors a est proportionnel à un 
élément p de B. Comme a et fi sont indivisibles, on a a = IT P. Si a = - P, 
on a a = sa(P), d'où la proposition. 

COROLLAIRE. - Soient Ri et R2 deux systèmes de racines réduits dans des espaces vecto- 
riels VI et V2, et soient Bi et B2 des bases de R i  et R2. Soit f : B1 + B2 une bijection 
qui transforme la matrice de Cartan de Ri en celle de R2.  I l  existe alors un isomorphisme 
F : VI + V2 qui transforme Ri en R2 et a en f (a) pour tout a E Bi. 

Soit F l'isomorphisme de VI sur Vz qui transforme a en f (a)  pour tout 
a E Bi. Alors F transforme sa en sf(,, , donc W(R1) en W (R2) (th. 2), donc R i  
en R2 (prop. 15). 

PROPOSITION 16. - Soient B une base de R, et G le sous-groupe de A(R) formé des 
éléments laissant stable B. Alors W(R) est un sous-groupe distingué de A(R) et A(R) 
est produit semi-direct de G et W(R). 

Si a E R et t E A(R), on a ts,t-1 = st(,,; comme W(R) est engendré par les 
s a ,  on voit que W(R) est un sous-groupe distingué de A(R). Par transport de 
structure, A(R) transforme une base de R en une base de R. Comme W(R) 
opère de façon simplement transitive sur l'ensemble des bases, tout élément de 
A(R) s'écrit de manière unique sous la forme gigz, où gl  E W(R) et gs E G. 

Remarques. -- 8)  Soient Ri , .  . . , Rp des systèmes de racines dans les espaces 
vectoriels VI,. . . ,Vp, R la somme directe des RI dans V = n Vi, CI une 

i 
chambre de Ri, BI = B(Ci). Il est immédiat que C = Ci est une chambre 

i 
de R et que B(C) = U Bz. Il resulte du th. 2 que les ~hambres et les bases 

1 

de R sont toutes obtenues par ce procédé. 

6. Racines positives 

Soit C une chambre de R, et soit B(C) = (al,. . ., a l )  la base de R corres- 
pondante. On appelle relation d'ordre d$nie par C dans V (resp. V*) la relation 
d'ordre compatible avec la structure d'espace vectoriel de V (resp. V*) pour 
laquelle les éléments 3 O sont les combinaisons linéaires des ut (resp. des a;) 
à coefficients 2 O. On dira qu'un élément positif pour l'une de ces relations 
d'ordre est positifpour C, ou positifpour la base B(C). Ces relations d'ordre sont 
aussi définies par CV, comme on le voit en identifiant V à V* à l'aide d'un 
produit scalaire invariant par W(R). Compte tenu du th. 2, no 5 ,  un élément 
de V* est 3 O si et seulement si ses valeurs sur C sont 3 O. Un élément x de 
V est 3 O si et seulement si ses valeurs sur CV sont 2 O, ou, ce qui revient au 
même, si ( x ]  y) 3 O pour tout y E C. 
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Les éléments de C sont 2 O pour C d'après le lemme 6 du chap. V, $ 3, 2 no 5. Mais l'ensemble des éléments 2 O pour C est en général distinct de C 
(cf. planche X, systèmes Az, Bz, Gz). 

THÉORÈME 3. - Toute racine est combinaison linéaire à coeficients entiers de même signe 
d'déments de B(C). En particulier, toute racine est, soit positive, soit négative, pour C. 

Si a é R, le noyau L, de a ne rencontre pas CV, donc a est, soit > O 
sur CV tout entier, soit < O sur CV tout entier, d'où la deuxième assertion. Il 
reste à prouver que a est contenu dans le sous-groupe P de V engendré par B(C) ; 
on peut supposer a indivisible. Or  le groupe P est évidemment stable par les 

SYY P our y E B(C), donc aussi par W(R) d'après le th. 2. Comme a est de la 
forme w(P), avec w e W (R) et (3 e B(C) (cf. prop. 15)' on a bien u e P. 
C.Q.F.D. 

On notera R+(C) l'ensemble des racines positives pour C. Ainsi, 

est une partition de R. 

COROLLAIRE. - Soient y une combinaison linkaire de racines à coeficients entiers, 
et or une racine indivisible. Si y est proportionnelle à a, alors y e Za. 

D'après la prop. 15 du no 5, on peut choisir C de telle sorte que a e BEC). 
D'après le th. 3, on a : 

y = 2 ngP, avec ng e Z. 
gEB<C, 

Si y est proportionnel à a, on a donc y = nau, ce qui démontre le corollaire. 
Soit maintenant S l'ensemble des réflexions sa pour a e B(C) et soit T la 

réunion des conjugués de S dans W. Pour a a B(C) et w E W, l'élément 
t = wsaw-1 de T est la réflexion orthogonale sp associée à la racine (3 = w(a) ; 
réciproquement, pour toute racine indivisible P, il existe un élément w e W 
tel que a = w-l(p) E B(C) (prop. 15) et on a sa = ws,w-1 e T. Il en résulte 
que l'on obtient une bijection + de l'ensemble des racines indivisibles sur 
( + 1) x T en associant à une racine indivisible (3 le couple (E, sg), où E = f 1 
si p est positive et E = - 1 si p est négative. 

D'autre part, (W, S) est un système de Coxeter (th. 2) et on peut lui appli- 
quer les résultats du chap. IV, $ 1, no 4. Nous avons vu que, si w est un 616- 
ment de W de longueur (par rapport à S) égale à q, il existe une partie Tw 
de T, à q éléments, telle que, si w = s, . . . sq avec si E S et si l'on pose 

(pour 1 < i < q), alors Tw = {ti, . . . , tg). Rappelons que l'on a également 
défini au no 4 du $ 1 du chap. IV un nombre q(w, t) (pour w a W et t E T )  
égal à + 1 si t e T w  et à - 1 si t e Tw. Enfin, rappelons que, si l'on définit 



l'application Uw de l'ensemble { k  1)  x T dans lui-même par la formule 

UW(€, t) = (E~(w-1,  t), wtw-l), 

l'application w Uw est un homomorphisme de W dans le groupe des permuta- 
tions de l'ensemble { 2 1 ) x T (chap. IV, $ 1, no 4, lemme 1). 

PROPOSITION 17. - Supposons R réduit et soient w E W et u E R. 
(i) On a +(w(a)) = Uw(+(.)). 
(ii) Supposons a positive. La racine w(u) est négative si et seulement si 

7j (w-1, sa) = - 1 , 
autrement dit si su E TW. 

(iii) On a q(w, su) = - 1 si et seulement si les chambres C et w(C) sont de part 
et d'autre de l'bperplan Lu. Autrement dit, l'ensemble T w  se compose des réflexions par 
rapport aux murs séparant C et w(C). 

Soit E B(C) et posons s = sp. On a évidemment T, = {s) et par suite : 

D'autre part, soit 6 = r, ny(p)y une racine positive. Posons 
YEB(C) 

Si p # p, il existe un élément y E B(C) avec y # p, tel que ny(p) > O, et 
l'on a ny (s(p)) = ny (p) > O (no 1, formule ( 5 ) ) .  Par suite s(p) est positive. On 
en déduit aussitôt que : 

La comparaison de (12) et de (13) montre alors que Us(+(y)) = +(s(y)) 
pour toute racine y et tout s E S. Comme S engendre W, on en déduit (i). 

D'autre part, dire que W(U) est négative équivaut à dire que 

ou encore d'après (i), que Uw(+(u)) = (- 1, wsaw-1). Si de plus u est posi- 
tive, on a +(a) = (+ 1, sa) et Uw(+(u)) = ( ~ ( w - 1 ,  s,), ws,w-l), d'où (ii). 

Enfin, on a, d'après (ii), q(w, sa) = - 1 si et seulement si les racines u 
et w-l(u) sont l'une positive et l'autre négative. Ceci équivaut à dire que 
(ulx) . (w-l(u)lx) = (ulx) . (ml w(x)) < O pour tout x a C, d'où la première 
assertion de (iii). La seconde assertion de (iii) en résulte immédiatement. 

COROLLAIRE 1. - Soient p E B(C) . La réflexion sp permute entre elles les racines 
positives non proportionnelles à P. 
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On  se ramène aussitôt au cas où R est réduit. Dans ce cas, notre assertion 
résulte de (ii) et du fait que Ts, = {sg). 

COROLLAIRE 2. - Supposons R réduit. Soit w E W, soit q la longueur de w par rapport 
à S (chap. IV, § 1, no 1)) et soit w = s,. . . s, une décomposition réduite de w. Soient 
a,, . . ., a, les éléments de B(C) correspondant à s,,. . ., sa. Posons: 

Les racines Bi sont > O, deux d deux distinctes, on a w(0i) < 0, et toute racine u > O 
telle que w(u) < O est égale à l'une des 0s. 

Soit X l'ensemble des racines u > O telles que w(u) <O. D'après (ii), on a 

Card (X) = Card (T,-1) = l(w-1) = l(w) = g. 

D'autre part, si u E X, il est clair qu'il existe i E (1, q) tel que 

D'après le cor. 1, cela entraîne si+l . . . $,(a) = ut, d'où a = O$. L'ensemble X 
est donc contenu dans l'ensemble des Oz. Puisque Card (X) = q, ceci n'est 
possible que si X est égal à l'ensemble des Oi,  et si ceux-ci sont deux à deux 
distincts. D'où le corollaire. 

COROLLAIRE 3. - Supposons R réduit. I l  existe dans W un unique klkment w, de 
plus grande longueur. Sa longueur est égale au nombre des racines positives et w, trangoforme 
la chambre C en - C. On a wi = 1 et l(wze,,) = l(w,) - l(w) pour tout w E W. 

Il est clair que - C est une chambre. Il existe donc un unique élément w, 
de W qui transforme C en - C. On  a alors w,(a) < O pour toute racine posi- 
tive u et les deux premières assertions du cor. 3 sont des conséquences 
immédiates du cor. 2. On  a W ~ ( C )  = C, d'où wi = 1. Enfin, si ze, e W, la 
longueur l(w) (resp. ~(ww,) )  est égale, d'après la prop. 17 (iii), au nombre 
de murs séparant C et w(C) (resp. wwo(C) = - w(C)). Comme w(C) 
et - w(C) sont de part et d'autre de n'importe quel mur, la somme 
l(w) + l(wwo) est égale au nombre total de murs, c'est-à-dire à l(w,). 

PROPOSITION 18. - Soit x E V. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes : 
(i) XEC.  
(ii) x 2 s,(x) pour tout ci E B(C) (au sens de la relation d'ordre définie 

par C). 
(iii) x 2 w(x) pour tout w e W. 
Comme s,(x) = x - (x, uV)u et que C est l'ensemble des éltments x E V 

tels que (x,  a") 2 O pour tout u E B(C), l'équivalence de (i) et (ii) est évidente. 
D'autre part, il est clair que (iii) + (ii). Montrons que (i) ==+ (iii). Soit 
x E C, et soit w E W. Raisonnons par récurrence sur la longueur l(w) de W. 

Le cas l(w) = O est trivial. Si l(w) 2 1, on peut écrire w sous la forme w = w's,, 



avec a e B(C) et 1(w1) = l(w) - 1. On  a alors 

L'hypothèse de récurrence montre que x - wl(x) est positif. D'autre part, 
on a 

w' (x - S, (x) ) = w (s, (x) - x) = - (x, uV) w (a). 

O r  s, E Twr, et la prop. 17, (ii) montre que w(u) < O. D'où le résultat. 

COROLLAIRE. - Pour que x E C, il faut et il sufit que x > w(x) pour tout w E W 
tel que w # 1. 

PROPOSITION 19. - Soit (Pd) i<.jSn une suite de racines positives pour la chambre C 
telle que pl + Pa + . + Pn soit une racine. I l  existe alors une permutation x E en 
telle que, pour tout i E (1, 2, . . . , n), P,(i, + I3,(2) + . . a f Pn(t) soit une racine. 

Raisonnons par récurrence sur n, la. proposition étant évidente pour 
n 

n < 2. Posons p = P l  + . . . + Sn. On  a (Plpi) = (PIP) > O, donc il 
i=l 

existe un indice k tel que (PIPk) > O. Si P = Pk, on a n = 1 puisque pi > O 
pour tout i. Sinon, p - P k  est une racine (no 3, cor. du th. 1) ; il suffit alors 
d'appliquer l'hypothèse de récurrence à P - PB = Pt .  

i f  k 

COROLLAIRE 1. - Soit a E R+(C). Pour que a e B(C), il faut et il sufit que a 
soit somme de deux racines positives. 

Si a est somme de deux racines positives, le th. 3 montre que a e B(C). Si 
n 

a e B(C), le th. 3 montre que a = 2 Pk avec Pk E B(C) pour tout k et n 2 2. 
k=i n-1 

En permutant les Pk ,  on peut supposer que 2 Pk est une racine (prop. 19), 
n-1 k=l 

donc u est somme des racines positives Pk et Sn. 
k=1 

COROLLAIRE 2. - Soit cp une application de R dans un groupe commutatif l? possédant 
les propriétés suivantes : 

1) cp(-a) = -y(&) pour U E R ;  
2) si U E R ,  (3 E R  sont tels que a +  ER, on a cp(u + p) = cp(a) + y@). 

Soit Q le sous-groupe de V engendré par R. Alors cp se prolonge en un homomorphisme de 
Q dans l?. 

Soit B une base de R. Soit $ l'unique homomorphisme de Q dans l? qui 
coïncide avec rp sur B. Il suffit de montrer que $(a) = cp(a) quand a est une 
racine positive pour B. On a a = pl + .. + Pm avec Pt E B pour tout i, 
et p l  + . + Ph E R pour tout h (prop. 19). Montrons que +(u) = cp(a) par 
récurrence sur m. C'est évident si m = 1. L'hypothèse de récurrence donne 

et on a $(Pm) = y(Pm), d'où $(a) = y(a), ce qui démontre le corollaire. 
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Pour toute racine a = 2 ngP de R, notons Y(a) l'ensemble des P E B(C) 
? E B < C >  

tels que ng # O. Observons d'autre part que B(C) s'identifie à l'ensemble des 
sommets .du graphe du système de Coxeter formé par W(R) et les sXi 
(cf. chap. IV, tj 1, no 9 et chap. V, tj 3, no 2). 

COROLLAIRE 3. - a)  Soit a r R. Alors Y(a) est une partie connexe de B(C) 
(chap. IV, Annexe). 

b )  Soit Y une partie connexe non vide de B(C). Alors 2 fi appartient à R. 
Bey 

Pour prouver a) ,  .on peut supposer a positive.   ai sonnons par récurrence 
sur Card (Y (a)), l'assertion étant triviale si Card (Y (a)) = 1. D'après la prop. 19, 
il existe P E B(C) tel que a - (3 E R. Soit p le plus grand entier O tel que 
y = a - p p ~ R .  Comme y - P e R e t  y + p p ~ R ,  on a ( Y I p ) # O  (prop. 9);  
p est donc liée à au moins un élément de Y(y). Mais Y(&) = Y(y) u {P), et 
Y (y) est connexe d'après l'hypothèse de récurrence. Donc Y (a) est connexe, ce 
qui prouve a) .  

Soit maintenant Y une partie connexe non vide de B(C) et montrons par 
récurrence sur Card (Y) que p est une racine. Le cas où Card (Y) < 1 

B E Y  
est trivial. Supposons que Card (Y) 2 2. Comme X est une forêt (chap. V, 
5 4, no 8, prop. 8)) Y est un arbre et possède un sommet terminal (3 (chap. IV, 
Annexe). L'ensemble Y - {fi) est connexe, et un de ses éléments est lié à p. 
Vu l'hypothèse de récurrence, on a a = 2 y E R, et comme (alp) < 0, 
on a bien a + P E R  (th. 1). Y €Y-! p! C.Q.F.D. 

7. Ensembles clos de racines 

DÉFINITION 4. - Soit P un sous-ensemble de R. 
(i) On dit que P est clos si les conditions a E P, @ E P, a + p E R impliquent 

a + PEP.  
(ii) On dit que P est parabolique si P est clos et si P u (- P) = R. 
(iii) On dit que P est symétrique si P = - P. 

Lemme 3. - Soient C une chambre de R et P un sous-ensemble clos de R contenant R+(C) 
(notation du no 6). Soient C = B(C) n (- P), et Q l'ensemble des racines combi- 
naisonr linéaires à coejicients entiers < O des éléments de X. Alors P = R+(C) u Q. 

Il s'agit de montrer que P n (- R+(C)) = Q. Soit - a E Q. .4lors a 
est somme de n éléments de C. Montrons que - a E P, par rdcurrence sur n. 
C'est évident si n = 1. Si n > 1, on peut écrire, d'après la prop. 19 du no 6, 
a = p + y avec y E C et p somme de n - 1 éléments de C. D'après l'hypothèse 
de récurrence, on a - p E P; comme - y E P et que P est clos, on a - a E P. 
Donc Q c P n (- R+(C)). Réciproquement, soit - a E P n (- R+(C)). Alors 
a est somme de p éléments de B(C). Montrons que - a E Q, par récurrence 



sur p. C'est évident si p = 1. Si p > 1, on peut écrire, d'après la prop. 19, 
a = p + y avec y a B(C) et P racine somme de p - 1 déments de B(C). 
Comme - y = p + (- u) et que P est clos, on a - y e P, donc y Z. 
D'autre part, - p = y + (- u) donc - p E P parce que P est clos. D'après 
l'hypothèse de récurrence, on a - P a Q, donc - a = - P - y Q. Donc 
P n (- R+(C)) c Q. 

PROPOSITION 20. - Soit P un sous-ensemble de R. Les conditions suivantes sont équi- 
valentes : 

(i) P est parabolique ; 
(ii) P est clos et il existe une chambre C de R telle que P 3 R+(C) ; 
(iii) il existe une chambre C de R et une partie C de B(C) telle que P soit la rkunion 

de R+(C) et de l'ensemble Q des racines combinaisons linkaires à coeficients entiers 
< O des éléments de C. 

(ii) ==+ (iii) : ceci résulte du lemme 3. 
(iii) ===+ (i) : adoptons les hypothèses et les notations de (iii). Il est clair 

que P u (- P) = R. Soient a, p E P tels que u + P a R, et montrons que 
x + p E P. C'est évident si la racine u + est positive. Supposons u + P 
négative. On a donc u + P = 2 nyy, avec ny 6 O. Mais le coefficient de 

YEB(C) 

tout élément y de B(C) - C dans a ou P est 2 O;  on a donc ny = O si 
y E B(C) - C, d'où u + P E Qc P. 

(i) ==+ (ii) : supposons P parabolique. Soit C une chambre telle que 
Card (P n R+(C)) soit le plus grand possible. Soit u a B(C) et supposons que 
a e P, donc que - a E P. Pour tout @ E P n R+(C), p est non proportionnel à cx 
(car l'hypothèse p = 2u entraînerait a = 2u + (- u) E P puisque P est clos). 
Donc s,(p) E R+(C) (no 6, cor. 1 de la prop. 17). Si on pose Cr = s,(C), on a 
donc p = s,(s,(p)) E s,(R+(C)) = R+(C1). Ainsi, P n R+(C) c P n R+(C1). Par 
ailleurs, - u = s,(a) E s,(R+(C)) = R+(C1), donc - u E P n R+(C1), donc 
Card (P n R+(C1)) > Card (P n R+(C)). Ceci est absurde, donc u E P. Donc 
B(C) c P, et par suite R+(C) c P d'après la prop. 19 et le fait que P est clos. 

COROLLAIRE 1. - Soit P un sous-ensemble de R. Les conditions suivantes sont équiva- 
lentes : 

(i) il existe une chambre C telle que P = R+(C) ; 
(ii) P est clos, et {P, - P )  est une partition de R. 
La chambre C telle que P = R+(C) est alors unique. 
(i) ==+ (ii) : ceci résulte du th. 3 (no 6). 
(ii) ==-+ (i) : ceci résulte de l'implication (i) + (ii) de la prop. 20. 

Si P = R+(C), CV est l'ensemble des x* E V* tels que (x*, x) > O pour tout 
x a P, d'où l'unicité de C. 

COROLLAIRE 2. - Supposons V muni d'une structure d'espace vectoriel ordonné telle 
que, pour cette structure, toute racine de R soit positive ou négative. Soit P l'ensemble 
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des racines positives pour cette structure. Alors i l  existe une chambre C de R et une seule 
telle que P = R+(C). 

En effet, P vérifie la condition (ii) du cor. 1. 
Ce corollaire s'applique en particulier lorsque l'ordre considéré est total, la 
condition sur R étant alors automatiquement remplie. Rappelons qu'on obtient 
par exemple un tel ordre en choisissant une base dans V et en prenant 
sur V l'ordre lexicographique, où x = 2 Ecea est 2 O si tous les ta sont O, ou si 

Et > O pour le plus petit indice i tel q;e Et # O. 

COROLLAIRE 3. - Pour qu'une partie B de R soit une base de R, il  faut et il  sufit 
que les conditions suivantes soient remplies : 

(i) les éléments de B sont linLairement indépendants ; 
(ii) toute racine de R est combinaison linéaire d'éléments de B à coeficients tous 

positifs ou tous négatifs; 
(iii) toute racine de B est indivisible. 

On sait déjà que les conditions sont nécessaires (no 5, th. 2, et no 6, th. 3). 
Supposons les conditions (i) , (ii) , (iii) vérifiées. Soit P l'ensemble des racines qui 
sont combinaisons linéaires à coefficients 2 O des éléments de B. Puisque P 
vérifie la condition (ii) du cor. 1, il existe une chambre C telle que P = R+(C) ; 
soit B' = B(C), et soient X et X' les cônes convexes engendrés par B et B'. 
On  a 

B c P c X  et B ' c P c X ' ,  

ce qui montre que X et X' sont tous deux engendrés par P, donc coïncident. 
Mais les demi-droites engendrées par les Cléments de B (resp. de B') sont les 
génératrices extrémales de X (resp. de X') ; comme une telle demi-droite ne 
contient qu'une seule racine indivisible, on a donc B = B'. 

COROLLAIRE 4. - Soient B une base de R, B' une partie de B, V' le sous-espace vectoriel 
de V engendré par B', et R' = R n V'. Alors B' est une base du système de racines R'. 

Ceci résulte aussitôt du cor. 3, et du cor. de la prop. 4. 

On  dit que R' est le système de racines engendré par BI. 

COROLLAIRE 5. - Soient B une base de R, Al, A2, . . . , A, des parties de B deux 
à deux orthogonales, et A = Ai u A2 u . . u A,. Alors toute racine a qui est 
combinaison linéaire d'éléments de A est déjà combinaison linPaire des éléments d'un 
des AI. En particulier, si R est irréductible, il  n'existe pas de partition de B(C) en deux 
ensembles orthogonaux. 

Soient El, . . ., Er, E les sous-espaces vectoriels de V engendrés respecti- 
vements par Ai, . . ., A,, A. Grâce au cor. 4, on peut supposer que E = V. 
Alors, d'après le th. 2 (vii) du no 5, les Ea sont stables par W(R), donc R est 
réunion des R n Et (no 2, prop. 5). 



COROLLAIRE 6. - Adoptons les hypothèses et les notations de la prop. 20. Soit Vl 
le sous-espace vectoriel de V engendrépar 2. Alors P n (- P) = Q u  (- Q) =VI n R 
est un système de racines dans VI de base C. 

O n  a P n (- P) = (R+(C) u Q) n ((-- R+(C)) u (- Q))  = Qu (- Q). 
Le th. 3 prouve que Q u  (- Q) =VI n R. Enfin, C est base du système de racines 
VI n R d'après le cor. 4. 

PROPOSITION 21. - Soient C (resp. Cr) une chambre de R, C (resp. C') une partie 
de B(C) (resp. B(C1)), Q (resp. Q') l'ensemble des racines combinaisons linéaires à 
coescients entiers négatifs des éléments de E (resp. Cr), et P = Q u  R+(C) (resp. 
Pl = Q u R+(C1)). S'il existe un élément du groupe de Weyl transformant P en P', 
il existe un élément du groupe de Weyl transformant C en C' et C en Cr. 

On  se ramène aussitôt au cas où P = P'. Soit VI le sous-espace vectoriel de 
V engendré par P n (- P). Alors C et C' sont deux bases du système de racines 
R i  = P n (- P) dans VI (cor. 6 de la prop. 20). Il existe donc gi s W(Ri) 
tel que gl(C) = Er. Il est clair que gl  est induit par un éltment g de W(R) 
qui est un produit de symétries s,, avec a E 2. Soit y = 2 cep un élément de 

pen<c> ' 
P -Ri .  On a ca > O pour au moins un p EB(C) - C. D'autre part, si 
6 E C, on a s,(y) - y s V1, donc s,(y) admet au moins une coordonnée > O 
par rapport à B(C) (no 1, formule (5)), d'où s,(y) E R+(C) et finalement 
$,,(Y) E P - R1. Il en rtsulte que P - R i  est stable par les s,, as C, 
donc par g, et l'on a g(P) = P. On  est ainsi rament à prouver la 
proposition lorsque P = P' et C = Cr. Dans ce cas, on a Q=  Q', donc 
R+(C) = P - Q = P - Q' = R+(C1), donc C = C' (cor. 1 de la prop. 20). 

COROLLAIRE. - Soient P, Pr deux sous-ensembles paraboliques de R transformés l'un 
de l'autre par un élément du gr0up.e de Weyl. S'il existe une chambre C de R telle que 
R+(C) c P et R+(C) c P', on a P = Pr. 

Ceci résulte du lemme 3 et de la prop. 21 puisque le seul élément de W (R) 
transformant C en C est 1, cf. no 5, th. 2. 

PROPOSITION 22. - Soit P un sous-ensemble clos de R tel que P n (- P) = 0. Il 
existe alors une chambre C de R telle que P c R+(C). 

1) Compte tenu du cor. du th. 1, no 3, les hypothèses u r  P, PEP,  
( K I  p) < O impliquent u + (3 e P. 

2) Montrons qu'aucune somme u l  + . . . + uq (q 2 1) d'éléments de P 
n'est nulle. On  procède par récurrence sur q. L'assertion étant évidente pour 
q = 1, supposons q 2 2. Si cc1 + . . . + aq = O, alors 

donc (- ullu2 + + uq) > O, d'où l'existence d'un je 12, q)  tel que 
(u1luj) < O. D'après la partie 1) de la démonstration, on a ul + uj E P, et 
la relation (ai + uj) + 2 cri = O contredit l'hypothèse de récurrence. 

i f 1 J  
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3) Montrons qu'il existe un élément y non nul dans V tel que (yla) 2 O 
pour tout u E P. Dans le cas contraire, le résultat de 1) prouverait qu'on peut 
trouver une suite infinie ai, az, . . . d'éléments de P tels que 

pour tout i; il existerait deux entiers distincts i, j tels que Pr = fij, ce qui 
contredirait le résultat de 2). 

4) Pour démontrer la proposition, il suffit (cor. 2 de la prop. 20) de montrer 
qu'il existe une base (ctk)l<k<l de V telle que, pour la relation d'ordre lexi- 
cographique définie par cette base, tout élément de P soit > O. Procédons 
par récurrence sur 1 = dim V, en supposant la proposition établie pour les 
dimensions < 1. Soit y E V tel que y # O et (yla) 2 O pour tout a E P (cf. 3)). 
Soient L l'hyperplan orthogonal à y, et V' le sous-espace de L engendré par 
R n L. Alors R n L est un système de racines dansV' et P n L est clos dans R n L. 
D'après l'hypothèse de récurrence, il existe une base (Pl, . . . , Pl,) de V' telle 
que les éléments de P n L soient > O pour l'ordre lexicographique défini par 
cette base. Alors toute base de V dont les 1' + 1 premiers éléments sont 
y, Pi, Pz, . . . , Pl, et dont les éléments suivants sont dans L possède la propriété 
requise. 

PROPOSITION 23. - Soient P un sous-ensemble de R et VI (resp. ï) le sous- 
espace vectoriel (resp. le sous-groupe) de V engendrd par P. Les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

(i) P est clos et symétrique; 
(ii) P est clos, et P est un ystème de racines dans VI;  
(iii) ï n R = P. 
Supposons qu'il en soit ainsi. Pour tout u E P, soit a l  la restriction de uV à VI. 

Alors l'application a a: est la bijection canonique du ystème de racines P 
sur Pv. 

(iii) ==+ (i) : tvident. 
(i) + (ii) : supposons P clos et symétrique. D'abord P vérifie (SR,) 

dans VI. Soient u, p E P, et montrons que s,(P) E P. C'est évident si u et @ 
sont proportionnels. Sinon, on a sa(@) = P - n($, a)  u et P -pu E R pour tout 
entier rationnel p compris entre O et n(P, u) (prop. 9, no 3), donc 

puisque P est clos et symétrique. Ainsi, s,, ,y(P) = P, et P vérifie (SR,,). Il 
est clair que P vérifie (SR,,,). Donc P vérifie (ii), et on a en même temps 
prouvé la dernière assertion de la proposition. 

(ii) ===+ (iii) : supposons vérifiée la condition (ii), et prouvons que ï n R=P. 
Il est clair que P c I' n R. Soit p E ï n R. Puisque P E ï et que P = - P, on a 
p = ui + cc2 + . . + uk avec al, . . . , uk E P. Nous allons prouver que p E P. 



C'est évident si k = 1. Raisonnons par récurrence sur k. On  a 

donc (Plui) > O pour un indice i. Si P = ai, on a P E P. Sinon, on a P - al E R 
(cor. du th. 1, no 3)' donc (3 - ai E P d'après l'hypothèse de récurrence, donc 
(3 E P puisque P est clos. 

Les conditions de la prop. 23 peuvent être réalisées avec VI = V et pourtant P # R. 
Par exemple, il peut arriver que R soit un système de type Gz et P un système de 
type Az; cf. planche X. 

PROPOSITIOX 24. - Soit R'  l'intersection de R auec un sous-espace vectoriel de V, 
de sorte que R'  est un système de racines dans le sous-espace zjectoriel V' qu'il engendre 
(cf. cor. de la prop. 4, no 1). Soit B' une base de R'. 

(i) Il existe une base de R contenant B'. 
(ii) R'  est l'ensemble des éléments de R qui sont combinaisons linéaires des éléments 

de B'. 
L'assertion (ii) est évidente. Prouvons (i). Soit (cl, ~ 2 ,  . . . , EZ) une base 

de V telle que B' = (cp+i ,  Z p + 2 ,  . . . , cl).  L'ordre lexicographique sur V cor- 
respondant à cette base définit une chambre C de R. Il est clair que tout 
élément de B' est minimal dans R+(C). Donc B' c B(C). 

8. Plus grande racine 

PROPOSITION 25. - Supposons R irréductible. Soit C une chambre de R, et soit 
B(C) = (al,  . . . , a l )  la base correqûondante. 

1 1 

(i) Il existe une racine à = r, nias telle que, pour toute racine 2 piai, on ait 
i=l i = l  

ni > pl, n2 2 pz, . . . , nt 3 pl. En d'autres termes, R possède un plus grand élément 
ù pour la relation d'ordre d$nie par C. 

(ii) On a ù e C. 
(iii) On a (61:) 3 (x'la') pour toute racine a'. 
(iv) Pour toute racine positive a' non proportionnelle à âi, on a n(a', ù) = O ou 1. 

1 1 

1) Soient a = 2 nixt, p = piai deux racines maximales pour l'ordre 
i=l i=l 

défini par C. On va prouver que a = P, ce qui établira (i). 
2) Si on avait ( u ~ u ~ )  <O pour un indice i, on en déduirait que a + ai e R 

ou a = - ai (cor. du th. 1, no 3), et ces deux éventualités sont absurdes 
d'après la maximalité de a. Donc (alai) > O pour tout i. 

3) Si a < O, on a a < - x, ce qui est absurde. Donc nt 2 O pour tout i. 
Soit J l'ensemble des i tels que ni > O, et J' le complémentaire de J dans 
(1, 2, . . ., 1). On  a J # (7j. Si J' était non vide, il existerait un i e J et un 
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i' E J' tels que ( ~ ~ 1 ~ ~ 0 )  < O (cor. 5 de la prop. 20, no 7)  ; on aurait 

puisque (qlak) < O quels que soient j et k distincts, et ceci contredirait 2). 
Donc J' = @ et ni > O pour tout i. 

4) On  a (plu6) 2 O pour tout i d'après 2). On  ne peut avoir ((jlcq) = O 
pour tout i puisque (j f O. On  conclut alors de 3) que 

Si y = a-   ER, on a a > (j ou (j > a (th. 3, no 6), ce qui contredit la 
maximalité de a et p. Donc a = (j (cor. du th. 1, no 3). 

5) D'après 2),  on a ü E C. Soit a' E R, et prouvons que (a'\ a') < (ülü). 
Puisque C est un domaine fondamental pour W(R), on peut supposer que 
a' E C.  On a ü - a' 2 O, donc (ü - a'lx) 2 O pour tout x E C. En particulier 
(ü - a1IÜ) 2 O et (ü - a'lcr') 2 0, d'oh (ÜIÜ) 2 (a'lü) 2 (s'la'). Donc 
n(al, ü) vaut O ou 1 ou - 1 (prop. 8, no 3) si a' est non proportionnel à ü. Si 
a' 2 O, on a (ülu') 2 O d'après 2), donc n(a', ü) 2 O, donc n(a', ü) vaut O ou 1. 

C.Q.F.D. 
Remarque. - On dit que la racine 

de (i) est la plus grande racine de R (vis-à-vis de C). On  notera que, d'après (i), 
on a nt 2 1 pour tout i. 

9. Poids, poids radiciels 

Soit 1 = dim V. On  note Q ( R )  le sous-groupe de V engendré par R;  les 
éléments de Q ( R )  s'appellent les poids radiciels de R. D'après le th. 3 du no 6, 
Q ( R )  est un sous-groupe discret de rang l de V, et toute base de R est une 
base de Q ( R ) .  

De même, le groupe Q(RV)  est un sous-groupe discret de rang l de V*. 

PROPOSITION 26. - L'ensemble des x E V tels que (x,y*) E Z pour tout y* E Q ( R V )  
(ou, ce qui revient au même, pour tout y* E RV) est un sous-groupe discret G de V conte- 
nant Q ( R ) .  Si B' est une base de RV, la base duale de B' dans V est une base de G. 

Soit x E V. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) (x,y* ) E Z pour tout y *  E Q(RV)  ; 
(ii) (x, y*) E Z pour tout y* E BI ; 
(iii) les coordonnées de x par rapport à la base duale de B' sont dans Z. 



O n  en conclut que la base duale de B' est une base de G. D'autre part, 
(SR,,,) prouve que R c G, d'où Q ( R )  c G. 
Le groupe G de la prop. 26 se note P(R),  et ses éléments s'appellent les poids 
de R. On  peut considérer aussi le groupe P(RV) des poids de RV. 

D'après Alg., chap. VII, 2e Cd., 5 4, no 8, les groupes 

sont des groupes finis en dualité sur Q/Z ,  donc isomorphes. L'ordre commun 
de ces deux groupes s'appelle l'indice de connexion de R (ou de RV). 

Si R est somme directe de systèmes de racines Ri, le groupe Q ( R )  (resp. 
P(R)) s'identifie canoniquement à la somme directe des Q ( R r )  (resp. P(Rr)). 

PROPOSITION 27. - Soient R i  une partie de R, QI le sous-groupe de Q ( R )  engendré 
par R i ,  et W l  le sous-groupe de W(R) engendré par les s, (u E Ri).  Si p E P(R) et 
W E W ~ ,  on a P-w(p) €QI. 

Si w = S, avec u E RI, on a 

Si w = s,,sUt . . . sCtr avec cr i ,  . . . , U r  E RI ,  on a donc encore p - w(p) E QI 
comme on le voit par récurrence sur r. 
Le groupe A(R) laisse invariants P(R) et Q ( R ) ,  donc opère dans le groupe 
quotient P (R) /Q(R) .  D'après la prop. 27, le groupe W(R) opère trivia- 
lement dans P(R) /Q(R) .  Par passage au quotient, on voit que le groupe quotient 
A(R)/W(R) (cf. prop. 16, no 5 )  opère canoniquement dans P(R)/Q(R) .  

10. Poids fondamentaux, poids dominants 

Supposons R réduit. Soit C une chambre de R, et soit B la base de R corres- 
pondante. Comme R est réduit, BV = ( u ~ } , , ~  est une base de RV. La base 
duale (a,),,, de BV est donc une base du groupe des poids; ses éléments 
s'appellent les poids fondamentaux (relativement à B, ou à C);  lorsque les élé- 
ments de B sont numérotés (al, . . . , al), on note ( a l ,  . . . , al) les poids fonda- 
mentaux correspondants. 

Soit x E V. Pour que x E C, il faut et il suffit que (x, uV) > O pour tout 
a a B. Il s'ensuit aue C est l'ensemble des combinaisons linéaires des a, à 
coefficients > O, e; C l'ensemble des combinaisons 
cients 2 0. 

Les éléments n(a, @)= (a, (3") de la matrice de 
les coordonnées de u par rapport à la base (ag)  B E B  : 

linéaires des GS, à coeffi- 

Cartan sont, pour u fixé, 
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La matrice de Cartan est donc la transposée de la matrice de l'injection 
canonique 

Q (R) + P(R) 

par rapport aux bases B et des Z-modules Q (R) et P(R). 
Un poids a est dit dominant s'il appartient à C, autrement dit si ses coor- 

données par rapport à (a,),,, sont des entiers 3 0, ou encore si g (a )  < a 
pour tout g E W (R) (no 6, prop. 18). Puisque C est un domaine fondamental 
pour W (R) (th. 2), il existe, pour tout poids a, un poids dominant a' et un seul 
tel que or' soit transformé de a par W(R). 

On a 

pour a, p E B (a,, désignant le symbole de Kronecker), d'où 

Autrement dit, a, est orthogonal à P pour P # u, et sa projection orthogonale sur Ru 
1 A 

est - u. Puisque a, E C, on a (malop) 2 O pour a, p E B, i.e. l'angle (a,, op) 
2 

est aigu ou droit. Les poids dominants sont les a e V tels que S(aIa)/(ulu) 
soit un entier 2 O pour tout u e B. 

PROPOSITION 28. - Soient B une base de R, B' une partie de B, V' le sous-espace 
vectoriel de V engendré par B', R' = R n V' (qui est un système de racines dans V'), 
RIV le système de racines inverse (qui s'identije à l'image canonique de R' dans RV), 
VI l'orthogonal de RIV dans V, et p le projecteur de V sur V' parallèlement à VI. 
Alors, Q (R') = Q ( R )  n V', P(R') = p (P(R)). L'ensemble des poids dominants 
de R' est l'image par p de l'ensemble des poids dominants de R. 

En effet, Q ( R )  est le sous-groupe de V de base B, Q(R1)  est le sous-groupe 
de V de base B' (no 7, cor. 4 de la prop. 20) d'où aussitôt Q(R1)  = Q ( R )  n V'. 
Si a e P(R) et u E R', on a (p(a), a") = (a, uv) E Z, doncp(m) E P(R1), donc 
k(P(R)) c P(R1). Si a' E P(R1), a' se prolonge en une forme linéaire a sur V* 
nulle sur (B -BI)"; on a (a, uV) E Z pour tout u E B, donc a E P(R), et 
a' = p(a) ; donc P (R') c p(P (R) ). Ainsi P(R1) = p (P(R) ), et l'assertion 
relative aux poids dominants se démontre de la même façon. 

PROPOSITION 29. - Soit p la demi-somme des racines > 0. 
(i) On a p = 2 a,; c'est un élément de C. 

a E B  

(ii) = p - a pour tout a e B. 
(iii) On a (2pla) = (ula) pour tout a E B. 



Comme R est réduit, on a s , (R+(C)  - ( a ) )  = R+(C) - { a )  et s,(a) = - a 
pour or a B (no 6, cor. 1 de la prop. 17), d'où s,(2p) = 2p - 2a. Comme 

= p - (Q, a V )  a ,  on voit que 

D'où p = 2 mg, et par suite p E C. Enfin (iii) équivaut à (p, a V )  = 1. 
B 

COROLLAIRE, - Soit a la demi-somme des éléments > O de RV (pour BV). Pour tout 
or E V, la somme des coordonnées de or par rapport à la base B est (or, a). Si  a e R, cette 

1 somme est aussi égale à - 2 n(a ,  P). 
2 SER+(C) 

Échangeant les rôles de R et RV dans ce qui précède, on a (or, a) = 1 
pour tout ore B, d'où le corollaire. 

11. Transformation de Coxeter 

Soit C une chambre de R, soit {al, . . ., a l )  la base de R correspondante, et 
soit c = s,, . . . s,,. L'élément c de W s'appelle la transformation de Coxeter de W 
définie par C et la bijection i or( (chap. V, $ 6, no 1). Son ordre h est appelé 
le nombre de Coxeter de W (ou de R) .  

PROPOSITIOK 30. - Supposons R irréductible. Soit m un entier compris entre 1 et h- 1, 
2inm et étranger à h. Alors exp ( -- ) est une valeur propre de c de multiplicité 1. 

h 
(En particulier, m est un exposant de W, cf. chap. V, $ 6, no 2). 
Démontrons d'abord un lemme : 

Lemme 3. - Pour tout w E W ,  le polyn8me caractéristique de w est à coeficients entiers. 
On sait (no 6, th. 3) que le sous-groupe Q (R )  de V engendré par R a pour 

base {ai, . . . , a l ) .  Comme rei laisse stable Q (R), sa matrice par rapport à 
{ori, . . . , cil) est à coefficients entiers; il en est donc de même de son polynôme 
caractCristique. 
Soit P le polynôme caractéristique de c. Le lemme ci-dessus montre que les 
coefficients de P sont entiers. D'après le chap. V, $ 6, no 2, cor. 2 de la prop. 3, 

2ix la racine primitive h-ème de l'unité z = exp(-) est une racine simple 
h 

de P. Tout conjugué de z sur Q est donc aussi racine simple de P. Mais on 
sait (*) que toutes les racines primitives h-&mes de l'unité sont conjuguées sur Q. 
Elles sont donc toutes racines simples de P, ce qui démontre la proposition. 

PROPOSITION 3 1. - Supposons R irréductible et réduit, et soit = nicri + . . . + nlorl 

la plus glande racine de R (cf. no 8 ) .  On a alors ni  + . + nl = h - 1. 

(*) C e  résultat figurera dans u n  chapitre d'Alg. comm. e n  préparation. E n  attendant, le lecteur pourra 
se reporter a D. HILBERT, Die Theorie der algebmischen <ahlkorper, 3 97 (Gesumm. Abh., 1, p. 63-363). 





Observons d'abord que (si,. . . , sl) est une décomposition réduite de c (chap. IV, 
5 1, no 1) par rapport à l'ensemble S des sz. En effet, sinon, il existerait une 
partie X = S - { j )  à 1 - 1 éléments de S telle que c E WX ; on aurait alors 
sj  e Wx, ce qui contredirait le cor. 2 de la prop. 7 du chap. IV, 5 1, no 8. 

En appliquant à c = si . . . sl le cor. 2 de la prop. 17 du no 6, on obtient 
les assertions (i) et (ii). 

Soit Qz le sous-groupe de Q ( R )  engendré par les uj, j > i. On vérifie 
immédiatement que Q$ est stable par les sj, j > i, et que sj(ui) = ai mod. Qz 
pour j > i. On a donc : 

0.1 = sl . . . si+1(ar) = ai mod. Qz. 

En d'autres termes, il existe des entiers cij tels que : 

D'où aussitôt (iii) . h- 1 

Enfin, soit a une racine. L'élément 2 ck(u) est invariant par c, donc nul 
k=0 

(chap. V, 5 6, no 2). Les ck(a) ne peuvent donc pas être toutes de même signe, 
et il existe un k tel que ck(u) > O et ck+l(a) c O. D'après (ii), ck(a) est l'un 
des O z .  Donc toute orbite de I' dans R est l'une des Ri. Prolongeons alors 
(xly) en une forme hermitienne sur V @  C. D'après la Remarque du chap. V, 

2ix 5 6, no 2, il existe un élément z e  V @ C  tel que c(z) = exp(-) c et que 
(ylz) # O pour tout y €  R. Si cp(a) = a, on a h 

- 2ixp d'où exp( - 
h 

) = 1, et p = O mod. h. Cela prouve que l'orbite de a 

possède h éléments. D'après le th. 1 (ii) du chap. V, 5 6, no 2, le nombre total 
hl d'orbites de I' dans R est donc - = 1. Il  en résulte que les ni sont deux à deux 
h 

disjointes, ce qui achève de prouver (iv). 

12. Forme bilinéaire canonique 

On a vu (no 1, prop. 3) que la forme bilinéaire symétrique 

sur V est non dégénérée et invariante par A(R). Échangeant les rôles de R et RV, on voit que la 
forme bilintaire symétrique (x*, y*) BRv (x*, y*) = 2 <a, x*) <a, y*) sur V* est non 
dtgtnérte et invariante par A(R). a e R  
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La forme inverse de BRv (resp. BR) sur V (resp. V*) sera appelée la forme bilinéaire cano- 
nique sur V (resp. V*) et notée@R (resp. ORv). Elle est non dégénérée et invariante par A(R). 
Soit o l'isomorphisme de V sur V* défini par BI,". On a, pour x E V et y E V : 

Mais (a, ~ ( x ) )  = BRv(o(a), Q(x)) = mR(a, x). D'où 

Compte tenu de la prop. 7 du no 2, ap est la seule forme bilinéaire symétrique invariante par 
W(R) et non nulle qui vérifie l'identité (16). 

Pour p E R, (16) donne 

Par ailleurs, d'aprés le lemme 2 du no 1, on a, pour x, y E V : 

Si R est iwéductible, il existe donc une constante y(R) > O telle que 

Par définition de y(R), on a BR(%, y) = 4y(R)QR(x, y), donc 

pour x*, y* E V*. Ceci prouve d'abord que y(R) = y(RV). D'autre part, pour P E R, 

ou finalement 

Si en outre toutes les racines de R ont la même longueur h pour OR,  (16) et (18) montrent 
que 
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De plus, si h est le nombre de Coxeter de W, le cor. du th. 1 du chap. V, 5 6 ,  no 2 montre que : 

h a B ( %  X )  = a R ( x ,  pour tout X E  V. 
U E R  A 

En comparant avec (16) ,  on en dtduit : 

(21)  A = h-li2 et y(R) = h2. 

Enfin, la formule (19)  montre que les racines de RV ont la longueur A pour QRv 

§ 2. Groupe de Weyl affine 

Dans ce paragraphe (no 5 excepté), on désigne par R un système de racines 
réduit dans un espace vectoriel réel V. On  désigne par W le groupe de Weyl 
de R ;  on l'identifie à un groupe d'automorphismes du dual V* de V 
(5 1, no l) ,  et l'on munit V* d'un produit scalaire invariant par W. 
Soit E l'espace affine sous-jacent à V* ; pour v E V*, on désigne par t (v) la 
translation de E de vecteur v. Enfin, on désigne par P (resp. Q) le groupe des 
translations t ( v )  dont le vecteur v appartient au groupe des poids P(RV) (resp. 
au groupe des poids radiciels Q (RV)) du système de racines RV inverse de R. 

1. Groupe de Weyl affine. 

Pour u E R et k e Z, soit Lu,  k l'hyperplan de E défini par : 

et soit su, k la réflexion orthogonale par rapport à Lu ,  k. On a : 

pour tout x E E. Autrement dit, on a : 

où s, est la réflexion orthogonale par rapport à l'hyperplan L ,  = c'est- 
à-dire la réflexion associée à la racine u. 

L a  formule (1) montre que s,,k ne dépend pas du produit scalaire choisi. 

DÉFINITION 1. - On appelle groupe de Weyl a#ne du système de racines R et on note 
W,(R) (ou simplement W,) le groupe de transformations a$înes de E engendré par les 
réJEexions s,, pour u E R et k E Z. 

PROPOSITION 1. - Le groupe W, est produit semi-direct de W par Q .  
Comme W est engendré par les réflexions sa ,  il est contenu dans W,. 

D'autre part, on a t(uv) = s , , ~  0 s, si a E R, ce qui montre que Q c  W,. 
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Comme W laisse stable Q (RV) ($ 1, no 9), le groupe de transformations 
affines G engendré par W et Q e s t  le produit semi-direct de W par Q. On a 
G c Wa d'après ce qui précède et s,, k e G quels que soient a E R et k e Z 
d'après (1). On  en conclut que Wa = G. 

PROPOSITION 2. - Le groupe Wa, muni de la topologie discrète, opère proprement sur E 
et permute entre eux les bperplans La,k (pour u e R et k e Z). 

Comme Q(RV) est un sous-groupe discret de V*, le groupe Q opère 
proprement sur E. Il en est donc de même de Wa = W .  Q, puisque W est fini. 
De plus, on a, pour u, P e R et k E Z : 

où n(u, P) = (pV, CI) est un entier, d'où la deuxième assertion. 
O n  peut donc appliquer à Wa opérant sur E les résultats du chapitre V, $ 3. 
Pour éviter toute confusion avec les chambres du groupe de Weyl W dans V*, 
nous appellerons alcôves les chambres déterminées par le système des hyperplans 
LX,k (pour CI E R et k E Z) dans E. Le groupe Wa opère donc de façon simplement 
transitive sur l'ensemble des alcôves et l'adhérence d'une alcôve est un domaine fondamental 
pour Wa opérant sur E (chap. V, 5 3, no 2, th. 1 et no 3, th. 2). Il  est clair que 
le groupe de Weyl W s'identifie à l'image canonique U(Wa) de Wa dans le 
groupe orthogonal de V* (cf. chap. V, 3, no 6). Il en résulte que Wa est 
essentiel (chap. V, $ 3, no 7) et que Wa est irréductible si et seulement si le système 
de racines R l'est (5 1, no 2, cor. de la prop. 5). Si R est irréductible, chaque 
alcôve est un simplexe ouvert (chap. V, 5 3, no 9, prop. 8). Dans le cas général, 
la décomposition canonique de l'espace affine E en produit (chap. V, fj 3, 
no 8) correspond à la décomposition de R en composants irréductibles. En 
particulier, les alcôves sont des produits de simplexes ouverts. 

Notons encore que le cor. du th. 1 du chap. V, § 3, no 2 montre que les s,,k 
sont les seules réflexions appartenant à Wa. 

2. Poids et points spéciaux 

PROPOSITION 3. - Les points spéciaux (chap. V, $ 3, no 10, déf. 1) de W, sont 
les poids de Rv. 

Soit xo e E et soit u E R. L'hyperplan L parallèle à Ker u et passant 
par xo a pour équation (u, x) = (a, xo). Pour qu'il soit égal à Lp,k, il 
faut d'une part que u et p soient proportionnelles, ou encore, puisque R est 
rCduit, que p = I cc, et d'autre part que (a, xo) soit entier. On  en déduit 
aussitôt que xo est un point spécial de Wa si et seulement si (a, xo) e Z pour 
tout u E R, c'est-à-dire si et seulement si xo E P(RV) ($ 1, no 9). 

COROLLAIRE. - (i) Si O e P(RV), il existe une alcôve C telle que ES soit point 
extrémal de C. 
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(ii) Si C est une alcôve, C n Q (RV) se réduit à un point et ce point est point extré- 
mal de C. 

Cela résulte de la prop. 3, compte tenu du cor. de la prop. 11 du chap. V, 
$ 3, no 10 et de la prop. 12 du chap. V, 5 3, no 10. 

PROPOSITION 4. - Soit C' une chambre de RV. 
(i) Il existe une alcôve C et une seule contenue dans C' et telle que O E C. 
(ii) La réunion des w(C) pour ze, E W est un voisinage de O dans E.  
(iii) Tout mur de C' est un mur de C. 
Cela résulte de la prop. 11 du chap. V, 5 3, no 10. 

Supposons maintenant R irréductible. Soit (ut)tE, une base de R ($ 1, no 5, 
déf. 3), et soit ( ~ j s ) ~ ~ I  la base duale. Les os sont les poids fondamentaux de RV 
pour la chambre C' de RV correspondant à la base (us). Soit 

la plus grande racine de R ($ 1, no 8), et soit J l'ensemble des i E 1 tels que 
ni = 1. 

PROPOSITION 5. - Soit C l'alcôve contenue dans Cr à laquelle O est adhérent (prop. 4) .  
(i) C est l'ensemble des x E E tels que (ut, x )  > Opour tout i E 1 et que (G, x )  < 1. 
(ii) L'ensemble C n P(RV) se compose de O et des as pour i E J .  
Soit D l'ensemble des x E E tels que (ü, x )  < 1 et posons Cl  = C' n D. 

Comme O E C, on a C c D, d'où C c Ci .  Nous allons montrer que, pour tout 
a E R et tout k E Z, les ensembles C et Ci sont du même côté de l'hyperplan 
Lu,k .  Ceci prouvera que Cl c C et Ctablira l'assertion (i). Si k = O, la chambre 
C' est toute entière d'un même côté de Lu,o,  ce qui établit notre assertion dans 
ce cas. Si k f: O, on peut, quitte à changer cc en - u, supposer que k > 0. 
On a alors (u, x )  < k sur C, puisque O E C. D'autre part, ü - a est positive 
sur C' (5 1, no 8, prop. 25). Poury E Cl,  on a donc (cc, y) < (2, y) < 1 < k. 
Par suite, C et Cl sont bien du même côté de Lu,k. 

Soit maintenant o E P(RV) . On a a = 2 psat, avec f i 6  E Z (5 1, no 10). 
1 

Pour que a E Cl, il faut et il suffit que les entiers pi soient tous positifs. Si 
a E Cf, pour que a E E il faut et il suffit que (ü, a) = 2 n& soit < 1, d'où (ii). 

i 

COROLLAIRE. - L'alcôve C est un simplexe ouvert de sommets O et les ntlnr, i E 1. 
Cela résulte de (i). 

3. Le normalisateur de W, 

Dans ce no, nous supposons le produit scalaire choisi sur V invariant non seule- 
ment par W, mais par le groufie A(R) tout entier. Nous identifierons A(R) et 
A (RV) . 
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Soit G le normalisateur de Wu dans le groupe des déplacements de l'espace 
affine euclidien E. Si g est un déplacement de E, et s la réflexion orthogonale 
par rapport à un hyperplan L, le déplacement gsg-1 est la réflexion orthogonale 
par rapport à l'hyperplan g(L). Il en résulte que G est l'ensemble des dépla- 
cements de E qui permutent entre eux les hyperplans La,k (pour x E R et 
~ E Z ) .  

Or, le groupe des automorphismes de E est le produit semi-direct du groupe 
orthogonal U de V* et du groupe T des translations. Si u E U et v E V*, le 
transformé de l'hyperplan La,% par g = u 0 t(v) est l'hyperplan défini par 
l'équation 

(tu-'(u), X )  = k + (a, v). 

Par suite, on a g E G si et seulement si d'une part tu permute entre elles les 
racines, c'est-à-dire appartient à A(R), d'autre part (a, v)  E Z pour tout 
a E R, c'est-à-dire si v E P(RV). Autrement dit, le groupe G est produit semi-direct 
de A(R) par P. Comme Q c P et W c A(R), on voit que le groupe quotient 
G/Wa est produit semi-direct de A(R) /W par P (RV) /Q(RV) ; l'action correspon- 
dante de A(R)/W sur P(RV)/Q(RV) est l'action canonique (5 1, no 9)) 
comme on le vérifie immédiatement. 

Nous désignerons par Wh le sous-groupe de G produit semi-direct de W par P. 
C'est un sous-groupe distingué de G, et G/Wa est canoniquement isomorphe à 
A(R)/W; de plus, l'application canonique de P(RV) dans Wa/Wa donne par 
passage au quotient un isomorphisme de P(RV)/Q(RV) sur Wh/Wa. 
Soit maintenant C une alcôve de E, et soit Gc le sous-groupe formé des élé- 
ments g E G tels que g(C) = C. Comme W, est simplement transitif sur les 
alcôves, le groupe G est produit semi-direct de Gc et de Wu. L'isomorphisme corres- 
pondant de G/Wa sur Gc fournit en particulier un isomorphisme canonique 
de P(RV)/Q(RV) sur le groupe rc = Gc n Wa. 

Supposons que R soit irréductible, et reprenons les notations de la prop. 5 
du no 2. Posons Ro = R, et soit Ra (i E 1) le système de racines engendré par les 
uj, pour j # i. Pour i = O (resp. i E 1)) soit zut l'unique élément de W(R0 
(identifié à un sous-groupe de W) qui transforme les racines positives de Ri 
relativement à la base en racines négatives (5 1, no 6, cor. 3 de la 
prop. 17). 

PROPOSITION 6. - Pour tout i E J, L'dément y$ = t(ar)wiwo appartient à rc et 
L'application i - yr est une bijection de J sur rc - (1). 

Remarquons tout d'abord que la racine zut(;) est de la forme 

donc est positive. 
Montrons que, si i E J, on a y2 E rC. Sojpnt en effet a E C et b = y i ( a ) .  
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Pour 1 < j  < 1 e t j # i ,  on a :  

puisque wo(a) E- Cf et que wz(aj) est négative. D'autre part, on a : 

puisque wo(a) e - Cr, que 2 - wz(al) prend des valeurs négatives sur - C' 
et que ((re(a), ü) > - 1. Enfin, on a : 

puisque wo(a) E - C' et que wi(ti) est une racine positive. Les relations (2), 
(3) et (4) entraînent alors que b E C, d'où y( E I',. Il est clair que l'application 
i ++- y6 est injective, puisque yt(0) = al. Enfin, soit y e FC, avec y # 1 et 
posons y = tw, avec t e  P et w e W. On a t # 1 puisque rc n W = (1 }. 
D'autre part, on a t(0) = y(0) E C n P(RV) et la prop. 5 entraîne qu'il 
existe i É J tel que t(0) = ai. On a alors yrly(0) = O, d'où y = y( puisque 
r, n W = (1). Ceci achève la démonstration. 

COROLLAIRE. - Les forment un système de représentants dans P(RV) des 
éléments non nuls de P (RV) /Q (RV) . 

En effet, si l'on identifie r, à P(Rv)/Q (RV), l'élément yt est transformé 
en la classe de mi mod. Q (RV). 

Remarques. - 1) L'application y c-t y(0) est une bijection de rc sur 
- 
C n P(RV). 

2) Le groupe G est aussi le normalisateur de W, dans le groupe des auto- 
morphismes de E muni seulement de sa structure affine (cf. exerc. 3) .  

4. Application : ordre du groupe de Weyl 

Lemme 1. - Soient X un espace localement compact dknombrable à I'injni, G un groupe 
discret opérant contindment et proprement dans X,. p une mesure 2 O sur X invariante 
par G, G' un sous-groupe de G, U et U' deux parties ouvertes de X de mesuresjnies 
# O. On suppose que les SU pour s E G (resp. les s'U1 pour s' E G') sont deux à 
deux disjoints et que leur réunion est de complémentaire négligeable. Alors G' est d'indice 

j n i  dans G et l'on a (G : G') - p(U1)/p(U). 
Soit une famille de representants des classes à droite de G suivant 

G'. Soit U l  la réunion des sAU. Alors les s'U1, pour s' E G', sont deux à deux 
disjoints et de réunion M = U SU. Soit M' = U s'U'. La réunion de U' 

SEG slEG' 

(resp. Ul) et d'une partie convenable de X - M' (resp. X - M) est un 
domaine fondamental, Cvidemment &-mesurable, pour G'. D'après Intégr., 
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chap. VII, $ 2, no 10, cor. du th. 4, on a p(U1) = p.(Ul). Ceci prouve que 
Card A = (G : G') est fini, et que p(U1) = (Card A) p(U) . 
PROPOSITION 7. - Supposons R irréductible. Soient B = {al, . . . , ul) une base de R, 
f l'indice de connexion de R ($ 1, no 9) et û = nlcq + + nlal la plus grande 
racine de R (pour l'ordre déjni par B ) .  Alors l'ordre de W est égal à 

Soit (al, . . . , oz) la base de P(Rv) duale de B. D'après le cor. de la prop. 5, 
le simplexe ouvert C de sommets 0, nylnl, . . . , nïlnl est une alcôve de E. 
Choisissons une mesure de Haar p. sur le groupe additif V*. Soit A l'ensemble 
des éléments de V* de la forme Elal + . + Elal, avec O < Er < 1 pour 
i = 1, . . ., 1. D'après le cor. 2 de la prop. 15 de Intégr., chap. VII, $ 1, no 10, 
on a :  

Soit d'autre part A' l'ensemble des éléments de V* de la forme 

avec O < Et < 1 pour i = 1, . . ., 1. Comme (al, . . ., a;) est une base du 
Z-module Q(RV), on peut appliquer le lemme 1 avec X = V*, G = Way 
G' = Q, U = C et U' = A'. On obtient: 

(6) p(A1)/p(C) = (Wa : Q) = Card W. 

Enfin, on peut appliquer une autre fois le lemme 1, en prenant X=V*, 
G = P, G' = Q, U = A et U' = A'. On obtient: 

La proposition résulte alors de la comparaison des formules (5), (6) 
et (7). 

5. Systèmes de racines et groupes engendrés par des réflexions 

PROPOSITION 8. - Soit F un espace hilbertien réel de dimensionjnie 1, Soient 43 un 
ensemble d'hyperplans afines de F et G le groupe engendré par les rejîexions orthogonales 
s,, par rapport aux h_yperplans H E 4. On suppose que les conditions du chap. V, $ 3 
sont vérijîées (i.e. que g(H) E 6 pour tout H E 4 et g E G, et que G opère proprement 
dans F ) .  On suppose de plus que O est point spécial pour G et que le groupe T des trans- 
lations appartenant à G est de rang 1. I l  existe alors un système de racines réduit R et 
un seul dans V = F* tel que l'isomorphisme canonique de F sur V* transforme G 
en le groupe de Weyl afine Wa de R. 
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Remarquons tout d'abord que l'hypothèse faite sur T entraîne que G est 
essentiel: sinon, l'espace affine F se décomposerait en produit Fo x Fi, avec 
dim Fi < 1, le groupe G s'identifiant à un groupe de déplacements opérant 
proprement dans Fi (chap. V, 5 3, no 8, prop. 6), et T ne serait pas de rang 1. 

Soit 6 0  l'ensemble des H E Q tels que O E H. Pour H E 60, soit QH l'ensemble 
des éléments de 4 parallèles à H. Puisque O est point spécial, Q est la réunion 
des QH pour H E 60. Soit H E 40. Puisque T est de rang 1, il existe un v E F 
tel que la translation de vecteur v appartienne à T et que v e H. Les hyperplans 
H + kv pour k E Z sont deux à deux distincts et appartiennent à 6,. Soit 
alors a un vecteur unitaire de F orthogonal à H : on a H + (v1a)a a 4, et 
comme 4 est localement fini (chap. V, 5 3, no 1, lemme l) ,  il existe un plus 
petit nombre réel A > O tel que H + Aa E 4,. NOUS allons montrer que 4, 
est l'ensemble des hyperplans H + kAa pour ka Z. En effet, 

et l'élément s,, O s, de G est la translation de vecteur 2Aa (chap. V, 5 2, no 4, 
prop. 5 ) .  Par suite, H + 2nAa = (s,,s,)~(H) et H + (2n + 1)Aa = ( s ~ ~ s ~ ) ~ ( H ' )  
appartiennent à 4,. D'autre part, si L E G,, il existe E E R tel que L = H + EAa 
et il existe un entier n tel que 

oub ien  2 n < 5 ~ 2 n + l ,  oub ien  2 n - l e E G 2 n .  

Dans le premier cas, on a (s,s,,)"(L) = H + (5 - 2n)Aa avec 

et la définition de A entraîne E = 2n + 1; dans le second cas, on a 

et la définition de A entraîne que 5 = 2n. 
11 en résulte que si a, est la forme linéaire sur F telle que 

l'ensemble 4, est l'ensemble des hyperplans La,,k = { X  E FI (CC,, X )  = k) pour 
k E Z, et les formes linéaires a, et - a, sont les seules à posséder cette pro- 
priété. 

Par suite, la proposition sera démontrée si nous montrons que l'ensemble R 
des éléments de V de la forme + a, est un système de racines réduit dans V. 

a) Démontrons la condition (SR,) : il est clair que R est fini (puisque Qo 
est fini) et ne contient pas 0. De plus, R engendre V. En effet, si x  E F est 
orthogonal à R, on a x  E H pour tout H E QO et la translation de vecteur x 
commute avec tout élément de G. Comme G est essentiel, ceci entraîne x = 0. 
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b) Démontrons (SR,,). Pour v E V et r E R, posons comme précédemment 
L,, r = {x E FI ( v ,  X )  = r) ;  si CC E R, posons Hz = L,,o, et soit sa le transposé de 
sHa. Il existe un élément uv E F et un seul orthogonal à Ha et tel que (uV, a)=2. 
On  a alors sHa = s , ~ , ,  et s, = s,,.". Pour  ER, on a 

L,D<$>.l = s~,(Lp,l) = d 

et il existe y E R et n EN* tels que L8,cp,,~ = L.(,n. On  a alors 

et par suite l/n e Z. On  a donc n = 1 et sz(p) = y E R. Ceci démontre 
(SR,,). 

c) Démontrons (SR,,,). Soit a r  R et posons H: = LEVI. On  a 

comme la translation t(uv) de vecteur uV est le produit sHks,,, (chap. V, tj 2, 
no 4, prop. 5), elle appartient à T et orV = t(uv)(0) est un point spécial pour 
G. Par suite, pour tout p E R ,  il existe un hyperplan Lp,k passant par uV, avec 
k entier, ce qui démontre que (p, aV) E Z, c'est-à-dire (SR,,,). 

d) Enfin, il est évident que R est réduit, car si H, H' E 60, H # H', les 
formes linéaires a, et a,, ne sont pas proportionnelles. 

Remarque 1). - L'hypothèse que T est de rang 1 est en particdlier vérifide lorsque G 
est irréductible et inzni. En effet l'espace vectoriel engendré par les vecteurs des 
translations de T est invariant par l'image canonique de G dans le groupe 
lintaire de F. Il est différent de {O) si G est infini et est donc égal à F tout entier 
si G est infini et irréductible. 

Un groupe fini engendrt par des réflexions n'est pas toujours le groupe 
de Weyl d'un système de racines. Plus précisément: 

PROPOSITION 9. - Soit V un espace vectoriel réel de dimension jnie 1, et soit G un 
sous-groupe-fini de GL(V), engendré par des réjîexions et essentiel. Munissons V d'un 
produit scalaire invariant par G. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) Il existe un sous-groupe discret de rang 1 de V stable par G. 
(ii) Il  existe une Q-structure sur V (Alg., chap. II,  3e éd., tj 8, no 1, déf. 1) 

invariante par G. 
(iii) I l  existe un système de racines dans V dont le groupe de Weyl est G. 
(iv) Il existe un groupe discret G' de déplacements de V, opérant proprement dans V, 

engendré par des rgexions, tel que G' soit produit semi-direct de G et d'un groupe de 
translations de rang 1. 

(ii) ==+ (i) : soit V' c V une Q-structure sur V invariante par G. Soit A 
une partie finie de V' engendrant le Q-espace vectoriel V'. En remplaçant 

A par U s(A), on peut supposer A stable par G. Soit B le sous-groupe de V 
seG 

engendré par A. Alors B est stable par G, de type fini et sans torsion, donc 
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admet une base sur Z qui est en même temps une base de V' sur Q, donc une 
base de V sur R. 

(iii) + (ii) : ceci résulte par exemple de la prop. 1 du $ 1, no 1. 
(iv) ===+ (iii) : soit G' un groupe vérifiant la condition (iv). Le groupe des 

translations de G' est de rang 1, et O est point spécial pour G' d'après la prop. 9 
du chap. V, 5 3, no 10. La prop. 8 montre qu'il existe un système de racines 
réduit Ro dans V* tel que G' s'identifie à W,(Ro) ; le groupe G est alors le 
groupe de Weyl du système de racines inverse de Ro. 

(i) ;'r (iv) : supposons que G laisse stable un sous-groupe discret M de V, 
de rang 1. Munissons V d'un produit scalaire invariant par G. Pour toute 
réflexion s E G, on a s(x) -x E M quel que soit x E M, donc la droite Ds ortho- 
gonale à H, rencontre M ;  soient us, - u, les générateurs du groupe cyclique 
Ds n M. L'ensemble A des a, et des -a, est stable par G, donc engendre un 
sous-groupe M' de M stable par G ;  le groupe discret M' est de rang 1 parce 
que G est essentiel. Soit Gr  le groupe de transformations affines de V produit 
semi-direct de G et du groupe des translations dont les vecteurs appartiennent 
à M'. Soit Gi  le sous-groupe de G' engendré par les réflexions de G'. On  va 
montrer que G i  = G', ce qui achèvera la démonstration. D'abord, G i  3 G 
puisque G est engendré par des réflexions. D'autre part, pour toute réflexion s 
de G, soit ts la translation de vecteur US. La transformation s o t, est une 
réflexion, et s o t, E G'; donc ts est un produit de deux réflexions de G' ; ceci 
étant vrai pour toute réflexion s de G, les translations dont le vecteur appartient 
à M' sont toutes dans Gi. 

DÉFINITION 2. - Un groupe G vérijant les conditions équivalentes de la prop. 9 
est appelé un groupe cristallographique. 

Remarque 2). - Soit G un groupe fini engendré par des réflexions et essentiel. 
Pour que G soit cristallographique, il faut et il suffit que tout élément de sa 
matrice de Coxeter soit l'un des entiers 1, 2, 3, 4, 6. En effet, cette condition est 
nécessaire d'après la Remarque 3) du $ 1, no 5. Le fait qu'elle soit suffisante 
résultera de la classification des groupes de Coxeter finis donnée au $ 4 (pour 
une démonstration directe, voir chap. V, $ 4, exerc. 6). 

$ 3. Invariants exponentiels 

Dans ce paragraphe, la lettre A désigne un anneau commutatif, ayant un 
élément unité, non réduit à 0. 

1. L'algèbre d'un groupe commutatif libre 

Soit P un Z-module libre de rang fini 1. Nous noterons A[P] l'algèbre du groupe 
additif P sur A (Alg., chap. III ,  3e  éd., $ 2, no 6). Pour tout E P, notons ep 
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l'élément correspondant de A[P]. Alors (eP)pép est une base du A-module 
A[P], et, quels que soient p, pl E P, on a : 

Lemme 1. - Supposons A factoriel (Alg. comm., chap. VII, 8 3, no 1, déf. 1). 

(i) L'anneau A[P] est factoriel. 

(ii) Si u, u sont des éléments non proportionnels de P, les éléments 1 - ea, 1 - e V  

de A[P] sont étrangers. 

Soient (pl, pz, . . . ,pl) une base de P, et X i ,  X2, . . . , XI des indéterminges. 
L'application A-linéaire de AIXl, . . ., Xl,  xi1, . . ., ~ t l ]  sur A[P] qui 
transforme X~~X:' . . . X? (où n1, ne, . . . , nl e Z) en en@,+...+%P~ est un 
isomorphisme d'anneaux. Or  A[Xi, . . ., Xz] est un anneau factoriel (Alg. 
comm., chap. VII, 3 3, no 5), et AIXl, . . ., XI,  xi1, . . ., xi1] est un anneau 
de fractions de AIXl, . . . , Xz], donc est factoriel. 

Soit P' (resp. P") l'ensemble des éléments de P dont un multiple appartient 
à Zu + Zv (resp. à Zu). Alors les groupes P/P1 et P1/P" sont sans torsion, 
donc il existe un supplémentaire de P" dans Pr et un supplémentaire de Pl 
dans P. Par suite, il existe une base (zl, g2, . . . , cl) du Z-module P et des 
entiers rationnels j, m, n tels que u = jzl, v = mzl + nze, j > O, n > O. Posant 
Xt = ezi pour 1 < i 6 1, on a donc 1 - eU = 1 - x:, 1 -eV = 1 - XYX;. 
Soit K une clôture algébrique du corps des fractions de A, de sorte que A[P] 
s'identifie à un sous-anneau de l'anneau B = K[Xl, . . . , XI,  xi1, . . . , xi1]. 
Pour toute racine j-ème de l'unité Z, 1 - 2x1 est extrémal dans 

de plus l'idéal engendré par 1 - z X ~  ne contient aucun monôme en les Xi. 
On en conclut que l'idéal (1 - zX1)B de B est un idéal premier de hauteur 1 
(Alg. comm., chap. VII, # 1, no 6), donc que 1 - cX1 est extrémal dans B. 
Les facteurs extrémaux de 1 - X: dans B sont donc de la forme 1 -<Xi. 
Or  aucun de ces facteurs ne divise 1 - XYXg dans B (car l'homomorphisme 
f de B dans B tel que f (Xi) = <-1, f (Xi) = Xc pour i 2 2, vérifie 

Ainsi, 1 - X{ et 1 - XYX; sont étrangers dans B. Par suite un diviseur com- 

mun de 1 - X: et 1 - XyXB dans A[P] est inversible dans B, donc, à la 
multiplication près par un élément de la forme ~2x28 . . . x?, est égal à un 
élément a de A; en outre, a doit diviser 1 dans A, donc être inversible dans A. 
En définitive, 1 - ~f et 1 - XYX: sont étrangers dans A[P]. 
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2. Cas du groupe des poids; termes maximaux 

Gardons les notations du numéro précédent et soit R un système de racines 
réduit dans un espace vectoriel réel V. Dans la suite de ce paragraphe, nous 
prendrons pour P le groupe des poids de R ( 5  1, no 9). Le groupe W = W (R)  
opère dans P, donc aussi dans l'algèbre A[P] ; on a w(eP) = eW'p) pour w E W 
et p E P. 

Soit C une chambre de R ( 5  1, no 5) et soit B = la base cor- 
respondante de R. Nous munirons V (donc aussi P) de la structure d'ordre 
définie par C. Si p, p' E P, on a p 2 p' si et seulement si p -p' est combi- 
naison linéaire à coefficients positifs des ut. 

DÉFINITION 1. - Soit x = 2 xpeP un élément de A[P]. On appelle support de x 
PEP 

l'ensemble S des p E P tels que xp  # O et support maximal de x l'ensemble X des déments 
maximaux de S. On dit encore que le terme xpep pour p E X est un terme maximal de x. 

Lemme 2. - Soit x E A[P] et soit ( ~ , e p ) ~ , ,  la famille des termes maximaux de x. 
Soit q E P et soit y E A[P] tels que e, sozt l'unique terme maximal de y. Alors, la 
famille des termes maximaux du produit xy est ( ~ ~ e P + q ) ~ , ~ .  

Posons x = xPeP, y = 2 yrer et q = 2 ztet. On a r < q pour tout r E P 
P P t 

tel que y, # O et zt = 2 xpyr .  
p+r= t  

Si t = p + q = p' + r avec p E X et X ~ T ~  # O, on a r < q, d'où p' 2 p 
et par suite p' = p. On a donc zp+, = xp y ,  = xp # O. Ceci montre que X + q 
est contenu dans le support du produit xy. 

D'autre part, si t = p' + r avec x p g ,  # O, il existe p E X tel que p' < p 
et on a t < p + q. Le support maximal de X J  est donc contenu dans X + q. 
Comme deux éldments de X + q ne sont pas comparables, il en résulte que 
X + q est exactement le support maximal de X J  et nous avons vu ci-dessus que 
zp+p = xp  pour p E X, ce qui achève la démonstration du lemme. 

Remarque. - Comme x # O signifie que le support maximal de x est non vide, 
le lemme 2 montre que x # O entraîne X J  # O, toutes les fois que y admet 
un unique terme maximal de la forme e,. 

3. Éléments anti-invariants 

On conserve les notations du numéro précédent. On  note ~ ( w )  le déterminant 
d'un élément w E W. O n  a 

la longueur l ( w )  étant prise relativement à la famille des réflexions s,,. 
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DÉFINITION 2. - On dit qu'un élément xéA[P] est anti-invariant par W si 

W(X) = E ( W )  . X  

pour tout w E W. 
Les éléments anti-invariants de A[P] forment un sous-A-module de A[P]. 
Pour tout x E A[P], on pose : 

Pour xeA[P] et w e W, on a :  

et J(x) est anti-invariant. D'autre part, soit q = Card (W). Pour tout élément 
anti-invariant x de A[P], on a J(x) = q .  x. Il en résulte que, si q est inversible 
dans A, l'application q-1J est un projecteur de A[P] sur le sous-module des 
ClCments anti-invariants. 

Soient 81, . . . , G I ~  les poids fondamentaux correspondants à la chambre C. 
Les éléments de P n C (resp. P n C) sont les poids de la forme n ia l  + . . . + nlml 
avec nt > O (resp. nr > O) pour 1 6 i 6 1 (8 1, no 10). D'autre part, 

est la demi-somme des racines positives (loc. cit.) et les é1Cments de P n C sont 
encore les poids de la forme p + p avec p e P n C. Enfin, si p e P n C, on a 
w(p) c p pour tout w # 1 (5  1, no 6, cor. à la prop. 18) et ep est par suite 
l'unique terme maximal de J(ep). 

PROPOSITION 1. - Si 2 n'estpas diviseur de zéro dans A, les éléments J(ep) pourp e P n C 
forment une base du module des éléments anti-invariants de A[P]. 

Les poids w(P) pour w e W et P E P n C sont deux à deux distincts. Il en 
résulte que les J(ep) pour p E P n C sont linéairement indépendants. 

Soit d'autre part x = 2 xpep un élément anti-invariant de A[P]. Si po 
P 

appartient à un mur, il est invariant par une réflexion s e  W et l'on a 

On en déduit 2xpO = O, d'où xpo - O. Comme tout élément n'appartenant à 
aucun mur s'écrit d'une façon unique sous la forme w(p) avec w e W et 
p E P n C, on a par suite : 
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Comme w(x) = 2 xpe[@) = E ( W )  xpeP, on a x,(~, = €(w)xP et on déduit 
de (2) que P P 

ce qui achève la démonstration. 

Considérons maintenant l'élément d de l'algèbre A [ I  Pl défini par 
2 

= eP. II (1 - e-a) 
a E R ,  a>o  

- -e-P.  (ea-1). 
a é R .  a>O 

Puisque p E P, on a d e  A[P]. 

PROPOSITION 2. - (i) L'élément d d&ni par (3) est un klément anti-invariant de 
A[P]; son unique terme maximal (no 2, déf. 1) est ep et l'on a d = J(ep). 

(ii) Pour tout p E P, l'klément J(ep) est divisible de façon unique par d et le quo- 
tient J(ep)/d est un klément de A[P] invariant par W. 

(iii) Si 2 n'est pas diviseur de zéro dans A, la multiplication par d est une bijection 
de l'ensemble des éléments de A[P] invariants par W sur l'ensemble des éléments anti- 
invariants de A[P]. 

On sait que, pour 1 < i < 1, la réflexion si = sQi laisse stable l'ensemble 
des racines positives distinctes de a8 et que sa(&$) = -al ( 5  1, no 6,  cor. 1 de 
la prop. 17). On a donc 

Comme les s . ~  engendrent W, ceci démontre la première assertion de (i). La 
deuxième assertion de (i) résulte aussitôt de (3) et du lemme 2, compte tenu de 
ce que 1 est l'unique terme maximal de 1 - e-a pour a e R, u > 0. 

Supposons maintenant que A = Z. D'après la prop. 1, on a :  

(4) d = cp J(ep) avec cp E 2. 
pemc 

D'autre part, on vient de voir que 

Si p E P n C avec p # p, on a p > p et le coefficient de ep dans d est nul 
d'après (5). On a donc cp = O. De plus, la comparaison des coefficients de ep 
dans (4) et (5) montre que cp = 1 et par suite d = J(eP). 

Supposons toujours A = Z. Soient p E P, u E R et M un système de repré- 
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sentants des classes à droite de W suivant le sous-groupe (1, su). On a : 

Or suw(p) = w(p) - (aV, w(p) ) a = w(p)  + nwa, avec nw a Z. Donc 

Si n, 2 O, il est clair que 1 -enwa est divisible par 1 - ea et ceci est encore 
vrai pour nw < O puisque 1 - enwa = - enwu (1 - e-nwa). Par suite, J(ep) 
est divisible par 1 - ea dans Z[P]. 

D'après le lemme 1, Z[P] est factoriel et les éléments 1 - ea pour cr a R 
et a > O sont deux à deux étrangers. Il s'ensuit que J(ep) est divisible dans 
Z[P] par le produit r]: (1 - eu), donc aussi par d = e-p (eu - 1). 

u i o  ,>O 

Revenons maintenant au cas général : par extension des scalaires de Z à A, 
on déduit de ce qui précède que d = J(eP) et que tout élément J(ep) est 
divisible par d. Comme d admet eP comme unique terme maximal, la Remarque 
du no 2 montre qu'il existe un seul élément y E A[P] tel que J(ep) = dy et il 
en résulte aussitôt que y est invariant par W, puisque d et J(ep) sont anti- 
invariants. Ceci démontre (i) et (ii). 

Enfin, si 2 n'est pas diviseur de zéro dans A, la Remarque du no 2 et la prop. 1 
entraînent (iii) . 
Remarques. - 1) Si 2 n'est pas diviseur de zéro dans A, on vérifie aisément 
que d est l'unique élément anti-invariant de A[P] admettant ep comme terme 
maximal. 

2) Le lemme 2 du no 2 montre que l'unique terme maximal du quotient 
J(ep)/d (pour p E P n C) est ep-P. 

4. Éléments invariants 

Soit A [ P ] ~  la sous-algèbre de A[P] formée des éléments invariants par W. 
Pour p E P, notons W .p l'orbite de p par W, et soit S(ep) = x en la somme 

~IEW.P  

des différents transformés de ep par W; c'est un élément invariant par W. Si 
p a P n C, on a w(p) 6 p pour tout w a W (5 1, no 6, prop. 18) et ep est l'unique 
terme maximal de S(eP). 

Soit x = 2 xpep a A[P] W;  on a x w ( ~ )  = xp pour tout p e P et tout w E W. 
P 

D'autre part, toute orbite de W dans P rencontre P n C en un point et un seul 
(5 1, no 5, th. 2). Par suite, on a : 
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On  en déduit: 

Lemme 3. - Le A-module A [ P ] ~  admet pour base la famille des S(ep) pourp E P n C. 
Plus généralement : 

PROPOSITION 3. - Pour toutp E P n C, soit xp  un élément de A[P] ayant pour unique 
terme maximal ep. La  famille ( x p ) p s ~ n c  est une base du A-module A [ P ] ~ .  

Démontrons tout d'abord un lemme : 

Lemme 4. - Soit 1 un ensemble ordonné vér9ant la condition suivante : 
(MIN) Toute partie non vide de 1 contient un LlLment minimal. 

Soient E un A-module, (es) i s I  une base de E et (x t )  i une famille d'éléments de E telle 
que 

xt = et + ri a t m ,  
j < i  

pour tout i E 1 (avec aij E A, le support de la famille ( a g j )  étant j n i  pour tout i )  . Alors 
( x i ) t e r  est une base de E.  

Pour toute partie J de 1, soit E j  le sous-module de E de base (ei)leJ. Soit 
(3 l'ensemble des parties J de 1 possédant les deux propriétés suivantes : 

( a )  Si i f  < i et i E J, on a i' E J ;  

( b )  ( x ~ ) ~ ~ ~  est une base de Ej.  

O n  vérifie immédiatement que @, ordonné par inclusion, est inductif et 
non vide. Il possède donc un élément maximal J. Si J # 1, soit io un élément 
minimal de 1 - J et posons J' = J u { io) .  Tout élément i E 1 tel que i < io 
appartient alors à J : on en déduit que J' satisfait à (a ) .  D'autre part, J' satisfait 
aussi à (6 )  ; en effet, on a 

d'où (b) .  Par suite J' E (3, d'où une contradiction. O n  a donc J = 1, ce qui 
démontre le lemme. 

Démontrons maintenant la prop. 3. Nous allons appliquer le lemme 4, 
avec 1 = P n C. Soit q E 1, et soit Iq l'ensemble des p E 1 tels que p < q. Si 
p E Iq, les relations 

q - p 2  O, PEC, q E C  
entraînent 

( 4 - P ! P ) 2 O  et ( 9 - - P ! 9 ) ~ 0 '  
d'où 

(PIPI G (PIq) G (qIq). 

L'ensemble Iq est donc bornd, Comme 1 est discret, il s'ensuit que Iq est fini, 
et il est clair que 1 satisfait à la condition ( M I N ) .  D'autre part, pour tout 
P E I ,  on a 

x, = ep + 22 cp,e@ 
q < P  
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d'où aussi d'après (6) 

La proposition résulte alors des lemmes 3 et 4. 

THÉORÈME 1. - Soient a l ,  . . . , ml lespoids fondamentaux correspondant à la chambre C 
et, pour 1 < i < 1, soit xi un élément de A[P] admettant emi pour unique terme maxi- 
mal. Soit 

c p :  AIX1, . . ., XI] -A[P]" 

l'homomorphisme de l'algèbre de polynômes A[Xi, . . . , XI] dans A[P] qui applique 
Xà sur xt. L'application cp est un isomorphisme. 

Le lemme 2 entraîne que l'image par cp du monôme x:' . . . x:' est un élé- 
ment admettant comme unique terme maximal en*"t+...+nimi . Comme tout 
élément de P n C s'écrit de façon unique sous la forme niml + . . + n m ,  
la prop. 3 montre que les images par rp des monômes x:'. . .XI' forment 
une base de A[P]", d'oh le théorème. 

Exemples. - 1) On  peut prendre xt = S (er~i). 
2) D'après la Remarque 2 du no 3, on peut prendre xt = J(epfKi)/d (avec 

les notations du no 3). 

5 4. Classification des systèmes de racines 

1. Groupes de Coxeter finis 

Nous nous proposons dans ce paragraphe de déterminer, à isomorphisme 
près, tous les systèmes de racines, et par conséquent tous les groupes cristal- 
lographiques (§ 2, no 5 ) .  Plus généralement, nous allons commencer par déter- 
miner tous les groupes finis engendrés par des réflexions dans des espaces vec- 
toriels rdels de dimension finie : il revient au même (chap. V, 9 4, no 8) de 
déterminer tous les groupes de Coxeter finis, ou encore (chap. V, 5 4, no 8, 
th. 2) toutes les matrices de Coxeter d'ordre fini telles que la forme bilinéaire 
associée soit positive non dégénérée. 

Soit M = (mzj)a,jér une matrice de Coxeter d'ordre 1 fini. Posons 

Rappelons que qgà = 1 et que q i ~  = q ~ t  est nul ou < - 112 pour i # j. Posons 
E = RI et soit (eà)aeI la base canonique de E. Nous noterons (xly) la forme 
bilinéaire sur E associée à M (chap. V, 4, no 1) et q la forme quadratique 
x ++- (xlx) sur E. Pour x = 2 Eieà E E, on a 

LE 1 



Nous désignerons par (X, f) le graphe de Coxeter de M (chap. IV, fj 1, no 9). Si 
a est une arête de X, nous dirons que f (a) est l'ordre de a. 

Dans toute la suite de ce numéro, nous supposerons que le groupe de Coxe- 
ter W ( M )  défini par M (chap. V, fj 4, no 3) estjini, de sorte que q est positive 
non dégénérée et que X est une forêt (chap. V, 5 4, no 8, prop. 8). Nous sup- 
poserons de plus que X est connexe (autrement dit que le groupe de Coxeter 
W(M) est irréductible), de sorte que X est un arbre. 

En exprimant que q est positive non dégénérée, nous obtiendrons des 
conditions sur les mtr qui permettront de dresser la liste des possibilités pour 
les graphes de Coxeter correspondants; il restera ensuite à voir que ces possi- 
bilités sont effectivement réalisées, c'est-à-dire que les groupes W ( M )  corres- 
pondants sont finis. 

Lemme 1. - Pour tout i, on a q f j  < 1. 
j# i 

Soit J l'ensemble des j e  1 distincts de i tels que qtj # 0, c'est-à-dire tels 
que {i, j )  soit une arête de X. Si j, j' E J et j # j', {j, j ' )  n'est pas une arête 
(sinon i, j, j' formeraient un circuit), donc (ejlerf) = O. Soit F = 2 Rer. 

iE.1 

Alors J est une base orthonormale de F. La distance d de et à F estLnnée 

Lemme 2. - Un sommet de X ne peut appartenir qu'à 3 arêtes au plus. 
1 En effet, si i est lié à h autres sommets, les relations q,2, 2 - pour ces 

h 
4 

autres sommets entrafnent - < 1 d'après le lemme 1, donc h < 3. 
4 

Lemme 3. - Si i appartient à 3 arêtes, ces arêtes sont d'ordre 3. A?, Dans le cas contraire, on aurait, compte tenu de la relation cos - - - 
4 2 

ce qui est impossible (lemme 1). 

Lemme 4. - S'il existe une arête d'ordre 2 6, on a Z = 2. 
Soit en effet {i, j )  cette arête. Si on avait Z > 2, un des sommets i, j (par 

exemple i) serait lié à un troisième sommet j', puisque X est connexe. Compte 

\fi tenu de la relation cos - = - on aurait 
6 2 

ce qui est impossible (lemme 1). 
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Lemme 5 .  - Un sommet ne peut appartenir à deux arêtes distinctes d'ordre 2 4. 

Soit i un tel sommet. On  aurait >, (T)  + ( -  = 1, 
j # i  

fi \/2 ce qui est 
impossible (lemme 1). 2 
Soit {i, j )  une arête de X. Nous allons définir un nouveau graphe de Coxeter, 
qui sera dit déduit du graphe de M par identgcation de i et j. L'ensemble 1' 
des sommets est l'ensemble quotient de 1 obtenu en identifiant i et j. Posons 
p = {i, j ) ,  qui est un élément de 1') et identifions les éléments de 1 distincts de 
i et j à leurs images canoniques dans 1'. Soient k, k' deux éléments distincts 
de 1'. Alors {k, k') est une arête du nouveau graphe dans les cas suivants : 

1) k et k' sont distincts de p, et {k, k') est une arête de X ;  dans ce cas, 
on définit l'ordre de cette arête comme égal à mkk'; 

2) k = p, et l'un des ensembles {i, k'), {j, k') est une arête de X ;  on 
définit l'ordre de (p, k') comme égal à mckl si {i, k') est une arête de X, à 
mjkf si {j, k') est une arête de X (les deux éventualités ne peuvent se produire 
simultanément puisque X est un arbre). 

Soit M' = (m{j)à,jE~# la nouvelle matrice de Coxeter ainsi définie, et 
X posons qil  = -cos -. On a, pour k + p, qbk = qàk + qjk. Donc, si (56) E RI', 

mij 

Posons Ei = Er = tp ;  on obtient 

Lemme 6. - Si {i, j )  est d'ordre 3, W(M1) est un groupe de Coxeter jini. 
1 En effet, on a qej = --, donc (1) devient 
2 

donc ( t k ) k e ~ '  2 qhk'EkEk/ est une forme quadratique positive non 
k ,  k ' E I '  

dégénérée. Il suffit alors d'appliquer le th. 2 du chap. V, $ 4, no 8. 

Lemme 7. - On a l'alternative suivante : 
a) X possède un point de ramijication (chap. IV, Annexe, no 1) et un seul, et 

toutes les arêtes de X sont d'ordre 3. 
b) X est une chatne, et possède au plus une arête d'ordre >, 4. 
Raisonnons par récurrence sur 1. 
a) Supposons que X possède un point de ramification i. Alors i appartient à 

3 arêtes d'ordre 3, {i, ki), {i, k2}, {i, ks) (lemmes 2 et 3). Si 1 = 4, le lemme est 



démontré. Sinon, ki par exemple appartient à une arête distincte des précé- 
dentes puisque X est connexe. Identifions i et kl dans le graphe de Coxeter 
de M. On obtient un nouveau graphe auquel on peut appliquer l'hypothèse 
de récurrence grâce au lemme 6. Or  l'image p de i est point de ramification du 
nouveau graphe X'. Donc X' n'a aucun autre point de ramification et a toutes 
ses arêtes d'ordre 3. Donc X a toutes ses arêtes d'ordre 3, et n'a aucun point 
de ramification distinct de i et k l .  Si kl était point de ramification dans X, 
p appartiendrait à au moins 4 arêtes dans XI, contrairement au lemme 2. 

b) Supposons que X ne possède aucun point de ramification. Alors X est 
une chaîne (chap. IV, Annexe, no 3, prop. 3). Soit {i, j )  une arête d'ordre 
2 4. Si l = 2, le lemme est trivial. Sinon, i par exemple appartient à une arête 
{i, k) avec k # j (puisque X est connexe). Cette arête est d'ordre 3 (lemme 5). 
Identifions i et k dans le graphe de Coxeter de M. Grâce au lemme 6, on peut 
appliquer l'hypothèse de récurrence. Soit p l'image de i dans le nouveau 
graphe XI. Dans XI, {p, j )  est une arête d'ordre 2 4, donc XI n'a aucune 
autre arête d'ordre 2 4, donc {i, j )  est la seule arête d'ordre 2 4 dans X. 

Lemme 8. - Soient il, iz, . . . , ip des sommets de X tels que {il, iz), {iz, i3), . . . , 
P 1 {i,-i, ip} soient des arêtes d'ordre 3. Alors g ( 2 leL) = + 1). 

1 r=l  On a (e.i,Ie.i,) = 1, (e.irled,.+,) = - -, (et,lez,) = O si s > r + 1. Donc 
2 

D'après Eu., chap. III ,  § 5, no 8, cor. de la prop. 14, ceci vaut 

Lemme 9. -Supposons que X soit une chatne ayant pour sommets 1, 2, . . . , 1 et pour 
arttes {1, 2)' {2, 3)' . . ., {1- 1, 1). 

(i) Si l'une des arêtes (2, 3)) (3, 4)) . . . , (1 - 2, 1 - 1 ) est d'ordre 2 4, 
cette arête est d'ordre 4, et le graphe est le suivant : 

(ii) Si l'arête (1, 2 )  est d'ordre 5, le graphe est l'un des suivants : 

On peut supposer 1 > 2 (lemme 4). Supposons que {i, i + 1) soit d'ordre 
2 4, avec 1 < i < 1- 1. Posons 
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1 D'après le lemme 8, on a I/xj/2 = L i ( i  + l ) ,  yll2 = - j(j + 1). D'autre 
2 2 
X part, (xly) = ij(erlet+l) = - i j  cos- avec m = 4 ou 5 (lemme 4). On a 
m 

(%[Y) < llx 11 IIY 11 2> 
c'est-à-dire 

1 -ij(i + l ) ( j  + 1) > izjzcos~f 
4 m 

d'où 

(3) 
X (i + l ) ( j  + 1) > 4ijc0s2- 2 2ij. 
m 

Ceci donne d'abord i j  - i - j - 1 c O, ou (i - 1) ( j  - 1) < 2. Si 

on a 1 c j c 1- 1, donc i = j = 2, et en outre 

X X 7 (*) 9 > 16 cos2 -, donc cos2 - < cos2- 
m m 5 '  

3 +d5, donc m = 4. Ceci prouve (i). Si i = 1 et m = 5, on a 2j + 2 > 4j---- 
8 

ou j--- d'- c 2, j < \/5 + 1 < 4, donc 1 = j + 1 < 4. Ceci prouve (ii). 
2 

Lemme 10. - Si X admet un point de ramiJication i, le sous-graphe plein X - {i ) est 
réunion de trois chatnes, et si p - 1, q - 1, r - 1 sont les longueurs de ces chaînes, le 
triplet (p, q, r)  est égal, à une permutation près, à l'un des triplets (1, 2, 2), (1, 2, 3,), 
(1, 2, 4), (1, 1, m) (m quelconque à 1). 

Le sommet i appartient à 3 arêtes (lemme 2), et il n'existe aucun autre 
point de ramification (lemme 7) ,  donc le sous-graphe plein X - {i)  est 
somme de 3 chafnes Xi, X2, X3 dont chacune a un sommet terminal lié à i 
dans X. Soient {il, iz), {iz, i3), . . . , {ip-l, ip) les arêtes de Xi ,  { j l ,  jz), . . . , 
{jg-1, j Q )  celles de Xz, {kl , kz ), . . . , {k,-1, k,) celles de XQ, avec i, ji, ki 
lits à i dans X. On peut supposer à q à r 2 1. Posons 

(*) Les racines 5-$mes de 1 distinctes de 1 sont solutions de z' + zS + z2 + z + 1 = O. Posant 
x = -  ' ( z + f ), cette kguation devient ( 2 ~ ) '  - 2 + 2x + 1 = 0, ou 4xa + 2% - 1 = O, ou 

2 
- 1  + fi. ,yo& X = -- 

4 



Comme toutes les arêtes de X sont d'ordre 3 (lemme 7 ) ,  le lemme 8 donne 
1 1 

lx12 =2P(P 4- 11, liyf12 = T q ( q  + l ) ,  llri12 = % r ( r  + 1). D'autre part, 
l et est orthogonal à et,, ez,, . . . , et,, d'où (e+) =  etle let,) = -,p; de même, 

unitaires et deux à deux orthogonaux, et eg n'appartient pas au sous-espace F 
qu'ils engendrent; le carré de la distance de et à F est 

1 - (et -) - (et l 1l:ll l h ) 2 -  

Exprimant que cette quantité est > O, il vient 

Donc 3(r + 1)-1 > 1, d'où r < 2 et finalement r = 1. Alors (4) donne 

donc 2 ( q  + 1)-l d'où q < 2. Enfin, si q = 2, (5) donne 
> 2' 

THÉORÈME 1. - Si (W, S) est un système de Coxeter Jini irréductible, son graphe 
de Coxeter est isomorphe d l'un des suivants : 

Al o--o---o-... (1  2 1 sommets) 

Bt -4-...- 
4 

0-0 (1 2 2 sommets) 

Dl O---. . . -O-o / O  (1 2 4 sommets) 
'-0 
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Ces graphes de Coxeter sont deux à deux non isomorphes. 
En effet, soit M = (mij) la matrice de Coxeter de (W, S), et soit 

1 = Card (S). Si l'un des m t j  est 2 6, on a 1 = 2 (lemme 4) et le graphe de 
Coxeter de (W, S) est de type Gz ou Iz(p) avec p 2 7. Supposons mainte- 
nant tous les ml, < 5 .  

a) Si les m i j  ne sont pas tous égaux à 3, le graphe X de (W, S) est une 
chaîne et un seul des m t j  est tgal à 4 ou 5 (lemme 7). Si l'un des maj est égal 
à 5 ,  le lemme 9 montre que l'on a l'un des types H3, H4 OU 12(5). Si l'un 
des m t j  est égal à 4, le lemme 9 montre que l'on a l'un des types BI, F4. 

b) Supposons tous les mzj tgaux à 3. Si X est une chaîne, le graphe de 
Coxeter est de type Al. Sinon, le lemme 10 montre qu'il est de type Es, E7, 
E8 OU DI. 

Le fait que les graphes de Coxeter énumérés soient deux à deux non 
isomorphes est tvident. 
Réciproquement : 

THÉORÈME 2. - Les groupes de Coxeter déjînis par les graphes de Coxeter 
Al, BI, . . . , I2(p) du th. 1 sont jïnis. 

C'est clair pour I2(p), le groupe correspondant ttant le groupe diédral 
d'ordre 2p (chap. IV, 5 1, no 9). 

Pour H4 la forme quadratique correspondante est 

Comme 7 - 3 4 5  est > O, cette forme est positive non dégénérée, et le 
groupe de Coxeter correspondant est- fini. Il en est de même de celui corres- 
pondant à H3, puisqu'il est isomorphe à un sous-groupe du préckdent (chap. 
IV, § 1, no 8). 

Pour les types Al, BI, . . . , Gz, nous construirons, dans les nos 5  à 13, des 



systèmes de racines ayant les groupes correspondants comme groupes de Weyl. 
On  verra ainsi que ces groupes sont, non seulement finis, mais cristallographiques 
(3 2, no 5). 

2. Graphes de Dynkin 

Par abus de langage, nous appellerons graphe normé un couple (F, f )  ayant les 
propriétés suivantes : 

1) F est un graphe (dit sous-jacent à (F, f ) ) .  

2) Si E désigne l'ensemble des couples (i, j )  tels que (i, j )  soit une arête 
de r, f est une application de E dans R telle que f (i, j) f ( j ,  i )  = 1 quel que 
soit (i, j) E E. 

On  a une notion évidente d'isomorphisme de graphes normes. 
Soit R un système de racines réduit dans un espace vectoriel réel V. Nous 

allons lui associer un graphe normé (X, f ) ,  appelé graphe de Dynkin de R. Les 
sommets de X seront les é1Cments de l'ensemble 1 des orbites de W(R) dans la 
réunion des ensembles {B) x B (pour B décrivant l'ensemble des bases de R). 
Si N = (nij)d,3EI (resp. M = (mtj)t,jEr) est la matrice de Cartan (resp. la 
matrice de Coxeter) canonique de R (3 1, no 5, Remarque 7) ,  deux sommets 
i et j de X seront liés si et seulement si ni* # O et on pose alors: 

Comme nt, = O entraîne nji = O, on a bien défini ainsi un graphe normé 
( X , f  ). 

Soient (xly) un produit scalaire sur V, invariant par W(R), et B= ( u ~ ) ( ~ I  
une base de R, indexée canoniquement. Les formules (7) et (9) du 3 1, no 1 
montrent que les sommets i et j du graphe X sont liés si et seulement si 

et on a alors : 

Compte tenu des résultats du 3 1, no 3 et 5, les seules possibilités sont les 
suivantes, à l'kchange près de i et j :  

1) i et j ne sont pas liés; ntj = njt = O;  mzj = 2; 
2) f(i,  j )  = f ( j , i )  = 1; nt, = njr = - 1; mrj = 3; 
3) f(i, j )  = 2, f ( j , i )  = 112; nzj = - 2 ;  njc =- 1; mr j  = 4; 
4.) f ( i , j )  = 3, f(j, i) = 113; nt, = -3; njr = - 1; mr j  = 6 .  

On voit donc que la connaissance du graphe de Dynkin de R détermine 



196 SYSTÈMES DE RACINES Ch. VI, $ 4 

la matrice de Cartan et la matrice de Coxeter de R et par suite détermine R 
à isomorphisme près. Plus précisément, le cor. de la prop. 15 du 8 1, 
no 5 entraîne le résultat suivant : 

PROPOSITION 1. - Soient R i  et Rz deux systèmes de racines réduits dans des espaces 
vectoriels réels Vl et V2. Soient B1 = ( u c ) t E ~ ,  et B2 = (ao)2e4 des bases de Ri  et 
Rz, indexées canoniquement. Soit A un isomorphisme du graphe de Dynkin de Ri  sur 
le graphe de Dynkin de Rz. Il existe alors un unique isomorphisme de VI sur Vz trans- 

formant R i  en Rz et transformant ai en ux(a) pour tout i E Il. 

Il est clair qu'un automorphisme de R définit un automorphisme du graphe de 
Dynkin de R, d'où un homomorphisme cp du groupe A(R) dans le groupe des 
automorphismes du graphe de Dynkin de R. 

COROLLAIRE. - L'homomorphisme cp définit par passage au quotient un isomorphisme 
du groupe A(R)/W(R) sur le groupe des automorphismes du graphe de Dynkin 
de R. 

On  a évidemment cp(g) = Id pour tout g E W(R). D'autre part, la prop. 1 
montre qu'il existe un isomorphisme JC du groupe des automorphismes du 
graphe de Dynkin de R sur le sous-groupe E des éléments de A(R) laissant 
fixe une base donnée B de R, tel que cp o + = Id. Comme A(R) est le produit 
semi-direct de E et de W(R) ($ 1, no 5, prop. 16), le corollaire en résulte. 

Dans la pratique, on représente le graphe de Dynkin (X, f )  par un dessin 
composé de points et de traits de la manière suivante. Les points correspondent 
aux sommets de X ;  deux points correspondant à deux sommets distincts i 
et j sont liés par 0, 1, 2 ou 3 traits suivants que l'on est dans le cas l ) ,  2), 3) ou 
4) ci-dessus (à l'échange près de i et j ) .  De plus, dans les cas 3) et 4), c'est-à-dire 
lorsque f (i, j) > 1 ou encore lorsque les racines ut et uj ne sont pas orthogonales 
et ne sont pas de même longueur, on place sur les deux ou trois traits joignant 
les points correspondant à i et j un signe d'inégalité > orienté vers le point 
correspondant à j (c'est-à-dire à la racine de plus petite longueur) : 

Il est clair que la donnée de ce dessin permet de reconstituer le graphe de 
Dynkin (X, f ) .  

On  remarquera que la figure associée au graphe de Coxeter de W(R) 
s'obtient à partir de la figure ainsi associée au graphe de Dynkin de R en 
conservant les points et les traits simples et en remplaçant les doubles traits 
(resp. triples traits) par un trait surmonté du nombre 4 (resp. 6). Inversement, 
si l'on connaît le graphe de Coxeter de W(R), l'opération inverse permet de 
reconstituer la figure associée au graphe de Dynkin de R, à l'exception des 
signes d'inégalité surmontant les doubles et triples traits. On  déduit alors 



immédiatement du th. 1 la liste des graphes de Dynkin possibles. Plus 
précisément : 

THÉORÈME 3. - S i  R est un vstème de racines réduit et irréductible, son graphe de 
Dynkin est isomorphe à l'un des graphes représentés par les jîgures suivantes : 

Al O-O--. . . --O (1 2 1 sommets) 
B~ o-o-o-. . . -  -0- (1 > 2 sommets) 
Cl o-~-~- . . . -O---o- ( 1  > 3 sommets) 

Ces graphes de Dynkin sont deux à deux non isûmorphes et, pour chacun d'eux, il existe 
un système de racines irréductible et réduit l'admettant (à un isomorphisme près) comme 
graphe de Dynkin. 

La première assertion résulte aussitôt du th. 1, compte tenu des 
remarques qui précèdent, du fait que les groupes de Coxeter de graphe HQ, 
H4 et I 2 ( p )  (pour p = 5 ou p > 7)  ne sont pas cristallographiques, et de ce 
que les deux inégalités possibles pour le double (resp. triple) trait du graphe 
de Dynkin associé au graphe de Coxeter F4 (resp. Gz)  donnent des graphes 
de Dynkin isomorphes. La deuxième assertion est évidente et la troisième 
résultera de la construction explicite d'un système de racines réduit et irré- 
ductible pour chacun des types, construction qui va être effectuée dans les 
nos 5 à 13. 
Remarques. - 1) Le graphe A1,est réduit à un seul sommet; on le note aussi 
Bi ou Cl. Le graphe Be - est aussi noté Cz. Le graphe AQ O--O 
est aussi noté DQ. Enfin, on note Dz le graphe composé de deux sommets 
non liés. (Ces conventions proviennent des propriétés des systèmes de racines 
correspondants, cf. nos 5 à 8.) 

2) Si (X, f )  est le graphe de Dynkin d'un système de racines réduit R, 
le graphe de Dynkin du système inverse s'identifie à (x, f -'). Autrement 
dit, la figure associée au graphe de Dynkin de RV s'obtient à partir de celle 
associée au graphe de Dynkin de R en renversant les signes d'inégalité. Si R 
est irréductible, on voit que R est isomorphe à RV, sauf si R est de type B1 
ou CI, auquel cas RV est de type Cl ou Bl. 
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3. Groupe de Weyl affine et graphe de Dynkin complété 

Soit R un système de racines réduit et irréductible et soit (X, f )  son graphe 
de Dynkin. Nous allons définir un autre graphe normé ();:, 9) que nous appel- 
lerons le graphe de Dynkin complktS de R. L'ensemble 1 des sommets de );: se 
compose de l'ensemble 1 des sommets de X et d'un sommet noté 0, 
n'appartenant pas à 1. Pour définir f ,  choisissons une base B = (~c)ceI de R 
et un produit scalaire ( X I  y)  invariant par W (R) . Soit uo l'opposée de la plus grande 
racine pour l'ordre défini par B. Deux sommets distincts, i, j E? sont liés si et 
seulement si (utlcq) # O et on pose alors 

On  vérifie aussitôt que le graphe );: et l'application f ainsi définis ne dépendent 
pas du choix de B ni du produit scalaire. 

Si le rang 1 de R est égal à 1, on a 1 = {i) et MO = - a$; d'où f(0,  i) = 1. 
Si 1 2 2, uo n'est proportionnelle à aucune des ut et (uolcq) est < O ( 5  1, no 8, 
prop. 25). Pour tout couple (i, j) d'éléments distincts de 1, les seules possibilités 
sont celles notées 1)) 2)) 3)) 4) au numéro précédent (en posant par exemple 
no$ = n(u0, ut) et moi = ordre de suos,, pour tout é E 1). 

Dans le cas 1 2 2, on représente le graphe de Dynkin complété par une 
figure avec les mêmes conventions qu'au numéro précédent, on indique parfois 
en pointillé les traits joignent le sommet O aux autres sommets. Remarquons 
que le signe d'inégalité > placé sur un tel trait, s'il existe, est toujours dirigC 
vers le sommet distinct de O, puisque uo est une racine de la plus grande 
longueur possible (5 1, no 8, prop. 25). On  identifie (X, j )  au sous-graphe de 
();:, f )  obtenu en supprimant le sommet O. 

L'action de A(R) sur (X, f )  se prolonge en une action sur (2, f ) ,  laissant 
O fixe, et W(R) opère trivialement sur (g ,  f) .  

Reprenons les notations du 5 2. La prop. 5 du fj 2, no 2, jointe au th. 1 du 
chap. V, 5 3, no 2, montre que le graphe de Coxeter Ç du groupe de Weyl 
affine Wa(R) se déduit de ( 2 , f )  par les mêmes règles que celles permettant de 
passer de (X, f )  au graphe de Coxeter de W(R).  D'autre part, soit G le nor- 
malisateur de Wa(R) (5 2, no 3) .  A tout g E G correspond un automorphisme 
rp(g) de C et on a q(g) = Id  si g E Wa(R).  Inversement, à tout automorphisme 
A de C correspond, d'après la prop. 11 du chap. V, 5 4, no 9, un élément 
g = $(A) et un seul, conservant une alcôve C donnée et tel que y(g) = A. 
Comme G est produit semi-direct du sous-groupe Gc des éléments conservant 
C et de Wa(R) (5 2, no 3)) on en déduit que q fournit par passage au quotient 
un isomorphisme de G/W, (ou de G,) sur Aut(C). O n  vérifie aussitôt que le 
composé de cet isomorphisme avec l'application canonique de A(R)/W (R) 
dans G/W, coïncide avec l'homomorphisme de A(R)/W(R) dans Aut(X) 



déduit de l'homomorphisme de A(R)/W(R) dans AU@, f) défini plus 
haut. D'après le 5 2, no 3, le groupe Aut (2)  est isomorphe au produit semi- 
direct de A(R)/W (R) par P(RV)/Q(RV), et P(RV)/Q(RV) est isomorphe 
au groupe Fc = Gc n Wh (avec les notations du 5 2,  no 3) ; l'élément de Aut (C) 
correspondant à l'élément yi de rc transforme le sommet O en le sommet i 
de 2. 

Remarque. - O n  peut montrer que l'application canonique 

Aut (X, 3) + Aut (C) 
est un isomorphisme. 

THÉORÈME 4. - Soit (W, S )  un système de Coxeter irréductible, avec S h i .  Pour que 
la forme quadratique associée (chap. V, 5 4, no 1) soit positive et dégénérée, il faut 
et i l  su& que le graphe de Coxeter de (W, S )  soit isomorphe à l'un des suivants : 

,..-0-0 ...> 

w,' 20 (circuit à 1 + 1 sommets) 
O 

oAo-o-. . . --O-O (1 + 1 sommets) 

( 1  + 1 sommets) 

Ces graphes de Coxeter sont deux à deux non isomorphes. 
D'après le chap. V, 4 4, no 9 et la prop. 8 du 5 2, no 5 ,  les systèmes de Coxeter 

dont la forme quadratique est positive et dégénérée sont ceux qui correspondent 
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aux groupes de Weyl affines des systèmes de racines réduits et irréductibles. 
Le théorème résulte alors de la détermination des graphes de Dynkin complétés 
faite dans les nos 5 à 13 ci-après. 

4. Préliminaires A la construction des systèmes de racines 

Soient V un espace vectoriel réel de dimension 1 > 1 muni d'un pro- 
duit scalaire ( X I  y ) ,  L un sous-groupe discret de V, A un ensemble fini de 
nombres > O, et R l'ensemble des u E L tels que (ulu) E A. Supposons que R 

(al@ engendre V et que, pour tout couple (a, P) de points de R, le nombre 2 - 
( 4 4  

soit entier. Alors, R est un système de racines dans V. En effet, R vérifie évidernmént 

(SR,). Soit o c R ;  soit S. la réflexion orthogonale x - x - 2 a ;  alors, 
( 4 4  

si p c R, on a 2 w  6 Z, donc S.@) 6 L, et par ailleurs /sa(@) 1 = IIPII, donc 
(4 4 

sa(@) E R; donc R vérifie (SR,,) et (SR,,,), et est rtduit si A ne contient pas 
deux nombres de la forme A et 41. 

Nous prendrons pour V un sous-espace de E = Rn. Soit (cl, . . ., E,) la 
base canonique de E ;  on munit E du produit scalaire ( X I  y )  pour lequel cette 
base est orthonormale et on identifie E* à E (resp. V* à V) au moyen de ce 
produit scalaire. Définissons dans E les sous-groupes Lo, Li, L2, L3 comme suit : 

1) Lo est le Z-module de base (ci). On a (al P) E Z pour a, P E Lo. Les vec- 
teurs u e Lo pour lesquels (alct) = 1 sont les -1: E( (1 < i < n); ceux pour 
lesquels (aJa) = 2 sont les i ce + c j  pour i < j (les deux signes f, dans 
$: E t  + Ej ,  sont choisis indépendamment l'un de l'autre; on adopte une conven- 
tion analogue dans toute la fin de ce paragraphe). n 

2) L i  est le sous-Z-module de Lo formé des x = Etet e Lo tels que 
n i= l  

<à soit pair; comme t( et Ci ont méme parité, il revient au même de dire 
i-1 

que (xlx) est pair. Soit Li le sous-module de Li engendré par les ~t i ci; 
n n 

on a 2 Esci = ( Z E t )  E,, (mod. Li), et comme 2~~ = (cl + cn) e Li, 
i= i  i= i  

on voit que L i  = Li. Comme Lo est engendré par Li et EI, Lo/Ll est isomorphe 
à 2/22,  

1 n 

3) L2 = Lo $ Z(- 2 ci). I l  est clair qu'un élément x = Eàct de V 
2 i= l  i = l  

est dans L2 si et seulement si 

(6 )  2& e Z, Et  - t j  e Z quels que soient i et j. 

1 ~ t )  = - pour tout k, et que 
2 

on a 
l 2 i= i  



1 (ulp) E - Z pour a, P E L2 si n est pair. Le groupe L2/Lo est isomorphe 
2 

à 2/22, 
1 4) L3 = Li  + Z ( -  2 ci). Si n est un multiple de 4, L3 est l'ensemble 

n 2 i z l  n 

des 2 Etri qui vérifient (6) et en outre la condition 2 Et E 22; dans ce cas, 
i=l i=i 

on a (ulp) E Z quels que soient u, P E LQ. 
Il est immédiat que le sous-groupe de E associé à Lo (resp. Li ,  Lz) est Lo 

(resp. L2, Li). Le sous-groupe de E associé à L3 est l'ensemble des 

1 tels que (xi- ri) E 2, c'est-à-dire tels que Et E 22;  si n = O (rnod. 4), 
. 2 i=i i=l 

ce sous-groupe associé est donc LQ. 
Le groupe commutatif L2/L1 est d'ordre 4, donc isomorphe à 2 / 4 2  ou 

à (2122) x (2122) (Alg., chap. VII, 4, no 6, th. 3). Si n est impair, on a 

1 p (- 2 ct) E Li p = O (mod. 4) 
2 i-1 

donc L2/L1 est cyclique d'ordre 4. Si n est pair, on a 

1 p( -  2 cg) E L I  -++fi = O (mod. 2) 
2 i=i 

donc L2/L1, qui contient deux éléments distincts d'ordre 2, est isomorphe à 
(2122) x (2122). 
Nous utiliserons ces notations dans les neuf nos suivants et dans les planches. 
Pour chaque type de graphe de Dynkin du th. 3, nous expliciterons: 

(1) Un système de racines R et le nombre de racines. 
( I I )  Une base B de R, et les racines positives correspondantes. 

La base B sera indexée par les entiers 1, . . . , 1. 
(III)  Le nombre de Coxeter h ($ 1, no 11). 
(IV) La plus grande racine ü (pour l'ordre défini par B) et le graphe de 

Dynkin complété (no 3).  Nous indiquerons à côté de chaque sommet la racine 
correspondante de B. 

(V) Le système inverse RV, la forme bilinéaire canonique et la constante 
(§ 1, no 12). 

(VI) Les poids fondamentaux relativement à B ( 5  1, no 10). 
(VII) La somme des racines positives. 
(VIII) Les groupes P(R), Q ( R ) ,  P (R) /Q(R)  et l'indice de connexion 

(9 1, no 9). 
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(IX) Les exposants de W(R) (chap. V, fj 6, no 2, déf. 2). Dans les cas 
Al, Bz, Cl et Dl nous déterminerons les invariants symétriques. 

(X) L'ordre de W(R) (et éventuellement sa structure). 
(XI) le groupe A(R)/W(R),  son action sur le graphe de Dynkin, et 

l'élément wo de W(R) qui transforme B en -B. 
(XII)  L'action de P(RV)/Q(RV) sur le graphe de Dynkin complété 

et l'action de A(R) /W (R) sur P(RV)/Q(RV). 
Pour chaque graphe de Dynkin du th. 3, ces données seront rassemblées 

dans les planches 1 à IX, en les ordonnant de façon uniforme comme ci-des- 
sus. O n  y ajoute : 

(XIII)  La matrice de Cartan, qui se déduit du graphe de Dynkin comme 
on l'a expliqué au no 2. 

5. Systèmes de type B1 (1 >, 2) 

(1) Considérons dans V = RI le groupe Lo (no 4). Soit R l'ensemble 
des u E Lo tels que (ulu) = 1 ou (alu) = 2, c'est-à-dire l'ensemble des vec- 
teurs f €6 (1 < i 6 1) et ir + EJ (1 6 i < j 6 1). Il est clair que R engendre V 
et que 2 (al P) /(ulu) E Z quels que soient u, P E R. Donc R est un système de 

racines réduit dans V (no 4). Le nombre de racines est n = 21 + 4 1(1- = 2P. 
(II) Posons 2 

CC1 = E l -  €2, u2 = € 2  - €3, . . ., Ul-1 = €1-1- €1, a1 = E l .  

On a alors 

Donc (xi, uz, . . ., ul) est une base de R (5 1, no 7, cor. 3 de la prop. 20). 
En outre, on a //uil/2 = 2 pour i < 1, Ilu11/2 = 1, (cqIut+i) = - 1 pour 
1 a i 6 1- 1, (uilag) = O pour j > i + 1; le graphe de Dynkin de R est 
donc de type BI, ce qui montre que R est irréductible. Les racines positives 
sont les €2 et les €6 + ~j (i < j ) .  

(III) D'après le th. 1 (ii) du chap. V, 5 6, no 2, on a 

(IV) Soit = €1 + €2 = ul + 2 ~ 2  + 2a3 + + .  . + 2ul, qui est une racine. 
La somme de ses coordonnées relativement à la base (cct) est 21 - 1 = h - 1. 
Compte tenu de la prop. 3 1 du 5 1, no 11, 2 est la plus grande racine de R. 
On  a (Elai) = O pour i # 2 et (21~2) = 1. Comme a2 est de longueur 1 



(resp. d2) quand 1 = 2 (resp. 1 2 3), on en déduit le graphe de Dynkin 
complété de R : 

pour 1 = 2 - 
a2 ai 

" 1 

pour 1 2 3 

(V) La formule K = - donne pour RV l'ensemble des vecteurs 
(4 a) . . .  

k2s.i (1 < i < l), + ci + cl  (1 < i < j  < 1). Le graphe de Dynkin de RV 
se déduit de celui de R par le procédé expliqué au no 2, et l'on voit que RV 
est du type Cl. 

Les racines non orthogonales à P = c l  sont + c l  et + €1 + ~j pour 
2 < j < 1, donc sont au nombre de 41 - 2; pour chacune de ces racines a, 
on a n(a, p) = + 2. La formule (17) du 5 1, no 12 montre que, pour (DR, 
le carré de la longueur de P est (41 - 2)-'; donc <DR(x, y )  = ( X I  y)/(4l- 2). 
Appliquons la formule (18) du 5 1, no 12 avec x = y  = P. Il vient 

d'où y(R) = (1 + 1)(41-2). 
(VI) On calcule aisément les poids fondamentaux oz (1 < i < 1) tels 

que (rütlay) = 6ij, et l'on trouve 

(VII) La somme des racines positives est 

(VIII) On a Q ( R )  = Lo (no 4), et P(R) est engendré par Q ( R )  et oz, 
donc est égal à Lz (no 4). Donc P(R)/Q(R) est isomorphe à 2/22, et l'indice 
de connexion est égal à 2. 

(IX) et (X) Dans R', la réflexion orthogonale (i f j) échange ct 
et ~j et laisse invariants les d'indice k distinct de i et j. Les sEi_,] engendrent 
un groupe Gl isomorphe au groupe symétrique 61. La réflexion orthogonale 
s , ~  transforme cl en - E{ et laisse invariants les ~k d'indice k distinct de i. 
Les s,, engendrent un groupe Gz isomorphe à (2/22)'. Le groupe de Weyl 
W (R) est engendré par Gl et Gz, et Gz est distingué dans W(R), donc W(R) 
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est isomorphe à un produit semi-direct de (31 par (2122)" Son ordre est par 
suite 2'. 1 ! 

L'algèbre symétrique s(R1) s'identifie canoniquement à l'algèbre des 
fonctions polynômes P(El, . . ., El) sur RI. Pour qu'un tel polynôme soit 
invariant par W (R) , il faut d'abord que 

quels que soient les 1 signes du second membre, c'est-à-dire que 

où Q est un polynôme; il faut ensuite que Q soit une fonction polynôme 
symétrique; et ces conditions sont suffisantes. Par suite (Alg., chap. V, App. 1), 
S ( R ~ ) ~ ' "  est l'algèbre engendrCe par les 1 fonctions polynômes 

Par ailleurs, le degré de transcendance sur R du corps des fractions de 
S ( R ' ) ~ ' ~ '  est 1, donc les tc sont algébriquement indépendants. Comme les ti 

sont de degré 2, 4, . . . , 21, on en conclut que les exposants de W(R) sont 
(chap. V, 5 6, no 2, prop. 3) : 

(XI) Le seul automorphisme du graphe de Dynkin est l'identité. On  a 
donc A(R) = W (R) et - 1 E W (R). Comme - 1 transforme B en - B, 
on en déduit que wo = - 1. 

(XII)  Le groupe P(RV)/Q(RV) est dual de P(R)/Q(R) ,  donc isomorphe 
à 2/22. Son élément non trivial permute les sommets correspondants à uo et 
or1 et laisse fixes les autres. 

6. Systèmes de type Cl (1 2 2). 

(1) L'existence de systkmes de racines de type Cl a été démontrée au no 5, 
puisqu'on a vu que le système inverse d'un système de type B1 est de type Cl. 
Un système de racines R de type Cl est donc obtenu en prenant dans R1 les 
vecteurs I 2 ~ é  (1 < i < l), et I ~2 f EJ (1 < i < j < 1). Le nombre de 
racines est 212. 

(II)  On  obtient une base de R en prenant l'image, par l'application 

u -A, de la base du système considéré au no 5. On  obtient: 
!al 4 

Les racines positives sont les 2 ~ r  et les Ea + ~j (i < j). 



(III) Le nombre de Coxeter est le même que pour le système inverse: 
h = 21. 

(IV) Soit ü = 2c1 = 2u1 + 2az + + 2ul-1 + al, qui est une racine. 
La somme de ses coordonnées relativement à (ut) est 21 - 1 = h - 1. Donc ü 
est la plus grande racine. On  a (ülaz) = O pour i # 1, (ülul) = 2. 

D'où le graphe de Dynkin complété : - . . . - 
a2 al-2 al-l a1 

(V) On  a déjà déterminé Rv, qui est de type BI. D'après la formule (19) 
du 5 1, no 12, et d'après le no 5 (V), le carré de la longueur de 2~~ pour O, est 

chic % ( x ,  y)  = ( x l y )  /4(l + 1). 
On  a y (R) = y (RV) = (1 + 1) (41 - 2). 
(VI) On trouve facilement les poids fondamentaux : 

Q= €1 + E 2  + " '  + E t  

1 
= ai + 2u2 + ... + (i - l)at-1 + i (ut + & r + i  + + - uz) (i < 1). 

2 
(VII) La somme des racines positives est 

(VIII) D'après le no 4, et le no 5 (VIII), on a Q(R)  = Li, P(R) = Lo; 
P(R)/Q(R) est isomorphe à 2/22) et l'indice de connexion est 2. 

(IX) et (X) Ces questions ne concernent que W(R), et les résultats sont 
donc les mêmes que pour le type Bn. 

(XI) Le même raisonnement qu'au no 6 montre que A(R) = W(R) et 
wo = - 1. 

(XII) Le seul élément non neutre de P(RV)/Q(RV) définit l'unique 
automorphisme non trivial du graphe de Dynkin complété: il échange les 
sommets correspondant à u j  et ul-j pour O < j 6 1. 

7. Systèmes de type Al (1 2 1). 
1+1 

(1) et (II) Dans E = R'", soit V l'hyperplan d'équation 2 = O. En 
i = l  

remplaçant 1 par 1 + 1 dans le no 5 ,  on obtient un système R' de type Bl+i 
dans E, admettant la base 

Comme ul, . . . , ul engendrent V, R = R' n V, est un système de racines dans 
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V, de base (al, . . . , al) (§ 1, no 7, cor. 4 de la prop. 20). D'après les calculs de 
produits scalaires du no 5 ,  il est immédiat que R est de type Al. Les éléments 
de R sont les cg- (i # j, 1 < i < 1 + 1, 1 < j < 1 + 1). Leur nombre 
est n = l(1 + 1). Les racines positives sont les ci - ~j où i < j. 

n (III)  On  a h =-= 1 + 1. 
1 

(IV) Soit ü = c l  - cl+l = a1 + u2 + . . + NI, qui est une racine. La 
somme de ses coordonnées relativements à (as) est 1 = h - 1. Donc ü est la . . 

plus grande racine. 
Pour 1 = 1, on a ü = al, d'où (ûlul) = 2; le graphe de Coxeter du 

groupe W,(R) est 
'Y3 

0 

Q I  

Pour 1 2 2, on a (alai) = O pour O < i < 1 et (ülai) = (âlul) = 1. D'où 
le graphe de Dynkin complété : 

2 a (V) Identifiant V à son dual grâce au produit scalaire, on a uV = -- 
pour tout a E R, donc RV = R. (al.) = 

Pour la forme @R, la longueur des racines est h-li2 = (1 + 1)-lI2 (3 1, 
no 12); donc @R(x, y)  = (xIy)/2(1 + 1). 

On  a y(R) = (1 + 112 (3 1, no 12, formule (20)). 
(VI) Soit (ai) 1 2s 1 la famille des poids fondamentaux. Posons 

Exprimant que (mtlaj) = ai,, et 231 E V, on a 
l + l  

66.1 - Es, s + l  = 1, Etj- Et, j+1 = O pour j # i, 2 E t j  = O, 
J=1 

ce qui donne aisément 

- 1 -- 
1 +  1 

((1 - i + 1) (al + 2x2 + + (i - l)uc-1) 

+ i((1- i + l )w+ (1- i)az+l + + ut)).  

(VII) La somme des racines positives est 



(VIII) Introduisons dans E = RI" le sous-groupe Lo du no 4. Soit p le 
projecteur orthogonal de E sur V. D'après le 3 1, no 10, prop. 28, on a 

tenant compte du fait que le dernier poids fondamental de R' est orthogonal 
à V, on a P(R) = p(Q(R1)) = p(L0). Ainsi, P(R) est le groupe engendré 

l t l  

par les - s j  et par p (~1)  = ~ 1 -  (1 + 1)-1 2 ci, donc 
i=l 

Or 1+ 1 est le plus petit entier m >O tel que m p ( ~ 1 )  E Q(R) .  Donc P(R)/Q(R) 
est isomorphe à Zl(1 + l ) Z  et l'indice de connexion est 1 + 1. 

(IX) et (X) Pour tout automorphisme g de V, soit <p(g) l'automorphisme de 
E qui prolonge g et laisse invariant EI + ~2 + + E Z .  Si on prend pour g 
la réflexion orthogonale s,,-,,IV, cp (g) est égal à s,,-,,, donc échange q 
et ~j et laisse fixes les d'indice k distinct de i et j. Soit 

Alors g - y(g) lX est un isomorphisme de W(R) sur le groupe symétrique 
de X. Ainsi, W (R) est isomorphe au groupe symétrique donc est d'ordre 
(1 + 1) ! 

L'algèbre symétrique S(E) s'identifie canoniquement à l'algèbre des fonc- 
tions polynômes P(&, 6 2 ,  . . . , 61+1) sur E. Soit G = (p(W(R)). D'après ce 
qui précède, l'ensemble S(E)G des éléments de S(E) invariants par G est 
l'ensemble des polynômes symétriques (Alg., chap. V, App. 1)' et par suite 
(ibid.) S(E)G est l'algèbre engendrée par les fonctions 

L'algèbre S(V) s'identifie à l'algèbre des restrictions à V des fonctions 
polynômes sur E. Si P E S(E)G, la restriction de P à V est évidemment inva- 
riante par W (R). Réciproquement, si Qe s (v) W'"', il existe P e S(E) pro- 
longeant Q; remplaçant P par ((1 + l)!)-l 2 g(P), qui a même restriction 

g é G  

que P à V, on voit qu'on peut supposer P E s ( E ) ~ .  Ainsi, s ( v ) ~ ( ~ '  est engendrt 
par les sà = silV. Or  si = O. Par ailleurs, le degré de transcendance sur R 
du corps des fractions de s ( v ) ~ ' ~ '  est 1, donc les si (2 < i < 1 + 1) sont 
algébriquement indépendants. Comme les sa sont de degrés 2, 3, . . . , 1 + 1, 
les exposants de W(R) sont: 
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(XI) Pour 1 = 1, on a A(R) = W(R) = 2/22 et wo = -1. 
Pour 1 2  2, soit E E A(R) l'automorphisme qui transforme a2 en ul+l-t. Il  est 

clair que l'automorphisme du graphe de Dynkin induit par E est l'unique 
automorphisme non trivial de ce graphe. Le groupe A(R) /W(R) est isomorphe 
à 2/22.  Comme - 1 est un élément de A(R) qui n'appartient pas à W(R) 
d'après (IX) et (X), on voit que A(R) est isomorphe à W(R) x 2/22.  
On  a wo = - E. 

(XII)  Le groupe P(RV)/Q(RV) ttant cyclique d'ordre 1 + 1, il opère 
sur le graphe de Dynkin complété par permutations circulaires. Si 1 > 2, 
l'unique élément non neutre de A(R)/W(R) opère sur P(RV)/Q(RV) par 
l'automorphisme x w - x.  

8. Systèmes de type Dl (1 2 3).  

(1) Considérons dans V=R' le groupe Lo (no 4). L'ensemble R des a E Lo 
tels que (ula) = 2 est formé des vecteurs $: + EJ (1 < i < j < 1). Il est clair 
que R engendre V et que 2(ul fi)/(ala) E Z quels que soient a, P E R. Donc R 
est un système de racines réduit dans V (no 4). Le nombre de racines est 
n = 21(1- 1). 

(II)  Posons 

On  a aussitôt les formules 

donc (al, . . . , al) est une base de R ($ 1, no 7, cor. 3 de la prop. 20). En outre, 
2 on a jlagjj = 2 pour tout i, ( ~ t l a j )  = O pour i + 1 < j sauf pour i = 1 - 2, 

j = 1 qui donne (al-~lal)  = - 1, ( u ~ ~ u ~ + ~ )  = - 1 pour i < 1 - 2, et enfin 
(al-ilal) = O; le graphe de Dynkin de R est donc de type Dl. Les racines 
positives sont les ~t ? ~j pour i < j. 

n (III)  On  a h = - = 2(1- 1). 
1 

(IV) Soit ü = ~1 + E Z  = a l  + 2a2 + . .  . + 2x1-2 + al-1 + al, qui est 
une racine. La somme de ses coordonnées relativement à (a$) est 

Donc ü est la plus grande racine. 



Si 1 z 4, on a (Gluz) = O pour i # 2 et (Ülu2) = 1. D'où le graphe de Dynkin 
complété : 

(V) Comme (alu) = 2 pour tout M E R ,  on a RV = R. 
La longueur des racines pour O, est h-li2 = (21 - 2)-li2. D'où 

(VI) Un calcul analogue à celui du no 7 donne les poids fondamentaux : 

m i =  E l  + E 2  + ... + c i  
= al + 2a2 + + (i- 1)uz-1 + i(ut + az+l + ... + al-2) 

1 + - i(al-1 + al) 
2 

pour i < 1- 1, 

1 1 1 
= - (Ml + 2M2 + .. + (1 - 2)Ml-2 + - (1 - 2 ) ~ l - ~  + - lal). 2 2 2 

(VII) La somme des racines positives est 

2p = 2(1- 1)El + 2(1-2)Ez $ + 2 E l - i  

(VIII) Les + €6 + E, engendrent Li  (no 4)' donc Q ( R )  = Li. Donc 
Q(RV) = L i  et par suite P(R) = L2 (no 4). D'après le no 4, P(R)/Q(R) 
est isomorphe à 2/42  pour 1 impair, à (2122) x (2122) pour 1 pair. Dans le 
premier cas, P(R)/Q(R) est engendré par l'image canonique de ml (et aussi par 
celle de al-l). Dans le second cas, P(R)/Q(R) est engendré par les images 
canoniques de ml-1 et 131. Dans les deux cas, l'indice de connexion est 4. 

(IX) et (X) Dans R', la réflexion orthogonale S.,-., (i # j )  échange 
et ~ j ,  et laisse invariante les ~k d'indice k distinct de i et j. Les s,~-,, engendrent 
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un groupe Gl isomorphe au groupe symétrique Gz. D'autre part, sij = SEi-E,SEi+E, 

transforme cl en - cl, c j  en - ~j et laisse invariants les ~k d'indice k distinct 
de i et j. Les stj engendrent un groupe G2, ensemble des automorphismes u 

1 

de l'espace vectoriel R' tels que U ( E i )  = (- l ) v i ~ i  avec (- l)vi = 1. Le 
i = l  

groupe G2 est isomorphe à ( z / ~ z ) ' - ~ ,  et G2 est distingué dans W(R), donc 
W(R) est isomorphe à un produit semi-direct de el par ( z / ~ z ) ' - ~ .  Son ordre 
est par suite 2'-'.1! 

Les fonctions polynômes ti du no 5 sont invariantes par W(R),  et il en est 

de même de t = t 1 t 2  . . . El; on a d'ailleurs tl = t2. Soit alors P(E1, . . ., El) 
une fonction polynôme invariante par W(R).  Soit EYi't'z' . . . <Fi un monôme 
figurant dans P tel que vr soit impair; alors vg est impair pour toutj,  car dans 

Y .  Y '  v scj(P) figure le monôme (- 1) '+ J E ~ E ?  . . . tFi, d'où vi f v j  E O (mod. 2) 
et v j  = 1 (mod. 2). Donc P = Pl  f tP2, où tous les monômes figurant dans P l  
et P2 possèdent uniquement des exposants pairs. Comme P est invariant par les 
permutations des %, Pl et Pz possèdent la même propriété, donc s'écrivent 
comme des polynômes par rapport à tl, t2, . . . , tl. Ceci prouve que l'algèbre 

1 W(R) 
S(R ) est engendrte par tl ,  t2, . . ., tz-1, t. Par ailleurs, le degré de trans- 

1 W(R) cendance du corps des fractions de S(R ) est 1, donc tl,  t2, . . . , tl-1, t sont 
algébriquement indépendants. On  en conclut que la suite des exposants, 
convenablement ordonnée, est : 

On notera que 1 - 1 apparaît deux fois si 1 est pair, une seule fois si 1 est impair. 
(XI) Les automorphismes du graphe de Dynkin sont ceux du graphe 

sous-jacent. Donc : 
1) Si 1 = 3, A(R)/W(R) est isomorphe à 2/22.  
2) Si 1 = 4, toute permutation des sommets terminaux ddfinit un auto- 

morphisme du graphe, donc A(R)/W(R) est isomorphe à 6 3 .  

3) Si 1 2 5, les chaînes issues du point de ramification al-2 ont pour 
longueur 1,1 et 1 - 3 3 2. Le seul automorphisme du graphe distinct de 
l'identité correspond donc à l'automorphisme c E A(R) qui permute UZJ et ur 
et laisse fixes les cri pour 1 < i < 1 - 2. Donc A(R)/W(R) est isomorphe 
à 2/22; de plus A(R) est produit semi-direct du groupe G l  z ( 3 2  défini 
dans (IX) par le groupe GQ formé des automorphismes u de RI tels que 
U(Q) = + pour tout i. 

Si 1 est pair, on a - 1 E W(R), d'où wo = - 1. Si 1 est impair, on a 
- l e W ( R ) ,  d'oh A(R) = W(R) x (1, - 1)  et wo = - S .  

(XII)  Pour 1 pair, P(RV)/Q(RV) a trois éléments d'ordre 2, w l ,  wl-1 

et wl.  Comme wl (resp. oz-1) échange les sommets correspondant à uo et 
ul (resp. ut-l), il échange ceux correspondant à al et al-1 (resp. al)  et aussi 



ceux correspondant à uj et al-j pour 

2 < j  < 1-2. 
On a w l  = ~ 1 ~ 1 - 1 .  

Pour 1 impair, P(RV)/Q(RV) a deux éléments d'ordre 4 qui sont al-1 

et oz, et un élément d'ordre 2, égal à ol. En effet w l  échange les sommets 
correspondant à a0 et al ,  donc il laisse fixes les sommets correspondant aux 
a j  pour 2 < j  < 1 - 2 et est nécessairement d'ordre 2. Par suite wl est 
d'ordre 4 et transforme le sommet correspondant à ag (resp. al, resp. ai, 
resp. al-1) en celui correspondant à ut (resp. al ,  resp. ut-1, resp. ao), et 
échange les sommets correspondant à uj et al-j pour 2 < j  < 1-2. On a 

2 3 
01 = w z  et oz-1 = wl. 

Pour 1 # 4, l'élément non neutre de A(R)/W(R) échange les sommets 
correspondant à al-1 et al, et par suite échange les éléments al-1 et wl de 
P(RV) /Q (RV) . Pour 1 impair, l'automorphisme ainsi obtenu de P(RV) /Q (RV) 
est l'application x - x. 

Pour 1 = 4, A(R)/W(R) s'identifie au groupe des permutations de 
(1, 3, 4)  et opère par permutation des indices sur (01, a s ,  ~ 4 ) .  

9. Système de type F4 

(1) Considérons dans R4  le groupe L2 (no 4). Soit R l'ensemble des u E La 
tels que (alor) = 1 ou (alor) = 2; il contient les vecteurs 

Réciproquement, si u E R, les coordonnées de u ne prennent que les valeurs O, 
1 3 + -, + 1 (car (-)2 > 2); ces coordonnées sont, ou bien toutes entières, 
2 2 

1 
ce qui donne les vecteurs + EZ, + EZ + ~ j ,  OU bien toutes égales à + 

1 L 
ce qui donne les vecteurs - ( t ~1 + ~2 f ES + ~ 4 ) .  

2 
Soient a, P E R et montrons que 2(alp)/(ula) E Z. Si u = f ~ t ,  OU si 

1 
a = - ( +  EI + ~2 + ~3 + c4), on a (alu) = 1, et on a vu au no 4 que 

2 
1 (ulp) E - Z puisque a, p E L2. Si u = + E* + E,, on a (alu) = 2, et on a vu 
2 

au no 4 que (alp) E Z puisque u e Li et FE L2. Donc R est un système de 

racines réduit dans R* (no 4). Le nombre de racines est n =8 + 4 + 24 = 48. (2) 
(II) Munissons R4  de l'ordre lexicographique défini par la base 

(EI, ~ 2 ,  ES, ~ 4 )  ($ 1, no 7). On a donc en particulier EI > ~2 > ~3 > c4. Les 
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racines positives sont 

La plus petite est a3 = ~ 4 .  Parmi les racines positives appartenant à 
Rc3 + Rs4 mais non à Rc4, la plus petite est a2 = ~ 3 -  €4. Parmi les racines 
positives appartenant à  RE^ + Rc3 +  RE^ mais non à  RE^ +  RE^, la plus 
petite est a l  = ~2 - ES. Parmi les racines positives n'appartenant pas à 

1 REZ +  RE^ +  RE^, la plus petite est a4 = - (EI - cz - c3 - ~ 4 ) .  Aucune ac 
2 

n'est somme de 2 racines positives. Donc (al, a2, US, a4) est une base de R 
2 2 2 2 (5 1, 1106, cor. 1 de la  prop. 19). O n a  IIalII = llazll = 2 ,  llasll = 114411 = 1, 

1 
(al 1x2) = ( U Z  1~3) = - 1, ( ~ 3 1 ~ )  = - -, ( ~ 1 1 ~ 3 )  = (uila4) = ( ~ 2 1 ~ 4 )  - O. 

2 
On voit que R a un graphe de Dynkin de type F4, donc est irréductible. 

n (III)  On a h = - = 12. 
1 

(IV) Soit â = €1 + ~2 = 2al + 3uz + 4a3 + 2a4. La somme des coor- 
données de par rapport à (az) est 11 = h - 1, donc a est la plus grande racine. 
On a (âlal) = 1, (âlaz) = (âlu3) = (21~x4) = 0. 

Le graphe de Dynkin complété est: 

(V) La formule av = * donne pour RV I'ensemble des vecteurs + 2 q  
(.la) . . .  

+ ~a f ~ j ,  + EI  1: ES + ~3 + ~ 4 .  Le graphe de Dynkin de RV se déduit 
de celui de R par le procédé expliqué au no 2, et l'on voit que RV est de 
type F4. 

Les racines non orthogonales à P = c l  sont I cl, + EI f ( j  2 2), 
1 et - ( €1 + €2 + €3 + c4) ; le nombre n(u, P) = 2(ul P) est égal à + 2 pour 
2 

les 14 premières de ces racines et à + 1 pour les 16 dernières; donc, pour 

<DR, le carré de la longueur de P est 4(14.4 + 16.1)-1 = 1. donc 
18 ' 

Appliquons alors la formule (1 8) du 5 1, no 12, avec x = y  = P ; il vient 

d'où 



(VI) Le calcul des poids fondamentaux donne ici 

(VII) La somme des racines positives est 

(VIII) On  a Q ( R )  = Lz (no 4), et P(R) = Q ( R )  d'après (VI). L'indice 
de connexion est donc 1. 

(IX) La famille des exposants a 4 termes, et puisque h = 12, les entiers 
1, 5, 7, 11, étrangers à 12, doivent figurer dans cette famille ($ 1, no 11, 
prop. 30); ce sont par suite tous les exposants de W(R). 

(X) et (XI) Le seul automorphisme du graphe de Dynkin est l'identité, 
donc A(R) = W(R) et wo = - 1. Soit R'  l'ensemble des éléments de R de 
plus grande longueur, c'est-à-dire les + E{ + : R' est le système de racines 
de type D4 construit au no 8. Tout élément de A(R) est évidemment un élé- 
ment de A(Rr).  Réciproquement, un élément de A(R1) laisse stable Li (qui 
est engendré par R'), donc son associé Lz, donc R. D'où W(R) = A(R) =A(Rr).  
D'après le no 8, W (R) est donc produit semi-direct de G3 et de W (R'), W (R') 
étant lui-même produit semi-direct de G4 et de ( ~ 1 2 ~ ) ~ .  L'ordre de W(R) 
est 3 !4 !23 = 27. 3'. 

10. Système de type Es 

(1) Considérons dans R* le groupe L3 (no 4). Soit R l'ensemble des a E L3 
tels que (ala) = 2; il contient les vecteurs 

1 + E$ + E J  (i < j ) ,  - 2 (- 1 E ( 2 v(i) pair). 
2 i = i  i = l  

Réciproquement, si un élément a e LJ est tel que (ula) = 2, ses coordonnées 
1 ne peuvent prendre que les valeurs O, + - + 1; d'après le no 4, ces coor- 
2 '  - 

données sont, ou bien toutes entières, ce qui donne les vecteurs + ~t + ~ j ,  

ou toutes égales à 1 + - et de somme paire, ce qui donne les vecteurs 
2 

8 

avec 2 v ( i )  pair. 
i = l  
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On a vu (no 4) que (alp) E Z quels que soient u, P e L3. Donc R est un 

système de racines réduit. Le nombre de racines est n = ( 2 ) . 4 + z 7  =240. 

(II) Soit p le vecteur (O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 23) de L3. Aucun élément de R 
1 n'est orthogonal à p (c'est clair pour les + sg + EI; si - E (- 1)v(6)~i  était 

6 2 i=1 
orthogonal à p, on aurait 2 i(- I)~'"" + 23(- I)" '~ '  = O, ce qui est 

i=l 
8 

impossible puisque 2 i < 23). Donc ($ 1, no 7, cor. 2 de la prop. 20) les 
i=l 

a E R telles que (alp) > O sont les racines positives relativement à une cer- 
taine chambre. Ces racines sont les + .si + sr (i < j ) ,  et les 

7 

avec 2 v(i) pair. On a (al p) E Z pour tout a E R (no 4), et (al p) est égal à 1 
i=1 

pour les racines suivantes : 

et ces huit vecteurs forment une base de R'. D'après le 8 1, no 6, cor. 1 de la 
prop. 19, (al, u2, . . ., ~ 8 )  est la base de R pour laquelle les racines positives 
sont celles qui ont été définies plus haut. On  a 

et (uzlaj) = O pour les autres couples d'indices. Le graphe de Dynkin 
de R est donc de type Es, et R est irréductible. 

n (III) On a h = - = 30. 
(IV) Soit 8 

qui est une racine. La somme de ses coordonnées par rapport à (ai) est 
29 = h - 1, donc ü est la plus grande racine. Elle est orthogonale à tous les 
at sauf U g ,  et (Ülaa) = 1. D'où le schéma de Dynkin complété : 



(V) Comme (alu) = 2 pour tout a R, on a RV = R. 
1 Pour @,, le carré de la longueur des racines est - (5  1, no 12). Donc 

30 
QR(x, y )  = (xly)/60, et y(R) = 900 ( 5  1, no 12, formule (20)). 

(VI) Le calcul des poids fondamentaux donne 

(VII) La demi-somme des racines positives est la somme des poids fonda- 
mentaux (§ 1, no 10, prop. 29) et vaut donc 

1 (VIII) Le groupe Q ( R )  est engendré par les €6 + E* et - 2 E t ,  et est 
2 i = i  

Cgal à L3 (no 4). Donc P(R), qui est l'associé de Q(RV) = Q ( R )  = L3, est La 
(no 4). L'indice de connexion est égal à 1. 

(IX) La famille des exposants a 8 termes, et puisque h = 30, les entiers 
1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, étrangers à 30, doivent figurer dans cette famille; 
ce sont par suite tous les exposants de W(R).  

(X) On déduit de (IX) et du chap. V, 6, no 2, cor. 1 de la prop. 3, que 
l'ordre de W(R) est 

(XI) Le seul automorphisme du graphe de Dynkin est l'identité puisque 
les trois chaînes issues du point de ramification sont de longueurs distinctes. 
Donc A(R) = W(R) et wo = - 1. 



216 SYSTÈMES DE RACINES Ch. VI, 5 4 

11. Systéme de type E7 

(1) et (II) Soit E = R', et soit Ra le système de racines de E construit au 
no 10. Soit V l'hyperplan de E engendré par les racines al, . . ., a7 de Ra; 
il est orthogonal au huitième poids fondamental w = ~7 + Es de Ra. 

Soit R = Rg n V. Alors R est un système de racines réduit de base 
(al, . . ., u7), cf. fj 1, no 7, cor. 4 de la prop. 20; ce système est donc de type 
E7. Ses éléments sont : 

+ E E (1 < i j < 6 ,  + ( ~ 7 - ~ a ) ,  

1 
6 6 

+ - (s7 - + 2 (- 1) "("E~) avec 2 v(i) impair. 
2 i=l i=l 

Le nombre de racines est n = 2 + ( 2 ) .4 + 26 = 126. Les racines positives 
sont 

+ et + ~j (1 < i < < 6 ,  - ~ 7  + cg, 

1 
6 6 

- (- ~7 + ES + 2 (- 1)"")~~)  avec 2 v(i) impair. 
2 i=l i=l 

n (III) On  a h = - = 18. 
1 

(IV) Soit ü = cg - ~7 = 2ui + 2az + 3u3 + 4x4 + 3a5 + 2x6 + u.7, 
qui est une racine. La somme de ses coordonnées par rapport à (ar) est 
17 = h - 1. C'est donc la plus grande racine. Elle est orthogonale à ai pour 
2 < i < 7, et (ülul) = 1. Le graphe de Dynkin complété est 

(V) Comme (ula) = 2 pour tout a €  R, on a RV = R. 
1 Pour a,, le carré de la longueur des racines est -, donc 

18 

(5 1, no 12, formule (20)). 
(VI) Le calcul des poids fondamentaux donne 



7 

(VII) La somme 2p des racines positives est 2 r( at (5 1, no IO, prop. 29), 
d'où i = i  

2 p  = 2 ~ 2  + 4 ~ 3  f 6 ~ 4  + 8 ~ 5  + 1 0 ~ 6  - 1 7 ~ 7  $ 1 7 ~ 8  
= 34x1 + 49u2 + 66a3 + 96a4 + 75u5 + 52u6 + 27~7.  

(VIII) D'après le no 10 (VIII) et le 5 1, no 10, prop. 28, on a 

où p dtsigne la projection orthogonale de E sur V. Le groupe Q ( R )  a pour 
base (al, . . ., a7);  le groupe P(R) est engendrt par Q ( R )  et 

1 
On a w e l'(Rd, - a  e P(Rs), donc 2p(as) e Q(R) et $(us) e Q(R) .  2 
On voit ainsi que P(R)/Q(R) est isomorphe à 2/22  et engendré, par exemple, 
par l'image de a7. 

L'indice de connexion est 2. 
(IX) La suite des exposants de W(R) a 7 termes. Les nombres 1,5, 7, 11, 13, 

17, étrangers à h = 18, figurent dans cette suite. Le dernier exposant m doit 
donc être que tel m + m = 18 (chap. V, $ 6, no 2, formule (2)). Donc la suite 
des exposants est 

1, 5, 7 , 9 ,  11, 13, 17. 

(X) On dtduit de (IX) et du chap. V, 6, no 2, cor. 1 de la prop. 3, que 
l'ordre de W(R) est 
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(XI) Le seul automorphisme du graphe de Dynkin est l'identité, donc 
A(R) = W(R) et wo = - 1. 

(XII) P(RV)/Q(RV) a un seul élément non neutre. Il échange les Som- 
mets correspondant à a0 et a7, a l  et a~,, as et a5 et laisse fixes a2 et a4. 

12. Système de type E6 

(1) et (II) Soit E = R', et soit Rg le système de racines de E construit au 
no 10. Soit V le sous-espace vectoriel de E engendré par les racines a l ,  . . . , a6 
de Rg; c'est l'orthogonal du plan engendré par les deux derniers poids fonda- 
mentaux o = ~7 + EE et n = €6 + €7 + 2 ~ 8  de Rs. 

Soit R = Rg n V. C'est un système de racines réduit de base (al, . . . , as), 
donc de type Es. Ses éléments sont : 

+ E ~ I E ~  ( 1 < i < j < 5 )  

1 
5 5 

V(Z) + - (ES- €7 - €6 + (- 1) ~ t )  avec X v(i) pair. 
2 i-1 i = l  

Le nombre de racines est n = ( ) . 4 + 25 = 72, Les racines positives sont 

n (III) On  a h = - = 12. 
6 

qui est une racine. La somme de ses coordonnées par rapport à (at) est 
I l  = h - 1, donc 2 est la plus grande racine. Elle est orthogonale à al ,  as, 
a4, a5, a6, et (Zlaz) = 1. Le graphe de Dynkin complété est 

(V) Comme (ala) = 2 pour tout a E R, on a RV = R, 
1 
l Pour OR, le carré de la longueur des racines est - donc 
12' 



(VI) Le calcul des poids fondamentaux donne : 

(VII) La demi-somme p des racines positives est 2 ai, d'où 
i = l  

(VIII) D'après le no 10 (VIII) et le 5 1, no 10, prop. 28, on a 

où p désigne la projection orthogonale de E sur V. On a 

Le groupe Q ( R )  a pour base (al, . . ., u6). Le groupe P(R) est engendrC par 
Q ( R )  et @(a7), car p(ug) E P(R8) n V = Q(Rs)  n V = Q(R).  On a 
3@(u7) E Q ( R )  et P(u7) 6 Q(R) .  Le groupe P(R)/Q(R) est donc isomorphe 
à 2/32;  il est engendré, par exemple, par l'image de me. 

L'indice de connexion est 3. 
(IX) et (X) D'après le 5 2, no 4, prop. 7, l'ordre du groupe de Weyl est 

7 4 6!1.2.2.3.2.1.3 = 2 . 3  .5. La suite des exposants a 6 termes compris 
entre 1 et 11, et comporte les entiers 1, 5, 7, 11 qui sont Ctrangers à 12. Les 
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autres exposants m, m' sont des entiers tels que 

en vertu du chap. V, § 6, no 2, formule (2) et cor. 1 de la prop. 3. La seconde 
relation donne (m + 1) (m' + 1) = 45, et comme m + m' + 2 = 14, on 
obtient m = 4, m' = 8. La suite des exposants est donc 

(XI) et (XII)  Comme les racines ont toutes même longueur, les automor- 
phismes du graphe de Dynkin sont ceux du graphe sous-jacent. A part l'iden- 
tité, il n'y a que l'automorphisme c qui transforme cri ,  a3, uq, us, U6, u2 respec- 
tivement en us, u5, u4, US, al, u2. Donc A(R)/W(R) est isomorphe à 2/22 ;  
comme - 1 e W(R) (chap. V, 5 6, no 2, cor. 3 de la prop. 3), A(R) est iso- 
morphe à W(R) x (1, - 1 )  et wo s'identifie à - c. Il en résulte que 
l'élément non neutre de A(R) /W (R) définit i'automorphisme x - - x de 
P(RV)lQ(RV). 

De plus, P(RV)/Q(RV) a deux éléments non neutres qui sont d'ordre 3. 
Ils définissent les deux seuls automorphismes d'ordre 3 du graphe de Dynkin 
complété. 

13. Système de type G2 

(1) Dans E = R ~ ,  soit V l'hyperplan d'équation 

Soit R l'ensemble des u E Lo n V tels que (ula) = 2 ou (glu) = 6. Les éléments 
de R sont 

Alors R engendre V, et w) E Z quels que soient cc, c R : c'est évident si 
(HP) 

p = I (ci - cj) avec i # j ;  si p = 2 ~ 1 -  €2 - €3 par exemple, on a 
(ul(3) E 3 2  pour tout u E R, d'où encore notre assertion. Donc R est un système 
de racines réduit dans V. Le nombre de racines est n = 12. 

(II)  Posons a l  = c l  - ~ 2 ,  ug = - 2 q  + c2 + c3. Les racines sont alors 

2 Donc (xi, u2) est une base de R. On a 11 a i  11 = 2, 11 4 2  11 = 6, ( ~ ~ I Q z )  = - 3, 



donc R est un système de type Gz. Les racines positives sont ai, a i  + aa, 
2ai + az, az, 3x1 + az, 3a1 + 2 ~ .  

n (III)  On  a h = - = 6.  
2 

(IV) La plus grande racine est û = Sa1 + 2az = - si  - sz + 2 ~ .  
O n  a (ûlal) = 0, (Elaz) = 3. Le graphe de Dynkin complété est 

(V) Le système inverse RV est l'ensemble des vecteurs suivants : 

Il existe 10 racines non orthogonales à ai; on a n(P, al) = + 1 pour 4 de ces 
racines, n(P, al) = f 3 pour 4 autres, et n(P, ai) = + 2 pour P = + al. 

1 Donc le carré de la longueur de ai pour 0, est 4(4.1 + 4.9  + 2.4)-l= -. 
12 

Donc O,(x, y)  = (XI y)/24. Appliquons alors la formule (18) du 5 1, no 12, 
avec x =y  = a l ;  

d'oh y(R) = 48. 
(VI) et (VII) 

il vient : 

La demi-somme des racines positives 

p = 5al + 3az. 

est 

Les poids fondamentaux a1 et (32 sont orthogonaux à a2 et al, donc propor- 
tionnels à 2a1 + az et 3a1 + 2az. On  a 

al + a2 = p = 5a1 f 3az = (2a1 4- az) 4- (Sa1 4- 2az). 

Donc 
(31=2cq+a2, a z = 3 a 1 + 2 a z = Û .  

(VIII) Q ( R )  est engendré par exemple par EI - sz et si - Q. D'après 
(VI) et (VII), P(R) = Q ( R ) .  L'indice de connexion est 1. 

(IX) La famille des exposants a 2 termes; comme 1 et h - 1 = 5 sont 
des exposants, ce sont les seuls. - 

(X) On  a (al,  az) = -, donc W(R) est isomorphe au groupe diédral 
d'ordre 12. 6 

(XI) Le seul automorphisme du graphe de Dynkin est l'identité, donc 
A(R) = W(R) et wo = - 1. 
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14. Systèmes de racines irréductibles non réduits 

Les systèmes de racines irréductibles non réduits se déduisent des systèmes 
irréductibles réduits grâce aux prop. 13 et 14 du fj 1, no 4. Pour chaque entier 
Z 2 1, il existe, à un isomorphisme près, un seul système de racines non réduit 
irréductible de rang 1: soient R un système de racines de type B1, A l'ensemble 
des racines de plus petite longueur de R;  on prend la réunion de R et de 2A. 
Avec les notations du no 5, on obtient les vecteurs 

au nombre de 21(1 + 1). 



Exercices 

Tous les systèmes de racines considérés ci-dessous sont relatifs à des espaces vectoriels riek 
On désigne par (XI y) un produit scalaire invariant par le groupe de Weyl (cf. no 3). 

1) Soient R un système de racines, R = R i  u RZ une partition de R. On suppose que, 
si x, y sont deux éléments de RI et si x + y  (resp. x -y) est une racine, alors x + y  E R< 
(resp. x - y  E RI), et ceci pour i = 1, 2. Alors R est somme directe de R i  et Rz. (Montrer que 
si x E R i  et y E Rz, on a (XI y) = O, en utilisant le cor. du th. 1, no 3.) 

?((-fi; ,> - X e < ;  

2) Soient R un systéme de racines, u et p deux racines. Si t est un scalaire tel que p + ta ER,  
on a 2t E Z. (Car n(p + tu, a) = n(p, u) + 2t.) Si u est indivisible, on a t E Z. (Sinon, montrer, 

1 
en utilisant la prop. 9, qu'il existe une racine y orthogonale à u telle que y + - u E R;  on a 

1 1 2 
(y + y u I u ) >  O, d'oh -UER.)  

2 

3) Soit R un systéme de racines dans V, irréductible et non réduit. Il existe une forme bili- 
nCaire symétrique non dégénérée @ sur V telle que, si on identifie V à V* à l'aide de a, on ait 
R = Rv. (Utiliser la prop. 13.) 

4) Soient l? un Z-module libre de rang fini 1, I'* le Z-module dual, 1 un ensemble fini d'indices, 
(xf, xt)tEI une famille d'éléments de I' x F* telle que <xf, xf) = 2 pour tout i~ 1, SI = szl, ~ f .  

Soit V l'espace vectoriel réel F @ z R, dont le dual V* s'identifie à F* @ z R. Notons encore sr 
la réflexion s< @ 1 dans V. Soit R (resp. R') l'ensemble des xt (resp. x:). Soit E (resp. E') 
le sous-espace de V (resp. v*) engendré par R (resp. R'). Supposons que st(R) = R pour 
tout i. Alors R est un système de racines dans E, E' s'identifie canoniquement au dual de E 
et xT à X; pour tout i. Si F (resp. F') est le sous-espace de V (resp. v*) formé des points inva- 
riants par tous les SI (resp. tst), alors I' n F (resp. F* n F') engendre F (resp. F'). Si l'on pose 
ri = (F n E) $ (F n F) (resp. FT = (F* n Ef) $ (F* n F')), F/I'I et r* l rT  sont des groupes 
finis isomorphes. 

5) Soit R un systéme de racines irréductible. Pour tout P E R, on a 

et par conséquent y(AR) = y(R) pour tout scalaire non nul A. (Utiliser les formules (17) 
et (19) du no 12.) 

6) a) Soient A un groupe commutatif de type fini, et T une partie finie de A ne contenant 
pas 0. Il existe un sous-groupe d'indice fini H de A tel que H n T = $. (Soit t E T. En utilisant 
la structure des groupes commutatifs de type fini, construire un sous-groupe d'indice fini 
de A ne contenant pas t .  Puis raisonner par récurrence sur Card T.) 
b) Soient R un systéme de racines, P un sous-ensemble de R clos et symétrique. Il existe un 
sous-groupe d'indice fini H de Q ( R )  tel que P = H n R. (Passer au quotient par le sous-groupe 
de Q ( R )  engendré par P, et utiliser a) et la prop. 23.) 
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7) L'indice de connexion d'un système de racines est égal au déterminant de sa matrice de 
Cartan. (Utiliser la formule (14) du no 10. Montrer d'autre part que, dans un espace vectoriel 
réel muni d'un produit scalaire, deux bases (E,, . . ., c,), (cl, . . ., C R )  telles que (&{Ici) = si, 
vérifient det(,l, , . , , E,)(~i, . . ., c;) > 0.) 

8) Soient R un système de racines réduit, C une chambre, 20 la somme des éléments > O 
de Rv, P'(R) l'ensemble des X E  P(R) tels que (x, 0) E Z .  On a Q ( R )  c Pf(R) c P(R), et 
P(R)/P1(R) est d'ordre 1 ou 2. Soit (Pi, . . ., P t )  la base de Rv  correspondant à C, et posons 
20 = nlpl + . . . + nipr où les n< sont des entiers > O. Pour que P'(R) = P(R), il faut et 
il suffit que tous les n< soient pairs. 

Q 9) Soient R un systéme de racines, C une chambre. Posons B(C) = {a,, . . ., a,}, 

R+(C) = {a,, . . ., a,, a,,,, . . ., a,) 

(les a, étant deux à deux distincts), et a = a, + . . . + a,. 

a) Pour i =  1, 2, ..., s, soit c f =  f 1. Soit a* = r,a, + m . .  + o,a,. Si (a*lai) > O pour 
i = 1, . . . , 1, alors a* = a et r, = 1 pour tout i. (Soit y (resp. 6) la somme des a, pour lesquels 
cl = 1 (resp. - 1). On a (yla,) - (SIaJ > O, (yla,) + (81a1) = (aJa,), d'où 

- 
comme 2(ylal)/(a,la,) EZ,  on a (yla,) 2 (a,IaJ = (alai), d'où Y - a = C ,  Y 2 Y = a 
et 6 = 0.) 

b )  Pour i = 1,2, . . . , s, soit E, = f 1. Pour que l'ensemble des =,a, soit l'ensemble des racines 

> O relativement à une chambre, il faut et il suffit que a* = 2 c,a, appartienne à une 
i 

chambre. (Pour la suffisance, soit pi = + 1 tel que (a*lp,a,) > O. Il existe w e W(R) qui 

transforme l'ensemble des yp ,  en l'ensemble des cc,, donc a* en a** = ctpraa(t) où Q E Ge. 
i 

Appliquant a), montrer que a** = a, d'où pict = 1.) 

10) Soit a la plus grande racine d'un systéme irréductible réduit R relativement à une base. 
Pour que av soit la plus grande racine de R", il faut et il suffit que toutes les racines soient de 
même longueur. 

11) Les notations étant celles de la prop. 33 du no 11, montrer que 0i + Bj  n'est une racine 
pour aucun couple (i, j). 

12) Soient R un système de racines dans V de rang > 3, (a,, . . . , a,) une base de R, V' (resp. 
V") le sous-espace de V engendré par les a, pour i 2 2 (resp. i 2 3), R' = R n V', R" = R n VI1. 
Soit d (resp. d', du), le déterminant de la matrice de Cartan de R (resp. R', R"). On suppose 
que a, est orthogonal à tous les a, sauf a,, et que l ~ a , ~ ~  = lia211. Montrer que d = 2d' - dl'. 

13) Soient R un système de racines réduit, (a,, . . . , a,) une base de R et a = clal + . . . + c,a, 

une racine. Alors C-) E Z pour tout i. (Considérer le systéme inverse.) 
( a l 4  

14) Soient R un système de racines irréductible, A la plus grande des longueurs des racines, 
S l'ensemble des parties de R formées de racines de longueur A et deux à deux orthogonales. 
Alors deux éléments maximaux de S sont transformés l'un de l'autre par W(R). (Utiliser la 
prop. I l ,  et la prop. 1 du chap. V, $ 3, no 3.) 
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¶ 15) Soit R un système de racines de rang 1. 
a) Pour que - 1 E W(R), il faut et il suffit que R contienne 1 racines deux à deux fortement 
orthogonales. (Pour la nécessité, raisonner par récurrence sur 1 en utilisant la prop. 1 du chap. 
V, $ 3, no 3.) 
b) Si w E W(R) est d'ordre 2, il existe un ensemble S de racines deux à deux fortement ortho- 
gonales tel que w soit le produit des su (a E S). 

16) Soient R un système de racines, B une base de R, R+  l'ensemble des racines positives pour 
cette base. Pour w E W(R) posons F, = R +  n w(- R+). Montrer que l'application w - F, 
est une bijection de W(R) sur l'ensemble des parties F de R +  telles que F et R+  - F soient 
clos. (Appliquer le cor. 1 de la prop. 20 à la partie P = (R, - F) u (- F).) 

91 17) Soient R un système de racines réduit et B une base de R. Pour toute partie J de B, 
soient WJ le sous-groupe de W(R) engendré par les réflexions su pour a E J et wJ l'élément 
de plus grande longueur de WJ . Soit 0 l'ensemble des wJ . 
a) Montrer que, pour qu'un élément w E W(R) appartienne à 0, il faut et il suffit que 

w(B) cR+(B)  u (- B). 

(Pour montrer que la condition est suffisante, on désignera par Ji l'ensemble des a E B tels que 
wia) E - B et on posera J = - w(Ji). Si a E JI,  on a w(a) E - J et wJw(a) E B; si 
a E B - JI, on a wJw(a) E R+ : sinon w(a) serait positive et wJw(a) négative, ce qui entraîne- 
rait que w(a) appartient au sous-système engendré par les P E J et que a appartient au sous- 
système engendré par les (3 E JI, ce qui est absurde. En déduire que w,w = 1.) 
b) Montrer que, pour qu'un élément w E W(R) soit d'ordre 2, il faut et il suffit que w soit 
conjugué de l'un des wJ. (Pour montrer que la condition est nécessaire, on remarquera qu'un 
élément w d'ordre 2 de W(R) est la symétrie par rapport au sous-espace engendré par une 
facette F. Quitte à remplacer w par un conjugué, on peut supposer que F c C, oii C est la 
chambre définie par B. La facette F est alors l'intersection des hyperplans Lu pour a appar- 
tenant à une partie J de B, et on a w = wJ.) 

18) Soit R un système de racines et soit P une partie parabolique de R. Montrer que le 
complémentaire de P dans R est clos. 

19) Soit R un système de racines, et soit x un élément non nul de Q(R)  de longueur mini- 
male. Montrer que x E R. 

g[ 20) Soit (a,, . . ., a , )  une base d'un systtme de racines irréductible et réduit R. Soient 
r et p deux entiers, avec 3 2, tels que : 

a) Soit a = clal +- . . . + c,a, une racine. Montrer que (ula) = (alla1) (autrement dit 
que SL est une racine longue) si et seulement si P divise cr+,, . . ., c,. 
6) Soit h le nombre de Coxeter de W(R). Montrer que le nombre des racines de R de plus 
grande (resp. de plus petite) longueur est égal à hr (resp. à h(1 - r)). 

21) Soient R un système de racines et B une base de R. Soient a, P E B et w E W(R) tels que 
(3 = ~ ( a ) .  Montrer qu'il existe une suite a,, . . . , a, d'éléments de R et une suite w,, . . . , w,-, 
d'éléments de W(R) tels que : 

(il 
(ii) 

(iii) 

al  = a, a, = p. 
W = w,-,. . . W,. 

we(ae) = a,,, pour 1 < i < n - 1. 
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(iv) Pour tout i s  (1, n - l ) ,  il existe pi a B tel que wt appartienne au sous-groupe de W 
engendré par les réflexions sai et spi. 

41 22) Les hypothèses et notations étant celles de la prop. 33 du no 11, on désigne par 
ml, . . ., ml les poids fondamentaux de R. 

a) Montrer que c-l(m,) = m, - 8,. En déduire que 1 - c applique P(R) sur Q(R).  

b )  Soit f l'indice de connexion de R, et soient mi, . . ., mi les exposants de W(R). Montrer 
que l'on a : 

1 1 

f = det(1 - c) =n (1 - w m r )  = 2 ' 1 1  sin (mj?c/h) 
.i=l ,f=l 

c) Soit p un nombre premier. Écrivons h sous la forme h = p H ,  avec H non divisible par p. 
Montrer que, pour que p divisef, il faut et il suffit que H divise l'un des m l  (*). 

23) Soit R un système de racines réduit, et soit X une partie de P(R). On dit que X est 
saturée si la condition suivante est vérifiée : 

(S) Quels que soient p E X, a E R, et i E Z tels que i soit compris entre O et <fi, aV), on a 
p - i a a X .  
a) Montrer que toute partie saturée est stable par le groupe de Weyl W de R. 
6) Montrer que, pour toute partie A de P(R), il existe une plus petite partie saturée S(A) 
de P(R) contenant A. 
c) Soit C une chambre de R, et soit p E P(R) n C un poids dominant. Soit S(p) la plus petite 
partie saturée de P(R) contenant p. Soit ri(@) l'ensemble des éléments fi' a P(R) tels que : 

(i) p' pmod.Q(R) .  

(ii) Pour tout w a W, on a  fi') < /J (au sens de la relation d'ordre définie par C). 
Montrer que B(P) est fini, contient@, et est saturé. En conclure que S(p) est contenu dans 

WP). 
d) Montrer que, si a est un élément de R de longueur maximum, on a S(a) = R u {O). 

24) On conserve les notations et les hypothèses de l'exercice précédent. 
a) Soit p E P(R), et soit W.p l'orbite de p par W. Montrer que les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

(i) S(p) = W .p. 

(ii) (p, a V  > = 0,l OU - 1 pour tout a a R. 
(Si (ii) n'est pas vérifiée, on construira un élément q E S(p) tel que (qlq) < (PIp), d'où 

4 6 W.P.1 
6) Soit X une partie saturée non vide de P(R). Montrer que X contient un élément f i  vérifiant 
les conditions (i) et (ii) ci-dessus. (Prendre pour p un élément de X  de longueur minimum.) 

c) On suppose R irréductible. Soit C une chambre de R, soit B = la base correspon- 
dante, et soit 

la plus grande racine de Rv. Soit J l'ensemble des i E 1 tels que nt = 1. Soit p un poids domi- 
nant # O. Montrer que les conditions (i) et (ii) de a) équivalent à chacune des conditions 
suivantes : 

(iii) (p, y*) = 1. 

(iv) Il existe i E J tel que p soit égal au poids fondamental mi correspondant. 
Un poids p vérifiant ces conditions est appelé minuscule. Montrer que toute partie saturée 

non vide de P(R) contient, soit O, soit un poids minuscule. 



EXERCICES 

On désigne par R un système de racines réduit dans un espace vectoriel réel V. 

1) Soit x E V, et soit W(x) le sous-groupe de W(R) formé des éléments w tels que 

Montrer que W(x) est engendré par des réflexions. (Utiliser le groupe de Weyl affine de Rv.) 

2) On suppose R irréductible. Soit {a,, . . ., a,  } une base de R, soit ii = 2 n,a, la plus grande 
1 

racine de R et soit f l'indice de connexion de R. Montrer que f - 1 est égal au nombre des 
indices i tels que nt = 1. 

3) Les notations et hypothèses étant celles du no 3, soit u un automorphisme de l'espace affine 
E qui permute entre eux les hyperplans Lm,* (a  E R, k E Z). Montrer que u est un déplacement. 
(Si u,, est l'application linéaire associée à u, on montrera que la transposée de u,, laisse stable R, 
donc appartient au groupe A(R).) En déduire que G est le normalisateur de Wu dans le groupe 
des automorphismes de l'espace affine E. 

4) Soit Cf une chambre relative à W(R) dans v*, et soit C l'alcôve de sommet O contenue 
dans Cf. Soit S, (resp. S) l'ensemble des réflexions par rapport aux murs de C (resp. de C'). 
Les couples (Wu, Sa) et (W, S) sont des systèmes de Coxeter, et l'on a S c  Sa. Montrer 
que, pour qu'un élément w E Wa soit (S, @)-réduit (chap. IV, 5 1, exerc. 3), il faut et il suffit 
que w ( C )  c Cf. 

91 5) On suppose R irréductible, et l'on choisit une chambre C de R dans V;  on note B la 
base de R correspondante. 

a) Montrer que les poids minuscules (§ 1, exerc. 24) de R forment un système de représen- 
tants dans P(R) des éléments non nuls de P(R)/Q(R). (Appliquer à R v  le corollaire de la 
prop. 6.) 

b) Soit X une partie saturée (5 1,'exerc. 23) de Q(R) .  On suppose X non vide et non réduite 
à- (O}. Soit p un élément non nul de X de longueur minimale. Montrer que p E R. (Vu a), 
p ne vérifie pas la condition (ii) de l'exerc. 24 du § 1 ; il existe donc cc E R  tel que (p, K') > 2, 
d'où - a E X. Comme p - a est de longueur strictement inférieure à la longueur de p, 
on a p  - a = O, d ' o ù p ~ R . )  

c)  Soit p un poids dominant n'appartenant pas à Q(R).  Montrer que le saturé S(p) de p 
(cf. § 1, exerc. 23) contient un poids minuscule et un seul. (Remarquer que S(p) est contenu 
dans une classe non triviale mod. Q(R)  ; conclure en appliquant a) et l'exerc. 24 c)  du 8 1.) 

d) Soit p un poids dominant n'appartenant pas à Q (R). Démontrer l'équivalence des deux 
propriétés suivantes : 

(i) p est minuscule. 

(v) Il n'existe pas de poids dominant q # p tel que - q soit combinaison linéaire à coeffi- 
cients entiers 3 0  des éléments de B. 

(Si q vérifie les conditions de (v), soit pi un poids minuscule appartenant à S(q). On a 
p i  = p mod. Q(R) ,  pi  < p, et a) montre que p n'est pas minuscule. Donc (i) (v). 
Inversement, si p n'est pas minuscule, soit q E S(P) -W.p; quitte à transformer q par W, on 
peut supposer que q E C; d'après l'exerc. 23 du 1, on a q < p, q # p, et q = p mod. Q(R).  
D'où (v) ===+ (i).) 

(*) Cet exercice, inédit, nous a CtC communiquC par R. Steinberg. 



Ch. VI 

Les notations et hypothèses sont celles des no 2, 3, 4. 

1) a) Montrer que, pour tout i compris entre 1 et 1, il existe une dérivation Dt et une seule de 
A[P] vérifiant les conditions suivantes : 

ai) DI est A-linéaire. 
az) ~ t ( e ~ j )  = 8tjemj (6t1 étant le symbole de Kronecker). 

b) Soit (x<)l<r<z une famille d'éléments de A[P]" vérifiant la condition du théorème 1. 
Montrer que l'on a : 

det(Dt(xr)) = d. 

(On prouvera que det(D<(xj)) est anti-invariant et de terme dominant e\ d'où le résultat 
lorsque 2 est non diviseur de zéro dans A. Traiter le cas général grâce au principe de prolon- 
gement des identités algébriques (*)). 

2) Soit P' un sous-groupe de P(R) contenant Q(R) .  Montrer que P' est stable par W. Cons- 
truire un exemple oh l'algèbre A[P']" n'est pas isomorphe à une algèbre de polynômes 
(prendre pour R le produit de deux systémes de rang 1). 

Si R est un système de racines, on note W+(R) l'ensemble des tléments de W(R) de déter- 
minant 1. 

91 1) Soit R un système de racines de type Es. 
a) Montrer que si a, p E R sont congrus modulo 2Q(R), on a P = 1: u. 
b) Déduire de a) que, si w e W(R) opère trivialement dans Q(R)/ZQ(R), on a w = 5 1. 

1 
c) Avec les notations du no 10, montrer que la forme quadratique - (xlx) sur Q(R)  dtfinit 

2 
par passage au quotient une forme quadratique non dégénérée qs sur le F2-espace vectoriel 
Q(R)/PQ(R). Montrer que le pseudo-discriminant de qs (cf. Alg., chap. IX, 5 9, exerc. 9) 
est nul, et que qs est d'indice 4. 
d) Soit O(qs) le groupe orthogonal de Q(R)/ZQ(R) pour cette forme. Définir, par passage 
au quotient, un homomorphisme 

Montrer (en comparant les ordres) que la suite 

h 
1 -+ (1, - l )+W(R)+O(qs )  + 1 

est exacte. 
e) Montrer que l'image par h de W+ (R) est le sous-groupe ~ ' ( ~ s )  de O(qs) défini dans Alg., 
chap. IX, 5 9, no 5. En déduire que W+(R)/{l, - 1 } est un groupe simple non commutatif. 

2) Soit R un système de racines de type Ea. 
a) On pose E = Q(R)/3P(R). C'est un Fs-espace vectoriel de dimension 5. Avec les notations 
du no 12, montrer que le produit scalaire (xly) définit sur E une forme bilinéaire symétrique 
non dégénérée <p. Montrer que deux éléments distincts de R ont des images distinctes dans E. 
b) Soit O(cp) le groupe orthogonal de cp. On a O(cp) = (1, - 1 } x SO(cp). La norme spi- 
norielle définit un homomorphisme surjectif de SO(<p) sur {l, - 1 } dont le noyau est noté 

(*) Cet exercice, inédit, nous a été communiqué par R. Steinberg. 
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S O + ( ~ ) .  Le groupe S O + ( ~ )  est simple d'ordre 25920. Le quotient 0(cp)/~0+(cp) est de type 
(2,2). En déduire que O(?) contient un sous-groupe et un seul Q(y) d'indice 2, distinct de 
SO(cp) et ne contenant pas - 1. 
c) Tout élément de A(R) définit par passage au quotient un élément de O(cp). Montrer (en 
comparant les ordres) que l'on obtient ainsi un isomorphisme de A(R) sur O(cp). L'image 
de W (R) par cet isomorphisme est Q(cp), celle de W+(R) est SO+(y). Ainsi W (R) est extension 
de 2 / 2 2  par un groupe simple d'ordre 25920. 
d )  Soit F = Q(R)/PQ(R). C'est un Fz-espace vectoriel de dimension 6. Montrer que la 

1 
forme quadratique - (xlx) définit par passage au quotient une forme quadratique qe non 

2 
dégénérée sur F, de pseudo-discriminant égal à 1. Si O(qe) désigne le groupe orthogonal cor- 
respondant, définir, par passage au quotient, un homomorphisme 

h : W (R) + O(qa). 

Montrer que h est injectif (noter que - 1 d W(R)),  puis que c'est un isomorphisme (comparer 
les ordres). En déduire un isomorphisme de w+(R) sur 0+(~6) (cf. Alg., chap. IX, § 9, no 5). 
e) En comparant c) et d) ,  montrer (*) que SO+(cp) est isomorphe à O+(qa). 

qj 3) Soit R un système de racines de type E7. 
a) O n  pose E = Q(R)/ZP(R).  C'est un Fz-espace vectoriel de dimension 6. Avec les nota- 
tions du no 11, montrer que le produit scalaire (x i  y) définit sur E une forme bilinéaire alter- 
née non dégénérée. 
b) Déduire de a) l'existence d'une suite exacte 

(Utiliser le fait que Sp(6,Fz) est d'ordre 2'. 34. 5.7.) 

c) Montrer que la restriction de h à w+(R) est un isomorphisme de w+(R) sur Sp(6, Fz). 
d) Donner une seconde démonstration de b) en utilisant la forme quadratique q-, sur le 

Fz-espace vectoriel Q(R) /2Q(R)  détluite de ( x l x )  par passage au quotient, ainsi que 
l'isomorphisme 2 

41 4) Soient R un système de racines irréductible et réduit dans V, (a,, . . ., a,)  une base de 
R, ü la plus grande racine. On pose ü = nlal + . . + nt&,.  On se propose de déterminer 
les parties closes et symétriques de R, distinctes de R, et maximales pour ces propriétés. 

a) Soit i E {l ,  2, . . . , 1 ) .  Soit Ri  l'ensemble des a E R qui sont combinaisons linéaires des ai 
pour j # i. Montrer que Ri est maximal si et seulement si nr = 1. 1 

b)  Soit i E 11, 2, . . ., 1 )  et supposons que nt > 1. Soit Sr l'ensemble des racines mj.sj - 

j=1 
avec mi = O (mod. ni). Montrer que Si est maximal si et seulement si nt est premier. (Si 

nr = ab avec a > 1, b > 1, considérer la partie S' de R formée des racines 2 mja, avec 
j 

mt E O (mod. a), et montrer que S' contient strictement Si.) Montrer que les racines - ü, 
a, ( j  # i )  forment une base de SI (qui est de rang 1). En déduire le graphe de Dynkin de Sr. 

c )  Toute partie close, symétrique et maximale de R est transformée par un élément de W(R) 
de l'une des parties décrites en a) ou b). (Soit E une telle partie. O n  a E = R n H, où H est 

(*) M. KNESER a montre qu'une méthode analogue permet d'obtenir tous les isomorphismes « excep- 
tionnels » entre groupes classiques finis. Cf. Über die Ausnahme-Isomorphismen zwischen endlichen 
klassischen Gruppen, Hamburger Abh., t. XXXI (1967), p. 136-140. 
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un sous-groupe d'indice fini de Q ( R )  (5 1, exerc. 6 b); on peut supposer que Q(R) /H est 
cyclique. Il existe donc un u* E V* tel que C. soit l'ensemble des a E R tels que <u*, a )  E Z. 
On ne change pas C. en ajoutant à u un élément de Q(Rv) .  Utilisant W,(R), montrer qu'on 
peut prendre u* tel que <u*, al)>O, <u*, or)< 1. Soit ut=(u*, al). Si deux des ut sont #O, 
E n'est pas maximal.) 

d) Donner la liste des parties closes symétriques maximales de R pour les différents types de 
systèmes de racines irréductibles réduits. 

5) Soient R un système de racines, et P'(R) le sous-groupe de P(R) introduit au $ 1, exerc. 8. 
Montrer que P'(R) = P(R) si R est de type A, avec 1 pair, ou BZ avec 1 0, 3 (mod. 4), 
ou DZ avec 1 = 0, 1 (mod. 4), ou G2, ou F4, OU Eg, OU Es. Montrer que P'(R) = Q(R)  si R 
est de type Cl, ou Bl avec 1 1, 2 (mod. 4), ou E1, OU AI. Si R est de type Al avec 1 impair 
> 1, P'(R)/Q(R) est l'unique sous-groupe d'indice 2 du groupe cyclique P(R)/Q(R). Si 
R est de type DZ avec 1 5 2, 3 (mod. 4), Pf(R)/Q(R) est l'unique sous-groupe d'ordre 2 de 
P(R)/Q(R) stable par A(R). 

6) Soient R un système de racines irréductible et réduit, (a,, . . ., a,) une base de R, 
Plal + . . . + plal la plus grande racine, alul + . - . + aga, la somme des racines positives, 
ml, . . ., m, les exposants de W(R), g son ordre, f l'indice de connexion. 

a) Vérifier dans chaque cas que 

l!pipz. . .p~rnirnz. . .ml = aiaz. . .ai. 
b)  Montrer que 

gmirnz. . .ml = faiaz. . .ai. 

(Utiliser a) et la prop. 7 du $ 2, no 4.) 

c) Pour toute racine positive a = clut, soit e(a) = ci. Calculer dans chaque cas le 
polynôme I z 

P(t) = tdU). 
U>O 

1 

Vérifier (*) que l'on a P(t) = t (1 + t + - . + tmi-l). 
i = l  

7) Soit R un système de racines irréductible et réduit. 

a) Vérifier que l'homomorphisme canonique de A(R)/W(R) dans le groupe d'automorphismes 
de P(R)/Q(R) est injectif. 

b) En déduire que - 1 appartient à W(R) si et seulement si Q ( R )  2 2P(R). 

8) Soient R i  et Rz deux systémes de racines irréductibles et réduits. Montrer que si W(Ri) 
et W(R2) ont même ordre, R i  est isomorphe à Rz ou à R:. (Utiliser la classification.) Ce résul- 
tat subsiste-t-il lorsqu'on ne suppose plus que Ri  est irréductible? 

9) Soit R un système de racines de rang 1, et soit p un nombre premier divisant l'ordre de 
A(R). Montrer que P $ 1 + 1. (Se ramener au cas irréductible, et utiliser la classification.) 

10) a) Soit (W, S) un système de Coxeter fini et irréductible. Posons : 

W(t) = t l(w) (cf. chap. IV, $ 1, exerc. 26). 
lu€ W 

(*) Pour une démonstration n'utilisant pas la classification, voir : 
B. KOSTANT, The principal three-dimensional subgroup and the Betti numbers of a complex simple 
Lie group, Amer. 3. of Maths., t. LXXXI (1959), p. 973-1032. 
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Soient mi, . . . , ml les exposants de W (chap. V, $6 ,  no 2). Vérifier, pour les petites valeurs de 
1, la formule : 

(utiliser le th. 1 et l'exerc. 26 du chap. IV, $ 1) (*). 
b) Soient R un systPme de racines réduit et irréductible et W (resp. Wa) le groupe de Weyl 
(resp. le groupe de Weyl affine) de R, muni de sa structure de groupe de Coxeter provenant 
du  choix d'une alcôve. On dtfinit W(t) et les exposants ml comme ci-dessus et l'on pose : 

Vérifier, pour les petites valeurs de 1, la formule : 

(utiliser le th. 2 et l'exerc. 26 du  chap. IV, $ 1) (**). 

q/ 11) Soit (W, S) un système de Coxeter de type Hs (cf. th. 1). 
a) Les notations étant celles du chap. V, $ 6, no 2, démonstration du lemme 2, montrer que - 
(z', z") = r / 5 ;  en déduire que le nombre de Coxeter h de W est égal à 10, et que les exposants 
de W sont 1, 5 et 9. 
b) Montrer, en utilisant a), que Card(W) = 120, et que le nombre de réflexions de W 
est 15. 
c)  Retrouver la formule Card(W) = 120 en appliquant I'exerc. 5 du chap. V, § 3. 
d) Soit z5 le groupe alterné de {l,  . . . ,5};  si a, b, c, d sont des éléments distincts de (1, . . . , 51, 
notons (ab) la transposition de a et b, et (ab)(cd) le produit des transpositions (ab) et (cd). 
Soient : 

ri = (14)(23), rz = (12)(45), rs = (12)(34). 

Montrer que (rirz)' = (rzr8l3 = ( ~ 1 ~ 3 ) ~  = 1. En déduire l'existence d'un homomorphisme 
f: W + !& appliquant S sur {ri, rz, rs); montrer que f est surjectif. 
e)  Soit E : W +- { + 1 } l~homomorphi~me w (- I ) " ~ ) .  Montrer que 

est un isomorphisme. (Utiliser le fait que les deux groupes considérés ont même ordre.) 

f 12) Soit (1, i, j, k) la base canonique du corps H des quaternions, à l'aide de laquelle on 
1 

identifie H à R ~ .  On munit H du produit scalaire - ( x y  + yx). Soit r le groupe multiplicatif 
des quaternions de norme 1. 2 

a) Si a EI', la réflexion orthogonale sa dans H qui transforme a en - a est l'application 
x w - axa. 

(*) Pour une démonstration de cette formule n'utilisant pas la classification et valable pour toutea 
les valeurs de 1, voir : 
L. SOLOMON, The orders of the finite Chevalley groups, Journal of Algebra, t. I I I  (1966), p. 376-393. 
(**) Pour une démonstration de cette formule n'utilisant pas la classification et valable pour toutes 
les valeurs de 1, voir : 
R. BOTT, An application of the Morse theory to the topology of Lie groups, Bull. Soc. Math. France, 
t. LXXXIV (1956), p. 251-281; 
N. IWAHORI et H. MATSUMOTO, On some Bruhat decomposition and the structure of the Hecke rings 
of p-adic Chevalley groups, Publ. Math. Znst. Hautes Et .  Sci., no 25 (1965), p. 5-48. 
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x 1 .  3x 1 6) Soient q = cos- - - 2  $ (COS -) je!?, et r = - (1 -L i + j + k) sr'. Soit Q l'en- 
5 2 5 2 

semble des quaternions déduits de 1, q, r par permutations paires sur les coordonnées et chan- 
gements de signes quelconques sur les coordonnées. Alors Q est un sous-groupe de r 
d'ordre 120. 

6) Soit W le sous-groupe de GL(H) engendré par les s, pour a E Q. Montrer que W laisse 
stable Q, est fini, irréductible, et non cristallographique; en déduire que W est de type H4 
(cf. théorème 1 ). 

d) Montrer que W opère transitivement sur Q (utiliser la prop. 3 du chap. IV, § 1.) 

e) Soit a. a Q, soit V le sous-espace vectoriel de H orthogonal à ao, et soit Wo le stabilisa- 
teur de a, dans W. Montrer que la restriction de Wo à V est un groupe irréductible, engendré 
par des réflexions (chap. V, § 3, no 3) et non cristallographique. En déduire que Wo est un 
groupe de Coxeter de type H s  
f )  Montrer que Card (W) = 263252 (utiliser d), e )  et l'exercice 11). 
g) Montrer que le nombre de Coxeter de W est égal à 30, et que ses exposants sont 1, 11, 
19, 29. 

13) Soit V l'hyperplan de R9 d'équation x i  + . - + xa = O. Soit R le sous-ensemble de 1' 
formé des points 

(2, 2, 2, -1, -1, -1, -1, -1, -11, (- 2, - 2, - 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1), 
(3, - 3, O, O, O, O, O, O, 0) 

et de ceux qu'on en déduit par permutation des coordonnées. Montrer que R est un système 
de racines de V, de type Es. 

14) Avec les notations du no 7, montrer que l'automorphisme de R"' qui transforme E L  

en &a, ~2 en Ca, . . . , EI en E I + I  et EI+L en ci induit une transformation de Coxeter du système 
R de type At. 

15) Déterminer les poids minuscules ( 5  1 ,  exerc. 24) pour chaque type de système de racines 
réduit irréductible. (On trouvera les poids fondamentaux ml, . . ., ml pour A,,  le poids ml 
pour Bl, le poids ml pour C,, les poids ml, m,-,, m, pour D,, les poids m, et GJ, pour Es, le 
poids m, pour E,, et aucun poids pour Es, F4 et G2.) 

4J 16) Soit (W, S) un système de Coxeter fini et irréductible, et soit n = Card (S). 
a) Si (W, S) n'est pas de type F4, montrer qu'il existe une partie X de S à n - 1 tiléments 
telle que (Wx, X) soit de type A,-1. 
b )  On identifie W à un sous-groupe de GL(R" au moyen de la représentation canonique 
(chap. V, 5 4). Montrer qu'il existe une base (el, . . . , en) de RS telle que, pour toute permuta- 
tion a E Gn , l'automorphisme de ~"ransformant es en e,(O pour 1 < i < n appartienne à W 
(« théorème de Burnside »). (Lorsque (W, S) n'est pas de type F4, utiliser a) ; lorsqu'il est de 
type F4, remarquer que W contient un sous-groupe de type D4 (cf. no 9), ce qui ramène le 
problème au cas précédent.) 
c )  Soit E un sous-groupe du groupe d'automorphismes de (W, S). Montrer que le produit 
serni-direct E.W de E par W se plonge de façon canonique dans GL(R'). Montrer que le 
sous-groupe de GL(R" ainsi défini est engendré par des réflexions, sauf dans les quatre cas 
suivants : 

(i) (W, S) est de type A,, n 2 4; le groupe E est d'ordre 2. 

(ii) (W, S) est de type D4; le groupe E est d'ordre 3. 
(iii) (W, S) est de type F4; le groupe E est d'ordre 2. 

(iv) (W, S) est de type Es; le groupe E est d'ordre 2. 
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Montrer que, dans les cas (i) et (iv), on a E.W = { f 1 } x W. Montrer que, dans le cas (iii), 
le groupe E.W ne laisse stable aucun réseau de R'. 
d) Soit M'1 un sous-groupe fini de GLn(R) engendrt par des réflexions, irréductible et essen- 
tiel. Soit G un sous-groupe fini de GLn(R) contenant Wi. Montrer que G est, soit engendré 
par des réflexions, soit de la forme E.W, où E et W sont de l'un des types (i), (ii), (iii), (iv) 
de c). (Soit W le groupe engendré par les rtflexions appartenant à G. Le groupe G permute 
entre elles les chambres relatives à W. En déduire, comme au $ 2, no 3, que G est de la forme 
E.W comme ci-dessus.) 



NOTE HISTORIQUE (chapitres IV, V et VI). 

(N.B. - Les chiffres romains placés entre parenthèses renvoient à la biblio- 
graphie placée à la fin de cette note). 

Les groupes étudiés dans ces chapitres sont apparus à propos de questions 
variées de Géométrie, d'Analyse et de Théorie des groupes de Lie, tantôt sous 
forme de groupes de permutations, tantôt sous forme de groupes de déplace- 
ments en géométrie euclidienne ou hyperbolique, et ces divers points de vue 
n'ont été coordonnés qu'à date récente. 

Historiquement, les débuts de la théorie sont bien antérieurs à l'introduc- 
tion du concept de groupe : elle prend en effet sa source dans les études sur la 
(( régularité )) ou les (( symétries )) des figures géométriques, et notamment 
dans la détermination des polygones et des polyèdres réguliers (remontant 
sans doute aux Pythagoriciens), qui constitue le couronnement des Éléments 
d'Euclide, et une des créations les plus admirables du génie grec. Plus tard, 
notamment chez les auteurs arabes du haut Moyen âge, puis chez Képler, 
apparaissent les débuts d'une théorie mathématique des (( pavages )) réguliers 
du plan ou de la sphère par des polygones congruents deux à deux (mais non 
nécessairement réguliers), sans doute liés à l'origine aux divers types d'orne- 
ments imaginés par les civilisations antiques et arabe (que l'on peut à bon 
droit considérer comme une partie authentique des mathématiques développées 
par ces civilisations (XII)) .  

Vers 1830-1840, les études de cristallographie (Hessel, Bravais, Mobius) 
conduisent à étudier un problème qui est exactement celui de la détermination 
des groupes finis de déplacements dans l'espace euclidien à 3 dimensions, bien 
que les auteurs précités n'usent pas encore du langage de la théorie des groupes; 
ce dernier n'entre guère dans l'usage que vers 1860, et c'est sous forme de 
classification de groupes que Jordan, en 1869 (VI), détermine les sous-groupes 
discrets de déplacements de R3 conservant l'orientation (et plus généralement, 
tous les sous-groupes fermés du groupe des déplacements conservant l'orien- 
tation). 

Jusqu'aux dernières années du x~xe siècle, ce courant d'idées se développe 
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dans plusieurs directions, dont les plus marquantes sont les suivantes : 
10 Conformément à une tendance qui apparaît de très bonne heure dans la 
théorie des groupes finis, on cherche à (( présenter )) les groupes finis de 
déplacements par des générateurs et relations d'un type simple. C'est ainsi 
que Hamilton, dès 1856 (V), prouve que les groupes finis de rotations dans 
l'espace euclidien R3 sont engendrés par deux générateurs S, T liés par les 
relations SP = Tg = ( s T ) ~  = 1 pour des valeurs convenables de p et q. 

20 Les groupes discrets de déplacements peuvent ou non contenir des rgexions. 
Dès 1852, Mobius détermine en substance les groupes finis de déplacements 
en géométrie sphérique engendrés par des rtjîexions (ce qui est équivalent au 
même problème pour les groupes finis de déplacements euclidiens dans R ~ )  ; 
il trouve qu'exception faite des groupes cycliques, un tel groupe a pour domaine 
fondamental un triangle sphérique ayant des angles de la forme x/p, x/q, 

1 1 1  xlr, où p, q, r sont trois entiers > 1 tel que - + - + - > 1 (III) (cf. chap. V, 
b u r  

§ 4, exerc. 4). Il  constate aussi que ces groupes contiennent tous les groupes 
finis de déplacements comme sous-groupes. 
30 Ce dernier courant d'idées trouve une amplification nouvelle lorsqu'à la 
suite des travaux de Riemann et Schwarz sur les fonctions hypergéométriques 
et la représentation conforme, commence l'étude des (( pavages 1) du plan 
complexe ou du demi-plan par des figures limitées par des arcs de cercle; 
Klein et Poincaré en font le fondement de la théorie des <( fonctions auto- 
morphes )), et y reconnaissent (pour le cas des arcs de cercle orthogonaux à une 
droite fixe) un problème équivalent à celui de la recherche des sous-groupes 
discrets du groupe des déplacements du plan non-euclidien hyperbolique 
(identifié au (( demi-plan de Poincaré n) (X). 
40 Les notions de polyèdre régulier et de pavage de R~ par de tels polyèdres 
sont étendues à tous les espaces euclidiens Rn par Schlafli, dans un travail 
qui remonte aux environs de 1850, mais ne fut publié que beaucoup plus tard 
et resta longtemps ignoré (IV);  il détermine complètement les (( polytopes )) 

réguliers dans chaque Rn, le groupe des déplacements laissant invariant un 
tel polytope, et un domaine fondamental de ce groupe, qui, comme dans le 
cas n = 3 étudié par Mobius, est une (( chambre 1) dont la trace sur la sphère 
S,-1 est un simplexe sphérique. Toutefois, il n'aborde pas le problème inverse 
de la recherche des groupes finis de déplacements engendrés par des réflexions 
dans Rn;  ce problème ne sera résolu que beaucbup plus tard, par Goursat (VII) 
pour n = 4, et, pour n quelconque, sa solution devra attendre les travaux de 
E. Cartan ( IX f )) et de Coxeter (XIV), sur lesquels nous reviendrons plus bas. 

Vers 1890, avec les premiers travaux de Killing et de E. Cartan sur les groupes 
de Lie, débute un nouveau courant d'idées qui pendant longtemps se dévelop- 
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pera sans lien avec les précédents. Killing (VIII) et Cartan ( IX a)), dans leur 
étude de la structure des algèbres de Lie semi-simples complexes, font tout de 
suite jouer un rôle primordial à certaines formes linéaires au sur une (( sous- 
algèbre de Cartan )) $ d'une telle algèbre de Lie fi; ce sont les (( racines )) 

relatives à 8,  ainsi nommées parce que chez Killing elles apparaissent comme 
les racines de l'équation caractéristique det(ady (x) - T)  = O, considérées 
comme fonctions de x e $. Les propriétés de ces (( racines )) établies par 
Killing et Cartan reviennent à affirmer que, dans le langage géométrique 
du chap. VI, elles forment un (( système de racines réduit )) (cf. chap. VI, 
5 1, no 4);  ils montrent ensuite que la classification des algèbres de Lie semi- 
simples complexes se ramène à celle des (( systèmes de racines H associés, 
qui elle-même se réduit à la détermination de certaines matrices à coefficients 
entiers (appelées plus tard (( matrices de Cartan u; cf. chap. VI, 5 1, no 5 ) .  
Killing et Cartan mettent aussi en évidence, pour toute racine a,, l'existence 
d'une permutation involutive S, de l'ensemble des racines (*) ; ils se servent 
de façon essentielle de la transformation C = Se&,. . .Se,, produit des 
permutations associées à 1 racines formant un système fondamental (transfor- 
mation appelée à présent (( transformation de Coxeter H ) ;  ils étendent même 
cette permutation en une transformation linéaire de l'espace vectoriel engendré 
par les racines fondamentales a,, (1 < i < 1), et étudient ses valeurs 
propres ((VIII, II)) ,  p. 20; (IX, a), p. 58). Mais ni Killing, ni tout d'abord 
Cartan, ne paraissent songer à considérer le groupe 9' engendré par les S,; et 
lorsque Cartan, un peu plus tard ( IX b ) ) ,  détermine le groupe de Galois CJ. 
de l'équation caractéristique 

det (adg(x) - T) = O 

d'un (( élément général )) x e $, il l'étudie d'abord sans faire intervenir les S,; 
30 ans plus tard, déjà sous l'influence des travaux de H. Weyl, il prouve 
( IX c)) que 9 a pour sous-groupe distingué le groupe 9' et détermine dans tous 
les cas la structure du groupe quotient $19' qui (pour une algèbre simple g )  
est d'ordre 1 ou 2 sauf pour le type Dq où il est isomorphe à G3; c'est aussi à 
cette occasion qu'il interprète CJ.' comme groupe induit par les automorphismes 
intérieurs d'une algèbre de Lie semi-simple complexe, laissant stable une 
sous-algèbre de Cartan (* *) . 

Les travaux de H. Weyl, auxquels nous venons de faire allusion, sont ceux 
qui inaugurent l'interprétation géométrique du groupe 9' (appelé depuis 
« groupe de Weyl )) de g) ; de même que Killing et Cartan l'avaient fait pour 
la transformation C, il a l'idée de considérer les Se comme des réflexions dans 
l'espace vectoriel des formes linéaires sur 8. C'est aussi dans le mémoire de 

(*) Les notations a, et S, correspondent respectivement aux notations a et s, du chap. VI, 5 1. 
(**) Les notations Ç et Ç' correspondent respectivement aux notations A(R) et W(R) du chap. VI, 
8 1, no 1. 
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H. Weyl (XIII)  que l'on voit apparaître le domaine fondamental du (( groupe 
de Weyl affine 1) (sans d'ailleurs que le lien avec le u groupe de Weyl )) g' 
soit très clairement indiqué) ; Weyl l'utilise pour prouver que le groupe fonda- 
mental d'un groupe compact semi-simple est fini, point capital dans sa démons- 
tration de la complète réductibilité des représentations linéaires d'une algèbre 
de Lie semi-simple complexe. Peu après, E. Cartan réalise la synthèse des 
points de vue globaux de H. Weyl, de sa propre théorie des algèbres de Lie 
semi-simples réelles ou complexes, et de la théorie des espaces riemanniens 
symétriques qu'il édifiait à cette époque. Dans le mémoire ( IX d)) ,  il complète 
la détermination des polytopes fondamentaux du groupe de Weyl et du groupe 
de Weyl affine, et introduit les réseaux des poids et des poids radiciels (chap. VI, 
§ 1, no 9) ; dans ( IX e ) ) ,  il étend cette discussion aux espaces symétriques, et 
rencontre ainsi notamment les premiers exemples de systèmes de racines non 
réduits (chap. VI, 5 4, no 1). Enfin l'article ( IX f ) )  donne la première démons- 
tration du fait que tout groupe fini engendré par des réflexions dans Rn et 
irréductible a un domaine fondamental ayant pour trace sur Sn-1 un simplexe 
sphérique; c'est aussi dans ce travail qu'il prouve I'unicitC de la plus grande 
racine (pour un ordre lexicographique quelconque sur un système de racines) 
par des considérations géométriques. 

Un peu plus tard, van der Waerden (XVI), s'appuyant sur le mémoire 
de H. Weyl, montre que la classification des algèbres de Lie semi-simples 
complexes équivaut à celle des systèmes de racines réduits, qu'il effectue par 
des considérations géométriques éltmentaires (alors que, chez Killing et Cartan, 
cette classification résulte de calculs compliqués de déterminants). A peu 
près en même temps, Coxeter détermine explicitement tous les groupes finis 
irréductibles de déplacements euclidiens qui sont engendrés par des réflexions 
(XIV c)) ; il complète ainsi les résultats du mémoire ( IX d)) de E. Cartan, 
qui n'avait déterminé que les groupes (( cristallographiques 1) (i.e. associés à 
un système de racines, ou encore susceptibles d'être plongés dans un groupe 
discret infini de déplacements). L'année suivante (XIV d)), Coxeter montre 
que les groupes finis engendrés par des réflexions sont les seuls groupes finis 
(à isomorphie près) admettant une présentation par des générateurs involutifs 
Ri soumis à des relations de la forme (RsRj)"ij = 1 (mt j  entiers), d'où le 
nom de (( groupes de Coxeter )) donnés depuis aux groupes (finis ou non) 
admettant une telle présentation. 

Le premier lien entre les deux courants de recherche que nous avons décrits 
ci-dessus semble avoir été établi par Coxeter (XIV bis), puis par Witt (XVII). 
Ils constatent que les groupes irréductibles infinis de déplacements euclidiens 
engendrés par des réflexions correspondent biunivoquement (à isomorphisme 
près) aux algèbres de Lie simples complexes. Witt donne une nouvelle 
détermination des groupes discrets de ce type, et étend en outre 
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le th. de Coxeter de (XIV d))  rappelé ci-dessus en caractérisant éga- 
lement les groupes de Coxeter isomorphes aux groupes discrets infinis de 
déplacements euclidiens. Ce résultat, et le fait que les groupes analogues en 
géométrie hyperbolique sont aussi des groupes de Coxeter (*) a conduit à 
aborder franchement l'étude de ces derniers, tout d'abord (cf. chap. V, § 4) 
en mettant l'accent sur une réalisation géométrique ((XV), (XXV)), puis, à 
la suite de J. Tits (XXV) dans le cadre purement algébrique adopté dans 
ce traité (chap. IV, 5 1). 

A partir des travaux de Witt, la théorie des groupes de Lie semi-simples et 
celles des groupes discrets engendrés par des réflexions ne vont cesser de 
réagir de façon extrêmement fructueuse l'une sur l'autre. Dès 1941, Stiefel 
(XVIII) remarque que les groupes de Weyl sont exactement les groupes finis 
engendrés par des réflexions, et qui laissent invariant un réseau. Chevalley 
(XIX a)) et Harish-Chandra (XX a)) donnent en 1948-51 des démonstrations 
a priori de la correspondance biunivoque entre groupes <( cristallographiques )) 

et algèbres de Lie semi-simples complexes; on ne savait jusque là que vérifier 
séparément cette correspondance sur chaque type d'algèbre de Lie simple. 

Vers 1950, on remarque d'autre part que les polynômes invariants par le 
groupe de Weyl jouent un rôle important en théorie des représentations 
linéaires de dimension infinie (XX a)) et dans la topologie des groupes de Lie. 
De son côté, Coxeter (XIV f )), reprenant l'étude de la transformation C, 
produit des réflexions fondamentales d'un groupe fini W engendré par des 
réflexions, constate (par un examen séparé de chaque type) que l'algèbre des 
polynômes invariants par W est engendré par des éléments algébriquement 
indépendants, dont les degrés sont liés de façon simple aux valeurs propres de 
C (cf. chap. V, §$ 5 et 6). Des démonstrations a priori de ces résultats furent 
ensuite données par Chevalley (XIX b) )  pour le premier, et par Coleman 
(XXIII)  et Steinberg (XXIV) pour le second. 

Avec le travail de A. Borel sur les groupes algébriques linéaires (XXII) 
commencent de nouveaux développements de la théorie des groupes de Lie 
qui devaient conduire à un notable élargissement de celle-ci. A. Borel met en 
évidence l'importance des sous-groupes résolubles connexes maximaux 
(appelés depuis (( sous-groupes de Borel H )  dans un groupe de Lie, et en fait 
l'outil principal pour transposer une grande partie de la théorie classique aux 
groupes algébriques sur un corps algébriquement clos (sans toutefois obtenir 
encore une classification des groupes algébriques simples (* *)) . Les sous-groupes 

(*).Ces groupes, étudiés A fond dans le cas de dimension 2, n'ont été considérés en dimension 2 3  
qu'incidemment jusqu'A ces dernières années. 
(**) Un groupe algébrique de dimension > O est dit simple (au sens de la géométrie algébrique) s'il ne 
contient aucun sous-groupe distingué algébrique de dimension > O autre que lui-même. Il est dit 
semi-simple s'il est isogène à un produit de groupes simples non commutatifs. 
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de Borel (dans le cas des groupes classiques réels ou complexes) étaient déjà 
intervenus quelques années auparavant dans les travaux de Gelfand et Neu- 
mark sur les représentations de dimension infinie; et en 1954, F. Bruhat 
avait découvert le fait remarquable que, pour les groupes simples classiques, la 
décomposition du groupe en doubles classes suivant un groupe de Borel est 
indexée de façon canonique par le groupe de Weyl (XXI). Ce résultat fut 
ensuite étendu à tous les groupes semi-simples réels et complexes par Harish- 
Chandra (XX b)). D'autre part, en 1955, Chevalley (XIX c)) avait réussi à 
associer à toute algèbre de Lie semi-simple complexe g et à tout corps commu- 
tatif k, un groupe de matrices à coefficients dans k, possédant une décomposi- 
tion de Bruhat; et il utilisa ce dernier fait pour montrer qu'à un petit nombre 
d'exceptions près, le groupe ainsi défini était simple (au sens de la théorie des 
groupes abstraits). Il  (< expliquait )) ainsi la coïncidence, déjà observée depuis 
Jordan et Lie, entre les groupes de Lie simples (au sens de la théorie des 
groupes de Lie) des types A, B, C, D et les groupes simples classiques définis 
de façon purement algébrique sur un corps quelconque (coïncidence qui 
n'avait pu jusque là être étendue qu'au type exceptionnel Gz par Dickson 
(XI)) .  En particulier, en prenant un corpsJini k, la construction de Chevalley 
fournit, pour chaque type d'algèbre de Lie simple complexe, une famille de 
groupes simples jnis, contenant une grande partie des groupes simples finis 
connus jusqu'alors, ainsi que quatre nouvelles séries (correspondant aux types 
d'algèbres de Lie simples Fq, Ee, E7 et Es). Peu après, par divers procédés, 
utilisant des modifications des méthodes de Chevalley, plusieurs auteurs 
(Hertzig, Suzuki, Ree, Steinberg et Tits) d'une part montrèrent que l'on peut 
obtenir de façon analogue les autres groupes simples finis connus à cette époque, 
à l'exception des groupes alternés et des groupes de Mathieu, et d'autre part 
construisirent d'autres séries de nouveaux groupes simples finis (cf. (XXIX)).  

Presqu'en même temps, Chevalley (XIX d)) ,  utilisant toujours la technique 
des décompositions de Bruhat, jointe à un résultat clé sur le normalisateur 
d'un sous-groupe de Borel, reprenait l'étude des groupes linéaires algébriques 
et parvenait au résultat que sur un corps algébriquement clos k de caractéristique 
quelconque, la théorie des groupes linéaires algébriques semi-simples (*) conduit 
essentiellement aux mêmes types que dans la classification de Killing-Cartan 
pour k = C .  Par la suite, J. Tits (XXV a) et b ) ) ,  en analysant les méthodes 
de Chevalley, est parvenu à une version axiomatisée ( les (( BN-paires n) des 
décompositions de Bruhat, sous une forme remarquablement souple, ne faisant 
intervenir que la structure de groupe; c'est cette notion qui a été exposée sous 
le nom de (( système de Tits N au chap. IV, § 2. Tous les groupes simples 
(aux divers sens du mot) dont il a été question plus haut sont canoniquement 
munis de systèmes de Tits, et Tits lui-même (XXV c)) a prouvé que l'existence 

(*) L'existence de nombreuses algèbres de Lie simples « pathologiques D sur un corps de caracttris- 
tiquep > O avait pu îaire douter certains du caractère universel de la classification de Killing-Cartan. 
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d'un tel système dans un groupe abstrait G, jointe à quelques propriétés 
supplémentaires de pure théorie des groupes, permet de démontrer que G est 
simple, théorème qui couvre la plupart des démonstrations de simplicité données 
jusque-là pour ces groupes (cf. chap. IV, fj 2 no 6). En collaboration avec 
A. Borel, il a d'autre part généralisé les résultats de Chevalley de (XIX d)) ,  
en montrant l'existence de systèmes de Tits dans le groupe des points rationnels 
d'un groupe algébrique linéaire semi-simple sur un corps quelconque (XXVII). 

Tous les systèmes de Tits rencontrts dans ces questions ont un groupe de 
Weyl fini. Une autre catégorie d'exemples a été découverte par Iwahori et 
Matsumoto (XXVI) ; ils ont montré que si, dans la construction de Chevalley 
de (XIX c)), k est un corps p-adique, alors le groupe obtenu a un système de 
Tits dont le groupe de Weyl est le groupe de Weyl a@ne de l'algèbre de Lie 
semi-simple complexe d'où l'on est parti. Ce résultat vient d'être étendu par 
Bruhat et Tits (XXVIII) à tous les groupes algébriques semi-simples sur un 
corps local. 
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INDEX DES NOTATIONS 

Les chiffres de référence indiquent successivement le chapitre, le paragraphe 
et le numéro. 

Al (système de racines de type) : VI, 4,l; VI, 4,7 et Planche 1. 
A! : VI, 4,3. 
A[P] : VI, 3,l. 
A(R) : VI, l , l ,  
i? (plus grande racine) : VI, 1,8; VI, 4,3. 
a0 = - 2 : VI, 4,3. 
( ~ 1 ,  . . . , ct1) : VI, 1,5. 
B :  IV, 2,l. 
B(C) (base définie par la chambre C) : VI, 1,5. 
BI (système de racines de type) : VI, 4,l; VI, 4,5 et Planche II, 
BI : VI, 4,3. 
B, (forme bilinéaire associée à la matrice de Coxeter M) : V, 4,l. 
C (chambre) : V, 1,3; VI, 1,5. 
c (transformation de Coxeter) : V, 6,l; VI, 1,l l .  
Cl (système de racines de type) : VI, 4,l; VI, 4,6 et Planche III. 
Cl: VI, 4,3. 
yo, Tc: VI, 2,3. 
y(R) : VI, 1,12. 
d = n (eaI2 - e-"12) : VI, 3,3. 

a > o  
DI (système de racines de type) : VI, 4,l; VI, 4,8 et Planche IV. 
DI : VI, 4,3. 
E : VI, 4,4. 
Ea, E7, E8 (système de racines de type) : VI, 4,l; VI, 4,lO; VI, 4 , l l ;  VI, 4,12 
et Planches V, VI, VII. 
E6, É7, f i 8  : VI, 4,3. 
€1, . . ., En : VI, 4,4. 
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F4 (système de racines de type) : VI, 4, l ;  VI, 4,9 et Planche VIII. 
174: VI, 4,3. 
G :  VI, 2,3. 
Ge (système de racines de type) : VI, 4, l ;  VI, 4,13 et Planche IX. 
6 2  : VI, 4,3. 
6: V, 3,l. 
h (nombre de Coxeter) : V, 6 , l ;  VI, 1, l l .  
H3, H4 (systèmes de Coxeter de type) : VI, 4,l. 
Iz(p) (système de Coxeter de type) : VI, 4,l. 
J(ep) = 2 d e t ( ~ ) e ~ ' ~ ' :  VI, 3,3. 

W E W  

Lo, Li, Lz, L3 (réseaux de Ra) : VI, 4,4. 
l(w), &(w) (longueur d'un élément w) : IV, 1,1. 
m(s, s') : IV, 1,9. 
N :  IV, 2,l. 
P(R) : VI, 1,9. 
Q(R) : VI, 1,9. 
R (système de racines) : VI, 1,l. 
R V :  VI, 1,l. .  

p = a :  VI,  IO; VI, 3,s. 
U > O  

s :  IV, 1,l. 
S(eP) = 2 eq : VI, 3,4. 

7 E W . p  

S, : IV, 1,8. 
T = B n N :  IV,2,1. 
v : VI, 1 , l ;  VI, 4,4. 
W = NIT : IV, 2,l. 
W :  V, 3,l. 
wo : VI, 1,6. 
W(R) : VI, 1,l. 
W+ (R) : VI, 4, exercices. 
W,: IV, 1,8. 
a,< : VI, 1,12. 
(al, . . ., al) : VI, 1,lO. 
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Les chiffres de référence indiquent successivement le chapitre, le paragraphe 
et le numéro (ou, exceptionnellement, l'exercice). 

Affine (groupe de Weyl) : VI, 2,l. 
Alcôve : VI, 2,l. 
Angle de deux racines : VI, 1,2. 
Anti-invariant : V, 5,4 et VI, 3,3. 
Appartement : IV, 1, exerc. 15. 
Arbre : IV, Annexe, 3. 
Arête : IV, Annexe, 1. 
Associée (forme bilinéaire - à un système de Coxeter) : V, 4,l. 
Base d'un système de racines : VI, 1,5. 
Canonique (forme bilinéaire) : VI, 1,12. 
Canonique (matrice de Cartan) : VI, 1,5. 
Caractéristiques (degrés) : V, 5,l. 
Cartan (matrice de) : VI, 1,5. 
Chaîne : IV, Annexe, 3. 
Chaîne de racines : VI, 1,3. 
Chambre : V, 1,3 et V, 3,l. 
Chambre d'un immeuble : IV, 1, exerc. 15. 
Chambre d'un système de racines : VI, 1,5. 
Chemin : IV, Annexe, 2. 
Circuit : IV, Annexe, 3. 
Classes (doubles) : IV, 2,l. 
Clos (ensemble - de racines) : VI, 1,7. 
Composantes connexes d'un graphe : IV, Annexe, 2. 
Composantes irréductibles d'un système de Coxeter : IV, 1,9. 
Conjugués (éléments - d'un groupe) : IV, 1,3. 
Connexe (graphe) : IV, Annexe, 2. 
Connexion (indice de) : VI, 1,9. 
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Contragrédiente (représentation) : V, 4,4. 
Coxeter (graphe de) : IV, 1,9. 
Coxeter (groupe de) : IV, 1,3. 
Coxeter (matrice de) : IV, 1,9. 
Coxeter (nombre de) : V, 6,l et VI, 1, l l .  
Coxeter (système de) : IV, 1,3. 
Coxeter (transformation de) : V, 6,1, et VI, 1, l l .  
Cristallographique (groupe) : VI, 2,5. 
Demi-espace : V, 1,l. 
Diédral (groupe) : IV, 1,2. 
Dominant (poids) : VI, 1,lO. 
Dynkin (graphe de) : VI, 4,2. 
Échange (condition d' -) : IV, 1,5. 
Essentiel (groupe - engendré par des réflexions) : V, 3,7. 
Exposants d'un groupe de Coxeter fini : V, 6,2. 
Face d'une chambre : V, 1,4. 
Facette : V, 1,2. 
Fondamental (poids) : VI, 1,lO. 
Forêt : IV, Annexe, 3. 
Fortement orthogonales (racines) : VI, 1,3. 
Galerie : IV, 1, exerc. 15. 
Grande (plus - racine) : VI, 1,8. 
Graphe : IV, Annexe, 1. 
Graphe de Coxeter : IV, 1, 9. 
Graphe de Dynkin : VI, 4, 2. 
Graphe de Dynkin complété : VI, 4, 3. 
Hecke (algèbre de) : V, 2, exerc. 22. 
Hyperbolique (groupe de Coxeter de type) : V, 4, exerc. 12. 
Hyperbolique compact (groupe de Coxeter de type) : V, 4, exerc. 
Hyperplan d'une pseudo-réflexion : V, 2,l. 
Immeuble : IV, 1, exerc. 15. 
Indivisible (racine) : VI, 1,3. 
Inverse (système de racines) : VI, 1,l. 
Irréductible (groupe - engendré par des réflexions) : V, 3,7. 
Irréductible (système de Coxeter) : IV, 1,9. 
Irréductible (système de racines) : VI, 1,2. 
Liés (éléments - d'un graphe) : IV, Annexe, 1. 
Longueur d'un chemin dans un graphe : IV, Annexe, 2. 
Longueur d'un élément d'un groupe : IV, 1,l. 
Longueur d'une racine : VI, 1,2. 
Minuscule (poids) : VI, 1, exerc. 24. 
Mitoyennes (chambres) : IV, 1, exerc. 15. 
Mur d'une chambre : V, 1,4. 
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Normalisateur : IV, 2,6. 
Normé (graphe) : VI, 4'2. 
Opposées (facettes) : IV, 1, exerc. 18. 
Ordre d'une arête : VI, 4,l. 
Orthogonale (réflexion) : V, 2,3. 
Parabolique (sous-groupe) : IV, 2,6. 
Plein (sous-graphe) : IV, Annexe, 1. 
Pliage d'un appartement : IV, 1, exerc. 18. 
Poids : VI, l,9. 
Poincaré (série de ) : V, 5'1. 
Polynômes (algèbre graduée de) : V, 5,l. 
Positive (racine) : VI, 1,6. 
Présentation d'un groupe : IV, 1,3. 
Pseudo-réflexion : V, 2,l. 
Racines (système de) : VI, 1,l. 
Radiciels (poids) : VI, 1,9. 
Ramification (point de - d'un graphe) : IV, Annexe, 1. 
Rang (d'un système de racines) : VI, 1,l. 
Réduit (système de racines) : VI, 1'4. 
Réduite (dtcomposition) : IV, 1,l. 
Réflexion : V, 2,2. 
Représentation associée à une matrice de Coxeter : V, 4,3. 
Restreint (produit direct) : IV, 1,9. 
Saturé (ensemble de poids) : VI, 1, exerc. 23. 
Signature d'un élément d'un groupe de Coxeter : IV, 1,3. 
Simplement transitive (action - d'un groupe) : IV, 2, exerc. 3. 
Simplexe : V, 1,6. 
Simplicial (cône) : V, 1,6. 
Sommet d'un graphe : IV, Annexe, 1. 
Sous-graphe : IV, Annexe, 1. 
Spacieux (immeuble) : IV, 1, exerc. 24. 
Spécial (point) : V, 3,lO. 
Structuré (immeuble) : IV, 1, exerc. 24. 
Support d'une facette : V, 1,2. 
Terminal (sommet - d'un graphe) : IV, Annexe, 1. 
Tits (sous-groupe de) : IV, 2, exerc. 3. 
Tits (système de) : IV, 2,l. 
Tits (théorème de) : V, 4,4. 
Vecteur d'une pseudo-réflexion : V, 2,l. 
Weyl (groupe de - d'un système de racines) : VI, 1,l. 
Weyl (groupe de - d'un système de Tits) : IV, 2,l. 



PLANCHE 1 

SYSTÈMES DE TYPE A, (1 3 1) 

(1) V est l'hyperplan de E = RI+' formé des points dont la somme des 
coordonndes est nulle. 
Racines: E $ - E J ( ~  # j ,  1 Q i Q l +  1 ,  1 < j <  l +  1). 
Nombre de racines : n = l(l + 1 ) .  

(II) Base : al = ~ 1 -  Q, a2 = ~2 - E Z ,  . . . , al = EZ - EZ+I .  

Racines positives : EZ - EJ = 2 ak (1 < i < j  Q 1 + 1). 
i $ k < j  

(III) Nombre de Coxeter : h = 1 + 1. 

(IV) Plus grande racine : = EI - E J + ~  = a l  + a2 + . + a, = m l  + mi. 

Graphe de Dynkin complété ( 1  2 2) : 

Pour 1 = 1, le graphe de Coxeter du groupe de Weyl affine est: 

(V) RV = R, 

(VI) Poids fondamentaux : 

nt = ( ~ 1  + + EZ) - -- X E ,  1 + 1 j= l  



Pl. 1. SYSTÈME DE TYPE Al (1 2 1) 

(VII) Somme des racines positives : 

2p = lei + (z - 2) E2 $ (1 - 4 ) ~ 3  + . . . - (1 - 2) cl - 
= Z u i + 2 ( Z - l ) u 2 + . . . + i ( l - i +  l ) a a +  +lul .  

(VIII) Q(R)  : ensemble des vecteurs à coordonnées entières de somme nulle. 
P(R) : engendré par Q(R)  et EI - (1 + 1)-'(el + ~2 + . . . + cl+i). 
P(R) /Q(R) isomorphe à Z/(l  + 1)Z. 
Indice de connexion : 1 + 1. 

(IX) Exposants : 1, 2, . . . , 1. 
(X) W(R) = Gz+l, identifié au groupe des permutations des CI. Ordre 

de W(R) : (1 + 1) ! 

(XI) l =  1 :  A(R) = W(R); w o = -  1. 
1 2 2 : A(R) = W(R) x (1, - 1)  et wo transforme ut en - u~+l-t. 

(XII) Le groupe P(RV)/Q(RV) est cyclique d'ordre ( Z  + 1);  il opère 
sur le graphe de Dynkin complété par permutations circulaires. Si 
1 à 2, l'unique élément non neutre de A(R)/W(R) opère sur 
P(R)/Q(R) par l'automorphisme x w - x. 

(XIII) Matrice de Cartan (1 x 1) : 

f 2 -1 O O . . .  O 0' 

-1  2 -1  O . . .  O O 

O -1  2 -1  ... O O 

O O - 1  2 . . .  O O 

. . . . . . . . . . . . . . . . . a . * . . . . . . . . . . . . . . .  

\ O O O O ... -1 2, 



PLANCHE II 

SYSTÈME DE TYPE B, (1 2 2) 

(1) V = E = R,. 
Racines: + &a ( 1  < i a 1), k cl + c j  ( 1  6 i < j 6 1).  
Nombre de racines : n = 212. 

(II) Base : a i  = cl - c2 ,  a2 = c2 - E S ,  . . . , al-1 = cl-1 - c l ,  al = c l .  

1 
08 = ak ( 1  6 i 6 l), 

i < k < l  

Racines positives ci - c3 = 2 an. (1 6 i < j 6 l), 
i < k <  J 

c i + ~ j =  x a k + 2  x ak ( l < i c j < l ) .  
\ i < k < j  J < k < l  

(III) Nombre de Coxeter : h = 21. 
(IV) Plus grande racine : 

On a ü = 2m2 si 1 = 2, ü = a2 si 1 2 3. 
Graphe de Dynkin complété : 

pour 1 = 2 - 
"2 ai 

pour 1 k 3 

(V) RV est l'ensemble des vecteurs 

+ 2 q  ( 1  6 i a l),  + ci + c j  ( 1  6 i < j 6 1) .  

@R(x,Y) = Ur) u ( R ) = ( l + 1 ) ( 4 1 - 2 )  41-2 



Pl. II. SYSTÈME DE TYPE BL (1 2 2) 

(VI) Poids fondamentaux 

(VII) Somme des racines positives : 

P(R)/Q(R) isomorphe à 2\22, engendré par l'image de ml. 

Indice de connexion : 2. 

(IX) Exposants : 1, 3, 5, . . . , 21 - 1. 

(X) W(R) est produit semi-direct du groupe 61 ,  opérant par permutation 
sur les cg, et du groupe (2/22)', opérant par ce w ( + l)(cz. Son 
ordre est 2'. 1 ! 

(XI) A(R) = W(R), wo = - 1. 

(XII) L'unique élément non trivial de P(RV)/Q(RV) définit l'unique 
automorphisme non trivial du graphe de Dynkin compldté. 

(XIII) Matrice de Cartan (1 x 1) : 

f 2 -1 O O . . .  O 0) 

- 1  2 -1  O . . .  O O 

O -1 2 -1 . . .  O O 

O O - 1  2 . . .  O O 

S . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

O O O O . . .  2 - 2  

\ O O O O ... -1  2) 



PLANCHE I I I  

TYPE 

1 (1) V = E = R .  
Racines: + 2 ~ 2  (1 < i < l), f €2 f ~j (1 < i < j  < 1). 
Nombre de racines : n = 212. 

(II) B a s e : a l = ~ l - ~ 2 , a 2 = ~ 2 - ~ ~ ,  ..., u 1 - 1 = ~ ~ - 1 - ~ ~ , a ~ = 2 ~ ~ .  

(III) Nombre de Coxeter : h = 21. 

(IV) Plus grande racine : = 2é1 = 2a1 + 2u2 + . + 2uz-1 + al. 
Graphe de Dynkin complété : 

(V) RV est l'ensemble des vecteurs f € 2 ,  + ci + q. 

(VI) Poids fondamentaux : 

1 = a i  + 2a2 + . . . + (i- l)a<-i + i(ac + aa+l+ + al-i + -al). 
2 



Pl. III. SYSTÈME DE TYPE Cl (1 2 2) 

(VII) Somme des racines positives : 

2 p  = 2k1 f (21 - 2 ) & 2  $ . - . f 'hl-1 + 2 ~ t  
= 21u1 + 2(21- 1)az + + i(21-i + l)at + 

1 + ( l - l ) ( l +  2bl-1 + + ( l +  1)w. 

(VIII) Q(R)  : ensemble des points à coordonnées entières de somme paire. 
1 

P(R) = $ Zq.  
i=l 

P(R)/Q(R) isomorphe à 2/22, engendrd par l'image de al. 
Indice de connexion : 2. 

(IX) Exposants : 1, 3, 5, . . . , 21 - 1. 

(X) W(R) est produit semi-direct du groupe 6 1 ,  opérant par permutations 

des cf, et du groupe (2122) ', opérant par ci ( & l)ccr. Son 
ordre est 2'.1! 

(XI) A(R) =W(R) ;  wo=-1. 
(XII) L'unique élément non trivial de P(RV)/Q(RV) définit l'unique 

automorphisme non trivial du graphe de Dynkin complétd. 

(XIII) Matrice de Cartan (1 x 1) : 

/ 2 -1  O O . . .  O O'  

-1 2 -1 O . . .  O O 

O -1 2 -1 . . .  O O 

O O -1 2 . . .  O O 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

O O O O . . .  2 - 1  

\ O O O O . . .  -2 2. 



PLANCHE IV 

SYSTÈME DE TYPE Dl ( 1  2 3) 

2 (1) V = E = R .  
Racines : f E t  f s j  (1 6 i < j < 1; (ci) base canonique de R'). 
Nombre de racines : n = 21(1- 1). 

(II) Base : 

E ( - E ~ =  r( uk (1 < i < j < l ) ,  
i < k <  j 

~t + EZ = 2 al (1 6 i < l), 
Racines ~ositives i < k < l  

(III) Nombre de Coxeter : h = 21 - 2. 
(IV) Plus grande racine : 

O n a ~ = r J z + a s s i l = 3 e t Ü = r ~ z s i l  2 4. 
Graphe de Dynkin complCt6 (1 4) : 

,O 

. . al-l 
a1-t 

a1 

(V) RV = R. 

%(x, Y )  = 4(1! m, - 1) y ( R ) = 4 ( 1 - 1 ) ~ .  

(VI) Poids fondamentaux : 



Pl. IV. SYSTÈME DE TYPE Dl (1 2 3) 

(VII) Somme des racines positives : 

(VIII) Q ( R )  : ensemble des points à coordonnées entières de somme paire. 

1 impair: P(R)/Q(R)  est isomorphe à 2/42,  engendré par l'image 
de al; on a m l  = 273 et al-1 = 3al  mod Q(R) .  
1 pair: P(R)/Q(R)  est isomorphe à (2122) x (2122); les trois 
éléments d'ordre deux sont les images de al, al-1 et ml. 

Indice de connexion : 4. 

Exposants : 1, 3, 5 ,  . . ., 21 - 5,  21 - 3,  1 - 1 (ce dernier apparais- 
sant deux fois si 1 pair, une fois si 1 impair). 

W (R) est produit semi-direct du groupe (31, opérant par permutations 
des Et,  et du groupe (z/~z) ' -~,  opérant par eg W ( +  l ) s ~ a  avec n (k 1)t = 1. Son ordre est'2'-'l! 

1 

1 # 4 :  A(R)/W(R) = 2 / 2 2  opérant sur le graphe de Dynkin par 
transposition des sommets al-1 et ul. 
1 = 4 : A(R)/W(R) = (33, optrant sur le graphe de Dynkin par 
permutations des sommets a l ,  cc3 et a4. 
wo = - 1 si 1 est pair; wo = - E si 1 est impair, où E est l'automor- 
phisme qui permute ut-1 et al et laisse fixes les autres ut. 

Action de P(RV)/Q(RV) = P(R) /Q(R)  sur le graphe de Dynkin 
complété : 
1 impair : wl transforme a 0  en al, ul en al, ul en al-1 et al-1 en uo; il 
échange uj et ul-j pour 2 < j < 1 - 2. 
1 pair: wl (resp. al-1) échange uo et ul (resp. uo et al-l), a l  et al-1 
(resp. a i  et al) et échange uj et ut-f pour 2 < j < 1 - 2. 



(XIII) Matrice de Cartan (1 x 1) : 

/ 2 -1  . . .  O O O O' 

-1 2 . .. O O O O 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S . . .  

O O . . .  2 - 1  O O 

O O . . .  - 1  2 - 1  - 1  

O O . . .  O - 1  2 O 

\ O O S . .  O - 1  O 2, 

Pl. IV. 



PLANCHE V 

SYSTÈME DE TYPE E, 

(1) V est le sous-espace de E = R~ formd des points dont les coor- 
donntes ( t g )  sont telles que E6 = E7 = - E8. 
Racines: + E( + E, ( 1  < i < , j  6 5 ) ,  

1 
5 6 

+ - (es - ~7 - E6 + (- l ) v ( é ) ~ g )  avec v(i) pair. 
2 i = i  i = l  

Nombre de racines : n = 72. 

1 1 (II) B a s e : u l = - ( ~ l + ~ g ) - - ( ~ 2 + ~ ~ + ~ 4 + ~ 5 $ ~ 6 + ~ 7 ) , u z = ~ 1 + E z ,  
2 2 

U3 = €2 - El, U4 = 93 - E Z ,  U5 = €4 - €3, U6 = E5 - €4. 
Racines positives : I E( + E, ( 1  < i < j < 5 ) ,  

Racines positives ayant un coefficient 2 2 (*) (on note a c d e  f la 
racine au1 + bu2 + cas + da4 + eu5 +fus) : b 

(III) Nombre de Coxeter: h = 12. 
(IV) Plus grande racine : 

(*) Les autres racines positives s'obtiennent en appliquant le cor. 3 de la prop. 19 du Chap. VI, 5 1, no 6. 



Graphe de Dynkin complété : 

O 

(V) R = RV. 

%(x,Y) = m, y(R) = 144. 
24 

(VI) Poids fondamentaux 

(VII) Somme des racines positives : 

2p = 2 ( ~ 2  + 2 ~ 3  + 3 ~ 4  f 4 ~ 5  + 4(Q- E7 - 4) 
= 2(8q  + 11x2 + 15x3 + 21a4 + 15a5 + 8as). 

(VIII) P(R) /Q(R)  isomorphe à 2/32. 
Indice de connexion : 3. 

(IX) Exposants : 1, 4, 5, 7, 8, 1 1. 

(X) Ordre de W(R) : 2'. 34. 5. 

(XI) A(R) = W (R) x (1, - 1 ) ; wo transforme al ,  az, as, a4, as, as 
respectivement en - as, - az, - ag, - a4, - a3, -al. 



262 SYSTÈME DE TYPE E, Pl. V. 

(XII) L'élément non neutre de A(R)/W(R) définit l'automorphisme 
x - - x  de P(R)/Q(R). 
Le groupe des automorphismes du schéma de Dynkin complété est 
isomorphe à G3; ses éléments d'ordre 3 sont induits par les deux 
élémen-ts non triviaux de P(RV) /Q(RV) . 

(XIII) Matrice de Cartan : 

f 2  0 - 1  O O 0' 

O 2 0 - 1  O O 

- 1  O 2 - 1  O O 

O - 1  -1  2 - 1  O 

O O O - 1  2 -1  

\ O O O 0 - 1  2- 



PLANCHE VI 

SYSTÈME DE TYPE E, 

( 1 )  V est l'hyperplan de E = R' orthogonal à c7 + E S .  

Racines: I ~2 1: E ,  (1 < i < j  < 6 ) ,  f ( E ~ - E S ) ,  

Nombre de racines : n = 126. 

Racines positives : 

Racines positives contenant a7 et ayant un coefficient 2 2 (*) (on note 
a c d e  f g la racine au1 + baz + cas + da4 + eu5 + fa6 + gu7) : 

b 
012111 112111 012211 122111 112211 012221 

1 1 1 1 1 1 

( I I I )  Nombre de Coxeter : h = 18. 

(*) Les racines positives ne contenant pas a, proviennent de E,,. Les racines positives dont tous les 
coefficients sont < 1 s'obtiennent en appliquant le cor. 3 de la prop. 19 du Chap. VI, 8 1, no 6. 
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(IV) Plus grande racine 

Graphe de Dynkin complété: 

O% 

(V) RV = R. 
blr) ( y )  = - y(R) = 324. 

(VI) Poids fondamentaux : 

(VII) Somme des racines positives : 

(VIII) P (R) /Q(R)  isomorphe à 2/22.  
Indice de connexion : 2. 

(IX) Exposants : 1, 5, 7, 9, 11, 13, 17. 

(X) OrdredeW(R) :210 .34 .5 .7 .  
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(XI) A(R) = W(R), ter0 =- 1. 

(XII) P(RV)/Q(RV) a un seul élément non neutre; celui-ci définit l'unique 
automorphisme non trivial du graphe de Dynkin complété. 

(XIII) Matrice de Cartan : 

( 2  0 - 1  O O O O \  

O 2  0 - 1  O O O 

- 1  O 2 - 1  O O O 

O - 1  - 1  2 - 1  O O 

O O 0 - 1  2 - 1  O 

O O O 0 - 1  2 - 1  

O O O O 0 - 1  2 )  



PLANCHE VI1 

SYSTÈME DE TYPE E, 

(1) V = E = R ~ .  
Racines : + ~t ?: Y (i c j ) ,  (- l)v(')ct avec v(i) pair. 
Nombre de racines : n = 240. '=' i = i  

(II) Base : 

Racines positives contenant us et ayant un coefficient > 2 (*) (on note 
a c d e  f g h la racine au1 + bu2 + cug + dug + eu5 + f ~ 6  + gu7 + hua) : 

b 
0121111 0122111 1121111 0122211 1221111 1122111 

1 1 1 1 1 1 
1222111 1122211 0122221 1232111 1222211 1122221 

1 1 1 1 1 1 
1232111 1232211 1222221 1232211 1233211 1232221 

2 1 1 2 1 1 
1233211 1232221 1233221 1243211 1233221 1233321 

2 2 1 2 2 1 
1343211 1243221 1233321 2343211 1343221 1243321 

2 2 2 2 2 2 
2343221 1343321 1244321 2343321 1344321 1354321 

2 2 2 2 2 2 
2344321 1354321 2354321 2354321 2454321 2454321 

2 3 2 3 2 3 
246432 1 246532 1 246542 1 246543 1 2465432 

3 3 3 3 3 

(*) Les racines positives ne contenant pas a, proviennent de E,. Les racines positives dont tous les 
coefficients sont < 1 s'obtiennent en appliquant le cor. 3 de la prop. 19 du Chap. VI, 4 1, no 6. 



Pl. VII. SYSTÈME DE TYPE E, 

(III) Nombre de Coxeter : h = 30. 
(IV) Plus grande racine: 

Graphe de Dynkin complété : 

O 

aa 

(V) RV = R. 

m. y(R)=900.  @&>Y) = 6, 

(VI) Poids fondamentaux : 

(VII) Somme des racines positives : 

(VIII) Q(R) : ensemble des points de coordonnées & telles que 2Et a Z, 
8 

Ea - E5 e Z, r, Et a 2Z. 
i = l  

Indice de connexion : 1. 



( IX)  Exposants : 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29. 

(X) Ordre de W(R)  : 214. 3'. 5'. 7. 
(XI) et (XII)  : A(R) = W(R), wo = - 1. 

{ X I I )  Matrice de Cartan : 

f 2  0 - 1  O O 

O 2 0 - 1  O 

Pl. VII. 



PLANCHE VI11 

SYSTÈME DE TYPE F, 

(1) V = E = R'. 
Racines : 

Nombre de racines : n = 48. 

(II) Base : 

Racines positives : cg (1 < i < 4), cg 1: EJ  (1 < i < j < 4), 

Racines positives ayant un coefficient 2 2 (*) (on note a b c d la racine 
aai + baz + cas + da4) : 

(III) Nombre de Coxeter : h = 12. 

(IV) Plus grande racine : a( = € 1  + € 2  = 2u1 + 3uz + 4x3 + 2a4 = a l .  

Graphe de Dynkin complété: 

(1) Les autres racines positives s'obtiennent en appliquant le cor. 3 de la prop. 19 du Chap. VI, 1, no 6. 
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(V) RV est l'ensemble des vecteurs f 2q,  f E* f EJ, f €1 f €2 f €3 1: €4. 

(VI) Poids fondamentaux : 

(VII) Somme des racines positives : 

Indice de connexion : 1. 

(IX) Exposants : 1, 5, 7, 1 1. 

(X) W(R) produit semi-direct de G3 par un groupe lui-même produit 
semi-direct de G4 par ( z / ~ z ) ~ .  
Ordre de W(R) : 2'. 32. 

(XI) et (XII) : A(R) = W(R), wo = - 1. 

(XIII) Matrice de Cartan : 



PLANCHE IX 

SYSTÈME DE TYPE G, 

V est l'hyperplan de E = R~ d'équation El + E2 + F3 = 0. 
Racines : + (€1 - E ~ ) ,  + (€1 - ES), i- (c2 - ES), 

Nombre de racines : 12. 

Base : al = €1 - EZ, a2 = - 2 ~ 1  + €2 + ES. 

Racines positives: cri ,  uz, u l  + uz, 2u1 + u2, 3a1 + az, 3u l  + 2az. 

Nombre de Coxeter : h = 6. 

Plus grande racine : G = - €1 - €2 + 2~~ = Sa1 + 2u2 = 132. 
Graphe de Dynkin complCtC : - 

a2 

RV est l'ensemble des vecteurs + a l ,  + (cri + az) ,  + (2u1 + az), 

1 1 1 
f - a ,  + - (3a1 + 4 ,  + - ( 3 ~ 1  + 2 4 .  

3 3 - 3 

@ R ( x , Y )  = M. , ( R ) = 4 8 .  24 

( V I )  Poids fondamentaux : 

ai = 2 a l  + az, a2 = 3a1 + 2az. 

( V I I )  So~nme des racines positives : 

2p = 2(5xl  + 3x2). 
( V I I I )  P(R) = Q(R) .  

Indice de connexion : 1. 



Pl. IX SYSTÈME DE TYPE G, 

(IX) Exposants : 1, 5. 

(X) W (R) : groupe diédral d'ordre 12. 

(XI) et (XII ) :  A(R) = W(R), w o = - 1 .  

(XIII) Matrice de Cartan: 



PLANCHE X 

SYST~MES IRR&DUCTIBLES DE RANG 2 

Les trois premières figures ci-dessus représentent les systèmes de racines R 
de type A2, Bz et Gz. La région hachurée représente la chambre C correspon- 
dant à la base (ai, u2). On a tracé en tirets la droite ( x l P )  = 1, où p désigne 
la plus grande racine du système inverse RV et la région hachurée deux fois 
représente l'alcdve de RV de sommet O contenue dans @. 

La dernière figure représente l'unique système de racines irréductible 
non rkduit de rang 2. 



RÉSUME DES PRINCIPALES PROPRIÉTÉS 
DES SYSTEMES DE RACINES 

(Nous nous limitons dans ce résumé au cas du corps des nombres réels et aux 
systèmes de racines réduits.) 

1) Soit V un espace vectoriel réel. On appelle système de racines réduit 
dans V un sous-ensemble R de V qui possède les propriétés suivantes: 

(i) R est fini, et engendre V. 
(ii) Pour tout a E R, il existe uV E V* tel que (u, a") = 2, et que l'applica- 

tion 
s u :  x-x- (x, aV)a 

de V dans V transforme R en R. 
(iii) Pour tout a E R, on a uV(R) c Z. 
(iv) Si a E R, on a 2a e R. 
Compte tenu de (i), l'élément orV dont l'existence est affirmée par (ii) 

est unique; ceci donne un sens à (iii). L'application s, est une réflexion lais- 
sant fixes les points de L, = Ker(av) et transformant a en - a. 

Les éléments de R s'appellent les racines. La dimension de V s'appelle le 
rang du système de racines. 

2) Le groupe des automorphismes de V qui laissent stable R se note A(R). 
Les su (u E R) engendrent un sous-groupe W(R) de A(R), appelé groupe de 
Weyl de R ;  ce sous-groupe est distingué dans A(R). Les seules réflexions appar- 
tenant à W(R) sont les su.  

3) L'ensemble RV des aV (pour a E R) est un système de racines réduit dans 
V*, appelé système inverse de R. L'application a aV est une bijection, 
dite canonique, de R sur RV. On a (RV)V = R, et les bijections canoniques 
R + RV, RV + R sont réciproques l'une de l'autre. L'application u -+ tu-1 

définit un isomorphisme de W(R) sur W(RV) par lequel on identifie ces deux 
groupes. 

4) Soit V un espace vectoriel réel somme directe de sous-espaces vectoriels 
VI, . . . , V, . Pour tout i, soit Rs un système de racines réduit dans Vc . Alors 
la réunion R des Ri est un système de racines dans V, appelé somme directe 
des Ri. Le groupe W(R) s'identifie au produit des W(Ka). On dit que R est 



irréductible si R # 0 et si R n'est pas somme directe de deux systèmes de 
racines non vides. Il revient au même de dire que W(R) est irréductible. 
Tout système de racines réduit R est somme directe de systèmes de racines 
irréductibles réduits bien déterminés à une permutation près, et appelés les 
composants irréductibles de R. 

5) Soit R un système de racines réduit dans V. Il existe des produits 
scalaires dans V invariants par W(R). Dans toute la suite, on note (xly) 
un tel produit scalaire. Si on identifie V à V* à l'aide de (xly), on a 

uv = A. La réflexion s, est la réflexion orthogonale qui transforme u en 
( 4 4  

- a. Le groupe de Weyl est transitif dans l'ensemble des racines de même 
longueur. Si R est irréductible, le produit scalaire (xly) est unique à la multi- 
plication près par une constante. 

6) Soit R un système de racines réduit. Pour cc, p E R, on pose 

Les seules possibilités sont les suivantes, à l'échange près de u et P : 

4% B) = n(P, u) = 1; 
X 

(CI, p) = - ; II  u I I  = I I  (3 11 ; sasp d'ordre 3 
3  - 

n(u, (3) = n(p,u) = - 1; 2 x  
(a, p) = - ; 1 u 1 = [ ; sUsp d'ordre 3 

3 
X 

n(% p) = 1, n(P, a) = 2 ;  (u, P) = - ; 1 1  p 11 = \/21/u/l; S,SP d'ordre 4 4 

X 
n(% p) = 1, n(p, u) = 3 ;  ( ) = - ; 1 1  P 1 1  = p/311411; sRsp d'ordre 6 6 

7) Soient u, p E R. Si (ulp) > O, u - p est une racine sauf si u = p. Si 
(ulp) < O ,  u + p est une racine sauf si a = - p. 



8) Soient a, p deux racines non proportionnelles. L'ensemble 1 des j e  Z 
tels que P + j u  E R est un intervalle (- q, p )  de Z contenant O. On  a 

Soit S l'ensemble des P + j u  pour j  E 1. Alors s,(S) = S et s,(P + pu) = P-qu. 
On dit que S est la u-chaîne de racines définie par P, que P - qu est l'origine 
de la chaîne et P + pu  son extrémité, et que p + q est sa longueur. 

Si T est une a-chaîne d'origine y, la longueur de T est - n ( y ,  a). 

9) Soit X la réunion des Ker a" (u  E R) .  Les composantes connexes de 
V - X s'appellent les chambres de R dans V. Ce sont des cônes simpliciaux 
ouverts. Le groupe de Weyl opère de façon simplement transitive dans l'en- 
semble des chambres. Si C est une chambre, C est un domaine fondamental 
pour W(R).  On  a (XI y )  > O pour x, y E C. La bijection de V sur V* corres- 
pondant à ( X I  y )  définit une bijection de l'ensemble des chambres de R dans V 
sur l'ensemble des chambres de RV dans V* ; on note CV la chambre image de 
C par cette .bijection. 

10) Soit C une chambre de R. Soient Li ,  Lz, . . . , L1 les murs de C. Pour 
tout i, il existe une racine ut et une seule telle que Li = L,t, et telle que ut 
soit du même côté que C de Hi. La famille (cri, . . . , ul) est une base de V, et C 
est l'ensemble des x E V tels que (UT, x) > O pour tout i, c'est-à-dire tels que 
(uilx) > O pour tout i. On  dit que {xi, . . . , a l )  est la base B(C) de R définie 
par C. On a ( E ~ ( u ~ )  < O  lorsque i # j. Le groupe W(R) opère de façon 
simplement transitive sur l'ensemble des bases. Toute racine est transformée 
par un élément de W(R) d'un élément de B(C). On a {UT, . . . , a1/} = B(CV). 

11) Posons sEi = si, soit S l'ensemble des sz, et soit mcj l'ordre de s6sj. 
Le couple (W(R), S) est un système de Coxeter de matrice (mij) ; autrement dit, 
W(R) est défini par la famille génératrice (sz)isisl et par l b  relations 

( ~ ~ s g ) ~ i j  = 1. Pour que si et sg soient conjugués dans W(R), il faut et il suffit 
qu'il existe une suite d'indices (il ,  iz, . . . , i,) tels que il = i, i, = j et que 
chacun des m~,t,+, soit égal à 3. 

12) Soit na3 = n(ai, uj). La matrice (n t j ) lGa ,  j<l s'appelle la matrice de 
Cartan de R. Elle est indépendante (à une permutation près de 1, 2, . . . , 1) 
du choix de C. On  a nt6 = 2, ni! E {O, - 1, - 2, - 3 )  pour i # j. Si deux 
systèmes de racines ont même matrice de Cartan, ils sont isomorphes. 

13) Soit G le sous-groupe de A(R) qui laisse stable B(C). Alors A(R) est 
produit semi-direct de G et de W(R).  

14) On appelle relation d'ordre définie par C dans V (resp. V*) la rela- 
tion d'ordre, compatible avec la structure d'espace vectoriel de V (resp. V*), 
pour laquelle les éléments 2 O sont les combinaisons linéaires des ai 



(resp. &à/) à coefficients 2 O. Ces éléments sont dits positifs pour C, ou 
pour B(C). Ces relations d'ordre sont aussi définies par CV. Un élément de V 
est 2 O si et seulement si ses valeurs sur CV sont 2 O. L'ensemble des éléments 
2 O pour C contient C mais est en géntral distinct de C. Soit x eV.  Pour 
que x E C, il faut et il suffit que x 2 w(x) pour tout w E W(R). Pour que x E C, 
il faut et il suffit que x > w(x) pour tout w E W(R) distinct de 1. 

15) Toute racine est soit positive, soit négative pour C. On note R+(C) 
l'ensemble des racines positives pour C, de sorte que R = R+(C) u (-R+(C)) 
est une partition de R. La réflexion sz transforme al en - ai et permute entre 
eux les éléments de R+(C) distincts de af. 

16) Soit B une base de R. Toute racine positive (resp. négative) pour B est 
combinaison linéaire des éléments de B à coefficients entiers 2 O (resp. < 0). 

17) Soit (Pl, pz, . . . , fin) une suite de racines positives pour C telles que 
Pl + Pz + . . . + Pn soit une racine. Il existe une permutation x E telle que, 
pour tout i E (1, 2, . . . , n), + Pacz, + - . + fiac~cz) soit une racine. 

18) Soit a E R+(C). Pour que a E B(C), il faut et il suffit que a ne puisse 
pas s'écrire comme somme de deux racines positives. 

19) Soient C une chambre, (ai, az, . . . , al) la base correspondante. 
Pour toute partie J de 1 = (1, 2, . . ., 11, soit W, le sous-groupe de W(R) 
engendré par les si tels que i E J. Soit C j  l'ensemble des combinaisons linéaires 
à coefficients > O des a* pour j e J, de sorte que C, est une facette de C. 

Soient J c 1, g e W(R). Les conditions suivantes sont équivalentes : 
a) g laisse invariant un point de C,; 
b) g laisse invariant tout point de C,; 

c )  g laisse invariant tout point de C,; 

d) dCJ )  = CJ; 
e) @J) = C,; 
J') ~ E W J .  
Soient J, J' c (1, 2, . . ., 1)  et g, g' E W(R). Les conditions suivantes sont 

équivalentes : 

20) Soit P un sous-ensemble de R. On dit que P est clos si les conditions 
a E P, fi E P, a + p E R impliquent a + P E P. On dit que P est parabolique 



si P est clos et si P u (- P) = R. Les conditions suivantes sont équivalentes: 
a) P est parabolique; 
b) P est clos et il existe une chambre C telle que P 3 R+(C) ; 
c )  il existe une chambre C et une partie X de B(C) telle que P soit la réu- 

nion de R+(C) et de l'ensemble Qdes  racines combinaisons linéaires à coeffi- 
cients entiers < O des éléments de 2. 

Supposons ces conditions vérifiées, et soit VI le sous-espace vectoriel de V 
engendré par X. On a 

et P n (- P) est un système de racines dans VI de base Z. 
Soient Pt, C', X' avec des propriétés analogues. S'il existe un élément 

de W(R) transformant P en P', il existe un élément de W(R) transformant C 
en C', Z en Z' et P en P'. 

21) Soit P un sous-ensemble de R. Les conditions suivantes sont équiva- 
lentes : 

a) il existe une chambre C telle que P = R+(C); 
b) P est clos, et {P, - P )  est une partition de R. 
La chambre C est alors unique. 
Supposons V muni d'une structure d'espace vectoriel ordonné telle que 

toute racine soit positive ou négative. Soit R+ l'ensemble des racines positives 
pour cette structure. I l  existe une chambre C et une seule telle que R+=R+(C). 

22) Pour qu'une partie B de R soit une base de R, il faut et il suffit que 
les éléments de B soient linéairement indépendants, et que toute racine soit 
combinaison linéaire d'éléments de B à coefficients tous à O ou tous 6 0. 

23) Soit P un sous-ensemble clos de R tel que P n (- P) = 0. Il existe une 
chambre C telle que P c R+(C). 

24) Un sous-ensemble P de R est dit symétrique si P = - P. Soient P un 
sous-ensemble de R, et VI (resp. 1') le sous-espace vectoriel (resp. le sous- 
groupe additif) de V engendré par P. Les conditions suivantes sont équi- 
valentes : 

a) P est clos et symétrique; 
b) P est clos et P est un système de racines dans VI;  
c) I ' n R  = P. 

25) On suppose R irréductible. Soit C une chambre; posons 

B(C) = {al, ..., ut). 

I l  existe un plus grand élément dans R (pour l'ordre défini par C), c'est-à-dire 
un élément ü = nlctl + .. . + nlal de R tel que, pour toute racine 

on ait n i  à pl, . . ., nl à pl. On a ÜEC, et 1 1 ~ 1 1  2 llall pour toute racine a. 



26) On  note Q ( R )  le sous-groupe de V engendré par R ;  les éléments de 
Q ( R )  s'appellent les poids radiciels de R. Le groupe Q ( R )  est un sous-groupe 
discret de V de rang I! = dim V. Toute base de R est une base de Q(R) .  

On  note P(R) le sous-groupe de V associé à Q(RV) ; les éléments de P(R) 
s'appellent les poids de R. Le groupe P(R) est un sous-groupe discret de V 
de rang Z contenant Q(R) .  Les groupes P(R)/Q(R) ,  P(RV)/Q(RV) sont 
finis et isomorphes; leur ordre f s'appelle l'indice de connexion de R. Avec 
les notations de 25), l'ordre de W(R) est l !  ninz . . . nlf. 

Le groupe A(R) laisse stables P(R),  Q ( R ) ,  donc opère dans P(R) /Q(R) .  
Le groupe W (R) opère trivialement dans P(R) /Q(R) ,  donc A(R) /W (R) 
opère dans P(R) /Q(R)  . 

27) Soit C une chambre. Soit B = (al, . . . , ul) la base de R correspon- 
dante. La base duale (al, . . ., al) de (cri, . . ., a i )  est une base de P(R). 
Les ai s'appellent les poids fondamentaux (pour C, ou pour B). L'ensemble des 
combinaisons linéaires des o( à coefficients > O (resp. 2 0) est C (resp. C). 
Les combinaisons linéaires des ai à coefficients entiers 2 O s'appellent les 
poids dominants. Tout élément de P(R) est transformé par W(R) d'un poids 
dominant et d'un seul. Les poids dominants sont les éléments a de V tels que 

soit un entier 2 O pour tout i. 
( 4 4  

1 28) Soit p = - u. On  a p = ai + . . . + ml E C. 
2 UEK+(C)  

29) Soit T le groupe des translations de V* dont les vecteurs appartiennent 
à Q(RV).  Le groupe de transformations affines de V* engendré par T et 
W(R) est produit semi-direct de W(R) et de T. Ce groupe s'appelle le groupe 
de Weyl affine de R et se note Wa(R). Il opère proprement dans V*. Pour 
u R et A E Z, soit s , , ~  l'application x* ç-c x* - ( x * ,  u)uv + AuV; c'est 
une réflexion affine, et l'ensemble L,,J de ses points invariants est défini 

1 par l'équation (x*, or) = - A; on a La,h = L, - - AuV. Les s , , ~  sont les 
2 

réflexions affines appartenant à Wa(R), et engendrent le groupe Wa(R).  

30) Soit E la réunion des Lu,;, pour u R et A Z. Les composantes 
connexes de V* - E s'appellent les alcôves de R. Si R est irréductible, chaque 
alcôve est un simplexe ouvert; en général, une alcôve est un produit de sim- 
plexes ouverts. Le groupe Wa(R) opère de facon simplement transitive sur 
l'ensemble des alcôves. Si C est une alcôve, C est un domaine fondamental pour 
Wa(R). Soient al, az, . . . , a q  les réflexions de W,(R) correspondant aux murs 
de C; soit pal l'ordre de aiaj. Alors Wa(R) est défini par les générateurs 
et les relations (a ta j )b  = 1. 

- 31) Si P E P(RV), il existe une alcôve C telle que p soit point extrémal de 
C. Si C' est une alcôve, C' admet un poids radiciel et un seul pour point extré- 
mal. 



Soit x* E V* ; les conditions suivantes sont équivalentes : 
a) x* =P(RV); 
b) pour tout u E R, l'hyperplan parallèle à La et passant par x* est 

un L.A. 
Soit C' une chambre de RV. Il  existe une alcôve C et une seule contenue 

dans C' et telle que O E C. Supposons R irréductible, et soit P la plus grande 
racine de R (pour C') ; alors C est l'ensemble des x* E Cr tels que (x*, P) < 1. 

32) Soient S l'algèbre symétrique de V, sW la sous-algèbre formée des 
éléments invariants par W = W(R), g l'ordre de W, 1 = dim V. Il existe 
des Cléments I l ,  Iz,  . . . , I l  de sW, homogènes, algébriquement indépendants, 
qui engendrent sW. Le s"-module S admet une base formée de g éléments 
homogènes. Soit a l'idéal de S engendré par les éléments homogènes de sW 
de degré > O; la représentation de W dans S/a déduite par passage au quotient 
de la représentation de W dans S est isomorphe à la représentation régulière 
de W (sur R). 

33) Soient I l ,  I z ,  . . . , Il des éléments de S", homogènes, algébriquement 
indépendants, engendrant sW. Leurs degrés kl, kz, . . . , kl sont déterminés de 
manière unique (à l'ordre près) par R. On a g = klkz . . . kl. Le nombre de 

racines est 2 (ki - 1). 
i = i  

34) Un élément A de S est dit anti-invariant par W si w(A) = det(w) .A 
pour tout zei E W. Soit R = RI u (- Ri) une partition de R, et posons 
x = cc. L'élément x de S est anti-invariant; les éléments anti-invariants 

U E R ,  

de S sont les éléments de la forme xI, avec 1 E sW. 
35) Soit E l'algèbre Z[P] du groupe des poids P de R. Si f i  E P, on note ep 

l'élément correspondant de E. On a e*ep' = epfp' et les ep forment une 
base de E. Le groupe W opère dans E de telle sorte que w(ep) = eW@' si 
w E W et p E P. Un élément z E E est dit anti-invariant si w(z) = det(w) .z 
pour tout w E W. Pour tout z 2 . ~  E, posons J(z) = 2 det(w) . w(z). Soit C 

WEW 

une chambre. Les éléments J(ep), oùp  E P n C, forment une base du groupe des - - 

éléments anti-invariants de E. Si p est la demi-somme des racines positives, 
on a :  

les produits étant pris sur l'ensemble des racines > 0. 

36) Avec les notations de 35), posons 



Les Q,, pour p E P n C, forment une base du groupe EW des éléments de E 
invariants par W. Si m l ,  . . ., ml sont les poids fondamentaux de R, les élé- 
ments zmi, 1 < i < 1, sont algébriquement indépendants et engendrent 

l'anneau EW. 

37) Soient C une chambre de R, (al, . . ., cq) la base correspondante. 
L'élément c = slsz. . .si de W s'appelle une transformation de Coxeter de R. 
La classe de conjugaison de c dans W ne dépend ni de C ni de la numérotation 
des at . L'ordre h de c s'appelle le nombre de Coxeter de R. Les valeurs propres 

de c sont de la forme exp 2"m5, où les entiers m i ,  ml, . . ., ml (appelés exposants 
h 

de R)  sont tels que 1 < ml < ma < . . . < ml < h - 1. 
Supposons R irréductible. On  a alors 

m l =  1, ml =h-1 .  
ml + ~ Z + I - J  = h (1 < j < 1). 

1 1 m l  + mz + . . .  +ml =-- lh=-Card (R). 
2 2 

Tout m E (1, 2, . . ., h- 1)  étranger à h est égal à l'un des m, et à un seul. Les 
nombres m, + 1, m, + 1, . . ., ml + 1 coïncident, à l'ordre près, avec les entiers 
notés n,, n,, . . ., nl dans 33). Avec les notations de 25), n, + . + nl = h - 1. 
Il existe 1 orbites de (1, c, cl, . . . , ch-1) dans R, et elles ont toutes h éléments. 

Si h est pair, chi2 transforme C en - C. Pour que - 1 E W, il faut et il 
suffit que les exposants de W soient tous impairs; lorsqu'il en est ainsi, h est 
pair et ch12 = - 1. 
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ERRATA 

p. 8,l. 5 du bas, au lieu de : (G,  N ,  B, S), lire : (G,  B, N ,  S). 
p. 11,l. 17, les deux relations doivent ètre séparées par une virgule. 
p. 12,l. 4 du bas et 1.3 du bas, au lieu de 1, lire : S. 
p. 14, 1. 17, au lieu de distints, lire : distincts. 
p. 16, 1. 16, au lieu de : O $ j $ q, lire : O < j $ q + 1. 
p. 16,l. 21 et 23, au lieu de : 1 < k < q, lire : O < k < q. 
p. 30, 1. 10 du bas, supprimer (( il en est ... commutatif ». 
p. 32,l. 3 du bas, au lieu de : adjoint lire : des automorphismes intérieurs. 
p. 32, 1. 2 du bas, au lieu de : chap. I I I ,  lire : chap. I I I ,  4 6, no 2, prop. 2. 
p. 33,l. 12 du bas, au lieu de : correspondants, lire : correspondant. 
p. 38, 1. 1 de l'exercice 10, supprimer « d'ordre n ». 
p. 40, note (*) de bas de page, première ligne, remplacer : ensemble par : ensemble non vide. 
p. 41,l. 3 de l'exercice 17, au lieu de : les éléments de H, lire : les éléments de 9. 
p. 43, 1. 5 de l'exercice 23, remplacer A par Aut (A). 
p. 47, dernière ligne de l'exercice 3, au lieu de : (G,  N ,  B, S), lire : (G,  B, N ,  S). 
p. 49, 1. 15 du bas, au lieu de : l'application t(C, C'), lire : i'application C' ++ t(C, Cf). 
p. 54, exercice 21, c), deuxième ligne, remplacer : (H, N ,  B n H, { s }) par : (H, B n H, N, { s }). 
p. 55, 1. 7 ,  au lieu de : f)*, lire : *!). 
p. 67,l. 14 du bas, remplacer V, par V ;. 
p. 88, énoncé de la proposition 11, dernière ligne, remplacer C par C'. 
p. 11 1,l. 2, au lieu de : dim, SG, lire : dim, S:. 
p. 112, 1. 14 du bas, au lieu de : biunivoque, lire : bijective. 
p. 114,l. 12 et 11 du bas, supprimer « On sait que ... Card ( G )  = q (Alg. comm., chap. V, 4 2, no 2 ) ;  ». 
p. 114,l. 8 du bas, après : est séparable, insérer : (Alg. comm., chap. V, 5 2, no 2, cor. à la prop. 5). 
p. 118, lemme 2, ajouter l'hypothèse : dim V 2 2. 
p. 121, 1. 6, remplacer : D n C par D @ C. 
p. 121, proposition 2, ajouter l'hypothèse que W est irréductible. 

' p .  128, ligne 3 de l'exercice 5, au lieu de : pour H E S, lire : pour H E J. 
p. 132,l. 3, remplacer : mesure par : mesure, positive non nulle. 
p. 133, exercice 13, dernière ligne, remplacer - V0 par - Ho. 

p. 134, 1. 5, le premier graphe doit ètre 0. 
0 . L  

p. 134, exercice 17, premier graphe : la première arête doit être surmontée d'un 4. 
p. 143, 1. 3, au lieu de : s,(x) = x - ( a", x ), lire : s,(x) = x - ( a", x ) a . 
p. 144,l. 12, au lieu de : a"€ R, lire : aVc Rv. 
p. 146, 1. 11, au lieu de : omme, lire : somme. 
p. 149,l. 5 du bas, remplacer : p = O par : q = 0. 
p. 150,l. 5, dessin degauche : la premièreflèche est affectée de la lettre y. 
p. 152, 1. 7 du bas, au lieu de : a, P E R, lire : a E R. 
p. 153, 1. 10 du bas, remplacer : ( x  1 y )  < O par : ( x  1 y )  > 0. 
p. 169,l. 15 du bas, remplacer : Lemme 3 par : Lemme 4. 
p. 169, 1.6 du bas, au lieu de : (*), lire : (Alg., chap. V, nouvelle édition). 
p. 169, supprimer la note de bas de page. 
p. 171, 1. 18 ci 25 remplacer : D'après la Remarque ... ce qui achève de prouver (iv), par le texte suivant : 

Chaque orbite de r dans R a au plus h éléments, et il y a au plus I orbites distinctes, d'après ce qui précède. 
Or (chap. V, 5 6, no 2, théorème 2, ii)), le cardinal de R est égal à hl, ce qui implique aussitôt (iv). 

p. 175, 1. 11, au lieu de : déf. 3, lire : déf. 2. 
p. 176, 1. 3 du bas, remplacer : ni a par : ni ai. 
p. 181,l. 10, supprimer : Munissons ... par G .  
p. 185, 1. 20, remplacer : 1 par : fl. 
p. 192,l. 9 du bas, au lieu de : i, j , ,  k,, lire : i , ,  j,, k, .  



p. 197,l. 9, le graphe doit être : E, -0-0- 

b 

p. 199, 1. 1, remplacer A, par Â,. 
p. 205, 1. 11 du bas, au lieu de : no 6, lire : no 5. 
p. 226, 1. 8 du bas, lire : 1 n, a? 

I 

p. 227, la note de bas de page se réfère à l'exercice 22 de la page précédente. 
p. 228, 1. 9 au lieu de : dominant, lire : maximal. 
p. 230, 1. 1 au lieu de : b), lire : b)). 
p. 238, 1. 10, au lieu de : celles lire : celle. 
p. 239,l. 17, au lieu de : au type exceptionnel G2, lire : aux types exceptionnels G, et F,. 
p. 239, 1. 18, au lieu de : (XI) ,  lire : ( X I  b )  et c)).  
p. 240, 1. 4 ,  insérer une virgule après : § 2. 
p. 242,l. 5, ajouter à lafin de la ligne : c )  A class of groups in an arbitrary realm connected with the configu- 

ration of the 27 lines on a cubic surface, Quart. Journ. ofMath.,  t. XXXIII (1901), p. 145-173, et t. XXXIX 
(1908), p. 205-209. 

p. 252, 1. 1 du bas, insérer une virgule avant : y(R). 
p. 254,l. 4 du bas, insérer une virgule avant : y(R). 
p. 256, 1. 4 de ( I I ) ,  au lieu de : + 8, = cc,, lire : 1 a, + cc,. 

i Q k 6 1  i 6 k Q 1 - 2  

p. 257, lignes 12 du bas et 10 du bas, les signes = sont incorrects. 
p. 278, lignes 10 et 11, remplacer : Le groupe de Weyl. .. longueur par : Si R est irréductible, le groupe de 

Weyl opère transitivement dans l'ensemble des racines de longueur donnée. 
p. 279, troisième ligne de IO), remplacer : Hi par : Li. 
p. 282, ligne 13 du bas, les deux signes - doivent être des signes +. 
p. 284, ligne 5 du bas, remplacer : n,, n,, ..., n, par : k,, ..., k, et remplacer : n ,  + ... + n, par : k ,  + ... + k,. 
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