N BOUREBAK

ELEMENTS DE MATHEMATIQUE

Groupes et algebres de Lie
Chapitres 4a 6

@ Springer



GROUPES ET
ALGEBRES DE LIE



CHEZ LE MEME EDITEUR

ELEMENTS DE MATHEMATIQUES, par N. BOURBAKL

Algébre, chapitre 4 a 7. 1981, 432 pages.

Algébre, chapitre 10. Algébre homologique. 1980, 416 pages, 3 figures.
Espaces vectoriels topologiques. Chapitres 1 4 5. 1981, 400 pages.
Groupes et algébres de Lie. Chapitres 4, 5 et 6. 1981, 288 pages.



N. BOURBAKI

ELEMENTS DE
MATHEMATIQUE

GROUPES
ET ALGEBRES
DE LIE

Chapitres4,5et6

CHAPITRE IV
Groupes de Coxeter et systtmes de Tits

CHAPITRE V
Groupes engendrés par des réflexions

CHAPITRE VI
Systemes de racines

MASSON

Paris - New York - Barcelone - Milan
Mexico - Rio de Janeiro
1981



Tous droits de traduction, d’adaptation et de reproduction par tous procédés,
réservés pour tous pays.

La loi du 11 mars 1957 n’autorisant, aux termes des alinéas 2 et 3 de l'article 41, d’une part,
que les « copies ou reproductions strictement réservées a l'usage privé du copiste et non desti-
nées & une utilisation collective » et, d’autre part, que les analyses et les courtes citations dans
un but d’exemple et d’illustration, « toute représentation ou reproduction intégrale, ou par-
tielle, faite sans le consentement de P'auteur ou de ses ayants droit ou ayants cause, est illicite »
(alinéa 1°r de P’article 40).

Cette représentation ou reproduction, par quelque procédé que ce soit, constituerait donc
une contrefagon sanctionnée par les articles 425 et suivants du Code pénal.

© Masson, Paris, 1981
ISBN : 2-225-76076-4

MASSON S.A. 120 Bd Saint-Germain, 75280 Paris Cedex 06
MASSON PUBLISHING U.S.A. Inc. 133 East 58 th Street, New York, N.Y. 10022
TORRAY-MASSON S.A. Balmes 151, Barcelona 8

MASSON ITALIA EDITORI S.p.A. Via Giovanni Pascoli 55, 20133 Milano
MASSON EDITORES Dakota 383 Colonia Napoles Mexico 18 DF

EDITORA MASSON DO BRASIL Ltda Rua da Quitanda, 20/s 301 Rio de Janeiro R.J.



INTRODUCTION AUX CHAPITRES IV, V ET VI

L’étude des groupes semi-simples (analytiques ou algébriques) et de leurs
algébres de Lie conduit & la considération des structures de systémes de racines,
groupes de Coxeter et systémes de Tuts. Les chapitres IV, V et VI sont consacrés a
ces structures.

Pour orienter le lecteur, nous en donnons ci-dessous quelques exemples.

I. Soient g une algé¢bre de Lie semi-simple complexe et § une sous-algébre de
Cartan de g (*). Uneracine de g par rapport a § est une forme linéaire non nulle
o sur  telle qu’il existe un élément x non nul de g avec [#, x] = a(h)x pour
tout Y. Ces racines forment dans I’espace vectoriel §* dual de § un systéme
de racines réduit R. La donnée de R détermine g 4 un isomorphisme pres et
tout systéme de racines réduit est isomorphe 4 un systéme de racines obtenu
de cette maniére. Un automorphisme de g laissant stable § définit un auto-
morphisme de §* laissant R invariant, et ’on obtient ainsi tout automorphisme
de R. Le groupe de Weyl de R se compose des automorphismes de §* définis
par les automorphismes intérieurs de g laissant stable §; c’est un groupe de
Coxeter.

Soient G un groupe de Lie complexe connexe, d’algébre de Lie g, et I' le
sous-groupe de b formé des éléments % tels que expg(2nik) = 1. Soit RY le
systtme de racines dans § inverse de R, soit Q(RY) le sous-groupe de §
engendré par RY et soit P(RY) le sous-groupe associé au sous-groupe Q (R)
de §* engendré par R (i.e. ’ensemble des £ e tels que A(%) soit entier pour
tout Ae Q(R)). On a alors P(RY) > 's Q (RY). De plus le centre de G est
canoniquement isomorphe & P(RY)/T et le groupe fondamental de GaT’/Q (RY).
En particulier, I" est égal & P(RY) si G est le groupe adjoint et I' est égal &
Q (RY) si G est simplement connexe. Enfin les poids des représentations linéaires
de dimension finie de G sont les éléments du sous-groupe de §* associé a T

(*) Nous utilisons librement dans cette Introduction la terminologie traditionnelle ainsi que les notions
définies dans les chapitres IV, V et VI.
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II. Soit G un groupe de Lie réel compact connexe semi-simple et soit g son
algeébre de Lie. Soient T un tore maximal de G, d’algébre de Lie t, et X le
groupe des caractéres de T. Soit R Iensemble des éléments « non nuls de X
tels qu’il existe un élément x non nul de g avec (Ad¢).x = «(f)x pour tout
t e T. Identifions X & un réseau de ’espace vectoriel réel V = X®zR; alors
R est un systéme de racines réduit dans V. Soit N le normalisateur de T dans
G; I'action de N sur T définit un isomorphisme du groupe N/T sur le groupe
de Weyl de R. On a P(R)>2X>Q(R); de plus, on a X = P(R) si G est
simplement connexe et X = Q(R) si le centre de G est réduit a 'élément
neutre.

L’algebre de Lie g, complexifiée de g est semi-simple et ¢, en est une
sous-algeébre de Cartan. Il existe un isomorphisme canonique de V¢, sur le
dual de tc, qui transforme R en le systéme de racines de g, par rapport 2 t,.

II1. Soit G un groupe algébrique semi-simple connexe sur un corps commuta-
tif £. Soient T un élément maximal de ’ensemble des tores de G déployéssur &
et Xle groupe des caracteres de T (homomorphismes de T dans le groupe multi-
plicatif). On identifie X 4 un réseau de I’espace vectoriel réel V = X@zR.
Les racines de G par rapport 4 T sont les éléments « non nuls de X tels qu’il
existe un élément x non nul de I’algébre de Lie g de G avec (Ad ¢).x = a(t)x
pour tout point ¢ de T. On obtient ainsi un systéme de racines R dans V, qui
n’est pas nécessairement réduit. Soient N le normalisateur et Z le centralisa-
teur de T dans G et soient N(£) et Z(k) leurs groupes de points rationnels sur .
L’action de N (k) sur T définit un isomorphisme de N(k)/Z (%) sur le groupe de
Weyl de R.

Soit U un élément maximal de Pensemble des sous-groupes unipotents
de G, définis sur £ et normalisés par Z. Posons P=Z.U. On a P(k)=Z(k).U(k)
et P(k) n N(k) = Z(k). De plus, il existe une base («y, . . ., «s) de R telle que les
poids de T dans U soient les racines de R positives pour cette base; le quadru-
plet (G(k), P(k), N(k), S), ot S désigne I’ensemble des éléments de N(k)/Z (k)
correspondant grace a 'isomorphisme défini plus haut aux symétries s, € W(R)
associées aux racines «;, est un systéme de Tits.

IV. Dans la théorie des groupes algébriques semi-simples sur un corps local,
on rencontre des systémes de Tits dont le groupe W est le groupe de Weyl
affine d’un systtme de racines. Soit, par exemple, G = SL(n + 1,Q,)
(avec n > 1). Soit B le groupe des matrices (a;5) e SL(n + 1, Zj) telles que
aije pZy pour ¢ < j et soit N le sous-groupe de G formé des matrices n’ayant
qu’un seul élément non nul dans chaque ligne et dans chaque colonne. Il
existe alors une partie S de N/(B n N) telle que le quadruplet (G, N, B, S)
soit un systéme de Tits. Le groupe W = N/(Bn N) est le groupe de Weyl
affine d’un systéme de racines de type A,; c’est un groupe de Coxeter infini.

Pour la rédaction de ces trois chapitres, de nombreuses conversations avec F. Tits
nous ont apporté une aide précieuse. Nous en remercions trés amicalement.



CHAPITRE IV

GROUPES DE COXETER
ET SYSTEMES DE TITS

§ 1. Groupes de Coxeter

Dans tout ce paragraphe, on désigne par W un groupe, noté multiplicativement,
d’élément neutre 1, et par S un sous-ensemble générateur de W tel que S = S-1
et 1«8, Tout élément de W est produit d’une suite finie d’é¢léments de S.
A partir du n° 3, on suppose que tout élément de S est d’ordre 2.

1. Longueur et décompositions réduites

DErnrrioN 1. — Soitwe W. On appelle longueur de w (parrapport aS), et Pon note
Is(w) ou simplement [{w), le plus petit entier ¢ = 0 tel que w soit produit d’une suite
de q éléments de S. On appelle décomposition réduite de w (par rapport @ S) toute suite
s = (S, ..., 5q) d’éléments de S telle que w = s,.. .54 et ¢ = l(w).

Ainsi 1 est Punique élément de longueur 0 et S se compose des éléments
de longueur I.

ProrposiTioN 1. — Soient w et w' dans W. On a les formules:
(1) J(ww') < Uw) + I(')
(2) [(w™) = l(w)
(3) [(w) — ()] < l(ww'Y).
Soient (sy, ..., $p) et (55, ..., 5¢) des décompositions réduites de w et w’

respectivement; on a donc l(w) =p et [(w)=¢q, et comme on a
ww' = sy ...p51 ... 5§ on a lw w) < p—+g dou (1). Comme S=S-1
etw =5t ... s7honal{w1)< p = {(w); remplagant w par w-1, on obtient
I'inégalité opposée (w) € l(w™?), d’ou (2). Remplacant w par ww'~! dans (1)
et (2), on obtient les relations:

(4) l(w) — (@) € l(ww'1),

(5) lww' ) = l(w'wt);

en échangeant w et @' dans (4), on obtient /(') — [(w) < [(ww'~1) d’aprés
(5), d’otr (3).

COROLLAIRE. — Soignt 8 = (sy, ..., Sp) et 8 = (51, .. ., 5q) deux suites d’élémenis
de S telles que w = sy ... spet w =1 ...55 Silasuite (51, ...,8p, Siy + - -5 5q)
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est une décomposition réduite de ww', alors s est une décomposition réduite de w et s’
en est une de w'.

Par hypotheése, on a l[(w) < p, {{w') < g et l(ww') = p + ¢. D’aprés (1),
on a donc [(w) == p et {(w') = ¢, d’o0 le corollaire.

Remarque. — La formule d(w,w') = [(ww'~t) définit une distance d sur W,
invariante par les translations & droite, en vertu des formules (1) et (2).

2. Groupes diédraux

DErintTiON 2. — On appelle groupe diédral tout groupe engendré par deux éléments
d’ordre 2, distincts.

Exemple. —Soit M le groupe multiplicatif {1, — 1}, et soit m un entier >2
(resp. m = o). On fait opérer M sur le groupe Z/mZ (resp. sur Z)
par (—1).x = —x, et l'on note D, le produit semi-direct correspondant
de M par Z/mZ (resp. de M par Z). Les éléments de Dy, sont donc les couples
(e, x) avec e = +1 et xeZ/mZ (resp. xeZ); la loi de groupe dans D, est
donnée par la formule:

(6) (e, ). (¢, &) = (e/, e'x + &').

.On note . la classe de 1 modulo m (resp. v == 1) et 'on pose
(7) e=(—=10), ==Ly ==Ly
on a alors p2 = ¢’'2 =1 et = = pp’. Les formules

(8) = (l,m), enr=(—1,m)

montrent que Dy, est un groupe diédral engendré par {p, ¢'}.

ProrosiTION 2. — On suppose que S se compose de deux éléments distincts s et s'
d’ordre 2.

(i) Le sous-groupe P de W engendré par p = ss’ est distingué, et W est produit semi-
direct du sous-groupe T = {1, s} et de P. De plus, on a (W:P) = 2.

(i1) Soit m Pordre { fini ou non) de p. On am 2 2 et W est d’ordre 2m. Il existeun
unique isomorphisme ¢ de Dy sur W tel que (o) = s et ¢(p") = 5.

(i) On a sps~! = s55's = §'s = p~1, d’out

© prst = por

pour tout entier . Comme W est engendré par {s, s'}, donc par {s, p}, le sous-
groupe P de W est distingué. Par suite, TP est un sous-groupe de W; comme
TP contient s et s’ = sp, on a donc W = TP = P usP. Pour prouver (i), il
suffit donc de montrer que ’on a W # P. Si ’on avait W = P, le groupe W
serait commutatif, d’ot p2 = s%'2 = 1; les seuls éléments de W = P seraient 1
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et p, contrairement a ’hypothése que W contient au moins trois éléments, &
savoir 1, s et 5'.

(ii) Comme on as # s’,onap # 1, dott m > 2. Comme P est d’ordre m

et que I'on a (W:P) = 2, 'ordre de W est 2m. Si m est fini (resp. infini), il
existe un isomorphisme ¢’ de Z/mZ (resp. Z) sur P appliquant = sur p; il existe
de plus un isomorphisme ¢” de M = {I, — 1} sur T appliquant — I sur s.
Le groupe W est produit semi-direct de T et P; d’aprés les formules (9) et
pr®e~! = =, on déduit de ¢’ et ¢” un isomorphisme ¢ de D, sur W tel que
o(p) = s et p(n) = p, d’ott ¢(p') =¢'. L’unicité de o résulte de ce que Dy, est
engendré par {p, ¢'}.
Remarque. — Considérons un groupe diédral W d’ordre 2m, engendré par deux
éléments distincts s et s d’ordre 2. Désignons par s; (resp. sg) la suite de
longueur ¢ dont les termes de rang impair (resp. pair) sont égaux & s et les
termes de rang pair (resp. impair) & s et soit wy (resp. w;) le produit de
la suite s, (resp. sg). On a:

Wag = (S.S‘/)k, Wakrl = (55’)k;
wy, = (s's)% = (s5) 7 Wopr1 = (§'s)ks" = (s5/) s,

Sis = (5, ...,5) est une décomposition réduite (par rapport a
d’'un élément w de W, on a évidemment s # §.1 pour 1 <1 <
Par suite, on a s = s, ou 5§ = sy.

Sim = oo, les éléments (ss'}7 et (ss')%s pour n e Z sont distincts, Par suite,
les éléments w, (¢ = 0) et wg (¢ > 0) sont distincts et si s est une décomposition
réduite de w, (resp. wy), on a nécessairement s = s¢ (resp. s = s¢). Il en résulte
que l(wqe) = l(wg) = ¢ et que Pensemble des décompositions réduites d’éléments de W
est Pensemble des sq et des sq. De plus, tout élément de W posséde une seule
décomposition réduite.

Supposons maintenant m fini. Si ¢ = 2m, on a wg == We_2m €t Wy = Wy_2m;
sim € ¢ < 2m, on a wy = Wap_g, Wg = Wam—g. Par suite, ni s4 ni sy ne sont des
décompositions réduites dés que ¢ > m. On en déduit que chacun des 2m
éléments de W est I’un des 2m €léments wo = wo, wget wgpour 1 < ¢ < m—1
et wy = wp. Ces 2m éléments sont donc distincts et il en résulte comme plus
haut que /(wy) = l{wg) = g pour ¢ < m et que lensemble des décompositions
réduites d’éléments de W est ensemble des s, et des sg pour 0 < ¢ <m. Tout élément de
W distinct de wy, posséde une seule décomposition réduite; wy en posséde deux.

{5 ')
g— 1.

3. Premiéres propriétés des groupes de Coxeter

Rappelons qu’a partir de maintenant, on suppose que les éléments de S sont
d’ordre 2.

DEriNiTION 3. — Ondit que (W, S) est un systéme de Coxeter sl satisfait & la condition
sutvante :

/

(C) Pour s, s’ dans S, soit m(s, s') Pordre de ss' ; soit 1 Uensemble des couples (s, 5')
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tels que m(s, s') soit fini. L’ensemble générateur S et les relations (ss')™®€) =1 pour
(s, 8") dans I forment une présentation (*) du groupe W.

Lorsque (W, S) est un systeme de Coxeter, on dit aussi, par abus de lan-
gage, que W est un groupe de Coxeter,

Exemples. — 1) Soit m un entier >2 ou oo et soit W un groupe défini par un
ensemble générateur S = {s,5'} et les relations s? = 5’2 = 1 lorsque m = oo,
52 = 5’2 = (ss')m = 1 lorsque m est fini. Considérons d’autre part le groupe
diédral Dy, (n° 2, Exemple) et les éléments p et o’ de Dy, définis par (7). Puisque
p? = p'2=1 et que (pp’)™ = 1 lorsque m est fini, il existe un homomor-
phisme fet un seul de W sur Dy, tel que f(s) = ¢ et f(s') =p’. Comme pp’ est
d’ordre m, il en résulte que ss’ est lui aussi d’ordre m. Par suite, (W, S) est un
systeme de Coxeter, W est un groupe diédral d’ordre 2m et f est un iso-
morphisme (prop. 2).

Par transport de structure, on en déduit que tout groupe diédral est un
groupe de Coxeter.

2) Soit &4 le groupe symétrique de degré n, avec n > 2. Soit 5 la transposition de i
eti+ 1 pour | < i< n etsoit S={s,...,sn1}. On peut montrer (§2, n® 4,
Exemple et § 1, exerc. 4) que (Sa, S) est un systtme de. Coxeter.

3) Pour la classification des groupes de Coxeter finis, cf. Chap. VI, § 4.

Remarque. — Supposons que (W, 8) soit un systéme de Coxeter. Il existe un homomor-
phisme e de W dans le groupe {1, — 1 } caractérisé parg(s)=— | pour touts & S. On dit
que g(w) est la signature de w; elle est égale & (— 1)¥®), La formule e(ww') = e(w) .e(w’)
se traduit donc par I(ww') = l(w) + (') mod. 2.

ProrositioNn 3. — Supposons que (W, S) soit un systéme de Coxeter. Pour que deux
éléments s et s’ de S soient conjugués (**) dans W, il faut et il suffit que la condition
suivante soit remplie:
(1) Il existe une suite finie (sy, ..., sq) d’éléments de S telle que s, = 5, s¢ = 5" et que
$35j+1 Soit d’ordre fini impair pour 1 < j < ¢.

Soient s et s’ dans S tels que p = 55’ soit d’ordre fini 27 + 1. D’aprés (9),
on a sp~m = prs, d’ol

(10) prspn = pruprs = pls = s'ss = o,

et s’ est conjugué de s.

Pour tout s dans S, soit A; Pensemble des s’ e S satisfaisant & (I). Avec les
hypothéeses de (I), les éléments s; et 5541 sont conjugués pour 1 <j< g
d’aprés ce qui précéde, donc tout élément s’ de A, est conjugué de s.

(*) Ceci signifie que (W, 8) satisfait a la propriété universelle suivante: étant donnés un groupe G et
une application fde S dans G telle que ( f(s) f(s"))™**)=1 pour (s,s') dans I, il existe un homomorphisme
g de W dans G prolongeant f. Cet homomorphisme est unique car S engendre W. Une forme équi-
valente de cette définition est la suivante : soient W un groupe, £ un homomorphisme de W sur W et 4
une application de S dans W telle que f{A(s)) = s et (A()k(s"))™**) =1 pour (s,s') dans I et que les
h(s) (pour seI) engendrent W; alors f est injectif (donc un isomorphisme de W sur W).

(**) Rappelons que deux éléments (resp. deux sous-ensembles) d’un groupe W sont dits conjugués
s’il existe un automorphisme intérieur de W qui transforme 'un en Pautre.
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Soit f ’application de S dans M = {1, — 1} égale 4 | dans As; et & — 1
dans S — A;. Soient s et s” dans S tels que s's” soit d’ordre fini m; on
a f(s) fls") = 1 si &' et s” sont tous deux dans A; ou dans S — A,; dans les
autres cas, on a f{s') f(s") = — 1, mais m est pair; on a donc (f(s') f(s"))m =1
dans tous les cas, Comme (W, S) est un systéme de Coxeter, il existe un homo-
morphisme g de W dans M induisant f sur S. Soit s’ un conjugué de s; comme s
appartient au noyau de g, il en est de méme de s/, d’olt f(s') = g(s') =1 et
finalement s’ € A;. C.Q.F.D.

4, Décompositions réduites dans un groupe de Coxeter

Supposons que (W, S) soit un systéme de Coxeter. Soit T 'ensemble des conju-
gués des éléments de S dans W. Pour toute suite finie s = (51, ..., 54) d’élé-
ments de S, on note ®(s) la suite (¢, ..., fy) d’éléments de T définie par:

(11) ty= {5y ... 85_1)85(81 ... s5_1)72 pour 1 £j<q¢.

Onaty=s;ets;...sq=tgtg_1...t1. Pour tout élément e T, on note n(s, t)
le nombre d’entiers j tels que 1 € 7 < ¢ et ¢ = ¢. Enfin, on pose

R={l,—1} xT.

Lemme 1. — (i) Soient we W et t & T. Le nombre (— 1), &) a [a méme valeur v (w, t)
pour toutes les suites § = (51, ..., Sq) d’éléments de S telles que w = s1...54.
(i1) Pour we W, soit Uy, Papplication de R dans lui-méme définie par :

(12) Uwle, t) = (e.q{w™, t), wiw=1) (e =41, teT).

L’application w —— Uy, est un homomorphisme de W dans le groupe des permutations
de R.

Pour se S, définissons une application Us de R dans lui-méme par:
(13) Us(e, 8) = (e.(— 1)%4 sts71) (e==21, teT)

olt 8 est le symbole de Kronecker. On vérifie aussitét que U2 = Idg, ce
qui montre que Uy, est une permutation de R.

Soit § = (51, ..., 5¢) une suite d’éléments de S. Posons w =s4... s et
Us = U, ...Us,. Nous allons montrer, par récurrence sur ¢, que 'on a:

(14) Us(e, t) = (e. (— D™, wiw1),
C’est évident pour ¢ = 0,1. Si ¢ > 1, posons &' = (s, ..., sq_1) et
w =sq.1...951.

En utilisant I’hypothése de récurrence, on obtient:

Us(e, t) = Us (. (— 1)™"P, w'tw'-1)
— (S. (_ 1)”(5'»t)+asq,w'lw'—4’ wtw_l)
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Or ®(s) = (O(s"), w'-lsqw') et n(s, t) =n(s', t) + dw-15,u,¢ d’0lt la formule
(14).

Soient alors s, 5" e S, tels que p=ss’ soit d’ordre fini m. Soit s = (s1, . . ., 52m)
la suite d’¢léments de S définie par s; = s pour j impair et s; = s’ pour j
pair. On a s ... 51 =p™ =1 et la formule (11) entraine:

(15) ty = pi~1s pour 1 <j < 2m.

Comme p est d’ordre m, les éléments #1, . . ., &y, sont distincts et P'on a tj. =1
pour 1 < < m. Pour tout te T, Pentier n(s, t) est donc égal a O ou a 2 et
(14) montre que Uy = Idy. Autrement dit, on a (U;U, )™ =1Idg. D’aprés
la définition méme des systémes de Coxeter, il existe donc un homomorphisme
w— U, de W dans le groupe des permutations de R tel que U, soit donné
par le second membre de (13). On a alors Uy = Us pour toute suite
§ = (5,...,54) telle que w =s4...5; et le lemme 1 résulte immédiate-
ment de (14).

Lemme 2, — Soient s = (53, ..., 8q), P(s) = (b, ..., ty) € w=135;... 5.
Soit Ty Censemble des éléments t e'T tels que n(w, t) = — 1. Pour que s soit une
décomposition réduite de w, il faut et il suffit que les t; sotent distints; on a
alors Ty = {ty, ..., tq} et Card (Ty) = [(w).

On a évidemment Ty, < {f, ..., t;}; en prenant s réduite, on en déduit
d’abord que Card (Ty) < {(w). De plus, si les # sont distincts, n(s, £) est
égal 4 1 ou O suivant que ¢ appartient ou non a {&, ..., %} D’ol
Tw={t, ..., 4} et ¢ = Card (Ty) < [(w), ce qui entraine que s est réduite.
Supposons enfin que Pon ait #; = ¢; avec 1 < j. On en tire s = usu~1, avec
= 8341 ...55.1, Aol aussitdt

W= 81 ¢esF5-015641 ¢ o« §5_15741 « + . S
ce qui montre que s n’est pas une décomposition réduite de w.

Lemme 3. — Soientw e Wet s & S tels quel(sw) <I(w). Pour toute suite s = (s, . . ., S¢)
d’éléments de S avec w = 51 ... Sq, il existe un entier j tel que 1 < j < q et

8§17 v Sj1 = 81 .. 55155,

Soient p la longueur de w et w’ = sw. D’aprés la Remarque du n° 3, on a
(w") = l{w) + 1 mod.2; Phypotheése /(w') < l{w) et la relation

[l(w) — l(w")] < l{ww'-1) =1(s) =1
entrainent [(w') = p — 1. Choisissons une décomposition réduite

(ts -+ Spo)
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de w' et posons 8" == (s, s1, ..., sp_1) et D(s') = (#1, ..., tp). Il est clair que &'
est une décomposition réduite de w et que 'on a #] = s; les éléments 1, ...,
étant distincts par le lemme 2, on a n(s’, s) = 1. Comme w est le produit de
la suite s, on a n(s, s) = n(s’,s) mod. 2 d’aprés le lemme 1, d’olt n(s, s) # 0;
par suite, s est égal & 'un des éléments ¢; de la suite @(s), d’oit le lemme.
Remarque. — L’ensemble T, défini au lemme 2 se compose des éléments dela
forme w”sw”-1 correspondant aux triplets (', w”, s)e W X W X S tels que
w=w'sw et (@) + l(w) +1=I[w).

5. La condition d’échange

On désigne sous le nom de «condition d’échange » I’assertion suivante sur
(W, S):

(E). Soient we W et se8S tels que I(sw) < l(w). Pour toute décomposition réduite
(51, -+ Sq) de w, 1l existe un entier j tel que 1 < j < q et

(16) S5 v So1 == 81 ... $5-15.

On suppose dans ce numéro que (W, S) satisfait & (E); d’aprés le lemme 3, il
en est ainsi si (W, S) est un systéme de Coxeter. Les résultats de ce numéro
s’appliquent donc aux systémes de Coxeter.

ProprosiTioN 4. — Soient seS, weW e s = (51, ..., 5q) une décomposition
réduite de w. Deux cas seulement sont possibles:

a) lsw) =1l(w) + 1 et (s, 51, ..., Sq) est une décomposition réduite de sw.
b) lsw) = {(w) — 1 et il existe un entier j tel que 1 < j < q, que
(‘fla ceey Sioly SiHly o ees .S‘q)

sott une décomposition réduite de sw et que la suite (S, S1, - .y Sj_1, Sjls « - -5 Sq) SOIE
une décomposition réduite de w.
Posons w' = sw; d’aprés la formule (3) dun® 1, on a

|l(w) — (@) < Ifs) = 1.
Nous distinguerons deux cas:
a) l(w') > l{w). On a donc [(w') =g+ 1 et w' = s51... 54, donc
(S, $15 « -5 Sq)
est une décomposition réduite de w'.

b) l(w') < I(w). D’aprés (E), il existe un entier j tel que 1 < j < ¢, satis-
faisant & (16). On a alors w = s5y ... §j_15j+1 ... 5g, d’OU

W =15y ...855.155+1 ... Sq}

comme on a ¢—1 < (@) < ¢, on a nécessairement [(w') = g—1 et
(S15 <« -5 $j_1, Sj+1, ..., S§q) st une décomposition réduite de w'.
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Lemme 4. — Soient w e W de longueur ¢ = 1, D Pensemble des décompositions réduites de
w, et F une application de D dans un ensemble E. On suppose que ’on a F(s) = F(s')
si les éléments s = (s, ..., Sq), 8" = (51, ..., 5g) de D satisfont & l'une des hypo-
théses sutvantes :

a) On a sy =351 0u Sq = 5g

b) Il existe s et s' dans S tels que sy = sk = s et 55, = 53 = s' pour j impair et
k pair.

Alors T est constante.

A) Soient s, s’eD; posons & == (51, §;, ..., $q_1). Nous allons montrer
que si F(s)#F(s’), ona teD et F(¢) #F(s). On a en effet w=ys1 ... 57,
donc s;w = s . .. 5 est de longueur < ¢. D’aprés la prop. 4, il existe un entier
Jjtel que 1 <7 < getquelasuite = (s, s, ..., Sj_1, Sj#1, . .., §g) appar-
tienne & D. On a F(u) = F(s') d’aprés la condition 4); si 'on avait j # ¢,
on aurait F(s) = F(u) pour la méme raison, d’ot F(s) = F(s’) contrairement
a I’hypothése. On a donc j=yg¢, dott ¢ =ueD et F(¢) = F(s') # F(s).

B) Soient s et s’ dans D. Pour tout entier j avec 0 € j < ¢, définissons
une suite s; de ¢ éléments de S de la maniére suivante:

[ sg= (51, ---55)
$; = (517 '--554)

4 ! .
(17) g1k =515 515+ 5815515 51552y« 5 Sk) pour g — k pair
et 1<k<yg
4 ] s .
Sqalk=={(5y 15« 587515515525 + + +» Sk) pour ¢—Fk impair

et 1<k<aqg
Notons (H;) l’assertion «s;eD, s51eD et F(s;) # F(ss1) ». D’apres (A),
on a (Hy) =~ (Hy1) pour 0 < j < g, et (Hg) n’est pas satisfaite d’aprés
la condition 4). Par suite, (Ho) n’est pas satisfaite. Comme sy = s’ et 5; = s,
il en résulte que F(s) = F(s').

PropositioN 5. — Soient M un monoide (avec élément unité 1) et f une application
de S dans M. Pour s, s’ dans S, soit m(s, s") Uordre de ss'; on pose

(F()S()! si m(s,s') =2, L fini
(18)  als,s) = J(fO)SENSG)  si mls,s) =2+ 1, Ifini
1 si m(s, s’} = oo.
St Lon a a(s, s') = a{s', 5) quels que soient s % s’ dans S, il existe une application g
de W dans M telle que
(19) g(w) = f(s1) - .. f(sq)

pour fout we W et toute décomposition réduite (s1, ..., 5q) de w.
Pour tout we W, soient Dy, I'ensemble des décompositions réduites de w
et Fy I'application de Dy dans M définie par

Fulsy, -y 5¢) =S(s1) - f(s9)-



n° 1.6. GROUPES DE COXETER 17

Nous allons prouver par récurrence sur la longueur de w que Fy, est constante,
ce qui établira la prop. 5. Les cas /(w) = 0,1 étant triviaux, nous supposons
g > 2 et notre assertion prouvée pour les éléments w avec /(w) < ¢. Soient w
de longueur ¢ et s, s’ dans Dy; d’aprés le lemme 4, il suffit de prouver
que I'on a Fy(s) = Fyu(s’) dans les cas a) et 4) dudit lemme.

a) La formule

Fu(sy, -« -s50) = f(s1)Fur(ses -+, 5¢) = Fur(sq, - -5 5¢-1) f(S)

pour w' =s; ... 5.1 et w’ =55 ...5¢ et ’hypothése de récurrence montrent
que l'on a Fy(s) = Fyu(s’) si s; = 51 ou sq = 57.

b) Supposons qu’il existe deux éléments s et s’ de S tels que s; = s; = s
et sx = 53 = ' pour j impair et £ pair. Il suffit de traiter le cas s # s'. Les suites
s et s’ sont alors deux décompositions réduites distinctes de w dans le groupe
diédral engendré par s et s'. D’aprés la Remarque du n® 2, Pordre m de ss'
est nécessairement fini et ’on a, avec les notations de cette remarque, s = sy
et s' = sp. Par suite, on a Fy(s) = als,s') et Fy(s') = a(s,s), d’ou

Fo(s) = Fu(s').

6. Caractérisation des groupes de Coxeter

TutorEME 1. — Pour que (W, S) soit un systéme de Coxeter, il faut et il suffit
qu’il satisfasse & la condition d’échange (E) du n° 5.
Le lemme 3 du n® 4 montre que tout syst¢tme de Coxeter satisfait & (E).
Réciproquément, supposons (E) vérifiée. Soient G un groupe et f une
application de S dans G, telle que 'on ait |( f(s) f(s'))™ = 1 chaque fois que
s et s’ appartiennent & S et que ss’ est d’ordre fini m. D’aprés la prop. 5, il
existe alors une application g de W dans G telle que I'on ait :

(20) gw) = f(s1) .. flsq)

chaque fois que w =y, ... s¢ est de longueur ¢. Pour prouver que (W, S) est un
systeme de Coxeter, il suffit de prouver que g est un homomorphisme, ce qui
est conséquence de la formule

(21) glsw) = f(s)g(w) pour seS, weW
puisque S engendre W. D’aprés'la prop. 4 du n° 5, deux cas seulement sont
possibles :

a) l(sw) = l(w) + 1:si (51, ..., 5q) est une décomposition réduite de w,
alors (s, 51, ..., §¢) est une décomposition réduite de sw, d’ou (21).

b) l(sw) = [(w) — 1 : posons w' = sw;ona w = sw' et i(sw') = [(w') + 1.
D’aprés a), on a donc g(w) = f(s)g(sw), d’ott f(s)g(w) = g(sw) puisque 'on a
(f(5)? =
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7. Familles de partitions

Supposons que (W, S) soit un systéme de Coxeter. Pour tout s dans S, notons
P; Pensemble des éléments w de W tels que {(sw) > [(w). On a les propriétés
suivantes :

(A) On a ﬂsPs = {1}
s€
En effet, soit w s 1 dans W et soit (sq, ..., 5q) une décomposition réduite
dew.Onagzl1,et(sq, ..., 5¢g) est une décomposition réduite de s;w, d’olt
l(w) = q et l(s;w) = ¢— 1. On a donc we Py,
(B) Pour tout s dans S, les ensembles Ps et sPg forment une partition de W,

Soient we W et se S. D’apreés la prop. 4 du n® 5, on doit distinguer deux
cas:

a) I
by I

sw) ={{w) - 1: on a alors wePs
sw) = {(w) — 1: posons w' = sw d’ot w = sw’; on a alors
l(w') < I(sw')

d’olt w' eP;, c’est-a-dire w e sP;.
(C) Soient s, s’ dans S et w dans W. Si l'on a we Py ¢t ws' & Pg, on a sw = ws’.

Soit ¢ 1a longueur de w. De w e P;, on déduit {(sw) = ¢ 4+ 1; de ws’ & Py,
on déduit [(sws') =l({ws’) —1 < ¢ et comme on a I(sws') = [(sw)+],
on a finalement {(ws') = ¢ + 1 et {(sws') = q.

Soient.(sy, ..., §q) une décomposition réduite de w et sge; = §'; alors
(51, - - -» Sg, Sg+1) est une décomposition réduite de 1’élément ws’ de longueur
g + 1. D’aprés la condition d’échange, il existe un entier javecl < j < ¢+ 1
tel que

(22) $§1 v oo Sjm1 =51 ... 5}

Si I'on avait 1 € j < ¢, on aurait sw=1s;...5j_15j41 ... 5¢ contrairement a la
formule {(sw) = ¢ + 1. On a donc j = ¢ + 1, et la formule (22) s’écrit alors
sw = ws'.
Réciproquement, on a le résultat suivant:
ProrosiTioN 6. — Soit (Pg)ses une famille de parties de W satisfaisant @ (C) et aux
conditions suivantes :

(A") On a 1Py pour tout seS.

(B’) Les ensembles Ps et sPs sont disjoints pour tout seS.

Alors, (W, S) est un systéme de Coxeter et Ps se compose des éléments w de W
tels que l(sw) > l(w).

Soient seS et we W. De deux choses I'une:

a) w e Ps. Solent (s;, ..., 5q) une décomposition réduite de w et

Wiy =958 ...953
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pourl € j < ¢;on pose aussi wy = 1. Comme on a wye P; d’aprés (A') et que
w = wqg n’est pas dans P;, il existe un entier javec 1 € j < gtel que wy_1eP;
et que wj; = w;_15; n'appartienne pas a P, D’aprés (C), on a donc

SWi_1 = Wji_15%.
On a donc prouvé la formule
S§1 v v 0 81 =81 ... 55185

qui entraine sw = s; ... $j_15j41 - .. Sq et {(sw) < [{w).

b) we Py posons w = sw, d’olt ' & Py d’aprés (B'). D’apres a), on a alors
Isw'} < l{w'), c’est-a-dire [(w) < {(sw).

La comparaison de a) et ) prouve que Py se compose des we W tels que
I(sw) > [(w). La condition d’échange résulte de ce qui a été vu en a), donc
(W, S) est un systéme de Coxeter (th. 1 du n° 6).

8. Sous-groupes des groupes de Coxeter

Dans ce numéro, on suppose que (W, S) est un systtme de Coxeter. Pour
toute partie X deS, on note Wy le sous-groupe de W engendré par X.

ProrositioNn 7. — Soit w dans W. Il existe une partie Sy de S telle que Pon ait
{51, ..., Sq} = Sy pour toute décomposition réduite (sy, ..., sq) de w.

On note M le monoide formé des parties de S avec la loi de composition
(A, B) — A u B; I’élément neutre de M est @. On pose f(s) = {s} pour
s e 8. Nous allons appliquer la prop. 5dun®5a Metf;onaa(s,s) = {s, 5}
pours, s’ dans S si m(s, s') est fini, et il existe donc une application g: wr—= Sy,
de W dans M telle que g(w) = f(5;) u +-- v f(sqg), Cest-a-dire Syy={sy, ...,5¢}
pour tout we W et toute décomposition réduite (s;, ..., 5¢) de w.

CoROLLAIRE 1. — Pour toute partie X de S, le sous-groupe Wy de W se compose
des éléments w de W lels que Syc X,
Siw=s;...50avec sy,...,5gdans S, on a w—l=y54...5;; on en déduit

(23) Sut = Su.

La prop. 4 dun®5 montre que Fon a Sy c {s} U Sy pourseS et w' e W,
d’our la formule

(24.') Sww' c Sw U Sw’

par récurrence sur la longueur de w. D’aprés (23) et (24), I'ensemble U des
weW tels que Sy cX est un sous-groupe de W; on a XcUc Wy, dou
U = Wx-

CoROLLAIRE 2. — Pour toute partic X de S, on a WxnS = X.
Cela résulte du cor. 1 et de la formule S; = {s} pour s dans S.
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COROLLAIRE 3. — L’ensemble S est un ensemble génératewr minimal de W.
Si X e8S engendre W, on a W =Wy, d’ott X=SnWy =38 d’aprés le
cor. 2.

CoROLLAIRE 4. — Pour toute partie X de S et tout w dans Wy, la longueur
de w par rapport @ Pensemble générateur X de Wy est égale o Is{w).

Soit (51, « .., §¢g) une décomposition réduite de w considéré comme élément
de W;onaw=s;...50 et s;€ X pour 1 < j < ¢ {(cor. 1); par ailleurs, w
ne peut étre produit de ¢’ < ¢ éléments de X ¢S par définition de ¢ = ls(w).

THEOREME 2. — (1) Pour toute partie X de S, le couple (Wx, X) est un systéme
de Coxeter.

(ii) Soit (Xi)sex une famille de parties de S. St X = Q Xi,onaWyg = Q Wy,

(iii) Soient X et X' deux parties de S. On a Wxc Wy (resp. Wy = Wy) s
et seulement si Pon a X< X' (resp. X = X').

Tout élément de X est d’ordre 2 et X engendre Wy. Soientxe X etwe Wy
avec lx(xw) < Ix{(w) = ¢. D’aprés le cor. 4 de la prop. 7, on a donc

Is(xw) < ly(w) = g.

Soient %;, ..., ¥q des éléments de X tels que w = x; ...x4 ; comme (W, S)
satisfait & la condition d’échange (th. 1 du n° 6), il existe un entier j tel que
1<7<q et xxy... 451 =%, ...%5.1%5. Par suite, (Wg, X) satisfait a la
condition d’échange, donc c’est un systeme de Coxeter (th. 1 du n° 6). D’ol (i).

Les assertions (ii) et (iii) résultent immédiatement du cor. 1 de la prop. 7.

9. Matrices et graphes de Coxeter

DériNiTioN 4. — Soit I un ensemble. On appelie matrice de Coxeter de type 1 toute
matrice carrée symétrique M = (myy)s,5ex dont les éléments sont des entiers ou -+ oo
satisfaisant aux relations:

(25) my =1 pour tout 1 el;
(26) miy; = 2 pour i, jel avec i #J.

On appelle (par abus de langage) graphe de Coxeter de type 1 un couple formé d’un
graphe T' (*) ayant 1 comme ensemble de sommets et d’une application f de [’ensemble
des aréies de ce graphe dans Uensemble formé de oo et des entiers = 3. On dit que
T est le graphe sous-jacent au graphe de Coxeter (T, f).

A toute matrice de Coxeter M de type I, on associe un graphe de Coxeter
(T, f) de la maniére suivante : ’

le graphe I' a pour ensemble de sommets I et pour ensemble d’arétes les
parties {7, j} de I telles que my; > 3, Papplication f associe a P'aréte {i, j}
I’¢lément correspondant my; dé M.

(*) Voir Pannexe pour la définition et les propriétés des graphes utilisées ici.
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11 est clair que P’on obtient ainsi une bijection de I’ensemble des matrices de
Coxeter de type I sur I’ensemble des graphes de Coxeter de type L.

Pour faciliter la lecture des raisonnements, on représente souvent un graphe de Coxeter
de type I par la figure utilisée pour représenter son graphe sous-jacent, ou I’on inscrit
en outre 4 c6té ou au-dessus de chaque aréte {{, j} le nombre f({i, j}). On omet géné-
ralement d’inscrire ceux de ces nombres qui sont égaux 2 3.

i (W, S) est un systtme de Coxeter, la matrice M = (m(s, 5)); 5 g5, O
m(s, s') est 'ordre de ss’, est une matrice de Coxeter de type S, que I'on appelle
la matrice de (W, S) : on a en effet m(s, 5) =1 pu1sque s2 = ] pour tout s e S,
et m(s,5') =m(s',s) 2 2 si s # s puisque s’ = (s's)7L est alors # 1. Le
graphe de Coxeter (T', f) associé¢ a M s’appelle le graphe de Coxeter de (W, S).
Remarquons que deux sommets s et s’ de I' sont [iés si et seulement si s et §'
ne commutent pas. Par exemple, la matrice de Coxeter d’un groupe diédral

d’ordre 2m est <71n m) et son graphe de Coxeter est représenté par

1
m
o0
lorsque m > 3 (ou
o—0
si m = 3) et par
© o

lorsque m = 2. *Le graphe de Coxeter du groupe symétrique &, est repré-
senté par
OO0t + ¢ =0 o (mn—1 sommets).,

On montrera plus tard (chap. V, § 4) que réciproquement toute matrice de Coxeter
est la matrice d’un systtme de Coxeter.

On dit qu'un systeme de Coxeter (W, S) est irréductible si le graphe I' sous-
jacent au graphe de Coxeter associé est connexe (Annexe, n® 2) et non vide. Il
revient au méme de dire que S est non vide et qu’il n’existe pas de partition de
S en deux ensembles S’ et S” distincts de S tels que tout élément de S’ commute
avec tout élément de S”. Plus généralement, soit (I'y);e1 la famille des compo-
santes connexes de I' (Annexe, n° 2) et soit S; 'ensemble des sommets de I';.
Soit Wy = Wy, le sous-groupe de W engendré par S; (cf. n° 8). Alorsles (W, S;)
sont des systémes de Coxeter irréductibles (n° 8, th. 2) qu’on appelle les compo-
santes irréductibles de (W, S). De plus, le groupe W est produit direct restreint (*) des

(*) On dit qu'un groupe G est produit direct restreint d’une famille (G;), g, de sous-groupes si, pour toute
partie finie J de I, le sous-groupe G; de G engendré par les G, pour i € J est produit direct des G, pour
ie], etsiGest la réunion des Gj. Il revient au méme de dire que tout élément de G; commute avec
tout élément de G pour i % j et que tout élément de G s’écrit d’'une maniére et d’une seule comme

produltH g; avec g,€G,; et g, =1 sauf pour un nombre fini d’indices. Cette derniére condition

éqmvaut F dn‘e que G est engendré par la réunion des G et que G;n G; = { 1} pour tout i eI et toute
partie finie Jc I telle que i ¢]J.
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sous-groupes W; pour i e I. Cela résulte en effet de la proposition plus générale
suivante :

ProrosiTION 8. — Soit (S;)ie1 une partition de S, telle que tout élément de S; commute
avec tout élément de S; pour 1 # j. Pour tout i el, soit Wy le sous-groupe engendré
par S Alors W est produit direct restreint de la famille (Wi)ier.

Il est clair que pour tout i e I, le sous-groupe W engendré par la réunion

des W; pour j # i est aussi engendré par S; = \US;. On a donc
1)

Win Wi =W, = {1},

d’aprés le th, 2 du n° 8. Comme W est engendré par la réunion des W;, cela
démontre la proposition.

§ 2. Systémes de Tits

Dans ce paragraphs, les lettres G, B, N, S, T, W ont la signification indiquée au
no 1 ci~dessous.

1. Définition et premiéres propriétés

Soient G un groupe et B un sous-groupe de G. On fait opérer le groupe
B X Bsur G parlaloi (b,5').g = bgh'~2 pour b, b’ € B et g e G. Les orbites de
B x B dans G sont les ensembles BgB, pour g« G, qu’on appelle doubles classes
de G suivant B. Elles forment une partition de G; ’ensemble quotient corres-
pondant se note B\G/B. Si G et ¢’ sont deux doubles classes, CC’ est réunion
de doubles classes.

DfriNiTiON 1. — On appelle systéme de Tits un quadruplet (G, B, N, S), o2t G est un
groupe, B et N deux sous-groupes de G et S une partie de NJ(BnN), satisfaisant
aux axiomes suivants :

(T1) L’ensemble Bu N engendre G et Bn N est un sous-groupe distingué de N.

(T2) L’ensemble S engendre le groupe W = N/(B a N) et se compose d’éléments
d’ordre 2.

(T3) On a sBwcBwB v BswB pour seS et we W (*).

(T4) Pour tout se8S, on a sBsa¢ B.

Le groupe W = N/(Bn N) est parfois appelé le groupe de Wepl du systéme de Tits
(G,B,N,8). '

Remarques. — 1) On verra au n° 5 (cor. du th. 3) que, si (G, B, N) sont donnés,
il existe au plus une partie S de N/(Bn N) telle que (G, B, N, S) soit un
systéme de Tits.

(*) Tout élément de W est une classe modulo B n N, donc un sous-ensemble de G; ceci donne un sens
aux produits tels que BwB. Plus généralement, pour toute partie A de W, nous noterons BAB le sous-

ensemble U BwB.
wWEA
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2) Soit (G, B, N, S) un systéme de Tits, et soit Z un sous-groupe distingué
de G contenu dans B. Soient G' = G/Z, B’ =B/Z, N' = N/(ZnN), et
soit S’ I'image de S dans N'/(B’ n N’). Alors on voit aussitdt que (G', B, N’, §')
est un systéme de Tits.

Dans tout ce paragraphe, (G, B, N, S) désigne un systéme de Tits, on pose T =B n N
et W = N/T. Par double classe, on entend une double classe de G suivant B. Pour tout
weW, on pose G(w) = BwB; c’est une double classe.

Nous allons déduire quelques conséquences élémentaires des axiomes (T1) a
(T4). On note w, w', ... des éléments de W et s, s/, ... des éléments de S.
On a les relations évidentes

(1) CG(l) =B, C(ww)eCw).C), Clw?)=Cw)
L’axiome (T3) s’écrit aussi sous la forme

(2) G(s). C(w) « C(w) v C(sw).

Comme on a par ailleurs C(sw) « C(s).C(w) d’apres (1) et que C(s).C(w)

est réunion de doubles classes, il n’y a que deux possibilités

C(s si Clw) « C(s). C(w
(3) C(s).Clw) = CEwu;)u C(w) s ngg ZCE:%.ngg.

On a B # C(s).C(s) d’apres (T4); faisant w = s dans (3) et utilisant la rela-
tion s2 = 1, on obtient

(4) C(s).C(s) = Bu C(s).

Cette formule montre que B u C(s) est un sous-groupe de G. Multiplions les
deux membres de (4) & droite par C(w), utilisons la formule (3) et la relation

B.C(w) = C(w);

on obtient
(5) C(s).G(s) . C(w) = C(w) v C(sw).

Si Pon prend les inverses des ensembles intervenant dans les formules (2),
(8) et (5) et qu'on y remplace w par w1, on obtient les formules

(24 C(w).C(s) « C(w) u C(ws)

p ” C(ws) si C(w) « C(w) . C(s)
(3 Clw). Cls) = Clw) u C(ws) si C(w) c CG(w) . C(s).
(51 C(w).C(s).C(s) = C(w) v G(ws).

Lemme 1. — Soient s, ..., sqeS et soit weW. On a
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o2 (iy, ..., tp) décrit Pensemble des suites strictement croissantes d’entiers de linter-
valle (1, q].

On raisonne par récurrence sur ¢, le cas ¢ =0 étant trivial. Si¢> 1, on a
C(sy...50).C(w) « C(sy) . Clsq . . . 54) . C(w). D’apres ’hypothése de récurrence,
G(sz ... 54).C(w) est contenu dans la réunion des G(sy ... s;w), o

2<h < <Jp <y

D’aprés (13), Pensemble C(sy).C(sy,...55,w) est contenu dans la réunion de
Clsys3, - - s5,w) et de G(sy, ... s5,w). Dot le lemme.

2. Un exemple

Soient £ un corps, n un entier > 0, et soit (¢) la base canonique de 7. Soit
G = GL(n, k), soit B le sous-groupe trigonal large supérieur de G (formé
des matrices triangulaires supérieures), et soit N le sous-groupe de G formé
des matrices n’ayant qu’un seul élément non nul dans chaque ligne et dans
chaque colonne. Un élément de N permute les droites ke;; on en déduit un
homomorphisme surjectif N+ &, dont le noyau est le sous-groupe T=Bn N
des matrices diagonales; cela permet d’identifier W = N/T et &,. On désigne
par 55 (1 € j € n—1) Pélément de W correspondant a la transposition de j et
J + 1;soit S Pensemble des s;. Le quadruplet (G, B, N, S) est un systéme de Tits.
En effet:

L’axiome (T1) résulte du cor. 2 de la prop. 14 de Aig., chap. II, 3e éd.,
§ 10, no 13,

L’axiome (T2) est démontré dans Alg., Chap. I, nouv. éd., Rectif. 4 la
p. 97.

L’axiome (T4) est immédiat.

Reste a vérifier (T3), i.e.

s;Bw ¢ BwB u Bs;wB pour 1 €j<n—1,weW
ou, ce qui revient au méme:
s;B <« BB’ v Bs;B/, avec B’ = wBw1

Soit G; le sous-groupe de G formé des éléments laissant fixes les ¢; pour ¢ # j,
J + 1 et laissant stable le plan engendré par ¢; et ¢;,1; ce groupe est isomorphe
a GL(2,k). On vérifie que G,;B = BG;. Comme s;eG;, on a s;BcBGy,
et il suffit de prouver la formule

Gje(BnGy)(B' nGy)u (BnGys;(B' nGy).
Identifions G; & GL(2, £); le groupe B n G; s’identifie au sous-groupe trigo-
nal large supérieur By de GL(2, £); le groupe B’ n G; s’identifie & By lorsque
w(j) < w(j+ 1), et au sous-groupe trigonal large inférieur B; sinon. Dans
le premier cas, la formule & démontrer s’écrit

GL(2, k) = Ba u BasBg ol § = <? é),
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elle résulte par exemple du fait que B est le stabilisateur d’un point dans
Paction de GL(2, &) sur la droite projective P1(k), et opére transitivement sur le
complémentaire de ce point. Dans le second cas, la formule & démontrer
s’ écrit

GL(2, k) = B2Bj u BasBg;

comme By = sBys, elle résulte de la précédente par multiplication 4 droite par s.

3. Décomposition de G en doubles classes

THEOREME 1. — On a G = BWB. L’application w+—— C(w) est une bijection

de W sur Uensemble B\G/B des doubles classes de G suivant B.

I1 est clair que BWB est stable par x — 71, et le lemme 1 montre qu’il
est stable par produit. Comme il contient B et N, il est donc égal a G.

Il nous reste & prouver que C(w) # C(w') si w # w'. Pour cela, nous
démontrerons par récurrence sur 'entier ¢ P’assertion suivante:

(Ag) Etant donnés w et @' distincts dans W tels que Is(w) > Is(w') = ¢,
on a C(w) # G(w').

(Pour la définition de /5(w), voir § 1, n° 1.)

Cette assertion est évidente pour ¢ = 0, car on a alors w’ = 1 et w % 1,
d’ott CG(w') = B et C(w) # B.

Supposons que ¢ = 1 et que w, w’' vérifient les hypothéses de (A,). Il
existe se S tel que sw’' soit de longueur ¢— 1. On a

(6) ls(w) > ls(sw')
d’ot w # sw'. De plus, on a sw # sw'; d’apres la formule (3) du§ I, n°1l,ona
(7) ls(sw) > Is(w) — 1 > Is(sw') = g — L.

Vu Phypothése de récurrence, C(sw’) est distinct de C(w) et de C(sw); de la
formule (2), on déduit

(8) C(sw') n C(s).C(w) = @.

Comme on a par ailleurs C(sw') ¢ C(s).C(w'), on a finalement C(w) # C(w').
Remarque. — L’axiome (T4) n’a pas été utilisé dans la démonstration précé-
dente.

4. Relations avec les systémes de Coxeter

TratorEME 2. — Le couple (W, S) est un systéme de Coxeter. De plus, pour se S et
we W, les relations Clsw) = C(s).C(w) et Is(sw) > [s(w) sont égquivalentes.
Pour tout se S, soit Ps; ensemble des éléments we W tels que

C(s).C(w) = C(sw).
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Nous allons vérifier que les P; satisfont aux conditions (A'), (B') et (C) du
§ 1, n° 7; les deux assertions du théoréme résulteront alors de la prop. 6 du
§ 1, no 7.

La condition (A’) est évidente.

Vérifions (B'). Si P; et sP; avaient un élément commun w, on aurait
weP;s et swe Py d’oi

C(s).C(w) = C(sw), C(s). Clsw) = C(w).

On en déduirait C(s).C(s).C({w) = C(w) et, d’aprés la formule (5), ceci
entrajnerait C(w) = C(sw), en contradiction avec le th. 1.

Vérifions (C). Soient 5, s’ €S et w, w' € W avec v’ = ws’. On fait I’hypo-
thése que w e Ps et w' & Py, d’olt

(9) C(sw) = C(s).C(w)
(10) C(w')  G(s). C(w'

d’apres (3).
De (9) et de la relation w = w's’, on déduit

(11 C(s)w's'B = C(sw).

D’aprés la formule (2'), on a CG(w')C(s") « CG(w') u G(w's"), d’ot immédiate-
ment

(12) C(w')s'B c C(ws') u C(w).
Comme C(w') est réunion de classes & gauche gB et que l'on a
C(s)C(w') = C(s)w'B,

la formule (10) montre que C(s)w' rencontre G(w') et a fortiori que C{s)w's'B
rencontre C(w')s'B. Il résulte alors des formules (11) et (12} que la double
classe C(sw) est égale & I'une des doubles classes C(ws’) et CG(w); comme on a
sw # w, le th. 1 permet de conclure que sw = ws’.

COROLLAIRE 1. — Soient wy, ..., wge W ¢t soit w = w; ... wg. S

ls(w) = ls(wy) + -+ + ls(wy),
on a

C(w) = C(w,) ... C(wy).

En prenant des décompositions réduites des w;, on se ramene au cas d’une
décomposition réduite

W=23 ... 8¢ avec s;e8S.

Siu=1s5...50 0naalorsw = syu et {g(su) > ls(u), d’ott C(w) = C(sy).C(w)
d’aprés le théoréme; la formule cherchée s’en déduit par récurrence sur g.
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CoOROLLAIRE 2. — Soit we W ot soit Ty la partie de W associée & w par le procédé
du lemme 2 du § 1, n° 4. SiteTy, ona

C(t) e C(w) . C(w™1).
Si t e Ty, il existe par définition des éléments ', w" e W et s S tels que
w = w'sw', ls(w) = ls(w") + ls(w") + 1 et b= w'sw'-1,
D’apres le cor. 1, on a

C(w).C(w™1) = C(w').C(s).C(w") . C(w"1) . C(s) . C(w' 1),

Dou:

C(w).C(w1) > C(w').C(s). Gs) . Cw'1).
D’aprés (4), on a C(s) c C(s).C(s). D’ou:

C(w).C(w1) o G(w').C(s) . C(w'~1) o C(t).
COROLLAIRE 3. — Soit we W et soit Hy le sous-groupe de G engendré par
C(w).CG(w1), Alors:

a) Pour toute décomposition réduite (s, ..., sq) de w, on a

C(sj)cHw  pour 1 <j<q.

b) Le groupe Hy contient C(w) et est engendré par C(w).
Démontrons a) par récurrence sur j. Supposons que G(sx) soit contenu
dans H, pour & < j. Soit

b= (sy v0n $5-1)57(81 0o 55-1)7 L

L’élément ¢ appartient & la partie Ty de W définie dans le lemme 2 du § 1,
n® 4. D’aprés le cor. 2, on a C(t) c Hy, d’out C(sy) c Hy.
Comme C(w) = G(s;) ... C(sy), cf. cor. 1, on a C(w) «c Hy, d’ou 5).

Exemple. — Le th. 2, appliqué au systéeme de Tits décrit au n° 2, montre que
le groupe symétrique Sp, muni de Pensemble des transpositions d’éléments
consécutifs, est un groupe de Coxeter.

5. Sous-groupes de G contenant B

Pour toute partie X de S, on note Wy le sous-groupe de W engendré par X
(cf. § 1, n° 8) et Gx la réunion BW4B des doubles classes C(w), we Wy. On a
G, =B, et Gy = G.

THEOREME 3. — a) Pour toute partic X de S, Pensemble Gy est un sous-groupe de G,
engendré par \J C(s).
seX

b) Lapplication X +——> Gy est une bijection de B(S) sur Pensemble des sous-
groupes de G contenant B.
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¢) Soit (Xi)iex une famille de parties de S. Si X = Q Xi,oma Gy = ﬂl Gy,
12 -]

d) Soient X et Y deux parties de S. On a Gx c Gy (resp. Gx = Gy) si et seule-
ment si Pon a Xc¥Y (resp. X =Y).

Il est clair que Gx = (Gx)~1; le lemme 1 du n° 1 montre que Gx.Gx < Gy;
d’ol @), compte tenu du cor. 1 du th, 2.

L’injectivité de X = Gy résulte de celle de X —— Wy (§1, n° 8, th. 2).
Soit d’autre part H un sous-groupe de G contenant B. Soit U Pensemble des
we W tels que C(w) c H. On a H = BUB puisque H est réunion de doubles
classes. Soit X = U n S; montrons que H = Gy. On a évidemment Gy c H.
D’autre part, soit z e U, etsoit (1, ...,8;) une décomposition réduite de u. Le
cor. 3 du th. 2 entraine C(s;) c H, d’olt s;&X pour 1 € j € ¢. On a donc
ue Wy, et comme H est réunion des C(x) pour v« U, on a bien H < Gy, ce
qui acheve de prouver ().

Les assertions ¢) et d) résultent des propriétés analogues des groupes Wy
(§ 1, n° 8, th. 2).

CoROLLAIRE, — L’ensemble S se compose des éléments we W tels que w # 1 et
que Bu G(w) soit un sous-groupe de G.

Les ¢éléments we W tels que B u C(w) soit un sous-groupe de G sont ceux
pour lesquels il existe X cS avec Wy = {1, w{. Si de plus w # 1, on a
nécessairement Card(X) = 1, i.e. weS.

Remarque 1). — Le corollaire ci-dessus montre que S est déterminé par (G, B, N) ;
pour cette raison, on se permet parfois de dire que (G, B, N) est un systéme de
Tits, ou encore que (B, N) est un systéme de Tits dans G.

ProrosiTioN 1. — Soient X une partic de S, et N' un sous-groupe de N dont
Uimage dans W soit égale @ Wx. Alors (Gx, B, N', X) est un systéme de Tits.

On a Gy = BWB = BN'B, ce qui prouve que Gy est engendré par Bu N'.
La vérification des axiomes (T1) & (T4) est alors immédiate.

ProrosiTioN 2. — Soient X, YcS et weW, On a
G’waY = BwaWYB.
Soient s;, ..., sqe X et 1, ..., tge Y. Le lemme 1 montre que l'on a
C(sy vev59).C(w).Ct1 ... tg) c BWywWB,
d’ott
GxwGy c BW;wW,B.
L’inclusion opposée est évidente.

Remarque 2). — Notons G¢\G/Gy ’ensemble des parties de G de la forme G gGy,
g G; définissons de maniére analogue Wx\W/Wy. La proposition précé-
dente montre que la bijection canonique wi— C(w) de W sur B\G/B définit
par passage au quotient une bijection Wx\W/Wy - Gx\G/Gy.
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Prorosrrion 3. — Sovient X e S et g e G. La relation gBg—t < Gx entraine g e G4.

Soit we W tel que g e C(w), Comme B est un sous-groupe de Gy, I’hypo-
thése gBglc Gy entraine G(w).C(w1) c Gy, d’oit C(w) < Gy d’apres le
cor. 3 du th. 2, et g appartient & Gy.

6. Sous-groupes paraboliques

DermvirioN 2. — On dit qu'un sous-groupe de G est parabolique s°il contient un conju-
gué de B. ‘

Il est clair que tout sous-groupe qui contient un sous-groupe parabolique est
parabolique,

ProrosiTioN 4, — Soit P un sous-groupe de G.

a) Pour que P soit parabolique, il faut et il suffit qu’il existe une partie X de S telle
que P soit conjugué de Gx (cf. n® 5 pour la définition de Gy).

b) Soient X, X'cS et g, g'eG tels que P = gGzg71 = g'Gy g1 On a
alors X =X' et gg-1eP,

L’assertion a) résulte du th. 3, b).

Sous les hypothéses de 4), on a

& 1¢'Bg'1gc g71g'Gy g'1g = Gy,

et la prop. 3 montre que g-lg'e Gx. Dot Gy == Gx et X' =X d’apres
le th, 3, 8). Enfin, on a:

get =g.g71¢ g7 e gGxg™,
d’our 4).
Si le sous-groupe parabolique P est conjugué de Gy, avec X c S, on dit que X
est le type de P.

THEOREME 4. — (i) Soient Py et Py deus sous-groupes paraboliques de G dont
Pintersection est parabolique et soit g € G tel que gP1g™2 < Po. Alors g e Py et Py < Pa.

(if) Deux sous-groupes paraboliques distincts domt DPintersection est parabolique
ne sont pas conjugués.

(1ii) Soient Q1 ef Qo deux sous-groupes paraboliques de G contenus dans un
sous-groupe Q de G. Tout ge G tel que gQ 1871 = Qo appartient & Q.

(iv) Tout sous-groupe parabolique est son propre normalisateur (*).

L’assertion (i) résulte des prop. 3 et 4, et entraine (ii). Sous les hypo-
theses de (iii), on a gQ 1671 Q, d’olt g Q d’aprés (i). Enfin (iv) résulte de
(iii) en prenant Q1 =Qz2 = Q.

Prorostrion 5. — Soient Py et Py deux sous-groupes paraboliques de G. Alors
Py n Py contient un conjugué de T.

(*) Si H est un sous-groupe d’un groupe G, le normalisateur de H dans G est le sous-groupe ¥b(H)
formé des éléments g de G tels que gHg~1 = H. On dit que le sous-groupe H’ normalise H si I’'on a
H' c9b(H), auquel cas HH’ = H'H est un sous-groupe de G, dans lequel H est distingué.
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Quitte & transformer P; et Py par un automorphisme intérieur de G, on
peut supposer que Bc P1. Soit ge G tel que gBg~t < Pa. D’aprés le th. 1,
il existe ne N et b, 8’ e B tels que g = bnd’. Comme T est distingué dans N,

on a
Poo gBg™1 = bnBn~1b-15 bnTn-1p~1 = pTh1
et
Pi>B>sTh-1

d’ott la proposition.

7. Théoréme de simplicité

Lemme 2. — Soit H un sous-groupe distingué de G. I existe une partie X de S telle
que BH = Gy et tout élément de X commute & tout élément de S —= X.

Puisque BH est un sous-groupe de G contenant B, il existe une unique partie
X de S telle que BH = G4 (th. 3).

Soient 5; € X et s,e8 — X; soient n; et n, des représentants respectifs
de s5; et s, dans N. On a n;e Gy = BH et il existe be B tel que bn; e H.
Comme H est distingué dans G, Pélément & = nybninz! de G appartient & H.

D’autre part
he C(sy) . C(sy) . G(sq).

Si la longueur de 5,555 est égale & 3, le cor. 1 du th. 2 entraine
C(sz) . C(s1) . Clsz) = Csa5152),

d’olt 2e H n C(s5155). Puisque H n C(so5455) est non vide, on a sp5155 € Wy,
Comme (55, sy, §5) est une décomposition réduite, on en déduit 55X,
contrairement & I’hypothése (§ 1, n° 8, cor. 1 de la prop. 7).

On a donc /5(s95159) < 2; si ls(s153) =1, on a s;55€ S, donc (sys3)2 =1,
5159 == §351. Si l3(s152) = 2 la propriété (E) du § 1, n° 5 entraine alors
$of1 = 5189, car s1 # sa. C.Q.F.D.

Dans le th. 5 ci-dessous interviendra la propriété suivante d’un groupe U:
(R) Pour tout sous-groupe distingué V de U, distinct de U, le groupe des commu-
tateurs (¢f. Alg., chap. I, § 6, n° 8) de U/V est distinct de U[V.
Tout groupe résoluble vérifie (R); en particulier tout groupe commutatif
vérifie (R); il en est de méme de tout groupe simple non commutatif. On
peut montrer que le groupe symétrique &, vérifie (R) pour tout = (cf. exerc. 29).

THEOREME 5. — Soit Z Uintersection des conjugués de B, soit U un sous-groupe de B
et soit Gy le sous-groupe engendré par les conjugués de U dans G. On fait les hypothéses
sutvantes :

(1) U est distingué dans B et B = UT,

(2) U possede la propriété (R).

(8) G est égal a son groupe des commutateurs.

'4) Le systéme de Coxeter (W, S) est irréductible (cf. § 1, n° 9).

Alors tout sous-groupe H de G normalisé par G1 est contenu dans Z ou contient Gy.
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Montrons d’abord que G = G1T. Le groupe GiT contient B, donc est son
propre normalisateur (th. 4); comme N normalise Gy et T, il normalise
aussi G1T, d’ott N e G;T; puisque G est engendré par B et N, on a bien
G = G,T.

Posons maintenant

G' = G:H, B =BnG/, N' =NnG/,
T=TnG =BnN et W' = N'/T".

On a G = G'T puisque G’ contient G, d’ott N = N'T. L’injection de N’
dans N définit donc, par passage aux quotients, un isomorphisme o« : W' — W,
Soit 8’ = «~1(S).

Montrons que (G'y B’y N', S') est un systéme de Tits. Comme G = BNB et
B =TU = UT, on a G = UNU et, puisque U est un sous-groupe de G’,
on en déduit G’ = UN'U, d’ou (T1) puisque UcB’. L’axiome (T2) est
satisfait puisque « est un isomorphisme. Soit we W et soit @' == a~1(w) 'élé-
ment correspondant de W'. On a

BwB = BwB’ = Bw'B/, puisque B = B'T.

On en conclut que G’ n BwB = B'w'B’, ou encore que l'injection de G’ dans G
définit par passage aux quotients une bijection de B'\G'/B’ sur B\G/B.
L’axiome (T3) est alors immédiat. L’axiome (T4) résulte de B = B'T.

Le sous-groupe H est distingué dans G'. D’apres le lemme 2 appliqué a
(G',B',N’,8"), il existe une partie X' de 8’ telle que B'H = G%' et tout élément
de 8’ = X' commute a tout élément de X'. Vu ’hypotheése (4), deux cas seule-
ment sont possibles:

a) X' =¢g, i.e. BH=DB, et HcB'cB. Si geG, on a g=gyt, avec
g1 Gy, teT et H c g;Bg7! puisque G; normalise H. D’olt H ¢ gBg~!; comme
Z est Pintersection des gBg™1l, on a HcZ.

b X' =18, ie. BH = G'; comme G =G'T, on a

G = B'HT = HB'T = HB.

Comme B normalise U, tout conjugué de U est de la forme AUA™L, avec ke H.
Un tel sous-groupe est contenu dans le groupe UH, d’ott G; < UH, par défi-
nition de Gi. On a alors les isomorphismes

U/(UnH) ~ UH/H = G;H/H ~ G1/(G1 n H).

D’apres I'hypothese (3), G1/(G1n H) est égal a son groupe des commutateurs.
L’hypothése (2) montre alors que le groupe U/(UnH), isomorphe &
G1/(G1n H), est réduit & élément neutre. D’ot GinH = G; et GicH,
ce qui achéve la démonstration.

COROLLAIRE, — Sous les hypothéses du th. 5, le groupe Gif/(GinZ) est simple
non commutatif, ou véduit & I'élément neutre.
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Le th. 5 montre que G1/(G1n Z) est simple ou réduit 4 I’élément neutre;
d’autre part I'hypothese (3) entraine qu’il est égal & son groupe des commu-
tateurs; d’ou le corollaire.

Remarques. — 1) Les hypothéses (2), (3), (4) n’ont pas été utilisées pour démon-
trer que (G’, B/, N’, 8') est un systéme de Tits.

2) Supposons que Zn U = {1}. Comme Z et U sont distingués dans B,
il en résulte que tout élément de Z commute a tout élément de U, donc a tout
élément de Gy. Vu le corollaire ci-dessus, il s’ensuit que G n Z est le centre de Gy.

3) L’hypothése (3) est entrainée par la condition suivante:

(3") U est engendré par les commutateurs b=1u=tbu, avec ne U ¢t beBn Gy.
Exemples. — 1) Soient £ un corps, n un entier > 0, G = GL(#, k), et soit
(G, B, N, S) le systeme de Tits décrit au n° 2. Soit U le groupe trigonal strict
supérieur, i.e. le sous-groupe de B formé des matrices dont les éléments dia-
gonaux sont égaux a 1. La condition (1) du th, 5 se vérifie immédiatement;
il en est de méme de (2) puisque U est résoluble; la condition (4) est
vérifiée si n > 2. On peut prouver (cf. Alg., Chap. II, 3¢ éd., § 10,
exerc. 13) que (3) est vérifie si » > 3 ou si n =2 et Card(k) > 4. Sous
ces conditions, on en conclut que G1/(Gi1nZ) est simple et que GinZ est
le centre de Gy (cf. Remarque 2).

Lorsque k£ est commutatif, on a Gy = SL(n,k), cf. Alg., Chap. III, 3¢ éd.,
§ 8, no9,

*2) Soit g une algebre de Lie simple sur C, et soit G le groupe adjoint de g
(cf. chap. III). On peut montrer, en utilisant le théoréme 5, que G est simple
non abélien. ,



ANNEXE

GRAPHES

1. Définitions

DeérmviTion 1. — On appelle graphe combinatoire (ou simplement graphe,
lorsqu’aucune confusion n’en résulte) un couple I' = (A, S), o S est un ensemble,
et A une partie de P(S) formée d’ensembles & deux éléments.

Soit I' = (A, S) un graphe. Les éléments de A s’appellent les arétes et ceux
de S les sommets de I'; on dit que deux sommets x, y sont liés si {x, y} est une
aréte. Un sommet est dit terminal s’il est lié & un sommet au plus, et point de
ramification $’il est 1ié & trois sommets au moins,

Conformément aux définitions générales (Ens. R, § 8), un isomorphisme du
graphe I' sur un graphe I = (A’, §') est une bijection f de S sur S’ qui trans-
forme A en A’. Un graphe I'' = (A', §') est appelé un sous-graphe de T si
Pona S'eS et A'cA; on dit que IV est un sous-graphe plein de I' si 'on a
S'eSet A = AnB(S); il est clair que toute partie de S est I'ensemble des
sommets d’un sous-graphe plein de I' et d’un seul.

Pour faciliter la lecture des raisonnements, on représentera un graphe par
un dessin composé de points correspondants aux sommets, deux points étant
joints par un trait si et seulement si les sommets qu’ils représentent sont liés
dans le graphe. Par exemple, la figure

[CE—Y <

od
Q
a b 0\03

représente un graphe dont les sommets sont a, b, ¢, d, ¢ et les arétes {a, b},
{b, ¢}, {c, d} et {c, e}.

2. Composantes connexes d’un graphe

Soit I' = (A, S) un graphe. Si g et b sont deux sommets, on appelle chemin joi-
gnant ¢ & b toute suite (xg, ..., ¥z) de sommets de I', avec xy = a, x, = b,
les sommets x; et xy+1 étant liés pour 0 < i < n; Pentier n > 0 est la longueur
du chemin considéré. On dit que le chemin (xg, ..., x,) est injectif si 'on a
x; # x5 pour ¢ # j; si un chemin (xg, ..., #,) joignant ¢ 2  est de longueur
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minimale dans ’ensemble de ces chemins, il est nécessairement injectif : sinon,
il existerait 7 et j avec 0 € i < j < 7 et x; = x; et la suite

(xo, vy XisXjbly -0y xn)

serait un chemin de longueur < n joignant a a 5.

La relation « il existe un chemin joignant 4 4 5 » entre deux sommets a et
b de T' est une relation d’équivalence R dans I’ensemble S des sommets. Les
classes d’équivalence pour R s’appellent les composantes connexes de I'; on dit
que I' est connexe §’il existe dans S au plus une composante connexe, c’est-a-dire
si deux sommets quelconques de I' peuvent étre joints par au moins un chemin.

ProposiTioN 1. — Soient I' = (A, S) un graphe et (S.)yer la famille de ses compo-
santes connexes. On note Ty le sous-graphe plein de I ayant S, pour ensemble de sommets,

(1) Pour tout o dans L, le graphe Ty est connexe.

(i) 8t I = (A', S') est un sous-graphe connexe de T, il existe o dans L tel
que S’ c S,

(iii) Pour « # B, aucun élément de S, nest lié dans I' a un élément de Sg (autre-
ment dit, toute aréte de I' est une aréte de I'un des I',).

(iv) Soit (S;), ey une partition de S telle que pour A # p aucun élément de S,
ne soit lié dans T @ un élément de Sy, ; alors chacun des ensembles S, est réunion de compo-
santes connexes de T,

(i) Soient « dans L, et 4,  dans S,. Il existe donc un chemin ¢ = (%, . . ., x»)
joignant a & b dans I'; pour tout ¢ tel que 0 <i<#, le chemin (x,, ..., %) joint
a a x; dans I, d’ol1 43 € S, ; finalement, ¢ est un chemin dans T', joignant ¢ & 5.
Par suite, I', est connexe.

(ii) Soient IV = (A’, §) un sous-graphe connexe non vide de I', ¢ un
élément de S, S, la composante connexe de I' contenant a. Pour tout 5
dans §', il existe un chemin ¢ joignant a a4 b dans IV, et a fortiori dans T. Par
suite, on a S’ c S,

(iii) Etant donnés « et { distincts dans L, et des sommets ae S, et be Sg,
il n’existe aucun chemin joignant ¢ a b, et en particulier aucune aréte ne joint
a a b.

(iv) Soient ¢ dans §;, et S, la composante connexe de I' contenant a;
pour tout & dans S,, il existe un chemin (x, ..., x,) joignant a & b dans I'. Si
¢ est un entier tel que 0<i<n et x;e8;, on a x;.1e€ S, puisque x; est lié &
x4+1; par récurrence, on a donc x;e S, pour 0 < ¢ < n et en particulier b = x,
est dans S;. On a donc S, cS;.

CoRrOLLAIRE 1. — Pour que le graphe U'=(A, S) soit connexe, il faut et il suffit gu’1l
n'existe aucune partition (S', S8") de S en deux ensembles non vides telle qu’aucun élément
de S' ne soit lié dans T' & un élément de S".

Supposons I' non connexe et soit 8’ une de ses composantes connexes;
Pensemble S” = S == S’ est non vide d’aprés la prop. 1, (i) et aucun élément
de S’ n’est 1ié dans T’ & un élément de S” d’apres la prop. 1, (iii).
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Supposons I' connexe et soit (S', §”) une partition ayant la propriété de
I’énoncé. D’apres la prop.l,(iv), 'ensemble S’ contient au moins une
composante connexe, d’oit §' = S et §” = ¢, ce qui est contradictoire.

COROLLAIRE 2. — Pour qu’une partie S’ de S soit réunion de composantes connexes,
il faut et il suffit qu’aucun sommet appartenant 4 S’ ne soit lié & un sommet appartenant
a8 =8

La condition est suffisante d’aprés la prop. 1, (iv). Elle est nécessaire
d’apres la prop. 1, (iii).

3. Foréts et arbres

Soit I' = (A, S) un graphe. On appelle circust dans I' toute suite
(%1, v s %n)

de sommets distincts de I', avec n = 3, x4 lié & 2441 pour 1 €7 < n et x, lié 2
x1. On dit que I' est une forét §’il n’existe aucun circuit dans I'; tout sous-
graphe de I' est alors une forét., Une forét connexe s’appelle un arbre; les
composantes connexes d’une forét sont donc des arbres.

ProrosiTioN 2. — Soit T' = (A, S) une forét n’ayant gu’un nombre fini de sommets,

(1) 8t ' posséde au moins un sommet, il admet un sommet terminal.

(ii) St I' posséde au moins deux sommets, il existe une partition (S', S") de len-
semble des sommets en deux parties non vides telle que deux sommets distincts apparte-
nant tous deux ¢ S' ou fous deux & S" ne soient jamais liés.

Supposons qu’il existe au moins un sommet dans I', et soit (xg, ..., ¥s)
un chemin injectif de longueur maximale dans I'. Le sommet x; ne peut étre
lié & un sommet y distinct de xg,%1, . . ., ¥ sinon il existerait dans I' un chemin
injectif de longueur n 4 1, & savoir (3, g, ..., X»). Le sommet x; n’est lié
4 aucun sommet x; avec 2 < ¢ < n, sinon (xg, X1, - . ., x;) serait un circuit dans
la forét I'. Donc x4 est terminal.

On démontrera (ii) par récurrence sur le nombre m de sommets de T,
le cas m = 2 étant trivial. Supposons donc m > 3 et Passertion (ii) prouvée
pour les graphes & m — 1 sommets. Soit ¢ un sommet terminal de I" (cf. (i)).
Appliquons ’hypothése de récurrence au sous-graphe plein de I' ayant pour
sommets les sommets x # a de I'; il existe donc deux parties non vides et dis-
jointes Sj et S de S avec SjuSi =S8 — {a}, telles que deux sommets dis-
tincts de S; (resp. S1) ne soient jamais liés. Comme a est lié & un sommet
au plus de I, on peut supposer par exemple qu’il n’est lié 2 aucun sommet de

1; la partition (8, Sju {a}) de S répond alors & la question. GC.Q.F.D.

Pour tout entier n > 1, on note A, le graphe dont les sommets sont les

entiers 1, 2, ..., n et les arétes les parties {s, j} avec i —j==+1:
1 2 3 n—1 n

o Qe Qe et s oot e O O
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On dit qu’un graphe I' est une chafne de longueur m > 0 §’il est isomorphe a
Asms1; ceci équivaut a Pexistence dans I' d’un chemin injectif (xg, ..., xm)
contenant tous les sommets, les sommets x; et x; n’étant pas liés lorsque | j—z| > 1.

ProrostTioN 3. — Pour gu’un graphe soit une chatne, il faut et il suffit que le nombre

de ses sommets soit fini et non nul, et qu’il sott un arbre sans point de ramification.
Supposons que le graphe I soit une chaine (xg, . . ., #n) avec les propriétés

énumérées avant I’énoncé de la prop. 3. Il est clair qu’un sommet de I' est

lié a deux sommets au plus. Pour ¢ < j, le chemin (x;, ..., ;) extrait du
chemin (%, ..., %x) joint x; & x;; donc I' est connexe. Enfin, soit (xp,, ..., %p,)
un circuit dans I'; soit p; le plus petit parmi les entiers distincts p, ..., pn. Il

existe ¢ et j distincts tels que xp, soit 1i€ a xp, et xp,: cela résulte de la
définition d’un circuit. Comme on a pp < p; et pi < p;, on a nécessairement
pi = p; = pr + 1, ce qui est contradictoire puisque p1, ..., pn sont distincts.
Il n’y a donc aucun circuit dans T

Réciproquement, soit I un arbre sans point de ramification, 4 un nombre
fini non nul de sommets, et soit (%;, ..., #n) un chemin injectif de longueur
maximale dans I'. Notons T I’ensemble des sommets autres que xg, ..., &m.
Un sommet b e T ne peut étre lié & un sommet x;; il y a en effet trois possi-
bilités :

a) ¢ = 0, mais alors (b, xg, ..., %) serait un chemin injectif de longueur
m + 1 dans I';

b) i ==m, mais alors (¥, ..., ¥m, b) serait un chemin injectif de longueur
m -+ 1 dans T';

¢) 0 < i < m, mais alors x; serait lié aux trois sommets distincts x;_1, %41
et b.

Comme I est connexe, T est vide d’aprésle cor, 1 de la prop. 1. Par ailleurs,
s’il existait ¢, j tels que j— ¢ > 1 et que #;, x5 soient liés, on aurait un circuit
(%5 X441, - . ., %;) dans I. Donc I' est une chaine. C.Q.F.D.



Exercices

§1

1) a) Soit (W, S) un systtme de Coxeter et soient sy, ..., sr des éléments de S. Posons
w =5, ...5 Montrer que si lg(w) < r, il existe deux entiers p et g avec 1 < p < ¢ <7 tels
que w=5;...5p.15p+1. . . Sg—15¢+1 . . . 5r. Montrer qu’il existe une suite strictement croissante
J(1), ..., j(k) d’entiers compris entre 1 et 7 telle que (syqy, - . ., Six) S0it une décomposition
réduite de w.

b) Soient (W, S) un systéme de Coxeter et X, Y, Z trois parties de S. Montrer que

Wy n (Wy . Wy) = (WxnWy). (WxnW,)
(montrer que tout élément we Wy. W, posstde une décomposition réduite
(Sl, ceesShybys ey tx)

telle que s; € Y et ;& Z et utiliser le cor. 1 de la prop. 7 du n° 8).
Montrer que

Wy. (Wy n W) = (W W) n (W . Wy).

2) Soient (W, 8) un systéme de Coxeter et X une partie de S. Montrer que pour que Wy
soit distingué dans W, il faut et il suffit que tout élément de X commute avec tout élément
de S —X.

3) Soient (W, S) un systéme de Coxeter et X, Y deux parties de S. Soit a € W. Montrer qu’il
existe un élément w & WyaWy de longueur minimum et un seul et que tout élément

.
w' e WyaWy

s'écrit sous la forme w’ = xwy, avec x € Wy, ye Wy et [(w’) = I(x) +I(w) + {(») (on prendra
un élément de longueur minimum dans WyaWy et on utilisera ’exerc. 1), On dit qu’un élé-
ment we W est (X, Y)-réduit si c’est I'élément de longueur minimum dans la double classe
W wWy.

xMon‘trer que si w est (X, @)-réduit, on a [(xw) = [(x) + [(w) pour tout ¥ € Wy et que tout
élément de W s’écrit d’une maniére et d’une seule sous la forme xw, ot x &€ Wy et w est (X, &)-
réduit. Montrer qu’un élément w e W est (X, &)-réduit si et seulement si ’on a I(xw) > [(w)
pour tout x e X (écrire w sous la forme yw’, ol ye Wy et w' est (X, @)-réduit).

Montrer que pour que we W soit (X,Y)-réduit, il faut et il suffit que w soit 4 la fois

(X, )-réduit et (@,Y)-réduit.

4) Soit n un entier > 2. Pour tout entier favec 1 < i < n — 1, on note ; la transposition de ¢
eti + 1danslensemble {1,2, ..., n}, et H; ’ensemble des w e S, tels que w~1(i) <w1(i1);
on pose 8 = {5y, ..., Sn_1}. Montrer que (S, S) est un systéme de Coxeter et que Hy est
I’ensemble des w & &, tels que [(w) < I(siw) (utiliser la prop. 6 du n° 7).

€ 5) Soient X un ensemble non vide et W un ensemble de permutations de X. On suppose
donnés un ensemble £ de relations d’équivalence dans X, un élément x, € X et une application
©: Hi—> sy de £ dans W. On note o ’ensemble des H € £ tels que sy (%) =x, mod. H’ pour
tout H' # H dans &, et Sg ’ensemble des sy pour H dans £o. On fait les hypothéses suivantes :

(1) Pour tout He %, il y a deux classes d’équivalence modulo H qui sont permutées par
sy et Pon a s = 1.
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(ii) Pour tout He & et tout we W, la relation d’équivalence w(H) transformée de H
par w appartient 4 £ et Pon a s,y = wsgw™L

(ili) Pour tout w # 1 dans W, Pensemble des Hed tels que w(x,) == x, mod. H est
fini et rencontre %o.

a) Prouver que (W, So) est un systeéme de Coxeter (utiliser la prop. 6 du n° 7).

&) Prouver que la longueur /g (w) est égale au nombre d’éléments He £ tels que

w(#x,y) = xo mod, H.

¢) Soient E un ensemble fini et X I’ensemble des relations d’ordre total sur E. On note W le
groupe des permutations de E, agissant de maniére évidente sur X. Soient i et j distincts dans
E; on dit que deux éléments R et R’ de X sont équivalents mod. Hy; si on a 4 la fois R(3, )
et R’(7,7) ou bien R(j, i) et R’(4, 7); on note sy la transposition de 7 et j. Soient £ Pensemble des
relations d’équivalence de la forme Hy; et @ ’application de & dans W définie par o(Hij) = s515;
enfin soit x, un élément quelconque de X. Montrer que ces données satisfont aux hypothéses
(i) a (ili), et retrouver les résultats de ’exerc. 4.

6) Soient E un ensemble & 6 éléments et F ’ensemble des structures de droite projective par
rapport au corps Fs sur E. On note &y, le groupe des permutations de E; pour touts e Sy,
on note g la permutation de F déduite de ¢ par transport de structure. Montrer qu’il existe
une bijection « de E sur F, et que P’application ¢ —— u~1Gu est un automorphisme non inté-
rieur de & (si s est une transposition, ¥~15u a trois orbites & deux éléments).

7) Construire un groupe W et deux parties S et S” de W telles que (W, S) et (W, §') soient des
syst¢tmes de Coxeter isomorphes, mais qu’il n'existe aucun automorphisme intérieur de W
transformant S en S’ (utiliser ’exerc. 4 et Pexerc. 6).

8) Construire un groupe W et deux parties S et S’ de W telles que (W, S) et (W, §8’) soient
des systémes de Coxeter non isomorphes, I'un d’eux étant irréductible et ’autre ne I’étant pas
(prendre pour W un groupe diédral d’ordre 12 engendré par {s, s’} ol 5 et s’ sont d’ordre 2 et
s# s, etposer S = {5, 5} et 8" = {(s5)3, s", s"(s5")2}.

9) Soit (W, S) un systtme de Coxeter de matrice (m(s, s”)), et soit W+ le sous-groupe de W
formé des éléments de longueur paire. Soit 5, S. Posons g. = ss5,. Montrer que la famille
(8s)ses—is,} et les relations grm(e ) = 1 pour m(s,s)) # © et (gagail)™® ) =1 pour
5,5’ @8 =={s5,} et m(s, s") # oo, forment une présentation de W+, (Soit H+ le groupe défini par
la présentation ci-dessus. Montrer qu’il existe un automorphisme « de H+*, de carré I'identité,
qui transforme g5 en g7! pour tout s € S — {5,}. Si H est le produit semi-direct de {I, — 1} et
de H, relatif 4 «, définir des homomorphismes H, — W et W — H,, inverses I'un de ’autre.)
Montrer que si les éléments de S sont conjugués (cf. prop. 3), le groupe W+ est le groupe des
commulateurs de W (remarquer que les éléments gs sont alors des commutateurs).

10) Soit 2 le groupe alterné d’ordre n, formé des permutations w e €, de signature égale a 1.
Montrer que 9, est le groupe des commutateurs de &, (utiliser les exerc. 4 et 9). Pour tout
entier avec 1 < ¢ < n — 2, posons u; = 515541 (avec les notations de 1'exerc. 4). Montrer que
la famille (u4) et les relations uf = 1, u? = 1 pour i > 2, (wuy+1)3 = lpour 1 < i< n—3
etuuy = ygypour ] < i < n—4eti+ 2 €j<n— 2, forment une présentation du groupe
WApn (utiliser exerc. 9),

*11) Soit (W, S) un systéme de Coxeter. Soit [, le graphe dont Iensemble des sommets est
S, deux sommets s, s” étant joints par une aréte si et seulement si m(s, s") # co. Soient S,
les composantes connexes de ['.,. Montrer que W peut étre identifié au produit libre des Wy .
En particulier, tout w & W s’écrit de fagon unique comme un produit wi ... ws, wi # 1, w;
appartenant 4 un Ws“i: et oy # ou+1 pour 1 < i < A — 1; montrer que la longueur de w est

la somme des longueurs des wy. ,.
12) Soit (W, S) un systéme de Coxeter tel que m(s, s*) soit pair pour s # s’ et soit X une partie

de S, Montrer qu'il existe un homomorphisme fy et un seul de W sur Wy tel que f(s) = s
pours e X et fy(s) = 1 pours € S — X, En déduire que W est produit semi-direct de Wy et du
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noyau de fx. Montrer que si X ¢ Y 8, il existe un homomorphisme f¢ y de Wy sur Wy etun
seul tel que fy = fy y o fy et que W s’identifie & un sous-groupe du systéme projectif ainsi obtenu
des Wy pour X décrivant Pensemble filtrant des parties finies de S.

(] 13) Soit (W, 8) un systéme de Coxeter. Pour s, s" € S, on définit la suite a(s, s") par les régles
suivantes :
(i) si ss” est d’ordre infini, a(s, s) est la suite vide;
(ii) si ss’ est d’ordre fini m la suite a(s,s”) est de longueur m et ses éléments de rang pair
(resp. impair) sont égaux a s’ (resp. s).

On note afs, s*) le produit de la suite a(s, s').
a) Montrer que ’ensemble générateur S et les relations s2=1 et a(s, s’) = a(s’, s) forment
une présentation du groupe W,
b) Soit ¢ un entier = 1. Soit £, Pensemble des suites de g éléments de S et et soit Rq la plus
petite relation d’'équivalence dans Z, pour laquelle les suites de la forme (A, a(s, 5), B) et
(A, a(s’, 5), B) (ot s, s’ &S et oit A et B sont des suites d’éléments de S) sont équivalentes. Soit
2.7 Pensemble des suites s = (51, ..., 5¢) telles que w(s) = s1. .. 5¢ soit de longueur g. Mcntrer
que les suites 5, 8’ & X7 sont équivalentes modulo Ry si et seulement si Pon a w(s) = w(s’)
(raisonner par récurrence sur ¢ et appliquer la prop. 5 du n° 5.)
¢) Montrer que, pour qu’une suite s € X4 n’appartienne pas a 27, il faut et il suffit que » soit
équivalente modulo R & une suite ayant deux termes consécutifs égaux. (On raisonnera par
récurrence sur ¢ et on se rameénera  étudier le cas d’une suite (51, ..., sq) n’appartenant pas
a X7 mais telle que (s;, ..., 5¢-1) €t (55, ..., Sg) appartiennent a XJ_1; en utilisant I'exerc. 1,
on montrera que §; ... Sg-1 = Sy ... §¢ et on appliquera b5).)

*14) Soit (W, S) un systéme de Coxeter et soit (I', f) son graphe de Coxeter. Soit £ un entier
> 3;si a est une aréte de I, posons fi(a) = f(a) si fla) # © et fu(a) = & si fla) = co. Soit
(Wk, S) un systéme de Coxeter de graphe de Coxeter égal a (I', fx) (chap. V, § 4, n° 3, cor.
de la prop. 4). Montrer qu’il existe un homomorphisme ¢ et un seul de W sur Wy induisant
Pidentité sur S. Montrer que si £ divise &, il existe un homomorphisme et un seul ¢,z de
W sur Wy tel que @r = @k, o @r. Montrer que ’homomorphisme (px) de W dans la
limite projective des Wy est injectif (utiliser ’exerc. 13 ¢)), mais en général non surjectif,
(par exemple, dans le cas d’un groupe diédral infini).

15) (*) Soient A un ensemble et (§ une partie de P(A). Les éléments de (§ seront appelés les
chambres de A et une partie F d’une chambre C est appelée une facette, la codimension de F dans C
étant le cardinal de G — F. On dit que F est une cloison de C si F est de codimension 1 dans C.
Deux chambres C et C’ sont dites mitoyennes si elles ont une cloison F commune : on a alors
C = G’ ouF = Cn €. Une galerie de longueur n est une suite [ = (Co, Cy, ..., Cp) den + 1
chambres telle que C; et Ci+1 soient mitoyennes pour 0 < ¢ < 7 — 1. On dit que Co et C,
sont les extrémités de I'. La galerie I" est dite injective si C; # Cyprpour 0 < i << n— 1 etest
dite minimale s’il n’existe pas de galerie ayant mémes extrémités et de longueur < n.

On dit que A (muni de §) est un immeuble si tout élément de A appartient 4 au moins une
chambre et si deux chambres quelconques sont les extrémités d’une galerie. On appelle alors
distance de deux chambres C et C’ la longueur d(C, ) d’une galerie minimale d’extrémités
Cet C.

Un sous-immeuble d’un immeuble A est une partie D de A telle que D muni de & n (D)
soit un immeuble.

a) Montrer que si A est un immeuble, une facette a la méme codimension dans toute chambre
la contenant, ce qui permet de parler de la codimension d’une facette et d’une cloison de A
sans référence 4 une chambre particuliére. Un morphisme d’un immeuble B dans A est une appli-
cation f de B dans A telle que la restriction de f 4 toute chambre C de B soit une bijection de C
sur une chambre f(C) de A. Montrer que I’image par f d’une facette de B est une facette de
méme codimension.

(*) Les exercices 15 & 24, ainsi que les exercices 3 4 17 du § 2, en grande partie inédits, nous ont été
communiqués par J. Tits,
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b) On dit qu’un immeuble est un appartement si toute cloison est contenue dans exactement
deux chambres. Montrer que si A est un appartement, tout automorphisme de A (i.e. toute
permutation de A conservant () laissant fixes tous les points d’une chambre est 1'identité.
Plus généralement, soit ¢ un endomorphisme de A et soit C une chambre de A telle que
¢(a) = a pour tout ae G; soit (G, Cy, ..., Cs) une galerie de A. Montrer que, ou bien la
galerie (C, ¢(Cy1), ..., 9(Cn})) n’est pas injective, ou bien on a ¢(a) = a pour tout a apparte-
nant 4 la réunion des C;.

16) Soit (W, S) un systéme de Coxeter, Pour s € S, on désigne par W(® le sous-groupe Ws_ 4
de W, par A Pensemble des parties de W de la forme wW( pour we W et s S, et par §
Pensemble des parties de A de la forme Cy = {wW®|se 8} pour we W, qu’on appelle
chambres de A (exerc. 15).

a) Montrer que Papplication w —— Cy est une bijection de W sur @.

b) Montrer que pour que deux chambres distinctes C,, et Gy soient mitoyennes, il faut et il suffit
qu’il existe s € S tel que w’ = ws. En déduire que A (muni de §) est un appartement (exerc. 15),
qu’on appelle ’appartement de (W, S). Montrer que la longueur d’une galerie minimale
d’extrémités Cy et Cyr est égale & [g(wtw’).

¢) Soit ¥ I’ensemble des facettes de A et soit F e §. Montrer qu’il existe une partie X et une
seule de S et un élément w e W tels que wWy = n i. On dit alors que F est de {ype X. Montrer

teF
que F est de codimension égale au cardinal de X. Montrer que l’application j:
Fl—s n i est une bijection strictement décroissante (pour Pinclusion) de § sur 'ensemble des

1€F
parties de W de la forme wWy pour we W et X < S. Montrer que toute facette de type X
contient une facette de type Y et une seule pour tout Y tel que X cY cS.

d) On fait opérer W sur A gréice aux translations & gauche et on pose C = C.. Montrer que
W opere de maniére simplement transitive sur § (*). Soient Ci, ..., C, des chambres de A.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) la suite I' = (Co = C, Ci, ..., Ca) est une galerie injective;

(i1) il existe une suite § = (5, ..., 5») d’éléments de S telle que C; = #;(C;.1) pour
1 €7 < n, o ¢ est Pélément de D (s) défini au n° 4, formule (11).

Montrer que si ces conditions sont satisfaites, la suite § est unique et que Cp = s, ... $2(C).
Montrer que la galerie I' est minimale si et seulement si la suite s(I') = s est une décomposi-
tion réduite de w = 5y ... $n.

¢) Soit T la réunion des conjugués de S. Pour t e T, on désigne par L; et on appelle mur
défini par ¢t 'ensemble des points de A invariants par &. Montrer que L; est réunion de cloisons
et que, pour qu’une cloison F soit contenue dans Ly, il faut et il suffit que j(F) soit de la forme
wW avec ¢t = wsw~. En déduire que, pour toute cloison F, il existe un élément t=#(F) e T
et un seul tel que F e L; : on dit que Ly est le support de F.

Montrer que si w(L;) = L; (pour weW), ona w=1ou w=1=1

f) Soient w’, w” € W. Posons C’ = &'(C), C" = w”"(C) etsoitI' = (Co=C", Cy,...,Cpr = C)
une galerie injective d’extrémités C’ et C”. Soit ¢; ’élément de T définissant le mur support de
la cloison G; n Cy_1 (pour 1 € j € n). Montrer que la suite W(T') = (w'~;w")1 < ;< coincide
avec la suite @(s(w'~1(I"))). Pour ¢t T, soit n(I', ¢) le nombre de fois que w'~1tw’ intervient
dans ¥'(T"). Déduire du lemme 1 du n° 4 que le nombre (— 1)»™ 9 ne dépend que de C’ et C”
et non de I' : on le notera v(C¥, C”, t). Montrer que la relation n(C’, C*, f) = 1 est une rela-
tion d’équivalence entre C’ et C”, admettant deux classes d’équivalences permutées par ¢.
On désignera par §+(¢) celle de ces deux classes qui contient C et par @~(¢) l'autre.

Montrer que, pour we W et s €S, la chambre w(C) appartient 4 §*(s) si et seulement si
I(sw) > l(w).

(*) Soient H un groupe et E un ensemble ot opére H. On dit que H opére de maniére simplement tran-
sitive sur E si ’application & l——s- i.x est une bijection de H sur E pour tout x& E; on dit encore que
E est un ensemble homogéne principal sous H.
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g) Soit A+(t) (resp. A—(¢)) la réunion des chambres appartenant & §*(¢) (resp. €—(¢)) (pour
¢t e T). Montrer que A*(¢t) n A=(¢) = L;. (Pour montrer que A*(¢t) n A~(¢) c L;, on se raménera
au cas teS. Si ae At(f) n A=(t), on posera a = wW®), avec se S et w étant (@, S=—{s})-
réduit (exerc. 3). 8i w(C) e G-(¢), on a [(tw) < l(w) et w=1ts,...5gavecs;eSetl(w)=qg+ I.
Comme a e A~(2), il existe x &€ W® tel que wx(C) e §+(¢); on a alors

Wwx) = 1 + l(wx) = 1 + Hw) + U{x);

mais {wx = 5, ... 5%, d’olt une contradiction. On a donc w(C) e §+(¢) et [(tw) = 1 + {(w);
si x & W est tel que [{twx) < I(wx), on déduit de 'exerc. 1 que ftwx = wx’ avec x" & W9,
d’oli ta = a et ae L;.)

Les sous-ensembles A+(¢t) et A-(t) seront appelés les moitiés de A déterminées par le mur
L:. On dira que deux points de A sont du méme c6té (resp. strictement de part et d’autre)
de L; §’ils appartiennent (resp. n’appartiennent pas tous deux) a ’'une de ces moitiés. Toute
facette est contenue dans 'une des moitiés déterminées par L;. Si deux facettes sont contenues
dans des moitiés différentes, on dira qu’elles sont de part et d’autre de L;, ou encore que L;
les sépare.

#) Soit we W. Montrer que /(w) est égal au nombre de murs séparant les chambres C et
w(C).

i) Montrer que I'application ¢ qui 4 la moitié A+(t) (resp. A—(t)) fait correspondre le couple
(1, t) (resp. {—1, t)) est une bijection de I'ensemble P des moitiés de A sur l’ensemble
R = {lI, =1} X T (cf. n° 4). Reprenons les notations du lemme 1 du n° 4 : montrer que
e(w(M)) = Un(p(M)) quels que soient we W et M e .

17) On garde les notations de 'exerc. 16 et on suppose W fini. Soit £ 'ensemble des murs de
A. A tout H € ), on associe la moitié H* de A déterminée par H et contenant C. Montrer
qu’on peut numéroter les éléments de H de telle sorte que Papplication j l——> n H} soit
i<y
strictement décroissante sur 'intervalle [ 1, Card (%) ] (Considérer la famille ¥ des intersections
d’ensembles H+ ordonnée par inclusion et considérer une suite (Fo, . . ., Fy) strictement décrois-
sante de longueur maximale d’éléments de §§; pour tout He 4, il existe un i telque Ht* > Fy
pourj = i et HtdF;_; : montrer que F; = H¥nF;_;.)

18) Soit A un appartement (exerc. 15). On appelle pliage de A un endomorphisme = de A
tel que 2 = 7 et que toute chambre de A soit image par  de 0 ou 2 chambres.

a) Soient 7w un pliage de A et C une chambre de A telle que 7(C)=C. Pour toute chambre C’
mitoyenne de C, on a, ou bien n(C’) = C’ ou bien =(C’}) = C; si aeC, on a n(a) = a. Soit
(Co = G, Cy, ..., Cp) une galerie : montrer que, ou bien ©(C;) = C; pour tout i, ou bien
(Co, (C1), ..., ®(Cxs)) n’est pas minimale (et méme a deux chambres consécutives égales).
En déduire que toute galerie minimale d’extrémités invariantes par 7 est invariante par .
Si (C = Gy, Cy, ..., Cu) est une galerie minimale et si w(Cn) # Ca, il existe un indice ¢
avec 0 < i < n tel que =(C;) = Cypour 0 € j < ietn(Cy) # Cypouri <j<n.

b) Soient C; et Cp deux chambres mitoyennes distinctes et 7, =’ deux pliages de A. On suppose
que 1t(Cs) = C; et #'(C1) = Cs. Soit C une chambre; considérons les trois conditions sui-
vantes :

(n n(C) = C;
(2) d(C,Cy) < d(C, Ca);
(3 7n’(C) # C.

Montrer que (1) = (2) =3~ (3) et en déduire que ces trois conditions sont équivalentes.
Montrer que 7 (resp. ©’) est Punique pliage de A amenant Cy (resp. Ci) sur Ci (resp. Co)
(supposons (2) vérifiée et soit (Ci, Ci, ..., Cs = C) une galerie minimale : montrer que
7’{C4,1) est I'unique chambre distincte de ='(Cj) et contenant la cloison 7'(Cjn Cjyy)).
Montrer que {@) et =’(®) forment une partition de ’ensemble (§ des chambres de A et que
7(a) = 7’(a) = a pour tout aen(A) n n'(A). Montrer que I’application de A dans lui-méme
qui coincide avec 7’ sur w(A) et avec ® sur ®'(A) est un automorphisme involutif de A. On
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Pappelle la réflexion par rapport a la cloison C; n Ca. Montrer que c’est le seul automorphisme
non trivial de A laissant fixes tous les points de Ci n Cs (utiliser Pexerc. 15 b)).

¢) On suppose que A est ’appartement associé & un systéme de Coxeter (W, S) et on reprend
les notations de Pexerc. 16. Soient Cj et Gz deux chambres mitoyennes et ¢ ’élément de T tel
que le mur L; soit le support de Gy n Ce. Soit M, la moitié de A déterminée par L, et contenant
C; (pour j = 1,2). Montrer que 'application 7 définie par w(a) = a si ae M; et w(a) = #(a)
si a € Mz est un pliage de A tel que ©(Cs) = Ci et que la réflexion par rapport & la cloison
C1n Gz est Papplication a — ¢(a).

19) Soit A un appartement. On suppose que, quelles que soient les chambres mitoyennes
distinctes Cj et Cs, il existe un pliage (exerc. 18) de A amenant Cj en Cs. Soient C une chambre
de A et (Cy)ier la famille des chambres mitoyennes de C, distinctes de C. On désigne par s;
la réflexion par rapport 4 la cloison G n C; (exerc. 18 4)). On pose S = {s;]ieI} et on désigne
par W le groupe d’automorphismes de A engendré par les s;.

a) Montrer que, pour toute chambre C/, il existe w € W tel que C’ = w(C) (on raisonnera par
récurrence sur 4(C, C)).

b) Montrer que (W, S) est un systeme de Coxeter (pour {el, poser

Py, = {weW|w(C) cmi(A)},

ol 7ty est le pliage amenant C; sur C et montrer que les hypothéses de la prop. 6 sont vérifiées :
pour démontrer la condition (C’), on remarquera que si we Py, et ws; & P, on a

w(C) nws;(C) e mi(A) nsirta(A).

Comme w(C) et ws;(C) sont mitoyennes, on en déduira que s; = ws;w-1 (exerc. 18 4}).

¢) Soit F une facette de la chambre C. Montrer que le stabilisateur Wy de F dans W est
engendré par les s;e S tels que Fc Cn C; (soit we Wy, avec [g(w) > 1 et soit i1 tel que
w = s’ avec l(w') = l(w) — 1; d’aprés la prop. 6, on a w' ePy, d’ott w(C) csimi(A),
Fcmi(A) nsmi(A) et s & W), En particulier, on a w(C) = G si et seulement si w = 1.
d) Montrer que l'application a — Wy, est un isomorphisme de l'appartement A sur
Pappartement associé & (W, S) (exerc. 16), compatible avec 'action de W.

20) Soient A un immeuble et S un ensemble. On dit que A est numéroté par S si ’on s’est donné
une application f de A dans S telle que, pour toute chambre C de A, la restriction de fa C
soit une bijection de G sur S. Si F est une facette de A, on dit alors que f(F) est le type de F.
Soit A un immeuble numéroté, Un endomorphisme ¢ de A est dit permis si a et ¢(a) sont de
méme type pour tout a € A.

a) Soit © un endomorphisme de A. Montrer que §’il existe une chambre C de A telle que a
et ¢(a) soient de méme type pour tout ¢ € C, alors ¢ est permis. Montrer que si A est un appar-
tement et = un pliage de A (exerc. 18), alors 7 est un endomorphisme permis.

b) Une partie D de A est dite convexe si, pour tout ae A ~ D, il existe un endomorphisme
permis ¢ de A tel que ¢(x) = x pour tout x @ D et ¢(a) # 4. Montrer que toute intersection de
parties convexes est convexe et que, pour toute partie D de A, il existe une plus petite partie
convexe contenant D : on P'appelle Penveloppe convexe de D et on la note I'(D).

21) Soient (W, S) un systéme de Coxeter et A Pappartement associé (cf. exerc. 16, dont nous
reprenons les notations).

a) Montrer qu’il existe un numérotage et un seul (dit canonique) de A pour lequel le type
d’une facette F est celui défini & Pexerc. 16 ¢). On considérera toujours A comme muni de ce
numérotage. :

b) Montrer que les automorphismes permis de A sont les opérations de W.

¢) Soit D une partie de A contenant au moins une chambre. Montrer que les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) D est Pintersection des moitiés de A (exerc. 16 g)) qui contiennent D;

(i) D est convexe;
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(iif) quelles que soient les facettes Fi et Fa contenues dans D, ’enveloppe convexe de F; U Fs
est contenue dans D;

(iv) quelles que soient la chambre C; et la facette F contenues dans D et quelle que soit la
galerie (Ci1, ..., Cp) telle que F c Cy, de plus petite longueur possible, on a C; D pour
l<igsn

(Pour montrer que (iii) = (iv), utiliser ’exerc. 15 b). Pour montrer que (iv) =3 (i),
on raisonnera par ’absurde. Soit D’ Pintersection des moitiés de A contenant D; soient
aeD’ — D, Co une chambre contenue dans D et (Co, Ch, ..., G;) une galerie de plus petite
longueur possible telle que ae C,. On a alors C; < D’ pour tout ;. Montrer qu’il existe un
entierjavec0 < j < ntel que Gy D et Cyi1 ¢ D. Soit M (resp. M’) la moitié de A déterminée
par le mur support de la cloison C; n Cy+1 et contenant C; (resp. Cj+1). Montrer que D ¢ M.
SoientbeDn (A —=M) et = (Cy, Ci,...,Ch) une galerie de plus petite longueur possible
telle que 5 Cp. On a CLeD pour 1 < & < p et Cp c M. Soit 7t le pliage de A d’image M’
(exerc. 18 ¢)) : on a w(Cj) = Cy+1 et la galerie ©(I') n’est pas injective (exerc. 18 a)). Si
I = (Cy+1, Ci, ..., Cp_g, Cp) est la galerie obtenue & partir de 7w(I") par suppression de I'une
de deux chambres consécutives égales, la galerie (Cy, Cj+1, Cf, ..., Cp_a, Cp) est minimale
d’aprés la définition de I'. On déduit alors de (iv) que Cy+1 < D. Contradiction.)

22) On garde les notations des exerc. 16 et 21.

a) Soient teT et we W. Montrer que les chambres G et w(C) sont séparées par le mur L;
si et seulement si [(fw) < I(w) (utiliser le pliage sur la moitié A+(#)).

b) Soit wye W. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Hwwy) = l(wy) — (w) pour tout we W;
(it) I(twy) < (wy) pourtout teT;

(iii) quel que soit ¢ e T, les chambres C et wy(C) sont séparées par le mur L;. (Utiliser ’exerc.
16 A) pour montrer que (iii) = (i).)

Montrer qu’un tel élément w, est unique et existe si et seulement si W est fini. C’est alors
I’élément de plus grande longueur de W et il est caractérisé par :

(iv) I(swy) < U(wy) pour tout seS.

De plus, on a w? = 1, w,Swy, = S et I(w,) = Card (T).

¢) On suppose W fini. Montrer que, pour toute chambre Co, il existe une chambre — Co
et une seule telle que Co U (— Co) ne soit contenue dans aucune moitié de A. Montrer qu’il
existe un automorphisme involutif (non nécessairement permis) ¢ et un seul de A tel que
¢(Co) = — Co pour toute chambre Co et que ¢(L) = L pour tout mur L de A. On posera
¢(a) = — a pour ae A, Si F est une facette, la facette — F = @(F) sera dite opposée 4 F.

d) Soit Co une chambre de A et soit F une cloison de Co. Montrer que ’enveloppe convexe de
CoU (— F) est la moitié de A déterminée par le mur L de support F, et contenant Co.

23) Reprenons les notations de I’exerc. 16. Soit Aut(A) le groupe des automorphismes de
Pappartement A. Montrer que si ¢ € Aut(A), alors ¢ permute les murs de A, et que gto~teT
pour tout ¢ € T (utiliser exerc. 18). En déduire que W (identifié & un sous-groupe de Aut(A))
est distingué et que Aut(A) est produit semi-direct du sous-groupe E des automorphismes
conservant la chambre C par W. Montrer que la loi d’opération de A dans W définit un iso-
morphisme de E sur le groupe des automorphismes du systéme de Coxeter (W, S), ou encore
du graphe de Coxeter de (W, S) (cf. aussi exerc. 19.)

24) On appelle immeuble structuré un immeuble I muni d’un ensemble Y de sous-immeubles
satisfaisant aux conditions suivantes :

(IS 1) Les sous-immeubles A € Y sont des appartements.
(IS 2) Deux chambres de I sont contenues dans au moins un méme élément de 9.

(IS 3) Quels que soient A1, Az e ¥ tels que A1 n Az contienne une chambre, il existe un iso-
morphisme de Aj sur A laissant fixes les points de Aj n As.
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Soit (I, A) un immeuble structuré, Les éléments de 9 sont appelés les appartements de
(I, N), ou plus simplement de I.
a) Montrer que les appartements de I sont deux 2 deux isomorphes. Soient C une chambre
de I et A un appartement de I contenant C. Montrer qu’il existe un endomorphisme p et un
seul de I'immeuble I (appelé la rétraction de centre C de I sur A) tel que p(a) = a pour tout
a € A et que, pour tout appartement A’ contenant C, la restriction de p & A’ soit un isomor-
phisme de A’ sur A (en utilisant (IS 2) et ’exerc. 15 b), on remarquera que, pour tout appar-
tement A’ contenant C, il existe un unique isomorphisme p,. de A’ laissant fixes tous les points
de C). Montrer que p2 = p et que p~1(C) = C.
b) Soient A un appartement de I, Co une chambre et F une facette contenues dans A. Soit
(Co, Ci, ..., Cs) une galerie de plus petite longueur possible telle que F ¢ C,. Montrer que
CicA pour 1 < i < n (on raisonnera par I'absurde : si C;c A et Ci+1 ¢ A, considérer la
rétraction de I sur A ayant pour centre la chambre de A distincte de C; et contenant C; 0 Ci+1).
¢) Soient A un appartement de I, C une chambre de A, F une cloison de C, ¢/ une chambre
del et = (Co, ..., Cu = C’) une galerie telle que F c Co, de plus petite longueur possible.
Montrer que la rétraction p de I sur A de centre C transforme I' en une galerie

(Cay ..., Go = p(C)

telle que F ¢ Cf, de plus petite longueur possible (considérer un appartement A’ contenant C’
et F, appliquer 5) et le fait que la restriction de p & A’ est un isomorphisme).

d) Soient A un appartement, C; et C» deux chambres mitoyennes distinctes contenues dans
A, €’ une chambre contenant Ci1 n Gz et distincte de Cj et Ca, A; un appartement contenant
Ci et C’ (pour { = 1,2). Soit ¢; (resp. {;) la rétraction de I sur A (resp. A{) de centre C;
(resp. Q) et soit p; la restriction de ¢; o {4 & A. Soit C une chambre de A; montrer que si

d(C,Cy) < d(C, Ca),

on a g;(a) = a pour tout ae C et d(C, C1) < d(C, Cp) (considérer une galerie minimale [’
d’extrémités C et Cy et appliquer ¢) pour montrer que p,(I") est minimale; utiliser alors
Pexerc. 15 b)). Montrer que, si d(C, Co) < d(C, Ci), onap,(C)# C et p}(C) = ¢,(C) (prendre
une galerie minimale I' d’extrémités C et Cq et utiliser ¢) pour montrer que p;(I") est une
galerie ayant une extrémité égale & ¢, (C) et 'autre contenant Ci n Cs, de plus petite longueur
possible; en déduire que d(Cy, p;(C1)) < d(Ce, p1(C1))).

Montrer que pq est un pliage (exerc, 19) de A (montrer que A = o, (A) U pz(A) et définir
un automorphisme involutif 6 de A en posant 6(A) = py(a) si aep,(A) et g(a) = py{a) si
a € py(A); montrer que si C est une chambre contenue dans p;(A), onappi(C) = {G, 0,(C)}).
) Soit I un immeuble structuré spacieux, c’est-a-dire tel que toute cloison soit contenue dans
au moins trois chambres. Montrer qu’il existe un systéme de Coxeter (W, S) et un seul & iso-
morphisme prés tel que les appartements de I soient isomorphes 4 ’appartement Ao associé
a (W, S) (utiliser 4} et Pexerc. 19). Soient A un appartement de I et ¢ un isomorphisme de Ao
sur A. Montrer qu’il existe un numérotage de I et un seul, & valeurs dans S, tel que les types de a
ct ¢(a) soient égaux pour tout 2 € Ao (choisir une chambre C de A et montrer, en utilisant ),
que, si A’ et A” sont deux appartements de I contenant C, les numérotages de A’ et A” pro-
longeant celui déterminé sur C coincident sur A’ n A”).

On dira que le systéme de Coxeter (W, S) et le numérotage ainsi obtenus sont adaptés 4 1.

Montrer que les rétractions introduites en a) sont des endomorphismes permis. Montrer
qu’une partie de I contenue dans un appartement A de I est convexe dans I si et seulement
si elle convexe dans A (exerc. 20).

f) Gardons les notations de ¢} et soit J Pensemble des isomorphismes permis de Ao sur les
divers appartements de I. Montrer que si ¢, ¢ € J et si C est une chambre et F une facette
de I contenues dans ¢(Ao) n ¢ (Ay), il existe un élément weW tel que §-1(C) = wp-1(C)
et $"1(F) = we~1(F) (considérer un isomorphisme A de ¢{Ao) sur $(Aq) laissant fixes les
points de p(Ao) N (Ao) et appliquer Pexerc. 21 4) 4 Pautomorphisme ¢~10 A o ¢~1 de Ao).

25) Soit I un ensemble et soit § I’ensemble des parties finies de I. Pour tout A e, on pose
e(A) = (— 1)Card(®), Soit G un groupe commutatif, noté additivement, et soient ¢ et ¢ deux
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applications de § dans G. Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) e(A) = X Y(B) pour tout Ae®;
BcA

(i) $(A) = D ¢(A—B)p(B) pour tout Aef.
BcCA

26) Soit (W, S) un systeme de Coxeter, avec S fini. Pour toute partie H de W, on désigne par
H(t) la série formelle & coefficients entiers définie par :

H(t) = X 8,
weH

a) On suppose que Card(S) = 2. Montrer que

(1 +¢t—tm —gmtl)/(1 —1¢) si W estd’ordre fini 2m
(T+a/(1 -1 si W estinfini.

(Il

W(t)

W(t)
b) On suppose que W est fini. Soit wy 1’élément de plus grande longueur de W (exerc. 22) et
soit m = [(w,). Montrer que I'on a :

W(t) = tmW(t~1)
(utiliser ’exerc. 22).
¢) Soit X une partie de S. On note Ay I’ensemble des éléments (X, @)-réduits de W (exerc. 3)
et Wy le sous-groupe de W engendré par X. On sait (exerc. 3) qu’un élément w € W appartient
a4 Ay si et seulement si [(xw) = [(w) + 1 pour tout xe X, que tout élément we W s’écrit
de fagon unique sous la forme w = uv avecu & Wy etv e Ay, et que l'on a alors [(w) =1(u) + {(v).
En déduire la formule :

W(t) = Wy (6). A ().

d) On conserve les notations précédentes, et on note By l'ensemble des we Ay tels que
I(sw) = l(w) — 1 pour tout s S — X. Montrer que 'on a :

Ax()) = 3 By
XcYcs
En déduire que :

By(t) = X e(Y—=X)Ay(t) avec &(Z) = (— 1)Cerd®
XCYcs

rutiliser Pexerc. 25).
¢) On suppose W fini et I'on définit m et w, comme dans b). Montrer que B; = {w,} et que :

" — W(t)
‘ Y%S =) Wy (6)

(utiliser ¢) et d)).
) On suppose W infini. Montrer que B; = @& et que l'on a :

0= ¥
Y%S Wy ()

g) Montrer que la série formelle W(2) est une fonction rationnelle de ¢ (utiliser f) et raisonner
par récurrence sur Card (S)). Montrer que cette fonction rationnelle ne s’annule que pour des
valeurs de ¢ qui sont des racines de 'unité; montrer que 1/W (o) est un entier. Montrer que

s Z[[1]].

l)
on a Wi
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§2

1) Soient G un groupe, B et N deux sous-groupes de G et S une partie de W = N/(B n N);
pour tout we W, on pose C(w)= BwB. On suppose que les conditions (T1) et (T2) de la
définition 1 du n° 1 sont vérifiées, que, quels que solent s S et we W, 'une au moins des
deux relations C(s).C(w) = C(sw) et C(s).C(sw) = C(w) est vérifiée et que B u C(s) est un
sous-groupe de G pour tout s € S. Montrer que la condition (T3) est vérifiée. Si de plus B
est d’indice > 3 dans B u C(s), alors (G, B, N, S) est un systéme de Tits.

2) Soient G un groupe, B et N deux sous-groupes de G et S une partie de W = N/(Bn N).
Soit Z un sous-groupe distingué de G contenu dans B. Soient B’ et N’ les images canoniques de
B et N dans G’ = G/Z. Montrer que Papplication canonique de N sur N’ définit un isomor-
phisme de W sur W’ = N’/(B’ n N’). Soit S’ I'image de S par cet isomorphisme. Montrer
que (G’, B, N’, §’) est un systéme de Tits si et seulement si (G, B, N, S) en est un.

3) Soient G un groupe, B un sous-groupe de G et (C(w))wew la famille des doubles classes de

G suivant B. On dit que B est un sous-groupe de Tits de G §’il existe un sous-ensemble S de W

tel que les conditions suivantes soient vérifides :

(1) la réunion des C(s) pour s €S engendre G;

(2) pour toutse S, Pensemble B U C(s) est un sous-groupe de G et B est d’indice >3 dans

BuC(s);

(3) pour touts € S et tout w € W, il existe un élément w’ € W tel que C(s) . C(w) c C(w) U C(w’).
On suppose désormais que B est un sous-groupe de Tits de G et on se donne une partie

S de W satisfaisant aux conditions (1), (2) et (3).

a) Montrer que G(s)~t = C(s) et que G(s).C(s) = Bu C(s) pour tout s «S. Montrer que,

pour tout s & S et tout we W, il existe un élément w” € W tel que C(w) . C(s) € C(w) U C(w").

b) Pour we W, on appelle longueur de w et on note /(w) la borne inférieure des entiers n = 0
tels qu’il existe 54, .. .,s5n €S avec G(w) c C(s,) ... C(sn). Montrer que [(w) est fini pour tout
weW.

Soient u, ve W avec l(u) < [(v) et soit seS; montrer que si C(v) c G(u).C(s) (resp.
C(v) € C(s).C(u)), alors on a CG(v) = C(u).C(s ) (resp C(v) = C(s).C(u)) (on raisonnera par
récurrence sur la longueur de u. Si C(v) # C(v).C(s), on a G(u).C(s) = C(u) U C(v). En
utilisant ’hypothése de récurrence, on montrera qu’il existe teS et we W tels que

Cu) = C(t).Cw) avec l(w) = l(u) — 1.

Des relations G(v) ¢ C(u).C(s) = C(t).C(w).C(s) et C(¢).C(w) = C(u) # G(v), on déduira
Pexistence d’un élément w’ # w tel que C(w’) c C(w).C(s) et C(v) c C(2).C(w’), d’onr
(w) =z l(v) — 1 > l(u) — | = [(w). L’hypothése de récurrence entraine alors

CGw') = C(w).C(s).
De plus, on a :

C(t).Cw).C(s) = ggt).C(t).C(w).C(s) = C(#).C(w).C(s) u C(w) . C(s)
= U /

et aussi
C(t).Cu).C(s) = Ct). (C(w) u C(v)) 2 G) . C(¢) . C(w) o C(w)
d’oll une contradiction puisque w # u, v, w'.)

¢) Montrer que pour tout we W et tout s € S, il existe un élément et un seul noté s.w (resp.
w * s) distinct de w tel que

C(s.w) e C(s) . Cw) c C(w) U Cis.w)
(resp. C(w *s5) € G(w) .C(s) € C(w) U C(w * 5)).

(On montrera par récurrence sur (w) que C(s).C(w) # C(w). Pour cela, on écrira

C(w) = C(u).C()
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avec teS, ueW et [(w) = [(u) + 1. Si CG(s).C(w) = C(w), on a
C(s).Cw) .CE) = CGu).C)

et en multipliant 4 droite par C(¢), on en tire C(x) u C(w) = C(s).C(w) u C(zw). Comme
C(u) # C{s).C(4) par I’hypothése de récurrence, on a, d’aprés b),

C(s).C(u) = C(w),

d’olt

C(u) € Gs).C(s) .Cu) = C(s).C(w) = C(w)
ce qui est absurde).
d) Soit s e S. Montrer que application ps : wj——> s.w (resp. ¢s: wr—> w* s) est une
permutation de W et que p? = Id (resp. ¢%2 = Id). Montrer que, pour s5,teS, on a
bps o gs = qr o ps (on étudiera le produit C(s).C(w).C(t) pour we W et on montrera que
(s.w)y*te {w, s.w, wkt, s.(w*t)}; on montrera que (s.w) *te& {s.w, w*t} et que si
(sw)xt=w,onasw=wkxietw=s (wxi)
¢) Montrer que le groupe de permutations P (resp. Q) engendré par les ps (resp. ¢s) pour
s e 8, opére de maniére simplement transitive sur W (pour montrer que P est transitif, on
utilisera (2) et on raisonnera comme au lemme 1 du n° 1; pour montrer que P est simple-
ment transitif, on utilisera &)). En déduire qu’il existe sur W une structure de groupe et une
seule telle que 'application p —— p(e) (ol ¢ désigne 1’élément de W tel que B = C(e)) soit
un isomorphisme de P sur W. L’application g — ¢(¢) est alors aussi un isomorphisme;
on a s.w=wxs = swpour tout s S et tout we W et C(w)~! = C(w™1).
f) Montrer que le couple (W, S) est un systtme de Coxeter et généraliser les résultats du
n° 4.
g) Soient X une partic de S et Wy le sous-groupe de W engendré par X. Montrer que P'en-
semble Gy réunion des C(w) pour we Wy est un sous-groupe de G et que le th. 3 dun®b
est encore vral. Montrer que B est un sous-groupe de Tits de G . Généraliser les prop. 2 et 3
du ne 5, 1a déf. 2, la prop. 4 et le th. 4 du n° 6. Montrer que S est I’ensemble des w e W tels
que B U C(w) soit un sous-groupe de G distinct de B. Le systéme de Coxeter (W, S) et le groupe
W (qu’on appelle groupe de Weyl de (G, B)) ne dépendent donc que de (G, B).
k) Soit N un sous-groupe de G tel que B n N soit distingué dans N et que toute double classe
C(w) suivant B rencontre N suivant une classe modulo B n N. Montrer que le groupe N/(B n N)
s'identifie & W et que (G, N, B, S) est un syst¢éme de Tits.

4) Soient (G, B, N, S) et (G', B/, N’, §’) deux systémes de Tits avec G=G’ et B=B’, de groupes
de Weyl W et W', Soit j la bijection de W sur W’ définie par la relation

BwB = Bj(w)B.
Montrer que j est un isomorphisme du groupe W sur le groupe W’ et que j(S) = §’.

5) Soit ¥ = (G, B, N, S) un systéme de Tits. Posons T = Bn N et soit K le normalisateur
de N.
a) Soit beBn N. Montrer que bnb~In~te Bn N pour tout neN (poser bn = n’b et utiliser
le th. 1) et que b appartient a 'intersection T des conjugués nBrn—1 pour ne N. Montrer que
TnN=T.

On dit que X est saturésil’ona T = T,
) Posons N = N.T. Montrer que N est un sous-groupe de G, contenant T comme sous-
groupe distingué, et que N nB = T. Montrer que l'injection de N dans N définit un iso-
morphisme j du groupe de Weyl W de Z sur N/T.
¢) Montrer que (G, B, N, J(8)) est un systeme de Tits saturé, dit associé & X,

6) Reprenons les notations du n° 2 et soit Ny le sous-groupe de N formé des matrices dont
tous les éléments sont égaux 4 0 ou 1. Montrer que Bn Ny = T n Ny = {1} et que "applica-
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tion canonique j de No dans W = N/T est un isomorphisme. Posons So = j~1(S). Montrer
que (G, B, No, So) est un systeéme de Tits et que (G, B, N, S) est le systéme de Tits saturé
associé.

7) Soit G un groupe opérant sur un ensemble E. On dit que G est doublement transitif sur E si,
quels que soient les points x, y, ¥, ¥’ €E avec x # y et x” # »’, il existe un élément g G
tel que g.x =x"et gy ="

a) Soit (G, B, N, S) un systéme de Tits dont le groupe de Weyl est d’ordre 2. Montrer que
G est doublement transitif sur G/B.

b) Soit G un groupe doublement transitif sur un ensemble E. On suppose Card E > 3. Soient
ee E et B le stabilisateur de e. Soit x € E, avec x # ¢, et soit ne G tel que n{e) = x et n(x) = e.
Soit N le sous-groupe de G engendré par n. Soit s l'image canonique de n dans N/T.
Montrer que (G, B, N, {s}) est un systtme de Tits dont le groupe de Weyl est d’ordre 2.

8) Soit (G, B, N, S) un systéme de Tits; on pose T = BnN et W = N/T. Soit G un groupe
contenant G comme sous-groupe distingué. On suppose que pour tout A e é, il existe g G
tel que ABh~! = gBg-! et ANA-1 = gNg-1. Soit B (resp. N) le normalisateur de B (resp. N)
dans G; on pose I’ =BnN, N=I NetT=NnB.

a) Montrer que G =1.G, B=T.B, TnB=TnG et T= ('nB).T. Les groupes
Q =T/(I'nB), G/G et B/B sont donc canoniquement isomorphes. Si ® c Q et si H est un
sous-groupe de G contenant I" n B, on notera ®H la réunion des ensembles ¢H pour ¢ € .
) Montrer que T est distingué dans N (pour montrer que myn—t e T pour ne N et vyel'nB,
utiliser I'exerc. 5 a)), que NnT = T et que I'n'T =I" n B. L’injection de N (resp. I') dans
N permet donc d’identifier W (resp. (1) & un sous-groupe de W= N/T. Montrer que Q
normalise S et que W est produit semi-direct de () et de W.

¢) Montrer que, pour tout s€ S et tout u EW, on a:
BsBuB < (BuB) U (BsuB).

d) Montrer que l’application u — BuB est une bijection de W sur B\é/B (utiliser le
th. 1 et le fait que I" normalise B).

¢) Soit P I'ensemble des couples (®, X), ot @ est un sous-groupe de Q et X une partie de S
normalisée par @. On pose G(g, x;= PGy = BOW,B (avec les notations du n° 5). Montrer
rjue P"application (@, X) ——- G4, x) est une bijection de § sur 'ensemble des sous-groupes de
G contenant B. Généraliser les assertions 4) et ¢) du th. 3 et la prop. 2 du ne 5.

Montrer que le normalisateur de G(g x) dans G est le sous-groupe G(g',x)» 04 @ est 'en-
semble des éléments de Q normalisant 4 la fois @ et X.

f) Montrer que G(g x) est un sous-groupe maximal de G si et seulement si I'une des deux
conditions suivantes est satisfaite :

(i) X = S et ® est un sous-groupe maximal de Q;

(if) @ = Q et @ opere transitivement sur S — X (qui est non vide).

Montrer que Gg %) est un sous-groupe maximal dans ensemble des sous-groupes de G
ne contenant pas G si et seulement si I'on a :
(iii) X # S, @ est le normalisateur de X dans Q et opére transitivement sur S — X.
g) Soit ® un sous~-groupe distingué de Q et posons G’ = OG, B’ = B, N’ = ON et
T’ = B’ n N’. Montrer que T = ®T et que T est distingué dans N si et seulement si tout

élément de @ commute avec tout élément de W. Montrer que G’ est alors distingué dans G,
que linjection de N dans N’ définit un isomorphisme j de W sur W = N’/T” et que
(G, B’, N, §’) (avec 8’ = j(8)) est un systéme de Tits.



§ 2 EXERCICES 49

9) Soient (G, B, N, S) un systtme de Tits et X, Y, Z trois parties de S. Montrer que
Gy n (Gy.Gy) = (GynGy).(GxnGy)
(utiliser I’exerc. 1 du § 1 et la prop. 2 du n° 5).

10) Soient G un groupe et B un sous-groupe de Tits de G. Reprenons les notations de I’exerc. 3.
Pour s e 8, désignons par G le sous-groupe Gs_s; (exerc. 3 g)). Soient I 'ensemble des
parties de G de la forme ¢G® (pour g« G et s& S), § I'ensemble des parties de I de la forme
Cy = {4G®|se S} pour g e G. Les C, sont appelées les chambres de I (§ 1, exerc. 15). On fait
opérer G sur I grice aux translations 4 gauche.

a) Soit § ensemble des facettes de I (c’est-a-dire des parties des chambres, cf. § 1, exerc. 15).
Soit F e §. Montrer qu’il existe une partie X de S et une seule et un élément g e G tels que

8Gx = m a; on dit que F est de type X. Montrer que F est alors ’'ensemble des gG® pour
a€F

s & S — X et est de codimension Card X dans toute chambre la contenant. Montrer que 'appli-

cation j: F—— ﬂ a estune bijection strictement décroissante, compatible avec les translations

a€F
a gauche, de § sur Pensemble des parties de G de la forme gGy pour g G et X ¢ 8. Montrer
que toute facette de type X contient une facette de type Y et une seule pour XcYcS.

&) Montrer que G opére transitivement sur ensemble § des chambres et que le stabilisateur de
la chambre C; (g G) est égal & gBg~!; Papplication g ji—s C,; définit donc une bijection
de G/B sur @.

¢) Montrer que deux chambres C; et Cy. (g, g’ € G) sont mitoyennes (§ 1, exerc. 15) si et seule-
ment si il existe s S tel que ¢’ e g(B u BsB).

d) Soient Ci, ..., C, des chambres de I et posons Co = C,. Montrer que les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) la suite I' = (Co, Ci1, ..., Cpn) est une galerie injective;

(i1} il existe une suite § == (51, ..., 5a) d’éléments de S et une suite (b1, ..., ba) d’éléments
de B telles que Cy==b,5,855, . .. 8;5;(Co) (ol 5; désigne un élément donné de la double classe
Bs;B) pour 1 €5 < n

Montrer que, si ces conditions sont satisfaites, la suite s est unique : on 'appelle le #ype
de T et on la note s(I'). Montrer qu’une galerie injective est minimale si et seulement si son
type est une décomposition réduite. Montrer que les conditions suivantes sont vérifiées :

(WI 1) Quelles que soient les chambres C et C! de 1, il existe un élément t(C, C') et un seul de W tel
que Densemble des types des galeries minimales d’extrémités C et C soit Pensemble des décompositions
réduites de 1(C, C’).

(WI 2) Pour toute chambre C, Papplication t(C, C') de Pensemble des chambres de T dans W est surjective.

¢) Montrer que deux galeries minimales de méme type et de mémes extrémités sont identiques.
(On se raménera a prouver que, si (s;, ..., s») est une décomposition réduite et si b1, . . ., ba,
by, ..., bs sont des éléments de Btels que 5,5 . . . buin € b15, . . . b45,B, alors bys, € 615, B. Pour
cela, on remarquera que si 'on avait s7157%15; & B, cet élément appartiendrait & Bs;B et on
aurait b5y ... basn & bsyb'b45, . .. bpsaB avec b, b’ € B, ce qui contredirait le cor. 1 du th. 2
du n° 4.)

f) Montrer que I muni de § est un immeuble, dit associé au couple (G, B). Montrer qu’il existe
un numérotage (§ 1, exerc. 20) de I et un seul pour lequel le type d’une facette est celui défini
en a).

g) Montrer que I est spacieux, c’est-a-dire que toute cloison de I est contenue dans au moins
trois chambres (cf. § 1, exerc. 24). Montrer que la condition suivante est satisfaite :

(G) Quelles que sotent la cloison F, la chambre Co, la galerie I' = (Co, ..., Cs) telle que Fc Ca

et de plus petite longueur possible, et les chambres C’ et C” contenant F et distinctes de Cn, il existe un
élément g € G tel que g(Cy) = Cypour 0 < i < net g(C) = C”.
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(On se rameénera au cas Co = C; soit u e S tel que F soit de type S — {u} et soit 5 le type
de I'. Montrer que (s, ©) est une décomposition réduite. Prendre 2 € G tel que Cn = h(Q);
il existe 4" et b” e B tels que C’ = hb'u(C) et C” = hb"u(C). Utiliser alors le cor. 1 du th. 2
du n° 4 généralisé au cas d’un sous-groupe de Tits (cf. exerc. 3 f)) pour montrer qu’il existe
b e B tel que bhd'uB == hb”uB; on aalors b € hBuBu~1Bh~! < (hBA~1) u (hBuBA~1). Si b € hBuBA™!,
on aurait BB c BiBuB = BAuB (loc. ¢it.) ce qui est impossible, Par suite 4(C;) = Gy, et
¢) entraine b(C;) = C; pour tout Z.)

11) Soient (W, S) un systéme de Coxeter, et I un immeuble numéroté par S (§ 1, exerc. 20).
Si' = (Co, ..., Ca) est une galerie injective, on appelle fpe de T et on note s(I') la suite
(s15 ..., sn) d’éléments de S telle que la cloison C;_1n C; soit de type S — {s;} (pour
1 €1 < n). On dit que I est un (W, S)-immeuble si les conditions (WI 1) et (WI 2) de ’exerc.
10 sont satisfaites.

Soit I un (W, S)-immeuble spacieux (cf. exerc. 10 g)) et soit G un groupe d’automor-
phismes permis de I vérifiant la condition suivante :

(Go) Quelles que soient les trois chambres distinctes G, C’ et G contenant une méme cloison, il existe un
élément g de G tel que g(C) = G et g(C') = C”.

On choisit une chambre C de I et on note B le stabilisateur de C dans G.
a) Montrer que G opéere transitivement sur ’ensemble des chambres de I.
b) Soient ¢ et G” deux chambres. Montrer que ¢(C, C’) = t(C, C”) si et seulement si il
existe be B tel que C” = b(C’) (si ¢(C, C') = t(C, C") = w, considérer une décomposition
réduite s de w et une galérie minimale I'” (resp. I'”) d’extrémités C et C'(resp. C”) et de type s.
Raisonner par récurrence sur /(w) en utilisant (Go) et 4)). En déduire une bijection
w — B(w) de W sur B\G/B.
¢) Soit F la cloison de C de type S — {s}. Montrer que le stabilisateur de F dans G est égal
aBUB(s) (sig(F) = F, on a t(C, g(C)) = 1 ous). Montrer que Bc B(s)B(s) (utiliser (Go)).
d) Montrer que B est un sous-groupe de Tits de G et que le syst¢tme de Coxeter de (G, B)
est canoniquement isomorphe 4 (W, S). (Soient we W et se 8 tels que [g(sw) = I5(w) + 1.
Soit g@B(w) et ueB(s); solent §= (5;, ..., 5:) une décomposition réduite de uw,
(G = Co, Cy, ..., Co = g(C)) une galerie minimale de type § et choisissons un élément
51 &€ B(s;) ; montrer, en utilisant (Go), qu’il existe des éléments b; € Btelsque Gy = 457 . . . 8:5(C).
Poser C{ = u(C,.1) et montrer que la galerie (C, 4(C), u(C1), . .., u(Cn)) est de type (s, 5), donc
minimale. En déduire que ug € B(sw) et que B(s)B(w) = B(sw). Si maintenant [(sw) = l(w) — I,
poser w’ = sw: on a B(s)B(w’) = B(w), d’ou

B(s)B(w) = B(s)B(s)B(x') c B(w’) U (B(s)B(w’)) = B(sw) U B(w);

enfin comme B < B(s)B(s), on a aussi B(w’) = B(sw) c B(s)B(w).)
¢) Montrer qu’il existe un isomorphisme et un seul de 'immeuble associé a (G, B) (exerc. 10)
sur I, compatible avec 'action de G et transformant la chambre canonique C, en C.

12) Soient (G, B, N, S) un systéme de Tits, W = N/(B n N) son groupe de Weyl, I le (W, §)-
immeuble associé a (G, B) (exerc. 10) et C = C, la chambre canonique de I. Soit Ao I'appar-
tement associé au systéme de Coxeter (W, S) (§1, exerc. 16). Pour tout ge G, soit ¢, ’appli-
cation de Ag dans I qui au point wW de Ao (we W, s e S) fait correspondre le point gwG's
de I.

Montrer que, pour tout g e G, l'application ¢, est un isomorphisme d’immeubles numé-
rotés de Ap sur un sous-immeuble de I qui est la réunion des chambres gn(C.) pour neN.
Montrer que I, muni de Pensemble U des ¢;(Ao) pour g€ G, est un immeuble structuré
(§ 1, exerc. 24) (pour démontrer (IS 2), on remarquera que, si g/, g” G, il existe 4", " e B
et neN tels que g'~1g” = b'nb”; poser alors g = g’b’n et montrer que g’(C) et g”(C) sont
contenues dans @g(Aq). Pour démontrer (IS 3), on se raménera au cas de deux appartements
A’ = @.(Ao) et A” == @p(As), avec be B, et on montrera que 'application g —> 4(a) laisse
fixes les points de A’ n A” en utilisant la prop. 2 du n° 5), Montrer que le systéme de Coxeter
(W, S) et le numérotage de I sont adaptés & (I, A) (§ 1, exerc. 24 ¢)) et que 'ensemble ¥ des
isomorphismes permis de Ao sur les divers éléments de ¥ est ’ensemble des ¢, pour g e G.
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13) Reprenons les notations de l'exerc, 24 du § 1 : (I, U) est un immeuble structuré spacieux
muni d’un systéme de Coxeter (W, S) et d’'un numérotage adaptés et I est I’ensemble des
isomorphismes permis de l'appartement Ao associé & (W, S) sur les divers appartements de
(I, ). Soit de plus G un groupe d’automorphismes permis de I, conservant E : le groupe G
opére alors sur ¥ et on suppose que G opére transitivement sur J.

On note C une chambre de I, A un appartement de ¥ contenant C, ¢ I'isomorphisme
permis de Ag sur A transformant la chambre canonique C, de Ag en C, B le stabilisateur de C
dans G et N le stabilisateur de A dans G.

a) Montrer que, si A’ et A” sont deux appartements appartenant & 9, et contenant une méme
chambre, il existe ge G tel que g(A’) = A” et que g(a) = a pour tout ae A’ n A”. Montrer
que G est transitif sur ’ensemble des couples (A, C) oit A e Y et ot C est une chambre de A.
b) Montrer que P'application 7 —— @~1 0 7 0 ¢ est un homomorphisme surjectif de N sur
W, de noyau Bn N. On identifie ainsi N/(Bn N) et W.

¢) Montrer que les conditions (WI 1) et (WI 2) de Pexerc. 10 d) sont satisfaites (utiliser le fait
suivant : si un appartement de I contient deux chambres C’ et C”, il contient toute galerie
minimale d’extrémités C’ et C” (§ 1, exerc. 24 §))).

d) Montrer que la condition (G) de I’exerc. 10 g) (et a fortiori la condition (Go) de I'exerc. 11)
est satisfaite (avec les notations de (G), considérer un appartement A’ (resp. A”) de I contenant
Co et C’ (resp. C”); montrer en utilisant Pexerc. 24 5) du § 1 que I' c A’ n A” et utiliser a)).
¢) Montrer que (G, B, N, S) est un systéme de Tits et que (I, %) est canoniquement isomorphe
4 Pimmeuble structuré numéroté associé (exerc. 12).

14) Soient (G, B, N, S) un systeme de Tits, (I, A) 'immeuble structuré numéroté associé
(exerc. 12). Montrer que G, considéré comme groupe d’automorphismes de I, satisfait aux
conditions de 'exerc. 13. Posons, avec les notations de ’exerc. 12, A = @¢(A¢) et C = ¢.(C¢);

montrer que B est le stabilisateur de C dans G. Soit N le stabilisateur de A dans G : montrer que
N/(B n N) s’identifie 2 W et que (G, B, N, 8) est le systéme de Tits saturé associé & (G, B, N, §)
(exerc. 5).

15) Reprenons les hypothéses et notations de ’exerc. 10. On suppose de plus que le groupe de
Weyl W de (G, B) est fini et on désigne par w, ’élément de plus grande longueur de W (§ 1,
exerc. 22). On dit que deux chambres C et C’ sont opposées st ¢(C, C') = wy.

a) Montrer que si C et C’ sont opposées, C’ et C le sont aussi. Montrer que toute chambre C
admet une opposée. Montrer que le stabilisateur d’une chambre C dans G est transitif sur
I’ensemble des chambres opposées & C.

b) Soient C et € deux chambres opposées. Montrer que pour tout we W, il existe une
chambre Cy et une seule possédant la propriété suivante : si (s, ..., sx) (vesp. (51, ..., 55)
est une décomposition réduite de w (resp. de w’' = wyw1), il existe une galerie minimale
(Co=0C,Cy1, ..., Cp=C) de type (51, ..., Sk, 515 - --» 55) (avec n=h + k) telle que
Cw = Cp (utiliser 'exerc. 22 du § | et P’exerc. 10, d) et ¢)). Montrer que Cu et Cuw, sont
opposées.

¢) Soit it Vensemble des couples de chambres opposées. Pour m = (G, C") e M, soit Ap
la réunion des chambres C,; construites comme ci-dessus. Montrer que I muni de 1’ensemble
9 des Ay, pour m e i est un immeuble structuré (§ 1, exerc. 24) et que le systéme de Coxeter
(W, S) et le numérotage de I sont adaptés a (I, U); définir une bijection canonique de i sur
P’ensemble noté ¥ dans I’exerc. 24 du § 1. On identifie ces deux ensembles.

d) Soit m = (G, C’) e M, avec C = C,, et soit N le stabilisateur de A,, dans G. Montrer que
N/(B n N) s’identifie 2 W et que (G, B, N, S) est un systéme de Tits saturé (utiliser I'exerc. 13).

16) Gardons les hypothéses et notations de ’exerc. 15.

a) Soient C et G’ deux chambres. Montrer qu’il existe une chambre C” opposée 4 la fois &4 G
et ¢’ (prendre C” opposée & C telle que ¢(C’, C”) soit de plus grande longueur possible; si
H{C, Q") # wy, il existe une chambre C; mitoyenne de C” telle que [(¢(C/, Cy1)) > {(2(C/, C"));
montrer en utilisant la condition (G) de 'exerc. 10 que I’on peut supposer que Ci & A o) €t
que C; est alors opposée a C).
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b) Soit A e U ; montrer qu’il existe un automorphisme involutif (non nécessairement permis)
J4 et un seul transformant toute chambre de A en la chambre opposée (utiliser I'exerc. 22 ¢)
du § 1). Soient F et F’ deux facettes de I; montrer que si F’ = j, (F) pour un A € 9 contenant
F et IV, alors il en est de méme pour tout Ae ¥ contenant F et F' (si F, FFe An A’, avec
A, A’ e Y, considérer une chambre C (resp. C’) de A (resp. A’) contenant F (resp. F) et un
A” € Y contenant C et C’ et utiliser (IS 3)). On dit alors que F et F’ sont opposées. Montrer
que, pour que deux facettes aient une opposée commune, il faut et il suffit qu’elles soient de
méme type T et quune facette opposée & une facette de type T est de type woTuwgl.

¢) Soit Ag Pappartement associé au systéme de Coxeter (W, S) (§ 1, exerc. 16) et soit § I'en-
semble des isomorphismes permis de Ag sur les divers éléments de 2. Si « est une moitié de Ay,
de mur L (§ 1, exerc. 16) et si ¢ & J, on dira que ¢(&) est un demi-appartement de I, de mur @(L).
Montrer que @(L) ne dépend alors que de ¢(a) et non du couple (9, «). Soient D et Dy deux
demi-appartements distincts, de méme mur L : montrer qu’il existe ¢ € 3 et un mur Lo de Ao
tels que L = ¢(Lo) et que les D; soient les images par ¢ des deux moitiés de Ao déterminées
par Lo (on choisira une cloison F contenue dans L et deux chambres Ci et Cz, contenues
P'une dans D; et d’autre dans D; et telles que C; contienne F et Cs la cloison opposée 2 F dans
D1 (qui est aussi opposée & F dans D») et on considérera I'appartement de I contenant Ci
et Cz)

17) Gardons les hypothéses et notations des exerc. 15 et 16. On choisit un élément o & J
transformant la chambre canonique C de Ao (§ 1, exerc. 16) enla chambre canonique C, de I
et on désigne, comme dans I'exerc. 15 d), par N le stabilisateur de appartement ¢(Ao) € 2
dans le groupe G. Pour toute partie D de Ao, on désigne par By, le sous-groupe de G laissant
fixes tous les points de (D) :ona B=Bs et BnN = By,
a) Soit & une moitié de Ay, contenant C. Montrer que B, est transitif sur les demi-apparte-
ments de I ayant pour mur le mur L de ¢(x) et distincts de ¢(a) (soient X un tel demi-apparte-
ment, F une cloison contenue dans L et C’ une chambre de ¢(«) contenant F; montrer qu’il
existe g G tel que g(X U o(x)) = @(Ao) et g(C’) = C’, en utilisant Pexerc. 16 ¢) et I'exerc.
13 a) ; montrer que g(F) = F et déduire de ’exerc. 22 ¢) du § 1 que g € B,,)). En déduire que B,
est doublement transitif sur les demi-appartements de mur L et que (By, B,, By A N) est un
syst¢éme de Tits de groupe de Weyl d’ordre 2 (cf. exerc. 7).
b) Soient D; et Ds deux parties convexes de Ag, telles que C < Dy c Ds et qu’il existe une moitié
o et une seule de Ap avec Dicaet Dot or: onaalors Di=Dzna (§1, exerc. 21 ¢)). Montrer
que B, =B,Bp et que B, n By = Bn N (en considérant une galerie de plus petite longueur
pos51ble ayant une extremlté égale a C, et Pautre contenant un point ¢ € Dz = D1, on mon-
trera qu’il existe deux chambres mitoyennes C; et Cj de Ao, telles que Cj e D1, C;cDs,
Cg ¢ D1 et C{ n C) contenue dans le mur L’ de «. Posons Gy = :p((]i F=0¢(CinGCy) et
= ¢(L’). Montrer que Penveloppe convexe de D; U Cj est égale a Dz Soit b e Bn :ona
b(Cl) = Ci, d’ou §(F) = F et (C3) # C1. En déduire que ’enveloppe convexe de b(Cz) ulL
est un demi-appartement X de mur L, distinct de ¢(«) et qu’il existe " € B, tel que

b (9(A0)) = XU ¢(a).

Montrer que b’b(a) = a pour tout ae ¢(D1u Cz) et que 5’5 €3Bp).
¢) Soit ()1<¢<q les moitiés de Ao contenant C, numeérotées de fagon que ’application

Ji— ﬂ o
1<ig)

soit strictement décroissante (cf § 1, exerc. 17). Montrer que B = B, aq et que si
by, b{eBa‘, avec by ... bg = bj ... by, alors b; b, (BNN) pour 1 < ¢ < q
18) Reprenons les hypothéses et notations du n® 2. Soit Vi le sous-espace vectoriel de £*
engendré par ¢;, ..., ¢ (pour 1 i< n—1).

a) Montrer que, pour toute partie X de S, le sous-groupe Gy (n° 5) se compose des éléments
ge G tels que g(Vi) = V pour tout 1 tel que s; & X.
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b) Soit I Pimmeuble associé au systéme de Tits (G, B, N, 8) (exerc. 10 et 12). Montrer que
I’application j qui au point gG® de I (ol G désigne le sous-groupe Gs— s} de G, C’est-a-dire
le stabilisateur de V;) fait correspondre le sous-espace vectoriel g(Vy), est une bijection de I
sur Pensemble 8 des sous-espaces vectoriels de 7 # {0} et 3 &", compatible avec I’action de G.

¢) SiE est un espace vectoriel, on appelle drapeau de E un ensemble totalement ordonné pour
I'inclusion de sous-espaces vectoriels de E. Montrer que des éléments a,, ..., ar de I appar-
tiennent & urie méme facette de I si et seulement si {j(a;), ..., j(ax)} est un drapeau de &".

d) Montrer que G est doublement transitif sur ’ensemble des sous-espaces vectoriels de
dimension 1 de £". Supposons n = 2 et soit Ny le sous-groupe de G engendré par 1’élément
qui échange ¢, et ¢, et laisse fixes les autres ¢ : montrer que (G, G, N1) est un systéme de
Tits dont le groupe de Weyl est d’ordre 2.

¢) On suppose £ commutatif. On pose
G =S8SL(n, k), B=GnB, NN=G'nN et T '=NnB =TnG"

Montrer que N’/T” s’identifie & S, et que (G’, B/, N’, S) est un systéme de Tits (raisonner
comme au n° 2).

19) Soit k£ un corps commutatif de caractéristique # 2 et soit Q la forme quadratique x, x5 + x3
sur k3. Montrer que le groupe SO(Q ) est doublement transitif sur Pensemble des droites
isotropes de k8. Comparer le systéme de Tits correspondant (exerc. 7) avec celui obtenu au
n° 2 pour n = 2 (cf. Alg. chap. IX, § 9, exerc. 15).

20) Reprenons les notations du n° 2, en supposant de plus £ commutatif. On se place dans
I'un des cas suivants :

(Bi) n =204+ 1 (avec [ = 1), k est de caractéristique # 2 et &" est muni de la forme
quadratique Q = xyxn + + ¢+ + xxigz F 2543 -

(Ci) n = 2{ (avec = 1) et k* est muni de la forme alternée @ telle que @(e;, e;) = 0 pour
I<isnlsj<neti<jsaufpouri</j=n+1—10 ou®D(eg,e)=1;

(Di) 7= 2] (avec ! = 2), k est de caractéristique # 2 et &" est muni de la forme qua-
dratique Q = xyxp + -+« 4+ x1x741.

On désigne par Gi le groupe spécial orthogonal SO(Q ) dans les cas (B;) et (Dy), le
groupe symplectique Sp(®) dans le cas (C;). On pose

Bi=GinB, Ni=GinN e Ti=G:inT=BinNj.

a) Montrer que P’action de N sur ’ensemble des droites ke; définit un homomorphisme de
N, de noyau T4, sur un sous-groupe Wi de &, permettant d’identifier W, et N1/T'1. Montrer
que W est le sous-groupe de &, engendré :

dans le cas (B;) par leso; = sy pour 1 < j < [ et par o; = si 151511}
dans le cas (C;) par 65 = sjsp—; pour 1 € j < [ et par 6, = 513
dans le cas (D;) par 65 = sy5p—y pour 1 < j < [ et par o; = s;_15151_15151+151-

b) Soit Sy I’'ensemble des 6; pour | < j < /. Montrer que (Gi, By, N1, S;) est un systéme de
Tits (pour démontrer que le sous-groupe H de G engendré par B; et N1 est G; tout entier,
on raisonnera comme en Alg., chap. II, 3¢ éd., § 10, n° 13, en remarquant que H contient
le sous-groupe trigonal large inférieur de Gi et que, quels que sotent les £;ek (2 < i < n),
il existe une matrice b = (by;) € B telle que b11 = [, b1y = &; pour 2<i<n—1 et que
bin = E, dans le cas (C;), b1n = 0 dans les cas (B;) et (D;). On raisonnera ensuite comme
au n° 2 en introduisant les sous-groupes Gi,; = G1 0 (Gy.Gn_y) pour 1 < j < [ et le sous-
groupe Gi,; des éléments de G, qui laissent fixes :

dans le cas (B;) : les ¢ pour ¢ #£ [, [ + 1, I + 2 et le sous-espace engendré par e;, €141 et
€r1+2;

dans le cas (C;): les ¢; pour ¢ # [, {4 1 et le plan engendré par ¢; et ¢;+1;

dans le cas (ID;) : les ¢; pour i < I — 1 ou i > { + 2 et les deux plans engendrés respec-
tivement par ¢;-1 et ¢;+1, et par e; €t ¢;4a.
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On montrera que Gy, 5 s’identifie soit & GL(2, £), soit & SL(2, %), soit au groupe spécial
orthogonal de Pexerc. 19).
*¢) Montrer que le graphe de Coxeter du groupe W est, suivant les cas, de type (B;), (C;)

u (Dy) (chap. VI, § 4, n° 1).,

d) Montrer que pour toute partie X de S;, le sous-groupe G;x se compose des ge G; tels
que g(Vi) = Vj pour tout i tel que o, & X, sauf dans le cas (D;), ol la méme assertion reste
exacte 4 condition de désigner par V,_1 le sous-espace engendré par e;, ..., ¢r_1 €t r4+1. En
déduire, comme dans l'exerc. 18 b), une bijection j de I'immeuble associé a4 (G1, B;1) sur 'en-
semble des sous-espaces totalement isotropes # 0 dans les cas (B;) et (C;), sur ensemble des
sous-espaces totalement isotropes de dimensions # 0 et s r — 1 dans le cas (D). Montrer que
des points @y, . . ., ar de I appartiennent a une méme facette si et seulement si { j(a,),. .., (ax)}
est un drapeau.

21) Soient A un anneau de valuation discrete (Alg. cbmm., chap. VI, § 3, n° 6), m son idéal
maximal, v un générateur de m et K le corps des fractions de A. Soient G le groupe SL(2, K),

B le sous-groupe de G formé des matrices <? z,> telles que a, b, de Aetcem (avec ad — be=1)
et N le sous-groupe formé des matrices appartenant a G et n’ayant qu’un seul élément non nul
dans chaque ligne et dans chaque colonne.

a) Montrer que T == Bn N est distingué¢ dans N et que W = N/T est un groupe diédral

infini engendré par les classes s et s’ des matrices <__ (1) (1)> et (_ _3_1 E; respectivement.

5) Montrer que (G, B, N, S) (avec S = {5, s'}) est un systéme de Tits.

¢) Soit H = SL(2, A) le sous-groupe de G formé des matrices & coefficients dans A. Montrer
que (H, N, BaH, {s}) est un systtme de Tits. Comparer avec ’exerc. 18 ¢).

d) Soit Ale complété de A et soient G, B, K, T les groupes définis comme ci-dessus, mais en
remplagant A par A. Montrer que Pinjection de G dans G définit un isomorphisme j de
Pimmeuble I associé 4 (G, B) (exerc. 10) sur Pimmeuble T associé & (&, B). Soit (I, %A) (resp.
(f, Q'i) I'immeuble structuré associé & (G, B, N) (resp. (&, B, Ny (exerc. 12) : montrer que
i) e 9, mais que j(A) # AsiAzA (remarquer que les appartements 9q (resp. ) corres-
pondent bijectivement aux conjugués de T (resp. 'f‘) par G (resp. G)).

22) Soient G un groupe et B un sous-groupe de G.

a) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Bn gBg1 est d’indice fini dans B pour tout ge G;

(ii) toute double classe BgB suivant B est réunion finie de classes a4 gauche suivant B.

Plus précisément, montrer que, pour tout g € G, l'indice ¢, de B n gBg~! dans B est égal
au nombre de classes & gauche suivant B contenues dans la double classe BgB. Montrer que
gor < gg.gn pour tous g, heG.

On suppose désormais que les conditions (i) et (ii) sont vérifiées et on note £ un anneau
commutatif. Pour ¢ € G/B (resp. t € B\G/B), on note a; ’application de G dans & définie
par a:(g) = 0 si gt et ai(g) = 1 si get. Soit L (resp. H) le &#~module engendré par les a
pour te G/B (resp. te B\G/B).

5) Montrer qu’il existe une forme linéaire y et une seule sur L telle que w(a:) = 1 pour tout
te G/B.
¢) Soient g €L et § e H. Montrer que, pour tout x e G, Papplication

Bz 1y @(d(r )

appartient 4 L et que application ¢ % { : x ~—> n(0;) appartient 4 L. Si de plus ¢ € H, alors
o % Y e H. Montrer que Papplication (¢, §) —s ¢ % { munit H d’une structure d’algébre
sur &, admettant a; comme élément unité, et munit L d’une structure de H-module & droite.

On dit que Valgebre H est algébre de Hecke de G par rapport & B et on la note Hy(G, B).
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d) Montrer que, pour ¢, ¢'B\G/B, on a:

as x ay = 2 m(t, ¢'5 ")y
=

ol m(t, t’; #”) est le nombre de classes suivant B contenues dans £ n g#’~1 pour tout g t”.

¢) On fait opérer G dans L par les translations 4 gauche. Montrer que Paction de H dans L
définit un isomorphisme de H sur le commutant de la représentation linéaire de G dans L
ainsi obtenue.

J) *On suppose que G est fini et que la caractéristique de % ne divise pas le cardinal de G.
Montrer que Hz(G, B) est absolument semi-simple sur & (4lg., chap. VIII, § 7, n° 5) (utiliser
le théoréme de Maschke (chap. V, Annexe) et la prop. 3 d’dlg., chap. VIII, § 5, n° 1) ,.
g) On suppose que G est un groupe topologique et B un sous-groupe ouvert et compact de G.
Montrer que les conditions (i) et (ii) sont vérifiées et que, lorsque £ = R ou C, le produit
@ * Y n’est autre que le produit de convolution relatif 4 la mesure de Haar 4 droite sur G, nor-
malisée par la condition w(B) = 1 (cf. Intégr., chap. VIII, § 4, n° 5).

23) Soient (W, S) un systtme de Coxeter et k£ un anneau commutatif. On suppose donnés,
pour tout s S, deux éléments As et s de £, tels que As = Ay et s = e lorsque s et 5s” sont
conjugués dans W. Posons E = &™) et soit (ew) la base canonique de E.

a) Montrer qu’il existe sur E une structure d’algébre sur £ et une seule telle que l’on ait,
pour seS et we W :

Csw si l(sw) > l(w)
hsew + Pstsw si Isw) < lw)

€s. 8w ==

(introduire 'endomorphisme P; de E défini par les formules ci-dessus, ol 1’on remplace
¢s.ew par Ps(w), et ’endomorphisme Q ;= jP,j~1, ot j désigne l'automorphisme de E
défini par jlew) = ey—1; montrer que P:Q = Q :P; pour s,teS en remarquant que les
conditions [(swt) = l{w) et [(sw) = [(wt) entrainent sw = wif; raisonner ensuite comme dans
Pexerc. 3 ¢)). Le module E, muni de cette structure d’algebre, sera noté Ex((As), (1s)). Montrer
que E((0), (1)) est ’algébre X[W] du groupe W (4lg., chap. III, 3¢ éd., § 2, n° 6).

b) Montrer que la famille génératrice (¢;)ses et les relations :

6 = Aets + s pourseS
(eser)r = (eses)” pours, ¢t € S tels que st soit d’ordre fini pair 2r
(esee)Tes = (eses)Tes pours, ¢ € S tels que st soit d’ordre fini impair 27 4+ 1

forment une présentation de 'algébre E (raisonner comme pour la démonstration du th. 1
dun°®6du§l).

24) Soient G un groupe, B un sous-groupe de Tits de G (exerc. 3, dont nous reprenons les
notations). On suppose que pour tout s& S, la double classe C(s) est réunion d’un nombre
fini ¢5 de classes 4 gauche suivant B. On reprend les notations de I'exerc. 22 et on pose aw = dg(uw)
pour tout we W,

a) Montrer que les conditions (i) et (ii} de I’exerc. 22 sont satisfaites. On peut donc parler de
I’algebre de Hecke Hz(G, B) (£ étant un anneau commutatif ), dont (2.) we w forme une base.
b) Soientse S, et we W. Montrer que a; * as = (g¢ — 1)as + ¢s; montrer que si I(sw) > [(w),
on a as% ay = dsw.

¢) Montrer que 'application linéaire de ’algébre Exz((gs — 1),(gs)) associée au systéme de
Coxeter (W, S) (exerc. 23) dans Hy(G, B) qui transforme e, en a, pour tout we W, est un
isomorphisme d’algébres.

25) Reprenons les notations de I’exerc. 8. On suppose de plus que, pour tout se S, I'indice
gs de Bn gBg~! dans B est fini pour tout ge BsB.

a) Montrer que le couple (G, B) satisfait aux conditions (i} et (ii) de I’exerc. 22.
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b) Montrer que, pour tout y eI, I'application x t——s yxy~! définit un automorphisme o
de I’algebre de Hecke Hy(G, B) et que 6 ne dépend que de la classe & de y dans Q = I'/(I' n B).
On le note 5.

¢) Soient k[Q] Palgébre du groupe Q, (¢,) sa base canonique. Montrer que I’application
linéaire j de 4[Q] ®+Hi(G, B) dans Hi(G, B) définie par jle, ®anup) = 2pwwn (avec les
notations de ’exerc. 22) pour w e Q et we (Q, est bijective et que 'on a :

.j_l(j(ew®x)j(ew’®y)) = gww'®cw(x)}’
pour w, &’ € L) et x, ye Hi(G, B).

q 26) SiE est une algébre absolument semi-simple de rang fini sur un corps commutatif £,
on appelle invariant numérique de E la suite d’entiers (ny, ..., n) tellequen; = -+- 20, > 0

et que k® E soit isomorphe, pour toute cléture algébrique % de £, & H M,,i(l?).

Soient V un anneau intégre, K son corps des fractions, ¢ un homolmorphisme de V dans
un corps commutatif £, E une V-algébre. On suppose que E est un V-module libre de rang
fini et on pose Eo = EQy ket B = EQy K.

a) Onsuppose que la forme bilinéaire (%, ») ——=- Trg, (%) sur Eo est non dégénérée. Montrer
que Eg et E; sont absolument semi-simples (cf. Alg., chap. IX, § 2, exerc. 1).

5) On suppose que Eq et Ey sont absolument semi-simples sur £ et K respectivement. Montrer
que Eo et E; ont méme invariant numérique (on se raménera au cas ot k et K sont algébri-
quement clos; soient (¢;) une base de E sur V et (X;) des indéterminées. On montrera que le

polynéme caractéristique de 1’élément E Xier de E1®g K[(X¢)] (resp. Eo®x k[(X¢)]) est

.— 1
de la forme P = H P}/ (resp. Q = 1[ Q’;’C" ,ou (ny, ...,nr) (resp. (my, ..., ms)) estPinva-

J k
riant numérique de E1 (resp. Eo), avec deg P; = n; (resp. deg Q r = mx). On montrera que
P;e V[(Xi)] et que Q = ¢(P). On en déduira qu’il existe des entiers ¢;x = 0 tels que

my = Z Cikny et ny = 2 c/kmk.)
J k

*27) Soit (G, B, N, S) un systtme de Tits et soit £ un corps commutatif. On suppose que G
est fini et que la caractéristique de £ ne divise ni 'ordre de G ni Pordre du groupe de Weyl
W = N/(B n N). Montrer que les algébres Hy(G, B) (exerc. 22) et k[W] sont absolument
semi-simples et ont méme invariant numérique, donc sont isomorphes lorsque % est algébri-
quement clos (soit ¢s l'indice de B ngBg~1 dans B pour ge BsB, s e S. Considérer I’algébre
Euxi((X(gs — 1)), (1 4+ X(¢gs — 1))) construite comme dans ’exerc. 23 & partir du systéme
de Coxeter (W, S) et de I’anneau des polynémes £[X] et utiliser I'exerc. 26 a) et b) en remar-
quant que, d’aprés le théoréme de Maschke (chap. V, Annexe), la forme bilinéaire
Trywyz(%y) est non dégénérée).,

28) Soient G un groupe, M un sous-groupe maximal de G et U un sous-groupe distingué de
M, satisfaisant 4 la condition (R) du n° 7. On suppose que G est égal 4 son groupe des commu-
tateurs, qu’il est engendré par la réunion des conjugués de U et que P'intersection des conjugués
de M est réduite 4 ’élément neutre. Montrer que G est simple. (Considérer un sous-groupe
distingué N de G distinct de {1}; montrer que G = N.M, puis que G = N.U.)

29) Soit H un groupe simple non commutatif. Soit 6 un automorphisme de H d’ordre premier
p et soit U le produit semi-direct de Z/pZ par H correspondant 4 6. Montrer que, si 6 n’est
pas un automorphisme intérieur, les seuls sous-groupes distingués de U sont {1}, H et U.
En déduire que U n’est pas résoluble, mais qu’il satisfait 4 la condition (R) du n° 7. Appli-
cation au groupe symétrique Sp.



CHAPITRE V

GROUPES
ENGENDRES PAR DES REFLEXIONS

§ 1. Hyperplans, chambres et facettes

Dans ce paragraphe, on note E un espace affine 7ée/ de dimension finie 4 et
T lespace des translations de E (cf. 4lg., chap. II, 3¢ éd., § 9 et Esp. vect. top.,
chap. II, § 2). Pour deux points a, b de E, on notera [ab] (resp. Jad[,
resp. lab]) le segment fermé (resp. ouvert, resp. ouvert en a4 et fermé en b),
d’extrémités a, 6. On munit T de son unique topologie d’espace vectoriel
topologique séparé, cf. Esp. vect. top., chap. I, § 2, n® 3; il est isomorphe &
R% On munit E de 'unique topologie telle que, pour tout e E, applica-
tion: t+—¢ 4+ tde T sur E soit un homéomorphisme.

On note & un ensemble localement fini *hyperplans de E (Top. gén., chap. 1,
§ 1, no 5).

1. Notations

Soit H un hyperplan de E. Rappelons que E — H a deux composantes con-
nexes, que 'on appelle les demi-espaces ouverts limités par H. Leurs adhérences
s’appellent les demi-espaces fermés limités par H. Soient x, y € E. On dit que x et y
sont strictement du méme coté de H §’ils sont contenus dans le méme sous-espace
ouvert limité par H, ou, ce qui revient au méme, si le segment fermé d’extré-
mités x et y ne rencontre pas H. On dit que x et y sont de part et d’autre de H
si x appartient & 'un des demi-espaces ouverts limités par H, et y & Pautre.
SixeE etteT, on dit que x et £ sont strictement du méme c6té de H §’il en
est ainsi pour x et & -+ ¢, quel que soit 2« H.

Soit A une partie connexe non vide de E. Pour tout hyperplan H de E ne
rencontrant pas A, on note Dy(A) I'unique demi-espace ouvert limité par H
qui contient A. Si i est un ensemble d’hyperplans de E dont aucun ne ren-
contre A, on pose

(1) Dy(A) = [) Dy(A).

Hef
Si A est réduit & un point g, on écrit Dy(a) et Dgy(a) aulieu de Dy({a}) et
Da({a}).
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2. Facettes

L’ensemble des points de E qui n’appartiennent a aucun hyperplan H de
Pensemble & est ouvert dans E puisque & est localement fini. De maniére
plus précise, on a le résultat suivant:

ProrosiTioN 1. — Soit a un point de E. I exisie un voisinage ouvert convexe de a qui ne
rencontre aucun hyperplan H appartenant & § et ne passant pas par a. De plus, il n’existe
qu’un nombre fini d’hyperplans appartenant & & et passant par a.

L’ensemble 9 des hyperplans H tels que He & et a ¢ H est localement fini
puisqu’il est contenu dans &; par suite, ’ensemble U des points de E n’appar-
tenant & aucun des hyperplans de ’ensemble % est ouvert; comme on a ae U,
il existe un voisinage ouvert convexe de a contenu dans U. Le reste de la pro-
position est évident.

Etant donnés deux points x et y de E, on notera Rix, y} la relation
« Pour tout hyperplan He &, ou bien xeH et ye H, ou bien x et »
sont strictement du méme cbté de H. »
Il est clair que R est une relation d’équivalence dans E.

DErFiNiTioN 1. — On appelle facette de E relativement & & toute classe selon la rela-
tion d’équivalence R définie ci-dessus.

ProposiTioN 2. — L’ensemble des facettes est localement fini.
C’est évident, puisque & est localement fini.
Soient F une facette et ¢ un point de F. Pour qu’un hyperplan H e« § contienne
F, il faut et il suffit que I’'on ait e € H; Pensemble § de ces hyperplans est donc
fini; il a pour intersection un sous-espace affine L. de E, que ’on appellera le
support affine de F; la dimension de L s’appellera la dimension de F.

Si ¢ est ’ensemble des hyperplans H e § ne contenant pas F, on a

(2) F=Ln Hom Dy (a).

Nous allons montrer que ’adhérence de I est donnée par la formule

(3) F=Ln () Dua).

HeR
Il est clair que le membre de droite contient le membre de gauche. Inver-
sement, soitxe L n msz Dy (a). Le segment ouvert d’extrémités a et & est contenu
dans L et dans chac}:jl des Dy (a) pour H e R, donc dans F. Il en résulte que »

est adhérent 2 F, d’ou la formule,

ProrosrrioN 3. — Soient F une facette et L. son support affine.
(1) Lensemble ¥ est une partie ouverte et convexe du sous-espace affine L de E.
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(ii) L’adhérence de ¥ est réunion de ¥ et de facetles de dimension strictement infé-
rieure & celle de F.

(iii) Dans Pespace topologique L, Uensemble ¥ est Pintérieur de son adhérence.

Comme tout demi-espace ouvert et tout hyperplan sont des parties con-
vexes de E, la formule (2) montre que F est intersection d’une famille de parties
convexes, donc est convexe. Par ailleurs, soit ¢ dans F, et soit U un voisinage
ouvert convexe de @ dans E ne rencontrant aucun des hyperplans apparte-
nant & 'ensemble % des He & tels que a« H. Pour tout He N, on a alors
UecDgla), dot LnUcF, donc F est ouvert dans 'espace topologique L.

Soient 4 un point de F — F, appartenant & la facette F/, et i’ ’ensemble des
hyperplans H e i passant par &; on pose R" = % — 5'. Pour tout H dans

N, on a be H et be Dy(a), d’olt b e Dy(a) et donc Dy(b) = Dy(a); par défi-
nition d’une facette, on a donc:

(4) F=Ln () Hna ) Dula)
HeM' HeW
alors que (3) entraine:
(5) F=1Ln () Dyla)n () Dx(a)
Hed Hed'

d’ott F' ¢ F. On ne peut avoir V' = @, car cela entrainerait F = F’ d’aprés (2)
et (4), contrairement & I’hypothése be F et b e F'. Le support de F’ est 'en-

semble L'’ =L n r}n H;onaaeL, mais a¢ H pour H dans 9t', d’ou L' #L et
He®'

finalement dim L’ < dim L, c’est-a-dire dim F’ < dim F. Ceci prouve (ii).

Soient H dans %’ et D le demi-espace ouvert limité par H et distinct de
Dg(a); ona beHn L, et il est immédiat que D n L est un demi-espace de L
limité par 'hyperplan H n L de L; par suite, tout voisinage de b dans L ren-
contre D n L, et comme D n L est disjoint de F d’aprés (3), on voit que le point

b de F — F ne peut étre intérieur & F dans I’espace topologique L. Comme F
est ouvert dans L, on a (iii). C.Q.F.D.

COROLLAIRE. — Soient F et ¥ deux facettes. Si on a F = ¥/, les facettes F et F’
sont égales.
Cela résulte de (iii).

ProrosiTiON 4. — Soient T une facette, et L un sous-espace affine de E, intersec-
tion d’hyperplans appartenant & &; on note N Pensemble des hyperplans He & qui
ne contiennent pas L. Les conditions suivantes sont équivalentes

(1) Il existe une facette F' de support L rencontrant F.

(ii) Il existe une facette ¥' de support L contenue dans F.

(i) 17 existe un point x dans L n F qui nw’appartient a aucun des hyperplans de .
St ces conditions sont remplies, L o Dn(F) est Punique facette de support L contenue
dans F.
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(i) == (ii) : Comme F est réunion de facettes (prop. 3, (ii)), toute facette

qui rencontre F rencontre une facette contenue dans F, et lui est donc égale.

(ii) == (iii) : Tout point x de F’ vérifie (iii) car tout hyperplan de § conte-
nant x contient F', donc L.

(iii) =2 (i) : Soit x un point vérifiant (iii) et soit F’ la facette contenant x;
il est clair que F' rencontre F. Soit He $; on a x¢ H si H e 9% et évidemment
xeH si HeN; par suite, le support de F' est Pintersection des hyperplans
de £ — 0, et il est égal & L.

Enfin, soit F’ une facette de support L, contenue dans F, et soit x un point
de F’; comme aucun hyperplan de % < § ne passe par x, la prop. 1| montre
qu’il existe un voisinage ouvert convexe U de x ne rencontrant aucun hyperplan
de 0. Comme x est adhérent 4 F, on a UnF # @&; or 9 est ’ensemble des
hyperplans He $ qui ne contiennent pas I, et pour tout H dans 9, on a
Dy(x) = Dg(U) = Dg(U nF) = Dg(F) et la formule (2) entraine

F' = L n Da(F). C.Q.F.D.

3. Chambres

DerNtTION 2. — On appelle chambre de E relativement & 85 (ou simplement chambre
§'il n’y a pas d’ambiguité sur &) toute facette de E relativement d & qui n’est conte-
nue dans aucun hyperplan appartenant & §.

Soit U l'ensemble ouvert dans E formé des points qui n’appartiennent a
aucun hyperplan de $; comme un hyperplan appartenant & $ ne peut ren-
contrer une facette sans la contenir, les chambres sont donc les facettes contenues
dans U; toute chambre est une partie ouverte et convexe (donc connexe) de E
d’aprés la prop. 3, (i); comme les chambres forment une partition de U, ce ne
sont autres que les composantes connexes de U. Toute partie convexe A de U
est connexe, donc contenue dans une chambre qui est bien déterminée si A
est non vide. Il est clair que les chambres sont les facettes de support E, et la
prop. 3, (iii) montre que toute chambre est 'intérieur de son adhérence. Enfin,
soient C une chambre et A une partie non vide de C; desformules (2) et (3),
on déduit :

(6) G =1 Dy(A) = Dg(a), T =[] Du(A)

Hed Hed

puisque on a Dg(A) = Dy(a) pour tout ae A.

=

ProrosttioN 5. — Soit C une partie non vide de E. On suppose qu’il existe une
partie &' de & ayant les deux propriétés suivantes :
a) On peut associer d tout H dans &' un demi-espace ouvert Dy limité par H de

sorte que G = N Dy.
: Hed'

b) Lensemble C ne rencontre aucun hyperplan qui appartient @ § — &'
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Dans ces conditions, C est une chambre définie par & dans E, et Pon a
Dy = Dy(C) pour tout H e 4.

Les propriétés a) et b) montrent que C est une partie convexe de U; il
existe donc une chambre C' avec C c C’. Commeon a G c Dy, on a Dy =Dy (C)
pour tout H dans &', d’odt C = Dg(C)>Dg(C) puisque &' c&; on a
Dg(C) = €' d’aprés (6), d’ott Co> C'. Finalement, on a C = C',

ProrosiTioN 6. — Tout point de E est adhérent & une chambre au moins.

Si E est réduit 4 un point, c’est évident. Sinon, soit ae E, et soient
Hy, ..., Hp les hyperplans de & contenant a. Puisque & est localement fini,
il existe un voisinage V de g ne rencontrant aucun hyperplan de & distinct de
H;, ..., Hy. Soit D une droite passant par a et qui n’est contenue dans aucun
des Hy; si xeD, x 5 a, et x est assez voisin de «, le segment ouvert Jax] est
contenu dans V et ne rencontre aucun des H;. On a alors Jax[ < U; comme

Jax[ est connexe, il est contenu dans une chambre C, d’ott aeC.

PropositioN 7. — Soient Lun sous-espace affine de E et Q une partie ouverte non vide de L.

(1) Il existe un poini a de Q n’appartenant & aucun des hyperplans de & qui ne
contiennent pas L.

(i1) St L est un hyperplan et si L& &, il existe une chambre rencontrant Q.

(iii) Si L est un hyperplan et si L e &, il existe un point a de 0 n’appartenant @
aucun hyperplan H # L de &.

On notera N ensemble des hyperplans H avec He $ et LaH, et &
I'ensemble des hyperplans de Pespace affine L de la forme Ln H avec He i
Il est clair que & est un ensemble localement fini d’hyperplans dans L, et la
prop. 6 montre que Q rencontre une chambre I' définie par € dans L. Si a
est un point de I'n Q, on aura ¢ e H pour tout He N, d’ou (i).

Supposons que L soit un hyperplan; tout hyperplan contenant L lui est
égal, et par suite, on peut distinguer deux cas:

a) Leg:alors it = &, et Pon a ae H pour tout H e $; donc a appartient
a une chambre définie par $ dans E, d’ou (ii).

b) Le$:ona alors it = & = {L}, d’ou (iii).

4. Murs et faces

DErintrion 3. — Soit C une chambre de E. On appelle face de G toute facette contenue
dans I'adhérence de C et dont le support est un hyperplan. On appelle mur de G tout
hyperplan qui est le support d’une face de C.

Tout mur de C appartient 4 %. La prop. 4 montre qu’'un hyperplan L e §
est un mur de C si et seulement si I'on a C # Dg—y11(C). De plus, tout mur
de G est le support d’une seule face de C.

PropositioN 8. — Tout hyperplan H appartenant d & est le mur d’ au moins une chambre.
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D’aprés la prop. 7, (iii), il existe un point a de H n’appartenant & aucun
hyperplan H' # H de &; d’aprés la prop. 6, il existe une chambre C telle que

aeC; la prop. 4 montre alors que H est un mur de C.

ProrosiTioN 9. — Sotent C une chambre et S Pensemble des murs de C. On a
C = Dm(Q) et toute partie L de & telle que G = Dge(C) contient %, Pour qu’une
partie F de C soit une facette, il faut et il suffit que ce soit une facette de E relativement
a la famille M.

a) Soit ¢ une partie de & telle que C = Dg(C). Considérons un hyperplan
L appartenant & § mais non a &; soit it I'ensemble des hyperplans H # L
appartenant 3 §. On a ¢c N, d’ott C = Dg(C), et L ne rencontre pas Dn(C).
D’aprés la prop. 4 (implication (i) ==~ (iii)), I’hyperplan L n’est pas un mur
de C. Par conséquent, tout mur de C appartient a &.

b) On suppose toujours C = Dg(C). Soit H un hyperplan appartenant a
2, qui ne soit pas un mur de C, et posons ¢ = & ~— {H}. D’aprés la prop. 4
(implication (ili) = (i)), 'ensemble convexe D¢ (C) ne rencontre pas H,
d’ou Dg(C) e Dx(C) et C = Dg(C). Par récurrence sur le cardinal de §,
on en conclut que, si & est une partie finie de & ne contenant aucun mur de C,
on a C = De-g(Q).

¢) Soit @ un point de G; on a évidemment G c Dm(a). Soit ' un point
de Dae(a) ; comme le segment fermé [aa’] est compact, ’ensemble § des hyper-
plans H € § qui rencontrent [aa’] est fini. Comme g et ¢’ sont strictement du
méme cdté de tout mur de C, aucun mur de C n’appartient a §; d’aprés b),
on a donc C=Dg_5(C). Comme a’ e Dg~5(a), on a 4’ e C. On a donc prouvé
que Dm(a) « G, ce qui démontre la premiére partie de la proposition,

d) Pour prouver la derniére assertion de la proposition, il suffit évidemment
de montrer qu’une partie F de C qui est une facette de E relativement & 9,
est une facette de E relativement & &, ou encore que tout hyperplan He §
qui rencontre F contient F. Soit donc H un hyperplan rencontrant F et ne le
contenant pas. Comme F est ouvert dans son support affine, il n’est pas tout
entier d’un méme c6té de H. Il en résulte que C n’est pas tout entier d’un méme
coté de H et par suite 'hyperplan H ne peut pas appartenir & &, ce qui achéve
la démonstration.

Remarques. — 1) Ilrésulte de la formule (6) et de la prop. 9 que Padhérence
d’une chambre C est 'intersection des demi-espaces fermés limités par un mur
de C et qui contiennent C,

2) Soit F une facette dont le support est un hyperplan L; on va montrer
qu’il existe deux chambres dont F soit une face. Soit 9t ’ensemble des hyper-
plans H # L appartenant & §; posons A = Dg(F) et notons D* et D~ les
demi-espaces ouverts limités par L. L’ensemble A est ouvert et contient F c L,
et comme tout point de L est adhérent 2 D* et 4 D7, les ensembles C* = A n D*
et G- = AnD™ sont non vides; ce sont des chambres. De plus, ’hyper-
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plan L rencontre Dn(F) = Dx(C*); la prop. 4 montre que L est un mur de
C* et F, qui rencontre L n Dn(F), est une face de C*; de méme, F est une face
de C~. Enfin, soit C une chambre dont F soit une face, et supposons par
exemple D¥ = D (C); d’aprés la prop. 4, I’ensemble Dx(C) rencontre F,
donc est égal & Dy(F) et 'on a

C = Dg(C) = D;(C) n Dp(C) = D* n Dg(F) = C*.

5. Diédres

Rappelons (Alg., chap. II, 3¢ éd., § 9, n° 3) que deux sous-espaces affines
P et P’ de E sont dits paralléles s’il existe un vecteur ¢ dans T tel que P’ =¢+4P.
Il est clair que la relation « P et P’ sont paralléles » est une relation d’équiva-
lence dans I’ensemble des sous-espaces affines de E.

Lemme 1. — Deux hyperplans non paralléles ont une intersection non vide.

Soient H et H' deux hyperplans non paralleles, ae H et o’ e H'; il existe
deux hyperplans M et M’ dans espace vectoriel T tels que H=M + «
et H = M’ 4+ a’; comme H et H' ne sont pas paralléles, on a M # M/, d’olt
T =M 4+ M'; il existe alors ueM et «'e M’ tels que ¢’ —a=u-—u', et
le point 4 + @ =u' + o' appartient & Hn H'.

Lemme 2. — Soient H et T’ deux hyperplans distincts dans E, et f, f' deux fonctions
affines sur E telles que H (resp. H') se compose des points a de E tels que f(a) = 0
(resp. f'(a) = 0). Enfin soit L un hyperplan dans E. On suppose l'une des hypothéses
sutvantes remplies :

a) Les hyperplans H, H' et L sont paralléles.

b) Les hyperplans E1 et T’ ne sont pas paralléles, et Hn H' < L.

Il existe alors des nombres réels A, N' non tous deux nuls tels que 1. se compose des
ae E qui annulent la fonction affine g = N.f 4+ N . f.

Le lemme étant trivial lorsque L = H, nous pouvons supposer qu’il existe

un point 2 de L avec a« H. Posons » = f'(a), N = — f(a) et

g = ASHN S
on a »" # 0 puisque a ¢ H; de plus, comme H # H/, il existe e H tel que
beH', dott f(b) =0, f'(b) # 0, et donc g(b) = — f(a).f'(b) est non nul.

L’ensemble L; des points ou s’annule la fonction affine ¢ # 0 est alors un
hyperplan dans E; on a g(a) =0, d’ou aeL;.

a) Supposons H et H' paralléles : tout point de Ly n Hannule g et f, doncaussi
JS' puisque A’ # 0, et appartient donc & H'; mais comme H et H’' sont paralléles
et distincts, ils sont disjoints, d’ott Ly n H = @, et le lemme 1 montre que L;
est parallele 3 H., Comme on a aeL et aeL;, on a donc L = L.

b) Supposons H et H' non paralléles : d’aprés le lemme 1, il existe un point
¢ dans H n H'; nous munirons E de la structure d’espace vectoriel obtenue en
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prenant ¢ comme origine. Alors H n H' est un sous-espace vectoriel de codi-
mension 2 dans E, et comme on a a & H, le sous-espace vectoriel M de E engen-
dré par H n H' et g est un hyperplan; commeona HnH' cLnLjetacsL nL;,
ona McLnL;, dout M =1L = L;. C.Q.F.D.

ProrositioN 10. — Soit G une chambre, soient H et H' deux murs de C, ef soit L
un hyperplan rencontrant Dy(C) n Dy (C). On suppose que H est distinct de H' et
que Uune des conditions suivanies est satisfaite :

a) Les hyperplans H, H' et L sont paralidles.

b) Les hyperplans H et H' ne sont pas paralléles,et Hn H' < L,

Alors L rencontre C.

Soit & (resp. 4") un point de la face de C de support H (resp. H'); il est
immeédiat que tout point du segment [54'] distinct de b et b’ appartient & C.

Introduisons une fonction affine f nulle en tout point de H et telle que
f(x) > 0 pour x¥ dans Dy(C); introduisons de méme une fonction affine f”
ayant la propriété analogue par rapport & H'. Appliquant le lemme 2, on peut
trouver des nombres A et A’ et une fonction affine g ayant les propriétés indi-
quées. On a (i, ') # (0, 0) et pour tout point ¥ de L n Dyz(C) nDy(C),
on a f(x) >0, f'(x) >0 et rA.f(x) +2.f'(x) =0, ot AN < 0. Par
ailleurs, on a g(b)=2n".f"(b) et g(b') =n.f(0'), et comme f(b') >0, f'(b) >0,
on a g{(b).g(d') < 0. Les points b et 5’ sont strictement de part et d’autre
de 'hyperplan L, et il existe un point ¢ de L appartenant a [45'] et distinct
de b et b, donc appartenant & C.

6. Exemples : cones simpliciaux et simplexes

a) Soient a un point de E, et (¢1, ...,¢4) une base de T; tout point de E
s’écrit alors d’une maniére et d’une seule sous la forme
(7) x=a-+&.e1+ - + &q.¢q

avec &1, ..., &g réels. On notera ¢; la fonction affine sur E qui, pour tout x e E
écrit sous la forme (7), prend la valeur &. On notera H; I'hyperplan formé
des x tels que ¢;(x) = 0, et & 'ensemble des hyperplans Hjy, ..., Hy. Pour

toute partie J de Pensemble I = {1, 2, ..., d}, on posera H; = mJ H;; pour
1=

toute suite (e1, ..., gg) de nombres tous égaux 4 0, 1 ou — 1, on notera
F(e1, ..., gq) ’ensemble des xe E tels que ¢;(x) soit de signe (7Top. gén.,
chap. IV, § 3, n°2) ¢; pour tout 7 dans I. Il est immeédiat que les facettes définies
par & dans E sont les ensembles F(z1, ..., g4) et que ces ensembles sont deux a
deux distincts; le support de F(z1, ..., g4) est égal & Hy si J est I’ensemble des
i e 1 tels que ¢; =0; en particulier, les chambres sont les ensembles de la forme
F(e1, ..., gq) ol chacun des nombres ¢; est égal 2 1 ou — 1.
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L’ensemble C = F(1, ..., 1) formé des x avec ¢;(x) > 0 pour tout iel
est une chambre, qu’on appellera le cine simplicial ouvert de sommet a
défini par la base (e1, ..., eg). Son adhérence se compose des points x
tels que ¢i(x) > 0 pour tout iel lorsque 4> 1; sinon, cette adhérence
est vide. Pour toute partie J de I, soit C; Pensemble des points x
de E tels que ¢;(x) =0 pour ie]J et ¢f(x) > 0 pour iel —=]. Alors C
est une facette de support Hj, et c’est un cone simplicial ouvert de sommet a

dans 'espace affine Hy; de plus, on a C = {J C;. En particulier, les murs
B

de C sont les hyperplans H; pour ¢ e I, et la face de C contenue dans H; est
égale a Cm .

On ne change aucun des ensembles H;, Hy, C, C; et F(e1,...,54) si on
remplace la base (¢1, ..., eq) par une base (Ae1, ..., Ageq) avec X >0 pour
tout 1.

b) Supposons maintenant donné un systéme affinement libre de points de
E, soit (ao, a1, ..., ag). On sait que tout point de E s’écrit d’une maniére et
d’une seule sous la forme x = &g.a0 + -+ + Eg.aq avec &g, ..., &g réels
et o + -+ + Eg =1 (dig., chap. II, 3e éd., § 9, n° 3). On définit des fonc-
tions affines fp, ..., f4, la fonction f; faisant correspondre & tout point x mis
sous la forme précédente le nombre &;. Nous noterons H; ’hyperplan de E
défini par fi(x) = 0 et & I’ensemble des hyperplans Hy, Hy, ..., Hg; enfin,
nous poserons I = {0, 1, ...,d}. On appelle simplexe ouvert de sommets ay, . . ., aq
Pensemble C des points # de E tels que f;(x) >0 pour tout ieI; c’est une
des chambres définies par % dans E, L’adhérence de C est Pensemble C des
points x de E tels que f;(x) >0 pour tout ¢ eI; c’est enveloppe convexe de
Pensemble fini {ao, ..., a4} et Pon voit facilement que les points extrémaux
de C sont ag, ..., ag.

Pour toute partie J de I, distincte de I, posons H; = Q H; et soit C;

I'ensemble des points x de E tels que f;(x) = 0 pour ieJ et fi(x) > 0 pour

iel—]J. L’ensemble Cj est un simplexe ouvert dans 'espace affine H; ayant

pour sommets les points ¢; pourie I — J;ona C, = C,C = |J Cyet C; # C;.
JAI

pour J # J'; de plus C; est une facette de support Hy. En particulier, les murs

de C sont Ho, ..., Hg et Cy; est la face contenue dans H;.

Pour toute partie non vide K de I, soit B ’ensemble des points x de E
tels que fi(x) > 0 pour ;e K et fi(x) < O pour el — K. Les ensembles By
sont les chambres définies par & dans E et 'on a B; = C. On voit facilement que
C est compact; par contre, si K est une partie de I distincte de I, de cardinal p,
la chambre Bg contient la suite des points x, définis pour n > 2 par

_(n pour ieK
Si(xn) = (1 —pn)/(d + 1 —p) pour iel —K

et ceci prouve que By n’est pas relativement compacte.
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§ 2. Réflexions

Dans ce paragraphe, on désigne par K un corps commutatif, supposé de carac-
téristique # 2 & partir du n° 2. On note V un espace vectoriel sur K.

1. Pseudo-réflexions

DériniTioNn 1. — On dit qu’un endomorphisme s de lespace vectoriel V est une
pseudo-réflexion st 1 — s est de rang 1.
Soit s une pseudo-réflexion dans V, et soit D I'image de 1 —ys. Par défi-
nition, D est de dimension 1; étant donné a # 0 dans D, il existe donc une
forme linéaire non nulle a* sur V telle que x — s(x) = (¥, a*>.a pour tout
x dans V.

Réciproquement, étant donnés a # 0 dans V et une forme linéaire a* # 0
sur V, la formule

(1) Sq,qx(%) = x —<x, a*>.a (xeV)

définit une pseudo-réflexion sq4 g+; 'image de 1 —s4 o« est engendrée par 4 et
le noyau de 1 — 54 4« est hyperplan de V formé des x tels que <{x, a*> =0
Si V* est le dual de V, il estimmeédiat que ’endomorphisme 54 4 de V* trans-
posé de sq o+ est la pseudo-réflexion définie par la formule:

(2) Sqn o(x%) = 2% — (w¥,a).a%  (x* e V*),

Si @ est un vecteur non nul, on appelle pseudo-réflexion de vecteur a toute
pseudo-réflexion s telle que @ appartienne a 'image de 1-—s. On appelle
hyperplan d’une pseudo-réflexion s le noyau de 1 — 5, ensemble des vecteurs x tels
que s(x) = x.

ProrositioN 1. — Soient G un groupe et o une représentation lindaire irréductible
de G dans un espace vectoriel V'; on suppose qu’il existe un élément g de G tel que
o(g) soit une pseudo-réflexion.

(1) Tout endomorphisme de V commutant & o(G) esi une homothétie, et o est
absolument irréductible.

(i) Supposons V de dimension finie. Soit B une forme bilinéaire non nulle sur V
invariante par o(G). Alors B est non dégénérée, symétrique ou antisymétrique, et toute
Sorme bilinéaire sur V invariante par o(G) est proportionnelle & B.

Soit # un endomorphisme de V commutant & p(G). Soient par ailleurs g
un élément de G tel que p(g) soit une pseudo-réflexion, et D I'image de
1 —p(g). Comme D est de dimension 1 et que #(D) D, il existe « dans K
tel que ¥ — «. 1 s’annule sur D; le noyau N de « — «.1 est alors un sous-espace
vectoriel de V stable par ¢(G), non nul puisqu’il contient D; comme p est
irréductible, on a N = V et u = «.1. La deuxi¢me partie de (i) résulte de la
premiére d’aprés Alg., chap. VIII, § 13, n° 4, cor. de la prop. 5.
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Soit N (resp. N’} le sous-espace de V formé des x tels que B(x, y) =0
(resp. B(», x) = 0) pour tout y dans V; comme B est invariante par ¢(G), les
sous-espaces N et N’ de V sont stables par ¢(G) et distincts de V puisque
B # 0. Puisque p est irréductible, on a N =N’ =0, et B est donc non
dégénérée.

Comme V est de dimension finie, toute forme bilinéaire sur V est donnée
par la formule

(3) B'(x, ) = B(u(#), )

ol u est un endomorphisme convenable de V. Si B’ est invariante par ¢(G),
Pendomorphisme # commute & ¢(G). Soient en effet x, y dans V et g dans G;
comme B et B’ sont invariantes par p(G), on a

B(u(e(8)()),2) = B'(e(g) (#),0) = B'(x, p(g™) (1))
= B(u(x), p(¢71) (1)) = B(e(8) (u(%)),2),

d’ou u(p(g)(x)) = e(g)(u(x)) puisque B est non dégénérée. D’aprés (i), il
existe « dans K avec u = «.1, d’ou B’ = «.B.

Appliquons ceci en particulier a la forme bilinéaire B'(x, y) = B(y, x);
on a alors B(y,%) = «.B(x,») = «2.B(y,x) quels que soient %, y dans V,
et comme B est non nulle, on 2 a2 =1, d’olt « =1 ou « = — 1. Donc B est
symétrique ou antisymétrique.

2. Réflexions

On rappelle que sauf mention expresse du contraire, le corps K est désormais
supposé de caractéristique différente de 2. On appellera réflexion dans V toute
pseudo-réflexion s telle que s2 = 1; si s est une réflexion, on notera Vy le
noyau de s— 1 et Vy celui de s + 1.

ProposiTION 2, —— Soit s un endomorphisme de V.

(i) Si s est une réflexion, V est somme directe de Uhyperplan Vi et de la droite V.

(i1) Réciproquement, supposons que V soit somme directe d’un hyperplan H et
d’une droite D tels que s(x) = x et s(y) = —y pour xe H et ye D. Alors s est une
réflexion, et Pon a H = Vs et D = V§. Enfin, D est I'image de 1 — s.

(i) Sis est une réflexion, Vy est un hyperplan. Si x appartient & V; n Vy,
on a ¥ =s(¥) = —ux, doit x =0 puisque K est de caractéristique # 2.
Enfin, pour tout x dans V, le vecteur &' = s(x) -+ x (resp. " = s(x) —x)
appartient & V3 (resp. V5) puisque s2 = 1, et 'on. a 2x = ' — x”. Donc V
est somme directe de Vg et de Vy, et Vy est nécessairement de dimension 1
puisque Vy est un hyperplan.

(i1) Sous les hypothéses faites, tout élément de V s’écrit de maniére unique
sous la forme v = x + y avec xe H et ye D et 'on a s(v) = x — y; ’assertion
(ii) résulte immédiatement de la.

CoROLLAIRE. — 87 V est de dimension finie, toute réflexion est de déterminant — 1.
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Soit s une réflexion dans V. La prop. 2, (i) montre qu’il existe une base

(e15 ... en) de Vtelle que s(er) = e1, ..., 5(en-1) = en_1 et s(ey) = — ¢y, d’o0t
dets = — 1.
PropostTiOoN 3. — Soit s une réflexion dans V.,

(1) Pour gu’un sous-espace V' de V soit stable par s, ol faut et il suffit que I'on ait
VeV ou V' Vg,

(i) Pour qu'un endomorphisme u de N commute & s, il faut et il suffit que Vg et
Vs soient stables par u.

(i) Si V' e Vy, on a s(x) = x pour tout x dans V', d’ot1 s(V’) ¢ V. Suppo-
sons Vg € V'; pour tout x dans V', on a s(x) —xeVsc V', d’on s{x)eV’;
on a encore 5(V') ¢ V'. Réciproquement, supposons que I’on ait s(V') ¢ V’; si
I'on a V' ¢ Vg, il existe x dans V' avec s(x) # x; le vecteur non nul a=s(x)—x
appartient a la droite V;, donc engendre cet espace; comme on a aeV’,
onaV;cV',

(if) Supposons d’abord que u commute a's. Si x est un vecteur tel que
5(x) = e.x (o0 e = £ 1), on a s(u(x)) = u(s(x)) = e.u(x), donc Vy et V5
sont stables par u. Réciproquement, supposons Vs et Vj stables par u; il est
clair que us — su est nul dans Vy et dans Vy, et comme V est somme directe
de Vi et Vg, on a us—su = 0.

COROLLAIRE, — Pour que deux réflexions distinctes s et u soient permutables, il faut
et il suffit que P'on ait V5 cVy et Vyc V.

Si Yon a VyeVy et Vi Vs, la prop. 3, (i) montre que Vy, et V sont
stables par s, d’ol su = us d’aprés la prop. 3, (ii).

Réciproquement, si l'on a su = us, le sous-espace Vj est stable par u d’apres
(ii}; d’apres (i), il y a donc deux cas possibles:

a) On a V, c 'V, : ces deux espaces étant de dimension 1 sont donc égaux,
d’olt V5 ¢ Vy; comme Vy est stable par s, on a donc Vi cVj, et ces deux
hyperplans sont égaux. D’ot s = 4, ce qui est exclu.

b) On a VycVy: I'image de 1 — s est donc contenue dans le noyau de
l—u, dodt (1 —u).(1—s)=0. Comme # et s commutent, on a aussi
(1—3s).(1—u) =0, cest-a-dire VycVj.

Remarque. — Soit a # 0 dans V et soit ¢* une forme linéaire non nulle sur V:
de la formule (1), on déduit

5% ax(%) = x + (<a, a*) — 2){x, a*).a
et par suite s, ,« est une réflexion si et seulement si Pon a {a, a*) = 2. Dans ces
conditions, on a alors s, ,x(a) = — a.
3. Réflexions orthogonales

Supposons V de dimension finie. Soit B une forme bilinéaire non dégénérée
sur V. D’aprés dlg., chap. IX, § 6, n® 3, prop. 4, pour qu’une réflexion s dans
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V laisse B invariante, il faut et il suffit que les sous-espaces V; et Vg de V
soient orthogonaux pour B; ils sont alors non isotropes. De plus, pour tout
hyperplan non isotrope H dans V, il existe une réflexion s et une seule qui
conserve B et induise 'identité sur H; c’est la symétrie par rapport ¢ H, cf. Alg.,
chap. IX, § 6, n° 3. Si a est un vecteur non nul orthogonal a4 H, on a alors
B(a,a) #0, et la réflexion s est donnée par la formule

(4) s(x) =x—2 .a pour tout xeV,

d’apres Alg., chap. IX, § 6, n° 4, formule (6). On dit aussi que s est la réflexion
orthogonale par rapport & H.

ProrosiTiON 4. — On suppose V de dimension finie. Soient B une forme bilinéaire symé-
trique non dégénérée sur V, X un sous-espace de V et X° Porthogonal de X par rapport
a Bj; enfin soit s la réflexion orthogonale par rapport & un hyperplan non isotrope H de V.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) X est stable par s.

(ii) XO est stable par s.

(iti) H contient X ou XO.

On a Vi = H, et d’aprés ce qu’on a rappelé, V; est Porthogonal HY de H
par rapport & B. Pour que X soit stable par s, il faut et il suffit d’aprés la
prop. 3, (i) que 'on ait X c¢ H ou H® ¢ X; mais la relation H? ¢ X équivaut 2
X%cH d’aprés Alg., chap. IX, § 1, n° 6, cor. 1 de la prop. 4. On a donc
prouvé I’équivalence de (i) et (iii); celle de (ii) et (iii) s’en déduit en échan-
geant les réles de X et X° car (X9° = X,

4. Réflexions orthogonales dans un espace affine euclidien

Conservons les notations du numéro précédent, et soit E un espace affine
dont V est I'espace des translations. La donnée de la forme B sur V munit E
d’une structure d’espace euclidien (Alg., chap. IX, § 6, n° 6).

Soit H un hyperplan non isotrope de E. La symétrie par rapport & H (4lg.,
chap. IX, § 6, n° 6) s’appelle aussi la réflexion orthogonale par rapport 8 H; on la
note souvent sg. On a s§ = 1, et sy est Punique déplacement (loc. cit., déf. 3)
de E, distinct de I’identité, et laissant fixes les éléments de H. L’automorphisme
de V associé a sy est la réflexion orthogonale par rapport a la direction de H
(qui est un hyperplan non isotrope de V).

Tout x e E s’écrit de facon unique x = % + v, avec ke H, et veV ortho-
gonal 2 H; on a

sglh +v) =h—u.

ProposiTioN 5. — Soient H et H' deux hyperplans de E paralléles et non isotropes
Il existe un unique vecteur ve 'V, orthogonal & H, et tel que H' = H + v. Le dépla-
cement sy.Sy- est la translation de vecteur 2v.
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L’existence et 'unicité de v sont immédiates. L’automorphisme de V
associé a sg.sy est Pidentité; donc sysy est une translation. D’autre part,
soit aeH'; on a e —veH et

spsula —0v) =sg(@a—0v) =a+v=(a—0v) + 2,
ce qui montre que sg.5y est la translation de vecteur 2.

CoroLLAIRE. — Soient H et H' deux hyperplans paralléles, distincts et non isotropes.
St K est de caractéristique zéro (vesp. p > 0, avec p # 2) le groupe de déplacements
de E engendré par sy et sy est un groupe diddral infini (resp. d’ordre 2p).

En effet, d’apres la prop. 2 du chap. IV, § 1, n° 2, il suffit de vérifier que
spsu est d’ordre infini (resp. d’ordre p), ce qui est évident.

Remarque. — Gardons les notations de la prop. 5 et supposons de plus que
K = R. Posons s = sy et §' = sy.. Soit H, I'hyperplan H +2z.v et soit C,
I’ensemble des points de E de la forme a + £.v avecaeHetn < £ < 7+ 1.
Les C, sont des ensembles ouverts connexes et ils forment une partition de

E — (U H,. Ce sont donc les chambres définies par le systéme H = (H,)y ez dans

E. La translation (s's)? transforme la chambre C = Gy en la chambre Cgy,
et comme §(Cp) = C_1, on a (s's)7s(C) = Cap.1. Il en résulte que le groupe
diédral W engendré par s et s’ permute de fagon simplement transitive les chambres Cy.
De plus, montrons que, si les chambres C et w(C) sont de part et d’autre de H (pour
weW), on a l{sw) = I(w) —1 (les longueurs étant prises par rapport a
S = {5, s'} (chap. IV, § 1, n° 1)). En effet, on a alors w(C) = C, avec n < 0.
Sin=—2k onaw = (ss)¥etsw = (s's)% L', d’ol1 {(w) = 2k et [(sw) = 2k—1
(chap. IV, § 1, n° 2, Remarque). Si n=-—2k— 1, on a w = (s5)%s et
sw= (s's)k, d’olt [(w) =2k + 1 et (sw) = 2k.

5. Compléments sur les rotations planes

Dans ce n°, on désigne par V un espace vectoriel réel de dimension 2, muni
d’un produit scalaire (c’est-a-dire d’une forme bilinéaire symétrique positive
non dégénérée) et d’une orientation. Les mesures d’angles seront prises par rap-
port & la base 2=; la mesure principale d’un angle de demi-droites (resp. de
droites) est donc un nombre réel 6 tel que 0 < 6 < 2n (resp. 0 € 6 < =x)
(Top. gén., chap. VIII, § 2, n° 3 et n° 6). Pour tout nombre réel 6, on parlera
par abus de langage de ’angle 6 pour désigner un angle dont une mesure est
0 et on note py la rotation d’angle 6 (Alg., chap. IX, § 10, n° 3).

ProrosrTioN 6. — Soit s la réflexion orthogonale par rapport & une droite D de V. Si
A et A’ sont deux demi-droites d’origine O (resp. deux droites passant par 0) de V, ona:

(@), s(A7) = — (A, ') (mod. 2x) (resp. (mod. =)).

Soit ¥ une rotation transformant A en A’. Comme su est une transformation
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orthogonale de V de déterminant — 1, c’est une réflexion et 'on a donc
(su)2 = 1. Par suite, 71 = sus~1 transforme s(A) en s(A’), d’ou la proposi-
tion.

COROLLAIRE. — Soient D et D’ deux droites de 'V et soit 0 une mesure de ' angle (D/,ﬁ).
On a sp.sp = pog.

On sait que sp,.5p est une rotation puisque son déterminant vaut 1. Soient
A et A’ des demi-droites d’origine 0 portées par D et D’. On a:

e ——

@, sp50(A)) = B, 5p.(R)) = (A, &) + (A, 5. (B))
= o (D), 5p.(A))

|
=2
>
__I_
o
4
>
&
=]
c

d’oll le corollaire.
Soient maintenant A et A’ deux demi-droites de V telles que
A#AN et A#— A,
et soient s et s’ les réflexions orthogonales par rapport aux droites D et D’

contenant A et A’, Soit 6 la mesure principale de I’angle (ﬁ). SifenQ,
on désigne par m le plus petit entier > 1 tel que mb e nZ. Si b enQ , on pose
m = o0. Soit W le groupe engendré par s et s'.

ProposITION 7. — Le groupe W est un groupe di¢dral (chap. IV, § 1, n° 2) d’ordre 2m.
Il s¢ compose des rotations pong et des produits panss pour ne Z. Les transformées de D
et 1Y par les éléments de W sont les transformées de D par les rotations png pour ne Z.

Le cor. de la prop. 6 montre que s's est d’ordre m, d’oir la premiére
assertion. Les éléments de W sont donc de la forme (s's)?=pang ou (§'s)%s=panss;
la derniére assertion en résulte, puisque D’ = g4(D).

CoroOLLAIRE. — Soit G le secteur angulaire ouvert réunion des demi-droites ouvertes

Ay dorigine O telles que 0 < (A, A1) < 6. Pour qu'aucune transformée de D ou
de D' par un élément de W ne rencontre C, il faut et il suffit que m soit fini et que

0 = =n/m.

Si m = oo, 'image de I’ensemble des 78 (neZ) est dense dans R/2=Z
(Top. gén., chap. VII, § 1, cor. de la prop. 11); la réunion des transformées
de D par les éléments de W est donc dense dans V et rencontre C. Si m est
fini et si 0 = kn/m, avec | < k < m, les entiers £ et m étant étrangers, il existe

un entier % tel que 2k = 1 mod. m; on a alors (m)) = w/m (mod. w),
et pps(D) rencontre C. Ceci montre que la condition est nécessaire. La réci-
proque est immédiate.

Remarque. — Supposons m fini et 6 = =/m. Si neZ, soit C, la réunion des
demi-droites ouvertes Ay d’origine O telles que

8 < (&, A1) < (n 4+ 1)6.



72 GROUPES ENGENDRES PAR DES REFLEXIONS Ch. v, § 3

Les G, pour —m < n < m sont des ouverts connexes et forment une partition
de E —|JD, (en posant D, = pus(D)). Ce sont donc les chambres déterminées
n

dans E par le systéme des m droites D, (1 < 7 < m). On a Caz = pagg(C) et
Car_1 = parss(C). De plus, on a G, = U si et seulement si n e 2mZ, Par suite,
le groupe W permute de fagon simplement transitive les chambres Co.

Montrons enfin que, si we W est tel que les chambres C et w(Q) soient de
part et d’autre de la droite D, on a I(sw) = [(w) — 1 (les longueurs étant prises
par rapport & S={s, s'}). En effet, on a alors w(C) = Gy, avec —m <n < 0.
Sin=—2konaw= (ss")E et sw =1s"(s5')%"1, d’od I(w) = 2k et (sw) =2k —1

(chap. IV, § 1, n° 2, Remarque)). Si n=—2k 4+ 1, on a
w = (ss')k"1s et sw = (§'s)k-1,
d’od [(w) =2k—1 et [(sw) = 2k — 2. C.Q.F.D.

§ 3. Groupes de déplacements engendrés par des réflexions

Dans ce paragraphe, on désigne par E un espace affine rée/ de dimension
finie d, par T I’espace des translations de E. On suppose T muni d’un produit
scalaire (c’est-a-dire une forme bilinéaire symétrique positive non dégénérée)
noté (¢]t'). Pour t e T, on pose ||f|} = (¢|t)V/2. La fonction d(x, ) = |jx —3|| est
une distance sur E, qui définit la topologie de E (§ 1).

On désigne par & un ensemble d’hyperplans de E et par W le groupe de
déplacements de I’espace euclidien E engendré par les réflexions orthogonales
sy par rapport aux hyperplans He & (§ 2, n° 4). On suppose que les condi-
tions suivantes sont satisfaites:

(D 1) Pour tout weW et tout He &, Uhyperplan w(H) appartient 4 %;

(D 2) Le groupe W muni. de la topologie discréte opére proprement dans E.

Comme E est localement compact, il résulte de la Remarque du § 4, n° 5
de Top. gén., chap. III, 3¢ éd., que la condition (D 2) équivaut & la condition
suivante :

(D' 2) Quelles que soient les parties compactes K et L de E, Pensemble des w e W
tels que w(K) rencontre L est fini.

1. Résultats préliminaires

Lemme 1. — L'ensemble d’hyperplans & est localement fini.

Soit en effet K une partie compacte de E. Si un hyperplan He § ren-
contre K, 'ensemble syz(K) rencontre aussi K, puisque tout point de KnH
est fixe par sy. L’ensemble des He § rencontrant K est donc fini d’apres
(D" 2).
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On peut donc appliquer a E et & les définitions et résultats du § 1. Nous
appellerons simplement chambres, facettes, murs, etc. relatifs 4 W les chambres,
facettes, murs, etc. définis dans E par §. Un déplacement w e W permute
entre elles les chambres, les facettes, les murs, etc.

Lemme 2. — Soit C une chambre.

(i) Pour tout x e E, il existe un élément we W tel que w(x) e C.

(i) Pour toute chambre C!', il existe un élément we W tel que w(C’) = C.

(iii) Le groupe W est engendré par ensemble des réflexions orthogonales par rapport
‘aux murs de C.

Soit M I'ensemble des murs de C et soit W le sous-groupe de W engendré
par les réflexions par rapport aux murs de C. Démontrons (i) : soit x « E et soit
J Porbite de x par rapport au groupe Wa. 11 suffit de prouver que J rencontre C.

Soit @ un point de C; il existe une boule fermée B de centre a rencontrant
J; comme B est compacte, la propriété (D’ 2) du n° 1 montre que BnJ est
fini. Il existe donc un point y de J tel que '

(1) d{a, y) < d(a,)) pour tout ¥ dans J.

On va prouver que 'on a y e C. Pour cela, il suffit de montrer que si H est

un mur de G, on a ye Dg(C) (cf. § 1, n° 4, prop. 9). Comme on a sy e Wy,
on a sy(y)e]J dou (fig. 1) ‘
(2) d(a, y)? < d(a,5u(9))?

d’apres (1). Il existe b « H et deux vecteurs tet u telsquea=5b+tet y=b+u,
le vecteur u étant orthogonal 2 H; on a alors sg(y) = & — u, et (2) équivaut a
(t—ujt —u) < (¢t + u|t + u), C’est-a-dire & (tJu) > 0. Cette inégalité entraine
y e Dy(C).

sulyl

b

Y

a
FIGURE 1

(ii) Soient C’' une chambre et 4’ e C'. D’aprés ce qu’on vient de démontrer,
il existe we Wm tel que w-1(a') € C; par suite, la chambre C’ rencontre

w(C); comme w(C) est réunion de w(C) et de facettes d’intérieur vide (§ 1,
n® 2, prop. 3), on a C' = w(C).

(iii) On a a prouver W = W, et il suffit de prouver que l'on a sy e Wy,
pour tout H' e §. Or H' est le mur d’au moins une chambre C' (§ 1, n° 4,
prop. 8); on a vu qu’il existe w e Wi tel que C' = w(C); par suite, il existe
un mur H de C tel que H = w(H), d’ott sy = w.sq. w1 e Wy,
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2. Relation avec les systémes de Coxeter

TutorEME 1. — Soient C une chambre et S Uensemble des réflexions par rapport
aux murs de C.

(i) Le couple (W, S) est un systéme de Coxeter.

(it) Sovent we W et H un mur de C. La relation [(syw) > [(w) signifie que les
chambres G et w(C) sont du méme coté de .

(iil) Pour toute chambre C', il existe un unique élément we W tel que w(C) = C/,

(iv) L’ensemble des hyperplans H itels que sy e W est égal 4 $.

Tout élément de S est d’ordre 2 et le lemme 2 montre que S engendre W.
Pour tout mur H de C, notons Py; 'ensemble des w e W tels que les chambres
C et w(C) (qui ne rencontrent pas H) soient du méme c6té de H. Nous allons
vérifier les conditions (A’), (B’) et (C) du chap. IV, § 1, n° 7.

(A’) 1ePyg: Trivial.

(B) Py est disjoint de sg.Py: En effet, w(C) et sgw(C) sont de part et
d’autre de H, donc si w(C) est du méme coté de H que C, il n’en est pas de
méme de syw(C).

(C) Soient we Py et B’ un mur de C tel que wsy & Py; on a wsy = syw:
Par hypothese w(C) est du méme coté de H que G, et wsy (C) est de I'autre
cbté de H. Donc wsy (C) et w(C) sont de part et d’autre de H; les chambres
sz (C) et G sont de part et d’autre de I’hyperplan w~1(H). Soit ¢ un point
de la face de C de support H'. Le point a = sg.(a) est adhérent aux deux
chambres C et s5(C) qui sont respectivement contenues dans les deux
demi-espaces ouverts limités par w~-1(H); on a donc eew-1(H), d’ol
H' = w~1(H). De 14, on tire sz = w™lsqw, d’oll wsy = szw.

Ceci étant, les assertions (i) et (ii) résultent de la prop. 6 du chap. IV,
§ 1, n® 7. On a de plus (loc. cit., condition (A))

(3) HQM Py = {1}

Le lemme 2 montre que W est transitif sur ’ensemble des chambres. De plus, si
we W est tel que w(C) = C, on a we Py pour tout mur H de G, d’ott w =1
par (3). Ceci établit (iii).

Soit enfin H un hyperplan tel que sy € W. Si 'on avait He §, il existe-
rait au moins une chambre C' rencontrant H (§ 1, n® 3, prop. 7). Tout point
de Hn Q' est invariant par sy, donc appartient aux chambres C' et s5(C');
on a donc C' = s4(C') ce qui contredit (iii) puisque sy # 1.

COROLLAIRE, — Soit T un ensemble de réflexions engendrant W. Toute réflexion
appartenant & W est conjugude a un élément de Z.

Soit &' I'ensemble des hyperplans de la forme w(H) avec we W et He §
tel que sy e Z. Comme W est engendré par la famille (sg)geg et que &' est
stable par W, on peut appliquer & & au lieu de & tous les résultats de ce no;
mais le th. 1, (iv) montre que toute réflexion de W est de la forme sy avec
Hey', d’ou le corollaire.
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3. Domaine fondamental, stabilisateurs

Rappelons (Intégr., chap. VII, § 2, n° 10, déf. 2) qu’une partie D de E est
appelée un domaine fondamental pour le groupe W si toute orbite de W dans E
rencontre D en un point et un seul. Ceci équivaut & la conjonction des deux
conditions :

a) Pour tout xe E, il existe we W tel que w(x) e D.

b) Etant donnés x, ye D et we W tels que y = w(x), on ay = x (mais on peut
avoir w # 1).

Nous allons démontrer les trois énoncés suivants :

TutoriME 2. — Pour toute chambre C, I’adhérence C de C est un domaine fonda-
mental pour W opérant dans E.

ProposiTioN 1. — Soient ¥ une facette et C une chambre telles que F < C. Soitw e W.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1)  w(F) rencontre F;
ii) w(F) =F;
iii) w(F) = F;
iv) w laisse fixe au moins un point de F;
v) w laisse fixe tout point de F;

(vi) w laisse fixe tout point de F;

(Vil) w appartient au sous-groupe de W engendré par les réflexions par rapport aux
murs de C contenant F.
Pour toute partie A de E, notons W(A) le sous-groupe de W formé des €él¢-
ments laissant fixes tous les points de A.

ProrosiTiOoN 2. — Soit A une partie non vide de E, soit $, Pensemble des hyperplans
H e & contenant A, soit A' Dintersection des H e $, et soit F une facette de E, ouverte
dans A’ (§ 1, n° 3, prop. 7). On a W(A) = W(A') = W(F), e¢ W(A) est
engendré par les réflexions par rapport aux hyperplans de §,.

Démontrons tout d’abord l'assertion suivante:

(I) Soient C une chambre, x et y deux points de C et we W tel que w(x) = y.
On a alors x =y et w appartient au sous-groupe Wa, ot N est Pensemble des murs de
C contenant x,

Nous raisonnerons par récurrence sur la longueur ¢ de w (relativement a
I’ensemble S des réflexions par rapport aux murs de C), le cas ¢ = 0 étant
évident. Si ¢ > 1, il existe un mur H de C et un élément w' e W tel que
w = sgw’ et [(w') = ¢ — 1. Puisque /(syw) < [(w), les chambres C et w(C)
sont de part et d’autre de H d’aprés le th. 1 du n® 2. On a donc G n w(C) c H,
d’olt ye H. On a alors y = w'(x) et I’hypothese de récurrence entraine x = y
et w' e Wy, De y e H on déduit H e 9, d’ott w = sy’ € Wa, ce qui termine la
démonstration de (I).

Démonstration du théoréme 2 : il résulte de (I) et du lemme 2.
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Démonstration de la proposition 1 : on sait que deux facettes distinctes sont dis-
jointes et ont des adhérences distinctes (§ 1, n° 2, cor. de la prop. 3). L’équi-
valence de (i), (i) et (iii) en résulte. D’autre part, il est clair que

(vii) =% (Vi) =% (V) =~ (iv) == (i)

et Passertion (I) montre que (i) == (vii).

Démonstration de la proposition 2 : soit A” le sous-espace affine de E engendré
par A. On a évidemment W(A) = W(A"). D’aprés la prop. 7 du § 1, n° 3,
il existe un point xe A” n’appartenant 3 aucun hyperplan He & — &,.
Soit F, la facette contenant x: elle est ouverte dans A” et la prop. 1
montre que

W(Fz) c WA e W(A) = W(A") e W({x}) = W(F,)
d’'ou W(A) = W(A') = W(F;). En remplagant A par F, on a aussi

W(A) = W(F),
d’ot la proposition.

Remarques. — 1) Il résulte du th. 2 quesi C est une chambre et F une facette, i/
existe une _facette F' et une seule contenue dans C qui soit transformée de F par un élément
de W. '

2) Il résulte des prop. 1 et 2 que pour toute partie non vide A de E, il
existe un point ae E tel que W(A) = W({a}); de plus, le groupe W(A) est
un groupe de Coxeter (th. 1).

3) Soient C une chambre de E et S I'ensemble des réflexions par rapport
aux murs de C. Soit we W et soit (s1, ..., §¢) une décomposition réduite de
w par rapport & S. Si xe C est fixe par w, on a s;(x) = x pour tout j: cela
résulte de la prop. 1 ci-dessus et du cor. 1 de la prop. 7 du chap. IV, § 1.

4. Matrice et graphe de Coxeter de W

Soient C une chambre, S = S(C) ’ensemble des réflexions orthogonales
par rapport aux murs de C et M = (m(s, s')) la matrice de Coxeter du systéme
de Coxeter (W, S) (chap. IV, § 1, n° 9): rappelons que m(s, s') est Pordre
(fini ou o) de I’élément ss' de W (pour s, s' € S). Si C’ est une autre chambre,
l'unique élément we W tel que w(C) = C' définit une bijection

st f(s) = wsw1

de Ssur 8’ = S(C"), et Pon a m( f(s), f(s')) = m(s, s"). Il en résulte que, si I'on
fait opérer W sur ’ensemble X des couples (C, s), oit G est une chambre et ou
se S(C), en posant w. (C, s) = (w(C), wsw~1), chaque orbite : de W dans X
rencontre chacun des ensembles {C} X S(C) en un point et un seul, que I'on
note (G, s;(C)). Soit alors I ’ensemble de ces orbites; pour ¢, je I, le nombre
myz = m(s;(Q), 5;(C)) est indépendant du choix de la chambre C. La matrice
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M (W) = (mqs)4, 51 est une matrice de Coxeter que 'on appelle la matrice de
Coxeter de W. Le graphe de Coxeter associé a M (W) (chap. IV, § 1, n° 9)
est appelé le graphe de Coxeter de W.

Soit C une chambre. Pour tout i e I, on désigne par H;(C) le mur de C tel
que $53(C) soit la réflexion par rapport a H;(C) et par ¢;(C) le vecteur unitaire
orthogonal & H;(C) et situé du méme cbté de H;(C) que C. L’application
1 +— Hy(Q) est appelée la famille canoniquement indexée des murs de C.

Prorosirion 3. — Soit G une chambre, et soient i, j € 1, avec ¢ # j. Posons s;=15;(C),
H; = Hy(C), ¢; = ¢;(C) et définissons de méme s;, Hy et ¢;.
(1) 8% H; et Hy sont paralléles, on a my; = o0 et ¢ = — ¢y.

(i1) S¢ H; et Hy ne sont pas paralléles, alors my; est fini et on a:
(4) (esles) = — cos (m/myj).

(iii) On a (edes) < 0.

Si H; et Hj sont paralleles, s;5; est une translation (§2, n°4, prop. 5),
d’olt my; = 0. De plus, on a ou bien ¢; = ¢;, ou bien ¢; = —¢;. Or il existe un
point a (resp. a’) adhérent a C et appartenant a H; (resp. Hj), mais n’appar-
tenant pas & H; (resp. H;). On a alors (¢’ — ale;) > 0 et (a—a'le;) > 0, ce
qui exclut le cas ¢; = ¢; et démontre (i).

Supposons maintenant que H; et H; ne soient pas paralleles. Choisissons
une origine a €« H; n H; et identifions T et E par la bijection ¢ — a + £ Soit
V le plan orthogonal 4 H; n H; passant par a. Posons I' = V n Dy,(C) n Dy ,(C)
(ot Dy(C) désigne le demi-espace ouvert limité par H et contenant C (§ 1,
no 1)) et soit D (resp. D’) la demi-droite de V portée par H;n'V (resp. Hyn V)
et contenue dans ’adhérence de I'. Pour une orientation convenable de V
Pensemble I' est la réunion des demi-droites ouvertes A de V telles que

0 < (D, A) < (D, D).

Soit W' le sous-groupe de W engendré par s; et s;. Pour tout w e W, les hyper-
plans w(H;) et w(H;) appartiennent a &, contiennent H; n H; et ne rencontrent
pas C. Il en résulte qu’ils ne rencontrent pas I' (§ 1, n° 5, prop. 10). Le cor. de
la prop. 7 du § 2, n° 5 entraine alors (ii).

Enfin, Dassertion (iii) résulte immédiatement de (i) et (ii), puisque
mi; = 2 pour i # j. )
Remarque. — La formule (4) est en fait valable quels que soient i, je1: en
effet, on a w/my; = 0 si my; = o0, et si ¢ =, on a my; = 1 et (¢gfey) = 1.

5. Systémes de vecteurs a produits scalaires négatifs

Lemme 3. — Soit g une forme quadratique positive sur un espace vectoriel réel 'V et soit
B la forme bilinéaire symétrique associde. Soient ay, ..., an des éléments de 'V tels que
B(ai,a5) < 0 pour i # j.
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(i) i c1, ..., cqn Sont des nombres réels tels que q( X cia;) = 0, on a

g( 2 lei].a) = 0.

11
(i) S7 g est non dégénérée et s”il existe une forme linéaire f sur V telle que f(a;) > 0
our tout i, les vecteurs ay, ..., dn Sont linéairement indépendants.
)
La relation B(a;,a;) < 0 pour i # j entraine aussitot

(2 e} @) < ¢ X cuas),

13

d’ott (i). Si ¢ est non dégénérée, la relation Y ¢;a; = 0 entraine donc

3

Z |ci[.ai = 0;

pour toute forme linéaire f sur V, on en déduit E les] . flag) = 0, d’ott ¢; =0

pour tout ¢, si de plus f(a;) > 0 pour tout ¢. Cela démontre (ii).

Lemme 4. — Soit Q = (q¢5) une matrice réelle carrée symétrique d’ordre n telle que:
a) on a gy < 0 pour i # j;
b) il nexiste pas de partition de {1, 2, ..., n} en deux ensembles non vides 1

et J tels que (i, j)el x J entraine gy = 0;

¢) la forme quadratique q(x1, ..., xp) = X qixex; sur R™ est positive.

Alors: +

(1) Le noyau N de q est de dimension 0 ou 1. 8¢ dim N = 1, N est engendré par
un vecteur dont toutes les coordonnées sont > 0.

(i1) La plus petite valeur propre de Q. est de multiplicité 1 et un vecteur propre corres-
pondant a toutes ses coordonnées > 0, ou toutes ses coordonnées < O,

Comme ¢ est une forme quadratique positive, le noyau N de ¢ est I’ensemble
des vecteurs isotropes pour ¢ (4lg., chap. IX, § 7, n° 1, cor. de la prop. 2).
Soit ai, . . ., ay la base canonique de R™ Si ), ¢;a; € N, le lemme 3 montre que

1
Pon aaussi X, [¢i|.a;e N, d’odt X ¢s/ci| = O pour tout ;. Soit alors I Pensemble

1 13

des ¢ tels que ¢; % 0. Sijel, on a gjje] < 0 pour iel et gylei) = 0 pour
iel, d’oll ¢y = 0 pourj &I etiel. L’hypothése b) entraine donc que ou bien
I =g,oubienI={l, ..., n}. Par suite, tout vecteur non nul de N a toutes
ses coordonnées # 0. Si on avait dim N > 2, I'intersection de N et de ’hyper-
plan d’équation x; = 0 serait de dimension > 1, contrairement a ce que l'on
vient de voir. En outre, ce qui précéde montre que, si dim N=1, alors N
contient un vecteur de coordonnées toutes > 0. Ceci achéve la démonstration
de (i).

D’autre part, on sait que les valeurs propres de Q sont réelles (4/g., chap.
IX, § 7, no 3, prop. 5) et positives puisque ¢ est positive. Soit A la plus petite
d’entre elles. La matrice Q' = Q — Al est alors la matrice d’une forme posi-
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tive dégénérée ¢’ et les éléments non diagonaux de Q' sont les mémes que ceux
de Q . Par suite, Q' satisfait aux conditions a), b) et ¢) de ’énoncé. Comme le
noyau N’ de ¢’ est le sous-espace propre de Q correspondant & la valeur propre
A, assertion (ii) résulte de (i).

Lemme 5. — Soient e1, ..., ey des vecteurs engendrant ‘T tels que :
a) (eiles) < O pour i # j;
b) 1l nexiste pas de partition de {1, ..., n} en deux ensembles 1 et J non vides

tels que (esle;) = 0 pour iel et je].
Alors deux cas sont possibles :
1) (g, ..., en) est une base de T;
2) n=dim T + 1; il existe une famille (¢;)1<i<n de nombres réels > 0 tels

que Z cies =0, et toute famille (c;)1<i<n de nombres réels tels que E cie; =0 est

proportzonnelle a (e)1<i<n.
Posons ¢i; = (ei]¢;). La matrice Q = (gq5) satisfait alors aux hypotheéses
du lemme 4 : les conditions a) et 4) du lemme 4 sont les mémes que les condi-

tions a) et &) ci-dessus, et ¢) est satisfaite puisque Z GighexXj = 2 ||x:¢4|2. Le noyau
i

N de la forme quadratique ¢ sur R”, de matrice Q, est Pensemble des
(¢15 + ., cn) e R® tels que D cie; = 0. Si N = {0}, les ¢; sont linéairement indé-

pendants et I’on est dans le cas 1). Si dim N > 0, le lemme 4 (i) montre que

lon est dans le cas 2).

Lemme 6. — Soit (eq, ..., en) une base de 'T telle que (ejes) < O pour i # j.
() Six= X cieseT est tel que (x|es) = O pour tout i, on a ¢; > 0 pour tout i.
(i) % x etyl sont deux éléments de ‘T tels que (x]e) = O et (yles) = O pour tout

i,ona (x|p) = 0.8% (x|e) > 0et (y|es) > O pour tout i, on a (x| y) > O.

Plagons-nous dans les hypothéses de (i) et supposons qu’il existe un ¢ tel que
¢; < 0. Soit f la forme linéaire sur T définie par f(¢;) = 1 et

Jleg) = _Ci/(kéllﬂkl) pour j # i

Les vecteurs —x, ¢;, ..., ¢, satisfont alors aux hypothéses du lemme 3 (ii)
(en prenant pour ¢ la forme métrique de I'). On en conclut qu’ils sont linéai-

rement indépendants, ce qui est absurde. D’ott (i). De plus, si x = X, ciese T
i

et siyeT, on a (x|9) = X ciles]y), de sorte que (ii) résulte immédiatement

de (i). ‘

6. Théorémes de finitude

Lemme 7. — Soit A un ensemble de vecteurs unitaires de 'T'. S°tl existe un nombre
réel N < 1 avec (ala’) < A pour a, ' € A et a # a', alors Pensemble A est fini.
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Pour g, o' € A tels que a # a’, on a:
lla—a'||2 =2—2(ala’) > 2— 2.

Or, la sphére unité S de T étant compacte, il existe un recouvrement fini de S
par des ensembles de diamétre < (2 —2))1/2 et chacun de ces ensembles
contient au plus un point de A, d’ou le lemme.

Notons U(w) 'automorphisme de T associé a P’application affine w « W de
E dans lui-méme. On a

wlx +t) =wkx) + Uw).t pour teT et xeE,

On définit ainsi un homomorphisme U du groupe W dans le groupe orthogo-
nal de T; le noyau de U est ensemble des translations appartenant a W,

TutorEME 3. — (i) L’ensemble des murs d’une chambre est fini.

(ii) L’ensemble des directions des hyperplans appartenant d & est fini,

(iii) Le groupe U(W) est fini.

L’assertion (i) résulte aussitét de la prop. 3, (ili) et du lemme 7.
Démontrons (ii). Soient G une chambre et I ’ensemble de ses murs. Les
facettes de C (relativement & %) sont les mémes que celles relativement &
m (§ 1, n° 4, prop. 9). Puisque 9% est fini, elles sont en nombre fini. Comme une
facette ne rencontre qu’'un nombre fini d’hyperplans appartenant & $, 'en-
semble des hyperplans appartenant & § et rencontrant C est fini, ainsi que
Iensemble A(C) des vecteurs unitaires de T orthogonaux 4 un hyperplan
appartenant & & et rencontrant C. Par suite, il existe un nombre réel x < 1
tel que (ala’) < A pour a, @' e A(C) et a # .

Soit alors A ’ensemble des vecteurs unitaires de T qui sont orthogonaux &
un hyperplan appartenant a4 &. Soient @, @' € A avec a # 4’. Si a et 4’ sont
paralléles, on a ¢ = — a’ et (a|la’) = — 1. Sinon, soit He § (resp. H' € &)
tel que a (resp. &) soit orthogonal & H (resp. H'). On a HnH’' # @, et si
xe HnH, il existe un élément we W tel que x € w(C). Les vecteurs U(w).a
et U(w).a’ appartiennent alors & A(C), 'on a:

(ald') = (U(w).aq|U(w).a’) < »

et 'ensemble A est fini d’apres le lemme 7. D’otr (ii).

Soit maintenant we W tel que U(w).a = a pour tout ac A. On a alors
U(w).t = t pour tout ¢ appartenant au sous-espace de T engendré par A.
D’autre part, si te T est orthogonal & A, on a U(sy).t == ¢ pour tout He g,
d’ott U(w).t =t et finalement U(w) == 1. Comme U(w)(A) = A pour tout
we W, on en déduit que U(W) est isomorphe & un groupe de permutations
de T'ensemble fini A, d’o0t (iti).

ProrosiTioN 4. — Sotent C une chambre et 9t un ensemble de murs de C. Soit W le
sous-groupe de W engendré par les réflexions orthogonales par rapport aux éléments de N.
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Pour H e N, notons ey le vecteur unitaire orthogonal & H situé du méme c6té que C de H.
Les conditions sutvantes sont équivalentes :

(1) Le groupe Wax est fini.

(ii) Il existe un point de E invariant par tout élément de W,

(iii) Les hyperplans appartenant @ N ont une intersection non vide.

(iv) La famille de vecteurs (ey)mem est libre dans T.

Supposons que Wg ait un cardinal fini 4. Pour tout point a de E, le point

b= Y dl.w(a) est invariant par Wy, donc (i) entraine (ii).
weWg,

D’apres la propriété (D 2) du début du § 3, le stabilisateur dans W de
tout point de E est fini, donc (ii) entraine (i).

Comme le groupe Wy, est engendré par I’ensemble des réflexions par rap-
port aux hyperplans appartenant & 0%, les points fixes de Wy sont les points
de E appartenant a tout hyperplan H e ¢, d’ou I’équivalence de (ii) et (iii).

Supposons qu’il existe un point ¢ de E tel que ae H pour tout He R et
soit teT tel que a + t @ C. Puisque (eyleq) < 0 pour H,H' e®, tels que
H # H' (prop. 3), et que (tleg) > 0 pour tout He N, le lemme 3 (ii) entraine
que les ey pour He® sont linéairement indépendants. Par suite (iii)
entraine (iv).

Supposons enfin que la famille (¢y)gen soit libre. Soit ¢ un point de E.
Pour tout hyperplan H e &, il existe un nombre réel ¢y tel que H se compose
des points a + ¢ de E avec (t|eg) = cy. Puisque la famille (¢g) est libre, il
existe ¢ e T tel que (¢t]egy) = cg pour tout H e ¢, et le point a + ¢ de E appartient
a tous les hyperplans H e . Donc (iv) entraine (iii).

Remarques. — 1) Comme W est engendré par les réflexions par rapport aux murs
de la chambre C, la proposition précédente donne un critére pour que W soit
fini. Nous reviendrons sur cette question au n° 9.

2) Soient F un espace affine réel de dimension finie et G un groupe d’auto-
morphismes de F. Pour tout g e G, notons U(g) ’automorphisme de I'espace
des translations V de F associé a g. Supposons que I'image U(G) soit un sous-
groupe fini de GL(V); il existe alors sur V un produit scalaire invariant par
U(G) (Intégr., chap. VII, § 3, n° 1, prop. 1). Si de plus G opére proprement
sur F lorsqu’on le munit de la topologie discréte et qu’il soit engendré par des
réflexions, on peut donc appliquer & G tous les résultats du présent paragraphe.

7. Décomposition de la représentation linéaire de W dans T

Soit I Pensemble des sommets du graphe de Coxeter de W (n° 4) et soit J
une partie de I telle qu'un sommet de J et un sommet de I — J ne soient
jamais liés. Soient C une chambre, s la bijection canonique de I sur ’ensemble
des réflexions par rapport aux murs de C, etsoit Wy ¢ le sous-groupe engendré
par Pimage s(J). Il résulte alors du chap. IV, § 1, n°9, prop. 8, que W
est produit direct des deux sous-groupes W;; et Wi_;c. Soient C' une
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autre chambre et s’ Pinjection correspondante de I dans W, Nous avons vu
(n° 4) que si we W transforme C en C'; on a §'(i) = ws(¢d)w~1 pour iel.
Puisque Wj ¢ est distingué dans W, il en résulte que s'(i) e Wy ¢ pour tout
i €J. On en déduit que le sous-groupe Wy ¢ ne dépend pas de C. Nous le noterons
simplement W; dans ce qui suit.

La définition de W; . s’étend évidemment 2 une partie J quelconque de 1. Mais ¢'il
existe un sommet de J et un sommet de I — J qui soient li¢s, alors Wy o n’est pas dis-
tingué et dépend du choix de la chambre C.

Soit T le sous-espace de T formé des vecteurs invariants par tout élément
de U(Wj) et soit T; le sous-espace orthogonal & T$. Puisque W; est un sous-
groupe distingué de W, il est clair que TJ est invariant par U(W), donc
aussi Tj.

ProrosiTioN 5. — Soient J1, ..., Js les ensembles de sommets des composantes
connexes du graphe de Coxeter de W. Pour 1 < p < s, posons
Wp=Wy, Tp=T,, Tp,=T, « To=[]T,.

(i) Le groupe W est produit direct des sous-groupes Wy (1 < p < 5).

(ii) L’espace T est somme directe orthogonale des sous-espaces To, T1, ..., Ts,
qui sont stables par U(W).

(iil) Pour tout q tel que 1 < q < s, le sous-espace Tq de T est formé des vecteurs
invariants par U(W); il est somme directe des Tp pour 0 < p < set p # q.

(iv) Soit G une chambre. Le sous-espace Ty (pour 1 < p < s5) est engendré par
les vecteurs ¢;(C) pour t e Jp (notations du no 4).

(V) Les représentations de W dans les sous-espaces Tp (1 < p < 5) sont abso-
lument irréductibles, non triviales, et deux & deux non équivalentes.

L’assertion (i) résulte du chap. IV, § 1, n° 9. D’autre part, nous avons déja
vu que les sous-espaces T sont invariants par U(W), etil en est de méme de To.
Soit G une chambre; comme W, est engendré par les réflexions s;(C) pour
teJp, il est clair que T} est le sous-espace orthogonal aux ¢;(C) pour ¢ e Jp,
d’ou (iv). Par ailleurs, si ¢eJ,, jeJ, avec p # ¢, on a my; = 2 puisque
{i, 7} n’est pas une aréte du graphe de Coxeter de W, d’otr (¢i|¢;) = 0. On en
déduit aussitdt (ii). L’assertion (iii) en résulte, puisque T est ’orthogonal de T,

Enfin, soit V un sous-espace de T, invariant par U(Wy). Pour tout ¢ e Jp,
ou bien on a ¢; eV, ou bien ¢; est orthogonal 4 V (§ 2, n° 2, prop. 3). Soit A
(resp. B) ’ensemble des ¢ e J, tels que ¢;& V (resp. ¢; orthogonal a V). On a
évidemment (¢;le;) =0 pour ie A et jeB, et puisque Jp est connexe, on
en déduit, ou bien A = @ et V= {0}, ou bien A = J, et V = Tj. Par suite,
la représentation de Wy, dans T est irréductible, donc absolument irréductible
(§ 2, n° 1, prop. 1). Elle est non triviale par définition méme de Ty. Enfin,
la derniére assertion de (v) résulte aussitdt de (iii).
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On dit que W est essentiel si le sous-espace To des vecteurs de T invariants
par U(W) est réduit & {0}; on dit que W est irréductible si la représentation U
de W dans T est irréductible.

COROLLAIRE. — Supposons W s {1}. Pour que W soit irréductible, il faut et il
suffit qu’il soit essentiel et que son graphe de Coxeter soit connexe.

Remarque. — Sous les hypothéses de la prop. 5, les sous-espaces Tj, pour
0 < p < s sont les composantes isotypiques de la représentation linéaire U
de W dans T (4lg., chap. VIII, § 3, n° 4). Il en résulte (loc. ¢it., prop. 11) que
tout sous-espace vectoriel V de T stable par W est somme directe des sous-
espaces V n Ty pour 0 < p < s5; de plus (loc. cit., prop. 10) tout endomorphisme
commutant aux opérateurs U(w) pour we W, laisse stable chacun des T,
pour 0 € p <set y induit une homothétie pour 1 < p < 5. En particulier,
les formes bilinéaires ® sur T invariantes par W sont les formes bilinéaires
données par:

(D( % Lk, % t;c) = (D0<t0’ té) + 2 ap(tpitél)

1<p<s
ot @¢ est une forme bilinéaire sur Ty et ap (pour 1 < p < 5) un nombre
réel: en effet, une telle forme @ s’écrit d’une maniére et d’une seule
(¢, t") — (A(t)]#), ot 4 est un endomorphisme de T commutant aux U(w)
pour we W,

8. Décomposition de I’espace affine E en produit

Conservons les notations de la prop. 5. Pour 0 < p < s, soit E, 'ensemble
des orbites du groupe T} dans E, et soit ¢, I’application canonique de E sur
Ep. Les opérations de T dans E passent au quotient; en particulier, Tj opére
sur E, et on vérifie immédiatement (par exemple en prenant une origine dans
E) que E; est un espace affine admettant T, comme espace des translations.
Posons E' = Ey X ... x Eg: c’est un espace affine ayant T = Too .-+ @ Ts
comme espace des translations. Soit ¢ : E — E’ Papplication produit des ¢p;
comme ¢ commute aux opérations de T, c’est une bijection et méme un iso-
morphisme d’espaces affines. Dans ce qui suit, nous identifierons E et E’
au moyen de ¢; P'application ¢, s’identifie alors & la projection canonique de
E’ sur E,.

Comme W laisse stable Tp,, les opérations de W dans E passent au quotient
et définissent une loi d’opération de W dans E, (pour 0 < p < s), d’olt par
restriction une loi d’opération de W; dans E,, (pour 1 < p < s). D’autre part,
soit G une chambre, soit i eI et soit p I’entier tel que i e J,. Pour tout x € E,
on a:

si(C) (%) = & —r.(C) avec reR.

Comme ¢; € Ty pour ¢ # p, on en déduit que

va(w(x)) = gq(x)  pour xeE, weW, 0 <g<setq#p
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Par suite, si w = w; ... wse W avec wpe Wy pour 1 < p < 5, on a:

(5) w((xo, sy x-S')) = (x0> wl(x1)3 v wé‘(xs))

quels que soient les xp e E; pour 0 < p < 5. Autrement dit, la loi d’opération de
W dans E = E' n’est autre que la loi produit des lois d’opérations des Wy dans les Eqy
(en posant Wo ={1}). Il en résulte que W, opére fidelement dans E, et
qu’on peut identifier Wy & un groupe de déplacements de Pespace euclidien E, (Pespace
des translations T, de E, étant naturellement muni du produit scalaire induit
par celui de T).

Prorostrion 6. — (1) Le groupe Wy est un groupe de déplacements de Pespace affine
euclidien Ep; il est engendré par des réflexions; muni de la topologie discréte, il opére
proprement dans Ep; il est irréductible.

(i) Soit $p Uensemble des hyperplans H de Ep tels que sy € Wy, L'ensemble £
se compose des hyperplans de la forme

H=E0XE1><"‘ XEZ’—1XHPXE1)+1X"'XE5

avec p=1,...,5 et Hpe Hyp.

(iii) Toute chambre C est de la forme Eq x Cp X .-+ X Gs, o pour chaque p
Uensemble Cyp est une chambre définie dans By par Uensemble d’hyperplans $yp; de plus
Cyp admet pour murs les hyperplans ¢p(Hi(C)) pour i e Jp.

Soit C une chambre. Posons H; = H;(C), ¢; = ¢;(C) et s = 5¢(C) pour
i el (notations du n° 4).

(i) Soit ¢ dans Jp; comme on a ¢ eTp et que T est somme directe des
sous-espaces mutuellement orthogonaux Ty, Ty, ..., Ts, I’hyperplan de T
orthogonal 4 ¢; est de la forme L; + T} ol L; est I’hyperplan de T, orthogonal
a ¢;. L’hyperplan affine H; de E est de la forme L; 4+ Ty 4 x, avec xeE,
et on a:

(6) Hi=Eo)x E; X -+« X Ep_1 x Hf X Eps1 X -+ X E;

avec Hj = L; + ¢p(x) = ¢p(Hy). Il est alors immédiat que s; opére dans Ep
par la réflexion associée a I’hyperplan H; de E;. Donc le groupe W, est un
groupe de déplacements engendré par des réflexions dans Ep; la vérification
du critére (D’ 2) de propreté est immédiate. Enfin, la prop. 5, (v) montre que
Wy est irréductible. On a prouvé (i).

(ii) D’apres le cor. du th. 1, Pensemble &, se compose des hyperplans de
la forme wy(H;) pour ¢ dans Jp et wp dans Wy, Par ailleurs, si w=w ... ws
avec wpe W, pour tout p, les formules (5) et (6) entrainent

(7) wM;) =Eo X Ex X -+ X Ep_1 X wp(Hf) X Epy1 X+« X Eg

d’olt immédiatement (ii).
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(iii) Soit ¢ dans Jp; d’aprés la formule (6), le demi-espace ouvert D;
limité par H; contenant C est de la forme

D;=Eog X E;1 X -+ X Ep_1 X Df X Eps3 X -+ X Eg

ou Dj est un demi-espace ouvert limité par H dans E;. Posons Cp = n Di;

puisque 'on a C = ﬂ D¢, on en déduit immédiatement

C=Eyx Cy x .-+ x Cg;

par suite aucun des ensembles Cp n’est vide, et comme C ne rencontre aucun
hyperplan appartenant 4 &, I’ensemble C, ne rencontre aucun hyperplan
appartenant a $p. La prop. 5 du § 1, n® 3 montre alors que Cp est 'une des
chambres définies par &, dans E,. En utilisant la prop. 4 du § 1, n® 2, on voit
facilement que les murs de Gy sont les hyperplans Hi = ¢,(H;) pour ieJ,.

9. Structure des chambres

Soient C une chambre, I Pensemble des murs de C et pour H e M, soit ey
le vecteur unitaire orthogonal a H situé du méme c6té que C de ’hyperplan H.

ProposiTiON 7. — Supposons que le groupe W soit essentiel et fini. Alors :

(1) Il existe un unique point a de B invariant par W,

(i1) La famille (eq)gem est une base de 'T.

(iii) La chambre C est le cone simplicial ouvert de sommet a défini par la base
(em)mem de T telle que (eg|ey) = dum.

(i) D’aprés la prop. 4 du n° 6, il existe un point a e E invariant par W.
Soit te T tel que ¢ + a soit invariant par W. Pour tout we W, on a

Uw).t+a=w(lt-+a) =t+a

d’otr U(w).t = t; comme W est essentiel, cela entraine ¢t = 0, ce qui montre
Punicité de a.

(ii) Comme W est essentiel, on a T = T avec les notations du n° 7, et la
prop. 5, (iv) montre que la famille (¢y)gem engendre I’espace vectoriel T.
L’existence d’un point de E invariant par W montre que la famille (¢g)gem
est libre (n® 6, prop. 4).

(iii) Soit a I'unique point de E invariant par W. Comme (¢y)geq est une
base de T, et que le produit scalaire est une forme bilinéaire non dégénérée sur
T, il existe une base (eg)yem de T et une seule telle que (eglen) = Suu
pour H, H’ dans 9. Tout point x de E s’écrit de maniére unique sous la forme

x=t-+aavect= Y Ey.ey et les £y réels. Pour que x appartienne a C, il
HeM

faut et il suffit que, pour tout hyperplan H e ¢, il soit du méme c6té de H que
en, Cest-a-dire que (f|eg) = Ey soit strictement positif. D’ou (iii).
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ProrostTiON 8. — Supposons que le groupe W soit essentiel, irréductible et infini. Alors:
(1) Aucun point de E n’est invariant par W.

(i) On a Card M = dim T + 1, et i/ existe des nombres réels ¢y > O tels que

> cy-ey = 0. 8i les nombres réels ciy sont tels que Y, cyy.eyq = 0, il existe & réel

Heit HeM
avec ¢y = Ecg pour tout H dans .

(iii) La chambre C est un simplexe ouvert.

L’assertion (i) résulte de la prop. 4. D’autre part, puisque W est essentiel,
les vecteurs (¢g)gem engendrent T. On a (egler) < 0 pour H,H e et
H # H' (prop. 3) et, puisque W est irréductible, il n’existe pas de partition de
M en deux ensembles non vides M’ et M” telle que H' e M’ et H” e M” entrainent
(ém|ewr) = 0. On peut donc appliquer le lemme 5 du n° 5, et le cas 1) de ce
lemme est exclu : en effet, les ¢4 ne sont pas linéairement indépendants, puisque
W n’a pas de point fixe. L’assertion (ii) en résulte.

Démontrons (iti). Numérotons les murs de C sous la forme Ho, H1, ..., Hqg
et posons i, = ¢y,. D’apres (ii), les vecteurs 41, . . ., {z forment une base de T,
donc les hyperplans Hy, ..., Hg ont un point g9 en commun, et il existe une
base (2, ..., tq) de T telle que (¢m|in) = 3mn; de plus, toujours d’aprés (i), il
existe des nombres réels ¢y > 0, ..., ¢z > O tels que

fg = — (61.t1 + -+ cq.tg).

Comme le vecteur #o est orthogonal & I’hyperplan Hy, il existe un nombre réel
¢ tel que Hp soit I'ensemble des points x = ¢ 4 a9 de E avec (f|tg) = —e.

Tout point de E s’écrit de maniére unique sous la forme x = t + ag avec
t=E81.81 4 -+ + Eg.tg et &1, ..., Eg réels. Pour que x appartienne & C, il
faut et il suffit qu’il soit du méme c6té de Hy, que ¢y, pour 0 < m < d; ceci
se traduit par les inégalités (¢|¢1) > 0, ..., (fta) > 0, et (f]to) > —¢, ou
encore par &1 > 0, ..., &g > 0, c181 + -+ + ¢4€q < ¢. Comme C est non
¢

vide, on a ¢ > 0. Posons ay = a9 + — . tp pour 1 € m < d; la chambre G
¢

m d

se compose alors des points de E de la forme ag + X Ay (am —ao) avec
m=1

M>0,...,0g>0et A 4 -+ + Ag < 1, donc C est le simplexe ouvert de
sommets dg, ..., dq. C.Q.F.D.

Remargues. — 1) Identifions E & EgXE; X ..+ XEg, et W & Wix ... xW;g
comme au n° 8. D’aprés la prop. 6, la chambre C s’'identifie alors a

Eox Ci x -+« x Cg

ou Cp est une chambre dans Ep par rapport 4 Pensemble %, d’hyperplans.
D’aprés les prop. 7 et 8, chacune des chambres Cy, ..., C;s est un cobne sim-
plicial ouvert ou un simplexe ouvert.

2) Supposons W irréductible et essentiel. Si H et H' sont deux murs de C,
on a Mmyy =+ o0 si et seulement si 'on a ¢g = —ey (prop. 3). D’aprés les
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prop. 7 et 8, ceci ne peut se produire quesi H et H' sont les seuls mursde Cet E
de dimension 1. Le seul cas ol I'un des mygy est infini est donc celui ot E est
de dimension 1 et ol le groupe W est engendré par les réflexions assocides a
deux points distincts (cf. § 2, n° 4).

Dans le cas général, la matrice de Coxeter associée & W a ses éléments
finis, sauf si 'un au moins des Ey, ..., E; est du type précédent.

10. Points spéciaux

Soient L I'ensemble des translations appartenant 4 W et A ’ensemble des te T
tels que la translation x —— ¢ 4 x appartienne a L. Il est immédiat que A
est stable par U(W) et que L est un sous-groupe distingué de W. Comme W
opere proprement dans E, il en est de méme de L, et on en déduit facilement
que A est un sous-groupe discret de T. Pour tout point x de E, on notera W,
le stabilisateur de x dans W.

ProrositioN 9. — Soit ae E. Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) On a W = W,.L;

(ii) La restriction de Ihomomorphisme U & W, est un isomorphisme de W sur
UWw);

(iii) Pour tout hyperplan H e &, il existe un hyperplan H' e & paralléle & H et
tel que ae H',

Il est clair que (i) <= (ii), puisque L est le noyaude Uetque L n W,={1}.

Admettons (i) et soit He §; on a sy e W,.L et il existe donc un vecteur

te A tel que a =sy(a) - ¢; le vecteur ¢ est orthogonal 4 H, et si H' =H 4 %t

on a sy (%) = sg(x) 4 ¢ pour tout xe E (cf. § 2, n° 4, prop. 5). Comme on a
teAetsyeW,onasyeW,dolt H ed; on a aussi a = sg.(a), d’ot ae H',
Donc (i) implique (iii).

Admettons (iii). Soit H € §; prenons H’ comme dans (iii). Alors sy.(a) =a,
d’olt sy € Wy; comme H est paralléle a H', I'élément w = sy55 de W est une
translation (§ 2, n° 4, prop. 5), dott weL; on a alors sg = spwe W,. L.
Comme W est engendré par la famille (sg)geg, on a donc W = W,.L et
(iii) implique (i).

DEriniTiON 1. — On dit gw’un point a de E est spécial pour W s°il satisfait aux condi-
tions équivalentes de la prop. 9.
I1 est clair que I’ensemble des points spéciaux de E est stable par W.

Prorosition 10. — 11 existe un point spécial pour W,
D’aprés la prop. 6 du n° 8, on peut se limiter au cas ot W est essentiel,
Le groupe U(W) d’automorphismes de T est fini (cf. n® 6, th. 3) et U(sy)
est une réflexion orthogonale pour tout hyperplan H; de plus, U(W) est engen-
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dré par la famille (U(sg))neg. D’aprés la prop. 7 du n° 9, il existe une base
(¢5)sex de T telle que le groupe U(W) soit engendré par I’ensemble des réflexions
(si)ier définies par

se(t) =t — 2(t|er) . s

Le cor. du th. 1 du n° 2 montre que toute réflexion s e U(W) est de la forme
s = U(sy) avec H e §. On peut donc trouver dans & une famille d’hyperplans
(Hi)ier tels que s¢ = Ufsy,) pour tout ;. Comme les vecteurs ¢; sont linéaire-
ment indépendants, il existe a € E tel que a € H; pour tout i e I. On a sy, & Wy,
d’ott U(W) = U(W,), c’est-a-dire W = W,.L puisque L est le noyau de U.
Donc a est spécial.

Lorsque W est fini essentiel, il n’y a qu’un seul point spécial pour W, & savoir 'unique
point invariant par W. La considération des points spéciaux est donc surtout intéres-
sante quand W est infini,

PropositioN 11. — Supposons W essentiel. Soit a un point spécial pour W. Les chambres
relatives 4 W, sont des cones simpliciaux ouverts de sommet a. Pour toute chambre C'
relative ¢ Wy, il existe unie chambre C et une seule relative ¢ W, contenue dans C',
et telle que a e C. La réunion des w'(C) pour w' € W est un voisinage fermé de a dans
E. Tout mur de C' est un mur de G. Si W est infini irréductible, les murs de G sont les
murs de C' et un hyperplan affine non paraliéle aux murs de C.

Soit & ensemble des H e & qui contiennent a. Le groupe W, est engendré
par les sy pour He &' (n° 3, prop. 2). Les chambres relatives & W, sont des
cones simpliciaux ouverts de sommet 2 (n° 9, prop. 7). Soit C' une telle chambre
et soit U une boule ouverte non vide de centre 4 ne rencontrant aucun élément
de § — &'. Comme aeC/, il existe b dans UnC'. On a b&H pour tout
H e &, donc b appartient & une chambre C relative 4 §. Comme on a &' c &,
on a CcC'. L’ensemble U n C' ne rencontre aucun He et est convexe,

donc Un C' < C; on a donc a e C. Inversement, soit C; une chambre relative
a4 W contenue dans C' et telle que ae Cy; alors C; rencontre U, et on a
UnCicUnC = UnC; les chambres G et Cj, ayant un point commun,
coincident. Pour tout w’ e Wy, ona »/'(U) = U, donc

Unw'(C) =w'(UnC) =w'(UnC) =Unw(C);

comme la réunion des w'(C’) pour w’e W, est dense dans E, la réunion des
Unw (C)=U nw(C) est dense dans U, et la réunion des »'(C) pour &' e W,
contient donc U. Enfin, si H est un mur de (', il existe un point ce Un H
et un voisinage ouvert VcU de ¢ tel que VnC' soit Plintersection
de V et du demi-espace ouvert déterminé par H contenant C’; comme
Val =VaUnC =VnUnC=Vn(, oavoit que H est un mur de C.
Si W est infini irréductible, C est un simplexe ouvert (n° 9, prop. 8), donc
admet un mur de plus que le cdne simplicial ouvert C'.
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COROLLAIRE. — Supposons W essentiel.
(1) Si ae E est spécial, il existe une chambre G telle que a soit un point extrémal

de C.

(i) Si C est une chambre, il existe un point extrémal de C qui est spécial.

La premiére assertion résuite de la prop. 11. La seconde résulte de la
premiere et du fait que W opére transitivement sur ’ensemble des chambres.

Par contre, un point extrémal de G n’est pas nécessairement un point spécial pour W
(cf. chap. VI, planche X, systémes Bg et Gs).

Remarque 1). — Supposons W essentiel, irréductible et infini et gardons les nota-
tions de la prop. 11. Puisque U est un isomorphisme de W, sur U(W), on voit que
le graphe de Coxeter du groupe de déplacements U(W) (qui est engendré par les
réflexions U(sy) pour H e &) s’obtient a partir du graphe de Coxeter de W
en supprimant le sommet ¢ correspondant & 'unique mur de C qui n’est pas un
mur de C'.

ProrositioN 12. — Supposons W essentiel. Soit a un point spécial, soit L{a) I’ ensemble
de ses transformés par le groupe de translations L, et soit C une chambre. Alors C ren-

contre L(a) en un point et un seul; ce point est point extrémal de C.
11 existe une chambre Cj telle que a soit point extrémal de C; (cor. de la
prop. 11). Toute chambre est de la forme C = tw'(C;) avec w' e Wy et te L

puisque W = W,.L; alors C admet le point extrémal tw'(a) = t(a) e L(a).
D’autre part, G ne peut contenir deux points distincts de L(a) puisque C
est un domaine fondamental pour W (n° 3, th. 2).

Remarque 2). — L’ensemble L(a) est contenu dans I’ensemble des points spéciaux.
Il en est en général distinct (cf. chap. VI, § 2, n° 2 et planches I a VI).

§ 4. Représentation géométrique d’un groupe de Coxeter

Dans ce paragraphe, tous les espaces vectoriels considérés sont des espaces
vectoriels réels.

1. Forme associée a une matrice de Coxeter

Soit § un ensemble, et soit M = (m(s, s)s,s-es) une matrice de Coxeter (chap. IV,
§ 1, n° 9} de type S. Rappelons ce que cela signifie:

(1) Les éléments de M sont des entiers ou —oo0.
(2) M est symétrique.

(3) On a m(s,s) = 1 pour tout s.

(4) On am(s,s’) > 2 pours # s'.



90 GROUPES ENGENDRES PAR DES REFLEXIONS Ch. v, § 4

Soit E = R®, soit (¢;)ses la base canonique de E, et soit By la forme
bilinéaire sur E telle que

By (es, €5) = — cos

m(s, ')

La forme B, est symétrigue. On dit que c’est la forme associde & la
matrice M. On a

BM(es, es) =1 et BM(EQ, esv) < 0 si s # s

Soit se S, et soit f; la forme linéaire ¥ —— 2B, (¢;, ). Nous noterons o, la
pseudo-réflexion définie par le couple (¢, f5) (cf. § 2, n° 1); du fait que <es, fs>=2,
c’est une réflexion (§ 2, n® 2). On a

ou(x) = 5 — BByles, %) .o

et en particulier

3
m(s, s’

os(es) = s -+ 2 cos 2.

Puisque ¢; n’est pas isotrope pour By, 'espace E est somme directe de la droite
Res et de I'hyperplan H; orthogonal 4 ¢;. Comme o, est égal & — 1 sur Re,
et & 1 sur H;, il s’ensuit que 6, conserve la forme By. Lorsque S est fini et By
non dégénérée (cas sur lequel on reviendra au n° 8), on voit donc que o;
est une réflexion orthogonale (§ 2, n° 3).

2. Le plan E; 5 et le groupe engendré par c; et o5

Dans ce numéro, on désigne par s et s’ deux éléments de S, avec s # 5. On
pose m = m(s, s'), et ’on note E; 5 le plan Reso Re, .

ProposITION 1. — La restriction de By a Es s est positive. Elle est non dégénérée

st et seulement si m est fini.
Soit z = xes + yes, avec x,yeR, un élément de E; 5. On a

By(z,2) = x2 — 2xp cos % + y2
= (x —y.cos =-)2 4 2 sin2 T,
(x —y.cos m) + 2 sin -

ce qui montre que By, est positive sur E; 5, et qu’elle y est non dégénérée si

et seulement si sin — # 0. D’ot la proposition.
m
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Les réflexions o5 et 6, laissent stable E; 5. Nous allons déterminer ’ordre de la
restriction de oy05 & Eg 5. Distinguons deux cas:

a) m= 4+ co.

Soit u = €5 + ¢5. On a By(u, ¢5) = By(u, ¢s) = 0, donc u est invariant par
65 et ag. De plus:

o‘s(cs,(es)) = O's(es + 283:) = 3€s + 295: = 2u + €s,
d’on (0505 )" (es) = 2nu + 5 pour tout neZ.

Il en résulte que la restriction de 6465 2 Eg 4 est d’ordre infini.
b) m est fini.
La forme By munit Es 5 d’une structure de plan euclidien. Puisque le produit

. s ki3 ™ s
scalaire de ¢; et ¢; est égal 2 — cos — = cos (x —-—), on peut orienter
m m

Es, s de telle sorte que 'angle des demi-droites R, ¢; et R, ¢5 soit égal & m— .
Si D et D’ désignent les droites orthogonales & ¢; et ¢z, on a mn

(D, D) == — (D, D)) = =
m
Or, les restrictions 65 et G5 de o5 et 65 & E; s sont les symétries orthogonales
par rapport 4 D et D’. D’aprés le cor. de la prop. 6 du § 2, n°5, il s’ensuit que
GsGg est la rotation d’angle 2% En particulier, son ordre est m.
m

Revenons maintenant 4 E:

ProrosiTION 2. — Le sous-groupe de GL(E) engendré par o5 et o5 est un groupe
diédral d’ordre 2m(s,s’).

Comime o; et s sont d’ordre 2, et sont distincts, il suffit de voir que
leur produit o465 est d’ordre m(s,s’). Lorsque m(s,s’) est infini, cela résulte
de a) ci-dessus. Lorsque m(s, ') est fini, il résulte de la prop. 1 que E est somme
directe de E; 5 et de son orthogonal V, s; comme o; et o sont 'identité
dans Vg g, et que la restriction de og05 & E; 5 est d’ordre m(s, s') d’aprés 4),
Pordre de o405 est bien égal a m(s, s').

3. Groupe et représentation associés a une matrice de Coxeter

Conservons les notations des numéros précédents. Soit W = W(M) le groupe
défini par la famille génératrice (gs)ses et par les relations (¥*)

(gsgs)™e5) = 1, pour s, s'eS, m(s, s') # -+ co.
ProrosiTioN 3. — I existe un homomorphisme et un seul

s: W- GL(E)

(*) Cela signifie que, si Ly désigne le groupe libre sur S, W est le quotient de Lg par le plus petit sous-
groupe distingué de Lg contenant les éléments (ss')™(% ), pour m(s, s) # + co.
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tel que o(gs) = o5 pour tout seS. Les éléments de (W) conservent la forme bili-
néaire By.

Pour prouver lexistence et l'unicité de o, il suffit de voir que l'on a
(656e)™8:80 =1 si m(s, s') # + oo0. Or, si s =4, cela résulte de ce que o5 est
d’ordre 2; si s # s/, cela résulte de ce qui a été démontré au n° 2. Enfin,
comme les réflexions o5 conservent By, il en est de méme des éléments de o(W).

Remarque 1). — Nous verrons au n® 4 que o est injective; le groupe W pourra
donc étre identifié au sous-groupe de GL(E) engendré par les ;.

ProrositioN 4. — a) L’application s+— g, de S dans W est injective.
b) Chacun des gs est d’ordre 2.
¢) Sis, s’ €S, gsgs' est d’ordre m(s, s').
L’assertion a) résulte de ce que lapplication composée
S &8s — Gs

de S dans GL(E) est injective.

Pour ) (resp. ¢)), on remarque que Pordre de g; {resp. l'ordre de gegs)
est au plus 2 (resp. au plus m(s, s')). Comme on a vu au n° 2 que 'ordre de o;
(resp. de os64) est 2 (resp. m(s, s')), il y a nécessairement égalité.

Vu a), on peut identifier S a une partie de W, au moyen de Papplication
§—— gs.

COROLLAIRE., — Le couple (W, S) est un systéme de Coxeter, de matrice M.
Cela ne fait que traduire les propriétés b) et ¢), ainsi que la définition de W.

Remarque 2). — Nous avons ainsi démontré que foute matrice de Coxeter correspond
a un groupe de Coxeter.

4. La représentation contragrédiente

Soit E* le dual de E. Comme W opere sur E au moyen de o, il opére aussi,
par transport de structure, sur E*. La représentation correspondante

o*: W GL(E*)
s'appelle la représentation contragrédiente de . On a
o*(w) = to(w™1) pour tout weW.

Si x* e E*¥ et we W, nous noterons également w(x*) le transformé de x* par
o*(w).

Si seS, notons A; I'ensemble des x* e E* tels que x*(¢5) > 0. Soit G
lintersection des A;, seS. Lorsque S est fini, G est un cone simplicial ouvert
de E*(§ 1, n° 6).
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TrforEME 1 (Tits). — 8t weW et si Cnw(C) # @, on a w=1.
Indiquons tout de suite quelques conséquences de ce théoréme:

COROLLAIRE 1. — Le groupe W opére de fagon simplement transitive sur [’ensemble
des w(C) pour we W.
C’est clair.

COROLLAIRE 2. — Les représentations o et o* sont injectives.
En effet, si o*(w) = 1, on a w(C) = C, d’ott w = 1 d’aprés le théoréme.
L’injectivité de o résulte de celle de o*.

CororrAIRE 3. — S8i S est fini, o(W) est un sous-groupe discret de GL(E) (muni de
sa structure canonique de groupe de Lie); de méme, o*(W) est un sous-groupe
discret de GL(E*),

Soit #* € C. L’ensemble U des g e GL{E*) tels que g(x*) & G est un voi-
sinage de I’élément neutre dans GL(E*); d’aprés le théoréme, on a

*(W)aU = {1};

donc ¢*(W) est un sous-groupe discret de GL{E*). Par transport de structure,
on en déduit que o(W) est discret dans GL(E).
Démonstration du théoréme 1.
Si we W, notons [(w) la longueur de w par rapport a S (chap. IV, § 1,
no 1).
Nous allons démontrer les assertions suivantes, ol z désigne un entier > 0:
(Pn) Soient weW, avec l(w) =n, et seS. On a alors:
ou bien w(Q) c A,;
ou bien w(QC) cs(A;) et {(sw) = I(w) — 1.
(Qq) Sotent weW, avec I(w) =n, et s, s'eS, s # 5. Soit Wy g le sous-
groupe de W engendré par s et s'. Il existe ue W, 4 tel que

w(C) cu(AsnAg) et () = () + l(u—tw).

Ces assertions sont triviales pour n = 0. Nous les démontrerons par récur-
rence sur n, suivant le schéma

((Pa) et (Qa)) == (Pn+1) et ((Pn+1) et (Qa)) == (Qn+1).

Démonstration de ((Pn) et (Qn)) = (Pns1).

Soient we W, avec [(w) = n + 1, et seS. On peut écrire w sous la forme
w=s'w avec s’eS et {(w') = n. Sis' =5, (P,) appliqué & w’ montre que
w'(C) c Ag, d’oit w(C) cs(A;) et Pon a bien [(sw) = [(w') = I(w) — 1. Si
s # s, (Qn) appliqué & w’ montre qu’il existe ue W, 5 tel que

w'(C) cu(Agn Ag) et Hw') = Uu) + l(u=w').

On a w(C) = sw'(C) cs'u(Asn Ag).
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Lemme 1. — Soient s, s'e S, avec s#s' et soit veWs . Alors v(Asn Ag) est
contenu, sott dans As, soit dans s(As), et dans le second cas, on a Il(sv) =I(v) —1.
La démonstration sera donnée au n° 5.

Appliquons ce lemme & I'élément v = s'u. On a alors deux possibilités :
ou bien
sSu(Asn Ag) cAg et afortiori w(C) c As,
ou bien
Su(Asn Ag) < s(As) et a fortiori w(C) cs(Ay).

De plus, dans le second cas, on a [(ss'u) = {(s'u) — 1. D’our:

I(sw) = l(ss'w') = l(ss'u.u"tw') < I(ss’e) + {(u2w')
= I(s'u) + (') — 1 = l(w) — 1,

et ’on sait que cela entraine bien {(sw) = [(w) — 1.

Démonstration de ((Pn+1) et (Qa)) => (Qns1).

Soient we W, avec [(w) =n + 1, et s, 5’8, s # 5'. Si w(Q) est contenu
dans Agn Ay, la condition (Qp.1) est vérifiée en prenant u = 1. Sinon,
supposons par exemple que w(C) ne soit pas contenu dans A,;. D’aprés
(Pp+1), on a w(C) cs(A;) et {(sw) = n. D’aprés (Q4), appliqué a sw, il existe
ve Wi, tel que

sw(Q) cv(As n Ay') et {(sw) = I{v) + {(v-Lsw).
On a alors .
w(C) csv(Asn Ay)

=14 Il(sw) =14 () + {{v~Lsw)
= l(sv) + I((sv)"w) = [(w),

et

H(w)

et les inégalités ci-dessus sont des égalités. On en conclut que (Q »11) est
vérifiée en prenant u = sv.

Démonstration du théoréme.

Soit we W, avec w # 1. On peut écrire w sous la forme sw’, avec se S,
et/(w') = l(w) — 1. D’apres (Py), appliqué a w' etan=1(w'),ona w'(C) c A,
puisque le cas w'(C) cs(A;) est exclu du fait que [(sw') = I(w) =I(w') + 1.
Dot w(C) = sw'(C) cs(A;), et comme A; et s(A;) sont disjoints, on a
Cnw(C) =g. C.QF.D.

5. Démonstration du lemme 1

Soit E3 s le dual du plan Es s = Re;@Res (n° 2). La transposée de 'injec-
tion Eg4 ~= E est une surjection

p: E* - EX,

qui commute & 'action du groupe W, 4. Il est clair que Ag, Ay et Agn Ay
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sont les images réciproques par p des sous-ensembles correspondants de E} s (consi-
déré comme espace de la représentation contragrédiente du groupe de Coxeter
Ws,e). Comme en outre la longueur d’un élément de W, est la méme par
rapport & {s, s’} et par rapport a S (chap. IV, § 1, n° 8), on voit que lon est
finalement ramené au cas oit S = {s, s'}; si m =m(s, s'), le groupe W est alors un
groupe di¢dral d’ordre 2 m.

Distinguons maintenant deux cas:

a) m= 4 .

Soit (¢, ¢') la base duale de (¢, ¢5). On a

Soit D la droite affine de E* contenant ¢ et ¢’; les formules ci-dessus
montrent que D est stable par s et 5 et que la restriction de s (resp. de s') &
D est la réflexion par rapport au point &' (resp. €). Soit

6: R->D

la bijection affine ¢ —— 6(¢) = te 4 (1 —t)&’. Soit I, 'image par 6 de Pinter-
valle ouvert ]n, n + 1(, et soit Cy la réunion des Al,, pour A > 0. On a
Co = C; de plus, d’apres la Remarque du § 2, n° 4, appliquée a I’espace affine
D, les I, sont permutés de fagon simplement transitive par W; il en est donc
de méme des Gy, Sive W, 2(C) est égal a I’'un des Gy, donc est contenu dans
Assin > 0 et dans s(As) si # < 0. Dans le second cas, I et I, sont de part
et d’autre du point ¢'; d’ov {(sv) = [(v) — 1 (loc. cit.).

b) m est fini.

La forme By est alors non dégénérée (n° 2) ce qui permet d’identifier E*
a E. On a vu que 'on peut orienter E de telle sorte que les demi-droites R e¢s
et R,¢s fassent un angle égal a n—%.
Soit D (resp. D') la demi-droite déduite
de Ri¢s (resp. de R es) par une rotation
de =/2 (resp. de — =/2), cf. figure 2. La
chambre C est I'ensemble des xeE dont
le produit scalaire avec e et s > 0; clest
le secteur angulaire ouvert d’origine D’ et
d’extrémité D. D’aprés la Remarque du § 2,
n® 5, tout élément v de W transforme C en
un secteur angulaire qui est, soit situé du méme c6té que C de D (i.e. est
contenu dans A,), soit situé de l'autre coté (i.e. contenu dans s(Ay)) et dans
ce dernier cas, on a

i(sv) = I{v) — 1,

ce qui achéve de démontrer le lemme,
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6. Domaine fondamental de W dans la réunion des chambres

On conserve les notations du n° 4. Pour s e S, on désigne par H; ’hyperplan
de E* orthogonal & ¢;, par As 'ensemble des x* e E¥ tels que {x*, ¢,>>0
et par G lintersection des A; pour seS. Pour la topologie faible o(E*, E)
définie par la dualité entre E* et E (Esp. vect. top., chap. II, 2¢ éd., § 6, n° 2),
les A, sont des demi-espaces fermés et C est un cone convexe fermé. De plus,
C est I'adhérence de C : en effet, si x* e C et y* € C, on a #* + #* e C pour tout
nombre réel ¢ > 0 et ¥* = }1_)1{)1 (x* 4 ty*).

Pour X <8, on pose:
Cx = (1) 0 (L1 40)-

Ona CycC, G, = C et Cg ={0}. Les ensembles Cy, pour X e $(S), forment
une partition de C.

Rappelons d’autre part (chap. IV, § 1, n° 8) que 'on désigne par Wy le
sous-groupe de W engendré par X. On a évidemment w(x*) = x* pour w e Wy
et x* e Cy.

ProrosITION 5. — Soient X, X' S et w, w' e W. 81 w(Cx) nw'(Cy.) # &, alors
ona X=X, wWg =wW;y e w(Cy) = w(Cy).

On se rameéne aussitdt au cas @’ = 1. Nous ferons alors la démonstration
par récurrence sur la longueur n de w. Si n = 0, Passertion est évidente. Si
{(w) > 0, il existe un se S tel que [(sw) = [(w) — 1 et on a alors (cf. fin

du n® 4) w(C) cs(A,), d’odt w(C) cs(A;). Comme Cc A, il en résulte que
Cnw(C) c Hs.

On a donc s(x*) = x* pour tout x* e Cnw(C) et a fortiori pour tout
x* e Gy n w(Cy).

Par suite, la relation Cy nw(Cy) # & entralne d’une part Cy nH; # @,
d’odt seX’, d’autre part Cy nsw(Cy) # @. L’hypothése de récurrence
entraine alors que X = X' et swWy = Wy, = Wy, d’ol swe Wy et we Wy
puisque se Wy. Il en résulte que wWy = Wy, et que w(Cy) = Cy = Cy..

COROLLAIRE., — Soient X une partie de S et x* un élément de Cy. Le stabilisateur
de x* dans W est Wy,

Soit maintenant U la réunion des w(C) pour we W, et soit § I’ensemble
des parties de U de la forme w(Cy), avec X c S et we W. Vu ce qui précede,
§ est une partition de U.
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ProrosiTioN 6. — (i) Le cine U est convexe.

(i1} Tout segment fermé contenu dans U ne renconire qu’un nombre fini d’éléments
de §.

(iii) Le cone C est un domaine fondamental de W opérant dans U.

Pour prouver (iii), il suffit de montrer que si x*, y* € C et we W sont tels
que w(x*) = y*, on a x* = »*, Or il existe deux parties X et Y de S telles que
x*eCyx et y* e Cy; on a w(Cx) n Gy # @, et la prop. 5 montre que X =Y
et w e Wy, ce qui entraine bien x* = y*.

Soient maintenant x*, y* e U, et montrons que le segment fermé [x*y*] est
recouvert par un nombre fini d’éléments de §, ce qui établira 2 la fois (i) et (ii).
Quitte a transformer x* et y* par un méme élément de W, on peut supposer
que x* e C. Soit w e W tel que y* e w(C). Nous allons raisonner par récurrence
sur la longueur de w. Pour se S, la relation w(C) ¢A; est équivalente 2
w(C) ¢ A; et par suite & [{(sw) <I(w) (cf. n® 4). La prop. 7 du n°8 du chap. IV,
§ 1, entraine donc qu’il n’existe qu’un nombre fini de s e S tels que w(C) ¢ A,.
L’ensemble T des seS tels que {(y*, ¢> < 0 est donc fini. D’autre part,
Pintersection G n [#**] est un segment fermé [x*z*]. Si 2* = y*, c’est-a-dire
si y* e C, il existe des parties X et Y de S telles que x* e Cx et y* e Cy. Le
segment ouvert [x*y*[ est alors contenu dans Cgny, d’ott [x*y*] c Cx u Cy u Cypy.
Siz* # y*, il existeuns e T tel que z* € H;. On a alors w(C) ¢ A; et I(sw) <i(w).
L’hypothése de récurrence entraine donc quele segment [2*y*] =s([2* (sw(y*))])
est recouvert par un nombre fini d’éléments de §, donc aussi

[x%9*] = [#*2*] v [e%*]
puisque [x*z*] <C.

7. Irréductibilité de la représentation géométrique d’un groupe de Coxeter
On conserve les notations des n% précédents, et ’on suppose que S est fini.

ProrosiTioN 7. — Supposons que (W, S) soit irréductible (chap. IV, § 1, no 9),
Soit EO le sous-espace de E orthogonal & E vis-a-vis de By. Le groupe W opére triviale-
ment sur EO, et tout sous-espace de E, distinct de E et stable par W, est contenu dans EO.

Si xe EO on a os(x) = x — 2By (es,4)es = x pour tout seS. Comme W
est engendré par S, il en résulte bien que W opére trivialement sur E°,

Soit E’ un sous-espace de E stable par W. Soient s, s'eS deux éléments
liés dans le graphe I' de (W, 8) (chap. IV, § 1, n° 9); rappelons que cela signifie
que m(s, s') = 3. Supposons que ¢; € E’. On a alors o4 (¢5) € E' et comme le
coefficient de ¢, dans o4 (¢s) est non nul, on a ¢; € E'. Comme I' est connexe,
il s’ensuit que, si E’ contient I’un des ¢, il les contient tous et coincide avec E.
Ce cas étant écarté, il résulte de la prop. 3 du § 2, n° 2 que, pour tout se S, E’
est contenu dans ’hyperplan H; orthogonal & ¢;. Comme lintersection des
H, est égale 2 E°, cela démontre la proposition.
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COROLLAIRE. — Supposons que (W, S) soit irréductible. Alors:

a) Si By est non dégénérée, le W-module E est absolument simple.

b) St By est dégénérée, le W-module E n’est pas semi-simple.

Dans le cas a), la prop. 7 montre que E est simple, donc aussi absolument
simple (§ 2, n° 1, prop. 1).

Dans le cas ), on a E0 20, E # E° (puisque By # 0), et la prop. 7
montre que E¢ n’admet pas de supplémentaire stable par W; le W-module
E n’est donc pas semi-simple.

8. Critére de finitude

On conserve les notations des n°® précédents, et 'on suppose que S est fini.

TrEOREME 2. — Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) W est fini.
(2) La forme By, est positive non dégénérée.

(1) == (2). Soit $ = |J S; la décomposition de S en composantes connexes
(chap. IV,§1,n°9), et solit W = ][ W la décomposition correspondante de

W. L’espace E s’identifie & la somme directe des espaces E; = R%, et By
s'identifie 4 la somme directe des formes By, correspondantes. On est donc
ramené au cas ou (W, S) est irréductible. Comme W est supposé fini, E est un
W-module semi-simple (Annexe, prop. 2). D’aprés le cor. de la prop. 5,
il s’ensuit que E est absolument simple. Soit alors B’ une forme positive
non dégénérée sur E, et soit B” la somme de ses transformées par W. Puisque B’
est invariante par W, elle est proportionnelle & By, (§2, n° 1, prop. 1); du fait
que By(es, ¢s) = 1 pour tout se S, le coefficient de proportionalité est > 0,
et, comme B’ est positive, il en est de méme de By, ce qui démontre (2).

(2) = (1). Si By est positive non dégénérée, le groupe orthogonal O(B,)
est compact (Intégr., chap. VII, § 3, n° 1), Comme o(W) est un sous-groupe dis-
eret de O(By) (cor. 3 du th. 1), il s’ensuit que o(W) est fini, donc aussi W.
C.Q.F.D.

Le résultat suivant a été prouvé en cours de démonstration :

CoroLLARE. — §i (W, S) est irréductible et fini, E est un W-module absolument simple.

Le critére fourni par le th. 2 permet de classifier tous les groupes de
Coxeter finis (cf. chap. VI, § 4). Bornons-nous ici 4 un résultat préliminaire :

ProrosiTiON 8. — 87 W est fini, le graphe de (W, S) est une forét (chap. IV, Annexe).

Sinon, ce graphe contiendrait un circuit (s;, ..., $), # = 3. Si 'on pose
my = m(sy, Si+1), 1 < ¢ < n, et my = m(sn, 1), cela signifie que 'on a m; > 3
pour tout z, Soit

x=1¢ts+ - +¢.
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On a By(x,x) =n-+ 2% By (es; ;). Or

i<

_ 7 7 1 .
By (es,, €s,,,) = — COS?E‘ s—cos? < —5 (*),
et de méme pour By(es,,e;). Comme les autres termes de la somme
ci-dessus sont < 0, on obtient

By(x,x) < n—n=0.
contrairement au fait que B, est positive non dégénérée.

CoRrOLLAIRE. — S8t (W, S) est irréductible et fini, son graphe est un arbre.
En effet, une forét connexe est un arbre.

Comparaison avec les résultats du § 3.

Soit tout d’abord (W, S) un groupe de Coxeter fini. Notons (x| ) la forme
By (x, y); d’aprés le th. 2, c’est un produit scalaire sur E. Pour tout seS,
soit Hy Phyperplan associé a la réflexion orthogonale o;, et soit & la
famille des hyperplans w(H;), pour seS,weW. Soit Cp lensemble des
xeE tels que (x|¢s) > O pour tout se S. Enfin, identifions W (au moyen de

o) a un sous-groupe du groupe orthogonal O(E) de I’espace E.

ProrosITION 9. — Avec les notations précédentes, W est le sous-groupe de O(E) engendré
par les réflexions par rapport aux hyperplans de $. C’est un groupe essentiel (§ 3, n° 7)
et Co est une chambre de E relativement & $.

La premiére assertion est triviale. D’autre part, si x e E est invariant par
W, il est orthogonal & tous les ¢;, donc nul; cela montre que W est essentiel.
Enfin, l'isomorphisme E — E* défini par B, transforme Cy en Pensemble C
du n° 4; la propriété (P,) démontrée a cet endroit prouve que, pour tout
we W, et tout seS, w(Co) ne rencontre pas Hs. On en conclut que Cy est
contenu dans le complémentaire U de la réunion des hyperplans de , et
comme Cjy est connexe, ouvert et fermé dans U, c’est une ckambre de E rela-
tivement a &, C.Q.F.D.

On peut donc appliquer a W et Gy toutes les propriétés démontrées au § 3. En

, . —1+i/3 o 1 .
(*) Les racines de I’équation 28 — 1 = 0 sont 1 et —5—— Donc cos e et par suite

2

CO8 — = _;- Notons & cette occasion que sin 2-33 = _‘é—g , d’olt

w|3

sin.l—‘/g cos£=-—-coss—n=\/—§, sin£=sin5—n 1
3 6 6 2 6

- 5!

2

De méme, les racines de 1’équation 22 —{ = 0 sont +

cos & =sin T = ﬁ et par suite sin == = — cos 7 _ l/_2
4 4 2 4 4 2
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particulier, Co est un domaine fondamental pour Paction de W sur E (en d’autres
termes, le cone U défini au n® 6 est égal 4 E tout entier).

Inversement, soit E un espace vectoriel réel de dimension finie, muni
d’un produit scalaire (x|y) et soit W un groupe fini essentiel de dépla-
cements de E laissant O fixe; supposons W engendré par des réflexions. Soit
Co une chambre de E par rapport &4 W (cf. § 3), et soit S ’ensemble des réflexions
orthogonales relativement aux murs de Co. Alors (W, S) est un systéme de Coxeter
S (§ 3, n° 2, th. 1). De plus, si s e S, notons H; le mur de Gy correspondant
a s, et notons ¢, le vecteur unitaire orthogonal & H; et situé du méme coté que
Co de H;. Si (m(s, s')) désigne la matrice de Coxeter de (W, S), les prop. 3 et
7 du § 3 montrent que

(eslew) = — cos (x/m(s, "))

et que les ¢; forment une base de E. La représentation naturelle de W dans E
s’identifie donc & la représentation o du n° 3.

9. Cas ou B, est positive et dégénérée

Dans ce numéro, nous supposons que S est fini, que (W, S) est irréductible, et
que la forme By, est positive et dégénérée.

Lemme 2. — Lorthogonal E° de E pour By, est de dimension 1; il est engendré par un

blément v = Y, vses, avec vs > O pour tout s.
s€s

Cela résulte du lemme 4 du § 3, n° 5, appliqué a la matrice des By {¢;, ¢5).
Soit v = Y, vs¢s le vecteur satisfaisant aux conditions du lemme 2, tel que

$
> vs =1 et soit A I’hyperplan affine de E* formé des y* e E* tels que

$

{v, y*> = 1. Si T désigne l'orthogonal de v dans E*, A est muni de fagon
naturelle d’une structure d’espace affine d’espace de translations T. De plus,
la forme B, définit par passage au quotient un produit scalaire non dégénéré
sur E/E?, donc aussi sur son dual T; d’ott une structure euclidienne sur ’espace
affine A (Alg., chap. IX, § 6, n° 6),

Soit G le sous-groupe de GL(E) formé des automorphismes laissant inva-
riants v et By; si g e G, le contragrédient g1 laisse stables A et T, et définit
par restriction & A un déplacement i(g) de A (cf. § 3). Il est immédiat que I'on
obtient ainsi un isomorphisme de G sur le groupe des déplacements de A. De
plus le stabilisateur G, d’un point a de A s’identifie au groupe orthogonal de
Pespace hilbertien T et est donc compact. Par ailleurs, G est un groupe loca-
lement compact dénombrable & I'infini et A est un espace de Baire : il s’ensuit
(Intégr., chap. VI1I, Appendice, lemme 2) que lapplication ¢: g+—— g(a)
définit un homéomorphisme de G/Gg, sur A. Donc G opére proprement sur A
(Top. gén., chap. III, 3¢ éd., § 4, n°® 2, cor. de la prop. 5). Puisque W est un
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sous-groupe de G, il s’identifie & un groupe de déplacements de A. Nous allons
voir que ce groupe satisfait aux hypothéses du § 3. Plus précisément :

ProposrTioN 10. — Le groupe W muni de la topologie discréte opére proprement sur A
tl est engendré par des réflexions orthogonales; il est infini, trréductible et essentiel (§ 3,
n° 7). Lintersection Cn A est une chambre de A pour W. Si P'on désigne par Ly
Uhyperplan de A intersection de A avec I'hyperplan de E* orthogonal & es, les L pour
se S forment la famille des murs de G n A. St g est le vecteur unitaire de'T orthogonal &
L situé du méme coté que Cn A de Ls, on a (gs}er) = — cos (n/m(s, t)) (pour s,
teS) et la matrice de Coxeter de W (§ 3, n° 4) s’identifie & M.

D’apres le cor. 3 du th. 1, W est discret dans GL(E), donc dans G et
opére proprement dans A. Soit seS. Comme Card S > 2, ’hyperplan
de E* orthogonal 2 ¢; n’est pas orthogonal 4 v et son intersection L; avec A
est bien un hyperplan. Le déplacement correspondant a s est donc un
déplacement d’ordre 2 laissant fixes tous les points de L, : c’est nécessairement
la réflexion orthogonale associée & Ls. Il en résulte que W est bien engendré
par des réflexions orthogonales. Le th. 2 montre alors que W est infini et la
prop. 7 qu’il est essentiel et irréductible.

Comme G est un céne simplicial ouvert, ayant pour murs les hyperplans
d’équations {x*, ¢;> =0 (pour s e S), I'intersection C n A est une partie convexe,
donc connexe, ouverte et fermée du complémentaire de la réunion des Lydans A,

De plus C n A est non vide, carsi #* e C, on a {x*, 2> = D, v;<x*, &5> > O et
$
{x*, vy~1x* e Gn A. Il en résulte que Cn A est une chambre de A relative-
ment au systéme des Ls. De plus, on a w(CnA)nL, = @ pour tout we W
(cf. n° 4, propriété (P,)) et il en résulte que C n A est une chambre de A rela-
tivement au systéme formé des transformés des L, par tous les éléments de W;
d’aprés le cor, du th. 1 du § 3, n°® 2, il en résulte que Cn A est une chambre
de A relative &4 W.
Soit alors a¥ le sommet du simplexe C n A non situé dans Ls. On a

a¥,e)> =0
pour s, teS et s # ¢, et
(a¥, es) = v3'(at, v) = vz L.
Soit &5 le vecteur de T défini par les relations:
-1

(es|a¥ — af) = v3 pour  teS,t #s.

Le vecteur ¢; est orthogonal 4 L; et est situé du méme coté que Cn A de
I’hyperplan L;. On a de plus:

(es|a¥ — af) = {es,a¥ —af)>  quels que soient s, teS

ce qui montre que ¢; est 'image de la classe de ¢; par I'isomorphisme de
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E/E® sur T déduit de la forme quadratique By,. Il en résulte que

(eslet) = Byles, er).

Par suite 5 est bien un vecteur unitaire et la derniére assertion de la prop. 10
est démontrée.

Nous dirons que l'espace affine euclidien A muni du groupe W est lespace
associé @ la matrice de Coxeter M et nous le noterons A,.

La proposition 10 admet une réciproque:

Proposrrion 11. — Soit W un groupe de déplacements d’un espace affine euclidien A,
satisfaisant aux hypothéses du § 3. On suppose que W est infini, essentiel et irréductible.
Alors la forme By attachée & la maitrice de Coxeter M de W est positive dégénérée et
il existe un isomorphisme et un seul de Uespace affine Ay associé & M sur A, commutant
a laction de W. Cet isomorphisme transforme le produit scalaire de Ay en un multiple
du produit scalaire de A.

Soit Cy une chambre de A et soit S I'ensemble des réflexions orthogonales
par rapport aux murs de Go. Si %, désigne le vecteur unitaire orthogonal a
Phyperplan N; associé a la réflexion s, situé du méme coté que Co de N;
(§ 3, prop. 3), la forme By est telle que By(es, es) = (ns|n:) pour s,feS8.
Elle est donc positive. Comme les v, sont linéairement dépendants (§ 3, n° 9,
prop. 8), elle est dégénérée.

On peut donc appliquer & M les constructions précédentes. Avec les mémes
notations que ci-dessus, on a (es|e;) = (vs|mz) et il existe un isomorphisme ¢
d’espaces hilbertiens et un seul de T sur I’espace des translations de A tel que
¢{es) = 7s. Solent a et b deux sommets distincts de Cy et 5o la réflexion de S
telle que a ¢ N;,. Posons A = (ns]a—b) et soit ¢ la bijection affine de Ay
sur A définie par:

V(as, + x) = a + vs 2op(x) pour xeT.

Il est alors immédiat que $(Ls) = N; pour tout se S et que ¢ transforme le
produit scalaire de A, en un multiple de celui de A. On en déduit aussitdt
que ¢ commute a I’action de W. Enfin, I'unicité de ¢ est évidente, car a; par
exemple est 'unique point de A, invariant par les réflexions teS, ¢ # s.

§ 5. Invariants dans ’algébre symétrique

1. Série de Poincaré des algébres graduées

Soit K un anneau commutatif & élément unité, non réduit & 0. Soient M
un K-module gradué de type Z, M, I'ensemble des éléments de M homogénes
de degré n. Supposons que chaque M, soit libre de type fini. Alors le rang
rgg(My) est défini pour tout n (Alg. comm., chap. II, § 5, n° 3).
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Dérinttion 1. —S8% existe nge Z tel que My = 0 pour n < no, la série formelle
D rgx(Mn)T?, qui est un élément de Q ((T)), sappelle la série de Poincaré de M

n2no

et s¢ note Py (T).

Soient M’ un autre K-module gradué de type Z, (M3)nez sa graduation. Sup-
posons que M; soit nul pour » majoré par un certain nombre. Alors on a

(1) PM@M’ (T) = PM(T) + PM’<T)

et, si Pon munit M® M’ de la graduation totale (Alg., chap. 1I, 3¢ éd.,
§ 11, no 5)

(2) PM®M'<T) = PM(T)PI\1'<T)-

ProrosiTioN 1. — Soit S= B S, une K-algebre graduée commutative admettant un
20

systéme générateur (xq, Xy, ..., %m) formé d’éléments homogénes et algébriquement

indépendants. Soit d; le degré de xi, et supposons di > O pour tout i. Alors les Sy
sont libres de rang fini sur K, et Pon a

(3) Ps(T) = [ (1 — T4
1=1
En effet, S s’identifie au produit tensoriel K[xi1]® K[x2]® -+ ® K[xn],
muni de la graduation totale. La série de Poincaré de K[x;] est

3 T = (1—T4%)7,

azz0

et il suffit d’appliquer (2).
Sous les hypothéses de la prop. 1, nous dirons que S est une K-algébre graduée
de polynomes.

CoOROLLAIRE. — Les degrés d; sont déterminés @ Uordre prés par S.
En effet, Pinverse de Pg(T) est le polyndme N(T) = [] (1 — T%), qui
i=1

est donc déterminé de maniére unique. Si ¢ est un entier > 1 et si {eC
est une racine primitive g-¢éme de l'unité, la multiplicité de la racine { de
N(T) est égale au nombre des d; qui sont multiples de g. Ce nombre est nul
pour ¢ suffisamment grand. Le nombre des d; égaux a ¢ est ainsi déterminé de
maniére unique par récurrence descendante.

On dit que les entiers d; sont les degrés caractéristiques de S. Leur nombre est égal
au degré de transcendance de S sur K lorsque K est un corps; nous appellerons
encore le degré de transcendance de S sur K dans le cas général. C’est la multi-
plicité de la racine 1 du polynéme N(T).
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Soient S = P S, une K-algebre graduée commutative, R = DO R, une
n20 220

sous-algébre graduée de S. On suppose que chaque Ry, est libre de type fini, et que le
R-module S admet une base finie formée d’éléments homogénes 2, 25, . . ., 2y de degrés

fis fay + s fx. Alors, si on note M le K-module gradué X Kz, le K-module
J=1

gradué S est isomorphe & R®xM, donc chaque S, est libre de type fini et

Pon a

(4) Py(T) = Py(T)Px(T) = (El T)Pg(T).

ProrositioN 2, — Conservons les notations précédentes, et supposons que S et R soient
des K-algébres graduées de polynémes.

(i) R et S ont méme degré de transcendance r sur K.
(i) Sotent py, ..., pr (T€SP. 41, . . .5 qr) les degrés caractéristiques de S (resp. R).
On a

r

f[(l——T“i = sz: 11 a — 1%,

i=1 i=1

(iii) Npypy ... pr = 0142 - - - gr.

La formule (4) prouve d’abord que la multiplicité de la racine 1 est la
méme dans les polyndmes Pg(T) ™! et Py(T)™? et, compte tenu de (3), prouve
(1) puis (ii).

On déduit de (ii) que

IMMa+T+T2+ ... + T4 = TfJH + T4+ T4 ... 4 TPY,
i=1 Jj=1 i=1

Faisant T = 1 dans cette relation, on obtient (iii).

Remarque. — Soient S=K[Xj, ..., X,] une K-algébre graduée de polyndémes,
di le degré de Xy et F(X;, ..., Xy) un élément homogéne de degré m de S.
Alors on a

5 —— = mPF.
(3) .Edixi Xt m

En effet, il est immédiat que 'application K-linéaire D de S dans S qui trans-
forme tout élément z homogéne de degré p en pz est une dérivation de S.
Donc:

Z diXi oF

mF(Xl’ sy Xn) = D(F(Xl’ sy Xn)) = i§1D(X’6 DXi Rt OX
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2, Invariants d’un groupe linéaire fini : propriétés de module

Soient K un anneau commutatif ayant un élément unité, V un K-module, G un
groupe opérant dans V. On sait que tout automorphisme de V se prolonge de
fagon unique en un automorphisme de Falgébre symétrique S = S(V), et
G opére donc dans cette algebre. Si xeS et ge G, nous noterons gg.x le
transformé de x par g. Soit R la sous-algébre S¢ de S formée des éléments
invariants par G.

Supposons G fini, V de type fini, et K ncethérien. Alors S est un R-module
de type fini, et R est une K-algébre de type fini (Alg. comm., chap. V, § 1, n° 9,
th. 2). Supposons S intégre et soit N son corps des fractions. Le corps des
fractions L de R est ensemble des éléments de N invariants par G (loc. cit.,
cor. de la prop. 23), donc N est une extension galoisienne de L. Tout élément de
N sécrit z/t avec zeS et teR (loc. cit., prop. 23). D’aprés Alg., chap. II,
3e éd., § 7, n° 10, cor. 3 de la prop. 26, le rang du R-module S est [N: L].
Supposons que G opére fidélement dans V. Le groupe de Galois de N sur L
s’identifie alors & G, donc [N: L] = Card G; ainsi:

(6) rga(S) = [N: L] = Card (G).

Pour toute algébre graduée A =A¢®A19 ... ®A,® ..., nous noterons
A, Tidéal D An.

TuEOREME 1. — Soient K un corps commutatif, V un espace vectoriel de dimension finie
sur K, S = S(V) Palgebre symétrique de V, G un groupe fini d’automorphismes de V,
et R la sous-algébre graduéde de S formée des éléments invariants par G. On suppose que
G est engendré par des pseudo-réflexions (§ 2, n° 1), et que ¢ = Card(G) est étranger
a Pexposant caractéristique de K. Alors le R-module S admet une base formée de g
éléments homogeénes.

a) Comme chaque sous-module de S/(R,S) est libre sur Ro =K, il
suffit de montrer (en vertu d’4lg., chap. II, 3¢ éd., § 11, n° 4, prop. 7) que
I’homomorphisme canonique de R.®y S dans S est injectif. Pour tout R-
module E, notons T(E) le R-module Ker(R,.®z E - E) (*autrement dit
T(E) = Tor}(R/R., E)4). Si E, E’ sont deux R-modules et si « est un homo-
morphisme de E dans E, 'homomorphisme 1®% de R.®E dans R, @ FE’
définit par restriction & T(E) un homomorphisme de T(E) dans T(E') que nous
noterons T(u). Si ' est un homomorphisme de E’ dans un R-module E”; on a
T(u o u) = T(#') o T(u). Donc, si G opére sur E de fagon R-linéaire, G opére
dans T(E).

b) Le groupe G opere dans S de fagon R-linéaire, donc aussi dans T(S).
Par ailleurs, T(S) est muni de maniere naturelle d’une structure de S-module
gradué. Montrons d’abord que, si g e G, g transforme tout élément x de T(S)
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est un élément congru & ¥ modulo S;T(S). II suffit de le faire quand g est une
pseudo-réflexion. I1 existe alors un vecteur non nul » de V tel que g(x) —x e Ko
pour tout x € V. Comme V engendre S, on en déduit que g5 opére trivialement
sur S/Su. Donc, pour tout ye S, il existe un élément A(y) de S tel que

gs(y) —y = h(y)v.

Comme S est intégre et que v est non nul, cet élément est déterminé de maniére
unique par y; il est immédiat que % est un endomorphisme de degré — 1 du

R-module S. Ainsi, gs — 15 = my o & en notant m, ’homothétie de rapport v
dans S. Donc

T(gs) — lpwy = T(gs — 1s) = T(my) o T(h)

dont 'image est contenue dans vT(S), ce qui prouve notre assertion.

¢) Montrons maintenant que tout élément de T(S) invariant par G est
nul. En effet, soit Q I'endomorphisme du R-module S défini par

Q) = ¢t 2 gs()
gEG
pour tout yeS. On a Q (S) = R. On peut donc écrire Q =170 Q' ot Q' est
un homomorphisme du R-module S sur le R-module R et ot ¢ désigne P’injec-
tion canonique de R dans S. Donc T(Q) = T() « T(Q)), et T(Q) =0
puisque T(R) = Ker (R,®R - R) = 0. Donc

0="T(Q)=¢12 T(g).

geG

Or ¢1 3 T(gs) laisse fixes les éléments de T(S) invariants par G. Ceux-ci

gE€G
sont donc nuls.
d) Supposons T(S) # 0. Il existe dans T(S) un élément homogene u # 0
de degré minimum. D’aprés ), u est invariant par G. D’aprés ¢), « = 0.
On a ainsi une contradiction, d’ot T(S) = 0. C.Q.F.D.

Remarques, — 1) 11 résulte d’Alg., chap. II, 3¢ éd., § 11, n°® 4, prop. 7 que,si
(215 29, - .5 2¢) est une famille d’éléments homogenes de S dont les images
canoniques dans S/(R.S) forment une base de S/(R.S) sur K, alors
(215295 - - +52q) est une base de S sur R.

2) Soit g une pseudo-réflexion de V, d’ordre finizn > 2, premier a ’exposant
caractéristique de K. D’aprés le théoréme de Maschke (Annexe, prop. 2),
on peut décomposer V en Do H, ot H est Phyperplan formé des éléments de
V invariants par g, et o D est une droite sur laquelle g opére par multipli-
cation par une racine primitive n-éme de 'unité. Lorsque K = R, ceci n’est
possible que si z = 2, et g est alors une réflexion; dans ce cas, les groupes aux-
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quels s’appliquent le th. 1 sont donc les groupes de Coxeter finis. (Pour K = C,

par contre, le th. 1 s’applique a certains groupes qui ne sont pas de
Coxeter) (*).

TuEOREME 2. — Les hypothéses et notations sont celles du théoréme 1.

(1) Il existe un sous-espace vectoriel gradué de S, supplémentaire de R .S dans S,
stable par G.

(ii) Soit U un tel supplémentaire. L’homomorphisme canonique de U@y R dans S
est un isomorphisme de G-modules, et la représentation de G dans U (resp. S) est
isomorphe @& la représentation réguliere de G sur K (resp. R).

En effet, pour tout entier # > 0, les K-espaces vectoriels S, et (R.S) n S,
sont stables par G, et il résulte du th. de Maschke (Annexe, prop. 2) qu’il
existe un supplémentaire U, de (R.S)nS, dans S, stable par G. Alors

Y U, est un supplémentaire de R.S dans S stable par G, d’oir (i).

n20

Soit U un sous-espace vectoriel gradué de S, supplémentaire de RS
dans S, stable par G. D’aprés la remarque 1, toute base du K-espace vectoriel U
est aussi une base du R-module S, et par suite une base du corps des fractions N
de S sur le corps des fractions L de R. Ainsi, le L-espace vectoriel N g’identifie
a4 Ugg L. Comme U est stable par G, cette identification est compatible avec
les opérations de G. L’algebre L[G] du groupe G sur L s’identifie a I’algébre
K[G}®g L. L’extension galoisienne N de L admet une base normale (4lg.,
chap. V, § 10, th. 5 et 4ig., chap. VII, § 5, n® 7), ce qui peut s’interpréter
en disant que N, considéré comme L[G]-module, est isomorphe au module de la
représentation réguliére de G sur L. Comme U est de dimension finie sur K,
il résulte alors de I’Annexe, prop. 1, que le K[G]-module U est isomorphe
au module de la représentation réguliére de G sur K. Nos assertions en résultent
aussitot.

3. Invariants d’un groupe linéaire fini : propriétés d’anneau

TutorEME 3. — Les hypothéses et notations sont celles du th. 1. Dans I’ensemble des sys-
témes générateurs de Pidéal R, de R formés d’éléments homogénes, choisissons un élé-
ment mimimal (g, ..., ay). Soit kg le degré de 0. On suppose que les ki sont étrangers &
Pexposant caractéristique de K. Alors | = dim V', les o; engendrent la K-algébre R,
et sont algébriquement indépendants sur K. En particulier, R est une K-algébre graduée
de polyndémes de degré de transcendance | sur K.

L’hypothése faite sur les k; est superflue, mais n’est pas génante pour les applications
aux groupes de Coxeter finis, puisqu’on a alors K = R. Cf. le n° 5, oi1 ’on donnera
d’ailleurs une autre démonstration du th. 3.

(*) On trouvera une classification de ces groupes dans G. C. SuEPHARD et J. A. Topp, Finite unitary
reflection groups, Canad. 7. of Maths., t. VI (1954), p. 274-304.
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Le th. 3 résultera de la prop. 2 (i), du th. 1, et du lemme suivant:

Lemme 1. — Soient K un corps commutatif, S une K-algébre graduée de polynomes, et R
une sous-algebre graduée de type fini de S telle que le R-module S admette une base
(z3)re A formée d’éléments homogénes. Dans [’ensemble des systémes générateurs de I’idéal
R, de R formés d’éléments homogénes, choisissons un élément minimal (ay, . .., os).
On suppose que, pour tout i, le degré ky de oy est étranger & Uexposant caractéristique p
de K. Alors les o; engendrent la K-algébre R et sont algébriquement indépendants
sur K.

D’apres Alg., chap. II, § 11, n° 4, prop. 7, ’hypothése faite sur les o4
équivaut a dire qu’ils sont homogeénes et que leurs images dans le K-espace
vectoriel R,/(R,)2 forment une base de cet espace. Cette condition est inva-
riante par extension du corps de base; on peut donc se ramener au cas ot
celui-ci est parfait. ‘

La famille («;, ..., «s) engendre ’algébre R d’aprés Alg. comm., chap. III,
§ 1, n° 2, prop. 1. Raisonnons par I’absurde et supposons que cette famille
soit algébriquement li¢e sur K.

1) Nous allons d’abord montrer qu’il existe des familles

(Be)i1<i<es (PE)1<k<rs (dix)1<i<s, 1<k<r

d’éléments homogénes de S, avec les propriétés suivantes:

(7) B;eR pour tout ¢, et les 8¢ sont non tous nuls;
(8) deg yx > 0  pourtoutk;
(9) a = X diryk pour tout i;
k=1
(10) 2 Bidixr =0 pour tout £.

i=1

Soient Xj, ..., X, des indéterminées et munissons K[X;, ..., X,] de la
structure d’algébre graduée pour laquelle X; est de degré %;. Il existe des
éléments homogénes non nuls H(X,, ..., X,) de K[Xy, ..., X;] tels que
H(eq, ..., ag) = 0; choisissons H de maniére que son degré soit minimum.

Si dH/2X; # 0, le polyndéme :—g (215 + .., &) est donc un élément homogene
i

non nul de R;sip # 1, H n’est pas de la forme HY avec H; e K[Xj, ..., X].
Prenons alors
oH
Bi = kis}a(al’ ooy as).
Comme K est parfait, les polyndmes dH/3X;e K[X;, ..., X,] ne sont pas
tous nuls (4lg., chap. V, § 1, n® 3, prop. 4); vu ’hypothése faite sur les 4;, il
en est de méme des B;.
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D’autre part, S s’identifie 4 une algébre graduée de polynbémes
Klzg, ..oy %]

en notant ¥,, ..., & des indéterminées affectées de degrés m; > 0 convenables.
Soit Dy la dérivation partielle par rapport a4 x; dans S. Nous prendrons
dix = k7'Dg(os). Alors ’égalité (10) est vraie car son premier membre est
Dp(H(xy, ..., ag)). D’autre part, si on pose y; = mxy, ..., yr = mxy, 'éga-
lité (9) résulte de Pégalité (5) du n° 1.

2) Soit b I'idéal de R engendré par les B;; il existe une partie J de

I=1{1,2 ... s}

telle que (Bi)ies soit un systéme générateur minimal de 5. On a J # @ car
% # 0. Nous allons déduire de (9) et (10) que, siie], «; est combinaison R-
linéaire des «; pour j # ¢, ce qui contredira la minimalité de («;, ..., a4) et
achévera la démonstration.

Il existe des éléments homogeénes vy de R (ie],jel —]J) tels que

(11) Br= 2 vubs (jeI=]).
En tenant compte de (11), la formule (10) donne
(12) S Bl + 3 vudp) = 0.
ieJ je1—=J
Posons
(13) wip = dix + X Yudgr.
JEI=J
On a donc
(14) 2 Baux = 0.
=¥

Ecrivons uix = 2, Simz, on les S appartiennent 4 R. La relation (14)
AEA

entraine Y, R:dim = O quels que soient £ et 2. Sil'un des 8; avait une compo-
tes

sante homogene de degré 0 non nulle, 'égalité précédente entrainerait que

Pun des B; (1 e]) est combinaison R-linéaire des autres, contrairement a la

minimalité de (Bi)ies. Donc 8iz & R, et par suite 43, € RS quels que soient ¢
$

et k. Il existe donc des ujkpeS tels que wuy = ), urnen, autrement dit,
d’apres (13), h=1
§

(15) ¢k dix + X , Yiidse = X Uiknon.

JE L= h=1

Multiplions les deux membres de (15)¢x par yi, et additionnons pour i fixé
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dans Jetk=1,2, ..., r; en vertu de (9), on trouve

o+ X yuey= X X tienyedn.
jEL=J h=1k=1

Prenons les composantes homogeénes de degré £; des deux membres. Comme

deg yx > 0, on voit que «; est combinaison S-linéaire des «; avecj # i. Comme

S est libre sur R et que a4, ..., ase R, on en déduit que «; est combinaison

R-linéaire des a; avec j # i (4ig. comm., chap. 1, § 3, n° 5, prop. 9 d)).

COROLLAIRE. — Les hypothéses et notations étant celles du th. 3, le produit des degrés
caractéristiques de R est Card (G).

En effet, on a rgg(S) = Card (G) (formule (6), n° 2). Les degrés carac-
téristiques de S sont égaux a 1. Alors le corollaire résulte du n° 1, prop. 2
(iii).

Lemme 2. — Soient K un corps commutatif, V un espace vectoriel de dimension finie sur
K, S = n@o Sp Palgébre symétrique de V, s un endomorphisme de V, et s le prolon-

gement canonique de s & Sy. Alors, T désignant une indéterminée, on a dans K[[T]]

Y Tr(s®)T? = (det (1 —sT))™%

n=o0o
Quitte & étendre le corps de base, on peut supposer K algébriquement clos.
Soit (¢y, ..., &) une base de V par rapport & laquelle la matrice de s est
triangulaire inférieure, et soient A1, ..., A, les éléments diagonaux de cette
matrice. Par rapport & la base (V... e )y1y.....4mn=n de Sp, ordonnée
lexicographiquement, la matrice de s est triangulaire inférieure, et ses élé-
ments diagonaux sont les produits 2{Y ... 257, Donc

Tr(s(n)) — E ' )\i(l) .. 7\’5‘(7’),
(D + - +i(r=n
et par suite

® S w0 w0

2 Tr(s™)T" = (3 MT"( X T ... (3 \T")

n=0 n=0 n=0 n=o0
= (1 —,T) (1 —2T)t... (1—>T)1
= (det (1 —sT))"L
Lemme 3. — Sotent K, 'V et S comme dans le lemme 2, G un groupe fini d’automorphismes

de V, q Pordre de G, R la sous-algébre graduée de S formée des éléments invariants par
G. On suppose K de caractéristique 0. La série de Poincaré de R est alors

¢t 3 (det(1—gT)™

geG
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En effet, 'endomorphisme f = ¢=1 ¥ g™ est un projecteur de S, sur
geG

Ry, donc Tr (f) = dimg S¢. La série de Poincaré de R est alors

1S (3 (Trgm)Tm,

g€G n=o0

et il suffit d’appliquer le lemme 2.

ProrosiTION 3. — Les hypothéses et notations étant celles du th. 3, soit H Uensemble
des pseudo-réflexions appartenant & G et distinctes de 1. On suppose K de caractéristique 0.

!
Alors Card (H) = X (ks — 1).
i=1

D’aprés la prop. 3 de I’Annexe, on peut supposer K algébriquement clos.
Pour tout ge G, soient Ai(g),...,Ai(g) ses valeurs propres. Comme tout
g € G est diagonalisable (Annexe, prop. 2), on a g = 1 si et seulement si tous
les ni(g) sont égaux a 1, et g= H si et seulement si le nombre des A(g) égaux
a 1 est/— 1 (nous noterons alors A(g) la valeur propre distincte de 1). La prop.
1 du n° 1 et le lemme 3 prouvent que

(16) q l_i[ 1 —TF)"t = ¥ (det (1 —gT))?

9EG

dans K[[T]], donc dans K(T). Par suite, on a dans K(T):

= a—me
q (1 —Tk) b= +962H 1— l(g)T +9¢1,ge1{ det(l — gT)’

=1

—

ce qui s’écrit

[}

— I+ T+ 4 Tk
(17) (=1

{
TDI[JA+T+ ... + T
i=1

oy 1 (=Tt
AT T T een det (1= )

i

On voit que ¢ — [[ (1 + T + ... + T#1) doit s’annuler pour T = 1,
i=1
d’ott ¢ = k1ks. . .k, ce que nous savions déja par le cor. du th. 3. Cela étant dit,

soit Q(T) le polyndme (1 —T)t q—l—I + T 4 ... + T ), En

mN i

dérivant 1'égalit¢ (1 —T)Q(T)=¢—]]J(1 + T + -4+ TE1) et en

i

1
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faisant T = 1, on voit que — Q (1) est la valeur pour T =1 de

1
—%(il;l(l—i—T—{-... + Tk 1))
=——i: (1 + 2T + ... + (kl—l)Tk;“z)];[(l_l_T_’_ . +Tkj—1))
I i R CIP L]
=1 J#i ot

Revenant & (17), on a par ailleurs

1

k -

111 N2 T
Donc v
B—1 1

!
18 = L N
(18) i§1 2 genl — Mg)
Or les éléments de G qui laissent fixes les points d’un hyperplan donné laissent
stable une droite supplémentaire de I’hyperplan (Annexe, prop. 2), donc
forment un sous-groupe cyclique G’ de G d’aprés Alg., chap. V, § 11, no 1,
th. 1. Soit ¢ 'ordre de G’; les valeurs de A(g) pour ge G’ sont 6, 62, ..., 6t-1

avec O racine primitive #-é¢me de l’unité On a i L 5 + I 1 6= = 1, donc
1 1 .
——— = 1) == Card HnG’). Lgalité¢ (18 rouve
gegyﬂl -zt = ( ). L¢g (18) p

alors la proposition.

Remarque. — Lorsque K = R, G est un groupe de Coxeter et H est 'ensemble
des réflexions appartenant & G, on sait (§ 3) que les €léments de H sont en
correspondance binnivoque avec les murs de V.

ProrosiTioN 4. — Les hypothéses et notations étant celles du th. 3, on suppose K
de caractéristique # 2. Pour qu'on ait — 1e G, il faut et il suffit que les degrés
caractéristiques k1, ..., k; de R soient tous pairs.

Soit f V’automorphisme de P’algébre S qui prolonge I’automorphisme — 1
de V. On a f(z) = (— 1)%82 z pour tout z homogéne de S. Donc, si — 1 G,
tout élément homogene de degré impair de R est nul, et les 4; sont pairs. Réci-
proquement, si les £; sont pairs, tout élément de R est invariant par f, et la
théorie de Galois montre que — 1 e G.

4, Eléments anti-invariants

On conserve les hypotheéses et les notations du th. 3, et on suppose K de carac-
téristique 0. Un élément z de S est dit anti-invariant par G si

, 8(z) = (det g)™
quel que soit geG.
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Soit H P’ensemble des pseudo-réflexions appartenant 3 G et distinctes de 1.
Pour tout g H, il existe ¢; eV et f;e V¥ tels que

glx) = x + fy(x)eg, quel que soit xe V.

ProposITION 5. — (i) Soit D Pélément || e, de S. Les éléments de S anti-invariants
par G sont les éléments de RD. geH

(i1) Supposons S identifiée 4 Palgébre des polyndmes K[X1, ..., Xi] par le
choix d’une base (X1, ..., X;) de 'V, et soient (P1, ..., Py) des éléments homogenes
algébriquement indépendants de S engendrant Palgébre R (th. 3). Alors le jacobien

J = det <§—§‘-> est de la forme 2D, ot » e K*.
i

a) Avec les notations de (ii), on a
dP1 /\szA e /\sz =JdX1 AdXz AL, /\dXz,
d’ov, pour tout ge G,

g(J)(det g)dX1 A ... AdXy = g(])d(gXD) A ... Ad(gX))
=g(dP1A... /\dP;) == dPll\ /\sz =JdX1/\ AXm

donc J est anti-invariant par G. En outre, le corps des fractions N de S est
extension galoisienne du corps des fractions E de R (n° 2); si A est une dériva-
tion de E & valeurs dans un surcorps Q de N, A se prolonge en une dérivation
de N dans Q (4lg., chap. V, § 9, prop. 5); comme les P; sont algébriquement
indépendants, on en déduit que dPyA... AdP; # 0, donc J # 0.

b) Soit z un élément de S anti-invariant par G. Montrons que 2 est divi-
sible par D dans S. Soit a un vecteur non nul de V. Les éléments de G qui
laissent stable Ka laissent stable un hyperplan supplémentaire L (Annexe,
prop. 2); pour qu’un élément de G laissant stable Ka soit 1 ou une pseudo-
réflexion de vecteur g, il faut et il suffit qu’il induise 1 dans L; les pseudo-
réflexions de vecteur a qui appartiennent & G constituent donc avec 1 un sous-
groupe cyclique G’ de G; soit ¢ son ordre. Il existe une base (Xi,...,X;) de V
telle que s = X3, XseL, ..., X;eL, et on peut identifier z & un polynéme
P(Xi, ..., X;) a coefficients dans K. Exprimant que g(z) = (det g)~1z pour
g€ G’, on voit que X; n’intervient dans P(X;, ..., X;) qu’avec des exposants
congrus 3 — 1 modulo . Donc P(Xj, .., X;) est divisible par X} = oL
Or D est, 4 un facteur scalaire pres, le produit des a?~1 pour les ae V tels que
t > 1, et ces éléments de S sont étrangers deux & deux. Comme S est factoriel,
z est divisible par D.

¢) D’aprés a) et b), J est divisible par D dans S. Or

degJ = é (ks — 1) = Card (H)
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(prop. 3), donc degJ = deg D, donc J = AD avec re K. Comme J # 0,
on a Ae K*, On a ainsi prouvé (ii).

d) Les parties a) et ¢) de la démonstration prouvent que D est anti-inva-
riant par G. Alors, si y € R, il est clair que yD est anti-invariant par G. Enfin,
si ze S est anti-invariant par G, on a vu en &) qu’il existe y e 8 tel que z=yD.
Comme S est intégre, on a y e R. Ceci achéve de prouver (i).

*5. Compléments (*)

Lemme 4. — Soient K un corps commutatyf, V un espace vectoriel de dimension finie sur
K, G un groupe fini d’automorphismes de NV d’ordre g inversible dans K, S ’algébre
symétrique de V, R la sous-algébre de S formée des éléments invariants par G. Pour
quwun idéal premier B de hauteur 1 de S soit ramifié sur y = Pn R (4ig. comm.),
il faut et il suffit qu’il existe un élément non nul a de 'V et un élément non nul f de V*
tels que B = Sa et que la pseudo-réflexion sq 5 appartienne & G. Le groupe de décom-
position GA(P) est alors le sous-groupe des éléments de G laissant Ka stable, et le
groupe d’inertie GT(R) est le sous-groupe cyclique Ho de G formé des pseudo-réflexions
de G de vecteur a. Le corps résiduel S(B) de S en P est séparable sur le corps résiduel
R(p) de R en yp, ot Uindice de ramification e(|y), égal au coefficient de P, augmenté de 1,
dans le diviseur div(Dgr) de la différente, est égal ¢ Gard (Hy).

Dire que P est ramifié¢ sur R signifie que son groupe d’inertie GT($) n’est
pas réduit a l'identité, autrement dit qu’il existe g # 1 dans G tel que
g(z)=2z (mod. P) pour tout ze S. Comme S est un anneau factoriel, P est un
idéal principal Sa, et a doit diviser tous les éléments g(z) —z (zeS); or,
pour 2 eV, ceux-ci sont homogeénes de degré 1 et non tous nuls (car g # 1);
donc a doit étre homogéne de degré 1, autrement dit a e V. Il existe alors une
forme linéaire f sur V telle que g =s, r. Inversement, si g est une pseudo-
réflexion s, y distincte de 1, on a g(z) = z (mod. Sa) pour tout ze 8, donc g
appartient au groupe d’inertie de l'idéal premier $ = Sa. Ceci prouve la
premiére assertion du lemme et les caractérisations de GZ() et GT($). On
sait que le degré résiduel [S(P):R(p)] divise Card(G) = ¢ (dig. comm.,
chap. V, § 2, n° 2); comme g est étranger a 'exposant caractéristique p de K
(qui est celui aussi de S(P)), I'extension S(P) de R(p) est séparable. L’égalité
¢(B/y) = Card (H,) en résulte (Alg. comm.). Comme e(B/y) est étranger a p,
le coefficient de B dans div(Dgp) est e(B/p) — 1 (Alg. comm.). Ceci acheve
la démonstration du lemme.

Lemme 5. — Soient K un corps commutatif, S une K-algébre graduée de polynomes et
R une sous-algébre graduée de S. Pour que S soit un R-module libre gradué (Alg.,

(*) Dans ce numéro, nous utilisons des résultats figurant dans des chapitres en préparation du livre
d’Algébre commutative. Nous y renvoyons par le sigle « Alg. comm. ».
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chap. II, 3¢ éd. § 11, no 2), il faut et il suffit que les deux conditions suivantes
sotent vérifides:

a) R est une K-algébre graduée de polyndmes;

b) st (g, ..., as) est un systéme générateur de la K-algébre R formée d’éléments
homogénes et algébriquement indépendants, ce systéme est une suite S-réguliére (*).

Lorsque S est un R-module de type fini, b) est conséquence de a).

Pour la démonstration, voir Alg. comm.

TutorEME 4. — Soient K un corps commutatif, V un espace vectoriel de dimension finie
sur K, S Dalgébre symétrique de V, G un groupe fini d’automorphismes de V, et R la
sous-algébre de S formée des éléments invariants par G. On suppose que ¢ = Card G
est inversible dans K. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) G est engendré par des pseudo-réflexions;

(i) S est un R-module libre gradué;

(iii) R est une K-algébre graduée de polyndmes.

L’¢quivalence de (ii) et (iii) résulte du n° 2 et du lemme 5. L’implication
(1) = (ii) résulte du th. 1.

Montrons que (iii) = (i). Soit G’ le sous-groupe de G engendré par les
pseudo-réflexions appartenant a G, et soit R’ la sous-algébre de S formée des
éléments invariants par G'. On a RecR’cS. D’aprés le lemme 4, on a
div(Dgr) = div(Dgr), d’ott div(Dgjg) = 0. Supposons alors que R soit
une algébre graduée de polyndmes. Comme c’est aussi le cas pour R’ (puisque
G’ est engendré par des pseudo-réflexions), le lemme 5 montre que le R-module
R’ admet une base homogeéne (Q1, ..., Qu); soit g; = deg(Q ). Posons

= det(Trpa(QiQ ), cf. Alg., chap. IX, § 2.
Le fait que div(®g,p) soit nul montre que div(d) = 0 (Alg. comm.), ce qui
signifie que d appartient a K*. Mais d’autre part Trgr(Q:Q ;) est un élé-
ment homogeéne de degré ¢; + ¢;, et 4 est homogéne de degré 2, ¢;. On a

donc E g; = 0, i.e. ¢; = 0 pour tout 7, ce qui entraine R’ =R, d’'ol G' =G

d’aprés la théorie de Galois. On a donc bien prouvé que G est engendré par
des pseudo-réflexions. C.Q.F.D.

Remarques. — 1) Sous les hypothéses du th. 4, les degrés caractéristiques
de R ont pour produit ¢ (formule (6) et prop. 2 (iii)), donc sont étrangers a
I'exposant caractéristique de K. C’est ce qu’on avait annoncé au n° 3.

2) Lorsqu’on ne suppose plus que Card (G) est inversible dans K, on a
encore (ii) <=~ (iii) (cf. lemme 5) et (ii) = (i) (cf. exerc. 8); 'implication
(i) == (ii) n’est par contre plus vraie (exerc. 9).

(*) Cela signifie que, pour tout i@ {1, 2, ..., s, I'image canonique de &; dans ’anneau
S/(Sety 4+« + + Seti_1)

est non diviseur de zéro dans cet anneau.
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PrOPOSITION 6. — Les hypothéses et les notations sont celles du th. 4. Soit H Pensemble
des pseudo-réflexions appartenant & G et distinctes de 1. On suppose que H engendre G.
Pour tout geH, posons g{x) = x + fy(x)ey avec ¢geV, fye V*. Posons

g€H

(i) La différente de S sur R est Pidéal principal SD.

(i1) Supposons S identifide & Palgébre K[X1, ..., Xi] par le choix d’une base
(X1, ..., Xy) de V, et soient Py, ..., Py des éléments homogines algébriquement

indépendants engendrant algébre R. Alors le jacobien ] = det < b%) est de la_forme
2D o2 AeK*, 4

(iii) On a 2 (deg (Py) — 1) = Card (H).
i=1
(iv) L’ensemble des éléments anti-invariants de S est RD.

L’assertion (i) résulte du lemme 4. L’assertion (ii) résulte de ce que SJ
est la différente de S sur R (4lg. comm.). L’assertion (iii) s’obtient en écrivant
que les polynémes homogénes D et J ont méme degré. La démonstration
de (iv) est alors la méme qu’au n° 4 (démonstration de la prop. 5, parties )

etd)).y

§ 6. Transformation de Coxeter

Dans ce paragraphe, V désigne un espace vectoriel réel de dimension finie /
et W désigne un sous-groupe fini de GL(V), engendré par des réflexions, et
essentiel (§ 3, n® 7). On munit V d’un produit scalaire (x|y) invariant par W
On note & Pensemble des hyperplans H de V tels que la réflexion ortho-
gonale sy correspondante appartienne a W.

1. Définition des transformations de Coxeter

Nous appellerons chambre ordonnée relative 2 W-le couple formé d’une chambre
C déterminée par & et d’une bijection i — H; de {1,2, ...,/} sur ’ensemble
des murs de C (cf. § 3, n° 9, prop. 7).

DErINITION 1. — On appelle transformation de Coxeter définie par une chambre ordonnée
(G, (Hi)1<i<1) Délément ¢ = sysy, ... su, de W.

ProrositioN 1, — Toutes les transformations de Coxeter de W sont conjuguées dans W.

Comme W permute transitivement les chambres déterminées par & (§ 3,
n° 2, th. 1), tout revient & prouver ceci: soient (C, (H¢)1<1<:) une chambre
ordonnée, et meS;; alors sgsSu,. - -Sm, € SHo()SHan -« + - SHa SONT conjugués
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dans W. Compte tenu du § 4, n° 8, prop. 8, ceci résultera aussitdt du lemme
suivant :

Lemme 1. — Soient X une forét finie, x'— g une application de X dans un groupe T,
telle que g, et gy commutent toutes les fois que x et y ne sont pas liés dans X. Soit &
Uensemble des ordres totaux sur X. Pour tout £ e G, soit py le produit dans T de la
séquence (gz) zex définie par E. Les éléments pg sont alors conjugués dans T'.

1) Raisonnons par récurrence sur n = Card X. Le cas ot n =1 est
immeédiat, supposons n > 2. Il existe dans X un sommet terminal a (chap. IV,
Annexe, n° 3, prop. 2). Soit be X — {a} un sommet lié 4 a s’il en existe;
si a n’est 1ié 4 aucun sommet de X — {2}, on prend & quelconque dans X — {a}.
Dans tous les cas, g, commute & g, pour x # b. Soit v e T tel que a soit le
plus grand élément de X et b le plus grand élément de X — {a}; soit £ e T,
et prouvons que f, p, sont conjugués.

2) Supposons d’abord que, pour &, a soit le plus grand élément de X et b le
plus grand élément de X — {a}. Soit X’ le sous-graphe plein X — {a}, qui
est une forét. Définissons une application x —— gz de X' dans I' en posant
gh = gzsix # b, gp = gvga. Soient &', v’ les restrictions de &, n a X', L’hypo-
thése de récurrence est applicable, donc g et p, sont conjugués. Mais il est
clair que py = p, pn = pn, d’olt le lemme dans ce cas.

3) Supposons que a soit le plus grand élément de X pour £. Soit Xj
(resp. X3) l'ensemble des éléments de X — {a} strictement majorés (resp.
minorés) par b; soit &; la restriction de £ &4 X4 On a

by = be.gvbs.8a = Pr,8vLalt,s

et cet élément est conjugué de pg pr gvga. On est donc ramené au cas 2).

4) Dans le cas général, soit X3 (resp. X4) 'ensemble des éléments de X
strictement majorés (resp. minorés) par a; soit &; la restriction de £ a Xj.
On a p; = py gaps,, €t cet élément est conjugué de pg, pz, g4 On est donc ramené
au cas 3).

Il résulte de la prop. 1 que toutes les transformations de Coxeter ont le
méme ordre k= A(W). Ce nombre s’appelle le nombre de Coxeter de W.

Remarque. — Soient W1, ..., W, des groupes finis essentiels dans des espaces
Vi, ..., Vn, engendrés par des réflexions. Soit C; une chambre relative a
W;. Soit W le groupe Wi X ... X Wy, opérant dans Vi3 X ... X Vg
Alors C; X +-- X G, est une chambre relative &4 W. Les transformations
de Coxeter de W définies par C sont les produits ¢y¢s . . . ¢, O ¢; €5t une trans-
formation de Coxeter de Wy définie par C;.

2, Valeurs propres d’une transformation de Coxeter. Exposants

Comme toutes les transformations de Coxeter sont conjuguées (n° 1, prop. 1),
elles ont méme polyndéme caractéristique P(T). Soit 4 le nombre de Coxeter
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de W. On a

! .
P(T) =] (T — exp 2mmj>
Jj=1 h

oll my, my, ..., my sont des entiers tels que

Osm<m< - <m<h
DErINITION 2. — Les entiers my, ma, ..., my S appellent les exposants de W,
Soient C une chambre déterminée par &, Hi, ..., H; ses murs, et posons

§; = sg,. Notons ¢; le vecteur unitaire orthogonal a H; et situé du méme coté
de H; que C. D’aprés la prop. 2 de ’Annexe du chap. IV, on peut supposer
les H; numérotés de telle maniére que ¢;, €5, . . ., ¢ soient deux a deux ortho-
gonaux, et que er41, ér+2, ..., € soient deux & deux orthogonaux. Alors
§' == $§155 ... 5 est la symétrie orthogonale par rapport au sous-espace

V' =H1ann nHr,
§" = Spy15r42 ... 81 est la symétrie orthogonale par rapport au sous-espace
V'=H,anHpen - nH;,

et ¢ = ¢'s” est une transformation de Coxeter. Comme (¢;, ..., ¢;) est une base
de V, V est somme directe de V' et V",

On en déduit d’abord que 1 n’est pas valeur propre de ¢. Car si xe'V est
tel que ¢(x) = x, on a s'(x) = s"(x), donc ¥ — s'(x) = x — s"(x) est ortho-
gonal & V' et V’, donc nul, d’ou x = ¢'(x) = s"(x) e V' n V" = {0}.

On a par suite
(1) O<m €<smg < -+ <my < A
Le polynéme caractéristique de ¢ est & coefficients réels. Donc, pour tout j,
) 2irmg 5 . 2in(h—my)
Pexposant de T — exp = dans P(T) est égal a celuide T—exp —
D’oit
(2) my+mua-;=rh (1 <j<I).

Ajoutant membre & membre les égalités (2), on obtient:
(3) R e

Lemme 2. — Supposons W irréductible. Avec les notations précédentes, il existe deux
vecteurs linéairement indépendants z', 2" tels que:

(i) le plan P engendré par 2’y 2" est stable par s' et s";

(ii) s'|P et s"|P sont les réflexions orthogonales par rapport ¢ Rz’ et Rz";
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(iii) 2/, 2"€C, et Pn C est Pensemble des combinaisons lindaires de 2', 2" &
coefficients > 0.

Soit (€1, ..., ¢!) la base de V telle que (¢fle;) = &y5. Alors C est le cone
simplicial ouvert déterminé par les ¢t (§ 3, n® 9, prop. 7). Il est clair que V'
est engendré par ¢'*1, ..., el et V' parel, ..., ¢ Soit ¢ 'endomorphisme de V
tel que g{et) = ¢;, ..., g(¢!) = ¢;. Sa matrice par rapport & (¢, ..., ) est
Q = ((esleg)). On a (ele;) < O pour i # 5 (§ 3, n°® 4, prop. 3). Puisque W est
irréductible, il n’existe pas de partition {1, 2, ..., [} =T ul; telle que
(eiles) = O pourie Iy et jeIs. Donc (§ 3, n° 5, lemme 4) Q admet un vecteur
propre (aq, ..., a1) & coordonnées toutes > 0; soit @ la valeur propre
correspondante. Posons

z =ayet + o 4 e, B
Z=al + ... + a,reV'nC,
Z = argertl + oo L geleVin G,

et soit P le plan engendré par 2’ et ¢”. Alors P n C est ensemble des combi-

naisons linéaires de 2’ et z” a coeflicients > 0. La relation ¢(z) = az donne

! i

S aje; = D aazel; en multipliant scalairement par e; (ot £ < ), il vient
j=1

Jj=1
{

ar + 3 ajlesler) = aag; donc
j=r+1
oo

(a—1)z" = El (j}“ aj(eslex)) ek

= j=}r]+1 a; (él (eg]ex)e®)

]
= X a(—d + Z (eflen)e”)

=— % ajef—}—‘E aje;

Jj=r+1 J=r+1

!
=—2 4+ 3 ae.
Jj=r+1
Ainsi, (a — 1)z"” + 2’ est orthogonal a €1, ..., e, c’est-a-dire & V", Donc s”
laisse stable le plan engendré par 2" et (¢ — 1)z" + &/, cest-a-dire P. De
méme, s’ laisse stable P. Comme ’ePn V' et 2"ePn V", §'|P et s"|P sont
les réflexions par rapport a Rz’ et Rz".

TuforiME 1. — On suppose W irréductible. Alors :
@ m=1 m=~"rr—1.
(ii) Card (¢) = —é—l/z.



120 GROUPES ENGENDRES PAR DES REFLEXIONS Ch. v, § 6

A

Conservons les notations précédentes. La restriction de ¢ = s's” & P est la

rotation d’angle 2(27:? ) (§ 2, n® 5, cor. de la prop. 6). Comme ¢ est d’ordre A,
les 2 éléments 1, ¢, ..., ¢*1 de W sont deux 4 deux distincts; les éléments o/,
s'¢, ..., §'c®~1 sont donc deux a deux distincts, et sont distincts des précédents
car ¢Y|P est une rotation et s'c/|P est une réflexion. L’ensemble

ey vovy Pl 5 s'e, .., s'eh1}

est le sous-groupe W' de W engendré par s’ et s”, et induit dans P le groupe W”
engendré par les réflexions orthogonales par rapport 4 Rz, Rz". Le transformé
de C par un élément de W’ est disjoint de — C ou égal & — C. Donc le trans-
formé de Pn C par un élément de W” est disjoint de — (P n C) ou égal a
— (P n C). Donc, pour une orientation convenable de P, il existe un entier

m > 0 tel que (Z',2) = % (§ 2, n° 5, cor. de la prop. 7). Par ailleurs, les

ensembles g'(C), pour g'« W', sont deux a deux disjoints; les ensembles
g"(P n C), pour g” e W’, sont donc deux & deux disjoints; ainsi, W” est d’ordre

2h. D’ott m = k. En définitive, ¢|P est une rotation d’angle gE, et admet par

2 2in(h—1 §
suite les valeurs propres exp =, exp 2\t — 2/ ( ). Ceci prouve que my = 1,

my=h—1.

Les transformées de Rz’ et Rz" par W’ sont £ droites Dy, ..., Dy de P,
et les points de P — (Dyu ... uDjp) sont transformés par des éléments de
W' de points de Pn C. Donc un hyperplan de & coupe nécessairement P
suivant I'une des droites Dy, et par suite est transformé, par une opération
de W', d’un hyperplan de $ contenant Rz’ ou Rz".

Or, tout He & qui contient Rz’ est 'un des hyperplans H;, ..., H,.
En effet, soit ¢y le vecteur unitaire orthogonal & H et situé du méme c6té
de H que C. On a eg = e + -+ + Mg avec des Ay tous > 0 (§ 3, no 5,
lemme 6, (i)). Or 0 = (¢4|z') = Mrs1@r41 + -+ + Nag, donc

At = =N=0, et eg=2Aw1+ -+ + Ao

Supposons que deux des A; soient non nuls, par exemple A1 et Az; comme
€1, ..., ¢ sont deux & deux orthogonaux, on aurait

s1(eg) = — Me1 + 2oz + <0 4 Mer

et les coordonnées de si(ey) ne seraient pas toutes de mémesigne, ce qui est
absurde (loc. cit.). Donc eg est proportionnel a ’un des vecteurs ey, . . ., ¢, ce
qui prouve notre assertion. De méme, tout H e § qui contient Rz” est I'un des
hyperplans Hy.1, ..., H;.

Le nombre d’éléments de § contenant Rz’ ou Rz” est donc L Si % est

pair, Card($) est donc égal a —g—l. Si % est impair, Card(®) est égal a
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h——2 Il—}—r, et aussi a k 5 1l—}-(l——r); d’ou 7 =1{!—7r, de sorte que
l h—1 l h
=—, =_l _——=_l.
r 5 et Card(§) 5 + 3 5

Remarque. — Conservons les notations de la démonstration précédente. Soient ¢’
Pextension C-linéaire de ¢ 4 V@ rC, et ¢” la restriction de ¢’ 4 P® gC. D’aprés
I’étude de ¢|P, ¢" admet un vecteur propre x correspondant a la valeur propre
exp —22—“, et ce vecteur propre n’appartient 2 aucun ensemble Dn G, ot D
désigne une droite de P (puisque D n’est pas stable par ¢). Or, pour tout
Hep, on a vu que Hn P est une droite; donc &« HorC.

CoROLLAIRE. — Soit Ro l'ensemble des vecteurs unitaires de V orthogonaux & un élément
de . Si W est irréductible, on a, pour tout xe'V,

(4) Y (x|u)? = h(x|x).
a€R,
Posons f(x) = 3, (x|u)2 Il est clair que f est une forme quadratique posi-
u€Ro

tive invariante par W, non dégénérée puisque les ¢; forment une base de V.,
Comme W est irréductible, il existe une constante 3 telle que f(x) = B(x|x)
(§ 2, n° 1, prop. 1). Si (#)1<i<i est une base orthonormale de V pour le
produit scalaire (x]»), on a

{ i

o = S Bule) = S fe) = 3 3 (uu)?

i=1 i=1 i=1 BER,
— 3 1= Card (Ro) = 2 Card () = A.
u&Ry

Dol 8 = 4, ce qui prouve (4).

PrROPOSITION 2. — Si k est pair, Punique élément de W qui transforme C en — C
est chi2,
Adoptons les notations de la démonstration du th. 1. Puisque ¢|P est une

2

rotation d’angle —}ZE, cM?2 transforme 7/ en — 2/, 2" en — 7", donc 2’ + 2" = 2

en — 2. Or ze C, donc la chambre ¢#/2(C) est nécessairement — C.

ProrosiTioN 3. — Supposons W irréductible. Soient uy, . . ., uy des éléments homogénes
de Palgébre symétrique S = S(V), algébriquement indépendants sur R et engendrant
Palgebre des éléments de S invariants par W (§ 5, n° 3, th. 3). 87 py est le degré de uy,
les exposants de W sont p1 — 1, ..., pp— L.

Posons V' = V@RgrC, S’ =$§(V') =S®@xrC, et prolongeons le produit
scalaire de V en une forme hermitienne sur V', Si ¢ est une transformation
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de Coxeter de W, il existe une base orthonormale (X;)1<i<: de V' formée de
vecteurs propres de ¢® 1 (4lg., chap. IX, § 7, n° 3, prop. 4); on peut supposer

en outre que, pour 1 < j </, X; correspond & la valeur propre exp 2————”/;7”7 de

¢®1. Il est clair que S’ s’identifie & ’algebre C[X4, . .., X;], et 'on peut écrire
w1 = f3(X1, ..., Xy), ol f; est un polyndme homogeéne de degré p; dans

C[X4, ..., Xi]. Posons D; = b_%_j et J(X1, ..., X;) =det (D f;). Rappelons

(§ 5, n° 4, prop. 5) que J(Xy, ..., X;) est proportionnel au produit dans S’ de
Card (%) vecteurs y; de V donc chacun est orthogonal & un hyperplah de &.
Comme on peut supposer que X1 ¢ H® C pour tout H e & (Remarque), les com-
posantes sur X; de chacun des vecteurs yz sont # 0, donc J(1,0,0, ...,0) = 0.
La régle de développement d’un déterminant prouve alors I'existence d’une
permutation s de {1, 2, ..., [} telle que (Dyy, f3)(1, 0,0, . .., 0) #0 pour tout ;.
Comme Dy, f; est homogéne de degré p; — 1, le coefficient de le’j_ng(j)
dans f3(Xi, ..., X;) est non nul. Or f;(Xy, ..., X;) est invariant par ¢® 1, et

(600 1) (XY™ Xuey) = (exp 22T (g — 1 + 10 )) (XE Koy,

Ceci prouve que p;— 1 + mgy, = 0 (mod. A). Or k-~ mg, est un exposant
(formule (2)). En permutant les u;, on peut donc supposer que p;— 1 = m;
(mod. 4) pour tout j. Comme p;—1 > Oetmy < h,ona p;—1=m; + pjh
avec pj entier > 0, D’apres le § 5, prop. 3, on voit que

! ! !
Card(g) =j2 (pi—1) = 2 my+h 2y
=1 . Jj=1 J=1

[
Compte tenu de la formule (3) et du th. 1 (ii), on obtient £ X, ps = 0, donc
j=1

ps = 0, pour tout j et finalement p; — 1 = my pour tout j.

CoROLLAIRE 1. — 8% (mq)1<i<i est la suite croissante des exposants de W, Uordre de
W est dgal ¢ (my+ L)(mg + 1) ... (my + 1).
Ceci résulte des relations m; + 1 = p; et du § 5, n° 3, cor. du th. 3.

COROLLAIRE 2. — St ¢ est une transformation de Coxeter de W,

exp <2—:E> el exp <— ?}};)

sont des valeurs propres de multiplicité 1 de c.

Dans le cas contraire, il existerait deux invariants homogénes de degré 2
non proportionnels dans S, d’ott deux formes quadratiques non proportion-
nelles sur V* invariantes par W, contrairement au § 2, n° 1, prop. 1.
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CoROLLAIRE 3. — Pour que I’homothétic de rapport — 1 dans V appartienne a W, il
Saut et il suffit que tous les exposants de W sotent impairs. Lorsqu’il en est ainsi, h est
pair et Pon a ¢M2 = — 1 pour toute transformation de Coxeter ¢ de W.

La premiére assertion résulte du § 5, n° 3, prop. 4. Supposons les exposants
de W impairs. Alors % est pair d’aprés la formule (2), et

<exp 2i7;mj>h/2 = exp (inm;) = — 1;

donc ¢#2 = — 1 puisque ¢ est un automorphisme semi-simple de V (4ig.,
chap. IX, § 7, n° 3, prop. 4).



ANNEXE

COMPLEMENTS
SUR LES REPRESENTATIONS LINEAIRES

La proposition suivante généralise la prop. 13 du chap. I, § 3, n° 8.

ProrosiTiON 1. — Soient K un corps commutatif, A une K-algébre, V et W deux
A-modules & gauche qui sont des espaces vectoriels de dimension finie sur K. 8’1l existe
une extension L de K telle que les (A@gL)-modules V @xL et W®gL soient iso-
morphes, alors les A-modules V ¢t W sont isomorphes.

a) Supposons d’abord que L soit une extension de K de degré fini n. Comme
VgL et WegL sont isomorphes en tant que (A®gL)-modules, ils sont
isomorphes en tant que A-modules; mais, en tant que A-modules, ils sont
isomorphes respectivement & V" et W” Or V et W sont des A-modules de
longueur finie; donc V (resp. W) est somme directe d’une famille (Mf)1<i<p
(resp. (N;j)lgqu) de sous-modules tels que les M; (resp. Nj) soient indé-
composables, et que deux M; (resp. N;) d’indices distincts soient non iso-
morphes (Alg., chap. VIII, § 2, n° 2, th. 1). Alors V" (resp. W") est somme
directe des M7" (resp. N7%); on en conclut (loc. cit.) que p = ¢ et qu’aprés
permutation éventuelle des Ny, M; est isomorphe & Ny et nr; égal a ns; pour
1 €7 < p. Donc V est isomorphe & W.

b) Supposons que K soit un corps infini. L’hypothése entraine que V et W
ont méme dimension sur K. Soient (¢;)1<i<m, (6f)1<t<m des bases de Vet W
sur K, (4,) une base de A sur K. Un isomorphisme u: VgL — WL
est une application L-linéaire bijective qui est en méme temps un (A®gL)-
homomorphisme, autrement dit qui vérifie les conditions:

(1) ayu(es) = u(aes) pour tout A et tout i.
Posons aye; = X Yaises, @i = X Yiuses, ot les vy et viyy appartiennent a K,
f J

J
et u(e)) = 3, Eyej, ol les &;; appartiennent & L. Les conditions (1) s’écrivent
J

(2) % Eisyise = ? s



An. REPRESENTATIONS LINEAIRES 125

quels que soient A, i, k. Par hypothése, les équations linéaires homogénes (2)

ont une solution (£4) e L™ telle que det(£;;) # 0. Comme les coefficients

du systéme (2) appartiennent & K, on sait (4lg., chap. II, 3¢ éd., § 8, n° 5,

prop. 6) que ce systéme admet aussi des solutions non triviales dans K™;

soit E le sous-espace vectoriel de My (K) = K™, non réduit 4 0, formé par

ces solutions. Soit (¢1)1<1<p une base de E, et posons (£;;) = X, mc; pour
: ]

toute matrice () e E; alors det(&;;) est un polyndéme P(n1, 72, ..., Mp)
a coefficients dans K. En outre, on sait (loc. ¢it.) que les solutions de (2) dans

L™ sont de la forme 3 %iwer, avec cette fois {eL; pour une telle solution,

]
det(&s5) est égal a P(%,y, ..., {p). Ceci posé, si on avait P(n1, ..., np) =0
quels que soient 1, ..., 1p e K, les coefficients de P seraient nuls puisque K
est infini; on aurait alors P(%y, ..., {) = 0 quels que soient 1, ..., (el
ce qui est contraire a I’hypothése. On peut donc trouver une matrice
(Ei5) e E telle que det(Es5) # 0, et Dapplication linéaire correspondante
V > W est un isomorphisme.

¢) Cas général. Soient Q une extension algébriquement close de L, Ko
la clbture algébrique de K dans Q. L’hypothése entraine que V®g Q et
W @x Q sont des (A @ Q)-modules isomorphes. Comme Ky est infini, la partie
b) montre que V®g K¢ et Weg Ko sont des (A ®x Ko)-modules isomorphes.
Gardant les notations de &), le syst¢tme (2) admet une solution () e Kg'z
telle que det(&;) # 0. Mais les £,; appartiennent & une méme extension
algébrique K; de degré fini de K. Les (A ®x Ki)-modules Vg Kj et Wy K;
sont isomorphes, et on conclut 4 I’aide de a).

ProrosiTioN 2 (Maschke). — Soient A un anneau ayant un élément unité, E un
A-module @ gauche, ¥ un sous-module facteur direct, G un groupe fini d’ordre q, o une
représentation linéaire de G dans E. On suppose que q.1 est inversible dans A et que F
est stable par G. Il existe alors un supplémentaire de ¥ dans E stable par G.

Soit p un projecteur de E sur F. Pour tout xeE, posons

S) = g1 X o(s)"p(e(s)).

SEG

On a f(x)eF et f(») = pour tout yeF, donc f est un projecteur de E
sur F, D’autre part, site G, on a

o(51) = g2 3 olor2)ple(o)s)
= g1 EG o(5)"1p(p(st)%)
= f(e(t)x).

Donc f commute & p(G), de sorte que Ker f est un supplémentaire de E stable
par G.
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COROLLAIRE. ~ Sotent G un groupe fini d’ordre g, K un corps commutatif dont la
caractéristique ne divise pas q. Alors Ualgébre de G relativement & K est semi-simple.
En effet, d’apres la prop. 2, tout module sur cette alg¢bre est semi-simple.

ProrostTioN 3. — Soient A un anneau commutatif, M un A-module, G un groupe fini
opérant dans M, et A’ un A~module. On suppose que Pordre q de G est inversible dans A.

Soit M Pensemble des éléments de M invariants par G. Alors I’homomorphisme cano-
nique de M@, A’ dans M®, A’ définit un isomorphisme de M® @, A" sur le module
(M@, ANE des éléments de M@, A’ invariants par G.

En effet, soit Q le projecteur de M sur M défini par Q (x) = ¢=1 Y g(#)

geEG
pour tout xe M. Si i désigne Iinjection canonique de M® dans M, Qo

est Papplication identique de M€, donc (Q ®1,.) o (i®1,.) est Papplication

identique de M®@,A’. Comme Q ®1,, =¢1 Y (g®1,), image de i®1,
geG

est (M®A')® D’autre part, i®1,, est injectif d’aprés ce qui précéde.

Remarque. — La proposition précédente s’applique notamment lorsque A’ est

une A-algébre. Dans ce cas, M®®, A’ est un sous-A’-module de M@, A’.



Exercices

§ 2.

1) Soit K un anneau commutatif ayant un élément unité, soit E un A-module, et soit E*
son dual. On note ¢ ’homomorphisme canonique de EQE* dans End(E).

a) On appelle pseudo-réflexion de E tout élément distinct de 1 dans End(E) de la forme
S = 1 — o(x®y%),

avec xe E et y* e E¥. Un tel élément s est appelé une réflexion si I’on peut choisir x, y* de
telle sorte que {x, »*> = 2; montrer que 'on a alors s2 =1 et s(x) = — x.

b) Soient xeE, y* e E* tels que {x, y*> = 1 et soit s la réflexion correspondant au couple
(2%, *). Montrer que E est somme directe du sous-module Kx engendré par x et de 'ortho-

gonal H de y*. Montrer que Kx est libre de base x, et que s est égal &4 1 sur Het a — 1
sur Kux.

2) Les notations étant celles de I’exerc. 1, montrer que det(s
K-module libre de type fini.

x)y*) =1- <x; }’*) Si E est un

( 3) Soit V un espace hilbertien complexe de base ¢;, ..., &;. Pour 1 < i < [, soit 5; une
pseudo-réflexion unitaire, de vecteur e;, telle que si(es) = cies, avec ¢; # 1; un élément de V
est invariant par s; si et seulement si il est orthogonal 2 ¢;. Soit W le sous-groupe de GL(V)
engendré par les s;.

a) Soit i un entier = 1. Montrer que tout élément de /\V invariant par W est nul, (Ralson-
ner par récurrence sur /; si V” est le sous-espace de V engendré parey, ..., ¢_j, et sieestun

vecteur non nul orth?gonal a V’, on écrira tout élément de /\V sous la forme a + (b A¢),
21

avec ae /\V’ etbhe /\ V’; si a+ (bAe) est invariant par W, a et b sont invariants par le
groupe W’ engendré par sy, ..., s5,_,, ce qui permet d’apphquer I’hypothése de récurrence).

b) On suppose W fini. Montrer, en utilisant a), que, pour tout endomorphisme 4 de V, on a :

X det(d — w) = Card(W).det(d)
weEW
> det(l — Aw) = Card(W).
wew

En déduire que, pour tout 4 € End(V), il existe we W tel que 4w n’ait aucun point fixe
non nul.

¢) Soit I' le graphe dont I’ensemble des sommets est [1 l] les arétes étant les ensembles {7, j}
tels que ¢; et ¢; ne soient pas orthogonaux. Montrer que V est un W- module simple si et
seulement si I est connexe et non vide.

d) On suppose que V est un W-module 51mp1e Montrer que les W-modules /\V i<l
sont simples. (Montrer qu’il existe un entier j tel que le graphe I == {j} soit connexe Rai-
sonner par récurrence sur [, en appliquant ’hypothése de récurrence au sous-espace V'
engendré par les ¢;, 7 # j.) Montrer que ces modules sont deux & deux non isomorphes (*).

(*) Cet exercice, inédit, nous a été communiqué par R. Steinberg.
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§ 3.

1) Les notations et hypothéses étant celles du n° 1, montrer que les chambres relatives &8 W
sont des simplexes ouverts si et seulement si W est infini et irréductible. Montrer que E/W
est compact si et seulement si W est produit de groupes infinis et irréductibles.

2) Soient V un espace vectoriel réel de dimension finie, muni d’un produit scalaire, F un sous-
groupe fini du groupe orthogonal de V engendré par des réflexions, A un sous-groupe discret
de V stable par F, W le groupe de déplacements de V engendré par F et par les translations
dont le vecteur appartient &4 A. Soit § I'ensemble des hyperplans H de V tels que sy eF.
Soit R I'ensemble des éléments de A qui sont orthogonaux & un élément de £.

a) Pour que W soit engendré par des réflexions, il faut et il suffit que R engendre A.

b) Dans R2 muni du produit scalaire ((x, »), (¥'y)")) t——s xx" + 3/, soient

1’f 1 V3

3
€1=(1,0), 32=(—? -é-)’ €3=(———2—,—_2_), A{:Rel,

F le groupe diédral engendré par les s, , A le sous-groupe discret de R? engendré par les ¢,
sous-groupe qui est stable par F. Montrer que W n’est pas engendré par des réflexions.

3) Soient V un espace vectoriel réel de dimension finie et W un sous-groupe fini de GL(V)
engendré par des réflexions. Montrer que tout élément d’ordre 2 de W est produit de réflexions
appartenant &3 W et commutant deux 4 deux. (Raisonner par récurrence sur dim V, en
utilisant la prop. 2.)

4) Solent V un espace vectoriel réel de dimension finie, W un sous-groupe fini de GL(V)
engendré par des réflexions, w un élément de W, V'’ un sous-espace vectoriel de V stable par
w, et k Pordre de la restriction @[V’ de w 4 V'. Montrer qu’il existe x € W d’ordre £, laissant
V’ stable, et tel que |V’ = w|V’. (Soit W’ I'ensemble des éléments de W laissant fixes les
points de V. Ce groupe est engendré par des réflexions, et w permute les chambres relatives
a W’; en déduire qu’il existe ke W’ tel que wh laisse stable une chambre de W’; montrer
que 'on peut prendre ¥ = wh.)

€ 5) Soient V un espace vectoriel réel de dimension finie, W un sous-groupe fini de GL(V)
engendré par des réflexions, G une chambre de W et S ’ensemble des murs de C. Si Jc§,
soit Wy le sous-groupe de W engendré par les sy pour He 8, et soit (J) = (— 1)Cardd,
Montrer que 'on a :

» 1y
Card(W)  jcg Card(Wy)

(Soient (x|y) un produit scalaire sur V invariant par W, X la sphére unité de V, p. une mesure
positive sur X invariante par W et de masse totale 1. Si He S, soit Dy le demi-espace ouvert
déterminé par H et contenant C. Soit E; = DynZ.0Ona

(~BnZ=[) E~Ey,
d’out

1 —
W=M(an)=LHJS(1—¢EH)JH

= 3 eu( [ Ea)-

Jcs HeJ

Conclure en remarquant que n E;; est intersection avec X d’une chambre de Wy, donc a
une mesure égale a 1/Card (W;).)
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Retrouver la formule (*) au moyen de I’exercice 26 ¢) du chap, IV, § 1 (faire { = | dans
Pidentité démontrée dans Pexercice en question).

6) a) Soient K un corps commutatif, V un espace vectoriel de dimension finie » sur K,
¢ une forme bilinéaire symétrique sur V, N le noyau de ¢. On suppose dim N = 1. Montrer

n—1
que le noyau de I’extension de ¢ 4 /\ V est de dimension n — 1.
b) On suppose de plus K = R et ¢ positive. Soient (¢, ..., en) une base de V, et ai; = o (e, ¢5).

On suppose a;; < 0 pour 7 # j. On suppose que {1, 2, ..., n} n’admet pas de partition Tu J
telle que a;5 = O pour i e I,j & J. Soit Ay le cofacteur de asy dans la matrice (a;;). Montrer que
A¢; > 0 quels que soient i et j. (Soit L;e; + <+ + -+ Cren un vecteur & coordonnées toutes > 0
engendrant N. Montrer que chaque ligne et chaque colonne de (A4;) est proportionnelle 3
(€1, ..., Cn). En déduire que Ay; = pli{; avec une constante p. En considérant les Ay,
montrer que @ > 0.)

¢) Montrer que i, ..., {s sont proportionnels & \/.7\:, ey \/ Ann.

7) Soit g(&,, ..., &) = Z ais8:5; (asy = ay) une forme quadratique positive dégénérée sur
iJ

R", telle que ai; < 0 pour i # j. On suppose que {1, 2, ..., n} n’admet pas de partition
TuJ telle que a;; = O pourie],je].

a) Montrer que, si on fait & = 0, on obtlent une forme positive non dégénérée par rapport
a1, ..., i1, Bivry o ees Ene
b) Montrer que ai > O pour tout i. (Soit ({1, ..., {s) un élément du noyau de ¢, avec
z:, > 0, vy Cn > 0. Utiliser l’égalité a1¢C1 + e 4+ aMC,, = 0.)
¢) Montrer que si on remplace un seul des a¢; par un ag; < ai;, la nouvelle forme est non
positive. (Utiliser I'égalité X aiGily = 0.)

iVj

8) Soit (a:;) une matrice réelle symétrique & = lignes et n colonnes.
n

a) On pose s = 3, aix. Quels que soient &1, ..., £,€R, on a
i=1

S ke = 3 sifl — — E aix(Es — Ex)2

ik k

b) Soient {1, ..., {» & R*. Posons Z Ciaix = tx. Alors

i

ke 1 & Er
i’Ek anbir = % T T3 le Cilrane <_§T - E)
(Remplacer, dans a), & par %— et ax par Gilrair).

¢) Sl existe des nombres Gy, ..., {s > O tels que 2 Giar=0(,=1,2,...,n),etsiay<0

pour i # j, alors la forme quadratique % aisEiEx est positive dégénérée. (Utiliser 5).)
ik
d) Soit Z qis8:€; une forme quadratique sur R” telle que gi; < 0 pour ¢ # j. On suppose

que {1, 2 .., n} n’admet pas de partition I u J telle que g5 y=0pouriel et jeJ. Pour que
la forme soxt positive non dégénérée, il faut et il suffit qu’il existe 3 >0, ..., {u>0 tels que

Dlqu=0k=1..,n).
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§ 4.

Dans les exercices ci-dessous, (W, S) désigne un systéme de Coxeter. On suppose S fini;
son cardinal est appelé le rang de (W, S). On identifie W & un sous-groupe de GL(E) au moyen
de ¢ (cf. nos 3 et 4).

1) Soit E® Porthogonal de E vis-a-vis de la forme Bj. Montrer que E° est le radical du

W-module E (4lg., chap.VIII, § 6, n°2), et que E/E° est somme directe de modules absolument
simples, deux & deux non isomorphes, en nombre égal au nombre des composantes connexes

du graphe de S.

2) a) Soit I'y ’ensemble des génératrices extrémales du coéne w(C) et soit A la réunion des
I'» pour w € W. Montrer que A muni de 'ensemble € = {I'»|w & W} est un immeuble (chap.
IV, § 1, exerc. 15). Montrer que I’application j de ’appartement Ao associé au syst¢tme de
Coxeter (W, S) (chap. IV, § 1, exerc. 16) sur A qui transforme le point wW( de A, (pour
weW et seS) en la génératrice w(Res), est un isomorphisme de Ao sur A, compatible avec
Paction de W. Montrer que, si ¢ = wsw™1, avec we W et s € S, 'image par j du mur L; défini
par ¢ (resp. d’une moitié¢ de Ao définie par L;) (loc. cit.) est ’ensemble des éléments de A
contenus dans ’hyperplan (resp. le demi-espace fermé) transformé par ¢*(w) de ’hyperplan
es = 0 (resp. d’'un des demi-espaces fermés ¢s = 0 ou es < 0).

b) Montrer que W est fini si et seulement si il existe un élément w, e W tel que w,(C) = — C.
Cet ¢lément w,, est alors unique et c’est ’élément de plus grande longueur de W (utiliser ’exerc.
22 du chap. IV, § 1). Montrer qu’on a alors j(—a) = — j(a) pour tout a e Ao (cf. exerc. 22 ¢)
du chap. IV, § 1).

¢) ‘Montrer que W est fini si et seulement si le céne U réunion des adhérences des cones w(C)
pour w € W est égal 2 E* tout entier (si W est fini, utiliser b) et la convexité de U. Si U = E*,

considérer un élément we W tel que w(G) n (— C) # & et montrer que w(C) = — C).

d) Soit H un sous-groupe fini de W. Montrer qu’il existe une partie X de S telle que Wy soit

fini et contienne un conjugué de H. (Raisonner par récurrence sur Card(S). Soient xC

et x = E h(x). Montrer, en utilisant ¢) ci-dessus, que W est finisi x =0. Si ¥ # 0, il existe
h€H

weWetYcS, Y#S, tels que w(x) appartienne a4 Cy (notation dun© 6), d’ot H c w=*Wyw;

appliquer I’hypotheése de récurrence a Y.)

3) On suppose (W, S) irréductible.
a) Montrer que le commutant du W-module E est réduit aux homothéties.
b) Montrer que le centre de W est réduit & {1} lorsque W est infini ou lorsque W est fini et

que I’élément w, de plus grande longueur (cf. exerc. 2) est # — 1. Si West finietsiwy = — 1,
le centre de W est {1, wy}.

¢) Montrer que tout élément w # 1 de W tel que wSw—! = S transforme C en — C (on
montrera que w(es) = — ewsw— tout d’abord pour un s € S, puis pour tout s € S). En déduire
(exerc. 2) qu’un tel élément n’existe que si W est fini et qu’il est alors égal 2 w.

4) On suppose que Card (S) = 3. Si se S, soit a(s) = m(y, v), o {y,v} =S — {s}. Soit
A= D 1a(s).
SES

a) Si A > 1, montrer que By est positive non dégénérée (auquel cas W est fini).
b) Si A = 1, montrer que By est positive dégénérée.
¢) Si A < 1, montrer que By, est non dégénérée, et de signature (2,1) (cf. 4lg., chap. IX,
§ 7, n° 2).

Montrer que, dans le cas a), ’ordre ¢ de W est donné par la formule ¢ = 4/(A — 1)
(utiliser P’exerc. 5 du § 3).

5) Soit A le sous-anneau de R engendré par les nombres 2.cos (rt/m(s, s")). Montrer que A
est un Z-module libre de type fini, et que les matrices des ¢(w) pour we W ont tous leurs
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coeflicients dans A. En déduire que les coefficients des polynémes caractéristiques des o(w)
sont des entiers algébriques.

q 6) a) Soit m un entier > 2, ou + . Montrer que « 4 cos? T eZ» équivaut a
«me{2 3,4,6, +w0} ». m

) Soit I' un réseau de E, i.e. un sous-groupe discret de E de rang dim E. Montrer que, si I est
stable par W, les entiers m(s, s’) pour s # ¢’ appartiennent tous & Pensemble {2, 3,4, 6, -~ }.
(Observer que I'on a alors Tr(s(w)) & Z pour tout w € W; appliquer ce résultat & w = ss’,
et utiliser a) ci-dessus.)

¢) On suppose que m(s, t) € {2, 3, 4, 6, + o0 } pour s # te S. Une famille (x;)ses de nombres
réels positifs est dite radicielle si elle vérifie les conditions suivantes :

m(s,t) = 3 =3 X5 = Xy

m(s,t) = 4 =>xs=\/2—.xg ou x;=\/2_.x,

mis,t) = 6 =3y = \//f_ﬂ-.xg ou X = \/g.xs

m(s,t) = 40 = x5 = A4, ou x5 = 2%, ou Xt = 2%

Si (xs) est une telle famille, on pose s = xs¢s. Montrer que ’on a
os(o) = os — n(s, tes, avec n{s, t)eZ.

En déduire que le réseau I' de base («s)ses est stable par W.

d) Les hypotheéses étant celles de ¢), on suppose que le graphe de (W, S) est une forét, Montrer
qu’il existe alors au moins une famille radicielle (x;). (Raisonner par récurrence sur Card (S);
appliquer ’hypothése de récurrence & S — {5,}, ol 5y est un sommet terminal du graphe
de S.)

) Les hypotheses étant celles de ¢), on suppose que le graphe de (W, S) est un circuit. Soit
n4 (resp. ne) le nombre d’arétes {s, ¢} de ce graphe dont le coefficient m(s, ) est égal & 4 (resp.
a 6). Montrer que, pour qu’il existe une famille radicielle, il faut et il suffit que n4 et ng soient
tous deux pairs. Si cette condition n’est pas réalisée, montrer qu’il n’existe aucun réseau de E qui
soit stable par W (si S = {s;, ..., sa}, avec s lié & sy pour l S i< n— I, et 5, lié & 5y,
on posera ¢ = §; ... Sn, €t 'on montrera que Tr(c(c)) n’est pas un entier).

7) On suppose (W, S) irréductible et By, positive.

a) Montrer que, pour toute partie T de S distincte de S, le groupe W, est fini (utiliser le th, 2
ainsi que le lemme 4 du § 3, n° 5).

&) Montrer que, si Card (S) = 3, tous les m(s, s’) sont finis.

¢) On suppose W infini. Montrer que, si TcS, T # S, le groupe 6(Wy) laisse stable un
réseau de RT. En déduire que, si Card (8) = 3, tous les m(s,s’), s # s’, appartiennent 2
Pensemble {2, 3, 4, 6} (utiliser ’exerc. 6).

8) Soients e S et we W. Montrer que, si {(ws) > [(w), ’élément w(e;) est combinaison linéaire
a coeflicients = 0 des ¢; pour ¢ € S;montrer que, si {(ws) < I{w), w(es) est combinaison linéaire
a coefficients < 0 des ¢;. (Appliquer la propriété (P,) du n® 4 & w1, et raisonner par polarité.)

9) Montrer que intersection des sous-groupes d’indice fini de W est réduite a I’élément neutre
(utiliser Pexercice 5). En déduire qu’il existe un sous-groupe d’indice fini de W qui ne contient
aucun élément d’ordre fini, & part Pélément neutre. (Utiliser 'exercice 2 d).)

{ 10) Soit G un sous-groupe fermé de GL(E) contenant W. On suppose que G est unimodu-
laire (Intégr., chap. VII, § 1, n° 3). Soit D une demi-droite de E* contenue dans C, et soit Gy,
le stabilisateur de D dans G.

a) Soit A I'ensemble des éléments g & G tels que g(D) c C. Montrer que A est ouvert, stable par
multiplication & droite par Gy, et que I’application composée A - G — W\G est injective,
W\G désignant ’espace homogene des classes 4 droite de G suivant W.

b) Soit W une mesure de Haar sur G. Montrer que, si . (A) est fini, le sous-groupe Gp, est com-
pact. (Soit K un voisinage compact de I’élément neutre contenu dans A; montrer qu’il existe
un nombre fini d’éléments #; € Gy, tels que tout ensemble de la forme K#, avec & e Gy, ren-
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contre I'un des K#;; en déduire que Gp est contenu dans la réunion des K™'.K .4, donc
compact.)

¢) Soit v une mesure sur W\G invariante par G. Montrer que, si v(W\G) < o0, alors G,
est compact.

@ 11) Soit H le sous-ensemble de R" formé des points x = (%, - . ., ¥»—1) pour lesquels la

forme
Blx) = —af + 2t + -+« + 241

est < 0, et soit PH I'image de H dans l’espace projectif P,_1(R). Soit G le groupe orthogonal
de la forme B.
a) Montrer que PH est un espace homogeéne de G, que le stabilisateur d’un point de PH est
compact, et que G opére proprement sur PH.
b) Soient & et £ les formes différentielles sur H définies par les formules :
r—1
© = Z (— DixidegA -+« Adxici Adxisi A -+« Adxna

i=o
w

T (= By

Montrer que Q est I'image réciproque par la projection canonique 7 : H — PH d’une forme

différentielle & sur PH. Montrer que la mesure positive vy associée a Q (Var. diff. R,
2¢ partie) est invariante par G, et que c’est la seule, & un facteur scalaire pres.

¢) Soit C un céne simplicial ouvert de sommet 0 dans R" (§ 1, n° 6). On suppose C contenu
dans H, et on note PC 'image de C par © : H — PH. Montrer que, sin > 3, on a v(PC) < o
n—1

(identifier PH au sous-espace de R*~! formé des (x;, ..., ¥a—1) tels que Z x5 < 1, et déter-

=1
miner la mesure correspondant & v sur ce sous-espace). Montrer que PC est relativement
compact dans PH si et seulement si C est contenu dans H.

€ 12) On suppose que la forme x. y =By(x, ) est non dégénérée et que W est infini, On iden-
tifie E 4 son dual E* au moyen de By ; en particulier, on désigne par (¢f) la base de E duale
de la base (e;), et par C 'intérieur du céne simplicial C engendré par les ef. Soit G le groupe
orthogonal de By, et soit w une mesure de Haar sur G; le groupe G est unimodulaire, et
contient W,

a) Montrer que, si v(W\G) < 0 (ol v est une mesure invariante par G), la forme By, est de
signature (n — 1, 1), avec

n = dim(E) = Card(S),

et que 'on a x.x < 0 pour tout xe C.

(Soit x & C tel que x.x % 0, et soit Lz I’hyperplan orthogonal 2 x. Montrer, en utilisant
Pexerc. 10, que la restriction de By & L. est, soit positive, soit négative; le second cas
entrainerait que la forme By soit de signature (1,7 — 1), et 'on montrera que c’est impos-
sible. En déduire que x.x < 0 pour tout x e C, d’olt x.x < 0, puisque C est ouvert.)

b) Réciproquement, supposons By de signature (n — 1, 1) et x.x < 0 pour tout x e C (auquel
cas on dit que W, ou (W, 8), ou le graphe de Coxeter correspondant, est de type hyperbolique).
Soit H I’ensemble des x € E tels que x.x < 0, et soit H, la composante connexe de H conte-
nant C. Montrer que H est réunion disjointe de H, et de H_ = — H,, et que H_ est
contenu dans le cone simplicial engendré par (e:)ses (utiliser le fait que H_ est le polaire
de H,). Montrer que H, et H. sont stables par W.

¢) On conserve les notations et hypotheéses de b). Soit f la forme linéaire sur E définie par
Sles) = 1 pour tout s € S. Si x e H, posons ¢(x) = f(x)?/(x.x). Si PH désigne I'image du céne
H dans I’espace projectif P(E), la fonction ¢ définit une fonction § sur PH. Montrer que ’appli-
cation

$: PH - ]— w, 0}
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est propre. En déduire que, pour tout x € H ., les fonctions w — @ (w.x) et wi— f(w.x)
atteignent leur maximum pour une valeur w; de W (utiliser le fait que G opére proprement
sur PH, cf. exerc. 11, et que W est discret dans G); montrer que ces propriétés équivalent &
wy(x) e C. En déduire que C n H, est un domaine fondamental pour action de W dans H,, et
que 'image de ce domaine fondamental dans PH a une mesure finie pour la mesure inva-
riante v de PH (utiliser 'exerc, 11). En conclure que 'on a y(W\G) < . Montrer que W\G
est compact si et seulement si C est contenu dans H_, i.e.si ¢¥.e¥ < 0 pour toutse S (on dit
alors que W, ou (W, S), ou le graphe de Coxeter correspondant, est de type hyperbolique compact).

q 13) Montrer que, pour que (W, 8) soit de type hyperbolique (cf. exerc. 12), il faut et il
suffit que les deux conditions suivantes soient vérifides :

(H;) La forme By n’est pas positive.

(H2) Pour toute partie T de 8 distincte de S, la forme By, associée au systéme de Coxeter
(W, T) est positive.

(Si (W, S) est de type hyperbolique, on a vu que & .¢§ < 0 pour tout s e S, les notations
étant celles de ’exerc. 12. La restriction de By & hyperplan E(s) orthogonal & ¢; est donc
= 0; comme E(s) est engendré par les ¢, ¢t # s, on en déduit (H,). Inversement, supposons

(Hi) et (Hs) vérifides; soit x = 2 as, un élément de E tel que x.x<0; soit x, (resp. x_)

§
la somme des aqe, pour lesquels as est > 0 (resp. < 0); montrer que I'on a, soit x,.x, < 0, soit
x..x_<0. Si V désigne le cone simplicial ouvert engendré par les¢;, et H Pensemble des xe E
tels que x.x < 0, en déduire qu’il existe une composante connexe H, de H qui rencontre V;
en utilisant (Hj), montrer que Hy ne rencontre pas les murs de V, d ou HyeV. En dédulre
que la forme By(x, ») = #. est non dégénérée de signature (n — 1, 1), et que C est contenu
dans — V9, d’ot1 le fait que (W, S) est de type hyperbolique.)

14) Montrer que, pour que (W, S) soit de type hyperbolique compact (cf. exerc. 12), il faut
et il suffit que les deux conditions suivantes soient vérifides :

(H:) La forme By n’est pas positive.

(HC) Pour toute partie T de S, distincte de S, le groupe W est fini (i.e. la forme By,
est positive non dégénérée).

(Utiliser les exerc. 12 et 13.)

En particulier, un systéme de Coxeter de type hyperbolique de rang 3 est de type hyper-
bolique compact si et seulement si tous les m(s, s°) sont finis (cf. exerc. 4).

q 15) *a) Montrer que les neuf graphes de Coxeter ci-dessous (*) sont de type hyperbolique
compact, et que ce sont, & isomorphisme,pres, les seuls graphes de rang 4 jouissant de cette
propriété (utiliser la classification du chap. VI, § 4) :

5 4 5 5 5 N5
[} O Q———0 O L] o] (] plel o]
/
o 0 [ o [ 4 "" ° 5 Q [ 4 T
i ! ! i |
f : | ‘ | ! ‘
c‘. 4 o é 5 o & 4 ) & 5 o <] 5 L

b) Méme question pour le rang 5, la liste étant formée des cinq graphes suivants :

o 50 c4 ;ﬂso
o
. "\
05 50 C,><> 050 C"/?
!

¢) Montrer qu’il n’existe aucun graphe de type hyperbolique compact de rang > 6.,

(*) Dans ces graphes, toute aréte & coté de laquelle ne se trouve aucun chiffre doit étre affectée du
coefficient 3 (cf. chap. IV, § I, n° 9).
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16) *Montrer que tout graphe de Coxeter de type hyperbolique, de rang > 4, dont une
aréte est affectée du coeflicient 6 est isomorphe & PPun des onze suivants (qui sont non com-
pacts et de rang 4) :

° o 6
[} 6 Q (=} 6 ] \ 6 o>o ]

4 6 6 6
-] o o o
060
o o 04’5 050
5 6
<] o o o
063 CGJ c60 ®

17) *Montrer que les graphes de Coxeter hyperboliques de plus haut rang sont les trois
suivants (qui sont de rang 10) :
[o]

O/c
o/ *

€ 18) On suppose que (W, S) est de type hyperbolique, et que W laisse stable un réseau I'
de E. Soit G le groupe orthogonal de By, et soit G(I") le sous-groupe des éléments g € G tels que
gl' = T". Montrer que G(I') est un sous-groupe discret de G. Montrer que W est un sous-groupe
d’indice fini de G(I') (utiliser le fait que la mesure de W\G est finie).

*Lorsqu’en outre (W, S) est de type hyperbolique compact, montrer que le graphe de
Coxeter correspondant est isomorphe & I'un des suivants (utiliser les exerc. 4, 6 et 15) :

4

o =} (s} o] Q

o
c4 60 06 60 \/6 \/4- et 4

Q ] oO——0

Montrer que tous les groupes correspondant aux graphes de I’exerc. 16 (4 I’exception des
quatre derniers) laissent stable un réseau (utiliser la méthode de l'exerc. 6).,

19) Soit (W, 8) le systtme de Coxeter correspondant au graphe
5

©

O o}

(o]

C’est un systéme de type hyperbolique compact (cf. exerc. 15). Les coefficients de la forme By
par rapport & la base (¢s) appartiennent au sous-anneau A du corps K == Q(x/ 5) formé des
éléments de ce corps qui sont entiers sur Z. _ a

a) Soit ¢ le plongement de K dans R qui applique /5 sur — \/ 5. Montrer que la forme 6(By)
transformée de B, par o est positive non dégénérée.

b) Soit G le groupe orthogonal de By, et soit G, celui de la forme ¢(By). Soit G, le sous-
groupe de G formé des éléments dont les matrices par rapport 4 (e;) sont & coefficients dans A.
Montrer que G, s’identifie & un sous-groupe discret de G X G, puis, en utilisant a), montrer
que G, est un sous-groupe discret de G.
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¢) Montrer que W est un sous-groupe d’indice fini de G,.

d) Démontrer les résultats analogues pour les autres graphes de 'exerc. 15 (le corps Qf v 5)
4

©

traité dans

étant parfois remplacé par le corps Q(\/ E)), a Pexception du graphe 4
4

o]

o——o0

o

O

Pexerc. 18, et du graphe (*)

[o]

0

q 20) Pour toute partie {s, s’} de S telle que m(s, s’) = c0, soit r(s, s") un nombre réel < — L.
Munissons E de la forme bilinéaire B, telle que :

T si m{s,s") # o,
m(s, s”)

B (es,65) = 7(s,5") si m(s,s’) = 0.

B:r(es, ¢s) = By(es, 65’y = — cos

On définit, comme pour By, les réflexions ¢, de vecteur ¢, laissant invariante la forme B,.

a) Montrer qu’il existe un homomorphisme 6, : W — GL(E) et un seul tel que 6,(gs) soit
égal a la réflexion ¢ définie ci-dessus.

b) Montrer que les énoncés de la prop. 4, du th. 1, de ses corollaires, et du lemme 1 restent
vrais pour &;.

§ 5.

1) Déterminer lalgebre des invariants symétriques d’un groupe diédral fini (pour sa repré-
sentation canonique de dimension 2, cf. § 4, n° 2).

2) Soient A un anneau principal, E un A-module libre de rang fini /, et G un sous-groupe
fini de GL(E). On fait les deux hypothéses suivantes :

(i) Si ¢ = Card(G), ’élément ¢.1 de A est inversible.

(ii) G est engendré par des pseudo-réflegions de E (i.e. par des éléments s tels que (s — 1)(E)
soit un sous-module monogéne de E, cf. § 2, exerc. 1).

Soit S(E) ’algébre symétrique de E, et soit S(E)G la sous-algébre de S(E) formée des
éléments invariants par G. Montrer que, pour tout homomorphisme de A dans un corps &,
S(E)6®*% s'identifie 2 S(E® £)G. En déduire, en appliquant le th. 4, que S(E)¢ est une algebre
graduée de polyndmes sur A.

€ 3) Soient K un corps de caractéristique zéro, V un K-espace vectoriel de dimension finie /,
et G un sous-groupe de GL(V) engendré par.des pseudo-réflexions., On pose ¢ = Card (G);
on note S (resp. L) ’algébre symétrique (resp. I’algébre extérieure) de V. Si x eV, on note
x (resp. ') son image canonique dans S (resp. dans L).

a) Soit E = S®L I’algébre produit tensoriel de S et de L. Montrer qu’il existe sur E une
dérivation d et une seule telle que dx = %’ et dx’ = 0 pour tout xe V.
b) Soit SG I’algébre des invariants symétriques de G et soient Py, ..., P; des éléments homo-
génes de SC tels que 86 = K[Pi, ..., P;]. Pour toute partie I = {{;, ..., i} aveci; < -+ <iy
de [1, l,] on pose :

O.)I = dP(l e lZ'P{r.

(*) Comme I'a montré E. Vinberg, le groupe W correspondant 4 ce dernier graphe n’est pas unsous-
groupe de type « arithmétique » du groupe G. La méme situation se présente pour divers autres
graphes de type hyperbolique (non compacts, cette fois), notamment pour les quatre derniers de
I’exercice 16.
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Montrer que les @, sont linéairement indépendants sur S, et qu’ils appartiennent a la sous-
algebre EG formée des éléments de E invariants par G. En déduire que, pour tout w € EG,
il existe 4, ¢; & 8G, avec a # 0, tels que

a6 = X Wy .
1

¢) Montrer que tout élément de EG contenu dans S® /\V est de la forme ¢.dP; ... dP;, avec
¢ e SG. (Appliquer la prop. 5.)

d) Montrer que les &y forment une base du 86-module EG. (Avec les notations de $), on mul-
tiplie chaque membre de la relation am = Z ¢;t); par un élément wjy, et on applique ¢); on en
déduit que, si I est le complémentaire de J, (Iz divise ¢;; d’oti (*) le fait que les e engendrent EG.)
¢) Soit S, (resp. Lm) la composante homogéne de degré n (resp. m) de S (resp. L). On pose :

Enm=5:®Ln, ES$m=ECnEum,  anm=dimESn,
aX,Y) = N annX"Y™

n,mz=0
En utilisant d), démontrer la formule :
14+ Y. X%
aX, V)= ]] ————
1—11 1—x?
ol b= deg(P;).
f) Si geG, soit Try, m(g) la trace de Vautomorphisme de E,,» défini par g; on pose :

Tr(X,Y) ()= X Tra,n(dX"Y™

n,mz=0
Montrer que I’on a :
det (1 + Yg)
Tr(X,Y = 2,
X)) = %y

g) Soit ¢ = Card (G). Montrer que

— Y Tr(X,Y)(¢) = a(X,Y),
g ge6
ie.
1§ det (1 + Yg) ﬁl-{—YX”‘
q gegdet (1 —Xg) = 1 — X%

(On utilisera le résultat suivant : si G opére sur un espace vectoriel E de dimension finie,

la dimension de P’espace des éléments de E invariants par G est égale & — 2 Trg(2)).
Que donne cette formule pour Y = 0°? L)

k) Pour tout entier p > 0, soit Hj Pensemble des éléments g € G qui admettent 1 pour valeur
propre avec une multiplicité égale & p. Soit i = Card (H,). Démontrer la formule :

thT"—l_I(Pi—1+T)

i=1

(Dans la formule de g) ci-dessus, remplacer Y par — 1 + T(1 — X), puis faire X = 1 dans
le résultat. Si ge Hp, le terme Tr(X,Y)(g) devient T?.)

*) Pour plus de détails, voir L. SoLomon, Invariants of finite reflection groups, Nagoya Math. Fournai,
t. XXIT (1963), p. 57-64.
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 4) *Soit Gy = SLs(Fs).

a) Montrer que G; est un groupe simple non abélien, d’ordre 168, contenant 21 éléments
d’ordre 2.

b) Montrer que les degrés des représentations complexes irréductibles de Gisont 1, 3, 3, 6, 7, 8.

¢) Soit p : Gy — GL3(C) une représentation irréductible de degré 3 de Gi1(*). Si y e Gy est
d’ordre 2, montrer que Tr(p(»)) = — 1. En déduire que — p(y) est une réflexion.

d) Soit G le sous-groupe de GL3(C) engendré par les éléments — p(y), pour y d’ordre 2
dans Gi. Montrer que G est isomorphe & G1 X {I, — 1}, donc d’ordre 336.

¢) Montrer que les degrés caractéristiques &1, k2, k3 de T’algébre des invariants symétriques
de G sont égaux & 4, 6 et 14, (Utiliser les relations | [ & = 336 et 3, (ks — 1) = 21).
i i

f) Montrer que G n’est pas un groupe de Coxeter,,

5) *Soit K un corps et soit S = K[Xi, ..., X4] une K-algébre graduée de polynémes,
engendrée par des éléments algébriquement indépendants X;, homogénes de degrés > 0.

a) Soient Yi,..., Yn des éléments homogeénes de degrés >0 de S, et soit R = K[Y1, ..., Ya]
la.sous-algébre de S engendrée par ces éléments. Démontrer ’équivalence des propriétés
suivantes :

(i) (Y1, ..., Yyg) est une suite S-réguliére.

(ii) S est entier sur R.

(iii) L’idéal de S engendré par (Y1, ..., Ya) est de codimension finie dans S.

(iv) Pour toute extension K de K, le systéme d’équations Y¢(x;, ..., #) =0 (I S i< mw
%€ K) n’a que la solution triviale (0, ..., 0).

((i) <= (iii) résulte d’un théoréme de Macaulay (Alg. comm.); (iii) <=3~ (iv) résulte du

théoreme des zéros (4lg. comm., chap. V, § 3, n° 3, prop. 2); (ii) <=3 (iii) est facile.)
Si ces propriétés sont vérifiées, montrer que les Y; sont algébriquement indépendants sur

K, et que S est un R-module libre de rang égal 4 H deg(Yy)/ l[ deg(Xy).

1 1
b) Soit G un groupe fini d’automorphismes de 1'algébre graduée S, soit SG la sous-algébre
de ses invariants, et soient Y1, ..., Y, des éléments de S& vérifiant les conditions (i), .. ., (iv)
ci-dessus. Montrer que S¢ = K[Yy, ..., Ys] si et seulement si

Card(G) = [] deg(va)/[ ] deg(xy).,

6) *Soient n un entier > 1, ¢ une puissance d’un nombre premier, K = F,, V = K",
G = GL(n, K) et G; = SL(n, K). On identifie G au groupe GL(V). D’autre part, on note S
Palgebre S(V) = K[X,, ..., Xx] et R (resp. Ri) la sous-algébre de S formée des éléments
invariants par G (resp. par Gy).

a) Soit e = (e1, ..., ¢s) une suite d’entiers > 0. On pose :

L, = det(X{™).
C’est un élément de S.
Montrer que
g.Le = det(g)L, pour tout geG.

&
(Remarquer que, si g.X; = Z ayXs,onag X{ = 2 a”xfe.) En particulier, L, appartient
a Ri. J J

(*) On trouvera une étude détaillée d’une telle représentation dans H. WEBER, Lehrbuch der Algebra,
Bd. II, Abschn. 15.
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b) Soitje [1, n]. Posons
z,= ]+ g.awxf),
i>}

(a;»

le produit étant étendu & toutes les familles (ai5)s<i<n d’éléments de K. Soit

n
T=[]2z.
g2

Montrer que T divise tous les L,. En déduire que T = L, avecen= (0, I, ..., n 1),
et que T est invariant par Gi.

¢) On désigne pare; (1 <i<n—1)lasuite (0,1, ...,i—1,i{+ 1, ..., n), et I'on pose
Y: = Lg /T, cf. 5). Montrer que les Y; appartiennent 4 R, et que I'on a deg (Yi) = ¢» — ¢t
d) Soit 8" = K(X1, ..., Xa_1), et soient T’, Yi, ..., Yi_z les éléments de S’ définis
comme T, Y1, ..., Ys_1 (en remplagant n par n — 1). Soit f: S - S’ ’homomorphisme
défini par :

SX)=Xi (I<isn—1), [f(X:)=0.

Montrer que 'on a:
fT) =0, f(Y1) =T f(¥Y)=Y{%, pour 2<i<n—1

¢) Montrer que la famille (T, Y1, ..., Yn_1) vérifie la condition (iv) de Texerc. 3. (Soit
X = (X1, ..., xn) un zéro du systéme (T, Y1, ..., Y,_1) dans une extension K de K. Du fait
que x annule T, les x; vérifient au moins une relation lindaire non triviale 4 coefficients
dans K. Quitte & transformer x par un élément de Gi, on peut donc supposer que x, = 0.
Conclure en appliquant d) et en raisonnant par récurrence sur n.)

S) Montrer que R; = K[T, Y1, ..., Yn_1], et que T, Y1, ..., Y,_3 sont algébriquement
indépendants ( « théoréme de Dickson » — appliquer ¢) et ’exerc. 5 en remarquant que ’ordre

de Gy est égal & deg(T) = > deg(Ys:)).

i
g Montrer que R = K[T*,Y1,..., Vo 1],

( 7) *Soit R un anneau local régulier (Alg. comm.), d’idéal maximal m et de corps résiduel £.
Soit G un groupe fini d’automorphismes de R, et soit R’ = RG& le sous-anneau de R formé
des éléments invariants par G. C’est un anneau local d’idéal maximal m’=m nR’. On fait
les hypothéses suivantes :

(i) R’ est neethérien, et R est un R’-module de type fini.

(i1) Le composé R’ — R — £ est surjectif.

On pose V= m/m?; c’est un k-espace vectoriel. L’action de G sur R définit un homo-
morphisme €: G — GL(V).
a) Soit p un idéal premier de hauteur 1 de R (Alg. comm., chap. VII, § 1, n° 6) et soit s€G
tel que s(p) = p et que s opere trivialement dans R/p. Montrer que &(s) est une pseudo-
réflexion de V. (Remarquer que I'image de p dans m/m? est de dimension 0 ou 1.)
b) Montrer que, si R’ est régulier, le sous-groupe £(G) de GL(V) est engendré par des pseudo-
réflexions. (Soit H le sous-groupe de G engendré par les éléments dont ’image par ¢ est une
pseudo-réflexion, et soit RH le sous-anneau de R formé des éléments invariants par H. Montrer,
grice a a), qu’aucun idéal premier de hauteur 1 de R’ n’est ramifié dans RH; comme RH est
intégralement clos, en déduire au moyen du théoréme de pureté (*) que R’=RH, d’ot H=G.)
¢) On suppose maintenant que Pordre de G est premier a la caractéristique de k. Montrer
que € est injectif,

(*) Cf. M. AusLANDER, On the purity of the branch locus, Amer. J. of Math., t. LXXXIV (1962),
p. 116-125.
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Soit (m,) la filtration de R’ induite par la filtration m-adique (n*) de R, et soit
i:gr(R) - gr(R)

Phomomorphisme canonique du gradué associé & R’ dans celui associé & R (Alg. comm.,
chap. III, § 2). Montrer que 7 est injectif, et que son image est le sous-anneau gr(R)G de
gr(R) formé des éléments invariants par G.

d) On conserve les hypothéses et notations de ¢), et I’on suppose en outre que £(G) est engendré
par des pseudo-réflexions. Si [ = dim V, soient Pi1, ..., P; des générateurs homogénes algé-
briquement indépendants de la k-algébre gr(R)G (de tels éléments existent, d’apreés le th. 4,
et le fait que gr{R) s’identifie & l’algébre symétrique de V); soient pi, ..., pr leurs degrés.
D’aprés ¢), on peut trouver des x; € mp, tels que gr(x) = P;. Montrer que les x; engendrent
Pidéal m’ et en déduire que R’ est régulier.

(] 8) *Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K, soit S I’algébre symétrique

de V, et soit G un sous-groupe fini de GL(V). On suppose que I’alg¢bre S% des invariants
symétriques de G est une algébre graduée de polyndmes.

a) Soit » un élément du dual V* de V, et soit Gy le sous-groupe de G formé des éléments lais-
sant u invariant. Montrer que Gy est engendré par des pseudo-réflexions. (La forme linéaire u
se prolonge en un homomorphisme £ : S — K. Si S, désigne I’anneau local de S par rapport
au noyau de fy, I’anneau S, est régulier. Conclure en appliquant ’exerc. 7 b) 4 Gy, considéré
comme groupe d’automorphismes de S,).

En particulier, G est engendré par des pseudo-réflexions.

b) Soit A une partie de V*, et s0it G, = rl Gu. Montrer que G, est engendré par des pseudo-
ue

réflexions. (Quitte & étendre le corps de base, on peut supposer K infini. Montrer qu’il existe
alors un élément v du sous-espace vectoriel de V* engendré par A tel que G,=G,. Conclure
en appliquant 4} 2 2.),

9) Soit V un espace vectoriel de dimension 4 sur un corps fini K, de caractéristique différente
de 2, et soit Q une forme quadratique non dégénérée sur V, d’indice 2 (4lg., chap. IX, § 4,
n° 2). Soit G = O(Q ) le groupe orthogonal de cette forme; c’est un groupe fini, engendré par
des réflexions (loc. cit., § 6, n® 4, prop. 5).

a) Soit E un sous-espace totalement isotrope maximal de V, et soit G le sous-groupe de G
formé des éléments g tels que g(x) = x pour tout » e E. Montrer que Gy est isomorphe au
groupe additif de K, et ne contient aucune pseudo-réflexion.

b) Montrer que l'algebre des invariants symétriques de G n’est pas une algébre graduée de
polynémes (utiliser ’exercice précédent).

§ 6.
Dans les exercices ci-dessous (exerc. 3 excepté), les hypothéses et notations sont celles du § 6.

1) On suppose W irréductible. Soit ¢ une transformation de Coxeter de W, soit I' le sous-
groupe de W engendré par ¢, et soit A ’ensemble des vecteurs unitaires orthogonaux & un
élément de §3. Montrer que I posséde / orbites dans &, et que chacune de ces orbites a / él¢é-
ments. (Raisonner comme dans la démonstration de la prop. 33 du chap. VI, § 1, n° 11.)

 2) On suppose W irréductible. Soient C une chambre relativement & W, (Hy, ..., Hi)
ses murs, ¢; un vecteur non nul orthogonal 2 H;. On suppose que ¢;, ..., & (resp. ers1, ..., €1)
sont deux a deux orthogonaux (cf. n° 2). Pour tout ueZ, on définit Hy et s, par Hy = Hy
si u=+Fk (mod. [) et sy = S,

a) Montrer que les éléments de & sont les 545 ... sy_1Hy pour u = 1, 2, ..., lA/2,
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b) Soient 5" =s; ... s et s = 5,41 ... 5, de sorte que ¢ = s’s” est la transformation de
Coxeter associée a la chambre ordonnée C. Soit w, ’élément de W qui transforme G en — C
{cf. § 4, exerc. 2). Montrer que, si k est impair, on a:

wy = §'s"s" ... 5" =TT L sl = s = (D)2,
——— L ——
h termes h termes

¢) Posons § = {s;, ..., s;}. Le couple (W, 8) est un systtme de Coxeter. Si we W, on note
lg(w) la longueur de w par rapport & S (chap. IV, § 1, n° 1). Montrer que l'on a :

L) =1, (" =1—r, Ie) =L
En déduire que, avec les hypothéses de b), on a:

h—1 h—
Is(wy) € r+—2~l et Ig(wy) < (I—71) +T1L

Montrer d’autre part que lg(w,) = Card () = Al/2 (utiliser 'exerc. 22 du chap. IV, § 1).
En déduire que r = [/2, et que (s, 55, ..., S1n2) est une décomposition réduite de w,.

d) Montrer que, lorsque 4 est pair, (s, ..., 5ia2) est une décomposition réduite de w, = ¢*/2,
(Méme méthode.)

€ 3) Soient K un anneau commutatif, E un K-module libre de base {¢,, ..., &), etf1,..., /i
des éléments du dual de E. On pose ai; = fi(es). Si 1 < i €/, soit s¢ la pseudo-réflexion
se; 7, (§ 2, exerc. 1). On a:

si(eg) == €5 — aggeq.

On pose ¢ ==s5; ... 5, et z¢ == c(e).
a) Pour 1 <14, k<!, on pose:

=15 ... suler) et n=1s ... so1(e) = piL
On a )0 = ¢ et yi = z.
Montrer que 'on a:
W= = auyx
En déduire les formules :

e = 4 + E kY
k<i

=i — X Guidk.
k2i
b) Soit C la matrice de ¢ par rapport 4 la base (e;). Soient U = (us5) et V = (v¢;) les matrices
définies par :
ay si i<j vy = 0 si i<y

Uiy = . .
0 sinon ay; sinon

La matrice I + U est inversible et de déterminant 1. Montrer que l'on a :

C=I—WVy{I+ U)™,
En déduire que
det (\[ — C) = det (A — DI+ V + AU),
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autrement dit :

A—1) 4+ ayy Adqp Aayg - Aa,,

Gy A—=1) + ayy Ay ces Aa,,

det (W — C) = as, ags A—=1)+ag ... Aay,
an %2 45 A=1)+aq,

¢) Soit I' = (I, S) le graphe dont I’ensemble des sommets est [ = [l, l] et dont I’ensemble S
des arétes est I'ensemble des parties {7, j} 4 2 éléments de I telles que a;; # 0 ou ay # 0. Si
o = {i, j} appartient & S, on note ¢, la transposition de i et de j {considérée comme élément
du groupe symétrique &;), et l'on pose a, = — ayazn.

Soit P I'ensemble des parties de S formées d’arétes dont les sommets sont disjoints. Si
X e, on note C(X) 'ensemble des i e I qui ne sont sommets d’aucune aréte de X, et ’on
pose Gy = H Gy, Oy = ll a,.

ueX zeX

Soit 6 € &, et soit d,; le terme correspondant 4 ¢ dans le développement du déterminant de

(A —~ I)I 4 V + AU. Montrer que, si ¢ est de la forme gy, avec X e, on a:

dy = agACard(® H =1+ ay).
ieG(X)

On suppose maintenant que I' est une forét (Chap. IV, Annexe, n° 3). Montrer que,sice &;
n’est pas de la forme 65 avec X &P, on a d; = 0. En déduire la formule :

det A —¢) = 3 anCerd® [ =1+ an).

xeP ieC(X)
d) On considére le polynéme
[ X ay ay,
P(X) = |"& %1
e .

Aux hypothéses de ¢), on ajoute celle que a;; = 1 pour tout i, Montrer que l’'on a alors :
det (A2 — ¢) = NP(A + A1),

4) Les hypothéses et notations étant celles du n° 1, on désigne par nyy 'ordre de SuSu et Pon

pose agj = — 2 cos ., Onaay = 2etay < 0sii # j,cf. § 3. Montrer, au moyen de Pexer-
Nngy
cice précédent, que l'on a:

1 X gy a,, .
a eeoa ’
AOUPTURTY =11 (X~ 2 cos (mmihy),
i
a, a4, ... X i
ol my, ..., m; désignent les exposants de W (*).

(*) Pour plus de détails, voir:
H. S. M. CoxeTer, The product of the generators of a finite group generated by reflexions, Duke
Math, Fournal, t. XVIII (1951), p. 765-782.



CHAPITRE VI

SYSTEMES DE RACINES

§ 1. Systémes de racines

Dans ce paragraphe, £ désigne un corps de caractéristique zéro. A partir du
n® 3, on suppose que £ = R,

1. Définition d’un systéme de racines

Lemme 1. — Soient V un espace vectoriel sur k, R une partie finie de V engendrant V.
Pour tout oe R tel que a # 0, il existe au plus une réflexion s de V telle que
s{a) = —u et s(R) =R,

Soit G le groupe des automorphismes de V qui laissent R stable. Comme R
engendre V, G est isomorphe 4 un sous-groupe du groupe symétrique de R,
donc est fini. Soient s, 5" deux réflexions de V telles que s{a) = s'(¢) = — «,
s(R) = R, s/(R) = R. Alors ¢ = s5' appartient & G, donc est d’ordre fini m.
D’autre part, on a:

tHea) = o et t{x) = x mod. ka pour tout xe V.
Il existe donc une forme linéaire f sur V telle que
Hx) = x + fx)a pour tout xeV,
et 'on a f(«) = 0. Par récurrence sur n, on en déduit que
tn(x) = x + nf (x)u pour tout xeV.
En prenant n égal & m, on voit que mf(x) = 0 pour tout xe V, d’o0 f =0,

t=1, et s =y,

DEFINITION 1. — Soient V un espace vectoriel sur k, et R une partie de V. On dit que R
est un systéme de racines dans V st les conditions suivantes sont vérifides :

(SRy) R est fini, ne contient pas O, et engendre V.

(SRyy) Pour tout aeR, il existe un élément o du dual V* de V tel que
oy ¥ = 2 et que la réflexion s, v (cf. chap. V, § 2) laisse stable R.

(SRyyr) Pour tout v @R, on a «V(R) < Z.
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D’aprés le lemme 1, la réflexion s, ,v (donc aussi la forme linéaire «") est
déterminée de maniére unique par «, ce qui donne un sens a {SRy;;). On posera
Su,qv = 54 On a 5,(x) = x—{a”, ¥) pour tout xeV,

Les éléments de R sont appelés les racines (du systéme considéré). La dimen-
sion de V s’appelle le rang du systéme,

Les automorphismes de V qui laissent stable R s’appellent les automor-
phismes de R. Ils forment un groupe fini noté A(R). Le sous-groupe de A(R)
engendré par les s, s’appelle le groupe de Weyl de R et se note W(R), ou simple-
ment W.

Remarque 1). — Soit k' une extension de £. Identifions canoniquement V a un
sous-ensemble de V®@£4’' et V* 4 un sous-ensemble de V¥*@ki = (Vi )*.
Alors, R est un systéme de racines dans V@£, et les o sont les mémes que
précédemment.

Lemme 2. — Soit R un systéme de racines dans V. Soit (x| y) une forme bilinéaire symé-
trigue sur V, non dégénérée, invariante par W(R). Identifions V a V* grice & cette
Jorme. ST a e R, o est non isotrope et

v 20(

o =

(ofor)
Cela résulte de la formule (4) du Chap. V, § 2, n° 3.

ProrosiTioN 1. — Soit Vo (resp. V§) le sous-Q-espace vectoriel de V (resp.V*)
engendré par les o (resp. les o). Alors Vg (resp. V) est une Q-structure sur V
(resp. V¥*) (Alg., chap. II, 3¢ éd., § 8, n® 1). La restriction & Vo X V& de la
Jforme bilinéaire canonique de N X V* permet d’identifier chacun des espaces Vo, V§
au dual de Uautre. Lensemble R est un systéme de racines dans V.

Si £ = R, il existe un produit scalaire sur V invariant par W(R) (Intégr.,
chap. VII, § 3,n° 1, prop. 1) ; le lemme 2 prouve alors que les «” engendrent V*,
D’apres la Remarque 1, les «¥ engendrent encore V* si k = Q. Arrivons au
cas général. Posons E =V,. D’aprés (SRyyy), chaque «” applique E dans Q,
donc définit un élément & de E*. Il est immédiat que R est un systéme de
racines dans E, et que I’élément correspondant & o dans E* est & D’aprés ce
qui précede, les & engendrent I’espace vectoriel E*. Considérons I’homomor-
phisme canonique : E®q & — V, et son transposé ! : V¥ — E* @q k. Puisque
R engendre V, ¢ est surjectif, donc # est injectif; mais 'image de ¥ contient
les &, donc # est surjectif. On en conclut finalement que ¢ et ¥ sont des iso-
morphismes. On peut identifier V 2 E®k, V* 3 E*gFk, «¥ 4 & et V§ a4 E*,
Ainsi Vg (resp. V§) est une Q -structure sur V (resp. V*). La restriction a
Vo X V§ de la forme bilinéaire canonique de V x V* s’identifie & la forme
bilinéaire canonique sur E x E*, d’ol la proposition.

Remarques 2). — Gréace a la prop. 1, on peut ramener I'étude des systémes de
racines au cas ol £ = Q . La Remarque 1 permet ensuite de se ramener & un
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systtme de racines de I'espace vectoriel réel Vg = Vo®o R. Les groupes
de Weyl associés a ces différents systémes s’identifient canoniquement.

3) Puisque les «¥ engendrent V*, le groupe W(R), considéré comme sous-
groupe de GL(VR), est essentiel (chap. V, § 3, n° 7). De plus, le cor. du th. 1
du chap. V, § 3, n° 2 montre que les seules réflexions appartenant & W(R)
sont les s,.

ProrosITION 2. — Les o« forment un systéme de racines dans V*, et on a & =«

pour tout aeR.

Les «¥ vérifient (SR;) d’aprés la prop. 1. Puisque s, ,v est un automor-
phisme de ’espace vectoriel V muni du sous-ensemble R, ¢(s, ,v)~! laisse stable
Pensemble RY des «¥; or t(s, ,v)71 = s4v o, Cce qui prouve que RY vérifie
(SRy;) et que oY = «. Enfin, on a {(a¥, B> @ Z quels que soient ¥ e R et
BeR, donc RY vérifie (SRyy).

On dit que RY est le systéme de racines inverse de R. On voit que Papplication

o— o« est une bijection de R sur RY appelée bijection canonique de R sur RY.
On prendra garde que, si «,  sont des éléments de R tels que « + BeR,

alors (x + B)Y # «¥ 4+ BY en général.
Comme sy(a) = — «, ’axiome (SRy) montre que — R = R. On a évi-

demment (—a«)Y=-—a" et —1 e A(R) (mais on n’a pas toujours —1 e W(R)).

L’égalité (s, 4v)~1 = 5,v 4 prouve que lapplication u+—fu~1 est un
isomorphisme du groupe W(R) sur le groupe W(RY). On identifie ces deux
groupes par cet isomorphisme; autrement dit, on considére W(R) comme opé-

rant dans V et dans V*. De méme pour A(R).

ProrosiTioN 3. — Pour x,yeV, posons
(x|y> = ék CAEDI(A I

Alors (x| ) est une forme bilindaire symétrique non dégénérée sur V, invariante par
A(R). Pour x,yeVgq, on a (x|y)e Q. L'extension canonique de (x|y) &

Vk = Vo® R

est positive non dégénérée. '
Il est clair que (x| y) est une forme bilinéaire symétriquesur V. Si g e A(R),

on a

(g®))g() = 2 gla), x> {g(a¥), 3> = (x|3)

«€R
puisque (*g)(RY) = RY. Si x,7e Vg, on a (x]y)eQ d’aprés (SRyy). Si
zeVg,ona(zz) = 3 (&%, )220, et (2]2) >0si z # 0 d’aprés la prop. 1,
aER .
donc 'extension canonique de (x| ) & Vg positive est non dégénérée. La restric-
tion de (x|») & Vg est donc non dégénérée, et par suite la forme (x|y) sur V
est non dégénérée,
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Prorosrrion 4. — (1) Soit X une partie de R, soit Vy le sous-espace vectoriel de 'V engen-
dré par X, et soit Vi le sous-espace vectoriel de V* engendré par les o, ot ae X,
Alors V est somme directe de V et du sous-espace orthogonal & Vi, V* est somme directe
de Vi et du sous-espace orthogonal & Vi, et Vi s’identifie au dual de Vy.

(ii) R n ' Vy est un systéme de racines dans Vx, et la bijection canonique de R n Vy
sur le systéme inverse s’identifie & I application o — o restreinte & R n Vy.

Gréace a la remarque 2, on peut supposer que £ = R. Identifions V & V*

grice 4 la forme bilinéaire symétrique de la prop. 3. On a «” = (2|°°)

ol
tout « € R (lemme 2). Tout sous-espace vectoriel de V est non isotrope, et la
proposition est alors évidente.

pour

COROLLAIRE, — Soit V1 un sous-espace vectoriel de'V, et soit Va le sous-espace vectoriel
engendré par R n V. Alors R n'Vq est un systéme de racines dans V2.
Cela résulte de (ii), appliqué & X =Rn V1.

Pour «eR et e R, on pose:

(1) e, Bv> = n(“s B)'

On a donc:

(2) n(e, @) = 2

(3) n(—a, B) = n(a,— B) = —n(«, B).
D’aprés (SRyy),

(4) n(a, B) e Z.

Par définition méme de n(«, B),

(5) sp(e) = @ — n(a, B)B.

La formule (1) et la prop. 2 entrainent

(6) n(“: ﬁ) = n(pv, “v)'

Soit (#|y) une forme bilinéaire symétrique sur V, non dégénérée et inva-
riante par W(R) (prop. 3). On a, d’aprés le lemme 2,

— 2(«[B)
7 , B) = .
) " B = Teley
On en déduit que
(8) n{a, 8) = 0 <= n(B, @) = 0 <=> (o]B) = 0
<=5, et sz sont permutables.
9) Si (ap) #0, ~ona MEx_(BB)

n{a, ) (“]“)
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2, Somme directe de systémes de racines

Soit V un espace vectoriel sur k, somme directe d’une famille (V;)1<i<r de
sous-espaces vectoriels. Identifions V* 4 la somme directe des V¥. Pour tout i,

soit R; un systéme de racines dans V;. Alors R = U R; estun systéme de racines
i
dans V dont le systéme inverse est RY = URY; la bijection canonique de R

1
sur RY prolonge, pour tout i, la bijection canonique de Ry sur Ry. On dit que
R est le systéme de racines somme directe des R;. Soit « € Ry, Sij # i, le noyau de «”
contient Vy, donc s, induit I'identité dans V;; d’autre part, kx < V;, donc s,

laisse stable V;. Ces remarques prouvent que W(R) s’identifie & || W(Ry).
L

On dit qu’'un systéme de racines R est irréductible si R # @ et si R n’est pas
omme directe de deux systémes de racines non vides.

PrOPOSITION 5. — Soit V un espace vectoriel sur k, somme directe de sous-espaces vectoriels
Vi, -.., V,. Soit R un systéme de racines dans V. Posons Ry = R a'Vy. Les trois
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) les V; sont stables par W(R);

(ii) ReViuVau . .- uVy;

(iii) pour tout i, Ry est un systéme de racines dans Vi, et R est somme directe
des R;.

(iii) =+ (i) : ceci résulte de ce qu’on a dit au début de ce numéro.

(1) == (ii) : supposons les V; stables par W(R). Soit « e R, et soit H le
noyau de «”. D’apreés la prop. 3 du chap. V, § 2, n® 2, chaque V; est somme
d’un sous-espace de H et d’un sous-espace de ka. Donc 'un des V; contient
ke, d’ot aeViuVau ... 0V,

(ii) =~ (iii) : si la condition (ii) est remplie, R; engendre V; pour tout ¢,
donc R; est un systéme de racines dans V; (prop. 4). Il est clair que R est la
somme directe des R;.

CoROLLAIRE. — Soit R un systéme de racines dans V. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) R est irrédductible;

(i) le W(R)-module V est simple;

(iii) le W(R)-module V est absolument simple.

(ii) <=~ (i) : cela résulte de la prop. 5 et du th. de Maschke (chap. V,
Annexe, prop. 2).

(iii) <= (ii) : cela résulte de la prop. 1 du chap. V, § 2, n° 1.

PrROPOSITION 6. — Tout systéme de racines R dans V est somme directe d’une famille
(Ri)ier de systémes de racines irréductibles, qui est bien déterminée & une bijection pres
sur Pensemble d’indices.
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L’existence des R; se démontre par récurrence sur Card R : si R est non

vide et non irréductible, R est somme directe de deux systémes de racines R’,
R” tels que Card R’ < Card R, Card R” < Card R, et I'on applique I’hypo-
thése de récurrence & R’ et R”. Pour prouver I'unicité, il suffit de prouver
que, si R est somme directe de R’ et R”, tout R; est nécessairement contenu
dans R’ ou dans R”. Soient V', V", Vi, V} les sous-espaces vectoriels de V
engendrés par R/, R”, R’ n Ry, R” n Ry. Puisque la somme V' 4 V” est directe,
la somme Vj -+ V7 est directe. On a R; <R’ u R”, donc R; est somme directe
des systémes de racines R’ nR; et R"nRy; Pou R'nR; =g ouR"nRy= g,
ce qui établit notre assertion.
On dit que les Ry sont les composants irréductibles de R. Quels que soient les
scalaires A; non nuls, la réunion des 3Ry est un systéme de racines dans V,
dont le systéme inverse est la réunion des A71RY, et dont le groupe de Weyl
est W(R).

ProrosiTion 7. — Soient R un systéme de racines dans V, (R;) la famille de ses
composants irréductibles, Vi le sous-espace vectoriel de V engendré par Ry, B la forme
bilinéaire symétrique définie dans la prop. 3, B' une forme bilinéaire symétrique sur V
invariante par W(R). Alors les Vy sont deux & deux orthogonaux pour B', et, pour
tout i, les restrictions de B et B' & 'V sont proportionnelles.

Si vy eVi, v5eVy, i #j, et si weW(Ry), on a

B'(vs, w(v5)) = B'(vs,09),

ce qui montre que w(v;) — v; est orthogonal & z; pour B’. Comme V;j est
irréductible pour W(Ry), il est engendré par les w(v;) — vy, et il est donc ortho-
gonal 4 V;,

Le fait que les restrictions de B et B’ & chacun des V; soient proportionnelles
résulte de la prop. 1 du chap. V, § 2, no 1.

Remarque. — Choisissons un produit scalaire sur Vg invariant par W(R).
Cela permet de parler de la longueur d’une racine et de V'angle de deux
racines. La prop. 7 montre que cet angle est indépendant du choix du
produit scalaire, et qu’il en est de méme du rapport des longueurs de deux

racines, pourvu que celles-ci appartiennent a la méme composante irréductible
de R.

3. Relations entre deux racines

Rappelons que on suppose désormais k = R. (Nous laissons au lecteur le
soin d’étendre définitions et résultats au cas général, par la méthode indiquée
dans la Remarque 2 du n° 1.)

Dans tout ce qui suit, R désigne un systéme de racines dans un espace vectoriel V ;
on munit V. d’un produit scalaire (x, y) —> (x|y) invariant par W(R), cf. prop. 3.
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Soient «, 8 € R. D’apres la formule (7) dun® 1, on a

(10) n(x, B)n(B, o) = 4cos? (,B) < 4.

L’entier n(«, B)n(B, «) ne peut donc prendre que les valeurs 0, 1, 2, 3, 4. Compte
tenu du chap. V, § 2, n° 5, cor. de la prop. 6, et de la note de bas de page du
chap. V, § 4, n° 8, on voit que les seules possibilités sont les suivantes, & I’échange
prés de « et B:

1) n(x, B) = n(B, ) = 0; 6,\(3) = %; su5p d’ordre 2;
2) n{x, B) =n(B, a) = 1; @) = —;i; [lel] == 1IBll; 5,58 d’ordre 3;
3) nlw ) =n@ ) =—1 (8= mm—wu sa85 d’ordre 3;
4) B =1, 2@ a=2; (x0 =-——; (1Bl = \/2joq]; 555 d’ordre 4;
5) n(aB) =—1,n, a) =—2; (% B) = —, 1181 = /2 [jo]]; .56 Cordre 4;
6) n(w,8) =1, n(B,a)=3 (28 = —~; [181) = /3 |lal]; ssg d’ordre 6;
7) n(e, B) = —1,n(8, o) = —3; (% B) = —, 1811 = V/3loll; sasg d’ordre 63
8) n(“a p) =n(ﬁ’ 0(.) = 2; ‘°‘=B,

9) n(“,ﬂ)=n(ﬁﬁa)='—2; “="‘B5

10) n(“’ B) =1, n

By o) =4; B = 2¢;
11) ”(“: B) = 1’ n(@: “) =

En particulier:

— 4, B = —2u

ProposrTioN 8. — (i) 87 deux racines sont proportionnelles, le facteur de proportionalité

ne peut ftre que + 1, + —;—, + 2.

(ii) Si «, B sont deux racines non proportionnelles, et si ||of] < [|8]], alors n(«, B)
prend Pune des valeurs 0, 1, — 1

Si une racine x € R est telle que —é— « &R, on dit que « est une racine indi-
visible,

TrforEME 1. — Soient o, B deux racines.
(1) S n(a,B) > 0, « — P est une racine sauf si « = P.
(i) 8¢ n{a, B) < 0, o <+ B est une racine sauf si « = — .
Si n(a, B) > 0, les possibilités, d’apres la liste ci-dessus, sont les suivantes :
1) n(e, B) = 1; alors a—p = sg(x) e R;
2) n(B,a) =1; alors B—a = 5,(B)eR, donc « —BekR;
3) B=ua '

Ceci prouve (i), et (ii) s’en déduit en changeant § en — 8.
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COROLLAIRE, — Sotent o et B deux racines.

(1) Si (¢|B) > 0, « — B est une racine sauf si o = f.

(i) 87 («|B) < 0, « + B est une racine sauf si o« = —B.

(i) 8 «a—BeRu {0} et « +B&Ru {0}, on a («B)=0.

Les assertions (i) et (ii) résultent du th. 1 et de la formule (7) du ne 1.
L’assertion (iii) résulte de (i) et (ii).
Il peut se faire que « + B e R, («|8) = O (cf. planche X, systéme Bs). Lorsque
a—pPB&RU{0} et « + BeRu {0}, on dit que les racines « et B sont forte-
ment orthogonales.

ProrosiTioN 9. — Sotent « et B deux racines non proportionnelles.

(1) L’ensemble 1 des entiers rationnels j tels que B + jo soit une racine est un inter-
valle (— ¢, p) de Z contenant 0.

(ii} Soit S Plensemble des B + ju pour jel. Alors

W8) =8 ot B+ pe) = B—gqu

(iii) On a p—q = —n(B, ).

11 est clair que O e 1. Soit p (resp. — ¢) le plus grand (resp. le plus petit)
élément de I. Si tous les entiers de [— ¢, p) n’appartiennent pas & I, il existe
deux entiers 7, s dans [— g, ) possédant les propriétés suivantes: s>r+1,
sel,rel,r + kel pour ! < % < 5s—r— 1. Avec les notations du cor. du
th. 1, on a («f + sa) < 0, («|B + ra) > 0, ce qui est absurde car

(| + s&) > («|B 4+ rax).
Ceci prouve (i).

On a 5,(8 + ju) = B — (B, a)a— ja = B + j'a avec j' = — j — (B, ).
Donc 5,(S) =S et par suite 5,(S) = S. En outre on voit que 'application
Jj > —j — n(B, «) est une bijection décroissante de I sur I. On en déduit que,
pour j = p, on a j' = — ¢, de sorte que — ¢ = — p— n(B, «). Ceci prouve
(ii) et (iii).

On dit que S est la a-chaine de racines définie par 8, que 8 — gu est Lorigine de la
chaine et B + pu son extrémité, et que p + g est sa longueur,

COROLLAIRE. — Soient S une a-chaine de racines, y Uorigine de S. La longueur de S
est — n(~, o) ; elle est égale ¢ 0, 1, 2 ou 3.

La premiére assertion résulte de la prop. 9, (iii), appliquée & B = v,
compte tenu de ce que p = 0.

D’autre part, comme v n’est pas proportionnelle & «, la liste donnée au
début de ce n® montre que |2(y,«)| < 3, d’oit le corollaire.

Remarque. — Gardons les notations du corollaire ci-dessus. Alors:
1) Sila longueur de S est 0, on a (afy) = 0.
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2) Si la longueur de S est 1, on a n(y, o) = — I, d’ott trois cas:
na,y) =—1, (ao) = (v]v), (alv) = —% (a]o), (@ 7) = %n
woy) =—2 @) =207, @Y =— > @), @)=
n(a, ¥) = —3, (ala) =3(vlv), («ly) = —% (W), (% ¥) = §61=

[~}

-3 3 o
I I I
T\3 T\ 4 2n 6
3 2 3
Y+ o Y Y+ & Y y+ o

3) Si la longueur de S est 2, on a z(y, «) = — 2, d’olt
1 = 3
nlo ) =—1 (da) =5 (), @) =—() (@v) =T
o -1
LA AN
414
Y y+ea v+ 2«
4) Si la longueur de S est 3, on a n(y, o) = — 3, d’oix
1 3 —~ _ 5
nle, v) =—1, (o) =—=(v]v), (ay) =—F(da), (o) = .
3 2 6
&/ 5\
Y Y+o y+2a y+ 3«

Nous verrons (planche X, syst¢émes A, Bg, G2) que tous ces cas peuvent
effectivement se présenter.

ProrosiTioN 10. — Soient o, § deux racines non proportionnelles telles que P-+a soit
une racine. Sotent p, q les entiers de la prop. 9. On a

B+apt+a)_g+1
(8]8) b

Soient S la «-chaine définie par 8, v son origine; sa longueur / est > 1
puisque 8 -+ « est une racine. On peut avoir les cas suivants:

i=1l;alorsB=1v,¢=0,p=1, B+« + o) = (BB).

9) [=2 B=-r; alors g=0, p=2, <B+alﬁ+a)=%(@lﬁ)-

3) =2, B=vy 4 a; alors g=1, p=1, (B + o + «) = 2(8|B).
1

)

4) =3, B=y; alors ¢=0, p=3, (B+“IB+¢)=§(B]B)-
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5 1=3, p=vy+a; alors g=1, p=2, B+ alf + «) = (BIB).
6) =3, B=+v+2a; alors ¢=2, p=1, B+ «B + «) = 3(B|B).

Dans tous les cas, la formule a établir est vérifiée.

ProrosttioN 11. — Supposons R irréductible. Soient o et B deux racines telles
que ||| = ||Bl|. Il existe ge W(R) tel que g(a) = P.

Les transformés de « par W(R) engendrent V (n° 2, cor. de la prop. 5).
11 existe donc g € W(R) tel que (g(«)|8) # 0. On peut ainsi supposer désormais
que («[B) # 0. D’aprés la formule (9) du n° 1, n(e, B) = n(B, «). Remplacant
éventuellement f par sg(@) = — @, on peut supposer n(e, 8) > 0. Alors,
d’aprés la liste du début du n® 3, ou bien « = § (auquel cas la proposition est
évidente}, ou bien n{x, B) = n(B, ) = 1; dans ce cas

(Sasgsa) (B) = Susp(B — @) = sy(—B—a+B) = a

4, Systémes de racines réduits

On dit qu’un systéme de racines est réduit si toute racine du systéme est indi-
visible (n° 3).

ProposiTioN 12, — Supposons R irréductible et réduit.

(i) Le rapport E—Sl% pour o e R, BeR ne peut prendre que les valeurs 1, 2, %,
1
T

(i) L’ensemble des (a|o) pour o € R a au plus deux éléments.

Comme R est irréductible, les transformés d’une racine par W(R)
engendrent V (n° 2, cor. de la prop. 5). Quelles que soient les racines «, 8,
il existe donc une racine B’ telle que («|B’) # 0 et (B'|8') = (B|B). D’aprés.

la formule (9) du n° 1 et la liste du ne 3, (?/]B;) prend l'une des valeurs 1, 2,
2450

—é—, 3, —;,— (rappelons que le systéme est supposé réduit). En multipliant (x|y)
par un scalaire convenable, on peut supposer que (x|«) = 1 pour certaines
racines et que les autres valeurs possibles de (B|B) pour BeR sont 2 et 3.

Les valeurs 2 et 3 ne peuvent étre atteintes toutes les deux, car il existerait

3

BeR, yeR tels que ig[gi = —3—, contrairement & ce qu’on a vu plus haut.
Prorosition 13. — Supposons R irréductible, non réduit et de rang > 2.

(i) L’ensemble Ro des racines indivisibles est un systeme de racines dans V' ce
systéme est irréductible et réduit; on a W(Ro) = W(R).

(i) Soit A Pensemble des racines o pour lesquelles (x|a) prend la plus petite valeur \.
Alors deux éléments non proportionnels de A sont orthogonaux.
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(iii) Soit B Pensemble des B € R tels que (B|B) = 27. Ona B # @, Ro = AuB,
R=AuBu?2A,

SixeR —Ry, on a—é-oceR,mais-;— (—é—oc) ¢ R (prop. 8), donc%aeRo.

Ceci prouve que Rg vérifie (SR;). Il est clair que, pour tout «eR, on a
S¢,av(Ro) = Ro, donc Rg vérifie (SRy) et (SRyy). Comme aeR —Ro

implique % xeRo et que s, = 542, on a W(R) = W(Ryp). Donc Rg est irré-

ductible (cor. de la prop. 5), et est évidemment réduit.

Comme R est non réduit, il existe « € Rp tel que 20 € R. Comme Ro est
irréductible et que dim V > 2, il n’est pas possible que « soit proportionnel ou
orthogonal a toute racine. Soit 8 € Ry tel que n(f, «) # 0 et que 8 soit non
proportionnel & «. En changeant B en — f, on peut supposer z(8, a) > 0.

On a -é—n(ﬁ, «) = n(B, 2«) e Z, donc n(B, «) € 2Z. D’apres la liste du n° 3,
on a n(B,a) = 2, (B|B) = 2(a|a). Comme Ry est réduit, la prop. 12 montre
que, pour tout yeRo, on a (y]y) = (¢|«) ou (y|y) = 2(«|a). Et ce qui pré-

cede montre que, pour tout v & R — Ry, le vecteur -1— v est un élément de Ry

tel que (%y% y) = (alo). Ainsi, A = («Ju), B # @, Ro=AuB, et

RcAuBu?2A; d’autre part, si yeA, il existe ge W(R) tel que y = g(«)
(prop. 11), d’od 2y = g(2x) e R; donc 2AcR et R = AuBu2A. Enfin,
soient vy, vy’ deux éléments non proportionnels de A. On a

n(2v, ¥') = 2n(y, ¥') = 4n(y, 2y) €4Z, et |n(y,¥)| <1
puisque y et ¥’ ont méme longueur, d’ou 2(y, y') = 0 et (y|y') = 0.
ProrosiTiON 14. — Supposons que R soit irréductible et rédust, et que (o|a) prenne les
valeurs et 2\ pour « e R. Soit A Pensemble des racines o telles que (a|o) = X On
suppose que deux éléments de A non proportionnels sont orthogonaux. Alors Ry = R u 2A
est un systéme de racines irréductible non réduit et R est Pensemble des racines indivi-

sibles de R;.
Il est clair que R; vérifie (SR;) et (SRy;). Soient «, § e R et montrons que

(e, B> eZ. Cest évident si «, feR. Comme (20)Y = %av pour «eA,
c’est encore immeédiat si o, € 2A. Enfin, supposons B e R et « = 2y avec y e A,
)Siy=£8 ona B =+L & =tl

2) Si vy est non proportionnel & B et si § e A, Phypothése faite sur A entraine
que {y", B> =0, d’ou <«",8) = 0.
3) Si eR — A, on a (B|B) = 2x = 2(y]y), donc (B, ¥~ est égal soit

4 0, soit & 2, soit & —2 d’aprés la liste du n° 3. Donc (B, «¥)> = -é— B, y">el
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Ainsi, Ry est un systéme de racines dans V, et les autres assertions sont
évidentes.

5. Chambres et bases d’un systéme de racines

Pour tout x e R, soit L, ’hyperplan de V formé des points invariants par s,.
Les chambres déterminées dans V par I'ensemble des L, (chap. V, § 1, n° 3)
s'appellent les chambres de R. La bijection V — V* définie par le produ1t

V
scalaire (x| y) transforme « en %l pour «e R, donc L, en L,v, donc les

chambres de R en celles de RY. Si C est une chambre de R, nous noterons C¥
la chambre correspondante de RY. D’aprés la prop. 7 du no 2, C¥ dépend
uniquement de C, et non du choix de (x] ).

TaEoREME 2. - (i) Le groupe W(R) opére de fagon simplement transitive sur
lensemble des chambres.

(i) Soit C une chambre. Alors C est un domaine fondamental pour W(R).

(iii) G est un cone simplicial ouvert (chap. V, § 1, n° 6).

(iv) Sotent Ly, La, ..., Ly les murs de C. Pour tout i, il existe une racine indi-
visible oy et une seule telle que Ly = L, et telle que oy soit du méme cbté de Ly que C.

(v) Lensemble B(C) = {a1, ..., oc;} est une base de V.

(vi) G est lensemble des x € V tels que (o', x> > 0 pour tout i (ou, ce qui revient
au méme, Pensemble des xeV tels que (¥|as) > O pour tout 7).

(vii) Soit S ensemble des s,,. Le couple (W(R), S) est un systéme de Coxeter
(chap. IV, § 1, no 3).

Les assertions (i) et (vii) résultent du chap. V, § 3, n° 2, th. 1. L’assertion
(ii) résulte du chap. V, § 3, n° 3, th. 2. L’assertion (iv) est évidente. La racine «;
est orthogonale a L;, et o) s’identifie & 20/ (e ots). Comme W(R) est essentiel
(n° 1, Remarque 3), les assertions (iii), (v), (vi) résultent du chap.V, § 3,
no 9, prop. 7.

Remarques. — 1) L’assertion (vii) montre en particulier que W(R) est engendré
par les réflexions s,

2) Six,yeC, ona (x]y) < 0 (chap. V, § 3, n° 5, lemme 6), autrement
dit P’angle (x/,\y) est aigu.

3) Soit m(«, ) 'ordre de s,s4 («, B € B(C)). La matrice (m(«, 8)) s’identifie
a la matrice de Coxeter (chap. IV, § 1, n° 9) de (W, S). Si « # B, la prop. 3 du

chap. V, § 3, n° 4, montre que 'angle @\B) est égal a m — ; en parti-

T
m(a, B)
culier, cet angle est obtus ou droit, et 'on a («|B) < 0. En utilisant la liste du
n° 3, on voit que m(a, P) est égal a 2, 3, 4 ou 6.

DErintTION 2. — Une partie B de R est appeléé une base de R 5’1l existe une chambre C
de R telle que B = B(C). Si C est une chambre, on dit que B(C) est la base de R
définie par C.
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Remarques. — 4) L’assertion (vi) du th, 2 montre que Papplication
G+ B(Q) est une bijection de ensemble des chambres sur ’ensemble des
bases. Par suite, W(R) opére de maniére simplement transitive sur ’ensemble
des bases.

5) Soit G une chambre de R, et soit B la base correspondante. Si « @ B,
posons ¢(a) = « si 20 &R et ¢(a) = é o si 20 e R. Alors ¢(B) est la base de
RY définie par CV; cela résulte du fait que les murs de C sont les L,v, pour
«xe B,

DEFINtTION 3. — Soit B une base de R. On appelle matrice de Cartan de R (relativement
a B) la matrice (n(a,B))s gen

On a n(«, «) = 2 pour tout e eB. Pour «, feB, on a

n(e, 8) =2 (2B gl m
- B =208 = 2 18l “ )

ou m(x, B) désigne comme précédemment Pordre de s,58. Si « # B, on a
n(x, ) =0, —1, — 2 ou — 3 (cf. n° 3).

Remarques. — 6) On ne confondra pas la matrice de Cartan (n(«, 8)) et la
matrice de Coxeter (m(«, B)). Noter d’ailleurs que la matrice de Cartan n’est
pas nécessairement symétrique.

7) Indexations canoniques. Si B et B’ sont deux bases de R, il existe un unique
élément we W tel que w(B) = B’. On a

n(w(a), w®) =n(x, ) et mw(«), w(B)) = m(xp)

pour «, B eB. Par suite, les matrices de Cartan et de Coxeter associées 2 B
se déduisent de celles associées &4 B’ par composition avec la bijection

o — w(a)
de B sur B’

On peut d’ailleurs définir des matrices de Cartan et de Coxeter canoniques
de la maniére suivante. Soit X I’ensemble des couples (B, «), ou B est une base
de R et ot « € B. Le groupe W opére de maniére évidente sur X et une orbite
de W dans X rencontre chacun des ensembles {B} X B en un point et un seul.
Si I est ’ensemble de ces orbites, chaque base B admet donc une indexation
canonique (%;)ie1. De plus, il existe une matrice N = (ng) (resp. M = (my;)) et
une seule, de type I X I, telle que pour toute base B, la matrice de Cartan
(resp. de Coxeter) associée & B se déduise de N (resp. M) par composition avec
P’indexation canonique de B; on 'appelle la matrice de Cartan (resp. de Coxeter)
canonique de R,

ProposiTiON 15. — Sotent B une base de R et o une racine indivisible. Il existe 3 « B
et we W(R) tels que o = w(B).
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Soit G la chambre telle que B = B(C). L’hyperplan L, est mur d’une
chambre C' de R, et il existe un élément de W(R) qui transforme C’ en C,
On est donc ramené au cas ot L, est mur de C. Alors « est proportionnel & un
élément 8 de B. Comme « et 8 sont indivisibles, on a « = + B. 8i « = — §,
on a « = sg(B), d’olt la proposition.

COROLLAIRE. — Soient Ry et Rg deux systémes de racines réduits dans des espaces vecto-
riels V1 et Vo, et soient By et By des bases de Ry et Ro. Soit f : By~ Bg une bijection
qui transforme la matrice de Cartan de Ry en celle de Ry, Il existe alors un isomorphisme
F: Vi— Vy gui transforme Ry en Ro et « en f(o) pour tout v e By.

Soit F l'isomorphisme de Vi sur Va qui transforme o en f(«) pour tout
o e By. Alors F transforme s, en sy, donc W(R;) en W(R3) (th. 2), donc R;
en Ry (prop. 15).

ProposiTiON 16, — Soient B une base de R, et G le sous-groupe de A(R) formé des .
éléments laissant stable B, Alors W(R) est un sous-groupe distingué de A(R) et A(R)
est produit semi-direct de G et W(R).

SiaeR ette A(R), on a ts,t~1 = s4,; comme W(R) est engendré par les
§q, on voit que W(R) est un sous-groupe distingué de A(R). Par transport de
structure, A(R) transforme une base de R en une base de R. Comme W(R)
opére de fagon simplement transitive sur ’ensemble des bases, tout élément de
A(R) §’écrit de maniére unique sous la forme gi1g2, ott g1e W(R) et g2 G.

Remarques. —— 8) Soient Ry,..., Rp dessystémes de racines dans les espaces
vectoriels V1,...,Vp, R la somme directe des Ry dans V =[] V;, C; une

chambre de Ry, B; = B(Cy). Il est immédiat que C = I_I C; est lune chambre
de R et que B(C) = (J B;. Il résulte du th. 2 que les hambres et les bases

12
de R sont toutes obtenues par ce procédé.

6. Racines positives

Soit C une chambre de R, et soit B(C) = {«1,...,%;} la base de R corres-
pondante. On appelle relation d’ordre définie par C dans V (resp. V*) la relation
d’ordre compatible avec la structure d’espace vectoriel de V (resp. V*) pour
laquelle les éléments > O sont les combinaisons linéaires des «; (resp. des «f)
a coefficients > 0. On dira qu’un élément positif pour 'une de ces relations
d’ordre est posityf pour C, ou positif pour la base B(C). Ces relations d’ordre sont
aussi définies par G, comme on le voit en identifiant V & V* 4 Paide d’un
produit scalaire invariant par W(R). Compte tenu du th. 2, n® 5, un élément
de V* est > O si et seulement si ses valeurs sur G sont > 0. Un élément x de
V est > 0si et seulement si ses valeurs sur C¥ sont > 0, ou, ce qui revient au
méme, si (x|) > 0 pour tout yeC.
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Z Les éléments de C sont > 0 pour C d’aprés le lemme 6 du chap. V, § 3,

n° 5, Mais ’ensemble des éléments > 0 pour C est en général distinct de G
(cf. planche X, systémes Az, Ba, Gg).

TuEOREME 3. — Toute racine est combinaison linéaire d coefficients entiers de méme signe
d’éléments de B(C). En particulier, toute racine est, soit positive, soit négative, pour C.

Si 2R, le noyau L, de « ne rencontre pas CY, donc « est, soit > 0
sur CV tout entier, soit < 0 sur C¥ tout entier, d’oll la deuxiéme assertion. Ii
reste & prouver que « est contenu dans le sous-groupe P de V engendré par B(C);
on peut supposer « indivisible. Or le groupe P est évidemment stable par les
sy, pour y e B(C), donc aussi par W(R) d’aprés le th. 2. Comme « est de la
forme w(B), avec we W(R) et BeB(C) (cf. prop. 15), on a bien aeP.
C.Q.F.D.

On notera R, (C) I’ensemble des racines positives pour C. Ainsi,
R =R, (C) v (—R.(C)
est une partition de R.

COROLLAIRE. — Sotent v une combinaison lindaire de racines & coefficients entiers,
et o une racine indivisible. Si v est proportionnelle & o, alors v & Za.

D’aprés la prop. 15 du n° 5, on peut choisir C de telle sorte que « e B(C).
D’aprés le th. 3, on a:

y= 2 ngB, avec ngeZ.
BEB(C)
Si v est proportionnel & «, on a donc y = n,x, ce qui démontre le corollaire.

Soit maintenant S I’ensemble des réflexions s, pour « e B(C) et soit T la
réunion des conjugués de S dans W. Pour aeB(C) et we W, I'élément
t = ws,w=1 de T est la réflexion orthogonale sg associée a la racine § = w(a);
réciproquement, pour toute racine indivisible B, il existe un élément we W
tel que « = w=1(8) € B(C) (prop. 15) et on a sg = ws,w~LeT. Il en résulte
que ’on obtient une bijection ¢ de ensemble des racines indivisibles sur
{£1} x T en associant a une racine indivisible 8 le couple (e, sg), ot e = +1
si B est positive et ¢ = — 1 si B est négative.

D’autre part, (W, S) est un systeme de Coxeter (th. 2) et on peut lui appli-
quer les résultats du chap. IV, § 1, n° 4. Nous avons vu que, si w est un élé-
ment de W de longueur (par rapport a S) égale & ¢, il existe une partie Ty
de T, & ¢ ¢léments, telle que, si w = s; ... 5 avec 5z S et si Pon pose

b= 8y o0 S4_15454-1 v 0« 5y

(pour 1 € ¢ < ¢), alors Ty = {t1, ..., #4}. Rappelons que 'on a également
défini au n°® 4 du § 1 du chap. IV un nombre »n(w, ¢) (pour we W et teT)
égal a + 1 siteTy et & — 1 siteTy. Enfin, rappelons que, si 'on définit
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I'application Uy de Pensemble {+ 1} X T dans lui-méme par la formule
Uw(s, t) = (en(w™, 1), wiw™1),

Tapplication w —— U, est un homomorphisme de W dans le groupe des permuta-
tions de Pensemble {+1} X T (chap. IV, § 1, n° 4, lemme 1).

ProPosITION 17. -— Supposons R réduit et soient we W et a e R,

(i) On a $(w(w) = Un(b(a)).

(ii) Supposons o positive. La racine w(o) est négative si et seulement si

")(w_ls .S'a) =—1,
autrement dit st sy e Ty
(i) On a n(w, s,) = — 1 si et seulement st les chambres C et w(C) sont de part
et d’autre de I hyperplan L,. Autrement dit, ensemble Ty se compose des réflexions par
rapport aux murs séparant G et w(C).
Soit § e B(C) et posons s = s3. On a évidemment Ts = {s} et par suite:

(e, sts—1) sit s

(12) Us(e,t) = (—e,9) sit=s.
D’autre part, soit p = 3, ny(p)y une racine positive. Posons
TEBO)
sie) = X myls(e))v.
TeB(C)

Sip # B, il existe un élément yeB(C) avec y # B, tel que n,(p) > 0, et
I'on a ny(s(p)) =ny(p) > 0 (n° 1, formule (5)). Par suite s(p) est positive. On
en déduit aussitdt que:

_( (e, 555571) sip #8B
(13) Yolee)) =) 20 GO E

La comparaison de (12) et de (13) montre alors que Ug(d(y)) = $(s(v))
pour toute racine vy et tout seS. Comme S engendre W, on en déduit (i).
D’autre part, dire que w(«) est négative équivaut a dire que

Y(w(a)) = (—1, wsw™1),

ou encore d’aprés (i), que Uwp(P(«)) = (— 1, wsyo~1). Si de plus « est posi-
tive, on a ¢(a) = (+1,5,) et Up(d(a)) = (n{w1,s,), wsaw=1), d’obt (ii).
Enfin, on a, d’aprés (ii), n(w, 5s,) = — 1 si et seulement si les racines «
et w™1(«) sont I'une positive et 'autre négative. Ceci équivaut a dire que
(%) . (w=(x)]|x) = («|x).(«x|w(x)) < O pour tout xeC, d’ou la premiére
assertion de (iii). La seconde assertion de (iii) en résulte immédiatement.

CoroLLAIRE 1. — Soient B e B(C). La réflexion sg permute entre elles les racines
positives non proportionnelles & B.
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On se raméne aussitét au cas ot R est réduit. Dans ce cas, notre assertion
résulte de (ii) et du fait que Ty, = {sg}.

COROLLAIRE 2, — Supposons R réduit. Soit w e« W, soit q la longueur de w par rapport
4 S (chap.IV,§1,n0l), ef soit w = s5,... s¢q une décomposition réduite de w. Soient
Oy - .y Olg les éléments de B(C) correspondant é sy,. . ., $q4. Posons:

0; = sgSg1 + v+ St1(0te), i=1, ..., q

Les racines 0y sont > 0, deux & deux distinctes, on a w(0;) < 0, et toute racine « >0
telle que w(o) < O est égale & l'une des 6.
Soit X I’ensemble des racines o >0 telles que w(«) <0. D’apreés (ii), on a

Card (X) = Card (Tyt) = I(w-1) = () =
D’autre part, si aeX, il est clair qu’il existe i e (1, ¢] tel que
Sit1 v . Sqla) > 0 et §i5141 « .- Sglo) < O,

D’apres le cor. 1, cela entraine s;11 . .. s4(a) == oy, d’o0 « = 6;. L’ensemble X
est donc contenu dans ’ensemble des 6;. Puisque Card (X) = g, ceci n’est
possible que si X est égal & Pensemble des 6;, et si ceux-ci sont deux & deux
distincts. D’on le corollaire.

COROLLAIRE 3. — Supposons R réduit. Il existe dans W un unique élément w, de
plus grande longueur. Sa longueur est égale au nombre des racines positives et wy, transforme

la chambre C en — C. On a w} = 1 et l{ww,) = l(w,) — I(w) pour tout weW.
Il est clair que — C est une chambre. II existe donc un unique élément w,
de W qui transforme C en — C. On a alors wy(«) < O pour toute racine posi-

tive « et les deux premieres assertions du cor. 3 sont des conséquences

immeédiates du cor. 2. On a w2(C) = C, d’od w? = 1. Enfin, si we W, la

longueur [(w) (resp. {{ww,)) est égale, d’aprés la prop. 17 (iii), au nombre
de murs séparant C et w(C) (resp. wwy(C) = — w(C)). Comme w(C)
et — w(C) sont de part et d’autre de n’importe quel mur, la somme
{(w) 4 l(ww,) est égale au nombre total de murs, c’est-a-dire & [(w,).

ProrosiTiON 18. — Soit x e V. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

i) xeC.

(ii) x 2= su(x) pour tout « e B(C) (au sens de la relation d’ordre définie
par Q).

(iii) x 2 w(x) pour tout we W,

Comme s,(x) = x — {x, «”>x et que C est ’ensemble des éléments xre 'V
tels que <{x, > 2 0 pour tout « € B(C), ’équivalence de (i) et (ii) est évidente.
D’autre part, il est clair que (iii) =~ (ii). Montrons que (i) = (iii). Soit
x e C, et soit w e W, Raisonnons par récurrence sur la longueur [(w) de w.
Le cas {(w) = 0 est trivial. Si [{(w) > 1, on peut écrire w sous la forme w = w'sy,
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avec «eB(C) et [(w') = {(w) — 1. On a alors
¥ —w(x) = v —w'(x) + w'(x —s4(x)).

L’hypothése de récurrence montre que x — »'(x) est positif. D’autre part,
on a
w' (x — 54(%)) = w(s,(x) —x) = — {x, «Dw(a).
Or s, & Ty, et la prop. 17, (ii) montre que w(«) < 0. D’ol le résultat.

COROLLAIRE. — Pour que x € G, il faut et il suffit que x > w(x) pour tout we W
tel que w # 1.

ProrositioN 19. — Soit (By)1<i<n une suite de racines positives pour la chambre G
telle que B1 + Ba + +-+ + By soit une racine. Il existe alors une permutation = e Sy

telle que, pour tout ie {1, 2, ..., n}, Brqy -+ Brzy + -+ + Brwp S0t une racine.
Raisonnons par récurrence sur n, la proposition étant évidente pour

n < 2. Posons B=28;+ .-+ +84. On a i (BB:) = (BIB) > 0, donc il

existe un indice £ tel que (B|Bx) > 0. Si 8 = By, on a n = 1 puisque B; > 0
pour tout . Sinon, B — By est une racine (n° 3, cor. du th. 1); il suffit alors

d’appliquer I’hypothése de récurrence a B —Pgp = X Bi.
T

CoroLLARE 1. — Soit e R (C). Pour que a & B(C), il faut et il suffit que o
soit somme de deux racines positives.
Si o est somme de deux racines positives, le th. 3 montre que « ¢ B(Q). Si

n

« ¢ B(C), le th. 3 montre que « = 3, By avec By e B(C) pour tout ket n > 2.

k=1 n—1

En permutant les Bz, on peut supposer que Y, By est une racine (prop. 19),
n—1 k=1

donc « est somme des racines positives Y, Bz et 8.

k=1
CoOROLLAIRE 2. — Soit ¢ une application de R dans un groupe commutatif T' possédant
les propriétés suivantes :

1) o(—a) = —o(x) pour aeR;

2) si aeR, BeR sont tels que o + PeR, on a o(a + B) = ¢(a) + ¢(B).
Soit Q le sous-groupe de V engendré par R. Alors ¢ se prolonge en un homomorphisme de
Q dans T,

Soit B une base de R. Soit ¢ Punique homomorphisme de Q dans I' qui
coincide avec o sur B. Il suffit de montrer que ¢(x) = ¢(«) quand o est une
racine positive pour B. On a « = 81 4 .-+ -+ P avec B;eB pour tout i,
et 81 4+ -+ + Bre R pour tout 4 (prop. 19). Montrons que (a) = ¢(«) par
récurrence sur m. C’est évident si m = 1. L’hypothese de récurrence donne

‘-I-’(Bl + e+ Bm_l) = ‘P(@l + o+ Bm—l):

et on a ¢(Bm) = ¢(Bm), d’olt Y(a) = ¢@(a), ce qui démontre le corollaire.
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Pour toute racine « = Y ngB de R, notons Y(«) Pensemble des § « B(C)
€B(C)
tels que ng # 0. Observons d’autre part que B(C) s’identifie & ’ensemble des

sommets du graphe du systtme de Coxeter formé par W(R) et les s,
(cf. chap. IV, § 1, n° 9 et chap. V, § 3, n° 2).

CoROLLAIRE 3. — a) Soit aeR. Alors Y(o) est une partie connexe de B(C)
(chap. IV, Annexe).
b) Soit Y une partie connexe non vide de B(C). Alors Y, B appartient a R.
fey

Pour prouver a), on peut supposer o positive. Raisonnons par récurrence
sur Card (Y(«)), 'assertion étant triviale si Card (Y (a))=1.D’aprés la prop. 19,
il existe B € B(C) tel que « — B e R. Soit p le plus grand entier > O tel que
y=a—pBeR. Comme y —BeR ety + p8eR, on a (y|B)#0 (prop. 9);
B est donc liée & au moins un élément de Y(v). Mais Y(a) = Y(y) u {B}, et
Y(y) est connexe d’aprés ’hypothése de récurrence. Donc Y («) est connexe, ce
qui prouve a).

Soit maintenant Y une partie connexe non vide de B(C) et montrons par

récurrence sur Card (Y) que X B est une racine. Le cas ot Card (Y)<1
€Y

8
est trivial. Supposons que Card (Y) >2. Comme X est une forét (chap.V,
§ 4, n° 8, prop. 8), Y est un arbre et posséde un sommet terminal 8 (chap. IV,
Annexe). L’ensemble Y — {8} est connexe, et un de ses éléments est lié a .

Vu Phypothése de récurrence, on a « = Y veR, et comme («|B) < 0,
on a bien « 4+ BeR (th. I). reT=igl C.Q.F.D.

7. Ensembles clos de racines

DEFINITION 4. — Soit P un sous-ensemble de R.

(1) On dit que P est clos si les conditions o e P, Be P, « + Be R impliquent
«+pBeP.

(i1) On dit que P est parabolique si P est clos et si Pu (— P) = R,

(iii) On dit que P est symétriqgue si P = — P.

Lemme 3. — Soient C une chambre de R et P un sous-ensemble clos de R contenant R ,(C)
(notation du n° 6). Soient T = B(C) n (—P), et Q Pensemble des racines combi-
naisons lindaires & coefficients entiers < O des éléments de Z. Alors P=R (C)u Q.

Il s’agit de montrer que Pn (—R,(C)) = Q. Soit —aeQ . Alors «
est somme de n éléments de Z. Montrons que — o« e P, par récurrence sur z.
C’est évident si n = 1. Si n > 1, on peut écrire, d’aprés la prop. 19 du n° 6,
x =B + yavec ye X et 8 somme de n — 1 éléments de 2. D’apres Phypothése
de récurrence, on a — B e P; comme — ye P et que P est clos,ona —aeP.
Donc Q ¢ P n (— R (C)). Réciproquement, soit — ae P n (— R_(C)}). Alors
« est somme de p éléments de B(C). Montrons que — a« € Q, par récurrence
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sur p. Cest évident si p = 1. Si p > 1, on peut écrire, d’aprés la prop. 19,
=0+ y avec yeB(C) et B racine somme de p — 1 éléments de B(C).
Comme — vy = + (—a) et que P est clos, on a — yeP, donc vyeX.
D’autre part, — 8 = vy + (— «) donc — B e P parce que P est clos. D’aprés

I'hypothése de récurrence, on a — e Q, donc —a = — B — ye@Q. Donc
Pn(—R,(C)ecQ.

ProposITION 20. — Soit P un sous-ensemble de R. Les conditions suivantes sont équi-
valentes : ‘

(i) P est parabolique;

(ii) P est clos et il existe une chambre C de R telle que P> R . (C);

(iii) 4l existe une chambre C de R et une partie T de B(C) telle que P soit la réunion
de R (C) et de Pensemble Q des racines combinaisons linéaires & coefficients entiers
< O des éléments de Z.

(ii) ==~ (ill) : ceci résulte du lemme 3.

(iii) =~ (i) : adoptons les hypothéses et les notations de (iii). Il est clair
que Pu(—P) = R. Soient «, feP tels que o« + BeR, et montrons que
x 4+ BeP. Clest évident si la racine « + P est positive. Supposons « + B

négative. On a donc « + B = Y n,y, avec n, < 0. Mais le coefficient de
YEB(C)
tout élément y de B(C) — X dans « ou @ est > 0; on a donc n, =0 si

vyeB(C) —~2, dot « +BeQcP.

(i) == (ii) : supposons P parabolique. Soit C une chambre telle que
Card (P n R, (C)) soit le plus grand possible. Soit « €« B(C) et supposons que
« ¢ P, donc que — a e P. Pour tout § € P n R (C), B est non proportionnel a «
(car I’hypothése B = 2o entrainerait « = 2a + (— ) & P puisque P est clos).
Donc 5,(8) e R, (C) (n° 6, cor. 1 de la prop. 17). Si on pose C' =s,(C), on a
donc B =+s,(5,(B)) € 5.(R.(C)) =R (C'). Ainsi, PnR,(C)cPn R (C'). Par
ailleurs, — a = s5,(a) € 5,(R,(C)) = R,(C'), donc —aePnR_(C'), donc
Card (PnR,(C")) > Card (PnR,(C)). Ceci est absurde, donc «eP. Donc
B(C) c P, et par suite R (C) c P d’apres la prop. 19 et le fait que P est clos.

COROLLAIRE 1, — Soit P un sous-ensemble de R. Les conditions suivanies sont équiva-
lentes :

(i) @l existe une chambre C telle que P = R (C);

(ii) P est clos, et {P, — P} est une partition de R.

La chambre G telle que P = R (C) est alors unique.

(1) = (ii) : ceci résulte du th. 3 (n°® 6).

(ii) == (i) : ceci résulte de limplication (i) ==~ (ii) de la prop. 20.
Si P = R,{Q), C est Pensemble des x* & V* tels que <x*, x> > 0 pour tout
xeP, d’olt Vunicité de C.

CoROLLAIRE 2. — Supposons V muni d’une structure d’espace vectoriel ordonné telle
que, pour cette structure, toute racine de R soit positive ou négative. Soit P Pensemble
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des racines positives pour cette structure. Alors il existe une chambre G de R et une seule
telle que P = R (C).

En effet, P vérifie la condition (ii) du cor. 1.
Ce corollaire s’applique en particulier lorsque 'ordre considéré est total, la
condition sur R étant alors automatiquement remplie. Rappelons qu’on obtient
par exemple un tel ordre en choisissant une base (¢;)1<i<» dans V et en prenant

sur V Pordre lexicographique, ol x = 3, e, est > 0 si tous les &; sont 0, ou si

;> 0 pour le plus petit indice ¢ tel qltle & # 0.

COROLLAIRE 3. — Pour qu’'une partie B de R soit une base de R, il faut et il suffit
que les conditions sutvantes soient remplies

(1) les éléments de B sont linéairement indépendants ;

(i) foute racine de R est combinaison lindaire d’éléments de B & coefficients tous
positifs ou tous négatifs;

(iii) toute racine de B est indivisible.

On sait déja que les conditions sont nécessaires (n° 5, th. 2, et n° 6, th. 3).
Supposons les conditions (i), (ii), (iii) vérifiées. Soit P ’ensemble des racines qui
sont combinaisons linéaires a4 coefficients > 0 des éléments de B. Puisque P
vérifie la condition (ii) du cor. 1, il existe une chambre G telle que P = R (C);
soit B’ = B(C), et solent X et X’ les cones convexes engendrés par B et B'.
On a

BcPcX et B cPcX/,

ce qui montre que X et X’ sont tous deux engendrés par P, donc coincident.
Mais les demi-droites engendrées par les éléments de B (resp. de B’) sont les
génératrices extrémales de X (resp. de X'); comme une telle demi-droite ne
contient qu’une seule racine indivisible, on a donc B = B'.

COROLLAIRE 4. — Soi¢nt B une base de R, B’ une partie de B, V' l¢ sous-espace vectoriel
de V engendré par B', et R’ = R n V', Alors B’ est une base du systéme de racines R'.
Ceci résulte aussitdt du cor. 3, et du cor. de la prop. 4.

On dit que R’ est le systéme de racines engendré par B'.

COROLLAIRE 3. — Suient B une base de R, Ay, Ag, ..., A, des parties de B deux
a deux orthogonales, et A = AjuAgu -+ UA,. Alors toute racine o qui est
combinaison lindaire d’éléments de A est déja combinaison linéaire des éléments d’un
des Aq. En particulier, si R est irréductible, il n’existe pas de partition de B(C) en deux
ensembles orthogonaux.

Soient Eq, ..., E;, E les sous-espaces vectoriels de V engendrés respecti-
vements par Aj, ..., Ar, A, Grace au cor. 4, on peut supposer que E =V,
Alors, d’aprés le th. 2 (vii) du n° 5, les E; sont stables par W(R), donc R est
réunion des R n E; (n® 2, prop. 5).
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COROLLAIRE 6. — Adoptons les hypothéses et les notations de la prop. 20. Soit Vi
le sous-espace vectoriel de 'V engendré par Z. AlorsPn (—P) = Qu (— Q)=VinR
est un systéme de racines dans Vi de base Z.

OnaPn(—P) = (R:(C)uQ)n (-~ Ry(O) v (— Q)= Qu (—Q).
Le th. 3 prouve que Q u (— Q )=V1nR. Enfin, Z est base du systéme de racines
VinR d’aprés le cor. 4.

Prorosrrion 21. — Soient C (resp. C') une chambre de R, X (resp. Z') une partie
de B(C) (resp. B(C")), Q (resp. Q') Pensemble des racines combinaisons linéaires &
coefficients entiers négatifs des éléments de Z (resp. Z'), et P = QuR_(C) (resp.
P = Q uR_(C). 5 existe un élément du groupe de Weyl transformant P en P’,
il existe un élément du groupe de Weyl transformant C en C! et Z en Z'.

On se rameéne aussitot au cas ot P = P'. Soit V; le sous-espace vectoriel de
V engendré par P n (— P). Alors 2 et 2’ sont deux bases du systéme de racines
R: = Pn (—P) dans V; (cor. 6 de la prop. 20). Il existe donc g1 € W(R;)
tel que g1(2) = Z'. 11 est clair que g; est induit par un élément g de W(R)

qui est un produit de symétries 5,, avec s € Z. Soit y = 3, ¢gB un élément de
BEBO)
P—R;. On a ¢g > 0 pour au moins un feB(C) —=. Dautre part, si

ce X, on a s,(y) — ye Vi, donc s4(y) admet au moins une coordonnée > 0
par rapport & B(C) (n° 1, formule (5)), d’ou s,(y) € R.(C) et finalement
se(v)eP —Rj;. Il en résulte que P —R; est stable par les s,, ceZ,
donc par g, et 'on a g(P)=7P. On est ainsi ramené a prouver la
proposition lorsque P =P’ et =2’ Dans ce cas, on a Q = Q’, donc
R(C)=P=Q=P=Q =R, (C), donc C=C' (cor. | de la prop. 20).

CoROLLAIRE. — Soient P, P’ deux sous-ensembles paraboliques de R transformés I'un
de Pautre par un élément du groupe de Wepl. S’il existe une chambre C de R telle que
R (C)cPet R (C)cP,omalP =P.

Ceci résulte du lemme 3 et de la prop. 21 puisque le seul élément de W(R)
transformant C en C est 1, cf. n°5, th. 2.

ProrositioN 22. — Soit P un sous-ensemble clos de R tel que Pn (— P) = @. I
existe alors une chambre G de R telle que P < R (C).

1) Compte tenu du cor. du th. 1, n° 3, les hypothéses a<P, feP,
(«|B) < 0 impliquent « + B eP.

2) Montrons qu’aucune somme o3 + - + ag(g = 1) d’éléments de P
n’est nulle. On procéde par récurrence sur ¢. L’assertion étant évidente pour
g=1, supposons ¢ = 2. Si a1+ .-+ + g =0, alors

— oy = w2 + -+ + ag,

donc (—ai|ag + -+« + ag) > 0, d’ott Pexistence d’un je[2,¢) tel que
(a1)as) < 0. D’aprés la partie 1) de la démonstration, on a «; + «;€P, et

la relation (1 4 2;) + X o; = O contredit I’hypothése de récurrence.
i#El,j
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3) Montrons qu’il existe un élément y non nul dans V tel que (y|«) > 0
pour tout a & P. Dans le cas contraire, le résultat de 1) prouverait qu’on peut
trouver une suite infinie o, «2, ... d’éléments de P tels que

Bi=o1 + -« + ;P

pour tout z; il existerait deux entiers distincts 7, j tels que B; = By, ce qui
contredirait le résultat de 2).

4) Pour démontrer la proposition, il suffit (cor. 2 de la prop. 20) de montrer
qu’il existe une base (ar)1<x<: de V telle que, pour la relation d’ordre lexi-
cographique définie par cette base, tout élément de P soit > 0. Procédons
par récurrence sur / = dim V, en supposant la proposition établie pour les
dimensions < I Soit ye Vtel que v # Oet (y|a) > O pour tout a e P (cf. 3)).
Soient L ’hyperplan orthogonal a v, et V' le sous-espace de L engendré par
R n L. Alors R n L est un systéme de racines dans V' et P n L est clos dans R n L.
D’aprés ’hypothése de récurrence, il existe une base (B, ..., 8,) de V' telle
que les éléments de P n L soient > 0 pour I'ordre lexicographique défini par
cette base, Alors toute base de V dont les // + 1 premiers éléments sont
¥, B1s Bss « - -, By et dont les €léments suivants sont dans L posseéde la propriété
requise.

Prorosrrion 23. — Soient P un sous-ensemble de R et Vi (resp. I') le sous-
espace vectoriel (vesp. le sous-groupe) de V engendré par P. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) P est clos et symétrique;

(i) P est clos, et P est un systéme de racines dans Vi;

(i) TaR =P. :

Supposons qu’il en soit ainsi. Pour tout o e P, soit o) la restriction de o & Vy.
Alors Dapplication «— o« est la bijection canonique du systéme de racines P
sur PY.

(ifi) = (i) : évident. :

(i) == (ii) : supposons P clos et symétrique. D’abord P vérifie (SR;)
dans Vj. Soient «, B e P, et montrons que s,(8) € P. Cest évident si « et 8
sont proportionnels. Sinon, on a 5,(8) = B — n(8, «)« et B — pa e R pour tout
entier rationnel p compris entre 0 et n(B, «) (prop. 9, n°® 3), donc

{3——71([3, “)MEP

puisque P est clos et symétrique. Ainsi, 5, ,y(P) = P, et P vérifie (SRy). 1l
est clair que P vérifie (SRyy). Donc P vérifie (ii), et on a en méme temps
prouvé la derniére assertion de la proposition.

(ii) === (iii) : supposons vérifiée la condition (ii), et prouvons que I' n R=P.
Ilest clairque PcI'nR. Soit BeI'n R. Puisque fe"et que P = — P,on a
B=o1 + ag + -++ - oy avec a1, ..., o € P. Nous allons prouver que B e P.



no 1.8. SYSTEMES DE RACINES 165

C’est évident si £ = 1. Raisonnons par récurrence sur £. On a

k

0 < (Bg) = 2 (Blas),

i=1

donc (B|e«;) > O pour un indice ¢. SiB = «;, ona P eP. Sinon,ona — o eR
(cor. du th. 1, n° 3), donc B — «; € P d’aprés hypothése de récurrence, donc
B e P puisque P est clos.

Les conditions de la prop. 23 peuvent étre réalisées avec Vi = V et pourtant P # R.
Par exemple, il peut arriver que R soit un systéme de type Gz et P un systéme de
type Ag; cf. planche X,

ProrposiTioN 24. — Soit R’ Dintersection de R avec un sous-espace vectoriel de 'V,
de sorte que R' est un systéeme de racines dans le sous-espace vectoriel V' gqu’il engendre
(cf. cor. de la prop. 4, n° 1). Soit B’ une base de R'.

(1) 11 existe une base de R contenant B'.

(ii) R’ est Pensemble des éléments de R qui sont combinaisons linéaires des éléments
de B'.

L’assertion (ii) est évidente. Prouvons (i). Soit (e1, €2, ..., &) une base
de V telle que B’ = (ep+1, 2p+2, ..., &1). L'ordre lexicographique sur V cor-
respondant a cette base définit une chambre G de R. Il est clair que tout
élément de B’ est minimal dans R_(C). Donc B’ ¢ B(C).

8. Plus grande racine

ProrosiTioN 25. — Supposons R irréductible. Soit C une chambre de R, et soit
B(Q) = {o1, ..., 4} la base correspondante.

! [
(i) Il existe une racine & = X, myoy telle que, pour toute racine Y, peoi, on ait
i=1 i=1
ny = p1, ne = pa, ..., mp = p1. En dautres termes, R posséde un plus grand élément
a pour la relation d’ordre définie par C.

(ii) OnaaeC.

(i) On a (&|a) = («'|a') pour toute racine o'.

(iv) Pour toute racine positive o' non proportionnelle ¢ &, on a n(o’, &) = 0 ou 1.

! !
1) Soient « = X mxy, 8 = X pix; deux racines maximales pour 1'ordre
i=1 i=1
défini par C. On va prouver que o = §, ce qui établira (i}.

2) Sion avait («]a;) <O pour un indice ¢, on en déduirait que « + ;e R
ou o« = — o (cor. du th. 1, n° 3), et ces deux éventualités sont absurdes
d’aprés la maximalité de «. Donc (af«;) > 0 pour tout i.

3) Sie <0,0naa« < —a, ce qui est absurde. Donc n; > 0 pour tout 1.
Soit J Pensemble des ¢ tels que n; > 0, et J' le complémentaire de J dans
{1, 2, ...,1}.OnaJ # @. SiJ' était non vide, il existerait un i eJ et un
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i'e]J’ tels que (s}oy) < O (cor. 5 de la prop. 20, n® 7); on aurait

(#ew) = X nofoufar) < 0
€]
puisque (aj|ax) < O quels que soient j et & distincts, et ceci contredirait 2).
Donc J' = @ et n; > 0 pour tout i.
4) On a (Bla;) = O pour tout ¢ d’aprés 2). On ne peut avoir (Blag) = 0
pour tout ¢ puisque B # 0. On conclut alors de 3) que

(@lo) = X m(Blas) > 0.
Siy=a—peR,onaa>pouf >a(th 3, n°6), ce qui contredit la
maximalité de « et . Donc o = B (cor. du th. 1, n° 3).

5) D’apres 2), on a &eC. Soit o’ eR, et prouvons que («']a') < (&&).
Puisque C est un domaine fondamental pour W(R), on peut supposer que
«'eC.Ona&—a > 0,donc (&— «'|x) > O pour tout x e C. En particulier
(G—dla) 20 et (a—a'|e’) 20, dou (&a) > («'|&) = (o/|«'). Donc
n(a'y &) vaut 0 ou 1 ou — 1 (prop. 8, n° 3) si «’ est non proportionnel a & Si
o' >0, 0n a (&«) >0 d’apres 2), donc n(«', &) >0, donc n(«, &) vaut 0 ou L.

C.Q.F.D.

Remarque. — On dit que la racine

& = 2 4004
de (i) est la plus grande racine de R (vis-a-vis de C). On notera que, d’apres (i),
on a n; > 1 pour tout .

9. Poids, poids radiciels

Soit { = dim V. On note Q (R) le sous-groupe de V engendré par R; les
éléments de Q (R) s’appellent les poids radiciels de R. D’apres le th. 3 du n° 6,
Q (R) est un sous-groupe discret de rang [ de V, et toute base de R est une
base de Q (R).

De méme, le groupe Q (RY) est un sous-groupe discret de rang [ de V*,

PropoSITION 26. — L'ensemble des x € V tels que {x, y*> e Z pour tout y* € Q (RY)
(ou, ce qui revient au méme, pour tout y* & RY) est un sous-groupe discret G de V conte-
nant Q (R). Si B’ est une base de R, la base duale de B' dans V est une base de G.

Soit xe V. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) <x,9*>eZ pour tout y* e Q(RY);

(ii) <x,y*>eZ pour tout y*eB’;

(iil) les coordonnées de x par rapport & la base duale de B’ sont dans Z.
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On en conclut que la base duale de B’ est une base de G. D’autre part,
(SRyy) prouve que Re G, d’od Q(R) cG.

Le groupe G de la prop. 26 se note P(R), et ses éléments s’appellent les poids
de R. On peut considérer aussi le groupe P(RY) des poids de RY.

D’aprés Alg., chap. VII, 2¢ éd., § 4, n° 8, les groupes
PR)/QR), PRY)/Q(RY)

sont des groupes finis en dualité sur Q /Z, donc isomorphes. L’ordre commun
de ces deux groupes s’appelle U'indice de connexion de R (ou de RY).

Si R est somme directe de systemes de racines Ry, le groupe Q (R) (resp.
P(R)) s’identifie canoniquement & la somme directe des Q (R;) (resp. P(R;)).

ProrositioN 27. — Sotent Ry une partie de R, Q 1 le sous-groupe de Q (R) engendré
par Ry, et Wy le sous-groupe de W(R) engendré par les s, (a € R1). S peP(R) et
weWi, on a p— w(p)eQ;.

Siw=s,avecaeRj, ona

p—w(p) = <{p,e>aeZacQ,.

Siw =548y ... 5, avec a1, ..., areRy, on a donc encore p — w(p) e Q1
comme on le voit par récurrence sur 7.

Le groupe A(R) laisse invariants P(R) et Q (R), donc opére dans le groupe
quotient P(R)/Q (R). D’apres la prop. 27, le groupe W(R) opére trivia-
lement dans P(R)/Q (R). Par passage au quotient, on voit que le groupe quotient
AR)/W(R) (cf. prop. 16, n° 5) opére canoniquement dans P(R)/Q (R).

10. Poids fondamentaux, poids dominants

Supposons R 7éduit. Soit G une chambre de R, et soit B la base de R corres-
pondante. Comme R est réduit, BY = {a"},¢p est une base de RY. La base
duale (@,)qep de BY est donc une base du groupe des poids; ses éléments
s'appellent les poids fondamentaux (relativement & B, ou 4 C); lorsque les élé-
ments de B sont numérotés (ay, ..., @), on note (&3, ..., ®;) les poids fonda-
mentaux correspondants.

Soit x € V. Pour que xeC, il faut et il suffit que <x, «”)> > 0 pour tout
o eB. Il s’ensuit que C est I’ensemble des combinaisons linéaires des @, a
coefficients > 0, et C Pensemble des combinaisons linéaires des ®, a coeffi-
cients = 0.

Les éléments n(a, B)=<a, 3> de la matrice de Cartan sont, pour « fixé,
les coordonnées de « par rapport & la base (@g)ges:

(14) «= 2 n(«,B)@g.

BEB
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La matrice de Cartan est donc la transposée de la matrice de linjection
canonique

Q (R) - P(R)

par rapport aux bases B et (®,)qep des Z-modules Q (R) et P(R).

Un poids @ est dit dominant s’il appartient 3 G, autrement dit si ses coor-
données par rapport & (@,),ep sont des entiers > 0, ou encore si g(B) < B
pour tout g € W(R) (n° 6, prop. 18). Puisque C est un domaine fondamental
pour W(R) (th. 2), il existe, pour tout poids @, un poids dominant &' et un seul
tel que @' soit transformé de ® par W(R).

On a

VS = (@,-22 ) = &
{Ba B> (%1({3“3)) 2

pour «, BeB (8,3 désignant le symbole de Kronecker), d’ou

1

(15) p(@a) = Ba—3gf et (BfB) = 5 (BIR)3sg.

Autrement dit, @, est orthogonal & B pour B # «, et sa projection orthogonale sur R

—_— . T —
est -é—oc. Puisque ©, e C, on a (@,|@g) > 0 pour «, 8 B, i.e. 'angle (@,, @)
est aigu ou droit. Les poids dominants sont les @ eV tels que 2(m|a)/(a|x)
soit un entier > 0 pour tout «eB.

ProrosiTiON 28. — Soient B une base de R, B’ une partie de B, V' le sous-espace
vectoriel de V engendré par B', R' =R n' V' (qui est un systéme de racines dans V'),
R le systéme de racines inverse (qui s’identific & [image canonique de R’ dans RY),
Vi Porthogonal de R™ dans V, et p le projecteur de V sur V' parallélement a Vi.
dlors, Q(R') = Q(R) n V', P(R') = p(P(R)). L'ensemble des poids dominants
de R’ est I'image par p de Uensemble des poids dominants de R.
En effet, Q (R) est le sous-groupe de V de base B, Q (R') est le sous-groupe
de V de base B’ (n° 7, cor. 4 de la prop. 20) d’or aussitét Q (R) =Q (R) n V',
SimeP(R)etxeR’,ona {p(®), a") = (@, «”> e Z, donc p(w) e P(R'), donc
p(PR)) cP(R’). Si &' e P(R'), ®' se prolonge en une forme linéaire & sur V*
nulle sur (B—B")Y; on a (&, «">eZ pour tout « eB, donc meP(R), et
"= p(®); donc PR')«p(P(R)). Ainsi P(R') = p(P(R)), et I'assertion
relative aux poids dominants se démontre de la méme fagon.

Proposition 29. — Soit p la demi-somme des racines > O.
(i) On a o = X G, cest un élément de C.

aEB
(i) s,(p) = p — « pour tout «eB.

(iil) On a (2p|a) = («|a) pour tout o < B.
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Comme R est réduit, on a 5,(R (C) — {a}) = R (C) — {a} et sy(a) = —«
pour aeB (n° 6, cor. 1 de la prop. 17), d’oll 5,(2p) = 2p — 2«. Comme
sa(p) = p — <p, &) «, on voit que

oy =1=( 3 wga".
8€B
Doty ¢ = 3 @g, et par suite pe C. Enfin (iii) équivaut a (p, «¥) = L.
]
COROLLAIRE. — Soit 6 la demi-somme des éléments >0 de RY (pour BY). Pour tout

o€V, la somme des coordonnées de o par rapport 4 la base B est {«, 6>, Si x € R, cette

somme est aussi égale a L > n(«B).
2 geR0

Echangeant les roles de R et RY dans ce qui précede, on a (a, 6> = 1
pour tout «eB, d’ol le corollaire.

11. Transformation de Coxeter

Soit € une chambre de R, soit {«1, ..., ¢;} la base de R correspondante, et
$OIt ¢ = 54, . . . 84, L’élément ¢ de W s’appelle la transformation de Coxeter de W
définie par C et la bijection { — o; (chap. V,§ 6,n° 1). Son ordre 4 est appelé
le nombre de Coxeter de W (ou de R).

Prorosrrion 30. — Supposons R irréductible. Soit m un entier compris entre 1 et h—1,

et étranger a h. Alors exp(2—zl723@) est une valeur propre de ¢ de multiplicité 1.

(En particulier, m est un exposant de W, cf. chap. V, § 6, n° 2).
Démontrons d’abord un lemme:

Lemme 3. — Pour tout w e W, le polyndme caractéristique de w est a coefficients entiers.
On sait (n°6, th. 3) que le sous-groupe Q (R) de V engendré par R a pour
base {x1, ..., oz}, Comme w laisse stable Q (R), sa matrice par rapport a

{e1, ..., a1} est & coeflicients entiers; il en est donc de méme de son polynéme
caractéristique.

Soit P le polynéme caractéristique de ¢. Le lemme ci-dessus montre que les
coefficients de P sont entiers. D’aprés le chap. V, § 6, n° 2, cor. 2 de la prop. 3,
la racine primitive A-éme de lunité z = exp(%t) est une racine simple
de P. Tout comjugué de z sur Q est donc aussi racine simple de P. Mais on
sait (*) que toutes les racines primitives k-émes de ’'unité sont conjuguées sur Q.
Elles sont donc toutes racines simples de P, ce qui démontre la proposition.

ProrosiTIiON 31. — Supposons R irréductible et réduit, et soit B = nixy+ -+ + mey
la plus grande racine de R (cf. n° 8). Onaalorsny + -+ +n=h— 1.

(*) Ce résultat figurera dans un chapitre d’Alg. comm. en préparation. En attendant, le lecteur pourra
se reporter & D. HiLBeERT, Die Theorie der algebraischen Zahlkérper, § 97 (Gesamm. Abh., 1, p. 63-363).
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Soit R, I’ensemble des racines positives relativement 2 C. On a (n° 10,
cor. de la prop. 29):

mt - tm—g 3 a3

aER+

— 1 - («lB)
=14 = =1 .
+ 2 aem,a;&ﬂn(ﬁ’ ) + aen§a¢6 (o] x)

D’aprés le n° 8, prop. 25 (iv), on a, pour e e R, et o # B, n(e, p) = O ou 1,
donc n(«, B)2 = n(a, B), c’est-a-dire 4(o]B)? _ 2(olB) D’ou:

(Blp)2  (8lB)
Mmoo tmtl=2+2 3 —L—“B

aer, ax B (B|B)(«|a) )
— _(@B)?  _
2 2B e PR

D’aprés le chap. V, § 6, n° 2, cor. du th. 1, on a

(g™

aeR I

" " =18)2 = h(glp)

dott ny + -+ Fn; + 1= 4.

ProrosiTiON 32. — Supposons que R soit irréductible, et que toutes les racines aient
méme longueur. Soit o € R. Le nombre d’éléments de R non orthogonaux & o est 4h— 6.

Soit R’ I’ensemble des racines non proportionnelles et non orthogonales a «.
D’aprés le chap. V, § 6, n® 2, cor. du th. 1, on a

({0 + (=) + 3 (1) = hal)?
c’est-a-dire

%va=w~mmwz

Si BeR/, on a («B) = (a)r) d’apres la liste du n® 3. Donc

?
?CardR’=h—2, Card R’ = 4h — 8,

et le nombre de racines non orthogonales & « est Card R’ 4 2 = 44 — 6.

Prorosition 33. — Supposons R irréductible et réduit. Posons s,, = si, et soit T'
le sous-groupe de W engendré par ¢ = s1.. .51

(1) Soit 0; = sys1-1. . .541(g) G =1, ..., [). On a 0; > 0, ¢(8;) < O.

(ii) 8% o est une racine > O telle que c(x) <O, « est égale a P'une des 9;.

(iii) La famille (0;)1<i<1 est une base de Q (R).

(iv) Soit Qi Porbite de 0; pour T'. Les ensembles Q; sont deux & deux disjoints,
constituent toutes les orbites de 1" dans R, et ont chacun h éléments.
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Observons d’abord que (s1,...,5;) est une décomposition réduite de ¢ (chap. IV,
§ 1, n° 1) par rapport & ensemble S des s;. En effet, sinon, il existerait une
partie X =8 — {j} a /—1 éléments de S telle que ¢ € Wy ; on aurait.alors
s;€ Wy, ce qui contredirait le cor. 2 de la prop. 7 du chap. IV, § 1, n° 8.

En appliquant 4 ¢ = s1... 57 le cor. 2 de la prop. 17 du n° 6, on obtient
les assertions (i) et (ii).

Soit QO le sous~-groupe de Q (R) engendré par les a4, j > 4. On vérifie
immédiatement que Q est stable par les s;, j > ¢, et que s3(e) = o; mod. Q
pour j > i. On a donc:

91; =87 ... S¢+1(oc¢) = o mod. Qz.

En d’autres termes, il existe des entiers ¢ tels que:

0; = o; + 2 Cijoq.

Jj>i

D’ou aussitdt (iii). h—1
Enfin, soit « une racine. L’élément X, ¢%(«) est invariant par ¢, donc nul

k=0

(chap. V, § 6, n° 2). Les c%(«) ne peuvent donc pas étre toutes de méme signe,
et il existe un £ tel que ¢¥(a) > O et ¢¥*1(a) < 0. D’apreés (ii), c¥(«) est 'un
des 6;. Donc toute orbite de I' dans R est 'une des Q;. Prolongeons alors
(x| ») en une forme hermitienne sur V® C. D’aprés la Remarque du chap. V,
2ir

6, n° 2, il existe un élément ze V@ C tel que ¢(z) = ex
q P A

(v]z) # O pour tout yeR. Si c?(2) = «, on a

)z et que

(elo) = (&lev(e) = (2(2)|o) = exp(—2EL) g]),

d’ott exp(:fli—np) =1, et p =0 mod. s Cela prouve que l'orbite de «
possede % éléments. D’apres le th. 1 (ii) du chap. V, § 6, n° 2, le nombre total

d’orbites de I" dans R est donc %l = [. Il en résulte que les Q; sont deux a deux

disjointes, ce qui achéve de prouver (iv).

12. Forme bilinéaire canonique
On a vu (n° I, prop. 3) que la forme bilinéaire symétrique
(5 9) —=By(%,2) = 2 <o, x> ¥, 5
2ER
sur V est non dégénérée et invariante par A(R). Echangeant les rdles de R et R, on voit que la

forme bilinéaire symétrique (¥*, y*) —s Bpv (2%, y*)= 2 ety %) oty y*) sur V* est non
dégénérée et invariante par A(R). a€R
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La forme inverse de Bgv (resp. By) sur V (resp. V*) sera appelée la forme bilinéaire cano-
nique sur V (resp. V*) et notée @, (resp. ®yv). Elle est non dégénérée et invariante par A(R).

Soit ¢ I'isomorphisme de V sur V* défini par Byv. On a, pour xeV et yeV:
Pp(9) = By (0(), 0(5) = 2 <o) < 0(1)).

Mais (&, 6(x)> = Bpe(a(®), o(%)) = Dy(«, x). D’ott

(16) Dplx, 3) = 2 Dpla, (e, 3).

a€R
Compte tenu de la prop. 7 du n° 2, @y, est la seule forme bilinéaire symétrique invariante par

W(R) et non nulle qui vérifie 'identité (16).
Pour feR, (16) donne

= 3 OB = (8 B° 3 n(a,p)’
a€R ¢ ER

d’ou
(17) 4DB, B = X nlx B)%
a€R
Par ailleurs, d’aprés le lemme 2 dun® 1, on a, pour ¥, ye V :
2a
X, () , )@ ’
s ) = B Onlg gy My
=4 X Opla, 5)Pq(w, »)Pgla, @)
a€R

Si R est irréductible, il existe donc une constante y(R) > 0 telle que

(18) Y Ogla, )Pyl ) DPpla, )% = y(R)Dg(x,2).

“e€R

Par définition de y(R), on a By(x, 3) = 4y(R)®g(x, ), donc
Dy (5%, 5%) = (47(R))'Bye (%, »%)

pour x*, y* e V*, Ceci prouve d’abord que y(R) = y(RY). D’autre part, pour feR,
Oy (87, 8Y) = (y(R) ™ T (B, >
ae
1 g Opla, B)a
= +(R)?! R
Y Bt B
soit, d’aprés (16)
Oge (B, BY) = Y(R) "D (8, B) "Dy (8, B)

ou finalement

(19) Dy (B, BYDrv (BY, BY) = y(R) .

Si en outre toutes les racines de R ont la méme longueur A pour @, (16) et (18) montrent
que

(20) y®) = A7
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De plus, si % est le nombre de Coxeter de W, le cor. du th. 1 du chap. V, § 6, n° 2 montre que :
WDy (x, %) = > D (x, 1)2 pour tout xe V.
a€R A

En comparant avec (16), on en déduit :
(21) A=k et y(R) =R

Enfin, la formule (19) montre que les racines de RY ont la longueur A pour @py.

§ 2. Groupe de Weyl affine

Dans ce paragraphe (n° 5 excepté), on désigne par R un systéme de racines
réduit dans un espace vectoriel réel V. On désigne par W le groupe de Weyl
de R; on lidentifie 4 un groupe d’automorphismes du dual V* de V
(§ 1, no 1), et Pon munit V* d’un produit scalaire invariant par W.
Soit E V’espace affine sous-jacent & V*; pour v e V*, on désigne par () la
translation de E de vecteur ». Enfin, on désigne par P (resp. Q ) le groupe des
translations ¢(v) dont le vecteur » appartient au groupe des poids P(RY) (resp.
au groupe des poids radiciels Q (RY)) du syst¢me de racines R inverse de R.

1. Groupe de Weyl affine.
Pour «eR et keZ, soit L, x 'hyperplan de E défini par:
Ly = {xeE|{a, x) =k}
et soit s, r la réflexion orthogonale par rapport a Ly, . On a:
S, k(%) = x — (Kay x> — k)" = 54 o(%) + ko
pour tout x € E. Autrement dit, on a:
(1) So, & = t(ka”) o 54,

ol s, est la réflexion orthogonale par rapport a4 ’'hyperplan L, = L,,, c’est-
a-dire la réflexion associée a la racine «.
La formule (1) montre que s, ne dépend pas du produit scalaire choisi.

DeriNtTioN 1. — On appelle groupe de Weyl affine du systéme de racines R et on note
We(R) (ou simplement W) le groupe de transformations affines de E engendré par les
réflexions s, x pour aeR et keZ.

ProrosiTiON 1. — Le groupe W est produit semi-direct de W par Q) .
Comme W est engendré par les réflexions s,, il est contenu dans Wy,
D’autre part, on a ¢(o”) = 5,1 o 5, si « € R, ce qui montre que Q c Wy,
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Comme W laisse stable Q (RY) (§ 1, n°9), le groupe de transformations
affines G engendré par W et Q est le produit semi-direct de W par Q. On a
Gc W, d’aprés ce qui précéde et s, e G quels que soient aeR et kel
d’aprés (1). On en conclut que W, = G.

ProrosITION 2. — Le groupe W o, muni de la topologie discréte, opére proprement sur E
et permute entre eux les hyperplans Loy (pour ceR et ke Z). .

Comme Q(RY) est un sous-groupe discret de V*, le groupe Q opére
proprement sur E. Il en est donc de méme de W, =W.Q, puisque W est fini.
De plus, on a, pour «, fesR et keZ:

sg(Lax) = Ly x avec vy = sg(«) eR
t(BV) (La,k) = La,k+n(a, By

ol n(a, B) = {BY, «)> est un entier, d’out la deuxiéme assertion.

On peut donc appliquer & W, opérant sur E les résultats du chapitre V, § 3.
Pour éviter toute confusion avec les chambres du groupe de Weyl W dans V*,
nous appellerons alcdves les chambres déterminées par le systéme des hyperplans
L,x (pour «eR et keZ) dans E. Le groupe W, opére donc de fagon simplement
transitive sur l’ensemble des alcbves et I’ adhérence d’une alcéve est un domaine fondamental
pour Wy, opérant sur E (chap. V, § 3, n° 2, th. 1 et n° 3, th. 2). Il est clair que
le groupe de Weyl W s’identifie & 'image canonique U(W,) de W, dansle
groupe orthogonal de V* (cf. chap. V, § 3, n° 6). Il en résulte que W, est
essentiel (chap.V, § 3, n° 7) et que W, est irréductible si et seulement si le systéme
de racines R T’est (§ 1, n®2, cor. de la prop. 5). Si R est irréductible, chaque
alcbve est un simplexe ouvert (chap. V, § 3, n° 9, prop. 8). Dans le cas général,
la décomposition canonique de I’espace affine E en produit (chap. V, § 3,
n° 8) correspond a la décomposition de R en composants irréductibles. En
particulier, les alcoves sont des produits de simplexes ouverts.

Notons encore que le cor. du th. 1 du chap. V, § 3, n° 2 montre que les s,
sont les seules réflexions appartenant & W,.

2. Poids et points spéciaux

ProrosiTioN 3. — Les points spéciaux (chap. V, § 3, n° 10, déf. 1) de W, sont
les poids de RY.

Soit xoe E et soit « e R. L’hyperplan L parallele & Ker o et passant
par xo a pour équation {«, ¥) = {«, x0». Pour qu’il soit égal a Lgpg, il
faut d’une part que o et  soient proportionnelles, ou encore, puisque R est
réduit, que B = + «, et d’autre part que <a, xo) soit entier. On en déduit
aussitdt que xo est un point spécial de Wy, si et seulement si {«, x0) € Z pour
tout « e R, c’est-a-dire si et seulement si xoe P(RY) (§ 1, n° 9).

CoroLLAIRE. — (i) 8i @ e P(RY), il existe une alcive G telle que © soit point
extrémal de C.
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(ii) St C est une alcdve, G n Q (RY) se réduit & un point et ce point est point extré-
mal de C.

Cela résulte de la prop. 3, compte tenu du cor. de la prop. 11 du chap. V,
§ 3, n° 10 et de la prop. 12 du chap. V, § 3, n° 10.

ProrosiTioN 4. — Soit C' une chambre de RY.
(i) 1l existe une alcéve C et une seule contenue dans C' et telle que 0 e C.
(ii) La réunion des w(C) pour we W est un voisinage de O dans E.
(i) Tout mur de C' est un mur de C.

Cela résulte de la prop. 11 du chap. V, § 3, no 10.
Supposons maintenant R irréductible. Soit (e4)ser une base de R (§ 1, no 5,
déf. 3), et soit (@;)ier la base duale. Les m; sont les poids fondamentaux de RY
pour la chambre C' de RY correspondant & la base (o;). Soit
&= 3 njw
i€l

la plus grande racine de R (§ 1, n° 8), et soit J 'ensemble des i eI tels que
n; = 1.

ProrosiTiON 5. — Soit C Palcbve contenue dans C' a laquelle O est adhérent (prop. 4).

(1) Cest Pensemble des x e E tels que oz, x> > O pour tout i e 1 et que (&, x) < 1.

(ii) L’ensemble C n P(RY) se compose de O et des @; pour i e J.

Soit D I’ensemble des xe E tels que (& x» < 1 et posons C; = C' nD.
Comme 0e C, on a Cc D, d’ott Cc C;. Nous allons montrer que, pour tout
aeR et tout ke Z, les ensembles G et C; sont du méme c6té de ’hyperplan
L,, . Ceci prouvera que Gj ¢ G et établira I’assertion (i). Si & = 0, la chambre
C’ est toute entiére d’'un méme codté de Ly o, ce qui établit notre assertion dans
ce cas. Si £ # 0, on peut, quitte & changer « en — «, supposer que £ > 0.
On a alors <z, x> < & sur C, puisque 0 e C. D’autre part, & — « est positive
sur G’ (§ 1, n° 8, prop. 25). Pour ye C1, on a donc <a, y> < (&, ¥> <1 < £
Par suite, C et Cy sont bien du méme coté de L, ¢.

Soit maintenant @e P(RY). On a @ = ) pi&;, avec pyeZ (§ 1, no 10).

p— 13
Pour que me C, il faut et il suffit que les entiers p; soient tous positifs. Si
we C/, pour que @ e C il faut et il suffit que (&, @)= X ngp; soit <1, d’ou (ii).
i
COROLLAIRE. — L’alcéve C est un simplexe ouvert de sommeis O et les @yfn;, 1 e 1.
Cela résulte de (i).

3. Le normalisateur de W,

Dans ce n°, nous supposons le produit scalaire choisi sur V invariant non seule-
ment par W, mais par le groupe A(R) tout entier. Nous identifierons A(R) et
A(RY).
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Soit G le normalisateur de W, dans le groupe des déplacements de I’espace
affine euclidien E. Si g est un déplacement de E, et 5 la réflexion orthogonale
par rapport a un hyperplan L, le déplacement gsg—! est la réflexion orthogonale
par rapport a ’hyperplan g(L). Il en résulte que G est Pensemble des dépla-
cements de E qui permutent entre eux les hyperplans L, (pour xe R et
kel).

Or, le groupe des automorphismes de E est le produit semi-direct du groupe
orthogonal U de V* et du groupe T des translations. Si ue U et ve V¥, le
transformé de '’hyperplan L, par g = u o t(v) est '’hyperplan défini par
I’équation

SuHa), 25 =k + Lo, 0).

Par suite, on a ge G si et seulement si d’une part *z permute entre elles les
racines, c’est-a-dire appartient & A(R), d’autre part <{«,v)>eZ pour tout
a e R, C’est-a-dire si v € P(RY). Autrement dit, le groupe G est produit semi-direct
de A(R) par P. Comme Q <P et Wc A(R), on voit que le groupe quotient
G/W, est produit semi-direct de A(R)|W par P(RY)/Q (RY); 'action correspon-
dante de A(R)/W sur P(RY)/Q(RY) est laction canonique (§ 1, n° 9),
comme on le vérifie immédiatement.

Nous désignerons par Wy le sous-groupe de G produit semi-direct de W par P.

C’est un sous-groupe distingué de G, et G/Wj est canoniquement isomorphe &
A(R)/W; de plus, Papplication canonique de P(RY) dans Wg/W, donne par
passage au quotient un isomorphisme de P(RY)/Q (RY) sur Wg/W,.
Soit maintenant C une alcdve de E, et soit Gg le sous-groupe formé des élé-
ments ge G tels que g(C) = C. Comme W, est simplement transitif sur les
alcodves, le groupe G est produit semi-direct de Gg et de W . L’isomorphisme corres-
pondant de G/W, sur G¢ fournit en particulier un isomorphisme canonique
de P(RY)/Q (RY) sur le groupe I'c = Ggn Wg.

Supposons que R soit irréductible, et reprenons les notations de la prop. 5
du n° 2. Posons Rg = R, et soit R; (i € I} le systéme de racines engendré par les
as, pour j # ¢ Pour ¢ = 0 (resp. ¢ el), soit w; I'unique élément de W(Ry)
(identifié & un sous-groupe de W) qui transforme les racines positives de R;
relativement a la base (x;)s%¢ en racines négatives (§ 1, n° 6, cor. 3 de la

prop. 17).

ProrosiTioN 6. — Pour tout i €], Pélément vi = t(®;)wgwo appartient & Tg et
Uapplication i ——= 4 est une bijection de J sur T — {1}.
Remarquons tout d’abord que la racine w;(a) est de la forme

ni% Z bigeg,
J#Al

donc est positive.
Montrons que, si ieJ, on a y;eT'c. Soient en effet ae C et b = v;(a).
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Pour 1 € j<letj#i ona:

(2) (b, agy = (@ + wiwo(a), az)
= <wo(a),w¢(a1)> >0

puisque wo(a) e — O’ et que w;i(oy) est négative. D’autre part, on a:
(3) by ay =1 4 (wola), wi(ws) > > 1 4+ <{wo(a), &> >0

puisque wo(a) e — C’, que & — w;i(«;) prend des valeurs négatives sur — C/
et que <wo(a), &> > — 1. Enfin, on a:

(4) (b, &y = ng 4+ {wo(a), wi(2)> = 1 4 <wola), wi(d))> < 1

puisque wo(a) e — C' et que w;(&) est une racine positive. Les relations (2),
(3) et (4) entrainent alors que b e G, d’olt y; & I'i.. Il est clair que 'application
i —> vy est injective, puisque v;(0) = ®4. Enfin, soit ye g, avec v #1 et
posons v ={w, avec teP et weW. On a ¢t 1 puisque I'¢nW = {1}.
D’autre part, on a #(0) = v(0)eCnP(RY) et la prop. 5 entraine qu’il
existe i e J tel que ¢(0) =®;. On a alors y7ly(0) =0, d’ott v = y; puisque
FenW = {1}. Ceci achéve la démonstration.

COROLLAIRE, — Les (B;);ey forment un systéme de représentants dans P(RY) des
éléments non nuls de P(RY)/Q (RY).

En effet, si Pon identifie I'g a P(RY)/Q (RY), I’élément v; est transformé
en la classe de @; mod. Q (RY).

Remarques, — 1) L’application y +—— y(0) est une bijection de T'; sur
Cn P(RY).

2) Le groupe G est aussi le normalisateur de W, dans le groupe des auto-
morphismes de E muni seulement de sa structure affine (cf. exerc. 3).

4, Application : ordre du groupe de Weyl

Lemme 1. — Sotent X un espace localement compact dénombrable a Pinfini, G un groupe
discret opérant contindiment et proprement dans X,.p. une mesure = 0 sur X invariante
par G, G’ un sous-groupe de G, U et U’ deux parties ouvertes de X de mesures finies
# 0. On suppose que les sU pour se G (resp. les s'U’ pour s'e G’) sont deux a
deux disjoints et que leur réunion est de complémentaire négligeable. Alors G’ est d’indice
St dans G et Pon a (G:G') == u(U")/u(U).
Soit (s53)5ea une famille de représentants des classes & droite de G suivant
G’. Soit Uy la réunion des 5;U. Alors les s'Uy, pour s' € G/, sont deux a deux

disjoints et de réunion M = U sU. Soit M’ = |J s'U’. La réunion de U’

SEG s'eG’

(resp. Ujy) et d’une partie convenable de X — M’ (resp. X — M) est un
domaine fondamental, évidemment p-mesurable, pour G'. D’aprés Intégr.,
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chap. VII, § 2, n° 10, cor. du th. 4, on a p(U') = u(U;). Ceci prouve que
Card A = (G:G’) est fini, et que w(U’) = (Card A)u(U).

ProrosrtioN 7. — Supposons R irréductible. Soient B = {a1, ..., o1} une base de R,
S Uindice de connexion de R (§ 1, n® 9) et & = myaz + -+ + moy la plus grande
racine de R (pour Lordre défini par B). Alors Pordre de W est égal a

(INmng ... nfe

Soit (®1, ..., m;) labase de P(RY) duale de B. D’aprésle cor. de la prop. 5,
le simplexe ouvert C de sommets 0, n7 '@y, ..., n7 '@; est une alcdve de E.
Choisissons une mesure de Haar y sur le groupe additif V*. Soit A I’ensemble
des éléments de V* de la forme £1m1 + - + &y, avec 0 < & < | pour
i=1, ..., L Daprés le cor. 2 de la prop. 15 de Intégr., chap. VII, § 1, n° 10,
on a:

(5) w(A)u(C) = ([ Ymnz ... ny.
Soit d’autre part A’ ’ensemble des éléments de V* de la forme
Elazl + o+ 51“73

avec 0 < & < 1 pour i =1, ..., . Comme («y, ..., &) est une base du

Z-module Q(RY), on peut appliquer le lemme 1 avec X = V* G = Wy,
G =Q, U=0C et U =A'". On obtient:

6 w(A)/0(C) = (Wq: Q) = Card W,

Enfin, on peut appliquer une autre fois le lemme 1, en prenant X=V*,
G=P, G =Q, U=Ac¢et U =A'" On obtient:

(7) w(A)/w(A) = (P:Q) = (P(RY): Q (RY)) =f.

La proposition résulte alors de la comparaison des formules (5), (6)
et (7).

5. Systémes de racines et groupes engendrés par des réflexions

Prorosition 8. — Soit F un espace hilbertien réel de dimension finie [, Soient & un
ensemble d’hyperplans affines de ¥ et G le groupe engendré par les réflexions orthogonales
su par rapport aux hyperplans H e &. On suppose que les conditions du chap. V, § 3
sont vérifides (i.e. que g(H) e & pour tout He & et ge G, et que G opére proprement
dans ¥). On suppose de plus que O est point spécial pour G et que le groupe T des trans-
lations appartenant & G est de rang 1. Il existe alors un systéme de racines réduit R et
un seul dans V = F* tel que Uisomorphisme canonique de F sur V* transforme G
en le groupe de Weyl affine Wq de R.
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Remarquons tout d’abord que I'hypothése faite sur T entraine que G est
essentiel: sinon, P'espace affine F se décomposerait en produit Fo X Fi, avec
dim F; < [, le groupe G s’identifiant & un groupe de déplacements opérant
proprement dans F; (chap. V, § 3, n° 8, prop. 6), et T ne serait pas de rang /.

Soit &o ’ensemble des H e  tels que 0 € H. Pour H e §g, soit $y ’ensemble
des éléments de & paralleles 2 H. Puisque O est point spécial, & est la réunion
des $y pour H e §o. Soit H e §¢. Puisque T est de rang /, il existe un veF
tel que la translation de vecteur v appartienne a T et que v « H. Les hyperplans
H + kv pour ke Z sont deux a deux distincts et appartiennent & $y. Soit
alors ¢ un vecteur unitaire de F orthogonal &4 H: on a H -+ (v]a)ae $y et
comme § est localement fini (chap. V, § 3, n° 1, lemme 1), il existe un plus
petit nombre réel A > 0 tel que H + g e Hz. Nous allons montrer que £y
est ’ensemble des hyperplans H + kxa pour keZ. En effet,

et I'élément sy o sy de G est la translation de vecteur 2ha (chap. V, § 2, n° 4,
prop. 5). Par suite, H + 2nka = (sg.sx)"(H) et H+ (224 1)ra = (sgsg)" (H')
appartiennent & §y. D’autre part,si L e g, ilexiste £ e R telque L=H + §)a
et il existe un entier n tel que

ou bien 2n < £ < 2n 41, ou bien 2n—1 < § < 2n.
Dans le premier cas, on a (sgsp)"(L) = H 4+ (£ — 2n)2a avec
0 < (E—2n)n < A
et la définition de XA entraine & = 2z 4 1; dans le second cas, on a

Su(susu)" (L) =H + 20— E)xa  avec 0 < (2n—EA < A

et la définition de A entraine que & = 2n.
Il en résulte que si oy est la forme linéaire sur F telle que

H = {XEFI<<ZH,x> = 1}:

Pensemble &y est Pensemble des hyperplans Loy, x = {x eF|{ag, x> = k} pour
keZ, et les formes linéaires ay et — oy sont les seules & posséder cette pro-
priété.

Par suite, la proposition sera démontrée si nous montrons que Pensemble R
des éléments de V de la forme + oy est un systéme de racines réduit dans V.

a) Démontrons la condition (SRy) : il est clair que R est fini (puisque o
est fini) et ne contient pas 0. De plus, R engendre V. En effet, si xeF est
orthogonal 4 R, on a x e H pour tout H e &g et la translation de vecteur x
commute avec tout élément de G, Comme G est essentiel, ceci entraine x = 0.
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b) Démontrons (SRy;). Pour v eV et r e R, posons comme précédemment
Ly r = {xeF|<{v, x> =r}; si xe R, posons H, = L, ¢, et soit s, le transposé de
su,. Il existe un élément «” e F et un seul orthogonal & H, et tel que <&, x»=2.
On a alors sy, = s,v,4 €t 5, = 5, ,v. Pour BeR, on a

Ls, g1 = su (Lg1) €&
et il existe yeR et neN* tels que Ls 8,1 = L, ». On a alors
sHa(Ly,l) = Lﬁ,l/n

et par suite 1/neZ. On a donc n =1 et 5,(B) = yeR. Ceci démontre
(SRpy).
¢) Démontrons (SRyy). Soit «eR et posons H, =L,;. On a

H; = H, + (1/2)o%;

comme la translation #(«”) de vecteur «” est le produit sg;sy, (chap. V, § 2,
n° 4, prop. 5), elle appartient & T et oY = £(a¥)(0) est un point spécial pour
G. Par suite, pour tout g e R, il existe un hyperplan Lg x passant par «”, avec
k entier, ce qui démontre que {B, a¥) e Z, c’est-a-dire (SRyy).

d) Enfin, il est évident que R est réduit, car si H, H' e £9, H # H’, les
formes linéaires ay et oy ne sont pas proportionnelles.

Remarque 1). — L’hypothése que T est de rang [ est en particdlier vérifiée lorsque G
est irréductible et infini. En effet ’espace vectoriel engendré par les vecteurs des
translations de T est invariant par I'image canonique de G dans le groupe
linéaire de F. Il est différent de {0} si G est infini et est donc égal & F tout entier
si G est infini et irréductible.

Un groupe fini engendré par des réflexions n’est pas toujours le groupe
de Weyl d’un systéme de racines. Plus précisément :

ProrosiTioN 9. — Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie I, et soit G un
sous-groupe fini de GL(V), engendré par des réflexions et essentiel. Munissons V d’un
produit scalaire invariant par G. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe un sous-groupe discret de rang | de V stable par G.

(ii) 11 existe une Q-structure sur V (Alg., chap. II, 3¢ éd., § 8, n° 1, déf. 1)
invariante par G.

(iii) 11 existe un systéme de racines dans V dont le groupe de Weyl est G.

(iv) Il existe un groupe discret G' de déplacements de V, opérant proprement dans V,
engendré par des réflexions, tel que G’ soit produit semi-direct de G et d’un groupe de
translations de rang .

(ii) == (i) : soit V' ¢V une Q-structure sur V invariante par G. Soit A
une partie finie de V' engendrant le Q-espace vectoriel V'. En remplagant

A par {J 5(A), on peut supposer A stable par G. Soit B le sous-groupe de V

SEG
engendré par A. Alors B est stable par G, de type fini et sans torsion, donc
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admet une base sur Z qui est en méme temps une base de V' sur Q, donc une
base de V sur R. :

(iil) =~ (ii) : ceci résulte par exemple de la prop. 1 du § 1, n° 1.

(iv) = (iii) : soit G’ un groupe vérifiant la condition (iv). Le groupe des
translations de G’ est de rang /, et 0 est point spécial pour G’ d’aprés la prop. 9
du chap. V, § 3, n° 10. La prop. 8 montre qu’il existe un systéme de racines
réduit Ro dans V* tel que G’ s’identifie & W,(Ro); le groupe G est alors le
groupe de Weyl du systéme de racines inverse de R.

(i) = (iv) : supposons que G laisse stable un sous-groupe discret M de V,
de rang /. Munissons V d’un produit scalaire invariant par G. Pour toute
réflexion s e G, on a s(x) —x e M quel que soit x €« M, donc la droite D; ortho-
gonale a H; rencontre M; soient a5, — a5 les générateurs du groupe cyclique
D;n M. L’ensemble A des «;s et des — ;s est stable par G, donc engendre un
sous-groupe M’ de M stable par G; le groupe discret M’ est de rang [ parce
que G est essentiel. Soit G’ le groupe de transformations affines de V produit
semi-direct de G et du groupe des translations dont les vecteurs appartiennent
a4 M'. Soit G} le sous-groupe de G’ engendré par les réflexions de G'. On va
montrer que Gi = G’, ce qui achévera la démonstration. D’abord, Gi > G
puisque G est engendré par des réflexions. D’autre part, pour toute réflexion s
de G, soit t; la translation de vecteur «s. La transformation s o #; est une
réflexion, et s o {;e€ G'; donc ¢ est un produit de deux réflexions de G’ ; ceci
étant vrai pour toute réflexion s de G, les translations dont le vecteur appartient
a M’ sont toutes dans Gi.

DEriNiTiON 2. — Un groupe G vérifiant les conditions équivalentes de la prop. 9
est appelé un groupe cristallographique.

Remarque 2). — Soit G un groupe fini engendré par des réflexions et essentiel.
Pour que G soit cristallographique, il faut et il suffit que fout élément de sa
matrice de Coxeter soit Pun des entiers 1, 2, 3, 4, 6. En effet, cette condition est
nécessaire d’apres la Remarque 3) du § 1, n° 5. Le fait qu'elle soit suffisante
résultera de la classification des groupes de Coxeter finis donnée au § 4 (pour
une démonstration directe, voir chap. V, § 4, exerc. 6).

§ 3. Invariants exponentiels

Dans ce paragraphe, la lettre A désigne un anneau commutatif, ayant un
élément unité, non réduit a 0.

1. L’algébre d’un groupe commutatif libre

Soit P un Z-module libre de rang fini /. Nous noterons A[P] I’algébre du groupe
additif P sur A (d4lg., chap. III, 3¢ &d., § 2, n° 6). Pour tout p € P, notons e»
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Pélément correspondant de A[P]. Alors (¢?)pep est une base du A-module
A[P], et, quels que soient p, p'<P, on a:

£Pel' = ¢P*D', (gl’) -1 P, O =1,

Lemme 1. — Supposons A factoriel (Alg. comm., chap. VII, § 3, no 1, déf. 1),

(1) L’anneau A[P] est factoriel.

(i) 8% u, v sont des éléments non proportionnels de P, les éléments 1 — ¥, 1 — ¢
de A[P] sont étrangers.

Soient (p1, pa, ..., pr) une basede P, et X;, Xs, ..., X; des indéterminées.
L’application A-linéaire de A[Xi, ..., X;, X1%, ..., X7*] sur A[P] qui
transforme X71'X3* ... X?‘ (ot n1, n2, ..., meZ) en ¢MPcttmP est un
isomorphisme d’anneaux. Or A[Xq, ..., X;] est un anneau factoriel (Alg.
comm., chap. VII, § 3, n° 5), et A[X,, ..., X, Xfl, ey Xl_l] est un anneau
de fractions de A[Xi, ..., X;], donc est factoriel.

Soit P’ (resp. P”) ’ensemble des éléments de P dont un multiple appartient
a Zu + Zv (resp. a Zu). Alors les groupes P/P’ et P'/P” sont sans torsion,
donc il existe un supplémentaire de P dans P’ et un supplémentaire de P’
dans P. Par suite, il existe une base (2;, 25, ..., 2;) du Z-module P et des

entiers rationnels j, m, n tels que u = jz,, v = mz; + nz,,7 > 0, n > 0. Posant
Xi=e¢npourl <i<lonadoncl—er=1-—-X]1—¢= 1—XPX3.
Soit K une cléture algébrique du corps des fractions de A, de sorte que A[P]
s'identifie & un sous-anneau de 'anneau B = K[Xy, ..., X;, X7}, ..., X7,
Pour toute racine j-éme de 'unité z, 1 — zX; est extrémal dans

K[Xy, ..., X4];

de plus I'idéal engendré par 1 — zX; ne contient aucun mondme en les Xjy.
On en conclut que I'idéal (1 — zX1)B de B est un idéal premier de hauteur 1
(dlg. comm., chap. VII, § 1, n° 6), donc que 1 — 2X; est extrémal dans B.
Les facteurs extrémaux de 1 — X{ dans B sont donc de la forme 1 — zX;.

Or aucun de ces facteurs ne divise 1 — XT'X% dans B (car I’homomorphisme
f de B dans B tel que f(X;) = z71, f(X;) = X; pour ¢ > 2, vérifie

JA—2X) =0 et f(1—XIX}) =1-—2z"X3 #0).

Ainsi, 1 — XJ et 1 — XX sont étrangers dans B. Par suite un diviseur com-
mun de 1 — X{ et 1 — X7"X? dans A[P] est inversible dans B, donc, 4 la
multiplication prés par un élément de la forme X’inga e X;", est égal & un

élément a de A; en outre, a doit diviser 1 dans A, donc étre inversible dans A,
En définitive, 1 — X7 et 1 — XP'X? sont étrangers dans A[P].
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2. Cas du groupe des poids; termes maximaux

Gardons les notations du numéro précédent et soit R un systéme de racines
réduit dans un espace vectoriel réel V. Dans la suite de ce paragraphe, nous
prendrons pour P le groupe des poids de R (§ 1, n° 9). Le groupe W = W(R)
opé¢re dans P, donc aussi dans P'algebre A[P]; on a w(e?) = ¢%® pour we W
et pe P,

Soit C une chambre de R (§ 1, n° 5) et soit B = («;)1<1<; la base cor-
respondante de R. Nous munirons V (donc aussi P) de la structure d’ordre
définie par C. Si p, p'eP, on a p > p' si et seulement si p — p’ est combi-
naison linéaire & coefficients positifs des «;.

DEFINITION 1. — Soit x = X xpe? un élément de A[P]. On appelle support de x
peP

Pensemble S des p e P tels que xp # 0et support maximal de x ensemble X des éléments
maximaux de S. On dit encore que le terme xpe® pour p € X est un terme maximal de .

Lemme 2. — Soit x e A[P] et soit (xpe?)pex la famille des termes maximaux de x.
Soit ge P et soit y= A[P] tels que 2 soit Punique terme maximal de y. Alors, la
Jamille des termes maximaux du produit xy est (xpeP+),cx.

Posons x = 3, xpeP, y = X, ye’ et 2y = 3, z¢t. On a r < g pour tout re P
3 v :

tel que yr #0 et 21 = X xpJr

p+r=ti

Sit=p+g=p'+ravecpeXetaxyy #0,onar<g doup 2p
et par suite p’ = p. On a donc 2449 = %pyq = %p # 0. Ceci montre que X + ¢
est contenu dans le support du produit xy.

D’autre part, si ¢ = p' 4 r avec xp.9r # 0, il existe pe X tel que p' < p
eton at < p -+ ¢. Le support maximal de xy est donc contenu dans X + ¢.
Comme deux éléments de X + ¢ ne sont pas comparables, il en résulte que
X 4 ¢ est exactement le support maximal de xy et nous avons vu ci-dessus que
Zprg = %p pour pe X, ce qui achéve la démonstration du lemme,

Remarque. — Comme x # 0 signifie que le support maximal de x est non vide,
le lemme 2 montre que x # 0 entraine xy # 0, toutes les fois que y admet
un unique terme maximal de la forme e4.

3. Eléments anti-invariants

On conserve les notations du numéro précédent. On note =(w) le déterminant
d’un élément weW. On a

o(1) = (— 1)

la longueur [(w) étant prise relativement a la famille des réflexions s,,.
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Dérmirion 2. — On dit gi’un élément x e A[P] est anti-invariant par W si

pour tout we W.

Les éléments anti-invariants de A[P] forment un sous-A-module de A[P].
Pour tout x e A[P], on pose:

(1) J@) = X <(w).w(x).
Pour xeA[P] et weW, on a:

w(J(®) = 2 2(v).wo(x) = e(w) 3 =(0).0(x) = e(w).J(x)
veEW VEW
et J(») est anti-invariant. D’autre part, soit ¢ = Card (W). Pour tout élément
anti-invariant x de A[P], on a J(x) = ¢.x. Il en résulte que, si ¢ est inversible
dans A, Papplication ¢~1J est un projecteur de A[P] sur le sous-module des
éléments anti-invariants.
Soient @1, ..., &; les poids fondamentaux correspondants a la chambre C.

Les éléments de P n C (resp. P n C) sont les poids de la forme n1®; -« + - 4+ m55;
avec n; > 0 (resp. n; > 0) pour 1 ¢ <! (§ 1, n® 10). D’autre part,

e=B1+ - + @

est la demi-somme des racines positives (loc. ¢it.) et les éléments de P n C sont
encore les poids de la forme o + p avec pePnC. Enfin, si pePnC, on a
w(p) < p pour tout w # 1 (§ 1, n° 6, cor. & la prop. 18) et e? est par suite
lunique terme maximal de J(e?).

ProposITION 1. — 87 2 n’est pas diviseur de zéro dans A, les éléments J(¢?) pour pe Pn C
Sforment une base du module des éléments anti-invariants de A[P].

Les poids w(p) pour we W et pe P n C sont deux & deux distincts. Il en
résulte que les J(e?) pour pe P n C sont lindairement indépendants.

Soit d’autre part x = Y xpe? un élément anti-invariant de A[P]. Si po
p

appartient 2 un mur, il est invariant par une réflexion se W et P'on a

X = ) XpeP = —5(x) = — 3 xpe8®),
b b

On en déduit 2xp, = 0, d’oll #p, = 0. Comme tout élément n’appartenant &
aucun mur s’écrit d’une fagon unique sous la forme w(p) avec we W et
pePnC, on a par suite:

) x= 3 D rupeo.
pEPNCwew
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Comme w(x) = Y, xpe™®) = ¢(w) X, #peP, 0N 2 xypy = c(w)xp et on déduit
»

de (2) que P
X = E xpJ (e?),

PEPNC
ce qui achéve la démonstration.

Considérons maintenant ’élément 4 de P’algebre A[-;— P] défini par

®) d= TI (2 —c)
x€R, >0
=e. [ (1—e
%ER, >0
= ¢~P, H (e“ — 1).
a€R, >0

Puisque ¢ e P, on a de A[P].

ProrosiTiON 2. — (i) L'élément d défini par (3) est un élément anti-invariant de
A[P]; son unique terme maximal (n° 2, déf. 1) est ¢f et Pon a d = J(¢).

(ii) Pour tout p € P, Pélément J(e?) est divisible de fagon unique par d et le quo-
tient J(e?)|d est un élément de A[P] invariant par W.

(iii) Si 2 n’est pas diviseur de zéro dans A, la multiplication par d est une bijection
de Densemble des éléments de A[P] invariants par W sur Pensemble des éléments anti-
invariants de A[P].

On sait que, pour 1 < ¢ < /, la réflexion s; = s, laisse stable ’ensemble
des racines positives distinctes de oy et que si(e) = — o (§ 1, n° 6, cor. 1 de
la prop. 17). On a donc

Ji(d) — (e_a,./z _ eai/z) . 2 (ea/z - 6—4/2)
AER, 1>0, aFa;

= —d = c(s).d.

Comme les s; engendrent W, ceci démontre la premiére assertion de (i). La
deuxiéme assertion de (i) résulte aussitot de (3) et du lemme 2, compte tenu de
ce que 1 est 'unique terme maximal de 1 —¢=* pour a e R, « > 0.

Supposons maintenant que A = Z. D’aprés la prop. 1, on a:

(4) d= X c¢pJ(eP) avec  c¢peZ.

PEPNG

D’autre part, on vient de voir que

(5) d=¢ + 3 cget.
g<p
SipePnC avec p #p, on a p > p et le coefficient de ¢? dans d est nul
d’apres (5). On a donc ¢p = 0. De plus, la comparaison des coefficients de ¢?
dans (4) et (5) montre que ¢, = | et par suite d = J(¢).
Supposons toujours A = Z, Soient pe P, « e R et M un systéme de repré-
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sentants des classes & droite de W suivant le sous-groupe {1, s,}. On a:

J@7) = 3 e(w)es® + 3 c(s,a)esera),

weM weM

Or s,w(p) = w(p) — (a7, w(p)) « = w(p) + nuwa, avec nyeZ. Donc
Jer)y =3 e(w)ew®(1 — %),

weM
Sing > 0, il est clair que 1 — ¢™* est divisible par 1 — ¢* et ceci est encore
vrai pour 7y < 0 puisque 1 — ™% = — (] — ¢~™%), Par suite, J(e?)
est divisible par 1 -—¢* dans Z[P].

D’apres le lemme 1, Z[P] est factoriel et les éléments 1 — ¢* pour e e R
et « > 0 sont deux a deux étrangers. Il s’ensuit que J(¢?) est divisible dans
Z[P] par le produit [] (1 —e¢%), donc aussi par d = e=? ] (e*—1).

a> a>0

Revenons maintenan'f au cas général : par extension des scalaires de Z 3 A,

on déduit de ce qui préceéde que d = J(¢?) et que tout élément J(eP) est
divisible par d. Comme 4 admet ¢f comme unique terme maximal, la Remarque
du n° 2 montre qu’il existe un seul élément y e A[P] tel que J(¢?) = dy et il
en résulte aussitdt que y est invariant par W, puisque d et J(e?) sont anti-
invariants. Ceci démontre (i) et (ii).

Enfin, si 2 n’est pas diviseur de zéro dans A, la Remargue dun° 2 et la prop. 1
entrainent (iii).
Remarques. — 1) Si 2 n’est pas diviseur de zéro dans A, on vérifie aisément
que 4 est unique élément anti-invariant de A[P] admettant ¢ comme terme
maximal.

2) Le lemme 2 du n° 2 montre que 'unique terme maximal du quotient
J(eP)]d (pour pePnC) est eP-F,

4, Eléments invariants

Soit A[P]V la sous-algébre de A[P] formée des éléments invariants par W,

Pour p e P, notons W.p Uorbite de p par W, et soit S(e?) = 3 2 la somme
gEW.p

des différents transformés de ¢? par W; c’est un élément invariant par W. Si
pePnC,onaw(p) < ppourtoutweW (§ 1, no 6, prop. 18) et ¢? est 'unique
terme maximal de S(eP).
Soit x = Y, 2,62 A[P]V; on a Xy = xp pour tout peP et tout weW.
»

D’autre part, toute orbite de W dans P rencontre P n G en un point et un seul
(§ 1, no 5, th. 2). Par suite, on a:

(6) x= X x5(eP).

pePnC
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On en déduit:
Lemme 3. — Le A-module A[P]1Y admet pour base la_famille des S(e?) pour pe P n C.

Plus généralement :

ProposiTioN 3. — Pour tout p € P n C, soit xp un élément de A[PT™ apant pour unique

terme maximal e?. La famille (xp)pevnc est une base du A-module A[P]™.
Démontrons tout d’abord un lemme:

Lemme 4. — Soit 1 un ensemble ordonné vérifiant la condition suivante :
(MIN) Toute partie non vide de 1 contient un élément minimal.
Sotent E un A-module, (e1)1ey une base de E et (x;)ex une famille d’éléments de E telle
que
2= e+ X ayey
j<i

pour tout i el (avec azge A, le support de la famille (ag5) étant fini pour tout i). Alors
(%1)1er est une base de E.,

Pour toute partie J de I, soit E; le sous-module de E de base (¢;)e;. Soit
& l’ensemble des parties J de I possédant les deux propriétés suivantes :

(a) Sii <ietie],onai'e];

(8) (x;);es est une base de E;.

On vérifie immédiatement que &, ordonné par inclusion, est inductif et
non vide. Il poss¢de donc un élément maximal J. Si J # I, soit 7o un élément
minimal de I —J et posons J' = Ju {ig}. Tout élément i eI tel que ¢ < o
appartient alors & J : on en déduit que J' satisfait & (a). D’autre part, J' satisfait
aussi & (5); en effet, on a

€y = X4, —jgi @iyjég
0

d’olt (). Par suite J' €&, d’o une contradiction. On a donc J =1, ce qui
démontre le lemme.

Démontrons maintenant la prop. 3. Nous allons appliquer le lemme 4,
avec I = Pn C. Soit ge1, et soit I, I'ensemble des pel tels que p < ¢. Si
pely les relations

g—p>0, peC, g¢eC

entrainent

(g—plp) 20 et (g—1lg) 20,
(plp) < (#l9) < (419)-

L’ensemble I, est donc borné. Comme I est discret, il s’ensuit que I, est fini,
et il est clair que I satisfait & la condition (MIN). D’autre part, pour tout
pel, on a

d’ot

fip = + 3 cpget
g<p
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d’ot ‘aussi d’apres (6)
xp=S(e?) + X cpgS(ed).

9<pgel
La proposition résulte alors des lemmes 3 et 4.

THEOREME 1. — Soient ©y, ..., &; les poids fondamentaux correspondant d la chambre C
et, pour 1 < i < 1, soit x; un élément de A[P1™ admettant em: pour unique terme maxi-
mal. Soit

P A[Xb RN Xl] "’A[P]“

I homomorphisme de Palgébre de polyndmes A[Xy, ..., X;] dans A[P]V qui applique
X sur ;. L’application ¢ est un isomorphisme.

Le lemme 2 entraine que I'image par ¢ du mondéme X7'... X} est un élé-
ment admettant comme unique terme maximal en®@t 75, Comme tout
élément de P n C s’écrit de fagon unique sous la forme m®; + .-+ + m®y,
la prop. 3 montre que les irhages par ¢ des mondmes X;'.. .X’;‘ forment
une base de A[P]%, d’ou le théoréme,

Exemples. — 1) On peut prendre x; = S(em:).
2) D’aprés la Remarque 2 du n° 3, on peut prendre x; = J(et+%i)/d (avec
les notations du n° 3).

§ 4. Classification des systémes de racines

1. Groupes de Coxeter finis

Nous nous proposons dans ce paragraphe de déterminer, a isomorphisme
pres, tous les systémes de racines, et par conséquent tous les groupes cristal-
lographiques (§ 2, n° 5). Plus généralement, nous allons commencer par déter-
miner tous les groupes finis engendrés par des réflexions dans des espaces vec-
toriels réels de dimension finie: il revient au méme (chap. V, § 4, n° 8) de
déterminer tous les groupes de Coxeter finis, ou encore (chap. V, § 4, n° 8,
th. 2) toutes les matrices de Coxeter d’ordre fini telles que la forme bilinéaire
associée soit positive non dégénérée.
Soit M = (my;)sjer une matrice de Coxeter d’ordre [ fini. Posons

gij = — COS (n/m”).
Rappelons que ¢; = 1 et que ¢35 = ¢y est nul ou € — 1/2 pour ¢ # j. Posons

E = R’ et soit (¢;)se1 la base canonique de E. Nous noterons (x| ) la forme
bilinéaire sur E associée & M (chap. V, § 4, n° 1) et ¢ la forme quadratique
xr— (x|x) sur E. Pour x = ), £4seE, on a

iel

[Ix[[2 = ¢(x) '=l JZEIQz'jiiij-
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Nous désignerons par (X, f) le graphe de Coxeter de M (chap. IV, § 1, n0 9). Si
a est une aréte de X, nous dirons que f(a) est ordre de a.

Dans toute la suite de ce numéro, nous supposerons que le groupe de Coxe-
ter W(AM) défini par M (chap. V, § 4, n° 3) est fini, de sorte que ¢ est positive
non dégénérée et que X est une forét (chap. V, § 4, n° 8, prop. 8). Nous sup-
poserons de plus que X est connexe (autrement dit que le groupe de Coxeter
W(M) est irréductible), de sorte que X est un arbre.

En exprimant que ¢ est positive non dégénérée, nous obtiendrons des
conditions sur les m;; qui permettront de dresser la liste des possibilités pour
les graphes de Coxeter correspondants; il restera ensuite 4 voir que ces possi-
bilités sont effectivement réalisées, c’est-a-dire que les groupes W(AM) corres-
pondants sont finis.

Lemme 1. — Pour tout i, on a 3 q;, < L.
J#EL

Soit J ’ensemble des jeI distincts de ¢ tels que gg5 # 0, c’est-a-dire tels
que {7, j} soit une aréte de X. Sij, j'eJ etj £, {J, j'} n’est pas une aréte

(sinon i, j, j/ formeraient un circuit), donc (esley) = 0. Soit F = Y Rey.
jEs
Alors (¢5) jes est une base orthonormale de F. La distance dde ¢; & F est donnée

ar d2=1— 2 (efle)2 =1— D g3y =1—73 ¢4, d'ou le lemme.
p J 9y qig
jeJ J#i

jes
Lemme 2. — Un sommet de X ne peut appartenir qu’a 3 arétes au plus.
En effet, si ¢ est lié 4 kb autres sommets, les relations qu > % pour ces

autres sommets entrainent 7};— < 1 d’aprés le lemme 1, donc 2 < 3.

Lemme 3. — Si i appartient & 3 arétes, ces arétes sont d’ordre 3.
Dans le cas contraire, on aurait, compte tenu de la relation cos % = Y=

N)l

2 4 4 2
ce qui est impossible (lemme 1).
Lemme 4. — S’il existe une aréte d’ordre > 6, on a [ = 2.

Soit en effet {i, j} cette aréte. Si on avait [ > 2, un des sommets ¢, j (par
exemple ¢) serait lié a un troisiéme sommet j', puisque X est connexe. Compte

tenu de la relation cos % = \—é—é- on aurait
1
S s L (LBran
ki 4 2

ce qui est impossible {lemme 1).



190 SYSTEMES DE RACINES Ch. vi, § 4

Lemme 5. — Un sommet ne peut appartenir & deux arétes distinctes d’ordre > 4.

Soit ¢ un tel sommet. On aurait Z q” (\/75)2 + (;/2_2)2 = 1, ce qui est
impossible (lemme 1). =

Soit {z, j} une aréte de X. Nous allons définir un nouveau graphe de Coxeter,
qui sera dit déduit du graphe de M par identification de i et j. L’ensemble T’
des sommets est I’ensemble quotient de I obtenu en identifiant ¢ et j. Posons
p = {i,j}, qui est un élément de I', et identifions les éléments de I distincts de
i et j a leurs images canoniques dans I'. Soient £, &' deux éléments distincts
de I'. Alors {k, £’} est une aréte du nouveau graphe dans les cas suivants:

1) k et &' sont distincts de p, et {k, £’} est une aréte de X; dans ce cas,
on définit I'ordre de cette aréte comme égal & myy;

2) k= p, et 'un des ensembles {i, £'}, {j, £’} est une aréte de X; on
définit Pordre de {p, £’} comme égal & myp si {i, &'} est une aréte de X, &
myp si {j, £’} est une aréte de X (les deux éventualités ne peuvent se produire
simultanément puisque X est un arbre).

Soit M' = (mé;)i;;er la nouvelle matrice de Coxeter ainsi définie, et

posons ¢;, =—cos On a, pour k # p, gprw = qix + gsx. Donc, si (§;) eRY,
S giwErbr = Y gmwExr +2 X (g + am)Erfp + Es
k,k'€T k,k'€I—{i,j} kel={i, ji

Posons &; = £; = £5; on obtient

(1) kEEI qrrErie = 2 qkk'ikik' 4 €2 —EF —EF — 2qus8iEy
= 3 qurEekr — (1 + 2¢i))%3.

k, k'€l

Lemme 6. — St {i, j} est d’ordre 3, W(M') est un groupe de Coxeter fini.

En effet, on a g5 = ——é—, donc (1) devient
(2) Y gl = X qewibe
k,k'el’ k,k'el

donc (Ep)ker—>= 2 qrwiris est une forme quadratique positive non

k€L
dégénérée. I suffit alors d’appliquer le th. 2 du chap. V, § 4, n° 8.
Lemme 7. — On a [alternative suivante :

a) X posséde un point de ramification (chap. IV, Annexe, n° 1) et un seul, et
toutes les arétes de X sont d’ordre 3.

b) X est une chaine, et posséde au plus une aréte d’ordre > 4.

Raisonnons par récurrence sur /.

a) Supposons que X poss¢de un point de ramification ¢. Alors ¢ appartient &
3 arétes d’ordre 3, {7, k1}, {7, k2 }, {¢, k3} (lemmes 2 et 3). Si/ = 4, le lemme est
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démontré. Sinon, k1 par exemple appartient & une aréte distincte des précé-
dentes puisque X est connexe. Identifions ¢ et £; dans le graphe de Coxeter
de M. On obtient un nouveau graphe auquel on peut appliquer ’hypothése
de récurrence grace au lemme 6. Or I'image p de ¢ est point de ramification du
nouveau graphe X', Donc X' n’a aucun autre point de ramification et a toutes
ses arétes d’ordre 3. Donc X a toutes ses arétes d’ordre 3, et n’a aucun point
de ramification distinct de i et k1. Si k; était point de ramification dans X,
0 appartiendrait & au moins 4 arétes dans X', contrairement au lemme 2.

b) Supposons que X ne poss¢éde aucun point de ramification. Alors X est
une chaine (chap. IV, Annexe, n° 3, prop. 3). Soit {i, j} une aréte d’ordre
> 4. 81! = 2, le lemme est trivial. Sinon, i par exemple appartient & une aréte
{i, k} avec k # j (puisque X est connexe). Cette aréte est d’ordre 3 (lemme 5).
Identifions ¢ et £ dans le graphe de Coxeter de M. Grace au lemme 6, on peut
appliquer I’hypothése de récurrence. Soit p I'image de i dans le nouveau
graphe X'. Dans X', {p, j} est une aréte d’ordre > 4, donc X' n’a aucune
autre aréte d’ordre > 4, donc {7, j} est la seule aréte d’ordre > 4 dans X.

Lemme 8. — Soient i1, iz, ..., ip des sommets de X tels que {i1,42}, {i2, iz}, .. .s
)
{ip-1, ip} soient des arétes d’ordre 3. Alors q (Y, res,) = —é—p(p + 1).
r=1
On a (ala) =1, (e)es.) = —_21_, (e]e) =0 si s > 7+ 1. Donc
p b p—1 p—1
g(Xre)= X7 —22—7(7-!-1 Zf
r=1 r=1 =1

D’apres Ens., chap. III, § 5, n° 8, cor. de la prop. 14, ceci vaut
1
2— —p(p—1) == +1
2 5 p(p ) 5 P(ﬁ ).

Lemme 9. — Supposons que X soit une chafne ayant pour sommets 1,2, ..., 1 et pour
arétes {1, 2}, {2, 3}, ..., {{—1,1}.
(1) 8¢ Pune des arétes {2, 3}, {3, 4}, ..., {{—2, | — 1} est d’ordre > 4,
cette aréte est d’ordre 4, et le graphe est le suivant :
4

o O—0

o]
(ii) 8% Paréte {1, 2} est d’ordre 5, le graphe est Pun des suivants :
5 5 5 '

o Q [o} © (o] O

On peut supposer / > 2 (lemme 4). Supposons que {i, ¢ + 1} soit d’ordre
>4, avec 1 €< /— 1. Posons

x=e14 2024+, y=e+2 1+ -+ (I—ieg1, et Fj=Il—i.
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D’apres le lemme 8, on a |x2 '=%i(i + 1), |y =—é— J(J 4+ 1). D’autre
(

part, (x|9) = ij(es]ess1) = — ijcos-rl;— avec m = 4 ou 5 (lemme 4). On a

*® < 1=12103
c’est-a-dire
' %ij(i-{— D+ 1) > it cos2 =
d’ou
(3) G+ DG+ > 40'0052% > 24,

Ceci donne d’abord ¢ —i—j—1 <0, ou ¢—1)(j—1) < 2. Si
l<i<i—1,

onal <j<l—1,donci=7=2 et en outre

*
™ T

9 > 16 cos2 —, donc cos?2- < cosz—n—( ),
m m 5

donc m= 4_. CeCi prouve (i). Si i = 1 et m = 5, on a 2] + 2 > 4«]'3 +8\/51

ouj\/52—1 <2,j<V54+1 <4, doncl=j+1 <4 Ceci prouve (ii).
Lemme 10. — St X admet un point de ramification i, le sous-graphe plein X —{i} est
réunion de trois chalnes, et si p—1, ¢q— 1, r— 1 sont les longueurs de ces chatnes, le
triplet (p, q, r) est égal, & une permutation prés, & Pun des triplets (1, 2, 2), (1, 2, 3,),
(1, 2, 4), (1,1, m) (m quelconque > 1).

Le sommet { appartient & 3 arétes (lemme 2), et il n’existe aucun autre
point de ramification (lemme 7), donc le sous-graphe plein X — {i} est
somme de 3 chaines X;, Xg, X3 dont chacune a un sommet terminal 1ié & ¢
dans X. Soient {i1, iz}, {i2, i3}, ..., {tp_1, ip} les arétes de X1, {J1, jo}, .. s
{Ja-1, ja} celles de Xa, {k1, k2}, ..., {kr-1, kr} celles de X3, avec i, j1, k1
liés a4 7 dans X. On peut supposer p > ¢ > r > 1. Posons

x=e, + 2, + -+ pe,
Yy =ce5 + 2, + -+ qe,
2 = ek, + 2ex,_, + - - rep,.

(*) Les racines 5-émes de 1 distinctes de 1 sont solutions de z% + 28 + 22 + z + 1 = 0. Posant

x = % (z + i), cette équation devient (2¢)2—2 +2x+ 1 =0, ou 442 +2x—1=0, ou
z

x= ‘Lf_‘/g D'ou

5.9 w _1+y5
>—8—>'i—6’ COS—5— ——4 .

S

Y51 ot & =3+

2r
S mm = X )
4 5 8

2cos“%-—-l = co!
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Comme toutes les arétes de X sont d’ordre 3 (lemme 7), le lemme 8 donne

J#l2 =5 £(p + 1, 1312 = 39lg + 1), 122 = 7(r + 1). D'autre part,

e; est orthogonal & ey, e, . .., ¢, A0l (ef]x) = ples|es,) = ——é—p; de méme,
(@l2) = — 3 0, (ale) = —1r. Les vecteurs s}, |51, 1217 sont

unitaires et deux a4 deux orthogonaux, et ¢; n’appartient pas au sous-espace F
qu’ils engendrent; le carré de la distance de ¢; & F est

1 — (o5 -2-)2 — (e5]-2— )% — (e]-%-)?
i~ )~ Ep
=1___1_ p 1 ¢ 1 r
2p+1 g+1 2r41
1 1 1 1 1 1 1 I 1
=l—— = — — 4 -t L
2+2p+1 2+Qq 1 2+2r—|—1
Exprimant que cette quantité est > 0, il vient

(4) B+ T+ @+ DTH DTS L

Donc 3(r + 1)-1 > 1, d’out r < 2 et finalement r = 1. Alors (4) donne

©) (P+DT+ @+ > o
donc 2(g + 1)t > _é— dod ¢ < 2. Enfin, si ¢ = 2, (5) donne

p+D1t> d'ot p < 4.

1
6 1
TutorEME 1. — St (W, S) est un systéme de Coxeter fini irréductible, son graphe
de Goxeter est isomorphe & l'un des suivants :

A o—o0—o0— 1 —0—0 (I 2 1sommets)
B, o—o—o—:: .,-—-o—i—o (! 2 2 sommets)
D; o—o—o—: - —0 o<° ({ >z 4 sommets)
Eg¢ o ©

E; o © ©

Eg o o
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Fi o—oto o
Gy P

Hy o200
Hy oo —o—-o

Ia(p) o—p—o(p =5o0up=T7).

Ces graphes de Coxeter sont deux & deux non isomorphes.

En effet, soit M = (my;) la matrice de Coxeter de (W, S), et soit
[ = Card (S). Si 'un des m;; est > 6, on a [ = 2 (lemme 4) et le graphe de
Coxeter de (W, S) est de type Gz ou Is(p) avec p > 7. Supposons mainte-
nant tous les my; < 5.

a) Siles my; ne sont pas tous égaux a 3, le graphe X de (W, S) est une
chaine et un seul des my; est égal & 4 ou 5 (lemme 7). Si I'un des myy est égal
a 5, le lemme 9 montre que ’on a I'un des types Hs, Hy ou I3(5). Sil’un
des mq; est égal 4 4, le lemme 9 montre que Pon a ’un des types B;, Fy.

b) Supposons tous les my; égaux a 3. Si X est une chaine, le graphe de
Cozxeter est de type A;. Sinon, le lemme 10 montre qu’il est de type Eg, Er,
Eg ou D;.

Le fait que les graphes de Coxeter énumérés soient deux & deux non
isomorphes est évident.

Réciproquement :

TraftorEME 2. — Les groupes de Coxeter définis par les graphes de Coxeter
A, By, ..., Ia(p) du th. 1 sont finis.

C’est clair pour Ia(p), le groupe correspondant étant le groupe diédral
d’ordre 2p (chap. IV, § 1, n° 9),

Pour H4 la forme quadratique correspondante est

B+ B B+ B By — By — 2 (cos D)k,

X B P P BT SV

=Bty g LE Sy B Lo T=3V0y

Comme 7 — 3/5 est > 0, cette forme est positive non dégénérée, et le
groupe de Coxeter correspondant est fini. Il en est de méme de celui corres-
pondant & Hs, puisqu’il est isomorphe a un sous-groupe du précédent (chap.
IV, § 1, no 8).

Pour les types A, By, ..., Gg, nous construirons, dans les n°s 5 4 13, des
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systémes de racines ayant les groupes correspondants comme groupes de Weyl.
On verra ainsi que ces groupes sont, non seulement finis, mais cristallographiques

(§ 2, no 5).

2. Graphes de Dynkin

Par abus de langage, nous appellerons graphe normé un couple (T, f) ayant les
propriétés suivantes :

1) T est un graphe (dit sous-jacent & (I", f)).

2) Si E désigne 1’ensemble des couples (7, j) tels que {7, j} soit une aréte
de T, f est une application de E dans R telle que f(i, j) f(J, ¢) = 1 quel que
soit (7,7) eE.

On a une notion évidente d’isomorphisme de graphes normés.

Soit R un systéme de racines réduit dans un espace vectoriel réel V. Nous
allons lui associer un graphe normé (X, f), appelé graphe de Dynkin de R. Les
sommets de X seront les éléments de I'ensemble I des orbites de W(R) dans la
réunion des ensembles {B} X B (pour B décrivant I’ensemble des bases de R).
Si N = (miy)ijer (resp. M = (mg5)s,jer) est la matrice de Cartan (resp. la
matrice de Coxeter) canonique de R (§ 1, n® 5, Remarque 7), deux sommets
¢ et j de X seront liés si et seulement si ny; # 0 et on pose alors:

.o _n’[j
NACW)) 7
Comme ny; = 0 entraine ny; = 0, on a bien défini ainsi un graphe normé
(X /)
Soient (x|») un produit scalaire sur V, invariant par W(R), et B=(«;)se1
une base de R, indexée canoniquement. Les formules (7) et (9) du § 1, n° 1
montrent que les sommets ¢ et j du graphe X sont liés si et seulement si

(oifarg) # 0
et on a alors:

Compte tenu des résultats du § 1, n° 3 et 5, les seules possibilités sont les
suivantes, a I’échange prés de 7 et j:

1) ¢ et j ne sont pas liés; nyy = ny = 0; myy = 2;
2) £ J) =f0i) = 1; my=np=—1; my=3;
3) S(,0) =2, f(4,8) =12 miyy=—2; ngp=—1; myy=4;
4) f(,J) =3, f(4,1) =1/3; ny=—23; nyy=—1; my=6.

On voit donc que la connaissance du graphe de Dynkin de R détermine



196 SYSTEMES DE RACINES Ch. vi, § 4

la matrice de Cartan et la matrice de Coxeter de R et par suite détermine R
a isomorphisme prés. Plus précisément, le cor. de la prop. 15 du § 1,
n° 5 entraine le résultat suivant:

ProrosrrioN 1. — Soient Ry et Ro deux systémes de racines réduits dans des espaces
vectoriels réels Vi et Va. Sotent By = (ey)se1, et Ba = (%3)iey, des bases de Ry et
R, indexées canoniquement. Soit » un isomorphisme du graphe de Dynkin de Ry sur
le graphe de Dynkin de Ro. Il existe alors un unique isomorphisme de V1 sur Vg trans-
Sformant Ry en Ro et transformant ay en ayqy pour tout iely.

Il est clair qu’un automorphisme de R définit un automorphisme du graphe de
Dynkin de R, d’ott un homomorphisme ¢ du groupe A(R) dans le groupe des
automorphismes du graphe de Dynkin de R.

CoROLLAIRE. — L’homomorphisme ¢ définit par passage au quotient un isomorphisme
du groupe A(R)/W(R) sur le groupe des automorphismes du graphe de Dynkin
de R.

On a évidemment ¢(g) = Id pour tout g e W(R). D’autre part, la prop. 1
montre qu’il existe un isomorphisme ¢ du groupe des automorphismes du
graphe de Dynkin de R sur le sous-groupe E des éléments de A(R) laissant
fixe une base donnée B de R, tel que ¢ o § = Id. Comme A(R) est le produit
semi-direct de E et de W(R) (§ 1, no 5, prop. 16), le corollaire en résulte.

Dans la pratique, on représente le graphe de Dynkin (X, f) par un dessin
composé de points et de traits de la maniére suivante. Les points correspondent
aux sommets de X; deux points correspondant & deux sommets distincts ¢
et j sont liés par 0, 1, 2 ou 3 traits suivants que ’on est dans le cas 1), 2), 3) ou
4) ci-dessus (a 'échange prés de i et ). De plus, dans les cas 3) et 4), c’est-a-dire
lorsque f(i, 7) > 1 ou encore lorsque les racines «; et &y ne sont pas orthogonales
et ne sont pas de méme longueur, on place sur les deux ou trois traits joignant
les points correspondant a i et j un signe d’inégalité > orienté vers le point
correspondant & j (c’est-a-dire a la racine de plus petite longueur) :

g=== (pour f(i,j) = 2), g (pour f(i.j) = 3).
Il est clair que la donnée de ce dessin permet de reconstituer le graphe de
Dynkin (X, f).

On remarquera que la figure associée au graphe de Coxeter de W(R)
s'obtient & partir de la figure ainsi associée au graphe de Dynkin de R en
conservant les points et les traits simples et en remplagant les doubles traits
(resp. triples traits) par un trait surmonté du nombre 4 (resp. 6). Inversement,
si 'on connait le graphe de Coxeter de W(R), 'opération inverse permet de
reconstituer la figure associée au graphe de Dynkin de R, a I’exception des
signes d’inégalité surmontant les doubles et triples traits, On déduit alors
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immédiatement du th. 1 la liste des graphes de Dynkin possibles. Plus
précisément :

TutorREME 3. — Si R est un systéme de racines réduit et irréductible, son graphe de
Dynkin est isomorphe & Pun des graphes représentés par les figures suivantes :
A o—o— o0 oo (I 2 1 sommets)
B, o o e e PP (I > 2 sommets)
C; o o o o om=—o (I 2 3 sommets)
<]

D o0—o——0— - — o o<° (I > 4 sommets)
E¢ o 0
E7 o o -

°
Eg o | °

}O

F4 O ——0

G2 Q===

Ces graphes de Dynkin sont deux & deux non isomorphes et, pour chacun d’eux, il existe
un systéme de racines irréductible et réduit I’ admettant (¢ un isomorphisme prés) comme
graphe de Dynkin.

La premiére assertion résulte aussitdt du th. 1, compte tenu des

remarques qui précedent, du fait que les groupes de Coxeter de graphe Hj,
Hj et Io(p) (pour p =5 ou p > 7) ne sont pas cristallographiques, et de ce
que les deux inégalités possibles pour le double (resp. triple) trait du graphe
de Dynkin associé au graphe de Coxeter Fy (resp. Gg) donnent des graphes
de Dynkin isomorphes: La deuxiéme assertion est évidente et la troisieme
résultera de la construction explicite d’un systéme de racines réduit et irré-
ductible pour chacun des types, construction qui va étre effectuée dans les
nos 5 a 13.
Remarques. — 1) Le graphe Aj est réduit & un seul sommet; on le note aussi
Bi ou Cj. Le graphe By === est aussi noté Cz. Le graphe Az o
est aussi noté Ds. Enfin, on note Dy le graphe composé de deux sommets
non liés. (Ces conventions proviennent des propriétés des systémes de racines
correspondants, cf. n°s 5 a 8.)

2) Si (X, f) est le graphe de Dynkin d’un systéme de racines réduit R,
le graphe de Dynkin du systéme inverse s’identifie & (X, f ™). Autrement
dit, la figure associée au graphe de Dynkin de RY s’obtient & partir de celle
associée au graphe de Dynkin de R en renversant les signes d’inégalité. Si R
est irréductible, on voit que R est isomorphe & RY, sauf si R est de type B;
ou C;, auquel cas RY est de type C; ou B;.

Q—0
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3. Groupe de Weyl affine et graphe de Dynkin complété

Soit R un syst¢éme de racines réduit et irréductible et soit (X, f) son graphe
de Dynkin. Nous allons définir un autre graphe normé (X, f) que nous appel-
lerons le graphe de Dynkin complété de R. L’ensemble T des sommets de X se
compose de l'ensemble I des sommets de X et d’un sommet noté O,
n’appartenant pas & I. Pour définir £, choisissons une base B = (a;)ser de R
et un produit scalaire (x| ») invariant par W(R). Soit ag Vopposée de la plus grande

racine pour Lordre défini par B. Deux sommets distincts, 4, je I sont liés si et
seulement si (xj|a;) # O et on pose alors

7, ) = Lz,

(otg]oz)

On vérifie aussitdt que le graphe X et Papplication f ainsi définis ne dépendent
pas du choix de B ni du produit scalaire.

Silerang /de Restégala l,onal = {i} et up = — az; d’ot F(0,7) = 1.
Sil > 2, ap n’est proportionnelle 4 aucune des «; et (xo|a) est < 0 (§ 1, n° 8,
prop. 25). Pour tout couple (4, j) d’éléments distincts de I, les seules possibilités
sont celles notées 1), 2), 3), 4) au numéro précédent (en posant par exemple
nos = n{oo, a;) et mo; = ordre de s,5,, pour tout iel).

Dans le cas [ > 2, on représente le graphe de Dynkin complété par une
figure avec les mémes conventions qu’au numéro précédent, on indique parfois
en pointillé les traits joignent le sommet 0 aux autres sommets. Remarquons
que le signe d’inégalité > placé sur un tel trait, s’il existe, est toujours dirigé
vers le sommet distinct de 0, puisque «o est une racine de la plus grande
longueur possible (§ 1, n° 8, prop. 25). On identifie (X, f) au sous-graphe de
(X, f) obtenu en supprimant le sommet O.

L’action de A(R) sur (X, f) se prolonge en une action sur (X, f), laissant
0 fixe, et W(R) opére trivialement sur (X, f).

Reprenons les notations du § 2. La prop. 5 du § 2, n° 2, jointe au th. 1 du
chap. V, § 3, n® 2, montre que le graphe de Coxeter £ du groupe de Weyl

affine W4(R) se déduit de (X, f) par les mémes régles que celles permettant de
passer de (X, f) au graphe de Coxeter de W(R). D’autre part, soit G le nor-
malisateur de W,(R) (§ 2, n° 3). A tout g e G correspond un automorphisme
¢(g) de T et on a o(g) = Id si g W4(R). Inversement, & tout automorphisme
A de X correspond, d’aprés la prop. 11 du chap. V, § 4, n° 9, un élément
g = $(1) et un seul, conservant une alcove C donnée et tel que ¢(g) = A
Comme G est produit semi-direct du sous-groupe G¢ des éléments conservant
C et de Wo(R) (§ 2, n° 3), on en déduit que ¢ fournit par passage au quotient
un isomorphisme de G{W, (ou de G¢) sur Aut(Z)., On vérifie aussitét que le
composé de cet isomorphisme avec l'application canonique de A(R)/W(R)
dans G/W, coincide avec I’homomorphisme de A(R)/W(R) dans Aut(Z)
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déduit de I’homomorphisme de A(R)/W(R) dans Aut(X, f) défini plus
haut. D’aprés le § 2, n° 3, le groupe Aut(Z) est isomorphe au produit semi-
direct de A(R)/W(R) par P(RY)/Q(RY), et P(RY)/Q(RY) est isomorphe
au groupe I'c = G n Wg (avec les notations du § 2, n° 3); élément de Aut (Z)
correspondant & I’élément v; de I'; transforme le sommet O en le sommet ¢

de .
Remarque. — On peut montrer que Papplication canonique

Aut (X, f) = Aut (Z)

est un isomorphisme.

TutorREME 4, — Soit (W, S) un systéme de Coxeter irréductible, avec S fini. Pour que
la forme quadratique associée (chap. V, § 4, n® 1) soit positive et dégénérée, il faut
et 1l suffit que le graphe de Coxeter de (W, S) soit isomorphe @ U'un des suivants :

AI o X 0
O O~

A (122 o “So circutt & | + 1 sommets

NI ( + )
Ez o 4 O 4 QO
B, (>3 o\o——o——~-~—-o 4, {4+ 1 sommets

Lz > -+ )
cl (l = 3) o 4 o O—+ + + ——O o 4 0 (l + 1 sommets)

[=] o

D (24 oo [+ 1 sommets

r ) o/ °\° (L + )
Ee o o
E7 o °

. =]

Eg o—0 0
F4 [ O 4 O Q
Gz o o 6 o

Ces graphes de Coxeter sont deux & deux non isomorphes.
D’aprés le chap. V, § 4, n° 9 et la prop. 8 du § 2, n° 5, les systémes de Coxeter
dont la forme quadratique est positive et dégénérée sont ceux qui correspondent
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aux groupes de Weyl affines des systémes de racines réduits et irréductibles.
Le théoréme résulte alors de la détermination des graphes de Dynkin complétés
faite dans les n° 5 a 13 ci-aprés.

4. Préliminaires 4 la construction des systémes de racines

Soient V un espace vectoriel réel de dimension /> 1 muni d’un pro-
duit scalaire (x]y), L un sous-groupe discret de V, A un ensemble fini de
nombres >0, et R I'ensemble des « e L tels que («|«) & A. Supposons que R

engendre V et que, pour tout couple («, ) de points de R, le nombre 2 E—a{%
[« 414

soit entier. Alors, R est un systéme de racines dans V. En effet, R vérifie évidemment

(SRy). Soit « e R; soit s, la réflexion orthogonale x — x —2 %{% «; alors,
e Y4

sifeR,ona QE—M% eZ, donc s5,(B) e L, et par ailleurs [s,(B)| = [B], donc

oo
s4(B) e R; donc R vérifie (SRy;) et (SRyy), et est réduit si A ne contient pas
deux nombres de la forme A et 4.

Nous prendrons pour V un sous-espace de E = R". Soit (e1, ..., ) la
base canonique de E; on munit E du produit scalaire (x| ») pour lequel cette
base est orthonormale et on identifie E* 4 E (resp. V* 2 V) au moyen de ce
produit scalaire. Définissons dans E les sous-groupes Lo, L1, L, L comme suit :

1) Lo est le Z-module de base (¢;). On a («|B) € Z pour «, B e Lq. Les vec-
teurs «e Lo pour lesquels («|a) = 1 sont les +¢& (1 < ¢ < n); ceux pour
lesquels (xla) = 2 sont les +e;+¢; pour ¢ < j (les deux signes +, dans

+ & % &y, sont choisis indépendamment I'un de ’autre ; on adopte une conven-
tion analogue dans toute la fin de ce paragraphe). 2

2) L; est le sous-Z-module de Lo formé des x = ) £;e;e Lo tels que
n i=1
3 &, soit pair; comme &; et £f ont méme parité, il revient au méme de dire
i=1
que (x|x) est pair. Soit Lj le sous-module de L; engendré par les & * e;;
ona ) Zig = ( > €i)en (mod. Li), et comme 2y = (g1 + &) — (e1—¢p) € Ly,

i=1 i=1

on voit que L = Lj. Comme Lg est engendré par L et &1, Lo/L; est isomorphe
a ZJ2Z, L n

3) Ly = Lo + Z(-é— Y ei). I est clair qu’un élément x = Y, &g de V

i=1 i=1

est dans Lg si et seulement si

(6) 2t eZ, Ei—E;€Z quels que soient i et J.
1< 1 11 g _|P_n
Comme (ex|— Y, &) = — pour tout £, et que {—— > & =-, ona
25 2 125 4
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(«|B) e -;—Z pour o,BeLs si n est pair. Le groupe Lg/Lp est isomorphe

a Z/2Z.
) Lgs=L; + Z( E . Si 7 est un multiple de 4, L3 est ’ensemble

n

des Z i8¢ qui Verlﬁent (6) et en outre la condition Y, £; € 2Z; dans ce cas,
i=1 i=1

on a («|8) e Z quels que soient «, 8 € L.
II est immédiat que le sous-groupe de E associé & Lo (resp. Ly, Lg) est Lo
(resp. La, Lj). Le sous-groupe de E associé¢ & Lg est Pensemble des

n
x= ) Eeelsy

i=
n

tels que (x é Y &) €Z, Cest-a-dire tels que Y & e€2Z;si n = 0 (mod. 4),
: i=1 i=1

ce sous-groupe associé est donc Lg.
Le groupe commutatif La/L; est d’ordre 4, donc isomorphe & Z[4Z ou
a (Z)2Z) x (Z|2Z) (Alg., chap. VII, § 4, n° 6, th. 3). Si n est impair, on a

p(% 3 c)eli<>p =0 (mod. 4)
donc Lg/L; est cyclique d’ordre 4. Si n est pair, on a
p(% S e)eli<sp =0 (mod. 2)

i=1

donc Lg/Li, qui contient deux éléments distincts d’ordre 2, est isomorphe 4
(Z2/22) x (Z|2Z).

Nous utiliserons ces notations dans les neuf n°® suivants et dans les planches.
Pour chaque type de graphe de Dynkin du th. 3, nous expliciterons:

(I) Un systeme de racines R et le nombre de racines.

(II) Une base B de R, et les racines positives correspondantes.
La base B sera indexée par les entiers 1, ..., [

(III) Le nombre de Coxeter 2 (§ 1, n° 11).

(IV) La plus grande racine & (pour 'ordre défini par B) et le graphe de
Dynkin complété (n° 3). Nous indiquerons & cOté de chaque sommet la racine
correspondante de B.

(V) Le systéme inverse RY, la forme bilinéaire canonique et la constante
Y(R) (§ 1, no 12).

(VI) Les poids fondamentaux relativement & B (§ 1, n° 10).

(VII) La somme des racines positives,

(VIII) Les groupes P(R), Q(R), P(R)/Q(R) et I'indice de connexion
(§ 1, no 9).
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(IX) Les exposants de W(R) (chap. V, § 6, n° 2, déf. 2). Dans les cas
Ay, By, C; et D; nous déterminerons les invariants symétriques.

(X) L’ordre de W(R) (et éventuellement sa structure).

(XI) le groupe A(R)/W(R), son action sur le graphe de Dynkin, et
Pélément wo de W(R) qui transforme B en — B.

(XII) L’action de P(RY)/Q(RY) sur le graphe de Dynkin complété
et I'action de A(R}/W(R) sur P(RY)/Q(RY).

Pour chaque graphe de Dynkin du th. 3, ces données seront rassemblées
dans les planches I & IX, en les ordonnant de facon uniforme comme ci-des-
sus. On y ajoute:

(XIII) La matrice de Cartan, qui se déduit du graphe de Dynkin comme
on 'a expliqué au no 2.

5. Systémes de type B; (/ > 2)

(I) Considérons dans V = R! le groupe Lo (n° 4). Soit R I’ensemble
des xe Ly tels que (a|a) =1 ou (a|a) = 2, c’est-a-dire I'ensemble des vec-
teurs £ & (1 <i<<l)et £ g4 5 (1 €7 < <{). Nestclair que R engendre V
et que 2(«|B)/(«|e) € Z quels que soient «, B e R. Donc R est un systéme de

racines réduit dans V (n°4). Le nombre de racines estn = 2/ 4 4 I—(Z—_Q'—l) =202,
(IT) Posons

0] = €1 — £, 03 == €2 ~— €3, ..., -1 = €1 — &, %] = El.
On a alors
g =+ os1 + - + oy (1 <i<)
g+ eg= (o + age1 + - F o) + (o +agr - o) (1 <2<y <)
g — ;= 04 + g1 + -0 g1 (1<z<]<1)

Donc (ay, ®2, ..., a;) est une base de R (§ 1, n° 7, cor. 3 de la prop. 20).
En outre, on a o2 =2 pour ¢ <[, |2 =1, (as|eys1) = —1 pour
1 <i<1—1, (aog) = 0 pour j > ¢ + 1; le graphe de Dynkin de R est
donc de type By, ce qui montre que R est irréductible. Les racines positives
sontles ggetles g5 + &5 (7 < J).

(IIT) D’apres le th. 1 (ii) du chap. V, § 6, n° 2, on a

b= nfl =2l

(IV) Soita = 1 + g2 = a1 + 202 + 2ag + - - -+ 204, qui est une racine.
La somme de ses coordonnées relativement & la base () est 20 —1 = h— 1.
Compte tenu de la prop. 31 du § 1, n° 11, & est la plus grande racine de R.
On a (&) = 0 pour i # 2 et (&|ag) = 1. Comme «z est de longueur 1
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resp. \/2) quand [ =2 (resp. { > 3), on en déduit le graphe de Dynkin
( \V2) d =2 (resp. | > 3 déduit le graphe de Dynk
complété de R

pour [ =2 e e —— )
&y aj
*
pour [ > 3 D U,
%2 %3 -1 X
(V) La formule o = (—gla—) donne pour RY P’ensemble des vecteurs
oo

+2¢ (1 €¢<), + & + ¢ (1 <i<j<!). Le graphe de Dynkin de RY
se déduit de celui de R par le procédé expliqué au n° 2, et on voit que RY
est du type C;.

Les racines non orthogonales & B = ¢; sont + &1 et + & + &; pour
2 £ £ [, donc sont au nombre de 4/ —2; pour chacune de ces racines a,
on a n(a, B) = + 2. La formule (17) du § 1, n° 12 montre que, pour @,
le carré¢ de la longueur de B est (4/ — 2)™%; donc ®a(x, ») = (x| 3)/(4] — 2).
Appliquons la formule (18) du § 1, n° 12 avec x = y = B. Il vient

1 _ 1
d’odt y(R) = (I 4 1)(4l—2).
(VI) On calcule aisément les poids fondamentaux ®; (1 < i <) tels
que (@ilay) = 835, et on trouve

BWi=c¢1+ e+ -+ &
=0+ 20+ -+ G — Doy + i + wr + -+ ) (@ <)

ot e o) = (o 2m o o ).

ml=-—2—

(VII) La somme des racines positives est

20 = (2[—— e + (21——3)52 + e+ 31+ g
= (2 — Doy + 202 — g + -+ + i —d)ag + -+ + Poy.

(VIII) On a Q(R) = Lo (n° 4), et P(R) est engendré par Q (R) et my,
donc est égal a Ly (n° 4). Donc P(R)/Q (R) est isomorphe a Z/2Z, et I'indice
de connexion est égal a 2.

(IX) et (X) Dans R’, la réflexion orthogonale Se;—e; (1 #J) échange ¢
et ¢; et laisse invariants les ¢; d’indice £ distinct de 7 et j. Les s, engendrent
un groupe Gy isomorphe au groupe symétrique &;. La réflexion orthogonale
s, transforme e; en — g; et laisse invariants les ¢ d’indice & distinct de i.
Les s,, engendrent un groupe Gz isomorphe a (Zj2Z)". Le groupe de Weyl
W(R) est engendré par G; et Gg, et Gg est distingué dans W(R), donc W(R)
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est isomorphe & un produit semi-direct de &; par (Z/2Z)*. Son ordre est par
suite 2./!

L’algebre symétrique S(RY) s’identifie canoniquement & I’algébre des
fonctions polynémes P(£;, ..., &) sur R’ Pour qu'un tel polyndme soit
invariant par W(R), il faut d’abord que

P(al, 52’ CCIEY 51)=P(i 51, * 22, oy ial)

quels que soient les / signes du second membre, c’est-a-dire que
P(Els ey E.'l) = Q(E%: L) E%)

ot Q) est un polyndme; il faut ensuite que Q soit une fonction polyndme
symétrique; et ces conditions sont suffisantes. Par suite (4/g., chap. V, App. I),

S(RHY™® est I’algebre engendrée par les ! fonctions polynémes

L= E 23(1)5%(2) oue E%(i) (1 <1< l)-
TEE,

Par ailleurs, le degré de transcendance sur R du corps des fractions de
S(RHY™® est I, donc les # sont algébriquement indépendants. Comme les #
sont de degré 2, 4, ..., 2/, on en conclut que les exposants de W(R) sont
(chap. V, § 6, n° 2, prop. 3): '

L, 3 5 ..., 2l—1.

(XI) Le seul automorphisme du graphe de Dynkin est I'identité. On a
donc A(R) = W(R) et —1eW(R). Comme — 1 transforme B en — B,
on en déduit que wo = — 1.

(XII) Le groupe P(RY)/Q (RY) est dual de P(R)/Q (R), donc isomorphe
a Z/2Z. Son élément non trivial permute les sommets correspondants & «g et
«1 et laisse fixes les autres.

6. Systémes de type C; ({ > 2)..

(I) L’existence de systémes de racines de type C; a été démontrée au n° 5,
puisqu’on a vu que le systéme inverse d’un systéme de type B, est de type C;.

Un systéme de racines R de type C; est donc obtenu en prenant dans R les
vecteurs + 2g (1 € i< /), et + e + g;(1 <4 <j<!l). Le nombre de

racines est 2/
(IT) On obtient une base de R en prenant I'image, par lapplication

[+ 4 . . .
o |——>(2|—), de la base du systéme considéré au n° 5. On obtient:
[« 214
o] = €] — €9, g = €3 — €3, ..., Gj_] = €_] — £, & = 2¢].

Les racines positives sont les 2¢; et les e + &5 (i < ).
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(III) Le nombre de Coxeter est le méme que pour le systéme inverse:
h =2l

(IV) Soit & = 2e;1 = 201 + 22 + -+ + 20;_1 + 7, qui est une racine.
La somme de ses coordonnées relativement & («;) est 20 — 1 = 2 — 1. Donc &

est la plus grande racine. On a (&) = 0 pour ¢ # 1, &]ocl = 2.
D’oli le graphe de Dynkin complété: e—=—o——o— . —0—oc===
%1 % %—g 1

(V) On a déja déterminé RY, qui est de type B;. D’aprés la formule (19)
du § 1, n° 12, et d’apres le n° 5 (V), le carré de la longueur de 2¢; pour @y est

@+ NEH—2)(H—2 =0+ 1
donc ®@q(x, ) = (x9)/4(l + 1).
On a y(R) = y(RY) = (| + 1)(4 —2).

(VI) On trouve facilement les poids fondamentaux:

Wi=¢e + e+ o + &

=y + 2024 -+ (¢ — Dog_1 + 7 (&g + g1 + -+ +—é—dz) (1 D).

(VII) La somme des racines positives est

20 = 2ey + (21 — 2)eg + -+ + 4e11 + 2¢
= Uy 4+ 22— Doz + - 4+ (2 — i + Dog + -
+ (=1 + Darg + %1(1 + Da.

(VIII) D’apres le n° 4, et le n° 5 (VIII), on a Q(R) = L3, P(R) = Lg;
P(R)/Q(R) est isomorphe & Z/2Z, et I'indice de connexion est 2.
(IX) et (X) Ces questions ne concernent que W(R), et les résultats sont

donc les mémes que pour le type B;.

(XI) Le méme raisonnement qu’au n°® 6 montre que A(R) = W(R) et
Wy = — 1.

(XII) Le seul élément non neutre de P(RY)/Q(RY) définit I'unique
automorphisme non trivial du graphe de Dynkm complété : il échange les
sommets correspondant & a; et a;—; pour 0 < J < L. '

7. Systémes de type A; (I > 1),

I+1

(I) et (II) Dans E = R'*, soit V I’hyperplan d’équation Z £ = 0. En

remplagant / par [ -+ 1 dans le n® 5, on obtient un systéme R’ de type B
dans E, admettant la base

o] = €1 — €2, %2 T €2~ €3, ..., & = € — €)41, A4+l = €l+1.

Comme a1, ..., o; engendrent V, R = R’ n V est un systéme de racines dans
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V, de base (a1, ..., o) (§ 1, n° 7, cor. 4 de la prop. 20). D’aprés les calculs de
produits scalaires du n° 5, il est immédiat que R est de type A;. Les éléments
de Rsontlesgg—ey (i #5, 1 i<+ 1,1<j<!+1). Leur nombre
est » = Il + 1). Les racines positives sont les & —¢; ol ¢ < J.

(III) On a h=%=z+ 1.

(IV) Soit & = €1 — 141 = a1 + g + -+ + o, qui est une racine. La
somme de ses coordonnées relativements 2 (o) est [ = 2 — 1. Donc & est la
plus grande racine.

Pour /=1, on a & = «1, d’'oit (&|a1) = 2; le graphe de Coxeter du
groupe Wy (R) est

o-Loo.
a4

Pour ! > 2, on a (&|a;) = 0 pour 0 < ¢ < let (Zo1) = (&og) = 1. Dot
le graphe de Dynkin complété :

% G Gp—1 %

(V) Identifiant V a son dual grace au produit scalaire, on a o = e _ o
pour tout a e R, donc RY = R. (o)

Pour la forme ®g, la longueur des racines est 2~ %2 = (I + 1)"2 (§ 1,
n® 12); donc Or(x, y) = (x| »)/2({ + 1).

On a y(R) = (I + 1)% (§ 1, n° 12, formule (20)).

(VI) Soit (®;)1<i<1 la famille des poids fondamentaux. Posons

41

O; = jz EMEj, avec EU R.
=1

Exprimant que (@|ay) = 8i;, et eV, on a
I4+1

Cu—E81=1, &y—E& 541 =0 pour j #1, JE £y =0,
=1

¢e qui donne aisément

i
I+1
((0—i -+ ey + 202 + -+ + (F— oyg-1)

+ (=i 4 Doag+ ( —oger + -+ + 1)),

By=crt e (e1 4+ + a41)

b
I+1

(VII) La somme des racines positives est

20 = le1 + (l—2)€z—|— (l—-4)€3+ ---—(1—2)sl—lsl+1
oy 4 20— Vag + - + il —i + Dag + -+ + I,
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(VIII) Introduisons dans E = R le sous-groupe Lo du no 4. Soit p le
projecteur orthogonal de E sur V. D’aprés le § 1, n° 10, prop. 28, on a

QR)=QR)nV =DLonV, et P(R) = p(P(R));

tenant compte du fait que le dernier poids fondamental de R’ est orthogonal

a 'V, onaPR)=p(QR")) = pLo). Ainsi, P(R) est le groupe engendré
I+1

par les &, —¢; et par p(e1) = e1 — (I + 1)71 X &, donc

i=1

{+1

PR) =Q(R) +Z(es— (I + 1) _gl &)

Or [41 est le plus petit entier m >0 tel que mp(e1) € Q (R). Donc P(R)/Q (R)
est isomorphe & Z/(! + 1)Z et I'indice de connexion est [/ 4 1.

(IX) et (X) Pour tout automorphisme g de V, soit ¢(g) 'automorphisme de
E qui prolonge g et laisse invariant ¢; + €2 4 +-- 4 <. Si on prend pour g
la réflexion orthogonale ss,_ajw, ¢ (g) est égal a s, donc échange ¢
et g; et laisse fixes les ¢ d’indice £ distinct de ¢ et j. Soit

X = {e1,82, .5 8041}

Alors g — ¢(g)|X est un isomorphisme de W(R) sur le groupe symétrique
de X. Ainsi, W(R) est isomorphe au groupe symétrique &1, donc est d’ordre
(l+ 10!

L’algebre symétrique S(E) s’identifie canoniquement a ’algébre des fonc-
tions polyndmes P(£1, &2, ..., &41) sur E. Soit G = ¢(W(R)). D’aprés ce
qui précede, I'ensemble S(E)¢ des éléments de S(E) invariants par G est
I’ensemble des polyndmes symétriques (Alg., chap. V, App. I), et par suite
(ibid.) S(E)G est I’algébre engendrée par les fonctions

si= 2 Eebeey oo By (1 €214 1)

€S
L’algébre S(V) s’identifie 3 algtbre des restrictions & V des fonctions
polynomes sur E. Si P eS(E)¢, Ia restriction de P 4 V est évidemment inva-
riante par W(R). Réciproquement, si QeS(V)™™, il existe PeS(E) pro-
longeant Q ; remplagant P par (({ 4 HH™! Y g(P), qui a méme restriction

gEeG
que P 2V, on voit qu'on peut supposer P e S(E)°. Ainsi, S(V)W® est engendré
par les s; = 5i|V. Or 51 = 0. Par ailleurs, le degré de transcendance sur R
du corps des fractions de S(V)™™ est /, donc les s (2 < ¢ <+ 1) sont
algébriquement indépendants. Comme les s; sont de degrés 2, 3, ..., [+ 1,
les exposants de W(R) sont:

1,28 ..., L
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(XI) Pour /=1, on a A(R) = W(R) =Z/2Z et wo = —1.

Pour /> 2, soit ¢ € A(R) "automorphisme qui transforme «; en az,1-;. Il est
clair que P'automorphisme du graphe de Dynkin induit par ¢ est I'unique
automorphisme non trivial de ce graphe. Le groupe A(R)/W(R) est isomorphe
a Z/2Z. Comme — 1 est un élément de A(R) qui n’appartient pas & W(R)
d’apres (IX) et (X), on voit que A(R) est isomorphe & W(R) x Z/2Z.
Onawy=—-c=.

(XII) Le groupe P(RY)/Q(RY) étant cyclique d’ordre [+ 1, il opere
sur le graphe de Dynkin complété par permutations circulaires. Si [ > 2,
Punique élément non neutre de A(R)/W(R) opére sur P(RY)/Q (RY) par
lautomorphisme x —> — x.

8. Systémes de type D; (I = 3).

(I) Considérons dans V=R’ le groupe Lo (n°4). L’ensemble R des « € Lo
tels que (x|a) = 2 est formé des vecteurs + & + €5 (1 < i < j < [). Il est clair
que R engendre V et que 2(«|8)/(«x|a) € Z quels que soient «, 8 € R. Donc R
est un systéme de racines réduit dans V (n° 4). Le nombre de racines est
n=2(—1).

(II) Posons

0] = €] — €2, Oy = €2 —— €8, ..., -1 = £_1— €, o = €_1 + &;.
On a aussitdt les formules

g —egp=a; + a1 + - + aj-1 (I < J)
g + ey =g + agp1 + o0+ ago1 + 205 + 20509 -
+ 209+ g1+ ((<j<1—2)
gt ea=a 4w+ oy (f<li—1)
gt a=a+ w1+ + wet+u (i <i—1)

€1-1 + & = &,

donc («1, ..., %) est une base de R (§ 1,n° 7, cor. 3 de la prop. 20). En outre,
on a |a;]|? = 2 pour tout 4, (x5]as) = 0 pour i + 1 < j sauf pour i = | — 2,
Jj =1 qui donne (¢;-g|o;) = — 1, (as]oss1) = —1 pour ¢ < [ —2, et enfin

(2z-1]er) = 0; le graphe de Dynkin de R est donc de type D;. Les racines
positives sont les & + e; pour ¢ < j.

(III) On a /z=—n7= 2(l—1).
(IV) Soit & = e1 + ea = a1 + 202 + -+ + 205-2 + oy-1 + o, qui est

une racine. La somme de ses coordonnées relativement & (o) est
20—3=h—1

Donc & est la plus grande racine.
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Sil=3,0ona
(#lar) =0,  (&|ae) = (&|ag) = 1.

Sil > 4,0na (&|a) = 0 pour i # 2 et (zgjae) = 1. D’ous le graphe de Dynkin
complété :

al\ PR /a‘_
/0‘2 o3 “t -3 % 2\
'11
(V) Comme («}a) = 2 pour tout «eR, on a RV =R,
La longueur des racines pour ®y est A V% = (20— 2)™"% Do
On(x,9) = (:)/(H—4) et y(R) =4(—1)

(VI) Un calcul analogue a celui du n°® 7 donne les poids fondamentaux :

Oy =¢€1 + g3+ - + &
= o1 + 203 + oo + ({— Dagoy + i(as + a1 + -+ + a1-2)

+ —é— (-1 + o)

pouri < [— 1,

Ez-1=—é—(€1+€2+---+€l—2+€z—1—€z)
- % (%1 + 2ug + -+ + (I — 2oz + _é_za,_l + _é_ (I — 2)a).
mz=%(€1+52+-'-+€z-2+€l—1+€z)
%(a1+2a2+ A = Durat (z—Q)a,_1+%la,).

(VII) La somme des racines positives est
20 =2(l— Ney 4+ 2(l — 2)eg + -+ - 4 2¢11
1—=2 e
= ;2 (Zl —-Z(l —5 1)) o + l(l; 1) (“l—l + ocl).

(VIII) Les + & + £; engendrent Li (n® 4), donc Q(R) = L;. Donc
Q(RY) = L; et par suite P(R) = Lg (n° 4). D’aprés le n° 4, P(R)/Q(R)
est isomorphe & Z[4Z pour [ impair, & (Z/2Z) X (Z|2Z) pour ! pair. Dans le
premier cas, P(R)/Q (R) est engendré par I'image canonique de &; (et aussi par
celle de ®;_1). Dans le second cas, P(R)/Q (R) est engendré par les images
canoniques de ©;-; et ®;. Dans les deux cas, 'indice de connexion est 4.

(IX) et (X) Dans R, la réflexion orthogonale Se—e; (1 #j) échange g
et ¢5, et laisse invariante les ex d’indice £ distinct de ¢ et j. Les s, - ; engendrent
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un groupe Gy isomorphe au groupe symétrique &;. D’autre part, sij = S¢ ¢ S +¢,
transforme ¢; en — g, ¢; en — ¢; et laisse invariants les e d’indice £ distinct
de i et j. Les s5;; engendrent un groupe G, ensemble des automorphismes #

!
de Pespace vectoriel R! tels que u(s;) = (— 1)"%; avec [[(—1)" =1. Le
i=1

groupe Gg est isomorphe & (Z/2Z)"™%, et Gy est distingué_dans W(R), donc
W(R) est isomorphe & un produit semi-direct de &; par (Z/2Z)""*. Son ordre

est par suite 2°71./!

Les fonctions polyndmes # du n° 5 sont invariantes par W(R), et il en est
de méme de t=§1&5 ... &;; on a d’ailleurs #; = £2. Soit alors P81, ..., &)
une fonction polyndme invariante par W(R). Soit '3’ ... &' un mondme
figurant dans P tel que v; soit impair; alors v; est impair pour tout j, car dans
siy(P) figure le monéme (— 1)"EVEy ... £, d’ol v; +v; =0 (mod. 2)
etv; =1 (mod. 2). Donc P =Py + ¢Ps, ol tous les mondmes figurant dans Py
et Py possédent uniquement des exposants pairs. Comme P est invariant par les
permutations des &;, P; et Py possédent la méme propriété, donc s’écrivent
comme des polyndmes par rapport & f1, f2, ..., f;. Ceci prouve que I'algebre
S(RH™™® est engendrée par {3, f3, ..., {1, &. Par ailleurs, le degré de trans-

cendance du corps des fractions de S(RZ)W(R) est [, donc #1, f2, ..., 81-1, ¢ sONt
algébriquement indépendants. On en conclut que la suite des exposants,
convenablement ordonnée, est:

1, 3 5 ..., 20—5, 21—3, I—1.

On notera que / — 1 apparait deux fois si [ est pair, une seule fois si / est impair.

(XI) Les automorphismes du graphe de Dynkin sont ceux du graphe
sous-jacent. Donc:

1) Sil =3, A(R)/W(R) est isomorphe & Z/2Z.

2) Si [ = 4, toute permutation des sommets terminaux définit un auto-
morphisme du graphe, donc A(R)/W(R) est isomorphe & &s.

3) Si [ > 5, les chaines issues du point de ramification «;_s ont pour
longueur 1,1 et /— 3 > 2. Le seul automorphisme du graphe distinct de
I’identité correspond donc a 'automorphisme ¢ e A(R) qui permute o;_; et o;
et laisse fixes les oy pour 1 € ¢ € /— 2. Donc A(R)/W(R) est isomorphe
a4 Z/2Z; de plus A(R) est produit semi-direct du groupe Gi ~ &; défini
dans (IX) par le groupe Ga formé des automorphismes z de R? tels que
u{g;) = + g pour tout i.

Si [ est pair, on a —1eW(R), d’od wo = — 1. Si [ est impair, on a
—1eW(R), dot AR) =WR) x {l, —1} et wo=—c¢.

(XII) Pour [ pair, P(RY)/Q (RY) a trois éléments d’ordre 2, w1, w1
et «;. Comme o; (resp. «;_1) échange les sommets correspondant a «p et
oy (resp. az_1), il échange ceux correspondant & o et a;-1 (resp. «;) et aussi
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ceux correspondant a «; et «;_; pour

251 —2
On a W] = WIWI_1.

Pour [ impair, P(RY)/Q (RY) a deux éléments d’ordre 4 qui sont ;-1
et w;, et un élément d’ordre 2, égal 4 w;. En effet w1 échange les sommets
correspondant a ao et a1, donc il laisse fixes les sommets correspondant aux
oy pour 2 < j < [—2 et est nécessairement d’ordre 2. Par suite w; est
d’ordre 4 et transforme le sommet correspondant & ao (resp. oy, resp. «i,
resp. «;-1) en celui correspondant & o«; (resp. o1, resp. «;_1, resp. «o), et
échange les sommets correspondant & oy et «;—; pour 2 € j £ /[—2.Ona
W] = co% et w1 = w?.

Pour ! # 4, I'élément non neutre de A(R)/W(R) échange les sommets
correspondant & a;_1 €t «z, et par suite échange les éléments ;-1 et «; de
P(RY)/Q (RY). Pour !/ impair, ’automorphisme ainsi obtenu de P(RY)/Q (RY)
est I'application x —— — x.

Pour /=4, A(R)/W(R) s’identifie au groupe des permutations de
{1, 3, 4} et opére par permutation des indices sur {wi1, w3, wa}.

9. Systéme de type Fy

(I) Considérons dans R* le groupe Lg (n° 4). Soit R Pensemble des « e Lg
tels que (#ja) = 1 ou (afa) = 2; il contient les vecteurs
1

+ &, e+ el <y), -—2—(i €1 + €2 + &3 + &4).

Réciproquement, si o« « R, les coordonnées de « ne prennent que les valeurs 0,

+ i, + 1 (car (%)2 > 2); ces coordonnées sont, ou bien toutes entieres,

2

ce qui donne les vecteurs + e, + & + ¢;, ou bien toutes égales & + —;—,

ce qui donne les Vecteurs—;—(i €1 + &2 £ €3 £ e4).

Soient «, 3eR et montrons que 2(«|B)/(¢|a)eZ. Si a = + &, ou si

oc=-é——(-l_- €1 + €3 + €3 + €4), on a («xx) =1, et on a vu au n°® 4 que

(oB) & %Z puisque o, BeLs. Sia = + & + ¢, on a (¢|a) =2,et on a vu
au n° 4 que («|f) eZ puisque aeL; et feLs. Donc R est un systéme de
racinesréduit dans R* (n 4), Le nombre de racines est n =8 + < g > 4+24=48.

(IT) Munissons R* de l'ordre lexicographique défini par la base
(e1, €2, €3, €4) (§ 1, n° 7). On a donc en particulier e; > e > €3 > 4. Les
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racines positives sont

. . 1

e, e tey (i <)), -2—(51 t ezt oes £ oeg).

La plus petite est ag = e4. Parmi les racines positives appartenant &
Reg + Req mais non & Rey, la plus petite est ag = £3— 4. Parmi les racines
positives appartenant 4 Rez + Rez + Regy mais non & Rez + Req, la plus
petite est o3 = g2 — 3. Parmi les racines positives n’appartenant pas a

Rez + Reg + Rey, la plus petite est oy = L(e:l — &g — g3 — &4). Aucune «;

2

n’est somme de 2 racines positives. Donc (a1, ag, a3, ®4) est une base de R
(§ 1, n° 6, cor. 1 de la prop. 19). Ona [jay|® = [as]? =2, [as]|® = [|aa]® =1,

(x1|ag) = (agfag) = — 1, («sles) = — -12—, (ar]ag) = (a1]as) = (xg)as) = 0.
On voit que R a un graphe de Dynkin de type Fy4, donc est irréductible.

(II1) On a k= % = 12.

(IV) Soit & = €1 + &3 = 2u; + 3uz + 403 + 2a4. La somme des coor-
données de & par rapport & (o) est 11 = & — 1, donc & est la plus grande racine.
On a (&w) =1, (&lag) = (&|as) = (&]as) = 0.

Le graphe de Dynkin complété est:

° % &2 %3 :4
(V) La formule «¥ = (%“—) donne pour RY P’ensemble des vecteurs + 2¢g
[« 20 2

+ e + ¢, + e + 2 + e3 + e4. Le graphe de Dynkin de RY se déduit

de celui de R par le procédé expliqué au n° 2, et 'on voit que RY est de
type Fa.
Les racines non orthogonales & f = ¢; sont + &, + &1 + g5 (J = 2),

et-é—(i €1 + €2 + €3 * £4); le nombre n(a, B) = 2(«|B) est égal & + 2 pour
les 14 premiéres de ces racines et & + 1 pour les 16 derniéres; donc, pour

@y, le carré de la longueur de B est 4(14.4 4 16.1)72 =-11—8; donc
Oulx,9) = (x3)/18.
Appliquons alors la formule (18) du § 1, n° 12, avec x = » = B; il vient

1

1 14 _
2 +12. 4+ 16-° = Y(R). 3

d’ott y(R) = 2.3%
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(VI) Le calcul des poids fondamentaux donne ici

g1 + g9 = 201 + 32 + dag + 204 = &
2e1 + €3 + €3 = 31 + 6az + Buz + 4aq

w3=—;—(3€1+82+83+€4)=2d1+4u2+50¢3+3o€4
B4 = &1 = a1 + 203 + 3ag -+ 2a4.

(VII) La somme des racines positives est
20 = lleg + 529 + 3e3 + g4 = 1603 + 30ag + 4203 + 22a4.
(VIII) Ona Q(R) = Ly (n° 4), et P(R) = Q(R) d’aprés (VI). L’indice

de connexion est donc 1.

(IX) La famille des exposants a 4 termes, et puisque & = 12, les entiers
1, 5, 7, 11, étrangers a4 12, doivent figurer dans cette famille (§ 1, no 11,
prop. 30); ce sont par suite tous les exposants de W(R).

(X) et (XI) Le seul automorphisme du graphe de Dynkin est Pidentité,
donc A(R) = W(R) et wy = — 1. Soit R’ ’ensemble des éléments de R de
plus grande longueur, c’est-a-dire les + & + &5: R’ est le systéme de racines
de type Dy construit au n° 8. Tout élément de A(R) est évidemment un élé-
ment de A(R'). Réciproquement, un élément de A(R’) laisse stable L; (qui
est engendré par R’), donc son associé Lz, donc R. D’ou W(R) =A(R)=A(R').
D’aprés le n° 8, W(R) est donc produit semi-direct de &3 et de W(R'), W(R')
étant lui-méme produit semi-direct de &4 et de (Z/2Z)3. L’ordre de W(R)
est 31412% = 27.3%

(0]
B2

Il

10. Systéme de type Eg

(I) Considérons dans R® le groupe L3 (n° 4). Soit R ensemble des « e L3
tels que (a«fa) = 2; il contient les vecteurs

8 8
tatei<i), =3 (1) (3 v(0) pair)

Réciproquement, si un élément « e L3 est tel que («ja) = 2, ses coordonnées
ne peuvent prendre que les valeurs 0, + %, + 1; d’aprés le n° 4, ces coor-

données sont, ou bien toutes entiéres, ce qui donne les vecteurs + g + ¢y,

. 5 1 . .
ou toutes égales & + -— et de somme paire, ce qui donne les vecteurs

2

L
2,

i o

(__ 1>V(i)si

1

avec E ) pair.

i=1
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On a vu (n° 4) que («|B) e Z quels que soient «, B «L3. Donc R est un

g>.4+27 — 240.

(IT) Soit p le vecteur (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 23) de L3. Aucun élément de R

8
n’est orthogonal & p (c’est clair pour les + g + ¢;; si -é— 3 (— 1)"P¢; était

8 i=1
orthogonal 2 p, on aurait X i(— 1)*"*P £ 23(—1)"® =0, ce qui est

i=1

systéme de racines réduit. Le nombre de racines est n = <

impossible puisque X i < 23). Donc (§ 1, n° 7, cor. 2 de la prop. 20) les
i=1

«eR telles que (a|p) > O sont les racines positives relativement a une cer-
taine chambre. Ces racines sont les + & + g4 (i < j), et les

_é. (58 + 2 (_ I)V(i)si)

7

avec Y, v(i) pair. On a («|p) e Z pour tout xe R (n°®4), et («|p) est égal & 1
i=1

pour les racines suivantes:

ot1=-é—(€1+Ss)——-é—(€2+€3+€4+55+ €6 + ¢7)

®g = €1 + €2, ®g = €2 — €1, o4 = €3 — €3, o5 = €4 — €3,
®g = €5 — &4, ®7 = €6 — €5, ag = €7 — &¢

et ces huit vecteurs forment une base de R®, D’aprésle § 1, n° 6, cor. 1 de la
prop. 19, (a1, a2, ..., «g) est la base de R pour laquelle les racines positives
sont celles qui ont été définies plus haut. On a

(alos) = (os|g) = (glor) = (wr|oes) = (aa|t) = (tafg) = (ag|os) = —1,
et (xga;) = 0 pour les autres couples d’indices. Le graphe de Dynkin
de R est donc de type Eg, et R est irréductible.
(III) On a k=2 = 30.
(IV) Soit
& = e7 + eg = 2u1 + 3og 4 4oz + Goeg + das -+ dag + 3x7 + 2ug,

qui est une racine. La somme de ses coordonnées par rapport & («;) est
29 = h— 1, donc & est la plus grande racine. Elle est orthogonale & tous les
o sauf ag, et (&|ag) = 1. D’ou le schéma de Dynkin complété:

o . o
53 o3 g g ] L] g

o
oy
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(V) Comme («a) =2 pour tout ««R, on a RV =R.
Pour @y, le carré de la longueur des racines est 3% (§ 1, n°12). Donc

@i (%, 9) = (%|»)/60, et v(R) =900 (§ 1, n° 12, formule (20)).
(VI) Le calcul des poids fondamentaux donne

Wy = 2¢g = 4uy + bag + 7ag -+ 10xq + 8az -+ 6ag + 4oy + 2as
Gz=—é—(€1+ €2 + €3 4 €4 + €5 + €6 + €7 + Seg)

= Ba; + 8ag + 1003 + 15aq + 1205 + 926 + 67 + 3as
G53——é—_(—-£1~¥-€2 4 €3 + €4 + €5 + €6 + €7 + 7es)

= 7a1 + 100 +~ 14ag + 20xy + 1605 + 12a¢ + 8x7 + 4us
Wy =¢e3 + €4 + &5 4 €6 -+ €7 + Oeg

= 1001 + 15ag + 20a3 + 3004 + 24as5 -+ 18xg -+ 1207 4 Gug
B5 = e4 + €5 + ¢ + c7 - 4es

= 8uy + 1209 + 1603 + 2404 + 20us + 15x¢ + 10a7 + Sug
B¢ = &5 - € + €7 + 3es

= 6a1 + Yxg + 1243 + 18axg + 15a5 -+ 120 + 8y + 4us
Wy = eg + g7 + 2eg

407 + 6oz + 8ag + 1204 + 10a5 + 8ag + 6a7 + 3us
g = g7 + €3
= 201 + 3axg + 4ag + 6aq + Sz + 4og + 3o + 208 = .

(VII) La demi-somme des racines positives est la somme des poids fonda-
mentaux (§ 1, n° 10, prop. 29) et vaut donc

p = g3 + 2e3 + 3e4 + 4e5 + Se6 + 6e7 + 23¢g
= 4601 + 68a2 + 9lag + 13504 -+ 11005 -~ 84ag + 57a7 + 29as.

8
(VIII) Le groupe Q(R) est engendré par les g; + ¢; et —;— 3 &, et est
i=1
égal & L3 (n°® 4). Donc P(R), qui est I’associé de Q (RY) = Q(R) = Lg, est L3
(n° 4). L’indice de connexion est égal a 1.

(IX) La famille des exposants a 8 termes, et puisque £ = 30, les entiers
1,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, étrangers & 30, doivent figurer dans cette famille;
ce sont par suite tous les exposants de W(R).

(X) On déduit de (IX) et du chap. V, § 6, n° 2, cor. 1 de la prop. 3, que
lordre de W(R) est

2.8.12.14.18.20.924.30 = 2¥*.3%.52.7.

(XI) Le seul automorphisme du graphe de Dynkin est 'identité puisque
les trois chaines issues du point de ramification sont de longueurs distinctes.
Donc A(R) = W(R) et wo=—1.
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11. Systéme de type Eg

(I) et (II) Soit E = R, et soit Rg le systéme de racines de E construit au
n® 10. Soit V Phyperplan de E engendré par les racines ay, ..., a7 de Rg;
il est orthogonal au huitiéme poids fondamental w = e7 + eg de Ras.

Soit R = Rgn V. Alors R est un systtme de racines réduit de base
(a1, ..., aq), cf. § 1, n° 7, cor. 4 de la prop. 20; ce systéme est donc de type
Eq. Ses éléments sont :

tegte (1<i<j<6), + (g7 — e8),
[}

+ -é— (e7—es+ X (—1)"Pg) avec ), v(i) impair.
i=1

i=1

Le nombre de racines est n == 2 - < g >.4 + 2% — 126. Les racines positives
sont

e+ gy <1<i<j<6)’ — €7 -+ €8,
3

[]
—é— (—e7+ es+ ; (— 1)"%¢;) avec ) v(i) impair.

i=1

(III) On a h=%= 18.

(IV) Soit & = eg— g7 = 2001 + 209 + a3 + 4oa + 35 + 20 + 7,
qui est une racine. La somme de ses coordonnées par rapport a («;) est
17 = A — 1. C’est donc la plus grande racine. Elle est orthogonale & «; pour
2 <i<7, et (&jag) = 1. Le graphe de Dynkin complété est

© C o
5% o3 4 s % %

o
G

(V) Comme («|a) = 2 pour tout xR, on a RY =R.

Pour @y, le carré de la longueur des racines est %, donc

Qp(x, y) = (xl_y)/36, et Y(R) = 2%.3¢
§ 1, no 12, formule (20)). |

(VI) Le calcul des poids fondamentaux donne
W1 = gg — €7 = 201 + 202 + 3ag + 4oq + 305 + 206 + w7 = &
zB2=%(€1 + €2 + =3 + €4 + &5 + 6 — 2e7 + 2eg)

1

= —2— (4a1 -+ 709 4 Bag + 1204 + x5 + 8Bag + 30(7)
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m3=—é—(_51+52+53+54+€5+56"_357+3€8)

3a1 + 4og + 6oz 4 8aa + bas + dog + 207
By = ¢c3 + &4 + &5 + g + 2(eg — e7)
= 4oy + 6oy + 8uz + 1204 + x5 + Oug - a7

O5 = g4 + 5 + 26 +—g—(€s—€7)

= '%‘ (60(1 + 9ag + 12a3 + 18xg + 15a5 + 10ag + Saty)

Wg = g5 + € — €7 1 €8
= 2ay + 3ag 4 4az + 6aq + Has -+ 4ag + 207
Wy = €6+—é—(58—57)

—é— (20(1 + 3ag + 4ag + 6ag + Sas 4+ 4ug + 30(7).

?
(VII) La somme 2p des racines positives est 2 3, @; (§ 1, n° 10, prop. 29),
d’Oltl i=1
2p = 2ep + 4eg3 + 654 + 8ey 4 10e6 — 1727 4 17eg
= 34a1 + 49a9 + 66ag -+ 96aq4 + 7505 + 52ug -+ 27 7.

(VIII) D’apres le n® 10 (VIII) et le § 1, n® 10, prop. 28, on a
QR)=QRe)nV=LsaV et PR)=p(P(Rs)) = p(La),

ol p désigne la projection orthogonale de E sur V. Le groupe Q (R} a pour
base (a1, ..., «7); le groupe P(R) est engendré par Q (R) et
1

plag) = xg— ol w.

On a weP(Ry), %(:.)GEP(Rs), donc 2p(«xg) € Q(R) et p(as) € Q(R).
On voit ainsi que P(R)/Q (R) est isomorphe 4 Z/2Z et engendré, par exemple,
par I'image de ®9.

L’indice de connexion est 2.

(IX) Lasuite des exposants de W(R) a 7 termes. Les nombres 1, 5, 7, 11, 13,
17, étrangers & 2 = 18, figurent dans cette suite. Le dernier exposant m doit
donc étre que tel m 4+ m = 18 (chap. V, § 6, n° 2, formule (2)). Donc la suite
des exposants est

1, 5, 7,9, 11, 13, 17,

(X) On déduit de (IX) et du chap. V, § 6, n° 2, cor. 1 de la prop. 3, que
Pordre de W(R) est

2.6.8.10.12.14.18 = 2%°.3%.5.7.
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(XI) Le seul automorphisme du graphe de Dynkin est Iidentité, donc
AR) =W(R) et wg =—1.

(XII) P(RY)/Q(RY) a un seul élément non neutre. Il échange les som-
mets correspondant & «g et oy, a1 et ag, a3 et a5 et laisse fixes ag et oq.

12. Systéme de type Eg

(I) et (II) Soit E=RS, et soit Rg le systéme de racines de E construit au
no 10. Soit V le sous-espace vectoriel de E engendré par les racines «z, ..., tg
de Rg; c’est Porthogonal du plan engendré par les deux derniers poids fonda-
mentaux ® = ey + g et ™ = eg -+ g7 - 2¢g de Rg.

Soit R = Rgn V. Cest un systéme de racines réduit de base (a1, ..., xg),
donc de type Eg. Ses éléments sont :

+ g gy (1<i<j<5)
5

(s—er—eo+ 3 (— 1))  avec 3 v(i) pair.

= i=1

*

20| =

5
2

tet+eg (I1<i<fj<gh)
5

(es—er—es+ 3 (—1)Pe)  avec I v(i) pair.
i=1

i=1

Le nombre de racines est n = < > . 4 4+ 2% = 72, Les racines positives sont

—

2
(III) On a k=%= 12.

(IV) Soit&=—é—(sl+ e2 4+ €3 - €4 4 €5 — 6 — 7 4+ <3)

= a1 + 202 + 203 4 g + 2a5 + e,

qui est une racine. La somme de ses coordonnées par rapport & («s) est
11 =k —1, donc & est la plus grande racine. Elle est orthogonale & «;, «3,
«a, o5, a6, €t (&ag) = 1. Le graphe de Dynkin complété est

[ . o
L5 %3 L7 1 *g

oty

(V) Comme (#|a) = 2 pour tout R, on a RV =R.

Pour @, le carré de la longueur des racines est —1—. donc

12
Onlx, ) = (12)/24, et  y(R) = 144,
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(VI) Le calcul des poids fondamentaux donne:

Bl = —g—(ss— g7 — €¢) = —é—(%q + 3ag + Sa3 + 6ag + 4as + 2a6)

52=—é—(51+52+€3+€4+55—36—57+58)
= a1 + 202 + 2a3 + 30g + 205 + 0 =&

m3=%(€8-—€7—~€6) +—é“<_51+52+ &3 + €4 + €5)
=%(50€1 + 6ag + 10a3 + 1204 4 8as + 4oig)
Wy =¢e3+ €4+ e5—eg— g7 + &3
= 201 + Jag + 4oz + 6xs + das + 2a4
135=—§—(58—€7-—56) + g4+ &5
=*:];—(4°‘1 + 6og + 8ag + 1204 + 1005 + Sog)
56=%(€8—€7—€6) + 5
=%(2°€1 + Bag + 4ug + 60g + dos 4 dag).

]
(VII) La demi-somme p des racines positives est Y, @y, d’ot

i=1
p = g2 + 2eg + 34 + 4e5 + 4(eg — g7 — =q)
= Buy + 1lag 4+ 1503 -+ 2lag + 1505 4 Bug.

(VIII) D’apres le n° 10 (VIII) et le § 1, n° 10, prop. 28, on a
QR)=QReg)nV=LsnV et P(R)=p(P(Rs)) = p(Ls),

ol p désigne la projection orthogonale de E sur V. On a
pan) = ag —%W + w,  plag) = ag + T — 2o.

Le groupe Q (R) a pour base (ay, ..., «g). Le groupe P(R) est engendré par
QMR) et plag), car plag) e PR)nV =QRg)nV =Q(R). On a
3p(a7) e Q(R) et par) € Q (R). Le groupe P(R)/Q(R) est donc isomorphe
a Z/3Z; il est engendré, par exemple, par 'image de @e.

L’indice de connexion est 3.

(IX) et (X) D’aprés le § 2, n° 4, prop. 7, ordre du groupe de Weyl est
6!1.2.2.3.2.1.3 = 27.3%,5, La suite des exposants a 6 termes compris
entre 1 et 11, et comporte les entiers 1, 5, 7, 11 qui sont étrangers & 12. Les
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autres exposants m, m’ sont des entiers tels que
m-+m =12
(m+ D(m + 1)1 + 16+ D7+ D1 +1)=2".3%5

en vertu du chap. V, § 6, n° 2, formule (2) et cor. 1 de la prop. 3. La seconde
relation donne (m + 1)(m' 4 1) = 45, et comme m + m' + 2 = 14, on
obtient m = 4, m’ = 8. La suite des exposants est donc

1, 4, 5 7, 8, 11,

(XI) et (XII) Comme les racines ont toutes méme longueur, les automor-
phismes du graphe de Dynkin sont ceux du graphe sous-jacent. A part 'iden-
tité, il n’y a que ’automorphisme ¢ qui transforme o1, a3, «4, a5, ag, xa respec-
tivement en ag, o5, og, «3, a1, ®g. Donc A(R)/W(R) est isomorphe & Z/2Z;
comme — 1 &« W(R) (chap. V, § 6, n® 2, cor. 3 de la prop. 3), A(R) est iso-
morphe & W(R) X {1, — 1} et wo s’identifie & — e. Il en résulte que
Pélément non neutre de A(R)/W(R) définit ’automorphisme x ——x de
P(R)/Q(RY).

De plus, P(RY)/Q (RY) a deux éléments non neutres qui sont d’ordre 3.
Ils définissent les deux seuls automorphismes d’ordre 3 du graphe de Dynkin
complété.

13. Systéme de type Gg
(I) Dans E = R3, soit V Phyperplan d’équation
&1+ & + & =0

Soit R I'ensemble des « € Ly n V tels que (¢|a) = 2 ou («|a) = 6. Les éléments
de R sont

+ (g1 — ¢€2), + (g1 — e3), + (g9 — €3), + (261 —eg—¢3),
1 (2e2 ~— &1 — e3), + (2e3 — &1 — e3).

Alors R engendre V, et %ﬁ%) e Z quels que soient «, B € R: c’est évident si
B= +(es—e;) avec i #j; st B = 2¢1 —ea—e3 par exemple, on a
(«|B) € 3Z pour tout « € R, d’ott encore notre assertion. Donc R est un systéme
de racines réduit dans V. Le nombre de racines est n = 12,

(IT) Posons «; = &1 — ea, g = — 2¢1 + &3 + e3. Les racines sont alors
tog, * (21 + «g), * (201 + ag), + ag,
+ (31 + ag), * (31 + 2a2).

Donc (w1, a2) est une base de R. On a [ar]? = 2, |aa]® =6, (ag]as) = —3,
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donc R est un systéme de type Gga. Les racines positives sont a1, o3 + «g,
2y + a2, ag, 321 -+ a2, 301 + 2as.

(III) On a h=%=

(IV) La plus grande racine est & = 3ay + 202 = — g1 — g2 + 2e3.
On a (&e1) = 0, (&j«xz) = 3. Le graphe de Dynkin complété est
R —————Q
% %3

(V) Le systéme inverse RY est Pensemble des vecteurs suivants:

+ o, + (o + 9), + (201 + a2), + % og,

£h (B o), % (3o + 2u).

Il existe 10 racines non orthogonales & o3; on a (B, 1) = + 1 pour 4 de ces
racines, n(B, a1) = + 3 pour 4 autres, et n(B, 1) = + 2 pour B = + «1.

Donc le carré de la longueur de «; pour @y est 4(4.1 + 4.9 + 2.4)71 = 1—12—

Donc ®g(x, ») = (x]»)/24. Appliquons alors la formule (18) du§ 1, n° 12,
avec x =y = «q; il vient:

1
4

1

244 4=

1
R). —
TR)- 5
d’ou y(R) = 48.
(VI) et (VII) La demi-somme des racines positives est

p = So1 + 3ua.

Les poids fondamentaux ®; et ®; sont orthogonaux a ag et a3, donc propor-
tionnels & 20y + a2 et 321 4 203. On a

B1 4+ B2 = p = Sa1 + 302 = (20(1 + wg) + (31 + 20(2).

Donc
®1 = 2u1 + w2, B2 = 301 + 202 = &.

(VIII) Q(R) est engendré par exemple par g3 — &2 et e — e3. D’aprés
(VI) et (VII), P(R) = Q(R). L’indice de connexion est 1.

(IX) La famille des exposants a 2 termes; comme 1 et #— 1 = 5 sont
des exposants, ce sont les seuls.

(X) On a (m) = 2:’3, donc W(R) est isomorphe au groupe diédral
d’ordre 12. 6

(XI) Le seul automorphisme du graphe de Dynkin est I'identité, donc
AR) = W(R) et wo=—1.
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14. Systémes de racines irréductibles non réduits

Les systémes de racines irréductibles non réduits se déduisent des systémes
irréductibles réduits grace aux prop. 13 et 14 du § 1, n° 4. Pour chaque entier
[ > 1, il existe, & un isomorphisme prés, un seul systéme de racines non réduit
irréductible de rang /: soient R un systéme de racines de type B;, A 'ensemble
des racines de plus petite longueur de R; on prend la réunion de R et de 2A,

Avec les notations du n° 5, on obtient les vecteurs
+ g, T 251, tep gy (l <_])

au nombre de 2/(/ + 1).



Exercices

§ 1.

Tous les systémes de racines considérés ci-dessous sont relatifs & des espaces vectoriels réels.
On désigne par (x| y) un produit scalaire invariant par le groupe de Weyl (cf. n° 3).

1) Soient R un systtme de racines, R = Ry U R; une partition de R. On suppose que,
si x, y sont deux éléments de Ry et si ¥ + » (resp. ¥ — ») est une racine, alors x + yeRy
(resp. x — » € Ry), et ceci pour i = 1, 2, Alors R est somme directe de R: et Re. (Montrer que

sixeRiet yeRy, on a (x| y) = 0, en utilisant le cor, du th. 1, n° 3.)
KERD 2 -XeRL

2) Soient R un systéme de racines, « et B deux racines. Si ¢ est un scalaire tel que 8 + xR,
ona2teZ. (Carn( + i, o) = n(B, «) + 2t.) Si « est indivisible, on a t Z. (Sinon, montrer,
en utilisant la prop. 9, qu’il existe une racine y orthogonale 4 « telle que v 4- -;— xesR;ona

(v +—;—oc|oc)> 0, d’otx —;—aeR.)

3) Soit R un systéme de racines dans V, irréductible et non réduit. Il existe une forme bili-

néaire symétrique non dégénérée @ sur V telle que, si on identifie V a V* 2 P'aide de @, on ait
R = RY. (Utiliser la prop. 13.) )

4) Soient I' un Z-module libre de rang fini [, ['* le Z-module dual, I un ensemble fini d’indices,
(%45 5811 une famille d’éléments de " x T* telle que <x;, 4> =2 pour tout ie I, sy = Sz, af
Soit V ’espace vectoriel réel I'® z R, dont le dual V* g'identifie 3 I'* @ z R. Notons encore s
la réflexion s;®1 dans V. Soit R (resp. R’) Pensemble des »; (resp. x¥). Soit E (resp. E)
le sous-espace de V (resp. V*) engendré par R (resp. R’). Supposons que si(R) = R pour
tout 7. Alors R est un systéme de racines dans E, E’ s’identifie canoniquement au dual de E
et x7 & x7 pour tout i. Si F (resp. F) est le sous-espace de V (resp. V*) formé des points inva-
riants par tous les s; (resp. ), alors I'n F (resp. I'* n F*) engendre F (resp. F’). Si on pose
MN=TnE)aTnF) (resp. I't = T*nE)d T* nF)), I/T1 et I*/T'7 sont des groupes
finis isomorphes. '

5) Soit R un systéme de racines irréductible. Pour tout R, on a

16y(R) = ( §Rn<a, B (X (@ %)

«€R

et par conséquent y(AR) = y(R) pour tout scalaire non nul A, (Utiliser les formules (17)
et (19) du no 12.)

6) a) Soient A un groupe commutatif de type fini, et T une partie finie de A ne contenant
pas 0. Il existe un sous-groupe d’indice fini H de A tel que Hn T'= d. (Soit ¢ e T. En utilisant
la structure des groupes commutatifs de type fini, construire un sous-groupe d’indice fini
de A ne contenant pas £, Puis raisonner par récurrence sur Card T.)

b) Soient R un systéme de racines, P un sous-ensemble de R clos et symétrique. Il existe un
sous-groupe d’indice fini Hde Q (R) tel que P = H n R. (Passer au quotient par le sous-groupe
de Q (R) engendré par P, et utiliser.a) et la prop. 23.)
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7) L’indice de connexion d’un systéme de racines est égal au déterminant de sa matrice de
Cartan. (Utiliser la formule (14) du n° 10. Montrer d’autre part que, dans un espace vectoriel
réel muni d’un produit scalaire, deux bases (e, ..., &,), (€], ..., &) telles que (g,[e}) = di;
vérifient dete ¢ (€1 - ;) > 0.)

8) Soient R un systtéme de racines réduit, C une chambre, 25 la somme des éléments > 0
de RY, P/(R) I’ensemble des x e P(R) tels que <x, 6> &Z. Ona Q (R)cP'(R) « P(R), et
P(R)/P’(R) est d’ordre 1 ou 2. Soit (B3, ..., Bi) la base de R” correspondant & C, et posons
26 = mf1 + +++ + mP; ol les n; sont des entiers > 0. Pour que P’(R) = P(R), il fautet
il suffit que tous les n; soient pairs.

g 9) Soient R un systéme de racines, G une chambre. Posons B(C) = {«,, ..., &;},
Ry(C) = {ot), -0y 0y Hppgy +oes O}

(les «, étant deux a deux distincts), et a = «, + :++ + a,

a) Pouri= 1,2, ..., 5 s0it g, = % L. Soit a* = g &, + -+ + g,&,. Si (a*|as) > O pour
i=1,...,]alors a* = aete, = | pour tout i. (Soit y (resp. §) la somme des &, pour lesquels
g, =1 (resp. —1). On a (y|a,) — (8la,) > 0, (yle,) + (Bla) = (]x,), d’ou

2(yle,) > (afex))s

comme 2()7|oc‘)/(oc‘|ai) €Z, on a (yla,) = (x,]a) = (x|a), dov y — «eC,y2a vy=2a
et o = 0.

b) Pouri=1,2,...,s, soitg, = £ 1. Pour que I'ensemble des ¢ a, soit I'ensemble des racines
> 0 relativement & une chambre, il faut et il suffit que a* = Z g,®, appartienne 2 une
chambre. (Pour la suffisance, soit w, = +1 tel que (a*|p,x) > 0." 11 existe we W(R) qui
transforme 1’ensemble des y,x, en ’ensemble des «,, donc a* en a** = > €lhykg s, OU 0 € G
Appliquant a), montrer que «** = «, d’ot 5, = 1.) '

10) Soit « la plus grande racinie d’un systéme irréductible réduit R relativement a une base.

Pour que o soit la plus grande racine de RY, il faut et il suffit que toutes les racines soient de
méme longueur.

11) Les notations étant celles de la prop. 33 du n° 11, montrer que 0; + 0; n’est une racine
pour aucun couple (i, j).

12) Soient R un systéme de racines dans V de rang = 3, («;, ..., ;) une base de R, V” (resp.
V) le sous-espace de V engendré par les o, pour i > 2 (resp.i 2 3),R"=RnV,R"=Rn V"
Soit d (resp. d’, "), le déterminant de la matrice de Cartan de R (resp. R’,R”). On suppose
que «, est orthogonal & tous les «, sauf a,, et que |a,| = |a,]. Montrer que d = 24" — d”.

13) Soient R un systéme de racines réduit, (¢, ..., «,) unebasede R et a = ¢, &, + -+ + ¢,

une racine. Alors f‘Ea—i'O;‘l € Z pour tout i. (Considérer le systéme inverse.)
ala

14) Soient R un systéme de racines irréductible, A la plus grande des longueurs des racines,
S P’ensemble des parties de R formées de racines de longueur A et deux a deux orthogonales.
Alors deux éléments maximaux de S sont transformés I'un de P’autre par W(R). (Utiliser la
prop. 11, et la prop. 1 du chap. V, § 3, n° 3.)
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@ 15) Soit R un systtme de racines de rang L

a) Pour que — 1 € W(R), il faut et il suffit que R contienne [ racines deux a deux fortement
orthogonales. (Pour la nécessité, raisonner par récurrence sur / en utilisant la prop. 1 du chap.
V, § 3, n° 3.)

b) Siwe W(R) est d’ordre 2, il existe un ensemble S de racines deux & deux fortement ortho-
gonales tel que w soit le produit des s, (& S).

16) Soient R un systéme de racines, B une base de R, R, I’ensemble des racines positives pour
cette base. Pour w € W(R) posons Fy, = R, n w(— R.,). Montrer que ’application w > Fy
est une bijection de W(R) sur Pensemble des parties F de R, telles que F et R, — F soient
clos. (Appliquer le cor. 1 de la prop. 20 a la partie P = (R, == F) y (— F).)

 17) Soient R un systéme de racines réduit et B une base de R. Pour toute partie J de B,
soient W le sous-groupe de W(R) engendré par les réflexions s, pour a €] et w; I’élément
de plus grande longueur de W;. Soit @ I'ensemble des w;.

a) Montrer que, pour qu’'un élément we W(R) appartienne 4 @, il faut et il suffit que
w(B) cR,.(B) u (— B).

(Pour montrer que la condition est suffisante, on désignera par J1 ’ensemble des o« € B tels que
w{a)e — B et on posera J = — w(J1). Si aeJi, on a w(a)e —J et wyjw(a)eB; si
«eB—]J1, on a wyw(x) e R, : sinon w(x) serait positive et wjw(x) négative, ce qui entraine-
rait que w(o) appartient au sous-systéme engendré par les B € J et que a appartient au sous-
systtme engendré par les 8 € J1, ce qui est absurde. En déduire que w;w = 1.)

b) Montrer que, pour qu’un élément w & W(R) soit d’ordre 2, il faut et il suffit que w soit
conjugué de ’'un des wy. (Pour montrer que la condition est nécessaire, on remarquera gu*un
élément w d’ordre 2 de W(R) est la symétrie par rapport au sous-espace engendré par une
facette F. Quitte & remplacer w par un conjugué, on peut supposer que Fc C, ol C est la
chambre définie par B. La facette F est alors I'intersection des hyperplans L, pour « appar-
tenant & une partie J de B, et on a w = w;.)

18) Soit R un systéme de racines et soit P une partie parabolique de R. Montrer que le
complémentaire de P dans R est clos.

19) Soit R un systéme de racines, et soit ¥ un élément non nul de Q (R) de longueur mini-
male. Montrer que xeR.

q 20) Soit {«,, ..., &,} une base d’un syst¢éme de racines irréductible et réduit R. Soient
r et p deux entiers, avec p > 2, tels que :

(0(.1|OC1) = = (d'r{a'r) =P'(ar+llar-rl) = =p'(°‘z|a1)-

a) Soit & = ¢, + -+ + c,&;, une racine, Montrer que (xfa) = («,|x,) (autrement dit

que « est une racine longue) si et seulement si p divise ¢,y ..., 6.

b) Soit & le nombre de Coxeter de W(R). Montrer que le nombre des racines de R de plus
grande (resp. de plus petite) longueur est égal & Ar (resp. & A(l — 7).

21) Soient R un systtme de racines et B une base de R. Soient «, 8 €B et w e W(R) tels que
= w(a). Montrer qu’il existe une suite «, .. ., &, d’éléments de R et une suite w,, ..., w
d’¢léments de W(R) tels que:

n-l

) o« =a &« =08

(ii) w=w, ,...0.

(1ii) wilos) = &, pour l €éig<n—1.
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(iv) Pour tout i e [l, n— l], il existe B, e B tel que w; appartienne au sous-groupe de W
engendré par les réflexions s, et 5g,
) 13

q 22) Les hypothéses et notations étant celles de la prop. 33 du n° 11, on désigne par
®,, .., @, les poids fondamentaux de R.
a) Montrer que ¢~(w,) = w, — 0,. En déduire que 1 — ¢ applique P(R) sur Q(R).

b) Soit f indice de connexion de R, et soient m1, ..., m; les exposants de W(R). Montrer
que T'on a:

i !

F=det(l — o) =[] (1 — wns) = 2* ] [ sin (mymsh)

J=1 j=1

avec w = g2k,

¢) Soit p un nombre premier. Ecrivons & sous la forme & = poH, avec H non divisible par p.

Montrer que, pour que p divise £, il faut et il suffit que H divise 'un des m; (*).

23) Soit R un systtme de racines réduit, et soit X une partie de P(R). On dit que X est
saturée si la condition suivante est vérifiée :

(S) Quels que soient pe X, e R, etieZ tels que ¢ soit compris entre 0 et {p, «¥>,on a
p—ineX,
a) Montrer que toute partie saturée est stable par le groupe de Weyl W de R.

5) Montrer que, pour toute partie A de P(R), il existe une plus petite partie saturée S(A)
de P(R) contenant A.

¢) Soit C une chambre de R, et soit p € P(R) n C un poids dominant. Soit S(#) la plus petite
partie saturée de P(R) contenant p. Soit Z(p) 'ensemble des éléments p’ € P(R) tels que :

(i) p’ = pmod.Q (R).

(i1) Pour tout we W, on a w(p’) < p (au sens de la relation d’ordre définie par C).
Montrer que Z(p) est fini, contient p, et est saturé. En conclure que S(p) est contenu dans

Z(p)-

d) Montrer que, si « est un élément de R de longueur maximum, on a S(a) = Ru {0}.

24} On conserve les notations et les hypothéses de I’exercice précédent.

a) Soit peP(R), et soit W.p Porbite de p par W. Montrer que les conditions suivantes sont
équivalentes :

(@) S(p) =W.p
(i) <p, ¥> = 0,1 ou — 1 pour tout aeR.

(Si (ii) n’est pas vérifiée, on construira un élément ge S(p) tel que (g|g) < (p|p), d’olr
qgeW.p.)
b) Soit X une partie saturée non vide de P(R). Montrer que X contient un élément p vérifiant
les conditions (i) et (ii) ci-dessus. (Prendre pour $ un élément de X de longueur minimum.)

¢) On suppose R irréductible. Soit C une chambre de R, soit B = {a, }; ¢y la base correspon-
dante, et soit

Y* = 2 %
T

la plus grande racine de RY. Soit J ’ensemble des i e I tels que n; = 1. Scit p un poids domi-
nant # 0. Montrer que les conditions (i) et (ii) de a) équivalent & chacune des conditions
suivantes :

(i) <p, y*> = L.

(iv) Il existe ;e J tel que p soit égal au poids fondamental w, correspondant.

Un poids p vérifiant ces conditions est appelé minuscule. Montrer que toute partie saturée
non vide de P(R) contient, soit 0, soit un poids minuscule.
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§ 2.
On désigne par R un systéme de racines réduit dans un espace vectoriel réel V,

1) Soit xe 'V, et soit W(x) le sous-groupe de W(R) formé des éléments w tels que

w(x) —xe Q(R).

Montrer que W(x) est engendré par des réflexions. (Utiliser le groupe de Wey! affine de RY.)

2) On suppose R irréductible. Soit {«,, ..., &,} unebase de R, soit & = 2 n,x, la plus grande

12
racine de R et soit f I'indice de connexion de R. Montrer que f — 1 est égal au nombre des
indices ¢ tels que n; = 1.

3) Les notations et hypotheses étant celles du n° 3, soit ¥ un automorphisme de I’espace affine
E qui permute entre eux les hyperplans Ly » (x € R, £ € Z). Montrer que u est un déplacement.
(8i uy est Papplication linéaire associée & u, on montrera que la transposée de u, laisse stable R,
donc appartient au groupe A(R).) En déduire que G est le normalisateur de W, dans le groupe
des automorphismes de ’espace affine E.

4) Soit C’ une chambre relative & W(R) dans V*, et soit C P’alcéve de sommet 0 contenue
dans C'. Soit S, (resp. S) I’ensemble des réflexions par rapport aux murs de C (resp. de C’).
Les couples (Wy, Si) et (W, S) sont des systtmes de Coxeter, et I'on a S < Si. Montrer
que, pour qu’un élément w & W, soit (S, @)-réduit (chap. IV, § 1, exerc. 3), il faut et il suffit
que w(C)cCV,

{ 5) On suppose R irréductible, et ’'on choisit une chambre C de R dans V; on note B la
base de R correspondante.

a) Montrer que les poids minuscules (§ 1, exerc. 24) de R forment un systéme de représen-
tants dans P(R) des éléments non nuls de P(R)/Q (R). (Appliquer 2 R le corollaire de la
prop. 6.)

b) Soit X une partie saturée (§ 1, exerc. 23) de Q (R). On suppose X non vide et non réduite
& {0}. Soit p un élément non nul de X de longueur minimale. Montrer que pR. (Vu a),
# ne vérifie pas la condition (ii) de ’exerc. 24 du § 1; il existe donc a € R tel que {p, a¥)> = 2,
d’oit p — ae X, Comme p — « est de longueur strictement inférieure a la longueur de p,
onap—a=0, doupeR.)

¢) Soit p un poids dominant n’appartenant pas & Q(R). Montrer que le saturé S(p) de p
(cf. § 1, exerc. 23) contient un poids minuscule et un seul. (Remarquer que S(p) est contenu
dans une classe non triviale mod. Q (R); conclure en appliquant a) et Pexerc. 24 ¢) du § 1.)

d) Soit p un poids dominant n’appartenant pas &2 Q (R). Démontrer 1’équivalence des deux
propriétés suivantes :

(i) p est minuscule.

(v) Il n’existe pas de poids dominant ¢ # p tel que p — ¢ soit combinaison linéaire & coeffi-
cients entiers >0 des éléments de B.

(Si ¢ vérifie les conditions de (v), soit p1 un poids minuscule appartenant a S(g). On a
p1 = pmod. Q(R), p1 < p, et a) montre que p n’est pas minuscule. Donc (i) = (v).
Inversement, si p n’est pas minuscule, soit g & S(p) —W.p; quitte & transformer g par W, on
peut supposer que ¢ e C; d’aprés I'exerc. 23 du§ l,ona g <p, ¢ # p, et ¢ = p mod. Q(R).
Dot (v) = (1).)

(*) Cet exercice, inédit, nous a été communiqué par R. Steinberg.
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§ 3.

Les notations et hypothéses sont celles des n° 2, 3, 4.

1) a) Montrer que, pour tout ¢ compris entre 1 et /, il existe une dérivation D; et une seule de
A[P] vérifiant les conditions suivantes :
a1) D; est A-linéaire.
az) Dy(e™) = 8,6 (8 étant le symbole de Kronecker).
b) Soit (x1)1<i<: une famille d’éléments de A[P]W vérifiant la condition du théoréme 1.
Montrer que I'on a:
det(Dy(x;)) = d.

(On prouvera que det(Di(x;)) est anti-invariant et de terme dominant ¢?, d’ou le résultat
lorsque 2 est non diviseur de zéro dans A. Traiter le cas général grace au principe de prolon-
gement des identités algébriques (*)).

2) Soit P’ un sous-groupe de P(R) contenant Q (R). Montrer que P’ est stable par W, Cons-

truire un exemple o1 Palgébre A[P’] W nest pas isomorphe 4 une algébre de polynémes
(prendre pour R le produit de deux systémes de rang 1).

§ 4.

Si R est un systéme de racines, on note W+(R) ’ensemble des éléments de W(R) de déter-
minant 1.

q 1) Soit R un systéme de racines de type Eg.
a) Montrer que si «, B €R sont congrus modulo 2Q(R), on a § = + «.
b) Déduire de a) que, si we W(R) opére trivialement dans Q (R)/2Q (R}, on a w = +1.

¢) Avec les notations du n° 10, montrer que la forme quadratique —%— (%]x) sur Q(R) définit

par passage au quotient une forme quadratique non dégénérée gs sur le Fa-espace vectoriel
Q(R)/2Q.(R). Montrer que le pseudo-discriminant de ¢s (cf. Alg., chap. IX, § 9, exerc. 9)
est nul, et que gg est d’indice 4.

d) Soit O(gs) le groupe orthogonal de Q (R)/2Q (R) pour cette forme. Définir, par passage
au quotient, un homomorphisme

h:W(R) = Ogs).
Montrer (en comparant les ordres) que la suite

h
1> {l, =1} > W(R) - O(gs) > 1
est exacte,

¢) Montrer que I'image par 2 de W¥(R) est le sous-groupe O7(gs) de O(gs) défini dans Alg.,
chap. IX, § 9, n® 5. En déduire que W+(R)/{l, — 1} est un groupe simple non commutatif.

g 2) Soit R un systéme de racines de type Es.

a) On pose E=Q (R)/3P(R). C’est un Fs-espace vectoriel de dimension 5. Avec les notations
du n° 12, montrer que le produit scalaire (x|y) définit sur E une forme bilinéaire symétrique
non dégénérée . Montrer que deux éléments distincts de R ont des images distinctes dans E.
b) Soit O(gp) le groupe orthogonal de ¢. On a O(p) = {1, —1} X SO(¢). La norme spi-
norielle définit un homomorphisme surjectif de SO(¢) sur {I, —1} dont le noyau est noté

(*) Cet exercice, inédit, nous a été communiqué par R. Steinberg.



§ 4 EXERCICES 229

SO™(%). Le groupe SO™ () est simple d’ordre 25920. Le quotient O(9)/SO™ () est de type
(2,2). En déduire que O(9) contient un sous-groupe et un seul Q(¢p) d’indice 2, distinct de
SO(¢) et ne contenant pas — 1.

¢) Tout élément de A(R) définit par passage au quotient un élément de O(gp). Montrer (en
comparant les ordres) que 'on obtient ainsi un isomorphisme de A(R) sur O{gp). L’image
de W(R) par cet isomorphisme est (o), celle de WH(R) est SO (). Ainsi W(R) est extension
de Z/2Z par un groupe simple d’ordre 25920.

d) Soit F = Q(R)/2Q(R). C’est un Fs-espace vectoriel de dimension 6. Montrer que la

forme quadratique —;— (x]x) définit par passage au quotient une forme quadratique ¢g¢ non

dégénérée sur F, de pseudo-discriminant égal a 1. Si O(ge) désigne le groupe orthogonal cor-
respondant, définir, par passage au quotient, un homomorphisme

h: W(R) — O(qge).

Montrer que # est injectif (noter que — 1 & W(R)), puis que c’est un isomorphisme (comparer
les ordres). En déduire un isomorphisme de WH(R) sur O (ge) (cf. 4lg., chap. IX,§9, no5),
¢) En comparant ¢) et d), montrer (*¥) que SOT(g) est isomorphe & O*(gs).

q 3) Soit R un systtme de racines de type Es.

a) On pose E = Q (R)/2P(R). C’est un Fs-espace vectoriel de dimension 6. Avec les nota-
tions du n° 11, montrer que le produit scalaire (x| ») définit sur E une forme bilinéaire alter-
née non dégénérée.

b) Déduire de a) Pexistence d’une suite exacte

1> {1, = 1} > W(R) 5 Sp(6, Fo) — L.

(Utiliser le fait que Sp(6,Fs) est d’ordre 2°.3%.5.7.)
¢) Montrer que la restriction de £ & W¥(R) est un isomorphisme de W*(R) sur Sp(6, F2).
d) Donner une seconde démonstration de 5) en utilisant la forme quadratique g7 sur le
Fz-espace vectoriel Q(R)/2Q (R) déduite de L (x]x) par passage au quotient, ainsi que
I'isomorphisme 2

O(g7) — Sp(6, F2).

( 4) Soient R un systéme de racines irréductible et réduit dans V, («,, ..., «,) une base de
R, « la plus grande racine. On pose & = n&, + -+ 4 n,%,. On se propose de déterminer
les parties closes et symétriques de R, distinctes de R, et maximales pour ces propriétés.

a) Soitie {1, 2, ..., I}. Soit R; 'ensemble des « & R qui sont combinaisons linéaires des «;
pour j # i Montrer que Ry est maximal si et seulement si n; = 1. l

b) Soit ie {1, 2, ..., [} et supposons que n; > 1. Soit S; 'ensemble des racines 2 myds

j=1
avec my = 0 (mod. n;). Montrer que S; est maximal si et seulement si n; est premier. (Si
n; = ab avec a > 1, b > 1, considérer la partie S’ de R formée des racines Em;a, avec
. . ], .
my; = 0 (mod. a), et montrer que S’ contient strictement S;.) Montrer que les racines — &,
a;j (j # i) forment une base de S; (qui est de rang ). En déduire le graphe de Dynkin de S;.

¢) Toute partie close, symétrique et maximale de R est transformée par un élément de W(R)
de I'une des parties décrites en a) ou &). (Soit = une telle partie. On a £ = R n H, ou H est

(*) M. KNESER a montré qu’une méthode analogue permet d’obtenir tous les isomorphismes « excep-

tionnels » entre groupes classiques finis. Cf. Uber die Ausnahme-Isomorphismen zwischen endlichen
klassischen Gruppen, Hamburger Abh., t. XXXI (1967), p. 136-140.
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un sous-groupe d’indice fini de Q(R) (§ I, exerc. 6 &); on peut supposer que Q (R)/H est

cyclique. Il existe donc un #* e V¥ tel que X soit ’ensemble des e eR tels que @ oy eZ.
On ne change pas Z en ajoutant 4 « un élément de Q (RY). Utilisant W,(R), montrer qu’on
peut prendre u® tel que <, >0, *, &><1. Soit w=<u*, a;>. Si deux des u; sont #0,
Z n’est pas maximal.)

d) Donner la liste des parties closes symétriques maximales de R pour les différents types de
systtmes de racines irréductibles réduits.

5) Soient R un systéme de racines, et P’(R) le sous-groupe de P(R) introduit au § 1, exerc. 8.
Montrer que P’(R) = P(R) si R est de type A; avec ! pair, ou B; avec [ = 0, 3 (mod. 4),
ouD; avec [ =0, 1 (mod. 4), ou Gs, ou Fy, ou Eg, ou Es. Montrer que P'(R) =Q(R) si R
est de type Cj, ou B; avec [ = 1, 2 (mod. 4), ou E7, ou A;. Si R est de type A; avec [ impair
> 1, PP(R)/Q(R) est I'unique sous-groupe d’indice 2 du groupe cyclique P(R}/Q(R). Si
R est de type D; avec ! = 2, 3 (mod. 4), P'(R)/Q(R) est I'unique sous-groupe d’ordre 2 de
P(R)/Q (R) stable par A(R).

¢ 6) Soient R un syst¢me de racines irréductible et réduit, (x,, ..., «;) une base de R,
boy + o+ + p,x, la plus grande racine, g)&; + -+ + 4, la somme des racines positives,
my, ..., m, les exposants de W(R), g son ordre, f I'indice de connexion.

a) Vérifier dans chaque cas que
l![)lpz. opmame. . ny = a182. . .41,
b) Montrer que
gmamsa. ..my =fa1a2. o Qpe
(Utiliser a) et la prop. 7 du § 2, n° 4.)

¢) Pour toute racine positive o = Z Citti, SOit e(&) = 2 ¢. Galculer dans chaque cas le
polynéme i i

P(t) = E 14,

>0

Vérifier (*) que Pon a P(¢) = ¢

i

(Lt oo ™Y,

ita-

7) Soit R un systéme de racines irréductible et réduit.

a) Vérifier que ’homomorphisme canonique de A(R)/W(R) dans le groupe d’automorphismes
de P(R)/Q.(R) est injectif.

b) En déduire que — 1 appartient & W(R) si et seulement si Q (R) > 2P(R),
8) Soient Ri et Ry deux systémes de racines irréductibles et réduits. Montrer que si W(R)

et W(R:) ont méme ordre, R, est isomorphe 4 Rs oua Ry. (Utiliser la classification.) Ce résul-
tat subsiste-t-il lorsqu’on ne suppose plus que R est irréductible?

9) Soit R un systéme de racines de rang /, et soit p un nombre premier divisant 'ordre de
A(R). Montrer que p < ! 4 1. (Se ramener au cas irréductible, et utiliser la classification.)

10) a) Soit (W, S) un systéme de Coxeter fini et irréductible. Posons :

W(t) = 2 1w (cf. chap. IV, § 1, exerc. 26).
wew

(*) Pour une démonstration n’utilisant pas la classification, voir :
B. Kostant, The principal three-dimensional subgroup and the Betti numbers of a complex simple
Lie group, Amer. J. of Maths., t. LXXXI (1959), p. 973-1032.
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Soient my, ..., m; les exposants de W (chap. V, § 6, n° 2). Vérifier, pour les petites valeurs de

{, la formule :
!

wey =[la+e+ - +m
i=1
(utiliser le th. 1 et I’exerc. 26 du chap. IV, § 1) (*).

b) Soient R un systéme de racines réduit et irréductible et W (resp. W,) le groupe de Weyl
(resp. le groupe de Weyl affine) de R, muni de sa structure de groupe de Coxeter provenant
du choix d’une alcéve. On définit W(t) et les exposants m; comme ci-dessus et I’on pose :

wa (l) — 2 tt(w).

wew,

Vérifier, pour les petites valeurs de /, la formule :

S | RETESEIE Y

i -

wa(t) =we [

i=11 —

i=1 1 — ™

(utiliser le th. 2 et P’exerc. 26 du chap. IV, § 1) (**).

q 11) Soit (W, S) un systéme de Coxeter de type Hs (cf. th. 1).

a) Les notations étant celles du chap. V, § 6, n° 2, démonstration du lemme 2, montrer que
(2’, 2”) = w/5; en déduire que le nombre de Coxeter & de W est égal & 10, et que les exposants
de Wsont 1, 5 et 9,

b) Montrer, en utilisant a), que Card(W) = 120, et que le nombre de réflexions de W
est 15,

¢) Retrouver la formule Card(W) = 120 en appliquant I’exerc. 5 du chap. V, § 3.

d) Soit Us le groupe alterné de {1, ..., 5};sia, b, ¢, dsont des éléments distincts de {1, ..., 5},
notons (ab) la transposition de a et b, et {(ab)(cd) le produit des transpositions (ab) et (¢cd).

Soient :
r1 = (14)(23), ra = (12)(45), rs = (12)(34).

Montrer que (ri72)® = (rers)® = (r1r3)® = 1. En déduire Pexistence d’un homomorphisme
f: W — 95 appliquant S sur {r1, 7z, r3}; montrer que f est surjectif.
¢) Soit €: W — {+1} I’homomorphisme wr— (— 1)**’, Montrer que

(fie) : WU X {21}
est un isomorphisme. (Utiliser le fait que les deux groupes considérés ont méme ordre.)

€ 12) Soit (1, i, j, k) la base canonique du corps H des quaternions, 4 1'aide de laquelle on

ol

identifie H 2 R*, On munit H du produit scalaire L (¥ 4+ »x). Soit I le groupe multiplicatif
des quaternions de norme 1. 2

a) Si ael, la réflexion orthogonale s, dans H qui transforme a en — a est Papplication
X —> — axa.

(*) Pour une démonstration de cette formule n’utilisant pas la classification et valable pour toutes
les valeurs de [, voir :
L. Soromon, The orders of the finite Chevalley groups, Fournal of Algebra, t. IIT (1966), p. 376-393.
(**) Pour une démonstration de cette formule n’utilisant pas la classification et valable pour toutes
les valeurs de /, voir :
R. Bort, An application of the Morse theory to the topology of Lie groups, Bull. Soc. Math. France,

t. LXXXIV (1956), p. 251-281;
N. Iwauor: et H. Matsumoto, On some Bruhat decomposition and the structure of the Hecke rings
of p-adic Chevalley groups, Publ. Math. Inst. Hautes Et. Sci., n® 25 (1965), p. 5-48.
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b) Soient ¢ = cos%—%i—i— (cos §;-T)_;’EI’, et r=~21—-(1 +i+j+kel. Soit Q l'en-

semble des quaternions déduits de 1, ¢, 7 par permutations paires sur les coordonnées et chan-

gements de signes quelconques sur les coordonnées. Alors Q est un sous-groupe de T
d’ordre 120.

¢) Soit W le sous-groupe de GL(H) engendré par les s, pour ae Q. Montrer que W laisse
stable Q, est fini, irréductible, et non cristallographique; en déduire que W est de type Hy
(cf. théoréme 1).

d) Montrer que W opére transitivement sur QQ (utiliser la prop. 3 du chap. IV, § 1.)
e) Soit gy Q, soit V le sous-espace vectoriel de H orthogonal 4 g, et soit W, le stabilisa-
teur de ¢, dans W. Montrer que la restriction de Wo & V est un groupe irréductible, engendré

par des réflexions (chap. V, § 3, n® 3) et non cristallographique. En déduire que Wy est un
groupe de Coxeter de type Hs.

) Montrer que Card (W) = 2°3%5% (utiliser d), ¢) et Pexercice 11).
q

&) Montrer que le nombre de Coxeter de W est égal 4 30, et que ses exposants sont 1, 11,
19, 29.

13) Soit V I’hyperplan de R® d’équation x1 -+ -+ + x9 = 0. Soit R le sous-ensemble de V
formé des points

(23 29 25 “]s _15 _1: _1, _13 _1>> (_ 2: - 2’ - 2: 17 la 1’ 1: 1; ])’
(3; - 33 05 0, 03 05 07 Os O)

et de ceux qu’on en déduit par permutation des coordonnées. Montrer que R est un systéme
de racines de V, de type Es.

14) Avec les notations du n® 7, montrer que ’automorphisme de R'*' qui transforme ¢,
en g3, €2 €N €3, . . ., £; €N §;41 €t €741 en ¢ induit une transformation de Coxeter du systéme
R de type A;.

15) Déterminer les poids minuscules (§ 1, exerc. 24) pour chaque type de systéme de racines
réduit irréductible. (On trouvera les poids fondamentaux w;, ..., @, pour A, le poids &,

pour B,, le poids w, pour C,, les poids w,, w,_,, w, pour D, les poids =, et w, pour E, le
poids m, pour E7, et aucun poids pour Es, F4 et Ga.)

q 16) Soit (W, 8) un systtme de Coxeter fini et irréductible, et soit # = Card (8).

a) Si (W, S) n’est pas de type F4, montrer qu’il existe une partie X de S 4 n — 1 éléments
telle que (Wy, X) soit de type An_1.

b) On identifie W 4 un sous-groupe de GL(RS) au moyen de la représentation canonique
(chap. V, § 4). Montrer qu'il existe une base (¢, .. ., es) de R® telle que, pour toute permuta-

tion o & &, Pautomorphisme de R® transformant ¢ en eg(iy pour 1< i< n appartienne 3 W
(« théoréme de Burnside »). (Lorsque (W, S) n’est pas de type Fy, utiliser a); lorsqu’il est de
type F4, remarquer que W contient un sous-groupe de type Dy (cf. n° 9), ce qui rameéne le
probléme au cas précédent.)

¢) Soit E un sous-groupe du groupe d’automorphismes de (W, S). Montrer que le produit
semi-direct E'W de E par W se plonge de fagon canonique dans GL(RS). Montrer que le

sous-groupe de GL(RS) ainsi défini est engendré par des réflexions, sauf dans les quatre cas
suivants :

(i) (W, S) est de type An, n = 4; le groupe E est d’ordre 2.
(ii) (W, S) est de type Dy; le groupe E est d’ordre 3.
(1ii) (W, S) est de type Fy; le groupe E est d’ordre 2.
(iv) (W, S) est de type Eg; le groupe E est d’ordre 2.
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Montrer que, dans les cas (i) et (iv), ona EEW = {+ 1} X W. Montrer que, dans le cas (iii),
le groupe E.W ne laisse stable aucun réseau de R®.

d) Soit W; un sous-groupe fini de GL.(R) engendré par des réflexions, irréductible et essen-
tiel. Soit G un sous-groupe fini de GLx(R) contenant W;. Montrer que G est, soit engendré
par des réflexions, soit de la forme E.W, o E et W sont de 'un des types (i), (i), (iil), (iv)
de ¢). (Soit W le groupe engendré par les réflexions appartenant & G. Le groupe G permute
entre elles les chambres relatives 8 W. En déduire, comme au § 2, n° 3, que G est de la forme
E.W comme ci-dessus.)



NOTE HISTORIQUE (chapitres IV, V et VI).

(N.B. — Les chiffres romains placés entre parenthéses renvoient a4 la biblio-
graphie placée a la fin de cette note).

Les groupes étudiés dans ces chapitres sont apparus a propos de questions
variées de Géométrie, d’Analyse et de Théorie des groupes de Lie, tantdt sous
forme de groupes de permutations, tant6t sous forme de groupes de déplace-
ments en géométrie euclidienne ou hyperbolique, et ces divers points de vue
n’ont été coordonnés qu’a date récente.

Historiquement, les débuts de la théorie sont bien antérieurs & 'introduc-
tion du concept de groupe : elle prend en effet sa source dans les études sur la
« régularité » ou les « symétries » des figures géométriques, et notamment
dans la détermination des polygones et des polyédres réguliers (remontant
sans doute aux Pythagoriciens), qui constitue le couronnement des Eléments
d’Euclide, et une des créations les plus admirables du génie grec. Plus tard,
notamment chez les auteurs arabes du haut Moyen 4ge, puis chez Képler,
apparaissent les débuts d’une théorie mathématique des « pavages » réguliers
du plan ou de la sphére par des polygones congruents deux & deux (mais non
nécessairement réguliers), sans doute liés & P’origine aux divers types d’orne-
ments imaginés par les civilisations antiques et arabe (que I'on peut & bon
droit considérer comme une partie authentique des mathématiques développées
par ces civilisations (XII)),

Vers 1830-1840, les études de cristallographie (Hessel, Bravais, Mobius)
conduisent & étudier un probléme qui est exactement celui de la détermination
des groupes finis de déplacements dans I'espace euclidien 4 3 dimensions, bien
que les auteurs précités n’usent pas encore du langage de la théorie des groupes;
ce dernier n’entre gueére dans I'usage que vers 1860, et c’est sous forme de
classification de groupes que Jordan, en 1869 (VI), détermine les sous-groupes
discrets de déplacements de R? conservant ’orientation (et plus généralement,
tous les sous-groupes fermés du groupe des déplacements conservant l’orien-
tation). ‘

Jusqu’aux derniéres années du xixe siécle, ce courant d’idées se développe
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dans plusieurs directions, dont les plus marquantes sont les suivantes :
1o Conformément a une tendance qui apparait de trés bonne heure dans la
théorie des groupes finis, on cherche & « présenter » les groupes finis de
déplacements par des générateurs et relations d’un type simple. C’est ainsi
que Hamilton, dés 1856 (V), prouve que les groupes finis de rotations dans
Pespace euclidien R?® sont engendrés par deux générateurs S, T liés par les
relations S? = T? = (ST)® = 1 pour des valeurs convenables de # et g.

20 Les groupes discrets de déplacements peuvent ou non contenir des réflexions.
Dés 1852, Mobius détermine en substance les groupes finis de déplacements
en géométric sphérique engendrés par des réflexions (ce qui est équivalent au
méme probléme pour les groupes finis de déplacements euclidiens dans R%);
il trouve qu’exception faite des groupes cycliques, un tel groupe a pour domaine
fondamental un triangle sphérique ayant des angles de la forme =n/p, /g,

7t/r, oU p, ¢, r sont trois entiers > 1 tel que ’% + —;— + % >1 (IIT) (cf. chap. V,

§ 4, exerc. 4). Il constate aussi que ces groupes contiennent tous les groupes
finis de déplacements comme sous-groupes.

30 Ce dernier courant d’idées trouve une amplification nouvelle lorsqu’a la
suite des travaux de Riemann et Schwarz sur les fonctions hypergéométriques
et la représentation conforme, commence 1’étude des « pavages » du plan
complexe ou du demi-plan par des figures limitées par des arcs de cercle;
Klein et Poincaré en font le fondement de la théorie des « fonctions auto-
morphes », et y reconnaissent (pour le cas des arcs de cercle orthogonaux a une
droite fixe) un probléme équivalent & celui de la recherche des sous-groupes
discrets du groupe des déplacements du plan non-euclidien hyperbolique
(identifié¢ au « demi-plan de Poincaré ») (X).

40 Les notions de polyédre régulier et de pavage de R® par de tels polyédres
sont étendues & tous les espaces euclidiens R" par Schléfli, dans un travail
qui remonte aux environs de 1850, mais ne fut publié que beaucoup plus tard
et resta longtemps ignoré (IV); il détermine complétement les « polytopes »
réguliers dans chaque R", le groupe des déplacements laissant invariant un
tel polytope, et un domaine fondamental de ce groupe, qui, comme dans le
cas n = 3 étudié par Mobius, est une « chambre » dont la trace sur la sphére
Su_1 est un simplexe sphérique. Toutefois, il n’aborde pas le probléme inverse
de la recherche des groupes finis de déplacements engendrés par des réflexions
dans R”; ce probléme ne sera résolu que beaucoup plus tard, par Goursat (VII)
pour zn = 4, et, pour n quelconque, sa solution devra attendre les travaux de
E.Cartan (IX f)) et de Coxeter (XIV), sur lesquels nous reviendrons plus bas.

*
® Ok

Vers 1890, avec les premiers travaux de Killing et de E. Cartan sur les groupes
de Lie, débute un nouveau courant d’idées qui pendant longtemps se dévelop-
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pera sans lien avec les précédents. Killing (VIII) et Cartan (IX z)), dans leur
étude de la structure des algeébres de Lie semi-simples complexes, font tout de
suite jouer un rdle primordial & certaines formes linéaires w, sur une « sous-
algébre de Cartan » § d’une telle algébre de Lie g; ce sont les « racines »
relatives a §, ainsi nommeées parce que chez Killing elles apparaissent comme
les racines de I’équation caractéristique det(ad,(x) —T) = 0, considérées
comme fonctions de xep. Les propriétés de ces « racines » établies par
Killing et Cartan reviennent a affirmer que, dans le langage géométrique
du chap. VI, elles forment un « systéme de racines réduit » (cf. chap. VI,
§ 1, n° 4); ils montrent ensuite que la classification des algebres de Lie semi-
simples complexes se rameéne a celle des « systémes de racines » associés,
qui elle-méme se réduit a la détermination de certaines matrices & coefficients
entiers (appelées plus tard « matrices de Cartan »; cf. chap. VI, § 1, no 3).
Killing et Cartan mettent aussi en évidence, pour toute racine w,, ’existence
d’une permutation involutive §, de I’ensemble des racines (*); ils se servent
de fagon essentielle de la transformation C = §,,S,,...8,,, produit des
permutations associées & [ racines formant un systéme fondamental (transfor-
mation appelée & présent « transformation de Coxeter »); ils étendent méme
cette permutation en une transformation linéaire de I’espace vectoriel engendré
par les racines fondamentales «, (1 <i</), et étudient ses valeurs
propres ((VIII, II)), p. 20; (IX, a), p. 58). Mais ni Killing, ni tout d’abord
Cartan, ne paraissent songer a considérer le groupe ¢’ engendré par les §,; et
lorsque Cartan, un peu plus tard (IX 4)), détermine le groupe de Galois §
de I’équation caractéristique

det(ady(x) —T) = 0

d’un « élément général » x e, il I’étudie d’abord sans faire intervenir les S, ;
30 ans plus tard, déja sous linfluence des travaux de H. Weyl, il prouve
(IX ¢)) que G a pour sous-groupe distingué le groupe §’ et détermine dans tous
les cas la structure du groupe quotient ¢/G' qui (pour une algébre simple g)
est d’ordre 1 ou 2 sauf pour le type D4 ou il est isomorphe 4 &3; c’est aussi &
cette occasion qu’il interpréte §’ comme groupe induit par les automorphismes
intérieurs d’une algébre de Lie semi-simple complexe, laissant stable une
sous-algébre de Cartan (**).

Les travaux de H. Weyl, auxquels nous venons de faire allusion, sont ceux
qui inaugurent linterprétation géométrique du groupe G’ (appelé depuis
« groupe de Weyl » de g); de méme que Killing et Cartan I’avaient fait pour
la transformation C, il a I'idée de considérer les S, comme des réflexions dans
I’espace vectoriel des formes linéaires sur . C’est aussi dans le mémoire de

(*) Les notations e, et S, correspondent respectivement aux notations « et s, du chap. VI, § 1.

(**) Les notations G et (;’ correspondent respectivement aux notations A(R) et W(R) du chap. VI,
§1,nol, ’
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H. Weyl (XIII) que 'on voit apparaitre le domaine fondamental du « groupe
de Weyl affine » (sans d’ailleurs que le lien avec le « groupe de Weyl » §'
soit trés clairement indiqué); Weyl 'utilise pour prouver que le groupe fonda-
mental d’un groupe compact semi-simple est fini, point capital dans sa démons-
tration de la compléte réductibilité des représentations linéaires d’une algeébre
de Lie semi-simple complexe. Peu aprés, E. Cartan réalise la synthése des
points de vue globaux de H. Weyl, de sa propre théorie des algebres de Lie
semi-simples réelles ou complexes, et de la théorie des espaces riemanniens
symétriques qu’il édifiait a cette époque. Dans le mémoire (IX d)), il complete
la détermination des polytopes fondamentaux du groupe de Weyl et du groupe
de Weyl affine, et introduit les réseaux des poids et des poids radiciels (chap. VI,
§ 1, n° 9); dans (IX ¢)), il étend cette discussion aux espaces symétriques, et
rencontre ainsi notamment les premiers exemples de systémes de racines non
réduits (chap. VI, § 4, n° 1). Enfin P’article (IX f)) donne la premiére démons-
tration du fait que tout groupe fini engendré par des réflexions dans R” et
irréductible a un domaine fondamental ayant pour trace sur S,_; un simplexe
sphérique; c’est aussi dans ce travail qu’il prouve I'unicité de la plus grande
racine (pour un ordre lexicographique quelconque sur un systéme de racines)
par des considérations géométriques.

Un peu plus tard, van der Waerden (XVI), s’appuyant sur le mémoire
de H. Weyl, montre que la classification des algébres de Lie semi-simples
complexes équivaut a celle des systémes de racines réduits, qu’il effectue par
des considérations géométriques élémentaires (alors que, chez Killing et Cartan,
cette classification résulte de calculs compliqués de déterminants). A peu
prés en méme temps, Coxeter détermine explicitement tous les groupes finis
irréductibles de déplacements euclidiens qui sont engendrés par des réflexions
(XIV ¢)); il compléte ainsi les résultats du mémoire (IX d)) de E. Cartan,
qui n’avait déterminé que les groupes « cristallographiques » (i.e. associés a
un systéme de racines, ou encore susceptibles d’étre plongés dans un groupe
discret infini de déplacements). L’année suivante (XIV d)), Coxeter montre
que les groupes finis engendrés par des réflexions sont les seuls groupes finis
(a isomorphie prés) admettant une présentation par des générateurs involutifs
R; soumis & des relations de la forme (RyR;)™J =1 (my; entiers), d’ou le
nom de « groupes de Coxeter » donnés depuis aux groupes (finis ou non)
admettant une telle présentation.

-

Le premier lien entre les deux courants de recherche que nous avons décrits
ci-dessus semble avoir été établi par Coxeter (XIV bis), puis par Witt (XVII).
Ils constatent que les groupes irréductibles infinis de déplacements euclidiens
engendrés par des réflexions correspondent biunivoquement (a isomorphisme

prés) aux algebres de Lie simples complexes. Witt donne une nouvelle
détermination des groupes discrets de ce type, et étend en outre



238 NOTE HISTORIQUE Ch. 1v-v-vi

le th. de Coxeter de (XIV d)) rappelé ci-dessus en caractérisant éga-
lement les groupes de Coxeter isomorphes aux groupes discrets infinis de
déplacements euclidiens. Ce résultat, et le fait que les groupes analogues en
géométrie hyperbolique sont aussi des groupes de Coxeter (*) a conduit &
aborder franchement I’étude de ces derniers, tout d’abord (cf. chap. V, § 4)
en mettant I’accent sur une réalisation géométrique ((XV), (XXV)), puis, &
la suite de J. Tits (XXV) dans le cadre purement algébrique adopté dans
ce traité (chap. IV, § 1).

A partir des travaux de Witt, la théorie des groupes de Lie semi-simples et
celles des groupes discrets engendrés par des réflexions ne vont cesser de
réagir de facon extrémement fructueuse l'une sur ’autre. Dés 1941, Stiefel
(XVIII) remarque que les groupes de Weyl sont exactement les groupes finis
engendrés par des réflexions, et qui laissent invariant un réseau. Chevalley
(XIX a)) et Harish-Chandra (XX a)) donnent en 1948-51 des démonstrations
a priori de la correspondance biunivoque entre groupes « cristallographiques »
et algébres de Lie semi-simples complexes; on ne savait jusque la que vérifier
séparément cette correspondance sur chaque type d’algébre de Lie simple.

Vers 1950, on remarque d’autre part que les polynémes invariants par le
groupe de Weyl jouent un réle important en théorie des représentations
linéaires de dimension infinie (XX a)) et dans la topologie des groupes de Lie.
De son coté, Coxeter (XIV f)), reprenant I’étude de la transformation C,
produit des réflexions fondamentales d’un groupe fini W engendré par des
réflexions, constate (par un examen séparé de chaque type) que l’algébre des
polyndémes invariants par W est engendré par des éléments algébriquement
indépendants, dont les degrés sont liés de facon simple aux valeurs propres de
C (cf. chap. V, §§ 5 et 6). Des démonstrations a priori de ces résultats furent
ensuite données par Chevalley (XIX 4)) pour le premier, et par Coleman
(XXIII) et Steinberg (XXIV) pour le second.

¥
Avec le travail de A. Borel sur les groupes algébriques linéaires (XXII)
commencent de nouveaux développements de la théorie des groupes de Lie
qui devaient conduire 4 un notable ¢largissement de celle-ci. A. Borel met en
évidence l'importance des sous-groupes résolubles connexes maximaux
(appelés depuis « sous-groupes de Borel ») dans un groupe de Lie, et en fait
Poutil principal pour transposer une grande partie de la théorie classique aux

groupes algébriques sur un corps algébriquement clos (sans toutefois obtenir
encore une classification des groupes algébriques simples (¥*)). Les sous-groupes

(*) Ces groupes, étudiés 4 fond dans le cas de dimension 2, n’ont été considérés en dimension >3
qu’incidemment jusqu’a ces derniéres années.

(**) Un groupe algébrique de dimension > 0 est dit simple (au sens de la géométrie algébrique) s’il ne
contient aucun sous-groupe distingué algébrique de dimension > 0 autre que lui-méme. Il est dit
semi-simple s’il est isogéne & un produit de groupes simples non commutatifs.
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de Borel (dans le cas des groupes classiques réels ou complexes) étaient déja
intervenus quelques années auparavant dans les travaux de Gelfand et Neu-
mark sur les représentations de dimension infinie; et en 1954, F. Bruhat
avait découvert le fait remarquable que, pour les groupes simples classiques, la
décomposition du groupe en doubles classes suivant un groupe de Borel est
indexée de fagon canonique par le groupe de Weyl (XXI). Ce résultat fut
ensuite étendu a tous les groupes semi-simples réels et complexes par Harish-
Chandra (XX 5)). D’autre part, en 1955, Chevalley (XIX ¢)) avait réussi &
associer a toute algébre de Lie semi-simple complexe g et & fouf corps commu-
tatif £, un groupe de matrices a coeflicients dans %, possédant une décomposi-
tion de Bruhat; et il utilisa ce dernier fait pour montrer qu’a un petit nombre
d’exceptions pres, le groupe ainsi défini était simple (au sens de la théorie des
groupes abstraits). Il « expliquait » ainsi la coincidence, déja ohservée depuis
Jordan et Lie, entre les groupes de Lie simples (au sens de la théorie des
groupes de Lie) des types A, B, G, D et les groupes simples classiques définis
de fagon purement algébrique sur un corps quelconque (coincidence qui
n’avait pu jusque la étre étendue qu’au type exceptionnel Gz par Dickson
(XI)). En particulier, en prenant un corps fini £, la construction de Chevalley
fournit, pour chaque type d’algeébre de Lie simple complexe, une famille de
groupes simples finis, contenant une grande partie des groupes simples finis
connus jusqu’alors, ainsi que quatre nouvelles séries (correspondant aux types
d’algebres de Lie simples Fy, Eg, E7 et Eg). Peu apres, par divers procédés,
utilisant des modifications des méthodes de Chevalley, plusieurs auteurs
(Hertzig, Suzuki, Ree, Steinberg et Tits) d’une part montrérent que I’on peut
obtenir de fagon analogue les autres groupes simples finis connus a cette époque,
a I'exception des groupes alternés et des groupes de Mathieu, et d’autre part
construisirent d’autres séries de nouveaux groupes simples finis (cf. (XXIX)).

Presqu’en méme temps, Chevalley (XIX d)), utilisant toujours la technique
des décompositions de Bruhat, jointe & un résultat clé sur le normalisateur
d’un sous-groupe de Borel, reprenait I’étude des groupes linéaires algébriques
et parvenait au résultat que sur un corps algébriquement clos k de caractéristique
quelcongue, la théorie des groupes linéaires algébriques semi-simples (*) conduit
essentiellement aux mémes types que dans la classification de Killing-Cartan
pour k£ = C. Par la suite, J. Tits (XXV a) et b)), en analysant les méthodes
de Chevalley, est parvenu a une version axiomatisée ( les « BN-paires ») des
décompositions de Bruhat, sous une forme remarquablement souple, ne faisant
intervenir que la structure de groupe; c’est cette notion qui a été exposée sous
le nom de « systtme de Tits » au chap. IV, § 2. Tous les groupes simples
(aux divers sens du mot) dont il a été question plus haut sont canoniquement
munis de systemes de Tits, et Tits lui-méme (XXV ¢)) a prouvé que existence

(*) L’existence de nombreuses algébres de Lie simples « pathologiques » sur un corps de caractéris-
tique p > 0 avait pu faire douter certains du caractére universel de la classification de Killing-Cartan.
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d’un tel systtme dans un groupe abstrait G, jointe & quelques propriétés
supplémentaires de pure théorie des groupes, permet de démontrer que G est
simple, théoréme qui couvre la plupart des démonstrations de simplicité données
jusque-la pour ces groupes (cf. chap. IV, § 2 n° 6). En collaboration avec
A. Borel, il a d’autre part généralisé les résultats de Chevalley de (XIX d)),
en montrant ’existence de systémes de Tits dans le groupe des points rationnels
d’un groupe algébrique linéaire semi-simple sur un corps gquelcongue (XXVII).

Tous les systemes de Tits rencontrés dans ces questions ont un groupe de
Weyl fini. Une autre catégorie d’exemples a été découverte par Iwahori et
Matsumoto (XXVI); ils ont montré que si, dans la construction de Chevalley
de (XIX ¢)), k£ est un corps p-adique, alors le groupe obtenu a un systéme de
Tits dont le groupe de Weyl est le groupe de Weyl gffine de I’algeébre de Lie
semi-simple complexe d’o I'on est parti. Ce résultat vient d’étre étendu par
Bruhat et Tits (XXVIII) a tous les groupes algébriques semi-simples sur un
corps local.
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INDEX DES NOTATIONS

Les chiffres de référence indiquent successivement le chapitre, le paragraphe
et le numéro.

A; (systtme de racines de type): VI, 4,1; VI, 4,7 et Planche I.
A VI, 43
A[P]: VI, 3,1.
AR): VI, 1,1
& (plus grande racine) : VI, 1,8; VI, 4,3,
g = — & VI, 4,3.
(a1, ...,27): VI, 1,5,
B: IV, 2,1.
B(C) (base définie par la chambre C): VI, 1,5,
B; (systéme de racines de type) : VI, 4,1; VI, 4,5 et Planche II.
Bi: VI, 43.
B, (forme bilinéaire associée & la matrice de Coxeter M): V, 4,1.
C (chambre) : V, 1,3; VI, 1,5.
¢ (transformation de Coxeter): V, 6,1; VI, 1,11,
C; (systéme de racines de type) : VI, 4,1; VI, 4,6 et Planche III.
Gy: VI, 4,3.
Yi, T‘C: VI, 2,3
v(R): VI, 1,12,
d =[] (e —e2): VI, 3,3.
20

D; (systéme de racines de type) : VI, 4,1; VI, 4,8 et Planche IV.

D;: VI, 43.

E: VI, 44.

Eg, E7, Eg (systéme de racines de type) : VI, 4,1; VI, 4,10; VI, 4,11; VI, 4,12
et Planches V, VI, VII.

Es, Ev, Eg: VI, 4,3.

€1, ...,ep: VI 44,
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F4 (systéme de racines de type): VI, 4,1; VI, 49 et Planche VIII.
Fy: VI, 4,3.
G: VI, 2,3.
Gz (systéme de racines de type): VI, 4,1; VI, 4,13 et Planche IX.

-~

Gg: VI, 4,3,

H:V, 3,1,

i (nombre de Coxeter): V, 6,1; VI, 1,11.

Hs, Hy (systémes de Coxeter de type) : VI, 4,1,
I2(p) (systeme de Coxeter de type): VI, 4,1,

J(er) = 3 det(w)e”®: VI, 3,3.
wew

Lo, Ly, Lo, L3 (réseaux de R"): VI, 4,4,

l(w), ls(w) (longueur d’un élément w): IV, 1,1,
m{s, s'): IV, 1,9.

N:1V, 2,1,

P(R): VI, 1,9.

Q(R): VI, 1,9.

R (systéme de racines) : VI, 1,1.

RY: VI, 1,1..

o= % 3 «: VI, 1,10; VI, 3,3.

a>0

S: 1V, 1,1,
S(e?) = Y e1: VI, 3,4,

T=BnN:1V, 2,1,
V:VI, 1,1; VI, 4,4,

W =N/T:1V, 2,1
WV, 31

wo: VI, 1,6,

W(R): VI, 1,1,

W+(R) : VI, 4, exercices.
Wy 1V, 1,8.

&y : VI, 1,12,

(@, ..., @) VI, 1,10.
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Les chiffres de référence indiquent successivement le chapitre, le paragraphe
et le numéro (ou, exceptionnellement, I'exercice).

Affine (groupe de Weyl) : VI, 2,1.

Alcove: VI, 2,1.

Angle de deux racines: VI, 1,2.

Anti-invariant : V, 5,4 et VI, 3,3.

Appartement : IV, 1, exerc, 15,

Arbre: IV, Annexe, 3.

Aréte: IV, Annexe, 1.

Associée (forme bilinéaire — & un systéme de Coxeter) : V, 4,1.
Base d’un systeme de racines: VI, 1,5,

Canonique (forme bilinéaire) : VI, 1,12.

Canonique (matrice de Cartan): VI, 1,5.
Caractéristiques (degrés) : V, 5,1,

Cartan (matrice de) : VI, 1,5.

Chaine : IV, Annexe, 3.

Chaine de racines: VI, 1,3.

Chambre: V, 1,8 et V, 3,1.

Chambre d’un immeuble: IV, 1, exerc. 15.
Chambre d’un systéme de racines: VI, 1,3.
Chemin: IV, Annexe, 2,

Circuit: IV, Annexe, 3.

Classes (doubles) : IV, 2,1.

Clos (ensemble — de racines) : VI, 1,7.
Composantes connexes d’un graphe : IV, Annexe, 2.
Composantes irréductibles d’un systéme de Coxeter : IV, 1,9.
Conjugués (éléments — d’un groupe) : IV, 1,3.
Connexe (graphe) : IV, Annexe, 2.

Connexion (indice de) : VI, 1,9.
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Contragrédiente (représentation) : V, 4,4,

Coxeter (graphe de) : IV, 1,9.

Coxeter (groupe de) : IV, 1,3.

Coxeter (matrice de) : IV, 1,9.

Coxeter (nombre de) : V, 6,1 et VI, 1,11.
Coxeter (systéme de) : IV, 1,3.

Coxeter (transformation de) : V, 6,1, et VI, 1,11.

Cristallographique (groupe) : VI, 2,5.

Demi-espace: V, 1,1.

Diédral (groupe) : 1V, 1,2

Dominant (poids) : VI, 1,10.

Dynkin (graphe de) : VI, 4,2.

Echange (condition &> —) : IV, 1,5,

Essentiel (groupe — engendré par des réflexions) : V, 3,7.

Exposants d’un groupe de Coxeter fini: V, 6,2.
Face d’une chambre: V, 1,4,

Facette: V, 1,2.

Fondamental (poids) : VI, 1,10.

Forét: IV, Annexe, 3.

Fortement orthogonales (racines) : VI, 1,3.
Galerie: IV, 1, exerc, 15.

Grande (plus — racine) : VI, 1,8.
Graphe : IV, Annexe, 1.

Graphe de Coxeter: IV, 1, 9.

Graphe de Dynkin: VI, 4, 2.

Graphe de Dynkin complété: VI, 4, 3.
Hecke (algébre de) : V, 2, exerc. 22.

Hyperbolique (groupe de Coxeter de type) : V, 4, exerc. 12.
Hyperbolique compact (groupe de Coxeter de type) : V, 4, exerc. 12.

Hyperplan d’une pseudo-réflexion: V, 2,1.
Immeuble: 1V, 1, exerc. 13.

Indivisible (racine) : VI, 1,3.

Inverse (systéme de racines) : VI, 1,1.

Irréductible (groupe — engendré par des réflexions) : V, 3,7.

Irréductible (systéme de Coxeter): IV, 1,9
Irréductible (systéme de racines) : VI, 1,2,
Liés (éléments — d’un graphe) : IV, Annexe, 1.

Longueur d’un chemin dans un graphe: IV, Annexe, 2.

Longueur d’un élément d’un groupe: IV, 1,1.
Longueur d’une racine : VI, 1,2,

Minuscule {poids) : VI, 1, exerc. 24.
Mitoyennes (chambres) : IV, 1, exerc. 13.
Mur d’une chambre: V, 1,4,
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Normalisateur : 1V, 2,6.

Normé (graphe) : VI, 4,2,

Opposées (facettes) : IV, 1, exerc. 18.

Ordre d’une aréte: VI, 4,1,

Orthogonale (réflexion) : V, 2,3.

Parabolique (sous-groupe) : IV, 2.6,

Plein (sous-graphe) : IV, Annexe, 1.

Pliage d’un appartement: IV, 1, exerc. 18.

Poids: VI, 1,9,

Poincaré (série de ) : V, 5,1.

Polynémes (algébre graduée de) : V, 5,1.

Positive (racine) : VI, 1,6.

Présentation d’un groupe: 1V, 1,3,

Pseudo-réflexion : V, 2,1.

Racines (systeme de) : VI, 1,1,

Radiciels (poids) : VI, 1,9.

Ramification (point de — d’un graphe) : IV, Annexe, 1.
Rang (d’un systéme de racines) : VI, 1,1.

Réduit (systéme de racines) : VI, 1,4,

Réduite (décomposition) : IV, 1,1.

Réflexion: V, 2,2,

Représentation associée a une matrice de Coxeter: V, 4,3.
Restreint (produit direct) : IV, 1,9,

Saturé (ensemble de poids) : VI, 1, exerc. 23.
Signature d’un élément d’un groupe de Coxeter: IV, 1,3.
Simplement transitive (action -~ d’un groupe) : IV, 2, exerc. 3.
Simplexe: V, 1,6,

Simplicial (cone): V, 1,6.

Sommet d’un graphe : IV, Annexe, 1.

Sous-graphe : IV, Annexe, 1.

Spacieux (immeuble) : IV, 1, exerc. 24.

Spécial (point) : V, 3,10.

Structuré (immeuble): IV, 1, exerc. 24.

Support d’une facette : V, 1,2,

Terminal (sommet — d’un graphe) : IV, Annexe, 1.
Tits (sous-groupe de) : IV, 2, exerc. 3.

Tits (systeme de) : IV, 2,1,

Tits (théoréme de): V, 4,4.

Vecteur d’une pseudo-réflexion: V, 2,1,

Weyl (groupe de — d’un systéme de racines) : VI, 1,1.
Weyl (groupe de — d’un systéme de Tits) : IV, 2,1.



(I11)
Iv)

V)

(VD)

PLANCHE I

SYSTEMES DE TYPE A, (/> 1)

V est Phyperplan de E = R'*! formé des points dont la somme des
coordonnées est nulle.

Racines: es—e; 1 #/, 1 i<+ 1,1 <j<14+1).

Nombre de racines: n = [(l + 1).

Base:o; = e1 —e2, a2 = €3 — €3, .. ., O] = £ — E1+1.

Racines positives: es—ej= % ap(l<i<j<I4+1).
i<k</j

Nombre de Coxeter: k=1 1.

Plus grande racine: &=¢i—e1=m a2+ - +ouu=u1-+w.
Graphe de Dynkin complété (I > 2):

&y %y Fpy %

Pour [ = 1, le graphe de Coxeter du groupe de Weyl affine est:

RY =R,
_ () — 2
Poids fondamentaux :
. I+1
— —__t
mi - (E]_ —I— _l_ Ei) l+ 1]§1 Ej
- z—Jlri [(l—i+ Doy + 20 —i+Dag+ -+ + (i—1)(I—i+ sy

il — i+ Dayg + il — i)aggr + -+ 4 do]-
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Somme des racines positives :

20 = lex + (1—2)52—1— (1—4)53+ -"——(1—2)51——181+1
=g + 20— Dag + -+ + il —i -+ Dag + -+ + loy.

(VIII) Q(R): ensemble des vecteurs & coordonnées entiéres de somme nulle.

P(R) : engendré par Q(R) et e1— (I + 1)} ey + 2 + - + e1+1).
P(R)/Q(R) isomorphe & Z/(l + 1)Z.

Indice de connexion: [+ 1.

Exposants: 1, 2, ..., /L

W(R) = &;41, identifié au groupe des permutations des ;. Ordre
de WR): ({4 1)!

I=1: AR)=WR); wo=—1.

l22: AR) =W(R) x {I, — 1} et wp transforme o; en — oy11-4.
Le groupe P(RY)/Q(RY) est cyclique d’ordre (/4 1); il opére
sur le graphe de Dynkin complété par permutations circulaires, Si
! > 2, T'unique élément non neutre de A(R)/W(R) opére sur
P(R)/Q(R) par Pautomorphisme x> — x.

(XIII) Matrice de Cartan (I x [):

o2 —1 0 0o ... 0 0™
—1 2 —1 0 0 0
0 —1 2 —1 0 0
0 0 —1 2 0 0




PLANCHE II

SYSTEME DE TYPE B, (/> 2)

(1) V=E=R,
Racines: + & (1 <i<), te+te (1<i<j<g).

Nombre de racines: n = 202

(II) Base : o] = €] — €3, X = €2 ~— €8, ..., &K]-1 == €].1 — €], K] = €},
a= X o (1 <ic<l),
1<kl
Racines positives a—e= Y a {(1<i<j<l),
i<k<)
gt+e= XY op+2 ar (I<i<j<gl).
\ 1<k< J<k<

(III) Nombre de Coxeter: kb = 2/.
(IV)  Plus grande racine:
& =¢1+ s2 = a1 + 202 + 203 + -+ - 4 204.

Onaag=203sil=2, =258 >3
Graphe de Dynkin complété:

pour /=2  o==o—==

2 %]
%
pour [ > 3 ‘e o
a2 a3 &G %4
(V) RY est ’ensemble des vecteurs

+ 2 (1 <i<gl), e 2 ¢

1 <
Da(n) = A 4®) = 1+ D@ —2)
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(XII)

SYSTEME DE TYPE B; (I = 2) 253

Poids fondamentaux:

oi=e1+e+ -+ 1<1<])
=a1 + 2ag + -+ + (@ — Vg1 + (o + @41 + -+ + )

mz=—;—(€1+52+-~-+€z)

=-é—(¢1+212+ o loy).

Somme des racines positives:

20 (21—— 1)21 + (21—3)52 4+ oo+ 3gi1 + &
(2l — Doy + 2(20 — ag + «+« + (2 — D)oy + - + 204,

4
Q(R) = é}lzsi, P(R) = gi;l Ze; + Z (.é_gl ).

P(R)/Q (R) isomorphe & Z/2Z, engendré par l'image de ;.
Indice de connexion: 2.

Exposants: 1, 3, 5, ..., 2/ —1.

W(R) est produit semi-direct du groupe &;, opérant par permutation
sur les ¢, et du groupe (Z/2Z)’, opérant par e +—> (+1)sg. Son
ordre est 2'./!

AR) = W(R), wo=—1.

L’unique élément non trivial de P(RY)/Q(RY) définit I'unique
automorphisme non trivial du graphe de Dynkin complété.

(XIII) Matrice de Cartan ([ X [):

2 —1 0 0 ... 0 0\
—1 2 —1 0 0 0
0 —1 2 —1 0 0
0 0 —1 2 0 0
0 0 0 0 2 —2




V)

(VI)

PLANCHE III

SYSTEMES DE TYPE C; ({ > 2)

V=E=R.
Racines: + 2¢ (1 i <), et <i<yj<gi).
Nombre de racines: n = 2%

Base: o] == €1 — £2, Y = EQ—— €8, +.+.:y AJ-] = E]_1 — €], X] = 251.
g — g = Z Lx (1<i<j<l),
“ i<k<j
Racines positives | s1+ej= X ax+2 XN wpto (1<i<j<i),
i<k<y J<k<i
\2€t=22 ap+ou (1 <i<gl).
i<k<l

Nombre de Coxeter: £ = 21.

Plus grande racine: & = 2¢1 = 201 + 202 + -+ + 205-1 + ;.
Graphe de Dynkin complété :

%1 &2 F—2 X1

RY est l'ensemble des vecteurs + &, + & % ¢5.

l

D) = g YR =+ D —2).

Poids fondamentaux :

Gi=c+e+ - F (1<i<])
=°‘1+2°‘2+"'+<i—‘1)“i-1+i(°€t+°‘i+1+"'+°‘l—1+—;—°‘l)-
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(VII) Somme des racines positives:
20 = 2leg + (2l — 2)ea + -+ + 4ego1 + 2g
= 2oy + 220 — Dag + -+ - + 12 —i + Doy + - -+
L (=1 + Dauy + %1(1 + Day.

(VIII) Q(R): ensemble des points & coordonnées enti¢res de somme paire.
P(R) = é} Zey.

P(R)/Q_(llil) isomorphe & Z/2Z, engendré par l'image de ;.
Indice de connexion: 2.

(IX) Exposants: 1, 3, 5, ..., 2/ —1.

(X W(R) est produit semi-direct du groupe &;, opérant par permutations
des ¢, et du groupe (Z/2Z)!, opérant par e +——= (+1);g. Son
ordre est 2°./!

(XI) AR)=W(R); wo=—1.

(XII) L’unique élément non trivial de P(RY)/Q(RY) définit Punique
automorphisme non trivial du graphe de Dynkin complété.

(XIII) Matrice de Cartan (I X {):

o2 —1 0 0o ... 0 0
—1 2 —1 0 0 0
0 —1 2 —1 0 0
0 0 —1 2 0 0
0 0 0 0 2 —1




(VD)

PLANCHE 1V

SYSTEME DE TYPE D, (I > 3)

V=E=R.
Racines: + ¢ + ¢5 (1 <4 <j <!; () base canonique de R').

Nombre de racines: n = 2/(] — 1).
Base:

@1 = €1 — &3, ¥ = €3—£3, ..., %-1=¢€-1—8, o«=¢-1+ &

g — & = 2 37 (1<i<j$l),
i<k<J

g + & =i<§<lal (1 <1< l),

g+ e = .<§<jock +2 2 ok + ®g-1 4+

JSk<i—1
(1<i<j<l.

Racines positives

Nombre de Coxeter: £ = 2] — 2.
Plus grande racine:
& =c¢e1 + g =01+ 202 + -+ + 2072 + -1 + .

Onaa=m;+ mgsil=3cta=msil> 4
Graphe de Dynkin complété (I > 4):

1
/ oz &3 %p—3 alko

Q -
a\o_o__ N
]

RY =R.

— — 4(] —1)2
Dalr 9) = g (R = 40— 1%

Poids fondamentaux :
g =ea+eat+--+eg (1<i<i—2)
= a1+2fl2+~-+(i—1)°tt-1-+i(°ti+ow+1+--'+°tz-2)+—é—i(az-1+ o)
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(VII)

(VIII)

(XI)

(XII)
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51_1=%(€1 +e2t o0+t eaa—e)
= @+ 20 + e+ (= + ol + o (—2a)
of; =—;—(€1 +e+ o+t aga+ 81)
— 5 (2o o (I — Doy o (I — Doy + ).
Somme des racines positives:

20 = 2([—-— 1)81 —+ 2(1-—-2)82 + e 251
200 — Doy + 2(2 — 3)az + -
+ 2(i — zjz_:}-__))a_*_ —|—i— (otg—1 + ez).

Q(R) : ensemble des points & coordonnées entiéres de somme paire.
! 1 <
i=1 i=1

[ impair: P(R)/Q(R) est isomorphe & Z/4Z, engendré par I'image
de ®;; on a @y = 2B; et &1 = 3m; mod Q(R).

[ pair: P(R)/Q(R) est isomorphe a (Z/2Z) X (Z|2Z); les trois
éléments d’ordre deux sont les images de 1, B;_1 et T

Indice de connexion: 4.

Exposants: 1, 3, 5, ..., 20 —5, 20— 3, [—1 (ce dernier apparais-
sant deux fois si / pair, une fois si [ impair).

W(R) est produit semi-direct du groupe &;, opérant par permutations
des ¢;, et du groupe (Z/2Z)"™!, opérant par e —> (+1)5; avec
I (£1); = 1. Son ordre est 21711

[l #£4: AR)/W(R) = Z/2Z opérant sur le graphe de Dynkin par
transposition des sommets o;_1 et x;.

[=4: A(R)/W(R) = &3, opérant sur le graphe de Dynkin par
permutations des sommets oy, og et og.

wo = — 1 si /[ est pair; wg = — ¢ si [ est impair, ol £ est automor-
phisme qui permute o;-; et «; et laisse fixes les autres og.

Action de P(RY)/Q(RY) = P(R)/Q (R) sur le graphe de Dynkin

complété :
{ impair : &; transforme «g en oc;, ®p en a1, o3 €n oy et oz_1 en «p; il
échange ay et oy—y pour 2 <5< ! —2.

[ pair: o (resp. 1) échange oo et a; (resp. «o et ay_1), o1 €t a1

‘(resp. o1 et o) et échange a; et a;—; pour 2 < j </ —2.
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(XIII) Matrice de Cartan (I X {):

o2 —1 ... 0 0 0 07
—1 2 0 0 0 0
0 0 2 —1 0 0
0 0 —1 2 —1 —1
0 0 0 —1 2 0




PLANCHE V

SYSTEME DE TYPE E,

(I) V est le sous-espace de E = R® formé des points dont les coor-
données (%;) sont telles que £ = &7 = — Es.
Racines: + & + &5 (1 < i <j<5),

3 5

£ % (es—er—eg+ X (—1)"Pe)  avec X v(i) pair.
i=1 i=1

Nombre de racines: n = 72.

(II)  Base:ey= -é— (€1+€8)—%(€2+53+54+ 5+ e+ €7), ag=¢e1+ €3,

a3 = €3 — €1, X4 = €3 — €2, 05 = €4 — €3, Xg = €5 — 4.
Racines positives: + g + &5 (1 < <j <)),

1 5 5
5 (s —e7—es+ 3 (— 1)) avec Y v(i) pair.

i=1 i=1

Racines positives ayant un coefficient >2 (*) (on note acdefla
racine axy + bag -+ cag + dag + eas + fusg) :

01210, 11210, 01211, 12210, 11211, 01221, 12211,
1 1 1 1 1 1 1

11221, 12221, 12321, 12321.
1 1 1 2

(III) Nombre de Coxeter: & = 12.
(IV)  Plus grande racine:

&=—é“(31+52+53+54+55—56“‘€7+58)

= a1 + 2a2 + 203 + 304 + 205 + ag = Ba.

(*) Les autres racines positives s’obtiennent en appliquant le cor. 3 de la prop. 19 du Chap. VI, § 1, n 6.
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Graphe de Dynkin complété:

O O
ay 3 %y Ay *g

Ouz

(V) R=Rv )

Oa(r, y) = ﬁi‘%‘{l, y(R) = 144.

(VI) Poids fondamentaux:

m1=%(es—s7—ss)

=%(40€1 + 3ag + Sag + 6ag + 4das + 206)

=-—é—(€1+€2+ €3 + &4 + e5— €6 — €7 + €g)

= a1 + 202 + 203 + 3aq4 + 205 + g
553:‘2‘(53_57_56)-!-%(—51-!- €2 + €3 + ¢4 + €5)

=%<5a1 + 6z + 1003 + 1224 + 8as + 4o)

4= €3+ €4+ €5 — €6 — €7 + &8

= 2a1 4 30 + 4oz + 6ag + dos + 20
555=%(Es-—€7——56) + €4+ ¢35

=’;’—(4“1‘+ 6ag + 8ag + 12a4 + 1005 + Sug)
Gs=—; (es — e7 —c6) + &5

1

(20(1 4+ Bag + 4ag + 6ag + Sas + 4og).

II

(VII) Somme des racines positives :

20 = 2(ea + 2¢3 + 3¢4 + 4e5 + 4{es — &7 — ¢q))
= 2(8a;1 + 1lag + 15a3 4 2lay + 1505 + 8Bag).

(VIII) P(R)/Q (R) isomorphe a Z/3Z.

Indice de connexion: 3.
(IX) Exposants: 1, 4, 5, 7, 8, 11.
(X)  Ordre de W(R): 27.3%.5.
(XI) AR) =W(R) x {I, —1}; wo transforme «1, «g, 3, %g, x5, *¢

respectivement en — «g, — &g, — %5, — *4, — %3, — %].
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(XII) L’élément non neutre de A(R)/W(R) définit I'automorphisme
x+——zx de P(R)/Q(R).
Le groupe des automorphismes du schéma de Dynkin complété est

isomorphe & &3; ses éléments d’ordre 3 sont induits par les deux
éléments non triviaux de P(RY)/Q(RY).

(XIII) Matrice de Cartan:




PLANCHE VI

SYSTEME DE TYPE E,

(I) V est I'hyperplan de E = R® orthogonal 2 e7 + ¢s.
Racines: + e + g5 (1 <1< <6), +(e7—e3g),

[} 3

T % (er—es + 2 (—1)"Pe) avec X v(i) impair.
i=1 i=1

Nombre de racines: n = 126.

(II)  Base: o =—;—(81 + €s) -——é—(sz + e3 + €4 + &5 + c6 + €7),

®z = €1 -+ €2, %3 == €3 — €], ®4 == €3 — E2, 05 = €4 — €3,
ug = €5 — €4, O7 = &g — £5.

Racines positives :

+eg+e¢ (1 <1<j<6), €8 — €7,
6 6

—é— (cg—er+ X (—1)Pe)  avec Y v(i) impair.
i=1 i=1

Racines positives contenant a7 et ayant un coefficient >2 (*) (on note

acdefglaracine any + bag + coug + dag + eas + fog + gag) :
b
012111 112111 012211 122111 112211 012221

1 1 1 1 1 1
122211 112221 122221 123211 123221 123211
1 1 1 1 1 2
123321 123221 123321 124321 134321 234321
1 2 2 2 2 2

(II1) Nombre de Coxeter: h = 18,

(*) Les racines positives ne contenant pas «, proviennent de E,. Les racines positives dont tous les
coefficients sont < 1 s’obtiennent en appliquant le cor. 3 de la prop. 19 du Chap. VI, § 1, n° 6.
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(IV)  Plus grande racine:
& = eg — g9 = 201 + 209 + 3oz + 4dog + 305 + 206 + a7 = ©1.
Graphe de Dynkin complété:

o . o
oy o5 &y O g oy

Oaz

(V) RY=R.

(VI) Poids fondamentaux :

W1 = eg— &7

= 201 + 200 + 3us + 4o + 305 + 206 + o7
B2 = — (g1 + g3 + e3 + 24 + &5 + €6 — 2e7 + 2¢3)

(41 -+ Tag + 8ag + 1204 + 9us + 6ag + 307)

W3 = (—e1+ e2+ e3 4 €4 + €5 + g6 — 3e7 4 3es)

. 301 + 4og + 6oz + 8og + Ous + dag + 2uy
By = e3 + ¢4 + €5 + 6 + 2(eg — e7)
= 41 + 6ag + 8uag -+ 1204 + 9as -+ 6ag + 3y

©5 = —é— (2e4 + 2e5 £ 2e6 + 3(es — e7))

=% (601 + 9u5 - 1203 + 18ag - 155 + 100 + 5org)

©¢ = €5 -+ €6 — &7 T €8
= 201 + 302 + 4az + 6ag + Sos -+ 4og + 207

557=€6+—;—(€8"‘“57)

= —% (20’.1 + 3ag + 403 + 6og + Sas + 4o + 7).

(VII) Somme des racines positives:

20 = 2¢9 + 4eg 4 6e4 4 8es + 10eg — 1729 + 17eg
= 34u; + 49as + 66ag + 96as + 75a5 + 52ug + 27xr.

(VIII) P(R)/Q(R) isomorphe & Z/2Z.
Indice de connexion: 2.
(IX) Exposants: 1, 5, 7, 9, 11, 13, 17.

(X)  Ordre de W(R): 21°.3% 5.7,
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(XI) AR)=WQR), wo=—1.
(XII) P(RY)/Q(RY) a un seul élément non neutre; celui-ci définit unique
automorphisme non trivial du graphe de Dynkin complété.

(XIII) Matrice de Cartan:
2 0 —1 0 0 0 07

0 2 0 —1 0 0 0




PLANCHE VII

SYSTEME DE TYPE E,

I) V=E=RS L .
Racines: + & + ¢5 (i <j), o > (— e avec N v(i) pair.
Nombre de racines: n = 240, =1 i=1

)V(i)

(IT)y  Base:
®1 =-;—(E1 + ¢8) —--é—(?-z_-l- e3 + €4 + ¢5 + c6 + ¢7),
ag = €31 + €2, g = €2 — €1, o4 = €3 — &3, a5 = g4 — €3,

og = &5 — &4, a7 = € — €5, %g = €7 — £6.

Racines positives :
?

7
te+ (0 <), -é—(ss + 3 (—1D")  avec I v(i) pair.
i=1 i=1
Racines positives contenant «g et ayant un coefficient >2 (*) (on note
acdefghlaracine auy + bag -+ cag 4 dug + eas + foug + gog + hag) :
b

0121111 0122111 1121111 0122211 1221111 1122111
1 1

1 1 1 1
1222111 ) 1122211 0122221 1232111 1222211 1122221
1 1 1 1 1 1
1232111 1232211 1222221 1232211 1233211 1232221
2 1 1 2 1 1
1233211 1232221 1233221 1243211 1233221 1233321
2 2 1 2 2 1
1343211 1243221 1233321 2343211 1343221 1243321
2 2 2 2 2 2
2343221 1343321 1244321 2343321 1344321 1354321
2 2 2 2 2 2
2344321 1354321 2354321 2354321 2454321 2454321
2 3 2 3 2 3
2464321 2465321 2465421 2465431 2465432
3 3 3 3 3

(*) Les racines positives ne contenant pas o, proviennent de E,. Les racines positives dont tous les
coefficients sont < 1 s’obtiennent en appliquant le cor. 3 de la prop. 19 du Chap. VI, § 1, n° 6.



Pl VII, SYSTEME DE TYPE E, 269

(III) Nombre de Coxeter: & = 30.
(IV)  Plus grande racine:

&=-¢e7 + eg = 2001 + Juz + 4ag + 6y + Sas + 4ug + 3oy + 203 = Ws.
Graphe de Dynkin complété:

o ¢ )
31 &3 &y oy L7} LY %y

[=]
L2

(V) RY=R.

Qg (x, ) = Q—‘élb—), v(R) = 900.

(VI) Poids fondamentaux:

o1 = 288
= 41 + Sag + 7ag + 10aq + 8as + Gag 4~ 407 + 20

@2 = - (e1 + 22 + e+ &4 + &5 + 20 + &7 + Bea)

= Hog 4 8as 4+ 100 + 1504 -+ 12a5 -+ Yag + 6oy + 3

m3=—é—(‘—31+52+53+54+35+56+€7+7€8)

= 7a1 + 10as + 14az + 2004 -+ 1605 -+ 120 + Bay - 4asg
Wq = €3 + g4 + €5 4 ¢ + &7 - des

= 10a; -+ 1509 -+ 20uag -+ 30aq + 24a5 + 18ag -+ 1207 - Gus
Os = €4 + &5 + g6 + €7 + 4eg

= 81 - 1205 + 1643 <+ 24ag + 2005 4 15ag + 10a7 -+ Dag
g = €5 + ¢ + €7 4 3eg

= 6a; + Yoo + 12¢3 + 18a4 + 15as + 12ag + 8ag 4 4us
Oy = c¢ + &7 + 2¢s

= 43 -+ 6ag + 8ag + 124 4 1005 -+ 8ag + 6y + 3ag
Wy = €7 - €8

201 + 3ug + 4ag + 6ag -+ Sas + 4og + 3ay + 2as.
(VII) Somme des racines positives:

20 = 2(eg + 2e3 + 3e4 + 4e5 4 Seg + 6e7 | 23¢s)
= 2(46a1 + 68as + 9lag + 135ca + 110a5 + 84ug + 5707 + 29us).

(VIII) Q(R): ensemble des points de coordonnées &; telles que 2¢;eZ,
8
& —EjeZ, ) Ee2Z.
i=1
P(R) = Q(R).

Indice de connexion: 1.
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(IX) Exposants: 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29.
(X)  Ordre de W(R): 2%.3% 52,7,
(XI) et (XII): A(R) = W(R), wo = — 1.
{XIII) Matrice de Cartan:
2 0 —1 0 0
0 2 0 —1 0
—1 0 2 —1 0
0 —1 —1 2 —1
0 0 0 —1 2

Pl. VIL

0™




(1)

(In)

(I11)
(IV)

PLANCHE VIII

SYSTEME DE TYPE F,

V =E =R%
Racines:
teg(l<igd), rea+teg(l<i<js<d),

%u + ez + €3 + &)

Nombre de racines: n = 48.

Base :

o] = €2 — €3, 02 = €3 — €4, 03 == €4, &4 —-é— (e1— ea — e3 — <4).

Racines positives: & (1 i< 4), s+ e5(1 €i<j<4),
—;—(81 + &2 t &3 + e4).

Racines positives ayant un coefficient >2 (*) (on note a & ¢ d 1a racine
aoy + bog + cag + dag) :

0120 1120 0121 1220 1121 0122 1221 1122
1231 1222 1252 1242 1342 2342

Nombre de Coxeter: £ = 12.

Plus grande racine: & = e1 + ez = 203 + 3ug + 4oz + 204 = B3,
Graphe de Dynkin complété:

o -]
%) oy a3 Gy

(*) Les autres racines positives s’obtiennent en appliquant le cor. 3 de la prop. 19 du Chap. VI, §1,n06.
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(V)

(VII)

(VIII)

(IX)
(X)

(XI) et (XII): A(R)

SYSTEME DE TYPE F, 273

RY est ensemble des vecteurs + 2g¢, + & + &4, £ €1 £ €2 + €3 + &4,

= ()

q)R(x’.y) 18 4

Poids fondamentaux:

By = €1 + 2 = 201 + ez + 4ag + 224
B2 = 2¢1 + e2 4 e3 = 3y + 6oz + 8az + 4oy

m3=-;—(351 + &2 + €3 + €4) = 2a1 + 4az + 6ag + a4
Wy = €1 = a1 + 22 + Jag + 204.
Somme des racines positives:

20 = 1le; + 5eg + 3e3 + &4 = 1601 + 30ag + 42a3 + 2204,

+(R) = 162.

QR) = @ Zes +Z(

=1
P(R) = Q(R).
Indice de connexion: 1.

M e

&)

i=1

i

Exposants: 1, 5, 7, 11.

W(R) produit semi-direct de &3 par un groupe lui-méme produit
semi-direct de &4 par (Z/2Z)3

Ordre de W(R): 27.3%

W(R), wo = —1.

(XIII) Matrice de Cartan:

F2 —1 0 0
—1 2 —2 0
0 —1 2 —1
_ 0 0 —1 2/




PLANCHE IX

SYSTEME DE TYPE G,

() V est hyperplan de E = R® d’équation £ + £32 4+ £3 = 0.
Racines: + (e; — e2), £ (g1 —e3), =+ (e2—¢3),

t (2e1—ea—e3), * (2ea—c1-—e3), £ (2e3—e1—e2).
Nombre de racines: 12,

(II) Base: oy = e1 — g3, 29 = — 229 + e2 + ¢3.
Racines positives: oy, o, «1 + ag, 201 + «g, 3o; + xg, 3a1 + 2ua.
(III)  Nombre de Coxeter: k = 6.

(IV)  Plus grande racine: & = — g] — g3 + 253 = 30y + 202 = W2,
Graphe de Dynkin complété :

% [}

(V) RY est ensemble des vecteurs + o3, + (¢1 + «2), + (201 + ae),

+ —;—— o, * —;; (Ba1 + w2), = -:1)’— (3a1 + 2ag).

Ol =2 4R =48,
(VI) Poids fondamentaux :
O1 = 201 + «g, Bz = 3u1 + 2us.
(VII} Somme des racines positives :
20 = 2(501 + 3ug).
(VIII) P(R) = Q(R).

Indice de connexion: 1.
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(IX) Exposants: 1, 5.

(X) W(R): groupe diédral d’ordre 12.
(XI) et (XII): AR) = W(R), wo=—1.
(XIII) Matrice de Cartan:



PLANCHE X

SYSTEMES IRREDUCTIBLES DE RANG 2

BC;

Les trois premiéres figures ci-dessus représentent les systémes de racines R
de type Ag, Bz et G2. La région hachurée représente la chambre C correspon-
dant a la base (x1, ). On a tracé en tirets la droite (x|B) = 1, od B désigne
la plus grande racine du systéme inverse RY et la région hachurée deux fois
représente 'alcove de RY de sommet O contenue dans C.

La derniére figure représente I'unique systétme de racines irréductible
non réduit de rang 2.



RESUME DES PRINCIPALES PROPRIETES
DES SYSTEMES DE RACINES

(Nous nous limitons dans ce résumé au cas du corps des nombres réels et aux
syst¢tmes de racines réduits.)

1) Soit V un espace vectoriel réel. On appelle systéme de racines réduit
dans V un sous-ensemble R de V qui posséde les propriétés suivantes:
(i) R est fini, et engendre V.
(ii) Pour tout.« e R, il existe «¥ & V* tel que <{a, «¥) = 2, et que l'applica-
tion
Syt x> x — {x, & D

de V dans V transforme R en R.

(iii) Pour tout xe R, on a «¥(R) € Z.

(iv) Si «eR, on a 2z ¢R.

Compte tenu de (i), 'élément «¥ dont Pexistence est affirmée par (ii)
est unique; ceci donne un sens a (iii). L’application s, est une réflexion lais-
sant fixes les points de L, = Ker(«") et transformant « en — a.

Les éléments de R s’appellent les racines. La dimension de V s’appelle le
rang du systéme de racines.

2) Le groupe des automorphismes de V qui laissent stable R se note A(R).
Les s, (x e R) engendrent un sous-groupe W(R) de A(R), appelé groupe de
Weyl de R; ce sous-groupe est distingué dans A(R). Les seules réflexions appar-
tenant & W(R) sont les s,.

3) L’ensemble RY des «¥ (pour « € R) est un systéme de racines réduit dans
V*, appelé systeme inverse de R. L’application « — & est une bijection,
dite canonique, de R sur RY. On a (RY)Y = R, et les bijections canoniques
R - RY, RY — R sont réciproques 'une de I'autre. L’application u — tu~1
définit un isomorphisme de W(R) sur W(RY) par lequel on identifie ces deux
groupes.

4) Soit V un espace vectoriel réel somme directe de sous-espaces vectoriels
Vi, ..., V,. Pour tout 7, soit R; un syst¢me de racines réduit dans V;. Alors
la réunion R des R; est un systéme de racines dans V, appelé somme directe
des R;. Le groupe W(R) s’identifie au produit des W(R;). On dit que R est
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irréductible si R # @ et si R n’est pas somme directe de deux systémes de
racines non vides. Il revient au méme de dire que W(R) est irréductible.
Tout systétme de racines réduit R est somme directe de systémes de racines
irréductibles réduits bien déterminés & une permutation prés, et appelés les
composants irréductibles de R.

5) Soit R un systéme de racines réduit dans V. Il existe des produits
scalaires dans V invariants par W(R). Dans toute la suite, on note (x|y)
un tel produit scalaire. Si on identifie V a V* a I'aide de (x|»), on a
Vo 2z,

(o))
— «. Le groupe de Weyl est transitif dans ’ensemble des racines de méme
longueur. Si R est irréductible, le produit scalaire (¥|») est unique a la multi-
plication prés par une constante.

. La réflexion s, est la réflexion orthogonale qui transforme « en

6) Soit R un systéme de racines réduit. Pour «, B € R, on pose

(o, BY) = n(a, B) e Z.
On a
nla, &) = 2
sgla) = o — n%a, B))B
— 2(B)
" B) = Tale)

Les seules possibilités sont les suivantes, & 'échange prés de « et B

n(, 8) = n(g, @) = 0; (.8) = 4 555 dordre 2
n(a, 8) = (8, @) = 1; (,8) =55 lal =[Bl; susp d'ordre3
n(a, B) = n(B,«) = — 1; (4 8) =2 al = [8]; sy dordre3
nwB) =1, 2« =2 (8 =T [8]=V2lal; s dordred
noB) =—1 (g, 0) = —2 (58) =25 |8l =V3al; sy dordres
nw8) =1, w0 =3 (B =i 8] =V3]al; ssp dordres
n(oa,8) =—1,n(8,5) = —3; (8) =>F; 8] =V3lal; susp dordre6
n(a, B) = n(B, ) = 2; “=

n(a, B) = n(B, @) = —2; x=—§.

7) Soient «, BeR. Si («/8) > 0, « — B est une racine sauf si « = 8. Si
(«]8) <0, « 4 B est une racine sauf si o = — 8.



RESUME DES PRINCIPALES PROPRIETES DES SYSTEMES DE RACINES 279

8) Soient «, B deux racines non proportionnelles. L’ensemble I des je Z
tels que 8 + joeR est un intervalle (— g, p) de Z contenant 0. On a

g+1_(B+of+a)
2 (Bl8)

Soit S I’ensemble des B + ju pourje I. Alors 5,(S) = Sets, (B + px) = —qa.
On dit que S est la a-chaine de racines définie par B, que B — g« est l'origine
de la chaine et § + pa son extrémité, et que p + ¢ est sa longueur.

Si T est une «-chaine d’origine v, la longueur de T est — n(v, «).

ﬁ—q = —n(ﬁa“)’

9) Soit X la réunion des Ker «¥ (xeR). Les composantes connexes de
V — X s’appellent les chambres de R dans V. Ce sont des cones simpliciaux
ouverts. Le groupe de Weyl opére de facon simplement transitive dans P’en-
semble des chambres. Si C est une chambre, C est un domaine fondamental
pour W(R). On a (x| ») >0 pour %, ye C. La bijection de V sur V* corres-
pondant & (x| y) définit une bijection de I’ensemble des chambres de R dans V
sur Pensemble des chambres de RY dans V*; on note C¥ la chambre image de
C par cette -bijection.

10) Soit C une chambre de R. Soient L, Lg, ..., L; les murs de C. Pour
tout 7, il existe une racine o; et une seule telle que L; = L, , et telle que «;
soit du méme c6té que C de H;. La famille (a3, ..., %) est une base de V, et C
est 'ensemble des x e V tels que <(af, x> > 0 pour tout i, c’est-a-dire tels que
(a4]x) > O pour tout 7. On dit que {1, ..., o;} est la base B(C) de R définie
par C. On a (w]ay) <O lorsque 7 # j. Le groupe W(R) opére de fagon
simplement transitive sur Pensemble des bases. Toute racine est transformée
par un élément de W(R) d’un élément de B(C). On a {«f, ..., o]} = B(CY).

11) Posons s,, = s;, soit S T'ensemble des s;, et soit my; Pordre de s455.
Le couple (W(R), S} est un systéme de Coxeter de matrice (m;;); autrement dit,
W(R) est défini par la famille génératrice (5;)1<i<; €t par les relations
(sis))™ = 1. Pour que s; et s; soient conjugués dans W(R), il faut et il suffit
qu’il existe une suite d’indices (i1, 22, ..., i4) tels que @1 = ¢, iy = et que
chacun des my,,., soit égal & 3.

12) Soit n;; = n{«, «5). La matrice (n45)1<1, j<1 s’appelle la matrice de
Cartan de R. Elle est indépendante (a4 une permutation présde 1, 2, ..., )
du choix de C. On a ny = 2, nj;e {0, — 1, — 2, — 3} pour ¢ # j. Si deux
syst¢émes de racines ont méme matrice de Cartan, ils sont isomorphes.

13) Soit G le sous-groupe de A(R) qui laisse stable B(C). Alors A(R) est
produit semi-direct de G et de W(R).

14) On appelle relation d’ordre définie par C dans V (resp. V*) la rela-
tion d’ordre, compatible avec la structure d’espace vectoriel de V (resp. V*),
pour laquelle les éléments > 0 sont les combinaisons linéaires des oy
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(resp. «f) & coefficients > 0. Ces éléments sont dits positifs pour C, ou
pour B(C). Ces relations d’ordre sont aussi définies par C¥. Un élément de V
est > O si et seulement si ses valeurs sur C¥ sont > 0. L’ensemble des éléments

> 0 pour C contient C mais est en général distinct de C. Soit xe V. Pour
que x e G, il faut et il suffit que » > w(x) pour tout w e W(R). Pour que x e C,
il faut et il suffit que ¥ > w(x) pour tout w e W(R) distinct de 1.

15) Toute racine est soit positive, soit négative pour C. On note R, (C)
P’ensemble des racines positives pour G, de sorte que R = R4 (C) u (—R(C))
est une partition de R. La réflexion s; transforme «; en — o; et permute entre
eux les éléments de R (C) distincts de o;.

16) Soit B une base de R. Toute racine positive (resp. négative) pour B est
combinaison linéaire des éléments de B 4 coefficients entiers > 0 (resp. < 0).

17) Soit (B1, B2, ..., Bn) une suite de racines positives pour C telles que
B1 + B2 4 -+ - - By soit une racine. Il existe une permutation = e &, telle que,
pour tout te {1, 2, ..., n}, Bxa) + Br@ + -+ + Baqy s0it une racine.

18) Soit « € R (C). Pour que o € B(C), il faut et il suffit que « ne puisse
pas s’écrire comme somme de deux racines positives.

19) Soient C une chambre, (a1, «a, ..., o;) la base correspondante.
Pour toute partie J de I = {1, 2, ..., !}, soit W; le sous-groupe de W(R)
engendré par les s; tels que ¢ e J. Soit C; ’ensemble des combinaisons linéaires

a coefficients > 0 des «; pour j ¢ ], de sorte que C; est une facette de C.
Soient J<I, ge W(R). Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) g laisse invariant un point de Cj;
b) g laisse invariant tout point de Cy;

¢) g laisse invariant tout point de Cy;

d) g(Cy) = Gy;

e) 8(Cy) =GCy;

f) geW;.

Soient J, J' e {1, 2, ..., I} et g, g e W(R). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) g(Cy) = g'(Cy);

b) g(Cy) ng'(Cy) # @;

¢c) gWy = g'Wy;

d) J=17] et g'egWj.

Soient J1,J2, ...y Jrcl et J=Jin--.nJ,. Alors Wy =Wy n.-nW,.

Pour tout g e W(R), il existe J I tel que Cn g(C) = Cy et que ge W;.

20) Soit P un sous-ensemble de R. On dit que P est clos si les conditions
«eP, BeP, a + feR impliquent « + B e P. On dit que P est parabolique
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si P est clos et si Pu (— P) = R. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) P est parabolique;

b) P est clos et il existe une chambre C telle que P> R (C);

¢) il existe une chambre C et une partie Z de B(C) telle que P soit la réu-
nion de R_(C) et de ’ensemble QQ des racines combinaisons linéaires & coeffi-
cients entiers < 0 des éléments de Z.

Supposons ces conditions vérifiées, et soit V; le sous-espace vectoriel de V
engendré par X. On a

Pn(—P)=Qu(—Q)=ViaR,

et Pn (— P) est un systéme de racines dans V; de base Z.

Soient P', ¢/, ' avec des propriétés analogues. S’il existe un élément
de W(R) transformant P en P, il existe un élément de W(R) transformant C
enC, X en X et Pen P,

21) Soit P un sous-ensemble de R. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

a) il existe une chambre C telle que P = R (C);

b) P est clos, et {P, — P} est une partition de R.

La chambre C est alors unique.

Supposons V muni d’une structure d’espace vectoriel ordonné telle que
toute racine soit positive ou négative. Soit R, I'ensemble des racines positives
pour cette structure. Il existe une chambre G et une seule telle que R, =R (C).

22) Pour qu’une partie B de R soit une base de R, il faut et il suffit que
les éléments de B soient linéairement indépendants, et que toute racine soit
combinaison linéaire d’éléments de B & coefficients tous > 0 ou tous < O.

23) Soit P un sous-ensemble clos de R tel que P n (— P) = @. Il existe une
chambre C telle que PR _(C).

24) Un sous-ensemble P de R est dit symétrique si P = — P. Soient P un
sous-ensemble de R, et Vi (resp. I') le sous-espace vectoriel (resp. le sous-
groupe additif) de V engendré par P. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

a) P est clos et symétrique;
b) P est clos et P est un systéme de racines dans Vi;
¢) TaR=P.

25) On suppose R irréductible. Soit C une chambre; posons
B(C) = {a1, ... 0ut

Il existe un plus grand élément dans R (pour I'ordre défini par C), c’est-a-dire
un élément & = nmyxy + -+ + moy de R tel que, pour toute racine

pxr + - 4 preg,

onaitnm > p1, ..., m > p1. On a GeC, et |&| > [« pour toute racine «.
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26) On note Q(R) le sous-groupe de V engendré par R; les éléments de
Q(R) s’appellent les poids radiciels de R. Le groupe Q(R) est un sous-groupe
discret de V de rang [ = dim V. Toute base de R est une base de Q (R).

On note P(R) le sous-groupe de V associé & Q(RY); les éléments de P(R)
s’appellent les poids de R. Le groupe P(R) est un sous-groupe discret de V
de rang / contenant Q(R). Les groupes P(R)/Q(R), P(RY)/Q(RY) sont
finis et isomorphes; leur ordre f s’appelle 'indice de connexion de R. Avec
les notations de 25), I'ordre de W(R) est {!nina ... nyf.

Le groupe A(R) laisse stables P(R), Q(R), donc opére dans P(R)/Q(R).
Le groupe W(R) opére trivialement dans P(R)/Q(R), donc A(R)/W(R)
ope¢re dans P(R)/Q(R).

27) Soit C une chambre. Soit B = (a1, ...,%;) la base de R correspon-
dante. La base duale (@1, ..., &) de («], ..., a]) est une base de P(R).
Les & s’appellent les poids fondamentaux (pour G, ou pour B). L’ensemble des
combinaisons linéaires des &; & coefficients > O (resp. > 0) est C (resp. C).
Les combinaisons linéaires des @; 4 coefficients entiers > 0 s’appellent les
poids dominants. Tout élément de P(R) est transformé par W(R) d’un poids
dominant et d’un seul. Les poids dominants sont les éléments & de V tels que
2(m]xs)
(ee]ot)

28) Soit o =% S % Onap=m+ -+ meC.

*%E€R(C)

soit un entier > 0 pour tout i.

29) Soit T le groupe des translations de V* dont les vecteurs appartiennent
a Q(RY). Le groupe de transformations affines de V* engendré par T et
W(R) est produit semi-direct de W(R) et de T. Ce groupe s’appelle le groupe
de Weyl affine de R et se note W,4(R). Il opére proprement dans V*. Pour
«aR et AeZ, soit s,; l'application x* — x* — (x* ada” + 2 Clest
une réflexion affine, et Pensemble L, ) de ses points invariants est défini

par Péquation {(x*, ) =—2A; on a L,;, =L, — -é—locv. Les s, ; sont les
réflexions affines appartenant & W4(R), et engendrent le groupe Wo(R).

30) Soit E la réunion des L,; pour ««R et »e«Z. Les composantes
connexes de V¥ — E s’appellent les alcéves de R. Si R est irréductible, chaque
alcove est un simplexe ouvert; en général, une alcove est un produit de sim-
plexes ouverts. Le groupe W,(R) opé¢re de fagon simplement transitive sur
I’ensemble des alcoves. Si C est une alcdve, C est un domaine fondamental pour
W, (R). Soient 61, 69, ..., 04 les réflexions de W4(R) correspondant aux murs
de C; soit @y Pordre de 6y6;5. Alors Wo(R) est défini par les générateurs o;
et les relations (oyoy)%i = L.

_ 31) SipeP(RY), il existe une alcove C telle que p soit point extrémal de
C. Si C’ est une alcdve, G’ admet un poids radiciel et un seul pour point extré-
mal.
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Soit x* « V*; les conditions suivantes sont équivalentes :

a) x*eP(RY);

b) pour tout «eR, I'hyperplan parallele & L, et passant par x* est
un La_)\. :

Soit ¢/ une chambre de RY. Il existe une alcdve C et une seule contenue
dans C' et telle que 0 e C. Supposons R irréductible, et soit f la plus grande
racine de R (pour C'); alors C est Pensemble des »* e C' tels que {x*, B> < 1.

32) Soient S Palgébre symétrique de V, SV la sous-algébre formée des
éléments invariants par W = W(R), g l'ordre de W, [ =dim V. Il existe

des éléments I5, I, ..., I; de SV, homogénes, algébriquement indépendants,
qui engendrent SV. Le S"-module S admet une base formée de g éléments

homogenes. Soit a I'idéal de S engendré par les éléments homogenes de SV
de degré > 0; la représentation de W dans S/a déduite par passage au quotient
de la représentation de W dans S est isomorphe & la représentation réguliere
de W (sur R).

33) Soient Iy, Ia, ..., I; des éléments de SV, homogenes, algébriquement

indépendants, engendrant S¥. Leurs degrés 1, ks, ..., & sont déterminés de
maniere unique (a4 Pordre prés) par R. On a g = kikz...£;. Le nombre de

!
racines est 2 % (k;— ).
‘ i==1
34) Un élément A de S est dit anti-invariant par W si w(A) = det(w).A
pour tout weW. Soit R = R;u(—Rj;) une partition de R, et posons

7= || « L’élément = de S est anti-invariant; les éléments anti-invariants
aeR,

de S sont les éléments de la forme =I, avec IeSY.

35) Soit E I'algébre Z[P] du groupe des poids P de R. Si p € P, on note ¢*
I’élément correspondant de E. On a ePe? = #*? et les ¢ forment une

base de E. Le groupe W opére dans E de telle sorte que w(e?) = %P si
weW et peP. Un élément zeE est dit anti-invariant si w(z) = det(w).z

pour tout we W. Pour tout zeE, posons J(z) = X det(w).w(z). Soit C
weEW

une chambre. Les éléments J(¢?), ou p e P n C, forment une base du groupe des
éléments anti-invariants de E. Si ¢ est la demi-somme des racines positives,

on a:
J&@) =TI 1 —e) =] (" — ™),
>0 a>0
les produits étant pris sur ’ensemble des racines > 0.

36) Avec les notations de 35), posons

zp = J(e#*?)[J(e?)  pour peP.
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Les zp, pour p e PnC, forment une base du groupe EV des éléments de E
invariants par W. Si &1, ..., &; sont les poids fondamentaux de R, les él¢é-
ments Zz, 1l <i </, sont algébriquement indépendants et engendrent

w
Panneau E".

37) Soient C une chambre de R, («1, ..., «;) la base correspondante.
L’élément ¢ = s152...51 de W s’appelle une transformation de Coxeter de R.
La classe de conjugaison de ¢ dans W ne dépend ni de C ni de la numérotation
des «;. L’ordre 4 de ¢ s’appelle le nombre de Coxeter de R. Les valeurs propres
de ¢ sont de la forme exp &‘—Ehﬂj, ol les entiers my, mg, ..., m; (appelés exposants
deR)sonttelsquel <m <me < --- <my < h—1.

Supposons R irréductible. On a alors

m =1 m=h—1
my+mua-y=rh (1 <j<I.

m1+m2+ PP +ml=_é_lh=—card (R)-

NOj+—

Toutme {1, 2, ..., A— 1} étranger a £ est égal & I'un des my et & un seul. Les
nombres m; + 1,my + 1,...,m; 4+ 1 coincident, & 'ordre prés, avec les entiers
notés ny, n,, ..., n; dans 33). Avec les notations de 25), n, +.-- +m=~h—1.
11 existe [ orbites de {1,¢,¢?, ...,c?1} dans R, et elles ont toutes % éléments.

Si & est pair, ¢#2 transforme C en — C. Pour que — 1l e W, il faut et il
suffit que les exposants de W soient tous impairs; lorsqu’il en est ainsi, 4 est
pair et ¢#2 = —1.
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ERRATA

.8, I 5 du bas, au lieude : (G, N, B, S), lire : (G B. N, S).

.11, 1. 17, les deux relations dowent étre séparées par une virgule.

12,14 du bas et l. 3 du bas, au lieude ], lire ; S.

14, 1. 17, au lieu de dlstmts lire : dlSthtS )

16, 1. 16 aulieude 10 < j< g lire:0<j<qg+ 1

16, 1. 21et23 aulieude:1 <k < glire:0<k<q

30, I. 10 du bas, supprimer « il en est... commutatif ».

32, 1. 3 du bas, au lieu de : adjoint lire : des automorphismes intérieurs.

32, 1. 2 du bas, au lieu de : chap. 111, lire : chap. I11, § 6, n® 2, prop. 2.

33, 1. 12 du bas, au lieu de : correspondants, live : correspondant.

38, I. 1 de I’exercice 10, supprimer « d’ordre n ».

40, note (*) de bas de page, premicére ligne, remplacer : ensemble par : ensemble non vide.
41,1.3 de I'exercice 17, au lieu de : les éléments de H, lire : les éléments de 9.
43, 1. 5 de I'exercice 23, remplacer A par Aut (A).

47, derniére ligne de l'exercice 3,aulieude : (G, N, B, S), lire : (G, B, N, S).

49, 1. 15 du bas, au lieu de : 'application +(C, C'), lire : Papplication C' — C, C').

54, exercice 21, ¢), deuxiéme ligne, remplacer : (H, N B~ H, {s}) par :(HL B~ H, N, {s}).
55,17, au lieu de : f)*, lire : *f).

. 67, 1. 14 du bas, remplacer Vg par V ;.

. 88, énoncé de la proposition 11, derniére ligne, remplacer C par C'.

111, 1. 2, au lieu de : dimy SS, lire : dimy SC.

112, . 14 du bas, au lieu de : biunivoque, lire : bijective.

114,112 et 11 du bas, supprimer « On sait que... Card (G) = g (Alg. comm., chap. V,§ 2, n° 2); »
114, 1. 8 du bas, aprés : est séparable, insérer : (Alg. comm., chap. V, § 2, n° 2, cor. a la prop. 5).
118, lemme 2, ajouter I'hypothése : dim V > 2.

121, I 6, remplacer : D n C par D ® C.

121, proposition 2, ajouter I’hypothése que W est irréductible.

128, ligne 3 de I'exercice 5, au lieude : pour H € S, lire : pour He J.

. 132, 1.3, remplacer mesure par : mesure positive non nulle.

. 133, exercice 13, derniére ligne, remplacer — V° par — H,,.

6

. 134, 1. 5, le premier graphe doit érre 6 |
=2

134, exercice 17, premier graphe : la.premiére aréte doit étre surmontée d'un 4.

143,13, au lieu de = s(x) = x — {aV,x ), lire :s(x) = x — oV, x> .

144,112, au lieu de : «¥eR, lire : ¥ e R,

146, L. 11, au lieu de : omme, lire : somme.

149, 1. 5 du bas, remplacer : p = 0 par : q = 0.

150, 1. 5, dessin de gauche : la premieére fléche est affectée de la lettre y.

152, 1. 7 du bas, au lieude : o, Be R, lire : a e R

153, L. 10 du bas, remplacer : (x| y) < O par : (x| y) > 0.

169, 1. 15 du bas, remplacer : Lemme 3 par : Lemme 4.

169, 1. 6 du bas, au lieu de : (*), lire : (Alg., chap. V, nouvelle édition).

169, supprimer la note de bas de page.

171, I 18 a 25 remplacer : D’aprés la Remargue... ce qui achéve de prouver (iv), par le texte suivant :
Chaque orbite de I dans R a au plus 4 éléments, et il y a au plus / orbites distinctes, d’aprés ce qui précéde.
Or (chap. V, § 6, n° 2, théoréme 2, ii)), le cardinal de R est égal a hl, ce qui implique aussitot (iv).

p. 175, 1. 11, au lieu de : déf. 3, lire : déf. 2.

p. 176, 1. 3 du bas, remplacer : n; o par : n; a;.

p- 181, I 10, supprimer : Munissons... par G.
p
p

FE P PR T T TP T T TR T TR TR T TR TS

TYTTIVIRTETE W

. 185, L 20, remplacer : Y. par :
. 192, 1.9 du bas, au lieu de : 111,k1,1lre i d1s Ky



p. 197, 1.9, le graphe doit étre : E, l

p. 199, I 1, remplacer A, par A,.
p. 205, 1. 11 du bas, au lieu de : n° 6, lire : n° 5.
p. 226, 1. 8 du bas, lire : Y n; o '

. 227, la note de bas de page se réfere d I'exercice 22 de la page précédente.

. 228, 1. 9 au lieu de : dominant, lire : maximal.

. 230, 1. 1 au lieu de : b), lire : b)).

. 238, 1. 10, au lieu de : celles, lire : celle.

. 239, 1. 17, au lieu de : au type exceptionnel G, lire : aux types exceptionnels G, et F,.

. 239, 1. 18, au lieu de : (XI), lire : (XI b) et ¢)).

p. 240, . 4, insérer une virgule aprés : § 2.

p. 242, 1.5, ajouter d lafinde la ligne : ¢) A class of groups in an arbitrary realm connected with the configu-
ration of the 27 lines on a cubic surface, Quart. Journ. of Math., t. XXXIII(1901), p. 145-173, et t. XXXIX
(1908), p. 205-209.

p. 252, 1. 1 du bas, insérer une virgule avant : y(R).

p. 254, 1. 4 du bas, insérer une virgule avant : y(R).

p. 256, . dde(I), aulieude : &, + & = ) oy, lire: Y o +o

. isks! isk<i-2

p. 257, lignes 12 du bas et 10 du bas, les signes = sont incorrects.

p- 278, lignes 10 et 11, remplacer : Le groupe de Weyl... longueur par : Si R est irréductible, le groupe de
Weyl opére transitivement dans ’ensemble des racines de longueur donnée.

p. 279, troisiéme ligne de 10), remplacer : H, par : L,.

p. 282, ligne 13 du bas, les deux signes — doivent étre des signes +.

p. 284, ligne 5 du bas, remplacer : ny, ny, ..., m par 1 ky, ..., k, et remplacer : ny + - + mpar : k, + - + k,
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