NABOURBAKI

ELEMENTS DE MATHEMATIQUE

Groupes et algebres de Lie
Chapitres 7et 8

@ Springer



N. BOURBAKI

ELEM ENTS DE
MATHEMATIQUE



N. BOURBAKI

ELEMENTS DE
MATHEMATIQUE

GROUPES
ET ALGEBRES
DE LIE

Chapitres 7 et 8

@ Springer



Réimpression inchangée de 1’édition originale de 1975
© Herman, Pars, 1975
© N. Bourbaki, 1981
© Masson, Paris, 1990

© N. Bourbaki et Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2006

ISBN-10 3-540-33939-6 Springer Berlin Heidelberg New York
ISBN-13 978-3-540-33939-7 Springer Berlin Heidelberg New York

Tous droits de traduction, de reproduction et d’adaptation réservés pour tous pays.
Laloi du 11 mars 1957 interdit les copies ou les reproductions destinées a une utilisation collective.
Toute représentation, reproduction intégrale ou partielle faite par quelque procédé que ce soit, sans le consentement
de I’auteur ou de ses ayants cause, est illicite et constitue une contrefagon sanctionnée par les articles 425 et suivants
du Code pénal.

Springer est membre du Springer Science+Business Media
springer.com

Magquette de couverture: design & production, Heidelberg
Imprimé sur papier non acide  41/3100/YL-543210-



CHAPITRE VII

SOUS-ALGEBRES DE CARTAN
ELEMENTS REGULIERS

Dans ce chapitre, k désigne un corps commutatif. Par « espace vectoriel », on entend
«espace vectoriel sur k »; de méme pour « algébre de Lie », etc. Toutes les algébres de Lie
sont supposées de dimension finie.

§ 1. Décomposition primaire des représentations linéaires

1. Décomposition d’une famille d’endomorphismes

Soient V un espace vectoriel, S un ensemble, et r une application de S dans
End(V). Notons P Pensemble des applications de S dans £. Si A€ P, on note
V.,.(S) (resp. V*(S)) I'ensemble des v € V tels que, pour tout s € S, on ait r(s)o =
A(s)o (resp. (r(s) — A(s))™ = O pour n assez grand). Les ensembles V,(S) et
V*(8) sont des sous-espaces vectoriels de V, et Pon a V,(S) = V*(S). On dit que
V,.(S) est le sous-espace propre de V relatif & & (et a r), que VX(S) est le sous-espace
primaire de V relatif & & (et ar), que VO(S) est le nilespace de V (relatif 2 7). On dit
que A est un poids de S dans V sit VA(S) 5 0.

En particulier, quand S est réduit 2 un seul élément s, P s’identific 4 k; on
emploie les notations V,,(s) et VA(s), ou V,(r(s)) et V¥ (r(s)), au lieu des
notations V,({s}), V*{{s}); on parle des sous-espaces propres, des sous-espaces
primaires, du nilespace de 7(s); un élément v deV,,(s) estappelé un vecteur propre
der(s), et,siv # 0, A(s) est appelé la valeur propre correspondante (cf. A, VII, § 5).

On a aussitét, pour tout A € P, les relations

(1) VA(S) = [), VRO,
@) VilS) = 1), Vaols)-

Soit &' une extension de k. L’application canonique de End(V) dans
End(V & k'), donne par composition avecr, une application’: S—End(V &, £).
De méme, toute application A de S dans £ définit canoniquement une application,
notée encore A, de S dans £’. Avec ces notations, on a la proposition suivante:

ProrositioN 1. — Pour tout xc P, on a

(V@i k) (S) = VHS) @k et (V& k)a(S) = Vi(S) @i k.
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Soit {(g;) une base du £-espace vectoriel . Siv e V &y £, v se met de maniére
unique sous la forme z v; 3 a;, ol (v;) est une famille & support fini d’éléments
de V. On a, pour tout s€ S,

(r'(s) = M) = 2, (r(s) — Ms))"0 @ aye
Il s’ensuit que
ve (V& kN*S) < v, € VAS) pour tout 7,
v e (V& k)(S) <= v;, € V,(S) pour tout 1,

ce qui entraine la proposition.

ProrosiTioN 2. — Sotent 'V, V', W des espaces vectoriels. Soient r: S — End(V),
r':S—End(V') et ¢: S — End(W) des applications.

(i) Soit /2 V—W une application linéaire telle que q(s)f(v) = f(r(s)v) pour
s€S et ve V. Alors, pour tout x€ P, f applique V*(S) (resp. V,(S)) dans WH(S)
(resp. W, (S). |

(i1) Sott B: V x V' — W une application bilinéaire telle que

2()B(2, ) = B(r(s)o, o) + B(o, 7'(5)0')
pour s€8, veV, v eV'. Alors, pour tous A, p.€ P, B applique V*(S) x V'#(8)
(resp. Vo (S) x V(8)) dans W*+¥(S) (resp. W, ,,(S)).
(ii1) Soit B: V. x V' — W une application bilinéaire telle que
q(s)B(2, o) = B(r(s)v, r'(s)?")
pour s S, v eV, v € V', Alors, pour tous ), p. € P, B applique V*(S) x V'H(S) (resp.
V,(S) x V/(8)) dans W(S) (resp. W,,,(8)).

Dans le cas (i), on a (¢(s) — A(s))*f(v) = f((r(s) — A(s)})™0) pour s€ 8§ et
v eV, et I'on conclut aussitdt. Dans le cas (ii), on a

(g(s) — 2s) — u(5))B(o,0) = B((r(s) — M)z, ') + Blo, (r'(s) — p(s))?)

pour seS; veV, v’ e V', dou par récurrence sur

n

(@(9) = 1) = wo)'Bo,») = 3 !

DB = 1), 07(5) = po)).
On en déduit immédiatement les assertions de (ii). Dans le cas (ii1), on a

(g(s) = M5)w(s)B(o, ) = B((r(s) — M)z, 7'(s)0) + B(Ms)o, (r'(s) — w(s))?)

our seS, veV, v e V', dou par récurrence sur n
b s b

(9(5) = M) Be) = 3 (T)BOE0() =16 (0((6) = wlo)).

i+i=n

On en déduit immédiatement les assertions de (i11).
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Prorpostrion 3. — La somme z VAMS) est directe. La somme Z V,.(S) est directe.

reP reP
La seconde assertion est conséquence de la premiére; il suffit de prouver

celle-ci. Distinguons plusieurs cas.

a) S est vide. L’assertion est triviale.

b) S est réduit @ un élément s. Soient Ay, Ay, ..., A, des éléments distincts de £.
Pour : = 0,1,...,n soit o, € VA(s) et supposons que 05 = v; + -+ v, Il
s’agit de prouver que v, = 0. Pour? = 0, ..., n, il existe un entier ¢; > 0 tel que
(r(s) — %)%, = 0. Considérons les polyndmes P(X) =] [ (X —2)% et

121

Q(X) = (X = %)% On a Q(r(s))oy = 0, et P(r(s))n, = 2 P(r(s))e; = 0.

Comme P et Q) sont premiers entre eux, 'identité de Bezout prouve que v, = 0.

¢} S est fini non vide. Raisonnons par récurrence sur le cardinal de S. Soient
seSetS =S — {s}. Soit (), p une famille & support fini d’éléments de V tels
que Z v, = 0 eto, € VMS). Soit A, € P. Notons P’ ensemble des A € P tels que

AeP
A|S" = 20 |S". D’aprés hypothése de récurrence appliquée 2 S, ona > 2, = 0.
reP’
Si 2, p sont des éléments distincts de P’, on a A(s) # u(s). Comme la somme

Z Ve(s) est directe d’aprés b), ct que v, € VX(s), on a v, = 0 pour tout
aelk
reP’, et en particulier »,, = 0, ce qu’il fallait démontrer.

d) Cas général. Soit (v,), . p une famille a support fini d’éléments de V telle que
z 7, = 0 et o, € VMS). Soit P’ ’ensemble fini des A € P tels que v, # 0, et soit

AeP
S’ une partie finie de S telle que les conditions A€ P’, ueP’, xS = pn|S’

entrainent A = p. On a », € VM¥(S8"); appliquant ¢), on voit que v, = 0 pour
re P, ce qui acheéve la démonstration.

Rappelons que, si x € End(V), on note ad x Papplication y > xy — yx = [x,y]
de End(V) dans lui-méme.

Lemme 1. — Sotent x, y € End(V).
(1) Supposons V de dimension finie. Pour que % soit trigonalisable, il faut et 1l suffit que
V = z Ve(x).
aek

(it) S°il existe un entier n tel que (ad x)"y = 0, chaque V°(x) est stable par y.
(ii1) Supposons V de dimension finie. St V = Z Ve (x) et st chaque V*(x) est stable
ack
par y, il existe un entier n tel que (ad x)*y = 0.
La partie (1) résulte de A, VII, § 5, n® 2, prop. 3.
Soit E = End(V). Soit B Papplication bilinéaire (u, v) — u(v) de E x V dans
V. Par définition de ad x, on a

%(B(w, v)) = B(u, x(0)) + B((ad x)(u), 0)
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pour x € E, u € E, v € V. Faisons opérer x sur E par ad x. D’aprés la prop. 2 (ii),
on a B(E%(x), V%(x)) = V%(x) pour tout aeck. Si (ad x)"y = 0, alors y € E(x),
donc y(V?(x)) = V9(x), ce qui prouve (ii).

Pour prouver (iii), on peut remplacer V par V%(x), x (resp. ) par sa restriction
a Vo(x). Quitte & remplacer x par x — a, on peut donc supposer x nilpotent. Alors
(ad x)28mV-1 = ( (I, § 4, n® 2), ce qui prouve (iii).

Remarque. — La démonstration prouve que, si V est de dimension finie et §’il
existe un entier n tel que (ad x)"y = 0, alors (ad x)24mV-1y = (,

Dans la suite, nous dirons que application 7: S — End(V) satisfait a la
condition (PC) (de « presque commutativité ») si lon a:
(PC) Pour tout couple (s, s’y d’éléments de S, il existe un entier n tel que

(ad r(s))r(s") = 0.

THEOREME 1. — Supposons V de dimension finie. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) La condition (PC) est vérifice et, pour tout s € S, r(s) est trigonalisable.
(i1) Pour tout » € P, VX(S) est stable par r(S), et lona V = z VAS).

rEP

SiV = Z V*S),onaV = z Va(s) pour tout s € S, et il résulte du lemme 1
AEP ack
que (ii) entraine (i). Supposons la condition (i) vérifiée. Le lemme 1 et la formule

(1) entrainent que chaque V*(S) est stable par r(S). Reste a prouver que V =

z V*(S). Nous raisonnerons par récurrence sur dim V. Distinguons deux cas.
repP
a) Pour tout s € S, r(s) admet une seule valeur propre A(s). Alors V = V2(S).

b) Ilexiste s € S tel que 7(s) admette au moins deux valeurs propres distinctes.
Alors V est somme directe des V%(s) pour a € £, et dim V%(s) < dim V pour tout
a. Chaque V4(s) est stable par 7(8), et il suffit d’appliquer 'hypothése de récur-
rence,

COROLLAIRE 1. — Supposons V de dimension finie et la condition (PC) vénfide. Soit k'
une extension de k. On suppose que, pour tout s € S, I'endomorphisme r(s)Q 1 de V R, k'
est trigonalisable. Soit P’ Uensemble des applications de S dans K. Alors V Q. k' =
2 (V& k)™ (S).
Aer
Soit 7': 8 — End(V &), &) I'application définie par r. Si s, 55 €S, il existe
un entier 7 tel que (ad r(s,))"r(s5) = 0, d’otr (ad r'(s;))""(s5) = 0. Il suffit alors
d’appliquer le th. 1.

COROLLAIRE 2. — Supposons V de dimension finie et la condition (PC) vérifiée. Notons
V*+(8) le sous-espace vectoriel SZ; ( iDl r(s)iV). Alors:
(1) VO(S) et V*(S) sont stables par r(S);
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(i) V = VS) @ V*(S);
(ii1) tout sous-espace vecioriel W de V, stable par r(S) et tel que WO(S) = 0, est
contenu dans V* (S);
(iv) ona Z r(s)V+(S) = V*(S).
SES
En outre, V*(S) est le seul sous-espace vectoriel de NV possédant les propriétés (i) et (ii).

Pour toute extension k' de k, on a (V @ k') (S) = V*(S) R £'.
La derniére assertion est immédiate. Pour prouver les autres, on peut alors,
compte tenu de la prop. 1, supposer £ algébriquement clos. On a, d’aprés le th. 1,

V = Z VX(8), et les VA(S) sont stables par 7(S). Si s € S, le polynéme caractéris-

AeP
tique de r(s) | VX(S) est (X — A(s))UmV*®; j] Sensuit que iQ r(s)*'V*(s) est nul
si A(s) = 0 et égal & V*(S) si A(s) # 0; par conséquent
(3) VHS) = > VMS),

AP, A+0
ce qui prouve (i), (i) et (iv). Si W est un sous-espace vectoriel de V stable par
r(S), on a W = Z WAS) et WA(S) = W N VXS). Si WOS) =0, on voit
A€eP

que W < V*(8), ce qui prouve (iii).

Soit V' un sous-espace vectoriel de V stable par r(S) et tel que V' N V%(8) = 0.
On a V'9(8) = 0, donc V' = V*(8) d’aprés (iii). Si de plus V = VI(8) + V’,
on voit que V' = V*(S). C.Q.F.D.

On dit parfois que (VO(S), V*(S)) est la décomposition de Fitting de V, ou de
Papplication 7: S — End(V). Si § est réduit 2 un seul élément s, on écrit V*(s)
ou V*(r(s)) au lieu de V*({s}). On a V = VO(s) ® V*(s), Vos) et V*(s) sont
stables par r(s), r(s) | V%(s) est nilpotent et r(s) | V*(s) est bijectif.

CoROLLAIRE 3. — Sotent 'V et V' des espaces vectoriels de dimension finie, r: S — End (V)
et v': S — End(V') des applications vérifiant la condition (PC). Soit f: V —> V' une
application linéaire surjective telle que f(r(s)v) = r'(s)f(v) pour s€S et ve V. Alors
FV*(S)) = V'™(S) pour tout x e P.

Gréce a la prop. 1;-on se rameéne au cas ol k est algébriquement clos. On a

V= @ VA(S), V! = @ VA(S) daprésle th. 1, et V' = f(V) = > f(VA(S)).

A€eP

Enfin, f(V*(8)) = V*(8) d’aprés la prop. 2 (i), d’olx le corollaire.

ProPOSITION 4. — Supposons k parfait. Soient V un espace vectoriel de dimension finie, u
un élément de End(V), u,, u, les composantes semi-simple et nilpotente de u (A, VII,
§5, n° 8). :

(1) Pour tout A€k, on a VM*u) = V*u,) = V,(u).

(it} StV est muni d’une structure d’algébre et si u est une dérivation de V, u; et u, sont
des dérivations de V.
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(i1) St 'V est muni d’une structure d’algébre el si u est un automorphisme de V, alors
ug et 1 + ug tu, sont des automorphismes de V.
Grace a la prop. 1, on peut supposer £ algébriquement clos, d’otx

V=S VM.

rek

La composante semi-simple de #|V*(u) est 'homothétie de rapport 2 dans
V*(u). Cela prouve (i).

Supposons désormais V muni d’une structure d’algébre. Soient x € V*(u),
y e V*(u). ‘

Si u est une dérivation de V, on a xy € V**#(x) (prop. 2 (ii)), donc

u(xy) = (M + p)(xy) = M)y + x(uy) = (ux)y + x(uy).

Cela prouve que u; est une dérivation de V. Alors u, = u — u, est aussi une
dérivation de V.

Si u est un automorphisme de V, on a Ker(y,) = V°(u) = 0, donc u, cst
bijectif. D’autre part, xy € VM (u) (prop. 2 (iii)), donc

u(xy) = () (xy) = (M) (py) = u(x) . 25(y)-
Cela prouve que u; est un automorphisme de V; il en est de méme de

—1, _ -1
1+ uytu, = uyu.

2. Cas d’une famille linéaire ’endomorphismes

Nous supposons maintenant que S est muni d’une structure d’espace vectoriel,
que Papplication r: S — End(V) est linfaire, et que V et S sont de dimension finie.

PRrOPOSITION 5. — Supposons la condition (PC) vérifide, et soit k2 S — k tel que V*(S)
0. S7 k est de caractéristique O, Papplication ) est linéaire. St k est de caractéristique p # 0,
il existe une puissance q de p divisant dim VMS), et une fonction polynomiale homogéne
P:S — k de degré q, telles que 7(s)* = P(s) pour tout s € S.

Comme V*(S) est stable par 7(S) (lemme 1 et formule (1) du n® 1), on peut
supposer que V = V*(8). Soit n = dim V. Pour s €S, on a alors

det(X — 7(s)) = (X — A(s))™
D’autre part, le développement du déterminant prouve que
det(X — r(s)) = X" + a ()Xt + - + g()X 7 + - -
ol ;1 S — k est une fonction polynomiale homogene de degré 7. Ecrivons n = gm
ol ¢ est une puissance de I'exposant caractéristique de £ et ot (g, m) = 1. On a
alors (X — a(s))* = (X7 — a(s)D)™; dot —mA(s)? = a,(s), ce qui entraine le
résultat.
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ProrosITION 6. — Supposons k infini et la condition (PC) vérifide. Soit k' une extension
de k. Posons V' = V &, k', S = S Q k'. Soit r': §" — End (V') Papplication déduite
de r par extension des scalaires. Alors
VOS) @i k' = V'OS) = V'O(§8).
La premiére égalité résulte de la prop. 1. Pour prouver la deuxiéme, on peut
supposer V = V9(S) d’ou V' = V'(S). Soient (sy,..., s5,) une base de S et
(15 - . ., €,) une base de V. Il existe des polynémes P;;(X,,. .., X,) tels que

n
(@51 + - F apsy)e; = z Piay, ..., a)e
i=1

pour 1 < j < n et ay,...,a,ek. Par hypothése, on a r'(s)» = 0 pour tout
s €S, Cest-a-dire P;(ay,...,a,) =Opourl < i,j < neta,...,a,ck Comme
k est infini, on a donc P;; = 0. Par suite, tout élément de #'(S7) est nilpotent et
V' = V'8

PROPOSITION 7. — Supposons k infini et la condition (PC) vérifide. Soit S Iensemble des
se S tels que VO(s) = VO(S). 87 s €S, soit P(s) le déterminant de I’endomorphisme de
VIVO(S) défini par r(s) (n° 1, cor. 2 (i) au th. 1).

(i) La fonction s P(s) est polynomiale sur S. On a S = {s € S| P(s) # 0}; cest
un ouvert de S pour la topologie de Zariski (App. I).

(ii) S est non vide, et, pour tout s € S, on a V*(s) = V+(8S).

Le fait que s+> P(s) soit polynomiale résulte de la linéarité de . Sise S, on a
VO(s) o VO(S), avec égalité si et seulement si 7(s) définit un automorphisme de
V/IVe(S), d’ou (i).

Soit maintenant &' une cléture algébrique de %, et introduisons V', §', '
comme dans la prop. 6. Remarquons que S’ vérifie la condition (PC) par pro-
longement de Pidentité polynomiale ad(r(s;))24mV-1r(s,) = O valable pour
51, 53 € 8 (n® 1, remarque). Appliquant le th. 1, on en déduit une décomposition

V= Vs @ S Vi)
i=1

avec by # Opour 1 <7 < m. Pour1 < ¢ < m, il existe une fonction polynomiale
P, non nulle sur S’ et un entier ¢; tels que A = P; (prop. 5). Puisque £ est infini,
il existe se S tel que (P...P,) (5) # 0, cf. A, IV, §2, n° 3, cor. 2 & la prop. 9.
On a alors 3,(s) # 0 pour tout 7, d’olt V'°(S") = V'%(s) et par suite VO(S) = V()
(prop. 6), ce qui montre que S # 0. Si s € S, le fait que V*(S) soit stable par r(s)
ct supplémentaire de VO(s) dans V entraine que V* (S) = V¥ (s) (cor. 2 an th. 1).

3. Décomposition des représentations d’une algébre de Lie nilpotente

Solent b une algébre de Lie et M un b-module. Pour toute application A de b
dans £, on a défini au n° 1 les sous-espaces vectoriels M*(p) et M, (b) de M. En
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particulier, si g est une algébre de Lie contenant  comme sous-algebre, etsi x € g,
on emploiera souvent les notations g*(b) et g, (b) g*(x) et g,(x); il sera alors sous-
entendu qu’on fait opérer b dans g par la représentation adjointe ad,.

PropositioN 8. — Soient b une algébre de Lie, et 1., M, N des b-modules. Notons P
Pensemble des applications de b dans k.
(1) La somme Z L*(b) est directe.

AepP
(ii) Si f: L — M est un homomorphisme de Yh-modules, on a f(LMb)) < MMp)
pour tout A e P,
(ii)) S7f: L x M — N est une application bilinéaire v-invariante, on a

STAB) x MM(b)) = N*+»(p)

quels que soient X, p. € P.
Cela résulte des prop. 2 et 3.

ProrosiTion 9. — Sotent b une algébre de Lie nilpotente et M un b-module de dimension
Jfinie. Notons P Pensemble des applications de b dans k.

(1) Chaque M*(b) est un sous-b-module de M. Si, pour fout x € b, xyy est trigonalisable,

alors M = z M*(p).
A€P

(31) Si k est infini, il existe x € b tel que MO(x) = MO(b).

(3ii) St k est de caractéristique O, et st X € P est tel que M*(b) # 0, alors \ est une
Jforme linéaire sur b nulle sur [b, b], et M, (p) # O.

(iv) 8 f: M — N est un homomorphisme surjectif de b-modules de dimension finie,
on a f(M*(b)) = N*b) pour tout » € P.

(v} Si N est un b-module de dimension finie, et B une forme bilinéaire sur M x N
invariante par b, alors M*(b) et N¥(b) sont orthogonaux relativement ¢ B si A + p # O.
Si, en outre, B est non dégénérée, il en est de méme de sa restriction & M*(b) x N ~*(b) pour
tout e P.

La partie (i) résulte du n° 1, lemme 1 et th. 1. La partie (ii) résulte du n°® 2,
prop. 7. La partie (iv) résulte du n° 1, cor. 3 du th. 1. Prouvons (iii). On peut
supposer que M = M*(p). Alors, pour tout x €, on a A(x) = (dim V)~ Tr{xy);
cela prouve que A est linéaire (ce qui résulte aussi de la prop. 5) et que A s’annule
sur [0, b]. Considérons 'application p: b — End, (M) définie par

p(x) = xm — M) lus;
en vertu de ce qui précede, c’est une représentation de b dans M, et p(x) est
nilpotent pour tout x € p. D’aprés le th. d’Engel (I, §4, n° 2, th. 1), il existe
m # 0 dans M tel que p(x)m = O pour tout x € b, d’o1 m € M, (b).

La premiére assertion de (v) résulte du n°® 1, prop. 2, (ii). Pour prouver la
deuxi¢me, on peut supposer k algébriquement clos, vu la prop. 1 du n° 1; elle
résulte alors de la premiére et du fait que M = Z M*(p), N = Z N®(p), cf. (i).

A n



n® 3 DECOMPOSITION PRIMAIRE DES REPRESENTATIONS LINEAIRES 15

Remarque. — Supposons k parfait de caractéristique 2. Soient b = s((2, k); et M le
b-module £? (pour I'application identique de b). Si x = (‘: Z) est un élément quel-

conque de b, notons A(x) I'unique A€k tel que A2 = a2 + be. Alors M = M*(b)
comme le montre un calcul immédiat; en revanche, M, (b) = 0 et A n’est ni linéaire,
ni nulle sur [b, b}, bien que b soit nilpotente.

COROLLAIRE. — Soient b une algébre de Lie nilpotente, et M un b-module de dimension
Sinie tel que MO(b) = 0. Soit f: b — M une application linéaire telle que

Sxy) = xSy —yf(x)  pour xyeb.

1l existe a € M tel que f(x) = x.a pour tout x € b.
Soit N = M x k. Faisons opérer b sur N par la formule

x.(m, 2) = (xm — Af(x), 0).

L’identité vérifiée par f entraine que N est un b-module (I, § 1, n°® 8, exemple 2).
L’application (m, &) - X de N dans £ est un homomorphisme de N dans le §-
module trivial k. D’aprés la prop. 9 (iv), il en résulte que N°(p) contient un
élément de la forme (g, 1) ott a € M. Vu ’hypothése faite sur M, on a

(M x 0) N NO(p) = 0,

donc N°(b) est de dimension 1 et par suite est annulé par . Ainsi, ona xa — f(z) =
0 pour tout x € b, ce qui prouve le corollaire.

Prorosition 10. — Soient ¢ une algébre de Lie, b une sous-algébre nilpotente de g.
Notons P Uensemble des applications de b dans k.

(i) Pour A, p. € P, on a [¢"(b), g*(b)] = g**¥(b); en particulier, g°(b) est une sous-
algébre de Lie de g contenant b, et les g™(b) sont stables par ad g°(b). De plus, 6°(b) est son
propre normalisateur dans g.

(11) ST M est un g-module, on a g (p)M¥*(p) < MM+¥(b) pour X, n. € P; en parti-
culier, chaque M*(b) est un g®(b)-module.

(111) St B est une forme bilinéaire sur g invariante par b, g*(b) et g*(b) sont orthogonaux
relativement & B pour k + p # 0. Supposons B non dégénérée. Alors, pour tout x € P, la
restriction de B @ g™(b) x g~ M(b) est non dégénérée; en particulier, la restriction de B @
g%(b) x g°(b) est non dégénérée.

(iv) Supposons k de caractéristique 0. Alors, si xeg™(b) avec A # 0, ad x est
nilpotent.

L’application (x, y) > [#,y] de g x g dans g est g-invariante d’apres I'identité
de Jacobi, donc b-invariante. La premiére partie de (i) résulte alors de la prop.
2 (i1). On démontre (11) de maniére analogue.

Si x appartient au normalisateur de g°(b) dans g, on a, pour tout y € b,
(ady).x = —[x,y] €¢°(h), donc (ady)”.x =0 pour n assez grand. Cela
prouve que x € ¢°(b). L’assertion (i) est ainsi enti¢rement établie.

L’assertion (iii) résulte de la prop. 9 (v).
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Pour démontrer (iv), on peut supposer £ algébriquement clos. Soit x € g*(b),
avec A # 0. Pour tout p. € P et tout entier » > 0, on a (ad x)"g"(b) < g**"*(b);
soit P; Pensemble fini des p. € P tels que ¢*(b) # O; si £ est de caractéristique 0 ct
A # 0,ona (P, + nA) N P; = 0 pour n assez grand, d’ou (ad x)™ = 0.

Lemme 2. — On suppose k de caractéristique Q. Sotent g une algébre de Lie semi-simple
sur k, B la forme de Killing de g, m une sous-algébre de g. On suppose que les conditions
suivantes sont satisfaites:

1) la restriction de B & m est non dégénérée ;

2) st x € m, les composantes semi-simple et nilpotente* de x dans g appartiennent & m.

Alors m est réductive dans ¢ (1, § 6, n° 6). :

D’apres I, § 6, n° 4, prop. 5 d), m est réductive. Soit ¢ le centre de m. Sixe¢
est nilpotent, alors ¥ = 0; en effet, pour tout y € m, ad x et ad y commutent, leur
composé ad x o ad y est nilpotent, et B(x,y) = 0, d’ott x = 0. Soit maintenant x
un élément quelconque de ¢; soient s et n ses composantes semi-simple et nil-
potente. On a n e m. Comme ad 2 est de la forme P(ad ), oli P est un polynéme
sans terme constant, on a {adz).m = 0, donc ne ¢, et alors n = 0 d’aprés ce
qui précede. Donc ad x est semi-simple. Par suite, la restriction & m de la représen-
tation adjointe de g est semi-simple (I, § 6, n° 5, th. 4 8)).

Provosition 11. — On suppose k de caractéristique O. Sotent g une algébre de Lie semi-
stmple, b une sous-algébre nilpotente de . L’algébre ¢°(b) satisfait aux conditions (1) et (2)
du lemme 2; elle est réductive dans .

Soient %, &' €g, s et s’ leurs composantes semi-simples, z et z’ leurs compo-

santes nilpotentes. On a

¥ €¢%(x) = (ads)(x") =0 (prop. 4)
< (ad x")(s) = 0O
= (ad s}(s) =0
< (ads)(s) =0
<=5 eg¢%x) (prop. 4)

donc #" €¢°%(x) = n" €¢°(x) et Pon a prouvé (2). La forme de Killing de g est
non dégénérée, donc sa restriction a ¢°(b) est non dégénérée (prop. 10 (iii)). Le
fait que ¢°(b) soit réductive dans g résulte alors du lemme 2.

4. Décomposition d’une algébre de Lie relativement a2 un automorphisme

Proposrrion 12. — Sowent g une algébre de Lie, a un automorphisme de g.
(1) Pour », p €k, on a [g*(a), ¢*(a)] < g™ (a); en particulier, g*(a) est une sous-
algébre de g.

! D’apres 1, § 6, n° 3, th. 3, tout x ¢ g s’écrit de maniére unique comme somme d’un élément semi-
simple s et d’un élément nilpotent » commutant entre eux; ’élément s (resp. n) s’appelle la composante
semi-simple (resp. nilpotente) de x.
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(i1) 8% B est une_forme bilinéaire symétrique sur g invariante par a, ¢*(a) et ¢*(a) sont
orthogonaux relativement d B pour Mn # 1. Supposons B non dégénérée. Alors, st \ # 0, la
restriction de B @ g*(a) x g''™(a) est non dégénérée.

L’assertion (1) et la premiére moitié de (ii) résultent de la prop. 2 (iii) appli-
quée A la loi de composition g x g — g et & la forme bilinéaire B. Pour démontrer
la seconde moitié de (ii), on peut supposer & algébriquement clos. On a alors
g = P ¢'(a). Vu ce qui précéde, g*(a) est orthogonal aux g¥(a) si Av # 1; comme

vek

B est non dégénérée, il en résulte que sa restriction a ¢*(a) x g**(a) I'est aussi.

COROLLAIRE. — Supposons k de caractéristique zéro et g semi-simple. Alors la sous-
algebre ¢'(a) satisfait aux conditions (1) et (2) du lemme 2 elle est réductive dans g.

La condition (1) résulte de la partie (ii) de la prop. 12; la condition (2)
résulte de la prop. 4 dun° 1.

5. Invariants d’une algébre de Lie semi-simple relativement & une action
semi-simple

Dans ce n°, on suppose k de caractéristique zéro.
2

ProrosrTiON 13. — Sowent ¢ une algebre de Lie semi-simple, a une sous-algébre de g
réductive dans g, et m le commutant de o dans ¢. La sous-algébre m satisfait aux conditions
(1) et (2) du lemme 2 du n® 3; elle est réductive dans g.

D’aprés la prop. 6 de I, § 3, n° 5, appliquée au a-module g, ona g = m @ [a,g].
Soit B la forme de Killing de g, et sotent x ea,yem, zeg. On a

B([z, x],y) = B(z, [%y]) =0  puisque [x,7] =0,
ce qui montre que m est orthogonal a [a, ¢} relativement & B. Comme B est non
dégénérée, et que g = m @ [aq, g], cela entraine que la restriction de B a m est non
dégénérée; la condition (1) du lemme 2 est donc vérifiée.

Soit maintenant x € m et soient s et n ses composantes semi-simple et nil-
potente. La composante semi-simple de ad x est ad s, cf. I, §6, n® 3. Comme
ad x est nul sur q, il en est de méme de ad s, d’apres la prop. 4 (i). On a donc
sem,dolt n = x — sem, et la condition 2 du lemme 2 est satisfaite.

Remarque. — Le commutant de m dans g n’est pas nécessairement réduit a a, cf.
Exerc. 4.

ProrosrtioN 14, — Soient g une algébre de Lic semi-simple, A un groupe et r un homo-
morphisme de A dans Aut(g). Soit m la sous-algeébre de g formée des éléments invariants
par r(A). Supposons que la représentation lindaire v soit semi-simple. Alors m satisfait aux
conditions (1) et (2) du lemme 2 du 1° 3; elle est réductive dans g.
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La démonstration est analogue i celle de la proposition précédente:

Soit g* le sous-espace vectoriel de g engendré par les 7(a)x — x, a€ A, xeg.
L’espace vectoriel g’ = m + g* est stable par r(A). Soit n un supplémentaire de g’
dans g stable par r(A). Sixen, aeA,onar(a)y —xenng? =0,dotxem
etx = Qpuisquem N n = 0. Ainsi, g = ¢' = m + g*. Soit B la forme de Killing
degetsoientyem,ac A, xeg. Ona

B(y, (a)x — %) = B(y, 7(a)x) — B(y, %)
= B(r(e™ )y, x) — B(y, %)
= B(y, ) — B(y, %) = 0.

Ainsi m et g% sont orthogonaux relativement 4 B. Il en résulte que la restriction
de B & m est non dégénérée; d’ou la condition (1) du lemme 2. La condition (2)
est immédiate par transport de structure.

§ 2. Sous-algébres de Cartan et éléments réguliers d’une algébre
de Lie

A partir du n° 2, le corps k est supposé infini.

1. Sous-algébres de Cartan

DerintTioN 1. — Soit ¢ une algébre de Lie. On appelle sous-algébre de Cartan de ¢ une
sous-algebre nilpotente de ¢ égale a son normalisateur.

Nous obtiendrons plus loin les résultats suivants:

1) si k est infini, g posséde des sous-algébres de Cartan (n° 3, cor. 1 du th. 1);

2) st k est de caractéristique 0, toutes les sous-algébres de Cartan de g ont
méme dimension (§ 3, n° 3, th. 2);

3) si k est algébriquement clos de caractéristique 0, toutes les sous-algébres
de Cartan de ¢ sont conjuguées par le groupe des automorphismes élémentaires de
6 (§3,n°2, th. 1).

Exemples. — 1) Si g est nilpotente, Ia seule sous-algébre de Cartan de g est g elle-
méme (I, § 4, n° 1, prop. 3).

2) Soient g = gl(n, k), et b I'ensemble des matrices diagonales appartenant a
g. Monirons que b est une sous-algébre de Cartan de g. D’abord b est commutative,
donc nilpotente. Soit (E;;) la base canonique de ¢l(n, £), et soit x = Z ;B un
élément du normalisateur de b dans g. S1 7 # j, les formules (5) de I, § 1, n° 2
montrent que le coefficient de E;; dans [E;, x] est p;. Puisque E; €9, on a
[Ei, x] €, et le coeflicient en question est nul. On a donc p; = 0 pour ¢ # j,
d’olt x € b, ce qui montre bien que b est une sous-algébre de Cartan de g.
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3) Soit b une sous-algébre de Cartan de g et soit g, une sous-algeébre de g
contenant b. Alors b est une sous-algébre de Cartan de g; ; cela résulte aussitdt de
la déf. 1.

ProposiTioN 1. — Soit g une algébre de Lie et soit b une sous-algébre de Cartan de g.
Alors b est une sous-algébre nilpotente maximale de g.

Soit b’ une sous-algebre nilpotente de g contenant b. Alors b est sous-algébre de
Cartan de b’ (exemple 3), donc b = b’ (exemple 1).

11 existe des sous-algébres nilpotentes maximales qui ne sont pas des sous-algébres
de Cartan (exerc. 2).

PROPOSITION 2. — Soient (g);e; une famille finie d’algébres de Lie et g = | | g;. Les
iel
sous-algébres de Cartan de g sont les sous-algébres de la forme n b; ot b; est une sous-
iel
algebre de Cartan de g;.
Si b; est une sous-algébre de g; de normalisateur n,, alors I—I b, est une sous-

algébre de g de normalisateur I_I n;; si les b; sont nilpotentes, H b, est nil-
potente; donc si, pour tout 7, b; est une sous-algébre de Cartan de g;, H b; est une
sous-algebre de Cartan de g. Réciproquement, soit b une sous-algébre de Cartan de
g; la projection b; de b sur g; est une sous-algébre nilpotente de g;, et H b, est une
sous-algebre nilpotente de g contenant b; on a donc b = H b; (prop. 1); pour

tout ¢, b, est alors son propre normalisateur dans g;, donc est une sous-algébre de
Cartan de g,.

Exemple 4, — Si £ est de caractéristique 0, gi(n, £) est produit des idéaux sl(n, k)
et k.1. Il résulte de I'exemple 2 et de la prop. 2 que 'ensemble des matrices
diagonales de trace O dans sl(n, £) est une sous-algébre de Cartan de sl(n, £).

ProrostTion 3. — Soent g une algébre de Lie, b une sous-algébre de g, k' une extension
de k. Alors b est une sous-algébre de Cartan de g si et seulement st b R, k' est une sous-algébre
de Cartan de g Ry k.

En effet, b est nilpotente si et seulement si b &y &" Pest (I, § 4, n° 5). D’autre
part, si n est le normalisateur de b dans g, le normalisateur de § ), &' dans
6 Rk est n Xk (I, § 3, n° 8).

ProPOSITION 4. — Soient g une algébre de Lie, b une sous-algébre milpotente de g. Pour
que b soit sous-algébre de Cartan de g, il faut et il suffit que g°(b) = 9.

Si g%(b) = b, b est son propre normalisateur (§ 1, prop. 10 (i}), donc b est une
sous-algébre de Cartan de g. Supposons ¢°(b) # b. Considérons la représentation
de b dans ¢°(b) /b déduite par passage au quotient de la représentation adjointe.
En lui appliquant le théoréme d’Engel (I, § 4, n° 2, th. 1), on voit qu’il existe



20 SOUS-ALGEBRES DE CARTAN, ELEMENTS REGULIERS Ch. vi, § 2

x €¢°(b) tel que x ¢ et [b, x] < b; alors x appartient au normalisateur de b dans
g, de sorte que b n’est pas une sous-algebre de Cartan de g.

COROLLAIRE 1. — Sozent ¢ une algébre de Lie, b une sous-algébre de Cartan de g. St k est
infint, il existe x € b tel que b = g°(x).
En effet, on a b = g°(p), et on applique la prop. 9 (ii) du § 1.

COROLLAIRE 2. — Soit [ ¢~ 6" un homomorphisme surjectif d’algébres de Lie. St b
est une sous-algébre de Cartan de g, f(b) est une sous-algébre de Cartan de g'.

En effet, f(b) est une sous-algebre nilpotente de g'. D’autre part, considérons
la représentation x —> ad f(x) de b dansg’. D’aprés la prop. 9 (iv) du§ I, n° 3, on
a f(g°(b)) = ¢’°(b). Org®(b) = b, et d’autre part, il est clair que ¢’°(b) = ¢'°(f(b)}).
Donc f{(b) = ¢’°(f(b)) et il suffit d’appliquer la prop. 4.

COROLLAIRE 3. — Soit b une sous-algtbre de Cartan d’une algébre de Lie g, et soit
%"g (n = 1) un lerme de la série centrale descendante de g (1, § 1, n° 5, 2¢me édition). On
ag="5b+ .

En effet, le corollaire 2 montre que I'image de b dans g/6™g est une sous-
algébre de Cartan de g/%™g, donc est égale a g/%™g puisque g/%™g est nilpotente
(exemple 1).

COROLLAIRE 4.~ Soient ¢ une algébre de Lie, b une sous-algébre de Cartan de g, a une
sous-algébre de ¢ contenant b.

(1) o est égale a4 son normalisateur dans g.

(i1) Supposons k = R ou G; sotent G un groupe de Lie d’algébre de Lie g, A le sous-
groupe intégral de G d’algébre de Lie a. Alors A est un sous-groupe de Lie de G, et ¢'est la
composante neutre du normalisateur de A dans G.

Soit n le normalisateur de a dans g. Comme b est une sous-algebre de
Cartan de n (cxemple 3), {0} est une sous-algebre de Cartan de n/a (cor. 2),
donc est égal & son normalisateur dans n/a; autrement dit, n = a. L assertion
(ii) résulte de (1) et de III, § 9, n°4, cor. de la prop. 11.

COROLLAIRE 5. — Soient g une algébre de Lie, ¥, une partie de g. Faisons opérer & dans g
par la représentation adjointe. Pour que B soit une sous-algébre de Cartan de g, il faut et
it suffit que E = ¢°(E).

La condition est nécessaire (prop. 4). Supposons maintenant que E = ¢°(E).
D’aprés la prop. 2 (it) du § 1, n° 1, E est alors une sous-algébre de g. Six € E, adg x
est nilpotent puisque E < ¢°(E); donc I'algebre E est nilpotente. Alors E est une
sous-algebre de Cartan d’aprés la prop. 4.

COROLLAIRE 6. — Soient g une algébre de Lie, ko un sous-corps de k tel que [k:ky] < + o0,
o algébre de Lie déduite de g par restriclion a ky du corps des scalaives. Soit b une partie de
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g. Pour que b soit une sous-algébre de Cartan de g, il faut et il suffit que b soit une sous-
algébre de Cartan de g,.

Cela résulte du cor. 5, car la condition b = ¢°(b) ne fait pas intervenir le
corps de base.

Provposrrion 5. — Soient ¢ une algébre de Lie, ¢ son centre, b un sous-espace vectoriel de
6. Pour que b soit une sous-algébre de Cartan de ¢, il _faut et il suffit que b contienne ¢ et que
bfc soit une sous-algébre de Cartan de g/c.

Supposons que b soit une sous-algébre de Cartan de g. Puisque [¢, ¢] < b,ona
¢ < b. D’autre part, b/c est unc sous-algébre de Cartan de g/¢ ’aprésle cor. 2 de la
prop. 4.

Supposons que b = ¢ et que b/c soit une sous-algebre de Cartan de gfc. Soit f
le morphisme canonique de g sur g/c. L’algébre b, qui est extension centrale de b/c,
est nilpotente. Soit n le normalisateur de b dans g. Si x € n, on a [ f(x),b/c] < b/e,
donc f(x) € bj¢, donc x € b. Cela prouve que b est une sous-algébre de Cartan de g.

COROLLAIRE. — Sott G,¢ la réunion de la série centrale ascendante de Ialgébre de Lie
6 (I,§ 1, n°6). Les sous-algébres de Cartan de g sont les images réciproques des sous-algébres
de Cartan de g/% ..

En effet, le centre de g/ est %, , ,8/%g, et le corollaire se déduit de la prop. 5
par une récurrence immédiate.

Remarque. — %6 est le plus petit idéal n de g tel que le centre de g/n soit nul;
c’est un idéal caractéristique et nilpotent de g.

2. Eléments réguliers d’une algébre de Lie

[Rappelons que désormais £ est supposé infini. |
Soit g une algébre de Lie de dimension 7. Si x €g, écrivons le polynéme
caractéristique de ad x sous la forme

det(T' — adx) = z a;(x) T, avec a;(x) ek.
i=0

On a afx) = (=1)»"* Tr( N ad x), cf. A, III, p. 107. Ceci montre que
x— a;(x) est une application polynomiale homogene de degré n — ¢ de ¢ dans £

(A, IV,§5,n°9).
Remarques. — 1) Sig # {0}, on a ¢, = 0 car (ad x)(x) = 0 pour tout x € g.
2) Soit £’ une extension de k. Ecrivons det(T — ad x") = z a; (x")T* pour

i=0
x' € & k. Alors a;|¢ = 4; pour tout .
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DirINITION 2. — On appelle rang de g et on note vg(g) le plus petit entier | tel que a; # 0.
Un élément x de g est dit végulier si a;(x) # 0.

Pour tout x € g, on a donc rg(g) < dim g°%x), et P'égalité a lieu si et seulement
st x est régulier.

L’ensemble des éléments réguliers est ouvert et dense dans g pour la topologie
de Zariski (App. 1).

Exemples. — 1) Si g est nilpotente, on a rg(g) = dim g et tous les éléments de g
sont réguliers.

2) Soit ¢ = sl(2, k). Six = (g _i) € g, un calcul facile donne

det(T — adx) = T® — 4(aff + yv3)T.
Sila caractéristique de £ est 2, alors rg(g) = 1 et les éléments réguliers sont les
x tels que o8 + y2 # 0.

3) Soient V un espace vectoriel de dimension finie 7, et g = gl(V). Soit £ une
cloture algébrique de k. Solent x € g, et Ay, . . ., A, les racines dans £ du polynéme
caractéristique de x (chaque racine étant écrite un nombre de fois égal a sa
multiplicité). L’isomorphisme canonique de V* &) V sur g est compatible avec
les structures de g-module de ces deux espaces, autrement dit transforme
1®x —'%®1enadx(,§3, n° 3, prop. 4). Compte tenu du § 1, prop. 4 (i),
on en déduit que les racines du polynéme caractéristique de ad x sont les A, — 2
pour 1 € ¢ < n, 1 <j < n (chaque racine étant écrite un nombre de fois égal
a sa multiplicité). Le rang de g est donc 7 et, pour que x soit régulier, il faut et il
suffit que chaque 2; soit racine simple du polynéme caractéristique de x.

ProvposiTion 6. — Soient ¢ une algébre de Lie, k' une extension de k, et ' = ¢ Q k.
(1) Pour qu'un élément x de ¢ sott régulier dans g, il faut et il suffit que x Q1 soit
régulier dans g'.
(i) On a rg(s) = rg(s’).

Cela résulte de la remarque 2.

PROPOSITION 7. — Soient (9;);e; une famille finie d’algeébres de Lie, et g = | | gs.
iel

(1) Pour qu’un élément (x,};o; de g soit régulier dans g, il faut et 1l suffit que, pour tout
1 € I, x; soit régulier dans g;.

(i) Onaxg(s) = 2 rg(s:).

iel

En effet, pour tout x = (x;);c; €6, le polyndéme caractéristique de ad, x est le

produit des polynémes caractéristiques des ad_, x;.

ProrostTion 8. — Svit f: g — o un homomorphisme surjectif d’algébres de Lie.
(i) Six est un élément régulier de o, f(x) est régulier dans ¢'. La réciproque est vraie
st Ker f est contenu dans le centre de g.
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(i1) On arg(s) = rg(s’).
Posons rg(g) = 7, rg(g’) = r'. Soit x € g. Les polyndmes caractéristiques de
ad x, ad f(x) et ad x| Ker f sont de la forme
P(T) =T + a, ()T + -+ + a(x)T",
Q(T) =TV + by ()T +- -+ b.(x)T7,
R(T) =TY + ¢pr_y ()T "1 4 oo 6. (2)T7,
ou les a;, by, ¢; sont des fonctions polynomiales sur g, avec a, % 0, b, # 0,¢,. # 0.
OnaP =QR,doncr =171 + 1" et a(x) = b,.(x)c,.(x), ce qui prouve (i) et la
premiére assertion de (i). Si Ker f est contenu dans le centre de g, on a R(T) =
T, donc a,(x) = b,.(x), d’ou la deuxi¢me assertion de (i).

COROLLAIRE. — So2t €6 (n > 0) un terme de la série centrale ascendante de g (1, § 1,
n° 6). Les éléments réguliers de ¢ sont ceux dont I'image dans g/% s est réguliére.

PropPOSITION 9. — Soient ¢ une algébre de Lie, ¢ une sous-algébre de g. Tout élément de ¢
régulier dans g est régulier dans ¢'.

Pour x e ¢', ad, x admet ad,. x pour restriction a g’, et définit par passage au
quotient un endomorphisme u(x) de Pespace vectoriel gfg’. Soit dy(x) (resp. d,(x))
la dimension du nilespace de ad, x (resp. de u(x)), et soit ¢, (resp. ¢;) le minimum
de dy(x) (resp. dy(x)) quand x parcourt ¢’. Il existe des applications polynomiales
non nulles p,, p; de g" dans £ telles que

do(x) = o <> po(x) # 0, dy(x) = ¢, = pi(x) # 0.
Comme £ est infini, Pensemble S des x € g’ tels que dy(x) = ¢4 et dy(x) = ¢, est
non vide. Tout élément de S est régulier dans g. D’autre part, S est Pensemble
des éléments de g’ tels que le nilespace de ad, x soit de dimension minimum, et
contient donc tout élément de g’ qui est régulier dans g.

Remarque. — 3) Il n’existe pas nécessairement d’élément de ¢’ régulier dans g. S’il
en existe au moins un, Pensemble de ces éléments n’est autre que 'ensemble noté
S dans la démonstration ci-dessus.

3. Sous-algébres de Cartan et éléments réguliers

THEOREME 1. — Soit g une algébre de Lie.

(i) 8% x est un élément régulier de ¢, 6°(x) est une sous-algébre de Cartan de g.

(i1) Sz b est une sous-algébre milpotente maximale de g, et st x €y est régulier dans g,
alors b = g%(x).

(1i1) Si b est une sous-algébre de Cartan de g, on a dim(b) > rg(g).

(iv) Les sous-algébres de Carlan de ¢ de dimension rg(s) sont les ¢%(x) ol x est un
élément régulier.
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Soit x un élément régulier de g et soit b = ¢°(x). On a évidemment H°(x) = b.
Comme x est régulicr dans b (prop. 9), on a rg(b) = dim(b), de sorte que b est
nilpotente. D’autre part, b = g%x) = ¢°(b) = b, donc b = g°(b) est une sous-
algtbre de Cartan de g (prop. 4). Cela prouve (i).

Si b est une sous-algébre nilpotente maximale de g, et si x € b est régulier dans
g, on a b < g°x), et ¢°(x) est nilpotente d’aprés (i), donc b = g°(x), ce qui
établit (i1).

Si b est une sous-algebre de Cartan de g, il existe x € b tel que b = g°(x) (cor. 1
de la prop. 4), dotudim(b) = rg(s), ce qui prouve (ii1). Si en outre dim(b) = rg(s),
x est régulier. Enfin, st " est régulier dans g, ¢°(x') est une sous-algeébre de Cartan
d’apres (i), évidemment de dimension rg(g). Cela prouve (iv).

Nous verrons au § 3, th. 2, que, lorsque £ est de caractéristique zéro, toutes les sous-
algébres de Cartan de g ont pour dimension rg(g).

COROLLAIRE 1. — Toute algébre de Lie g posséde des sous-algébres de Cartan, et le rang de g
est la dimension mintmum des sous-algébres de Cartan.

COROLLAIRE 2. — Soit [+ 6 — ¢ un homomorphisme surjectif d’algebres de Lie. St b’
est une sous-algébre de Cartan de ¢, il existe une sous-algébre de Cartan b de g telle que
b = f(b).

Soit a = f71(p"). D’apres le cor. 1, a posséde une sous-algébre de Cartan b.
D’aprés le cor. 2 de la prop. 4, on a f(b) = . Montrons que b est une sous-
algebre de Cartan de g. Soit n le normalisateur de b dans g. 1l s’agit de prouver
que b = n. Six e n, f(x) appartient au normalisateur de ¢’ dans ¢’, donc f(x) € b’
et x € a; mais b est son propre normalisateur dans a, donc x € b.

CoRrOLLAIRE 3. — Toute algébre de Lie g est somme de ses sous-algébres de Cartan.
La somme s des sous-algébres de Cartan de g contient ’ensemble des éléments

réguliers de ¢ (th. 1 (i)). Comme cet ensemble est dense dans g pour la topologie
dc Zariski, onas = g.

ProrosiTion 10. — Soient g une algébre de Lie, o une sous-algébre commutative de g et ¢ le
commutant de a dans g. On suppose que ad, x est semi-simple pour tout x € a. Alors les
sous-algebres de Cartan de ¢ sont les sous-algébres de Cartan de g contenant a.

Soit b une sous-algébre de Cartan de ¢. Comme a est contenue dans le centre
sdec,onaa < j < b (prop. 5). Soit n le normalisateur de b dans g. On a

fa,n] < [b, n] < 0.

Comme les ad, x, x € a, sont semi-simples et commutent entre eux, il résulte de A,
VIII, § 5, n° 1, qu’il existe un sous-espace vectoriel » de n stable par ad, a et tel
quen = b @Pob.0nalfe,d] <doNbd=0,doncd < c. Ainsi, nest le normalisateur
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de b dans ¢, et par suite n = b, de sorte que b est une sous-algébre de Cartan de g
contenant a.

Inversement, soit » une sous-algébre de Cartan de g contenant a. On a
b = g%p) = ¢%a), et par hypothése go(a) = ¢%°(a) = ¢. D’'olt a € b < ¢ et b est
unc sous-algébre de Cartan de ¢ (car égale 4 son normalisateur dans g, donc a
Jortiort dans ¢).

ProrosrrionN 11. — Soit n une sous-algébre nilpoiente d’une algébre de Lie g. I exisie une
sous-algébre de Cartan de g contenue dans ¢°(n).

Posons a = g°(n). On a n < a puisque n est nilpotente. Si x € g, soit P(x) le
déterminant de I'endomorphisme de g/a défini par ad x. Notons o’ Pensemble des
x € a tels que P(x) # 0, c’est un ouvert de a pour la topologic de Zariski; les rela-
tions x € o’ et ¢%(x) = a sont équivalentes. D’aprés la prop. 7 (i) du § 1, n° 2, il
existe y € n tel que g°(y) = a, et Pon ay € o', ce qui montre que a’ est non vide.
Comme a’ est ouvert, son intersection avee 'ensemble des éléments réguliers de a
est non vide. Soit x un élément de cette intersection. On a g°(x) < a et g°(x) est
une sous-algébre de Cartan de a, donc est nilpotente. D’autre part, la prop.
10 (i) du § I, n° 3, montre que ¢°(x) est son propre normalisateur dans g; c’est
donc une sous-algébre de Cartan de g, ce qui achéve la démonstration,

4. Sous-algébres de Cartan des algébres de Lie semi-simples

TutorEME 2. — Supposons k de caractéristique 0. Sovent g une algébre de Lie semi-
simple, b une sous-algébre de Carian de g. Alors b est commutative, et tous ses éléments sont
semi-simples dans ¢ (I, § 6, n°® 3, déf. 3).

Comme b = g°(b), b est réductive (§ 1, prop. 11), donc commutative puisque
nilpotente. D’autre part, la restriction a b de la représentation adjointe de g est
semi-simple (loc. cit.), donc les éléments de b sont semi-simples dans ¢ (A, VIII,
§5,n°1).

COROLLAIRE 1. — St x e b ety e g*(b), on a [x,y] = Mx)y.
En effet, puisque ad x est semi-simple, on a g*?(x) = g, ,,(x).

COROLLAIRE 2. — Tout élément régulier de ¢ est semi-simple.
En effet, un tel élément appartient a une sous-algébre de Cartan (n° 3, th. 1

(i))-

CorOLLAIRE 3. — Soit b une sous-algébre de Cartan d’une algebre de Lie réductive g.

a) b est commutative.

by St o est une représentation semi-simple de dimension finie de g, les éléments de o(b)
sont semi-simples.
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Soient ¢ le centre de g, et s son algébre dérivée. Ona g = ¢ x s, dott p =
¢ x b, olt B est une sous-algébre de Cartan de s (prop. 2). Vu le th. 2, " est
commutative, et il en est de méme de b. De plus, p(b’) est formée d’éléments semi-
simples et il en est de méme de p(¢) (I, § 6, n° 5, th. 4); 'assertion (b) en résulte.

§ 3. Théorémes de conjugaison
Dans ce paragraphe, le corps de base k est de caractéristique 0.
1. Automorphismes élémentaires

Soit g une algeébre de Lie. Nous noterons Aut{g) le groupe de ses automorphismes.
Si x € g et si ad(x) est nilpotent, on a ¢#4* € Aut(g) (I, § 6, n° 8).

DerFINITION L. — On appelle automorphisme élémentaire de ¢ tout produit fini d’auto-
morphismes de ¢ de la forme €% avec ad x nilpotent. On note Aut,(g) le groupe des auto-
morphismes élémentaires de g.

Si u e Aut(g), on a ue*®*u~! = 239X 1] en résulte que Aut,(g) est un sous-
groupe distingué de Aut{g). Si £ = R ou G, Aut,(g) est contenu dans le groupe
Int(g) des automorphismes intérieurs de g (I11, § 6, n° 2, déf. 2).

* Dans le cas général, Aui,{g) est contenu dans la composante neutre du groupe
algébrique Aut{g).4

Lemme 1. — Sotent V un espace vectoriel de dimension finie, n une sous-algébre de Lie de
a = gl(V) formée d’éléments nilpotents.

(1) L’application x> exp x est une bijection de w sur un sous-groupe N de GL(V)
Jormé &’ éléments unipotents (I, § 6, n° 1, remarque 4). On a n = log(exp n). L’appli-
cation fr— folog est un isomorphisme de U’algébre des fonctions polynomiales sur n sur
Palgebre des restrictions & N des fonctions polynomiales sur End(V).

() Sixenetaca,ona

(exp ad, x).a = (exp x)a(exp{—x)).

(1) Sotent V' un espace vectoriel de dimension finie, w' une sous-algébre de Lie de
gt(V") formée d’éléments milpotenis, o un homomorphisme de n dans v'. Soit & U application
exp x> cxp p(x) de exp n dans exp w'. Alors w est un homomorphisme de groupes.

D’apres le th. d’Engel, on peut identifier V a ™ de telle sorte que n soit une
sous-algebre de n{n, £) (sous-algébre de Lie de M, (k) formée des matrices
triangulaires inféricures de diagonale nulle). Pour s > 0, soit ny(n, k) Pensemble
des (%;;); <i.j<n € M (k) telles que x;; = 0 pour z — j < s. Alors

[ns(n, k), ns'(": k)] < ns+s'(n) k)
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(II, § 4, n® 6, remarque), et la série de Hausdorff définit une application poly-
nomiale (a, b) > H{a, b) de n(n, £) x n(n, k) dans n(n, k) (11, § 6, n° 5, remarque
3); muni de cette application, n(n, £) est un groupe (II, § 6, n° 5, prop. 4). D’aprés
I1, § 6, n° 1, remarque 4, les applications x> exp x de n(n, k) dans 1 + n(n, k)
etyr>logy de 1 + n(n, k) dans n(n, £) sont des bijections réciproques 'une de
Pautre et sont polynomiales; d’aprés II, § 6, n° 5, prop. 3, ces bijections sont des
isomorphismes de groupes si Pon munit n(z, &) de la loi (a, b) > H(a, b) et si
Pon considére 1 + n(n, k) comme sous-groupe de GL, (k). Les assertions (i) et
(iii) du lemme résultent de la. Soit x € n. Notons L,, R, les applications u > xu,
u > ux de a dans e, qui sont permutables et nilpotentes. Onaad,» = L, — R,,
donc, pour tout a € a,

it

1 (exp ad, x)a = (exp(L, — R,))a = (exp L,)(exp R_,)a
LLR.,

1530 10 J!

a = (exp x)a(exp(—x)).

Avec les notations du lemme 1, on dit que = est la représentation linéaire de
exp n compatible avec la représentation dennée p de n dans V'. Lorsque £ est
R, G, ou un corps ultramétrique complet non discret, on a p = L(w) d’aprés les
propriétés des applications exponentielles (111, § 4, n° 4, cor. 2 4 la prop. 8).

ProrosrrionN 1. — Soient g une algébre de Lie, n une sous-algébre de g telle que ad, x
soit nilpotent pour tout x € n. Alors ¢2%" est un sous-groupe de Aut,(g).
Cela résulte aussitét du lemme 1 (i).

En particulier, si on prend pour n le radical nilpotent de g, %" est le groupe des
automorphismes spéciaux de g (I, § 6, n° 8, déf. 6).

Remarques. — 1) Solent V un espace vectoriel de dimension finie, g une sous-
algebre de Lie de a = gf(V), x un élément de g tel que ad, x soit nilpotent. Alors
il existe un élément nilpotent 7 de a tel que ad, z prolonge ad, x. En effet, soient s,
n les composantes semi-simple et nilpotente de x; alors ad, s et ad, » sont les
composantes semi-simple et nilpotente de ad, x (I, § 5, n° 4, lemme 2), donc ad, s
et ad, » laissent stables g, et ad, 5|, ad, n| g sont les composantes semi-simple et
nilpotente de ad, x; par suite, ad, x = ad, n|g, ce qui prouve notre assertion.
Compte tenu du lemme 1 (ii), on voit que tout automorphisme élémentaire de g
se prolonge en un automorphisme de a de la forme # > mum = ot m € GL(V).

2) Soit V un espace vectoriel de dimension finie. Pour tout ge SL(V),
notons ¢(g) I'automorphisme x+> gxg~* de g{(V). On a

Aut,(gl(V)) = ¢(SL(V)).

En effet, d’aprés (1), Aut,(gl(V)) est contenu dans ¢{SL(V)), et Pinclusion
opposée résulte de A, III, p. 104, prop. 17 et de (1). Un argument analogue
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montre que Aut,(s{(V)) est ensemble des restrictions a sl(V) des éléments de

?(SL(V)).

2. Conjugaison des sous-algébres de Cartan

Soient ¢ une algébre de Lie, b une sous-algébre nilpotente de g et R Pensemble des
poids non nuls de b dans g, autrement dit Pensemble des formes linéaires & # 0
sur b telles que g*(b) # 0, cf. § 1, n° 3, prop. 9 (iii). Supposons que

g =g%(b) ® > ¢*(h),

AER
ce qui est le cas si k est algébriquement clos (§ 1, n° 3, prop. 9 (i)). Pour e R et
x € g*(b), ad x est nilpotent (§ 1, n° 3, prop. 10 (iv)). On note E(b) le sous-groupe
de Aut,(g) engendré par les ¢23* ol x est de la forme précédente. Si u € Aut(g),
on a aussitot uE{p)u~t = E(u(h)).

Lemme 2. — (1) Soit b, Pensemble des x €b tels que g°(x) = g®(b); 'est Pensemble des
x €b lels que A(x) £ O pour tout A € R, et b, est ouvert dense dans b pour la topologie de
Zariskr.

(1i) Posons R = {Ay, Ry, ..., Ay} 0it les &, sont deux @ deux distincts. Soit ¥ applica-
tion de g°(b) x g*1(b) x .- - x g*»(b) dans g définie par la_formule

Flhyxy, ..., x,) = 395 | 20%),

Alors ¥ est une application polynomiale dominante (App. 1).

L’assertion (i) est évidente. Prouvons (ii). Soitn = dim g. Si x € R et x € g*(b),
ona (ad x)* = 0. Il en résulte que (y, x) > €21 ¥y est une application polynomiale
de ¢ x ¢*(b) dans g; on en déduit par récurrence que F est polynomiale. Soit
hy € b, et soit DF Papplication linéaire tangente 4 F en (%, 0, . . ., 0); montrons
que DF est surjective. Pour A€ g¢%(b), on a F(hy + £,0,...,0) = A, + A, donc
(DF) (£,0,...,0) = & et Im(DF) = ¢°(b). D’autre part, pour x € g*1(h), on a
(ad x)2

21
donc (DF) (0,x,0,...,0) = (ad x).ky = —(ad A,)x; comme ad 4, induit un
automorphisme de g:(b}, on a Im(DF) > g*1(p). On voit de méme que

Im(DF) = g™(b)
pour tout ¢, d’ou la surjectivité de DF. La prop. 4 de PApp. I montre alors que F
est dominante.

Flhg, 2,0,...,0) = ¢¥%hy = hy + (ad x).hy + hy +---

ProposITION 2. — Supposons k algébriquement clos. Soient g une algébre de Lie, b et b’
des sous-algeébres de Cartan de g. Il existe u € E(b) et u’' € E(b") tels que u(b) = o' (b').
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Conservons les notations du lemme 2. Du fait que b et b" sont des sous-
algebres de Cartan, on a ¢°(h) = b et g°(b') = b’. D’apres le lemme 2 et la prop. 3
de PApp. I, E()b, et E(b')h; contiennent des parties de g qui sont ouvertes et
denses pour la topologie de Zariski. On a donc E(b)b, N E(b")b; # 0. Autrement
dit, il existe u € E(b), u’ € L(b"), ke b,, &’ € b, tels que u(h) = «'(2"); on a alors

u(b) = u(¢®()) = ¢°(u(h)) = (W' (k)) = &' (V).

COROLLAIRE. — On a E(b) = E(v").

Soient u, #’ comme dans la prop. 2. On a
E() = uB(b)u™? = E(u(h)) = B@' (b)) = «'E@)' 7 = ('),
d’ou le corollaire.

En raison de ce résultat, si & est algébriquement clos, nous noterons simple-
ment E le groupe E(b), ol b est une sous-algebre de Cartan de g.

En général, Aut.(g) # E (par exemple, si g est nilpotente, E est réduit a Pélément

neutre, tandis qu’il existe des automorphismes élémentaires non triviaux pourvu que

¢ soit non commutative). On peut montrer cependant (VIIIL, § 10, exerc. 5) que
Aut.(g) = E pour g semi-simple.

TutoriME 1. — Supposons k algébriquement clos. Soit ¢ une algébre de Lie. Le groupe E
est distingué dans Aut(g) et opére transitivement sur [ensemble des sous-algébres de Cartan
de g.

Soient b une sous-algébre de Cartan de g, et v € Aut(g). On a

sE(p)o™" = E(u()) = E(b),

donc E(b) = E est distingué dans Aut(g). Si b’ est une autre sous-algébre de
Cartan de g, on a, avec les notations de la prop. 2, «'~*u(b) = 9', et u'~*u e E.

3. Applications de la conjugaison

TutorEME 2. — Sovit ¢ une algébre de Lie.

(1) Les sous-algébres de Cartan de g ont méme dimension, d savotr vg(g), et méme classe
de nilpolence.

(i1) Pour qu'un élément x € ¢ soit régulier, il faut et il suffit que ¢°(x) soit une sous-
algébre de Cartan de g; toule sous-algébre de Cartan s obtient de cette fagon.

Pour démontrer (1), on peut supposer £ algébriquement clos (cf. § 2, prop. 3
et prop. 6), auquel cas cela résulte du th. 1 du n® 2. L’assertion (ii) résulte de (i)
ctdu §2, th. 1, (i) et (iv).

ProvrosiTionN 3. — Sotent g une algébre de Lie, ¢' une sous-algébre de g. Les conditions
sutvantes sont équivalentes:
(1) ¢ contient un élément régulier de g, et rg(g) = rg(s’);



30 SOUS-ALGEBRES DE CARTAN. ELEMENTS REGULIERS Ch. vi, § 3

(1) o' contient une sous-algébre de Cartan de g;

(111) toute sous-algébre de Cartan de g’ est une sous-algébre de Cartan de g.

(1) = (ii): Supposons que rg{g) = rg(g’), et qu’il existe x € ¢’ régulier dans g.
Posons b = g°(x), b’ = g"°(x) = bNg.Ona

rg(s) < dimp’ < dim b = rg(g) = rg(g’)

donc b = b" < ¢'. Cela prouve (ii).

(ii) = (iii) : Supposons que g’ contienne une sous-algébre de Cartan b de g, et
soit b; une sous-algébre de Cartan de g’. Pour prouver que b, est une sous-algébre
de Cartan de g, on peut supposer £ algébriquement clos. Soient alors E(b) et
E’(b) les groupes d’automorphismes de g et ¢’ associés a b (n° 2). D’aprés le th. 1,
il existe f€ E'(b) tel que f(b) = b,. Or tout élément de E’(b) est induit par un
élément de E(b); en eflet, il suffit de le vérifier pour 22 %, avec x € g'*(b), A # 0,
auquel cas cela résulte de Pinclusion g'*(p) = g*(b). Donc b, est une sous-algébre
de Cartan de g.

(iii) = (i): Supposons la condition (iii) vérifiée. Soit b une sous-alge¢bre de
Cartan de ¢'. Comme c’est une sous-algébre de Cartan de g, elle contient un
élément régulier de g (th. 2 (ii)), et d’autre part rg(g) = dim(b) = rg(g’).

COROLLAIRE. — Suit b une sous-algébre nilpotente de g. La sous-algébre g®(b) posséde les
propriétés (1), (i), (iii) de la prop. 3.
En effet, 1a prop. 11 du § 2, n° 3, montre que g°(b) posséde la propriété (ii).

ProrosiTION 4. — Soient g une algébre de Lie, | le rang de g, ¢ la classe de nilpotence des
sous-algébres de Cartan de g, et x € g. Il existe une sous-algébre de g de dimension [, dont la
classe de mlpotence est <c, et qui contient x.

Soit T une indéterminée. Soient £' = £(T) et g’ = g X, £'. Si b est une sous-
algébre de Cartan de g, b ), £’ est une sous-algébre de Cartan de ¢’, donc le rang
de ¢’ est [ et la classe de nilpotence de toute sous-algébre de Cartan de ¢’ est ¢.

Choisissons un élément régulier y de g. Avec les notations du § 2, n° 2, on a
a,(y) # 0. Notons encore g, la fonction polynomiale sur ¢’ qui prolonge 4;. Alors
Pélément a,(x + Ty) de £[T] admet ,(y) pour coeflicient dominant. En parti-
culier, x + Ty est régulier dans g'. Soit b’ le nilespace de ad(x + Ty) dans g’.
Alors dim §" = [etla classe de nilpotence de b’ est c. Posons t = b" M (g R, A[T]);
on at @ mk(T) = b

Soit ¢ ’homomorphisme de £[T] sur £ tel que ¢('T) = 0, et soit ¢ I’homo-
morphisme 1 & ¢ de g @, £[T] sur g. Alors J(£) est une sous-algébre de g, dont
Ia classe de nilpotence est <¢, et qui contient $(x + Ty) = .

Dans le 4[T]-module libre g &y k[T], ¢ est un sous-module de rang [, et
(6 Ry £[T]) /¢t est sans torsion, de sorte que ¢ est un sous-module facteur direct
dans g @y £[T] (A, VII, §4, n° 2, th. 1). Donc dimy, ¢(¢) = [, ce qui achéve la

démonstration.
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4. Conjugaison des sous-algébres de Cartan des algébres de Lie résolubles

Soit g une algébre de Lie résoluble. Notons €~ (g) I'intersection des termes de la
série centrale descendante de g (I, § 1, n°® 5). C’est un idéal caractéristique de g,
et c’est le plus petitidéal m de g tel que g/m soit nilpotente. Comme €* (g) < [g, g],
%~ (g) est un idéal nilpotent de g (I, § 5, n° 3, cor. 5 au th. 1). D’aprés la prop. 1
du n° 1, Pensemble des ¢*?*, pour x € €*(g), est un sous-groupe de Aut(g),
contenu dans le groupe des automorphismes spéciaux (I, § 6, n® 8, déf. 6).

THEOREME 3. — Soif g une algébre de Lie résoluble, et sotent b, b' des sous-algebres de
Cartan de g. 1l existe x € € (g) tel que e*2*h = b',

Raisonnons par récurrence sur dim g, le cas olt g = 0 étant trivial. Soit n un
idéal commutatif non nul minimal de g. Soit ¢: g — g/n le morphisme canonique.
On a ¢(%*g) = €*(g/n) (1, § 1, n° 5, prop. 4). Puisque ¢(h) et ¢(b’) sont des
sous-algébres de Cartan de g/n (§ 2, n° 1, cor. 2 de la prop. 4), il existe, d’aprés
Phypothése de récurrence, un x € €*(g) tel que °@g(b) = ¢(b'). Quitte a
remplacer b par ¢4 *p, on peut donc supposer ¢(b) = ¢(b’), c’est-a-dire

b4+ n=>p 4+ n

Alors b et b’ sont des sous-algébres de Cartan de b + n. Si § + n # g, 'assertion
a démontrer résulte de I'hypothése de récurrence. Nous supposerons donc
désormais que b + n = b’ + n = g.

D’aprés la minimalité de n, on a [g, n} = {0} ou [g, n] = n. Si [g, n] = {0},
alorsn < petn < b’ (§2,n°1, prop.5),donc b = b + n = b + n = b’. Reste &
considérer le cas ol [g, n] = n,d’ott n < ¥*(g). L’idéal nest un g-module simple;
commeg = b + n, et que [n, n] = {0}, il en résulte que n est un p-module simple.
SibNn % {0},onadoncn < b, d’ottg = beth’ = b. Supposons maintenant que
bNn={0}.Onag=>b@n et par suite g = b’ @ n, puisque b et b’ ont méme
dimension.

Pour tout x € b, soit f(x) Punique élément de n tel que x — f(x) €b’; si x,
yeb,ona

[x9] = [%f(9] — [f (&), 9] = [x —f(x),y - f(y)] e,
donc f({x,y]) = [%f(y)] + [f(x),y]. Daprés le § 1, n° 3, cor. de la prop. 9, il
existe a € n tel que f(x) = [x, a] pour tout x € b. On a (ada)?(g) < (ada)(n) = 0,
donc, pour tout x b,
4% = x + [a,x] = x — f(x).

On voit que ¢24%(p) = p’. Comme a € ¥*(g), cela acheéve la démonstration.

Lemme 3. — Sotent g une algébre de Lie, v son radical, o I’ homomorphisme canonique de g
sur gfr, v un automorphisme élémentaire de gfv. Il existe un automorphisme élémentaire u de g
tel que pou = vo .
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On peut supposer que v est de la forme ¢*3%, oli 4 € g/t et ad 4 est nilpotent.
Soit s une sous-algébre de Levi de g (I, § 6, n° 8, déf. 7) et soit a I’'élément de s
tel que ¢(a) = b. Comme ad, a est nilpotent, ad, @ est nilpotent (I, § 6, n® 3, cor.
de la prop. 3), et u = ¢%* est un automorphisme élémentaire de g tel que

pou =uyvoaq,

ProrosiTiON 5. — Soient g une algébre de Lie, v son radical, b et b’ des sous-algébres de
Cartan de g, et ¢ [’homomorphisme canomique de ¢ sur gft. Les conditions suivantes sont
équivalentes:

(1) b et v sont conjuguées par un automorphisme élémentaire de g;

(i) @(b) et ©(b") sont conjugudes par un automorphisme élémentaire de g/r.

(1) = (i1) : C’est évident.

(i1} = (i): Supposons la condition (i) vérifiée, et prouvons (i). Grace au
lemme 3, on se raméne au cas ot ¢(b) = ¢(b'). Posons t = b + ¢ = b + r, qui
est une sous-algebre résoluble de g. Alors b et b sont des sous-algeébres de Cartan
de t, donc il existe x € €™(t) tel que ¢*%*p = b’ (th. 3). Comme t/v est nil-
potente, on a ¥ (¢) < r; d’autre part, €°t < [t, t] < [g, g], dott xerN[g, g];
d’apres I, § 5, n° 3, th. I, ad, x est nilpotent, donc ¢*%* est un automorphisme
élémentaire de g transformant b en b’.

5. Cas des groupes de Lie

Prorosition 6. — Supposons que k soit R, ou G, ou un corps ultramétrique complet non
discret de caracténistique 0. Sowent G un groupe de Lie de dimension finie sur k, e son élément
neutre, ¢ son algébre de Lie, b une sous-algébre de Cartan de s, b, ensemble des éléments
réguliers de ¢ appartenant a b.

(1) Sotent s un sous-espace vecloriel supplémentaire de b dans g, s, un voisinage de O
dans s dans lequel une application exponentielle est définie, et hy € b,. L’application (s, h) >
F(s, k) = (exp ads).k de sy x b dans g est élale en (0, hy).

(i1) L’application (g, hyr—>F¥'(g, k) = (Adg).h de G x b, dans g est une
submersion. En particulier, son image € est ouverte. Pour tout x € £,6°(x) est une sous-algébre
de Cartan de g conjuguée de b par Ad(G).

(iii) Soit hy € b,. Pour tout voisinage U de ¢ dans G, Uensemble akE)U (Ad a)(b,) est un
voisinage de hy dans g.

Soient 4, et s comme dans (1). Soit T application linéaire tangente & F en
(0, ig). On a F (0, #) = & pour tout heb, donc T(0, ) = A pour tout heb.
Drautre part, pour s, assez petit, I'application s — exp ad s de s, dans End(g) a
pour application tangente en 0 Papplication s+ ad s de s dans End(g). Donc
T(s, 0) = [s, fy] pour tout s € s. Or Papplication de g/p dans g/p déduite de ad £,
par passage au quotient est bijective. On en déduit que T est bijective, d’ou (1).
Comme exp ad s = Ad exp s pour tout s € s assez voisin de 0, on en déduit (iii),
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et la premiére assertion de (ii). Tout x € Q est de la forme (Ad a) (%) avec ae G
et heb,, donc g°(x) = (Ad @)(g°(h)) = (Ad a) (b) est une sous-algébre de g con-
juguée de b par Ad(G).

§ 4. Eléments réguliers d’un groupe de Lie

Dans les n°° 1, 2 et 3 de ce paragraphe, on suppose que k est R, ou G, ou un corps ultra-
métrique complet non discret de caractéristique zéro. On désigne par G un groupe de Lie de
dimension finie sur k, par ¢ son algébre de Lie, par ¢ son élément neutre. St a € G, on note

oi(a) le milespace de Ad(a) — 1, autrement dit [ espace ¢*(Ad(a)) (cf. § 1, n° 1).

1. Eléments réguliers pour une représentation linéaire

Lemme 1. — Sotent M une variélé analytique sur k et a = (ag,..., 0y 1, 0, = 1)
une suite de_fonctions analytiques sur M. Pour tout x € M, soit r,(x} la borne supérieure des
i € (0, n) tels que a;(x) = O pour j < © et soit ro(x) la borne supérieure des i € (0, n) tels
que a; soit nulle sur un voisinage de x pour j < 1.

(1) La fonction 1, est semi-continue supérieurement.

(i) Pour tout x € M, ro(x) = liminf, ., 7,(y).

(iii) La fonction ry est localement constante.

(iv) Lensemble des points x € M tels que ro(x) = r,(x) est Pensemble des points de M
au voisinage desquels la_fonction v, est constante. Cest un ouvert dense dans M. St k = G et
et si M est connexe de dimension finie, cet ouvert est connexe.

(1) Siry(x) = ¢, alors a;(x) # O et pour tout y appartenant a un voisinage de
%, 0on a gy) # 0, donc r,(y) < i

(ii) Sird(x) = i, alors les fonctions ay, . . ., @;_; sont nulles sur un voisinage
de x et, pour tout point y appartenant a ce voisinage, on a 7,(y) = ¢ Par consé-
quent, liminf,,, 7,(y) = 1. Tout voisinage de x contient un point y tel que

a;(y) # 0 et par suite 7, (/) < 1. On a donc lim inf,, , r,(y) = .

(iii) Soit 7 = ra(x) et soit V un voisinage de x tel que a;(y) = 0 pour tout
yeVettouty < . OnaxeM —Z ou Z désigne 'ensemble des points de M au
voisinage desquels la fonction g; est nulle. Puisque Z est fermé dans M (VAR, R,
5.3.5), V.Nn (M — Z) est un voisinage de x. Pour tout point y appartenant a ce
voisinage, on a rg(y) = i.

(iv) La fonction r, — rj est semi-continuc supérieurcment et sa valeur cn tout
point est >0. Si 7,(x) = ro(x), alors r, — 75 est nulle au voisinage de x, ce qui
montre que 7, est constante au voisinage de x d’apres (1i1). Réciproquement, si 7,
est constante au voisinage de x, on a r3(x) = r,(x) d’apreés (ii). L’ensemble des
points x € M tels que 7o(x) = r,(x) est donc un ouvert Q de M. Si xe M et si
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r3(x) < r,(x), tout voisinage de x contient un point y tel que 7,(y) < 7,(x) et
r9(y) = ro(x). Tout voisinage de x contient donc un point y tel que

ra(y) — re(y) < ro(x) — ra(x).

Il en résulte que Q est dense dans M.

Si M est connexe et si p est la valeur de rJ sur M, les points de Q sont les
points x € M tels que a,(x) # 0. Si £ = G, ceci entraine que ( est connexe
d’aprés le lemme 3 de ’Appendice 1I.

Soit p une représentation linéaire analytique de G dans un espace vectoriel V
de dimension finie z sur k. Posons

det(T — o(g) + 1) = a5(g) + a,(&)T +- - + a,_,(9T*" 1 + T~

Les fonctions 7, et 70 associées a la suite (o, @, . . ., @,_,, 1) seront notées respecti-
vement 7, et 72. On a alors, pour tout g€ G:

r(g) = dim V'(p(g))
lim inf,.., dim V'(p(g)).

B

)

=
il

Lemme 2. —Soit 0>V’ —V V" >0 une suite exacte de G-modules définis
respectivement par les représentations lindaires analybiques o', p, p” de G. On a alors:
Yo =Ty + 1y et rg = rg, + rg,,.
En effet, pour tout g G, on a (§ 1, n° 1, cor. 3 du th. 1) une suite exacte
0— (V)1(e'(g) — Vi{e(g) — (V)(e"(9) -0,

ce qui prouve la premiére assertion. La seconde en résulte puisque, d’apreés le
lemme 1 (iv), sur un ouvert dense de G, on a ry = 7,, 7o = 1y, €t 7o = 7po.

Dérmiation 1. — Un élément g € G est dit régulier pour la représentation lindaire o st
0
ro(g) = ro(g)'

ProposiTion 1. — Les poinis réguliers pour une représentation lindaire analytique o de G

sont les points de G au voisinage desquels la_fonction 1, est constante. Ils forment un ouvert

dense dans G. St k = Q et st G connexe, ensemble des points réguliers pour o est connexe.
Cela résulte du lemme 1 (iv).

Remarque. — Soit G* un sous-groupe ouvert de G. Pour qu'un élément a € G*
soit un €élément régulier de G pour la représentation linéaire p de G, il faut
et il suffit que ce soit un élément régulier de G* pour la représentation linéaire
pIG*.
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2. Eléments réguliers d*un groupe de Lie

DEFINITION 2. — On dit q’un élément de G est régulier 5”1l est régulier pour la représenta-
tion adjointe de G.

En d’autres termes (prop. 1), un élément g € G est régulier si, pour tous les
éléments g’ d’un voisinage de g dans G, la dimension du nilespace de Ad(g") — 1
est égale a la dimension du nilespace de Ad(g) — 1.

ProrosrtioN 2. — Soient G* un groupe de Lie de dimension finie sur k et f un morphisme
surjectif de G dans G'. L'image par f d’un élément régulier de G est un élément régulier de
G’. 8i le noyau de f est contenu dans le centre de G, pour qu’un élément g € G soit régulier,
il faut et il suffit que f(g) soit régulier.

Soient en effet g’ algébre de Lie de G’ et b I'idéal de g noyau de Tf| g. Soit
o la représentation linéaire de G dans b, définie par p(g) = Ad g | b pour tout
g€ G, et soit Ado f la représentation linéaire de G dans ¢’ composée de f
et de la représentation adjointe de G’. Ces représentations linéaires définissent
une suite exacte de G-modules: 0 — b — g -— g’ — 0. D’aprés le lemme 2, on a
Taqg = Ty + Tages €t Tag = 79 + Tag.;. PUiSQUE Tagq.; = 7agof et que f est une
application ouverte, on a r54., = 754 o f. Par conséquent:

Taa — Taa = Tp — 75 + (Taa — 7aa) o f-

Si g est régulier, on a donc (ryq — raa)(f(g)) = O ce qui signifie que f(g)est
régulier. Si le noyau de f est contenu dans le centre de G, alors

1,(8) = 15(g) = dimb

pour tout g € G. Par suite, si f(g) est régulier, on a ryq(g) = raa(g), autrement
dit, g est régulier.

Prorosrrion 3. — Soient G et G, deux groupes de Lie de dimension finie sur k. Pour
qu'un dlément (g,, go) de Gy x Gy soit régulier, il faut el il suffit que g, et g, soient res-
pectivement des éléments réguliers de G et G,. ,

La condition est nécessaire d’aprés la prop. 2. Montrons qu’elle est suffisante.
Pour tout g = (g1, 82) € Gy x Gy, 0n @ 744(g) = raalg1) + 7aa(gs). Compte
tenu du lemme 1, (i1), il en résulte que 134(g) = 724(81) + 7aq(gs)- Sig, et g, sont
réguliers, 734(g1) = 7aa(81) et 73a(g2) = 7aa(ge)s donc 13a(g) = raq(g), ce qui
signifie que g est régulier.

Lemme 3. — Soient a € G et wm un supplémentaire de g*(a) dans g. Soient U un voisinage
de O dans g et exp une application exponentielle de U dans G. L’ application

S+ (%,9) > (expy)alexp x)(expy) ~*
de (6{a) x m) N U dans G est étale en (0, 0).
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Les applications x — a(exp x) et y+> (expy)a{expy) ™! ont respectivement
pour applications linéaires tangentes en O les applications x > ax et y +>ya —
ay = ala”'ya — y) de g dans T,G = ag (1II, § 3, n°® 12, prop. 46). Par suite,
Papplication tangente & fen (0, 0) est application (x, y) ++ax + a(a " 'ya — y) =
a(x + a"'ya — y) de g'(a) x m dans ag. Cette application est injective. En effet,
sixegi(a),yemetsix + a tya — y = 0, alors (Ad(a) — 1)y = Ad(a)x € ¢*(a)
puisque Ad(a)g'(a) < g*(a). Ceci entraine que y € g'(a) ct par suite que y = 0.
Puisque Ad(a) est injectif sur ¢'(a), il en résulte que x = 0. Puisque dim g =
dim g'(a) + dim m, ceci montre que f est étale en (0, 0).

ProrosiTioN 4. — Soient a € G et H un sous-groupuscule de Lie de G ayant ¢'(a) pour
algébre de Lie. L application (b, ¢) v cabc™' de H x G dans G est une submersion en
(e, €).

Soient en effet m un supplémentaire de ¢'(a) dans g et exp une application
exponentielle de G définie sur un voisinage ouvert U de 0 dans g. On peut choisir
U de sorte que exp(U N g'(a)) < H. L’application f: (x, y) > (exp x, exp y) est
alors une application analytique d’un voisinage de (0, 0) dans g'(a) x m a
valeurs dans H x G. D’aprés le lemme 3, I’application composée de f et de
Papplication ¢: (b, ¢) > cabc ™1 est étale en (0, 0). Il en résulte que ¢ est une
submersion en £(0, 0) = (e, e).

ProrosiTiON 5. — Sotent a € G et W un voisinage de ¢ dans G. 1] existe un voisinage V
de a ayant la propriété suivante: pour tout a’ €'V, il existe un élément g ¢ W tel que
¢'(d') = Ad(g)s'(a).

Posons g! = g!(a) et soitg = g* + g* la décomposition de Fitting de Ad(a) — 1
{(§ 1, n° 1). Soit H un sous-groupuscule de Lie de G ayant g* pour algébre de Lie.
Pour tout £ € H, on a Ad(h)g! < g*. Puisque [g', g*] < g7, il existe un voisinage
U de e dans H tel que Ad(4)g* <= g* pour tout 4 e U. Puisque la restriction de
Ad{a) — 1 ag* est bijective, on peut choisir U de sorte que, pour tout £ e U, la
restriction de Ad(ak) — 1 4 ¢7 soit bijective. On a alors ¢! (ah) < g'(a) = ¢! pour
tout 2 € U. D’aprés la proposition 4, Int(W) (aU) est un voisinage de a dans G. Si
a’ e Int(W)(aU), alors @’ = g(ah)g™* avec geW et heU; il en résulte que
g'(a’) = Ad(g)s'(ah) = Ad(g)g'(a).

COROLLAIRE. — Soit G* un sous-groupe ouvert de G. Si a € G est régulier, il existe un
voisinage V de a tel que, pour tout a’ € V, g*(a’) soit conjugué de 6'(a) par Ad(G*)
3. Relations avec les éléments réguliers de Palgébre de Lie

ProOPOSITION 6. — Soient 'V un sous-groupe ouvert de g et exp: V — G une application
exponentielle définie sur V.
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(1) 1l existe un voisinage W de O dans V tel que g* (exp x) = g°(x) pour tout x € W.
(i1) St &k = Rou G, on a g'(exp x) = g°(x) pour tout x € g.
D’apreésle cor. 3 ala prop. 8 du chap. 111, § 4, n° 4, il existe un voisinage V' de 0

dans V tel que, pour tout xe V', exp(ad(x)) = z % ad(x)™ soit défini et
n=0 ‘-

Ad(exp x) = exp(ad(x)). Si P € £[X] et st « € End(g), on vérifie facilement que,

pour tout A€k, on a g*(a) = ¢FM(P(w)). Par suite

¢°(ad(x)) = g'(exp(ad(x))) = ¢'(Ad(exp x)) = g¢*(exp #)

pour tout xe V. Sik = Rou G, on a V = g et on peut choisir V' = V ce qui

prouve (it). Démontrons (i). Soit U un voisinage de 0 dans End(g) tel que, pour

tout c e U, Log(l + a) = 5 (=1)""* - o7 soit défini. On a Log o exp = 1 sur
n>0 n

un voisinage de 0 et, pour tout « € U, ¢*(1 + «) < g°(Log(l + «)). Soit W le

voisinage de O dans ¢ formé parlesx e V' tels que expad xe 1 + U et

Log(exp(ad(x)}) = ad(x).
Pour tout xe W, on a

g'(exp x) = ¢'(Ad(exp #)) = ¢*(exp(ad(x))) ,
< ¢°(Log(exp(ad(#)))) = ¢°(ad(x)) = ¢°(x).

Ceci montre que gl(exp x) = ¢°(x) pour tout x € W.

Lemme 4. — Soient U un voisinage de 0 dans g et exp une application exponentielle de U
dans G, étale en tout point de U et telle que g (exp x) = g°(x) quel que soit x € U.

(i) La fonction r34 est constante et égale au rang de g sur exp(U).

(i) St x € U, pour que exp x soit régulier, i faut et il suffit que x sott un élément
régulier de g.

(111) St a € exp(U), pour que a soit régulier, il faut et il suffit que ¢*(a) soit une sous-
algebre de Cartan de g.

Soit { = rg(g). Si x € U est un élément régulier de g, on a

7aq(exp x) = dim g*(exp x) = dim ¢°(x) = /.

Puisque les éléments réguliers de g appartenant 4 U forment un voisinage de x et
que exp est étale en x, ceci montre que exp x est régulier et que raq(exp x) = I
Les éléments réguliers de g appartenant 3 U étant denses dans U, on a ri4(a) = [
pour tout ¢ € exp(U). Soit a € exp(U) un élément régulier de G et soit x € U tel
que @ = exp x. Puisque ¢°(x) = g'(a), on a dim ¢°(x) = ra,(a) = L Par suite, x
est un élément régulier de g et g*(a) est une sous-algébre de Cartan de g. Enfin
si a € exp(U) et si g'(a) est une sous-algébre de Cartan de g, on a

raa(@) = dim ¢'(a) = [ = r34(a),

donc a est régulier.
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Prorostrion 7. — Soit 'V un voisinage de e dans G. Toute sous-algébre de Cartan de ¢
est de la forme g*(a) oit a est un élément régulier de G appartenant a V.

D’apres la prop. 6, il existe un voisinage ouvert U de O dans g et une applica-
tion exponentielle exp: U — G vérifiant les conditions du lemme 4. Si  est une
sous-algébre de Cartan de g, il existe un élément régulier x € b tel que b = g°(x)
(§ 3, th. 2). Il existe d’autre part un élément ¢ € £* tel que tx € U ct exp(tx) € V.
On a alors b = ¢°(x) = g%tx) = g'(exp(#x)), et d’apres le lemme 4 (ii), exp(#x)
est un élément régulier de G.

ProrosiTion 8. — Soit [ le rang de ¢. 1l existe un sous-groupe ouvert G* de G tel que:

(i) la fonction 134 est constante sur G* et sa valeur est I;

(ii) pour qu'un dlément a € G* soit régulier, il _faut et il suffit que ¢*(a) soit une sous-
algébre de Cartan de g;

(iii) 51 a e G*, toute sous-algébre de Cartan de g(a) est une sous-algébre de Cartan
de g.

(i) D’aprés la prop. 6, il existe un voisinage ouvert U de 0 dans g et une
application exp de U dans G vérifiant les conditions du lemme 4. Dans la suite,
on désignera par G* la composante neutre de G si £ = R ou G et un sous-groupe
ouvert de G contenu dans exp(U) si £ est ultramétrique. Puisque 734 est locale-
ment constante et que sa valeur en tout point de exp(U) est / (lemme 4 (i)), on
voit que 754 est constante et égale a  sur G*.

(i1} Soit R* (resp. S*) D'ensemble des éléments réguliers de G* (resp.
Pensemble des éléments a € G* tels que g'(a) soit une sous-algébre de Cartan
de g). On a S* < R*, En eflet, si a e S*, alors ry4(a) = { = 724(a). Montrons
que R*¥ < §*, §i £ est ultramétrique, cela résulte de U'inclusion G* < exp(U) et
du lemme 4 (iii). Supposons £ = C. D’aprés le cor. & la prop. 5, si a € R¥*, alors
pour tout a” appartenant & un voisinage de 4, ¢* (a’) est conjugué de g'(a) par un
automorphisme de g. Ceci prouve que S* et R* — S* sont ouverts dans G*. Ona
vu que S* contient tous les éléments réguliers d’un voisinage de ¢ (lemme 4 (iii));
par conséquent S* est non vide. Puisque G* est connexe, il en est de méme de R*
(prop. 1) et par conséquent S* = R*,

Il reste a étudier le cas £ = R. Supposons d’abord que G* soit un sous-groupe
intégral de GL(E) o1 E désigne un espace vectoriel réel de dimension finie. Soit
G¥ le sous-groupe intégral de GL(E &), C) ayant pour algébre de Lie g, = ¢ C.
Il existe une fonction analytique sur G¥ dont. Pensemble des zéros est le com-
plémentaire de P'ouvert des éléments réguliers de G¥. D’aprés VAR, R, 3.2.5,
cette fonction ne peut étre nulle en tout point de G*. Par conséquent, G* contient
des éléments réguliers de G¥. Soit Ad, la représentation adjointe de G¥. Pour tout
aeG*, on a g;(a) = a*(a) ® C, donc 7,4, (a) = 744(a). Si a e G* est un élément
régulier de G¥, alors c’est un élément régulier de G* et rh, (a) = r34(a). Les
fonctions rg4, et 7% étant constantes respectivement sur G¥ et sur G¥*, il en résulte
que les €léments réguliers de G* sont les éléments réguliers de GF appartenant 2
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G*, D’aprés ce qui a été vu plus haut, si a est un élément régulier de G*, alors
ge(a) = g'(a) & G est une sous-algébre de Cartan de g,; ceci implique que g'(a)
est une sous-algebre de Cartan de g (§ 2, prop. 3).

Supposons maintenant G simplement connexe. 11 existe un espace vectoriel
réel de dimension finie E et un morphisme étale fde G sur un sous-groupe
intégral G’ de GL(E) (III, § 6, n° 1, cor. au th. 1). D’aprés la prop. 2, sia € G est
régulier, alors f(a) est régulier. D’aprés ce qui précede, ¢*(f(a)) est une sous-
algebre de Cartan de Palgébre de Lie ¢’ de G'. Puisque ¢"*(f(a)) = (Lf)g*(a) et
que Tf est un isomorphisme de g sur ¢*, ceci prouve que g'(a) est une sous-algébre
de Cartan de g.

Passons-enfin au cas général (k = R). Soient G un revétement universel de G*,
§=L(G), et ¢ application canonique de G sur G*. Puisque le noyau de ¢ est
contenu dans le centre de G, si a € G* est régulier et si a’ € g~ 1(a), alors a’ est
régulier (prop. 2). D’apres ce qui précede, §'(a’) est une sous-algébre de Cartan
de §. Puisque g*(a) = (T¢)§*(a’) et que Tq est un isomorphisme de § sur g, ceci
prouve que g!(a) est une sous-algebre de Cartan de g.

(iii}) D’aprés la prop. 5, il existe un voisinage V de a tel que, pour tout
a’' €V, gl{a’) soit conjugué d’une sous-algébre de g'(a) par un automorphisme
de g. Puisque tout voisinage de a contient un élément régulier de G*, il résulte
de (ii) que g'(a) contient une sous-algébre de Cartan de g. D’apres la prop. 3
du § 3, toute sous-algébre de Cartan de g'(a) est donc une sous-algébre de Cartan
de g.

Remarque. — Si k = G, les sous-algébres g*(a) pour a régulier appartenant & une
composante connexe M de G sont conjuguées par Int(g). Soit en effet R 'en-
semble des éléments réguliers de G. Pour tout a e R N M, soit M, ensemble
des b e R N M tels que g(d) soit conjugué de g(a) par Ini(g). On a Int(g) =
Ad(G®), ot G° est la composante neutre de G. D’aprés le corollaire 4 la prop. 5,
M, est ouvert dans R. Il en résulte que M, est ouvert et fermé dans R. Puisque
k = C,R N M est connexe (lemme 1) et par conséquent, M, = R n M.

4. Application aux automorphismes élémentaires

ProrosiTion 9. — Soient k un corps de caractéristique O et g une algébre de Lie sur k.
87 a € Aut,(s), la dimension du nilespace de a — 1 est au moins égale au rang de g.
D’apres le « principe de Lefschetz » (A, V, § 14, n° 7, prop. 18), £ est réunion
filirante croissante d'une famille de sous-corps (k;);.; qui admettent G pour
extension. Soient (¢,) une base de g sur £ et x4, ..., x,, des éléments de g tels que
ad(x,), ..., ad(x,) soient nilpotents et que a = 4%, 4™ Sojent ¢y les
constantes de structure de g par rapport a la base (¢,) et (x7) les composantes de
%, par rapport a cette base (1 < 7 < m). Il existe un indice j eI tel que les ¢
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et les x* appartiennent tous a k;. Soit g; = Z k; ey; C’est une algébre de Lie sur
o

k; contenant xy, . . ., %, et la restriction a; de a a g; est un automorphisme élémen-
taire de g;. L’extension de a; a ¢; Qy, G est un automorphisme élémentaire
a; % 1 deg; & C. Soit alors G; un groupe de Lie complexe connexe d’algébre de
Lie g; ® G, et s un élément de G; tel que Ad(s) = a; @ 1. La prop. 8, appliquée
au couple (Gj, 5), montre que le nilespace de ¢; @ 1 — 1 est de dimension 7, ot

n>1g(s; @ G) = rg(s;) = rg(s).

Or ce nilespace a méme dimension que celui de ¢; — 1 et que celui de ¢ — 1.
D’ou la proposition.

§ 5. Algébres de Lie lin€aires scindables

Dans ce paragraphe, on suppose k de caractéristique 0. On désigne par V un espace vecioriel
de dimension finie.

1. Algébres de Lie linéaires scindables

DErINITION 1. — Soif ¢ une sous-algébre de Lie de gt(V). On dit que g est scindable si g
contient les composantes semi-simple et nilpotente de chacun de ses éléments (A, VIL, § 5,
n° 8).

Exemples. — 1) Soient V' et V” des sous-espaces vectoriels de V tels que V7 = V',
I’ensemble des x € gl(V) tels que (V") < V' est une sous-algébre de Lie scin-
dable de gl(V); en effet, pour tout x e gl(V), les composantes semi-simple et
nilpotente de x sont de la forme P(x) et Q) (x), ot P et Q) sont des polynémes sans
terme constant.

2) Supposons V muni d’une structure d’algébre. L’ensemble des dérivations
de V est une sous-algébre de Lie scindable de gt{V) (§ 1, n° 1, prop. 4 (ii)).

3) *Plus généralement, on peut montrer que 'algébre de Lie d’un sous-

groupe algébrique de GL(V) est scindable.

ProrosiTioN 1. — Soient g une sous-algébre de Lie scindable de gt(V), x € g, s et n les
composantes semi-simple et nilpotente de x.
(1) Les composantes semi-simple et nilpotente de ad, x sont respectivement ad, s et ad, n.
(i1) Pour que x soit régulier dans g, 1l faut et il suffit que s le soit.
(ii1) 87 o° est une sous-algébre de gl(V) contenant g, tout automorphisme élémentaire de g
se prolonge en un automorphisme élémentaire de g'.
Posons a = gl(V). D’apres I, § 5, n° 4, lemme 2, les composantes semi-simple
ct nilpotente de ad, x sont ad, s et ad, #; Passertion (i) résulte de la. On en déduit
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que les polynémes caractéristiques de ad, x et ad, s sont les mémes; d’our (ii). Si
ad, x est nilpotent, on a ad, x = ad, #, donc ad; n prolonge ad, x, et 7 est un
élément nilpotent de ¢, d’otr (iii).

Soit g une sous-algébre de Lie de ¢i(V). On sait (I, § 6, n° 5, th. 4) que les
conditions suivantes sont équivalentes:

(1) la représentation identique de g est semi-simple;

(i1) ¢ est réductive et tout élément du centre de g est un endomorphisme
semi-simple.

Ces conditions sont encore équivalentes a la suivante:

(iii) g est une sous-algébre réductive dans gl(V).

En effet, (i) = (iii) d’apres I, § 6, n° 5, cor. 3 du th. 4, et (iii) = (i) d’aprés
I, § 6, n° 6, cor. 1 de la prop. 7. Nous allons voir que si g vérifie ces conditions, g
est scindable. Plus généralement:

ProrosiTiON 2. — Soient ¢ une sous-algébre de Lie de g\(V) réductive dans ¢t(V), E un
espace vectoriel de dimension finie et : ¢ — gW(E) une représentation linéaire semi-simple
de g dans E. Alors:

(i) g et m(g) sont scindables.

(i1) Les éléments semi-simples (vesp. milpotents) de w(s) sont les images par w des
éléments semi-simples (resp. nilpotents) de g.

(1i1) St b est une sous-algebre scindable de gl(V) contenue dans g, (b) est une sous-algébre
scindable de gl(E).

(iv) S b’ est une sous-algébre scindable de gi(E), =~ 1(b") est une sous-algébre scindable
de ol(V).

Soits = [g, ¢] etsoitcle centredeg. Onag = s x ¢, et n(g) = w(s) x =(c)
d’aprés I, § 6, n° 4, cor. de la prop. 5. Soienty €5, z € ¢, y, et y, les composantes
semi-simple et nilpotente de y. Alors y, v, €s (I, § 6, n° 3, prop. 3), y, + z est
semi-simple (A, VII, § 5, n® 7, cor. de la prop. 16), et y, commute a y, + z. Donc
les composantes semi-simple et nilpotente de y + z sont y, + z et y,. Ainsi, g est
scindable. Comme 7(g) est réductive dans gl(E), le méme argument s’applique &
n(g) et montre que =(g) est scindable. En outre, les éléments nilpotents de g
(resp. w(g)) sont les éléments nilpotents de s (resp. w(s)). Donc les éléments nil-
potents de w(g) sont les images par = des éléments nilpotentsde g (1, § 6, n° 3, prop.
4). Les éléments semi-simples de g (resp. w(g)) sont les sommes d’éléments semi-
simples de s (resp. n(s)) et d’éléments de ¢ (resp. =(¢c)). Donc les éléments semi-
simples de w(g) sont les images par = des éléments semi-simples de g (I, loc. ¢it.).
D’ou (ii).

Les assertions (iii) et (iv) résultent immédiatement de (i) et (ii).

Remarques. — 1) L’hypotheése de semi-simplicité faite sur = équivaut a dire que
w(x) est semi-simple pour tout x €¢. Cette hypothése est notamment vérifiée
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lorsque = se déduit de la représentation identique ¢ — g{(V) par application
successive des opérations suivantes: produit tensoriel, passage au dual, & une
sous-représentation, a un quotient, & une somme directe.

2) Soient g < gl(V), ¢" < gl(V’') des algébres de Lie scindables, ¢ un iso-
morphisme de g sur ¢’. On prendra garde que ¢ ne transforme pas nécessairement
les éléments semi-simples (resp. nilpotents) de ¢ en éléments semi-simples (resp.
nilpotents) de g’ (exerc. 2). Il en est toutefois ainsi si ¢ est semi-simple (I, § 6,
n° 3, th. 3).

ProposiTION 3. — Soit a une sous-algébre de Lie scindable de gl(V) et sotent b et ¢ des
sous-espaces vectoriels de gL(V) tels que b < . Soit o’ Pensemble des x < a tels que [x, <] < b.
Alors o’ est scindable.

Posons g = gI(V); la sous-algebre b’ dc gl(g) formée des z €gf(g) tels que
z(c) < b est scindable (Exemple 1). Soit ©: g — gl(g) la représentation adjointe
de g. La prop. 2 (iv), appliquée a =, montre que = 1(b’) est scindable. Il en est
donc de méme de o’ = a N = 1(b").

COROLLAIRE 1. — 87 a est une sous-algébre de Lie scindable de gl(V), et n une sous-
algébre de Lie de a, le normalisateur (vesp. le centralisateur) de n dans a est scindable.
Cela résulte de la prop. 3 en prenant ¢ = n, b = n (resp. ¢ = n, b = {0}).

COROLLAIRE 2. — Les sous-algébres de Cartan d’une sous-algébre de Lie scindable de
ol(V) sont scindables.
Cela résulte du corollaire 1.

Remarque. — Nous démontrerons plus loin (n° 5, th. 2) une réciproque au cor. 2.

2. Enveloppe scindable

L’intersection d’une famille de sous-algeébres de Lie scindables de gl(V) est
évidemment scindable. Par suite, si g est une sous-algébre de Lie de gi(V),
Pensemble des sous-algeébres de Lie scindables de gi(V) contenant g posséde un
plus petit élément, appelé lenveloppe scindable de ¢; dans ce paragraphe, cette
enveloppe sera notée e(g).

ProPOSITION 4. — Soient g une sous-algébre de Lie de g\(V) et n un idéal de g. Alors n et
e(n) sont des idéaux de e(g), et lon a [e(g), e(n)] = [, n].

Soit g; 'ensemble des x egl(V) tels que [x, n] = [g, n]. Cest une sous-
algébre de Lie scindable de gi(V), contenant g donc ¢(g), cf. n® 1, prop. 3; autre-
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ment dit, [e(g), n] < [g, n]. Soit n; Pensemble des y € gi(V) tels que

[e(s), ¥l = [s, n].

C’est une sous-algébre de Lie scindable de gl(V) contenant n d’aprés ce qui
précede, donc contenant ¢(n); autrement dit [e(g), e(n)] < [g, n], d’oix

[e(s), e(m)] = [g, n].
On en déduit [e(g), n] < [e(g), e(n)] < n, de sorte que n et e(n) sont des idéaux
de e(g).

CoROLLAIRE 1. — (i) On a D¢ = Die(s) pour i > 1, et €'s = €'e(g) pouri > 2.
(ii) Si g est commutative (vesp. nilpotente, resp. résoluble), alors e(g) est commutative
(resp. nilpotente, resp. résoluble).
L’assertion (i) résulte de la prop. 4 par récurrence sur ¢ et (it) résulte de (i).

COROLLAIRE 2. — Sott v le radical de ¢. St g est scindable, v est scindable.
En effet, ¢(r) est un idéal résoluble de g d’apres la prop. 4 et le cor. 1, donc
e(r) =,

3. Décompositions des algébres scindables

Si ¢ est une sous-algébre de Lie de gl(V) de radical r, Pensemble des éléments
nilpotents de r est un idéal nilpotent de g, le plus grand idéal de nilpotence de la
représentation identique de ¢ (I, § 5, n° 3, cor. 6 du th. 1). Dans ce paragraphe,
nous noterons ny{g) cet idéal. Il contient le radical nilpotent [g,g] Nt de g
(I, §5,n° 3, th. 1).

Prorostrion 5. — Soit ¢ une sous-algébre de Lie nilpotente scindable de g1(V). Soit t
Pensemble des éléments semi-simples de g. Alors t est une sous-algébre centrale de g, et g est
Ualgebre de Lie produit de t et de ny(g).

Six et, ad, x est semi-simple et nilpotent, donc nul, de sorte que x est central
dans g. Par suite, t est un idéal de g, et t N ny(g) = 0. Comme g est scindable, on a
¢ = t + ny(g), d’ott la proposition.

PROPOSITION 6. — Soit g une sous-algébre de Lie scindable de gl(V). Sotent T~ ensemble
des sous-algébres commutatives de g formées d’éléments semi-simples, et T, Uensemble des
éléments maximaux de I~ . Soit S ensemble des sous-algébres de Cartan de g.
(i) Pour b e 3, soit o(b) lensemble des éléments semi-simples de b. Alors (b) € F,.
(i1} Pour t € T, soit () le commutant de t dans g. Alors ({t) € .
(i11) Les applications ¢ et § sont des bijections réciproques de S sur I et de T, sur 5.
(iv) St k est algébriquement clos, Aut,(g) opére transitivement dans J.
Soit b € #, et posons t = ¢(b). D’aprés la prop. 5 et le cor. 2 de la prop. 3,
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onated etbh =1t x ny(bh). Pour toute sous-algébre u de g, notons encore §(u)
le commutant de u dant g. Alors b < (1), et $(t) < ¢°(b) puisque les éléments
de ny(b) sont nilpotents, donc b = §(1). Sit' e F ett = t,onat < {) =90
d’otr t’ = t, de sorte que t € J5.

Soit te J;, et posons ¢ = {(t). Soit b une sous-algébre de Cartan de «c.
D’aprés le §2, n° 3, prop. 10,0on a be# ett < b. Posons t; = ¢(b) € 7. On a
t <t donc t=t, et b =4(t;) = $(t) = ¢ d’aprés ce qui précede. Ainsi,
b(t) €, et p($(t)) = t.

On a donc prouvé (i), (i), (iii). Supposons 4 algébriquement clos. Comme
Aut,(g) opére transitivement sur 5 (§ 3, n° 2, th. 1), Aut,(g) opére transitivement
sur J7.

COROLLAIRE 1, — Les sous-algébres de Cartan de ¢ sont les centralisateurs des éléments
réguliers semi-simples de g.

Si x € g est régulier, g°(x) est une sous-algébre de Cartan de g (§ 2, n° 3, th. 1
(i)); si en outre x est semi-simple, g°(x) est le centralisateur de x dans g. Récipro-
quement, soit b une sous-algébre de Cartan de g. Il existe t € 7, tel que b = $(1).
D’apres le § 1, n° 2, prop. 7, il existe x €t tel que b = g°(x); puisque x€t, on a
g%(x) = go(x). Alors x est régulier (§ 3, n° 3, th. 2 (ii)).

COROLLAIRE 2. — Supposons en outre que g soit résoluble. Alors:

(i) Le sous-groupe de Aut(g) formé des e22*, x € €°g (cf. § 3, n°4), opére transitive-
ment dans .

(11) Site Ty, g est produit semi-direct de t et de ny(g).

L’assertion (i) résulte de ce que le groupe des ¢*1*, x € € g, opére transitive-
ment dans # (§ 3, n° 4, th. 3).

Prouvons (i1). Soit t € 73, et soit b = ¢(t) la sous-algébre de Cartan corres-
pondante de g. Vu la prop. 5, on a b =t + ny(h) < t + ny(g). On a d’autre
part ¢ = b + [8, 6] (§2, n° I, cor. 3 de la prop. 4) et [g, g] < ny(g), dol1 g =
t + ny(g). D’autre part, il est clair que t N ny(g) = {0}. L’algebre g est donc bien
produit semi-direct de t par I'idéal ny(g).

ProrosiTioN 7. — Soit g une sous-algébre de Lie scindable de gl(V).

(i) Al existe une sous-algébre de Lie wm de g, réductive dans gl(V), telle que g soit
produit semi-direct de m et de ny(g).

(1) Deux sous-algébres de Lie de g ayant les propridiés de (1) sont comjuguées par
Aut,(g).

Le radical r de g est scindable (n°® 2, cor. 2 de la prop. 4). D’apreés le cor. 2
a la prop. 6, il existe une sous-algébre commutative t de v, formée d’éléments
semi-simples, telle que ¢ = t @ ny(r). Comme ad, t est formée d’éléments semi-
simples, ¢ est somme directe de [t, g] et du centralisateur 3 de t (I, § 3, n° 5,
prop. 6). Comme [t,¢] < r, on a g = 3 + r. Par suite, si s est une sous-algebre
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de Levide 3 (I, §6,n° 8), on ag = s + r, de sorte que s est une sous-algébre de
Levi de g. Posons m = s @ t. Comme [s, t] = {0}, m est une sous-algébre de Lie
de g, réductive dans gt(V) d’aprés I, § 6, n° 5, th. 4. En outre,

g=s@r=sDtDug(t) =s Dt D ny(g) = m P ny(g)

puisque ny(g) = ny(r). D’ou (i).

Soit maintenant m’ une sous-algébre de Lie de g supplémentaire de ny(g) et
réductive dans g!(V). Montrons que m’ est conjuguée de m par Aut,(g). On a
m = @t ous’ = [m,m] est semi-simple, et ot le centre t’ de m’ est formé
d’éléments semi-simples. Alors v = t @ ny(g) = t' @ ny(g). Compte tenu du cor.2 a
1a prop. 6, on est ramené au cas ot t = t'. Alorss’ < 3; comme dim s’ = dim s, s’
est une sous-algebre de Levi de 3. D’apres I, § 6, n° 8, th. 5, il existe x € ny(3)
tel que ¢24%(s) = s’; comme x commute i t, on a en méme temps ¢ *(t) =t,

4. Algébres de Lie linéaires d’endomorphismes nilpotents

Lemme 1. — Sotent v une sous-algebre de Lie de g\(V) formée d’endomorphismes nilpotents,
et N le sous-groupe exp n de GL(V) (§ 3, n° 1, lemme 1).

(1) Sotent o une représentation lindaire de dimension finie de w dans W, telle que les
éléments de o(n) sotent nilpotents, W' un sous-espace vectoriel de W stable pour o, p, et p,
la sous-représentation et la représentation quotient de p défintes par W', w, my, w5 les
représentations de N compatibles avec p, oy, ez (§3, n° 1). Alors w;, 7y sont la sous-
représentation et la représentation quotient de m définies par W',

(i1) Sotent py, po des représentations lindaires de dimension finie de n telles que les
éléments de o, (n) et de po(n) soient nilpotents, ef 7y, 7o les représentations de N compatibles
avec oy, po. Alors my & 0y est la représentation de N compatible avec p; X po.

(111) Sotent p,, py des représentations linéaires de dimension finie de w dans des espaces
vectoriels V., Vo, telles que les éléments de py(n) et de po(n) sotent nilpotents, o la repré-
sentation de w dans Hom(V,, V) déduite de o, ps. Sotent 70y, w0y les représentations de N
compaliibles avec o1, pq, €t 7 la représentiation de N dans Hom(Vy, V) déduite de rc,, ..
Alors w est la représentation de N compatible avec p.

L’assertion (i) est évidente. Soient p,, pg, Ty, Ty comme dans (ii). Si x € n,
on a, puisque p,{*) & 1 et 1 & pa(x) commutent,

exp(p1(x) @ 1 + 1 & pa(x)) = exp(pi(x) @ 1) . exp(l & pa(x))
= (exp p,(%)) @1 . 1 & (exp pa(x))
= (exp p1(x)) & (exp pa(x))
= 7 (exp x) () ma(exp x)
= (7 & 7o) (exp x)

d’ou (ii). Soient py, pg, p, Ty, ™o, ™, V;, V, comme dans (iii). Si v, € End V, et
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vy € End V,, notons R, L,, les applications u — uv;, u > v, de Hom(V,, V)
dans lui-méme; ces applications commutent et p(x)u = (L, — Ry, )%, donc

expo(x) . u=expL - expR_, . 2
= Lexp pa(x) * Rexp(—pl(x)) - u

= Lﬂtz(exp x) * Rnl(exp( —xp - U
w{expx) . u

Ii

doir (iii).

Lemme 2t. — (i) Soient W un sous-espace vecloriel de V de dimension d, D la droite
NW < AV, 0 la représentation canonique de gi(V) dans ANV (III, App.). Soit
x egl(V). Alors (W) <= W st et seulement st 6(x)(D) < D.

(i1) Sotent (ey,...,¢,) la base canonique de k", O la représentation canonique de
gl(n, k) dans N(k™), et x € gl(n, k). Alors x € n{n, k) si et seulement si

8(x)(tp-gs1 A - A &) =0

pourl < d < n

(i) Si x(W) = W, il est clair que 6(x)D = D. Inversement, supposons que
6(x)D < D. Soit # un élément non nul de D et soit ye W. On ay A u = 0.
Puisque 6(x) est une dérivation de AV, ceci entraine

0(x)y Au+y A B(x)u=0.

Or O(x)ucku, oy A 9(x)u = 0 et par suite 0(x)y A u = 0. D’apres A, III,
p- 89, prop. 13, cela entraine 0(x)y e W, i.e. x(y) € W, ce qui prouve bien que
#(W) <« W.

(ii) La condition énoncée en (ii) est évidemment nécessaire pour que
x € n(n, k). Supposons qu’elle soit vérifiée. D’aprés (i), x laisse stable

ken—-d-!-l +--- ken:
et cela pour d = 1,..., n, donc x est triangulaire inférieure. Posons
X = (xij)1si,j<n-
On a 0 = x(e,) = xp,¢,, donc x,, = 0. Soit ¢ < n, et supposons prouvé que
x;; = 0 pour j > i. Alors
0 =00)(e; A gy A-v-Ae) =(e A einy Ao A e),

donc x; = 0. On voit ainsi que x € n{n, k).

Provposition 8. — Soient n une sous-algébre de Lie de gi(V) formée d’éléments nilpotents,
q le normalisateur de n dans gU{(V). Il existe un espace vectoriel B de dimension finie, une
représentation p de g\(V) dans E, et un sous-espace vectoriel ¥ de E, vérifiant les conditions
sutvantes:

(i) Pimage par p d’une homothétie de V est diagonalisable;

1 Dans ce lemme, & peut étre un corps commutatif quelconque.
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(1) F est stable par o(q);

(iil) n est Pensemble des x € gl(V) tels que p(x)(F) = 0.

Soit n = dim V. D’aprés le th. d’Engel, on peut identifier V 4 £ de telle
sorte que n < n(n, k). Soit P Palgébre des fonctions polynomiales sur gi(n, ).
Pour i = 0, 1,..., soit P; Pensemble des éléments de P homogeénes de degré 1.
Soit N = exp n, qui est un sous-groupe du groupe trigonal strict inférieur T.
Soit J ’ensemble des éléments de P qui sont nuls sur N; c’est un idéal de P. Soit
N; I’ensemble des x € gl(n, k) tels que p(x) = O pour tout p€J. On a N < Nj.
Inversement, soit x € N;. Notons p;; les fonctions polynomiales donnant les
composantes d’un élément de ¢i(n, £). L’idéal J contient les p,; (pour ¢ < j) et
les p; — 1; on a donc x € T. D’autre part, st « est une forme linéaire sur gi(z, k)
nulle sur n, il existe g, € P tel que p,(z) = u(log z) pour tout zeT (§3, n° 1,
lemme 1 (i});onap, €J, dot u(log x) = 0. On en déduit que log x appartient 3
n, d’olt x € N, ce qui prouve que N = N,.

Pour tout p € P et g € GL,(£), soit A{g)p la fonction x> p( g~ 1x) sur gl(n, k);
ona A g)p e P, x(g) est un automorphisme de 'algébre P, et A est une représenta-
tion de GL, (k) dans P qui laisse stable chaque P;. Montrons que

(1) N = {x e GL,(k) [A(x)] = J}.

SixeN, peJ,yeN, ona (A(x)p)(y) = p(x~y) = O puisque x~1y & N; donc
AMx)p €], de sorte que A(x)] = J. Soit x € GL,(k) tel que A(x)] = J; soit peJ;
onap(x™) = (AMx)p)(¢e) = 0, donc x~* e N; = N et x € N. Cela prouve (1).

L’idéal J est de type fini (AG, III, § 2, n° 10, cor. 2 du th. 2). Il existe donc un
entier ¢ tel que, si W = Py + Py +--- + P, alors J "W engendre J comme
idéal. Notons A; (resp. 1") la sous-représentation de A définie par P; (resp. par W).
D’apres (1), on a:

(2) N ={xeGL, (%) | VX)(JNW) =T nW

Montrons que, pour tout j, il existe une représentation s, de I'algébre de Lie gi(#, £)
dans P; telle que:

(3) o;|n(n, k) est compatible (§ 3, n° 1) avec ;| T.
(4) Pour tout xek.1,, o;(x) est une homothéiie.

Comme 2; est la puissance symétrique j-ieme de 2, il suffit de montrer Pexistence
de oy, cf. lemme 1. Or 3, est la représentation contragrédiente de la représenta-
tion y de GL, (%) dans gl(n, £) donnée par

¥(®)y = m,  xeGLE), yeoin ).
Soit ¢ la représentation de I'algébre de Lie gl(n, £) dans gi(n, k) donnée par
¢y ==xy,  xyedln k).

On vérifie aussitét que ¢[n(n, k) et y|T sont compatibles, et que ¢(x) est une
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homothétie pour tout x € £.1,,. I suffit alors de prendre pour o, la représentation
duale de ¢ (I, § 3, n° 3).

Soit maintenant ¢’ la représentation de gl(n, £) dans W somme directe des
6,0 < j < ¢. Vu (2), et les relations

N (exp(x)) = exp(s’(x)) et o'(log(y)) = log(M'(y)), xen(n k), yeT,
on a
(5) n=fren(n B @I AW) < J AW

Soit d = dim(J N'W), et soit = = Ads’. Soit D = A¢(J N W). D’aprés (5)
et le lemme 2 (i), on a
(6) n = {xenln k)| (x)(D) < D}.
Mais =(n(n, k)) est formé d’endomorphismes nilpotents, donc (6) peut aussi
s’écrire
(7) n = {x e n(n, k)| t(x)(D) = 0}
Soit alors E = AW @ AV @ AZV @---@® A™V; soit p la somme directe de
7 et des représentations canoniques de ¢l(n, £) dans AV, ..., A®V. Soit E;, = E
la somme de D = A%(J N W) et des droites engendrées par ¢, _;,; A -+ A €,
pourj = 1,...,n Dapres (7) et le lemme 2 (ii), on a
(®) n = {re (V)] o#)(Eg) = 0.
1! est immédiat que, si x € £. 1, p(x) est diagonalisable. Enfin, si F est Pensemble

des éléments de E annulés par p(n), F est stable par p(q) (I, § 3, n° 5, prop. 5),
et Pon a, d’aprés (8),

(9) n = {xegl(V)]p(*)(F) = O}

5. Caractérisations des algébres de Lie scindables

Toute algébre de Lie scindable est engendrée comme espace vectoriel (et a
Jortiori comme algebre de Lie) par I’ensemble de ses ¢léments qui sont, soit semi-
simples, soit nilpotents. Inversement:

TutoREME 1. — Soit g une sous-algébre de Lie de g\(V) et soit X une partie de g engen-
drant ¢ comme k-algébre de Lie. St tout élément de X est, soit semi-simple, soit nilpotent, g
est scindable.

a) g est commulative.

Les éléments semi-simples (resp. nilpotents) de g forment un sous-espace
vectoriel g, (resp. ¢,). L’hypothése équivauta ¢ = g, @ g,, d’oit le fait que g est
scindable,
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b) g est réductive.

Alors g = ¢' x ¢ avec ¢’ semi-simple et ¢ commutative. D’apres la prop. 2,
¢’ est scindable. Soit ¥ = @ + beg avec aeg’, bec. Sotent a,, a,, b, b, les
composantes semi-simples et nilpotentes de a, b. Comme a, a,, b,, b, commutent
deux a deux, les composantes semi-simple ct nilpotente de x sont a; + by, a, + b,.
Or a,, a, €¢’. St x est semi-simple, on a x = g 4 b,; comme g appartient a ¢/,
on a b, g, d’oll b, € ¢ puisque b, commute & g; par suite, @ = a; et b = b,. De
méme, si x est nilpotent, on a ¢ = ¢, et b = b,. Il en résulte que les projections
sur ¢ des éléments de X sont, soit semi-simples, soit nilpotentes; d’apres a), cela
entraine que ¢ est scindable. Reprenant les notations précédentes, mais sans
hypothése sur x, on a maintenant b, 6, €¢, donc a5 + b, a, + b, g, ce qui
prouve le théoréme dans ce cas.

¢) Cas général.

Supposons le théoréme démontré pour les algebres de Lic de dimension
<dim ¢ et démontrons-le pour g.

Soit n le plus grand idéal de nilpotence de la représentation identique de g.
Sin = 0, g admet une représentation semi-simple injective, donc est réductive.
Supposons n # 0. Soit p le normalisateur de n dans gl(V). Il existe E, p, F
vérifiant les conditions de la prop. 8. Puisque g < »p, p(g) laisse F stable; soit g,
la représentation u > p(u) | F de g dans F; on a n = Ker p,. Tout élément semi-
simple (resp. nilpotent) de gl(V) a pour image par p un élément semi-simple
(resp. nilpotent) (prop. 2). L’algeébre po(g) est donc engendrée par des éléments
qui sont soit semi-simples, soit nilpotents. D’aprés I'hypothése de récurrence,
po(8) est scindable.

Soient x € g, et x,, x, ses composantes semi-simple et nilpotente. D’aprés la
prop. 2, les composantes semi-simple et nilpotente de p(x) sont p{x,), p(x,)-
Comme py(g) est scindable, il existe y, z € g tels que

po(7) = p(x)IF  po(2) = p(x,)|F.

Alors x,ey + n, x, € z + n, donc x, ¥, €. C.Q.F.D.
COROLLAIRE 1. — Toute sous-algébre de gU(V) engendrée par des sous-algébres scindables
est scindable.

C’est clair.

COROLLAIRE 2. — Soit g une sous-algébre de Lie de g\(V). Alors [g, o] est scindable.
Soient t le radical de g, s une sous-algébre de Levide ¢ (I, § 6, n° 8). On a

[9, 9] = [57 5] + [57 l‘] + [t, t] :’5 + [97 t].

L’algebre [g, r] est scindable puisque tous ses éléments sont nilpotents (I, § 5,
n°® 3). D’autre part, s est scindable (prop. 2). Il en résultc que {g, ¢] est scindable
(cor. 1).
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COROLLAIRE 3.— Soit g une sous-algébre de Lie de gl(V), et soit X une partie de ¢
engendrant g (comme k-algébre de Lie).

(1) L’enveloppe scindable e(s) de ¢ est engendrée par les composantes semi-simples et
wilpotentes des éléments de X.

(i1) St k' est une extension de k, on a e(g ) k') = e(g) @ k'; pour que ¢ soit scindable,
ol faut et il suffit que g 5, k' le soit.

Soit § la sous-algeébre de gi(V) engendrée par les composantes semi-simples
et nilpotentes des éléments de X. On a g < § < ¢(g); d’aprés le th. 1, § est
scindable, d’oli § = ¢(g), ce qui démontre (i). L’assertion (ii) en résulte, compte
tenu de ce que X engendre la £'-algébre ¢ &, £'.

COROLLAIRE 4. — Soit g une sous-algébre de Lie scindable de gl(V). Soit T~ Pensemble
des sous-algebres commutatives de g formées déléments semi-simples (cf. prop. 6). Les
éléments maximaux de F~ ont tous méme dimension.

Soicnt %' une extension algébriquement close de &k et V/ = V& k', ¢ =
g & k. Solent ty, t, des éléments maximaux de 7, t] = t; Q. &', b; le commutant
de t; dans g, b; = b, @y £'. Alors b; est une sous-algébre de Cartan de g (prop. 6)
donc b; est une sous-algebre de Cartan de ¢’. On a b, = t; x ny(h;), donc b =
t; x ng(b}), de sorte que t; est 'ensemble des éléments semi-simples de b;. Comme
¢’ est scindable (cor. 3), t et t; sont conjugués par Aut,(g") (prop. 6), de sorte
que dim t; = dim t,.

TutoreME 2. — Soit ¢ une sous-algébre de Lie de gi(V). Les conditions suivantes sont
équivalentes:

(1) g est scindable;

(i) loute sous-algébre de Cartan de g est scindable;

(ii1) ¢ possede une sous-algébre de Cartan scindable;

(iv) le radical de g est scindable.

(1) = (ii): Cela résulte du cor. 2 a la prop. 3.

(i1) = (1): Cela résulte du cor. 1 au th. I, puisque g est engendrée par ses
sous-algébres de Cartan (§ 2, n° 3, cor. 3 au th. 1).

(1) = (111): C’est évident.

(i11) = (ii}: D’aprés le cor. 3 au th. 1, on peut supposer £ algébriquement clos.
Les sous-algebres de Cartan de g sont alors conjuguées par les automorphismes
¢lémentaires de g (§ 3, n° 2, th. 1); vula remarque 1 du § 3, n° 1, il en résulte que,
si Pune d’elles est scindable, toutes le sont.

(i) = (iv): Cela résulte du cor. 2 de la prop. 4.

(iv) = (1): Supposons que le radical r dec ¢ soit scindable. Soit s une sous-
algébre de Levi de g; elle est scindable (prop. 2). Donc g = s + t est scindable
(cor. 1 du th. 1).
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APPENDICE I

Applications polynomiales et topologie de Zariski

Dans cet appendice, k est supposé infini.

1. Topologie de Zariski

Soit V un espace vectoriel de dimension finie. On note Ay I’algébre des fonctions
polynomiales sur V a valeurs dans £ (A, IV, § 5, n° 10, déf. 4). C’est une algébre
graduée; sa composante de degré 1 est le dual V* de V, et Pinjection de V* dans
Ay se prolonge en un isomorphisme de Palgébre symétrique S(V*) sur Ay (A, 1V, §5,
n® 11, Rem. 2).

Si (e, ...,¢e,) est une base de V, et (X, ..., X)) une suite d’indéterminées,
Papplication de A[X,,..., X,] dans Ay qui transforme tout élément f de
kX4, ..., X,] en la fonction

s

7‘iei’_>‘](’()\1>”') 7VL)
i=1

I

est un isomorphisme d’algeébres (A, IV, § 5, n°® 10, cor. a la prop. 19).

Prorosrtion 1. — Soit H Uensemble des homomorphismes d’algébres de Ay dans k.
Pour tout x €'V, soit k,, Uhomomorphisme fr— f(x) de Ay dans k. Alors Uapplication
x> h,, est une bijection de V sur H.

En effet, soit H' ’ensemble des homomorphismes d’algebres de 4[ X, . . ., X, ]
dans &. L’application x> (3(X,), ..., x(X,)) est évidemment une bijection de
H’ sur &

COROLLAIRE. — Pour tout x € V, soit m,. = Ker(h,). Alors Uapplication x> m,, est
une bijection de V sur Uensemble des idéaux m de Ay tels que Aym = k.

Un sous-ensemble F de V sera dit fermé s’il existe une famille ( f); .1 d’éléments
de Ay telle que

xeF<xeVetfi(x) = 0pourtout el

11 est clair que @ et V sont fermés, et que toute intersection d’ensembles fermés est
fermée. Si F est défini par annulation des f; et F’ par celle des f/, F U I est
défini par Pannulation des f; f/, donc est fermé. Il existe donc une topologie sur
V telle que les ensembles fermés pour cette topologie soient exactement les
ensembles fermés au sens précédent. Cette topologie s’appelle la fopologie de
Zariski de V. Pour tout fe Ay, nous noterons V, 'ensemble des x € V tels que
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S{x) # 0; Cest une partic ouverte de V. Il est clair que les V, forment une base
de la topologie de Zariski. (Si £ est un corps topologique, la topologie canonique
de V est plus fine que la topologie de Zariski.)

L’application x -+ m, du cor. de la prop. 1 peut étre considérée comme une
application € de V dans le spectre premier Spec(Ay) de Ay (AC, 11, § 4, n° 3, déf.
4). Il est immédiat que la topologie de Zariski est 'image réciproque par ¢ de la
topologie de Spec{Ay).

ProrosiTion 2. — Lespace vectoriel V, muni de la lopologie de Zariski, est un espace
noethérien irréductible. En particulier, loute partie ouverte non vide de 'V est dense.
Puisque Ay est nocthérien, Spec(Ay) est noethérien (AC, 11, § 4, n° 3, cor. 7
de la prop. 11), et tout sous-espace d’un espace noethérien est noethérien (loc.
¢it., n° 2, prop. 8). Avec les notations du cor. de la prop. 1, Pintersection des m,,
est {0}, et {0} est un idéal premier de Ay; donc V est irréductible (loc. cit., n® 3,

prop. 14).

2. Applications polynomiales dominantes

Soient V, W des espaces vectoriels de dimension finie. Soit f une application
polynomiale de V dans W (A, IV, §5, n° 10, déf. 4). Sid e Ay, ona o fe Ay
(loc. cit., prop. 17). L’application § > ¢ o f est un homomorphisme de Ay dans
Ay, dit associé a f. Son noyau ecst formé des fonctions ¢ € Ay, qui sont nulles sur

S (V) (donc aussi sur 'adkérence de f(V) pour la topologie de Zariski).

DErmnTioN 1. — Une application polynomiale f: V — W est dite dominante st I’ homo-
morphisme de Ay dans Ay assocté a f est injeciif.

Vu ce qui précede, fest dominante si et seulement si f (V) est dense dans W pour
la topologie de Zariski.

ProrosiTioN 3. — Supposons k algébriquement clos. Soit 2V — W une application
polynomiale dominante. L’ image par f de toute partie ouverte dense de 'V conlient une partie
ouverle dense de W.

11 suffit de prouver que, pour tout élément non nul ¢ de Ay, f(V,) contient
une partie ouverte dense de W. Identifions Ay, & une sous-algeébre de Ay grice a
I’homomorphisme associé & f. Il existe un élément non nul § de Ay tel que tout
homomorphisme w: Ay — & n’annulant pas ¢ se prolonge en un homomorphisme
v: Ay — k n’annulant pas ¢ (AC, V, § 3, n° 1, cor. § du th. 1). Or un tel w (resp.
un tel 2) s’identifie 4 un élément de W, (resp. de V) et dire que v prolonge w
signifie que f(v) = w. On a donc W, = f(V,). C.Q.ID.
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Soient f: V—W une application polynomiale, et x, € V. L’application
hf(x, + #) de V dans W est polynomiale. Décomposons-la en somme finie
d’applications polynomiales homogeénes:

Sxo + k) = f(%) + Dy(h) + Dy(h) +---

ot D;: V. — W est homogéne de degré i (A, IV, § 5, n° 10, prop. 19). L’applica-
tion linéaire D, s’appelle I’ application linéaire tangente d f en x,. On la note Df (x,).

ProrosiTion 4. — Soit f: V — W une application polynomiale. Supposons qu’il existe
%9 €V tel que (Df)(x,) soit surjective. Alors f est dominante.

Quitte a effectuer une translation sur V et une autre sur W, on peut supposer
que x, = 0 et que f(x,) = 0. La décomposition de f en somme d’éléments homo-
génes s’écrit alors

f=f+fot+-- avec degf; =1,

et Papplication linéaire f; est surjective par hypothése. Supposons que f ne soit
pas dominante. Il existe alors un élément non nul ¢ de Ay tel que ¢ o f = 0. Soit

¢ =4dp + $pyy + -+ la décomposition de ¢ en éléments homogénes, avec
deg ¢§; = 7 et ¢, # 0. Alors

O=dof="dnof+ dprrof+---
=$nofi +p

ol p est une somme d’applications polynomiales homogénes de degrés >m. On en
déduit que ¢, o f; = 0. Puisque f; est surjective, on a ¢, = 0, ce qui est absurde.

COROLLAIRE. — 87 k est algébriquement clos et si f vérifie les hypothéses de la prop. 4,
Pimage par f de toute partie ouverte dense de V contient une partie ouverte dense de W.
Cela résulte des prop. 3 et 4.

APPENDICE II

Une propriété de connexion

Lemme 1. — Soient X un espace topologique connexe et Q un ouvert dense dans X. Si,
quel que soit x € X, il existe un voisinage V de x tel que V. N Q soit connexe, alors C est
connexe.

Soit en effet Q, une partie ouverte et fermée non vide de Q. Soit ¥ € X et soit
V un voisinage de x tel que V N Q soit connexe. Si x € O, on a

(VNnQ)NQ =VnNnQ, #0,

donc VN Q < Q. Puisque Q est dense dans X, Q, est donc un voisinage de .



54 SOUS-ALGEBRES DE CARTAN. ELEMENTS REGULIERS Ch. v, App. 11

Par conséquent, (), est ouvert et fermé, non vide, et puisque X est connexe,
Q, = X. Puisque Q, est fermé dans Q, ceci entraine O, = Q N O, = Q, ce qui
prouve que €2 est connexe.

Lemme 2. — Sotent U une boule ouverte de G* et f2 U —> G une _fonction holomorphe non
identiquement nulle. Soit A une partie de U telle que f = 0 sur A. Alors U = A est dense
dans U et connexe.

La densité de U — A résulte de VAR, R, 3.2.5. Supposons d’abord » = 1. Si
a € A, le développement de f en série entiére au point ¢ (VAR, R, 3.2.1) n’est pas
réduit & 0, et on en déduit qu’il existe un voisinage V, de a dans U tel que f ne
s’annule pas sur V, — {a}. Ainsi, a est isolé dans A, ce qui prouve que A est une
partie discréte de U, donc dénombrable puisque U est dénombrable & Pinfini.
Soient x, y € U — A. La réunion des droites affines réelles joignant x (resp. y) a
un point de A est maigre (TG, IX, § 5, p. 53). Il existe donc ze U = A tel
quaucun des segments [x, z] et [y, z] ne rencontre A. Les points x, y, z apparti-
ennent donc 4 une méme composante connexe de U — A ce qui démontre le
lemme dans le cas n = 1. Passons au cas général. On peut supposer que A est
I’ensemble des zéros de f (TG, I, p. 81, prop. 1). Soient x,y € U — A et soit L une
droite affine contenant x et y. La restriction de fa L N U n’est pas identiquement
nulle puisque x € L, " U. D’aprés ce qui précéde, x et y appartiennent a une
méme composante connexe de (L. N U) — (. N A) donc 4 une méme compo-
sante connexe de U — A,

Lemme 3. — Soit X une varidté analytique complexe connexe de dimension finie et soit A
une partie de X vérifiant la condition:

Pour tout x € X, il existe un germe de fonction analytique f, non nul en x tel que le

germe de A en x soit contenu dans le germe en x de Uensemble des zéros de f,.

Alors X — A est dense dans X et connexe.

La densité de X — A résulte de VAR, R, 3.2.5. On peut supposer que A est
fermé (TG, I, p. 81, prop. 1). Pour tout x € X, il existe un voisinage ouvert V de
x et un isomorphisme ¢ de V sur une boule ouverte de G* tels que ¢(A N V) soit
contenu dans ’ensemble des zéros d’une fonction holomorphe non identiquement
nulle sur ¢(V). D’aprés le lemme 2, V N (X — A) est alors connexe. Compte tenu
du lemme 1, ceci prouve que X = A est connexe.



Exercices

Les algébres de Lie et les modules sur ces algébres sont supposés de dimension finie sur k; & partir du
§ 3, on suppose k de caractéristique zéro.

§ 1

1) On suppose & de caractéristique p > 0. Soient V un espace vectoriel, S un ensemble fini.
Pour qu’une application r: S — End(V) vérifie la condition (PC), il faut et il suffit qu’il
existe une puissance ¢ de p telle que [s% 57} = 0 quels que soient s, s" € S. (Utiliser I, § 1,
exerc. 19, formule (1)).

2) On suppose k parfait. Soient V un espace vectoriel de dimension finie, et z, v € End V.
Soient ug, u,, U5, v, les composantes semi-simples et nilpotentes de u, ». Les conditions sui-
vantes sont équivalentes: (1) il existe un entier m tel que (ad #)™» = 0; (ii) %, et » commutent.
(Pour prouver (i) = (ii), se ramener au cas ol £ est algébriquement clos et utiliser le lemme 1
(ii)).
3) On se place dans les hypothéses du n° 2. Supposons £ infini et la condition (PC) vérifiée.
Soit £’ une extension parfaite de k. Soit A: S — £ tel que V*(S) # 0. Posons

V' =V&HK,S =8 QK.
Soit 7’: 8’ —> End(V’) I’application linéaire déduite de r par extension des scalaires. 11 existe
une unique application 1': §* — %’ telle que VA(S) & £ = V'*(S8’). (Se ramener au cas ou
V = V*(S). Soient P une fonction polynomiale sur S et ¢ une puissance de 'exposant carac-
téristique de £ divisant dim V, telles que 22 = P. Soit P’ la fonction polynomiale sur 8’ qui
prolonge P. 11 existe pour chaque s’ € $” un V'(s) € & tel que 1'(s")? = P’(s”). Montrer que le
polyndéme caractéristique de 7'(s") est (X — A'(s"))dimV))

4) On suppose k de caractéristique zéro. Soit g = s{(3, £) et soit a la sous-algébre de g
engendrée par une matrice diagonale de valeurs propres I, —1 et 0. Montrer que a est
réductive dans g, que le commutant m de a dans g est formé des matrices diagonales de trace
nulle, et que le commutant de m dans g est égal & m, donc distinct de a (cf. n°® 5, Remarque).

4 5) On suppose k infini. Soient g une algébre de Lie et V un g-module. Si n est un entier
>0, on note V,, ’ensemble des v € V tels que 1™ = 0 pour tout x & g.
a) Montrer que, sive V,, x,y€g,on a

1
( > x"“iyx“l)v = 0.
=1

(Utiliser le fait que (x + fy)"v = O pour tout t € £.)

Remplagant y par [x,y] dans cette formule, en déduire! que (x% — yx")v = 0, d’otr
xyv = 0. :
b) Montrer que V,, est un sous-g-module de V (utiliser @)). En particulier V(g) = ) V, est
un sous-g-module de V. '

1 Cette démonstration nous a été communiquée par G. SELIGMAN.
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¢) On suppose que £ = R ou G, et on note G un groupe de Lie simplement connexe d’alge-
bre de Lie g; I'action de g sur V définit une loi d’opération de G sur V (111, § 6, n°® 1).
Montrer qu’un élément v € V appartient a 'V, si et seulement st (s — 1)" = 0 pour tout
s € G; en particulier on a V°(g) = V{G).

6) Les notations sont celles de ’Exerc. 12 de I, § 3. En particulier g est une algébre de Lie,
M un g-module, et H?(g, M) = Z7(g, M)/B?(g, M) est l’espace de cohomologie de degré p de g
a valeurs dans M.
a) Montrer que B?(g, M) et ZP(g, M) sont stables par la représentation naturelle 0 de g
dans l’espace des cochaines C?(g, M). En déduire une représentation de g dans H?(g, M).
Montrer que ceite représentation est ¢riviale (utiliser la formule 6 = di + id, loc. cit.).
b) Soit k une cloture algébrique de k. Soient x € g et x, Pendomorphisme correspondant de
M. Soient Ay, ..., Ay (T€Sp. i, - « .5 i) les valeurs propres (dans &) de adg x (resp. de xy),
répétées suivant leurs multiplicités. Montrer que les valeurs propres de I’endomorphisme
0(x) de CP(g, M) sont les p; — (A +---+ N, ), 00l <j < met

1 €4 <ipg << ip < 1.

En déduire, grace 2 a), que H?(g, M) = 0 si aucun des p; — (A, +---+ %,) n’est nul.
¢) On suppose que la représentation g - End(M) est fidéle, et que x satisfait 4 la condition:

(55) oy b gy F ot b ey
quels que soient jy, ..., Jp, K1y .- o5 kpy1 € (1, m).

Montrer que 'on a alors H?(g, M) = 0 (remarquer que les valeurs propres A de ad x
sont de la forme p; — @y, et appliquer b)).

7) Soient g une algébre de Lie nilpotente et V un g-module tel que V°(g) = 0. Montrer
que HP(g, V) = 0 pour tout p = 0. (Se ramener au cas o V = V*(g), avec A # 0 et
choisir un élément x € g tel que A(x) # 0. Appliquer 'exerc. 6 ) en remarquant que les X
sont nuls et que les y; sont tous égaux a A(x)).

Retrouver le cor. a la prop. 9 (prendre p = 1).2

% 8) On suppose k£ de caractéristique p > 0. Soit g une algébre de Lie sur & de
base {¢;, ..., ¢,}. On note U Palgébre enveloppante de g et C le centre de U. Pour i =
1,..., n on choisit un p-polynéme f; non nul, de degré d,, tel que fi(ad ¢) = 0; on a alors
Sile)) € G, cf. I, § 7, exerc. 5. On pose z; = fi(e;).

a) Montrer que zj,..., z, sont algébriquement indépendants. Si A = k[z,..., z,],
montrer que U est un A-module libre de base les mondmes 7. . .e5n, 00 0 < oy < ;. [Utiliser
le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt]. Le rang {U:A] de U sur A est égal a d;...d,;
c’est une puissance de p. En déduire que C est un A-module de type fini, donc une £-algébre
de type fini et de dimension n (AC, VIII).

b) Soit K le corps des fractions de A, et solent

U(K) = U &y K, C(K) = C®aK.

On a Uy, @ Ci, » K. Montrer que Uy, est un corps de centre Ci,, et que c’est le
corps des quotients (4 gauche comme 4 droite) de U, cf. I, § 2, exerc. 10. En déduire que
[Uy: Cio] est de la forme ¢2, ol ¢ est une puissance de p; on a [C,y: K] = ¢¢, oll ¢¢ est une
puissance de p, et [U:A] = goq®.

¢) Soit d un élément non nul de A, et soit A un sous-anneau de Ui, tel que U = A = 4-1U.
Montrer que A = U. [Six = b/a, ae A — {0}, est un élément de A, on montrera par récur-
rence sur m que la relation b € Ua + U, cntraine b€ Ua + U, _,, ou {U,} est la filtration
canonique de U. (Utiliser pour cela le fait que gr U est intégralement clos, et raisonner
comme dans la prop. 15 de AC, V, § 1, n° 4.) Pour m = 0, cela donne b € Ug, i.e. x € U.]

En déduire que C est intégralement clos.

! Pour plus de détails, cf. y. prxmier, Cohomologie des algébres de Lie nilpotentes, Acta Sci. Math.
Szeged, t. XVT (1955), p. 246-250.
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d) On suppose k algébriquement clos. Solent p: g — g (V) une représentation linéaire irréduc-
tible de g et py la représentation correspondante de U. La restriction de py a G est un
homomorphisme v, de C dans £ (identifié aux homothéties de V) ; soit «, sa restriction 2 A.
Montrer que pour tout homomorphisme a (resp. v) de la k-algébre A (resp. C) dans £, il
existe au moins une représentation irréductible p de g telle que o, = o (resp. v, = y) et
que ces représentations sont en nombre fini (a équivalence prés). Montrer que dim V < ¢,
avec les notations de 4).%

4 9) On conserve les notations de P’exercice précédent, et ’on suppose en outre que g est
nilpotente.
a) Montrer que ’on peut choisir la base {e;,. .., ¢,} de telle sorte que, pour tout couple
(i, 7)» [es €5] soit combinaison linéaire des ¢, ot £ > sup(7, 7). Dans toute la suite, on suppose
que les ¢; vérifient cette condition. Pour i = 1,..., n on choisit une puissance ¢(i) de p
telle que ad(e;)*® = 0, et ’'on pose z; = P, A = k[zy, ..., z,], cf. exerc. 8.
b) Soit p: g — gl(V) une représentation linéaire de g. On suppose que p{¢;) est nilpotent
pour: = 1,..., n. Montrer que p(x) est nilpotent pour tout x € g. [Raisonner par récurrence
sur n = dim g et se ramener au cas ol p est irréductible. Montrer que, dans ce cas, on a
p(en) = 0 et appliquer ’hypothése de récurrence.]
¢) Soient py:g— gl(Vy) et pg:g— gli(Ve) deux représentations linéaires de g. On
suppose que V; et V, sont #0, et que Vy = V*(g), V, = V*2(g), ol1 A, et A, sont deux
fonctions sur g, cf. n® 3. Montrer que, si A{e;) = X(g) pour i = I,...,n, 0n a Ay = %y
et il existe un g-homomorphisme non nul de V; dans V, (appliquer 4) au g-module V =
Z(V31, V) et utiliser le théoréme d’Engel pour montrer que V contient un élément g-in-
variant #0). En déduire que, si en outre V; et V, sont simples, ils sont isomorphes.
d) On suppose k£ algébriquement clos. Soit R 1’ensemble des classes de représentations
irréductibles de g. Si p € R, posons

xp = (%p(1); ..., %p(n)) € k™,
ol x,(¢) est I'unique valeur propre de p(e;). Montrer que p+— x, est une bijection de R sur
k. (Linjectivité résulte de ¢), et la surjectivité de ’exerc. 8 d).) En déduire les conséquences
suivantes:
(i) Pour tout idéal maximal m de A, le quotient de U/mU par son radical est une algébre
de matrices.
(ii) Le degré-de toute représentation irréductible de g est une puissance de p (cela résulte de
(i) et du fait que [U/mU: £] est une puissance de p).
(iii) Tout homomorphisme de A dans & se prolonge de maniére unique en un homomor-
phisme de C dans £ (utiliser le fait que G/mC est contenu dans le centre de U/mU, qui est une
k-algebre locale de corps résiduel £).
(iv) Il existe un entier N = 0 tel que x*™ € A pour tout x € C (résulte de (ifi)).2

9 10) Onsuppose k de caractéristique p > 0. On note g une algébre de Lie de base {e;, 63,3},
avec [e1, €2] = €3, [1, €3] = [eg,¢5] = 0.

a) Montrer que le centre de Ug est k[e3, €2, ¢;].

b) On suppose k algébriquement clos. Montrer que, pour tout (A, X, Ag) € £3, il existe une
représentation irréductible p de g et une seule (a équivalence prés) telle que p(e;) ait pour
unique valeur propre A; (i = 1, 2, 3); le degré de pest psi a3 # 0, c’est 1 si a3 = 0. (Appli-
quer les exerc. 8 et 9, ou raisonner directement.)

11) Soient § une algébre de Lie nilpotente, V un b-module non réduit 4 0, et A une fonction
sur b telle que V = V*(h). Démontrer ’équivalence des propriétés suivantes:
(i) A est une forme linéaire sur b, nulle sur [b, b].

1 Pour plus de détails, cf. n. zassenwaus, The representations of Lie algebras of prime charac-
teristic, Proc. Glasgow Math. Assoc., t. 11 (1954), p. 1-36.

2 Pour plus de détails, cf. 1. zassenmaus, Uber Liesche Ringe mit Primzahlcharakteristik, Hamb.
Abh., t. XIIT (1939), p. 1-100, et Darstellungstheorie nilpotenter Lie-Ringe bei Charakteristik
p > 0, J. de Crelle, t. CLXXXII (1940), p. 150-155.
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(i) Il existe une base de V par rapport 4 laquelle les endomorphismes définis par les
éléments de h sont triangulaires.

(Pour prouver que (i) = (ii), appliquer le théoréme d’Engel au b-module £(W,, V),
ou W est le b-module de dimension 1 défini par A.)

Les propriétés (i) et (ii) sont vraies si & est de caractéristique 0 (prop. 9).

§2

1) Les matrices diagonales de trace 0 forment une sous-algebre de Cartan de sl(n, £),
sauf lorsque n = 2 et que £ est de caractéristique 2.

. . 0 1
2) Soit ¢ I’élément (0 0

potente maximale de sl(2, CG), mais n’est pas une sous-algébre de Cartan de sl(2, C).

) de sl(2, G). Montrer que Ce est une sous-algebre de Lie nil-

3) On suppose £ de caractéristique 0. Soit g une algébre de Lie semi-simple. Soit E 'en-
semble des sous-algébres commutatives de g dont tous les éléments sont semi-simples dans g.
Alors les sous-algébres de Cartan de g sont les éléments maximaux de E. (Utiliser le th. 2
et la prop. 10.)

En particulier, la réunion des sous-algebres de Cartan de g est égale a I’enscmble des
éléments semi-simples de g.

4) Soit g une algébre de Lie admettant une base (x,y, z) telle que [x,y] =y, [x, z] = 2,
[y, 2] = 0. Soit a I'idéal ky + £z de g. Alors rg(a) = 2 et rg(g) = 1.

5) On suppose k de caractéristique 0. Soient g une algébre de Lie, r son radical, b une sous-
algébre de Cartan de g. Montrer que

r=[gx] + (hNx).
(Observer que I'image de b dans g/[g, x] contient le centre x/[g, x] de g/[g, x].)

6) Soient g une algébre de Lie, b une sous-algébre nilpotente de g. Si g°(b) est nilpotente,
g°(b) est une sous-algébre de Cartan de g.

7) Soient s une algébre de Lie, a une sous-algébre de Cartan de s et V un s-module. Soit
g = s x V le produit semi-direct de s par V. Montrer que a x V°(a) est une sous-algébre
de Cartan de g.

8) On suppose k de caractéristique p > 0. On note s une algtbre de Lic de base {x, y} avec
[x,y] = y. Soit V un k-espace vectoriel de base {¢,};c z/pz-

a) Montrer qu’il existe sur V unc structure de s-module et une seule telle que xe; = ie; et
ye; = ¢4, pour tout i. Ce s-module est simple.

b) Soitg = s x Vle produit semi-direct de s par V. Montrer que g est une algébre résoluble
de rang 1 dont I'algébre dérivée n’est pas nilpotente.

¢) Pour qu’un élément de g soit régulier, il faut et il suffit que sa projection dans s soit de la
forme ax + by, avec ab # 0.

d) On a Vo(x + y) = 0 ct V°(x) = keg. En déduire (cf. exerc. 6) que g poss¢de des sous-
algébres de Cartan de dimension 1 (par exemple celle engendrée par x + y) et des sous-
algébres de Cartan de dimension 2 (par exemple celle engendrée par x et ¢;).

9) Soit g une algébre de Lie admettant une base (x, y) telle que [x,y] = y. Soient t = ky,
et @: g — g/t le morphisme canonique. L’élément 0 de g/t cst régulier dans g/t mais n’est
pas 'image par ¢ d’un élément régulier de g.

10) On suppose £ infini. Soit g une algébre de Lie. Démontrer Péquivalence des propriétés
suivantes:

(i) rg(g) = dim(g).
(ii) g est nilpotente,
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(iii) g ne posséde qu’un nombre fini de sous-algébres de Cartan de dimension rg(g).
(iv) g ne posséde qu’une seule sous-algébre de Cartan.

11) Soient b une algébre de Lie commutative #0, P une partie finie de b* contenant 0.
Montrer qu’il existe une algébre de Lie g contenant b comme sous-algébre de Cartan, et
telle que ensemble des poids de b dans g soit P. (Construire g comme produit semi-direct de
b par un b-module V, somme directe de modules de dimension 1 correspondant aux éléments
de P = {0}, cf. exerc. 7.}

Pour qu’un élément x de b soit tel que b = g°%(x), il faut et il suffit que x ne soit orthogonal
a aucun ¢élément de P — {0}.

12) On suppose k fini. Construire un exemple d’algebre de Lie g possédant une sous-
algébre de Cartan b dans laquelle il n’existe aucun élément x tel que b = g%x). (Utiliser
Pexercice précédent, en prenant P = b*.)

€ 13) On suppose £ fini. On note &’ une extension infinie de £. Soit g une algébre de Lie sur
k. On appelle rang de g, et on note rg(g), le rang de la k’-algébre de Lie ¢’ = g Q. £'; un
élément de g est dit régulier s’il est régulier dans g’; ces définitions ne dépendent pas du choix
de &’. Montrer que, si 'on a

Card(k) z dim ¢ — rg(g),

g contient un élément régulier (donc aussi une sous-algébre de Cartan).
(On utilisera le résultat suivant: si g est un élément homogene non nul de [ X, . .., X, ],
et st Card(k) = deg(a), il existe x € k" tel que a(x) # 0.)

14) On suppose k£ de caractéristique zéro. Soient V un k-espace vectoriel de dimension
finie, g une sous-algeébre de Lie de gl(V), b une sous-algébre de Cartan de g et ny le plus
grand idéal de nilpotence du g-module V (I, § 4, n°® 3, déf. 2). Montrer qu’un élément de b
est nilpotent si et seulement s’il appartient & ny. (Se ramener au cas ou le g-module V est
semi-simple, et utiliser le cor. 3 du th. 2.)

9 15) On suppose £ infini. Soient g une algébre de Lie, €, g la réunion de la série centrale
ascendante de g, et x un élément de g. Démontrer ’équivalence des propriétés suivantes:
(i) x appartient & toute sous-algébre de Cartan de g.

(i1) x € g°(y) pour touty € g (i.e. x € g°(g)).

(1ii) x € €wg.

(Les implications (iii) = (ii) = (i) sont immédiates. Pour prouver que (i) = (ii), remarquer
que (i) équivaut a dire que x € g°(y) pour tout élément y régulier dans g, et utiliser le fait
que les éléments réguliers sont denses dans g pour la topologie de Zariski. Pour prouver que
(ii) = (iii), observer que n = ¢°(g) est stable par g (§ 1, exexc. 5) et appliquer le th. d’Engel
au g-module n; en déduire que 1 est contenu dans €,g.)

§ 16) Soient g une algébre de Lie résoluble complexe, b une sous-algébre de Cartan de
g, ¢ = @ gMb) la décomposition correspondante de g en sous-espaces primaires, avec
g°(b) = b.
a) Montrer que les restrictions & b des formes linéaires appelées racines de g dans III, § 9,
exerc. 17 ¢) sont les poids de b dans g, i.e. les A tels que g*(b) # 0; en déduire qu’un tel A
est nul sur b N Zg.
b) Soit (x,y)+ [x,y]’ Papplication bilinéaire alternée de g x g dans g possédant les
propriétés suivantes:
(i) Sixeg (h),yeg(h),avecr # 0, u # 0, ona [x,5]" = [x,9];
(ii) si x € g°(h), y € §*(B), on a [x, 51’ = [x,y] — p(x)y.

Montrer que g est ainsi muni d’une nouvelle structure d’algébre de Lie (utiliser 2)). On
la note g¢’.
¢) Montrer que, si x € g*(h), Papplication ad’ x: y+— [«, y]* est nilpotente. En déduire que
g’ est nilpotenie (appliquer Vexerc. 11 de I, § 4 & Pensemble E des ad’ », ot x parcourt la
réunion des g*(D)).
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§3

1) Soient g une algébre de Lie, ¢’ une sous-algébre de Cartan de g. Alors les conditions
de la prop. 3 sont vérifiées. Mais un élément de g’, tout en étant régulier dans g’, n’est pas
nécessairement régulier dans g.

2) Soient g une algébre de Lie réelle de dimension 7, U (resp. H) Pensemble des éléments
réguliers (resp. des sous-algeébres de Cartan) de g, et Int(g) le groupe des automorphismes
intérieurs de g (I11, § 6, n° 2, déf. 2).

a) Montrer que, si x et y appartiennent 4 la méme composante connexe de U, g°(x) et
6°(y) sont conjuguées par Int(g).

b) Montrer que les composantes connexes de U sont en nombre fini, et que ce nombre est
borné par une constante ¢(r) ne dépendant que de n (appliquer exerc. 2 de VApp. II).

¢)- En déduire que les orbites de Int(g) dans H sont en nombre <¢(n).

3) Soient g une algébre de Lie réelle, x le radical de g, b et b’ des sous-algebres de Cartan
de g, ¢ Phomomorphisme canonique de g sur g/r. Les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) b et b’ sont conjuguédes par Int(g);

(i1) o(b) et o(b’) sont conjuguées par Int(g/r). (Imiter la démonstration de la prop. 5.)

4) Soient g = sl(2,R), x = ((1) _f)l),y = ((l) _(1)) Montrer que Rx ct Ry sont des sous-

algébres de Cartan de g non conjuguées par Aut(g).
5) a) Montrer qu’il existe une algébre de Lie g sur £ admettant une base (¥, y, z, t) telle que
[%,9] = 2, [x, 2] = ¢ ly,t]1 =10, [¢, 2] = 0.

Montrer que g est résoluble et que ¥ = kx + ky + £z est une sous-algébre de g.

b) Montrer que les automorphismes élémentaires de g sont les applications de la forme
I + radyy + padjtol A, ek

¢) Montrer que I + ad; x est un automorphisme élémentaire de £ qui ne se prolonge pas en
un automorphisme élémentaire de g.

d) Soit s une sous-algeébre semi-simple d’une algébre de Lie a. Montrer que tout automor-
phisme élémentaire de s se prolonge en un automorphisme élémentaire de a.

6) Tout élément d’une algébre de Lie réductive g est contenu dans une sous-algébre
commutative de dimension rg(g).

7) Soient g une algébre de Lie et g” une sous-algébre de g réductive dans g. Soit a une sous-
algébre de Cartan de g’. Montrer qu’il existe une sous-algebre de Cartan de g qui contient a
(utiliser 1a prop. 10 du § 2). En déduire que rg(g") < rg(g) et qu’il y a égalité si et seulement
si g’ posséde les propriétés (i), (ii), (iii) de la prop. 3.

8) Soient g une algébre de Lie, a un idéal de g, b une sous-algébre de Cartan de g et g la
réunion de la série centrale ascendante de g. Montrer que a < b entraine a © ¥, g (autre-
ment dit ¥, g est le plus grand idéal de g contenu dans b). (Se ramener au cas ou £ est
algébriquement clos et remarquer que a est stable pour tout automorphisme élémentaire de
g; la relation a < b entraine alors que a est contenu dans toute sous-algébre de Cartan de g;
conclure au moyen de ’exerc. 15 du § 2.)

9 9) Soient g une algébre de Lie, b une sous-algébre de Cartan de g et x un élément de b.
Soit g = b @ g* la décomposition de Fitting (§ 1, n° 1) de g par rapport a b.

a) Soit n le plus grand sous-h-module semi-simple contenu dans g°(x) N g*. Montrer que
n = 0 si et seulement si g°(x) = b, i.e. si x est régulier dans g.

b) Montrer que b @ n est une sous-algébre de g. Si b’ est I'intersection de b avec le commu-
tant de n, montrer que b’ est un idéal de b @ n, qui contient Zb et x. En conclure (exerc. 8)
que b’ < Fp(b @ n), dolt x€ € (b @ n) ct x appartient & toute sous-algébre de Cartan
de b @ n.
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¢) Sinz# 0, b @ n n’est pas nilpotente et posséde une infinité de sous-algébres de Cartan
(§ 2, exerc. 10). En conclure que x appartient 2 une infinité de sous-algébres de Cartan de g.
d) Pour qu’un élément de g soit régulier, il faut ct il suffit qu’il appartienne 4 une sous-
algébre de Cartan et & une seule.

4 10) Soient g une algébre de Lie, x son radical, n son plus grand idéal nilpotent et a une de
ses sous-algebres de Levi.
a) On pose g = n 4+ Zg. Montrer que g° = n @ a. (Utiliser le fait que [g, x] est contenu
dans n.) Sig # 0,ona g # 0.
b) On suppose £ algébriquement clos. Soient (V)1 les quotients d’une suite de Jordan—
Holder du g-module g (pour la représentation adjointe). Si x € ¥, montrer gue xy, est une
homothétie et que xy, = 0 pour toutisi et seulement si x appartient 2 n. En déduire qu’un
¢élément y € g appartient 4 g’ si et seulement si Tr(yy,) = 0 pour toutie L.
¢) On note N le sous-espace vectoriel de g engendré par les éléments x tels que ad x soit
nilpotent. Montrer que N est une sous-aigebre de g (utiliser le fait que N est stable par
Aut,(g)). Montrer, en utilisant b), que Pona N < g'.
d) Soit b une sous-algébre de Cartan de g. On suppose qu’il existe une partie R de b*
telle que

g =5 ®D e b),

xeR

hypothése qui est en particulier vérifiée si £ est algébriquement clos. Montrer que N contient
alors les g*(b), 2b et n; en déduire que N contient g’, d’ou N = g".
¢) Sik est algébriquement clos et g % 0, g contient un élément x # 0 tel que ad x soit nil-
potent. (En effet, on a alors g" # 0.)

€ 11) Soient g une algebre de Lie, x son radical.

a) Soient s une sous-algébre de Levi de g, f une sous-algébre de Cartan de s. Montrer que ¢
est contenue dans une sous-algébre de Cartan b de g, somme de £ et d’une sous-algébre de x.
(Utiliser le § 2, th. 2, prop. 10 et cor. 2 du th. 1).

b) Soit b’ une sous-algébre de Cartan de g. Montrer qu’il existe une sous-algébre de Levi s
de g telle que H soit somme d’une sous-algébre de Cartan de s’ et d’une sous-algébre de 1.
(On peut choisir les sous-algebres s, £, b de a) de telle sorte que b + ¥ = b’ + x. Posons
a = b + ¥, qui est résoluble. D’aprés le th. 3, il existe x € ¥*(a) tel que ¢*%*h = b’. Alors
2% est un automorphisme spécial de g qui transforme s en la sous-algébre de Levi cher-
chée.)

¢) Soit 8 une sous-algébre de Levi de g. Soit b une sous-algébre de Cartan de g, somme
d’une sous-algébre de Cartan f de s et d’une sous-algébre {de x. Soit ¢ le commutant de £
dans x. Montrer que { est une sous-algébre de Cartan de ¢. (Pour x € £, ad; x est semi-simple,
mais ady x est nilpotent, donc [£, b] = 0. Sigecesttel que [y, [] < L onaly, b] < b donc
yebnr=1L)

d) Soient s une sous-algébre de Levi de g, t une sous-algébre de Cartan de s, ¢ le commu-
tant de £ dans x, | une sous-algébre de Cartan de ¢. Alors b = £ + { est une sous-algebre
de Cartan de g. (Soitx =y + z (y €8, z€ 1) un €élément du normalisateur 1t de b dans g.
Monirer que [y, f] < f, ot y €t et z€ u. Puis montrer que [z, ] € bnr < ¢, d’ou
[t, (¢, z]] = 0, d’ou [t, z] = O et zec. Enfin, [z, [] < [doh ze letxe).)

e) Soient s, #, ¢ comme dans d), et q = [g, r] le radical nilpotent de g. Soient x € q et u
Pautomorphisme spécial ¢*@*. Si u(f) < £ + ¢, on a x€¢. (Considérer la représentation
adjointe p de s dans g, et soit ¢; un supplémentaire de €**1q dans %*q stable pour p; soit p,
la sous-représentation de p définie par q;. Soit 5; = p;| &. Soient g; le commutant de f dans
q; et g7 un supplémentaire de q; dans q; stable pour o;. Soit x = x7 + &7 +--- 4 x, + x,
avec xj € qf, x; € q7. Raisonnant par I’absurde, supposons les x; non tous nuls et par exemple
K== ap.1=0,x5#0.8ihetonaulh) =k + {55, k] + y avecy € ¥7**q. Comme
u(h) €t + ¢, on obtient [x7, ] + ¥y € 4 + Gpe1 + -+ + dp, d’ou [&, 2] € qp, d’ou (&, x7] =
0. Alors xp = 0, ce qui est contradictoire.)
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f) Soit b une sous-algebre de Cartan de g. Alors b est, d’une maniére et d’une seule, somme
de b N r et d’une sous-algébre de Cartan d’une sous-algébre de Levi de g. (Pour P'unicité,
utiliser ¢) et le th. 5 de I, § 6, n° 8.) La sous-algébre de Levi en question n’est pas unique en

général.
g) Solent b une sous-algébre de Cartan de g, et t = g%°(b m x). Alors b est une sous-algébre
de Cartan de t. Ona g = t + x (utiliser une décomposition de Fitting pour la représenta-

tion adjointe de b N r dans g). L’algébre t M 1 est le radical de t et est nilpotente (utiliser
Pexerc. 5 du § 2).

k) On suppose £ algébriquement clos. Soit H une sous-algebre de Cartan de g. Il existe une
sous-algébre de Levi s de g telle que, pour tout A € b*, on ait

gh(h) = (6*(h) N 8) + (¢*(h) N x)-

(Avec les notations de g), prendre pour s une sous-algébre de Levi de t telle que b =
(b ns) + (brx);il en existe d’aprés b).)t

8 12) a) Soient g une algébre de Lie résoluble, et G un sous-groupe fini (resp. compact st
k = R ou C) de Aut(g). Montrer qu’il existe une sous-algébre de Cartan de g stable par G.
(Raisonner par récurrence sur dim g, et se ramener au cas ou g est extension d’une algebre
nilpotente g/n par un idéal commutatif n qui est un g/n-module simple non trivial (cf.
dém. du th. 3). Les sous-algébres de Cartan de g forment alors un espace affine attaché a n,
sur lequel G opére. Conclure par un argument de barycentre.)

b) Soient g une algebre de Lie résoluble, et s une sous-algeébre de Lie de Der(g). On suppose
que le s-module g est semi-simple. Montrer qu’il existe une sous-algébre de Cartan de g
stable par s. (Méme méthode.)

4 13) Soient g une algébre de Lie et G un sous-groupe fini de Aut(g). On suppose que G est
hyper-résoluble (A, 1, p. 139, exerc. 26). Montrer qu’il existe une sous-algébre de Cartan de g
stable par G.

(Raisonner par récurrence sur dim g. Se ramener, griace a Pexerc. 12, au cas ot g est
semi-simple. Si G # {1}, choisir un sous-groupe distingué¢ C de G cyclique d’ordre premier
(A, loc. ¢it.). La sous-algébre s formée des éléments invariants par C est réductive dans g
(§ 1, n°® 5), et distincte de g. Vu Phypothése de récurrence, s posséde une sous-algébre de
Cartan a stable par G. Onas # 0 (I, § 4, exerc. 21 ¢)), d’out a # 0. Le commutant 3 de a
dans g est distinct de g et stable par G; choisir une sous-algébre de Cartan b de 3 stable par
G, et montrer que b est une sous-algeébre de Cartan de g, cf. cor. a la prop. 3.)

Construire un groupe f{ini d’automorphismes de sl(2, G) qui soit isomorphe & 2, (donc
résoluble) et ne laisse stable aucune sous-algébre de Cartan.

14) *Montrer que toute représentation linéaire complexe (resp. réelle) irréductible d’un
groupe fini hyper-résoluble G est induite par une représentation de degré 1 (resp. de degré 1
ou 2) d’un sous-groupe de G. (Appliquer ’exerc. 13 aux algébres de Lie gl(n, C) et gl(n, R).) 4

15) On suppose £ algébriquement clos. Soient g une algébre de Lie, b une sous-algébre de
Cartan de g, et A une partie de g. On suppose que A est dense dans g (pour la topologie de
Zariski) et stable par Aut,(g). Montrer que A N b est dense dans b. (Soient X Padhérence de
ANnb,etU = b — X, Supposons U # @. Avec les notations du lemme 2, Pimage par F de
U x gh1(b) x ---x g*»(h) contient un ouvert non vide de g. Comme cette image est
contenue dans g — A, cela contredit le fait que A est dense dans g.)

16) Soient V un k-espace vectoriel de dimension finie, et g une sous-algébre de Lie de
6l(V). On se propose de montrer I'équivalence des trois propriétés suivantes:

(i) Les sous-algebres de Cartan de g sont commutatives et formées d’éléments semi-simples.
(ii) Tout élément régulier de g est semi-simple.

(iii) Les éléments semi-simples de g sont denses dans ¢ pour la topologie de Zariski.

! Pour plus de détails, cf. j. pixmier, Sous-algébres de Cartan et décompositions de Levi dans les
algébres de Lie, Trans. Royal Soc. Canada, t. L (1956), p. 17-21.
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a) Montrer que (i) = (31) = (iii).

b) Soit A Pensemble des éléments semi-simples de g. Montrer que A est stable par Aut,(g).
¢) Montrer que (iii) = (i). (Se ramener (App. I, exerc. 1,) au cas ol & est algébriquement
clos. Si b est une sous-algebre de Cartan de g, montrer, grice a ’exerc. 15, que AN b est
dense dans b; comme [x,y] = Osixe€ AN b,y € b, en déduire que b est commutative, d’oua
aussitot (i).)

d) On suppose que £ est R, G, ou un corps ultramétrique complet non discret de caractéristi-
que zéro. On munit g de la topologie définie par celle de k. Montrer que les propriétés (i),
(ii), (iii) sont équivalentes & la suivante:

(iv) Les éléments semi-simples de g sont denses dans g.

(On montrera que (iv) = (iii) et (i1) = (iv), cf. App. I, exerc. 4.)

17) On suppose k algébriquement clos. Soient g une algébre de Lie, b une sous-algébre de
Cartan, et A un sous-ensemble du centre de b. On note E; le sous-groupe de Aut(g) noté
E au n® 2. Montrer que, si s est un élément de Aut(g) tel que sA = A, il existe ¢ € E, tel que
th = bett| A = Id,; en particulier, on ats | A = s| A. (Soit a le commutant de A dans g;
comme b et sb sont des sous-algébres de Cartan de a, il existe 0 € E, tel que 0(sb) = b; on
choisira ¢ parmi les éléments de E; prolongeant 6.)

9 18) Soient g une algébre de Lie, b une sous-algébre de Cartan de g et Ug (resp. Ub)
I’algébre enveloppante de g (resp. b). Une forme lindaire ¢ sur Ug est dite cenirale si elle
s’annule sur [Ug, Ugl, i.e. si ¢(a.b) = ¢(b.a) pour tous a, b € Ug.
a) Soient x, y € g. On suppose qu’il existe s € Aut,(g) tel que s(x) = y. Montrer que I'on a
e(*") = 2(y")

pour tout z € N et pour toute forme linéaire centrale ¢ sur Ug.
b) Soit ¢ une forme linéaire centrale sur Ug dont la restriction 4 Ub est nulle. Montrer que
¢ = 0. (On peut supposer & algébriquement clos, Déduire de @) que 'on a alors ¢(x™) = 0
pour tout ne€ N et tout x € g régulier; utiliser un argument de densité pour supprimer
I'’hypothése de régularité.)
¢) Montrer que Ug = [Ug, Ug] + Ub.
d) Soit V un g-module semi-simple. Montrer que V est semi-simple comme b-module. En
particulier, on a V*(b) = V,(b) pour tout A € b*,
¢) Soit V’ un g-module semi-simple. On suppose que V et V’ sont isomorphes comme
b-modules. Montrer qu’ils sont isomorphes comme g-modules. (Si a € Ub, remarquer que
Tr(ay) = Tr(ay’). En déduire, grice 2 &), ou ¢), que Tr(xy) = Tr(xy") pour tout x € Ug,
et conclure grice a A, VIIL)

Si k est algébriquement clos, Phypothése « V et V' sont b-isomorphes » équivaut a dire que
dim V,(b) = dim Vj(b) pour tout A € b*.

§ 4
Les notations et hypothéses sont celles des n°® 1, 2, 3 du § 4.

1) On prend G = GL,(k), n = 0.

a) Montrer que r34(g) = n pour tout g€ G.

b) Montrer qu’un élément g € G est régulier si et seulement si son polyndme caractéristique
P,(T) = det(T — g) est séparable; ccla équivaut & dire que le discriminant (A, IV, §1,
n°® 10) de P,(T) est #0.

2) Construire un groupe de Lie G tel que la fonction 734 ne soit pas constante. (Prendre g
abélienne #0 et Ad non triviale.)

3) Soit (p;);e1 une famille dénombrable de représentations linéaires analytiques de G. Prouver
que les éléments de G qui sont réguliers pour toutes les p; forment une partie dense de G.
Construire un exemple montrant que ’hypothése de dénombrabilité ne peut pas étre
supprimée.
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4) On suppose que & = C et que G est connexe. Démontrer Iéquivalence des propriétés:
(1) G est nilpotent.

(ii) Tout élément 1 de G est régulier.

(Montrer d’abord que (ii) implique:

(i1)" Tout élément #0 de g est régulier.

Remarquer ensuite que, si g # 0, g contient des éléments x # 0, tels que ad x soit nilpotent,
cf. §3, exerc. 10. En déduire que g est nilpotente, d’ou (i).)

§5
1) Montrer que I’algébre de Lie résoluble considérée dans I, § 5, exerc. 6, n’est isomorphe 2
aucune algébre de Lie scindable.

2) Soit u (resp. v) un endomorphisme semi-simplc (resp. nilpotent) non nul de V. Alors
P’application Az v (A € k) est un isomorphisme de g = Au sur ¢’ = Av qui ne transforme
pas éléments semi-simples en éléments semi-simples.

3) Soit # un endomorphisme non semi-simple et non nilpotent de V. Alors g = ku est non
scindable, mais ad, g est scindable.

% 4) Soit g une sous-algébre de Lie scindable de gl(V). Soit q une sous-algébre de Lie de g
dont la représentation identique est semi-simple. Il existe a« € Aut,(g) tel que a(q) soit contenu
dans la sous-algébre m de la prop. 7. (Imiter la démonstration de la prop. 7 (ii).)

4 5) Soit g une sous-algébre de Lie de gl(V). On dit que g est algébrique si, quel que soit
x € g, les répliques de x (I, § 5, exerc. 14) appartiennent a g. Une telle algébre est scindable.
a) On note a(g) la plus petite sous-algebre algébrique de gi(V) contenant g. On a

a(g) = e(g) @ g

Donner un exemple ol a{g) et e(g) sont distincts (prendre V de dimension 2 et g de dimen-
sion 1).

b) Montrer que, si n est un idéal de g, n et a(n) sont des idéaux de a(g), et [a(g), a(n)]
[g, n] (imiter la démonstration de la prop. 4). En déduire que @la(g) = Digpouri = 1 et
®la(g) = €'g pouri = 2.

¢) Montrer que loute algebre de Lie formée d’éléments nilpotents est algébrique.t

% 6) Soient g une sous-algébre semi-simple de gl(V), T(V) = @ T*(V) PPalgebre tensorielle

de V, T(V)s ensemble des éléments de T(V) invariants par g (cf ITI, App.) et g Pensemble
des u € gl(V) tels que u.x = 0 pour tout x € T(V)8. On se propose de montrer que § = g.
a) Montrer que la représentation de g dans le dual V* de V est isomorphe a sa représentation
dans A P71V, ot p = dim V (utiliser le fait que g est contenue dans sl(V)). En déduire que
tout élément de T, ,, = T*(V) @ T"(V*) invariant par g est invariant par g, ct que g est
algébrique (exerc. 5).
b) Soit W un sous-espace vectoriel d’un T, .. On suppose W stable par g. Montrer que W
est stable par g (si ¢, ..., & est unc base de W, remarquer que e; A --- A ¢, est invariant
par g, donc par g).

En déduire que g est un idéal de g, et que g/g est commutative (cf. dém. de la prop. 4).
Onag=g x ¢ ou ¢ estle centre de g.
¢) Soit R la sous-algébre associative de gl(V) engendrée par 1 et g. Montrer que ¢ est
contenu dans le centre de R (remarquer que g est contenue dans le bicommutant de R,
qui est égala R). En déduire que les éléments de ¢ sont semi-simples.

* Pour plus de détails, cf. ¢. cHEVALLEY, Théorie des groupes de Lie, 1T, Groupes algébriques, chap.
11, § 14, Paris, Hermann, 1951.
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d) Soit x € ¢. Montrer que les répliques de x appartiennent 2 ¢ (I, § 5, exerc. 14). Montrer
que Tr(sx) = O pour tout s € g; en déduire que Tr(sx) = 0 pour tout s € g, donc que x est
nilpotent (loc. cit.).

¢) Montrer que ¢ = 0 et g = g en combinant ¢) et d).

7) Soit g une sous-algeébre de Lie de gl{V). Soient m, » deux entiers =0, W et W’ deux sous-

espaces vectoriels de TY(V) @ T*(V*) ou V* est le dual de V. On suppose que W < W et

que W et W’ sont stables par la représentation naturelle de g dans T™(V) ® T*(V*).

Montrer que W’ et W sont alors stables par ¢(g). Si ’on note r la représentation de e(g) dans

W/W’ ainsi obtenue, montrer que we(g) est Penveloppe scindable de =(g) (utiliser le th, 1).
En déduire que ad e(g) est I’enveloppe scindable de ad g dans gl(g).

8) Soient g une sous-algébre de Lie de gl{V) et b une sous-algébre de Cartan de g.
a) Montrer que e(g) = e(b) + Zg = e(b) + g.

(Remarquer que ¢(b) + Dg est scindable (cor. 1 au th. 1), contient g = b + 2g, et est
contenue dans e(g); c’est donc e(g).)
b) On ae(h) Mg = b (remarquer que e(b) N g est nilpotente).
¢) Soit x un élément du normalisateur de e(h) dans e(g). Montrer que x € e(h). (Ecrire
x =y + z,avecy €e(b), z€ g, cf. a); remarquer que [z, b] < e(b) N g = b, d’ou z€ b.)
d) Montrer que ¢(b) est une sous-algébre de Cartan de e(g).

9) Soit g une sous-algébre de Lie de gl(V). Montrer que les conditions (i), (i), (iii) de
I’exerc. 16 du § 3 sont équivalentes a: (v) g est scindable et a méme rang que g/ny(g). (Si b
est une sous-algebre de Cartan de g, la condition « g a méme rang que g/ny(g) » équivaut a
dire que b N ny(g) = 0, i.e. que b n’a pas d’élément nilpotent #0 (cf. § 2, exerc. 14). En
déduire ’équivalence de (i) et de (v).)

10) Soient £” une extension de k et g” une &’-sous-algébre de Lie de

SV @ k) = gl(V) @ K.
a) Montrer qu’ll existe une plus petite sous-algébre de Lie g de gl(V) telle que g @, &
contienne g’.
5) On suppose &’ algébriquement clos et on note G le groupe des k-automorphismes de £’;
ce groupe opere de fagon naturelle sur V &, . Montrer que g & £ est la sous-algébre de
Lie engendrée par les conjuguées de g’ par G (utiliser le fait que le corps des invariants de G
dans & est k).
¢) Montrer que g est scindable si g” I’est. (Se ramener au cas ol &’ est algébriquement clos,
et utiliser 5) ainsi que les cor. 1 et 3 du th. 1.)

€ 11) Exceptionnellement, on suppose dans cet exercice que k est un corps parfait de carac-
téristique p > 0.

Soit g une p-algebre de Lie (I, § 1, exerc. 20). Si x € g, on note {x)> la plus petite p-sous-
algebre de Lie contenant x. Elle est commutative et engendrée comme k-espace vectoriel par
les x?' o1 i = 0, 1,.... On dit que x est nilpotent (vesp. semi-simple) si la p-application de (x>
est nilpotente (resp. bijective).

a) Montrer que 'on peut décomposer x de maniére unique sous la forme x = s + n,
avec s, n € {x), s semi-simple et n nilpotent (appliquer I’exerc. 23 de I, § 1). Si f est un
p-homomorphisme de g dans gl(V), f(s) et f(n) sont les composantes semi-simple et nil-
potente de 'endomorphisme f(x); ceci s’applique notamment 4 f = ad.

b) Une sous-algébre de g est dite scindable si elle contient les composantes semi-simples et
nilpotentes de ses éléments. Montrer que, si b et ¢ sont des sous-espaces vectoriels de g,
tels que b < ¢, ’ensemble des x € g tels que [x, ¢] < b est scindable (méme démonstration
que pour la prop. 3); en particulier, toute sous-algébre de Cartan de g est scindable.

¢) Soit t une sous-algébre commutative de g formée d’éléments semi-simples, et maximale
pour cette propriété. Soit b le commutant de t dans g. Soit x€ b, et soit x = s + n sa
décomposition canonique; comme b est scindable (cf. b)), on a s, n € b. Montrer que la sous-
algébre engendrée par t et s est commutative et formée d’éléments semi-simples, donc
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coincide avec t. En déduire que adyx = adyz est nilpotent, donc que b est nilpotente.
Comme b = g°(h), b est une sous-algebre de Cartan de g (§ 2, prop. 4).
En particulier, toute p-algébre de Lie sur un corps fini posséde une sous-algébre de

Cartan.!

Appendice 1

On note V un espace vectoriel de dimension finie sur k.

1) Soit &’ une extension de £, ct soit Vi = V @, &’. Montrer que la topologie de Zariski
de Vg, induit sur V la topologie de Zariski de V, et que V est dense dans V.

2) On suppose que V est produit de deux espaces vectoriels V; et V.

a) La topologic de Zariski de V est plus fine que la topologie produit des topologies de
Zariski de V, et de V;; elle est strictement plus fine si V; # 0 et Vo, # 0.

b) Si A; (resp. Ap) est une partie de V; (resp. V), Padhérence de A; x A; est le produit
des adhérences de A; et As.

3) On suppose £ algébriquement clos. Soient A et B deux parties fermées de V, et a (resp.

b) Pensemble des f € Ay qui s’annulent sur A (resp. B). Prouver I’équivalence des propriétés

sulvantes:

(i) AnB=09.

(i) a + b = Ay.

(iii) Il existe une fonction polynomiale f sur V qui est égale 4 1 sur A et 2 0 sur B.
(Utiliser le théoréme des zéros de Hilbert (AC, V, § 3, n° 3) pour prouver que (i) = (ii).)

4) On suppose que k est un corps valué complet non discret. On note I (resp. &) la topo-
logie d’espace de Banach de V (resp. sa topologic de Zariski).

a) Montrer que J est plus fine que 2 (et méme strictement plus fine si V # 0).

by Montrer que tout Z’-ouvert non vide de V est J -dense.

Appendice 11

4 1) Soient X un espace topologique localement connexe, ¥(X) Pespace des fonctions
continues réelles sur X, et 4 un entier =0. Soit F € ¥(X)[T] un polyndme unitaire de degré
d a coeflicients dans (X):
F=T¢+ T 1f 4ot fo, Jfie €(X).
On identifie F 4 une fonction sur R x X, en posant
Flt,x) =t + 972 (%) +---+ fu(x) si teR, xeX.

Soit A € 4(X) le discriminant du polynéme F (A, IV, § 1, n° 10).

Si U est un ouvert de X, on note Zy ’ensemble des (4, x), avecie R et x € U, tels que
F(t, x) = 0; c’est une partie fermée de R x U.
a) Montrer que la projection pry: Zy — U est propre (TG, [, § 10).
b) On suppose que U est connexe et que A(x) # 0 pour tout x € U. Montrer que Zy — U
est un revétement de U (TG, XI) de degré <d, et que le nombre de composantes connexes de
R x U=Zyest <d + 1.
¢) Soit X’ I’ensemble des points de X en lesquels A est #0. On suppose X’ dense dans X.
On note &7 (resp. #) ’ensemble des composantes connexes de X’ (resp. de R x X = Zyg).
Montrer que

Card(®) < (d + 1) Card(«) (utiliser b)).

! Pour plus de détails, cf. ¢. B. seLioman, Modular Lie Algebras, chap. V, § 7, Springer-Verlag, 1967.
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d) On suppose X connexe, et d = 1. Montrer que
Card(#) < 1 + d Card(o).

4 2) Soient V un espace vectoriel réel de dimension finie n, et F une fonction polynomiale
sur V de degré 4. Soit V’ I’ensemble des points de V en lesquels F # 0. Montrer que les
composantes connexes de V' sont en nombre fini, et que ce nombre est borné par une con-
stante ne dépendant que de 2 et de d. (Raisonner par récurrence sur n. Se ramener au cas ol
F est sans facteurs multiples, et montrer que 'on peut décomposer V sous la forme R x X
de telle sorte que les résultats de Pexerc. | soient applicables a F.)?

1 Pour d’autres résultats dans la méme direction, cf. §. MmiLNOR, On the Betti numbers of real varieties,
Proc. Amer. Math. Soc., t. XV (1964), p. 275-280.



CHAPITRE VIII

ALGEBRES DE LIE
SEMI-SIMPLES DEPLOYELEES

Doans ce chapitre, k désigne un corps commutatif de caractéristique 0. Sauf mention du
contraire, par « espace vectoriel », on entend « espace vectoriel sur k »; de méme pour « algébres
de Lie», eic.

§ 1. L’algébre de Lie si(2, £) et ses représentations
1. Base canonique de sl(2, k)

Lemme 1. — Sotent A une algébre associative sur k, H et X des éléments de A tels que
[H, X] = 2X.

(i) Ona [H, X" = 2nX™ pour tout entier n > 0.

(i) ST Z est un élément de A tel que [Z, X1 = H, alors, pour tout entier n > 0,

[Z, X" = aX"Y(H + n — 1) = n(H — n + )X,

L’application T — [H, T} de A dans A est une dérivation, ce qui entraine
(1). On a, sous les hypothéses de (ii),
[Z, X"] = Z XHX
i+j=n~1
= Z (X'X'H + X'2X)
itj=n-1

) E ) (i il
2

=aX""YH +n - 1).
D’autre part, X*» " *(H +n — 1) = (H — n + 1)X*~! d’apres (i). C.Q.F.D.

Rappelons qu’on note (2, k) Palgébre de Lie constituée par les matrices
carrées d’ordre 2, de trace nulle, a coeflicients dans £. Cette algébre de Lie est
simple de dimension 3 (I, § 6, n° 7, exemple). On appelle base canonique de
sl(2, k) 1a base (X,, X_, H) ou

S R RE R
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On a
(1) [,X,]=2X, [HX]=-2X  [X,X]=-A&

Comme la représentation identique de sl(2, k) est injective, H est un élément
semi-simple de sl(2, k) et X, X_ sont des éléments niipotents de sl(2, £) (I, § 6,
n° 3, th. 3). D’apres VII, § 2, n° 1, exemple 4, £H est une sous-algébre de Cartan
de s1(2, £). L’application U+> —!U est un automorphisme involutif de l'algébre
de Lie s1(2, k), appelé tnvolution canonique de s1(2, k) ; elle transforme (X, X_, H)
en (X_,X,, —H).

Lemme 2. — Dans Ualgébre enveloppante de 12, k), on a, pour tout entier n > 0,
[H, X1] = 2nX7% [H,X"] = —2nX"
ety sin > 0,
X, X} ] =nX} " H+n—1)=nH—-n+ 1)X}"?
Xy X2l =nX2" Y ~H+n—-1)=n(-H—n+ DX*"L

Les premiére et troisiéme relations résultent du lemme 1. Les autres s’en
déduisent en utilisant I'involution canonique de sl(2, £).

2. Eléments primitifs des si(2, £)-modules

Soit E un si(2, £)-module. Si 4 €¢l(2, k) et x € E, on écrira souvent Ax au lieu
de Agx. Soit A € £. Par abus de langage, si fix = Ax, on dit que x est un élément
de poids » de E, ou que A est le poids de x. Si E est de dimension finie, Hg est semi-
simple, donc Pensemble des éléments de poids A est le sous-espace primaire de E
relativement & Hy et A (cf. VII, § 1, n° 1).

Lemme 3. — St x est un élément de poids X, alors X  x est un élément de poids » + 2 et
X _x est un élément de poids x — 2.

Eneffet,ona HX ;x = [H, X, Jx + X, Hx = 2X x + X, 2 = (A + 2) X x,
et de méme HX _x = (A — 2)X_x (cf. aussi VII, § 1, n° 3, prop. 10 (ii)).

DErFintTioN 1. — Soit E un sl(2, k)-module. Un élément de & est dit primitif s'ul est
vecteur propre non nul de Hy, et s’il appartient au noyau de X | .

Pour qu’'un élément non nul ¢ de E soit primitif, il faut et il suffit que ke soit
stable par I’action de AH + kX, ; cela résulte par exemple du lemme 3.

Exemples. — L’élément X, est primitif de poids 2 pour la représentation adjointe de
sl(2, k). L’&ément (1, 0) de &2 est primitif de poids 1 pour la représentation identique
de sl(2, k) dans &2,
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Lemme 4. — Sott E un sl(2, k)-module non nul de dimension finie. Alors E posséde des
éléments primitafs.

Puisque X, est un élément nilpotent de sl(2, k), X, ; est nilpotent. Supposons
X7t # 0et X7y = 0. D’aprés le lemme 2, on a

m(Hy — m + )XT5" = [X_g XTe] = 0,

et par suite les éléments de X7~ (E) — {0} sont primitifs.

Prorosition 1. — Soient E un s1(2, k)-module, ¢ un élément primitif de E de poids A,

(=1) X"e pourn > O, ete_; =0.0na

n!
{ He, = (A — 2n)e,

Posons e, =

(2)

X—en = _(n + l)en-l-l
X,ep =(n—n+ e, ;.

La premiére formule résulte du lemme 3, la seconde de la définition des e¢,.
Démontrons la troisitme par récurrence sur n. Elle est vérifiée pour n = 0
puisque ey = 0. Sin > 0, on a

nX+en = _X+X—~en—1 = _[X+J X—-]en-—l - X—X+en—1
=Hey 1 — X (A—n+ey o=A=-22+4+2+(n~- 1D —-n+2))e,_
=nh —n+ De,_1.

COROLLAIRE, — Le sous-module de E engendré par e est le sous-espace vectoriel engendré
par les ¢,.
Cela résulte des formules (2).

Lesentiersz > 0 telsquee, # O constituent un intervalle de N, et les éléments
¢, correspondants forment une base sur £ du sous-module engendré par ¢ (ils sont
en effet linéairement indépendants puisque ce sont des éléments non nuls de poids
distincts). Cette base sera dite associée a I’élément primitif e.

ProrosiTioN 2. — 87 le sous-module NV de Y. engendré par Iélément primitif e est de
dimension finie, alors:

(1) le poids X\ de ¢ est entier et égal 4 dim'V — 1;

(i1) (eg, €15 - - -5 €5) est une base de V, et ¢, = O pour n > 1;

(111} les valeurs propres de Hy sont h, x — 2, A — 4, ..., —&; elles sont toutes de
multiplicité 1 :

(iv) tout élément primitif de V est proportionnel é e;

(v) le commutant du module V est réduit aux scalaires; en particulier, V est absolu-
ment simple.

Soit m le plus grand entier tel quee, # 0. On a 0 = X ¢, ,, = (A — m)e,,
donc A = m; comme (e, ¢y, ..., €,) est une base de V, cela prouve (i) et (ii).
L’assertion (iii) résulte de 1’égalité He, = (A — 2n)e,. On a X, e, # 0 pour
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1 € n < m, d’ot (iv). Soit ¢ un élément du commutant du module V. On a
Hele) = cH(e) = »e(e), donc il existe u € k tel que c(e) = pe; alors

cX% = X% = pX%

pour tout ¢ > 0, d’ott ¢ = 1.1, ce qui prouve (v).

COROLLAIRE. — Soit E un sl(2, k)-module de dimension finie.

(i) Lendomorphisme Hy est diagonalisable et ses valeurs propres sont des entiers rationnels.

(i1) Pour tout p € Z, soit B, le sous-espace propre de Hy, relatif a la valeur propre p.
Soit i un entier >0. Lapplication X' 5|E,: B, — E,_o; est injective pour i < p,
bijective pour i = p, surjective pour i > p. Lapplication X', 5|E_,: E_, —>E_, o est
injective pour 1 < p, bijective pour i = p, surjective pour ¢ > p.

(iii) La longueur de E est égale ¢ dim Ker X,y et @ dim Ker X_g.

(iv) Soit E" (resp. E") la somme des B, pour p pair (vesp. impair). Alors E' (resp.
E") est la somme des sous-modules simples de B de dimension impaire (resp. paire}; on a
E = ¥ @ E". La longueur de E' est dim E,, celle de E” est dim E,.

(v) OnaKer X, ;nImX,, < Z E,,eeKer X_ynImX g < Z E,.

p>0 p<0
Si E est simple, E est engendré par un élément primitif (lemme 4), et il

suffit d’appliquer le prop. 1 et 2. Le cas général en résulte puisque tout sl(2, k)-
module de dimension finie est semi-simple.

3. Les modules simples V(m)

Soit (u, 2) la base canonique de £2. Pour la représentation identique de sl(2, k),
on a

It

X,u=0 Hy =u X u= —v
X,v=u Hy = —v X_v=0.

Considérons P'algeébre symétrique S(k%) de £2 (A, III, p. 67). Les éléments de
s1(2, k) se prolongent de maniére unique en dérivations de S(4%), ce qui munit
S{£2) d’une structure de sl(2, k)-module (I, § 3, n® 2). Soit V(m) 'ensemble des
éléments de S(£2) homogenes de degré m. Alors V(m) est un sous-s!(2, £)-module
de S(k?) de dimension m + 1, puissance symétrique m-¢me de V(1) = 42 (I1I,
App.). Sim, n sont des entiers tels que 0 < n < m, posons

£ = (7:)14’"“”0” e V(m).

ProrosirionN 3. — Pour tout entier m = 0, V(m) est un sl(2, k)-module absolument
simple. Dans ce module, ¢ = u™ est primutif de poids m.

On a X, u™ = 0 et Hy™ = mu™, donc u™ est primitif de poids m. Le sous-
module de V(m) engendré par u™ est de dimension m -+ 1 (prop. 2 (i)) donc est
égal & V(m). D’aprées la prop. 2 (v), V(m) est absolument simple.
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TutoriMe 1. — Tout sl(2, k)-module simple de dimension finie n est isomorphe
Vin — 1). Tout sl(2, k)-module de dimension finte est somme directe de sous-modules
isomorphes @ des modules V (m).

Cela résulte du lemme 4 et des prop. 1, 2, 3.

Remarques. — 1) La représentation adjointe de s{(2, £) définit sur s((2, k) une
structure de sl(2, k)-module simple. Ce module est isomorphe a4 V(2) par un
isomorphisme qui transforme #% en X, , 2uven —H, v en X _.

2) Pourn > Oetm > n,on a

m
X = —(n = (et = o DA
Par suite, (¢J7, ¢, .. ., en”) est la base de V(m) associée a I'élément primitif J™.
3) Soit @ la forme bilinéaire sur V(m) telle que

D, 6Py = 0 si n+n #=m
o, o) = ({7

Six=au+ bvety=cu+ do, on a ®(™ y™) = (ad — be)™ On vérifie alors
facilement que @ est invariante, et que @ est symétrique pour m pair, alternée
pour m impair.

ProrosirioN 4. — Soient B un si(2, k)-module de dimension finie, m un eniier >0,
P,, Pensemble des éléments primitifs de poids m. Soit L I espace vectoriel des homomorphismes
du s\(2, k)-module V (m) dans le s(2, k)-module E.. L’ application f— f(u™) de L dans E
est linéaire injective, et son image est P,, U {0}.

Ceite application est évidemment linéaire, et elle est injective puisque u™
engendre le s1(2, £}-module V(m). Si fe L, on a

X (fw™) = f(Xum) =0,  H(f(u") = f(Hu") = mf(u")
donc f(u™) € P, U {0}. Soient ¢€ P, V le sous-module de E engendré par e.
D’apres la prop. 1, il existe un isomorphisme du module V(m) sur le module V
qui transforme u™ en e. Donc L(u™) = P, U {0}.

COROLLAIRE. — La composanie tsotyprque de type V(m) de E a pour longueur

dim (P, U {0}).

4. Représentations linéaires du groupe SL(2, f)

Rappelons (A, III, p. 104) qu’on désigne par SL(2, k) le groupe des matrices
carrées d’ordre 2 a cocflicients dans £ dont le déterminant est égal a 1. Six esl(2,k)
est nilpotent, on a x2 = 0 (A VIIL, §5, cor. 3 de la prop. 5) et & =1 4 x€
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SL(2, £). Si E est un espace vectoriel de dimension finie et si p est une représenta-
tion linéaire de si(2, £) dans E, alors p(x) est nilpotent donc ¢ est défini (I, § 6,
n° 3).

DérintTion 2. — Soient B un espace vectoriel de dimension finie, et o (resp. =) une
représentation linéaire de s\(2, k) (resp. SL(2, k)) dans E. On dit que p et = sont com-
patibles si, pour tout dlément nilpotent x de s\(2, k), on a w(e*) = &,

Autrement dit, p et = sont compatibles si, pour tout élément mlpotent x de s1(2, k),
la restriction de o @ kx est compatible avec la restriction de w au groupe 1 + kx (VII, § 3,
n® 1).

Si p et 7 sont compatibles, les représentations duales, puissances tensorielles
m-¢mes, puissances symétriques m-emes de p et © respectivement sont compatibles
(VII, § 5,n°4, lemme 1 (i) et (i1)). Il en est de méme des représentations induites
par p et  sur un sous-espace vectoriel stable par p et = (loc. cit.).

En particulier, la représentation g, de sl(2, £) dans V{m) (n° 3) est compatible
avec la puissance symétrique m-éme 7, de la représentation identique m; de

SL(2, k). En posant comme plus haut " = (:’;)u’"‘”vn, ona

3 T, (s)er = ") (suym = (s0)
n
pour seSL(2, k) et 0 < n < m.

TuEoREME 2. — Soit p une représentation linéaire de s1(2, k) dans un espace vectoriel E
de dimension finze.

(i) 1l existe une représentation lLindaire 7 de SL(2, k) dans E et une seule qui sott
compatible avec p.

(i1) Pour qu’un sous-espace vectoriel ¥ de E soit stable par w, il faut et il suffit qu’il soit
stable par o.

(iii) Soit x € E. Pour que w(s)x = x quel que soit s € SL(2, k), ol faut et il suffit
que x soit invariant par p (¢'est-d-dire que p{a)x = O pour tout a € sl(2, k)).

L’existence de = résulte de ce qui précede et du th. 1. On sait d’autre part
que le groupe SL(2, k) est engendré par les éléments de la forme

1 ¢ 1 O
tX, —tX_ _
‘ (0 1) ‘ (t 1)

outek (A, III, p. 104, prop. 17). Cela prouve I'unicité de =.
Les assertions (ii) et (1ii) résultent de ce qu’on vient de dire et de VII, § 3,

n° 1, lemme 1 (1). C.Q.F.D.

Tout sl(2, k)-module de dimension finie est ainsi muni canoniquement d’une
structure de SL(2, £)-module, qui est dite associée 4 sa structure de si(2, £)-module.

Remarque. — Lorsque £ est R ou G ou un corps ultramétrique complet non discret,
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sl(2, k) est Palgébre de Liec de SL(2, k). Soient ¢ et © comme dans le th. 2.
L’homomorphisme = est un homomorphisme de groupes de Lie de SL(2, k) dans
GL(E): c’est clair lorsque E = V(m) et le cas général en résulte, vu le th. 1.
Dlaprés VIIL, §3, n° 1, on a o(X,) = L{n){X,), p(X_) = L(x)(X_.). Donc
p = L{x) (pour une réciproque, voir exerc. 18).

Prorosition 5. — Soient E, F des (2, k)-modules de dimension finie, ¢l f € Hom,(E, F).
Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) f est un homomorphisme de o(2, k)-modules;

(ii) f est un homomorphisme de SL(2, k)-modules.

La condition (i) signifie que f est un élément invariant du si(2, £)-module
Hom,(E, F), et la condition (ii) signifie que f est un élément invariant du
SL(2, k)-module Hom,(E, F). Comme ces structures de modules sont associées
d’aprés VII, § 5, n® 4, lemme 1 (iii), la proposition résulte du th. 2 (iii).

DEérinttion 3. — On appelle représentation adjointe du groupe SL(2, k) la représentation
linéaire Ad de SL(2, k) dans #l(2, k) définie par

Ad(s).a = sas™?
pour tout a € ol(2, k) et tout s € SL(2, k).

Lorsque £ est R ou € ou un corps ultramétrique complet non discret, on retrouve la
déf. 7 de II1, § 3, n°® 12 (cf. loc. cit., prop. 49).

D’apres VII, § 5, n° 4, lemme 1 (i) et (ii1), les représentations adjointes de
sl(2, k) et SL(2, k) sont compatibles. D’aprés VII, § 3, n° 1, remarque 2, on a
Ad(SL(2, £)) = Aut,(sl(2, k)).

5. Quelques éléments de SL(2, k)

Pour tout ¢ € k*, on pose

O(t) = X tTIX_ X,

1 ¢ 1 O/l ¢
0 1/\—¢1 1]\ 1
_(0 t)

T\=-t1 0

-1 -1
N ARS S SUFLLS S

i

Avec les notations du n° 3, on a

0t)u = —t~ ' O(t)o = tu
donc
4) 0(8)el” = (—1)m—mg2n-mlm
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Par suite, I’élément ()% = (0—1 _?) opere par (—1)™ sur V(m). Si E est un

sl(2, k)-module simple de dimension impaire, 6(¢)g est donc un automorphisme
involutif de Pespace vectoriel E. En particulier, prenant pour E le module de
la représentation adjointe, on a:

(5) 0)eX, = t72X_  B(t)eX_ =2X, 0()gH = —H

de sorte que 0(1); = 0(—1)g est P'involution canonique de (2, £).
Pour tout ¢ € k*, on pose

W) = (o -a) = 008(-D).
On a h(tyu = u, h(t)v = t~'v, donc

(6) R{£)eM = gm—2mglm,

ProrosiTioN 6. — Soient ¥ un sl(2, k)-module de dimension finie, et t € k*. Soit E,
Lensemble des éléments de ¥, de poids p.

(1) 8(t)g|E, est une bijection de E, sur E_ .

(i1) h(t)g|E, est I'homothétie de rapport t* dans E,.

Si E = V{(n), la proposition résulte des formules (4) et (6). Le cas général en
résulte grace au th. 1.

CorOLLAIRE. — Suit £ = E’ @ E” la décomposition de E définie dans le corollaire @ la
prop. 2. L élément (— (1) _(1)) de SL(2, k) opére par + 1 sur E' et par — 1 sur E”.
Cela résulte de (ii), appliqué & £ = —1.

§ 2. Systéme de racines d’une algébre de Lie semi-simple déployée
1. Algébres de Lie semi-simples déployées

DériniTioN 1. — Soit ¢ une algébre de Lie semi-simple. Une sous-algébre de Cartan b
de g est dite déployante si, pour tout x € b, ad, x est trigonalisable. On dit qu’une algébre
de Lie semi-simple est déployable si elle posséde une sous-algébre de Carian déployante. On
appelle algébre de Lie semi-simple déployée un couple (g, b) ou g est une algébre de Lie
semi-simple et ou b est une sous-algébre de Cartan déployante de g.

Remarques. — 1) Soient g une algébre de Lie semi-simple, b une sous-algtbre de
Cartan de g. Pour tout x € b, ad_ x est semi-simple (VII, § 2, n° 4, th. 2). Dire que
b est déployante signifie donc que, pour tout x € b, ad, x est diagonalisable.
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2) Si £ est algébriquement clos, toute algébre de Lie semi-simple g est
déployable, et toute sous-algébre de Cartan de g est déployante. Lorsque £ n’est
pas algébriquement clos, il existe des algébres de Lie semi-simples non déploya-
bles (exerc. 2a)); de plus, si g est déployable, il peut exister des sous-algébres de
Cartan de g qui ne sont pas déployantes (exerc. 25)).

3) Soient g une algebre de Lie semi-simple, b une sous-algeébre de Cartan de
g, p une représentation injective de g de dimension finie telle que p(b) soit diagona-
lisable. Alors, pour tout x € b, ad, x est diagonalisable (VII, § 2, n° 1, exemple 2),
donc b est déployante.

4) On verra (§ 3, n° 3, cor. de la prop. 10) que si b, b’ sont des sous-algebres
de Cartan déployantes de g, il existe un automorphisme élémentaire de g trans-
formant b en b’.

5) Soit g une algébre de Lie réductive. Ona g = ¢ x s ol ¢ est le centre de g
et oll s = g est semi-simple. Les sous-algébres de Cartan de g sont les sous-
algebres de la forme b = ¢ x b’ ol1 b est une sous-algébre de Cartan de s (VII,
§ 2, n° 1, prop. 2). On dit que b est déployante si b” est déployante relativement &
5. On en déduit de maniere évidente la définition des algébres réductives déploya-
bles ou déployées.

2. Racines d’une algébre de Lie semi-simple déployée

Dans ce numéro, on désigne par (8, b) une algébre de Lie semi-simple déployée.

Pour tout x € b*, on note g*(b), ou simplement g*, le sous-cspace primaire de g
relatif a ) (cf. VIL, § 1, n°3). Onrappelle que ¢® = b (VIL, § 2, n° 1, prop. 4), que
¢ est somme directe des ¢* (VIL, § 1, n° 3, prop. 8 et 9), que ¢* est Pensemble des
xeg tels que [4, x] = AA)x pour tout £eb (VII, §2, n° 4, cor. 1 du th. 2}, et
qu’on appelle poids de b dans g les formes linéaires A sur b telles que g* # 0 (VII,
§1,n°1).

DErINITION 2. — On appelle racine de (g, ) un poids non nul de b dans g.

On note R(g, §), ou simplement R, Pensemble des racines de (g, §). On a

s=b®DD g~
xeR
Provosition 1. — Soient o, 3 des racines de (g, ) et {. , . une forme bilinéaire syméiri-

que nvariante non dégénérée sur ¢ (par exemple la forme de Killing de ).

(1) St o + B 5 0, g* et 6P sont orthogonaux. La restriction de {. , .> d ¢* x g~ % est
non dégénérée. La restriction de {. , .> a4 b est non dégénérée.

(i) Sotent xeg* yecg  etheh. Onalx,ylehet

</1, [x:y]> = “(h)<x7 y>°
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L’assertion (i) est un cas particulier de la prop. 10 (ii) de VII, § 1, n° 3.
Sixeg*,yeg ®etheb,onallxy]l e =0h, et

</Z: [xay]> = <[}l) x]ay> = <°<(}l)X,y> = “(h)<x,y>

THEOREME 1. — Soit o une racine de (g, b).

(i) L’espace vectoriel ¢* est de dimension 1.

(1) Le sous-espace vectoriel b, = g%, g~%] de b est de dimension 1. Il contient un
élément H, et un seul tel que w{H,) = 2.

(ii1) Le sous-espace vectoriel s, = by, + ¢ + 6~* est une sous-algébre de Lie de g.

(iv) St X, est un élément non nul de o, il existe un X_, €g~% et un seul tel que
[Xo, X_o] = — H,. Soit ¢ lapplication linéaire de s8(2, k) dans g qut transforme X . en
X,, X_en X_, H en H,; alors ¢ est un isomorphisme de Ualgébre de Lie s1(2, k) sur
Palgébre de Lie s,

a) Soit A, 'unique élément de b tel que «(h) = <k, k) pour tout Leb.
D’apres 1a prop. 1, on a [x, y] = <{x, y>h, quels que soient x € g%, y € ¢ ~%; d’autre
part (g% ¢7%> # 0. Donc b, = [¢% ¢7%] = khy.

b) Choisissons x € g%, y € g~ % tels que {x,y> = 1, &’ou [x, y] = A, Rappelons
que [hy, x] = a(ly)x, [hy, y] = —a(ly)y. Sia(h,) = 0, onvoit que kx + ky + kh,
est une sous-algeébre nilpotente t de g; comme A, € [t, t], ad, £, est nilpotent
(I, §5, n® 3, th. 1), ce qui est absurde puisque ad, %, est semi-simple non nul.
Donc «(%,) # 0. 11 existe donc un H, € b, et un seul tel que «(f,) = 2, ce qui
achéve la démonstration de (ii).

¢) Choisissons un ¢élément non nul X, de g% Il existe X_, g% tel que
[Xe X o) = —H, (car [X,, 67%] = b, d’apres 4)). Alors

[Hw Xot] = o‘(Hot)Xoc = 2Xoc: [Hw X—a] = _“(Hot)X—oc = _2X—w
[Xw X—-oc] = —H,;

donc kX, + kEX_, + kH, est une sous-algebre de g et 'application linéaire ¢
de sl(2, k) sur kX, + kX _, + kH, telle que o(X,) = X, o(X.) = X_,,
¢(H) = H, est un isomorphisme d’algébres de Lie.

d) Supposons dim g* > 1. Soit y un élément non nul de ¢=* Il existe un
élément non nul X, de g, tel que {y, X,> = 0. Choisissons X_, comme dans ¢),
et considérons la représentation p: u+> ad, o(u) de sl(2, k) dans g. On a

P(H)!/ = [CP(H)5 _7/] = [Hw y] = '—2.7/
P(X+)y = [<P(X+),y] = [wa] = <wa>ka = 0.
Ainsi, y est primitif pour p, de poids —2, ce qui contredit la prop. 2du § 1, n° 2.
On a donc prouvé (i).

¢) L’assertion (iii) est maintenant conséquence de ¢). D’autre part, si X,
est un €lément non nul de g%, I'élément X_, construit en ¢) est 'unique élément
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de g~ * tel que [X,, X_,] = —H, puisque dim ¢~* = 1. La derniére assertion de
(iv) est conséquence de ¢). C.Q.F.D.

Les notations by, H,, s, seront conservées dans toute la suite. (Pour définir 4., on
choisit (. , .> égale a la forme de Killing.) Si X, est un élément non nul de g%,
Pisomorphisme ¢ du th. 1 et la représentation u — ad, ¢(u) de s((2, k) dans g
seront dits associés a X,.

CoRrOLLAIRE. — Soit @ la forme de Killing de . Quels que sowent a, b € b, on a

®(a, b) = YZRY(a)Y(b)-

En effet, ad 2.ad b laisse stable chaque gY, et sa restriction a g¥ est ’homo-
thétie de rapport v(a)y(d); si ¥y # 0, on a dimg* = 1.

Prorosrrion 2. — Soient o, B € R.

(1) OnaB(H,) eZ.

(i) St © désigne la_forme de Killing de g, on a ®(H,, H;) € Z.

Soient X, un élément non nul de g%, et p la représentation de sl(2, £) dans g
associée a4 X,. Les valeurs propres de p(H) sont 0 et les B(#,) pour B € R. Alors
(1) résulte du § 1, n° 2, cor. de la prop. 2. L’assertion (ii) résulte de (i) et du cor.
du th. 1. C.Q.F.D.

Soient « € R, X, un ¢élément non nul de ¢*, X_, I'élément de g~ tel que
[Xy, X_o] = —H,, et p la représentation de sl(2, k) dans g associée & X,. Soit =
la représentation de SL(2, £) dans g compatible avec p (§ 1, n° 4, th. 2). Comme
ad X, est nilpotent (VIIL, § 1, n° 3, prop. 10(iv)), n(eX+) = ¢34%a est un automor-
phisme élémentaire de g. De méme, w(e¥-) = ¢*3%-« est un automorphisme
élémentaire de g. Donc n(SL(2, k)) < Aut,(g). Introduisons la notation 9(¢) du
§ 1, n° 5. Posons, pour tout ¢ € k¥,

(1) 0,(2) = (0(f)) = ¢atXe QA LTIX _ ad 1X,

Lemme 1. — (1) Pour tout ke b, on a 0,(t) .k = b — a(h)H,.

(11) Pour tout B € R, on a 0,(t)(gP) = g8 BUHI%,

(iii) 7 «, B R, alors p — p(H, e R.

Soit 2eb. Si alh) =0, on a [X,h] =[X_, k] =0, donc 0,(t).h = h.
D’autre part, les formules (5) du § 1, n® 5, prouvent que 0,(¢).H, = —H,.
Cela prouve Passertion (i). On en déduit que 0,(¢)2|{6 = Id.Sixeg®etheh,ona

(2, 8.(0)%] = 06(8) - [9a(t), x] = B(O.(1)R). B (8)x
(B(r) — a(R)B(H,))- 0. (1)
= (B — P(HL)o)(h). 0y(2)x

donc 0,(f)x € gP~8¥H®, Cela prouve (ii). L’assertion (iii) résulte de (ii).

I

If
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TutoriME 2. — (1) L’ensemble R = R(g, b) est un systéme de racines réduit dans b*.

(1) Soit o € R. L’application s, g2 M~ r — AH, ) de b* dans b* est Punique
réflexton s de b* telle que s(x) = —a et s(R) = R. Quel que soit tek*, s est la
transposée de 0,(t) | b.

D’abord, R engendre b*, car si Aeb est tel que a(h) = 0 pour tout « € R,
alors ad £ = 0 d’ot £ = 0 puisque le centre de g est nul. Par définition, 0 ¢ R.
Soit « € R. Comme «(H,) = 2, s = 5, z, est une réflexion telle que s(¢) = —o.
On a s(R) = R d’apreés le lemme 1 (iii), et $(H,) € Z pour tout B € R (prop. 2
(1)). On voit donc que R est un systeme de racines dans b*. Pour tout € b et tout
red* ona

), by = 0 = MH)o, by = Oy b — a(R)HL) = (3, 0,(6)h>

donc s est la transposée de 0,(t) | 9. Montrons enfin que le systéme de racines R
est réduit. Soient a € R et y € ¢2*. Puisque 3« ¢ R (VI, § 1, n° 3, prop. 8), on a
[Xs, y] = 0; d’autre part, [X_,,y] €g7*"* = ¢ = kX,, donc [X,, [X_, y]] =
0; alors

4y = 20(H,)y = [H,, y} = —[[Xe X o)1 =0

d’otiy = 0 et g** = 0. Autrement dit, 2« n’est pas racine.
C.Q.F.D.

Nous identifierons canoniquement b et b**. Avec les notationsde VI, § 1, n° 1,
on a alors, d’aprés le th. 2 (ii),

(2) H, =« pour tout aeR.

Les H, forment donc dans b le systéme de racines R inverse de R.

On dit que R(g, b) est le systéme de racines de (g, b). Les réflexions s, p_ seront
simplement notées s,. Le groupe de Weyl, le groupe des poids, le nombre de
Coxeter . . . de R(g, b) s’appellent le groupe de Weyl, le groupe des poids, le nombre de
Coxeter . . . de (g, b). Conformément au chap. VI, § 1, n° 1, on considére le groupe
de Weyl comme opérant, non seulement dans b*, mais aussi dans b par transport
de structure, de sorte que 5, = 0,(¢) | 5. Comme les 0,(¢) sont des automorphismes
élémentaires de g, on a:

COROLLAIRE. ~— Tout élément du groupe de Weyl de (s, b), opérant dans b, est la restriction
4 b d’un automorphisme élémentaire de g.
Pour une réciproque de ce résultat, voir § 5, n® 2, prop. 4.

Remargue 1. — Si b, (resp. bg) désigne le Q:-sous-espace vectoriel de b (resp. b*)
engendré par les H, (resp. les «), oli « € R, alors b (resp. b*) s’identifie canonique-
ment 4 by Qg £ (resp. a by Kg k) et b3 s’identifie au dual de 5 (VI, §1, n° 1,
prop. 1). On dit que by et b sont les Q-structures canoniques sur b et b* (A, II,
p. 119, déf. 1). Quand on parlera de Q-rationalité pour un sous-espace vectoriel
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de b, pour une forme linéaire sur b, etc., il sera sous-entendu, sauf mention du
contraire, qu’il s’agit de ces structures. Quand on parlera des chambres de Weyl,
ou des facettes, de R (g, b), on se placera dans bg g R ou b§ g R, qu’on notera
bg et bg.

Remarque 2. — Le systéme de racines R dans p définit dans b une forme hilinéaire
symétrique non dégénérée § (VI1, § 1, n° 1, prop. 3), a savoir la forme (g, &) +—>
z {ay ay{a, b>. D’apres le cor. du th. 1, cette forme n’est autre que la

xeR
restriction a b de la forme de Killing. L’extension a by &9 R de 8]bq x b4 est

positive non dégénérée (VI, §1, n° 1, prop. 3). D’autre part, on voit que la
restriction & b de la forme de Killing de g admet pour forme inverse sur b* la
forme bilinéaire canonique ®g de R (VI, § 1, n°® 12).

Soient (g, by), (99, by) des algebres de Lie semi-simples déployées, ¢ un
isomorphisme de g, sur g, tel que @(b;) = b,. Par transport de structure, ’applica-
tion transposée de ¢| b, transforme R(g,, b5) en R(gy, b;).

ProprOSITION 3. — Sotent ¢ une algebre de Lie semi-simple, b, et by des sous-algébres de
Cartan déployantes de g. Il existe un isomorphisme de b5 sur b3 qui transforme R(g, b,) en
R(s, by)-

(Pour des résultats plus précis, voir § 3, n° 3, cor. de la prop. 10, ainsi que
§ 5, n° 3, prop. 5.)

Soient &’ une cloture algébrique de £, ¢' = g &, &, b; = b, R, k'. Alors
R(g’, b}) est 'image de R(g, b;) par application Ar+ A2 & 1 de b dans bF &, &’
= p;*. D’apres VII, § 3, n° 2, th. 1, il existe un automorphisme de ¢’ transformant
b} en b, donc un isomorphisme ¢ de H7* sur b5* qui transforme R(g’,b]) en
R(¢", b3). Alors ¢ b¥ transforme R(g, ;) en R{(g, b,), donc bF en b3.

C.Q.F.D.

En vertu de la prop. 3, le systéme de racines de (g, b) ne dépend, a isomor-
phisme prés, que de g et non de b. Aussi, par abus de langage, le groupe de Weyl,
le groupe des poids. .. de (g, b) s’appellent simplement le groupe de Weyl, le
groupe des poids . . . de g (cf. aussi § 5, n° 3, remarque 2). Si le graphe de Dynkin
de ¢ est de type A, ou B, ... (cf. VI, §4, n° 2, th. 3), on dit que g est de type
A,oub,. ...

Rappelons que, st o et 8 sont des racines linéairement indépendantes, Pen-
semble des j € Z tels que B + jo € R est un intervalle [ —¢, p] de Z contenant 0,

aVCCp —q= _<B: O('v> = _B(Hoc) (VI, § 1’ n° 33 prop. 9)'

ProposrtioN 4. — Soient « et § des racines linéairement indépendantes. Soit p (resp. q)
le plus grand entier j tel que p + jo (vesp. B — jx) soit une racine.
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(i) Le sous-espace vectoriel Z gh % de g est un s,~-module simple de dimension
-a<<p
p+qg+ 1
(i1) S8z o + B est une racine, alors [g%, ¢P] = g**b.
Soit X, (resp. x) un élément non nul de g* (resp. g**?*). On a

[Xou x] gghtrtbo —

(Hy x] = B(Hy) + pu(Ho))x = (=p + ¢ + 2p)x = (p + g).

Pour la représentation de s{(2, £) dans g associée a X, on voit donc que x est
primitif de poids p + ¢; or le sl(2, £)-module z gB*# est de dimension

—g<j<p
p + ¢ + 1; on voit donc qu’il est simple (§ 1, n° 2, prop. 2). Sia + R, ona
p = 1, donc les éléments de ¢® sont non primitifs, et par suite [X,, 8] # 0.
Comme [¢%, ¢®] = ¢**®, on voit finalement que [g% ] = g**5.

Remarque 3. — Rappelons que, d’aprés VI, § 1, n° 3, cor. de la prop. 9, entier
p -+ g + 1 ne peut prendre que les valeurs 1, 2, 3, 4.

Remargue 4. — Soient (g, b) une algébre de Lie réductive déployée, ¢ le centre de
86 =26, =bNg.0nab=cx?b,etPon identifie '* 4 un sous-espace
vectoriel de b*. Pour tout i € b* tel que A # 0, le sous-espace primaire ¢* relatif
A A est égal & ¢'*", On appelle racine de (g, $) un poids non nul de b dans g; toute
racine s’annule sur ¢. On note R (g, 5) Pensemble des racines de (g, b) ; il s’identifie
canoniquement a R(g’, b"). Soit o € R{g, b). Comme dans le cas semi-simple, on
définit b, H,, s,, les isomorphismes sl(2, k) —s,, et les représentations de
si(2, k) dans g associées a «. De méme pour le groupe de Weyl, le groupe des
poids ... de (g, b).

3. Formes bilinéaires invariantes

ProrostTiON 5. — Soient (g, b) une algébre de Lie semi-simple déployée, ® une forme
bilinéaire symétrique invariante sur g, W le groupe de Weyl de (g, b). Alors la restriction
D’ de O &b est invariante par W. St de plus D est non dégénérée, ®' est non dégénérée.
Soient « € R, X, un élément non nul de ¢*, p la représentation associée de
sl(2, k) dans g, = la représentation de SL(2, £) dans g compatible avec p. Alors
@ est invariante par g, donc par = (§ 1, n® 4). En particulier, @’ est invariante
par 0,(¢) | b (n° 2), donc par W. La derniére assertion résulte de la prop. 1 (i).

Prorosition 6. — Soient (g, b) une algébre de Lie semi-simple déployée, © une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée invariante sur g. Pour tout o € R, soit X, un élément
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non nul de g*. Sotent (H;); .y une base de b, et (H'); <1 la base de b telle que O(H,, H]) = 3;;.
L’élément de Casimir associé @ © dans I algébre enveloppante de g (1, § 3, n° 7) est alors

1
e X X, + > H A
ocZR (D(Xu, X—cc) IEZI
En effet, d’aprés la prop. 1, on a ®(H,, X,) = ®(H/, X,) = 0 quels que soient

ieI,aeR,ettl)(q) !

P, X X X D) = 345 quels que soient a, § € R.

4. Les coefficients N,
Dans ce numéro, on désigne encore par (g, b) une algébre de Lie semi-simple déployée.

Lemme 2. — Il existe une famille (X,)qep telle que, pour tout o. € R, on ait
X, eq* e [X, X_4] = —H,

Soit R, une partic de R telle que R = R, U (=R} et Ry, n (=Ry) = 0.
Pour « € R,, choisissons arbitrairement un élément non nul X, de ¢*. 1l existe
un X_, € g7 et un seul tel que [X,, X_,] = —H, (th. 1 (iv)). On a alors

[X-ou Xoc] = Hoc - “H~a'
C.Q.F.D.

Si une famille (X,), .5 vérifie les conditions du lemme 2, les familles vérifiant
ces conditions sont les (£, X,)qer OU £, € ¥ et {t_, = 1 pour tout a € R.
Dans la suite de ce numéro, on désigne par (X,)y g tne famille vérifiant les conditions
du lemme 2. On note <. , .> une forme bilindaire symétrique non dégénérée invariante sur g.
Tout x € g s’écrit de maniére unique sous la forme

x‘_‘h'*‘zpﬂXa (heb, y, k).

«eER
Le crochet de 2 éléments se calcule au moyen des formules suivantes:
(2, Xa] = (k) Xy
0 I o+ B¢R U0}

[Xoca XB] = —Hu sioa+ B =0
NosXe+s st o+ BeR

wn

les N,; ¢étant des éléments non nuls de £.

Lemme 3. — Pour tout a € R, on a

<Xoc7 X—oc> = _%<}Iw }1a>‘
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En effet,
2<Xw X_ = <°((Ha)Xou X—u> = <[Hou on]a X o
= <Htx’ [Xow X—u]> = —<Hw Ha>‘

Lemme 4. — Soient o, 3 € R tels gue o + p € R. Soit p (vesp. q) le plus grand entier j
tel que B + joeR (resp. B — jaeR). Ona

(3) Na,BN—oc,ot+B = —P(q + 1)
(4') N—u,u+B<HBa HB> = _N—a,~B<Ha+B> Ha+a>
(5) Na,BN—oc,—B = (q + 1)2'

Soit p la représentation de si(2, k) dans g définie par X,. [’élément ¢ = Xg, py
est primitif de poids p + ¢ (prop. 4 (i)). Posons

by = (=1 p(X_)re pour =z > 0.

n!
D’aprés la prop. 1du§l,ona
(ad X)e, = (¢ + e, -,
(ad X_¢)(ad Xoc)ep = —plg + l)ep'

Cela prouve (3) puisque ¢, est un élément non nul de g°.
La forme <. , .> étant invariante, on a

<[X—~w Xoc+B]’ X—B> = _<Xoc+[3) [X—w X—B]>
d’ot
N"°‘10€+B<XB’ X“B> = —N—a,—B<Xa+B> X—o:—[}>

ce qui, compte tenu du lemme 3, prouve (4).

La restriction de <. , .> & b est non dégénérée et invariante par le groupe de
Weyl (prop. 5). Identifions b et b* grace & cette restriction. Si y € R, H, s’identifie
a 2v/<v, v> (VL, § 1, n° 1, lemme 2); donc, quels que soient v, § € R, on a

(6) <Y’ Y> — <H5) H5>
3,8 <H,H,

Or, d’aprés VI, § 1, n° 3, prop. 10, on a

e + Ba+B> g+1
) O "

donc, d’aprés (3), (4), (6), (7),

Nd. BN—% -B

<Iig, 'HB> q +1
= — Ny N _parp ol = N, N, upi— = (¢ + 12
B Lo+ p <Ha+B, Hm+B> ., B S+ p P (q )
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DirINiTION 3. — On appelle systéme de Chevalley de (g, b) une famille (X,)yex telle que
(1) X, €¢* pour tout « € R;
(i) [Xy X_o] = —H, pour tout « € R;
(i) Dapplication linéaire de g dans g qui est égale & —1 sur b et qui transforme X, en
X _ pour tout o € R est un audomorphisme de g.
On étend aussitot cette définition au cas ot (g, b) cst une algeébre de Lie réductive
déployée.
Nous verrons (§4, n°® 4, cor. de la prop. 5) qu’il existe des systémes de
Chevalley de(g, b).

PropositioN 7. Soit (X)gen un systtme de Chevalley de (s, b). On conserve les
notations du lemme 4. Alors N _, 5 =Ny gt N, g = (g + 1) poura, B, « + BeR.
Soit ¢ Pautomorphisme de g considéré dans la déf. 3 (iit). On a

N X g = [X0 X 5] = [0(&), ¢(Xp)] = ([ Xy, X))
= @(Na,BXoHB) = Noc,BX—och

dou N_,, 5 = N - Onaalors N,y = + (¢ + 1) d’apres (5).

Prorosition 8. — Soit (X,),cp un systéme de Chevalley de (s, b). Soit M un sous-Z-
module de b contenant les H,, et contenu dans le groupe des poids de RY . Soit g, le sous-Z-
module de g engendré par M et les X,. Alors g, est une sous-Z-algibre de Lie de g, et
Capplication canonique de 6, 5, k dans g est un isomorphisme.

Sia, PR sont tels que o + Be R, ona Ny, € Z (prop. 7). D’autre part, si
acRetheM,onaa(h)eZ (VL §1,n°9). Cela prouve que g, est une sous-Z-
algebre de Lie de g. D’autre part, M est un groupc commutatif libre de rang
dim b (A, VII, § 3, th. 1), donc g, est un groupe commutatif libre de rang dim g;
cela entraine la derniére assertion.

§ 3. Sous-algébres des algébres de Lie semi-simples déployées

Dans ce paragraphe, on désigne par (g, b) une algébre de Lie semi-simple déployée, et par R
son systéme de racines.

1. Sous-algébres stables par ad b

Lemme 1. — Soient V un sous-espace vectoriel de g et R(V) Uensemble des o € R tels que
a* < V. Le plus grand sous-espace vectoricl de V stable par ad b est (V N b) + z g%.

«ERV)
Un sous-cspace vectoriel W de V est stable par ad b si et seulement si
W=(Wnb + > (Wng

xeR
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(A, VIL, § 2, n° 2, cor. | au th. 1). Le plus grand sous-espace vectoriel de V stable
par ad b est donc (V.Nb) + z (Vg9 Or Vg = g% pour e € R(V), et

xER
V ng* = 0 pour « ¢ R(V) puisque dim g* = 1.
C.Q.F.D.

Pour toute partie P de R, posons

= >g  bp= > b

xepP xeP

SiP <= RetQ < R, on a évidemment
(1) (b, 67} < ¢”
(2) [gP, SQ] = 9<P+Q)nn + an(_Q).

Rappelons (VI, §1, n° 7, déf. 4) qu'une partie P de R est dite close si les
conditions « P, BeP, o + B8R impliquent « + &P, autrement dit si
P+P)NnR <P

Lemme 2. — Soient b' un sous-espace vectoriel de b et P une partie de R. Pour que b’ + o¥
soit une sous-algébre de g, il faut et il suffit que P soit une partie close de R et que

[), = bP"‘(—P)'
En effet,
[b + % b + 671 = [V, 67] + [65, 8] = bprc—py + [b587] + gP PR,
Donc b’ + g est une sous-algébre de g si et seulement si
be\(‘P) [ b’ et g(P+P)nR — gP

ce qui prouve le lemme.

Prorosirion 1. — (i) Les sous-algébres de ¢ stables par ad'b sont les sous-espaces
vectoriels de la forme b + oF, ot P est une partie close de R et ol b est un sous-espace
vectoriel de b contenant bpn(_p).
(11) Sotent b, b" des sous-espaces vectoriels de b et P, Q) des parties closes de R, avec
b D bpnopyp b < b et Q < P. Pour que b + g% sott un idéal de b’ + g, il faut et 1l
suffit que Pon ait
P+Q)NR<=Q e bpa_g<=t <= {) Kero.

aeP,x¢Q

L’assertion (i) résulte aussitot des lemmes 1 et 2. Soient b, b”, P, Q comme
dans (ii). On a

[6" + 6% b" + 9] = bprc_q + [V, 89 + [b7, g7] + g® IR,
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Pour que b” + g% soit un idéal de b’ + ¢F, il est donc nécessaire et suffisant que
Pon ait

an(—Q) < [,)”) [b”) gP] < gQ) g(P+Q)mR < gQ-

Cela entraine (i1).

Proposrrion 2. — Soit a une sous-algébre de g stable par ad b, et soient o' < b, P < R
tels que a = b’ + gF.

(3) Soit t ensemble des x € b’ tels que o(x) = O pour tout « € P N (—P). Le radical
de a estt + g% ot Q est Pensemble des o € P tels que —o ¢ P. En outre, g° est un idéal
nilpotent de a.

(i1) Pour que a soit semi-simple, il faut et il suffit que P = —P et que b’ = bp.

(it} Pour que a soit résoluble, il faut et il suffit que P N (—P) = 0. 871 en est ainsi,
on a[a,a] = g5 on

S = ((P + P) \R) U {x e Plafy) # O}

(iv) Pour que o soit réductive dans ¢, il faul et il suffit que P = —P.

(v) Pour que a soit formée d’éléments nilpotents, il faut et il syffit que ' = 0. On a
alors P (—=P) = 0, et a est milpotente.

Prouvons (v). Si a est formée d’éléments nilpotents, a est évidemment nil-
potente, et ¥’ = 0 puisque les éléments de b sont semi-simples. Supposons §’" = 0.
D’aprés la prop. 1 (i), on a PN (=P) = 0. D’aprés VI, § 1, n® 7, prop. 22, il
existe une chambre C de R telle que P < R, (C). Par suite, il existe un entier
n > 0 ayant la propriété suivante: si ¢y, ..., 0, € PetpeR U {0},on a

o +---+ o, + B¢ R U {0}

Cela entraine que tout élément de ¢F est nilpotent, d’ou (v).
Prouvons (iii). Si P N (—P) = 0, gF est une sous-algebre de g (prop. 1 (1)),
nilpotente d’aprés (v). Or

[a,a] = [V", 6¥] + [o®, oF] = [0', oF] + g®+P R < gP,

donc a est résoluble et [a, a] est donné par la formule de la proposition. Si
P (—P) # 0, soit e P tel que —aeP. Alors b, + g* + g™* est une sous-
algébre simple de a donc a n’est pas résoluble.

Prouvons (i). Comme P est clos, ona (P+ Q)NR < P.SixeP, peQ
et « + B € R, on ne peut avoir « + p e —P, car, P étant clos, cela entrainerait
—B=—(e+PB) +acP alors que BeQ; ainsi, (P +Q)NnR = Q. Cela
prouve que ¢? est un idéal de q, nilpotent d’aprés (v). Ona Pn (—-Q) = B, et
PN (~P) =PnNnEQ,donchpr_q <t < aeQxéQKer o. D’aprésla prop. 1 (ii),
t + g% est un idéal de a. Comme Q N (—Q) = B, cet idéal est résoluble d’aprés
(iii). I1 est donc contenu dans le radical r de a. Comme r est stable par toute
dérivation de q, ¢ est stable par ad b. 11 existe alors une partie S de P telle que
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r = (r N b) + g5 Supposons que x €S et que —a e P. Alors b, = [¢*, ¢7%] < ¢,
donc ¢7% = [b,, 67 %] < r, de sorte que —x € S; d’aprés (iii), cela contredit le
fait que r est résoluble. Par conséquent, S = Q. Enfin,sixernpetsiaecP N
(—P), alors [x,¢*] < ¢* N r = 0, donc «(x) = O0; cela montre que x 2. On a
donc v < t + g% et la démonstration de (i) est achevée.

Prouvons (iv). Pour que la représentation adjointe de a dans g soit semi-
simple, il faut et il suffit, d’aprés (i), que ad, x soit semi-simple pour tout
xet + g® (I, §6, n° 5, th. 4); pour cela, il faut et il suffit, d’apres (v), que
Q =0, Cest-a-dire que P = —P.

Prouvons (ii). Si a est semi-simple, on a P = —~ P d’aprés (i), donc bp < 9';
de plus, a = [a, a] < bp + ¢F et par conséquent b’ = hp. SiP = —Pet b’ = by,
a est réductive d’aprés (iv), et a = Z 54, donc a = [a, a] et a est semi-simple.

oaeP

ProrosrTioN 3. — Soit a une sous-algébre semi-simple de g stable par ad(b) et soit P la
partie de R telle que o = by + gF.

(1) bp est une sous-algebre de Cartan déployante de a.

(11) Le systéme de racines de (a, bp) est Uensemble des restrictions d by des éléments de P.

Puisque bp est stable par ad b, son normalisateur dans a est stable par ad b,
donc est de la forme bp + g% ot Q < P (lemme 1). Si «x € Q, alors

goc = [bcx) ga] < [bPJ ga] < I)P!

ce qui est absurde. Donc QQ = @ et by est son propre normalisateur dans a. Cela
prouve que bp est une sous-algébre de Cartan de a. Si x € bp, ad, x, donc a fortior
ad, x, sont trigonalisables. On a donc prouvé (i), et (ii) est évident.

D’apres la prop. 1 (1), les sous-algébres de g contenant b sont les ensembles
b + gF ot P est une partie close de R. D’aprés VII, § 3, n° 3, prop. 3, toute sous-
algebre de Cartan de b + gF est une sous-algebre de Cartan de g.

ProvrositioN 4. — Soient a une sous-algébre de g contenant b, x un élément de a, s et n
ses composantes semi-simple et nilpotente. Alors seaetn e a.

On a (ad x)a < q, donc (ad s)a < a et (ad #)a < a. Comme a est son propre
normalisateur dans g (VII, § 2, n° 1, cor. 4 de la prop. 4), ona scaetnea

ProrosiTioN 5. — Soit P une partie close de R.

(1) Pour que b + oF soit résoluble, il faui et il suffit que P O (—P) = 0. 8l en est
ainst, [b + ¢F, b + o] = g~.

(1) Pour que b + oF sott réductive, il faut et il suffit que P = —P.

L’assertion (i) résulte de la prop. 2 (iif). Si P'= —P, b + ¢* est réductive
(prop. 2 (iv)). Supposons que a = b + ¢¥ soit réductive. On a

¢" = [b,6°] < [a,0] = b + o,
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donc [a, o] est de la forme b 4 gF avec b’ < b; comme [a, a] est semi-simple, on a
P = —P (prop. 2 (11)).

2. Idéaux

ProrositioN 6. — Soient R, ..., R, les composantes trréducitbles de R. Pour i =
L, ..., p, posons g = by, + g%. Alors gy, . . ., g, sont les composantes simples de g.

Les g; sont des idéaux de g (prop. 1 (ii)). Il est clair que g est somme directe
des g;, donc produit des g;. Soient a et b des idéaux supplémentaires de g. Alors a
et b sont semi-simples et stables par ad b, donc il existe des parties P, Q de R
telles que a = bp + gF, b = by + g% Alors bp, by sont orthogonaux supplémen-
taires dans b pour la forme de Killing, donc P et Q sont réunions de composantes
irréductibles de R. Cela prouve que les g; sont les idéaux minimaux de g.

COROLLAIRE 1. — Pour que ¢ soit simple, il faui et il suffit que R soit irréductible
(autrement dit, que son graphe de Dynkin soit connexe).
Cela résulte de la prop. 6.

Une algebre de Lie a est dite absolument simple si, pour toute cxtension £’ de £,
la k’-algebre de Lie ag, cst simple.

COROLLAIRE 2. — Une algébre de Lie simple déployable est absolument simple.
Cela résulte du cor. 1.

Sigestdetype A, ({ > DouB, ({2 1)ouC, ({ = 1)ouD, ({ = 3), ondit
que g est une algebre de Lie simple déployable classique. Si g est de type Eg, ou
E., ou Eg, ou Fy, ou G,, on dit que g est une algebre de Lie simple déployable
exceptionnelle.

3. Sous-algébres de Borel

ProrosrrioN 7. — Soit b = b + oF une sous-algébre de ¢ contenant b. Les conditions
sutvantes sont équivalentes:

(1) b est une sous-algébre résoluble maximale de g;

(i1) ol existe une chambre C de R itelle que P = R (C);

@) Pn(—-P) =0eaPu (-P) = R.

(i) = (ii): Sib est résoluble, on a P N (—P) = @. Il existe donc une chambre
Cde R telle que P =« R, (C) (VL,§ 1, n° 7, prop. 22). Alors b + g?+ est une
sous-algébre résoluble de g, contenant b, donc égale & b si b est maximale.

(1) = (iii): C’est évident.

(i) = (i): Supposons que PN (—P) = @ et que P U (~P) = R. Alors b
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est résoluble. Soit b’ une sous-algébre résoluble de g contenant b. II existe une
partic Q) de R telle que 8" =9 +¢% Ona QN (—-Q) =0 et Q > P, donc
Q = Petd' =0»,

DermniTioN 1. — On appelle sous-algébre de Borel de (g, b) une sous-algébre de g con-
tenant b et vérifant les conditions équivalentes de la prop. 7.

Une sous-algebre b de algebre déployable ¢ est appelée une sous-algébre de Borel de g
§’il existe une sous-algébre de Cartan déployante b’ de ¢ telle que b soil une sous-algébre de
Borel de (g, b').

Soit (g, b) une algébre de Lie réductive déployée. Soit § = ¢ x s avec ¢ commutative
et 5 semi-simple. On appelie sous-algebre de Borel de (g, ) une sous-algebre de g
de la forme ¢ x b, ou b est une sous-algébre de Borel de (s, h M s).

Avec les notations de la prop. 7, on dit aussi que b est la sous-algébre de Borel
de g définie par b et C (ou par b et la base de R associée & C).

Remargue. — L’application qui, a une chambre C de R, associe R,(C) est
injective (VI, § 1, n® 7, cor. 1 de la prop. 20). Par suite, Cr>b + g®+© est une
bijection de Pensemble des chambres de R sur Pensemble des sous-algébres de
Borel de (g, b). Le nombre de sous-algebres de Borel de (g, b) est donc égal 2
Pordre du groupe de Weyl de R (VI, § 1, n° 5, th. 2).

ProposiTion 8, — Soient b une sous-algeébre de g, k' une extension de k. Alors b Ry k' est
une sous-algébre de Borel de (g &y K, b Qi k') 5t et seulement st b est une sous-algébre de
Borel de (g, b).

C’est évident si I'on utilise la condition (i1i) de la prop. 7.

Provrosition 9. — Soit b la sous-algébre de Borel de (g, b) définte par une chambre C de R.
Sott n = gF+© = Z g% Soit [ = dim b.

aeR, x>0
(i) Sikebetxen,lepolynime caractéristique de ad (b + x) est T' | [ (T — a(k)).
x€R
(i1) Le plus grand idéal nilpotent de b est égal & n et d [b, b]. C’est aussi Uensemble des
éléments de b nilpotents dans g.
(1ii) Soit B la base de R associée @ C. Pour tout o € B, soit X, un élément non nul de
a*. Alors (X,)oen engendre ’algébre de Lie n. On a {n, n] = Z g%.
a€R,a>0,0¢B
11 existe un ordre total sur by compatible avec sa structure d’espace vectoriel
o p P

et tel que les éléments de R | (C) soient >0 (VIL, § 1, n° 7). Soient A, ¥ comme dans
(i) etyeg* . Onalfl + x,y] = a(h)y + zou ze Z gP. Par rapport a une base
B>o

convenable de g, la matrice de ad (% + x) a donc les propriétés suivantes:
1) elle est triangulaire inférieure;
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2) sur la diagonale de cette matrice figurent le nombre 0 (! fois) et les «(f)
pour « € R,

Cela prouve (i). On voit de méme que le polynéme caractéristique de
ady(h + x) est T! [ (T — «(k)). Il résulte de ce qui précéde que I'ensemble

aERL(O)
des éléments de b nilpotents dans g d’une part, et le plus grand idéal nilpotent de 6

d’autre part, sont égaux 2 n. On a n = [b, 6] d’aprés la prop. 5 (i). Enfin,
Passertion (iii) résulte du § 2, prop. 4 (ii) et de VI, § 1, n° 6, prop. 19.

COROLLAIRE. — Sott b une sous-algébre de Borel de g.
(1) Toute sous-algeébre de Cartan de b est une sous-algébre de Cartan déployanie de .
(ii) S7 by, by sont des sous-algébres de Cartan deb, 1l existe x € [b,b] tel quee?ds *p, = b,,.
L’assertion (i) résulte de la prop. 9 (i) et de VII, § 3, n° 3, prop. 3. L’assertion
(ii) résulte de la prop. 9 (ii) et de VII, § 3, n° 4, th. 3.

ProrosiTioN 10. — Soient b, b' des sous-algébres de Borel de g. Il existe une sous-
algébre de Cartan déployante de g contenue dans b N b'.

Soient b une sous-algébre de Gartan de b, n = [b,b], n" = [b', 0], p = b N b,
et s un sous-espace vectoriel de g supplémentaire de b + b'. Notons st, b1, p'+
les orthogonaux de s, b, b’ pour la forme de Killing de g. Posons { = dim b,
n=dmn p=dmp.Onadimb =dimb' =1/ + n

dim s+ = dim(b + #) = 2({ + n) — p,

donc

(3) dim(st N p) = dims* + dimp — dim g
=20 +n) —p+p—(1I+2n) =1L

D’apres la prop. 1 du §2, n° 2, on an < bt n’ < 8’4 Les éléments de p N n
sont nilpotents dans g (prop. 9 (ii)), et appartiennent a b’, donc & n’ (prop. 9 (ii)).
Par suite, pNnncnnn <ot np’™t, dot st NpNn=0. Compte tenu de
(3), on voit que s* N p est supplémentaire de n dans b. Soit z un élément de b
régulier dans g; il existe y e n tel que y + ze st N p; d’aprés la prop. 9 (i),
ad,(y + z) a méme polynéme caractéristique que ad, z, donc x =y + z est
régulier dans g et a fortiori dans b et 8’ (VII, § 2, n° 2, prop. 9). Comme g, b, b’
ont méme rang, b°(x) = ¢°(x) = b’°(x) est une sous-algébre de Cartan i la fois
de 5, de g et de b” (VII, § 3, n° 3, th. 2). Enfin, cette sous-algébre de Cartan de g
est déployante d’apres le cor. de la prop. 9.

CoROLLAIRE. — Le¢ groupe Aut,(s) opére transitivement sur Uensemble des couples
(¢, b) od ¢ est une sous-algébre de Cartan déployante de g et b une sous-algébre de Borel de
(s, 1).

Soient (¢, b,) et (t;, by) deux tels couples. 1l existe une sous-algeébre de Cartan
déployante ¢ de g contenue dans b; M b, (prop. 10). Grace au cor. de la prop. 9,
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on est ramené au cas ou t; = £, = £ Soit S le systéme de racines de (g, t). Il
existe des bases B;, B, de S telles que b, soit associé & B; (i = 1, 2), et il existe
s e W(S) qui transforme B; en B,. Enfin, il existe a € Aut,(g) tel que ajt = s
§2, n° 2, cor. du th. 2). Alors a(t) = { et a(b,) = by,

4. Sous-algébres paraboliques

ProposiTiON 11, — Soit p = b + ¢¥ une sous-algébre de g contenant b. Les conditions
sutvantes sont équivalentes

(1) p contient une sous-algébre de Borel de (g, 1) ;

(11) ¢l existe une chambre C de R telle que P > R (C);

(iii) P est parabolique, autrement dit (VI, § 1, n° 7, déf. 4), ona P U (—P) = R,

Les conditions (i} et (ii) sont équivalentes d’apres la prop. 7. Les conditions
(i) et (iii) sont équivalentes d’aprés VI, § 1, n° 7, prop. 20.

DirinitioN 2. — On appelle sous-algébre parabolique de (8, b) une sous-algébre de g
contenant b et vérifiant les conditions équivalentes de la prop. 11. On appelle sous-algébre
parabolique de g une sous-algébre parabolique de (g, b') od V" est une sous-algébre de Cartan
déployante de g.

On étend aussitdt cette définition au cas ou (g, b) est une algébre de Lie réductive
déployée.

Remarque. — Soient B une base de R, et b la sous-algeébre de Borel correspondante.
SiZ < B, notons Q) ; ensemble des racines combinaisons linéaires a coefficients
<0 des éléments de X; posons P(Z) = R, (B) U Qg et py = b @ ¢F®. D’apres
VL § 1, n° 7, lemme 3 et prop. 20, py est une sous-algébre parabolique contenant b
et toute sous-algébre parabolique de g contenant b s’obtient de cette maniére.

Lemme 3. — Sotent V un espace vectoriel réel de dimension finie, S un systéme de racines
dans V*, P Uensemble des parties paraboliques de S; sotent S ensemble des Ker o
pour a € S, et F Uensemble des facettes de V relativement ¢ 5 (V, § 1, n° 2, déf. 1).

Si Pe P, soit F(P) Pensemble des ve'V tels que «(v) > O pour tout « e P. Si
F e &, soit P(F) Pensemble des o € R tels que a(v) > O pour tout v € F.

Alors F > P(F) est une bijection de F sur P; pour tout F € F, F(P(F)) est Padhé-
rence de F.

a) Soit P € 2. 1l existe une chambre C de S et une partie % de la base B(C)
telles que P = S, (C) U Q ol Q est Pensemble des combinaisons linéaires &
coefficients entiers <0 des éléments de X (VI § 1, n® 7, prop. 20). Posons

B(C) = {og,. -0}, 2 = {otg, .- -, aphe
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SiveV, on a les équivalences sutvantes:
«(v) = O pour toutaecP
<a(0) 2 0,...,00) 20,0,(0) <0,...,0,( <0
<oy (0) = = ay(v) = 0,0,,.(0) 2 0,...,0) =0,

donc F(P) est Padhérence de Pensemble

{veV]a @ == ay(®) = 0, 0,,1(0) > 0,..., () > 0},
ensemble qui est une facette F relativement & 5 puisque tout élément de S est
combinaison lindaire de «, . .., o; & coefficients tous >0 ou tous <0. En outre,
SUB = uyoq + -+ oy €5, 0n a

BeP) <u,,; 20,...,u4,20

= BES(C) ou (—BES.(C) et Upiy = =1 = 0)
= BeS, (Q)UQ =P,
donc P(F) = P.

b) Soit F e #. 1l est clair que P(I) e . D’autre part, I est contenue dans
Padhérence d’une chambre relative a 3£ (V, § 1, n° 3, formules (6)), donc est une
facette relativement a 'ensemble des murs de cette chambre (V, § 1, n° 4, prop.
9). Par suite, F est de la forme {v € V[a(v) > 0 pour tout « € T}, ot T est une
partie de S qu’on peut évidemment prendrc égale 4 P(F). Ainsi, F = F(P(F)).

C.Q.F.D.

Si P e 2, la facette F telle que P = P(F) est dite associde & P; on la note F(P).

On étend ces conventions au cas ou (g, b) est réductive déployée.

ProrosiTioN 12. — Soit S Uensemble des hyperplans de by noyaux des racines de R.
Soit F Densemble des facetles de by relativement a J. Soit & Uensemble des sous-algébres
paraboliques de (g, ). Pour toute v = b + ¢* € L, soit ¥(v) la facette associée a P.
Alors pr> F(p) est une bijection de & sur F. St py, po € P, on a

Py 2 pg = F(p1) < F(py).

Cela résulte aussitdét du lemme 3.

Exemple. — Les sous-algébres paraboliques de (g, ) contenant une algébre de
Borel b ont pour facettes correspondantes les facettes contenues dans 'adhérence
de la chambre associée a b (cf. Remarque ci-dessus).

Prorosition 13. — Soient p = b + ¥ une sous-algébre parabolique de (g, ), Q
Pensemble des o € P iels que —a ¢ P, et s = b + gF° P, Alors p = s D9, s est
réductive dans g, ° est le plus grand idéal mipotent de v et le radical nilpotent de p. Le
centre de v est nul.

D’aprés la prop. 2, s est réductive dans g et g2 est un idéal nilpotent de p. Si
n est le plus grand idéal nilpotent de p, on a g% < n = p + ¢2 (prop. 2 (1)); si
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xennb, ad, ¥ est nilpotent, donc «(x) = 0 pour tout a € P, d’oti x = 0; cela
prouve que n = g9 Comme [b, §°] = ¢%, le radical nilpotent de p contient g% et

par suite est égal 2 g% Soit z = £ + z u, (ot h eb, u, € g*) un élément du centre
aeP

de p. Pour tout 4’ €b, on a 0 = [#, z] = z a{h"Yuy, donc u, = 0 pour tout
« € P; ensuite, [4, 6°] = 0 pour tout § € P, donc & = 0.

5. Le cas non déployé

Prorosition 14. —— Soient k' une extension de k et ' = ¢ Qy k. Sotent m une sous-
algebre de g et m" = m ), k', St m” est une sous-algebre parabolique (resp. de Borel) de
g', alors m est une sous-algébre parabolique (resp. de Borel) de g.

Vu les prop. 8 et 11, il suffit de prouver que m contient une sous-algebre de
Cartan déployante de g. Soit b une sous-algébre de Borel de g. Alors b” = b &, &’
est une sous-algébre de Borel de g', donc m’ N b contient une sous-algeébre de
Cartan de ¢' (prop. 10). Soit t une sous-algebre de Cartan de m N b. Alors
t &, k' est une sous-algebre de Cartan de m’ N b’ donc de g" (VII, § 3, n° 3,
prop. 3). Par suite, t est unc sous-algébre de Cartan de g, déployante puisque
contenue dans b.

DErINITION 3. — Sotent o une algébre de Lie semi-simple (ou plus généralement réductive)
et k une cloture algébrique de k. Une sous-algébre m de a est dite parabolique (resp. de
Borel) si m &, k est une sous-algébre parabolique (vesp. de Borel) de a &, k.

Si a est déployable, la prop. 14 montre que cette définition équivaut a la
définition 2 (resp. & la définition 1).

ProPosITION 13. — Soient a une algébre de Lie réductive, k' une extension de k, m une

sous-algébre de a. Pour que m soif une sous-algébre parabolique (resp. de Borel) de a, il

Jaut et il suffit que m R k' s0it une sous-algébre parabolique (vesp. de Borel) de a @, k',
Cela résulte aussitot de la prop. 14.

§ 4. Algébre de Lie semi-simple déployée définie par un systéme
de racines réduit

1. Algébres de Lie semi-simples épinglées

ProposiTioN 1. — Soient (g, b) une algébre de Lie semi-simple déployée, R son systéme
de racines, B une base de R, (n(w, B))y. pen la matrice de Cartan correspondante. Pour tout
o € B, soient X, € 6%, X_, € g™% Alors, pour o, € B, on a

(1) [Hw I[B] =0

(2) [Hou XB] = ”(B, “)XB

(3) [Hw X. B] = —n(B, oL)‘Y—B
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(4) Koo Xg] =0 sta##p
(5) (ad X)1-M0X, = 0 sia # B
(6) (ad X_ )1 -"®0X =0  six # B

La famille (H,), g est une base de b. St X, # 0et X _, # O pour tout o € B, algébre de
Lie g est engendrée par les X, et les X_ (x € B).

(Rappelons que, si o, BeB et a # B8, n(B, «) est un entier <0, ce qui donne
un sens aux formules (5) et (6).)

Les formules (1), (2), (3) sont évidentes. Si « % B, B — « n’est pas racine
puisque tout élément de R est combinaison linéaire des éléments de B & coefli-
cients entiers tous de méme signe (VI, § 1, n° 6, th. 3). Cela prouve (4). Compte
tenu de VI, § 1, n° 3, prop. 9, cela prouve aussi que la «-chaine définie par 8 est

B8+ o....0 — nB, c)a};
donc B + (1 — z(B, o))« ¢ R, ce qui prouve (5). L’égalité (6) s’établit de fagon
analogue. La famille (H,,), . est une base de RY, doncde b. Si X, # 0et X_, # 0
pour tout « € B, on a [X,, X_,] = A H, avec A, 5 0, de sorte que la derniére
assertion résulte du § 3, n° 3, prop. 9 (iii).

DErIntTiON 1. — Soient (g, b) une algébre de Lie semi-simple déployée, R son systéme
de racines. On appelle épinglage de (g, b) un couple (B, (X, )y cn), ot B est une base de R,
et ot pour tout o € B, X, est un élément non nul de 6*. On appelle algébre de Lie semi-simple
épinglée une suite (g, b, B, (X )gcn) 0% (8, b) est une algébre de Lie semi-simple déployée,
et o (B, (X,)ycg) st un épinglage de (g, b).

On appelle épinglage de g, un épinglage de (g, b), o1 b est une sous-algébre de
Cartan déployante de g.

Soient a; = (91, bl: Bl, (Xo}g)oceBl) cta; = (92: t)za Bz; (Xo?)aeBz) des algébres de
Lie semi-simples épinglées. On appelle isomorphisme de @, sur ¢; un isomor-
phisme ¢ de g, sur g, qui transforme b, en by, B, en By, et X} en XZ, pour tout
« € B; (ot ¢ est I'application contragrédiente de ¢|b;). Dans ces conditions, on
dit aussi que ¢ transforme P'épinglage (B,, (X4)yen,) en Pépinglage (By, (X2)qcn,).

Si (B, (X, )uen) est un épinglage de (g, b), il existe, pour tout « € B, un élément
unique X_, de g~ tel que [X,, X ] = —H, (§2, n° 2, th. 1 (iv)). La famille
{(Xo)aenuc—py s appelle la famille génératrice définie par I'épinglage (cf. prop. 1). G’est
aussi la famille génératrice définie par I’épinglage (—B, (X,)ye-g). Pour tout
aeB U (—B), soit ¢, €k*, et supposons que f/_, = 1 pour tout « e B. Alors
(teXa)wepuc~ny est la famille génératrice définie par I'épinglage (B, (£,X,)uen)-

2. Une construction préliminaire

Dans ce numéro et le suivant, on désigne par R un systéme de racines réduit dans
un espace vectoriel V et par B une base de R. On note (#(x, B))q.pes la matrice
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de Cartan relative 2 B. On rappelle que n{«, f) = {a, B7>. On se propose de
montrer que R est le systéme de racines d’une algébre de Lie semi-simple dé-
ployée, unique a isomorphisme prés. En gros, on va considérer Palgebre de Lie
définie par les relations de la prop. 1.
La construction de ce numéro s’applique 2 toute matrice carrée (n(a, B))o,pen sur k&
de déterminant non nul et telle que z (o, o) =2 pour tout o € B (cf. VI, § 1, n° 10,
formule (14)).

Soit E Ialgébre associative libre de I'ensemble B sur £. Rappelons que E est
graduée de type N (A, 111, p. 31, ex. 3). A chaque « € B, nous allons associer des
endomorphismes X° ,, Hy, X, de Pespace vectoriel E, respectivement de degrés
1, 0, —1. Pour tout mot (o, ..., a,) construit sur B, on pose

(7) X-O'oc(al”‘ﬂan) = (OL, Olyy e v ey Xy )

(8) Ho?(ocl,..‘,ocn)=( Z (o, )(ocl, %)

D’autre part, X, («y, . . ., ) est défini par récurrence sur n par la formule
(9) Xo?(“l: LR Ocn) (Xgotl o ga,alHo?) (0(2’ v ‘xn)

olt 3, est le symbole de Kronecker; on convient que, si (a4, ..., «,) est le mot
vide, X2(ey, . - ., &,) est nul.

Lemme 1. — Quels que soient o, B € B, on a

(10) (X2, X2,] = ~ 1

(11) [H, Hg] = 0

(12) [H, X5 = n(B, o) X5
(13) [, X2] = —n(p, 0) X2,
(14) (X2, X%, = 0 si o # B.

En effet, la relation (9) s’écrit
(XOX-al)(“Z,"U ) (X—ulXo)(“z,---:“n) - oc otlH (‘Xz,---,“n)
et prouve (10) et (14). La relation (11) est évidente. Ensuite
[Hong(lBJ(ab'“san) =H£(B>“1a--"an (Z ‘xn ) B’alﬁ"‘)“n)

= _n(B: a)(ﬂ; Kyy ey an) = —-72((3, “)X(—)B(‘xl) B Ocn)
d’ott (13). Enfin, on a

(15) 0 = [HY, X2 X°.]] dapres (10), (11), (14)
= [[Ho(c’: Xg]) ng] + [Xl?: [Ho?: X?"Y]]
= [[H, X531 — nly, 0 X3, X2,] d’apres (13)

= [[Ho(t)a X[(i)] - ﬂ(ﬂ, a)X(?a XE‘V] d’aprés (14);
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or, st ’on considére le mot vide, on obtient immédiatement
([H, X31 ~ n(p, @) X5)(0) = 0
donc (13) entraine
([Hy, X§1 — a(B, ) Xg) X2, X2, ... X2, (8) =0

quels que soient y4, ..., v, € B; cela prouve (12).

Lemme 2. — Les endomorphismes X0, Hy, X° ., ot o, B, v € B, sont linéairement indé-
pendants.
Puisque X2 ,(0) = «, il est clair que les X2, sont linéairement indépendants.

Supposons que Z a H, = 0; pour tout € B, on a

0= [>aH,X0] = ~> an(p, ) X% ;

puisque det(n(B, o)) # 0, il en résulte que a, = 0 pour tout «. Supposons que

w =0
z a,X? = 0. Compte tenu des formules (7), (8), (9), on a, pour tout 8 € B,

X (@) =0,
X8, 8) = 25,48.
11 en résulte que a; = O pour tout p. Puisque Xy, HyY, X°, sont de degrés respec-
tifs —1, 0, 1, le lemme résulte de ce qui précede.
Soit I T'ensemble B x {~1,0,1}. On pose x, = («, —1), &, = (¢, 0), et
= (o, 1). Soit a I'algébre de Lie définic par 1 et la famille # des relateurs
suivants:

x—Oﬂ

[}locs hli]

[}low xB] - ﬂ(ﬁ, a)xﬁ

Voas %6} + n(B, 2)x_g

R

(%o % - 5] sla # 3
(ct. IL, § 2, n° 3). D’apres le lemme 1, il existe une représentation lindaire p et une
seule de a dans E telle que

0 0 Q
p(xoc) = X, p<lloc) = Hoc) p(x~oc) = X—oc'
Compte tenu du lemme 2, cela prouve le résultat suivant:
Lemme 3. — Les images canoniques dans a des éléments x,, by, x _,, ot @, B, vy € B, sont
linéairement indépendantes.
Dans la suite, on identifie x,, /&, x_, & leurs images canoniques dans a.

Lemme 4. — 11 existe un automorphisme involutif O de a, et un seul, tel que, pour tout
aeB,

0(x,) = x_q, O(x_) = g 0(h,) = —hy
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En effet, il existe un automorphisme involutif de 1’algébre de Lie libre L(I)
qui vérifie ces conditions. Il laisse stable 2 U (~ %), et définit donc par passage
au quotient un automorphisme involutif de a vérifiant les conditions du lemme.
L’unicité résulte de ce que a est engendrée par les éléments x,,, Ay, x_, (x € B).

Cet automorphisme est appelé [automorphisme tnvolutif canonique de a.

Soit Q) le groupe des poids radiciels de R; c’est un Z-module libre de base B
(VI, § 1, n° 9). 11 existe une graduation de type Q sur 'alg¢bre de Lie libre
L(I) telle que x,, A, % _,, aient respectivement pour degrés «, 0, —« (II, § 2, n° 6).
Alors les éléments de Z# sont homogenes. Il existc donc sur a une graduation de
type Q) compatible avec la structure d’algebre de Lic de a, et une seule, telle que
Xy fyy X, alent respectivement pour degrés «, 0, —a. Pour tout p € Q, on note
a* ’ensemble des éléments de a homogénes de degré p.

Lemme 5. — Soit z € a. Pour que z € a%, o _faut et il suffit que [h,, z] = {u, &” >z pour
tout o € B.

Pour p € Q , soit a P'ensemble des x € a tels que [A,, x] = (g, o >x pour tout
« e B. La somme des a™ est directe. Pour prouver le lemme, il suffit donc de
montrer que a* < a®. Or, soit « € B. L’endomorphisme u de Pespace vectoriel a
tel que u|a* = (g, 0¥ ). 1 est une dérivation de o, telle que ux = (ad &) . x
pour x = xg, ¥ = hg, ¥ = x_,; donc u = ad A,, ce qui prouve notre assertion.

Remarque. — 11 résulte du lemme 5 que tout idéal de a est homogéne, puisque stable
par les ad A,.

Notons Q , (resp. Q _) ensemble des combinaisons linéaires des éléments de

B 4 coefficients entiers positifs (resp. négatifs) non tous nuls. Posonsa, = 2 a*
reQy
eta_ = > atPuisqueQ, +Q, = Q.etQ +Q_ <=Q ,a, eta_sont
HEQ_

des sous-algeébres de Lic de a.

PropositioN 2. — (1) L’algébre de Lie o, est engendrée par la famille (x,)q cn-

(i) L’algébre de Lie o _ esi engendrée par la_famille (% _,)q cp-

(iti) La famille (hy)yep est une base de Pespace vectoriel a®.

(iv) Lespace vectoriel a est somme directe de a ., o, a_.

Soient r (resp. v) la sous-algébre de Lie de a engendrée par (x,),cp (resp.
(x_4)uen)s €t b le sous-espace vectoriel de a engendré par (%,),.p. Comme les x,
sont des éléments homogénes dc a,, x est une sous-algébre graduée de a, ; par
suite, [b, ¥] < r, de sorte que b + x est une sous-algébre de a; comme

[x»ocs XBJ = 8oc[illno

ona [x_g ¥] < b + r pour tout « € B. De méme, p est une sous-algébre graduée
dea_,ona[b, n] = n, b + nest une sous-algébre de g, et [x,, n] < b + n pour
tout « € B. Posons &’ = v + b + n. Ce qui précede montre que o’ est stable par
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ad x,, ad £, et ad x _,, pour tout « € B, donc est un idéal de a. Comme o’ contient
Xy Pyy %_o pour tout a € B, on a o’ = a. Il en résulte que les inclusions r < a,
b < a% p < a_ sont des égalités, ce qui prouve la proposition.

Prorosition 3. — L'algébre de Lie a . {resp. a_) est une algébre de Lie libre de famille
basique (xoc)oceB (reSP‘ (x—oc)o:eB) (Cf' II’ § 2’ n° 3)

Soit L la sous-algébre de Lie de E engendrée par B. D’aprés I1, § 3, th. 1, L
s’identifie a I'algébre de Lie libre sur B. La représentation réguliére gauche de E
dans lui-méme est évidemment injective, et définit par restriction 2 L une
représentation injective p’ de Palgebre de Lie L dans E. Soit ¢ 'unique homo-
morphisme de L sur a_ qui, pour tout « € B, transforme « en x_,. Alors p(¢(«))
est, pour tout « € B, 'endomorphisme de multiplication 4 gauche par « dans E,
donc p o @ = ¢/, ce qui prouve que ¢ est injectif. Ainsi, (x_,), .5 est une famille
basique pour a_. Comme 0(x_,) = x, pour tout « (cf. lemme 4), (x,)ycp €st une
famille basique pour a,.

3. Théoréme d’existence

On conserve les hypothéses et notations du numéro précédent. On rappelle que si
o, BB et sia# B, alors 2(B, «}) < 0; de plus, st 2(B, «) = 0, alors n{o, B) = 0
(VL § 1, n° 1, formule (8)). Pour tout couple (e, ) d’éléments distincts de B, on
pose

Xog = (ad xtx)l —n(B.oc)xB Yup = (ad x«ot)l —n(B,a)x~ﬂ_

On a x,5€a,, ygea_. Si 0 désigne automorphisme canonique de ¢, on a
O(xocB) = Yap:

Lemme 6. — Soient o, B € B avec o # B. On a

[04,Yus] =0 [a_, %] = 0.

La deuxitme formule se déduit de la premiére en utilisant I’automorphisme 0.
Pour prouver la premiére, il suffit de montrer que [x,, 5,4} = 0 pour tout y € B.
On distingue trois cas.

Cas 1: v # o et v # f. Dans ce cas, x, commute avec x_, et x_g, donc avec

Yup-
Cas 2: v = B. Dans ce cas, x, commute avec x_,, donc

{2 9o5] = (ad X o)t MO0y, x_g]
— (ad 58Dy = —n(, B) ad x_) OO,

Sin(B, «) < 0, cette expression est nulle puisque (ad x_,).x_, = 0.Sin(B, o) =
0, on a n(x, B) = 0. Dans les deux cas, [y, y,5] = 0.
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Cas 3: v = «. Dans P'algébre des endomorphismes de a, on a
[-ad k,adx_ ] =2adx_,
et [ad x,, ad x_,] = —ad £,; donc, d’aprés le § 1, lemme 1,
[ad 5,y (ad #_)*"®®] = (1 — n(B, @) (ad x_,) ~"®=(—ad h, — n(p, «)).
Par suite,

[xv: yuﬂ] = {ad Xoes (ad x—a)l —n(B.ot)]x“ B + (ad x—oc)l —n(B.oc)(ad xtx)x- 8
= — (1= (g, @))(ad x_,) "™®(ad hy + n(B, a))x_ 5 + (ad x_,)T @I (adx,)x .

Ol‘ [hoca x~l3] + n(ﬁ) O()x—B = 0 et [xw x—B] = Oa d’Ol\l [xva yuB] = 0'

Lemme 7. — Lidéal v de a engendré par les x5 (o, B €B, o 5% B) est un idéal de a.
L’idéal de a_ engendré par les y, (0, B € B, o % B) est un 1déal de a et est égal a 6(n).

Soit n’ = Z kxy5. Comme chaque x,; est homogeéne dans a, on a
a,BeB,x#f
[a% n'] = n’ (lemme 5 et prop. 2). Soient U (resp. V) Palgébre enveloppante de a

(resp. a4), et ¢ la représentation de U dans a définie par la représentation ad-
jointe de a. L’idéal de a engendré par n’ est s(U)n’. Ora = a, + a® + a_ (prop.
2), sla_)}n’ = 0 (lemme 6), et o(a®)n’ = n’ d’aprés ce qui préceéde. D'apres le
théoréme de Poincaré-Birkhof=Witt, on voit que o(U)n’ = o(V)n', ce qui
prouve la premiére assertion du lemme. On en déduit que I'idéal de 6(a,) = a_
engendré par les 0(x,5) = yyp (¢, B €B, « # B) est 'idéal 06(n) de a.

C.Q.F.D.

L’idéal n+6(n) de a est gradué puisqu’il est engendré par des éléments
homogenes. Par suite, algébre de Lie a/(n-+8(n)) est une algébre de Lie graduée
de type Q; dans la suite de ce paragraphe, on la note gz, ou simplement g.
D’aprés la prop. 2,sig* # 0, ona peQ, ou peQ_ ou pu=0. On notera X,
(resp. Hy, X_,) I'image canonique de x, (resp. f,, ¥_,) dans g. Gompte tenudela
définition de a, n et On, on voit que g est 'algébre de Lie définie par la famille
génératrice ((X,, H,, X_,))qcs €t les relations

(16) [Hw HB] =0
(17) [y, Xo] — (B, «) X5 = 0
(18) [Ha, X_g] + 2(B, 1) X_p = 0
(19) [X, X .+ H, =0
(20) [Xo X_g] =0 (x #B)
(21) (ad X,)--"00X, =0 (x % B)
(22) (ad X_ ) 00X =0 (x % p).

Soient zeget pe Q. On a z e g*si et seulement si [/, z] = {p, o>z pour
tout « € B. Cela résulte du lemme 5.
Puisque -a®N (n+0(n)) = 0, Papplication canonique de a® sur g° est un
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isomorphisme. Par suite, (H,),.p est une base de I'espace vectoriel ¢°. La sous-
algeébre commutative ¢° de gy sera notée by ou simplement b. I1 existe un iso-
morphisme p+>-pg de V sur b* ct un seul tel que, pour tout p eV ct tout « € B,
on ait <E‘LB) Hcc> = <, mv>~

L’automorphisme involutif 0 de a définit par passage au quotient un auto-
morphisme involutif de g qu’on notera encore 6. On a 0(X,) = X_, pour
aeByU (=-B), et 0(H,) = —H,.

THEOREME 1. — Sotent R un systéme de racines réduit, B une base de R. Soit g Palgébre
de Lie définie par la famille génératrice ((X,, Hyy X _,))qep €t les relations (16) a (22).
Soithy = z kH,. Alors (g, b) est une algebre de Lie semi-simple déployée. L’ isomorphisme

oceB

w> pg de 'V sur b* applique R sur le systéme de racines de (g, ). Pour tout i € R, g* est le
sous-espace propre relatif @ la racine p.
La démonstration suivra celle des lemmes 8, 9, 10, 11.

Lemme 8. — Soit « € B U (—B). Alors ad X, est localement nilpotent.*

Supposons « € B. Soit ¢’ Pensemble des z € g tels que (ad X,)?z = 0 pour p
assez grand. Puisque ad X, est une dérivation de g, ¢’ est une sous-algébre de g.
D’apres (21), on a X € ¢’ pour tout p € B. D’apreés (17), (19), (20),ona Hye g’
et X peg pour tout BeB. Donc ¢' = g et ad X, cst localement nilpotent.
Comme ad X_, = 6(ad X,)07%, on voit que ad X _, est localement nilpotent.

On verra que g est de dimension finie, de sorte que ad X, est en fait nilpotent.

Lemme 9. — Sotent p., v e Q et we W(R) tels que wy. = v. Il existe un automorphisme
de ¢ qui transforme g% en g".

Pour tout « € B, soit s, la réflexion de V définie par «. Puisque W(R) est
engendré par les s, (VI, § 1, n° 5, remarque 1), il suffit de prouver le lemme quand
w=s,. Compte tenu du lemme 8, on peut définir

0, — *0X, dX_, adX,
On vérifie comme en I, § 6, n® 8, que 0, est un automorphisme de g. On a
Ou(Hy) = €% 0% -«(Hy — n(w, B)X,)
eadxa(Hﬁ oy B)Xe + n(ey X — nlo, B)H, — "B oy )

= eadx"‘(HB ~ n(e, B)H, — n{a, B)Xa)
= HB - n(a) Q)Ha - n(“: B)Xa - ”(O(a B)Xu - n(“; B)(_QXot)
= HB - n(a: B)Hw

If

1 Un endomorphisme z d’un espace vectoriel V est dit localement nilpotent (ou presque nilpotent) si, pour
tout v € V, il existe un entier positif z tel que u*(v) = 0 (cf. AC, IV, § 1, n° 4, déf. 2). On définit alors

exp u, ou e¥, par la formule ¢*(v) = > (1/n!)u"(v) pour tout v e V.
n>0
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Si z e g*, alors

[H13> e;lz] Ogl[HB - n(“: B)Hw Z]
6J1(<Ha BV>Z - n(‘x’ B)<“‘> ‘ZV>Z)

= = ¥, e, B0z = ou, BY)0L 2,
donc 0;'z e g%+ Cela montre que 6, 1g* < g%*. Puisque 0, est un automor-
phisme et que cette inclusion a lieu pour tout p. € Q, on voit que 07 *¢* = g%*, ce
qui prouve le lemme.

Il

Lemme 10. — Soit . € Q) , et supposons que . ne soit pas multiple d’une racine. Il existe
we W(R) tel que, par rapport d la base B, certaines coordonnées de wy soient >0 et
certatnes coordonnées de wy. sotent < 0.

Soit Vi Pespace vectoriel Q) &, R, dans lequel R est un systéme de racines.
D’aprés I’hypothese, il existe fe V§ telle que {f, «> # 0 pour tout « € R, et
{fy > = 0. I existe une chambre C de R telle que fe C. D’aprés VI, §il,
n°® 5, th. 2 (i), il existe w € W(R) tel que wf appartienne 4 la chambre associée &
B, c’est-a-dire soit tel que {wf, «> > 0 pour tout « € B. Ecrivons wyp = z Lot

xeEB
Alors

0= (frw> = <wfywpy = > i, luf, a),

xEB

ce qui prouve que certains £, sont >0 ct d’autres sont <0.

Lemme 11. — Soit p.e Q. S p¢R U {0}, onagt = 0.5 peR,om a dimg* = 1.

1) Si p n’est pas multiple d’'un élément de R, il existe w e W tel que
we ¢ Q. U Q_ (lemme 10), d’otr a¥* = 0, g™ = 0, et par suite g* = 0 (lemme
9).

2) Solent a € B et m un entier. Puisque a, est une algébre de Lie libre de
famille basique (x,)qep on a dima* = 1, et a™* = 0 pour m > 1 (II, §2, n® 6,
prop. 4). Donc dim g* < 1 et g™ = 0 pour m > 1. On ne peut avoir ¢* = 0, car
cela entrainerait que x, € n + On, donc que n + On contient %, = —[x,, x_,],
alors que a® N (n + On) = 0. Par conséquent dim g* = 1.

3) SipeR, il existe we W(R) tel quew(p) € B (VL § 1, n° 5, prop. 15), d’ou
dim ¢g* = dim g** = 1. Si en outre z est un entier >1, on a g"™® = 0 donc
g™ = 0.

Démonstration du théoréme 1.

Puisque dim g° = Card B, 1l résulte du lemme 11 que g est de dimension finie
égale a Card B + Card R. Montrons que g est semi-simple. Soit ¢ un idéal
commutatif de g. Comme ¢ est stable par ad(b),onat = (N D} + z (e M g™).

neER
Il est clair que, pour tout B, g* + ¢=* + kM, est isomorphe a sl(2, k).
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Compte tenu du lemme 9, pour tout p € R, g* est contenu dans une sous-algébre
de g isomorphe a sl(2, k) ; par suite, N g* = 0, de sorte que t < b; alors

[E9gu] Cme“:O,

donc pg(t) = 0 pour tout p € R. Il résulte de 1a que ¢ = 0, ce qui prouve que g est
semi-simple.

Soit p.e R. Il existe « € B tel que (g, «¥)> # 0, et (ad H,)|g" est alors une
homothétie non nulle. Par suite, b est égale & son normalisateur dans g, donc est
une sous-algébre de Cartan de g. Pour tout « € b, ad u est diagonalisable, donc
(s, b) est une algébre de Lie semi-simple déployée.

Pour tout p € R, il est clair que py est racine de (g, b) et que g* est le sous-
espace propre correspondant. Le nombre de racines de (g, b) estdimg — dim b =
Card R. Donc Papplication p+> pg de V sur b* applique R sur le systéme de
racines de (g, b).

4. Théoréme d’unicité

ProrosiTion 4. — Soit (9,0, B, (X,)ocp) une algébre de Lie semi-simple épinglée.
Soient (n{e, B))upen € (Xy)uenu(-n la matrice de Cartan et la famille génératrice
correspondantes.

(1) La famille (Xy, Hyy X _ o)) e €t les relations (16) d (22) du n® 3 constituent une

présentation de g.

(11) La famille (X,)q 5 et les relations (21) du n® 3 constituent une préseniation de la
sous-algébre de g engendrée par (X )qep-

Soit R le syst¢tme de racines de (g, b). Appliquant & R et B les constructions
des n® 2 et 3, nous obtenons des objets que nous noterons «', ¢', X, Hy, ... au
liendea, g, X,, H,,....

11 existe un homomorphisme ¢ de Palgébre de Lie g’ sur Palgébre de Lie g
tel que (X;) = X, o(H;) = H,, o(X.,) = X_, pour tout « € B (prop. 1).
On a dim ¢’ = Card R + Card B = dim g, donc ¢ est bijectif. Cela prouve (i).

La sous-algébre de ¢’ = o'f(n’ ® 0'n') = (o)p P2 D a’)/(n’ @ 0'n') engen-
drée par (X), 5 s'identifie a o/, [n’. Compte tenu de la prop. 3 et de la définition
de v, cela prouve (ii).

COROLLAIRE. — Toute algébre de Lie semi-simple épinglée se déduit d’une Q-algébre de Lie
semi-simple épinglée par extension des scalaires de Q a k.
Cela résulte aussitét de la proposition.

TutorEME 2. — Sotent (g, b, B, (X, )oen) € (8,0, B, (X )qer) des algibres de Lie
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semi-simples épinglées, R et R’ les systémes de racines de (g, ) et (' b'), (n{x, B))o,pen
(resp. (n'(a, B))q,pen) la matrice de Cartan de R (resp. R’) relativement @ B (resp. B),
A (resp. A') le graphe de Dynkin de R (resp. R') relativement 4 B (resp. B').

(i) St ¢ est un isomorphisme de b* sur v'* tel que o(R) = R’, o(B) = B, i existe
un isomorphisme 4 et un seul de (8,5, B, (X)en) sur (¢, 0", B, (X )oen) tel que
$lo = o2

(ii) Si f est une bijection de B sur B’ telle que n'(f(«), f(B)) = n{x, B) quels que
sotent o, B € B, il existe un isomorphisme de (g, b, B, (X,)oen) sur (8", 4, B, (X2)gen)-

(iti) S’1l existe un isomorphisme de A sur A, il existe un isomorphisme de (g, b, B,
(Xoc)ozeB) sur (9,) bl’ BI’ (Xo,c)oceB’)'

Cela résulte aussitdt de la prop. 4 (i) (& condition, pour (iii), d’utiliser VI,
§ 4, n° 2, prop. 1).

Scholie. — A toute algébre de Lie semi-simple déployable g est associée un graphe
de Dynkin, qui détermine ¢ 2 isomorphisme prés (th. 2 (ii1)). Ce graphe est
connexe non vide si et seulement si g est simple (§ 3, n°® 2, cor. 1 de la prop. 6).
D’aprés le th. 1 dun® 3, et VI, § 4, n° 2, th. 3, les algeébres de Lie simples déploy-
ables sont les algébres de type A, ({2 1), B, ({2 2),C ({2 3), D, ({ = 4),
Eg, Eq, Eg, Fy, Gy. Les algébres de cette liste sont a deux non isomorphes.

PROPOSITION 5. — Soient (g, b, B, (X)), ep) une algébre de Lie semi-simple épinglée, et
(Xo)aenuc—p la famille génératrice correspondante. 1l existe un automorphisme O de g et
un seul tel que O(X,) = X_, pour tout o e B (—B). Ona 6% = Id, et 6(h) = —Fh
pour tout b€ b,

L’unicité est évidente puisque (X,),epu(_p ¢ngendre l'algébre de Lie g.
Compte tenu de la prop. 4, Vexistence de 0 résulte de ce qu’on a dit au n® 3 avant
Ie th. 1.

COROLLAIRE. — S0it (8, b) une algébre de Lie semi-simple déployée. Alors (g, b) posséde
un systéeme de Chevalley (§ 2, n® 4, déf. 3).

Soit R le systéme de racines de (g, b). Pour tout o € R, soit X, un élément non
nul de ¢*. On suppose les X, choisis de telle sorte que [X,, X_,] = —H, pour
tout « € R (§ 2, n° 4, lemme 2). Soient B une base de R ct 8 Pautomorphisme de
gtel que 0(X,) = X _,pouraeBuU (—-B).Onad|p = —1d,. Pour tout « € R,
il existe donc ¢, € £* tel que 0X, = £,X_,. On a

tut—uer = [tocX—w t—ochc] = [eXou GX—oc] = e([Xw X—oc])
= O(~H,) = H,
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done f,t_, = 1 pour tout « € R, Introduisons les N,; comme au §2, n° 4, Si
o B, e+ peR,ona

No_o, platoX -y = tuds[X_o» X_g] = [0X,, 0X;] = O([X,, X))
NaBGchJrB = N«BtochBX—oc—B

donc, compte tenu du § 2, n° 4, lemme 4,
(g + 1)%25 = Nigtuss

ol ¢ est un entier. Il en résulte que si ¢, ct #; sont des carrés dans £*, alors ¢, ,
est également un carré. Puisque £, = 1 pour « € B, la prop. 19 de VI, § 1, n° 6,
prouve que f, est un carré pour tout a € R. Choisissons, pour tout « € R, un
u, € k tel que 42 = ¢,. On peut faire ces choix de telle sorte que uu_, = 1 pour
tout « € R. Posons X, = uz!X,. Alors, pour tout e € R, on a

Xo’cega) [Xo,ca )(foJ = ‘Yw Xfoc] = _‘}[w

et 6(X;) = 0(u;'X,) = w0, X_, =uX , =wuu_ X , =X, de sorte que
(X2)aer est un systéme de Chevalley de (g, b).

§ 5. Automorphismes d’une algébre de Lie semi-simple

Dans ce paragraphe, on note ¢ une algébre de Lie semi-simple.

1. Automorphismes d’une algébre de Lie semi-simple épinglée

Rappelons (VI1, § 3, n° 1) qu’on note Aut(g) le groupe des automorphismes de g.
Si b est une sous-algebre de Cartan de g, on note Aut(s, b) le groupe des auto-
morphismes de g qui laissent stable b. Supposons § déployante, et soit R le systéme
de racines de (g, b). Si s € Aut(g, b), Papplication contragrédiente de s|b est un
élément de A(R) (groupe des automorphismes de R) que nous noterons (s) dans
ce paragraphe. Ainsi

e Aut(s, b) — A(R)

est un homomorphisme de groupes.

Pour tout systéme de racines R et pour toute base B de R, on note Aut(R, B)
le groupe des automorphismes de R qui laissent stable B. Rappelons (V1, § 1,
n® 5, prop. 16 et § 4, n° 2, cor. de la prop. 1) que A(R) est produit semi-direct de
Aut(R, B) et de W(R), et que A(R)/W(R) est canoniquement isomorphe au
groupe des automorphismes du graphe de Dynkin de R.

Prorosrrion 1. — Soient (9, 0, B, (X)), cn) unc algébre de Lic semi-simple épinglée, R
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le systéme de racines de (g, b). Soit G Uensemble des s € Aut(s, b) qui laissent B stable, et

tels que s(Xy) = Xy pour tout o € B {autrement dit Uensemble des automorphismes de

(g, b, B, (Xy)nen))- Alors la restriction de < & G est un isomorphisme de G sur Aut(R, B).
Si s € G, il est clair que (s) € Aut(R, B). D’autre part, ’application

e|G: G — Aut(R, B)
est bijective d’aprés le th. 2 du § 4, n° 4.

2. Automorphismes d’une algibre de Lie semi-simple déployée

Soient E un groupe commutatif, et A = (P AY une algebre graduée de type E.
vyel

Pour tout homomorphisme ¢ du groupe E dans le groupe multiplicatif k¥, soit
S (o) Papplication £-lindairc de A dans A dont la restriction & chaque AY est
Phomothétie de rapport ¢(y); il est clair que f(p) est un automorphisme de
Palgebre graduée A, et que f est un homomorphisme du groupe Hom(E, £*)
dans le groupe des automorphismes de I’algebre graduée A.

Soient b une sous-algebre de Cartan déployante de g, R le systéme de racines
de (g, b). Rappelons qu’on note P(R) (resp. Q (R)) le groupe des poids (resp. des
poids radiciels) de R. On posera

Tp = Hom(P(R), £*) Ty = Hom(Q (R), £*).
On peut considérer g = g° + Z g* comme une algeébre graduée de type Q) (R).
aER
Ce qui précede définit un homomorphisme canonique de Ty dans Aut(g, b),
qui sera noté f dans cec paragraphe. D’autre part, injection canonique de
Q (R) dans P(R) définit un homomorphisme de Tp dans T, qui sera noté ¢:

T, % Ty —L> Aut(g, b).
Si s e Aut(g, b), soit s* la restriction de !(s] ) 71 2 Q (R). On a, pour tout ¢ € Tq,
(1) Sloos*) =57 e f(g)es.
En effet, soient y € Q (R) et xe¢"; on a sx € ¢ et
Sges¥)x = (pos®)(v).x = s7He(s*y)sx) = (57 o f (@) o 5)(x).
ProrosiTioN 2. — La suite d’homomorphismes

I —> Ty 2> Aut(g, b)) = AR) —> 1

est exacte.
a) Soit g e Ker f. On a ¢(«) = 1 pour tout « € R. Puisque R engendre le
groupe Q (R), ¢ est 'élément neutre de T\,
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b) Soit ¢ &€ Ty. La restriction de f(¢) 2 b = g° est 'identité, donc
Im f = Kere.
¢) Soit s Kere. Alors s|b = Id,. Pour tout « € R, on a s(g%) = g% et il
existe un ¢, € k* tel que sx = f,x pour tout x € g% En écrivant que s € Aut(g), on
obtient les relations

th g =1 pour tout «e€R
by = tyrp lorsque «, B, + BeR.

Dans ces conditions, il existe ¢ € Tq tel que (o) = £, pour tout a e R (VI, § 1,
n° 6, cor. 2 de la prop. 19). On a alors s = f(¢). Donc Kere < Im f.

d) L’image de Aut(g, b) par ¢ contient W(R) d’aprés le § 2, n° 2, cor. du th.
2, et contient Aut(R, B) d’aprés la prop. 1. Cette image est donc égale 4 A(R).

CoroLLARE 1. — Soit (B, (X )uen) un épinglage de (g, b). Soit G Pensemble des
s Aut(g, b) qui laissent tnvariant épinglage. Alors Aut(g, b) est produit semi-direct de
G et de e 1(W(R)).
En effet, G N e~ Y(W(R)) = {1} d’apres la prop. 1, et
Aut(g, b)) = G.e"}(W(R))

parce que e est surjectif (prop. 2).

CoRrOLLAIRE 2. — Le groupe e~ 1(W(R)) opére de fagon simplement transitive dans
Pensemble des épinglages de (g, b).

En effet, Aut(g, b) opére de facon transitive dans I’ensemble des épinglages
de (g, b} d’apres le § 4, n°® 4, th, 2. Le cor. 2 résulte alors du cor. 1.

COROLLAIRE 3. — Soit B une base de R. Le groupe Ker e = f(Ty) opére de fagon
simplement transitive dans Uensemble des épinglages de (8, b) de la forme (B, (X, ) en)-
Cela résulte aussitot de la prop. 2.

Soient a e R, X, eg% X_,e9 % tels que [X, X_,] = —H, On a vu (§2,
n° 2, th. 2) que, pour tout ¢ € k*, 'automorphisme élémentaire

0,(t) = ¢#1%Xq ALTIX_ gadtX,

a pour restriction a b la transposée de s,; on a donc £(0,(¢)) = s, et par suite
0,(8)0,(—1) eKere.

Lemme 1. — Soient o € R et £ € k*. Soit @ I homomorphisme » o M5 de Q) (R) dans k*.
Alors f (@) = 04(t)8,(—1).

Soit p la représentation de si(2, £) dans g associée a X,. Soit = la représenta-
tion de SL(2, £) compatible avec p. Introduisons les notations 6(¢), £(t) du § 1,
n° 5. Puisque p(H) = ad H, les éléments de ¢* sont de poids A(H,) pour p.
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Dlapres le §2, n°2, on a 0,(2)0,(—1) = =(68()6(—1)) = =(k(t)). Donc
6,(£)8,(—1) a pour restriction a g* Phomothétie de rapport (*#2 (§ 1, n° 5, prop.
6), d’ott le lemme.

Prorosition 3. — L'image de I homomorphisme composé
T —% Ty —L> Aut(s, b)

est contenue dans Aut,(g).

Soit B une base de R. Alors (H,),ep est une base de R, et la base duale de
(H,)sep dans b* est une base du groupe P(R). Donc le groupe T} est engendré par
les homomorphismes A +> M7 (t € k*, o € B). Si g est la restriction 2 Q (R) d’un
tel homomorphisme, le lemme 1 prouve que f{p) € Aut,(g), d’ot la proposition.

Soit £ une cldture algébrique de k. L’application qui, & tout automorphisme
s de g, associe Pautomorphisme s & 1 de ¢ Q. £ est un homomorphisme injectif
de Aut(g) dans Aut(s @y k). On note Auty(s) le sous-groupe distingué de Aut(g)
image réciproque de Aut, (g Ry k) par cet homomorphisme; c’est Pensemble des auto-
morphismes de g qui deviennent élémentaires par extension du corps de base de
k a k. 11 est clair que Aut,(g) est indépendant du choix de £, et que Aut,(g) <
Auty(g). Les groupes Aut,(s) et Aut,(g) peuvent étre distincts (§ 13, n° 1.VII). Si
b est une sous-algébre de Cartan de g, on pose

Aut,(g, b) = Aut,(g) N Aut(g, b), Auty(g, b) = Auty(g) N Aut(g, b).

Lemme 2. - Soient b une sous-algébre de Cartan déployante de g, et s € Auty(s, b). On

suppose que la restriction de s @ > ¢* w’admet pas la valeur propre 1. Alors £(s) = 1.
aeR

Par extension de £, on se raméne au cas olt s € Aut,(g, ). La dimension du
nilespace de s — 1 est au moins égale & dim b (VII, § 4, n° 4, prop. 9). Donc
(s — 1) | b est nilpotent. Comme s | e A(R"), 5| b est d’ordre fini donc semi-
simple (V, Annexe, prop. 2). Par suite, (s — 1) | b = 0, ce qui prouve que
e(s) = 1.

Lemme 3. — (i) Soit m = (P(R):Q (R)). 8% ¢ est la puissance m-eme d’un élément de
Tg,ona ¢eq(Th).

(i1) S¢ k est algébriquement clos, on a ¢(Tp) = T,

Il existe une base (3;,..., &) de P(R) etdesentiersn, > 1,..., 2 > 1 tels
que (2, ..., mA) soit une base de Q (R). On a m = n;...n,. Soit y e Tget
posons $(nh) = by, ..., b(mh) = 4. Pour i=1,...,1, posons my = | ]a,.

i€
Soit y 'élément de Ty tel que x(3;) = %, ..., x(N) = ™ Alors

xmd) = g7 =7 = ({7 ()
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d’ott x | Q (R) = ™. Cela prouve (i). Si k est algébriquement clos, tout élément
de £* est puissance m-éme d’un élément de £¥*, donc tout élément de Tgq est
puissance m-éme d’un élément de Tgq; par suite, (11) résulte de (i).

ProrosiTion 4. — On a f(Ty) < Auty(g, b) et e H(W(R)) = Autgy(s, b).
a) Soient ¢ & Ty et £ une cloture algébrique de . D’aprés le lemme 3, ¢ se
prolonge en un élément de Hom(P(R), £*). D’apres la prop. 3,

flo) @ 1 € Aut(s Rk, b @y £).

Donc f(¢) € Auty(g, b), et Kere < Auty(g, b).

b) L’image de Aut,(s, b)) par ¢ contient W(R) (§2, n°® 2, cor. du th. 2).
Compte tenu de a), on voit que e " H(W(R)) < Auty(s, b).

¢} Reste a prouver que Auty(g, ) < ¢ *(W(R)). Compte tenu de &), il
suffit de prouver que e{Auty(g, b)) N Aut(R, B), ot B désigne une base de R, est
réduit a {1}.

Soit s € Auty(g, b) tel que ¢(s) € Aut(R, B). Le sous-groupe de A(R) engendré
par (s) a dans R un nombre fini d’orbites. Soient U une telle orbite, de cardinal

r, et gU = Z gP. Soit B, € U, et posons B; = (s)'"1p, pour 1 <7 < r, de sorte
BeU
queU = {§,, ..., B,}. Soit X, un élément non nul de ¢°1, et posons X, = si~1X,

pour 1 < 7 < 7. Il existe ¢y € &% tel que 5’ X = ¢ X, dont "X = ¢y X;, pour
tout ¢, et par suite s7 | gV = ¢y. L. Solent ¢ € Ty, et 5" = 50 f(9p), qui est d’apres
a) un élément de Auty(g, b). On a s7 | gV = ¢7.1, ol

cy= ¢y Q o(B:) = CU(P(,.Z Bi)'

r i
Posons B = {ay,..., 0} et z B = Z myo;. Puisque =(s) € Aut(R, B), les
i=1 =1

m} sont des entiers de méme signe non tous nuls. On a

! U
cw =cy ] [ ole)™.
7=1

On peut choisir ¢ de telle sorte que ¢y # 1 pour toute orbite U; en effet, cela
revient a choisir les éléments (o) = £,..., o) = ¢ de k* de telle sorte
qu’ils n’annulent pas un nombre fini de polynémes non identiquement nuls en
¢y, ..., . Pour un tel choix de ¢, on a £(s") = 1 d’aprés le lemme 2, donc

e(s) = e(s)e(fle)) 7t = 1.
COROLLAIRE. — Soit B une base de R. Le groupe Aut(g, b) est isomorphe au produit

semi-direct des groupes Aut(R, B) et Auty(g, ).
Cela résulte de la prop. 1, du cor. 1 de la prop. 2, et de la prop. 4.
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Remarque. — Solent €, " les restrictions de = & Auty(s, b), Aut,(g, b). Soit f’
I'homomorphisme de Tp dans Aut,(g, §) déduit de f grace a I'injection canonique
de Q (R) dans P(R). On a dans ce qui précéde établi le diagramme commutatif
suivant:

1 —> Tq 1> Aut(g,b) —> AR) — 1

| I |

1 —> Tq ~L> Auto(s, ) > W(R) —> 1

b I

Tp > Aut,(g,p) > W(R) — 1

dans lequel les fleches verticales autres que ¢ désignent les injections canoniques.
On a vu (prop. 2 ct 4) que les deux premiéres lignes sont exactes. Dans la troi-
sitme ligne, ’'homomorphisme ¢” est surjectif (§ 2, n°® 2, cor. du th. 2); on peut
démontrer que son noyau est f'(Tp) (§ 7, exerc. 26 d)).

3. Automorphismes d’une algébre de Lie semi-simple déployable

ProrosrTioN 5. — Supposons ¢ déployable. Le groupe Aut,(g) opére de fagon simplement
transitive dans Uensemble des épinglages de g.

Soient e, = (g, b1, By, (X3 )ucn,)s €2 = (8, ba, B, (X(f)aeBg) des épinglages de g. 11
existe au plus un élément de Auty(g) qui transforme ¢; en e, (prop. 1 et prop. 4).
Soit £ une cloture algébrique de k. Il existe un élément de Aut,(g @y £) qui
transforme b, & £ en by 9, £ (VIL, § 3, n° 2, th, 1). D’aprés la prop. 4 et le cor. 2
de la prop. 2, il existe donc un élément ¢ de Aut, (¢ &), £) qui transforme 1’épin-
glage (8 @y £, by Rr £, By, (Xi)yen,) de g ®, £ en Pépinglage (s &y £, by & £,
By, (X2)yen,)- Comme b, et les X (resp. b et les X) engendrent g, (resp. g), on
a ¢(g;) = gy, donc ¢ est de laforme ¢ & 1 ot § € Auty(s), et ¢ transforme ¢, en e,

CoOROLLAIRE 1. — Soient (g, b, B, (X,)ycp) un épinglage de g, et G le groupe (isomorphe
d Aut(R, B)) des automorphismes de g qui laissent invariant cet épinglage. Alors Aut(g)
est produit semi-direct de G et de Auty(g).

En effet, tout élément de Aut(g) transforme (g, b, B, (X,)ycp) en un épinglage
de g. D’aprés la prop. 5, toute classe de Aut(g) suivant Auty(g) rencontre G en un
point et um seul. C.Q .F.D.

11 résulte du cor. 1 que le groupe Aut(g)/Auty(s) s’identifie & Aut(R, B), et
est isomorphe au groupe des automorphismes du graphe de Dynkin de R.
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COROLLAIRE 2. — On a Aut(g) = Auty(g) lorsque g est une algébre de Lie simple
déployable de type Ay, B, (n = 2), C, (n = 2), Eq, Eg, Fy, Gu. Le quotient
Aut(g)/Auty(g) est d’ordre 2 lorsque g est de type A, (n = 2), D,, (n 2 5), Eg; 1l est
isomorphe 4 S lorsque g est de type D,.

Cela résulte du cor. 1 et de VI, planches T 3 IX,

Remarques'_ 1) Soient ¢; = (93 by, By, (Xo%)ueBl)> es = (9, b, By, (Xo?)oceBz), € =
(8, b, By, (Y2)yen,) des épinglages de g, s (resp. s') un élément de Auty(g) trans-
formant e, en e, (resp. ¢5). Alors 5| by =" | by. En effet, 5"~ 1s € Auty(g, b;) et
§'~15(B;) = By, donc e(s"15) = 1.

2) Soit X Pensemble des couples (b, B) out b est une sous-algébre de Cartan
déployante de g et B une base du systéme de racines de (g, b). Si x = (b, B) et
% = (', B’) sont des éléments de X, il existe s € Auty(g) qui transforme x en x
(prop. 5), et la restriction s, , de 5 4 b ne dépend pas du choix de s (remarque 1).
En particulier, on a s, 5 0 Sy p = Spv . 51 %, 8, "€ X, et 5, , = 1. L’ensemble
des familles (%), ¢ vérifiant les conditions:

a) hyebsix = (b, B)

b) sy plby) = hpesin,x'eX
est de maniére naturelle un espace vectoriel b(g) qu’on appelle parfois la sous-
algébre de Cartan canonique de . Pour x = (b, B) etx’ = (b, B'), 5, , transforme B en
B’, donc le systéme de racines de (g, b) en celui de (g, §’); il en résulte que le dual
b{g)* de b(g) est muni de maniere naturclle d’un systtme de racines R(g) et
d’une base B(g) de R(g). On dit parfois que R(g) est le systéme de racines canonique
de g et B(g) sa base canonique. Le groupe Aut(g) opére sur b(g) en laissant stables
R (g) et B(g) ; les éléments de Aut(g) qui opérent trivialement sur b(g) sont ceux de
Auty(s).

Prorosition 6. — Soit b une sous-algébre de Cartan déployante de g. Avec les notations du
n® 1, on a Aut,(g) = Aut,(g).Kere = Aut,(g).f(Tg)

D’aprés le § 3, n° 3, cor. de la prop. 10, on a Auty(g) = Aut,(g).Auty(g, b).
D’autre part, e(Aut,(g, b)) > W(R) d’aprés le §2, n° 2, cor. du th. 2, donc
Autg(g, b) = Aut,(g, b) . Ker <.

Remarque 3. — La prop. 6 montre que 'homomorphisme canonique
v: To/Im(Tp) — Auty(s) / Aut,.(g),
déduit du diagramme du n° 2, est surjectif. En particulier, Aut,(g) contient le grou-
pe dérivé de Auty(g); nous verrons (§ 11, n° 2, prop. 3) qu’il y a en fait égalité.
On peut en outre montrer que t est wjectif, c’est-a-dire que
S(Tq) N Aut,(g) = f'(Te),
(cf. § 7, exerc. 26 d).
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ProPOSITION 7. — Soient g une algébre de Lie semi-simple déployable, b une sous-algébre
de Borel de g, p, et vy des sous-algébres paraboliques distinctes de g, contenant b, Alors p, et
Py nie sont pas conjugudes par Auty(g).

On peut supposer £ algébriquement clos. Soit s € Auty(g) tel que s(p,) = po.
Soit b une sous-algébre de Cartan de g contenue dans b M 5(b) (§ 3, n° 3, prop. 10).
Comme b et s(b) sont des sous-algebres de Cartan de s(b), il existe # € [b, b] tel que
2% (b) = s(b) (VIL, § 3, n° 4, th. 3). Remplacant s par ¢~ %5, on est ramené au
cas ot s(p) = b, et s induit alors sur b un élément ¢ du groupe de Weyl W de
(s, b) (prop. 4). Soit C la chambre de Weyl correspondant & b. Alors p, et p,
correspondent 2 des facettes F, et ¥y de by contenues dans 'adhérence de C.
On a o(F,) = F,. Puisque 6 € W, cela entraine F, = F, (V, § 3, n° 3, th. 2) d’ou
Py = Pa.

Remarque 4. — Soient g une algébre de Lie semi-simple déployable, & ’ensemble
des sous-algebres paraboliques de g, ensemble dans lequel opére Aut,(g). Re-
prenons les notations de la remarque 2. Soit 2 une partie de B(g). La donnée de
2 équivaut 4 la donnée, pour tout x = (b, B) € X, d’une partie Z, de B, de telle
sorte que s, , transforme X, en .. quels que soient x, 1" € X. Soit p, la sous-
algebre parabolique de g correspondant & 2, (§ 3, n° 4, remarque). L’orbite de
p. pour Auty(g) est ensemble des p,. pour &’ € X. On définit ainsi une applica-~
tion de P(B(s)) dans P[Auty(g). Cette application est surjective d’aprés la
remarque du § 3, n° 4, et injective d’aprés la prop. 7.

4. Topologie de Zariski sur Aut(g)

Provposition 8. — Soit 'V Uensemble des endomorphismes de Uespace vectoriel g. Alors
Aut(g) est fermé dans V pour la topologie de Zariski (VII, App. I).
Soit K la forme de Killing de g. S1 s € Aut(g), on a

(2) [sx, Jy] = [xa y]
(3) K('Sx: ‘Yy) = K(x>y)

quels que soient x, € g. Réciproquement, soit s un élément de V vérifiant (2} et
(83) quels que soient %, y €g. Alors Ker s = 0, donc s est bijectif et s € Aut(g).
Or, quels que soient x, y € g, les applications s+ [sx, sy] et s> K(sx, sy) de V
dans g et £ sont polynomiales.

ProPOSITION 9. — Soit b une sous-algébre de Cartan déployante de g.
(1) Le groupe f(Ty) est fermé dans Aut(g) pour la topologie de Zariski.
(1) Le groupe f(q(Tp)) est dense dans f(Tg) pour la topologie de Zariski.
L’assertion (i) résulte de Pégalité f(Tg) = Aut(s, b) N Kere (prop. 2).
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Posons m = (P(R):Q (R)). Soit F une fonction polynomiale sur V; supposons
que F soit nulle sur toute puissance m-¢me d’un élément de f(Ty), et montrons
que F | f(Tq) = 0; compte tenu du lemme 3, cela prouvera (ii).

L’ensemble V' des éléments de V induisant Pidentité sur b et laissant stable
chaque ¢* s"identifie & &%, Soit I’ la restriction de Fa V' = £F; c’est une fonction
polynomiale. On a f(Tg) < V'. Soit B = (ay,...,%) une basc de R. Pour
tout ¢ = (&y,. .., i) € k*®, soit ¢(¢) ’homomorphisme de Q) (R) dans le groupe £*
qui prolonge #. Alors F'( f(¢(#))) s’écrit comme une somme finie

oo = H(l, .., 0).

("nlu.m 1

Par hypothése, on a

0=H@E, .., = Z R AL

quels que soient £y, . . ., ; € k*. Les ¢, sont donc les coefficients d’un polynéme
en [ variables nul sur £*!; ils sont donc tous nuls.

Prorposition 10. — Supposons g déployable.

(1) Le groupe Aut,(g) est dense dans Auty(g) pour la topologie de Zariski.

(i1) Les groupes Aut,(g) et Auty(g) sont connexes pour la topologie de Zariski.

D’aprés la prop. 3, on a f(q(Tp)) < Aut,(g). Pour tout s € Aut,(g), Padhé-
rence de s.f(q(Tp)) pour la topologie de Zariski contient s f(Tg) d’aprés la
prop. 9. Donc I'adhérence de Aut,(g) contient Aut,(g).f(Tq) = Auty(s) (prop.
6). Cela prouve (1).

Soit Aut,(g) = QU Q' une partition de Aut,(g) formée de parties relative-
ment ouvertes pour la topologie de Zariski, avec Q 5 0. Si o € Q et si x est un
élément nilpotent de g, Papplication t: {1+ w exp(f ad x) de £ dans Aut,(g) est
polynomiale, donc continue pour la topologic de Zariski; par suite, (k) est
connexe; comme o € 1(k), on a t(k) = Q. Ainsi, Q.(expadkx) < Q, d’ou
Q.Aut,(g) = Q et Q@ = Aut,(g). Cela prouve que Aut,(g) est connexe. Il en

résulte, d’aprés (i), que Auty(g) est connexe.
C.Q .F.D.

On verra (§ 8, n° 4, cor. de la prop. 6) que Aut,(g) est fermé dans V pour la
topologie de Zariski, et est la composante connexe de 'élément neutre de Aut(g).
Par contre, Aut,(g) n’est pas en général fermé pour la topologie de Zariski.

*Supposons (g, b) déployée. Le groupe Auty(g) est le groupe G(£) des &-points d’un
groupe algébrique semi-simple G connexe de centre trivial (groupe adjoint). Le
groupe f(Tg) est égal 4 H(k), ou H est le sous-groupe de Cartan de G d’algebre de
Lie b. L’image réciproque H de H dans le revétement universel G de G (au sens
algébrique) a pour groupe de k-points le groupe Tp. L’image de G(k) dans G(&) =
Auty(g) est le groupe Aut,(g).4



n°l MODULES SUR UNE ALGEBRE DE LIE SEMI-SIMPLE DEPLOYEE 113

5. Cas des groupes de Lie

ProrosiTioN 11. — On suppose que k est R, ou C, ou un corps ultramétrique complet
non discret. Soit b une sous-algébre de Cartan déployante de g.

(1) Aut(s, b) est un sous-groupe de Lie de Aut(g) d’algébre de Lie ad b.

(i) f(Tq) et (g of)(Tp) sont des sous-groupes ouverts de Aut(g, b).

(1i1) Aut,(g) est un sous-groupe ouvert de Aut(g).

(iv) S1k = Rou G, Aut,(g) est la composante neutre de Aut(s), ¢’est-d-dire Int(g).

D’apres 111, § 3, n° 8, cor. 2 de la prop. 29, et n° 10, prop. 36, Aut(g, b) est
un sous-groupe de Lic de Aut(g) dont I'algébre de Lie est 'ensemble des ad x
(x € g) tels que (ad x)b < b, C’est-a-dire ad b.

Soit H e b. Il existe ¢ > O possédant les propriétés suivantes: pour t €k et
[t| < e, exp(#y(H)) est défini pour tout y € P(R), et 'application v > exp(¢y(H))
est un homomorphisme s, de P(R) dans £*. Pour |¢] < ¢, exp ¢ ad H est défini,
induit Pidentité dans b et induit dans g* I'homothétie de rapport o,(«); donc
exptadHe (gof)}(Tp). Cela prouve, compte tenu de (i), que (¢gof)(Tp)
contient un voisinage de 1 dans Aut(g, b}, et par suite est un sous-groupe ouvert
de Aut(g, b). 4 fortiori, f('T) est un sous-groupe ouvert de Aut(g, b).

Pour tout « € R, on a exp ad ¢* = Aut,(g). Compte tenu de (i), Aut,(g)
contient un voisinage de 1 dans Aut(g), ce qui prouve (iit).

Supposons £ = R ou G. Alors Aut,(g) est contenu dans la composante neutre
Cde Aut(g) (VIIL, § 3,n°1), et est ouvert dans Aut(g) d’apres (iii). Donc Aut,(g) =
C. Enfin, G = Int(g) d’apres 111, § 9, n° 8, prop. 30 (1).

§ 6. Modules sur une algébre de Lie semi-simple déployée

Dans ce paragraphe, on désigne par (g, b) une algébre de Lie semi-stmple déployée, par R
son systéme de racines, par W son groupe de Weyl, par B une base de R, par R, (resp. R _)
Densemble des racines positives (resp. négatives) relativement & B. On pose:

n+=29°‘, n_:Zg“, b, =b+n, e b_ = b+ n_,

xeR 4 xER_
Onan, =[b,,06.],n_=1[o_,b_].
Pour tout « € R, on choisit un élément X, € g* de telle sorte que

[Xw ‘Y~oc] = _[{oc

(§ 2, n°4); ce choix n’interviendra dans aucune des définitions ci-aprés.

1. Poids et éléments primitifs

Soit V un g-module. Pour tout % e 0¥, on note V* le sous-ecspace primaire,
relatif & 2, de V considéré comme b-module (VI1, § 1, n° 1). Les éléments de V* sont
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appelés les éléments de poids A du g-module V. La somme des V* est directe
(VIL, § 1, n° 1, prop. 3). Quels que soient o € b* et A eb*, on a g*V* < Vot
(VIL, § 1, n° 3, prop. 10 (ii)). La dimension de V* s’appelle la multiplicité de A
dans V; si elle est > 1, i.e. si V* £ 0, on dit que A est un poids de V. Si V est de
dimension finie, les homothéties de V définies par les éléments de b sont semi-
simples, et V* est donc Pensemble des x € V tels que Hx = A(H)x pour tout
Hey.

Lemme 1. — Sotent V un g-module, et v € V. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) byv < kv;

(i1) v < kv et n v = 0;

(i) by < kv et g¢*v = O pour tout o € B.

(1) = (ii): Supposens b, v < kv, Il existe A € b* tel que v € V*, Soit a e R,.
Onag*.o =« VAN V*** =0, Donc n v = 0.

(i1) = (ii1): C’est évident.

(iii) = (i): Cela résulte de ce que (X,)qep engendre n, (§ 3, n°3, prop. 9
(i) ).

DeériNitiON 1. — Sotent V un g-module et v € V. On dit que v est un élément primitif de V
st v # 0 et st v vénfie les conditions du lemme 1.

Un élément primitif appartient 2 I'un des V*. Pour tout A € b*, on note V2
Pensemble des v € V* tels que b,v = kv. Les éléments primitifs de poids A sont

donc les éléments non nuls de V2.

Prorosirion 1. — Soient V un g-module, v un élément primitif de V, o le poids de v.
On suppose que V est engendré par v comme g-module.

(i) 82 U(n_) désigne I’algébre enveloppante de n_, ona V = U(n_). 0.

(1) Pour tout h € b*, V* est Pensemble des x € V tels que Hx = NH)x pour tout
Hebt.OnaV = A(—Bb* V*, et chaque V* est de dimension finie. L'espace V* est de dimen-

sion 1, et tout poids de V est de la forme o» — Z Ny 0, 0 les n, sont des entiers = 0.
«eB

(1ii) 'V est un g-module indécomposable, et son commutant est réduit aux scalaires.
(iv) Sotent U(g) lalgébre enveloppante de g, et Z le centre de U(g). Il existe un
homomorphisme y et un seul de & dans k tel que, pour tout z € &, zy soit I’ homothétie de

rapport x(z).
Soit U(b,) l'algébre enveloppante de b,. On a U(g) = U(n_).U(b,)
(1, §2, n° 7, cor. 6 du th. 1). Donc

V=U(@g).o =Un_).Upb,).o=Un_).o
Notons a, . . ., «, les éléments, deux 2 deux distincts, de R . Alors

Py P2 P
<1Y—rx1X—ocz' - ‘X—J:x,‘)(pl ..... PEN"



n°1 MODULES SUR UNE ALGEBRE DE LIE SEMI-SIMPLE DEPLOYEE 115

est une base de U(n_), donc

1) S O <

Pour A € b*, posons
T, = Z kXP

e .X’_’"mnv.
(P15..sP) ENT, @ = P10g = oot —Pplly = A

D’aprés VIL, § 1, n° 1, prop. 2 (ii), si ke b, &y | T, est 'homothétie de rapport
(k). Donc T, = V* D’autre part, (1) entraine que

V- S T,

A€®—Nog—--- —Nop

La somme des V* est directe (VII, § 1, n° 1, prop. 3). De tout cela résulte que
V* = T,, que V est somme directe des V*, et que V* est 'ensemble des x € V
tels que hx = A(A)x pour tout £ €bh. D’autre part, dim V* est au plus égal au
cardinal de Pensemble des (5, . . ., p,) € N" tels que pro; + -+ - + pra, = o — A
Cela prouve que V* = Osiw — A ¢ z Ne, que dim V® = 1, et que les V* sont

axeB
tous de dimension finie.

Soit ¢ un élément du commutant de V. Pour tout € b, on a
he(v) = ch(v) = w(h)c(v),

donc ¢(v) € V®; il existe donc ¢ € k tel que ¢(z) = tv. Alors, pour tout (pq, . . ., pn)
eN" on a

cXPL oL XT =X X o=t XP Xy
1 —0n Un ®pn

—op " —oy

de sorte que ¢ = ¢.1. Ainsi, le commutant de V est réduit aux scalaires. Cela
entraine (iv) et le fait que V est indécomposable.

DEFINITION 2. — L’homomorphisme y, de la prop. 1(iv) s’appelle le caractére central du
g-module V.

Prorosition 2. — Sotent V un g-module engendré par un élément primitif e de poids o,
et X un g-module semi-simple. Soit ® ensemble des homomorphismes du g-module V dans
le g-module X. Alors @+ (e} est un isomorphisme de Uespace vectoriel @ sur Uespace
vectoriel X3.

II est clair que ¢(¢) € X3 pour tout e @. Si e D et p(¢) =0, ona ¢ =0
puisque ¢ engendre le g-module V. Soit f un élément non nul de X3 et montrons
qu’il existe ¢ € @ tel que ¢(¢) = f. Soit X’ le sous-module de X engendré par f.
D’apres la prop. 1, X’ est indécomposable, donc simple puisque X est semi-
simple. L’élément (¢, f) est primitif dans le g-module V x X. Soit N le sous-
module de V x X engendré par (¢, f). On a NN X < pry(N) = X', donc
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NNnX =0 ou X'; si NNnX = X', N contient les éléments lindairement
indépendants {¢, f) et (0, f) qui sont primitifs de poids »; cela est absurde (prop.
1), donc N N X = 0. Ainsi pr; | N est une application injective 4 de N dans V;
cette application est surjective puisque son image contient e. Alors ¢ = proo A™*
est un homomorphisme du g-module V dans le g-module X tel que ¢(e) = f.

2. Modules simples ayant un plus grand poids

Rappelons que la donnée de B définit dans bE une relation d’ordre (VI, §1,
n° 6). Les éléments >0 de b§ sont les combinaisons linéaires des éléments de B a4
cocfficients rationnels > 0.

Plus généralement, nous considérons la relation d’ordre suivante entre
éléments A, p de b*:

A — pest combinaison linéaire des éléments de B & coeflicients rationnels > 0.

Lemme 2. — Soient V un g-module simple, w un poids de V. Les conditions suivantes sont
équivalentes:
(1) tout poids de V est de la forme & — . oit p. est un poids radiciel >0;
(i1) o est le plus grand poids de V;
(i1i) pour tout € B, w + o #’¢st pas poids de 'V
(1v) 1l existe un élément primitif de poids .
(1) = (i1) = (i1): Cest évident.
(iif) = (iv): Supposons vérifiée la condition (iii). Pour tout 2 e b,

Ker(hy — (k)

est non nul, contenu dans V®, et stable par by. Par récurrence sur dim b, on voit
qu’il existe un » non nul dans V tel que bv < £v. La condition (ii1) implique que
n,v = 0, donc v est primitif.

(iv) = (i): Soit v un élément primitif de poids ». Comme V est simple, V
est engendré par v comme g-module. L’assertion (i) résulte alors de la prop. 1.

C.Q.F.D.

Pour un g-module simple, I'existence d’un élément primitif est donc équi-
valente 2 celle d’'un plus grand poids, ou encore 4 celle d’'un poids maximal.

1l existe des sl(2, C)-modules simples V tels que, pour toute sous-algebre de Cartan
b de sl(2, C), V n’admette aucun poids (§ 1, exerc. 14 f)). Ces modules sont de
dimension infinie sur G (§ 1, n° 3, th. 1).

Prorosirion 3. — Soit V un g-module simple ayant un plus grand poids o.
(i) Les éléments primitifs de V sont les éléments non nuls de V.
(i) Considéré comme b-module, V est semi-simple.
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(i) OnaV = (B V* Pourtout » € b*, V* est de dimension finie. On a
AER*
dim V® = 1.
(iv) Le g-module V est absolument simple.

Les assertions (i), (if), (iii) résultent de la prop. 1 et du lemme 2. I.’assertion
(iv) résulte de la prop. 1 (iit) et de A, VIII, § 7, n° 3.

COROLLAIRE. — 87 V est de dimension finie, I homomorphisme canonique U (g) — End({V)
est surjectif.
Cela résulte de (iv), cf. A, VIII, § 3, n° 3.

ProrosiTION 4. — Sotent 'V un g-module simple ayant un plus grand poids o, X un
g-module semi-simple, et X' la composante isotypique de type V dans X. Alors X' est le
sous-module de X engendré par X3,. Sa longueur est égale & la dimension de X5.

Soit X" le sous-module de X engendré par X3. Il est clair que tout sous-
module de X isomorphe & V est contenu dans X”. Donc X' = X", D’autre part,
X" @ X’ d’apres la prop. 2. Donc X' = X", IV’autre part, soit ® I'ensemble des
homomorphismes du g-module V dans le g-module X. La longueur de X’ est

dim, @ (A, VIII, § 4, n° 4), c’est-a-dire dim, X% (prop. 2).

3. Théoréme d’existence et d’unicité

Soit A e p*. Comme b, = b@ n, et que n, = [b,, b,], Papplication # + n+>
AA) (oh heb,nen,) deb, dans k est une représentation de dimension 1 de b .
Notons L, le k-espace vectoriel £ muni de la structure de b, -module définie par
cette représentation. Soient U(g), U(b,) les algébres enveloppantes de g, b, , de
sorte que U(b_ ) est une sous-algébre de U(g); rappelons que U(g) est un U(b,)-
module 3 droite libre (I, § 2, n° 7, cor. 5 du th. 1). Posons:

(2) Z(») = U(s) Que,) La-
Alors Z(3) est un g-module a gauche. Notons e I'élément 1 ¢ 1 de Z(3).

Prorosrrion 5. — (1) L’élément e de Z.()) est primitif de poids ) et engendre le g-module
Z(}).
(ii) Soit Z*(x) = z Z(W". Tout sous-module de Z.()\) distinct de Z()) est

AFER
conteny dans 7.7 (X).

(1) Il existe un plus grand sous-module ¥, de Z()) distinct de Z(3). Le module
quotient Z(2)[F, est sumple et admet N pour plus grand poids.
I1 est clair que ¢ engendre le g-module Z(3). Sixeb,,ona
xe=x1RI=(1xR01 =1Rx.1=r2x)1&1) = rx)e,
d’ou (i).
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Le p-module Z(2) est semi-simple (prop. 1). Si G est un sous-g-module de
Z(x), on a donc G = 2) (G N Z(\)"). L’hypothése G N Z(A)* # 0 entraine
neh*

G = Z(\) puisque dim Z(A)* = 1 et que e engendre le g-module Z(}). Si
G # Z()), on a donc G = z GNZW» < Z7(3).

3y
Soit F, la somme des sous-g-modules de Z (%) distincts de Z{x). D’aprés (ii),

on a F, = Z+(3). Donc F, est le plus grand sous-module de Z(x) distinct de
Z(3). 11 est clair que Z(2)/F, est simple et que Pimage canonique de ¢ dans
Z(2)[F, est un élément primitif de poids 2.

Dans la suite de ce chapiire, le s-module Z(\)[F, de la prop. 5 sera noté E(N).

TuforEME 1. — Soif ) € b*. Le g-module E(1) est simple et admet \ pour plus grand
poids. Tout g-module simple de plus grand poids \ est isomorphe & E()).

La premiére assertion résulte de la prop. 5 (iii). La seconde résulte de la
prop. 4.

ProrosrtioN 6. — Soient V un g-module, ) un élément de b*, v un élément primitif de V
de poids K.

(i) 1! existe un homomorphisme : Z()) — V de g-modules et un seul tel que Y(e) = v.

(11) Supposons que v engendre V. Alors § est surjectif. Pour que { soit bijectsf, il _faut
et il suffit que, pour toul élément non nul u de U(n_), uy soil injectif.

(1) Lapplication ur>u Q1 de U(n_) dans Z(1) est bijective.

Soit K le noyau de la représentation de U(b,) dans L, ; il est de codimen-
sion 1 dans U(,). Soit J = U(g)K I'idéal & gauche de U(g) engendré par K;
alors L, s’identifie au U(b,)-module a gauche U(b,)/K, et Z(}) s’identifie au
U(g)-module 2 gauche U(g)[J. Ona K.v = 0,donc J.» = 0, ce qui prouve (i).

Supposons maintenant que v engendre V. Il est clair que ¢ est surjectif.

D’aprés le théoréme de Poincaré-BirkhofF-Witt (I, § 2, n° 7, cor. 6 du th. 1),
une base de U(n_) sur £ est aussi une base du U(b, )-module 4 droite U(g). Donc
Papplication p:ut>u(&) 1 de U(n_) dans U(g) ®ye,) La est bijective. Soit
ueU(n_). Alors ¢ 71 o uy,, o ¢ est la multiplication & gauche par # dans U(n_).
Compte tenu de I, § 2, n° 7, cor. 7 du th. 1, uy,, est injectif si # # 0. Par suite, si
¢ est bijectif, uy est injectif pour tout z non nul dans U(n_).

Supposons que ¢ ne soit pas injectif. Il existe u e U(n_) tel que u # 0 et
$(p(w)) = 0. Alors

uy.v = uy. (1 Q1) = $(@ @ 1) = ¢(o(w) = 0.

COROLLAIRE 1. — Soient € b* et oo € B tels que A(H,) + 1 e N. Alors Z(—a + s5,2)
est isomorphe 4 un sous-g-module de Z.(1).

Posons m = A(H,). Soit x = X" *.e € Z(}), et soit V le sous-module de
Z(2) engendré par x. On a x # 0 (prop. 6). D’autre part, x € Z(A\)*~™+1= Pour
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BeBetB # a,on a [g7%g*] =0 etgl.e =0, donc ¢g°.x = 0. Enfin, comme
(X X_o] = —H,, on a [X, X7J'] = (m + DX (-H, +m) (§1, n°1
lemme 1 (ii}), d’ou

X,ox = X, X" e = [Xy, X251 e = (m + 1) X", (me — N(H,)e) = 0.

Ainsi, x est primitif de poids A — (m + 1)a. Compte tenu de la prop. 6, le g-
module V est isomorphe 8 Z(—a + A — ma) = Z(—a + S \).

COROLLAIRE 2. — Soient p = % z o, ef A, € b¥. On suppose que N + o est un pords

cER 4
dominant de R, et qu’il existe w e W avec p. + p = w(h + p). Alors Z.() est isomorphe
a un sous-module de Z.(3).

L’assertion est évidente quand w = 1. Supposons-la établie quand w est de
longueur <gq. Si w est de longueur g, il existe « € B tel que w = s,w’ ™, avec
l{w) =q—1.0naw(x)eR, (VI §1, n° 6, cor. 2 de la prop. 17), et par
suite (w' "X + p))(H,) = (* + p)(H,,) est un entier >0. Posons

po=w"x+p) — o
D’aprés '’hypothése de récurrence, Z(p') est isomorphe 2 un sous-module de
Z(x). D’autre part, d’apreés VI, § 1, n° 10, prop. 29 (ii), on a
—o s’ = —o 4 S T A+ p) = sap = w(h 4 ) —p = p
De plus, o(H,) =1 (VI, §1, prop. 29 (iii)), donc p'(H,) + 1 e N. Le

cor. 1 entraine alors que Z(p) est isomorphe & un sous-module de Z(p'), donc
aussi & un sous-module de Z(2).

4. Commutant de § dans Palgébre enveloppante de g

Soient U Tl’algébre enveloppante de g, V < U l'algébre enveloppante dc b.
L’algebre V s’identifie 4 P’algébre symétrique S(b) de b, ct aussi a Palgebre des
fonctions polynomiales sur b*. Notons ag, . . ., a, les racines positives, deux a deux
distinctes. Soit (f,, ..., H;) une base de b. D’aprés le théoréme de Poincaré—
Birkhoff-Witt, les éléments

u((Qi), (mi)’ ([h)) = X‘i‘al s Xq_"anH{nl e .f[lm’XOfll. . X(f:

(qis my, p; entiers =0) forment une base de Pespace vectoriel U. Pour tout £ €5,
on a

8) & ul(g), (m), (pD] = ((pr — ¢1)oa +--- +
(zbn - qn)“n) (h)u((%)a (mi)3 (ﬁl))
L’espace vectoriel U est un g-module (donc aussi un -module) pour la repré-
sentation adjointe. Si A € b*, les sous-espaces U* et U, sont définis (VII, § 1,
n° 3); la formule (3) montre que U* = U, etque U = @ U* (o0t Q est le
AeQ

groupe des poids radiciels de R). En particulier, U° est le commutant de b, ou de
V, dans U.
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Lemme 3. — Posons L. = (n_U) N U°.
(@) OnaL = (Un,) nUO et L est un idéal bilatére de U°.
(if) OnaU® = V@ L.
II est clair que w_U (resp. Un,) est ensemble des combinaisons lindaires

des éléments u((q;), (m;), (p;)) tels que z g; > 0 (resp. Zp,— > 0). D’autre part

w((g), (m), (£)) e UC = prog + - 4 Pty = @109 + -+ oty

Cela entraine que (n_U) N U% = (Un,) n U Enfin, (n_U) nU° (resp.
(Un,) N U% est un idéal a droite (resp. & gauche) de U°, d’otr (i). Par ailleurs,
un élément u((g;), ( D> (P:)) qui est dans U® appartient 2 V (resp. a L) si et
seulement si py =---=p, =g, == ¢, = 0 (resp. py +---+ p + ¢ +
+ g, > 0), d’ou (ii).

C.Q.F.D.

En vertu du lemme 3, le projecteur de U° sur V de noyau L est un homo-
morphisme d’algébres. On Vappelle Phomomorphisme de Harish—Chandra de U° sur
V (relatif 2 B). Rappelons qu’on peut identifier V a I'algébre des fonctions
polynomiales sur b*.

Prorosition 7. — Soient e b*, E un g-module engendré par un élément primitif de
potds £, y, le caractére central de B, ¢ I homomorphisme de Harish-Chandra de U° sur V.
Pour tout z dans le centre de U, on a y(z) = (¢(2))(2).

Soient v un élément primitif de poids i de E, et z un élément du centre de U.
Hexiste uy,...,u,e Uectny,...,n,en, telsque z = ¢(z) + ugny + -+ + Uy,
Alors

(2o = 20 = @(2)v + wynw + - - - + unw = @(2)v = ((z))(N)v.

COROLLAIRE. — Soient ., .> une forme bilinéaire syméirique non dégénérée invariante
sur g, G Lélément de Casimir associé a <. , .. Notons encore {. , . la forme inverse sur b*

de la restriction de <., .> d b (§2, n°3, prop. 5). Alors y(C) = (O, N + 20D, 02

13w

AER 4
Reprenons les notations du § 2, n° 3, prop. 6. On a
1 1
C = — X X, + or—e XX,
OCEZR <X A > ote§R:+ <Xoc7 X—oc>
1 —
+ v K Xoo] + > HH]
oceZR+ <Xoc; X—oc> [ u] i%

donc

W0 = 3 e a X + 3 A

x€ER iel
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D’apres la prop. 7,

£(C) = D M XD+ S M)A

otezfm. <Xoc3 X—zx> iel
Soit &, I'élément de b tel que {A,, &> = (&) pour tout 2 €b. D’apres le § 2, n° 2,
prop. 1, on a

Mo [ ) = <hh, s e X_a1> = alhy) = O 0.

Donc

2(C) = ( > o, a)) + R =GN+ 200,

€eR

§ 7. Modules de dimension finie sur une algébre de Lie semi-simple
déployée

Dans ce paragraphe, on conserve les notations générales du § 6. On désigne par P (resp. Q)
le groupe des poids de R (resp. des poids radiciels de R). On note P, (resp. Q ) Pen-
semble des éléments de P (resp. Q) qui sont positifs pour la relation d’ordre définie par B.
On note P, Pensemble des poids dominants de R relativement ¢ B (VI, § 1, n° 10). Un
élément N de b* appartient d P (vesp. @ P, ) st et seulement st tous les A(H,), « € B, sont
des entiers (resp. des entiers 20). Ona P, , =P, (VI, §1, n°6). ST weW, on

note e(w) le déterminant de w, qui est égal @ 1 ou — 1. On pose o = % z o.
xER 4

1. Poids d’un g-module simple de dimension finie

ProrosrTion 1. — Soit V un g-module de dimension finie.

(1) Tout poids de V appartient d P.

(ii) OnaV = @ V.

neP

(111) Pour tout p. € b*, V¥ est Pensemble des x €V tels que h.x = w(h)x pour tout
heb.

Pour tout « € B, il existe un homomorphisme de si(2, k) dans g qui transforme
Hen H, D’aprés le § 1, n° 2, cor. de la prop. 2, (f,)y est donc diagonalisable
et ses valeurs propres sont entiéres. Donc ensemble des (H,)y, pour o € B, est
diagonalisable (A, VII, § 5, n°6, prop. 13). Par suite, pour tout £eb, iy est
diagonalisable. D’aprés VIL, § 1, n® 3, prop. 9,ona V = @ V¥ D’autre part, si

nep*

Ve # 0, ce qui précéde montre que u(f,) € Z pour tout « € B, d’otr . € P. Cela
prouve (i) et (ii}. On a vu en méme temps que by est diagonalisable, d’otr (iii).
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COROLLAIRE. — Sotent p une représentation de dimension finie de g et © la forme bilinéaire
associée 4 p.

(i) Stx,yche, oma Olx,y) cQet Ox,x) Q..

(11) 8% p est injective, la restriction de ® & b est non dégénérée.

L’assertion (1) résulte de la prop. 1 puisque les éléments de P sont a valeurs
rationnelles sur b,. Si p est injective, ® est non dégénérée (I, § 6, n° 1, prop. 1),
donc la restriction de ® a b est non dégénérée (VII, § 1, n° 3, prop. 10 (iii)).

Lemme 1. — Sotent V un g-module et o la représentation correspondante de g.

(1) St a est un élément nilpotent de g, et si p(a) est localement nilpotent, alors, pour
tout beg, ona

p(eadab) = ep(a)p(b)e—p(a)_

(i) 87 o € R et st les images par p des éléments de g% el =™ sont localement nilpotentes,
alors Uensemble des poids de V est stable par la réflexion s,.

Sous les hypothéses de (i), on a p((ad a)"h) = (ad p(a))"e(d) pour toutn = 0
donc p(e*?%h) = 22°@p(h). D’autre part, on démontre que

ALP@g (B = P@g(h)e= 0@

comme l'assertion (ii) de VII, § 3, n° 1, lemme 1.

Plagons-nous dans les hypothéses de (ii). Soit 0, = 3%« (2d%., 20X,
Drapres (i), il existe S € GL(V) tel que p(0,6) = Sp(8)S~?! pour tout b eg. Or
0. | b est le transposé de s, (§ 2, n° 2, lemme 1). Soit A un poids de V. Il existe un
élément non nul x de V tel que p(h)x = A(A)x pour tout 4 € b. On a alors

o(h)S~1x = S~lp(ts k) = ST A(sh)x = (5,0) (B)S~1x

pour tout £ € b. Par conséquent, s,A est un poids de V.

ProvpositionN 2. — Soient V un g-module de dimension finie, et s € Auty(g).

(i) Ll existe S € GL(V) tel que (s(x))y = SxyS™1 pour tout x € g.

(1) Sts e Aut,(s), on peut choisir pour S un élément de SL(V) laissant stables tous les
sous-g-modules de V.

L’assertion (1i) résulte du lemme 1 (i). Soit maintenant s € Auty(g), et notons
p la représentation de g définie par V. D’aprés (ii), les représentations p et p o s
deviennent équivalentes aprés extension des scalaires. Elles sont donc équi-
valentes (I, § 3, n°® 8, prop. 13), d’ou Vexistence de S.

Remarque 1. — Soit S vérifiant la condition de la prop. 2 (i), et soit b = s(b);
notons s* Pisomorphisme A 2 o 571 de b* sur p'*. Il est clair que I'on a

S(VA) = V&',
En particulier:
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CoroOLLAIRE 1. — L’isomorphisme s* transforme les poids de V par rapport & b en ceux
de V par rapport 4 b'; deux poids correspondants ont méme multiplicité.

COROLLAIRE 2. — Soit w e W. Quel que soit ® e b*, les sous-espaces vecloriels V* et
V¥ ont méme dimension. L’ ensemble des poids de V. est stable par W.
En effet, w est de la forme s* avec s € Aut,(g, b) (§ 2, n° 2, cor. du th. 2).

Remarque 2. — D’apreés le cor. 1 de la prop. 2, et le § 5, n® 3, remarque 2, on peut
parler des poids de V par rapport a la sous-algébre de Cartan canonique de g, et
de leurs multiplicités.

Remarque 3. — Le lemme 1 (i) et la prop. 2 restent valables, avec la méme
démonstration, si g n’est pas supposée déployable.

2. Plus grand poids d’un g-module simple de dimension finie

THEOREME 1. — Pour qu’un g-module simple soit de dimension finie, il faut et il suffit
qu’tl admette un plus grand poids appartenant a4 P .

Nous noterons V un g-module simple et 2" Iensemble de ses poids.

a) Supposons V de dimension finie. Alors & est fini non vide (prop. 1) donc
admet un élément maximal «. Soit « € B. Alors o + « ¢ Z', ce qui prouve que o
est le plus grand poids de V (§6, n°2, lemme 2). D’autre part, il existe un
homomorphisme de sl(2, k) dans g qui transforme H en H,; d’apreés le § 1,
prop. 2 (i), w(H,) est un entier >0, donc w P, ,.

) Supposons que V admette un plus grand poids @ e P, .. Soit a € B et
soit ¢ un élément primitif de poids » dans V. Posons ¢; = X’ ¢ pour j > 0,

m= w(H,)eN,etN = z ke;. Daprésle § 1, n° 2, prop. l,ona X, ¢,,; = 0.
=0

SigeBetB # ayonalX;, X o] = 0donc Xye,,, = XX 0 e = X051 Xze=0.
Sie,,1 # 0, on conclut de 14 que e, , ; est primitif, ce qui est absurde (§ 6, prop. 3
(1)); donc e, ., = 0. D’apres le § 1, n° 2, cor. de la prop. 1, N est alors stable par
la sous-algebre s, engendrée par H,, X, et X_,. Or s, est réductive dans g, donc
la somme des sous-espaces de dimension finie de V qui sont stables pour s, est
un sous-g-module de V (I, § 6, n° 6, prop. 7); comme cette somme est non nulle,
elle est égale a V. Il résulte de 1a que (X,)y et (X_,)y sont localement nilpotents.
Compte tenu du lemme 1 (i), 2 est stable par s,, et cela quel que soit a. Donc &
est stable par W. Or toute orbite de W dans P rencontre P, , (VI, § 1, n° 10).

D’autre part, si Ae £ NP, ,,onar =0 — z Ny = Z n avec ny, € N et
«xeB oxeB
n, > 0 pourtout x € B (V, § 3, n° 5, lemme 6). Donc & N P, , est fini par suite

Z est fini. Comme chaque poids est de multiplicité finie (§ 6, n° 1, prop. 1 (ii)), V
est de dimension finie.
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COROLLAIRE 1. — ST A eb* ¢t A¢ P, le g-module E()) (§ 6, n° 3) est de dimension
tnfinie.

COROLLAIRE 2. — Lorsque » parcourt P, les g-modules E(\) constituent un ensemble
de représentants des classes de g-modules simples de dimension finie.

Les g-modules E(2), ott A est un poids fondamental, s’appellent les g-modules
Sondamentaux; les représentations correspondantes s’appellent les représentations
fondamentales de g; elles sont absolument irréductibles (§ 6, n° 2, prop. 3 (iv)).

Si V est un g-module de dimension finie et si A € P, ,, la composante isotypi-
que de type E(3) de V s’appelle la composante isotypique de plus grand poids ) de V.

Remarque 1. —Soientx € P, ,, o, la représentation de g dans E(}), s € Aut(g), et o
I'image canonique de s dans Aut(R, B) (§ 5, n° 3, cor. 1 de la prop. 5). Alors
Py o 5 est équivalente & pg, ; en effet, sis € Auty(g), pa o 5 et g, sont équivalentes a
oa (prop. 2); et, si s laisse stables b et B, p, o s est simple de plus grand poids o).

En particulier, les représentations fondamentales sont permutées entre elles
par s, et cette permutation est I'identité si et seulement si s € Auty(g).

ProposiTiON 3. — Soient V un g-module de dimension finie et & [ ensemble des poids de V.
Sotent ne X', a € R, 1 Uensemble des t € Z tels que » + to € X, p (resp. —q) le plus
grand (vesp. le plus petit) élément de 1. Soit m, la multiplicité de N + to.

(1) Onal = (—g pYetg — p = WH,).

(i) Pour tout entier uecf0,p + q), A + (p — wo et A+ (—q + w)a sont
COTJUGUES PaT Sy, €L M _ gy 40 = My .

(i) StteZett < (p — q))2, (X,)v applique injectivement V*1* dans V> +E+ D

(iv) La fonction t~>m, est croissante dans (—q, (p — q)j2) et décroissante dans

W = 9)/2 p)-

~ ¥

Soit « € B. Munissons V de la structure de sl(2, k)-module définie par les
éléments X, X_,, H, de g. Tout élément non nul de V**7* est alors primitif.
Par suite, (A + po)(H,) = 0 et (X_,)7V*+P% 3£ 0 pour

0 <7< M+ pe)(Hy) = MHy) + 2
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(§ 1, n°2, prop. 2). 1l en résulte que V**® = 0 pour p = ¢ = p — (M(H,) + 2p),
d’ou p + ¢ = A(,) + 2p. Appliquant ce résultat a —o, on obtient

p+qg=nH.) +2¢ = —-nH,) + 2.

Doncg —p=xH,)eth +tacZ pourp >t > —gq, ce qui prouve (1).

On a s,(a) = —o, et 5,({n) € w + ko pour tout p € b*. Comme W laisse stable
Z (cor. 2 de la prop. 2), s, laisse stable {\ — got, A — g + a,..., A + pa}, et
transforme A — gqo + uxen A + po — uo pour tout u € £, Compte tenu a nouveau
du cor. 2 de la prop. 2, on voitque m _,,, = m,,_, pour tout entier # € (0, p + gJ.
Cela prouve (i1).

D’aprésle§ 1, cor. de la prop. 2, (X,)y | V*** estinjectif pour ¢ < (p — ¢)/2.
Or (X,)y applique VA+® dans VA**¢+% Donc m,,; > m, pour t < (p — q)/2.

Changeant « en —a, on voit que m,,, < m, pour £ > (p — ¢)/2. Cela prouve
(iil) et (iv).

COROLLAIRE 1. — Sihe X et h(H,) = l,onar — a e Z. Stk + a €L et \H,) =
O,omareZ ean—aec.

Cela résulte aussitot de la prop. 3 (i).

COROLLAIRE 2. — Sotent pe P, L etveQ, . Sip +veZ,mape.

Ecrivons v = Z €y-0, OU ¢, € N pour tout « € B. Le corollaire est évident
oeB

pour Z [ O; supposons z Co > 0 et raisonnons par récurrence sur Z Cos
«eB oeB xeB

Soit (. |.) une forme bilinéaire symétrique positive non dégénérée W-invariante
surbii. Ona (v | z ¢y-0) > 0,doncilexisteun B € B tel quecy > 1 et (v|B) >0,

oxeB
d’ouv(H;) = 1. Comme p e P, ,, on en déduit que (p + v)(Hg) > 1. D’aprésle
cor. 1, p + (v — B) € &, et il suffit d’appliquer ’hypothése de récurrence.

COROLLAIRE 3. — Soit v € V, primitif de poids . Soit 2 ensemble des o € B tels que
w(H,) = 0. Le stabilisateur dans ¢ de la droite kv est I algébre parabolique py associée 4 %
(§ 3, n° 4, remarque).

Quitte & remplacer V par le sous-g-module engendré par o, on peut supposer
V simple. Soit s ce stabilisateur. On a (n, )yv = 0, (b)yv < kv. Soit o € B tel que
w(H,) = 0.0naw + «¢Z,doncw — a¢Z (prop. 3 (i)) et par suite (g~ %)yv =
0. Ce qui précéde prouve que py < s. Sipg # s, 0na s = py, olt X' est une partie
de B contenant strictement 2. Soit € ¥’ — X. Alors g ~? stabilise £v, donc annule
». Or, comme w(Hy) > 0, cela contredit la prop. 3 (iii).

C.Q.F.D.
Un sous-ensemble & de P est dit R-safuré s’il vérifie la condition suivante:

pour tout Ae £ et tout e € R, on a h — i e Z quel que soit Pentier £ compris
entre 0 et 2(H,). Comme s,(X) = » — A(H,)u, on voit qu’une partie R-saturée de
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P est stable par W. Soit # < P. On dit qu’un élément A de ¥ est R-exirémal dans
¥ si, pour tout c e R, onasoit A + a ¢ ¥, soit A — a ¢ Y.

ProposiTION 4, — Soient V un g-module de dimension finie, et d un entier > 1. L’ensemble
des poids de V de multiplicité > d est R-saturé.
Cela résulte aussitét de la prop. 3.

ProrosiTioN 5. — Soient V un g-module simple de dimension finie, « son plus grand
poids, & Pensemble de ses poids. Choisissons sur by une forme bilinéaire symétrique positive
non dégénérée (.|.) invariante par W, et soit A |A] = (A | M)¥2 la norme cor-
respondante.

(1) & est le plus petit sous-ensemble R-saturé de P contenant o,

(1) Les éléments R-extrémaux de & sont les transformés de o par W.

(i) Siped, ona |p|| < [off. S enoutre p # , alors ||u + ¢ < |o + ¢l
St w est pas R-extrémal dans &, alors |u| < |ol.

(iv) On a & = W.(E N P,,). Pour qiun élément ) de P, appartienne d
E NP, ., i faut et il suffit que © — AeQ .

(i) Soit &’ le plus petit sous-ensemble R-saturé de P contenant w. On a
X' < Z (prop. 4). Supposons £ # Z”. Soit A un élément maximal de & — Z”'.
Puisque A # o, il existe un o € B tel que A + o € Z. Introduisons p et ¢ comme
dans la prop. 3. Puisque A est maximal dans & — 27, ona A + po € 7. D’aprés
la prop. 3 (i), » — qe € &' puisque £~ est stable par W, Donc  + ux € 27 pour
u entier dans 'intervalle (—g, p). Cela contredit A ¢ Z” et prouve (i).

(i1) 11 est clair que o est un élément R-extrémal de &'; ses transformés par
W sont donc aussi R-extrémaux dans Z. Soit A un élément R-extrémal de & et
prouvons que A€ W.w. Comme il existe we W tel que waeP,, (VI §1,
n° 10), on peut supposer A € P, . Soit « € B; introduisons p et ¢ comme dans la’
prop. 3. Puisque A est R-extrémal, on a p = 0 ou ¢ = 0. Comme

q'_p:)‘(Ha) 201

on ne peut avoir p > 0. Donc p = 0, de sorte que A = w.

(iii) Soit peZF NP, . Alorsw + peP,, etw —peQ, (§6,n°1, prop.
1), donc 0 < (@ — pfo+ 1) = (0] ) - (u]w;ainsi, (1] 1) < (@] o), et
cela s'étend a tout p e 2 en utilisant le groupe de Weyl. Si maintenant
peZ —{w}, ona

+ele+e)=(0lw+2ele)+(le) <(ofo)+2ule)+(p]e)
=(o+elo+e) —2e—plo).
Ore —p = Z n,0 avec des entiers n, > 0 non tous nuls, d’ott (o — p|p) > 0

x€B

puisque {p | &) > O pour tout « € B (VI, § 1, n° 10, prop. 29 (iii}). Si 1 n’est pas
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R-extrémal dans &, il existe a e R tel que p + e Z et u — a & Z; alors

il < sup(fis + ol s = al) < sup |

et cette derniére borne supéricure est |of d’aprés ce qui précéde.

(iv) On a Z =W.(ZnP,,) dapres VI, §1, n°10. Si reZ, alors
w—2eQ, §6,n°1,prop. 1).SireP,, et —2eQ,, alors AeZ (cor. 2
de la prop. 3).

COROLLAIRE, — Soit & un sous-ensemble fint R-saturé de P. Il existe un g-module de
dimension finie dont Uensemble des poids est & . '

Comme Z est stable par W, Z est le plus petit ensemble R-saturé contenant
Z NP, .. Dapreslaprop. 5 (1), Z est 'ensemble des poidsde & E(3).

AEX NPy 4

Remarque 2. — Rappelons (VI, § 1, n°6, cor. 3 de la prop. 17) qu’il existe un
unique élément w, de W qui transforme B en —B; ona wf = 1, et —w, respecte
la relation d’ordre dans P. Cela posé, soient V un g-module simple de dimension
finie, » son plus grand poids. Alors w,({w) est le plus petit poids de V, et sa
multiplicité est 1.

3. Poids minuscules

ProOPOSITION 6. — Soient A € P, et & la plus petite partie R-saturée de P contenant A

Choisissons une norme ||.| comme dans la prop. 5. Les conditions sutvantes sont équi-
valentes:
(1)  =W.a;

(i1) tous les éléments de & ont méme norme;

(itl) pour tout w € R, on a AM(H,) €{0, 1, —1}.

Touie partie R-saturée non vide de P contient un élément \ vérifiant les conditions
précédentes.

Introduisons la condition:

(ii") pour tout x € R et tout entier ¢ compris entre 0 et A(H,), on a

[n = zafl > [A].

(i) = (ii) = (ii"): C’est évident.

(ii") = (iii): Supposons la condition (ii’) vérifiée. Soit aeR. On a
7] =[x — MH)a|, donc, pour ¢ entier strictement compris entre 0 et A(H,),
ona |A — fa| < [|A]; il n’y a donc pas de tels entiers, d’ott |A(H,)| < 1.

(i) = (i): Supposons la condition (iii) vérifiée. Soient we W et xeR.
On a (w))(Hy) = MH,-1,) €{0, 1, —1}; si ¢ est un entier compris entre 0 et
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(wA) (H,), wh — to est donc égal soit & wh soit a s, (wr). Cela prouve que W.
cst R-saturé, d’ot & = W.

Soit # une partie R-saturée non vide de P. II existe dans % un élément i de
norme minimum. II est clair que A vérifie la condition (ii"), d’out la derniére
assertion de la proposition.

Propostrion 7. — Sotent V un g-module simple de dimension finie, & [ensemble des
poids de 'V, et ) le plus grand élément de & (ctf. prop. 5 (i)). Les conditions (1), (ii),
(1i1) de la prop. 6 sont équivalentes a:

(iv) pour tout o € R et fout x € 6%, on a (xy)? = 0.

St ces conditions sont vérifides, tous les poids de V sont de multiplicité 1.

Si (i) est vérifide, on a & = W.k et tous les poids de V ont méme multi-
plicité que » (cor. 2 de la prop. 2), c’est-a-dire la multiplicité 1. De plus, si
weWetaeR, w()) + to ne peut étre un poids de V que st |¢] < 1;six g% on
a donc

(x¢)2(VE®) < Vo2 —

d’otr (xy)% = 0, ce qui prouve que (i) = (iv).

Inversement, supposons (iv) vérifiée. Soit o € R, et munissons V de la struc-
ture de st(2, k)-module définie par les éléments X, X_, H, de g. La condition
(iv), appliquée a4 x = X, entraine que les poids du sl(2, £)-module V appartien-
nent & {0, 1, —1} (cf. § 1, n® 2, cor. de la prop. 2). On a en particulier A(H,) €
{0, 1, — 1}, d’olr {iv) = (iii). ‘

Provrosirion 8. — Suppoesons ¢ simple. Notons oy, ..., o, les éléments de B. Soient
@y, . .., @ les poids fondamentaux correspondants. Sotent H = n M, + --- + nfl, la
plus grande racine de RV, et J Pensemble des 1€ {1,...,1} tels que n; = 1. Soit A e
P, . — {0}. Alors les conditions (1), (ii), (ii1) de la prop. 6 sont équivalentes & chacune des
conditions sutvantes:

v) WH) = 1;

(vi) ol existe 1€ ] tel que )\ = w,.

Les ©,, pour i € J, forment un systéme de représentants dans P(R) des éléments non nuls
de P(R)/Q (R).

Soit A = wym; + - - - + wm, o uy, .. ., u, sont des entiers >0 non tous nuls.
Onai(H) =wun, + - +wumetny =1,...,m =1, d’ol aussitét équivalence de
(v) et (vi). D’autre part, A(H) = sug A{H,), et A\(H) > 0 puisque A est un élément

xeR 4

nonnul de P, .. Donc la condition (v) équivaut a la condition A(H,) € {0, 1}
pour tout « € R, c’est-a-dire & la condition (ii1) de la prop. 6.

La derniére assertion de la proposition résulte de VI, §2, n°3, cor. de la
prop. 6.
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DEFINITION 1. — On suppose g simple. On appelle poids minuscule de (g, b) un élément de
P, . = {0} qui vérifie les conditions équivalentes (i), (i), (iii), (iv}), (v) et (vi} des prop.
6, 7 et 8.

Remarque. — Supposons ¢ simple. Soit 2’V le graphe de Coxeter du groupe de
Weyl affine W,(R"). Rappelons que les sommets de 'Y sont les sommets du
graphe de Coxeter 2V de W(RY), et un sommet supplémentaire 0. Le groupe
A(RY) opere sur X'V en laissant O fixe. Le groupe Aut(Z’") est canoniquement
isomorphe au produit semi-direct de A(RY)/W(R") par un groupe I'¢ (cf. VI,
§2,n°3, et VI, §4, n°3); on a évidemment (Aut X’V )(0) = I'g(0); or I'¢(0) se
compose de 0 et des sommets de ¥ correspondant aux w; pour ¢ € J (cf. VI, § 2,
prop. 5 et remarque 1 du n® 3). En résumé, les poids minuscules sont les poids fonda-
mentaux correspondant aux sommets de X% qui peuvent se¢ déduire de O par action d’un
élément de Aut(Z"). v

Avec les notations de VI, planches I 2 IX, on déduit de ce qui précede que les
poids minuscules sont les suivants:

Pourle type A, ( 2 1): @y, @,y . - ., @,

Pour le type B, ({ = 2): =,
Pour le type G, ({ 2 2): w,.
Pour le type D, {{ 2 3): wy, w;_1, ®;.

Pour le tvpe Eg: w,, ;.
Pour le type E;: @q.
Pour les types Eg, Iy, Gy, 1l 0’y a pas de poids minuscules.

4. Produits tensoriels de g-modules

Soient E, F des g-modules. Quels que soient A, p. € b*, ona E* Q I'* = (E Q F)*+»

(VIL, § 1, n° 1, prop. 2 (ii)). Si E et F sont de dimension finie, alors E = Z E* et
AeP

F= Z I¥; par suite

wepP
(EQTF)Y = > E* @ Fu.
A, neP,At+tp=v
En d’autres termes, muni de sa graduation de type P, E® I' est le produit
tensoriel gradué des espaces vectoriels gradués E et I

ProrpositioN 9. — Sotent B, ¥ des g-modules simples de dimension finie, ayant respective-
ment pour plus grands poids 2, p.

(i) La composante de plus grand poids  + p. dans E Q¥ est un sous-module simple,
engendré par (E @Q F)* 8 = EM G P

(ii) Le plus grand poids de tout sous-module simple de E QQ F est <n + p (cf. §9,
prop. 2).
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Sia,BePetsi E*QF? £ 0, alors « < » et < p. Par suite, (E Q F)*+v
est égal & E* @ I*, donc de dimension 1, et A + p est le plus grand poids de
E @ F. Tout élément non nul de E* Y I'* est primitif. D’apres la prop. 4 du § 6,
n° 2, la longueur de la composante isotypique de plus grand poids A + p dans
E®F est 1.

Remarque. — Reprenons les notations de la prop. 9. Soit C la composante isotypique
de plus grand poids A + ¢ dans E & F. Alors C ne dépend que de E et F et non du
choix de b et de la base B. Autrement dit, soient " une sous-algébre de Cartan
déployante de g, R’ le systéme de racines de (g, b"), B une base de R’; sotent X, p’
les plus grands poids de E, F relativement & b’ et B"; soit G’ la composante isotypique
de plus grand poids X’ + p” dans E & F; alors G’ = C. En effet, pour le prouver, on
peut, par extension du corps de base, supposer &£ algébriquement clos. Il existe alors
s € Aut,(g) qui transforme b en b’; R en R’, B en B’. Soit S e SL(E & F) avec les
propriétés de la prop. 2 du n° 1. Alors S((E & F)**#) = (E @ F)»*W et S(C) = C.
Donc (EQF)M+*w <« "N S(C) = C"' NG, dou €' = C. Ainsi, a2 2 classes de
g-modules simples de dimension finie, on sait en associer canoniquement une troi-
sieme; autrement dit, nous avons défini sur ’ensemble &; des classes de g-modules
simples de dimension finie une loi de composition. Pour cette structure, &; est
canoniquement isomorphe au monoide additif P, .

COROLLAIRE 1. — S0it (wy),cp la famille des poids fondamentaux relativement 4 B.
Soit ® = z mywy, € P, . Pour tout o€ B, soit E, un g-module simple de plus grand

aeB

poids w,. Dans le g-module (X) (™= E,), la composante isotypique de plus grand poids

xeB
A est de longueur 1.

Cela résulte de la prop. 9 par récurrence sur Z Mg
aeB

CoOROLLAIRE 2. — Sufiposons que k soit R ou G ou un corps ultraméirique complet non
discret. Soit G un groupe de Lie d’algébre de Lie g. Supposons que, pour toute représentation
Sfondamentale p de g, il existe une représentation linéaire analytique o' de G telle
que o = L(p’). Alors, pour toute représentation linéaire 7 de ¢ de dimension finte, il existe
une représentation lindaire analytique =’ de G telle que = = L(x').

Utilisons les notations du cor. 1. Il existe une représentation ¢ de G dans

X = ) (X" E,) telle que L(s) corresponde 2 la structure de g-module de X

«eB

(111, § 3, n° 11, cor. 3 de la prop. 41). Soit C la composante isotypique de plus
grand poids 2 dans X. Compte tenu de I1I, § 3, n® 11, prop. 40, il suffit de prouver
que C est stable par o(G). Soient g€ G et ¢ = Ad(g). On a o(g)axs(g) ™' =
(¢{a))x pour tout a €g. D’autre part, ¢ est un automorphisme de g qui trans-
forme b en b’, R en R’ = R(g, b"), B en une base B’ de R’, w,, en le plus grand
poids w, de E, relativement & b et B’ (car ¢ transforme E, en un g-module
isomorphe & E.). Donc ¢ transforme A en Zm,w,,. D’aprés la remarque ci-dessus, on a

5(9)(C) = C.

ProrositionN 10. — Soieni h, we P, . Svient E, ¥, G des g-modules simples de plus
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grands poids h, p, h + p. Soit & (resp. L', &) Lensemble des poids de E (resp. F, G).
Alors &' = & + &'
OnakE=@LE,F = D F°, donc E @ F est somme directe des

veP geP
(EQF) = ; E¥ ® Fo.
D’apreés la prop. 9, G s’identifie 2 un sous-g-modulede E Q F,d'ou 2" =« & + Z".
OnaG' = Gn(E® )T, etil s’agit de montrer que, pourve £ ctoeZ’,ona
GN(E®F)"e £ 0. Soit (e, ..., e,) (resp. (fi, .. .,[»)) une base de E (resp. F)
formée d’éléments dont chacun appartient 2 un EV (resp. F°), et telle que ¢, € E*
(resp. f1 € I'"). Les ¢; & f; forment une base de E & F. Supposons que le résultat
a démontrer soit inexact. I1 existe alors un couple (7, 7) tel que tout élément de G
ait sa coordonnée d’indice (7, 7) nulle. Soient U l'algébre enveloppante de g,
U’ le dual de U, ¢ le coproduit de U. Pour tout u € U, soit x;(u) (resp. y;(z)) la
coordonnée d’indice ¢ (resp. 7) de u{ey) (resp. u(f1)); soit z;(u) la coordonnée
d’indice (7,7) de u(e; & f1)- On a x,y;, z;; € U'. Or ¢, engendre le g¢-module E,
donc x; # 0, et de méme y; # 0. Par définition du ¢-module EQF (I, § 3,
n°2),siclu) = X u, Quy,ona
zi;(u) = Z xi(ug) y;(ug) = <c(w), % Qy;-

Autrement dit, z;; est le produit de x; et y; dans Palgeébre U’. Or cette algébre est
integre (I, § 1, n° 5, prop. 10), donc z; # 0. Comme u(e; & f;) € G pour tout
u € U, cela est contradictoire.

5. Dual d’un g-module

Soient E, F des g-modules. Rappelons (I, § 3, n° 3) que Hom,(E, I') est muni
canoniquement d’une structure de g-module. Soit ¢ un élément de poids » dans
Hom, (E, F). Si p € 5%, on a o(E*) = F**» (VIL; § 1, n® 1, prop. 2 (ii)). SiE et F
sont de dimension finie, les éléments de poids A dans Hom,(E, F) sont donc les
homomorphismes gradués de degré A au sens de A, 11, p. 166.

Provpostrion 11. — Soit E un g-module de dimension finie, et considérons le g-module
E* = Hom,(E, k).

(1) Pour que ) € P soit un pords de £*, ¢l faut et il suffit que — ) soit un poids de E,
et la multiplicité de ) dans E* est égale a celle de — X dans E.

(i1) St E est simple et admet o pour plus grand poids, E* est simple et admet — wy(w)
pour plus grand poids (cf. n° 2, remarque 2).

Considérons £ comme un g-module trivial dont les éléments sont de poids 0.
Dr’aprés ce qu’on a dit ci-dessus, les éléments de poids A dans E* sont les homo-
morphismes de E dans £ qui s’annulent sur E* pour p. # — . Cela prouve (i).
Si E est simple, E* est simple (I, § 3, n° 3), et la derniére assertion résulte de la
remarque 2 du n°® 2,
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Remarques. — 1) Soient E, E* comme dans la prop. 11, et 5 € Aut(g, b) tel que
e(o) = —wq, avec les notations du § 5, n° 1 (§ 5, n°2, prop. 2). Soient g, ' les
représentations de g associées a I, E*. Alors p o 5 est une représentation simple de
g qui admet —w,(e) comme plus grand poids, donc p o ¢ est équivalente 4 ¢'.

2) Supposons w, = - 1. Alors, pour tout g-module E de dimension finie, E
est isomorphe & E*. Rappelons que, si g est simple, on a w, = —1 dans les cas
suivants: g de type Ay, B,({ = 2), C,({ = 2), D,({ pair = 4), E;, Eg, ¥, G, (VI
Planches).

Lemme 2. — Soit B° = Z H, Onah® = Z a H,, ou les a, sont des entrers > 1.

AER 4 «EB
Soient (by)yens (€)oen des familles de scalaires tels que byc, = ay pour tout o € B. Posons

X = Z b Xy y = z € X _ o Il existe un homomorphisme ¢ de s\(2, k) dans g tel que
aEB acB
<P(H) = hO’ (P(X+) = X, CP(X—) =Y.
Le fait que les g, soient des entiers 21 résulte de ce que (H,)qep €st une base
du systéme de racines (f1,), . (cf. VI, § 1, n° 5, remarque 5). On a:

(N a(h0) = 2
pour tout « € B (VI, § 1, n° 10, cor. de la prop. 29), donc
(2) [A° x] = Z b (A X, = 2x
aeB
(3) [2%y] = 2 col—a(i®)X o, = ~2y.
xeB
D’autre part,
[x .Z/] z b cﬁ[ —B] = Z boccoc[Xo;; X—oc] = = BaocHot = =
xeB o€

d’ol Dexistence de Phomomorphisme .

Prorposition 12. — Sotent E un g-module simple de dimension finie, o> son plus grand
poids, B Uespace vectoriel des formes bilinéaires g-invariantes sur E. Soit m Pentier

Z w(H,), de sorte que m|2 est la somme des coordonnées de o par rapport ¢ B (VI, § 1,

o%eR 4

n° 10, cor. de la prop. 29). Sott wq élément de W tel que wo(B) = —

(1) St wy(w) # —w,ona @ = 0.

(ii) Supposons wo(w) = —o. Alors X est de dimension 1, et tout élément non nul de
A est non dégénéré. St m est pair (vesp. impair), tout élément de A est symétrique (resp.
alterné).

a) Soit ® € #. L’application ¢ de E dans L* définie par ¢(x)(y) = ®(x,9)
pour x, ¥ € E est un homomorphisme de g-modules. Si @ # 0, on a ¢ # 0, donc
¢ est un isomorphisme d’aprés le lemme de Schur, donc ® est non dégénérée.
Par suite, le g-module E est isomorphe au g-module E¥*, de sorte que wy(0) = — .
On a ainsi prouvé (1).
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b) Supposons désormais wy(w) = —w. Alors E est isomorphe a E*. L’espace
vectoriel # est isomorphe & Hom (F, E*), donc 4 Hom (E, E) qui est de dimen-
sion 1 (§ 6, n° 1, prop. 1 (iit)). Donc dim # = 1. Tout élément non nul ® de &
est non dégénéré d’apres a). Posons @, (x,y) = D(y, x) pour x, y € E. D’apres ce
qui précede, il existe A e & tel que @, (x,y) = AP(x,y) quels que soient x, y € E.
Alors Oy, x) = 2O(x,y) = Dy, x), dott 22 =1 et A= +1. Ainsi, ® est
symétrique ou alternée.

c) D"aprés VI, § 1, n° 3, prop. 9 (v), E* et E* sont orthogonaux pour @ si
A+ p # 0. Comme @ est non dégénérée, il en résulte que E®, E~© sont non
orthogonaux pour @.

d) 11 existe un homomorphisme ¢ de (2, k) sur une sous-algébre de g qu

transforme f en z H, (lemme 2). Considérons E comme un s{(2, £)-module
GER 4

grace a cet homomorphisme. Alors les éléments de E* sont de poids 7\( z Hoc).
dER,

SincPesttelque E* £ OetA £ o, A # —o,0na —o < A < o, donc

—m = *w( > Ha) < X(qz Ha) < co( > Ha) = m.

AER 4+ €Ry xeR 4

Soit G la composante isotypique de type V(m) du (2, k)-module E. D’aprés ce
qui précede, G cst de longueur 1 et contient E©, E.=®. D’apreés ¢), la restriction de
® a G est non nulle. D’apres le § 1, n° 3, remarque 3, m est pair ou impair
sulvant que cette restriction est symétrique ou alternée. Compte tenu de 4), cela
acheve la démonstration.

DirINITION 2. — Une représentation irréductible de dimension finie o de g dans E est dite
orthogonale (resp. symplectique) s’il extste sur X une forme bilinéaire symétrique (resp.
alternée) non dégénérée invariante par o.

6. Anneau des représentations

Soit a une algébre de Lie de dimension finie. Soit %, (resp. &,) 'ensemble des
classes de a-modules de dimension finie (resp. simples de dimension finie). Soit
Z(a) le groupe commutatif libre Z*2. Pour tout e-module E simple de dimen-
sion finie, on note [E] sa classe. Soit F un a-module de dimension finic; soit

(Fn’Fn—l)"-aFO)
une suite de Jordan—Holder de F; Pélément Z [¥,/F; 1] de #(<) ne dépend que
=1

de F et non du choix de la suite de Jordan—-Hélder; on le notera [F]. Si
0—F —+F—>F —-0

est une suite exacte de a-modulcs de dimension finie, on a [F] = [F'] + [F].
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Soit F un a-module semi-simple de dimension finie; pour tout E € &, soit ng
la longueur de la composante isotypique de type E de F; alors [F] = > ng.E.

E€ga
Si F, F’ sont des a-modules semi-simples de dimension finie, et si [F] = [F’], alors
F et F’ sont isomorphes.

Lemme 3.— Soient G un groupe commutatif noté additivement, et ¢: %, — G une
application; pour tout a-module ¥ de dimension finie, on note encore, par abus de notation,
o(F) Pimage par ¢ de la classe de F. On suppose que, pour toute suite exacte

0—->F —-F—>F -0

de a-modules de dimension finie, on a o(F) = o(¥') + o(F"). Alors, il existe un homo-
morphisme 9: Z(a) — G et un seul tel que O([F]) = o(F) pour tout a-module T de
dimension finie.

11 existe un homomorphisme 0 et un seul de Z#(a) dans G tel que 6([E]) = ¢(E)
pour tout a-module simple E de dimension finie. Soient F un e-module de dimen-
sion finie, et (F,, F,_1, ..., F,) une suite de Jordan-Hélder de F;sin > 0, on a,
par récurrence sur n,

OF) = 3 B(IF/Fis]) = 3 o(EFi-) = o(F).

i=1
Sin =0, on a[F] =0 donc 8([F]) = 0; d’autre part, en considérant la suite
exacte 0 — 0 — 0 — 0— 0, on voit que ¢ (0) = 0.

Exemple. — Prenons G = Z et ¢(F) = dim F. L’homomorphisme correspondant
de Z(a) dans Z est noté dim. Soit ¢ la classe d’un a-module trivial de dimension 1,
et soit ¢ Phomomorphisme n+> nc de Z dans Z%(a). Il est immédiat que

dim o § = Id,,

de sorte que Z(a) est somme directe de Ker dim et de Ze.

Lemme 4. — II existe sur le groupe additif % (a) une multiplication distributive par rapport
a Paddition et une seule telle que [E}[F] = [E & ¥] quels que soient les a-modules de
dimension finie E, ¥. On munit ainsi #(a) d’une structure d’anneau commutatif. La classe
du a-module trivial de dimension 1 est élément unité de cet anneau.

L’unicité est évidente. Il existe sur Z(a) = Z une multiplication commuta-
tive et distributive par rapport 4 I'addition telle que [E][F] = [E & F] pour
E, F € &,. Soient E,, E; des a-modules de dimension finie, [; et /; leurs longueurs,
et montrons que [E(]J[E,} = [E; & E;] par récurrence sur [; + /,. C’est évident
sily + Iy < 2. D’autre part, soit F; un sous-module de E, distinct de 0 et E;. Ona

[Fi][Ee] = [FLQEp] et [EyfFi][Es] = [(E\/F)) & Ee]

d’aprés T'hypothése de récurrence. D’autre part, (E; @ E,)/(F; @ Eg) est
isomorphe a (E,/F,) & E,. Donc
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[EJ[Ez] = ([Ei/F,] + [Fi]) . [Eo] = [(Ei/F,) @ Eo] + [F1 @ Eg] = [E; Q Eg],
ce qui prouve notre assertion. On en déduit aussitot que la multiplication définie
plus haut est associative, d’oli une structure d’anneau commutatif sur %(a).
Enfin, il est clair que la classe du a-module trivial de dimension 1 est élément
unité de cet anneau.

Lemme 5. — Il existe un automorphisme 1nvolutef X X* de Uanneau #(a) et un seul
tel que, pour tout a-module E de dimension finie, on ait [E]* = [E*].

L’unicité est évidente. D’aprés le lemme 3, il existe un homomorphisme
X+> X* du groupe additif #(a) dans lui-méme tel que [E]* = [E*] pour tout
a-module E de dimension finie. On a (X¥*)* = X, donc cet homomorphisme est
involutif. C’est un automorphisme de Panneau #(a) parce que (E @ F)* est
isomorphe 4 E* 0 F* quels que soient les a-modules de dimension finie E et F.

C.Q F.D.

Soient Ufa) lalgébre enveloppante de a, U(a)* I'espace vectoriel dual de
U(a). Rappelons (II, § 1, n° 5) que la structure de cogébre de U(a) définit sur
Uf(a)* une structure d’algébre associative, commutative, et possédant un élément
unité. Pour tout a-module E de dimension finie, 'application u+> Tr(ug) de
Uf(a) dans £ est un élément 1y de U{a)*. S1 0 — E" — E — E” — 0 est une suite
exacte de a-modules de dimension finie, alors tg = 15 + 7. D’aprés le lemme 3,
il existe donc un homomorphisme et un seul, qu’on note Tr, du groupe additif
Z(a) dans le groupe U(a)* tel que Tr[E] = <y pour tout a-module E de dimen-
sion finie. Si £ désigne le a-module trivial de dimension 1, on vérifie facilement que
Tr[k] est élément unité de U(a)*. Enfin, soient E et F des a-modules de dimen-
sion finie. Soient € U(a) et ¢ le coproduit de U(a). Par définition du U-module

EQF (I, § 3, n°2), si ¢(u) Zu@ul,ona

Uggr = z (w)g & (4)p.
Par suite

Trer() = z Tr(u)s Tr(u)r = z (u;) T ()
= (78 @ o) (c(u)).

Cela signifie que 15Ty = Tgepr Ainsi, Tr: #(a) — U(a}* est un homomorphisme
d’anneaux.

Soient 4, et a, des algébres de Lie, f un homomorphisme de ¢; dans a,. Tout
a;-module E de dimension finie définit grice a f un a;-module, donc des éléments
de Z(a,) et #(a,) que nous notons provisoirement [E], et [E];. D’apres le lemme
3, il existe un homomorphisme et un seul, noté Z(f), du groupe #(a,) dans le
groupe #(ay), tel que #(f)[E]; = [E], pour tout ay-module E de dimension
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finie. De plus, Z(f) est un homomorphisme d’anneaux. Si U(f) est I'homomor-
phisme de Uf(ay) dans U{ay) prolongeant f, alors le diagramme suivant cst com-
mutatif

Rlay) =5 R(ay)

Tr Tr

Ulay)* 22 Ula,)*.

On prendra pour a, dans ce qui suit, Palgébre de Lie semi-simple déployable
g. L’anncau #(g) s’appelle V'anncau des représentations de . Pour tout he P, ., on
note [2] la classe du g-module simple E(2) de plus grand poids A.

7. Caractéres des g-modules

Soient A un monoide commutatif noté additivement, et Z[A] = Z® Talgébre
du monoide A sur Z (A, III, p. 19). Notons (¢*), . la base canonique de Z[A].
Quels que soient A, p.€ A, on a e*** = ¢r*. Si 0 est Pélément neutre de A, alors
€% est Pélément unité de Z[A]; il sera noté 1.

Soit E un espace vectoriel gradué de type A sur un corps «, et soit (E*},_, sa
graduation. Si chaque E* est de dimension finie, on appelle caractére de E et-’on
note ch(E) I'élément (dim E*), ., de Z2.Si E lui-méme est de dimension finie, on a
(5) ch(E) = z (dim EMe* e Z[A].

ren

Soient E'; E, E” des espaces vectoriels gradués de type A, tels que les £, E*
E"* soient de dimension finie sur «, et 0 — E’ — E — E” — 0 une suite exacte
d’homomorphismes gradués de degré 0. On a aussitét

(6) ch(E) = ch(E’) + ch(E").

En particulier, si Fy, I, sont des espaces vectoriels gradués de type A, tels que les
T'% et les T} soient de dimension finic sur «, on a

(7) ch(F, ® F,) = ch(F,) + ch(F,).
Si F, et I, sont de dimension finie, on a aussi
(8) ch(F; & F,) = ch(F).ch(F,).
Exemple. — Supposons que A = N. Soit T une indéterminée. Il existe un isomor-

phisme et un seul de Palgeébre Z[N] sur Palgébre Z[T] qui, pour tout n € N, trans-
forme ¢* en T™ Pour tout espace vectoriel gradué de type N, de dimension finic,
I'image de ch(E) dans Z[T] est le polynéme de Poincaré de E (V, § 5, n° 1).

Soit E un g-module tel que E = z E* et que chaque E* soit de dimension
reh*

finie. On sait que (E*), .. est une graduation de I'espace vectoriel E. On réservera
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dans la suite la notation ch(E) au caractere de E considéré comme espace
vectoriel gradué de type b*. Le caractére ch(E) est donc un élément de Z**. Si E
est de dimension finie, on a ch{E) € Z[P]. D’aprées la formule (6) et le lemme 3 du
n° 6, il existe un homomorphisme du groupe #(g) dans Z{P], et un seul, qui,
pour tout g-module E de dimension finie, transforme E en ch E; cet homo-
morphisme sera encore noté ch. La relation (8) montre que ch est un homomor-
phisme de Uanneau % (g) dans I anneau Z[P].

Remarque. — Tout élément de P définit un b-module simple de dimension 1, d’ott un

homomorphisme du groupe Z{P] dans le groupe Z(b), qui est un homomorphisme
injectif d’anneau. On vérifie aussitot que Phomomorphisine composé

HR(g) — Z[P] -~ A(b)

est ’homomorphisme défini par 'injection canonique de § dans g (n° 6).

Le groupe de Weyl W opére par automorphismes dans le groupe P, donc
dans ZF. Pour tout A € P et tout w e W, ona we* = ¢**. Soit Z[P]¥ le sous-anneau
de Z[P] formé des éléments invariants par W.

Lemme 6. — St he P, ., on a ch[X] € Z[PIV. L'unique terme maximal de ch[2] (VI,
§3, n° 2, déf. 1) est e

La premiére assertion résulte du n° 1, cor. 2 de la prop. 2, et la deuxieéme du
§6, n° 1, prop. 1 (ii).

TutorEME 2. — (i) Soit (w,)yep la famille des poids fondamentaux relatifs ¢ B. Soit
(Y.)wep une famille d’indéterminées. L application fr f(([wy])gen) de Z[(T,)qcp] dans
R(g) est un isomorphisme d’ anneaux.

(3i) L homomorphisme ch de Z(g) dans Z[P] induit un isomorphisme de I’ anneau X (g)
sur anneau Z[P]V.

(iii) Soit E un g-module de dimension finie. Si ch E = z my, chX], la compo-

AeP 4 4
sante isotypique de plus grand poids \ de E a pour longueur m,.

Lafamille ([A\}) e, , estunebasedu Z-module #(g), etlafamille (ch[A}), 5, ,
est une base du Z-module Z[P]¥ (lemme 6, et VI, § 3, n°® 4, prop. 3). Cela prouve
(i1) et (ii1). L’assertion (i) résulte de (ii), du lemme 6 et de VI, § 3, n° 4, th. 1.

COROLLAIRE. — Sotent E, B/ des g-modules de dimension finie. Pour que E soit isomorphe &
E’ o faut et il suffit que ch E = ch E'.
Cela résulte du th. 2 (ii) et du fait que E, E’ sont semi-simples.

§ 8. Invariants symétriques

Dans ce paragraphe, on désigne par (g, b) une algébre de Lie semi-simple déployée, par R
son systeme de racines, par W son groupe de Weyl, par P son groupe des poids.
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1. Exponentielle d’'une forme linéaire

Soient V un espace vectoriel de dimension finie, S(V) son algébre symétrique.
La structure de cogébre de S(V) définit sur S(V)* une structure d’algébre
associative et commutative (A, III, p. 143 a 145). L’espace vectoriel S(V)*
s’identifie canoniquement 4 | | S™(V)*, et S*(V)* S'identifiec canoniquement a

m20
Pespace des formes m-linéaires symétriques sur V. L’injection canonique de
V* = SYV)* dans S(V)* définit un homomorphisme injectif de Palgébre S(V*)

dans Palgébre S(V)*, dont I'image est S(V)*I" = Z S™(Vy* (A, III, p. 155,

m=0

prop. 8). On identifie les algébres S(V*) et S{V)*¢" par cet homomorphisme; on
identifie aussi S{(V*) i I’algebre des fonctions polynomiales sur V (VII, App. I,
n° 1).

Les éléments (u,,) € [ | S™(V)* tels que u, = 0 forment un idéal J de S(V)*;

mz=0

on munira S(V)* de la topologie J-adique (AC, III, § 2, n® 5), pour laquelle
S(V)* est complet et S(V*) dense dans S(V)*. Si (¢f); <; < €st une base de V*, et
si Tq,..., T, sont des indéterminées, I’homomorphisme de k[T, ..., T,] dans
S(V*) qui transforme T; en ¢f (1 < 7 < n) est un isomorphisme d’algébres, et se
prolonge en un isomorphisme continu de I'algebre £{[T, .. ., T,}] sur Palgébre
S(V)*,

Pour tout A € V*, la famille A*/n! est sommable dans S(V)*. Sa somme est
appelée Vexponentielle de A et se note exp(») (conformément & 11, § 6, n° 1). Soient

X1 ...,%,€V;o0na
1
(exp Xy 1. o) = — AN Ky Ap) = (N 2 s A

d’aprés A, 111, p. 153, formule (29). Il en résulte aussitot que exp()\) est lunique
homomorphisme de algébre S(V) dans k qui prolonge A.

On a exp(A + p) = exp(n) exp(p) quels que soient A, pe V* (IL, §6,n° 1,
remarque). Lapplication exp: V¥ — S(V)* est donc un homomorphisme du groupe
additif V* dans le groupe multiplicatif des éléments inversibles de S(V)*. La famille
(exp M)y cve est une famille libre dans Pespace vectoriel S(V)* (A, V, §7, n° 3,
th. 1).

Lemme 1. — Sotent 11 un sous-groupe de V* qui engendre Uespace vectoriel V¥, et m un
entier > 0. Alors pr,(exp I1) engendre Uespace vectoriel S™(V*).
D’aprés A, 1, p. 95, prop. 2, le produit de m éléments de V* est combinaison
k-linéaire d’éléments de la forme x™ ot x € II. Or x™ = m! pr,(exp x).
C.Q.F.D.
Tout automorphisme de V définit par transport de structure des automor-
phismes des algébres S(V) et S(V)*; on en déduit des représentations linéaires de
GL(V) dans S(V) et S(V)*.
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2. L’injection de k[P] dans S(b)*

L’application pr>expp de P dans S(h)* est un homomorphisme du groupe
additif P dans S(b)* muni de sa structure multiplicative (n°1). Par suite, il
existe un homomorphisme ¢ et un seul de P'algébre £[P] du monoide P dans
Palgebre S(p)* tel que

$(¢*) = exp(d)  (reP)
(on reprend les notations du § 7, n° 7). D’aprés le n° 1, ¢ est injectif. Par transport
de structure, on a Y(w(e*)) = w(f(e*)) pour tout A € P et tout w € W. Par suite,

si Pon note £[P]¥ (resp. S(p)*%) I'ensemble des éléments de A[P] (resp. S(b)*)
invariants par W, on a §(k[P]V) < S(p)*V.

ProrosiTionN 1. — Soit S™(6*)W Pensemble des éléments de S™(b*) invariants par W.
On a pry($(R[P]Y)) = S™(6*)™.
II est clair d’aprés ce qui précede que pr, ($(E[P]V)) < S*(p*)¥. Tout
élément de S™(b*) est combinaison £-linéaire d’éléments de la forme
Prn(exp 2) = (pry o 4)(e")

ou AeP (lemme 1). Donc tout élément de S™(p*)W est combinaison linéaire
d’éléments de la forme

2. w((pry o d)(eh) = (PrmOLP)( > z/v(e“)),

weWw wew

Iesquels appartiennent & pr,,($(k[P]™)).

ProrosirioN 2. — Soit E un g-module de dimension finie. Soit U(b) = S(b) Dalgebre
enveloppante de b. St u € U(D), on a

Tr(ug) = <b(ch E), u.

1l suffit d’envisager le cas ol u = Ay...h, avec ky,...,k, cb. Pour tout
reP, soit d, = dimFE* On a chE = z dy¢*, donc Y(ch F) = Z d, exp(}) et
*

par suite P
P(ch B), up = ; dilexp A by .. By
= Z Ak Ahy) (1)
= Tr ug.

CorOLLAIRE 1. — Soit U(g) I’algebre enveloppante de g. Soit : U(g)* — U(h)* = S(b)*
I homomorphisme transposé de Pinjection canonique U (p) — U(g). Le diagramme suivant
est commutatif
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R(g) 2> Z[P]
Tr llll
U(g)* —> S(b)*.

Cela ne fait que reformuler la prop. 2.

CoROLLAIRE 2. — Soit m un entier =0. Tout élément de S™(V*)V est combinaison
linéaire de fonctions polynomiales sur b de la_forme x +> Tr(p(x)™), o p est une représenta-
tion lindaire de dimension finie de g.

D’aprés la prop. 1, on a S"(b*)¥ = (pr,, o $}(A[P]¥). Or Z[P]¥ = ch %(s)
(§ 7, n° 7, th. 2 (ii)). D’apres VI, § 3, n° 4, lemme 3, $(A[P]¥) est donc le sous--
espace vectoriel de S(p)* engendré par ¢(ch Z(g)) = {(Tr Z(g)). Par suite,
Sm(p*)W est le sous-espace vectoriel de $™(b*) engendré par (pr,, o o Tr)(%(g)).
Or, si p est une représentation linéaire de dimension finie de g, on a, pour tout
x€b,

((prm o Lo Tr)(p))(x) = < (€ Tr)( > -5 T (e(*)™).

3. Fonctions polynomiales invariantes

Soit ¢ une algébre de Lie de dimension finie. Conformément aux conventions du
n° 1, nous identifions I'algebre S(a*), 'algébre S(a)*9", et I'algebre des fonctions
polynomiales sur a. Pour tout a €q, soit 6(a) la dérivation de S(a) telle que
0(a)x = [a, x] pour tout x € a. On sait (I, § 3, n®2) que 9 est une représentation
de a dans S(a). Soit 6*%(a) la restriction de —!0(a) & S(a*). Alors 0% cst une
représentation de a. Si fe $"(a*), on a 0*(a)fe S"(a*), et pour xy,..., %, €q,

(1) (e*(a)f)<x1’ MRS xn) = - 1<Z< f(xla cea X [(l, xi]a Xitlr - o> xn)'

On déduit facilement de (1) que 6*(a) est une dérivation de S(a*). Un élément
de S{a) (resp. S(a*)) qui est invariant pour la représentation 6 (resp. 0%) de a
s’appelle un élément invariant de S(a) (resp. S{a*)).

Lemme 2. — Soient p une représentation lindaire de dimension finie de o, et m un entier > 0.
La fonction x> Tt (p(x)™) sur a est une fonction polynomiale invariante.
Posons g(xy, ..., x,) = Tr (p(x1)...p(*n,)) pour x,...,x,€a Sixca, on a

—(0% () (%1 - xm) = 2 Tr(pla) . . plxi- 1) p(a), px)Je(xisa) - - - o)

= Tr(p(*)p(*1) - - p(xm)) — Tr(p(x1). .. p(xn)p(x)) = 0,

donc 0*(x) g = 0. Soit 4 la forme multilinéaire symétrique définie par

1
k(xla"'>xm) = 71 Z g(xc(l))'--’xc(m))'

Pour tout x € a, on a 0*(x)}k = 0 et Tr(p(x)™) = k(x, ..., x), d’olt le lemme.
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Lemme 3. — Soient E un g-module de dimension finie, et x € E. Pour que x sott un invariant
du g-module B, il faut et il suffit que (exp ag).x = x pour tout élément nilpotent a de g.

La condition est évidernment nécessaire. Supposons-la maintenant vérifide.
Soit @ un élément nilpotent de g. Il existe un entier z tel que ag = 0. Quel que
soittck,ona

0= _ 1 2.2 1 n—1,n—1
= exp(tag).x — x = tagx + ﬁtaEx +--+ TR 1)!t ag ' x

d’olt agx = 0. Or Palgébre de Lie g est engendrée par ses éléments nilpotents

(§ 4, n° 1, prop. 1). Donc x est invariant dans le g-module E.
C.Q.F.D.

Pour tout £ € GL(g), soit S(&) Pautomorphisme de S(g) qui prolonge &, et
S*(£) la restriction & S(g*) de I'automorphisme contragrédient de S(£). Alors
S et S* sont des représentations de GL(g). Si ¢ est un élément nilpotent de g,
0(a) est localement nilpotent sur S(g) et S(exp ad a) = exp 8(a), donc

(2) S*(exp ad a) = exp 0%(a).

Prorosrrion 3. — Soit f une fonction polynomiale sur g. Les conditions suivantes sont
équivalentes:

(i) fos = f pour tout s € Aut,(g);

(1) fos = f pour tout s € Auty(s);

(ii1) f est invariante.

L’équivalence de (i) et (iii) résulte de la formule (2) et du lemme 3. On en
déduit que (iii) implique (ii} par extension du corps de base. L’implication
(if) = (i) est évidente.

On prendra garde que, si f vérifie les conditions de la prop. 3, f n’est pas en général
invariante par Aut(g) (exerc. 1 et 2).

TatorEME 1. — Soit 1(g*) lalgébre des fonctions polynomiales invariantes sur g. Soit
22 S(g*) — S(b*) Phomomorphisme de restriction.

(1) L’application 1| X(g*) est un isomorphisme de Palgébre 1(¢*) sur Ualgébre
S(p*)W. :

(1) Pour tout entier n = 0, soit 1*(g*) Pensemble des éléments de 1(g*) homogénes
de degré n. Alors 1"(g*) est Pensemble des combinaisons linéaires des fonctions de la_forme
x> Tr(p(x)") sur g, oit p est une représentation lindatre de dimension finie de g.

(iii) Soit I = rg(g). Il existe | éléments homogénes de 1(g*), algébriquement indé-
pendants, qui engendrent I algébre 1(g*).

a) Soient fel(g*) et we W. Il existe s € Aut,(g, b) tel que s| b =w (§2,
n° 2, cor. du th, 2). Comme f est invariante par s (prop. 3), ¢(f) est invariante
par w. Donc ¢(I(g¥)) = S(p*)V.

b) Soit fe I(g*) telle que i(f) = 0, et prouvons que f = (. Par extension du
corps de basc, on peut supposer £ algébriquement clos. D’aprés la prop. 3, f
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s’annule sur s(p) pour tout s € Aut,(g). Par suite fs’annule sur toute sous-algébre
de Cartande ¢ (VII, § 3, n° 2, th. 1), et en particulier sur Pensemble des éléments
réguliers de g. Or cet ensemble est dense dans g pour la topologie de Zariski
(VIL § 2, n° 2).

¢) Soit z un entier >0. Soit L" Pensemble des combinaisons linéaires des
fonctions de la forme x — Tr(p(x)") sur g, ol p est une représentation linéaire de
dimension finie de g. D’apres le lemme 2, on a L* < I*(g*). Donc

(L) = i(Ine*)) = Sp*)".
D’aprés le cor. 2 de la prop. 2, S*(b*)¥ < (L"), Donc i(I*(g*)) = S"(h*)¥, ce
qui achéve de prouver (i), et (L") = 1(I"(g*)) d’ou L* = I*(g*) d’aprés ). On a
ainsi prouvé (ii).
d) L’assertion (1) résulte de (i) et de V, § 5, n° 3, th. 3.

COROLLAIRE 1. — On suppose ¢ simple. Soient my, ..., m; les exposants du groupe de
Weyl de g. Il existe des éléments Py, . . ., P, de I(g*), homogénes de degrés

my + 1,000, m + 1,
qui sont algébriquement indépendants et engendrent I algébre X(g*).
Cela résulte du th. 2 (i), et de V, § 6, n® 2, prop. 3.

COROLLAIRE 2. — Sotent B une base de R, R, (resp. R_) lensemble des racines
positives (vesp. négatives) de (g, b) relativement A B,n, = > ¢ n_ = > g% S(p)

x€R 4 cek_
Palgebre symétrique de b, J U'idéal de S(g) engendré par n, U n_.

(i) OnaS(s) = SO) ®J.

(ii) Soit j I’ homomorphisme de I’ algébre S(g) sur Ualgébre S(b) défini par la décomposi-
tion précédente de S(g). Soit X(g) Uensemble des éléments invarianis de S(g). Soit S(b)W
Densemble des éléments de S(b) invariants par Uaction de W. Alors j | X(g) est un iso-
morphisme de 1(g) sur S(b)¥.

L’assertion (1) est évidente. La forme de Killing définit un isomorphisme de
Pespace vectoriel g* sur Pespace vectoriel g, qui se prolonge en un isomorphisme £
du g-module S(g*) sur le g-module S(g). On a £(X(g*)) = I(g). L’orthogonal de b
pour la forme de Killing est n, + n_ (§2, n° 2, prop. 1). Si P'on identifie p* a
Porthogonal de n, + n_ dans ¢*, on a E(b*) = b, donc £(S(b*)) = S(b) et
E(S(p*)¥) = S(b)V. Enfin, £7*(]) est Pensemble des fonctions polynomiales sur g
qui sont nulles sur §. Cela prouve que & transforme ’homomorphisme i du th. 1
en ’homomorphisme j du cor. 2. L’assertion (ii) résulte alors du th. 1 (i).

ProrosiTiON 4. — Soient a une algébre de Lie semi-simple, | son rang. Soit 1 (resp. 1')
Pensemble des éléments de S{a*) (resp. S(a)) invariants pour la représentation déduite de la
représentation adjointe de a. Soit Z le centre de I’algébre enveloppante de a.

(1) T et X' sont des algébres graduées de polyndmes (V, § 5, n° 1) de degré de transcen-
dance .
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(i1) Z est isomorphe & Palgébre des polyndmes en | indétermindes sur k.

La filtration canonique de I'algébre enveloppante de a induit une filtration
sur Z. D’aprés I, § 2, th. 1 et p. 37, gr Z est isomorphe a I'. Compte tenu de AC,
IIT1, § 2, n° 9, prop. 10, il en résulte que (i} = (ii).

D’autre part, le th. 1 et son cor. 2 montrent que (i) est vrai lorsque a est
déployée. Le cas général se rameéne 4 celui-la grace au lemme suivant:

Lemme 4. — Sotent A = P A™ une k-algébre graduée, k' une extension de k, et

nz0
A" = AR, k. On suppose que A’ est une k’-algébre graduée de polyndmes. Alors A est
une k-algébre graduée de polyndmes.

OnaA® =k, dott A° = k. Posons A, = @ A" et P = A,/A%. Alors P

n>1
est un espace vectoriel gradué, et I'on peut trouver une application linéaire
graduée de degré zéro /- P — A, dont la composée avec la projection canonique
A, — P est I'identité de P. Munissons S(P) de la structure graduée déduite de
celle de P (A, III, p. 76). L’homomorphisme de k-algebres g: S(P) — A qui
prolonge f (A, I1I, p. 67) est un homomorphisme gradué de degré 0; une récur-
rence immédiate sur le degré montre que g est surjectif.

Lemme 5. — Pour que A soit une algébre graduée de polyndmes, il faut et il suffit que P
soit de dimension finie, ef que g soit byjectif.

Si P est de dimension finie, S(P) est évidemment une algébre graduée de
polyndmes, et il en est de méme de A si g est bijectif. Réciproquement, supposons
que A soit engendrée par des éléments homogénes algébriquement indépendants
Xiy ooy Xy de degrés dy, . . ., d,. Soit ¥, I'image de x; dans P. On vérifie aussit6t
que les ¥; forment une base de P; comme ¥; est de degré 4, il en résulte que
S(P) et A sont isomorphes; en particulier, on a dim S(P)* = dim A™ pour tout z.
Comme g est surjectif, il est nécessairement bijectif.

Le lemme 4 est maintenant immédiat. En effet, le lemme 5, appliqué a la
k'-algébre A’, montre que g ) 1: 5(P) & k' — A & £’ est bijectif, et il en est donc
de méme de g.

ProrosiTiON 5. On conserve les notations de la prop. 4, et Uon note p 'idéal de S(a*)
engendré par les éléments de 1 homogénes de degré > 1. Soit x € a. Pour que x sott nil-
polent, il faut et il suffit que f(x) = O pour tout f e p.2

Quitte a étendre le corps de base, on peut supposer que a = g est déployable.
Supposons alors x nilpotent. Pour toute représentation linéaire de dimension
finie p de g, et tout entier n > 1, on a Tr(p(x)") = 0, d’olt f(x) = 0 pour tout
! Dans les lemmes 4, 5 et 6, & peut étre un corps commutatif quelconque.
2 On peut montrer (B. KOSTANT, Lie group representations on polynomial rings, Amer. J. Math., t.

LXXXV (1963), p. 327-404, th. 10 et 15) que p est un idéal premier de S(a*) et que S(a*)/p est

intégralement clos.
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feI(g*) homogeéne de degré >1 (th. 1 (ii)), et par suite f(x) = 0 pour tout
f € p. Réciproquement, si f(x) = 0 pour tout f € p, alors Tr((ad x)*) = 0 pour tout
n > 1 (th. 1 (i1)), donc x est nilpotent.

* Remarques. — 1) Soient Py, ..., P, des éléments homogeénes de I qui soient
algébriquement indépendants et engendrent 1’algébre 1. Alors (P, ..., P) est
une suite S(a*)-réguliére (V, § 5, n° 5). En effet, quitte a étendre le corps de base, on
peut supposer que ¢ = g est déployable. Soit alors N = dim g, et soit

Qi Qu-d)

une base de l'orthogonal de b dans g*. Soit m I'idéal de S(g*) engendré par
P,....,P, Q4 ..., Qn_; Alors S(g*)/m est isomorphe a S(b*)/J, ou J désigne
I’idéal de S(b*) engendré parz (P,), ..., ¢(P,). D’apresle th. 1 et V,§5,n°2, th. 2,
S(6*)/J est un espace vectoriel de dimension finie, et il en est de méme de S(g*) /m.
D’aprés un résultat d’Alg. comm., il en résulte que (Py,..., P, Qq, ..., Qyx_)
est une suite S(g*)-réguliére, et il en est a fortior: de méme de (Py, ..., P).

2) Lalgébre S(a*) est un module libre gradué sur 1. En effet, cela résulte de la
prop. 4, de la Remarque 1, et de V, § 5, n° 5, lemme 5.,

4. Propriétés de Aut,

Lemme 6. — Soient 'V un espace vectoriel de dimension finie, G un groupe fini d’automor-
phismes de V, v et v’ des éléments de V tels que v' ¢ Guo. Il existe une fonction polynomiale
G-invariante f sur V telle que f(v') # f(v).

En effet, pour tout s € G, il existe une fonction polynomiale g, sur V égale a 1

env et a0 ensv'. Alors la fonction g = 1 — H gsest égaleaOenvetal sur
seG

Gv'. La fonction polynomiale f = [ | ¢.g est G-invariante, égale 2 O en v et & 1
teG

sur Gv'.

ProrosiTION 6. — Soient a une algébre de Lie semi-simple et s € Aut(a). Les conditions
sutvantes sont équivalentes:

(1) s Auty(a);

(ii) pour toute fonction polynomiale invariante f sur a, on a fos = f.

Par extension des scalaires, on peut supposer £ algébriquement clos. L’impli-
cation (i) = (ii) résulte de la prop. 3. Supposons la condition (ii) vérifiée, et
prouvons (i). Grace a la prop. 3, et au § 5, n°3, cor. 1 de la prop. 5, on peut
supposer que s € Aut(g, b), et que s laisse stable une chambre de Weyl C. Soit
x€C Nbg. On asxeC. Sig est une fonction polynomiale W-invariante sur b,
on a g(x) = g(sx) (th. 1 (i)). D’aprés le lemme 6, on en déduit que sx € Wx.
Comme sx € C,onax = sx (V,§3,n°3, th. 2). Alors s | b = Id, et s € Auty(g, b)
(§ 5, n° 2, prop. 4).
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COROLLAIRE. — Le groupe Auty(a) est ouvert et _fermé dans Aut{a) pour la topologie de
Zariski.

La prop. 6 montre que Auty(a) est fermé. Soit & une cléture algébrique de £.
Le groupe Aut(n & k)/Auty(a @ k) est fini (§5, n® 3, cor. 1 de la prop. 5); a
JSortiort, le groupe Aut(a)/Auty(a) est fini. Comme les classes de Aut(a) suivant
Autgy(a) sont fermées, on voit que Auty(a) est ouvert dans Aut{a).

5. Centre de PPalgébre enveloppante

Dans ce numéro, on choisit une base B de R. Soit R, Pensemble des racines
positives relativement 2 B. Soient p = 1 Z a, et 8 automorphisme de algebre

xeR
5(b) qui transforme tout x € b en x — p(x), donc la fonction polynomiale p sur p*
en la fonction A+ p(h — p).

TutoriME 2. — Soient U algébre enveloppante de g, 7, son centre, V. < U algébre
enveloppante de b (identifice a S(v)), U° le commutant de V dans U, o I’ homomorphisme de
Harish-Chandra (§ 6, n° 4) de U° sur V relatif & B. Soit S(b)Y Pensemble des éléments de
S(b) tnvariants pour Uaction de W. Alors (3 o @) | Z est un isomorphisme de Z sur S(9)V,
indépendant du chotx de B.

a) Soient P, Pensemble des poids dominants de R, weW, reP,
w = wi. Alors Z(p — p) est isomorphe a un sous-module de Z(x — o) (§6, n° 3,
cor. 2 de la prop. 6), et e(w)(x — p) = @(u)(p — p) pour tout ueZ (§6, n°4,
prop. 7). Ainsi, les fonctions polynomiales (3o ¢)(u) et (3o @){u) ow sur b*
coincident sur P, ,. Or P, est dense dans b* pour la topologie de Zariski:
cela se voit en identifiant §* a £® grice a la base formée par les poids fondamen-
taux w,, et en appliquant la prop. 9 de A, IV, § 2, n° 3. On a donc

(8o 9)(u) = (30 9)(¥) o w,
ce qui prouve bien que (8 o ¢)(Z) = S(p)¥.
#) Soit n Pisomorphisme de I{g) sur S(b)¥ défini au n° 3, cor. 2 du th. 1.
Considérons I'isomorphisme canonique du g-module U sur le g-module S(g) (I,

§ 2, n° 8), et soit 6 sa restriction a Z. On a 0(Z) = I(g). Soit z un élément de Z
de filtration < fdans U.

S(b)

1(g)
27N,
7

~

@\ %
S(b)
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Introduisons les notations du § 6, n® 4, et posons

z = z Maoemott (@) (), (£1))-
Za+Zm S o<
Soit v((g:), (m:), (f:)) le monéme XTIt .. . XT% H™. . HMXP'. . X" calculé
dans S(g). En notant S,(g) la somme des composants homogénes de degrés
0,1,...,dde S{g),ona

0(z) = )‘(qo,(m,-),mi)v((%), (ms), (p1)) (mod. S;_,(s))
Sa+mtl =1
d’olt
(ne0)(z) = Zz Aoy, emp.?((0), (my), (0)) (mod S, _,(b))
my=f

et par suite
(3) (e 0)(2) = o(z2)  (modS,_,(b)).

¢) Montrons que § o ¢: Z — S(h)W est bijectif. Les filtrations canoniques sur
U et S(g) induisent des filtrations sur Z, I(g), S(b)¥, et 0, n sont compatibles avec
ces filtrations, de sorte que gr(y o 0) est un isomorphisme de I'espace vectoriel
gr(Z) sur Pespace vectoriel gr(S(p)¥). D’aprés (3), on a gr(e) = gr(y o 0), et il
est clair que gr(3) est 'identité. Donc gr(3 o ¢) est bijectif, de sorte que

do@:Z —S(HV

est bijectif (AC, 111, § 2, n° 8, cor. 1 et 2 du th. 1).

d) Recprenons les notations de a). Soient E un g-module simple de plus grand
poids 2, et x son caractére central (§ 6, n° 1, déf. 2). Soient ¢’ et 8’ les homo-
morphismes analogues a ¢ et § relativement & la base w(B). Le plus grand poids
de E relativement a w(B) est w(2). D’apres le § 6, n° 4, prop. 7, on a, pour tout
uel,

e(@)(2) = x(u) = ¢'(u)(wh),
donc, d’aprés a),
(80 @) (@) (wh + wp) = (3o )(w)(X + ) = p@)(A) = ¢ () (w})
= (8" 0 ¢) () (wh + wp).
Ainsi les fonctions polynomiales (3 o @) (1) et (3" - ¢') (1) coincident sur w(P, )
+ wp, dont sont égales.

CoOROLLAIRE 1. — Pour tout N eb*, soit y, {homomorphisme zv> (¢(2))(X) de Z
dans k.

(i) STk est algébriquement clos, tout homomorphisme de Z dans k est de la forme ¥,
pour un x € H*.
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(ii) Soient x, w € b*. On a y, = y, st et seulement st p + p€ W(h + p).

Si £ est algébriquement clos, tout homomorphisme de S(p)¥ dans % se prolonge
en un homomorphisme de S(b) dans &£ (ACG, V, § 1, n°9, prop. 22, et §2, n° 1,
cor. 4 du th. 1), et tout homomorphisme de S(5) dans £ est de la forme fi— f(3)
pour un A € b* (VII, App. I, prop. 1). Si y est un homomorphisme de Z dans £,
il existe alors (th. 2) un p € b* tel que, pour tout z€ Z,

x(2) = ((8°9)(2))(w) = (2(2) (& — )
d’olr (i).
Soient A, u € b* et supposons que y; = x,. Alors, pour tout z € Z,

((Bo@)(2))(x + p) = (2(2))(N) = 1(2) = xu(2) = ((Bo9)(){u + p);

autrement dit, les homomorphismes de S(b) dans £ définis par A + p et p + p
coincident sur S(b)W; I'assertion (i) résulte alors de AG, V, § 2, n° 2, cor. du th. 2,

CoROLLAIRE 2. — Sotent E, £ des g-modules simples de dimension finie, et y, y' leurs
caractéres ceniraux. Sty = ', E et ' sont isomorphes.

Soient A, A" les plus grands poids de E, E’. D’apreés le § 6, n° 4, prop. 7, on a
Yo = % = ¥ = %, donc 1l existe we W tel que ) + p = w(h + p). Comme
A + p et A 4 p appartiennent a la chambre définie par B, on a w = 1. Donc
A = A, d’ou le corollaire.

Prorosirion 7. — Pour toute classe v de g-modules simples de dimension finte, soit U,
la composante isotypique de type v du g-module U (pour la représentation adjointe de g dans
U). Soit vy la classe du g-module trivial de dimension 1. Soit [U, U] le sous-espace
vectoriel de U engendré par les crochets de deux éléments de U.

(1) U est somme directe des U,

(ii) Ona U, =2, et Z U, = [U,U].

Y#Yo

(iii) Soit u > uf le projecteur de U sur Z défini par la décomposition U = Z & [U, U].
StueUeveU,oma (w)? = (tu)". StueUed zeZ,ma (uz)b = uiz.

(iv) Soit @ Phomomorphisme de Harish-Chandra. Sotent e P, ., E un g-module
simple de dimension finie de plus grand poids . Pour tout ue U, on a

d_ir:TE Tr(ug) = (p(h))(H)-

Le g-module U est somme de sous-modules de dimension finie. Cela
entraine (i).

11 est clair que U,, = Z. Soit U’ un sous-espace vectoriel de U définissant
une sous-représentation de classe y de la représentation adjointe. On a [g,U’] = U"
ou {g, U] = 0. Siy # v, onadonc [g, U] = U’, de sorte que Z U, = [U, UL

Y#Yo
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D’autre part,siue U ctx;,...,x, €9, 0n a

{2y coxpu] = (Xp. o0 — Xou o xguxy) + (Koo . XX, — Xg. .. X,UX Xo)
4o (g xy o — uxy . xy) € g, UL
Donc [U, U] = [g, ZUV] = [g, Z UY] = Z U,. On a donc prouvé (ii).
Y

Y#¥o ¥+ Yo
Dans ces conditions, (ii1) résulte de I, § 6, n° 9, lemme 5.

Enfin, soient E, A comme dans (iv). On a
Tr(ug) = Tr((uYg) car u — e [U, U]
= Tr(e@)(3).1) (§ 6, n° 4, prop. 7)
= (dim E). () ().

{3 9. La formule de Hermann Weyl

Dans ce paragraphe, on reprend les notations générales du § 6 et du § 7.

1. Caractéres des g-modules de dimension finie

Soit (¢*),ep+ la base canonique de anneau Z{p*]. Munissons Pespace Z” de
toutes les applications de b* dans Z de la topologie produit des topologies dis-
crétes sur les facteurs. Si ¢ € Z°, la famille (p(v)e'), 4 est sommable, et

o= Z p(v)e".
veh*

Soit Z(P» Pensemble des ¢ € Z* dont le support est contenu dans une réunion
finie d’ensembles de la forme v — P, o ve b*. On a Z[P] <« Z{P> < Z*. On
définit dans Z{P) une structure d’anneau prolongeant celle de Z[P] en posant,
pour g, b € Z{P> et v € b¥,
(eh)(v) = zﬁ e(wd(v — )
nep*
(la famille (@(p)d(v — ), ey est a support fini, & cause de la condition vérifiée
par les supportsde g et ). Si ¢ = z xe’ ety = Zyvev, alors g = Z xy,e’ T
v v Vo

Soit v € p*. On appelle partition de v en racines positives une famille (n,)qcr,,

ol les n, sont des entiers >0 tels que v = Z nyo. On notera B(v) le nombre de
oxeR 4

partitions de v en racines positives. On a

PBv) > 0<veQ,.
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Dans ce paragraphe, on notera K I’élément suivant de Z{P>.

K= > f(e

YEQ4

Rappelons par ailleurs (VI, § 3, n° 3, prop. 2) que
d = I—[ (2 — ¢~} = z e{w)ew?
wew

xeR ¢

est un élément anti-invariant de Z[P].

Lemme 1. — Dans Panneau Z(Py, ona K . [ ] (1 — ¢7*) = Ke=%d = 1.

aeR

En effet,
K= ]](+e*+e2+..0)
donc o
Keod = I;I (1 +e 472 .. H (1 —e™ %) = 1.

CER ¢

Lemme 2. — Soit » & b*. Le module Z.(%) (§ 6, n° 3) admet un caractére ch Z{\) qui est
un élément de (P>, et Lon a d.ch Z(\) = e**°,

Soient ¢y, . . ., a4 les éléments, deux a deux distincts, de R,. Les X", X" ...
X7, & 1 forment une base de Z(x) (§ 6, prop. 6 (iii)). Pour ¢ b, on a
k. (X" X"

—~ it~y e

CXM @) = [ XM X @1 + (XL X Dk ]

—oy

= (0 = mey — e = g () (XM, X, 1),

La dimension de Z(x)** est donc P(u). Cela prouve que ch Z(r) est défini,
est un élément de Z{P>, et que

ch Z(») = Z Plp)er—* = Keh.
(1)
I suffit alors d’appliquer le lemme 1.

Lemme 3.— Soit M un g-module admetiant un caractére ch(M) dont le support est
contenu dans une réunion finie d’ensembles p. — P . Soient U I algébre enveloppante de g,
Z le centre de U, Ay € 0¥, x,,, L homomorphisme correspondant de Z dans k (§ 8, cor. 1 du
th. 2). On suppose que, pour lout z € L, zy est Ihomothétie de rapport y, (z). Soit Dy
Uensemble des e W(ky + p) — p tels que » + Q, rencontre Supp(ch M). Alors
ch(M) est combinaison Z-lindare des ch Z.(X) pour h € Dy,.

Si Supp(ch M) est vide, le lemme est évident. Supposons Supp(ch M) # 0.
Soit A un élément maximal de ce support, et posons dim M* = m. 1l existe un
g-homomorphisme ¢ de (Z(2))™ dans M qui applique bijectivement (Z{2\)*)™ sur
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M* (§6, n° 3, prop. 6 (i)). Le caractére central de Z(2) est donc y,, dolt
AeW(o + p) — p (8§88, n°5, cor. 1 du th. 2). Cela prouve que Dy # 9, et
permet de raisonner par récurrence sur Card Dy. Soient L, N le noyau et le
conoyau de ¢. On a donc une suite exacte de g-homomorphismes:

0—L—>(ZMN)"->M-—->N-—->0
d’our

ch(M) = —ch(L) + mch Z(2) + ch(N)

(§ 7, n° 7, formule (6)). Les ensembles Supp(ch L) et Supp(ch N) sont contenus
dans une réunion finie d’ensembles p — P,. Pour zeZ, z, et zy sont des
homothéties de rapport y,,(z). On a évidemment Dy < Dy. D’autre part,
(» + Q,) N Supp(ch M) = {3}, et 2 ¢ Supp(ch N), donc & ¢ Dy et

Card Dy < Card Dy,.

D’autre part, L est un sous-module de (Z{}))™; si A’ € Dy, ' + Q, rencontre
Supp(ch L) = Suppch Z(3), donc xe}X’ + Q, (§6,n°1, prop. 1 (ii)); il en
résulte que D, = Dy. Comme L N (Z(A)*)™ = 0, on a & ¢ Dy, donc

Card Dy, < Card Dy

11 suffit alors d’appliquer ’hypothése de récurrence.

TuiorEME 1 (formule des caractéres de H. Weyl). — Soient M. un g-module simple de
dimension finie, \ son plus grand poids. On a

( > a(w)ew") .chM = > e(w)e?*o,

weWwW wew

Avec les notations du lemme 3, le caractére central de M est y, (§ 6, n°4,
prop. 7). Donc, d’aprés les lemmes 2 et 3, d.ch M est combinaison Z-linéaire des
&*® tels que

w+ peWH + p).

D’autre part, d’aprés le § 7, n° 7, lemme 7, d . ch M est anti-invariant, et son
unique terme maximal est ¢**®, d’oi1 le théoreme.

Exemple. — Prenons ¢ = sl(2, k), b = kH. Soit « la racine de (g, 5) telle que
a{H) = 2. Le g-module V(m) admet (m/2)a comme plus grand poids. Donc

ch(V(m)) — (e(m/2)oc+1/2<x _ e—(m/Z)ot—-l/za)/(el/za — e—yza)
= ¢~ (M2 (e(m+1)a _ 1)/(8“ __ 1)

e—(m/Z)a(ema + etm— 1 +o+ 1)

= fmi2fe + gm—2)n/2 4o o~ (mi2)x

ce qui résulte d’ailleurs facilement du § 1, n° 2, prop. 2.
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2. Dimension des g-modules simples

Si € 5%, on pose J(*) = Z e(w)e™, cf. VI, § 3, n° 3.

wew

THEOREME 2. — Soient E un g-module simple de dimension finie, ) son plus grand pords et
(.| -) une forme bilindaire symétrique positive non dégénérée W-invariante sur v*. On a:

. A+, H) ( (] oc))
dmE = Ot e Moy 1+ .
M ems = U e
Soit T une indéterminée. Pour tout v € P, on note f, 'homomorphisme de
Z[P] dans R[[T]] qui applique ¢* sur W7 quel que soit p. € P. Alors dim E est
le terme constant de la série f,(ch E).
Quels que soient p, ve P, on a

ﬂ(J(eu)) = Z s(w)g(vlwu)T

wew

= > elw)d T = £()(e).

wew

En particulier, compte tenu de VI, § 3, n° 3, formule (3), on a

SJ(e) = fulJ(e) = T [T (1 — g7 @),

xeR

Dongc, en posant Card(R,) = N,
LHJ@) =TV ] (wle)  (mod TN*'R[[TI]).

xeR

L’égalité J(e**°) = ch(E) . J(¢®) (th. 1) entraine alors
TN JT 0+ ela) =f(chE) . TV [] (o] o) (mod TN*IR[[T]])

aeR axeR ;.

d’olt

dimE:(H ()\+p|a))/(H (P‘a))= H(1+E;\}Z;)

aeR ®ER 4 xeR ¢

Or, si x € R, a s’identifie & un élément de by proportionnel & H,, donc

A+ ela)flelo) = O+ o, Hod[<p, Ho-
Exemples. — 1) Reprenons Pexemple du n° 1. On trouve
. m [+ 14
dim V(m) = <;2—ioc + §)(Ha)/§ (H) =m+ 1,

ce qu’on savait depuis le § 1.
2) Prenons pour g ’algebre de Lie simple déployable de type G, et adoptons
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les notations de VI, planche IX. Munissons b dec la forme symétrique positive

W-invariante (. | .) telle que (a; | oy) = 1. Alorson a p = @, + @, et
(@ o) = 4, (w; | o) =0, (wy | g + o) = 4,
() | oy + 20) = 1, (wy I ag + 304) = 3, (wy t 205 + 3o) = 3,
(mz l O‘l) = O: (132 | “2) = %) (U-’z i oy + al) = %s

(wg | g + 20;) = 3, (@ | @y + 32;) = 3, (wy | 2005 + 3a;) = 3.

Donc, si n,, 1y sont des enticrs >0, Ia dimension de la représentation simple de
plus grand poids #,w; + nym, est:

(20 50 -

2 2 2 1 +%
(e )
= (1 +n)(1 + ny) 1+n1+3n2 ]+2"1+3”2 1+”1+”2 1+ﬂ1+2n2)
_ (L m) (14 ) (2 4 my + m) (B + 1y + 205)(4 + 7y + 3n5)(5 + 2y + 3my)
- 51

En particulicr, la représentation fondamentale de plus grand poids @, (resp. wz)
a pour dimension 7 (resp. 14).

3. Multiplicité des poids des g-modules simples

ProposiTion 1. — Soit o € P, .. Quel que soit ne P, la multiplicité de » dans
E(w) est

m, = > e@)Pw(o + p) — (h + p)).

wew

D’aprés le th. 1 et le lemme 1, on a

¢h E{(0w) = Ke ?dch E(w) = Ke™? Z 2(w)ew@+9)

wew
d’ott
ch E((x)) = z g(w)qj(Y)e~o+w(m+p)~v
weW,vyeQ,
et
. = 2, ()P ().

weW,YEQy,¥y= —A—p+w(m+p)

COROLLAIRE. — On a, st & est un poids de E(w) distinct de o,
m, = - Z (W) 1o —wp
weW, w#1
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Appliquons la prop. 1 avec & = 0. Si p.e P — {0}, on obtient
0= > c(w)Plwe + u — o)

wew
d’oi
) PBp) = - > @By + wp — o).
weW,w#1
La prop. 1 donne alors
m, = — > gw) > ew)Pwlo+pe) - (A + )+ wpe —p)
wew wew,w#1

car w(w + @) # A + p pour tout w e W (§ 7, prop. 5 (iii)). Donc
m,= — > ew) D e(@)Plwlo +p) = (h+p —we + p)
wew, w1l wewW

- Z s(w’)mxntp—w’o (pI‘Op. 1)'
wew,w#1

i

4. Décomposition du produit tensoriel de deux g-modules simples

Prorosrtion 2. — Soignt A, . € P, . Dans Z(g), on a

- [kl = > mi e v)b]

veP, ¢
avec

mh ) = > N s(ww)Pw(h + o) + w'( + o) — (v + 2p)).

Soient E, ¥ des g-modules simples de dimension finie de plus grands poids
A, 1. Soit /, la longueur de la composante isotypique de plus grand poids v dans
E & F. Il s’agit de montrer que
(2) L= 2 e(ww)Bw + o) +wle+p)~ (v+ 2)

w,weW
Posons ¢; = ch(E) = Z mye®, ¢a = ch(l), d = J{e?) ol J est défim1 comme au
ceP
n°2.0na

S L ch[E] = ch(E®F) = ey

E€Py +

d’ot, aprés multiplication par 4 et utilisation du th. I,

(3) > LJ(ET) = aJer) = (Z mae°)( > e(w)ew<u+o>)

EePy 4 ceP weW

T+p
( z s(w)mr+p—w(u+o))e .
1eP\weW

Or,si £ P, ., £ + p appartient 4 la chambre définie par B (VI, § 1, n° 10);
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pour tout w e W distinct de 1, on a donc w(E + p) ¢ P, .. Le coeflicient de

e'*? dans z L J(e51P) est par suite égal 4 [,. Compte tenu de (3), on obtient
EePy 4

ly, = Z S(W)My 15w+
wew

soit, d’apreés la prop. 1
b= 2 c@e@)B'(h+p) — ¢+ e~ w+o)+ o)

w,weWw

ce qui prouve (2).

Exemple. — Reprenons l'exemple du n°l. Soient A = (nf2)a, p = (p/2)e,
v=(¢/2xavecn z p. On a

m(?\,p,,v)=%(ga+g+ga+g—%a—rx)
n o« P o
““3(5“5‘5“‘2‘5“‘“)
R B R R “)
ro_x_ o _*_9,
”3( %73 3% 3 3% "‘)
_afrtp q‘_ n—p—q—2
= ( 5 oc) ‘13(——————-2 oc).

Cela est nul si z + p + ¢ n’est pas divisible par 2, ousig > n + p. Si

g=n+p—2r
avec r entier >0, on a
mO\) sy V) = Cr’(m(') - (D((T e 1)0()
donc m(n, p,v) = lsir < petm(h, p,v) = Osi7 > p. En définitive, le g-module
V(n) @ V(p) est isomorphe &
Vin+p) @V +p-2)@V(ie+p -4 D - OV - p)
(formule de Clebsch—Gordan).

§ 10. Sous-algébres maximales des algébres de Lie semi-simples

TutoriME 1. — Sotent V un espace vectoriel de dimension finie, ¢ une sous-algébre de
Lie réductive dans g\(V), 9 une sous-algébre de Lie de g et © la forme bilinéaire (x,y) —
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Tr(xy) surg x g. On suppose que Uorthogonal v de g par rapport 4 @ est une sous-algébre
de Lie de g composée d’endomorphismes nilpotents de V. Alors, q est une sous-algébre
parabolique de .

a) q est le normalisateur de n dans ¢: soit p ce normalisateur. Soient x ¢ ct
Y€ n; pour tout z€4q, on a [z, x] €q, d’ol

(D([x’!/]) Z) = (D(y: [Z’ x]) = 0;

autrement dit, on a [x,y] €n. On a donc ¢ < p. Comme n est un idéal de p
composé¢ d’endomorphismes nilpotents de V, p est orthogonal & n par rapport a
® (1,84, n° 3, prop. 4, d)). Comme @ est non dégénérée!, on a done p < q, d’ot
notre assertion.

b)Y 1l existe une sous-algébre de Lie m réductive dans gl(V) telle que q soit produit semi-
direct de m et n: soit ny(q) le plus grand idéal de ¢ formé d’endomorphismes nil-
potents de V. Alors ny(q) contient n, et il est orthogonal 4 g (loc. cit.); on a donc
n = ny(q). De plus, g est réductive dans gl(V) par hypothése, donc scindable
(VIL, § 5, n° 1, prop. 2) ; comme q est Pintersection de g avec le normalisateur de n
dans gi(V), c’est une algébre de Lie scindable (loc. cit., cor. 1 de la prop. 3).
Notre assertion résulte alors de la prop. 7 de VII, § 5, n° 3.

On choisit une sous-algébre de Cartan b de m; on note g, le commutant de
dans g, et Yon pose q; = g Mgy, iy = nN g,

¢) Les algébres de Lie g1, q, et n, satisfont aux mémes hypothéses que g, q et n: comme
m est réductive dans gl(V), b est commutative et se compose d’endomorphismes
semi-simples de V (VI1I, § 2, n° 4, cor. 3 du th. 2). Alors g; = g°(p) est réductive
dans g (VII, § 1, n° 3, prop. 11), donc aussi dans gl(V) (I, § 6, n° 6, cor. 2 de la
prop. 7). Il est clair que n; se compose d’endomorphismes nilpotents de V.
Comme b est une sous-algébre de ¢, réductive dans g{(V), la représentation
adjointe de b dans g est semi-simple; par construction, q; est Pensemble des
invariants de ad,(b), d’otv q = q;, + [b, q} (I, § 3, n° 5, prop. 6). Comme on a

(s, [b,9]) = O([b, 81),9) = O,

un élément de g; est orthogonal a q; si et seulement s’il est orthogonal a q; par
suite, n; = g; N n est orthogonal de g, dans g;.

d) La sous-algébre de Cartan b de m est une sous-algébre de Cartan de g: On a q =
m@uneth = mN g, dolt immédiatement q; = » @ n;. De plus, on a [b, n;] =
0, b est commutative et 1, est nilpotente, donc Palgebre de Lie g; est nilpotente.
D’aprés a) et ¢), 9, est le normalisateur de n; dans g, ; a fortiori, q; est égal & son
normalisateur dans g, donc c’est une sous-algébre de Cartan de g,. Comme g, est
réductive dans gl(V), il résulte du cor. 3 du th. 2 de VII, §2, n° 4, que q; se

! Soit 3 I’orthogonal de g pour ®@;c’est un idéal de g contenu dans n, donc tout élément de 3 est
nilpotent. La représentation identique de g est semi-simple (I, §6, cor 1 de la prop. 7). Donc z = 0
(I, § 4, n° 3, lemme 2).
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compose d’endomorphismes scmi-simples de V; comme n; se compose d’endo-
morphismes nilpotents de V, on a donc n; = 0. Par suite, b = ¢; est une sous-
algébre de Cartan de g,, et comme g, normalise b, on a b = g;. On a donc prouvé
que tout élément de b cst un élément semi-simple de g, ct que le commutant de
b dans g est égal a b; on en déduit b = ¢°(b), donc b est une sous-algébre de
Cartan de g.

) q est une sous-algébre parabolique de g: d’aprés ce qui précéde, b est une sous-
algébre de Cartan de g, n se compose d’éléments nilpotents dans g, et Fon a
[6, n] < n. Soit £ une cloture algébrique de k; par définition, q est parabolique
dans g si et seulement si £ X, q cst une sous-algtbre parabolique de £ & g.
Les propriétés énoncées ci-dessus étant conservées par extension des scalaires,
on peut se limiter pour la démonstration au cas ot b est déployante. Soit R le
systéme de racines de (g, b); d’apres la proposition 2, (v) du § 3, n° 1, il existe une
partie Pde R telleque PN (—P) = et n = z g*. Soit P’ ensemble des ra-

xeP

cines « telles que —ax ¢ P;ona P’ U (—P’) = R, et Porthogonal g de n dans g est
égala b + Z g% On a prouvé g est parabolique.

xepP’

C.Q.F.D

Lemme 1. — Sotent g une algébre de Lie semi-simple, NV un espace vectoriel de dimension
Jinie, o une représentation linéaire de g dans V, D un sous-espace vectoriel de 'V, b une sous-
algébre de Cartan de g, s (vesp. s') Uensemble des x €9 tels que o(x)D < D (resp.
p(x)D = 0), @ la_forme bilinéaire sur ¢ associéer a p.

(i) Si b est déployante, les sous-espaces vectoriels s et s' de b sont rationnels sur Q.

(i1) St g est injective, la restriction de O @ s (vesp. o) est non dégénérée.

Supposons que la sous-algébre de Cartan b soit déployante. Soit 4 la dimension
de D; posons W = A4(V) et 6 = A%p); on note aussi (e, ..., ¢;) une base
de Dete=¢; A---A ¢ un d-vecteur décomposable associé a D. Soit P Pen-
semble des poids de ¢ par rapport & b; on note W* le sous-espace de W associé au
poids ., et Pon pose e = Z e (avec ¢* € W* pour tout ¢ € P); enfin, soit P’

neP
Pensemble des poids p tels que ¢ # 0 et soit P’ Tensemble des différences

d’éléments de P'. Soit x dans b; pour que x apparticnne a s, il faut et il suffit qu’il
existe ¢ dans £ tel que p(x).e = c.e (VIL, § 5, n° 4, lemme 2, (i)). Comme on a
p(x).e* = u(x).¢*, on voit que x €5 équivaut a la relation « p(x) = 0 pour
tout peP” ». Or, la Q-structure de b est le sous-Q-espace vectoriel by de b
engendré par les coracines H et tout . dans P” prend des valeurs rationnelles sur
bo; il en résulte (A, I, p. 122, prop. 5) que s est un sous-espace de b rationnel sur

Q.

Pour tout poids p. € P, soit p, le projecteur sur V* associé a la décomposition

hY
1 Autrement dit, on a ©(x, y) = Tr(p(x)p(y)) pour x, y dans g.
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V = @ V¥; notons P; I'ensemble des p. € P tels que p,(D) # 0. 1l est immédiat

wep
’

que s’ est lintersection des noyaux (dans b) des éléments de Py; il en résulte,
comme pour s, que s’ est un sous-espace de b rationnel sur Q. Ceci prouve (1).

Par extension des scalaires, il suffit de prouver (ii) lorsque £ est algébriquement
clos, donc lorsque b est déployante. Soit m un sous-espace vectoriel de b rationnel
sur Q; pour tout x non nul dans mg = m N by, on a G(x, x) > 0 d’apreés le cor.
de la prop. 1 du § 7, n° 1. La restriction de ® & mg est donc non dégénérée, et
il en donc de méme de la restriction de @ & m puisque m est canoniquement
isomorphe & £ ®g mq.

DermNrrion 1. — Soit g une sous-algébre de Lie de algébre de Lie semi-simple g. On dit
que q est scindable dans g st, pour tout x € q, les composantes semi-simple et nilpotente de x
dans g appartiennent @ q. On note n(q) Uensemble des éléments x du radical de q tels que
adx soit nilpotent.

Soit p une représentation injective de g dans un espace vectoriel V de dimen-
sion finie. On sait (I, § 6, n® 3, th. 3) qu’un élément x de g est semi-simple (resp.
nilpotent) si et seulement si endomorphisme p(x) de V est semi-simple (resp.
nilpotent). Il en résulte immédiatement que I'algébre g est scindable dans g si et
seulement si p(q) est une sous-algebre scindable de gl(V) au sens de la définition 1
de VII, § 5, n° 1. Avec les notations de VII, § 5, n° 3, on a aussi

p(ny(a)) = ny(p(a)).

TuEOREME 2. — Soient ¢ une algébre de Lie semi-simple, v une sous-algébre de g formée
d’éléments nilpotents, q le normalisateur de w dans g. Supposons que n soit I'ensemble des
éléments nilpotents du radical de a. Alors q est parabolique.

Notons d’abord que q est scindable (VII, §5, n®1, cor. 1 de la prop. 3).
D’apres le th. 1, il suffit de prouver que q est orthogonal n® de n par rapport
a la forme de Killing ® de g. On sait que ¢ < n° (I, § 4, n° 3, prop. 4 d)). D’aprés
VII, § 5, n° 3, prop. 7, il existe une sous-algébre m de q, réductive dans g, telle
que q soit produit semi-direct de m et de n. Montrons que la restriction de ® am
est non dégénérée. Soit ¢ le centre de m. On a @ ([m, m], ¢) = 0 d’apres I, § 5,
n° 5, prop. 5, et la restriction de ® a [m, m] est non dégénérée d’aprés I, § 6,
n° 1, prop. 1. Il reste & voir que la restriction de @ a ¢ est non dégénérée. Soit ¢
une sous-algébre de Cartan de [m, m]; alors ¢ @ ¢ est commutative et réductive
dans g. Soit b une sous-algébre de Cartan de g contenant ¢ P ¢ (VII, § 2, n° 3,
prop. 10). Alors b N q est une sous-algébre commutative de q contenant ¢ @ ¢,
et ad, x est semi-simple pour tout x € b N q; donc b N g est contenu dans une
sous-algébre de Cartan b’ de q (VIL, § 2, n° 3, prop. 10); soit f la projection de q
sur m de noyau n; alors f(b') est une sous-algébre de Cartan de m (VII, § 2, n° 1,
cor. 2 de la prop. 4) contenant ¢ @ ¢, et par suite égale 2 t @ c; cela prouve que
fdNaq) =t@Dc, et comme tout élément de b est semi-simple dans g, on a
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pbNq=t®c Alnsi,
c=f{xep|[x,n] < n et [x,[mm]] =0}

D’apreés le lemme 1, la restriction de @ a ¢ est non dégénérée.

Soit 4° I'orthogonal de q dans g relativement a @. Ce qui précéde prouve que
4N q° = n. Supposons q # n° donc ¢° % n (et 9° » w). Comme ad, n laisse
stable g, ad, n laisse stable ¢°; le théoréme d’Engel prouve qu’il existe x € q° tel
quex ¢ net[x, n] = n. Maisalorsx € 4° N ¢ = n, ce qui est contradictoire. On a

donc g = n°.

COROLLAIRE 1. — Soif q un élément maximal de I ensemble des sous-algébres de g distinctes
de g. Alors q est parabolique ou réductive dans g.

On peut supposer que g est une sous-algébre de Lie de g{(V) pour un certain
espace vectoriel V de dimension finie. Soit ¢(q) = g Penveloppe scindable de q.
Si e(q) = g, q est un idéal de g (VII, § 5, n° 2, prop. 4), donc est semi-simple, et
par suite q est réductive dans g. Supposons ¢(q) # g. Alors ¢(q) = q, donc q est
scindable. Supposons q non réductive dans g. Soit n ensemble des éléments nil-
potents du radical de . Onan 0 (VIL § 5, n° 3, prop. 7 (i)). Soit p le normali-
sateur de ndans g. On a p S g, et p # g puisque g est semi-simple. Donc p = 4.
Alors q est parabolique (th. 1).

COROLLAIRE 2. — Soit n une sous-algébre de g _formée d’éléments nilpotents. 11 existe une
sous-algébre parabolique q de g possédant les propriétés sutvantes:

(i) n < nyfa);

(11) le normalisateur de n dans ¢ est contenu dans q;

(iii) tout automorphisme de ¢ laissant v invariante laisse q invariante.

St ¢ est déployable, n est contenue dans une sous-algébre de Borel de g.

Soit q; le normalisateur de n dans g. C’est une sous-algebre scindable de g.
Soit n; = n(g,). On définit par récurrence q; comme le normalisateur de n;_;
dans g, et n; comme égal a n(q;). Les suites (n, ny, ny,...) et (a5, 45, ...) sont
croissantes. Il existe j tel que q; = q;, 4, C’est-a-dire que g; est le normalisateur
dans g de n (q;). Alors g; est parabolique (th. 1). Onan < n; = n(q;), et q; < q;;
tout automorphisme de g laissant n invariante laisse évidemment invariantes
Ny, My, ... €L qq, gy - - .- O1 g est déployable, q; contient une sous-algébre de Borel
b, et par suite (§ 3, n°4, prop. 13),on a » = nq;) = n.

TutorEME 3. — Supposons k algébriquement clos. Soit g une algébre de Lie semi-simple.
Sott a une sous-algébre résoluble de g. Il existe une sous-algébre de Borel de g contenant a.
D’aprés VII, § 5, n° 2, cor. 1 (ii) de la prop. 4, on peut supposer a scindable.
11 existe une sous-algébre commutative t de g, formée d’élément semi-simples,
telle que a soit produit semi-direct de t etde n(a) (VII, § 5,n° 3, cor. 2 de la prop.
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6). Il existe (cor. 2 du th. 2} une sous-algébre parabolique q de ¢ telle que n (a) =
n(q), et que le normalisateur de n(a) dans g soit contenu dans q; a fortiors,
a < g. Solent b une sous-algébre de Borel de g contenue dans q et b une sous-
algébre de Cartan de g contenue dans b. Alors b est une sous-algébre de Cartan de
g, donc il existe s € Aut,(q) tel que s(t) < b (VII, §2, n® 3, prop. 10 et VII, § 3,
n° 2, th. 1). On a s(n,(a)) = n(q) (VIL, § 3, n° 1, remarque 1), donc

s(a) = s(t) + s(n(a)) < b + s(n(q)) = b + nlq) < b.

COROLLAIRE. — St k est algébriquement clos, toute sous-algébre résoluble maximale de g
est une sous-algébre de Borel.

§ 11. Classes d’éléments nilpotents et sl-triplets

Dans ce paragraphe, on désigne par g une algébre de Lie de dimension finie.

1. Définition des sl -triplets

Dépmnrrion 1. — On appelle slo-triplet de g une suite (x, h, y) d’éléments de g distincte de
(0, 0, 0) et telle que

[ha x] = Qxa [h>y] = “2_7/5 [x,y] = ~h

Soit (x, &, y) un si,-triplet de g. L’application linéaire © de sl(2, k) dans g telle
que ©(X,) =%, v(H) = h, v(X_) =y est un homomorphisme non nul donc
injectif (puisque s1(2, k) est simple), ayant pour image kx + k& + ky. On obtient
de cette maniére une bijection canonique de Pensemble des sl -triplets de g sur
Pensemble des homomorphismes injectifs de s{(2, £) dans g. Si g est semi-simple et
si (x, h, y) est un sly-triplet de g, alors x et y sont des éléments nilpotents de g et A
est un élément semi-simple de g (I, § 6, n° 3, prop. 4).

Lemme 1. — Soient x, b, y,y" € 6. St (x, h, y) et (x, h,y") sont des sly-triplets de g, alors
y=9.

En effet, y — 3" e Ker(ad, x) et (ad, h)(y — y') = —2(y — y'). Or ad, x est
injectif sur Ker(p + ad, #) pour tout entier p > 0 (§ 1, n° 2, cor. de la prop. 2).

Lemme 2. — Soit v une sous-algébre de g telle que, pour tout n € n, ad (n) soit nilpotent.
Soit b€ g, tel que [h, ] = n. dlors %" . h =k + n.

Il est clair que ¢*%™ .k < kb + n. Soit v € n, et prouvons que £ + v %™ .
1l suffit de prouver que & + v e %™ i + €Pn pour tout p = 1 (car €n = 0
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pour p assez grand). G’est clair pour p = 1 puisque ¥'n = n. Supposons démon-
trée Pexistence de y,en et z,€ 67n tels que k2 + v = ¢%% .4 + z,. Puisque
(ad, £)(n) = n, (ad, &) | n est une bijection de n sur n, donc sa restriction & %7n,
qui laisse stable %7n, est aussi bijective; par suite, il existe z € €7n tel que

z, = [z, k]. Alors

AWt 28Yf e [2 B] + €7
d’ou
AUt e h + v — z, + [2,h] + € In=h + v+ P In

ce qui établit notre assertion par récurrence sur p.

Lemme 3. — Sotent x € g, p = Ker(ad x), ¢ = Im(ad x). Alors [p,q] =g, et pN g
est une sous-algebre de g.
Siuepetveaq, il existe weg tel que v = [x, w], d’otr

[u, 2] = [ [x w]] = [% (4 w]] - [[x u], w] = [, [u w]] €q.

D’autre part, p est une sous-algeébre de g, done [p N g, p N g] < pNq.

Lemme 4. — Sotent (x, by y) et (x, 7', y") des sly-triplets dans g. Il existe z € g lel que
ad, z soit nilpotent et tel que

’

adg2y, o adgzf _ B’ ady2,,
%2y = gz, eh2h = B, %y =y,

Soit n = Ker(ad x) N Im(ad x). Pour tout p e Z, soit g, = Ker(ad 2 — p).
Daprés le § 1, n° 3 (appliqué a la représentation adjointe de Ax + ky + £k dans

g),onan < Z g,, donc ad, n est nilpotent pour tout z € n, et [4, n] = n. On a
p>0

[x, ## — k] =Oet{x,y —y'| =k — h,donch’ — hen D’aprés les lemmes 2 et
3, il existe z e n tel que %k = &'. Puisque ze Kerad, x, on a ¢*%*x = x. Le
lemme 1 prouve alors que %%y = y'. C.Q .F.D.

Soit G un groupe d’automorphismes de g. Des st,-triplets (x, &, y), (x', &', y")
sont dits G-conjugués s’il existe ge G tel que gx = &', gh = /', gy = y/'.

Provosrrion 1. — Soit G un groupe d’automorphismes de g contenant Aut,(g). Soient
(x, hyyy) et (%', ', y') des sly-triplets de g. Soient

t="hx +kh+ ky, ¥ =4k + kb + Ky
Considérons les conditions suivantes:
(1) x et x" sont G-conjugués;
(1) (x, h,y) et (x, k', y") sont G-conjugués;
(iii) t et t' sont G-conjugués.
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On a (1) < (ii) = (iii). 87 k est algébriquement clos, les Irois conditions sont équi-
valentes.

(1) = (11): Cela résulte du lemme 4.

(1) = (iii): C'est évident.

Supposons £ algébriquement clos et prouvons (iii) = (i). Envisageons d’abord
lecas oli t = t' = g = sl(2, k). Comme ad, x est nilpotent, ’endomorphisme
de £2 est nilpotent (I, § 6, th. 3}, donc il existe une matrice 4 € GL(2, k) tclle que
AxA~' = X, et par suite un automorphisme « de si(2, k) tel que a(x) = x'; or
a € Aut,(g) (§ 5, n° 3, cor. 2 de la prop. 5). Passons au cas général; on suppose que
t et t’ sont G-conjugués et il s’agit de prouver que x et x” sont G-conjugués. On
peut supposer que t = t'. D’aprés cc qui précede, il existe € Aut,(t) tel que
px = x’. Or, si t € t est tel que ad, ¢ soit nilpotent, alors ad, ¢ est nilpotent; donc 8
se prolonge en un élément de Aut,(g).

Remarque. — Les trois conditions de la prop. 1 sont équivalentes lorsqu’on suppose
seulement que £ = £2 (cf. exerc. 1).

2. Les sl,~triplets dans les algébres semi-simples

Lemme 5. — Soient V un espace vectoriel de dimenston finie, A et B des endomorphismes de
V. On suppose que A est milpotent et que [A, [A, B]] = 0. Alors AB est nilpotent.
Posons G = [A, B]. Puisque [A, C] = 0, on a, pour tout entier p > 0,

[A, BCr] = [A, B]CP = Cr+l,

Par suite, Tr(C?) = 0 pour p = 1, ce qui prouve que C est nilpotent (A, VII,
§ 3, n° 5, cor. 4 de la prop. 13). Soient maintenant £ une cléture algébrique de £,
et Aek, xe VR, k tels que ABx = Ax, x ¢ 0. La relation [[B, A], A] =0
montre que, pour tout cntier p = 0, on a [B, A?] = p[B, A]JA?~1. Soit r le plus
petit entier tel que A’x = 0. On a

A% = AT *ABx = A'Bx = BAx — [B, A’]x = —#[B, AJAT1x.

Puisque [B, A] est nilpotent et que A"~ !x # 0, cela prouve que » = 0. Toutes
les valeurs propres de AB dans £ sont donc nulles, d’ou le lemme.

Lemme 6. — Sotent h, x € g tels que [h, x] = 2x et h e (ad x)(g). Alors il existe yeg
tel que (x, h,y) soit (0,0, 0) ou un sty-triplet.

Soit ¢’ Palgébre de Lie résoluble £k + kx. Puisque x € [¢', ¢'], ad, x est nil-
potent (I, § 5, n° 3, th. 1); soit n son noyau. Puisque {ad £, ad x] = 2adx, ona
(ad k)n = n. Soit zeg tel que A = —|[x, z]. Pour tout entier 2 = 0, posons
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M, = (adx)". Sin > 0,ona (§ 1, n° 1, lemme 1)
fad z, (ad #)"] = n{(ad k) — n + 1)(ad x)»~?
dongc, siue M, _,,
n((ad ) — n + Due (ad z)(ad x)u + M,.
Comme (ad £)n < n, on en déduit
(adh) —n+ D(nn M, ;) € nn M,

Puisque ad x est nilpotent, on a M,, = 0 pour n assez grand. Par suite, les valeurs
propres de ad 7 | n sont des entiers >0. La restriction de ad 2 + 2 4 n est donc
inversible.

Or[#, z] + 2zencar

[x, [h 2] + 22] = [[x, 4], 2] + [A, [%, 2]] + 2[x, 2]
= [=2x, z] + [k, —h] + 2[x, 2] = O.

Donc il existe z' e ntelque [A, 2] + 22" = [h, z] + 2z, Cest-a-dire [k, y] = —2
en posanty = z — z'. Comme [x,y] = [x, z] = —#, cela achéve la démonstra-
tion.

Prorosition 2 (Jacobson—Morozov). — Supposons ¢ semi-simple. Soit x un élément
nilpotent non nul de g. Il existe h, y € g tels que (x, h, y) soit un sly-triplet.

Soit n = Ker(ad x)2 Si z € n, alors [ad x, [ad x, ad z]] = ad([x, [x, z]]) = 0.
D’aprés le lemme 5, ad x o ad z est nilpotent, donc Tr(ad x - ad z) = 0. Cela
montre que x est orthogonal a n pour la forme de Killing @ de g. Puisque

®((ad %)%, y") = ®(y, (ad x)%")

quels que soient g, " €4, et que ® est non dégénérée, orthogonal de n est
I'image de (ad x)2. Donc il existe y’ € g tel que x = (ad x)%’. Posons

b= —20xyT;
on a [k, x] = 2x et ke (ad x)(g). Il suffit alors d’appliquer le lemme 6.

COROLLAIRE. — Supposons ¢ semi-simple. Soit G un groupe d’automorphismes de g
contenant Aut,(g). L’ application qui, & tout sly-triplet (x, by y) de g associe Uélément mil-
potent x définit, par passage au quotient, une bijection de Uensemble des classes de G-
conjugaison de sly-triplets sur Uensemble des classes de G-conjugaison d’éléments nilpotents
non nuls.

Cela résulte des prop. 1 et 2.

Lemme 7. — Soit K un corps commutatif ayant au moins 4 éléments. Soit G le groupe des
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o B
matrices ou o € K*, B € K. Soit G’ le groupe des matrices précédentes telles que
o~ 1

o = 1. Alors G = (G, G).
Sio, ' eK*¥etf,p'eK,ona

(S N N B N
0 «Y\0 o« "Y\0 a° ! 0 o« 1

(1 —a'f — afa’? + a2’ + MB)

0 1

En particulier

1 B\/a O Iopy e 0 \h 1B~ o)
(0 1)(0 a'-l)(o 1) (0 oc) *(0 1 )

Or il existe ag € K* tel que a5 # 1 et oy £ —1, et alors k. (1 — o) = £, d’oix
le lemme.

PrOPOSITION 3. —— Supposons ¢ semi-simple. Le groupe Aut,(g) est égal @ son groupe
dérivé. Si g est déployable, Aut,(g) est le groupe dérivé de Auty(g).

Soit x un élément nilpotent non nul de g. Choisissons &, y € g tels que (x, &, y)
soit un sky-triplet (prop. 2}. La sous-algébre s de g engendrée par (x, £, y) s'identi-
fie & 81(2, k). Soit ¢ la représentation z+— ad, z de s = s{(2, k) dans g, et soit = la
représentation de SL(2, k) compatible avec p (§1,1n°4). L’image de = est
engendrée par les exp(t ad, x) et exp(fad, y) avec t € £ (A, 111, p. 104, prop. 17),
donc est contenue dans Aut,(g). Comme SL(2, £) est égal a son groupe dérivé
(lemme 7 et loc. cit.), exp(ad, x) appartient au groupe dérivé G de Aut,(g).
Donc Aut,(g) est égal & G. Supposons maintenant g déployable. Comme
Auty(g)/Aut,(g) est commutatif (§ 5, n°3, Remarque 3), ce qui précéde prouve
que le groupe dérivé de Auty(g) est Aut,(g).

3. Eléments simples

DeériNiTION 2. — Un élément k de g est dit simple 5’1l existe x, y € g lels que (x, b, y)
soit un sly-triplet de g.
On dit aussi que 4 est 'élément simple du si,-triplet (x, 4, y).

ProrosiTioN 4, — Soit k un élément non nul de g. Pour que h soit simple, il faut et il
suffit qu’il existe x € g tel que [k, x] = 2x et h € (ad x)(g).
La condition est évidemment nécessaire. Elle est sufisante d’aprés le lemme 6.
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Prorosition 5. — Supposons ¢ semi-simple déployable. Soient b une sous-algébre de
Cartan déployante de g, R Uensemble des racines de (g, b), et B une base de R. Soit h un
élément simple de g apparienant a b. Alors h est conjugué par Aut,(g, b) d’un élément &’ de b
tel que a(R') € {0, 1, 2} pour tout o € B.

Les valeurs propres de ad, £ appartiennent a Z (§ 1, n® 2, cor. de la prop. 2).
Donc k € bg. 11 existe un élément w du groupe de Weyl de (g, b) tel que a(wh) > 0
pour tout « € B (VI, § 1, n° 5, th. 2 (i)). Compte tenu du § 2, n° 2, cor. du th. 2, on
est ramené au cas ol a{k) € N pour tout « € B. Soient R, Pensemble des racines
positives relativement &4 B, et R_ = —R,. Il existe dans g un sly-triplet de la
forme (x, #,y). Soit T P'ensemble des racines P telles que f(k) = —2. On a

T < R_etye > g" Supposons qu’il existe o € B tel que «(k) > 2. Pour tout
BeT

BeT, on a («+ B)(A) >0, donc o« + B¢R_ et o + B # 0; d'autre part,

comme BER_etoweB,onaa+ B¢R,; donc« + f¢R U{0} de sorte que

[8% 6°] = 0. Ainsi, [y, 3*] = 0. Or ad y | g* est injectif puisque «(k) > 0 (§1,

n°2, cor. de la prop. 2). Cette contradiction prouve que a(h) < 2 pour tout

oaeB.

COROLLAIRE. — S k est algébriquement clos et si g est semi-simple de rang 1, le nombre de
classes de conjugaison, relativement & Aut,(g), d’éléments simples de g, est au plus égal a 3.
En effet, tout élément semi-simple de g est conjugué par Aut,(g) d’un élément

de b.

Lemme 8. — On suppose que k est algébriquement clos et que g est semi-simple. Soit h un
élément semi-simple de g tel que les valeurs propres de ad h soient ralionnelles. Soient
g® = Ker(ad &), g2 = Ker(ad & — 2). Soit G, Uensemble des automorphismes élémen-
taires de g qui laissent h fixe. Soit x € 6% lel que [x, ¢°] = ¢*. Alors Gyx contient une
partie de g2 ouverte et dense pour la topologie de Zariski.

Soit b une sous-algébre de Cartan de g° C’est une sous-algebre de Cartan de g
contenant 2 (VIIL, § 2, n° 3, prop. 10). On a £ € by. Soient R e systéme de racines
de (g, 1), O le groupe des poids radiciels. Il existe une base B de R telle que
a(k) = 0 pour tout o € B.

Soit U Pensemble des z € ) tels que a(z) # 0 pour tout « € B. Soit (f;)ycr
la base de b duale de B. Si z € U, il existe un homomorphisme de Q) dans £* qui

transforme tout y € Q en | [ a(2)*H2. D’aprés le § 5, prop. 2 et 4, I'endomor-

o€EB
phisme @(z) de Pespace vectoriel g qui induit sur ¢ 'homothétie de rapport

[ ] 2(2)#2 est un automorphisme élémentaire de g, qui appartient évidemment
oeB
a G,

Soitseb. SiyeResttel que g Ng® = 0, ona

2=x(h) = Y(Z «(k)Hoﬁ) = > alh)y(H);

x€B xe
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comme a{k) > 0 pour tout « € B, et comme les y(f;) sont des entiers tous >0 ou
tous <0, on a y(H;) €N pour tout o € B. On peut donc considérer {pour
zeb) Pendomorphisme {(z) de Pespace vectoriel ¢ qui induit sur g* N g2
I’homothétie de rapport H a(z)Y M), L’application z+ (z) de b dans End(g?)

xEB
est polynomiale. Pour ze U, on a §(z) = o(z) | 6%
Soient vy, . . ., v, les racines de (g, b) nulles en A, deux & deux distinctes. Si
Y €67, ...,y €Eg onae¥i Y e G, On définit donc une application p de
b x g1 x ... x g% dans g% en posant

P(Z’ Yis - - ‘>yr) = kP(Z)eadyl. .8y

pour zeb, y, €6",...,y, g% Cette application est polynomiale, et Pon a
e(U, 6", ..., 8%) < Gux. D’aprés VII, App. 1, prop. 3 et 4, il suffit de prouver
que Papplication linéaire tangente A p en un certain point est surjective.
Or soit T Papplication linéaire tangente en k&, = Z H, a zv>{(z). Alors
aeB

T(z) est 'endomorphisme de ¢2 qui induit sur g* N g% ’homothétie de rapport

> v Halhe) W ta(z) [T BlR)™ = > y(Hy)a(z) = 1(2).

aEB BeB,BFo oeB
Donc Papplication linéaire tangente en £, & z— p(z, 0, ..., 0) est Papplication
zr> [z, x]; elle a pour image [x, b]. L’application y; — p(fy,¥,, 0, ..., 0) a pour
application linéaire tangente en 0 Papplication y; = {(%,)[y,, x]; cette derniére a
pour image $(fo)[x, ¢"1] = [x, g"1]. On voit de méme que Papplication linéaire
tangente en 0 ay, — p(f, 0,...,0,%;, 0, ..., 0) a pour image [x, ¢*]. Finalement,
Papplication linéaire tangente en (£, 0, ..., 0) 2 p a pour image

[%,6 + ¢ + -+ ¢%] = [x,8°] = g2
C.Q.F.D.

*Le groupe G, est un groupe algébrique d’algeébre de Lie ad g%,

ProposrtioN 6. — On suppose que k est algébriquement clos et que g est semi-simple.
Soit G un groupe d’automorphismes de g contenant Aut,(g). Soient (x, h,y) et (x', /', y")
des sly-triplets de g. Les conditions swivantes sont équivalentes:

(1) ket B sont G-conjuguds;

(1) (x, hyy) et (x', 7', y") sont G-conjugués.

1! s’agit de prouver Pimplication (i) =- (ii), et on se raméne aussitdt au cas
ol & = k'. Introduisons g2 et G, comme dans le lemme 8. On a xe€g?, et
[x, 6°] = g% d’aprés le § 1, n° 2, cor. de la prop. 2. Donc G,x contient une partie
de g° ouverte et dense pour la topologie de Zariski, et il en est de méme pour
G,x'. Hl existe alors a € Gy, tel que a(x) = x". Onaa(h) = h, et parsuitc a(y) =y’
(n° 1, lemme 1).
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CoROLLAIRE 1. — Lapplication qui, d tout sly-triplet, associe son élément simple,
définit par passage aux quotients une bijection de Iensemble des classes de G-conjugaison
de slo-triplets sur I'ensemble des classes de G-conjugaison d’éléments simples.

CoROLLAIRE 2. — 8% rg(g) = [, le nombre de classes de conjugaison, relativement d
Aut,(g), d’éléments nilpotents non nuls de g, est au plus égal a 3'.
Cela résulte du cor. 1, du cor. de la prop. 2, et du cor. de la prop. 5.

COROLLAIRE 3.~ 87 rg(s) = [, le nombre de classes de comjugaison, relativement d
Aut,(g), de sous-algébres de ¢ isomorphes & s1(2, k), est au plus égal & 3'.
Cela résulte du cor. 1, de la prop. 1, et du cor. de la prop. 5.

4, Eléments principaux

DerFINITION 3. — On suppose g semi-simple.

(1) Un élément nilpotent x de g est dit principal st Ker ad x a pour dimension le rang
de g.

(1) Un élément simple h de ¢ est dit principal si h est régulier et si les valeurs propres
de ad h dans une cloture algébrique de k appartiennent d 2Z.

(iii) Un sly-triplet (x, h,y) de ¢ est dit principal si la longueur de g, considéré comme
module sur kx + kh + ky, est égale au rang de g.

ProrosiTion 7. — On suppose ¢ semi-simple. Soit (x, h,y) un sly-triplet de g. Les
conditions suivantes sont équivalentes:

(1) x est principal;

(31) & est principal;

(ii1) (x, &, y) est principal.

Pour peZ, soit ¢* = Ker(ad & — p). Soit ¢’ = z ¢??, Si Pon considére g

peZ
comme module sur a = kx + kh + ky, ¢’ est la somme des sous-modules simples
de dimension impaire (§ 1, n® 2, cor. a la prop. 2). Soit  (resp. {') lalongueur de g
{resp. ¢") considéré comme a-module. On a, d’apres le § 1, n° 2,

dim(Keradx) = [ > I' = dim(Ker ad %) > rg(g).

On en déduit d’abord équivalence de (i) et (iii). D’autre part, la condition (ii)
signifie que dim(Ker ad &) = rg(g) et que ¢’ = g, autrement dit que

dim(Ker ad £) = rg(g)

et que ' = [. On en déduit Péquivalence de (ii} et des autres conditions.

ProrosITION 8. — On suppose g semi-simple 5= 0. Soient b une sous-algébre de Cartan
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déployante de g, R le systéme de racines de (g, b), B une base de R, h° Pélément de b tel que
a(h%) = 2 pour tout = € B.

(1) L’élément kO est simple et principal.

(i1) Les éléments x de g tels qu'il existe un sly-triplet de la forme (x, £, y) sont les

éléments de Z g* qui ont une composante non nulle suivant chaque g*.
[ %=3:
L’élément A° est celui considéré au § 7, n°5, lemme 2 (cf. loc. cit., formule

(1)). Il résulte de ce lemme que A° est simple principal, et que, six € z g* a une
xeB

composante non nulle suivant chaque g% il existe un sl,-triplet de la forme
(x, 1%, y). Réciproquement, soit (x, £°, y) un sly-triplet. On a [4° x] = 2%, donc
xe z Cogr = z ¢* De méme, y € Z ¢~ Ecrivons

YeR, v(h®=2 xeB x€eB
A = z aH, ot a, > 0 pourtout «eB,
xeB
x = sz ot X,eg* pourtout a«eB,
xeB
y= Z X_, ouX_,eg¢™% pourtout aecB.
oeB
Alors
z aH, = B = [% x] = z [X'm Xu] = z [X—ou Xu]
®%eB «,BeB weB

d’ou [X_,, X,] # 0 pour tout « € B.

COROLLAIRE. — Dans une algébre de Lie semi-simple déployable, il existe des éléments
nilpotents principaux.

Dans une algebre de Lie semi-simple non déployable, il peut se faire que 0 soit le seul
élément nilpotent.

ProrosrrionN 9. — Supposons 'k algébriquement clos et g semi-simple. Tous les éléments
stmples (vesp. ntlpotents) principaux de g sont conjugués relativement ¢ Aut,(g):

Reprenons les notations de la prop. 8. Soit £ un élément simple principal.
I1 est conjugué relativement & Aut,(g) d’un £’ b tel que a(#') €{0, 1, 2} pour
tout « € B (n° 3, prop. 5). Puisque £’ est simple principal, on a «(h’) # 0 et
a(h’) € 2Z pour tout o € B, donc a(h’) = 2 pour tout « € B, d’olt &' = £°. Cela
prouve Passertion relative aux éléments simples principaux.

Soient %, " des éléments nilpotents principaux. Il existe des siy-triplets
(x, b y), (¥, F,y). Daprés la prop. 7, & et &' sont simples principaux, donc
conjugués relativement a Aut,(g) d’aprés ce qui préceéde. Donc x et x” sont
conjugués relativement a Aut,(g) (prop. 6).

Lemme 9. — Les notations étant celles de la prop. 8, posons ¢* = Ker(ad A° — p)

pour p € Z. Soit 63 Densemble des éléments de ¢* = Z g% qut ont une composante non nulle
oeB
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suivant chaque g*. Sotent R , Uensemble des racines positives relativement a B, n, = Z g%,
CER

et x € 3. Alors 9"+ .x = x + [n,,n,].
Il est clair que ¢+ .x < x + [n,, n,]. Soit v € [n,, n, ], et prouvons que
x + v e x Posons n'P = z ¢%; 1l suffit de prouver que

rzp

x 4+ veedds x + n®

pour tout p = 2. Cest clair pour p = 2 puisque n®? = [n,, n,] (§3, n°3, prop.
9 (iil)). Supposons trouvé un zen* tel que 2 + x — 9% € n®, Puisqu’il
existe un sly-triplet de la forme (x,4°%y) (prop. 8), le §1, n°2, cor. de la
prop. 2 prouve que [x, g%7 "?] = ¢%7; il existe donc 2z’ € ¢ 7% < n, tel que

v+ x — % e[, x] + n@*Y,

Alors v + x € 24G+20%% 4 n®+ 1 et notre assertion est établie par récurrence.
b

ProvrositioN 10. — On suppose ¢ semi-simple. Sotent b une sous-algébre de Cartan
déployante de g, R le systeme de racines de (g, b), B une base de R, R, Uensemble des

mcinex ositives relativement a B et n = g . LKS éléments ﬂll olents rinci aux
> +
oER

appartenant ¢ v, sont les éléments de n, ayant, pour tout o € B, une composante non nulle
sutvant §*.

La prop. 8 et le lemme 9 prouvent que de tels éléments sont nilpotents
principaux. Prouvons la réciproque. On peut évidemment supposer que g est
simple. Soient £° et g* comme dans la prop. 8 et le lemme 9. Soit w la plus grande
racine, et posons w(k®) = 2g; on a ¢ = & — 1, ol £ est le nombre de Coxeter
de R, cf. VI, § 1, n° 11, prop. 31. Alors g% = g% g727 = g%, et ¢* = 0 pour
k| > g¢. Il existe un sl,-triplet principal (x°, 4%, 4°). D’aprésle § 1, n° 2, cor. dela
prop. 2, on a (ad x°)2%(g~®) = ¢”, donc (ad x°)%7 % 0. Soit x un élément nil-
potent principal de g appartenant & n,. Si £ est une cléture algébrique de £,
26 1 et x° ) | sont conjugués par un automorphisme de ¢ Xy £ (prop. 9), donc
(ad x)%¢ #£ 0. 11 existe AeR tel que (adx)?%* # 0. Posons x = Z x, ol

nz1
x, € 62" Alors
(ad x)zqu — (ad x1)2q97” + Z g¢ = (ad xl)zqu’
k> dq+ A0
puisque 4¢ + A(F°) > 4q — 2¢ = 2¢. Or (ad x,)?%" < g4 ¥ Qo ) = —co.

Ainsi, (ad x,)2%" % = ¢“. On a o = Z n,z avec n, > 0 pour tout e € B (VI
“eB

§ 1, n° 8, remarque). S’il existe o, € B tel que x; € Z g%, alors la relation
xeB,a#xg

wd¢ —o + Z ko,

axeB, o #og
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entraine ¢* ¢ (ad x,)?g™° quel que soit p; cela est absurde, donc la composante
de x, suivant g* est non nulle pour tout « € B.

§ 12, Ordres de Chevalley
1. Réseaux et ordres

Soit V un Q-espace vectoriel. On appelle réseau dans V un sous-Z-module libre
¥ de V tel que Papplication Q-linéaire oy v: ¥ R, @ — V déduite de Vinjec-
tion de ¥~ dans V soit bijective. Lorsque V est de dimension finie, il revient au
méme de dire que ¥~ est un sous-Z-module de type fini qui engendre le Q-espace
vectoriel V (rappelons qu’un Z-module sans torsion de type fini est libre d’aprés
A, VII, § 4, n° 4, cor. 2); dans ce cas, d’ailleurs, notre définition est un cas parti-
culier de celle de AC, VII, § 4, n° 1, déf. 1 (loc. cit., exemple 3). Si W est un sous-
espace vectoriel de V, et #” un réseau dans V, alors ¥~ N W est un réseau dans W.

Si V est une Q-algebre, on appelle ordre dans V un réseau ¥~ de Pespace
vectoriel sous-jacent qui est une sous-Z-algébre de V; Papplication «y- y est alors
un isomorphisme de Q:algébres. Si V est une Q-algébre unifére, on appelle
ordre unifére dans V un ordre de V contenant I’élément unité.

Supposons que V soit une Q-bigebre, de coproduit ¢, de cotinité y. Si ¥ est un
réseau dans Pespace vectoriel V, 'application canonique ¢: 7~ &, 7 — V Qg V
est injective; on appelle biordre dans V un ordre uniférc ¥~ dans I'algébre unifére
Vitel que v(¥7) € Zete(?¥) < i(¥V Qg ¥); les applications

Yy iV 2 et cp:V =V KRV

que Pon déduit alors de y et ¢ munissent ¥~ d’une structure de Z-bigébre, et
Papplication «y- y est alors un isomorphisme de Q-bigébres.

2. Puissances divisées dans une bigébre

Soient A une £-algébre unifére, x € A, d € £, n € N. On pose

x(x—d)...(;lc!—a’(n— 1) :ﬁ(x—id)/(i+ .

i=0

(1) KD

On a en particulier x*® = 1, %% = x. On convient que ™% = 0 pour n
entier <0. On pose

(2) W = 40 ;
x x(x—1...(x —n+ 1)
(3) ( ) — D

n!

n
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PrROPOSITION 1. ~— Soient A une bigébre, de coproduit ¢, et x un élément primitif (11, § 1,
n°® 2) de A. Alors

(4) c(xmD) = z XD Q) 40D,

pPeN,geN,p+g=n
La proposition est triviale pour » < 0. Raisonnons par récurrence sur n.
Si la formule (4) est vraie pour 7, on a
(n + De(x™+19) = ¢(x — dn)c(x™D)
xR + 1 Qx — dnl & 1e(x™D)
S [a®® @ 54D 4 4D Q@D — (p 4 g)dr®D @ x@D]

pt+a=n
= z (x — pd)x®D Q 10D 4 Z $PD Q) (x — gd)x@®
ptqg=n p+g=n
= 3 (p+ 1) OQx@d 1 T (g 4 1)10D Q4@+ L0
ptg=n prg=n
— 7y ® ® x&D 4 z sx(rd) ® x5
r+s=n+1 r+s=n+1
=(m+1) Z KD ) 5D,
r+s=n+1l

d’oui la formule (4) pour » + 1.

3. Une variante entiére du théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt

Soient g une Q-algébre de Lie de dimension finie, U(g) sa bigébre enveloppante.
Si I est un ensemble totalement ordonné, ¥ = (x,);.; une famille d’éléments de
g, 1 = (n,);cr € N¥ un multi-indice, on pose

K
(5) " = I—I LN

et !

produit calculé dans U(g) suivant I’ensemble ordonné 1.

TutOREME 1. — Soit U un biordre dans la bigébre U(g). Soit ¥ = U N g, qui est
un ordre dans Ualgebre de Lie g. Soit (x;);c1 une base de . Munissons I d’un ordre
fotal, et supposons donné, pour tout n € N, un élément [n] de U tel que [n] — & soit
de filiration < |n| dans U(g). Alors, la famille des [n] pour n e N est une base du
Z-module U.

Pour peN, soit U,(s) 'ensemble des éléments de U(g) de filtration <p;
alors les images dans U,(g)/U,_,(s) des ™ tels que |n| = p forment une base
de ce Q-espace vectoriel (I, § 2, n® 7, th. 1); donc les [n] forment une base du
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Q-espace vectoriel U(g). Il reste & prouver lassertion suivante (ol 'on pose
M = Ni):
(x) siue, (a,) € Z, et de N —~ {0} sont tels que
(6) du = z an[n]:
neM

alors d divise chaque a,,.
Pour chaque entier v > 0, introduisons le coproduit itéré

G USTU) =URUR R U;

par définition, ¢, est la coiinité de %, ¢; = Idy, ¢; = ¢ (le coproduit de %), et,
pour r = 2, ¢, ., est défini comme le composé po (¢, & 1) o ¢:

U s UQyU =25 T U) QU —2— T+ (%)
ol p est défini par la multiplication dans 'algebre T(%). Considérons d’autre
part la projection canonique w de % sur #* = Ker ¢, et le composé
e =T(w)oc,: U—Tr(U).

Lemme 1. — Soit n e NL. Si [n] < r,on a ¢ ([n]) = 0. 8¢ |n| = 1, alors

(7) & ([n]) = 2 %o ® Xo @ & Xotns

oit @ parcourt Pensemble des applications de {1,2, . .., r} dans 1, prenant n; fois la valeur
i pour chaque i € 1.
D’apres la prop. 1, on a

¢ () = Z AP R (R 4P

oll la sommation est étendue 2 ’ensemble des suites (P, ..., p,) de r éléments
de M telles que p; +---+ p, = n. Vu 1II, § 1, n°® 3, prop. 6, I’application ¢
prolongée en une application de U(g) dans T"(U*(g)) par linéarité, est nulle
sur U,_1(g). On en déduit que pour 7 > |nn], on a

(8) G ([n]) = ¢ (a™) = Z (X PY) Q- - - T(aP),

Pour r > |n|, 1a relation p; + - .-+ p, = n entraine que 'un au moins des p,
est nul, d’ott ¢} ([]) = 0. Pour r = |n|, les seuls termes non nuls du troisiéme
membre de (8) sont ceux pour lesquels [p;| =--- = |p,| = 1, d’ou (7).

Revenons 2 la démonstration du th. 1. Reprenons les notations de (%) et
démontrons, par récurrence descendante sur |n|, que 4 divise a,,, ce qui est clair
pour |n| assez grand. Si d divise les a,, pour |n| > 7, alors, posant

u =y z (a,/d)[n) e %,

[n{>r
on a

) d' = 3 a,[n].

Inl<r
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Pour toute application ¢ de {1, ..., r} dans I, posons

bo = X1y @ - &) Xy

et a, = a, oun = (card ¢ *(i));.1. D’aprés le lemme 1, (9) implique

(10) de} (W) = 3 age,

wel’

dotiet (u) e T (#*) N QT(%). Mais le sous-module ¥ de #* est facteur direct
(A, VIL, § 4, n° 3, cor. du th. 1), donc T"(#) est un sous-module facteur direct de
T(U™), dou ¢f (v') € T'(F). D’autre part, les x; forment par hypothése une base
de ¢, donc les ¢, forment une base de T"(%). Alors (10) prouve que d divise les
a,, c'est-a-dire les a, pour |n| = 7. Cela démontre (x).

4. Exemple: polynémes a valeurs entiéres

Soient V un Q-espace vectoriel de dimension finie, V¥ son dual, ¥~ un réseau
dans V, ¥"* le Z-module dual de ¥7, qui s’identifie canoniquement a un réseau

de V¥, §(V) Palgebre symétrique de V, ct
A S(V) — A(VH)

la bijection canonique de S{V) sur I'algébre des fonctions polynomiales sur V¥
(A, IV, § 5, n° 11, remarque 1). Si 'on identifie A(V¥* x V*) 2 A(V*) g A(V*),
alors A transforme le coproduit de S(V) en I'application A(V*)—A(V* x V#)
qui associe 2 la fonction polynomiale ¢ sur V¥ la fonction polynomiale

(%) > o(x + )
sur V¥ x V* (A 1V, §5, n° 11, remarque 2).
Notons (Z) la partie de S(V) formée des éléments tels que I'application poly-

nomiale correspondante de V* dans Q prenne des valeurs entiéres sur 77*.

ProrosiTioN 2. — (1) (Z) est un biordre dans la bigébre S(V), et (7Z/) NV =7,

(11) La Z-algebre (Z} est engendrée par les (z) pour he ¥ necN.
(iii) 87 (hy, . . ., h,) est une base de V', les éléments

(o) = () (2)

oan = (ny,...,n,) parcourt N7, forment une base du Z-module (Z)
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Pour m € N, posons S,,(V) = z SY{V), S, (¥7) = S{¥"). D’aprés A, IV,

§5, n°9, prop. 15 et remarque, on a

$a() = $u(V) 1 () = 7750

Z

) est facteur direct dans

d’olt (Z) NV = ¥, Comme S,(¥") est un réseau dans S,(V), S,(V) N (n//>

est aussi un réseau dans S, (V). D’autre part, S,,(V) N (RIZ/

S (V)N (Z) (puisque le quotient est sans torsion), donc admet un supplémen-

taire qui est un Z-module libre. Il résulte de 1a que (V) est un Z-module libre. 11

z
est clair que c’est un ordre unifére dans I'algebre S(V). Soit (u,), .y une base du

Z-module (ﬂ//

Z)' C’est aussi une base du Q-module S(V), et, pour tout

e S(V x V) = S(V) @4 S(V),

il existe une suite (2,) d’éléments de S(V) et une seule telle que ¢ = > u, & v,.

Identifions comme plus haut S(V) a A(V*) et S(V) & S(V) 4 A(V* x V*). Si

vV ox A . . . .

e( 7z ), alors la fonction polynomiale x> ¢(x,y) appartient a ( 7z

pour touty € #7*. Il en résulte que v,(y) € Z pour tout n et touty € ¥™*, autrement

dit € 4 Cel 1 duit ie (¥ d 4 7.
itque v, € | ). Cela prouve que le coproduit envoie | | dans |, Sz 7z

Sikhc? etncN, alors (Z) applique u € ¥°* sur 'entier (u(nh)), donc (’};) € (Z)

L’assertion (iii) résulte alors du th. 1 appliqué a l'algébre de Lie commutative
V, et (ii) s’ensuit.

. e, ) X
CoROLLAIRE. — Sott X une indéterminée. Les polyndmes (n , ot ne N, forment une

base du Z-module des polyndmes P € k[X] tels que P(Z) < Z.

Si P(Z) < Z, la formule d’interpolation de Lagrange (A, IV, §2, n° 1, prop.
6) montre que les coefficients de P appartiennent & Q; on peut donc supposer
k = Q, et 'on applique la prop. 2 avec V = Q, 7" = Z.

5. Quelques formules

Dans ce numéro, A désigne une algébre associative unifére. St x € A, on éerit ad x au lieu de
ad, x.
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Lemme 2. — Six,ycAetneN,ona

(1) (adlx)"y = > (_l)qx_’:yff = 5 (=~ @y,
n p+q=n PV gl piTta
En effet, si 'on note L, et R, les applications z+> xz et z> zx de A dans A,
on a, puisque L, et R, commutent,

1 no_ 1 _ no_ — ql » ! na

qp(Eda = (L~ R) = 5 (1)L R

Lemme 3. — Soient x, he A et A€k tels que (ad h)x = hx. Pour tout ne N, et tout
Pek[X], ona

(12) P(A)x™ = x™P(h + nd).

Comme ad /% est une dérivation de A et que (ad /£)x commute 2 x, on a
(18) (ad A)x™ = nx"~1((ad B)x) = nAx",
donc

(ad B)x™ = npx™,
La formule (12) se déduit donc du cas particulier
(14) P(h)x = xP(h + 2)

en y remplagant £ par x™ et A par ni. Il suffit de démontrer (14) lorsque P = X™,
par récurrence sur m. C’est clair pour m = 0, 1. Si (14) est vraie pour P = X™,
on a

ity = bW o= hx(h o+ W)™ = x(h + A)mH2

ce qui achéve de prouver (12).

Lemme 4, — Sotent x, y, h e A avec

(15) [.1/’ x] = h’ [h, x] = QX, [h,y] = -—-2y,
(i) Pourm,neN, ona
—p—1-4
16 xMym) (m—p)(m-l-?’l p )x‘"‘l’),
( ) Y p;o Yy b

(ii) Soit A’ la sous-Z-algébre de A engendrée par-les x™ et les y™ pour m € N. Alors
(z) € A’ pour tout n € N.

La formule (16) s’écrit de maniére équivalente

(17,) (ad x™)y™ = Z y(m—P)(m +n—p-1 _h)x(n—p)-

551 b
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Elle est triviale pour m = 0. Raisonnons par récurrence sur m. De (17,), on
tire

(18) (m + 1)(ad x(n))y(erl) = (ad x(n))y(m) .y + y(m) . (ad x(n))y

=S y(m_p)(m-f-n—z——l—/l)x(n_p)y + Y™ — 1 — hxn-D
pzl

(§ 1, n° 1, lemme 1). Or, appliquant ce méme lemme, puis le lemme 3, on a

(m+n—£_1_h)x(""”y
myn—p—1—h (1-p) (n-p~1)
o R [ R R R
:y(m+n—p+1—h)x(n_p)
b
+ (m”'ﬁ_l_h)(n —p =1 = pxn-r-D,

Reportant dans (18), on obtient

(m + 1)(ad x(n))y(m+1)

- z (m — p + l)y(m—p+1)(m+n_p+l—b)x(n—p)

51 4
—p—1—kh
+ (m—p)(m+” [) ) n — — 1 — Axr-2-1
p;y p (n—p )
+y™(n — 1 — h)xr-v

=> (m—p+ 1)y(m~p+1)(m+”"ﬁ+1—h)xm—p)
531 2

+ Z y(m-p)(m+”_p—]‘h)(n —p—-1- h)x(”"""l).
550 b

Changeant p en p — 1 dans la seconde somme, et regroupant les termes, on
obtient

(19) (m + 1)(ad x™)ym+D = % ym-ptDY yn-p
p=1
avec

A= (m—p+ 1)(m+n—£+1—h) b p— h>(m+;:p—-h).
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Posant z = m + n — p — k, cela s’écrit aussi
1
4, =F(m -+ Dz+Dzz=-1...z-p+2)

+(7_}_1)g(2—m)z(z— )..(z=p+92
1
!

=—z(z—1D...z=p+2[m—-p+ D{z+ 1) + p(z — m)]

p
= (m + 1)(;) = (m + 1)<(’”+1)+Z“1’“1—’l).

Reportant dans {19), on obtient (17, ,,), d’olt (i).
Supposons (Z) €A’ pour p < n. Pour tout Pe Q[T] de degré < n tel que

P(Z) = Z, on a alors P(%) € A’ (n° 4, cor. de la prop. 2). Alors, compte tenu de
(16) ou Ton faitm = n,on a

n-1
(_l)n(}l) — (n_l—h) = — xmym 4 Z y(n—p)(zn_p—l— h)x(n—p)eA’,
n n p=0 P

d’otr (ii) par récurrence sur .

6. Biordres dans Palgébre enveloppante d’une algébre de Lie réductive
déployée

Soient ¢ une algebre de Lie réductive sur Q, b une sous-algébre de Cartan
déployante de g, et R = R(g, b) (§ 2, n° 1, remarque 5).

Dérmnition 1. — Un réseau S dans b est dit permis (relativement @ g) st, pour tout
aeR,ona H e H et a(H) < Z.

Remarques. — 1) Soit B une base de R. Un réseau 5 dans b est permis si et
seulement si 'on a H, € 3 et a(5#°) < Z pour tout « € B.

2) Soit ¢ le centre de g. Pour qu’un réseau 5 dans b soit permis, il faut et il
suffit que Q(RY) < 7 < P(RY) @ . Le réseau £ N Dg cst alors permis dans
la sous-algébre de Cartan b N g de Zg. Il peut exister des réseaux permis H#
tels que o # (HF N Dg) D (A N e) (cf. §13, n° 1, (IX)).

3) Si g est semi-simple, les réseaux permis dans b sont les sous-groupes # de
b tels que Q(RY) < o# < P(RY).

Dans la suite de ce numéro, nous supposons fixés unc algebre de Lie réductive
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déployée (g, p), une base B de R = R{g, b), et, pour chaque = € B, un couple
(%o ¥o)> AvVeEC
(20) Yu€97%  Ka€¢h (Yo %] = He
Silonnote n, (resp. n_) la sous-algebre de g engendrée par les x, (resp. lesy,), on
sait (§ 3, n° 3, prop. 9 (iil)) que
(21) g=n.@®)®n,
(22) Ufg) = U(n_) Qe U(h) e U{n,)
(ot U(g), ... sont les algébres enveloppantes de g, . . .).
Notons %, la sous-Z-algébre de U(n,) engendrée par les x” pour « € B et

neN. Soient W le groupe de Weyl de R, R, Pensemble des racines positives
relativement a B.

Lemme 5. — (1) U , est un réseau dans Uespace vectoriel U(n,).

(ii) Pour tout 2. € B, ona ¥, NU(g*) = @D ZsP.

neN
Par définition, % , est engendré comme Z-module par les ¢léments
= 11 A9

ot 7eéN, ¢ = (o)) €D, et n = (nu(i)) € N. Munissons lalgébre U(n,)
de la graduation de type Q (R) pour laquelle chaque g* (« € R ;) est homogéne
de degré «. Un monome x” du type précédent est homogene de degré

2. nli)e(i) e QR).

i<isr

N

Ceux de ces mondmes qui ont un degré donné ¢ sont en nombre fini, et engendrent
sur Q la composante homogene de degré ¢ de U(n. ). Gela prouve (i).

SiaxeB, Z, n U(g*) est contenu dans le sous-espace somme des composantes
homogénes de degrés multiples de «; d’aprés ce qui précede, #, N U(g®) est
donc engendré par les & tels que > n(i)o(i) € Na, cc qui impose ¢(i) = o pour
tout ¢ (puisque B est une base de R), donc

™ _ . man oy _ (1) -+ ) gy oy
Fo = Fa K D S TN ()t '
Ainsi, %, 0 %(s") « @ ZxP, dou (ii). C.Q.F.D.

Dans la suite de ce paragraphe, si E et F sont des sous-Z-modules de Ulg),
on note E.F le sous-Z-module de U(g) engendré par les produits ab, ott a € E,
bekl.
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ProvosiTioN 3. — Soit S un réseau permis dans v, Soient U ., U _, U, les sous-Z-
algébres de U(g) engendrées respectivement par les éléments x5 (e B, neN), y

(x€ B, neN), (z) (ke H#, neN). Soit U la sous-Z-algtbre de U(g) engendrée par

U U_, Uy

(1) % est un biordre dans la bigébre U (g).

() Ona U = U_ . Uy . UL, UND = S, el, pour tout o € B,

U N g = Lx,, UNg ™ = Zy,.
D’apreés le lemme 5 et la prop. 2, %, % _, %, sont des ordres dans les Q-algébres
U(n,), U(n_), U(b) respectivement, et I'on a
+h+ g

(23) ( ,

Posons & = % _ . U, . %, < Ulg). D’apres (22), # est un réseau dans U(g).
Par construction, on a

)e%o pour he#,qeZ, peN.

(24) U_ L <&
(25) LU, <
tandis que le lemme 3 et (23) impliquent

(26) Uy L <&
(27) LUy < &,

Soienta e B, neN, 7reN, ¢ = (¢(i)) e B', et
(m(1),...,m(r)) e N".
Montrons que
29 AU I

ou, ce qui revient au méme vu (25), que
M) , (m(1) (m(r))
(29) [% s Yoty -« - - Yo ] €ZL-
Raisonnons par récurrence sur . Le crochet 4 étudier est somme de termes

(30 Bl FCR o e

Pour o # o(k + 1), %, et Yops1, commutent, donc [x57, yoreiy”] = 0. Si
a = gk + 1), Pexpression (30) est, d’aprés (17), somme d’expressions de la
forme

(m(1)) iy, mk+ 1~ {9 — k (n—p) (mk+2)) (m(r))
(31) Yo) - - - Yoy Yote+1) ( b )xa Yoc+2) -+ - Yo

o geZ, pe N = {0}, h € #. L’hypotheése de récurrence, jointe a (24) et (26),
prouve que expression (31) appartient 2 #. On a donc prouvé (28).
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D’aprés (28), on a x3° % _ < #; daprés (25) et (27), on adonc % < 2,
Fou ¥, . L < Let
PP U U S <UL <P

Ainsi, & est une sous-Z-algebre de U(g), dott = Z. Si ¢ est le coproduit de
U(s), on a ¢(¥) = U KR, % (n°2, prop. 1). Soit v la coiinité de U(g). Comme

y(x&) = v(#) = Y((Z)) = 0 pour n > 0, on a y(%) < Z. Cela prouve (i).

D’autre part,
UNY=FNb=YU,Nb=H

d’apres la prop. 2 du n° 4; de méme,
UNg = U, Ng* = ZLx,

d’apres le lemme 5. Cela prouve (ii).

Remarque 4. — D’aprés la prop. 5 du § 4, n° 4, il existe un unique automorphisme
0 de g tel que 9(x,) =y, et 6(y,) = x, pour tout « € B, et 8(h) = — /& pour tout
heb; ona 62 = 1. Par construction de %, on voit que I'automorphisme de U(g)
qui prolonge 6 laisse stable %.

COROLLAIRE .- Posons 4 = U N g. Alors % est un ordre dans Ualgébre de Lie g,
stable pour 0. Ona 9 = # + Z (% N g*). Pour tout o € B et tout n € N, les applica-

aeR
tions (ad x,)"[n!, (ad y,)"/n! laissent stables U et G.
La premiére assertion est claire. La seconde s’obtient en considérant la
graduation de type Q (R) sur U(g) et %. La troisiétme résulte du lemme 2 du
n° 5.

CoRrOLLAIRE 2. — Soit w € W. Il existe un automorphisme élémentaire ¢ de g, commutant
4 9, laissant stables G et U, et prolongeant w.

11 suffit de traiter le cas ot w est de la forme s, (x € B). Notons tout d’abord
que ad x, et ad y, sont localement nilpotents sur U(g), autrement dit que pour
tout u € U(g) il existe un entier z tel que (ad x,)™ = (ady,)"« = 0. Cela permet

o«

de définir les endomorphismes 3%« = zo = (ad x,)™ et e2%% de U(g) ; on vérifie
= n!

aussitdt que ce sont des automorphismes de Uf(g) laissant stable %. Posons

@y = e9%udVegrd%y g, = AVegad%e2dY, On a @, |6 = @y|s (§ 2, n° 2, formule

(1)), d’ott @, = g,. Posons ¢; = ¢, = ¢. On a 0p0~! = ¢, donc 0 et ¢

commutent. D’autre part, ¢ | b = w d’aprés le § 2, n° 2, lemme 1.

CoRrOLLAIRE 3. — Soit e R. Si xe @ Ng* et neN, on a ¥ e, e (ad x)*/n!
laisse stables G et U.
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C’est clair si x € B, par construction de % et d’aprés le cor. 1. Dans le cas
général, il existe w € W tel que w(a) € B (VL § 1, n° 5, prop. 15). D’apres le cor. 2,
1l existe un automorphisme ¢ de ¢ laissant stables % et %, transformant g* en
¢, d’ol1 le corollaire par transport de structure.

COROLLAIRE 4, — Il existe un systéme de Chevalley (X,)qen de (3, 9) (§2, n° 4, déf. 3)
tel que X, = x, et X_, =y, pour o € B. Pour tout systéme de Chevalley (X3)qen pos-
sédant ces propriétés, et pour tout o € R, X, est une base de G N g*.

Pour « B, posons X, = x,, X_, = y,. Pour a e R, — B, choisissons un
w e W tel que w(e) € B et un automorphisme ¢ de g tel que 0p = ¢, (%) =
et p() — w~1(h) pour hc b (cor. 2); posons X, = p(tuw)s X o = #(fuen)- ON
a alors

[Xoo X = @([Hues %ww]) = ¢(Huw) = 07 {Hyw) = Hy
0(Xa) = Op(¥ue) = 00(Xuw) = ¢(Yuw) = K-
donc (X,)yer €st un systeme de Chevalley. En outre,
(32) G g = (¥ Ng") = o(Zrye) = ZX,
(33) GG = §(F A5 ) = o(Zyu) = ZX .

Soit (X)), cg un systéme de Chevalley tel que X, = x,, X, = y, pour « € B.
Soit S I'ensemble des « € R tels que X, = + X,. D’aprés le § 2, n° 4, prop. 7, S
est un ensemble clos de racines. Comme S > BU (=B),ona § = R (VI, §1,
n° 6, prop. 19). D’apreés (32) et (33), on a donc ¥ N ¢g* = ZX,, pour tout « € R.

Remarques. — 5) Reprenons le systeme de Chevalley (X,), o5 construit ci-dessus.
Sia, B, + BeRetsilonpose [X,, Xg] = N, X, 15 0na X, Xz]eF ng**h,
et Pon retrouve donc que N 3 € Z (cf. § 2, n° 4, prop. 7).

6) On a obtenu en passant une nouvelle démonstration de Pexistence de
systémes de Chevalley (cf. § 4, n°® 4, cor. de la prop. 5), indépendante du lemme 4,
§ 2.

7. Ordres de Chevalley

Soient (g, b) une algébre de Lie réductive déployée sur @, R son systéme de
racines. Choisissons:

a) un réseau permis # dans b (n°6, déf. 1);

b) pour tout « € R, un réscau ¥* dans g*.
Posons ¥ = # @ Z %, C’est un réseau dans g. Notons % la sous-Z-algebre de

xeR
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U(s) engendrée par les (Z) (he#,neN) et les x™ (xe%* aecR, neN).
Enfin, pour « € R et x € g¢* — {0}, posons:
w,(x) = (exp ad x)(exp ad y) (exp ad x),

ot y est Punique élément de g—* tel que [y, x] = H,. Avec ces notations:

THEOREME 2. — Les conditions sutvantes sont équivalentes: )

(1) Il existe un systéme de Chevalley (X )y cr de (8, b) tel que G* = ZX, pour tout
aeR.

(1) Ona U Ng = Get |9 G *) = ZH, pour tout o ¢ R.

(1ii) Pour tous o € R, x € 9%, n e N, Uendomorphisme (ad x)"/n! de g applique G
dans 9, et Pon a [9*, 9~ = ZH,,.

(iv) Pour tout o. € R et toute base x de G*, w,(x) applique G dans G (est-a-dire
applique G° dans G5® pour tout B € R).

(1) = (11): soit (X,)yer un systeme de Chevalley de (g, b) tel que ¥* = ZX,
pour tout a € R, et soit B une base de R. Pour « € B, posons x, = X, y, = X_,.
Soit %’ le biordre associé a £, aux x, et aux y, par la prop. 3 du n° 6. 11 est clair
que %' < %. D’aprés les cor. 3 et 4 de la prop. 3, on a ¥™ e % pour tout « € R,
tout x € 9% et tout n € N. Donc % = %', ce qui prouve (ii).

(i1) = (i11): c’est clair d’apres le lemme 2 du n° 5.

(1ii) = (iv): soient o € R et x une base de ¥* Comme [%*, ¥~%] = ZH,,
lunique y g™ * tel que [y, x] = H, appartient 2 ¥ * Comme exp ad x et
exp ad y laissent stable ¥ d’aprés (iii), il en est de méme de w,(x).

(iv) = (1): soit B une base de R. Choisissons pour tout « € B une base x, de
@*. Soit y, € g~ * tel que [y, %] = H,. D’apres le § 1, n° 5, formules (5), on a
Yy = We(x,) %y, donc y, est une base de ¥ ~* d’aprés (iv). Soit ¥’ P'ordre dans g
défini par 57, les x, et les y, (n° 6, cor. 1 de la prop. 3). Alors %' est stable par les
(ad x,)*/n!, (ad y,)*/n! (loc. cit.), donc par les w,(x,,).

Soit alors B € R. 1l existe o, «y, . . ., «, € B tels que

B = SouSup_ -+ Su, (%)

(chap. VI, § 1, n®5, prop. 15). Alors w, (%) .w,, ., (%y,_,). . . wy, (%) applique

%% sur ¥* d’apres (iv), et applique 9’ M g% sur ¢’ N gP d’aprés ce qui précede.

Comme %' N g% = %% (prop. 3(ii)), on a ¥’ N g* = %P, Donc
%’:%@Z(@mﬂ:&f@zgﬁzg

BeR BeR

et I’on conclut grice au cor. 4 de la prop. 3.

DErInNtTION 2. — Lorsque les conditions (1) d (1v) du th. 2 sont vérifides, on dit que 9 est un
ordre de Chevalley de (g, b).
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Remarque. — 11 existe toujours des ordres de Chevalley de (g, b). En effet, les
ordres de Chevalley sont les ensembles de la forme 5 @ Z ZX,, ot (X,)yer oSt

aeER
un systéeme de Chevalley de (g, b) et olt £ est un réseau de b tel que
QRY) < #F <« PRY)D¢

(¢ étant le centre de g).

THEOREME 3. — On conserve les notations du début du n° 7, et Uon suppose que ¥ est un
ordre de Chevalley de (g, ).

(1) % est un biordre dans U (g).

(i) Soient B une base de R, et (X )yeno (-5 une famille d’éléments de g tels que

G* = ZX, pour € BYU (~B). La Z-algébre U est engendrée par les (Z) et les X

(hed, aeBU (=B),neN). §i g est semi-simple et # = Q(RY), alors la Z-
algébre U est engendrée par les X° (w e BU (—B), neN).
(i1i} Sotent B une base de R, R, lensemble correspondant des racines positives,
R_=-R,n, = Z\g“,n_ = Z g*. Ona
aeR 3 aeR -

U= (UNUn_).(AnUp).(%nU(n,)).
Soit (Iy);eq une base de . Pour tout « € R, soit X, une base de 9*. Munissons
Pensemble T U R d’un ordre total (on suppose IN R = @), Pour neTUR et neN,
posons e = (};’“) si hel, e = X\ si he R, dlors les produits [ | ™, oi

A
AeIUR

(ny) parcourt N'VR, forment une base du Z-module %. Les produits | | (h") , ot (ny)

ael \

parcourt NY, forment une base du Z-module % "\ U(b). Les produits | | X3™ ot (n,)

AER 4
parcourt N®+, forment une base du Z-module % N U(n ).

Soient B et (X,)nenu (- comme dans (ii), et tels que [X_,, X,] = H,. Soit
%' 1a sous-Z-algébre de U(g) engendrée par les (Z) ctles X{” (he #,0.e BU(—B),

n e N). On a vu dans la démonstration du th. 2, (i} = (ii), que %’ est égale a %
et est un biordre dans U(g). Cela prouve (i) et la premiére assertion de (ii); la
deuxiéme résulte du lemme 4 (ii). L’assertion (iti) résulte du th. 1 (n°3) etde la
prop. 3 (n°6).

8. Réseaux admissibles

Généralisant la terminologie adoptée pour les espaces vectoriels, nous dirons
qu’un endomorphisme z d’un module M est diagonalisable s'11 existe une base de M
telle que la matrice de u relativement 2 cette base soit diagonale.
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Lemme 6. — Sotent M un Z-module libre de type fini, u un endomorphisme de M, v
Uendomorphisme u Q 1 de M &), Q.. On suppose que, pour tout n € N, on a (Z) M) <« M.

Alors u est diagonalisable.

a) Pour tout polynéme Pe Q[T] tel que P(Z) < Z, on a Pp)(M) <« M
(n° 4, cor. de la prop. 2), donc det P(v) € Z

b) Notons x,(t) = ¢ + ;%! +--- le polynéme caractéristique de w.

Soient k € Z, n € N. Appliquant a) au polynéme ( ), on voit que le nombre

a, = det(v ; k) = ')ddet(v —k)det(v —k —1)...detlv —k —n + 1)

= ((nl):)i Xv(k)Xv(k + 1). . 'Xv(k +n— 1)

est entier. Prenons £ —~ 1 < —a;/d. On a

Xolk + 1 = 1) = 1% + (o + (k = Dd)n + -
et
ok +n
lay] = 'X(——~—'l ayals

dong, si e, # 0 pour tout # € N, la suite des [a,] est strictement décroissante pour
assez grand, ce qui est absurde. Il résulte de 1a que v admet une valeur propre
entiére A. Posons M’ = Ker(u — 2.1) et M”" = M/M'. Alors M’ est linter-
section avec M d’un sous-espace vectoriel de M &, Q, donc le Z-module M” est
de type fini sans torsion, et par suite libre de rang < d. Raisonnant par récurrence
sur d et appliquant I’hypothése de récurrence 4 'endomorphisme de M” déduit
de u, on en conclut que toutes les valeurs propres de » dans une extension algé-
briquement close de Q sont entiéres.

¢) Montrons que v est diagonalisable. Soit A une valeur propre de v et soit
xeM &, Qtel que (v — A)%x = 0. On a v(vx — Ax) = A(ox — M), donc

(v—k—n+1)(v—)\—n+2) o — A= 1@ — )«

(=)

= (vx — x).

2=

D’aprés a), cela implique vx — Ax € nM pour tout z € N, donc (v — A)x = 0.

d) Soit A une valeur propre de v et soit (A — @, A + §) un intervalle de Z
contenant toutes les valeurs propres de ». Considérons le polynéme
T—2-DT -2-2)...(T-x1—-15)

b!
8 T -2+ I{T —24+2).. (T -2+ a)
al

P(T) = (~1)¢
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OnaPZ)<Z P =1, Pl =0pour peZn(r —a, A+ ) et p # A
D’aprés a), on a P(p)(M) < M. D’aprés ¢}, P(v) est un projecteur de M &, Q
sur le sous-espace propre correspondant a A,

C.QF.D.

Remarque 1. — Si’on suppose seulement que v est diagonalisable & valeurs propres
entiéres, # n’est pas nécessairement diagonalisable (prendre par exemple M = Z?
et u(x,y) = (y, x) pour tout (x,y) € M).

Soient g, b, R, 5, 9%, %, U comme au 1n° 7, et supposons que ¥ soit un ordre
de Chevalley de (g, b).

DiriNiTioNn 3. — Soit E un g-module. On dit qu'un réseaw & dans E est admissible
(relativement a F) si les conditions équivalentes suivantes sont vérifides:

(1) U applique & dans & ;
(i1) quels que soient a e R, x € %, n e N, h € H#, & est stable pour (Z) et '™,

Remargues. — 2) Soit p la représentation adjointe de g dans U(g). Soient «, x, n, A
comme dans (ii) ci-dessus. On a p(¥'™). % < % d’aprés le lemme 2. D’autre

part, si pe N,
(- (5 ()

(n°® 5, formule (13)), donc p((Z))% < %. Cela prouve que % est un réscau

admissible dans U(g), et il en résulte que ¥ est un réseau admissible dans g (pour
la représentation adjointe).

3) Soient E un g-module de dimension finie, & un réseau admissible dans E,
¢ le centre de g. D’apreés le lemme 6, tout élément de ¢ définit dans E un endo-
morphisme diagonalisable. Donc E est semi-simple (I, § 6, n° 5, th. 4). Ainsi, E
est somme directe de Zg-modules simples dans lesquels ¢ induit des homothéties.
D’aprés le lemme 6, on a & = @ (€ N E*), et, pour tout poids A de E, on a

rH) = Z.
1) S1g estsemi-simple etsi.# = Q (RY), les conditions (i) et (ii) de la déf. 3
équivalent, d’apres le th. 3 (ii), a
(iii) quels que sotent « € R, x € %, ne N, alors & est stable pour 1™,
5) Soit B une base de R; dans les conditions (ii) et (iii) ci-dessus, on peut
remplacer « a € R» par « a e B U (= B) » (loc. cit.).

TutoreME 4. — Soit E un g-module de dimension finie. Les conditions suivantes sont
équivalentes:
(i) E possede un réseau admissible;
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\

(i1} tout élément de H définit dans E un endomorphisme diagonalisable & valeurs
propres entiéres.

(i) =- (ii): cela résulte de la remarque 3.

(ii) = (i): supposons vérifiée la condition (ii), et prouvons (i). D’aprés le
th. 4 du chap. I, § 6, n° 5, on peut supposer que les éléments de ¢ définissent des
homothéties dans E, et que E est un Zg-module simple. Soient B une base de R,
g=n_@bPn, la décomposition correspondante de g. Soit A le plus grand
poids du @g-module E, et soit ¢ e E* — {0}. Posons & = % .e. 11 est clair que
U .& < & Comme U(g).¢ = E puisque E est simple, & engendre E comme

Q -cspace vectoricl. Pour ke # et neN, on a (Z)e = (7\52}0 )e € Ze, donc

(% AU®)).c = Ze.

Comme U(n,).e=0, on a & = {(#nNUn_)).e daprés la prop. 3. 1l
résulte alors du th. 3 (iii) que & est un Z-module de type fini.

COROLLAIRE. — 87 ¢ est semi-simple et si H = Q (RY), tout g-module de dimension
[finie posséde un réseau admissible.

§ 13. Algébres de Lie simples déployables classiques

Dans ce paragraphe, nous expliciterons pour chaque type d’algébre de Lie simple déployable
classique:
(I} une algébre de ce type, sa dimension et ses sous-algébres de Cartan
déployantes;
(II) ses coracines;
(I11) ses sous-algebres de Borel et ses sous-algébres paraboliques;
(IV) ses représentations simples fondamentales;
(V) parmi les représentations simples fondamentales, celles qui sont
orthogonales ou symplectiques;
) Talgébre des fonctions polynomiales invariantes;
(VII) certaines propriétés des groupes Aut g, Aut, ¢ et Aut, g;
) la restriction de la forme de Killing 2 une sous-algébre de Cartan;
) les ordres de Chevalley.

1. Algébres de type A, (! = 1)

(I} Soit V un espace vectoriel de dimension { + 1 sur £, et soit g I'algébre st(V)
des endomorphismes de trace nulle de V. Soit (¢;); <;<;., une base de V; Pappli-
cation qui a un élément de g fait correspondre sa matrice par rapport 2 cette base
permet d’identifier g et ’algebre s(( + 1, k) des matrices de trace nulle. On sait
que g cst semi-simple (I, § 6, n° 7, prop. 8).
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Rappelons (A, I, p. 142) qu’on note E;; la matrice («,,,) telle que o;; = 1 et
anp = 0 pour (m, p) # (i, 7). Les matrices
E; (<3<l + 1,2 #7)
Ei,i - Ei+1,i+1 (1 i< l)
forment une base de g. On a donc
dimg = I(l + 2).

Soit p ’ensemble des éléments diagonaux de gl({ + 1, £); la suite (E;); cicq41
est une base de Pespace vectoriel b; soit (£,);<i<;4; 1a base de b* duale de
(Ei)1<i<1+1. Pour tout b, on a
(1 [k Ey] = (Ei(h) — &(R)E;
d’aprés I, § 1, n° 2, formules (5). Soit b P'ensemble des éléments de b de trace
nulle, et posons ¢; = & | b. Alors b est une sous-algébre de Cartan de g (VII,
§2, n°1, ex. 4). La relation (1) prouve que cette sous-algébre de Cartan est
déployante, et que les racines de (g, b) sont les &; — &; (¢ # j). Soit b 'ensemble
des éléments de b* dont la somme des coordonnées par rapport a (¢;) est nulle.
L’application A+> A | b de bF dans p* est bijective. Le systéme de racines R de
(s, b) est donc de type A, (VI, § 4, n° 7). Par suite, g est simple (§ 3, n° 2, cor. 1 de
la prop. 6). Ainsi, ¢ est une algébre de Lie simple déployable de type A,.

Toute sous-algebre de Cartan déployante b’ de g est transformée de b par un
automorphisme élémentaire (§ 3, n°®3, cor. de la prop. 10). Comme Aut, g est
Pensemble des antomorphismes x+-sxs~1 de g pour s € SL(V) (VII, §3, n° 1,
remarque 2; cf. aussi (VII)), il existe une base § de V telle que 9’ soit ’ensemble
by des éléments de g dont la matrice par rapport a la base § est diagonale.
Comme b contient un élément de valeurs propres deux a deux distinctes, les
seuls sous-espaces vectoriels de V stables par les éléments de b sont ceux engen-
drés par une partie de B. On en déduit que Papplication p+ by fournit par
passage au quotient une bijection de Pensemble des décompositions de V en
somme directe de / + 1 sous-espaces de dimension 1 sur Pensemble des sous-
algébres de Cartan déployantes de g.

(IT) Soit a = &; — ; (¢ # j) une racine. On a ¢* = £E;;, Comme
[Eija Eji] = E,; — Eij
etque a(E,; — E;) =2,ona (§2,n°2, th. 1 (13))
H, = E; — B,

(III) Posons oy = €1 — €9, 0ty = €3 — £3,..., 0% = g — g,.4. D’aprés VI, § 4,
n® 7.1, (oy, ..., ;) est une base B de R; les racines positives relativement a4 B
sont les ¢; — &; pour { < j. La sous-algébre de Borel correspondante ® est en-
semble des matrices triangulaires supérieures de trace nulle.
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On appelle drapeau de V un ensemble de sous-espaces vectoriels de V, dis-
tincts de {0} et de V, totalement ordonné par inclusion. Ordonnons ensemble des
drapeaux de V par inclusion. Les drapeaux maximaux sont les ensembles
{Wy, ..., W}, ot W, est un sous-espace vectoriel de dimension ¢ et ou

ch...ch,

Par exemple, si V; désigne le sous-espace de V engendré par ey, ..., ¢, alors
{Vi,..., V;} est un drapeau maximal.

Il est immédiat que b est ensemble des éléments de g laissant stables les
éléments du drapeau maximal {V,, ..., V}}. Inversement, comme b contient b et
les matrices E;; pour i < j, on voit que les V; sont les seuls sous-espaces vectoriels
non triviaux stables par b.

Soit alors & un drapeau maximal de V. Il résulte de ce qui précede que
Tensemble b, des éléments de g laissant stables tous les éléments de & est une
sous-algébre de Borel de g. Comme toute sous-algébre de Borel de g est trans-
formée de b par un automorphisme élémentaire, on voit que Papplication
3 — b, est une bijection de ’ensemble des drapeaux maximaux sur I'ensemble des
sous-algébres de Borel de g.

Soit 8 une base de V. D’aprés (I) et ce qui précede, les sous-algébres de Borel
contenant by sont celles correspondant aux drapeaux maximaux dont chaque
élément est engendré par une partie de f. Ces drapeaux correspondent bijective-
ment aux ordres totaux sur 8 de la maniére suivante: a un ordre total « sur B,
on associe le drapeau {W,, ..., W}, ot W, est le sous-espace vectoriel engendré
par les 7 premiers éléments de B pour Pordre w. Comme il y a ({ + 1)! ordres
totaux sur $, on retrouve ainsi le fait qu’il existe ({ + 1)! sous-algébres de Borel
de (sl(V), bg) (§ 3, n° 3, remarque).

Soit vy un drapeau de V. Comme vy est contenu dans un drapeau maximal,
Pensemble p, des éléments de g laissant stables les éléments de v est une sous-
algébre parabolique de g. Montrons que les seuls sous-espaces vectoriels non
triviaux stables par p, sont les éléments de y. Pour cela, on peut supposer
Yy ={Vi,...,Vijavecl <¢ <---< i, <L Posonsiy = 0,454, =1+ 1. Les
intervalles non vides

Go+ Lo, Gy + 1,65), .., (6, + 1,441)
forment une partition de {1,...,/ + 1}, ce qui permet d’écrire toute matrice
carrée d’ordre / + 1 comme une matrice par blocs (X,,)1 <a,p<q+1- L algebre p,
est alors Pensemble p;,  ; des éléments (Xgp)i<ap<qsr de sl{l + 1, &) tels
que X,, = 0 pour a > b. Comme p;,, ; = b, un sous-espace vectoriel non
trivial stable par p;, ;, est Pun des Vi si g <7 < g,,4, lalgebre p;
contient £, _ et V; n’est pas stable, d’ol1 notre assertion.

Par suite, les 2' drapeaux contenus dans le drapeau maximal {V,,..., V;}
fournissent 2! sous-algébres paraboliques deux a deux distinctes contenant b;
comme il y a exactement 2! sous-algeébres parabolique contenant b (§ 3, n°4,
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remarque), on en déduit que Papplication y+> p, est une bijection de ’ensemble
des drapeaux de V sur Pensemble des sous-algébres paraboliques de g. De plus,
on a p, @ p, si et seulementsiy < y'.

Reprenons la sous-algebre parabolique p = p;, ;. (1 <4 <--- <y <)
Soit s (resp. n) I'ensemble des (X,p)1<apcqer de si{l + 1, &) tels que X, =0
pour a # b (vesp. a = 6). Vulaprop. 13 du§3,n°4,ona p = s @ n, la sous-
algebre s est réductive dans g et n est & la fois le plus grand idéal nilpotent et le
radical nilpotent de p.

(IV) Pour r = 1,2,...,/, soit w, = ¢, +---+ ¢. On a w,(H,,) = 3, donc
@, est le poids fondamental correspondant a o,.

Soit ¢ la représentation identique de g dans V. La puissance extérieure A" 6
de o opeére dans E = A"(V). Soit (e;,...,¢,;) la base choisie dans V. Les

&, A+ A g, 00, <---< i, forment une base de E. Si ke b, on a

iy
(No)(h) ey ANl = (g, +- ) (h)e, Ao A e

Donc tout poids est de multiplicité 1, w, est un poids de A" g, et tout autre

poids est de la forme @, — u, olt u est un poids radiciel positif. Par conséquent,

@, est le plus grand poids de A", et ¢; A -+ - A ¢, est élément primitif. D’aprés

VI, § 4, n° 7.IX, le groupe de Weyl s’identifie au groupe syméirique de

{51’ B ] El-!~1}'

L’orbite de @, pour le groupe de Weyl contient donc tous les ¢; + -+ ¢,
avec ¢ <---< 1. Le sous-module simple engendré par Pélément primitif
e, A --+ A ¢ admet donc pour poids tous les ¢;, + - - + ¢; et par suite est égal a
E. Ainsi, A" o est irréductible de plus grand poids w,.

Les représentations A" (1 < r < {) sont donc les représentations fonda-

mentales. On a dim(A" 5) — (l + 1)-

pe

(V) On a wyloy) = —oy, wylog) = —o;_g,... (VI, §4, n° 7.XI), donc
—wo(®my) = @, —wo(Wy) = Wy, .. ..
Soit
®=mw +- -+ o (nyy...,n eN)
un poids dominant. Alors, pour que la représentation simple de plus grand poids
w soit orthogonale ou symplectique, il faut et il suffit que
ny, = My, Mg = M—15..-

(§ 7, n®5, prop. 12). En particulier, si [ est pair, aucune des représentations
fondamentales de sl(/ + 1, k) n’est orthogonale ni symplectique. Si / est impair,
la représentation A* 6 pour i # (! + 1)/2 n’est ni orthogonale, ni symplectique;



n° 1 ALGEBRES DE LIE DEPLOYABLES CLASSIQUES 189

d’aprés VI, § 4, n° 7.VI, la somme des coordonnées de w1y par rapport a
(otgy - - .5 04) est

__1__[“_—1(] +2+..._|_Z__._1) +Z_t_1(1+2+...+ﬂ):|

L+ 1] 2 2 2 2
-1 I+1
=1+ 2+t
de sorte que A?*V2 s est orthogonale pour [ = —1 (mod. 4) et symplectique

pour [ =1 (mod. 4) (§ 7, n®5, prop. 12). Ce dernier résultat se précise de la
maniére suivante. Choisissons un élément non nul ¢ dans A'+1(V). La multiplica-
tion dans Palgebre extéricure de V définit une application bilinéaire de

AG+DN2 (V) x NGt 1)/2(V)

dans AFY(V), qui s’éerit (u, ) > D (i, v)e, ot @ est une forme bilinéaire sur
AGFVIZ(VY, On vérifie aussitdt que O est non nulle, invariante par g (donc non
dégénérée), symétrique si ({ + 1)/2 est pair, alternée si ({ + 1)/2 est impair.

(VI) Pour tout x € g, le polynéme caractéristique de o(x) = x s’écrit
T+ LT + (T2 4+ fria(®)

ou fa, ..., /141 sont des fonctions polynomiales invariantes par g (§8, n°3,
lemme 2).

Six=EE, + -+ &, E b, les fi(x) sont, au signe pres, les fonctions
symétriques élémentaires de &,..., &, ; de degré 2,...,1 4+ 1. D’aprés VI,
§ 4, n° 7.IX, les f; | b engendrent donc ’algébre des éléments de S(b*) invariants
par le groupe de Weyl, et sont algébriquement indépendantes. Alors (§ 8, n° 3,
prop. 3) fa, fas - - -5.J14+1 engendrent I’algébre des fonctions polynomiales invari-
antes sur g, et sont algébriquement indépendantes.

(VII) Pour tout g € GL(! + 1, k), soit ¢,(g) = ¢(g) I'automorphisme x — gxg=*
de g. Alors ¢ est un homomorphisme de GL({/ + 1, k) dans Aut(g). On a

@(SL({ + 1, ) = Aut,(s)
(VII, § 3, n° 1, remarque 2). Soit £ une cloture algébrigue de £. On a
GL(/ + 1,k) = k* . SL(l + 1, k),

donc @i (GL(! + 1, k) = ¢(SL{ + 1, %)) = Aut, (6 R £); il en résulte que
e(GL(! + 1, £)) < Auty(s). D’autre part, Auty(s) < ¢(GL(! + 1, k)), d’apres
la prop. 2 du § 7, n° 1, appliquée 2 la représentation identique de g. Donc

Auto(9) = ¢(GL(/ + 1, £)).
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Le noyau de ¢ est 'ensemble des éléments de GL(/ + 1, k) qui commutent 2
toute matrice d’ordre [ + 1, c’est-a-dire Pensemble £* des matrices scalaires
inversibles. Donc Aut,(g) s’identifie au groupe GL(! + 1, k)/k* = PGL(l + 1, k).
Le noyaude 9" = ¢ | SL{/ + 1, k) est p; 1 (k), ou ;41 (k) désigne I'ensemble des
racines ([ + 1)-émes de P'unité dans 4. Donc Aut,(g) s’identifie au groupe
SL{I + 1, k)[u;,1(k) = PSL(/ + 1, k). D’autre part, on a la suite exacte

I — SL({ + 1,k) —> GL{ + 1,k) 25 k% —5 1
et 'image de £* par det est £*'*1, On en déduit des isomorphismes canoniques:

Auty(g)/Aut,(s) — PGL(I + 1, k)/PSL{l + 1, )
> GL(l + 1, k)[k* .SL(l + 1, k) — k*[k*I+1,

Si £ =R, on voit que Auty(g) = Aut,(g) si [+ 1 est impair, et que
Auty(g)/Aut,(g) est isomorphe 4 Z[2Z si [ + 1 est pair.

Avec les notations du § 5, f(Tg) est ’ensemble des automorphismes de g qui
induisent I'identité sur 5, donc est égal & ¢(D) ou D est ’ensemble des éléments
diagonaux de GL(/ + 1, %) (§5, prop. 4). Soit D’ I’ensemble des éléments
diagonaux de SL{!/ + 1, £). D’aprés la prop. 3 du § 5, et la détermination de
Aut,(g), on a f(¢(Tp)} = ¢(D’). Montrons que f(¢(Tp)) = (D). Soit

N 0

0 M1

un élément de D’. Il existe un { € Hom(Q (R), £*) = Tq tel que {(e; — ¢;) = A7t
quels que soient 7 et j. On vérifie facilement que f(T) = ¢(d). D’aprés VI, § 4,
n® 7 (VIII), P(R) est engendré par Q) (R) et I'élément ¢ = ¢,, dont 'image dans
PR)/QR) est d’ordre { + 1; or

S+ 1e) =C(e1 — 2a) + (61 — &3) + -+ (1 — £141))

=Aag gt s = Akt

donc ¢ se prolonge en un homomorphisme de P(R) dans £*. Cela prouve que
¢ e g(Tp), ol 9(d) £ (¢(Te))-

Rappelons (§ 5, n° 3, cor. 2 de la prop. 5) que Aut(g) = Auty(g) pour [ = 1,
et que Aut(g)/Auty(g) est isomorphe & Z/2Z pour [ > 2. L’application
B:x+> —' est un automorphisme de si(/ + 1,%) et ¢y = 0]p¢W si [ » 2
(VI, § 4, n° 7.XI), donc la classe de aq, dans Aut(g)/Aut,(g) est 'élément non
trivial de ce groupe (§ 5, n° 2, prop. 4).
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(VIII) La restriction & b de la forme de Killing est
PEE, + -+ &uilivagsn GFn + -+ EaiBriise)
=2 E-E)E-§) =2 & - E)(E-E)

(¢+1 Z EE+ (L+ 1) > 5E - 2(2 ii)(z E})
=20+ 1) >; L&

f

(IX) Pour 1 € ¢ <j <!+ 1, posons
Xei—-s, = Eij XE;—E; = —Eji'

Pour tout e € R, on a alors [X,, X_,}] = —H, et 0(X,) = X_, (ol 8 est auto-
morphisme x+> —%x introduit en (VII)). Par suite, (X,)qer €5t un systéme de
Chevalley de (g, b).

Prenons £ = Q. Les réseaux permis de b (§ 12, n° 6, déf. 1) sont ceux compris
entre le Z-module Q (RY) engendré par les E; — E; 4 ;,;, c’est-a-dire formé
par les matrices diagonales appartenant a si(/ + 1, Z), et le Z-module P(R")
engendré par Q(RV) et Eyy — ({ + 1) 2 E; (VI, §4, n° 7, (VIII)), c’est-a-
dire formé des matrices diagonales de trace nulle de la forme x + (I + 1)7%a.1,
ol x est & coeflicients entiers et ol 2 € Z. 11 en résulte que si{/ + 1 Z) est ordre
de Chevalley de (g, b) associé au réseau permis Q(RY) et au systéme de
Chevalley (X,). On vérifie aisément que A" Z'*! est un réseau admissible dans
AT QH*1 relativement a sl({ + 1, Z) (§ 12, n° 8, déf. 3).

D’autre part, gli{(! + 1, Z) est un ordre de Chevalley dans I'algébre réductive
déployée gi{/ + 1, Q); sa projection dans st(/ + 1, Q) parallélement au centre
Q.1degl(l + 1, Q) est Pordre de Chevalley de (g, b) défini par le réseau permis
P(RY) de b et le systtme de Chevalley (X,). On remarquera que gt(/ + 1, Z)
n’est pas somme directe de ses intersections avec sl({ + 1, Q) et le centre de

si({+ 1,Q).

2. Algébres de type B, ({ > 1)

(I} Soient V un espace vectoriel de dimension finie, ¥ une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée sur V. L’ensemble des endomorphismes x de V tels
que ¥(xv, v') + ¥(v, x0") = O pour tous v, v’ € V est une sous-algebre de Lie de
sl(V), semi-simple pour dimV # 2 (I, § 6, n® 7, prop. 9). On la note o('F) et on
Pappelle Ualgebre de Lie orthogonale associée a V.

Supposons V de dimension impaire 2/ + 1 > 3 et ¥ d’indice maximum /.
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Notons Q) la forme quadratique telle que W soit associée 4 Q. On a
Q(x) = F¥(x, x) pour x e V. D’apres A, IX, § 4, n° 2, on peut écrire V comme
somme directe de deux sous-espaces totalement isotropes maximaux F et F' et
de Porthogonal G de F + F’, qui est non isotrope et de dimension 1. Quitte a
multiplier ¥ par une constante non nulle, on peut supposer qu’il existe ¢, € G
tel que W'(ep, ¢9) = —2. D’autre part, ¥ met F et F’ en dualité; soient (g,), <;<;
une base de F et (¢_;); <;<; la base duale de F’. Alors

(51’ BTN 2N T A PR 3—1)

est une base de V;on a
i=1

Q(z xiei) = —x5 + Z—: XX g

i=1

et la matrice de ¥ par rapport & cette base est la matrice carrée d’ordre 2/ + 1

00 ... 01
0 00 ... 10

S = - , s = N B
s 01 ... 00
10 ...00

ol s est la matrice carrée d’ordre { dont tous les coefficients sont nuls, sauf ceux
situés sur la deuxiéme diagonale® qui sont égaux 4 1. Une base de V possédant les
propriétés précédentes sera appelée une base de Witt de V. 1 algebre g = o('1)
s'identifie alors a Palgébre og(2] + 1, k) des matrices carrées a d’ordre 2/ + 1
telles que a = —S5-14S (A, IX, § 1, n° 10, formules (50}). Un calcul facile
montre que g est Pensemble des matrices de la forme

A 2x B
(2) y 0 =«

C 2% D
ol x et y sont des matrices & 1 ligne et / colonnes et 4, B, C, D des matrices
carrées d’ordre [ telles que B = —s5'Bs, C = —s5!Cs et D = —s'ds. Comme

Papplication 4+ s'4s de M,(k) dans lui-méme est la symétrie par rapport 4 la
deuxiéme diagonale, on en déduit que
dimg = 20 + 2 + 2101

Soit b Pensemble des éléments diagonaux de g. CPest une sous-algebre commu-
tative de g, ayant pour base les éléments

I"Ii = Ei,i - E—i,ﬂ' (1 <i< l)'

= (20 + 1).

! La deuxiéme diagonale d’une matrice carrée (i) <y, 5 < o5t la famille des o;; telsque i + j = n 4 1.
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Soit (g;) la base de b* duale de (H,). Posons

Xe, = 2E, o + By, _; (I<ig]
X, = —2E_., - E,, (1 <i<)
Xeoy=E; - E_; (I<i<y<l
) Xy = B+ E o,  (l<i<j<l)
Xepwe, =L 5 — E; (I<i<y<)
Xy o= —E_, +E (1<i<j<li).

On vérifie facilement que ces éléments forment unc base d’un supplémentaire de b
dans g, et que, pour keb, on a

(4) [/l’ X = O‘(}Z>Xu

quel que soit « € R, ot Rest Pensemble des +¢;etdes +¢; = & (1 <7 <y < {).
On déduit de 1a que b est égale a son normalisateur dans g, donc est une sous-
algébre de Cartan de g, que b est déployante, et que les racines de (g, b) sont les
éléments de R. Le systéme de racines R de (g, b) est de type B, pour / > 2, de
type A, (autrement dit de type B;) pour [ = 1 (VI, § 4, n° 5.1 étendu au cas
{ = 1). Par suite, g est une algébre de Lie simple déployable de type B,.

Toute sous-algébre de Cartan déployante de o('V) est transformée de b par un
automorphisme élémentaire de o(Y), donc par un élément de O(YW) (cf. (VII)),
et par suite est ensemble by des éléments de g dont la matrice par rapport & une
base de Witt § de V est diagonale. On vérifie aussitét que les seuls sous-espaces
vectoriels invariants par by sont ceux engendrés par unc partie de f.

Sil =1, les algébres o(F) et «1(2, k) ont mémes systémes dc racines, ct sont
donc isomorphes (cf. aussi § I, exerc. 16). Désormais, nous supposerons { > 2.

(II) On déterminc le systéme de racines R grace & VI, § 4, n° 5.V, et 'on trouve

Hai: 2Hz’> He,~~e]- = Hi - Hj> He,+e, = liz + [{J

(III} Posons oy = & — gg,...,0,_; = &1 — g, o; = g. D’apres VI, §4, n®
511, (o, . . ., &) est une base B de R; les racines positives relativement a B sont
les ¢; et les ¢; + g; (¢ < s). La sous-algébre de Borel b correspondante est I'en-
semble des matrices triangulaires supérieures de g.

On vérifie immédiatement que les seuls sous-espaces vectoriels de V distincts
de {0} et V stables par b sont les éléments du drapecau maximal correspondant a la
base (¢;), C’est-a-dire d’une part, les sous-espaces totalement isotropes V4, ..., V,,
oit V; est engendré par ¢y, . . ., ¢;, d’autre part leurs orthogonaux V_, ..., V_;:
Porthogonal V_; de V| est engendré par e, ..., ¢, ¢, ¢_;,...,¢_;_; et n’est pas
totalement isotrope. D’autre part, si un élément de g laisse stable un sous-espace
vectoriel, il laisse aussi stable son orthogonal. Par suite, & est ensemble des
éléments de g laissant stables les éléments du drapeau {V,, ..., V).
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Disons qu’un drapeau est isofrope si chacun de ses éléments est un sous-espace
totalement isotrope. Le drapeau {V,, ..., V;} est un drapeau isotrope maximal,
Comme le groupe O(¥) opére transitivement aussi bien sur les sous-algébres de
Borel de g (cf. (VII)) que sur les drapeaux isotropes maximaux (A, IX, §4,
n° 3, th. 1), on voit que, pour tout drapeau isotrope maximal 8 de V, I'ensemble
bs des €léments de g laissant stables les éléments de 3 est une sous-algebre de Borel
de g et que Papplication 3 — b; est une bijection de Pensemble des drapeaux
isotropes maximaux sur I’ensemble des sous-algébres de Borel de g.

Soit § un drapeau isotrope et soit p; I'ensemble des éléments de g laissant
stables les éléments de 8. Si 8 = {V,,...,V}}, alors p, est une sous-algébre
parabolique de g, contenant b et on vérifie facilement que les seuls sous-espaces
totalement isotropes # {0} stables par p; sont les éléments de 8. On obtient donc
ainsi les 2! sous-algebres paraboliques de ¢ contenant b. On voit comme ci-dessus
que Papplication 3+ p; est une bijection de Pensemble des drapeaux isotropes
de V sur Pensemble des sous-algebres paraboliques de g. De plus, on a p; = p;.
si et seulement si 3 > ¥,

(IV) Les poids fondamentaux correspondant a «, .. ., «; sont, d’apres VI, §4,

n° 5.VI, .
o=+t (1<ig<l-1)

o = fe +- 4 @)

Soit ¢ la représentation identique de ¢ dans V. La puissance extérieure A" o
operedans E = A"V.Sikeb, ona

o(h)-e; =¢gi(h)e; pour 1<i<g!
O(h) €y = 0
o(h)-e_; = —ej(h)e—; pour 1<i<l

On en déduit que, pour 1 € 7 < [, g5 +--- + ¢, est le plus grand poids de A" o,
les éléments de poids £, + - - - + ¢, élant ceux proportionnels & ¢; A --- A €.
Nous allons montrer que pour 1 € 7 <! — 1, la représentation N" o esé une
représentation_fondamentale de g de plus grand poids w,. Pour cela, il suffit de démontrer
que A'c est irréductible pour 0 < 7 < 2/ + 1. Mais la forme bilinéaire ® sur
ATV x AZF1-7V définie par

XAy =Om,y)eg A---ANeAegNe_ AN ey

est invariante par ¢ et met A"V et AZ*177V en dualité. La représentation
A2+1-7 5 est donc la duale de A7 ¢ et il suffit de démontrer I'irréductibilité de
ATe pour 0 < 7 <€ [, ou encore que le plus petit sous-espace T, de A"V con-
tenant ¢; A --- A e, et stable par g est ATV tout entier. C’est immédiat pour
r=0¢et7=1 (cf. formule (2)). Pour r = 2 (donc ! > 2), la représentation
AZ%s et la représentation adjointe de g (qui est irréductible) ont méme dimension
{(2! + 1) et méme plus grand poids ¢; + ¢ (VI, §4, n° 5, (IV})). On en conclut



n® 2 ALGEBRES DE LIE DEPLOYABLES CLASSIQUES 195

que AZc est dquivalente a la représentation adjointe, et donc irréductible. Ceci
démontre notre assertion pour [/ = 1 et = 2.

Raisonnons maintenant par récurrence sur /, en supposant [ > r > 3.
Remarquons tout d’abord que si W est un sous-espace de V non isotrope de
dimension impaire, d’orthogonal W', la restriction ¥y de V" & W est non dégé-
nérée et on peut identifier o(V'y) a la sous-algébre de g formée des éléments nuls
sur W', Si dimW < dimV, et si ¥y est d’indice maximum, hypothése de
récurrence entraine que si T, contient un élément non nul de la forme w’ A w,
avec w' € AT"FW' et w € A¥W (0< k< 1), alors Ty contient w’ AA¥W: on a
en effet a.(w’ A w) = w A a.w pour tout aco(¥y). Montrons alors par
récurrence sur p € (0, ) que T, contient les éléments

X=€ AN---N¢g

Ry o, N € A A g
pour 1 <4, <---<i,_,<l et —I<j <---<J,<0. Pour p =0, cela
résulte de Pirréductibilité de Yopération de gi(F) dans A'F (n°1), puisque g
i
contient des éléments laissant fixe F = V, = > ke, et y induisant n’importe quel
i=1
endomorphisme (cf. formule (2)). 8i p = 1, soit g (1, tel que ¢ # —j; et
quil existe ae(l,7 — p) avec ¢ =45 si p = 2, soit ge(1,]) tel que —ge
{715 - - -5 Jp} Quitte & permuter les ¢;, on peut supposer ¢ = 1. Prenons alors pour
W FPorthogonal de W' = ke; + ke_,. Sip = 1, 0on a xee; A AT7IW; comme
T, contient ¢; A --- A ¢, on voit que T, contient x. Si p > 2, on a ou bien
x€e_; A NTTIW, ou bien xe¢; A e_; A AN"72W; comme T, contient par
hypothése de récurrence e_; A eg A---A €,y €t €_3 A e Aeg A~ A 6 _g,
on voit que T, contient x, ce qui achéve la démonstration.

Pour une autre démonstration de Pirréductibilité de Ao, voir exerc. 6.

Nous allons maintenant déterminer la représentation fondamentale de plus
grand poids =,.

Lemme 1. — Soient V un espace vectoriel de dimension finie, Q une forme quadratique non
dégénérée sur V, Y la forme bilinéaire symétrique associée & Q) , C(Q)) U'algebre de Clifford de
V relativement & Q , fo Uapplication composée des applications canoniques
o(¥) > gl(V) > VR V¥ > VRV->CHQ)

(la ére est Uinjection canonique, la 3éme est définie par Iisomorphisme canonique de V¥ sur
V correspondant & V', la 4éme est définie par la multiplication dans C(Q), cf. A, IX, § 9,
n°® 1). Posons f = % f,. v

(1) St (e,), (&) sont des bases de V telles que ¥ (e,, ¢;) = 3,4, on a fy(a) = Z (ae,)e;
pour tout a € o(¥). '

(ii) Sia, beo(¥), 0na Z (ae,)(bey) = =7 (abe,)e;.

T T

(iit) Staco(W)etveV,malf(a),v] = av.
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(iv) Sia, beo(¥), onal[f(a),f(b)] = f([a b]).

(v) f(o(W¥)) engendre Palgebre associative C*(Q)).

(vi) Soient N un C*(Q)-module @ gauche et o I’homomorphisme correspondant de
C*(Q) dans End(N). Alors ¢ o f est une représentation de o(\¥') dans N. Si N est
simple, p o f est irréductible.

L’assertion (i) est claire. Si a, b € o(¥'), on a (posant W(x,y) = {x,y>):

2, (aeg) (bey) = 3 Laey, dy<ber, epect = 3 Lo ac)ler, bee]
S Cady beest = — 3 <6, abeyeds = — >, (abe)e
ce qui prouve (i‘i). Puis, pour tout v e V, on a d’apres (i)

[f(a), 2] = %Z ((aer)ero — v(ae,)e;)

Z ae.)ev + (ae,)ve, — (ae)ve, — v{ae,)e))

il

r

= 1> ((ae,)<e, v) ~ {ae,, v)e})
T
= %a(z <er> Z)>€,.) + % Z <€r> ‘w>e;) = %av + -%av = av,

T

ce qui prouve (iii). Alors
[f(a),f(5)] [f (@), %2, (ber)eﬁ] d’apres (1)
zz (LS (@), beJer + (be,)[f(a), &1])

i

i

il

%z ((abe,)e; + (be,)(ae;)) d’apres (iii)
%2 ((abe,)e, — (bae,)e)) d’apres (ii)
= f([a, b)) daprés (i)

ce qui prouve (iv}). Pour prouver (v), on peut, par extension des scalaires,
supposer k algébriquement clos. Choisissons alors la base (¢,) de V de telle sorte
que W(e, ¢,) = 8, dolie; =¢.8i7#jonak; — E;eo(¥) et

J(Ey — Eu) = S(ee; — eje)) = eiey;

or les e;¢; engendrent C*(Q)).
L’assertion (vi) résulte de (iv) et (v).

C.Q.F.D.

Reprenons maintenant les notations du début du numéro. Posons V = F + F’
et soit Q (resp. ¥) la restriction de Q (resp. ¥) a V. Alors Q est une forme
quadratique non dégénérée d’indice maximum / sur Pespace V de dimension 2/

et Palgebre de Clifford C(Q) est une algebre centrale simple de dimension 2%
(A, IX, §9, n°4, th. 2). Soit N lalgébre extérieure du sous-espace isotrope
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maximal ¥’ engendré par e¢_;,...,¢_,. Identifions F et le dual de F’ grace
a ¥ et pour xe I’ (resp. y € F) notons A(x) (resp. A(y)) le produit extérieur
gauche par x (resp. le produit intérieur gauche par y) dans N;sia,, ..., ¢, € ¥,
ona

Mx).(ag A A ak)=x/\al/\---/\ a

My)(ag Ao A @) = Z (=DF"Wlayy)ay A A Gy A Gy A A G

On vérifie aisément que A(x)% = A(y)? = 0 et que
Mny) + MyMx) = Tlx9). 1.

On en déduit (A, IX, § 9, n° 1) qu’il existe un homomorphisme et un seul (noté
encore A) de C(Q) dans End N prolongeant Papplication A: F U F’ — End(N).
Comme dim N = 2! et que C(Q) posséde une seule classe de modules simples, de
dimension 2! (A, IX, § 9, n° 4, th. 2), la représentation de C(Q) dans N définie

par i est irréductible et c’est une représentation spinorielle de C(Q) (loc. cit.).
Considérons alors Papplication w: v+ eqv de V dans C*(Q). Pourve V,on a

(0?)? = —€g* = ~Q(e) Q1) = Qv) = Q(v)
et p. se prolonge d’une maniére et d’une seule en un homomorphisme, noté encore

u, de C(Q) dans C*(Q). Comme C(Q) est simple et que
dim C+(Q) = dim C(Q) = 2%,

on voit que p est un isomorphisme. Par suite, A o u~* définit une structure de
C*(Q)-modulesimplesur N et p = 4o ™1 o fest une représentation irréductible
de ¢ dans N (lemme 1, (vi)).

D’autre part, vu le lemme 1, (i), on a

— 1
JH) = J(ee; — e_e).
2
Comme ¢¢_; = ~¢peie_; = epeiegb_; et ee_; + ¢ ¢, = l,ona
-1 ) — 1 — 1
pTlof(H) =% —e_ie = —% + qe_s
On en tire, pour 1 <4, <---< i <

AN ey, SILE{ly, ..., iy}

e St iy, .. i)

1
—z2f-i
e, An--h e

~iy

o(H)(e iy A-- A ey) ={
etpour keb

() elh)(e—s, A--- A ey)
= (g +--Fe) = (o, FoF g )B)leoy A A ey,).

Ceci montre que le plus grand poids de ¢ est @ On dit que ¢ est la représentation
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spinorielle de g. Notons que tous ses poids sont simples (d’ailleurs, @, est un poids
minuscule).

(V) On a w, = —1, donc toute représentation simple de dimension finie de g est
orthogonale ou symplectique. D’aprés VI, § 4, n° 5, (VI}, la somme des coordon-
nées de w, par rapport & (ay, . .., o) est entiere pour 1 < r < [ — 1:lareprésen-
tation A’c est donc orthogonale. D’ailleurs, elle laisse invariante l’extension
Ve de ¥ a ATV,

Pour la représentation spinorielle, la somme des coordonnées de w, par rap-

port & (e, ..., 0) est (1 +---+ /) = i 1- D) (loc. cit.). Elle est donc ortho-

gonale pour [ = 0 ou —1 (mod. 4) et symplectique pour [ = 1 ou 2 (mod. 4).
D’ailleurs, considérons la forme bilinéaire ® sur N = AF’ définie de la maniére
suivante: si x € APF ety e AF’, on pose ®(x,y) = Osip + g # {et

p(p+1)
xay= (=12 Oxy)e s A---Ae,
sip + g = [. On vérifie aisément que @ est non dégénérée et est orthogonale pour
[ = 0, —1 (mod. 4) et alternée pour! = 1, 2 (mod. 4). D’autre part, vu le lemme
1, (i),onapourl <z <!
f(Xx—:‘) = €o¢; f(X—s,) = —€gf_;
etpourl i<y <!
f(Xe;—e,) = Jee_; — e_;6) = ee_; = egeege_
et de méme
f(Xe,—s,) = —€p€;itol_i, f(Xsi+s;) = epbipt; €t f(X—s‘—a,-) = €0l _1€o€_j;
d’otx
o f(Xy) = e pTlef(Xoy) = —ey
et
plof(Xigse,) = CEsitn; pour 1 <i4,j<li+#javecce{l, ~1}.

On vérifie alors sans peine que @ est bien g-invariante (cf. exerc. 18).

(VI) Pour x € g, le polynéme caractéristique de 6(x) se met sous la forme
T b ()T + ST ok forra (o)

ol fi, . . ., far+1 sont des fonctions polynomiales invariantes sur g.

Si x=EH +---+ EH e, les fi(x) sont, au signe pres, les fonctions
symétriques élémentaires de &,,..., &, —&;,..., —&;; ces fonctions symétriques
sont nulles en degré impair, et

T 4 f()TH 4 fy()T20 oo fu()T = T(T2 ~ £)...(T2 - &)



n° 2 ALGEBRES DE LIE DEPLOYABLES CLASSIQUES 199

de sorte que f3(x), . . ., f2;(x) sont au signe prés les fonctions symétriques élémen-
taires de £3, . . ., £, C’est-a-dire des générateurs algébriquement indépendants de
S(p*)W (VL § 4, n° 5.IX). Compte tenu du § 8, n° 3, th. 1 (i), on voit que
fi=fa=fo=--=0, et que (fo,fs .-, a) est une famille algébriquement
libre engendrant I’algébre des fonctions polynomiales invariantes sur g.

(VII) Puisque le seul automorphisme du graphe de Dynkin est Pidentité, on a
Aut(g) = Auty(g).

Soit X le groupe des similitudes de V relativement 2 ¥'. Pour tout g € 2, soit
o {g) Pautomorphisme x+— gxg~! de g. Alors ¢ est un homomorphisme de X
dans Aut(g). Montrons qu’il est surjectif. Soit « € Aut(g) = Auty(g). D’aprés la
prop. 2 du § 7, n° 1, il existe s € GL(V) tel que a(x) = sxs~! pour tout x €g.
Alors s transforme ¥ en une forme bilinéaire ¥ sur V qui est invariante par g,
donc proportionnelle & W'(§ 7, n® 5, prop. 12). Cela prouve s € 2.

Puisque la représentation identique de ¢ est irréductible, son commutant est
réduit aux scalaires (§ 6, n° 1, prop. 1), donc le noyau de ¢ est £*. Le groupe
Aut(g) = Auty(g) s’identifie donc a Z/k*. Or, il résulte de A, IX, §6, n°5,
que le groupe X est produit des groupes £* et SO(V); donc Aut{s) = Aut,y(s)
s'identifie 2 SO(Y").

Soit Og,(¥) le groupe orthogonal réduit de ¥ (A, IX, §9, n°5). Comme
SO(¥) /O (¥) est commutatif (loc. cit.), le groupe Aut,(g) est contenu dans
O; () (§ 11, n° 2, prop. 3); il lui est en fait égal (exerc. 7).

(VIII) La forme bilinéaire canonique @y sur b* est donnée par
* ’ ! 1 ’ 7
Dp(Erey +-0 -+ oo iy +-0 -+ &) = Y-} (B8 + -+ + &8

(VI, § 4, n°5.V). L’isomor, “isme de b sur b* défini par Oy transforme H; en
(4l — 2).g;. La forme inverse & Dy, c’est-a-dire la restriction a b de la forme de
Killing, est donc

OEH, +---+ EH,EH, + -+ EH) = (4 — 2)(5,8 + -+ EE).

(IX) Reprenons les X, (« € R) définis par les formules (3). On vérific aisément
que [X,, X_,] = —H, pour « € R. D’autre part, soit M la matrice I + E; ;
comme M = S'M~1§, I'application
O0:g0> —M2igM
est un automorphisme de g et Pon a 0(X,) = X_, pour tout « € R. Par suite,
(X,) est un systéme de Chevalley de (g, b).
Supposons £ = Q. La sous-algebre de Cartan ) posséde deux réseaux permis:

le réseau Q (RY) engendré par les H, et le réseau P(R") qui est engendré par les
H; et qui se compose des matrices diagonales a coeflicients entiers de 5. On en
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déduit que og(2{ + 1, Z) (ensemble des matrices de g a coefficients entiers) est
Vordre de Chevalley P(RY) + £ Z. X, de g. Comme (X,.)? = 2E,,; +;, (X,,)?
=0et (Xis‘iisj)Q = 0, on voit que le réseau ¥~ engendré par la base de
Witt (¢;) _;<i<; €st un réseau admissible pour og(2/ + 1, Z) dans V. Il en est de
méme de A" dans ATV,

Considérons maintenant la représentation spinorielle o de g dans N = AF”,
Comme ses poids n’appliquent pas P(R") dans Z, elle ne posséde pas de réseau
admissible pour v5(2/ + 1, Z). Par contre, le réseau A" engendré par la base
canonique (¢_; A---A e_;) de N (pour 1 <14, <. <4 <) est un réseau
admissible pour 'ordre de Chevalley 4 = Q (RY) + z Z.X,. En effet, il est

aeR
immédiat que A" est stable par produit extérieur par les ¢_; et produit intérieur
par les ¢; (pour 1 < ¢ < [). Les formules de (V) montrent alors que 4" est stable
par p(¥). Comme de plus p(X,)? = 0 pour tout « € R, on en déduit que A" est
admissible.

3. Algébres de type C, (I > 1)

(I) Soit ¥ une forme bilinéaire alternée non dégénérée sur un espace vectoriel V
de dimension finie 2/ > 2; I'ensemble des endomorphismes x de V tels que
Y(xv, v") + W(v, xv") = O pour tout v, v’ € V est une sous-algeébre de Lie semi-
simple de sl(V) (I, § 6, n° 7, prop. 9). On la note sp(\¥') et on Pappelle I’ algébre de Lie
symplectique associée & V.

Daprés A, IX, § 4, n° 2, on peut écrire V comme somme directe de deux sous-
espaces totalement isotropes maximaux F et F’, mis en dualité par V. Soit
(€)1 <1<; une base de F, et (¢_;); <;<; la base duale de F’. Alors

(01, RPN T TR 6_1)

est une base de V; nous dirons que ¢’est une base de Witt (ou base symplectique)
dc V. La matricc de ¥ par rapport a cette base est la matrice carrée d’ordre 2/

(5

ot s est la matrice carrée d’ordre / dont tous les coeflicients sont nuls sauf ceux
situés sur la deuxiéme diagonale qui sont égaux a 1, cf. n° 2 (I).

I’algebre ¢ = sp(V) s’identifie & P'algébre sp(2/, k) des matrices carrées a
d’ordre 2/ telles que ¢ = —J YaJ = JlaJ (A 1X, § 1, n° 10, formules (50)), ou

encore de la forme
A B
a =
C —stds

ou 4, B, C sont des matrices carrées d’ordre / telles que B = 5 'Bs et C = s5'Cs;
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autrement dit, B et C sont symétriques par rapport 2 la deuxiéme diagonale. On
en déduit que
{+1)

dimg = 2 4+ 2 5

= (2 + 1).

Soit b Pensemble des éléments diagonaux de g. C’est une sous-algébre commu-
tative de g, ayant pour base les éléments H; = F;; — E_; _; pour 1 < i < L
Soit (g;); <i<; la base duale de (H}). Pour 1 < 7 < j < [, posons:

Ar25,~ = Et,—i
X—zel = _“E»i,i
Xe;—e,- = Ei.:i - E—j,—i
X quey= ~E i+ E
Xove, = Ei 5 + E;
X—s,—ej =-FE_,,—-E_;.

On vérifie facilement que ces éléments forment une base d’un supplémentaire de b
dans g, et que, pour £ eb,

(7) [k Xy] = a(h) X,

quel que soit « € R, ot R est ensemble des +2¢ et des +g + ¢ (7 < j). On
déduit de 1a que b est égale & son normalisateur dans g, donc est une sous-algébre
de Cartan de g, que b est déployante, et que les racines de (g, ) sont les éléments
de R. Le systéme de racines R de (g, b) est de type C, pour [ > 2, de type A,
(autrement dit de type CG;) pour { = 1 (VI,§4, n° 6.1 étendu au cas / = 1). Par
suite, g est une algébre de Lie simple déployable de type C.,.

Toute sous-algébre de Cartan déployante de g est transformée de b par un
automorphisme élémentaire, donc par un élément du groupe symplectique
Sp(W¥) (cf. (VII)) et par suite cst ensemble by des éléments de g dont 1a matrice
par rapport a une base de Witt £ de g est diagonale. On vérifie aussitt que les
seuls sous-espaces vectoricls de V stables par b; sont ceux engendrés par une
partie de 8.

On a sp(2, k) = sl(2, k). D’autre part, les algébres sp(4, £) et 0g(5, k) ont
mémes systémes de racines, donc sont isomorphes (cf. exerc. 3). Désormais, nous
supposerons { = 2.

(IT) On détermine le systéme de racines RY grice a VI, §4, n*® 6.1 et 6.V, et
I’on trouve

1_1281- = I{iﬂ fIEj—'Sj = ]-11 - Hi) Hs‘»+sj = }11 + }I]

(III) Posons o, =&, —eg, ..., 041 = &3 — g, 0y = 2¢,. D’aprés VI, §4,
n® 6.I1, («y,..., %) est une base B de R; les racines positives relativement a B
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sont les 2¢; et les g; + g (i < j). La sous-algébre de Borel 6 correspondante est
Pensemble des matrices triangulaires supérieures de g.

Soit § un drapeau isotrope de V (c’est-a-dire dont tous les éléments sont des
sous-espaces totalement isotropes pour V), et soit py la sous-algebre formée des
éléments de g laissant stables les éléments de 8. On montre comme au n° 2 (II1)
que Yapplication 31+ p; est une bijection de Pensemble des drapeaux isotropes
(resp. des drapeaux isotropes maximaux) sur Pensemble des sous-algébres para-
boliques (resp. des sous-algeébres de Borel) de ¢; on a p; D ps si et seulement si
3 <.

(IV) Les poids fondamentaux correspondant a «, ..., o, sont, d’aprés VI, § 4,
n°6.VLles @ =, +---+ ¢ (1 <7< ).

Nous allons montrer comment la représentation fondamentale s, de poids @,
peut se réaliser comme sous-représentation de A’o, ol ¢ est la représentation
identique de g dans V, et pour cela étudier la décomposition de la représentation
Ao de g dans Palgébre extérieure AV,

Soit (¢f) la base de V* duale de (¢,). La forme bilinéaire alternée ¥ s’identifie
a un élément I'* € AZV* (A, 111, p. 153) et on vérifie aisément que

1
'y = — Ze,-*/\efi.
i=1

Soit ¥'* la forme inverse de V' (A, IX, § 1, n° 7); il est immédiat que
Wk, ef) = 0

pour { # —j et ¥*(eF ¢*)) = —1 pour 1 < ¢ < L Si lon identifie ¥* & un
élément I' € A2V, on a donc

1
D= > ¢ e,
i=1

Notons alors X_ I'endomorphisme de AV produit extérieur gauche par I’
et X, endomorphisme de AV produit intérieur gauche par — [*:

1
(z 6 A e_,) A U,
i=1

!
X,u= (Z & A e"_‘i) A .
i=]

Pour calculer X, et X_, introduisons une base de AV de la maniére suivante:
pour tout triplet (A, B, C) formé de trois parties disjointes de (1, [), posons

X_u

€A, = €ay N A G Ny A AN by Ny N ANl A e g

out (ay, ..., ay) (resp. (by, ..., by), (615...,¢p)) sont les éléments de A (resp. B,
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C) rangés suivant ’ordre croissant. On obtient bien ainsi une base de AV et des
calculs simples montrent que

(8) X_.epmc= Z €a.,B,Cu(j}
jel(l, 1), j¢ AUBUC
9) X,.eapo= — Z €A,B,0-(i)"
jeC

Soit H Yendomorphisme de AV qui se réduit a la multiplication par (I — r)
sur AV (0 < 7 £ 20). On vérifie sans peine (cf. exerc. 19) que
(X, X_1=-H
(4, X,]= 24X,
[H,X_]=-2X_.

Autrement dit, le sous-espace vectoriel s engendré par X,, X_ et H est une
sous-algébre de Lie de End(AV), isomorphe a sl(2, £), et A"V est le sous-espace
des éléments de poids / — r. Notons alors E, le sous-espace de ATV formé des
éléments primitifs, c’est-a-dire E, = (A"V) N Ker X, . Il résulte du §1 que,
pour 7 < [, la restriction de X_ & A"V est injective et que, pour 7 < /, A"V se
décompose en somme directe

AV =E ®X_(E _,) ®X2(E,_)®- -
E, @ X_(AT2V).

If

Ceci montre en particulier que dim E, = (er) — (r 31 2) pour 0 <7 </

D’autre part, la définition méme de sp(¥) montre que I'* est annulé par la
puissance extérieure deuxiéme de la duale de 6. De méme, I' est annulé par
AZ26. On en déduit aussitét que X, et X_, donc aussi H, commutent avec les
endomorphismes Ao(g) pour g € g. Par suite, les sous-espaces E, pour 0 < r </
sont stables par A’c; nous allons montrer que la restriction de N & E, est une
représentation_fondamentale o, de poids w, (1 < r < [).

Remarquons tout d’abord que les poids de A’ relativement a b sont les
g, +oot g, — (g, +-c -+ g ), O 4,0 (Tesp. fi,...,J,—5) sont des
éléments distincts de (1, {J; le plus grand poids de A's est donc bien

w =g +--+ g,

et les vecteurs de poids @, sont ceux proportionnelsae; A --- A ¢, = ey, n.0.0
La formule (9) montre que ¢; A --- A ¢, € E,. Il nous suffit donc de démontrer
que la restriction de A%e & E, est irréductible.

Si s e Sp(W), Pextension & AV (resp. AV*) de s laisse fixe I (resp. I'*),
donc commute avec X, et X_ et laisse stables les E,. Par suite, E, contient le
sous-espace vectoriel F, engendré par les transformés de e; A ---A e par
Sp(¥). Le théoréme de Witt montre que ceux-ci sont les -vecteurs décomposables
non nuls tels que le sous-espace vectoriel de V correspondant soit un sous-espace
totalement isotrope, r-vecteurs que nous appellerons isotropes.
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Lemme 2. — Pour 1 < v < [, soit ¥, le sous-espace de \™V engendré par les r-vecieurs
isotropes. On a

1
AV =F, + X_(\N""2V) = T, +(Z e A e_i) A A2V,
i=1

Montrons d’abord comment le lemme 2 entraine notre assertion. Comme
F, < E, et E,n X_(A7"2V) = {0}, le lemme entraine F, = E,. D’autre part,
soit s € Sp(¥'); automorphisme a > sas~! de End(V) conserve g et y induit un
élément de Auty(g) (cf. (VII)), donc transforme toute représentation irréductible
de g en une représentation équivalente (§ 7, n° 1, prop. 2). Comme ¢y A --- A ¢,
appartient & une composante irréductible de A’s, et que E, = I', est engendré
par les transformés de ¢; A --- A ¢, par Sp(\1), on en déduit que la représenta-
tion de g dans E, est isotypique. Mais la multiplicité de son plus grand poids w,
est 1, elle est donc irréductible.

Reste 4 démontrer le lemme. Il est évident pour r = 1. Raisonnons par
récurrence, et supposons r = 2. Vu I'hypothése de récurrence, on est ramené a
prouver que

F,,AVeF +T A N2,
ou encore que, si y est un (r — 1)-vecteur décomposable et x € V, alors
z=ynxelF, + T A AT72V,

Soit (f;)1< vi<; une base de Witt de V telle quey = f; A -+ A f;_1. Il suffit de

faire la démonstration lorsque x = f,. Si¢ ¢ (1 — r, — 1), le r-vecteur f; A -« - A

Jr-1 A f; estisotrope. Sinon, on peut supposer, quitte & changer la numérotation
1

desf,quei =1 —r.Onaalors I’ = Zf] A f.; doln
i=1

s mho = =g (D= S AN+ 2 U n i = fy 0 S))
z=ﬁ§I‘/\f1/\---/\f,_2
bty S A A S ) A fa A i~ fy A S

Or
Jea A i =fin Sy = (haa ) A (e —S) =i Mo + oS5
et on vérific aussitoét que pour r € j < [, les r-vecteurs

Sk A fiea A it + ) A (fior = fo2)
ik Afoa Afihfice 6 fi Aoooh fig A S

sont isotropes. Par suite ze F, + ' A A772V, ce qui achéve la démonstration.
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(V) On a w; = -1, donc toute représentation simple de dimension finie de g est
orthogonale ou symplectique. D’aprés VI, § 4, n° 6.VI, la somme des coordonnées
de @, par rapport a (o, ..., «;) est

1+2+---+(r—1)+r+r+---+r+é

de sorte que o, est orthogonale pour r pair et symplectique pour r impair.
Commee; A---A ¢ ete; A--+A e, appartiennent a E, et que

lIf(r)(‘el A ANey,e 3 Ao A e—r) =1,

on voit que la restriction de ¥, & E, est non nulle: c’est & un facteur constant
pres la forme bilinéaire, symétrique si r est pair et alternée si r est impair, in-
variante par o,.

(VI) Pour tout x € g, le polynéme caractéristique de ¢(x) se met sous la forme
T2 4 [T e+ fa#)

ol f1, .. ., fo; sont des fonctions polynomiales invariantes sur g.

Six=EH, +---+ EH eb, les fi(x) sont, au signe prés, les fonctions
symétriques élémentaires de &, ..., &, —&;,..., —&; ces fonctions symétriques
sont nulles en degré impair, et

T2 + fo(x)TH72 + oo+ fou(x) = (T? - &)...(T2 — &).
Comme au n° 2.VI, on en déduit que f; = f; = fz =--- = 0, et que

(fosSas - - o S )

est une famille algébriquement libre engendrant P'algébre des fonctions poly-
nomiales invariantes sur g.

(VII) Puisque le seul automorphisme du graphe de Dynkin est identité, on a
Aut(g) = Auty(g).

Soit X le groupe des similitudes de V relativement & ¥ (A, IX, § 6, fin du
n° 5). On démontre comme au n° 2 (VII) que les automorphismes de g sont les
applications x — sxs~1 ol s € X, de sorte que Aut(g) = Auty(g) s’identifie & 3 [k*,

Pour tout seX, soit p(s) le multiplicateur de 5. L’application s+ p(s)
mod £*2 de X dans £*/k*2 est un homomorphisme dont le noyau contient £* .1,
d’oit un homomorphisme A de Z/k* dans k*/k*2, On a Sp(‘¥') N i* = {1, —1}.
Considérons la suite d’homomorphismes

(10) 1 —Sp(P)/{l, —1} —> Tk* 25 fx/k*2 51,

L’application ¢ est injective, et Im(:) < Ker A puisque le multiplicateur d’un
élément de Sp(¥) est 1. Si s € X a pour multiplicateur un élément de k%2, il
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existe v € k* tel que vs € Sp(¥); donc Im (1) = Ker(2). En définitive, la suite (10)
est exacte. Identifions Sp('¥)/{l, —1} & un sous-groupe de Z/k*. Comme k* /k*2
est commutatif, Sp(¥)/{l, —1} contient le groupe dérivé de Z/k*. Donc Aut,(g)
est contenu dans Sp(¥) /{1, —1} (§ 11, n° 2, prop. 3). En fait, il lui est égal, et
Aut(g)/Aut,(g) s'identifie a k*/k*2 (exerc. 9).

(VIII) La forme bilinéaire canonique ®g sur b* est donnée par

’ ’ 1 ! !
Dp(Erey + -+ Ly, Eleg +-- -+ Ggp) = m (8181 + -+ &&)
(VI, §4, n°6.V). La forme inverse de @y, c’est-a-dire la restriction & b de la
forme de Killing, est donc

OEH, +---+ §H, B H, + -4 GHy) = 400 + (5,8 + -+ §&).

(IX) Reprenons les X, définis par les formules (6) (« € R). On vérifie aisément
que [X,, X_,] = —H, pour « € R. D’autre part, Papplication 0: a— —‘az est un
automorphisme de g et 0(X,) = X_, pour tout « € R. Par suite, (X,),cr est un
systétme de Chevalley de (g, b).

Supposons £ = Q. La sous-alg¢bre de Cartan § posséde deux réseaux permis

1 !
QRY) = > Z.HetPRY) = QRY) + $Z. > H, (VL §4,0°5. VIII). On
i=1 i=1

voit que Q (RY) est I’ensemble des matrices a coefficients entiers appartenant & b.
On en déduit que Pordre de Chevalley Q(RY) + Z Z.X, est Pensemble

aeR
sp(2{, Z) des matrices de g a coeflicients entiers.

Considérons Palgébre réductive sp(¥) + Q.1. On voit aisément que
Pensemble de ses éléments a coeflicients entiers en est un ordre de Chevalley,
dont la projection dans sp('¥") parallelement 2 Q.1 est Pordre de Chevalley
P(RY) + ZZ.Xu.

Enfin, on a X2 = 0 pour tout « € R. On en déduit que le réseau ¥~ de V
engendré par les ¢; est admissible pour I'ordre de Chevalley sp(2/, Z). Il en est de
méme de E, N A"/ dans E,.

Enfin, E, ne poss¢de de réseau admissible pour 'ordre de Chevalley

PRY) + > Z.X,

que si 7 est pair; E, n A7 est alors un tel réseau.

4. Algébres de type D, (I > 2)

(I) Soit V un espace vectoriel de dimension paire 2/ > 4 et soit ¥ une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée d’indice maximum [ sur V. D’apres A, IX,
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§ 4, n° 2, on peut écrire V comme somme directe de deux sous-espaces totalement
isotropes maximaux F et F'. Soit (¢); <;<, une base de F et (¢_;); «;<; la base
duale de F’ (pour la dualité entre I et I’ définie par V). Alors ey, . . .,ee_y,. . .6,
est une base de V; nous dirons que c’est une base de Witt de V. La matrice de ¥ par
rapport 4 cette base est la matrice carrée § d’ordre 2/ dont tous les coefficients
sont nuls, sauf ceux situés sur la deuxiéme diagonale, qui sont égaux & 1. L algébre
g = o) s’identifie & I’algébre vg4(2/, k) des matrices carrées g d’ordre 2/ telles
que g = —S'gS. Elle est de dimension {(2/ — 1). Un calcul facile montre que g
est 'ensemble des matrices de la forme

A B

¢ D
ot -4, B, C, D sont des matrices carrées d’ordre [ telles que B = —s'Bs, C =
—s!Cs et D = —stds (s est la matrice d’ordre / dont tous les coeflicients sont
nuls sauf ceux situés sur la deuxiéme diagonale qui sont égaux a 1).

Soit b ’ensemble des matrices diagonales appartenant & g. Cest une sous-
algébre commutative de g, ayant pour base les éléments H; = E,;, — E_; _, pour
1 < 7 < L Soit (g;) la base de b* duale de (f}). Posons, pour 1 < ¢ < j </,

Xr-:‘—s; = Ei,j - E—-i,—i
X—-s;+£,— = _Ej.i + E—i.—i
Xs,+e, = Ei,—j - Ej,—i
X —E_;i+ E_;

(11)

—g -8
Ces éléments forment une base d’un supplémentaire de b dans g. Pour 2 b, on a
[k, Xy] = a(R) Xy

quel que soit & € R, ot R est ’ensemble des +¢; + ¢; (¢ < j). Donc b est une
sous-algebre de Cartan déployante de g, et les racines de (g, b) sont les éléments
de R. Le systéme de racines R de (g, b) est donc de type D, pour [ > 3, de type
A; x A; (autrement dit de type D,) pour [ = 2 (VI, § 4, n° 8.I étendu au cas
{ = 2). Par suite, g est une algébre de Lie simple déployable de type D, si | = 3.

Toute sous-algebre de Cartan déployante de g est transformée de b par un
automorphisme élémentaire de g, donc par un élément de O(¥) (cf. (VII)) et par
suite est ’ensemble b, des éléments de g dont la matrice par rapport a une base de
Witt 8 de V est diagonale. On vérifie aussitét que les seuls sous-espaces invariants
par b, sont ceux engendrés par une partie de f3.

Comme les algébres oy(4, k) et sl(2, k) x sl(2, k) ont mémes systémes de
racines, elles sont isomorphes. De méme, vg(6, &) et si(4, £) sont isomorphes (cf.
aussi exerc. 3). Désormats, nous supposerons | > 3.

(II) On détermine RY grace 4 VI, § 4, n® 8.V. On trouve
‘[{Eg—E, = [{1 - ‘F[i’ f1£4+e/ = Hl + HI'
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(III) Posons a; = &; — €9, g = €9 — €gy..., %oy = €1 — &, 0 = g _; + €.
D’apres VI, § 4, n°8.11, (a4, ..., o) est une base B de R; les racines positives
relativement & B sont les ¢; + ¢; (¢ < j). La sous-algébre de Borel b corres-
pondante est 'ensemble des matrices triangulaires supérieures appartenant a g.

On vérifie facilement que les seuls sous-espaces vectoriels non triviaux
invariants par b sont les sous-espaces totalement isotropes V,, ..., V,, V,, o V,
estengendré pare,,...,¢ et Vypare, ..., ¢_y, e, ctlesorthogonaux V_,, .. .,
V_,.1 de Vy,...,V,_y;Torthogonal V_; de V; est engendré pareg,...,e,
€_1y -5 e_gy1y Mais un calcul immédiat montre que, si un élément « € g laisse

stable V;_;, sa matrice est de la forme

A x B

o [+ 0
0o - 7
0 0 D

ou A, B, D sont des matrices carrées d’ordre { — 1, x (resp. y) une matrice a 2
colonnes et [ — 1 lignes (resp. 2 lignes et / — 1 colonnes) et ot Ae k. On en
déduit que « laisse stables V, et V]. Par suite, b est Pensemble des a € g laissant
stables tous les éléments du drapeau isotrope (V,, ..., V,_;). Notons que ce qui
précede et le théoréme de Witt (A, IX, § 4, n° 3, th. 1) entrainent que V, et V,
sont les seuls sous-espaces totalement isotropes maximaux contenant V,_;.

Disons alors qu'un drapeau isotrope est quasi-maximal $’il se compose de
{ — 1 sous-espaces totalement isotropes de dimensions 1,...,/ — 1. On voit
alors comme au n° 2 que, pour tout drapeau isotrope quasi-maximal 3, 'ensemble
by des a & g laissant stables les éléments de & est une sous-algébre de Borel de g
et que Papplication 3+ b, est une bijection de 'ensemble des drapeaux isotropes
quasi-maximaux sur Pensemble des sous-algebres de Borel.

Disons quun drapeau isotrope est propre s’il ne contient pas simultanément
un sous-espace de dimension / et un sous-espace de dimension / — 1. Soit § un
tel drapeau isotrope et soit p, 'ensemble des a € g laissant stables les éléments de
3. Si 8§ = {V,,...,V,V]}, alors p; est une sous-algébre parabolique de g,
contenant b, et on vérifie facilement que les seuls sous-espaces totalement iso-
tropes # {0} stables par p; sont les éléments de 3. Comme il y a 2!72 drapeaux
isotropes propres contenus dans {Vy,..., V,, Vi} et contenant V,_, (resp. V,,
resp. Vi, resp. ne contenant ni V,_,, ni Vi, ni V}), on obtient bien ainsi les 2! sous-
algébres paraboliques contenant 6. On en déduit comme plus haut que applica-
tion 3+ p, est une bijection de Pensemble des drapeaux isotropes propres sur
Iensemble des sous-algébres paraboliques de g.

(IV) Les poids fondamentaux correspondant a oy, ..., o, sont, d’aprés VI,
§ 4, n°8.VI,
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W =€ + g+t g (1<l<l—2)
W1 =%(€1+52 + ot g + gy _El)

w o=t bt gty + o).

Soit ¢ la représentation identique de ¢ dans V. La puissance extéricure A's
optre dans E = A"(V). Sikeb,onapourl <i </,

a(h)e; = (h)e;, a(he_; = —ei(h)e

On en déduit que, pour 1 € 7 </, gy + - -+ &, est le plus grand poids de AT,
les éléments de poids e, + - - + ¢, étant ceux proportionnels a e, A --- A e,.

Nous allons montrer que, pour 1 < r < [ — 2, la représentation N\'c est une
représentation_fondamentale de poids w,.

Pour cela, il suffit de montrer que A’s est irréductible pour 1 < r </ — 1
(notons que la représentation Als n’est pas irréductible, cf. exerc. 10), ou encore
que le plus petit sous-espace T, de A"V contenant ¢; A --- A ¢, ct stable par g
est ATV tout entier. C'est immédiat pour 7 = 1. Pour 7 = 2, on voit comme au
n°2 que AZs est équivalente a la représentation adjointe de g, qui est irréduc-
tible puisque ¢ est simple. On termine la démonstration en raisonnant par ré-
currence sur /, comme au n° 2, mais en supposant/ — 1 = r > 3.

Nous allons maintenant déterminer les représentations fondamentales de plus
grand poids @, _; et ;. Soit () la forme quadratique x> %W (x, x). On a défini
au n°2 (IV) la représentation spinorielle  de I'algébre de Clifford C(Q)) dans
N = AF'. On vérifie immédiatement que le sous-espace N, (resp. N_) de N
somme des APTF’ pour p pair (resp. impair) est stable pour la restriction de A a
C*(Q). Par suite, les représentations A, et A_ de G+ (Q ) dans N, et N _ respecti-
vement sont les représentations semi-spinorielles de G+(Q) (A, IX, §9, n°4);
elles sont irréductibles, de dimension 2!~ et inéquivalentes. Soient o, = A, o f
et p_ = A_of les représentations irréductibles correspondantes dec ¢ (n°2,
lemme 1 (vi)). Vu le lemme 1 (i), on a

SJUEHL) =Slee s —e o) =ee; —F =% — e
et on voit, comme au n° 2 (IV), que, pour hebet | € ¢ <--- <1, < L ona
Nef)lemy A oA o)
= (g b m) = (e b e )R A A eLy).

Par suite, le plus grand poids de p, (resp. p_) est w, (resp. @, _,).

On dit que p, et p_ sont les représentations semi-spinorielles de g. Tous leurs
poids sont simples. On dit aussi que o = Ao f = g, (D . est la représentation
spinorielle de g.
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(V) Pour 1 < r € { — 2, la représentation fondamentale A'c est orthogonale:
elle laisse invariante I'extension de ¥ a A"V,

Considérons maintenant la représentation spinorielle p de g. On montre
comme aun®2 que, pour 1 €4, 7< L i#jona

f(Xe(—-e;) = tee;
J(Xeyre) = Heg
f(X—e(—ej) = [

—
On en déduit que la forme bilinéaire non dégénérée @ introduite au n° 2(V) est
invariante pour p(g). La représentation spinorielle p laisse donc invariante une
forme non dégénérée symétrique pour / = 0, —1 (mod. 4) et alternée pour
[=1,2 (mod. 4).

Si [ est pair, les restrictions de ® 2 N, et N_ sont non dégénérées et les
représentations semi-spinorielles sont orthogonales pour /= 0 (mod. 4) et
symplectiques pour { = 2 (mod. 4). Remarquons d’ailleurs que w, = —1 (VI
§ 4, n° 8, (XI)).

Par contre, si [ est impair, N, et N_ sont totalement isotropes pour .
Dlailleurs,ona —wy(o;) = o; pourl <7 € 1 — 2, —wolay) = a;_; et —wy{o_,)
=a, (VI, §4, n°8, (XI)), d’ot —wy(w,) = w,_; et les représentations semi-
spinorielles ne sont ni orthogonales, ni symplectiques; chacune est isomorphe
a la duale de Pautre.

=+

(VI) Pour tout x € g, le polynéme caractéristique de o(x) se met sous la forme
T + AFTH 4+ fal?).

On voit comme au n®3 que f; = f3 = f5 =---= 0. D’aprés VI, §4, n° 81X et
le § 8, n°3, th. 1, il existe une fonction polynomiale f'sur g telle que f3, fus - - > fa1-2
Jf engendrent Palgebre I(g*) des fonctions polynomiales invariantes sur g, et soient
algébriquement indépendantes, avec en outre f2 = (—1)ify,.

Pour tout x €g, on a {(Sx) = a§ = —Sx, donc on peut considérer Pf(Sx),
qui est une fonction polynomiale de x. Or:

Sa(x) = det(x) = (— 1) det(Sx) = (- 1)(Pf(Sx))2.
On peut donc prendre f(x) = Pf(Sx).

(VII) Rappelons (§ 5, n® 3, cor. 1 de la prop. 5) que Aut(g)/Aut,(g) s’identifie au
groupe d’automorphismes Aut(D) du graphe de Dynkin D de (g, §). Lorsque
[ # 4, Aut(D) est le groupe d’ordre 2 formé des permutations de ay, . . ., «, qui
laissent fixes o, . . ., o_5. Lorsque { = 4, Aut(D) est formé des permutations de
oy, - - -, 0tq qui laissent fixe ay; il est isomorphe & &; (cf. VI, § 4, n® 8.XI). Dans
tous les cas, le sous-groupe de Aut(D) formé des éléments qui laissent fixe «, est
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d’ordre 2. Nous noterons Aut'(g) le sous-groupe correspondant de Aut(g); on a
Aut'(g) = Aut(g) sil # 4 et (Aut(g):Aut’(g)) = 3si! = 4; de plus

(Aut'{g) : Auty(s)) = 2.

Un élément s € Aut(g) appartient & Aut’(g) si et seulement si oo 5 est équi-
valente & ¢ (cela résulte de ce que @, est le plus grand poids de 6). On en conclut
comme au n°2 (VII) que Aut'(g) s'identifie & Z/k*, ot X est le groupe des
similitudes de V relativement & V. i

Soit s €, et soit A(s) le multiplicateur de s. On a det(s) = A(s)! si s est
directe, et det(s) = — A(s)!si s est tnverse (A, IX, § 6, n® 5). Les similitudes directes
forment un sous-groupe 2, d’indice 2 de X; on a Zj = k*. Le groupe Z,[k* est égal
au sous-groupe Auty(g) de Aut’ () = Z/k*. En effet, il sufht de le vérifier lorsque £ est
algébriquement clos: dans ce cas Auty(g) = Aut,(g) est égal a son groupe dérivé
(§ 11, n° 2, prop. 3), donc contenu dans Z,/k*, et comme tous deux sont d’indice
2 dans /¥, ils sont égaux.

D’autre part, on voit comme au n° 3 (VII) qu’on a une suite exacte

1 —> SO(W) /{1, — 1} = So/k* — k*[k*2 > 1.

Identifions SO(V)/{l, —1} a un sous-groupe de Z,/k* = Aut,(g). Comme
k*[k*2 est commutatif, on a Aut,(g) < SO(¥)/{1, —1}. On peut en fait montrer
(exerc. 11) que Aut,(g) est égal a Pimage dans SO(Y)/{l, —1} du groupe
orthogonal réduit Qg () de ¥ (A, IX, § 9, n°5).

(VIII) La forme bilinéaire canonique ®g sur b* est donnée par

7 ! l ! (4
Op(Erey + -+ &g, Breg + -+ Egy) = -0 (E181 + -+ EE])

(VI, § 4, n° 8.V). La restriction & b de la forme de Killing est donc
GEH, + -+ Gy, G + -+ EH) = 40— (&G +- - + EE).

(IX) Reprenons les X, (o € R) définis par les formules (11). On vérifie aisément
que [X,, X_,] = —H, pour « € R. D’autre part, ’application 0: a+—> —‘a est
un automorphisme de g et 6(X,) = X_, pour tout « € R. Par suite (X )y er est
un systéme de Chevalley de (g, b).

Supposons £ = Q. D’aprés VI, § 4, n°8, (VIII), la sous-algebre b posséde
trois réseaux permis si / est impair et quatre réseaux permis si [ est pair. Notam-
ment, le réseau S engendré par les H, est permis. Or, ce réseau est ’ensemble des
matrices diagonales & coeflicients entiers de g. On en déduit que 04(2/, Z) est
Pordre de Chevalley 5 + £Z.X, de g. Comme X2 = 0 pour tout «a € R, on
voit que le réseau ¥~ de V engendré par la base de Witt (e;} est un réseau admis-
sible dans V pour o4(2/, Z). Il en est donc de méme de A"¥" dans A"V.
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!
Par contre, si 'on prend P(RY) = Z . % Z H; + # comme réseau permis
i=1
et ¥ =PRY) + XZ.X, comme ordre de Chevalley, on voit que A"V ne
posseéde de réseau admissible que si 7 est pair; A" est alors admissible.

Considérons Palgébre réductive o(¥) + Q.1; on voit immédiatement que
le réscau G = (e(¥) + Q . 1) N gl(2/, Z) en est un ordre de Chevalley. L’ordre
de Chevalley ¢ est la projection de & dans o(¥) parailélement au centre Q. 1.

Enfin, on voit comme au n® 2 que le réseau A7, (resp. A"_) engendré par les
€.y A--+Ae_y, (resp.e_y A---A ey, ) est admissible pour la représenta-

tion semi-spinorielle de Pordre de Chevalley Q (RY) + z Z_X,. Par contre 4",

xeR
et A" ne possédent pas de réseau admissible pour og(2/, Z).

-
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TABLE 1

A chaque poids fondamental, associons le nombre 1 (resp. — 1, 0) si la représenta-
tion simple correspondante est orthogonale (resp. symplectique, resp. n’est ni
orthogonale ni symplectique). Le calcul de ce nombre a été fait en substance au
§ 13 pour les types A,, B;, C;, D;. Les résultats sont également indiqués ci-dessous
pour les types Eg, B, Eg, Fy, Gy (il suffit d’appliquer le § 7, prop. 12, et VI, § 4,
n° 9.VI, 9.X1, 10.VI, 10.XI, 11.VI, 11.XI, 12.VI, 12.X1, 13.VI, 13.X1).

A=) B, (l >2)
0 r ”TI S By
o [+ 1
(~1y ,:__;_H o, (— 1+
Gt > 2) Dl > 2)
w, I r#E{— 1,1
w, (=1 0 si/est impair
w, et @, (—-1)42 silest
pair
Eg E, Eq F, G,
Wy 0 W, 1 w, 1 w, 1 W I
Wy 1 we  —1 Wy 1 Wy 1 w5 1
@y 0 w3 1 w3 1 w5 1
Wy 1 Wy 1 Wy 1 Wy 1
W 0 w; —1 @5 1
wWe 0 wWg 1 Wg 1
w; —1 Lo 1
Wy 1
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TABLE 2

A chaque poids fondamental, on associe la dimension de la représentation simple
correspondante, calculée grace au th, 2 du § 9.

Al=1)

a1 <7 <) (

I+1

B/ >2)
w(l <r<i-~1) (21':1
@, 2
D, (I =2)

@l <r<i—2) Gq

_ 9i-1
- 9i-1
Bg E;
W, 27 = 33 wy 133 = 7.19
@, 78 =2.3.13 W, 912 = 2%3.19
@y 351 = 3313 W 8645 = 5.7.13.19
w, 2925 = 325213 @, 365750 = 2.587.11.19
wy 351 = 3813 @; 27664 = 2%7.13.19
W 27 = 38 wg 1539 = 3%19
Wy 56 = 287
Eg F,
@; 3875 = 5331 @ 52 = 2213
wm, 147250 = 2.5219.31 w, 1274 =2.7213
w; 6696000 = 28335331 wy; 273 =3.7.13
@, 6899079264 = 2°3,7211217.23.31 wy, 26 = 2.13
ws 146325270 = 2.3.5.7213%219.31
wg 2450240 = 295.13.19.31
w,; 30380 = 2%5 7231 G,
wg 248 = 2331 w, 7



Exercices

Le corps de base k est supposé de caractéristique zéro.
Sauf mention expresse du contraire, les algébres de Lie sont supposées de dimension finie.

§1
On note s I'algébre de Lie s{(2, k).

1) Soit U Palgebre enveloppante de s. Montrer que P’élément
C=H?>-2(X,X_+X X,)=H?>+2H - 4X_X,

appartient au centre de U, et que son image dans la représentation associée a V(m) est
I’homothétie de rapport m(m + 2).

2) Soit A € £, soit Z(X) un espace vectoriel ayant une base (¢,), avecn = 0, 1, ..., et solent
X, X_, Hles endomorphismes de Z(®} définis par les formules (2) de la prop. 1.

a) Vérifier que I'on obtient ainsi une structure de s-module sur Z(2).

5) On suppose que i n’est pas un entier > 0. Montrer que le s-module Z(}) est simple.

¢) On suppose que A est un entier >0. Soit Z’ le sous-espace de Z(}) engendré par les e,,
n > A Montrer que Z’ est un sous-s-module de Z(}), isomorphe a Z{— 1 — 2), et que le
quotient Z()\)/Z’ est isomorphe au s-module simple V(2). Montrer que les seuls sous-s-
modules de Z(}) sont 0, Z’ et Z(}).

3) Soit E un espace vectoriel ayant une base (e,),cz. Soient
a(n) = ag + ayn, b(n) = by + byn, ce(n) = ¢g + c1n

trois fonctions affines 4 coefficients dans k. On définit des endomorphismes X,, X |, Hde E
par les formules

Xien = a(n)en_1, X_ep = b(n)ens1, He, = c(n)e,.
Pour que ’on obtienne ainsi une structure de s-module sur E, il faut et il suffit que 'on ait:
a by = 1, 6 = -2, cp = —aghy — aybe.
A quelle condition ce s-module est-il simple ?

9 4) Soit g une algébre de Lie. Un g-module E est dit localement fini 5’1l est réunion de sous-
g-modules de dimension finie; il revient au méme de dire que tout sous-g-module de E de
type fini (comme U(g)-module) est de dimension finie.

a) Soit 0 — E’ — E —» E” — 0 une suite exacte de g-modules. Montrer que, si E’ et E” sont
localement finis, il en est de méme de E (se ramener au cas ol E est de type fini, et utiliser
le fait que U(g) est noethérien, cf. I, § 2, n® 6).

b) On suppose g semi-simple. Montrer que E est localement fini si et seulement si E est
somme directe de g-modules simples de dimension finie,
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¢) On suppose g = s. Montrer que E est localement fini si et seulement si les conditions
suivantes sont satisfaites:
¢;) E admet une base formée de vecteurs propres pour H,
¢z) les endomorphismes X, g et X_g sont localement nilpotents.

(Commencer par montrer que, si E vérifie ¢;) et ¢), et n’est pas réduit a 0, il contient
un élément primitif ¢ de poids entier m > 0; prouver ensuite que X™*!¢ = 0, donc que E
contient V(m). Conclure en appliquant ) au plus grand sous-module localement fini E” de
E.)

5) Soit E un s-module localement fini (exerc. 4). Pour tout m = 0, on note L, Pespace
vectoriel des s-homomorphismes de V(m) dans E.
a) Définir un isomorphisme de E sur (P L,, & V(m).

m

b) On note @, la forme bilinéaire invariante sur V(m) définie au n° 3, Rem. 3. Pour tout
m € N, soit b, une forme bilinéaire sur L,,; soit b la forme bilinéaire sur E qui correspond,
via Visomorphisme de 4), & la somme directe des formes b, @ ®,,. Montrer que & est in-
variante, et que toute forme bilinéaire invariante sur E s’obtient ainsi, de maniére unique.
Pour que b soit symétrique (resp. alternée), il faut et il suffit que les b,,, m pair, soient symétri-
ques (resp. alternées), et que les b,,, m impair, soient alternées (resp. symétriques). Pour que
b soit non dégénérée, il faut et il suffit que les b, le soient.

¢) On suppose E de dimension finie. Montrer que E est monogéne (comme U(s)-module) si
et seulement si dim L,, < m + 1 pour tout m = 0.

6) Si E est un s-module de dimension finie, et n un entier, on note &, la dimension du sous-
espace propre de Hy relatif 4 1a valeur propre n. On désigne par ¢g(T) I'élément de Z[T, T 1]
défini par ¢g(T) = Z a, T™.

neZ
a) On définit L, comme dans Pexerc. 5. Montrer que I'on a
dim L, = a4, — 4,42 pour tout entier m = 0.

En déduire que cg(T) = ¢g(T) si et seulement si E et E’ sont isomorphes. Retrouver ce
résultat en utilisant I'exerc. 18 ¢) de VII, § 3.

b) Montrer que cygr = ¢g + ¢p €t e = Cg* Cp.

¢) On a cyqy(T) = (T — T-m»-1/(T — T-1).

d) Déduire de a), b), ¢) que, sim = m’ = 0, le s-module V(m) & V(m’) est isomorphe &

Vim+m) @Vim+m —-2)y®dVim+m' —4) ®---®V(im —m').
Si m est =0, le s-module $2V(m) est isomorphe a

V() si m est pair

Vem) @ V(Im -4 @V(@m - 8) & @ {V(Q) st m est impair

et le s-module A2V (m) est isomorphe &
V(2) si  m est pair
V(@m — 2 - - e
(@m = 2) ® V(2m — 6) & V(2m — 10) @ ®{V(O) si m est impair.
7) Soit E un s-module de dimension finie. Montrer que le dual de E est isomorphe 3 E.

8) Montrer que P'on peut réaliser le s-module V(m) comme ’espace des polynémes homo-
geénes f(u, v) de degré m en deux variables, les opérateurs X,, X et H étant donnés par:

of of of o
Xof = u- X f= —v =gt L.
of =u F f Y eu Hf = u o
99) On fait opérer 5, au moyen de la représentation adjointe, sur son algébre enveloppante
U, et sur son algébre symétrique S = @ S
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a) Déterminer les poids du s-module $*. En déduire des isomorphismes de s-modules:

S > V(2n) ®V(2r —4) ®V(2n — 8) ®--- D V(0) n pair
— V{2 ®@V@n—-4) ®V({@n - 8) ®---d V(2) n impair.

En particulier, les éléments de S* invariants par s forment un espace de dimension 1 (resp. 0)
si n est pair (resp. impair).

b) Montrer que la sous-algeébre de S formée des éléments invariants par s est algébre de
polynémes £{I"], o I' = H? —~ 4X_X,. Le module $%I".5"~2 ¢st isomorphe a V{(2n).

¢) Montrer que le centre de U est I’algébre de polynémes £[C], ou C est Pélément défini
dans Pexerc. I (utiliser §) et le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt).

10) Soient m un entier >0, S ’algébre graduée k[X,, ..., X1, et ay, . . ., a, des éléments de
m a m

k*. Soit @ = Z a;;X;X; unc forme quadratique; on pose D; = X et D = Z . b;D;D;
=1 ti=

ol (b;;) est la matrice inverse de (a;;).

a) Montrer qu’il existe sur S une structure de s-module et une seule telle que X, f = $D(f),
X_f=3Ofet H = —{(m/2 + n)fsi fest homogéne de degré n.

b) On pose A® = S* N Ker(D)). Montrer que S™ est somme directe des sous-espaces @7 . A9,
pour 2p + ¢ = n. En déduire I'identité

S dimANT = (1 + T)/(1 — Tym-1.
n=0

¢) Sifest un élément non nul de A™, les O?f, p = 0, forment une base d’un sous-s-module
simple de S, isomorphe au module Z(—2ﬁ - n) de Pexerc. 2.

d) Expliciter les cas m = 1 et m = 2. Utiliser le cas m = 3 pour retrouver les résultats de
P’exerc. 9.

11} On suppose k algébriquement clos. Soient g une algébre de Lie, V un g-module simple,
et D le corps des endomorphismes du g-module V. Montrer que, si £ est non dénombrable,!
on a DD = £. (Sinon, D contiendrait un sous-corps 1somorphe a £(X), X étant une indéter-
minée, et Pon aurait dim, D > N,, d’oit aussi dim, V > N, ce qui est absurde puisque V
est un U(g)-module monogene.)

4 12) Soit g € £, et soit W un espace vectoriel de base (e, 5, €3, . . . ).
a) Montrer qu’il existe une représentation p, et une seule de s dans W telle que

Pq(H)en = 2eny1, P X i )en = (%Pq(H) — Do,
Po(X Ve = (Fp (H) + 1)™(—~qeo + €1 + e2).

On a p,(C) = 4¢q, ot C = H? + 2H — 4X_X, (cf. exerc. 1). La représentation p, est
simple. Les éléments x € s tels que p,(x) admette une valeur propre sont les multiples de X ;..
L’endomorphisme p,(X.,) admet I pour valeur propre, avec multiplicité 1.

b) Soit p une représentation simple de s telle que p(C) = 4¢ et que p(X ;) posséde la valeur
propre 1. Montrer que p est équivalente a p,.

9 13) On suppose que £ = G. On pose C = H2 + 2H — 4X_X,, cf. exerc. 1. Une repré-
sentation p de s = sl(2, C) est dite H-diagonalisable si 'espace de p posséde une base
formée de vecteurs propres de p(H). Soient g€ C et ve Q/Z.

1 La conclusion reste vraie méme si £ est dénombrable, ¢f. p. Quirren, On the endomorphism
ring of a simple module over an enveloping algebra, Proc. Amer. Math. Soc., t. XXI (1969), p. 171~
172.
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a) Soit S un espace vectoriel admettant une base (¢,,)yec Indexée par les éléments de C*
Soit S, = Zwev Ce,,. 11 existe une représentation p, , et une seule de s dans S, telle que

Poa(X)ew = (¢ — w? — w)1%, 4y
pv.'l(X—)ew
Po,o(H)e, = 2we,,.

(g — w? + w)'f2e,

1

(On convient que, pour tout z € G, z!/2 est la racine carrée de z dont ’amplitude appartient

4 (0, ©).) On désigne par S, 4 le s-module défini par p, 4. On a g, (C) = 4q.

b) Si g # u2 + u pour tout # € v, S, 4 est simple.

¢) Supposons 20 # 0 et ¢ de la forme #® + u, ot # € v (ce qui définit # de maniére unique).
Soit 87, (resp. S;,) le sous-espace vectoriel de S, engendré par les ¢, pour w < u (resp-
pour w > u). Alors S, et S, sont des sous-s-modules simples de S, ,.

d) Supposons 20 = 0, et ¢ de la forme u2 + u, ot u € v, u = 0 (ce qui définit # de maniére
unique). Soit S,, (resp. S5, S;,) le sous-espace vectoriel de S, engendré par les ¢, pour
w < —u(resp. —u < w < u, w > u). Alors §;,, Sf,’_q et S:q sont des sous-s-modules simples
de S, q-

e) Supposons v = —4 + Z et ¢ = —%. Soit SIye, 34 (resp. Stija, -14) le sous-espace
vectoriel de S_y;; engendré par les ¢, pour w < —4 (resp. w > —3%). Alors SZ)5 14 €t
S22, ~1/e sont des sous-s-modules simples de S_ 2, -1/4.

f) On note p,, 03, les représentations correspondant 2 S7,, SO, Dans le cas ), les éléments
x € 5 tels que p, .(x) admette une valeur propre sont ceux de GH. Dans le cas ¢), d), ¢), les
éléments x € s tels que p, (x) admette une valeur propre sont ceux de CH + CX, ; si en
outre x est nilpotent (donc proportionnel & X, ), et nonnul, p, ,(x) admet 0 pour seule valeur
propre, et celle-ci est de multiplicité 1; si au contraire x est semi-simple, 'espace de p,,
admet une base formée de vecteurs propres de p,,(x). On a des résultats analogues pour
Paqs 2 condition de remplacer X, par X_.

g) Soient V un s-module simple et p la représentation correspondante. Alors ¢(C) est une
homothétie (utiliser ’exerc. 11). Supposons que p(C) = 4¢q. Montrer que, si p est H-
diagonalisable, V est isomorphe a 'un des modules S, o, S, S0, considérés en 4), ¢), d), ¢).
Pour que p soit H-diagonalisable, il faut et il suffit que p(H) admette une valeur propre; il
suffit que (X, ) admette la valeur propre 0.

9 14) Les notations sont celles de I'exercice précédent. On note B, le quotient de U(s) par
Pidéal bilatére engendré par C — 4¢, et on note u+> u” Papplication canonique U(s) — B,.
On considére les représentations des exerc. 12 et 13 comme des représentations de B,.

a) Tout élément de B, se met de maniére unique sous la forme

Zo XTp(H") + Zo q:(H") X2,

ot les p, et les ¢, sont des polynémes. Si deux éléments de B, engendrent le méme idéal 2
gauche, ils sont proportionnels.

b) On se place dans le cas b) de I’exerc. 13. Soit ¢ un élément non nul de S, .. Si a est vecteur
propre de p, ((H), de valeur propre 2, ’annulateur de 2 dans B, est ’idéal 2 gauche engendré
par H- — ; si a n’est pas vecteur propre de p, o(H), son annulateur est un idéal a gauche
non monogeéne.

¢) On se place dans le cas des représentations p;, de 'exerc. 13. Si a est un élément non nul
de l'espace d’une telle représentation, son annulateur dans B, est un idéal 4 gauche non
monogeéne.

d) On se place dans le cas de la représentation p, de 'exerc. 12. L’annulateur de ¢, dans B,
est engendré par X, — 1. Sia € W n’est pas proportionnel 4 ¢y, son annulateur est un idéal
a gauche non monogeéne.

¢) Tout automorphisme de s se prolonge & U(s) et définit par passage au quotient un
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automorphisme de B,; soit A’ le sous-groupe de A = Aut(B,) ainsi obtenu. Montrer que
A’ # A. (Soit ¢ Pendomorphisme x> [XZ, x] de B,; cet endomorphisme est localement
nilpotent, et Yon a ¢® € A, e© ¢ A’))

f) Le groupe A opére par transport de structure dans ’ensemble des classes de représenta-
tions simples de B,. Soit 7, (resp. w,, 73) une représentation du type p, 4 de Pexerc. 13 6)
(vesp. du type py, de l'exerc. 13, resp. du type p, de exerc. 12). Alors Ar,, Ar, et Ang sont
deux & deux disjoints. (Utiliser a), &), ¢), d).) Si ¢ € A est tel que Ym; soit du type p, 4 de
Pexerc. 13b), alors ¢ € A’ (utiliser a) et )). En déduire que, si ¢ est Pautomorphisme e® de
e), la représentation ¢ = m; o { posséde la propriéié suivante: quel que soit x €s — {0},
o(x) n’admet aucune valeur propre.t

15) Soit g une algébre de Lie de dimension 3. Montrer ’équivalence des conditions suivantes
(cf. I, § 6, exerc. 23).

(i) g = [g, al.

(ii) la forme de Killing de g est non dégénérée.

(iii) g est semi-simple.

(iv) g est simple.

91 16) Soit g une algébre de Lie simple de dimension 3, et soit ® sa forme de Killing. On
note p(®) lalgébre orthogonale de ®, i.e. la sous-algébre de gl(g) formée des éléments
laissant @ invariante.
a) Montrer que ad: g — o(®) est un isomorphisme.
b) Prouver I’équivalence des propriétés suivantes:

(i) g contient un vecteur isotrope non nul (pour ®).

(ii) g contient un élément nilpotent non nul.

(iii) g est isomorphe 2 s.
¢) Montrer qu’il existe une extension k; de £, de degré <2, telle que gg,, = k1 &y g soit
isomorphe 2 s, ).
d) On munit espace vectoriel A = k @ g de 'unique structure d’algébre admettant 1
pour élément unité, et telle que le produit g x g — A soit donné par la formule:

x.y = }@lx,y). 1 + fx, 4] (x,y € g).

Montrer que A est une algébre de quaternions sur %, et que g est la sous-algébre de Lie de A
formée des éléments de trace nulle (se ramener, par extension du corps de base, au cas ol
g = %, et montrer que A s’identifie alors a ’algébre de matrices My(k)).

Inversement, st D est une algébre de quaternions sur £, les éléments de D de trace nulle
forment une algébre de Lie simple de dimension 3, et I’algébre A correspondante s’identifie &
D.
¢) Démontrer les formules

O(x, x) = —8Nrdp(x),  O(x,y) = 4 Trda(sy)

2[x, [9, 21} = @(x, )z — @(x, 2)y (9, z€g).
f) Montrer que le discriminant de ® (par rapport 4 une base quelconque de g) est de la
forme —2)2, avec A € k*.
g) Soit # un entier >0. Montrer que le g-module $*(g) posséde un unique sous-module
simple de dimension 2z + 1, et que ce module est absolument simple (se ramener au cas ou
g = 8, et utiliser I’exerc. 9).

Montrer que g ne posséde de module absolument simple de dimension 2r que si g est
isomorphe & s, i.e. si A est isomorphe & M,(£). (Soit V un tel module. Si n = 2, montrer
au moyen I'exerc. 6 ¢) que le g-module V & g posséde un unique sous-module absolument
simple de dimension 2n — 2. Se ramener ainsi au cas n = 1, qui est trivial.)

! Pour plus de détails sur les exerc. 12, 13 et 14, voir: b. ARNAL et G, PINGZON, Sur les représentations
algébriquement irréductibles de ’algébre de Lie 31(2), 7. of Math. Phys., t. 15 (1974), p. 350-359.
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€ 17) On conserve les notations de Pexercice précédent. Montrer que, pour tout n = 1,
Palgébre U(g) posséde un idéal bilatére m,, et un seul tel que U(g)/m, soit une algébre cen-
trale simple de dimension n2 (étendre les scalaires pour se ramener au cas ol § = s et
montrer que m, est alors le noyau de ’homomorphisme U(g) — End(V (2 — 1)}). Tout
idéal bilatére de codimension finic de U(g) est de la forme mn,; N m,, N - .Nm,,, oling, ...,
ny, sont deux a dcux distincts; sa codimension est af + - - - + n} (appliquer le théoréme de
densité). Les my, sont les seuls idéaux bilatéres maximaux de codimension finie de U(g).

Montrer que m, est engendré (comme idéal bilatére) par les éléments x2 — §®(x, x)
(x € @), et que le quotient U(g)/m, s'identifie a Palgébre de quaternions A de P'exerc. 16.

Lorsque g est isomorphe & s, U(g)/m, est isomorphe a M, (k). Lorsque g n’est pas
isomorphe 4 s montrer que U(g)/m, est isomorphe & M, (k) si et seulement si n est impair
(utiliser Pexerc. 16 g)).1

4'18) On suppose que & = R, C, ou un corps complet pour une valuation discréte 2 corps
résiduel de caractéristique p # 0 (par exemple une extension finie du corps p-adique Q).
a) Soient 1t une algébre de Lie nilpotente, N le groupe de Lie obtenu en munissant it de la
loi de Hausdorff (I11, § 9, n° 5), et p: n-> gl(E) une représentation linéaire de n dans un
espace vectoriel E de dimension finie. On suppose que p(x) est nilpotent pour tout x €mn,
et on pose =(x) = exp(p(x)). Montrer que w est le seul homomorphisme de groupes de Lie
¢: N — GL(E) tel que L(p) = p.

(Lorsque & = R ou G, utiliser le fait que N est connexe. Lorsque £ est ultramétrique,

montrer que les valeurs propres des ¢(x), x € N, sont égales a 1; pour cela on prouvera
d’abord que, si £’ est une extension finie de £, et si (A1, ..., Ay, .. .) est une suite d’éléments
de & tels que A, = A%, pour tout n, et ,; = I, on a X, = | pour tout n.)
b) Soit p: s — gl(E) une représentation linéaire de dimension finie de s, et soit © ’homo-
morphisme de SL(2, £) dans GL(E) compatible avec p (n° 4). Montrer que = est I'unique
homomorphisme de groupes de Lie ¢: SL(2, k) — GL(E) tel que L{p) = p. (Utiliser a)
pour prouver que 7 et @ coincident sur les exp(n), avec n nilpotent dans s, et remarquer que
SL(2, k) est engendré par les exp(n).)

§ 2

1) Soient g une algeébre de Lie simple de dimension 3, et ® sa forme de Killing (cf. § 1,
exerc. 15, 16, 17).
a) Un élément x € g est régulier st et seulement st ®(x, x) # 0. Soit b, = kx la sous-algebre
de Cartan engendrée par un tel élément. Montrer que b, est déployante si et seulement st
2®(x, x) est un carré dans £.
b) Montrer que:

g est déployable < g est isomorphe & sl(2, k).

2) Soit k; une extension de &£ de degré finin > 2.

a) Montrer que la k-algeébre semi-simple sl(2, &,) n’est pas déployable.

b) Montrer que la k-algebre simple déployable sl(n, &) contient une sous-algébre de Cartan
by qui n’est pas déployante. (Choisir un plongement de Palgébre &, dans M, (k), et prendre
by = ki nvel(n, £).)

3) Soient (g, b) une algeébre de Lie semi-simple déployée, R son systéme de racines, et K
la restriction a b de la forme de Killing de g. Avec les notations de VI, § 1, n° 12, on a
K = By et K = 4y(R)®gv si R est irréductible; si en outre toutes les racines de R ont
méme longueur, on a

K(H,, H,) = 4h pour tout o €R,

ol h est le nombre de Coxeter de W(R).
Si par exemple g est simple de type E¢, E; ou Eg, K(H,, H,) est égal 4 48, 72 ou 120.

! Lorsque n est pair, on peut montrer que U(g)/ m, est isomorphe 2 M, ;2(A).
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4) Soient (g, b) une algébre de Lie semi-simple déployée, et (X,)yexr une famille d’éléments
vérifiant les conditions du lemme 2. Sia, f € Retsia + B € R, on définit N, par la formule
[ X Xa] = NgpXyips sia + B¢ R, on pose Nyg = 0. Démontrer les formules suivantes:
a) Nu,B = “Nﬁov
by Sia, B, yeERsonttelsquea + f + v =0,ona

NmB Nﬁv chx

& <amw BB
c) Sio, B, v, 3 Rsont tels que « + B + v + 8§ = 0, et si aucune de leurs sommes deux a
deux n’est nulle, on a:
NosNys + N Noys n N,xNps _
Y+ Y+ et 8a+8  B+3B+ D

0.

5) Soient (g, b) une algébre de Lie semi-simple déployée,’et (X )y er une famille d’éléments
vérifiant les conditions du lemmme 2. Soit B une base de R. Les H,(x € B) et les X,(« € R)
forment une base de ’espace vectoriel g. Montrer que le discriminant de la forme de Killing
de g par rapport a cette base (A, IX, § 2) est un nombre rationnel, indépendant du choix de
b, de B, et des X,.! Si n = dim g, en déduire que P’élément de Ag défini par produit
extérieur des H, (x € B) et des X, (« € R) est indépendant, au signe pres, du choix de b, de
B, et des X,,.

6) Soit (X,)ger un systtme de Chevalley de l'algébre semi-simple déployée (g, b). Soient
o, B € R, et soit p (resp. ¢) le plus grand entier j tel que B + jxe R (resp. B — jx € R), cf.
lemme 4. Montrer que

ad(X)*(Xp-aa) = * 1 Xp1 - a0 pour 0 <k<p+ g

En déduire que P'algébre g, de la prop. 8 est stable par les ad(X,)%/k! ainsi que par les
29 ED (cf, §12).

7) On suppose que £ est un corps ordonné. Soit (g, b) une algébre de Lie semi-simple
déployée de rang /; on pose dim g = [ + 2m.

a) Montre que la forme de Killing ® de g est somme directe d’une forme neutre de rang 2m
et d’une forme positive non dégénérée de rang /; en particulier, son indice est m.

b) Soit ¢ un automorphisme involutif de g dont la restriction a b est — Id. Montrer que la
forme

(9}~ =0 2(y),  xyeg,
est symétrique, non dégénérée, et positive.

¢) Soit &' = k(Va), ot o est un élément <0 de . On note ¢ le k-automorphisme non trivial
de k’. Soit g, le k-sous-espace de gy, = k" Q4 ¢ formé des éléments y tels que

(1@e)y=(c®ID).y
Montrer que g, est une k-sous-algébre de Lie de gy, et que l'injection de g, dans gg., se
prolonge en un isomorphisme de £ &y g, sur g L’algebre g, est semi-simple, et Vb en
est une sous-algébre de Cartan.
d) Montrer que la forme de Killing de g, est négative. En déduire que g, n’est pas déployable
(sauf si g = 0).
e) Lorsque £ = R, montrer que Int(g,) est compact.

8) a) Soient g une algébre de Lie et » un entier =>0. Soit X,(g) le sous-ensemble de g*

1 Pour un calcul explicite de ce discriminant, voir: T. A. SPRINGER et R. STEINBERG, Conjugacy Classes
(n° 4.8), Seminar on Algebraic Groups and Related Finite Groups, Lect. Notes in Math. 131, Springer-
Verlag (1970).
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formé des familles (4, ..., x,) qui engendrent g comme k-algébre. Montrer que Z,(g) est
ouvert dans g* pour la topologie de Zariski (VII, App. I). Si £’ est une extension de £, on a
Za(gaery) N 6" = Z4(g). En déduire que, si gy, peut étre engendrée par n éléments, il en est
de méme de g.

b) Soit (g, b) une algébre de Lie semi-simple déployée. Soit x un élément de b tel que
a(x) # O pour toutx € R et a(x) # B(x) pour tout couple d’éléments distincts «, 8 € R. Pour

tout o € R, soit y, un élément non nul de g% et soit y = Z Y. Montrer que, pour tout
xeER

« € R, il existe un polynéme P, (T) € £[T], sans terme constant, tel que y, = P,(ad x).y.
En déduire que g est engendrée par {x, y}.

¢) Montrer, griace 2 a) et b), que toute algébre de Lie semi-simple peut étre engendrée par
deux éléments.

91 9) Soit G un groupe de Lie réel connexe de dimension finie. Soit g son algébre de Lie, et
soit {1, ..., X,} une famille génératrice de I'algébre g. Pour tout m = 0, on note I';, le
sous-groupe de G engendré par les exp(2 ™ ™x), 1l € i< 7 Onaly eI <.-..

a) Montrer que la réunion des I', est dense dans G.

b) Soit H,, la composante neutre de P'adhérence T'), de T',. On a Ho « H; <-.-, et la
famille (H,,) est stationnaire; soit H la valeur commune des H,,, pour m assez grand. Montrer
que H est distingué dans G (observer que H est normalisé par tous les I',,), et que 'image de
T, dans G/H est un sous-groupe discret de G/H. La réunion de ces sous-groupes étant dense
dans G/H, en déduire (cf. III, § 6, exerc. 23d)) que G/H est nilpotent.

¢) On suppose que g = Pg. Montrer que G = H, autrement dit que I', est dense dans G si
m est assez grand.

10) Soit G un groupe de Lie réel connexe semi-simple. Montrer, en utilisant les exerc. 8 et
9, qu’il existe un sous-groupe dense de G engendré par deux éléments.

11) Soient R un systéme de racines de rang I, et @y la forme bilinéaire canonique cor-
respondante (VI, § 1, n° 12). La matrice ® = (®g(x, B))a,per estderangl, etl’ona &2 = @,
En déduire la formule Z Dpla,0) = Tr® =L

aeR

§3

1) Soient I' un sous-groupe d’indice fini de Q(R), et P = I' "\ R. L’algébre § + g% est
réductive, et toute sous-algébre réductive de g contenant b s’obtient de cette maniére.
(Utiliser VI, § 1, exerc. 6 b)).

2) Soit X Pensemble des sous-algébres réductives de g, distinctes de g, et contenant b.
Déterminer les éléments maximaux de X, au moyen de VI, § 4, exerc. 4. Montrer que le
centre d’une telle sous-algébre maximale est de dimension 0 ou 1, suivant que I’on est dans
le cas a) ou dans le cas &) de ’exercice en question.

3) Soit b une sous-algébre de Borel de g, et soit ! = rg(g). Montrer que le nombre minimum
de générateurs de I’algébre best [sil # 1, et 251l = 1.

4) On suppose que £ = R ou C. On pose G = Int(g), et on identifie ’algébre de Lie de G
a g. Soient b une sous-algébre de Borel de (g, b), et n ’ensemble de ses éléments nilpotents.
On note H, B, N les sous-groupes intégraux de G d’algébres de Lie b, b, n respectivement.
Montrer que H, B, N sont des sous-groupes de Lie de G, que N est simplement connexe, et
que B est produit semi-direct de H par N.

5) Soit m une sous-algébre parabolique d’une algébre de Lie semi-simple a.
a) Soit p une sous-algébre de m. Pour que p soit une sous-algébre parabolique de a, il faut
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ct il suffit que p contienne le radical r de m, et que p/r soit une sous-algébre parabolique de
P’algébre semi-simple m/z.

b) Sim’ est une sous-algébre parabolique de a, toute sous-algébre de Cartan de m N m’ est
une sous-algébre de Cartan de a. (Se ramener au cas déployé, et appliquer la prop. 10 a des
sous-algébres de Borel contenues dans m et m’.)

6) Deux sous-algébres de Borel d’une algébre de Lie semi-simple a sont dites opposées si leur
intersection est une sous-algeébre de Cartan. Montrer que, si b est une sous-algébre de Borel
de a, et b une sous-algébre de Cartan de b, il existe une unique sous-algébre de Borel de a
qui est opposée a b et contient h. (Se ramener au cas déployé.)

7) Soient a une algébre de Lie semi-simple, b une sous-algébre de Cartan de a, et 8 une
sous-algébre semi-simple de a contenant h. Montrer que:

_ (a, b) est déployée < (s, b) est débloyée.
Construire un exemple ot a est déployable, et out s ne ’est pas. (Prendre a = sp(4, k) et

s = sl(2, k), out &’ est une extension quadratique de £.)

8) On choisit une base de R, d’ou un ensemble R, de racines positives. On suppose R
irréductible. Soient & la plus grande racine, S Pensemble des racines orthogonales 2 &, et
S, =8SnNnRkR,.

a) Soient

g =g"Dbs, ML= > g% m.= > gx

Alors g’ est semi-simple et ¢’ = b ®m, @ m_.
b) On pose:
n,= > g, p= > g% po= > e
xeR + dER ¢+ =S+ 2R 4 =5 ¢ ~ {0}
On a
n, =m, ®p, [my, po] < po, [n,, 8 = 0.

En particulier, p est un idéal de n ..
¢) Pour toutae R, — S, — {&}, il existe un unique &’ € R, «= S, —{&} tel que o + o’ = &.
On peut choisir, pour tout € R, — S, —{&}, un élément non nul X, de g* de telle sorte que:
[Xe Xo] = £ X5 si aeR, =S, - {a}
[XwXB] 0 si Oc,ﬁGR+ _S+5B # ot

Il

9) Construire des exemples d’algébres de Lie semi-simples a telles que:
i) a nc posséde pas de sous-algébre de Borel;
ii) a posséde une sous-algébre de Borel, et n’est pas déployable.

§ 10) Soient a une algébre de Lie semi-simple, et x un élément de a. On dit que x est
diagonalisable si ad x est diagonalisable (A, VII), autrement dit s’il existe une base de a
formée de vecteurs propres pour ad x.

a) Soit ¢ une sous-algébre commutative de a formée d’éléments diagonalisables, et soit L
Pensemble des poids de ¢ dans la représentation ad,. L’ensemble L est une partie finie de ¢*

contenant 0 (saufsi a = 0) et a = (P a*(c). Montrer qu’il existe une partie M de L telle
AeL

que L. — {0} soit réunion disjointe de M et — M, et que (M + M) " L < M. Si M posséde

ces propriétés, on pose a¥ = (P a*(c), et pM = a®(c) @ aM. L’algebre a°(c) est le commutant
AeM
de ¢ dans a; elle est réductive dans a (VII, § 1, n° 3), et ses sous-algébres de Cartan sont des

sous-algébres de Cartan de a (VII, § 2, n° 3). Montrer que p™ est une sous-algébre para-
bolique de a, et que a™ est 'ensemble des éléments nilpotents du radical de p™. (Utiliser le

1 Cet exercice nous a été communiqué par A, JOSEPIL
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fait que ¢ est contenue dans une sous-algébre de Cartan de @, et se ramener, par extension des
scalaires, au cas ol cette sous-algeébre est déployante.)

b) On conserve les hypothéses et notations de a), et ’on suppose en outre que a est déploy-
able. Montrer que ¢ est contenue dans une sous-algeébre de Cartan déployante de a. (Prendre
une sous-algébre de Cartan déployante b de a contenue dans pM; il existe alors une unique
sous-algébre de Cartan b’ de a%(c) telle que b soit contenue dans b’ @ a™; on montrera que
b’ est une sous-algébre de Cartan déployante de a, et que b’ contient c.)

11) Soit a = Tla; un produit fini d’algébres de Lie semi-simples. Une sous-algébre ¢ de a
est une sous-algébre parabolique (resp. de Borel) si et seulement si elle est de la forme
g = Ilg, ou, pour tout i, q; est une sous-algébre parabolique (resp. de Borel) de q,.

€1 12) Soient &’ une extension finie de &, a” une 4’-algébre de Lie semi-simple, et ¢ la -
algébre de Lie sous-jacente. Montrer que les sous-algébres paraboliques (resp. de Borel) de a
sont les mémes que celles de a’. (Etendre les scalaires 4 une cloture algébrique de %, et
utiliser Pexerc. 11.)

13) Soient p et G deux sous-algébres paraboliques d’une algeébre de Lie semi-simple a, et
soit 1t le radical nilpotent de p. Montrer que m = (p N q) + n est une sous-algébre para-
bolique de a. (Se ramener au cas ot a est déployée et ou ¢ est une sous-algébre de Borel;
choisir une sous-algébre de Cartan b contenue dans p N g, et déterminer la partie P du
systéme de racines correspondant telle que m = b + gF.)

14) On reprend les notations de la prop. 9.

a) Soito € B. Montrer que n N Ker ad X, est somme directe des g?, ol § parcourt ’ensemble
des éléments de R, tels que « + B ¢ R,.

b) En déduire que, si g est simple, le centre de n est égal 4 g%, ol & est la plus grande racine
de R .. Dans le cas général, la dimension du centre de n est égale au nombre des composantes
simples de g.

§ 4

Les algebres de J.iv considérées dans ce paragraphe ne sont pas nécessairement de dimension
finie.

1) On reprend les notations du n°® 2. Soit A€ 2. A tout « € B, on associe des endomor-
phismes X%, H?, X} de Pespace vectoriel E tels que

Xﬁa(a1> LR O‘n) = (OL, 25 PIRIY an)
n
HY oy, ooy o) = (Mo) — z notyy o)) (0gy - o oy Up)e
Le vecteur Xa(ay, . . ., o,) est défini par récurrence sur z par la formule

X;‘(al, ce Oy) = (XEOQXL: - Sot.qu:) (“2; ey Up),

olt 8y, cst le symbole de Kronecker; on convient que, si («y,...,a,) est le mot vide,
XMoo ..y o) est nul.

Montrer que les lemmes 1 et 2 restent vrais pour ces endomorphismes. On obtient ainsi
représentation p,: a — gl(E) telle que

P}»(xot) = X:: ph(hm) = Ho?s Pk(x—u) = X—Au'

9 2) On reprend les notations du n° 3. Soit m un idéal de a.

a) Soient « et 8 deux éléments distincts de B. On suppose que (ad x,)¥xs appartient & m
pour N assez grand. Montrer que P'on a x5 € m. (Appliquer les résultats du § 1, n° 2 a a/m,
muni d’une structure convenable de sl(2, £)-module.)

b) Montrer que n + 0n est le plus petit idéal de codimension finie de a. Montrer que c’est
aussi le plus petit idéal contenant les (ad x,)*x; et les (ad x_4) %% _g.



§5 EXERCICES 225

3) Soient (g, b) une algébre de Lie semi-simple déployée, R le systéme de racines corres-
pondant, et B une base de R. Pour tout « € B (resp. pour tout couple («, 8) € B?), soit R(x)
(resp. R(a, B)) la partie close de R formée de +o (resp. la plus petite partie close de R
contenant +a et +B). Soit g(u) (resp. g(«, B)) Palgébre dérivée de Palgébre b + gt
(resp. b + gR@®), cf. § 3.

a) Montrer que g(o) = kH, @ g* @ g~%; clle est isomorphe a sl(2, k).

b) Montrer que g(a, B) est semi-simple, et qu’elle est engendrée par g(«) et g(B). Son
systéme de racines s'identifie a R{x, §).

¢} Soit s une algebre de Lie (non nécessairement de dimension finie). Pour tout « € B, soit
f+ un homomorphisme de g(«) dans 5. On suppose que, pour tout couple (a, B), il existe un
homomorphisme f,5: g(a, B) — s qui prolonge a la fois f, et f5. Montrer qu’il existe alors un
homomorphisme f: g — s, et un seul, qui prolonge les f,. (Utiliser la prop. 4 (i).)

4) Soient g une algébre de Lie semi-simple déployable, ¢t 6 un automorphisme de £. Soit
g P'algébre de Lie déduite de g par extension des scalaires au moyen de . Montrer que g,
est isomorphe a g. (Utiliser le cor. de la prop. 4.)

5) @) Soient g une algébre de Lie simple, et £, le commutant de la représentation adjointe de
g. Montrer que k; est un corps commutatif, extension finie de %, et que g est une k;-algébre de
Lie absolument simple.

Inversement, si k; est une extension finie de £, et g une 4;-algébre de Lie absolument
simple, alors g est une £-algébre de Lie simple, et le commutant de sa représentation ad-
jointe s’identific a k.

b) Soit " une extension galoisienne de £ contenant k,. Montrer que g est produit d’alge-
bres absolument simples en nombre égal a [k;:£]. Lorsque gu, est déployée, ces algebres
sont deux & deux isomorphes (utiliser I'exerc. 4).

6) Soit A un anneau commutatif, et soit u la A-algébre de Lie définie par la famille généra-
trice {x, y} et par les relations
s %911 =0, |y [4 [y, «s]1] = 0.
Montrer que u est un A-module libre de base:
{x, 9, v 9], Ly, [xy1l
Lorsque A = £, montrer que u est isomorphe a’algébre a, /n correspondant & un systéme de
racines de type B,.
€ 7) Soit A un anneau commutatif ou 2 est inversible, et soit u la A-algébre de Lie définie
par la famille génératrice {x, y} et par les relations
[x, [x 41} = 0, Ly, Ly, {y, [y, «11}] = 0.
Montrer que u est un A-module libre de base:

&y, [ 91, [y, [ 911 ys Lys [ 9110, [ [y Ly, [ 91110

Lorsque A = k, montrer que u est isomorphe a I’algébre a, /n correspondant a un systéme
de racines de type Gs.

§5
1) L’indice de Auto(g) dans Aut(g) est fini.
2) On a Aut.(g) = Aut(g) si g est déployable, simple, de type Gy, F, ou Eg.

3) Soient b une sous-algébre de Cartan déployante de g, b une sous-algébre de Borel de
(g, b), n = [b, b] ¢t N = exp ady n. On a alors

Aut(g) = N . Aut(g, b) . N.
(Soit s € Aut(g). Appliquer la prop. 10 du § 3, n° 3 4 b N s(b), puis appliquer VII, § 3, n° 4,
th. 3.)
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4) Soient b une sous-algébre de Cartan de g, et s un élément de Aut(g, b) tel que sH # H
pour tout H non nul de b. Montrer que s est d’ordre fini. (Se ramener au cas o b est déploy-
ante, et choisir un entier n > 1 tel que e(s)® = 1. Il existe alors ¢ € Ty tel que f(@) = s™
Soit o le transposé de s | b. Montrer que 1 + 6 + 62 + .-+ + 6"~ = 0, et en déduire que
"% = 1)

4 5) a) Soient a € Aut(g), et n le nilespace de a — 1. Montrer que les conditions suivantes
sont équivalentes:

(i) Ker(a — 1) est une sous-algébre de Cartan de g.

(ii) n est une sous-algébre de Cartan de g, et a € Auty(g).

(iii) dim n = rg(g) et a € Auty(g).

5) On suppose désormais & algébriquement clos. Soient V un espace vectoriel, R un systéme
racines dans V, Ty le groupe Hom(Q(R), £*), n un entier =1, T, le sous-groupe de Tgy
formé des éléments dont Vordre divise n. Soit { une racine primitive n-éme de P'unité dans £.
Pour tout H e P(RY), soit $(H) élément v {¥H de T. L’application ¢ est un homomor-
phisme de P(RY ) sur T,,, de noyaunP(R"). Soient 1€ T,, et C une alcdve dans P(RY) @ R.

Il existe we W(R) et He P(RY) tels que %He C et Y(wH) = t. (Utiliser VI, §2, n° 1.)

¢) Soient b une sous-algé¢bre de Cartan de g, et R le systéme de racines de (g, b). Soient
n, {, ¢ comme dans b), et f comme au n° 2. Soit € P(RY). L’ensemble des éléments de g

invariants par f(¢(H)) est b ® Z g% out R’ est ’ensemble des « € R tels que o(H) € nZ, et
oceR’

S($(H)) vérifie les conditions de a) si et seulement si s H appartient a4 une alcove.

d) On suppose désormais g simple. Soient b et R comme dans ¢), (a4, . . ., &) une base de R,
k le nombre de Coxeter de R, { une racine primitive .-¢me de 'unité dans £, et H I’élément
de b tel que a(H) = 1 pouri = 1,..., I Démontrer les propriétés suivantes:

(i) L’homomorphisme y— L de Q(R) dans i* définit un élément de Aut(g, b) qui
vérifie les conditions de a), et est d’ordre A. (Utiliser ¢) ainst que VI, § 2, prop. 5 et VI, § 1,
prop. 31.)

(ii) Tout automorphisme d’ordre fini de g qui vérifie les conditions de a) est d’ordre = 4.
(Utiliser b) et ¢).)

(iii) Les automorphismes d’ordre £ de g qui vérifient les conditions de @) forment une classe
de conjugaison dans Aut,(g). (Utiliser la prop. 5 du n°® 3.)

e) Soient b et R comme dans ¢), et soit w une transformation de Coxeter de W(R). Soit
s € Aut(g, b) tel que e(s) = w. Montrer que s vérifie les conditions de a), et est d’ordre A.
(Ugiliser VI, § 1, prop. 33, V, §6, n° 2 et VII, § 4, prop. 9.)

/) Si, s € Aut(g), les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) s vérifie les conditions de a), et est d’ordre 4;

(ii) il existe une sous-algébre de Cartan b de g stable par s telle que 5 | b soit une trans-
formation de Coxeter du groupe de Weyl de (g, b). (Utiliser d) et ¢).)

£) Le polyndéme caractéristique de Pautomorphisme de 4) (i) est:

A(T) = (T — N T (T — gxmy,

xeR

Celui de Pautomorphisme s de ¢) est:
1
B(T) = (T — ' [T (T — ™) (m; exposants de R).
i=1

(Utiliser la prop. 33 (iv) de VI, § 1, n° 11.) De la relation A(T) = B(T) déduire que, pour
touty > 1, le nombre des 7 tels que m; > j est égal au nombre des « € R ; tels que «(H) = j;
on retrouve ainsi le résultat de ’exerc. 6¢) de VI, § 4.1

1 Pour plus de détails sur cet exercice, voir: B. kosTANT, The principal three-dimensional subgroup
and the Betti numbers of a complex simple Lie group, Amer. 7. of Maths., t. LXXXTI (1959), p. 973-
1032.
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6) On suppose que & = R ou C. Soit G le groupe de Lie Auty(g). Montrer qu’un élément
a € G est régulier (au sens de VII, § 4, n° 2) si et seulement si il satisfait aux conditions de
Pexerc. 5 a).

7) On suppose g déployable. Soit B(g) la base canonique de la sous-algébre de Cartan
canonique de g (n° 3, Rem. 2). Sis € Aut(g), s induit une permutation de B(g) ; notons sgn(s)
la signatur~ de cette permutation. Montrer que s opére sur A"g (avec n = dim g) par

x> sgn(s) . x.

4 8) Soient k une cléture algébrique de &, et § = £ &, g. Le groupe de Galois Gal(k/k)
opere de fagon naturelle sur g, sur la sous-algeébre de Cartan canonique de g (n° 3, Rem. 2),
ainsi que son systéme de racines R et sa base canonique B. On obtient ainsi un homomor-
phisme continu (i.e. & noyau ouvert)

=: Gal(k/k) — Aut(R, B).

Montrer que g est déployée si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites:
(1) L’homomorphisme 7 est trivial.

(ii) g posseéde une sous-algébre de Borel b.

(On montrera qu’une sous-algébre de Cartan b contenue dans b est déployante si et seule-
ment si 7 est trivial.)

9) Soient R un systéme de racines réduit, B une base de R, et (go, bo, B, (X,)xen) une
algébre de Lie semi-simple épinglée correspondante (§ 4). Soient £ une cloture algébrique de £,
et p: Gal(k/k) — Aut(R, B) un homomorphisme continu (cf. exerc. 8); si ¢ € Gal(£/k), on
note p, 'automorphisme k-linéaire de g = £ @y go tel que po(X,) = X, On prolonge
d’autre part I’action naturelle de Gal(£/k) sur £ en unc action sur go. Soit g le sous-ensemble
de go formé des éléments x tels que p,{x) = o~ 1.x pour tout ¢ € Gal(£/k).

a) Montrer que g est une k-sous-algébre de Lie de gg, et que Pinjection de g dans g, se
prolonge en un isomorphisme de £ @ g sur §o. En particulier, g est semi-simple.

b) Soit by la sous-algebre de go engendrée par b, et les X,. On pose:

bo = k &y bo, b = g N by, bo = & @ bo, b =g b

Montrer que £ @y b = bg, £ Qi b = bo, de sorte que b est une sous-algébre de Borel de g,
et b en est une sous-algébre de Cartan.
¢) Montrer que ’homomorphisme w associé a ’algebre g (cf. exerc. 8) est égal a p.

% 10) Soient b une sous-algébre de Cartan déployante de g, et (X,)qcr un systéme de
Chevalley de (g, b), cf. §2, n°4. Si « € R, on pose

Om = g2d Xy pad X _ 4 gadxa,

et Pon note W le sous-groupe de Aut,.(g, b) engendré par les 0,.
@) Montrer que (W) = W(R).
) Soit s e W, et soit w0 = &(s). Montrer que

s(Xy) = £ Xpw pour tout « € R.

(Utiliser I’exerc. 5 du § 2.)

¢) Soit M le noyau de ¢: W — W(R). Montrer que M est contenu dans le sous-groupe de
S(Tg) formé des éléments f(p) tels que 92 = 1. Montrer que M contient les éléments f(p,)
définis par @,(B) = (—1)<®*> (remarquer que 02 = f(oq))-

d) *Soit ¢ € Hom(Q,{+ 1}). Montrer que f(¢) appartient 2 M si et seulement si ¢ est
prolongeable en un homomorphisme de P dans {+1}. (La suffisance provient ce que M
contient les f{¢,). Pour prouver la nécessité, se ramener au cas o & = Q, et utiliser le fait



228 ALGEBRES DE LIE SEMI-SIMPLES DEPLOYEES Ch. v

que M est contenu dans f(Tg) N Aute(g) = Im(Tp), cf. § 7, exerc. 26 d).) En déduire que
M est isomorphe au dual du groupe Q[(Q N 2P).2,

11) Les notations étant celles du n° 2, on suppose & localement compact non discret, donc iso-
morphe 4 R, G, ou une extension finie de @, (AC, VI, § 9, n° 3). Pour tout n = 1, le quotient
k*k*m est fimi (cf. AC, VI, §9, exerc. 3 pour le cas ultramétrique). En déduire que les
quotients To/Im(Tp) et Aut(g)/Aut.(g) sont finis.

Lorsque £ = R, montrer que To/Im(T5) est isomorphe au dual du Fy-espace vectoriel
(Q N 2P)/2Q. Lorsque £ = G, on a Ty = Im(Tp): c’est le sous-groupe intégral du groupe
de Lie Aut(g) d’algebre de Lie §.

4 12) Soient b une sous-algebre de Cartan déployante de g, A une partie de b, et s € Aut(g)
tel que sA = A. Montrer qu’il existe 1€ Aui(g, b) tel que | A = s| A et 57! € Aut,(g).
(Soit a le commutant de A dans g; c’est une sous-algébre réductive dans g, dont sh et b
sont des sous-algébres de Cartan déployantes; en déduire Pexistence de u € Aut,(a) tel que
ush = b; montrer qu’il existe v € Aut,(g) prolongeant u tel que v | A = Id,; prendre ¢ = vs.)
En déduire que, si s € Autg(g), il existe we W(R) tel que w | A = s | A.

4 13) Soient (g, b, B, (X, )eep) une algébre de Lie semi-simple épinglée, R le systéme de
racines de (g, b), A le graphe de Dynkin correspondant, et ® un sous-groupe de

Aut(R, B) = Aut(A).
Si s € @, on prolonge s en un automorphisme de g par les conditions
$(Xy) = Xy et s(Hy) = Hyy pour tout « € B, cf. prop. 1.

On identifie ainsi ® & un sous-groupe de Aut(g, §); on note § (resp. b) la sous-algébre de g
(resp. b) formée des éléments invariants par ®@.
a) Soit a € B, et soit X = ®.x. Montrer, en utilisant les Planches de VI, que deux cas
seulement sont possibles:
(i) tout élément de X distinct de « est orthogonal & «;
(i) il existe un élément o’ et un seul de X — {o} qui n’est pas orthogonal & «, et 'on a
nla, o) = n(a’,a) = —1.
b) Soit i 'application de restriction b* —> p*, et soit B = i(B); Papplication B — B identifie
B 4 B/®. Montrer que § est une algébre de Lie semi-simple, que b en est une sous-algébre
de Cartan déployante, et que B est une base de R(§, §). (Observer que B est contenu dans R(8,
b), et que tout élément de R(§, H) est combinaison linéaire 4 coefficients entiers de méme signe
des éléments de B.) Si & € B, la racine inverse Hz € b correspondante est donnée par:

H; = Z H, dans le cas (i) de a)

=&
H; =2 Z H, dansle cas (ii) de a),
(ay=w

ol la sommation porte sur les éléments o € B tels que i(«) = &. Si B € B a pour image
BeB,ona

alp, &) = z n(B, «) dans le cas (i)

Hoy=&

nB, &) =2 5 nB,«) dansle cas (ii).
oy =&
En déduire la détermination du graphe de Dynkin de R(§, b) & partir du couple (A, ®).
¢) Montrer que, si g est simple, il en est de méme de §.

* Pour plus de détails sur cet exercice, voir: J. 1115, Normalisateurs de tores. I. Groupes de Coxeter
étendus, J. of Algebra, t. IV (1966), p. 96-116.
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Sigestdetype A, I = 2, et @ d’ordre 2, § est de type By, si [ est pair, et de type C 410
si / est impair.

Si g est de type Dy, { = 4, et ® d’ordre 2, § est de type B,_;.

Si g est de type Dy, et @ d’ordre 3 ou 6, § est de type G,.

Si g est de type Eg, et @ d’ordre 2, § est de type F,.

§6

1) Montrer que 'on peut définir Z(}) comme un quotient de la représentation p, du § 4,
exerc. 1.

2) Soit g un poids de Z(2) (resp. de E(1)). Montrer qu’il existe une suite de poids g, . . ., @,
de Z(2) (resp. de E(})) telle que o = X, oy =, €t gy — ueBpour 1l <7 < n.

3) On suppose g simple, et on note & la plus grande racine de R. Le module E(&) est iso-
morphe 4 g, muni de la représentation adjointe. Si C est I’élément de Casimir associé a la
forme de Killing de g, 'image de C dans End E(&) est I'identité (cf. I, § 3, n° 7, prop. 12).
En déduire, grace au cor. i la prop. 7, que

(DR(&>& + 2p) =1,
olt @y est la forme bilinéaire canonique de b* (VI, § 1, n® 12).

4) On utilise les notations du n® 4.

a) Soit me N. On ordonne N™ par Pordre produit. Montrer que, pour toute partie S de

N™, ’ensemblc des éléments minimaux de S est fini.

b) Soientay, ..., ay les éléments de R deux a deux distinets, X; € g% — {0}, S Pensemble des

suites non nulles (p;) € N™ telles que Zl"“i = 0, M P’ensemble des éléments minimaux de S.

Alors b et les XP*. . . XP™ out (py, ..., pm) € M, engendrent Palgébre U°.

¢) Montrer que U° est une algébre noethérienne 4 gauche et a droite. (Munir U° de la

filtration induite par celle de U(g), et montrer, en utilisant a) et ), que gr U° est commuta-

tive de type fini.)

d) Montrer que, pour tout A € b*, U* est un U%module 4 gauche (resp. a droite) de type

fini.

¢) Soit V un g-module simple tel que V. = @ V,.Si Pun des V, # 0 est de dimension
Aeh*

finie, tous les V, sont de dimension finie. (Utiliser d).)

5) Montrer que, si g = s1(2, k), les modules Z()) de ce paragraphe sont isomorphes aux
modules Z(}) du § 1, exerc. 2.

§7
Tous les g-modules considérés (4 part ceux des exerc. 14 et 15) sont supposés de dimension
finie.

1) Soit w € P, ,; notons S{w) Pensemble des poids de E{w), aulrement dit le plus petit
sous-ensemble R-saturé de P contenant « (prop. 5). Si e S(w), on a A = » (mod. Q).
Inversement, soit A€ P tel que A = o (mod. Q); prouver ’équivalence des propriétés
suivantes:

(1) reS{e);

(il) @ — wire Q, pour tout we W;

(iii) » appartient 4 I'enveloppe convexe de W . o dans .

(Pour prouver que (iii) = (ii), remarquer que o — wo est combinaison linéaire a coefli-
cients =0 des éléments de R, ; en déduire, par convexité, que w — w2 jouit de la méme
propriété; comme « — wk appartient a Q, cela entraine o — wi e () ;. Pour prouver
que (i) = (i), choisir w tel que wx € P, ,, et appliquer le cor. 2 & la prop. 3. I’implication
(i) = (i1i) est immédiate.)
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2) Soit (R,)e; la famille des composantes irréductibles de R, et g = H g; la décomposition

fel
correspondante de g en produit d’algébres simples. On identific P au produit des P(R)), et
on munit chaque P(R;) de la relation d’ordre définie par la base B, = B R,.
a) Soit w = () un élément de P, , = H P, , (Ry). Montrer que le g-module simple
1€l

E(w) est isomorphe au produit tensoriel des g;-modules simples E({c,).
b) Soit A (resp. ;) Pensemble des éléments de P, . (resp. de P, , (R;)) qui possédent les
propriétés équivalentes (i), (ii), (i), (iv) des prop. 6 et 7. Montrer que .# = I—I‘/z’,,

iel
autrement dit que w € . si et seulement si, pour tout i € I, o, est, soit nul, soit un poids
minuscule de R;. En déduire que . est un systéme de représentants dans P des éléments de
P/Q.
¢) Soient E un g-module simple, et Z I’ensemble de ses poids. Montrer que & contient un
élément de A et un seul, et que la multiplicité de cet élément est égale 4 la borne supérieure
des multiplicités des éléments de Z'.

3) a) Soit E un g-module. Montrer P’équivalence des conditions:
(i) Le rang du produit semi-direct de g par E est strictement plus grand que celui de g.
(ii) O est un poids de E.
(1) II existe un poids de E qui est radiciel (i.e. appartient & Q).
b) On suppose E simple. Montrer que (i), (i1}, (ilt) équivalent a:
(iv) Le plus grand poids de E est radiciel.
Si ces conditions sont réalisées, 1l n’existe sur £ auncune forme bilinéaire alternée inva-
riante non nulle. (Utiliser la prop. 12 et la prop. 1 (ii) du §6.)

4) Solent &" une extension de &, et g’ = gy Montrer que tout g’-module provient, par
extension des scalaires, d’un g-module, qui est unique a isomorphisme prés.

5) Soit E un g-module. Montrer I’équivalence des conditions:
(1) E est fidele (i.e. Papplication canoniquc de g dans gl(E) est injective).
(ii) Toute racine de g est différence de deux poids de E.

9 6) Soit ¢ un automorphisme involutif de g dont la restriction & b est —Id. Montrer que,
si E est un g-module, il existe sur E une forme bilinéaire symétrique non dégénérée ¥ telle
que
Y(x.a, b) + Y(a, ¢(x).0) =0 pour x€g, a bek.

(Se ramener au cas ou E est simple. Montrer que le transformé par ¢ de E est isomorphe au
dual E* de E, d’ou Pexistence d’une forme bilinéaire non dégénérée ¥ satisfaisant a la
condition ci-dessus. Montrer ensuite que, si ¢ est un vecteur primitif de E, on a (e, ¢) # 0.
En déduire que ¥ est symétrique.)

7) Sixe P, ;,onnote py: U(g) — End(E(})) la représentation définie par le module simple
E(2). On a Im(p,) = End(E(2)); on pose m;, = Ker(p,).

a) Montrer que les ny, sont deux a deux distincts, et que ce sont les seuls idéaux bilatéres
m de U(g) tels que U(g)/m soit une k-algebre simple de dimension finie.

b) SiT est une partie finie de P, ,, on pose my = }QI m,. Montrer que ’application canoni-

que U(g)/m; — H U(g)/m, est un isomorphisme, et que tout idéal bilatére de codimension
A€l

finie de U(g) est égal & un des my, et a un seul.

¢) Montrer que Pantiautomorphisme principal de U(g) transforme m, en m, 4, o A* = —wph
(cf. prop. 11).

4 8) Soit g une algébre de Lie semi-simple; exceptionnellement, dans cet exercice, on ne
suppose pas g déployée. Soient £ une cloture algébrique de £, et

n: Gal(k/k) — Aut(R,B)
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I’homomorphisme défini au § 5, exerc. 8. On fait opérer Gal(k/k), au moyen de =, sur
I’ensemble P . des poids dominants de R relativement 3 B; soit Q un systéme de repré-
sentants des éléments du quotient P, , /Gal(k/k).

@) On pose§ = k & ¢. Si I est une partie finie de P, , stable par Gal(k/k), I’idéal bilatére
ity de U(g) associé a I (cf. exerc. 7) est de la forme £ & my, olt m; est un idéal bilatére de
U(g). Montrer que ’on obtient ainsi, une fois et une seule, tous les idéaux bilatéres de
codimension finie de U(g).

b) Soient o € Q, I{w) son orbite par Gal(k/k), et G, le stabilisateur de w; soit k, la sous-
extension de £ correspondant a G, par la théorie de Galois. Montrer que U(g)/myy, est une
algébre simple dont le centre est isomorphe 2 k,. Tout idéal bilatére m de U(g) tel que
U(g)/m soit une algébre simple de dimension finie est égal 4 un des My, et 2 un seul.

¢) Le groupe Gal(k/k) opére, grice a m, sur ’anneau R(g) ; notons R(g)™®Y le sous-anneau de
R(g) formé des éléments invariants par Gal(k/k). Montrer que I’application [E] — [£ ®, E]
se prolonge en un homomorphisme injectif de R(g) dans R(G)'"¥ dont le conoyau est un
groupe de torsion; c’est un isomorphisme si et seulement si, pour tout » € Q, U(g)/my,, est
une algeébre de matrices sur £,; on montrera que c’est le cas lorsque g posséde une sous-algé-
bre de Borel.t

9) Soient a; et a, des algébres de Lie. Montrer qu’il existe un homomorphisme
J:R(a;) @z R(az) — R(a; x ag)

et un seul tel que f({E;] ® [Ez]) = [E; ® Eg] st E; est un a;-module (i = 1, 2). Montrer
que f est injectif, et qu’il est bijectif si a; ou ay est semi-simple déployable.

10) Soit T" un sous-groupe de P contenant Q). Un tel sous-groupe est stable par W.

a) Montrer que, si A€ P, . N T, tous les poids de E(}) appartiennent a I'.

b) Soit Rp(g) le sous-groupe de R(g) de base les [A], avec xe P, , N T. Si E est un g-
module, on a [E] € Rp(g) si et seulement si tous les poids de E appartiennent 2 I'. En
déduire que Rp(g) est un sous-anneau de R(g).

¢) Montrer que ’homomorphisme ch: Rp(g) — Z[I'] est un isomorphisme de Rp(g) sur
le sous-anneau de Z[T'] formé des éléments invariants par W. (Utiliser le th. 2 (ii).)

d) Expliciter R(g) et R(g) lorsque g = sl(2, k) et I' = Q.

§ 11) Les notations sont celles du n°® 7. Pour tout entier m > 1, on note ¥ I’endomor-
phisme de Z[A] qui transforme ¢* en ¢™. On a ¥ = Id et V"o ¥ = Wma,

Soit E un espace vectoriel gradué de type A, de dimension finie. Pour tout n = 0, on
note a,E (resp. s,E) la puissance extérieure (resp. symétrique) n-éme de E, munie de sa
graduation naturelle.

a) Montrer que ’on a

n ch(s,E) i ¥ (ch(E)) ch{s,-mE)

m=1

et

Ma

n ch(a,E) = (= 1)m=*¥'™(ch(E)) ch(a,.,E).

1

1

m
En déduire que ch(s,E) et ch(a,E) peuvent s’exprimer comme polynémes a coefficients
rationnels en les ¥"(ch(E)), 1 < m < n. On a par exemple:

ch(s;E) = £ ch(E)? + 192(ch(E))
ch(aE) = 1 ch(E)2 — 1'P2(ch(E)).

N

il

i

1 Pour plus de détails sur cet exercice, voir: J. Tits, Représentations linéaires irréductibles d’un
groupe réductif sur un corps quelconque, J. de Crelle, t. CCXLVII (1971), p. 196-220.
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b) Démontrer les identités suivantes (dans Palgébre des séries formelles en une variable T,
4 coefficients dans Q[A]):

0

> ch(s,E)T* = exp{mi;l ‘P""(ch(E))T"‘/m}

n=0

et

©

> ch(a,E)T" = cxp{ > (- l)m‘l‘lf’"(ch(E))T"’/m}.
n=0 m=1
¢) On suppose que A est un groupe, ce qui permet de définir les ¥ pour tout me Z.
Montrer que, si E* est le dual gradué de E, on a

ch(E*) = W¥~1(ch(E)).

d) On identific R(g), au moyen de ch, & un sous-anneau de Z[P]. Montrer que R(g) est
stable par les ¥™, me Z, et qu’il en est de méme des sous-anneaux Rp(g) définis dans
I’exercice précédent.

12) Soient A€ P, , et ', ’ensemble des poids de E(}). Montrer qu’on n’a pas
Xy x—Pyy
en général. (Considérer par exemple la représentation adjointe de s{(3, £).)
13) Soit x = z a,o un élément de P, .. Pour n = 0, 1,... on note 2", Pensemble des

xeB
poids i de E(2) tels que A — i soit somme de n éléments de B. Soit s, la somme des multi-
plicités des éléments de &, (comme poids de E(2)). Soit T = 2 Z ay. Montrer que:

. xeB
a) T est un entier >0.
b) s, =0pourn > T, et sz_, = s,
¢) Sir estla partie entiére de T/2, on a 5y < 55 < -+ < $43.

4 14) Soient » € P, ., F, le plus grand sous-module propre de Z(2) et » un élément primitif
de poids A de Z(2), cf. §6, n° 3. Montrer que:

Fo= > U@XM* = 5 Um) XM=y,
“eB xeB
15) Soient A € b* et v (resp. ¢*) un élément primitif de poids A de Z(}) (resp. de E(3)). Soit I
(resp. I’} Pannulateur de v (resp. ') dans U(g).
a) Onal=Ugn, + > U(g)k — AH).

heb
b) T’ est le plus grand idéal & gauche de U(g) distinct de U(g) et contenant I.
¢) SireP,,,ona
=1+ 3 U@X2" =14+ 3 Un )X F=t

oeB xeB

(Utiliser Pexercice précédent.)

€ 16) Soient V et V' deux g-modules. On dit que V’ est subordonné a V s’il existe une applica-
tion linéaire f: V — V'’ telle que:

) f est surjective; B) image par f d’un élément primitif de V est, soit 0, soit un élément
primitif de V’; v) f est un n_-homomorphisme.
a) Soit f: V— V’ vérifiant «), B), v). Soit v un élément primitif de V. Alors I'image par f
du sous-g-module engendré par v est le sous-g-module engendré par f(v).
b) Soit f: V — V’ vérifiant «), B), v). Soit W un sous-g-module de V. Alors f{W) est un
sous-g-module de V’ qui est subordonné a W.
¢) Soient V=E, @®---@E; et V=E ®--- D Es’, des décompositions de V et V’ en
sommes de modules simples. Pour que V' soit subordonné 2 V, il faut et il suffit que 5" < s

,

et qu'il existe o € &, tel que EJ soit subordonné & Eqy pour i = 1, ..., s".
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d) Si V’ est subordonné 4 V, et si V est simple, V’ est simple ou réduit 4 0.

¢) On suppose V et V’ simples. Soient A et A" leurs plus grands poids. Pour que V’ soit
subordonné a V, il faut et il suffit que V' (H,) < A(H,) pour tout x € B. (Pour la suffisance,
utiliser I’exercice précédent.)

17) Soient A, pe P, , et a € B tels que AM(H,) = et u(H,) = 1. Soit F = E(}) Q E(w).
a) Montrer que dim F**% = | et dim FA+%-% = 2,

b) Montrer que X, : FAth—o o FA+0 st surjectif, et que les ¢léments non nuls de son
noyau sont primitifs (remarquer que, st 8 € B est distinct de «, A + & — « + § n’est pas un
poids de F).

¢) En déduire que E(2) @ E(p) contient un sous-module et un seul isomorphe a

E(r + ¢ — o).

d) Montrer que S?2(E(})) (resp. AZE(})) contient un sous-module et un scul isomorphe a
E(22) (resp. a E(2)\ — a)).

4 18) On choisit sur b une forme bilinéaire symétrique positive non dégénérée .19
invariante par W. Soit A€ P, .
@) Soit w un poids de E(2). Ecrivons » — y sous la forme z kyo. Soit « € B tel que &, # 0.

xeB
Montrer qu’il existe ay, . .., o, € B tels que (A | oy) # 0, {og | 2) £ 0,. .., (-1 [ @) # O,
(2 | ) # 0.
b) Soit v un élément primitif de E(}), et soient a4, ..., o, € B vérifiant les conditions sui-
vantes:
(1) (o] aye1) # 0 powr i=1,2,...,n~ 1;
(1) (og]oy) =0 pour j > i+ 1;
(iii) MH,,) # 0 et MH,,) =---= MH,,) = 0.
Montrer que X_, X o, _,...X_ o0 # 0. (Obscrver que, pour 1 < 5 < n,

— oy
7\—011—"-—0’.3‘1-}-0("

n’est pas un poids de E(2), et en déduire, par récurrence sur s, que X, X0 X o, .. . X_,0#
0)SiceGreto# LonaX o X o 1y Xoagay = 0 (Soit’r le plus petit entier tel
que o(r) # r. Utiliser a) pour montrer que A — gy — -+ — Oy R'est pas un poids de
E(0).)
¢) Soit X" € P, ,. On appelle chaine joignant A a 1" une suite (o, ..., o) d’éléments de B
tels que = 1, (M| ay) #0, (o3 [ag) #0,..., (tp1 | on) # 0, (3, | ) # 0. Une telle
chailne est dite minimale si aucune sous-suite stricte de (ay, . . ., o,) ne joint X 4 2. On a alors
(o) =0si|j—i| =2, (AMo) =0siiz=2et (N |ag) =0sii<n— L
d) Soit (ag, . . ., o) une chaine minimale joignant A a X", Si 2" est un vecteur primitif de E()"),
on pose:

9 = X_ o X gy qe- X g0 (s=0,1,...,n)

vy = X oo X g X0 (s=0,1,...,n)

ap = (M oy), a, = (= 1)"(N | o), a5 = (—1)¥"og ] o541), 1 € 5 < n — 1. Montrer que

n

’
z aws @ v
$=0

est un élément primitif de poids A + A" — oy — -+ — 3, de E(}) @ E()), et que Cest le
seul, & homothétie prés.
(Utiliser b) et ¢) pour montrer gue tout élément de E(2) & E(1’) de poids
AN —oay —ee— oy

est combinaison lindaire des v; & v;. Exprimer ensuite qu'une telle combinaison linéaire est
un vecteur primitif.)
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En déduire que E(A) Q E()\") contient un sous-g-module et un seul isomorphe a
Eh+ N — oy — - — o).
{Lorsque n = 1 on retrouve Pexerc. 17.)

¢) Soit w un élément primitif de E(}) & E(2"). On suppose que le poids v de w est distinct
de A + A’. Montrer qu’il existe une chaine (o, ..., o,) joignant x a }” telle que

VEXNF N — oty — e —
(Soit C Pensemble des o € B tels que la coordonnée d’indice o« de A + 2" — v soit #0.
Soit D (resp. D) I'ensemble des o € C tels qu’il existe v, ..., v, € G vérifiant (A | y;) # 0
(resp. (W ivD) 20 (ralva) # 0oy (veon [ ve) # 0, (v | @) # 0. Soit Y (resp. Y)
I’ensemble des poids de E(}) (resp. de E()")) de la forme A — Z koo (resp. A - Z kaa),

aelC «eC
avec k, € N. Montrer que w appartient a (Z E(?&)“) ®( Z E()\’)“'). Utilisant a) et le
ney Hey”
fait que v % A + A7, monirer que DN D’ # @.)
) Montrer I’équivalence des propriétés suivantes:
(i) E(A) ® E(X’) est isomorphe a E(x + X').
(i) E(2) ® E()) est un module simple.
(i) H n’existe pas de chaine joignant 2 a A\,
(iv) R est somme directe de deux systémes de racines R, ¢t R} tels que 2 P(R,) et ' €
P(RY).
(v) g est produit de deux idéaux s et s’ tels que s’ . E(A) = Oet s.E(}) = 0.
(Utiliser d) pour prouver ’équivalence de (ii) et (iii).)t

19) On reprend les notations de la prop. 10. Soit £ une cléture algébrique de k. Si x € g,
on note Ze(x) (resp. Lp(x), resp. Le(x)) Pensemble des valeurs propres de xg (resp. xg,
resp. xg) dans k. Montrer que Z¢(x) = Z(x) + Zr(x) pour tout x € g, et que, lorsque E et
F sont donnés, cette propriété caractérise le g-module simple G a isomorphisme prés.

20) On suppose que & = R ou G. Soit I un groupe de Lic simplement connexe d’algébre
de Lie g. Solent A, p, E, F, G comme dans la prop. 10. Soit (¢4, .. ., &,) (resp. (f1,--->/3))
une base de E (resp. F) formée d’éléments qui sont vecteurs propres pour b, avec en outre
e, € E* et f; € F*. On peut considérer E, F, G comme des I"-modules. Si y € I', notons «,(y)
la coordonnée d’indice ¢ de y.¢;, et b;(y) la coordonnée d’indice j de yv.f;. Montrer que la
fonction ab; sur I" n’est pas identiquement nulle. En déduire que, pour tout (7, ), il existe
un élément de G < E ® F dont la coordonnée d’indice (7, j) est #0, d’ol, pour £ = Rou C,
une nouvelle démonstration de la prop. 10. Passer de 1a au cas o1 £ = Q, puis au cas d’un
corps quelconque, cf. exerc. 4.

21) Sotent A, pe P, .. Soient E, F, G des g-modules simples de plus grands poids A, g,
A + w@, et soit n un entier = 1. Si o est un poids de E de multiplicité n, alors & + g est un
poids de G de multiplicité =n. (On a G®** < @ E'®@F° Sidim Go** < n, la

vig=w+n
projection de G®* # sur E® & F* est de la forme E” @ I, avec E’ strictement contenu dans
Ee. Tirer de 14 une contradiction en choisissant des bases adaptées de E et de F, et en imitant

la démonstration de la prop. 10.)

22) On suppose g simple, autrement dit R irréductible. Montrer qu’il existe un poids
dominant A # 0 et un seul tel que 'ensemble des poids de E(2) soit W.x U {0}: on a
A = o, ol « € R est tel que H, soit la plus grande racine de RY. Lorsque toutes les racines
ont méme longueur (cas A, D;, Eg, Eq, Eg), on a & = &; C’est la seule racine qui soit un
poids dominant; la représentation correspondante est la représentation adjointe de g. Dans
les autres cas, X est la seule racine de longueur minimum qui soit un poids dominant; avec
les notations de VI, Planches, on a: » = @, (type B)); A = @, (type C)); » = w4 (type Fy);
A = w; (type Gy).

1 Pour plus de détails, cf. £. B. pyNKIN, Les sous-groupes maximaux des groupes classiques [en russe],
Trudy Moskov. Mat. 0bs¢., 1. 1 (1932), p. 39-166 (= Amer. Math. Transl., vol. 6 (1957), p. 245--374).
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23) Soit U® le commutant de b dans U(g) (cf. § 6, n®4).

a) Soit V un g-module (de dimension finie). Montrer que les V2, X € P, sont stables par U°,
et que, si V est simple et V* 7 0, V* est un U%module simple (utiliser la décomposition
U(g) = @ U, loc. cit.)

b) Montrer que, pour tout élément ¢ # 0 de U, il existe unc représentation simple de
dimension finie p de U? telle que p(¢) # 0. (Utiliser a), ainsi que I, § 7, exerc. 3 a).)

24) Soient U une algebre associative unifére et M Pensemble de ses idéaux bilatéres de
codimension finie.

a) Soit U* Pespace vectoriel dual de U. Si 8 € U*, montrer ’équivalence des propriétés
suivantes:

(1) 1l existe me M tel que 8(m) = 0;

(11) il existe deux familles finies (07) et (67) d’éléments de U* telles que

O(xy) = z 0:(x) 07 () quels que soient x,y € U.
i

Les éléments 0 ayant ces propriétés forment un sous-espace U’ de U*, qui coincide avec
celui noté B’ dans A, I11, p. 202, exerc. 27. 11 existe sur U’ une structure de cogebre et une
seule dont le coproduit ¢: U’ — U’ & U’ est donné par

o(0) = 2,0 & 0,
ot 65, 67 € U’ sont tels que 8(xy) = Z 0;(x) 07 (y) quels que soient x, y € U, cf. (ii).

La cogebre U’ est réunion ﬁltrante croissante des sous-espaces (U/m)*, m e M, qui sont
de dimension finie. Le dual de U’ s’identifie 4 Palgébre U = Iim U/m; si Pon munit U de la
i

topologie limite projective des topologies discrétes des U/m, m € M, les formes linéaires
continues sur U sont données par les éléments de U”.
b) Soit E un U-module 4 gauche de dimension finic. Son annulateur my appartient & M;
le composé U — Uiy > End(E) munit E d’une structure de U-module a gauche. Si F
est un U-module a gauche de dimension finie, une application linéaire /: E — F est un
U-homomorphisme si et seulement si c¢’est un U-homomorphisme. Si ae€ E, b€ E*, la
forme linéaire 0, ,: 2+ {xa, b> appartient 2 U’, et 'on a

{#y Og,ppy = <{xa, b> pour tout x ¢ U.
Les 0,,, (pour E, a, b variables) engendrent le k-espace vectoriel U’.

¢) Soit Xy Pensemble des classes d’isomorphisme de U-modules & gauche de dimension
finie. Pour tout E € X, soit g un endomorphisme &-linéaire de E; on suppose que

Soug = upof quels que soient E, F € Xy et f€ Homy(E, F

Montrer qu’il existe une élément x e U et un seul tel que xz = uy pour tout It & Xy. (Se
ramener au cas ol U est de dimension finie.)

4 25) Soient a une algébre de Lie et U son algébre enveloppante. On applique les définitions
ct résultats de Pexerc. 24 a Palgebre U. On a en partxcuher U’ < U#, et le dual de U’

s’identifie 4 Palgébre U = lim U/m; Papplication canonique U — U est injective (I, § 7,
s
exerc. 3).
a) Lastructure de cogébre de U (11, § 1, n° 4) définit sur son dual U* une structure d’algebre
(cf. 11, § 1, n® 5, prop. 10, ainsi que A, 111, p. 28). Si E, F sont des a-modules de dimension
finie, on a
b« Oca = Oome,0®a pour a€E,beE* ceF,del*

En déduire que U’ est une sous-algébre de U*. Les structures de cogebre et d’algébre de U’
en font une bigébre commutative (A, III, p. 148).

&) Soit x un élément de U; on identific x & une forme linéaire U’ — k. Démontrer I’équi-
valence des propriétés suivantes:

(1) x est un homomorphisme d’algébres de U’ dans 4.
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(i1) xger = ¥g & xp quels que soient les a-modules E et F de dimension finie.

(On montrera d’abord que (ii) équivaut a
(11") 2(Be@ep@a) = #(04,5)%(0c,4) si acE,beE¥ ceF,deF*,
et on utilisera le fait que les 0, , engendrent U’.)
¢) Soit x un élément de U vérifiant les conditions (i) et (ii) de 4). Montrer ’équivalence des
conditions:

(ii1) x transforme I’élément unité de U’ en ’élément unité de £.

(iv) x # 0.

(v) Sil’on munit £ de la structure de ¢-module triviale, on a x, = Id.
(vi) xg est inversible quel que soit E.

(L’équivalence (iii) < (iv) résulte de ce que x est un homomorphisme d’algébres.
D’autre part, on a x, = X Id, avec A € k. Utilisant le a-isomorphisme £ @ E — E, on en
déduit que Axg = xg pour tout E et en particulier A2 = X, en prenant E = 4. Le cas A = 1
correspond a x # 0, d’ott (iv) < (v), et (vi) = (v). Pour prouver que (v) = (vi), on mon-
trera que, si I est le dual de E, on a fxp o xz = A Idg.)

d) Soit G I’ensemble des éléments de U vérifiant les conditions (i) & (vi) ci-dessus. Montrer
que G est un sous-groupe du groupe des éléments inversibles de U.

Soit x € G. Si E est un a-module de dimension finie, on a xy € GL(E). Ceci s’applique
notamment & E = a, muni de la représentation adjointe; d’ott un élément x, € GL(a).
Montrer que x, est un automorphisme de a (utiliser le a-homomorphisme a ® a— a
donné par le crochet). On obtient ainsi un homomorphisme v: G — Aut(a). Si E est un
a-module de dimension finie, on a

xu(y.¢) = v(x)(y).xx(e) si yea,eckE

(utiliser le a-homomorphisme a @ E — E donné par ’action de a sur E).
¢) L’antiautomorphisme principal ¢ de U s’étend par continuité 2 U. Son transposé laisse
stable U’ et induit sur U’ une inversion (A, III, p. 198, exerc. 4). Six€ G, ona o(x) = x~ 1.
J) On suppose a semi-simple!. Soit #n un élément nilpotent de a. Il existe alors un élément
e", et un seul, de G tel que (¢")p = exp(ng) pour tout a-module E de dimension finie. On a
v(e") = exp(ad n) € Aut(a), d’oir Aut,(a) < v(G).

Si b est une sous-algébre de a formée d’éléments nilpotents, montrer que on a

et . gm = gHinm pour n,meb,
ol H désigne la série de Hausdorff (11, § 6).

9 26) On applique les notations et résultats de P’exerc. 25 au cas olt a = g (cas déployé).
a) Soient x € G et 6 = v(x) son image dans Aut(g). St p cst une représentation de g, p et
p o o sont équivalentes. En déduire {cf. n° 2, Rem. 1) que o appartient &4 Auty(g). Etendre ce
résultat aux algébres semi-simples quelconques.
b) Soit ¢ € Ty = Hom(P, £*), ot P = P(R). Si E est un g-module, soit ¢z Pendomor-
phisme de E dont la restriction & chaque E* (h e P) est Phomothétie de rapport ¢(2).
Montrer qu'’il existe un élément ¢{¢) € G et un seul tel que {(p)y = @y pour tout E. (Utiliser
P’exerc. 24 ¢), ainsi que les caractérisations (ii) et (vi) de I'exerc. 25.) On obtient ainsi un
homomorphisme ¢: Tp — G. Montrer que ¢ est injectif. On Putilisera pour identifier Tp a
un sous-groupe de G. Le composé Tp ~> G — Aut(g) est ’homomorphisme noté fo ¢ au § 5,
n® 2.
¢} Soit x € G tel que o = v(x) appartienne au sous-groupe f(Tq) de Auty(g) (§5, n°2),
autrementditopére trivialement sur b; on note ¢ I'élément de Tq=Hom(Q, £*) correspondant
a x. On se propose de montrer que x appartient 2 Tp. On prouvera successivement:

¢;) Si E est un g-module, xy est un hp-endomorphisme de E.

(Utiliser le g-homomorphisme g @ E — E, et le fait que x opére trivialement sur §.)
En particulier, les E* sont stables par xg.

* *Dans ce cas, on peut montrer que U’ est la bigébre du groupe algébrique semi-simple simplement
connexe A d’algébre de Lie «a, et que G est le groupe des &-points de A.,



§7 EXERCICES 237

¢5) Ilexiste o € Ty tel que, pour tout g-module E, et tout élément primitif ¢ de E, de poids
A, on ait xge = @(A)e.

(Choisir p de telle sorte que cette relation soit vraie lorsque E est un module fondamental
E(w,). En déduire le cas des E(X), A € P, ,, en utilisant le plongement d’un tel module dans
un produit tensoriel des E(w,). Passer de la au cas général.)

¢3) On choisit ¢ comme dans ¢;). Soit E un g-module simple de plus grand poids 2, et
soit w un poids de E; ona X — p € Q. Montrer que la restriction de xg & E* est ’homothétie
de rapport (A ¢( — 2). (Méme méthode que pour ¢,;).)

cq) Sin, peP, ., etsiae B n’est orthogonal ni A Aniap,ona

e(r + p — o) = o(d + W(—a),

d’olr () = (o). (Utiliser ¢y), ¢3), et le plongement de E(A + p — a) dans E(3) @ E(u),
cf. exerc. 17.)

¢5) Déduire de ¢;) que ¢ | Q = {, et utiliser ¢3) pour en déduire que x = #(gp).
d) On identifie Ty au moyen de f 2 un sous-groupe de Auty(g). On a, d’aprés a),

Aut.(g) < #(G) < Auty(g)

et, d’aprés ¢), v(G) N Tq = Im(Tp). En déduire (cf. § 5, n° 3) que Aut.(g) N Tq =
Im (Tp)et que f(G) = Aut.(g). L’application canonique

vz To/Im (Te) — Auto(g)/Aut.(g)

est donc un isomorphisme.
e) Le noyau de v: G — Aut,(g) est égal au noyau de Tp — Tgq; il est isomorphe a

Hom(P/Q, k*);

c’est un groupe abélien fini, contenu dans le centre de G, et son ordre divise (P:Q);si k est
algébriquement clos, il est isomorphe au dual de P/Q (A, VII, § 4, n° 8).

S) Soient x e R, X, € g% et X_, € © tels que [X,, X_,] = — H,, et soit p, la représenta-
tion correspondante de si(2, k) dans g. Si E est un g-module, on en déduit (§ 1, n° 4) une
représentation de SL(2, £) dans E, d’ou (exerc. 25 4}, ¢)) un homomorphisme

Po: SL(2, %) — G.

Montrer que Im(¢,) contient les éléments de Tp de la forme X t*H) ¢t e k*. En déduire
que les Im(g,), « € B, engendrent G (on montrera d’abord que le groupe qu’ils engendrent
contient Tp). En particulier, G est engendré par les ¢", avec n € g%, « € B U —B. Le groupe
dérivé de G est égal & G.

g) Si un sous-groupe G’ de G est tel que v(G’) = Aut.(g), on a G' = G (utiliser f)).

k) Soit E un g-module fidéle, et soit I' le sous-groupe de P engendré par les poids de E.
On a P> 5 Q, cf. exerc. 5. Montrer que le noyau de ’homomorphisme canonique
G — GL(E) est égal au sous-groupe de Tp formé des éléments ¢ dont la restriction & T' est
triviale. Si en particulier I' = P, Phomomorphisme G —> GL(E) est injectif .Si I' = Q, cet
homomorphisme se factorise en G > Aut,(g) -» GL(E), et ’homomorphisme Aut,(g)
—GL(E) est injectif.

27) Soit Q = P/Q). Siw e Q, et si E est un g-module, on note E,, la somme directe des E*,
pour A€ w. Ona E = @ E,,.

[aF=3e]

a) Montrer que E , est un sous-g-module de E. On a (E¥), = (E_,)* et
(E®F)m= @ Ea®FB
xtB=w

si F est un autre g-module.

b) Soit y € Hom(Q, k*) = Ker(Tp — Ty). On identifie ¥ 2 un élément du noyau de
S G — Aut,(g), cf. exerc. 26 ¢). Montrer que action de y sur E,, est Phomothétie de rapport
x(w).

¢) Que sont les E, lorsque g = sl(2, %) ?
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§8

1) Soit f une fonction polynomiale invariante sur g. Montrer que f est invariante par
Aut(g) si et seulement si f| b est invariante par Aut(R). En déduire que, si le graphe de
Dynkin de R a un automorphisme non trivial, il existe une fonction polynomiale invariante
sur g qui n’est pas invariante par Aut(g).

2) On prend g = si(3, k). Montrer que x — det(x) est une fonction polynomiale invariante
sur g qui n’est pas invariante par Aut(g) (utiliser Pautomorphisme x+— —x).

3) Soient a une algébre de Lie semi-simple, et s € Aut(a). Montrer I’équivalence de:
(1) se Aute(a).
(ii) s opére trivialement sur le centre de U(a).
(iit) Pour tout x € q, il existe £ € Auty(a) tel que tx = sx.
(Utiliser la prop. 6 pour montrer que (iii) = (i).)

4) Montrer que, dans le cor. 2 de la prop. 2, et dans le th. | (ii), on peut se borner aux
représentations p dont les poids sont radiciels (remarquer que la prop. | reste valable
lorsqu’on remplace A[P]¥ par £[Q %, ot Q est le groupe des poids radiciels).

5) On reprend les notations des §§ 6, 7. Soit A e b*. Si, pour tout we W, w # 1, on a

A+ p) — w(r + p) ¢ Qy, alors Z(A) est simple.
(Utiliser le cor. 1 (ii) du th. 2.)

6) Soient a une algeébre de Lie, fune fonction polynomiale sur a, et x, y deux éléments de a.
On pose f, = 6*(y) f (cf. n° 3), et on note D, fapplication linéaire tangente a f cn x (VII,
App. I, n° 2). Montrer que f,(x) = (D.f)([x, ¥]). En déduire que D, f s’annule sur Im ad(x)
lorsque f est invariante.

7) *Solent di, .. ., d; les degrés caractéristiques de P’algébre I(g), cf. V, § 5, n® 1. Pour tout
entier n = 0, on note r, le nombre d’éléments de degré n d’une base homogéne de S(g) sur

I(g) (cf. n° 3, Rem. 2), et on pose r(T) = Z r,T®. Montrer que

n=0
1=1
r(T) = -T)""]] (1 ~-T%), ot N = dim(g).4
i=1
8) On pose ! = rg(g), N = dim(g). Si x € g, on définit ;(x), 0 < i < N, par la formule
N
det(T + ad x) = Z TN~ 1ag,(x).
=0

La fonction ¢; ainsi définie est polynomiale homogéne de degré i, et invariante par Aut(g).
Sixebeti < N — [, a(x) est la i-éme fonction symétrique élémentaire des a(x), x € R; en
particulier, on a ay-;(x) = [ [ «(x). Construire un exemple oi1 les 2; n’engendrent pas

xeR
Palgébre des fonctions polynomiales sur g invariantes par Aut(g).

9) Les notations sont celles du n° 5. Solent X € b*, z€ Z, 2z 'image de z par I’antiauto-
morphisme principal de U(g), et wq I’élément de W qui transforme B en — B. Montrer que
10(2) = % uer(2)-

(11 suffit de le prouver pour A € P, . Considérer alors Paction de z dans E(3) et E(A\)*;
utiliser la prop. 11 du § 7.)

10) (Dans cet exercice, ainsi que dans les trois suivants, on reprend les notations du § 6.)
Soit A € b*.

a) Soient N, N’ des sous-g-modules de Z(}) tels que N’ © N et que N/N’ soit simple.
Montrer qu’il existe p. € A — Q, tel que N/N” soit isomorphe a E(u) (appliquer le th. 1 du
§6), et que p + pe W.(x + p) (appliquer le cor. 1 du th. 2).
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b) Montrer que Z(2) admet une suite de Jordan-Holder. (Appliquer a) et le fait que les
poids de Z(2) sont de multiplicité finie.)

11} Soient X € b* ¢t V un sous-g-module non nul de Z(X). Montrer qu’il existe p € b* tel
que V contienne un sous-g-module simple isomorphe a Z{u).

(Soit A ’ensemble des v € b* tels que V conticnne un sous-g-module isomorphe a Z(v).
En utilisant la prop. 6 du § 6, montrer d’abord que A # §. Puis montrer que A est fini, et
considérer un élément p de A tel que (1 — Q) VA = {u}.)

§1 12) a) Soient A, p € b*. Tout g-homomorphisme non nul de Z(y) dans 7()\) est injectif.
(Utiliser la prop. 6 du §6.)
b) Soient r € N, A une partie finie de N7, m = Card(A). Pour tout EeN’, soient s(£) la
somme des coordonnées de £, et P,(&) le nombre de familles (1,)qea d'entiers 20 tels que
£ = Z neo. Alors P(E) < (s(&) + 1)™ pour tout £ € N". (Raisonner par récurrence sur m.)
xe A
¢) Soient A, p € b*. Montrer -que dim Homy(Z(p), Z(x)) < 1. (Soient ¢, et @, des g-
homomorphismes # 0 de Z(p) dans Z(2). Si Im(¢,) = Im(¢z), 1 et ¢, sont linéairement
dépendants d’aprés la prop. 1 (iii) du § 6. Supposons Im(p;) # Im(gy). Si Z(1) est simple,
la somme Im(g;) + Im(gy) est directe; en déduire que P(& + A — p) = 2P(E) pour tout
£ € b*, d’olt contradiction avec ). Dans le cas général, utiliser ’exerc. 11.)
Lorsque dim Homgy(Z(12), Z(A)) = 1, on écrit Z(n) < Z(}) par abus de notation,
d) Soit v € b*. L’ensemble des A € b* tels que Z(A — v) < Z(})) cst fermé dans b* pour la
topologie de Zariski.

4 13) @) Soient a une algébre de Lie nilpotente, x€ a, n € N, p € N. I existe [ € N tel que
#y1. . .yn € U(a)s® quels que soient y3, ..., 4y, € a.
b) Soient A, w € b*, et aw € B tels que

Z(sar — p) © Z(p ~ p) < Z(X — ).

On suppose A € P. Soit p = A(H,) € Z. Montrer que:
b)) Sip<O0,onaZ(h— p)  Z(syr — p)-
by) Sip > 0,0naZ(s,un — p) © Z(seh — p) < Z(X — p).
(Utiliser a), et le § 6, cor. 1 de la prop. 6.)

¢) Soient 2 € b*, x € R, et m = A(H,). Supposons m € N. Montrer que

Z(sh — p) < Z(x — p).

(Le prouver d’abord pour 2 € P en utilisant ), puis dans le cas général en utilisant Pexerc.
12 d).)*

14) *Soient a une algebre de Lic semi-simple, et Z(a) le centrc de U(a). Montrer que
U(a) est un Z(a)-module libre. (Remarquer que gr U(a) est isomorphe a S(a) et S(a¥), et
utiliser 1a Rem. 2 du n° 3.),

4 15) Soient x un élément diagonalisable de g (§ 3, exerc. 10}, et ¥ un élément semi-simple
de g tel que f(x) = f(y) pour toute fonction polynomiale f invariante sur g. Montrer qu’il
existe s € Aut.(g) tel que sy = x. (Remarquer que ad x et ad y ont méme polyndéme carac-
téristique, cf. exerc. 8, d’ou le fait que y est diagonalisable. Se ramener ensuite, griace a
Pexerc. 10 du § 3, au cas ol x ¢t y sont contenus dauns b, et utiliser le th. 1 (i) et le lemme 6
pour prouver que x et y sont conjugués par W.)

1 Pour plus de détails sur les exercices 10 a 13, voir: 1. N. BERNSTEIN, I. M. GELFAND et §. I. GELFAND,
Structure des représentations engendrées par des vecteurs de plus haut poids [en russe], Funct. Anal. {
evo prilojenie, t. V (1971), p. 1-9.

Dans ce mémoire, il est également prouvé que, si A, A" € b* sont tels que Z(A — p) < Z(X — p),
il existeyy, ..., Ya € R, telsque h = sy, . 508N et (5. ..5, X)) eN pour 0<7<n
On en déduit que Z(A — p) est simple si et sculement si A(H,) € N* pour touta ¢ R .
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16) Soient a une algébre de Lie semi-simple, ¥ un élément de q, et x; la composante semi-
simple de x. Montrer que, si f est une fonction polynomiale invariante sur a, on a f(x) = f(x;).
(Se ramener au cas ol f est de la forme x— Tr p(x)".)

17) On suppose k algébriquement clos, et 'on pose G = Aut,(g). Soient x, y € g. Montrer
I’équivalence de:
(i) Les composantes semi-simples de x et y sont G-conjuguées.
(ii) Pour toute fonction polynomiale invariante f sur g, on a f(x) = f(y).
(Utiliser les exerc. 15 et 16.)

18) Soient a une algébre de Lie semi-simple, I = rg(a), I Palg¢bre des fonctions poly-
nomiales invariants sur a, et Py, . .., P, des éléments homogénes de I engendrant I’algebre 1.
Les P, définissent une application polynomiale P: a — £ Si x € q, on note D,P: a — &
Papplication linéaire tangente &4 P en x (VII, App. I, n° 2).

a) Soit b une sous-algébre de Cartan de a, et soit x € . Prouver I’équivalence de:

(1) D,P | b est un isomorphisme de b sur &';

(1i) x est régulier.

(Se ramener au cas déployé. Choisir une base de b, et noter d(x) le déterminant de la matrice
donnant D,P | b relativement & cette base. Montrer, au moyen de la prop. 5de V, § 5, n° 4,
qwil existe ¢ € £* tel que d(x)2 = ¢ | [ a(x), olt « parcourt 'ensemble R des racines de

xeR
(0, b))
Si ces conditions sont satisfaites, on a a = b @ Im ad(x), et Ker D,P = Im ad(x)
(utiliser 'exerc. 6 pour montrer que D,P s’annule sur Im ad(x)).
b) Montrer que 'ensemble des x € a tels que D,P soit de rang / est un ouvert dense de a pour
la topologie de Zariski.

§9
Tous les g-modules considérés sont supposés de dimension finie.
1) Si m est un entier =0, on a dim E(mp) = (m 4+ 1)V, ou N = Card(R ).

2) Montrer qu’il existe une fonction polynomiale d sur b*; et une seule, telle que d(A) =
dim E()) pour tout A€ P, ,; son degré est Card(R,). On a

d(wk — p) = e(w)d(™ — p) si we W, reb*.
En particulier la fonction A +— d(h — p)? est invariante par W. En déduire qu’il existe un
élément et un seul # du centre de U(g) tel que y,{u) = d(R)? pour tout A € b* (appliquer le
th. 2 du § 8, n°5). Lorsque g = sl(2, £), on a u = C + 1, ot C est I'élément défini dans
P’exerc. 1 du § 1.

3) Soient &y, ..., k; les degrés caractéristiques de 'algébre des invariants de W (cf. V, § 5).
a) Montrer que, pour tout j = 1, le nombre des 7 tels que &; > j est égal au nombre des
a e R, tels que g, H,> = j. (Se ramener au cas ou R est irréductible, et utiliser VI, § 4,
exerc. 6¢).)(Cf. § 5, exerc. 5g))

b) En déduire la formule:

i=1
]_—_[ <p, Hy = ]_—I (ki - !
xeR 4+ i=1

91 4) On suppose g simple, et on note v 1’élément de R, tel que H, soit la plus grande racine
de RY; on écrit Hy = > nyH,. On a{p, H> = > n, = h — 1, ot & est le nombre de

aeB
Coxeter de R (VI, § 1, n° 11, prop. 31).
a) Soit a € B. Montrer que, pour tout e R, on a

<mu+ p:I{B> <h""n'cc'_' 1:
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et qu’il y a égalité si B = y. En déduire que tout facteur premier de dim E(w,) est < A
+ n, — 1.

b) On suppose &, non minuscule, i.e. 7, = 2. Soientme (2, n,) et p = b + m — 1. Vérifier
(cf. VI, Planches) qu’il existe B € R, tel que (o, Hpp = nyet{p, Hy> = h — 1 — (ny, — m),
d’ou {(w, + p, Hy> = p. En déduire que, si p est premier p, divise dim E(m,). (Remarquer
que p ne divise aucun des <{p, Hp», pour B € R, cf. exerc. 3.)

¢) Lorsque g est de type Gy (resp. Fy, Eg), on a A = 6 (resp. 12, 30), et dim E(w,) est
divisible par 7 (resp. 13, 31). Lorsque g est de type Eg (resp. E;), et que m, n’est pas minus-
cule, dim E(w,) est divisible par 13 (resp. 19).

€ 5) a) Soientx € R, x € g% y € g% et soit E un g-module. Montrer que, pour tout A € P,
on a

 Tr((w)s | EM = Tr((w)s | EX*®) + A([x, 4]) dim E~.
En déduire que

xzp Mix, y]) dim(E*) . e* = (1 — e™®) AZPTr((xy)E | E*) . e~

5) On munit b* d’une forme bilindaire symétrique <. , .> invariante par W et non dégénérée.
Soit A Pendomorphisme de P’espace vectoriel £[P] tel que A(e*) = {u, pDe* pour tout
w € P; sia, bek[P], on pose

A(a, b) = A(ab) — aA(d) — bA(a).
Prouver que
A(J(e") = <ps wJ(e%) pour pebP,
A(er, e*) = 240, poerte pour A up€eP,
A(ab,¢) = al’(b,¢) + bA'(a,c) pour a, b, cek[P].

¢) Soient A€ Py, ¢y = ch(E(Q)) et d = J(e?). Prouver que
Aepd) = 0+ o, A + pdepd.

(Utiliser a), b), le § 6, cor. de la prop. 7, et VI, § 3, n° 3, formule (3).)

d) Déduire de ce qui précéde, et du § 7, n® 2, prop. 5 (iii), une autre démonstration de la
formule de H. Weyl.

¢) Pour tout A € b*, on pose dim E* = m(%). Déduire de a) que

+ o

Tr((w)e | B = > (& + i)([x yl)m(x + ia)

i=0

+ 0
>+ @) ([my)m(r + ix) = 0.
1="w
f) Soit (., .> une forme bilinéaire symétrique invariante et non dégénérée sur g, dont la
restriction a b est I'inverse de la forme choisie plus haut. Soit I'" I’élément de Casimir cor-
respondant. On suppose E simple; posons I'y = v.1, ot y€k. Utilisant ¢) et le §2, n° 3,
prop. 6, montrer que, pour tout A € b*,

ym(x) = 3, om(d) + Z +z°° <N+ i, wpm(h + o),
xeR =0
puis que
ym) = < 0m) + > m)A, 0
xeR ¢
+2 > gm(x + i) {h + oy o)
aeRgy i=1
=, + zpim(x) +2 3 }:D m(h + ) {n + in, wd.

aeR4 t=1
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g) On suppose toujours E simple; soit o son plus grand poids. Déduire de f) que, pour tout
AEbD*, 0ona

+ o

Ko+ po+p>~+er+ed)mh)=2 > > md+ a)<d + i, ad.

axeR+ =1

(On rappelle que, d’aprés la prop. 5du§7, <o + p, o + p> > <A + g, A + g> sl A est un
poids de E distinct de . La formule précédente donne donc un procédé pour calculer les
m(3) de proche en proche.)?

6) Soit x> x* Pinvolution de 4[P] qui transforme ¢? en ¢~ ? pour tout p € P.
@) Onposec D =d*d = ]| (1 — ¢¥. Montrer que d* = (— 1), ot N = Card(R,), d’olt

aeR
D = (—1)N42
b) On définit deux formes linéaires € et I sur &[P] par les formules:

e(l) = 1, e(e?) = 0 si peP —{0}

et

I(f)

%e(D ) ou m = Card(W).

Montrer, en utilisant la formule d = J(e?), que I(1) = 1.
¢) Soient Ae P, , et ¢, = ch E(}) = J{¢**?)/d. Montrer que I(c,) = 0 si A # 0. (Méme
méthode que pour b).)
d) Montrer que I est & valeurs entiéres sur la sous-algébre Z[P]¥ = ch R(g) de 4[P]. Si E
est un g-module, la dimension de I’espace des invariants de g dans E est égale a I(ch E). (Se
ramener au cas ol E est simple et utiliser &) et ¢).)
e) OnadimE = 2 I(c¥ ch E) d(3), ot d(3) = dim E(3). En particulier:

AEP 4+ +

I(exen) = Su si LpeP, .
) Six p,veP, ., entier m(X, p, v) dela prop. 2 est égal & I{cy6,67). En déduire Pidentité

dNd(p) = 3 m g, Vde)  hp,veP,,.

VeP4 +
(Appliquer ¢) au g-module E = E(}) & E(u).)

€ 7) On reprend les notations de la démonstration du th. 2.
a) Montrer que

Sy = T (ewloT2 — p-wlotizy,

xeER 4

b) On choisit pour (. | .) la forme bilinéaire canonique ®y (VI, § 1, n° 12). Montrer que

AU =411+ @ lw)  (mod TVRILTI),

ou il:: II (“' a).
aeR 41
¢) Déduire (Ie b), et de Végalité J(e**?) = ch(E) . J(¢°), la formule:
S (ol o2 dim b = A0E Gy g),

neP

d) On suppose g simple. Montre que (p | p) = dim g/24. (Appliquer ¢) en prenant pour A la
plus grande racine de R, et utiliser Pexerc. 3 du §6.)

1 Pour plus de détails sur cet exercice, voir: 1. FREUDENTHAL, Zur Berechnung der Charaktere
der halbeinfachen Lieschen Gruppen, Proc. Kon. dkad. Wet. Amsterdam, t. LVII (1954}, p. 369-376.
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%1 8) Soit ¢ une fonction polynomiale sur b*, de degré r. Montrer qu’il existe une fonction
polynomiale ¥ sur b*, et une seule, qui est invariante par W, de degré <z, et telle que

S () dim E* = W(A + ¢) dim E

neP
pour tout g-module simple E de plus grand poids .

(Traiter d’abord le cas ot {() = (@ | v)*, ot v € P n’est orthogonal 4 aucune racine;

utiliser pour cela ’homomorphisme f, de la démonstration du th. 2, ainsi que V, § 5, n° 4,
prop. 5 (1).)

9) On utilise les notations de VI, planche I, dans le cas d’une algébre g de type A,. Soient
n, p des entiers =0.

a) On a P(nety, + poy) = 1 + inf(n, p).

b) Soit A = nw; + pwe. On a dim E(R) = 1(n + 1){(p + D){(n + p + 2). La multiplicité
du poids 0 dans E(2) est 0 si A n’est pas radiciel, i.e. si # # p (mod. 3); si A est radiciel, c’est
1 + inf(n, p).

10) On utilise les notations de VI, planche 11, dans le cas d’une algébre de type B,. Soient
n, p des entiers =0.
a) Ona

Plnay + plos + 205)) = 1 + 3p(p + 3)

PBlnog + plas + ag)) = [p7/4] + p + 1

Plnloy + @) + ploa + 200)) = [22/4] + n 4+ 1 + np + 3p(p + 3).
b) Soit 2 = n(ey + ag) + play + 2a). La multiplicité du poids 0 dans E(2) est
[#/2] + 1 + np + p.

11) On suppose que g n’est pas produit d’algebres de rang 1. Soit » € N. Montrer qu’il
existe un g-module simple dont Pun des poids a une multiplicité =an. (Supposer le résultat
inexact. Soit E, le module simple de plus grand poids 2 e P, ;. Comparer dim E, et le
nombre de poids distincts de E, quand (A | ) — oo (notations du th. 2).

]

12) Soit U° le commutant de b dans U(g). Si g est de rang 1, U° est commutative. Si g est
de rang =2, U°% admet des représentations simples de dimension finie arbitrairement grande.
(Utiliser P'exerc. 11 ainsi que Pexerc. 23 a) du § 7.)

13) Soit R un systéme de racines dans un espace vectoriel V. Deux éléments v;, v, de V
sont dits disjoints si R est somme directe de deux systémes de racines R; et R, (VI, § 1, n° 2)
tels que o, appartienne au sous-espace vectoriel de V engendré par Ry, i = 1, 2. Montrer
que deux éléments de Vg qui appartiennent 2 une méme chambre de R sont disjoints si et
seulement si ils sont orthogonaux.

9 14) a) Soient u,ve P, et y un poids de E(u). Soit p, la représentation de g dans E(p).
Soient X, € g* — {0}, Y, €g~% — {0}. Si o« € B, on pose v, = v(H,), et

E*(wm, v, v) = E(@'n uQB Ker p,(X,)v*1,
E-(w,v) = E@n ocOB Ker p,(Ye) %1,
d+(u, v,v) = dim E* (g, v, v), d= (@, v, v) = dim E- (g, v, v).

Pour tout A € b¥*, on pose A* = —wgh, ol wy est ’élément de W qui transforme B en —B.
Montrer que

A (u, v, v) = d7 (1, —v*, v¥).
b) Soient Ay, Az € P, ,, V le g-module Hom,(E(2}), E(23)), U Pensemble des ¢ € V tels que
Yy . ¢ = O pour tout « € B, et w un vecteur primitif de E(AF). Montrer que ¢ > ¢(w) est
un isomorphisme de U sur 'ensemble des » € E(%,) tels que Y;‘*I(Hu)” . v = 0 pour tout
o € B. (Pour prouver la surjectivité, utiliser ’exerc. 15 du § 7.)
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¢) Avec les notations de la prop. 2, prouver que, pour Aj, Ag, A\€EP, ,,0na
m, Aey A) = dY (M 0 — 25, 2F) =4 (0, 0 — A3, )
=d* (M, A — Ao, ho) = d7 (A, A5 — MK, AD).
(Observer que m(}, Ag, A) est la dimension de ’espace des éléments g-invariants de

EMN* @ E(M) @ E(Xg),
donc est égal & m(A¥, 2, A).)
d) Soient Ay, Ap € P, , et soit A 'unique élément de P, , " W.(%; — A3). On a
m(7\1, Az, )‘) =1

(Utiliser ¢).) En déduire que E(};) ® E(2;) contient un sous-module et un seul isomorphe a
E(2).
e) On conserve les notations de d). Montrer I’équivalence des conditions suivantes:
(D) A=2x+ 2
() A =[x + 2
(iii) A; et A¥ sont orthogonaux
(iv) A; et A sont disjoints (exerc. 13)
(v) A; et Ay sont disjoints.
En conclure que E(};) & E(}z) n’est un module simple que si A; et A, sont disjoints (d’out
une autre démonstration de ’exerc. 18 f) du § 7).
15) On pose N = Card(R.),¢ = [] <p, Hy, et d(3) = dim E()) si e P, ,. Montrer

o€R 4+
que, pour tout nombre réel s > 0, on a

1/2 N
> d) T < = (z m‘S) .
AEP+ + C \m=1
En déduire que > d(A)~* < +oosis > L.

AEP4 +
9 16) a) On prend g de type F,, et ’on utilise les notations du chap. VI, planche VIII.
Sii=1,2,3,4, on pose

Z =Py (w — Q).

L’ensemble des poids de E(wm;) est la réunion disjointe des We, ol @ parcourt & (cf. § 7,
prop. 5 (iv)). On a:

Zy = {0, w1, w4};

Z5 = {0, @y, W2, W3, Ty, By + Ty, 204}
'%‘3 = {O> Wy, W3, mﬂ};

Zs = {0, wy}.

b) Montrer, au moyen du th. 2, qu’on a:

dim E(s;) = 52, dim E(w,) = 1274, dim E(w3) = 273, dim E(w,) = 26.
¢) En utilisant le chap. V, § 3, prop. 1, et les planches du chap. VI, montrer que

Card(Wm,) = 27322-3(31)~1 = 24.

Calculer de méme Card(Wwy), . .., Card(W.2w,). En déduire qué le nombre des poids de
E(w,) est 553; comme ce nombre est strictement inférieur 2 dim E(w;), I’'un de ces poids est
de multiplicité >2.
d) Faire des calculs analogues pour »;, @s, .. En déduire, en utilisant Pexerc. 21 du § 7,
que, si p est une représentation simple non nulle de g, p admet un poids de multiplicité >2.
¢) Démontrer le méme résultat pour une algebre simple de type Eg.
S) Soit a une algébre de Lie simple déployable. Déduire de d), ¢), et des prop. 7 et 8 du §7
I’équivalence des propriétés suivantes:

(i) a admet une représentation simple non nulle dont tous les poids sont de multiplicité 1;
(ii) a n’est ni de type Fy, ni de type Eg.
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§ 10

1} Soient s = sl(2, k) et g = sl(3, k). On 1dentific s & une sous-algébre de g au moyen
d’une rcprésentation irréductible dc degré¢ 3 de s. Montrer que tout sous-espace de g
contenant s et stable par ad; s est égal 4 5 ou 4 g; en déduire que s est maximale parmi les
sous-algébres de g distinctes de g.

2) Soit m = %(dim(g) + rg(g)). Toute sous-alg¢hre résoluble de g est de dimension <m;
si elle est de dimension m, c’est une sous-algébre de Borel. (Se ramener au cas algébriquement
clos, et utiliser le th. 2.)

3) On suppose que & est R, G, ou un corps ultramétrique complet non discret. On munit la
grassmannienne G(g) des sous-espaces vectoriels de g de sa structure naturelle de variété
analytique sur £ (FRV, 5.2.6). On considére les sous-ensembles de G(g) formés par:
(i) les sous-algébres
(ii) les sous-algébres résolubles
(iii) les sous-algébres nilpotentes
(iv) les sous-algébres formées d’éléments nilpotents
(v) les sous-algébres de Borel.
Montrer que ces ensembles sont fermés (pour (v), utiliser Pexerc. 2). En déduire que ces
ensembles sont compacts lorsque £ est localement compact.
Montrer par des exemples que les sous-cnsembles de G(g) formés par:
(vi) les sous-algebres de Cartan
(vii) les sous-algébres réductives dans g
(viii) les sous-algebres semi-simples
(ix) les sous-algébres scindables
ne sont pas nécessairement fermés, méme lorsque £ = C.

4) On suppose que £ = C. Soit G = Int(g) = Auty(g), et soit B un sous-groupe intégral
de G dont Palgébre de Lie b soit une sous-algébre de Borel de g. Montrer que B est le
normalisateur de b dans G (utiliser Pexerc. 4 du § 3 et I’exerc. 11 du § 5). En déduire, au
moyen de 'exerc. 3, que G/B est compact.

4 5) On suppose g déployable. Si b est une sous-algébre de Cartan déployante de g, on note
E(b) le sous-groupe de Aut.(g) engendré par les 2%, x € g*(b), x € R(g, b), cf. VII, §3,
n® 2.

a) Soit b une sous-algébre de Borel de g contenant b, et soit b; une sous-algébre de Cartan de
b. Montrer que b, est conjuguée de b par un élément de E(b). En déduire que E(b) = E(b;).
b) Soit b” une sous-algeébre de Cartan déployante de g. Montrer que E(g) = E(b’). (Si b’
est une sous-algebre de Borel contenant b’, choisir une sous-algébre de Cartan ; de b M b’
et appliquer a) pour montrer que E(b) = E(b;) = E(b").)

¢) Soit x un élément nilpotent de g. Montrer que ¢2¢* € E(b). (Se ramener, grace a b) et au
cor. 2 du th. 1, au cas ou x € [b, b].) En déduire que E(b) = Aut,(g).

6) a) Montrer I’équivalence des propriétés:
(i) g n’a pas d’élément nilpotent #0.
(ii) g n’a pas de sous-algébre parabolique #g.
(Utiliser le cor. 2 au th. 1)
Une telle algebre est dite anisotrope.
b) Soient p une sous-algébre parabolique minimale de g, v le radical de p, et s = p/r.
Montrer que $ est anisotrope. (Remarquer que, si ¢ est une sous-algébre parabolique de s,
Pimage réciproque de q dans p est une sous-algeébre parabolique de g, cf. § 3, exerc. 5 a).)

& 7) a) Montrer que les propriétés suivantes de k sont équivalentes:

(i) Toute k-algébre de Lie semi-simple anisotrope (exerc. 6) est réduite 4 0.
(ii) Toute k-algébre de Lie semi-simple posséde une sous-algébre de Borel.
(Utiliser exerc. 6 pour prouver que (i) = (ii).)
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b) Montrer que (i) et (ii) entrainent!:
(iii) Toute k-algeébre de dimension finie qui est un corps est commutative. {Ou encore: le
groupe de Brauer de toute extension algébrique de £ est réduit a 0.)

(Utiliser P’algebre de Lie des éléments de trace réduite nulle d’une telle algébre.)
¢) Montrer que (i) et (ii) sont entrainées par:
(iv) Pour toute famille finie de polynémes homogeénes f, € k[(X,);c1] de degrés =1 telle que
Z deg f, < Card(I), il existe des éléments x; € £ non tous nuls tels que f,({#;)ier) = 0 pour
o

tout o.
(Utiliser la prop. 5 du §8.)

§11

1) Soit g = sl(2, £). On pose G = Aut,(g); ce groupe s’identifie & PSLy(k), cf. VII, § 3,
n® 1, Rem. 2.

0 2
a) Tout élément nilpotent de g est G-conjugué a (0 0) pour un A € k. Un tel élément est

principal si et seulement si il est non nul.

0 2 /0
b) Les éléments (0 O)’ (0 z), ou A, . € k*, sont G-conjugués si et seulement si A~y est

un carré dans &.

1 0
¢) Tout élément simple de g est G-conjugué de (0 1)~

0 1
2) Soient A = (O ), B =

00
0 ( 0). Alors A est nilpotente, AB ne Iest pas, et

1
A, [4, B]] = 0 2
[ )[ > ]] (0 O)'

En déduire que le lemme 5 ne s’étend pas aux corps de caractéristique 2.

3) Soient t le radical de g, et s = g/r. Montrer I’équivalence de:
(i) g ne contient pas de sly-triplet;

(i1) s ne contient pas de sly-triplet;

(iii) s est anisotrope (§ 10, exerc. 6);

(iv) s ne contient pas d’élément diagonalisable #0 (§ 3, exerc. 10).
(Utiliser la prop. 2, ainsi que P'exerc. 10 a) du § 3.)

4) Sotent V un espace vectoriel de dimensionn = 2, g = sl(V) et G = PGL(V), identifié &
un groupe d’automorphismes de g. Un sly-triplet dans g munit V d’une structure de s{(2, £)-
module fidéle, et inversement une telle structure provient d’un slg-triplet; un sl,-triplet est
principal si et seulement si le sl(2, £)-module correspondant est simple; deux sly-triplets sont
G-conjugués si et seulement si les sl(2, £)-modules. correspondants sont isomorphes. En
déduire que les classes de G-conjugaison de sly-triplets de g correspondent bijectivement aux
familles (my, my, ...) d’entiers =0 telles que

my + 2mg + 3mg +---=n et m < n

€ 5) On suppose g semi-simple. Soit a une sous-algébre de g, réductive dans g, de méme
rang que g, et contenant un sly-triplet principal de g. Montrer que a = g.

1 En fait, (iil) est équivalente & (i) et (ii). Voir la-dessus: R. STEINBERG, Regular elements of semi-
simple algebraic groups, Publ. Math. I.H.E.S., t. XXV (1965), p. 49-80.
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4 6) On suppose g absolument simple, et on note /# son nombre de Coxeter. Soit x un élément
nilpotent de g. Montrer que (ad x)?"~1 = 0 et que (ad x)2*~2 # 0 si et seulement si x est
principal. (Se ramener au cas ou g est déployée, et x contenu dans la sous-algebre n, de la
prop. 10. Reprendre la démonstration de la prop. 10.)

%1 7) On suppose g semi-simple. Soit ¥ un élément nilpotent de g. Pour que x soit principal,
il faut et il suffit que x soit contenu dans une sous-algébre de Borel de g, et dans une seule.
(Se ramener au cas ou £ est algébriquement clos. Utiliser la prop. 10, ainsi que la prop. 10
du § 3, n° 3.)

8) Pour qu’une algébre de Lie semi-simple posséde un sl,-triplet principal, il faut et il
suffit gqu’elle soit #0 et qu’elle posséde une sous-algébre de Borel.

9) On suppose g semi-simple. Soit N (resp. P) Pensemble des éléments nilpotents (resp.
nilpotents principaux) de g.

a) Montrer que P est une partie ouverte de N pour la topologie de Zariski (utiliser ’exerc.
6).

by On suppose g déployable. Montrer que P est dense dans N. (Utiliser la prop. 10, ainsi
que le cor. 2 au th. I du § 10.)

10) On suppose g semi-simple déployable. Soit (x, A, y) un sly-triplet de g.

a) Montrer qu’il existe une sous-algébre de Cartan déployante b de g contenant A. (Utiliser
Iexerc. 10 4) du § 3.)

5) On choisit b comme dans a). Montrer que ’on a alors & € bq et qu’il existe une base B de
R(g, h) telle que a(h) € {0, 1, 2} pour tout x € B (cf. prop. 5). L’élément x appartient 4 la
sous-algébre de g engendrée par les g%, « € B.

¢) Déduire de a) et b), et du théoréme de Jacobson-Morozov, une nouvelle démonstration
du fait que tout élément nilpotent de g est contenu dans une sous-algébre de Borel (cf. § 10,
cor. 2 au th. 1).

9 11) Soit (x, b, y) un sly-triplet principal de Palgébre de Lie semi-simple g. On munit g
de la structure de si(2, £)-module définie par ce triplet. Montrer que le module ainsi défini
1

est isomorphe & @ V(2% — 2), ou les &; sont les degrés caractéristiques de I'algébre des
1=1

fonctions polynomiales invariantes sur g. (Se ramener au cas ou g est simple déployable.
Utiliser le cor. 1 au th. 1 du § 8, n° 3, ainsi que VI, § 4, exerc. 6 ¢).)*

4 12) On suppose g semi-simple. Soient x € g et s (resp. n) la composante semi-simple (resp.
nilpotente) de x. Soit a, (resp. a,) le commutant de x (resp. s) dans g.

a) Montrer que 7 est un élément nilpotent de I’algébre semi-simple 2(a,), et que le com-
mutant de n dans g est égal a a,. En déduire que dim a,, < dim agsin # 0, i.e. si x n’est pas
semi-simple.

b) Montrer que dim a, = rg(g) si et seulement si n est un élément nilpotent principal de
D(a,).

¢) On pose G = Aut,(g). Montrer que, pour tout A € £, il existe 5, € G tel que 53x = 5 + A%n
(81 n # 0, montrer qu’il existe un sl,-triplet de a; dont la premiére composante est n, et en
déduire un homomorphisme ¢: SL(2, £) — G; prendre pour o, I'image par ¢ d'un ¢élément
diagonal convenable de SL(2, k).) En déduire que s appartient 4 'adhérence de G.x pour
la topologie de Zariski.

d) Montrer que, si x n’est pas semi-simple, x n’appartient pas a P'adhérence de G.s pour
la topologie de Zariski (utiliser 'inégalité dim a, < dim ag, cf. a)).

e) On suppose k£ algébriquement clos. Prouver 1’équivalence des propriétés suivantes:

(i) x est semi-simple;

1 Pour plus de détails sur les exercices 6 & 11, voir: B. KostanT, The principal three-dimensional
subgroup and the Betti numbers of a complex simple Lie group, Amer. J. of Maths., t. LXXXI
(1959), p. 973-1032.
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(ii) G.x est fermée dans g pour la topologie de Zariski.

(L’implication (ii) = (i) résulte de (¢). Si (i) est vérifiée, et si #” est adhérent & G.x, Pexerc.
15 du § 8 montre que la composante semi-simple s* de &” appartient 4 G.x, de sorte que x”
est adhérent & G.s’; conclure en appliquant d) & x” et 5".)

f) On suppose k algébriquement clos. Soit F, Pensemble des éléments y € g tels que
f(x) = f(y) pour toute fonction polynomiale f invariante sur g; on ay € F,, si et seulement si
la composante semi-simple de y est G-conjuguée a s (§ 8, exerc. 17). Montrer que F, est
réunion d’un nombre fini d’orbites de G, et que ce nombre est < 3%¥, ou I(x) est le rang de
D (a5). Parmi ces orbites, une seule est fermée: celle de s; une seule est ouverte dans F,:
celle formée des éléments y € F,, tels que dim a, = rg(g).

13) On suppose g semi-simple.

a) Soit (x, h, y) un sly-triplet principal de g, et soit b la sous-algébre de Borel contenant x
(exerc. 7). Montrer que b est contenue dans Im ad x.

b) On suppose & algébriquement clos. Montrer que, pour tout élément z de g, il existe
%, t € g, avec x nilpotent principal, tels que z = [x, ] (appliquer 4) & une sous-algébre de
Borel contenant z).

14} On suppose g semi-simple. Soit p une sous-algébre parabolique de g, et solent fi et f5
deux homomorphismes de g dans une algébre de Lie de dimension finie. Montrer que
fil p = fz2| p entraine f; = fo. (Se ramener au cas ol g est déployée, puis au cas ol g =
sl(2, k), et utiliser le lemme 1 dun® 1.)

% 15) On suppose g semi-simple.

a) Soit x un élément nilpotent de g. Montrer que x est contenu dans Im(ad x)? (utiliser la
prop. 2). En déduire que (ad x)2 = 0 entraine x = 0.

b) Soit (x, k,y) un sly-triplet de g, et soit s = kx @ kh @ ky. Démontrer I’équivalence des
conditions suivantes:

(i) Im(ad x)2 = k.x;

(ii) le s-module g/s est somme de modules simples de dimension 1 ou 2;

(iii) les seules valeurs propres de ad, £ distinctes de 0, 1 et —1 sont 2 et —2, et leur multi-
plicité est égale 2 1.

¢) On suppose g simple déployable. Soient § une sous-algébre de Cartan déployante de g, B
une base de R(g, b), et v la plus grande racine de R(g, b) relativement & B. Soit (x, 4, ) un
sly-triplet tel que & € bg et (k) = O pour tout « € B (cf. prop. 5). Montrer que les conditions
(1), (ii), (iii) de b) sont satisfaites si et seulementsi & = H,, auquel casonaxegietyesg .
d) On conserve les hypothéses de ¢), et 'on pose G = Auty(g). Montrer que les sly-triplets
satisfaisant a (i), (ii) et (iii) sont G-conjugués (utiliser Pexerc. 10). Si x est un élément nil-
potent non nul de g satisfaisant 4 (i), montrer que Padhérence de G.x pour la topologie de
Zariski est égale a {0} U G.x.

16) Soit (x, b, y) un sly-triplet de g. Montrer que, si —2 est un carré dans £, les éléments
x — y et h sont conjugués par un élément de Aut.(g) (se ramener au cas ou g = sl(2, £)).
En déduire que, si g est semi-simple, x — y est semi-simple, et est régulier si et seulement si 4
Pest.

%1 17) Soit (x, h, y) un sly-triplet principal de 'algébre semi-simple g. Pour tout i€ Z, on

note ¢; le sous-espace propre de ad k relatif & la valeur propre i; on a g =(P g, et
ieZ

g; = 0 si 7 est impair. La somme directe b des g;, 7 = 0, est une sous-algébre de Borel de g,
et go en est une sous-algébre de Cartan.

a) Montrer que, pour tout z € b, le commutant dey + z dans g est de dimension [ = rg(g).
b) Soient I Palgébre des fonctions polynomiales invariantes sur g, et Py, .. ., P, des éléments
homogenes de I engendrant I; on pose deg(P;) = &, = m; + 1. Montrer que le commutant
¢ de x dans g a une base xy, ..., %, avec x; € Gam, (cf. exerc. 11).
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¢) Soitie (1,1}, et soit J; (resp. K;) Pensemble desj € (1, {) tels que m; = my (resp. m; < m;).
Soit f; € k[Xy, . . ., X;] le polyndéme tel que

i=1
Slay, oo @) = Ply + > ax)  pour (a) €kl
i=1

Montrer que f; est somme d’une forme linéaire L, en les X, j € J;, et d’un polyndme en les
X, j € K;. (Si tek*, Pautomorphisme de g qui est égal & % sur g; appartient a Auty(g) et
transforme y en ¢~ % et x; en t2™x;. Utiliser ’invariance de P; par cet automorphisme.)

d) Soit P I'application de ¢ dans &' définie par les P;. Si z € g, on note D,P: g — ¥ Papplica-
tion linéaire tangente & P en z (VII, App. I, n° 2).

Montrer que ¢ N Im ad(y — x) = 0 (décomposer g en somme directe de sous-modules
simples relativement 4 la sous-algébre engendrée par le sly-triplet donné). En déduire que la
restriction de D, _,P & ¢ est un isomorphisme de ¢ sur & (utiliser exercice précédent, ainsi
que ’exerc. 18 a) du § 8). Montrer, en utilisant ce résultat, que le déterminant des formes
linéaires L; définies en ¢) est # 0, d’oit les résultats suivants:

dy) les polynémes f3, . . ., f; sont algébriquement indépendants et engendrent k[ X,, ...,
Xi;

dy;) Papplication z+ P(y + z) de ¢ dans &' est polynomiale bijective, et Papplication
réciproque est polynomiale;

ds) pour tout z€y + ¢, Papplication linéaire D,P| ¢ est de rang /.

En particulier, Papplication P: g — & est surjective.

e) Sik est algébriquement clos, tout élément de g dont le commutant est de dimension [
est conjugué par Autg(g) d’un élément et d’un seul dey + ¢

f) Donner un exemple d’algébre de Lie simple qui ne posséde pas de sly-triplet principal,
et pour laquelle Papplication P n’est pas surjective (prendre £ = Ret! = 1).

§ 13

1) Les dimensions <80 des algébres de Lie simples déployables sont:

3 (A1 = By = Gy), 8(Ay), 10 (By = Cy), 14 (Gy), 15 (Ag = Dg), 21 (By et Gy), 24 (Ay),
28 (Dy), 35 (As), 36 (By et Cy), 45 (Ds), 48 (Ag), 52 (F,), 55 (Bs et Cs), 63 (Aq), 66 (Ds),
78 (B, Cs et Eg), 80 (Ag).

2) Soient (g, b) une algébre de Lie simple déployée, et B une base de R(g, b). Les g-modules
simples E(A), A€ P, . ~ {0}, de dimension minimum sont ceux ou A est 'un des poids
fondamentaux suivants:

® (Ay)s o etwm (ALl 2 2); 0 (Biet Gyl 2 2); my, s et wy (Dy); w1 (D), L = 5)5 0
et w (Eg); 7 (Eq); @s (Eg); wy (Fa); 1 (G2).

Deux tels modules sont transformables I'un en Pautre par un automorphisme de g.

Le type Eg est le seul pour lequel la représentation adjointe soit de dimension minimum.

3) a) Définir un isomorphisme de sl(4, k) sur ’algébre orthogonale vg(6, £). (Utiliser le fait
que la représentation A2¢ du n®1 (V) est orthogonale de dimension 6.) Les deux types de
représentations irréductibles de degré 4 de sl(4, £) correspondent aux deux représentations
semi-spinorielles de pg(6, £).

b) Définir un isomorphisme de sp(4, &) sur P’algébre orthogonale vg(5, £). (Utiliser le fait
que la représentation o du n®3 (V) est orthogonale de dimension 5.) La représentation
irréductible de degré 4 de sp(4, k) correspond 4 la représentation spinorielle de 0g(5, k).
¢) Définir un isomorphisme sl(2, k) x sl(2, k) — 05(4, k) en utilisant le produit tensoriel des
représentations identiques des deux facteurs sl(2, k). Retrouver ce résultat au moyen de I,
§ 6, exerc. 26.
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4) Soit § la matrice carrée d’ordre n

<
=R )
(=]

Bensr-0 = ) :
01 ... 00
1 0 ... 00

Les éléments de og(n, &) sont les matrices (a;;) qui sont anti-symétriques par rapport a la
deuxiéme diagonale:

O = —Gny1-jn+1-1 pour tout couple (3, j).

L’algébre os(n, k) est simple déployable de type Dy, si n est pair =6, et de type By, _1y2
si n est impair > 5. Les éléments diagonaux (resp. triangulaires supérieurs) de og(n, k) en
forment une sous-algébre de Cartan déployante (resp. une sous-algébre de Borel).

5) Les notations sont celles du n® 1 (1V), type A,. Si n est >0, montrer que S est une
représentation irréductible de sl(/ + 1, k) de plus grand poids nwm;. (Réaliser S"c dans
Pespace des polyndémes homogénes de degré n en X,, ..., X; et observer que le seul poly-
néme f tel que 9f/6X; = O pour i = 1 est X§, & homothétie prés.) Montrer que tous les
poids de cette représentation sont de multiplicité 1.

6) Les notations sont celles dun®2 (IV), type B,. Sil < r < ! — 1, montrer que la dimen-
sion de E(w,) est (2l :— ! , et en déduire une autre démonstration du fait que A”s est une

représentation fondamentale de plus grand poids w=,.

7) Les notations sont celles du n° 2 (VII), type B,. Montrer que OF (¥) est le groupe des
commutateurs de SO(¥). (Remarquer que O(Y) est égal a {1} x SO(Y), donc a méme
groupe des commutateurs que SO('F), et appliquer A, IX, § 9, exerc. 115).) En déduire que

Aut,(g) = Og (¥).

8) Les notations sont celles du n° 3 (IV), type C, (I = 1). Montrer que $S%c est équivalente 2
la représentation adjointe de g.

9) Les notations sont celles du n°® 3 (VII), type C; (! = 1). En particulier, on identifie
Aut,(g) 4 un sous-groupe de Sp(¥)/{ £ 1}. Montrer que 'image dans Sp(¥)/{+ 1} d’une
transvection symplectique (A, IX, § 4, exerc. 6) appartient 2 Aut,(g). En déduire que
Aut(g) = Sp(T)/{+ 1} (A, IX, § 5, exerc. 11), et que Aut(g)/Aut,(g)s ’identifie & k*/k*2,

4 10) Les notations sont celles du n® 4 (IV), type D, ({ = 2).
a) Soient x et y les éléments de A'V définis par:

X=e A~ ANe_1 ANeg et y=e A~ Ay AN ey
L’¢élément x est primitif de poids 2w; et y est primitif de poids 2w;_;. Le sous-module X
(resp. Y) de A'V engendré par x (resp. y) est isomorphe 2 E(2w;) (resp. E(2m,_1)). Montrer,

par un calcul de dimensions, que A'V = X @ Y; en particulier, AV est somme de deux
modules simples non isomorphes.
b) Soient e =¢; A<~ Aeg Ae_y A+ Ae_,€ ANZV, et ¥, Iextension de ¥ & A'V.
Soit ze A'V. Démontrer les équivalences:

zeX <z At= Yzt pour tout te A'V

zeY<wz At= -zt pour tout f€ A'V.
(SiPon note X’ et Y’ les sous-espaces définis par les membres de droite, on prouvera d’abord

que X’ et Y’ sont stables par g et contiennent respectivement x et y.)
¢) On suppose que z est pur (A, I1I, p. 170), et Pon note M, le sous-espace de dimension [
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de V qui lui est associé. Montrer que M, est totalement isotrope si et seulement si z appartient
aXouaY. (Lorsque M, est totalement isotrope, utiliser le fait qu’il existe une transformation
orthogonale le transformant en M, ; lorsque M, n’est pas totalement isotrope, construire un
l-vecteur ¢ tel que z A t = 0, ¥(z,¢) = 1, et appliquer b) ci-dessus.) Lorsque z € X (resp.
zeY), la dimension de M,/(M, N M,) est un entier pair (resp. impair), cf. A, IX, §6,
exerc. 18 d).

d) Soit s une similitude directe (resp. inverse) de V. Montrer que A's laisse stables X et Y
(resp. échange X et Y).

11) Les notations sont celles du n® 4 (VII), type D; (! = 3). Montrer que Og (¥) est le
groupe des commutateurs de SO(Y). (Appliquer A, IX, § 6, exerc. 17 b) et A, IX, § 9, exerc.
11 8).) En déduire que Aut,(g) est égal 4 I'image de Og (¥) dans SO(¥)/{ £ 1}. Pour que
— 1 appartienne & Of (¥), il faut et il suffit que / soit pair, ou que — 1 soit un carré dans £
(A, IX, § 9, exerc. 11 ¢)).

12) La forme de Killing de sl(n, &) est (X, ¥) > 2z Tr(XY). Celle de sp(n, k), » pair, est
(X, Y)e> (n + 2)Tr(XY). Celle de og{n, k) ou § est symétrique non dégénérée de rang n, est
(X, Y)> (n — 2)Tr(XY).

13) L’algébre des fonctions polynomiales invariantes sur g est engendrée:
a) dans le cas A, par les fonctions X+> Tr(X"), 2 < i< + 1;

b) dans le cas B, par les fonctions X+ Tr(X?%), 1 < ¢
¢) dans le cas Gy, par les fonctions X Tr(X?%), 1 <
d) dans le cas Dy, par les fonctions X— Tr(X2), 1 < ¢
tions polynomiales f telles que f{X)2 = (—1)! det(X).

< U
<l
< [ — 1, et par 'une des deux fonc-

14) a) Soit G le groupe associé & g = sl(n, k) par le procédé du § 7, exerc. 26. La structure
naturelle de g-module de £ donne naissance 2 un homomorphisme ¢: G — GL(n, k).
Utiliser loc. cit. h) pour prouver que ¢ est injectif, et loc. ¢it. f) pour prouver que

Im(g) = SL(n, k).

b) Soient E un sl(n, k)-module de dimension finie, et p la représentation correspondante de
sl(n, k). Montrer qu’il existe une représentation r: SL{n, £) — GL(E) et une seule telle que
n(e*) = ** pour tout élément nilpotent x de si(n, £) (utiliser a}). On dira que p et = sont
compatibles. Généraliser les résultats démontrés pour n = 2 au § 1, n° 4.

¢) On suppose que £ est R, C, ou un corps complet pour une valuation discréte a corps
résiduel de caractéristique #0. Montrer que p et © sont compatibles si et sculement si & est
un homomorphisme de groupes de Lie tel que L{r) = p (méme méthode que dans Pexerc.
18 b) du § 1).

d) Démontrer des résultats analogues pour sp(2n, k) et Sp(2n, k).

91 15) Soient V un espace vectoriel de dimension finie >2, g une sous-algébre de Lie de
End(V) et 0 un élément de g. On fait les hypothéses suivantes:

(i) V est'un g-module semi-simple;

(ii) O est de rang | (i.e. dim Im(0) = 1);

(iii) la droite Im(6) engendre le U(g)-module V. )

a) Montrer que ces hypothéses sont vérifiées (pour un choix convenable de 0) lorsque
g = sl{V), lorsque g = gl(V), ou lorsqu’il existe sur V une forme bilinéaire alternée non
dégénérée ¥ telle que g = sp(¥) ou g = k.1 @ sp(¥). Dans chacun de ces cas, on peut
prendre pour 6 un élément nilpotent; dans le second cas (et seulement dans celui-1a) on peut
prendre pour 0 un élément semi-simple.

b) On se propose de prouver que les quatre cas ci-dessus sont les seuls possibles. On se
raméne aussitdt au cas ou £ est algébriquement clos. Montrer que V est alors un g-module
simple, et que g = ¢ @ 8, o 8 est semi-simple, et ¢ = Oou ¢ = k.1; montrer que V n’est
pas isomorphe 4 un produit tensoriel de g-modules de dimension >2; en déduire que s est
simple.
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¢) On choisit une sous-algeébre de Cartan b de 3, ainsi qu’une base B de R(s, b). Soit A le
plus grand poids (par rapport & B) du s-module V, et soit ¢ un élément non nul de V de
poids A. Le plus grand poids du module dual V¥ est 2* = —wo (§ 7, n° 5); soit e* un élé-
ment non nul de V* de poids A*. On identifie & la maniére habituelle V @ V* & End(V).
Montrer qu’il existe xe V,y € V¥ tels que x Qye g et {x,¢*> # 0, {e,y> # 0 (prendre le
conjugué de 0 par ¢", ol n est un élément nilpotent convenable de g). Utiliser le fait que g est
un sous-b-module de V & V* pour en conclure que g contient ¢ & ¢*. En déduire que
A+ A¥* = g, ol & est la plus grande racine de s.

d) Montrer que s n’est pas de type B, ({ = 2), D, (I = 4), Es, E;, Eg, Fy, G, (d’aprés VI,
Tables, & serait un poids fondamental, et ne pourrait donc étre de la forme A + A* comme ci-
dessus). En déduire que s est, soit de type A, soit de type G, et que dans le premier cas on a
A = @, ou @, = ), et dans le second cas & = 2w, = ®w; + ®wy; comme ¢ = 0 ou k.1,
cela donne bien les quatre possibilités de a)t.

€[ 16) Soient g une algebre de Lie absolument simple de type A; ({ > 2), £ une cloture algé-
brique de £, et w: Gal(k/k) — Aut(l_{,ﬁ) Phomomorphisme défini dans ’exerc. 8 du § 5.

a) On suppose que w est trivial. Montrer qu’il existe deux idéaux bilatéres m et m’ de U(g),
et deux seulement, tels que D = U(g)/m et D’ = U(g)/m’ soient des algébres simples cen-
trales de dimension ({ + 1)2 (utiliser I’exerc. 8 du § 7). L’anti-automorphisme principal de
U(g) échange m et m’; en particulier, D’ est isomorphe & 'opposée de D. La composée
g — U(g) — D identifie g & la sous-algébre de Lie sl de D formée des éléments de trace
nulle. Pour que g soit déployable (donc isomorphe a sl(I + 1, k)), il faut et il suffit que D
soit isomorphe & M, (%).

Inversement, si A est une algébre centrale simple de dimension (I + 1)2, ’algébre de Lie
sl, est absolument simple de type A,, et Phomomorphisme & correspondant est trivial. Deux
telles algebres sl, et sl sont isomorphes si et seulement si A et A’ sont isomorphes ou anti-
isomorphes.

b) On suppose = non trivial. Comme Aut(R,B) a deux éléments, le noyau de = est un sous-
groupe ouvert d’indice 2 de Gal(k/k), qui correspond par la théorie de Galois 4 une extension
quadratique £; de k. On note x+> % I'involution non triviale de ;.

Montrer qu’il existe un idéal bilatére m de U(g) et un seul tel que D = U(g)/m soit une
algeébre simple de dimension 2(/ + 1)? dont le centre est une extension quadratique de k£
(méme méthode). On peut identifier le centre de D a %,. L’idéal m est stable par Panti-
automorphisme principal de U(g); ce dernier définit par passage au quotient un antiauto-
morphisme involutif ¢ de D tel que o(x) = ¥ pour tout x € k;. L’application composée
g — U(g) — D identifie g & la sous-algebre de Lie suy, ; de D formée des éléments x tels que
o(x) = —x et Trpy,(x) = 0. Inversement, si A est une kj-algébre centrale simple de
dimension (I + 1)2, munie d’un antiautomorphisme involutif ¢ dont la restriction 4 %; est
x+> X, Palgeébre de Lie su, s est absolument simple de type A;, et I’homomorphisme =
correspondant est celui associé 4 k;. Pour que deux telles algebres su, o et su, 4 solent
isomorphes, il faut et il suffit qu’il existe un k-isomorphisme f: A — A’ tel que 6" o f = fo 6.

Lorsque D = M, ,(k;), montrer qu’il existe une matrice hermitienne inversible H de
degré I + 1, et une seule 2 multiplication prés par un élément de k¥, telle que

olx) =H.%.H*
pour tout x € M, .(k;); Palgébre g s’identifie alors & Palgebre su(l + 1, H) formée des
matrices x telles que x . H + H . *% = 0 et Tr(x) = 0.

€ 17) Soit g une algébre de Lie absolument simple de type B, (resp. C;, D;), avec { = 2
(resp. [ = 3,1 > 4). Lorsque g est de type Dy, on suppose en outre que I'image de 'homo-
morphisme m: Gal(k/k) — Aut(R,B) défini dans Pexerc. 8 du § 5 est d’ordre <2. Montrer

1 Pour plus de détails sur cet exercice, voir: V. w. GUILLEMIN, D. QUILLEN et S. STERNBERG, The
classification of the irreducible complex algebras of infinite type, 7. Analyse Math., t. XVII (1967),
p. 107-112.
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qu’il existe alors une algébre simple centrale D de dimension (2/ + 1)2 (resp.4/%, 4/%) et un
antiautomorphisme involutif o de D tels que g soit isomorphe 4 la sous-algébre de Lie de D
formée des éléments x tels que o(x) = —x et Trp(x) = 0 (mémc méthode que dans Pexerc.
16 a)).t

18) Soient V un cspace vectoriel de dimension finie, O une forme quadratique non dégéné-
réc sur V, et ¥ la forme bilinéaire symétrique associée 2 3. On note g 'algébre de Lie
o(F) et ¥, Pextension de ¥ & A2(V).
a) Montrer qu’il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels 6: A2(V) — g caractérisé par
les propriétés équivalentes suivantes:

(i) Pour a, b et x dans V,ona 0(a A b).x = a. W(x, b) — b.¥(x, a).

(i1) Pour x, y dans V et u dans A2(V) on a Wy(x A y, 1) = F(x, 0() .y).
Soit ¢ la représentation identique de g dans V; alors 6 est un isomorphisme de A%(¢) avec la
représentation adjointe de g.
b) Définissons Papplication linéaire f: ¢ — C*(Q) comme dans le lemme 1 du n® 2. Montrer
que Pon a f0(a A b) = L(ab — ba) pour a, b dans V, et en déduire une nouvelle démonstra-
tion des assertions (iii), (iv) et (v) du lemme 1 du n° 2.
¢) Les notations I, F, F’, ¢5, N, X et p sont celles du n® 2. On choisit e # 0 dans A(F’) et
Pon définit la forme bilinéaire ® sur N par

x Ay =(=1)PP DDy, ) e (xe AP(F),yeN).

Montrer que Pona ®(i(a).x, y) + ®(x, A(a).y) = 0 pour x,y dans N et a dans F @ F’.
En déduire que @ est invariante pour la représentation p de g (remarquer que Palgébre de
Lie p(g) est engendrée par MF @ F’) d’aprés a) et &) ci-dessus).

19) Soient V un espace vectoriel de dimension finie et E = V (® V*. On définit sur E une
forme bilinéaire non dégénérée @ par

D((x, x*), (1, 4%)) = o y*) + y, x%).

On pose N = A(V) et Q(x) = 1®(x, x) pour x € E. Comme au n° 2 (IV), on note A:
C(Q,) — End(N) la représentation spinorielle, f: o(®) — C*(Q) est défini comme dans le
lemme 1 du n® 2, et p est la représentation linéaire A o f de 'algébre o(®) dans N.

a) A tout endomorphisme u de V, on associe I’endomorphisme & de E par la formule
@(x, x*) = (u(x), — tu(x*)). Montrer que u+> # est un homomorphisme d’algébres de Lie
de gl (V) dans o (®); de plus, pour u dans g{(V), p () est Punique dérivation de l’algebre
A(V)=N qui coincide avec u sur V.

b) Soient ¥" une forme bilinéaire alternée non dégénérée sur Vet y: V — V* Pisomorphisme

défini par ¥'(x,y) = {x, y{y)> pour x, y dans V. Montrer que les endomorphismes X, et
X _ de E définis par

Xo(w 2% = (r1x%), 0), Xo(x,2%) = (0, —v(x))
appartiennent & o{®). Posons H= (- 1)~. Montrer que (H, X, /\;_) est un sly-triplet de
P’algébre de Lie o(®).
¢) Montrer que p transforme les éléments H, X,, X_ de o(®) en les endomorphismes de N

notés respectivement H, X, et X_ au n° 3 (IV). En déduire que (H, X,, X_) est un
sly-triplet de Palgébre de Lie gl(N).

! Pour plus de détails sur les exercices 16 et 17, voir: N. jacosson, Lie Algebras, Interscience
Publ. (1962), chap. X et G. B. sELIGMAN, Modular Lie Algebras, Springer-Verlag (1967), chap. I'V.
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semi-spinorielle (représentation —): VIII.15.4

simple (¢lément): VIII.11.3

sly-triplet: VIILI1.1
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spinorielle (représentation —): VIIL13.2, VIIL13.4

symplectique (algébre de Lie —): VIIL.13.3

symplectique (représentation irréductible —): VIIL.7.5

tangente (application linéaire — a une application polynomiale): VII.App.1.2
Weyl (groupe de — d’une algebre déployée): VIII.2.2

Witt (base de —): VII1.13.2, VIII.13.3, VII1.13.4

Zariski (topologie de —): VIL.App.I.1



Résumé de quelques propriétés importantes des algébres de
Lie semi-simples

Dans ce résumé, g désigne une algébre de Lie semi-simple sur £,

Sous-algébres de Cartan

1) Soit E Tensemble des sous-algébres commutatives de g qui sont réductives
dans g; c’est aussi 'ensemble des sous-algébres commutatives de g dont tous les
éléments sont semi-simples. Les sous-algébres de Cartan de ¢ sont les éléments
maximaux de E.

2) Soit x un élément régulier de g. Alors x est semi-simple. Il existe une sous-
algébre de Cartan de g et une seule qui contient x; c’est le commutant de x dans g.

3) Soit x un élément semi-simple de g. Alors x appartient 4 une sous-algébre de
Cartan de g. Pour que x soit régulier, il faut et il suffit que la dimension du
commutant de x soit égale au rang de g.

4) Soit b une sous-algébre de Cartan de g. On dit que b est déployante si, pour
tout x € b, ad, x est trigonalisable. On dit que g est déployable si g posséde une
sous-algébre de Cartan déployante (¢’ est le cas si £ est algébriquement clos). On
appelle algébre de Lie semi-simple déployée un couple (g, b) ol1 g est une algebre de
Lie semi-simple et ot b est une sous-algébre de Cartan déployante de g.

Dans la suite de ce résumé, (g, b) désigne une algébre de Lie semi-simple
déployée.

Systémes de racines

5) Pour tout élément « du dual bp* de b, soit g* Pensemble des x e g tels que
[%, x] = «(k)x pour tout ke b. Sia = 0, on a g* = h. On appelle racine de (g, b)
tout o € b* — {0} tel que ¢* 0. On note R(g, b) (ou simplement R) I'ensemble
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des racines de (g, b). C’est un systéme de racines réduit dans p* au sens de VI,
§ 1, n° 4. Pour que g soit simple, il faut et il suffit que R soit irréductible.

6) Pour tout « € R, ¢* est de dimension 1. L’espace vectoriel [¢%, g %] est contenu
dans b, de dimension 1, et posséde un €élément H, et un seul tel que a(H,) = 2;
onaH, =o" (VI §1,n°1); Pensemble des H,, pour « € R, est le systéme de
racines R inverse de R.

7) Onag =15 @ @ ¢* Il existe une famille (X,)..n telle que, pour tout « € R,

axeR
on ait X, e g% et [X,, X_,] = —H,. Tout x € g s’écrit de maniére unique sous la
forme

x=h+27\aXu, ou hebd, K, ek

aeR
Le crochet de deux éléments se calcule au moyen des formules:

(A, X] = a(h)X,
[X., X5 = 0 si«+ B¢RUO)
[X, X..] = —H,
[Xocs XB] = NaﬁXoH—B Si o + BERs

les N, étant des éléments non nuls de £.

8) Soit B une base de R. L’algébre g est engendrée par les X, et les X_, pour
2a€B.OnalX, X ,] =0sia, BeBeta#p. Soit (r(a, B))y,pen la matrice de
Cartan de R (relativement 4 B). On a n(a, B) = a(H;). Si «, LB et « # §,
n(e, §) est un entier négatif, et Pon a

(ad X)'~"e®X, = 0 et (ad X_p) "®BX__ =0,

9) Sia, B, « + B €eR, soit ¢,p le plus grand entier j tel que p — jax € R. On peut
choisir la famille (X,),.g de 7) de tellesorteque N, ; = N_, _psia, B, + B8R,
On a alors Ny = + (g + 1). 11 existe un automorphisme involutif 6 de g qui
transforme X, en X_, pour tout « € R; on a 6(h) = —% pour tout Zeb. Le
sous-Z-module g, de g engendré par les H, et les X, est une sous-Z-algébre de Lie
de g, et Papplication canonique ¢; X, k — ¢ est un isomorphisme.

Le couple (g, b) se déduit par extension des scalaires d’une Q-algébre de Lie
semi-simple déployée.

10) Le groupe de Weyl, le groupe des poids, . . . de R s’appellent le groupe de
Weyl, le groupe des poids, . . . de (g, b). Le groupe de Weyl sera noté W dans ce
qui suit. On le considére comme opérant, non seulement sur b*, mais aussi sur
b (par transport de structure). Si b (resp. b&) désigne le sous-Q-espace vectoriel
de b (resp. b*) engendré par les H, (resp. les ), alors b (resp. b*) s’identifie
canoniquement & bg g £ (resp. by Qg k), et bg s’identifie au dual de bg. Quand
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on parle des chambres de Weyl de R, on se place dans by = bq g R ou dans
[):: = b?; e R.

11) Soit @ la forme de Killing de g. Si o + B # 0, ¢* et g® sont orthogonaux

pour ®. La restriction de @ a ¢* x g% est non dégénérée. Si x,y b, alors

D(x,y) = Z a(x)e(y). On a ©(H,, Hy) e Z. La restriction de @ & b est inva-
aeR -

riante par W et non dégénérée; sa restriction a by est positive.

12} Le systéme de racines de (g, b) ne dépend, a isomorphisme prés, que de g,
et non de b. Par abus de langage, le groupe de Weyl, le groupe des poids, . . . de
(g, b) s’appellent aussi le groupe de Weyl, le groupe des poids, . . . de g.

Si R, est un systéme de racines réduit, il existe une algébre de Lie semi-
simple déployée (g, b} telle que R{gy, b;) soit isomorphe a R, ; elle est unique, &
isomorphisme pres.

La classification des algébres de Lie semi-simples déployables est ainsi
ramenée a celle des systémes de racines.

Sous-algébres

13) Si P < R, on pose ¢° = @D ¢* et bp = > kH,. Soient P < R, »" un sous-

aeP 33
espace vectoriel de b, et a = b’ @ g¥. Pour que a soit une sous-algébre de g, il
faut et il suffit que P soit une partie close de R, et que b’ contienne bp.(_py.
Pour que a soit réductive dans g, il faut et il suffit que P = —P. Pour que a soit
résoluble, il faut et il suffit que PN (—P) = 0.

14) Soient P une partie close de R, et b = » @ ¢'. Les conditions suivantes sont
équivalentes:

(1) b est une sous-algébre résoluble maximale de g;

(i) PN (=P) =0etPuU (-P) =R;

(1ii) il existe une chambre C de R telle que P = R, (C) (cf. VI, § 1, n°6).

On appelle sous-algébre de Borel de (g, b) une sous-algébre de g contenant b
et satisfaisant aux conditions ci-dessus. Une sous-algébre b de g est appelée une
sous-algebre de Borel de g il existe une sous-algébre de Cartan déployante b’ de
g telle que b soit une sous-algebre de Borel de (g, b'); si & est algébriquement clos,
cela équivaut a dire que b est une sous-algébre résoluble maximale de g.

Soit b = b @ ¢%+© une sous-algebre de Borel de (g, b). Le plus grand idéal
nilpotent de b est [b, b] = g*+@. Soit B la base de R associée & C; Valgébre
{b, b] est engendrée par les g* pour « € B.

Si b, 8’ sont des sous-algébres de Borel de g, il existe une sous-algébre de
Cartan de g contenue dans b M b’; une telle sous-algébre est déployante.
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15) Soient P une partie close de R, et p = b P gF. Les conditions suivantes sont
équivalentes:

(1) p contient une sous-algébre de Borel de (g, b);

(it) Pu (—P) =R;

(i1i) il existe une chambre C de R telle que P = R, (C).

On appelle sous-algebre parabolique de (g, b) une sous-algébre de g contenant
b et satisfaisant aux conditions ci-dessus. Une sous-algébre p de g est dite para-
bolique s’il existe une sous-algébre de Cartan déployante b’ de g telle que p soit
une sous-algeébre parabolique de (g, b").

Soient p = b @ g¥ une sous-algébre parabolique de (g, b), Q Pensemble des
aePtelsque —a¢ P, ets = b @™, Alors p = s @ g9, s est réductive dans
g, 89 est le plus grand idéal nilpotent de p, et le radical nilpotent de p. Le centre de
p est 0.

Automorphismes

16) Le sous-groupe de Aut(g) engendré par les ¢29%, avec x nilpotent, est le
groupe Aut,(g) des automorphismes élémentaires de g; c’est un sous-groupe
distingué de Aut(g); il est égal 4 son groupe dérivé.

Si k est une cloture algébrique de £, le groupe Aut(g) se plonge de facon
naturelle dans Aut(s &), £). On pose

Auto(s) = Aut(g) N Aut(g @ £);
C’est un sous-groupe distingué de Aut(g), indépendant du choix de £. On a
Aut,(g) < Auty(g) = Aut(g).

Le groupe dérivé de Auty(g) est Aut,(g). Pour la topologie de Zariski, Aut(g) et
Aut,(g) sont fermés dans End, (g), Aut,(g) est la composante connexe de I'élément
neutre de Aut(g), et Aut,(g) est dense dans Aut,(g).

Soient B une base de R, et Aut(R, B) le groupe des automorphismes de R
qui laissent stable B. Alors Aut(g) est produit semi-direct d’un sous-groupe
isomorphe a Aut(R, B) et de Auty(g); en particulier, Aut(g)/Auty(g) est iso-
morphe & Aut(R, B), lui-méme isomorphe au groupe des automorphismes du
graphe de Dynkin de g.

17) On appelle épinglage de g un triplet (v, B, (X.)ues), OU ' est une sous-
algébre de Cartan déployante de g, B une base de R(s, b’), et o, pour tout
o € B, X, est un élément 0 de g*. Le groupe Aut,(g) opére de facon simplement
transitive sur ensemble des épinglages de g.

Le groupe Aut,(g) opére transitivement sur 'ensemble des couples (t, b) our
est une sous-algebre de Cartan déployante de g, et b une sous-algébre de Borel de

(9, ).
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18) On note Aut(g, b) ensemble des s € Aut(g) tels que s(b) = b. On pose
Aut,(g, b) = Aut,(s) N Aut(g, b), Auty(s, b) = Auty(g) N Aut(g, b).

Si s € Aut(g, b), Papplication contragrédiente de s | b cst un élément du groupe
A(R) des automorphismes de R ; on note cet élément <(s); application ¢ est un
homomorphisme de Aut(g, b) sur A(R). On a Auty(s) = Aut,(g).Kerg, et

e(Auty(s, b)) = (Aut,(g, b)) = W.

Soient Tp = Hom(P(R), £*),-Tq = Hom(Q (R), £*). L’injection de Q(R)
dans P(R) définit un homomorphisme de T dans Tg; soit Im(Tp) son image.
Si t € Ty, soit f(¢) Pendomorphisme de g tel que, pour tout « € R L {0}, f{¢) | ¢*
soit ’homothétie de rapport £(«); on a f(£) € Auty(s, b) et f est un homomorphisme
injectif de Ty dans Auty(g, b). Les suites:

{1} - Ty L5 Aut(g, b)) —> AR) — {1}
et
{1} =Ty L5 Auty(g, b)) > W — {1}

sont exactes. On a f(Im(Tp)) < Aut,(g, b); par passage au quotient, f définit
un homomorphisme surjectif? Ty/Im(Tp) — Auty(s)/Aut,(g). Pour la topologie
de Zariski, f(Tg) est fermé dans Aut(g), et f(Im(T}p)) est dense dans f(Tg).

Modules de dimension finie

19) Soit V un g-module de dimension finie. Pour tout i € b*, soit V* Pensemble
des v eV tels que k.o = p(k)v pour tout 4 €b. La dimension de V* s’appelle la
multiplicité de p. dans V;sielle est > 1, i.e. si V* 0, on dit que p est un poids
deV.OnaV = @ V* Toutpoidsde V appartient & P(R). Si p est un poids de

uebh*
V, et si we W, wp est un poids de V de méme multiplicité que p. Si ve V* ct

xeg*,onax.pve Vete,

20) Soit B une base de R. La donnée de B définit une relation d’ordre sur b3 :
les éléments >0 de b sont les combinaisons linéaires des éléments de B 4 coefli-
cients rationnels > 0. On note Q , (R) (resp. R ) 'ensemble des éléments positifs
de Q(R) (resp. de R).

Soit V un g-module simple de dimension finie. Alors V posséde un plus grand
poids A. Ce poids est de multiplicité 1, et c’est un poids dominant: si x e R |
A(H,) estun entier 20. On a g*V* = Osia e R . Tout poids de V est de la forme
A — v, avec ve Q,(R); inversement, si un poids dominant est de la forme
A — v, avec ve Q , (R), c’est un poids de V.

1 Cet homomorphisme est en fait bijectif (§ 7, exerc. 26d)).
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21) Deux g-modules simples de dimension finie qui ont le méme plus grand
poids sont isomorphes. Tout poids dominant est le plus grand poids d’un g-
module simple de dimension finie.

Tout g-module simple de dimension finie est absolument simple.

22) Soient ® la forme de Killing de g, C € U(g) I’élément de Casimir corres-
pondant, (., .> la forme inverse de ® | b x bsurb*, et p = 1 z «. Soit V un

aeR 4
g-module simple de dimension finie, de plus grand poids . Alors Gy est ’homo-

thétie de rapport <, X + 2p>.

23) Soient V un g-module de dimension finie, et V* son dual. Pour que p e p*
soit un poids de V*, il faut et il suffit que — p soit un poids de V, et la multiplicité
de p dans V¥ est égale a la multiplicité de —u dans V. Si V est simple de plus
grand poids A, V* est simple de plus grand poids — wgA, ot wg est I’élément de W
qui transforme B en — B.

24) Soient V un g-module simple de dimension finie de plus grand poids A, et #
Pespace vectoriel des formes bilinéaires g-invariantes sur V. Soit m Dentier
Z AMH,), et soit wy € W comme dans 23). Si woh % — A, V et V* ne sont

xeR, .
pas isomorphes, et & = 0. Si woh = — A, on a dim # = 1, et tout élément non

nul de # est non dégénéré; si m est pair (resp. impair), tout élément de # est
symétrique (resp. alterné).
25) Soit Z[P] I'algébre du groupe P = P(R) & coefficients dans Z. Si A€ P, on
note ¢ ’élément correspondant de Z[P]; les ¢*, A € P, forment une Z-base de
Z[P], ctTon a e’ = ** pour 2, peP.

Soit V un g-module de dimension finie. On appelle caractére de V, et Pon

note ch V, ’élément z (dim V*)¢* de Z[P]; cet élément appartient a la sous-
nepP
algebre Z[P]¥ de Z[P] formée des éléments invariants par W. On a

ch(VeV)=chV +chV et ch(VRV) = (chV).(chV).
Deux g-modules de dimension finie de méme caractére sont isomorphes.
Pour tout « € B, soit V, un g-module simple de plus grand poids le poids
fondamental @, correspondant a o. Les éléments ch V,, o € B, sont algébrique-
ment indépendants, et engendrent la Z-algebre Z[P]¥.

26) Soit p la demi-somme des racines > 0. Pour tout w € W, soit =(w) le déter-
minant de w, égal & + 1. Si V est un g-module simple de dimension finie, de plus
grand poids A, on a
z e(w) e**).ch V = z e(w) ewr+o,
we W weW

et
X+ e Hyp

dimV =
acRy <P:£&>
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27) Pour tout v € P, soit B(v) le nombre de familles (n,)qep,, ol les n, sont des

entlers >0 tels que v = Z n,%. Soit V un g-module simple de dimension finie,
“eR+

de plus grand poids A. Si p € P, la multiplicité de p. dans V est

> =w)Bw(r + o) — (1 + p))-
weW
28) Soient V, V', V" des g-modules simples de dimension finie, A, y, v leurs plus
grands poids. Dans V & V', la composante isotypique de type V” a pour lon-
gueur

> e(ww) P + p) + @ (@ + o) — (v + 20)).

w,wewW

En particulier, si v = A + p, la composante isotypique en question est simple,
et engendrée par (V Q V)2 k= V> Q V',

Fonctions polynomiales invariantes

29) L’algébre des fonctions polynomiales sur g s’identifie & I’algébre symétrique
S(g*) de ¢*, donc est de maniére canonique un g-module; d’ot1 la notion de fonc-
tion polynomiale invariante sur g. Soit f e S(g*). Pour que f'soit invariante, il faut
et il suflit que fo s = f pour tout se Auty(g), ou que fo s = f pour tout se
Aut,(g).

30) Soient I(g*) l'algébre des fonctions polynomiales invariantes sur g, et
S(6*)¥ I'algébre des fonctions polynomiales W-invariantes sur b. Soit

7: S(g*) — S(b*)

I’homomorphisme de restriction. L’application 7 | I{(g*) est un isomorphisme de
I{g*) sur S(b*)W. Si ! est le rang de g, il existe { éléments homogénes de I{g*) qui
sont algébriquement indépendants, et engendrent I'algébre I(g*).

31) Pour qu’un élément « de ¢ soit nilpotent, il faut et il suffit que f{a) = 0 pour
tout élément homogéne f de I(g*) de degré >0.

32) Soit s € Aut(g). Pour que s appartienne 4 Auty(g), il faut et il suffit que
feos = fpour tout e I(g*).

sl,-triplets

33) On appelle sl,-triplet de g une suite (x, £,y) d’éléments de g distincte de
(0,0,0) et telle que [A,x] = 2x, [hy} = ~29, [x,y] = —h. Alors x,y sont
nilpotents dans g, et / est semi-simple dans g.
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34) Soit x un élément nilpotent non nul de g. Il existe 7,y e g tels que (x, &, y)
soit un sly-triplet.

35) Soient (x, h,y) et (x', k', y') des sly-triplets de g. Les conditions suivantes sont
équivalentes:

a) il existe s € Aut,(g) tel que sx = x';
b) il existe s € Aut,(g) tel que sx = &', sh = ', sy = y'.

36) Si k est algébriquement clos, les conditions @) et 4) de 35) équivalent a:

¢) il existe s € Aut,(g) tel que sh = &',

De plus, le nombre de classes de conjugaison, relativement a Aut,(g), d’éléments
nilpotents non nuls de g, est au plus égal 4 3, ou [ est le rang de g.

37) Un élément nilpotent x de g est dit principal si le centralisateur de x est de
dimension égale au rang de g. 1l existe dans g des éléments nilpotents principaux.
Si £ est algébriquement clos, les éléments nilpotents principaux de g sont con-
Jjugués par Aut,(g).
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