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CHAPITRE VI1 

Dans ce chapitre, k désigne un corps commutatif. Par Q espace vectoriel O, on entend 
<( espace vectoriel sur k a; de même pour <( algèbre de Lie R, etc. Toutes les algèbres de Lie 
sont supposé& de dimension$nie. 

8 1. Décomposition primaire des représentations linéaires 

1. Décomposition d'une famille d'endomorphismes 

Soient V un espace vectoriel, S un ensemble, et r une application de S dans 
End(V). Notons P l'ensemble des applications de S dans k. Si A E P, on note 
Vh(S) (resp. Vh(S)) l'ensemble des v E V tels que, pour tout s G S, on ait r(s)v = 
A(s)v (resp. (r(s) - A(s))% = O pour n assez grand). Les ensembles Vh(S) et 
Vh(S) sont des sous-espaces vectoriels de V, et l'on a Vh(S) c Vh(S). On dit que 
V,(S) est le sous-espace propre de V relatif à A (et à r), que Vh(S) est le sous-espace 
primaire de V relatif à A (et à Y), que VO(S) est le nilespace de V (relatif à r). On dit 
que A est un poids de S dans V si Vh(S) # 0. 

En particulier, quand S est réduit à un seul élément s, P s'identifie à k ;  on 
emploie les notations V,(,,(s) et VA(S)(s), ou V,,,,(r(s)) et VhCs)(r(s)), au lieu des 
notations Vh((s)), Vh({s}) ; on parle des sous-espaces propres, des sous-espaces 
primaires, du nilespace de r(s) ; un élément v deVh,,,(s) est appelé un vecteur propre 
de r(s), et, si v # O, A(s) est appelé la valeurpropre correspondante (cf. A, VII, 5 5). 

On a aussitôt, pour tout A E P, les relations 

(1) VX(S) = a V"'" (s), 

Soit k' une extension de k. L'application canonique de End(V) dans 
End(V 8, k'), donne par composition avec r, une application r' : S +End(V @, k') . 
Dc même, toute application A de S dans k définit canoniquement une application, 
notée encore A, de S dans k'. Avec ces notations, on a la proposition suivante: 
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Soit (ai) unc hase du k-espace vectoriel k'. Si v E V @, kt, v se met de manière 

unique sous la forme 1 vi @ a,, où (vi) est une famille à support fini d'éléments 

de V. On a, pour tout s E S, 

(rr(s) - h ( ~ ) ) ~ ( u )  = 2 (r(s) - A(s))~u, @a,. 

Il s'ensuit que 

u E (V Bk kf)'(S) u v, E Vh(S) pour tout i, 

u E (V Bk kf),(S) c. O, E V,(S) pour tout i, 

ce qui entraîne la proposition. 

PROPOSITION 2. - Soient V, V', W des espaces riectoriels. Soient r: S -t End(V), 
r' : S -t End (V') et q: S -t End (W) des applications. 

(i) Soit f :  V -t W une application linéaire telle que q(s) f (v) = f (r(s)v) pour 
s E S et v E V. Alors, pour tout h E P, f applique VA(S) (resp. V,(S)) dans Wh(S) 

(resp. WAF) 1. 
(ii) Soit B: V x V' -t W une application bilinéaire telle que 

q(s)B(v, v') = B(r(s)v, v') + B(v, r1(s)v') 

pour s E S, u E V, v' E V'. Alors, pour tous A, p. E P, B applique Vh(S) x VfCL(S) 
(resp. V,(S) x V;(S)) dans Wh+ CL(S) (resp. Wh + ,(S)). 

(iii) Soit B: V x V' + W une application bilinéaire telle que 

q(s)B(v, v') = B(r(s)v, r'(s)vl) 

pour s E S, u E V, U' E VI. Alors, pour tous A, p E P, B applique Vh(S) x VtU(S) (resp. 
Vh(S) x VI(S)) dans WhCL(S) (resp. Wh,(S)). 

Dans le cas (i), on a (q(s) - A ( s ) ) ~ ~  (v)  = f ((r(s) - A(s))'v) pour s E S et 
v E V, et l'on conclut aussitôt. Dans le cas (ii), on a 

pour s E S, u E V, U' E V', d'où par récurrence sur n 

On en déduit immédiatement Ics asscrtions de (ii). Dans le cas (iii), on a 

pour s E S, u E V, ut E V', d'où par récurrence sur n 

On en déduit immédiatement Ics assertions de (iii). 



PR~PO~ITION 3. - La somme 2 VX(S) est directe. La somme 1 V,(S) est directe. 
A E P  h s P  

La seconde assertion est conséquerice de la première; il suffit de prouver 
celle-ci. Distinguons plusieurs cas. 

a) S est vide. L'assertion est triviale. 
b) S est réduit à un élément S. Soient A,, A,, . . . , A, des éléments distincts de k. 

Pour i = 0, 1, . . ., n, soit v, E Vh~(s) et supposons que v, = v, + . . . + v,. Il 
s'agit de prouver que v, = O. Pour i = O, . . . , n, il existe un entier q, > O tel que 
(r(s) - hi)qsui = O. Considérons les polynômes P(X) = n (X  - A,)@% et 

i21 

Comme P et Qsont prcmiers entre eux, l'identité de Bezout prouve que v, = O. 
c) S estJini non cide. Raisonnons par récurrence sur le cardinal de S. Soient 

s E S et S' = S - {s). Soit (v,),,, une famille à support fini d'éléments de V tels 
que 2 v, = O ct v ,  E Vh(S). Soit A, t P. Notons P' l'ensemble des A E P tels que 

h € P  

A 1 S' = ho 1 S'. D'après l'hypothèse de récurrence appliquée à Sr, on a 2 v, = 0. 
hep '  

Si A, sont des éléments distincts de P', on a h(s) # p(s). Comme la somme 

2 Va(s) est directe d'après b), ct quc v, E V ~ ( ~ ) ( S ) ,  on a U, = O pour tout 
atk 

h E Pl, et en particulier vAo = O, ce qu'il fallait démontrer. 
d) Cas général. Soit (v,), , une famille à support fini d'éléments de V telle que 

2 v, = O et v, E Vh(S). Soit P' l'ensemblc fini des A E P tels que v, # O, et soit 
A E P  

S' une partie finie de S telle que les conditions A E Y', p E P', 1 S' = p 1 S' 
entraînent A = p. On  a v, E VAIS'(S') ; appliquant c), on voit que v, = O pour 
h E Pl, ce qui achève la démonstration. 

Rappelons que, si x E End(V), on note ad x l'application y H xy - yx = [x, y] 
de End(V) dans lui-même. 

Lemme 1. - Soient x, y E End (V) . 
(i) Supposons V de dimensionjnie. Pour que x soit trigonalisable, il faut et il su@ que 

v = 2 va@).  
a e k  ~ - 

(ii) S'il existe un entier n tel que (ad ~ ) ~ y  = O, chaque Va(x) est stable par y. 
(iii) Supposons V de dimemionjnie. Si V = 2 Va(x) et si chaque Va(x) est stable 

a E k  

par y, il existe un entier n tel que (ad ~ ) ~ y  = O. 
La partie (i) résulte dc A, VII, 5 5, no 2, prop. 3. 
Soit E = End(V). Soit B l'application bilinéaire (u, u) K- u(v) de E x V dans 

V. Par définition de ad x, on a 
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pour x E E, u E E, v E V. Faisons opérer x sur E par ad x. D'après la prop. 2 (ii), 
on a B(EO(x), Va(x)) c Va(x) pour tout a E k. Si (ad x)"y = O, alors y E EO(x), 
donc y(Va(x)) c Va(x), ce qui prouve (ii). 

Pour prouver (iii), on peut remplacer V par Va(x), x (resp. y) par sa restriction 
à Va(x). Quitte à remplacer x par x - a, on peut donc supposer x nilpotent. Alors 
(ad x ) ~ ~ ~ ~ ~ - ~  = O (1, 3 4, no 2), ce qui prouve (iii). 

Remarque. -La démonstration prouve que, si V est de dimension finie et s'il 
existe un entier n tel que (ad ~ ) ~ y  = O, alors (ad ~ ) ~ ~ ~ ~ ~ - ~ y  = 0. 

Dans la suite, nous dirons que l'application r: S + End(V) satisfait à la 
condition (PC) (de (( presque commutativité O) si l'on a:  
(PC) Pour tout couple (s, s') d'éléments de S, il existe un entier n tel que 

(ad r(s))"r(s') = 0. 

THÉORÈME 1. - Supposom V de dimensionjnie. Les conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) La condition (PC) est vérijiée et, pour tout s E S, r(s) est trigonalisable. 
(ii) Pour tout A E P, Vh(S) est stable par r(S), et l'on a V = 2 Vh(S). 

h e p  - - 

Si V = 2 Vh(S), on a V = 2 Va(s) pour tout s E S, et il rCsulte du lemme 1 
h s P  a s k  

que (ii) entraîne (i). Supposons la condition (i) vérifiée. Le lemme 1 et la formule 
(1) entraînent que chaque Vh(S) est stable par r(S). Reste à prouver que V = 

2 Vh(S). Nous raisonnerons par récurrence sur dim V. Distinguons deux cas. 
h e p  

a) Pour tout s E S, r(s) admet une seule valeur propre A(s). Alors V = Vh(S). 
b )  Il existes E S tel que r(s) admette au moins deux valeurs propres distinctes. 

Alors V est somme directe des Va(s) pour a E k, et dim Va(s) < dim V pour tout 
a. Chaque Va(s) est stable par r(S), et il suffit d'appliquer l'hypothèse de récur- 
rence. 

COROLL~URE 1. - Supposons V de dimemion jnie et la condition (PC) vénJiée. Soit k' 
une extnrntnrnon de k. On suppose que, pour tout s E S, I'endom~phhe r(s) ép 1 de V 8, k' 
est trigonalisable. Soit P' l'ensemble des applications de S dam k'. Alors V @, k' = 

2 (V é p k  k ' Y ( S ) .  
A ' E P '  

Soit r': S -+ End(V Bk k') l'application définie par r. Si s,, s, E S, il existe 
un entier n tel que (ad r(s,))nr(s,) = O, d'où (ad r'(s,))nr'(s,) = O. Il suffit alors 
d'appliquer le th. 1. 

COROLLAJRE 2. -Supposons V de dimensionfinie et la condition (PC) vérijiée. Notons 

V + (S) le sous-espace actoriel 2 ( n r (5) '~) .  Alors : 
S E S  

(i) V0 (S) et V + (S) sont stables par r (S) ; 



(ii) V = VO(S) @ V+ (S) ; 
(iii) tout sous-espace vectoriel W de V, stable par r(S) et tel que WO(S) = 0, est 

contenu dans V + (S) ; 
(iv) on a 2 r(s)V+(S) = V+(S). 

s e s  

En outre, V+ (S) est le seul sous-espace vectoriel de V possédant les propriétés (i) et (ii). 
Pour toute extension k' de k, on a (V Bk kt) + (S) = V +  (S) ak k'. 

La dernière assertion est immédiate. Pour prouver les autres, on peut alors, 
compte tenu de la prop. 1, supposer k algébriquement clos. On a, d'après le th. 1, 
V = Vh(S), et les Vh(S) sont stables par r(S). Si s E S, le polynôme caractéris- 

h s P  

tique de r(s) 1 Vh(S) est (X - ~ ( s ) ) ~ ' ~ ~ ' ( ~ ) ;  il s'ensuit que .n r(s)'Vh(s) est nul 
$21 

si A(s) = O et égal à Vh(S) si ~ ( s )  # 0; par conséquent 

v+ (S) = 2 Vh(S), 
A o P , A # O  

ce qui prouve (i), (ii) et (iv). Si W est un sous-espace vectoriel de V stable par 
r(S), on a W = 2 Wh(S) et Wh(S) = W n Vh(S). Si WO(S) = 0, on voit 

X E P  

que W c V + (S), ce qui prouve (iii). 
Soit V' un sous-espace vectoriel de V stable par r(S) et tel que V' n VO(S) = 0. 

On a VfO(S) = O, donc V' c V + (S) d'après (iii). Si de plus V = VO(S) + V', 
on voit que V' = V + (S). C.Q.F.D. 

On dit parfois que (VO(S), V+ (S)) est la décomposition de Fitting de V, ou de 
l'application r: S -+ End(V). Si S est réduit à un seul élément s, on écrit V+ (s) 
ou V+ ((5)) au lieu de V +  ((5)). On a V = VO(s) @ V+ (s), VO(s) et V+ (s) sont 
stables par r(s), r (s) 1 VO(s) est nilpotent et r (s) 1 V + (s) est bijectif. 

COROLLAIRE 3. - Soient V et V' des espaces vectoriels de dimemionfinie, r: S + End(V) 
et Y' : S + End (V') des applications vériiant la condition (PC). Soit f: V -+ V' une 
application linéaire surjective telle que f (r(s)v) = r'(s) f (v) pour s E S et v E V. Alors 
f (Vh(S)) = V'h(S) pour tout A E P. 

Grâce à la prop. 1, on se ramène au cas où k est algébriquement clos. On a 
V = @Yh(s),  V' = @ Vh(S) d'après le th. 1, et V' = f(V) = 2 f(VA(S)). 

h € P  A E P  A E P  

Enfin, f (Vh(S)) c Vfh(S) d'après la prop. 2 (i), d'où le corollaire. 

PROPOSITION 4. - Supposons k parfait. Soient V un espace vectoriel de dimension finie, u 
un élément de End(V), us, un les composantes semi-simple et nilpotente de u (A, VII, 
4 5, no 8). 

(i) Pour tout h E k, on a Vh(u) = Vh(uS) = Vh(uS). 
(ii) Si V est muni d'une structure d'algèbre et si u est une dérivation de V, us et un sont 

des dérivations de V. 
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(iii) Si V est muni d'une structure d'algèbre et si u est un automorphisme de V, alors 
us et 1 + u;lun sont des automorphismes de V. 

Grâce à la prop. 1, on peut supposer k algébriquement clos, d'où 

La composante semi-siniple de 21 IVh(u) est l'homotliétie de rapport A dans 
Vh(u). Cela prouve (i). 

Supposons désormais V muni d'une structure d'algèbre. Soient x E Vh(u), 
y E V ~ U )  . 

Si u est une dérivation de V, on a xy E V h + u ( ~ )  (prop. 2 (ii)), donc 

Cela prouve que us est une dérivation de V. Alors un = u - us est aussi une 
dérivation de V. 

Si u est un automorphisme de V, on a Ker(us) = VO(u) = O, donc us est 
bijectif, D'autre part, xy rVhu(u) (prop. 2 (iii)), donc 

Cela prouve que us est un automorphisme de V; il en est de même de 

2. Cas d'une famille linéaire d'endomorphismes 

Nous supposons maintenant que S est muni d'une structure d'espace vectoriel, 
que l'application r :  S + End(V) est linéaire, et que V et S sont de dimensionjnie. 

PROPOSITION 5 .  - Supposons lu condition (PC) vér$ée, et soit A: S + k tel que Vh(S) # 
O. Si k est de caractéristique 0, L'afiplication h est linéaire. Si k est de caractéristique p # 0, 
il existe une puissance q de p divisant dim Vh(S), et une fonction polynomiale homogène 
P: S + k de degré q, telles que A ( s ) ~  = P(s) pour tout s E S. 

Comme Vh(S) est stable par r(S) (lemme 1 et formule (1) du no l ) ,  on peut 
supposer que V = Vh(S). Soit n = dim V, Pour s E S, on a alors 

det(X - r(s)) = (X - A ( s ) ) ~ .  

D'autre part, le développement du déterminant prouve que 

où a,: S -+ k est une fonction polynomiale homogène de degré i. Ecrivons n = qm 
où q est une puissance de l'exposant caractéristique de k et où (q, m) = 1. On a 
alors ( X  - A(s))~ = (Xq - A ( S ) ~ ) ~ ;  d'où - m h ( ~ ) ~  = a,(s), ce qui entraîne le 
résultat. 



PROPOSITION 6. - Supposons k injni et la condition (PC) vér$ée. Soit k' une extension 
de k. Posons V' = V @, k', S' = S @, k'. Soit r': S' + End(V1) l'application déduite 
de r par extension des scalaires. Alors 

VO(S) @, k' = V'O(S) = VfO(S'). 

La première égalité résulte de la prop. 1. Pour prouver la deuxième, on peut 
supposer V = VO(S) d'où V' = VfO(S). Soient (s,, . . . , s,) une base de S et 
(el, . . . , en) une base de V. Il existe des polynômes Pii(X1,. . ., X,) tels que 

pour 1 < j < n et a;, . . . , am E k'. Par hypothèse, on a r'(s)" = O pour tout 
s E S, c'est-à-dire P,,(a,, . . . , a,) = O pour 1 < i, j ,< n et a,, . . . , a, E k. Comme 
k est infini, on a donc Pz, = O. Par suitc, tout élément de r'(Sf) est nilpotent et 
V' = VIO(S'). 

PROPOSITION 7. - Supposons k injini et la condition (PC) vérijiée. Soit l'ensemble des 
s E S tels que VO(s) = VO(S). Si s E S, soit P(s) le déterminant de l'endomorphisme de 
V/VO(S) d&ni par r(s) (no 1, cor. 2 (i) au th. 1). 

(i) La fonction s H P(s) est polynomiale sur S. On a s = {s E S 1 P(s) # O); c'est 
un ouvert de S pour la topologie de Zariski (App. 1). 

(ii) S est non vide, et, pour tout s E 3, on a V + (5) = V + (S) . 
Le fait que s t-> P(s) soit polynomiale résulte de la linéarité de r. Si s E S, on a 

VO(s) 3 VO(S), avec égalité si et seulement si r(s) définit un automorphisme de 
V/VO (S), d'où (i) . 

Soit maintenant k' une clôture algébrique de k, et introduisons V', S', Y' 

comme dans la prop. 6. Remarquons que S' vérifie la condition (PC) par pro- 
longement de l'identité polynomiale ad(r (s,)) dimv- lr(s,) = O valable pour 
s,, s, E S (no 1, remarque). Appliquant le th. 1, on en deduit une décomposition 

avec A, # O pour 1 < i ,< m. Pour 1 < i < m, il existe une fonction polynomiale 
Pi non nhlle sur S' et un entier q, tels que A: = Pi (prop. 5). Puisque k est infini, 
il existe s E S tel que (Pl.  . .Pm) (s) # O, cf. A, IV, 3 2, no 3, cor. 2 à la prop. 9. 
O n  a alors Ai(s) # O pour tout i, d'où V'O(S1) = VIO(s) et par suite VO(S) = VO(s) 
(prop. 6 ) ,  ce qui montre que 3 # 0. Si s E 3, le fait que V +  (S) soit stable par r(s) 
et supplémentaire de Vo(s) dans V entraîne que V + (S) = V + (s) (cor. 2 au th. 1). 

3. Décomposition des représentations d'une algèbre de Lie nilpotente 

Soient P une algèbre de Lie et M un @-module. Pour toute application A de b 
dans k, on a défini au no 1 les sous-espaces vectoriels MA(@) et Mh(b) de M. En 
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particulier, si 9 est une algèbre de Lie contenant 4 comme sous-algèbre, et si x E g ,  
o n  emploiera souvent les notations gh (4 )  et gh(b) ga(x) et g,(x); il sera alors sous- 
entendu qu'on fait opérer 4 dans g par la représentation adjointe ad,. 

PROPOSITION 8. -Soient b une algèbre de Lie, et L ,  M ,  N des 4-modules. Notons P 
l'ensemble des applications de b dans k. 

( i)  La somme 2 Lh($) est directe. 
h E P  

(ii) Si f: L +- M est un homomorphisme de 4-modules, on a f (Lh(b)) G Mh((t) 
pour tout A E P. 

(iii) S i f :  L x M -+ N est une application bilinéaire 4-invariante, on a 

quels que soient A, p E P. 
Cela résulte des prop. 2 et 3. 

PROPOSITION 9. -Soient une algèbre de Lie nilpotente et M un 4-module de dimension 
jinie. Notons P l'ensemble des applications de P dans k. 

(i) Chaque Mh(@)  est un sous-4-module de M .  Si, pour tout x E 4,  x, est trigonalisable, 
alors M = 2 Mh(@) . 

h € P  

(ii) Si k est injîni, il existe x E 4 tel que MO(x)  = Mo($) .  
(iii) Si k est de caractéristique 0,  et si A E P est tel que Mh(P) # O ,  alors A est une 

forme linéaire sur 4 nulle sur [ P ,  Pl, et MA($) f O. 
(iv) Si f: M -t N est un homomorphisme surjectif de P-modules de dimension jînie, 

on a f (Mh(4) ) = Nh(8) pour tout A E P. 
(v) Si N est un $-module de dimension jînie, et B une forme bilinéaire sur M x N 

invariante par b, alors Mh(P) et Nu@) sont orthogonaux relativement à B si A + p # 0.  
Si, en outre, B est non dégénérée, il en est de même de sa restriction à M h  ( 4 )  x N - ( 4 )  pour 
tout A E P. 

La partie ( i )  résulte d u  no 1 ,  lemme 1 et th. 1. La partie (ii) résulte du no 2, 
prop. 7. La partie ( iv)  résulte d u  no 1 ,  cor. 3 d u  th. 1. Prouvons (iii). O n  peut 
supposer que M = Mh(4). Alors, pour tout x E 4, on a A(x) = (d im V )  - l Tr(x,) ; 
cela prouve que est linéaire (ce qui résulte aussi de la prop. 5 )  et que A s'annule 
sur [ P ,  Pl. Considérons l'application p: 9 +- End,(M) définie par 

e n  vertu de ce qui précède, c'est une représentation de !, dans M ,  et p(x) est 
nilpotent pour tout x E b. D'après le th. d'Engel (1, 8 4, no 2, th. l ) ,  il existe 
m f O dans M tel que p(x)m = O pour tout x E 4, d'où m E MA@). 

La  première assertion de  ( v )  résulte d u  no 1 ,  prop. 2, (ii). Pour prouver la 
deuxième, o n  peut supposer k algébriquement clos, v u  la prop. 1 d u  no 1 ; elle 
résulte alors de la première et  d u  fait que M = 2 Mh(P), N = 2 Nu@),  cf. ( i) .  

h Ii 



Remarque. - Supposons k parfait de caractéristique 2. Soient t )  = el(2, k), et M le 

@-module k2 (pour l'application identique de 4). Si x = ( :) est un éiément quel- 

conque de b, notons A(x) l'unique h E k tel que A2 = a2 + bt .  Alors M = MA(@) 
comme le montre un calcul immédiat; en revanche, MA(@) = O et A n'est ni linéaire, 
ni nulle sur [@, @], bien que @ soit nilpotente. 

COROLLAIRE. - Soient 9 une algèbre de Lie nilpotente, et M un @-module de dimension 
$nie tel que Mo(@)  = O. Soitf: @ + M une application linéaire telle que 

f([x ' . ,yI)  = x . f ( ~ )  - y - f ( x )  Pour x , y ~ b -  

I l  existe a E M tel que f ( x )  = x .  a pour tout x E t). 

Soit N = M x k. Faisons opérer t )  sur N par la  formule 

x .  (m, A) = (xm - Af(x) ,  O ) .  

L'identité vérifiée par f entraîne que  N est un t)-module (1, $ 1, no 8, exemple 2). 
L'application (m, A) H A de  N dans k est u n  homomorphisme d e  N ,  dans le  6- 
module  trivial k. D'après la prop. 9 (iv), il e n  résulte que  No@) contient un 
élément d e  la  forme (a, 1)  où  a E M .  V u  l'hypothèse faite sur M ,  o n  a 

( M  x O) n No(@) = 0 ,  

donc No(@)  est d e  dimension 1 et  par suite est annulé par @. Ainsi, o n  a xa -f(x) = 
O pour tout  x E t), ce qui  prouve le corollaire. 

PROPOSITION 10. - Soient g une algèbre de Lie, i, une sous-algèbre nilpotente de g. 
Notons P l'ensemble des atplications de @ dans k. 

( i )  Pour A, p E P, on a [gA(b), g"(b)] gh+'(t));  en particulier, go($) est une sous- 
algèbre de Lie de 4 contenant @, et les sa(@) sont stables par ad g o ( @ ) .  De plus, gO(t))  est son 
propre normalisateur dans g.  

( i i )  Si M est un g-module, on a gA(b)MV(@) c MA+"(@)  pour A, p E P ;  en parti- 
culier, chaque Mh(p) est un gO(t))-module. 

(iii) Si B est une forme bilinéaire sur 9 invariante par 6, gA( t ) )  et # ( @ )  sont orthogonaux 
relativement à B pour h + p # O. Supposons B non dégénérée. Alors, pour tout E P, la 
restriction de B à gh(b) x g - h ( @ )  est non dégénérée; en particulier, la restriction de B à 
g o ( @ )  x g o ( $ )  est non dégénérée. 

( i v )  Supposons k de caractéristique 0. Alors, si x E gA(@) avec # O, ad x est 
nilpotent. 

L'application ( x ,  y)  i-t [x ,  y] d e  g x g dans g est g-invariante d'après l'identité 
d e  Jacobi, donc t)-invariante. La  première partie d e  (i) résulte alors de  la prop. 
2 (ii). On démontre ( i i )  de  manière analogue. 

Si x appartient au normalisateur de  g o ( @ )  dans g ,  o n  a, pour tout y E @, 

(ad y )  .x = - [x, y] G go@), donc (ad y)n . x = O pour n assez grand. Cela 
prouve que  x E gO(t)) .  L'assertion (i) est ainsi entièrement établie. 

L'assertion (iii) résulte de  la prop. 9 (v). 
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Pour démontrer (iv), on peut supposer k algébriquement clos. Soit x E gh(4), 
avec A f O. Pour tout p E P et tout entier n 2 O, on a (ad ~ ) ~ g ' " ( p )  c gu+nh(b); 
soit Pl l'ensemble fini des p E P tels que gV($) # O ;  si k est de caractéristique O et 
A # O, on a (Pl + nh) n Pl = 0 pour n assez grand, d'où (ad x ) ~  = O. 

Lemme 2. - On suppose k de caractéristique 0. Soient g une algèbre de Lie semi-simple 
sur k, B la forme de Killing de g, m une sous-algèbre de 9. On suppose que les conditions 
suivantes sont satisfaites : 

1) la restriction de B à m est non dégénérée; 
2) si x E m, les composantes semi-sim@le et nilpotentel de x dans g appartiennent à m. 
Alors m est réductive dans g (1, § 6, no 6). 
D'après 1, 5 6, no 4, prop. 5 d), m est réductive. Soit c le centre de m. Si x E c 

est nilpotent, alors x = O; en effet, pour tout y E m, ad x et ad y commutent, leur 
composé ad x 0 ad y est nilpotent, et B(x, y) = O, d'où x = O. Soit maintenant x 
un élément quelconque de c;  soient s et n ses composantes semi-simple et nil- 
potente. On a n E m. Comme ad n cst de la forme P(ad x), où P est un polynôme 
sans terme constant, on a (ad n) . m  = O, donc n E c, et alors n = O d'après ce 
qui précède. Donc ad x est semi-simple. Par suite, la restriction à m de la représen- 
tation adjointe de 9 est semi-simple (1, 6, no 5, th. 4 b) ) .  

PROPOSITION 11. - On suppose k de caractéristique 0. Soient g une algèbre de Lie semi- 
simple, !, une sous-algèbre nilpotente de g. L'algèbre go($) sati~fait aux conditions (1) et (2) 
du lemme 2 ; elle est réductiue dans g. 

Soient X, x' E g, s et s' leurs composantes semi-simples, n et n' leurs compo- 
santes nilpotentes. On a 

x' E gO(x) u (ad s) (x') = O (prop. 4) 
o (ad x') (s) = O 
3 (ad s') (s) = O 

(ad s) (s') = O 
o s' E go (x) (prop. 4) 

donc x' E gO(x) 3 n' E gO(x) et l'on a prouvé (2). La forme de Killing de g est 
non dégénérée, donc sa restriction à sO(b) est non dégénérée (prop. 10 (iii)). Le 
fait que go($) soit réductive dans g résulte alors du lemme 2. 

4. Décomposition d'une algèbre de Lie relativement à un automorphisme 

PROPOSITION 12. - Soient 4 une algèbre de Lie, a un automorphisme de g. 

(i) Pour A, p. E k, on a [gh(a), gV(a)] C ghG(a) ; en particulier, gl(a) est une sous- 
algèbre de 9. 

l D'après 1, 8 6, no 3, th. 3, tout x c 9 s'écrit de manière unique comme somme d'un élément semi- 
simple s et d'un élément nilpotent n conimutant entre rux; l'élémrnt r (resp. n )  s'appcllc la composante 
semi-simple (resp. nilpotente) de x .  



(ii) S i  B est une forme bilinéaire symétrique sur g invariante par a, gh(a) et gU(a) sont 
orthogonaux relativement à B pour Ap # 1. Supposons B non dégénérée. Alors, si A # O ,  la 
restriction de B à gh(a) x g1Ih(a) est non dégénérée. 

L'assertion (i) et la première moitié de (ii) résultent de la prop. 2 (iii) appli- 
quée à la loi de composition g x 4 -> 5 et à la forme bilinéairc B. Pour démoritrrr 
la seconde moitié de (ii), on peut supposcr k algébriquement clos. On a alors 
g = @ gV(a).  Vu ce qui précèdc, gh(a) est orthogonal aux gv(a) si Av # 1 ; comme 

v e k  

B est non dégénérée, il en résulte que sa rcstriction à gh(a) x g1Ih(a) l'est aussi. 

COROLLAIRE. - Supfiosons k de caractéristique zéro et g senzi-simple. Alors la sous- 
algèbre s l ( a )  satisfait aux conditions ( 1 )  et ( 2 )  du lemme 2 ; elle est réductiue dans 9. 

La condition ( 1 )  résulte de la partie (ii) de la prop. 12; la condition (2) 
résulte de la prop. 4 du no 1 .  

5. Invariants d'une algèbre de Lie semi-simple relativement à une action 
semi-simple 

Dans ce no, on suppose k de caractéristique zéro. 

PROPOSITION 13. -Soient 4 une algèbre de Lie semi-simple, a une sous-algèbre de 9 
réductive dans 9, et m le commutant de a dans g.  La sous-algèbre in satisfait aux conditions 
(1) et ( 2 )  du lemme 2 du no 3 ; elle est réductive dans g.  

D'après la prop. 6 de 1 , s  3, no 5, appliquée au a-module 4,  on a g = rn @ [a, g ] .  

Soit B la forme de Killing de s, et soient x E a, y E m, z E g.  On a 

B K z ,  X I ,  Y )  = w, [ x , y l )  = 0 puisque [x ,  YI = 0, 

ce qui montre que m est orthogonal à [a, g ]  relativement à B. Comme B est non 
dégénérée, et que g = ni  @ [a, 91, cela entraîne que la restriction de B à n i  est non 
dégénérée; la condition (1) du lcmme 2 est donc vérifiée. 

Soit maintenant x E m et soient s et n ses composantes semi-simple et i d -  
potente. La composante semi-simple de ad x est ad s, cf. 1, § 6, no 3. Comme 
ad x est nul sur a, il en est de même de ad s, d'après la prop. 4 ( i ) .  On a donc 
s E m, d'où n = x - s E ni, et la condition 2 du lemme 2 est satisfaite. 

Remarque. - Le commutant de ri1 dans 4 n'est pas nécessairement réduit à a, cf. 
Exerc. 4. 

PROPOSITION 14. - Soient g une algèbre de Lie ~emi-simple, A un groufie et r un homo- 
morphisme de A dans Aut(g). Soit rn la sous-alqèbre de g formée des éléments invarzants 
par r ( A ) .  Supposons que la rep~ésmta~ion linéai~e 7 soit semi-sinzple. Alols iii satifait  aux 
conditions (1) et ( 2 )  du lenune 2 du 11" 3 ;  elle est réductive dans g. 
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La démonstration est analogue à celle de la proposition précédente: 
Soit g +  le sous-espace vectoriel de 9 engendré par les r(a)x - x, a 6 A, x E g. 

L'espace vectoriel g' = m + g +  est stable par r(A). Soit n un supplémentaire de g' 

dans g stable par r(A). Si x E n, a E A, on a r(a)x - x E n n g +  = 0, d'où x G m 
et x = O puisque m n n = O. Ainsi, g = g' = m + g +. Soit B la forme de Killing 
deg  et so i en ty~m,  ~ E A ,  X E $ .  On  a 

Ainsi m et g +  sont orthogonaux relativement à B. Il en résulte que la restriction 
de B à m est non dégénérée; d'où la condition (1) du lemme 2. La condition (2) 
est immédiate par transport de structure. 

3 2. Sous-algèbres de Cartan et éléments réguliers d'une algèbre 
de Lie 

A partir du no 2, le corps k est supposé infini. 

1. Sous-algèbres de Cartan 

DÉFINITION 1. - Soit g une algèbre de Lie. On appelle sous-algèbre de Cartan de une 
sous-algèbre nilpotente de g égale à son normalisateur. 

Nous obtiendrons plus loin les résultats suivants: 
1) si k est infini, g possède des sous-algèbres de Cartan (no 3, cor. 1 du th. 1) ; 
2) si k est de caractéristique 0, toutes les sous-algèbres de Cartan de 4 ont 

même dimension (§ 3, no 3, th. 2) ; 
3) si k est algébriquement clos de caractéristique 0, toutes les sous-algèbres 

de Cartan de g sont conjuguées par le groupe des automorphismes élémentaires de 
g (4 3, no 2, th. 1). 

Exemples. - 1) Si g est nilpotente, la seule sous-algèbre de Cartan de g est g elle- 
même (1, § 4, no 1, prop. 3). 

2) Soient g = gî(n, k), et 1, l'ensemble des matrices diagonales appartenant à 
g. Montrons que t) est une sous-algèbre de Cartan de g. D'abord est commutative, 

donc nilpotente. Soit (Eij) la base canonique de gl(n, k), et soit x = 2 yiiEi, un 
élément du normalisateur de b dans 9. Si i # j, les formules (5) de 1, $ 1, no 2 
montrent que le coefficient de Eij dans LEii, x ]  est pij. Puisque Eii E 8, on a 
[Eii, x ]  E b, et le coefficient en question est nul. On a donc yij = O pour i # j, 
d'où x E t), ce qui montre bien que h est une sous-algèbre de Cartan de 4. 



3) Soit i )  une sous-algèbre de Cartan de et soit g, une sous-algèbre de 
contenant t). Alors b est une sous-algèbre de Cartan de g, ; cela résulte aussitôt de 
la déf. 1. 

PROPOSITION 1. -Soit 4 une algèbre de Lie et soit !, une sous-algèbre de Cartan de 9. 

Alors t )  est une sous-algèbre nilpotente maximale de g. 

Soit t)' une sous-algèbre nilpotente de g contenant t). Alors t)  est sous-algèbre de 
Cartan de i)' (exemple 3), donc i )  = i)' (exemple 1). 

2 II existe des sous-algèbres nilpotentes maximales qui ne sont pas des sous-algèbres 
de Cartan (exerc. 2) .  

PROPOSITION 2. - Soient (g),,, une famille jnie d'algèbres de Lie et g = n 4,. Les 
i E I  

sous-algèbres de Cartan de g sont les sous-algèbres de la forme n 4, où Pi  est une sous- 
i E I  . - -  

algèbre de Cartan de 4,. 
Si Pi est une sous-algèbre de 9, de normalisateur ni, alors II t), est une sous- 

algèbre de 9 de normalisateur n ni; si les bi sont nilpotentes, n t), est nil- 

potente; donc si, pour tout i, t), est une sous-algèbre de Cartan de gi, n Pi est une 
sous-algèbre de Cartan de 9. Réciproquement, soit t)  une sous-algèbre de Cartan de 
9; la projection pi de b sur si est une sous-algèbre nilpotente de g,, et n b, est une 
sous-algèbre nilpotente de contenant t ) ;  on a donc i )  = n bi (prop. 1); pour 
tout i, i), est alors son propre normalisateur dans si, donc est une sous-algèbre de 
Cartan de g,. 

Exemple 4. - Si k est de caractéristique 0, gf(n, k) est produit des idéaux d(n, k) 
et k. 1. Il résulte de l'exemple 2 et de la prop. 2 que l'ensemble des matrices 
diagonales de trace O dans d(n, k) est une sous-algèbre de Cartan de d ( n ,  k). 

PROPOSITION 3. -Soient g une algèbre de Lie, i )  une sous-algèbre de 4, k' une extension 
de k. Alors t) est une sous-algèbre de Cartan de 4 si et seulement si t) Bk kt est une sous-algèbre 
de Cartan de g Bk k'. 

En effet, t )  est nilpotente si et seulement si t)  Bk k' l'est (1, 8 4, no 5). D'autre 
part, si n est le normalisateur de 8 dans g, le normalisateur de t)  Bk k' dans 
g Bk k' est n Bk k' (1, $ 3, no 8). 

PROPOSITION 4. -Soient g une algèbre de Lie, i )  une sous-algèbre nilpotente de g. Pour 
que i )  soit sous-algèbre de Cartan de 9, i l  faut et i l  sufit que go(@) = t). 

Si gO(b) = t), i )  est son propre normalisateur (§ 1, prop. 10 (i)), donc 8 est une 
sous-algèbre de Cartan de g. Supposons gO(i)) # i). Considérons la représentation 
de 9 dans gO(i))/i) déduite par passage au quotient de la représentation adjointe. 
En lui appliquant le théorème d3Engel (1, 5 4, no 2, th. l),  on voit qu'il existe 
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x E go($) tel que x 6 $ et [$, x]  c $; alors x appartient au normalisateur de $ dans 
g, de sorte que $ n'est pas une sous-algèbre clr  Cartan dc 9. 

COROLLAIRE 1. - Soient g une algèbre de Lie, $ une sous-algèbre de Cartan de 9. S i  k est 
$ni, i l  existe x t I) tel que $ = gO(x). 

En effèt, on a $ = go($), et on applique la prop. 9 (ii) du 4 1. 

COROLLAIRE 2. - Soit g -t g' un homomorfihisme surjectif d'algèbres de Lie. Si b 
est une sous-algèbre de Cartan de g, f ($) est une sous-algèbre de Cartan de 9'. 

En effet, f ($) est une sous-algèbre nilpotente de 9'. D'autre part, considérons 
la représentation x H ad f (x) de $ dans g'. D'après la prop. 9 (iv) du 3 1, no 3, on 
a f (a0($)) = s'O($). Or go($) = $, et d'autre part, il est clair que gfO($) = g'O( f ($)). 
Donc f ($) = g f O (  f ($)) et il suffli d'appliquer la prop. 4. 

COROLLAIRE 3. -Soit $ une sous-algèbre de Cartan d'une algèbre de Lie 9, et soit 
g n g  ( n  1) un &me de la série centrale descendante de g (1, 3 1, no 5, 2ème édition). On 
a g  = $ + Vng. 

En effet, le corollaire 2 montrc que l'image de $ dans g/Yng est une sous- 
algèbrc de Cartan de g/Vn9, donc est égale à g/Vng puisque g / g n g  est nilpotente 
(exemple 1). 

COROLLAIRE 4. -Soient g une algèbre de Lie, $ une sous-algèbre de Cartan de 9, a une 
sous-algèbre de contenant $. 

(i) a est égale à son normalisateur dans 4. 

(ii) Supposons k = R ou C ;  soient G un groupe de Lie d'algèbre de Lie 4, A le sous- 
groupe intégral de G d'algèbre de Lie a. Alors A est un sous-grouFe de Lie de G, et c'est la 
coinj~osante neutre du normalisateur de A dans G. 

Soit n le normalisateur de a dans g. Comme est une sous-algèbre de 
Cartan de n (cxemplc 3), {O) est une sous-algèbre de Cartan de n/a (cor. 2), 
donc est égal à son normalisateiir dans n/a; aiitrernent dit, n = a. L'assertion 
(ii) résulte de (i) et de III, 5 9, n04, cor. de la prop. 11. 

COROLLAIRE 5. - Soient g une algèbre de Lie, E une partie de g. Faisons oFérer E dans 
par la représentation adjointe. Pour que E soit une sous-algèbre de Cartan de 9, il faut et 
il su@ que E = gfl(E). 

La condition est nécessaire (prop. 4). Supposons maintenant que E = gO(E). 
D'après la prop. 2 (ii) du $ 1, ri0 1 ,  E est alors une sous-algèbre de 9. Six E E, ad, x 
est nilpotent puisque E c gO(E) ; donc l'algèbre E est nilpotente. Alors E est une 
sous-algèbre de Cartan d'après la prop. 4. 

COROLLAIRE 6. - Soient g une alcqèbre de Lie, ko un sous-corps de k tel que [k : ko] < + m, 
9, l'algèbre de Lie déduite de g par restriction à ko du corps des scalaires. Soit P une partie de 
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g. Pour que L) soit une sous-algèbre de Cartan de 4, il faut et il su@t que L) soit une sous- 
algèbre de Cartan de 9,. 

Cela résulte du cor. 5, car la condition $ = g O ( h )  ne fait pas intervenir le 
corps de base. 
PROPOSITION 5 .  - Soient g une algèhre de Lie, c son centre, L) un souee-pace vectoriel de 
g .  Pour que $ soit une sous-algèbre de Cartan de 8, il faut et il s u i t  que b conlienne c et que 
$ / c  soit une sous-algèbre de Cartan de g / c .  

Supposons que L) soit une sous-algèbre de Cartan de g. Puisquc [c, g ]  c $, on a 
c c $. D'autre part, b/c  cst unc sous-algèbrc dc Cartan de g / c  d'apres le cor. 2 de la 
prop. 4. 

Supposons que i )  2 c et que b /c  soit une sous-algèbre de Cartan de g /c .  Soit f 
le morphisme canonique de g sur g / c .  L'algèbre h, qui est extension centrale de $ / c ,  
est nilpotente. Soit n le normalisateur de L) clans g .  Si x E n, on a [ f ( x ) ,  b / c ]  c b / c ,  
donc f ( x )  E L)/c, donc x t L). Cela prouve que L) est unc sous-algèbre de Cartan de g .  

COROLLAIRE. - Soit Vmg la réunion de la série centrale ascendante de l'algèbre de Lie 
4 (1, 5 1, no 6). Les sous-algèbres de Cartan de 9 sont les images réc$roques des sous-algèbres 
de Cartan de g/V,g.  

En effet, le centre de est Vi + . l g /V ,g ,  et le corollaire se déduit de la prop. 5 
par une récurrence immédiate. 

Remarque. - Vmg est le plus petit idéal n de g tel que le centre de g/n soit nul; 
c'est un idéal caractéristique et nilpotent de 9. 

2. Eléments réguliers d'une algèbre de Lie 

[Rappelons que désormais k est supposé infini.] 
Soit g une algèbre de Lie de dimension n. Si x E 9, écrivons le polynômc 

caractéristique de ad x sous la forme 

n 

det(T - ad x) = 2 ai(x)Ti ,  avec a,(x) E k. 
i=O 

On a a,(x) = ( -  1)"-' ~ r ( 7  ad x ) ,  cf. A, III,  p. 107. Ceci montre que 
x tt a,(x) cst une application polynomiale homogène de degré n - i de g dans k 
(A, IV, 3 5, no 9). 

Remarques. - 1 )  Si 9 # {O), on a a, = O car (ad x)  ( x )  = O pour tout x E 4. 
n 

2) Soit k' une extension de k. Ecrivons det(T - ad x') = 2 ai (x ' )T i  pour 
i=O 

X' E g Bk kt. Alors ai 1 g = ai pour tout i. 
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DÉFINITION 2. - On appelle rang de g et on note rg(g) le plus petit entier 1 tel que a, # O 
Un élément x de 9 est dit régulier si a,(x) # O. 

Pour tout x E g, on a donc rg(g) < dim g O ( x ) ,  et l'égalité a lieu si et seulement 
si x est régulier. 

L'ensemble des éléments réguliers est ouvert et dense dans 4 pour la topologie 
de Zariski (App. 1). 

Exemples. - 1) Si g est nilpotente, on a rg(g) = dim g et tous les éléments de g 

sont réguliers. 

2) Soit g = st(2, k). Si x = E g, un calcul facile donne 

Si la caractéristique de k est # 2, alors rg(g) = 1 et les éléments réguliers sont les 
x tels que GCP f y2 # 0. 

3) Soient V un espace vectoriel de dimension finie n, et g = g[(V). Soit k une 
clôture algébrique de k. Soient x E 9, et A,, . . . , h, les racines dans k du polynôme 
caractéristique de x (chaque racine étant écrite un nombre de fois égal à sa 
multiplicité). L'isomorphisme canonique de V* @ V sur g est compatible avec 
les structures de g-module de ces deux espaces, autrement dit transforme 
1 @ x - tx @ 1 en ad x (1, 5 3, no 3, prop. 4). Compte tenu du 5 1, prop. 4 (i), 
on en déduit que les racines du polynôme caractéristique de ad x sont les Ai - Aj 
pour 1 < i < n, 1 < j < n (chaque racine étant écrite un nombre de fois égal 
à sa multiplicité). Le rang de g est donc n et, pour que x soit régulier, il faut et il 
suffit que chaque Ai soit racine simple du polynôme caractéristique de x. 

PROPOSITION 6. - Soient g une algèbre de Lie, k' une extension de k, et g' = g @, k'. 
(i) Pour qu'un élément x de 4 soit régulier dans 9, il faut et il sufit que x @ 1 soit 

régulier dans g'. 

(ii) On a rg(g) = rg (g') . 
Cela résulte de la remarque 2. 

Soient (si),,, une famillejinie d'algèbres de Lie, et 4 = n gi. 
ieI 

(i) Pour qu'un élément (xi),,, de soit régulier dans g, il faut et il su i t  que, pour tout 
i t 1, xi soit régulier dans si. 

(ii) On a rg(g) = 2 rg(gi). 
i e I  

En effet, pour tout x = (xi),,, E g, le polynôme caractéristique de ad, x est le 
produit des polynômes caractéristiques des ad,, xi. 

PROPOSITION 8. - Soit f :  9 + 9' un homomorphisme surjectzf d'algèbres de Lie. 
(i) Si  x est un élément régulier de g, f (x) est régulier dans g'. La réciproque est vraie 

si Kerf est contenu dans le centre de g. 



(ii) On a rg(g) rg(gl). 
Posons rg(g) = r, rg(gl) = r'. Soit x r g. Les polynômes caractéristiques de 

ad x, ad  f (x) et ad x 1 Ker f sont de la forme 

où les ai, bi, ci sont des fonctions polynomiales sur g, avec a, # O, 6,. # O, cr- # O. 
O n  a P = QR, donc r = r' + r" et ar(x) = br,(x)cr,,(x), ce qui prouve (ii) et la 
première assertion de (i). Si Ker f est contenu dans le centre de g, on a R(T) = 

Tn", donc a,(x) = b,,(x), d'où la deuxième assertion de (i). 

COROLLAIRE. - Soit g,,g (n 2 O) un terme de la série centrale ascendante de g (1, § 1, 
no 6). Les éléments réguliers de 9 sont ceux dont l'image dans g/%',,g est régulière. 

PROPOSITION 9. - Soient g une algèbre de Lie, 4' une sous-algèbre de 9. Tout élément de g' 

régulier dans 9 est régulier dans 9'. 

Pour x E gl, ad, x admet ad,. x pour restriction à g', et définit par passage au 
quotient un endomorphisme u(x) de l'espace vectoriel g/g'. Soit d,,(x) (resp. dl(x)) 
la dimension du nilespace de ad,, x (resp. de u(x)), et soit co (resp. cl) le minimum 
de do(x) (resp. dl(x)) quand x parcourt g'. Il existe des applications polynomiales 
non nulles Po, pl de g' dans k telles que 

d,(x) = 60 PO(X) # O, dl ( x )  = cl - P1(x) # 0. 
Comme k est infini, l'ensemble S des x E 4' tels que do(x) = co et dl(x) = cl est 
non vide. Tout élément de S est régulier dans g'. D'autre part, S est l'ensemble 
des éléments de g' tels que le nilespace de ad, x soit de dimension minimum, et 
contient donc tout élément de 4' qui est régulier dans 9. 

Remarque. - 3) Il n'existe pas nécessairement d'élément de g' régulier dans 9. S'il 
en existe au moins un, l'ensemble de ces éléments n'est autre que l'eriscmble noté 
S dans la démonstration ci-dessus. 

3. SousQlg'ebres de Cartan et éléments réguliers 

THÉORÈME 1. - Soit g une algèbre de Lie. 
(i) Si x est un élément régulier de 9, gO(x) est une sous-algèbre de Cartan de g. 

(ii) Si 6 est une sous-algèbre nilpotente maximale de 9, et si x E i) est régulier dam g, 

alors 6 = gO(x). 
(iii) Si 6 est une sous-algèbre de Cartan de g, on a dim(t)) > rg(g). 
(iv) Les sous-algèbres de Cartan de g de dimension rg(g) sont les gO(x) où x est un 

élément régulier. 
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Soit x un élément régulier de g et soit $ = gO(x). On a évidemment bO(x) = $. 
Commc x est régulier dans $ (prop. 9), on a rg($) = dim(b), d r  sorte que b est 
nilpotente. D'autre part, = go(x)  2 go($) 2 $, donc $ = go($) est une sous- 
algtbre de Cartan de (prop. 4). Ccla prouve (i). 

Si $ cst une sous-algèbre nilpotente maximale de g, et si x E $ est régulier dans 
g, on a b c sO(x), et sO(x) est nilpotente d'après (i), donc $ = gO(x), ce qui 
établit (ii). 

Si $ est une sous-algèbre de Cartan de 9, il existe x t $ tel que 1) = gO(x) (cor. 1 
de la prop. 4), d'où dim($) rg(s), ce qui prouve (iii) . Si en outre dim($) = rg(g), 
x est régulier. Enfin, si x' est régulier dans g, gO(x') est une sous-algèbre de Cartan 
d'après (i), évidemment de dimension rg(g). Cela prouve (iv). 

Nous verrons au 3 3, th. 2, que, lorsque k est de caractéristique zéro, toutes les sous- 
algèbres de Cartan de g ont pour dimension rg(g). 

COROLLAIRE 1. - Toute algèbre de Lie g possède des sous-algèbres de Cartan, et le rang de g 

est la dimension minimum des sous-algèbres de Cartan. 

COROLLAIRE 2. - Soit f: g + 0' un homomorphisme surjectif d'algèbres de Lie. S i  $' 

est une sous-algèbre de Cartan de g', il exi,rte une sous-algèbre de Cartan $ de 4 telle que 
P' =f ($). 

Soit a = f -l($'). D'après le cor. 1, a possède une sous-algèbre de Cartan 9. 
D'après le cor. 2 de la prop. 4, on a f (4) = 6'. Montrons que !, est une sous- 
algèbre de Cartan de 9. Soit n le normalisateur de $ dans g. I l  s'agit de prouver 
que $ = n. Si x E n, f (x) appartient au normalisateur de $' dans g', donc f (x) E $' 
et x E a; mais $ est son propre normalisateur dans a, donc x E $. 

COROLLAIRE 3. - Toute algèbre de Lie g est somme de ses sous-algèbres de Cartan. 
La somme 5 des sous-algèbres de Cartan de 9 contient l'ensemble des éléments 

réguliers de g (th. 1 (i)). Comme cet ensemble est dense dans pour la topologie 
dc Zariski, on a 5 = g. 

PROPOSITION 10. -Soient g une algèbre de Lie, a une sous-algèbre commutative de 4 et c le 
cornmutant de a dans 9. On suppose que ad, x est semi-simple pour tout x E a. Alors les 
sous-algèbres de Cartan de c sont les sous-algèbres de Cartan de g contenant a. 

Soit $ une sous-algèbre de Cartan de c. Comme a est contenue dans le centre 
a de c, on a a c a c $ (prop. 5). Soit t i  le normalisateur de $ dans g. On a 

[a, nl [b, nl 6. 

Comme les ad, x, x E a, sont semi-simples et commutent entre eux, il résulte de A, 
VIII, 3 5, no 1, qu'il existe un sous-espace vectoriel b de n stable par ad, a et tel 
quc ri = $ @ b. 011 a [a, b] c $ n b = O, donc b c c. Ainsi, n est le normalisateur 



de b dans c, et par suite n = 6, de sorte que 4 est une sous-algèbre de Cartan de g 
contenant a. 

Inversement, soit $ une sous-algèbre de Cartan de (7 contenant a. On a 
= gO(b) c gO(a), et par hypothèse go(a) = gO(a) = c. D'où a c b c c et t) est 

une sous-algèbre de Cartan de c (car égale à son normalisateur dans 9, donc a 
fortiori dans c) . 

PROPOSITION 11. - Soit n une sous-algèbre nilpotente d'une algèbre de Lie g. Il existe une 
sous-algèbre de Cartan de g contenue dans gO(n).  

Posons a = gO(n). On a n c a puisque TI est nilpotcntc. Si x E a, soit P(x) le 
déterminant de l'endomorphisme de g/a défini par ad x. Notons a' l'ensemble des 
x E a tels que P(x) # 0, c'est un ouvert de a pour la topologie dc Zariski; les rela- 
tions x E a' et gO(x) c a sont équivalentes. D'après la prop. 7 (ii) du $ 1, no 2, il 
existe y E n tel que gO(y) = a, et l'on a y E a', ce qui montre que a' est non vide. 
Comme a' est ouvcrt, son intcrscction avec l'cnsemblc des ClCmcnts réguliers de a 
est non vide. Soit x un Clément de cette intersection. On  a gO(x) c a et gO(x) est 
une sous-algèbre de Cartan de a, donc est nilpotente. D'autre part, la prop. 
10 (i) du § 1, no 3, montre que gO(x) est son propre normalisateur dans 9; c'est 
donc une sous-algèbre de Cartan de 9, ce qui achève la démonstration. 

4. Sous-algèbres de Cartan des algèbres de Lie semi-simples 

THÉORÈME 2. -SuPPosons k de caractéristique 0. Soient g une algèbre de Lie semi- 
simple, $ une sous-algèbre de Cartan de 9. Alors b est commutalive, et tous ses éléments sont 
semi-simples dans g (1, $6 ,  no 3, déf. 3). 

Comme !, = gO(b), est réductive (5  1, prop. 1 l ) ,  donc commutative puisque 
nilpotente. D'autre part, la restriction à $ dc la représentation adjointe de g est 
semi-simple (106. cit.), donc les éléments de b sont semi-simples dans g (A, VIII, 
$ 5, no 1). 

COROLLAIRE 1. - Si  x E $ et y E gh(b), on a [x, y] = h(x)y. 
En effet, ~u isque  ad x est semi-simple, on a gh'x'(x) = g,b(x,(x). 

COROLLAIRE 2. - Tout élément régulier de g est semi-simple. 
En effet, un tel élément appartient à une sous-algèbre de Cartan (no 3, th. 1 

6)  ) - 
COROLLAIRE 3. - Soit $ une sous-algèbre de Cartan d'une algèbre de Lie réductive g. 

a) b est commutative. 
b) Si  p est une représentation semi-simple de dimensionjinie de 9, les éléments de p(b) 

sont semi-simples. 
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Soient c le centre de g, et 3 son algèbre dérivée. On a g = c x 5 ,  d'où $ = 

c x $', où $' est une sous-algèbre de Cartan de e (prop. 2). Vu le th. 2, $' est 
commutative, et il en est de même de $. De plus, p($') est formée d'éléments semi- 
simples et il en est de même de p(c) (1, s 6, no 5, th. 4) ; l'assertion (b)  en résulte. 

5 3. Théorèmes de conjugaison 

Dans ce paragraphe, le corps de base k est de caractéristique 0.  

1. Automorphismes élémentaires 

Soit g une algèbre de Lie. Nous noterons Aut(g) le groupe de ses automorphismes. 
Si x E g et si ad(x) est nilpotent, on a eadx E Aut(g) (1, fj 6,  no 8) .  

DÉFINITION 1. - On appelle automorphisme élémentaire de g tout produit ,fini d'auto- 
morphismes de g de la forme eadx avec ad x nilpotent. On note Aut,(g) le groupe des auto- 
morphismes élémentaires de 9. 

Si u E Aut(g), on a uead Xu- l = eaduCx). Il en résulte que Aut,(g) est un sous- 
groupe distingué de Aut(g). Si k = R ou C, Aut,(g) est contenu dans le groupe 
Int(g) des automorphismes intérieurs de g (III, 5 6 ,  no 2, déf. 2). 

* Dans le cas général, A-ii;,(gj est contenu dans la composante neutre du groupe 
algébrique Aw (4). * 

Lemme 1. - Soient V un espace vectoriel de dimension$nie, n une sous-algèbre de Lie de 
a = gi(V) formée d'éléments nilpotents. 

(i) L'application x i-t exp x est une bijection de n sur un sous-groupe N de GL(V) 
formé d'éléments unipotents (II, 9 6, no 1, remarque 4). On a n = log(exp n).  L'appli- 
cation f tt f 0 log est un isomorphisme de l'algèbre des fonctions polynomiales sur n sur 
l'algèbre des restrictions à N des fonctions polynomiales sur End(V). 

(ii) Si  x E n et a E a, on a 

(exp ad, x) . a = (exp x) a (exp ( - x) ) . 
(iii) Soient V' un espace vectoriel de dimension finie, n' une sous-algèbre de Lie de 

gi(V1) formée d'éléments nilpotents, p un homomorphisme de n dans nt. Soit sc l'application 
exp x tt exp p(x) de exp n dans exp nt. Alors sc est un hornomorphisme de groupes. 

D'après le th. d'Engel, on peut identifier V à kn de telle sorte que n soit une 
sous-algèbre de n(n, k) (sous-algèbre de Lie de M,(k) formée des matrices 
triangulaires inférieures de diagonale nulle). Pour s > O ,  soit n,(n, k) l'ensemble 
des (xii), . i,i,n E Mn(k) telles que xi j  = O pour i - j < S. Alors 



(II, 5 4, no 6, remarque), et la série de Hausdorff définit une application poly- 
nomiale (a, 6 )  t+ H(a, b) de n(n, k) x n(n, k) dans n(n, k) (II, 5 6, n O 5, remarque 
3) ; muni de cette application, n(n, k) est un groupe (II, 3 6, no 5, prop. 4). D'après 
II, 5 6, no 1, remarque 4, les applications x » exp x de n(n, k) dans 1 + n(n, k) 
et y H logy de 1 + n(n, k) dans n(n, k) sont des bijections réciproques l'une de 
l'autre et sont polynomiales; d'après II, 5 6, no 5, prop. 3, ces bijections sont des 
isomorphismes de groupes si l'on munit n(n, k) de la loi (a, b) i-t H(a, b) et si 
l'on considère 1 + n(n, k) comme sous-groupe de GL,(k). Les assertions (i) et 
(iii) du lemme résultent de là. Soit x E n. Notons Lx, R, les applications u H xu, 
u i-t ux de a dans a, qui sont permutables et nilpotentes. On a ad, x = Lx - R,, 
donc, pour tout a E a, 

(1) (exp ad, x)a = (exp(Lx - R,))a = (exp Lx) (exp R - ,)a 

Avec les notations du lemme 1, on dit que x est la représentation linéaire de 
exp n compatible avec la représentation donnée p de n dans V'. Lorsque k est 
R, C, ou un corps ultramétrique complet non discret, on a p = L(z) d'après les 
propriétés des applications exponentielles (III, 5 4, no 4, cor. 2 à la prop. 8). 

PROPOSITION 1. -Soient g une algèbre de Lie, n une sous-algèbre de g telle que ad, x 
soit nilpotent pour tout x E n. Alors eade" est un sous-groupe de Aut,(g). 

Cela résulte aussitôt du lemme 1 (i). 

En particulier, si on prend pour n le radical nilpotent de g, eaden est le groupe des 
automorphismes spkciaux de g (1, 3 6 ,  no 8, déf. 6). 

Remarques. - 1) Soient V un espace vectoriel de dimension finie, une sous- 
algèbre de Lie de a = gt(V), x un élément de tel que ad, x soit nilpotent. Alors 
il existe un élément nilpotent n de a tel que ad, n prolonge ad, x. En effet, soient s, 
n les composantes semi-simple et nilpotente de x; alors ad, s et ad, n sont les 
composantes semi-simple et nilpotente de ad, x (1, 5 5, no 4, lemme 2), donc ad, s 
et ad, n laissent stables g, et adQ s 1 g, ad, n 1 g sont les composantes semi-simple et 
nilpotente de ad, x; par suite, ad, x = ad, n 1 a, ce qui prouve notre assertion. 
Compte tenu du lemme 1 (ii), on voit que tout automorphisme élémentaire de 9 
se prolonge en un automorphisme de a de la forme u ++ mum-l où m E GL(V). 

2) Soit V un espace vectoriel de dimension finie. Pour tout g E SL(V), 
notons y(g) l'automorphisme x i-t gxg-l de gl(V). On a 

En effet, d'après (l), Aut,(gl(V)) est contenu dans y(SL(V)), et l'inclusion 
opposée résulte de A, III,  p. 104, prop. 17 et de (1). Un argument analogue 



28 SOUS-ALOÈBRES DE CARTAN. ÉLÉMENTS RÉCULIERS Ch. VII, § 3 

montre que Aut,(d(V)) cst l'ensemble des restrictions à d(V) des éléments de 

'P (SL(V) ). 

2. Conjugaison des sous-algèbres de Cartan 

Soient g une algèbre de Lie, b une sous-algèbre nilpotente de g et R l'ensemble des 
poids non nuls de b dans g, autrement dit l'ensemble des formes linéaires A # O 
sur b telles que gA(b) # O, cf. 5 1, no 3, prop. 9 (iii). Supposoris que 

ce qui est le cas si k est algébriquement clos (5 1, no 3, prop. 9 (i)).  Pour A E R et 
x E gh(b), ad x est nilpotent ($ 1, no 3, prop. 10 (iv)). On note E(t)) Ic sous-groupe 
de Aut,(g) engendré par les eadx où x est de la forme précédente. Si u E Aut(g), 
on a aussitôt uE(b)u-1 = E(u($)). 

Lemme 2. - (i) Soit b, l'ensemble des x E b tels que go(x) = go(t)) ; c'est l'ensemble des 
x t b tels que h(x) # O pour tout h E R, et t), e.rt ouvert dense dans t) pour la topologie de 
Zariski. 

(ii) Posons R = (A,, A,, . . . , A,) où les hi sont deux à deux distincts. Soit F l'applica- 
tion de go (b) x ghl  ($) x . . . x ghp(b) dans g d&ie par la formule 

F (h, xi, . . . , x,) = ead x1 . . . ead xph. 

Alors F est une a@lication polynomiale dominante (App. 1). 
L'assertion (i) est évidente. Prouvons (ii). Soit n = dim g. Si h E R et x E gh(b), 

on a (ad x ) ~  = O. Il en résulte que (y, x) t+ ea"y est une application polynomiale 
dc g x gA(b) dans g; on en déduit par récurrence que F est polynomiale. Soit 
h, E b, et soit DF l'application linéaire tangente à F en (ho, 0, . . . , 0) ; montrons 
que DF est surjective. Pour h E gO(b), on a F(h, + h, 0, . . ., 0) = ho + h, donc 
(DF) (h, O, . . ., 0) = h et Im(DF) 3 gO(b). D'autrc part, pour x E ghl(b), on a 

donc (DF) (O, x, O, . . . , 0) = (ad x). ho = - (ad h,)x; comme ad h, induit un 
automorphisme de gA1(b), on a Im(DF) 3 ghi(t)). On  voit de même que 

Im(DF) &(b) 

pour tout i, d'où la surjectivité de DF. La prop. 4 de 1'App. 1 montre alors que F 
est dominante. 

PROPOSITION 2. - Supposons k algébriquement clos. Soient g une algèbre de Lie, b et bf 
des sous-algèbres de Cartan de g. I l  existe u E E(b) et u' E E(bl) tels que u(b) = ui(P'). 



Conservons les notations d u  l emme  2. D u  fait que  $ et t)' sont des sous- 
algèbres de Cartan, o n  a g o ( $ )  = b et go($') = b'. D'après le l emme  2 et la  prop. 3 
d e  l 'App. 1, E($ )$ ,  et E($')$* contiennent des parties de  qu i  sont ouvertes e t  
denses pour la topologie de  Zariski. O n  a donc E($)$ ,  n E($')$: # 0. Autrement  
dit,  il existe u E E ( $ ) ,  u' E E($') ,  h E t),, h' E t): tels que  u(h)  = ul(h') ; o n  a alors 

u ($ )  = u(gO(t))) = gO(u(h))  = g0(d(h ' ) )  = uf ($ ' ) .  

COROLLAIRE. - On a E($)  = E($').  
Soient u, u' comme  dans la prop. 2. O n  a 

E(P) = uE($)u- l  = E(u ($ ) )  = E(u f ($ ' ) )  = u'E($')u1-l  = E($') ,  

d 'où le corollaire. 

E n  raison d e  ce rksultat, si k cst algébriquement clos, nous noierons simple- 
men t  E le groupe E ( $ ) ,  o ù  est une  sous-algèbre de  Cartan de g. 

En général, Aut,(g) # E (par exemple, si g est nilpotente, E est réduit à l'élément 
neutre, tandis qu'il existe des automorphismes élémentaires non triviaux pourvu que 
g soit non commutative). O n  peut montrer cependant (VIII, 3 10, exerc. 5) que 
Aut,(g) = E pour g semi-simple. 

THÉORÈME 1. - Supposons k algébriquement clos. Soit g une algèbre de Lie. Le groupe E 
est distingué dans Aut (g)  et opère transitivement sur l'ensemble des sous-algèbres de Cartan 
de g. 

Soient $ une  sous-algèbre de  Cartan de  g ,  e t  v E Aut(g) .  On a 

vE(b)v-l  = E(v ($ ) )  = E(P), 

donc E ( $ )  = E est distingué dans Aut (8) .  Si b' est une  autre sous-algèbre d e  
Cartan de  g, o n  a,  avec les notations de  la prop. 2, u l - lu ($)  = $', et u t - lu  E E. 

3. Applications de la conjugaison 

THÉORÈME 2. -Soit g une algèbre de Lie. 
(i) Les sous-algèbres de Cartan de g ont même dimension, à savoir rg(g) ,  et même classe 

de nilpotence. 
( i i )  Pour qu'un élément x E g soit régulier, il faut et il su@ que gO(x) soit une sous- 

algèbre de Cartan de g ;  toute sous-algèbre de Cartan s'obtient de cette façon. 
Pour démontrer ( i ) ,  o n  pcut supposer k algébriquement clos (cf. fj 2, prop. 3 

e t  prop. 6 ) ,  auquel cas cela résulte d u  th. 1 d u  no 2. L'assertion ( i i )  résulte d e  ( i )  
et d u  3 2,  th .  1 ,  (i) et (iv). 

PROPOSITION 3. -Soient 4 une algèbre de Lie, 9' une sous-algèbre de 9. Les conditions 
suivantes sont équivalentes : 

( i )  g' contient un élément régulier de g ,  el rg(g) = rg(gl)  ; 
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(ii) g' contient une sous-algèbre de Cartan de g ; 
(iii) toute sous-algèbre de Cartan de 4' est une sous-algèbre de Cartan de 4. 

(i) 3 (ii) : Supposons que rg(g) = rg(gl), et qu'il existe x E g' régulier dans g. 

Posons t) = gO(x), t)' = gf0(x) = p n gr. On a 

rg(gl) < dim 4' < dim $ = rg(g) = rg(gf) 

donc t) = 4' c g'. Cela prouve (ii). 
(ii) * (iii) : Supposons que 9' contienne une sous-algèbre de Cartan t) de g, et 

soit t), une sons-algèbre de Cartan de 9'. Pour prouver que 4, est une sous-algèbre 
de Cartan de 4, on peut supposer k algébriquement clos. Soient alors E(4) et 
E1(b) les groupes d'automorphismes de g et g' associés à t) (no 2). D'après le th. 1, 
il existe f E Er(t)) tel que f (5) = bl. Or  tout élément de E'(4) est induit par un 
élément de E(P) ; en effet, il suffit de le vérifier pour ead X ,  avec x E gfh(P), A # 0, 
auquel cas cela résulte de l'inclusion gfh(t)) c gh(b). Donc Pl est une sous-algèbre 
de Cartan de g. 

(iii) (i) : Supposons la condition (iii) vérifiée. Soit @ une sous-algèbre de 
Cartan de 9'. Comme c'est une sous-algèbre de Cartan de 9, elle contient un 
élément régulier de g (th. 2 (ii)), et d'autre part rg(g) = dim(4) = rg(g'). 

COROLLAIRE. -Soit t) une sous-algèbre nilpotente de g. La sous-alpèbr g0(4) possède les 
propriétés (i), (ii), (iii) de la prop. 3. 

En effet, la prop. 11 du $ 2 ,  no 3, montre que gO(b) possède la propriété (ii). 

PROPOSITION 4. - Soient g une algèbre de Lie, 1 le rang de 9, c la classe de nilpotence des 
sous-algèbres de Cartan de g, et x E g. I l  existe une sous-algèbre de de dimension 1, dont la 
classe de nilpotence est < c, et qui contient x. 

Soit T une indéterminée. Soient k' = k(T) et g' = g Bk k'. Si I) est une sous- 
algèbre de Cartan de g, 4 @, k' est une sous-algèbre de Cartan de g', donc le rang 
de 9' est 1 et la classe de nilpotence de toute sous-algèbre de Cartan de 9' est c. 

Choisissons un élément régulier y de 9. Avec les notations du 4 2, no 2, on a 
a,(y) # O. Notons encore a, la fonction polynomialc sur g' qui prolonge a,. Alors 
l'élément a,(x + Ty) de k[T] admet a,(y) pour coefficient dominant. En parti- 
culier, x + Ty est régulier dans s'. Soit P' le nilespace de ad(x + Ty) dans g'. 

Alors dim 4' = 1 et la classe de nilpotence de Q' est c. Posons = 4' n (g @, k[T]) ; 
on a e @,,,, k(T) = 5'. 

Soit cp l'homomorphisme de k[T] sur k tel que q(T) = O, et soit cji l'homo- 
morphisme 1 @ cp de 4 @, k[T] sur 4. Alors +(e) est une sous-algèbre de 9, dont 
la classe de nilpotence est <c, et qui contient cji(x + Ty) = x. 

Dans le k[T]-module libre g @, k[T], t est un sous-module de rang 1, et 
(9 @, k[T])/e est sans torsion, de sorte que t est un sous-module facteur direct 
dans g @, k[T] (A, VII, 4 4, no 2, th. 1). Donc dim, cji(f) = 1, ce qui achève la 
démonstration. 



4. Conjugaison des sous-algèbres de Cartan des algèbres de Lie résolubles 

Soit g une algèbre de Lie résoluble. Notons Vm (g) l'intersection des termes de la 
série centrale descendante de (1, 3 1, no 5 ) .  C'est un idéal caractéristique de 9, 

et c'est le plus petit idéal m de g tel que g/m soit nilpotente. Comme Vm (g) c [g, g], 

Vm (g) est un idéal nilpotent de g (1,s 5, no 3, cor. 5 au th. 1). D'après la prop. 1 
du no 1, l'ensemble des ead ", pour x E Vm (g), est un sous-groupe de Aut(g), 
contenu dans le groupe des automorphismes spéciaux (1, 5 6, no 8, déf. 6). 

THÉORÈME 3. -Soit g une algèbre de Lie résoluble, et soient 4, t)' des sous-algèbres de 
Cartan de g. Il existe x E Vm (g) tel que ead xb = b'. 

Raisonnons par récurrence sur dim g, le cas où g = O étant trivial. Soit n un 
idéal commutatif non nul minimal de g. Soit cp : g -+ g/n le morphisme canonique. 
On a cp(Vmg) = g m ( g / n )  (1, 5 1, no 5, prop. 4). Puisque cp(b) et cp(bf) sont des 
sous-algèbres de Cartan de g/n (3 2, no 1, cor. 2 de la prop. 4), il existe, d'après 
l'hypothèse de récurrence, un x E Vm(g) tel que eadQ(")cp(b) = cp(bl). Quitte à 
remplacer t) par ead X$, on peut donc supposer cp(b) = cp(bl), c'est-à-dire 

Alors b et b' sont des sous-algèbres de Cartan de b + n. Si 9 + n # g, l'assertion 
à démontrer résulte de l'hypothèse de récurrence. Nous supposerons donc 
désormais que b + n = t)' + n = 9. 

D'après la minimalité de n, on a [g, n] = {O) ou [g, n] = n. Si [g, n] = {O), 
alors n c b et n c b' (3 2, no 1, prop. 5), donc b = b + n = 5' + n = b'. Reste à 
considérer le cas où [g, n] = n, d'où n c Vm (g). L'idéal n est un g-module simple; 
comme g = b + n, et que [n, n] = {O), il en résulte que n est un b-module simple. 
Si $ n n # {O), on a donc n c b, d'où = 9 et b' = P. Supposons maintenant que 
b A n = {O). On a = b @ n et par suite g = 0' @ 11, puisque et 4' ont même 
dimension. 

Pour tout x E 4, soit f ( x )  l'unique élément de n tel que x - f (x) E 4'; si x, 
y s b , o n a  

[x,yI - [x,f(y)l - [f(x),yI = [x -f(x),y - f (y) l  Et)', 

donc f ([x, y]) = [x, f (y)] + [ f (x), y]. D'après le 5 1, no 3, cor. de la prop. 9, il 
existe a E n tel que f ( x )  = [x, a] pour tout x E 9. On a (ad ~ ) ~ ( g )  c (ada) (n) = 0, 
donc, pour tout x E b, 

eadax = x + [a, X] = x - f (x). 

On voit que eada(b) = b'. Comme a E %?"(g), cela achève la démonstration. 

Lemme 3. - Soient g une algèbre de Lie, r son radical, cp l'homomorphisme canonique de g 

sur g/r, v un automorl>hisme élémentaire de g/r. Il existe un automorphisme élémentaire u de g 

tel que cp 0 u = v 0 'P. 
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On peut supposer que  v est de  la forme eadb, o ù  b E g / r  et ad b est nilpotent. 
Soit 5 une  sous-algèbre de  Levi de g (1, 3 6, no 8, déf .  7 )  ct soit a l'élément de  5 

tel q u e  y (a )  = 6. C o m m e  ad,  a est nilpotent, ad,  a est nilpotent (1, $ 6,  no 3,  cor. 
d e  la prop. 3), et u = eadsa est u n  automorphisme élémentaire de 9 tel que  
<pou = 8 0  'P. 

PROPOSITION 5 .  - Soient g une algèbre de Lie, r son radical, $ et t)' des sous-algèbres de 
Cartan de g ,  et cp l'homomorphisme canonique de g sur g / r .  Les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

( i )  $ et $' sont conjuguées par un automorphisme élémentaire de g ;  

( i i )  y ( $ )  et y($') sont contuées par un automorphisme élémentaire de g / r .  
( i )  =- (ii) : C'est évident. 
( i i )  3 ( i ) :  Supposons la condition ( i i )  vérifiée, et prouvons ( i ) .  Grâce au  

l e mme  3 ,  o n  se ramène au cas o ù  c p ( t ) )  = cp($'). Posons D = $ + r = $' + r, qu i  
est une  sous-algèbre résoluble de  8. Alors t) et t)' sont des sous-algèbres de Cartan 
de  r, donc il existe x E F m ( t )  tel que  eadtx$ = b' ( th .  3). C o m m e  t/r est nil- 
potente, o n  a 9" ( r )  c r ;  d'autre part, grnt  c [P, t] c [ g ,  g ] ,  d'oii x é  r n [ g ,  g ] ;  
d'après 1, $5, no 3, th .  1, ad,  x est nilpotent, donc eadgx est u n  automorphisme 
élémentaire de  g transiormant $ e n  6'. 

5. Cas des groupes de Lie 

PROPOSITION 6. - Supposons que k soit R, ou C,  ou un corps ultramétrique complet non 
discret de caractérktique O. Soient G un groupe de Lie de dimensionjnie sur k, e son élément 
neutre, g son algèbre de Lie, t) une sous-algèbre de Cartan de g ,  $, l'ensemble des éléments 
réguliers de g appartenant à 8. 

( i )  Soient 5 un sous-espace vectoriel supplémentaire de $ dans g ,  5 ,  un voisinage de O 
dans s dans lequel une application exponentielle est déJinie, et h, t $,. L'application (s, h )  t-> 

F(s, h)  = ( e xp  ad s )  . h de 5, x $ dans g est étale en ( O ,  ho). 
(ii) L'application ( g ,  h )  t-t F1(g, h )  = ( A d  g )  . h de G x $, dans 9 est une 

submersion. En particulier, son image L2 est ouverte. Pour tout x E Q,gO(x) est une sous-algèbre 
de Cartan de g conjuguée de 0 par A d ( G ) .  

(iii) Soit ho t Pr.  Pour tout voisinage U de e dans G, l'ensemble 2 ( A d  a )  ($,) est un 
coisinage de ho dans g .  

Soient ho et e comrne daris ( i ) .  Soit T l'application linéaire tarigcnte à E' e n  
(O,/z,). O n  a F ( O ,  h )  = h pour tout  h E b, donc T(O, h )  = h pour tout  h t h. 

D'autre part, pour 5, assez petit, l'application s t z  e x p  ad s d e  5,  dans End(g)  a 
pour application tangente c n  O l'application s t-t ad s d e  5 dans End(8) .  Donc 
T ( s ,  O )  = [s, h,] pour tout  s E 5. O r  l'application d e  g / $  dans g / t )  déduitc de ad h, 
par passage au quotient cst l%jective. 0 1 1  e n  déduit que  T est bijective, d'où (i). 
C o m m e  exp  ad s = Ad exp  .F pour tout J E 5 assez voisin de  O ,  on  cn  déduit ( i i i ) ,  



et la  première assertion de  (ii).  T o u t  x E C l  est de  la forme ( A d  a )  (h)  avec a E G 
et h E b,, donc gO(x) = ( A d  a)  (gO(h) )  = ( A d  a )  (b) est une  sous-algèbre de g con- 
juguée de  b par A d ( G ) .  

3 4. Eléments réguliers d'un groupe de Lie 

Dans les no", 2 et 3 de ce paragraphe, on suppose que k est R, ou C ,  ou un corps ultra- 
métrique complet non discret de caractéristique zéro. On désigne par G un groupe de Lie de 
dimension finie sur k ,  par g son algèbre de Lie, par e son élément neutre. Si a E G, on note 
gl(a) le nilespuce de A d ( a )  - 1 ,  autrement dit l'espace g l (Ad (a ) )  (c f .  3 1 ,  no 1 ) .  

1. Eléments réguliers pour une représentation linéaire 

Lemme 1. - Soient M une variété analytique .sur k et a = (a,, . . . , a,- ,, a, = 1 )  
une suite de fonctions analytiques sur M .  Pour tout x E M ,  soit r,(x) la borne supérieure des 
i E (0 ,  n) tels que a j ( x )  = O pour j < i et soit ra(x) la borne supérieure des i E (O, n) tels 
que a j  soit nulle sur un voisinage de x pourj < i. 

(i) La fonction r, est semi-continue supérieurement. 
(ii) Pour tout x E M ,  ra(x) = l im  i n f  ,,, r,(y) . 
(iii) La fonction ra est localement constante. 
( i v )  L'ensemble despoints x E M tels que ra(x) = r,(x) est l'ensemble des points de M 

au voisinage desquels la fonction Y ,  est constante. C'est un ouvert dense dans M .  Si k = C et 
et si M est connexe de dimension finie, cet ouvert est connexe. 

(i) Si  r,(x) = i, alors a,(x) # O et pour tout  y appartenant à u n  voisinage de  
x, o n  a ai(y)  # O, donc r,(y) < i. 

( i i )  Si ra(x) = i, alors lcs fonctions a,, . . . , a, _ ,  sont nulles sur u n  voisinage 
de  x et,  pour tout point y appartenant à ce voisinage, o n  a r,(y) 2 i. Par consé- 
quent ,  l im  inf,,, r,(y) 2 i. T o u t  voisinage de  x contient u n  point y tel que  
a,(y)  # O e t  par suite r,(y) < i. On a donc l im  inf,,, r,(y) = i. 

(iii) Soit i = ra(x) et soit Bi u n  voisinage de x tel que  a j ( y )  = O pour tout  
y E V et tout j < i. O n  a x E M - Z où  Z désigne l'ensemble des points de  M au  
voisinage desquels la fonction ai est nulle. Puisque Z est fermé dans M (VAR, R, 
5.3.5), V n ( M  - Z )  est u n  voisinage de  x. Pour tout  point y appartenant à ce 
voisinage, o n  a ra(y)  = i. 

( i v )  La  fonction r, - ra est scmi-continuc supérieurement et sa valeur e n  tout  
point est >O. Si r,(x) = ra(x), alors r, - ra est nulle au  voisinage de  x, ce qu i  
montre que  r, est constante au  voisinage de  x d'après (iii).  Réciproquement, si r, 
est constante au  voisinage de  x, o n  a ra(x) = r,(x) d'api-& ( i i ) .  L'ensemble des 
points x E M tels que  ra(x) = r,(x) est donc u n  ouvert Cl d e  M.  Si x E M et  si 
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ra(x) < ra(x) ,  tout voisinage de x contient un point y tel que ra(y)  < ra(x) et 
ra(y)  = ra(x).  Tout voisinage de x contient donc un point y tel que 

I l  en résulte que C l  est dense dans M. 
Si M est connexe et si p est la valeur de ra sur M, les points de D sont les 

points x E M tels que a,(x) # O. Si k = C, ceci entraîne que D est connexe 
d'après le lemme 3 de l'Appendice II. 

Soit p une représentation linéaire analytique de G dans un espace vectoriel V 
de dimension finie n sur k. Posons 

Les fonctions ra et ra associées à la suite (a,, a,, . . . , a,-,, 1) seront notées respecti- 
vement r, et rz. On a alors, pour tout g E G: 

r o k )  = dimV1(p(g)) 

r;(,g) = lim inf,,,, dim V 1 ( p ( g ' ) ) .  

Lemme 2. - Soit O -+ V' + V + V" -t O une suite exacte de G-modules déJinis 
respectivement par les représentations linéaires analytiques p', p ,  p" de G. On a alors: 

r,, = r,. + rp,, et r i  = rp, + ri,,. 
En effet, pour tout g E G, on a (§ 1, no 1, cor. 3 du th. 1) une suite exacte 

ce qui prouve la première assertion. La seconde en résulte puisque, d'après le 
lemme 1 (iv), sur un ouvert dense de G ,  on a r j  = r,, ri, = r,,, et r:,, = r,,,. 

DÉFINITION 1. - U n  élément g E G est dit régulier pour la représentation linéaire p si 

7,(A7) = r,O(g). 

PROPOSITION 1. - Les points réguliers pour une représentation linéaire analytique p de G 
sont les points de G au voisinage desquels la fonction r, est constante. Ils forment un ouvert 
dense dans G .  Si k = C et si G connexe, l'ensemble des points réguliers pour p est connexe. 

Cela résulte du lemme 1 (iv). 

Remarque. - Soit G* un sous-groupe ouvert de G. Pour qu'un élément a E G* 
soit un élément régulier de G pour la représentation linéaire p de G, il faut 
et il suffit que ce soit un élément régulier de G* pour la représentation linéaire 

1 G*. 



2. Elérnents réguiiers d'un groupe de Lie 

DÉFINITION 2. - On dit qu'un élément de G est régulier s'il est régulier pour la représenta- 
tion adjointe de G. 

En d'autres termes (prop. l ) ,  un élément g E G  est régulier si, pour tous les 
éléments g' d'un voisinage de g dans G ,  la dimension du nilespace de A d ( g f )  - 1 
est égale à la dimension du nilespace de A d ( g )  - 1. 

PROPOSITION 2. - Soient G' un groupe de Lie de dimenrion finie sur k et f un morphisme 
surjectif de G dans G'. L'image par f d'un élément régulier de G est un élément régulier de 
G'. Si  le noyau de f est contenu dans le centre de G, pour qu'un élément g E G soit régulier, 
il faut et i l  s u i t  que f ( g )  soit régulier. 

Soient en effet g' l'algèbre de Lie de G' et b l'idéal de 9 noyau de Tf 1 g. Soit 
p la représentation linéaire de G dans $, définie par ~(g) = Ad g ( $ pour tout 
g E G, et soit Ad of la représentation linéaire de G dans g' composée de f 
et de la représentation adjointe de G'. Ces représentations linéaires définissent 
une suite exacte de G-modules: O + $ + g + g' -t O. D'après le lemme 2, on a 
rAd = r, + rAdOf et r i ,  = r,O + rAdef .  Puisque rAdOf = rAd 0 f et que f est une 
application ouverte, on a ri,,, = r i ,  of. Par conséquent: 

Si g est rkgulier, on a donc (r,, - TA,)( f ( g ) )  = O ce qui signifie que f ( g )  est 
régulier. Si le noyau de f est contenu dans le centre de G, alors 

r,(g) = r:(g) = dim $ 

pour tout g E G. Par suite, si f ( g )  est régulier, on a rAd(g)  = ri,(g), autrement 
dit, g est régulier. 

PROPOSITION 3. - Soient G, et G, deux groupes de Lie de dimension finie sur k. Pour 
qu'un élément (g,, g,) de G, x G, soit régulier, il faut et il su@ que g, et g, soient res- 
pectivement des éléments réguliers de Gl et G,. 

La condition est nécessaire d'après la prop. 2. Montrons qu'elle est suffisante. 

Pour tout g = (g,,g,) E G ~  x ( 3 2 ,  on a r ~ d ( g )  = r ~ d ( g l )  + r~ , (g , ) .  Compte 
tenu du lemme 1, (ii), il en résulte que r i d ( g )  = Ga(gi)  +$d(gz ) .  Sigl et g, sont 

réguliers, rAd(gl) = rA,(gl) et rAd(g,) = rA,(gd, donc rA,(g) = rAd(g) ,  ce qui 
signifie que g est régulier. 

Lemme 3. -Soient a E G et m un supplémentaire de gi(a) dans 9. Soient U un voisinage 
de O dans et exp une application exponentielle de U dans G. L'application 

f: (x,  Y )  H (exp M e x p  4 (exp Y )  - 
de (gl (a)  x nt) n U dans G est étale en (O,  0 ) .  



3 6 SOUS-ALGÈBRES I)E CARTAN. ÉLÉMENTS RÉC.UI.IERS Ch. VII, 3 4 

Les applications x » a(exp x) et y H- (exp y)a(exp y) -l  ont respectivement 
pour applications linéaires tangentes en O les applications x » ax et y e- yu - 
ay = a(a-lya - y) de g dans T,G = ag (III, fj 3, no 12, prop. 46). Par suite, 
l'application tangente à f en (O, 0) est l'application (x, y) i-t ax + a(a-lya - y) = 

a(x + a-lya - y) de gl(a) x m dans as. Crtte application est injective. En effet, 
si x E gl(a),y E m et s ix  + a-lys - y = O, alors (Ad(a) - 1)y = Ad(a)x E gl(a) 
puisque Ad(a) gl(a) c gl(a). Ceci entraîne que y F gl(a) ct par suite que y = 0. 
Puisque Ad(a) est injectif sur gl(a), il en résulte que x = O. Puisque dim g = 

dim g1 (a) + dim m, ceci montre que f est étale en (0, 0). 

PROPOSITION 4. - Soient a E G et H un sous-groupuscule de Lie de G ayant gl(a) pour 
algèbre de Lie. L'a@lication (6, c) t-t cabc- l de H x G dans G est une submersion en 

(e, 4. 
Soient en effet m un supplémentaire de gl(a) dans g et exp une application 

exponentielle de G définie sur un voisinage ouvert U de O dans 9. On  peut choisir 
U de sorte que exp(U n gl(a)) c H. L'applicationf: (x, y) t-t (exp x, exp y) est 
alors une application analytique d'un voisinagc de (O, 0) dans gl(a) x m à 
valeurs dans H x G. D'après le lemme 3, l'application composée de f et de 
l'application y: (6, c) i-t cabc-l est étale en (O, 0). I l  en résulte que y est une 
submersion en f (0, O) = (e, e). 

PROPOSITION 5. - Soient a E G et W un voisinage de e dans G. Il existe un voisinage V 
de a ayant la propriété suivante: pour tout a' E V, il existe un élément g E W tel que 
g1 (a') Ad (g) 4' (a). 

Posons g1 = g1 (a) et soit g = g1 + g +  la décomposition de Fitting de Ad(a) - 1 
(5  1, no 1). Soit H un sous-groupuscule de Lie de G ayant g1 pour algèbre de Lie. 
Pour tout h E H, on a Ad(h)gl c gl. Puisque [gl, g + ]  c g + ,  il existe un voisinage 
U de e dans H tel que Ad(h)gf c g +  pour tout h E U. Puisque la restriction de 
Ad(a) - 1 à g +  est bijective, on peut choisir U de sorte que, pour tout h E U, la 
restriction de Ad(ah) - 1 à g + soit bijective. On a alors g1 (ah) c g1 (a) = g1 pour 
tout h E U. D'après la proposition 4, Int(W) (au)  est un voisinage de a dans G. Si 
a' E Int(W)(aU), alors a' = g(ah)g-l avec g G W et h E U ;  il en résulte que 
gl(a') = Ad(g)gl(ah) Ad(g)gl (a). 

COROLLAIRE. - Soit G* un sous-groupe ouvert de G. Si a E G est régulier, il existe un 
voisinage V de a tel que, pour tout a' E V, gl(a') soit conjugué de gl(a) par Ad(G*) 

3. Relations avec les éléments réguliers de l'algèbre de Lie 

PROPOSITION 6. -Soient V un sous-groupe ouvert de et exp: V + G une application 
exponentielle d@nie sur V. 



(i) Il existe un voisinage W de O dans V tel que gl(exp x) = gO(x) pour tout x E W. 
(ii) Si k = R ou C, on a gl(exp x) 3 gO(x) pour tout x E g. 

D'après le cor. 3 à la prop. 8 du chap. III, 5 4, no 4, il existe un voisinage V' de O 
" 1  

dans V tel que, pour tout x E V', exp(ad(x)) = 2 -  ad(^)^ soit défini et ,,, n! 
Ad(exp x) = exp(ad (x)). Si P E k [ X ]  et si cc E End(g), on vérifie facilement que, 
pour tout A E k, on a gA(a) c gP(A)(P(a)) . Par suite 

pour tout x E V'. Si k = R ou C, on a V = 9 et on peut choisir V' = V ce qui 
prouve (ii). Démontrons (i). Soit U un voisinage de O dans End(g) tel que, pour 

1 
tout cc E U, Log(1 + cc) = 2 ( - l ) n +  l - ccn soit défini. On a Log 0 exp = 1 sur 

n > O  R 

un voisinage de O et, pour tout a E U, gl(l + a) c gO(Log(l + cc)). Soit W le 
voisinage de O dans 4 formé par les x E V' tels que exp ad x E 1 i- U et 

Log(exp(ad(x))) = ad(x). 

Pour tout x E W, on a 

gl(exp x) = gl(Ad(exp x)) = g1 (exp(ad(x))) 
gO(Log(exp(ad(x)))) = gO(ad(x)) = gO(x). 

Ceci montre que gl(exp x) = gO(x) pour tout x E W. 

Lemme 4. - Soient U un voisinage de O dans 9 et exp une application exponentielle de U 
dans G, étale en tout point de U et telle que gl(exp x) = gO(x) quel que soit x E U. 

(i) La fonction ri, est constante et égale au rang de g sur exp(U). 
(ii) Si x E U, pour que exp x soit régulier, il faut et il sufit que x soit un élément 

régulier de g. 
(iii) Si a E exp(U), pour que a soit régulier, il faut et il sufit que g1 (a) soit une sous- 

algèbre de Cartan de 9. 

Soit 1 = rg(g). Si x E U est un élément régulier de g, on a 

r,,(exp x) = dim gl(exp x) = dim gO(x) = 1. 

Puisque les éléments réguliers de 4 appartenant à U forment un voisinage de x et 
que exp est étale en x, ceci montre que exp x est régulier et que &(exp x) = 1. 
Les éléments réguliers de g appartenant à U étant denses dans U, on a &(a) = l 
pour tout a E exp(U). Soit a E exp(U) un élément régulier de G et soit x E U tel 
que a = exp x. Puisque gO(x) = gl(a), on a dim gO(x) = rA,(a) - l. Par suite, x 
est un élément régulier de g et gl(a) est une sous-algèbre de Cartan de g. Enfin 
si a E exp(U) et si gl(a) est une sous-algèbre de Cartan de g, on a 

rAd(a) = dim g1 (a) = 1 = &(a), 

donc a est régulier. 
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PROPOSITION 7. -Soit V un voisinage de e dans G. Toute sous-algèbre de Cartan de g 

est de la forme gl(a) où a est un élément régulier de G appartenant à V. 
D'après la prop. 6, il existe un voisinage ouvert U de O dans g et une applica- 

tion exponentielle exp: U + G vérifiant les conditions du lemme 4. Si 9 est une 
sous-algèbre de Cartan de 9, il existe un élément régulier x E $ tel que = sO(x) 
(8 3, th. 2). Il existe d'autre part un élément t E k* tel que tx E U et exp(tx) E V. 
On  a alors 9 = gO(x) = gO(tx) = gl(exp(tx)), et d'après le lemme 4 (ii), exp(tx) 
est un élément régulier de G. 

PROPOSITION 8. - Soit 1 le rang de g. Il existe un sous-groupe ouvert G* de G tel que: 
(i) la fonction ri, est constante sur G* et sa valeur est 1; 
(ii) pour qu'un élément a E G* soit régulier, il faut et il sufit que g1 (a) soit une sous- 

algèbre de Cartan de g; 
(iii) si a E G*, toute sous-algèbre de Cartan de gl(a) est une sous-algèbre de Cartan 

de g. 
(i) D'après la prop. 6, il existe un voisinage ouvert U de O dans et une 

application exp de U dans G vérifiant les conditions du lemme 4. Dans la suite, 
on désignera par G* la composante neutre de G si k = R ou C et un sous-groupe 
ouvert de G contenu dans exp(U) si k est ultramétrique. Puisque 71, est locale- 
ment constante et que sa valeur en tout point de exp(U) est 1 (lemme 4 (i)), on 
voit que ri, est constante et égale à 1 sur G*. 

(ii) Soit R* (resp. S*) l'ensemble des éléments réguliers de G* (resp. 
l'ensemble des éléments a E G* tels que gl(a) soit une sous-algèbre de Cartan 
de 9). On  a S* c R*. En effet, si a ES*, alors rAd(a) = 1 = rid(a). Montrons 
que R* c S*. Si k est ultramétrique, cela résulte de l'inclusion G* c exp(U) et 
du lemme 4 (iii). Supposons k = C. D'après le cor. à la prop. 5, si a E R*, alors 
pour tout a' appartenant à un voisinage de a, g1 (a') est conjugué de g1 (a) par un 
automorphisme de g. Ceci prouve que S* et R* - S* sont ouverts dans G*. On  a 
vu que S* contient tous les éléments réguliers d'un voisinage de e (lemme 4 (iii)) ; 
par conséquent S* est non vide. Puisque G* est connexe, il en est de même de R* 
(prop. 1) et par conséquent S* = R*. 

I l  reste à étudier le cas k = R. Supposons d'abord que G* soit un sous-groupe 
intégral de GL(E) où E désigne un espace vectoriel réel de dimension finie. Soit 
GC le sous-groupe intégral de GL(E @, C) ayant pour algèbre de Lie 4, = g@C. 
I l  existe une fonction analytique sur GO dont l'ensemble des zéros est le com- 
plémentaire de l'ouvert des éléments réguliers de GC. D'après VAR, R, 3.2.5, 
cette fonction ne peut être nulle en tout point de G*. Par conséquent, G* contient 
des éléments réguliers de GC. Soit Ad, la représentation adjointe de GC. Pour tout 
a E G*, on a ga(a) = g1 (a) @ C, donc rAdc(a) = rA,(a). Si a E G* est un élément 
régulier de G;, alors c'est un élément régulier de G* et rAdc(a) = &(a). Les 
fonctions rAdc et ri, étant constantes respectivement sur Gz et sur G*, il en résulte 
que les éléments réguliers de G* sont les éléments réguliers de G,* appartenant à 



G*. D'après ce qui a été vu plus haut, si a est un élément régulier de G*, alors 
g;(a) = gl(a) @ C est une sous-algèbre de Cartan de 9,; ceci implique que gl(a) 
est une sous-algèbre de Cartan de 4 ( 5  2, prop. 3). 

Supposons maintenant G simplement connexe. Il existe un espace vectoriel 
réel de dimension finie E et un morphisme étale f de G sur un sous-groupe 
intégral G' de GL(E) (III, 8 6, no 1, cor. au th. 1). D'après la prop. 2, si a E G est 
régulier, alors f (a) est régulier. D'après ce qui précède, g'l( f (a)) est une sous- 
algèbre de Cartan de l'algèbre de Lie g' de G'. Puisque gf l (  f (a)) = (Tf)gl(a) et 
que Tf est un isomorphisme de g sur g', ceci prouve que gl(a) est une sous-algèbre 
de Cartan de g. 

Passons enfin au cas général (k = R) . Soient G un revêtement universel de G*, 
&=L(G), et q l'application canonique de G sur G*. Puisque le noyau de q est 
contenu dans le centre de G, si a E G* est régulier et si a' E q-l(a), alors a' est 
régulier (prop. 2). D'après ce qui précède, ijl(a') est une sous-algèbre de Cartan 
de 3. Puisque sl(a) = (Tq)gl(a') et que Tq est un isomorphisme de 9 sur 9, ceci 
prouve que gl(a) est une sous-algèbre de Cartan de g. 

(iii) D'après la prop. 5, il existe un voisinage V de a tel que, pour tout 
a' E V, gl(a') soit conjugué d'une sous-algèbre de gl(a) par un automorphismc 
de g. Puisque tout voisinage de a contient un élément régulier de G*, il résulte 
de (ii) que gl(a) contient une sous-algèbre de Cartan de 9. D'après la prop. 3 
du 5 3, toute sous-algèbre de Cartan de g1 (a) est donc une sous-algèbre de Cartan 
de g. 

Remarque. - Si k = C, les sous-algèbres #(a) pour a régulicr appartenant à une 
composante connexe M de G sont conjuguées par Int(g). Soit en effet R l'en- 
semble des éléments réguliers de G. Pour tout a E R n M, soit Ma l'ensemble 
des b E R n M tels que gl(b) soit conjugué de sl(a) par Int(g). O n  a Int(g) = 

Ad(GO), où Go est la composante neutre de G. D'après le corollaire à la prop. 5, 
Ma est ouvert dans R. I l  en résulte que Ma est ouvert et fermé dans R. Puisque 
k = C, R n M est connexe (lemme 1) et par conséquent, Ma = R n M. 

4. Application aux automorphismes élémentaires 

PROPOSITION 9. -Soient k un corps de caractéristique O et g une algèbre de Lie sur k. 
Si a E Aut,(g), la dimension du nilespace de a - 1 est au moins égale au rang de 9. 

D'après le (( principe de Lefschetz )> (A, V, § 14, no 7, prop. 18), k est réunion 
filtrante croissante d'une famille de sous-corps (k,),,, qui admettent C pour 
extension. Soient (e,) une base de sur k et x,, . . . , x, des éléments de tels que 
ad(xl), . . . , ad(x,) soient nilpotents et que a = ead(xl). . .ead'"m'. Soient ciB les 
constantes de structure de g par rapport à la base (e,) et (x: )  les composantes de 
x, par rapport à cette base (1 < r < m). I l  existe un indice j E 1 tel que les c& 
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et les x: appartiennent tous à k,. Soit g, = 2 k, e,; c'est une algèbre de Lie sur 
a 

k, contenant x,, . . . , x,, et la restriction a, de a à g, est un automorphisme élémen- 
taire de g,. L'extension de a, à g ,  @,, C est un automorphisme élémentaire 
a, @ 1 de 9,  @ C. Soit alors G, un groupe de Lie complexe connexe d'algèbre de 
Lie 9, @ C, et s un élément de G, tel que Ad(s) = a, @ 1. La prop. 8, appliquée 
au couple (G,, s ) ,  montre que le nilespace de a, @ 1 - 1 est de dimension n, où 

O r  ce nilespace a même dimension que celui de aj  - 1 et que celui dc a - 1. 
D'où la proposition. 

5 5. Algèbres de Lie linéaires scindables 

Dans ce paragraphe, on suflpose k de caractéristique O. On désigne par V un espace vectoriel 
de dimension ,finie. 

1. Algèbres de Lie linéaires scindables 

DÉFINITION 1. -Soit g une sous-algèbre de Lie de gl(V). On dit que g est scindable si g 

contient les composantes semi-simple et nilpotente de chacun de ses éléments (A, VII, 4 5, 
no 8). 

Exemples. - 1) Soient V' et V" des sous-espaces vectoriels de V tels que V" =, V'. 
L'ensemble des x E @(V) tels que x(V") c V' est une sous-algèbre de Lie scin- 
dable dc g[(V) ; en effet, pour tout x E gi(V), les composantes semi-simple et 
nilpotente de x sont de la forme P(x) et Q ( x ) ,  où P et Qsont des polynômes sans 
terme constant. 

2) Supposons V muni d'une structure d'algèbre. L'ensemble des dérivations 
de V est une sous-algèbre de Lie scindablc de gi(V) (3 1, no 1, prop. 4 (ii)). 

3) *Plus généralement, on peut montrer que l'algèbre dc Lie d'un sous- 
groupe algébrique de GL(V) est scindable., 

PROPOSITION 1. - Soient une sous-algèbre de Lie scindable de g[(V), x E 4, s et n les 
composantes semi-simple et nilpotente de x. 

(i) Les composantes semi-simple et nilpotente de ad, x sont respectivement ad, s et ad, n. 
(ii) Pour que x soit régulier dans 9, il faut et il su@ que s le soit. 

(iii) S i  9' est une sous-algèbre de gi(V) contenant g, tout automo~bhisme élémentaire de g 

se prolonge en un automorphisme élémentaire de 9'. 

Posons a = gi(V). D'après 1, 5 5, no 4, lemme 2, les composantes semi-simple 
ct nilpotente de ad, x sont ad, s et ad, n ;  l'assertion (i) résulte de là. On  en déduit 



que les polynômes caractéristiques de ad, x et ad, s sont les mêmes; d'où (ii). Si 
ad, x est nilpotent, on a ad, x = ad, n, donc ad,. n prolonge ad, x, et n est un 
élément nilpotent de g', d'où (iii). 

Soit g une sous-algèbre de Lie de @(V). On  sait (1, 5 6, no 5, th. 4) que les 
conditions suivantes sont équivalentes: 

(i) la représentation identique de g est semi-simple; 
(ii) g est réductive et tout élément du centre de g est un endomorphisme 

semi-simple. 
Ces conditions sont encore équivalentes à la suivante: 

(iii) g est une sous-algèbre réductive dans gi(V). 
En effet, (i) (iii) d'après 1, 5 6, no 5, cor. 3 du th. 4, et (iii) * (i) d'après 

1, 5 6, no 6, cor. 1 de la prop. 7. Nous allons voir que si 9 vérifie ces conditions, g 

est scindable. Plus généralement : 

PROPOSITION 2. -Soient g une sous-algèbre de Lie de g[(V) réductive dans gi(V), E un 
espace vectoriel de dimension finie et x:  g + gi(E) une représentation linéaire semi-simple 
de g dans E. Alors : 

(i) g et x(g) sont scindables. 
(ii) Les éléments .semi-simples (resp. nil$otents) de x(9) sont les images par x des 

éléments semi-simples (resp. nilpotents) de g. 

(iii) Si p est une sous-algèbre scindable de g[(V) contenue dans 9, x($) est une sous-algèbre 
scindable de g[(E). 

(iv) Si  p' est une sous-algèbre scindable de gr(E), x -  l (g') est une sous-algèbre scindable 
de gi (V) . 

Soit 5 = [g, g] et soit c le centre de g. O n  a g = 4 x C, et ~ ( g )  = X(J) x X(C) 
d'après 1, 5 6, no 4, cor. dc la prop. 5. Soient y E e, z E c, y, et y, les composantes 
semi-simple et nilpotente de y. Alors y,, y, E e (1, 5 6, no 3, prop. 3), ys + z est 
semi-simple (A, VII, 3 5, no 7, cor. de la prop. 16), et y, commute à y, + z. Donc 
les composantes semi-simple et nilpotente de y + z sont y, + z et y,. Ainsi, g est 
scindable. Comme x(g) est réductive dans gl(E), le même argument s'applique à 
x(g) et montre que x(g) est scindable. En outre, les éléments nilpotents de g 

(resp. x(6) )  sont les éléments nilpotents de 5 (resp. ~ ( 4 ) ) .  Donc les éléments nil- 
potents de x(g) sont les images par x des éléments nilpotents de g (1, 3 6, no 3, prop. 
4). Les éléments semi-simples de g (resp. x(g)) sont les sommes d'éléments semi- 
simples de 5 (resp. x(e)) et d'éléments de c (resp. x(c)). Donc les éléments semi- 
simples de x ( g )  sont les images par x des éléments semi-simples de g (1, loc. cit.). 
D'où (ii). 

Les assertions (iii) et (iv) résultent immédiatement de (i) et (ii). 

Remarques. - 1 )  L'hypothèse de semi-simplicité faite sur x équivaut à dire que 
x(x) est semi-simple pour tout x E c. Cette hypothèse est notamment vérifiée 
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lorsque x se déduit de la représentation identique + g[(V) par application 
successive des opérations suivantes: produit tensoriel, passage au dual, à une 
sous-représentation, à un quotient, à une somme directe. 

2) Soient 4 c gl(V), g' c gl(V1) des algèbres de Lie scindables, .g un iso- 
morphisme de 4 sur gr. On prendra garde que <p ne transforme pas nécessairement 
les déments semi-simples (resp. nilpotents) de en éléments semi-simples (resp. 
nilpotents) de g' (exerc. 2). Il en est toutefois ainsi si g est semi-simple (1, 5 6, 
no 3, th. 3). 

PROPOSITION 3. - Soit a une sous-algèbre de Lie scindable de gr(V) et soient b et c des 
sous-espaces vectoriels de @(V) tels que b c c. Soit a' l'ensemble des x E a tels que [x, c l  c b. 

Alors a' est scindable. 
Posons = gI(V); la sous-algèbre 6' dc gt(g) formée des z é gftg) tels que 

z(c) c b est scindable (Exemple 1). Soit -n: g + gi(g) la représentation adjointe 
de g. La prop. 2 (iv), appliquée à n, montre que x-l(t)') est scindable. Il en est 
donc de même de a' = a n n-l(Q'). 

COROLLAIRE 1. - S i  a est une sous-algèbre de Lie scindable de g[(V), et n une sous- 
algèbre de Lie de a, le nomzalisateur (resp. le centralisateur) de n dans a est scindable. 

Cela résulte de la prop. 3 en prenant c = n, b = n (resp. c = n, b = {O}). 

COROLLAIRE 2. -Les sous-algèbres de Cartan d'une sous-algèbre de Lie scindable de 
g[(V) sont scindables. 

Cela résulte du corollaire 1. 

Remarque. - Nous démontrerons plus loin (no 5, th. 2) une réciproque au cor. 2. 

2. Enveloppe scindable 

L'intersection d'une famille de sous-algèbres de Lie scindables de g[(V) est 
évidemment scindable. Par suite, si g est une sous-algèbre de Lie de gr(V), 
l'ensemble des sous-algèbres de Lie scindables de gl(V) contenant g possède un 
plus petit élément, appelé l'enveloppe scindable de g; dans ce paragraphe, cette 
enveloppe sera notée e(g). 

PROPOSITION 4. - Soient g une sous-algèbre de Lie de gi(V) et n un idéal de 9. Alors n et 
e(n) sont des idéaux de e(g), et l'on a [e(g), e(n)] = [g, n]. 

Soit gl l'ensemble des x E gi(V) tels que [x ,  n] c [g, n]. C'est une sous- 
algèbre de Lie scindable de gi(V), contenant g donc e(g), cf. no 1, prop. 3; autre- 



ment dit, [e(g), n] c [g, n]. Soit n, l'ensemble des y E gL(V) tels que 

C'est une sous-algèbre de Lie scindable de gl(V) contenant n d'après ce qui 
précède, donc contenant e(n) ; autrement dit [e(g), e(n)] = [g, n], d'où 

[e(s), 441 = [g, nl. 
On en déduit [e(g), n] c [e(g), e(n)] c n, de sorte que n et e(n) sont des idéaux 
de e(g). 

COROLLAIRE 1. - (i) On a g i g  = gie(g) pour i 2 1, et Vig = Vie(g) pour i 2 2. 
(ii) Si g est commutative (resp. nilpotente, resp. résoluble), alors e(g) est commutative 

(resp. nilpotente, resp. résoluble). 
L'assertion (i) résulte de la prop. 4 par récurrence sur i et (ii) résulte de (i). 

COROLLAIRE 2. - Soit r le radical de g. Si g est scindable, r est scindable. 
En effet, e(r) est un idéal résoluble de g d'après la prop. 4 et le cor. 1, donc 

e(r) = r. 

3. Décompositions des algèbres scindables 

Si 9 est une sous-algèbre de Lie de gL(V) de radical r, l'ensemble des éléments 
nilpotents de r est un idéal nilpotent de 9, le plus grand idéal de nilpotence de la 
représentation identique de g (1, 5 5, no 3, cor. 6 du th. 1). Dans ce paragraphe, 
nous noterons n&) cet idéal. Il  contient le radical nilpotent [g, g] r\ r de 9 

(1, 5 5, no 3, th. 1). 

PROPOSITION 5. -Soit 4 une sous-algèbre de Lie nilpotente scindable de g[(V). Soit t 
l'ensemble des éléments semi-simples de 9. Alors t est une sous-algèbre centrale de 4, et g est 
l'algèbre de Lie produit de t et de n, (9). 

Si x E t, ad, x est semi-simple et nilpotent, donc nul, de sorte que x est central 
dans g. Par suite, t est un idéal de 9, et t n n,(g) = O. Comme g est scindable, on a 
g = t +' n, (g), d'où la proposition. 

PROPOSITION 6. - Soit g une sous-algèbre de Lie scindable de gi(V). Soient Y l'ensemble 
des sous-algèbres commutatives de g formées d'éléments semi-simples, et Y, l'ensemble des 
éléments maximaux de F. Soit Yi  l'ensemble des sous-algèbres de Cartan de 9. 

(i) Pour b E 2, soit cp(b) l'ensemble des éléments semi-simfiles de 0. Alors ~ ( 0 )  E YI. 
(ii) Pour t E Tl ,  soit +(t) le commutant de t dans g. Alors +(t) E 2. 
(iii) Les applications cp et + sont des bijections réciproques de 2 sur Yl et de Fl sur 2. 
(iv) Si k est algébriquement clos, Aut,(g) opère transitivement dans FI. 
Soit 0 E 2 ,  et posons t = ~ ( 0 ) .  D'après la prop. 5 et le cor. 2 de la prop. 3, 



on a t E et $ = t x nv($). Pour toute sous-algèbre u de 9, notons encore +(u)  
le cornmutant de u dant g. Alors b c +(t), et +(t) c go($) puisque les éléments 
de nv($) sont nilpotents, donc $ = +(t). Si t' €9- et t c t', on a t' c +(t) = b 
d'où t' = t, de sorte que t E FI. 

Soit t E YI, et posons c = +(t). Soit @ une sous-algèbre de Cartan de c. 
D'après le 3 2, no 3, prop. 10, on a $ E % et t c $. Posons t, = cp(b) E Y. On a 
t c t, donc t = t,, et $ = +(tl)  = +(t) = c d'après ce qui précède. Ainsi, 

Nt) E x, et d+ ( t ) )  = t. 
O n  a donc prouvé (i), (ii), (iii). Supposons k algébriquement clos. Comme 

Aut,(g) opère transitivement sur Y'? ( 5  3, no 2, th. l ) ,  Aut,(g) opère transitivement 
sur Fl. 

COROLLAIRE 1. -Les  sous-algèbres de Cartan de 9 sont les centralisateurs des éléments 
réguliers semi-simples de 9. 

Si x E g est régulier, gO(x) est une sous-algèbre de Cartan de 9 (3 2, no 3, th. 1 
(i)) ; si en outre x est semi-simple, gO(x) est le centralisateur de x dans g. Récipro- 
quement, soit $ une sous-algèbre de Cartan de g. Il existe t E FI, tel que b = +(t). 
D'après le § 1, no 2, prop. 7, il existe x ~t tel que i> = gO(x) ; puisque x E t, on a 
gO(x) = gO(x). Alors x est régulier ($ 3, no 3, th. 2 (ii)). 

COROLLAIRE 2. - Supposons en outre que g soit résoluble. Alors: 
(i) Le sous-groupe de Aut(g) formé des ead X,  x E g r n g  (cf. 3 3, no 4), opère transitive- 

ment dans Tl. 
(ii) S i  t E FI, g est produit semi-direct de t et de nv (3). 

L'assertion (i) résulte de ce que le groupe des ead ", x E g m g ,  opère transitive- 
ment dans Af (§ 3, no 4, th. 3). 

Prouvons (ii). Soit t E Tl, et soit = +(t) la sous-algèbre de Cartan corres- 
pondante de g. Vu la prop. 5, on a $ = t + nv(t)) c t + nv(g). On a d'autre 
part g = $ + [g, g] ($ 2, no 1, cor. 3 de la prop. 4) et [g, g] c nv(g), d'où g = 

t + n,(g). D'autre part, il est clair que t n nv(g) = {O). L'algèbre g est donc bien 
produit semi-direct de t par l'idéal nv(g). 

PROPOSITION 7. -Soit g une sous-algèbre de Lie scindable de g[(V). 
(i) I l  existe une sous-algèbre de Lie m de g, réductive dans g[(V), telle que g soit 

produit semi-direct de m et de nv(g). 
(ii) Deux sous-algèbres de Lie de ayant les propriétés de (i) sont conjup-uées par 

Aut, (9). 
Le radical r de g est scindable (no 2, cor. 2 de la prop. 4). D'après le cor. 2 

à la prop. 6, il existe une sous-algèbre commutative t de r, formée d'éléments 
semi-simples, telle que r = t @ n,(r). Comme ad, t est formée d'éléments semi- 
simples, g est somme directe de [t, g] et du centralisateur a de t (1, s 3, no 5, 
prop. 6). Comme [t, g] c r, on a g = a + r. Par suite, si s est une sous-algèbre 



d e  Levi de  8 (1, 5 6, no 8),  on  a 9 = 5 + r, de  sorte que  5 est u n e  sous-algèbre de  
Levi  de  4. Posons in = 5 @ t. C o m m e  [s, t ]  = ( O ) ,  m est une  sous-algèbre de  Lie 
d e  9, réductive dans gl(V) d'après 1, § 6 ,  no 5, th. 4. E n  outre, 

puisque n,(g) = nv(r). D'où ( i ) .  
Soit maintcnant m' une  sous-algèbre de  Lie de supplémentaire de  nv(s) et 

réductive dans g[(V). Montrons que  m' est conjuguée de  m par Aut,(g). On a 
m' = 5' @ t' o ù  s' = [m', m'] est semi-simple, e t  o ù  le centre t' d e  in' est formé 
d'éléments semi-simples. Alors r = t @ nv(g) = t' @ nv(g) . Compte  tenu d u  cor. 2 à 
la  prop. 6 ,  o n  est ramené au  cas o ù  t = t'. Alors s' c 6 ;  c o m m e  d i m  s' = d i m  s, s' 

est une  sous-algèbre d e  Levi de  8 .  D'après 1, 5 6 ,  no 8, th. 5 ,  il existe x E n,(6) 
tel que  eadX( s )  - 5';  comme x commute  à t ,  o n  a e n  m ê m e  temps eadx(t)  = f .  

4. Algèbres de Lie linéaires d'endomorphismes nilpotents 

Lemme 1. - Soient n une sous-algèbre de Lie de gi(V) formée d'endomorphismes ni@otents, 
et N le sous-groupe exp  n de GL(V) (5  3,  no 1, l emme  1 ) .  

( i )  Soient p une représentation linéaire de dimensionjnie de n dans W ,  telle que les 
éléments de p(n) soient nilpotents, W' un sous-espace vectoriel de W stable pour p,  pl et p ,  
la sous-représentation et la représentation quotient de p de$nies par W', x, nl, x ,  les 
représentations de N compatibles avec p ,  p l ,  p z  ($ 3,  no 1). Alors x,, TC, sont la sous- 
représentation et la représentation quotient de x d$nies par W'. 

(ii) Soient p l ,  p ,  des représentations linéaires de dimension Jinie de n telles que les 
éléments de p,(n) et de p,(n) soient nilpotents, et TC,, x, les représentations de N compatibles 
auec p l ,  p,. Alors x l  8 TC, est la représentation de N compatible auec pl @ p,. 

( i i i)  Soient p l ,  p ,  des représentations linéaires de dimensionjnie de n dans des espaces 
vectoriels V,, V,, telles que les éléments de pl(n) et de p,(n) soient nilpotents, p la repré- 
sentation de n dans H o m ( V , ,  V,) déduite de p l ,  p,. Soient n,, x, les représentations de N 
compatibles avec p l ,  p,, et x la représentation de N dans Hom(V , ,  V,) déduite de x l ,  x2. 
Alors TC est la représentation de N compatible avec p. 

L'assertion ( i )  est évidente. Soient p l ,  p z ,  xi, x ,  comme  dans ( i i ) .  Si x E n, 
o n  a, puisque p,(x) @ 1 e t  1 @ p,(x) commutent ,  

d'où (ii).  Soient p l ,  p,, p ,  x,, x,, x, V,, V ,  comme  dans (iii).  Si  ul E End V I  et 



46 SOUS-ALGÈBRES DE CARTAN. ÉLÉMENTS RÉGULIERS Ch. V I I ,  5 5 

v, E End V,, notons Ru,, Lu2 les applications u e- uu,, u tt v,u de  Hom(V, ,  V,) 
dans lui-même; ces applications cornmutent et p(x)u = (LDZCX,  - R P 1 ( X J ~ ,  donc 

Lemme 2l. - ( i )  Soient W un sous-espace vectoriel de V de dimension d, D la 'droite 
AdW c A d V ,  8 la représentation canonique de gi(V) dans A V  ( I I I ,  App.). Soit 
x E gi(V).  Alors x ( W )  c W si et seulement si 0 ( x )  ( D )  c D. 

(ii) Soient (el, .  . ., en) la base canonique de kn, 0 la représentation canonique de 
gi(n, k )  dans A (kn) ,  et x E gi(n, k ) .  Alors x E n(n, k )  si et seulement si 

e(x)(en-,+, A . . . A en) = O 

pour 1 6 d 6 n. 
( i )  Si x ( W )  c W ,  il est clair que  O(x)D c D. Invcrsernent, supposons que 

0 ( x ) D  c D. Soit u u n  élément non  nul  de  D et  soit y E W.  On a y A u = O. 
Puisque O(x) est une  dérivation de  AV, ceci entraîne 

O r  8(x)u E ku, d'où y A O(x)u = O et par suite 0 ( x ) y  A u = O. D'après A, I I I ,  
p. 89, prop. 13, cela entraîne 0 ( x ) y  E W ,  i.e. x ( y )  E W ,  ce qui  prouve bien que  
x ( W )  c W.  

(i i)  La condition énoncée e n  (ii) est évidemment nécessaire pour que  
x E n(n, k ) .  Supposons qu'elle soit vérifiée. D'après ( i) ,  x laisse stable 

ken-d+l + .  . . + ken, 

e t  cela pour d = 1, . . . , n, donc x est triangulaire inférieure. Posons 

X = (~ i j ) ï $ i , i<n .  

On a O = x(e,) = xnnen, donc x,, = O. Soit i c n, et  supposons prouvé que  
xi, = O pour j > i. Alors 

O = O(x)(ei A ei+l A . . . A en) = xii(ei A e,+l A . . . A en), 

donc xi, = O. On voit ainsi que  x E n(n, k ) .  

PROPOSITION 8. - Soient n une sous-algèbre de Lie de @(V) formée d'éléments nibotents, 
q le normalisateur de n dans gl(V). I l  existe un espace vectoriel E de dimension jinie, une 
représentation p de gi(V) dam E, et un sous-espace vectoriel F de E ,  uérijïant les conditions 
suivantes : 

(i) I'image par p d'une homothétie de V est diagonalisable; 

l Dans ce lemme, k peut être un corps commutatif quelconque. 



(ii) F est stable par p ( q )  ; 
(iii) n est l'ensemble des x E g[(V) tels que p(x) (F) = 0. 
Soit n = dim V. D'après le th. d'Engel, on peut identifier V à kn de telle 

sorte que n c n(n, k). Soit P l'algèbre des fonctions polynomiales sur gi(n, k). 
Pour i = 0, 1, . . ., soit Pi l'ensemble des éléments de P homogènes de degrt i. 
Soit N = exp n, qui est un sous-groupe du groupe trigonal strict inférieur T. 
Soit J l'ensemble des éléments de P qui sont nuls sur N;  c'est un idéal de P. Soit 
N, l'ensemble des x E gi(n, k) tels que ~ ( x )  = O pour tout P E J. On a N c N,. 
Inversement, soit x E N,. Notons pij les fonctions polynomiales donnant les 
composantes d'un élément de gl(n, k). L'idéal J contient les pij (pour i < j )  et 
les Pii - 1 ; on a donc x E T. D'autre part, si u est une forme linéaire sur gl(n, k) 
nulle sur n, il existe pu E P tel que P,(z) =  log Z )  pour tout z E T (3 3, no 1, 
lemme 1 (i)) ; on a pu E J, d'où u(1og x) = O. On en déduit que log x appartient à 
n, d'où x E N, ce qui prouve que N = N,. 

Pour tout p E P et g E GLn(k), soit h(g)P la fonction x t-tP(g-lx) sur gl(n, k) ; 
on a A(g)p E P, h(g) est un automorphisme de l'algèbre P, et est une représenta- 
tion de GLn(k) dans P qui laisse stable chaque Pi. Montrons que 

(1) N = (x E GLn(k) 1 A(x)J = J). 

Si x E N, fi E J, y E N, on a (h(x)p)(y) = p(xP1y) = O puisque x-ly E N; donc 
h(x)p E J, de sorte que A(x)J = J. Soit x E GLn(k) tel que A(x)J = J;  soit p E J; 
on a p(x-') = (A(x)p) (e) = O, donc x-' E N j  = N et x E N. Cela prouve (1). 

L'idéal J est de type fini (AC, III, 5 2, no 10, cor. 2 du th. 2). Il  existe donc un 
entier q tel que, si W = Po + Pl + - .  . + P,, alors J n W engendre J comme 
idéal. Notons hj (resp. h') la sous-représentation de A définie par Pj (resp. par W). 
D'après (1), on a: 

(2) N = {XE GLn(k) 1 A'(x)(J n W) = J n W). 

Montronsque, pour toutj, il existe une représentation oj de l'algèbre de Lie gl(n, k) 
dans Pj telle que: 

(3) oj 1 n(n, k) est compatible (5 3, no 1) avec Aj 1 T. 

(4) Pour tout x E k. ln, o,(x) est une homothétie. 

Comme A, est la puissance symétrique j-ième de A,, il suffit de montrer l'existence 
de o,, cf. lemme 1. Or  hl est la représentation contragrédiente de la représenta- 
tion y de GLn(k) dans gi(n, k) donnée par 

Soit c la représentation de l'algèbre de Lie gl(n, k) dans gl(n, k) donnée par 

On verifie aussitôt que c 1 n(n, k) et y / T sont compatibles, et que c(x) est une 
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homothétie pour tout x E k. 1,. Il suffit alors de prendre pour o, la représentation 
duale de c (1, 5 3, no 3).  

Soit maintenant o' la représentation de gl(n, k) dans W somme directe des 
oj, O < J < q. Vu (2), et les relations 

A'(exp(x)) = exp(o1 (x)) et ol(log(y)) = log-(A' (y)), x E n(n, k), y E T, 

on a 

(5) n = {x~n(n ,k ) Io ' (x ) ( JnW)  c J n W ) .  

Soit d = dim(J n W), et soit T = Ado'. Soit D = Ad(  J n W). D'après (5) 
et le lemme 2 (i), on a 

(6)  n = {X E n(n, k) 1 ~ ( x )  (D) c D). 

Mais ~ ( n ( n ,  k)) est formé d'endomorphismes nilpotents, donc (6) peut aussi 
s'écrire 

(7) n = {x E n (n, k) 1 T (x) (D) = O). 

Soit alors E = AdW @ A lV @ A2V 0. . . @ AnV; soit p la somme directe de 
T et des représentations canoniques de gl(n, k) dans A IV, . . . , AnV. Soit E, c E 
la somme de D = Ad(J n W) et des droites engendrées par en - j +  A . . . A en 
pour j = 1, .  . ., n. D'après (7) et le lemme 2 (ii), on a 

(8) n = {X E s ~ V )  1 p(x) (E,) = 0). 

Il  est immédiat que, si x E k .  1, p(x) est diagonalisable. Enfin, si F est l'enscmblc 
des éléments de E annulés par p(n), F est stable par p(q)  (1, 5 3, no 5, prop. 5), 
et l'on a, d'après (8), 

5. Caractérisations des algèbres de Lie scindables 

Toute algèbre de Lie scindable est engendrée comme espace vectoriel (et a 
fortiori comme algèbre de Lie) par l'ensemble de ses éléments qui sont, soit semi- 
simples, soit nilpotents. Inversement: 

THÉORÈME 1. - Soit g une sous-algèbre de Lie de g[(V) et soit X une partie de 9 engen- 
drant g comme k-algèbre de Lie. Si tout élément de X est, soit semi-simple, soit nilpotent, 9 

est scindable. 

a) g est commutative. 
Les éléments semi-simples (resp. nilpotents) de g forment un sous-espace 

vectoriel g, (resp. 9,). L'hypothèse équivaut à g = 9, @ g,, d'où le fait que g est 
scindable. 



b) g est réductive. 
Alors g = g' x c avec g' semi-simple et c commutative. D'après la prop. 2, 

gr est scindable. Soit x = a + b E g avec a E g', b E c. Soient a,, a,, b,, b, les 
composantes semi-simples et nilpotentes de a, h. Comme a,, a,, b,, b, commutent 
deux à deux, les composantes scmi-simple et nilpotentc dc x sont a, + b,, a, + b,. 
O r  a,, a, E gr. Si x est semi-simplc, on a x = a, i- h,; comme a, appartient à g', . . 

on a b, E 9, d'où b, E c puisque b, commutc à g; par suite, a = a, et b = b,. De 
même, si x est nilpotent, on a a = a,, et b = b,. Il en résulte que les projections 
sur c des éléments de X sont, soit semi-simples, soit nilpotentes; d'après a), cela 
entraîne que c est scindable. Reprenant les notations précédentes, mais sans 
hypothèse sur x, on a maintenant b,, b, E c, donc a, + b,, a, + b, E g, ce qui 
prouve le théorème dans ce cas. 

c) Cas général. 
Supposons le théorème démontré pour les algèbres dc Lic de dimension 

< dim g et démontrons-le pour g. 
Soit n le plus grand idéal dc nilpotence de la représentation identique de 9. 

Si n = 0, (r admet une reprksentation semi-simple injective, donc est réductive. 
Supposons n # O. Soit p le normalisateur de n dans g1(V). Il existe E, p, F 
vérifiant les conditions de la prop. 8. Puisque g c p, p(g) laisse F stable; soit p, 
la représentation u k - t  p(u) 1 F de g dans F; on a n = Ker p,. Tout élément semi- 
simple (resp. nilpotent) de g((V) a pour image par p un élément semi-simple 
(resp. nilpotent) (prop. 2). L'algèbre p,(g) est donc engendrée par des éléments 
qui sont soit semi-simples, soit nilpotents. D'après l'hypothèse de récurrence, 

est scindable. 
Soient x E g, et x,, x, ses composantes semi-simple et nilpotente. D'après la 

prop. 2, les composantes semi-simple et nilpotcnte de p(x) sont p(x,), p(x,). 
Comme p,(g) est scindable, il existe y, z E g tels que 

po (~ )=p(xs ) lF  po(z)=p(xn)IF. 

Alors x, E y + n, x, E z + n, donc x,, x, E g. C.Q.F.D. 

COROLLAIRE 1. - Toute sous-algèbre de gl(V) engendrée par des sous-algèbres scindables 
est scindable. 

C'est clair. 

COROLLAIRE 2. - Soit g une sous-algèbre de Lie de g1(V). Alors [g, g] est scindable. 
Soient r le radical de 4, 5 une sous-algèbre dc Levi de g (1, § 6, no 8). On  a 

[9> 91 = Cs, 51 + [5, r] + [c, c l  = 5 + [g, cl. 
L'algèbre [g, r] est scindablc puisque tous ses éléments sont nilpotents (1, $ 5, 
no 3). D'autre part, 5 cst scindahlr (prop. 2). Il en résulte que [g, 81 est scindable 
(cor. 1). 
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COROLLAIRE 3. -Soit g une sous-algèbre de Lie de g[(V), et soit X une partie de g 

engendrant g (comme k-algèbre de Lie).  
(i) L'enveloppe scindable e(g) de est engendrée par les conzposantes semi-simples et 

nibotentes des éléments de X .  
(ii) S i  k' est une extension de k ,  on a e(g Bk k t )  = e(g) @, k ' ;  pour que g soit scindable, 

il faut et il @t que 8, k' le soit. 
Soit 3 la sous-algèbre de g[(V) engendrée par les composantes semi-simples 

et nilpotentcs des éléments de X. On  a g c 3 c e(g); d'après le th. 1, g est 
scindable, d'où 9 = e(s), ce qui démontre (i). L'assertion (ii) en résulte, compte 
tenu de ce que X engendre la kt-algèbre 9 @, k t .  

COROLLAIRE 4. - Soit g une sous-algèbre de Lie scindable de g[(V). Soit 7 l'ensemble 
des sous-a1,gèbre commutatives de g formées d'éléments semi-simples (cf. prop. 6). Les 
é1ément.r maximaux de 3- ont tous même dimension. 

Soicnt k' une extension algébriquemcnt close dc k et V' = V @, k', g' = 

g @, k'. Soicnt t,, t, des éléments maximaux de 7, ti = ti 8, k', bi le commutant 
de ti dans 9, $E = bi Bk k'. Alors bi est une sous-algèbre de Cartan de g (prop. 6) 
donc [>: est une sous-algèbre de Cartan de 9'. On  a Qi = ti x n,(bi), donc Q; = 

if x ny(bf), de sorte que t; est l'ensemble des éléments semi-simples de bf. Comme 
g' est scindablc (cor. 3), t; et ta sont conjugués par Aut,(gl) (prop. 6), de sorte 
quc dim t, = dim t,. 

THÉORÈME 2. -Soit g une sous-algèbre de Lie de gl(V). Les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

(i) g est scindable; 
(ii) toute sous-a[qèbre de Cartan de g est scindable; 

(iii) possède une sous-algèbre de Cartan scindable; 
(iv) le radical de g est scindable. 
(i) =- (ii) : Ccla résulte du cor. 2 à la prop. 3. 
(ii) 3 (i) : Cela résulte du cor. 1 au th. 1, puisque g est engendrée par ses 

sous-algèbres de Cartan (5 2, no 3, cor. 3 au th. 1). 
(ii) =1. (iii) : C'est évident. 
(iii) 1- (ii) : D'après le cor. 3 au th. 1, on peut supposer k algébriquement clos. 

Les sous-algèbres de Cartan de g sont alors conjuguées par les automorphismes 
élémentaires de g ( $ 3 ,  no 2, th. 1) ; vu la remarque 1 du 3 3, no 1, il en résulte que, 
si l'une d'elles est scindable, toutes le sont. 

(i) 3 (iv) : Ccla résulte du cor. 2 de la prop. 4. 
(iv) 5 (i) : Supposons quc le radical r dc g soit scindable. Soit e une sous- 

algèbre de Levi de 9; elle est scincla1)le (prop. 2). Donc = 5 + ï est scindablc 
(cor. 1 du th. 1 ) .  



A ~ ~ .  I APPIJCATIONS POLYNOMIALES ET TOPOLOGIE DE ZARISKI 

A P P E N D I C E  1 

Applications polynomiales et topologie de Zariski 

Dam cet appendice, k est supposé intni. 

1. Topologie de Zariski 

Soit V un espace vectoriel de dimension finie. On note A, l'algèbre des fonctions 
polynomiales sur V à valeurs dans k (A, IV, $5,  no 10, déf. 4). C'est une algèbre 
graduée; sa composante de degré 1 est le dual V* de V, et l'injection de V* dans 
A, se prolonge en un isomorphisme de l'algèbre symétrique S(V*) sur A, (A, IV, 8 5, 
no 11, Rem. 2). 

Si (el, . . ., e,) est une base de V, et (X,, . . . , X,) une suite d'indéterminées, 
l'application de k[X,, . . ., X,] dans A, qui transforme tout élément f de 
k[X,,  . . . , X,] en la fonction 

est un isomorphisme d'algèbres (A, IV, tj 5, no 10, cor. à la prop. 19). 

PROPOSITION 1. -Soit H l'ensemble des homomorphismes d'algèbres de A, dam k. 
Pour tout x E V, soit h, l'homomorphisme . f ~  f (x) de A, dans k. Alors l'application 
x H h, est une bijection de V sur H. 

En effet, soit Hf l'ensemble des homomorphismes d'algèbres de k[Xl, . . . , X,] 
dans k. L'application x H ( ~ ( x , ) ,  . . . , x(X,)) est évidemment une bijection de 
H' sur kn. 

COROLLAIRE. - Pour tout x E V, soit m, = Ker(h,). Alors l'a#dication x i - t  m, est 
une bijection de V sur I'ensemble des idéaux m de A, tels que A,/m = k. 

Un sous-ensemble F de V sera dit fermé s'il existe une famille (jJi ., d'éléments 
de A, telle que 

X E F  a x ~ V  etJ;(x) = O pourtout i € I .  

Il  est clair que 0 et V sont fermés, et que toute intersection d'ensembles fermés est 
fermée. Si F est défini par l'annulation des ji et F' par celle des fi', F u F' est 
défini par l'annulation des& A.', donc est fermé. Il existe donc une topologie sur 
V telle que les ensembles fermés pour cette topologie soient exactement les 
ensembles fermés au sens précédent. Cette topologie s'appelle la topologie de 
Zariski de V. Pour tout f E A,, nous noterons V, l'ensemble des x E V tels que 
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f (x) # 0;  c'est une partie orivertc de V. Il est clair que les VI forment une base 
de la topclogie de Zariski. (Si k est un corps topologiqiie, la topologie canonique 
de V est plus fine que la topologie de Zariski.) 

L'application x t - i  m, du cor. de la prop. 1 peut être considérée comme une 
application E de V dans le spectrc prcmicr Spec(A,) de A, (AC, II, 5 4, no 3, déf, 
4 ) .  Il est immédiat que la topologie de Zariski est l'image réciproque par E de la 
topologie de Spec(A,) . 

PROPOSITION 2. - Z ~ s p a c e  occtoriel V, muni de la lopolagie de Zariski, est un espace 
noethérien irréductihle. E n  particulier, toute partie ouocrtc non vide de V est denae. 

Puisque A, est nocthericn, Spec(A,) cst noethirien (AC, II, 5 4, no 3, cor. 7 
de la prop. I l ) ,  et tout sous-espace d'un cspacc nocthérien est noethéricn (loc. 
cit., no 2 ,  prop. 8). Avec les notations du cor. d r  la prop. 1, l'intcrscction des m, 
est {O), et (0) est un idéal premier de A,; donc V est irréductible (loc. cit., no 3, 
prop. 14). 

2. Applications polynomiales dominantes 

Soient V, V\r des espaces vectoriels de dimension finie. Soit f une application 
polynomiale de V dans W (A, IV, 5 5, no 10, déf. 4). Si 4 t A,, on a 4 0 f E A, 
(loc. cit., prop. 17). L'application + i-z 4 oJest un liomomorplii~me de A, dans 
A,, dit associé àf. Son noyau cst formé dcs fonctions + E Aw qui sont nulles sur 
f (V) (donc aussi sur l'adhhrence de f (V) pour la topologie de Zariski). 

DÉFINITION 1. - Une application polynomiale j5 V + W est dite dominante si l'homo- 
morphisme de A, dans A, associé à f est injectif. 

Vu ce qui précède, f est dominante si ct seulement si f (V) est dense dans Wpour 
la topologie de Zariski. 

PROPOSITION 3. - Su;Diosons k algébriquement clos. Soit f :  V + W une application 
polynomiale dominante. L'image par f de toute partie ouuerte dense de V contient une partie 
ouverte dense de W. 

Il suffit de prouver quc, pour tout élément non nul y de A,, f (V,) contient 
une partie ouverte dense de W. Identifions A, à une sous-algèbre de A, grâce à 
l'homomorphismc associé à$ Il existe un élément non nul (J de A, tel que tout 
homomorphisme W :  A, -t k n'annulant pas + se prolonge en un homomorphisme 
v :  A, + k n'annulant pas y (AC, V, 3 3, no 1, cor. 3 du th. 1). O r  un tel zei (resp. 
un tel u )  s'identifie à un élément de W, (resp. de V,) et dire que v prolonge w 
signifie que f ( v )  = W .  O n  a donc W, c j (V,). C.Q.F.D. 





54 SOUS-ALGÈBRES DE CARTAN. ÉLÉMENTS RÉGULIERS Ch. VII, App. I I  

Par conséquent, a, est ouvert et fermé, non vide, et puisque X est connexe, 
0, = X. Puisquc C l o  est fermé dans 62, ceci entraîne 61, = C2 n Do = (2, ce qui 
prouve que !2 est connexe. 

Lemme 2. - Soient U une boule ouverte de Cn et$ U + C une fonction holomorphe non 
identiquement nulle. Soit A une partie de U telle que f = O sur A. Alors U - A est dense 
dans U et connexe. 

La densité de U - A résulte de VAR, R, 3.2.5. Supposons d'abord n = 1. Si 
a E A, le développement de f en série entière au point a (VAR, R, 3.2.1) n'est pas 
réduit à O, et on en déduit qu'il existe un voisinage Va de a dans U tel que f n e  
s'annule pas sur Va - {a). Ainsi, a est isolé dans A, ce qui prouve que A est une 
partie discrète de U, donc dénombrable puisque U est dénombrable à l'infini. 
Soient x, y E U - A. La réunion des droites affines r6elles ,joignant x (resp. y )  à 
un point de A est maigre (TG, IX, 5 5, p. 53). Il existe donc z E U - A tel 
qu'aucun des segments [x, z] et [y, z] ne rencontre A. Les points x, y, z apparti- 
ennent donc à une même composante connexe de U - A, ce qui démontre le 
lemmc dans le cas n = 1. Passons au cas général. On  peut supposer que A est 
l'ensemble des zéros de f (TG, 1, p. 81, prop. 1). Soient x, y E U - A et soit L une 
droite affine contenant x et y. La restriction de f à 1, n U n'est pas identiquement 
nulle puisque x E 1, n U. D'après ce qui précède, x et y appartiennent à une 
même composante connexe de (L n U) - (L ri A) donc à une même compo- 
sante connexe de U - A. 

Lemme 3. - Soit X une variété analytique complexe connexe de dimension Jilzie et soit A 
une partie de X vérifant la condition : 

Pour tout x E X, i l  existe un germe de fonction analytique f ,  non nul en x tel que le 
germe de A en x soit contenu dans le germe en x de l'ensemble des zéros de f,. 

Alors X - A est dense dans X et connexe. 
La densité de X - A résulte de VAR, R, 3.2.5. On  peut supposer que A est 

fermé (TG, 1, p. 81, prop. 1). Pour tout x E X, il existe un voisinage ouvert V de 
x et un isomorphisme c de V sur une boule ouverte de Cn tels que c(A ri V) soit 
contenu dans l'ensemble des zéros d'une fonction holomorphe non identiquement 
nulle sur c ( V ) .  D'après le lemme 2, V n ( X  - A) est alors connexe. Compte tenu 
du lemme 1, ceci prouve que X - A est connexe. 



Exercices 

Les algèbres de Lie et les modules sur ces algèbres sont supposés de dimension jnie sur k ;  à partir du 
5 3, on suppose k de caractéristique zéro. 

1) On suppose k de caractéristique p > O. Soient V un espace vectoriel, S un ensemble fini. 
Pour qu'une application r: S + End(V) vérifie la condition (PC), il faut ct il sufit qu'il 
existe une puissance q de p telle que [sq, s '~ ]  = O quels que soient s, s' E S. (Utiliser 1, 3 1, 
exerc. 19, formule (1)). 

2) On suppose k parfait. Soient V un espace vectoriel de dimension finie, et u, v E End V. 
Soient us, un, v,, v, les composantes semi-simples et nilpotentes de u, v. Lcs conditions sui- 
vantes sont équivalentes: (i) il existe un entier m tel que (ad u)"v = O ;  (ii) us r t  u commutent. 
(Pour prouver (i) =- (ii), se ramener au cas où k est algébriquement clos et utiliser le lemme 1 
(ii)). 

3) On se place dans les hypothèses du no 2. Supposons k infini et la condition (PC) vérifiée. 
Soit k' une extension parfaite de k. Soit h: S 4 k tel que Vh(S) # O. Posons 

V '=  V@lI,k ' ,Sf= S@*k'. 

Soit r': S' -> End(Vf) l'application linéaire déduite de r par extension des scalaires. Il existe 
une unique application 1': S' + k' telle que Vh(S) k' = Vh'(S'). (Se ramener au cas où 
V = Vh(S). Soient P une fonction polynomiale sur S et q une puissance de l'exposant carac- 
téristique de k divisant dim V, telles que A4 = P. Soit P' la fonction polynomiale sur S' qui 
prolonge P. Il existe pour chaque s' E S' un A'(s') E k' tel que h'(sf)q = P'(sf). Montrer que le 
polynôme caractéristique de rf(s') est (X - h ' ( ~ ' ) ) ~ ' ~ " . )  

4) On suppose k de caractéristique zéro. Soit g = d(3 ,  k) et soit a la sous-algèbre de g 
engendrée par une matrice diagonale de valeurs propres 1, - 1 et O. Montrer que a est 
réductive dans g, que le commutant m de a dans g est formé des matrices diagonales de trace 
nulle, et que le commutant de m dans g est égal à m, donc distinct de a (cf. no 5, Remarque). 

7 5) On suppose k infini. Soient g une algèbre de Lie et V un g-module. Si n est un criticr 
2 O, on note V, l'ensemble des v E V tels que xnu = O pour tout x E g. 
a) Montrer que, si v E V,, x, y E g, on a 

( 5 xn- iyxi - l )u  = o. 
f = l  

(Utiliser le fait que (x + ty)"v = O pour tout t E k.) 
Remplaçant y par [x, y] dans cette formule, en déduire1 que (xny - yxn)v = O, d'où 

xnyv = o. 
b) Montrer que V, est un sous-$-module de V (utiliser a)). En particulier V0(g) = U V, est 

un sous-y-module de V. 

Cette démonstration nous a été communiquée par c .  SEL.ICMAN. 
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c) On suppose que k = R ou C, et on note G un groupe de Lie simplement connexe d'algè- 
bre de Lie g; l'action de g sur V définit une loi d'opération de G sur V (III ,  5 6, no 1). 
Montrer qu'un élément v E V appartient à V, si et seulement si (s - 1)"u = O pour tout 
s E G; en particulier on a VO(g) = V1(G). 

6) Les notations sont celles de  1'Exerc. 12 de 1, 3 3. En particiilicr g est une algèbre de Lie, 
M un g-module, et HP(g, M)  = ZP(g, M)/BP(g, M) est l'espace de ~ohomolopie de degré p de g 
à valeurs dans M. 
a) Montrer qne BP(g, M) et ZP(g, M) sont stables par la représentation naturelle O de g 
dans l'espace des cochaines CP(g, M). En déduire une représentation de g dans HP(g, M).  
Montrer que cette représentation est triviale (utiliser la formule O = dz + id, loc. cit.). 
b) Soit k une clôture algébrique de k. Soient x E g et x~ I'enciomorphisme correspondant de - 
M. Soient A,, .  . ., A, (resp. y,, . . ., y,) les valeurs propres (dans k) de ad, x (resp. de  xM), 
répétées suivant leurs multiplicités. Montrer que les valeurs propres de l'endomorphisme 
0(x) de C"(g, M) sont les y, - (A,, + . . - + hip), où 1 < j < rn et 

En déduire, grâce à a), que HP(g, M )  = O si aucun des y> - (A,, + . . . + Aip) n'est nul. 
c )  O n  suppose que la représentation g - > End(M) estjdèle, et que x satisfait à la condition: 

quels que soient j,, . . . , j,, k,, . . . , k,,, E (1, rn). 
Montrer que l'on a alors HP(g, M) = O (remarquer que les valeurs propres A, de ad, x 

sont de la forme yj - y,, et appliquer 6)). 

7) Soient g une algèbre de  Lie nilpotente et V un g-module tel que VO(g) = O. Montrer 
que HP(g, V) = O pour tout p 2 O. (Se ramener au cas où V = Vh(g), avec A # O et 
choisir un élément x E g tel que A(x) # O. Appliquer l'exerc. 6 b) en remarquant que les Ai 
sont nuls et que les y! sont tous égaux à ),(.Y)). 

Retrouver le cor. à la prop. 9 (prendre p = l). '  

7 8) O n  suppose k de caractéristique p > O. Soit g une algèbre de  Lie sur k de 
base {el,. . ., en}. O n  note U l'algèbre enveloppante de g et C le centre de U. Pour i = 
1 , .  . ., n on choisit un p-polzjnôrneft non nul, de  degré d,, tel quef,(ad el) = O ;  on a alors 

f i ( e , )  E C, cf. 1, 5 7, exerc. 5. On pose a, = &(ci). 
a) Montrer que zl, . . ., z,  sont algébriquement indépendants. Si A = k[zl,. . ., z,], 
montrer que U est un A-module libre de base les monômes ell .  . . e:n, où O < cri < d,. [Utiliser 
le  théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt]. Le rang [U:A] de  U sur A est égal à dl . .  .d,; 
c'est une puissance de p. En déduire que C cst un A-module de type fini, donc une k-algèbre 
de  type fini et de diniension n (AC, VIII) .  
b) Soit K le corps des fractions de A, et soient 

O n  a U(K) 3 C(K) 3 K. Montrer que U(K) est un corps de centre CCK,, r t  que c'est Ic 
corps des quotients (à gauche comme à droite) de U, cf. 1, 3 2, exerc. 1 0 .  En déduire que 
[U(,,: C(,)] est de la forme q2, où q est une puissance de p;  on a [C(K): KI = qc, où q, est une 
puissance de p, et [U :A] = q,q2. 
c) Soit d un élément non nul de A, et soit A un sous-anneau de U(K) tel que U c A c d-'U. 
Montrer que A = U. [Si x = bla, a E A - {O), est un élément de A, on montrera par récur- 
rence sur rn que la relation b E Ua + U, cntraîne b E Ua + U,_,, où {U,) est la filtration 
canonique de  U. (Utiliser pour cela le fait que gr U est intégralement clos, et raisonner 
comme dans la prop. 1 5  de AC, V, 5 1, no 4.) Pour rn = O, cela donne b E Ua, i.e. x E U.] 

En déduire que C est intégralement clos. 

l Pour plus de détails, cf. J. DIxMIeR, Cohomologie des algèbres de Lie nilpotentes, Acta Sci. Math. 
Szeged, t. XVI (1955), p. 246-250. 
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d) O n  suppose k algébriquement clos. Soient p: g + g 1(V) une représentation linéaire irréduc- 
tible de  g et pu la représentation correspondante de U. La restriction de  pu à C est un 
homomorphisme y, de C dans k (identifié aux homothéties de V) ; soit a, sa restriction à A. 
Montrer que pour tout homomorphisme a (resp. y) de la k-algèbre A (resp. C) dans k, il 
existe au moins une représentation irréductible p de  g telle que r*, = a (resp. y, = y) et 
quc ces représentations sont en nombre fini (à equivalence prbs). Montrer quc dim V Q q, 
avec les notations de b).l 

7 9) O n  conserve les notations de l'exercice précédent, et l'on suppose en outre que g est 
nilpotente. 
a) Montrer que l'on peut choisir la base {el,. . ., en} de telle sorte que, pour tout couple 
(i, j ) ,  [et, e,] soit combinaison linéaire des eh où h > sup(i, j ) .  Dans toute la suite, on suppose 
que les ei vérifient cette condition. Pour i = 1,. . ., n on choisit une puissance q(i) de p 
telle que ad(e,)q") = O, et l'on pose zi = e:"', A = k[zl, . . ., zn], cf. exerc. 8. 
b) Soit p :  g - gl(V) une représentation linéaire de  g. On  suppose que p(e,) est nilpotent 
pour i = 1,. . ., n. Montrer que p(x) est nilpotent pour tout x E g. [Raisonner par récurrence 
sur n = dim g et se ramener au cas où p est irréductible. Montrer que, dans ce cas, on a 
p(en) = O et appliquer l'hypothèse de récurrence.] 
c) Soient pl : g -> gl(Vl) et p,: g -z gi(V,) deux représentations linéaires de g. O n  
suppose que V1 et V2 sont #O,  et que V1 = VA1(g), V2 = Vh2(g), où Al et A, sont deux 
fonctions sur g, cf. no 3. Montrer que, si Al(el) = A,(ei) pour i = 1, . . ., n, on a )il = A, 
et il existe un g-homomorphisme non nul de  VI dans V2 (appliquer 6) au g-module V = 
6P(V1, V,) et utiliser le théorème d'Engel pour montrer que V contient un élément g-in- 
variant # O ) .  En déduire que, si en outre VI et V, sont simples, ils sont isomorphes. 
d) O n  suppose k algébriquement clos. Soit R l'ensemble des classes de représentations 
irrtductibles de g. Si p E R, posons 

% = (.,(l)>. . ., 4.)) E kn, 
où x,(i) est l'unique valeur propre de p(ei). Montrer que p-  x, est une bijection de R sur 
kn. (L'injectivité résulte de c), et la surjectivité de l'exerc. 8 d).) En déduire les conséquences 
suivantes : 
(i) Pour tout idéal maximal m de A, le quotient de U/mU par son radical est une algèbre 
de  matrices. 
(ii) Le degré.de toute représentation irréductible de g est une puissance de p (cela résulte de  
(i) e t  d u  fait que [U/mU: kl est une puissance de j ) .  
(iii) Tout honiomorphisme de A dans k se prolonge de manière unique en un homomor- 
phisme de C dans k (utiliser le fait que C/mC est contenu dans le centre de U/niU, qui est une 
k-algèbre locale de corps résiduel k). 
(iv) Il  existe un enticr N 2 O tel que xpN E A pour tout x E C (résulte dc (iii))., 

7 10) O n  suppose k de caractéristiquep > O. O n  note g une algèbre de Lie de base {el,e,,e3), 
avec [el, e2] = e,, [el, e,] = [e,, e,] = 0. 
a )  Montrer que le centre de Ug est k[el, eg, e,]. 
b)  O n  suppose k algébriquement clos. Montrer que, pour tout (A,, A,, A,) E k3, il existe une 
représentation irréductible p de g et une seule (à équivalence près) telle que p(el) ait pour 
unique valeur propre Ai ( i  = 1, 2, 3) ; le degré de p est fi si A, # 0, c'est 1 si A, = O. (Appli- 
quer les exerc. 8 et 9, ou raisonner directement.) 

11) Soient $ une algèbre de Lie nilpotente, V un $-module non réduit à O, et A une fonction 
sur $ telle que V = VA($). DCmontrer l'équivalence des propriétés suivantes: 
(i) A est une forme linéaire sur $, nulle sur [b, $1. 

' Pour plus de détails, cf. H. ZASSENHAUS, The representations of Lie algebras of prime charac- 
teristic, Proc. Glasgow Math. Assoc., t. I I  (1954), p. 1-36. 

Pour plus de détails, cf. H. ZASSENHAUS, Über Liesche Ringe mit Primzahlcharakteristik, Hamb. 
Abh., t. XII1 (1939). p. 1-100, et Darstellungstheorie nilpotînter 1.ie-Ringe bei Charakteristik 
p > O, J. de Grelle, t. CLXXXII (1940), p. 150-155. 
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(ii) Il existe une base de V par rapport à laquelle les endomorphismes définis par les 
éléments de b sont triangulaires. 

(Pour prouver que (i) 5 (ii), appliquer le théorème d'Engel au b-module (i"(Wx, V), 
où W est le b-module de dimension 1 défini par A.) 

Les propriétés (i) et (ii) sont vraies si k est de caractéristique O (prop. 9). 

1) Les matrices diagonales de trace O forment une sous-algèbre de Cartan de d(n, k), 
sauf lorsque n = 2 et que k est de caractéristique 2. 

2) Soit e l'élément (O i) de sl(2, C). Montrer que CI est une sous-algèbre de Lie nil- 

potente maximale de d(2, C), mais n'est pas une sous-algèbre de Cartan de d(2, C). 

3) On suppose k de caractéristique 0. Soit g une algèbre de Lie semi-simple. Soit E l'en- 
semble des sous-algèbres commutatives de g dont tous les éléments sont semi-simples dans g. 
Alors les sous-algèbres de Cartan de g sont les éléments maximaux de E. (Utiliser le th. 2 
et la prop. 10.) 

En particulier, la réunion des sous-algèbres de Cartan de g est égale à l'ensemble des 
éléments semi-simples de g. 

4) Soit g une algèbre de Lie admettant une base (x, y, z) telle que [x, y] = y, [x, z] = z, 
[y, z] = O. Soit a l'idéal ky + kz de g. Alors rg(a) = 2 et rg(g) = 1. 

5) On suppose k de caractéristique 0. Soient g une algèbre de Lie, r son radical, b une sous- 
algèbre de Cartan de g. Montrer que 

r = [g,rl + (b n r ) .  
(Observer que l'image de $ dans g/[g, r] contient le centre r/[g, r] de g/[g, r].) 

6) Soient g une algèbre de Lie, une sous-algèbre nilpotente de g. Si gO(h) est nilpotente, 
gO(b) cst une sous-algèbre de Cartan de g. 

7) Soient s une algèbre de Lie, a une sous-algèbre de Cartan de 5 et V un s-module. Soit 
g = 5 x V le produit semi-direct de 5 par V. Montrer que a x VO(a) rst une sous-algèhre 
de Cartan de g. 

8) On suppose k de caractéristique p > O. On note 5 une algkbre de Lie de base { Y ,  y} avec 
[x, y] = y. Soit V un k-espace vectoriel dc base 
a) Montrer qu'il existe sur V une structure de s-module et une seule telle que xe, = ie, et 
ye, = et+, pour tout i . Ce s-module est simple. 
b) Soit g = s x V le produit semi-direct de 5 par V. Montrer que g est une algèbre résolnble 
de rang 1 dont l'algèhrc dérivée n'est pas nilpotente. 
c )  Pour qu'un élément de g soit régulier, il faut et il suffit que sa projection dans s soit de la 
formc ax + by, avec ab # O. 
d) On a VO(x + y) = O ct VO(x) = ke,. En déduire (cf. cxerc. 6) que g posskdc des sous- 
algèbres de Cartan de dimension 1 (par exemple celle engendrée par x + y) et des sous- 
alghbres de Cartan de dimension 2 (par exemple celle engendrée par x et e,). 

9) Soit g une algèbre de Lie admettant une base (x, y) telle que [x ,  y] = y. Soient I = ky, 
et rp: g -> g/P le morphisme canonique. L'élCment O de g/f est régulier dans g/0 mais n'est 
pas l'image par rp d'un élément régulier de g. 

10) On suppose k infini. Soit g une algèbre de Lie. Démontrer l'équivalence des propriétés 
suivantes : 
(i) rg(g) = dim(g). 
(ii) g est nilpotente. 
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(iii) g ne possède qu'un nombre fini de sous-algèbres de Cartan de dimension rg(g). 
(iv) g ne possède qu'une seule sous-algèbre de Cartan. 

11) Soient t)  une algèbre de Lie commutative # O ,  P une partie finie de t)* contenant O .  
Montrer qu'il existe une algèbre de Lie g contenant t)  comme sous-algèbre de Cartan, et 
telle que l'ensemble des poids de t)  dans g soit P. (Construire g commc produit semi-direct de 
t)  par un $-module V, somme directe de modules de dimension 1 correspondant aux éléments 
de P - { O } ,  cf. exerc. 7 . )  

Pour qu'un élément x de t)  soit tel que t)  = gO(x), il faut et il suffit que x ne soit orthogonal 
à aucun élément de P - { O } .  

12) On suppose k JFni. Construire un exemple d'algèbre de Lie g possédant une sous- 
algèbre de Cartan t )  dans laquelle il n'existe aucun élément x tel que t)  = gO(x). (Utiliser 
l'exercice précédent, en prenant P = $*.) 

11 13) On suppose k fini. On  note k' une extension infinie de k. Soit g une algèbre de Lie sur 
k. On appelle rang de g, et on note rg(g), le rang de la k'-algèbre de Lie g' = g @, k'; un 
élément de g est dit régulier s'il est régulier dans g'; ces définitions ne dépendent pas du choix 
de k'. Montrer que, si l'on a 

Card(k) > dim g - rg(g), 

g contient un élément régulier (donc aussi une sous-algèbre de Cartan). 
(On utilisera le résultat suivant: si a est un élément homogène non nul de k[X , ,  . , ., X,,], 

et si Card(k) 3 dcg(a), il existe x E kn tel que a(%) # 0 . )  

14) On suppose k de caracteristique zéro. Soient V un k-espace vectoriel de dimension 
finie, g une sous-algèbre de Lie de gl(V), t)  une sous-algèbre de Cartan de g et nv le plus 
grand idéal de nilpotence du g-module V (1, 5 4, no 3, déf. 2). Montrer qu'un élément de $ 
est nilpotent si et seulement s'il appartient à nv. (Se ramener au cas où le g-module V est 
semi-simple, et utiliser le cor. 3 du th. 2.) 

7 15) On suppose k infini. Soient g une algèbre de Lie, 9,g la réunion de la série centrale 
ascendante de g, et x un élément de g. Démontrer l'équivalerice des propriétés suivantes: 
(i) x appartient à toute sous-algèbre de Cartan de g. 
(ii) x E gO(y) pour tout y E g (Le. x E gO(g)). 
(iii) x E %,g. 
(Les implications (iii) (ii) 3 (i) sont immédiates. Pour prouver que (i) 5 (ii), remarquer 
que (i) équivaut à dire que x E gO(y) pour tout élément y régulier dans g, et utiliser le fait 
que les éléments réguliers sont denses dans g pour la topologie de Zariski. Pour prouver que 
(ii) * (iii), observer que n = gO(g) est stable par g ($ 1, exerc. 5) et appliquer le th. d'Engel 
au g-module n;  en déduire que n est contenu dans Vmg.) 

7 16) Soient g une algèbre de Lie résoluble complexe, t)  une sous-alg6bre de Cartan de 
g, g = @ gh(t)) la décomposition correspondante de g en sous-espaces primaires, avec 
g0(t)) = t). 
a) Montrer que les restrictions à t )  des formes linéaires appelées racines de g dans III, 3 9, 
exerc. 17 c) sont les poids de t)  dans g, i.e. les h tels que gh($) # O ;  en déduire qu'un tel h 
est nul sur $ n 9 g .  
b )  Soit (x, y) i-f [x, y]' l'application bilinéaire alternée de g x g dans g possédant les 
propriétés suivantes : 
(i) Si x E gh(t)), y f gu(b), avec # O ,  y # O, on a [x, y]' = [x, y]; 
( 4  si x E go@), y E gu(b), on a Cx, Y]' = [x, YI - d-4~ .  

Montrer que g est ainsi muni d'une nouvelle structure d'algèbre de Lie (utiliser a)). On 
la note g'. 
c) Montrer que, si x E gh($), l'application ad' x: y- [x, y]' est nilpotente. En déduire que 
g' est nilpotente (appliquer l'exerc. 11 de 1, 3 4 à l'ensemble E des ad' x, où x parcourt la 
réunion des gh(t))). 
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1) Soient g une algèbre de Lie, g' une sous-algèbre de Cartan de g. Alors les conditions 
de la prop. 3 sont vérifiées. Mais un élément de g', tout en étant régulier dans g', n'est pas 
nécessairement régulier dans g. 

2) Soient g une algèbre de Lie réelle de dimension n, U (resp. H) l'ensemble des éléments 
réguliers (resp. des sous-algèbres de Cartan) de g, et Int(g) le groupe des automorphismes 
intérieurs de g (III, 3 6, no 2, déf. 2). 
a) Montrer que, si x et y appartiennent à la même composante connexe de U, gO(x) et 
gO(y) sont conjuguées par Int(g). 
b) Montrer que les composantes connexes de U sont en nombre fini, et que ce nombre est 
borné par une constante c(n) ne dépendant que de n (appliquer l'exerc. 2 dc 1'App. II).  
c) En déduire que les orbites de Int(g) dans H sont en nombre <c(n). 

3) Soient g une algèbre de Lie réelle, 7 le radical de g, $ et t)' des sous-algèbres de Cartan 
de g, cp I'homomorphisme canonique de g sur g/r. Les conditions suivantes sont équivalentes: 
(i) $ et t)' sont conjuguées par Int(g) ; 
(ii) q($) et q($') sont conjuguées par Int(g/,r). (Imiter la démonstration de la prop. 5.) 

O -1 
4) Soient g = 51(2, R), x = (,!j O 1 ) , ~  = ( I  O ) .  Montrer que Rx et Ry sont des sous- 

algèbres de Cartan de g non conjuguées par Aut(g). 

5) a) Montrer qu'il existe une algèbre de Lie g sur k admettant une base (x, y, z, t )  telle que 

Montrer que g est résoluble et que f = kx f ky + kz est une sous-algèbre de g. 
b) Montrer que les automorphismes élémentaires de g sont les applications de la forme 
1 + A ad,y + y ad, t où A, y E k. 
c) Montrer que 1 + adE x est un automorphisme élémentaire de t qui ne se prolonge pas en 
un automorphisme élémentaire de 3. 
d) Soit 5 une sous-algèbre semi-simple d'une algèbre de Lie a. Montrer que tout automor- 
phisme élémentaire de 5 se prolonge en un automorphisme élémentaire de a. 

6) Tout élément d'une algèbre de Lie réductive g est contenu dans une sous-algèbre 
commutative de dimension rg(g). 

7) Soient g une algèbre de Lie et gr une sous-algèbre de g réductive dans g. Soit a une sous- 
algèbre de Cartan de g'. Montrer qu'il existe une sous-algèbre de Cartan de g qui contient a 
(utiliser la prop. 10 du 3 2). En déduire que rg(g') < rg(g) et qu'il y a égalité si et seulement 
si g' possède les propriétés (i), (ii), (iii) de la prop. 3. 

8) Soient g une algèbre de Lie, a un idéal de g, t )  une sous-algèbre de Cartan de g et Vmg la 
réunion de la série centrale ascendante de g. Montrer que a c t )  entraîne a c V,g (autre- 
ment dit V,g est le plus grand idéal de g contenu dans $). (Se ramener au cas où k est 
algébriquement clos et remarquer que a est stable pour tout automorphisme élémentaire de 
g; la relation a c $ entraîne alors que a est contenu dans toute sous-algèbre de Cartan de g; 
conclure au moyen de I'exerc. 15 du 2.) 

7 9) Soient g une algèbre de Lie, $ une sous-algèbre de Cartan de g et x un élément de t). 
Soit g = t)  @ g+ la décomposition de Fitting (3 1, no 1) de g par rapport à $. 
a) Soit n le plus grand sous-$-module semi-simple contenu dans gO(x) n g+.  Montrer que 
n = O si et seulement si gO(x) = $, i.e. si x est régulier dans g. 
6) Montrer que $ n est une sous-algèbre de g. Si $' est l'intersection de t )  avec le commu- 
tant de n, montrer que t)' est un idéal de $ n, qui contient 9t) et x .  En conclure (exerc. 8) 
que t)' c Vm($ @ n), d'où x E %?,(t) @ n) et x appartient à toute sous-algèbre de Cartan 
de t )  0 n. 
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c) Si n # O, t) @ n n'est pas nilpotente et possède une infinité de sous-algèbres de Cartan 
( 5  2, exerc. 10). En conclure que x appartient à une infinité de sous-algèbres de Cartan de 9. 
d) Pour qu'un élément de g soit régulier, il faut ct il suffit qu'il appartienne à une sous- 
algèbre de Cartan ct à une seule. 

7 10) Soient g une algèbre de Lie, r son radical, n son plus grand idéal nilpotent et a une de 
ses sous-algèbres de Levi. 
a) On pose g' = n + 2Bg. Montrer que g' = n @ a. (Utiliser le fait que [g, F ]  est contenu 
dans n.) Si g # O, on a g' # O. 
6) On suppose k algébriquement clos. Soient (V,),,I les quotients d'une suite de Jordan- 
Holder du g-module g (pour la représentation adjointe). Si x ET, montrer que x,, est une 
homothétie et que xv, = O pour tout i si et seulement si x appartient à n. En déduire qu'un 
élément y E g appartient à g' si et seulement si Tr(y,,) = O pour tout i E 1. 
c) On note N le soin-espace vectoriel de g engendré par 1 s  éléments x tels que ad x soit 
nilpotent. Montrer que N est une sous-algèbre de g (utiliser le fait que N est stable par 
Aut,(g)). Montrer, en utilisant b), que l'on a N c g'. 
d) Soit t) une sous-algèbre de Cartan de g. On suppose qu'il existe une partie R de t)* 
telle que 

hypothèse qui est en particulier vérifiée si k est algébriquement clos. Montrer que N contient 
alors les gU(t)), 9t) et n; en déduire que N contient g', d'où N = g'. 
c) Si k est algébriquement clos et g f O, g contient un élément x f O tel que ad x soit nil- 
potent. (En effet, on a alors g' # 0.) 

7 11) Soient fi une algPbre de Lie, r son radical. 
a) Soient 5 une sous-algèbre de Levi de g, Y une sous-algèbre de Cartan de 5. Montrer que f 
est contenue dans une sous-algèbre de Cartan b de g, somme de D et d'une sous-algèbre de r. 
(Utiliser le 3 2, th. 2, prop. 10 et cor. 2 du th. 1). 
b )  Soit t)' une sous-algèbre de Cartan de g. Montrer qu'il existe une sous-algèbre de Levi 6' 

de g telle que soit somme d'une sous-algèbre de Cartan de 5' et d'une sous-algèbre de J. 
(On peut choisir les sous-algèbres 5,  E, t) dc a) de tclle sorte que t) + 7 = t)' + y. Posons 
a = t) + F, qui est résoluble. D'après le th. 3, il existe x E %?"(a) tel que ead.tXt) = t)'. Alors 
eadnx est un automorphisme spécial de g qui transforme 5 en la sous-algèbre de Levi cher- 
chée.) 
c )  Soit 5 une sous-algèbre de Levi de g. Soit t) une sous-algèbre de Cartan de g, somme 
d'une sous-algèbre de Cartan f de 5 et d'une sous-algèbre 1 de r .  Soit c le commutant de f 
dans F. Montrer que 1 est une sous-algèbre de Cartan de c. (Pour x E 9, ad, x est semi-simple, 
mais ad6 x est nilpotent, donc [£, t)] = O. Si y E c est tel que [y, 11 c 1, on a [ y ,  t)] c t) donc 
y ~ t ) n r =  1.) 
d) Soient 5 une sous-algèbre de Levi de g, O une sous-algèbre de Cartan de 5, c le commu- 
tant de f dans r, 1 une sous-algèbre de Cartan de c. Alors t) = O + 1 est une sous-algèbre 
de Cartan de g. (Soit x = y + z (y E 5, z E r )  un élément du normalisateur u de 5, dans g. 
Monirer quc [y, £1 c O, d'où y E E et z E U. Puis montrer que [z ,  O] c t) n r c c, d'où 
[ 9 ,  [f, z]] = O, d'où [f, z]  = O et z E C. Enfin, [ z ,  L] c L d'où z E 1 et x E P.) 
e) Soient 5, 9, c comme dans d), et q = [g, r] le radical nilpotent de g. Soient x G q et u 
l'automorphisme spécial eadx. Si u(O) c t + c, on a x E c. (Considérer la représentation 
adjointe p de 5 dans q, et soit q, un supplémentaire de %?'+lq dans V'q stable pour p;  soit pi 
la sous-représentation de p définie par q,. Soit 0, = p, 1 O. Soient q; le commutant de f dans 
q, et q: un supplémentaire de q; dans q, stable pour a,. Soit x = x i  + x i  + - . . + xk + x: 
avec x i  E q;, x; E q:. Raisonnant par l'absurde, supposons les x i  non tous nuls et par exemple 
x i  = - . . = xp-l = O, x; # O. Si h E f, on a u(h) = h + [x;, hl + y avec y E Vpf *q. Comme 
u(h) E t + c, on obtient [xp, h] + y E q) + q)+l + . . . + q;, d'où [h, xg] E qk, d'où [h, xp] = 
O. Alors xg = O, ce qui est contradictoire.) 
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f )  Soit $ une sous-algèbre de Cartan de g. Alors $ est, d'une manière et d'une seule, somme 
de $ n et d'une sous-algèbre de Cartan d'une sous-algèbre de Levi de g. (Pour l'unicité, 
utiliser e )  et le th. 5 de 1, 3 6, nu 8.) La sous-algèbre de Levi en question n'est pas unique en 
général. 
g) Soient $ une sous-algèbre de Cartan de g, et t = gO(t) n J). Alors $ est une sous-algèbre 
de Cartan de t. On a g = t + ;c (utiliser une décomposition de Filting pour la représenta- 
tion adjointe de $ n J dans g). L'algèbre t n J est le radical de t et est nilpotente (utiliser 
l'exerc. 5 du 5 2). 
h) On suppose k algébriquement clos. Soit $ une sous-algèbre de Cartan de g. Il  existe une 
sous-algèbre de Levi 5 de g telle que, pour tout A E Q*, on ait 

(Avec les notations de g), prendre pour 0 une sous-algèbre de Levi de t telle que $ = 
( 4  n 5 )  + (8 n J) ; il en existe d'après b).)l 

11 12) a) Soient g une algèbre de Lie résoluble, et G un sous-groupe fini (resp. compact si 
k = R ou C) de Aut(g). Montrer qu'il existe une sous-algèbre de Cartan de g stable par G. 
(Raisonner par récurrence sur dim g, et SC ramener au cas où g est extension d'une algèbre 
nilpotente g/n par un idéal commutatif n qui est un g/n-module simple non trivial (cf. 
dém. du th. 3). Les sous-algèbres de Cartan de g forment alors un espace affine attaché à n, 
sur lequel G  opère. Conclure par un argument de barycentre.) 
b )  Soient g une algèbre de Lie résoluble, et 5 une sous-algèbre de Lie de Der(g). On suppose 
que le 5-module g est semi-simple. Montrer qu'il existe une sous-algèbre de Cartan de g 
stable par 5. (Même méthode.) 

7 13) Soient 3 une algèbre de Lie et G un sous-groupe fini de Aut(g). On suppose que G est 
hyper-résoluble (A, 1, p. 139, exerc. 26). Montrer qu'il existe une sous-algèbre de Cartan de g 
stable par G. 

(Raisonner par récurrence sur dim g. Se ramener, grâce à l'exerc. 12, au cas où g est 
semi-simple. Si G # (11, choisir un sous-groupe distingué C de G  cyclique d'ordre premier 
(A, loc. cit.). La sous-algèbre 5 formée des éléments invariants par C est réductive dans g 
(3 1, no 5), et distincte de g. Vu l'hypothèse de récurrence, 5 possède une sous-algèbre de 
Cartan a stable par G. On a s # O (1, 3 4, exerc. 21 c)), d'où a # O. Le commutant 6 de a 
dans g est distinct de g et stable par G ;  choisir une sous-algèbre de Cartan Q de 8 stable par 
G, et montrer que 1) est une sous-algèbre de Cartan de g, cf. cor. à la prop. 3.) 

Construire un groupe fini d'automorphismes de d(2, C) qui soit isomorphe à SL, (donc 
résoluble) et ne laisse stable aucune sous-algèbre de Cartan. 

14) *Montrer que toute représentation linéaire complexe (resp. réelle) irréductible d'un 
groupe fini hyper-résoluble G est induite par une représentation de degré 1 (resp. de degré 1 
ou 2) d'un sous-groupe de G. (Appliquer l'exerc. 13 aux algèbres de Lie gl(n, C )  et gl(n, R).) * 
15) On suppose k algébriquement clos. Soient g une algèbre de Lie, $ une sous-algèbre de 
Cartan de g, et A une partie de g. On suppose que A est dense dans g (pour la topologie de 
Zariski) et stable par AutJg). Montrer que A n $ est dense dans $. (Soient X l'adhérence de 
A r\ t), et U = $ - X. Supposons U # 0. Avec les notations du lemme 2, l'image par F de 
U x ghl($) x . . . x ghp($) contient un ouvert non vide de g. Comme cette image est 
contenue dans g - A, cela contredit le fait que A est dense dans g.) 

16) Soient V un k-espace vectoriel de dimension finie, et g une sous-algèbre de Lie de 
gl(V). On se propose de montrer l'équivalence des trois propriétés suivantes: 
(i) Les sous-algèbres de Cartan de g sont commutatives et formées d'éléments semi-simples. 
(ii) Tout élément régulier de g est semi-simple. 
(iii) Les éléments semi-simples de g sont denses dans g pour la topologie de Zariski. 

Pour plus de détails, cf. j. DIXMIER, Sous-algèbres de Cartan et décompositions de Levi dans les 
algèbres de Lie, Trans. Royal Soc. Canada, t. L (1956), p. 17-21. 
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a) Montrer que (i) 3 (ii) (iii). 
b) Soit A l'ensemble des éléments semi-simples de g. Montrer que A est stable par Aut,(g). 
c) Montrer que (iii) 3 (i). (Se ramener (App. 1, exerc. 1,) au cas où k est algébriquement 
clos. Si t) est une sous-algèbre de Cartan de g, montrer, grâce à l'exerc. 15, que A n 6 est 
dense dans t); comme [x, y] = O si x E A n t), y E t), en déduire que t )  est commutative, d'où 
aussitôt (i).) 
d) On suppose que k est R, C, ou un corps ultramétrique complet non discret de caractéristi- 
que zéro. On munit g de la topologie définie par celle de k. Montrer que les propriétés (i), 
(ii), (iii) sont équivalentes à la suivante: 
(iv) Les éléments semi-simples de g sont denses dans g. 
(On montrera que (iv) 3 (iii) et (ii) a (iv), cf. App. 1, exerc. 4.) 

17) On suppose k algébriquement clos. Soient g une algèbre de Lie, t)  une sous-algèbre de 
Cartan, et A un sous-ensemble du centre de 6. On  note Es le sous-groupe de Aut(g) noté 
E au no 2. Montrer que, si s est un élément de Aut(g) tel que SA = A, il existe t E E, tel que 
tt) = 6 et t 1 A = Id,; en particulier, on a ts 1 A = s 1 A. (Soit a le commutant de A dans g; 
comme 6 et st) sont des sous-algèbres de Cartan de a, il existe O E E, tel que 0(st)) = t ) ;  on 
choisira t parmi les éléments de E, prolongeant O.) 

8 18) Soient g une algèbre de Lie, t) une sous-algèbre de Cartan de g et Ug (resp. Ut)) 
l'algèbre enveloppante de g (resp. t)). Une forme linéaire cp sur US est dite centrale si elle 
s'annule sur [Ug, Ug], Le. si rp(a. b) = <p(b .a) pour tous a, b E Ug. 
a)  Soient x, y E g. On suppose qu'il existe s E Aut,(g) tel que s(x) = y. Montrer que l'on a 

pour tout n E N et pour toute forme linéaire centrale cp sur Ug. 
b) Soit cp une forme linéaire centrale sur Ug dont la restriction à Ut) est nulle. Montrer que 
9 = O. (On peut supposer k algébriquement clos. Déduire de a) que l'on a alors 9(xn) = O 
pour tout n E N et tout x E g régulier; utiliser un argument de densité pour supprimer 
l'hypothèse de régularité.) 
c) Montrer que Ug = [Ug, Ug] + Ut). 
d) Soit V un g-module semi-simple. Montrer que V est semi-simple comme 6-module. En 
particulier, on a Vh(t)) = V,(P) pour tout A E t)*. 
e )  Soit V' un g-module semi-simple. On suppose que V et V' sont isomorphes comme 
t)-modules. Montrer qu'ils sont isomorphes comme g-modules. (Si a E Ut), remarquer que 
Tr(av) = Tr(av'). En déduire, grâce à b), ou c), que Tr(xv) = Tr(xVf) pour tout x E Ug, 
et conclure grâce à A, VIII.) 

Si k est algébriquement clos, l'hypothèse (1 V et V' sont 6-isomorphes » équivaut à dire que 
dim VA(t)) = dim Vh(6) pour tout A E 6". 

Les notations et hyfiothèses sont celles des nos 1, 2, 3 du § 4. 

1) On prend G = GLn(k), n 3 0. 
a) Montrer que ri,(g) = n pour tout g E G. 
b) Montrer qu'un élément g E G est régulier si et seulement si son polynôme caractéristique 
P,(T) = det(T - g) est séparable; cela équivaut à dire que le discriminant (A, IV, § 1, 
no 10) de P,(T) est #O. 

2) Construire un groupe de Lie G tel que la fonction r id  ne soit pas constante. (Prendre g 
abélienne # O  et Ad non triviale.) 

3) Soit ( p l ) i E I  une famille dénombrable de représentations linéaires analytiques de G. Prouver 
que les éléments de G qui sont régulicrs pour toutes les p, forment une partie dense de G. 
Construire un exemple montrant que l'hypothèse de dénombrabilité ne peut pas être 
supprimée. 
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4) O n  snppose que k = C et que G est connexe. Démontrer l'équivalence des propriétés: 
(i) G est nilpotent. 
(ii) Tout élément f 1 de G est régulier. 
(Montrer d'abord que (ii) implique: 
(ii)' Tout élément # O  de g est régulier. 
Remarquer ensuite que, si g # 0, g contient des Clénlents x # O, tels que ad x soit nilpotcnt, 
cf. $3, exerc. 10. En déduire que g est nilpotente, d'où (i).) 

1) Montrer que l'algèbre de Lie résoluble considérée dans 1, $ 5, exerc. 6, n'est isomorphe à 
aucune algèbre de Lie scindable. 

2) Soit u (resp. v )  un endomorphisme seini-simplc (resp. nilpotent) non nul de V. Alors 
l'application Au H Au (A E k )  est un isomorphisme de g = ku sur 9' = ku qui ne transforme 
pas éléments semi-simples en éléments semi-simples. 

3) Soit u un endomorphisme non semi-simple et non nilpotent de V. Alors g = ku est non 
scindable, mais ad, g est scindable. 

(Ir 4) Soit g une sous-algèbre de Lie scindable de gl(V). Soit q une sous-algèbre de Lie de g 
dont la représentation identique est semi-simple. Il existc a E Aut,(g) tel que a(q) soit contenu 
dans la sous-algèbre ni de la prop. 7. (Imiter la démonstration de la prop. 7 (ii).) 

7 5) Soit g une sous-algèbre de Lie de gl(V). O n  dit que g est algébrique si, quel que soit 
x E g, les répliques de x (1, $ 5, exerc. 14) appartiennent à g. Une telle algèbre est scindable. 
a) O n  note a(g) la plus petite sous-algèbre algébrique de gl(V) contenant g. On a 

Donner un exemple où a(g) et e(g) sont distincts (prendre V de dimension 2 et g de dimen- 
sion 1). 
6) Montrer que, si n est un idéal de g, n et a(n) sont des idéaux dc a(g), et [a(g), a(n)] = 
[g, n7 (imiter la démonstration de la prop. 4). En déduire que gin(g) = g i g  pour z > 1 et 
Vfa(g) = Wg pour i 3 2. 
c )  Montrer que toute algèbre de Lie formée d'éléments nilpotents est a1gébrique.l 

cc 

f j 6) Soient g une sous-algèbre semi-simple de gl(V), T(V) = @ Tn(V) l'algèbre tensorielle 
n = O  

de V, T(V)% l'ensemble des éléments de T(V) invariants par g (cf. I I I ,  App.) et 5 l'ensemble 
des u E gI(V) tels que u .x  = O pour tout x E T(V)Q. On se propose de montrer que = g. 
a) Montrer que la représentation de g dans le dnal V* de V est isomorphe à sa représentation 
dans A P I V ,  où p = dim V (utiliser le fait que g est contenue dans sl(V)). En déduire que 
tout élément de T,,, = Tn(V) @ Tm(V*) invariant par g est invariant par 5, et que 3 est 
algébrique (exerc. 5). 
b)  Soit W un sous-espace vectoriel d'un T,,,. On suppose W stable par g. Montrer que W 
rst stable par 5 (si e,, . . ., e, est une base de W, remarquer que el A . . . A e, est invariant 
par g, donc par 5). 

En déduire que g est un idéal de 5, et que g/g est commutative (cf. dém. de la prop. 4). 
On a g = g x C, où c est le centre de 8. 
c )  Soit R la sous-algèbre associative de gl(V) engendrée par 1 et g. Montrer que c est 
contenu dans le centre de K (remarqucr que 5 est contenue dans le bicommutant de R, 
qui est égal à R). En déduire que les éléments de c sont semi-simples. 

Pour pluî dr détails, cf. c. CHEVALLEY, Théorie des groupes cic Lie, II, Groupes algébriqiies, chap. 
11, § 14, Paris, fiennann, 1951. 
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d) Soit x E C. Montrer que les répliques de x appartiennent à c (1, 3 5, exerc. 14). Montrer 
que Tr(sx) = O pour tout s E g; en déduire que Tr(sx) = O pour tout s E 3, donc que x est 
nilpotent (loc. cit.). 
e) Montrer que c = O et 3 = g en combinant c) et d). 

7) Soit g une sous-algèbre de Lie de gl(V). Soient m, n deux entiers >O,  W et W' deux sous- 
espaces vectoriels de Tm(V) @ Tn(V*) où V* est le dual de V. On suppose que W' c W et 
que W et W' sont stables par la représentation naturelle de g dans Tm(V) @ Tn(V*). 
Montrer que W' et W sont alors stables par e(g). Si I'on note TC la représentation de e(g) dans 
W/W' ainsi obtenue, montrer que m(g) est l'enveloppe scindable de ~ ( g )  (utiliser le th. 1). 

En déduire que ad e(g) est l'enveloppe scindable de ad g dans gl(g). 

8) Soient g une sous-algèbre de Lie de gl(V) et t) une sous-algèbre de Cartan de g. 
a) Montrer que e(g) = e(t)) + 9 g  = e(t)) + g. 

(Remarquer que e($) + 9 g  est scindable (cor. 1 au th. 1), contient g = t) + 9 g ,  et est 
contenue dans e(g) ; c'est donc e(g).) 
b) On a e($) n g = $ (remarquer que e(t)) n g est nilpotente). 
c) Soit x un élément du normalisateur de e(t)) dans e(g). Montrer que x E e($). (Ecrire 
x = y + z, avec y E e(t)), z E g, cf. a); remarquer que [ z ,  t)] c e($) n g = t), d'où r E p.) 
d) Montrer que e(b) est une sous-algèbre de Cartan de e(9). 

9) Soit g une sous-algèbre de Lie de gL(V). Montrer que les conditions (i), (ii), (iii) de 
I'exerc. 16 du 3 3 sont équivalentes à: (v) g est scindable et a même rang que g/nv(g). (Si t) 
est une sous-algèbre de Cartan de g, la condition « g a même rang que g/nv(g) » équivaut A 
dire que t) n nv(g) = O, i.e. que t) n'a pas d'élément nilpotent # O  (cf. 3 2, exerc. 14). En 
déduire l'équivalence de (i) et de (v).) 

10) Soient k' une extension de k et g' une k'-sous-algèbre de Lie de 

a) Montrer qu'il existe une plus petite sous-algèbre de Lie g de gl(V) telle que g @, k' 
contienne gr. 
b) On suppose k' algébriquement clos et on note G le groupe des k-automorphismes de k'; 
ce groupe opère de façon naturelle sur V Bk k'. Montrer que g @, k' est la sous-algèbre de 
Lie engendrée par les conjuguées de g' par G (utiliser le fait que le corps des invariants de G 
dans k' est k). 
c) Montrer que g est scindable si g' l'est. (Se ramener au cas où k' est algébriquement clos, 
et utiliser b) ainsi que les cor. 1 et 3 du th. 1.) 

7 11) Exceptionnellement, on suppose dans cet exercice que k est un corps parfait de carac- 
téristique p > 0. 

Soit g une #-algèbre de Lie (1, 3 1, exerc. 20). Si x E g, on note <x) la plus petite p-sous- 
algèbre de Lie contenant x. Elle est commutative et engcndrée comme k-espace vectoriel par 
les XP' où i = 0, 1, . . . . On dit que x est nilpotent (resp. semi-simple) si la #-application de <x> 
est nilpotente (resp. bijrctive). 
a) Montrer que I'on peut décomposer x de manière unique sous la forme x = s + n, 
avec s, n E <x>, s semi-simple et n nilpotent (appliquer l'exerc. 23 de 1, § 1). Si f est un 
p-homomorphisme de g dans gl(V), f (s) et f (n) sont les composantes semi-simple et nil- 
potente de l'endomorphisme f (x) ; ceci s'applique notamment à f = ad. 
b )  Une sous-algèbre de g est dite scindable si elle contient les composantes semi-simples et 
nilpotentes de ses éléments. Montrer que, si b et c sont des sous-espaces vectoriels de g, 
tels que b c c, l'ensemble des x E g tels que [x, cl c b est scindable (même démonstration 
que pour la prop. 3) ; en particulier, toutc sous-algèbre de Cartan de g est scindable. 
c) Soit t une sous-algèbre commutative de g formée d'éléments semi-simples, et maximale 
pour cette propriété. Soit t) le commutant de t dans g. Soit x E t), et soit x = s + n sa 
décomposition canonique; comme $ est scindable (cf. b ) ) ,  on a s, n E t). Montrer que la sous- 
algèbre engendrée par t et s est commutative et formée d'éléments semi-simples, donc 
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coïncide avec t. En déduire que adh x = adi, n est nilpotent, donc que t) est nilpotente. 
Comme t) = go($), $ est une sous-algèbre de Cartan de g ($ 2, prop. 4). 

En particulier, toute f-algèbre de Lie sur un corps fini possède une sous-algèbre de 
Cartan.l 

Appendice 1 

On note V un espace vectoriel de dimensionj5nie sur k. 

1) Soit k' une extension de k, ct soit V(k.) = V @k kg. Montrer que la topologie de Zariski 
de V(k., induit sur V la topologie de Zariski de V, et que V est dense dans Ver,). 

2) On suppose que V est produit de deux espaces vectoriels VI et V,. 
a) La topologie de Zariski de V est plus fine que la topologie produit des topologies de 
Zariski de VI et de V,; elle est strictement plus fine si VI # O et V, # 0. 
b )  Si A, (resp. A,) est une partie de VI (resp. V,), l'adhérence de Al x A, est le produit 
des adhérences de A, et A,. 

3) On suppose k algébriquement clos. Soient A et B deux parties fermées de V, et a (resp. 
b) l'ensemble des f E A, qui s'annulent sur A (resp. B). Prouver l'équivalence des propriétés 
suivantes : 
(i) A n B = 0. 
(ii) a + b = A,. 
(iii) Il existe une fonction polynomiale f sur V qui est égale à 1 sur A et à O sur B. 

(Utiliser le théorème des zéros de Hilbert (AC, V, 5 3, no 3) pour prouver que (i) - (ii).) 
4) On suppose que k est un corps valué complet non discret. On note Y (resp. 3) la topo- 
logie d'espace de Banach de V (resp. sa topologie de Zariski). 
a) Montrer que F est plus fine que %" (et même strictement plus fine si V # O). 
b )  Montrer que tout 9'-ouvert non vide de V est F-dense. 

Appendice I I  

7 1) Soient X un espace topologique localement connexe, %(X) l'espace des fonctions 
continues réelles sur X, et d un entier >O.  Soit F E V(X) [Tl un polynôme unitaire de degré 
d à coefficients dans V(X) : 

F = Td + Td-'fi +. . .+  fd ,  f ,€V(X) .  
On identifie F à une fonction sur R x X, en posant 

Soit A E V(X) le discriminant du polyn6me F (A, IV, 5 1, no 10). 
Si U est un ouvert de X, on note Z, l'ensemble des (t, x), avec t G R et x E U, tels que 

F(t, x )  = 0; c'est une partie fermée de R x U. 
a) Montrer que la projection pr,: Z, -z U est propre (TG, 1, 5 10). 
b) On  suppose que U est connexe et que A ( x )  # O pour tout x E U. Montrer que Z, -t U 
est un revêtement de U (TG, XI) de degré < d, et que le nombre de composantes connexes de 
R x U - Z , e s t < d +  1. 
c) Soit X' l'ensemble des points de X en lesquels A est #O. On suppose X' dense dans X. 
On note d(resp. a )  I'ensemble des composantes connexes dc X' (resp. de R x X - Z,). 
Montrer que 

Card(9) < (d + 1) Gard(&) (utiliser b ) ) .  

l Pour plus de détails, cf. ü. B. sr;LIcniAN, hlodular Lie Algebras, cliap. V, S 7, Springer-Verlag, 1967. 
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d) On suppose X connexe, et d > 1. Montrer que 

Gard(%) G 1 + d Card(d) .  

fi 2) Soient V un espace vectoriel réel de dimension finie n, et F une fonction polynomiale 
sur V de degré d. Soit V' l'ensemble des points de V en lesquels F # O. Montrer que les 
composantes connexes de V' sont en nombre fini, et que ce nombre est borné par une con- 
stante ne dépendant que de n et de d. (Raisonner par récurrence sur n. Se ramener au cas où 
F est sans facteurs multiples, et montrer que l'on peut décomposer V sous la forme R x X 
de telle sorte que les résultats de l'exerc. 1 soient applicables à F.)' 

Pour d'autres résultats dans la même direction, cf. J. MILNOR, On the Betti numbers of real varieties, 
Proc. Amer. Math. Soc., t. XV (1964), p. 275-280. 



CHAPITRE VI11 

Dans ce chapitre, k désigne un corps commutatif de caractéristique O. Sauf menlion du 
contraire, par c espace vectoriel O, on entend <( espace vectoriel sur k D; de même pour <( algèbres 
de Lie 0 ,  etc. 

5 1. L'algèbre de Lie d(2, k) et ses représentations 

1. Base canonique de al(2, k )  

Lemme 1. - Soient A une algèbre associative sur k, H et X des éléments de A tels que 
[H, XI = 2x. 

(i) O n  a [H, Xn] = 2nXn pour tout entier n 2 O. 
(ii) S i  Z est un élément de A tel que [Z ,  XI = H, alors, pour tout entier n > 0, 

[Z ,  Xn] = n X n - l ( H  + n - 1 )  = n ( H  - n + l)Xn-l. 

L'application Ti+ [II, T l  de A dans A est une dérivation, ce qui entraîne 
(i). On a, sous les hypothèses de (ii), 

[Z, X"] = 2 XiEIX3 
i + j = n - 1  

= 2 (XiXjH + Xi2jXj) 
i + j = n - 1  

D'autre part, Xn-'(H + n - 1) = ( H  - n + l)Xn-l d'après (i). C.Q.F.D. 

Rappelons qu'on note d(2, k) l'algèbre de Lie constituée par les matrices 
carrées d'ordre 2, de trace nulle, à coeficients dans k. Cette algèbre de Lie est 
simple de dimension 3 (1, 3 6, no 7, exemple). On appelle base canonique de 
~ ( ( 2 ,  k) la base (X,, X - ,  H) où 



no 2 L'ALGÈBRE DE LIE 51(2, k )  ET SES  REPRÉSENTATIONS 

( 1 )  [H,  X,] = 2X+ [H,  X - ]  = -2X-  [X,,  X - ]  = - H. 

Comme la représentation identique de 4 2 ,  k )  est injective, H est u n  élément 
semi-simple de d ( 2 ,  k )  et X, ,  X -  sont des éléments nilpotents de d ( 2 ,  k )  (1, 3 6,  
no 3, th. 3 ) .  D'après V I I ,  $ 2 ,  no 1 ,  exemple 4, kH est une sous-algèbre de Cartan 
de d (2 ,  k) .  L'application U H  est u n  automorphisme involutif de l'algèbre 
de Lie d (2 ,  k ) ,  appelé involution canonique de et(2, k )  ; elle transforme (X , ,  X - ,  H )  
e n  ( X e ,  X,, - H ) .  

Lemme 2. - Dans l'algèbre enveloppante de d ( 2 ,  k ) ,  on a, pour tout entier n > 0,  

[H ,  X S ]  = 2nXS [H,  X ? ]  = - 2nXE 

et, si n > 0,  

[ X - ,  X y ]  = n ~ : - l ( H  + n - 1 )  = n ( H  - n + 1)X:-l 

[X,, XE] = nxE- ' ( -H  + n - 1 )  = n ( - H  - n + 1)XE-l. 

Les première et troisième relations résultent du  lemme 1 .  Les autres s'en 
déduisent en  utilisant l'involution canonique de d ( 2 ,  k) .  

2. Eléments primitifs des d(2,  k)-modules 

Soit E u n  d (2 ,  k)-module. Si A E 4 2 ,  k )  et x E E, on  écrira souvent Ax au lieu 
de A,x. Soit h E k. Par abus de langage, si Hx = hx, on  dit que x est u n  Clément 
de poids h de E, ou que A est le poids de x. Si E est de dimension finie, HE est semi- 
simple, donc l'ensemble des éléments de poids h est le sous-espace primaire de E 
relativement à HE et h (cf .  V I I ,  3 1 ,  no 1 ) .  

Lemme 3. - Si x est un élément de poids A, alors X + x  est un élément de poids h + 2 et 
X - x  est un élément de poids h - 2. 

E n e f f e t , o n a H X + x  = [H, X + ] x  + X+Hx = 2X+x + X+hx = ( A  + 2)X+x,  
et de même H X - x  = ( A  - 2 ) X - x  (cf. aussi V I I ,  3 1 ,  no 3, prop. 10 (ii)).  

DÉFINITION 1. - Soit E un 4 2 ,  k)-module. Un élément de E est dit primitzf s'il est 
vecteur propre non nul de HE et s'il appartient au noyau de X,,. 

Pour qu'un élément non nul e de E soit primitif, il faut et il suffit que ke soit 
stable par l'action de kH + kX+ ; cela résulte par exemple du  lemme 3. 

Exemples. - L'élément X +  est primitif de poids 2 pour la représentation adjointe de 
d(2,  k). L'klément (1, O) de k2 est primitif de poids 1 pour la représentatiûn identique 
de d(2, k) dans k2. 
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Lemme 4. -Soit E un 4 2 ,  k)-module non nul de dimension jnie. Alors E possède des 
éléments primitifs. 

Puisque X +  est un élément nilpotent de 4 2 ,  k), X + ,  est nilpotent. Supposons 

X*; # O et X?, = O. D'après le lemme 2, on a 

m(HE - m + 1 ) X ? i 1  = [ X - E ,  X Y E ]  = 0 ,  

et par suite les éléments de X+- ' (E)  - {O) sont primitifs. 

PROPOSITION 1. -Soient E un 4 2 ,  k)-module, e un élément primitif de E de poids A. 

( - ' ) "  x?epour n > O, et e - ,  = O. On a Posons en = - 
n! 

He, = ( h  - 2n)en 
X-en = - ( n  + l )en+, 
X+e, = ( A  - n + I)en-,. 

La première formule résulte du lemme 3, la seconde de la définition des en. 
Démontrons la troisième par récurrence sur n. Elle est vérifiée pour n = O 
puisque e- , = O. Si n > O, on a 

COROLLAIRE. - Le sous-module de E engendré par e est le sous-espace vectoriel engendré 
par les en. 

Cela résulte des formules ( 2 ) .  

Les entiers n > O tels que en # O constituent un intervalle de N, et les éléments 
en correspondants forment une base sur k du sous-module engendré par e (ils sont 
en effet linéairement indépendants puisque ce sont des éléments non nuls de poids 
distincts). Cette base sera dite associée à l'élément primitif e. 

PROPOSITJON 2. -S i  le sous-module V de E engendré par l'élément primitif e est de 
dimension jnie, alors : 

(i) le poids h de e est entier et égal à dim V - 1 ; 
(ii) (e,, el, . . . , e,) est une base de V ,  et en = O pour n > h ;  
(iii) les valeurs propres de H ,  sont A, h - 2, - 4 ,  . . . , - h ;  elles sont toutes de 

multiplicité 1 ; 
(iv) tout élément primitif de V est proportionnel à e; 
(v) le commutant du module V est réduit aux scalaires; en particulier, V est absolu- 

ment simple. 
Soit m le plus grand entier tel que e, # O. On a O = X+e,+, = ( A  - m)e,, 

donc A = m; comme (e,, el, . . ., e,) est une base de V ,  cela prouve (i) et (ii). 
L'assertion (iii) résulte de l'égalité He, = (A - 2n)e,. On a X+en # O pour 



1 < n < m, d'où ( iv ) .  Soit c u n  élément d u  commutant  d u  module V .  On a 
Hc(e) = cH(e) = Ac(e), donc il existe p E k tel que  c(e) = pe; alors 

cX% = Xqce = pX!e 

pour tout  q > O ,  d 'où c = p. 1 ,  ce qu i  prouve (v) . 

COROLLAIRE. - Soit E un ei(2, k)-module de dimensionjnie. 
( i )  L'endomorphisme H E  est diagonalisable etses valeurspropressont des entiers rationnels. 
( i i )  Pour tout p E Z, soit E, le sous-espace propre de HE  relatif à la valeur propre p. 

Soit i un entier 3 0. L'application X I ,  1 E p  : E, -> E,  _ 2i est injective pour i < p, 
bijective pour i = p, surjective pour i 2 p. L'application X i E  1 E -, : E -, + E -, + ,, est 
injective pour i p, bijective pour i = p, surjective pour i 2 p. 

(iii) La longueur de E est égale à d i m  Ker  X , ,  et à d i m  Ker  X-,. 
(iv) Soit E' (resp. E") la somme des E, pour ir, pair (resp. impair). Alors E' (resp. 

E") est la somme des sous-modules simples de E de dimension impaire (resp. paire) ; on a 
E = Er  @ E". La longueur de E' est d i m  E,, celle de E" est d i m  E,. 

(v) O n a K e r X + , n  I m X , ,  c Ep,e t  K e r X - , n I m X _ ,  c 2 E,. 
P > O  P < O  

Si  E est simple, E est engendré par un élément primitif ( l emme 4 ) ,  et il 
suffit d'appliquer le prop. 1 et 2. Le  cas général e n  résulte puisque tout  sl(2, k)- 
module d e  dimension finie est semi-simple. 

3. Les modules simples V ( m )  

Soit (u, v) la  base canonique d e  k2. Pour la représentation identique de  4 2 ,  k ) ,  
o n  a 

X + u  = O HU = u X - u  = - v 
X+v  = u Hu = -v  X - v  = o. 

Considérons l'algèbre symétrique S(k2)  de k2 (A, III, p. 67) .  Les éléments de  
4 2 ,  k )  se prolongent de  manière unique e n  dérivations de  S(k2) ,  ce qui muni t  
S (k2)  d'une structure de  el(!& k)-module (1, 3 3,  no 2 ) .  Soit V ( m )  l'ensemble des 
éléments de  S(k2)  homogènes d e  degré m. Alors V ( m )  est u n  sous-sl(2, k)-module 
d e  S(k2)  de  dimension m + 1, puissance symétrique m-ème d e  V ( l )  = k2 ( I I I ,  
App.) .  Si  m, n sont des entiers tels q u e  O < n 6 m, posons 

PROPOSITION 3. --Pour tout entier m 3 0, V(m) es1 un d ( 2 ,  k)-module absolument 
simple. Dans ce module, e$') = um est primitif de poids m. 

On a X+um = O et Hum = mum, donc um est primitif d e  poids m. Le sous- 
module de  V ( m )  engendré par um est de  dimension m + 1 (prop. 2 ( i ) )  donc est 
égal à V ( m ) .  D'après la prop. 2 (v), V ( m )  est absolument simple. 
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THÉORÈME 1. - Tout d(2, k)-module simple de dimension $nie n est isomorphe à 
V(n - 1). Tout d(2, k)-module de dimension jnie est somme directe de sous-modules 
isomorphes à des modules V(m) . 

Cela résulte du lemme 4 et des prop. 1, 2, 3. 

Remarques. - 1) La représentation adjointe de 4 2 ,  k) définit sur d(2, k) une 
structure de d(2, k)-module simple. Ce module est isomorphe à V(2) par un 
isomorphisme qui transforme u2 en X + ,  2uu en - H, v2 en X - .  

2) Pour n 3 O et m > n, on a 

Par suite, (ekm', @', . . . , em') est la base de V(m) associée à l'élément primitif er'. 
3) Soit @ la forme bilinéaire snr V(m) telle que 

Si x = au + bu et y = CU + du, on a @(xm, ym) = (ad - bc)". O n  vérifie alors 
facilement que @ est invariante, et que @ est symétrique pour m pair, alternée 
pour m impair. 

PROPOSITION 4. - Soient E un d(2, k)-module de dimension jnie, m un entier 3 0, 
Pm l'ensemble des éléments primitifs de joids m. Soit L l'espace vectoriel des homomorphismes 
du 51(2, k)-module V(m) dans le d(2, k)-module E. L'application f H f (um) de L dans 11: 
est linéaire injective, et son image est Pm U {O). 

Cette application est évidemmînt linéaire, et elle est injective puisque um 
engendre le d(2, k)-module V(m). Si f E L, on a 

X+ (f (um)) = J(X+um) = O, H( f (um)) = J (Hum) = nf(um) 

donc f (um) E Pm u (O). Soient e E Pm, V le sous-module dc E engendré par e. 
D'après la prop. 1, il existe un isomorphisme du module V(m) sur le module V 
qui transforme um en e. Donc L(um) = Pm u (O). 

COROLLAIRE. - La composante isotypique de type V(m) de E a pour longueur 

dim (Pm u {O)). 

4. Représentations linéaires du groupe SL(2, k) 

Rappelons (A, III, p. 104) qu'on désigne par SL(2, k) le groupe des matrices 
carrées d'ordre 2 à coefficients dans k dont le déterminant est égal à 1. Si x E d(2, k) 
est nilpotent, on a x2 = O (A VII,  3 5, cor. 3 de la prop. 5) et ex = 1 + x E 



SL(2, k). Si E est un espace vectoriel de dimension finie et si p est une représenta- 
tion linéaire de d(2, k) dans E, alors p(x) est nilpotent donc @* est défini (1, 5 6, 
no 3). 

DÉFINITION 2. - Soient E un espace vectoriel de dimension Jinie, et p (resp. x) une 
représentation linéaire de ei(2, k) (resp. SL(2, k)) dans E. On dit que p et x sont com- 
patibles si, pour tout élément nilpotent x de 4 2 ,  k), on a x(eX) = 

Autrement dit, p et x sont compatibles si, pour tout élément nilpotent x de d(2, k), 
la restriction de p à kx est compatible avec la restriction de x au groupe 1 + kx (VII, 5 3, 
no 1). 

Si p et x sont compatibles, les représentations duales, puissances tensorielles 
m-èmes, puissances symétriques m-èmes de p et x respectivement sont compatibles 
(VII, 3 5, no 4, lemme 1 (i) et (ii)). Il en est de même des représentations induites 
par p et x sur un sous-espace vectoriel stable par p et x (lac. cit.). 

En particulier, la représentation p, de d(2, k) dans V(m) (no 3) est compatible 
avec la puissance symétrique m-ème TC, de la représentation identique TC, de 

SL(2, k). En posant comme plus haut eR) = (y).. - .vn, on a 

pour s E SL(2, k) et O < n < m. 

THÉORÈME 2. - Soit p une représentation linéaire de d(2, k) dans un espace vectoriel E 
de dimensionjinie. 

(i) I l  existe une représentation linéaire n de SL(2, k) dans E et une seule qui soit 
compatible avec p. 

(ii) Pour qu'un sous-espace vectoriel F de E soit stable par x, il faut et il sufit qu'il soit 
stable par p. 

(iii) Soit x E E. Pour que x(s)x = x quel que soit s E SL(2, k), il faut et il su@ 
que x soit invariant par p (c'est-à-dire que p(a)x = O pour tout a E ei(2, k)). 

L'existence de x résulte de ce qui précède et du th. 1. On  sait d'autre part 
que le groupe SL(2, k) est engendré par les éléments de la forme 

où t E k (A, III,  p. 104, prop. 17).  Cela prouve l'unicité de x. 
Les assertions (ii) et (iii) résultent de ce qu'on vient de dire et de VII, 5 3, 

no 1, lemme l (i). C.Q.F.D. 

Tout d(2, k)-module de dimension finie est ainsi muni canoniquement d'une 
structure de SL(2, k)-module, qui est dite associée à sa structure de 4 2 ,  k)-module. 

Remarque. - Lorsque k est R ou C ou un corps ultramétrique complet non discret, 
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31(2, k) est l'algèbre de Lie de SL(2, k). Soient p et x comme dans le th. 2. 
L'homomorphisme x est un homomorphisme de groupes de Lie de SL(2, k) dans 
GL(E) : c'est clair lorsque E = V(m) et le cas général en résulte, vu le th. 1. 
D'après VII, $3, no 1, on a P(X+) = L(x)(X+), p(X-) = L(x)(X-). Donc 
p = L(x) (pour une réciproque, voir exerc. 18). 

PROPOSITION 5. - Soient E, F des d(2, k)-modules de dimensionjnie, et f E Hom,(E, F). 
Les conditions suivantes sont équivalentes: 

(i) f est un homomorphisme de 4 2 ,  k)-modules; 
(ii) f est un homomorphisme de SL(2, k)-modules. 
La condition (i) signifie que f est un élément invariant du 4 2 ,  k)-module 

Homk(E, F), et la condition (ii) signifie que f est un élément invariant du 
SL(2, k)-module Homk(E, F). Comme ces structures de modules sont associées 
d'après VII, $ 5, no 4, lemme 1 (iii), la proposition résulte du th. 2 (iii). 

DÉFINITION 3. - On appelle représentation adjointe du groupe SL(2, k) la représentation 
linéaire Ad de SL(2, k) dans 4 2 ,  k) d$nie par 

pour tout a E 4 2 ,  k) et tout s E SL(2, k). 

Lorsque k est R ou C ou un corps ultramétrique complet non discret, on retrouve la 
déf. 7 de III, 3 3, no 12 (cf. loc. cit., prop. 49). 

D'après VII, $ 5, no 4, lemme 1 (i) et (iii), les représentations adjointes de 
d(2, k) et SL(2, k) sont compatibles. D'après VII, 5 3, no 1, remarque 2, on a 
Ad(SL(2, k)) = Aut,(el(P, k)). 

5. Quelques éléments de SL(2, k )  

1 O l t  
= ( ( - 1  I)(O 1) 

- - et-'x-etx+et-lx- 

Avec les notations du no 3, on a 

q t ) ~  = - t - l  q t ) ~  = tu 
donc 

(4) O(t)ejlnl = ( -  l)m-nt2n-me",. 



Par suite, l'élément 8 ( t ) 2  = ( i l ; )  opère par ( -1)"  sur V ( m ) .  Si E est un 

d ( 2 ,  k)-module simple de  dimension impaire, 8 ( t ) ,  est donc un automorphisme 
involutif  d e  l'espace vectoriel E.  E n  particulier, prenant pour E le module de  
la représentation adjointe, o n  a :  

de  sorte que  8 (1 ) ,  = 8( - l ) ,  est l'involution canonique de  d(2, k) .  
Pour tout  t E k*, o n  pose 

O n  a h ( t ) u  = tu, h ( t )v  = t-lu, donc 

PROPOSITION 6. -Soient E un d ( 2 ,  k)-module de dimension $nie, et t E k*. Soit E, 
l'ensemble des éléments de E de poidr p. 

( i)  8 ( t ) ,  1 Ep  est une bijection de E ,  sur E-,. 
( i i )  h ( t ) ,  1 E p  est l'homothétie de rapport t p  dans E,. 
Si  E = V ( n ) ,  la  proposition résulte des formules (4)  et (6) .  L e  cas général en 

résulte grâce a u  t h .  1. 

COROLLAIRE. - Soit E = Et @ El' la décomposition de E définie dans le corollaire d la 

prop. 2. L'élément ( - 9 de SL(2, k )  opère par + 1 sur Et et par - 1 sur E". 

Cela résulte d e  (ii), appliqué à t = - 1 .  

5 2. Système de racines d'une algèbre de Lie semi-simple déployée 

1. Algèbres de Lie semi-simples déployées 

DÉPINITION 1 .  -Soit g une algèbre de Lie semi-simple. Une sous-algèbre de Cartan i )  

de est dite déployante si, pour tout x E i), ad, x est trigonalisable. On dit qu'une algdbre 
de Lie semi-simple est déplayable si elle possède une sous-algèbre de Cartan déployante. On 
appelle algèbre de Lie semi-simple déployée un couple (9,  i ) )  ou g est une algèbre de Lie 
semi-simple et ou p est uns sous-algèbre de Cartan déplayante de g.  

Remarques. - 1 )  Soient une  algèbre de  Lie semi-simple, i )  u n e  sous-algèbre d e  
Cartan de  9. Pour tout  x E 6, ad, x est semi-simple ( V I I ,  fj 2, no 4, th. 2) .  Dire que  
i) est déployante signifie donc que ,  pour tout  x E i), ad, x est diagonalisable. 
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2) Si k est algébriquement clos, toute algèbre de Lie semi-simple g est 
déployable, et toute sous-algèbre de Cartan de est déployante. Lorsque k n'est 
pas algébriquement clos, il existe des algèbres de Lie semi-simples non déploya- 
bles (exerc. 2a)) ; de plus, si g est déployable, il peut exister des sous-algèbres de 
Cartan de g qui ne sont pas déployantes (cxerc. 2b)). 

3) Soient g une algèbre de Lie semi-simple, $ unc sous-algèbre de Cartan de 
g, p une représentation injective de g de dimension finie telle que p(b) soit diagona- 
lisable. Alors, pour tout x E $, ad, x est diagonalisable (VII, 3 2, no l ,  exemple 2), 
donc $ est déployante. 

4) On  verra ($3, no 3, cor. de la prop. 10) que si b, b' sont des sous-algèbres 
de Cartan déployantes de g, il existe un automorphisme élémentaire de g trans- 
formant $ en b'. 

5) Soit g une algèbre de Lie réductive. On a 9 = c x s où c est le centre de g 

et où s = 3 g  est serni-simple. Les sous-algèbres de Cartan de sont les sous- 
algèbres de la forme b = c x b' où $' est une sous-algèbre de Cartan de 5 (VII, 
3 2, no 1, prop. 2). 0 i i  dit que $ est déployarite si b' est déployante relativement à 
5. On en déduit de manière évidente la définition des algèbres réductives déploya- 
bles ou déployées. 

2. Racines d'une algèbre de Lie semi-simple déployée 

Dans ce numéro, on désigne par (g, $) une algèbre de Lie .semi-simple déployée. 

Pour tout A E t)*, on note gh($), ou simplement gh, le sous-rçpace primaire de g 

relatif à A (cf. VII, 3 1, no 3). O n  rappelle que go = b (VII, § 2, no 1, prop. 4), que 
g est somme dirrcte des gh (VII, $ 1, no 3, prop. 8 et 9), que sh est l'ensemble des 
x E g tels que [h, x] = h(h)x pour tout h E $ (VII, 3 2, no 4, cor. 1 du th. 2), et 
qu'on appelle poids de b dans y  les formes linéaires A sur l,, telles que gh # O (VII, 
3 1, no 1). 

DÉFINITION 2. - On appelle racine de (g, $) un poids non nul de b dans g. 

On  note R(g, $), ou simplement R, l'ensemble des racines de (g, 4). On a 

PROPOSITION 1. - Soient cc, P des racines de (9, 6) et ( . , . ) une forme bilinéaire symétri- 
que invariante non dégénérée sur g (par exemple la forme de Killir~g de g). 

(i) S i  cr + p # 0, sa et gD sont orthogonaux. L a  restriction de ( . , . ) à y* x g -a est 
non dégénérée. L a  restriction de ( . , . ) à $ est non dégénérée. 

(ii) Soient x E ga, y E g P a  et h E 4. On a [x, y]  E t) et 



L'assertion (i) est u n  cas particulier de la prop. 10 (iii) de V I I ,  $ 1 ,  no 3. 
S i x ~ g ~ , y ~ g - ~ e t h ~ b , o n a  [x,y] s g a - "  = $ ,e t  

(h,  [x , y l )  = (Ch, X I , ! / )  = (+)x,Y) = a(h)(x,y).  

THÉORÈME 1. - Soit C( une racine de ( g ,  6) .  
( i )  L'espace vectoriel ga est de dimension 1.  
(ii) Le sous-espace vectoriel $, = [g", g-,] de b est de dimension 1. Il contient un 

élément H, et un seul tel que a(H,) = 2. 
(iii) Le sous-espace vectoriel 5, = 9, + 9" + 9-" est une sous-algèbre de Lie de 4. 

( iv)  Si X, est un élément non nul de sa, il existe un X - ,  E g - a  et un seul tel que 
[X,, X-,] = -Ha. Soit cp l'application linéaire de 4 2 ,  k )  dans g qui transforme X +  en 
X,, X -  en X-,, H en Ha;  alors cp est un isomorphisme de l'algèbre de Lie 4 2 ,  k)  sur 
l'algèbre de Lie 5,. 

a) Soit h, l'unique élément de b tel que a(h)  = (h,, h )  pour tout h E 4. 
D'après la prop. 1 ,  on  a [x, y] = ( x ,  y)h, quels que soient x E sa, y E g - " ;  d'autre 
part (ga, gPa)  # O. Donc $, = [sa, g - @ ]  = kh,. 

b) Choisissons x E g", y E g - a  tels que (x ,  y )  = 1 ,  d'où [x, y] = h,. Rappelons 
que [h,, x] = a(h,)x, [h,, y] = -a(h,)y. Si a(h,) = O ,  onvoit  que kx + ky + kh, 
est une sous-algèbre nilpotente t de 4 ;  comme h, E [t, t ] ,  ad, h, est nilpotent 
(1, 8 5, no 3, th. l), ce qui est absurde puisque ad, h, est semi-simple non nul. 
Donc cc(h,) # O. Il existe donc u n  H, E 6 ,  et u n  seul tel que &(Hm) = 2, ce qui 
achève la démonstration de (ii). 

c) Choisissons u n  élément non nul X, de g". Il existe X - ,  E g-" tel que 
[X,, X-,] = -Ha (car [X,, g - a ]  = b, d'après 6 ) ) .  Alors 

[H,, X,] = a(H,)X, = 2X,, [H,, X-,] = -a(H,)X-,  = -2X-,, 

EX,, x-,l = - Hm; 

donc kX, + k X - ,  + kH, est une sous-algèbre de g et l'application linéaire cp 
dc si(2, k )  sur kX, + k X - ,  + kH, telle que cp(X+) = X,, q ( X - )  = X-,, 
cp(H) = H, cst u n  isomorphisme d'algèbres de Lie. 

d )  Supposons dim sa > 1. Soit y u n  élément non nul de g-". Il existe u n  
élément non nul X, de 9, tel que ( y ,  X,) = O. Choisissons X - ,  comme dans c), 
et considérons la représentation p: u tt ad, cp(u) de d (2 ,  k )  dans g.  O n  a 

Ainsi, y est primitif pour p ,  de poids -2, ce qui contredit la prop. 2 d u  $ 1 ,  no 2. 
O n  a donc prouvé ( i ) .  

e) L'assertion (iii) est maintenant conséquence de c). D'autre part, si X, 
est u n  élément non nul de g", l'élément X - ,  construit en  c) est l'unique é1Cment 
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de g-" tel que [X,, X-,] = -HE puisque dim g-" = 1. La dernière assertion de 
(iv) est conséquence de c). C.Q.F.D. 

Les notations h,, Ha, 5, seront conservées dans toute la suite. (Pour définir h,, on 
choisit (. , .) égale à la forme de Killing.) Si X, est un élément non nul de sa, 
l'isomorphisme cp du th. 1 et la représentation u tt ad, y(u) de 4 2 ,  k) dans 9 

seront dits associés à X,. 

COROLLAIRE. - Soit @ la forme de Killing de 4. Quels que soient a, b E P, on a 

En effet, ad a .  ad b laisse stable chaque gY, et sa restriction à gY est l'homo- 
thétie de rapport y(a) y(b) ; si y # O, on a dim gY = 1. 

PROPOSITION 2. - Soient a, p G R. 
(i) On a @(Ha) E Z. 
(ii) Si @ désigne la forme de Killing de 9, on a @(Ha, HB) E Z. 
Soient X, un élément non nul de g", et p la représentation de d(2, k) dans g 

associée à X,. Les valeurs propres de p(H) sont O et les p(H,) pour P E R. Alors 
(i) résulte du 5 1, no 2, cor. de la prop. 2. L'assertion (ii) résulte de (i) et du cor. 
du th. 1. C.Q.F.D. 

Soient a ER,  X, un élément non nul de g*, X-, l'élément de g-" tel que 
[X,, X-,] = -Ha, et p la représentation de d(2, k) dans g associée à X,. Soit x 
la représentation de SL(2, k) dans compatible avec p (3 1, no 4, th. 2). Comme 
ad X, est nilpotent (VII, fj 1, no 3, prop. lO(iv)), x(eX+) = eadxu est un automor- 
phisme élémentaire de g. De même, x(eX-) = eadx-a est un automorphisme 
élémentaire de g. Donc x(SL(2, k)) c Aut,(g). Introduisons la notation B(t) du 
5 1, no 5. Posons, pour tout t E k*, 

Lemme 1. - (i) Pour tout h E p, on a 0,(t). h = h - cc(h)H,. 
(ii) Pour tout p E R, on a 0,(t) (go) = gB -P(H=)a. 

(iii) Si cx, p E R, alors p - p(H,)a E R. 
Soit h E 4. Si a(h) = O, on a [X,, hl = [X-,, hl = O, donc B,(t) .h = h. 

D'autre part, les formules (5) du 3 1, no 5, prouvent que 0,(t). H, = -HE.  
Cela prouve l'assertion (i). On en déduit que B,(t)2 1 b = Id. Si x E gB et h E b, on a 

donc 0,,(t)x E g0 - B(H-)a. Cela prouve (ii) . L'assertion (iii) résulte de (ii) . 



T H É O R È M E  2. - ( i)  L'ensemble R = R(g, 5) est un système de racinzs réduit dans P*. 
( i i )  Soit a E R. L'application s,, Ha : A w A - A(Ha)a de P* dans P* est l'unique 

r@exion s de @* telle que s(a)  = - a  et s ( R )  = R. Quel que soit t E k*, s est la 
transposée de O,(t) 1 @. 

D'abord, R engendre @*, car si h E @ est tel que a(h)  = O pour tout  a ER ,  
alors ad h = O d'où h = O puisque le centre d e  g est nul. Par définition, O $ R. 
Soit a E R. C o m m e  a(H,) = 2, s = s , , , ~  est une  réflexion telle que  s (a)  = -a. 
On a s ( R )  = R d'après le lemme 1 (iii),  et P(H,) E Z pour tout  P E R (prop. 2 
( i ) ) .  On voit donc que  R est un système de  racines dans @*. Pour tout  h E @ et tout  
A E Q*, o n  a 

(s(A),  h )  = <A - h(H,)a, h )  = (A, h - a(h)Ha)  = (A, Oa(t)h) 

donc s est la transposée de  O,(t) 1 @. Montrons en f in  que  le système d e  racines R 
est réduit. Soient a E R et y E g2". Puisque 3a .$ R (VI, 3 1 ,  no 3, prop. 8 ) ,  o n  a 
[Xa,  y] = 0 ;  d'autre part, [X-,, y] E g-a+2a  = ga = kX,, donc [X,, [X-,, y] ] = 

O ;  alors 

4.y = 2 ~ ( H a ) y  = [Ha,yI = -[[XE, x - J ,~ l  = 0 

d'où y = O et  g2" = O. Autrement dit,  2a n'est pas racine. 
C.Q.F.D. 

Nous identifierons canoniquement @ et Q**. Avec  les notations de  V I ,  $ 1, no 1, 
o n  a alors, d'après le th .  2 ( i i ) ,  

(2) HE = a" pour tout  a ER.  
Les Ha forment donc dans @ le  système de  racines Rv inverse d e  R. 

On dit que  R(g, b) est le système de racines de (9,  @). Les réflexions sa,,= seront 
simplement notées s,. Le  groupe de  W e y l ,  le  groupe des poids, le  nombre de  
Coxeter . . . de  R(g, @) s'appellent le groupe de Weyl, le groupe des poids, le nombre de 
Coxeter . . . de (9,  @). Conformément au chap. VI,  5 1, no 1 ,  o n  considère le groupe 
d e  W e y l  comme opérant, non  seulement dans Q*, mais aussi dans @ par transport 
d e  structure, d e  sorte que  sa = O,(t) 1 4. C o m m e  les Oa(t) sont des automorphismes 
élémentaires d e  9,  o n  a :  

COROLLAIRE. - Tout élément du groupe de Weyl de (9, b),  opérant dans @, est la restriction 
à @ d'un nutomorphisme élémentaire de g. 

Pour une  réciproque de  ce résultat, voir 3 5, no 2, prop. 4. 

Remarque 1 .  - Si @, (resp. $é) désigne le Q-sous-espace vectoriel de  @ (resp. @*) 
engendré par les H, (resp. les a ) ,  où  a E R, alors @ (resp. @*) s'identifie canonique- 
men t  à $, @, k (resp. à 6: @, k )  et Qé s'identifie au  dual de  @, (VI, § 1 ,  no 1, 
prop. 1) .  On dit que  6, et ba sont les Q-structures canoniques sur t) et @* (A, I I ,  
p. 119, déE 1 ) .  Quand o n  parlera de  Q-rationalité pour un sous-espace vectoriel 
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de b, pour une forme linéaire sur 6, etc., il sera sous-entendu, sauf mention du 
contraire, qu'il s'agit de ces structures. Quand on parlera des chambres de Weyl, 
ou des facettes, de R(g, b), on se placera dans t), @, R ou b: @, R,  qu'on notera 

PR et bR. 

Remarque 2. - Le système de racines R v  dans $ définit dans b une forme hilinéaire 
symétrique non dégénérée P (VI, § 1, no 1, prop. 3), à savoir la forme (a, b)  tt 
2 (a, a)(a, 6) .  D'après le cor. du th. 1, cette forme n'est autre que la 

U E R  

restriction à b de la forme de Killing. L'extension à bQ @, R de P 1 bQ x bQ est 
positive non dégénérée (VI, 3 1, no 1, prop. 3).  D'autre part, on voit que la 
restriction à b de la forme de Killing de 3 admet pour forme inverse sur h* la 
forme bilinéaire canonique @, de R (VI, 5 1, no 12). 

Soient (g,, bl), (g2, b2) des algèbres de Lie semi-simples déployées, cp un 
isomorphisme de 9, sur 4, tel que = bz. Par transport de structure, l'applica- 
tion transposée de cp / 6, transforme R(g2, 4,) en R(g,, 4,). 

PROPOSITION 3. -Soient g une algèbre de Lie semi-simfile, $, et $, des sous-algèbres de 
Cartan déployantes de 9. 11 existe un isomorphisme de $T sur $2 qui transforme R(g, b,) en 

R(s, b,). 
(Pour des résultats plus précis, voir 3 3, no 3, cor. de la prop. 10, ainsi que 

5, no 3, prop. 5.) 
Soient k' une clôture algébrique de k, 9' = 9 @, k', 4: = 5, 8, k'. Alors 

R(g', $:) est l'image de R(s, b,) par l'application A t t  A @ 1 de 51 dans i,$ @, k' 
= Pi*. D'après VII, 3 3, no 2, th. 1, il existe un automorphisme de g' transformant 

en PL, donc un isomorphisme cp de hi* sur $;* qui transforme R(gf, h i )  en 
R(gr, ba) . Alors <p 1 bT transforme R(g, b,) en R(4, b2), donc bT en ba.  

C.Q.F.D. 

En vertu de la prop. 3, le système de racines de (9, b )  nc dépend, à isomor- 
phisme près, que de g et non de 6. Aussi, par abus de langage, le groupe de Wcyl, 
le groupe des poids. . . de (9, 9)  s'appellent simplement le groupe de Weyl, le 
groupe des poids . . . de g (ci: aussi 5 5, no 3, remarque 2). Si le graphe de Dynkin 
de est de type A,, ou B, , . . . (cf. VI, $4,  no 2, th. 3), on dit que g est de type 
Ai, ou Bi , . . . . 

Rappelons que, si a et IJ sont des racines linéairement indépendantes, l'en- 
semble d e s j  E Z tels que P + j m  l-x R est un intervalle [ -  q, fi] de Z contenant O, 
avecp - q = -(@, a v )  = -P(H,) (VI, 3 1, no 3, prop. 9). 

PROPOS~CION 4. - Soient a et (3 des racines linéairement indépendantes. Soit p (resp. q)  
le plus grand entier j tel que P + ja (resp. fi - j x )  soit une racine. 



(i) Le sous-espace vectoriel 2 g"ja de g est un sa-module simple de dimension 
- q < j 4 p  

p + q + 1 .  
(ii) Si a + p est une racine, alors [ga, gp] = gE+o.  

Soit Xa (resp. x) un élément non nul de ga (resp. gD+pn) .  On  a 

Pour la représentation de 4 2 ,  k) dans g associée à X,, on voit donc que x est 

primitif de poids p + q; or le 4 2 ,  k)-module 2 g D + j a  est de dimension 
- q < j < p  

p + q + 1; on voit donc qu'il est simple (§ 1, no 2, prop. 2). Si cr + P E R ,  on a 
p > 1, donc les éléments de g h o n t  non primitih, et par suite [X,, 441 # O. 
Comme [ga, gD] c ga + 0, on voit finalement que [ga, go] = ga + 

Remarque 3. -Rappelons que, d'après VI, § 1, no 3, cor. de la prop. 9, l'entier 
p + q + 1 ne peut prendre que les valeurs 1, 2, 3, 4. 

Remarque 4. - Soient (9, $) une algèbre de Lie réductive déployée, c le centre de 
g, 9' = $39, 6' = $ n g'. On  a $ = c x b', et l'on identifie $'* à un sous-espace 
vectoriel de $*. Pour tout À E $* tel que A # O, le sous-espace primaire gh relatif 
à À est égal à g'hly. On  appelle racine de (9, $) un poids non nul de $ dans 9; toute 
racine s'annulc sur c. On note R(g, $) l'ensemble des racines de (g, $) ; il s'identifie 
canoniquement à R(gl, b'). Soit or E R(g, $). Comme dans le cas semi-simple, on 
définit Pa, Ha, eu, les isomorpliismes 4 2 ,  k) -t sa, et les représentations dc 
~ ( ( 2 ,  k) dans associées à a. De même pour le groupe de Weyl, le groupe des 
poids . . . de (g, 8). 

3. Formes bilinéaires invariantes 

P ~ o p o s r r ~ o ~  5. -Soient (g, $) une algèbre de Lie semi-simple déployée, @ une forme 
bilinéaire symétrique invariante sur g, W le groupe de Weyl de (g, 6). Alors la restriction 
@' de <D à $ est invariante par W. Si de plus @ est non dégénérée, CD' est non dégénérée. 

Soient cc E R, X, un élément non nul de ga, p la représentation associée de 
4 2 ,  k) dans g, n la représentation de SL(2, k) dans g compatible avec p. Alors 
@ est invariante par p, donc par TC (3 1, no 4). En particulier, @' est invariante 
par 8,(t) 1 t, (no 2), donc par W. La dernière assertion résulte de la prop. 1 (i). 

PROPOSITION 6. -Soient (g, 0) une algèbre de Lie semi-simple déployée, <D une forme 
bilinéaire symétrique non dégénérée invariante sur 4. Pour tout cc E R, soit X, un élément 
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non nul de gu. Soient (Hi)i, ,  une base de 4 ,  et (Hi1),,, la base de b telle que @(Hi,  H i )  = a,?. 
L'élément de Casimir associé à @ dans l'algèbre enveloppante de g (1, fj  3, no 7) est alors 

En effet, d'après la prop. 1, on a @(Hi ,  X,) = @(Hl ,  X,) = O quels que soient 

~ E I ,  K E R ,  et <I, 
1 

X,, X-,)  = Su, quels que soient a, p E R. 

4. Les coefficients Nu, 

Dans ce numéro, on désigne encore par (9,  6 )  une algèbre de Lie semi-simple déployée. 

Lemme 2. - Il existe une famille (X,),,, telle que, pour tout oc E R, on ait 

X ,  E ga et [X,, X-,] = -Hu. 

Soit R, unc partic de R telle que R = RI u ( -R I )  et RI n ( -RI)  = 0. 
Pour cc E RI, choisissons arbitrairement un Clément non nul X, de gu. 11 existe 
un X - ,  E et un seul tel que [X,, X-,] = -Hu (th. 1 (iv)). O n  a alors 

[X-,,X,] = Hu = -He,. 
C.Q.F.D. 

Si une famille (X,),,, vérifie les conditions du lemme 2, les familles vérifiant 
ces conditions sont les (t,X,),,, où tu E k* et tut-, = 1 pour tout a E R. 

Dans la suite de ce numéro, on désigne par (X,),,, une famille vériiant les conditions 
du lemme 2. On note (. , . ) une forme bilinéaire symétrique non dégénérée invariante sur g. 

Tout x E g s'écrit de manière unique sous la forme 

Le crochet de 2 éléments se calcule au moyen des formules suivantes: 

les Nu, étant des éléments non nuls de k. 

Lemme 3. - Pour tout a E R, on a 

<X,, X-,> = -+(fi,, Ha). 



Lemme 4. - Soient a, p E R tels que a + p E R. Soit p (resp. q )  le plus grand entier j 
tel que p + j a  E R (resp. p - j o r  E R). On a 

(3) %,N-U&+, = -P(9 + 1) 

(4) N-a,u+,<H,, H,) = -N-u,-,<Hu+B>Hu+,) 

(5) Nu,,N-a,-, = ( 9  + 1)2- 

Soit p la représentation de d(2, k) dans g définie par X,. L'élément e  = XO+pu 
est primitif de poids p + q (prop. 4 (i)). Posons 

(-'In p ( x - l n e  pour n > O. en = - 
n !  

D'après la prop. 1 du $ 1, on a 

Cela prouve (3) puisque ep est un élément non nul de sD. 
La forme ( . , . ) étant invariante, on a 

ce qui, compte tenu du lemme 3, prouve (4). 
La restriction de <. , . ) à b est non dégénérée et invariante par le groupe de 

Weyl (prop. 5). Identifions f~ et P* grâce à cette restriction. Si y E R, Hy s'identifie 
à 2y/(y, y) (VI, $ 1, no 1, lemme 2);  donc, quels que soient y, 6 E R, on a 

Or, d'après VI, 8 1, no 3, prop. 10, on a 
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DÉFINITION 3. - On appelle système de Chevalley de (8, t ) )  une famille (X,),,, telle que 
(i) X, E ga pour tout cc E R; 
(ii) [X,, X- ,] = -Ha pour tout a E R; 
(iii) l'application linéaire de g dans 9 qui est &ale à - 1 sur b et qui transforme X, en 

X - ,  pour tout cc E K est un automorphisme de g. 

On étend aussitôt cette définition au cas où (g, $) cst une algèbre de Lie rbductive 
déployée. 

Nous verrons (4 4, no 4, cor. de la prop. 5) qu'il existe des systèmes de 
Clievalley de(g,  6). 

PROPOSITION 7. - Soit (XJae un système de Chevalley de (g, b). On  conserve les 
notationsdulemme4. AlorsN _,,_ , = N a p u e t  N a , ,  = + ( q  + l ) p o u r a ,  P ,  cc + PER. 

Soit <p l'automorphismc dc g considéré dans la déf: 3 (iii). On  a 

N-,,-.,X-a-, = LX-,, X-,1 = [dX,), cp(X,)I = ~p(lX,, XD1) 

= ~(Ncr,,Xar+O) = Ncr,oX-a-, 

d'où N-,, = Na, ,. O n  a alors NEPI, = + ( q  + 1)  d'après (5). 

PROPOSITION 8. - Soit (Xa),En un système de Chevalley de ( g ,  i)). Soit M un sous-Z- 
module de t )  contenant les H, et contenu dans le groupe des poids de Rv . Soit 4, le sous-Z- 
module de g engendré par M et les X,. Alors g, est une sous-Z-algibre de Lie de 9, et 
l'application canonique de 9, @, k dans 9 est un isomorphisme. 

Si a, p E R sont tels quc a + P E R, on a Na, E Z (prop. 7 ) .  D'autre part, si 
cc E R et h E M, on a ~ ( h )  t Z (VI,  1, no 9). Cela prouve que g, est une sous-Z- 
algèbre d e  T,ie de 9. D'autrc part, M est un groupc commutatif libre de rang 
dim t )  (A, VIT, 9 3 ,  th. l ) ,  donc 9, cst un groupe commutatif libre de rang dim 9; 
cela entraîne la dernièrc assertion. 

5 3. Sous-algèbres des algèbres de Lie semi-simples déployées 

Dans ce paragraphe, on dhigne pur (9, b) une algèbre de Lie scemi-simple dé'doyée, et par R 
son systèmr de lacines. 

1. Sous-algèbres stables par ad 1) 

Lemme 1. - Soient V un sous-~space vectoriel de g et R(V) L'ensemble des c( E R tels que 

sa c V .  Le plus grand sous-espace vectoriel de V stable par ad 0 est (V n t ) )  + 2 ga. 
a E R(V) 

Un sous-cspace vectoriel W de V est stable par ad b si et seulement si 



(A, VII, 8 2, no 2, cor. 1 au th. 1). Le plus grand sous-espace vectoriel de V stable 
par ad b est donc ( V  n 6) + 2 (V n sa). Or  V n gu = yu pour a E R(V), et 

= E R  

V n 9" = O pour a 6 R(V) puisque dim sa = 1. 
C.Q.F.D. 

Pour toute partie P dc R, posons 

Si P c R et Q c R, on a évidemment 

Rappelons ( V I ,  5 1, no 7, déf. 4) qu'une partie P de R est dite close si les 
conditions a E P, p E P, a + p E R  impliquent a + p E P, autrement dit si 
(P + P) n R c P. 

Lemme 2. - Soient b' un sous-espace vectoriel de b et P une partie de K. Pour que t)' + gP 
soit une sous-algèbre de g, il faut et i l  s u ~ t  que P soit une partie close de R et que 

b' bpn(-pl. 
En effet, 

Donc p' + gP est une sous-algèbre de 9 si et seulement si 

ce qui prouve le lemme. 

PROPOSITION 1. - (i) Les sous-algèbres de 9 stables par ad b sont les sous-espaces 
vectoriels de la forme b' + gP, où P est une partie close de R et où $' est un sous-espace 
vectoriel de b contenant bpn<-pj. 

(ii) Soient b', b" des sous-espaces vectoriels de b et P, Q des parties closes de R, avec 
b' 3 bPn( -Pj, b" c 4' et Q c P. Pour que $" + gQ soit un idéal de i)' + gP, il faut et il 
sufit que l'on ait 

L'assertion (i) résulte aussitôt des lemmes 1 et 2. Soient P', P", P, Qcomme 
dans (ii). On  a 
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Pour que 4" + gQ soit un idéal de 4' + gP, il est donc nécessaire et suffisant que 
l'on ait 

hPni -  R) c l)", [FI', gr] C gQ, giP+Q)nR C gQ. 

Cela entraîne (ii). 

PROPOSITION 2. - Soit a une sous-algèbre de 9 stable par ad 4, et soient b' c b, P c R 
tels que a = b' + gr. 

(i) Soit t l'ensemble des x E b' tels que a(x) = O pour tout a E P n ( - P). Le radical 
de a est + gQ, où Q est l'ensemble des a E P tels que -a $ P. En outre, gQ est un idéal 
nibotent de a. 

(ii) Pour que a soit semi-simple, il faut et il sufit que P = - P et que b' = 4,. 
(iii) Pour que a soit résoluble, il faut et il su@ que P n ( -  P) = 0. S'il en est ainsi, 

on a [a, a] = gS, où 

S = ((P + P) n R) v {a E P 1 a(bf) # O). 

(iv) Pour que a soit réductive dans 9, il faut et il sufit que P = -P. 
(v) Pour que a soit formée d'éléments nilpotents, il faut et il su@ que b' = O. On a 

alors P n ( - P) = 0, et a est nilpotente. 
Prouvons (v). Si a est formée d'éléments nilpotents, a est évidemment nil- 

potente, et $' = O puisque les éléments de 4 sont semi-simples. Supposons 0' = 0. 
D'après la prop. 1 (i), on a P n ( -  P) = 0. D'après VI, 8 1, no 7, prop. 22, il 
existe une chambre C de R telle que P c R+ (C). Par suite, il existe un entier 
n > O ayant la propriété suivante: si a,, . . ., a, E P et (3 E R V {O), on a 

al + - . - +  a, + p$Rv(O).  

Cela entraîne que tout élément de gP est nilpotent, d'où (v). 
Prouvons (iii). Si P n (-P) = 0, gP est une sous-algèbre de g (prop. 1 (i)), 

nilpotente d'après (v). Or 

[a, a] = [b', gr] + [gP, gP] = [Pi, gr] + giP+P)nR c 9 ,  

donc a est résoluble et [a, a] est donné par la formule de la proposition. Si 
P n  (-P) # 0, soit a € P  tel que - u E P .  Alors t), + sa + est une sous- 
algèbre simple de a donc a n'est pas résoluble. 

Prouvons (i). Comme P est clos, on a (P + Q )  n R c P. Si a E P, p E Q 
et a + (3 E R, on ne peut avoir a + (3 E -P, car, P étant clos, cela entraînerait 
- (3 = - (a + (3) + a E P alors que (3 E Q ;  ainsi, (P + Q) n R c Q. Cela 
prouve que gQ est un idéal de a, nilpotent d'après (v). On a P n ( - Q) = 0, et 

P n ( - P) = P n C Q, donc bpn( - Q, c f c a Pa Ker a. D'après la prop. 1 (ii) , 
f + gQ est un idéal de a. Comme Q n ( - Q) = 0, cet idéal est résoluble d'après 
(iii). Il est donc contenu dans le radical r de a. Comme r est stable par toute 
dérivation de a, r est stable par ad 4. Il existe alors une partie S de P telle que 



r = (r n 6) + gS. Supposons que a E S et que -a  E P. Alors Pa = [sa, g-"1 c r, 
donc g-a  = [b,, g-a] c r, de sorte que - a  E S; d'après (iii), cela contredit le 
fait que r est résoluble. Par conséquent, S c Q. Enfin, si x E r n !, et si cc E P ri 
(-P), alors [x, ga] c ga n r = O, donc cc(x) = O; cela montre que x: E i. On a 
donc r c i + gQ et la démonstration de (i) est achevée. 

Prouvons (iv). Pour que la représentation adjointe de a dans g soit semi- 
simple, il faut et il suffit, d'après (i), que ad, x soit semi-simple pour tout 
x E e + gQ (1, 5 6, no 5, th. 4); pour cela, il faut et il suffit, d'après (v), que 
Q = 0, c'est-à-dire que P = -P. 

Prouvons (ii). Si a est semi-simple, on a P = - P d'après (i), donc bp c 4'; 
de plus, a = [a, a] c bp + gP et par conséquent t)' = 6,. Si P = -P et b' = bp, 
a est réductive d'après (iv), et a = 2 e,, donc a = [a, a] et a est semi-simple. 

a e P  

PROPOSITION 3. - Soit a une sous-algèbre semi-simple de g stable par ad($) et soit P la 
partie de R telle que a = bP + gP. 

(i) bp est une sous-algèbre de Cartan déployante de a. 
(ii) Le système de racines de (a, bp) est l'ensemble des restrictions à bp des éléments de P. 
Puisque 4, est stable par ad t) ,  son normalisateur dans a est stable par ad 5, 

donc est de la forme bp + gQ où Q c P (lemme 1). Si a E Q, alors 

ce qui est absurde. Donc Q = 0 et bp est son propre normalisateur dans a. Cela 
prouve que bp est une sous-algèbre de Cartan de a. Si x E bp, ad, x, donc a fortiori 
ad, x, sont trigonalisables. On a donc prouvé (i), et (ii) cst évident. 

D'après la prop. 1 (i), les sous-algèbres de g contenant L) sont les ensembles 
L) + gP où P est une partie close de R. D'après VII, 5 3, no 3, prop. 3, toute sous- 
algèbre de Cartan de t )  + gP est une sous-algèbre de Cartan de g. 

PROPOSITION 4. - Soient a une sous-algèbre de g contenant L), x un élément de a, s et n 
ses composantes semi-simple et nilpotente. Alors s E a et n E a. 

On a (ad x)a c a, donc (ad s)a c a et (ad n)a c a. Comme a est son propre 
normalisateur dans g (VII, fj 2, no 1, cor. 4 de la prop. 4), on a s E a et n E a. 

PROPOSITION 5. - Soit P une partie close de R. 
(i) Pour que t) + gP soit résoluble, il faut et il sufit que P n ( - P) = 0. S'il en est 

ainsi, [L) + gP, I) + gP] = gP. 

(ii) Pour que t) + gP soit réductive, il faut et il su@ que P = -P. 
L'assertion (i) résulte de la prop. 2 (iii). Si P '= - P, t)  + gP est réductive 

(prop. 2 (iv)). Supposons que u = b + gP soit réductive. On a 

gP = [t), gP] [a, a] b + gP, 
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donc [a, a] est de la forme b' + gP avec b' c b; comme [a, a] est semi-simple, on a 
P = - P  (prop. 2 (ii)). 

2. Idéaux 

PROPOSITION 6. -Soient R,, . . ., R, les composantes irréductibles de R. Pour i = 

1, . . . , p, posonr g, = bRi + gRl. Alors g,, . . . , g, sont les composantes simples de g. 
Les g, sont des idéaux de g (prop. 1 (ii)). II est clair que g est somme dircctc 

des g,, donc produit des g,. Soient a et b des idéaux supplémentaires dc g. Alors a 
et b sont scmi-simplcs et stables par ad 6, donc il existe des partics P, Q de R 
telles quc a = $, + gP, b = bQ + gQ. Alors bp, QQ sont orthogonaux supplémen- 
taires dans t, pour la forme de Killing, donc P et Qsont réunions de composantes 
irréductibles de R. Cela prouve que les 4, sont les idéaux minimaux de y. 

COROLLAIRE 1. -Pour que g soit simple, il faut et il sui t  que R soit irréductible 
(autrement dit, que son graphe de Dynkin soit connexe). 

Cela résulte de la prop. 6. 

Une algèbre de Lie a est dite absolument simple si, pour toutc cxtension k' de k, 
la k'-algèbre de Lie a(,,, cst simple. 

COROLLAIRE 2. - Une algèbre de Lie simple déployable est absolument simple. 
Cela résulte du cor. 1. 

Si g est de type A, (1 > 1) ou B, (1 2 1) ou Cl (1 2 1) ou D, (1 2 3), on dit 
que 4 cst une algèbre dc Lie simple déployable classique. Si g cst de type E,, ou 
E,, ou E,, ou F,, ou G,, on dit que g est une algèbre de Lic simple déployable 
exceptionnelle. 

3. Sous-algèbres de Borel 

PROPOSITION 7. - Soi1 b = 1) + gP une sous-algèbre ùe g contenant 4. Les conditions 
suinantes sont équivalentes: 

(i) b est une sous-algèbre rtkoluble maximale de g; 
(ii) il existe une chambre C de R telle que P = R+ (C) ; 
(iii) P n (-P)  = 0 et P u (-P) = R. 
(i) 3 (ii) : Si b cst résoluble, on a P n ( - P) = 0. Il existe donc une chambre 

C de R telle que P c R, (C) (VI, 8 1, no 7, prop. 22). Alors $ + gR+(') est unc 
sous-algèbre résoluble de 4, contenant 6, donc égale à b si b est maximale. 

(ii) (iii) : C'est évident. 

(iii) (i) : Supposons que P n ( -  P) = O et que P u ( -  P) = R. Alors b 



est résolublc. Soit 6' une sous-algèbre résoluble de 9 contenant 6. 11 existe une 
partie Q de R telle que b' = t) + gQ. On a Qn ( - Q) = 0 et Q 3 P, donc 
Q = P et 6' = b. 

DÉFINITION 1. - On appelle sous-algèbre de Borel de (4, 6) une sous-algèbre de g con- 
tenant b et vériJiant les conditions équivalentes de la prop. 7. 

Une sous-algèbre b de l'algèbre déployable g est appelée une sous-algèbre de Borel de g 

s'il existe une sous-algèbre de Cartan déployante $' de g telle que b soit une sous-algèbre de 
Borel de (g, b'). 

Soit (g, $) une algèbre de Lie réductive déployée. Soit g = c x s avec c commutative 
et 5 semi-simple. On appelle sous-algèbre de Borel de (g, $) une sous-algèbre de g 
de la forme c x b, où b est une sous-algèbre de Borel de (s, 1) n 5). 

Avec les notations de la prop. 7, on dit aussi que b est la sous-algèbre de Borel 
de 9 définie par $ et C (ou par $ et la base de R associée à C ) .  

Remarque. - L'application qui, à une chambre C de R, associe R + ( C )  est 
injective (VI, 5 1, no 7, cor. 1 de la prop. 20) .  Par suite, C t-> b + gR+(C) est une 
bijection de l'ensemble des chambres de R sur l'ensemble des sous-algèbres de 
Borel de (9, b). Le nombre de sous-algèbres de Borel de (9, $) est donc égal à 
l'ordre du groupe de Weyl de R (VI, 5 1, no 5, th. 2 ) .  

PROPOSITION 8. - Soient b une sous-algèbre de g, k' une extension de k. Alors b 8, k' est 
une sous-algèbre de Borel de (4  @, k', Q Bk k')  si et seulement si b est une sous-algèbre de 
Borel de (g, b). 

C'est évident si l'on utilise la condition (iii) de la prop. 7. 

PROPOSITION 9. - Soit b la sous-algèbre de Borel de (g, P) déjiniepar une chambre C de R. 
Soit n = gR+(C) = 2 9". Soit 1 = dim 4. 

a E R . a > O  

(i) S i  h E b et x E n, lepolynôme caractéristique de ad,(h + x )  est T L  n (T - ci(h)). 
a a R  

(ii) Le plus grand idéal nilpotent de b est égal à n et à [b, b] . C'est aussi l'ensemble des 
éléments de b nilpotents dans g. 

(iii) Soit B la base de R associée à C. Pour tout ci E B, soit XE un élément non nul de 
9". Alors (X,),,, engendre l'algèbre de Lie n. Ou a [n, n] = 2 sa. 

a E R . a > O , a $ B  

I l  existe un ordre total sur $2 compatible avec sa structure d'espacc vectoriel 
et tel que les éléments de R+ (C) soient > O (VI, § 1, no 7). Soient h, x comme dans 
(i) et y E ga. O n  a [h + x ,  y]  = ci(h) y + z où z E 2 gB. Par rapport à une base 

D>a 

convenable de g, la matrice de ad,(h + x )  a donc les propriétés suivantes: 
1) elle est triangulaire inférieure; 
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2) sur la diagonale de cette matrice figurent le nombre O (1 fois) et les u(h) 
pour u E R. 

Cela prouve (i). On voit de même que le polynôme caractéristique de 
ad,(h + x) est T1 fl (T - u(h)). Il  résulte de ce qui précède que l'ensemble 

a E R + ( C )  

des éléments de b nilpotents dans d'une part, et le plus grand idéal nilpotent de b 

d'autre part, sont égaux à n. On a n = [b, b] d'après la prop. 5 (i). Enfin, 
l'assertion (iii) résulte du 5 2, prop. 4 (ii) et de VI, § 1, no 6, prop. 19. 

COROLLAIRE. -Soit b une sous-algèbre de Borel de 9. 

(i) Toute sous-algèbre de Cartan de b est une sous-algèbre de Cartan déployante de g. 
(ii) Si b,, bz sont des sous-algèbres de Cartan de b, il existe x E [b,b] tel queeads x$, = Pz. 
L'assertion (i) résulte de la prop. 9 (i) et de VII, 5 3, no 3, prop. 3. L'assertion 

(ii) résulte de la prop. 9 (ii) et de VII, 5 3, no 4, th. 3. 

PROPOSITION 10. -Soient b, b' des sous-algèbres de Borel de 9. 11 existe une sous- 
algèbre de Cartan déplayante de contenue dans b n 6'. 

Soient b une sous-algèbre de Cartan de b, n = [b, b], n t  = [b', b'], p = b n b', 

et s un sous-espace vectoriel de g supplémentaire de b + b'. Notons sL, bL, b ' l  

les orthogonaux de 5, b, b' pour la forme de Killing de 9. Posons 1 = dim b, 
n = dim n, p = dim p. On a dim b = dim b' = 1 + n, 

dim sL = dim(b + h') = 2(1 + n) - p, 
donc 

(3) dim(sl n p) 2 dim s1 + dim p - dim g 

= 2(1 + n) - p  + p  - (1 + 2n) = 1. 

D'après la prop. 1 du 5 2, no 2, on a n c bl, n' c b ' l .  Les éléments de p n n 
sont nilpotents dans g (prop. 9 (ii)), et appartiennent à b', donc à nt (prop. 9 (ii)). 
Par suite, p n n c n A n' c b L  n b' l ,  d'où sL n p n n = O. Compte tenu de 
(3), on voit que s1 n P est supplémentaire de n dans b. Soit z un élément de !, 
régulier dans 9; il existe y E n tel que y + z E s L  n P; d'après la prop. 9 (i), 
ad,(y + z) a même polynôme caractéristique que ad, z, donc x = y + z est 
régulier dans g et a fortiori dans b et b' (VII, 5 2, no 2, prop. 9). Comme g, b, b' 

ont même rang, bO(x) = gO(x) = btO(x) est une sous-algèbre de Cartan à la fois 
de 6,  de 4 et de b' (VII, § 3, no 3, th. 2). Enfin, cette sous-algèbre de Cartan de g 

est déployante d'après le cor. de la prop. 9. 

COROLLAIRE. - Le groupe Aut,(g) opère transitivement sur l'ensemble des couples 
(f, b) où e est une sous-algèbre de Cartan déployante de et b une sous-algèbre de Borel de 
(9, el. 

Soient (f,, 6,) et (f,, 6,) deux tels couples. Il existe une sous-algèbre de Cartan 
déployante t de g contenue dans b, n 6, (prop. 10). Grâce au cor. de la prop. 9, 



on est ramené au cas où t, = f, = t. Soit S le système de racines de (3, e) .  Il  
existe des bases B,, B, de S telles que bi soit associé à Bi (i = 1, 2), et il existe 
s E W(S) qui transforme B, en B,. Enfin, il existe a E Aut,(g) tel que a 1 t = s 
(5 2, no 2, cor. du th. 2). Alors a(t) = t et a(b,) = 6,. 

4. Sous-algèbres paraboliques 

PROPOSITION 11. - Soit p = $ + gP une sous-algèbre de 4 contenant P. Les conditions 
suivantes sont équivalentes : 

(i) p contient une sous-algèbre de Borel de (s, P) ; 
(ii) il existe une chambre C de R telle que P 3 R+ (C) ; 
(iii) P est parabolique, autrement dit (VI, 5 1, no 7, déf. 4), on a P u ( - P) = R. 
Les conditions (i) et (ii) sont équivalentes d'après la prop. 7. Les conditions 

(ii) et (iii) sont équivalentes d'après VI, 5 1, no 7, prop. 20. 

DÉFINITION 2. - On appelle sous-algèbre parabolique de (9, 3) une sous-algèbre de g 

contenant $ et vériJiant les conditions équivalentes de la prop. 1 1. On appelle sous-algèbre 
parabolique de g une sous-algèbre parabolique de (g, 6') 022 6' est une sous-algèbre de Cartan 
déployante de g. 

On étend aussitôt cette définition au cas où (g, $) est une algèbre de Lie reductive 
déployée. 

Remarque. - Soient B une base de R, et b la sous-algèbre de Borel correspondante. 
Si C c B, notons Q, l'ensemble des racines combinaisons linéaires à coefficients 
< O  des éléments de C ;  posons P(C) = R +  (B) u Q, et p ,  = 1) @ gP(,). D'après 
VI, fj 1, no 7, lemme 3 et prop. 20, p, est une sous-algèbre parabolique contenant b 

et toute sous-algèbre parabolique de g contenant b s'obtient de cette manière. 

Lemme 3. - Soient V un espace vectoriel réel de dimension finie, S un système de racines 
dans V*, B l'ensemble des parties paraboliques de S;  soient If l'ensemble des Ker a 
Four a E S, et 9 l'ensemble des facettes de V relativement à 2 (V, 5 1, no 2, déf. 1). 

Si P E 8, soit 3 (P) l'ensemble des v E V tels que a(v) > O pour tout a E P. Si 
F E 9, soit P(F) l'ensemble des a E R tels que a(v) > O pour tout v E F. 

Alors F H P(F) est une bijection de 9 sur 8; pour tout F E 9, F(P(F)) est l'adhé- 
rence de F. 

a) Soit P E 9. I l  existe une chambre C de S et une partie Z de la base B(C) 
telles que P = S +  (C) u Q où Q est l'ensemble des combinaisons linéaires à 
coefficients entiers < O  des éléments de B (VI, fj 1, no 7, prop. 20). Posons 

B(C) = {aly.. ., a,} , Z = {aly.. -, am}. 



Si u E V, on a les équivalences suivantes: 

~ ( v )  3 O pour tout cc E P 
O q ( v )  3 0, . . . , cc,(u) 3 0, ccl(v) < 0, . . . , a,(v) < O 

c-ccl(u) = . . . =  ccm(u) = 0,ccm+,(u) >/ O ,..., cc,(u) 3 O, 

donc F(P) est l'adhérence de l'ensemble 

{U E VIrxl(u) = . . . = M,(u) = 0, C ( , + ~ ( U )  > 0,. . ., K,(u) > O), 

ensemble qui est une facette F relativement à 2 puisque tout élément de S est 
combinaison linéaire de a,, . . . , cc, à coefficients tous 3 O ou tous <O. En outre, 
si p = u,a, + - . - + up, E S, on a 

PEP(F) o u , + l  3 0 ,..., u, 3 O 

u P E S+(C) ou ( - P  E S+(C) et u,,, = .  . . = u, = 0) 

- P E S + ( C )  u Q =  P, 

donc P(F) = P. 
b) Soit F E F. Il est clair que P(F) E 8. D'autre part, F est contenue dans 

l'adhérence d'une chambre relative à 2 (V, 3 1, no 3, formules (6)), donc est une 
facette relativement à l'ensemble des murs de cette chambre (V, § 1, no 4, prop. 

9). Par suite, F est de la forme {v E V 1 cc(u) 2 O pour tout cc E T), où T est une 

partie de S qu'on peut &idemment prendre égale à P(F). Ainsi, F = F(P(F)). 
C.Q.F.D. 

Si P E 9, la facette F tclle que P = P(F) est dite associée à P; on la note F(P). 
On étend ces conventioiis au cas où (g, t ) )  est réductive déployée. 

PROPOSITION 12. - Soi1 2 l'ensemble des hyperplans de 6, noyaux des racines de R. 
Soit F l'ensemble des facettes de $, relativement à Y?'. Soit 9 l'ensemble des sous-algèbres 
paraboliques de (9, t ) ) .  Pour toute p = $ + gP E 9, soit F(y) la facette associée à P. 
Alors p tt F (p) est une bijeciion de Y sur 9. Si pl, pz E 8, on a 

P i  Pz F(p1) 

Cela résulte aussitôt du lemme 3. 

Exemple. - Lcs sous-algèbres paraboliques de (4, b) contenant une algèbre de 
Borel b ont pour facettes correspondantes les facettes contenues dans l'adhérence 
de la chambre associée à b (cf. Remarque ci-dessus). 

PROP~SCTION 13. -Soient p = $ + gP une sous-algèbre parabolique de (g, P), Q 
l'ensemble des cc E P iels que -cc $ P, et 5 = L) + gP"'-P). Alors p = 5 @ gQ, s est 
réductive dans 9, gQ est le plus grand idéal nilpotent de r, et le radical nilpotent de p. Le 
centre de y est nul. 

D'après la prop. 2, 5 est réductive dans 4 et gQ est un idéal nilpotent de p. Si 
n est le plus grand idéal nilpotent de p, on a gQ c n c P + sQ (prop. 2 (i)); si 



x E n n b, ad, x est nilpotent, donc a ( x )  = O pour tout a E P, d'où x = O; cela 
prouve que II = gQ. Comme [b, gQ]  = gQ, le radical nilpotent de p contient gQ et 
par suite est égal à 9". Soit z = h + 2 u, (où h E b, u, E ga)  un élément du centre 

( I E P  

de p. Pour tout h' E 6, on a O = [h', z] = 2 a(h1)u,, donc u, = O pour tout 
a E P; ensuite, [h, g B ]  = O pour tout 13 E P, donc h = O. 

5. Le cas non déployé 

PROPOSITION 14. -Soient k' une extension de k et g' = g @, k'. Soient in une sous- 
algèbre de 9 et m' = in @, k'. Si m' est une sous-algèbre parabolique (resp. de Borel) de 
g', alors m est une sous-algèbre parabolique (resp. de Borel) de g. 

Vu les prop. 8 et 11, il suffit de prouver que m contient une sous-algèbre de 
Cartan déployante de g.  Soit b une sous-algèbre de Borel de g.  Alors 6' = b @, k' 
est une sous-algèbre de Borel de g', donc m' n 6' contient une sous-algèbre de 
Cartan de 9' (prop. 10) .  Soit t une sous-algèbre de Cartan de ni n 6. Alors 
t @, k' est une sous-algèbre de Cartan de in' n b', donc de 9' (VII, $ 3, no 3 ,  
prop. 3). Par suite, r est une sous-algèbrc de Cartan de g ,  déployante puisque 
contenue dans b. 

DÉFINITION 3. - Soient a une algèbre de Lie semi-simple (ou plus généralement réductive) 
et k une clôture algébrique de k.  Une sous-algèbre m de a est dite parabolique (resp. de 
Borel) si m @, k est une sous-algèbre parabolique (resp. de Borel) de a @, i. 

Si a est déployable, la prop. 14 montre que cette définition équivaut à la 
définition 2 (resp. à la définition 1). 

PROPOSITION 15. -Soient a une algèbre de Lie réductive, k' une extension de k ,  m une 
sous-algèbre de a. Pour que in soit une sous-algèbre parabolique (resp. de Borel) de a, i l  
faut et il s u i t  que m 8, k' soit une sous-algèbre parabolique (resp. de Borel) de a @, kt.  

Cela résulte aussitôt de la prop. 14. 

5 4. Algèbre de Lie semi-simple déployée définie par un système 
de racines réduit 

1. Algèbres de Lie semi-simples épinglées 

PROPOSITION 1. - Soient (g, 4 )  une algèbre de Lie semi-simple déployée, R son système 
de racines, B une base de R, (n(a ,  P)),, D E B  la matrice de Cartan correspondante. Pour tout 
CC E B, soient X ,  E gay X - ,  E g-OL. Alors, pour a ,  @ E B, on a 

(1) [Ha, I43l = O 
( 2 )  [Ha, XDl = n(P, C C ) &  

(3) [Ha, X -  p l  = -n(P, a ) X -  p 
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[X- , ,X , ]=O s i a # p  
(ad X,) -"'".")X - O si a # D - 

( a d X - , ) l - n ( h a ) X _ B = O  s i a # p .  

La famille (H,),,, est une base de 4. Si X, # O et X - ,  # O pour tout a E B, l'algèbre de 
Lie 9 est engendrée par les X, et les X - ,  ( a  E B). 

(Rappelons que, si a, p E B et a # p, n(P, cc) est un entier <O,  ce qui donne 
un sens aux formules (5) et ( 6 )  .) 

Les formules ( l ) ,  (2 ) ,  (3 )  sont évidentes. Si a f p,  P - a n'est pas racine 
puisque tout élément de R est combinaison linCaire des éléments de B à coeffi- 
cients entiers tous de même signe ( V I ,  3 1, no 6 ,  th. 3) .  Cela prouve (4) .  Compte 
tenu de V I ,  tj 1, no 3, prop. 9, cela prouve aussi que la a-chaîne définie par @ est 

donc p + (1 - n(p, a ) )a  4 R, ce qui prouve (5). L'égalité (6 )  s'établit de façon 
analogue. La famille (H,),,, est une base de R V ,  donc de b. Si X, # O et X - ,  # O 
pour tout a E B, on a [X,, X-,] = h,H, avec A, # O ,  de sorte que la dernière 
assertion résulte du § 3, no 3, prop. 9 (iii). 

DÉFINITION 1. -Soient (4,  6 )  une algèbre de Lie semi-simple déployée, R son système 
de racines. On appelle épinglage de (4 ,  4 )  un couple (B, (X,),,,), où B est une base de R, 
et où, pour tout a E B, X, est un élément non nul de sa. On appelle algèbre de Lie semi-simple 
épinglée une suite (9,  6 ,  B, (X,),,,) où (9,  b) est une algèbre de Lie semi-simple déployée, 
et où (B, (X,),,,) est un épinglage de (6 ,  b). 

On appelle épinglage de 9, un épinglage de (9,  b ) ,  où 8 est une sous-algèbre de 
Cartan déployante de 9. 

Soient a, = (g,, t),, BI,  (Xq),,Bl) et a, = (92, 62, B2, (Xa2),,B2) des algèbres de 
Lie semi-simples épinglées. On appelle isomorphisme de a, sur a, un isomor- 
phisme rp de g, sur 4,  qui transforme i ~ ,  en b,, B, en B,, et X i  en X& pour tout 
a E B1 (où + est l'application contragrédiente de cp ( 4,). Dans ces conditions, on 
dit aussi que cp transforme l'épinglage (B,, (X,1),,,J en l'épinglage (B,, (X,2),,,2). 

Si (B ,  (X,),,,) est un épinglage de (9 ,  b ) ,  il existe, pour tout a E B, un élément 
unique X - ,  de g - ,  tel que [X,, X-,] = -HE (5  2, no 2, th. 1 (iv)). La famille 
(-Y,), ,,,( - ,, s'appelle la famille génératrice d@nie par l'épinglage (cf. prop. 1 ) .  C'est 
aussi la famille génératrice définie par l'épinglage ( - B, (X,),, - ,) . Pour tout 
a E B u ( - B ) ,  soit t, E k*, et supposons que t,t-, = 1 pour tout a E B. Alors 
(t,Xa),,B,c-B, est la famille génératrice définie par l'épinglage (B, (t,X,),,,). 

2. Une construction préliminaire 

Dans ce numéro et le suivant, on désigne par R un système de racines réduit dans 
un espace vectoriel V et par B une base de R. On note (n(a, P) ) , ,BEB la matrice 



de Cartan relative à B. On  rappelle que n(a, P )  = (a ,  P"). On se propose de 
montrer que R est le système de racines d'une algèbre de Lie semi-simple dé- 
ployée, unique à isomorphisme près. En gros, on va considérer l'algèbre de Lie 
définie par les relations de la prop. 1. 

La construction de ce numéro s'applique à toute matrice carrée (n(a, B))m,BEB sur k 
de déterminant non nul et telle que n (a, ix) = z  pour tout a E B (cf. VI, 9 1, no 10, 
formule (14)). 

Soit E l'algèbre associative libre de l'ensemble B sur k. Rappelons que E est 
graduée de type N (A, I I I ,  p. 31, ex. 3).  A chaque a E B, nous allons associer des 
endomorphismes XOE, H,", X: de l'espace vectoriel E, respectivement de degrés 
1 ,  O ,  - 1. Pour tout mot (a,, . . . , an) construit sur B, on pose 

( 7 )  XOE(al, . . . , an) = (a, al ,  . . . , an) 

D'autre part, X:(cc,, . . . , an) est défini par récurrence sur n par la formule 

où est le symbole de Kronecker; on convient que, si (a,, . . ., an) est le mot 
vide, X:(al,. . ., an) est nul. 

Lemme 1 .  - Quels que soient a, p E B, on a 

[X,", XOa] = -I;I,O 
[H,", G] = O 

[a', Xi1 = n(P, 4%' 
CH,, XO = -n(p, a)X!!, 
[X,",XOB] = O  si a # p. 

En effet, la relation (9) s'écrit 

(x,"Pal) (a2, - . . , an) = (XoQiX ' )  ( ~ 2 ,  - . , an) - sa, alH,"(az, ., an) 
et prouve (10) et (14). La relation ( 1  1 )  est évidente. Ensuite 

[H,", x:,l(%. . , a n )  = H I ( @ ,  a,, . . -, an) + ( 5  4% a ) ) ( @ ,  a,, 0 .  .,a.) 
i = l  

= -n(P, a )  ( P ,  R I ,  - - - 2  an) = -n(@, a ) X o  D(al> - 0  ., an) 
d'où (13).  Enfin, on a 

(15) O = [H:, [ X i ,  X%ll d'après ( I O ) ,  ( I l ) ,  (14)  
= [[H:, X i ] ,  X:Yl + rx;, [H:, x o y 1 1  

= [[H& X i ]  - n ( ~ ,  a ) X i ,  Xoyl  d'après (13) 

= X i ]  - 4% +$ XoYl d'après (14) ; 
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or, si l'on considère le mot vide, on obtient immédiatement 

quels que soient y,, . . . , y, E l3; cela prouve (1 2) 

Letnme 2. - Lec- endomorf~hirmec- X:, II:, X !  ,, où a, p, y r B, sont linéairement indé- 
pendants. 

Puisque X!,(@) = cc, il est clair que les X!, sont linCairement indépendants. 

Suppoîons quc 2 a,H: = O ;  pour tout @ E B, on a 
CI 

puisque det(n((3, a))  + O, il en résulte que a, = O pour tout K. Supposons que 

2 a,Xa = O. Compte tenu des formules ('i), (8), (9), on a, pour tout (j E B, 
a 

X,"(P) = O, 

x:(P, P) = 2SaoP. 

Il en rGsulte que no = O pour tout P. Puisque X;, Ha, x!, sont dc degrés respec- 
tifs - 1, 0, 1, le lemme résulte de ce qui précède. 

Soit 1 l'ensemble B x ( -  1, 0, 1:. Ch pose x, = (a, - l ) ,  h, = (cc, O), et 
x-, = (cc, 1). Soit a l'algcbre de I,ie définic par 1 et la famille 92 des relateurs 
suivants : 

[ha, h"l 
[h,, xel - n(P, 4 %  
[ha, X - B I  + 4% +-l,  

LX,, x -a l  + ha 
[ X , , X - ~ ]  s i cc#P 

(cf. II, $ 2, no 3).  D'après le lemme 1, il cxisle unc représentation linéaire p et une 
seule de a dans E telle que 

Compte tenu du lemme 2, cela prouvc le résultat suivant: 

Lemme 3. -Ides images canoniques dans a des éléments x,, ho, X-Y,  où cc, p, y E B, sont 
linéairement indépendantes. 

Dans la suite, on identifie x,, h,, x-, à leurs images canoniques dans a. 

Lemme 4. -Il existe un automorphisme inuolutzf O de a, et un seul, tel que, pour tout 
RER, 

H(x,) = x-,, O(x-,) = x,, O(h,) = -ha. 



En effet, il existe un automorphisme involutif de l'algèbre de Lie libre L(1) 
qui vérifie ces conditions. Il laisse stable 9 u ( -2), et définit donc par passage 
au quotient un automorphisme involutif de a vérifiant les conditions du lemme. 
L'unicité résulte de ce que a est enxendrée par les éléments x,, h,, x-, (a E B). 

Cet automorphismc est appelé l'automorphisme involutzfcanonique de a. 

Soit Q l e  groupe des poids radiciels dc R;  c'est un Z-module libre de base B 
(VI, 5 1, no 9). Il existe une graduation de type Q sur l'algèbre de Lie libre 
L(1) telle que x,, h,, x-, aient respectivement pour degrés a, O, - a (II, 3 2, no 6). 
Alors les éléments de .% sont homogènes. Il existe donc sur a une graduation de 
type Qcompatible avec la structure d'algèbre de Lie de a, ct une seule, telle que 
x,, h,, x-, aient respectivement pour degrés a, O, -a.  Pour tout p E Q, on note 
au l'ensemble des éléments de a homogènes de degré p. 

Lemme 5. - Soit z E a. Pour que z E au, il faut et il sufit que [h,, z] = (p, aV)z  pour 
tout a E B. 

Pour p E Q ,  soit dlL) l'ensemble des x c a tcls quc [h,, x] = (p, aV)x pour tout 
a E B. La somme des dlL) est directe. Pour prouver le lemme, il suffit donc de 
montrer que aU a(w). Or, soit cc E B. L'endomorphisme u de l'espace vectoriel a 
tel que u 1 alL = (p, a" > . 1 est une dérivation de a, telle que ux = (ad h,) . x 
pour x = xe, x = hD, x = x-O; donc u = ad h,, ce qui prouve notre assertion. 

Remarque. - Il résulte du lemme 5 que tout idéal de a est homogène, puisque stable 
par les ad h,. 

Notons Q+ (rcsp. Q-) l'ensemble des combinaisons linéaires des éléments de 
B à coefficicnts entiers positik (resp. négatifs) non tous nuls. Posons a +  = 2 aU 

U E Q L  . . .  
e ta -  = 2 au. PuisqueQ, i- 0, c C), etQ_ + Q_ c a), a +  et a _  sont 

U E Q -  

des sous-algèbrcs de Lie de a. 

I'ROP~SITION 2. - (i) L'algèbre de Lie a +  e ~ t  engendrée par la famille (x,),,,. 
(ii) L'algèbre de Lie a - est engendrée par laSamille (x _,), ,,. 
(iii) La famille (h,),,, est une base de l'espace vectoriel aO. 
(iv) L'espace vectoriel a est somme directe de a + , aO, a _ . 
Soient r (resp. 9 )  la sous-algèbrc de Lie dc a engendrée par (x,),,, (resp. 

(x-JE,,), et 1) le sous-espace vectoriel de a cngendré par (h,),,,. Comme les x, 
sont des éléments homoghes dc a,, r est une sous-algèbre graduée de a,; par 
suite, [b, r] c r, de sorte que 1) + r est une sous-algèbre de a; commc 

on a Lx-,, ;cl c 1) + r pour tout cc r B. De même, 9 est un? mus-algèbre graduée 
de a-, on a [b, n] c n, $ i- n est un? sous-algèbre de a, et [x,, n] c 1) + n pour 
tout a i- B. Posoiis x' = r + i )  + ri. Ce qui précède monlre qrtc a' est stable par 
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ad x,, ad h, et ad x-, pour tout a E B, donc est un idéal de a. Comme a' contient 
x,, h,, x - ,  pour tout a E B, on a a' = a. I l  en résulte que les inclusions r c a,, 
b c aO, r, c a-  sont des égalités, ce qui prouve la proposition. 

PROPOSITION 3. -L'algèbre de Lie a +  (resp. a - )  est une algèbre de Lie libre de famille 
basique (x,),,, (resp. (x-,),,,) (cf. II ,  3 2, no 3). 

Soit L la sous-algèbre de Lie de E engendrée par B. D'après II, 3 3, th. 1, L 
s'identifie à l'algèbre de Lie libre sur B. La représentation régulière gauche de E 
dans lui-même est évidemment injective, et définit par restriction à L une 
représentation injective p' de l'algèbre de Lie L dans E. Soit y l'unique homo- 
morphisme de L sur a _  qui, pour tout a E B, transforme a en x-,. Alors p(y(a)) 
est, pour tout cc E B, l'endomorphisme de multiplication à gauche par a dans E, 
donc p 0 y = p', ce qui prouve que <p est injectif. Ainsi, (x-,),,, est une famille 
basique pour a-. Comme 0(x_,) = x, pour tout a (cf. lemme 4), (x,),,, est une 
famille basique pour a,. 

3. Théorème d'existence 

On conserve les hypothèses et notations du numéro précédent. On rappelle que si 
m, fi E B et si a + p, alors n(P, a) 6 O; de plus, si n(@, cc) = O, alors n(a, P) = O 
(VI, tj 1, no 1, formule (8)). Pour tout couple (a, P) d'éléments distincts de B, on 
pose 

x,, = (ad ~ , ) l - ~ ( " ~ ) x ,  y,, = (ad x - , ) ~ - ~ ( " ~ x -  4- 

O n  a x,, E a +, y,, E a - . Si 0 désigne l'automorphisme canonique de a, on a 

O(xa,) = YXD. 

Lemme 6. - Soient cc, p E B avec cc # P. On a 

La deuxième formule se déduit de la première en utilisant l'automorphisme O. 
Pour prouver la première, il suffit de montrer que [x,, = O pour tout y E B. 
On distingue trois cas. 

Cas 1: y # cc et y # P. Dans ce cas, x, commute avec x-, et x-,, donc avec 

Yao. 
Cas 2: y = P. Dans ce cas, x, commute avec A-,, donc 

Si n(P, a) < O, cette expression est nulle puisque (ad x-,) . x-, = O. Si n(P, cr) = 

O, on a n(a, P) = O. Dans les deux cas, [x,, yaB] = 0. 



Cas 3: y = a. Dans l'algèbre des endomorphismes de a, on a 

[-ad h,, ad x-,] = 2 ad x-, 

et [ad x,, ad x-,] = - ad h,; donc, d'après le 5 1, lemme 1, 

[ad x,, (ad x - , ) ~ - ~ ' ~ . ~ ) ]  = (1 - n(p, a ) )  (ad x-,) -n(B,a)( -ad h, - n(P, a)). 

Par suite, 

[xy, yaB] = [ad x,, (ad X-,)' -n(P.a) + (ad x - , ) ' -~ '~ .~ )  ( a ~ x & - B  
= - (1 - n(@, a))(adx-,) -n(b.a)(ad h, + n(@, M ) ) x - ~  + (ad ~ - , ) ~ - ~ ( " ~ ) ( a d x , ) x - ~ .  

Or [h,,x-J + n(@, G C ) X - ~  = Oet [X,,X-~] = O, d'où [xy,yaB] = 0. 

Lemme 7. - L'idéal n de a + engendré par les xUB (a, @ E B, a # @) est un idéal de a. 
L'idéal de a-  engendré par les y,,, (a, @ E B, a # (3) est un idéal de a et est égal à O(n). 

Soit n' = 2 kx,,. Comme chaque x,, est homogène dans a, on a 
a , B € B . U # B  

[a0, n'] c n' (lemme 5 et prop. 2). Soient U (resp. V) l'algèbre enveloppante de a 
(resp. a+), et o la représentation de U dans a définie par la représentation ad- 
jointe de a. L'idéal de a engendré par n' est o(U) n'. Or a = a + + a0 + a - (prop. 
2), o(a-)nf = O (lemme 6), et a(aO)n' c n' d'après ce qui précède. D'après le 
théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt, on voit que a(U)nl = o(V)nl, ce qui 
prouve la première assertion du lemme. On en déduit que l'idéal de O(a+) = a -  
engendré par les O(x,,) = y,, (a, @ E B, a # @) est l'idéal O(n) de a. 

C.Q.F.D. 

L'idéal n+~(n)  de a est gradué puisqu'il est engendré par des éléments 
homogènes. Par suite, l'algèbre de Lie a/(n+@(n)) est une algèbre de Lie graduée 
de type Q; dans la suite de ce paragraphe, on la note g,, ou simplement g. 

D'après la prop. 2, si gu # O, on a p E Q+ ou p E Q- ou p=O. On notera X, 
(resp. Hu, X-,) l'image canonique de x, (resp. h,, x-,) dans 9. Compte tenu de la 
définition de a, n et On, on voit que g est l'algèbre de Lie définie par la famille 
génératrice ((X,, Hu, X-,)),,, et les relations 

Soient z E g et p E Q. On a z E gn si et seulement si [Hu, z] = <p, av)z pour 
tout a E B. Cela résulte du lemme 5. 

Puisque aOn (n+@(n)) = 0, l'application canonique de a0 sur go est un 



1 O0 ALGÈARES DE LIE SEMI-SIMPLES DÉPLOYÉES Ch. VIII, 8 4 

isomorphisme. Par suite, (H,),,, est une base de l'espace vectoriel go. La sous- 
algèbre commutative go de gB  sera notée $, ou simplement $. Il existe un iso- 
morphisme p H F ,  de V sur $* et un seul tel quc, pour tout p E V et tout cc E B, 
on ait ( p B ,  Ha)  = (p., a "). 

L'automorphisme involutif 0 de a définit par passage au quotient un auto- 
morphisme involutif de g qu'on notera encore 0. On a O(X,) = X - ,  pour 
U E B U  ( - B ) ,  et B(H,) = -H,. 

THÉORÈME 1. - Soient R un système de racines réduit, B une base de R. Soit g l'algèbre 
de Lie déjînie par la famille génératrice ((X,, Ha, X-,)),,, et les relations (16) à (22). 
Soit $ = 2 kH,. Alors ( g ,  $) est une algèbre de Lie semi-simple déployée. L'isomorphisme 

U E B  

p. H pB de V sur 4* applique R sur le système de racines de (9,  b) . Pour tout p. E R, g w  est le 
sous-espace propre relatif à la racine p.. 

La démonstration suivra celle des lemmes 8, 9, 10, 11. 

Lemme 8. - Soit a E B u ( - B) .  Alors ad X, est localement ni4otent.l 
Supposons a E B. Soit 4' l'ensemble des z E 4 tels que (ad X,)"z = O pour p 

assez grand. Puisque ad X, est une dérivation de 9,  9' est une sous-algèbre de 9. 

D'après (21), on a XB E g' pour tout fi E B. D'après (17), (19), (20), on a H, G g' 

et X - ,  E g r  pour tout fi E B. Donc g' = g et ad X, est localement nilpotent. 
Comme ad X- ,  = B(ad X,)O-l, on voit que ad X - ,  est localement nilpotent. 

On verra que g est de dimension finie, de  sorte que ad X, est en fait nilpotent. 

Lemme 9. - Soient p., v E Q et w E W ( R )  tels que wp. = v. Il existe un automorphisme 
de 4 qui transforme gu en gV. 

Pour tout a E B, soit S, la réflexion de V définie par m. Puisque W ( R )  est 
engendré par les s, (VI, 1 ,  no 5, remarque l),  il suffit de prouver le lcmme quand 
w =sa. Compte tenu du lemme 8, on peut dkfinir 

O n  vérifie comme en 1, 3 6, no 8, que 0, est un automorphisme de g .  O n  a 

B,(Ho) = ead ead X-* ( H B  - n(cc, P )  X,) 

Un endomorphisme u d'un espace vectoriel V est dit localement nilpotent (ou presque nilpotent) si, pour 
tout v E V, il existe un entier positif n tel que un(v) = O (cf. AC, IV, Fj 1, no 4, déf. 2).  On définit alors 
exp u, ou eu, par la formule eU(v) = 2 (I/n!)un(u) pour tout u E V. 

s a 0  



donc O; * z  E $aU. Cela montre que 0; lgU c Puisque 0, est un automor- 
phisme et que cette inclusion a lieu pour tout p E Q, on voit que 0; lgu  = gSeu, ce 
qui prouve le lemme. 

Lemme 10. - Soit E Q ,  et supposons que p ne soit pas multiple d'une racine. Il existe 
w E W(R) tel que, par rapport à la base E, certaines coordonnées de wp soient > O  et 
certaines coordonnées de wp soient < 0. 

Soit V, l'espace vectoriel Q@, R, dans lequel R est un système de racines. 
D'après l'hypothèse, il existe f E VR telle que (f, cc) # O pour tout cc E R, et 
(f, p) = O. Il existe une chambre C de R v  telle que J'E C. D'après VI, fjjl, 
no 5, th. 2 (i), il existe w E W(R) tel que wf appartienne à la chambre associée à 

B, c'est-à-dire soit tel que ( W J  or) > O pour tout u. E B. Ecrivons wp = 2 t,a. 
a € B  

Alors 

ce qui prouve que certains t ,  sont >O ct d'autres sont < 0. 

Lemme 11.-Soit p ~ Q . S i p $ R u { 0 ) ,  onagu = O.Si  ER, on a dimgu = 1. 
1) Si p n'est pas multiple d'un élément de R, il existe w E W tel que 

wp $ Q+ U Q- (lemme IO), d'où uWu = 0, gWC" = O, et par suite gU = 0 (lemme 

9) - 
2) Soient GC E B et nz un entier. Puisque a +  est une algèbre de Lie libre de 

famille basiquc (x,),,,, on a dim a" = 1, et ama = O pour m > 1 (II, $2,  no 6,  
prop. 4). Donc dim g" ,< 1 et gm" = O pour m > 1. On  ne peut avoir g" = O, car 
cela entraînerait que x, E n + On, donc que n + 0n contient h, = - [x,, x-,], 
alors quc u0 n (n + On) = O. Par conséquent dim ga = 1. 

3) Si p E R, il existe w E W(R) tel que ~ ( p )  E B (VI, $ 1, no 5, prop. 15), d'où 
dim gU = dim gWU = 1. Si en outre n est un entier > 1, on a gnu(u) = O donc 
gnv = 0. 

Démonstration du théorème 1. 
Puisque dim go = Card B, il résulte du lemme 11 que g est de ditnensionjnie 

égale à Card B + Card R. Montrons que g est semi-simple. Soit t un idéal 

commutatif de g. Comme t est stable par ad($), on a e = (e n 0) + 2 (r  n gU). 
U E R  

I l  est clair que, pour tout O: E B, ga + g- ,  + kHz est isomorphe à sl(2, k). 
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Compte tenu du lemme 9, pour tout p E R, gw est contenu dans une sous-algèbre 
de g isomorphe à 4 2 ,  k) ; par suite, t n gU = O, de sorte que t c @; alors 

donc p,(t) = O pour tout y E R. Il résulte de là que f = O, ce qui prouve que g est 
semi-simple. 

Soit y E R. I l  existe CL E B tel que (y, cc") # O, et (ad Ha) 1 glL est alors une 
homothétie non nulle. Par suite, P est égale à son normalisateur dans g, donc est 
une sous-algèbre de Cartan de 9. Pour tout u E P, ad u est diagonalisable, donc 
(g, 4) est une algèbre de Lie semi-simple déployée. 

Pour tout p E R ,  il est clair que p, est racine de (9, @) et que gU est le sous- 
espace propre correspondant. Le nombre de racines de (g, @) est dim g - dim @ = 

Card R. Donc l'application p* p, de V sur @* applique R sur le système de 
racines de (g, P). 

4. Théorème d'unicité 

PROPOSITION 4. - Soit (g, @, B, (Xu)aeB) une algèbre de Lie semi-simple épinglée. 
Soient (n(cc, P))a,DEB et (Xu)a,Bv(-B) la matrice de Cartan et la famille génératrice 
correspondantes. 

(i) La famille ((X,, Hu, X-,)),,, et les relations (16) à (22) du no 3 constituent une 
présentation de g. 

(ii) La. famille (X,), , , et les relations (2 1) du no 3 constituent une présentation de la 
sous-algèbre de 9 engendrée par (X,),,,. 

Soit R le système de racines de (9, @). Appliquant à R et B les constructions 
des nos 2 et 3, nous obtenons des objets que nous noterons a', g', XL, Hu,. . . au 
lieu de a, 4, Xa, Ha, . . . . 

I l  existe un homomorphisme cp de l'algèbre de Lie 9' sur l'algèbre de Lie g 

tel que cp(X;) = X,, cp(HL) = Hu, (p(XFa) = X-, pour tout a E B (prop. 1). 
O n  a dim 9' = Card R + Card B = dim g, donc cp est bijectif. Cela prouve (i). 

La sous-algèbre de 9' = a'/(nl @ O'n') = (a'+ @ al0 @ aL)/(nf @ 0'n') engen- 
drée par (X;),,, s'identifie à a'+ ln'. Compte tenu de la prop. 3 et de la définition 
de n', cela prouve (ii). 

COROLLAIRE. - Toute algèbre de Lie semi-simple épinglée se déduit d'une Q-algèbre de Lie 
semi-simple épinglée par extension des scalaires de Q à k. 

Cela résulte aussitôt de la proposition. 

THÉORÈME 2. - Soient (g, 4, B, (X,) ,, ,) et (g', b', B', (X,),, ,,) des algèbres de Lie 



semi-simples é@inglées, R et R' les systèmes de racines de (9, b) et (g' b'), (n  (cc, P)),, , 
(resp. (n'(cc, P)),,,,,.) la matrice de Cartan de R (resp. R') relativement à B (resp. B'), 
A (resp. A') le graphe de Dynkin de R (resp. R') relativement à B (resp. B'). 

(i) Si  cp est un isomorphisme de b* sur b'* tel que cp(R) = R', cp(B) = B', il existe 
un isomorphisme + et un seul de (4, b, B, (Xa),EB) sur (gr, g r ,  B', (XOI)CLEB*) tel que 
4 1 b = tcp-l. 

(ii) Si  f est une bijection de B sur B' telle que n'( f (cc), f (P)) = n(m, P) quels que 
soient or., p E B, il existe un isomorphisme de (g, 6, B, (X,),,,) sur (g', b', Br, 

(iii) S'il existe un isomorphisme de A sur A', i l  existe un isomorphisme de (g, b, B, 
(X,),E ,) sur (g', b', B', <xa>,,,.>. 

Cela résulte aussitôt de la prop. S (i) (à condition, pour (iii), d'utiliser VI, 
5 4, no 2, prop. 1). 

Scholie. - A  toute algèbre de Lie semi-simple déployahle g est associée un graphe 
de Dynkin, qui détermine g à isomorphisme près (th. 2 (iii)). Ce graphe est 
connexe non vide si et seulement si g est simple (3 3, no 2, cor. 1 de la prop. 6). 
D'après le th. 1 du no 3, et VI, 5 4, no 2, th. 3, les algèbres de Lie simples déploy- 
ables sont les algèbres de type A, (1 > l ) ,  B, (1 2 2), Cl (1 > 3), D, (1 > 4) ,  
E,, E,, E,, F,, G,. Les algèbres de cette liste sont à deux non isomorphes. 

PROPOSITION 5 .  --Soient (g, 9, B, (X,),,,) une algèbre de Lie semi-simple épinglée, et 
(X,),,,,(-,, la famille génératrice corresjondante. I l  existe un automorphisme O de g et 
un seul tel que O(X,) = X-, pour tout a E B u (-B). On a O2 = Id,, et O(h) = -h  
pour tout h E t). 

L'unicité est évidente puisque (X,),,,,(_,, engendre l'algèbre de Lie 9. 

Compte tenu de la prop. 4, l'existence de O résultc de ce qu'on a dit au no 3 avant 
le th. 1. 

COROLLAIRE. -S'oit (9, b) une algèbre de Lie semi-simple déployée. Alors (9, 4) possède 
un système de Chevalley (9 2, no 4, déf. 3). 

Soit R le système de racines de (3, b). Pour tout cc E R, soit X, un élément non 
nul de 9". O n  suppose les X, choisis de telle sorte que [X,, X-,] = -Ha pour 
tout a E R (3 2, no 4, lemme 2). Soient B une base de R ct O l'automorphisme de 
gtelqueO(X,) = X - , p o u r o r . ~ B ~  ( -B) .OnaOIb  = - IdB .Pour tou t cc~R,  
il existe donc t, E k* tel que OX, = t&,. On a 
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donc t,t-, = 1 pour tout cc E R .  Introduisons les NE8 comme au $2 ,  no 4. Si 
a, 13, cc + p E R, on a 

donc, compte tenu du 5 2, no 4, lemme 4, 

où q est un entier. 11 en résulte que si t ,  et t, sont des carrés dans k*, alors ta+ ,  
est également un carré. Puisque 2, = 1 pour cc G B, la prop. 19 de VI, 5 1, no 6, 
prouve que ta est un carré pour tout cr E R .  Choisissons, pour tout v. E R ,  un 
u, E k tel que ua = t,. On  peut fàire ces choix de telle sorte que u,zl-, = 1 pour 
tout a E R. Posons Xi = u; lx,. Alors, pour tout cc E R, on a 

xi E g n ,  LX;, x:,] = ri&, x-,l = -rr,, 
et O(X;) = B(u;l&) = uàlt,X-, = u,X_, = u,u-,XL, = XL,, dc sorte quc 
(Xa),,, est un système de Chevalley de (9, 5). 

3 5. Automorphismes d'une algèbre de Lie semi-simple 

Dans ce paragraphe, on note 9 une algèbre de Lie semi-simple. 

1. Automorphismes d'une algèbre de Lie semi-simple épinglée 

Rappelons (VII, 5 3, no 1) qu'on note Aut(g) le groupe dcs automorphismes de a. 
Si b est une sous-algèbre de Cartan de 4, on note Aut(g, 5) le groupe des auto- 
morphismes de s qui laissent stable $. Supposons !, déployante, et soit R le système 
de racines de (9, 4). Si s E Aut(g, b), l'application contragrédiente de s 1 b est un 
élément de A(R) (groupe des automorphismes de R)  que nous noterons ~ ( s )  dans 
ce paragraphe. Ainsi 

E : Aut (g, b) -> A (R) 

est un homomorphisme de groupes. 
Pour tout système de racines R et pour toute base B de R, on note Aut(R, B) 

le groupe des automorphismes dc R qui laissent stable B. Rappelons (VI, $ 1, 
no 5, prop. 16 et 3 4, no 2, cor. de la prop. 1) que A(R) est produit semi-direct de 
Aut(R, E) et de W(R), et que A(R)/W(R) est canoniquement isomorphe au 
groupe des automorphismes du graphe de Dynkin de R. 

PROPOSITION 1. - Soient (9, 5, E, (X,),, ,) une algèbre de Lie semi-simple éfiinglée, R 



le système de racines de (g, $). Soit G I'ensemble des s E Aut(9, b) qui laissent B stable, et 
tels que s(X,) = XE,,,, pour tout u. E B (autrement dit l'ensemble des automorphismes de 
(g, $, B, (XE),..)). Alors la restriction de E à G est un isomorphisme de G surAut(R, B). 

Si s E G, il est clair que E(S) E Aut(R, B). D'autre part, l'application 

est bijective d'après le th. 2 du 8 4, no 4. 

2. Automorphismes d'une algèbre de Lie semi-simple déployée 

Soient E un groupe commutatif, et A = @ AY une algèbre graduée de type E. 
YEE 

Pour tout homomorphismc cp du groupe E dans le groupe multiplicatif k*, soit 
f'(cp) l'application k-linéaire de A dans A dont la rcstriction à chaque AY est 
l'homothétie de rapport cp(y) ; il est clair que f (y) est un automorphisme de 
l'algèbre graduée A, et que f est un homomorphisme du groupe Hom(E, k*) 
dans le groupe des automorphismes de l'algèbre graduée A. 

Soient une sous-algèbre de Cartan déployante de 9, R le système de racines 
de (g, $). Rappelons qu'on note P(R) (rcsp. Q ( R ) )  le groupc des poids (rcsp. des 
poids radiciels) de R. On posera 

T, = Hom(P(R), k*) TQ = Hom(Q(R), k*). 

On peut considérer 9 = go + 2 9" comme une algèbre graduée de type Q ( R ) .  
OLER 

Ce qui précède définit un homomorphisme canonique de T, dans Aut(g, $), 
qui sera notk f dans cc paragraphe. D'autre part, l'injection canonique de 
Q ( R )  dans P(R) définit un homomorphisme dc T, dans TQ, qui sera noté q: 

f T, -% TP -+ Aut (0, $). 

Si s E Aut(g, Q ) ,  soit s* la restriction dc (s / $) - l à Q (R). On a, pour tout cp t TQ, 

(1) f (cp 0 s*) = s-l 0 f (cp) 0 S. 

En effet, soient y E Q ( R )  ct x E gY; on a sx E gSaY et 

f ($9 0 s*)x = (cp 0 s") (y) .x = s- l  (cp(s*y)sx) = (s-l 0 f (cp) 0 s)(x). 

PROPOSITION 2. - La suite d'homomor~hismcs 

est exacte. 
a) Soit cp E Kerf. On a y(u.) = 1 pour tout cc ER. Puisque R engendre le 

groupe Q ( R ) ,  cp est 1'élCment neutre de T,. 
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6) Soit rp E Tg. La restriction de f (cp) à b = go est l'identité, donc 

Im f c Ker E. 

c)  Soit s E Ker E. Alors s 1 (I = Id,. Pour tout a E R, on a s(ga) = ga, et il 
existe un t, E k* tel que sx = t,x pour tout x E gu. En écrivant que s E Aut(g), on 
obtient les relations 

t,t-, = 1 pour tout a E R 

t,t, = t,, , lorsque a, P, a + P E R. 

Dans ces conditions, il existe cp G T, tel que cp(a) = t, pour tout a E R (VI, 5 1, 
no 6, cor. 2 de la prop. 19). On a alors s = f (q). Donc Ker E c Imf. 

d) L'image de Aut(g, 4) par E contient W(R) d'après le $2,  no 2, cor. du th. 
2, et contient Aut(R, B) d'après la prop. 1. Cette image est donc égale à A(R). 

COROLLAIRE 1. - Soit (B, (X,) , ,) un épinglage de (9, 4). Soit G l'ensemble des 
s E Aut(g, b) qui laissent invariant l'épinglage. Alors Aut(g, i,) est produit semi-direct de 
G et de E-~(W(R) ) .  

En effet, G n E-l(W(R)) = (1) d'après la prop. 1, et 

parce que E est surjectif (prop. 2). 

COROLLAIRE 2. -Le groupe E - ~ ( W ( R ) )  opère de façon simplement transitive dans 
I'ensemble des épinglages de (9, (I) . 

En effet, Aut(g, (I) opère de façon transitive dans l'ensemble des épinglages 
de (g, b) d'après le 5 4, no 4, th. 2. Le cor. 2 résulte alors du cor. 1. 

COROLLAIRE 3. -Soit B une base de R. Le groupe Ker E = f (T,) opère de jàgon 
simplement transitive dans l'ensemble des épinglages de (g, i,) de la jome (B, (X,),,,). 

Cela résulte aussitôt de la prop. 2. 

Soient a E R, X, E ga, X-, E g-, tels que [X,, X-,] = -HE. On a vu (5 2, 
no 2, th. 2) que, pour tout t E k*, l'automorphisme élémentaire 

F),(t) = eadtXa eadt-lX-a eadtX, 

a pour restriction à i, la transposée de s,; on a donc c(O,(t)) = s, et par suite 
O,(t) O, ( - 1) E Ker E .  

Lemme 1. - Soient a E R et t E k*. Soit cp l'homomorphisme A t-t th'"=' de Q ( K )  dans k*. 
A ~ o ~ s ~ - ( ~ )  = e,(t) e,( - 1). 

Soit p la représentation de st(2, k) dans g associée à X,. Soit x la représenta- 
tion de SL(2, k) compatible avec p. Introduisons les notations 8(t), h(t) du § 1, 
no 5. Puisque p(H) = ad fi,, les éléments de gh sont de poids A(H,) pour p. 



D'après le $2 ,  n02 ,  on a O,(t)O,(-1) = x(O(t)O(-1)) = x(h(t)). Donc 
O,(t)O,(- 1) a pour restriction à gh l'homothétie de rapport (5 1, no 5, prop. 
6), d'où le lemme. 

PROPOSITION 3. - L'image de l'homomorphisme composé 

est contenue dans Aut, (g) . 
Soit B une base de R. Alors (HE),, ,  est une base de R v ,  et la base duale de 

(Hm),,, dans P* est une base du groupe P(R). Donc le groupe T, est engendré par 
les homomorphismes h F-+ th(H=) (t E k*, M E B). Si cp est la restriction à Q ( R )  d'un 
tel homomorphisme, le lemme 1 prouve que f (cp) E Aut,(g), d'où la proposition. 

Soit k une clôture algébrique de k. L'application qui, à tout automorphisme 
s de g, associe l'automorphisme s @ 1 de gk li: est un homomorphisme injectif 
de Aut(g) dans Aut(g @, k). On note Auto(g) le sous-groupe distingué de Aut(g) 
image réciproque de Aut, (4 @, L) par cet homomorphisme; c'est l'ensemble des auto- 
morphismes de qui deviennent élémentaires par extension du corps de base de 
k à li. II est clair que Aut,(g) est indépendant du choix de L, et que Aut,(g) c 
Auto(g). Les groupes Auto(g) et Aut,(g) peuvent être distincts ($ 13, no 1.VII). Si 
b est une sous-algèbre de Cartan de 9, on pose 

Lemme 2. -Soient t, une sous-algèbre de Cartan déployante de 9, et s E Auto(g, b). On 
suppose que la restriction de s à 2 9" n'admet pas la valeur propre 1. Alors ~ ( s )  = 1. 

% E R  

Par extension de k, on se ramène au cas où s E Aut,(g, 6). La dimension du 
nilespace de s - 1 est au moins égale à dim b (VII, 3 4, no 4, prop. 9). Donc 
(s - 1) 1 b est nilpotent. Comme s ( 9 E A(Rv ), s 1 $ est d'ordre fini donc semi- 
simple (V, Annexe, prop. 2). Par suite, (s - 1) 1 t, = O, ce qui prouve que 
E(S) = 1. 

Lemme 3. - (i) Soit m = (P(R) : Q (R) ) . Si cp est la puissance m-ème d'un élément de 
T,, on a cp E dTP). 

(ii) Si k est algébriquement clos, on a q(Tp) = TQ. 
Il existe une base (h,, . . ., A,) de P(R) et des entiers n1 > 1,. . ., n, > 1 tels 

que (n,Al, . . ., n,A,) soit une base de Q ( R ) .  O n  a m = n,. . .n,. Soit + E Tg et 
posons $(nl hl) = t,, . . . , $(n,A,) = t,. Pour i = 1, . . . , 1, posons m, = n n,. 

f#i 

Soit x l'élément de Tp tel que ~ ( h , )  = t p ,  . . . , ~ ( h , )  = ty. Alors 



1 08 ALGÈBRES DE LIE SEMI-SIMPLES DÉPLOYÉES Ch. VIII, fj 5 

d'où x 1 Q ( R )  = Sm. Cela prouve (i). Si k est algébriquement clos, tout élément 
de k* est puissance m-ème d'un élément de k*, donc tout élément de Tg est 
puissance m-ème d'un élément de TQ; par suite, (ii) résulte de (i). 

PROPOSITION 4. - On a f (Tg)  c Aut,(g, b) et EË'(W(R)) = AutO(g, $). 
a) Soient cp E TQ et k une clôture algébrique de K. D'après le lcnime 3, cp sc 

prolonge en un élément de Hom(P(R), k*). D'nprès la prop. 3, 

Donc f (y) E Aut,(g, $), et Ker E c Aut,(g, 4). 
b) L'image de Aut,(g, $) par E contient W(R) ( 5  2, no 2, cor. du th. 2). 

Compte tenu de a), on voit quc c'(W(R)) c AutO(g, b). 
c) Reste à prouwr que Aut,(y, b) c c-l(W(R)).  Compte tenu de b), il 

suffit de prouver que ~:Aut,(g, b ) )  n Aut(R, B), où B désigne une base dc R, est 
réduit à (1). 

Soit s E Aut,(g, 4) tel que E(S) E AutiR, B). Lc sous-groupe de A(R) engendré 
par E(S) a dans R un nom!~rc fini d'orbites. Soicnt U une telle orbite, de cardinal 
r, et gU = 1 gD. Soit f i ,  E U ,  et posons p, = ~ ( s ) ~ - l p ,  pour 1 < i < r, de sorte 

BEU 

que U = {P,, . . . , Pr). Soit Xo, un élément non nul de soi, et posons XB, = si - lxgl 
pour 1 < i < r. Il existe c, E k* tel que srXB1 = cUXBi, d'où srXBi = cUXD, pour 
tout i, et par suite sr 1 gU = c,. 1. Soient cp E 'TQ, et s' = s 0 f (y), qui est d'après 
a)  un élément de Aut,(g, 5). O n  3 s" ( gU = c;!. 1, où 

u Posons B = {cc1, . . ., al} et 2 fii = 1 mi cr,. Puisque ~ ( s )  E Aut(R, B), Ics 
i = l  i = l  

my sont des entiers de même signe non tous nuls. On a 

On  peut choisir <p de telle sorte que c& # 1 pour toute orbite U ;  en effet, cela 
revient à choisir les éléments <p(cc,) = t,, . . ., cp(cr,) = t, de k* de telle sorte 
qu'ils n'annulent pas un nombre fini de polynômes non identiquement nuls en 
tl, . . . , tl. Pour un tel choix de y, on a ~ ( s ' )  = 1 d'après le lemme 2, donc 

COROLLAIRE. - Soit B une base de R. Le groupe Aut(g, 8) est isomorphe au produit 
semi-direct des groupes Aiit (R, B) et Aut,(g, $). 

Cela résulte de la prop. 1, du cor. 1 de la prop. 2, et de la prop. 4. 



Remarque. - Soient E', c" les restrictions de E à Auto(g, $), Aute(g, t)). Soit f' 
l'liomomorphisme de T, dans Aut,(s, f ~ )  déduit de, f grâce à l'injection canonique 
de Q ( R )  dans P(R). On a dans ce qui précède établi le diagramme commutatif 
suivant : 

dans lequel les flèches verticales autres que q désignent les injections canoniques. 
On a vu (prop. 2 et 4) que les deux premières lignes sont exactes. Dans la troi- 
sième ligne, l'homomorphisn~e E" est surjectif (3 2, no 2, cor. du th. 2); on peut 
démontrer que son noyau est f'(T,) (5  7, exerc. 26 d)). 

3. Automorphismes d'une algèbre de Lie semi-simple déployable 

PROPOSITION 5. - Supposons g déployable. Le groupe Aut,(g) opère de façon simplement 
transitive dans l'ensemble des épinglages de 3. 

Soient e, = (g, b1, BI, (X,l),,B1), e, = (9, pz, B,, (X:),,,,) des épinglages de s- 11 
existe au plus un élément de Auto(g) qui transforme el en e, (prop. 1 et prop. 4). 
Soit k une clôture algébrique de k. Il existe un élément de Aut,(g @I, k) qui 
transforme b, Bk k en 4, Bk k (VII, 5 3, no 2, th. 1).  D'après la prop. 4 et le cor. 2 
de la prop. 2, il existe donc un élément <p de Aute(g gk k) qui transforme l'épin- 

glage (4 Bk k t)1 k, Bi, (X~), ,B~) de 4 @ J  k en l'épinglage (9 Bk k, $2 k 
B,, (X,2),,,2). Comme t), et les X; (resp. t), et les X:) engendrent g, (resp. g2), on 
a cp(gl) = g,, donc cp est de la forme + @ 1 où + ~Aut,(g),  et + transforme el en e,. 

COROLLAIRE 1. - Soient (g, $, B, (X,),,,) un épinglage de 9, et G le groupe (isomorphe 
à Aut(R, B)) des automorphismes de g qui laissent invariant cet épinglage. Alors Aut(g) 
est produit serni-direct de G et de Aut,(g). 

En effet, tout élément de Aut(g) transforme (g, t), B, (X,),,,) en un épinglage 
de 8. D'après la prop. 5, toute classe de Aut(g) suivant Aut,(g) rencontre G en un 
point et Lin seul. C.Q.F.D. 

Il  résulte ch cor. 1 que le groupe Aut(g)/Aut,(g) s'identifie à Aut(R, B), et 
est isomorphe au gi;r>upe des automorphismes du graphe de Dynkin de R. 
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COROLLAIRE 2. - On a Au+) = Auto(g) lorsque g est une algèbre de Lie simple 
déployable de type A,, B, (n 3 2), C, (n 2 2), E,, E,, F,, G,. Le quotient 
Aut (g)/Auto(g) est d'ordre 2 lorsque 6 est de type A, (n > 2), D, (n 2 5), E,; il est 
isomorphe à 6, lorsque g est de type D,. 

Cela résulte du cor. 1 et de VI, planches 1 à IX. 

Remarques.- 1) Soient el = (4, b,, BI, (X~),,,J, e2 = (4, b,, B2, (X&,,,), e2 = 

(4, b2, B,, des épinglages de 9, s (resp. s') un élément de Auto(g) trans- 
formant e, en e, (resp. e;). Alors s 1 4, = s' 1 hi. En effet, 5 ' - 4  E Auto(g, Pl) et 
s'-ls(B,) = BI, donc ~(s ' - ls)  = 1. 

2) Soit X l'ensemble des couples (b, B) où est une sous-algèbre de Cartan 
déployante de g et B une base du système de racines de (g, b). Si x = (b, B) et 
x' = (b', B') sont des éléments de X, il existe s E Auto(g) qui transforme x en x' 
(prop. 5), et la restriction s,.,, de s à b ne dépend pas du choix de s (remarque 1). 
En particulier, on a s,,~,,~ O s,,,, = s,,,,, si x, x', x" E X, et s,,, = 1. L'ensemble 
des familles (h,), ,, vérifiant les conditions: 

a) h, E b si x = (4, B) 
b) s,,,,(h,) = h,. si x, x' E X 

est de manière naturelle un espace vectoriel b(g) qu'on appelle parfois la sous- 
algèbre de Cartan canonique de g. Pour x = (b, B) et x' = (b', B'), s;,, transforme B en 
B', donc le système de racines de (g, b) en celui de (4, b') ; il en résulte que le dual 
b(g)* de b(g) est muni de manière naturelle d'un système de racines R(g) et 
d'une base B(g) de R(g). On dit parfois que R(g) est le système de racines canonique 
de g et B(g) sa base canonique. Le groupe Aut(g) opère sur b(g) en laissant stables 
R(s) et B(g) ; les éléments de Aut(9) qui opèrent trivialement sur b(g) sont ceux de 
Auto (4) - 

PROPOSITION 6. - Soit b une sous-algèbre de Cartan déployante de 4. Avec les notations du 
no 1, on a Auto (g) = Aut, (g) . Ker E: = Aut, (g) .j(T,) 

D'après le 5 3, no 3, cor. de la prop. 10, on a Auto(g) = Aute(g) .Auto(g, b). 
D'autre part, €(Aute(g, b)) -> W(R) d'après le 3 2, no 2, cor. du th. 2, donc 
Auto(g, b) = Aute(g, b) . Ker E. 

Remarque 3. - La prop. 6 montre que l'homomorphisme canonique 

L :  Te/Im(Tp) + Auto(g) / Aut,(g), 
déduit du diagramme du no 2, est surjectif. En particulier, Aut,(g) contient le 5you- 
pe dérivé de Auto(g); nous verrons ($ 11, no 2, prop. 3) qu'il y a en f a i ~  égalité. 
On peut en outre montrer que L est injectif, c'est-à-dire que 

f (Tc,) " A~te(g) = f> (TA 
(cf. 7, exerc. 26 d). 



PROPOSITION 7. - Soient g une algèbre de Lie semi-simple déployable, b une sous-algèbre 
de Borel de g, p, et pz des sous-algèbres paraboliques distinctes de 9, contenant b. Alors pl et 
p, ne sont pas conjuguées par Aut,(g). 

On peut supposer k algébriquement clos. Soit s E Auto(g) tel que s(pl) = p,. 

Soit $ une sous-algèbre de Cartan de contenue dans b n s(b) (4 3, no 3, prop. 10). 
Comme $ et s(b) sont des sous-algèbres de Cartan de s(b), il existe u E [b, b] tel que 
eadu($) = s(b) (VII, 3, no 4, th. 3). Remplaçant s par e-adus, on est ramené au 
cas où s(b) = 9, et s induit alors sur $ un élément o du groupe de Weyl W de 
(g, $) (prop. 4). Soit C la chambre de Weyl correspondant à b. Alors pl et p, 

correspondent à des facettes F, et F, de b, contenues dans l'adhérence de C. 
On a o(Fl) = F,. Puisque o E W, cela entraîne F1 = Fz (V, § 3, no 3, th. 2) d'où 
P l  = Pz. 

Remarque 4. - Soient g une algèbre de Lie semi-simple déployable, 9 l'ensemble 
des sous-algèbres paraboliques de 9, ensemble dans lequel opère Aut,(g). Re- 
prenons les notations de la remarque 2. Soit 2 une partie de B(g). La donnée de 
C équivaut à la donnée, pour tout x = ($, B) E X, d'une partie C, de B, de telle 
sorte que s,,,, transforme C, en C,, quels que soient x, x' E X. Soit p, la sous- 
algèbre parabolique de correspondant à C, (§ 3, no 4, remarque). L'orbite de 
pz pour Aut,(g) est l'ensemble des p,, pour x' E X. On définit ainsi une applica- 
tion de p(B(g)) dans 9/Auto(g). Cette application est surjective d'après la 
remarque du 3, no 4, et injective d'après la prop. 7. 

4. Topologie de Zariski sur Aut(g) 

PROPOSITION 8. -Soit V l'ensemble des endomorphismes de l'espace uectoriel g. Alors 
Aut(8) est fermé dans V pour la topologie de Zariski (VII, App. 1). 

Soit K la forme de Killing de 9. Si s E Aut(g), on a 

quels que soient x, y E 9. Réciproquement, soit s un élément de V vérifiant (2) et 
(3) quels que soient x, y E 9. Alors Ker s = O, donc s est bijectif et s E Aut(g). 
Or, quels que soient x, y 6 g, les applications s H [sx, sy] et s tt K(sx, sy) de V 
dans g et k sont polynomiales. 

PROPOSITION 9. - Soit une sous-algèbre de Cartan déplozjante de 9. 

(i) Le groupe f (T,) est fermé dans Aut(8) pour la topologie de Zariski. 
(ii) Le groupe f (q(T,)) est dense dans f (T,) pour la topologie de Zariski. 
L'assertion (i) résulte de l'égalité f (T,) = Aut(g, b) n Ker E (prop. 2). 
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Posons m = (P(R) :Q(R)). Soit F une fonction polynomiale sur V; supposons 
que F soit nulle sur toute puissance m-ème d'un élément de f (TQ), et montrons 
que F 1 f (Tg) = O; compte tenu du lemme 3, cela prouvera (ii). 

L'ensemble V' des é1Cments de V induisant l'identité sur et laissant stable 
chaque ga s'identifie à kR. Soit F' la restriction de F à V' = kR; c'est une fonction 
polynomiale. O n  a f(TQ) c V'. Soit B = (a,, . . ., a,) une base de R. Pour 
tout t = (t,, . . . , t,) E k*B, soit y(t) l'homomorphisme de Q ( R )  dans le groupe k* 
qui prolonge t. Alors F'( f ( ~ ( t ) ) )  s'écrit comme une somme finie 

Par hypothèse, on a 

quels que soient t,, . . . , t, E k*. Les cnl.,.,, sont donc les coefficients d'un polynôme 
en 1 variables nul sur k*'; ils sont donc tous nuls. 

PROPOSITION 10. - Supposons g déployable. 
(i) Le groupe Aute(g) est dense dans Auto(g) pour la topologie de Zariski. 
(ii) Les groupes Aut,(g) et Aut,(g) sont connexes pour la topologie de Zariski. 
D'après la prop. 3, on a f (q(Tp)) c Aut,(g). Pour tout s E Aute(g), l'adhé- 

rente de S .  f (q(Tp)) pour la topologie de Zariski contient S. f (TQ) d'après la 
prop. 9. Donc l'adhérence de Aut,(g) contient Aute(g) . f (TQ) = Auto(g) (prop. 
6). Cela prouve (i) . 

Soit Aute(g) = !2 u Q' une partition de Aut,(g) formée de parties relative- 
ment ouvertes pour la topologie de Zariski, avec Q # 0. Si w E !2 et si x est un 
élément nilpotent de g, l'application T: t tt w exp(t ad x) de k dans Aute(g) est 
polynomiale, donc continue pour la topologie de Zariski; par suite, ~ ( k )  est 
connexe; comme w E ~ ( k ) ,  on a ~ ( k )  c Q. Ainsi, Q. (exp ad kx) c Q, d'où 
Q.Aut,(g) c Q et IR = Aut,(g). Cela prouve que Aut,(g) est connexe. Il en 
résulte, d'après (i), que Auto(g) est connexe. 

C.Q.F.D. 

O n  verra ( 5  8, no 4, cor. de la prop. 6) que Aut,(g) est fermé dans V pour la 
topologie de Zariski, et est la composante connexe de l'élément neutre de Aut(g). 
Par contre, Aut,(g) n'est pas en général fermé pour la topologie de Zariski. 

*Supposons (g, 4) déployée. Le groupe Auto(g) est le groupe G(k) des k-points d'un 
groupe algébrique semi-simple G connexe dc centre trivial (groupe adjoint). Le 
groupe f(TQ) est égal à H(k), où H est le sous-groupe de Cartan de G d'algèbre de 
Lie 4. L'image réciproque H de H dans le revêtement universel G de G (au sens 
algébrique) a pour groupe de k-points le groupe TF. L'image de G(k) dans G(k)  = 

Auto(g) est le groupe Aut,(g)., 



5. Cas des groupes de Lie 

PROPOSITION I l .  - On suppose que k est R, ou C, ou un corps ultramétrique complet 
non discret. Soit b une sous-algèbre de Cartan déployante de g. 

(i) Aut(g, b) est un sous-groupe de Lie de Aut(g) d'algèbre de Lie ad $. 
(ii) f (T,) et ( q  0 f) (T,) sont des sous-groupes ouverts de Aut(g, b). 
(iii) Aut, (g) est un sous-groupe ouvert de Aut(g). 
(iv) S i  k = R ou C, Aut, (g) est la composante neutre de Aut(g), c'est-à-dire Int(g). 
D'après III, 3 3, no 8 ,  cor. 2 de la prop. 29, et no 10, prop. 36, Aut(g, P) est 

un sous-groupe de Lie dc Aut(g) dont l'algèbre de Lie est l'ensemble des ad x 
(x E 9) tels que (ad x)$ c $, c'est-à-dire ad 6. 

Soit H E $. Il existe E > O possédant les propriétés suivantes: pour t E k et 
1 t (  < E, exp(ty (H))  est défini pour tout y E P(R), et l'application y tt exp(ty (H)) 
est un homomorphismc o, de P(R) dans k*. Pour Itl < E ,  exp t ad H est défini, 
induit l'identité dans b et induit dans g" l'homothétie de rapport O,(@); donc 
exp t ad H E ( q  0 f )  (T,) . Cela prouve, compte tenu de (i), que (q 0 f )  (T,) 
contient un voisinage de 1 dans Aut(g, b) ,  et par suite est un sous-groupe ouvert 
de Aut(g, 4). A fortiori, f (T,) est un sous-groupe ouvert de Aut(g, b).  

Pour tout a E R, on a cxp ad ga c Aut,(g). Compte tenu de (ii), Aut,(g) 
contient un voisinage de 1 dans Aut(g), ce qui prouve (iii). 

Supposons k = R ou @. Alors Aut,(g) est contenu dans la composante neutre 
C de Aut(g) (VII, § 3, no l ) ,  et est ouvert dans Aut(g) d'après (iii). Donc Aut,(g) = 

C. Enfin, C = Int(g) d'après III, $9, no 8 ,  prop. 30 (i). 

$ 6. Modules sur une algèbre de Lie semi-simple déployée 

Dans ce paragraphe, on désigne par (g, 6) une algèbre de Lie semi-simple déployée, par R 
son système de racines, par W son groupe de Weyl ,  par B une base de R, par R + (resp. R - ) 
I'ensemble des racines positives (resp. négatives) relativement à B. On  pose: 

n+ = 2 ga, n -  = c oz, 6 ,  = b + n, et 6 -  = b + n - .  
a € R +  a € R -  

O n  a n+ = [b,, 6 + ] ,  11- = [ b - ,  6 - 1 .  

Pour tout u E R, on choisit un élément Xa E ga de telle sorte que 

LXa, 'Ka] = -r7,, 
(3 2, no 4) ; ce choix n'iritcrvicndra dans aucune des définitions ci-après. 

1. Poids et éléments primitifs 

Soit V un 8-module. Pour tout i. F h:(:, on note VA Ir SOUS-CSPXC primaire, 
relatif à A, de V considéré comme b-module (VII, 5 1, no 1). Les é1Cments dc Vh sont 
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appelés les éléments de poids A du g-module V. La somme des VA est directe 
(VII, 5 1, no 1, prop. 3). Quels que soient a E P* et A E b*, on a gaVA c Va + 

(VII, 5 1, no 3, prop. 10 (ii)). La dimension de VA s'appelle la multiplicité de A 
dans V; si elle est 2 1, i.e. si VA # 0, on dit que A est un poids de V. Si V est de 
dimension finie, les homothéties de V définies par les éléments de p sont semi- 
simples, et Vh est donc l'ensemble des x E V tels que H X  = A(H)x pour tout 
H E p. 

Lemme 1. - Soient V un g-module, et v E V. Les conditions suivantes sont équivalentes: 
(i) b+v c kv; 
(ii) Pv c kve t  n + v  = 0;  
(iii) bv c kv et gav = O pour tout a E B. 
(i) => (ii) : Supposons b + v  c kv. Il existe A E p* tel que v E Vh. Soit cr. E R+.  

On a ga.v c V A  n = O. Donc n+v = 0. 
(ii) 3 (iii) : C'est évident. 
(iii) * (i): Cela résulte de ce que (X,),,, engendre n+ (3 3, no 3, prop. 9 

(iii) ) . 
DÉFINITION 1. - Soient V un g-module et v E V. On dit que v est un élément primitif de V 
si v # O et si v vériie les conditions du lemme 1. 

Un élément primitif appartient à l'un des VA. Pour tout A E b*, on note V: 
l'ensemble des v E VA tels que b + v  c kv. Les éléments primitifs de poids sont 
donc les éléments non nuls de V;. 

PROPOSITION 1. - Soient V un g-module, v un élément primitif de V, w le poids de v. 
On suppose que V est engendré par v comme g-module. 

(i) S i  U (n - ) désigne l'algèbre enveloppante de n - , on a V = U (n - ) . v. 
(ii) Pour tout A E P*, Vh est l'ensemble des x E V tels que H x  = A(H)x  pour tout 

H E 8. On a V = @ VA, et chaque VA est de dimension finie. L'espace V" est de dimen- 
A E h *  

sion 1, et tout poids de V est de la forme w - 2 na. a, où les na sont des entiers 2 0. 
a E B  

(iii) V est un g-module indécomposable, et son commutant est réduit aux scalaires. 
(iv) Soient U ( g )  l'algèbre enveloppante de 9, et 3 le centre de U(g). Il existe un 

homomoq?hisme x et un seul de 2' dans k tel que, pour tout z E 3, zv soit l'homothétie de 
rapport x (2).  

Soit U(b+) l'algèbre enveloppante de b,. On a U ( g )  = U(n-) .U(b+) 
(1, 3 2, no 7, cor. 6 du th. 1). Donc 

Notons a,, . . . , a, les éléments, deux à deux distincts, de R+. Alors 



est une base de U(n-), donc 

Pour A E P*, posons 

D'après VII, fj 1, no 1, prop. 2 (ii), si h E b, h, 1 TA est l'homothétie de rapport 
~ ( h ) .  Donc TA c VA. D'autre part, (1) entraîne que 

v = 2 Th' 
AEO-Nal-...-Nan 

La somme des VA est directe (VII, 5 1, no 1, prop. 3). De tout cela résulte que 
VA = Th, que V est somme directe des VA, et que Vh est l'ensemble des x E V 
tels que hx = A(h)x pour tout h E P. D'autre part, dim Va est au plus égal au 
cardinal de l'ensemble des (p,, . . . , p,) E Nn tels que plml + . - . + pnmn = o - A. 

Cela prouve que VA = O si w - A $ 2 Noc, que dim Va = 1, et que les VA sont 
OlEB 

tous de dimension finie. 
Soit c un élément du commutant de V. Pour tout h E $, on a 

hc(v) = ch(v) = w (h)c(v), 

donc c(v) E Va; il existe donc t E k tel que c(v) = tu. Alors, pour tout (pl, . . . , p,) 
E Nn, on a 

cXpal.. . XP",,v = Xpl,, . . . XPnancu = txpa,. . . XPnanv 

de sorte que c = t. 1. Ainsi, le commutant de V est réduit aux scalaires. Cela 
entraîne (iv) et le fait que V est indécomposable. 

DÉFINITION 2. - L'homomorphisme x de la prop. 1 (iv) s'appelle le caractère central du 
g-module V. 

PROPOSITION 2. - Soient V un g-module engendré par un élément primitif e de poids o, 
et X un g-module semi-simple. Soit @ l'ensemble des homomorphismes du g-module V dans 
le g-module X. Alors cp H q(e) est un isomorphisme de l'espace vectoriel @ sur l'espace 
vectoriel Xz. 

Il est clair que cp(e) E X: pour tout cp E @. Si cp E Q, et cp(e) = O, on a cp = O 
puisque e engendre le g-module V. Soit f un élément non nul de XI  et montrons 
qu'il existe cp E @ tel que cp(e) = f. Soit X' le sous-module de X engendré par$ 
D'après la prop. 1, X' est indécomposable, donc simple puisque X est semi- 
simple. L'élément (e, f )  est primitif dans le g-module V x X. Soit N le sous- 
module de V x X engendré par (e, f). On a N r\ X pr,(N) = X', donc 
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N n X = O ou X'; si N n X = X', N contient les éléments linéairement 
indépendants (e, f )  et ( O ,  f )  qui sont primitifs de poids c; ; cela est absurde (prop. 
l) ,  donc N n X = O. Ainsi pr, 1 N est une application injective h de N dans V; 
cette application est surjective puisque son image contient e. Alors cp = pr, 0 h-l  
est un liomomorphisme du g-modulc V dans le g-module X tcl que q(e)  = f. 

2. Modules simples ayant un plus grand poids 

Rappelons que la donnée de B définit dans bp une relation d'ordre (VI, $ 1, 
no 6). Les éléments à O de 6 4  sont les combinaisons linéaires des éléments de B à 
cocfficients rationnels 2 0. 

Plus généralement, nous considérons la relation d'ordre suivante entre 
éléments A, p de b* : 

A - p est conibinaison linéaire des éléments de B à coefficients rationnels 2 O. 

Lemme 2. - Soient V un g-module simple, w un poids de V. Les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

(i) tout poids de V est de la forme w - p où p est un poids radiciel 2 O ;  
(ii) w est le plus grand poids de V; 
(iii) pour tout a E B, w + cc n'est pas poids de V; 
(iv) il existe un élément primitif de poids w. 

(i) * (ii) * (iii) : C'est évident. 
(iii) a (iv) : Supposons vérifiée la condition (iii). Pour tout h E 4,  

est non nul, contenu dans VW, et stable par bv. Par récurrence sur dim b, on voit 
qu'il existe un v non nul dans VW tel que bv kv. La condition (iii) implique que 
n + v = O, donc v est primitif. 

(iv) II> (i) : Soit v un élément primitif de poids w. Comme V est simple, V 
est engendré par v comme g-module. L'assertion (i) résulte alors de la prop. 1. 

C.Q.F.D. 

Pour un g-module simple, l'existence d'un élémcnt primitif est donc équi- 
valente à celle d'un plus grand poids, ou encore à celle d'un poids maximal. 

Il  existe des d(2, C)-modules simples V tels que, pour toute sous-algèbre de Cartan 
b de 4 2 ,  C ) ,  V n'admette aucun poids (8 1, exerc. 14 f ) ) .  Ces modules sont de 
dimension infinie sur C ( 5  1, no 3, th. 1) .  

PROPOSITION 3. - Soit V un g-module simple ayant un plus grand poids w. 

(i) Les éléments primitifs de V sont les éléments non nuls de VW. 
(ii) Considéré comme b-inodule, V est semi-simple. 



ll" 3 MODULES SUR UNE ALGÈBRE DE LIE SEMI-SIMPLE DÉ~'LOYÉE: 

(iii) On a V = @ Va. Pour tout )i E O*, Va est de dimensionjnie. On a 
A e h *  

dim V'" = 1. 

(iv) Le g-module V est absolument simple. 
Les assertions (i) ,  (ii), (iii) résultent de la prop. 1 et du lemme 2. L'assertion 

(iv) résulte de la prop. 1 ( i i i )  et de A, VIII, 5 7, no 3. 

COROLLAIRE. - Si V est de dimensionjnie, l'honzomorphisme canonique U (g) -;- End(V) 
est surject$ 

Cela résulte de (iv), cf. A, VIII, 4 3, no 3. 

PROPOSITION 4. - Soient V un 0-module rimple ayant un plus grand poids w, X un 
g-module semi-simple, et X' la comporante isotypique de type V danr X. Alors X' est le 
sous-module de X engendré par X,W. Sa longueur est (.ale à la dimenrion de XE. 

Soit X" le sous-module de X engendré par XE. Il cst clair que tout sous- 
module de X isomorphe à V est contenu dans X". Donc X' c X". D'autre part, 
X" c X' d'après la prop. 2. Donc X' = X". D'autre part, soit <t> l'ensemble des 
homomorphismes du g-module V dans le g-module X. La longueur de X' est 
dim, (A, VIII, § 4, no 4), c'est-à-dire dim, Xgprop .  2). 

3. Théorème d'existence et d'unicité 

Soit A E O*. Comme b, = @ n +  et que 11, = [b,, b,], l'application h + n i-t 
h(h) (où h E O, n E n,) de b +  dans k est une représentation de dimension 1 de 6,. 

Notons La lc k-espace vectoriel k muni de la structure de 6,-module définie par 
cette représentation. Soient U(g), U(b+) les algèbres enveloppantes de 9, b,, de 
sorte que U(b+) est une sous-algèbre de U(g) ; rappelons que U(g) est un U(b+)- 
module à droite libre (1, 5 2, no 7, cor. 5 du th. 1). Posons: 

(2) Z(h) = U(g) @u(,, , LA. 

Alors Z(h) est un g-module à gauche. Notons e l'élément 1 @ 1 de Z(h). 

PROPOSITION 5.  - (i) L'élément e de Z(h) est primitif de poids h et engendre le g-module 
Z(A). 

(ii) Soit Z +  (h) = 2 Z(A)lr. Tout SOUS-module de Z(h) distinct de Z(A) est 
h i  lr 

contenu dans Z + (A). 
(iii) I l  existe un plus grand sous-module Fa de Z (A) distinct de Z(h). Le module 

quotient Z(h) /FA est simple et admet A pour plus grand poids. 
Il est clair que e engendre le g-module Z(h). Si x E 6 +, on a 

x.e = ( x . l ) @ l  = ( l . x ) @ l  = 1 B x . l  = A(x)( l@l)  = A(x)e, 

d'où (i). 
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Le b-module Z(h) est semi-simple (prop. 1). Si G est un sous-g-module de 
Z(A), on a donc G = (G n Z(h)P). L'hypothèse G n Z(Qh # O entraîne 

P E  3 * 
G = Z(A) puisque dim Z(h)h = 1 et que e engendre le 8-module Z(A). Si 
G # Z(A), on a donc G = 2 G n Z(h)" c Z+(h). 

P # h  

Soit Fa la somme des sous-g-modules de Z(A) distincts de Z(A). D'après (ii), 
on a FA c Zf(h). Donc Fa est le plus grand sous-module de Z(h) distinct de 
Z(A). Il est clair que Z(h)/F, est simple et que l'image canonique de e dans 
Z(A)/F, est un élément primitif de poids A. 

Dans la suite de ce chapitre, le g-module Z(h) /FA de la prop. 5 sera noté E(h). 

THÉORÈME 1. - Soit h E b*. Le 8-module E(A) est simple et admet A pour plus grand 
poids. Tout g-module simple de plus grand poids h est isomorphe à E (A). 

La première assertion résulte de la prop. 5 (iii). La seconde résulte de la 
prop. 4. 

PROPOSITION 6. - Soient V un g-module, h un élément de P*, v un élément primitif de V 
de poids A. 

(i) Il  existe un homomorphisme + : Z (A) -t V de g-modules et un seul tel que + (e) = v. 
(ii) Supposons que v engendre V. Alors + est surjectiJ: Pour que + soit bijectif, il faut 

et il su@ que, pour tout élément non nul u de U(n-), u, soit injectif. 
(iii) L'application u H u @ 1 de U(n-) dam Z(h) est bijective. 
Soit K le noyau de la représentation de U(b+) dans La; il est de codimen- 

sion 1 dans U(b+). Soit J = U(g)K l'idéal à gauche de U(g) engendré par K; 
alors LA s'identifie au U(b+)-module à gauche U(b+)/K, et Z(h) s'identifie au 
U(g)-module à gauche U(g)/J. On a K.  v = 0, donc J .  v = O, ce qui prouve (i). 

Supposons maintenant que v engendre V. II est clair que L) est surjectif. 
D'après le théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt (1, 8 2, no 7, cor. 6 du th. l), 

une base de U(n-) sur k est aussi une base du U(b+)-module à droite U(g). Donc 
l'application rp: u w u  @ 1 de U(n-) dans U(g) @,(,+,LA est bijective. Soit 
u E U(n -). Alors rp -l o uz(h) O rp est la multiplication à gauche par u dans U(n -). 
Compte tenu de 1, 5 2, no 7, cor. 7 du th. 1, uz(,, est injectif si u f. O. Par suite, si 
<ji est bijectif, u, est injectif pour tout u non nul dans U(n-). 

Supposons que L) ne soit pas injectif. Il  existe u E U(n-) tel que u # O et 
+(rp(u)) = O. Alors 

COROLLAIRE 1. - Soient A E $* et a E B tels que A(Ha) + 1 E N. Alors Z( - a + saA) 
est isomorphe à un sous-g-module de Z(h). 

Posons m = A(&). Soit x = X!?: ' . e E Z(A), et soit V le sous-module de 
Z (A) engendré par x. On a x # O (prop. 6). D'autre part, x E Z(A)h-(m+l)a. Pour 



p E B et p # a, on a [g-,, gD] = O et gD.e = O, donc g4.x = O. Enfin, comme 
[X,, X-,] = -HE, on a [X,, x!!':'] = (m + I)X?,(-H, + m) (3 1, no 1, 
lemme 1 (ii)), d'où 

X,.x = X,X?Z1.e = [X,, X?Z1].e = (m + l)X?,(me - A(H,)e) = O. 

Ainsi, x est primitif de poids A - (m + 1)cc. Compte tenu de la prop. 6, le g- 
module V est isomorphe à Z(-cc + A - mx) = Z(-a  + s,h). 

COROLLAIRE 2. - Soient p = ', 2 cc, et A, p E $*. On suppose que A. + p est un poids 
U E R l  

dominant de R, et qu'il existe w E W aiec p + p = w(A + p). Alors Z(p) est isomorphe 
à un sous-module de Z(h). 

L'assertion est évidente quand w = 1. Supposons-la établie quand w est de 
longueur <q. Si w est de longueur q, il existe cc E B tel que w = s,wl-l, avec 
l(w') = q - 1. On a  CL) E R ,  (VI, 5 1, no 6, cor. 2 de la prop. 17), et par 
suite (w1-'(A + p))(H,) = ( A  + p)(H,.,) est un entier >O.  Posons 

p.' = "'-'(A + p) - p. 

D'après l'hypothèse de récurrence, Z(pl) est isomorphe à un sous-module de 
Z(h). D'autre part, d'après VI, 5 1, no 10, prop. 29 (ii), on a 

De plus, p(H,) = 1 (VI, $ 1, prop. 29 (iii)), donc pl(H,) + 1 E N. Le 
cor. 1 entraîne alors que Z(p.) est isomorphe à un sous-module de Z(pl), donc 
aussi à un sous-module de Z(A). 

4. Cornmutant de t) dans l'algèbre enveloppante de g 

Soient U l'algèbre enveloppante de 9, V c U l'algèbre enveloppante de $. 
L'algèbre V s'identifie à l'algèbre symétrique S(b) de 9, et aussi à l'algèbre des 
fonctions polynomiales sur $*. Notons cc,, . . . , cr, les racines positives, deux à deux 
distinctes. Soit (Hl, . . . , Hl) une base de 4. D'après le théorème de Poincaré- 
Birkhoff-Witt, les éléments 

u((qi), (mi), (p,)) = X4al..  . X4anHY1.. . H F X z . .  . Xz 
(qi, m,, pi entiers > O )  rorment une base de l'espace vectoriel U. Pour tout h E b, 
on a 

(3) [h, u((qz), (ml), (P1))l = ((Pl - C71)ccl + . . . + 
( P n  - qn)~n) ( h ) ~ ( ( d >  (ml), (Pt)). 

L'espace vectoriel U est un g-module (donc aussi un 6-modulc) pour la repré- 
sentation adjointe. Si A E $*, les sous-espaces Uh et U, sont définis (VII, 3 1, 
no 3) ; la formule (3) montre que UA = UA et que tJ = @ U" (où Q est le 

h € Q  

groupe des poids radiciels de K). En particulier, U0 est le commutant de b, ou de 
V, dans U. 
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Lemme 3. -Posons L = (n-U) n UO. 
(i) On a L = (Un,) n UO, et L est un idéal bilatère de UO. 
(ii) On a U0 = V @ L. 
Il est clair que n_U (rcsp. Un ,) est l'ensemble des combinaisons linéaires 

des éléments ~ ( ( q , ) ,  (nz,), (p,)) tels que x q, > O (resp. 1 p, > O). D'autre part 

Cela entraîne que (n-U) n U0 = (Un,) n UO. Enfin, (LU) n UO (resp. 
(Un,) n UO) est un idéal à droite (resp. à gauche) de UO, d'où (i). Par ailleurs, 
un élément u((qi), (mi), (pi)) qui est dans UO appartient à V (resp. à L) si et 
seulement si pl = . . . = p, = q, = . . . = q, = O (resp. pl + . . . + p, + q, + . . - 
+ q, > O), d'où (ii). 

C.Q.F.D. 

En vertu du lemme 3, le projecteur de U0 sur V de noyau L est un homo- 
morphisme d'algèbres. On l'appelle l'homomorfihirme de Harislz-Chandra de UO sur 
V (relatif à B). Rappelons qu'on peut identifier V à l'algèbre des fonctions 
polynomiales sur b*. 

PROPOSITION 7. - Soient A E t)*, E un g-module engendré par un élément primitif de 
poids A, x le caractère central de E, cp l'homomorphisme de Harish-Chandra de U0 sur V. 
Pour tout z dans le centre de U, on a ~ ( z )  = ( ~ ( 2 ) )  (A) .  

Soient v un élément primitif de poids h de E,  et z un élément du centre de U. 
11 existe u,, . . ., u, E U  et n,, . . ., n, E n +  tels que z = rp(z) + ulnl + . . . + up, .  
Alors 

COROLLAIRE. - Soient ( . , . ) une forme hilinéaire symétrique non dkgénérée invariante 
sur g, C l'élément de Casinzii as.rocié à < . , . ). Notons encore ( . , . ) la forme inverse sur b* 
de la restriction de <. , . ) à t )  (S 2, no 3, prop. 5). Alors x(C) = (A, h + 2p), où 

p = +  2 K. 

a t R +  

Reprenons les notations du 3 2, no 3, prop. 6. On a. 

donc 
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Soit h, l'élément de $ tel que (h,, h )  = h(h) pour tout h E b. D'après le 3 2, ri0 2, 
prop. 1, on a 

Donc 

x(c) = ( z+ (A, a)) + (A, A) = (A, A + 2 ~ ) .  
U E R  

5 7. Modules de dimension finie sur une algèbre de Lie semi-simple 
déployée 

Dans ce paragraphe, on conserve les notations générales du $ 6. On désigne par P (resp. Q) 
le groupe des poids de R (resp. des poids radiciels de R). On note P+  (resp. Q + )  l'en- 
semble des élémenis de P (resp. Q )  qui sont positzfs pour la relation d'ordre déJinie par B. 
On note P+  + l'ensemble des poids dominants de R relativement à B (VI, 3 1 ,  no 10). Un 
élément h de p* appartient d P (resp. d P + + )  si et seulement si tous les h(IIa), cc E B, sont 
des entiers (resp. des entiers >, O ) .  On a P + + c P + (VI, 3 1, no 6). Si w E W ,  on 
note ~ ( w )  le déterminant de w,  qui est égal d 1 ou - 1. On pose p = 4 2 cc. 

a e R +  

1. Poids d'un g-module simple de dimension finie 

PROPOSITION 1. - Soit V un g-module de dimensionJinie. 
(i) Tout poids de V appartient à P. 
(ii) On a V = @ Vw. 

U E P  

(iii) Pour tout y E b*, VU est l'ensemble des x E V tels que h .x  = p(h)x  pour tout 
h E $. 

Pour tout a E B, il existe un homomorphisme de d(2, k) dans 9 qui transforme 
H en Ha. D'après le 3 1 ,  no 2, cor. de la prop. 2, (HU), est donc diagonalisable 
et ses valeurs propres sont entières. Donc l'ensemble des (HU),, pour cc E B, est 
diagonalisable (A, VII, 3 5, no 6, prop. 13). Par suite, pour tout h E b, h, est 
diagonalisable. D'après VII, 5 1, no 3, prop. 9, on a V = @ Vw. D'autre part, si 

u s h *  . , 

Vw # O, ce qui d ré cède montre que y (HE) E Z pour tout cc E B, d'où p E P. Cela 
prouve (i) et (ii). On a vu en même temps que bv est diagonalisable, d'où (iii). 
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COROLLAIRE. - Soient p une représentation de dimension finie de g et @ la forme bilinéaire 
associée à p. 

(i) Six, y E PB, on a @(x, y) E Q e t  @(x, x) EQ+. 
(ii) Si p est injective, la restriction de @ à $ est non dégénérée. 
L'assertion (i) résulte de la prop. 1 puisque les éléments de P sont à valeurs 

rationnelles sur 5,. Si p est injective, @ est non dégénérée (1, $ 6, no 1, prop. l), 
donc la restriction de @ à $ est non dégénérée (VII, fj 1, no 3, prop. 10 (iii)). 

Lemme 1. - Soient V un g-module et p la représentation correspondante de g. 

(i) Si a est un élément nilpotent de g, et si p(a) est localement nilpotent, alors, pour 
tout b E g, on a 

p (@ab) = ep(a)p (b) - "a). 

(ii) Si a E R et si les images par p des éléments de 9" et g-  a sont localement nilpotentes, 
alors l'ensemble des poids de V est stable par la rgexion 5,. 

Sous les hypothèses de (i), on a p((ad a)nb) = (ad p ( ~ ) ) ~ p ( b )  pour tout n 3 O 
donc p(eadab) = eadp(a)p(b). D'autre part, on démontre que 

ead (b) = @) (b) - p(a) 

comme l'assertion (ii) de VII, 5 3, no 1, lemme 1. 
Plaçons-nous dans les hypothèses de (ii). Soit O ,  = eadx= eadx- eadxa. 

D'après (i), il existe S E GL(V) tel que p(8,b) = Sp(b)S-l pour tout b E g. Or 
0, 1 b est le transposé de s, (F, 2, no 2, lemme 1). Soit h un poids de V. Il existe un 
élément non nul .Y de V tel que p(h)x = A(h)x pour tout h E 5. On a alors 

p(h)S-lx = S-lp(ts,h)x = S-lh(ts,h)x = (s,A)(h)S-lx 

pour tout h E 9. Par conséquent, s,h est un poids de V. 

PROPOSITION 2. - Soient V un g-module de dimension jnie, et s E Aut,(g) . 
(i) Il  existe S E GL(V) tel que (s(x)), = Sx,S-I pour tout x E g. 

(ii) Si s E Aut, (g ) , on peut choisir pour S un élément de SL (V) laissant stables tous les 
sous-g-modules de V. 

L'assertion (ii) résulte du lemme 1 (i). Soit maintenant s E Auto(g), et notons 
p la représentation de g définie par V. D'après (ii), les représentations p et p 0 s 
deviennent équivalentes après extension des scalaires. Elles sont donc équi- 
valentes (1, $ 3 ,  no 8, prop. 13), d'où l'existence de S. 

Remarque 1. -Soit S vérifiant la condition de la prop. 2 (i), et soit $' = s($); 
notons s* l'isomorphisme h F+ A 0 s - l  de $* sur $'*. Il est clair que l'on a 

S(VA) = VS*A. 
En particulier : 
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COROLLAIRE 1. - L'isomorphisme s* transforme les poids de V par rapport à i) en ceux 
de V par rapport à b' ; deux poids correspondants ont même mult$licité. 

COROLLAIRE 2. - Soit w E W. Quel que soit h E b*, les sous-espaces vectoriels Vh et 
Vwh ont même dimension. L'ensemble des poids de V est stable par W. 

En effet, zu est de la forme s* avec s E Aut,(g, b) ($2, no 2, cor. du th. 2). 

Remarque 2. - D'après le cor. 1 de la prop. 2, et le $ 5, no 3, remarque 2, on peut 
parler des poids de V par rapport à la sous-algèbre de Cartan canonique de 9, et 
de leurs multiplicités. 

Remarque 3. - Le lemme 1 (i) et la prop. 2 restent valables, avec la même 
démonstration, si g n'est pas supposée déployable. 

2. Plus grand poids d'un g-module simple de dimension finie 

THÉORÈME 1. - Pour qu'un g-module simple soit de dimension jinie, il faut et il su$ît 
qu'il admette un plus grand poids appartenant à P + + . 

Nous noterons V un g-module simple et X l'ensemble de ses poids. 
a) Supposons V de dimension finie. Alors X est fini non vide (prop. 1) donc 

admet un élément maximal w. Soit cc E B. Alors w + cc $ X, ce qui prouve que w 
est le plus grand poids de V ($ 6, no 2, lemme 2). D'autre part, il existe un 
homomorphisme de 4 2 ,  k) dans qui transforme H en Ha; d'après le $ 1, 
prop. 2 (i), w(H,) est un entier > O, donc w E P +  + . 

6 )  Supposons que V admette un plus grand poids w E P+ +. Soit a E B et 
soit e un élément primitif de poids w dans V. Posons e, = XL,e pour j 2 0, 

m 

m = w(H,) EN,  et N = x kei. D'après le $ 1, n02, prop. 1, on a X,em+, = 0. 
j = O  

m + l  S i p ~ B e t P  # a,ona[X,, X-,] = Od~ncX,e ,+~ = X,X?;'e = X-, XOe=O. 
Si e, + , # O, on conclut de là que em + , est primitif, ce qui est absurde ($ 6, prop. 3 
(i)) ; donc em+, = O. D'après le $ 1, no 2, cor. de la prop. 1, N est alors stable par 
la sous-algèbre 0, engendrée par Ha, X, et X-,. Or 0, est réductive dans g, donc 
la somme des sous-espaces de dimension finie de V qui sont stables pour 0, est 
un sous-9-module de V (1, $ 6, no 6, prop. 7) ; comme cette somme est non nulle, 
elle est égale à V. Il résulte de là que (X,), et (X-,), sont localement nilpotents. 
Compte tenu du lemme 1 (ii), X est stable par sa, et cela quel que soit a. Donc X 
est stable par W. Or  toute orbite de W dans P rencontre P +  + (VI, $ 1, no 10). 
D'autre part, si A E X n P+ +, on a A = w - 1 n,a = 2 nacc avec n, E N et 

~ E B  ~ E B  

na > O pour tout a E B (V, $3, no 5, lemme 6). Donc X n P+ + est fini par suite 
X est fini. Comme chaque poids est de multiplicité finie ($ 6, no 1, prop. 1 (ii)), V 
est de dimension finie. 
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COROLLAIRE 1 .  - Si A E ha et h 6 P+ +, le g-module E ( h )  (5 6, no 3) est de dimension 
infinie. 

COROLLAIRE 2. - Lorspe h parcourt P+ +, les g-nzodules E(h) constituent un ensemble 
de représentants des classes de g-modules simples de dimension finie. 

Les g-modules E ( h ) ,  o ù  h est u n  poids fondamental, s'appellent les g-modules 
fondamentaux; les représentations correspondantes s'appellent les représentations 
fondamentales de g ;  elles sont absolument irréductibles ($6, no 2, prop. 3 ( i v ) ) .  

Si V est u n  g-module de  dimension finie et si h E P+ +, la  composantc isotypi- 
que  de  type  E ( h )  de  V s'appelle la composante isotypique de plus grand poids h de V .  

Remarque 1 .  -Soient h E P+ +, p,  la  représentation de  g dans E p ) ,  s E Aut(g) ,  et o 
l'image canonique de s dans A u t ( R ,  B )  (3 5, no 3, cor. 1 d e  la prop. 5). Alors 
p ,  O s est équivalente à p,,; e n  e f fe t ,  si s E Auto($) ,  p ,  0 s et p,, sont équivalentes à 
ph (prop. 2 )  ; et, si s laisse stables et B,  p ,  0 s est simple de  plus grand poids oh. 

E n  particulier, les représentations fondamentales sont permutées entre elles 
par s, et cette permutation est l'identité si ct seulement si s E Aut,(g). 

PROPOSITION 3. - Soient V un g-module de dimensionJinie et X l'ensemble des poids de V .  
Soient h E E, E E R, 1 l'ensenzble des t E Z tels que h + tcc E X ,  p (resp. - q) le plus 
grand (resp. le plus petit) élément de 1. Soit 772, la multiplicité de A + t a  

( i )  O n a  1 = ( - q , p )  et q - p = h(H,). 
( i i )  Pour tout entier u E (O,  p + q), h + ( p  - u ) ~  et A + ( -  q + u)cc sont 

conjugués par s,, et m -, +, = nz, _ ,. 
(iii) Si t E Z et t < (p - q) 12, (X,),  applique injectivement V +ta dans Vh  + ( t  

( i v )  La fonction t t > m, est croissante dans ( - q, ( p  - q ) / 2 )  et décroissante dans 

( ( P  - d / 2 ,  Pl. 

Soit cc E B. Munissons V de  la structure de  4 2 ,  k)-module définie par les 
éléments X,, X-,, H, d e  g. T o u t  élément n o n  nul de  Vh+ est alors primitif. 
Par suite, ( h  + @cc) (Ha) 3 O e t  (X-,) 'VA+pCC # O pour 
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(5 1, no 2, prop. 2). Il en résulte que Vhit" # O pour p 2 t 2 p - (A(H,) + 2p), 
d'où p + q 2 h(H,) + 2p. Appliquant ce résultat à -a, on obtient 

Doncg - p  = A(H,) et A + t a ~ X p o u r p  2 t > -q,cequiprouve (i). 
On a s,(a) = -a, et s,(p) E p + ka pour tout p E Q*. Comme W laisse stable 

X (cor. 2 de la prop. 2), s, laisse stable {A - qa, h - qcc + a , .  . ., A + PX), et 
transforme A - qa + ua en A + pa - ua pour tout u E k. Compte tenu à nouveau 
du cor. 2 de la prop. 2, on voit que m-,+ = m, -, pour tout entier u E (O, p + q). 
Cela prouve (ii). 

D'après le 5 1, cor. de la prop. 2, (X,), 1 Vh+ta est injectif pour t < (P - q)/2. 
Or  (X,), applique Vh'ta dans Vh +', + . D onc mi+, 2 m, pour t < (p - q)/2. 
Changeant cc en -a,  on voit que m,,, < m, pour t > (p - q)/2. Cela prouve 
(iii) et (iv). 

C O R O L L A I R E ~ . - S ~ ~ E ~ ~ ~ ~ ( H , )  2 1,onaA - cr~%.SiA + a~%etA(H, )  = 

O,ona A ~ X e t h  - K E ~ .  

Cela résulte aussitôt de la prop. 3 (i). 

Ecrivons v = 2 c,.a, où c, E N pour tout a E B. Le corollaire est évident 
aeB 

pour 2 c, = O; supposons 2 c, > O et raisonnons par récurrence sur 2 c,. 
a E B  a s 8  a EB 

Soit (. 1 .) une forme bilinéaire symétrique positive non dégénérée W-invariante 
sur PR. On a (v 1 2 c,. a) > O, donc il existe un (3 E B tel que cl, 1 et (v 1 p) > 0, 

a e B  

d'où v (H,) 2 1. Comme p E P + + , on en déduit que (p + Y) (HB)  2 1. D'après le 
cor. 1, p + (v - p) E .Y, et il suffit d'appliquer l'hypothèse de récurrence. 

COROLLAIRE 3. - Soit u E V, primitqde poids o. Soit X l'ensemble des a E B tels que 
w (H,) = O. Le stabilisateur dans 9 de la droite liu est l'algèbre parabolique p, associée à Ç 

(5 3, no 4, remarque). 
Quitte à remplacer V par le sous-g-module engendré par v, on peut supposer 

V simple. Soit 5 ce stabilisatcur. On a (r i+) ,u  = O, ($)vu c kv. Soit a E B tel que 
w(H,)  = O. On a w + a $ 3 ,  donc w - a $ X (prop. 3 (i)) et par suite = 

O. Ce qui précède prouve que p, c 5. Si p, # 5, on a 5 = p,,, où Z' est une partie 
dc B contenant strictcment C. Soit p E Z' - C. Alors g - *  stabilise kv, donc annule 
v. Or, comme w(H,) > O, cela contredit la prop. 3 (iii). 

C.Q.F.D. 

Un sous-ensemble X de P est dit R-saturé s'il vérifie la condition suivante: 
pour tout A E 3 et tout a E R, on a h - ta E X quel que soit l'entier t compris 
entre O et h(H,). Comme s,(A) = h - A(H,)a, on voit qu'une partie R-saturée de 
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P est stable par W. Soit %Y c P. On dit qu'un élément h de ??Y est R-extrémal dans 
%Ysi,pourtout c c ~ R , o n a s o i t  h + cc$g,soit h - u$??Y. 

PROPOSITION 4. - Soient V un g-module de dimensionjnie, et d un entier 2 1. L'ensemble 
des poids de V de multiplicité d est R-saturé. 

Cela résulte aussitôt de la prop. 3. 

PROPOSITION 5. - Soient V un g-module simple de dimension $nie, w son plus grand 
poidr, X l'ensemble de ses poids. Choisissons sur PR une forme bilinéaire symétrique positive 
non dégénérée (. 1 .) invariante par W, et soit A H  11 hl/ = (h 1 la norme cor- 
respondante. 

(i) X est le plus petit sous-ensemble R-saturé de P contenant w. 

(ii) Les éléments R-extrémaux de X sont les transformés de w par W. 
(iii) Si p E X, on a Il pl1 Q II w 11. Si en outre p # o, alors I l  p + < I I  w + pl/. 

Si p n'est pas R-extrémal dans X, alors Il p I I  < 11 w 11. 
(iv) On a X = W. (X n P + +). Pour qu'un élément A de P + + appartienne à 

X n P+ +, il faut et il sufit que w - h E Q+. 
(i) Soit X' le plus petit sous-ensemble R-saturé de P contenant w. On a 

X' c X (prop. 4). Supposons 2" # 2"'. Soit A un élément maximal de X - 3'. 
Puisque h # w, il existe un cc E B tel que h + a E X. Introduisons p et q comme 
dans la prop. 3. Puisque h est maximal dans X - X', on a A + pu E X'. D'après 
la prop. 3 (ii), h - qa E X' puisque X' est stable par W. Donc A + ucc E X' pour 
u entier dans l'intervalle (- q, p). Cela contredit h 6 X' et prouve (i). 

(ii) Il est clair que w est un élément R-extrémal de X; ses transformés par 
W sont donc aussi R-extrémaux dans S. Soit h un élément R-extrémal de X et 
prouvons que h E W. w. Comme il existe ra, E W tel que wh E P+ + (VI, 5 1, 
no IO), on peut supposer h E P+ +. Soit a E B; introduisons p et q comme dans la 
prop. 3. Puisque h est R-extrémal, on a p = O ou q = O. Comme 

on ne peut avoir p > O. Donc p = O, de sorte que h = w. 
(iii) Soit p E X  n P + + .  Alors w + F E  P + +  et w - p~ Q+ (5 6, no 1, prop. 

l),  donc O < (w - p 1 w + p) = (W 1 a )  - (p 1 p); ainsi, (p 1 p) < (w 1 w), et 
cela s'étend à tout p E X en utilisant le groupe de Weyl. Si maintenant 
F E %  -(a), on a 

Or w - p = 2 n,cc avec des entiers nu > O non tous nuls, d'où (a - p 1 p) > O 
U E B  

puisque (p ] cc) > O pour tout a E B (VI, 5 1, no 10, prop. 29 (iii)). Si r*. n'est pas 
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R-extrémal dans X, il existe u E R tel que p + a E X et p - u tz 3 ;  alors 

et cette dernière borne supérieure est llwli d'après ce qui précède. 
(iv) On a X = W. (X n P+ +) d'après VI, 5 1, no 10. Si h E X, alors 

w - A E Q+ (5 6,  no 1, prop. 1). Si A G  P+ + et o - A E a+, alors A E X (cor. 2 
de la prop. 3). 

COROLLAIRE. - Soit X un sous-ensemblejni R-saturé de P. Il existe un g-module de 
dimensionJinie dont l'ensemble des poids est X. 

Comme X est stable par W, X est le plus petit ensemble R-saturé contenant 
X n P+ +. D'après la prop. 5 (i), X est l'ensemble des poids de @ E(A). 

h o ? ï n P + +  

Remarque 2. - Rappelons (VI, 5 1, no 6, cor. 3 de la prop. 17) qu'il existe un 
unique élément w, de W qui transforme B en - B; on a w: = 1, et - w, respecte 
la relation d'ordre dans P. Cela posé, soient V un g-module simple de dimension 
finie, w son plus grand poids. Alors w,(w) est le plus petit poids de V, et sa 
multiplicité est 1. 

3. Poids minuscules 

PROPOSITION 6. - Soient A E P, et X la plus petite partie R-saturée de P contenant A. 
Choisissons une norme / I  . (1 comme dans la prop. 5. Les conditions suivantes sont équi- 
valentes : 

(i) X = W.h; 
(ii) tous les éléments de .% ont même norme; 
(iii) pour tout u E R, on a h(H,) E {O, 1, - 1). 
Toute partie R-saturée non vide de P contient un élément A vérijîant les conditions 

précédentes. 
Introduisons la condition: 
(ii') pour tout u E R et tout entier t compris entre O et A(H,), on a 

(i) => (ii) (ii') : C'est évident. 
(ii') 3 (iii): Supposons la condition (ii') vérifiée. Soit  GR. On a 

llhll = Ilh - h(Ha)all, donc, pour t entier strictement compris entre O et h(H,), 
on a Il h - tu 11 < Il h 11 ; il n'y a donc pas de tels entiers, d'où 1 h(H,) 1 < 1. 

(iii) =- (i): Supposons la condition (iii) vérifiée. Soient w c W et u G R. 
On a (wh) (Hm) = A(H,-1,) E (O, 1, - 1); si t est un entier compris entre O et 
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(wh) (H,), wh - ta est donc égal soit à wh soit à s,(wh). Cela prouve que W. A 
est R-saturé, d'où X = W .  A. 

Soit une partie R-saturée non vide de P. Il existe dans ?/ un élément A de 
norme minimum. Il est clair que h vérifie la condition (ii'), d'où la dernière 
assertion de la proposition. 

PROPOSITION 7. - Soient V un g-module sin@ de dimension jnie, .F l'ensemble des 
poids de V, et A le plus grand élément de 3 (cf. prop. 5 (i)). Les conditions (i), (ii), 
(iii) de la prop. 6 sont équivalentes à: 

(iv) pour tout cc E R et tout x E g", on a (x , )~  = O. 
Si  ces conditions sont vériJiées, tous les poids de V sont de multiplicité 1. 
Si (i) est vérifiée, on a -F = W.h et tous les poids de V ont même multi- 

plicité que h (cor. 2 de la prop. 2), c'est-à-dire la multiplicité 1. De plus, si 
w ~ W e t c c ~ R , w ( A )  f tccnepeutêtreunpoidsdeVquesiltl < l ; s i x ~ g " , o n  
a donc 

d'où (x,)~ = O, ce qui prouve que (i) => (iv). 
Inversement, supposons (iv) vérifiée. Soit cc E R, et munissons V de la struc- 

ture de d(2, k)-module définie par les Cléments X,, X-,, H, de g. La condition 
(iv), appliquée à x = X,, entraîne que les poids du d(2, k)-module V appartien- 
nent à {O, 1, - 1) (cf. 5 1, fi' 2, cor. de la prop. 2). On a en particulier A(H,) E 

{O, 1, - l ) ,  d'oh (iv) (iii). 

PROPOSITION 8. - Supposons 4 simple. Notons cc,, . . ., cc, les éléments de B. Soient 
a,, . . ., ru, les poids fondamentaux correspondants. Soient H = n1HaI + . . . + n,H,, la 
plus grande racine de R v ,  et J l'ensemble des i E (1, . . . , 1) tels que n, = 1 .  Soit h E 

P + + - {O). Alors les conditions (i), (ii) , (iii) de la prop. 6 sont équivalentes ù chacune des 
conditions suivantes : 

(v) A(H) = 1; 
(vi) il existe i E J tel que A = ai. 

Les a,, pour i E J, forment un système de représentants dans P(R) des éléments non nuls 

de P(R)/Q(R). 
Soit A = u la l  + . . . + u,a,, où u,, . . . , u, sont des entiers 2 0 non tous nuls. 

On a A(H) = u,n, + . . . + u,n, et n, 2 1,. . . , n, 3 1, d'où aussitôt l'équivalence de 
(v) et (vi). D'autre part, h(H) = sup ),(Ha), et A(H) > O puisque A est un élément 

, E R +  

non nul de P+ +. Donc la condition (v) équivaut à la condition h(H,) E {O, 1) 
pour tout cc E R,, c'est-à-dire à la condition (iii) de la prop. 6. 

1,a dernière assertion de la proposition résulte de VI, 3 2, no 3, cor. de la 
prop. 6. 
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DÉFINITION 1. - On suppose g simple. On appelle poids minuscule de (g, b) un élément dc 
P + + - {O) qui vérifie les conditions équivalentes (i) , (ii) , (iii) , (iv) , (v) et (vi) des prop. 
6, 7 et 8. 

Remarque. - Supposons g simple. Soit ClV le graphe de Coxeter du groupe de 
Weyl affine W,(RV). Rappelons que les sommets de Clv sont les sommets du 
graphe de Coxeter C " de W (Rv  ) , et un sommet supplémentaire O. Le groupe 
A(Rv)  opère sur Z f V  en laissant O fixe. Le groupe Aut(LfV) est canoniquement 
isomorphe au produit semi-direct de A(Rv ) /W(Rv ) par un groupe I', (cf. V I ,  
5 2, no 3, et V I ,  8 4, no 3) ; on a évidemment (Aut Clv ) (O) = I',(O) ; or r,(O) sc 
compose de O et des sommets de Cv  correspondant aux a, pour i E J (cf'. V I ,  5 2, 
prop. 5 et remarque 1 du no 3) .  En résumé, les poids minuscules sont les poids fonda- 
mentaux correspondant aux sommets de Cv qui peuuent se déduire de O par action d'un 
élément de Aut (Clv). 

Avec les notations de V I ,  planches 1 à IX, on déduit de ce qui précède que les 
poids minuscules sont les suivants: 

Pour le t)pe -4, (1 >, 1) : a,, a,, . . . , a,. 
Pour le type BI ( 1  >, 2 )  : al. 
Pour le type Cl (1 2 2) : a,. 
Pour le h p e  Dl (1 2 3) : a,, a,- ,, a,. 
Pour le type E, : a,, a,. 
Pour le type E,: a,. 
Pour les types E,, F,, G,, il n'y a pas de poids minuscules. 

4. Produits  tensoriels  d e  g-modules 

Soient E,  F des g-modules. Quels que soient A, p. E b*, on a Eh @ FU c (E @ F ) h + w  
( V I I ,  5 1 ,  no 1, prop. 2 (ii)). Si E et F sont de dimension finie, alors E = 2 Eh et 

A E P  

F = x F w ;  par suite 
PEP 

( E  @ qV = 2 Eh @ FIL. 
h , ~ ~ ~ P , h + w = v  

En d'autres termes, muni de sa graduation de type P, E @ F est le produit 
tensoriel gradué des espaces vectoriels gradués E et F .  

PROPOSITION 9. - Soient E,  F des g-modules simples de dimensionjnie, ayant respective- 
ment pour plus grands poids h, p.. 

(i) La composante de plus grand poids A + p. dans E @ F est un sous-module simple, 
engendré par (E @ F )  + U  = Eh @ FU. 

(ii) Le plus grand poids de tout sous-module simple de E @ F est < A + p (cf. 5 9, 
prop. 2). 
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Si a, p E P et si EW @ F* # O, alors cc < A et p < y. Par suite, (E @ F)h+U 
est égal à Eh @Fu, donc de dimension 1, et A + y est le plus grand poids de 
E @ F. Tout élément non nul de Eh @ FI1 est primitif. D'après la prop. 4 du 5 6, 
no 2, la longueur de la composante isotypique de plus grand poids A + p dans 
E @ F e s t  1 .  

Remarque. - Reprenons les notations de la prop. 9. Soit C la composante isotypique 
de plus grand poids A + y dans E @ F. Alors C ne dépend que de E et F et non du 
choix de t )  et de la base B. Autrement dit, soient b' une sous-algèbre de Cartan 
déployante de g, R' le système de racines de ( g ,  t ) ' ) ,  B' une base de R'; soient A', y' 
les plus grands poids de E, F relativement à b' et B'; soit C' la composante isotypique 
de plus grand poids A' + y' dans E @ F;  alors C' = C. En effet, pour le prouver, on 
peut, par extension du corps de base, supposer k algébriquement clos. Il existe alors 
s E Aut,(g) qui transforme b en t)', R en R', B en Br. Soit S E SL(E @ F) avec les 
propriétés de la prop. 2 du no 1. Alors S((E @ F)h+v) = (E @ F)h'+"' et S(C) = C .  
Donc (E @ F)x+" c C' ri S(C) = C' n C, d'où Cf = C. Ainsi, à 2 classes de 
g-modules simples de dimension finie, on sait en associer canoniquement une troi- 
sième; autrement dit, nous avons défini sur l'ensemble Qg des classes de g-modules 
simples de dimension finie une loi de composition. Pour cette structure, B, est 
canoniqucment isomorphe au monoïde additif P+ +. 

COROLLAIRE 1. - Soit (a,), la ,famille des poids fondamentaux relativement à B. 
Soit A = 2 m,a, E P+ +. Pour tout a E B, soit E,  un g-module simple de plus grand 

~ E B  

poids a,. Dans le g-module @ (Bm= E,), la comjosante isot_ypique de plus grandpoids 
G E B  

A est de lonmeur 1 " 
Cela résulte de la prop. 9 par récurrence sur 2 m,. 

G E B  

COROLLAIRE 2. -Supposons que k soit R ou C ou un corps ultramétrique complet non 
discret. Soit G un groupe de Lie d'alg?bre de Lie 9. Supposons que, pour toute représentation 
fondamentale p de g ,  il existe une représentation linéaire analytique p' de G telle 
que p = L ( p f ) .  Alors, pour toute représentation linéaire x de 9 de dimension$nie, il existe 
une représentation linéaire analytique n' de G telle que x = L ( x l ) .  

Utilisons les notations du cor. 1. Il existe une représentation o de G dans 

x = (8 (Orn E,) telle que L(o) corresponde à la structure de 9-module de X 
E E B  

(III, 5 3, no 1 1 ,  cor. 3 de la prop. 41).  Soit C la composante isotypique de plus 
grand poids A dans X. Compte tenu de III,  3 3, no 11, prop. 40, il suffit de prouver 
que C est stable par o ( G ) .  Soient g E G et cp = Ad(g). On  a o(g)a,o(g)-l = 

(cp(a)), pour tout a E 9. D'autre part, cp est un automorphisme de g qui trans- 
forme r) en b', R en R' = R(g, b'), B en une base B' de R', a, en le plus grand 
poids aO, de E, relativement à 4' et Br (car transforme E, en un g-module 
isomorphe à E,). Donc cp transforme A en C m p &  D'après la remarque ci-dessus, on a 
.(g)(C) = C. 

PROPOSITION 10. - Soient A, p t P+ +. Soient E ,  F, G des ~-11zodu1e~ sin@lrs de plus 
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grands poids h, p, f i  p. Soit X (resp. X', X") l'ensemble des poids de E (resp. F, G). 
Alors X" = X + 3'. 

On a E = @ E", F = @ Fa, donc E @ F est somme directe des 
V E P  a e P  

D'après la prop. 9, G s'identifie à un sous-g-module de E @ F, d'où 57" c X + XI. 
On a GT = G n (E @ F)', et il s'agit de montrer que, pour v E .F et o E XI, on a 
G r\ (E @ F)v+u # O. Soit (el, . . ., en) (resp. (f,, . . . , f,)) une base de E (resp. F) 
formée d'éléments dont chacun appartient à un EV (resp. Fa), et telle que e, E Eh 
(resp. f, E Fu). Les ei @J; forment une base de E @ F. Supposons que le résultat 
à démontrer soit inexact. Il existe alors un couple (i, j) tel que tout élément de G 
ait sa coordonnée d'indice (i, j) nulle. Soient U l'algèbre enveloppante de 9, 

U' le dual de U, c le coproduit de U. Pour tout u E U, soit xi(.) (resp. y,(u)) la 
coordonnée d'indice i (resp. j )  de u(e,) (resp. u (  f,)) ; soit zij(u) la coordonnée 
d'indice (i, j) de u(e, @ f,). On a xi, y,, zii E U'. Or el engendre le g-module E, 
donc xi # O, et de même # O. Par définition du g-module E @ F (1, 5 3, 
no 2), si c(u) = 2 us @ ui, on a 

zij(u) = 2 xi(us) .y;(u;) = (c(u), xi @yj). 
S 

Autrement dit, zij est le produit de xi et y, dans l'algèbre U'. Or  cette algèbre est 
intègre (II, 5 1, no 5, prop. IO) ,  donc zij # O. Comme u(e, @ f,) E G pour tout 
u E U, cela est contradictoire. 

5. Dual d'un g-module 

Soient E, F des g-modules. Rappclons (1, 5 3, no 3) que Hom,(E, F) est muni 
canoniquement d'une structure de g-module. Soit rp un élément de poids A dans 
Homk(E, F). Si p E b*, on a rp(Eb) c Fh+u (VII, 5 1, no 1, prop. 2 (ii)). Si E et F 
sont de dimension finie, les éléments de poids h dans Hom,(E, F) sont donc les 
homomorphismes gradués de degré h au sens de A, II, p. 166. 

PROPOSITION 11. - Soit E un g-module de dimension jinie, et considérons le g-nmdule 
E* = Hom,(E, k). 

(i) Pour que A E P soit un poids de E*, il faut et il sui t  que - h soit un poids de E, 
et la multiplicité de h dans E* est égale à celle de - h dans E. 

(ii) Si E est simple et admet w pour plus grand poids, E* est simple et admet - w,(w) 

pour Plus grand poids (cf. no 2, remarque 2). 
Considérons k comme un g-module trivial dont les éléments sont de poids O. 

D'après ce qu'on a dit ci-dessus, les éléments de poids h dans E* sont les homo- 
morphismes de E dans k qui s'annulent sur Eu pour p # - A. Cela prouve (i). 
Si E est simple, E* est simple (1, 5 3, no 3), et la dernière assertion résulte de la 
remarque 2 du no 2. 
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Remarques. - 1) Soient E, E* comme dans la prop. 11, et 0 E Aut(g, 6 )  tel que 
~ ( a )  = - w0 avec les notations du 5 5, no 1 (5 5, no 2, prop. 2). Soient p, p' les 
représentations de g associées à E, E*. Alors p 0 o est une représentation simplc de 

qui admet - wo(w) comme plus grand poids, donc p 0 o est équivalente à p'. 
2) Supposons w, = - 1. Alors, pour tout g-module E de dimension finie, E 

est isomorphe à E*. Rappelons que, si est simple, on a w, = - 1 dans les cas 
suivants: g de type A,, B,(1 > 2), C,(l 3 2), D,(1 pair 4), E,, E,, F,, G, (VI, 
Planches). 

Lemme 2. -Soit ho = 2 H,. On a ho = 2 a,H,, où les a, sont des entiers 2 1. 
,En+ a t B  

Soient (b,),,,, (c),,, des familles de scalaires tels que b,c, = a, pour tout cc E B. Posons 
x = 2 b,X,, y = 2 c,X-,. IL existe un homomorphisme cp de ~ ( ( 2 ,  k) dans 9 tel que 

E E B  a s B  

cp(W = ho, d X + )  = x, cpv-1 = y -  
Le fait que les a, soient des entiers > 1 résulte de ce que (Ha),,, est une base 

du système de racines (I-I,),,, (cf. VI, 5 1, no 5, remarque 5). On a: 

pour tout ol E B (VI, $ 1, no 10, cor. de la prop. 29), donc 

D'autrc part, 

d'où l'existence de l'homomorphisme y. 

PROPOSITION 12. - Soient E un g-module simple de dimensionjnie, w son plus grand 
poids, 39 l'espace vectoriel des formes bilinéaires g-invariantes sur E. Soit m l'entier 

2 w(H,), de sorte que m/2 est la somme des coordonnées de w par rapport à B (VI, 3 1, 
a € R +  

no 10, cor. de la prop. 29). Soit w, l'élément de W tel que wo(B) = -B. 
(i) Si wo(w) # -w, on a 93 = 0. 
(ii) Supposons wo (w) = - w. Alors .%? est de dimension 1, et tout élément non nul de 

est non dégénéré. Si m est pair (resp. impair), tout élément de 37 est symétrique (resp. 
alterné). 

a) Soit @ E 3?. L'application cp de E dans E* définie par cp(x)(y) = @ ( x ,  y) 
pour x, y E E est un homomorpliisme de g-modules. Si @ # O, on a cp # O, donc 
<p est un isomorphisme d'après le lemme de Scliur, donc <D est non dégénéréc. 
Par suite, le g-module E est isomorphe au g-module E*, de sorte que w , ( o )  = - w. 
On a ainsi prouvé (i). 
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b) Supposons désormais w,(w) = - w. Alors E est isomorphe à E*. L'espace 
vectoriel 97 est isomorphe à Hom,(E, E*), donc à Hom,(& E) qui est de dimen- 
sion 1 (3 6, no 1, prop. 1 (iii)). Donc dim 39 = 1. Tout élément non nul @ de B 
est non dégénéré d'après a). Posons @,(x, y) = @(y, x) pour x, y E E. D'après ce 
qui précède, il existe A t k tel que @,(x, y) = AQ>(x, y) quels que soient x, y E E. 
Alors @(y, x) = h@(x, y) = A2@(y, x), d'où h2 = 1 et A = f 1. Ainsi, @ est 
symétrique ou alternée. 

c) D'après VII, $ 1, no 3, prop. 9 (v), Eh et Ew sont orthogonaux pour <D si 
A + p # O. Comme @ est non dégénérée, il en résulte que EW, E-O sont non 
orthogonaux pour @. 

d) II existe un homomorphisme cp dc d(2, k) sur une sous-algèbre de g qui 

transforme H en 2 Ha (lemme 2). Considérons E comme un ~ ( ( 2 ,  k)-module 
a E E +  

grâce à cet homomorphisme. Alors les éléments de Eh sont de poids A G+ 

Soit G la composante isotypique de type V(mj du d(2, k)-module E. D'après ce 
qui précède, G cst de longueur 1 et contient Eu, E - W. D'après c), la restriction de 
@ à G est non nulle. D'après le 3 1, rio 3, remarque 3, m est pair ou impair 
suivant que ccttc restriction est symétrique ou a1terni.e. Compte tenu de b), cela 
achève la démonstration. 

DÉFINITION 2. - Une représentation irréductible de dimensionjnie p de g dans E est dite 
orthogonale (resp. symplectique) s'il existe sur E une forme bilinéaire symétrique (resp. 
alternée) non dégénérée invariante par p. 

6. Anneau des représentations 

Soit a une algèbre de Lie de dimension finie. Soit 9, (resp. 6,) l'ensemble des 
classes de a-modules de dimension finie (rrsp. simples de dimension finie). Soit 
9 ( a )  le groupe commutatif librc Z'".'. Pour tout a-module E simple de dimen- 
sion finie, on note [El sa classe. Soit F un a-module de dimension finie; soit 

(Fn, F n - 1 , .  . ., Fo) 

une suite de Jordan-Holder de F;  l'élément 2 [F,/F,- ,] de g ( a j  ne dépend que 
1 = 1  

de E' ct non du choix de la suite de Jordan-Holder; on le notera [FI. Si 

O+F1+F+F"->O 

est une suite exacte de a-modules de dimension finie, on a [FI = [F'] + [F"]. 
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Soit F un a-module semi-simple de dimension finie; pour tout E E 6,, soit n, 
la longueur de la composante isotypique de type E de F;  alors [FI = 2 n,. E. 

E E G a  

Si F, F' sont des a-modules semi-simples de dimension finie, et si [FI = [F'], alors 
F et Fr sont isomorphes. 

Lemme 3. - Soient G un groupe commutatif noté additivement, et cp: 'a-t G une 
application; pour tout a-module F de dimensionjnie, on note encore, par abus de notation, 
y(F) l'image par <p de la classe de F. On suppose que, pour toute suite exacte 

de a-modules de dimension jnie, on a y(F) = cp(F1) + cp(Fn). Alors, il existe un homo- 
morphisme 0: @(a) + G et un seul tel que 0([F]) = cp(F) pour tout a-module F de 
dimension jnie. 

Il  existe un homomorphisme 8 et un seul de @(a) dans G tel que €)([El) = cp(E) 
pour tout a-module simple E de dimension finie. Soient F un a-module de dimen- 
sion finie, et (Fn, Fn- ,, . . . , F,) une suite de Jordan-Holder de F ;  si n > O, on a, 
par récurrence sur n, 

Si n = O, on a [FI = O donc €)([FI) = 0; d'autre part, en considérant la suite 
exacte O + O -+ O + O -+ O, on voit que cp (O) = 0. 

Exemple. - Prenons G = Z et q(F) = dim F. L'homomorphisme correspondant 
de @(a) dans Z est noté dim. Soit c la classe d'un a-module trivial de dimension 1, 
et soit (ii l'homomorphisme n i-t nc de Z dans @(a). Il  est immédiat que 

dim 0 (ii = Id,, 

de sorte que @(a) est somme directe de Ker dim et de Zc. 

Lemme 4. - I l  existe sur le groupe additif @(a) une multiplication distributiue par rapport 
à l'addition et une seule telle que [El [FI = [E @ F] quels que soient les a-modules de 
dimensionjnie E, F. On munit ainsi %(a) d'une structure d'anneau commutatif. La classe 
du a-module trivial de dimension 1 est élément unité de cet anneau. 

L'unicité est évidente. Il  existe sur g ( a )  = Z('J une multiplication commuta- 
tive et distributive par rapport à l'addition telle que [E][F] = [E @ FI pour 
E, F E 8,. Soient El, E, des a-modules de dimension finie, 1, et 1, leurs longueurs, 
et montrons que [El][E,] = [El @ E,] par récurrence sur 1, + 1,. C'est évident 
si 1, + Z, < 2. D'autre part, soit F1 un sous-module de El distinct de O et El. On a 

d'après l'hypothèse de récurrence. D'autre part, (El @ E,)/(Fl @ E,) est 
isomorphe à (El/Fl) @ E,. Donc 
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[ElI[E,I = ([ElIFlI + [FI]) . LE21 = [(ElIFJ c3 E2I + [Fl BE21 = [El @E,1, 
ce qui prouve notre assertion. O n  en déduit aussitôt que la multiplication définie 
plus haut est associative, d'où une structure d'anneau commutatif sur 9?(a). 
Enfin, il est clair que la classe du a-module trivial de dimension 1 est élément 
unité de cet anneau. 

Lemme 5. - Il existe un automorphisme inuolutzf X F+ X* de l'anneau 9 (a )  et un seul 
tel que, pour tout a-module E de dimension jnie, on ait [El* = [E*]. 

L'unicité est évidente. D'après le lemme 3, il existe un homomorphisme 
X H X* du groupe additif %(a) dans lui-même tel que [El* = [E*] pour tout 
a-module E de dimension finie. On a (X*)" = X, donc cet homomorphisme est 
involutif. C'est un automorphisme de l'anneau B(a )  parce que (E @ F)* est 
isomorphe à E* 3 F* quels que soient les a-modules de dimension finie E et F. 

C.Q.F.D. 

Soient U(a) l'algèbre enveloppante de a, U(a)* l'espace vectoriel dual de 
U(a). Rappelons (II, fj 1, no 5) que la structure de cogèbre de U(a) définit sur 
U(a)* une structure d'algèbre associative, commutative, et possédant un élément 
unité. Pour tout a-module E de dimension finie, l'application u H Tr(u,) de 
U(a) dans k est un élément r, de U(a)*. Si O -t E' -+ E -+ E" -+ O est une suite 
exacte de a-modules de dimension finie, alors r, = 7,. + T,,,. D'après le lemme 3, 
il existe donc un homomorphisme et un seul, qu'on note Tr, du groupe additif 
W (a) dans le groupe U(a)* tel que Tr[E] = TE pour tout a-module E de dimen- 
sion finie. Si k désigne le a-module trivial de dimension 1, on vérifie facilement que 
Tr[k] est l'élément unité de U(a)*. Enfin, soient E et F des a-modules de dimen- 
sion finie. Soient u E U(a) et c le coproduit de U(a). Par définition du U-module 
E @ F (1, 3 3, no 2), si c(u) = 2 ui @ u;, on a 

i 

Cela signifie que T ~ T ~  = rEmF. Ainsi, Tr :  %?(a) + U(a)* est un homomorphisme 
d'anneaux. 

Soient a, et a, des algèbres de Lie, f un homomorphisme de a, dans a,. Tout 
a,-module E de dimension finie définit grâce à f un a,-module, donc des éléments 
de W(a,) et W (a,) que nous notons provisoirement [El, et [El ,. D'après le lemmc 
3, il existe un homomorphisme et un seul, noté W ( f ) ,  du groupe %(a,) dans le 
groupe 9?(a,), tel que 9( f)[E], = [El, pour tout a,-module E de dimension 
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finie. De plus, 9 ( f )  est un homoinorphisme d'anneaux. Si U(f) est l'homomor- 
pllisme dc U(a,) dans U(a,) prolongeantf, alors le diagramme suivant cst com- 
mutatif 

On prendra pour a, dans ce qui suit, l'algèbre de Lie semi-simple déployablc 
g. L'anneau W(g) s'appelle l'anneau des représentations de g. Pour tout A E P+ +, on 
note [A] la classe du g-module simple E(h) de plus grand poids A. 

7. Caractères des g-modules 

Soient A un monoide commutatif noté additivement, et Z[A] = EA) I'algèhre 
du monoide A sur Z (A, III, p. 19). Noton5 (eh),,, la base canonique de Z[A]. 
Quels que soirnt A, p E A, on a e h + u  = eAeu. Si O cst l'dément neutre de A, alors 
e0 est l'élément unité de Z[A] ; il sera noté 1. 

Soit E un espace vectoriel gradué de type A sur un corps K, et soit (Eh),,, sa 
graduation. Si chaque Eh est de dimension finie, on appelle calactère de E et l'on 
note ch(E) l'élément (dim de ZA. Si E lui-même cst de dimension finie, on a 

(5) ch(E) = 2 (dim Eh)eh E Z[A]. 
A t a  

Soicnt E', E, E" des espaces vectoricls gradués de type A, tels que les Elh, Eh, 
E"' soient de dimension finie sur K, et O -> E' + E -t E" -> O une suite exacte 
d'homomorphismes gradués de degré 0. On a aussitût 

En particulier, si F,, F, sont des espaces vectoriels gradués de type A, tels que lcs 
F: et les ~ h ;  soient de dimension finic sur K, on a 

(7) ch(F, @ F,) = ch(F,) + ch(F,) 

Si FI et F, sont de dimension finie, on a aussi 

(8) ch (FI @ F,) = cli(FJ . di(F2). 

Exemple. - Supposons que A = N. Soit T une indéterminéc. Il existe un isomor- 
phisme e t  un seul de l'algèbre Z[Nl siir l'algèbre Z[T] qui, pour tout n E N, trans- 
forme en en Tn. Pour tout espace vectoriel gradué de typc N, de dimerision finic, 
l'image de ch(E) dans Z[T] est le polynôme de Poincaré de E (V, 5 5, no 1).  

Soit E un a-module tel que E = 2 Eh et que chaque Eh soit de dimension 
A t h *  

finie. On  sait quc est une graduation de l'espace vectoriel E. On réservera 



dans la suite la notation ch(E) au caractère dc E considéré comme espace 
vectoriel gradué de type b*. Le caractère ch(E) est donc un élément de Zb*. Si E 
est de dimension finie, on a ch(E) E Z[P]. D'après la formule (6) et le lemme 3 du 
nu 6 ,  il existe un homomorphisme du groupe W(g) dans Z[P], et un seul, qui, 
pour tout g-module E de dimension finie, transforme E en ch E; cet homo- 
morphisme sera encore noté ch. La relation ( 8 )  montre que ch est un homomor- 
phisme de l'anneau 9 ( g )  dans l'anneau Z[P]. 

Remarque. -Tout élémcnt de P définit un $-module simple de dimmîion 1, d'où un 
homomorphisme du gioupe Z[P] dans le groupe 9 ( b ) ,  qui rst un homomorphisme 
injectif d'anneau. On vkrifie aussitôt quc l'homomorphisme composé 

9 ( g )  -t Z[P] z .@(b) 
est l'homomorphisme dkfini par l'injection canonique dc b danî y (no 6). 

Le groupe de Weyl W opère par autoniorpliismes dans le groupe P, donc 
dans ZP. Pour tout h E P et tout rai E W, on a weh = ewh. Soit Z[PIW le sous-anneau 
de Z[P] formé des éléments invariants par W. 

Lemme 6.  - Si  h E P + +, on a ch[A] E Z[P] W. L'unique terme maximal de ch[?,] (VI, 
$ 3,  nu 2,  déf. 1) est eh. 

La première assertion résulte du no 1, cor. 2 de la prop. 2, et la deuxieme du 
5 6, no 1, prop. 1 (ii). 

THÉORÈME 2. - (i) Soit (a,),,B la famille des poids fondamentaux relatifs à B. Soit 
(T,),, , une famille d'indéterminées. L'applicalion f tt f ( ([m,]), ,,) de Z[(T,),,,] dans 
9 ( g )  est un isomorphisme d'anneaux. 

(ii) L'homomorphisme ch de W (g) dans Z[P] induit un isomoqhisme de l'anneau 9! (g) 

sur L'anneau ZIPIW. 
(iii) Soit E un g-module de dimension3nie. Si ch E = 2 m, ch[A], la campo- 

h € P , ,  - . ,  

sante isotypique de plus grand poids h de E a pour longueur m,. 
La famille + est une basedu Z-module g ( g ) ,  et la famille ( ~ h [ h ] ) , ~ ~ ~  + 

est une base du Z-module Z[PIW (lemme 6 ,  et VI, $ 3 ,  no 4, prop. 3 ) .  Cela prouve 
(ii) et (iii). L'assertion (i) résulte de (ii), du lemme 6 et de VI,  $ 3, no 4, th. 1. 

COROLLAIRE. - Soient E, E' des g-nzodules de dimensionjnie. Pour que E soit isomorphe à 
E', il faut et il su@ que ch E = ch E'. 

Cela résulte du th. 2 (ii) et du fait que E, E' sont semi-simples. 

$ 8. Invariants symétriques 

Dans ce @aragraphe, on désigne par (9, $) une algèbre de Lie semi-simple déployée, par R 
son système de racines, par W son groupe de Weyl, par P son groupe des poids. 
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1. Exponentielle d'une forme linéaire 

Soient V un espace vectoriel de dimension finie, S(V) son algèbre symétrique. 
La structure de cogèbre de S(V) définit sur S(V)* une structure d'algèbre 
associative et commutative (A, III, p. 143 à 145). L'espace vectoriel S(V)* 
s'identifie canoniquement à n Sm(V)*, et Sm(V)* s'identifie canoniquement à 

m 2 0  

l'espace des formes m-linéaires symétriques sur V. L'injection canonique de 
V* = S1(V)* dans S(V)* définit un homomorphisme injectif de l'algèbre S(V*) 
dans l'algèbre S(V)*, dont l'image est S(V)*gr = 2 Sm(V)* (A, III, p. 155, 

m 2 O  

prop. 8). On identifie les algèbres S(V*) et S(V)*gT par cet homomorphisme; on 
identifie aussi S(V*) à l'algèbre des fonctions polynomiales sur V (VII, App. 1, 
no 1). 

Les éléments (u,) E II Sm(V)* tels que uo = O forment un idéal J de S(V)* ; 
m Z O  

on munira S(V)* de la topologie J-adique (AC, III, 3 2, no 5), pour laquelle 
S(V)* est complet et S(V*) dense dans S(V)*. Si (e,'), ,,, , est une base de V*, et 
si Tl,. . ., T, sont des indéterminées, l'homomorphisme de k[T,, . . ., T,] dans 
S(V*) qui transforme Ti en e,' (1 < i < n) est un isomorphisme d'algèbres, et se 
prolonge en un isomorphisme continu de l'algèbre k[[T,, . . . , T,]] sur l'algèbre 
S(V)*. 

Pour tout A E V*, la famille An/n! est sommable dans S(V)*. Sa somme est 
appelée l'exponentielle de A et se note exp(A) (conformément à II, 6, no 1). Soient 
xl, . . . , x, E V;  on a 

1 
(exp A, x, .  . .x,) = 7 (An, xl. . .xn) = (A, xi) - - .<A, x,) 

n. 

d'après A, III, p. 153, formule (29). Il  en résulte aussitôt que exp(h) est l'unique 
homomorphisme de l'algèbre S(V) dans k qui prolonge A. 

O n  a exp(A + y) = exp(h) exp(p) quels que soient A, y E V* (II, 3 6, no 1, 
remarque). L'application exp : V* + S (V) * est donc un homomorphisme du groupe 
additif V* dans le groupe multiplicatif des éléments inuersibles de S (V) *. La famille 
(exp A),,,. est une famille libre dans l'espace vectoriel S(V)* (A, V, 3 7, no 3, 
th. 1). 

Lemme 1. - Soient II un sous-groupe de V* qui engendre l'espace vectoriel V*, et m un 
entier 2 O. Alors prm(exp n) engendre l'espace uectoriel Sm(V*). 

D'après A, 1, p. 95, prop. 2, le produit de m éléments de V* est combinaison 
k-linéairc d'éléments de la forme xm où x E n. Or xm = m! prm(exp x). 

C.Q.F.D. 

Tout automorphisme de V définit par transport de structure des automor- 
phismes des algèbres S(V) et S(V)* ; on en déduit des représentations linéaires de 
GL(V) dans S(V) et S (V) *. 



2. L'injection de k[P] dans S@)* 

L'application p e- expp de P dans S(b)* est un homomorphisme du groupe 
additif P dans S($)* muni de sa structure multiplicative (no 1). Par suite, il 
existe un homomorphisme iji et un seul de l'algèbre k[P] du monoïde P dans 
l'algèbre S (b) * tel que 

(on reprend les notations du 5 7, no 7). D'après le no 1, + est injectif. Par transport 
de structure, on a iji(w(eh)) = w(+(eh)) pour tout A E P et tout w E W. Par suite, 
si l'on note k[PIW (resp. S(b)*w) l'ensemble des éléments de k[P] (resp. S(b)*) 
invariants par W, on a +(k[PIW) c S(b)*W. 

PROPOSITION 1. -Soit Sm(t)*)w l'ensemble des éléments de Sm(b*) invariants par W. 
On a prm(+(k[Plw)) = Sm(b*)w. 

Il  est clair d'après ce qui précède que prm(iji(k[PIw)) c Tout 
élément de Sm(p*) est combinaison k-linéaire d'éléments de la forme 

où A E P (lemme 1). Donc tout élément de est combinaison linkaire 
d'élkments de la forme 

2 w((~rm O +)(eh)) = ( ~ r m  O +)( z w(eh)), 
W E W  w c w  

lesquels appartiennent à prm(+(k[P] w)). 

PROPOSITION 2. - Soit E un g-module de dimension jînie. Soit U(b) = S(b) l'algèbre 
enveloppante de b. Si u E U (4 ) '  on a 

Il suffit d'envisager le cas où u = h,. . .hm avec hl,. . ., hm E B. Pour tout 
A E P, soit dh = dim Eh. On a ch E = 2 d,eh, donc +(ch E) = 2 d,. exp(A) et 
par suite A A 

COROLLAIRE 1. - Soit U (g) l'algèbre enveloppante de g. Soit < : U (g) * + U (b) * = S (b) * 
l'homomorphisme transposé de l'injection canonique U(P) + U(g). Le diagramme suivant 
est commutatif 
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Cela ne fait que reformuler la prop. 2. 

COROLLAIRE 2. - Soit m un entier 3 O. Tout élément de Sm(t)*)w est combinaison 
linéaire de fonctionspolynomiales sur t )  de la forme x i - t  Tr(p(x)"), où p est une représenta- 
tion linéaire de dimensionjnie de g. 

D'après la prop. 1, on a S,(!I*)~ = (pr, 0 +)(k[PIW). Or  Z[PIW = ch%(g) 
(§ 7, no 7, th. 2 (ii)). D'après VI, 5 3, no 4, lemme 3, +(k[PIW) est donc le sous-k- 
espace vectoriel de S(P)* engendré par +(ch g ( 9 ) )  = <(Tr g ( g ) ) .  Par suite, 
Sm(t)*)W cst le sous-espace vectoriel de Sm(b*) engendré par (pr,, 0 < O Tr)(W(g)). 
Or, si p est une représentation linéaire de dimension finie de g, on a, pour tout 

X E O, 

3. Fonctions polynomiales invariantes 

Soit a une algèbre de Lie de dimension finie. Conformément aux conventions du 
no 1, nous identifions l'algèbre S(a*), l'algèbre S(a)*gr, et l'algèbre des fonctions 
polynomialcs sur a. Pour tout a E a, soit 8(a) la dérivation de S(a) telle que 
0(a)x = [a, x] pour tout x E a. On  sait (1, 5 3, no 2) que 8 est une représentation 
de a dans S(a). Soit O*(a) la restriction de -t8(a) à S(a*). Alors 0* est une 
représentation de a. Si f E Sn(a*), on â €)*(a) f E Sn(a*), et pour x,, . . . , xn E a, 

On  déduit facilement de (1) que O*(a) est une dérivation de S(a*). Un élément 
de S(a) (resp. S(a*)) qui est invariant pour la représentation 8 (resp. O*) de a 
s'appelle un élément invariant de S(a) (resp. S(a*)). 

Lemme 2. - Soient p une représentation linéaire de dimensionjnie de a, et m un entier >O.  
La fonction x 1-> T r  ( p (x) m, sur a est une fonction polynomiale invariante. 

Posons g(xl, . . . , x,) = T r  (p(x,) . . . p(x,)) pour x,, . . ., x, t a. Si x E a, on a 

Pour tout x E a, on a 0*(x)h = O et T r ( p ( ~ ) ~ )  = h(x, . . ., x), d'où le lemme. 



Lemme 3. - Soient E un g-module de dimensionfinie, et x E E. Pour que x soit un invariant 
du g-module E, il faut et il sufit que (exp  a,) .x = x pour tout élément nilpotent a de g.  

L a  condition est évidrmmcnt nécessaire. Supposons-la maintenant vérifiée. 
Soit a un élément nilpotent de 4. 11 existe un entier n tel que  a; = O. Quel  que  
soit t E k ,  o n  a 

d'où a,x = O. Or l'algèbre de Lie 4 est engendrée par ses éléments nilpotents 
( $ 4 ,  no 1, prop. 1). Donc x est invariant dans le  g-module E. 

C.Q.F.D. 

Pour tout  E G L ( g ) ,  soit S ( t )  l'automorphisme d e  S(g) qu i  prolonge <, e t  
S*(E,) la  restriction à S(g*) de  l'automorphisme contragrédient de  S(E,). Alors 
S et S* sont des représentations de  GL(g). Si a est un élément nilpotent de  g, 
0(a)  est localement nilpotent sur S(g) et S (exp  ad a )  = e x p  0(a) ,  donc 

( 2 )  S* (exp  ad a )  = e x p  O* (a) .  

PROPOSITION 3. - Soit f une fonction polynomiale sur g. Les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

( i )  f 0 s = f pour tout s E Aut,(g) ; 
( i i )  f 0 s = f pour tout s E Aut,,(g) ; 
(iii) f est invariante. 
L'équivalence d e  ( i )  et (iii) résulte de la formule ( 2 )  et d u  l emme  3. On e n  

déduit  que  (iii) implique (ii) par extension d u  corps d e  base. L'implication 
(ii) * (i) est évidente. 

On prendra garde que, si f vérifie les conditions de la prop. 3,fn'est pas en général 
invariante par Aut(g) (exerc. 1 et 2). 

T H É O R È M E  1 .  - Soit I(g*) l'algèbre des fonctions polynomiales invariantes sur g. Soit 
i :  S(g*) + S(b*) l'homomorphisme de restriction. 

( i)  L'application i 1 I(g*) est un isomo@hisme de l'algèbre I(g*) sur l'algèbre 
S(b*)W. 

( i i )  Pour tout entier n 2 O ,  soit In(g*) l'ensemble des éléments de I(g*) homogènes 
de degré n. Alors In(g*) est l'ensemble des combinaisons linéaires des fonctions de la forme 
x H T r ( p ( ~ ) ~ )  sur g, où p est une représentation linéaire de dimensionjnie de g.  

( i i i)  Soit 1 = rg(g). Il existe l éléments homogènes de I(g*), algé6riquement indé- 
pendants, qui engendrent l'algèbre 1 ( g * ) .  

a)  Soient f c I(g*) et ra, E W .  Il existe s E Aut,(g, t ) )  tel q u e  s 1 I) = tei ( 5  2, 
no 2, cor. d u  th. 2 ) .  C o m m e  f est invariante par s (prop. 3), i (f) est invariante 
par W. Donc i (I(g*))  c S(b*)W. 

b)  Soit f G I(g*) telle que  i (f) = O, et prouvons q u e  f = O. Par extension d u  
corps d e  basc, o n  peut supposer k algébriquement clos. D'après la prop. 3, f 
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s'annule sur s(@) pour tout s E Aut,(g). Par suite f s'annule sur toute sous-algèbre 
de Cartan de g (VII, $ 3, no 2, th. l ) ,  et en particulier sur l'ensemble des éléments 
réguliers de 9. Or  cet ensemble est dense dans g pour la topologie de Zariski 
(VI& 5 2, no 2). 

c) Soit n un entier 2 O. Soit Ln l'ensemble des combinaisons linéaires des 
fonctions de la forme x H T r ( p ( ~ ) ~ )  sur g, où p est une représentation linéaire de 
dimension finie de 9. D'après le lemme 2, on a Ln c In(g*). Donc 

D'après le cor. 2 de la prop. 2, Sn(@*)W c i(Ln). Donc i(In(g*)) = Sn(@*)W, ce 
qui achève de prouver (i), et i (Ln) = i (In(@)) d'où Ln = In(g*) d'après 6). On a 
ainsi prouvé (ii). 

d) L'assertion (iii) résulte de (i) et de V, $ 5,  no 3, th. 3. 

COROLLAIRE 1. - On suppose g simple. Soient m,, . . . , ml les exposants du groupe de 
Weyl de g. Il existe des éléments Pl, . . . , P, de I(g*), homogènes de degrés 

ml + 1' ..., ml + 1, 
qui sont algébriquement indépe'ndants et engendrent l'algèbre 1 (g*). 

Cela résulte du th. 2 (i), et de V, 5 6, no 2, prop. 3. 

COROLLAIRE 2. - Soient B une base de R, R+ (resp. R - )  l'ensemble des racines 
positives (resp. négatives) de (g, @) relativement à B, n + = 2 f ,  n  - = 2 gE, S(@) 

E E R +  U E R -  

l'algèbre symétrique de @, J l'idéal de S (g )  engendré par n + u n  -. 
(i) On a s(s) = S(@) OJ. 
(ii) Soit j l'homomorphisme de l'algèbre S(g) sur l'algèbre S($) d$ni par la décomposi- 

tion précédente de S(g) . Soit 1 (g) l'ensemble des éléments invariants de S (g) . Soit S (@) 
l'ensemble des éléments de S(@) invariants par l'action de W. Alors j 1 I(g) est un iso- 
morphisme de 1 (g) sur S(@) W. 

L'assertion (i) est évidente. La forme de Killing définit un isomorphisme de 
l'espace vectoriel g* sur l'espace vectoriel 9, qui se prolonge en un isomorphisme < 
du g-module S (g*) sur le a-module S(g). On a <(1 (g*)) = I(g). L'orthogonal de @ 
pour la forme de Killing est n +  + n- ($2, no 2, prop. 1). Si l'on identifie P* à 
l'orthogonal de n +  + n-  dans g*, on a S(@*) = $, donc E,(S(@*)) = S(@) et 
c(S(@*)w) = S(b)W. Enfin, S-I(J) est l'ensemble des fonctions polynomiales sur g 
qui sont nulles sur @. Cela prouve que F, transforme l'homomorphisme i du th. 1 
en l'homomorphisme j du cor. 2. L'assertion (ii) résulte alors du th. 1 (i). 

PROPOSITION 4. - Soient a une algèbre de Lie semi-simple, 1 son rang. Soit 1 (resp. If)  
l'ensemble des éléments de S(a*) (resp. S(a)) invariants pour la représentation déduite de la 
représentation adjointe de a. Soit Z le centre de l'algèbre enveloppante de a. 

(i) 1 et 1' sont des algèbres graduées de polynômes (V, 5 5, no 1) de degré de transcen- 
dance 1. 



(ii) Z est isomorphe à l'algèbre des polynômes en 1 indéterminées sur k. 
La filtration canonique de l'algèbre enveloppante de a induit une filtration 

sur Z. D'après 1, tj 2, th. 1 et p. 37, gr Z est isomorphe à 1'. Compte tenu de AC, 
III,  3 2, no 9, prop. 10, il en résulte que (i) 3 (ii). 

D'autre part, le th. 1 et son cor. 2 montrent que (i) est vrai lorsque a est 
déployée. Le cas général se ramène à celui-là grâce au lemme suivant: 

Lemme 4.l - Soient A = @ An une k-algèbre graduée, k' une extension de k, et 
n a 0  

A' = A 8, k'. On suppose que A' est une k'-algèbre graduée de polynômes. Alors A est 
une k-algèbre graduée de kolynômes. 

On a A ' O  = k', d'où A0 = k. Posons A+  = @ An et P = A+/A:. Alors P 
n a  1 

est un espace vectoriel gradué, et l'on peut trouver une application linéaire 
graduée de degré zéro f: P -t A+ dont la composée avec la projection canonique 
A+  + P est l'identité de P. Munissons S(P) de la structure graduée déduite de 
celle de P (A, III,  p. 76). L'homomorphisme de k-algèbres g :  S(P) + A  qui 
prolonge f (A, III,  p. 67) est un homomorphisme gradué de degré 0; une récur- 
rence immédiate sur le degré montre que g est surjectif. 

Lemme 5. - Pour que A soit une algèbre graduée de polynômes, i l  faut et il sufit que P 
soit de dimensionjinie, et que g soit bijectzx 

Si P est de dimension finie, S(P) est évidemment une algèbre graduée de 
polynômes, et il en est de même de A si g est bijectif. Réciproquement, supposons 
que A soit engendrée par des éléments homogènes algébriquement indépendants 
xl, . . ., x,, de degrés d,, . . ., dm. Soit .Fi l'image de xi dans P. O n  vérifie aussitôt 
que les Xi forment une base de P; comme 2, est de degré di, il en résulte que 
S(P) et A sont isomorphes; en particulier, on a dim S(P)n = dim An pour tout n. 
Comme g est surjectif, il est nécessairement bijectif. 

Le lemme 4 est maintenant immédiat. En effet, le lemme 5, appliqué à la 
k'-algèbre A', montre que g @ 1 : S(P) @ k' ;. A @ k' est bijectif, et il en est donc 
de même de g. 

PROPOSITION 5. - On conseme les notations de la prop. 4, et l'on note p l'idéal de S(a*) 
engendré par les éléments de 1 homogènes de degré 3 1. Soit x E a. Pour que x soit nil- 
potent, i l  faut et il su@ que f (x) = O pour tout f E 

Quitte à étendre le corps de base, on peut supposer que a = g est déployable. 
Supposoix alors x nilpotent. Pour toute représentation linéaire de dimension 
finie p de g, et tout entier n > 1, on a Tr(p(x)n) = 0, d'où f ( x )  = O pour tout 

Dans les lemmes 4, 5 et 6, k peut être un corps commutatif quelconque. 
On peut montrer (B. KOSTANT, Lie group representations on polynomial rings, Amer. 3. Math., t. 

LXXXV (1963), p. 327-404, th. 10 et 15) que v est un idéal premier de S(a*) et que S(a*)/p est 
intégralement clos. 





COROLLAIRE. - Le groupe Auto(a) est ouvert et fermé dans Aut(a) pour la topologie de 
Zariski. 

La prop. 6 montre que Auto(a) est fermS. Soit /1 une clôture algébrique de k. 
Le groupe Aut(n @ k)/Auto(a @ k) est fini (5 5, no 3, cor. 1 de la prop. 5) ; a 

fortiori, le groupe Aut(a)/Auto(a) est fini. Comme les classes de Aut(a) suivant 
Auto(a) sont fermées, on voit que Auto(a) est ouvert dans Aut(a). 

5. Centre de l'algèbre enveloppante 

Dans ce numéro, on choisit une base B de R. Soit R +  l'ensemble des racines 
positives relativement à B. Soient p = 2 cc, et 8 l'automorphisme de l'algèbre 

a e R +  

S(4) qui transforme tout x E b en x - p(x), donc la fonction polynomiale p sur b* 
en la fonction A i-t p(h - p). 

THÉORÈME 2. - Soient U l'algèbre enveloppante de 9, Z son centre, V c U l'algèbre 
enveloppante de b (ident$ée à S(b)), U0 le commutant de V dans U, cp l'homomorphisme de 
Harish-Chandra (5 6, no 4) de Uo sur V relatif à B. Soit S(3) l'ensemble des éléments de 
S(b) invariants pour l'action de W. Alors (8 0 cp) 1 Z est un isomo~phisrne de Z sur S(b)W, 
indépendant du choix de B. 

a) Soient P+ + l'ensemble des poids dominant? de R, w E W, h E P+ +, 
= wh. Alors Z(p - p) est isomorphe à un sous-module de Z ( h  - p) (5 6, no 3, 

cor. 2 de la prop. 6), et cp(u)(h - p) = cp(u) (p - p) pour tout u E Z (5 6, no 4, 
prop. 7). Ainsi, les fonctions polynomiales (8 0 cp) (u) et (8 0 rp) (u) 0 w sur b* 
coïncident sur P+ +. Or  P+ + est dense dans $* pour la topologie de Zariski: 
cela se voit en identifiant b* à kB grâce à la base formée par les po id~ fondamen- 
taux a,, et en appliquant la prop. 9 de A, IV, 3 2, no 3. On a donc 

(6 O cp)(u) = (6 O cp)(u) O w, 

ce qui prouve bien que (8 o cp) (Z) c S(b) W. 
b) Soit -q l'isomorphisme de I(g) sur S ( ~ J ) ~  défini au ri0 3, cor. 2 du th. 1. 

Considérons l'isomorphisme canonique du g-module U sur le 9-module S(g) (1, 
§ 2, no 8), et soit O sa restriction à Z. On a O(Z) = I(g). Soit z un élément de Z 
de filtration < f dans U. 
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Introduisons les notations du 3 6, no 4, et posons 

Soit v((qi), (mi), (Pi)) le monôme X y m l . .  .X4noInH,"'. . . H T 1 X 2 . .  . X z  calculé 
dans S(9). En notant S,(g) la somme des composants lmmogènes de degrés 
0, 1 , .  . ., d d e  S(g), on a 

c )  Montrons que 8 0 y:  Z -+ S(b) est bijectif. Les filtrations canoniques sur 
U et S(g) induisent des filtrations sur Z, I(g), S(3)W, et O ,  q sont compatibles avec 
ces filtrations, de sorte que gr(? 0 O) est un isomorphisme de l'espace vectoriel 
gr@) sur l'espace vectoriel gr(S(P) W). D'après (3), on a gr(cp) = gr(? 0 O), et il 
est clair que gr(8) est l'identité. Donc gr(8 0 rp) est bijectif, de sorte que 

est bijectif (AC, III,  3 2, no 8, cor. 1 et 2 du th. 1). 
d) Rcprenons les notations de a). Soient E un g-module simple de plus grand 

poids h, et x son caractère central (5 6, no 1, déf. 2). Soient rp' et 8' les homo- 
morphismes analogues à y et 8 relativement à la base w(B). Le plus grand poids 
de E relativement à w(B) est w(h). D'après le 3 6, no 4, prop. 7, on a, pour tout 
U E Z, 

rp(u)(A) = x ( 4  = cp'(~)("A)> 

donc, d'après a), 

Ainsi les fonctions polynomialcs (8 0 y) (u )  et (6' 0 y') (u) coincident sur w(P+ +) 
+ wp, dont sont égales. 

COROLLAIRE 1. - Pour tout h E b*, soit xh L'homomo~phisme z t-t (y(z)) (A) de Z 
dans k. 

(i) Si k ert rrlgébriquement clor, tout homomorphisme de Z dans k est de la forme X, 
pour un h E b*. 



(ii) Soient A, p. E 3*. On a X, = X, si et seulement si p. + p E W(A + p). 
Si k est algébriquement clos, tout homomorphisme de S(b)W dans k se prolonge 

en un Iiomomorphisme de S(b) dans k (AC, V, § 1 ,  no 9, prop. 22, et 5 2, no 1 ,  
cor. 4 du th. l ) ,  et tout homomorphisme de S(b) dans k est de la forme f H f (A) 
pour un A E b* (VII, App. 1, prop. 1). Si x est un homomorphisrne de Z dans k, 
il existe alors (th. 2) un E b* tel que, pour tout z E L, 

x k )  = ((8 O <p)(z))(d = (+))(p. - P )  

d'où (i). 
Soient A, p E O* et supposons que X, = x,. Alors, pour tout z E Z, 

autrement dit, les homomorphismes de S(b) dans k définis par h + p et p. + p 
coïncident sur S ( D ) ~ ;  l'assertion (ii) résulte alors de AC, V, 3 2, no 2, cor. du th. 2. 

COROLLAIRE 2. - Soient E, E' des g-modules similles de dimension jnie, et X, X' leurs 
caractères centraux. Si x = x', E et E' sont isomorphes. 

Soient A, A' les plus grands poids de E, E'. D'après le 5 6, no 4, prop. 7, on a 
X, = x = = x,,, donc il existe w E W tel que h' + p = w(A + p). Comme 
A + p et A' + p appartiennent à la chambre définie par B, on a w = 1. Donc 
A = A', d'où le corollaire. 

PROPOSITION 7. - Pour toute classe y de g-modules simples de dimension jnie, soit Uy 
la composante isotypique de type y du g-module U (pour la représentation adjointe de g dans 
U). Soit y. la classe du g-module trivial de dimension 1. Soil [U, U] le sous-espace 
vectoriel de U engendré par les crochets de deux éléments de U. 

(i) U est somnze directe des U,. 

(ii) On a Uyo = Z, et U, = [U, U]. 
v # v n  . ." 

(iii) Soit u t-t uh le projecteur de U sur Z d&nipar la décomposition U = Z @ [U, u]. 
S i u E U  et  EU, ona (uv)b = (vu)h. S i u E U  et Z E Z ,  ona ( u z ) ~  = U ~ Z .  

(iv) Soit cp l'homomorphisnze de Harish-Chandra. Soient A E P+ +, E un g-module 
simple de dimensionjnie de plus grand poids A. Pour tout u E U, on a 

1 
dim E TI(%) = (<p(~~l))  (A). 

Le g-module U est somme de sous-modules de dimension finie. Cela 
entraîne (i). 

I l  est clair que Uyo = Z. Soit U' un sous-espace vectoriel de U définissant 
une sous-représentation de classe y de la représentation adjointe. On a [g,U1] = U' 
ou [g, U'] = O. Si y # yo, on a donc [g, U'] = U', de sorte que 2 Uy c [U, U]. 

Y # Y ,  
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D'autre part, si u r U ct x,, . . . , x, r g, on a 

[xl. . .Y,, U] = (xl. . .X,U - x2. . .XnUX1) + (x2. . .X,,UX, - x3. . .xnux1x2) 

+ . . . + (xnuxl. . - UX1. . 2,) E [g, U]. 

Donc [U, U] 
[s, 

U,] = [8, Z u,] ,x U,. Or1 a donc prouve (ii). 
YZY0 #Y0 

Dans ces conditions, (iii) résulte de 1, § 6, no 9, lemme 5. 
Enfin, soient E, A comme dans (iv) . On a 

5 9. La formule de Hermann Weyl 

Dans ce paragraphe, on reprend les notations générales du 8 6 et du fj 7. 

1. Caractères des g-modules de dimension finie 

Soit (eh),,,* la base canonique de l'anneau Z[Q*l. Munissons l'espace Z9* de 
toutes les applications de Q* dans Z de la topologie produit des topologies dis- 
crètes sur les facteurs. Si y E Z'*, la famille (cp(v)eV),,,, est sommable, et 

Soit Z(P) l'ensemble des y E Zh* dont le support est contenu dans une réunion 
finie d'ensembles de la forme v - P,, où v E Q*. On a Z[P] c Z(P) c Zw. On 
définit dans Z(P) une structure d'anneau prvlongeant celle de Z[P] en posant, 
pour y, + E Z(P) et v E Q*, 

(la famille (y(y)+(v - p))wGb. est à support fini, à cause de la condition vérifiée 

par les supports de y et +). Si y = 2 xveV et + = 1 yveV, alors y+ = 2 ~ , y , e ~ + ~ .  
v v v,w 

Soit v E b*. On appelle partition de v en racilzes positives une famille (nu),,,+, 

où les n, sont des entiers 3 0 tels que v = 2 n,m. On notera '$(v) le nombre de 
atR+ 

partitions de v en racines positives. On  a 
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Dans ce paragraphe, on notera K l'élément suivant de Z(P). 

Rappelons par ailleurs (VI, 5 3, 11" 3, prop. 2 )  que 

d = n (ewz _- e - a i z )  = 2 E (w) elL'" 
= E R +  W E W  

est un élément anti-invariant de Z[P]. 

Lemme 1. -Dans l'anneau Z(P), on a K . II (1 - e-") = Keëpd = 1 .  
a t R ,  

En effet, 

donc 

Lemme 2. - Soit A E $*. Le module Z(A) (S 6,  no 3) admet un caractère ch Z(A) qui est 
un élément de Z(P), et l'on a d.ch Z(A) = e h + p .  

Soient cc,, . . ., cc, les éléments, deux à deux distincts, de R,. Les X?',IX?&. . . 
X?,,* @ 1 forment une base de Z(A) (3 6, prop. 6 (iii)). Pour h t b,  on a 

La dimension de Z(A) h - U  est donc (P(p). Cela prouve que ch Z(A) est dCiini, 
est un élément de Z(P), et que 

ch Z(A) = 2 y ( ~ ) e ~ - ~  = Keh. 
L I  

Il suffit alors d'appliquer le lemme 1. 

Lemme 3. -Soit M un g-module admettant un caractère ch(M) dont le support est 
contenu dans une réunion ,finie d'ensembles p - P +.  Soient U l'algèbre enveloppante de 9, 

Z le centre de U ,  ho E $*, xh, I'homomorphisme correspondant de Z dans k (3 8,  cor. 1 du 
th. 2). On suppose que, pour tout z E Z, z, est l'homothétie de rapport x,o(z). Soit DM 
l'ensemble des A E W(A, + p) - p tels que h + Q+ rencontre Supp(c11 M ) .  Alors 
ch(M) est combinaison Z-linéaire des ch Z(h) pour h E DM. 

Si Supp(ch M) est vide, le lemme est évident. Supposons Supp(c1i M) # 0. 
Soit A un élément maximal de ce support, et posons dim Mh = m. Il existe un 
g-homomorphisme cp de (Z(A))" dans M qui applique bijectivement (Z(A)h)m sur 
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Mh (5 6, no 3, prop. 6 (i)). Le caractère central de Z(A) est donc x,,, d'où 
A E W(Ao + p) - p (5 8, no 5, cor. 1 du th. 2). Cela prouve que DM # 0, et 
permet de raisonner par récurrence sur Card DM. Soient L, N le noyau et le 
conoyau de cp. On a donc une suite exacte de g-homomorphismes: 

O + L +  ( Z ( h ) ) m + - M + N + O  
d'où 

ch(M) = - ch(L) + m ch Z(A) + ch(N) 

(5 7, no 7, formule (6)). Les ensembles Supp(ch L) et Supp(ch N) sont contenus 
dans une réunion finie d'ensembles p - P+. Pour z E Z, z, et z, sont des 
homothéties de rapport xho(z). O n  a évidemment D, c DM. D'autre part, 
( A  + Q+) n Supp(ch Ni) = (A}, et A 6 Supp(ch N), donc A $ D, et 

Card D, < Card DM. 

D'autre part, L est un sous-module de (Z(A))m; si A' E DL, A' + Q+ rencontre 
Supp(ch L) c Supp ch Z(h), donc A E A' + Q+ (5 6, no 1, prop. 1 (ii)) ; il en 
résulte que DL c DM. Comme L n (Z (A) h)m = 0, on a h $ DL, donc 

Card DL < Card DM. 

Il  suffit alors d'appliquer l'hypothèse de récurrence. 

THÉORÈME 1 (formule des caractères de H. Weyl). - Soient M un g-module simple de 
dimension $nie, A son plus grand poids. On a 

Avec les notations du lemme 3, le caractère central de M est xh (3 6, no 4, 
prop. 7). Donc, d'après les lemmes 2 et 3, d.ch M est combinaison Z-linéaire des 
eW+O tels que 

t*. + P EW(A + PI. 
D'autre part, d'après le 3 7, no 7, lemme 7, d . ch M est anti-invariant, et son 
unique terme maximal est eh+", d'où le théorème. 

Exemple. - Prenons g = 4 2 ,  k), P = kH. Soit a la racine de (9, P) telle que 
a(H) = 2. Le 9-module V(m) admet (m/2)a comme plus grand poids. Donc 

ce qui résulte d'ailleurs facilement du 5 1, no 2, prop. 2. 
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2. Dimension des g-modales simples 

Si p E p*, on pose J(ep) = 2 €(w)eWu, cf. VI, 5 3, no 3. 
W E W  

THÉORÈME 2. - Soient E un g-module simple de dimensionjnie, A son plus grand poids et 
( . 1 . ) une forme bilinéaire symétrique positive non dégénérée W-invariante sur b*. On a : 

dim E = n <A + h Ha) = r I ( l  + -). 
a E R +  <~7Ha> a E R  

Soit T une indéterminée. Pour tout v E P, on note fv l'homomorphisme de 
Z[P] dans R[[T]] qui applique eu sur e(VIw)T quel que soit p E P. Alors dim E est 
le terme constant de la série f,(ch E). 

Quels que soient p, v E P, on a 

J,(J(es)) = 2 ~ ( w ) e ( ~ I ~ ~ ) ~  
W E W  

= 2 E ( W ) e ( ~ - l v I ~ ) ~  = 

W E W  
fv(J(ev)). 

En particulier, compte tenu de VI, $ 3 ,  no 3, formule (3), on a 

Donc, en posant Card(R+) = N, 

L'égalité J(eh+" = ch(E) . J(eP) (th. 1) entraîne alors 

TN n (A + p 1 a) -&(ch E) . TN n (p 1 a) (mod TN+lR[[T]]) 
U E R +  U E R +  

d'où 

Or, si a E R +, a s'identifie à un élément de bR proportionnel à Ha, donc 

Exemples. - 1) Reprenons l'exemple du no 1. On trouve 

dimV(m) = . a + - ( H )  -(Hm) = rn + 1, ( 2) a / ?  

ce qu'on savait depuis le $ 1. 
2) Prenons pour g l'algèbre de Lie simple déployable de type G, et adoptons 
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les notations de VI, planche IX. Munissons bR de la forme symétrique positive 
W-invariante ( . 1 .) telle que (cc, 1 a,) = 1. Alors on a p = a, + a, et 

Donc, si n,, n, sont des entiers 3 O, la dimension de la représentation simple de 
plus grand poids n l a l  + n2a, est: 

- - (1  + n,) (1 + n,) (2 + n, + 72,) (3 + n, + 272,) (4 + n, + 3%) (5 + 2n, + 3%). 
5! 

En particulier, la représentation fondamentale de plus grand poids a, (rcsp. a,) 

a pour dimension 7 (resp. 14). 

3. Multiplicité des poids des g-modules simples 

PROPOSITION 1. - Soit u) t P +  +. Quel que soit A E P,  la multiplicité de A dans 
E(w) est 

nzh = 1 E(w)?~(w(w + P) - (A + P I ) .  
W E W  

D'après lc th. 1 et le lemme 1, on a 

COROLL,AIRE. - On a, si h est un poids de E(w) distinct de w, 
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Appliquons la prop. 1 avec w = O. Si y G P - {O), on obtient 

La prop. 1 donne alors 

car w(w + p) # A + p pour tout lei E W (3 7, prop. 5 (iii)). Donc 

4. Décomposition du produit tensoriel de deux g-modules simples 

PROPOSITION 2. - Soient A, p E P+ + . Dans ,%(g), on a 

auec 

Soient E, F des 8-modules simples de dimension finje de plus grands poids 
A, p. Soit 1, la longueur de la composante isotypique de plus grand poids v dans 
E @ F. 11 s'agit de montrer quc 

Posons c, = cli(E) = 2 muea, c, = cli(F), d = J(e0) où J est défini comme au 
U E P  

no 2. O n  a 

d'où, après multiplication par d et utilisation du th. 1, 

Or, si E P +  +, + p appartient à la chambre définie par E (VI, 3 1, no 10); 
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pour tout w E W distinct de 1, on a donc w ( t  + p) 6 P+ +. Le coefficient de 
dans 2 leJ(eS+P) est par suite égal à 1,. Compte tenu de (3), on obtient 

S E P +  + 

soit, d'après la prop. 1 

ce qui prouve (2). 

Exemple. - Reprenons l'exemple du no 1. Soient A = (n/2)a,  p. = ( p /2 )a ,  
v = (q /2)a  avec n > p. On a 

Cela est nul si n + p + q n'est pas divisible par 2, ou si q 2 n + p. Si 

q = n + p - 2 7  
avec r entier 2 O, on a 

donc m(A, p, v )  = 1 si r < p et m(A, p., V )  = O si r > p. En  définitive, le g-module 
V ( n )  @ V(p)  est isomorphe à 

V ( n  + p )  O V ( n  + p  - 2 )  O V ( n  + p  - 4) 0 . - . @ V ( n  - p )  
(formule de Clebsch-Gordan). 

5 10. Sous-algèbres maximales des algèbres de Lie semi-simples 

THÉORÈME 1. - Soient V un espace vectoriel de dimension finie, 9 une sous-algèbre de 
Lie réductive dans g[(V), q une sous-algèbre de Lie deg et 0 la forme bilinéaire ( x ,  y )  1-> 



Tr(xy) sur g x g. On suppose que l'orthogonal n de 9 par rapport à @ est une sous-dgèbre 
de Lie de g composée d'endomorphismes nilpotents de V. Alors, q est une sous-algèbre 
parabolique de 9. 

a) q est le normalisateur de n dans g: soit p ce normalisatetir. Soient x E q et 
y E n;  pour tout z E q, on a [z, X ]  E q, d'où 

autrement dit, on a [x,  y] E n. On a donc q c p. Comme n est un idéal de p 

composé d'endomorphismes nilpotents de V, p est orthogonal à n par rapport à 
@ (1, 5 4, no 3, prop. 4, d)). Comme @ est non dégénérée1, on a donc p c q, d'où 
notre assertion. 

6) Il existe une sous-algèbre de Lie m réductive dans gl(V) telle que q soit produit semi- 
direct de m et n: soit nv(q) le plus grand idéal de q formé d'endomorphismes nil- 
potents de V. Alors nv(q) contient n, et il est orthogonal à q (loc. cit.) ; on a donc 
n = nv(q). De plus, g est réductive dans gl(V) par hypothèse, donc scindable 
(VII, 3 5, no 1, prop. 2) ; comme q est l'intersection de g avec le normalisateur de n 
dans s[(V), c'est une algèbre de Lie scindable (loc. cit., cor. 1 de la prop. 3). 
Notre assertion résulte alors de la prop. 7 de VII, 5 5, no 3. 

On choisit une sous-algèbre de Cartan t )  de m; on note 9, le commutant de t)  

dans g, et l'on pose q, = q n g,, n, = n n g,. 

c) Les algèbres de Lie gl, q, et n, satisfont aux mêmes hypothèses que g, q et n : comme 
m est réductive dans gl(V), f )  est commutative et se compose d'endomorphismes 
semi-simples de V (VII, fj 2, no 4, cor. 3 du th. 2). Alors g, = gO(t)) est réductive 
dans g (VII, 3 1, no 3, prop. 1 l),  donc aussi dans gl(V) (1, 5 6, no 6, cor. 2 de la 
prop. 7). Il  est clair que n, se compose d'endomorphismes nilpotents de V. 
Comme t)  est une sous-algèbre de q, réductive dans gl(V), la représentation 
adjointe de f )  dans q est semi-simple; par construction, q, est l'ensemble des 
invariants de ad,(t)), d'où q = q, + [t), q] (1, 5 3, no 5, prop. 6). Comme on a 

un élément de g, est orthogonal à q, si et seulement s'il est orthogonal à q; par 
suite, n, = g, n n est l'orthogonal de q, dans 4,. 

d) La sous-algèbre de Cartan f )  de m est une sous-algèbre de Cartan de 9: On a 9 = 

m @ n et t)  = m n g,, d'où immédiatement q, = f )  @ n,. De plus, on a [t) ,  n,] = 

O, 4 est commutative et n, est nilpotente, donc l'algèbre de Lie q, est nilpotente. 
D'après a) et c), q, est le normalisateur de n, dans g,; a fortiori, q, est égal à son 
normalisateur dans g,, donc c'est une sous-algèbre de Cartan de 9,. Comme 9, est 
réductive dans gl(V), il résulte du cor. 3 du th. 2 de VII, 5 2, no 4, que q, se 

' Soit 3 l'orthogonal de g pour @;c'est un idéalde g contenu dans n, donc tout élément de 3 est 
nilpotent. La représentation identique de g est semi-simple (1, @, cor 1 de la prop. 7). Donc z = 0 
(1, 5 4, no 3, lemme 2). 
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compose d'endomorphismes scmi-simplcs dc V; comme n, se compose d'endo- 
morphismes nilpotents de V, on a donc n, = O. Par suite, $ = q1 est une sous- 
algèbre dc Cartan de g,, ct comme g, normalise $, on a b = O,. On a donc prouvé 
que tout élément de $ cst un élémcnt semi-simplc dc 4, ct quc Ic commutant dc 
$ dans est égal à $; on en déduit $ = go($), donc $ est une sous-algèbre de 
Cartan de g. 

e) q est une sous-algèbre parabolique de 9: d'après ce qui précède, $ est une sous- 
algèbre de Cartan de g, n se compose d'éléments nilpotents dans g, et l'on a 
[$, n] c n. Soit ,k une clôture algébrique de k; par définition, q est parabolique 
dans g si et seulement si k 8, q cst une sous-alghbre parabolique de k @,g. 
Les propriétés énoncées ci-dessus étant conservécs par extension des scalaires, 
on peut se limiter pour la démonstration au cas où $ est dbployante. Soit R le 
système de racines de (g, 6) ; d'après la proposition 2, (v) du 5 3, no 1, il existe une 
partie P de R telle que P n ( - P) = 0 et n = 2 ga. Soit P' l'ensemble des ra- 

U t P  

cines a telles que - a $ P; on a P' u ( - P') = R, et l'orthogonal q de II  dans est 
égal à b + 2 ga. On a prouvé 9 est parabolique. 

EEP' 

C.Q.F.D 

Lemme 1. - Soient g une algèbre de Lie serni-simple, V tcn esfiace vectoriel de dimension 
Jinie, p une représentation linéaire de 9 dans V, D un sous-estace vectoriel de V, $ une sous- 
algèbre de Cartan de 9, 5 (resp. 5') l'ensemble des x E b tels que p(x)D c D (resp. 
p(x) D = O), @ la forme bilinéaire sur g associée1 à p. 

(i) Si b est déployanle, ler sous-espaces vectoriels 5 et 5' de $ sont rationnels sur Q. 
(ii) Si p est injective, la restriction de @ à 5 (resp. 5') est non dégrnér6e. 
Supposons que la sous-algèbre de Cartan $ soit déployante. Soit d la dimension 

de D; posons W = Ad(V) et o = Ad(p) ; on note aussi (el, . . . , e,) une base 
de D et e = el A . . . A e, un d-vccteur décomposable associé à D. Soit P l'en- 
semble des poids de o par rapport à $; on note WW le sons-espace de W associé au 
poids p, et l'on pose e = 1 eu (avec eu E Ww pour tout 11. E P) ; cnfin, soit Pr 

UEP 

l'ensemble des poids p tels que eu # O et soit P" l'ensemble des différences 
d'éléments de P'. Soit x dans $; pour que x appartienne à 5, il &ut et il suffit qu'il 
existe c dans k tel que p(x) . e = c. e (VII, 3 5, no 4, lemme 2, (i)). Comme on a 
p(x) . ew = p(x) .eu, on voit que x E 5 équivaut à la relation << p(x) = O pour 
tout p E P" ». Or, la Q-structure de $ est le sous-Q-espace vectoriel b, de $ 
engendré par les coracines Hu et tout p dans P" prend des valeurs rationnelles sur 
PR; il en résulte (A, II, p. 122, prop. 5) que 5 est un sous-espace de $ rationnel sur 

Q . 
Pour tout poids p E P, soit p, le projecteur sur VW associé à la décomposition 

1 
Autrement dit, on a @(x,y )  = Tr(p(x)p(y)) pour x, y dans 0. 



V = @ Vp; notons Pl i'cnsemble des p E P tels que p,(D) f- O. Il est immédiat 
u € P  

que e' est l'intersection des noyaux (dans 6) drs éléments de P,; il en résulte, 
comme pour s, que s' est un sous-espace de $ rationnel sur Q. Ceci prouve (i). 

Par extension des scalaires, il suffit de prouver (ii) lorsque k est algébriquement 
clos, donc lorsque $ est déployante. Soit in un sous-espace vectoriel de $ rationnel 
sur Q; pour tout x non nul dans m, = m n $,, on a @(x, x) > O d'après le cor. 
de la prop. 1 du 5 7, no 1. La restriction de @ à m, est donc non dégénérée, et 
il en donc de même de la restriction de @ à m puisque m est canoniquement 
isomorphe à k @, m,. 

DÉFINITION 1. - Soit q une sous-algèbre de Lie de l'algèbre de Lie semi-simple 4. On dit 
que (5 est scindable dans g si, pour tout x E q, les comfiosantes semi-simple et nilpotente de x 
dans g appartiennent à q. On note n,(q) l'ensemble des éléments x du radical de q tels que 
ad,x soit nilpotent. 

Soit p une représentation injective de 9 dans un cspace vectoriel V de dimen- 
sion finie. On sait (1, 3 6,  no 3, th. 3) qu'un élément x de 9 est semi-simple (resp. 
nilpotent) si et seulement si l'endomorphisme p(x) de V est semi-simple (resp. 
nilpotent). Il en résulte immédiatement que l'algèbre q est scindable dans 9 si et 
seulement si p(q) est une sous-algèbre scindable de gi(V) au sens de la définition 1 
de VII, 5 5, no 1. Avec les notations de VII, 5 5, no 3, on a aussi 

THÉORÈME 2. - Soient g une algèbre de Lie semi-simple, n une sous-algèbre de g formée 
d'éléments nilpotents, q le normalisateur de n dans g. Supposons que n soit l'ensemble des 
éléments nilpotents du radical de q. Alors q est parabolique. 

Notons d'abord que q est scindable (VII, 5, no 1, cor. 1 de la prop. 3). 
D'après le th. 1, il sufit de prouver que q est l'orthogonal no de n par rapport 
à la forme de Killing @ de 9. On sait que (1 c no (1, 3 4, no 3, prop. 4 d)). D'après 
VII,  $ 5, no 3, prop. 7, il existe une sous-algèbre m de q, réductive dans 9, telle 
que q soit produit semi-direct de m et de n. Montrons que la restriction de @ à m 
est non dégénérée. Soit c le centre de in. On  a @([tn, ml, c) = O d'après 1, 5 5, 
no 5, prop. 5, et la restriction de <I> à [m, ml est non dégénérée d'après 1, 5 6, 
no 1, prop. 1. Il reste à voir que la restriction de @ à c est non dégénérée. Soit i 
une sous-algèbre de Cartan dr  [m, ml ; alors D @ c est commutative et réductive 
dans 9. Soit b une sous-algèbre de Cartan de g contenant i @ c (VII, $ 2, no 3, 
prop. 10). Alors 1) n q est une sous-algèbre commutative de q contenant f @ c, 
et ad, x est semi-simple pour tout x E b n q; donc $ n q est contenu dans une 
sous-algèbre de Cartan b' de q (VII, $ 2 ,  no 3, prop. 10) ; soit f la projection de q 
sur m de noyau n; alors f ($') est une sous-algèbre de Cartan de m (VII, 3 2, no 1, 
cor. 2 de la prop. 4) contenant t @ c, et par suite égale à t @ c; cela prouve que 
f (6 n q) = i @ c, et comme tout élément de $ est semi-simple dans 9, on a 
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$ n q = t @ c. Ainsi, 

c = {x E b 1 [x, n] c II et [x, [m, ni]] = 0). 

D'après le lemme 1, la restriction de @ à c est non dégénérée. 
Soit qO l'orthogonal de q dans relativement à @. Ce qui précède prouve que 

q n q0 = n. Supposons q # no donc q0 # n (et qO 2 n). Comme ad, n laisse 
stable q, ad, n laisse stable qo; le théorème dYEngel prouve qu'il existe x E q0 tel 
que x + n et [x, n] c n. Mais alors x E q0 n q = n, ce qui est contradictoire. On a 
donc q = no. 

COROLLAIRE 1. - Soit q un élément maximal de l'ensemble des sous-algèbres de g distinctes 
de 9. Alors q est parabolique ou réductive dans 9. 

On peut supposer que 9 est une sous-algèbre de Lie de gi(V) pour un certain 
espace vectoriel V de dimension finie. Soit e(q) c g l'enveloppe scindable de q. 

Si e(q) = g, q est un idéal de g (VII, 3 5, no 2, prop. 4), donc est semi-simple, et 
par suite q est réductive dans g. Supposons e(q) # g. Alors e(q) = q, donc q est 
scindable. Supposons q non réductive dans g. Soit n l'ensemble des éléments nil- 
potents du radical de q. On a n # O (VII, 5 5, no 3, prop. 7 (i)). Soit p le normali- 
sateur de n dans 9. On a p 2 q, et p # puisque est semi-simple. Donc Q = q. 
Alors q est parabolique (th. 1). 

COROLLAIRE 2. - Soit n une sous-algèbre de g formée d'éléments nilpotents. I l  existe une 
sous-algèbre parabolique q de possédant les propriétés suivantes: 

(9 n n,(q); 
(ii) le normalisateur de n dans g est contenu dans q; 
(iii) tout automorflhisme de g laissant n invariante laisse q invariante. 
Si g est déployable, n est contenue dans une sous-algèbre de Borel de 9. 
Soit q, le normalisateur de n dans 9. C'est une sous-algèbre scindable de 4. 

Soit n, = n,(q,). On définit par récurrence qi comme le normalisateur de ni-l 
dans g, et ni comme égal à n,(q,). Les suites (n, n,, n,, . . .) et (q,, q,, . . .) sont 
croissantes. Il existe j tel que q j  = qj+,, c'est-à-dire que si est le normalisateur 
dans g de n,(qj). Alors qj  est parabolique (th. 1). On a n c ni = n,(qi), et q, c qj; 
tout automorphisme de g laissant n invariante Iaisse évidemment invariantes 
n,, n,, . . . et q,, q,, . . . . Si 4 est déployable, qj  contient une sous-algèbre de Borel 
b, et par suite (5 3, n04, prop. 13), on a b 3 n,(qi) 3 n. 

THÉORÈME 3. - Supposons k algébriquement clos. Soit 4 une algèbre de Lie semi-simple. 
Soit a une sous-algèbre résoluble de g. Il existe une sous-algèbre de Borel de 4 contenant a. 

D'après VII, 5 5, no 2, cor. 1 (ii) de la prop. 4, on peut supposer a scindable. 
Il existe une sous-algèbre commutative t de 9, formée d'élément semi-simples, 
telle que a soit produit semi-direct de t et de n,(a) (VII, 5 5, no 3, cor. 2 de la prop. 
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6). Il  existe (cor. 2 du th. 2) une sous-algèbre parabolique q de 9 telle que n,(a) c 
n,(q), et que le normalisateur de n,(a) dans g soit contenu dans q; a fortiori, 
a c q. Soient b une sous-algèbre de Borel de g contenue dans q et 5, une sous- 
algèbre de Cartan de 4 contenue dans b. Alors $ est une sous-algèbre de Cartan de 
q, donc il existe s E Aut,(q) tel que s(t) c $ (VII, 4 2, no 3, prop. 10 et VII, 5 3, 
no 2, th. 1). On a s(tr,(q)) = n,(q) (VII, 4 3, no 1, remarque l ) ,  donc 

COROLLAIRE. - Si k est algébriquement clos, toute sous-algèbre résoluble maximale de g 

est une sous-algèbre de Borel. 

5 11. Classes d'éléments nilpotents et si,-triplets 

Dans ce paragraphe, on désigne par 4 une algèbre de Lie de dimensionjnie. 

1. Définition des $[,-triplets 

DÉFINITION 1. - On appelle $1,-triplet de g une suite (x, h, y) d'éléments de g distincte de 
(0, 0, O) et telle que 

[h, X] = 2x, [h, y] = - 2y, [x, y] = - h. 

Soit (x, h, y) un 31,-triplet de g. L'application linéaire r de 4 2 ,  k) dans g telle 
que T(X+) = X,  z(H) = h, T ( X _ )  = y est un homomorphisme non nul donc 
injectif (puisque 4 2 ,  k) est simple), ayant pour image kx + kh + ky. On obtient 
de cette manière une bijection canonique de l'ensemble des 51,-triplets de 9 sur 
l'ensemble des homomorphismes injectifs de sl(2, k) dans g. Si g est semi-simple et 
si (x, h, y) est un 31,-triplet de g, alors x et y sont des éléments nilpotents de g et h 
est un élément semi-simple de g (1, 5 6, no 3, prop. 4). 

Lemme 1. - Soient x, h, y, y' E g. Si (x, h, y) et (x, h, y') sont des el,-triplets de g, alors 
y = y'. 

En effet, y - y' E Ker(ad, x) et (ad, h)(y - y') = -2(y - y'). Or ad,x est 
injectif sur Ker(p + ad, h) pour tout entier p > O (4 1, no 2, cor. de la prop. 2). 

Lemme 2. - Soit n une sous-algèbre de 4 telle que, pour tout n E n, ad,(n) soit nilpotent. 
Soit h E Q, tel que [h, n] = n. Alors eadon . h = h + n. 

Il est clair que ead@. h c h + n. Soit v E n, et prouvons que h + v E cade("). h. 
11 suffit de prouver quc h + v E ead@).h + Tpii pour tout p 2 1 (car VPn = O 
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pour p assez grand). C'est clair pour p = 1 puisque V 1 n  = n. Supposons démon- 
trée l'existence de  y, E n et z,  E V p n  tels que  h + v = eadsVp.h + z,. Puisque 
(ad,  h)  ( n )  = n, (ad,  h)  1 n est une  bijection de  n sur n, donc sa restriction à Vpn,  
qui laisse stable W n ,  est aussi bijective; par suite, il existe z E VPn tel que  
z, = [ z ,  hl.  Alors 

ce qui  établit notre assertion par récurrence sur p. 

Lemme 3. - Soient x E 9,  p = I<er(ad x ) ,  q = Im(ad  x) .  Alors [p, q] c q, et p n q 
est une sous-algèbre de 9. 

Si u E p et  v E 4,  il existe w E g tel que  v = [x, w] ,  d'où 

Lu, ~1 = [u, L X ,  w]]1 = L X ,  [% ~ 1 1  - [ L X ,  u ] ,  w] = [x, [u, w]] E 4. 

D'autre part, p est une  sous-algèbre de  9, donc [ p  r\ q, p n q] c p n q. 

Lemme 4. - Soient (x ,  h, y )  et ( x ,  h', y') des 51,-triplets dans 9. I l  existe z E g tel que 
ad, z soit ni4otent et tel que 

Soit ri = Ker(ad x) n Im(ad x) .  Pour tout  p E Z, soit g ,  = Ker(ad h - p) .  
D'après le 5 1 ,  no 3 (appliqué à la représentation adjointe de  kx + ky + kh dans 
g ) ,  o n  a r i  c 2 g,, donc ad, n est nilpotent pour tout n E n, et  [h, n] = ii. On a 

P > O  

[x, h' - h] = O et  [x, y - y'] = h' - h, donc h' - h E ir. D'après les lemmes 2 et 
3, il existe z E n tel que eadg "h = h'. Puisque z E Ker ad,  x, o n  a eadsZx = x. L e  
lemme 1 prouve alors que eadszy = y'. C.Q.F.D. 

Soit G u n  groupe d'automorphismes dc  9. Dcs 61,-triplets (x ,  h, y ) ,  (x' ,  h', y') 
sont dits G-conjugués s'il existe g t G tel que gx = x', gh = h', gy = y'. 

PROPOSITION 1. - Soit G un groupe d'automorphismes de g contenant Aut,(g) . Soient 
( x i  h, y )  et (x ' ,  h', y') des sr,-triplets de 9. Soient 

t = kx + kh + ky, t' = kx' + kh' + ky'. 

Considérons les conditions suivantes: 
( i )  x et x' sont G-conjup.ués; 

( i i )  (x ,  h, y )  et (x', h', y') sont G-ronjuSués; 
(iii) t et t' sont G-conjugués. 



On a (i) o (ii) => (iii). Si k est algébriquement clos, les trois conditions sont équi- 
valentes. 

(i) o (ii) : Cela résulte du lemme 4. 
(ii) =. (iii) : C'est évident. 
Supposons k algébriquement clos et prouvons (iii) a (i). Envisageons d'abord 

le cas où t = t' = g = 4 2 ,  k). Comme ad, x est nilpotent, l'endomorphisme x 
de k2 est nilpotent (1, 5 6, th. 3), donc il existe une matrice A E GL(2, k) tclle que 
AXA-l = X, et par suite un automorphisme a de eI(2, k) tel que a(x) = x'; or 
a E Aut,(g) (5 5, no 3, cor. 2 de la prop. 5). Passons au cas général; on suppose que 
t et t' sont G-conjugués et il s'agit de prouver que x et x' sont G-conjugués. On 
peut supposer que t = t'. D'après cc qui précède, il existe P E Aut,(t) tel que 
Px = x'. Or, si t E t est tel que ad, t soit nilpotent, alors ad, t est nilpotent; donc B 
se prolonge en un élément de Aut,(g). 

Remarque. - Les trois conditions de la prop. 1 sont équivalcntcs lorsqu'on suppose 
seulement que k = k2 (cf. exerc. 1). 

2. Les el,-triplets dans les algèbres semi-simples 

Lemme 5. - Soient V un espace vectoriel de dimensionjnie, A et B des endomorphismes de 
V. On suppose que A est nilpotent et que [A, [A, BI] = O. Alors AB est nilpotent. 

Posons C = [A, BI. Puisque [A, Cl = O, on a, pour tout entier p 0, 

[A, BC"] = [A, B]CP = Cp + l. 

Par suite, Tr(Cp) = O pour p 3 1, ce qui prouve que C est nilpotent (A, VII, 
5 3, no 5, cor. 4 de la prop. 13). Soient maintenant h une clôture algébrique de k, 
et A E k, x E V gk k tels que ABx = Ax, x # O. La relation [[B, A], A] = O 
montre que, pour tout cntier p 2 O, on a [B, Ap] = p[B, A]Ap-l. Soit r le plus 
petit entier tel que A7x = O. O n  a 

Puisque [B, A] est nilpotent et quc A T 1 x  # O, cela prouve que h = O. Toutes 
les valeurs propres de AB dans k sont donc nulles, d'où le lemme. 

Lemme 6. -Soient h, x E 9 tels que [h, .Y] = 2x et h c- (ad x) (9). Alors il cxiste y E 9 

tel que (x, h, y) soit (O, 0, O)  ou un $1,-triplet. 
Soit g' l'algèbre de Lie résolublc kh + kx. Puisque x E [g', 9'1, ad, x est nil- 

potent (1, 5 5, no 3, th. 1) ; soit n son noyau. Puisquc [ad h, ad x] = 2 ad s, on a 
(ad h)n c ri. Soit z E g tel que h = - [x,  z]. Pour tout entier n 2 O, posons 
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Mn = (ad x) "g. Si n > O, on a ( 5  1, no 1, lemme 1) 

[ad z, (ad x)"] = n((ad h) - n + I)(adx)"-l  

donc, si u E Mn - 1, 

n((ad h) - n + l)u E (ad z) (ad x)u + Mn. 

Comme (ad h) n c n, on en déduit 

Puisque ad x est nilpotent, on a Mn = O pour n assez grand. Par suite, les valeurs 
propres de ad h 1 n sont des entiers 3 0. La restriction de ad h + 2 à n est donc 
inversible. 

O r  [h, z] + 22 E n car 

[x, [h, zl + 221 = [[x, hl, z] + [h, [x, z]] + 2[x, z] 
= [ - ~ x , z ]  + [h, -h] + 2[x,z] = 0. 

Donc il existe z' E n tel que [h, z'] + 22' = [h, z] + 22, c'est-à-dire [h, y] = - 2y 
en posant y = z - z'. Comme [x, y] = [x, z] = - h, cela achève la démonstra- 
tion. 

PROPOSITION 2 ( Jacobson-MO~OZOU) . - Supposons g semi-simple. Soit x un élément 
nilpotent non nul de 9. I l  existe h, y E g tels que (x, h, y) soit un si,-triplet. 

Soit n = Ker(ad x),. Si z E n, alors [ad x, [ad x, ad z]] = ad([x, [x, z]]) = 0. 
D'après le lemme 5, ad x 0 ad z est nilpotent, donc Tr(ad x 0 ad z) = O. Cela 
montre que x est orthogonal à n pour la forme de Killing @ de g. Puisque 

quels que soient y, y' E 9, et que @ est non dégénérée, l'orthogonal de n est 
l'image de (ad x),. Donc il existe y' E g tel que x = (ad x)'yl. Posons 

on a [h, x] = 2x et h E (ad x) (9). Il suffit alors d'appliquer le lemme 6. 

COROLLAIRE. - Supposons g semi-simple. Soit G un groupe d'automorphismes de g 

contenant Aut,(g). L'application qui, à tout el,-triplet (x, h, y) de 9 associe l'élément nil- 
potent x d#init, par passage au quotient, une bijection de l'ensemble des classes de G- 
conjugaison de 51,-triplets sur l'ensemble des classes de G-conjup.aison d'éléments nilpotents 
non nuls. 

Cela résulte des prop. 1 et 2. 

Lemme 7. - Soit K un corps commutatzf ayant au moins 4 éléments. Soit G le groupe des 



P 
matrices (i cc- l) 02 ci E K*, p E K. Soit G' le groupe des matrices précédentes telles que 

a = 1. Alors G' = (G, G). 
Si a, cc' E K* et p, fi' E K, on a 

En particulier 

( i  " ( d o  ) (  "-l(;' 

0 ) 1 "1 'cc") 

O 1 O ccf- '  O 1 0 1 - 1 

Or  il existe a ; ~  K* tel que cc; # 1 et v.; + -1, et alors k .  (1 - O$) = k, d'où 
le lemme. 

PROPOSIT~ON 3. - Supposons g semi-simple. Le groupe Aut,(g) est égal à son groupe 
dérivé. Si g est déployable, Aut,(g) est le groupe dérivé de Aut,(g). 

Soit x un élément nilpotent non nul de 4. Choisissons h, y E tels que (x, h, y) 
soit un si2-triplet (prop. 2). La sous-algèbre 5 de g engendrCe par (x, h, y) s'identi- 
fie à el(2, k). Soit p la représentation ztt ad, z de 4 = d(2, k) dans g, et soit TC la 
représentation de SL(2, k) compatible avec p (5 1, no 4). L'image de x est 
engendrée par les exp(t ad, x) et exp(t ad, y) avec t E k (A, III, p. 104, prop. 17), 
donc est contenue dans Aut,(g). Comme SL(2, k) est égal à son groupe dérivé 
(lemme 7 et loc. cit.), exp(ad, x) appartient au groupe dérivé G de Aut,(g). 
Donc Xut,(g) est égal à G. Supposons maintenant g déployable. Comme 
. i ~ t , ( ~ ,  jAut,(g) est commutatif (5 5, no 3, Remarque 3),  ce qui précède prouve 
que le groupe dérivé de Aut,(g) est Aut,(g). 

3. Éléments simples 

DÉFINITION 2. - Un élément h de 4 est dit simple s'il existe x, y E g tels que (x, h, y) 
soit un el,-thplet de g. 

On dit aussi que h est l'élément simple du si,-triplet (x, h, y). 

PROPOSITION 4. - Soit h un élément non nul de g. Pour que h soit simple, il faut et il 
sufit qu'il existe x E tel que [h, x] = 2x et h E (ad x )  (4). 

La condition est évidemment nécessaire. Elle est suffisante d'après le lemme 6. 
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PROPOSITION 5 .  - Supposons 9 semi-simfile déplayable. Soient $ une sous-algèbre de 
Cartan d4loyante de g, R l'ensemble des racines de (g, b), et B une base de R. Soit h un 
élément simple de 4 appartenant à $. Alors h est conjuguépar Aut,(g, b) d'un élément h' de b 
tel que a(h') E {O, 1, 2) pour tout a E B. 

Les valeurs propres de ad, h appartiennent à Z (8 1, no 2, cor. de la prop. 2). 
Donc h E $$. Il existe un élément ~ e i  du groupe de Weyl de (9, b) tel que ~ ( w h )  2 O 
pour tout a E B (VI, 5 1, no 5, th. 2 (i)). Compte tenu du § 2, no 2, cor. du th. 2, on 
est ramené au cas où a(h) E N pour tout a E B. Soient R +  l'ensemble des racines 
positives relativement à B, et R -  = - R + .  Il existe dans g un s[,-triplet de la 
forme ( x ,  h, y). Soit T l'ensemble des racines P telles que p(h) = - 2. On a 

T c R -  et y E 1 @. Supposons qu'il existe cc E B tel que ~ ( h )  > 2. Pour tout 
B E T  

@ E T, on a (cc + (3) (h) > O, donc cc + p 6 R -  et cc + (3 # O; d'autre part, 
comme @ E R et cc E B, on a cc + p $ R + ;  donc cc + f~ $ R u {O), de sorte que 
[s", go] = O. Ainsi, [y, ga] = O. O r  ad, y 1 g" est irjectif puisque cc(h) > O (4 1, 
no 2, cor. de la prop. 2). Cette contradiction prouve que ~ ( h )  6 2 pour tout 
cc E B. 

COROLLAIRE. - Si  k est algébriquement clos et si g est semi-simple de rang 1, le nombre de 
classes de conjugaison, relativement à Aute(g), d'éléments simples de g, est au plus kgal à 3'. 

En effet, tout élément semi-simple de est conjugué par Aute(g) d'un élément 
de 4. 

Lemme 8. - On suppose que k est algébriquement clos et que 4 est semi-simple. Soit h un 
élément semi-simple de g tel que les valeurs propres de ad h soient rationnelles. Soient 
go = Ker(ad h), g2 = Ker(ad h - 2). Soit G, l'ensemble des automorphismes élémen- 
taires de g qui laissent h fixe. Soit x E g2 tel que [x, go] = g2. Alors G,x contient une 
partie de g2 ouverte et dense pour la topologie de Zariski. 

Soit (7 une sous-algèbre de Cartan de go. C'est une sous-algèbre de Cartan de g 

contenant h (VII, 5 2, no 3, prop. 10). O n  a h E bQ. Soient R le système de racines 
de (9, P),  Q le groupe des poids radiciels. Il existe une base B de R telle que 
~ ( h )  2 O pour tout cc E B. 

Soit U I'ensemblc des z E $ tels que a(z) # O pour tout cc E B. Soit (Hl),,, 
la base de $ duale de B. Si z E U, il existe un homomorphisme de Qdans  k* qui 
transforme tout y E Q en n cc(z)~'~L'. D'après le 4 5, prop. 2 et 4, l'endomor- 

E E B  

phisme cp(z) de l'espace vcctoriel g qui induit sur gY l'homothétie de rapport 

rI c c ( ~ ) y ( ~ ; )  est un automorphisme élémentaire de 9, qui appartient évidemment 
"EB 

à G,. 
Soit s E p. Si y E R est tel que gY n g2 # O, on a 



comme ~ ( h )  >, O pour tout a E B, et comme les y(HJ sont des entiers tous 2 O ou 
tous < O, on a y(Ha) r N pour tout cr E B. O n  peut donc considérrr (pour 
z E b) l'endomorphisme +(z) de l'espace vectoriel g2 qui induit sur gY n g2 

l'homothétie de rapport n ~ ( z ) ~ ' ~ ; ) .  L'application zi+ +(z) de t, dans End(g2) 
a c B  

est polynomiale. Pour z E U, on a +(z) = p(z) 1 g2. 

Soicnt y,, . . ., y, les racines de (g, t,) nulles en h, deux à deux distinctes. Si 
y, E gY1, . . . , yr E gYr, on a ead . . ead E Ch. On dkfinit donc une application p de 
t, x gYi x . . . x g Y y  dans g2 en posant 

pour z E B, yi E g'l, . . . , y, E gYr. Cette application est polynomiale, et l'on a 
P(U, gY1,. . ., gYr)  c Ghx. D'après VII, App. 1, prop. 3 et 4, il suffit de prouver 
que l'application linCaire tangente à p en un certain point est surjective. 

Or soit T l'application linéaire tangente en ho = 2 H; à z w  +(z) .  Alors 
a t B  

T(z) est l'endomorphisme de g2 qui induit sur gY n g2 l'homothétie de rapport 

Donc l'application linéaire tangente en ho à z t~ p(z, O, . . . , O) est l'application 
z tt [z, x] ; elle a pour image [x, 61. L'application y, +t p(ho, y,, O, . . . , O) a pour 
application linéaire tangente en O l'application y, » +(lzo)[y,, x] ; cette dernière a 
pour image +(ho)[x, gYl] = [x, gYl]. On  voit de même que l'application linéaire 
tangente en O ày, tt p(ho, O, . . . , 0, y,, O, . . . , 0) a pour image [x,  gYt]. Finalement, 
l'application linéaire tangente en (ho, 0, . . . , O) à p a pour image 

[x, P i- gY1 i- . . . f gYr] = [xi go] = g2. 

C.Q.F.D. 

*Le groupe Gh est un groupe algébrique d'algèbre de Lie ad go., 

PROPOSITION 6. - On suppose que k est algébbriquement clos et que g est semi-simple. 
Soit G un groupe d'automorphismes de contenant Aut,(g). Soient (x, h, y) et (x', h', y') 
des el2-triplets de g. Les conditions suivantes sont équivalentes: 

(i) h et h' sont G-conjugués; 
(ii) (x, h, y) et (x', h', y') sont G-conjuSués. 
Il  s'agit de prouver l'implication (i) * (ii), et on se ramène aussitôt au cas 

où h = h'. Introduisons g2 et Ch comme dans le lemme 8. On a x E g2, et 
[x,  go] = g2 d'après le 5 1, no 2, cor. de la prop. 2. Donc G,x contient une partie 
de g2 ouverte et dense pour la topologie de Zariski, et il en est de même pour 
Ghxt. Il existe alors a E Gh tel que a(x) = x'. On a a(h) = h, et par suite a(y) = y' 
(no 1, lemme 1). 
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COROLLAIRE 1. - L'application qui, à tout 51,-triplet, associe son élément simple, 
dejînit par passage aux quotients une bijection de l'ensemble des classes de G-conjugaison 
de el2-triplets sur l'ensemble des classes de G-conjugaison d'éléments simples. 

COROLLAIRE 2. - Si  rg(g) = 1, le nombre de classes de conjugaison, relativement à 
Aut,(g), d'éléments nilpotents non nuls de 9, est au plus égal à 3'. 

Cela résulte du cor. 1, du cor. de la prop. 2, et du cor. de la prop. 5. 

COROLLAIRE 3. - Si  rg(g) = 1, le nombre de classes de conjugaison, relativement à 
Aut, (g), de sous-algèbres de 4 isomorphes à 4 2 ,  k ) ,  est au plus égal à 3'. 

Cela résulte du cor. 1, de la prop. 1, et du cor. de la prop. 5. 

4. ]Éléments principaux 

DÉFINITION 3. - On suppose g semi-simple. 
(i) Un élément nilpotent x de 4 est dit principal si Ker ad x a pour dimension le rang 

de g. 
(ii) Un élément simple h de g est dit princifial si h est régulier et si les valeurs propres 

de ad h dans une clôture algébrique de k appartiennent à 22. 
(iii) U n  el2-triplet (x ,  h, y )  de est dit principal si la longueur de 9, considéré comme 

module sur kx + kh + ky, est égale au rang de g. 

PROPOSITION 7. - On suppose g semi-simple. Soit (x ,  h, y )  un el2-triplet de g. Les 
conditions suivantes sont équivalentes: 

(i) x est principal; 
(ii) h est principal; 
(iii) (x,  h, y )  est principal. 
Pour p E Z, soit gP = Ker(ad h - p). Soit g' = 2 g2p. Si l'on considère 9 

P S Z  

comme module sur a = kx  + kh + ky, gr est la somme des sous-modules simples 
de dimension impaire ($ 1, no 2, cor. à la prop. 2 ) .  Soit 1 (resp. 1') la longueur de 
(resp. g') considéré comme a-module. On a, d'après le 5 1, no 2, 

On en déduit d'abord l'équivalence de (i) et (iii). D'autre part, la condition (ii) 
signifie que dim(Ker ad h )  = rg(g) et que 4' = g, autrement dit que 

et que I' = 1. On en déduit l'équivalence de (ii) et des autres conditions. 

PROPOSITION 8. - On suppose 4 semi-simple # O .  Soient i,~ une sous-algèbre de Cartan 



déployante de g ,  R le système de racines de (4, P), B une base de R, ho I'élément de tel que 
a(hO) = 2 pour tout a E B. 

( i )  L'élément ho est simple et principal. 
(ii) Les éléments x de tels qu'il existe un el2-triplet de la forme (x,  ho, y )  sont les 

éléments de 2 ga qui ont une composante non nulle suivant chaque ga. 
OLEB 

L'él tment  ho est celui considéré a u  5 7 ,  no 5, l emme 2 (cf .  loc. cit., formule 
( 1 ) ) .  I l  résulte de  ce l emme  q u e  ho est simple principal, et que,  si x E 2 sa a une  

a E B  

composante n o n  nulle suivant chaque ga, il existe u n  el,-triplet d e  la forme 
(x ,  ho, y) .  Réciproquement, soit (x ,  ho, y )  un el,-triplet. On a [ho, x] = 2x, donc 

x E 2 ' gY = 2 ga. De même ,  y E 2 g-,. Ecrivons 
y a ~ . y ( h O ) = 2  U E B  ~ E B  

ho = 2 a,Ha o ù  a, > O pour tout  a E B, 
a E B  

x =  Z X ,  o ù  Xa E ga pour tout  a E B, 
a e B  

y = 2 X - a  o ù  X-a E g - a  pour tout  a E B. 
a E B  

Alors 

d 'où [X-,, XE]  # O pour tout  a E B. 

COROLLAIRE. -Dans une algèbre de Lie semi-simple déployable, il existe des éléments 
nilpotents principaux. 

Dans une algèbre de Lie semi-simple non déployable, il peut se faire que O soit le seul 
élément nilpotent. 

PROPOSITION 9. -Supposons k algébriquement clos et 9 semi-simple. Tous les éléments 
simples (resp. nilpotents) principaux de sont conjugués relativement à Aut,(g); 

Reprenons les notations d e  la prop. 8. Soit h u n  élément simple principal. 
Il  est conjugué relativement à Aute(g)  d 'un  h' E tel que  a(h l )  E (O, 1, 2 )  pour 
tou t  a E B (no 3, prop. 5 ) .  Puisque h' est simple principal, o n  a a(h') # O et 
a (h l )  E 2 2  pour tout  a E B, donc a(h') = 2 pour tout  a E B, d'où h' = ho. Cela 
prouve l'assertion relative aux éléments simples principaux. 

Soient x ,  x' des éléments nilpotents principaux. Il existe des el,-triplets 
(x,  h, y ) ,  (x', h', y'). D'après la prop. 7, h e t  h' sont simples principaux, donc 
conjugués relativement à Aute(g)  d'après ce qu i  précède. Donc x et x' sont 
conjugués relativement à Aut,(g) (prop. 6). 

Lemme 9. -Les notations étant celles de la prop. 8, posons gP  = Ker(ad ho - p)  
pour p E Z. Soit g z  l'ensenzble des éléments de g2  = 2 aa qui ont une composante non nulle 

a e B  
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suivant chaque ga. Soient R + l'ensemble des racines positives relativement à B, n + = 2 gE, 
EeR ,  

et x E gz. Alors ead"+ .x = x + [n+ ,  n+]. 
Il est clair que eadn+ .x c x + [n +, n +]. Soit u r- [ri,, n+], et prouvons que 

x + v E eadn+ . x .  Posons n(p) = 2 g Z r ;  il suffit de prouver que 
r a p  

pour tout p > 2. C'est clair pour p = 2 puisque d2) = [n+, n,] (4 3, no 3, prop. 
9 (iii)). Supposons trouvé un z E n +  tel que v + x - ead"x E n@). Pirisqu'il 
existe un 51,-triplet de la forme (x, ho, y) (prop. 8), le 5 1, no 2, cor. de la 
prop. 2 prouve que [x, g2"-'] = gZP; il existe donc z' E g2P-, c n +  tcl que 

Alors v + x E ead (a+z ' )~  + n(pil), et notre assertion cst établie par récurrence. 

PROPOSITI~N 10. - On suppose g semi-simple. Soient $ une sous-algèbre de Cartan 
déployante de g, R le système de racines de (9, $), B une base de R, R +  l'ensemble des 
racines positives relativement à R, et n + = 2 ga. Les éléments nilpotentr principaux 

a € & +  

appartenant à n + sont les éléments de n + ayant, pour iout a E B, une composante non nulle 
suivant 9". 

La prop. 8 et le lemme 9 prouvent que de tels éléments sont nilpotents 
principaux. Prouvons la réciproque. On  peut évidemment supposer que 9 est 
simple. Soient ho et gp comme dans la prop. 8 et le lemme 9. Soit o) la plus grande 
racine, et posons w(hO) = 2q; on a q = h - 1, où h est le nombre de Coxeter 
de R, cf. VI, 5 1, no 11, prop. 31. Alors gZq = gw, gW2q = g-w, et g2lC = O pour 
Ikl > q. Il existe un 51,-triplet principal (xO, ho, y'). D'après le 3 1, no 2, cor. dc la 
prop. 2, on a (ad X O ) ~ ~ ( ~ - " )  = gw, donc (ad X O ) ' ~  # O. Soit x un élément nil- 
potcnt principal de g appartenant à n + .  Si k est une clôture algébrique de k, 
x @ 1 et x0 @ 1 sont conjugués par un automorpl~isme de 9 @, k (prop. 9), donc 

(ad # O. Il existe h E R tel que (ad ~ ) ~ ~ s ~  # O. Posons x = 2 x, où 
n a  1 

xn E g2n. Alors 

puisque 49 + A(hO) 3 4q - 2q = 29. Or (ad xl)2qgh c g4q+h(h0), d'où 1, = -a. 

Ainsi, (ad ~ , ) , q g - ~  = go. On a c,, = 2 na% avec na > O pour tout u. E B (VI, 
u c B 

1, no 8, remarque). S'il existe cc,, ç B tel quc x, E 2 @, alors la relation 
a s B , a # a o  
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entraîne g0 Q (ad x,)pg-" quel que soit P; cela est absurde, donc la composante 
de x, suivant ga est non nulle pour tout u E B. 

fj 12. Ordres de Chevalley 

1. Réseaux et ordres 

Soit V un Q-espace vcctoricl. On appelle réseau dans V un sous-Z-module libre 
V de V tel que l'application Q-linéaire KY,,: V gZ Q-> V déduite de l'injec- 
tion de V dans V soit bijective. Lorsque V est de dimension finie, il revient au 
même de dire que V est un sous-Z-module de type fini qui engendre le Q-espace 
vectoriel V (rappelons qu'un Z-module sans torsion de type fini est libre d'après 
A, VII, $4,  no 4, cor. 2) ; dans ce cas, d'ailleurs, notre définition est un cas parti- 
culier de celle de AC, VII, § 4, no 1, déf. 1 (loc. cit., exemple 3). Si West un sous- 
espace vectoriel de V, et Sr un réseau dans V, alors V n West un réseau dans W. 

Si V est une Q-algèbre, on appelle ordre dans V un réseau V de l'espace 
vectoriel sous-jacent qui est une sous-Z-algèbre de V;  l'application a ~ , ,  est alors 
un isomorphisme dc Q-algèl~res. Si V cst une Q-algèbre unifère, on appelle 
ordre unifère dans V un ordre de V colitenant l'élément unité. 

Supposons que V soit une Q-bigèbre, de coproduit c, de coünité y. Si Y est un 
réseau dans l'espace vectoriel V, l'application canonique i: V 8, V -t V 8, V 
est injective; on appelle biordre dans V un ordre unifèrc V dans l'algèbre unifère 
V tel que y(V) c Z et c ( V )  c i (Y/ BZ Y) ; les applications 

que l'on déduit alors de y et c munissent d'une structure de Z-bigèbre, et 
l'application ccV,, est alors un isomorpliisme de Q-bigèbres. 

2. Puissances divisées dans une bigèbre 

Soient A une k-algèbre unifère, x E A, d E k, n E N. On pose 

On a en particulier X ' O ~ ~ )  = 1, x'l." = x. On convicnt que x(*sd) = O pour n 
entier <O.  On pose 
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PROPOSITION 1. - Soient A une bigèbre, de copraduit c, et x un élément primitif ( I I ,  5 1, 
no 2) de A. Alors 

La proposition est triviale pour n < O. Raisonnons par récurrence sur n. 
Si la formule ( 4 )  est vraie pour n, on a 

( n  + I ) C ( X ( ~ + ~ , ~ ) )  = c(x  - dn)c(@pd)) 

= ( x  @ 1 + 1 @ x - dnl @ l ) ~ ( x ( ~ * ~ ) )  

= 2 [ X X ( ~ . d )  @ %(q.d) + X(P.d) @ xx(q.d) - ( p  + q)dx(~,d)  @ X(q.d)] 

p+q=n 

d'où la formule (4) pour n + 1. 

3. Une variante entière du théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt 

Soient g une Q-algèbre de Lie de dimension finie, U ( g )  sa bigèbre enveloppante. 
Si 1 est un ensemble totalement ordonné, x = (x , )~ , ,  une famille d'éléments de 
g, n = E N(I )  un multi-indice, on pose 

produit calculé dans U ( g )  suivant l'ensemble ordonné 1. 

THÉORÈME 1. - Soit @ un biordre dans la bigèbre U ( g ) .  Soit 9 = @ n g ,  qui est 
un ordre dans l'algèbre de Lie 9. Soit une base de 9. Munissons 1 d'un ordre 
total, et supposons donné, pour tout n E NI ,  un élément [n] de % tel que [n] - x(") soit 
de jltration < 1 n 1 dans U ( g ) .  Alors, la famille des [n] pour n E NI est une base du 
Z-module @. 

Pour p E N ,  soit Up(g) l'ensemble des éléments de U ( g )  de filtration < p ;  
alors les images dans U p  ( g )  /U, - ( g )  des x'") tels que 1 n 1 = p forment une base 
de ce Q-espace vectoriel (1, 5 2, no 7, th. 1); donc les [n] forment une base du 
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Q-espace vectoriel U(g). Il reste à prouver l'assertion suivante (où l'on pose 
M = NI) : 

( 8 )  si u E @, (a,) E Z(M), et d E N - {O} sont tels que 

alors d divise chaque a,. 
Pour chaque entier 9. > O, introduisons le coproduit itéré 

c,: @+TT(@) = a @ @ @ .  . .@@; 

par définition, c, est la coünité de @, cl = Id*, c, = c (le coproduit de %Y), et, 
pour r 2, c, +, est défini comme le composé p O cc, @ 1) O c: 

@ 7G Q gz @ = Tr(@) @, @ P-t TT+l (@)  

où p est défini par la multiplication dans l'algèbre T(Q). Considérons d'autre 
part la projection canonique n de @ sur Q+ = Ker c,, et le composé 

c,! = Tr(n) o c,: @+ TT(@+). 

Lemme 1. -Soit n ENI. Si In1 < r, on a c;([n]) = O. Si In1 = r, alors 

(7) 6; < [nl) = 2 C3 xw(2) @ . . . C3 ~ w ( r ) >  
Q 

où parcourt l'ensemble des applications de (1, 2, . . . , r} dans 1, prenant ni fois la valeur 
i pour chaque i E 1. 

D'après la prop. 1, on a 

où la sommation est étendue à l'ensemble des suites (pl,  . . . , p,) de r éléments 
de M telles que pl + . . . + p, = n. Vu II, 5 1, no 3, prop. 6, l'application c: 
prolongée en une application de U(e) dans T"(U+(~))  par linéarité, est nulle 
sur Ur-~(g) .  On en déduit que pour r 2 ln/, on a 

Pour r > Inl, la relation pl + . . + p, = n entraîne que l'un au moins des p, 
est nul, d'où c: ([n]) = O. Pour r = Inl, les seuls termes non nuls du troisième 
membre de (8) sont ceux pour lesquels Ip,l = . - . = (p,l = 1, d'où (7). 

Revenons à la démonstration du th. 1. Reprenons les notations de (*) et 
démontrons, par récurrence descendante sur In/, que d divise a,, ce qui est clair 
pour 1 n 1 assez grand. Si d divise les a, pour 1 n 1 > r, alors, posant 

du' = 2 a,[n]. 
Inl < r  
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Pour toute application cp de (1, . . . , r)  dans 1, posons 

et a, = a, où n = (card cp -l(i)),,,. D'après le lemme 1, (9) implique 

d'où c: (u') E Tt(@+) n QTr(9) .  Mais le sous-module 3 de %+ est facteur direct 
(A, VII, $ 4, no 3, cor. du th. l ) ,  donc Tr(9)  est un sous-module facteur direct de 
Tr(%+), d'où c: (u') E Tr (3) .  D'autre part, les x, forment par hypothèse une.base 
de 3, donc les e, forment une base de Tr(9) .  Alors (10) prouve que d divise les 
a,, c'est-à-dire lcs a, pour In1 = r. Cela démontre (*). 

4. Exemple: polynômes à valeurs entières 

Soient V un Q-espace vectoriel de dimension finie, V* son dual, Y un réseau 
dans V, Y'* le Z-module dual de Y, qui s'identifie canoniquement à un réseau 
de V*, S(V) l'algèbre symétrique de V, et 

la bijection canonique de S(V) sur l'algèbre des fonctions polynomiales sur V* 
(A, IV, $5,  no 1 1, remarque 1). Si l'on identifie A(V* x V*) à A(V*) @, A(V*), 
alors h transforme le coproduit de S(V) en l'application A(V*)-tA(V* x V*) 
qui associe à la fonction polynomiale cp sur V* la fonction polynomiale 

(x, Y) - d x  + Y) 
sur V* x V* (A, IV, 5 5, no 11, remarque 2). 

Notons (Z) la partie de S(V) formée dcs éléments tels que l'application poly- 

nomiale correspondante de V* dans Q prenne des valeurs entières sur Y*.  

PROPOSITION 2. - (i) (Z) est un biordre dons la bi,gèbre S(V), et 

est engendrée par les pour h E % n E N. 

(iii) Si (hl, . . . , h,) est une base de < les éléments 

où n = (nl ,  . . . , n,) parcour1 NT, forment une base du Z-module - (3 
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Pour m E N, posons Sln(V) = 2 Si(V), S,,("Ir) = 2 S'(Y'"). D'après A, IV, 
i < m  i < rn 

fj 5, il0 9, prop. 15 et remarque, on a 

d'oh (Z) n V = K Comme Sm(Y) est un réseau dans Srn(V), Sm(V) n (3 
est aussi un réseau dans S,,(V). D'autre part, Sm(V) n est facteur direct dans (2 , , 

Sm+ ,(V) n (e) (puisque le quotient est sans torsion), donc admet un supplémen- 

taire qui est un Z-module libre. 11 résulte de là que est un Z-module libre. 11 (2 
est clair que c'est un ordre unifère dans l'algèbre S(V). Soit (un),,, une base du 

Z-module (Z). C'est aussi une base du Q-module S(V), et, pour tout 

cp r S(V x V) = S(V) @, SW), 

il existe une suite (v,) d'éléments de S(V) et une seule telle que cp = 2 un @ O,. 

Identifions comme plus liaut S(V) à A(V*) et S(V) @ S(V) à A(V* x V*). Si 

y E (Y 7, alors la fonction polynomiale x i +  ~ ( x ,  y) appartient à 

pour tout y E y*. 11 en résulte que v,(y) E Z pour tout n et touty E Y*, autrement 

dit que on E (Z). Cela prouve que le coproduit envoie (3 dans (Z) gz (3. 
Si h E "Ir et n E N, alors applique u E Y *  sur l'entier 8 rn)), donc (3 . (2). 
L'assertion (iii) résulte alors du tli. 1 appliqué à l'algèbre de Lie commutative 
V, et (ii) s'ensuit. 

COROLLAIRE. - Soit X une indéterminée. Les polynômes , 0.9 n E N, forment une (3 
base du Z-module des polynômes P t k [ X ]  tels que P(Z) c Z. 

Si P(Z) c Z, la formule d'interpolation de Lagrange (A, IV, § 2, no 1, prop. 
6) montre que les coefficients de P appartiennent à Q; on peut donc supposer 
k = Q ,  et l'on applique la prop. 2 avec V = Q, V = Z. 

5. @elques formules 

Dans ce numéro, A désigne une algèbre associative unifère. Si x E A, on écrit ad x au lieu de 
ad, x.  
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Lemme 2.-Si x, y ~ A e t  n EN,  on a 

(11) 
(ad x)" xp xq 

y =  2 ( - l ) q ( y Ï =  C (-l)qx(p)yx(Q). 
n!  p + q = n  P .  4 .  p + n = n  

En effet, si l'on note Lx et R, les applications z F+ xz et z ++ zx de A dans A, 
on a, puisque L, et Rx commutent, 

Lemme 3. - Soient x, h E A et h E k tels que (ad h)x = hx. Pour tout n E N, et tout 
P E k [ X ] ,  on a 

Comme ad h est une dérivation de A et que (ad h)x commute à x,  on a 

(13) (ad h)xn = nxn-l((ad h)x) = nhxn, 

donc 

(ad h)dn) = nhx("). 

La formule (12) se déduit donc du cas particulier 

(14) P(h)x = xP(h + 1) 
en y remplaçant x par et h par nh. Il suffit de démontrer (14) lorsque P = Xm, 
par récurrence sur m. C'est clair pour m = 0, 1. Si (14) est vraie pour P = Xm, 
on a 

hm+% = h . hmx = hx(h + = x(h + h)m+l 

ce qui achève de prouver (1 2). 

Lemme 4. - Soient x, y, h E A avec 

(15) [Y, X] = h, [h, x] = 2x, [h, y] = - 2y. 

(i) Pour m, n E N, on a 

(ii) Soit A' la sous-Z-algèbre de A engendrée par les x(") et les y(m) pour m E N.  Alors 

(:) E A' pour tour n s N. 

La formule (16) s'écrit de manière équivalente 
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Elle est triviale pour m = O. Raisonnons par récurrence sur m. De (17,), on 
tire 

(18) (m + 1) (ad ~ ( ~ ) ) y ( ~ + l )  = (ad dn)) y(m) . y + y(m) . (ad x(")) y 

( 5  1, no 1, lemme 1). Or, appliquant ce même lemme, puis le lemme 3, on a 

Reportant dans (18), on obtient 

(m + 1) (ad x(")) y(m + l )  

Changeant p en p - 1 dans la seconde somme, et regroupant les termes, on 
obtient 

(19) (m + 1) (ad dn') y'm+ l' = 2 y ( m - ~ + l ) A  @ - P )  

pal 

avec 

A, = (m - p  + 1) (m+n-Y-h + ( n - p  - h)  



176 ALGÈBRES DE LIE SEMI-SIMPLES DÉPLOYÉES Ch. VIII, 5 12 

Posant z = m + n - p - h, cela s'écrit aussi 

Reportant dans (19), on obtient (1 7,+,), d'où (i). 

Supposons E A' pour p < n. Pour tout P E Q[T] de degré < n tel que (3 
P(Z) c Z, on a alors P(h) E A' (no 4, cor. de la prop. 2). Alors, compte tcnu de 
(16) où l'on fait m = n, on a 

d'où (ii) par récurrence sur n. 

6. Biordres dans l'algèbre enveloppante d'une algèbre de Lie réductive 
déployée 

Soient une algèbre de Lie réductive sur Q, une sous-algèbre de Cartan 
déployante de 9, et R = R(g, b) ( 5  2, no 1, remarque 5). 

DÉFINITION 1. - Un réseau .%?' dans b est dit permis (relativement à g) si, pour tout 
a E R, on a H, E X et a ( 2 )  c Z. 

Remarques. - 1) Soit B une base de R. Un réseau 3 dans 4 est permis si et 
seulement si l'on a Ha E X' et m ( 2 )  c Z pour tout cc. E B. 

2) Soit c le centre de g. Pour qu'un réseau Yi dans b soit permis, il faut et il 
suffit que Q ( R v  ) c %' c P(Rv ) @ c .  Le réseau %' n g g  est alors permis dans 
la sous-algèbre de Cartan n @ de Bg. Il peut exister des réseaux permis X 
tels que %' # ( X  n 9 9 )  @ (2 n c) (cf. 5 13, no 1, (IX)).  

3) Si 9 est semi-simple, les réseaux permis dans $ sont les sous-groupes JY de 
b tels que Q ( R v )  c 2 c P(Rv) .  

Dans la suite de ce numéro, nous supposons fixCs unc algèbre de Lie réductive 
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déployée (4, $), une base B de R = R(g, h),  et, pour chaque a E B, un couple 

(XE, Y=) > avec 

Si l'on note n+ (resp. n-) la sous-algèbre de engendrée par les x, (resp. les y,), on 
sait (5  3, no 3, prop. 9 (iii)) que 

(où U(g), . . . sont les algèbres enveloppantes de 9, . . .). 
Notons @+ la sous-Z-algèbre de U(n+)  engendrée par les xp' pour a E B et 

n EN.  Soient W le groupe de Weyl de R, R +  l'ensemble des racines positives 
relativement à B. 

Lemme 5. - (i) % + est un réseau dans l'esfiace uectoriel U(n +). 
(ii) Pour tout cc E B, on a %+ n U(gu) = @ Zxa). 

n E N  

Par définition, @+ est engendré comme Z-module par les éléments 

où r EN,  y = (cp(i)) €Br, et n = (n(i)) E Nr. Munissons l'algèbre U(n+)  
de la graduation de type Q ( R )  pour laquelle chaque 9" (cc E R + )  est homogène 
de degré cc. Un monôme x:' du type précédent est homogène de degré 

Ceux de ces monômes qui ont un degré donné q sont en nombre fini, et engendrent 
sur Q la composante homogène de degré q de U (n +). Cela prouve (i). 

Si K E B, @+ n U(ga) est contenu dans le sous-espace somme des composantes 
homogènes de degrés multiples de a; d'après ce qui précède, %+ n U(gC") est 
donc engcndré par les xg) tels que 2 n(i)rp(i) E Nx, cc qui imposr q(i) = a pour 

tout i (puisque B est une base de R), donc 

Ainsi, @+ n %(ga) c @ Z X ~ ) ,  d'où (ii). 
n C.Q.F.D. 

Dans la suite de ce paragraphe, si E et F sont des sous-Z-modules de U(g), 
on note E.F le sous-Z-module dc U(g) engendri. par les produits ab, oii a r E, 
b E F. 
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PROPOSITION 3. - Soit 2 un réseau permis dans b. Soient &+, @_, a, les sous-Z- 
algèbres de U(g) engendrées respectivement par les éléments xa) (a E B, n EN),  y:) 

( a  E B, n E N), (h E 2, n E N). Soit & la sous-Z-algèbre de U(g) engendrée par 

@+, a-, a,,. 
(3 

(i) & est un biordre dans la bigèbre U (g). 

(ii) On a % = &- . %, . &+, & n b = 2, et, pour tout a E B, 

D'après le lemme 5 et la prop. 2, &+, @-, @,, sont des ordres dans les Q-algèbres 
U(n+),  U(ii-), U(b) respectivement, et l'on a 

pour h ~ & , q e Z , p ~ N .  

Posons 3' = - . %Y,, . a+ c U (9). D'après (22), 9 est un réseau dans U(g) . 
Par construction, on a 

tandis que Ic lemme 3 et (23) impliquent 

Soient a E B, n E N, r E N, cp = (cp(i)) t Br, et 

( m ( l ) ,  . . . , m ( r ) )  E Nr. 

Montrons que 

(28) 
(n) fm(1)) (m(r)) y 

Xa Y m < l >  . - . Yw(r> 

ou, ce qui revient au même vu (25), que 

(29) 
(n) (m(1)) 

Lxa , Y<P(I) . - . Y!%))] E 9- 
Raisonnons par récurrence sur r. Le crochet à étudier est somme de termes 

(30) 
(m(1)) ( m ( k ) )  (n) ( m ( k +  1)) (m(k+2))  (m(r)) 

Y,(,) . . . Y?@) rxa Y,(k+l) I Y ~ < ? = + Z )  . . . Y<P(T) - 
(m(k+ l))] = 0. si Pour a + cp(k + 11, xa et yw(k+l) commutent, donc [xa),y,(k+l) 

a = rp(k + l ) ,  l'expression (30) est, d'après (17), somme d'expressions de la 
forme 

où q c Z, p E N - (O), h E 2. L'llypotlièse de récurrence, jointe à (24) et (26), 
prouve que l'expression (31) appartient à Y. On a donc prouvC (28). 
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D'après (28), on a xa' @- c 9; d'après (25) et (27), on a donc x a ' 9  c 9, 
d'où @+ .9 c 9 et 

9.9 c @-.@(,.9 9 - . 9  9- 

Ainsi, 2' est une sous-Z-algèbre de U(g), d'où @ = 2. Si c est le coproduit de 
U(g), on a c(@) c 42 @, @ (no 2, prop. 1). Soit y la coünité de U (g). Comme 

u(x$') = y(r&') = y((:)) = O pour n > O, on a y(@) Z. Cela prouve (i). 

D'autre part, 
4Ynp=9n$=@Onb=&'  

d'après la prop. 2 du no 4; de même, 

d'après le lemme 5. Cela prouve (ii). 

Remarque 4. - D'après la prop. 5 du f j  4, no 4, il existe un unique automorpliisme 
O de 9 tel que O(x,) = y, et €)(y,) = x, pour tout or E B, et O(h) = -h pour tout 
h E $; on a O2 = 1. Par construction de *a, on voit que l'automorphisme de U(g) 
qui prolonge 0 laisse stable @. 

COROLLAIRE 1. -Posons 9 = @ n g. Alors 9 est un ordre dans l'algèbre de Lie 4, 

stable pour O. On a 9 = Yi  + 2 (9 n gu). Pour tout cc E B et tout n E N, les applica- 
a e R  

tions (ad x,) n/n !, (ad t~ , )~ /n  ! laissent stables @ et 9. 
La première assertion est claire. La seconde s'obtient en considérant la 

graduation de type Q(R) sur U(g) et @. La troisième résulte du lemme 2 du 
no 5. 

COROLLAIRE 2. - Soit ~ e ,  E W. Il existe un automorphisme élémentaire cp de g, commutant 
à O, laissant stables 9 et &, et prolongeant W. 

Il suffit de traiter le cas où w est de la forme s, (or E B). Notons tout d'abord 
que ad x, et ad y, sont localement nilpotents sur U(g), autrement dit que pour 
tout u E U(g) il existe un entier n tel que (ad x,)% = (ad y,)% = O. Cela permet 

" 1 
de définir les endomorphismes eadX= = 2 -J (ad xJn et eadY= de U(g) ; on vérifie 

n = O 

aussitôt que ce sont des automorphismes de U(g) laissant stable 4Y. Posons 
= eadx,ead~cieadx,, = e & d ~ a e a d x a e a d ~  a. On a <pl lg = cpzlg (5 2, no 2, formule 

( l ) ) ,  d'où cp, = <pz. Posons cp, = cp, = cp. On  a O c p O - l  = cp, donc O et cp 
commutent. D'autre part, <p 1 b = w d'après le $2,  no 2, lemme 1. 

COROLLAIRE 3. - Soit cc E R. Si x E 9 n ga et n E N, on a dn) E @, et (ad x)"/n! 
laisse stables 9 et @. 
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C'est clair si a E B, par construction de @ et d'après le cor. 1. Dans le cas 
général, il existe m c W tel que w(a)  E B ( V I ,  5 1 ,  no 5, prop. 15). D'après le cor. 2, 
il existe un automorphisme cp dc g laissant stables 9 et O/[, transformant g" en 
gW("), d'oii le corollaire par transport de structure. 

COROLLAIRE 4. - Il existe un système de Chevalley (X,),, , de ( g ,  b) (4 2, no 4, déf. 3) 
tel que X, = x, et X - ,  = y, pour a E B. Pour tout système de Chevalley (XL),,, pos- 
sédant ces propriétés, et pour tout a E R, Xa est une base de 3 n ga. 

Pour cc E B, posons X, = x,, X - ,  = y,. Pour a E R +  - B, choisissons un 
w E W tel que m(a) E B et un automorphisme rp de g tel que Orp = cp0, ~ ( 9 ' )  = 3 
et q(h)  = w -  ' ( h )  pour h E L) (cor. 2)  ; posons X, = cp(xw(,,), X - ,  = <p(y,(,,). On 
a alors 

donc (X,),,, est un système de Chevalley. En outre, 

Soit (Xi),,, un système de Chevalley tel que Xa = x,, XL ,  = y, pour cc E B. 
Soit S l'ensemble des a E R tels que X i  = 2 X,. D'après le 5 2, no 4, prop. 7, S 
est un ensemble clos de racines. Comme S 3 B LJ ( - B ) ,  on a S = R ( V I ,  § 1, 
no 6, prop. 19). D'après (32) et (33),  on a donc 9 n g" = ZXL pour tout a E R. 

Remarques. - 5) Reprenons le système de Chevalley (X,),,, construit ci-dessus. 
S ia ,  p, a + @ E Rctsil 'onposc [X,, XD]  = N,,DX,+D, o n a  [X,, XD] E 3 ïï ga+D,  

et l'on retrouve donc que NNyI, E Z (cf. 8 2, no 4, prop. 7). 
6 )  On a obtenu en passant une nouvelle démonstration de l'existence de 

systèmes de Chevalley (cf. § 4, no 4, cor. de la prop. 5 ) ,  indépendante du lemme 4, 

§ 2. 

7. Ordres de Chevalley 

Soient ( a ,  L)) une algèbre de Lie réductive déployée sur Q, R son système de 
racines. Choisissons : 

a) un réseau permis 3 dans L) (no 6, déf. 1) ; 
b) pour tout W. E R, un réseau 9, dans ga. 

Posons 9 = df' @ 2 9,. C'est un réseau dans 9. Notons @ la sous-Z-algèbre de 
a € R  
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U(g) engendré? par les (h E 9, n E N) et les x'") (x E Yu, cc E K, n E N). (3 
Enfin, pour cc t R et x E gu - {O], posoils: 

wu (x) = (exp ad x) (exp ad y) (exp ad x), 

où y est l'unique élément de g-" tel que [y, x] = Hu. Avec ces notations: 

THÉORÈME 2. - Les conditions suivantes sont équivalentes: 
(i) I l  existe un syslèrne de Chevalley (X,),,, de (g, 6 )  tel que 9" = ZX, pour tout 

cc E R. 
(ii) On a ri g = 9 et [gm, Y-,] = ZIcpour tout CC E R. 
(iii) Pour tous cc E R, x E go,  n E N, l'endomorphisme (ad x) "ln ! de g applique 9 

dans 3 ,  et l'on a [P, C i - a ]  = ZH,. 
(iv) Pour tout cc E R et toute base x de Y", zo,(x) applique 9 dans B (c'est-à-dire 

applique Yo dans 9S=(*) pour tout P E R). 
(i) * (ii): soit (X,),,, un système de Chevalley de (g, i ) )  tel que 3" = ZX, 

pour tout cc E R, et soit B une base de R. Pour cc E B, posons x, = X,, y, = X-,. 
Soit a' le biordre associé à 2, aux x, et aux y, par la prop. 3 du no 6. Il est clair 
que a' c %. D'après les cor. 3 et 4 de la prop. 3, on a xCn) E W pour tout cc E R, 
tout x E 9, et tout n EN.  Donc % = a', ce qui prouve (ii). 

(ii) 3 (iii) : c'est clair d'après le lemme 2 du no 5. 

(iii) (iv) : soient cc E R et x une base de 9,. Comme [Ya, Y-"] = ZHU, 
l'unique y ~ g - "  tel que [y, x] = Hu appartient à Y-,. Comme exp ad x et 
exp ad y laissent stable 9 d'après (iii), il en est de même de w,(x). 

(iv) * (i) : soit B une base de R. Choisissons pour tout cc E B une base x, de 
9". Soit y, E g-, tel que [y,, x,] = H,. D'après le 3 1, no 5, formules (5), on 
y, = w,(x,) .x,, donc y, est une base de W" d'aprCs (iv). Soit 9' l'ordre dans g 

défini par Yi) les x, et les y, (no 6, cor. 1 de la prop. 3). Alors 9' est stable par les 
(ad x,) "ln!, (ad yJn/n! (106. cit.), donc par les w,(x,). 

Soit alors p E R. Il existe a,, cc,, . . ., a, E B tels que 

(chap. VI, $ 1, no 5, prop. 15). Alors w,,(x,,) . w,,_ ,(xar_ ,) . . . ~ , ~ ( x , , )  applique 
Ya0 sur gB d'après (iv), et applique 3' n gao sur 9' n g* d'après ce qui précède. 
Comme 9' n gao = g a o  (prop. 3(ii)), on a 3' n gB = P. Donc 

et l'on conclut grâce au cor. 4 de la prop. 3. 

DÉFINITION 2. - Lorsque les conditions (i) à (iv) du th. 2 sont vér;J;ées, on dit que 9 est un 
ordre de Cheualley de (9, b). 
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Remarque. -11 existe toujours des ordres de Chevalley de (g, b). En effet, les 
ordres de Chevalley sont les ensembles de la forme Z @ 2 ZX,, où (X,),,, est 

U E R  

un système de Clicvalley de (9, b) et où 3' est un réseau de b tel que 

Q(Rv)  c 2 c P ( R v )  @ c 

(c étant le centre de g). 

THÉORÈME 3. - On conserve les notations du début du no 7, et Von suppose que 9 est un 
ordre de Chevalley de (g, 4 ) .  

(i) @ est un biordre dans U (4). 

(ii) Soient B une base de R, et (X,),,, , ( -  ,, une famille d'éléments de 9 tels que 

3, = Z X ,  pour a E B " ( -  B). La Z-algèbre @ est engendrée par les (:) et le3 X<."' 

( h  E A?, a E B u ( - B), n E N). Si g est semi-simple et 2 = Q ( R V  ), alors la Z -  
algèbre % est engendrée par les X$') ( C C  E B u ( - B), n E N). 

(iii) Soient B une base de R, R +  l'ensemble correspondant des racines positives, 
R -  = -R+,n+ = 2. sa, n- = 2 ga. On a 

U E R +  & E R -  

% = (% n U(n-)). (% n U(b)). (@ n U(n+)). 

Soit (hi),,, une base de 2. Pour tout a E R, soit X, une base de 3,. Munissons 
l'ensemble 1 u R d'un ordre total (on suppose 1 n R = 0). Pour A E 1 u R et n E N, 

posonr e p >  = (:) si A E 1, e p >  = X I '  si h o R. Alors les produits n CF>, où 
A s I u R  

(n,) parcourt NI fDrment une base du Z-module @. Les produits n (h) , où (nA) 
A G I  n~ 

parcourt NI, forment une base du Z-module % n U(8). Les produits n x?) où (n,) 
A e R +  

parcourt NR+, forment une base du Z-module % n U (n +). 
Soient B et (X,), ,, , , -,, comme dans (ii), et tels que [X-,, X,] = Ha. Soit 

%' la sous-Z-algèbre de U(g) engendrée par les et les Xz' ( h  E 2, a E B u  ( - B), s 
n E IV). On a vu dans la démonstration du th. 2, (i) (ii), que @' est égale à % 
et est un biordre dans U(g). Cela prouve (i) et la première assertion de (ii); la 
deuxième résulte du lemme 4 (ii). L'assertion (iii) résulte du th. 1 (no 3) et de la 
prop. 3 (no 6). 

8. Réseaux admissibles 

Généralisant la terminologie adoptée pour les espaces vectoriels, nous dirons 
qu'un endomorphisme u d'un module M est diagonalisable s'il existe une base de M 
telle que la matrice de u relativement à cette base soit diagonale. 
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Lemme 6 .  -Soient M un Z-module libre de type jni, u un endomorphisme de M, v 

l'endomorphisme u @ 1 de M @, Q. On suppose que, pour tout n E N, on a 

Alors u est diagonalisable. 
a) Pour tout polynôme P E Q[T] tel que P(Z) c Z, on a P(v)(M) c M 

(no 4, cor. de la prop. 2), donc det P(v) E Z. 
b)  Notons xv(t) = td + ccltd-l + . . . le polynôme caractéristique de v. 

Soient k E Z, n E N. Appliquant a) au polynôme iT Ir), on voit que le nombre 

v - k  
an = det( ) = - det(u - k)det(u - k - 1). . .det(u - k - n + 1) 

(n!)" 

est entier. Prenons k - 1 < -cc,/d. On  a 

xv(k + n - 1) = nd + (cc, + (k - l)d)nd-l + . . . 
et 

donc, si an # O pour tout n E N, la suite des la,[ est strictement décroissante pour n 
assez grand, ce qui est absurde. I l  résulte de là que v admet une valeur propre 
entière A. Posons M' = Ker(u - A. 1) et M" = M/Mf. Alors M' est l'inter- 
section avec M d'un sous-espace vectoriel de M @, Q, donc le Z-module M" est 
de type fini sans torsion, et par suite libre de rang < d. Raisonnant par récurrence 
sur d et appliquant l'hypothèse de récurrence à l'endomorphisme de M" déduit 
de u, on en conclut que toutes les valeurs propres de v dans une extension algé- 
briquement close de Q sont entières. 

c )  Montrons que v est diagonalisable. Soit A une valeur propre de v et soit 
x E M @, Q tel que (v  - A)2~ = 0. On  a u(ux - hx) = A(, - hx), donc 

1 
- ( v  - A - n + l)(v - A - n + 2) . . . (  v - A - l)(v - A)x 
n! 

- - (-  l )n- l  
(un: - Ax). 

n 

D'après a), cela implique vx - Ax E nM pour tout n E N, donc ( v  - A)x = 0. 
d) Soit A une valeur propre de v et soit (A - a, A + 6) un intervalle de Z 

contenant toutes les valeurs propres de v. Considérons le polynôme 

( T -  A +  1)(T - A +  2) . . . ( T -  A + a )  
X - 

a !  



On a P(Z) c Z, P(A) = 1, P(p) = O pour p EZ n (A - a, A + b) et p # A. 
D'après a), on a P(u)(M) c M. D'après c), P(v) est un projecteur de M @, Q 
sur le sous-espace propre correspondant à A. 

C.Q.F.D. 

Remarque 1. - Si l'on suppose seulement que v est diagonalisable à valeurs propres 
entières, u n'est pas nécessairement diagonalisable (prendre par exemple M = Z2 
et U(X, y) = (y, x) pour tout (x, y) E M). 

Soient g, t), R, je, Y", 9, O comme au no 7, et supposons que 9 soit un ordre 
de Chevalley de (g, P). 

DLFINITION 3. -Soit E un g-module. On dit qu'un réseau G dans E est admissible 
(relativement à Y) si les conditions équivalentes suivantes sont vérifiées: 

(i) % applique & dans 8; 

(ii) quels que soient a t R, x t 'U1, n t N, h t 2, b est stable pour (n) et x('~). 

Remarques. - 2) Soit p la représentation adjointe de 3 dans U(g). Soient cc, x, n, h 
comme dans (ii) ci-dessus. On a p(x(")) .@ c @ d'après le lemme 2. D'autre 
part, si p E N, 

(no 5, formule (13)), donc p ((il) .s/ c O. cela prouve que est un ,&eau 

admissible dans U(g), et il en résulte que 9 est un réseau admissible dans g (pour 
la représentation adjointe). 

3) Soient E un y-module de dimension finie, 8 un réseau admissible dans E, 
c le centre de g. D'après le lemme 6, tout élément de c dCfinit dans E un endo- 
morphisme diagonalisable. Donc E est semi-simple (1, s 6, no 5, th. 4). Ainsi, E 
est somme directe de .@-modules simples dans lesquels c induit des homotliéties. 
D'après le lemme 6, on a d = @ (8 n Eh), et, pour tout poids A de E, on a 

A(#) c Z. 

4)  Si 9 est serni-simple et si Ai = Q ( R v ) ,  les conditions (i) et (ii) de la déf. 3 
équivalent, d'après le th. 3 (ii), à 
(iii) quels que soient a E R, x E g", n E N, alors 8 est stable pour 

5) Soit B une base de R ;  dans les conditions (ii) et (iii) ci-dessus, on peut 
remplacer a a E R )) par << cc E B LJ ( - B) O (loc. cit.). 

THÉORÈME 4. - Soit E un g-module de dimension $nie. Les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

(i) E possède un rhau admissible; 



(ii) tout éléntent de 2 définit dans E un endomorphisme diagonalisable à valeurs 
propres entières. 

(i) => (ii) : cela résulte de la remarque 3. 
(ii) * (i): supposons vérifiée la condition (ii), et prouvons (i). D'après le 

th. 4 du chap. 1, § 6, no 5, on peut supposer que les éléments de c définissent des 
homothéties dans E, et que E est un 9g-module simple. Soient B une base de R, 
a = n- @ t) @ n + la décomposition correspondante de 9. Soit h le plus grand 
poids du Bg-module E, et soit e E Eh - {O). Posons 8 = %.e. Il est clair que 
%. 6 c 8. Comme U(9) . e = E puisque E est simple, 8 engendre E comme 

Q-espace vectoriel. Pour h E 2 et n EN,  on a (3. = ("))e E Ze, donc 

(@ n U(6)) .e = Ze. 

Comme U(n+) .e  = O, on a 8 = (%n U(ri-)).e d'après la prop. 3. Il 
résulte alors du th. 3 (iii) que & est un Z-module de type fini. 

COROLLAIRE. - Si g est semi-simple et si 2 = Q(RV ), tout g-module de dimension 
finie possède un réseau admissible. 

5 13. Algèbres de Lie simples déployables classiques 

Dans ce paragraphe, nous expliciterons pour chaque type d'algèbre de Lie simple d+loyable 
classique : 

(1) une algèbre de ce type, sa dimension et ses sous-algèbres de Cartan 
déployantes; 

(II) ses coracines; 
(III) ses sous-algèbres de Borel et ses sous-algèbres paraboliques; 
(IV) ses représentations simples fondamentales; 
(V) parmi les représentations simples fondamentales, celles qui sont 

orthogonales ou symplectiques; 
(VI) l'algèbre des fonctions polynomiales invariantes; 

(VII) certaines propriétés des groupes Aut 9, Aut, g et Aut, g; 
(VIII) la restriction de la forme de Killing à une sous-algèbre de Cartan; 

( IX) les ordres de Chevalley. 

1. Algèbres de type A, (1 > 1) 

(1) Soit V un espace vectoriel de dimension 1 + 1 sur k, et soit g l'algèbre s[(V) 
des endomorphismes de trace nulle de V. Soit (e,), . i ,  ,+ , une base de V; I'appli- 
cation qui à un élément de g fait correspondre sa matrice par rapport à cette base 
permet d'identifier 4 et l'algèbre d(1 + 1, k) des matrices de trace nulle. On sait 
que g cst scmi-simple (1, 5 6, no 7, prop. 8). 
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Rappelons (A, II, p. 142) qu'on note Eii la matrice (a,,) telle que aij = 1 et 
- O pour (m, p) # (i, j). Les matrices amp - 

Eij (1 < i , j <  l +  l , i # j )  

Ei.i - Ei+i.i+i (1 G i G 1) 
forment une base de g. On a donc 

dim g = l(1 + 2). 

Soit 6 l'ensemble des éléments diagonaux de g[(l + 1, k) ; la suite (Eii), G i a  , + , 
est une base de l'espace vectoriel 6; soit (Êi), ,,, ,+, la base de î* duale de 

(Eii) i, , + ,. Pour tout h E 6, on a 

(1) Eh7 Ei jI = (Êi (h) - Ê j  (h) )Ei j 

d'après 1, f j  1, no 2, formules (5). Soit t) l'ensemble des éléments de ij de trace 
nulle, et posons si = Êi 1 I). Alors b est une sous-algèbre de Cartan de 9 (VII, 
f j  2, no 1, ex. 4). La relation (1) prouve que cette sous-algèbre de Cartan est 
déployante, et que les racines de (4, I)) sont les E~ - si (i # j ) .  Soit $O l'ensemble 
des éléments de 6" dont la somme des coordonnées par rapport à (Êi) est nulle. 
L'application A » A ( I) de 6; dans b* est bijective. Le système de racines R de 
(g, 6) est donc de type A, (VI, f j  4, no 7). Par suite, g est simple (5 3, no 2, cor. 1 de 
la prop. 6). Ainsi, g est une algèbre de Lie simple déployable de tyFe A,. 

Toute sous-algèbre de Cartan déployante P' de g est transformée de b par un 
automorphisme élémentaire ( $3 ,  nG Y, cor. de la prop. 10). Comme Aut, g est 
l'ensemble des aiitomorphismes xt-t sxs-l de g pour s E SL(V) (VII, f j  3, no 1, 
remarque 2; cf. aussi (VII)), il existe une base p de V telle que I)' soit l'ensemble 
Po des éléments de dont la matrice par rapport à la base P est diagonale. 
Comme 3, contient un élément de valeurs propres deux à deux distinctes, les 
seuls sous-espaces vectoriels de V stables par les éléments de I), sont ceux engen- 
drés par une partie de p. On en déduit que l'application P tt PB fournit par 
passage au quotient une bijection de l'ensemble des décompositions de V en 
somme directe de 1 + 1 sous-espaces de dimension 1 sur l'ensemble des sous- 
algèbres de Cartan déployantes de 9. 

(II) Soit a = E~ - E~ (i # j) une racine. On a gQ = kEij. Comme 

[Eii, Eii] = Eii - Eij 

et que cc(Eii - Ejj) = 2, on a (3 2, no 2, th. 1 (ii)) 

Ha = Eii - Eii. 

(III) Posons cc, = E, - E ~ ,  z2 = c2 - E ~ ,  . . . , cq = E, - E ~ + , .  D'après VI, f j  4, 
no 7.1, (a,, . . ., cc,) est une base B de K;  les racines positives relativement à B 
sont les E~ - E~ pour i < j. La sous-algèbre de Borel correspondante b est l'en- 
semble des matrices triangulaires supérieures de trace nulle. 



On appelle drapeau de V un ensemble de sous-espaces vectoriels de V, dis- 
tincts de {O) et de V, totalement ordonné par inclusion. Ordonnons l'ensemble des 
drapeaux de V par inclusion. Les drapeaux maximaux sont les ensembles 
{W,, . . . , W,), où Wi est un sous-espace vectoriel de dimension i et où 

Wl c . - .  c W,. 

Par exemple, si Vi désigne le sous-espace de V engendré par el, . . ., e ,  alors 
(VI, . . ., V,) est un drapeau maximal. 

I l  est immédiat que b est l'ensemble des éléments de 4 laissant stables les 
éléments du drapeau maximal {V,, . . . , V,). Inversement, comme b contient b et 
les matrices Eij pour i < j, on voit que les Vi sont les seuls sous-espaces vectoriels 
non triviaux stables par b. 

Soit alors S un drapeau maximal de V. Il résulte de ce qui précède que 
l'ensemble b, des éléments de g laissant stables tous les éléments de S est une 
sous-algèbre de Borel de g. Comme toute sous-algèbre de Borel de 9 est trans- 
formé; de b par un automorphisme élémentaire, on voit quc l'application 
8 H b6 est une bijection de I'enscmble dcs drapeaux maximaux sur l'ensemble des 
sous-algèbres de Borel de g. 

Soit p une base de V. D'après (1) et ce qui précède, les sous-algèbres de Borel 
contenant ho sont celles correspondant aux drapeaux maximaux dont chaque 
élément est engendré par une partie de P. Ces drapeaux correspondent bijective- 
ment aux ordres totaux sur @ de la manière suivante: à un ordre total w sur p, 
on associe le drapeau {W,, . . . , W,), où Wi est le sous-espace vectoriel engendré 
par les i premiers éléments de P pour l'ordre o. Comme il y a (1 + 1) ! ordres 
totaux sur p, on retrouve ainsi le fait qu'il existe (1 + 1) ! sous-algèbres de Borel 
de (s[(V), b,) (3 3, no 3, remarque). 

Soit y un drapeau de V. Comme y est contenu dans un drapeau maximal, 
l'ensemble p, des éléments de g laissant stables les éléments de y est une sous- 
algèbre parabolique de 9. Montrons que les seuls sous-espaces vectoriels non 
triviaux stables par p, sont les éléments de y. Pour cela, on peut supposer 
y = F i l , .  . ., Viq) avec 1 < il < . . . < i, < 1. Posons i, = O, iq+, = 1 + 1. Les 
intervalles non vides 

(io + 1, id ,  (il + 1, i d , .  . .> iiq + 1, i ,+d 

forment une partition de (1, . . ., 1 + l), ce qui permet d'écrire toute matrice 
carrée d'ordre 1 + 1 comme une matrice par blocs (Xab) a,b  , q +  l. L'algèbre p, 
est alors l'ensemble pil, ..., iq des éléments (X,,), , ,,,, ,+, de sl(l + 1, k) tels 
que X,, = O pour a > 6. Comme pi l,..,, i4 3 b, un sous-espace vectoriel non 
trivial stable par pil, .,., iq est l'un des Vi; si i, < i < i,,,, l'algèbre pil ,..,, ,, 
contient Eik+l,i et Vi  n'est pas stable, d'où notre assertion. 

Par suite, les 2' drapeaux contenus dans le drapeau maximal (VI, . . ., V,) 
fournissent 2' sous-algèbres paraboliques deux à deux distinctes contenant b; 
comme il y a exactement 2, sous-algèbres parabolique contenant b (3 3, n04, 
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remarque), on en déduit que l'application y tt Q, est une bijection de l'enscmble 
des drapeaux de V sur l'ensemble des sous-algèbres paraboliques de 4. De plus, 
on a p, => p,, si et seulement si y c y'. 

Reprenons la sous-algèbre parabolique Q = Q , ~ ,  ,,,, iq (1 < i, < . , . < i, < 1). 
Soit 5 (resp. il) l'cnsemhle des (X,,),,,,,, ,+, de ei(1 + 1, k) tels que X,, = O 
pour a # b (resp. n 3 b). Vu la prop. 13 du fj 3, no 4, on a p = s @ n, la sous- 
algèbre 5 est réductive dans ct n est à la fois le plus grand idéal nilpotent ct le 
radical nilpotent de p. 

(IV) Pour r = 1, 2, . . ., 1, soit ar = E~ + . . . + E,. On a ai(HKj) = Bij, donc 
a, est le poids fondamental correspondant à cc,. 

Soit cr la représentation identique de dans V. 1,a puissance extérieure AT cr 

de o opère dans E = Ar(V). Soit (el, . . ., el+,) la base choisie dans V. Les 
eil A . . . A et,, où i, < . . . < i,, forment une base de E. Si h E b, on a 

(Arcr)(h) . et, A ...A eir = ( E ~ ~  + .  . . + ~, , )(h)e,~ A .-.A elr. 

Donc tout poids est de multiplicité 1, a, est un poids de Ar ci, et tout autre 
poids est de la forme a, - p, où p cst un poids radiciel positif. Par conséquent, 
a, est le plus grand poids de A' o, et el A . . . A e, est élément primitif. D'après 
VI, $4,  no 7.IX, le groupe de Weyl s'identifie au groupe symétrique de 

L'orbite de a, pour le groupe de Weyl contient donc tous les E,, + . . . + E,, 

avec il < . . . < i,. Le sous-module simple engendré par l'élément primitif 
el A . . . A eT admet donc pour poids tous les E , ~  + . . . + el, et par suite est égal à 
E. Ainsi, A' cr est irréductible de plus grand poids a,. 

Les représentations A T  o (1 < r < 1) sont donc les représentations fonda- 

mentales. On a dim(Ar cr) = 

(V) Onaw,(cc,) = -ccl, w,(c/.,) = ,.. .  (VI,S,4, n07.XI), donc 

-wO(ml) = al, -wo(a2) = al-l,. . .. 
Soit 

O = nlml + - . . +  nlml (n,, ..., n l € N )  

un poids dominant. Alors, pour que la représentation simple de plus grand poids 
w soit orthogonale ou symplectique, il faut et il suffit que 

n , = n , ,  n 2 = n l - ,  , . . .  
($ 7, no 5, prop. 12). En particulier, si 1 est pair, aucune des représentations 
fondamentales de d(l  + 1, k) n'est orthogonale ni symplectique. Si 1 est impair, 
la représentation Ai  G pour i + (1 + 1)/2 n'est ni orthogonale, ni symplectique; 



d'après VI, 4 4, no 7.V1, la somme des coordonnées de m,,,,,,, par rapport à 
(a1, . . . , al) est 

de sorte que A(l+l)I2 o est orthogonale pour 1 = - 1 (mod. 4) et symplectique 
pour 1 = 1 (mod. 4) ($ 7, no 5, prop. 12). Ce dernier résultat se précise de la 
manière suivante. Choisissons un élément non nul e dans A'+ l (V). La multiplica- 
tion dans l'algèbre extérieure de V définit une application bilinéaire de 

dans A' + '(V), qui s'écrit (u, v) tt @ (u, o)e, où <D est une forme bilinéaire sur 
A('+l)lz(V). On vérifie aussitôt que @ est non nulle, invariante par 4 (donc non 
dégénérée), symétrique si (1 + 1)/2 est pair, alternée si (1 + 1)/2 est impair. 

(VI) Pour tout x E g, le polynôme caractéristique de o(x) = x s'écrit 

où f,, . . . ,J;+, sont des fonctions polynomiales invariantes par g ($8, no 3, 
lemme 2). 

Si x = tlEIl + . . . + &+,El+, E t), les J ; ( x )  sont, au signe près, les fonctions 
symétriques élémentaires de t,, . . ., 5,+, de degré 2,. . ., 1 + 1. D'après VI, 
3 4, no 7.IX, les& 1 b engendrent donc l'algèbre des éléments de S(t)*) invariants 
par le groupe de Weyl, et sont algébriquement indépendantes. Alors ($ 8, no 3, 
prop. 3) f,, f,, . . . ,A+,  engendrent l'algèbre des fonctions polynomiales invari- 
antes sur g, et sont algébriquement indépendantes. 

(VII) Pour tout g E GL(1 + 1, k), soit cp,(g) = ~ ( g )  l'automorphisme x tt gxg-l 
de 8. Alors cp est un homomorphisme de GL(1 + 1, k) dans Aut(g). On a 

(VII, $ 3, no 1, remarque 2). Soit k une clôture algébrique de k. On a 

GL(1 + 1, k) = k* . SL(1 + 1, k), 

donc cpr(GL(l + 1, k)) = cpE(SL(l + 1, k)) = Aut , (8 Bk k) ; il en résulte que 
cp(GL(1 + 1, k)) c Aut,(g). D'autre part, Aut,(s) c cp(GL(1 + 1, k)), d'après 
la prop. 2 du $ 7, no 1, appliquée à la représentation identique de 9. Donc 
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Le noyau de cp est l'ensemble des éléments de GL(1 + 1, k) qui commutent à 
toute matrice d'ordre 1 + 1, c'est-à-dire l'ensemble k* des matrices scalaires 
inversibles. Donc Auto(g) s'identifie au groupe GL(1 + 1, k)/k* = PGL(1 + 1, k). 
Le noyau de y' = cp 1 SL(1 + 1, k) est pl + (k), où pl + (k) désigne l'ensemble des 
racines (1 + 1)-èmes de l'unité dans k. Donc Aute(g) s'identifie au groupe 
SL(1 + 1, k)/p,+,(k) = PSL(1 + 1, k). D'autre part, on a la suite exacte 

et l'image de k* par det est k*'+l. O n  en déduit des isomorphismes canoniques: 

Si k = R, on voit que Auto(g) = Aut,(g) si 1 + 1 est impair, et que 
Auto(g)/Aute(g) est isomorphe à 2 / 2 2  si 1 + 1 est pair. 

Avec les notations du 5 5, f (T,) est l'ensemble des automorphismes de qui 
induisent l'identité sur 6, donc est égal à cp(D) où D est l'ensemble des éléments 
diagonaux de GL(1 + 1, k) ($ 5, prop. 4). Soit D' l'ensemble des éléments 
diagonaux de SL(1 + 1, k). D'après la prop. 3 du 5 5, et la détermination de 
Aut,(g), on a f (q(T,)) c cp(D'). Montrons que f (q(T,)) = cp(D1). Soit 

un é1Cment de D'. 11 existe un 1: E Hom(Q(R), k*) = TQ tel que 1 : ( ~ ~  - E ~ )  = h,h,:' 
quels que soient i et j. On vérifie facilement que f (c) = cp(d). D'après VI, tj 4, 
no 7 (VIII), P(R) est engendré par Q ( R )  et l'élément E = a,, dont l'image dans 
P(R)/Q(R) est d'ordre 1 + 1 ; or 

donc 1: se prolonge en un liomomorphisme de P(R) dans k*. Cela prouve que 

c E 4(TP), d'où d d )  ~f MTP)). 
Rappelons ($ 5,  no 3, cor. 2 de la prop. 5) que Aut(g) = Ant,(g) pour 1 = 1, 

et que Aut(g)/Auto(g) est isomorphe à 2 / 2 2  pour 1 2 2. L'application 
0 : x -  -% est un automorphisme de d(1 + 1, k) et a, = 0  1 P $ W  si 1 2  2 
(VI, 5 4, no 7.XI), donc la classe de a, dans Aut(g)/Aut,(g) est l'élément non 
trivial de ce groupe ($5, no 2, prop. 4). 



(VIII) La restriction à b de la forme de Killing est 

(IX) Pour 1 < i < j < 1 + 1, posons 

Pour tout a E R, on a alors [X,, X-,] = -EL et 0(X,)  = X - ,  (où 0 est l'auto- 
morphisme x t-t - % introduit en (VII)). Par suite, (X,),,, est un système de 
Chevalley de (g, 0). 

Prenons k = Q. Les réseaux permis de b (8 12, no 6, déf. 1) sont ceux compris 
entre le Z-module Q ( R v  ) engendré par les Eli - + ,, c'est-à-dire formé 
par les matrices diagonales appartenant à d(l  + 1, Z), et le Z-module P ( R v )  
engendré par Q(RV ) et El, - (1 + 1) C Et, (VI, 5 4, no 7, (VIII)), c'est-à- 
dire formé des matrices diagonales de trace nulle de la forme x + (1 + 1) - la. 1, 
où x est à coefficients entiers et où a E Z. Il en résulte que d(1 + 1 Z) est l'ordre 
de Chevalley de (g, $) associé au réseau permis Q ( R v )  et au système de 
Chevalley (X, ) .  On vérifie aisément que A r  Z1+l est un réseau admissible dans 
A r  + l  relativement à el(1 + 1, Z) (3 12, no 8, déf. 3). 

D'autre part, g[(l + 1, Z) est un ordre de Chevalley dans l'algèbre réductive 
déployée gl(l + 1, Q); sa projection dans d ( l  + 1, Q) parallèlement au centre 
Q . l  de gi(1 + 1, Q) est l'ordre de Chcvalley de (g, 4) défini par le réseau permis 
P(Rv)  de b et le système de Chevalley (X,). On remarquera que gl(1 + 1, Z) 
n'est pas somme directe de ses intersections avec d(l  + 1, Q) et le centre de 
d(l + 1, Q). 

2. Algèbres de type B, (1 > I )  

(1) Soient V un espace vectoriel de dimension finie, Y une forme bilinéaire 
symétrique non dégénérée sur V. L'ensemble des endomorphismes x de V tels 
que Y (xv, v') + Y (v, xu') = O pour tous v, v' E V est une sous-algèbre de Lie de 
d(V), semi-simple pour dim V # 2 (1, 5 6, no 7, prop. 9). On la note o(Y) et on 
L'appelle l'algèbre de Lie orthogonale associée à Y. 

Supposons V de dimension impaire 21 + 1 >, 3 et Y d'indice maximum 1. 
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Notons Q la forme quadratique telle que 'Y soit associée à Q. On  a 
Q(x)  = +Y (x, x) pour x E V. D'après A, IX, fj 4, no 2, on peut écrire V comme 
somme directe de deux sous-espaces totalement isotropes maximaux F ct F' et 
de l'orthogonal G de F + F', qui est non isotrope et de dimension 1. Quitte à 
multiplier 'Y par une constante non nulle, on peut supposer qu'il existe e, E G 
tel que Y(e,, e,) = -2. D'autre part, Y met F et F' en dualité; soient (ei)14i41 
une base de F et (e-,), ,,,, la base duale de F'. Alors 

et la matrice de Y par rapport à cette base est la matrice carrée d'ordre 21 + 1 

où s est la matrice carrée d'ordre 1 dont tous les coefficients sont nuls, sauf ceux 
situés sur la deuxième diagonale1 qui sont égaux à 1. Une base de V possédant les 
propriétés précédentes sera appelée une base de Witt de V. L'algèbre 9 = o(Y) 
s'identifie alors à l'algèbre 0,(21 + 1, k) des matrices carrées a d'ordre 21 + 1 
telles que a = - S-l as (A, IX, 5 1, no 10, formules (50)). Un calcul facile 
montre que g est l'ensemble des matrices de la forme 

où x et y sont des matrices à 1 ligne et Z colonnes et A, B, C, D des matrices 
carrées d'ordre 1 telles que B = - s tBs, C = -stCs et D = -s tAs. Comme 
l'application A 1-t s tAs de M,(k) dans lui-même est la symétrie par rapport à la 
deuxième diagonale, on en déduit que 

Soit b l'ensemble des éléments diagonaux de g. C'est une sous-algèbre commu- 
tative de g, ayant pour base les éléments 

La deuxième diagonale d'une matrice carrée (a,,), , ,, , , . est la famille des a,, tels que i + j = n + 1 .  



Soit (q) la base de b* duale de (Hi). Posons 

On vérifie facilement que ces éléments forment unc hase d'un supplémentaire de b 
dans 9, et que, pour h r $, on a 

(4) [h, XE1 = &)X, 

quel que soit cc E R, où R est l'cnsemble des i e, et des E~ + ej (1 < i < , j  < 1). 
On déduit de là que b est égale à son normalisateur dans g, donc est une sous- 
algèbre de Cartan de 9, que b est déployante, et que les racines de (9, $) sont les 
éléments de R. Le système de racines R de (g, $) est de type B, pour 1 3 2, de 
type Al (autrement dit de type B1) pour 1 = 1 (VI, § 4, no 5.1 étendu au cas 
1 = 1). Par suite, (7 est une algèbre de Lie simfle défloyable de type B,. 

Toute sous-algèbre de Cartan cléployarite de o('E") est transformée de b par un 
automorphisme démentaire dc ~( ' f") ,  donc par un élément de O('lp) (cf. (VII)), 
et par suite est l'ensemble $, des élémerits de g dont la matrice par rapport à une 
base de Witt p de V est diagonale. On  vérifie aussitôt que les seuls sous-espaces 
vectoriels invariants par h D  sont ceux engendrés par une partie de P. 

Si 1 = 1, les algèbres a('+") et d(2,  k) ont mêmes systèmes de racines, ct sont 
donc isomorphes (cf: aussi 3 1, cxerc. 16). Désormais, nous supposerons 1 3 2. 

(II) On  détermine le systèmc dc racines R ' grâce à VI, 3 4, no 5.V, et l'on trouve 

(III) Posons ccl = il - e2, . . ., = E ,  - l  - E, ,  cc, = E,. D'aprCs VI, § 4, no 
5.11, (a,, . . ., cc,) est une base B de R ;  les racines positives relativement à B sont 
les E~ et Ics ci i E, (i < j ) .  La sous-algèbre dc Borcl b correspondante est l'en- 
semble des matrices triangulaires supérieures de 3. 

On vérifie immédiatement que les seuls sous-espaces vcctoriels de V distincts 
de {O] et V stables par b sont les élémcnts du drapeau maximal correspondant à la 
base (e,), c'cst-à-dire d'une part, les sous-espaces totalement isotropes V,, . . . , V,, 
où V, est engendré par el, . . . , e , ,  tl'aiit.re part lciirs orthogonaux V-  l, . . . , Y i :  
l'orthogonal de Vi est engendré par el, . . . , el, e,, ec,, . . . , e c - ,  et n'est pas 
totalement isotrope. D'autre part, si un élément de g laisse stable un sous-espace 
vectoriel, il laisse aussi stable son orthogonal. Par suite, b est Yensemble des 
Cléments de g laissant stables les éléments du drapeau fV,, . . . , V,). 
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Disons qu'un drapeau est isotrope si chacun de ses éléments est un sous-espace 
totalement isotrope. Le drapeau {VI, . . ., VI) est un drapeau isotrope maximal. 
Comme le groupe O(Y) opère transitivement aussi bien sur les sous-algèbres de 
Borel de g (cf. (VII)) que sur les drapeaux isotropes maximaux (A, IX, § 4, 
no 3, th. l) ,  on voit que, pour tout drapeau isotrope maximal S de V, l'ensemble 
b, des éléments de g laissant stables les éléments de 8 est une sous-algèbre de Borel 
de g et que l'application 8 i-t b, est une bijection de l'ensemble des drapeaux 
isotropes maximaux sur l'ensemble des sous-algèbres de Borel de 9. 

Soit 8 un drapeau isotrope et soit p6 l'ensemble des éléments de g laissant 
stables les éléments de 8. Si 8 c (VI, . . ., V,), alors Q, est une sous-algèbre - 
parabolique de g, contenant b et on vérifie facilement que les seuls sous-espaces 
totalement isotropes # { O )  stables par p,  sont les éléments de 8. On obtient donc 
ainsi les 2' sous-algèbrcs paraboliques de 9 contenant 6. On voit comme ci-dessus 
que l'application 6 tt p6 est une bijection de l'ensemble des drapeaux isotropes 
de V sur l'ensemble des sous-algèbres paraboliques de 9. De plus, on a Q, c p,. 

si et seulement si S 2 8'. 

(IV) Les poids fondamentaux correspondant à x,, . . . , cc, sont, d'après VI, 5 4, 

Soit o la représentation identique de g dans V. La puissance extérieure A r  ci 
opère dans E = A T  V. Si h E b, on a 

o(h)  - ei = q(h)ei  pour 1 < i < 1 
o ( h ) .  eo = O 
o(h)  - e-i = - ~ i ( h ) e - ~  pour 1 6  i < 2.  

On en déduit que, pour 1 < r < 1, E, + - . . + E, est le plus grand poids de A T  o, 
les éléments de poids cl + . . . + 5, étant ceux proportionnels à el A . . . A e,. 
Nous allons montrer que pour 1 < r < 1 - 1, la représentation A' o est une 
représentation fondamentale de g de plus grandpoidr a,. Pour cela, il suffit de démontrer 
que Aro est irréductible pour O < r < 21 + 1. Mais la forme bilinéaire @ sur 
A r V  x A Z E + l - T  définie par 

est invariante par g et met Ar V et A21+1-r V en dualité. La représentation 
A2'+l-' o est donc la duale de Ar o et il suffit de démontrer l'irréductibilité de 
ATo pour O < r < 1, OU encore que le plus petit sous-espace T, de A'V con- 
tenant e, A - - . A er et stable par g est Ar  V tout entier. C'est immédiat pour 
r = O et r = 1 (cf. formule (2)). Pour r = 2 (donc 1 > 2), la représentation 
A2a et la représentation adjointe de (qui est irréductible) ont même dimension 
l(21 + 1) et même plus grand poids E, + E, (VI, 3 4, no 5, (IV)).  On en conclut 



que A20 est équivalente à la représentation adjointe, et donc irréductible. Ceci 
démontre notre assertion pour 1 = 1 et 1 = 2. 

Raisonnons maintenant par récurrence sur 1, en supposant 1 > r > 3. 
Remarquons tout d'abord que si W est un sous-espace de V non isotrope de 
dimension impaire, d'orthogonal W', la restriction Y, de Y à W est non dégé- 
nérée et on peut identifier o(Y,) à la sous-algèbre de g formée des éléments nuls 
sur W'. Si dim W < dim V, et si Y, est d'indice maximum, l'hypothèse de 
récurrence entraîne que si T, contient un élément non nul de la forme w' A w, 
avec w' E et  w E A ~ W  (O < k < T ) ,  alors T, contient w' A Akw: on a 
en effet a .  (w' A w) = w' A a .  w pour tout a E o(Y,) . Montrons alors par 
récurrence sur p E (O, r) que TT contient les éléments 

x = ei, A . . - A  e,,_, A ej, A . + - A  ejp 

pour 1 < il < . . .  < i,_, < 1 et -1 ,<j, < . . . < j ,  < O. Pour p = O, cela 
résulte de l'irréductibilité de l'opération de @(F) dans A T  (no l), puisque 4 

contient des éléments laissant fixe F = V, = 2 ke, et y induisant n'importe quel 
i = l 

endomorphisme (cf. formule (2)). Si P = 1, soit q E (1,l) tel que q # -j, et 
qu'il existe A E (1, r - p) avec q = i,; si p > 2, soit q E (1,l) tel que -q E 

{j,, . . . ,j,). Quitte à permuter les e,, on peut supposer q = 1. Prenons alors pour 
W l'orthogonal de W' = ke, + ke-,. Si p = 1, on a x E el A Ar-lW; comme 
T, contient el A . . . A e,, on voit que TT contient x. Si p 2 2, on a ou bien 
 XE^-, A Ar-lW, OU bien xce ,  A e-, A Ar-2W; comme T, contient par 
hypothèse de récurrence e-, A e, A . . . A e,-, et e-, A el A e, A - . . A eT-,, 
on voit que T, contient x, ce qui achève la démonstration. 

Pour une autre démonstration de l'irréductibilité de Ara, voir exerc. 6. 

Nous allons maintenant déterminer la représentation fondamentale de plus 
grand poids a,. 

Lemme 1. - Soient V un espace uectoriel de dimension finie, Qune forme quadratique non 
dégénérée sur V, Y la forme bilinéaire symétrique associée à Q, C (a) l'algèbre de Clzfford de 
V relativement à Q, fo l'application composée des applications canoniques 

o (Y)+gf (V)+V@V*-+V@V+C+(Q)  

(la lère est l'injection canonique, la 3ème est définie par l'isomorphisme canonique de V* sur 
V correspondant à Y, la 4ème est d@ie par la multiplication dans C(Q) ,  cf. A, IX, 5 9, 
no 1). Posons f = $ f,. 

(i) Si (e,), (e;) sont des bases de V telles que Y (e,, ei) = Sr,, on a fo (a) = (ae,)e; 

pour tout a E O (Y). 
(ii) Si a, b E O (Y), on a 2 (ae,) (bei) = - 2 (abe,)ei. 

r T 

(iii) Si a E o ( Y )  et v E V, on a [f (a), v]  = av. 
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(iv) Si a, E ~( ' f " ) ,  on a [ f  (a) , f  (6)l = f  ([a, 61). 
(v) f (o(Y)) engendre l'algèbre associative C + (Q) . 
(vi) Soient N un C +  (Q)-module à gauche et p l'homomorphisme correspondant de 

C+ (Q) dans End,(N). Alors p 0 f est une représentation de v(Y) dans N. Si N est 
simple, p 0 f est irréductible. 

L'assertion (i) est claire. Si a, 6 E v(Y), on a (posant Y(x, y) = (x, y)) : 

ce qui prouve (ii). Puis, pour tout v E V, on a d'après (i) 

ce qui prouve (iii). Alors 

= + 2 ((abe,)ei - (baer)ei) d'après (ii) 
r 

= f ([a, 61) d'après (i) 

ce qui prouve (iv). Pour prouver (v), on peut, par extension des scalaires, 
supposer k algébriquement clos. Choisissons alors la base (e,) de V de telle sorte 
que 'IP(er, es) = Sr,, d'où e: = e,. Si i # j, on ü E,? - Eji E o(Y) et 

f (E.. - E..) - +(eiej - e,ei) = e.e: 
31 1 3 3  

or les eiej engendrent C + (0). 
L'assertion (vi) résulte de (iv) et (v). C.Q.F.D. 

Reprenons maintenant les notations du début du numéro. Posons = F + F' 
et soit Q (resp. T) la restriction de Q (resp. Y)  à V. Alors Q est une forme 
quadratique non dégénérée d'indice maximum 1 sur l'espace de dimension 21 
et l'algèbre de Clifford C(Q) est une algèbre centrale simple de dimension 22' 
(A, IX, 5 9, no 4, th. 2). Soit N l'algèbre extérieure du sous-espace isotrope 



maximal F' engendré par e-,, . . ., e-,. Identifions F et le dual de F' grâce 
à Y et pour x E F' (resp. y E F) notons h(x) (resp. h(y)) le produit extérieur 
gauche par x (resp. le produit intérieur gauche par y) dans N ;  si al, . . . , a ,  E F r ,  
on a 

A(x). (a, A . . . A a,) = x A a, A . . . A a, 
k 

A(y).(a, A . . . A  a,) = 2 (-1)'-'Y(ai,y)a, A . . . A  a,-, A ai+l  A . . . A  a,. 
i = l  

On  vérifie aisément que A(X)~ = h ( ~ ) ~  = O et que 

A(x)A(y) + A(y)A(x) = Y(x, y).  1. 

On  en déduit (A, IX, 3 9, no 1) qu'il existe un homomorphisme et un seul (noté 

encore A) de C(Q) dans End N prolongeant l'application h : F u F r  -+ End(N). 

Comme dim N = 2' et que C(Q) possède une seule classe de modules simples, de 

dimension 2' (A, IX, 5 9, no 4, th. 2), la représentation de C(Q) dans N définie 

par h est irréductible et c'est une représentation spinoriellc de C(Q) (lm. cit.). 
Considérons alors l'application p : u t-t e,v de V dans C + (Q) . Pour v E V, on a 

et p se prolonge d'une manière et d'une seule en un homomorphisme, noté encore 

p, de C(Q) dans C + ( Q ) .  Comme C(Q) est simple et que 

dim C + (Q) = dim C(Q) = 2", 

on voit que p est un isomorphisme. Par suite, A 0 p- l  définit une structure de 
C C  (Q)-module simple sur N et p = h 0 p-l  0 f est une représentation irréductible 
de 3 dans N (lemme 1, (vi)). 

D'autre part, vu le lemme 1, (i), on a 

Comme eie-, = - e&- = e,e,e,e-, et e,e-, + e _,ei = 1, on a 

On  en tire, pour 1 < il < . . . < i, < 1: 

et pour h E b 

Ceci montre que le plus grand poids de p est a,. On dit que p est la représentation 
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spinorielle de 9. Notons que tous ses poids sont simples (d'ailleurs, a, est un poids 
minuscule). 

(V) On a w, = - 1, donc toute représentation simple de dimension finie de g est 
orthogonale ou symplectique. D'après VI, 5 4, no 5,  (VI), la somme des coordon- 
nées de a, par rapport à (a,, . . . , cc,) est entière pour 1 < r < 1 - 1 : la représen- 
tation A r o  est donc orthogonale. D'ailleurs, elle laisse invariante l'extension 
Y(,, de YP à ArV. 

Pour la représentation spinorielle, la somme des coordonnées de a, par rap- 

'(' + (lac. cil.). Elle est donc ortho- port à (a,, . . ., cc,) est +(1 + . . + 1) = --- 
4 

gonale pour 1 = O ou - 1 (mod. 4) et symplectique pour 1 = 1 ou 2 (mod. 4). 
D'ailleurs, considérons la forme bilinéaire @ sur N = AF' définie de la manière 
suivante: si x E ApF' et y E AqF', on pose @(x, y) = O si p + q # 1 et 

si* + q = 1. On vérifie aisément que @ est non dégénkrée et est orthogonale pour 
1 r O, - 1 (mod. 4) et alternée pour 1 = 1,2 (mod. 4). D'autre part, vu le lemme 
1, (i), on a pour 1 < i < 1 

f (XEl) = 60% f (X-E,) = -eoe-i 

et pour 1 < i < j < 1 

f ( X  ) =+(e,e-, -e-,ei) = eie-j=eoe,eoe-j 
CI -EJ 

et de même 

f (XE,-,,) = -eoejeoe-i, f (XEI+,,) = eoeieoej et f (X-E1 -E,) = eoe-ieoe- j ;  

d'où 

p - l ~ f ( X E l ) = e i ,  p - l ~ f ( X - ~ ~ ) =  -e-, 
et 

t " - l ~ f ( X i E 1 i E J ) = c e f i e r t j  pour 1 < i , j < l Y i # j a v e c c ~ ( 1 , - 1 ) .  

On vérifie alors sans peine que @ est bien 9-invariante (cf. exerc. 18). 

(VI) Pour x E 9, le polynôme caractéristique de o(x) se met sous la forme 

T2'+l + f1(x)T2' + f2(x)T2'-" + .  . + f2!+1(~) 

où f,, . . . , f2,+, sont des fonctions polynomiales invariantes sur g. 

Si x = E,H, + . . . + &Hl E O, les f;(x) sont, au signe près, les fonctions 
symétriques élémentaires de El, . . . , c,, - cl, . . ., - 5,; ces fonctions symétriques 
sont nulles en degr6 impair, et 

T2"l + f2(~)T22-1 + f4(~)T21-3 + . . . + fZI(x)T = T(T2 - E;). . . (T2 - 5;) 



de sorte que f2(x), . . . , f2,(x) sont au signe près les fonctions symétriques élémen- 
taires de t:, . . . , t:, c'est-à-dire des générateurs algébriquement indépendants de 
S ( S * ) ~ ( V I ,  5 4, no 5.IX). Compte tenu du 5 8, no 3, th. 1 (i), on voit que 
fi = f3 = f5 = . . .=  O, et que (f,, f,, . . . , f,,) est une famille algébriquement 
libre engendrant l'algèbre des fonctions polynomiales invariantes sur g. 

(VII) Puisque le seul automorphisme du graphe de Dynkin est l'identité, on a 
Aut(g) = Aut,(g). 

Soit Z le groupe des similitudes de V relativement à Y. Pour tout g E Z, soit 
cp (g) l'automorphisme x H gxg-l de g. Alors cp est un homomorphisme de Z 
dans Aut(g). Montrons qu'il est surjectif. Soit cc E Aut(g) = Aut,(g). D'après la 
prop. 2 du 5 7, no 1, il existe s E GL(V) tel que ~ ( x )  = sxs-l pour tout x E g. 

Alors s transforme Y en une forme bilinéaire Y' sur V qui est invariante par 9, 
donc proportionnelle à Y($ 7, no 5, prop. 12). Cela prouve s E L. 

Puisque la représentation identique de 9 est irréductible, son commutant est 
réduit aux scalaires ( $ 6 ,  no 1, prop. l ) ,  donc le noyau de y, est k*. Le groupe 
Aut(g) = Aut,(g) s'identifie donc à Zlk*. Or, il résulte de A, IX, $ 6, no 5, 
que le groupe Z est produit des groupes k* et SO(Y);  donc Aut(8) = Aut,(g) 
s'identifie à SO(Y) . 

Soit O:,(Y!') le groupe orthogonal réduit de Y (A, IX, $ 9, no 5). Comme 
SO(Y)/Oz (Y) est commutatif (lac. cit.), le groupe Aut,(g) est contenu dans 
0: (Y) ($ ! 1, no 2, prop. 3) ; il lui est en fait égal (exerc. 7). 

(VIII) La forme bilinéaire canonique @, sur P* est donnée par 

(VI, $ 4, no 5.V). L'isomor, 'lisme de $ sur $* défini par O, transforme Hi en 
(41 - 2).~i.  La forme inverse G 9,. c'est-à-dire la restriction à !, de la forme de 
Killing, est donc 

@(tlHl + . . . + &Hl, t;Hl + . . . + E.lH,) = (41 - 2)(Flti + . . . + EtE.;). 

(IX) Reprenons les X, (a E R) définis par les formules (3). On vérifie aisément 
que [X,, X-,] = -Ha pour a E R. D'autre part, soit M la matrice I + E,,,; 
comme M = S tM-lS, l'application 

est un automorphisme de g et l'on a 0(X,) = X-, pour tout cc ER. Par suite, 
(X,) est un système de Cheualley de (g, $). 

Supposons k = Q. La sous-algèbrc de Cartan 4 possède deux réseaux permis: 
le réseau Q ( R v  ) engendré par les H, et le réseau P(Rv ) qui est engendré par les 
Hi et qui se compose des matrices diagonales à coefficients entiers de !,. On en 
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déduit que 0,(21 + 1, Z)  (ensemble des matrices de 9 à coefficients entiers) est 
l'ordre de Chevalley P(Rv ) + Z Z. X, de 9. Comme (X,,1)2 = 2E+i, (X*si)3 
= O et (Xi,,.*,J2 = O,, on voit que le réseau V engendré par la base de 
Witt (e,) -,,,, , est un réseau admissible pour 0,(21 + 1, Z) dans V. Il en est de 
même de ArY dans A T .  

Considérons maintenant la représentation spinorielle p de g dans N = AF'. 
Comme ses poids n'appliquent pas P ( R v )  dans Z, elle ne possède pas de réseau 
admissible pour 0,(21 + 1, Z). Par contre, le réseau JCr engendré par la base 
canonique (e - ,, A - . . A e- ,J de N (pour 1 < il < . . . < i, < 1) est un réseau 

admissible pour l'ordre de Chevalley F? = Q ( R v  ) + 2 Z .  X,. En effet, il est 
a s R  

immédiat que N est stable par produit extérieur par les e-, et produit intérieur 
par les ei (pour 1 < i < I). Les formules de (V) montrent alors que JCr est stable 
par p(9). Comme de plus p(X,)2 = O pour tout a E R ,  on en dCduit que Jlr est 
admissible. 

3. Algèbres de type C ,  (1 > I )  

(1) Soit Y une forme bilinéaire alternée non dégénérée sur un espace vectoriel V 
de dimension finie 21 3 2; l'ensemble des endoniorphismes x de V tels que 
Y(xu, v') + Y(u, XU')  = O pour tout V, v' E V est une sous-algèbre de Lie semi- 
simple de d(V) (1, s 6, no 7, prop. 9). On la note sp(Y) et on l'appelle l'algèbre de Lie 
symplectique associée à Y. 

D'après A, IX, $4, no 2, on peut Ccrire V comme somme directe de deux sous- 
espaces totalement isotropes maximaux F et F', mis en dualité par '?'. Soit 

(6,) , une base de F, et (e - ,) , , , , , la base duale de F'. Alors 

est une base de V; nous dirons que c'est une base de Witt (ou base symplectique) 
de V. La matricc de Y par rapport à cette base est la matrice carrée d'ordre 21 

où s est la matrice carrée d'ordre 1 dont tous les coefficients sont nuls sauf ceux 
situés sur la deuxième diagonale qui sont égaux à 1, cf. no 2 (1). 

L'algèbre 4 = sp(Y) s'identifie à l'algèbre ep(21, k) des matrices carrées a 
d'ordre 21 telles que a = - J - l t a J  = J t a J  (A IX, 3 1, no 10, formules (50)), ou 
encore de la forme 

où A, B, C sont des matrices carrées d'ordrc 1 telles que B = s 'Bs et C = s 



autrement dit, B et C sont symétriques par rapport à la deuxième diagonale. On  
en déduit que 

Soit !, l'ensemble des éléments diagonaux de 8. C'est une sous-algèbre commu- 
tative de g, ayant pour base les éléments Hi = Et., - E-i ,- i  pour 1 Q i ,< 1. 
Soit (€JI  c 1  $ , la base duale de ( H l ) .  Pour 1 Q i < j Q 1, posons: 

On  vérifie facilenient que ces éléments forment une base d'un supplémentaire de $ 
dans 9, et que, pour h E 5,  

quel que soit cc E R, où R est l'ensemble des t 2q et des & E~ E~ (i < j ) .  On 
déduit de là que t) est égale à son norrnalisateur dans 9, donc est une sous-algèbre 
de Cartan de 9, que 4 est déployante, et que les racines de (9, $) sont les éléments 
de R. Le système de racines R de (9, 4) est de type Cl pour 1 2, de type A, 
(autrement dit de type C,) pour 1 = 1 (VI, 3 4., no 6.1 étendu au cas 1 = 1). Par 
suite, est une algèbre de Lie simele déployable de type Cl. 

Toute sous-algèbre de Cartan déployante de 9 est transformée de $ par un 
automorpliisme élémentaire, donc par un élément du groupe symplectique 
Sp(Y) (cf. (VII)) et par suite cst l'ensemble $, des éléments de 3 dont la matrice 
par rapport à une base de Witt P de g est diagonale. On vérifie aussitôt que les 
seuls sous-espaces vectoriels de V stables par PB sont ceux engendrés par une 
partie de p. 

O n  a 8 ~ ( 2 ,  k) = d(2, k). D'autre part, les algèbres 5p(4, k) et 0,(5, k) ont 
mêmes systèmes de racines, donc sont isomorphes (cf. exerc. 3). Désormais, nous 
supposerons 1 2 2. 

(II) On détermine le système de racines R V  grâce à VI, 5 4, nos 6.1 et 6.V, et 
l'on trouve 

(III)  Posons ccl = E~ - E ~ ,  . . .,  CL^-, = E , - ~  - E~, C L ,  = 2q. D'après VI, 5 4, 
no 6.11, (cc,, . . ., a,) est une base B de R; les racines positives relativement à B 
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sont les 2Ei et les E~ + E, (i < j ) .  La sous-algèbre de Borel b correspondante est 
l'ensemble des matrices triangulaires supérieures de 9. 

Soit 8 un drapeau isotrope de V (c'est-à-dire dont tous les éléments sont des 
sous-espaces totalement isotropes pour Y), et soit p6 la sous-algèbre formée des 
éléments de g laissant stables les éléments de 6. On  montre comme au no 2 (III) 
que l'application 6 tt p, est une bijection de l'ensemble des drapeaux isotropes 
(resp. des drapeaux isotropes maximaux) sur l'ensemble des sous-algèbres para- 
boliques (resp. des sous-algèbres de Borel) de g; on a p6 3 p6, si et seulement si 
6 c 6'. 

(IV) Les poids fondamentaux correspondant à or,, . . . , cc, sont, d'après VI, $4, 
no 6.V1, les mi = E, + . . . + E, (1 < i < 1). 

Nous allons montrer comment la représentation fondamentale or de poids mr 
peut se réaliser comme sous-représentation de Aro, où o est la représentation 
identique de dans V, et pour cela étudier la décomposition de la représentation 
A c  de 9 dans l'algèbre extérieure AV. 

Soit (ef) la base de V* duale de (e,). La forme bilinéaire alternée Y s'identifie 
à un élément I'* E A2V* (A, III, p. 153) et on vérifie aisément que 

1 

I'* = - 2 e: A e?,. 
i = l  

Soit Y* la forme inverse de 'Y (A, IX, $ 1, no 7) ; il est immédiat que 

'r*(eF, e:) = O 

pour i # - j  et Y*(eF, e?,) = - 1 pour 1 d i < 1. Si l'on identifie Y* à un 
élément l? E A2V, on a donc 

Notons alors X- l'endomorphisme de AV produit extérieur gauche par ï 
et X+ l'endomorphisme de AV produit intérieur gauche par - r *  : 

Pour calculer X+ et X-, introduisons une base de AV de la manière suivante: 
pour tout triplet (A, B, C) formé de trois parties disjointes de (1, l ) ,  posons 

où (a,, . . ., a,) (resp. (61, . . ., b,), (cl,. . ., c,)) sont les éléments de A (resp. B, 



C) rangés suivant l'ordre croissant. On obtient bien ainsi une base de AV et des 
calculs simples montrent que 

Soit H l'endomorphisme de AV qui se réduit à la multiplication par (1 - Y) 

sur ArV (O < r < 21). On vérifie sans peine (cf. exerc. 19) que 

[X,, X-] = -H 

[H, x+1 = 2 x +  
[H, X - ]  = - 2X- 

Autrement dit, le sous-espace vectoriel s engendré par X+, X- et H est une 
sous-algèbre de Lie de End(AV), isomorphe à sl(2, k), et ArV est le sous-espace 
des éléments de poids 1 - r. Notons alors Er le sous-espace de ArV formé des 
éléments primitifs, c'est-à-dire Er = (ArV) n Ker X+. Il  résulte du $ 1 que, 
pour r < 1, la restriction de X- à ArV est injective et que, pour r < 1, ArV se 
décompose en somme directe 

Ceci montre en particulier que dim Er = ( y )  - (r y 2) pour O < r < 1. 
D'autre part, la définition même de 5 p ( Y )  montre que r* est annulé par la 

puissance extérieure deuxième de la duale de o. De même, r est annulé par 
A20. On en déduit aussitôt que X+ et X-, donc aussi H, commutent avec les 
endomorphismes Ao(g) pour g E g. Par suite, les sous-espaces Er pour O < r < 1 
sont stables par Arc; nous allons montrer que la restriction de Ars à Er est une 
représentation fondamentale or de poids a, ( 1 < r < 1). 

Remarquons tout d'abord que les poids de Aro relativement à f~ sont les 
cil + . - . + cik - (cil + . . - + E ~ , - ~ ) ,  où il, . . . , ik (resp. jl, . . . , j rTk) sont des 
éléments, distincts de (1,L); le plus grand poids de Arc est donc bien 

et les vecteurs de poids m, sont ceux proportionnels à el A . . . A er = e(,,..,,rl,Q,Q. 
La formule (9) montre que el A . . - A er E E,. Il nous suffit donc de démontrer 
que la restriction de Ars à Er est irréductible. 

Si s E Sp(Y), l'extension à AV (resp. AV*) de s laisse fixe J? (resp. r*), 
donc commute avec X+ et X -  et laisse stables les E,. Par suite, Er contient le 
sous-espace vectoriel Fr engendré par les transformés de el A . - . A e, par 
Sp(Y). Le théorème de Witt montre que ceux-ci sont les r-vecteurs décomposables 
non nuls tels que le sous-espace vectoriel de V correspondant soit un sous-espace 
totalement isotrope, r-vecteurs que nous appellerons isotropes. 
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Lemme 2. - Pour 1 < r < 1, soit Fr le sous-espace de ArV engendré par les r-vecteurs 
isotropes. On a 

Montrons d'abord comment le lemme 2 entraîne notre assertion. Comme 
Fr c Er et E, n X-(Ar-2V) = {O), le lemme entraîne F, = E,. D'autre part, 
soit s E Sp(Y) ; l'automorpliisme a i-t sas-l de End(V) conserve g et y induit un 
élément de Aut,(g) (cf. (VII)),  donc transforme toute représentation irréductible 
de en une représentation Pquivalente (3 7, no 1, prop. 2). Comme el A . - . A Cr 

appartient à une composante irréductible de Aro, et que E, = Fr est engendré 
par les transformés de e, A . . . A e, par Sp(Yr), on en déduit que la représenta- 
tion de dans E, est isotypique. Mais la multiplicité de son plus grand poids s, 
est 1, elle est donc irréductible. 

Reste à démontrer le lcmme. Il est évident pour r = 1. Raisonnons par 
récurrence, et supposons r > 2. Vu l'hypothèse de récurrence, on est ramené à 
prouver que 

ou encore que, si y est un (r  - 1)-vecteur décomposable et x E V, alors 

z = y  A X E F ,  + ï A A r - V .  

Soit (f,), , *i,, une base de Witt de V telle que y = fl A . . . A f,- ,. Il suffit de 
faire la démonstration lorsque x = J;. Si i $ (1 - r, - l), le r-vecteur fl A . . . A 

A est isotrope. Sinon, on peut supposer, quitte à changer la numérotation 
1 

des&, que i = 1 - r. O n  a alors î = fi. A f J '_ j ,  d'où 
j= 1 

5-1 "fi-, -fi ~ f - j  = (&i f fi) A (fi-, -f-j)  -fi  fi-r + f i - ~ ~ f - j  

et on vérifie aussitôt que pour r < j < I ,  les r-vecteurs 

fi A . . . ~ f , - z  A (A-i +J; )  A (fl-r -f-j) ,  

fi ~ . . + A f r - ~  A f i  A fi-, et ~ . . . A f r - ~  A f-j 

sont isotropes. Par suite z E Fr + l? A A r - V ,  ce qui achève la démonstration. 



(V) On  a w, = - 1, donc toute représentation simple de dimension finie de g est 
orthogonale ou symplectique. D'après VI, 3 4, no &VI, la somme des coordonnées 
de a, par rapport à (a,, . . ., a,) est 

r  
1 + 2  + . . . +  ( r -  1) + r +  r + . . . +  r + -  

2 

de sorte que or est orthogonale pour r pair et symplectique pour r  impair. 
Comme el A . . - A e, et e c ,  A . . . A e-, appartiennent à Er et que 

Y(r)(el A . . . A e,, e-, A . . - A e-,) = 1, 

on voit que la restriction de Y(',,, à E, est non nulle: c'est à un facteur constant 
près la forme bilinéaire, symétrique si r est pair et alternée si r est impair, in- 
variante par O,. 

(VI) Pour tout x E 9, le polynôme caractéristique de a(x) se met sous la forme 

T2' + fi (x)T2' - l + . . . + f21(~) 

où fl, . . . , fZl sont des fonctions polynomiales invariantes sur g. 

Si x = &Hl + . . . + !$Hl E b, les f,(x) sont, au signe près, les fonctions 
symétriques élémentaires de <,, . . . , El, - tl, . . . , - 5,; ces fonctions symétriques 
sont nulles en degré impair, et 

T2' + f2 (~ )T21-2  + - . - + fZ1(x) =: (T2 - E S ) .  . . (T2 - 5;). 

Comme au no 2.V1, on en déduit que f, = f, = f, = . . . = O, et que 

est une famille algébriquement libre engendrant l'algèbre des fonctions poly- 
nomiales invariantes sur 9. 

(VII) Puisque le seul automorphisme du graphe de Dynkin est l'identité, on a 
Aut(g) = Aut,(g). 

Soit C le groupe des similitudes de V rclativernent à Y (A, IX, fj 6, fin du 
no 5). O n  démontre comme au no 2  (VII) que les automorphismes de g sont les 
applications x » sxs-' où s t C,  de sorte que Aut(g) = Aut,(g) s'identifie à Zlk*. 

Pour tout s E C, soit p(s) le n~ultiplicateur de S. L'application SH- y(s) 
mod k*2 de C dans k*/k*2 est un homomorphisme dont le noyau contient k*. 1, 
d'où un homomorphisme h de Clk* dans k*/k*2. On a Sp(Y) n k* = (1, - 1). 
Considérons la suite d'homomorphismes 

L'application L est injective, et I ~ ( L )  c Ker A puisque le multiplicateur d'un 
élément de Sp(Y) est 1. Si s E C a pour multiplicateur un élément de k*2, il 
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existe v E k* tel que vs E Sp(Y) ; donc I ~ ( L )  = Ker(A). En définitive, la suite (10) 
est exacte. Identifions Sp(Y)/{l, - 1) à un sous-groupe de Ç/k*. Comme k*/k*2 
est commutatif, Sp(Y)/{l, - 1) contient le groupe dérivé de Ç/k*. Donc Aut,(g) 
est contenu dans Sp(Y)/{l, - 1) ($ I l ,  no 2, prop. 3). En fait, il lui est égal, et 
Aut(g)/Aut,(g) s'identifie à k*/k*2 (exerc. 9). 

(VIII) La forme bilinéaire canonique @, sur b* est donnée par 

(VI, 5 4, no 6.V). La forme inverse de @,, c'est-à-dire la restriction à b de la 
forme de Killing, est donc 

@(<,Hl + . . . + &Hl, E;Hl + . . . + k;Hl) = 4(1 + 1) ( E I G  + . . + SICI) .  

(IX) Reprenons les X, définis par les formules (6) (a  E R). On vérifie aisément 
que [X,, X-,]  = -Ha pour CC E R. D'autre part, l'application 0: a tt -ta est un 
automorphisme de g et B(X,) = X-, pour tout a E R. Par suite, (X,),,, est un 
système de Chevalley de (9, P). 

Supposons k = Q. La sous-algèbre de Cartan P possède deux réseaux permis 
1 1 

Q(Rv) = 2 Z.Hi et P (Rv)  = Q ( R v )  + + Z .  2 Hi (VI, $4, n05.VIII). On 
i = l  i = l  

voit que Q(Rv ) est l'ensemble des matrices à coefficients entiers appartenant à P. 
On en déduit que l'ordre de Chevalley Q ( R v )  + 2 Z.X, est l'ensemble 

a s R  

sp(21, Z) des matrices de g à coefficients entiers. 
Considérons l'algèbre réductive sp(Y) + Q. 1. On voit aisément que 

l'ensemble de ses éléments à coefficients entiers en est un ordre de Chevalley, 
dont la projection dans sp(Y) parallèlement à Q. 1 est l'ordre de Chevalley 
P(Rv)  + 2 Z.X,. 

Enfin, on a Xz = O pour tout a ER.  On en déduit que le réseau V de V 
engendré par les ei est admissible pour l'ordre de Chevalley ~ ~ ( 2 1 ,  Z). Il en est de 
même de Er n A r V  dans Er. 

Enfin, Er ne possède de réseau admissible pour l'ordre de Chevalley 

P(Rv)  + ~ z . x ,  

que si r est pair; Er n A r V  est alors un tel réseau. 

4. Algèbres de type D, (1 > 2 )  

(1) Soit V un espace vectoriel de dimension paire 21 >, 4 et soit Y une forme 
bilinéaire symétrique non dégénérée d'indice maximum 1 sur V. D'après A, IX, 



§ 4, no 2, on peut écrire V comme somme directe de deux sous-espaces totalement 
isotropes maximaux F et Fr. Soit (ei),,,,, une base de F et ,,,, la base 
duale de F' (pour la dualité entre F et F' définie par Y). Alors el,. . . , e,, e-,, . . . , e - ,  
est une base de V; nous dirons que c'est une base de Witt de V. La matrice de Y par 
rapport à cette base est la matrice carrée S d'ordre 21 dont tous les coefficients 
sont nuls, sauf ceux situés sur la deuxième diagonale, qui sont égaux à 1. L'algèbre 
g = o(Y) s'identifie à l'algèbre os(21, k) des matrices carrées g d'ordre 21 telles 
que g = -StgS. Elle est de dimension l(21 - 1). Un calcul facile montre que g 

est l'ensemble des matrices de la forme 

où A, B, C, D sont des matrices carrées d'ordre 1 telles que B = -stBs, C = 

-stCs et D = -stAs (s est la matrice d'ordre 1 dont tous les coefficients sont 
nuls sauf ceux situés sur la deuxième diagonale qui sont égaux à 1). 

Soit $ l'ensemble des matrices diagonales appartenant à g. C'est une sous- 
algèbre commutative de g, ayant pour base les éléments Hi = E,,, - E- ,, - pour 
1 < i < 1. Soit (E,) la base de $* duale de (Hi). Posons, pour 1 < i < j < 1, 

Ces éléments forment une base d'un supplémentaire de $ dans g. Pour h E 5, on a 

quel que soit a E R, où R est l'ensemble des E, f E? (i < j ) .  Donc $ est une 
sous-algèbre de Cartan déployante de 9, et les racines de (9, b) sont les éléments 
de R. Le système de racines R de (g, b) est donc de type D, pour 1 3, de type 
A, x A, (autrement dit de type D,) pour 1 = 2 (VI, $4, no 8.1 étendu au cas 
1 = 2). Par suite, g est une algèbre de Lie simple déplayable de type D, si 1 > 3. 

Toute sous-algèbre de Cartan déployante de 9 est transformée de $ par un 
automorphisme élémentaire de g, donc par un élément de O(Y) (cf. (VII)) et par 
suite est l'ensemble bB des éléments de g dont la matrice par rapport à une base de 
Witt (3 de V est diagonale. On vérifie aussitôt que les seuls sous-espaces invariants 
par bo sont ceux engendrés par une partie de (3. 

Comme les algèbres os(4, k) et d(2, k) x d(2, k) ont mêmes systèmes de 
racines, elles sont isomorphes. De même, 0,(6, k) et d(4, k) sont isomorphes (cf. 
aussi exerc. 3). Désormais, nous supposerons 1 3. 

(II) O n  détermine Rv  grâce à VI, $ 4, no 8.V. On trouve 
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(III) Posons G C ~  = E~ - E ~ ,  cc2 = .z2 - EX,. . ., = E,- ,  - E,, ccl = c l - ,  + E,. 

D'après VI, fj 4, no 8.11, (cc,, . . . , cc,) est une base B de R; les racines positives 
relativement à B sont les E~ + si (i < j ) .  La sous-algèbre de Borel b corres- 
pondante est l'ensemble des matrices triangulaires supérieures appartenant à g. 

On vérifie facilement que les seuls sous-espaces vectoriels non triviaux 
invariants par b sont les sous-espaces totalement isotropes V,, . . . , V,, VI, où Vi 
est engendré par el, . . . , ei et V; par el, . . . , el -,, e - , ,  ct les orthogonaux V- ,, . . . , 
V-,+, de VI, . . . , V,-,; l'orthogonal VPi de Vi est engendré par el, . . . , e l ,  
e - , ,  . . . , e-(,+,,. Mais un calcul immédiat montre que, si un élément a E 4 laisse 
stable VI - ,, sa matrice est de la forme 

où A, B, D sont des matrices carrées d'ordre 1 - 1, x (resp. y)  une matrice à 2 
colonnes et 1 - 1 lignes (resp. 2 lignes et 1 - 1 colonnes) et où h E k. On  en 
déduit que a laisse stables V, et V;. Par suite, b est l'ensemble des a E g laissant 
stables tous les éléments du drapeau isotrope (VI, . . ., VI-,). Notons que ce qui 
précède et le théorème de Witt (A, IX, 5 4, no 3, th. 1) entraînent que V, ct VI 
sont les seuls sous-espaces totalement isotropes maximaux contenant V, ,. 

Disons alors qu'un drapeau isotrope est quasi-maximal s'il se compose de 
1 - 1 sous-espaces totalement isotropes de dimensions 1, . . ., 1 - 1. On  voit 
alors comme au no 2 que, pour tout drapeau isotrope quasi-maximal 8, l'ensemble 
6, des a E g laissant stables les éléments de 8 est une sous-algèbre de Borel de 
et que l'application 8 H 6, est une bijection de l'ensemble des drapeaux isotropes 
quasi-maximaux sur l'enscmble des sous-algèbres de Borel. 

Disons qu'un drapcau isotrope est propre s'il ne contient pas simultanément 
un sous-espace de dimension 1 et un sous-espace de dimension 1 - 1. Soit 8 un 
tel drapeau isotrope et soit p, l'ensemble des a E 9 laissant stables les éléments de 
8. Si 8 c {VI, . . ., V,, V;}, alors p, est une sous-algèbre parabolique de g, 
contenant 6, et on vérifie facilement que les seuls sous-espaces totalement iso- 
tropes #{O) stables par p, sont les déments de 8. Comme il y a 21-2 drapeaux 
isotropes propres contenus dans (V,, . . . , V,, VI} et contenant Vl-, (resp. V,, 
resp. V;, resp. ne contcnant ni VI - ,, ni V,, ni Vi), on obtient bien ainsi les 2' sous- 
algèbres paraboliques contenant b. On  en déduit comme plus haut que l'applica- 
tion 6 H P, est une bijection de l'ensemble des drapeaux isotropes proprcs sur 
l'ensemble des sous-algèbres paraboliques de g. 

(IV) Les poids fondamentaux correspondant à a,, . . . , a, sont, d'après VI, 
3 4, no &VI, 



Soit o la représentation identique de 3 dans V. La puissance extérieure A'(T 
opère dans E = Ar(V). Si h E b, on a pour 1 < i < 1, 

On  en déduit que, pour 1 < r < 1, s, + . . . + E, est le plus grand poids de Aro, 
les éléments de poids cl + . . . + E, étant ceux proportionnels à e,  A . . . A e,. 

Nous allons montrer que, pour 1 < r < l - 2, la représentation Aro est une 
représentation fondamentale de poids a,. 

Pour cela, il suffit de montrer que Aro est irréductible pour 1 < r < 1 - 1 
(notons que la représentation A'o n'est pas irréductible, cf. exerc. IO), ou cncore 
que le plus petit sous-espace T, de A'V contenant el A . . . A e, ct stable par g 

est ArV tout entier. C'est immédiat pour r = 1. Pour r = 2, on voit comme au 
no 2 que A20 est équivalente à la reprkntation adjointe de 9, qui est irréduc- 
tible puisque g est simple. On termine la démonstration en raisonnant par ré- 
currence sur I ,  comme au no 2, mais cn supposant l - 1 3 r 3 3. 

Nous allons maintenant déterminer les représentations fondanientales de plus 
grand poids al-, et a,. Soit Q l a  forme quadratique x I-z +'P"(x, r). On a défini 
au no 2 (IV) la représentation spinorielle A de l'algèbre de Clifford C ( Q )  dans 
N = A F'. O n  vérifie immédiatement que le sous-espace N + (rcsp. N _ ) de N 
somme des A T  pour p pair (reîp. impair) eît \table pour la rtxstrictiori de h à 
C + (Q). Par suite, les représentations h + et h - de C + (Q) dans N + et N _ rcspecti- 
vement sont les représentations semi-spinoriellcs de C C  (Q) (A, IX, $9,  no 4) ; 
elles sont irréductibles, de dimension 2l-l et inéquivalentes. Soient p +  = A +  0 f 
et p -  = h-  0 f les représentations irréductibles correspondantes dc g (no 2, 
lemme 1 (vi) ) . Vu le lemme 1 (i) , on d 

et on voit, comme au no 2 (IV), qiic, pour /1 E b ct 1 < i, < . - - < i, < 1, on a 

h 0 f ( l ~ ) ( e - ~ ~  A . . . A ci,) 

= ( t (s l  -t- . . . t cl) - ( E ~ ~  t . . . + qK)) (h) !eci ,  A . - . A ec iK) .  

Par suite, le plus grand poids de p  , (resp. p _ )  est a, (resp. ml _,). 
On  dit que p +  et p -  sont les représentations semi-qbinorieller de 9. Tous leurs 

poids sont simples. On dit aiissi que p = A 0.f - p +  (9 p -  rst la rep?ése?ztation 
stinorielle de 3. 



210 ALGÈBRES DE LIE SEMI-SIMPLES DÉPLOYÉES Ch. VIII, fj 13 

(V) Pour 1 < 1. < 1 - 2, la représentation fondamentale A r o  est orthogonale: 
elle laisse invariante l'extension de Y à ArV. 

Considérons maintenant la représentation spinorielle p de g. On montre 
. . 

comme au no 2 que, pour 1 < z, J < 1, i # j, on a 

f(XEl-,,) = +eiee j  

f (&, +El )  = +- eiej 
f(X- 01 - e j  ) = +-e- ie- j .  

On en déduit que la forme bilinéaire non dégénérée @ introduite au no 2(V) est 
invariante pour p(g). La représentation spinorielle p laisse donc invariante une 
forme non dégénérée symétrique pour 1 = 0, - 1 (mod. 4) et alternée pour 
1 zz 1, 2 (mod. 4). 

Si 1 est pair, les restrictions de @ à N +  et N- sont non dégénérées et les 
représentations semi-spinorielles sont orthogonales pour 1 = O (mod. 4) et 
symplectiques pour 1 s 2 (mod. 4). Remarquons d'ailleurs que w, = - 1 (VI 
3 4, no 8, (XI)). 

Par contre, si 1 est impair, N+ et N- sont totalement isotropes pour @. 
D'ailleurs, on a - wo(ai) = ai pour 1 < i < 1 - 2, - wO(aI) = al -l et - wo(al - ,) 
= a, (VI, fj 4, no 8, (XI)), d'où - w,(w,) = al-, et les représentations semi- 
spinorielles ne sont ni orthogonales, ni symplectiques; chacune est isomorphe 
à la duale de l'autre. 

(VI) Pour tout x E g, le polynôme caractdristique de o(x) se met sous la forme 

T2' + fi (x)T2'- l + . . . + fZI(x). 

On voit comme au no 3 que fl = f, = f, = . . . = O. D'après VI, 4 4, no 8.IX et 
le $8, no 3, th. 1, il existe une fonction polynomialefsur 4 telle quef,,f,, . . . ,f, ,-,, 
yengendrent l'algèbre I(g*) des fonctions polynomiales invariantes sur g, et soient 
algébriquement indépendantes, avec en outre J2 = ( - l)ff,,. 

Pour tout x E g, on a t ( S ~ )  = txS = -Sx, donc on peut considérer Pf(Sx), 
qui est une fonction polynomiale de x. Or: 

On peut donc prendre f ( x )  = Pf (Sx) . 

(VII) Rappelons (3 5, no 3, cor. 1 de la prop. 5 )  que Aut(g)/Aut,(g) s'identifie au 
groupe d'automorphismes Aut(D) du graphe de Dynkin D de (g, b). Lorsque 
1 # 4, Aut(D) est le groupe d'ordre 2 formé des permutations de a,, . . . , a, qui 
laissent fixes a,, . . ., al-,. Lorsque 1 = 4, Aut(D) est formé des permutations de 
a,, . . . , a, qui laissent fixe a,; il est isomorphe à B, (cf. VI, fj 4, no 8.XI). Dans 
tous les cas, le sous-groupe de Aut(D) formé des éléments qui laissent fixe a, est 



d'ordre 2. Nous noterons Autl(g) le sous-groupe correspondant de Aut(g); on a 
Autf(g) = Aut(g) si 1 # 4 et (Aut(g):Autl(g)) = 3 si 1 = 4; de plus 

(Aut1(g) :Aut,(g)) = 2. 

Un élément s E Aut(9) appartient à Auti(g) si et seulement si a 0 s est équi- 
valente à o (cela résulte de ce que s, est le plus grand poids de a). On en conclut 
comme au no 2 (VII) que Autl(g) s'identifie à Zlk*, où Ç est le groupe des 
similitudes de V relativement à Y''. 

Soit s GC, et soit h(s) le multiplicateur de S. On a det(s) = ~ ( s ) '  si s est 
directe, et det(s) = - A(s)' si s est inverse (A, IX, $ 6, no 5). Les similitudes directes 
forment un sous-groupe Co d'indice 2 de C; on a Co 3 k*. Le groupe C,/k* est égal 
au sous-groupe Auto(g) de Autl(g) = Clk*. En effet, il suffit de le vérifier lorsque k est 
algébriquement clos: dans ce cas Auto(g) = Aute(g) est égal à son groupe dérivé 
(5 11, no 2, prop. 3), donc contenu dans Xo/k*, et comme tous deux sont d'indice 
2 dans Clk*, ils sont égaux. 

D'autre part, on voit comme au no 3 (VII) qu'on a une suite exacte 

Identifions §O(Y)/{I, - 1) à un sous-groupe de C,/k* = A~ut,(g). Comme 
k*/k*2 est commutatif, on a Aute(g) c §O(Y)/{l, - 1). On  peut en fait montrer 
(exerc. 1 1) que Aute(g) est égal à l'image dans SO(Y)/{l, - 1) du groupe 
orthogonal réduit O$ (Y") de Y (A, IX, fj 9, no 5). 

(VIII) La forme bilinéaire canonique BR sur b* est donnée par 

(VI, 5 4, no 8.V). La restriction à P de la forme de Killing est donc 

(IX) Reprenons les X, (a E R) définis par les formules (1 1). On  vérifie aisément 
que [X,, X-,] = -Hu pour a E R. D'autre part, l'application 0 : a H -'a est 
un automorphisme de et 0(X,) = X-, pour tout o: E R. Par suite (X,),,, est 
un système de Chevalley de (g, 4). 

Supposons k = Q. D'après VI, $4,  no 8, (VIII), la sous-algèbre 4 possède 
trois réseaux permis si 1 est impair et quatre réseaux permis si Z est pair. Notam- 
ment, le réseau X engendré par les Hi est permis. Or, ce réseau est l'ensemble des 
matrices diagonales à coefficients entiers de 9. On  en déduit que 4 2 1 ,  Z) est 
l'ordre de Chevalley i@ + C Z .  X, de g. Comme Xz = O pour tout o: E R, on 
voit que le réseau de V engendré par la base de Witt (e,) est un réseau admis- 
sible dans V pour 0,(21, Z). I l  en est donc de même de A r V  dans ArV. 
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1 

Par contre, si l'on prend P(RV ) = Z  . 3 2 Hi + 2' comme réseau permis 
1 = 1  

et 9 = P ( R v )  + C Z . X ,  comme ordre de Chevalley, on voit que ArV ne 
possède de réseau admissible que si r est pair; A r V  est alors admissible. 

Considérons l'algèbre réductive o(Y) + Q. 1 ; on voit immédiatement que 

le réseau 9 = (o(UP) + Q . 1) f~ gL(21, Z )  en est un ordre de Chevalley. L'ordre 
de Chevalley 9 est la projection de $ dans o(Y) parallèlement au centre Q. 1. 

Enfin, on voit comme au no 2 que le réseau M+ (resp. M-) engendré par les 
e-,l A . . . A e-,,, (resp. ec i l  A . . . A e- i2k+l)  est admissible pour la représenta- 
tion semi-spinorielle de l'ordre de Chevalley Q(Rv  ) + 2 Z .  XE. Par contre A"+ 

u e R  

et Jlr_ ne possèdent pas de réseau admissible pour 0,(21, Z). 



TABLES 

TABLE 1 

A chaque poids fondamental, associons Ie nombre 1 (resp. - 1, O) si la représenta- 
tion simple correspondante est orthogonale (resp. symplectique, resp. n'est ni 
orthogonale ni symplectique). Le calcul de ce nombre a été fait en substance au 
Ej 13 pour les types A,, B,, Cl ,  Dl. Les résultats sont également iridiqués ci-dessous 
pour les types E,, E,, E,, F4, G, (il suffit d'appliquer lc 3 7, prop. 12, et VI, fj 4, 
nos 9.V1, 9.X1, lO.VI, lO.XI, ll.VI, l l .XI,  12.V1, 12.X1, 13.V1, '13.XI). 

D, (1 2) 

73, 1 r # l -  1 , l  
O si 1 cst impair 

pair 
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TABLE 2 

A chaque poids fondamental, on associe la dimension de la représentation simple 
correspondante, calculée grâce au th. 2 du 5 9. 



Exercices 

Le corps de base k est supposé de caractéristique zéro. 
Sauf mention expresse du contraire, les algèbres de Lie sont supposées de dimensionjnie. 

O n  note 5 l'algèbre de Lie d(2, k). 

1) Soit U l'algèbre enveloppante de S. Montrer que l'élément 

appartient au centre de U, et que son image dans la représentation associée à V(m) est 
l'homothétie de rapport m(m + 2). 

2) Soit A E k, soit Z(h) un espace vectoriel ayant une base (en), avec n = 0, 1, . . . , et soient 
X+,  X-, H les endomorphismes de Z(A) définis par les formules (2) de la prop. 1. 
a) Vérifier que l'on obtient ainsi une structure de s-module sur Z(h). 
b) On suppose que h n'est pas un entier > O .  Montrer que le s-module Z(A) est simple. 
c) On suppose que A est un entier > O .  Soit Z' le sous-espace de Z(h) engendré par les en, 
n > A. Montrer que Z' est un sous-$-module de Z(A), isomorphe à Z(- h - 2), et que le 
quotient Z(h)/Z' est isomorphe au e-module simple V(A). Montrer que les seuls sous-s- 
modules de Z(h) sont O, Z' et Z(h). 

3) Soit E un espace vectoriel ayant une base Soient 

trois fonctions affines à coefficients dans k. On  définit des endomorphism~s X + ,  X - ,  H de E 
par les formules 

X+en=a(n)en-l,  X-e,=b(n)e,+,, He,=c(n)e,. 

Pour que l'on obtienne ainsi une structure de 6-module sur E, il faut et il suffit que l'on ait: 

A quelle condition ce 5-module est-il simple? 

7 4) Soit g une algèbre de Lie. Un g-module E est dit localementjni s'il est réunion de sous- 
g-modules de dimension finie; il revient au même de dire que tout sous-g-module de E de 
type fini (comme U(g)-module) est de dimension finie. 
a) Soit O -- E' -t E + E" -t O une suite exacte de g-modules. Montrer que, si E' et E" sont 
localement finis, il en est de même de E (se ramener au cas où E est de type fini, et utiliser 
le fait que U(g) est noethérien, cf. 1, 3 2, no 6 ) .  
b) On suppose g semi-simple. Montrer que E est localement fini si et seulement si E est 
somme directe de g-modules simples de dimension finie. 
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c) O n  suppose g = 5. Montrer que E est localement fini si et seulement si les conditions 
suivantes sont satisfaites: 
cl) E admet une base formée de vecteurs propres pour H, 
c,) les endomorphismes Xi, et X_, sont localement nilpotents. 

(Commencer par montrer que, si E vérifie cl) et c,), et n'est pas réduit à O, il contient 
un élément primitif e de poids entier m 2 O; prouver ensuite que Xmt'e = O, donc que E 
contient V(m). Conclure en appliquant a) au plus grand sous-module localement fini E' de 
E.) 

5) Soit E un 5-module localement fini (exerc. 4). Pour tout m 3 O, on note Ln, l'espace 
vectoriel des 8-homomorphismes de V(m) dans E. 
a) Définir un isomorphisme de E sur @ L, @ V(m). 

m 
b) O n  note a, la forme bilinéaire invariante sur V(m) définie au no 3, Rem. 3. Pour tout 
m E N, soit b, une forme bilinéaire sur L,; soit 6 la forme bilinéaire sur E qui correspond, 
vza l'isomorphisme de a), à la somme directe des formes b, @ 0,. Montrer que b est in- 
variante, et que toute forme bilinéaire invariante sur E s'obtient ainsi, de manière unique. 
Pour que 6 soit symétrique (resp. alternée), il faut et il suffit que les b,, m pair, soient symétri- 
ques (resp. alternées), r t  que les b,, m impair, soient alternécs (resp. symétriques). Pour que 
b soit non dégénérée, il faut et il suffit que les b, le soient. 
c) O n  suppose E de dimension finie. Montrcr que E est monogène (comme U(e)-module) si 
et seulement si dim L, < m + 1 pour tout m 3 O. 

6) Si E est un 6-module de dimension finie, et n un entier, on note a, la dimension du  sous- 
espace propre de HE relatif à la valeur propre n. O n  désigne par c,(T) l'élément de Z[T,T-l] 
défini par cE(T) = 2 a,Tn. 

" E Z  

a) O n  définit Lm comme dans l'exerc. 5. Montrer que l'on a 

dim Lm = a, - a,,, pour tout entier m 2 O. 

En déduire que GE(T) = cE,(T) si et seulement si E et E' sont isomorphes. Retrouver ce 
rtsultat en utilisant I'exerc. 18 e )  de VII, 5 3. 
b) Montrer que c,@, = cE + c, et CE@, = cE.cp 
C) O n  a c,(,,(T) = (Tm +' - T - " - l  ) / (T  - T-l). 
d) Déduire de a), O), c) que, si m > m' > O, le 5-module V(m) @ V(ml) est isomorphe à 

V(m + m') a V(in + m' - 2) @ V(m + m' - 4) @ . . . O  V(m - m'). 

Si m est 30, le 5-module S2V(m) est isomorphe à 

si m est pair 
V(2m) O V(2m - 4) @ V(2m - 8) 0.. . 

@ {::;; si m est impair 

et le 5-module AZV(m) est isomorphe à 

si m est pair 
V(2m - 2) @ V(2m - 6) @ V(2in - 10) 0.. . 

@ {::il si m est impair. 

7) Soit E un 5-module de dimension finie. Montrer que le dual de E est isomorphe à E. 

8) Montrer que l'on peut réaliser le 5-module V(m) comme l'espace des polynômes Iiomo- 
gènes f (u, u) de degré m en deux variables, les opérateurs X,, X- et H étant donnés par: 

l/ 9) O n  fait opérer e, au moyen de la représentation adjointe, sur son algèbre enveloppante 
U, cc sur son algPbre symétrique S = @ Sn. 
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a) Déterminer les poids du 5-module Sn.  En déduire des isomorphismes de 5-modules: 

S n +  V(2n) V(2n - 4) 8 V(2n - 8) 8.. . @ V(0) n pair 

S n  - V ( 2 n )  @ V(271 - 4) a V(2n - 8 )  @. . . @ V(2) n impair. 

En particulier, les éléments de S n  invariants par s forment un espace de dimension 1 (resp. O) 
si n est pair (resp. impair). 
b) Montrer que la sous-algèbre de S  formée des Cléments invariants par 5 est l'algèbre de 
polynômes k[r], où r = H z  - 4X-Xi. Le modulc S n / I ' .  S n - z  est isomorphe à V(2n). 
6) Montrer que le centre de U est l'algèbre de polynômes k[C], où C est l'élément défini 
dans l'exerc. 1 (utiliser b) ct le théoreme dc Poincaré-Birkhoff-Witt). 

10) Soicnt nz un entier > O ,  S  l'algèbre graduée k [X , ,  . . . , X,], et a l ,  . . . , a, des éléments de 

a 
k". Soit <T> = 2 n,,X,X, uric forme quadratique; on pose il, = - et D = 5 b&Dj 

i., = 1 ax, l . i =  1 

où (bij) est la matrice invcrse de (aij). 

a )  Montrer qu'il existe sur S une structure de 5-module et une seule telle que A', f = )D( f), 
X -  f = +@Jet Hf = - (ml2 + n) f si f cst homoghe de degré n. 
b) O n  pose An = S n  n Ker(D). Montrer que Sn est somme directe des sous-espaces @ p  . A,, 
pour 2p + q = n. En déduire l'identité 

c) Si f cst un élément non nul de An, les @ P A  fi > O, forment une base d'un sous-s-module 

simple de S, isomorphe au module Z -- - n de l'exerc. 2. 2 1  
d )  Expliciter les cas m = 1 et rn = 2. Utiliser le cas rn = 3 pour retrouver les résultats de 
I'exerc. 9. 

11) O n  suppose k algébriquement clos. Soicnt g une algèbre de Lie, V un g-module simple, 
et D le corps des endomorphismes du g-module V. Montrer que, si k est non dénombrable,' 
on a D = k. (Sinon, D contiendrait un sons-corps isomorphe à k(X), X étant une indéter- 
minée, et l'on aurait dim, L) > No, d'où aussi dim, V > HO, ce qui est absurde puisque V 
est iin U(g)-module monogène.) 

7 12) Soit q E k, et soit W un espace vectoriel de base (e,, el, e,, . . .). 
a) Montrer qu'il existe une représentation p, et une seule dc 5 dans W tclle que 

O n  a p,(C) = 49, où C = H 2  + 2 H  - 4X-X+ (cf. exerc. 1). La représentation p, est 
simple. Les éléments x E 5 tels que p,(x) admette uric valeur propre sont les multiples de X,. 
L'endomorphisme pq(X,) admet 1 pour valeur propre, avcc niiiltiplicité 1. 
6) Soit p une représentation simple de e telle quc p(C) = 4q ct que p(X+) possède la valeur 
propre 1. Montrer que p est équivalente à p,. 

7 13) O n  suppose quc k = C .  O n  pose C = H z  + 2H - 4X_X+,  cf. exerc. 1. Une repré- 
sentation p de e = d(2, C) est ditc Z-I-diagonalisablc si l'espace dc p possède une base 
formée de vecteurs propres de p(H). Soient q E C et u E Q/Z. 

' La conclusion reste vraie même si k est dénombrahlc, cf. D. QUI~.I.EN, O n  the endomorphism 
ring of a simple module over an enveloping al~ebra. P7-oc. Amer. Math. ,Sec., t. XXI (1969), p. 171- 
172. 
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a) Soit S u n  espace vectoriel admettant une base (ew),,c indexée par les éléments de C' 
Soit Su = z,,, Ce,. Il existe une représentation pu,, et une seule de s dans Su telle que 

(On convient que, pour tout z E C, z1l2 est la racine carrée de z dont l'amplitude appartient 
à (O, TF).) On désigne par Sv,, le s-module défini par p,,,. On a p,,,(C) = 4y. 
b )  Si q # u2 + u pour tout u E u, Su., est simple. 
c )  Supposons 2u # O et q de la forme u2 + u, où u E v (ce qui définit u de manière unique). 
Soit S,, (resp. S:,) le sous-espace vectoriel de S, engendré par les e, pour w < u (resp. 
pour w > a). Alors S iq  et S:, sont des sous-s-modules simples de Su,,. 
d) Supposons 2u = O, et q de la forme u2 + u, où u E u, u 2 O (ce qui définit u de manière 
unique). Soit S,, (resp. s:,,, S:,) le sous-espace vectoriel de Sv engendré par les e, pour 
w < - u (resp. - u < w < u, w > u). Alors S,,, SU,, et S:, sont des sous-s-modules simples 
de Su,,. 
e) Supposons u = -4 + Z et q = -$. Soit S: -,,, (resp. S+112, - ,,,) le sous-espace 
vectoriel de S- ifz engendré par les e, pour w < -3 (resp. w > -+). Alors S I  112, - et 
S+  ,,,, - ,,, sont des sous-s-modules simples de S - ,,,, 

f )  On note p:,q les représentations correspondant à S;,, SU,,. Dans le cas b), les éléments 
x E B tels que p,,lx) admette une valeur propre sont ceux de CH. Dans le cas c),  d),  e), les 
éléments x E s tels que plq(x) admette une valeur propre sont ceux de C H  + CX, ; si en 
outre x est nilpotent (donc proportionnel à X,), et nonnul, piq(x) admet O pour seule valeur 
propre, et celle-ci est de multiplicité 1; si au contraire x est semi-simple, l'espace de p,, 
admet une base formée de vecteurs propres de p,,(x). On a des résultats analogues pour 
p,'q, à condition de remplacer X+ par X -  . 
g) Soient V un e-module simple et p la représentation correspondante. Alors p(C) est une 
homothétie (utiliser l'exerc. 11). Supposons que p(C) = 49. Montrer que, si p est H- 
diagonalisable, V est isomorphe à l'un des modules S,,,, S,fq, S:,, considérés en b), c), d) ,  e). 
Pour que p soit H-diagonalisable, il faut et il suffit que p(H) admette une valeur propre; 11 
suffit que p(X+) admette la valeur propre O. 

7 14) Les notations sont celles de l'exercice prkcédent. On noteBq le quotient de U(s) par 
l'idéal bilatère engendré par C - +y, et on note u ++ u' l'application canonique U(4) + Bq. 
On considère les représentations des exerc. 12 et 13 comme des représentations de Bq. 
a) Tout élément de Bq se met de manière unique sous la forme 

où les f i ,  et les q, sont des polynômes. Si deux éléments de Bq engendrent le même idéal à 
gauche, ils sont proportionnels. 
b) On se place dans le cas b )  de l'exerc. 13. Soit a un élément non nul de S,,,. Si a est vecteur 
propre de p,,,(H), de valeur propre A, I'annulateur de a dans Bq est l'idéal à gauche engendré 
par H. - A ;  si a n'est pas vecteur propre de p,,,(H), son annulateur est un idéal à gauche 
non monogène. 
c) On se place dans le cas des représentations p:q de I'exerc. 13. Si a est un élément non nul 
de l'espace d'une telle représentation, son annulateur dans Bq est un idéal à gauche non 
monogène. 
d) On se place dans le cas de la représentation pq de I'exerc. 12. L'annulateur de e, dans Bq 
est engendré par X i  - 1. Si a E W n'est pas proportionnel à eo, son annulateur est un idéal 
à gauche non monogène. 
e) Tout automorphisme de s se prolonge à U(s) et définit par passage au quotient un 
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automorphisme de Bq; soit A' le sous-groupe de A = Aut(Bq) ainsi obtenu. Montrer que 
A' # A. (Soit cp l'endomorphisme x++ [X:, X] de Bq; cet endomorphisme est localement 
nilpotent, et l'on a em E A, eV q$ A'.) 
.f) Le groupe A opère par transport de structure dans l'ensemble des classes de représenta- 
tions simples de Bq. Soit TC, (resp. x2, rr,) une représentation du type p,,, de l'exerc. 13 b) 
(resp. du type de l'exerc. 13, resp. du type p, de I'exerc. 12). Alors Axl, An2 et An3 sont 
deux à deux disjoints. (Utiliser a), b), c), d ) . )  Si + E A est tel que +rr, soit du type p,,, de 
l'exerc. 13b), alors rl, E A' (utiliser a) et b)). En déduire que, si + est l'automorphisme ew de 
e), la représentation a = rr, o rl, possède la propriété suivante: quel que soit x E 5 -{O), 
o(x) n'admet aucune valeur propre1 

15) Soit g une algèbre de Lie de dimension 3. Montrer l'équivalence des conditions suivantes 
(cf. 1, 3 6, exerc. 23). 

0) 9 = [9, 91. 
(ii) la forme de Killing de g est non dégénérée. 
(iii) g est semi-simple. 
(ivj 9 est simple. - 

7 16) Soit g une algèbre de Lie simple de dimension 3, et soit @ sa forme de Killing. On 
note O ( @ )  l'algèbre orthogonale de 0, i.e. la sous-algèbre de gl(g) formée des éléments 
laissant @ invariante. 
a)  Montrer que ad: g -t O(@) est un isomorphisme. 
b) Prouver l'équivalence des propriétés suivantes : 

(i) g contient un vecteur isotrope non nul (pour @). 
(ii) g contient un élément nilpotent non nul. 
(iii) g est isomorphe à 6. 

c )  Montrer qu'il existe une extension kl de k, de degré ~ 2 ,  telle que g(kl> = kl gk g soit 
isomorphe à q,,,. 
d) On munit l'espace vectoriel A = k @ g de l'unique structure d'algèbre admettant 1 
pour élément unité, et telle que le produit g x g + A soit donné par la formule: 

Montrer que A est une algèbre de quaternions sur k, et que g est la sous-algèbre de Lie de A 
formée des éléments de trace nulle (se ramener, par extension du corps de base, au cas où 
g = 5, et montrer que A s'identifie alors à l'algèbre de matrices M2(k)). 

Inversement, si D est une algèbre de quaternions sur k, les éléments de D de trace nulle 
forment une algèbre de Lie simple de dimension 3, et l'algèbre A correspondante s'identifie à 
D. 
e) Démontrer les formules 

f )  Montrer que le discriminant de @ (par rapport à une base quelconque de g) est de la 
forme - 2 h2, avec h E k*. 
g) Soit n un entier > O .  Montrer que le g-module Sn(g) possède un unique sous-module 
simple de dimension 2n + 1, et que ce module est absolument simple (se ramener au cas où 
g = 6, et utiliser l'exerc. 9). 

Montrer que g ne possède de module absolument simple de dimension 2n que si g est 
isomorphe à 6, i.e. si A est isomorphe à Mz(k). (Soit V un tel module. Si n > 2, montrer 
au moyen l'exerc. 6 c) que le g-module V @ g possède un unique sous-module absolument 
simple de dimension 2n - 2. Se ramener ainsi au cas n = 1, qui est trivial.) 

Pour plus de détails sur les exerc. 12, 13 et 14, voir: D. ARNAL et o. PINCZON, Sur les représentations 
algébriquement irréductibles de l'algèbre de Lie 81(2), J. of Math. Phys., t. 15 (1974), p. 350-359. 
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7 17) On conserve les notations de l'exercice précédent. Montrer que, pour tout n 2 1, 
l'algèbre U(g) possède un idéal bilatère m, et un seul tel que U(g)/m, soit une algttbre cen- 
trale simple de dimension nZ (étendre les scalaires pour se ramener au cas où g = s et 
montrer que m, est alors le noyau de l'homomorphisme U(g) i End(V(n - 1))). Tout 
idéal bilatère de codimcnsion finie de U(g) est de la forme mnl n m,, n . . . n m,,, oii n,, . . . , 
nh sont deux à dcux distincts; sa codimension est nS + . . . + nh (appliquer le théorème de 
densité). Les m, sont les seuls idéaux bilatères maximaux de codimension finie de U(g). 

Montrer que m, est engendré (comme idéal bilatère) par les éléments x2 - $@(x, x) 
( x  E g), et que le quotient U(g)/m, s'identifie à l'algèbre de quaternions A de l'exerc. 16. 

Lorsque g est isomorphe à 8, U(g)/ni, est isomorphe à M,(k). Lorsque g n'est pas 
isomorphe à 5 montrer que U(g)/m, est isomorphe à M,(k) si et seulement si n est impair 
(utiliser l'exerc. 16 g)) .l 

18) 011 suppose que k = R, C, ou un corps complet pour une valuation discrète à corps 
résiduel de caractéristique p # O (par exemple une extension finie du corps p-adique Q,). 
a) Soient n une algèbre de Lie nilpotente, N le groupe de Lie obtenu en munissant n de la 
loi de Hausdorff (III, 9, no 5), et p :  n - t gl(E) une représentation linéaire de n dans un 
espace vectoriel E de dimension finie. On suppose que p(x) est nilpotent pour tout x E n, 
et l'on pose ~ ( x )  = exp(p(x)). Montrer que rc est le seul homomorphisme de groupes de Lie 
cp: N -+ GL(E) tel que L(cp) = p. 

(Lorsque k = R ou C, utiliser le fait que N est connexe. Lorsque k est ultramétrique, 
montrer que les valeurs propres des rp(x), x E N, sont égales à 1; pour cela on prouvera 
d'abord que, si k' est une extension finie de k, et si (Al, . . . , A,, . . . ) est une suite d'éléments 
de k' tels que A, = Ag +, pour tout n, et A, = 1, on a A, = 1 pour tout n.) 
b )  Soit p :  s i gl(E) une représentation linéaire de dimension finie de 5, et soit rc I'homo- 
morphisme de SL(2, k) dans GL(E) conipatible avec p (no 4). Montrer que r est l'unique 
homomorphisme de groupes de Lie rp: SL(2, k) -> GL(E) tel que L(rp) = p. (Utiliser a) 
pour prouver que rc et cp coïncident sur les exp(n), avec n nilpotent dans 5, et remarquer que 
SL(2, k) est engendré par les exp(n).) 

1) Soient g une algèbre de Lie simple de dimension 3, et @ sa forme de Killing (cf. 3 1, 
exerc. 15, 16, 17). 
a) Un élément x E g est régulier si et seulement si @(x, x) f O. Soit b, = kx la sous-algèbre 
de Cartan engendrée par un tel élément. Montrer que b, est déployante si et seulement si 
2@(x, x )  est un carré dans k. 
6 )  Montrer que: 

g est déployable u g est isomorphe à d(2, k). 

2) Soit k, une extension de k de degré fini n > 2. 
a) Montrer que la k-algèbre semi-simple s1(2, k,) n'est pas déployable. 
b )  Montrer que la k-algèbre simple déployable sl(n, k) contient une sous-algèbre de Cartan 
bl qui n'est pas déployante. (Choisir un plongement de l'algèbre k, dans M,(k), et prendre 
bl = k, n sl(n, k).) 

3) Soient (g, 4) une algèbre de Lie semi-simple dkployée, R son système de racines, et K 
la restriction à $ de la forme de Killing de g. Avec les notations de VI, 1, no 12, on a 
K = B,v et K = 4y(R)<PBv si R est irréductible; si en outre toutes les racines de R ont 
meme longueur, on a 

K(H,, Ha) = 4h pour tout a E R, 

où h est le nombre de Coxeter de W(R). 
Si par exemple g est simple de type E,, E, ou E,, K(H,, H,) est égal à 48, 72 ou 120. 

l Lorsque n est pair, on peut montrer que U(g)/ rn, est iso~norphe à M,,,(A) 
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4) Soient (g, b) une algèbre de  Lie semi-simple déployée, et (X,),,, une famille d'éléments 
vérifiant les conditions du lemme 2. Si a, P E R et si a + P E R, on définit N,, par la formule 
[X,, X,] = Na,-,Xm+P; si a + P $ R,  on pose N,, = O. Démontrer les forrnu1t.s suivantes: 
a) N,, = -ND,. 
b) Si a,  p, y E K sont tels que a + (3 + y = O, on a 

c) Si a ,  p, y, S E R sont tels quc u + p + y + S = O, et si aucune de leurs sommes deux à 
deux n'est nulle, on a: 

5) Soient (g, t ) )  une algèbre de Lie semi-simple déployée,'et ( X J a E R  une famille d'éléments 
vérifiant les conditions du lemme 2. Soit B une base de R. Les H,(a E B) et les X,(a E R)  
forment une base de l'espace vectoriel g. Montrer que le discriminant de  la forme de Killing 
de g par rapport à cette base (A, IX, 5 2) est un nombre rationnel, indépendant du choix de 
t), de B, et des X,.l Si n = dim g, en déduire que l'élément de  Ang défini par produit 
extérieur des H, (a E B) et des X, (a E R )  est indépendant, au signe près, du choix de  9, de 
B, et des X,. 

6) Soit (&),,, un système de Chevalley de l'algèbre semi-simple déployée (g, t ) ) .  Soient 
a, p E R, et soit p (resp. q) le plus grand entier j tel que P + jci E R (resp. P - j a  E R),  cf. 
lemme 4. Montrer que 

En déduire qne l'algèbre 9~ de la prop. 8 est stable par les ad(XJk/k! ainsi que par les 
eadCxa) (cf. § 12). 

7) O n  suppose que k est un corps ordonné. Soit (g, 9) une algèbre de Lie semi-simple 
déployée de rang 1; on pose dim g = 1 + Zn. 
a) Montre que la forme de Killing CI> de g est somme directe d'une forme neutre de rang 2m 
et d'une forme positive non dégénérée de rang 1; en particulier, son indice est m. 
b) Soit rp un automorphisme involutif de g dont la restriction à b est -Id. Montrer que la 
forme 

est symétrique, non dégénkrée, et positive. 
c) Soit kf = k(&), où a est un Clément < O  de k. O n  note G le k-automorphisme non trivial 
de k'. Soit g, le k-sous-espace de g(k., = k' Bk g formé des éléments y tels que 

Montrer que g, cst une k-sous-algèbre de Lie de gCWj et que l'injection de g, dans gcw, se 

prolonge en un isomorphisme de k' @, g, sur g(k,p L'algèbre g, est semi-simple, et 4; b en 
est une sous-algèbre de Cartan. 
d) Montrer que la forme de Killing de  g, îst négative. En déduire que g, n'est pas déployable 
(sauf si g = 0). 
e )  Lorsque k = R, montrer que Int(g,) est compact. 

8) a) Soient g une algèbre de Lie et n un entier >O. Soit C,(g) le sous-ensemble de gn 

l Pour un calcul explicite de ce discriminant, voir: T. A. SPRINCER et R. STEINBERG, Conjugacy Classes 
(no 4.8), Seminar on Algebraic Groups and Related Finite Groups, Lect. Notes in Math. 131, Springer- 
Verlag (1 970). 
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formé des familles (x,, . . ., xn) qui engendrent g comme k-algèbre. Montrer que Cn(g) est 
ouvert dans gn pour la topologie de Zariski (VII, App. 1). Si k' est une extension de k, on a 
Cn(gw,) n g" = Bn(g). En déduire que, si g(k,> peut être engendrée par n éléments, il en est 
de même de g. 
b) Soit (g, P) une algèbre de Lie semi-simple déployée. Soit x un élément de 4 tel que 
a(x) # O pour tout a E R et a(x) # P(x) pour tout couple d'éléments distincts a, E R. Pour 
tout a E R, soit y, un élément non nul de ga, et soit y = 2 y,. Montrer que, pour tout 

U E R  

a E R, il existe un polynôme P,(T) E k[T], sans terme constant, tel que y, = P,(ad x) .y. 
En déduire que g est engendrée par fx, y}. 
c) Montrer, grâce à a) et b), que toute algèbre de Lie semi-simple peut être engendrée par 
deux éléments. 

7 9) Soit G  un groupe de Lie réel connexe de dimension finie. Soit g son algèbre de Lie, et 
soit {xl ,  . . ., x,} une famille génératrice de l'algèbre g. Pour tout m 2 O, on note Fm le 
sous-groupe de G  engendré par les exp(2-"'xi), 1 < i < n. On a ïo  c FI c . . . . 
a) Montrer que la réunion des ïm est dense dans G. 
b)  Soit Hm la composante neutre de l'adhérence Fm de Fm. On a Ho c Hl  c.. -, et la 
famille (Hm) est stationnaire; soit H la valeur commune des Hm, pour m assez grand. Montrer 
que H  est distingué dans G (observer que H  est normalisé par tous les Fm), et que l'image de 
rm dans G/H est un sous-groupe discret de G / H .  La réunion de ces sous-groupes étant dense 
dans G / H ,  en déduire (cf. III, § 6, exerc. 23d)) que G / H  est nilpotent. 
c) On suppose que g = 9 4 .  Montrer que G  = H ,  autrement dit que rm est dense dans G  si 
m est assez grand. 

10) Soit G  un groupe de Lie réel connexe semi-simple. Montrer, en utilisant les exerc. 8 et 
9, qu'il existe un sous-groupe dense de G engendré par deux éléments. 

11) Soient R un système de racines de rang 1, et @, la forme bilinéaire canonique cor- 
respondante (VI, § 1, no 12). La matrice @ = (@,(cc, P)),,p,, est de rang 1, et l'on a Q2 = @. 
En déduire la formule 2 @,(a, a) = T r  @ = 1. 

U E R  

1) Soient r un sous-groupe d'indice fini de Q(R),  et P = ï n R. L'algèbre t) + gP est 
réductive, et toute sous-algèbre réductive de g contenant t) s'obtient de cette manière. 
(Utiliser VI, 3 1, exerc. 6 b ) ) .  

2) Soit X l'ensemble des sous-algèbres réductives de g, distinctes de g, et contenant 0. 
Déterminer les éléments maximaux de X, au moyen de VI, § 4, exerc. 4. Montrer que le 
centre d'une telle sous-algèbre maximale est de dimension O ou 1, suivant que l'on est dans 
le cas a) ou dans le cas b) de l'exercice en question. 

3) Soit b une sous-algèbre de Borel de g, et soit 1 = rg(g). Montrer que le nombre minimum 
de générateurs de l'algèbre b est 1 si 1 # 1, et 2 si 1 = 1. 

4) On suppose que k = R ou C. On pose G  = Int(g), et on identifie l'algèbre de Lie de G  
à g. Soient b une sous-algèbre de Borel de (g, P), et n l'ensemble de ses éléments nilpotents. 
On note H, B, N les sous-groupes intégraux de G  d'algèbres de Lie t), b, n respectivement. 
Montrer que H ,  B, N sont des sous-groupes de Lie de G ,  que N est simplement connexe, et 
que B est produit semi-direct de H par N. 

5) Soit m une sous-algèbre parabolique d'une algèbre de Lie semi-simple a. 
a) Soit p une sous-algèbre de m. Pour que p soit une sous-algèbre parabolique de a, il faut 



3 3 EXERCICES 223 

et il suffit que p contienne le radical r de m, et que p/r soit une sous-algèbre parabolique de 
l'algèbre semi-simple m/r. 
b) Si m' est une sous-algèbre parabolique de a, toute sous-algèbre de Cartan de m n m' est 
une sous-algèbre de Cartan de a. (Se ramener au cas déployé, et appliquer la prop. 10 à des 
sous-algèbres de Borel contenues dans m et m'.) 

6) Deux sous-algèbres de Borel d'une algèbre de Lie semi-simple a sont dites opposées si leur 
intersection est une sous-algèbre de Cartan. Montrer que, si b est une sous-algèbre de Borel 
de a, et O une sous-algèbre de Cartan de b, il existe une unique sous-algèbre de Borel de a 
qui est opposée à b et contient 6. (Se ramener au cas déployé.) 

7) Soient a une algèbre de Lie semi-simple, 4 une sous-algèbre de Cartan de a, et 5 une 
sous-algèbre semi-simple de a contenant ij. Montrer que: 

(a, 6 )  est déployée o (5, ij) est déployée. 

Construire un exemple où a est déployable, et où 5 ne l'est pas. (Prendre a = ep(4, k) et 
5 = 51(2, k'), où k' est une extension quadratique de k.) 

8) On choisit une base de R, d'où un ensemble R+ de racines positives. On suppose R 
irréductible. Soient ü la plus grande racine, S l'ensemble des racines orthogonales à ü, et 
S +  = S n  R + .  
a )  Soient 

Alors g' est semi-simple et g r  = O, @ m +  @ m-. 
b) On pose: 

En particulier, p est un idéal de n,. 
6) P o u r t o u t a ~ R ,  - S + - { E ) , i i e x i s t e u n u n i q u e a ' ~ R +  -S+-{oi ) te lquea+a '=Ü.  
On peut choisir, pour tout a E R + - S + -loi), un élément non nul X, de ga de telle sorte que: 

9) Construire des exemples d'algèbres de Lie semi-simples a telles que: 
i) a ne possède pas de sous-algèbre de Borel; 
ii) a possède une sous-algèbre de Borel, et n'est pas déployable. 

7 10) Soient a une algèbre de Lie semi-simple, et x un élément de a. On  dit que x est 
diagonalisable si ad x est diagonalisable (A, VII), autrement dit s'il existe une base de a 
formée de vecteurs propres pour ad x .  
a )  Soit c une sous-algèbre commutative de a formée d'éléments diagonalisables, et soit L 
l'ensemble des poids de c dans la représentation ad,. L'ensemble L est une partie finie de c* 
contenant O (sauf si a = O) et a = @ ah(c). Montrer qu'il existe une partie M de L telle 

?.EL 

que L - (O) soit réunion disjointe de M et - M, et que (M + M) n L c M. Si M possède 
ces propriétés, on pose a" = @ ah(c), et pM = aO(c) @ a*. L'algèbre aO(c) est le commutant 

~ E M  

de c dans a; elle est réductive dans a (VII, 5 1, no 5), et ses sous-algèbres de Cartan sont des 
sous-algèbres de Cartan de a (VII, 3 2, no 3).  Montrer que pM est une sous-algèbre para- 
bolique de a, et que aM est l'ensemble des éléments nilpotents du radical de pM. (Utiliser le 

' Cet exercice nous a été communiqué par A. JOSEPH. 
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fait que c est contenue dans une sous-algèbre de Cartan de a, et se ramener, par extension des 
scalaires, au cas où cette sous-algèbre est déployante.) 
b) On conserve les hypothèses et notations de a), et l'on suppose en outre que a est déploy- 
able. Montrer que c est contenue dans une sous-algèbre de Cartan déployante de a. (Prendre 
une sous-algèbre de Cartan déployante t) de a contenue dans pM; il existe alors une unique 
sous-algèbre de Cartan t)' de aO(c) telle que I) soit contenue dans t)' @ aM; on montrera que 
t)' est une sous-algèbre de Cartan dkployante de a, et que t)' contient c.) 

11) Soit a = n a ,  un produit fini d'algèbres de Lie semi-simples. Une sous-algèbre q de a 
est une sous-algèbre parabolique (resp. de Borel) si et seulement si elle est de la forme 
q = IIq, où, pour tout i, ql est une sous-algèbre parabolique (resp. de Borel) de a,. 

7 12) Soient k' une extension finie de k,  a' une k'-algèbre de Lie semi-simple, et a la k- 
algèbre de Lie sous-jacente. Montrer que les sous-algèbres paraboliques (resp. de Borel) de a 
sont les mêmes que celles de a'. (Etendre les scalaires à une clôture algébrique de k, et 
utiliser l'exerc. 1 1 .) 

13) Soient p et q deux sous-algèbres paraboliques d'une algèbre de Lie semi-simple a, et 
soit ii le radical nilpotent de p. Montrer que m = (p n q)  + n est une sous-algèbre para- 
bolique de a. (Se ramener au cas où a est déployée et où q est une sous-algèbre de Borel; 
choisir une sous-algèbre de Cartan t) contenue dans p n y, et déterminer la partie P du 
système de racines correspondant telle que m = t) + gP.) 

14) On reprend les notations de la prop. 9. 
a) Soit a E B. Montrer que n Ker ad XE est somme directe des go, où p parcourt l'ensemble 
des éléments de R+ tels que a + p 6 R,. 
b )  En déduire que, si g est simple, le centre de n est égal à gg, où Ü est la plus grande racine 
de R +. Dans le cas général, la dimension du centre de n est égale au nombre des composantes 
simples de g. 

Les algèbres de Ji,: considkrées dans ce paragraphe ne sont pas nécessairement de dimension 
finie. 

1) On reprend les notations du no 2. Soit A E kB. A tout a E B, on associe des endomor- 
phismes X?,, ~ , h ,  X: de l'espace vectoriel E tels que 

X!=(al,. . ., a,) = (a, a l , .  . ., a,) 

Le vecteur X,h(a,, . . . , a,) est défini par récurrence sur n par la formule 

où a,,,, est le symbole de Kronecker; on convient que, si (al,. . ., a,) est le mot vide, 
X:(al,. . ., a,) est nul. 

Montrer que Irs lemmes 1 et 2 restent vrais pour ces endomorphismes. On obticnt ainsi 
représentation p,: a -> gl(E) telle que 

7 2) On reprend les notations du no 3. Soit m un idéal de a. 
a) Soient a et p deux éléments distincts de B. On suppose que (ad xJNxe appartient à m 
pour N assez grand. Montrer que l'on a xa0 E m. (Appliquer les résultats du 5 1, no 2 à a/m, 
muni d'une structure convenable de eI(2, k)-module.) 
b) Montrer que II + On est le plus petit idéal de codimension finie de a. Montrer que c'est 
aussi le plus petit idéal contenant les (ad x,)*x, et les (ad x_,)*x-,,. 
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3) Soient (g, 4) une algèbre de Lie semi-simple déployée, R le système de racines corres- 
pondant, et B une base de R. Pour tout a E B (resp. pour tout couple (a, P) E B2), soit R(a) 
(resp. R(a, p)) la partie close de R formée de k a  (resp. la plus pctite partie closc de R 
contenant k a  et + P). Soit g(a) (resp. g(a, p)) l'algèbre dérivée de l'algèbre P + gRCa' 
(resp. $ + gRCç"lB'), cf. 3 3. 
a) Montrer que g(m) = kHz @ ga @ gW; elle est isomorphe à d(2, k). 
b )  Montrer que g(a, P) est semi-simple, et qu'elle est engendrée par g(a) et g@). Son 
système de racines s'identifie à R(a, P). 
c )  Soit 5 une algèbre de Lie (non nécessairement de dimension finie). Pour tout a E B, soit 
f, un homomorphisme de g(a) dans 5. On suppose que, pour tout couple (a, P), il existe un 
homomorphisme f E D :  g(a, P) - s qui prolonge à la foisfa etfD. Montrer qu'il existe alors un 
homomorphisme f: g -- 5, et un seul, qui prolonge les fa. (Utiliser la prop. 4 (i).) 

4) Soient g une algèbre de Lie semi-simple déployable, et O un automorphisme de k. Soit 
g, l'algèbre de Lie déduite de g par extension des scalaires au moyen de a. Montrer que g, 
est isomorphe à g. (Utiliser le cor. de la prop. 4.) 

5) a )  Soicnt g une algèbre de Lie simple, et k ,  le commutant de la représentation adjointe de 
g. Montrer que k ,  est un corps commutatif, extension finie de k ,  et que g est une kl-algèbre de 
Lie absolument simplc. 

Inversement, si k ,  est une extension finie de k, ct g une k,-algèbre de Lie absolument 
simple, alors g est une k-algèbre de Lie simple, et le commutant de sa représentation ad- 
jointe s'idcntific à k,. 
b )  Soit k' une extension galoisienne de k contenant k,. Montrer qiie g(,., est produit d'algè- 
bres absolument simples en nombre égal à [ k l : k ] .  Lorsque g(,,, est déployée, ces algèbres 
sont deux à deux isomorphes (utiliser I'exerc. 4). 

6 )  Soit A un anneau commutatif, et soit u la A-algèbre de Lie définie par la famille génCra- 
trice {x,  y )  et par les relations 

[ x , [ x > ~ l l = o >  [ ~ > [ ~ , [ ~ > x 1 1 1 = 0 -  
Montrer que u est un A-module libre de base: 

{.>Y, LX, Y I ,  [Y, lx ,  Y l l l .  
Lorsque A = k, rnontrcr que ii cst isomorphe à l'algèbre a + / n  correspondant à un système de 
racines de type B,. 

7 7) Soit A un anneau commutatif où 2 est inversible, et soit u la A-algèbre de Lie dçfinie 
par la famille génératrice { x ,  y} et par les relations 

[x,  [x, YI1 = 0 ,  [Y> [ Y >  [Y> [Y> xl111 = 0 .  
Montrer que u est un A-module libre de base: 

{ x ,  Y> rx, Y I ,  [Y, rx, Y I ] ,  [Y> [Y ,  ~ 1 1 1 ,  [Y ,  [Y> [x, Y1111). 
Lorsque A = k, montrer que u est isomorphe à l'algèbre a +  /n correspondant à un système 
de racines de type Gz. 

1) L'indice de Auto(g) dans Aut(g) est fini. 

2) On a Aut,(g) = Aut(g) si g est déployable, simple, de type G,, F, ou E,. 

3) Soient p une sous-algèbre de Cartan déployante de g, b une sous-algèbre de Borel de 
(9, P), n = [b, b] et N = exp ad, n. On a alors 

Aut(g) = N . Aut(g, 4) . N. 
(Soit s E Aut(g). Appliquer la prop. 10 du 3 3, no 3 à b n s(b), puis appliquer VII, 3 3, no 4, 
th. 3.) 
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4) Soient t)  une sous-algèbre de Cartan de g, et s un élément de Aut(g, t ) )  tel que sH # H 
pour tout H non nul de $. Montrer que s est d'ordre fini. (Se ramener au cas où est déploy- 
ante, et choisir un entier n 2 1 tel que E(s)" = 1. II existe alors <p E Tg tel que f(q) = sn. 
Soit 0 le transposé de s 1 $. Montrer que 1 + a + a2 + . . . f 5"-l = O, et en déduire que 
s"" = 1.) 

7[ 5) a) Soient a E Aut(g), et n le nilespace de a - 1. Montrer que les conditions suivantes 
sont équivalentes : 
(i) Ker(a - 1) est une sous-algèbre de Cartan de g. 
(ii) n est une sous-algèbre de Cartan de g, et a E Aut,(g). 
(iii) dim n = rg(g) et a E Auto(g). 
b) On suppose désormais k algébriquement clos. Soient V un cspacc vectoriel, R un système 
racines dans V, TQ le groupe Hom(Q(R), k*), n un entier 3 1, T, le sous-groupe de TQ 
formé des éléments dont l'ordre divise n. Soit T; une racine primitive n-ème de l'unité dans k. 
Pour tout H E  P ( R V ) ,  soit +(H) l'élément y +. de T,. L'application 4 est un homomor- 
phisme de P(Rv) sur T,, de noyau nP(RV). Soient t E T,, et C une alcôve dans P ( R V )  @ R. 

Il existe w E W(R) et H E  P(RV ) tels que H E  et +(WH) = t. (Utiliser VI, 3 2, no 1.) 

c) Soient $ une sous-algèbre de Cartan de g, et R le système de racines de (g, b).  Soient 
n, T;, + comme dans b) ,  et f comme au no 2. Soit Zf E P(RV).  L'ensemble des éléments de g 
invariants par f (+(H)) est P @ 2 ga, où R' est l'ensemble des a E R tels que a(H) E nZ, et 

CLSR' 

f (+(H)) vérifie les conditions de a) si et seulement si .! H appartient à une alcôve. 

d) On suppose désormais g simple. Soient $ et R comme dans c), (a,, . . . , a,) une base de R, 
h le nombre de Coxeter de R ,  1: une racine primitive h-ème de l'unité dans k, et H l'élément 
de b tel que a,(H) = 1 pour i = 1, . . . , 1. Démontrer les propriétés suivantes: 
(i) L'homomorphisme y r- cTcH) de Q(R)  dans k* définit un élément de Aut(g, 6) qui 
vérifie les conditions de a), et est d'ordre h. (Utiliser c) ainsi que VI, 3 2, prop. 5 et VI, 3 1, 
prop. 31.) 
(ii) Tout automorphisme d'ordre fini de g qui vérifie les conditions de a) est d'ordre ah. 
(Utiliser b) et c) .) 
(iii) Les automorphismes d'ordre h de g qui vérifient les conditions de a) forment une classe 
de conjugaison dans Aut,(g). (Utiliser la prop. 5 du no 3.) 
e )  Soient IJ et R comme dans c ) ,  et soit w une transformation de Coxeter de W(R). Soit 
s E Aut(g, $) tel que ~ ( s )  = W .  Montrer que s vérifie les conditions de a), et est d'ordre h. 
(U~iliser VI, 3 1, prop. 33, V, 3 6, no 2 et VII, 3 4, prop. 9.) 

f )  Si, s E Aut(g), les conditions suivantes sont équivalentes: 
(i) s vérifie les conditions de a), et est d'ordre h;  
(ii) il existe une sous-algèbre de Cartan b de g stable par s telle que s 1 t )  soit une trans- 
formation de Coxeter du groupe de Weyl de (g, O). (Utiliser d) et e ) . )  
g) Le polynôme caractéristique de I'autoinorphisme de d) (i) est: 

Celui de l'automorphisrne .Y de e )  est: 

B(7') = (Th - 1)' 17 (l' - Cmi)  (m, exposants de R) .  
1 = 1  

(Utiliser la prop. 33 (iv) de VI, 3 1, II" 11.) De la relation A('1') = B ( ï ' )  déduire quc, pour 
tout j 2 1, le nombre des i tels que ml 3 , j  est Cgal au nombre des a E R + tels que a(H) = j ;  
on retrouve ainsi le résultat de l'exerc. 6c) de VI, 5 4.l 

Pour plus de détails sur cet exercice, voir: B. KOSTANT, The principal three-dimensional subproup 
and the Betti numbers of a complex simple Lie group, Amer. J. of Matlzs., t. LXXXI (1959), p. 973- 
1032. 
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6) O n  suppose que k = R ou C. Soit G le groupe de Lie =\uto(g). Montrer qu'un élément 
a E G est régulier (au sens de VIT, 5 4, no 2) si et seulement si il satisfait aux conditions de 
l'exerc. 5 a ) .  

7)  O n  suppose g déployable. Soit B(g) la base canonique de la sous-algèbre de Cartan 
canonique de g (no 3, Rem. 2). Si s E Aut(g), s induit une permutation de B(g) ; notons sgn(r) 
la signatur- (le cette permutation. Montrer que s opèrr sur Ang (avec n = dim g) par 

7 8) Soient X; une clôture algébrique de k ,  et 3 = k @, g. Le groupe de Galois Gal(k/k) 
opèrr de façon naturelle sur 3, sur la sous-algèbre de Cartan canonique de g (no 3, Rem. 2), - 
ainsi que son système de racines R et sa base canonique Ù. O n  obtient ainsi un homomor- 
phisme continu (Le. à noyau ouvert) 

Montrcr que g est déployée si et seulement si les deiiu conditions suivantes sont satisfaites: 
(i) L'homomorpbisme ~ t .  est trivial. 
(ii) g possède une sous-algèbre de Borel b. 
(On montrera qu'une sous-algèbre de Cartan t) contenue dans b est dkployante si et seule- 
ment si TC est trivial.) 

9) Soient R un système de racines réduit, B une base de R, et (go, t),, B, (X,),,,) une 
algèbre de Lie semi-simple épinglée correspondante (5 4). Soicnt k une clôture algébrique de k, 
et p: Gal(k/k) + Aut(R, B) un homomorphisme continu (cf. exerc. 8) ; si 5 E Gal(k/k), on 
note p, l'automorphisme k-linéaire de go = k gk go tel que p,(X,) = X,(,,,. O n  prolonge 
d'autre part l'action naturelle de Gal(k/k) sur k en une action sur go. Soit g le sous-ensemble 
de 9, formé des éléments x tels que p,(x) = 5 -  l . x pour tout a E Gal(/l-/k). 
a)  Montrer que g est une k-sous-algèbre de Lie de go, et que l'injection de g dans 5, se 
prolonge en un isomorphisme de k @, g sur go. En particulier, g est semi-simple. 
6 )  Soit bo la sous-alghbre de go cngcndrhe par $, et les X,. O n  pose: 

Montrer que k @, b = ho, k @, t) = So, de sorte que b est une sous-algèbre de Borel de g, 
et t) en est une sous-algèbre de Cartan. 
c) Montrer que l'homomorphisme ~ t .  associé à l'algèbre g (cf. exerc. 8) est égal à p. 

11 10) Soient t) une sous-algèbre de Cartan déploynnte de g, et (X,),,, un système de 
Chevalley de (g, t)),  cf. 3 2, ri0 4. Si a: E R, on pose 

et l'on note 9 le sous-groupe de Aure(& t)) engendré par les O,. 
a) Montrer que E(W) = W(R). 
b) Soit s E W, et soit w = E(s). Montrer que 

s(&) = + X,(,, pour tout a E R. 

(Utiliser I'exerc. 5 du 4 2.) 
c) Soit M le noyau de E: W -> W(R). Montrer que M est contenu dans le sous-groupe de 
f (To) formé des éléments f (rp) tels que rp2 = 1. Montrer que M contient les éléments f (p,) 
définis par p,(P) = (- l)<D.u") (remarquer que 02 = f(<p,)) .  

d) *Soit p f Hom(Q, {k  1)). Montrer que f(rp) appartient à M si et seulement si p est 
prolongeable en un homomorphisme de P dans {k 1). (La suffisance provient ce que M 
contient les f(p,). Pour prouver la nécessité, se ramener au cas où k = Q, et utiliser le fait 
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que M est contenu dans f(T,) n Aut,(g) = Im(T,), cf. § 7, exerc. 26 d).) En déduire que 
M est isomorphe au dual du  groupe Q/(Qn 2P).l* 

11) Les notations étant celles du no 2, on suppose k localement compact non discret, donc iso- 
morphe à R, C ,  ou une extension finie de Q, (AC, VI, § 9, no 3). Pour tout n 3 1, le quotient 
k*/k*" est fini (cf. AC, VI, 5 9, exerc. 3 pour le cas ultramétrique). En déduire que les 
quotients TQ/Im(T,) et Aut(g)/Aut,(g) sont finis. 

Lorsque k = R, montrer que T,/Im(Tp) est isomprphe au dual du  F,-espace vectoriel 
( Q n  2P)/2Q. Lorsque k = C, on a T, = Im(Tp) : c'est le sous-groupe intégral du groupe 
de Lie Aut(g) d'algèbre de Lie t). 

7 12) Soient t)  une sous-algèbre de Cartan déployante de g, A une partie de t), et s E Aut(g) 
tel que SA = A. Montrer qu'il existe t E Aut(g, t)) tel que t 1 A = s 1 A et ts-l E Aut,(g). 
(Soit a le commutant de A dans g; c'est une sous-algèbre réductive dans g, dont st) et t)  
sont des sous-algèbres de Cartan déployantes; en déduire l'existence dc u E Aut,(a) tel que 
ust) = t ) ;  montrer qu'il existe u E Aut,(g) prolongeant u tel que u 1 A = Id,; prendre t = us.) 
En déduire que, si s E Auto(g), il existe w E W(R) tel que w 1 A = s 1 A. 

71 13) Soient (g, t) ,  B, (X,),,,) une algèbre de Lie semi-simple épinglée, R le système de 
racines de (g, p),  A le graphe de Dynkin correspondant, et cD un sous-groupe de 

Si s E @, on prolonge s en un automorphisme de g par les conditions 

s(X,) = X,, et s(H,) = H,, pour tout U E  B, cf. prop. 1. 

On identifie ainsi @ à un sous-groupe de Aut(g, t)) ; on note 4 (resp. $) la sous-algèbre de g 
(resp. t ) )  formée des éléments invariants par cD. 
a)  Soit a E B, et soit X = @.a. Montrer, en utilisant les Planches de VI, que deux cas 
seulement sont possibles: 
(i) tout élément de X distinct de a est orthogonal à a ;  
(ii) il existe un élément a' et un seul de X - {a) qui n'est pas orthogonal à cr, et l'on a 
n(a, a') = n(a', a)  = - 1. 
b) Soit i l'application de restriction b* -+ $*, et soit B = i(B) ; l'application B - B identifie 
B à BI@. Montrer que 4 est une algèbre de Lie semi-simple, que 6 en est une sous-algèbre 
de Cartan déployante, et que B est une base de R(g, 5 ) .  (Observer que B est contenu dans R(& 
$), et que tout élément de R(g, 6) est combinaison linéaire à coefficients entiers de même signe 
des éléments de B.) Si ü E B, la racine inverse HE E 6 correspondante est donnée par: 

H a =  2 H , dans le cas (i) de a) 
i(aj-a 

f i  = 2 2 El, dans lc cas (ii) de a), 
i(aj=a 

où la sommation porte sur les éléments a E B tels que i(a) = ü. Si P E B a pour image 
OEB, on a 

n(b, 2 )  = 2 n(p, a)  dans le cas (i) 
KSI = ü 

n(6, a) = 2 2 n(B, a)  dans le cas (ii). 
i(,j = or 

En déduire la détermination du graphe de Dynkin de R(4, é) à partir du couple (A, a). 
c )  Montrer que, si g est simple, il en est de même de 4. 

Pour plus de détails sur cet exercice, voir: J. TITS, Normalisateurs de tores. 1. Groupes de Coxeter 
étendus, J .  ofdlgebra, t. IV (1966), p. 96-116. 
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Si g est de type A,, 1 3 2, et <I d'ordre 2, est de type B,,, si 1 est pair, et de type C~,+,,,, 
si 1 est impair. 

Si g est de type Dl, 1 > 4, et cD d'ordre 2, est de type B,_,. 
Si g est de type D,, et @ d'ordre 3 ou 6 ,  3 est de type G,. 
Si g est de type Eû, et @ d'ordre 2, 8 est de type F,. 

1) Montrer que l'on peut définir Z(A) comme un quotient de la représentation ph du 5 4, 
exerc. 1. 

2) Soit p un poids de Z(A) (resp. de E(A)). Montrer qu'il existe une suite de poids y,, . . ., p, 
de Z(A) (resp. de E(A)) telle que p, = A, p, = p, et pi+, - pi E B pour 1 < i < n. 
3) On suppose g simple, et on note ü la plus grande racine de R. Le module E(ü) est iso- 
morphe à g, muni de la représentation adjointe. Si C est l'élément de Casimir associé à la 
forme de Killing de g, l'image de C dans End E(ü) est l'identité (cf. 1, 3, no 7, prop. 12). 
En déduire, grâce au cor. à la prop. 7, que 

@,(a, ü + 2p) = 1, 

où a, est la forme bilinéaire canonique de P* (VI, 1, no 12). 

4) On utilise les notations du no 4. 
a) Soit m E N. On ordonne Nm par l'ordre produit. Montrer que, pour toute partie S de 
Nm, l'ensemble des éléments minimaux de S est fini. 
b )  Soient a,, . . . , a ,  les Cléments de R dcux à deux distincts, X, E gaz - {O}, S l'ensemble des 
suitrs non nulles ( p , )  E Nm telles que 2 bpi  = O, M l'ensemble des éléments minimaux de S. 

Alors b et les X,P1. . .Xmm, où (Pl, . . . ,Pm) E M, engendrent l'algèbre UO. 

6) Montrer que U0 est une algèbre noethérienne à gauche et à droite. (Munir U0 de la 
filtration induite par celle de U(g), et montrer, en utilisant a) et b ) ,  que gr U0 est commuta- 
tive de type fini.) 
d) Montrer que, pour tout A E b*, Uh est un Uo-module à gauche (resp. à droite) de type 
fini. 
e )  Soit V un g-module simple tel que V = @ VA. Si l'un des V, # O est de dimension 

Ath* 
finie, tous les VA sont de dimension finie. (Utiliser d).) 

5) Montrer que, si g = sI(2, k),  les modules Z(A) de ce paragraphe sont isomorphes aux 
modules Z(A) du 3 1, exerc. 2. 

'Tous les g-modules considérés (à part ceux des exerc. 14 et 15) sont supposés de dimension 
finie. 

1) Soit w E P +  + ; notons S(w) l'ensemble des poids de E(w), autrement dit le plus petit 
sous-ensemble R-saturé de P contcnant w (prop. 5). Si A E S(w), on a A E w (niod. Q ) .  
Inversement, soit A E P tel que A = w (mod. Q ) ;  prouver l'équivalence des propriétés 
suivantes : 
(i) h E S(w); 
(ii) w - wA E Q+ pour tout LU E W; 
(iii) 'A appartient à l'enveloppe convexe de W . w dans b&. 
(Pour prouver que (iii) * (ii), remarquer que w - ww est combinaison linéaire à coeffi- 
cients 3 0  des éléments de R +  ; en déduire, par convexité, que w - wA jouit de la même 
propriété; comme w - wh appartient à Q ,  cela entraîne w - wA E Q,. Pour prouver 
que (ii) 3 (i), choisir ro tel que uih E P +  , , r t  appliquer le cor. 2 à la 1)i'op. 5. L'implication 
(i) * (iii) est immédiate.) 
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2) Soit la famille des composantes irréductibles de R, et g = n g, la décomposition 
t E I  

correspondante dc g cn produit d'algèbres simples. O n  identific P au  produit des P(R,), et 
on munit chaque P(R,) de la rclation d'ordre définie par la base Bi = B n Ri. 
a) Soit o = ( w , ) ~ , ~  un élément de P +  + = n l'+ + (K,). Montrer que le g-module simple 

< C l  

E ( w )  est isomorphe au produit tensoriel des g,-modules simples E(w,). 
b) Soit A! (resp. di) l'ensemble des éléments de P +  + (resp. de I', +(Ri)) qui possèdent les 
propriétés équivalentes (i), (ii), (iii), (iv) des prop. 6 et 7. Montrer que A! = n A,, 

I E I  

autrement dit que w E A si et seulement si, pour tout i E 1, wi est, soit nul, soit un poids 
minuscule de RI. En déduire que A! est un système de représentants dans P des éléments de 
p/Q. 
c )  Soient E un g-module simple, et  X l'ensemble de ses poids. Montrer que X contient un 
élément de A et un seul, et  que la multiplicité de cet élément est égale à la borne supérieure 
des multiplicités des éléments de .%Y. 

3) a) Soit E un g-module. Montrer l'équivalence des conditions: 
(i) Le rang d u  produit seini-direct de g par E est strictement plus grand que celui de g. 
(ii) O est un poids de E. 
(iii) I l  existe un poids de E qui est radiciel (i.e. appartient à Q). 
6) O n  suppose E simple. Montrer que (i), (ii), (iii) équivalent à: 
(iv) Le plus grand poids de  E est radiciel. 

Si ces conditions sont réalisées, il n'existe sur 1i: aucune forme bilinéaire alternée inva- 
riante non nulle. (Utiliser la prop. 12 et la prop. 1 (ii) du S 6.) 

4) Soient k' une extension de k, et g' = CJ<~ .>  Montrer que tout gr-module provient, par 
extension des scalaires, d'un g-modulr, qui est unique à isomorphisme près. 

5) Soit E un g-module. Montrer l'équivalence des conditions: 
(i) E est fidèle (i.e. l'application canoniquc de g dans gI(E) est injective). 
(ii) Toute racine de g est différence de dcux poids de  E. 

7 6) Soit cp un automorphisme involutif de g dont la restriction à 11 est - Id .  Montrer que, 
si E est un g-module, il cxistc sur E une forme bilinéaire symétriquc non dégénérée Y' telle 
que 

Yr(x.a, b) + Vp(a, <p(x)  . b) = O pour x E g, a, b E E. 

(Se ramener au cas où E est simplr. Montrer qur  le transformé par <p de E est isomorphe au  
dual E* de E, d'où I'existencc d'une forme bilinkaire non dégénérée Y' satisfaisant à la 
condition ci-dessus. Montrer ensuite que, si e est un v e ~ t e u r  primitif de E, on a Y ( e ,  e )  # O. 
En  déduire que Y est symétrique.) 

7) Si A E P +  +, on note ph:  U(g) + End(E(A)) la représentation définie par le module simple 
E(A). O n  a Im(p,) = End(E(A)) ; on posc m, = Kcr(p,). 
a) Montrer que les ni, sont deux à deux distincts, e t  que ce sont les seuls idéaux bilatères 
m de  U(g) tels que U(g)/m soit une k-algèbre simple de dimension finie. 
6 )  Si 1 est une partie finie de  P+ +, on pose mI = n ni,. Montrer que l'application canoni- 

L E I  

que U(g)/in, -> n U(g)/m, est un isomorphisme, et que tout idéal bilatère de codimension 
L E I  

finie de  U(g) est égal à un des m,, et  à un scul. 
c )  Montrer que I'antiautomorphisme principal de U(g) transforme m, en  m,*, où A* = - w0A 
(cf. prop. 1 1). 

7 8) Soit g une algèbre de Lie semi-simple; exceptionnellement, dans cet exercice, on ne 
suppose pas g déployée. Soient Z une clôture algébrique de  k, et 

rc: Gal(f/k) -t ~ ~ t ( R , i i )  
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l'homomorphisme défini au 5 5, exerc. 8. On fait opérer Gal(k/k), au moyen de n, sur 
l'ensemble P+ + des poids dominants dc R relativement à Ël; soit Cl un système de repré- 
sentants des éléments du quotient I>+ +/Gal(k/k). 
a) On pose g = k @jk g Si 1 est une partie finie de P+ + stable par Gal(k/k), l'idéal bilatère 
iiï, de U(j) associé à 1 (cf. cxerc. 7) est de la forme k gI, m,, où mI est un idéal bilatère de 
U(g). Montrer que l'on obtient ainsi, une fois et une seule, tous les idéaux bilatères de 
codimension finie de U(g). 
b) Soient w E Cl, I(w) son orbite par Gal(f/k), et G, le stabilisateur de w;  soit k, la sous- 
extension de I I  correspondant à G, par la théorie de Galois. Montrer que U(g)/m,(,, est une 
algèbre simple dont le centre est isomorphe à k,. Tout idéal bilatère m de U(g) tel que 
U(g)/m soit une algèbre simple de dimension finie est égal à un des m,(,, et à un seul. 
c) Le groupe Gal(k/k) opère, grâce à n, sur l'anneau R(4) ; notons R(j)InV le sous-anneau de 
R(4) formé des éléments invariants par Gal(k/k). Montrer que l'application [El ++ [k @jk E] 
se prolonge en un homomorphisme injectif d? R(g) dans R(g)Inv dont le conoyau est un 
groupe de torsion; c'est un isomorphisme si et seulement si, pour tout w E Cl, U(g)/m,,,, est 
une algèbre dc matrices sur k,; on montrera que c'est le cas lorsque g possède une sous-algè- 
bre de Bore1.l 

9) Soient al et a, des algèbres de Lir. Montrer qu'il existe un homomorphisme 

et un seul tel que f ([El] @ [E,]) = [El @ E2] si E, est un ai-module (i = 1, 2). Montrer 
que f est injectif, et qu'il est bijectif si a, ou a, est semi-simple déployable. 

10) Soit F un sous-groupe de P contenant Q. Un tel sous-groupe est stable par W. 
a) Montrer que, si A E P+ + n I', tous les poids de E(A) appartiennent à r. 
6 )  Soit Rr(g) le sous-groupe de R(g) de base les [A], avec A E P +  + n r. Si E est un g- 
module, on a [El E R,(g) si et seulement si tous les poids de E appartiennent à r. En 
déduire que Rr(g) est un sous-anneau de R(g). 
c) Montrer que l'homomorphisme ch: Rr(g) + Z[ï] est un isomorphisme de R,(g) sur 
le sous-anneau de Z[ ï ]  formé des éléments invariants par W. (Utiliser le th. 2 (ii).) 
d) Expliciter R(g) et R,(g) lorsque g = d ( 2 ,  k) et r = Q. 

7 11) Les notations sont celles du no 7. Pour tout entier m > 1, on note Ym I'endomor- 
phisme de Z[A] qui transforme eh en emA. On a 'Y1 = Id et Ym o Vrn = 'Ymn. 

Soit E un espace vectoriel gradué de type A, de dimerision finie. Pour tout n 2 O, on 
note nnE (resp. s,E) la puissance extCrieure (resp. symétrique) n-ème de E, munie de sa 
graduation naturelle. 
a) Montrer que l'on a 

En déduire que ch(s,,E) et ch(a,E) peuvent s'exprimer comme polynômes à coefficients 
rationnels en les Vem(ch(E)), 1 < m < n. On a par cxenlple: 

ch(.r,E) = 4 + fY2(ch(E)) 

ch(a2E) = 3 ch(E), - +Y2(ch(E)). 

l Pour plus de détails sur cet exercice, voir: j. TITS, Reprtsentations linéaires irréductibles d'un 
groupe rédurtif sur un corps quelconque, J. de Crelle, t. CCXLVII (1971), p. 196-220. 
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b)  Dtmontrer les identités suivantes (dans l'algèbre des séries formelles en une variable T, 
à coefficients dans Q[A]) : 

c) On suppose que A est un groupe, ce qui permet de définir les Ym pour tout m E 2. 
Montrer que, si E* est le dual gradud de E, on a 

ch(E*) = Y-l(ch(E)).  

d) On identifie R(g), au moyen de ch, à un sous-anneau de Z[P]. Montrer que R(g) est 
stable par les \Tm, m E Z, et qu'il en est de même des sous-anneaux R,(g) définis dans 
l'exercice précédent. 

12) Soient À E P+ + et %%^, l'ensemble des poids de E(A). Montrer qu'on n'a pas 

Xh C A -  P i +  

en général. (Considérer par exemple la représentation adjointe de sl(3, k).) 

13) Soit À = 2 a,a un élément de P+ +. Pour n = 0, 1,. . . on note X, l'ensemble des 
U E B  

poids p de E(À) tels que h - p soit somme de n éléments de B. Soit s, la somme des multi- 
plicités des éléments de X, (comme poids de E(A)). Soit T = 2 2 a,. Montrer que: 

E E B  

a) T est un entier >O.  
b) s, = Opourn > T, ets,-, = s,. 
c) Si r est la partie entière de T/2, on a sl < s, < . . . < s ,,,. 
7 14) Soient A E Pi +, F, le plus grand sous-module propre de Z ( À )  et u un élément primitif 
de poids A de Z ( h ) ,  cf. 3 6, no 3. Montrer que: 

15) Soient A E b* et u (resp. v') un élément primitif de poids À de Z(A) (resp. de E(A)). Soit 1 
(resp. 1') I'annulateur de v (resp. u') dans U(g). 
a) On a 1 = U(g)n+ 4- 2 U ( g ) ( h  - A(h)). 

h € h  

b )  1' est le plus grand idéal à gauche de U(g) distinct de U(g) et contenant 1. 
C )  S i À E P + + , o n a  

1' = 1 + 2 U(~)X!(,"°"~ = 1 + 2 ~ ( n - ) x ! ( 2 ' + ~ .  
~ E B  U E B  

(Utiliser l'exercice précédent.) 

7 16) Soient V et V' deux g-modules. O n  dit que V' est subordonné à V s'il existe une applica- 
tion linéaire f: V + V' telle que : 

a) f est surjective; p) l'image par f d'un élément primitif de V est, soit O, soit un élément 
primitif de V'; y) f est un n--homomorphisme. 
a) Soit f: V + V' vérifiant a), p), y). Soit v un élément primitif de V. Alors l'image par f 
du sous-9-module engendré par v est le sous-g-module engendré par f (u). 
b) Soitf: V + V' vérifiant a) ,  p), y). Soit W un sous-g-module de V. Alors f(W) est un 
sous-g-module de V' qui est subordonné à W. 
c) Soient V = El @ - . - @ Es et V' = E; @. . . @ És', des décompositions de V et V' en 
sommes de modules simples. Pour que V' soit subordonné à V, il faut et il suffit que s' $ s 
et qu'il existe a E 6, tel que E; soit subordonné à E,(,, pour i = 1, . . ., s'. 
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d) Si V' est subordonné à V, et si V est simple, V' est simple ou réduit à 0. 
e )  O n  suppose V et V' simples. Soient A et A' leurs plus grands poids. Pour que V' soit 
subordonné à V, il faut et il suffit que A1(Ha) < A(H,) pour tout a E B. (Pour la suffisance, 
utiliser l'cxercice précédent.) 

17) Soient A, y E P +  + et a E B tels que A(H,) 3 1 et y(Hu) 2 1. Soit F = E(A) @ E(P). 
a) Montrer que dim FA+* = 1 et dim Fh+e-a  = 2. 
b) Montrer que Xa: FA+*-" - FA+* est surjectif, et que les éléments non nuls c!e son 
noyau sont primitifs (remarquer que, si P E B est distinct de a, A + y - a + P n'est pas un 
poids de  F). 
c )  En déduire que E(A) @ E(V) contient un sous-module et un seul isomorphe à 

E(A + y - a).  

d )  Montrer que S2(E(A)) (resp. AZE(A)) contient un sous-module r t  un sctil isomorphe à 
E(2A) (resp. à E(2A - a)) .  

71 18) O n  choisit sur 5,; une formc bilinéaire symétrique positive non dégénérée (. 1 .) 
invariante par W. Soit A E P +  ,. 
a) Soit y un  poids de E(A). Écrivons A - y sous la forme 2 &a. Soit a E B tel qiic k, # 0. 

N E F I  

Montrer qu'il existe a,, . . ., a, E B tels que (A 1 a,) f O, (a, 1 a,) # O , .  . ., ( a , ,  1 a,) # O, 
(a, 1 .) # o. 
b) Soit v un élément primitif de E(A), et soient a,, . . ., a, E Li vérifiant les conditions sui- 
vantes : 
(i) ( a i l a , + , ) #  O pour i =  1,2, ..., n -  1; 
( i )  ( 1 a )  = O pour j > i + 1; 
(iii) A(H,,) # O et  A(H,,) = . . . = A(H,,,) = 0. 
Montrer que X-,,X . . . X_,,u # O. (Observer que, pour 1 6 s < n, 

A - a, - . . . -  a,-, + un 

n'est pas un poids de E(A), et en déduire, par récurrence sur s, que XNsX. ,$X . . X-,,O # 
O.)  Si G E 6, et o # 1, on a X X l > .  . . X - , m , l ,  u = O. (SoitIr le plus petit entier tel 
que o ( r )  # r. Utiliser a) pour montrer que A - a,,,, - . . . - a,(,, n'est pas un poids de 
E(4 .1  
c )  Soit A' E P+ +.  O n  appelle chaîne joignant A à A' une suite (oc,, . . . , a,) d'éléments de  B 
tels que n > 1, (A 1 a,) # O, (a, 1 a,) # O,. . ., ( x ,  -, 1 a,) # O, (.r,,,l A') f O. Une telle 
chaîne est dite minimale si aucune sous-siiite stricte de (a,, . . ., a,) ne joint A à A'. O n  a alors 
(a, l a j )  = Osi Ij - i l  > 2, (Ala i )  = O s i i  2 2 et (A'I a,) = O s i i  < n - 1. 
d) Soit (a,, . . . , a,,) une chaîne minimale joignant X à A'. Si u' cst un vecteur primitif de E(?,'), 
on pose : 

us = X-"$X ,.. .X. %,O (s = O, 1 , .  . ., 7 1 )  

0; = X-=$+ + 2 .  . . X -  ",,d (s = O, 1, . . . , 11 )  

a, = 0, 1 a,), a,, - (- l)"(Af 1 a,,), us = ( -  l )S- '  ,(a, 1 a ,+ , ) ,  1 < s < tt -- 1. Montrer que 

est un  élément primitif de poids A + A' - a, - . . . - 7 ,  de E(À) @ E(h'), et que c'est le 
seul, à homothétie près. 

(Utiliser b) et c) pour montrer que tout élément dc E(A) @ E ( h r )  de poids 

est combinaison linéaire des u, @ u i .  Exprimer crisuitc c~ii'iiuc' teile combinaison linéaire est 
un vecteur primitif.) 
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En déduire que E(A) @ E(A1) contient un sous-g-module et  un seul isomorphe à 

E(A + A' - al - . . .  - a,). 
(Lorsque n = 1 on retrouve I'exerc. 17.) 
e)  Soit w un élément primitif de E(A) @ E(h'). O u  suppose que le poids v de w est distinct 
de  A + A'. Montrer qu'il existe une chaîne (al, . . ., a,) joignant A à A' telle que 

(Soit C l'ensemble des a E B tels que la coordonnée d'indicc .* dc A + A' - v soit # O .  
Soit D (resp. D') l'ensemble des a E C tels qu'il existe y,, . . ., y, E C vérifiant (A 1 y,) # O 
('esp. (A' / YI) # O), (YI I 72) # O, . . . , (yt- I 1 ~ t )  # 0, ( ~ t  1 a )  # O. Soit Y (resp. Y') 
l'ensemble des poids de E(A) (resp. de E(A')) dc la forme A - 2 k,a resp. h' - 2 k,a), ( e t c  
avec k, E N. Montrer que iu appartient à E ( i )  @ ~ ~ ' i ( i ' ) " ' ) .  Utilisant a) et  le L, . . 

fait que v # A + A', montrer que D n D' & 0.) 
f )  Montrer l'équivalence des propriétés suivantes : 
(i) E(A) @ E(A') est isomorphe à E(A + A'). 
(ii) E(A) @ E(A') est un module simple. 
(iii) Il n'existe pas de  chaîne joignant A à A'. 
(iv) R est somme directe de  deux systèmes de racities RI  et Ri tels que A E P(R,) et A' E 

(v) g est produit de  deux idéaux s et  J' tels que s'.E(A) = O et e.E(Af) = O. 
(Utiliser d) pour prouver l'kquivalence de (ii) et (iii).)' 

19) O n  reprend les notations de la prop. 10. Soit k une clôture algébrique de k. Si x E g, 
on note XE(x) (resp. XF(x), resp. .FG(x)) l'ensemble des valeurs propres de x, (resp. x,, 
resp. x,) dans k. Montrer que EG(x)  =. %,(x)  + X,(x) pour tout x E g, et que, lorsque E et  
F sont donnés, cette propriété caractérise le g-module simple G à isomorphisme p r h .  

20) O n  suppose que k = R ou C .  Soit I' uri groupe de 1.ic simplement connexe d'algèbre 
de Lie g. Soient A, y, E, F, G comme dans la prop. 10. Soit (el, .  . ., en) (resp. (f,, . . ., f,)) 
une base de  E (resp. F) formée d'éléments qui sont vecteurs proprcs pour Q, avec en outre 
el E Eh et fi 6 Fu. O n  peut considérer E, F', G comme des l'-modules. Si y E I', notons a,(y) 
la coordonnée d'indice i de y .el, et bj(y) la coordonnée d'indice j de y .  f,. Montrer que la 
fonction a,b, sur T n'est pas identiquemeut nulle. En déduire que, pour tout (i, j ) ,  il existe 
un élément de G c E @I F dont la coordonnée d'indice (i, j )  est #O,  d'où, pour k = R ou C ,  
une nouvelle démonstration de la prop. 10. Passer de là au  cas où k = Q, puis au cas d'un 
corps quelconque, cf. exerc. 4. 

21) Soient A, p E P +  + .  Soient E, F, G des y-n~odules simples de plus grands poids A, p, 
1, + IL, e t  soit n un entier > 1. Si w est un poids dc E de multiplicité 71, alors cù + p est un 
poids de CI de  multiplicité a n .  (On a Gb'+U c @ Ev @Fa. Si dinl G"+u < n, la 

Y t - o = w + w  
projection de GW+ LI sur Eu @ FU est de la forrnc E' @ Fu, avec E' strictement contenu daus 
E'" Tirer de  là une contradiction en choisissant des bases adaptées de E et  de F, et en imitant 
la démonstration dc la prop. 10.) 

22) O n  suppose g simple, autrement dit R irréductible. Moritrer qu'il existe un poids 
dominant A # O et un seul tel que l'ensemble des poids de E(A) soit W .  A u {O}: on a 
A = a ,  où a E R est tel que Ha soit la plus grande racine de R V .  Lorsqur toutes les rarint-s 
ont même longueur (cas A,, Il , ,  E,, E,, E,), on a A - r * ;  c'est la seule racine qui soit im 
poids doiriiriarit; la rcpréscritatioii corrcspoiidarite est la représentation aqoiritc de g. Dans 
les autres cas, A est la seule racine de longueur minimum qui soit un poids dominant; avec 
les notations de VI, Planches, on a :  A = al (type B,); A = a, (type C,);  A = a, (type F,); 
A = a, (type CIz). 

l Pour plus de détails, cf. E. n. DYNKIN, Les sous-groupes maximaux des groupes classiques [en russe], 
'Trudy Aloçkor'. ,+fat. Obi;., t .  1 (1952), p. 39-166 ( =  hmrr. Math. Transi., vol. 6 (1957), p. 245 374). 
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23) Soit U0  le commutant de t )  dans U(g) (cf. 3 6 ,  no 4). 
a) Soit V un g-module (de dimension finie). Montrer que les VA, h E P, sont stables par Uo, 
et que, si V est simple et V h  # O, VA est un Uo-module simple (utiliser la décomposition 
U(g) = @ UA, lac. cil.) 
b) Montrer que, pour tout élément c # O de UO, il existc une représentation siniple de 
dimension firiie p de U0 telle que p(c) f O. (Utiliser a), ainsi que 1, 3 7, exerc. 3 a).) 

24) Soient U une algèbre associative unifère et M l'ensemble de ses idéaux bilatères de 
codimerision finie. 
a) Soit U* l'espace vectoriel dual de U. Si 8 E U*, montrer l'équivalence des propriétés 
suivantes : 
(i) il existe m E M tel que 8(m) = 0; 
(ii) il existe deux familles finies (O;) et (8;) d'éléments de U* telles que 

O(xy) = 2 8;(x)O;(y) quels que soient x,  y E U. 
1 

Les éléments 8 ayant ces propriétés forment un sous-espace U' de U*, qui coincide avec 
celui noté B' dans A, III ,  p. 202, exerc. 27. 11 existe sur U' une structure de cogèbre et une 
seule dont le roproduit c: U' -- U' @ U' est donné par 

où O;, 8; E U' sont tcls que O(xy) = 2 O:(x)8;(y) quels que soient x, y E U, cf. (ii). 

La cogèbre U' est réunion filtrante croissante des soys-espaces (Ulm)*, rit  E M, qui sont 
de dimension finie. Le dual de U' s'identifie h l'algèbre U = lirn U/ni; si l'on niunit Û de la 

/- x -- 

topologie limite projective des topologies discrètes des Ulm, ni E M, les formes linéaires 
continues sur Û sont données par les éléments de TJ'. 
b) Soit E un U-module à gauche de dimension finie. Son annul~teur  in, appartient à M; 
le composé Û - U/rii, --+ Erid(E) munit E d'une structure de U-module à gauche. Si F 
est un U-module à gauche de dimension finie, une application linéaire j': E -+ F est un 
U-homomorphisme si et seulement si c'est un Û-homomorphisme. Si a E E, b E E*, la 
forme linéaire O,,,: x tt <xa, b) appartient à U', et l'on a 

(x, O&,,> = <*a, b> pour tout x E Û. 

Les O,,, (pour E, a, b variables) engendrent le k-espace vectoriel U'. 
c) Soit X, l'ensemble des classes d'isomorphisme de U-modules à gauche de dimension 
finie. Pour tout E E X,, soit 21, un endomorphisme k-linéaire de E; on suppose que 

f O u, = u, OS quels que soient E, F G Xu et f E ~ o m , ( E ,  F). 

Montrer qu'il existe une élément x E Û et un seul tel que x, = u, pour tout E E X,. (Se 
ramenrr au cas où U est de dimension finie.) 

11 25) Soient u une algèbre de Lie et U son algèbre enveloppante. O n  applique les définitions 
et résultats dc I'exerc. 24 à l'algèbre U. On a en particulier U' c U*, et le dual de U' 
s'identifie à l'algèbre Û = @ Ulm; l'application canonique U - Û est injective (1, $ 7, . 
excrc. 3).  
a) La structure de cogèbre de U (II,  5 1, no 4) définit sur son dual U* une structure d'algèbre 
(cf. II, 3 1 ,  no 5, prop. 10, ainsi que A, III ,  p. 28). Si E, F sont des a-modules de dimension 
finie, on a 

O,,, . O, , ,  = pour Q E E , O E E * , C E F , ~ E F * .  

En déduire que U' est une sous-algèbre de U*. Les structures de cogèbre et d'algèbre de U' 
en font une bigèbre commutative (A, III, p. 148). 
b) Soit x un élément de Û; on identifie x à une forme linéaire U' -t A. Démontrer l'équi- 
valence des propriétés suivantes: 
(i) x est un hornomorphisnie d'algèbres de U' dans k. 



Ch. VIII 

(ii) X,@F = X, @J xF quels que soient les a-modules E et F de dimension finie. 
(On montrera d'abord que (ii) équivaut à 

(ii') x(O,,,,,@,) = ~(8,,~)x(O,,,) si a E E, b E E*, c E F, d E F*, 
et on utilisera le fait que les 8,,, engendrent U'.) 
c) Soit x un élément de Û vérifiant les conditions (i) et (ii) de b). Montrer l'équivalence des 
conditions: 
(iii) x transforme l'élément unité de U' en l'élément unité de k. 
(iv) x # O.  
(v) Si l'on munit k de la structure de a-module triviale, on a x, = Id. 
(vi) x, est inversible quel que soit E. 

(L'équivalence (iii) a (IV) résulte de ce que x est un homomorphisme d'algèbres. 
D'autre part, on a xk = h Id, avec À E k. Utilisant le a-isomorphisme k @J E -t E, on en 
déduit que Àx, = x, pour tout E et en particulier À2 = h, en prenant E = k. Le cas À = 1 
correspond à x # O, d'où (iv) u (v), et (vi) -> (v). Pour prouver que (v) (vi), on mon- 
trera que, si F est le dual de E, on a %, o x, = h Id,.) 
d) Soit G l'ensemble des éléments de Û vérifiant les conditions (i) à (vi) ci-dessus. Montrer 
que G est un sous-groupe du groupe des éléments inversibles de U. 

Soit x E G. Si E est un a-module de dimension finie, on a x, E GL(E). Ceci s'applique 
notamment à E = a, muni de la représentation adjointc; d'où un élément x, E GL(a). 
Montrer que x, est un automorphisme de a (utiliser le a-homomorphisme a @ a i -  a 
donné par le crochet). O n  obtient ainsi un homomorphisme u :  G --> Aut(a). Si E est un 
a-module de dimension fi nie, on a 

(utiliser le a-homoinorphisme a @ E - E donné par l'action de a sur E). 
e) L'antiautomorphisme principal a de U s'étend par continuité à U. Son transposé laisse 
stable U' et induit sur U' une inversion (A, III,  p. 198, exerc. 4). Si x E G, on a a(%) = x-'. 

f )  O n  suppose a semi-simple1. Soit n un élément ililpotent de a. Il existe alors un élément 
en, et un seul, de G tel que (en), = rxp(n,) pour tout a-module E de dimension finie. 011 a 
u(en) = exp(ad n) e Aut(a), d'où Aut,(a) c v (G). 

Si b est une suus-algèbre de a formée d'éléments nilpotents, montrer que l'on a 

en . e" = en("."') pour n, rn E b, 

où  H désigne la strie de Hausdorff (II, 3 6). 

7 26) O n  applique les notations et résultats de l'exerc. 25 au cas où a = g (cas déployé). 
a) Soient x E G et a = u(x) son image dans Aut(g). Si p cst une représentation de g, p et 
p O a sont équivalentes. En déduire (cf. no 2, Rem. 1) que a appartient à Auto(g). Etendre ce 
résultat aux algèbrcs semi-simples quelconques. 
b)  Soit rp E TF = Hom(P, k*), où P = P(R). Si E est un g-module, soit rp, I'endomor- 
phisrrie de  E dont la restriction à chaque Eh (1, E P) est l'homotilétie de rapport q>(À). 

Montrer qu'il existe un élément t(p) E G et un seul tel que t(rp), = rp, pour tout E. (Utiliser 
l'excre. 24 c), ainsi que lcs caracttrisations (ii) et (vi) de l'exerc. 25.) O n  obtient ainsi un 
homornorpkiismc t :  'Y, + G. Montrer que t est injeetiC O n  l'utilisera pour identifier Tp à 
un sous-groupe de G. Le composé T, -+ G -i Aut(gj est l'homomorphisme noté f O y au 5 5, 
no 2. 
c) Soit x E G tel que a = u(x) appartienne au sous-groupe f(T,) de Auto(g) (3 5, no 2), 
autrement dit opère trivialement sur @; on note + l'élément deTQ = I-Iom(Q, k*) correspondant 
à x. On se propose de montrer que x appartient à T,. O n  prouvera successivement: 

cl) Si E est un g-module, x, est un P-endomorphisme de E. 
(Utiliser le phomomorphisme g @ E -t E, et le fait que x opère trivialement sur P.) 

En particulier, les Eu sont stables par xE. 

*Dans ce cas, on peut montrer que U' est la higèbre du groupe algébrique semi-simple simplement 
connexe A d'algèbre de Lie a, et que G est le groupe des k-points de A., 
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c2) Il  existe p ET, tel que, pour tout g-module E, et tout élénient primitif e de E, de poids 
A, on ait x,e = p(A)e. 

(Choisir p de telle sorte quc cette relation soit vraie lorsque E est un module fondamental 
E(a,). En déduire le cas des E(A), A E P+ +, en utilisant le plongement d'un tel module dans 
un produit tensoriel des E(m,). Passer de là au cas général.) 

c3) On choisit p comme dans c z )  Soit E un g-module simple de plus grand poids h, et 
soit y un poids de E; on a A - y E Q. Montrer que la restriction de x, à E* est l'homothétie 
de rapport <p(A)+(y - A). (Même méthode que pour c,).) 

c,) Si A, y E P+ +, et si u E B n'est orthogonal ni à A ni à p, on a 

d'où ~ ( a )  = +(a). (Utiliser c2), c3), et le plongement de E(A + y - a) dans E(A) @ E(y), 
cf. exerc. 17.) 

c,) Déduire de c,) que p 1 Q = +, et utiliser c,) pour .en déduire que x = t(p). 
d) On identifie TQ au moyen de f à un sous-groupe de Aut,(g). On  a, d'après a), 

et, d'après c), u (G) n Ta = Im (T,). En déduire (cf. 5, no 3) que Aut,(g) n T a  = 
Im (T,) et que f (G) = Aut,(g). L'application canonique 

est donc un isomorphisme. 
e )  Le noyau de v :  G i Aut,(g) est égal au noyau de T, + Ta;  il est isomorphe à 

c'est un groupe abélien fini, contenu dans le centre de G, et son ordre divise (P: Q )  ; si k est 
algébriquement clos, il est isomorphe au dual de P / Q  (A, VII, 4, no 8). 
f )  Soient a E R, X, E g" et X - ,  E g- a tels que [X,, X-,] = -Hu, et soit p, la représenta- 
tion correspondante de d(2, k) dans g. Si E est un g-module, on en déduit (§ 1, no 4) une 
représentation de SL(2, k) dans E, d'où (exerc. 25 b) ,  c)) un homomorphisme 

Montrer que Im(rp,) contient les éléments de T, de la forme A 14 th'"=', t E k*. En déduire 
que les Im(p,), ol E B, engendrent G (on montrera d'abord que le groupe qu'ils engendrent 
contient T,). En particulier, G est engendré par les en, avec n E g", a E B u -B. Le groupe 
dérivé de G est égal à G. 
g) Si un sous-groupe G' de G est tel que u(G1) = Aut,(g), on a G' = G (utiliser f ) ) .  
h) Soit E un g-module fidèle, et soit 17 le sous-groupe de P engendré par les poids de E. 
On a P 3 r 3 Q ,  cf. exerc. 5. Montrer que le noyau de l'homomorphisme canonique 
G + GL(E) est égal au sous-groupe de T, formé des éléments rp dont la restriction à l? est 
triviale. Si en particulier l? = P, l'homomorphisme G -t GL(E) est injectif .Si ï = Q ,  cet 
homomorphisme se factorise en G 2; Aut,(g) - -  GL(E), et l'homomorphisme Aut,(g) 
+GL(E) est injectif. 

27) Soit Cl = P/Q. Si o E Cl, et si E est un g-module, on note E, la somme directe des Eh, 
pour h E o. On a E = @ E,. 

a s 0  
a) Montrer que E, est un sous-g-module de E. On a (E*), = (E_,)* et 

si F est un autre g-module. 
6 )  Soit x E Hom(!2, k*) = Ker(Tp-2 Ta). On identifie x à un élément du noyau de 
f: G -t Aut,(g), cf. exerc. 26 e ) .  Montrer que l'action de x sur E, est l'homothétie de rapport 
~ ( 0 ) .  
c) Que sont les E, lorsque g = d(2 ,  k) ? 
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1) Soit f une fonction polynomiale invariante sur g. Montrer que f est invariante par 
Aut(g) si et seulement si f 1 $ est invariante par Aut(R). En déduire que, si le graphe de 
Dyiikin de R a un automorphisme non trivial, il existe une fonction polynomiale invariante 
sur g qui n'cst pas invariante par Aiit(g). 

2) On prend y = d ( 3 ,  k). Montrer que x i-t det(x) est une fonction polynomiale invariante 
sur g qui n'est pas invariante par Aut(g) (utiliser l'automorphisme x w  -'x). 

3) Soient a une algèbre de Lie semi-simple, et s E Aut(a). Montrer l'équivalence de: 
(i) s E Auto(a). 
(ii) s opère trivialement sur le centre de U(a). 
(iii) Pour tout x E a, il existe t E Auto(a) tel que tx = sx. 

(Utiliser la prop. 6 pour montrer que (iii) =- (i).) 

4) Moiitrcr quc, dans le cor. 2 de la prop. 2, et dans le th. 1 (il), on peut se borner aux 
représrntations p dont les poids sont radiciels (remarquer que la prop. 1 rcstr valable 
lorsqu'on remplace k[PIW par k [ Q I W ,  où Qes t  le groupe des poids radicicls). 

5) On reprcnd les notations dcs 6, 7. Soit h E b*. Si, pour tout w E W, ro # 1, on a 
(h + p)  - w(h + p) $ Q+, alors Z(X) est simple. 

(Utiliser le cor. 1 (ii) du th. 2.) 

6) Soient a une algèbre de Lie, f une fonction polynomiale sur a, et x, y deux éléments de a. 
On pose fg = O*(y) f (cf. no 3), et on note D, f l'application linéaire tangente à f cn x (VII, 
App. 1, no 2). Montrer que&,(x) = (D,f)([x, y]). En déduire que D, f s'annule sur Irn ad(x) 
lorsque f est invariante. 

7) *Soient d,, . . ., d ,  les degrés caractéristiques de l'algèbre I(g) ,  cf. V, S 5, no 1. Pour tout 
entier n O, on note T,, le nombre d'élkments de degré n d'une hasc homogène de S(g) sur 

m, 

I(g) (cf. no 3, Rem. 2), et on pose r(T) = 2 rnTn. Montrer que 
n = o  

8) On pose 1 = rg(g), N = dim(g). Si x E g, on définit n,(x), O < i < N, par la formule 

La fonction a, ainsi définie est polynomiale homogène de degré i, et invariante par Aut(g). 
Si x E I,I et i < N - 1, ai(x) est la i-ème fonction symétrique élémentaire des ~ ( x ) ,  x E R; en 
particulier, on a a,_,(x) = n ~ ( x ) .  Construire un exemplc où les a ,  n'engendrent pas 

men 
l'algèbre des fonctions polynomiales sur g invariantes par Aut(g). 

9) Les notations sont celles du no 5. Soient A E b*, z E Z,  Z' l'image de z par l'antiauto- 
morphisrnc principal de U(g), et wo l'élément de W qui transforme B en -B. Montrer que 
x?.(z) = x - w 0 h ( ~ ' ) .  

(Il suffit de le prouver pour h E P.,. +. Considérer alors l'action de z dans E(h) et E(A)*; 
utiliser la prop. 11 du 3 7.) 

IO) (Dans cet exercice, ainsi que dans les trois suivants, on reprend les notations du 3 6.) 
Soit h E b*. 
a) Soient N, N' des sous-g-modules de Z(A) tels que N' c N et que NIN' soit simple. 
Montrer qu'il existe G h - Q+ tel que NIN' soit isomorphe à E(p) (appliquer le th. 1 du 
Q: 6), et que p + p E W. (A + p) (appliquer le cor. 1 du th. 2). 
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b )  Montrer que Z(A) admet une suite de Jordan-Holder. (Appliquer a) et le fait que les 
poids de Z(A) sont de multiplicité finie.) 

11) Soient A E $* et V un sous-g-module non nul de Z(A). Montrer qu'il existe y E $* tel 
que V contienne un sous-g-module simple isomorphe à Z(p). 

(Soit A l'ensemble des v E $* tels que V contienne un sous-g-module isomorphe à Z(v). 
En utilisant la prop. 6 du 5 6 ,  montrer d'abord que A f 0. Puis montrer que A est fini, et 
considérer un élément y de A tel que (y - Q,) n A = {IL).) 

r/ 12) a) Soient A, y E $*. Tout g-homomorphisme non nul de Z(p) dans Z(A) est injectif. 
(Utiliser la prop. 6 du 5 6.) 
b) Soient r E N, A une partie finie de NT, ni = Card(A). Pour tout 6 E NT, soient Y([) la 
somme des coordonnées de 5, et PA([) le n o m b r ~  de familles (n,),,, d'entiers > O  tcls que 
5 = n,a. Alors VA([) < (r([) + 1)'" pour tout 5 E NT. (Raisonner par récurrence sur m.) 

=FA 
c )  Soient A, p E $*. Montrer que dim Honi,(Z(p), Z(A)) 6 1. (Soient rp, et 9, des g- 
tiomomorphismes # O de Z(y) dans Z(A). Si Im(<p,) = Im(rp2), <pl et rp, sont linéairement 
dépendants d'après la prop. 1 (iii) du  F( 6. Supposons Irn(9,) # Irn(rp,). Si Z(y) est simple, 
la somme Im(<p,) + Im(rp,) est directe; en déduire que T ( 5  + A - y) 3 2P(S) pour tout 
6 E $*, d'où contradiction avec 6). Dans le cas général, utiliser l'exerc. 11.) 

Lorsque dim Hom,(Z(y), Z(A)) = 1, on écrit Z(y) c Z(A) par abus de notation. 
d) Soit v E i )* .  L'ensemble des A E $* tels que Z(A - v) c Z(A) est fermé dans $* pour la 
topologie de Zariski. 

l[ 13) a) Soient a une algebre de Lie nilpotente, x E a, n E N, f i  E N. II existe 1 E N tel que 
x'y, . . .y, E U(a)xP quels que soient y,, . . . , y, E a. 
6) Soicnt A, y E $*, et U. E B tels que 

O n  suppose A E P. Soit p = A(H,) E Z. Montrer que: 
6,) Si p < O, on a Z(A - p) c Z(s,A - p). 
b2) Si fi > O, on a Z(s,[r - p) c Z(s,A - p) c %(A - p). 
(Utiliser a), et le 5 6, cor. 1 de la prop. 6.) 

c) S o i ~ n t  A E $*, a E R +  et m = A(II,). Supposons m E N. Montrer que 

Z(s,A - p)  c Z(A - p). 

(Le prouver d'abord pour A E P en utilisant b) ,  puis dans le cas général en utilisant I'exerc. 
12 d ) . ) l  

14) *Soient a une algèbre de Lie semi-simple, et Z(a) le centre de U(a).  Montrer que 
U(a) est un Z(a)-module libre. (Rcmarqiier que gr U(a) est isomorphe à S(n) et S(a*), et 
utiliser la Rem. 2 du  no 3.)* 

3 15) Soient x un élément diagonalisable de g ( 5  3, exerc. IO), et y un élément semi-simple 
de g tel que f (x) = f (y) pour toute fonction polynomiale f invariante sur g. Montrer qu'il 
existe s E Aut,(g) tel que sy = x. (Remarquer que ad x et ad y ont même polynôme carac- 
téristiquî, cf. exerc. 8, d'oii le fait quc y est diagonalisahle. Se ramener ensuite, grâce à 
I'exerc. 10 du 5 3, au cas où x ct y sont contenus dans 6, et utiliser le th. 1 (i) et le lcmme 6 
pour prouver que x et y sont conjugués par W.) 

Pour plus de détails sur les exercices 10 à 13, ~ u i r :  1. N. B E R N S ~ E I N ,  I. M. GELFANU et S. 1. GELFANU, 

Structure des représentations engendrées par des vecteurs de plus haut poids [en russe], Funct. Anal. i 
euo prilojenie, t. V (1971), p. 1-9. 

Dans ce mémoire, il est également prouvé que, si A, A' E a* sont tels que Z(A - p) c Z(Af - p), 
il existey,, . . ., y, E R +  tels que A = s ,,,. . .s.,,s,,?,' el (S.,, . . .s,,A')(II ,,,,) E N  pour O < i < n. 
On en déduit que Z(A - p )  est simple si et seulcrnent si A(If,)  G N* pour tout cc t R,. 
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16) Soient a une algèbre de Lie semi-simple, x un élément de a, et x, la composante semi- 
simple de x. Montrer que, si f est une fonction polynomiale invariante sur a, on a f (x) = f (x,). 
(Se ramener au cas où f est de la forme x c-2 T r  p(x)".) 

17) On suppose k algébriquement clos, et l'on pose G = Aiits(g). Soient x, y E g. Montrer 
l'équivalence de : 
(i) Les composantes semi-simples de x et y sont G-conjuguées. 
(ii) Pour toute fonction polynonliale invariante f sur g,  on a f (x) = f (y). 

(Utiliser les exerc. 15 et 16.) 

18) Soient a une algèbre de Lic semi-simplc, 1 = rç(a), 1 l'algèbre des fonctions poly- 
nomiales invariants sur a, et Pl,. . ., P, des éléments homogènes de 1 engendrant l'algèbre 1. 
Les P, définissent une application polynomiale P: a + kt. Si x E a, on note D,P: a -t k' 
l'application linéaire tangente à P en (VII, App. 1, no 2). 
a) Soit b une sous-algèbre de Cartan de a, et soit x E $. Prouver l'équivalence de: 
(i) DxP 1 ij est un isomorphisme de $ sur k'; 
(ii) x est régulier. 
(Se ramener au cas déployé. Choisir une base de b, et noter d(x) le déterminant de la matrice 
donnant DxP 1 $ relativement à cette base. Montrer, au moyen de la prop. 5 de V, 5, no 4, 
qu'il existe c E k* tel que d ( ~ ) ~  = c n a(x), où c( parcourt l'ensemble R des racines de 

 ER 

(a, $1.) 
Si ces conditions sont satisfaites, on a a = b @ Im ad(x), et Ker D,P = Im ad(x) 

(utiliser l'exerc. 6 pour montrer que DxP s'annule sur Im ad(x)). 
b )  Montrer que l'ensemble des x E a tels que DxP soit de rang 1 est un ouvert dense de a pour 
la topologie de Zariski. 

Tous les g-modules considérés sont supposés de dimension finie. 

1) Si m est un entier 2 O, on a dim E(mp) = (m  + l)N, où N = Card(R+). 

2) Montrer qu'il existe une fonction polynomiale d sur b*, ct une seule, telle que d(A) = 
dim E(A) pour tout A E P+ + ; son degré est Card(R+). On a 

En particulier la fonction A H  d(A - p)2 est invariante par W. En déduire qu'il existc un 
élément et un seul u du centre de U(g) tel que ~ , ( u )  = pour tout A E $* (appliquer le 
th. 2 du 8, no 5). Lorsque g = sI(2, k), on a u = C + 1, où C est l'élément défini dans 
l'exerc. 1 du 1. 

3) Soient kl, . . . , k, les degrés caractéristiques de l'algèbre des invariants de W (cf. V, 5). 
a) Montrer que, pour tout j 1, le nombre des i tels que k, > j est égal au nombre des 
a E R +  tels que (p, Hm) = j. (Se ramener au cas où R est irréductible, et utiliser VI, 4, 
exerc. 6c).)(Cf. 5, exerc. 5g)) 
b )  En déduire la formule: 

,-, 

'J 4) On suppose g simple, et on note y l'élément de R +  tel que H, soit la plus grande racine 
de R v ;  on écrit H, = 2 n,H,. On a <p, H,> = 2 n, = h - 1, où h est le nombre de 

~ E B  
Coxeter de R (VI, 5 1, no 11, prop. 31). 
a) Soit a E B. Montrer que, pour tont @ E R + ,  on a 
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et qu'il y a égalité si @ = y. En déduire que tout facteur premier de dirn E(a,) est < h 

+ n u  - 1. 

b) On suppose a, non minuscule, i.e. n, 3 2. Soient m E (2, nu) et p = h + m - 1. Vérifier 
(cf. VI, Planches) qu'il existe P E R +  tel que {a,, HP> = n, et (p, HE> = h - 1 - (n, - m), 
d'où <a, + p, Ho> = p. En déduire que, si p est premier p, divise dirn E(a,). (Remarquer 
que p ne divise aucun des <p, HP>, pour @ E R + ,  cf. exerc. 3.) 
c )  Lorsque g est de type G2 (resp. Fq, E8), on a h = 6 (resp. 12, 30), et dirn E(a,) est 
divisible par 7 (resp. 13, 31). Lorsque g est de type E6 (resp. E,), et que a, n'est pas minus- 
cule, dirn E(au) est divisible par 13 (resp. 19). 

7 5) a) Soient a E R, x E ga, y E g - 7  et soit E un g-module. Montrer que, pour tout A E P, 
on a 

Tr((xy), 1 Eh) = T r ( ( ~ y ) ~  1 Eh+,) + A([%, y]) dirn Eh. 
En déduire que 

2 A([x, y]) dim(E9 . eh = (1  - e-,) 2 Tr((xy), 1 Eh) . eh. 
h e p  L E P  

b) On munit 9* d'une forme bilinéaire symétrique <. , . > invariante par W et non dégénérée. 
Soit A l'endomorphisme de l'espace vectoriel k[P] tel que A(e") = {JL, p>e' pour tout 
p E P; si a, b E k[P], on pose 

&(a, b) = A(ab) - aA(b) - bA(a). 
Prouver que 

A(J(e")) = <JL, tr>J(eP) pour p E P, 
A'(eh, eu) = 2<A, p>eh+p pour A, JL E P, 
Af(ab, c) = aA'(b, c) + bAf(a, 6) pour a, b, c E k[P]. 

C) Soient A E P+ +, ch = ch(E(A)) et d = J(eD). Prouver que 

A(chd) = < A  + p, A + p>chd. 

(Utiliser a), b), le 8 6, cor. de la prop. 7, et VI, 3 3, no 3, formule (3).) 
d) Déduire de ce qui précède, et du 5 7, no 2, prop. 5 (iii), une autre démonstration de la 
formule de H. Weyl. 
e) Pour tout A E b*, on pose dirn Eh = m(A). Déduire de a) que 

+ m  

T ~ ( ( ~ Y ) E  1 Eh) = 2 (1  + i~ ) ( [~ ,y l )m(A + ia) 
i = o  

+ m 

2 (A + icc)([x, y])m(A + ici) = 0. 
i = - m  

f )  Soit <. , .> une forme bilinéaire symétrique invariante et non dégénérée sur g, dont la 
restriction à b est l'inverse de la forme choisie plus haut. Soit ï l'élément de Casimir cor- 
respondant. On suppose E simple; posons ï, = y.  1, où y E k. Utilisant e) et le § 2, no 3, 
prop. 6, montrer que, pour tout A E b*, 

+ 0) 
ym(A) = <A, A>m(A) + 2 2 ( A  + ici, cc)m(A + ia), 

U E R  ( = O  

puis que 

+ m 

= (A, A + 2p)m(À) + 2 2 2 m(A + ;?)<A + ia, a>. 
U E R +  1=1 
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g) On suppose toujours E simple; soit w son plus grand poids. Déduire de f )  que, pour tout 
A E b*, on a 

(On rappelle que, d'après la prop. 5 du 5 7, (w + p, o + p> > <A + p, A + p) si A est un 
poids de E distinct de o. Ida formule précédente donne donc un procédé pour calculer les 
m(A) de proche en proche.)l 

6) Soit x H X* l'involution de k[P] qui transforme ep en e ë P  pour tout p E P. 
a) On posc D = d*d = n (1 - eu). Montrer que d* = ( - l)Nd, où N = Card(R+), d'où 

C ( E R  

D = (-  1)Nd2. 
b) On définit deux formes linéaires E et 1 sur k[P] par les formules: 

1 
I(f) = ;E(D . f ) ,  où m = Card(W). 

Montrer, en utilisant la formule d = J(eo), que I(1) = 1. 
c) Soient A E P, + et ch = ch E(A) = J(eh+p)/d. Montrer que I(ch) = O si A # O. (Même 
méthode que pour O).) 
d) Montrer que 1 est à valeurs entières sur la sous-algèbre Z[PIW = ch R(g) de k[P]. Si E 
est un g-module, la dimension de l'espace des invariants de g dans E est égale à I(ch E). (Se 
ramener au cas où E est simple et utiliser b) et c).) 
e )  On a dim E = 2 I(ch ch E) d(A), où d(A) = dim E(A). En particulier: 

A € P +  + 

f )  Si A, p, v E P +  +, l'entier m(A, p, v) de la prop. 2 est égal à I(c~c,c:). En déduire l'identité 

(Appliquer e) au g-module E = E(A) @ E(p).) 

'1/ 7) On reprend les notations de la démonstration du th. 2. 
a) Montrer que 

fo(J(eM)) = n (e(lila)T/Z - e-<ulu)TiZ). 
 ER+ 

b) On choisit pour (. 1 .) la forme bilinéaire canonique <PR (VI, § 1, no 12). Montrer que 

d,, = n (Y I a). 
u € R + I  

c )  Déduire de b), et cle l'égalite J(eA+o) = cli(E) . J(eP), la formule: 

dim E 
(p. 1 P ) ~  dim Eu = - 

LLEP 24 
(A I A + 2 ~ ) .  

d) O n  suppose g simple. Montre que (p 1 p) = dim 4/24. (Appliquer c) en prenant pour A la 
plus grande racine de R, et utiliser l'exerc. 3 du S 6.) 

' Pour plus de détails sur cet exercice, voir: II. PRLIJDENTHAL, LUS Ilcrechnung der Charaktere 
der halbeinhchen Licschm Gruppen, Proc. Kon. Akad. IWet. Amterdam, t. LVII (1954), p. 369-376. 
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fi 8) Soit (ii une fonction polynomiale sur b*, de degré r. Montrer qu'il existe une fonction 
polynomiale Y sur b*, et une seule, qui est invariante par W, de degré Gr ,  et telle que 

2 (ii(p) dim E" = Y(A + p) dim E 
PEP 

pour tout g-module simple E de plus grand poids A. 
(Traiter d'abord le cas où (ii(p) = (p 1 Y)*, où v E P n'est orthogonal à aucune racine; 

utiliser pour cela l'homomorphisme f, de la démonstration du th. 2, ainsi que V, § 5, no 4, 
prop. 5 (i).) 

9) On utilise les notations de VI, planche 1, dans le cas d'une algèbre g de type A,. Soient 
n, p des entiers 2 0. 
a) On a !J3(nal + pas) = 1 + inf(n,p). 
b) Soit A = na, + Pa,. O n  a dim E(A) = f(n + l ) (p  + l)(n + p + 2). La multiplicité 
du poids O dans E(A) est O si A n'est pas radiciel, i.e. si n + fi (mod. 3) ; si A est radiciel, c'est 
1 + inf(n, p) . 

10) On utilise les notations de VI, planche II, dans le cas d'une algèbre de type B,. Soient 
n, p des entiers 2 O. 
a) On a 

Wn.1 + P(a1 + 2%)) = 1 + +P(P + 3) 
%(na2 + p(a, + orZ)) = [p2/4] + p + 1 

q(n(a1 + a,) + p(% + 2%)) = [nZ/4] + n + 1 + np + +p(p + 3). 

b) Soit A = n(al + or,) + ~ ( L Y ,  + 2 4 .  La multiplicité du poids O dans E(A) est 

[n/2] + 1 + np + p. 

I l )  On suppose que g n'est pas produit d'algèbres de rang 1. Soit n E N. Montrer qu'il 
existe un g-module simple dont l'un des poids a une multiplicité 2 n. (Supposer le résultat 
inexact. Soit E, le module simple de plus grand poids A E P+ +. Comparer dim E, et le 
nombre de poids distincts de E, quand (A 1 A) KJ (notations du th. 2). 

12) Soit Un le commutant de b dans U(g). Si g est de rang 1, U0 est commutative. Si g est 
de rang 2 2 ,  Un admet des représentations simples de dimension finie arbitrairement grande. 
(Utiliser I'exerc. 11 ainsi que l'exerc. 23 a )  du 3 7.) 

13) Soit R un système de racines dans un espace vectoriel V. Deux éléments u,, v, de V 
sont dits disjoints si R est somme directe de deux systèmes de racines Rl  et R2 (VI, 3 1, no 2) 
tels que u, appartienne au sous-espace vectoriel de V engendré par R,, i = 1, 2. Montrer 
que deux éléments de VR qui appartiennent à une même chambre de R sont disjoints si et 
seulement si ils sont orthogonaux. 

7 14) a) Soient p, v E P +  + et y un poids de E(p). Soit pu la représentation de g dans E(p). 
Soient X, E ga - {O), Y, E g-a - {O}. Si or E B, on pose v, = v(Ha), et 

Pour tout A E O*, on pose A* = - woh, où wo est l'élément de W qui transforme B en -B. 
Montrer que 

d+(p, Y, v) = d-(p. -Y*, Y*). 
b) Soient )il, 1, E P +  +, V le g-module Hom,(E()iT), E()i,)), U l'ensemble des cp E V tels que 
Y, . cp = O pour tout or E B, et w un vecteur primitif de E(A:). Montrer que cp H cp(w) est 
un isomorphisme de U sur l'ensemble des u E E(A,) tels que ~ r l ' ~ - ' + ~  . u = O pour tout 
a E B. (Pour prouver la surjectivité, utiliser l'exerc. 15 du 3 7.) 





EXERCICES 

1) Soient 5 = sl(2, k) et 4 = d(3, k). On  identifie 5 à une sous-algèbre de g au moyen 
d'une rcprésentation irrkduciiblc dc degr6 3 de 8. Montrer que tout sous-espace de g 
contenant 5 ct stable par ad, 5 est égal à 5 ou à g; en déduire que 5 est maximale parmi les 
sous-alg6brcs de g distinctes de g. 

2) Soit m = $(dim(g) + rg(g)). Toute sous-algkbre résoluble de g est de dimension <m; 
si elle est de dimension m, c'est une sous-algèbre de Borel. (Se ramener au cas algébriquement 
clos, et utiliser le th. 2.) 

3) On suppose que k est R, C ,  ou un corps ultramétrique complet non discret. On munit 13 
grassmannienne G(g) des sous-espaces vectoriels de g de sa structure naturelle de variété 
analytique sur k (FRV, 5.2.6). On considère les sous-ensembles de G(g) formés par: 
(i) les sous-algèbres 
(ii) les sous-algèbres résolubles 
(iii) les sous-algèbres nilpotentes 
(iv) les sous-algèbres formées d'éléments nilpotents 
(v) les sous-algèbres de Borel. 
Montrer que ces ensembles sont fermks (pour (v), utiliser l'exerc. 2). En déduire que ces 
ensembles sont compacts lorsque k est localement compact. 

Montrer par des exemples que les sous-ensemblcs dc G(g) formés par: 
(vi) les sous-algèbres de Cartan 
(vii) les sous-algèbres réductives dans g 
(viii) les sous-algèbres semi-simples 
(ix) les sous-algèbrcs scindables 
ne sont pas nécessairement fermés, même lorsque k = C .  

4) On suppose que k = C. Soit G = Int(g) = Auto(g), et soit B un sous-groupe intégral 
de G dont l'algèbre de Lie b soit une sous-algèbre de Borel de g. Montrer que B est le 
normalisateur de b dans G (utiliser l'exerc. 4 du 5 3 et l'exerc. 11 du 5 5). En déduire, au 
moyen de l'exerc. 3, que G/B est compact. 

7 5) On suppose g déployable. Si t)  est une sous-algèbre de Cartan déployante de g, on note 
E(t)) le sous-groupe de Aut,(g) engcndré par les e a d x ,  x E gm(t)), a E R(g, t ) ) ,  cf. VII, 3, 
no 2. 
a) Soit b une sous-algèbre de Borel de g contenant $, et soit Pl une sous-algèbre de Cartan de 
b. Montrer que t ) ,  est conjuguée de t)  par un élément de E(t)). En déduire que E($) = E(bl). 
b) Soit t)' une sous-algèbre de Cartan déployante de g. Montrer que E(g) = E(b'). (Si b' 
est une sous-algèbre de Borel contenant t)', choisir une sous-algèbre de Cartan de b n b' 
et appliquer a) pour montrer que E(t)) = E($,) = E(bl).) 
c )  Soit x un élément nilpotent de g. Montrer que eadX E E(t)). (Se ramener, grâce à 6) et au 
cor. 2 du th. 1, au cas où x E [b, b].) En déduire que E(t)) = Aut,(g). 

6) a) Montrer l'équivalence des propriétés: 
(i) g n'a pas d'élément nilpotent # O .  
(ii) g n'a pas de sous-algèbre parabolique # g. 
(Utiliser le cor. 2 au th. 1) 

Une telle algèbre est dite anisotrope. 
b) Soient p une sous-algèbre parabolique minimale de g, r le radical de p, et 5 = p/r. 
Montrer que 5 est anisotrope. (Remarquer que, si q est une sous-alg6bre parabolique de 5,  

l'image réciproque de q dans p est une sous-algèbre parabolique de g, cf. 8 3, exerc. 5 a).) 

1[ 7) a) Montrer que les propriétés suivantes de k sont équivalentes: 
(i) Toute k-algèbre de Lie semi-simple anisotrope (exerc. 6) est réduite à 0. 
(ii) Toute k-algèbre de Lie semi-simple possède une sous-algèbre de Borel. 
(Utiliser l'exerc. 6 pour prouver que (i) :> (ii).) 
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6) Montrer que (i) et (ii) entraînent1: 
(iii) Toute k-algèbre de dimension finie qui est un corps est commutative. (Ou encore: le 
groupe de Brauer de toute extension algébrique de k est réduit à 0.) 

(Utiliser l'algèbre de Lie des éléments de trace réduite nulle d'une telle algèbre.) 
c) Montrer que (i) et (ii) sont entraînées par: 
(iv) Pour toute famille finie de polynômes homogènes f, E k[(X,),,,] de degrés 2 1 telle que 
2 deg fu < Card(I), il existe des éléments xi E k non tous nuls tels que f,((x,),,,) = O pour 
u 
tout a. 

(Utiliser la prop. 5 du 8 8.) 

§ 11 

1) Soit g = 51(2, k). On pose G = Aut,(g); ce groupe s'identifie à PSL,(k), cf. VII, 5 3, 
no 1, Rem. 2. 

a) Tout élément nilpotent de g est G-conjugué à (U ô) pour un L E  k. u n  tel é16ment est 

principal si et seulement si il est non nul. 

6) Les éléments (0 i), (0 3, oh L, p E k*, sont G-conjugués si et seulement si A - l p  est 

un carré dans k. 

c )  Tout élément simple de g est G-conjugué de (: -3. 
O 1 O O 

2) Soient A = ( ), B = (1 
Alors A est nilpotente, AB ne l'est pas, et 

O O 

En déduire que le lemme 5 ne s'étend pas aux corps de caractéristique 2. 

3) Soient r le radical de g, et 5 = g/r. Montrcr l'équivalence de: 
(i) g ne contient pas de s12-triplet; 
(ii) 5 ne contient pas de el2-triplet; 
(iii) 5 est anisotrope (3 10, exerc. 6 ) ;  
(iv) e ne contient pas d'élément diagonalisable # O  (3 3, exerc. 10). 
(Utiliser la prop. 2, ainsi que l'exerc. 10 a) du 4 3.) 

4) Soient V un espace vectoriel de dimension n 2 2, g = d(V) et G = PGL(V), identifié à 
un groupe d'automorphismes de g. Un 51,-triplet dans g munit V d'une structure de 51(2, k)- 
module fidèle, et inversement une telle structure provient d'un 51,-triplet; un 51,-triplet est 
principal si et seulement si le sI(2, k)-module correspondant est simple; deux 51,-triplets sont 
G-conjugués si et seulement si les sI(2, k)-modules correspondants sont isomorphes. En 
déduire que les classes de G-conjugaison de 51,-triplets de g correspondent bijectivement aux 
familles (m,, m,, . . .) d'entiers 2 0 telles que 

fi 5) On suppose g semi-simple. Soit a une sous-algèbre de g, réductive dans g, de même 
rang que g, et contenant un 51,-triplet principal de g. Montrer que a = g. 

En fait, (iii) est équivalente à (i) et (ii). Voir là-dessus: R. STEINBERG, Regular elements of semi- 
simple algebraic groups, Publ. Math. Z.H.E.S., t. XXV (1965), p. 49-80. 
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7 6) On suppose g absolument simple, et on note h son nombre de Coxeter. Soit x un ClCrnent 
nilpotent de g. Montrer que (ad x ) ~ ~ - ~  = O et que (ad x)ah-2 # O si et seulement si x est 
principal. (Se ramener au cas où g est déployée, et x contenu dans la sous-algèbre n+ de la 
prop. 10. Reprendre la démonstration de la prop. 10.) 

7 7) On suppose 4 semi-simple: Soit x un Clément nilpotent de g. Pour que x soit principal, 
il faut et il suffit que x soit contenu dans une sous-algèbre de Borel de g, et dans une seule. 
(Se ramener au cas où k est algébriquement clos. Utiliser la prop. 10, ainsi que la prop. 10 
du $ 3, no 3.) 

8) Pour qu'une algèbre de Lie semi-simple possède un &-triplet principal, il faut et il 
suffit qu'elle soit # O  et qu'elle possède une sous-algèbre de Borel. 

9) On suppose g semi-simple. Soit N (resp. P) l'ensemble des éléments nilpotents (resp. 
nilpotents principaux) de g. 
a)  Montrer que P est une partie ouverte de N pour la topologie de Zariski (utiliser l'exerc. 
6 ) .  
b) On suppose g déployable. Montrer que P est dense dans N. (Utiliser la prop. 10, ainsi 
que le cor. 2 au th. 1 du 5 10.) 

10) On suppose g semi-simple déployable. Soit (x, h, y) un s12-triplet de g. 
a) Montrer qu'il existe une sous-algèbre de Cartan déployante Q de g contenant h. (Utiliser 
l'exerc. 10 b) du $ 3.) 
b) On choisit Q comme dans a). Montrer que l'on a alors h E Qg et qu'il existe une base B de 
R(g, 4) telle que a(h) E {O, 1, 2) pour tout a E B (cf. prop. 5). L'élément x appartient à la 
sous-algèbre de g engendrée par les gu, (L E B. 
c )  Déduire de a) et b), et du théorème de Jacobson-Morozov, une nouvelle démonstration 
du fait que tout élément nilpotent de g est contenu dans une sous-algèbre de Borel (cf. 5 10, 
cor. 2 au th. 1). 

7 11) Soit (x, h, y) un s12-triplet principal de l'algèbre de Lie semi-simple g. On munit g 
de la structure de sl(2, k)-module définie par ce triplet. Montrer que le module ainsi défini 

est isomorphe à @ V(2ki - 2), où les k, sont les degrés caractéristiques de l'algèbre des ,=, 
. - A  

fonctions polynomiales invariantes sur g. (Se ramener au cas où g est simple déployable. 
Utiliser le cor. 1 au th. 1 du $ 8, no 3, ainsi que VI, 5 4, exerc. 6 c ) . ) l  

71 12) On suppose g semi-simple. Soient x E g et s (resp. n) la composante semi-simple (resp. 
nilpotente) de x. Soit a, (resp. a,) le commutant de x (resp. s) dans g. 
a) Montrer que n est un élément nilpotent de l'algèbre semi-simple %+(a,), et que le com- 
mutant de n dans a, est égal à a,. En déduire que dim a, < dim a, si n # O, i.e. si x n'est pas 
semi-simple. 
b) Montrer que dim a, = rg(g) si et seulement si n est un élément nilpotent principal de 
W 4 .  
c) On  pose G = Aut,(g). Montrer que, pour tout A E k, il existe a, E G tel que a,x = s + A2n 
(Si n # O, montrer qu'il existe un &-triplet de a, dont la première composante est n, et en 
déduire un homomorphisme <p: SL(2, k) -> G; prendre pour o, l'image par rp d'un élément 
diagonal convenable de SL(2, k) .) En déduire que s appartient à l'adhérence de G. x pour 
la topologie de Zariski. 
d) Montrer que, si x n'cst pas semi-simple, x n'appartient pas à l'adhérence de G.s pour 
la topologie de Zariski (utiliser l'inégalité dim a, < dim a,, cf. a)). 
e )  On suppose k algébriquement clos. Prouver l'équivalence des propriétés suivantes: 
(i) x est semi-simple; 

Pour plus de détails sur les exercices 6 à 11, voir: B. KOSTANT, The principal three-dimensional 
subgroup and the Betti numbers of a complex simple Lie group, Amer. J. of Maths., t .  LXXXI 
(1959), p. 973-1032. 
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(ii) G.x est fermée dans g pour la topologie de Zariski. 
(L'implication (ii) =+ (i) résulte de (c). Si (i) est vérifiée, et si x' est adhérent à G.x, I'exerc. 
15 du 3 8 montre que la composante semi-simple s' de x' appartient à G .x, de sorte que x' 
est adhérent à G.s'; conclure en appliquant d) à x' et s'.) 

f )  On  suppose k algébriquement clos. Soit F, l'ensemble des éléments y E g tels que 
f (x) = f (y) pour toute fonction polynomiale f invariante sur g; on a y E F, si et seulement si 
la composante semi-simple de y est G-conjuguée à s (3 8, exerc. 17). Montrer que F, est 
réunion d'un nombre fini d'orbites de G, et que ce nombre est < 31(X), où l(x) est le rang de 
9 (a,). Parmi ces orbites, une seule est fermée: celle de s; une seule est ouverte dans F,: 
celle formée des éléments y E F, tels que dim a, = rg(g). 

13) On suppose g semi-simple. 
a) Soit (x,  h, y) un 51,-triplet principal de g, et soit b la sous-algèbre de Borel contenant x 
(exerc. 7). Montrer que b est contenue dans Im ad x .  
b) On suppose k algébriquement clos. Montrer que, pour tout élément z de g, il existe 
x, t E g, avec x nilpotent principal, tels que z = [x, t ]  (appliquer a) à une sous-algèbre de 
Borel contenant z). 

14) On suppose g semi-simple. Soit p une sous-algèbre parabolique de g, et soient f1 et f, 
deux homomorphismes de g dans une algèbre de Lie de dimension finie. Montrer que 
f, 1 p = f, 1 p entraîne fl = f,. (Se ramener au cas où g est déployée, puis au cas où g = 
d(2, k), et utiliser le lemme 1 du no 1.) 

'Ij 15) On suppose g semi-simple. 
a) Soit x un élément nilpotent de g. Montrer que x est contenu dans Im(ad x ) ~  (utiliser la 
prop. 2). En déduire que (ad x ) ~  = O entraîne x = 0. 
6) Soit (x, h, y) un slz-triplet de g, et soit 5 = kx @ kh @ ky. Démontrer l'équivalence des 
conditions suivantes: 
(i) I m ( a d ~ ) ~  = k.x; 
(ii) le 5-module g/s est somme de modules simples de dimension 1 ou 2; 
(iii) les seules valeurs propres de ad, h distinctes de O, 1 et - 1 sont 2 et -2, et leur multi- 
plicité est égale à 1. 
c) On suppose g simple déployable. Soient une sous-algèbre de Cartan déployante de g, B 
une base de R(g, fj), et y la plus grande racine de R(g, fj) relativement à B. Soit (x, h, y) un 
51,-triplet tel que h E fjQ et a(h) 2 O pour tout a E B (cf. prop. 5). Montrer que les conditions 
(i), (ii), (iii) de 6) sont satisfaites si et seulement si h = H,, auquel cas on a x E gY et y e g-Y. 
d) On conserve les hypothèses de c), et l'on pose G = Auto(g). Montrer que les 51,-triplets 
satisfaisant à (i), (ii) et (iii) sont G-conjugués (utiliser I'exerc. 10). Si x est un élément nil- 
potent non nul de g satisfaisant à (i), montrer que l'adhérence de G.x pour la topologie de 
Zariski est égale à {O} u G.x. 

16) Soit (x, h, y) un 5l2-tripkt de g. Montrer que, si - 2 est un carré dans k, les éléments 
x - y et h sont conjugués par un élément de Aut,(g) (se ramener au cas où g = d(2,  k)). 
En déduire que, si g est semi-simple, x - y est semi-simple, et est régulier si et seulement si h 
l'est. 

7 17) Soit ( x ,  h, y) un 61,-triplet principal de l'algèbre semi-simple g. Pour tout i E Z, on 
note g, le sous-espace propre de ad h relatif à la valeur propre i; on a g =@ g,, et 

i € Z  

g, = O si i est impair. La somme directe b des g,, i 2 O, est une sous-algèbre de Borel de g, 
et go en est une sous-algèbre de Cartan. 
a) Montrer que, pour tout z E b, le commutant de y + z dans g est de dimension 1 = rg(g). 
b) Soient 1 l'algèbre des fonctions polynomiales invariantes sur g, et Pl, . . . , Pt des éléments 
homogènes de 1 engendrant 1; on pose deg(P,) = kt = mi + 1. Montrer que le commutant 
c de x dans g a une base xl, . . ., x, avec x, E g2,, (cf. exerc. 11). 
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c) Soit i E (1, l ) ,  et soit J, (resp. KI) l'ensemble des j E (1, 1) tels que mj = ml (resp. mi < m:). 
Soitf, E k[X1, . . . , XI] le polynôme tel que 

i = 1  

.L(a,, . . . , 0;) = P,(y + 2 ajxj) pour (aj) E k'. 
j=1 

Montrer queS, est somme d'une forme linéaire L, en les XI, j f Ji, et d'un polynôme en les 
XI, j E K,. (Si t E k*, l'automorphisme de g qui est égal à t' sur g, appartient à Auto(g) et 
transforme y en t-2y et xj en tZrn~x,. Utiliser l'invariance de Pl par cet automorphisme.) 
d) Soit P l'application de g dans k1 définie par les P,. Si z E g, on note D,P: g -> k1 l'applica- 
tion linéaire tangente à P en z (VII, App. 1, no 2). 

Montrer que c n Im ad(y - x) = O (décomposer g en somme directe de sous-modules 
simples relativement à la sous-algèbre engendrée par le s12-triplet donné). En déduire que la 
restriction de Dy _,P à c est un isomorphisme de c sur k' (utiliser l'exercice précédent, ainsi 
que l'exerc. 18 a) du $8) .  Montrer, en utilisant ce résultat, que le détrrminant des formes 
linéaires L, définies en c )  est #O, d'où les résultats suivants: 

dl) les polynômes f,, . . .,fi sont algébriquement indépendants et engendrent k[Xl, . . . , 
XI1 ; 

d2) l'application Z H  P(y + z )  de c dans k' est polynomiale bijective, et l'application 
réciproque est polynomiale ; 

d3) pour tout z E Y  + C, l'application linéaire D,Pl c est de rang 1. 
En particulier, l'application P: g -t k' est surjective. 
e )  Si k est algébriquement clos, tout élément de g dont le commutant est de dimension 1 

est conjugué par Aut,(g) d'un élément et d'un seul de y + c. 
f )  Donner un exemple d'algèbre de Lie simple qui ne possède pas de &-triplet principal, 

et pour laquelle l'application P n'est pas surjective (prendre k = R et 1 = 1). 

1) Les dimensions <80 des algèbres de Lie simples déployables sont: 
3 (AI = Bi = CI), 8 (A,), 10 (B2 = C,), 14 (Gz), 15 (A3 = D3), 21 (B3 et C3), 24 (A,), 

28 (Dd,  35 (A,), 36 (B4 et C d ,  45 (D,), 48 (AG), 52 (F4), 55 (Bu et C,), 63 (A7), 66 (De), 
78 (BG, Cs et EG), 80 (&), 

2) Soient (g, $) une algèbre de Lie simple déployée, et B une base de R(g, $). Les g-modules 
simples E(A), A E P+ + - {O}, de dimension minimum sont ceux où A est l'un des poids 
fondamentaux suivants : 

al (A1) ; al et a l  (AI, 1 3 2) ; al (BI et CI, 1 2) ; al, a, et a4 (D,) ; al (Dl, 1 > 5) ; al 
et (W ; a, (ET) ; a s  (Ed  ; a 4  (F4) ; al (Gd.  

Deux tels modules sont transformables l'un en l'autre par un automorphisme de g. 
Le type E, est le seul pour lequel la représentation adjointe soit de dimension minimum. 

3) a) Définir un isomorphisme de d(4, k) sur l'algèbre orthogonale 0,(6, k). (Utiliser le fait 
que la représentation A2a du no 1 (V) est orthogonale de dimension 6.) Les deux types de 
représentations irréductibles de degré 4 de sI(4, k) correspondent aux deux représentations 
semi-spinorielles de 0,(6, k). 
b )  Définir un isomorphisme de sp(4, k) sur l'algèbre orthogonale 0,(5, k). (Utiliser le fait 
que la représentation s2 du no 3 (V) est orthogonale de dimension 5.) La représentation 
irréductible de degré 4 de ep(4, k) correspond à la représentation spinorielle de 0,(5, k). 
c )  Définir un isomorphisme sl(2, k) x sI(2, k) -> 0,(4, k) en utilisant le produit tensoriel des 
représentations identiques des deux facteurs eI(2, k). Retrouver ce résultat au moyen de 1, 
$ 6, exerc. 26. 



Ch. VIII 

4) Soit S la matrice carrée d'ordre n 

O O . . .  O 1 

(&.n+~-d  
O 1 . . .  O O 

1 O ... O O 

Les éléments de o,(n, k) sont les matrices (alj) qui sont anti-symétriques par rapport à la 
deuxième diagonale: 

a = - a - + -, pour tout couple (i, j ) .  

L'algèbre os(n, k) est simple déployable de type Dnj2 si n est pair 2 6 ,  et de type B(,-,,,, 
si n est impair 2 5. Les éléments diagonaux (resp. triangulaires supérieurs) de os(n, k) en 
forment une sous-algèbre de Cartan déployante (resp. une sous-algèbre de Borel). 

5) Les notations sont celles du no 1 (IV), type A,. Si n est BO, montrer que Sna est une 
représentation irréductible de el(1 + 1, k) de plus grand poids nal. (Réaliser Sna dans 
l'espace des polynômes homogènes de degré n en X,, . . ., XI et observer que le seul poly- 
nôme f tel que aflaX, = O pour i 2 1 est XE, à homothétie près.) Montrer que tous les 
poids de cette représentation sont de multiplicité 1. 

6 )  Les notations sont celles du no 2 (IV), type BI. Si 1 < r < 1 - 1, montrer que la dimen- 

sion de E(a,) est (21 : '), et en déduire une autre démonstration du fait que Ara n t  une 

représentation fondamentale de plus grand poids a,. 

7) Les notations sont celles du no 2 (VII), type BI. Montrer que 0 0  (9') est le groupe des 
commutateurs de SO(Y). (Remarquer que O(Y) est égal à {k 1) x SO(Y), donc a même 
groupe des commutateurs que SO(Y), et appliquer A, IX, 5 9, exerc. 1 lb).) En déduire que 
Aut,(g) = 0: (Y). 

8) Les notations sont celles du no 3 (IV), type CI (1 > 1). Montrer que S2a est équivalente à 
la reprtsentation adjointe de g. 

9) Les notations sont celles du no 3 (VII), type C, (1 > 1). En particulier, on identifie 
Aut,(g) à un sous-groupe de Sp(Y)/{+ 1). Montrer que l'image dans Sp(Y)/{+- 1) d'une 
transvection symplectique (A, IX, 3 4, exerc. 6) appartien? à Aut,(g). En déduire que 
Aut,(g) = Sp(Y)/{& 1) (A, IX, § 5, exerc. 1 l ) ,  et que Aut(g)/Aut,(g)s 'identifie à k*/~k*~. 

(n IO) Les notations sont celles du no 4 (IV), type DI (1 2 2). 
a) Soient x et y les Cléments de A'V définis par: 

L'élément x est primitif de poids 273, et y est primitif de poids 273,-,. Le sous-module X 
(resp. Y) de A'V engendré par x (resp. y) est isomorphe à E(2a,) (resp. E(Za , , ) ) .  Montrer, 
par un calcul de dimensions, que A'V = X @ Y; en particulier, ALV est somme de deux 
modules simples non isomorphes. 
b) Soient e = el A . - . A el A e-l A - . . A e-, E A2'V, et Yl l'extension de Y à A'V. 
Soit z E A'V. Démontrer les tquivalences: 

z E X 9 z A t = Y,(z, t)e pour tout t E A'V 

z E Y 9 z A t = - 'Ir,(z, t ) e  pour tout t E A'V. 

(Si l'on note X' et Y' les sous-espaces définis par les membres de droite, on prouvera d'abord 
que X' et Y' sont stables par g et contiennent respectivement x et y.) 
c )  On suppose que z est pur (A, III,  p. 170), et l'on note M, le sous-espace dc dimension 1 
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de V qui lui est associé. Montrer que M, est totalement isotrope si et seulement si z appartient 
à X ou à Y. (Lorsque M, est totalement isotrope, utiliser le fait qu'il existe une transformation 
orthogonale le transformant en M,; lorsque M, n'est pas totalement isotrope, construire un 
Z-vecteur t tel que z A t = O, YL(z, t )  = 1, et appliquer b) ci-dessus.) Lorsque z E X (resp. 
z E Y), la dimension de M,/(M, n M,) est un entier pair (resp. impair), cf. A, IX, 5 6, 
exerc. 18 d). 
d) Soit s une similitude directe (resp. inverse) de V. Montrer que A's laisse stables X et Y 
(resp. échange X et Y). 

11) Les notations sont celles du no 4 (VII), type Dl (Z 3 3). Montrer que Oz (Y) est le 
groupe des commutateurs de SO(Y). (Appliquer A, IX, 5 6, exerc. 17 b) et A, IX, 5 9, exerc. 
11 b).) En déduire que Aut,(g) est égal à l'image de O: (Y) dans SO(Y)/{+ 1). Pour que 
- 1 appartienne à 0; (Y), il faut et il suffit que 1 soit pair, ou que - 1 soit un carré dans k 
(A, IX, 3 9, exerc. 1 l c)). 

12) La forme de Killing de d(n, k) est (X, Y) H 2n Tr(XY). Celle de sp(n, k), n pair, est 
(X, Y) H (n + 2)Tr(XY). Celle de os(n, k) où S est symétrique non dégénérée de rang n, est 
(X, Y) H (n - 2)Tr(XY). 

13) L'algèbre des fonctions polynomiales invariantes sur g est engendrée: 
a) dans le cas A,, par les fonctions X H  Tr(X1), 2 < i < 1 + 1; 
b) dans le cas Bi, par les fonctions X H  Tr(X2'), 1 < i < 1; 
c) dans le cas Cl,  par les fonctions X H  Tr(X2'), 1 < i < 1; 
d) dans le cas DI, par les fonctions X e  Tr(X2'), 1 < i < 1 - 1, et par l'une des deux fonc- 
tions polynomialesftelles q u e f ( ~ ) ~  = (- 1)' det(X). 

14) a) Soit G le groupe associé à g = sl(n, k) par le procédé du 3 7, exerc. 26. La structure 
naturelle de g-module de kn donne naissance à un homomorphisme rp: G +  GL(n, k). 
Utiliser ZOG. cit. h) pour prouver que rp est injectif, et loc. cit. f )  pour prouver que 

Im(cp) = SL(n, k). 

b) Soient E un d(n, k)-module de dimension finie, et p la représentation correspondante de 
sl(n, k). Montrer qu'il existe une représentation x: SL(n, k) + GL(E) et une seule telle que 
x(ex) = ePCX' pour tout élément nilpotent x de d(n, k) (utiliser a)). O n  dira que p et x sont 
compatibles. Généraliser les résultats démontrés pour n = 2 au 3 1, no 4. 
c) On suppose que k est R, C, ou un corps complet pour une valuation discrète à corps 
résiduel de caractéristique f O. Montrer que p et x sont compatibles si et seulement si rr est 
un homomorphisme de groupes de Lie tel que L(x) = p (même méthode que dans l'exerc. 
18 b) d u §  1). 
d) Démontrer des résultats analogues pour ep(2n, k) e t  Sp(2n, k). 

7 15) Soient V un espace vectoriel de dimension finie 2 2 ,  g une sous-algèbre de Lie de 
End(V) et O un élément de g. On fait les hypothèses suivantes: 
(i) V est'un g-module semi-simple; 
(ii) O est de rang 1 (i.e. dim Im(8) = 1); 
(iii) la droite Im(O) engendre le U(g)-module V. 
a) Montrer que ces hypothèses sont vérifiées (pour un choix convenable de O) lorsque 
g = si(V), lorsque g = gl(V), ou lorsqu'il existe sur V une forme bilinéaire alternée non 
dégénérée Y telle que g = ep(Y) ou g = k. 1 @ ep(Y). Dans chacun de ces cas, on peut 
prendre pour 0 un élément nilpotent; dans le second cas (et seulement dans celui-là) on peut 
prendre pour O un élément semi-simple. 
b) On se propose de prouver que les quatre cas ci-dessus sont les seuls possibles. On se 
ramène aussitôt au cas où k est algébriquement clos. Montrer que V est alors un g-module 
simple, et que g = c @ 5, où 5 est semi-simple, et c = O ou c = k .  1 ; montrer que V n'est 
pas isomorphe à un produit tensoriel de g-modules de dimension 3 2 ;  en déduire que 5 est 
simple. 
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c) On choisit une sous-algèbre de Cartan t )  de 5, ainsi qu'une base B de R(s, 6). Soit A le 
plus grand poids (par rapport à B) du s-module V, et soit e un élément non nul de V de 
poids A. Le plus grand poids du module dual V* est A* = - w,A (8 7, no 5) ; soit e* un élé- 
ment non nul de V* de poids A*. On identifie à la manière habituelle V @ V* à End(V). 
Montrer qu'il existe x E V, y E V* tels que x @y E g et <x, e*) # O, <e, y) # O (prendre le 
conjugué de 0 par en, où n est un élément nilpotent convenable de g). Utiliser le fait que g est 
un sous-t)-module de V @ V* pour en conclure que g contient e @ e*. En dCduire que 
h + A* = ü, où ü est la plus grande racine de 5. 

d) Montrer que 5 n'est pas de type B1 (1 > 2), Dl (1 > 4), E,, E,, E,, F,, G, (d'après VI, 
Tables, oi serait un poids fondamental, et ne pourrait donc être de la forme h + A* comme ci- 
dessus). En déduire que 5 est, soit de type A,, soit de type CI ,  et que dans le premier cas on a 
h = al ou a, = al, et dans le second cas ü = 2al  = a, + al; comme c = O 06 k. 1, 
cela donne bien les quatre possibilités de a)l. 

7 16) Soient g une algèbre de Lie absolument simple de type A, (1 > 2), K une clôture algé- 
brique de k, et TC: Gal(k/k) - ~ ~ t ( i i , B )  I'homomorphisme défini dans I'exerc. 8 du § 5. 
a) On suppose que TC est trivial. Montrer qu'il existe deux idéaux bilatères m et m' de U(g), 
et deux seulement, tels que D = U(g)/m et Dr = U(g)/nif soient des algèbres simples cen- 
trales de dimension (1 + 1), (utiliser l'exerc. 8 du 3 7). L'anti-automorphisme principal de 
U(g) échange m et m'; en particulier, D' est isomorphe i l'opposée de D. La composée 
g -t U(g) -t D identifie g à la sous-algèbre de Lie 5tD de D formée des é1Cments de trace 
nulle. Pour que g soit déployable (donc isomorphe à sl(l + 1, k)), il faut et il suffit que D 
soit isomorphe à Ml + , ( k )  . 

Inversement, si A est une algèbre centrale simple de dimension (1 + I),, l'algèbre de Lie 
$1, est absolument simple de type A,, et I'homomorphisme x correspondant est trivial. Deux 
telles algèbres slA et sl,, sont isomorphes si et seulement si A et A' sont isomorphes ou anti- 
isomorphes. 
6) On suppose TC non trivial. Comme AU~(R,B) a deux éléments, le noyau de x est un sous- 
groupe ouvert d'indice 2 de Gal(k/k), qui correspond par la théorie de Galois à une extension 
quadratique k, de k. On note x H 2 l'involution non triviale de kl. 

Montrer qu'il existe un idéal bilatère m de U(g) et un seul tel que D = U(g)/m soit une 
algèbre simple de dimension 2(1 + 1)2 dont le centre est une extension quadratique de k 
(même méthode). On peut identifier le centre de D à k,. L'idéal in est stable par I'anti- 
automorphisme principal de U(g) ; ce dernier définit par passage au quotient un antiauto- 
morphisme involutif a de D tel que o(x) = Z pour tout x E k,. L'application composée 
g + U(g) -t D identifie g à la sous-algèbre de Lie su,,, de D formée des éléments x tels que 
o(x) = -x et Tr,,,,(x) = O. Inversement, si A est une kl-algèbre centrale simple de 
dimension (1 + l),, munie d'un antiautomorphisme involutif cr dont la restriction à kl est 
x n  2, l'algèbre de Lie su,,, est absolument simple de type A,, et I'homomorphisme x 
correspondant est celui associé à kl. Pour que deux telles algèbres su,,, et  SU,,,^, soient 
isomorphes, il faut et il suffit qu'il existe un k-isomorphisme f: A -> A' tel que o' of = f O a. 

Lorsque D = M,+,(k,), montrer qu'il existe une matrice hermitienne inversible H de 
degré 1 + 1, et une seule à multiplication près par un élément de k*, telle que 

pour tout x E M,+,(kl); l'algèbre g s'identifie alors à l'algèbre su(1 + 1, H)  formée des 
matrices x telles que x . H + H . f.f = O et Tr(x) = 0. 

7 17) Soit g une algèbre de Lie absolument simple de type B, (resp. Cl, Dl), avec 1 3 2 
(resp. 1 3 3, 1 > 4). Lorsque g est de type D,, on suppose en outre que l'image de I'homo- 
morphisme IT: Gal(k/k) -> AU~(R,B) défini dans l'exerc. 8 du 3 5 est d'ordre <2. Montrer 

' Pour plus de détails sur cet exercice, voir: v. W. GUILLEMIN, D. QUILLEN et S. STERNBERG, The 
classification of the irreducible complex algebras of infinite type, J. Anabse Math., t. XVII (1967), 
p. 107-112. 
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qu'il existe alors une algèbre simple centrale D de dimension (21 + 1)2 (resp.412, 41') et un 
antiautomorphisme involutif o de D tels que g soit isomorphe à la sous-algèbre de Lie de D 
formée des éléments x tels que a(x) = -x et Tr,(x) = O (mêmc méthode que dans l'exerc. 
16 a)).' 

18) Soient XJ un cspace vectoriel de dimension finie, Q u n e  forme quadratique non dégéné- 
rée sur V, et Y la formc bilinéaire symétrique associée à Q. O n  note g l'algèbre de Lie 
O('+') et l'extension de 'Ir i à A"(V). 
a) Montrer qu'il cxiste un isomorphisme d'espaces vectoriels O :  A2(V) g caractérisé par 
les propriétés équivalentes suivantes: 

(i) Pour a, b et x dans V, on a O(a A b) .x = a.'F(x, b) - b.Y(x, a). 
(ii) Pour x, y dans V et u dans A2(V) on a Y2(x A y, u) = Y(x, B(u) .y). 

Soit o la représentation identique de g dans V;  alors 8 est un isomorphisme de A2(o) avec la 
représentation adjointe de g. 
b) Définissons l'application linéaire f :  g + Ci (Q) comme dans le lemme 1 d u  no 2. Montrer 
que I'on a f0(a A b) = ',(ab - bu) pour a, h dans V, et en déduire une nouvelle démonstra- 
tion des assrrtions (iii), (iv) et (v) du lrmme 1 du no 2. 
c) Les notations 1, F, F', e,,  N, A ct p sont celles du no 2. O n  choisit e # O dans A(F') et 
l'on définit la forme bilinéaire <D sur N par 

Montrer que I'on a @(A(a) ..Y, y)  + @ ( x ,  h(a) .y) = O pour x, y dans N et a dans F @ F'. 
En déduirc que @ est invariante pour la représentation p de g (remarquer que l'algèbre de 
Lie p (g )  est engendrée par h(F @ F') d'après a) et b) ci-dessus). 

19) Soient V un espace vectoriel de dimension finie et E = V @ V*. O n  définit sur E une 
forme bilinéaire non dégénérée <D par 

On  pose IV = A (V) et Q(x)  = +@(x, x) pour x E E. Comme au no 2 (IV), on note 1: 
C ( Q )  + End(N) la représentation spinorielle, f: O(@) 4 Cf  ( Q )  rst défini comme dans le 
lemme 1 du no 2, r t  p est la  représentation linéaire A of dc  l'algèbre O(@) dans N. 
a) A tout endomorphisme u de V, on associe l'endomorphisme iï de E par la formule 
ü(x,  x * )  = (u(x), - ' ~ (x*) ) .  Montrer que U H  U est un homomorphisme d'algèbres de Lie 
de g 1 (V) dans O (a); de plus, pour u dans g 1 (V), p (ü) est l'unique dérivation de l'algèbre 
A(V) = N qui coiricide avec u sur V. 
b )  Soient Y une forme bilinéaire alternée non dégénérée sur V et y :  V + V* l'isomorphisme 

défini par 'I'(x, y) = <x, y(y)) pour x, y dans V. Montrer que les endomorphismes 2, et 
X _  de E définis par 

x+ (x, x*) = ( y l ( x * ) ,  O), 2- (x, x*) = (O, -y(x)) 

appartiennent à O ( @ ) .  Posons H = ( -  1)-.  Montrer que (H, y+, k) est un 812-triplet de 
l'algèbre de Lic O(@).  
c )  Montrer que p transforme les é l h e n t s  H, J?,, 2- de O(@) en les endomorphismes de N 
notés respectivement H, X+ et X-  au no 3 (IV). En déduire que (H, X+,  X-)  est un 
51,-triplet de l'algèbre de Lie gl(N). 

' Pour plus de détails sur les exercices 16 ct 17, voir: N. JACOBSON, Lie Algebras, Interscience 
Publ. (1962), chap. X et c. B. SELIGMAN, Modular Lie Algebras, Springer-Verlag (1967), chap. IV. 
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Résumé de quelques propriétés importantes des algèbres de 
Lie semi-simples 

Dans ce résumé, 4 désigne une algèbre de Lie semi-simple sur k. 

Sous-algèbres de Cartan 

1) Soit E l'ensemble des sous-algèbres commutatives de 4 qui sont réductives 
dans g; c'est aussi l'ensemble des sous-algèbres commutatives de dont tous les 
éléments sont semi-simples. Les sous-algèbres de Cartan de sont les éléments 
maximaux de E. 

2) Soit x un élément régulier de 9. Alors x est semi-simple. Il existe une sous- 
algèbre de Cartan de 4 et une seule qui contient x ;  c'est le commutant de x dans 4. 

3) Soit x un élément semi-simple de 9. Alors x appartient à une sous-algèbre de 
Cartan de 9. Pour que x soit régulier, il faut et il suffit que la dimension du 
commutant de x soit égale au rang de g. 

4) Soit 4 une sous-algèbre de Cartan de 9. On dit que 4 est déployante si, pour 
tout x E 4, ads x est trigonalisable. On  dit que 4 est déployable si 9 possède une 
sous-algèbre de Cartan déployante (c' est le cas si k est algébriquement clos). On  
appelle algèbre de Lie semi-simple déployée un couple (9, b) où 4 est une algèbre de 
Lie semi-simple et où b est une sous-algèbre de Cartan déployante de g. 

Dans la suite de ce résumé, (9, 4) désigne une algèbre de Lie semi-simple 
déployée. 

Systèmes de racines 

5) Pour tout élément cx du dual p* de b, soit ga l'ensemble des x E 4 tels que 
[h, X ]  = a(h)x pour tout h E b. Si a = 0, on a ga = 0. On appelle racine de (g, 8) 
tout cx E b* - (O} tel que ga # O. On  note R(g, b) (ou simplement R) l'ensemble 



des racines de (g, b). C'est un système de racines réduit dans b* au sens dc VI, 
3 1, no 4. Pour que g soit simple, il faut et il suffit que R soit irréductible. 

6) Pour tout a E R, ga est de dimension 1. L'espace vectoriel [g", g-a] est contenu 
dans b, de dimension 1, et possède un élément E-I, et un seul tel que a(H,) = 2; 
on a H, = u." (VI, § 1, no 1 ) ;  l'ensemble des H,, pour cc E R, est le système de 
racines Rv inverse de R. 

7) On a 4 = t) @ @ ga. I l  existe une famille (X,),,, telle que, pour tout y. 5 R, 
a e R  

on ait X, E 9" et [X,, X-n3 = -Ha. Tout x E 9 s'écrit de manière unique sous la 
forme 

x = h + 2 AUX,, où h E $, À, E k. 
u e R  

Le crochet de deux éléments se calcule au moyen des formules 

[h, XU1 = a(h)X, 
[x,, X B ~  = 0 si a + P $ R u { O )  

[X,, x-,] = -ZY= 

[X,, X,] = NaBX, + , si a f 3 E R, 

les N,, étant des éléments non nuls de k. . 

8) Soit B une base de R. L'algèbre g est engendrée par les Xa et les X-, pour 
a E B. On a [X,, X- ,] = O si a, p E B et a # p. Soit (n(a, P))a,B,B la matrice de 
Cartan de R (relativement à B). On a n(a, p) = a(HB). Si a, p E B et a # 6, 
n(a, p) est un entier négatif, et l'on a 

9) Si cc, p, M + E R, soit qUD le plus grand entier j tel que P - ja E R. On peut 
choisir la famille (X,),,, de 7) de telle sorte que NapO = N-,, - O si a, (3, a + E R. 
On a alors NUp = t: (q,, + 1). Il existe un automorphisme involutif 8 de g qui 
transforme X, en X-, pour tout a E R ;  on a 8(h) = -h  pour tout h E b. Le 
sous-Z-module gz de g engendré par les Ha et les Xa est une sous-Z-algèbre de Lie 
de 9, et l'application canonique g, gZ k -+ g est un isomorphisme. 

Le couple (4, 5) se déduic par extension des scalaires d'une Q-algèbre de Lie 
semi-simple déployée. 

10) Le groupe de Weyl, le groupe des poids, . . . de R s'appellent le groupe de 
Weyl, le groupe des poids, . . . de (9, 4). Le groupe de Weyl sera noté W dans ce 
qui suit. On le considère comme opérant, non seulement sur $*, mais aussi sur 
!, (par transport de structure). Si i), (resp. PB) désigne le sous-Q-espace vectoriel 
de t) (resp. $*) engendré par les Ha (resp. les a), alors b (resp. $*) s'identifie 
canoniquement à b, BQ k (resp. 4; BQ k), et $,* s'identifie au dual de 6,. Quand 



on parle des chambres de Weyl de R, on se place dans 6, = bQ BQ R ou dans 
fg = 0; gQ R. 

11) Soit @ la forme de Killing de 9. Si a + P # 0, 9" et gD sont orthogonaux 
pour B. La restriction de @ à ga x g-" est non dégénérée. Si x, y E b, alors 
@(x, y) = 2 a (x )~ (y ) .  O n  a @(HE,  HB) E Z. La restriction de <D à b est inva- 

a E R  

riante par W et non dégénérée; sa restriction à 9, est positive. 

12) Le système de racines de (9, b) ne dépend, à isomorphisme près, que de 9, 

et non de b. Par abus de langage, le groupe de Weyl, le groupe des poids, . . . de 
(g, b) s'appellent aussi le groupe de Weyl, le groupe des poids, . . . de g. 

Si R I  est un système de racines réduit, il existe une algèbre de Lie semi- 
simple déployée (g,, b,) telle que R(gl, Pl) soit isomorphe à R,; elle est unique, à 
isomorphisme près. 

La classification des algèbres de Lie semi-simples déployables est ainsi 
ramenée à celle des systèmes de racines. 

13) Si P c R, on pose gP = @ ga et h, = 2 kH,. Soient P c R, h' un sous- 
" E P  U E P  

espace vectoriel de b, et a = b' @ gP. Pour que a soit une sous-algèbre de g, il 
faut et il suffit que P soit une partie close de R, et que 4' contienne bP,(-,,. 
Pour que a soit réductive dans 9, il faut et il suffit que P = -P. Pour que a soit 
résoluble, il faut et il suffit que P n ( -  P) = 0. 

14) Soient P une partie close de R, et b = I) @ gP. Les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

(i) b est une sous-algèbre résoluble maximale de 9; 
(ii) P n (-P)  = 0 et P U  (-P)  = R ;  
(iii) il existe une chambre C de R telle que P = R +  (C) (cf. VI, $ 1, no 6). 
O n  appelle sous-algèbre de Borel de (g, 0) une sous-algèbre de 9 contenant !, 

et satisfaisant aux conditions ci-dessus. Une sous-algèbre b de g est appelée une 
sous-algèbre de Borel de s'il existe une sous-algèbre de Cartan déployante 6' de 
g telle que b soit une sous-algèbre de Borel de (6, 0') ; si k est algébriquement clos, 
cela équivaut à dire que b est une sous-algèbre résoluble maximale de g. 

Soit b = I) @ gR+(C) une sous-algèbre de Borel de (g, b). Le plus grand idéal 
nilpotent de b est [b, b] = gR+"). Soit B la base de R associée à C; l'algèbre 
[b, b] est engendrée par les ga pour a E B. 

Si b, b' sont des sous-algèbres de Borel de 4, il existe une sous-algèbre de 
Cartan de g contenue dans b n b'; une telle sous-algèbre est déployante. 



15) Soient P une partie close de R, et y = b @ gP. Les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

(i) p contient une sous-algèbre de Borel de (4, i ) )  ; 
(ii) P u (-P) = R; 
(iii) il existe une chambre C de R telle que P 2 R+ (C). 
O n  appelle sous-algèbre parabolique de (6, b) une sous-algèbre de 4 contenant 

et satisfaisant aux conditions ci-dessus. Une sous-algèbre p de 9 est dite para- 
bolique s'il existe une sous-algèbre de Cartan déployante b' de 9 telle que p soit 
une sous-algèbre parabolique de (9, i) '). 

Soient p = t) @ gP une sous-algèbre parabolique de (g, b), Q l'ensemble des 
a E P tels que -a  4 P, et e = I) @ gPn(-P). Alors p = 5 @ gQ, 5 est réductive dans 
9, sa est le plus grand idéal nilpotent de p, et le radical nilpotent de p. Le centre de 
P est 0. 

Automorphismes 

16) Le sous-groupe de Aut(g) engendré par les eadx, avec x nilpotent, est le 
groupe Aut,(g) des automorphismes élémentaires de g; c'est un sous-groupe 
distingué de Aut(9) ; il est égal à son groupe dérivé. 

Si k est une clôture algébrique de k, le groupe Aut(g) se plonge de façon 
naturelle dans Aut(g @, k). On pose 

c'est un sous-groupe distingué de Aut(g), indépendant du choix de k. On a 

Le groupe dérivé de Auto($) est Aut,(g). Pour la topologie de Zariski, Aut(8) et 
Auto(g) sont fermés dans End&), Auto(g) est la composante connexe de l'élément 
neutre de Aut(g), et Aut,(g) est dense dans Aut,(g). 

Soient B une base de R, et Aut(R, B) le groupe des automorphismes de R 
qui laissent stable B. Alors Aut(g) est produit semi-direct d'un sous-groupe 
isomorphe à Aut(R, B) et de Aut,(g) ; en particulier, Aut(g)/Aut,(g) est iso- 
morphe à Aut(R, B), lui-même isomorphe au groupe des automorphismes du 
graphe de Dynkin de g. 

17) O n  appelle épinglage de g un triplet (b', B, (X,),,,), où i,' est une sous- 
algèbre de Cartan déployante de g, B une base de R(g, b'), et où, pour tout 
a E B, XE est un élément # O  de ga. Le groupe Aut,(g) opère de façon simplement 
transitive sur l'ensemble des épinglages de 9. 

Le groupe Aut,(g) opère transitivement sur l'ensemble des couples (f, 6 )  où t 
est une sous-algèbre de Cartan déployante de 9, et b une sous-algèbre de Borel de 
h f ) .  



18) O n  note Aut(g, 9) l'ensemble des s E Aut(g) tels que s(b) = 0. O n  pose 

Si s E Aut(g, h), l'application contragrédiente de s 1 $ cst un élément du groupe 
A(R) des automorphismes de R ;  on note cet élément e(s) ; l'application E est un 
liomomorpliisme de Aut (g, b) sur A(R). On  a Auto(g) = Aut, (g) . Ker e, et 

~ ( A ~ t o ( g ,  b) )  = ~(Aut,(g, b))  = W. 

Soient T, = Hom(P(R), k*), - T, = Hom(Q(R), k*). L'injection de Q ( R )  
dans P(R) définit un homomorphisme de T, dans T,; soit Im(T,) son image. 
Si t E Tg, soit f ( t )  l'endomorphisme de g tel que, pour tout E E R u {O), f it) 1 ga 

soit l'homothétie de rapport t(a) ; on a f ( t )  E Aut,(g, 1)) et f est un homomorphisme 
injectif de T, dans Auto(g, $). Les suites : 

sont exactes. On  a f (Im(T,)) c Aut,(g, $);  par passagc au quotient, f définit 
un homomorphisme surjectif l T,/Im(Tp) + Aut,(g) /Aute (g). Pour la topologie 
de Zariski, f (TQ) est fermé dans Aut(g), et f (Im(T,)) cst dense dans f (Ta). 

Moduies de dimension finie 

19) Soit V un g-module de dimension finie. Pour tout !I. E b*, soit Vw l'ensemble 
des u E V tels que h. v = p(h)u pour tout h E h. La dimension de Vw s'appelle la 
multiplicité de p dans V;  si elle est 3 1, i.e. si VU # O, on dit que p. est un poids 
de V. On  a V = @ Vu. Tout poids de V appartient à P(R). Si p est un poids de 

@ S b *  
V, et si w E W, w p  est un poids de V de même multiplicité que 11.. Si v E %"kt  

xega, on a x . v  E V ~ + ~ .  

20) Soit B une base de R. La donnée de B définit une relation d'ordre sur 1,;: 

les éléments 2 O de h,* sont les combinaisons linéaires des éléments dc B à coefi- 
cients rationnels > O. On  note Q+ (R) (resp. R + )  l'ensemble des éléments positifs 
de Q ( R )  (resp. de R). 

Soit V un g-module simple de dimension finie. Alors V possède un plus grand 
poids A. Ce poids est de multiplicité 1, et c'est un poids dominant: si a E R,, 
A(H,) est un entier > O .  On  a gaVh = O si cc E R+.  Tout poids de V est de la forme 
h - v, avec v E Q + ( R ) ;  inversement, si un poids' dominant est de la forme 
h - v, avec v E Q+ (R), c'est un poids de V. 

Cet homoinorphisme est en fait bijectif (5 7, exerc. 26d)). 



21) Deux g-modules simples de dimension finie qui ont le même plus grand 
poids sont isomorphes. Tout poids dominant est le plus grand poids d'un g- 

module simple de dimension finie. 
Tout g-module simple de dimension finie est absolument simple. 

22) Soient la forme de Killing de 9, C E U(g) l'élément de Casimir corres- 
pondant, <. , .) la forme inverse de @ 1 Q x f~ sur Q*, et p = + 2 cc. Soit V un 

,GR* 

g-module simple de dimension finie, de plus grand poids A. Alors C, est l'homo- 
thétie de rapport (A, A + 2p). 

23j Soient V un 9-module de dimension finie, et V* son dual. Pour que p E $* 
soit un poids de V*, il faut et il suffit que - p soit un poids de V, et la multiplicité 
de dans V* est égale à la multiplicité de - p dans V. Si V est simple de plus 
grand poids A, V* est simple de plus grand poids - woA, où w, est l'élément de W 
qui transforme B en -B. 

24) Soient V un g-module simple de dimension finie de plus grand poids A, et 9 
l'espace vectoriel des formes bilinéaires g-invariantes sur V. Soit m l'entier 
2 h(H,j, et soit w, t W comme dans 23). Si woh + - A, V et V* ne sont 

E E R +  

pas isomorplies, et .%Y = O. Si woh = -A,  on a dim .%9 = 1, et tout élément non 
nul de 98 est non dégénéré; si m est pair (resp. impair), tout élément de % est 
symétrique (resp. alterné). 

25) Soit Z[P] l'algèbre du groupe P = P(R) à coefficients dans Z. Si A E P, on 
note eh l'élément correspondant de Z[P]; les eh, A 6 P, forment une Z-base de 
Z[P], ct l'on a eheW = e"+p pour A, p E P. 

Soit V un g-module de dimension finie. On appelle caractère de V, et l'on 
note ch V, l'élément 2 (dim Vp)eW de Z[P]; cet élément appartient à la sous- 

CIE P 

algèbre Z[PIW de Z[P] formée des éléments invariants par W. On a 

ch(V @ V') = ch V + ch V' et ch(V @ V') = (ch V).  (ch V'). 

Deux g-modules de dimension finie de même caractère sont isomorphes. 
Pour tout cc E B, soit V, un g-module simple de plus grand poids le poids 

fondamental a, correspondant à cc. Les éléments ch V,, cc E B, sont algébrique- 
ment indépendants, et engendrent la Z-algèbre Z[PIW. 

26) Soit p la demi-somme des racines 3 0. Pour tout w E W, soit ~ ( w )  le déter- 
minant de w, égal à & 1. Si V est un g-module simple de dimension finie, de plus 
grand poids A, on a 

(w& c(w) CO,).." V = 2 E(w) eW(I+P), 
W E W  

dim V = n ( A  + p, H,). 
= E R +  <P,H,) 



27) Pour tout v E P, soit q ( v )  le nombre de familles (n,),,,,, où les n, sont des 
entiers 2 O tels que v = 2 n,a. Soit V un g-module simple de dimension finie, 

, E R +  

de plus grand poids A. Si p E P, la multiplicité de p dans V est 

28) Soient V, V', Vu des g-modules simples de dimension finie, A, p, v leurs plus 
grands poids. Dans V @ V', la composante isotypique de type V" a pour lon- 
yueur 

En particulier, si v = + p, la composante isotypique en question est simple, 
et engendrée par (V @ V')A+w = VA @ VrU. 

Fonctions polynomiales invariantes 

29) L'algèbre des fonctions polynomiales sur g s'identifie à l'algèbre symétrique 
S(g*) de g*, donc est de manière canonique un g-module; d'où la notion de fonc- 
tion polynomiale invariante sur 9. Soit f E S(g*). Pour que f soit invariante, il faut 
et il suftit que f 0 s = f pour tout s E Auto(g), ou que f 0 s = f pour tout s E 

Aut, ($3) 

30) Soient I(g*) l'algèbre des fonctions polynomiales invariantes sur g, et 
S(b*)" l'algèbre des fonctions polynomiales W-invariantes sur 8. Soit 

l'homornorphisme de restriction. L'application i 1 I(g*) est un isomorphisme de 
I(g*) sur S(!I*)~.  Si 1 est le rang de 4, il existe 1 éléments homogènes de I(g*) qui 
sont algébriquement indépendants, et engendrent l'algèbre I(g*). 

31) Pour qu'un élément a de 9 soit nilpotent, il faut et il suffit que f (a) = 0 pour 
tout élément homogènefde I(g*) de degré > 0. 

32) Soit s E Aut(g). Pour que s appartienne à Aiit,(g), il faut et il suffit que 
f 0 s = f pour tout f E I(g*). 

33) 0x1 appelle 51,-triplet de g une suite (x, h, y) d'éléments de 4 distincte de 
(0, 0, 0) et telle que [h, x] = 2x, [h, y] = -2y, [x, y] = - h. Alors x, y sont 
nilpotents dans g, et h est semi-simple dans 4. 



34) Soit x un élément nilpotent non nul de g. 11 existe h, y E g tels que (x ,  h, y) 
soit un el,-triplet. 

35) Soient (x, h, y) et (x', h', y') des si,-triplets de y. Les conditions suivantes sont 
équivalentes : 
a) il existe s E Aute(g) tel que sx = x'; 
b) il existe s E Aute(g) tel que sx = x', sh = h', sy = y'. 

36)  Si k est algébriquement clos, les conditions a) et b) de 35) équivalent à: 
6) il existe s E- Aut,(g) tel que sh = h'. 
De plus, le nombre de classes de conjugaison, relativement à Aut,(g), d'éléments 
nilpotents non nuls de g, est au plus égal à 3', où 1 est le rang de 8. 

37) Un élément nilpotent x de g est dit principal si le centralisateur de x est de 
dimension égale au rang de g. Il existe dans des éléments nilpotents principaux. 
Si k est algébriqucment clos, les éléments nilpotents principaux de g sont con- 
jugués par Aute(g). 
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