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CHAPITRE IX 

Groupes de Lie réels compacts ' 

Dans tout ce chapitre, l'expression ((groupe de Lie » signifie «groupe de Lie de 
dimension finie sur le corps des nombres réels », l'expression « algèbre de Lie n signifie, 
sauf mention du contraire, « algèbre de Lie de dimension finie sur le corps des nombres 
réels », l'expression « algèbre de Lie réelle » (resp. « algèbre de Lie complexe ») 
signiJie « algèbre de Lie de dimension finie sur le corps des nombres réels (resp. 
« . .. complexes D). 

On note Go la composante neutre d'un groupe topologique G. On note C(G) le 
centre d'un groupe G, D(G) son groupe dérivé, NG(H) ou N(H) (resp. Z,(H) ou 
Z(H)) le normalisateur (resp. centralisateur) d'une partie H d'un groupe G. 

6 1. ALGÈBRES DE 'LIE COMPACTES 

1. Formes hermitiennes invariantes 

Dans ce numéro, la lettre k désigne l'un des corps R ou C. Soient V un k-espace 
vectoriel de ,dimension finie, une forme hermitienne positive séparante sur V, 
G un groupe, g une R-algèbre de Lie, p : G + GL(V) un homomorphisme de grou- 
pes, cp :g + gI(V) un homomorphisme de R-algèbres de Lie. 

a )  La forme 0 est invariante par G (resp. g) si et seulement si p(g) est unitaire 
pour @ quel que soit g E G (resp. cp(x) est antihermitien pour 0 quel que soit x E g). 

Dans tout ce chapitre les renvois à A, VI11 se réfèrent à la nouvelle édition (à paraître). 
Rappelons (A, IX, à paraître) qu'une forme hermitienne H sur V est dite séparante (ou 

non dégénérée) si pour tout élément non nul u de V il existe v E V tel que H(u, v) + 0. 
' On dit que a E End(V) est antiherrnitien pour si l'adjoint a* de a relativement à 

est égal à - a. Lorsque k = C (resp. k = R), cela signifie aussi que i'endomorphisme ia 
de V (resp. de C O, V) est hermitien. 
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En effet, notons a* l'adjoint relativement à @ d'un endomorphisme a de V ; pour 
g dans G, x dans g, u et v dans V, on a 

pour que @(p(g) u, p(g) v) = @(u, v )  pour tous u, v dans V, il est donc nécessaire 
et suffisant que p(g)*p(g) = Idv ; de même, pour que @(cp(x) u, v) + @(u, cp(x) v) = O 
pour tous u, v dans V, il est nécessaire et suffisant que q(x) + cp(x)* = O, d'où 
l'assertion annoncée. 

b) Si la forme @ est invariante par G (resp. g), l'orthogonal d'un sous-espace 
stable de V est stable; en particulier, la représentation p (resp. cp) est alors semi- 
simple (cf: A, IX); de plus, pour tout g E G (resp. tout x E g), l'endomorphisme 
p(g) (resp. cp(x)) de V est alors semi-simple, à valeurs propres de valeur absolue 1 
(resp. à valeurs propres imaginaires pures) ; en effet p(g) est unitaire (resp. icp(x) est 
hermitien, cf: A, IX). 

c) Supposons k = R. Si G est un groupe de Lie connexe, p un morphisme de 
groupes de Lie, g l'algèbre de Lie de G et cp l'homomorphisme déduit de p, alors @ 
est invariante par G si et seulement si elle est invariante par g (114 5 6, no 5, cor. 3). 

d) Pour qu'il existe sur V une forme hermitienne positive séparante invariante 
par G, il faut et il suffit que le sous-groupe p(G) de GL(V) soit relativement compact 
(INT, VII, 4 3, no 1, prop. 1). 

2. Groupes de Lie réels commutatifs connexes 

Soit G un groupe de Lie (réel) commutatif connexe. L'application exponentielle 

exp, : L(G) + G 

est un morphisme de groupes de Lie, surjectif à noyau discret (III, 8 6, no 4, prop. 1 l), 
donc fait de L(G) un revêtement connexe de G. 

a) Les conditions suivantes sont équivalentes : G est simplement connexe, exp, 
est un isomorphisme, G est isomorphe à Rn (n = dim G). Si on transporte alors à G 
par l'isomorphisme exp, la structure d'espace vectoriel de L(G), on obtient sur G 
une structure d'espace vectoriel, qui est la seule compatible avec la structure de 
groupe topologique de G. Les groupes de Lie commutatifs simplement connexes 
sont appelés groupes (de Lie) vectoriels ; sauf mention expresse du contraire, on les 
munit toujours de la structure de R-espace vectoriel définie ci-dessus. 

b) Notons T(G) le noyau de exp,. D'après TG, VII, p. 4, th. 1, le groupe G est 
compact si et seulement si T(G) est un réseau de L(G), c'est-à-dire (loc. cit.) si le 
rang du Z-module libre T(G) est égal à la dimension de G. Inversement, si L est un 
R-espace vectoriel de dimension finie et r un réseau de L, le groupe topologique 
quotient L/T est un groupe de Lie commutatif compact connexe. 
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Les groupes de Lie commutatifs compacts connexes sont appelés tores réels, 
ou (dans ce chapitre) tores. 

c) Dans le cas général, soit E le sous-espace vectoriel de L(G) engendré par 
T(G), et soit V un sous-espace supplémentaire. Alors G est produit direct de ses 
sous-groupes de Lie exp(E) et exp(V) ; le premier est un tore, le second est vectoriel. 
Enfin tout sous-groupe compact de G est contenu dans exp(E) (puisque sa projection 
dans exp(V) est nécessairement réduite à l'élément neutre) ; le sous-groupe exp(E) 
est donc l'unique sous-groupe compact maximal de G. 

Prenons par exemple G = C* ; identifions L(G) a C de sorte que l'application 
exponentielle de G soit x t+ ex. Alors T(G) = 2niZ, E = iR, donc exp(E) = U ;  
si on prend V = R, on a exp(V) = R?, et on retrouve l'isomorphisme C* -t U  x RT 
construit en TG, VIII, p. 4. 

d) Notons enfin que exp, :L(G) + G est un revêtement, universel de G, donc 
que T(G) s'identifie naturellement au groupe fondamental de G. 

3. Alg2bres de Lie compactes 

PROPOSITION 1. - Soit g une algèbre de Lie (réelle). Les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

(i) g est isomorphe à l'algèbre de Lie d'un groupe de Lie compact. 
(ii) Le groupe Int(g) (III, 5 6, no 2, déf. 2) est compact. 
(iii) g possède une forme bilinéaire invariante (1, 5 3, no 6) qui est symétrique, positive 

et séparante. 
(iv) g est réductive (1, 5 6, no 4, déf. 4); pour tout x E g, l'endomorphisme ad x 

est semi-simple, à valeurs propres imaginaires pures. 
(v) g est réductive et sa forme de Killing B est négative. 

(i) (ii) : si g est l'algèbre de Lie du groupe de Lie compact G, le groupe Int(g) 
est séparé et isomorphe à un quotient du groupe compact Go (III, 5 6, no 4, cor. 4), 
donc est compact. 

(ii) =- (iii) : si le groupe Int(g) est compact, il existe sur g une forme bilinéaire 
symétrique qui est positive, séparante, et invariante par Int(g) (no l), donc aussi 
invariante pour la représentation adjointe de g. 

(iii) + (iv) : si (iii) est satisfaite, la représentation adjointe de g est semi-simple 
(no l), donc g est réductive ; de plus les endomorphismes ad x, pour x E g, possèdent 
les propriétés indiquées (no 1). 

(iv) (v) : pour tout x E g, on a B(x, x) = Tr((ad x)') ; par suite, B(x, x) est la 
somme des carrés des valeurs propres de ad x, et est par conséquent négative si 
celles-ci sont imaginaires pures. 

(v) * (i) : supposons g réductive, donc produit d'une sous-algèbre commutative 
c et d'une sous-algèbre semi-simple 5 (1, 5 6, no 4, prop. 5). La forme de Killing de 
s est la restriction à s de la forme B, donc est négative et séparante si B est négative. 
Le sous-groupe Int(s) de GL(s) est fermé (c'est la composante neutre de Aut(s), 



LIE IX. 4 GROUPES DE LIE RÉELS COMPACTS 0 1 

III, 0 10, no 2, cor. 2) et laisse invariante la forme positive séparante - B ; il est donc 
compact, et 5 est isomorphe à l'algèbre de Lie du groupe de Lie compact Int(s). 
Par ailleurs, comme c est commutative, elle est isomorphe à l'algèbre de Lie d'un 
tore T. Ainsi g est isomorphe à l'algèbre de Lie du groupe de Lie compact Int(5) x T. 

DÉFINITION 1. - On appelle algèbre de Lie compacte ' toute algèbre de Lie qui 
possède les propriétés (i) à (v) de la proposition 1. 

Les algèbres de Lie compactes so,nt donc les algèbres produit d'une algèbre commu- 
tative par une algèbre semi-simple compacte. En d'autres termes, pour qu'une 
algèbre de Lie soit compacte, il faut et il suffit qu'elle soit réductive et que son algèbre 
dérivée soit compacte. 

L'algèbre de Lie d'un groupe de Lie compact est compacte. 

PROPOSITION 2. - a)  Le produit d'un nombre fini d'algèbres de Lie est une algèbre 
de Lie compacte si et seulement si chaque facteur est compact. 

b )  Une sous-algèbre d'une algèbre de Lie compacte est compacte. 
c )  Soit b un idéal d'une algèbre de Lie compacte g. Alors l'algèbre g/t) est compacte 

et l'extension b + g + g/t) est triviale. 
Les assertions a)  èt b )  résultent de la caractérisation (iii) de la prop. 1. La partie c )  

résulte de a )  et du fait que dans une algèbre de Lie réductive, tout idéal est facteur 
direct (1, Q 6, no 4, cor. à la prop. 5). 

PROPOSITION 3. - Soit G un groupe de Lie dont le groupe des composantes connexes 
est fini. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) L'algèbre de Lie L(G) est compacte. 
(ii) Le groupe Ad(G) est compact. 
(iii) Il existe sur L(G) une forme bilinéaire symétrique positive séparante invariante 

pour la représentation adjointe de G. 
* (iv) G possède une métrique riemannienne invariante par translations a droite et 

à gauche. , 
(i) + (ii) : si L(G) est compacte, le groupe Ad(G,) = Int(L(G)) est compact ; 

comme il est d'indice fini dans Ad(G), ce dernier groupe est compact. 
(ii) (iii) : cela résulte du no 1. 
(iii) (i) : comme Int(L(G)) c Ad(G), cela résulte de la caractérisation (iii) 

de la proposition 1. 
* (iii) o (iv) : cela résulte de III, Q 3, no 13. * 

On notera qu'un espace vectoriel topologique réel ne peut être un espace topologique 
compact que s'il est réduit a 0. 
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4. Groupes dont l'algebre de Lie est compacte 

THÉORÈME 1 (H. Weyl). - Soit G un groupe de Lie connexe dont l'algèbre de Lie 
est semi-simple compacte. Alors G est compact et son centre est fini. 

Comme G est semi-simple, son centre D est discret. De plus, le groupe quotient 
G/D est isomorphe à Ad(G) (III, 8 6, no 4, cor. 4), donc compact (prop. 3). Enfin, 
le groupe G/D est égal à son groupe dérivé (III, 8 9, no 2, cor. à la prop. 4). Le théorème 
résulte alors de INT, VII, 8 3, no 2, prop. 5. 

PROPOSITION 4. - Soit G un groupe de Lie connexe d'algèbre de Lie compacte. Il 
existe un tore T ,  un groupe de Lie compact semi-simple simplement connexe S, un groupe 
vectoriel V et un morphisme surjectif de noyau fini f :V x T x S -, G. Si G est 
compact, le groupe V est réduit à l'élément neutre. 

Soit C (resp. S) un groupe de Lie simplement connexe dont l'algèbre de Lie est iso- 
morphe au centre (resp. à l'algèbre dérivée) de L(G). Alors C est un groupe vectoriel, 
S un groupe compact de centre fini (th. 1) et G s'identifie au quotient de C x S 
par un sous-groupe discret D, qui est central (INT, VII, 5 3, no 2, lemme 4). Comme 
la projection de D dans S est d'image centrale, donc finie, D n C est d'indice fini 
dans D. Soient C' le sous-espace vectoriel de C engendré par D n C, et V un sous- 
espace supplémentaire. Alors le groupe T = C1/(D n C) est un tore, et G est iso- 
morphe au quotient du groupe produit V x T x S par un groupe fini. 

Si G est compact, il en est de même de V x T x S (TG, III, p. 29, cor. 2), donc de V, 
ce qui entraîne V = { e ) .  

COROLLAIRE 1. - Soit G un groupe de Lie compact connexe. Alors C(G), est un tore, 
D(G) un groupe de Lie connexe semi-simple compact et le morphisme ( x ,  y )  H xy  
de C(G), x D(G) dans G est un revêtement fini. 

Avec les notations de la prop. 4, on a V = { e )  et les sous-groupes f (T) et f (S) 
de G sont compacts, donc fermés. Il suffit donc de montrer que f (T) = C(G),, 
f (S) = D(G). Or, on a L(G) = L( f (T)) x L( f (S)) ; comme S est semi-simple et T 
commutatif, cela implique L(f(T)) = W(L(G)) = L(C(G),) (III, 5 9, no 3, prop. 8) 
et L( f (S)) = BL(G) = L(D(G)) (III, 8 9, no 2, cor. de la prop. 4), d'où l'assertion 
annoncée. 

COROLLAIRE 2. - Le centre et le groupe fondamental d'un groupe de Lie compact 
connexe semikmple sont finis. Son revêtement universel est compact. 

Avec les notations de la prop. 4, les groupes V et T sont réduits à l'élément neutre ; 
S est donc un revêtement universel de G, et le groupe fondamental de G est isomorphe 
à Kerf; donc fini. Le centre D de G est discret car G est semi-simple, donc D est fini. 

COROLLAIRE 3. - Le groupe fondamental d'un groupe de Lie compact connexe G 
est un Z-module de type fini, de rang égal à la dimension de C(G). 
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En effet, avec les notations du cor. 1, le groupe fondamental de C(G), est isomorphe 
à Zn, avec n = dim C(G),, et le groupe fondamental de D(G) est fini (cor. 2). 

COROLLAIRE 4. - Soit G un groupe de Lie compact connexe. Les conditions suivantes 
sont équivalentes : 

(i) G est semi-simple; 
(ii) C(G) est fini; 
(iii) nl(G) est fini. 
Si G est simplement connexe, il est semi-simple. 
Cela résulte des cor. 1 à 3. 

COROLLAIRE 5. - Soit G un groupe de Lie compact connexe. Alors Int(G) est la 
composante neutre du groupe de Lie Aut(G) (III, 4 10, no 2). 

Soit f E Aut(G),. Alors f induit un automorphisme f ,  de C(G), et un automor- 
phisme f, de D(G), et on a f ,  E Aut(C(G),),, f2 E Aut(D(G)),. Puisque Aut(C(G),) 
est discret (TG, VII, p. 15, prop. 5), on a f ,  = Id ; puisque D(G) est semi-simple, 
il existe, d'après III, 0 10, no 2, cor. 2 au th. 1, un élément g de D(G) tel que 
f,(x) = gxg-l pour tout x E D(G). Pour tout x E C(G),, on a gxg-' = x = f , ( x ) ;  
comme G = C(G),.D(G), il en résulte que gxg-l = f ( x )  pour tout x E G, donc 
f = Int g. 

PROPOSITION 5. - Soit G un groupe de Lie d'algèbre de Lie compacte. 
a )  Supposons G connexe. Alors G possède un plus grand sous-groupe compact K ; 

celui-ci est connexe. Il existe un sous-groupe vectoriel (no 2) central fermé N de G 
tel que G soit le produit direct N x K. 

b)  Supposons le groupe des composantes connexes de Gfini .  Alors : 
(i) Tout sous-groupe compact de G est contenu dans un sous-groupe compact 

maximal. 
(ii) Si K ,  et K2 sont deux sous-groupes compacts maximaux de G, il existe g E G 

tel que K2 = gK,g-l. 
(iii) Soit K un sous-groupe compact maximal de G. Alors K n Go est égal à Ko ; 

c'est le plus grand sous-groupe compact de Go. 
(iv) Il existe un sous-groupe vectoriel central fermé N de Go, distingué dans G, 

tel que, pour tout sous-groupe compact maximal K de G, Go soit le produit direct de 
Ko par N et G le produit semi-direct de K par N .  

a )  Reprenons les notations de la prop. 4. La projection de Ker f sur V est un 
sous-groupe fini du groupe vectoriel V, donc est réduite à l'élément neutre. Il s'ensuit 
que Ker f est contenu dans T x S, donc que G est le produit direct du groupe 
vectoriel N = f (V) et du groupe compact K = f (T x S). Tout sous-groupe compact 
de G a une projection dans N réduite à l'élément neutre, donc est contenu dans K. 
Cela démontre a). 

b )  Supposons maintenant G/Go fini. D'après a), Go est le produit direct de son 
plus grand sous-groupe compact M par un sous-groupe vectoriel P ; le sous-groupe 
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M de G est évidemment distingué. Soit n un sous-espace vectoriel de L(G), supplé- 
mentaire de L(M) et stable pour la représentation adjointe de G (no 1 et no 3, prop. 3) ; 
c'est un idéal de L(G) et on a L(G) = L(M) x n. Soit N le sous-groupe intégral de G 
d'algèbre de Lie n ;  d'après III, 5 6, no 6, prop. 14, il est distingué dans G.  La projec- 
tion de L(G) sur L(P), de noyau L(M), induit un isomorphisme de n sur L(P) ; il en 
résulte que la projection de Go sur P induit un morphisme étale de N sur P ; comme P 
est simplement connexe, c'est un isomorphisme, et N est un groupe vectoriel. Le mor- 
phisme (x, y) H xy de M x N dans Go est un morphisme étale injectif (puisque 
M n N est réduit à l'élément neutre), donc un isomorphisme. Il s'ensuit que N est un 
sous-groupe fermé de G et que le quotient GIN est compact, puisque Go/N est 
compact et que G/Go est fini (TG, III, p. 29, cor. 2). 

D'après INT, VII, 5 3, no 2, prop. 3, tout sous-groupe compact de G est contenu 
dans un sous-groupe compact maximal, ceux-ci sont conjugués, et pour tout sous- 
groupe compact maximal K de G, G est produit semi-direct de K par N. Comme Go 
contient N, il est alors produit semi-direct de N par Go n K ; il s'ensuit que Go n K 
est connexe, donc égal à K,, puisque K/(Go n K) est isomorphe à G/Go, donc fini ; 
enfin, Ko est évidemment le plus grand sous-groupe compact de Go d'après a). 

COROLLAIRE. - Si N satisfait aux conditions de b) (iv), et si KI  et K, sont deux 
sous-groupes compacts maximaux de G, il existe n E N tel que nK,n-' = K,. 

Il existe en effet d'après (ii) un élément g E G tel que gK,g-' = K, ; d'après (iv), 
il existe n E N et k E KI tels que g = nk. L'élément n possède alors la propriété 
exigée. 

5 2. TORES MAXIMAUX DES GROUPES DE LIE COMPACTS 

1. Sous-algebres de Cartan des algèbres compactes 

Lemme 1. - Soient G un groupe de Lie, K un sous-groupe c\ompact de G, et F une 
forme bilinéaire invariante sur L(G). Soient x, y E L(G). I l  existe un élément k de K 
tel que pour tout u E L(K), on ait F(u, [(Ad k) (x), y]) = 0. 

La fonction v H F((Ad v )  (x), y) de K dans R est continue, donc possède un 
minimum en un point k E K. Soit u E L(K) et posons 

h(t) = F((Ad exp(tu).k) (x), y) , t E R 

On a h(t) 2 h(0) pour tout t ;  par ailleurs, d'après III, 4 3, no 12, prop. 44, on a 

dh - (0) = F([u, (Ad k) (XII, Y) = F(u, [(Ad k) (x), Y]) , dt 

d'où le lemme (FVR, 1, p. 20, prop. 7). 



LIE IX .8 GROUPES DE LIE RÉELS COMPACTS 8 2 

THÉORÈME 1. - Soit g une algèbre de Lie compacte. Les sous-algèbres de Cartan de g 
(VII, 5 2, no 1, déf. 1) sont ses sous-algèbres commutatives maximales ; en particulier, 
g est la réunion de ses sous-algèbres de Cartan. Le groupe Int(g) opère transitivement 
sur l'ensemble des sous-algèbres de Cartan de g. 

Comme g est réductive, ses sous-algèbres de Cartan sont commutatives (VII, 2, 
no 4, cor. 3 au th. 2). Inversement, soit t une sous-algèbre commutative de g. D'après 
§ 1, no 3, prop. 1, ad x est semi-simple pour tout x E t ; d'après VII, 5 2, no 3, prop. 10, 
il existe une sous-algèbre de Cartan de g contenant t. Cela démontre la première 
assertion du théorème. 

Soient maintenant t et t '  deux sous-algèbres de Cartan de g. Prouvons qu'il existe 
u E Int(g) tel que u(t) = t'. D'après la prop. 1 du 1, no 3, on peut supposer que g 
est de la forme L(G), où G est un groupe de Lie compact connexe, et choisir une 
forme bilinéaire symétrique invariante séparante F sur g. Soit x (resp. x') un élément 
régulier de g tel que t = gO(x) (resp. t '  = gO(x')) (VII, 3, no 3, th. 2). Appliquant 
le lemme 1 avec K = G, on voit qu'il existe k E G tel que [(Ad k) (x), x'] soit ortho- 
gonal à g pour F, donc nul ; on a alors (Ad k) (x) E gO(x') = t', donc gO((Ad k) (x)) = t' 
puisque (Ad k) (x) est régulier. On en conclut que (Ad k) (t) = t', d'où le théorème. 

COROLLAIRE. - Soient t et t '  deux sous-algèbres de Cartan de g, a une partie de t, 
et u un automorphisme de g qui applique a dans t'. I l  existe un élément v de Int(g) 
tel que u 0 v applique t sur t', et coïncide avec u sur a. 

Posons G = Int(g), et considérons le fixateur ZG(a) de a dans G ; c'est un sous- 
groupe de Lie de G, dont l'algèbre de Lie 3&a) est formée des éléments de g qui 
commutent a tous les éléments de a (III, § 9, no 3, prop. 7). Alors t et u-'(t') sont 
deux sous-algèbres de Cartan de l'algèbre de Lie compacte 3,(a). D'après le th. 1, 
il existe un élément v de ZG(a) tel que v(t) = u-'(t'); un tel élément répond à la 
question. 

2. Tores maximaux 

Soit G un groupe de Lie. On appelle tore de G tout sous-groupe fermé qui est 
un tore (5 1, no 2), c'est-à-dire tout sous-groupe compact connexe commutatif. Les 
éléments maximaux de l'ensemble ordonné par inclusion des tores de G sont appelés 
les tores maximaux de G. 

THÉORÈME 2. - Soit G un groupe ae Lie compact connexe. 
a)  Les algèbres de Lie des tores maximaux de G sont les sous-algèbres de Cartan 

de L(G). 
b) Soient T, et T2 deux tores maximaux de G. I l  existe g E G tel que T, = gT,g-'. 
c) G est la réunion de ses tores maximaux. 
Soit t une sous-algèbre de Cartan de L(G) ; le sous-groupe intégral de G d'algèbre 

de Lie t est fermé (VII, 2, no 1, cor. 4 à la prop. 4) et commutatif (th. l), donc est 
un tore de G. Si T est un tore maximal de G, son algèbre de Lie est commutative, 
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donc contenue dans une sous-algèbre de Cartan de L(G) (th. 1). Il en résulte que 
les tores maximaux de G sont exactement les sous-groupes intégraux de G associés 
aux sous-algèbres de Cartan de G, d'où a). L'assertion b) résulte alors du'th. 1, 
puisque l'homomorphisme canonique G -+ Int(L(G)) est surjectif (III, § 6, no 4, 
cor. 4 à la prop. 10). 

Notons X la réunion des tores maximaux de G, et soit T un tore maximal de G. 
L'application continue (g, t )  H gtg-' de G x T dans G a pour image X, qui est 
donc fermé dans G ; pour démontrer c),  il suffit donc de prouver que X est ouvert 
dans G ; comme X est invariant par automorphismes intérieurs, il suffit de montrer 
que pour tout a E T, X est un voisinage de a. Raisonnons par récurrence sur la dimen- 
sion de G et distinguons deux cas : 

1) a n'est pas central dans G. Soit alors H la composante neutre du centralisateur 
de a dans G ; c'est un sous-groupe compact connexe de G distinct de G, qui contient 
T, donc a. Comme Ad a est semi-simple (8 1, no l), l'algèbre de Lie de H est le niles- 
Pace de Ad a - 1 ; il résulte alors de VII, 8 4, no 2, prop. 4, que la réunion Y des 
conjugués de H est un voisinage de a. D'après l'hypothèse de récurrence, on a H c X, 
donc Y c X ; ainsi X est un voisinage de a. 

2) a est central dans G. Il suffit de prouver que a exp x appartient à X pour tout 
x dans L(G). Or tout élément x de L(G) appartient à une sous-algèbre de Cartan 
de G (th. 1) ; le sous-groupe intégral T'  correspondant contient exp x ; comme il 
est conjugué à T, il contient a et donc a exp x, d'où l'assertion cherchée. 

COROLLAIRE 1. - a)  L'application exponentielle de G est surjective. 
b) Pour tout n 2 1, l'application g H gn de G dans lui-même est surjective. 
En effet, exp(L(G)) contient tous les tores maximaux de G, d'où a). L'assertion 

b) résulte alors de la formule (exp x)" = exp nx pour x dans L(G). 

Remarque 1. - Il existe une partie compacte K de L(G) telle que exp,(K) = G. En 
effet, si T est un tore maximal de G, il existe un compact C c L(T) tel que exp,(C) = T ; 
il suffit de prendre K = U (Ad g)  (C). 

GEG 

COROLLAIRE 2. - L'intersection des tores maximaux de G est le centre de G. 
Soit x un élément du centre de G ; d'après le th. 2, c), il existe un tore maximal T de G 

contenant x ; alors x appartient à tous les conjugués de T, donc à tous les tores 
maximaux de G. Inversement, si x appartient à tous les tores maximaux de G, il 
commute à tout élément de G d'après le th. 2, c). 

COROLLAIRE 3. - Soit g E G, et soit C son centralisateur. Alors g appartient à Co ; 
le groupe Co est la réunion des tores maximaux de G contenant g. 

Il existe un tore maximal T de G contenant g (th. 2, c)), et donc contenu dans 
Co. Par ailleurs, le groupe Co est un groupe de Lie compact connexe, donc réunion 
de ses tores maximaux (th. 2, c ) ) ;  ceux-ci contiennent tous g (cor. 2), donc sont 
exactement les tores maximaux de G contenant'g. 
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COROLLAIRE 4. - Soit g E G. Si g est régulier (VII, § 4, no 2, déf. 2), il appartient à 
un seul tore maximal, qui est la composante neutre de son centralisateur. Sinon, il 
appartient à une infinité de tores maximaux. 

Comme Ad g est semi-simple, la dimension du nilespace de Ad g - 1 est aussi 
celle du centralisateur C de g. D'après loc. cit., prop. 8, et le th. 1, g est régulier si 
et seulement si Co est un tore maximal de G. On conclut alors par le cor. 3. 

COROLLAIRE 5. - a) Soit S un tore de G. Le centralisateur de S est connexe; c'est 
la réunion des tores maximaux de G contenant S. 

b) Soit 5 une sous-algèbre commutative de L(G). Lefixateur de 5 dans G est connexe ; 
c'est la réunion des tores maximaux de G dont l'algèbre de Lie contient 5. 

Pour démontrer a), il suffit de prouver que si un élément g de G centralise S, 
il existe un tore maximal de G contenant S et g. Or, si C est le centralisateur de g, 
on a g E Co (cor. 3) et S c Co ; si T est un tore maximal du groupe de Lie compact 
connexe Co contenant S, on a g E T  (cor. 2), d'où a). L'assertion b) résulte de a) 
appliqué a l'adhérence du sous-groupe intégral d'algèbre de Lie 5, compte tenu de III, 
§ 9, no 3, prop. 9. 

Remarque 2. - 11 résulte du cor. 5 qu'un tore maximal de G en est un sous-groupe 
commutatif maximal. La réciproque n'est pas vraie : par exemple, dans le groupe 

2 SO(3, R), les tores maximaux sont de dimension 1, et ne peuvent donc contenir 
le sous-groupe des matrices diagonales, qui est isomorphe à (Z/2Z)'. Par ailleurs, 
si g E SO(3, R) est une matrice diagonale non scalaire, g est un élément régulier 
de SO(3, R) dont le centralisateur n'est pas connexe (cf: cor. 4). 

COROLLAIRE 6. - Les tores maximaux de G sont leurs propres centralisateurs, et 
sont les fixateurs de leurs algèbres de Lie. 

Soient T un tore maximal de G et C son centralisateur; comme L(T) est une 
sous-algèbre de Cartan de L(G), on a L(T) = L(C), donc C = T puisque C est 
connexe (cor. 5). 

COROLLAIRE 7. - Soient T et T '  deux tores maximaux de G, A une partie de T et 
s un automorphisme de G qui applique A dans Tt.  Il  existe g E G tel que s o (Int g) 
applique T sur T t  et coïncide avec s sur A. 

Soit C le centralisateur de A. Alors T et s-'(Tt) sont deux tores maximaux de 
Co ; tout élément g de Co tel que (Int g) (T) = s-'(Tt) répond à la question. 

COROLLAIRE 8. - Soient H un groupe de Lie compact, T un tore maximal de H. On 
rl alors H = NH(T).Ho, et l'injection de NH(T) dans H induit un isomorphisme de 
NH(T)/NH, (Tl sur H/Ho 

Soit h E H. Alors h-'Th est un tore maximal de Ho, donc (th. 2) il existe g E Ho 
tel que hg E NH(T); ainsi h appartient à NH(T).Ho, d'où la première assertion. La 
seconde en résulte immédiatement. 
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Remarques. - 3 )  Soit G un groupe de Lie connexe d'algèbre de Lie compacte. Appe- 
lons sous-groupes de Cartan de G les sous-groupes intégraux dont les algèbres de Lie 
sont les sous-algèbres de Cartan de L(G) (les sous-groupes de Cartan d'un groupe 
compact connexe sont donc ses tores maximaux). Le théorème 2 et ses corollaires 
sont encore valides pour G, en y remplaçant partout i'expression « tore maximal n 
par c sous-groupe de Cartan ». Cela résulte aussitôt du fait qu'en vertu de la prop. 5 
du 5 1, no 4, G est le produit direct d'un groupe vectoriel V par un groupe compact 
connexe K et que les sous-groupes de Cartan de G sont les produits de V par les tores 
maximaux de K. Notons d'ailleurs qu'il résulte alors du cor. 6 ci-dessus qu'on peut 
aussi définir les sous-groupes de Cartan de G comme les fixateurs des sous-algèbres 
de Cartan de L(G). 

* 4) On peut aussi démontrer la partie c) du théorème 2 de la façon suivante. Munis- 
sons G d'une métrique riemannienne invariante ($ 1, no 3, prop. 3). Alors, pour tout 
élément g de G, il existe une géodésique maximale passant par g et l'élément neutre 
de G (théorème de Hopf-Rinow), et on vérifie que l'adhérence d'une telle géodésique 
est un sous-tore de G., 

3. Tores maximaux des sous-groupes et des groupes quotients 

PROPOSITION 1. - Soient G et G' deux groupes de Lie compacts connexes. 
a )  Soit f : G + G' un morphisme surjectif de groupes de Lie. Les tores maximaux 

de G'  sont les images par f des tores maximaux de G. Si le noyau de f est central dans G 
(par exemple discret), les tores maximaux de G sont les images réciproques par f 
des tores maximaux de G'. 

b) Soit H un sous-groupe fermé connexe de G. Tout tore maximal de H est l'inter- 
section avec H d'un tore maximal de G. 

c )  Soit H un sous-groupe fermé connexe distingué de G. Les tores maximaux de 
H sont les intersections avec H des tores maximaux de G. 

a )  Soit T un tore maximal de G ; alors L(T) est une sous-algèbre de Cartan de 
L(G) (no 2, th. 2, a)), donc L(f(T)) une sous-algèbre de Cartan de L(G1) (VII, 5 2, 
no 1, cor. 2 à la prop. 4) ; il en résulte que f (T) est un tore maximal de G'(nO 2, th. 2, a)). 
Si Ker f est central dans G, il est contenu dans T (cor. 2 au th. 2), donc 
T = f - '(f (Tl). 

Inversement, soit T t  un tore maximal de G'  ; montrons qu'il existe un tore maximal 
T de G tel que f (T) = T'. Soit Tl un tore maximal de G ; alors f (Tl) est un tore 
maximal de G' et il existe g' E G'  tel que T' = g'f(Tl) g'-' (th. 2, b)); si g E G est 
tel que f(g)  = g', on a T' = f(T), avec T = gT,g-l. 

b) Soit S un tore maximal de H ; c'est un tore de G et il existe donc un tore maximal 
T de G contenant S. Alors T n H est un sous-groupe commutatif de H contenant S, 
donc égal à S (no 2, remarque 2). 

c) D'après 4 1, no 3, prop. 2, c), L(G) est produit direct de L(H) par un idéal ; les 
sous-algèbres de Cartan de L(H) sont donc les intersections avec L(H) des sous- 
algèbres de Cartan de L(G). Pour tout tore maximal T de G, T n H contient donc 
un tore maximal S de H et on a S = T n H (no 2, remarque 2). 
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Remarques. - 1) La proposition 1 se généralise aussitbt aux groupes connexes a 
algèbre de Lie compacte. En particulier, si G est un groupe de Lie connexe dont l'algèbre 
de Lie est compacte, les sous-groupes de Cartan de G (cf.  remarque 3. no 2) ne  sont 
autres que les images réciproques des tores maximaux du groupe de Lie compact 
connexe Ad(G) (par l'homomorphisme canonique de G sur Ad(G)). 

2) Soient G un groupe de Lie compact connexe, D(G) le revêtement universel du 
groupe D(G) et ~ : D ( G )  + G le morphisme composé des morphismes canoniques 
de B(G) sur D(G) et de D(G) dans G. Alors l'application T ~f -'(T) est une bijection 
de l'ensemble des tores maximaux de G sur l'ensemble des tores maximaux de D(G) ; 
la bijection réciproque associe au tore maximal T de D(G) le tore maximal c(G)~.  f (T) 
de G. 

4. Sous-groupes de rang maximum 

Nous appellerons rang d'un groupe de Lie connexe G et noterons rg G, le rang 
de son algèbre de Lie. D'après le th. 2, a), le rang d'un groupe de Lie compact connexe 
est la dimension commune de ses tores maximaux. 

Soient G un groupe de Lie compact connexe et H un sous-groupe fermé de G. 
Si H est connexe, on a rg H < rg G (puisque les tores maximaux de H sont des 
tores de G). D'après le th. 2, c), dire que H est connexe et de rang maximum (c'est-à- 
dire de rang rg G)  signifie que H est réunion de tores maximaux de G. On déduit 
alors aussitôt de la proposition 1 : 

PROPOSITION 2. - Soit f : G  + G' un morphisme surjectif de groupes de Lie 
compacts connexes dont le noyau est central. Les applications H H f(H) et 
H' ~f -'(Hl) sont des bijections réciproques l'une de l'autre entre l'ensemble des 
sous-groupes fermés connexes de rang maximum de G et l'ensemble analogue pour G'. 

PROPOSITION 3. - Soient G un groupe de Lie compact connexe, et H un sous-groupe 
fermé connexe de rang maximum. 

a )  La variété compacte G/H est simplement connexe. 
b) L'homomorphisme .n,(H) -+ nl(G), déduit de l'injection canonique de H dans 

G, est surjectllf: 
Comme H est connexe, on a une suite exacte (TG, XI, à paraître) 

où ë est l'image dan3 G/H de l'élément neutre de G. Comme G/H est connexe, 
cela entraîne aussitôt l'équivalence des assertions a)  et b). Par ailleurs, si f :G'  -t G 
est un morphisme surjectif de groupes de Lie compacts connexes dont le noyau 
est central, il revient au même de démontrer la proposition (sous la forme a))  pour G 
ou pour G' (prop. 2). On peut donc d'abord remplacer G par Ad(G), donc supposer 
G semi-simple, puis remplacer G par un revêtement universel (5  1, no 4, cor. 2), 
donc supposer G simplement connexe. Mais alors l'assertion b) est triviale. 
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PROPOSITION 4. - Soient G un groupe de Lie compact, H un sous-groupe fermé connexe 
de G de rang maximum et N le normalisateur de H dans G. Alors H est d'indicefini 
dans N et est la composante neutre de N. 

En effet, l'algèbre de Lie de H contient une sous-algèbre de Cartan de L(G). 
D'après VII, $ 2, no 1, cor. 4 a la prop. 4, H est donc la composante neutre de N. 
Puisque N est compact, H est d'indice fini dans N. 

Remarques. - 1) Tout sous-groupe intégral H de G tel que rg H = rg G est fermé : 
en effet, la démonstration précédente montre que H est la composante neutre de son 
normalisateur, qui est un sous-groupe fermé de G. 

2) Avec les notations de la prop. 4, tout sous-groupe fermé H' de G contenant H 
et tel que (H' : H) soit fini normalise H, donc est contenu dans N ; de même le nor- 
malisateur de H' est contenu dans N. En particulier, N est son propre normalisateur. 

5. Le groupe de Weyl 

Soient G un groupe de Lie compact connexe et T un tore maximal de G. Notons 
NG(T) le normalisateur de T dans G ; d'après la prop. 4 (no 4), le groupe quotient 
NG(T)/T est fini. On le note WG(T) ou W(T) et on l'appelle le groupe de Weyl du 
tore maximal T de G, ou le groupe de Weyl de G relativement à T. Puisque T est 
commutatif, l'opération de NG(T) sur T déduite des automorphismes intérieurs de G 
induit par passage au quotient une opération, dite canonique, du groupe WG(T) 
sur le groupe de Lie T. D'après le cor. 6 au th. 2 du no 2, cette opération est fidèle : 
l'homomorphisme WG(T) + Aut T qui lui est associé est injectif. 

Si T' est un autre tore maximal de G et si g E G est tel que Int g applique T sur T t  
(no 2, th. 2, b)), on déduit de Int g un isomorphisme a, de WG(T) sur WG(T1) et on a 
a,(s) (gtg-') = gs(t) g - l  pour tout s E WG(T) et tout t E T. 

PROPOSITION 5. - a) Toute classe de conjugaison dans G rencontre T. 
b) Les traces sur T des classes de conjugaison de G sont les orbites du groupe de 

Weyl. 
Soit g E G ; d'après le th. 2 du no 2, il existe h E G tel que g E hTh- ', d'où a). Par 

définition du groupe de Weyl, deux éléments d'une même orbite de WG(T) dans T 
sont conjugués dans G ;  inversement, soient a, b deux éléments de T conjugués 
dans G. Il existe h E G tel que b = hah-' ; appliquant le cor. 7 au th. 2 (no 2) avec 
A = {a}, s = Int h, T '  = T, on voit qu'il existe g E G tel que Int hg applique T 
dans T et a sur b. La classe de hg dans WG(T) applique alors a sur b, d'où la pro- 
position. 

COROLLAIRE 1. - L'injection canonique de T dans G définit par passage au quotient 
un homéomorphisme de T1WG(T) sur l'espace G/Int(G) des classes de conjugaison 
de G.  

En effet, c'est une application continue et bijective entre deux espaces compacts 
(cJ: TG, III, p. 29, cor. 1). 
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COROLLAIRE 2. - Soit E une partie de G stable par les automorphismes intérieurs. 
Pour que E soit ouverte (resp. fermée, resp. dense) dans G, ilfaut et il suffit que E n T 
soit ouverte (resp. fermée, resp. dense) dans T .  

Cela résulte du cor. 1 et de ce que les applications canoniques T + T/WG(T)  
et G + G/In t (G)  sont ouvertes (TG,  I I I ,  p. 10, lemme 2). 

Notons g l'algèbre de Lie de G, et t celle de T .  On déduit de l'opération de W G ( T )  
dans T une représentation, dite canonique, du groupe W G ( T )  dans le R-espace 
vectoriel t. 

PROPOSITION 6. - a )  Toute orbite de G dans g (pour la représentation adjointe) 
rencontre t.  

b )  Les traces sur t des orbites de G sont les orbites de W G ( T )  dans t. 
L'assertion a)  résulte du th. 1 (no 1). Soient x ,  y deux éléments de t conjugués 

sous Ad(G),  et soit h E G tel que (Ad h)  ( x )  = y. '~ppliquant le corollaire au th. 1 
(no 1) avec a = { x } ,  u = Ad h, t' = t, on voit qu'il existe g E G tel que Ad hg appli- 
que t sur t et x sur y. On a alors hg E N G ( T )  ( I I I ,  5 9, no 4, prop. 1 l ) ,  et la classe de 
hg dans W G ( T )  applique x sur y, d'où la proposition. 

COROLLAIRE. - L'injection canonique de t dans g déjnit par passage au quotient 
un homéomorphisme de t /WG(T)  sur g/Ad(G). 

Notons j cette application; elle est bijective et continue (prop. 6). On a un dia- 
gramme commutatif 

où p et q sont les applications de passage au quotient, et i l'injection canonique. 
Comme i et q sont propres (TG,  1, p. 72, prop. 2 et T G ,  III, p. 28, prop. 2, c))  et 
que p est surjective, on en déduit que j est propre (TG,  1, p. 73, prop. 5), donc est 
un homéomorphisme. 

PROPOSITION 7. - Soit H un sous-groupe fermé de G contenant T .  
a )  Notons W H ( T )  le sous-groupe NH(T) /T  de W G ( T ) ;  le groupe H/H,  est iso- 

morphe au groupe quotient W H ( T ) / W H o ( T ) .  
b )  Pour que H soit connexe, il faut et il suffit que tout élément de W G ( T )  qui a un 

représentant dans H appartienne à W H o ( T ) .  
L'assertion a)  résulte du cor. 8 au th. 2 (no 2), et l'assertion b)  est un cas particulier 

de a). 
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6. Tores maximaux et relèvement d'homomorphismes 

Soient G un groupe de Lie compact connexe, T un tore maximal de G .  Consi- 
dérons le groupe dérivé D(G)  de G et son revêtement universel D(G); soit 
p :D(G) + G le morphisme composé des morphismes canoniques D(G) + D ( G )  
et D(G)  + G .  Alors D(G) est un groupe de Lie compact connexe (8  1, no 4, cor. 2 
à la prop. 4) ; de plus, l'image réciproque T de T par p est un tore maximal de D(G) 
(no 3, prop. 1). 

Lemme 2. - Soient H un groupe de Lie, fT :T  + H et f :D(G) + H des morphismes 
de groupes de Lie tels que, pour tout t E T,  on ait fT(p(t)) = f( t) .  II existe un unique 
morphisme de groupes de Lie f :G + H tel que f o p  = f et que la restriction de f 
à T soit fT. 

Posons Z = C(G),, ; d'après § 1, no 4, cor. 1 à la prop. 4, le morphisme de groupes 
de Lie g : Z  x D(G) + G tel que g(z, x )  = z - lp (x )  est un revêtement; son noyau 
est formé des couples (z ,  x )  tels que p(x) = z, pour lesquels on a donc x E p-'(Z) c if'. 
Puisque le morphisme (z,  x )  H f , (z - ' ) f (x)  de Z x D(G) dans H applique Ker g 
dans ( e ) ,  il existe un morphisme f de G dans H tel que f o p = f et f ( z )  = fT(z) 
pour z E Z.  Mais on a aussi f ( t )  = fT(t)  pour t E p(T) ; comme T = Z.p(if'), la 
restriction de f à T est bien fT .  

PROPOSITION 8. - Soient G un groupe de Lie compact connexe, T un tore maximal 
de G ,  H un groupe de Lie et cp : L ( G )  + L ( H )  un homomorphisme d'algèbres de Lie. 
Pour qu'il existe un morphisme de groupes de Lie f :G + H tel que L( f )  = cp, il faut 
et il suffit qu'il existe un morphisme degroupes de Lie fT :T  + H tel que L( fT) = cp IL(T) ; 
on a alors fT = flT. 

Si f :G + H est un morphisme de groupes de Lie tel que L ( f )  = cp, alors la 
restriction fT de f à T est l'unique morphisme de T dans H tel que L( f,) = cplL(T). 
Inversement, soit fT : T -+ H un morphisme de groupes de Lie tel que L( f,) = cp 1 L(T) .  
Soient D(G) et p comme ci-dessus; l'application L ( p )  induit un isomorphisme de 
L(D(G)) sur l'algèbre dérivée b de L(G) .  Il existe un morphisme de groupes de 
Lie ~ : D ( G )  + H tel que L( f) = (cplb) o L ( p )  (III, 8 6, no 1, th. 1). Les morphismes 
t ~ ? ( t )  et t w f T ( p ( t ) )  de T dans H induisent le même homomorphisme des algè- 
bres de Lie, donc coïncident. Appliquant le lemme 2, on en déduit l'existence d'un 
morphisme f : G  + H tel que L ( f )  et cp coïncident sur L ( T )  et b. Comme 
L ( G )  = b + L(T),  on a bien L( f )  = cp. 

PROPOSITION 9. - Soient G un groupe de Lie compact connexe, T un tore maximal 
de G ,  H un groupe de Lie, f: G + H un morphisme. Alors f est injectij si et seulement 
si sa restriction à T est injective. 

En effet d'après le th. 2 (no 2), le sous-groupe distingué Ker f de G est réduit à 
l'élément neutre si et seulement si san intersection avec T est réduite à l'élément 
neutre. 
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5 3. FORMES COMPACTES DES ALGÈBRES DE LIE 
SEMI-SIMPLES COMPLEXES 

1. Formes réelles 

Si a est une algèbre de Lie complexe, on note aIRl (ou parfois a) l'algèbre de Lie 
réelle obtenue par restriction des scalaires. Si g est une algèbre de Lie réelle, on note 
g,, (ou parfois g,) l'algèbre de Lie complexe C O, g obtenue par extension des 
scalaires. Les homomorphismes d'algèbres de Lie réelles g -+ aIRl correspondent 
bijectivement aux homomorphismes d'algèbres de Lie complexes g(,, -+ a : si 
f : g -+ a,,] et g : g,, -+ a se correspondent, on a f (x) = g( l  O x )  et g(Â @ x )  = Âf (x) 
pour x E g, Â E C. 

DÉFINITION 1. - Soit a une algèbre de Lie complexe. On appelle forme réelle de a 
toute sous-algèbre réelle g de a qui est une R-structure sur le C-espace vectoriel a 
(A, II, p. 119, déf. 1). 

Cela signifie donc que l'homomorphisme d'algèbres de Lie complexes g(,, + a 
associé à l'injection canonique g -+ al,] est bijectif. Une sous-algèbre réelle g de a 
est donc une forme réelle de a si et seulement si les sous-espaces g et ig  de l'espace 
vectoriel réel a sont supplémentaires. On appelle alors conjugaison de a relative- 
ment à la forme réelle g l'application o :a -+ a telle que 

(1) o(x + iy) = x - iy , x, y E g . 

PROPOSITION 1. - a)  Soient g une forme réelle de a et o la conjugaison de a relati- 
vement a g. On a alors : 

pour h, y E C, x ,  y E a. Pour qu'un élément x de a appartienne à g, il faut et il suffit 
que o(x) = x. 

b)  Soit o :a -+ a une application satisfaisant à (2). Alors l'ensemble g des points 
fixes de o est une forme réelle de a, et o est la conjugaison de a relativement a g. 

La démonstration est immédiate. 

Notons que si l'on désigne par B la forme de Killing de a, et si g est une forme 
réelle de a, la restriction de B à g est la forme de Killing de g ; en particulier B est 
à valeurs réelles sur g x g. Supposons a réductive ; pour que l'algèbre de Lie réelle g 
soit compacte, il faut et il suffit que la restriction de B à g soit négative (6 1, no 3). 
On dit alors que g est une forme réelle compacte de a.  
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2. Formes réelles associées à un système de Chevalley 

Dans ce numéro, on considère une algèbre de Lie semi-simple déployée (a, ij) 
sur le corps C (VIII, 5 2, no l), de système de racines R(a, ij) = R, et un système 
de Chevalley (X,),,, de (a, 6) (VIII, 8 2, no 4, déf. 3). 

Rappelons (loc. cit.) que l'application linéaire 0 :a -t a qui coïncide avec - Idb 
sur ij et applique X, sur X-, pour tout a E R est un automorphisme de a. Par ailleurs 
(loc. cit., prop. 7), si a, P, a + P sont des racines, on a 

avec NnSp E R* et 

Notons 6, le sous-espace vectoriel réel de ij formé des H E ij tels que a(H) E R  
pour tout a E R. Alors ij, est une R-structure sur l'espace vectoriel complexe ij, 
on a [X,, X-,] E ijo pour tout a E R, et la restriction de la forme de Killing B de a 
à 9, est positive séparante (VIII, 5 2, no 2, remarque 2). De plus, on a 

(5) B(H, X,) = O, B(X,, X,) = O si a + P # O ,  B(X,, X-,) < O 

(VIII, 5 2, no 2, prop. 1 et no 4, lemme 3). 

PROPOSITION 2. - a) Le sous-espace vectoriel réel a, = 9, + RX, de a est 
UER 

une forme réelle de a, dont ij, est une sous-algèbre de Cartan. Le couple (a,, b,) est 
une algèbre de Lie réelle semi-simple déployée, dont (X,) est un système de Chevalley. 

b) Soit o la conjugaison de a relativement à a,. On a o 0 0 = 0 0 o. L'ensemble 
des points fixes de o 0 0 est une forme réelle compacte a, de a, dont iij, est une sous- 
algèbre de Cartan. 

La partie a) résulte immédiatement de ce qui précède. Démontrons b). Comme 
o O 0 et 0 O o sont deux applications semi-linéaires de a dans a qui coïncident sur 
a,, elles coïncident. Alors o o 0 satisfait aux conditions (2) du no 1, donc est la conju- 
gaison de a relativement à la forme réelle a, formée des x E a tels que o o 0(x) = x 
(prop. 1). Posons pour tout a E R 

Alors le R-espace vectoriel a, est engendré par iij,, les u, et les v,.  Plus précisément, 
si on choisit une chambre C de R, on a 

a, = iijo O @ (Ru, + Ru,) 
UER + (C) 
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Il est clair que iij, est une sous-algèbre de Cartan de a,, et il reste à prouver que la 
restriction de B à a, est négative. Or it), et les différents sous-espaces Ru, @ Ru, 
sont orthogonaux pour B, vu (5) ; la restriction de B à iij, est négative et l'on a 

d'où la conclusion. 

Remarque. - Avec les notations précédentes, on a les formules suivantes : 

(9 )  [h, u,l = - ia(h)v, , [h, val = ia(h)ua , [u,, va] = 2iH, , (h E i j )  

(dans les trois dernières formules, on convient, comme d'habitude, que N,,, = O 
lorsque y + 6 n'est pas une racine). 

On notera que C Ru, est une sous-algèbre réelle de a, qui n'est autre que a, n a,. 
Soit Q ( R )  le groupe des poids radiciels de R (VI,  8 1, no 9). Rappelons qu'à tout 

homomorphisme y : Q ( R )  + C*, on associe un automorphisme élémentaire f ( y )  
de a tel que f ( y )  (h)  = h pour h E i j  et f ( y )  X ,  = y(a) X ,  (VIII, 4 5, no 2). 

PROPOSITION 3. - Soit g une forme réelle compacte de a telle que g n Ij = iij,. I l  
existe un homomorphisme y : Q ( R )  + R$ tel que g = f ( y )  (a,). 

Soit z la conjugaison de a relativement à g. On a par hypothèse z (x )  = x pour 
x E il),, donc z ( x )  = - x pour x E i j o .  Pour tout a E R, et tout h E Qo, on a donc 

il s'ensuit que [h, z(X,)] = - a(h)  z(X,) pour tout h E ij,,, donc aussi pour tout 
h ~ i j .  Il existe donc c, E C* tel que z(X,) = c,X-,. Puisque [X,, X-,] E l),, on a 
[z(X,), t (X- , ) ]  = - [X,, X-,], donc c,. c- ,  = 1 ; de même, on tire des formules 
(3) et (4) que c , + ~  = cacp lorsque a, P, a + 13 sont des racines. D'après V I ,  9 1, no 6, 
cor. 2 à la prop. 19, il existe un homomorphisme 6 : Q ( R )  + C* tel que 6(a)  = c, 
pour tout a E R. 

Montrons maintenant que chaque c, est réel strictement positif. En effet, on a 
caB(X,, X-,) = B ( X a ,  z(X,)), et puisque B(X,, X- , )  est négatif, il suffit de montrer 
qu'on a B(z, z(z))  < O pour tout élément non nul z de a ; or tout élément de a s'écrit 
x + iy, avec x et y dans g, et on a 

B(x + iy, z (x  + iy))  = B ( x  + iy, x - iy) = B(x, x )  + B(y ,  y ) ,  

d'où l'assertion annoncée, la restriction de B à g étant par hypothèse négative et 
séparante. 
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Il s'ensuit que l'homomorphisme 6 est à valeurs dans RT ; il existe donc un homo- 
morphisme y :Q(R) -, RT tel que 6 = y-,. Alors f(y)-'(g) est une forme réelle 
de a ; la conjugaison correspondante est z' = f (y)-' o z of (y). Pour tout a E R, 
on a 

1 112 
= f (Y)- '(K 1'2X,)) = f (Y)- (c, X-,) = X-, , 

et z'(h) = z(h) = h pour h E iJjO ; il s'ensuit que z' est la conjugaison par rapport 
à a,, donc que f(y)-'(g) = a,. 

3. Conjugaison des formes compactes 

THÉORÈME 1. - Soit a une algèbre de Lie semi-simple complexe. 
a) a possède des formes réelles compactes (resp. déployables). 
b) Le groupe Int(a) opère transitivement dans l'ensemble des formes réelles compactes 

(resp. déployables) de a. 
Soit Jj une sous-algèbre de Cartan de a. Alors (a, Jj) est déployée (VIII, $ 2, no 1, 

remarque 2), et possède un système de Chevalley (X,) (VIII, 5 4, no 4, cor. à la prop. 5). 
La partie a) résulte alors de la prop. 2. Soit g une forme réelle compacte de a ; mon- 
trons qu'il existe v E Int(a) tel que v(a,) = g. Soit t une sous-algèbre de Cartan 
de g ; alors t(,, est une sous-algèbre de Cartan de a ; comme Int(a) opère transiti- 
vement sur l'ensemble des sous-algèbres de Cartan de a (VII, $ 3, no 2, th. l), on 
peut se ramener au cas où t(,, = Jj. Comme la forme g est compacte, les valeurs 
propres des endomorphismes ad h, pour h E t, sont imaginaires pures ($ 1, no 3, 
prop. l), donc les racines a E R appliquent t dans iR ; cela implique t = ib0. D'après 
la prop. 3 (no 2), il existe alors v E Int(a) tel que v(a,) = g, d'où b) dans le 
cas des formes compactes. Enfin, soient ml et m, deux formes réelles déployables 
de a. Il existe des épinglages (ml, Jj,, BI ,  ( X i ) )  et (m,, Jj,, B,, (X:)) (VIII, 5 4, 
no 1). Ceux-ci s'étendent de manière évidente en épinglages el et e, de a. Un auto- 
morphisme de a qui applique el sur e, applique ml sur m, ; il suffit donc d'appliquer 
la prop. 5 de VIII, $5, no 3, pour obtenir l'existence d'un élément u de Auto(a) = Int(a) 
tel que u(ml) = m,. 

Remarque. - Nous verrons plus tard une classification générale des formes réelles 
d'une algèbre de Lie semi-simple complexe. 

COROLLAIRE 1. - Soient g et g' deux algèbres de Lie réelles compactes. Pour que 
g et g' soient isomorphes, il faut et il suffit que les algèbres de Lie complexes g(,, et 
g;,, soient isomorphes. 

La condition est évidemment nécessaire. Inversement, supposons g(,, et g;,, 
isomorphes. Soient c (resp. c') le centre de g (resp. g') et 5 (resp. 5') Salgèbre dérivée 
de g (resp. g'). Alors c(,, et ci,, sont respectivement les centres de g(,) et g;,,, donc 
sont isomorphes ; il s'ensuit que les algèbres commutatives c et c' sont isomorphes. 
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De mêmes(,, et si,, sont isomorphes, donc 5 et s', qui sont des formes réelles compactes 
de deux algèbres semi-simples complexes isomorphes, sont isomorphes d'après le 
th. 1, b). 

COROLLAIRE 2. - Soit a une algèbre de Lie complexe. Les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

(i) a est réductive. 
(ii) Il existe une algèbre de Lie réelle compacte g telle que a soit isomorphe à g(,,. 
(iii) Il existe un groupe de Lie compact G tel que a soit isomorphe à L(G)(,,. 
D'après la déf. 1 du 1, no 3, les conditions (ii) et (iii) sont équivalentes et impli- 

quent (i). Si a est réductive, elle est produit direct d'une algèbre commutative, qui 
possède évidemment une forme réelle compacte, et d'une algèbre semi-simple qui en 
possède une d'après le th. 1, a), donc (i) implique (ii). 

COROLLAIRE 3. - Soient a, et a, deux algèbres de Lie semi-simples complexes. Les 
formes réelles compactes de a, x a, sont les produits g, x g,, où, pour i = 1,  2, 
gi est une forme réelle compacte de ai. 

En effet, il existe une forme réelle compacte g, (resp. g,) de a, (resp. a,) ; alorS\ 
g, x g, est une forme réelle compacte de a, x a,. Le corollaire résulte alors du 
th. 1, b), appliqué à a,, a, et a,  x a,. 

Il résulte notamment du cor. 3 ci-dessus qu'une algèbre de Lie réelle compacte g 
est simple si et seulement si l'algèbre de Lie complexe a(,, est simple. On dit alors 
que g est de type A,, ou B,, ..., si g(,, est de type A,, ou B,, ... (VIII, 5 2, no 2). D'après 
le cor. 1 ci-dessus, deux algèbres de Lie réelles simples compactes sont isomorphes 
si et seulement si elles sont de même type. 

Soit G un groupe de Lie compact connexe presque simple (III, 5 9, no 8, déf. 3). 
On dit que G est de type A,, ou B,, ... si son algèbre de Lie est de type A,, ou B,, .... 
Deux groupes de Lie compacts presque simples simplement connexes sont isomorphes 
si et seulement s'ils sont de même type. 

4. Exemple 1 : algèbres compactes de type A, 

Soient V un espace vectoriel complexe de dimension finie et @ une forme hermi- 
tienne positive séparante sur V. Le groupe unitaire associé à @ (4 A, IX) est le sous- 
groupe U(@) de GL(V) formé des automorphismes de i'espace hilbertien complexe 
(V, @) ; c'est un sous-groupe de Lie (réel) du groupe GL(V), dont l'algèbre de Lie est la 
sous-algèbre u(@) de l'algèbre de Lie réelle gI(V) formée des endomorphismes x 
de V tels que x" = - x (III, 3, no 10, cor. 2 à la prop. 37), où l'on désigne par x* 
l'adjoint de x relativement à @. Comme le groupe U(@) est compact (5 1, no l), 
u(@) est donc une algèbre de Lie réelle compacte. De même, le groupe spécial unitaire 
SU(@) = U(@) n SL(V) est un sous-groupe de Lie compact de SL(V), dont l'algèbre 
de Lie est su(@) = u(@) n sI(V). 
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Lorsque V = Cn et que @ est la forme hermitienne usuelle (pour laquelle la base 
canonique de Cn est orthonormale), on écrit U(n, C), SU(n, C), u(n, C), su(n, C) 
au lieu de U@), SU(@), u(@), su(@). Les éléments de U(n, C) (resp. u(n, C)) sont les 
matrices A E M,(C) telles que A.'A = In (resp. A = - 'A), qui sont dites unitaires 
(resp. antihermitiennes). 

PROPOSITION 4. - a) Les formes réelles compactes de l'algèbre de Lie complexe 
sl(V) sont les algèbres su(@), où @ parcourt l'ensemble des formes hermitiennes posi- 
tives séparantes sur l'espace vectoriel complexe V. 

b) Les algèbres u(@) sont des formes réelles compactes de gl(V). 
Soit @ une forme hermitienne positive séparante sur V. Pour tout x E gl(V), 

posons o(x) = - x* (où x* est l'adjoint de x relativement à 0). Alors o satisfait 
aux conditions (2) de la prop. 1 du no 1, donc l'ensemble u(@) (resp. su(@)) des points 
fixes de o dans gl(V) (resp. sI(V)) est une forme réelle compacte de gl(V) (resp. sl(V)). 
Comme GL(V) opère transitivement sur l'ensemble des formes hermitiennes positives 
séparantes sur V (A, IX) et sur l'ensemble des formes réelles compactes de sl(V) 
(no 3, th. 1 et VIII, $i 13, no 1 (VII)), la prop. 4 est ainsi démontrée. 

COROLLAIRE. - Toute algèbre de Lie réelle compacte simple de type A, (n 2 1) est 
isomorphe à eu(n + 1, C). 

En effet, toute algèbre de Lie complexe de type A, est isomorphe à sl(n + 1, C) 
(VIII, § 13, no 1). 

Remarques. - 1) On a gl(V) = sl(V) x C. l,, u(@) = eu(@) x R. il, ; les formes 
réelles compactes de gI(V) sont les su(@) x Realv, a E C*. 

2) Si l'on munit l'algèbre de Lie complexe a = sI(n, C) du déploiement et du 
système de Chevalley introduits en VIII, § 13, no 1 (IX), on a alors, avec les notations 
du no 2, 

5. Exemple II : algèbres compactes de type B, et Dn 

Soient V un espace vectoriel réel de dimension finie et Q une forme quadratique 
positive séparante sur V. Le groupe orthogonal associé à Q (A, IX) est le sous-groupe 
O(Q) de GL(V) formé des automorphismes de l'espace hilbertien réel (V, Q ) ;  
c'est un sous-groupe de Lie de GL(V), dont l'algèbre de Lie est la sous-algèbre o(Q) 
de gI(V) formée des endomorphismes x de V tels que x* = - x (III, § 3, no 10, 
cor. 2 à la prop. 37), x* désignant l'adjoint de x relativement à Q. Comme le groupe 
O(Q) est compact, o(Q) est donc une algèbre de Lie réelle compacte. On pose 
SO(Q) =O(Q) n SL(V) ; c'est un sous-groupe fermé d'indice fini de O(Q) (d'indice 2 
si dim V # O), donc aussi d'algèbre de Lie o(Q). 

Lorsque V = Rn et que Q est la forme quadratique usuelle (pour laquelle la base 
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canonique de Rn est orthonormale), on écrit O(n, R), SO(n, R), o(n, R) au lieu de 
O(Q), SO(Q), o(Q). Les éléments de O(n, R) (resp. o(n, R)) sont les matrices A E M,(R) 
telles que A.'A = In (resp. A = - 'A), qui sont dites orthogonales (resp. anti- 
symétriques). 

Soit V(,, le C-espace vectoriel déduit de V et soit Q(,) la forme quadratique sur 
V(,, déduite de Q. Identifions gI(V)(,, à gI(V(,); alors o(Q)(q s'identifie à o(Q(,,) : 
cela est clair puisque l'application x I+ x* + x de gI(Vo,) dans lui-même est C-liné- 
aire. Comme o(Q(,)) est de type B, si dim V = 2n + 1, n 2 1, et de type D, si 
dim V = 2n, n 2 3 (VIII, 8 13, nos 2 et 4), on en déduit : 

PROPOSITION 5. - Toute algèbre de Lie réelle simple compacte de type B,, n >, 1 
(resp. de type D,, n 2 3) est isomorphe à o(2n + 1, R) (resp. o(2n, R)). 

6. Groupes compacts de rang 1 

D'après TG, VIII, p. 5, prop. 3, p. 6, prop. 4 et p. 7, remarque 4, le groupe topo- 
logique SU(2, C) est isomorphe au groupe topologique S3 des quaternions de norme 1, 
et le quotient de SU(2, C) par le sous-groupe Z formé des matrices I ,  et - I ,  est 
isomorphe au groupe topologique SO(3, R). Notons que Z est le centre de 
SU(2, C) : en effet, puisque H = R.S3, tout élément du centre du groupe S, est 
dans le centre R de l'algèbre H donc appartient au groupe à deux éléments 
S 3 n R  = ( -  1, 1). 

PROPOSITION 6. - Toute algèbre de Lie réelle compacte semi-simple de rang 1 est 
isomorphe à 542, C) et à o(3, R). Tout groupe de Lie compact semi-simple connexe 
de rang 1 est isomorphe à SU(2, C) s'il est simplement connexe, à SO(3, R) sinon. 

La première assertion résulte du cor. à la prop. 4 et de la prop. 5. Comme SU(2, C) 
est homéomorphe à S3 (TG, VIII, p. 7, remarque 4), donc simplement connexe 
(TG, XI, à paraître), tout groupe de Lie compact semi-simple simplement connexe 
de rang 1 est isomorphe à SU(2, C) ; tout groupe de Lie compact semi-simple connexe 
de rang 1 non simplement connexe est isomorphe au quotient de SU(2, C) par un 
sous-groupe de Z non réduit à l'élément neutre, donc à SO(3, R). 

Remarque. - On a vu ci-dessus que SU(2, C) est simplement connexe et que 
nI(S0(3,  R)) est d'ordre 2. Nous verrons plus loin que ces résultats se généralisent 
respectivement à SU(n, C )  (n  > 1) et SO(n, R) (n > 3)  (cf. aussi § 3, exerc. 4 et 5) . 

Rappelons (VIII, 8 1, no 1) qu'on appelle base canonique de sI(2, C) la base 
(X+ ,  X - ,  Hl, où 
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On obtient donc une base (U, V, iH) de 542, C) également dite canonique en posant 

iH=(A -0). 
On a 

(13) [iH, U] = 2V, [iH, T/] = - 2U,  [U, Vl = 2iH. 

Si B désigne la forme de Killing de m(2, C), un calcul immédiat donne 

(14) B ( a U + b V + c i H , a ' U + b ' V + c f i H ) =  - 8 ( a a f + b b ' + c c ' ) ,  

de sorte que, si l'on identifie 542, C) à R3 au moyen de sa base canonique, la repré- 
sentation adjointe de SU(2, C) définit un homomorphisme SU(2, C) + SO(3, R) 
(cf. ci-dessus). 

Notons par ailleurs que RiH est une sous-algèbre de Cartan de 542, C), que le 
tore maximal T de SU(2, C) qui lui correspond est formé des matrices diagonales 

(O i) , où = 1, et que Sapplication exponentielle 

exp : RiH -+ T 

applique xH, pour x E Ri, sur la matrice , donc a pour noyau 

Z.K où K est l'élément de su(2, C) défini par 

Par ailleurs, le centre de SU(2, C) est formé de l'identité et de exp(K/2). 

D'après VIII, 8 1, no 5, on a 

Enfin, pour t = ( i) ET, on a 

(19) (Adt)X+ = a 2 X + ,  (Adt)X- = a-'X-, (Adt)H = H ,  

(20) (Ad t) U = &?(a2) U + Y(a2) V , (Ad t) V = - Y(a2) U + W(a2) V . 
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4. SYSTÈME DE RACINES ASSOCIÉ À UN GROUPE COMPACT 

Dans les paragraphes 4 a 8, on désigne par G un groupe de Lie compact connexe 
et par T un tore maximal de G. On note g (resp. t) l'algèbre de Lie de G (resp. T), g, 
(resp. t,) l'algèbre de Lie complexifiée de g (resp. t), et W le groupe de Weyl de G 
relativement à T (4 2, no 5). 

1. Le groupe X(H) 

Soit H un groupe de Lie compact. On note X(H) le groupe (commutatif) des 
homomorphismes continus de H dans le groupe topologique C*. D'après III, 6 8, 
no 1, th. 1, les éléments de X(H) sont des morphismes de groupes de Lie ; pour tout 
a E X(H), la différentielle de a est une application R-linéaire L(a) :L(H) -t L(C*). 
Nous identifierons désormais l'algèbre de Lie de C* à C de façon que l'application 
exponentielle de C* coïncide avec l'application z w ez de C dans C*. A tout élément a 
de X(H) est alors associé un élément L(a) E Hom,(L(H), C) ; on note 6(a) l'élément 
de Hom,(L(H)(,), C) qui lui correspond (c'est-à-dire dont la restriction à 
L(H) c L(H)(,) est égale à L(a)). 

Pour tout x E L(H) et tout a E X(H), on a 

par fonctorialité de l'application exponentielle (III, 8 6, no 4, prop. 10). 
On notera le plus souvent additivement le groupe X(H) ; en ce cas, on notera ga 

l'élément a(g) de C*. Avec cette notation, on a les formules 

Puisque H est compact, les éléments de X(H) prennent leurs valeurs dans le 
sous-groupe U = U(1, C) des nombres complexes de valeur absolue 1, de sorte que 
X(H) s'identifie au groupe des homomorphismes continus (ou analytiques) de H 
dans U. Il en résulte que, pour tout a E L(H), l'application L(a) prend ses valeurs 
dans le sous-espace Ri de C, donc 6(a) applique L(H) dans Ri. 

Si H est commutatif, X(H) n'est autre que le groupe (discret) dual de H (TS, II, 
6 1, no 1). Si H est commutatif et fini, X(H) s'identifie au groupe fini dual 
D(H) = Hom,(H, Q/Z) (où conformément à A, VII, p. 27, exemple 1, on identifie 
Q/Z à un sous-groupe de C* par l'homomorphisme r H exp(2nir)). 

Pour tout morphisme f : H  + H' de groupes de Lie compacts, on note X(f) 
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l'homomorphisme a H U  0 f de X(H1)  dans X(H).  Si K est un sous-groupe distingué 
fermé du groupe de Lie compact H, on a une suite exacte de Z-modules 
O + X(H/K)  + X(H) + X(K).  

PROPOSITION 1. - Pour tout groupe de Lie compact H,  le Z-module X ( H )  est de type 
fini. Il est libre si H,est connexe. 

Supposons d'abord H connexe; tout élément de X ( H )  s'annule sur le groupe 
dérivé D ( H )  de H, d'où un isomorphisme X(H/D(H))  + X(H).  Mais H / D ( H )  est 
connexe et commutatif, donc est un tore, et X(H/D(H))  est un Z-module libre de 
type fini (TS, II, 5 2, no 1, cor. 2 à la prop. 1). Dans le cas général, il résulte de l'exacti- 
tude de la suite 

où X(H,) est libre de type fini et X(H/Ho)  fini, que X ( H )  est de type fini. 

PROPOSITION 2. - Soient H un groupe de Lie compact commutatif, et (ai)isl une 
famille d'éléments de X ( H )  ; pour que les ai engendrent X(H),  il faut et il suffit que 
l'intersection des Ker ai soit réduite à l'élément neutre. 

D'après TS,  I I ,  5 1, no 7, th. 4, l'orthogonal du noyau de ai est le sous-groupe Ai 
de X(H) engendré par ai ; d'après loc. cit., cor. 2 au th. 4, l'orthogonal de n Ker ai 
est le sous-groupe de X ( H )  engendré par les Ai ,  d'où la proposition. 

2. Le groupe nodal d'un tore 

On appelle groupe nodal du tore S et on note T ( S )  le noyau de l'application expo- 
nentielle L(S)  + S. C'est un sous-groupe discret de L(S), dont le rang est égal à 
la dimension de S, et l'application R-linéaire R O, T ( S )  + L(S)  qui prolonge 
l'injection canonique de T ( S )  dans L ( S )  est bijective. Elle induit par passage au 
quotient un isomorphisme RIZ O, T ( S )  + S. 

Par exemple, le groupe nodal T ( U )  de U est le sous-groupe 2niZ de L ( U )  = iR. 
Pour tout morphisme f :S -, S' de tores, on note T ( f )  l'homomorphisme 

T ( S )  + T(S ' )  déduit de L( f ) .  On a un diagramme commutatif 

Soit a E X(S)  ; appliquant ce qui précède au morphisme de S dans U défini par a, 
on voit que l'application C-linéaire G(a) :L(S)o,  + C du no 1 applique T ( S )  dans 
2niZ. On définit donc une forme Z-bilinéaire sur X ( S )  x T ( S )  en posant 

- 

(2) 
1 

< a , x >  = -6(a) 2ni ( X ) ,  a e X ( S ) ,  X E T ( S ) .  
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PROPOSITION 3. - La forme bilinéaire (a, X )  H ( a ,  X ) sur X(S) x T(S) est inver- 
sible. 

Rappelons (A, IX) que par définition cela signifie que les applications linéaires 
X(S) + Homz(T(S), Z) et T(S) -t Hom,(X(S), Z) associées à cette forme bilinéaire 
sont bijectives. 

On voit aussitôt que si la conclusion de la proposition est vraie pour deux tores, 
elle est aussi vraie pour leur produit. Comme tout tore de dimension n est isomorphe 
à Un, on est donc ramené au cas où S = U. Dans ce cas particulier, l'assertion est 
immédiate. 

Soit f :S + S' un morphisme de tores. Alors les applications linéaires 
X( f )  :X(S1) + X(S) et T( f )  : T(S) + T(S1) sont transposées l'une de l'autre : pour 
tout a' E X(S1) et tout X E T(S), on a 

PROPOSITION 4. - Soient S et S' deux tores. Notons M(S, S') le groupe des morphismes 
de groupes de Lie de S dans S'. Les applications f H X( f )  et f M T( f )  sont des iso- 
morphismes de groupes de M(S, S') sur HomZ(X(S1), X(S)) et Hom,(T(S), T(S1)) 
respectivement. 

Si f est un morphisme de groupes de Lie de S dans S', l'homomorphisme X( f )  
n'est autre que l'homomorphisme dual de f au sens de TS, II, 1, no 7. L'application 
cp H @ de HomZ(X(S1), X(S)) dans M(S, S') définie dans loc. cit. est réciproque de 
l'application f H X( f )  de M(S, S') dans Hom,(X(S1), X(S)) ; cette dernière est donc 
bijective. Si l'on identifie T(S) (resp. T(Sf)) au Z-module dual de X(S) (resp. X(S1)) 
(prop. 3), T( f )  coïncide avec l'homomorphisme transposé de X( f), d'où la pro- 
position. 

Remarques. - 1 )  Soit f :S + S' un morphisme de tores. Le diagramme du serpent 
(A, X, 1, no 2) associé à (1) donne une suite exacte 

(4) O - Ker T( f )  - Ker L( f )  - Ker f 4 Coker T( f )  - - Coker L( f )  - Coker f - O . 

En particulier, supposons f surjectif, de noyau fini N, de sorte qu'on a la suite exacte 

où i est l'injection canonique. Alors L( f )  est bijectif, et on tire de (4) un isomor- 
phisme N + Coker T( f), d'où une suite exacte 

Par ailleurs, d'après TS, II, 1, no 7, th. 4, la suite 

(6) 
X ( f )  O + X(Sf) - X(S) a X(N) -+ O 

est exacte. 
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2) D'après la prop. 4, l'application f H T(f)(2ni) de M(U, S) dans T(S) est 
un isomorphisme ; si a E X(S) = M(S, U) et f E M(U, S), alors le composé 
a of  E M(U, U) est l'endomorphisme u H ur, où r = ( a, T( f )  (2ni)). On identifiera 
dans la suite M(U, U) = X(U) à Z, l'élément r de Z étant associé à l'endomorphisme 
u H ur ; avec les notations ci-dessus, on a donc 

e v s  3) A la suite exacte O -+ T(S) + L(S) - S + 0, est associé un isomorphisme 
de T(S) sur le groupe fondamental de S, dit dans la suite canonique. Pour tout mor- 
phisme f :  S + S' de tores, T( f )  s'identifie par les isomorphismes canoniques 
T(S) + nl(S) et T(Sf) -t nl(Sf) a l'homomorphisme nl( f )  :nl(S) + nl(S1) déduit 
de f: Cela donne notamment une autre interprétation de la suite exacte (5) (cf: TG, 
XI, à paraître). 

4) Les homomorphismes de Z-modules 6:X(S) -t Hom,(L(S)(,,, C) et 
i :T(S) + L'(s)(,, (i est déduit de l'injection canonique de T(S) dans L(S)) se pro- 
longent en des isomorphismes de C-espaces vectoriels 

que nous appellerons dans la suite canoniques. On notera que, si l'on étend par 
C-linéarité l'accouplement entre X(S) et T(S) en une forme bilinéaire < , 9 sur 
(C O X(S)) x (C O W ) ,  on a 

3. Poids d'une représentation linéaire 

Dans ce numéro, on désigne par k l'un des corps R ou C. 
Soient V un espace vectoriel sur k de dimension finie, et p : G  + GL(V) une 

représentation continue (donc analytique réelle, III, 4 8, no 1, th. 1) du groupe de 
Lie compact connexe G dans V. Définissons un espace vectoriel complexe V et 
une représentation continue j3 : G  -, GL(V) comme suit : si k = C, on pose V = V, 
p = p ; si k = R, on pose = Y(,->, et (7 est le composé de p et de l'homomorphisme 
canonique GL(V) + GL(V). 

Pour tout h E X(G), on note YJG) le sous-espace vectoriel de v formé des v E Y 
tels que P(g) v = ghv pour tout g E G (cJ: VII, 4 1, no 1). D'après loc. cit., prop. 3, 
la somme des Q G )  (pour h parcourant X(G)) est directe. De plus : 

Lemme 1. - Si G est commutatif, est la somme directe des V,(G) pour h E X(G). 
Comme p est semi-simple (4 1, no l), il suffit de démontrer le lemme dans le cas 

où p est simple. En ce cas, le commutant Z de p(G) dans End(V) est réduit aux 
homothéties (A, VIII, 4 3, no 2, th. 1) ; l'homomorphisme se factorise donc par le 
sous-groupe C*. 1, de GL@), et il existe h E X(G) tel que v = Y,(G). 

BOURBAKI. - Groupes et ulgebre de Lie fchup. 9). - 2  
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DÉFINITION 1. - On appelle poids de la représentation p de G, relativement au tore 
maximal T de G, les éléments h de X(T) tels que V,(T) # O. 

On note P(p, T), ou P(p)  s'il n'y a aucune confusion possible sur le choix de T, 
l'ensemble des poids de p relativement à T. On a d'après le lemme 1 

Soient T' un autre tore maximal de G et g un élément de G tel que (Int g )  T = T' 
($ 2, no 2, th. 2). Pour tout h E X(T), on a 

Par conséquent 

Le groupe de Weyl W = WG(T) opère à gauche sur le Z-module X(T) par l'opé- 
ration w ~ X ( w - l ) ;  pour t E T ,  h EX(T), w E W, on a donc twh = (w-'(t))'. 

PROPOSITION 5. -L'ensemble P(p, T)  est stable pour l'opération du groupe de Weyl W. 
Soit n E NG(T), et soit w sa classe dans W ; pour h E X(T), on a p(n) (YJT)) = V,,(T) 
et dim Y,,(T) = dim V,(T). 

La formule (9), avec T '  = T, g = n, entraîne que P(p, T)  est stable par w ; de 
plus j?(n) induit un isomorphisme de V,(T) sur B,,(T) (formule (8)), d'où la pro- 
position. 

PROPOSITION 6. - Pour que l'homomorphisme p :G + GL(V) soit injectif, il faut 
et il sufit que P(p, T) engendre le Z-module X(T). 

Pour que p soit injectif, il est nécessaire et suffisant que sa restriction à T le soit 
($ 2, no 6, prop. 9). Par ailleurs, comme l'homomorphisme canonique GL(V) -t G L ( ~ )  
est injectif, on peut remplacer p par j?. Il résulte alors de (7) que le noyau de la res- 
triction de p à T est l'intersection des noyaux des éléments de P(p, T). La conclusion 
résulte donc de la prop. 2 du no 1. 

La représentation linéaire L(p) de t dans gl(g) s'étend en un homomorphisme 
de C-algèbres de Lie 

L(p) : tc -t gf(V) . 

Rappelons par ailleurs qu'à tout élément h de X(T) a été associée (no 1) une forme 
linéaire 6(h) sur t, telle que 

(10) (exp, x)' = e6(')(") , x E t 

Rappelons enfin (VII, $ 1, no 1) que pour toute application p : t, + C, on note V,(t,) 
le sous-espace vectoriel de V formé des v tels que (L(p) (u)) (v) = p(u).v pour tout 
u E tC. 

On déduit alors de (7) et de loc. cit., prop. 3 : 
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PROPOSITION 7. - a) Pour tout h E x(T), on a Y,(T) = B,(,)(t,). 
b) L'application 6 :X(T) -, Hom,(t,, C) induit une bijection de P(p, T)  sur l'en- 

semble des poids de t, dans 8. 
Notons d'ailleurs que, si l'on fait opérer W sur t, en associant à tout élément w 

de W l'endomorphisme L(w)(,, de t,, l'application 6 est compatible avec l'action 
de W sur X(T) et Hom,(t,, C). 

Supposons maintenant k = R. Notons o la conjugaison de relativement à V, 
définie par o(x + iy) = x - iy pour x, y dans V ; pour tout sous-espace vectoriel 
complexe E de 8 ,  le plus petit sous-espace rationnel sur R de contenant E est 
E + o(E). En particulier, pour tout h E X(T), il existe un sous-espace vectoriel réel 
V(h) de V tel que le sous-espace V(h)(,, de 8 soit 8 , ( ~ )  + B-,(T) (noter que 
~(Q,(T))  = 8-,(T)). On a ~ ( h )  = v(- A), et les ~ ( h )  sont les composants isoty- 
piques de la représentation de T dans V déduite de p. 

4. Racines 

On appelle racines de G relativement à T les poids non nuls de la représentation 
adjointe de G. L'ensemble des racines de G relativement à T est noté R(G, T), ou 
simplement R s'il n'y a pas de confusion possible. D'après la prop. 6, l'application 

(on note tC le dual de l'espace vectoriel complexe t,) applique bijectivement R(G, T) 
sur l'ensemble R(gc, t,) des racines de l'algèbre réductive déployée (g,, t,) (VIII, 
5 2, no 2, remarque 4). Si l'on pose, pour tout a E R 

chaque g" est de dimension 1 sur C (loc. cit., th. 1) et on a 

Pour chaque a E R, désignons par V(a) le sous-espace de dimension 2 de g tel 
que V(a)(, = ga + g-*; les composants isotypiques non nuls de g pour la repré- 
sentation adjointe de T sont t et les V(a). Soit par ailleurs K la forme quadratique 
associée à la forme de Killing de g ; elle est négative (5 1, no 3, prop. 1) et sa restriction 
K(a) à V(a) est négative et séparante. Pour chaque élément t de T, Ad t laisse stable 
K(a), d'où un morphisme de groupes de Lie 

Il existe alors un unique isomorphisme p, :U -+ SO(K(a)) tel que i, = p, O a. En 
effet, soit X un élément non nul de g*, et soit Y l'image de X par la conjugaison 
de g, relativement à g ; alors Y E g-", et on obtient une base ( U ,  V)  de V(a) en 
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posant U = X + Y, V = i (X  - Y); sur la base (U, V), la matrice de l'endomor- 
phisme de V(a) induit par Ad t, t E T, est 

d'où l'assertion. 

PROPOSITION 8. - Soit Q(R) le sous-groupe de X(T) engendré par les racines de G. 
a)  Le centre C(G) de G est un sous-groupe fermé de T, égal à l'intersection des 

noyaux des racines. L'application canonique X(T/C(G)) -, X(T) est injective et 
d'image Q(R). 

b) Le groupe compact C(G) est isomorphe au dual du groupe discret X(T)/Q(R) 
(TS, II, 5 1, no 1, déf. 2). 

c )  Pour que C(G) soit réduit à l'élément neutre, il faut et il suffit que Q(R) soit 
égal à X(T). 

D'après 2, no 2, cor. 2 au th. 2, C(G) est contenu dans T. Comme c'est le noyau 
de la représentation adjointe, c'est l'intersection des noyaux des racines, c'est-à-dire 
l'orthogonal du sous-groupe Q(R) de X(T). La proposition résulte alors de TS, 
II, 5 1, no 7, th. 4 et no 5, th. 2. 

PROPOSITION 9. - Tout automorphisme du groupe de Lie G qui induit l'identité sur 
T est de la forme Int t, avec t E T. 

Supposons d'abord C(G) réduit à l'élément neutre, c'est-à-dire X(T) = Q(R) 
(prop. 8). Soient f un automorphisme de G induisant l'identité sur T, et cp = L( f )(,, ; 
alors cp est un automorphisme de g, induisant l'identité sur t,. D'après VIII, 5, 
no 2, prop. 2, il existe un unique homomorphisme 8 :Q(R) + C* tel que cp induise 
sur chaque ga l'homothétie de rapport 8(a). Comme cp laisse stable la forme réelle g 
de g,, il commute à la conjugaison o de g, par rapport a g ; mais on a o(ga) = g-", 
donc 8(- a )  = B(a) pour tout a E R. Cela implique 8(a) 8(a) = 8(a) 8(- a )  = 1. 
Il en résulte que 8 est à valeurs dans U, donc correspond par dualité à un élément t 
de T tel que (Ad t)(,) = cp, donc Int t = f: 

Dans le cas général, ce qui précède s'applique au groupe G/C(G), dont le centre 
est réduit à l'élément neutre, et à son tore maximal T/C(G). On en déduit que, si 
f est un automorphisme de G induisant l'identité sur T, il existe un élément t de T 
tel que f et Int t induisent par passage au quotient le même automorphisme de 
G/C(G). Alors, comme le morphisme canonique D(G) + G/C(G) est un revête- 
ment fini (§ 1, no 4, cor. 1 à la prop. 4), f et Int t induisent le même automorphisme 
de D(G), donc de D(G) x C(G), donc aussi de G (loc. cit.). 

COROLLAIRE. - Soient u un automorphisme de G et H le sous-groupe fermé de G 
formé des pointsJixes de u. Pour que l'automorphisme u soit intérieur, il faut et il suffit 
que Ho soit de rang maximum. 
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Si u est égal à Int g, avec g E G, le sous-groupe Ho = Z(g), est de rang maximum 
(5 2, no 2, cor. 3). Inversement, si H contient un tore maximal S, l'automorphisme u 
est de la forme Int s avec s E S (prop. 9). 

5. Vecteurs nodaux et racines inverses 

Lemme 2. - Soient S un sous-groupe fermé de T et Z(S) son centralisateur dans G. 
(i) R(Z(S),, T) est l'ensemble des a E R(G, T) tels que a(S) = { 1 ) ; 
(ii) Le centre de Z(S), est l'intersection des Ker a pour a E R(Z(S),, T) ; 
(iii) Si S est connexe, Z(S) est connexe. 
L'algèbre de Lie L(Z(S))(,, est formée des invariants de S dans gc (III, 5 9, no 3, 

prop. 8), donc est somme directe de tc et des ga pour lesquels a(S) = i l ) ,  d'où (i). 
L'assertion (ii) résulte alors de la prop. 8 (no 41, et l'assertion (iii) a déjà été démontrée 
(5 2, no 2, cor. 5 au th. 2). 

THÉORÈME 1. - Soit a E R(G, T). Le centralisateur Z, du noyau de a est un sous- 
groupe fermé connexe de G ;  son centre est Ker a ;  son groupe dérivé D(Z,) = Sa 
est un sous-groupe fermé connexe semi-simple de rang 1 de G. On a R(Z,, T) = { a, - a )  
et dim Z, = dim T + 2. 

Soit ZL le centralisateur de (Ker a), . D'après le lemme 2, c'est un sous-groupe fermé 
connexe de G, et R(Z;, T) est l'ensemble des P E R(G, T) tels que B((Ker a),) = { 1 ). 
On a évidemment {g - a )  c R(ZL, T). Inversement, soit P E R(Z;, T) ; puisque 
(Ker a), est d'indice fini dans Ker a, il existe un entier r # O tel que trO = 1 pour 
t E Ker a. De l'exactitude de la suite 

O -+ Z + X(T) -+ X(Ker a) + O 

correspondant par dualité à la suite exacte 

O + K e r a + T % U + O ,  

il résulte que rp est un multiple de a ; d'après VIII, 5 2, no 2, th. 2, (i), cela implique 
p E {a, - a ) .  On a donc R(ZL, T) = {a, - a ) .  Il s'ensuit (lemme 2) que le centre 
de Z; est Ker a, donc que ZL = Z,. Enfin, d'après le cor. 1 à la prop. 4 (5 1, no 4), 
D(Z,) est un sous-groupe fermé connexe semi-simple de G ; il est de rang 1 puisque 
WZa)( , ,  = ga + 9 -" + [9", 9-7. 

COROLLAIRE. - Il existe un morphisme de groupes de Lie v :SU(2, C) -+ G ayant 
les propriétés suivantes : 

a)  L'image de v et le noyau de a commutent. 

b )  Pour tout a E U, on a v (O a ) E T e t a o v ( i  : ) = a ' .  

Si v, et v, sont deux morphismes de SU(2, C )  dans G possédant les propriétés 

précédentes, il existe a E U tel que v, = v, 0 Int(i  :), 
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D'après le th. 1 et la prop. 6 du 5 3, no 6, il existe un morphisme de groupes de 
Lie v :SU(2, C) + S,, surjectif à noyau discret. Alors v-'(T n S,) est un tore 
maximal de SU(2, C) (5 2, no 3, prop. 1). Puisque les tores maximaux de SU(2, C) 
sont conjugués ($ 2, no 2, th. 2), on peut supposer, quitte à remplacer v par v o Int s 
(avec s E SU(2, C)), que v-'(T n S,) est le groupe des matrices diagonales de 

SU(2, C). On a alors v ( i) E T pour tout a E U, et l'application 

est une racine de SU(2, C), donc est égale à l'une des deux applications (: %) - a2 

ou (O a) c a-' ($3, no 6, formules (19)). Dans le premier cas, I'homomorphisme 

v convient ; dans le second cas, l'homomorphisme v o Int 8 convient (loc. cit., 
formules (1 8)). 

Si v, et v, sont deux morphismes de SU(2, C) dans G répondant aux conditions 
exigées, ils appliquent tous deux SU(2, C) dans S, (condition a)), donc sont tous deux 
des revêtements universels de S,. Il existe donc un automorphisme cp de SU(2, C) tel 
que v2 = v, o cp, et on conclut par la prop. 9 du no 4. 

Il résulte du corollaire précédent que l'homomorphisme v, de U dans T, défini par 

v,(a) = v(: i) pour a E U, est indépendant du choix de v. On note K, E T(T) 

l'image par T(v,) de l'élément 2ni de T(U) = 2xiZ ; on dit que c'est le vecteur nodal 
associé à la racine a. On a ( a, K, ) = 2, c'est-à-dire (no 2, formule (2)) 6(a) (K,) = 4ni ; 
comme K, appartient à l'intersection de t et de L(S,)(,,, on a donc 

(13) K, = 2niH,(,, , 

où H,(,, est la racine inverse associée à la racine 6(a) de (g,, t,) (VIII, 5 2, no 2). Autre- 
ment dit, lorsqu'on identifie T(T) @ R au dual de X(T) @ R via l'accouplement 
( , ), K, s'identifie à la racine inverse a" E (X(T) @ R)*. 

Remarque. - Pour tout x E R, on a 

En particulier : 

Il en résulte que v est injectq si et seulement si K ,  $ 2T(T), c'est-à-dire s'il existe h E X(T) 
tel que ( h, K,) # 22. Lorsque gc est simple, v est injectif sauf lorsque gc est de type B,, 
C(G) = ( 1 )  et cc est une racine courte (cf: VI, planches). 
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On note dans la suite de ce paragraphe RV (G, T) l'ensemble des vecteurs nodaux 
K, pour a E R(G, T). C'est une partie de T(T) que l'injection canonique de T(T) 
dans t, identifie à l'homothétique de rapport 2ni du système de racines inverse 
Rv (g,, t,) = {H,(,,) de 6(R). Il en résulte que RV (G, T) engendre le R-espace 
vectoriel L(T n D(G)), donc que son orthogonal dans X(T) est X(T/(T n D(G))). 

Notons Aut(T) le groupe des automorphismes du groupe de Lie T ;  le groupe 
de Weyl W = WG(T) (5 2, no 5) s'identifie à un sous-groupe de Aut(T). Rappelons 
d'autre part (VIII, 5 2, no 2, remarque 4) que le groupe de Weyl W(g,, t,) de l'algèbre 
réductive déployée (g,, t,) opère dans t,, et s'identifie donc canoniquement à un 
sous-groupe de GL(tc). 

PROPOSITION 10. - L'application u t+ L(u)(,, de Aut(T) dans GL(tc) induit un iso- 
morphisme de W sur le groupe de Weyl de l'algèbre réductive déployée (g,, t,). Pour 
tout a E R, WZ%(T) est d'ordre 2, et l'image par l'isomorphisme précédent de l'élément 
non neutre de Wz,(T) est la réflexion SH~(.,. 

L'application considérée est injective. Il s'agit de montrer que son image est égale 
à W(gc3 tc). 

Soit g E NG(T). Avec les notations de VIII, 5 5, no 2, on a Adg E Aut(gC, t,) n Int(g,), 
donc Ad g E AutO(gc, t,) (loc. cit., no 5, prop. 11). D'après loc. cit., no 2, prop. 4, 
l'automorphisme de t, induit par Ad g appartient à W(gc, t,). L'image de W dans 
GL(tc) est donc contenue dans W(g,, t,). 

Soit a E R(G, T), et soit v :SU(2, C) + G un morphisme de groupes de Lie ayant 
les propriétés du cor. au th. 1. L'image par v de l'élément 0 de SU(2, C) a les pro- 
priétés suivantes (§ 3, no 6, formules (17)) : 

a)  (Int v(0)) (t) = t si t E Ker a, 

b) (Int v(0)) (t) = t - l  si t E T n S,. 
Il s'ensuit que Ad v(0) induit l'identité sur Ker 6(a) c f,, et induit l'application 
x H - x sur [g", g-OL], donc coïncide avec la réflexion SH,~,, Ainsi l'image de W 
contient tous les SH,(,,, donc est égale à W(g,, t,). En particulier WZ,(T) est d'ordre 2, 
donc formé de l'identité et de Int v(0). Ceci achève la démonstration de la proposition. 

COROLLAIRE. - Supposons G semi-simple. Alors tout élément de G est le commu- 
tateur de deux éléments de G. 

Soit c une transformation de Coxeter du groupe de Weyl W(g,, t,) (V, 5 6, no l), 
et soit n un élément de NG(T) dont la classe dans W s'identifie à c par l'isomor- 
phisme défini dans la proposition. Notons f, le morphisme t t+ (n, t) de T dans T ; 
pour x E tC, on a L(f,)(,(x) = (Ad n) (x) - x = c(x) - x. 

D'après le th. 1 de V, § 6, no 2, l'endomorphisme c de t, n'a pas de valeur propre 
égale à 1. Par suite, L(f,) est surjectif, et il en est de même de f,. Il en résulte que 
tout élément de T est le commutateur de deux éléments de G, ce qui entraîne le 
corollaire compte tenu du th. 2, 8 2, no 2. 
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6. Groupe fondamental 

Dans la proposition qui suit, on note f (G, T) l'homomorphisme de T(T) dans 
x,(G) composé de l'isomorphisme canonique de T(T) sur nl(T) (no 2, remarque 3) 
et de l'homomorphisme xl(l), où 1 est l'injection canonique T + G. 

PROPOSITION 11. - L'homomorphisme f(G, T):T(T) -+ nl(G) est surjectg Son 
noyau est le sous-groupe N(G, T) de T(T) engendré par la famille des vecteurs nodaux 
( K a ) a e ~ ( ~ , ~ ) .  

L'homomorphisme f(G, T) est surjectif d'après la prop. 3 (§ 2, no 4). Notons 
A(G, T) l'assertion : « le noyau de f(G, T) est engendré par les K, D qu'il nous 
reste à démontrer, et distinguons plusieurs cas : 

a) G est simplement connexe. Soit p :gc + gI(V) une représentation linéaire de 
g, dans un espace vectoriel complexe V de dimension finie. Par restriction à g, 
on en déduit une représentation de g dans l'espace vectoriel réel VI,] ; puisque G 
est simplement connexe, il existe une représentation linéaire analytique x de G 
dans VI,] telle que p = L(n). On déduit alors de la prop. 7 du no 3 que l'image 
6(X(T)) de X(T) dans tC contient tous les poids de p dans V. Ceci étant vrai pour 
toute représentation p de g,, il résulte de VIII, 5 7, no 2, th. 1 que 6(X(T)) contient 
le groupe des poids de 6(R), qui est par définition l'ensemble des h E tg tels que 
h(H,,,,) E Z pour tout cc E R, c'est-à-dire h(Ka) E 2niZ pour tout cc E R. Le groupe 
X(T) contient donc tous les éléments h de X(T) @ Q tels que (1, Ka) E Z pour 
tout a E R, ce qui entraîne par dualité que T(T) est engendré par les K,, d'où l'asser- 
tion A(G, T). 

b) G est produit direct d'un groupe simplement connexe G' par un tore S. Alors 
T est le produit direct d'un tore maximal T' de G' par S, T(T) s'identifie à T(T1) x T(S), 
71, (G) à n1 (Gr) x n1 (S), et f (G, T) à l'homomorphisme de composantes f (G', T') 
et f (S, S). Comme f (S, S) est bijectiÇ l'application canonique T(T1) + T(T) applique 
bijectivement Ker f(G1, T') sur Ker f(G, T). Par ailleurs, les K, appartiennent à 
l'algèbre de Lie du groupe dérivé G' de G, donc à l'image de T(T1), et il est alors 
immédiat que A(G1, Tt)  implique A(G, T), d'où l'assertion A(G, T), vu a). 

c) Cas général. Il existe un morphisme surjectif de noyau fini p :G' + G, où 
G' est produit direct d'un groupe simplement connexe par un tore (8 1, no 4, prop. 4). 
Si T' est l'image réciproque de T dans G' (c'est un tore maximal de G' d'après 8 2, 
no 3, prop. l), et N le noyau de p, on a des suites exactes O + N + G' + G + O 
et O + N + Tt + T + O, d'où un diagramme commutatif à lignes exactes (no 2, 
remarque 1 et TG, XI, à paraître) 

O -I-(Y)-T(T)- N - O 
,w, J TJ l d N I  

O - nl(Gf)+nl(G) - N - O 

Il résulte alors aussitôt du diagramme du serpent (A, X, p. 4, prop. 2) que A(G1, Tt)  
entraîne A(G, T), d'où la proposition, vu b). 
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COROLLAIRE 1. - Pour que G soit simplement connexe, il faut et il suffit que la famille 

(K")"€R(G,T) engendre W). 

COROLLAIRE 2. - Soit H un sous-groupe fermé connexe de G contenant T ; on a une 
suite exacte 

O + N(H, T) + N(G, T) -+ q ( H )  + n,(G) + O .  

Cela résulte de A, X, p. 4, prop. 2 (diagramme du serpent), appliqué au diagramme 
commutatif 

Remarque. - On peut montrer (cf. exercice 2 du 6 5) que 7c2(G) est nul. On déduit alors 
de l'exactitude de la suite précédente un isomorphisme de i2(G/H) sur N(G, T)/N(H, T). 

COROLLAIRE 3. - L'homomorphisme x,(D(G)) + xl(G) déduit de l'inclusion de 
D(G) dans G induit un isomorphisme de nl(D(G)) -sur le sous-groupe de torsion de 

n1(G). 
En effet, T n D(G) est un tore maximal de D(G) (6 2, no 3, prop. 1, c)) ; de la suite 

exacte 

et de la proposition 11, on tire une suite exacte 

d'où le corollaire, puisque n,(D(G)) est fini et T(T/(T n D(G))) libre. 

7. Sous-groupes de rang maximum 

Rappelons (VI, 6 1, no 7) qu'une partie P de R = R(G, T) est dite close si 
(P + P)  n R c P, et symétrique si P = - P. 

PROPOSITION 12. - Soit 2 l'ensemble des sous-groupes fermés connexes de G conte- 
nant T, ordonné par inclusion. L'application H ++ R(H, T) est une bijection croissante 
de 2 sur l'ensemble des parties closes et symétriques de R(G, T), ordonné par inclusion. 

Si H E 2 ,  alors L(H)(q est somme directe de t, et des ga pour a E R(H, T) ; comme 
c'est une sous-algèbre réductive dans g,, la partie R(H, T) de R satisfait aux condi- 
tions énoncées (VIII, 6 3, no 1, lemme 2 et prop. 2). Inversement, si P est une partie 
de R satisfaisant à ces conditions, alors t, O 1 g" est une sous-algèbre de g, (loc. 

neP 

cit.) qui est rationnelle sur R (no 3), donc de la forme ij(,,, où ij est une sous-algèbre 
de g. Soit H(P) le sous'-groupe intégral de G défini par ij ; il est fermé (5 2, no 4, remar- 
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que 1). On vérifie aussitht que les applications H H R(H, T) et P H H(P) sont 
croissantes et réciproques l'une de l'autre. 

COROLLAIRE 1. - Les sous-groupes fermés de G contenant T sont en nombre jni .  
Soit H un tel sous-groupe ; on a Ho E X, et 2 est fini. Par ailleurs, H est un sous- 

groupe de NG(Ho) contenant Ho, et NG(Ho)/Ho est fini (§ 2, no 4, prop. 4 et remar- 
que 2). 

COROLLAIRE 2. - Soit H un sous-groupe fermé connexe de G contenant T, et soit 
Wg(T) le stabilisateur dans WG(T) de la partie R(H, T) de R. Le groupe NG(H)/H 
est isomorphe au groupe quotient W:(T)/W,(T). 

Il résulte en effet de la prop. 7 du 2, no 5, appliquée à NG(H), que NG(H)/H est 
isomorphe à W,(,,(T)/W,(T), où WN(,,(T) est l'ensemble des éléments de WG(T) 
dont les représentants dans NG(T) normalisent H. Soit n E NG(T), et soit w sa classe 
dans WG(T). D'après III, 9, no 4, prop. 11, n normalise H si et seulement si on a 
(Ad n )  (L(H)) = L(H); compte tenu de la prop. 5 du no 3, cela signifie aussi que 
la partie R(H, T) de R est stable par w, d'où le corollaire. 

Remarque 1. - Le groupe Wz(T) est aussi le stabilisateur dans WG(T) du sous- 
groupe C(H) de T : cela résulte de la prop. 8 du no 4. 

PROPO~ITION 13. - Soient H un sous-groupe fermé connexe de G de rang maximum, 
C son centre. Alors C contient le centre de G, et H est la composante neutre du cen- 
tralisateur de C. 

Soit S un tore maximal de H. Puisque le centre de G est contenu dans S, il est 
contenu dans C. Posons L = Z(C)o; c'est un sous-groupe fermé connexe de G 
contenant H, donc de rang maximum, et son centre est égal à C. Notons RH et R, 
les systèmes de racines de H et L respectivement, relativement à S ;  on a 
RH c RL c R(G, S). Puisque C(H) = C(L), la prop. 8 (no 4) entraîne l'égalité 
Q(RH) = Q(RL) ; mais on a Q(RH) n RL = RH (VI, 1, no 7, prop. 23), d'où RH = RL 
et H = L (prop. 12). 

Remarque 2. - Disons qu'un sous-groupe C de G est radiciel s'il existe un tore 
maximal S de G et une partie P de R(G, S) tels que C = n Ker a. Il résulte de 

asP 

la prop. 13 et du lemme 2 du no 5 que l'application H H C(H) induit une bijection 
de l'ensemble des sous-groupes fermés connexes de rang maximum sur l'ensemble des 
sous-groupes radiciels de G. La bijection réciproque est l'application C H Z(C),. 

COROLLAIRE. - L'ensemble des g E G tels'que T n gTg-l # C(G) est une réunion 
finie de sous-variétés analytiques fermées de G distinctes de G. 

En effet, posons A, = T n gTg-' ; on a T c Z(A,) et gTg-' c Z(A,). Il existe 
donc x E Z(A,) tel que xTx-l = gTg-l (5 2, no 2, th. 2), ce qui implique 
g E Z(AS).NG(T). Notons d l'ensemble fini (cor. 1) des sous-groupes fermés de G 
contenant T et distincts de G, et posons X = U H.NG(T); c'est une réunion 

HE& 
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finie de sous-variétés fermées de G, distinctes de G. Si A, # C(G), on a Z(A,) E d,  
et g appartient à X. Inversement si g E H.NG(T), avec H E d, alors A, contient 
C(H), donc A, # C(G) (prop. 13). 

PROPOSITION 14. - Soit X une partie de T, et soit Rx l'ensemble des racines a E R(G, T) 
telles que a(X) = { 1 }. Le groupe ZG(X)/ZG(X), est isomorphe au quotient du fixateur 
de X dans WG(T) par le sous-groupe engendré par les réflexions sa pour a E Rx. 

Posons H = ZG(X); puisque L(H)(q est l'ensemble des points de g ,  fixes par 
Ad(X), c'est la somme de f, et des ga pour a(X) = (1) .  On a par conséquent 
R(H,, T) = Rx, de sorte que WHo(T) est engendré par les réflexions sa pour a E Rx. 
Il suffit alors d'appliquer la prop. 7 du 5 2, no 5. 

On verra ci-dessous (8 5, no 3, th. 1) que si G est simplement connexe et X réduit à 
un point, le centralisateur Z(X) est connexe. 

8. Diagrammes radiciels 

DÉFINITION 2. - On appelle diagramme radiciel (ou simplement diagramme si aucune 
confusion n'en peut résulter) un triplet D = (M, Mo, R) où : 

(DR,) M est un Z-module libre de type fini et Mo un sous-module facteur direct 
de M ; 

(DR,) R est une partiefinie de M ; R u Mo engendre le Q-espace vectoriel Q @ M ; 
(DR,,) pour tout a E R, il existe un élément aV de M* = Hom,(M, Z )  tel que 

a V  (MO) = O, a v  (a) = 2 et que l'endomorphisme x H x - a V  ( x )  a de M laisse 
stable R. 

D'après VI, 5 1, no 1, pour tout a E R, l'élément a V  de M* est uniquement déter- 
miné par a ; on note s, l'endomorphisme x H x - av(x) a de M. De plus (loc. cit.), 
le Q-espace vectoriel Q @ M est somme directe de Q @Mo et du sous-espace 
vectoriel V(R) engendré par R, et R est un système de racines dans V(R) (loc. cit., 
déf. 1).  

Les éléments de R s'appellent les racines du diagramme radiciel D, et les éléments 
a V  de M* les racines inverses. Le groupe engendré par les automorphismes sa de M 
s'appelle le groupe de Weyl de D et se note W(D) ; les éléments de W(D) induisent 
l'identité sur Mo, et induisent sur V(R) les transformations du groupe de Weyl 
du système de racines R. 

Exemples. - 1 )  Pour tout Z-module libre de type fini M, le triplet (M, M, @) 
est un diagramme radiciel. 

2) Si D = (M, Mo, R) est un diagramme radiciel, soit M,* l'orthogonal de V(R) 
dans M*, et soit RV l'ensemble des racines inverses de D. Alors Dv = (M*, Mg, Rv ) 
est un*iiiagramme radiciel, dit inverse de D. Pour tout a E R, la symétrie s,, de M* 
est l'automorphisme contragrédient de la symétrie s, de M ; l'application w H 'w-l 
est un isomorphisme de W(D) sur W(Dv). De plus, V(RV) s'identifie naturellement 
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au dual du Q-espace vectoriel V(R), RV s'identifiant alors au système de racines 
inverse de R. 

Si l'on identifie le dual de M* à M, le diagramme inverse de D V  s'identifie à D. 
3) Soient (g, t)) une Q-algèbre de Lie réductive déployée, et M c t) un réseau 

permis (VIII, 12, no 6, déf. 1). Soient Mo le sous-groupe de M orthogonal aux racines 
de (g, 6) et RV l'ensemble des Ha, a E R(g, 6). Alors (M, Mo, Rv ) est un diagramme 
radiciel, et (M*, Mg, R(g, t))) en est le diagramme inverse. 

4) Soient V un espace vectoriel sur Q et R un système de racines dans V ; notons 
P(R) le groupe des poids de R et Q(R) le groupe des poids radiciels de R (VI, 5 1, 
no 9). Alors (Q(R), O, R) et (P(R), O, R) sont des diagrammes radiciels. Pour qu'un 
diagramme (M, Mo, S) soit isomorphe à un diagramme de la forme (Q(R), O, R) 
(resp. (P(R), O, R)), il faut et il suffit que M soit engendré par S (resp. que M* soit 
engendré par SV ). 

Pour tout sous-groupe X de P(R) contenant Q(R), (X, O, R) est un diagramme 
radiciel, et on obtient ainsi, à isomorphisme près, tous les diagrammes (M, Mo,  S) 
tels que Mo = 0, c'est-à-dire tels que S engendre un sous-groupe d'indice fini de M. 

On dit que le diagramme radiciel (M, Mo, R) est réduit si le système de racines R 
l'est (c'est-à-dire (VI, 5 1, no 4) si les relations a, p E R, h E Z, p = ha impliquent 
h = 1 OU h = - 1). Les diagrammes des exemples 1) et 3) sont réduits. 

9. Groupes de Lie compacts et diagrammes radiciels 

Avec la terminologie introduite au numéro précédent, on peut résumer une partie 
importante des résultats des numéros 4 et 5 dans le théorème suivant : 

THÉORÈME 2. - a)  (X(T), X(T/(T n D(G))), R(G, T)) est un diagramme radiciel 
réduit; son groupe de W e y l  est formé des X(w), pour w E W ;  le groupe X(C(G)) est 
isomorphe au quotient de X(T) par le sous-groupe engendré par R(G, T). 

b )  (T(T), T(C(G),), RV (G, T)) est un diagramme radiciel réduit; son groupe de 
Weyl  est formé des T(w), pour w E W ;  le groupe .n,(G) est isomarphe au quotient 
de T(T) par le sous-groupe engendré par RV (G, T). 

c )  Si l'on identijîe chacun des Z-modules X(T) et T(T) au dual de l'autre (no 2, 
prop. 3), chacun des diagrammes radiciels précédents s'identijle au diagramme inverse 
de l'autre. 

On note D*(G, T) le diagramme (X(T), X(T/(T n D(G))), R(G, T)) et D,(G, T) 
le diagramme (T(T), T(C(G),), RV(G, T)) ;  on dit que ce sont respectivement le 
diagramme contravariant et le diagramme covariant de G (relativement à T). 

Exemples. - 1) Si G est semi-simple de rang 1, alors D*(G, T)  et D,(G, T)  sont 
nécessairement isomorphes à l'un des deux diagrammes A, = ( Z ,  0, (2, - 2)), 
Ai = (Z, 0, (1, - 1)). Si G est isomorphe à SU(2, C), D,(G, T) est isomorphe à 
A, (puisque G est simplement connexe), donc D*(G, T)  isomorphe à A,.  Si G est 
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isomorphe à SO(3, R), D*(G, T)  est isomorphe à A, (puisque C(G) = { 1 )), donc 
D,(G, T) est isomorphe à A,. 

2) Si G et G' sont deux groupes de Lie compacts connexes, de tores maximaux 
respectifs T et T', et si D*(G, T) = (M, Mo, R) et D*(G1, T') - (Ivl', ML; R'I, aiorç 
D*(G x G', T x T') s'identifie à (M O Mt, Mo O Mo, R u R'). De même pour 
les diagrammes covariants. 

3) Soit N un sous-groupe fermé de T, central dans G, et soit (M, Mo,  R) le dia- 
gramme contravariant de G relativement à T. Alors le diagramme contravariant 
de G/N relativement à T/N s'identifie à (Ml, Mo, R), où M' est le sous-groupe de M 
formé des h tels que h(N) = ( 1) et Mo = M' n Mo. 

4) De même, soit N un groupe commutatif fini, et cp :nl(G) + N un homomor- 
phisme surjectif. Soit G '  le revêtement de G associé à cet homomorphisme ; c'est 
un groupe de Lie compact connexe, dont N est un sous-groupe central (TG, XI, 
à paraître), et G s'identifie naturellement à G1/N. Soit T' le tore maximal de G '  
image réciproque de T. Si (P, Po, S) est le diagramme covariant de G relativement 
à T, le diagramme covariant de G'  relativement à T' s'identifie à (P', Po, S), où 
P '  est le noyau de l'homomorphisme composé cp 0 f (G, T) : P + N (cJ no 6, prop. 1 l), 
et Po = Po n P'. 

Remarques. - 1) Soit c le centre de g, ; on a donc c = L(C(G))o,. On a les relations 
suivantes entre les diagrammes de G relativement à T et les systèmes de racines 
direct et inverse de l'algèbre réductive déployée (g,, t,) : 

a) L'isomorphisme canonique de C Q T(T) sur t, induit une bijection de 
C Q T(C(G),) sur c et une bijection de 1 Q Rv (G, T) sur 2ni. RV (g,, t,). 

b) L'isomorphisme canonique de C Q X(T) sur le dual tg de f, induit une bijec- 
tion de C Q X(T/(T n D(G))) sur l'orthogonal de t, n 9(g),, et une bijection de 
1 O R(G, T)  sur Rh,, t,). 

2) Supposons le groupe G semi-simple ; notons R (resp. RV ) le système de racines 
R(G, T) (resp. Rv (G, T)), de sorte qu'on a les inclusions 

Les groupes commutatifs finis P(R)/Q(R) et P(RV )/Q(RV) sont en dualité (VI, 
# 1, no 9) ; si on désigne par M A  le groupe dual d'un groupe commutatif fini M, 
on déduit de ce qui précède des isomorphismes canoniques 

En particulier, le produit des ordres de x,(G) et de C(G) est égal à l'indice de 
connexion f de R(G, T) (loc. cit.). 

Soient maintenant G'  un autre groupe de Lie compact connexe, T'  un tore maximal 
de G'. Soit f : G  + G '  un isomorphisme de groupes de Lie tel que f(T) = T ' ;  
notons f, l'isomorphisme de T sur T '  qu'il définit. Alors X( f,) est un isomorphisme 
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de D*(G1, T') sur D*(G, T), noté D*( f), et T( f,) est un isomorphisme de D,(G, T) 
sur D,(Gt, T'), noté D,(f). Si t E T, et si on pose g = f o  Int t = (Int f ( t ) )  o f ;  

alors D*(g) = D*(f), D*(g) = D*(f). 

PROPOSITION 15. - Soit cp un isomorphisme de D*(G', T') sur D*(G, T) (resp. de 
D,(G, T) sur D,(G1, T')). Il existe un isomorphisme f:G + G '  tel que f(T) = T' 
et que cp = D*( f )  (resp. et que cp = D,( f))  ; si f, et f, sont deux tels isomorphismes, 
il existe un élément t de T tel que f, = fl 0 Int t. 

La seconde assertion résulte aussitht de la prop. 9 (no 4) ; démontrons la première, 
par exemple pour les diagrammes covariants. Notons g' (resp. t') l'algèbre de Lie 
de G '  (resp. T'), et g& (resp. t&) son algèbre de Lie complexifiée. D'après VIII, § 4, 
no 4, th. 2, (i), il existe un isomorphisme JI : g, + g& qui applique t, dans t& et induit 
sur T(T) c t, l'isomorphisme cp :T(T) + T(T1) donné. Alors g et JI-'(g') sont deux 
formes compactes de g, qui ont même intersection t avec t, ; d'après le § 3, no 2, 
prop. 3, il existe un automorphisme intérieur 8 de g, induisant l'identité sur t, et 
tel que 0(g) = $-'(g'). Remplaçant $ par $ 0 0, on peut donc supposer que $ 
applique g dans g'. Par ailleurs, d'après la prop. 4 du no 2, il existe un unique mor- 
phisme fT :T -, T'  tel que T(fT) = cp. Alors la restriction de JI à t est L( f,), et d'après 
le § 2. no 6, pi 7p. 8, il existe un unique morphisme f : G  + G' qui induise f, sur T 
et $ sur g,. Appliquant ce qui précède à cp-' et JI-', on construit un morphisme 
réciproque de J: qui est donc un isomorphisme. On a DJf)  = T(f , )  = cp, d'où 
la proposition. 

Notons que, si T et T '  sont deux tores maximaux de G, les diagrammes D*(G, T) 
et D*(G, Tt )  sont isomorphes (si g E G est tel que gTg-l = Tt, alors Int g est un 
isomorphisme de G sur G qui applique T sur T'). On note D*(G) la classe d'iso- 
morphisme de D*(G, T) (cc E, II, p. 47) ; c'est un diagramme radiciel qui ne dépend 
que de G et qu'on appelle le diagramme contravariant de G. On définit de même 
le diagramme covariant D,(G) de G, et on obtient : 

COROLLAIRE. - Pour que les groupes de Lie compacts connexes G et G '  soient iso- 
morphes, il faut et il sufit que les diagrammes D*(G) et D*(Gr) (resp. D,(G) et D,(G')) 
soient égaux. 

PROPOSITION 16. - Pour tout diagramme radiciel réduit D, il existe un groupe de 
Lie compact connexe G tel que D*(G) (resp. D,(G)) soit isomorphe à D. 

a)  Remplaçant éventuellement D par son diagramme inverse, on se ramène à 
construire G tel que D*(G) soit isomorphe à D. Posons D = (M, Mo, R) ; alors 
Q @ M est somme directe de Q @ Mo et du sous-espace vectoriel V(R) engendré 
par R. De plus, puisque les racines inverses prennent des valeurs entières sur M, 
la projection de M dans V(R) parallèlement à Q @ Mo est contenue dans le groupe 
des poids P(R) de R, de sorte que M est un sous-groupe d'indice fini de Mo @ P(R). 
Notons D' le diagramme (Mo @ P(R), Mo, R). 

b) Soit a une algèbre de Lie semi-simple complexe dont le système de racines Cano- 
nique soit isomorphe à R c C @ V(R) (VIII, § 4, no 3), et soit gl une forme réelle 



N" 10 SYSTÈME DE RACINES ASSOCIÉ A UN GROUPE COMPACT LIE IX.41 

compacte de a (5 3, no 2, th. 1). Soit G,  un groupe de Lie réel simplement connexe d'al- 
gèbre de Lie isomorphe à g, ; alors G, est compact ($ 1, no 4, th. 1). Soit T l  un tore 
maximal de G,  . D'après le th. 1, le diagramme D*(G, , Tl) est isomorphe à (P(R), O, RI 

c )  Soit To un tore de dimension égale au rang de Mo ; alors D*(To, T,) est iso- 
morphe à (Mo, Mo, @), donc D*(G, x To, Tl x To) isomorphe à D' (exemple 2). 

d )  Enfin, soit N le sous-groupe fini de Tl  x To orthogonal à M. Posons 
G = (G, x To)/N, T = (Tl x To)/N.   lors G est un groupe de Lie compact 
connexe, T un tore maximal de G, et D(G, T) est isomorphe à D (exemple 3). 

Scholie. - La classijication des groupes de Lie compacts connexes à isomorphisme 
près est ainsi ramenée à celle des diagrammes radiciels réduits. Les groupes de Lie 
compacts connexes semi-simples correspondent aux diagrammes radiciels réduits 
(M, Mo, R) tels que Mo = O ;  la donnée d'un tel diagramme est équivalente à celle 
d'un système de racines réduit R dans un espace vectoriel V sur Q et d'un sous-groupe 
M de V tel que Q(R) c M c P(R). 

Remarque 3. - Soient T' un autre tore maximal de G, B (resp. B') une base du sys- 
tème de racines R(G, T) (resp. R(G1, Tt)) (VI, 5 1, no 5, déf. 2). Il existe des éléments 
g E G tels que Int g applique T sur T' et B sur B', et ces éléments forment une unique 
classe modulo Int(T) (comme T et T t  sont conjugués, on peut supposer T = T', 
et il suffit d'appliquer VI, 9 1, no 5, remarque 4 et la prop. 9 du no 4). Il en résulte 
que l'isomorphisme de T sur T' déduit de Int g est indépendant du choix de g ; 
il en est par conséquent de même pour D,(Int g) et D*(Int g). Paraphrasant alors 
VIII, 8 5, no 3, remarque 2, mutatis mutandis, on définit le tore maximal canonique 
de G, les diagrammes radiciels covariant et contravariant canoniques de G, ... . 

10. Automorphismes d'un groupe de Lie compact connexe 
- 

On note Aut(G) le groupe de Lie des automorphismes de G (III, 9 10, no 2), et 
Aut(G, T) le sous-groupe fermé de Aut(G) formé des éléments u tels que u(T) = T. 
On a vu (5 1, no 4, cor. 5 à la prop. 4) que la composante neutre de Aut(G) est le 
sous-groupe Int(G) des automorphismes intérieurs ; on note IntG(H) l'image dans 
Int(G) d'un sous-groupe H de G. 

Soit D le diagramme covariant de G relativement à T ; notons Aut(D) le groupe 
de ses automorphismes, et W(D) son groupe de Weyl. L'application u H D,(u) 
est un homomorphisme de Aut(G, T) dans Aut(D). La prop. 15 du no 9 donne 
aussitôt : 

PROPOSITION 17. - L'homomorphisme Aut(G, T) -t Aut(D) est surjectif; de noyau 
IntG(T). 

Notons que Aut(G, T) n Int(G) = IntG(N,(T)) et que l'image de Int,(NG(T)) 
dans Aut(D) est W(D) (no 5, prop. 10). On déduit donc de la prop. 17 un isomor- 
phisme : 

Aut(G, T)/(Aut(G, T) n Int(G)) + Aut(D)/W(D) . 
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Par ailleurs, on a Aut(G) = Int(G).Aut(G, T). En effet, si u appartient à Aut(G), 
u ( T )  est un tore maximal de T, donc est conjugué à T, et il existe un automorphisme 
intérieur v de G tel que u(T) = v(T), c'est-à-dire v - lu  E Aut(G, T). Il en résulte 
que Aut(G)/Int(G) s'identifie à Aut(G, T)/(Aut(G, T) n Int(G)), d'où en vertu de 
ce qui précède une suite exacte 

Par conséquent : 

PROPOSITION 18. - Le groupe Aut(G)/Int(G) est isomorphe à Aut(D)/W(D). 

Supposons en particulier G semi-simple; le groupe Aut(D) s'identifie alors au 
sous-groupe de A(R(G, T)) (VI, 1, no 1) formé des éléments u tels que u(X(T)) c X(T), 
et le sous-groupe W(D) s'identifie à W(R(G, T)). 

COROLLAIRE. - Si G est simplement connexe, ou si C(G) est réduit à l'élément neutre, 
le groupe Aut(G)/Int(G) est isomorphe au groupe des automorphismes du graphe de 
Dynkin de R(G, T). 

Cela résulte de ce qui précèdé et de VI, 4, no 2, cor. à la prop. 1. 

Nous nous proposons maintenant de montrer que l'extension (16) admet des 
sections. 

Pour tout a E R(G, T), notons V(a) le sous-espace vectoriel de dimension 2 
de g tel que V(a)(,, = ga + g-" ; notons K la forme quadratique associée à la forme 
de Killing de g. 

DÉFINITION 3. - On appelle épinglage de (G, T) un couple (B, (U,),,,), où B est une 
base de R(G, T) (VI, 1, no 5, déf. 2) et où, pour tout a E B, U, est un élément de V(a) 
tel que K(U,) = - 1. 

On appelle épinglage de G la donnée d'un tore maximal T de G et d'un épinglage 
de (G, T). 

Lemme 3. - Soit Bo une base de R(G, T). Le groupe IntG(T) opère de façon simple- 
ment transitive dans l'ensemble des épinglages de (G, T)  de la forme (Bo, (U,),,,,). 

Pour tout a E Bo, notons K(a) la restriction à Via) de la forme quadratique K ;  
l'action de T sur V(a) définit un morphisme t, :T  + SO(K(a)). On a vu au no 4 
que SO(K(a)) s'identifie à U de façon que L, s'identifie à la racine a. Comme Bo 
est une base de R, c'est une base du Z-module Q(R) engendré par les racines, donc 
une base du sous-module X(T/C(G)) de X(T). Il en résulte que le morphisme produit 
des ta induit un isomorphisme de T/C(G) sur le groupe produit des SO(K(a)). Or 
ce dernier opère de façon simplement transitive sur l'ensemble des épinglages de 
(G, T) dont la première composante est Bo. 

PROPOSITION 19. - Le groupe Int(G) opère de façon simplement transitive dans 
l'ensemble des épinglages de G. 
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Soient e = (T, B, (U,)) et e' = (T', B', (Ub)) deux épinglages de G. Il existe des 
éléments g dans G tels que (Int g) (T) = T', et ces éléments forment une classe 
modulo NG(T). On peut donc supposer T = T', et il faut prouver qu'il existe un 
unique élément de IntG(NG(T)) qui transforme e en e'. D'après VI, 8 1, no 5, remar- 
que 4, il existe un unique élément w de W(R) tel que w(B) = B'. Comme W(R) 
s'identifie à NG(T)/T, il existe n E NG(T) tel que w = Int n, et n est bien déterminé 
modulo T. On peut donc supposer B = B', et il faut prouver qu'il existe un unique 
élément de IntG(T) qui transforme e en e', ce qui n'est autre que le lemme 3. 

COROLLAIRE. - Soit e un épinglage de (G, T) et soit E le groupe des automorphismes 
de G qui laissent e stable. Alors Aut(G) est produit semi-direct de E par Int(G), et 
Aut(G, T) est produit semi-direct de E par Int(G) n Aut(G, T) = IntG(NG(T)). 

En effet, tout élément de Aut(G) transforme e en un épinglage de G. D'après 
la prop. 19, toute classe de Aut(G) suivant Int(G) rencontre E en un point et un 
seul, d'où la première assertion. La seconde se démontre de la même manière. 

Remarque. - Soient G et G '  deux groupes de Lie compacts connexes, et soient 
e = (T, B, (U,)) et e' = (Tt, B', (UA,)) des épinglages de G et G '  respectivement. 
Soit X Sensemble des isomorphismes de G sur G '  qui appliquent e sur e'. L'appli- 
cation f H D*( f )  (resp. D,( f ) )  est une bijection de X sur l'ensemble des isomor- 
phismes de D*(G1, T') sur D*(G, T)  (resp. D,(G, T) sur D,(G1, T')) qui appliquent 
B' sur B (resp. B sur B'). Cela résulte en effet aussitbt de la prop. 15 et du lemme 3. 

8 5. CLASSES DE CONJUGAISON 

On conserve les notations du 5 4. 

1. Éléments réguliers 

D'après le cor. 4 au th. 2 du 9 2, no 2, les éléments réguliers g de G peuvent être 
caractérisés par Sune ou l'autre des propriétés suivantes : 

a)  La sous-algèbre de g fixée par Ad g est une sous-algèbre de Cartan. 
b) Z(g), est un tore maximal de G. 

L'ensemble des éléments réguliers de G est ouvert et dense dans G. 
Dans la suite de ce paragraphe, on note Gr (resp. T,) l'ensemble des points de G 

(resp. T) qui sont réguliers dans G. Pour qu'un élément g de G appartienne à T,, 
il faut et il wffit que Z(g), soit égal à T ; tout élément de Gr est conjugué à un élément 
de T, (8 2, no 2, th. 2). 

Pour qu'un élément t de T appartienne à T,, il faut et il suffit que, pour toute 
racine a E R(G, T), on ait tu # 1 ; par conséquent T - T, est réunion des sous- 
tores Ker a lorsque a parcourt R(G, T). 
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PROPOSITION 1. - Posons n = dim G. I l  existe une variété analytique réelle compacte 
V de dimension n - 3 et une application analytique cp :V + G dont l'image est G - Gr .  

Soit a E R(G, T); posons V, = (G/Z(Ker a)) x (Ker a), et soit cp, le morphisme 
de V, dans G tel que, pour tout g E G et tout t E Ker a, on ait cp,(g, t)  = gtg-' 
(on désigne par g la classe de g modulo Z(Ker a)). Alors Vu est une variété analy- 
tique réelle compacte de dimension 

dimV,=dimG-dimZ(Ker a )+dimKer  a=n-(dim T + 2 ) + ( d i m T -  1 ) = n - 3  

(5 4, no 5, th. 1);  cp, est un morphisme de variétés analytiques réelles, et l'image 
de cp, est formée des éléments de G conjugués à un élément de Ker a. Il suffit alors 
de prendre pour V la somme des variétés Vu, et pour cp le morphisme induisant cp, 
sur chaque V, . 

Remarque. - Appelons très réguliers les éléments g de G tels que Z(g) soit un tore 
maximal de G. Si g ET,  g est très régulier si et seulement si w(g) # g pour tout 
élément non neutre w de WG(T) (5 4, no 7, prop. 14). L'ensemble des éléments très 
réguliers de G est donc un ouvert dense de G (4 2, no 5, cor. 2 à la prop. 5). 

2. Chambres et alcôves 

Notons t, l'ensemble des éléments x E t tels que exp x soit régulier, c'est-à-dire 
appartienne à T,. Pour qu'un élément x de t appartienne à t - t,, il faut et il suffit 
qu'il existe une racine a E R(G, T)  telle que &(a) (x) E 2niZ. Pour chaque racine 
a E R(G, T) et chaque entier n, notons HE,, l'ensemble des x E t tels que 6(a) (x) = 2nin. 
Les H,,, sont appelés les hyperplans singuliers de t, et t - t, est réunion des hyper- 
plans singuliers. On appelle alcôves de t les composantes connexes de t,, et chambres 
les composantes connexes du complémentaire dans t de la réunion de ceux des 
hyperplans singuliers qui passent par l'origine (c'est-à-dire des H,,, = Ker 6(a), 
a E R(G, T)). 

On a T(T) c t - t,; on note N(G, T) le sous-groupe de T(T) engendré par les 
vecteurs nodaux (5 4, no 5) ; d'après la prop. 11 du 5 4, no 6, le quotient T(T)/N(G, T)  
s'identifie au groupe fondamental de G. 

Enfin, on note W le groupe de Weyl de G relativement à T, considéré comme 
groupe d'automorphismes de T et de t, et on note W, (resp. Wa) le groupe d'auto- 
morphismes de l'espace affine t engendré par W et par les translations t, : x H x + y 
pour y E N(G, T) (resp. pour y E T(T)). 

Soient w E W, y E T(T), a E R(G, T)  et n E Z. On a : 

Il en résulte que pour toute chambre C et tout w E W, w(C) est une chambre et 
que pour toute alcôve A et tout w E Wa, w(A) est une alcôve. On notera que lors- 
qu'on identifie X(T) @ R à t* via l'isomorphisme (274-'6, les alcôves de t et le 
groupe W, sont les alcôves et le groupe de Weyl affine associés au système de racines 
R(G, T) (VI, 4 2, .no 1). 
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PROPOSITION 2. - a)  Le groupe W ,  (resp. Wa)  est produit semi-direct de W par N ( G ,  T )  
(resp. T ( T ) ) ;  le sous-groupe W ,  de Wa est distingué. 

b )  Le groupe W (resp. W, )  opère de façon simplement transitive dans l'ensemble 
des chambres (resp. alcôves). 

c )  Soient C une chambre et A une alcôve. Alors C (resp. q resp. A )  est un domaine 
fondamental pour l'action de W dans t (resp. de W ,  dans t ,  resp. de W ,  dans t - t,). 
Si x ~ t ,  et w E W ,  sont tels que w(x )  = x ,  alors w = Id. 

d )  Pour toute chambre C,  il existe une unique alcôve A telle que A c C et O E A. 
Pour toute alcôve A ,  il existe un unique y E N ( G ,  T )  tel que y ET. 

Si w E W et y G T ( T ) ,  on a wt,w-l = t,(,) et wt,w-lt,-' = t,(,)-,, avec 
w(y)  - y E N ( G ,  T ) ;  cela implique aussitôt a). Le reste de la proposition résulte 
de V I ,  5 1, no 5 et 4 2, nos 1 et 2. 

COROLLAIRE 1. - Soient A une alcôve de t ,  A son adhérence, et HA le stabilisateur 
de A dans WA. 

a)  Le groupe Wa est produit semi-direct de HA par W, .  
b )  L'application exponentielle A -+ T et l'injection- canonique T + G induisent 

par passage aux quotients et aux sous-ensembles des homéomorphismes 

Soit w' E W ;  ; alors wl(A)  est une alcôve de t ,  et il existe (prop. 2, b))  un unique 
élément w de W ,  tel que w(A)  = wl(A),  c'est-à-dire w-lw' E HA. Puisque W ,  est 
distingué dans Wh, ceci démontre a). 

L'injection canonique de A dans t induit une bijection continue 8 :A -+ t/W, 
(prop. 2, c)). qui est un homéomorphisme puisque A est compact. Comme W ,  est 
distingué dans Wa, le groupe HA opère de façon canonique dans t/W, ( A ,  1, p. 55) 
et t / W ;  s'identifie au quotient ( t /W,) /HA; l'application 0 est compatible avec les 
opérations de HA,  donc induit par passage aux quotients un homéomorphisme - 
A/HA + t/W;. Par ailleurs exp, induit un homéomorphisme de t / T ( T )  sur T ,  donc 
aussi un homéomorphisme de t/Wa sur T / W .  L'assertion b )  résulte de là et du cor. 1 
à la prop. 5 du 4 2, no 4. 

Remarques. - 1)  Le groupe HA s'identifie naturellement à T ( T ) / N ( G ,  T ) ,  donc 
aussi à n 1 ( G )  Il est donc réduit à l'élément neutre lorsque G est simplement connexe. 

2) Soit x E A ; on a alors exp x E T,, donc Z(exp x ) ,  = T .  Pour que exp x soit 
très régulier (no 1, remarque), il faut et il suffit qu'on ait w(x)  # x pour tout w E Wa,  
distinct de l'identité. D'après le cor. 1, cela signifie aussi que h(x )  # x pour tout 
h E HA distinct de l'identité. En si G est simplement connexe, on a 
Z,(t) = T pour tout t E T,, et tout élément régulier de G est très régulier. 

3) Les points spéciaux de W ,  (VI,  5 2, no 2 )  sont les éléments x de t tels que 
6(a)  ( x )  E 2niZ pour tout a E R(G, T )  (loc. cit., prop. 3), c'est-à-dire tels que 
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exp x E C(G) (4 4, no 4, prop. 8). Pour un tel élément x on a wx - x E N(G, T) 
quel que soit w E W (VI, 4 1, no 9, prop. 27), de sorte que les stabilisateurs de x dans 
W, et dans W, coïncident. Soit S l'ensemble des points spéciaux de A ; il résulte de 
ce qui précède et du cor. 1 que le groupe HA opère librement dans S, et que l'appli- 
cation exponentielle induit une bijection de S/HA sur C(G). 

COROLLAIRE 2. - Soient C une chambre de t et C son adhérence. Les injections 
canoniques C + t + g induisent par passage aux quotients des homéomorphismes 

Les applications canoniques C + t et t + t/W sont propres (TG, III, p. 28, prop. 2, 
c)). L'application C + t/W est continue, propre et bijective (prop. 2, c)) ; c'est donc 
un homéomorphisme, d'où le corollaire compte tenu du cor. à la prop. 6 du 2, no 5. 

Remarque 4. - Notons gr,, l'ensemble des éléments réguliers de g (VII, 4 2, no 2, 
déf. 2) et posons t,,, = t n gr,,. Pour x E t ,  on a 

det(X - adax) = Xdim * (X - &(a) (x)) , 
ueR(G,T) 

et par suite t,,, est l'ensemble des éléments x de t tels que &(a) (x) f O pour tout 
a E R(G, T), c'est-à-dire la réunion des chambres de t (de sorte que t, c t,,,). On a - 
par conséquent C n t,,, = C, d'où des homéomorphismes 

COROLLAIRE. 3. - Supposons G simplement connexe ; soit g un élément régulier de G. 
Il  existe un tore maximal S de G et une alcôve A de L(S), uniquement déterminés, 
tels que g E exp(A) et O EX. 

On peut supposer que g appartient à T, (4 2, no 2, th. 2). Soit x un élément de t ,  
tel que exp x = g, et soit A' l'alcôve de t contenant x. Les alcôves A de t telles que 
g E exp(A) sont les alcôves A' - y pour y E T(T); l'assertion résulte donc de la 
prop. 2, d). 

3. Automorphismes et éléments réguliers 

Lemme 1. - Soient u un automorphisme de G, et H l'ensemble de ses points fixes. 
a) H est un sous-groupe fermé de G. 
b) Si Ho est central dans G,  alors G est commutatif(donc G = T). 
L'assertion a) est claire. Pour démontrer b), on peut remplacer G par D(G) (4 1, 

cor. 1 à la prop. 4), donc supposer G semi-simple. Alors, si Ho est central dans G, on a 
L(H) = { O ), de sorte que l'endomorphisme L(u) - Id de g est bijectif. Soit f l'endo- 
morphisme de la variété G défini par f(g) = u(g)-lg pour g E G ;  il est étale, car si 
g E G et x E g, on a T(j) (xg) = u(g)-'(x - L(u) (x)) g, de sorte que l'application 
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tangente à f en g est bijective. Il s'ensuit que l'image de f est ouverte et compacte, donc 
coïncide avec G puisque G est connexe. Soient alors E un épinglage de G (8 4, no 10, 
déf. 3) et u(E) son image par u. D'après la prop. 19 de loc. cit., il existe un élément h 
de G tel que (Int h) (E) = u(E). Soit g E G tel que h = f(g) = u(g)-lg; on a 

u 0 Int g = (Int u(g)) o u = Int g O (Int h)-l O u , 

donc l'épinglage (Int g) (E) est stable par u. Si (Int g) (E) = (Tl,  B, (U,),,,), on a 
donc 1 U, E L(H); comme L(H) = (O}, cela implique B = $3, donc G = Tl, 
et G est commutatif. 

Lemme 2. - Soient x un élément de T et S un sous-tore de T. Si la composante neutre 
de Z(x) n Z(S) est réduite à T, il existe un élément s de S tel que xs soit régulier. 

Pour tout a dans R(G, T), soit S, la sous-variété de S formée des éléments s de S 
tels que i'on ait (xs)" = 1. S'il n'existe aucun élément s de S tel que xs soit régulier, 
S est la réunion des sous-variétés S,, donc est égale à l'une d'elles. Il existe alors a 
dans R(G, T) tel que (xsy = 1 pour tout s E S ; mais cela implique xa = 1 et alS = 1, 
donc Z(x) n Z(S) 2 Z(Ker a), d'où le lemme. 

Lemme 3. - Supposons G simplement connexe. Soient C une chambre de t, et u 
un automorphisme de G tel que T et C soient stables pour u. Alors l'ensemble des points 
de T fixés par u est connexe. 

Puisque G est simplement connexe, T(T) est engendré par les vecteurs nodaux 
K, (a E R(G, T)), donc admet comme base la famille des K,, lorsque a parcourt 
la base B(C) définie par C (VI, 5 1, no 10). Il suffit donc de prouver que si cp est un 
automorphisme du tore T laissant stable une base de T(T), l'ensemble des points 
fixes de cp est connexe. Décomposant cette base en réunion disjointe d'orbites du 
groupe engendré par cp, on se ramène au cas où T = Un et où <p est l'automorphisme 
(zl, ..., zn) H (z2, ..., z,, zl); en ce cas les points fixes de cp sont les points ( z ,  z, ..., z) 
pour z E U, qui forment un sous-groupe connexe de T. 

PROPOSITION 3. - Soit u un automorphisme de G, et soit x un point de G fixé par u. 
a) I l  existe un élément a de g, fixé par L(u) et par Ad x, tel que x exp a soit régulier. 
b) I l  existe un élément régulier g de G fixé par u et commutant à x. 
Soient H le groupe des points fixes de u, S un tore maximal de Z(x) n H, et K la 

composante neutre de Z(S) n Z(x). C'est un sous-groupe fermé connexe de G ;  
par ailleurs, d'après le cor. 5 au th. 2 du § 2, no 2, il existe des tores maximaux de G 
contenant S et x, donc K est de rang maximum et contient S et x. D'autre part, 
K est stable pour u puisque S et x le sont ; notons V l'ensemble des points fixes de u 
dans K. On a alors 

S c V, c K n H c Z(S) n Z(x) n H ,  

donc V, est contenu dans le centralisateur de S dans (Z(x) n H), ; mais ce dernier 
est réduit à S (loc. cit., cor. 6), . d'où - finalement V, = S. Le lemme 1 entraîne alors 
que K est commutatif, donc est un tore maximal de G (puisqu'il est connexe et de 
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rang maximum). Il contient S et x, et est égal à la composante neutre de Z ( S )  n Z ( x )  ; 
l'assertion a)  résulte alors du lemme 2. On en déduit b)  en prenant g = x exp a. 

COROLLAIRE. - Soit 5 une algèbre de Lie compacte, et soit cp un automorphisme de 5. 
Il existe un élément régulier de s fixé par cp. 

Quitte à remplacer s par 95,  on peut supposer 5 semi-simple. Soit S un groupe 
de Lie compact simplement connexe d'algèbre de Lie 5, et soit u l'automorphisme 
de S tel que L(u)  = cp. La prop. 3 entraîne l'existence d'un élément a de 5, fixé par cp, 
tel que exp a soit régulier dans S ; en particulier a est régulier dans s (no 2, remarque 4). 

THÉORÈME 1. - Soit u un automorphisme du groupe de Lie compact connexe G .  
a)  La composante neutre du groupe des points fixes de u contient un élément régulier 

de G .  
b )  Il existe un tore maximal K de G et une chambre de L ( K )  stables par u. 
c)  Si G est simplement connexe, l'ensemble des points fixes de u est connexe. 
L'assertion a)  est le cas particulier x = e de la prop. 3. Supposons maintenant G 

simplement connexe et démontrons b)  et c). Soit x un élément de G fixé par u, et soit g 
un élément régulier de G ,  fixé par u et commutant à x (prop. 3). Le centralisateur K 
de g est un tore maximal de G (no 2, remarque 2), stable par u, contenant x et g. 
D'après le cor. 3 à la prop. 2 du no 2, il existe une unique alcôve A de L ( K )  telle que 
g E exp(A) et O E A ; comme g est fixé par u, L(u)  laisse stable A, donc aussi la chambre 
de L ( K )  qui contient A. Cela démontre b) ; par ailleurs, l'ensemble des points de K 
fixés par u est connexe (lemme 3) et contient x et e, d'où c )  (TG,  1, p. 81, prop. 2). 

Il nous reste à démontrer b)  dans le cas général. Or, si D(G) est le revêtement 
universel de D(G),  et si f : D(G) -t G est le morphisme canonique, il existe un auto- 
morphisme Li de D(G) tel que f o Li = u of: Si K est un tore maximal de D(G) et 
e une chambre de L&), stables pour u"(i1 en existe d'après ce qui a déjà été démontré), 
il existe (8 2, no 3, remarque 2) un unique tore maximal K de G et une unique chambre 
C de L(K) tels que K = f - '(KI et e = L( f)-'(C), et on voit aussitôt que K et C 
sont stables pour u, d'où l'assertion b )  dans le cas général. 

COROLLAIRE 1. - Supposons le Z-module n , (G)  sans torsion. 
a)  Le centralisateur de tout élément de G est connexe. 
b )  Deux éléments de G qui commutent appartiennent ù un même tore maximal. 
D'après le cor. 3 à la prop. 11 du 5 4, no 6, D ( G )  est simplement connexe. On a 

G = C(G),. D ( G ) ;  soit x E G ;  écrivons x = uü, avec u E C(G), et v E D(G). Alors 
Z ( x )  = C(G),.Z,(,,(u). D'après le th. 1, c), Z,(,,(v) est connexe, donc Z ( x )  est 
connexe, d'où a). D'après le cor. 3 au th. 2 du § 2, no 2, Z ( x )  est donc la réunion des 
tores maximaux de G contenant x,  d'où b). 

COROLLAIRE 2. - Soit I- un sous-groupe compact de Aut(G) possédant la propriété 
suivante : 

(*) Il  existe des éléments u ,  , ..., un de l- tels que, pour tout i, l'adhérence Ti du sous- 
groupe de r engendré par u, ,  ..., ui soit un sous-groupe distingué de T, et qu'on ait 
r,, = r. 
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Alors il existe un tore maximal de G stable pour l'action de T. 
Raisonnons par récurrence sur la dimension de G. On peut évidemment supposer 

que u, # Id ; alors le sous-groupe H des points fixes de u, est distinct de G, et est 
stable pour l'action de ï. De plus, puisque ï est compact, l'image de l- dans Aut(Ho) 
est un quotient de ï, donc satisfait aussi à la condition (*). D'après l'hypothèse de 
récurrence, il existe un tore maximal S de H stable par T. Le centralisateur K de S 
dans G est connexe (5 2, no 2, cor. 5) et stable par T ; c'est un tore maximal de G, puis- 
que Ho contient un élément régulier de G (th. 1, a)) et que celui-ci est conjugué a un 
élément de S (loc. cit., cor. 4). 

COROLLAIRE 3. - Soient H un groupe de Lie et ï un sous-groupe compact de H. 
On suppose que Ho est compact et que l- satisfait à la condition (*) du cor. 2. 11 existe 
alors un tore maximal T de Ho tel que ï c NH(T). 

COROLLAIRE 4. - Tout sous-groupe nilpotent d'un groupe de Lie compact est contenu 
dans le normalisateur d'un tore maximal. 

Soient H un groupe de Lie compact, N un sous-groupe nilpotent de H. Alors l'adhé- 
rence r de N est aussi un groupe nilpotent (III, 5 9, no 1, cor. 2 à la prop. l), et il 
suffit, vu le cor. 3, de prouver que ï satisfait à la condition (*). Or T0 est un groupe 
de Lie compact connexe nilpotent, donc est un tore (5 1, no 4, cor. 1 à la prop. 4), 
et il existe un élément u, de ï, engendrant un sous-groupe dense de T0 (TG, VII, p. 8, 
texte précédant la prop. 8). Le groupe fini T/TO est nilpotent et il existe 
U,, ..., Zi, E TITO engendrant ï /TO et tels que le sous-groupe de TITO engendré par 
(U,, ..., Ur) soit distingué pour r = 2, ..., n (A, 1, p. 73, th. 1 et p. 76, th. 4). Alors, si 
u,, ..., un sont des représentants de U,, ..., Un dans r ,  la suite (u, ,  ..., un) possède la 
propriété exigée. 

Exemple. - Prenons G = U ( n ,  C). Nous verrons plus loin que le sous-groupe des 
matrices diagonales de G est un tore maximal de G et que son normalisateur est 
l'ensemble des matrices monomiales (A, II, p. 151) de G. 

On en conclut que si @ est une forme hermitienne positive séparante sur un espace 
vectoriel complexe de dimension finie V et ï un sous-groupe nilpotent de U(@), 
il existe une base de V pour laquelle les matrices des éléments de r sont monomiales 
(« théorème de Blichtfeldt D). 

4. Les applications (G/T) x T -+ G et (G/T) x A -+ Gr 

L'application (g, t )  H gtg-' de G x T dans G induit par passage au quotient un 
morphisme de variétés analytiques 

qui est surjectif (5 2, no 2, th. 2). Par restriction, f induit un morphisme surjectif 
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Par composition avec IdGiT x exp,, on en déduit des morphismes, également 
surjectifs 

c p : ( ~ / T )  x t -+ G ,  

cPr :(G/T) x tr + Gr ; 

enfin, si A est une alcôve de t, on déduit de cpr un morphisme surjectif 

On définit une opération à droite de W dans G/T comme suit : soient w E W et 
u E G/T ; relevons w en un élément n de NG(T) et u en un élément g de G. Alors l'image 
de gn dans G/T ne dépend pas du choix de n et g ; on la note u. W. 

Pour cette opération, W opère librement dans G/T : avec les notations précédentes, 
supposons en effet u.w = u ; alors gn E gT, donc n E T et w = 1. 

On définit une opération à droite de W dans (G/T) x T par 

et une opération à droite de Wa dans (G/T) x t par 

où E est l'image de o dans le quotient W;/T(T) = W. 
Si A est une alcôve de t, et si HA est le sous-groupe de W', qui stabilise A, on obtient 

par restriction une opération de HA sur (G/T) x A. 
Ces différentes opérations sont compatibles avec les morphismes A cp et cp, : pour 

u e G / T , t ~ T , x ~ t ,  ~ E A , w E W , ~ E W ; ,  h e H A , o n a  

Lemme 4. - Soient g E G, t E T, et soit g l'image de g dans G/T. Identifions l'espace 
tangent à G/T (resp. T, resp. G)  en g (resp. t, resp. gtg-') à g/t (resp. t, resp. g) par 
la translation agauche y(g)par g (resp. t, resp. gtg- l). L'application linéaire tangente à f 
en (g, t )  s'identifie alors à l'application f '  :(g/t) x t -, g définie comme suit : si z E g, 
x E t, et si 7 désigne l'image de z dans g/t, on a 

f'(2, X )  = (Ad gt-l) (z - (Ad t) z + x) . 

Soit F l'application de G x T dans T telle que F(g, t) = gtg-l. Comme 
F 0 (y(g), Id,) = Int g 0 F, on a T(,,,,(F) (gz, tx) = T,(Int g) o T(,,,,(F) (z, tx) ; d'après 
III, 4 3, no 12, prop. 46, on a 

T(e,t)(F) ( z ,  tx) = t((Ad t- l )  z - z) + .tx = t((Ad t-  l )  (z - (Ad t) z + x)) 
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et par conséquent 

T,,,,,(F) (gz, tx) = gtg-'((Ad gt-l) (z - (Ad t) z + x)) . 

Le lemme résulte aussit6t de cette formule par passage au quotient. 

PROPOSITION 4. - a) Soient g E G, t E T, x E t, et soit l'image de g dans GLT. 
Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) On a t E T, (resp. x E t,). 
(i bis) L'élément f (g, t) (resp. cp(j, x)) est régulier dans G. 
(ii) L'application f (resp. cp) est une submersion au point (g, t) (resp. (g, x)). 
(ii bis) L'application j(resp. cp) est étale au point (g, t) (resp. ( j ,  x)). 
b) L'application f, (resp. cp,, resp. q,) fait de (G/T) x T, (resp. (G/T) x t,, 

resp. (G/T) x A) un revêtement principal de Gr de groupe W (resp. Wa, resp. HA). 

a) L'équivalence de (i) et (i bis) est claire; celle de (ii) et (ii bis) résulte des rela- 
tions dim((G/T) x T) = dim((G/T) x t) = dim(G). D'après le lemme 4, f est 
une submersion au point ( j ,  t) si et seulement si g = t + Im(Ad t - Id), ce qui 
signifie que t est régulier. Enfin puisque cp = f o  ( IdG,  x exp,), cp est étale au 
point (3, x) si et seulement si f est étale au point @-, exp x), ce qui signifie d'après ce 
qui précède que x appartient à t,. 

b) Les morphismesf,, cp,, cp, sont donc étales. D'autre part W opère librement 
dans G/T, et a fortiori dans (G/T) x T. Soient g, g' dans G et t, t' dans T, tels que 
f(J, t) = f(g', t'); alors Int g-'g' applique t' sur t, donc normalise T, puisque 
T = Z(t), = Z(tl),, et la classe w de g-'g' dans W applique (g, t) sur (g', t'). Il 
s'ensuit quef, est un revêtement principal de groupe W ; cela implique aussitôt que 
cp, est un revêtement principal de groupe Wa, donc par restriction à la composante 
connexe (G/T) x A de (G/T) x t,, que cpA est un revêtement principal de groupe HA. 

Remarques. - 1) D'après la prop. 3 du 8 2, no 4, la variété (G/T) x A est simplement 
connexe. Il en résulte que cp, est un revêtement universel de G r ;  comme n'(Gr) 
est canoniquement isomorphe à n1 (G) (no 1, prop. 1 et TG, XI, à paraître), on retrouve 
ainsi le fait que nl(G) s'identifie à HA (c'est-à-dire à T(T)/N(G, T)). 

2) La restriction de cp, à W x A c (G/T) x A fait de W x A un revêtement 
principal de T, de groupe HA. On retrouve ainsi le cor. 1 à la prop. 2 du no 2. 

3) Notons gr l'image réciproque de Gr par l'application exponentielle et E :gr + Gr 
l'application déduite de exp,. L'application (g, x) H (Ad g) (x) de G x t, dans gr 
définit par passage au quotient une application $, :(G/T) x t, + gr. On a E o $, = cp,. 
Soient w E W, y E T(T) et O E Wa tels que o(z) = w(z) + y pour tout z E t ; on a 
$,(CS, x) 4 = $rG, X) - (Ad g) (y) Pour 9 E G, x E f r ,  de sorte que 
$,(CS, x) O) = $,CS, X) si et seulement si y = O. Il en résulte (cJ TG, XI, à paraître) 
que $, est un revêtement principal de g, de groupe W, et que E :gr + Gr est un revête- 
ment associable au revêtement principal cp,, de fibre isomorphe au Wa-ensemble 
wa/w.  
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8 6.  INTÉGRATION DANS LES GROUPES DE LIE COMPACTS 

On conserve les notations du 9 4 ; onpose w(G) = Card (WG(T)). On note dg (resp. dt) 
la mesure de Haar sur G (resp. T) de masse totale 1, et n (resp. r) la dimension de G 
(resp. T). 

1. Produit de formes multilinéaires alternées 

Soient A un anneau commutatif et M un A-module. Pour chaque entier r 2 0, 
notons Altr(M) le A-module des formes r-linéaires alternées sur M ;  il s'identifie 
au dual du A-module Ar(M) (A, III, p. 80, prop. 7). Soient u E AltYM) et v E Altr(M) ; 
rappelons (A, III, p. 142, exemple 3) qu'on appelle produit alterné de u et v l'élément 
u A v de Altdr(M) défini par 

où G,,, est le sous-ensemble du groupe symétrique G,,, formé des permutations 
dont les restrictions à (1, s) et (s + 1, s + r) sont croissantes. 

Soit maintenant 

O-M". M - E * M ~ - + o  

une suite exacte de A-modules libres, de rangs respectifs r, r + s et S. 

Lemme 1. - II existe une application A-bilinéaire de AltYM") x Altr(M') dans 
AltS+*(M), notée (u, v) t+ u n v, et caractérisée par l'une quelconque des deux pro- 
priétés suivantes : 

a) Notons u, E AltS(M) la forme (x,, ..., x,) t+ u(p(x,), ..., p(xs)), et soit 
v, E Altr(M) une forme telle que v,(i(x;), ..., i(x;)) = v(x;, ..., xi) pour xi ,  ..., xi 
dans M'; onaalorsu n v = u, A v,.  

b) Pour x,, ..., xs dans M et Y', . .... .Y: dans M', on a 

(1) (unv)(x l  ,..., x,,i(x;) ,..., i ( x ~ ) ) = u ( p ( x l )  ,..., p(xs))v(x\ ,..., x;). 

L'application <p : A ltS(M") 8, A ltr(M') -+ Altdr(M) telle que q(u O v) = u n v 
est un isomorphisme de A-modules libres de rang un. 

L'existence d'une forme v, satisfaisant à la condition a) résulte de ce que Ar(i) 
induit un isomorphisme de Ar(M') sur un sous-module'facteur direct de Ar(M) 
(A, III, p. 78). Soit v, une telle forme; posons u n v = u, A v,.  La formule (1) 
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est alors satisfaite, puisque si l'on pose i(xk) = x,+, pour 1 ,< k Q r, le seul élément 
o de G,,, tel que p(x,(,,) # O pour 1 Q i Q s est la permutation identique. D'autre 
part la formule (1) détermine u n v de manière unique : soient en effet (e;, ..., e:) 
une base de Mt, (fi ,  ..., f,") une base de M", et f,, ..., f, des éléments de M tels que 
p(fi) = fi" pour 1 Q i Q S .  Alors (f,, ..., f , ,  i(e;), ..., i(e:)) est une base de M (A, II, 
p. 27, prop. 21), et la formule (1) s'écrit 

or un élément de Altdr(M) est déterminé par sa valeur sur une base. 
Il résulte de ce qui précède que chacune des conditions a) ou b) détermine le 

produit u n u de manière unique; il est clair que ce produit est bilinéaire. Enfin 
la dernière assertion du lemme résulte de la formule (2). 

2. La formule d'intégration de H. Weyl 

Soient e l'élément neutre de G et ë sa classe dans G/T. Identifions l'espace tangent 
à G en e à g, l'espace tangent à T en e à t et l'espace tangent à G/T en ë à g/t. Notons 
(u, v )  H u n u l'application R-bilinéaire 

définie au numéro 1. 
Rappelons (III, 3, no 13, prop. 50) que l'application w H w(e) est un isomor- 

phisme de l'espace vectoriel des formes différentielles de degré n (resp. r) sur G 
(resp. T), invariantes à gauche, sur l'espace A l tn(g) (resp. Al tr(t)). Observons d'ailleurs 
que, puisqu'un sous-groupe compact connexe de R* est réduit à l'élément neutre, 
on a det Ad g = 1 pour tout g E G, de sorte que les formes différentielles de degré n 
invariantes à gauche sur G sont aussi invariantes à droite et invariantes par auto- 
morphismes intérieurs (III, § 3, no 16, cor. à la prop. 54) : nous parlerons simplement 
dans la suite de formes différentielles invariantes sur G. 

De même, il résulte de III, 3, no 16, prop. 56 et de ce qui précède que l'appli- 
cation o H o(ë) est un isomorphisme de l'espace des formes différentielles de degré 
n - r sur G/T, invariantes par G, sur l'espace Altn-'(g/t). 

Si CO,, est une forme différentielle de degré n - r sur G/T, invariante par G, 
et a, une forme différentielle invariante de degré r sur T, on note wGIT n wT l'unique 
forme différentielle invariante de degré n sur G telle que 

Rappelons enfin qu'on note f :(G/T) x T -r G le morphisme de variétés déduit 
par passage au quotient de l'application (g, t) H gtg- ' de G x T dans G (6 5, no 4). 
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Si a et p sont des formes différentielles sur G/T et T respectivement, on note simple- 
ment a A p la forme prra A pr2B sur (G/T) x T. 

Pour t E T, notons Adglt(t) l'endomorphisme de g/t déduit de Ad t par passage 
aux quotients. Posons 

Soient x E t et a E R(G, T ) ;  notons 6 l'élément (27~i)-~6(c1) de t*, de sorte qu'on a 

((exp x)" - 1) ((exp x)-a - 1)  = (e2"'"'") - 1) (e- 2"i2(x) - 1) = 4 sin2 x & ( ~ )  . 

Si R+(G, T) désigne l'ensemble des racines positives de R(G, T) relativement à 
une base B, on a 

1 

d'où en particulier 6,(t) > 0 pour tout t ET,.  Remarquons aussi qu'on a 
zG(t) = OG(t -') pour t E T. 

PROPOSITION 1. - Soient O,, wGIT et O, des formes différentielles invariantes sur G, 
G/T et T respectivement, de degrés respectifs n, n - r et r. Si O, = m ~ / ~  n mT, 
alors 

f *(a,) = WG/T A ~ G W T .  

On peut évidemment supposer que O,/, et OT sont non nulles ; alors la forme 
différentielle (u, t) H mGIT(u) A mT(t) sur (G/T) x T est de degré n et partout non 
nulle ; il existe donc une fonction numérique 6 sur ( G r )  x T telle que 

Observons maintenant que, pour h E G, u E GIS, t E T, on a f (h. u, t) =(Int h) f (u, t )  ; 
comme OG est invariante par automorphismes intérieurs, il en résulte aussit6t que 
6(hu, t )  = 6(u, t), donc 6(u, t)  = 6(ë, t ) .  

Notons p : g + g/t l'application de passage au quotient et cp : g/t + g l'application 
définie par 

q(p(X)) = ( A d t - ' ) X  - X pour  XE^; 

rappelons (8 5, no 4, lemme 4) que l'application tangente 

applique (z, tH) sur t(<p(z) + H) pour z E g/t, H E t. 



No 2 INTÉGRATION DANS LES GROUPES COMPACTS LIE IX. 55 

Soient z l ,  ..., zn-, des éléments de g/t, H l ,  ..., H, des éléments de t. On a 

d'où f *CO,@, t )  = 6,(t) (a,, A O,) (ë, t )  ; on a donc 6(ë, t )  = 6,(t), d'où la 
proposition. 

Munissons les variétés G ,  T et G / T  des orientations définies par les formes o,, 
o, et oc,, respectivement. Ces formes définissent alors des mesures invariantes 
sur G, T et G/T (III, § 3, no 16, prop. 55 et 56), encore notées a,, o, et CO,,,. 

Lemme 2. - Si o, = mGlT n O,, alors 

Notons 7c le morphisme canonique de G dans G / T .  Soit g E G ,  et soient tl , . . ., tn-, 
des éléments de T,(,,(G/T). Identifions la fibre l r - ' ( ~ ( g ) )  = gT à T par la trans- 
lation y(g). La relation o, = oGIT n o, entraîne alors l'égalité (VAR,  R, 11 .4.5) : 

Lemme 3. - L'image réciproque sur ( G I S )  x T ,  de la mesure dg sur Gr par l'homéo- 
morphisme localf, ( INT,  V ,  6 6, no 6) est la mesure p Q 6,dt, où p est l'unique mesure 
G-invariante sur GjT de masse totale 1. 

Choisissons une forme différentielle invariante o, (resp. oGIT) sur T (resp. G / T )  
de degré maximum, telle que la mesure définie par o, (resp. oGIT) soit égale à dt 
(resp. p). Posons o, = oGl, n o,. Le lemme 2 entraîne que la mesure définie par 
o, est égale à dg. Soit U une partie ouverte de (G/T) x T, telle que f, induise un 
isomorphisme de U sur une partie ouverte V de Gr. Soit cp une fonction continue 
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à support compact dans V ; notons encore cp le prolongement de cp à G r  qui s'annule 
en dehors de V. On a 

d'où le lemme. 

THÉORÈME 1 ( H .  Weyl). - La mesure dg sur G est l'image par l'application 
1 

(g, t )  c gtg-l de G x T dans G de la mesure dg Q M;iGT 6,dt, où 

Il revient au même ( INT ,  V, 6, no 3, prop. 4 )  de dire que dg est l'image par l'appli- 
1 

cation f : ( G / T )  x T -, G de la mesure y Q - 
w(G)  

Démontrons cette dernière assertion. Il résulte du 5, no 1 et de VAR, R, 10.1 .3, c )  
que G - Gr est négligeable dans G et T - T r  négligeable dans T. Par ailleurs 
l'application f ,  fait de ( G / T )  x T r  un revêtement principal de Gr, de groupe W 
(5  5, no 4, prop. 4, b)). Le théorème résulte alors du lemme 3 et de INT, V, 6, no 6, 
prop. 11. 

COROLLAIRE 1. - (i) Soit cp une fonction intégrable sur G a valeurs dans un espace 
de Banach ou dans Ü. Pour presque tout t E T, la fonction g c cp(gtg- l )  sur G est 

intégrable pour dg. La fonction t c 6,(t) cp(gtg-l) dg est intégrable sur T, et 

l'on a 
jG 

(« formule d'intégration de Hermann Weyl »). 
(ii) Soit cp une fonction mesurable positive sur G. Pour presque tout t E T ,  la fonction 

g H cp(gtg-l) sur G est mesurable. La fonction t w cp(gtg-l) dg sur T est mesu- 

rable, et l'on a 
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Puisque l'application f se déduit par passage au quotient de l'application 
(g,  t )  H gtg- l de G x T dans G, il suffit d'appliquer INT, V, § 5,6,8 et INT, VII, § 2. 

COROLLAIRE 2. - Soit cp une fonction centrale sur G (c'est-à-dire telle que 
cp(gh) = cp(hg) pour tous g et h dans G) à valeurs dans un espace de Banach ou dans R. 

a)  Pour que cp soit mesurable, il faut et il suffit que sa restriction a T soit mesurable. 
b )  Pour que cp soit intégrable, il faut et il suffit que la fonction ( c p  IT) 6, soit intégrable 

sur T et l'on a alors 

Notonsp :G/T x T + T la seconde projection. On a cp o f = (9 1 T) op ; par ailleurs, 
1 

l'image par p de la mesure p Q - SGdt est - 6,dt. Le corollaire résulte alors 
w(G) w(G) 

du th. 1 ci-dessus et du th. 1 de INT, V, 4 6, no 2, appliqués aux deux applications pro- 
pres f et p. 

COROLLAIRE 3. - Soient H un sous-groupe fermé connexe de G contenant T, ij son 
algèbre de Lie, et dh la mesure de Haar sur H de masse totale 1. Soit cp une fonction 
centrale intégrable sur G, à valeurs dans un espace de Banach ou dans R. Alors la 
fonction h H cp(h) det(Adgib(h) - 1) est intégrable et centrale sur H et l'on a : 

En effet, la fonction h H cp(h) det(Adgig(h) - 1) est une fonction centrale sur H, 
dont la restriction à T est la fonction t H ( ~ ( t )  tjG(t) &(t)-'.  Le corollaire résulte 
donc du cor. 2 appliqué à G et à H. 

Remarques. - 1) Si l'on prend <p = 1 dans le cor. 3, on obtient 

et en particulier 

2) Soit v la mesure sur l'espace quotient T/W définie par 
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où n désigne la projection canonique de T sur T/W. Le cor. 2 signifie que l'homéo- 
morphisme T/W + G/Int(G) (§ 2, no 5, cor. 1 à la prop. 5) transporte la mesure v 
en l'image de la mesure dg par la projection canonique G -, G/Int(G). 

3) Supposons G simplement connexe. Soient A une alcôve de t, et dx la mesure 
r 

de Haar sur t telle que ( dx = 1. Alors la mesure v s'obtient aussi en transportant 
J A- 

par l'homéomorphisme A -, T/W (§ 5, no 2, cor. l à la prop. 2) la mesure 

- n 4 sin2noi(x) dx sur A. 
w(G) wR+(G,T)  

Exemple. - Prenons pour G le groupe SU(2, C )  et pour T le sous-groupe des matrices 
diagonales (§ 3, no 6) ; on identifie t à R par le choix de la base {iH ) de t (loc. cit.). 
Posons A = )O, TC(; c'est une alcôve de t. L'intervalle A = (O, TC) s'identifie à l'espace 
des classes de conjugaison de G, l'élément 0 de A correspondant à la classe de conju- 

gaison de (O e!i,). Soit dB la mesure de Lebesgue sur (O, n); il résulte de ce 

qui précède que la mesure sur A image de la mesure de Haar de G est la mesure 
2 - sin28d8. 
n 

3. Intégration dans l'algèbre de Lie 

PROPOSITION 2. - Soient H un groupe de Lie (réel) de dimension m, t) son algèbre de 
Lie. Soit o, une forme différentielle invariante à droite de degré m sur H, et soit la 
forme dgférentielle invariante par translation sur t), de degré m, qui coïncide à l'origine 
avec oH(e). On a 

(10) (~xPH)* % = hbo$ 

où Al) est la fonction sur t), invariante sous Ad(H), telle que 

(ad x ) ~ )  pour x E t) . h,(x) = det( C - 
p>O (P  + l ) !  

Notons a(x) : t) -, t) la différentielle droite de l'exponentielle en x(III,§ 3, no 17, déf. 8) ; 
on a donc par définition : 

T,(exp) (y).(exp x)-l = a(x) .  y pour tout y E t) . 
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exp ad x - 1 
on a donc exp*o, = h p b ,  avec hb(x) = det a (x)  = det 

ad x (111, § 6, 

no 4, prop. 12). 
Soit h E H ; puisque Ad h est un automorphisme de $, on a 

ad((Ad h) (x)) = Ad h o Ad x o (Ad h)- ' , 
d'où hd(Ad h) (x)) = hb(x). La fonction hb est donc invariante sous Ad(H); ceci 
achève de prouver la proposition. 

Remarque. - Considérons la fonction hg associée au groupe de Lie compact G ; 
en vertu du § 2, no 1, th. 1, il suffit pour la calculer de connaître ses valeurs sur t. 
Or, pour tout x E t, l'endomorphisme ad x de g est semi-simple, et admet pour valeurs 
propres O (avec multiplicité r), et, pour tout a E R(G, T), 6(a) (x)  (avec multiplicité 1). 
On en déduit aussitôt 

avec 6&x) = &,(exp x) et .x,(x) = n 6(a) (x) = det adglt(x). 
aeR(G,T) 

Soient oGIT une forme différentielle invariante de degré n - r sur G/T et ot une 
forme différentielle de degré r sur t invariante par translation. Avec les notations 
du no 1, on note oGl, n w, l'unique forme différentielle oo de degré n sur g, invariante 
par translation, telle que o,(O) = ~ ~ / ~ ( ë )  n ot(0). 

Enfin, on désigne par $ :(G/T) x t -+ g le morphisme de variétés déduit par 
passage au quotient de l'application (g, x) H (Ad g) (x) de G x t dans g. 

PROPOSITION 3. - Soient o,, o,, o,,, des formes différentielles invariantes 
g, t, G/T respectivement, de degrés respectifs n, r, n - r. Si w, = a,/, n a , ,  on 

sur 
a : 

où x ,  est la fonction sur t définie par ng(x) = &(a) (x). 
aeR(G,T) 

Notons o, (resp. a,) la forme différentielle invariante de degré maximum sur G 
(resp. T) qui coïncide à l'origine avec o, (resp. ot). Considérons le diagramme com- 
mutatif 

Compte tenu de la prop. 1 du no 2 et de la relation exp,*o, = o,, on en déduit l'égalité 

$*exp,$o, = mGlT A 6,ot. 
BOURBAKI. - Groupes et algèbre de Lie (chap. 9) - 3 
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D'après la prop. 2, on a +*expGwG = ($*hg) +*ag. Comme la fonction hg est inva- 
riante sous Ad(G), on a 

Il en résulte que les formes $*oG(g, x) et oGIT@) A ng(x) q ( x )  coïncident lorsque 
Fg(x) est non nul, c'est-à-dire sur l'ouvert dense ( G r )  x t,; elles sont donc égales, 
d'où la proposition. 

Choisissons des formes différentielles invariantes de degré maximum oG sur G 
et o, sur T, telles que IoG\ = dg et lo,l = dt ; notons mg (resp. o t )  la, forme diffé- 
rentielle invariante par translation sur g (resp. t) qui coïncide avec oG(e) (resp. o,(e)) 
à l'origine, et dz (resp. dx) la mesure de Haar logl (resp. lot[). En raisonnant comme 
dans le no 2, mutatis mutandis, on établit la proposition suivante : 

F~OPOSITION 4. -La mesure dz sur g est l'image par l'application propre 
1 

(9, X) H (Ad g) (x) de G x t dans g de la mesure dg @ - 
w(G) ngdx' 

Nous laissons au lecteur le soin d'énoncer et démontrer les analogues des cor. 1 à 3 
et des remarques 1 à 3 du no 2. Par exemple, soit cp une fonction intégrable sur g 
(à valeurs dans un espace de Banach ou dans R) ; on a 

et en particulier, si cp est invariante sous Ad(G), 

4. Intégration des sections d'un fibré vectoriel 

Dans ce numéro et le suivant, on désigne par X une variété réelle de classe Cr 
(1 < r < CO), localement de dimension finie. 

Soit Y une variété de classe Cr. Si r < co, considérons l'application f w j r ( f )  
de Vr(X ; Y) dans W(X ; Jr(X, Y)) (VAR, R, 12.3.7). L'image réciproque par cette 
application de la topologie de la convergence compacte sur %'(X; Y(X, Y)) est 
appelée topologie de la C'-convergence compacte sur Vr(X ; Y) ; c'est la borne supé- 
rieure des topologies de la C'-convergence uniforme sur K (VAR, R, 12.3. IO), 
lorsque K décrit l'ensemble des parties compactes de X. 

Lorsque r = co, on appelle topologie de lg Cm-convergence compacte sur V m(X ; Y) 
la borne supérieure des topologies de la Ck-convergence compacte, autrement dit 
la topologie la moins fine qui rende continues les injections canoniques 
Vm(X;Y)+Vk(X;Y) ,  pour O < k < m. 
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Soit E un fibré vectoriel réel de base X, de classe C', et soit Y '(X; E) l'espace 
vectoriel des sections de classe C de E. On munira dans ce numéro Y '(X ; E) de la 
topologie induite par la topologie de la C'-convergence compacte sur Wr(X; E), 
encore appelée topologie de la C'-convergence compacte ; elle fait de Y '(X ; E) 
un espace vectoriel topologique localement convexe séparé' complet (cJ: VAR, R, 
15.3.1 et TS, à paraître). 

Soient maintenant H un groupe de Lie, m:H x X -t X une loi d'opération à 
gauche de classe Cr;  on pose hx = m(h, x) pour h E H, x E X. Soit E un H-fibré 
vectoriel de base X, de classe Cr (III, 5 1, no 8, déf. 4). Pour s E Y '(X; E) et h E H, 
notons hs la section x w h.s(h-lx) de E ; l'application (h, s) H hs est une loi d'opé- 
ration de H dans l'espace Y '(X ; E). 

Lemme 4. - La loi d'opération H x Y '(X ; E)  -t Y '(X ; E) est continue. 
Compte tenu de la définition de la topologie de Yr(X ; E) et de TG, X, p. 28, 

th. 3, il suffit de démontrer que pour tout entier k < r, l'application 
f : H  x X x Yk(X;  E) -t Jk(X; E) telle qùe f(h, x, s) = j,k(hs) est continue. Pour 
h E H, notons T~ (resp. 8,) l'automorphisme x t+ hx de X (resp. de E). Définissons 
des applications 

f, : H  x X + J~(x ,  X) 

fi : H x E + Jk(E, E) 

:H x x x y k ( x ;  E) -+ J~(x ,  E) 

et il suffit par conséquent, d'après VAR, R, 12.3.6, de démontrer que f,, f2 et g 
sont continues. 

Or g est l'application composée 

H x X x Y k ( X ; E )  (m"d)rX x Yk(X;E)  

'ld'jk) I X X W(X ; Jk(X, E)) + Jk(X ; E) 

avec E(X, U) = U(X) ; l'application E étant continue (TG, X, p. 28, cor. l), g est continue. 
Soit (ho, x,) E H x X;  prouvons que f, est continue en (ho, x,). Il existe des 

cartes (U, $, F) et (V, X, FI) de X et un ouvert f2 de H tels que xo E U, ho E f2 et 
m(R x U) c V. En utilisant l'expression de Jk(X, X) dans ces cartes, on est ramené 
à prouver, pour 1 < 1 ,< k, la continuité en (ho, x,) de l'application (h, x) t+ A;(zh) 

1 
de f2 x U dans Pl(F ; F'), avec AX(sh) (v) = D1zh(x). v pour v E F (VAR, R, 12.2). 

Or D1zh(x) n'est autre que la dérivée partielle 1-ième de m(h, x) par rapport à x, qui est 
continue par hypothèse; par conséquent f, est continue. On démontre de même 
que f2 est continue, d'où le lemme. 

PROPOSITION 5. - Supposons le groupe H compact et notons dh la mesure de Haar 
sur H de masse totale 1. Soit s une section de classe Cr de E. Pour x E X, notons sff 
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l'intégrale vectorielle hs dh. Alors su est une section de classe Cr de E, invariante S. 
par H ; pour x E X, on a s#(x) = hs(h-lx) dh E Ex. L'endomorphisme s H su de fH 
Yr(X ; E) est un projecteur sur le sous-espace des sections H-invariantes. 

Considérons l'application h H hs de H dans Y '(X ; E) ; elle est continue d'après 
r- 

le lemme 4. Puisque l'espace Yr(X ; E) est séparé et complet, l'intégrale sr = 1 's dh 
JH 

appartient à Yr(X ; E) (INT, III, 3, no 3, cor. 2). L'application linéaire s H s(x) 

de Yr(X;  E) dans Ex étant continue, on a s#(x) = hs(x) dh pour tout x E X. Il fH 
est clair que sd est invariante par H ; si s est une section H-invariante, on a su = s, 
d'où la dernière assertion. 

COROLLAIRE 1. - Soient F un espace de Banach, p :H + GL(F) une représentation 
linéaire analytique, f E Wr(X ; F). Pour x E X, posons 

  lors f # est un morphisme de classe Cr de X dans F, compatible aux opérations de H ; 
pour x EX, on a (en notant 2, l'automorphisme x H hx de X) 

La première assertion résulte de la proposition appliquée au fibré X x F, muni 
de la loi d'opération (h; (x, f ) )  H (hx, p(h).f). La seconde s'obtient d'après INT, 
III, 3, no 2, prop. 2, en appliquant à l'intégrale vectorielle f u  l'homomorphisme 
dx :Vr(X; F )  + 2(Tx(X) ;  F) qui est continu par définition de la topologie de la 
C'-convergence compacte. 

COROLLAIRE 2. - Soient F un espace de Banach, f E Vr(X; F ) ;  posons 

f '(XI = SH f (hx) dh 

pour x E X. LU fonction f '  est de classe Cr, et on a f u  (hx) = f '(x) pour x E X, h E H. 

COROLLAIRE 3. - Soient F un espace de Banach, p un entier 2 O, kRp(X ; F) l'espace 
des formes d@érentielles de degré p sur X, a valeurs dans F, de classe Ck(2 < k + 1 < r). 
Pour o E kQp(X; F), posons of = .the dh. Alors l'application o H ot est un SH 
projecteur de kRp(X; F), dont l'image est le sous-espace des formes H-invariantes. 
On a d(o#) = (do)# pour tout o E kRp(X; F). 

La première assertion résulte de la proposition appliquée au H-fibré vectoriel 
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AltP(T(X); F) (III, 4 1, no 8, exemples). Pour démontrer la seconde assertion, il 
suffit, compte tenu de INT, III, 3, no 2, prop. 2, de prouver que l'application 
d :kRp(X ; F)  _t k -  lRp+ l (X; F)  est continue lorsqu'on munit le premier espace 
(resp. le second) de la topologie de la Ck-convergence (resp. Ck-'-convergence) 
compacte. Or cela résulte aussitôt de la définition de ces topologies à l'aide de semi- 
normes (TS, à paraître) et du fait que d est un opérateur différentiel d'ordre < 1 
(VAR, R, 14.4.2). 

5. Formes différentielles invariantes 

Soit X une variété réelle de classe Cm localement de dimension finie, et soit 
(g, x) H gx une loi kopération à gauche de classe Cm du groupe de Lie compact 
connexe G dans X. Pour g E G, on note 2, l'automorphisme x H gx de X. On désigne 
par R(X) l'algèbre des formes différentielles réelles de classe Cm sur X (VAR, R, 
8.3.1). 

Pour tout élément 5 de g, notons Dg le champ de vecteurs sur X qui lui correspond 
(III, 4 3, no 5) et 0(5), i(5) les opérateurs correspondants sur R(X), de sorte qu'on 
a les formules (VAR, R, 8 . 4 . 5  et 8 .4 .7)  

(15) 0(5) o = d(i({) o )  + i(5) d o  

Une forme différentielle o E R(X) est invariante si on a z,*o = o pour tout g E G ; 
d'après la formule (16), il revient au même de dire qu'on a 0(5) 0 = O pour tout 
5 E g. Notons R(X)G l'espace des formes différentielles invariantes sur X ; si o E R(X)G, 
on a d o  E R(X)G, de sorte que R(X)G est un sous-complexe du complexe (R(X), d). 

THÉORÈME 2. - L'injection canonique l :R(X)G -* R(X) est un homotopisme de com- 

plexes (A, X, p. 33, déf. 5);  l'application o H ou = ~ , * o  dg en est un homotopisme SG 
réciproque à homotopie près. En particulier, l'application H(t) :H(R(X)G) -+ H(R(X)) 
est bijective. 

D'après le cor. 3 du no 4, l'application CO w ou est un morphisme de complexes 
de R(X) dans R(X)G, qui induit l'identité sur le sous-complexe R(X)G ; pour démon- 
trer le théorème, il suffit donc de construire un homomorphisme s:R(X) + R(X), 
gradué de degré - 1, tel que 

(17) o# - o = ( d o s  + s o d ) ( w )  pour tout o e R ( X ) .  

D'après le lemme 1 de INT, IX, 4 2, no 4 et la remarque 1 du 4 2, no 2, il existe 
une mesure positive d{ sur g, à support compact, dont l'image par l'application 
exponentielle est égale à dg. Posons, pour o E R(X), 
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il s'agit de montrer que la formule (17) est satisfaite. On vérifie comme dans la démons- 
tration du cor. 1 (no 4) la formule 

On déduit alors des formules (15) et (16) les égalités 

d'où le th. 2. 

Appliquons ce théorème dans le cas X = G, pour l'action de G par translations 
à gauche. Rappelons (III, 3, no 13, prop. 50) qu'en associant à une forme diffé- 
rentielle sur G sa valeur a l'élément neutre, on obtient un isomorphisme de R(G)G 
sur l'algèbre graduée Alt(g) des formes multilinéaires alternées sur g. Identifions 
R(G)G à Alt(g) par cet isomorphisme. L'opérateur d est alors donné par la formule 
(III, 4 3, no 14, prop. 51) 

pour o dans Al tP(g) et a,, . . ., a, + , dans g. 
Pour 5 E g, soit Lt le champ de vecteurs invariant à gauche qui lui correspond 

(défini au moyen de l'action de G sur lui-même par translations à droite, cfi III, 
4 3, no 6). Les opérateurs 8(Lt), i(LS) commutent à l'action de G sur R(G) définie 
par translation à gauche, donc induisent des opérateurs 0(Q, i(k) de R(G)G; dans 
l'identification précédente, ceux-ci s'expriment par les formules (VAR, R, 8.3.2 et 
8.4.2) 

pour o dans AltP(g) et a,, .< a, dans g. 
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Le sous-complexe GR(G)G des formes biinvariantes (III, 9 3, no 13) s'identifie au 
sous-complexe A l t ( ~ ) ~  des formes multilinéaires alternées sur g invariantes par la 
représentation adjointe (c'est-à-dire telles que Q(5) 0 = O pour tout 6 E g). On a 
donc un diagramme commutatif de complexes 

où les flèches horizontales sont les injections canoniques, et les flèches verticales 
sont les isomorphismes induits par l'application o H w(e). 

COROLLAIRE 1. - a) Dans le diagramme (18), tous les morphismes sont des homo- 
topismes. 

b) Soit o E Alt(g). Pour que w appartienne à A l t ( ~ ) ~ ,  il faut et il suffit qu'on ait 
d o  = O et d(i(6) o) = O pour tout 5 E g. La différentielle du complexe A l t ( ~ ) ~  est 
nulle. 

c) L'espace vectoriel gradué H(R(G)) est isomorphe à Alt(g)G. 
Le théorème, appliqué à l'action de G sur G par translations à gauche (resp. 

à l'action ((g, h) ; x) H gxh-l de G x G sur G)  entraîne que l'injection canonique 
R(G)G -+ R(G) (resp. GR(G)G -+ R(G) est un homotopisme; compte tenu de A, 
X, p. 34, corollaire, l'assertion a) en résulte. 

Démontrons b). D'après la prop. 51 de III, 9 3, no 14, on a da = - da, c'est-à-dire 
da = O, pour toute forme différentielle a sur G qui est invariante à gauche et à droite. 
Si o E A l t ( ~ ) ~ ,  on a donc d o  = O, et par conséquent a'(i(5) o )  = Q(5) o - i(c) d o  = 0. 
Inversement si d o  = O et d(i(5) o) = O, on a Q(5) o = 0. 

L'assertion c) résulte de a) et b). 

Remarque. - Considérons les sous-complexes Z(R(G)) et B(R(G)) de R(G) (A, X, 
p. 25). Il résulte de la formule donnant la différentielle du produit de deux formes 
(VAR, R, 8.3.5) que Z(Q(G)) est une sous-algèbre de Q(G) et que B(R(G)) est 
un idéal de Z(R(G)) ; par conséquent le produit extérieur induit sur H(R(G)) une 
structure d'algèbre graduée. On déduit alors de ce qui précède un isomorphisme 
d'algèbres graduées H(R(G)) -+ A l t ( ~ ) ~ .  

Soit H un sous-groupe fermé de G ; appliquons maintenant le th. 2 à X = G/H. 
D'après III, 5 1, no 8, cor. 1 à la prop. 17, les formes différentielles G-invariantes 
sur G/H s'identifient aux éléments H-invariants de Alt(Tè(G/H)), c'est-à-dire encore 
aux éléments de Alt(g) qui sont H-invariants et annulés par les opérateurs i(6) 
pour tout 5 E L(H). Par suite : 

COROLLAIRE 2. - Soit H un sous-groupe fermé de G. 
a) L'injection canonique R(G/H)G -+ R(G/H) est un homotopisme. 
b) Le complexe R(G/H)G s'identifie au sous-complexe de Alt(g) formé des éléments 

o de Alt(g) qui sont invariants pour la représentation adjointe de H et tels que i(6) o = O 
pour tout 5 E L(H). Si en outre H est connexe, ce sous-complexe est formé des o E Alt(g) 
tels que 8(5) 0 = O et i(5) o = O pour tout 6 E L(H). 
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$ 7. REPRÉSENTATIONS IRRÉDUCTIBLES DES GROUPES DE LIE 
COMPACTS CONNEXES 

On conserve les notations du § 6. On appelle représentation de G tout homomor- 
phisme continu (donc analytique) de G dans un groupe GL(V), où V est un espace 
vectoriel complexe de dimension finie. Toute représentation de G est semi-simple 
(O 1, no 1). - 

On choisit une chambre C de t (4 5, no 2), et on pose T(T)+ + = C n T(T). 

1. Caractères dominants 

On note X+ l'ensemble des éléments h de X(T) tels que (1, x) > O pour tout 
x E T(T)+ +, c'est-à-dire tels que la forme linéaire 6(h) :t, + C applique la cham- 
bre C de t dans iR+.  

On munit X(T) de la structure de groupe ordonné pour laquelle les éléments 
positifs sont ceux de X+ ; on pose R+ = R(G, T) n X+ et R- = - R + .  Les élé- 
ments de R+ sont appelés racines positives, ceux de R- racines négatives; toute 
racine est, soit positive, soit négative (VI, 1, no 6, th. 3). Une racine positive qui 
n'est pas somme de deux racines positives est dite simple ; toute racine positive est 
somme de racines simples (loc. cit.) ; les racines simples forment une base du sous- 
groupe de X(T) engendré par les racines, sous-groupe qui s'identifie à X(T/C(G)) 
(5  4, no 4) ; les réflexions par rapport aux racines simples engendrent le groupe de 
Weyl W = W,(T) (VI, 1, no 5, th. 2). 

Lemme 1. - Soit h un élément de X(T). Les conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) On a h - w(h) > O (resp. > O) pour tout w E W tel que w # 1 ; 
(ii) pour tout w E W tel que w # 1 ,  h - w(h) est combinaison linéaire à coeffl- 

cients positifs (resp. positifs et non tous nuls) des racines simples; 
(iii) on a ( 1, K, ) 2 O (resp. > O) pour toute racine positive cl; 

(iv) on a ( h, K, ) > O (resp. > O )  pour toute racine simple a 
L'équivalence de (iii) et (iv) est immédiate. Puisque l'ensemble des K ,  s'identifie 

au système de racines inverse de R(G, T) (6 4, no 5), l'équivalence de (i) et (iii) résulte 
de VI, 1, no 6, prop. 18 et corollaire. L'implication (ii) =- (i) est triviale, et l'impli- 
cation opposée résulte de loc. cit. 

Dans ce paragraphe et le suivant, nous référons par le sigle TS a un chapitre a paraître 
du livre de Théories Spectrales et consacré aux représentations linéaires des groupes compacts. 
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On note X+ + l'ensemble des éléments de X(T) tels que (A, K,) 2 O pour toute 
racine positive a. Les éléments de X+ + sont dits dominants. Ils forment un domaine 
fondamental pour l'action de W dans X(T) (VI, 4 1, no 10). On a X+ + c X+ . 

Si G est simplement connexe, il existe pour chaque racine simple a un élément 
a, de X(T) tel que ( a p ,  Ka)  = 6ap pour toute racine simple P, c'est-à-dire 
s,(a,) = ma - a, sp(a,) = m, pour toute racine simple fl # a ;  les a, sont appelés 
les poids dominants fondamentaux; ils forment une base du groupe commutatif 
X(T) et du monoïde commutatif X+ + : plus précisément, tout élément A de X(T) 
s'écrit sous la forme h = 1 (A, Ka) a,. 

a 

On note p l'élément de X(T) @ Q tel que 

On a (p, K,) = 1 pour toute racine simple a (VI, 8 1, no 10, prop. 29). Si G est 
simplement connexe, p est la somme des poids dominants fondamentaux. 

2. Le plus grand poids d'une représentation irréductible 

A toute représentation z :G + GL(V), associons l'homomorphisme L(z)(,, de la 
C-algèbre de Lie g, dans End(V) prolongeant la représentation linéaire L(z) de g 
dans l'espace vectoriel réel sous-jacent à V (III, 5 3, no 11). D'après la prop. 7 du 
8 4, no 3, l'application 6 de X(T) dans Homc(tc, C) = tg applique bijectivement 
l'ensemble des poids de z relativement à T sur l'ensemble des poids de L(z)(,-., rela- 
tivement à la sous-algèbre de Cartan t, de g,. 

Lemme 2. - Soit cp une représentation linéaire de l'algèbre de Lie complexe g, dans 
un espace vectoriel complexe V de dimension finie. Pour qu'il existe une représenta- 
tion .r de G dans V telle que L(z)(,, = cp, il faut et il suffit que cp soit semi-simple et 
que les poids de tc dans V appartiennent à 6(X(T)). 

S'il existe une représentation z de G telle que L(z)(,, = cp, alors cp est semi-simple 
car G est connexe et z semi-simple (III, 3 6, no 5, cor. 2 à la prop. 13), et les poids 
de t, dans V appartiennent à l'image de 6. La condition est donc nécessaire ; démon- 
trons qu'elle est suffisante. Si cp est semi-simple, V est somme directe des V,(t,), 
où p parcourt l'ensemble des poids de t, dans V (VII, § 2, no 4, cor. 3 au th. 2) ; si 
tous ces poids appartiennent à l'image de 6, il existe une représentation z, de T 
dans V telle que L(z,)(,, = <p/t, : il suffit en effet de poser zT(t) u = t'y pour t E T 
et v E VS(')(tC). Le lemme résulte alors de la prop. 8 du 8 2, no 6. 

THÉORÈME 1. - a)  Soit z :G + GL(V) une représentation irréductible de G. Alors 
l'ensemble des poids de z (relativement à T) possède un plus grand élément A, celui-ci 
est dominant, et l'espace V,(T) est de dimension 1. 

b )  Pour que deux représentations irréductibles de G soient équivalentes, il faut 
et il suffit que leurs plus grands poids soient égaux. 
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c) Pour tout élément dominant h de X(T), il existe une représentation irréductible 
de G de plus grand poids h. 

D'après le lemme 2, les classes d'équivalence de représentations irréductibles de 
G correspondent bijectivement aux classes de représentations irréductibles de 
dimension finie de g dont les poids appartiennent à 6(X(T)). 

Notons Vg, le centre et gg, l'algèbre de Lie dérivée de g,, de sorte que 
gc = Vg, O 9 g c .  Pour toute forme linéaire y sur t, n gg,, notons E(y) le 9gc- 
module simple introduit en VIII, 6, no 3 ; pour toute forme linéaire v sur Vg,, 
notons C(v) le 99,-module de dimension 1 sur C associé. Alors les gc-modules 
C(v) Q E(y) sont simples, et d'après VIII, 7, no 2, cor. 2 au th. 1 et A, VIII, 11, 
no 1, th. 1, tout g,-module simple de dimension finie est isomorphe à un g,-module 
C(v) @ E(y) ; de plus (loc. cit.) C(v) Q E(y) est de dimension finie si et seulement si 
p(H,) est entier positif pour toute racine simple a. Si l'on note v + y la forme linéaire 
sur t, qui induit v sur %'g, et y sur t, n 9gc,  on a (v + y) (H,) = y(H,) ; de plus, les 
poids de C(v) O E(y) sont les v + h, où h parcourt les poids de E(y), donc sont 
de la forme v + y - 8, avec 8 E 6(X+) (VIII, 6, no 2, lemme 2). 

On en conclut que le g-module C(v) Q E(y) est de dimension finie si et seulement 
si (v + y) (H,) est entier positif pour toute racine simple a, et que ses poids appar- 
tiennent à 6(X(T)) .si et seulement si v + y appartient à 6(X(T)). La conjonction 
de ces deux conditions signifie que v + y appartient à 6(X+ +) ;  dans ce cas, v + y 
est le plus grand poids de C(v) Q E(y). On a donc construit pour tout élément 
dominant h de X(T) une représentation irréductible de G dont h est le plus grand 
poids, et obtenu ainsi, à équivalence près, toutes les représentations irréductibles 
de G. Comme les vecteurs de poids v + y dans C(v) Q E(y) forment un sous- 
espace de dimension 1, on a ainsi achevé la démonstration. 

COROLLAIRE. - Le groupe G possède une représentation linéaire fidèle (de dimension 
finie). 

Observons d'abord que tout élément de X(T) est égal a la différence de deux 
éléments dominants : plus précisément, soit .a un élément de X +  + tel que (.a, K,) > O 
pour toute racine simple a ; pour tout h E X(T), il existe un entier positif n tel qu'on 
ait ( h  + nm, K,) 2 O pour toute racine simple a, c'est-à-dire (no 1, lemme 1) 
h + n a e x + + .  

Par conséquent, il existe une famille finie (A,),, d'éléments de X+ + engendrant 
le Z-module X(T). Pour i E 1, soit zi une représentation irréductible de G de plus 
grand poids hi (th. 1); soit z la représentation somme directe des zi. Par construc- 
tion l'ensemble P(z, T) des poids de .t (relativement à T) engendre le Z-module 
X(T). Il résulte alors de la prop. 6 du § 4, no 3, que l'homomorphisme z est injectif, 
d'où le corollaire. 

Remarques. - 1) Soit n +  la sous-algèbre de g, somme des g" pour a > O. Soient 
z : G  + GL(V) une représentation irréductible, h E X+ + son plus grand poids et 
z1:gC -+ gI(V) la représentation déduite de z. Alors V,(T) est le sous-espace formé 
des vecteurs v de V tels que ~ ' ( x )  v = O pour tout x ~ n +  . 
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Cela résulte en effet de l'énoncé correspondant pour les gc-modules C(v) O E(p) 
(VIII, 5 6, no 2, prop. 3). 

2) Soit O(G) l'algèbre des fonctions représentatives continues de G à valeurs 
dans C (A, VIII). On fait opérer G sur O(G) par translations à droite et à gauche. 
Pour chaque h E X+ + , soit (V,, z,) une représentation irréductible de G de plus 
grand poids l '( th. l), et (V:, :,) la représentation contragrédiente (III, 5 3, no 11); 
alors d'après TS, la représentation de G x G dans O(G) est isomorphe à la somme 
directe, pour h parcourant X+ +, des représentations (V, O V:, 7, O ?,). On déduit 
alors de la remarque 1 i'énoncé suivant : Soit h E X+ + , et soit E, le sous-espace 
vectoriel de O(G) formé des fonctions représentatives continues f sur G telles que 
f (g t )  = h(t)-lf(g) pour tout g E G et tout t ET, et que f*x  = O pour tout 
x E n- = @ ga. Alors EL est stable par les translations à gauche, et la représen- 

a i 0  

tation de G dans E, par translations à gauche est irréductible, de plus grand poids h. 
3) Soit z : G  + GL(V) une représentation irréductible. Il existe un élément v de 

X(C(G)) tel que ~ ( s )  v = v(s) v pour s E C(G), v E V : en effet z(C(G)) est contenu 
dans le commutant de z(G), qui est égal à C*. 1, (A, VIII, 5 3, no 2, th. 1). Pour tout 
poids h de z, la restriction de h à C(G) est égale à v. 

4) On généralise sans peine à la situation actuelle les définitions et énoncés de 
VIII, 5 7, nos 2 à 5 ; nous en laissons les détails au lecteur. 

PROPOSITION 1. - Soit z : G  + GL(V) une représentation irréductible de G, de plus 
grand poids h E X+ +. Soit m l'entier C ( A, K, ), et soit wo l'élément du groupe 

U E R ,  

de Weyl tel que wo(R+) = R- (VI, 5 1, no 6, cor. 3 de la prop. 17). On est alors dans 
l'un des trois cas suivants : 

a)  wo(h) = - 31. et m est pair. Il existe alors une forme bilinéaire symétrique sépa- 
rante sur V, invariante par G ; la représentation z est de type réel (Appendice II). 

b)  wo(h) # - h. Toute forme bilinéaire sur V invariante par G est nulle ; la repré- 
sentation z est de type complexe (loc. cit.). 

c )  wo(h) = - h et m est impair. Il existe une forme bilinéaire alternée séparante 
sur V invariante par G ; la représentation z est de type quaternionien (loc. cit.). 

Si la restriction de z à C(G), n'est pas triviale, on est alors dans le cas b). 
Une forme bilinéaire B sur V est invariante par G si et seulement si elle est inva- 

riante par gc (III, 5 6, no 5, cor. 3). Si G est semi-simple, la proposition résulte donc 
de VIII, 5 7, no 5, prop. 12 et de la prop. 3 de l'Appendice II. 

Dans le cas général, posons C(G), = S, et identifions X(T/S) à un sous-groupe 
de X(T) (stable par W). Si z(S) = { IV}, z induit par passage au quotient une repré- 
sentation z' :GIS + GL(V), de plus grand poids h ; la proposition résulte dans ce 
cas de ce qui précède, appliqué à GIS. 

Supposons r(S) f { 1,). Il existe un élément non nul v de X(S) tel que z(s) = v(s), 
pour tout s E S (remarque 3). Alors v est l'image de h par l'homomorphisme de 
restriction X(T) + X(S); puisque W opère trivialement sur X(S), l'égalité 
wo(h) = - h entraînerait v = - v, ce qui est impossible : on a donc wo(h) # - h. 
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D'autre part, si B est une forme bilinéaire sur V, invariante par G, on a, pour x, y 
dans V et s dans S, 

ce qui entraîne B = O, d'où la proposition. 

Soit G,(G) l'ensemble des classes de représentations continues irréductibles de G 
dans des espaces vectoriels réels de dimension finie. La prop. 1 et les résultats de 
l'Appendice II établissent une bijection @ :X+ +,T + GR(G), où C désigne le sous- 
groupe (1, - w,) de Aut(X(T)). Plus précisément, soit h EX,  +, et soit E, une 
représentation de G de plus grand poids h ; on a 

où E; est une R-structure sur E, invariante par G. 

3. L'anneau R(G) 

Soit R(G) l'anneau des représentations (continues dans des espaces vectoriels 
complexes de dimension finie) de G (A, VIII, 5 10, no 6). Si z est une représentation 
de G, on note [z] sa classe dans R(G) ; si T et z' sont deux représentations de G, on 
a donc par définition 

[z] + [TI = [z 0 z'] 

[TI [T'] = [z Q zl] . 

Puisque toute représentation de G est semi-simple, le Z-module R(G) est libre 
et admet comme base l'ensemble des classes de représentations irréductibles de G, 
ensemble qui s'identifie à X+ + par le th. 1. L'application z H L(T)(~,  induit un 
homomorphisme d'anneaux 1 de R(G) dans l'anneau B(gc) des représentations de 
g, (VIII, $ 7, no 6). 

Soit .r : G  + GL(V) une représentation de G ;  considérons la graduation 
(V,(T)),,,(,) du C-espace vectoriel V. On note Ch(V), ou C ~ ( T ) ,  le caractère de l'espace 
vectoriel gradué V (VIII, 7, no 7) ; si l'on désigne par (eh),,,(,, la base canonique 
de l'algèbre Z[X(T)] = Z("(T)), on a par définition 

Ch@) = C (dim V,(T)) e" 
IsX(T) 
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On définit ainsi (loc. cit.) un homomorphisme d'anneaux, encore noté Ch, de 
R(G) dans Z[X(T)]. Si G est semi-simple, on a un diagramme commutatif 

où P désigne le groupe des poids de R(g,, t,), et 6" l'homomorphisme déduit de 6. 
Le groupe de Weyl W opère par automorphismes dans le groupe X(T), donc dans 

l'anneau Z[X(T)]. D'après la prop. 5 du 4 4, no 3, l'image de Ch est contenue dans 
le sous-anneau ZIX(T)IW formé des éléments invariants par W. 

PROPOSITION 2. - L'homomorphisme Ch induit un isomorphisme de R(G) sur 
ZIX(T)IW. 

Pour h E X+ + , notons [hl la classe dans R(G) de la représentation irréductible 
de plus grand poids h. Puisque la famille ([hl),,,, + est une base du Z-module R(G), 
il s'agit de démontrer l'assertion suivante : 

La famille (Ch[h]),,,+, est une base du Z-module ZIX(T)IW. 
Pour tout élément u = 1 a,$ de Z[X(T)], appelons termes maximaux de u les 

h 

a,eX tels que h soit un élément maximal de l'ensemble des p E X(T) avec a, # 0. 
Le th. 1 implique que Ch[h] possède un unique terme maximal, à savoir e! La propo- 
sition résulte donc du lemme suivant. 

Lemme 3. - Pour chaque h E X + + ,  soit Ch un élément de ZIX(T)IW ayant pour 
unique terme maximal eh. Alors la famille (CI)XEx + + est une base de ZIX(T)IW. 

La démonstration est identique à celle de la prop. 3 de VI, 6 3, no 4, en y remplaçant 
Apar Z, PparX(T)  et P n C p a r x + + .  

Soit O(G) (resp. O(T)) la C-algèbre des fonctions représentatives continues sur G 
(resp. T), et soit ZO(G) (resp. O(T)W) la sous-algèbre formée de celles de ces fonctions 
qui sont centrales (resp. invariantes par W). L'application de restriction O(G) -, O(T) 
induit un homomorphisme d'anneaux r :ZO(G) + O(T)W. D'autre part, l'application 
qui à une représentation z associe son caractère (c'est-à-dire la fonction g t+ Tr ~ ( g ) )  
se prolonge en un homomorphisme de C-algèbres Tr :C 8, R(G) + ZO(G), qui, 
d'après TS, est un isomorphisme. De même, on déduit de l'injection canonique 
X(T) -+ O(T) un isomorphisme de C-algèbres t :C[X(T)] + O(T), qui induit un 
isomorphisme i : CIX(T)IW + O(T)W. Le diagramme 
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est commutatif : en effet pour toute représentation 2 : G  + GL(V) et tout t E T on a 

Tr t(t)  = C (dim V,(T)) h(t) = i(Ch t )  (t) 
k X ( T )  

c'est-à-dire (r o Tr) [TI = (1 O Ch) [TI. 
On déduit alors de la proposition le résultat suivant. 

COROLLAIRE. - L'application de restriction r :ZO(G) + O(T)W est bijective, 

4. La formule des caractères 

Dans ce numéro, on note le groupe X(T) multiplicativement, et on considère 
ses éléments comme des fonctions sur T à valeurs complexes. On suppose que l'élément 
p de X(T) @ Q appartiemt à X(T). 

On désigne par L2(T) l'espace hilbertien des classes de fonctions complexes de 
carré intégrable sur T, et par O(T) le sous-espace formé des fonctions représentatives 
continues. D'après TS, X(T) est une base orthonormale de L2(T) et une base algé- 
brique de O(T). 

Pour f E L2\T) et w E W, on note Wf l'élément de L2(T) défini par "f (t) = f (w-'(t)) ; 
pour h E X(T), on a donc "h = w(h). On note E : W + { 1, - 1 ) la signature (unique 
homomorphisme tel que ~ ( s )  = - 1 pour toute réflexion s) ; pour f E L2(T), on pose 

Si h E X+ + , les caractères "(hp) sont tous distincts ; il suffit en effet de prouver qu'on a 
"(hp) # hp pour tout w # 1 ; or cela résulte du lemme 1 (no 1) et de ce qu'on a 
( hp, K, ) = ( h, K ,  ) + 1 > O pour toute racine positive a. Par conséqué& : 

On dit qu'un élément f E L2(T) est anti-invariant si Wf = ~ ( w )  f pour tout w E W 
1 

(c'est-à-dire si sf = - f pour toute réflexion s). Montrons que - J est le projecteur 
w(G) 

orthogonal de L2(T) sur le sous-espace des éléments anti-invariants. En effet, soient 
f, f '  dans L2(T), avec f '  anti-invariant ; alors J( f )  est anti-invariant et l'on a 

( f ' ,  J ( f ) >  = C (f', Wf) = C (Wf', Wf) 

wsw wsw 

PROPOSITION 3. - Les éléments ~ ( h ~ ) / ! ,  pour h E X+ +, forment une base ortho- 
normale du sous-espace des éléments anti-invariants de L2(T), et une base algébrique 
du sous-espace des éléments anti-invariants de O(T). 

La démonstration est identique à celle de VI, 8 3, no 3, prop. 1. 
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D'après V I ,  loc. cit., prop. 2, on a 

(3) J ( p )  = p fl ( 1  - a - ' )  = p - l  fl ( a  - 11, 
= > O  a> O 

donc 

D'après le cor. 2 au th. 1 (8 6, no 2), on en déduit : 

Lemme 4. - Si cp et $ sont deux fonctions continues centrales sur G, on a 

Pour tout h E X+ + , notons X, le caractère d'une représentation irréductible 
de G de plus grand poids h. 

THÉORÈME 2 (H. Weyl). - Pour tout h E X+ +, on a J(p).x,IT = J ( X p ) .  
La fonction J(p).x,IT est anti-invariante par W, et est combinaison linéaire à 

coefficients entiers des éléments de X(T) .  D'après V I ,  8 3, no 3, prop. 1, elle s'écrit donc x a,J(yp), où y parcourt X+ + , et où les a, sont entiers et tous nuls sauf un nombre 
Ii 

fini d'entre eux ; puisque Ixh(g)12dg = I(TS), il résulte de la prop. 3 et du lemme 4 
J G 

que l'on a 1 (a,)' = 1 ; les a, sont donc tous nuls, sauf l'un d'entre eux qui vaut 1 
ei 

ou - 1. Mais le coefficient de 31 dans x,IT vaut 1 (th. l), donc le coefficient de hp dans 
J(p).xh[T vaut 1 (VI,  4 3, no 3, remarque 2), ce qui implique a,, = 1, d'où le théorème. 

COROLLAIRE 1. - Avec les notations du no 3, on a dans Z [ X ( T ) ]  

( x ~ ( w )  ewP) Ch[h] = 1 ~ ( w )  ewhewP pour tout h E X+ + . 
WPW WEW 

Cela résulte du théorème et de la commutativité du diagramme (2 )  (no 3). 

COROLLAIRE 2. - Pour tout h E X+ + et tout élément régulier t de T ,  on a 

où les deux sommations sont étendues aux éléments w de W. 
En effet, J ( p )  ( t )  n'est pas nul, puisque t est régulier (formule (4)). 

Si cp est une fonction centrale sur G, la restriction de cp à T est invariante par W, 
donc J(p).cplT est anti-invariante par W. Par ailleurs, d'après TS et le th. 1, la famille 
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, est une base algébrique de l'espace des fonctions représentatives centrales 
sur G et une base orthonormale de l'espace Z L Z ( G )  des classes de fonctions centrales 
de carré intégrable sur G .  

On déduit donc deia  prop. 3 et du th. 2 : 

COROLLAIRE 3. - L'application qui, à chaque fonction continue centrale cp sur G ,  
associe la fonction w(G)-lIZJ(p) (cplT) induit un isomorphisme de l'espace des fonctions 
représentatives centrales sur G sur l'espace des éléments anti-invariants de O ( T )  ; 
elle se prolonge par continuité en un isomorphisme d'espaces hilbertiens de Z L 2 ( G )  
sur le sous-espace des éléments anti-invariants de L2(T).  

COROLLAIRE 4. - Soit cp une fonction continue centrale sur G. On a 

En effet, d'après le lemme 4 et le th. 2, on a 

J ( l p )  est la projection Mais la fonction t H cp(t) J ( p )  ( t )  est anti-invariante et - 
w(G)  

orthogonale de hp sur le sous-espace des éléments anti-invariants de L2(T) ,  donc 

enfin, d'après la formule (3), on a m J ( p )  ( t )  = IT ( 1  - a(t ) - l ) ,  d'où le corollaire. 
u > o  

Remarques. - 1) Pour tout w E W, posons pw = " p / p  ; on a 
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Notons que p, est combinaison linéaire à coefficients entiers de racines, donc appar- 
tient à X ( T )  même si l'on ne suppose pas p E X(T) .  Il en résulte que la formule (7) 
est valable sans l'hypothèse p E X ( T )  : on peut en effet pour la démontrer remplacer G 
par un revêtement connexe convenable, et on est ramené au cor. 2. 

2) De même, la première égalité du cor. 4 reste valable sans l'hypothèse p E X(T) .  
3) On peut déduire le th. 2 de l'énoncé infinitésimal analogue (VIII ,  5 9, no 1, th. 1) ; 

c'est le cas également pour le th. 3 du numéro suivant (qui est l'analogue du th. 2 
de loc. cit., no 2). 

5. Degré des représentations irréductibles 

On revient à la notation additive pour le groupe X ( T )  et on ne suppose plus que p 
appartienne à X(T) .  

THÉORÈME 3. - La dimension de l'espace d'une représentation irréductible de G de 
plus grand poids h est donnée par 

Posons y = 4 1 Ka, d'où 6 ( a )  ( y )  = 271i pour toute racine simple a (VI ,  8 1, 
a > o  

no 10, prop. 29). La droite Ry n'est contenue dans aucun des hyperplans Ker 6(a), 
donc exp(zy) est un élément régulier de G pour tout z E R* assez petit; pour tout 
p E X(T)  et tout z E R, on a 

Admettons provisoirement le lemme suivant : 

Lemme 5. - On a 

J(p)  (exp(zy)) = eZqfl)("') n (1  - e-z6(fl)(Kx)) . 
a > O  

La fonction J(p)  (exp(zy)) est donc le produit d'une fonction qui tend vers 1 lorsque z 
tend vers O et de 

où N = Card R +  . 
Supposons d'abord p E X ( T ) ;  appliquant alors le cor. 2 au th. 2, on voit que, 

lorsque z tend vers O, ~ , ( z y )  tend vers 

d'où le théorème en ce cas. 
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Dans le cas général, il suffit de remarquer qu'on peut toujours, pour démontrer 
le th. 3, remplacer G par un revêtement connexe convenable, et se réduire ainsi au 
cas précédent. 

Démontrons maintenant le lemme 5. Soit z E C ;  notons cp, l'application de t 
dans la C-algèbre App(X(T), C) des applications de X(T) dans C, qui à H ~t associe 
l'application 

cpZ(H) : p H y (exp zH) = ezS(p)(H) . 

On a q,(H + H') = cpz(H) cp,(H'), de sorte qu'il existe un homomorphisme 
d'anneaux 

tel que $,(@) (y) = eZG(p)(H). D'autre part, d'après VI, 5 3, no 3, prop. 2, on a dans 
Z[t] la relation 

Appliquant l'homomorphisme $,, en tenant compte de l'égalité 

on en déduit la formule annoncée. 

COROLLAIRE 1. - Soit / / une norme sur X(T) @ R. Pour tout h E X+ +, soit d(h) la 
dimension de l'espace d'une représentation irréductible de G de plus grand poids h. 

a) On a sup d(h)/ll h + p I l N  < m, où N = 112 (dim G - dim T). 
).EX + + 

b) Si G est semi-simple, on a inf d(h)/ll h + p I I  > 0. 
hsX + + 

a) Pour tout a E R+ , il existe A, > O avec 1 ( h t p, K,  ) 1 < A, 1 1  h + p 11, d'où 
d(h)lllh + P I l N  < A,/( P, K, ) . 

a> O 

b) Supposons G semi-simple, notons p l ,  ..., P, les racines simples et posons 
N, = Kp,.  On a 

comme ( h + p, Ni ) P ( p, Ni ) = 1, cela implique 

Si G est semi-simple, x H sup 1 ( x, Ni) 1 est une norme sur X(T) Q R, nécessairement 
équivalente à la norme donnée, d'où b). 
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COROLLAIRE 2. - Supposons G semi-simple ; soit d un entier. L'ensemble des classes 
de représentations de G de dimension < d est fini. 

Le cor. 1, b) entraîne que l'ensemble X, des éléments h de X+ + tels que d(h) < d 
est fini. Pour tout h dans X,, soit V, une représentation irréductible de plus grand 
poids h ; toute représentation de dimension < d est isomorphe à une somme directe 
6 Vf\ avec n, d, d'où le corollaire. 
k X d  

6. Eiéments de Casimir 

D'après la prop. 3 du 5 1, no 3, il existe sur g des formes bilinéaires symétriques 
négatives, séparantes et invariantes par Ad(G) (si G est semi-simple, on peut par 
exemple prendre la forme de Killing de g). Soit F une telle forme. Rappelons (1, 
5 3, no 7) qu'on appelle élément de Casimir associé à F l'élément l- du centre de 
l'algèbre enveloppante U(g) tel que pour toute base (ei) de g satisfaisant à 
F(e,, e j )  = - 6,j, on ait l- = - x ez. 

On appellera dans la suite de ce chapitre élémints de Casimir de G les éléments de 
U(g) obtenus ainsi à partir des formes bilinéaires symétriques invariantes séparantes 
et négatives sur g. Si l- est un élément de Casimir de G et z : G + GL(V) une repré- 
sentation irréductible de G, alors l'endomorphisme TV de V est une homothétie 
(A, VIII, 4 3, no 2. th. l), dont nous noterons y(z) le rapport. 

PROPOSITION 4. - Soit l- un élément de Casimir de G. 
a)  Si z est une représentation irréductible de G, f (z) est réel et positg Si z n'est 

pas lo représentation unité, on a même f (z) > 0. 
b) Il existe une forme quadratique Q, sur X(T) @ R, et une seule, telle que, pour 

toute représentation irréductible z de G,  on ait 

où 1 est le plus grand poids de z. La forme Qr est positive, séparante et invariante par W .  
Soit F une forme bilinéaire symétrique négative et séparante sur g définissant T. 

Soit z : G + GL(V) une représentation irréductible de G ; soient ( , ) un produit 
scalaire hilbertien sur V invariant par G (5 1, no l), et (ei) une base de g telle que 
F(ei,  ej) = - ?iij. ~ l o r s ,  pour tout élément u de V non invariant par G, on a 

d'où a). 
Soit B la forme inverse sur tC de la restriction à t, de la forme bilinéaire sur g, 

déduite de F par extension des scalaires. D'après le corollaire à la prop. 7 de VIII, 
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6, no 4, on a ' f (z) = B(6(h), 6(h + 2 p)). Étendons 6 :X(T) + tg en une application 
R-linéaire de X(T) Q R dans t r  et soit Q, la forme quadratique x H B(G(x), 6(x)) 
sur X(T) Q R ; elle est séparante et invariante par W, et on a 

Montrons maintenant que la forme Q, est positive. En effet, six E X(T) Q R, l'élément 
F(x) de tg prend des valeurs imaginaires pures sur t, donc des valeurs réelles sur it ; 
on conclut en remarquant que, pour y E if, on a F(y, y) 2 0. 

Il nous reste à prouver l'assertion d'unicité de b). Soit Q une forme quadratique 
sur X(T) Q R satisfaisant à la condition exigée, et soit O (resp. O,) la forme bilinéaire 
associée à Q (resp. Q,). .Pour 1, p E X(T)+ + , on a 

Comme X(T)+ + engendre le R-espace vectoriel X(T) Q R, on a donc O = O,, d'où 
Q = Qr. 

Remarque. - Soit x E g: 11 existe un nombre réel strictement positif A tel que, pour 
toute représentation irréductible z : G + GL(V) et toute structure hilbertienne sur V 
invariante par G, on ait 

En effet, avec les notations de la démonstration précédente, on peut choisir la 
base (e,) de g de façon que x = ae,, a E R. Alors, pour v E V, on a 

8. TRANSFORMATION DE FOURIER 

On conserve les notations et conventions du paragraphe précédent. 

1. Transformées de Fourier des fonctions intégrables 

Dans ce numéro, on rappelle des définitions et résultats de TS 2 .  

Notons G l'ensemble des classes de représentations irréductibles de G (dans des 
espaces vectoriels complexes de dimension finie). Pour tout u E G,  notons Eu l'espace 

La démonstration de loc. cit., qui n'est énoncée que pour les algèbres de Lie semi-simples 
déployées, est valable directement dans le cas des algèbres réductives déployées. 

Voir note ', 5 7, p. 66. 
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de u et d(u) sa dimension. Il existe des formes hermitiennes positives séparantes 
sur Eu invariantes pour u, et deux telles formes sont proportionnelles. On note 
A* (resp. 1 1  A 1 1  ,) l'adjoint (resp. la norme) d'un élément A de End(Eu) relativement 
à l'une quelconque de ces formes; pour tout g E G, on a u(g)* = u(g)-l = u(g-l) 
et IIu(g)llm = 1 ; pour tout x E g, on a u(x)* = - u(x) = u(- x). 

On munit End(E,) de la structure d'espace hilbertien pour laquelle le produit 
scalaire est 

et on pose 

donc 

Pour tout g E G, on a IIu(g)l12 = d(u). 

Notons F(G) l'algèbren End(E,). On note L'(G) la somme hilbertienne des 
U E ~  

espaces hilbertiens End(E,) ; c'est l'espace des familles A = (A,) E F(G) telles que 
1 1 1  AUl/ : < CO, muni du produit scalaire 

U 

On note encore 11 I I 2  la norme hilbertienne sur L~(G) ,  de sorte qu'on a 

Si f est une fonction complexe intégrable sur G, on pose pour tout u E G, 

J G 

note s (  f )  la famille (u( f E F(G). Si f E L2(G), on a 

de sorte que F induit une application linéaire isométrique de l'espace hilbertien 
L2(G) dans l'espace hilbertien L ~ ( G )  : autrement dit pour f et f '  dans L2(G), on a 

f(Qi f TB) dg = (FU )lF(f '1) = d(u) Trb(f)*u(ff))  . 
UE 
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Pour f et f '  dans L1(G), le produit de convolution f * f '  de f et f '  est défini par 

(l'intégrale ayant un sens pour presque tout h E G). 
On a f a f '  E L1(G) et, pour tout u E G, u(f * f') = u(f) u(f'), donc 

(8) F(f * f ')  = F( f ) .F ( f f ) .  

Inversement, soit A = (Au)uEG un élément de F(G); pour tout u E G, soit .TUA 
la fonction (analytique) sur G définie par 

Si A E L'(G), la famille est sommable dans L2(G) ; on appelle alors trans- 
formée de Fourier de A, et on note F(A), la somme de cette famille. Les applications 
9 et 9 sont des isomorphismes réciproques entre les espaces hilbertiens L2(G) et 
L ~ ( G ) .  

En d'autres termes : 

PROPOSITION 1. - Toute fonction complexe f de carré intégrable sur G est somme 
dans l'espace hilbertien L2(G) de la famille (f,),,ô, où pour tout h E G et tout u E 6, 
on a 

Choisissons pour tout 11 E G une base orthonormale Bu de Eu, et notons (uij(g)) 
la matrice de u(g) dans cette base. La prop. 1 signifie aussi que la famille des fonctions 
& uij, pour u dans G et i, j dans Bu, est une base orthonormale de l'espace L'(G). 

Si f est une fonction intégrable sur-G telle que la famille (f,) soit uniformément 
sommable, alors la somme de cette famille est une fonction continue, qui coïncide 
presque partout avec f ;  en d'autres termes, si on suppose en outre f continue, on a 
pour tout h E G 

" 

Inversement, soit A E F(G); si la famille (.T,A),,e est uniformément sommable, 
alors la fonction 

est une fonction continue sur G, dont A est la cotransformée de Fourier. 
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Soit f une fonction intégrable sur G, et soit s E G. Notons y(s) f et 6(s) f les 
fonctions sur G définies par y(s) f = E, * J; 6(s) f = f * E,- ,, c'est-à-dire 

(III, 3, no 4 et INT, VII, 5 1, no 1). On a 

donc 

et de même, 

Lorsque G est commutatif, G est l'ensemble sous-jacent au groupe dual de G 
(TS, II, 5 1, no l), on a d(u) = 1 pour tout u E G, et on retrouve les définitions de la 
transformation de Fourier données en TS, II. 

2. Transformées de Fourier des fonctions indéfiniment dérivables 

Rappelons (III, 8 3, no 1, déf. 2) qu'on note U(G) l'algèbre des distributions sur G 
à support contenu dans {e) .  L'injection canonique de g dans U(G) se prolonge en un 

, isomorphisme de l'algèbre enveloppante de l'algèbre de Lie g sur U(G) (loc. cit., 
no 7, prop. 25) ; nous identifierons dans la suite ces deux algèbres par cet isomorphisme. 
Si f est une fonction complexe indéfiniment dérivable sur G et si t E U(G), on note 
Ltf et RJles fonctions sur G définies par 

(cJ: loc. cit., no 6). On a pour tout g E G, 

Soit u E G ; notons Eu l'espace de u. Le morphisme de groupes de Lie u : G + GL(Eu) 
donne par dérivation un homomorphisme d'algèbres de Lie (réelles) g + End(E,), 
d'où un homomorphisme d'algèbres, encore noté u, de U(G) dans End(E,). Si 
t E U(G) et si f est une fonction indéfiniment dérivable sur G, on a 

où t" désigne l'image de t par l'anti-automorphisme principal de U(G) (1, 5 2 no 4) ; 
en effet il suffit de le vérifier pour t E g, auquel cas cela résulte par dérivation des 
formules (12) et (13) (cc III, 5 3, no 7, prop. 27). 
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Pour tout u E G, notons h(u)  le plus grand poids de u (§ 7, no 2, th. l), de sorte que 
u H h(u)  est une application bijective de G dans l'ensemble X++ des éléments 
dominants de X(T) .  

Soit r E U ( G )  un élément de Casimir de G (5 7, no 6) ; pour tout u E G, l'endo- 
morphisme u ( T )  de Eu est une homothétie, dont nous noterons f (u )  le rapport, 
d'où une application u H f (u)  de G dans C. 

Si cp et + sont de'ux fonctions à valeurs réelles positives sur G, on note (< cp < + D 
ou « cp(u) < $(u) » la relation (< il existe M > O tel que <p(u) Q M+(u) pour tout 
u E G » ; c'est une relation de préordre sur l'ensemble des fonctions sur G à valeurs 
réelles positives. 

PROPOSITION 2. - Soient m H llmil une norme sur le R-espace vectoriel R Q X ( T )  
et ï un élément de Casimir de G .  Soit cp unefonction sur e à valeurs réelles positives. 

a )  Les conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) I l  existe un entier n > O tel que ~ ( u )  < (Ilh(u)ll + 1)" (resp. pour tout entier 

n > 0, on a d u )  < (IlVu)il + 11-9 
(ii) Il existe un entier n > O tel que cp(u) < (f (u )  + 1)" (resp. pour tout entier 

n > O, on a ~ ( u )  6 ( f ( u )  + 1)-"). 
b )  Si G est semi-simple, les conditions (i) et (ii) ci-dessus équivalent aussi à : 
(iii) Il existe un entier n > O tel que cp(u) < d(u)" (resp. pour tout entier n > 0, 

on a cp(u) < d(u)-"). 
Notons d'abord que la condition (i) est évidemment indépendante de la norme 

choisie. On peut donc prendre pour norme celle qui est définie par la forme quadra- 
tique Q, associée à r (§ 7, no 6, prop. 4). On a alors 

donc f ( u )  + 1 4 ( 1 1  h(u)ll + 1)' 6 .F(u) + 1, d'où a). 
Par ailleurs, si G est semi-simple, on a (8 7, no 5, cor. 1 au th. 3) 

llh(u) + pl/ < d(u)  < IIh(u) + où N = 112 (dim G - dim T ) ,  

donc Ilh(u)I1 + 1 4 d(u) B (Il h(u)II + l)", d'où b). 

Il résulte de la prop. 2 que la condition (i) est indépendante du tore maximal, 
de la chambre, et de la norme choisis, et que la condition (ii) est indépendante de 
l'élément de Casimir choisi. Une fonction cp satisfaisant aux conditions (i) et (ii) 
est dite à croissance modérée (resp. à décroissance rapide). Le produit de deux fonctions 
à croissance modérée est à croissance modérée ; le produit d'une fonction à crois- 
sance modérée par une fonction à décroissance rapide est à décroissance rapide. 
Si cp est à décroissance rapide, la famille ( < p ( ~ ) ) , , ~  est sommable. 

Exemples. - La fonction u H d(u) est à croissance modérée (4 7, no 5, cor. 1 au th. 3) ; 
pour toute norme I l  I I  sur R O X(T) ,  la fonction zi ++ //h(u)/I est à croissance modérée. 
Pour tout élément de Casimir r, la fonction u H f ( u )  est à croissance modérée ; 
plus généralement : 



NO 2 TRANSFORMATION DE FOURIER LIE IX. 83 

PROPOSITION 3. - Pour tout t E U ( G ) ,  les fonctions u H Ilu(t)ll, et u H 1 1  u(t)ll 
sont à croissance modérée sur G. 

Puisque le produit de deux fonctions à croissance modérée est à croissance modé- 
rée, il suffit de le démontrer lorsque t E g ; dans ce cas l'assertion résulte de la remarque 
du 6 7, no 6 et de l'inégalité 

THÉORÈME 1. - a)  Soit f une fonction complexe indéfiniment dérivable sur G. Alors la 
famille ( f JuEG,  OU f,(g) = ( u ( g ) I u ( f ) ) ,  est uniformément sommable sur G, et on a 
pour tout h E G 

b)  Soit f une fonction intégrable sur G ; pour que f soit presque partout égale à une 
fonction indéfiniment dérivable, il faut et il sufJit que la fonction u H llu(f)ll, soit à 
décroissance rapide sur G .  

Soit f une fonction indéfiniment dérivable sur G, et soit r un élément de Casimir 
pour G ; d'après la formule (14), on a pour tout entier n 2 O 

et par conséquent 

la fonction u H 1 1  U (  f ) I l  rn est donc bien à décroissance rapide. 
Inversement, soit A = (AJUE6 un élément de F(G)  tel que la fonction u H I l  A ,  Il, 

soit à décroissance rapide. Posons f , ( g )  = (u(g) lA, )  ; la fonction g H f , ( g )  est 
analytique, donc indéfiniment dérivable. Pour tout x E g, on a d'après III, 4 3, no 7, 
prop. 27 : 

Soit t E U ( G )  ; d'après la formule précédente, on a 

La fonction u H sup / ( L A )  ( g )  1 est donc à décroissance rapide, puisque d(u) et 
9 

1 1  u(t) / l m  sont à croissance modérée (prop. 3) et 1 1  A, 1 1 ,  à décroissance rapide ; la famille 
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(Lfu)ueB est donc uniformément sommable. On en déduit ' que la somme de la 
famille ( f , )  est une fonction indéfiniment dérivable sur G, dont la cotransformée de 
Fourier est (A,), d'où le théorème. 

Notons Y ( G )  le sous-espace vectoriel de L'(G) formé des familles A = (A,JuE6 
telles que la fonction u H I I  AuL, soit à décroissance rapide sur G. Il résulte du théo- 
rème que les applications 9 : f H (u( f et 9 :A H ( u(g)IA,) induisent 

UE 5 
des isomorphismes réciproques entre les espaces vectoriels complexes V " (G;  C) 
et Y (G). Munissons l'espace % m(G ; C) de la topologie de la Cm-convergence uni- 
forme (§ 6, no 4) qui peut être définie par la famille des semi-normes f H sup IL&) 1 

geG 

pour t E U(G), et l'espace Y (G) de la topologie définie par la suite des semi-normes 
p, :A H sup (f (u) + 1)"/I A, / /  ,. La formule (15) de la démonstration précédente 

UEG - 
entraîne que 9 est continue. Soient t E U(G), A = (AduEc un élément de Y (G) ; 
posons f,(g) = (u(g)(A,). Soit p un entier tel que T ( U ) - ~  = M < m. D'après 

UE % 
la démonstration précédente, il existe un entier positif m tel qu'on ait, pour tout g E G, 

d'où ((L,F(A)) (g) 1 G mMp,(A) ; ceci prouve que F est continue. Par conséquent : 

COROLLAIRE. - Les applications 3: f H (u( f )),,6 et 9 :A H ( u(g) 1 A,) indui- % UE 

sent des isomorphismes réciproques entre les espaces vectoriels topologiques V m ( G  ; C) 
et Y (G). 

3. Transformées de Fourier des fonctions centrales 

Pour tout u E G, notons X, le caractère de u ; on a donc 

(16) x U ( ~  = Tr (u(g)) 3 (g E G) . 

Rappelons (TS) les formules 

(17) Xu* XXv = 0 (Y v E G, u # v) 

l Cela résulte de ce que l'espace Wm(G; C), muni de la topologie de la Cm-convergence 
uniforme (5 6, no 4), est complet. 
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Pour tout u E G, notons E, l'application identique de Eu. Rappelons (8 7, no 4) 
qu'on note ZL2(G) le sous-espace de L2(G) formé des classes de fonctions f qui sont 
centrales, c'est-à-dire telles que f 0 Int s = f pour tout s E G, ou de manière équiva- 
lente y(s) f = 6(s-l) f pour tout s E G. 

PROPOSITION 4. - Soit f E L'(G). Pour que f soit centrale, il faut et il sufit que u(f) 
soit une homothétie pour tout u E e. On a alors 

D'après la prop. 1 (no l), dire que f est centrale signifie qu'on a u(y (s) f )  = u(F(s- l) f )  
pour tout s E G et tout u E G ;  mais cela s'écrit aussi u(s) u( f )  = u( f )  u(s) pour 
tout s E G et tout u E G (formules (12) et (13)), d'où la première assertion de la prop. 4 
(lemme de Schur). Si u( f )  est une homothétie, on a u( f )  = Lu&, avec 

Pour f E ZL2(G), on a par conséquent 

donc 

avec 

Inversement, si <p est une fonction complexe de carré intégrable  sur^, alors i'élément 

(@ 
de F(&) appartient à ~ ' ( 6 ) ~  et on a (formule (9)) 

ueB 

donc 
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Notons que les formules (20) et (21) donnent en particulier pour u, v dans G 

(23) u(XJ = O si u z v , 

PROPOSITION 5. - Soit f une fonction continue centrale sur G. Pour que f soit.indé- 
finiment dérivable, il faut et il suffit que la fonction u H I(xUl f )  1 soit à décroissance 
rapide sur G ; on a alors pour tout g E G 

D'après le th. 1, b), la fonction 7 est indéfiniment dérivable si et seulement si la 
fonction u H 1 1  ~ ( 7 )  1 1 ,  est à décroissance rapide ; mais d'après (20), on a 

1 
d'où la première assertion, puisque les fonctions d(u) et - sont à croissance modérée. 

d(u) 
Supposons f indéfiniment dérivable ; alors d'après le th. 1, a), on a pour tout g E G, 

f ( 9 )  = p x s ) ,  où 
UE 

Donc f ( g )  = (2"j f )Xu(g) ; mais, pour tout u E G,  la représentation contragré- 
UEG 

diente uf de u satisfait à Xu = x,, et l'application u H u' est une permutation de G ; 
on a donc aussi f ( g )  = ( xUl  f )  xU(g), d'où la proposition. 

COROLLAIRE. - Soit f une fonction continue centrale sur G. Pour que f soit indéfini- 
ment dérivable, il faut et il sufit que la restriction de f à T soit indéfiniment dérivable. 

En effet, d'après le cor. 4 du 8 7, no 4, on a 

'. On plonge End(Eu) dans le produit F(G) = End(E,) en associant à tout A E End(E,) 
veG 

la famille (A,),,e telle que A, = A et A, = O pour v # u. 
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Si f J T  est indéfiniment dérivable, cp l'est aussi ; d'après la prop. 5, appliquée au groupe 

T, la fonction p H p(t) q(t) dt sur T = X(T) est alors à décroissance rapide, et il en Ji - 
est de même de la fonction u H ( X ,  1 f )  ; la fonction f est donc indéfiniment dérivable 
(prop. 5). La réciproque est évidente. 

4. Fonctions centrales sur G et fonctions sur T 

Notons V(G) l'espace des fonctions continues complexes sur G et V "(G) le sous- 
espace des fonctions indéfiniment dérivables. On a donc une suite d'inclusions 

O(G) c Vm(G) c V(G) c L2(G). 

Notons ZO(G), ZVm(G), ZV(G), ZL2(G) respectivement les sous-espaces formés 
des fonctions centrales dans ces divers espaces. Introduisons de même les espaces 
O(T), V "(T), V(T) et LZ(T) ; pour tout espace E de cette liste, notons EW (resp. EWW) 
le sous-espace formé des éléments invariants (resp. anti-invariants) pour l'action du 
groupe W. On a un diagramme commutatif 

où les flèches verticales représentent les injections canoniques, et où les applications 
a,, a,, a, sont induites par l'application de restriction de V(G) dans V(T). 

Les applications a,, a,, a, sont bijectives (8 2, no 5, cor. 1 à la prop. 5, § 8, no 3, 
cor. à la prop. 5, et 5 7, no 3, cor. à la prop. 2). 

Supposons maintenant que la demi-somme p des racines positives appartienne 
à X(T) et considérons l'application b qui à chaque fonction continue cp sur T associe 
cp. J(p). On a un diagramme commutatif 

où les flèches verticales sont les inclusions canoniques, les applications b,, b, , b, sont 
induites par b, et où u prolonge b, 0 a, par continuité (8 7, no 4, cor. 3 au th. 2). Les 
applications u et b, sont bijectives (loc. cit.) ; il en est de même pour b,(exerc. 5) ; 
en revanche, b, n'est pas en général surjective (exerc. 6). 
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5 9. OPÉRATIONS DES GROUPES DE LIE COMPACTS 
SUR LES VARIÉTÉS 

Dans ce paragraphe, on désigne par X une variété réelle de classe Cr (1 < r < o), 
séparée et localement de dimension finie. 

1. Plongement d'une variété au voisinage d'une partie compacte 

Lemme 1. - Soient T et T' deux espaces topologiques, A et A' des parties compactes 
de T et T' respectivement, W un voisinage de A x A' dans T x T'. Il existe un voisinage 
ouvert U de A dans T et un voisinage ouvert U' de A' dans Tt tels qu'on ait U x U' c W. 

Soit x E A ; il existe des ouverts U, de T et Uk de T' tels que ( x )  x A' c U, x Uk c W : 
en effet, on peut recouvrir la partie compacte { x }  x A' de T x T' par un nombre 
fini d'ouverts contenus dans W, de la forme Ui x Ui, avec x E Ui ; il suffit de prendre 
U, = n u i e t U :  =uu ; .  

i i 

Puisque A est compact, il existe des points x, ,  ..., x ,  de A tels que A c U U,,; 
i 

posons U = U U,, et U' = fI Uii. On a alors A x A' c U x U' c W, d'où le 
i i 

lemme. 

Dans la suite de ce numéro, on désigne par Y une variété séparée de classe Cr. 

PROPOSITION 1. - Soient cp : X + Y un morphisme de classe Cr, A une partie com- 
pacte de X .  Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) La restriction de cp à A est injective, et <p est une immersion en tout point de A ; 
(ii) il existe un voisinage ouvert U de A tel que cp induise un plongement de U dans Y .  
Lorsque ces conditions sont réalisées, on dit que cp est un plongement au voisinage 

de A. 
Démontrons que (i) entraîne (ii), l'implication opposée étant évidente. Sous 

l'hypothèse (i), il existe un ouvert V de X contenant A tel que la restriction de cp à V 
soit une immersion (VAR, R, 5.7.1). Notons r l'ensemble des points (x ,  y) de V x V 
tels que cp(x) = cp(y), et A la diagonale de V x V. Alors A est une partie ouverte de r : 
en effet, pour tout x E V, il existe un voisinage U, de x tel que la restriction de cp à U, 
soit injective, c'est-à-dire que l'on ait r n (U, x U,) = A n (U, x U,). 

Puisque Y est séparée, r est fermé dans V x V ; par suite le complémentaire W 
de r - A dans V x V est ouvert. Par hypothèse, W contient A x A; le lemme 1 
entraîne qu'il existe un ouvert U' de V contenant A tel que Ut x U' c W, c'est-à-dire 
que la restriction de cp à U' soit injective. De plus il existe un voisinage ouvert U de A 
dont l'adhérence est compacte et contenue dans U' (TG, 1, p. 65, prop. 10). Alors cp 
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induit un homéomorphisme de Ü sur cp(Ü), et par suite de U sur cp(U) ; il en résulte 
que la restriction de cp à U est un plongement (VAR, R, 5.8.3). 

PROPOSITION 2. - Supposons la variété Y paracompacte; soit A une partie de X, 
et soit cp : X 3 Y un morphisme de classe Cr qui induit un homéomorphisme de A 
sur cp(A), et qui est étale en tout point de A. Il existe alors un voisinage ouvert U de A 
tel que cp induise un isomorphisme de U sur une sous-variété ouverte de Y. 

Quitte à restreindre X et Y, on peut supposer cp étale et surjectif. Notons o : cp(A)-rA 
l'homéomorphisme réciproque de TIA. Puisque Y est métrisable (VAR, R, 5.1 .6), 
cp(A) admet un système fondamental de voisinages paracompacts ; d'après TG, XI, 
il existe alors un voisinage ouvert V de cp(A) dans Y et une application continue s : 
V -t X, qui coïncide avec o sur cp(A), telle que cp(s(y)) = y pour tout y E V. De plus, 
s est topologiquement étale, donc s(V) est un ouvert U contenant A. Alors <p induit 
un homéomorphisme cp' de U sur V ; d'après VAR, R, 5.7.8, cp' est un isomorphisme. 

Dans la suite de ce numéro, on suppose r # o. 

~ROPOSITION 3. - Soit A une partie compacte de X. L'ensemble 9) des morphismes 
cp E Vr(X ; Y) qui sont des plongements au voisinage de A est ouvert dans Vr(X ; Y) 
pour la topologie de la C'-convergence compacte (8 6, no 4). 

Il suffit évidemment de démontrer la proposition pour r = 1. 
a) Montrons d'abord que la partie J de V '(X ; Y) formée des morphismes qui sont 

des immersions en tout point de A est ouverte. Considérons l'application 
jA :V1(X ; Y) x A -, J1(X, Y) telle que jA(cp, x )  = ji(cp) (VAR, R, 12.1). 

Par définition de la topologie de% '(X ; Y), l 'appl i~at ionj~ : cp H jA(cp, .) de %? '(X ;Y) 
dans %?(A ; J1(X, Y)) est continue; on déduit alors de TG, X, p. 28, th. 3 que jA est 
continue. 

D'autre part, soit M l'ensemble des jets j de J1(X, Y) dont l'application tangente 
T(j) :T,(,.,(X) + T,(j,(Y) (VAR, R, 12.3.4) est injective. L'ensemble M est ouvert dans 
J1(X, Y) : en effet, il suffit de vérifier cette assertion lorsque X est un ouvert d'un 
espace vectoriel Ê de dimension finie, et Y un ouvert d'un espace de Banach F;  
on est alors ramené (VAR, R, 12.3.1) à prouver que l'ensemble des applications 
linéaires continues injectives est ouvert dans Y(E ; F), ce qui résulte de TS, III, 8 2, 
no 7, prop. 16. 

On conclut de ce qui précède que l'ensemble j i  '(M) est ouvert dans %? '(X ; Y) x A, 
donc que son complémentaire 9 est fermé. Puisque A est compact, la projection 
pr, :%?'(X ; Y) x A -t V1(X ; Y) est un morphisme propre, donc fermé ; par consé- 
quent l'ensemble J, qui est égal à V1(X; Y) - pr l (9) ,  est ouvert dans V1(X; Y). 

b)  Soit H le sous-ensemble de J x A x A formé des éléments (f, x ,  y) tels que 
f ( x )  = f (y). Il est clair que H contient J x A, où A désigne la diagonale du produit 
A x A; montrons que H' = H - (J x A) est fermé dans J x A x A. Comme 
9 est le complémentaire dans J de l'image de H' par la projection propre 
pr, :J x A x A -t J, cela entraînera la proposition. 
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Pour tout i E 1, l'application aicpi est de classe Cr (puisque ses restrictions à Ui et au 
complémentaire du support de ai le sont), et sa restriction à Vi est un plongement; 
il en résulte que cp est un morphisme de classe C* et est une immersion en tout point 
de A. Montrons que la restriction de cp à A est injective. Soient x, y deux points de A 
tels que q(x) = <p(y), et soit i E 1 tel que x E Vi. On a alors ai(x) = 1, donc ai(y) = 1, 
ce qui entraîne y E Ui ; mais on a aussi cpi(x) = cpi(y), d'où x = y puisque cpi induit 
un plongement de Ui dans Ei. 

On peut démontrer ' que toute variété séparée dénombrable a l'infini de dimension 
pure n se plonge dans R2"; pour un résultat moins fort, cf. exercice 2. 

2. Le théorème de plongement équivariant 

Dans ce numéro, on suppose r # o. 
Lemme 3. - Soit G un groupe topologique compact opérant contintlment sur un espace 
topologique X ; soient A une partie de X, stable par G, et W un voisinage de A. I l  existe 
alors un voisinage ouvyt  V de A stable par G et contenu dans W .  

Posons F = X - W et V = X - GF. Alors V est ouvert (TG, III, p. 28, cor. l), 
stable par G, et on a A c V c W. 

THÉORÈME 1. -Soient G un groupe de Lie compact, (g, x) H gx une loi d'opération 
à gauche de classe Cr de G dans X ,  et A une partie compacte de X. II existe une repré- 
sentation linéaire analytique p de G dans un espace vectoriel E de dimension $nie, un 
morphisme cp : X -, E de classe Cr, compatible avec les opérations de G, et un voisi- 
nage ouvert U de A, stable par G, tels que la restriction de cp à U soit un plongement. 

Remplaçant A par la partie compacte GA, on se ramène au cas où A est stable 
par G. 

Soit E, un espace vectoriel de dimension finie tel qu'il existe un élément de V '(X ; E,) 
qui soit un plongement au voisinage de A (no 1, prop. 4) ; l'ensemble B des morphismes 
possédant cette propriété est donc un ouvert non vide de Vr(X ; E,) (no 1, prop. 3). 
Considérons la représentation linéaire continue du groupe compact G dans l'espace 
Wr(X ; E,) ($ 6, no 4, lemme 4). D'après le théorème de Peter-Weyl (TS, à paraître), la 
réunion des sous-espaces de dimension finie, stables par G, est dense dans Vr(X ; E,) ; 
il existe donc un élément q, de B tel que les applications x H cp,(gx), pour g E G, 
engendrent un sous-espace vectoriel El de dimensionjinie de Vr(X ; E,), évidemment 
stable pour l'action de G. 

Prenons alors pour E l'espace Hom,(E,, E,), pour p la représentation de G dans 
E déduite de l'action sur El ,  et pour q : X + E l'application qui à x E X  associe 
l'application linéaire $ H $(x) de El dans E,. C'est un morphisme de classe Cr ; 
pour x E X, g E G, $ E El, on a (en notant z(g) l'automorphisme x H gx de X) : 

l Voir H. WHITNEY, The self-intersection of a smooth n-manifold in 2n-space, Ann. of 
Math., 45 (1944), 220-246. 

BOURBAKI - Groupes el algèbre de Lle (chap 9 )  - 4 
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Soit a:Hom,(E,, E,) + E, l'application linéaire u H u(cp,); on a a 0 cp = cp,, 
de sorte que cp est un plongement au voisinage de A puisque c p ,  en est un. Il existe 
donc un voisinage ouvert U de A tel que la restriction de cp à U soit un plongement ; 
on peut choisir U stable par G d'après le lemme 3, d'où le théorème. 

COROLLAIRE 1. - Supposons X compacte. Il existe une représentation linéaire analy- 
tique p de G dans un espace vectoriel E de dimension finie et un plongement cp : X + E 
tels que <p(gx) = p(g) cp(x) pour g E G, x E X. 

COROLLAIRE 2. - Soit H un sous-groupe fermé de G. Il existe une représentation 
linéaire analytique de G dans un espace vectoriel E de dimension finie et un point 
v E E defixateur H. 

Appliquons le cor. 1 à l'opération canonique de G sur la variété compacte G/H. 
On obtient alors une représentation linéaire analytique p : G + GL(E), et un 
plongement cp : G/H -t E tels que cp(gx) = p(g) cp(x), g E G, x E G/H. Soient - 
e E G/H la classe de e E G, et v = cp@ son image. Pour tout g E G, on a 
p ( g ) v  = v o c p ( g é )  = c p @ o g ë =  ë o g ~ H .  

COROLLAIRE 3. - Supposons X paracompacte. Il existe un espace hilbertien réel E, 
une représentation unitaire continue ' p de G dans E et un plongement cp : X -+ E 
de classe C", tels qu'on ait cp(gx) = p(g) cp(x) pour tout g E G et tout x E X. 

L'espace X/G est localement compact (TG,  III, p. 33, prop. 11). Ses composantes 
connexes sont les images des composantes connexes de X, qui sont dénombrables 
à l'infini (TG,  1, p. 70, th. 5) ; elles sont donc elles-mêmes dénombrables à l'infini, ce 
qui entraîne que X/G est paracompact (loc. cit.). Il existe donc un recouvrement 
localement fini (U;),,, de X/G par des ouverts relativement compacts, et un recou- 
vrement (V;),,, tel que c UL pour tout a E 1 (TG,  IX, p. 48, cor. 1 ) ;  par image 
réciproque, on en déduit deux recouvrements localement finis (U,),,, et (V,),,, de X 
par des ouverts relativement compacts stables par G, tels que V,  c U ,  pour tout 
a E 1. 

Pour tout a E 1, il existe une représentation p, de G dans un espace vectoriel réel 
E, de dimension finie et un morphisme cp, E Vr(X ; E,), compatible aux opérations de 
G, dont la restriction à U ,  est un plongement (th. 1). Pour a E 1, soit a, une fonction 
numérique de classe Cr sur X, égale à 1 sur Va et à O en dehors de U ,  (VAR,  R, 5.3.6). 

Posons b,(x) = a,(gx) dx  pour x E X. La fonction b, est de classe C', invariante 1, 
par G (5 6, no 4, cor. 2), égale à 1 sur V a  et à O en dehors de U,. Munissons chaque E, 
d'un produit scalaire hilbertien invariant par G ($ 1, no l), et R de sa structure 
hilbertienne canonique ; soit E l'espace somme hilbertienne de la famille (E, @ R),,,, 
et soit p la représentation de G dans E déduite des p, et de l'action triviale de G sur R. 

l C'est-à-dire (TS, à paraître) une représentation linéaire continue (INT, VIII, $ 2, no 1) 
telle que l'opérateur p(g) soit unitaire pour tout g E G. 
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Pour x E X ,  posons ~ ( x )  = (ba(x) cp,(x), b,(x)),,,. Alors cp est un morphisme de 
classe Cr de X dans E, compatible avec les opérations de G ; on vérifie comme dans 
la démonstration de la prop. 4 (no 1) que cp est un plongement, ce qui entraîne le 
corollaire. 

3. Tubes et transversales 

Lemme 4. - Soient H un groupe de Lie compact, p :H -P G L ( V )  une représentation 
continue (donc analytique) de H dans un espace vectoriel réel de dimension finie, W 
un voisinage de l'origine dans V .  Il existe un voisinage ouvert de l'origine B, contenu 
dans W ,  stable par H, et un isomorphisme analytique u :V + B, compatible aux opé- 
rations de H, tel que u(0) = O et Du(0) = Idv. 

Choisissons un produit scalaire sur V invariant par H (§ 1, no 1). 11 existe un nombre 
réel r > O tel que la boule ouverte B de rayon r soit contenue dans W ;  elle est évi- 
demment stable par H. Posons u(u) = r(r2 + llv/12)-112v pour tout v E V ;  alors u 
est une application analytique bijective de V dans B, compatible avec les opérations 
de H, et son application réciproque w H r(r2 - j l  w112)-'12w est analytique. On a 
de plus u(0) = O et Du(0) = Id,. 

PROPOSITION 5. - Soient H un groupe de Lie compact, (h, x )  H hx une loi d'opé- 
ration à gauche de classe Cr de H dans X, x un point de Xf ixe  sous l'action de H. Le 
groupe H opère alors linéairement sur l'espace vectoriel T = T,(X);  il existe un 
plongement ouvert cp : T + X de classe Cr, compatible avec les opérations de H, tel que 
q (0)  = x et que T,(cp) soit l'application identique de T .  

Soit (U,  +, E) une carte de X en x, telle que U soit stable par H (no 2, lemme 3) et 
qu'on ait $(x )  = O. Identifions E à T par T,($), et posons 

$ y y )  = h.$(h-ly) dh pour y E U ,  jH 
où dh est la mesure de Haar sur H de masse totale 1. 

Alors (5 6, no 4, cor. 1) $@ est un morphisme de classe Cr de U dans T, compatible 
avec les opérations de H, tel que $# ( x )  = O et d,+# = Id,. Il existe donc un ouvert 
U' c U contenant x, et un voisinage ouvert V de O dans T ,  tels que $# induise un 
isomorphisme 8 : U' + V .  Quitte à restreindre U' et V ,  on peut supposer qu'ils sont 
stables par H et qu'il existe un isomorphisme u : T  -+ V compatible aux opérations 
de H (lemme 4). Il suffit alors de prendre cp = 8-1  O u. 

Rappelons (VAR,  R, 6 .5 .1 )  que si G est un groupe de Lie, H un sous-groupe de Lie 
de G et Y une variété dans laquelle H opère à gauche, on note G x Y le quotient 
de la variété produit G x Y par l'opération à droite ((g, y), h )  H (gh, h- 'y)  de H ; 
c'est une variété dans laquelle le groupe de Lie G opère naturellement à gauche ; la 
projection G x Y -, G/H est une fibration de fibre Y. Si de plus Y est un espace 
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vectoriel de dimension finie sur lequel H opère linéairement, G x Y est muni d'une 
structure naturelle de G-fibré vectoriel de base G/H (VAR, R, 7.10.2). 

Soit G un groupe de Lie opérant proprement sur la variété X (TG, III, p. 27, déf. 1) 
de façon que la loi d'opération (g, x) I+ gx soit de classe Cr. Pour tout point x de X, 
l'orbite Gx de x est alors une sous-variété fermée de X, isomorphe à l'espace homo- 
gène de Lie G/G,, où G, est le fixateur de x dans G ( c j  III, § 1, no 7, prop. 14, (ii), 
et TG, III, p. 29, prop. 4) ; celui-ci est un groupe de Lie compact (loc. cit.). 

PROPOSITION 6. - Supposons la variété X paracompacte ; soient x un point de X, G, 
son fixateur. II existe une représentation linéaire analytique de dimension finie 
T :G, + GL(W), et un plongement ouvert a : G x Gx W + X de classe Cr, compatible 
avec les opérations de G, qui applique la classe de (e, O) E G x W sur x. 

Posons T = T,(X). Soit W un sous-espace de T, stable par G,, supplémentaire de 
T,(Gx) dans T (par exemple l'orthogonal de T,(Gx) relativement à un produit 
scalaire sur T invariant par G,). Soit d'autre part cp :T -t X un morphisme possédant 
les propriétés énoncées dans la prop. 5 (relativement à H = G,). Considérons le 
morphisme h : G x W + X défini par h(g, w) = gcp(w). Il induit par passage au 
c~uotient un morphisme p : G x Gx W + X de classe C, compatible avec les opé- 
rations de G, qui applique la classe z de (e, 0) sur x. 

Montrons que y est étale au point z. On a 

et il suffit donc de montrer que y est submersif en z, ou encore que h est submersif 
en (e, O). Or, l'application tangente Te,&) : T,(G) O W + T est égale à T,(p(x)) + i, 
où p(x) est l'application orbitale g H gx et i l'injection canonique de W dans T ; 
comme on a Im T,(p(x)) = T,(Gx), l'application T(,,,,(h) est surjective, et y est 
étale en z. 

Nous allons démontrer qu'il existe un voisinage ouvert R de Gz dans G x Gx W, 
stable par G, tel que y induise un isomorphisme de 0 sur un ouvert de X. Cela entraî- 
nera la proposition : en effet, l'image réciproque de ZZ dans G x W est stable par G, 
donc de la forme G x B, où B est un ouvert de W contenant l'origine et stable par 
G, ; quitte à restreindre Q on peut supposer qu'il existe un isomorphisme u : W + B, 
compatible aux opérations de G, (lemme 4). Il est clair que le morphisme composé 

a : G  xGxW ('dd4 , G GX B b X satisfait aux conditions de l'énoncé. 
La proposition résulte donc du lemme suivant : 

Lemme 5. - Soient Z une variété séparée de classe Cr, munie d'une loi d'opération à 
gauche m :  G x Z -t Z de classe Cr, et p : Z + X un morphisme (de classe Cr) compa- 
tible avec les opérations de G. Soient z un point de Z, et x = y(z). On suppose que y 
est étale en z, et que le fixateur de z dans G est égal au fixateur G, de x. Il existe alors 
un voisinage ouvert R de l'orbite Gz, stable par G, tel que p induise un isomorphisme 
de 0 sur un ouvert de X. 
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Puisque p est compatible avec les opérations de G, il est étale en tout point de Gz; 
comme l'application canonique G/G, + Gx est un homéomorphisme, il en est de 
même de l'application de Gz dans Gx induite par p. Il résulte donc de la prop. 2 
du no 1 qu'il existe un voisinage ouvert U de Gz dans Z tel que p induise un plon- 
gement ouvert de U dans X. 

Puisque G opère proprement dans X, il existe un voisinage ouvert V de x et une 
partie compacte K de G tels qu'on ait gV n V = pour g # K (TG, III, p. 31, 
prop. 7) ; on a en particulier e E K. L'ensemble W, des points y E Z tels que Ky c U 
est ouvert dans Z : en effet, Z - W, est l'image du fermé (K x Z) - m- '(U) par la 
projection propre pr, :K x Z + Z. Posons W = W, n p-'(V); c'est un ouvert 
de Z, contenant z, et satisfaisant aux conditions suivantes : 

(i) KW c U, et en particulier W c U ; 
(ii) p(W) c V. 
Posons R = GW et considérons la restriction de p à R. C'est un morphisme étale, 

puisque tout point de !2 est conjugué par G à un point de U. Montrons qu'il est 
injectif : soient g, h dans G et u, v dans W tels que p(gu) = p(hv). Posons k = g- 'h; 
on a p(u) = kp(v), d'où k E K d'après (ii). Mais kv et u appartiennent à U par (i); 
on a donc u = kv puisque la restriction de y à V est injective, d'où gu = hv. Ainsi 
la restriction de p à R est injective, et par suite (VAR, R, 5.7.8) est un isomorphisme 
sur une sous-variété ouverte de X, ce qui termine la démonstration. 

Sous les conditions de la proposition 6, l'image de a est un voisinage ouvert T 
de l'orbite A de x, muni d'une structure de fibré vectoriel de base A, pour laquelle la 
section nulle est l'orbite A elle-même. Un tel voisinage s'appelle un tube linéaire 
(autour de l'orbite considérée). Pour chaque point a E A, la fibre Y, de cette fibration 
vectorielle est une sous-variété de X, stable par le fixateur Ga de a, et telle que le 
morphisme de G x Ga Y, dans X qui applique la classe de (g, y) E G x Y, sur gy E X  
induise un isomorphisme de classe Cr de G x Ga Y, sur T. On dit que Y, est la trans- 
versale en a du tube T. On remarquera que l'espace tangent en a à Y, est canoni- 
quement isomorphe à Y, et que c'est un supplémentaire de T,(A) dans T,(X); le 
fibré vectoriel T de base A est donc canoniquement isomorphe au fibré normal de A 
dans X (VAR, R, 8.1.3). 

4. Types d'orbites 

Soit G un groupe topologique opérant continûment dans un espace topologique 
séparé E. Pour chaque point x de E, notons G, le fixateur de x dans G, et supposons 
que l'application canonique G/G, + Gx soit un homéomorphisme; c'est le cas 
notamment dans les deux cas suivants : 

a) les topologies de G et E sont discrètes ; 
b) G opère proprement dans E (TG, III, p. 29, prop. 4), par exemple, G est compact 

(TG, III, p. 28, prop. 2). 
Notons G l'ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes fermés de G. 
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b) Pour tout t E C, X(,, est une sous-variété de X, la relation d'équivalence dans X(,, 
déduite de l'opération de G est régulière (VAR, R, 5.9.5), et le morphisme X(,, -t X,,,/G 
est une fibration. 

c) Supposons X/G connexe. Alors l'ensemble des types d'orbite des éléments de X 
possède un plus grand élément z ; de plus, X(,, est une partie ouverte et dense de X et 
X(,,/G est connexe. 

Soient x un point de X et t E 3 son type. Pour démontrer a) et b), on peut remplacer 
X par un ouvert stable contenant x, donc (prop. 6) supposer que X est de la forme 
G x W, où W est l'espace d'une représentation linéaire analytique de dimension 
finie d'un sous-groupe compact H de G, le point x étant l'image p(e, O) de 
(e ,O)EG x W par la projection canonique p : G  x W - t G  x H W .  Si 
u = p(g, y)€G x W et a E G, alors au = u si et seulement s'il existe h E H avec 
(ag, y) = (gh-', hy) c'est-à-dire si a E gH,g-l. On a donc Gu = gH,g-l ; en par- 
ticulier G, = H, donc Gu est conjugué à un sous-groupe de G,, ce qui prouve que 
le type de u est 2 t, d'où a). 

Par ailleurs, pour que u soit de type t, il faut et il suffit que Gu soit conjugué à H 
dans G, ou encore que H, soit conjugué à H dans G ; d'après le lemme 6, b), cela 
signifie que H, = H, donc que y est fixé par H. Si W' est le sous-espace vectoriel de W 
formé des éléments fixés par H, il en résulte que X(,, s'identifie à G x W', donc aussi 
à G/H x W', d'où b). 

Pour démontrer c), observons que l'hypothèse de connexité de X/G entraîne 
que X est pure de dimension finie : en effet, pour tout k 3 O, notons X, l'ensemble 
des points x E X tels que dim,X = k ; alors X, est ouvert et fermé dans X, et stable 
par G, de sorte que X est égal à l'un des X,. 

Démontrons maintenant c) par récurrence sur la dimension de X, l'assertion 
étant évidente pour dim X = O. Soit z un élément maximal parmi les types d'orbite 
des points de X (un tel élément existe d'après le lemme 6, c)). Nous allons prouver 
l'assertion suivante : 

- c') Pour toute partie A de X(,, , ouverte et fermée dans X(,, et stable par G, l'adhérence 
A de A dans X est ouverte. 

Cette assertion implique c). En effet, notons d'abord que X(,, est ouvert dans X, 
d'après a) ; l'assertion c') entraîne que y,, est ouvert et fermé dans X, donc égal à X 
puisqu'il est stable par G et que X/G est connexe. Soit A une partie ouverte et fermée 
non vide de X,,, stable par G ; d'après c'), A est ouverte et fermée dans X et stable 
par G, donc égale à X ; ceci entraîne que A est dense dans X(,,, donc égale à X,,. 
Par conséquent toute partie ouverte et fermée non vide de X(,,/G est égale à X(,,/G, 
ce qui prouve que X(,,/G est connexe. Enfin puisque X(,, est dense dans X, il résulte 
de a) que tout point de X est de type < z ; autrement dit z est le plus grand élément 
parmi les types d'orbite des points de X. 

Démontrons maintenant cl). On peut supposer A non vide; soit x E A. Il s'agit 
de montrer que A est un voisinage de x. Pour cela on peut, comme ci-dessus, supposer 
X = G x W, avec H compact, x étant l'image canonique de (e, O). Supposons 
d'abord que H opère trivialement dans W : alors X s'identifie à (G/H) x W, et 
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X,,/G = X/G est homéomorphe à W, donc connexe; on a alors A/G = X/G, 
d'où A = X. Nous supposerons désormais que H n'opère pas trivialement sur W. 
Choisissons sur W un produit scalaire invariant par le groupe compact H ; soit S la 
sphère unité de W (ensemble des vecteurs de norme 1). Notons que S/H est connexe : 
en effet si dim(W) 2 2, S est connexe, et si dim(W) = 1, S est un espace à deux points 
sur lequel H opère de façon non triviale. Posons Y = G x S ;  c'est uni sous- 
variété fermée de X, stable par G, de codimension 1, et Y/G, qui est homéomorphe 
à S/H, est connexe. En vertu de l'hypothèse de récurrence, il existe donc un type 
d'orbite 0 maximal pour Y, l'ensemble Y,, est ouvert et dense dans Y, et Y(,,/G est 
connexe. 

Considérons l'action de RT sur X déduite par passage au quotient de la loi d'opé- 
ration (h, (g, w)) H (g, LW) de R t  sur G x W. Deux points de X conjugués par cette 
action ont même type d'orbite; par conséquent X(,, contient R*,Y(,,, qui est un 
ouvert dense de X. Or X,, est ouvert d'après a), donc rencontre X(,,, de sorte qu'on a 
0 = T. 

D'autre part, l'homéomorphisme (A, w) H hw de R$ x S dans W - { O }  (TG, VI, 
p. 10, prop. 3) induit un homéomorphisme de RT x (S/H) dans (RT S)/H, donc aussi 
de RT x (Y/G) dans (RT Y)/G, et de RT x (Y(,,/G) dans (R*,Y(,,)/G. Ainsi (RT Y(,,)/G 
est connexe, et X,,/G, qui contient un sous-ensemble dense connexe, est lui-même 
connexe (TG, 1, p. 81, prop. 1). Par suite A est égal à X(,,, donc est dense dans X, 
et A est un voisinage de x. Ceci termine la démonstration du théorème. 

Avec les notations du th. 2, c), les points de X,, sont ditsprincipaux et leurs orbites 
principales. Si x est un point de X, et si G x Gx W est un tube linéaire de X autour 
de l'orbite de x, le point x est principal si et seulement si G, opère trivialement 
dans W, c'est-à-dire si le tube est de la forme (G/G,) x W. 

Exemples. - 1) Soit G un groupe de Lie compact connexe, opérant sur lui-même 
par automorphismes intérieurs. Le fixateur d'un élément x de G n'est autre que le 
centralisateur Z(x) de x dans G ;  il contient tout tore maximal contenant x. Il en 
résulte que le plus grand type d'orbite z est la classe de conjugaison des tores maxi- 
maux de G. L'ouvert G(,, est l'ensemble des éléments très réguliers de G (§ 5, no 1, 
remarque). Supposons G simplement connexe. Alors G(,, est égal à l'ensemble G, 
des éléments réguliers de G (6 5, no 2, remarque 2) ; si A est une alcôve d'une sous- 
algèbre de Cartan t de g = L(G), l'application composée x : A - Gr - Gr/Int(G) 
est un isomorphisme de variétés analytiques. C'est en effet un homéomorphisme 
(8 5, no 2, cor. 1 à la prop. 2) ; soit a E A, posons t = exp a et identifions T,(G) à g 
par la translation y(t). L'application tangente T,(n) s'identifie alors à l'application 
composée de l'injection canonique t + g et de l'application de passage au quotient 
g -+ g/Im(Ad t - l  - 1). Puisque t est régulier, T,(n) est un isomorphisme, d'ou le 
résultat annoncé (VAR, R, 5.7.8). 

2) Soient E un espace affine réel euclidien, 5, un ensemble d'hyperplans de E, 
W le groupe de déplacements de E engendré par les réflexions orthogonales par 
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rapport aux hyperplans defi. On suppose que$ est stable par W et que le groupe W, 
muni de la topologie discrète, opère proprement dans E. 

On peut appliquer ce qui précède à l'action de W sur E. Le fixateur d'un point 
x de E est le sous-groupe de W engendré par les réflexions par rapport aux hyper- 
plans de 9 contenant x (V, 4 3, no 3, prop. 2). Par conséquent, le plus grand type 
d'orbite z est la classe du sous-groupe {Id,}, et E(,, est la réunion des chambres 
de E. On notera que dans ce cas le revêtement E(,, -, E,,/W est trivial, et en par- 
ticulier que E(,, n'est pas connexe si 5 est non vide. 

APPENDICE 1 

Structure des groupes compacts 

1. Plongement d'un groupe compact dans un produit de groupes de Lie 

PROPOSITION 1. - Tout groupe topologique compact'G est isomorphe à un sous- 
groupe fermé d'un produit de groupes de Lie compacts. 

Notons G l'ensemble des classes de représentations continues irréductibles uni- 
taires de G dans des espaces hilbertiens complexes de dimension finie (TS, à paraître). 
Pour tout u E G, soient Hu l'espace de u et pu :G + U(H,) l'homomorphisme associé 
à u. D'après le théorème de Peter-Weyl (TS, à paraître), l'homomorphisme continu 
p = (pu)uEc de G dans U(HJ est injectif; puisque G est compact, p induit un 

UE 

isomorphisme de G sur un sous-groupe fermé du groupe U(Hu). 
UE 

COROLLAIRE 1. - Soit V un voisinage de l'élément neutre dans G. Alors V contient 
un sous-groupe fermé distingué H de G tel que le quotient G/H soit un groupe de Lie. 

Soit (K,),,, une famille de groupes de Lie compacts telle que G s'identifie à un 
sous-groupe fermé de n K,; pour h E L, notons p, : G  + K, la restriction à G 

hsL 

de la projection canonique. Il existe un ensemble fini J c L, et pour chaque h E J 
un voisinage de l'origine V, dans K,, tels que V contienne n ph '(V,). 11 suffit alors 

k J  

de poser H = n Ker(p,). 
hsJ  

Notons (H,),,, la famille filtrante décroissante des sous-groupes fermés distin- 
gués de G, tels que le quotient G/H, soit un groupe de Lie. Considérons le système 
projectif des groupes de Lie compacts G/H, (cf: T G ,  III, p. 60). 

COROLLAIRE 2. - Capplication canonique G + E G / H ,  est un isomorphisme de 
groupes topologiques. a 

En effet le cor. 1 entraîne que la condition (AP) de TG, III, p. 60 est vérifiée ; l'asser- 
tion résulte alors de la prop. 2 de loc. cit. 
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COROLLAIRE 3. - Pour que G soit un groupe de Lie, il faut et il suffit qu'il existe un 
voisinage de l'élément neutre e de G qui ne contienne aucun sous-groupe distingué 
distinct de { e l .  

La nécessité de cette condition a déjà été prouvée ( I I I ,  4 4, no 2, cor. 1 au th. 2), 
et la suffisance est une conséquence immédiate du cor. 1. 

2. Limites projectives de groupes de Lie 

Lemme 1. - Soient ( G a , h p )  un système projectif de groupes topologiques relatif à 
un ensemble d'indices 1 filtrant, G sa limite. On suppose que les applications cano- 
niques f, : G + Gu sont surjectives. 

a )  Les sous-groupes D(G,) (resp. C(Ga),  resp. C(G,)o) forment un système pro- 
jectif de parties des G a .  - 

b )  On a D ( G )  = lim D(Ga) et C ( G )  =*C(G,). 
'ei a 

c )  Si Ga  est compact pour tout a E 1, on a C(G)o  = )& C(Ga),  . 
a 

Soient a, p deux éléments de 1, avec a < p. On a f,,(D(GB)) c D(Ga), et 
&(C(Gg))  c C(Ga)  puisque f ,p  est surjectif; comme fUp est 'continu, on en déduit 
&(D(Gp))  c D(Ga) et f ,p(C(Gp)o)  c C(Ga)o,  d'où - a). Puisque f ,  est surjectif, on 
a f,(D(G)) = D(Ga) (A ,  1, p. 67, prop. 6), d'où D ( G )  =&D(Ga) (TG,  1, p. 29, 
corollaire). La surjectivité de f, entraîne aussi l'inclusion f , (C(G))  c C(G,) et 
donc C ( G )  c s C ( G a ) ;  l'inclusion opposée est immédiate. Enfin l'assertion c )  
résulte de b )  et de T G ,  III, p. 62, prop. 4. 

Lemme 2. - Soient (Sa),,,, (Tb),,, deux familles finies de groupes de Lie simplement 
connexes presque simples ( I I I ,  5 9, no 8, déf. 3), et soit u :  n Sa + n T b  un mor- 

a6 A bsB 

phisme surjectif: I l  existe alors une application injective 1 : B + A et des isomorphismes 
ub :SI(,, +'T, (b  E B )  tels qu'on ait u((sa),,,) = ( ~ ~ ( s , ~ , ) ) , , ~  pour tout élément (sa),,, 
de Sa. 

aaA 

Notons sa (resp. tb)  l'algèbre de Lie de Sa (resp. T b )  pour a E A (resp. b E B), et 
considérons l'homomorphisme L ( u ) :  n sa + tb .  Son noyau est un idéal de 

aaA  bsB 

l'algèbre de Lie semi-simple n sa, donc est de la forme n sa, avec A" c A (1, 5 6, 
aaA a a A  

no 2, cor. 1). Posons A' = A - A". Par restriction, L(u) induit un isomorphisme 
f :  n 5, + fl tb .  D'après loc. cit., pour tout a dans A', l'idéal f ( sa )  est égal à l'un 

asA' bsB 

des t , ;  il existe donc une bijection 1 : B  + A' telle que f (s,(,,) = tb pour b E B, et 
f induit un isomorphisme f, :sicb, + tb. Puisque les groupes Sa et T b  sont simple- 
ment connexes, il existe des isomorphismes ub :Slcb, + T b  tels que L(ub) = f, pour 
b E B ( I I I ,  5 6, no 3, th. 3). 

Notons U : S, + n T b  le morphisme défini par M((sa),,,) = ( u ~ ( s , ( ~ , ) ) ~ , ~ .  
aaA beB 

On a par construction L(U) = f = L(u), d'où U = u, ce qui démontre le lemme. 
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Lemme 3. - Sous les hypothèses du lemme 1, on suppose que les Ga sont des groupes 
de Lie compacts simplement connexes. Le groupe topologique G est alors isomorphe 
au produit d'une famille de groupes de Lie compacts, presque simples, simplement 
connexes. 

Pour tout a E 1, le groupe Ga est produit direct d'une famille finie de sous-groupes 
presque simples simplement connexes (S:),,La (III, 5 9, no 8, prop. 28). Soit P E 1, 
B 2 a. D'après le lemme 2, il existe une application lpa:La + Lp telle que 
&(S$=(") = Sk pour h E La. On a lYp o lpa = lYa pour a < p < y, de sorte que 
(La, lpa) est un système inductif d'ensembles relatif à 1. Soit L sa limite ; les appli- 
cations lpa étant injectives, on peut identifier La a un sous-ensemble de L, de sorte 
qu'on a L = iJ La. 

a 4  

Soit h E L. Posons Sk = { 1 ) lorsque h $ La, et notons cpkp :Si + St le mor- 
phisme déduit de fap ; on obtient ainsi un système projectif de groupes topologiques 
(Sk, q$), dont la limite SA est isomorphe à SA pour a assez grand. L'homomorphisme 
canonique de groupes topologiques 

lim (n Sk) + n @ St) 
C- 

ore1 AeL AEL a d  

est bijectif (E, III, p. 57, cor. 2); c'est donc un isomorphisme puisque les groupes 
considérés sont compacts. Or le premier de ces groupes s'identifie à G et le second 
au produit des SA, d'où le lemme. 

3. Structure des groupes compacts connexes 

Soit G un groupe compact commutatif. Rappelons (TS, II, 5 1, no 9, prop. 11) 
que G est alors isomorphe au groupe topologique dual d'un groupe commutatif 
discret G. Le groupe G est connexe si et seulement si G est sans torsion (TS, II, 5 2, 
no 2, cor. 1 a la prop. 4). 

Les propriétés suivantes sont équivalentes (TS, II, 5 2, no 2, cor. 2 a la prop. 4 
et 5 1, no 9, cor. 2 à la prop. 11) : 

(i) G est totalement discontinu ; 
(ii) G est un groupe de torsion; 
(iii) le groupe topologique G est isomorphe a la limite d'un système projectif 

de groupes (commutatifs) finis, munis de la topologie discrète. 
La proposition ci-dessous généralise le cor. 1 à la prop. 4 du 5 1, no 4. 

PROPOSITION 2. - Soit G un groupe compact connexe. 
a) C(G), est un groupe compact connexe commutatif; D(G) est un groupe compact 

connexe, égal à son groupe dérivé. 
b) L'homomorphisme continu (x, y) H xy de C(G), x D(G) dans G est surjectif 

et son noyau est un sous-groupe central de C(G), x D(G), compact et totalement 
discontinu. 
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c )  Il existe une famille (SA),, de groupes de Lie compacts presque simples et un 
homomorphisme continu surjectif Sa + D(G), dont le noyau est un sous-groupe 

asL 

centl'al compact totalement discontinu. 
Soit (Ga, Ab) un système projectif de groupes de Lie compacts, relatif à un ensem- 

ble filtrant 1, tel que G soit isomorphe à S G ,  et que les applications canoniques 
f, : G + Ga soient surjectives (cor. 2 à la prop. 1). Pour a E 1, soit na : D(GJ + D(Ga) 
un revêtement universel du groupe D(G,). On déduit des des morphismes 
X p  : D ( G ~ )  + D(G~) ,  de sorte que (D(G,), X p )  est un système projectif de groupes 
topologiques satisfaisant aux hypothèses du lemme 3. 

Il résulte de ce lemme que le groupe  topologique&^(^,) est isomorphe au 
produit d'une famille (S,),,, de groupes de Lie compacts presque simples. La limite 
du système projectif d'homomorphismes (n,) s'identifie d'après le lemme 1 à un 
homomorphisme continu n:: fl S, + D(G), qui est surjectif (TG,  1, p. 65, cor. 2). 

hsL 

Observons maintenant que le groupe n S, est égal à son groupe dérivé : cela - - 
k L  - 

résulte du 5 4, no 5, cor. à la prop. 10. Il en est donc de même pour D(G),  puisque - - 
n est surjectif. On a par conséquent D ( G )  3 D(D(G))  = D(G). Ainsi le groupe 
D ( G )  est compact et égal à son groupe dérivé; ceci prouve a), car les assertions 
concernant C ( G ) ,  sont triviales. 

D'autre part le noyau de n :  fl Si + D ( G )  s'identifie à lim Ker(n:,) (A, II, p. 89, 
AsL - 

remarque l ) ,  donc à un sous-groupe central, compact et totalement discontinu, 
d'où c). 

Prouvons b). Pour tout ci dans 1, le morphisme sa :C(G,), x D(G,) + Gu tel 
que sa(x, y)  = xy pour x E C(G,),, y E D(G,), est surjectif et a pour noyau un 
sous-groupe fini central (4 1, no 4, cor. 1 à la prop. 4). Les sa forment un système 
projectif d'applications, dont la limite s'identifie d'après ce qui précède à l'homo- 
morphisme ( x ,  y)  H xy de C ( G ) ,  x D ( G )  dans G.  On voit alors comme précé- 
demment que celui-ci est surjectif et que son noyau est central et totalement dis- 
continu, d'où b). 

COROLLAIRE. - Tout groupe compact connexe résoluble est commutat$ 
En effet le groupe dérivé est alors résoluble et égal à son groupe dérivé (prop. 7, a)), 

donc réduit à l'élément neutre. 
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APPENDICE II 

Représentations de type réel, complexe ou quaternionien 

1. Représentations des algèbres réelles 

On note o l'automorphisme a ++ E de C ; si W est un espace vectoriel complexe, 
on note W le C-espace vectoriel o,(W) (c'est-à-dire le groupe W muni de la loi 
d'action (a, w) H EW pour a E C, w E W). 

PROPOSITION 1. - Soient A une R-algèbre (associative et unifère) et V un A-module 
simple de dimension finie sur R. On est alors dans l'un des trois cas suivants : 

a)  Le commutant de V (A, VIII, 5 5, no 1) est isomorphe à R, et le A(,,-module Y(,, 
est simple ; 

B) le commutant de V est isomorphe à C ;  le A(,,-module Y(,, est somme directe 
de deux sous-A(,,-modules simples non isomorphes, échangés par o @ 1,; 

y) le commutant de V est isomorphe à H ;  le A(,,-module V(,, est somme directe 
de deux sous-A(,,-modules simples isomorphes échangés par o @ 1,. 

Le commutant E de V est un corps, extension finie de R (A, VIII, 8 3, no 2, prop. 2), 
donc isomorphe à R, C ou H (A, VIII, 8 15). Le A(,,-module V,, est semi-simple 
(A, VIII, 8 11, no 4), et son commutant s'identifie à C @, E (A, VIII, 5 11, no 2, lemme 1). 

Si E est isomorphe à R, le commutant de V(,, est isomorphe à C, et V,, est un 
A,,,-module simple (A, VIII, 4 11, no 4). 

Si E n'est pas isomorphe à R, il contient un corps isomorphe à C ; on en déduit 
sur V une structure de A(,,-module, notée Vc. Alors Vc est un A(,,-module si&ple, 
et l'application C-linéaire $:Y(,, + Vc O V' telle que $(a O v) = (au, Eu) pour 
a E C, u E V, est un isomorphisme (A, V, p. 61, prop. 8). De plus o @ 1, correspond 
par cet isomorphisme au R-automorphisme (v, v') H ((v', v) de Vc O V', donc échange 
les sous-A,,,-modules $- '(Vc) et +- ' (p).  

Le commutant E(q de V(,, contient donc C x C, opérant par homothéties sur 
Vc O V'. Pour qu'il n'existe pas d'isomorphisme de A(,,-modules de Vc sur p ,  
il faut et il suffit que E(,) soit réduit à C x C, c'est-à-dire que E soit isomorphe à C. 
Ceci achève la démonstration. 

PROPOSITION 2. - Soient A une R-algèbre (associative et unijière), et W un A(,,-module 
simple, de dimension finie sur C. On est alors dans l'un des trois cas suivants : 

a) Il  existe un A(,,-isomorphisme 8 de W sur W, avec 8 O 8 = 1,. Alors l'ensem- 
ble V des points fixes de 8 est une R-structure sur W, et un A-module simple de com- 
mutant R. 1,. De plus, WLRI- est somme directe de deux A-modules simples isomorphes. 

b) Les A(,,-modules W et W ne sont pas isomorphes ; alors WIRl est un A-module 
simple, de commutant C. 1,. 
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c) Il  existe un A(c,-isomorphisme 8 de W sur W, avec 0 0 8 = - 1 ,. Alors le 
A-module WIR, est simple, et son commutant est le corps C. 1, @ C.O, isomorphe à H. 

L'espace vectoriel complexe Homhc, (W, W) est de dimension < 1 (A, VIII, § 3, 
no 2) ; si 0 E HomAlc, (W, W), l'endomorphisme 8 0 0 de W est une homothétie, de 
rapport a E C. Pour tout w E W, on a a0(w) = 0 o 8 o 8(w) = 0(aw) = Z0(w) de sorte 
que a est réel. Si 0' = h0, avec h E C, on a 0' o 0' = lh128 O 8 ; une et une seule des 
trois possibilités suivantes est donc réalisée : 

a) 11 existe 0 E Hom, ,,,(W, W) avec 0 O 0 = 1, ; 
b) HomA(c,(W, W) = 10) ; 
c) Il existe 8 E HomAIc,(W, W) avec 0 O 0 = - 1,. 
Dans le cas a), l'ensemble V des points fixes de 0 est une R-structure sur W 

(A, V, p. 61, prop. 7) ; puisque V,, est isomorphe à W, le A-module V est simple, de 
commutant R. 1, (prop. l), et Wpl n'est pas simple. 

Inversement, si WIR1 n'est pas simple, soit V un sous-A-module simple de WLR1 ; 
puisque le A,,-module W est simple, on a V + iV = W et V n iV = {O), c'est-à- 
dire W = V @ iV. Ainsi V est une R-structure sur W, et l'isomorphisme 8 de W 
sur W tel que 0(v + iv') = u - iu' pour v et v' dans V satisfait à 8 O 0 = 1,. 

Par conséquent, dans les cas b) et c), le A-module WIR1 est simple; d'après la 
prop. 1, son commutant E est isomorphe à C dans le cas b), et à H dans le cas c). 
De plus il est clair que E contient C. l,, et C.8 dans le cas c), d'où la proposition. 

Sous les hypothèses de la proposition, on dit que le A(c,-module W est de type 
réel, complexe ou quaternionien (relativement à A) suivant qu'on est dans le cas a), 
b) ou c) respectivement. 

Pour K = R ou C, notons GK(A) l'ensemble des classes de A,,-modules simples, 
de dimension finie sur K. Le groupe r = Gal(C/R) opère sur Gc(A); les deux 
prcpositions précédentes établissent une correspondance bijective entre GR(A) et 
l'ensemble quotient Gc(A)/T. 

2. Représentations des groupes compacts 

Soit G un groupe topologique compact, et soit p : G + GL(W) une représentation 
continue de G dans un espace vectoriel complexe de dimension finie. On dira que p 
est irréductible de type réel, complexe ou quaternionien s'il en est ainsi du CG)- 
module W (relativement à l'algèbre A = R'G'). Soit H une forme hermitienne posi- 
tive séparante sur W, invariante par G. 

PROPOSITION 3. - Supposons p irréductible. 
a) La représentation p est de type réel si et seulement s'il existe une forme bili- 

néaire symétrique B non nulle sur W, invariante par G. Dans ce cas la forme B est 
séparante; l'ensemble V des w E W tels que H(w, x) = B(w, x) pour tout x E W est 
une R-structure sur W invariante par G. 

b) La représentation p est de type complexe si et seulement s'il n'existe pas de 
forme bilinéaire non nulle sur W invariante par G. 
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c) La représentation p est de type quaternionien si et seulement s'il existe une 
forme bilinéaire alternée non nulle sur W, invariante par G ; une telle forme est néces- 
sairement séparante. 

Pour 0 E HomccG)(W, W) et x, y E W, posons B,(x, y) = H(0x, y). Alors B, est 
une forme bilinéaire sur W, invariante par G, séparante si 0 est non nul. Notons 
9#(W)G l'espace des formes bilinéaires sur W invariantes par G ; l'application 0 c* B, 
de H O ~ , ( ~ ) ( W ,  W) sur g(W)G est un isomorphisme de C-espaces vectoriels. Ceci 
entraîne, en particulier, l'assertion b). 

Soit 0 un C(G)-isomorphisme de W sur W tel que 0 o 0 = a,, avec a E { - 1, + 1 ) 
(prop. 2); puisque 9#(W)G est de dimension 1, il existe E E C tel que 

B,(y, x) = EB,(x, y) quels que soient x, y dans W . 

On obtient en itérant B,(y, x) = EB,(x, y) = E ~ B , ( ~ ,  x), d'où E' = 1 et E E { - 1, + 1 ). 
On a par ailleurs, pour x dans W, 

d'où E a  > O puisque H est positive, c'est-à-dire E = a. Les assertions a) et c) résul- 
tent alors de la prop. 2. 

Notons dg la mesure de Haar de masse totale 1 sur G. 

Lemme 1. - Soit WG le sous-espace de W formé des éléments invariants par G. L'endo- 

morphisme p(g) dg de W est un projecteur d'image WG, compatible aux opérations 1, 
de G. On a en particulier 

dim WG = IG Tr p(g) dg . 

Posons p = p(g) dg ; on a, pour h E G, 
f G  

et de même p o p(h) = p. Ainsi p est compatible aux opérations de G, et son image 

est contenue dans WG. Si w E WG, on a p(w) = p(g) w dg = W, d'où le lemme. jG 
Lemme 2. -Soit u un endomorphisme d'un espace vectoriel E de dimension ,finie 
sur un corps K. On a 
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n 

Soit xJX) = II (X - ai) une décomposition en facteurs linéaires du polynôme 
i =  1 

caractéristique de u dans une extension convenable de K. On a Tr u2 = 1 a:, 
i 

Tr A2(u) = 1 aiaj,  Tr S2(u) = aiaj (cj A, VII, p. 37, cor. 3), d'où le résultat. 
i i j  iS j  

PROPOSITION 4. - Supposons p irréductible. Pour que p soit de type réel (resp. com- 

plexe, resp. quaternionien), ilfaut et il sufit que l'intégrale Tr p(g2) dg soit égale à 1 i' . G 

(resp. 0, resp. - 1). 
Notons la représentation contragrédiente de p dans W* (définie par 

P(g) = 'p(g-')). En appliquant le lemme 2 à P(g) et en intégrant sur G, on obtient 

d'où, d'après le lemme 1: 

Or S2W* (resp. A2W*) s'identifie à l'espace des formes bilinéaires symétriques 
(resp. alternées) sur W. La proposition résulte donc aussitôt de la prop. 3. 
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Exercices 

1) Soit G un groupe de Lie complexe commutatif, connexe, de dimension finie, et soit V son 
algèbre de Lie. 
a) L'application expG :V + G est un homomorphisme surjectif; son noyau l- est un sous- 
groupe discret de V. 
b) G est compact si et seulement si l- est un réseau dans V ; on dit alors que G est un tore 
complexe. 
c) Soit l- le sous-groupe discret de C2 engendré par les éléments e, = (1, O), e, = (0, l), 
e, = @, i ) ;  on pose G = CZ/T, H = ( r  + Ce,)/l-. Montrer que H est isomorphe à C*, 
que G/H est un tore complexe de dimension 1, mais que G ne contient aucun tore complexe 
non nul. 
d) Tout groupe de Lie complexe compact connexe de dimension finie est un tore complexe 
(cf: III, 5 6, no 3, prop. 6). 

2) Soit H l'ensemble des nombres complexes s tels que 9 ( s )  > 0. 
a) Montrer qu'on définit une loi d'opération à gauche analytique du groupe discret SL(2, Z) 

+ pour tout r E H et y = dans H en posant yr = - c7 + d ( f;) . SL(% z ) .  
b) Pour r E H, on désigne par T, le tore complexe Ci(Z +Zr). Montrer que l'application 
r H TT induit par passage au quotient une application bijective de l'ensemble H/SL(2, Z)  
sur l'ensemble des classes d'isomorphisme de tores complexes de dimension un. 

3) Soit G un sous-groupe intégral de O(n), tel que la représentation identique de G dans Rn 
soit irréductible. Démontrer que G est fermé (é~rire G sous la forme K x N, où K est compact 
et N commutatif, et démontrer qu'on a dim N < 1). 

4) Montrer que les conditions équivalentes de la prop. 3 (no 3) sont encore équivalentes à 
chacune des conditions suivantes : 
(ii') Le groupe Ad(G) est relativement compact dans Aut(L(G)). 
(ii") Le groupe Ad(G) est relativement compact dans End(L(G)). 
(v) Tout voisinage de l'élément neutre e dans G contient un voisinage de e stable par auto- 
morphismes intérieurs. 
(cf: INT, VII, 0 3, no 1, prop. 1). 

5) Soit A le sous-groupe fermé de GL(3, R) formé des matrices (aij) telles que aij = O pour 
i > j, ai, = 1 pour 1 < i < 3, a,, E Z, a2, E Z ; soit B le sous-groupe de A formé des matrices 
(aij) telles que a,, = a,, = O et a,, E Z, et soit G = A/B. 
a) Montrer que G est un groupe de Lie de dimension un, d'algèbre de Lie compacte. 
b) Montrer qu'on a C(G) = D(G) = Go, et que Go est le plus grand sous-groupe compact 
de G. 
c) Montrer que G n'est pas produit semi-direct de Go par un sous-groupe. 

6) Montrer que pour qu'une algèbre de Lie (réelle) soit compacte, il faut et il suffit qu'elle 
admette une base (el),,, pour laquelle les constantes de structure y,,, soient antisymétriques 
en h, p, v (c'est-à-dire vérifient yi,," = - ylliiY = - i/i.V,). 

BOURBAKI. -Groupes et algèbre de Lie ichap. 9 ) .  - 5 
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7) On appelle algèbre de Lie involutive une algèbre de Lie (réelle) g munie d'un automorphisme 
s tel que s 0 s = 1s. On note g+ (resp. g-)  le sous-espace propre de g relatif à la valeur propre 
+ 1 (resp. - 1) de S. 

a) Montrer que g+ est une sous-algèbre de g et que g- est un 9'-module ; on a [g-, g-] c g', 
et g+ et g- sont orthogonaux pour la forme de Killing. 
b) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) Le 9'-module g- est simple ; 
(ii) L'algèbre g+ est maximale parmi les sous-algèbres de g distinctes de g. 
Si ces conditions sont réalisées, et si gf ne contient aucun idéal non nul de g, on dit que l'algèbre 
de Lie involutive (g, s) est irréductible. 
c) On suppose g semi-simple. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) Les seuls idéaux de g stables par s sont { O }  et g ; 
(ii) g est simple ou somme de deux idéaux simples échangés par S. 
Montrer que ces conditions sont satisfaites lorsque (g, s) est irréductible (observer que g 
est somme directe d'idéaux stables par s et vérifiant (ii)). 
d )  On suppose désormais que g est semi-simple compacte. Montrer que l'algèbre de Lie 
involutive (g, s) est irréductible si et seulement si s est différent de l'identité et (g, s) vérifie les 
conditions équivalentes de c) (soient p un sous-9'-module de g- et q son orthogonal pour la 
forme de Killing ; observer que [p, q] = O et en déduire que p + [p, pl est un idéal de g). 
e) Démontrer que g est somme directe d'une famille (gi)o,i,n d'idéaux stables par s, tels que 
go soit fixé par s et que les algèbres involutives (g,, slg,) soient irréductibles pour 1 < i < n. 

8) Soient G un groupe de Lie compact semi-simple, u un automorphisme de G d'ordre deux, 
K la composante neutre de l'ensemble des points fixes de u, et X la variété G/K (on dit alors 
que l'espace homogène X est symétrique). 
a )  Si G est presque simple, montrer que K est maximal parmi les sous-groupes fermés connexes 
de G distincts de G ; en d'autres termes (III, 8 3, exer. 8), l'action de G sur X est primitive. 
On dit alors que l'espace symétrique X est irréductible. 
b) On suppose que la variété X est simplement connexe ; montrer qu'elle est alors isomorphe 
à un produit de variétés dont chacune est isomorphe ou bien à un groupe de Lie, ou bien à un 
espace symétrique irréductible. 

9) Soit a une algèbre de Lie réelle ou complexe, et soit G un sous-groupe compact de Aut(a). 
Démontrer que a possède une sous-algèbre de Levi (1,s 6, no 8, déf. 7) stable par G (se ramener 
au cas où le radical de a est abélien, et utiliser INT, VII, 3, no 2, lemme 2). 

1) Soient G un groupe de Lie compact connexe, g un élément de G. 
a) Montrer qu'il existe un entier n > 1 tel que le centralisateur Z(gn) soit connexe (prouver 
que pour n convenable, le sous-groupe fermé engendré par gn est un tore). 
b) On suppose que la dimension de Ker(Ad gn - 1) est indépendante de n (n > 1). Démontrer 
que Z(g) est connexe. t 
c) Si gn est régulier pour tout n > 1, Z(g) est connexe. 

2) Montrer que tout groupe de Lie compact connexe G est produit semi-direct de son groupe 
dérivé par un tore (si T est un tore maximal de G, observer que T n D(G) est un tore). 

3) Soient G un groupe de Lie compact, g son algèbre de Lie, 5 un sous-espace vectoriel de g 
tel que, pour x, y, z dans 5, on ait [x, [y, z]] E s. Soit Y l'ensemble des sous-algèbres commuta- 
tives de g contenues dans 5. Montrer que la composante neutre du stabilisateur de s dans G 
opère transitivement sur l'ensemble des éléments maximaux de Y (raisonner comme dans la 
démonstration du th. 1). 

4) Soient G un groupe de Lie compact connexe, T un tore maximal de G et S un sous-tore de T. 
Notons Z (resp. F) le stabilisateur (resp. le fixateur) de S dans WG(T). 
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a) Démontrer que le groupe NG(S)/ZG(S) est isomorphe au quotient ZIF. 
b) Soit H un sous-groupe fermé connexe de G, tel que S soit un tore maximal de H. Montrer 
que tout élément de W,(S), considéré comme automorphisme de S, est la restriction à S d'un 
élément de Z. 

5) Soient G un groupe de Lie compact connexe et S un tore de G. Montrer que les condi- 
tions suivantes sont équivalentes : 
(i) S est contenu dans un seul tore maximal; 
(ii) ZG(S) est un tore maximal; 
(iii) S contient un élément régulier. 

6 )  Soient G un groupe de Lie compact connexe, T un tore maximal de G, g (resp. t)  l'algèbre 
de Lie de G (resp. T), et i : t -+ g l'injection canonique. Démontrer que l'application 'i : g* + t* 
induit par passage au quotient un homéomorphisme de g*/G sur t*/WG(T). 

T 7) Soient X et Y deux variétés réelles de classe Cr (1 < r < CO), séparées, connexes de 
dimension n ;  soit f :X -+ Y un morphisme de classe Cr, propre, muni d'une orientation F 
(VAR, R, 10.2.5). 

C C 

a) Montrer qu'il existe un nombre réel d et un seul tel qu'on ait 1 f *a  = d 1 a pour toute 
JX Y 

forme différentielle tordue a de degré n sur Y, de classe Cl, à support compact (utiliser VAR, 
R, 11.2.4). 
b) Soit y E Y tel que f soit étale en tout point de f -'(y). Pour x E f -'(Y), on pose vx(f) = 1 
(resp. v,(f) = - 1) si les applications F, et f, (VAR, R, 10.2.5, exemple b)) de Or(T,(X)) 
dans Or(T,(Y)) coïncident (resp. sont opposées). Démontrer qu'on a d = v,( f), et en 

xef - '(Y) 
particulier d E Z. 
On dit que d est le degré de f et on le note deg f: Si X = Y et si X est orientable, on convient 
de prendre pour F l'orientation qui préserve l'orientation de X. 
c) Si deg f + O, montrer que f est surjectif. 
d) S'il existe x E X tel que f -'( f(x)) = {x} et que f soit étale en x, f est surjectif. 

8) Soient G un groupe de Lie compact connexe, dg la mesure de Haar normalisée de G. 
a) Soit f : G  -+ G un morphisme de variétés; pour g E G, on identifie par translations à 
gauche la différentielle T,(f) à une application linéaire de L(G) dans L(G). Démontrer les 
formules 

ip(f (g)) det T,(f dg 

pour toute fonction ip intégrable sur G (à valeurs complexes), et deg f = 1 det Tg( f )  dg, 
J G 

b) Soit IJJ, :G  -+ G l'application g H gk. Démontrer la formule 

deg IJJk = lG det(1 + Ad g + ... + (Ad g)>-l) dg . 

c) Soient T un tore maximal de G, et Tr l'ensemble des éléments réguliers de T. Montrer qu'on 
a exp;l(T,) c L(T) et $;'(Tr) c Tr pour tout k  1. 
d) Montrer qu'on a deg $k = kdim(T) ;  en déduire l'égalité 

SG det(1 + Ad g + ... + (Ad g)k-l) dg = kdim(T) . 
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9) Cet exercice est consacré à une autre démonstration du th. 2. Soient G un groupe de Lie 
compact connexe, T un tore maximal de G, N son normalisateur. On note G x T la variété 
quotient de G x T par N pour l'action définie par (g, t).n = (gn, n- 'tn) (VAR, R, 6.5.1). 
a) Montrer que le morphisme (g, t) H gtg- ' de G x T dans G définit par passage au quotient 
un morphisme analytique f :G x T + G 
b) Soit 0 un élément de T dont l'ensemble'des puissances soit dense dans T (TG, VII, p. 7, 
cor. 2). Montrer que f - ' (O)  = {x}, où x est la classe de (e, 0) dans G x T, et que f est étale 
en x. 
c) Conclure de l'exer. 7, d) que f est surjectif, et en déduire une autre démonstration du th. 2. 

10) * Dans cet exercice, on utilise le résultat de topologie algébrique suivant (formule de 
Lefschetz ') : soient X une variété compacte de dimension finie, et f un morphisme de X dans 
elle-même. On suppose que l'ensemble F des points x de X tels que f (x) = x est .ni, et que 
pour tout x E F le nombre 6(x) = det(1 - Tx( f)) est non nul. Si l'on désigne par HL( f )  l'endo- 
morphisme de l'espace vectoriel H1(X, R) induit par f (pour i 2 O), on a 

C m ) / p ( x ) (  = 1 ( -  1IiTr HYf) . 
XEF ia O 

Soient G un groupe de Lie compact connexe, T un tore maximal de G. Pour g E G, on note 
~ ( g )  l'automorphisme de la variété G/T déduit de la multiplication à gauche par g. 
a) Soit t un élément de T tel que le sous-groupe engendré par t soit dense dans T. Montrer 
que les points fixes de ~ ( t )  sont les classes nT pour n E NG(T). En déduire qu'on 
a (NG(T) :T) = ( -  l)'dim,Hi(G/T, R). 

i 

b) Soit g un élément quelconque de G ;  démontrer que l'ensemble des points fixes de ~ ( g )  
est non vide, et en déduire une autre démonstration du th. 2. , 
11) Soit G un groupe de Lie compact. On dit qu'un sous-groupe S de G est de type (C) s'il 
est égal à l'adhérence d'un sous-groupe cyclique et d'indice fini dans son normalisateur. 
a) Soit S un sous-groupe de type (C); montrer que So est un tore maximal de Go, et que S 
est produit direct de So et d'un sous-groupe cyclique fini. 
b) Démontrer que tout élément g de G est contenu dans un sous-groupe de type (C) (consi- 
dérer le groupe engendré par g et par un tore maximal de Z(g),). 
c) Soient S un sous-groupe de type (C), et s un élément de S dont l'ensemble des puissances 
soit dense dans S. Montrer que tout élément de sGo est conjugué par Int(Go) à un élément 
de sSo (on pourra utiliser la méthode de l'exerc. 10). 
d) On note p :G + G/Go l'application de passage au quotient. Montrer que l'application 
S H p(S) induit une bijection de l'ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes de G 
de type (C) sur l'ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes cycliques de G/Go. 
e) Soit S un sous-groupe de type (C) de G ; on note S, l'ensemble des éléments de S dont la 
classe dans SIS, engendre SIS,. Montrer que deux éléments de S, qui sont conjugués dans G 
sont conjugués dans NG(S). 

1) Soit G un groupe de Lie compact, de dimension > O. Pour que tout sous-groupe fini 
commutatif de G soit cyclique, il faut et il suffit que G soit isomorphe à U, à SU(2, C), ou 
au normalisateur d'un tore maximal dans SU(2, C). 

2) On désigne par K l'un des corps R, C ou H, et par n un entier 2 1. On munit l'espace Kt 
de la forme hermitienne usuelle. 
a) Montrer que U(n, K) est un groupe de Lie réel compact. 

Pour une démonstration de ce théorème, voir par exemple S. LEFSCHETZ, Intersections 
and transformations of complexes and manifolds, Trans. Amer. Math. Soc., 28 (1926) 1-49. 



4 3 EXERCICES LIE IX.111 

b) Démontrer que la sphère de rayon 1 dans K: est un espace homogène de Lie (réel) pour 
U(n, K) ; le fixateur d'un point est isomorphe à U(n - 1, K). 
c) En déduire que les groupes U(n, C) et U(n, H )  sont connexes, et que O(n, R) a deux compo- 
santes connexes. 
d) Montrer que les groupes SO(n, R) et SU(n, C) sont connexes. 
e) Montrer que le groupe O(n, R) (resp. U(n, C)) est produit semi-direct de 2 /22  (resp. T) 
par SO(n, R) (resp. SU(n, C)). 

3) a)  Montrer que l'algèbre de Lie du groupe de Lie réel U(n, H )  est l'ensemble des matrices 
x E M,(H) telles que 5 = - x, muni du crochet [x ,  y ]  = xy - yx .  On la note u(n, H). 
b) On identifie C au sous-corps R(i) de H, et CZn à H" par l'isomorphisme 
(zl, ..., z?,) H (zl + jz,+ 1 ,  ..., Z, + jz,,). Démontrer l'égalitéU(n, H)  = U(2n, C) n Sp(2n, C). 
c) Déduire de b) que toute algèbre de Lie (réelle) simple compacte de type C, est isomorphe 
à u(n, H). 

4) Soit n un entier > 1. 
a) Montrer que le groupe SU(n, C) est simplement connexe (utiliser l'exerc. 2). 
b) Montrer que le centre de SU(n, C) est formé des matrices h. In pour h E C, hn = 1. 
c) Tout groupe de Lie compact presque simple de type A, est isomorphe au quotient de 
SU(n + 1, C) par le sous-groupe cyclique formé des matrices Ck. In+, (O < k < d), où d 
divise n + 1 et où 6 est une racine primitive d-ième de l'unité. 
d) Démontrer que le groupe SL(n, C) est simplement connexe (utiliser III, 8 6, no 9, th. 6). 

5) Pour n entier 1, on désigne par Spin(n, R) le groupe de Clifford réduit associé à la forme 
quadratique usuelle sur Rn (A, IX, § 9, no 5). 
a) Montrer que Spin(n, R) est un groupe de Lie compact et que l'homomorphisme surjectif 
cp :Spin(n, R) + SO(n, R) (loc. cit.) est analytique, de noyau { + 1, - 1). 
b) Pour n 2, montrer que Spin(n, R) est connexe et simplement connexe (utiliser l'exerc. 2). 
Le groupe x,(SO(n, R)) est cyclique d'ordre 2. 
c) Soit Zn le centre de Spin(n, R). Montrer qu'on a Zn = { + 1, - 1) si n est impair, et 
Zn = { + 1, - 1, E, - E}  si n est pair, où E = el ... en est le produit des éléments de la base 
canonique de Rn ; le groupe Z2, est isomorphe à (Z/2Z)2 (resp. à 2/42) si r est pair (resp. 
impair). 
d) Démontrer que tout groupe de Lie compact connexe presque simple de type B, (n 2 2) 
est isomorphe à Spin(2n + 1, R) ou à SO(2n + 1, R). 
e) Si r est impair (resp. pair) 2 2, tout groupe de Lie compact connexe presque simple de 
type Dr est isomorphe à Spin(2r, R), à S0(2r, R) ou à S0(2r, R)/{ f Izr} (resp. à l'un des 
groupes précédents, ou à Spin(2r, R)/{ 1, E}). 

6) a) Montrer que le groupe de Lie compact U(n, H)  est connexe et simplement connexe 
(utiliser I'exerc. 2), et que son centre est { f 1,). 
b) Tout groupe de Lie compact connexe presque simple de type C, (n 2 3) est isomorphe à 
U(n, H)  ou U(n, Hl/{ f In}. 

7) Soit A l'algèbre des octonions de Cayley (A, III, p. 176), munie de la base (ei)Obi47 de 
loc. cit. Notons V le sous-espace des octonions purs engendré par el ,  ..., e, et E le sous-espace 
de V engendré par el ,  e,, e3 , e, , e,, e,. Identifions la sous-algèbre de A engendrée par e,, e, 
au corps C des nombres complexes, et notons G le groupe topologique des automorphismes 
de l'algèbre unifère A. 
a) Notons Q la forme quadratique sur V induite par la norme cayleyenne, de sorte que i b 7  

est une base orthonormale de V. Démontrer que l'application o H olV est un homomorphisme 
injectif de G dans le groupe SO(Q), isomorphe à SO(7, R). 
b) Montrer que la multiplication de A munit E d'une structure de C-espace vectoriel de 
dimension 3, dont {el ,  e,, e3 } est une base. Notons @ la forme hermitienne sur E pour laquelle 
cette base est orthonormale. Soit H le fixateur de e, dans G. Montrer que l'application o H olE 
est un isomorphisme de H sur le groupe SU(@), isomorphe à SU(3, C). L'application o H o(e,) 
induit un plongement de G/H dans la sphère de V, isomorphe à S,. 
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c) Soit T le tore de H formé des automorphismes o tels que o(e,) = e,, o(el) = ae,, 
o(ed = Bez, o(e3) = ye3, d e 4 )  = e4, o(es) = aie5, o(es) = Be6, d e 7 )  = Te7, où a, B, y 
sont trois nombres complexes de module 1 tels que apy = 1. Soit N le normalisateur de T 
dans G ;  montrer que NIT est d'ordre 12 (noter que chaque élément de N doit stabiliser 
l'ensemble des f e,, i # O) ; en déduire que G est de rang 2. 
d)  Montrer que G est connexe semi-simple de type G, et que G/H s'identifie à S, (montrer 
que Go + H ;  en déduire que Go est de type G,, puis utiliser un argument de dimension). 
Tout groupe compact de type G 2  est isomorphe à G. 

8) Soit G un groupe de Lie compact, connexe, presque simple de type A,, B,, C,, D, ou G,. 
Démontrer qu'on a z2(G) = O et x3(G) = ZTutiliser les exerc. 2 a 7 et le fait que ni(S,) est 
nul pour i < n et cyclique pour i = n, cf: TG, XI). 

9) Soient g une algèbre de Lie compacte, t une sous-algèbre de Cartan de g ; soit (X,),,, 
un système de Chevalley de l'algèbre réductive déployée (g,, t,), tel que X, et X - ,  soient 
conjugués (par rapport à g) pour tout a E R. 
a) Soit Y un sous-Z-module de t, contenant les iH, (a E R) et tel que a ( Y )  c Zi pour tout 
a E R. Montrer que le sous-Z-module 9 de g, engendré par Y et par les éléments u, et o, 
(a E R)  est une sous-Z-algèbre de Lie de g. 
b) On suppose que g (resp. t)  est l'algèbre de Lie d'un groupe compact G (resp. d'un tore 
maximal T de G). Soit r (T)  le noyau de l'homomorphisme exp, : t  + T. Montrer que le 
Z-module (2n)-lT(T) vérifie les hypothèses de a). 
c) Soit ( , ) un produit scalaire invariant sur g ; soit p (resp. t )  la mesure de Haar sur g (resp. t) 
qui correspond à la mesure de Lebesgue lorsqu'on identifie g (resp. t) à un espace Rn à l'aide 
d'une base orthonormale. On note encore p (resp. t )  la mesure sur 919 (resp. t / S )  quotient de p 
(resp. T )  par la mesure de Haar normalisée sur 9 (resp. Y). Démontrer la formule 
F ( ~ P )  = w-). n GH,, i ~ , ) .  

,ER + 

1) On prend pour G l'un des groupes SU(n, C) ou U(n, H )  ; on identifie g, à sl(n, C) ou à 
sp(2n, C) respectivement, cf: 3, no 4 et exerc. 3. On utilise les notations de VIII, $ 13, nos 1 et 3, 
avec k = C. 
a) Montrer que le sous-groupe T de G formé des matrices diagonales à coefficients complexes 
est un tore maximal, et qu'on a L(T)p-) = t). 
b) On identifie X(T) à un sous-groupe de i j*  par l'homomorphisme 6. Montrer que les formes 
linéaires ci et les poids fondamentaux mj appartiennent à X(T). Si t = diag(t,, ..., t,) ET,  
on a si(t) = ti et mj(t) = t, ... tj pour 1 < i, j n. 
c) Déduire de b) une autre démonstration du fait que les groupes SU(n, C) et U(n, H)  sont 
simplement connexes (cf: $ 3, exerc. 4 et 6). 

2) On prend G = SO(n, R), avec n 2 3 ; on pose n = 21 + 1 si n est impair, et n = 21 si n 
est pair. L'algèbre g, s'identifie à o(n, C);  on utilisera les notations de VIII, 13, nos 2 et 4. 

1 
On note la base canonique de Rn. On pose ej = -(fZj- ,  + fZj) et 

4 
1 

e-j  = - (fZj- ,  - Gj) pour 1 < j 1, et e, = i$fi,+, lorsque n est impair; on choisit 
4 

sur C" la base de Witt e l ,  ..., e,, e-,,  ..., e-, si n est pair (resp. el ,  ..., e,, e,, e-,, ..., e-, si n 
est impair). 
a) Soit Hi le sous-espace de Rn engendré par fZ i -  et fZi  (1 < i < 1 )  ; montrer que le sous- 
groupe de G formé des éléments g tels que g(Hi) c Hi et det(glH,) = 1 pour 1 a i < 1 est 
un tore maximal T de G, et que L(T)(,) = i j .  
b )  On identifie X(T) à un sous-groupe de t)* par 6. Montrer que les formes linéaires ci appar- 
tiennent à X(T) ; si t E T et si la restriction de t à Hj  est une rotation d'angle Oj, on a cj(t) = eiej. 
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Les poids ml, ..., ml-,; 2m ,-,, 2m,, ml- ,  f ml appartiennent à X(T). Si n est impair, ml-, 
appartient X(T). 
c) Soient G = Spin(n, R) et cp : G  -+ G le revêtement canonique. Pour 0 = (O1, ..., 8,) E R', 

1 

on pose t(0) = n (cos Oi - f Z i - ,  f,, sin Bi) E G. Montrer que l'ensemble des t(0) pour 0 ER' 
i = l  - 

est un tore maximal T de G, tel que cp(S) = T. Lorsqu'on identifie x(T) à un sous-groupe de f ) * ,  
on a ~Xt(0)) = eZiej. 
d)  Montrer que les poids ml- ,  et ml appartiennent à x@); en déduire que Spin(n, R) est 
simplement connexe (cf: Q 3, exerc. 5). 

3) a) Montrer que l'automorphisme o : A  H A  de SU(n, C) n'est pas intérieur pour n > 3. 
Tout automorphisme non intérieur de SU(n, C) est de la forme (Int g) 0 O, g E SU(n, C). 
b) Montrer que pour tout groupe G compact connexe presque simple de type A, (n 2 2), 
le groupe Aut(G)/Int(G) est cyclique d'ordre 2 (cf: Q 3, exerc. 4). 

4) Soit n un entier > 2. 
a) Soit g E 0(2n, R) avec det g = - 1 ; montrer que l'automorphisme Int g de 0(2n, R) 
induit un automorphisme de S0(2n, R) qui n'est pas intérieur. 
b),Pour n > 2, le groupe Aut(SO(2n, R)) est égal à Int(0(2n, R)) (isomorphe à 

RI/{ I 12" 1). 
c) Etablir un résultat analogue pour les groupes Spin(2n, R) et S0(2n, R)/{ f I,,}. Si n est 
pair # 2, tout automorphisme du groupe Spin(2n, R)/{ 1, E} (Q 3, exerc. 5) est intérieur. 

5) Soit R un système de racines irréductible et réduit. 
a) Montrer que l'ensemble des racines de R de plus grande longueur est une partie close et 
symétrique de R, stable par W(R). 
b) Montrer que toute partie non vide P de R, close, symétrique et stable par W(R), est égale 
à R ou à l'ensemble des racines de plus grande longueur de R. 
c) On suppose P # R. Montrer que le système de racines P est de type Dl (resp. (A,)', D,, A,) 
si R est de type B, (resp. Cl, F,, G,). 

6) Soit H un sous-groupe fermé de G contenant N,(T). 
a) Montrer que H est égal à son normalisateur dans G, et que H/Ho est isomorphe à W/W,,(T). 
b) Montrer que R(H,, T) est stable par W. Inversement si K est un sous-groupe fermé connexe 
contenant T tel que R(K, T) soit stable par W, le normalisateur de K contient celui de T. 
c) On suppose G presque simple. Prouver que H est égal à NG(T), ou à G, ou qu'on est (à 
isomorphisme près) dans l'une des situations suivantes : 
ci) (resp. a')) G = Spin(21 + 1, R) (resp. G = SO(21 + 1, R)) et Ho est le fixateur d'un vecteur 
non nul de R2'+', isomorphe à Spin(21, R) (resp. SO(21, R)); 
p) G = U(1, H) et Ho est le sous-groupe D formé des matrices diagonales ; 
P') G = U(1, H)/{ 1)  et Ho = D/{ I 1 )  ; 
y) G est de type F,, et Ho est isomorphe à Spin(8, R) ;  
6) G est de type G,, et Ho est le sous-groupe (isomorphe à SU(3, C)) défini dans l'exerc. 7 
du Q 3. 

7) Soit r :G + GL(V) une représentation continue de G dans-un espace vectoriel réel de 
dimension finie. On suppose que pour tout h E X(T), on a dim,V, < 1. 
a) Montrer que la représentation r est somme directe d'une famille finie de repré- 
sentations irréductibles, deux à deux non isomorphes, dont les commutants Ki (1 < i < s) 
sont isomorphes à R ou C. 
b) Pour qu'il existe sur V une structure de C-espace vectoriel pour laquelle les opérations 
de r(G) soient C-linéaires, il faut et il suffit que K,, ..., K, soient isomorphes à C ; il y a alors 
2= structures de ce type. 

8) Soient H un sous-groupe fermé connexe de G, de rang maximum, f )  son algèbre de Lie, 
X la variété G/H et V l'espace tangent à X au point correspondant à la classe de H ; on iden- 
tifie V au quotient gh. 
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a) Si j est une structure presque complexe (VAR, R, 8 .8.3)  sur X, on note Vu(  j )  le sous-espace 
de l'espace vectoriel complexe C @ V formé des éléments u tels que j(u) = - iu, et q(j) 
le sous-espace de gc image réciproque de VU(j), de sorte que l'application canonique 
V -. gc/q(j) est un isomorphisme C-linéaire lorsqu'on munit V de la structure de C-espace 
vectoriel déduite de j. Démontrer que l'application j H q( j )  est une bijection de l'ensemble des 
structures presque complexes sur X, invariantes par G, sur l'ensemble des sous-espaces 
complexes p de gc satisfaisant aux conditions suivantes : 

b) Pour qu'il existe une telle structure sur X, il faut et il suffit que les corps commutants des 
sous-représentations irréductibles de la représentation adjointe de H dans V soient tous 
isomorphes à C ; s'il en est ainsi, il y a 2' telles structures, où s est le nombre des sous-repré- 
sentations irréductibles de V (utiliser l'exerc. 7). 
c) Soient j une structure presque complexe sur X, invariante par G, et p = q ( j )  le sous-espace 
associé. Pour que j soit intégrable (c'est-à-dire associée à une structure de variété analytique 
complexe sur X, cfi VAR, R, 8 .8.5 à 8.8.8), il faut et il suffit que p satisfasse à la condition 

d)  Pour qu'il existe une structure complexe (c'est-à-dire presque complexe intégrable) sur X, 
invariante par G, il faut et il suffit que H soit le centralisateur d'un sous-tore de G (montrer 
que les conditions (1) à (4) ci-dessus impliquent que p est une sous-algèbre parabolique de g, 
(VIII, d 3, no 5)) : ces structures complexes correspondent dans ce cas biiectivement aux sous- 
dgèbr& paraboliques p de gc qui sont somme directe de bC et de leur-radical unipotent (cf: 
VIII, § 3, no 4). 
e) Démontrer qu'il existe exactement Card(W) structures complexes sur G/T invariantes 
par G ; si o et o' sont deux telles structures, il existe un élément w E W, uniquement déterminé, 
telle aue l'action canoniaue de w sur GIT (var automor~hismes intérieurs) transforme o en o'. 
Si w At  un élément non neutre de W, 13hp&ation de w s i r  G/T n'est C-analytique pour aucune 
structure complexe sur G/T invariante par G. 
f )  Déterminer les structures complexes sur S2 invariantes par SO(3). 
g), * Avec les notations de l'exerc. 8, d), soient G, le complexifié de G et P le sous-groupe de 
Lie complexe de G, d'algèbre de Lie p. Montrer que l'application canonique G/H + G,/P 
est un isomorphisme de variétés analytiques complexes. * 

9) Soit H un sous-groupe fermé connexe de G, de rang maximum, distinct de G et maximal 
pour ces propriétés. Notons Z le groupe quotient C(H)/C(G). 
a) On a dim Z < 1 ; si dim Z = O, alors Z est d'ordre 2, 3 ou 5 (se ramener au cas où G est 
presque simple, de centre trivial; appliquer VI, 5 4 exerc. 4). 
b) On suppose G presque simple et Z d'ordre 3 ou 5 ;  on pose z = Card(Z) 
et x = Card (x,(H))/Card (n,(G)). Montrer qu'on est dans l'un des sept cas suivants : 

(i) G est de type G,, H de type A,, on a z = 3, x = 1 ;  
(ii) G est de type F,, H de type A, x A,, on a z = n: = 3 ;  

(iii) G est de type E,, H de type A, x A, x A,, on a z = x = 3 ;  
(iv) G est de type E,, H de type A, x A,, on a z = x = 3 ;  
(v) G est de type Es, H de type A,, on a z = x = 3 ;  

(vi) G e s t  de typeEs, H d e t y p e  A, x E,, o n a z  = .rr = 3 ;  
(vii) G est de type Es, H de type A, x A,, on a z = x = 5. 
(Utiliser loc. cit. et les planches de VI ; pour calculer x, remarquer que si f et f '  désignent les 
indices de connexions de G et H respectivement, on a zxf = f '.) 
c) Dans chacun des cas précédents, déterminer le groupe H. 

10) On garde les notations de l'exercice précédent. 
a) On suppose dim Z = 1. Alors il y a exactement deux structures complexes sur G/H inva- 
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riantes par G ; il existe un automorphisme de G qui laisse H stable et échange ces deux struc- 
tures (utiliser l'exerc. 8). 
b) Déterminer les structures complexes sur PJC) invariantes par SU(n + 1, C). 
c) On suppose dim Z = O et Card(Z) # 2. Montrer qu'il existe des structures presque 
complexes sur G/H invariantes par G (si z est un élément de C(H) non central dans G, Int z 
induit un automorphisme d'ordre impair de G/H (exerc. 9); utiliser l'exerc. 8, b)). Montrer 
qu'il n'existe aucune structure complexe sur G/H invariante par G (utiliser l'exerc. 8, d)). 
d )  Il n'existe aucune structure complexe sur S, invariante par SO(7, R) (utiliser l'exerc. 7 
du $ 3). 

II) On garde les notations des exerc. 9 et 10. 
a)  Pour que l'espace homogène G/H soit symétrique (4 1, exerc. 8), il faut et il suffit que Z 
soit d'ordre 2 ou de dimension 1. L'espace symétrique G/H est alors irréductible (loc. cit.). 
b) On suppose dim Z = 1 ; on note X la variété analytique complexe G/H. Montrer qu'on 
est alors dans l'une des situations suivantes : 
(i) G est de type A, et D(H) de type A,-, x A,-,; X est isomorphe à la grassmannienne 
GP(C1+ l). 

(ii) G est de type BI et D(H) de type BI-, ; X est isomorphe à la sous-variété de Pz,(C) définie 
par l'annulation d'une forme quadratique séparante (quadrique projective lisse). 
(ii') G est de type Dl et D(H) de type D,.. , ; X est isomorphe à une quadrique-projective 
lisse dans Pz,-,(C). 
(iii) G est de type Cl et D(H) de type Al-, ; X est isomorphe à la sous-variété de G,(CZ') formée 
des sous-espaces qui sont isotropes maximaux pour la forme bilinéaire alternée usuelle sur CZ1. 
(iv) G est de type Dl et D(H) de type A,-, ; X est isomorphe à la sous-variété de G,(C2') 
formée des sous-espaces qui sont isotropes maximaux pour la forme bilinéaire symétrique 
usuelle sur CZ'. 
(v) G est de type E, et D(H) de type D,. 
(vi) G est de type E, et D(H) de type E,. 
c) On suppose Card(Z) = 2 ;  donner la liste des situations possibles. Si G est de type A,, 
BI, Cl ou Dl, montrer que la variété réelle G/H est isomorphe à une variété grassmannienne 
G,(Kq), avec K = R, C ou H. 

T 12) On suppose G simplement connexe ; pour tout a E R(G, T), on pose t, = exp($ K,). 
On pose N = N,(T), et on note <p:N + W l'application canonique. Soit B une base de 
R(G, T) ; pour tout a E B, on choisit un élément na de (N n S,) - (T n Sa). 
a) Montrer qu'on a <p(na) = s, et n: = ta, donc n: = 1. 
b) Soient a et B deux éléments distincts de B, et soit ma@ l'ordre de s,sp dans W. Prouver qu'on a 

n,np = np,  si mnp = 2 
n,npn, = npn,np si map = 3 
(n,np)' = (np,)' si mmp = 4 

= (npn,)3 si mmp = 6 

(si par exemple mVp = 3, on a (sasp) sa(s,sp)-' = sp et s,sp(a) = B ; montrer que nanpn,nP 'na- 'na ' 
appartient à Sp, et conclure en remarquant que S, n Sp n T = { e } ) .  
c) Déduire de b) qu'il existe une unique section v:W + N de <p telle que v(sa) = n, et 
V(WW') = V(W) v(w') si ~(ww') = 1(w) + 1(w1) (on désigne par E(w) la longueur de w par rap- 
port au système générateur (su),,, ; cf. IV, $ 1, no 5, prop. 5). On pose n, = v(w). 
d)  Soit W* le sous-groupe de N engendré par les n, ; montrer que W* n T est le sous-groupe 
Tz de T formé des éléments d'ordre < 2 et que W s'identifie à W9/TZ. 
e) Soit w E W tel que wZ = 1 ; montrer qu'on a n i  = n ta, où R, est l'ensemble des racines 

ueRW 

positives a telles que w(a) < O (écrire w = s,, ... s,?, avec r = l(w) et ai E B ;  appliquer c) 
et VI, 1, no 6, cor. 2 à la prop. 17). 
f )  On suppose G presque simple. Soient c une transformation de Coxeter de W et h le nombre 
de Coxeter de W (VI, 8 1, no 11). Montrer qu'on a n! = n t, (utiliser c), e )  et l'exerc. 2 de 

v, § 6). 
UER + 
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13) a) On choisit une base de B de R(G, T), et on note R+ l'ensemble des racines positives 
de R(G, T). Démontrer que z, = 17 exp(4 K,) est un élément de C(G), indépendant du 

- - 
UER + 

choix de T et de B ; on a z& = e. 
b) Soit H un autre groupe de Lie compact connexe. On a z, ,, = (z,, z,) ; si f :  G + H 
est un morphisme surjectif de groupes de Lie, démontrer qu'on a f(z,) = z,. 
c) On pose R = R(G, T ) ;  on suppose G simplement connexe, de sorte que X(T) s'identifie 
à P(R). Montrer que l'homomorphisme x H ~(z , )  de X(T) dans {l, - 1) a pour noyau 
le sous-groupe P1(R) défini dans l'exerc. 8 de VI, 5 1. 
d) Si G = SU(n, C), on a z, = (-  1)"+'1,; 

si G = SU(n, H), on a z, = - 1, ; 
si G = Spin(n, R)  avec n = 3,4, 5 ou 6 (mod. 8), on a z, = - 1 ; 
si G = Spin(n, R) avec n = 0, 1, 2, 7 (mod. 8), on a z, = 1 ; 
si G est de type E,, E,, F, ou G,, on a z, = e ;  
si G est simplement connexe de type E,, z, est l'unique élément non nul de C(G). 

(Utiliser VI, 5 4, exerc. 5). 

14) On suppose le groupe G presque simple; on note h le nombre de Coxeter de R(G, T) 
(VI, 5 1; no 11). On dit qu'un élément g de G est un élément de Coxeter s'il existe un tore maxi- 
mal S de G tel que g appartienne à N,(S) et que sa classe dans Wb(S) soit une transkrma- 
tion de Coxeter (loc. cit.). 
a) Montrer que deux éléments de Coxeter sont conjugués (raisonner comme dans la démons- 
tration du cor. de la prop. 10, no 5). 
b) Un élément de Coxeter g est régulier et vérifie gh = z,, où z, est l'élément de C(G) défini 
dans l'exerc. 13 ; en particulier, g est d'ordre h ou 2h suivant que z, est égal ou non à e (utiliser 
l'exerc. 12, f)). 
c) Pour que g E G soit un élément de Coxeter, il faut et il suffit que l'automorphisme Ad g Q 1, 
de g, vérifie les conditions équivalentes de VIII, 5 5, exerc. 5, f). 
d)  Montrer que tout élément g de G, régulier et tel que gh E C(G), est un élément de Coxeter ; 
pour p < h, il n'existe pas d'élément régulier k tel que kP E C(G). 

15) Soit H un sous-groupe fermé connexe de G. On dit que H est net s'il n'est contenu dans 
aucun sous-groupe fermé connexe de rang maximum distinct de G. 
a) Montrer que H est net si et seulement si son centralisateur dans G est égal à C(G). En 
particulier, si H est net on a C(H) = C(G) n H. 
b) On suppose désormais que H est net. Montrer que pour tout tore maximal S de H, on a - - 
C(H) = s h C(G). 
c) Soit H' un sous-groupe fermé connexe de G contenant H. Démontrer qu'on a rg H < rg H', 
et en déduire aue H est net dans H'. 
d) Soit K un s ' ~ u s - ~ r o u ~ e  fermé connexe de H, net dans H et contenant un élément régulier 
de G. Montrer que K est net dans G. 

16) Soit H un sous-groupe fermé connexe de G, tel que T n H soit un tore maximal S de H. 
Soit h E R(H, S);  on note R(h) l'ensemble des racines de R(G, T) dont la restriction à S est 
égale à h. 
a) Montrer que R(h) n'est pas vide. 
b) Soit w E WH(S); montrer qu'il existe un élément Z de WG(T) tel que R(wh) = GR@) 
(utiliser l'exerc. 4 du 5 2). 
c) Soit P(h) l'intersection avec R(G, T) du sous-groupe de X(T) engendré par R(h). Montrer 
qu'il existe un sous-groupe fermé G, de G contenant T tel que P(h) = R(G,, T). En déduire 
que la réflexion s, E WH(S) est la restriction à S d'un produit de réflexions s, avec a E P(h). 
d )  Montrer que le vecteur nodal K, E L(S) associé à h est combinaison linéaire à coefficients 
entiers des K, pour a E R(h). 
e) Soit B, une base de R(H, S). Montrer que R(h) est contenu dans le sous-groupe de X(T) 
engendré par la réunion des R(y) pour y E B, (prouver que l'ensemble des h E R(H, S) pos- 
sédant la propriété énoncée est stable par s, pour y E BH, en utilisant c)). 
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?T 17) On conserve les notations de l'exercice précédent; on suppose de plus que le sous- 
groupe H est net (exerc. 15). 
a) Montrer que R(G, T)  est contenu dans le sous-groupe de X(T) engendré par la réunion 
des R(h) pour h E B,. 
b) Soit A la composante neutre du sous-groupe de S formé des s E S tels que h(s) = p(s) 
pour tous h, dans B,. Montrer qu'il existe une base {a , ,  ..., a,} de R(G, T) et un entier k, 
avec O < k < 1 - 1, tels que A soit la composante neutre de l'ensemble des t E T satisfaisant à 

(Soit x l'élément de L(5) tel que F(h) (x) = 2ni pour tout h E B,; déduire de a) qu'on a 
exp x E C(G). Choisir {a, ,  ..., a,} de façon que iF(q)(x) soit nul pour 1 < j 5 k et < O 
pour k + 1 < j < 1; montrer alors que pour h E BH, toute racine de R(h) s'écrit 

avec j > k + 1 et ni E N .  Conclure en utilisant a).) 
c) Montrer que l'entier k ne dépend pas des choix des tores S, T et des bases BH, { a , ,  ..., a,} ; 
il est égal au rang du groupe dérivé de ZG(A). 

18) On conserve les notations des exerc. 16 et 17. On dit que le sous-groupe H est principal 
s'il est net et si le sous-tore A contient un élément régulier (autrement dit si k = 0). 
a) Soit K un sous-groupe fermé connexe de H. Montrer que pour que K soit un sous-groupe 
principal de G, il faut et il suffit que K soit principal dans H et H principal dans G (utiliser 
l'exerc. 15, c) et d)). 
b) On suppose désormais H principal. Montrer que la réunion des R(p), pour p E B,, est 
une base de R(G, T). 
c) Soit a E R(G, T). Prouver que la restriction de a à S est un multiple entier non nul d'une 
racine E R(H, S); la racine a est une somme d'éléments de R(h) (montrer que la trace sur 
L(S) de l'hyperplan F(a) = O est un mur de L(S)). 
d )  Soient h E R(H, S); montrer que le vecteur nodal K ,  est combinaison linéaire à coeffi- 
cients entiers > O des K ,  pour a E R(h) (cJ: exerc. 16, d)  et V, 8 3, no 5, lemme 6). 

19) On garde les notations des exerc. 16 à 18 ; on suppose le sous-groupe H principal. On 
munit X(T) @ R (resp. X(S) @ R) d'un produit scalaire invariant par WG(T) (resp. par W,(S)). 
Soient h, p deux racines de B,. 
a) Si h et p sont orthogonales, montrer que les ensembles R(h) et R(p) sont orthogonaux. 
En déduire que si G est presque simple, il en est de même de H. 
b) On suppose désormais n(h, p) = - 1. Montrer qu'il existe une application surjective 
u :R(h) -+ R(p) telle que pour a E R(h), u(a) soit l'unique racine de R(p) liée (c'est-à-dire 
non orthogonale) à a ;  on a K ,  = Kp,  et les racines de R(p) sont deux à deux ortho- 

PERO() 
gonales (écrire K ,  et K ,  comme combinaison linéaire des K,, puis identifier les coefficients). 
c) Si n(p, h) = - 1, l'application u est bijective, et les seules paires de racines liées dans 
R(h) u R(p) sont les paires (a, u(a)) pour a E R(h). 
d )  On suppose n(p, h) = - 2 ;  soit P E R(p). Montrer que u-'(P) contient un ou deux élé- 
ments; si u-'(P) = { a l ,  a,}, la racine a i  (i = 1, 2) est orthogonale aux autres racines de 
R(h), et a même longueur que P ;  si u-'(P) = { a }  et liall = IlPl, a est liée à une seule racine 
a '  E R(h), de même longueur que a, et {a, a'} est orthogonal au reste de R(h) ; si Ü 1 ( P )  = { a }  
et jlal + /P/I,  a est orthogonale aux autres racines de R(h). 
e) Etudier.de même le cas n(y, h) = - 3. 

20) On suppose le groupe G presque simple ; soit H un sous-groupe principal de G, de rang 
2 2. 
a )  Montrer que H est semi-simple de type B,, Ch, F, ou G, (utiliser l'exerc. 19). 
b) On suppose que H est de rang > 3. Montrer que G est de type A,, Dl, E,, E, ou E, (consi- 
dérer les sommets terminaux du graphe de Dynkin de R(G, T), et appliquer l'exerc. 19). 
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c) Si rg H 2 3, montrer qu'on est dans l'une des situations suivantes : 

G est de type A,, (1 > 3) et H de type B, ; 
G est de type A,,-, (1 2 3) et H de type C, ; 
G est de type Dl (1 4) et H de type B,-, ; 
G est de type E, et H de type F, . 

d) Si H est de type B,, montrer que G est de type A, ou A,. 
e) Si H est de type G,, montrer que G est de type B,, D, ou A,. 
(Pour une description plus explicite de ces situations, voir 5, exerc. 5.) 
f )  Soit K un sous-groupe fermé connexe de G contenant H ;  montrer qu'on a K = G ou 
K = H, ou bien que H est de type G,, K de type B, et G de type D, ou A,. 

21) a) Soit H un sous-groupe fermé connexe de rang 1 de G. Montrer que les conditions 
suivantes sont équivalentes : 
(i) H est principal ; 
(ii) H est net et contient un élément régulier de G ;  
(iii) il existe un 51,-triplet principal (x, h, y) de g, (VIII, $ 11, no 4) tel que 

L(H)o, = Cx + Ch + Cy . 
b) Montrer que G contient un sous-groupe principal de rang 1, et que deux tels sous-groupes 
sont conjugués (avec les notations de l'exerc. 17, remarquer qu'on a S = A). 
c) Montrer qu'un sous-groupe fermé connexe de G est principal si et seulement s'il contient 
un sous-groupe de rang 1 principal dans G (utiliser l'exerc. 18, a)). 

22) Soit H un sous-groupe principal de rang un de G ; soit r le sous-groupe de Aut(G) formé 
des automorphismes u tels que u(H) = H. Montrer que Aut(G) est produit semi-direct de r 
par Int(G). 

1) On suppose G simplement connexe ; on appelle alcôves de G les parties de G de la forme 
exp(A), où A est une alcôve d'une sous-algèbre de Cartan de g. 
a) Montrer que les alcôves de G forment une partition de Gr.  
b) Toute alcôve de G est contenue dans un unique tore maximal. 
c) Montrer que les alcôves de G contenues dans T forment une partition de T,, et que l'ensem- 
ble de ces alcôves est un ensemble principal homogène sous W. 
d) Toute classe de conjugaison d'éléments réguliers de G a un point et un seul dans chaque 
alcôve. 
e) Soit E une alcôve de G. Montrer que E est un espace contractile ; si g est simple, E est 
homéomorphe a un simplexe ouvert d'un espace euclidien. 

2) a) Soient E un espace topologique simplement connexe et u:E + G une application 
continue telle que u(E) c Gr. Montrer que u est homotope (TG, XI) a l'application cons- 
tante de valeur e (considérer le revêtement cp, :(G/T) x tr + Gr ; relever u en ü : E -+ (G/T) x t, 
puis utiliser le fait que t est contractile). 
"b) Prouver que le groupe n.,(G) est nul. 
(Soit u :S, + G une application de classe Cm ; en utilisant la prop. 1 et le théorème de trans- 
versalité, montrer que u est homotope a une application d'image contenue dans Gr, puis 
appliquer a).) , 
3) Soient f : ~  + G le revêtement universel de G et n. le noyau de f (isomorphe à n.,(G)); 
on pose C = C(G) et C = C(G). S_oient a un automorphisme de G, 5 "a$omorphisme 
de G déduit de a. On note Gu, Cu, Gu, Cu l'ensemble des points de G, C, G, C fixés respec- 
tivement par a, a, 8, 8. 
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a) Montrer que la composante neutre (Ge), de Ge est f(G,). 
b) On note s l'endomorphisme du Z-module TC induit par 6.  Montrer que le groupe quotient 
G,/(G,), est isomorphe à un sous-groupe de Coker(1 - s), et en particulier est commutatif. 
Si 1 - s est surjectif, Ge est connexe. 
c) Soit n E N  tel que s" = Id,. Montrer que le groupe G,/(G,), s'identifie à un sous-groupe 
du quotient Ker(1 + s + + sr1)/Im(l - s);  en déduire qu'il est annulé par n. Si n est 
premier à l'ordre du sous-groupe de torsion de TC, alors Ge est connexe. 
d )  Retrouver les résultats de b) et c) en utilisant l'exerc. 23 de A, X, p. 194. 
e) Montrer que Ge est connexe dans chacun des cas suivants : 
(i) G est semi-simple de type A,, (n 2 1) et o n'est pas intérieur. 
(ii) G est semi-simple de type E, et o n'est pas intérieur. 
(iii) G est semi-simple de type D4 et o est trialitaire (c'est-à-dire d'ordre 3 modulo Int(G)). 
f )  Définir un isomorphisme de Ce/(Ce n (Go),) sur ((1 - 6) C n 7c)/(1 - 6)  TC. En déduire 
que si 1 - s n'est pas surjectif et TC c (1 - 6 )  C, alors Ce n'est pas contenu dans (Ge), . Pour 
G = S0(2n, R)  et o non intérieur, on a - I,, # (Ge), et Ge n-st pas connexe. 

4) On suppose G semi-simple. Soient e un épinglage de G et @ un groupe d'automorphismes 
de G respectant l'épinglage ; on désigne par H le sous-groupe de G formé des éléments fixés 
par @. 
a) Montrer que Ho est semi-simple ; si G est simplement connexe, H est connexe (se ramener 
au cas où G est presque simple et @ cyclique, et appliquer le th. 1 (no 3) et VIII, $ 5, exerc. 13). 
b) On suppose G presque simple. Montrer que 
si G est de type A,, (1 2 1) et @ d'ordre 2, Ho est de type BI; 
si G est de type A,,-, (1 2 2) et @ d'ordre 2, Ho est de type C,; 
si G est de type Dl ( 1  2 4) et @ d'ordre 2, Ho est de type B,-, ; 
si G est de type D4 et @ d'ordre 3 ou 6, Ho est de type G,; 
si G est de type E, et @ d'ordre 2, Ho est de type F,. 
Dans chaque cas, déterminer les groupes ni(H), i = 0, 1 (cc exerc. 3). 
c) Démontrer que le sous-groupe Ho est principal ($ 4, exerc. 18). 
d )  Démontrer qu'un groupe semi-simple de type B3 ou A, contient un sous-groupe principal 
de type G2 (utiliser b) et l'exerc. 20 du 9 4). 

5) On suppose le groupe G presque simple ; soit H un sous-groupe fermé connexe principal 
de G (Q 4, exerc. 18). On désigne par @ le groupe des automorphismes u de G qui fixent H, 
et par F le sous-groupe des éléments de G fixés par @. 
a) Montrer qu'il existe un épinglage de G stable par @. 
b) Montrer qu'on est dans l'une des situations suivantes : 
(i) on a H = Fo ; 
(ii) G est de type B3, H de type G, et @ est réduit à l'identité; 
(iii) G est de type A,, H de type G, et @ d'ordre 2. 
(Utiliser l'exerc. 4 et l'exerc. 20 du Q 4.) 

7i 6) On suppose G simplement connexe. Soient p un nombre premier et g un élément de 
C(G) tel que gP = e. 
a) Montrer qu'il existe des éléments u E T et w E W tels que 
(i) w(u) u-' = g ;  
(ii) wp = 1 ; 
(iii) uP = e si p # 2, uP = e ou g si p = 2. 
(Soit A une alcôve de f ; pour i = 0, 1, ..., p - 1, soit x, E A El que exp x, = gi. Prendre 
pour u l'élément exp x, où x est le barycentre de la facette de A dont les sommets sont les 
x i ,  et pour w l'élément de W tel que w(A) = A - x.) 
b) Prouver qu'il existe u E T et v E NG(T) tels que 
(i) vuv-lu-' = g ;  
(ii) vP = e s i p  # 2, vP = e o u g  s i p  = 2 ;  
(iii) uP = e si p # 2, uP = e ou g si p = 2. 
(Utilisant la construction de a), relever w en n, comme dans l'exerc. 12 du $ 4 ;  prendre 
v = nEt ' si p # 2, v = n, si p = 2.) 
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7) Soit p un nombre premier. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) p ne divise pas l'ordre du sous-groupe de torsion de n l (G) ;  
(ii) pour tout élément g de G d'ordre p, le centralisateur de g dans G est connexe; 
(iii) tout sous-groupe de G isomorphe à (ZlpZ)' est contenu dans un tore maximal. 
(Pour prouver (i) e= (ii), utiliser l'exerc. 3, c) ; pour prouver (iii) * (i), utiliser l'exerc. 6.) 

8) On prend G = SO(8, R)/{ f I ,  ) ; on note (a,), ,,,, une base de R(G, T) telle que a , ,  
a, et a, soient non orthogonales à cc, (VI, planche IV). Soit A le sous-groupe de T formé 
des t E T tels que 

Démontrer que A est isomorphe à (Z/2Z)' et que son centralisateur dans G est un groupe 
fini non commutatif. 

9) Soient R un système de racines irréductible, RV le système inverse, B une base de R, a la 
plus grande racine de R (relativement à B). On pose 

soit v(R) = sup nx. 
peË 

a) Montrer que l'intervalle (1, v(R)) de N est réunion de 1 et des n$ pour !3 E B (posons 
a, = a ; soit (cc,, ..., cc,) une suite d'éléments distincts de B tels que a i  ne soit pas orthogonal 
à a,-,  pour i = 1, ..., q, qu'on ait nzq = v(R) et que q soit maximal pour ces propriétés; 
prouver que n;, = i + 1 pour i = 1, ..., q). 
b) Soit p un nombre premier. Montrer que les trois propriétés suivantes sont équivalentes : 
(il P < v(R); 
(ii) il existe p E B tel que p = ni ;  
(iii) il existe p E B tel que p divise ng. 
On dit alors que p est un nombre premier de torsion de R. 
c) Pour chaque type de système de racines irréductible, donner la valeur de v(R) et des 
nombres premiers de torsion. Montrer que l'ensemble des np et celui des n$ coïncident sauf 
dans le cas du type G,. 
d )  Soit R' une partie close symétrique de R, irréductible comme systéme de racines. Montrer 
qu'on a v(R1) < v(R). 

10) Soient R un système de racines et p un nombre premier. Montrer que les propriétés 
suivantes sont équivalentes : 
(i) p est un nombre premier de torsion pour un composant irréductible de R (exerc. 9, b)); 
(ii) il existe une partie close et symétrique R, de R, distincte de R et maximale pour ces pro- 
priétés, telle que (Q(RV) : Q(R7)) = p (on note Q(RV] le Z-module engendré par les racines 
inverses de R et Q(RY) le sous-module engendré par les a V  pour a E R,);  
(iii) il existe une partie close et symétrique RI  de R telle que le sous-module de p-torsion de 
Q(RV )/Q(Ry ) soit non nul. 
(Pour prouver (i) 3 (ii), utiliser l'exerc. 4 de VI, $ 4  ; pour prouver (iii) * (i), utiliser l'exerc. 9, d).) 
On dit alors que p est un nombre premier de torsion de R. 

11) Soit p un nombre premier. On dit que p est un nombre premier de torsion de G s'il existe 
un sous-groupe fermé connexe H de G, de rang maximum, tel que le sous-groupe de p-torsion 
de n,(H) soit non nul. On pose R = R(G, T). 
a) Les nombres premiers de torsion de G sont les nombres premiers de torsion de R (exerc. 10) 
et les nombres premiers qui divisent l'ordre du groupe de torsion de nl(G). 
b) Montrer que tout nombre premier de torsion de G divise wll!, où w est l'ordre de W et 
1 le rang du groupe semi-simple D(G) (utiliser VI, 5 2, no 4, prop. 7). 
c) Soient t E T et n E N tels que tn E C(G). Soient R, l'ensemble des a E R telles que cc(t) = 1, 
et m l'ordre du groupe de torsion de Q(RV)/Q(RY) (cf: exerc. 10). Démontrer que tout facteur 
premier de m divise n (se ramener au cas où G est simplement connexe et presque simple). 
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d)  Supposons G simplement connexe. Soient g E G, n E N tels que gn appartienne à C(G) 
et qu'aucun nombre premier de torsion de G ne divise n. Démontrer que le groupe dérivé 
du centralisateur de g est simplement connexe. 
e) Soient g un élément de G et p un nombre premier, tels que gP = e et que p ne soit pas un 
nombre premier de torsion de G. Montrer que le centralisateur Z(g) est connexe et que p 
n'est pas un nombre premier de torsion de Z(g). 
f )  Supposons G simplement connexe, et soit p un nombre premier de torsion de G. Prouver 
qu'il existe un élément g de G d'ordre p tel que n,(Z(g)) soit cyclique d'ordre p (utiliser l'exerc. 10 
et l'exerc. 4 de VI, 5 4). 

12) Soit p un nombre premier. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) p n'est pas un nombre premier de torsion de G ;  
(ii) pour tout sous-groupe F de G isomorphe à (ZjpZ)" (pour n E N), le centralisateur de F 
dans G est connexe ; 
(ii') pour tout sous-groupe F de G isomorphe à (ZjpZ)', le centralisateur de F dans G est 
connexe ; 
(iii) tout sous-groupe de G isomorphe à (ZjpZ)" pour un entier n est contenu dans un tore 
maximal ; 
(iii') tout sous-groupe de G isomorphe à ( Z / P Z ) ~  est contenu dans un tore maximal. 
(Pour prouver (i) (ii), utiliser l'exerc. 11, e) ; pour prouver (iii) * (i), utiliser l'exerc. 11, f )  
et l'exerc. 7.) 

1) Soit R un système de racines réduit dans un espace vectoriel réel V. On munit l'espace V 
d'un produit scalaire invariant par W(R), et l'espace S(V) du produit scalaire correspondant 
(EVT, V, p. 30); on a donc, pour x,,  ..., x,, y,, ..., y, dans V : 

(XI ... X A Y I  ... Y") = C (xi I~a( i ) )  ... ( ~ n l ~ a ( n > )  . 
osc ,  

On choisit une chambre C de R ; on pose N = Card (R-), p = f u et w(R) = Card (W(R)). 
=ER + 

Soit P l'élément n a de SN(V). 
* MER+ 

1 
a) Montrer qu'on a P = - z E(W) ( ~ p ) ~  (cf: VI, § 3, no 3, prop. 2). 

weW(R) 

b) En déduire l'égalité ( P J P )  = w(R) fl (pl a). 
?ER + 

1 I 

c) Démontrer qu'on a (PIP) = 2-Nw(R) n mi! n (uia) = 2-N fl (mi + l ) !  n (aiu), 
i = l  asR+ i =  1 LIER + 

où ml, ..., mi sont les exposants de W(R) (utiliser l'exerc. 3 de VIII, 5 9). 

T 2) Soit V un espace hilbertien réel de dimension finie sur R. On munit l'espace S(V*) 
des polynômes sur V du produit scalaire défini en EVT, V, p. 30 (cf. exerc. 1). On note y 
la mesure gaussienne canonique sur V (INT, IX, 5 6, nos 4 à 6) ; si (xi), ,,,, est une base ortho- 
normale de V*, on a donc dy(x) = (2n)-n'2e-(XX"Zdx, ... dx,. 
a) Soit q l'élément de SZ(V) qui définit le produit scalaire dans V*, et soit A :S(V*) -+ S(V*) 
Sopérateur produit intérieur par q (A, III, p. 165). Montrer que pour toute base orthonormale 

(xi),,,,, de V* et tout polynôme P E S(V*), on a A(P) = 

b) Pour P E S(V*), on pose P* = P * y, de sorte qu'on a P*(x) = 

x E V. Démontrer l'égalité P* = f 4 = eA(P). 
,,=, n !  

(Se ramener à prouver la formule analogue pour la fonction x H e'(XIu), pour u E v.) 
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c) Démontrer la formule P*(ix) Q*(ix) dy(x) = (PIQ) pour P et Q dans S(V*) (identifié S- 
à un sous-espace de Sc((V O C)*)). 

P 

d) Si P est un polynôme homogène sur V tel que A(P) = O, on a 1 P ( ~ ) ~ d y ( x )  = (PJP). 
J v 

e) Soit W un groupe fini d'automorphismes de V, engendré par des réflexions; notons H 
l'ensemble des réflexions de W. Pour h E H, soient eh E V etf, E V* tels que h(x) = x + f,(x) eh. 
Montrer que le polynôme P = n f, satisfait à A(P) = O (utiliser V, § 5, no 4, prop. 5). 

h€H 

3) Soit p une mesure de Haar sur le groupe additif g. 
a) Il existe une unique mesure de Haar pG sur G possédant la propriété suivante : si w, et 
o g  sont des formes différentielles invariantes de degré n, sur G et g respectivement, telles que 
wG(e) = oa(0) et jogj = p, on a /aG/ = pG. L'application p H F, est une bijection de l'ensemble 
des mesures de Haar sur g sur l'ensemble analogue pour G. 
b )  On choisit un produit scalaire ( 1 ) invariant sur g, et une mesure de Haar r sur i, tels que p 
(resp. T) corresponde à la mesure de Lebesgue lorsqu'on identifie g à R" (resp. t à Rr) au moyen 
d'une base orthonormale. Démontrer la formule 

c) On identifie X(T) à une partie de l'espace hilbertien t* par l'application (2ni)-'6 ($4, no 2), et 
on pose P(x) = n ( a, x ) pour x E t. Avec les notations des exerc. 1 et 2, montrer qu'on a 

UER + 

d) Avec les notations de l'exerc. 9 du $ 3, soit g, la sous-Z-algèbre de Lie de g engendrée par 
( 2 ~ ) -  'T(T) et par les éléments u,, o, pour a E R. Démontrer l'égalité 

e) On suppose G simplement connexe. Montrer qu'on a 1 = r et 

où { a,,  ..., a, ) est une base de R et où j est l'indice de connexion de R. 
f )  On suppose de plus que R est irréductible et que toutes ses racines ont même longueur; 
on prend comme produit scalaire sur g l'opposé de la forme de Killing. Démontrer qu'on a 
pG(G) = ( 2 ~ ) ~ + ~ ( 2 h ) ~ " f  fl (TV,!)-'. 

I 

4) Soit X une variété différentielle de classe Cm. Dans cet exercice et les suivants, on notera 
simplement H(X) le R-espace gradué H(R(X)). 
a) Montrer que R(X) est une algèbre différentielle graduée associative et anticommutative 
(A, X, p. 183, exerc, 18). En déduire que H(X) possède uiie structure naturelle d'algèbre graduée, 
associative et anticommutative. 
b) Si X est connexe de dimension p, on a Hi(X) = O pour i > p et dim,HO(X) = 1. Si de plus 
X est compacte, l'espace H*(X) est de dimension un (utiliser VAR, R, 11.2.4). 
c) Soient Y une autre variété de classe Cw, et f :X + Y un morphisme de classe Cm. L'appli- 
cation f * :R(Y) -, R(X) est un morphisme de complexes (VAR, R, 8.3.5) ; montrer que 
H( f *) :H(Y) 4 H(X) est un morphisme d'algèbres. 
d )  On suppose donnée une loi d'opération de classe Cm de G sur X. Montrer que le sous- 
complexe R(X)G des formes invariantes est une sous-algèbye de R(X). En déduire que l'appli- 
cation H(i) : H(R(X)") + W(X) définie dans le th. 2 est un isomorphisme d'algèbres graduées. 
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e) Montrer que ( A l t ( ~ ) ) ~  est une sous-algèbre de Alt(g), et que l'algèbre graduée H(G) lui 
est isomorphe. 

5) On note H(G) la R-algèbre graduée H(Q(G)) (cf: exerc. 4). 
a) L'espace HP(G) est nul pour p > n, de dimension un pour p = n et p = O. L'espace H1(G) 
s'identifie canoniquement à c*, avec c = L(C(G)). 
b) On suppose désormais G semi-simple. Montrer qu'on a H1(G) = HZ(G) = O (cf: 1, 5 6, 
exerc. 1). 
c) On note B(g) i'espace des formes bilinéaires symétriques G-invariantes sur g ; pour b E B(g) 
et x, y, z dans g, on pose b(x, y, z) = b([x, y], 2). Montrer que l'application b H b définit un 
isomorphisme de B(g) sur H3(G) (soit w E H3(G) ; prouver que pour tout x E g, il existe une 
unique forme linéaire f(x) sur g telle que df(x) = i(x) w, et considérer la forme 
( ~ 3  Y) ++ - < Yr f (x) )). 
d)  Montrer que la dimension du R-espace vectoriel H3(G) est égale au nombre des idéaux 
simples de g. 

6) On pose bi(G) = dimRHi(G) pour i 3 O, et, si X désigne une indéterminée, 
PG(X) = bi(G) Xi. 

i à O  

a) Démontrer qu'on a bi(G) = Tr Ai(Ad g) dg et PG(X) = det(1 + X.Ad g) dg (cf: JG . 
Appendice II, lemme 1). 
b) En déduire les égalités bi(G) = 2', et ( -  l)'bi(G) = O si dim G > O (utiliser la for- 

mule de H. Weyl, ou l'exerc. 8 du § 2). 
c) On prend G = U(n, C). Montrer que PG(X) est le coefficient de (X, ... X,)2n-2 dans le 

1 polynôme - (1 + X)" fl (XX, + Xj) (Xi - Xj) (à coefficients dans Z[X]). 
n! 1 < i , j b n  

i +  j 

7) Soit K un groupe de Lie compact connexe. 
a) Soit f : K + G un homomorphisme surjectif de noyau fini. Montrer que l'homomorphisme 
H( f *) : H(G) + H(K) est un isomorphisme. 
b) Montrer que l'algèbre H(G x K) s'identifie canoniquement au produit tensoriel gauche 
H(G) gQ H(K). - 

c) Déduire de a) et b) que l'algèbre H(G) est isomorphe à H(C(G),) gQ H(D(G)). Montrer 
que l'algèbre H(C(G),) est isomorphe à A(c*), avec c = L(C(G)). 

T 8) Soient k un corps de caractéristique nulle et E une bigèbre graduée gauche sur k (A, III, 
p. 148, déf. 3). On suppose que E est anticommutative et anticocommutative, et qu'on a Em = O 
pour m assez grand. On note P le sous-espace des éléments primitifs de E (cf: II, 5 1). 
a) Montrer que tout élément homogène de P est de degré impair (écrire c(xm) pour m grand). 
En déduire un morphisme canonique de bigèbres graduées gauches cp : A(P) -+ E (la structure 
de bigèbre graduée gauche de A(P) étant celle définie dans A, III, p. 198, exerc. 6). 
b) Montrer que cp est un isomorphisme (adapter la démonstration du th. 1 de II, 1, no 6). 

9) On note m : G x G -t G l'application telle que m(g, h)  = gh pour g, h dans G. On identifie 
H(G x G) à H(G) gQ H(G) (exerc. 7, b)), de sorte que m* définit un homomorphisme 
d'algèbres c : H(G) + H(G) 8 6  H(G). 
a) Montrer que (H(G), c) est une bigèbre graduée gauche, anticommutative et anticocommuta- 
tive (observer que l'application g H g-' induit sur HP(G) la multiplication par ( -  1)P). 
b) Soit P(G) le sous-espace gradué de H(G) formé des éléments primitifs ; déduire de l'exerc. 8 
un isomorphisme de bigèbres graduées A(P(G)) -t H(G). 
c) Montrer qu'on a dim,P(G) = r (utiliser l'exerc. 6, b)). 

d) En déduire que le polynôme bi(G) Xi est de la forme (1 + X)' fi (1 + XZk'+'), où c 
i 3 0  i =  1 
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est la dimension de C(G), 1 le rang de D(G), et les ki des entiers 3 1 ; on a 
k, + ... + k, = 4 Card R(G, T) '. 
10) Soit H un sous-groupe fermé de G ; on note dh la mesure de Haar sur H de masse totale 1. 
On pose x(G/H) = ( -  l)'dim,Hi(G/H). 

i > O  

a) Démontrer l'égalité x(G/H) = det(1 - Adgbh) dh (utiliser A, X, p. 41, prop. 11, ainsi S. 
que le lemme 1 de l'Appendice II, no 2). 
b) Soit no(H) le nombre de composantes connexes de H. Montrer qu'on a 

x(G/H) = O si Ho n'est pas de rang maximum 
x(G/H) = w(G)/w(Ho) no(H) si Ho est de rang maximum. 

11) Soit u un automorphisme d'ordre deux de G ; on note K la composante neutre de l'ensemble 
des points fixes de u, f son algèbre de Lie, et X l'espace symétrique G/K (5 1, exerc. 8). 
a) Montrer que toute forme différentielle G-invariante o sur X vérifie do  = O (observer que u 
induit sur AltP(g/f) la multiplication par ( -  1)"). 
b) En déduire un isomorphisme de l'algèbre graduée H(G/K) sur la sous-algèbre graduée de 
Alt(g/f) formée des éléments K-invariants. 
c) On pose b,(G/K) = dim,Hi(G/K) pour i 3 O; pour k E K, on note Ad-k la restriction 
de Ad k au sous-espace propre de L(u) relatif à la valeur propre - 1. Soitik la mesure de Haar 

sur K de masse totale 1. Démontrer les formules bi(G/K) = Tr Ai(Ad-k) dk et L 
bi(G/K) Xi = det(1 + X Ad-k) dk. 

i >  0 S 
d) Si de plus K est d(e rang maximum, prouver que l'algèbre H(G/K) est nulle en degrés impairs 
(observer qu'on a u = Int k, avec k E K). 
e) Calculer l'algèbre graduée H(Sn). En déduire que Sn admet une structure de groupe de Lie 
(compatible avec sa structure de variété) si et seulement si n est égal à 1 ou 3. 

12) Soient H un sous-groupe ferme connexe de G et ij son algèbre de Lie. 
a) Soit a un élément de ij* invariant par H ; montrer qu'il existe un élément E de g* invariant 
par H dont la restriction à ij est égale à a. Montrer que l'élément doi E Alt2(g) est annulé par 
i(q) et 0(q) pour tout q E ij, et que sa classe dans HZ(G/H) ne dépend pas du choix de 5. On 
définit ainsi un homomorphisme <p :H1(H) + H2(G/H). 
b) On suppose désormais G semi-simple. Prouver que <p est un isomorphisme. 
c) Démontrer que H est semi-simple si et seulement si H2(G/H) = 0. 
d) Sans supposer H connexe, définir un isomorphisme (ij*)H -+ H2(G/H) (appliquer b) à Ho). 

13) Soit H un sous-groupe fermé de G ;  on pose X = G/H et n = dim X. Montrer que les 
conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) Il existe une 2-forme o sur X telle qu'on ait do  = O et que pour tout x E X, la forme alternée 
o, sur T,(X) soit séparante; 
(ii) n est pair, et il existe un élément o de H2(G/H) tel que 0"12 # 0 ; 
(iii) H est le centralisateur d'un tore de G ;  
(iv) H est de rang maximum, et il existe une structure complexe G-invariante sur X ; 
(v) il existe une structure complexe j et une 2-forme o sur X telles qu'on ait do  = O et, quels 
que soient x dans X et u, v non nuls dans T,(X), o,(ju, jv) = o,(u, v) et o,(u, ju) > O (* autre- 
ment dit une structure kahlerienne sur X ,) ; 

Les entiers ki sont en fait les exposants de R(Ç, T). Cf. J. LERAY, Sur l'homologie des 
groupes de Lie, des espaces homogènes et des espaces fibrés principaux, Colloque de Topologie 
de Bruxelles (1950.), p. 101-115. 
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(vi) il existe une structure complexe j et une 2-forme o sur X satisfaisant aux conditions de (v) 
et invariantes par G (* c'est-à-dire une structure kiihlerienne G-invariante sur X ,). 
(Pour prouver (ii) - (iii), poser S = C(H), et Z = Z,(S) ; montrer en utilisant l'exerc. 12, d )  
que l'application canonique H2(G/Z) + H2(G/H) est surjective, et en déduire qu'on a Z = H. 
L'équivalence de (iii) et (iv) résulte de l'exerc. 8 du Q 4. Pour prouver (iii) => (vi), construire 
une forme hermitienne positive séparante H-invariante sur g/L(H) et considérer sa partie 
imaginaire ; utiliser l'exerc. 11, a).) 

1) On prend pour G le groupe U(n, C), et pour T le sous-groupe formé des matrices diagonales ; 
pour t = diag(t, , ..., t.) dans T et 1 < i a n, on pose q( t)  = ti. On note o la représentation 
identique de-G-dans Cn. 
a) Le groupe X(T) admet pour base E,, ..., E,; montrer que tout élément de ZIX(T)IW est 
de la forme ek(zl+.. .+b)P(ezl,  ..., eEn), où k est un entier relatif et P un polynôme symétrique en 
n variables à coefficie~~ts entiers. 
b) Montrer que les représentations Aro  (1 r n) sont irréductibles. 
c) Montrer que l ' h~momoi~hisme u : Z[X,, X,, -., X,] [X, '1 - R(G) tel que u(X,) = [A'o] 
est un isomorphisme. 

2) Soit G = SO(21 + 1, R), avec 1 > 1 ; on prend les notations de l'exercice 2 du 4. On note o 
la représentation de G dans CZi+'  obtenue par extension des scalaires à partir de la repré- 
sentation identique. 
a) Le Z-module X(T) admet pour base ml, ..., m ,-,, 2mi, ainsi que E , ,  ..., ci. 
b) On note q i  l'élément eh + eeS1 de Z[X(T)]. Montrer que tout élément de ZIX(T)IW 
s'écrit P (q , ,  ..., ql )  où P est un polynôme symétrique en 1 variables, à coefficients entiers. 
c )  Montrer que les représentations Aro (r < 21 + 1) sont irréductibles. Démontrer pour 
r < 1 l'égalité 

où les s, sont les polynômes symétriques élémentaires en 1 variables. 
d )  Montrer que l'homomorphisme u :Z[X,, ..., Xi] + R(G) tel que u(Xi) = [ ~ ' o ]  est un 
isomorphisme. 

3) Soit G = SO(21, R), avec 1 > 2 ;  on utilise les notations de l'exerc. 2 du 4. On note o 
la représentation de G dans CZ' obtenue par extension des scalaires à partir de la représentation 
identique. 
a) Le Z-module X(T) admet pour base cl,  ..., 8,. 

1 

b) On note q i  l'élément eq + eeE1 de Z[X(T)], et 6 l'élément n (e" - Montrer que 
i= 1 

tout élément de Z[X(T)IW s'écrit P ( q l ,  ..., qi)  + Q ( q l ,  ..., q,) 6, où P et Q sont des polynômes 
symétriques en 1 variables, à coefficients dans i Z .  
c) Montrer que les représentations Aro  sont irréductibles pour r # 1; la représentation A'o 
est somme directe de deux sous-représentations 7' et TC, de plus grands poids 2mi et 2mi-, 
respectivement (voir VIII, 6 13, exerc. 10). 
d) Montrer que pour r < 1 l'élément Ch(Aro) est donné par la formule de l'exerc. 2, c), et 
qu'on a 

e )  Montrer que l'homomorphisme u :Z[X,, ..., X, ;Y] + R(G) tel que u(Xi) = [Aio] et 
4Y) = [T'] est surjectif, et que son noyau est engendré par Y2 - YXI + A, avec 
A E Z[X,, ..., Xi]. 
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4 )  Soit E un espace vectoriel complexe, et soit T,P(E) I'espace des tenseurs de type ( p ,  q )  sur E 
(A, III, p. 63). On note H:(E) le sous-espace de T: (E)  formé des tenseurs symétriques (c'est-à: 
dire appartenant à l'image dans T,P(E) de T S P ( E )  @ T S q ( E * ) )  et annulés par les contractions c) 
pour i E (1, p) et j E ( p  + 1, p + q)  (A,  III, p. 64). 
a )  Montrer que H:(Cn) est stable par G L ( n ,  C ) ,  et par conséquent par SU(n,  C )  ; on note r: 
la représentation de SU(n,  C )  ainsi obtenue. 
b )  Montrer que 7; est une représentation irréductible, dont le plus grand poids (avec les nota- 
tions de l'exerc. 1 du § 4) est pal + qmn- ,. 
c )  Toute représentation irréductible de SU(3,  C )  est isomorphe à une représentation 7:. 

d )  Soient la base canonique de Cn, ( Y ~ ) , , ~ , ,  la base duale. Montrer que HP(Cn) 
s'identifie à l'espace des polynômes P E C [ x , ,  ..., x,, y , ,  ..., y,], homogènes de degré p en fes xi  

n - 7 -  
" 0-Y 

et de degré q en les y,, tels que - - - O. 
i = 1 a x i a ~ i  

5) Soient k un corps commutatif de caractéristique zéro, V un espace vectoriel sur k, et Y 
une forme quadratique séparante sur V .  On associe à Y (resp. à la forme inverse de Y )  un 
élément r E S 2 ( V * )  (resp. T* E S2(V) ) .  On note Q l'endomorphisme de S ( V )  produit par T*, 
A l'endomorphisme de S ( V )  produit intérieur par T, et h l'endomorphisme de S ( V )  qui se 

n réduit sur S r ( V )  à la multiplication par - - - r. 2 - 
B2P a )  Si (xi),,,,,, est une base orthonormale de V ,  on a Q ( P )  = $(x x?).P et A ( P )  = f 1 - 
axz 

pour P E.S(V) .  
b )  Démontrer les formules [A, Q ]  = - h, [h, A] = 2A, [h, Q] = - 2 0 .  
c) Soit H, l'espace des éléments de S r ( V )  annulés par A (« polynômes harmoniques homogènes 
de degré r »). Déduire de b )  une décomposition en somme directe, stable sous O ( Y )  : 

d )  Montrer que la représentation Hr est irréductible (cf: V I I I ,  § 13, no 3, ( IV)) .  
e )  On prend k = C ,  V = Cn muni de la forme quadratique usuelle (n  2 3). On obtient ainsi 
des représentations irréductibles 7 ,  de SO(n,  R )  ; montrer qu'avec les notations de l'exerc. 2 
du § 4, le plus grand poids de s, est ml. 
f )  Soit T l'élément de Casimir de G obtenu à partir de la forme de Killing. Démontrer la 

. Calculer f ( r , )  et en 

6 )  On suppose G presque simple. Montrer que G admet une représentation irréductible 
fidèle si et seulement s'il n'est pas isomorphe à Spin(4k, R )  pour k 2 . 2 .  

7) Soit . r : G + S O ( n , R )  une représentation unitaire réelle de G ;  notons 
cp :Spin(n, R )  + SO(n,  R )  le revêtement double canonique. On dit que s est spinorielle s'il 
existe un morphisme f : G  + Spin(n, R )  tel que cp o 7 = 7. 

a )  Soit C une partie de P(T, 7)  telle que C u ( -  C )  = P(T, s )  et C n (-  Z) = 0 ; on note 
oz la somme des éléments de C. La classe a de w, dans X ( T ) / 2 X ( T )  est indépendante du choix 
de C. Démontrer que s est spinorielle si et seulement si a = 0. 
b )  Démontrer qu'on a p E X(T) si et seulement si la représentation adjointe est spinorielle. 

8) Soit G un groupe de Lie d'algèbre de Lie compacte, ayant un nombre fini de composantes 
connexes. Montrer que G possède une représentation linéaire fidèle dans un espace vectoriel 
de dimension finie (écrire G comme produit semi-direct d'un groupe compact K par un groupe 
vectoriel N ;  choisir une représentation fidèle de K dans un espace vectoriel de dimension 
finie W et représenter G comme sous-groupe du groupe affine de W O N). 
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1) Soit G = SU(2, C), et.soit o la représentation identique de G dans C2. 
a) Les représentations irréductibles de G sont les représentations sn = S"o pour n 2 0. 
b) Soit e l ,  e, la base canonique de CZ ; montrer que les coefficients de .rn dans la base 

(e~e~- i )o , i , ,  sont les fonctions syj telles que, pour g = (-g :)€G, on ait 

( -  l y  a i + j - n  j i n s g g )  = - dj P - Pij(lalz), avec P:j(t) = - [ T i ( l  - t)'] (« polynômes de Jacobi D). 
j !  dt' 

c) Déduire de b) que les fonctions (n + 1)'12 sk pour i, j, n entiers avec i!(n - i)! 

CI 

O < i < n, O < j < n, forment une base 

d) Pour g = ( -F :) E G, on pose CI = t 1 / 2 e ë ~ ~ + * ) ~ 2 ,  0 = (1 - t)112eL(v + *12, avec 

O < t < 1, O & < 2z,' - 27t < $ < 27t. Montrer que la mesure de Haar normalisée dg 
sur G est alors égale à (8n2)-ldtdcpdq. 
e) Soient a, b dans +Z, tels que a - b E Z. Déduire de d) que les polynômes P~,Z-a,n,z -b(t), 
pour n entier de même parité que 2a, n 2 max(2a, 2b), forment une base orthogonale de 
LZ([O, I l )  pour la mesure t -a-b(l  - t)o-bdt. 

2) Soit f une fonction de classe Cm sur G, à valeurs complexes. Démontrer qu'il existe deux 
fonctions g et cp sur G, de classe Cm, à valeurs complexes, telles que cp soit centrale et qu'on ait 
f = g * c p .  

3) Soit u une représentation irréductible de G, et soit h son plus grand poids. Pour x E g, 
on note 2 l'unique élément de C qui est conjugué à x sous Ad(G). Démontrer l'égalité 
Il II m = 1 6) 1. 
4) On choisit une forme quadratique positive séparante Q sur g invariante par Ad(G). Pour 
x E t, on pose SO(x) = eëQ("+'). 

u C ( T j  

a) Montrer que 9, est une fonction de classe Cm sur t, et qu'il existe une fonction 9, de classe 
Cm sur T telle que 9, o exp, = 9,. 
b) Montrer qu'il existe une unique fonction centrale 3 sur G, de classe Cm, dont la restric- 
tion à T est égale à 9, .  Pour tout tore maximal S de G et tout x E L(S), on a 

c) Soient A une alcôve de i, dx une mesure de Haar sur t, et h une fonction intégrable sur t, 
invariante sous le groupe de Weyl affine WA (5 5, no 2). Démontrer l'égalité 

ea*" 1 
d) Pour x E g, on pose k(x) = hn(x) e-Q'"'(9(exp x))-', avec h8(x) = det - 

ad x (§ 6, 
no 3). Montrer que 6 est une fonction de classe Cm sur g et que si p est une mesure de Haar 
sur g, i'image par exp, de la mesure jp est une mesure de Haar sur G (utiliser c)  ainsi que 
le cor. 2 du th. 1 et la prop. 4($6, nOa2 et 3)). 
e) Démontrer la formule 3,(x) = m C exp(6(h) (x) - $ Q1(6(h))) pour x E t, où Q' est la 

leX(T) 
forme quadratique sur t,* inverse de la forme quadratique sur t, déduite de Q et où m est une 
constante qu'on calculera (utiliser la formule de Poisson, cf. TS, II, 8 1, no 8). En déduire l'égalité 
9(t) = m C e-Q'(a(Ajj/4 t i  pour t E T. 

AEX(T) 
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5) a) Soient V un espace vectoriel réel, j une forme linéaire non nulle sur V, H le noyau de j. 
Pour qu'une fonction cp de classe Cm sur V s'annule sur H, il faut et il suffit qu'elle s'écrive 
fq' ,  où cp' est une fonction de classe Cm sur V. 
b) Soient V un espace vectoriel réel, (jJiG1 une famille finie de formes linéaires non nulles, 
telle que les Hi = K e r x  soient deux à deux distincts. Pour qu'une fonction cp de classe Cm 
sur V s'annule sur la réunion des Hi, il faut et il suffit qu'elle s'écrive$ lJ J,où $ est une fonc- 

i d  
tion de classe Cm sur V. 
c) Soient T un tore, (ai)i,, une famille finie de caractères de T distincts de 1, telle que les 
Ki = Ker a i  soient deux à deux distincts. Pour qu'une fonction cp de classe Cm sur T s'annule 
sur la réunion des Ki, il faut et il suffit qu'elle s'écrive $.n (ai - l), où $ est une fonction - - 

i d  
de classe Cm sur T (raisonner localement sur T et se ramener à b)). 
d)  Avec les notations du no 4, démontrer que l'application b, :Vm(T)W -+ Vm(T)-W est 
bijective. 

6) On suppose que G n'est pas commutatif. Montrer que la fonction continue J(p)'I3 sur T 
est anti-invariante par W, mais n'appartient pas à l'image de l'application b, :V(T)W -+ V(T)-W. 

1) Soit A la partie compacte de R formée de O et des réels lln, n entier > 1. Montrer que 
lorsqu'on munit Vr(R ; R) de la topologie de la C'-convergence uniforme sur A, l'ensemble 
des morphismes qui sont des plongements au voisinage de A n'est pas ouvert dans Vr(R ; R) 

1 (considérer une suite de fonctions (f,),, , telle que f,(x) = x pour x < - 1 f,(x) = x - - 
1 n + 1 '  n 

pour x 2 -). 
n 

2) Soit X une variété séparée de classe C' (1 < r < CO), dénombrable à l'infini, pure de dimen- 
sion n. 
a) On suppose qu'il existe un plongement cp de X dans un espace vectoriel V de dimension 
finie. Montrer qu'il existe un plongement de X dans RZ"+' (si dim V > 2n + 1, démontrer 
qu'il existe un point p de V tel que pour tout x E X, la droite joignant p à <p(x) rencontre cp(V) 
uniquement en cp(x), et transversale-ment eg ce point; en déduire un plongement de X dans 
un espace de dimension égale à dim V - 1). 
b) Montrer qu'il existe un plongement de X dans R2"+'. (Soient CO l'ensemble des ouverts 
de X, % la partie de 0 formée des ouverts U tels qu'il existe un morphisme cp : X  + RZn+'  
dont la restriction à U est un plongement ; montrer en utilisant a) que % est une partie quasi- 
pleine (TG, IX, p. 107, exerc. 27) de O, donc égale à CO.) 
c) Montrer qu'il existe un plongement propre de X dans R2"+'. (A l'aide d'une fonction pro- 
pre sur X, construire un plongement propre de X dans R2n+2.) 

J 3) Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe compact de G. On suppose que G admet 
une représentation linéaire jîdèle (de dimension finie). 
a )  Soient O,(G) la sous-algèbre de V(H ; R) formée des restrictions à H des fonctions repré- 
sentatives (continues) sur G. Montrer que OH(G) est dense dans V(H ; R) pour la topologie 
de la convergence uniforme. 
b) Soit f E O,(G). Montrer qu'il existe une représentation o de G dans un espace vectoriel 
réel de dimension finie telle que le caractère de  la représentation olH ne soit pas orthogonal 
à f (TS, à paraître). 
c) Soit p : H  -+ GL(V) une représentation de H dans un espace vectoriel réel de dimension 
finie. Montrer qu'il existe un espace vectoriel réel W de dimension finie, une représentation 
o : G  + GL(W) et un homomorphisme injectif u :V -t W, tels que u(p(h) v) = o(h) u(v) 
pour h E H, v E V. 
(Se ramener au cas où p est irréductible, et utiliser b).) 
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4) Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe compact de G, p une représentation unitaire 
de H dans un espace hilbertien réel V. Démontrer qu'il existe un espace hilbertien réel W, 
une représentation unitaire o de G dans W et une injection isométrique d'image fermée 
u : V + W, tels que u(p(h) v )  = o(h) u(v) pour h E H, v E V (même méthode que pour l'exerc. 3). 

5) Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe compact de G. On suppose qu'il existe 
une représentation linéaire fidèle p : G + GL(V) de G dans un espace vectoriel réel de dimen- 
sion finie. 
a) Montrer qu'il existe une représentation o de GL(V) dans un espace vectoriel réel W de 
dimension finie, une forme quadratique positive séparante q sur V et un vecteur w de W tels 
qu'on ait p(H) = O(q) n F,, où F, est le fixateur de w dans GL(V) (choisir une forme qua- 
dratique q invariante par H et une représentation de O(q) telle que p(H) soit le fixateur d'un 
point (cor. 2 du no 2), puis appliquer l'exerc. 3, c)). 
b) Déduire de a) qu'il existe un espace vectoriel réel E de dimension finie, une représentation 
de G dans E et un vecteur e E E de fixateur H (prendre E = W @ Q, où Q est l'espace des 
formes quadratiques sur V, et e = (w, q)). 

6) Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe compact de G. Montrer qu'il existe une 
représentation unitaire de G dans un espace hilbertien réel E et un vecteur e E E de fixateur H 
(prendre E = LZ(G)). 

7) Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe compact de G, p une représentation unitaire 
de H dans un espace réel hilbertien W. On note X la variété G x W (no 3). 
a) Montrer qu'il existe un espace hilbertien V, une représentation unitaire o de G dans V 
et un plongement (analytique) <p :X  -+ V tels que <p(gx) = o(g)  <p(x) pour g E G, x E X 
(utiliser l'exerc. 4 et l'exerc. 6). 
b) Si W est de dimension finie et si G admet une représentation linéaire fidèle de dimension 
finie, démontrer qu'on peut choisir V de dimension finie (utiliser l'exerc. 3 et l'exerc. 5). 

li 8) Soient X une variété paracompacte de classe Cr (1 < r < a), G un groupe de Lie 
opérant proprement sur X, de façon que la loi d'opération (g, x) H gx soit de classe Cr. 
a )  Montrer qu'il existe une représentation unitaire p de G dans un espace hilbertien V et 
un plongement <p (de classe Cr) de X dans V, tels que <p(gx) = o(g) <p(x) pour g E G, x E X. 
(Utiliser la prop. 6, l'exerc. 7, et raisonner comme dans la démonstration de la prop. 4.) 
b) On fait de plus les hypothèses suivantes : 
(i) G admet une représentation linéaire de dimension finie ; 
(ii) X est dénombrable à l'infini, de dimension bornée; 
(iii) X n'a qu'un nombre fini de types d'orbite pour l'action de G. 
Démontrer qu'il existe un recouvrement fini de X par des ouverts (Ui)i,, stables par G, des 
sous-groupes compacts (Hi),, de G, et pour tout i E 1 une sous-variété fermée Si de Ui, stable 
par Hi, telle que l'application (g, s) H gs induise par passage au quotient un isomorphisme 
de G x H' Si sur Ui  (montrer que les ouverts de X/G dont l'image réciproque dans X admet 
un tel recouvrement forment une partie quasi-pleine de l'ensemble des ouverts de X/G, cf. 
TG, IX, p. 107, exerc. 27). 
c) Sous les hypothèses de b), démontrer qu'il existe une représentation de G dans un espace 
vectoriel réel V de dimension finie et un plongement de classe C' de X dans V, compatible 
aux opérations de G (raisonner par récurrence sur l'ensemble des sous-groupes de G, en uti- 
lisant b), l'exerc. 2 et l'exerc. 7). 

9) Soit G un groupe de Lie opérant proprement sur la variété X. On fait l'une des deux hypo- 
thèses suivantes : 
(i) X/G est compact, X est dénombrable à l'infini, de dimension bornée ; 
(ii) X est un espace vectoriel de dimension finie dans lequel G opère linéairement. 
Démontrer que l'ensemble des types d'orbite des éléments de X est fini (traiter simultanément 
les deux cas par récurrence sur dim X, en utilisant la prop. 6). 
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10) Soit G le sous-groupe de Lie de GL(3, R) formé des matrices ( : o \ , a , b ~ R .  
\ O  0 l /  

Montrer que pour la représentation identique de G dans R3, l'ensemble des types d'orbite 
est infini. 

7i 11) Pour n entier 3 1, on définit une application cpn de (O, 41 x TZ dans R3 en posant 
cpn(r, a, p) = ((n + r cos 2nP) COS 271~1, (n + r cos 2np) sin 2nt1, r sin 2 4 ) .  On pose 

T, = cp,((O,3(x T 2 ) ,  Sn = cp"({O) x T 2 ) .  

a)  Montrer que la restriction de cp, à (0, 4) x T2 est un isomorphisme (de classe Cm) de 
)O, $( x T2 sur Sn - Sn. 
b) Soit jn :Sn -i Sn l'application qui coïncide avec l'identité sur Sn, et telle que 

pour r > O. Montrer que jn induit un automorphisme de Tn - S,,; 
c) Montrer qu'il existe sur l'ensemble R~ une structure de varieté analytique réelle telle 
que les applications f, :Tn -+ R3 et l'injection canonique R3 - U Sn -+ R3 soient analyti- 

ques. On note X la variété analytique réelle ainsi définie. 
d) Pour 9 E T, on note Rg la rotation 

(x, y, z) t+ (x cos 2n9 - y sin 2n9, x sin 2n9 + y cos 2n9, z) 

de R3. Démontrer qu'on définit une loi d'opération analytique de T  dans X en posant, pour 
9 ~ T e t u ~ X :  

9 .u=R8(u )  si U E X - U S , ;  
n 

9.u = Rng(u) si u E Sn pour n entier 3 1 . 

e )  Montrer que l'ensemble des types d'orbite de X (pour l'action de T définie en d)) est infini. 
f )  Montrer qu'il n'existe pas de plongement compatible avec l'action de T  de X dans un 
espace vectoriel de dimension finie sur lequel T  opère linéairement (utiliser l'exerc. 9). 

12) Soit G un groupe de Lie compact. 
a) Démontrer que l'ensemble des classes de conjugaison des normalisateurs de sous-groupes 
intégraux de G est fini (considérer l'action de G sur la grassmannienne des sous-espaces 
de L(G), et appliquer l'exerc. 9). 
b) L'ensemble des classes de conjugaison des sous-groupes semi-simples (compacts) de G 
est fini (observer qu'une algèbre de Lie ne contient qu'un nombre fini d'idéaux semi-simples 
(1, $ 6, exerc. 7) et utiliser a)). 

13) Soient G un groupe de Lie, H et K deux sous-groupes compacts de G. On suppose que 
G admet une représentation linéaire fidèle de dimension finie. Montrer qu'il existe un ensemble 
fini F de sous-groupes de H tel que pour tout g E G le sous-groupe H n gKg- l soit conjugué 
dans H à un sous-groupe de F (utiliser les exerc. 5 et 9). 

14) On suppose que la variété X est paracompacte, et localement de dimension finie. Soient 
G un groupe de Lie opérant proprement sur X, H un sous-groupe compact de G, t la classe de 
conjugaison de H. 
a) Montrer que l'ensemble X, des points de X dont le fixateur est égal à H est une sous- 
variété localement fermée de X. 
b) Montrer que l'a plication (g, x) t+ gx de G x XH dans X induit un isomorphisme (de 
classe C r )  de G x $') XH sur XU,, 

T 15) Soit G un groupe topologique localement compact, opérant proprement dans un 
espace topologique E ; soit p une représentation de G dans un espace vectoriel réel de dimen- 
sion finie V. On note dg une mesure de Haar à droite sur G. 
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a) Soit B l'ensemble des parties A de E possédant la propriété suivante : il existe un recou- 
vrement ouvert (U,),,, de E tel que pour tout u E 1, l'ensemble des g E G tels que gA n U, # 
est relativement compact dans G. 
Démontrer que pour toute fonction continue f :E  -, V dont le support appartient à 8, 

P 

l'application x c ( p(g)-lf(gx) dg est une application continue de E dans V, compatible 
JG 

aux opérations de G. 
b) On fait l'une des hypothèses suivantes : 
(i) l'espace E/G est régulier ; 
(ii) il existe un ouvert U de E et un compact K de G tels qu'on ait E = G U  et g U  n U = @ 
pour g $ K. 
Montrer que tout point x de E possède un voisinage qui appartient à B (dans le cas (i), prendre 
A = V n W, où V est un voisinage de x tel que gV n V = 0 pour g en dehors d'un compact 
de G, et W un voisinage fermé de Gx, stable par G et contenu dans GV). 
Tout point de E possède un voisinage ouvert stable par G et satisfaisant à (ii). 
c )  On suppose de plus que E est complètement régulier. Soient x E E, ti E V tels que le fixateur 
de x soit contenu dans celui de v. Prouver qu'il existe une application continue F :E -+ V, 
compatible aux opérations de G, telle que F(x) = v. (Soit 9 l'espace des fonctions numé- 
riquesr continues sur E dont le support appartient à 8, et soit u : F  + V l'application 

a c / a(gx) p(g-l).udg. Soit C un voisinage convexe de v dans V ;  construire un voisi- 
J G  

nage A de x appartenant - à 8, tel que gx E A entraîne p(g-').v E C, et une fonction cc sur E, 

à support dans A, telle que u(x) # O et ~ ( g x )  dg = 1. Montrer que u(u) appartient à C 

et en déduire que v E Im u.) 

16) Soit G un groupe topologique opérant proprement sur un espace topologique séparé E. 
Soient x un point de E, H son fixateur dans G, S une partie de E contenant x, stable par H. 
Le groupe H opère à droite dans G x S par la formule (g, s).h = (gh, h-'s) pour g E G, 
h E H, s E S ; l'application (g, s) c gs induit par passage au quotient une application de 
(G x S)/H dans X. On dit que S est une transversale en x si cette application est un homèo- 
morphisme sur un ouvert de X. 
a) Si G est discret, montrer qu'il existe une transversale en x. 
b) Soit F un espace topologique séparé sur lequel G opère proprement, et soit f :E  + F 
une application continue, compatible aux opérations de G, telle que le fixateur de f (x) dans G 
soit égal à H. Si S est une transversale en f (x), montrer que f -'(S) est une transversale en x. 
c) Soient N un sous-groupe fermé distingué de G, K :E  -, E/N la projection canonique, 
T une transversale en n(x) pour l'action de GIN sur E/N, et S c n-'(T) une transversale 
en x pour l'action de HN sur n-l(T). Montrer que S est une transversale en x dans E (pour 
l'action de G). 

17) Soit G un groupe de Lie. On se propose de montrer que G possède la propriété suivante : 
(T) Pour tout espace topologique complètement régulier E sur lequel G opère proprement, 
et tout point x de E, il existe une transversale en x (exerc. 16). 
a) Montrer qu'un groupe de Lie possédant une représentation linéaire fidèle de dimension 
finie satisfait à (T) (utiliser les exerc. 15 et 16, b), ainsi que la prop. 6). 
b) Si G admet un sous-groupe fermé distingué N tel que G/N satisfasse à (T) et que KN 
satisfasse à (T) pour tout sous-groupe compact K de G, démontrer que G satisfait à (T) 
(appliquer l'exerc. 16, c)). 
c) Si Go est compact, G satisfait à (T). 
d) Si G admet un sous-groupe discret distingué N tel que G/N satisfasse à (T), montrer que 
G satisfait à (T). 
e) Montrer que G satisfait à (T) (soit N le noyau de la représentation adjointe; prouver 
que G/No satisfait à (T), puis appliquer a), b) et l'exerc. 9 du Q 1). 
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18) Soit G un groupe de Lie opérant proprement sur un espace topologique complètement 
régulier E. 
a) Soit x E E, et soit t son type d'orbite; montrer qu'il existe un voisinage ouvert U de x, 
stable par G, tel que pour tout u E U, le type de u soit 2 t. 
b) On suppose que G opère librement dans E ;  soit n: :E + E/G la projection canonique. 
Montrer que pour tout point z de E/G, il existe un voisinage ouvert U de z et une application 
continue s : U + E telle que n 0 s(u) = u pour tout u E U. 

19) Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe compact de G. Démontrer qu'il existe 
un voisinage V de H tel que tout sous-groupe de G contenu dans V soit conjugué à un sous- 
groupe de H (appliquer l'exerc. 18, a) à l'espace des parties compactes de G, cf: INT, VIII, 
5 5, no 6) .  

I T  20) Soient G un groupe de Lie compact, m un entier positif. 
a)  Montrer que l'ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes de G d'ordre < m 
est fini (supposant l'assertion fausse, construire un groupe fini F et une suite d'homomor- 
phismes cp, : F -+ G telle que cpi(F) ne soit pas conjugué à cpj(F) pour i # j, et que cp,( f )  tende 
vers une limite cp(f) pour tout f E F ;  montrer que cp est un homomorphisme, et déduire 
une contradiction de l'exerc. 19). 
b) Montrer que l'ensemble des classes de conjugaison des sous-groupes F de G dont tous 
les éléments sont d'ordre 6 m est fini (soit 1 une mesure de Haar sur G, et soit U u n  \ oisinage 
symétrique de l'élément neutre tel que UL ne contienne pas d'élément d'ordre < m ; prouver 
qu'on a Card(F) < k(G)/~(u)) .  

21) Soient G un groupe de Lie compact, T un tore maximal de G. 
a) Soit Y un ensemble de sous-groupes fermés de G, stable par conjugaison, tel que la famille 
des sous-groupes (S n T)ssy soit finie. Montrer que l'ensemble des classes de conjugaison 
des sous-groupes S,, pour S E Y, est fini (se ramener à l'aide de l'exerc. 12, a) au cas où les 
sous-groupes S, sont distingués; considérer les groupes C(S,), et D(S,), et appliquer 
l'exerc. 12, b)). 
b) Montrer que Y est réunion d'un nombre fini de classes de conjugaison de sous-groupes 
de G (se ramener à l'aide de a) au cas où tous les sous-groupes S E Y ont la même compo- 
sante neutre C, distinguée dans G ;  borner alors les ordres des éléments des groupes SIC, 
et appliquer l'exerc. 20, b). 
c) Soit E un espace topologique séparé sur lequel G opère continûment. Montrer que si 
les éléments de E ont un nombre fini de types d'orbite pour l'action de T, il en est de même 
pour l'action de G. 

APPENDICE 1 

1) Soit G un groupe compact connexe. On note d(G) la borne supérieure des dimensions 
des quotients de G qui sont des groupes de Lie. On suppose d(G) < m. 
a) Soit K un sous-groupe fermé distingué de G ;  montrer qu'on a d(G/K) < d(G), et 
d(G/K) = d(G) si K est totalement discontinu. 
b) Montrer que D(G) est un groupe de Lie, et que le noyau de l'homomorphisme (x, y) H xy 
de C(G), x D(G) dans G est fini. 
c) Soit p = d(C(G),). On a p < co ; démontrer qu'il existe un groupe compact totalement 
discontinu D et un homomorphisme i : ZP + D d'image dense, tels que C(G), soit isomorphe 
à (RP x D)/T, où T est l'image de ZP par l'homomorphisme x H (x, i(x)) (écrire C(G), 
comme limite projective de tores de dimension p). 
d) On suppose G localement connexe ; montrer que G est alors un groupe de Lie. 
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