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INTRODUCTION 

La notion de mesure des grandeurs est fondamentale, aussi 
bien dans la vie de tous les jours (longueur, surface, volume, 
poids) que dans la science expérimentale (charge électrique, 
masse magnétique, etc.). Le caractère commun aux «mesures» 
de ces diverses grandeurs réside dans l'association d'un nombre 
à chaque portion d'espace remplissant certaines conditions, de 
sorte qu'à la réunion de deux telles portions (supposées sans point 
commun) corresponde la somme des nombres affectés à chacune 
d'elles (additivité de la mesure) (*). Le plus souvent, en outre, la 
mesure est un nombre positiJ; et cela entraîne qu'elle est fonction 
croissante de la portion d'espace mesurée (**). On notera d'autre 
part que, dans la pratique, on ne se soucie guère de préciser quelles 
sont les portions d'espace que l'on considère comme « mesu- 
rables »; bien entendu, il est indispensable de fixer ce point sans 
ambiguïté dans toute théorie mathématique de la mesure ; c'est ce 
qu'on fait par exemple quand, en géométrie élémentaire, on définit 
l'aire des polygones ou le volume des polyèdres ; dans tous les cas, 
la famille des ensembles « mesurables » doit naturellement être 
telle que la réunion de deux quelconques d'entre eux sans point 
commun soit encore « mesurable B. 

Dans la plupart des exemples qui précèdent, la mesure d'une 
portion d'espace tend vers O avec son diamètre: classiquement, 
un point « n'a pas de longueur », ce qui signifie qu'il est contenu 

(*) II n'est pas évident a priori que les grandeurs d'espèces différentes puissent être 
mesurées par les mêmes nombres, et c'est sans doute en approfondissant la notion de mesure 
des grandeurs que les Grecs ont abouti à leur théorie des rapports de grandeur$ equivalente 
à celle des nombres réels > O (cf. Top. gén., chap. V, 5 2 et Note historique du  chap. IV). 

(**) Cela ne s'applique pas, par exemple, à la charge électrique d'un corps; mais la 
mesure de la charge électrique totale peut être considérée comme diffërence de la mesure 
des charges électriques positives et de la mesure des charges électriques négatives, qui sont 
toutes deux des mesures positives. 
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dans un intervalle de longueur arbitrairement petite, et par suite 
qu'on ne peut lui attribuer que la longueur O ;  on dit que les me- 
sures de telles grandeurs sont « diffuses ». Mais les développements 
de la mécanique et de la physique ont introduit la conception de 
grandeurs pour lesquelles un objet de dimensions négligeables a 
encore une mesure non négligeable: « masses ponctuelles » gravi- 
fiques ou électriques, qui sont à vrai dire en grande partie des 
fictions mathématiques plus que des notions strictement expéri- 
mentales. On est ainsi amené, en Mathématique, à considérer 
des mesures définies comme suit: à chaque point ai (1 < i < n) 
d'un ensemble Jini F est attaché un nombre mi, sa « masse » ou 
son « poids*, et la mesure d'un ensemble quelconque A est la 
somme des masses mi des points ai qui appartiennent à A.  

A la notion de mesure est étroitement liée celle de somme 
pondérée. Considérons par exemple, dans l'espace, un nombre fini 
de masses (gravifiques ou électriques) mi, placées en des points a, 
(de coordonnées x i ,  y , ,  z,); la composante sur Oz (par exemple) 
de l'attraction exercée sur un point b (de masse 1 et de coor- 
données cl, p, y )  par l'ensemble de ces masses, est (pour un sys- 

tème d'unités convenable) la somme mi 
(zi - Y) 

i rf ' 

étant le carré de la distance des points ai et b. Autrement dit, 
on considère la valeur de la fonction 

en chaque point a , ,  on la multiplie par le « poids » de ce point, et 
on fait la somme des « valeurs pondérées » de f ainsi obtenues. On 
sait que de telles sommes interviennent sans cesse en mécanique: 
centres de gravité et moments d'inertie en donnent les exemples 
les plus connus. 

Si l'on veut étendre la notion de « somme pondérée » du cas 
des masses ponctuelles à celui d'une mesure « diffuse », où tout 
point a une mesure nulle, on se trouve en présence du problème, 
d'aspect si paradoxal, qui a donné naissance au Calcul intégral: 
donner un sens à une « somme » d'une infinité de termes, dont 
chacun, pris isolément, est nul. Reprenons l'exemple du calcul de 
l'attraction exercée sur un point, lorsque les masses attirantes 
sont « réparties continûment » dans un volume V. Si V est 
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décomposé en un nombre fini de parties Vi (sans point commun 
deux à deux), on admet que la composante sur Oz de l'attraction 
exercée par V sur un point b est la somme des composantes des 
attractions exercées sur b par chacun des Vi. Mais si le diamètre 
de chaque Vi est petit, la fonction continue f(x, y, z )  varie peu 
dans Vi, et on est amené à assimiler l'attraction exercée par Vi à 
celle qu'exercerait une masse ponctuelle égale à la masse mi de 
Vi et placée en un point quelconque ai du volume Vi. O n  est ainsi 
conduit à prendre pour valeur approchée du nombre cherché 
la « somme de Riemann » 1 mi f (xi, y,, 2,) ; pour que cela soit 

i 

justifié du point de vue mathématique, il faut naturellement 
prouver que ces valeurs approchées tendent vers une limite 
lorsque le diamètre maximum des V, tend vers O, ce qui est une 
conséquence facile de la continuité uniforme de la fonction f dans 
V (en supposant V compact et le point b non dans V). 

On sait que la « méthode d'exhaustion» des Grecs et le 
« principe de Cavalieri» pour le calcul systématique des aires 
planes et des volumes sont basés sur un procédé analogue, après 
décomposition en « tranches N des aires et volumes considérés; 
les i< sommes pondérées » auxquelles on parvient ainsi ne sont 

autres que les intégrales f(x)  dx (cf. Note historique des chap. SY 
1-11-111 du Livre IV). Ici encore, c'est la continuité uniforme de 
f qui entraîne l'existence de la limite des << sommes de Riemann »; 
plus généralement, elle entraîne l'existence d'une limite pour les 
sommes analogues f (Si) (g(xi+ ,) - g(xi)) (xi d ci d xi + 1), où l'on 

I 

suppose seulement que g est une fonction bornée croissante dans 

(a, b). Cette limite, notée f (x)dg(x), et appelée intégrale de 1," 
Stieltjes de f par rapport à g, peut être considérée comme la 
«somme pondérée >> de la fonction f pour la mesure p définie 
dans l'ensemble des intervalles semi-ouverts )a, /3) par la relation 
p()a, P ) )  = g(P+) - g(a+) ;  elle n'est plus liée au Calcul diRé- 
rentiel aussi étroitement que la notion usuelle d'intégrale (*). 
Il en est de même des intégrales « doubles » et « triples » classiques, 
associées respectivement à la mesure des aires planes et à celle des 

(*) Si on prend en particulier pour g une fonction en escalier croissante et continue a 
droite, l'intégrale de Stieltjes correspondante n'est autre que la somme pondérée de f 
pour les masses ponctuelles m, = g(a, +) - g(ai - )  placées aux points de  discontinuité 
ai de g. 
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volumes. Mais toutes ces notions d'intégrale s'apparentent entre 
elles, non seulement par leur définition, mais par les caractères 
suivants : 1' « intégrale » p( f )  d'une fonction numérique f continue 
dans une certaine partie compacte K de la droite, du plan ou 
de l'espace à 3 dimensions, est un nombre associé à l'élément f 
de l'espace W(K) des fonctions continues dans K ;  f H p(f )  est 
donc une application de W(K) dans R (une « fonctionnelle », 
comme on dit parfois), qui est: 1" linéaire (c'est-à-dire que 
p(af + pg) = cep( f )  + pp(g) quels que soient les scalaires a, f l  et les 
fonctions continues f et g); 2" positive (c'est-à-dire que p(f )  3 O 
pour toute fonction continue f 3 0). 

11 est remarquable qu'inversement ces deux propriétés suf- 
fisent à caractériser les intégrales de Stieltjes dans un intervalle 
(a ,  h )  (théorème de F. Riesz). S'il en est ainsi, c'est qu'à partir 
des valeurs de l'intégrale des fonctions continues, on peut recons- 
tituer la mesure qui lui a donné naissance. Cela revient (si on 

songe à l'interprétation de f(x)  dx comme une aire plane) à sl 
calculer l'intégrale d'une jonction caractéristique d'intervalle, en la 
supposant connue pour les fonctions continues. En d'autres 
termes, il s'agit de prolonger de façon convenable la fonctionnelle 
p(f)  à un ensemble de fonctions contenant W(K) et assez vaste 
pour contenir aussi toutes les fonctions caractéristiques d'in- 
tervalle. 

Il y a plusieurs méthodes pour réaliser ce prolongement; une 
des plus intéressantes fait appel à la notion d'espace fonctionnel. 
On sait que, sur l'espace Rn, les normes Ilxilm = sup lxi/ et 

1 < i Q n  
n 

I ~ x I ~ ,  = 1xil définissent la même topologie. Par i< passage du 
1 =1 

fini à l'infini », on est amené à considérer, sur l'espace W(K) des 
fonctions continues dans un intervalle compact K = (a, h )  de R, 

s'il s'agit d'une intégrale de Stieltjes). Mais ici, les topologies dé- 
finies par ces deux normes sont distinctes, et l'espace V(K), 
qui est complet pour la première norme (Top. gén., chap. X, 2" éd., 
)$ 1, n06, th. 2), ne l'est plus pour la seconde. De façon précise, 
on peut identifier les éléments du complété de %(K) pour la norme 

1 1  f 1 1  ,, à des classes de fonctions non nécessairement continues, 
et le prolongement de l'intégrale se fait alors simplement en 
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prolongeant par continuité la fonctionnelle y( j) définie dans %(K),  
au complété de cet espace (les détails techniques de ce procédé 
sont exposés au chap. IV). Bien entendu, nous avons supposé que 
l'intégrale des fonctions continues était définie à partir d'une 
mesure (par le procédé des « sommes de Riemann D rappelé plus 
haut); pour obtenir le théorème de F. Riesz, il faut opérer de la 
même manière, mais en définissant la norme par p(I jl), si p(f)  
est la fonctionnelle linéaire et positive définie dans %'(K). 

Non seulement la méthode de prolongement que nous venons 
d'esquisser conduit au théorème de Riesz, mais elle permet par 
surcroît de définir l'intégrale de classes de fonctions « beaucoup 
plus discontinues » que les fonctions caractéristiques d'intervalles ; 
en considérant les fonctions caractéristiques d'ensemble qui 
sont des fonctions « intégrables D, elle permet du même coup 
d'étendre aux ensembles correspondants la mesure donnée ini- 
tialement pour les seuls intervalles, en posant p(A) = p(qA); 
extension qui conserve bien entendu les propriétés fondamentales 
d'additivité et de positivité de la mesure. 

Ce qui précède concerne l'intégrale de Stieltjes sur la droite, 
mais la méthode de prolongement s'étend aussitôt aux mesures 
définies dans le plan ou dans l'espace, ou sur des courbes ou sur- 
faces. Plus généralement, en analysant les démonstrations, on 
s'aperçoit qu'elles sont valables en réalité pour toute fonction- 
nelle linéaire et positive, définie dans l'espace X(X)  des fonctions 
continues dans un espace localement compact quelconque X, et 
dont chacune est nulle hors d'un ensemble compact (dépendant 
de la fonction considérée). 

Cette catégorie d'espaces auxquels s'applique donc la théorie 
de l'intégration comprend naturellement les espaces numériques 
Rn et les variétés; elle comprend aussi les espaces discrets (où 
la théorie de l'intégration se confond avec celle des familles Som- 
mables de nombres réels (Top. gén., chap. IV, § 7)), ainsi que les 
produits (finis ou infinis) d'espaces compacts identiques à un 
intervalle de R ou à un ensemble fini; nous verrons plus tard 
que la théorie de la mesure dans de tels produits joue un rôle 
important dans le Calcul des probabilités. 

L'extension de la notion de mesure aux espaces localement 
compacts généraux s'est montrée particulièrement féconde dans 
la théorie des groupes localement compacts ; d'une façon générale, 
la notion d'intégrale semble bien être l'outil approprié chaque 
fois qu'on veut, en Algèbre topologique, « passer du fini à l'in- 
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fini », c'est-à-dire généraliser des procédés d'algèbre pure faisant 
intervenir des sommesJinies, à des cas où la « sommation » doit 
porter sur une infinité de termes. Par exemple, on sait (Alg., 
chap. III ,  3" éd., fj 2) que les éléments de l'algèbre d'un groupe 
,fini G (sur le corps R) sont les applications s H ais) de G dans R, 
avec 1.a loi de multiplication a * fl = y, y étant la fonction définie 
par y(s) = 1 cc(t)/?(tls). Ce qui apparaît comme une générali- 

t .C; 

sation naturelle de cette algèbre pour un groupe localement com- 
pact G quelconque, c'est I'ensemble des applications de G dans R, 
intégrables pour une certaine mesure particulière ,u sur G (la 
« mesure de Haar »), la multiplication dans l'algèbre étant donnée 
Par 

D'ailleurs, lorsqu'on est engagé dans cette voie, on se trouve 
rapidement gêné par l'obligation de ne « sommer » que des fonc- 
tions à valeurs réelles ; dans de nombreux cas, il est utile de savoir 
définir l'intégrale de fonctions définies dans X et à valeurs dans 
un espace vectoriel topologique sur R, par exemple un espace de 
Banach ou un espace d'opérateurs dans un espace de Banach. On 
constate que cette extension peut se faire aisément sans apporter 
de modifications profondes a la théorie de l'intégration. 

Dans l'esquisse qui précède, nous avons fait jouer un rôle pré- 
pondérant aux fonctions continues; il est naturel de se demander 
si la notion de mesure est effectivement liée d'une façon essen- 
tielle à l'existence d'une topologie sur l'ensemble X où elle est 
définie. Un examen attentif de la théorie montre qu'il n'en est 
rien, et que les méthodes de prolongement s'appliquent aussi bien 
à une fonctionnelle linéaire et positive p( f )  définie sur un espace 
vectoriel 9" formé de fonctions numériques définies dans un en- 
semble quelconque X, moyennant un certain nombre de conditions 
supplémentaires imposées à Y' et à p ( f ) ;  ces conditions sont auto- 
matiquement vérifiées lorsque V est un espace .X(X) de fonctions 
continues à support compact, mais elles le sont aussi dans des 
cas plus généraux. Toutefois, cette plus grande généralité est 
à certains égards illusoire: on a pu en effet montrer que toute 
« mesure abstraite » est, en un certain sens, << isomorphe » à une 
mesure définie (à partir des fonctions continues) sur un espace 
localement compact convenable; d'autre part, dans la plupart 
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des applications, il s'agit d'ensembles X munis d'une topologie 
intervenant naturellement dans la question ; nous nous occupons 
donc exclusivement, jusqu'au chapitre V, de mesures définies sur 
des espaces localement compacts. 

Les deux premiers chapitres sont des préliminaires à la 
théorie: ils sont consacrés à la démonstration d'inégalités fonda- 
mentales pour le prolongement, et à l'étude de certains espaces 
vectoriels ordonnés, les espaces de Riesz, qui jouent un rôle 
important dans plusieurs questions ultérieures. 

La notion de mesure sur un espace localement compact est 
définie au  chapitre III ; nous y avons pris comme point de départ 
le théorème de Riesz, qui devient ainsi définition: l'intégrale des 
fonctions continues est donc définie avant la mesure des ensembles, 
comme fonctionnelle linéaire et positive sur X(X). Cette présenta- 
tion offre certains avantages techniques (dus notamment au fait 
que les fonctions continues forment un espace vectoriel, alors 
qu'il n'en est pas de même des fonctions caractéristiques d'en- 
semble); d'ailleurs, c'est sous forme de fonctionnelle définie sur 
X(X)  que s'introduit naturellement l'intégrale dans de nombreuses 
questions. Enfin, les différences de deux fonctionnelles linéaires 
et positives sur X(X)  (que nous appelons encore des mesures sur 
X) peuvent être caractérisées comme des formes linéaires sur X ( X )  
satisfaisant à certaines conditions de continuité; la théorie de 
l'intégration est ainsi reliée, d'une part à la théorie générale de la 
dualité dans les espaces vectoriels topologiques (cf. Livre V), de 
l'autre à la théorie des distributions, qui généralise certains aspects 
de la notion de mesure, et que nous exposerons dans un Livre 
ultérieur. 

Le chapitre IV est consacré au prolongement de l'intégrale; 
on y définit à la fois les fonctions intégrables et la mesure des en- 
sembles, ainsi que les espaces fonctionnels LP, dont l'importance 
est considérable dans les applications ; on y montre aussi comment 
l'introduction de la notion de fonction mesurable permet d'obtenir 
des critères commodes d'intégrabilité. 

Dans les deux chapitres suivants, on verra comment les fonc- 
tions mesurables apparaissent aussi comme des « densités n per- 
mettant de définir sur un espace X de nouvelles mesures à partir 
d'une mesure donnée. Cette étude, qui conduit entre autres à 
des résultats importants dans la théorie de la dualité des espaces 
LP, est liée d'autre part a la notion de mesure vectorielle, que 
l'on peut, dans les cas les plus favorables, faire rentrer dans la 
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théorie de l'intégration des fonctions à valeurs vectorielles (par 
rapport à une mesure positive). 

Nous développerons aussi cc qui peut être considéré comme 
l'aboutissement moderne de l'idée de « décomposition en 
tranches » des aires planes et des volumes, introduite par les 
fondateurs du Calcul intégral: sous certaines conditions, une 
mesure sur un espace X peut être décomposée en une « somme f i  

de mesures dont chacune est portée par une « tranche » de 
l'espace X (c'est-à-dire une classe d'équivalence suivant une cer- 
taine relation R); en outre, une telle décomposition permet de 
calculer l'intégrale d'une fonction, par rapport à la mesure 
initiale, en l'intégrant d'abord << sur chaque tranche», puis en 
intégrant (par rapport à une mesure appropriée) la fonction 
obtenue dans l'espace quotient X/R (généralisation de la « double 
sommation » dans la somme d'une famille où les indices par- 
courent un ensemble produit). 

Le chapitre VI1 est consacré à l'étude de la mesure de Huur 
sur un groupe localement compact, qui est caractérisée à un 
facteur près par la propriété d'être invariante par toute translation 
à gauche du groupe. 

Au chapitre VI11 est exposée la notion dc conz~olution des 
mesures, qui joue un rôle de premier plan dans l'Analyse fonction- 
nelle moderne. 



CHAPITRE 1 

INÉGALITÉS DE CONVEXITÉ 

1. L'inégalité fondamentale de convexité 

Soit X un ensemble; dans l'espace vectoriel RX de toutes les 
fonctions numériques finies, définies dans X, soit P l'ensemble de 
toutes les fonctions numériques positives dans X. Soit d'autre 
part M une fonction numérique finie ou non, à valeurs 2 0, 
définie dans P,  et telle que: 

1" M(0)  = 0,  et M est positivement homogène, c'est-à-dire que, 
pour tout nombre réel A fini et > O, M(Â f )  = A M ( f ) .  

2" M est croissante dans P, autrement dit, la relation f' < g 
entraîne M ( f )  < M(g). 

3" M est convexe dans P, autrement dit (Esp. vect. top., chap. 
Il ,  2" éd., 5 2, no 8) satisfait à la relation M( f + g )  d M (  f )  + M(g).  

Exemple. -Supposons que X soit un ensemble fini, par 
exemple l'intervalle (1,1z) de N ;  en désignant par xi (1 d i d 17) 

n 

les coordonnées d'un vecteur x E Rn, les fonctioris M,(x )  = 1 x, et 
i -  1 

M,(x) = sup x ,  satisfont aux conditions précédentes dans I'en- 
141 $ r i  

semble P des x de coordonnées 2 0. 
Remarque. Soit S un cône convexe pointé contenu dans P 

(c'est-à-dire un ensemble tel que S + S c S et AS c S pour i, =. 0 ; 
cf. Esp. vect. top., chap. I I ,  2-4  tj  2, no 4); soit M une fonction 
numérique finie ou non, à valeurs 3 0, définie dans S et satis- 
faisant dans S aux conditions la, 2" et 3" ci-dessus. On peut alors 
prolonger M à l'ensemble P tout entier, de façon que la fonction 
prolongée (que nous noterons encore M) satisfasse aux mêmes 
conditions: i l  suffit, pour toute fonction , f € P ,  de poser 
M (  f ' )  = +cc s'il n'existe aucune fonction g E S telle q u e f  < g, et 
M ( f )  = inf M(g)  dans le cas contraire. Ce procédé sera 

geS,f < g  

appliqué au chap. IV, tj  1, pour définir l'intégrale sup4rieure d'une 
fonction positive. 
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2.  Les inégalités de Holdev et de Minkowski 

Dans ce numéro et le suivant, X et P ont la même signification 
que dans le no 1, et M désigne une fonction définie dans P et 
satisfaisant aux conditions énumérées au no 1. 

PROPOSITION 2. -Soient a et f i  deux nombres tels que 
O < a < 1, O < p < 1, a + p = 1. Si f et g sont deux fonctions 
finies et > 0, définies dans X, et si M (  f )  et M(g )  sont Jinis, on a 

(inégalité de Holder). 
D'après la prop. 1, tout revient à prouver que, dans R2, 

l'ensemble défini par les relations t ,  > O, t 2  0, t";g 2 1 est 
convexe, ou encore (Fonct. var. réelle, chap. 1, $4, no 1, déf. 1 )  
que la fonction u(t) = tFaiP est convexe pour O < t < + m .  
Or, en posant r = a/p, on a D2u(t)  = r(r + l ) t - r - 2 ,  et comme 
r > O, D2tr(t) > O dans )O, + cc (, ce que démontre la proposition 
(Fonct. var. réelle, chap. 1, 5 4, no 4, cor. de la prop. 8). 

COROLLAIRE. -Soient ai ( 1  < i < n) n nombres > O tels que 

a, = 1, fi (1 6 i 6 n)  n fonctions finies et > 0, déJinies dans X 
i =  1 

et telles que M (  f ,) soit fini pour 1 < i < n. Dans ces conditions, 

On peut se borner au cas où ai > O pour tout i. Il suffit de 
raisonner par récurrence sur n, en appliquant l'inégalité (5) aux 

n 

nombres a = a, et p = 1 a,, et aux fonctions 
i = 2  

a l / P  f = A ,  g = ( f22f"3". . f"n)  . 

PROPOSITION 3 .  - Soit p un nombreJini et 2 1. Si f et g sont 
deux fonctionsfinies et > 0, définies dans X, on a 

(inégalité de Minkowski). 
On peut se borner au cas où M ( f  P )  et M(gP)  sont finis. 

D'après la prop. 1, tout revient à prouver que, dans R ~ ,  l'en- 
semble défini par les relations t ,  > O, t 2  3 0, tflP + t;lp 3 1 est 
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convexe, ou encore que la fonction u(t) = (1 - t'lP)P est convexe 
pour O ,< t < 1. Or, on a 

pour O < t < 1, d'où la proposition. 

3. Les senai-normes Np 

Soit p un nombre réel fini et 2 1, et soit ,FP(X, M) l'ensemble 
des fonctions numériques finies f ,  définies dans X et telles que 
M(( f lp) soit $ni. Il est évident que, si g est une fonction appar- 
tenant à FP(X,  M), et si 1 f 1 < Igl, f appartient aussi à FP(X,  M);  
cette remarque et l'inégalité de Minkowski montrent que la 
somme de deux fonctions de FP(X, M) appartient encore a cet 
ensemble; compte tenu du fait que M est positivement homogène 
on voit donc que ,FP(X, M) est un SOUS-espace vectoriel de l'espace 
RX de toutes les fonctions numérique finies définies dans X. 

Pour tout nombre p > O et toute fonction numérique finie 
f définie dans X, on pose 

Np(.f) = W((f (P))"P ; 

on a N,(Af) = I Â J N , ( ~ )  pour tout scalaire 1; en outre, si p 2 1, 
on a, d'après (7) 

(8) N,(f + g) < N,(f) + Np@ 

ce qui prouve que Np est une semi-norme sur l'espace vectoriel 

FP(X,  M) (Esp. vect. top., chap. II, 2" éd., Cj 1). 

PROPOSITION 4. - Soient p et q deux nombresfinis et > O, et 
posons llr  = l lp + Ilq. Quelles que soient les jonctions numéri- 
ques finies f ,  g définies dans X, on a 

si Np( f )  et N,(g) sont .finis. 
En effet, la relation (9) s'écrit 

et n'est autre que l'inégalité de Holder (5) appliquée aux nombres 
a = rlp et = r/q et aux fonctions 1 f l p  et l g l Y .  
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COROLLAIRE. - On suppose que M ( l )  = 1 ; alors, pour toute 
fonction numérique finie f ,  définie dans X ,  l'application p - Np( f )  
est croissante dans )O,  + (. 

En effet, en appliquant l'inégalité (9) au cas où g = 1, on voit 
que N r ( f )  d N p ( f )  quel que soit q > O ;  comme le nombre r 
défini par l / r  = l / p  + l j q  parcourt l'ensemble des nombres tels 
que O < r < p lorsque q parcourt l'ensemble des nombres > 0, 
le corollaire est démontré. 

PROPOSITION 5. - Pour toute fonction numérique finie f 
définie dans X ,  l'ensemble 1 des valeurs de l / p  (p  > O)  telles que 
Np(  f )  soit fini est vide ou est un intervalle; si 1 n'est pas réduit à un 
point, l'application a ++ log NI/,( f )  est convexe dans 1, ou égale 
à - co dans l'intérieur de 1. 

Soient r et s deux nombres > O distincts et tels que l j r  et 
11s appartiennent à 1 ; tout revient à prouver que, si 

avec O < t < 1, on a 

relation qui s'écrit, d'après la définition de Np,  

Si on pose a = tplr, on a 1 - a = (1 - t)p/s, d'après la 
relation qui définit p en fonction de t ,  r, s ;  d'où p = ar + ( 1  - a)s. 
Or, l'inégalité de Holder donne 

ce qui n'est autre que l'inégalité (12). 

EXERCICES 

1 )  Avec les hypothèses du no 1, montrer que l'cnscmble des fonc- 
tions bornées dans X et telles que M ( [  f  1) soit fini, est une sous-algèbre 
A de RX, et que l'ensemble des fonctions bornées dans X et telles que 
~ ( l f l )  = O est un idéal dans A. Si en outre M(1) est fini, montrer que 
l'application j ' ~  M( f )  est continue quand on munit A de la topologie 
de la convergence uniforme dans X. 
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2) Soient X l'intervalle (0, + m( de R, S le cône convexe formé 
des fonctions définies dans X et telles que O d j (x) ,( kx dans X (pour 
un nombre fini k > O dépendant de f ). On pose M( f )  = O pour f E S, 
et M(f)  = + cc pour toute fonction positive f définie dans X et n'appar- 
tenant pas à S. Montrer que M satisfait aux conditions du no 1 ,  et 
qu'on a M(x) = O, et M(xr) = + m pour tout nombre r > O distinct 
de 1. 

3) Donner un exemple où X est un ensemble de deux éléments, 
où Np(x) est fini pour tout p > O et tout x E R2, mais où il existe des 
valeurs de p telles que l'application p - Np(x) ne soit pas dérivable en 
ces points. 

4) Déduire l'inégalité (6) de l'inégalité de la moyenne géométrique 
n 

z11z*,2 . . . 211" < u l z l  + . . . + unzn (où ai = 1) (Fonct. var. rielle, 
i =  1 

chap. III, $1, no 1, prop. 2) (se ramener au cas où M ( j J  = 1 pour 
1 < i < n). 

5) Soit u un nombre réel > 1,  et soit /? = 1 - GI < O. Soit g une 
fonction finie, définie dans X, telle que g(x) > O pour tout x E X et que 
M(g) > O; montrer que pour toute fonction f finie et 3 O définie dans 
X, et telle que M(f)  soit fini, on a 

(appliquer convenablement l'inégalité de Holder). 
6) Déduire l'inégalité de Minkowski de l'inégalité de Holder 

(majorer M(.f(f +g)P-') à l'aide de l'inégalité de Holder). Si l'on 
suppose que M( f + g )  = M( f )  + M(g) pour tout couple de fonctions 
f ,  g, définies et 3 O dans X, déduire de même de l'exerc. 5 l'inégalité 

dans les cas suivants: a) 0 < p < 1, f et g fonctions finies et 3 O définies 
dans X, telles que f (x) + g(x) > O pour tout x E X et que M(f P, et M(gP) 
soient finis; h) p < O, f et g fonctions finies, définies dans X, telles que 
f (x) > O et g(x) > O pour tout x E X, que M( f ") et M(gP) soient finis 
et MKf + gIP) > 0. 



NOTE HISTORIQUE 

(N.B. - Les chiffres romains renvoient à la bibliographie placée à 
la fin de cette note). 

Les notions de moyenne arithmétique et géométrique de deux 
quantités positives remontent à l'Antiquité, et les Pythagoriciens en 
particulier en avaient fait un de leurs sujets de prédilection. Aussi est-il 

1 
vraisemblable que l'inégalité J% < ;(a + b) entre ces moyennes leur 

i 

était bien connue; elle est en tout cas démontrée par Euclide, à l'occasion 
du problème consistant à rendre maximum un produit de deux nombres 
dont la somme est donnée. Il faut apparemment attendre la date tardive 
de 1729 pour trouver mentionnées explicitement par Maclaurin la 
généralisation de ce problème à rz nombres, et I'inégalité correspondante 
(et cela, bien que des problèmes d'extremum bien plus difficiles aient été 
abordés longtemps auparavant). 

D'autres inégalités analogues apparaissent en Analyse et en Géomé- 
trie à partir de la fin du xviire siècle. C'est ainsi que Lhuilier, en 1789, 
résout un problème géométrique de maximum qui se rattache à l'inéga- 

lité Jm< k = l  
2 , J G ;  Cauchy, en 1821, dé- 

montre le cas particulier ( akhk) < ( L$)( h,') de l'inégalitb 
k = l  k = l  k = l  

de Holder; Buniakowsky en 1859 et H. A. Schwarz en 1885 généralisent 
l'inégalité de Cauchy aux intégrales. 

Toutefois, ce n'est guère avant la fin du xrxe siècle que les inéga- 
lités de convexité firent l'objet d'une étude systématique. 0. Holder, 
en 1888 (l) ,  a l'idée de faire intervenir dans la question les fonctions 
convexes d'une variable: il obtient ainsi l'inégalité de la moyenne géo- 
métrique en partant de la concavité de log x;  en appliquant la même 
idée à la fonction xr,  il démontre l'inégalité qui porte son nom, et qui 
avait déjà été trouvée un an plus tôt par L. J. Rogers en partant de 
I'inégalité de la moyenne géométrique (cf. exerc. 4). Quant à I'inégalité 
de Minkowski, elle fut démontrée par ce dernier en 1896 (pour des 
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sommes finies), a l'occasion de ses mémorables travaux sur la « Géo- 
métrie des nombres P ((II), p. 115-1 17); mais, alors que l'idée de convexité 
(pour des fonctions d'un nombre quelconque de variables) est une des 
idées fondamentales de cet ouvrage, il est assez surprenant que Min- 
kowski n'ait pas aperc;u que son inégalité s'obtenait par la méthode de 
Holder appliquée à (1 + x')''~ (il se borne a appliquer les méthodes 
classiques de recherche d'un extremum par le Calcul infinitésimal). 

Pour une étude plus approfondie des inégalités de convexité et de 
leurs applications, le lecteur pourra consulter le livre de Hardy, Little- 
wood et Pdya  consacré à la question, et qui contient aussi une bi- 
bliographie très complète (III). 
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C H A P I T R E  I I  

ESPACES DE RIESZ 

5 1. Espaces de Riesz et espaces complètement réticulés 

1. Définition des espaces de Riesz 

Rappelons que, sur un ensemble E, une structure d'espace vec- 
toriel sur le corps R et une structure d'ordre sont dites compatibles 
si elles satisfont aux deux axiomes suivants : 
(EO,) La relation x < y entraîne x + z d y + z quel que soit 
Z E E .  
(EO,,) La relation x 3 O entraîne Âx 2 O pour tout scalaire Â > 0. 

L'espace E, muni de ces deux structures, est appelé espace 
vectoriel ordonné (Esp. vect. top., chap. II, 2' éd., 5 2, no 5). 

L'axiome (EO,) signifie que la structure d'ordre et la structure 
de groupe additif sur E sont compatibles, autrement dit que E, 
muni de ces deux structures, est un groupe ordonné (Alg., chap. VI, 

1 ,  no 1). 

L'axiome (EO,) entraîne que les relations x d y et x + z d y + z 
sont équivalentes. De même, il résulte de (EO,,) que, pour tout 
scalaire 3, > 0, les relations x ,< y et Àx d Ày sont équivalentes, 
car on a A-' > O et par suite la relation Ax ,< Ry entraîne 
A '(Àx) < A ' (Ay ) .  On peut donc dire que, dans un espace vectoriel 
ordonné, les translations et les homothéties de rapport > O sont 
des automorphismes de la structure d'ordre; on exprime encore ce 
fait en disant que l'ordre est invariant par toute translation et 
toute homothétie de rapport > O. En outre, la symétrie x H - x 
est un isomorphisme de la structure d'ordre de E sur la structure 
d'ordre opposée. 

DÉFINITION 1. - On dit qu'un espace vectoriel ordonné est un 
espace de Riesz si la structure d'ordre est une structure d'ensemble 
réticulé (c'est-à-dire si deux éléments quelconques x, y de E 
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admettent une borne supérieure sup (x ,  y) et une borne inférieure 
inf ( x ,  Y ) ) .  

Exemple. -L'espace RA de toutes les fonctions numériques 
(finies) définies dans un ensemble quelconque A est un espace 
de Riesz (pour la relation d'ordre « quel que soit t E A, x(t) ,< y(t)n) ; 
en effet, deux fonctions numériques quelconques x, y définies 
dans A admettent une borne supérieure (resp. inférieure) égale 
à l'application t H sup(x(t), y(t)) (resp. à l'application 

t ,--, inf(x(t), ~(t))).  
On peut encore dire qu'un espace de Riesz est un espace vec- 

toriel E muni d'une structure d'ordre telle que, d'une part, cette 
structure et la structure de groupe additif de E définissent sur E 
une structure de groupe réticulé (Alg., chap. VI, 5 1, no 9), et que 
d'autre part l'axiome (EO,,) soit vérifié. 

Toutes les propriétés des groupes réticulés sont donc appli- 
cables aux espaces de Riesz; nous allons rappeler les principales 
(cf. Alg., chap. VI, 5 1, no" à 12) en indiquant aussi les con- 
séquences qui découlent de l'axiome (E0,J. 

Rappelons d'abord qu'on pose x+ = sup ( x ,  0)  (partie positive 
- 

de x), x = (-x)' = sup ( - x ,  O )  (partie négative de x), 
- 1x1 = sup (x ,  - x )  (valeur absolue de x ) ;  on a x = x+ - x et 

1x1 = x f  + X -  ; ces deux relations équivalent ici à 

La relation x < y équivaut à « x f  < y+ et x -  2 y- D. Quels que 
soient x et y, on a l'inégalité du triangle 

En raison de l'invariance de l'ordre par toute homothétie de 
rapport > O, on a 

(2) sup ( l x ,  Ay) = A sup (x ,  y) pour tout A 2 0. 

En particulier 

(3) (/lx)+ = Ax +, ( l x ) -  = AX - pour tout A 2 0. 

Au contraire, pour A < O, on a (Ax)' = (- Ax)- = IAlx- et 
(Ax)- = ( - Ax) + = IAlx+ ; on en conclut que, pour tout A E R et 
tout x E E, on a 

L'invariance de l'ordre par translation montre que pour tout 
Z E E  



( 5 )  sup (x + z, y + z) = z + sup (x, y) 

d'où en particulier 

O n  a les relations 

(8) sup (x, y) + inf (x, y) = x + y. 

Si x, y, z sont 2 O, on a (Alg., chap. VI, 2" éd., $ 1, no 12, 
prop. 11) 

(9) inf (x + y, z) < inf (x, z) + inf (y, z). 

Si A et B sont deux parties de E ayant chacune une borne 
supérieure, A + B admet également une borne supérieure, et on a 

(10) sup (A + B) = sup A + sup B. 

Deux éléments x, y de E sont dits étrangers si inf (1x1, Iyl) = 0 ;  
d'après (8), cette relation équivaut à sup (1x1, ly)) = 1x1 + /y/, et 
aussi, d'après (6), à 11x1 - 1y11 = 1x1 + lyl ; O est le seul élément 
étranger à lui-même; pour tout X E  E, x f  et x-  sont étrangers 
et peuvent être caractérisés comme les seuls éléments étrangers 
y 2 0, z 3 O tels que x = y - z. Si y est étranger à x, tout z E E 
tel que lzl < l y l  est étranger à x. Si y et z sont étrangers à x, 
il en est de même de /y1 + b1, en vertu de l'inégalité (9); en 
particulier, nly( est étranger à x pour tout entier n > O, d'où on 
déduit que Ay est étranger à x pour tout scalaire Â, puisqu'il 
existe un entier n tel que li,l < n, d'où llyl < nlyI Si une partie 
A de E est formée d'éléments étrangers à x, et si A admet une - 

borne supérieure, cette borne supérieure est encore étrangère à x 
(Alg., chap. VI, 5 1, no 12, cor. de la prop. 13). 

Enfin, on a le lemme de décomposition (Alg., chap. VI, Cj 1, 
no 10, th. 1): 

Si (xi)iE1, (yj)jEJ sont deux suites finies d'éléments 3 O de E, 
telles que xi = 2 yj, il existe une suite finie ( z ~ ~ ) ( ~ , ~ ) ~ ~ ~ ~  d'élé- 

iel ioJ 

ments 2 O de E telle que xi = 2 zij pour tout i E 1 et y j  = 1 z i j  
~ G J  i €1 

pour tout j E J. 
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2. Génération d'un espace de Riesz par ses éléments positifs 

Soit E un espace vectoriel ordonné; l'ensemble P des 
éléments 3 O de E est un cane convexe de sommet 0, c'est-à-dire 
(Esp. vect. top., chap. II, 2" éd., Cj 2, no 4) un ensemble tel que 
P + P c P et ÂP c P pour tout Â > O. Inversement, si, dans un 
espace vectoriel E sur R, P est un cône convexe de sommet O, 
tel que P n (-P) = {O) (autrement dit, un cône convexe pointé 
et saillant), on sait (loc. cit.) que la relation y - x E P est une 
relation d'ordre (qu'on note x ,< y) compatible avec la structure 
d'espace vectoriel de E. Pour que la structure d'ordre ainsi 
définie sur E définisse une structure d'espace de Riesz, il faut et 
il suffit que:  

1" P engendre E, c'est-à-dire que tout z 6 E soit de la forme 
y - x, où x et y appartiennent à P;  

2" P vérifie l'une des deux conditions suivantes : 
a) deux éléments quelconques de P admettent dans P une 

borne supérieure ; 
b) deux éléments quelconques de P admettent dans P une 

borne inférieure (Alg., chap. VI, Cj 1, no 8, prop. 8). 

3.  Espaces complètement réticulés 

DÉFINITION 2.- On dit qu'un espace de Riesz E est complète- 
ment réticulé si toute partie nmjorée non vide de E admet une 
borne supérieure dans E. 

Il est immédiat que toute partie minorée non vide d'un 
espace complètement réticulé E admet une borne inférieure 
dans E. 

Exemples. - 1) Si A est un ensemble quelconque, l'espace RA 
des fonctions numériques définies dans A est complètement réti- 
culé, la borne supérieure dans RA d'une famille majorée étant 
son enveloppe supérieure (Top. gén., chap, IV, 5 5, no 5). 

2) Soit F un ensemble quelconque; l'espace B(F) des fonctions 
numériques bornées dans F, muni de la structure d'ordre induite 
par celle de RF, est complètement réticulé. Par contre, si F est 
un espace topologique, l'espace V(F) des fonctions numériques 
continues dans F (muni de la structure d'ordre induite par celle 
de RF) est un espace de Riesz qui en général n'est pas complètement 
réticulé (cf. exerc. 13). Considérons par exemple le cas où F = R ;  
soient 1 l'intervalle )O, 1(,  cp, la fonction caractéristique de 1, et 
soit H l'ensemble des fonctions continues x(t) telles que x < cp,; 
il est clair que H est majoré dans W(F). La fonction cp, est l'enveloppe 



supérieure des x E H, mais non leur borne supérieure dans %(F), 
puisque cp, est semi-continue inférieurement et non continue. 
Montrons qu'en fait H n'a pas de borne supérieure dans %?(F); 
il suffit de prouver que, si u est une fonction continue telle que 
u 2 cp,, il existe une fonction continue v # u telle que u > v 3 q,. 
Or, on a u(0) 3 1, donc il existe un nombre G( > O tel que u(t) > O 
pour -a < t 6 0 ;  si w est une fonction continue nulle hors de 
l'intervalle )-cc, O(, et telle que O < w(t) < u(t) dans cet intervalle, 
la fonction v = u - w répond à la question. 

PROPOSITION 1 .  - Pour qu'un espace vectoriel ordonné E soit 
conzplètenzent réticulé, il faut et il sufit que E soit un espace de 
Riesz, et vérijîe l'une des deux conditions suivantes : 

a) tout ensenzble non vide A, fornzé d'éléments 2 O de E, 
majoré et filtrant pour la relation ,<, admet une borne supérieure 
dans E ;  

b)  tout ensemble non vide A, fornzé d'éléments 3 O de E et 
jîltrant pour la relation 3, adnzet une borne inférieure dans E. 

Les conditions sont évidemment nécessaires. Inversement, 
supposons que E soit un espace de Riesz satisfaisant à la con- 
dition a). Soit B une partie majorée non vide de E ;  l'ensemble C 
des bornes supérieures des parties finies de E est filtrant pour la 
relation < ; soit a un de ses éléments, et C, l'ensemble des x E C 
qui sont 3 a ;  si nous prouvons que C, admet une borne 
supérieure, cette borne sera aussi la borne supérieure de B. Or, 
C,  - a est un ensemble d'éléments 3 0, majoré et filtrant pour 
la relation ,< ; il a donc une borne supérieure b, et par suite 
a + b est la borne supérieure de C,. 

D'autre part, la condition b)  entraîne a ) :  en effet, si F est 
un ensemble non vide d'éléments 3 O de E, majoré et filtrant 
pour 6 ,  et si c est un majorant de F, c - F est un ensemble 
d'éléments 3 0, filtrant pour 2 ; s'il admet une borne inférieure 
nz, c - nz est la borne supérieure de F. 

PROPOSITION 2. -Soit E un espace de Riesz, muni d'une 
topologie séparée conzpatible avec sa structure d'espace vectoriel 
ordonné (Esp. vect. top., chap. 11, 2' éd., 5 2, no 7). Si, pour tout 
ensenzble H c E majoré et ,filtrant pour la relation <, leJiltre des 
sections de H est convergent, E est cornplètenzent réticulé. 

En effet, on sait que la limite du filtre des sections de H est 
la borne supérieure de H dans E (Esp. vect. top., chap. I I ,  2" éd., 
Ij 2, no 7, prop. 18). 
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4. Sous-espaces et espaces produits d'espaces complètement ré- 
ticulés 

Soient E un espace complètement réticulé, H un sous-espace 
vectoriel de E. La structure d'ordre induite sur H par celle de E 
est compatible avec la structure d'espace vectoriel de H, mais 
l'espace vectoriel ordonné H ainsi défini n'est pas nécrssairrnzent 
un espace conzplètrnzent réticulé. 

De façon précise, il peut se faire que H ne soit pas un espace 
de Riesz (exerc. 2), ou que H soit un espace de Riesz non complè- 
tement réticulé: ce dernier cas est celui du sous-espace V(R) de 
l'espace g ( R )  (no 3, exemple 2). 

En outre, lorsque H est un espace de Ries7 (complètement 
réticulé ou non) il se peut que la borne supérieure dans H de 
deux éléments de H soit distincte de leur borne supérieure dans E 
(exerc. 3 h)). Enfin, il est possible que H soit complètement réticulé, 
que les borncs supérieures de toute partie fznie de H soient les 
mêmes dans E et dans H, mais qu'il existe des parties infinies 
de H, majorées dans H, et dont les bornes supérieures dans E 
et dans H soient distinctes (exerc. 13 f)). 

Soit (E,),,, une famille quelconque d'espaces vectoriels 
ordonnés. Rappelons que, dans I'espace produit E = n E,,  la 

i t l  

relation d'ordre produit des relations d'ordre des espaces facteurs 
est la relation «quel  que soit 1 E 1, x, ,< y ,»  (Ens., chap. I I I ,  5 1, 
no 4). On vérifie aussitôt que cette relation est compatible avec 
la structure d'espace vectoriel de E ;  E, muni de cette structure, 
est appelé I'espace produit des espaces ordonnés EL.  

PROPOSITION 3. - Soit (EL),,, une ,famille d'espaces vectoriels 

ordonnés. Pour que l'espace produit E = n EL soit un espace de 
L E I  

Riesz (resp. un espace complètement réticulé), il faut et il s u . t  que 
chucun des espaces E, soit un espace de Riesz (resp. un espace 
complètement réticulé). 

Bornons-nous a examiner le cas des espaces complètement 
réticulés. Supposons que tous les E, soient complètement réticulés; 
soient A une partie majorée non vide de  E, a = (a,)  un majorant de  
A. Pour tout 1 E 1, prlA est majoré par a, ,  et admet donc une borne 
supérieure b, dans E, ;  il est clair que b = (b,) est la borne supérieure 
de A dans E. 

Réciproquement, supposons E complètement réticulé. Soit 
A, une partie majorée de E,, AL la partie de E formée des x = (x,) 
tels que - x, E A, et x ,  = O pour 1 # K .  Il est immédiat que AL 



est majorée dans E, donc admet une borne supérieure b = (b , ) ;  
d'après la définition de la relation d'ordre produit, on a nécessai- 
rement b, = O pour 1 # K ,  et b, est borne supérieure de A,, ce 
qui achève la démonstration. 

DÉFINITION 3. - Soient E un espace vectoriel ordonné, V et W 
deux sous-espaces vectoriels supplénzentaires de E. On dit que E 
est sornnze directe ordonnée de V et W si l'application canonique 
( x ,  y) H x + y de l'espace vectoriel ordonné V x W sur l'espace 
vectoriel ordonné E est un isonzorphisine. 

PROPOSITION 4. -Pour qu'un espace vectoriel ordonné E soit 
sonznze directe ordonnée de deux sous-espaces vectoriels supplénzen- 
taires V ,  W, il faut et il sufi t  que les relations x E V, y E W, 
x + y 3 O entraînent x 2 O et y 3 0. 

En effet, comme x 3 O et y 3 O entraînent x + jJ 3 O dans E, 
la condition de l'énoncé exprime que ( x ,  y) -, x + y transforme 
l'ensemble des éléments 3 0 de V x W en l'ensemble des 
éléments 2 O de E. 

5.  Bandes dans un espace complètement réticulé 

DÉFINITION 4. -Dans un espace complètement réticulé E, on 
dit qu'un sous-espace vectoriel B de E est une bande s'il satisfait 
aux conditions suivantes : 1) les relations x E B, y E E et < 1x1 
entraînent y E B ; 2) pour toute partie non vide X de B, majorée dans 
E, la borne supérieure sup X de X dans E appartient à B. 

Exemple. - Dans l'espace RA des fonctions numériques finies 
définies dans un ensemble A, l'ensemble des fonctions nulles 
en tous les points d'une partie M de A est une bande. 

Remarque. - Dans l'espace RA, le sous-espace g(A) des fonc- 
tions numériques bornées dans A satisfait à la condition 1) de 
la déf 4 ;  en outre, pour toute partie X de B(A) majorée dans 
g(A), l'enveloppe supérieure de X appartient à B(A). Mais, si A 
est infini, une partie de B(A) peut être majorée dans RA sans être 
majorée dans B(A), et par suite B(A) n'est pas une bande dans RA. 

Il résulte aussitôt de la déf. 4 que, si B est une bande dans E, 
pour toute partie non vide X de B, minorée dans E, inf X appartient 
à B. Toute bande B dans E, munie de la structure d'espace vecto- 
riel ordonné induite par celle de E, est un espace complètement 
réticulé, et pour toute partie X c B, majorée dans B, la borne 
supérieure de X dans B est identique à sa borne supérieure dans E. 
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Toute intersection d'une famille de bandes dans un espace 
complètement réticulé E est encore une bande. Pour toute partie 
M c E, il existe une plus petite bande contenant M (puisque E est 
lui-même une bande); on dira que cette bande est la bande engen- 
drée par M .  

Les propriétés des bandes dans un espace complètement 
réticulé reposent sur la proposition suivante : 

PROPOSITION 5. - Soient E un espace complètement réticulé, 
A une partie non vide de E formée d'éléments 2 0, telle que : 1 )  
A + A c A ; 2 )  les relations x E A, O < y < x entraînent y E A. 
Soit M l'ensemble des bornes supérieures dans E des parties de A 
majorées dans E. Dans ces conditions, tout élément x 2 O de E 
peut s'écrire sous la forme y + z, où y E M est la borne supèrieure 
des éléments v E A tels que v 6 x, et où z est un élément 2 O étranger 
à tous les éléments de M .  

En effet, on a y < x. Tout revient à montrer que z = x - y 
est étranger à tout élément t E A (no 1), ou encore que u = inf (2, t )  
est nul. Par hypothèse, on a u E A et u < x - y, donc u + y < x ;  
pour tout v E A tel que v < x, on a par définition 6 < y, donc 
u +  v <  u + y  < x ;  comme u + V E A  par hypothèse, on a 
aussi u + v 6 y par définition de y ;  enfin, comme u + y est la 
borne supérieure dans E des éléments u + v tels que v E A et 
v < x, on a u + y ,< y, d'où u < O, ce qui achève la démonstration. 

THÉORÈME 1 (F. Riesz). - Soit A une partie d'un espace 
conzplètenwnt réticulé E. L'ensenzble A' des éléments étrange~s à 
tous les élénzents de A est une bande; la bande A" des éléments 
étrangers à tous les éléments de A' est identique à la bande engendrée 
par A, et E est somne directe ordonnée des bandes A' et A". 

Les propriétés des éléments étrangers, rappelées au no 1, et 
la définition d'une bande, montrent aussitôt que A' est une bande, 
donc aussi A". D'après la prop. 5 et la définition d'une bande, tout 
élément x 3 O de E peut s'écrire x = 41 + z, où y E A' et z E A", 
y et z étant 2 O; comme tout élément de E est différence de deux 
éléments 2 0, on a E = A' + A"; d'autre part, O étant le seul 
élément étranger à lui-même, on a A' n A" = {O), ce qui prouve 
que E est somme directe de A' et A"; enfin, comme les compo- 
sants dans A' et A" d'un élément 3 O de E sont 2 0, E est somme 
directe ordonnée de A' et A" (no 4, prop. 4). 



Reste à montrer que A" est identique à la bande B engendrée 
par A. Or, E est somme directe de B et de la bande B' formée des 
éléments étrangers à tous les éléments de B; comme A c B, on a 
B' c A'; mais d'autre part B c A", et E est aussi somme directe 
de A' et A"; on a donc nécessairement B = A", B' = A'. 

Le th. 1 et la prop. 5 permettent de donner une autre défini- 
tion de la bande engendrée par un ensemble d'éléments de E:  

PROPOSITION 6. - Soient E un espace conzplètenzent réticulé, 
M une partie de E,  B la bande engendrée par M .  Soit M l  l'ensenzble 
des élénzents 3 O de E dont chacun est nzajoré par un élément de la 
forme lxi/, où xi E M ; soit M, l'ensenzble des bornes supérieures 

1 

des parties majorées de M , ;  l'ensenzble M, est identique à 
l'ensenzble des éléments 3 O de B. 

On a évidemment M, c B par définition d'une bande; 
d'autre part, si B' est la bande des éléments étrangers à tous les 
éléments de M l ,  le th. 1 montre que E est somme directe ordonnée 
de B et B'. Mais la prop. 5 prouve que tout élément O de E 
est somme d'un élément de M, et d'un élément de B', d'où la 
proposition. 

COROLLAIRE. -Soit a un élément d'un espace conzplètenzent 
réticulé E. Soient B, la bande engendrée par a, Bn la bande des 
élénzents étrangers à a. Pour tout élénzent x 2 O de E,  le composant 
de x dans B, (pour la décomposition de E en somme directe 
ordonnée de B, et Bo) est égal à sup (inf (nial, x)). 

n t N  

Cela résulte de la prop. 6 appliquée à M = ( a ) ,  et de la 
prop. 4. 

On notera que les bandes engendrées par a et la/ sont 
identiques. Si a et b sont deux éléments étrangers de E, A et B les 
bandes engendrées par a et b respectivement, tout élément de A 
est étranger à tout élément de B : en effet, b appartient à la bande 
A' des éléments étrangers à a, d'où B c A'; et d'après le th. 1, 
tout élément de A est étranger à tout élément de A'. 

Ij 2. Formes linéaires sur un espace de Riesz 

1. Formes linéaires positives sur un espace de Riesz 

Rappelons la définition suivante (Esp. vect. top., chap. II, 
2" éd., Cj 2, no 5): 
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DÉFINITION 1 .  - Etant donné un espace vectoriel ordonné E, 
on dit qu'une forme linéaire L sur E est positive si, pour tout x 3 O 
d a m  E, on a L ( x )  2 0. 

Comme L(y )  - L ( x )  = L(y  - x), il revient au même de dire 
que la relation x y entraîne L ( x )  < L(y),  ou encore que L est 
une fonction croissante dans E. 

Exemples. - 1) Soient A un ensemble quelconque, E un sous- 
espace de l'espace RA de toutes les fonctions numériques définies 
dans A. Pour tout élément a E A, l'application x H x(a)  est une 
forme linéaire positive sur E. 

2) Soit 1 = (a, b)  un intervalle compact de R, E l'espace de 
Riesz formé des fonctions numériques réglées dans 1 (Fonct. var. 

réelle, chap. II, $1, no 3); l'application x ++ x(t) dt est une forme 

linéaire positive sur E. 

3) Soient F un ensemble quelconque, U un ultrafiltre sur F (Top. 
gkn., chap. 1, 3' éd., 4 6, no 4), E l'espace de Riesz a ( F )  des fonctions 
numériques bornées dans F. Pour tout x E E, limux(t) existe, car 
x(U) est une base d'ultrafiltre sur l'ensemble relativement com- 
pact x(F), et par suite est convergente. En outre, si x 3 0, on a 
lim,x(t) 3 O en vertu du principe de prolongement des inéga- 
lités; l'application x w limux est donc une forme linéaire positive 
sur E. Si on prend pour U l'ultrafiltre formé des ensembles con- 
tenant un élément a E F, on retrouve la forme linéaire positive 
x H x(a) (exemple 1). 

PROPOSITION 1 .  - Soient E un espace vectoriel ordonné, L une 
application de E dans R telle que L ( x  + y)  = L ( x )  + L(y )  et que 
la relation x O entraîne L (x )  3 0 ;  alors, pour tout scalaire A et 
tout x O, on a L(Âx) = AL(x). 

Comme L ( - x )  = - L ( x )  ( L  étant une représentation du 
groupe additif E dans R),  on peut se borner au cas où Â. 2 O. Pour 
tout entier n 3 0, on a L(nx)  = nL(x) ,  d'où L ( ( l / n ) x )  = ( l / n ) L ( x )  
et par suite L(rx)  = rL (x )  pour tout nombre rationnel r 3 0. 
D'autre part L est croissante dans E; si r et r' sont deux nombres 
rationnels tels que r < Â. < r', on a donc rL(x) .< L(Âx) < r lL (x ) ;  
comme rL(x)  et r lL(x)  diffèrent d'aussi peu qu'on veut de RL(x), 
on a L(Âx) = Â.L(x). 

PROPOSITION 2. - Soient E un espace vectoriel réel, C un cône 
convexe de sommet O dans E tel que E = C - C, X H  M ( x )  une 
application de C dans R telle que, pour x E C, y E C, Â. 2 0, p 3 0, 



on ait M(Âx + py) = Â.M(x) + pM(y). Alors il existe une fornze 
linéaire et une seule L qui prolonge M à E. 

En effet, par hypothèse, tout z E E peut s'écrire z = y - x ,  
où x ,  y appartiennent à C ;  en outre, si z = y' - x' avec x' E C, 

E C, on a M ( y )  - M ( x )  = M ( y f )  - M ( x ' ) ;  en effet, de la rela- 
tion y - x = y' - x' , on tire y + x' = x + y', et par suite 
M ( y )  + M ( x l )  = M ( x )  + M(y') .  Désignons par L(z)  la valeur 
commune de M ( y )  - M ( x )  pour toute expression de z comme 
différence y - x de deux éléments de C ;  on vérifie immédiate- 
ment que L est une forme linéaire sur E prolongeant M ;  l'unicité 
de L résulte de ce que C engendre l'espace E. 

PROPOSITION 3.-Soient E un espace vectoriel ordonné 
jïltrant, P l'ensemble des éléments 2 O de E, x H M ( x )  une applica- 
tion de P dans R, à valeurs 3 O et telle que M ( x  + y )  = M ( x )  + M ( y )  
quels que soient x ,  y dans P. Il existe alors une fornze linéaire 
positive et une seule L qui prolonge M à E. 

Comme E = P - P, le même raisonnement que dans la 
prop. 2 prouve d'abord l'existence et l'unicité d'une application 
additive L de E dans R prolongeant M .  La prop. 1 montre alors 
que, pour Â 2 O et pour tout x E P, on a L(Âx) = ILL(x), d'où 
résulte aussitôt que L est une forme linéaire. 

2. Formes linéaire: relativement bornées 

Soit E un espace vectoriel ordonné filtrant. Soit Q l'ensemble 
des formes linéaires positives sur E ;  c'est une partie du dual 
algébrique E* de E (espace de toutes les formes linéaires sur E). Il 
est immédiat que Q + Q c Q et AQ c Q pour tout scalaire > O 
(en d'autres termes, Q est un cône convexe dans E*). En outre, 
on a Q n ( - Q )  = {O), car si L et - L sont toutes deux des 
formes linéaires positives, on a L ( x )  3 O et L ( x )  < O pour tout 
x > O, d'où L ( x )  = O pour tout x >, O, et par suite L = O (no 1, 
prop. 3). L'ensemble Q définit donc sur E* une relation d'ordre 
L < M ,  équivalente a « M - L est une forme linéaire positive sur 
E D, ou encore à « pour tout x 2 O, L ( x )  ,< M ( x )  »; les éléments 
3 O dans E* pour cette structure d'ordre sont les formes linéaires 
positives (ce qui justifie la terminologie introduite). Soit Cl le 
sous-espace vectoriel de E* engendré par Q ,  c'est-à-dire l'ensemble 
des formes linéaires sur E qui sont dijérences de deux formes 
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linéaires positives; nous allons donner une autre caractérisation 
des éléments de R lorsque E est un espace de Riesz. 

DÉFINITION 2.-Etant donné un espace de Riesz E,  on dit 
qu'une forme linéaire L sur E est relativement bornée si, pour tout 
x 2 O dans E, L est bornée dans l'ensemble des y E E tels que l y l  d x. 

THÉORÈME 1.- 1' Pour qu'une forme linéaire L sur un espace 
de Riesz E soit relativement bornée, il faut et il sufit qu'elle soit 
la diflérence de deux formes linéaires positives. 

2" L'espace vectoriel ordonné R des formes linéaires relative- 
ment bornées sur E est un espace de Riesz conzplètement réticulé. 

Si L = U - V, où U et V sont deux formes linéaires positives 
sur E, la relation -x  6 y < x entraîne - U(x) < U ( y )  < U(x) et 
- V(x) < .V(y) < V(x) d'où aussitôt IL(y)l d U(x) + V(x); L est 
donc relativement bornée. Supposons inversement que L soit 
relativement bornée; tout revient à prouver qu'il existe une forme 
linéaire positive N telle que, pour tout x 2 O, on ait N(x) 2 L(x), 
car alors N - L sera une forme linéaire positive. 

Or, si une forme linéaire positive N a cette propriété, on a, 
pour tout x 3 O et pour O < y < x, N(x) 3 N(y) 3 L(y), et par 
suite N(x) 3 sup L(y); si nous prouvons que la fonction numé- 

O < y < x  

rique X H  M(x) = SUP L(y), définie dans l'ensemble P des 
O < y < x  

éléments 3 O de E, se prolonge en une forme linéaire positive 
sur E (qu'on notera encore M), nous aurons démontré la première 
partie du théorème, et prouvé en outre que M est la borne 
supérieure de O et L dans R. Comme M(x) 3 O dans P, tout 
revient à prouver que, pour deux éléments quelconques x 2 0, 
x' >, O de E, on a M(x + x') = M(x) + M(x') (no 1, prop. 3). 
D'après la définition, on a 

M x )  + M x )  = sup L(y )  + sup L(yt) 
O < y < x  O < y ' < x '  

- - SUP L(y + y') d M(x + x'). 
O < y < x ,  O < y ' < x '  

D'autre part, pour tout z tel que O d z < x + x', on a 
x + x' = z + u avec u 3 0 ;  en vertu du lemme de décomposition 
( 5  1, no l), il existe donc deux éléments y, y' tels que O < y 6 x, 
O d y' d x' et que z = y + y', u = (x - y) + (x' - y'); d'oh 



et par suite M(x + x') = sup L(z) d M(x) + M(xf), ce qui 
O < z < x + x '  

achève de démontrer la première partie du théorème. De plus, 
nous avons montré ainsi que Cl est un espace de Riesz, et que, 
pour toute forme linéaire relativement bornée L sur E, et pour 
tout x 3 0, on a 

L+(x) = sup L(y). 
O < y Q x  

Reste à voir que R est complètement réticulé; pour cela il 
suffit de montrer qu'un ensemble H de formes linéaires positives, 
majoré et filtrant pour la relation <, a une borne supérieure 
dans Q. 

Or, on a plus généralement le lemme suivant: 

Lernnze 1. - Soient E un espace vectoriel ordonné jîltrant, 
E* son dual, ordonné en prenant pour éléments positifs les formes 
linéaires positives. Soit (u,) une fanzilleJiltrante croissante d'éléments 
de E*. Si, pour tout x 2 O dans E, on a sup u,(x) < + co, alors la 
fanzille (u,) admet une borne supérieure u dans E*, et pour tout 
x 3 O dans E, on a 

u(x) = sup um(x). 
a 

Dans l'ensemble P des x 3 O dans E, définissons en effet 
l'application u par la formule (2); il est immédiat que pour /Z 2 O 
et x E P, on a u(Ax) = Au(x); pour prouver le lemme, il suffit donc, 
en vertu de la prop. 2 du no 1, de montrer que l'on a 

pour x, y dans P. Or  cela est immédiat si l'on remarque que l'on 
a u(x) = lim u,(x) suivant l'ensemble filtrant des indices (théorème 
de la limite monotone). 

De la formule (1) on déduit aussitôt que si L et M sont deux 
formes linéaires relativement bornées sur E, on a, pour tout 
x 3 0  
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En particulier, si dans la première de ces formules, on rem- 
place M par - L, il vient 

Or, si x = 41 + z,jl 3 O et z 3 0, on a - x < y - z  G x ;  
inversement, la relation lu1 < x entraîne L(u)  < I L I ( I u I )  < ILI(x). 
On en déduit la formule 

PROPOSITION 4. - Pour que deux fornzes linéaires positiws 
L ,  M sur un espace de Riesz E soient étrangères dans l'espace R, 
il fàut et il sufit que, pour tout nonzbre F > O et pour tout x 3 O 
dans E, il existe deux élénzents y 3 0, z 3 O de E tels que x = j1 + z 
et L ( y )  + M ( z )  < t : .  

En effet, d'après la seconde formule (3), cette condition 
exprime que inf (L, M) = 0. 

PROPOSITION 5.-Soit L une jbrnze linéaire positiüe sur un 
espace de Riesz E.  Pour qu'une jiwnze linéaire positive M sur E 
appartienne à la bande engendrée par L dans 0 ,  il faut et il sufit 
que, pour tout x 3 O dans E et tout nonzbre c > O, il existe un 
nonzbre 6 > O tel que les relations O < y d x et L ( y )  < 6 entraînent 
M ( y )  < E .  

Montrons d'abord que la condition cst nécessaire. Si M 3 O 
appartient à la bande engendrée par L dans R, on a ( 5  1 ,  no 5 ,  cor. 
de la prop. 6) M = sup (inf (nL ,  M) ) .  Si on pose 

n 

U n  = M - inf(nL, M ) ,  

U n  est donc une forme linéaire positive sur E et on a inf U ,  = O 
n 

dans R ;  par suite (lemme 1) U,(x) tend vers O lorsque n croît 
indéfiniment, et il existe n tel que Un(x)  < 42.  Le nombre lz 

étant ainsi fixé, on a U,(y) < ~ / 2  pour tout y tel que O < < x ,  
donc la relation O < y < x entraîne 

& 

M(g)  G + inf (nL ,  M ) ( y )  < 2 + nL(y ) ;  



si y est tel que L(y) < ~ / 2 n ,  on a donc M(y) < t', ce qui établit 
notre assertion. 

Montrons maintenant que la condition est sufisante. Pour 
toute forme linéaire positive M sur E, on peut écrire M = U + V, 
où U appartient à la bande engendrée par L dans R et où V est 
étrangère à L, U et V étant positives ( 5  1, no 5, th. 1). Si M satisfait 
à la condition de l'énoncé, il en est de même de V = M - U ,  
puisque O < V < M. Nous allons en déduire que V = O. En effet, 
pour tout x O dans E et tout nombre y > O, i l  existe deux 
éléments y O, z 3 O de E tels que x = y + z et L(y) + V(z) < y 
(prop. 4); donnons-nous arbitrairement un nombre E > O, et 
choisissons < E tel que les relations O < u < x et L(u) < y 
entraînent V ( u )  < E ;  y et z étant alors déterminés comme ci-dessus, 
on a L(y) < y, donc V ( y )  < E et par suite 

E étant arbitraire, on a V(x) = O pour tout x 2 O, c'est-à-dire 
V =  o. 

Exemple. - Soit E un espace de Riesz, muni d'une topologie 
localement convexe, compatible avec sa structure d'espace 
vectoriel ordonné (Esp. vect. top., chap. II, 2" éd., 5 2, no 7). Soit 
E' le dual topologique de E, et supposons en outre que le cône 
P des éléments 2 O de E soit complet pour la topologie aflaiblie 
o(E, Er). Alors toute forme linéaire continue x ' ~  Et est relative- 
ment bornée, car on sait (Esp. vect. top., chap. II, 2" éd., 56,  no 8, 
cor. 2 de la prop. 1) que dans ces conditions, pour tout x > O 
dans E, l'ensemble des y E E tels que lyl < x est compact pour 
o(E, Et). On en déduit que E est alors complètement réticulé; en 
effet ( 5  1, no 3, prop. 2) il suffit de montrer que pour tout ensemble 
H c E majoré et filtrant pour <, le filtre des sections 8 de H 
est convergent dans E pour la topologie o(E, Et) (cette dernière 
étant compatible avec la structure d'espace vectoriel ordonné de 
E). Par  translation, on peut supposer que H c P, et il suffit donc 
de montrer que 8 est unjiltre de Cauchy pour o(E, Et), ou encore 
que toute forme linéaire continue x' E E' a une limite suivant 8. 
Mais cela résulte aussitôt du th. de la limite monotone si x' est 
une forme linéaire positive; et comme toute forme linéaire x' E E' 
est différence de deux formes linéaires positives (th. 1), notre 
assertion est démontrée. 
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EXERCICES 

1)  Soit E l'espace vectoriel des fonctions 

.x H g(.x) = J X , f  ( t )  di 
O 

définies dans l'intervalle (O, 1 )  de R, ,f parcourant l'ensemble des 
fonctions réglées dans (O, 1). Soit P I'ensemble des fonctions croissantes 
appartenant a E. Montrer que P est un cône convexe tel que E = P - P, 
P n (-  P) = {O], et que E, muni de la structure d'ordre définie par la 
relation g - h E P, est un espace de Riesz. 

2) Soit 1 c R un intervalle compact. Montrer que le sous-espace 
de k' formé des restrictions à 1 des fonctions polynômes (à coefficients 
réels) est un espace ordonné filtrant mais n'cst pas un cspacc dc Riesz. 

3) u) Soient E un espace de Riesz, H un sous-espace vectoriel de 
E. On  dit que H est un sous-espace coréticulé de E si, quels que soient 
les éléments x, y de H, sup(x, y) appartient à H. Pour qu'il en soit ainsi, 
il faut et il suffit que la relation x E H entraîne 1x1 E H. 

h) Soient 1 un intervalle compact de R, H le sous-espace de R1 
formé des restrictions a 1 des polynômes du premier degré t ++ at + /). 
Montrer que H n'est pas un sous-espace eoréticulé de RI, mais que H 
est un cspace de Ricsz (pour la structure induite par celle de RI). 

4) Soient E un espace de Riesz, H un sous-espace vectoriel de E. 
On  dit que H est un sous-espace isok de E si les relations x E H, 
lyl < 1x1 entraînent y E H. Soit alors P I'ensemble des éléments x de 
l'espace quotient E/H tels qu'il existe au moins un élément x 3 O dans 
la classe X. Montrer que P est I'ensemble des éléments 3 O pour une 
structure d'ordre sur E/H, compatible avec la structure d'espace vectoriel 
de E/H, et pour laquelle E/H est un espace de Riesz (cf. Alg., chap. VI, 
9 1, exerc. 4). 

5 )  u) O n  dit qu'un espace vectoriel ordonné E est archinzédieiz si 
tout x E E tel que I'ensemble des nx (11 entier 3 0) soit majoré, est 
nécessairement < O (Alg., chap. VI, 9 1, exerc. 31). Montrer quc cette 
condition équivaut i la suivante: l'intersection d'un plan quelconque 
passant par O et du cône convexe P des éléments 3 O de E est un secteur 
angulaire fcrrnc;. Montrer que pour qu'un espace vectoriel ordonné soit 
arehimédien, il faut et il suffit qu'il soit isomorphc à un sous-espace 
d'un espace complètement réticulé (cf. Alg., chap. VI, 4 1, exerc. 31). 

h) Soit F l'espace de Riesz RR des fonctions numériques définies 
dans R, et soit H le sous-espace 8 ( R )  des fonctions bornées dans R ;  
H est un sous-espace isolé de F (exerc. 4). Montrer que l'espace de 
Ricsz E = F/H (exerc. 4) n'est pas archimédien: de façon précise, pour 
tout élément x 3 O de E, montrer qu'il existe y E E tel que y 3 nx pour 
tout entier n 3 0. 

6) Soient E un espace complètement réticulé, V un sous-espace 
vectoriel de E. Montrer que, pour qu'il existe dans E un supplémentaire 
W de V tel que E soit somme directe ordonnée de V et W, il faut et il 
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suffit que V soit une bande; W est alors nécessairement identique à 
la bande des éléments de E étrangers à tous les éléments de V. 

7) Soient E un espace complètement réticulé, H un sous-espace 
isolé (exerc. 4) de E. Si BI et B, sont deux bandes supplémentaires dans 
E, montrer que H est somme directe ordonnée de H l  7 H n B, et de 
H, = H n B,, et que l'espace de Riesz E/H est somme directe ordonnée 
des espaces de Riesz B,/H, et B,/H,. 

8) Soient (E,) une famille d'espaces complètement réticulés, E 
l'espace produit des EL (qui est complètement réticulé). Montrer que 
si B est une bande dans E, chacune de ses projections B, = pr,(B) est 
une bande dans E,, et que B est identique au produit des Br. En déduire 
la détermination des bandes dans l'espace RA des applications d'un 
ensemble A dans R. Montrer que, dans l'espace g(A) des fonctions 
numériques bornées dans A, toute bande est la trace sur W(A) d'une 
bande dans R ~ .  

B 9) Soit E un espace complètement réticulé. On dit qu'un filtre 
5 sur E est majoré (resp. minoré, borné) s'il existe dans 5 un ensemble 
majoré (resp. minoré, borné). Pour un filtre majoré (resp. minoré) 5, 
on appelle limite supérieure (resp. limite inférieure) de 5,  et l'on note 
lim. sup 5 (resp. lim. inf 5 )  l'élément inf(sup X) (resp. sup(inf X)) de E, 

Y Y z. , - 
où X parcourt l'ensemble des ensembles majorés (resp. minorés) de 5. 
Si 5 est borné, on a 1im.inf 5 < lim. sup 5 ;  on dit que 5 a une limite 
ou est convergent pour la structure d'ordre de E, si 1im.sup 8 = 
lim. inf 5 ;  la valeur commune de ces deux éléments se note alors lim 5 ,  et 
on dit que 8 converge vers cet élément de E. Si un filtre borné a une limite, 
tout filtre plus fin a la même limite (pour la structure d'ordre). 

a) Pour qu'un filtre borné 5 ait une limite pour la structure d'ordre, 
il faut et il suffit que inf(sup X - inf X) = O lorsque X parcourt l'ensemble 

" 
A 

des ensembles bornés appartenant à 5 (on pourra utiliser le fait que si, 
dans E, (x,) et (y,) sont deux familles décroissantes minorées ayant 
même ensemble d'indices filtrant à droite, on a 

inf(x, + y,) = inf x, + inf y,; 

pour démontrer cette formule, on remarquera que pour deux indices 
quelconques B, y on a inf(x, + y,) < xp + y?). 

b) Soient A un ensemble filtré par un filtre O, f une application 
de A dans E ;  on dit que f a une limite suivant O, pour la structure 
d'ordre de E, si f (6) est la base d'un filtre borné ayant une limite dans 
E (pour la structure d'ordre). Montrer que si A est un ensemble ordonné 
filtrant, f une application croissante de A dans E, majorée dans A, f a 
une limite suivant le filtre des sections de A, égale a sup f (x). 

x s A  
c)  Soient (E,) une famille d'espaces complètement réticulés, E 

l'espace complètement réticulé produit des E,. Pour que sur E un filtre 
borné 5 soit convergent pour la structure d'ordre, il faut et il sufit 
que pour tout 1 ,  le filtre de base pr,(S) soit convergent dans El ;  si a, 
est sa limite, a = (a,) est alors la limite de 5. 
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11 10) a) Soit E un espace complètement réticulé; il existe sur E une 
topologie Yo(E) qui est la plus fine des topologies 9 sur E pour lesquelles 
tout filtre borné 3 sur E qui converge au sens de la structure d'ordre 
(exerc. 9) converge vers la même limite pour .Y. 

Soient E et F deux espaces complètement réticulés, J'une applica- 
tion de E dans F telle que, pour tout filtre borné 5 sur E convergent 
pour la structure d'ordrc, f ( 8 )  soit une base d'un filtre borné sur F 
qui converge pour la structure d'ordre vers f'(1im 5). Montrer que, dans 
ces conditions, f est continue pour les topologies <Y0(E) et Y,(F). 

b) Déduire de a) que la topologie .Fo(E) est compatible avec la 
structure d'espace vectoriel de E et que l'application x- 1x1 est con- 
tinue pour cette topologie. Prouver que F,,(E) est compatible avec la 
structure d'espace vectoriel ordonné de E ct en déduire que cette 
topologie cst séparée. 

c) Etant donné un ensemble infini quelconque A, soit E = B(A) 
l'espace complètement réticulé des fonctions numériques bornées dans 
A. Soit @ l'ensemble des fonctions numériques cp (finies ou non) définies 
dans A, telles que cp(t) > O pour tout t E A et que, pour tout entier 
n > O, l'ensemble des t E A tels que ~ ( t )  ,< n soitfini. Pour toute fonction 
cp E@, soit V, l'ensemble des x E E tels que 1x1 < cp; montrer que les 
ensembles V, forment un système fondamental de voisinages de O pour 
unc topologie :T,(E) compatible avec la structure d'espace vectoriel 
ordonné de E, et pour laquelle E est séparé et complet. Montrer que 
la topologie ,TO(E) est plus fine que ,T,(E), mais strictement moins fine 
que la topologie de la convergence uniforme dans A (définie par la 
norme ljxll = sup Ix(t)l) (considérer les éléments 1 - cp, de g(A),  où X 

t €A 

parcourt l'ensemble des parties finies de A, cp, étant la fonction 
caractéristique de X). En déduire que, pour qu'une partie de E soit 
bornée (pour la structure d'ordre), il faut et i l  suffit qu'elle soit bornée 
pour la topologie .FO(E) (Esp. vect. top., chap. III,  $2). Montrer que 
tout filtre sur E, borné et convergent pour la topologie Yo(E), est con- 
vergent vers la même limite pour la structure d'ordre. Montrer enfin 
qu'il existe des filtres sur E qui sont convergents pour FO(E)  et non 
bornés. 

il 11) Soient E un espace complètement réticulé, (x,),,, une famille 
d'éléments de E. Pour toute partie finie H de 1, on pose s, = 2 x,;  

(EH 

on dit que la famille (x,),,, est sornrnahle pour la structure d'ordrc de 
E si l'application H H S ,  a une limite (pour cette structure d'ordre) 
suivant l'ensemble ordonné filtrant 8(1) des parties finies de 1;  cette 
limite s est alors appelée la somme de la famille (x,),,, et s'écrit 1 x,. 

LEI  

a) Pour qu'une famille (x,),,, soit sommablc, il faut et il suffit que: 
1" pour toute partie finie H de 1, l'ensemble des IsKI, où K parcourt 
I'ensemble des parties finies de 1 ne rencontrant pas H, ait une borne 
supérieure rH dans E ;  2" l'on ait inf rH = O lorsque H parcourt 8(I) 

H 

(utiliser l'exerc. 9 a)). 
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b) Généraliser aux familles sommables pour la structure d'ordre 
de E les propriétés des familles sommables dans les groupes commutatifs 
topologiques (Top. gén., chap. III, 3' éd., 5 5, prop. 2 et 3 et th. 2). 

c) Soit (x,),,, une famille d'éléments 3 O de E ;  pour que cette 
famille soit sommable, il faut et il suffit que les sommes partielles finies 
s, forment un ensemble majoré (utiliser I'exerc. 9 b)). Si (x,),,, est som- 
mable, et si (y,)',, est une famille d'éléments tels que O < y, < x, pour 

tout 1, montrer que la famille (y,) est sommable et que l'on a 1 y, < 1 x,, 
LEI  L E I  

l'égalité n'ayant lieu que si x, = y, pour tout L E 1. 
d) Soit (x,) une famille d'éléments de E ;  montrer que si la famille 

(lx,[) est sommable pour la structure d'ordre, il en est de même de la 
famille (x,). 

12) Soit E un espace complètement réticulé. Montrer qu'il existe 
une famille (u,) d'éléments > O de E telle que, pour deux indices dis- 
tincts 1, K ,  U, et u, soient étrangers, et que pour tout x > O dans E, il 
existe au moins un indice L tel que inf(x, u,) > O (utiliser le th. de Zorn). 
En déduire que, pour tout x 2 O, il existe une famille (x,) et une seule 
d'éléments 3 O de E telle que, pour tout L,  x, appartienne à la bande B, 
engendrée par u,, et que x = 2 x, pour la structure d'ordre de E (prendre 

c 

pour x, le composant de x dans la bande B,). Inversement, toute famille 
majorée (x,) d'éléments 2 O de E telle que x,  E B, pour tout 1, est som- 
mable dans E (exerc. 11). 

7 13) a) Soit E un espace complètement réticulé. Si u # O est un 
élément quelconque de E, montrer que I'ensemble des x E E tels qu'il 
existe un entier n pour lequel 1x1 < nlul, est un sous-espace Cu complète- 
ment réticulé et coréticulé (exerc. 3) de E. Pour tout x E Cu ,  on désigne 
par IIxll la borne inférieure des scalaires A > O tels que 1x1 < Àlul; 
montrer que llxll est une norme sur Cu  (utiliser le fait que E est archi- 
médien (exerc. 5)), que, muni de cette norme, Cu est complet, et que 
l'on a /lx I l  = sup(llxf 11, /lx- II)). 

b) Soit 9 I'ensemble des composantes de u sur les bandes de l'espace 
C u ;  montrer que 9 est l'ensemble des éléments c de Cu tels que 
O < c < u et inf(c, u - c)  = O (utiliser le th. de Riesz). Montrer que Y 
est fermé dans l'espace normé Cu  et que, pour la relation d'ordre induite 
par celle de C u ,  9 est un réseau booléien achevé (Ens., chap. III ,  2" éd., 
9 1, exerc. 11 et 17 ; il suffit de montrer que, si (c,) est une famille 
d'éléments de Y, sup c, appartient à 9). 

c) Soit x un élément quelconque de Cu;  pour tout Â E R, soit c(A) 
la composante de u sur la bande de Cu engendrée par (Au - x)'. 
Montrer que si Â < p, on a ~ ( l )  < c h ) ;  pour À < - ~IxII, on a c(À) = O, 
et pour À > /lxl], on a c ( 4  = U. Montrer que si c E Y est tel que 
c < c(À), la composante de x sur la bande engendrée par c est < Ac 
(remarquer que les bandes engendrées par c(Â) et par ( lu  - x)' sont 
identiques, et que la composante de Au - x sur cette bande est égale à 
celle de (Au - x)+ ; en déduire que la composante de x sur cette même 
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bande est < k(Â)). Montrer de même que si c E ,Y est tel que c d u - (.(A). 
la composante de x sur la bande engendrée par c est 3 Âc. 

d) On sait (Top. gén., chap. II, 3" éd., 8 4, exerc. 12) qu'il existe un 
isomorphisme de structure d'ordre C H  O, du réseau booléien 9 sur le 
réseau booléien formé des fonctions caractéristiques des ensembles à 
la fois ouverts et fermés d'un espace compact totalement discontinu S. 
Montrer que la relation 1 Alcl = O entraîne que la fonction 1 /Z,HCz est 

1 1 

nulle dans S (utiliser le lemme de décomposition); déduire de cette 
remarque et de c) que l'application c H 0, se prolonge en un isomorphisme 
X H  Ox de l'espace normé Cu sur l'espace normé V(S; R) des fonctions 
numériques (finies) continues dans S, de sorte que (O,)' = d,,. (A l'aide 
de c), montrer que pour tout x E Cu et tout c > O, il existe une suite 
croissante (II,),,,,n de nombres réels tels que A, - A l - ,  < i-: et que 

n 

O < x - 1 Âi , (c(/Zi , ) - ~(2,) )  d eu). 
i = l  

e) Pour que S soit fini, il faut et il suffit que Cu soit de dimension 
finie; en déduire (à l'aide de I'exerc. 12) que tout espace complètement 
réticulé de dimension finie est isomorphe à un espace produit Rn (cf. $2,  
exerc. 7). 

, f )  Montrer que S est un espace extrêmement discontinu (Top. gén., 
chap. 1, 3' éd., fi 11, exerc. 21) (utiliser le fait que 9 est un réseau achevé). 
On appelle espace stonien un espace compact extrêmement discontinu. 
Montrer que si X est un espace stonien, pour toute fonction numérique 
f semi-continue inférieurement dans X, la régularisée semi-continue 
supérieurement g de f (Top. gén., chap. IV, 3e éd., ij 6, no 2) est continue 
(pour tout a < g(x), montrer que x ne peut être adhérent à l'ensemble 
(ouvert) des y tels que g(y )  < a, en remarquant qu'en un point z adhérent 
à cet ensemble, on a f ( z )  d a). En déduire que V(X; R) est alors un 
espace complètement réticulé. Montrer que lorsque l'espace stonien X 
est infini, la borne supérieure dans V(X;R) d'un ensemble majoré 
n'est pas nécessairement égale à son enveloppe supérieure (considérer 
un ensemble ouvert non fermé dans X); toutefois ces deux fonctions 
sont égales dans le complémentaire d'un ensemble maigre (considérer 
l'ensemble des points où leur différence est 3 lln). 

g) Soit X un espace stonien; montrer que si f est une fonction 
numérique bornée, définie dans le complémentaire d'une partie rare 
M de X, et continue dans X - M, alors f se prolonge par continuité 
dans X tout entier (utiliser le fait que V(X; R) est complètement réticulé). 
En déduire que l'ensemble 2(X;  R) des fonctions numériques f finies ou 

- 1 - 1 

non, continues dans X, et telles que f (+ a) et f (-CO) soient rares 
dans X est un espace vectoriel complètement réticulé. 

h) Montrer que la bande Bu engendrée par u dans E est isomorphe 
(en tant qu'espace ordonné) à un sous-espace isolé (exerc. 4) de 2(X;  R) 
(considérer un élément f' 3 O de 9 (X;  R) comme borne supérieure des 
éléments inf (f, n)). 
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14) Soit E un espace de Riesz, muni d'une topologie séparée com- 
patible avec la structure d'espace vectoriel ordonné de E. 

a) Soient K une partie compacte de E, H une partie de K filtrante 
pour la relation 6 ; montrer que le filtre 5 des sections de H est con- 
vergent. (Prouver d'abord que l'ensemble L des majorants de H appar- 
tenant à K est non vide et compact, puis que l'ensemble des valeurs 
d'adhérence de 5 est contenu dans L, et enfin qu'il ne peut exister 
deux valeurs d'adhérence distinctes). 

b) Déduire de a) que si, dans E, tout intervalle (a, b) est compact, 
E est complètement réticulé. 

92 

1) Soient E un espace de Riesz, x un élément >O de E. S'il existe 
une forme linéaire relativement bornée L sur E telle que L(x) # 0, 
montrer que l'ensemble des nx (n entier >O) ne peut être majoré dans E. 
En particulier, montrer qu'il n'existe aucune forme linéaire relativement 
bornée sur l'espace de Riesz E défini dans I'exerc. 5 b) du 9 1. 

B 2) a) Soit L une forme linéaire positive sur un espace de Riesz E. 
On considère un élément a > O de E, et l'ensemble des formes linéaires 
positives M < L telles que: 1" M(x) = L(x) pour tout x tel que 
O < x < a ;  2" M(x) = O pour tout x 2 O étranger à a. Montrer que 
cet ensemble de formes linéaires positives admet un plus grand élément 
La, et que pour tout x 2 O on a La(x) = inf Lb), où y parcourt l'ensemble 
de tous les éléments tels que O < y 6 x et que x - y soit étranger à a. 
Montrer que pour tout scalaire Â > O, on a LA, = La, et que si a et b 
sont étrangers, L,,,, d La + L,. Si E est complètement réticulé, montrer 
que si a et b sont étrangers dans E, on a La+, = L, + L,. 

h)  On prend pour E l'espace de Riesz des fonctions numériques 
finies continues dans l'intervalle 1 = (0, 1) de R, et L(x) = x(i); montrer 
par un exemple que l'on peut avoir La+, < La + Lb pour deux éléments 
étrangers a, b de E. 

3) Soit E un espace complètement réticulé. 
a) Montrer que toute forme linéaire L sur E, continue pour la 

topologie Fo(E)  (9 1, exerc. 10) est relativement bornée et que I L (  
est continue pour F,(E) (raisonner par l'absurde, en remarquant que 
pour tout x E E la suite des éléments xln tend vers O lorsque n croit 
indéfiniment, pour la topologie F,(E)). 

b) Soit A un ensemble infini quelconque, U un ultrafiltre sur A 
dont les ensembles ont une intersection vide. Sur l'espace complètement 
réticulé E = B(A),  on considère la forme linéaire positive x H lim , . x ( r ) ;  
montrer que cette forme linéaire n'est pas continue pour la topologie 
FO(E). 

7 4) Soit E un espace complètement réticulé. 
a) Soit Lune forme linéaire positive sur E, continue pour la topologie 

Fo (E)  (3  1, exerc. 10). Montrer que l'ensemble des x E E tels que 
~(1x1) = O est une bande Z(L). Soit S(L) la bande supplémentaire de 
Z(L) dans E ($1, exerc. 6). 

b) Soient L et M deux formes linéaires positives sur E, continues 
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pour .F,(E). Pour que, dans l'espace R des formes linéaires relativement 
bornées sur E, M appartienne à la bande engendrée par L, il faut et 
il suffit que l'on ait S(M) c S(L). (Pour voir que la condition est suffisante, 
raisonner par l'absurde, en supposant que M ne vérifie pas la condition 
de la prop. 5 ;  on considérera une suite (y,) d'éléments de E tels que 
O < y, d x, Lk,) < 1/2", et Mk,) >, a > O, et on en déduira l'existence 
d'un élément z 3 O dans E tel que L(z) = O et M(z) 3 a). 

c) Soient L et M deux formes linéaires positives sur E, continues 
pour .T,(E). Pour que dans 0, L et M soient étrangères, i l  faut et il 
suffit que S(L) n S(M) = {O). (Pour voir que la condition est nécessaire, 
prouver que si S(L) n S(M) n'est pas réduite à O, les bandes engendrées 
par L e t  M dans R ont un élément # O commun, en utilisant b)). 

71 5) u) Soient E un espace de Riesz, H un sous-espace vectoriel isolé 
de E ( 9  1, exerc. 4). Soit R l'espace des formes linéaires relativement 
bornées sur E, et soit O le sous-espace de R constitué par les formes 
linéaires L E R  qui s'annulent dans H. Montrer que O est un sous- 
espace isolé de R et que O est un espace complètement réticulé iso- 
morphe à l'espace des formes linéaires relativement bornées sur l'espace 
de Riesz E/H. 

b) Pour une application linéaire u de E dans un espace de Riesz F, 
les conditions suivantes sont équivalentcs: 

a)  u(sup(x, Y)) = sup(u(-My)) ; f i )  u(inf(x, y)) = inf(u(x),u(y)) ; 
y) u(xt) = (u(x))+ ; 6) la relation inf(x, y) = O entraîne inf(u(x), uk)) = O. 

On dit alors que u est une application linéaire réticulunte. 
c) Pour qu'un sous-espace vectoriel H de E soit rwximal dans 

l'ensemble des sous-espaces isolés # E, il faut et il suffit qu'il soit de la 
forme Ker(j'), où f est une forme linéaire réticulante # O .  (Utiliser 
Top. gc;n.,.chap. V, 5 3, exerc. 1). 

d )  Donner un exemple d'espacc de Riesz non réduit à O et ne 
contenant aucun sous-espace isolé maximal (cf. jj 1, exerc. 5 b)). 

il 6) Soient E un espace de Riesz, R l'espace complètement réticulé 
des formes linéaires relativement bornées sur E, F un sous-espace 
coréticulé de R ( $  1, exerc. 3). Pour tout x E E, l'application x ' w  (x, x') 
de F dans R est une forme linéaire relativement bornée u, sur F, et 
l'application x- u, est une application linéaire croissante de E dans 
l'espace complètement réticulé R' des formes linéaires relativement 
bornées sur F. Pour que X H  U, soit un isomorphisme de E sur un 
sous-espace coréticulé de R', c'est-à-dire que u, > O entraîne x > O, et 
qu'on ait u,,,~,,,, = sup(u,, u,),il faut et il suffit que les deux conditions 
suivantes soient vérifiées: Io pour tout x > O dans E, il existe .Y' > O 
dans F tel que (x, x') > O ;  2" pour tout couple d'éléments étrangers 
y 3 0, z 2 O de E, pour tout nombre (-: > O et pour tout x' 3 O dans F, 
il existe deux éléments y' 2 0, z' 2 O de F tels que x' = y' + z' et 
(y, y') + (z, z ' )  < e. (Remarquer que si cette seconde condition est 
vérifiée et si v est une forme linéaire positive sur F telle que v 2 u,, 
pour tout x' 2 O dans F et tout c > O, on a v(x') 2 (x+,  x') - E). 

Si la condition 2" est remplie, mais non la condition l", l'ensemble 
des x E E tels que (x, x') = O pour tout x' E F est un sous-espace 
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vectoriel isolé H de E. Par passage au quotient, l'application x-ux 
définit alors un isomorphisme de l'espace de Riesz E/H sur un sous- 
espace coréticulé de R'. 

Lorsqu'on prend F = R, montrer que la condition 2" ci-dessus est 
toujours vérifiée (utiliser I'exerc. 2). 

7 7) Soit E un espace de Riesz de dimension finie n. 
a) Si E est archimédien (5 1, exerc. 5), montrer que le cône P des 

éléments 2 O de E est fermé et a un point intérieur. En déduire que 
l'intersection des hyperplans d'appui de P se réduit à O (utiliser le fait 
que P n (-  P) = {O)). 

b) En utilisant a) et I'exerc. 6, montrer que tout espace de Riesz 
archimédien de dimension n est isomorphe à l'espace produit Rn (cf. 5 1, 
exerc. 13 e)). 

c) Donner un exemple d'espace de Riesz totalement ordonné de 
dimension 2. 

7 8) Soient E un espace de Riesz, (U,) une famille de formes linéaires 
positives sur E. On considère sur E la topologie Y définie par les semi- 
normes ~,(lxl) .  

a) Montrer que le sous-espace H de E formé des x tels que 
~~(1x1)  = O pour tout L ,  est un sous-espace isolé de E (3  1, exerc. 4); l'es- 
pace séparé associé à E est l'espace quotient E/H ; par passage au quotient, 
les U, définissent sur E/H des formes linéaires positiyes u, ,  et la topologie 
quotient sur E/H est définie par les semi-normes U,(Ix/). 

b) Montrer que dans l'espace E, l'application x- 1x1 est uniformé- 
ment continue et en déduire que, si la topologie 9 est séparée, elle est 
compatible avec la structure d'espace vectoriel ordonné de E. 

c )  On suppose que la topologie Y est séparée et que E est com- 
plètement réticulé; montrer que dans E, toute bande B est fermée, et 
que, si B' est la bande formée des éléments étrangers à tous les éléments 
de B, E est somme directe topologique de B et de B'. 

d) On suppose que la topologie est séparée. Soit Ê le complété de 
E ;  si P est l'ensemble des éléments 2 O de E, montrer que l'adhérence 
de P dans Ê définit sur Ê une structure d'espace de Riesz (cf. 5 1, no 2). 

e) Si E est séparé et complet pour la topologie Y ,  montrer que 
pour qu'un ensemble A c E, filtrant pour la relation <, admette dans 
E une borne supérieure, il faut et il suffit que, pour tout indice L,  U,(x) 
soit majorée dans A ;  pour toute fonction numérique f continue et 
croissante dans E, on a alors sup f(x) = f (sup A). En déduire que E 

xoA 

est complètement réticulé. 
f )  On suppose que E est séparé et complet pour la topologie 5. 

Montrer que si un filtre 5 sur E a une limite pour la structure d'ordre 
de E ( 5  1, exerc. 9), il converge vers la même limite pour la topologie 
Y (utiliser e)). 

9) Soient E un espace de Riesz, R l'espace des formes linéaires 
relativement bornées sur E. On considère sur R la topologie définie par 
les semi-normes L- (L[(X), où x parcourt l'ensemble des éléments 3 O 
de E. Montrer que 0, muni de cette topologie, est séparé et complet. 



C H A P I T R E  I I I  

MESURES  S U R  LES ESPACES 
L O C A L E M E N T  C O M P A C T S  

5 1. Mesures sur un espace localement compact 

1. Fonctions continues à support compact 

DÉFINITION 1. -  Soient X un espace topologique, E un 
espuce vectoriel sur R, ou l'espace R. On appelle support d'une 
application f de X dans E et l'on note Supp (f) le plus petit ensemble 
fermé S dans X tel que f(x) = O dans X - S (en d'autres termes, S 
est l'adhérence dans X de l'ensemble des x E X tels que f(x) # O). 

Soient X un espace localement compact, E un espace vectoriel 
topologique sur R ou sur C ;  rappelons que l'on note $?(X ; E) 
l'espace vectoriel des applications continues de X dans E;  lorsque 
E = R ou E = C on supprimera la mention de E dans cette 
notation s'il n'en résulte pas de confusion. Nous noterons 
X ( X  ; E) le sous-espace de W(X ; E) formé des applications con- 
tinues à support compact; pour toute partie A de X, nous noterons 
W(X, A ; E) (resp. X(X, A ; E)) le sous-espace de W(X ; E) (resp. 
X ( X  ; E)) formé des applications f telles que Supp(î) c A. Si 
E = R ou E = C, on écrit X(X)  (resp. X(X,  A)) au lieu de 
X ( X  ; R) ou X ( X  ; C) (resp. X(X7 A ; R) ou X(X, A ; C)) si aucune 
confusion n'en résulte; on désigne par X+(X) le cône convexe 
pointé, formé des fonctions >, O de X(X, R). 

Pour toute partie compacte K de X, l'espace X(X, K ;  E) 
s'identifie à un sous-espace de l'espace de fonctions continues 
W(K; E) (savoir le sous-espace des applications continues de K 
dans E nulles dans la frontière de K). Lorsqu'on munit $?(K; E) 
de la topologie de la convergence uniforme dans K, X(X, K ; E) est 
un sous-espace fermé de W(K ; E). En particulier, lorsque E est un 
espace de Fréchet (resp. un espace de Banach), il en est de même 



de X(X,  K ;  E), car si la topologie de E est définie par les semi- 
normes p, (resp. la norme x- /IxIl), la topologie de X(X, K ;  E) 
est définie par les semi-normes f- sup p,(f(x)) (resp. la norme 
f H SUp Ilf(x) 11, notée Il f 1 1 ) -  XEK 

XEK 

L'espace X ( X  ; E) est réunion de la famille filtrante croissante 
des sous-espaces X(X,  K ;  E), où K parcourt l'ensemble des 
parties compactes de X; en outre, si K I  c K, sont deux parties 
compactes de X, l'injection canonique X(X, KI ; E) -, X(X, K, ; E) 
est continue pour les topologies définies ci-dessus. Si E est locale- 
ment convexe, on peut donc définir sur X ( X ;  E) la topologie 
limite inductive des topologies localement convexes des 
X(X,  K ; E) (Esp. vect. top., chap. II, 2e éd., $ 4, no 4) ; sauf mention 
expresse du contraire, c'est toujours de cette topologie qu'il 
s'agira lorsque nous considérerons X ( X ;  E) comme un espace 
vectoriel topologique. 

PROPOSITION 1.-Soient X un espace localement compact, 
E un espace localement convexe séparé. 

(i) L'espace localement convexe X ( X  ; E) est séparé. Pour 
toute partie compacte K de X, la topologie induite par celle de 
X(X ; E) sur X(X, K ; E) est la topologie de la convergence uni- 
forme dans K, et chacun des sous-espaces X(X, K ; E) est fermé 
dans X ( X  ; E). 

(ii) Si E est produit d'un nombre fini d'espaces localement 
convexes Ei (1 < i d n), l'application f -  (pli O j ') est un isomor- 
phisme de l'espace X ( X  ; E) sur l'espace produit n X(X ; Ei). 

1 < i < n  

(iii) Si X est somme d'une famille d'espaces localement com- 
pacts (X j,,,, l'application f - (f lx,),,, est un isomorphisme de 
l'espace X ( X  ; E) sur l'espace somme directe topologique de la 
famille (X(X, ; E)),,,. 

(i) Notons que, sur X ( X ;  E), la topologie de la convergence 
uniforme dans X est compatible avec la structure d'espace vec- 
toriel de X ( X ;  E), car pour toute f E X ( X ;  E), de support 
(compact) S, l'ensemble f (X) = f(S) u {O) est compact, donc borné 
dans E (Esp. vect. top., chap. III, $ 3, no 1, prop. 1). Comme cette 
topologie Y, est localement convexe et induit sur chacun des 
X(X,  K ; E) la topologie de la convergence uniforme dans K, 
il en est de même de la topologie limite inductive Y sur X(X ; E) 
(Esp. vect. top., chap. II, 2" éd., $4, no 4, Remarque); en outre 
est plus fine que Y,, et Y, est séparée, donc est séparée. Enfin, 
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supposons qu'une fonction f E X(X ; E) soit adhérente à 
X(X, K ; E); par définition, il existe une partie compacte Kr 3 K 
de X telle que f E X(X, K' ; E). D'après ce qui précède, f est 
adhérent à X(X, K ; E) dans l'espace X(X, K r ;  E), donc appar- 
tient à X(X, K ; E). 

(ii) Le critère de continuité dans une limite inductive (Esp. 
vect. top., chap. II, 2" éd., fj 4, no 4, prop. 5) montre aussitôt que 
l'application f H (pr, 0 f )  est continue et qu'il en est de même de 
l'application réciproque (pour cette dernière, il suffit de remarquer 
que si, pour toute fonction f i €  X(X;  Ei), on désigne par f :  
l'application de X dans E telle que pr, 0 f :  = fi, prj 0 f :  = O pour 
j # i, chacune des applications f, - f est continue). 

(iii) Toute partie compacte K de X ne rencontre que les X, 
d'une sous-famille $nie (X,),,, de (X,),,,, et il est immédiat que 
si l'on pose K, = K n X, pour A E H, l'application f H (f 1 X,),,, 
est un isomorphisme de X(X, K ; E) sur fl X(X,, K, ; E). Inverse- 

AEH 
ment, pour toute fonction f, E X(X,; E), soit f i; I'application de 
X dans E telle que f i;lX, = f, et f ;lx, = O pour p # A; il est 
immédiat que l'application f, -fi; de X(X,; E) dans X(X;  E) 
est continue. L'assertion (iii) résulte de ces remarques et du 
critère de continuité dans les limites inductives (Esp. vect. top., 
chap. II, 2" éd., 9 4, no 4, prop. 5). 

PROPOSITION 2. -Soient X un espace localement compact, E 
un espace localement convexe séparé. 

(i) Si E est un espace de Fréchet, 1 'espace X(X;  E) est tonnelé. 
(ii) Si X est paracompact, alors, pour tout ensemble borné B 

de X(X;  E), il existe une partie compacte K de X telle que 
B c X(X, K;  E). 

Supposons que E soit un espace de Fréchet. Pour toute partie 
compacte K de X, X(X, K ;  E) est alors un espace de Fréchet, 
donc tonnelé, et l'on sait qu'une limite inductive d'espaces 
tonnelés est tonnelée (Esp. vect. top., chap. III, fj 1, no 2, cor. 2 de 
la prop. 2), d'où (i). 

Si X est paracompact, on sait (Top. gén., chap. 1, 3e éd., 9 9, 
no 10, th. 5) que X est somme d'une famille (X,),,, d'espaces 
localement compacts dénombrables à /'inJini; donc (prop. 1, (iii)), 
X(X;  E) est somme directe topologique de la famille de sous- 
espaces X(X, ; E) (A E L). En vertu de la caractérisation des 



ensembles bornés dans une somme directe topologique (Esp. vect. 
top., chap. III, 2' éd.), tout ensemble borné dans X ( X ;  E) est 
contenu dans la somme d'un nombre $ni de sous-espaces 
X(X,; E), et il suffira de prouver que tout ensemble borné dans 
X(X,; E) est contenu dans un sous-espace X(X,, KA;  E), où 
K, est compact dans X,. On est ainsi ramené au cas où X est 
dénombrable a l'infini, autrement dit réunion d'une suite d'ouverts 
relativement compacts Un tels que Ü, c U n + ,  (Top. gén., chap. 1, 
3" éd., tj 9, no 9, prop. 15). Alors X ( X ;  E) est limite inductive 
stricte de la suite d'espaces X(X, O,; E), d'où l'assertion (ii) (Esp. 
vect. top., chap. III, 9 2, no 4, prop. 6). 

Nous dirons qu'une partie H de X ( X ;  E) est strictement 
compacte si elle est compacte, et s'il existe une partie compacte 
K de X telle que H c X(X, K ;  E). Il résulte aussitôt de la prop. 2 
que si X est un espace localement compact paracompact et si E 
est séparé, tout ensemble compact dans X(X;  E) est strictement 
compact. On peut donner des exemples d'espaces localement 

I compacts X (non paracompacts) tels qu'il existe dans X ( X ;  R) 
, des ensembles compacts mais non strictement compacts (exerc. 3 

et 4). 
En vertu du th. d'Ascoli (Top. gén., chap. X, 2" éd., tj 2, no 5, 

cor. 3 du th. 2), rappelons qu'une partie strictement compacte 
H de X ( X ;  E), contenue dans X(X, K ;  E), est caractérisée par 
les conditions suivantes : 1" elle est fermée ; 2' elle est équicontinue ; 
3" pour tout x E K, l'ensemble H(x) est relativement compact 
dans E. 

COROLLAIRE. -Soient X un espace localement compact et 
paracompact; si E est un espace localement convexe quasi-complet, 
1 'espace X ( X  ; E) est quasi-complet. 

En effet, il suffit, en vertu de la prop. 2, (ii), de remarquer que 
pour toute partie compacte K de X, X(X, K ;  E) est un sous- 
espace fermé de W(K; E), qui est quasi-complet, toute partie 
bornée de W(K; E) étant formée de fonctions prenant leurs 
valeurs dans une même partie bornée de E. 

2. Propriétés d'approximation 

Lemme 1. - Soient X un espace localement compact, K une 
partie compacte de X, (V,), ,,,, un recouvrement fini de K par 
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des ensembles ouverts dans X .  Alors il existe n applications con- 
tinues fk de X dans (O, l), telles que le support de fk soit contenu 

n 

dans V k  pour 1 k a n, et que l'on ait 1 fk(x) 6 1 pour tout 
k = l  

n 

x E X, et 1 fk (x)  = 1 pour tout x E K. 
k = l  

En effet, soit X' l'espace compact obtenu en adjoignant à 
X un point à l'infini ~ r ,  (Top. gén., chap. 1, 3" éd., § 9, no 8, th. 4); 
les ensembles V ,  = X' - K et V k  (1 < k < n) forment un re- 
couvrement ouvert de X'. Soit ( fk),  , ,,, une partition continue 
de l'unité subordonnée à ce recouvrement de X' (Top. gén., 
chap. IX, 2" éd., 8 4, no 3, prop. 3); les fonctions fk d'indice k 2 1 
répondent aux conditions du lemme. 

Lemme 2. -Soient X un espace localement compact, K une 
partie compacte de X, E un espace localement convexe, q une 
semi-norme continue sur E, un ensemble équicontinu d'applications 
de X dans E, de supports contenus dans K. Alors, pour tout E > 0, 
il existe une partition continue de l'unité (cpj),,j,n sur X, possédant 
les propriétés suivantes : 

(i) Pour 1 j n, on a Supp (qj) c K. 
(ii) Si x j  est un point quelconque de Supp ( p j )  pour 1 a j a n, 

on a, pour toute fonction f E @ et pour tout x E X : 

Pour tout y appartenant à la frontière de K, on a f (y)  = O 
pour toute f E (D, donc il existe un voisinage ouvert V ,  de y dans 
X tel que, pour tout z E V y  et toute f E O, on ait q(f(z)) < &/2. 
Soit Kt l'ensemble des points de K n'appartenant à aucun des 
V, lorsque y parcourt la frontière de K ;  Kt est compact et contenu 
dans l'intérieur de K. L'ensemble (D est uniformément équicontinu 
dans K ;  donc il existe un recouvrement ouvert fini (U , j ) i s j sn  de 
Kt formé d'ensembles ouverts dans X, contenus dans K, tels 
que pour tout couple de points x, y d'un même Uj, on ait 
q( f (x)  - f(y)) < 4 2  quelle que soit f E O. D'après le lemme 1, il 
existe n applications continues c p j  de X dans (O, 1 )  (1 a j n)  

n 

telles que Supp ( p j )  c U j  et que l'on ait 1 cpj(x) a 1 dans X et 
j = l  



n 

1 cpj(x) = 1 dans K'. Pour x j  E Supp (qj) (1 6 j 6 n) et f E cD, 
j =  1 

on a donc, pour tout x E Uj, 

et cette relation est encore vraie si x $ U j  puisqu'alors q ( x )  = 0. 
Par addition on en déduit, pour tout x E X ,  

n 

en posant q0 = 1 - q j ;  d'où (1) pour x E K t  puisqu'alors 
j = l  

cpo(x) = O ;  on a aussi (1) pour x $ K, le premier membre étant 
alors nul. Enfin, pour x E K - K', on a q(f(x)<p,(x)) 6 ~ / 2  par 
définition de K', donc cette relation et (2) entraînent encore (1) 
dans ce cas. 

Soit X un espace localement compact; pour tout espace de 
Banach E (réel ou complexe), nous désignerons par qb(X;  E) 
l'espace vectoriel des applications continues et bornées de X dans 
E ;  on sait que la topologie de la convergence uniforme dans X 
est compatible avec la structure d'espace vectoriel (réel, resp. 
complexe) de gb(X; E), et est définie par la norme 

En outre, l'espace normé ainsi défini est un espace de Banach 
(Top. gén., chap. X, 2' éd., tj 3, no 2 et no 1, cor. 2 de la prop. 3); 
la topologie définie par cette norme sur X ( X ;  E) (autrement dit 
la topologie de la convergence uniforme dans X) est moins fine 
que la topologie limite inductive définie sur X ( X ;  E) au no 1. 

PROPOSITION 3. -Soient X un espace localement compact, 
X' l'espace compact obtenu par adjonction à X d'un point à l'infini 
o (Top. gén., chap. 1, 3' éd., 8 9, no 8, th. 4), E un espace de Banach. 
L'adhérence de X ( X  ; E) dans l'espace normé Ceb(X ; E) est l'espace 
vectoriel des ji~nctions continues dans X, à valeurs dans E et tendant 
vers O au point o. 

Soit en effet f E Vb(X; E) une fonction adhérente à X ( X ;  E); 
pour tout E > O il existe une fonction g E X ( X  ; E), telle que 
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x tend vers o. 

E pour tout x E X ;  si K est le support de g, on a 
pour tout x E GK, donc f(x) tend vers O lorsque 
Inversement, si f possède cette propriété, pour 

tout E > O il existe un ensemble compact K c X tel que llf(x)]l a E 

pour tout x E 1 K. En vertu du lemme 1, il existe une application 
continue h de X dans (O, l ) ,  à support compact, égale à 1 dans K ;  
on a donc If(x)h(x)ll 4 E dans 1 K et f(x) = f(x)h(x) dans K ;  
comme fh est à support compact et que llf(x) - f(x)h(x)ll 6 2.5 
pour tout x E X, la proposition est démontrée. 

Nous noterons VO(X; E) le sous-espace de Vb(X; E) formé 
des fonctions tendant vers O au point à l'infini CO; c'est donc le 
complété de l'espace normé X ( X  ; E). 

PROPOSITION 4.-Soient X un espace localement compact, 
E un espace localement convexe; alors l'espace X ( X ; E )  est 
partout dense dans g ( X ;  E) pour la topologie de la convergence 
compacte. 

En effet, pour tout ensemble compact K c X, il existe une 
fonction h E .%"(X; R)  égale 1 dans K, en vertu du lemme 1 ; 
pour toute fonction f E %(X; E), la fonction hf, qui appartient a 
X ( X ;  E), est égale à f dans K, d'où notre assertion. 

PROPOSITION 5. - Soient X un espace localement compact, 
E un espace localement convcjxe rbel (resp. complexe). Pour toute 
partie compacte K de X, l'espace vectoriel X(X,  K ; R) @ ,E 
(resp. X(X,  K ; C) @ ,E) (identifié à un ensemble d'applications 
de X dans E, cf. Alg., chap. II, 3' éd., $7 ,  no 7, cor. de la prop. 15) 
est dense dans X(X, K ; E) ; l 'espace vectoriel .X(X ; R) @ RE 
(resp. X ( X  ; C) @ ,E) est dense dans X ( X  ; E). 

La seconde assertion étant conséquence évidente de la 
première, il suffit de prouver celle-ci. Or, appliquons le lemme 2 
en prenant @ réduit à un élément f de X(X, K ;  E);  on a alors, 
pour tout x E X 

où les qj appartiennent à X ( X ,  K ; R ) ;  comme l'application 
n 

x - qj(x) f (xj) est canoniquement identifiée à l'élément 
j = l  
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C ( p j  @ f (xj), cela démontre la proposition, par définition de la 
j =  1 

topologie de X(X, K ; E). 

3. Définition d'une mesure 

DÉFINITION 2. -On apelle mesure (ou mesure complexe) 
sur un espace localement compact X, toute forme lin'éaire continue 
sur X ( X  ; C). 

Si p est une mesure sur un espace localement compact X, 
la valeur de cette mesure pour une fonction f E X ( X  ; C) s'appelle 
l'intégrale de f par rapport à p ;  outre les notations générales 
p( f )  et <f, p), on emploie aussi, pour la désigner, les notations 
J f dp, j" fp, J f (x) dp(x) et Jf(x)p(x); pour l'emploi de la lettre x, 
voir Ens., chap. 1, fj 1, no 1. 

En vertu du critère de continuité dans les limites inductives 
(Esp. vect. top., chap. II, 2' éd., tj 4, no 4, prop. 5), dire que y est 
une mesure sur X signifie encore que p est une forme linéaire 
sur X ( X ;  C) satisfaisant à la condition suivante: pour toute 
partie compacte K de X, il existe un nombre MK telle que, pour 
toute fonction f E X ( X ;  C) dont le support est contenu dans K, 
on ait 
(4) I f  l K I l  f I l  (avec Il f Il = sup lf(x)l). 

xsx 

Plus généralement : 

PROPOSITION 6. -Soient X un espace localement compact, 
(Ka) une famille de parties compactes de X dont les intérieurs & 
forment un recouvrement de X. Pour qu'une forme linéaire p sur 
X ( X ;  C) soit une mesure sur X, il faut et il sufit que, pour tout a, il 
existe un nombre M, tel que 1 'on ait 

pour toute fonction f E X ( X ,  Ka ;  C). 
La condition étant évidemment nécessaire, il suffit de prouver 

que (5) entraîne (4) pour toute partie compacte K de X. Or  K est 
recouvert par un nombre fini d'ensembles ouverts K , ~  (1 < i < n) ; 
appliquant à K et aux ftai le lemme 1 du no 2, il existe des fonctions 
g i  >, O continues dans X, telles que Supp (gi) c Ka,, 

n 
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n 

pour tout x E X et gi(x) = 1 pour 
i = l  

f E X(X,  K ; C), on peut donc écrire J' 

Chap. III, 3 1 

x E K. Pour toute fonction 
n 

Nous désignerons par A ( X ; C ) ,  ou simplement &(X) si 
aucune confusion n'en résulte, l'espace vectoriel des mesures sur X, 
autrement dit le dual de .X(X; C). On sait que pour tout ensemble 
6 de parties bornées de X ( X ;  C), on a défini sur A ( X ;  C) la 
G-topologie, qui est localement convexe (Esp. uect. top., chap. IV, 
5 2, no 3). Nous désignerons l'espace vectoriel topologique 
obtenu en munissant . #(X; C) de la 6-topologie par AG(X ; C), 
ou AG(X). 

PROPOSITION 7. - Pour tout ensemble (5 de purties hornkes 
de .Y (X ; C) qui est un recouvrement de .X(X ; C), 1 'espace . &,(X ; C) 
est sc;pctrc; e l  quasi-complet. 

Cela résulte de ce que .X(X; C) est tonnelé (Esp. vect. top., 
chap. III, 5 3, no 7, cor. 2 du th. 4). 

Exemples de mesures. - 1. Mesures atomiques. Soient X un 
espace localement compact, a un point de X;  l'application 
f H f (a) de X dans C vérifie évidemment la condition (4) avec 
MK = 1 pour toute partie compacte K de X contenant a, donc 
est une mesure sur X, qu'on désigne par s,; on dit que c'est la 
mesure de Dirac au point a, ou encore la mesure définie par la 
masse unité placée au point a. 

Plus généralement, soit cc une application de X dans C, telle 
que, pour toute partie compacte K de X, on ait lcc(x)l < + m. 

xtK 

Alors, pour toute fonction f E .X(X, K ; C), la somme 

est définie, étant égale à C a(x) f (x); il est clair que ,u est une 
x EK 

forme linéaire sur .X(X ; C), et que pour f E X(X,  K ; C), on a 

autrement dit la condition (4) est vérifiée. 



On dit qu'une mesure p sur X est atomique s'il existe une 
application a de X dans C telle que lor(x)l < + cc pour toute 

XEK 

partie compacte K de X, et telle que p soit égale à la mesure 
définie comme ci-dessus. Si N est l'ensemble des x E X tels que 
a(x) # O, la condition imposée à a entraîne que pour toute partie 
compacte K de X, K n N est dénombrable. On dit aussi que p est 
définie par les masses a(x) placées aux points x E N. Si l'on suppose 
que N n K est jîni pour tout ensemble compact K c X, on a 
évidemment la(x)l < + CO; il revient au même de dire que 

x EK 

N est un sous-espace fermé et discret de X, car tout point de X 
possède alors un voisinage compact ne contenant qu'un nombre 
fini de points de N, et inversement, s'il en est ainsi, toute partie 
compacte de X peut être recouverte par un nombre fini de tels 
voisinages. Lorsque N est fermé et discret, toute mesure atomique 
définie par une fonction a telle que ~ ( x )  = O dans IN est appelée 
mesure discrète sur X (cf. § 2, no 5). 

II. Mesure de Lebesgue. Pour toute fonction f E X ( R  ; C), il 
existe un intervalle compact (a, b )  de R en dehors duquel f est 
nulle. L'intégrale 

est donc définie; en outre, d'après le th. de la moyenne (Fonct. 
var. r<;elle, chap. II, 9 1, no 5, prop. 6), on a II( f ' ) l  < (b - a)ll f 1 1  ; 
cela montre que f H I(f) est une mesure sur R, qu'on appelle 
mesure de Lebesgue. 

Pour tout intervalle J (borné ou non) de R, on appelle de 
même mesure de Lebesgue sur J la mesure f'l-, j, f (x) dx, forme 
linéaire sur X(J ; C) (l'intégrale ayant un sens puisqu'il existe un 
intervalle compact (a, b) contenu dans J en dehors duquel f est 
nulle). 

III. Soit g une application continue d'un intervalle compact 
1 c R dans C,  admettant une dérivée continue dans 1. Soit 
i- = g(I), qui est un sous-espace compact de C ;  l'application 

de %(r; C) dans C est une forme linéaire continue en vertu du 
th. de la moyenne, donc une mesure complexe sur r ;  l'intégrale 
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relative à cette mesure s'écrit aussi Sr f ( z )  dz, bien qu'elle dépende, 
non seulement de r, mais de g. 

Remarque. -La donnée d'une mesure p sur un espace 
localement compact X définit sur X (avec la topologie de X) une 
structure 9'. Soient X1 un second ensemble, cp une application 
bijective de X sur X, ; conformément aux définitions générales 
(Ens. R, tj 9), la structure 9, obtenue en transportant à X1 la 
structure 9' de X au moyen de cp, se définit de la façon suivante. On 
transporte par cp la topologie de X a X1 ; les fonctions de X(X,  ; C) 
sont alors les fonctions f telles que f. cp appartienne à X ( X  ; C),  
et la mesure pl  sur XI est définie par pl(  f )  = p( f 0 cp). 

En particulier, un automorphisme de la structure 9' est un 
homéomorphisme a de X sur lui-même tel que l'on ait 

pour toute fonction f E X ( X  ; C); on dit encore alors que la mesure 
p est invariante par l'homéomorphisme o. 

Exemple. -La mesure de Lebesgue sur R est invariante par 
toute translation du groupe additif R. En effet, pour toute fonction 
f E X ( R  ; C) et tout nombre réel a, on a, par la formule du change- 
ment de variables (Fonct. var. réelle, chap. II, fj 2, no 1, formule (1)) 

+ m  

f-. 
Pour une généralisation, voir chap. VIL 

4. Produit d'une mesure par une fonction continue 

Soient X un espace localement compact, g une application 
continue de X dans C. 11 est clair que f H gf est une application 
linéaire de X(X; C) dans lui-même; montrons que cette applica- 
tion est continue. En effet, pour toute partie compacte K de X, 
et toute fonction f E X(X,  K ; C), on a gf E X(X, K ; C) ; en outre, 
si bK = sup Ig(x)], on a jlgf j j  < bKll f 11, d'où notre assertion 

x EK 

(Esp. vect. top., chap. II, 2e éd., 4, no 4, prop. 5). La transposée 
de cette application linéaire continue (Esp. vwt. top., chap. II, 
2e éd., 6, no 4) est donc une application linéaire de &(X; C) 
dans lui-même, que l'on note P H  g .p  (OU P H  gp si cela 
n'entraîne pas confusion). Si v = g.p, on a donc, pour toute 
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fonction f E X ( X  ; C), 

OU encore 

(ce que l'on abrège sous la forme dv(x) = g(x)dp(x)). On dit 
que g.11 est le produit de la mesure ,u par la fonction g, ou encore 
la mesure de densité g par rapport à y (cf. chap. V, $5). Si gl,  g, 
sont deux applications continues de X dans C, p l ,  y, deux mesures 
sur X, on a 

On a en outre 1 .p  = ,u (1 désignant ici la fonction constante 
égale à 1 dans X); muni de la loi de composition externe 
(g, y) ++ g. p et de sa structure additive, l'ensemble &(X ; C) 
est donc un module sur l'anneau %(X; C). 

5. Mesures réelles. Mesures positives 

Soit X un espace localement compact. L'espace vectoriel 
réel X ( X ;  R) est un sous-espace de l'espace vectoriel réel sous- 
jacent à l'espace vectoriel complexe X ( X ;  C); en outre, l'applica- 
tion (f,, f,) H f1 + if, est un isomorphisme de l'espace vectoriel 
topologique produit .ifr(X; R) x X ( X ;  R) sur l'espace vectoriel 
topologique réel X ( X  ; C) (no 1, prop. 1). 

Pour toute mesure (complexe) p E &(X ; C), la restriction 
po de p à X ( X ;  R) est une application R-linéaire continue de 
X ( X ;  R) dans C ;  cette restriction détermine d'ailleurs y, car si 
f = f,  + if2 avecfi,f2 dans x ( X ;  RI, on a A S )  = yO(fl) + i,uo(.fr). 
Réciproquement, soit y, une application R-linéaire continue 
de Y ( X ;  R) dans C ;  i l  est clair que l'application 

est une mesure (complexe) sur X. O n  peut donc identifier toute 
mesure sur X à sa restriction à X ( X  ; R). 

Soit y une mesure sur X. On appelle mesure conjuguée de 

y la mesure f i  définie par p(f) = y(f) pour toute fonction 
f E X ( X  ; C); il est clair en effet que p est une forme C-linéaire 
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et qu'elle est continue dans X ( X ;  C) ;  on a évidemment ,E = p, 
et pour deux mesures p, v et deux scalaires a, p dans C, 

(ap + pv) = a . p  + B.F. 
Plus généralement, pour toute fonction g E W(X ; C) et toute 
mesure p sur X, on a 

comme il résulte aussitôt de la définition (no 4). 
On dit qu'une mesure p sur X est réelle si jï = p ;  d'après ce 

qui précède, il revient au même de dire que pour toute fonction 
f E X ( X ;  R), p( f )  est un nombre réel. Si l'on identifie une mesure 
réelle à sa restriction à X ( X ;  R), on peut donc dire que l'ensemble 
des mesures réelles sur X est le dual de l'espace localement convexe 
réel X(X ; R) ; c'est un espace vectoriel réel que l'on note A ( X  ; R) 
(ou parfois A ( X )  lorsque cela ne crée pas de confusion). La 
mesure de Lebesgue sur R est une mesure réelle, ainsi que la 
mesure de Dirac E, pour tout point a E X. Si g E W(X; R) et si p 
est une mesure réelle, il en est de même de g .p  en vertu de (7). 

Soit p une mesure (complexe) sur X. En vertu de la définition 
précédente, les mesures p l  = (p + p)/2 et pz = (p - p)/2i sont 
réelles; on les appelle respectivement partie réelle et partie 
imaginaire de p et on les note respectivement .G?p et 9 p ;  ces 
mesures sont encore caractérisées par le fait que, pour toute 
fonction f E X ( X  ; R), on a 

On a évidemment 

L'espace X ( X ;  R) des fonctions numériques continues dans 
X et à support compact est évidemment un espace de Riesz pour 
la relation d'ordre f < g. Nous dirons qu'une mesure réelle p 
sur X est positive si, pour toute fonction f 3 O appartenant à 
X ( X ;  R), on a p( f )  3 0;  c'est donc une forme linéaire positive 
sur l'espace de Riesz X ( X  ; R) (chap. II, $ 2, no 1, déf. 1). Inverse- 
ment : 

THÉORÈME 1. - Toute forme linéaire positive sur l'espace de 
Riesz X ( X  ; R) est une mesure réelle (positive) sur X. 



En effet, soit p une forme linéaire positive sur X ( X ;  R), 
et soit K une partie compacte de X. II existe une application 
continue fo de X dans (O, 11, à support compact, telle que fo(x) = 1 
dans K (no 2, lemme 1). Pour toute fonction g E X(X,  K ; R), 
on a donc - llgll f o  < g G Ilgll f o ,  et par suite I&)l G l(gJl - ~ ( f o ) ,  
ce qui démontre le théorème. 

On désigne par A + ( X )  le cône pointé des mesures positives 
sur X (ou ce qui revient au même, le cône des formes linéaires 
positives sur l'espace de Riesz X ( X  ; R)). 

THÉORÈME 2. - Toute mesure réelle sur un espace localement 
compact X est diflérence de deux mesures positives. 

En vertu du th. 1 et du chap. II, 5 2, no 2, th. 1, tout revient 
à prouver qu'une mesure réelle p sur X est une forme linéaire 
relativement bornée sur l'espace de Riesz X ( X ;  R). Or, soit f 
une fonction continue 3 O dans X, a support compact K ;  la 
relation O < g < ,f dans X ( X ;  R) entraîne que I(gl/ < I l  f 1 1  et 
que le support de g est contenu dans K. Par  hypothèse, il existe 
un nombre MK 2 O tel que l'on ait Ip(h)l < M K .  llhll pour toute 
fonction h E X(X,  K ; R); on a donc (p(g)l < M K .  llgll G MK.  11  f I l ,  
ce qui prouve le théorème. 

L'espace A ( X ;  R) des mesures réelles sur X est donc iden- 
tique à l'espace des formes linéaires relativement bornées sur 
l'espace de Riesz X ( X  ; R) ; rappelons que dans A ( X  ; R), la 
relation d'ordre p 6 v signifie que v - p est une mesure positive, 
ou encore que, pour toute fonction f E X+(X), on a p( f )  < v( f ). 

THÉORÈME 3. - L'espace A ( X  ; R) des mesures réelles sur 
un espace localement compact X est complètement réticulé. 

Cela résulte du chap. II, rj  2, no 2, th. 1. 

Conformément aux notations du chap. II, $2, on posera, 
pour toute mesure réelle p sur X, 

on a p = p +  - p-, /pl = p' + p-  et inf(p+,  p-)  = O. En outre, 
pour toute fonction f E X + ( X ) ,  on a 
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d'où en particulier, pour toute fonction f E X ( X ;  R) 

Cette inégalité est encore vraie si f E X ( X ;  C) ;  en effet, en 
multipliant f par un nombre complexe de valeur absolue 1 (ce qui 
ne modifie pas les deux membres), on peut supposer que f' dp 3 O. 
Alors lSf dPl = Sf d~ = S ( 9 f )  dP < S /"I dJPI < 5 If 1 d l 4  

6. Valeur absolue d'une mesure complexe 

Soit p une mesure complexe sur un espace localement 
compact X ;  pour toute fonction f E X+(X), le nombre réel positif 

est $ni, car la relation lgl < f entraîne Supp(g) c Supp(f) et 
llgll < I l  f 11, donc notre assertion résulte de la formule (4) du 
no 3. Montrons que L se prolonge d'une seule manière en une 
mesure positive sur X ;  compte tenu du no 5, th. 1, et du chap. II, 
$2, no 1, prop. 3, i l  suffira de montrer que si f,, f, sont deux 
fonctions de X+(X), on a L(f, + f,) = L(f,) + L(f,). Or, si 
lg,( < fi, J g 2 1  < fi, g, et g, étant deux fonctions de X ( X ;  C), 
on a Igl + [g,l G fl + f, quel que soit le nombre complexe ( de 
valeur absolue 1, donc 

Mais on peut supposer [ choisi de sorte que 

I~(g1) + iPk2)l = I ~ k l ) l  + Ip(g2)l ; 
comme Ip(gi)l est arbitrairement voisin de L(J )  (i = 1, 2) cela 
prouve que L(fi) + L( f,) d L( f, + f,). Considérons d'autre part 
une fonction g E X ( X ;  C) telle que l g l  < f, + f,. La fonction gi 
égale à di/( f ;  + f2) aux points où f,(x) + f,(x) # O, à O ailleurs 
(i = 1, 2), est continue dans X, car A/( f, + f,) (i = 1, 2) est con- 
tinue en tout point où fl(x) + f,(x) # O et on a lgi(x)l < Ig(x)l 
pour tout x E X, ce qui prouve la continuité de g, aux points où 
fl(x) + f2(x) = O (i = 1, 2), puisqu'en ces points on a aussi 
g(x) = O. 11 est clair que lgil <f i  (i = 1, 2) et g = g, + g,, donc 
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lp(g)l a l,l(g*,l + I P ( ~ , ) /  G L(fA + L(f2); comme I ~ k ) l  est arbi- 
trairement voisin de L( f ,  + f,), on a L( f, + f,) L( f,) + L( f2), 

ce qui achève de prouver notre assertion. 
Lorsque p est une mesure réelle, il résulte de la formule (9) que 

l'on a )pl < L ; mais d'autre part, en vertu de la fin du no 5, on a, 
pour g E m x  ; C) et Jgl < f E %+ (XI, 1 Sg d ~ l  G S Isl d l ~ l  d S f d l 4  
donc par définition L < \pl, autrement dit L = 14 

On désigne encore la mesure positive L par (pl pour une 
mesure complexe quelconque p, et on dit que (pl est la valeur 
absolue de p. La définition de /pl s'écrit donc 

et par suite on a, pour toute fonction g E X ( X ;  C )  

II est clair que pour tout scalaire a E C et toute mesure p 
sur X, on a 

(14) I R P I  = Id.  I P I .  
D'autre part, si p et v sont deux mesures sur X, f une fonction 

de X+(X), g une fonction de X ( X  ; C )  telle que I g l  < f ,  on a 

d'où 

Avec les mêmes notations, les relations l g l  < f et lgl < f sont 
équivalentes, donc on a 

On déduit de (14), (1 5 )  et (1 6) que l'on a 

PROPOSITION 8. -Si p est une mesure sur X, on a, pour 
toute fonction h E V(X ; C), 

(18) Ih pl g lhl . 1~1. 

En effet, si j ' ~  X+(X) et si g E .X(X; C )  est tel que lgl G f; 
on a, en vertu de (13), 1 Sgh dpl a S Ighl dIpI < î f  [hl dlpl, ce qui 
prouve (1 8). 
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7.  Définition d'une mesure par prolongement 

Soit X un espace localement compact; si V est un sous- 
espace vectoriel dense dans X ( X  ; C), il est clair que deux mesures 
pl ,  p, sur X qui coïncident dans V sont égales, et que toute 
forme linéaire sur V continue pour la topologie induite par celle 
de X ( X ;  C )  se prolonge (d'une seule manière) en une mesure 
sur X. Un critère plus maniable pour les mesures positives est 
le suivant : 

PROPOSITION 9. -- Soit V un sous-espace vectoriel de X ( X  ; R) 
possédant la propriété suivante : 

( P )  Pour toute partie compacte K de X, il existe une fonction 
f E V telle que f >, O et que f ( x )  > O pour tout x E K .  

Dans ces conditions, toute Jorme linéaire positive sur V pour 
l'ordre induit par celui de X ( X ;  R) (chap. II, tj 2, no 1, déf. 1) 
se prolonge en une mesure positive sur X (qui est unique lorsque 
V est dense dans X ( X  ; R)). 

Pour toute fonction f E X ( X ;  R), de support K ,  il existe 
une fonction g E V telle que f < g:  il y a en effet une fonction 
h 3 O dans V telle que h(x) > O pour tout x E K ;  si l'on pose 
a = inf h(x), on a donc a > O, et la fonction (a- l l l  f 1l)h = g 

XEK 

répond à la question. Il suffit par suite d'appliquer le th. 1 du 
no 5 et la prop. 1 d'Esp. vect. top., chap. II, 2" éd., 5 3, no 1. 

8. Mesures bornées 

Soit X un espace localement compact. Comme la topologie 
induite sur X ( X ;  C) par celle de Vb(X; C) est moins fine que la 
topologie limite inductive sur X ( X ;  C), une mesure sur X n'est 
pas nécessairement continue pour la topologie de la convergence 
uniforme dans X. 

DÉFINITION 3. -On dit qu'une mesure sur un espace locale- 
ment compact X est bornée si elle est continue dans X ( X ;  C )  
pour la topologie de la convergence uniforme. 

11 revient au même de dire qu'il existe un nombre fini M 3 O 
tel que pour toute fonction f E X(X;  C), on ait 

(19) l p (  f ) 1  < M 11 f 1 (où 1 1  f 11  est définie par la formule (3) du no 2). 



Dire que p est une mesure bornée signifie donc que p 
appartient au dual de l'espace X ( X ;  C )  normé par 1 1  f 1 1 ;  nous 
désignerons ce dual par d l ( X  ; C)  (ou simplement A 1 ( X )  si cela 
n'entraîne pas de  confusion). On sait que J&' '(X ; C) est muni 
d'une norme, IIp/I étant le plus petit des nombres M 3 0 pour 
lesquels l'inégalité (19) a lieu pour toute fonction f E X ( X ;  C), ou 
encore 
(20) I l  = SuP l ~ ~ . f ' ) l .  

l l f  Il s 1 . f r n X ;  Cl 

Muni de cette norme, on sait que d l ( X ;  C) est un espacep de 
Banuch (Esp. vect. top., chap. IV, 6 5, no 1). 

La définition de 1/p)1 par la formule (20) s'étend à toute 
mesure ,u sur X et on dit encore, par abus de langage, que II,uII 
est la norme de p ;  pour que p soit bornée, il faut et il suffit que 
/1p1/ soit fini. 

Si X est compact, toute mesure sur X est bornée. 

Exemples. - 1) La mesure E, définie par la masse unité en un 
point a E X est bornée, et on a I I E , ~ ~  = 1. 

2) La mesure de Lebesgue sur R n'est pas bornée: en effet, pour 
tout entier n > O, il existe une fonction f E X ( R ;  C), à valeurs 
dans (O, 1 ) et égale a 1 dans l'intervalle ( - n, n )  (no 2, lemme 1) ; 
on a donc Il f 11 = 1 et 

ce qui prouve qu'il n'existe aucun nombre fini M vérifiant la 
relation (1 9). 

3) Sur la droite numérique R, l'application 

est une mesure bornée, car pour toute fonction f E X ( R ;  C), on a 

'" f (x) dx 
+ a i  

d x 

Comme les relations I l  f 1 < 1 et I I J ' l I  d l sont équivalentes, 
il résulte de (20) que pour toute mesure ,u sur X, on a 

PROPOSITION 10. - Pour toute mesure p sur X, on a 
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En effet, compte tenu de la formule (12) qui définit la valeur 
absolue d'une mesure, le second membre de (22) s'écrit 

COROLLAIRE 1. -Pour toute mesure ,u sur X, les normes de 
p et de /pl sont égales; pour que p soit bornée, il faut et il sufit 
que 1p1 le soit. 

COROLLAIRE 2. -Pour toute mesure ,u sur un espace corn- 
pact X ,  on a 

(23) I P I I  = I ~ l ( 1 )  = /dlal. 

Cette formule sera généralisée au chap. IV, tj 4, no 7 

Sur un espace compact X, pour toute mesure p (complexe) 
sur X, le nombre complexe p(1) est appelé la masse totale de p. 
Lorsque p est positive, sa masse totale est donc égale à sa norme. 
Lorsque p est une mesure positive sur un espace compact X, de 
masse totale égale à 1, on dit encore que sa valeur p( f )  pour 
une fonction continue f E W(X ; C) est la moyenne de f par rapport 
à la mesure p. 

COROLLAIRE 3. -Pour toute mesure réelle p sur un espace 
localement compact X, on a 

(24) SUP 
= lir 1 6 i,,~xrx; w IAf Il. 

11 suffit d'utiliser la formule (22) et l'expression (9) de I,ul(f) 
lorsque p est une mesure réelle et f E X+(X). 

L'ensemble des mesures réelles bornées est donc le dual de 
l'espace normé X ( X ;  R); on le note A 1 ( X ;  R), ou .H1(X) s'il 
n'en résulte pas de confusion. L'injection canonique 

&l(X; R) + A 1 ( X ;  C) 

est une isométrie en vertu de (24). 

PROPOSITION I l .  - Si p et v sont deux mesures positives sur 
X, on a IIlr + vll = I I P I I  + llvll. 

En effet, les fonctions f E X ( X ;  R) telles que O 6 f < 1 
forment un ensemble filtrant S pour la relation 6 .  Pour une 



mesure positive p sur X, il résulte donc de (22) et du th. de la 
limite monotone, que l'on a IIpII = lim p(f) ;  la conclusion de la 

f ES 

proposition en résulte aussitôt. 

COROLLAIRE 1. -Si p et v sont deux mesures positives sur X 
telles que p < v, on a I I p / /  d Ilvil ; en particulier, si v est bornée, 
1-1 l'est aussi. 

En effet, on a Ivll = llpll + ilv - PI[. 

COROLLAIRE 2. - Pour toute mesure réelle p sur X, on a 

Il4 = Ib+Il + Ilp-Il. 

En effet (cor. 1 de la prop. IO), la norme de p est égale à 
celle de lpl = p +  + p-. 

PROPOSITION 12. -Si  p est une mesure bornée sur X et g une 
application continue et bornée de X dans C, la mesure g . p  est 
bornée et l'on a I/g.pl/ d ligl]. 11p11. 

En effet, pour toute fonction f E X ( X ;  C), on a 

9. Topologie vague sur l'espace des mesures 

Soit X un espace localement compact. Sur l'espace A ( X ;  C), 
on peut considérer la topologie de la convergence simple dans 
X(X ; C), que nous appellerons topologie vague sur M(X ; C). 

Comme X(X ; C) = X(X ; R) + iX(X ; R), la topologie vague 
sur A ( X ;  C) est définie par les semi-normes sup Ip(J;:)l, où 

1 < i < n  

(f;:)isiQn est une suite finie quelconque de fonctions de X ( X ;  R) 
(ou de X+(X)). Dire qu'un filtre 5 sur A ( X ;  C) converge vague- 
ment vers une mesure p0 signifie que, pour toute fonction 
f E X(X ; R), on a pO( f )  = lim,, sp( f ). Pour toute fonction 
f E X(X ; C), l'application p H p( f )  est une forme linéaire vague- 
ment continue dans I'espace A(X ; C). 

PROPOSITION 13. - Soient X un espace localement compact, et, 
pour tout x E X, soit E, la mesure de Dirac au point x. L'application 
x +-+ E ,  est un homéomorphisme de X sur un sous-espace de l'espace 
A ( X ;  C) des mesures sur X, muni de la topologie vague. En outre, 
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si X '  désigne l'espace compact obtenu en adjoignant à X un point 
à 1 'injini a, r ,  tend vers O lorsque x tend vers m. 

Pour toute fonction f E X ( X  ; C), on a ( f ,  E,) = f (x) ; comme 
f 'est continue, cela prouve que l'application x - E, est continue. 
Si x, y sont deux points distincts de X, il existe une fonction 
f E X ( X ;  C) telle que f ( x )  = 1, f(y) = O (no 2, lemme l ) ,  ce qui 
prouve que E, f: E,,; donc l'application x - E, est injective. En 
outre, pour toute fonction f E X ( X  ; C), (f, E,) tend vers O par 
définition lorsque x tend vers a, donc x- E, se prolonge par 
continuité à X' = X u (a). en prenant la valeur O au point w. 
Cette application prolongée est encore injective, puisque r ,  # O 
pour tout x E X. C'est donc un homéomorphisme de l'espace 
compact X' sur un sous-espace de &(X ; C), puisque &(X ; C) est 
séparé pour la topologie vague (Top. gén., chap. 1, 3e éd., 5 9, 
no 4, cor. 2 du th. 2). 

PROPOSITION 14. - Dans l'espace &(X ; C) des mesures sur un 
espace localement compact X, le cône &+(X) des mesures positives 
est complet pour la structure uniforme déduite de la topologie vague 
(et par suite vaguement fermé dans A ( X ;  C)). 

En effet, considérons un filtre de Cauchy <D pour la structure 
uniforme vague sur M + ( X ) ;  par définition, po(f)  = lim,,,p(f') 
existe pour toute fonction f E X ( X ;  C), et en vertu du principe 
de prolongement des inégalités, on a po(f)  2 O pour toute 
fonction f E X+ (X); p0 est par suite une mesure positive sur X 
(no 5 ,  th. 1). 

On notera que l'espace &(X; C) (ou M(X; R)) lui-même n'est 
pas nécessairement complet pour la structure uniforme vague (Esp. 
vect. top., chap. IV, tj 1, exerc. 11). 

COROLLAIRE. - Si A et B sont deux parties vaguement fermées 
de &+(X), A + B est paguement fermé dans &+(X) (donc aussi 
dans &(X ; C)). 

C'est en effet une propriété générale des cônes saillants 
faiblement complets dans les espaces localement convexes (Esp. 
vect. top., chap. I I ,  2' éd., 6, no 8, cor. 2 de la prop. 11). 

PROPOSITION 15. - Soit H une partie de &(X ; C). Les 
propriétés suirantes sont c;yuivalentes : 

a )  H est vaguement bornée. 
b)  H est vaguement relativement compacte. 
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c) H est équicontinue. 
d )  Pour toute partie compacte K de X, il existe un nombre 

MK 2 O tel que, pour toute p E H et toute fonction f E X(X,  K ; C), 
on ait IAf )( G MK I l f  1 1 -  

Comme X ( X ;  C) est un espace tonnelé (no 1, prop. 2), 
l'équivalence des propriétés a), b) et c) résulte d'Esp. vect. top., 
chap. IV, 5 2, no 2, th. 1. 

Il est clair que d) entraîne a). Enfin, si H est équicontinue, 
l'ensemble des restrictions des mesures ,DE H à X ( X ,  K ;  C) est 
aussi équicontinu, d'où la condition d), puisque X(X,  K ;  C) est 
un espace normé. 

* Nous verrons au chap. IV, Cj 4, no 6, que les conditions de la 
prop. 15 équivalent encore au fait que pour toute partie compacte 
K de X, il existe une constante MK telle que lpl(K) < MK pour 
toute mesure ,u E H.* 

COROLLAIRE 1 .  - Soit v une mesure positive sur X ; l'ensemble 
des mesures p telles que )pl G v est vaguement compact. 

COROLLAIRE 2. - L'ensemble des mesures p telles que 1/,u/1 G a 
(a nombre fini > O quelconque) est vaguement compact. 

COROLLAIRE 3. -Si X est compact, l'ensemble des mesures 
positives p sur X telles que II,ull = 1 est vaguement compact. 

En effet, c'est l'intersection de l'ensemble vaguement com- 
pact (cor. 2) des mesures p telles que llpll < 1, et des ensembles 
vaguement fermés définis respectivement par les relations p 2 O 
et p(1) = 1 (no 8, cor. 2 de la prop. 10). 

COROLLAIRE 4. -Dans 1 'espace A ( X  ; C), 1 'application p F+ ( 1  
est semi-continue inférieurement pour la topologie vague. 

C'est une conséquence immédiate du cor. 2. 

On notera que l'application p- I p I  de M ( X ;  C) dans lui- 2 même n'est pas nécessairement continue pour la topologie vague 
(exerc. 4). 

PROPOSITION 16.- Soient K une partie compacte de X, H 
une partie vaguement bornée de A ( X ;  C); alors la forme bilinéaire 
(f, p) +-+ (f, p )  est continue dans X(X,  K ;  C) x H lorsqu'on munit 
X(X,  K ; C) de la topologie de la convergence uniforme et H de la 
topologie vague. 
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En effet, il existe un nombre M 2 O tel que, pour toute 
fonction f E X ( X ,  K ; C )  et toute mesure y E H, on ait 

Iy(f Il 6 M I l  f I l  
(prop. 15). Si y, et y sont deux mesures appartenant à H, f ,  et f 
deux fonctions de X(X, K ;  C),  on a donc 

la(f - ro(fo)( = IAf - fd + AfJ - ~ < o ( f o ) l  

M I I  f - fo  I l  + I A f o )  - ~ o ( f o ) l  

et cette dernière quantité est arbitrairement petite avec 1 1  f - f,ll 
et Ip( fo) - po( fO)l, ce qui démontre la proposition. 

10. Convergence compacte dans A ( X ; C )  

Rappelons que la topologie de la convergence compacte sur 
& ( X ;  C )  est la topologie de la convergence uniforme dans les 
parties compactes de X(X ; C). Nous appellerons topologie de la 
convergence strictement compacte sur M ( X  ; C )  la topologie de la 
convergence uniforme dans les parties strictement compactes 
(no 1) de X ( X  ; C).  

PROPOSITION 17. - Sur 1 'espace A ( X  ; C),  on considère les 
topologies suivantes ; 

9,: la topologie de la convergence simple dans un ensemble 
total T dans X ( X  ; C )  ; 

Y ,  : la topologie vague; 
F3 : la topologie de la convergence strictement compacte; 
Y, : la topologie de la convergence compacte. 
Chacune de ces topologies est moins Jine que la suivante. 

En outre: 
(i) Les parties bornées sont les mêmes pour Y,, Y, et Y,. 

(ii) Si H est une partie vaguement bornée de A ( X ;  C) ,  les 
topologies induites sur H par les topologies Y , ,  Y,, .F3, F4 
sont identiques. 

Une partie vaguement bornée H de A ( X  ; C )  est équicontinue 
(no 9, prop. 15), donc la première assertion résulte d'Esp. vect. top., 
chap. III, 4 3, no 6, prop. 7 ,  et la seconde de Top. gén., chap. X ,  
2' éd., 5 2, no 4, th. 1. 

Rappelons que lorsque X est paracompact, la topologie de la 
convergence strictement compacte coïncide avec la topologie 
de la convergence compacte (no 1, prop. 2). 



PROPOSITION 18.- Sur le cône Af+(X), les topologies induites 
par les topologies suivantes coïncident: 

Y , :  la topologie de la convergence simple dans un sous- 
espace vectoriel V de X ( X  ; C) dense dans X ( X  ; C) et vérijiant la 
propriéte (P) (no 7, prop. 9); 

Y, : la topologie vague; 
Y, : la topologie de la convergence strictement compacte. 
Comme tout filtre est intersection des ultrafiltres plus fins 

que lui (Top. gén., chap. 1, 3' éd., 8 6, no 5, prop. 7), il suffit de 
montrer que si U est un ultrafiltre sur A + ( X ) ,  qui converge vers 
une mesure po pour la topologie Y , ,  il converge aussi vers po 
pour Y,. Soit donc K une partie compacte de X; par hypothèse, 
il existe une fonction h E V qui est > O dans X et qui prend des 
valeurs > O  dans K ;  par suite, toute fonction f E .X(X,  K ;  C) 
peut s'écrire f = gh, ou g E X ( X ,  K ;  C), et si c = inf h(x) > 0, 

x EK 

on a ligll < c-1 I l  f 11. Par hypothèse, il existe un ensemble Ho E U 
tel que, pour toute mesure p E Ho, on ait 

Par suite, pour toute fonction f E X ( X ;  C),  on a 

pour toute mesure p E H o ;  cela prouve que l'ensemble H des 
mesures h.p, où p parcourt Ho, est vaguement borné. Si Uo est 
l'ultrafiltre induit par U sur Ho, l'image de U, par l'application 
p ++ h.p  est la base d'un ultrafiltre 5 sur H, et comme H est 
relativement compact pour la topologie de la convergence 
strictement compacte (prop. 17 et no 9, prop. 15), 5 est convergent 
vers une mesure vo pour cette topologie. Autrement dit, quels 
que soient E > O et la partie compacte L de X(X, K ;  C) il existe 
une partie N de Ho appartenant à U, telle que, pour toute fonction 
g .E L et tout couple de mesures p, p' appartenant à N, on ait 
[(g h . p) - (g, h . P I ) ]  < E, ou encore 

Or, nous avons vu plus haut que l'application g -gh est un 
automorphisme de l'espace de Banach X(X,  K ;  C). Nous avons 
donc montré que U est un Jiltre de Cauchy sur A + ( X )  pour la 
topologie de la convergence strictement compacte. A fortiori, 
c'est un filtre de Cauchy pour la convergence vague, et la prop. 14 
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du no 9 montre qu'il est vaguement convergent vers une mesure 
p ,  ; en outre, comme V est dense dans .X(X; C), l'hypothèse 
entraîne que p ,  = po ;  enfin, comme U est un filtre de Cauchy 
pour la topologie de la convergence strictement compacte, il 
converge aussi vers po pour cette topologie (Top. gén., chap. X, 
2' éd., 5 1 ,  no 5, prop. 5). C.Q.F.D. 

COROLLAIRE. - Si X est purucompact, les topologies induites 
sur &+(X)  pur lu topologie vague et pur ltr topologie dr lu con- 
vergence compacte coïncident. 

Par contre, les topologies induites sur &+(X)  par la topologie 
de la convergence compacte et la topologie de la convergence 
strictement compacte peuvent être distinctes lorsque X n'est pas 
paracompact (exerc. 3). 

5 2. Support d'une mesure 

1. Restriction d'une mesure à un ensemble ouvert. Définition 
d'une mesure par des données locales 

Soient X un espace localement compact, Y un ensemble 
ouvert dans X. Le sous-espace Y de X est localement compact, 
et toute fonction continue à valeurs dans un espace vectoriel 
topologique E, définie dans Y et a support compact, peut être 
prolon ée par continuité à X tout entier, en lui donnant la valeur O 
dans i! Y ;  on peut donc de cette manière identifier l'espace 
X ( Y ;  E) au sous-espace de X ( X ;  E) formé des fonctions con- 
tinues à support compact contenu dans Y. Si p est une mesure sur 
X, il est clair que la restriction de p à %(Y; C) est une mesure 
sur Y, qu'on appelle restriction de p au  sous-espace ouvert 
Y, ou  encore mesure induite sur Y par p et que l'on note ,u/Y. 
Les restrictions à Y de  [pl, %p et 9 1 1  sont respectivement 
IpIYI, .%'(plY) et ,f(plY) en vertu du  5 1, no' 5 et 6. Si p est réelle, 
les restrictions de p' et ,ü à Y sont respectivement (pIY)' et 
(plY)-, en vertu de la formule (8) du tj 1, no 5. 

On voit aussitôt que si Y et Z sont deux ensembles ouverts 
dans X tels que Y 3 Z, et si pIY et ~ I z  sont Ics restrictions de 
p à Y et à Z, plZ est aussi la restriction de ,uIY au sous-espace 
ouvert Z de l'espace localement compact Y. 

Au chap. IV, tj 5, no 7, nous généraliserons cette définition au 
cas où Y est un sous-espace localement compact de X. 



On notera qu'une mesure sur Y n'est pas nécessairement 
la restriction d'une mesure sur X (cf. chap. V, 5 7, no 2, prop. 6). 

Par exemple, soit Y l'intervalle ouvert )O, 1( de X = R ;  
l'application 

est une mesure sur Y, car toute fonction de X ( Y ;  C) est nulle 
dans un voisinage de O dans R. Mais cette mesure ne peut être 
prolongée en une mesure sur R, car dans le cas contraire, sa 
restriction à l'ensemble des fonctions f E K ( Y ;  C) telles que 
Il f 11 < 1 serait bornée; or, cela est inexact. 

On a toutefois la proposition suivante : 

PROPOSITION 1. - Soit un recouvrement ouvert de X, 
et supposons donnée, sur chaque sous-espace Y,, une mesure p,, 
de sorte que pour tout couple (a, P), les restrictions de p, et de 
pp à Y, n Yp soient identiques. Dans ces conditions, il existe une 
mesure p et une seule sur X dont la restriction à Y, soit égale à 
pu pour tout indice a. 

Montrons en premier lieu que toute fonction f E X ( X  ; C) peut 
s'écrire sous la forme d'une somme finie f = Cf;. , où, pour chacune 

1 

des fonct ionsf ,~  X ( X  ; C), il existe un indice ai tel que Supp(f,) c Yai. 
Si K = Supp(f), il existe un nombre fini d'indices ai  (1 d i d n) 
tels que les Y,, forment un recouvrement de K ; soient hi (1 ,< i 6 n) 
des applications continues de X dans )O, l (  telles que le support 
de hi soit compact et contenu dans Y,, pour 1 < i < n, et que 

n 

l'on ait 1 hi(x) = 1 dans K ( 9  1, no 2, lemme 1);  les fonctions 
i = l  

f;. = fh, répondent à la question. Ceci montre en premier lieu 
que s'il existe une mesure p répondant à la question, elle est 

" 
unique, car pour toute somme finie f = 1 J;., où fi E X(Y,,; C), 

n i =  1 

on doit avoir p( f )  = 1 p,,(f;.). On aura en outre montré I'exis- 
i = l  

tence d'une forme linéaire p sur X ( X ;  C) dont la restriction à 
chaque sous-espace %(Y,; C) est p,, pourvu qu'on démontre la 
propriété suivante: si (gi)lsism 
finies de fonctions de X ( X ;  C) 
1 < i < m, hj E X(Ypj ;  C) pour 1 

et (hj)lsjs, sont deux suites 
telles que g, E %(Y,, ; C) pour 



66 

dans K,  on a 

MESURES Chap. III, 3 2 

Or, on a 

d'où 
m m n 

1 pa,(.fii) = 1 C pu,( jgih;) . 
i = l  i = l  j = l  

De même 
n 

Mais comme le support defgihj est contenu dans Ymi n Ypj, on a 
,u,,(fiihj) = p,,,(,fiihj), ce qui établit notre assertion. 

Il reste à voir que ,u est une mesure sur X;  or, tout point 
de X admet un voisinage compact contenu dans un des Y,; 
la conclusion résulte donc aussitôt de la définition de ,u et de la 
prop. 6 du no 3 du 9 1. 

COROLLAIRE (principe de localisation). -- Soient ,u et v deux 
mesures sur X, et soit (Y,) une famille d'ensembles ouverts de X 
telle que, pour tout cc, les restrictions à Y ,  de p et v soient égales; 
alors les restrictions de et v à Y = U Y ,  sont égales. 

IX 

2.  Support d'une mesure 

Soit ,u une mesure sur un espace localement compact X, 
et soit 6 l'ensemble des ensembles ouverts U c X tels que la 
restriction de p à U soit nulle; il résulte aussitôt du principe 
de localisation (no 1, cor. de la prop. 1) que, si U, est la réunion 
des ensembles U E 6, U, appartient lui-même à C!, et est par 
suite le plus grand des ensembles de 8. 

DÉFINITION 1. - On appelle support d'une mesure p sur un 
espace localement compact X et on note Supp (p) 17ensemble.fermt; 
complémentaire du plus grand des ensembles ouverts de X dans 
lesquels la restriction de ,u est nulle. 

Dire qu'un point x E X n'appartient pas au support de p 
signifie qu'il existe un voisinage ouvert V de x tel que la restriction 
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de p à V soit nulle; dire que x appartient au  support de p signifie 
donc que pour tout voisinage V d e  x, il existe une fonction 
f E X ( X ;  C), dont le support est contenu dans V, et qui est 
telle que p( f )  # 0. 

Exemples. - 1) Pour qu'une mesure sur X soit nulle, il faut 
et il suffit que son support soit vide. 

2) Le support de la mesure de Lebesgue sur R est la droite 
R tout entière; en effet, il n'est pas vide et est invariant par toute 
translation. 

3) Sur l'intervalle X = (O, 1)  de R, considérons un ensemble 
dénombrable partout dense, rangé en une suite (a,), et soit p la 
mesure définie par la masse 2-" placée au point a, pour tout 
n 2 O ( $ 1 ,  no 3, Exemple 1). Le support de p est X tout entier; 
en effet, soient x un point quelconque de X, V un voisinage de x, 
f une fonction numérique continue et > O  dans X, égale à 1 au 
point x, et dont le support est contenu dans V ($ 1, no 2, lemme 1); 
l'ensemble des y  E V tels que f ( y )  > O est ouvert dans X, donc 
contient un point a,, et par suite p ( f )  2 f(a,)2-" > 0. 

PROPOSITION 2.- Le support d'une mesure p est identique 
au support de la mesure IpI; si p est réelle, son support est réunion 
des supports des mesures p+ et p-. 

En effet, si la restriction de p a un ouvert U est nulle, il en 
est de même de la restriction de \pl (resp. de p+ et de p-  lorsque 
p est réelle), et réciproquement. 

On notera que les supports de p+ et p- peuvent être non vides 
et identiques (cf. chap. V ,  $ 5, exerc. 6). 

PROPOSITION 3.- Si p et v sont deux mesures sur un espace 
localement compact X ,  telles que [pl d Ivl, on a Supp (p) c Supp (v). 

En effet, si la restriction de  v à un ensemble ouvert est nulle, 
il en est de  même de celle de p. 

PROPOSITION 4.- Le support de la somme de deux mesures 
est contenu dans la réunion de leurs supports. 

En effet, si les restrictions de deux mesures à un ensemble 
ouvert sont nulles, il en est de même de la restriction de leur 
somme. 

Si p et v sont deux mesures positives, le support de Â = p  + v 
est égal à la réunion des supports de p et de v :  en effet, si x,  est 
un point de cette réunion, V un voisinage quelconque de x,, il 
existe une fonction continue f 2 O, de support contenu dans V, et 
telle que l'un des deux nombres p( f ), v( f )  soit > 0 ; a fortiori, on a 
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PROPOSITION 5.- Le support de la restriction d'une mesure 
y à un ensemble ouvert U est la trace sur U du support de p. 

La proposition est évidente B partir des définitions. 

PROPOSITION 6. - L'ensemble des mesures sur un espace 
localement compact X, dont le support est contenu dans un ensemble 
fermé F, est un sous-espace vectoriel vaguement fermé de .M(X ; C). 

En effet, c'est l'intersection des hyperplans vaguement fermés 
d'équation y(f)  = O, où .f parcourt l'ensemble des fonctions de 
.X(X; C) dont le support ne rencontre pas F. 

Supposons X non cornpc1c.t : étant donné un filtre @ sur l'espace 
,&(X; C) des mesures sur X, nous dirons que le support d'une 
mesure p s'éloigne indkfiniment suivant 0 si, pour toute partie 
compacte K de X, il existe un ensemble M E 0 tel que, pour 
toute mesure ,D E M, on ait Supp (y) n K =@. 

PROPOSITION 7. - Si 0 est un Jiltre sur d ( X  ; C) tel que le 
support d~ p s'éloigne indefiniment suivant 0, y converge vaguement 
vers O suivant @. 

En effet, soit f une fonction quelconque de .X(X ; C), et soit 
K son support. Par hypothèse, il existe un ensemble M E 0 
tel que pour toute mesure y E M, Supp(p) n K = 0; on a par 
suite y( f )  = O pour toute y E M, ce qui démontre la proposition. 

3. Caractérisation du support d'une mesure 

Par définition, si le support d'une fonction J'E X ( X ;  C )  
ne rencontre pas le support d'une mesure p, on a y( f )  = O; 
mais on a la propriété plus précise suivante: 

PROPOSITION 8.- Soit p une mesure sur un espace localement 
compact X. Pour toute fonction j ' ~  N ( X ;  C) qui est nulle dans 
S ~ P P  (A, on a ~ ( f )  = 0. 

Posons K = Supp (f ), S = Supp (p). Etant donné un nombre 
6 > 0, soit V l'ensemble des x E X tels que (f(x)( < c : ;  V est un 
ensemble ouvert contenant S par hypothèse; donc c S est un 
voisinage de l'ensemble compact CV. 11 existe par suite une 
application continue h de X dans (0,1),  égale à 1 dans C V 
et dont le support est contenu dans CS (4  1, no 2, lemme 1). 
Comme le support de f h  ne rencontre pas S, on a y(fh)  = 0. 
D'autre part, on a f = f h  dans K n I V ,  et 1 fhl < 1 f 1 dans X, 



donc 1 f - fhl < 2e dans X, d'après le choix de V. Remarquons 
enfin qu'il existe un nombre MK tel que Ip(g)l < MK/jg/l pour 
toute fonction g E X ( X ;  C )  dont le support est contenu dans K ;  
comme le support de f - f h  est contenu dans K, on a 

COROLLAIRE 1 .  - Si deux fonctions f, g de X (X;  C )  sont 
égales dans Supp (p) ,  on a p( f )  = p(g). 

COROLLAIRE 2.- Soit p une mesure positive sur X ; si 

f ' ~  X(X ; C) 

est telle que f ( x )  3 O dans Supp (p) ,  on a p( f )  2 0. 
En effet, on a f = 1 f l  dans S, donc p ( f )  = p( l f l )  2 O par le 

cor. 1. 

COROLLAIRE 3. - Soit ,u une mesure bornée sur X ; si f E X ( X  ; C) 
est telle que If (x)l < a dans Supp (p) ,  on a Ip( f) l  < allp11 

En effet, on a Supp (lpl) = Supp (p) ,  et si h est une application 
continue de X dans (O, 1) égale à 1 dans Supp ( f )  et à support 
compact, on a 1 f (x)l < ah(x) dans Supp (p) ,  donc 

en vertu du cor. 2 ;  la conclusion résulte alors de la formule (13) 
du no 6. 

PROPOSITION 9. - Soit p une mesure positive sur X ;  si f est 
une fonction de X + ( X )  telle que p ( f )  = O, f est nulle dans Supp (p). 

Soit x un point de X tel que f ( x )  > O ;  montrons que x 
n'appartient pas à Supp(p). En effet, il existe alors un voisinage 
compact V de x et un nombre a > O tels que f ( y )  2 a dans V .  
Soit alors g une fonction continue 3 0 à support dans V, et 
montrons que &) = O; en effet, si l'on pose b = ilgll, on a 
g < bfla, d'où p(g) 6 b p ( f  )la = 0. 

PROPOSITION 10. - Soit p une mesure sur un espace localement 
compact X ;  pour toute fonction g E V ( X ;  C), le support de la 
mesure g .p  est l'adhérence T de l'ensemble des points x E Supp ( p )  
tels que g(x) # 0. 
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En effet, posons S = Supp (p); soit x, un point n'appartenant 
pas à T;  il existe un voisinage ouvert V de x, tel qu'en tout 
point de V n S, g soit nulle ; si f E X ( X  ; C) a son support dans V, 
fg est nulle dans S, donc (prop. 8) p(g f )  = 0 ;  autrement dit, la 
restriction de g . p  à V est nulle. 

Inversement, supposons que la restriction de g .p  à un 
voisinage ouvert W d'un point x, E X soit nulle, et montrons 
qu'il n'existe aucun point de W n S où g soit # O. En effet, s'il 
existait un tel point y, il existerait un voisinage compact U de y, 
contenu dans W, et en tout point x duquel on aurait g(x) # 0 ;  
mais alors toute fonction f E X ( X  ; C), dont le support est contenu 
dans U, peut s'écrire f = gh, où h E X ( X ;  C) a son support 
dans U c W ; on aurait par suite p( f )  = p(gh) = O, contrairement 
à l'hypothèse y E S. 

2 On notera que T est contenu dans l'intersection du support S 
de p et du support de g, sans être nécessairement égal à cette 
intersection. Par exemple, si X = R, si p est la mesure de Dirac 
au point O et si g(x) = x, on a g . p  = O bien que l'intersection 
des supports de g et de p soit réduite au point O, donc non vide. 

COROLLAIRE. -Pour que la mesure g .p  soit nulle, il faut et 
il sufit que g soit nulle dans le support de y. 

PROPOSITION 11. - Toute mesure à support compact est 
bornée. 

En effet, (pl est aussi une mesure à support compact, donc 
on peut se borner au cas où p 2 O ;  si h est une application 
continue de X dans (O, 11, à support compact, égale à 1 dans 
Supp (p), on a, pour toute fonction f E X(X; C), 1 f (x)l < 1 1  f I l  h(x) 
dans Supp (p), donc (cor. 2 de la prop. 8) ~ ( 1  f 1) < ,u(h)l( f 11, ce qui 
prouve la proposition ( 5  1, no 8). 

4. Mesures ponctuelles. Mesures à support fini 

PROPOSITION 12.-Soient ai (1 < i d n) des points distincts 
dans un espace localement compact X. Toute mesure sur X dont 
le support est contenu dans l'ensemble des ai est une combinaison 
linéaire des mesures E,, (1 < i < n). 

En effet, une telle mesure p est nulle pour toute fonction 
f E X ( X ;  C) satisfaisant aux n relations f (a,) = O (no 3, prop. 8); 
comme ces relations s'écrivent ~ , , ( f )  = O, p est combinaison 
linéaire des (Alg., chap. II, 3" éd., Cj 7, no 5, cor. 1 du th. 7). 



En particulier, toute mesure dont le support est vide ou 
réduit à un seul point x est de la forme ac,, où a est un nombre 
complexe; on dit qu'une telle mesure est une mesure ponctuelle; 
toute mesure dont le support est fini est donc une somme de 
mesures ponctuelles. 

THÉORÈME 1.- Toute mesure p sur un espace localement 
compact X est vaguement adhérente a l'espace vectoriel V des 
mesures dont le support est fini et contenu dans Supp (p). 

Il suffit de prouver que p est orthogonale au sous-espace VO 
de X ( X ;  C) orthogonal à V (Esp. vect. top., chap. II, 2" éd., Cj 6, 
no 3, cor. 2 du th. l), c'est-à-dire que les relations (f, r , )  = 0, 
où a parcourt le support de p, entraînent (f, p) = O; mais cela 
n'est autre que la prop. 8 du no 3. 

COROLLAIRE 1 .- Toute mesure bornée p sur X est vaguement 
adhérente a l'ensemble convexe A des mesures dont le support est 
j n i  et contenu dans celui de p, et dont la norme est < llpll. En 
outre, si v tend vaguement vers p en restant dans A, llvll tend vers 

1 1 ~ 1 1 .  
Pour prouver la première assertion, i l  suffit d'établir que la 

mesure p appartient à I'ensemble polaire de I'ensemble A", 
polaire de A dans X ( X ;  C) (Esp. vect. top, chap. II, 2" éd., 3 6, 
no 3, th. 1); cela signifie que, pour f E X ( X ;  C), les relations 

I ( f ,  < l/ilpII pour tout a E Supp (y), entraînent I ( f ,  y>l < 1 ; 
or, c'est là une conséquence du cor. 3 de la prop. 8 du no 3. 

Pour prouver la seconde assertion, notons que l'on a 

puisque la fonction v H 11  vil est semi-continue inférieurement 
pour la topologie vague (Cj 1, no 9, cor. 4 de la prop. 15), et la 
conclusion résulte de ce que Ilvll < IIplI pour v E A par définition. 

COROLLAIRE 2.- Toute mesure bornée p sur X est vaguement 
adhérente à l'ensemble des mesures dont le support est .fini et 
contenu dans celui de p et dont la norme est égale à 11y(1. 

On peut supposer y # O. Soit V un voisinage ouvert de O 
pour la topologie vague; pour tout r tel que O < r < 1, il existe, 
en vertu du cor. 1, une mesure v, dont le support est fini et 
contenu dans Supp ( p )  et qui est telle que v, - p E V, et que 
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COROLLAIRE 3. - Toute mesure bornée positive p sur X est 
vaguement adhérente à l'ensemble convexe des mesures positives 
dont le support estJini et contenu dans celui de y, et dont la norme 
est égale à llyll. 

Le même raisonnement que dans le cor. 2 montre qu'on 
peut se borner à prouver que p est vaguement adhérente à 
l'ensemble convexe B formé des mesures positives de support 
fini contenu dans Supp(p) et de norme 6 I l c L I I .  Il suffit encore 
d'établir que y appartient à l'ensemble polaire de l'ensemble Bo, 
polaire de B dans X ( X ;  R) (Esp. vect. top., chap. II, 2" éd., tj 6, 
no 3, th. 1); mais cela signifie que pour f E X ( X ;  R) les relations 
( J i  c,) 6 1/11y11 pour tout a E Supp ( y )  entraînent ( f ,  y )  6 1, 
ce qui est une conséquence du no 3, cor. 2 de la prop. 8. 

COROLLAIRE 4. -Dans l'espace &(X; C), l'ensemble des 
mesures ponctuelles est total pour la topologie de la convergence 
strictement compacte ( 4  1, no 10). 

En effet, sur le cône . A + ( X ) ,  la topologie de la convergence 
strictement compacte est identique à la topologie vague (5 1, no 10, 
prop. 18), et toute mesure sur X s'écrit y ,  - y ,  + ip, - ip,, 
où les pj ( 1  < j < 4) sont des mesures positives; la conclusion 
résulte donc du th. 1. 

PROPOSITION 13. - Soit p une mesure sur un espace localement 
compact X .  Pour qu'un point x ,  uppartienne à Supp ( y ) ,  il ,faut et 
il sufit que la mesure ponctuelle c,, soit vuguement adhérente à 
l'ensemble des mesures g.p, où g parcourt l'ensemble des fonctions 
continues à support compact telles que Ilg. p 1 1  < 1. 

La condition est évidemment suffisante en vertu de la prop. 6 
du no 2. Pour voir qu'elle est nécessaire, supposons x, E Supp ( y ) ;  
considérons un nombre fini de fonctions fk (1 < k 6 n) de X ( X  ; C), 
et un nombre arbitraire 6 > O ; il s'agit de prouver qu'il existe une 
fonction g E X ( X ;  C) telle que llg . ,ull 6 1 et que l'on ait 

pour 1 < k < n. Soit U un voisinage ouvert relativement com- 
pact de x ,  tel que 170scillation de chacune des fk (1 6 k 6 n)  
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dans U soit 6 6/2. Par hypothèse, comme xo E Supp (p), il 
existe une fonction go E X ( X ;  C) dont le support est contenu 
dans U et qui est telle que p(go) # O ;  la mesure v = go.  p n'est 
pas nulle, car pour toute fonction f E X ( X ;  C) égale à 1 dans U, 
on a v( f )  = p(go) # O. En outre, v est bornée (no 3, prop. I l ) ;  
en multipliant go par un scalaire, on peut supposer que llvll = 1. 
Cela étant, en posant a, = fk(x0), on peut écrire, pour 1 6 k 6 n 
et pour toute fonction h E X ( X  ; C) 

Comme v a son support dans U, on peut l'identifier à sa restric- 
tion à U ; l'hypothèse llvll = 1 entraîne alors qu'il existe une 
fonction h € X ( X ;  C), de support contenu dans U, telle que 
llh] 6 1 et que l'on ait la,(l - v(h))l < 612 pour 1 < k < n. La 
définition de U montre par ailleurs que ](a, - f,(x))h(x)) < 612 
pour tout x E U ;  comme llvil = 1 et que Supp(v) c U, on a donc 
Iv((a, - f,)h)l < 6/2, et par suite, en posant g = goh, 

Cela démontre la proposition, puisque 

COROLLAIRE.- Soit p une mesure sur X. Pour qu'une mesure 
v sur X soit vaguement adhérente à l'ensemble des mesures g .  p, 
où g parcourt X ( X ;  C), il faut et il sufit que Supp(v) c Supp(p). 

En effet, Supp(g. p) c Supp(p) en vertu du no 3, prop. 10; le 
support de toute limite vague de mesures de la forme g .  p est 
donc aussi contenu dans Supp(p) (no 2, prop. 6). Inversement, si 
Supp(v) c Supp(p), v est limite vague de mesures de support 
fini contenu dans Supp(p) (th. l), donc est vaguement adhérente 
à l'ensemble des mesures g . p  d'après la prop. 13. 

5. Mesures discvètes 

PROPOSITION 14.- Pour qu'une mesure p sur un espace 
localement compact X soit une mesure discrète (5  1 ,  no 3, Exemple l), 
il faut et il sufJlt que Supp(p) soit un sous-espace fermé discret 
de X. 

Soit ,LL une mesure discrète sur X, définie par les masses 
h(x) # O placées aux points x d'un sous-espace fermé discret 
N de X;  montrons que Supp(p) = N. En effet, pour tout a E N 
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et tout voisinage V de a, il existe une fonction f E X ( X ;  C) de 
support contenu dans V, égale à 1 au point a et à O aux autres 
points de N ;  d'où p( f )  = h(a) # O. Au contraire, si b 6 N, il 
existe un voisinage W de b ne rencontrant pas N ;  pour toute 
fonction g € X ( X ;  C) à support contenu dans N, on a donc 
p(g) = O, ce qui prouve que b $ Supp(p). 

Inversement, soit p une mesure telle que Supp(p) soit un 
sous-espace fermé discret N de X. Pour tout a E N, il existe un 
voisinage ouvert V a  de a ne contenant aucun point de N distinct 
de a ;  la restriction de ,u à Va est donc une mesure ponctuelle de 
support {a)  (no 2, prop. 5) ,  et par suite (no 4, prop. 12) de la forme 
h(a)~,, où h(a) é O. Si I'on pose h(x) = O aux points de 1 N, et 
si I'on désigne par v la mesure définie par les masses h(x), le 
principe de localisation montre que v = p. 

On voit ainsi que sur un espace discret X, toute mesure est 
discrète. 

4 3. Intégrales de fonctions vectorielles continues 

Dans tout ce paragraphe, on note X un espace localement 
compact, E un espace localement convexe sur R ou C. On note E' le 
dual de E (espace des jormes linéaires continues sur E), E'* le 
dual algébrique de E' (espace de toutes les jormes linéaires sur E') ; 
pour z E E, z' E E', z'* E El*, on écrit (z, z') = zl(z), (zl*, z') = z'*(zf). 

On rappelle que si E est séparé, E s'identijie à un sous-espace 
de E'* en identifiant un élément z E E à la forme linéaire Z'H (z, z') 
sur E', et que El*, muni de la topologie faible o(Ef*, E'), s'identlJie 
canoniquement au complété de E muni de la topologie afiiblie 
o(E, E'). 

1. Définition de l'intégrale d'une fonction vectorielle 

Rappelons qu'une application f de X dans E est dite faible- 
ment continue si, pour tout z' E E', l'application x- (f(x), z') de 
X dans C (autrement dit l'application z' ~ f ,  notée aussi (f, z')) est 
continue. Nous dirons qu'une application f de X dans E est 
scalairement à support compact si, pour tout z' E E', l'application 
x-  (f(x), z') a un support compact. Nous désignerons par 



2 ( X ;  E) I'espacc des applications de X dans E qui sont faible- 
ment continues et scalairement à support compact; il est clair que 
l'on a $(x; E) 2 X ( X ;  E), mais ces deux espaces ne sont pas 
nécessairement identiques (voir ci-dessous, Exemple 2); ils le 
sont toutefois lorsque E est de dimension finie. 

On notera que dans la définition d'une fonction faiblement 
continue (resp. scalairement à support compact), la topologie de 
E n'intervient que par l'intermédiaire du dual E' de E ;  on ne change 
donc pas l'ensemble de ces fonctions quand on remplace la 
topologie de E par toute topologie localement convexe pour 
laquelle le dual est le même. 

Si E et F sont deux espaces vectoriels en dualité, on notera 
qu'il revient au même de dire qu'une application de X dans E est 
continue pour a(E, F )  ou qu'elle est faiblement continue. 

Soit f une application de X dans E, faiblement continue et 
scalairement à support compact, et soit ,u une mesure sur X ;  
pour tout z' E E', on a z' of E X(X); posons 

Il est clair que cp est une forme linéaire sur Er, donc un 
élément de El*. 

DÉFINITION 1 .- Pour toute fonction f E 2 ( X  ; E), on appelle 
intégrale de f par rapport à p et on note Jf dp ou jf(x)dp(x), ou 
jfP, ou j f ( ~ ) ~ ( x ) ,  1 'cUment de E'* défini par 

Lorsque E est séparé, on notera que l'on n'a pas nécessaire- 
ment jf d p  E E, même lorsque f E X(X ; E) (exerc. 1 ; cf. no 3). 

Exemples. - 1) Supposons que E soit de dimension finie sur 
C et séparé, de sorte que si (e,), <i,n est une base de E, l'application 

n 

i =  1 
est un isomorphisme de C" sur E. O n  sait alors que toute forme 
linéaire sur E est continue, autrement dit E' est identique au  dual 
algébrique E* de E, et El* s'identifie canoniquement à E. Soit 
(ef), ,,,, la base duale de (e,) dans E'; pour qu'une application 
f de X dans E soit faiblement continue et scalairement à support 
compact, il faut et il suffit que les fonctions f, = ef of soient 

n 

continues à support compact; on a alors f(x) = 1 J;,(x)ei pour 
i =  1 
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tout .X E X, et P n 

2) Prenons pour E l'espace A ( X  ; C) des mesures sur X, muni 
de la topologie vague (8 1, no 9); le dual E' de E s'identifie alors 
canoniquement à l'espace X(X; C) (Esp. vect. top., chap. 1, 
2" éd., 4 6, no 2, prop. 3). L'application x w  E, de X dans E est 
continue ($ 1, no 9, prop. 13), mais son support n'est pas compact si 
X n'est pas compact ; toutefois elle est scalairement à support com- 
pact, car pour toute fonction f E El, la fonction x H ( E ~ ,  f )  = f (x) 
a par définition un support compact. En outre, on  a 

pour toute fonction f E X(X; C) = E', ce qui prouve que 

y E X et toute fonction 

localement convexe, N 

pour toute mesure p sur X. 
3) Si E est séparé, pour tout point 

f E &X ; E), on a 

car î(f, 2') d ~ , ,  = (f(y), 2') par définition. 

Remarques. - 1) Si E est un espace 
l'adhérence de ( O )  dans E, de sorte que E, = E/N est I'espace localement 
convexe séparé associé à E, on sait que les duals E' et E; sont identiques ; 
pour qu'une fonction f appartienne à .X(X; E), il faut et il suffit que 
f L  = TC 0 f (où n: E + E, est l'homomorphisme canonique) appartienne à 
X ( X ;  E,), et l'on alors f d p  = j f ,  dp. On peut donc se limiter à ne 
considérer que des espaces localement convexes séparés. 

2) Soit E un espace localement convexe sur C, et soit E, I'espace 
localement convexe sur R sous-jacent à E ;  on sait que l'application 
Z'H %'zf qui à toute forme linéaire (complexe) continue z' sur E fait 
correspondre la forme linéaire continue (réelle) z- W(z, z') sur E,, 
est un R-isomorphisme du dual E' sur le dual Eh de E, (Esp. vect. top., 
chap. II, 2' éd., 9 8, no 1). De même le dual algébrique Eh* de I'espace 
vectoriel réel Eh s'identifie canoniquement à I'espace réel sous-jacent 
au dual algébrique El* de E'. On en déduit que si p est une mesure 
réelle et f une application de J?(x; E), la formule (1) est encore valable 
lorsque l'on considère f comme prenant ses valeurs dans E, et que les 
formes bilinéaires canoniques figurant aux deux membres sont respective- 
ment relatives à la dualité entre Eh et Eb* au premier membre, à la 
dualité entre E, et Eh au second. 



2. Propriétés de l'intégrale vectorielle 

PROPOSITION 1. - L'application 

(f, p) rtji dp 
de 2 ( X  ; E) x A ( X  ; C)  dans E'* est bilinéaire. 
La proposition résulte immédiatement de la déf. 1 du no 1. 

Soit u une application linéaire continue de E dans un espace 
localement convexe F ; on sait que la transposée 'u est une applica- 
tion linéaire du dual F' de F dans le dual E' de E ; nous désignerons 
par "u l'application E'* -t Fr*, transposée de 'u (au sens algé- 
brique); lorsque E et F sont séparés, et identifiés canoniquement 
à des sous-espaces de Et* et FI* respectivement, "u prolonge 
l'application u. Avec ces notations : 

PRopos~~roN 2.  - Soit u une application linéaire continue de 
E duns un espace localement convexe F ;  pour toute fonction 
f E $(x; E), la fonction u of appartient à g ( ~ ;  F), et l'on a 

(2) /u(f(x)) dA-4 = 'tu (lw dp(x) j  . 

Pour toute forme linéaire continue z' E F', on a z' O u O f = y' 0 f 
en posant y' = z' 0 u = 'u(z') E E', d'où la première assertion ; en 
outre, on a, pour tout z' E Fi 

( j ( u o q d p ,  2.) = j (uof ,Z)  d p  = 

= [(f, 'u(zl)) dp = (If dl<. 'u(z1)) = ("u ( I f  d p ) ,  z') 

d'où la formule (2). 

PROPOSITION 3. - Pour toute fonction g E V(X ; C) et toute 
fbnction f E %(x ; E), la fonction gf appartient à X ( X  ; E), et 
1 'on a 

En effet, pour tout z' E Et, on a (gf, z') = g(f, z'), d'où la première 
assertion ; en outre 

= j'(gf. 2') = (1 gf dp, zl) 

d'où (3). 
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PROPOSITION 4 . S o i e n l  p une mesure positive sur X ,  S son 
support, f une fonction de ,#(x; E). On suppose E séparé, et on 
munit l'espace E'* de lu topologie faible a(Er*, E'). 

(i) L'intkgrule Jf  dp appurtient à l'adhérence C duns E'* du 
cOne convexe engendré par f(S). 

(ii) Si p esl bornée, l'intégrale Jf  dp appartient à l'ensemble 
Ilpll. D, où D est l'enveloppe convexe fermée de f(S) dans El*. 

Si E est complexe, munissons E de sa structure d'espace 
vectoriel réel sous-jacente, ce qui, comme on l'a vu, ne modifie 
pas la formule (1). 

(i) On sait que C est I'intersection des demi-espaces fermés 
dans El* contenant f(S), et déterminés par des hyperplans fermés 
passant par 0; il suffit donc de démontrer que, pour Z ' E  E', la 
relation (f(x), z') 3 O pour tout x E S entraîne 

cela résulte du 9 2, no 3, cor. 2 de la prop. 8. 
(ii) On sait que D est I'intersection des demi-espaces fermés 

dans Et* qui contiennent f(S); il suffit donc de démontrer que, 
pour z' E Et, la relation (f(x), z')  < a pour tout x E S entraîne 

( pp. Z.) 4 +JI ; 

mais cela résulte du 9 2. no 3, cor. 3 de la prop. 8. 

COROLLAIRE. -Soient p une mesure positive sur X, f une 
application appartenant à .X(X ; E), D 1 'enveloppe fermée convexe de 
f(X) dans Et*. Il existe un nombre a > O tel que l'on ait Jf dp E a .  D. 

Si v est une mesure quelconque sur X ,  il existe des nombres 
u , , a , , u , , a , > O t e l s q ~ ~ ~ f d v ~ a , D - a , D + i a , D - i u , D .  

Supposons d'abord p positive; par hypothèse, le support 
K de f est compact; si v est la restriction de p à un voisinage 
ouvert relativement compact de K, v est bornée, et l'on a 
jf dp = jf dv E 1 1  vil . D en vertu de la prop. 4, (ii). Le deuxième 
résultat s'en déduit puisqu'une mesure complexe quelconque 
s'écrit p, - p, + ip, - ip,, où les pj sont positives. 

PROPOSITION 5. -Supposons l'espace X compact, et soit f 
une application continue de X dans un espace localement convexe 
séparé E. L'enveloppe fermée convexe de f(X) duns E'* (pour 
a(E1*, E')) est c;gule à l'ensemble des vecteurs jf  dp pour toutes les 
mesures positives p de masse 1 sur X .  



Soit C l'enveloppe fermée convexe de f(X) dans Et* ; comme 
f(X) est compact et Et* complet, C est compact. On sait déja 
(prop. 4) que l'on a jf dp E C pour toute mesure p appartenant 
à l'ensemble convexe H des mesures positives sur X de masse 
totale égale à 1. D'autre part, H est convexe et compact pour la 
topologie vague (3 1, no 9, cor. 3 de la prop. 15), et est l'adhérence 
(pour cette topologie) de l'ensemble convexe Ho des mesures 
positives de masse 1 et de support j n i  ($2, no 5, cor. 3 du th. 1). 
Or, l'image de Ho par l'application p ++ jf d p  est l'enveloppe 
convexe Co de f(X) dans El*. D'autre part, cette application est 
continue pour la topologie vague sur &(X; C) et la topologie 
o(E1*, Et) sur Er* puisque (Sf dp, 2') = j(f, 2') dp par définition; 
donc l'image de H = Ho est un ensemble convexe compact 
contenant Co et contenu dans C ;  comme C = Co, cette image 
est égale à C. 

PROPOSITION 6. -Pour toute application continue et à 
support compact f de X dans un espace localement convexe séparé 
E, toute semi-norme continue q sur E et toute mesure ,u sur X telle que 
Jf dp E E, on a 

(4) q([f dli) j(4 f )  d l ~ l -  

Soit D l'ensemble des z E E tels que q(z) 6 1;  D est fermé, 
convexe et contient O, donc on a D = Do" (Esp. vect. top. chap. IV, 
3 2, no 3, cor. 2 de la prop. 4). Il suffit donc de prouver que pour 
tout z' E Do on a 

et que par définition de Do, on a 

pour tout x E X, cela résulte de l'inégalité (13) du 5 1, no 6. 

3. Critères pour que l'intégrale appartienne à E.  

PROPOSITION 7.-Soient E un espace localement convexe 
séparé E,  et f E X ( X ;  E). Si f(X) est contenu dans une partie 
convexe complète A de E, on a Jf dp E E. 

Soit K le support de f, qui est compact par hypothèse. 
Comme f est nulle dans X - K, f(X) est égal à f(K) ou à f(K) u {O), 
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donc est compact puisque f est continue et E séparé; I'enveloppe 
convexe fermée C de f(X) dans E est alors précompacte (pour la 
structure uniforme induite par celle de E) (Esp. vect. top., chap. II, 
2" éd., $4,  no 1, prop. 3). Mais comme C est une partie fermée 
de l'espace complet A, C est complet, donc compact; u jbrtiori, 
C est compact pour la topologie affaiblie o(E, E'); mais comme 
celle-ci est induite par o(EJ*, El), C est l'enveloppe convexe 
fermée de f(X) dans El* pour la topologie o(Et*, El); on conclut 
donc par le cor. de la prop. 4 du no 2. 

COROLLAIRE 1. -Soit E un espace localement convexe 
séparé; pour toute fonction f E .X(X ; E), jf dp uppartient au com- 
plktc; E de E. 

Comme les duals de E et de Ê sont identiques, il suffit 
d'appliquer la prop. 6 en considérant que f prend ses valeurs 
dans Ê. 

COROLLAIRE 2. -Si E est un espace localement convexe 
.sc;paré quasi-complet, on a Jf  d p  E E pour toute fonction f E X ( X  ; E). 

On a remarqué au début dc la démonstration de la prop. 7 
que f(X) est compact et que son enveloppe convexe fermée C 
dans E est précompacte, donc bornée; mais comme l'ensemble C 
est fermé et borné, il est complet par hypothèse, et il suffit 
d'appliquer la prop. 7. 

On verra au chap. VI, 5 1, no 2, d'autres critères pour que 
J f  lappartienne à E ,  qui s'appliquent en particulier aux fonctions 
de X ( X ;  E), et non plus seulement à celles de X ( X ;  E). 

Le cor. 2 de la prop. 7 s'applique dans les deux cas suivants : 
1" E est un espace de Banach ; 2" E est le dual d'un espace locale- 
ment convexe séparé tonnelé G, et on munit E d'une G-topologie, 
où G est un recouvrement de G par des parties bornées (Esp. vect. 
top., chap. III, # 3, no 7, cor. 2 du th. 4). Par exemple, on peut 
appliquer le cor. 2 de la prop. 7 lorsque E est le dual faible d'un 
espace de Banach, ou un espace de mesures &(Y; C), muni de la 
topologie vague. 

Si X = R, si ,u est la mesure de Lebesgue sur R, et si E est u n  
espuce de Bunach, l'intégrale J f d p  d'une fonction de X ( X ;  E) 
n'est autre que I'intéqale 

It ' f(.r) dx 
- J: 

définie dans Fonct. var. réelle, chap. I I ,  Ij 3, no 1 ; cela résulte de 
la formule (1) et de Fonct. var. réelle, chap. I I ,  5 3, no 1, formule (10). 



4. Puopriétés de continuité de l'intégrale 

PROPOSITION 8. - Supposons E séparé : soit p une mesure 
sur X. L'application f ct j f dp de X ( X  ; E) dans È (no 3, cor. 1 
de la prop. 7) est l'unique application linéaire continue @ telle 
que @(g.a) = p(g).a pour tout vecteur a E E et toute fonction 
g E X ( X ;  C). 

Pour prouver la continuité de l'application f - J'f dp, il suffit 
de montrer que sa restriction à X(X,  K ;  E) est continue pour 
toute partie compacte K de X (Esp. vect. top., chap. II, 2" éd., 84, 
no 4, prop. 5). Notons que si la topologie de E est définie par 
une famille de semi-normes (q,), celle de X(X,  K ;  E) est définie 
par la famille des semi-normes 

Or, soit h une application continue de X dans (O, l), à support 
compact et telle que h(x) = 1 dans K ;  on a, en vertu du no 2, 
prop. 6, pour toute fonction f E X(X,  K ; E), 

(les q, étant prolongées par continuité à Ê) ce qui démontre la 
continuité de f -  J'fdp. D'autre part, avec les notations de 
l'énoncé, 

J W ) .  a) 444 = d g ) .  a 

en vertu du no 1, Exemple 1 et de la prop. 2 du no 2 appliquée 
a l'injection canonique C . a  -, E. En outre, le sous-espace de 
X ( X ;  E) formé des combinaisons linéaires x g i . a i ,  où a, E E 

1 

et gi E X ( X  ; C), est dense dans X ( X  ; E) ( 5  1, no 2, prop. 5), ce qui 
achève la démonstration. 

PROPOSITION 9. -Supposons E séparé: soit f une application 
continue à support compact de X dans E. Lorsqu'on munit l'espace 
A ( X ;  C) de la topologie de la convergence strictement compacte 
(9  1, no IO), 1 'application ,u +-+ J' f dp de &(X; C) dans Ê est l'unique 
application linéaire continue Y telle que. Y(&,) = f(x) pour tout 
x E X. 

Pour tout z' E E', on a 

d'où jf d ~ ,  = f(x). On sait par ailleurs que l'ensemble des mesures 
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ponctuelles est dense dans M ( X ;  C) pour la topologie de la 
convergence strictement compacte ( 5  2, no 4, cor. 4 du th. 1). 
Tout revient donc à prouver la continuité de l'application linéaire 
u :  P H  Jf d,u. Pour cela, considérons l'application linéaire 
v :  z' H (f, z') de E' dans X ( X  ; C), et montrons que l'image par v 
d'une partie équicontinue H de E' est contenue dans une partie 
strictement compacte de X ( X  ; C). En effet, si K est le support de f, 
les fonctions (f, z') pour z' E H ont leur support contenu dans K ; 
d'autre part, ces fonctions forment un ensemble équicontinu, et 
pour tout x E X, l'ensemble des zl(f(x)) est borné; notre assertion 
résulte donc du th. d'Ascoli (Top. gén., chap. X, 2e éd., 5 2, no 5, 
cor. 3 du th. 2). Cela étant, il résulte de la formule (1) du no 1 que 
u ~l'est autre que la restriction à d ( X ;  C) de la transposée 'v 
(au sens algébrique); sa continuité résulte donc de ce qui précède 
(Esp. vect. top., chap. IV, 2" éd.). 

COROLLAIRE.- Les hypothèses et notations étant celles de 
la prop. 9, la restriction de l'application ,u H jf d,u à l'ensemble 
d + ( X )  des mesures positives, ou à une partie vaguement bornée B 
de M(X ; C), est vaguement continue. 

En effet, il résulte du 5 1, no 10, prop. 17 et 18, que sur 
A + ( X )  ou sur B la topologie induite par la topologie de la conver- 
gence strictement compacte est la même que la topologie induite 
par la topologie vague. 

Par contre, l'application p -  Jf d p  n'est pas nécessairement 2 continue dans &(X; C) tout entier pour la topologie vague 
(exerc. 2). 

9 4. Produits de mesures 

1. Produit de deux mesures 

THÉORÈME 1. -Soient X, Y deux espaces localement com- 
pacts, Â une mesure sur X, ,u une mesure sur Y ;  il existe sur X x Y 
une mesure v et une seule telle que, pour toute fonction g E X ( X  ; C) 
et toute fonction h E X ( Y  ; C), on ait 

Lemme 1. - Soient X, Y  deux espaces localement compacts, 
K (resp. L) une partie compacte de X (resp. Y). 

(i) La restriction à X(X x Y, K x L ;  C) de la bijection 
canonique w : F ( X  x Y ; C) + F ( X  ; F ( Y  ; C)) (Ens. R, 9 4, no 14) 
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est une isométrie de l'espace de Banach X ( X  x Y, K x L ;  C) 
sur 1 'espace de Banach X(X,  K ; X(Y,  L ; C)). 

(ii) L'espace vectoriel X(X,  K ; C) @ ,X(Y, L ; C), identijîé 
canoniquement à un sous-espace de X ( X  x Y, K x L ;  C), (Alg., 
chap. II, 3' éd., 5 7, no 7, commentaires suivant le cor. de la prop. 
15) est dense dans cet espace de Banach. 

Il est immédiat que l'image par u de X ( X  x Y, K x L;  C) 
est contenue dans X(X,  K ; X(Y,  L ;  C)). Inversement, si u est 
une application continue de X dans X(Y,  L ;  C), de support 
contenu dans K, l'application (x, y) - u(x)(y) de X x Y dans C 
est continue et a son support contenu dans K x L, donc la 
restriction de co à X ( X  x Y, K x L ;  C) est une bijection de cet 
espace sur X(X,  K ;  X(Y,  L ;  C)); le fait que cette restriction est 
une isométrie d'espaces de Banach résulte de la relation 

Ceci prouve (i) ; d'autre part, l'image par co de 

identifié à un sous-espace de X ( X  x Y, K x L ;  C), est l'espace 
X(X, K ; C )  @ ,X(Y, L ; C) identifié canoniquement cette fois 
à un espace d'applications de X dans X(Y,  L ;  C) (Alg., chap. II, 
3' éd., 5 7, no 7, cor. de la prop. 15); mais on sait que ce sous-espace 
de X(X,  K ;  X(Y,  L ; C)) est dense dans ce dernier (3  1, no 2, prop. 5), 
donc la conclusion de (ii) résulte de ce que la restriction de co est 
un isomorphisme topologique. 

Ce lemme étant démontré, notons maintenant que toute 
partie compacte de X x Y est contenue dans un produit K x L, 
où K (resp. L) est une partie compacte de X (resp. Y). II résulte 
donc du lemme 1, (ii) que le sous-espace X ( X  ; C) @ ,X(Y ; C) 
est dense dans X ( X  x Y; C); comme la relation (1) s'écrit aussi 
v(g @ h) = A(g)p(h) pour g E X ( X  ; C), h E X ( Y  ; C), on en déduit 
aussitôt l'unicité de v. Pour prouver l'existence de v, nous 
utiliserons le lemme suivant: 

Lemme 2. - Les notations étant celles du lemme 1, pour toute 
fonction f E X ( X  x Y, K x L ;  C), la fonction 

(2) 
appartient à X(Y,  L ; C). 



84 MESURES Chap. III, 5 4 

En effet, pour toute fonction u E X ( X ;  .%?(Y, L ; C)), l'intégrale 
Ju(x)dÂ(x) appartient à X(Y,  L ;  C), puisque ce dernier est un 
espace de Banach (#  3, no 3, cor. 1 de la prop. 7); mais pour 
u = co(f) et pour tout y E Y, on a 

d'où le lemme. 

toute 

pour 
X ( X  
façon 

Considérons alors, pour toute fonction f E .X(X x Y;  C), 
le nombre v(f) = p ( j  f(x,y)dÂ(x)) (que nous noterons encore 
j d,u(y)S f (x, y) dÂ(x) par abus de notation) ; si K (resp. L) est 
une partie compacte de X (resp. Y), il existe un nombre a, (resp. b,) 
tel que, pour toute fonction g E X(X, K ; C) (resp. h E X(Y,  L ;  C)), 
on ait I/l(g)l < u,Igl/ (resp. Ip(h)l Q b L h J l )  II en résulte que pour 

fonction f E X ( X  x Y, K x L ;  C), on a 

IS/(x, Y) di(x)l Q UK If 11 
tout y E Y, puis I V (  f )  < aKbLl1 f 11 .  La forme linéaire v sur 
x Y; C) est donc une mesure sur X x Y et vérifie (1) de 
évidente, ce qui achève la démonstration du th. 1. 

DÉFINITION 1. -Etant données deux mesures A, p définies 
respectivement sur deux espaces localement compacts X, Y, on 
appelle mesure produit de Â par p l'unique mesure v sur X x Y 
satisfbisant a la relation (1) pour toute fonction g E X ( X ;  C) 
et toute fonction h E X ( Y ;  C). 

Dans la démonstration du th. 1, on peut intervertir les 
rôles des espaces X et Y;  identifiant canoniquement Y x X et 
X x Y, on définit ainsi sur X x Y la mesure 

qui satisfait encore à la condition (1). On a donc démontré le 
théorème suivant : 

THÉORÈME 2. S o i e n t  A, p deux mesures définies respective- 
ment sur deux espaces localement compacts X,Y. Pour toute 
fonctionf de .X(X x Y ;  C), l'intégrale de f par rapport a la mesure 
produit v de Â par p a pour valeur 
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En raison de cette dernière formule, l'intégrale de f par 
rapport à la mesure produit v se note le plus souvent SS f d ~  dp, 

ou SS f d~ dÂ., ou SS f k ,  ou SS fPL ou SS f (x, Y) dÂ.(x) ~P(Y) ,  ou 
SS f (x, Y) dl-4~) d W ,  ou SS f (x, Y ) ~ P ( Y ) ,  ou SS f (x, Y)P(Y)W; on 
dit que c'est l'intégrale double de f par rapport à Â. et à p. Avec cette 
notation, la formule (3) s'écrit 

La formule (3) montre que si A et p sont des mesures réelles 
(resp. positives), la mesure produit v est réelle (resp. positive). 

Exemples. - 1) La mesure produit des mesures de Dirac E ,  (x E X) 
et (y E Y) est la mesure de Dirac e(,,,,. 

2) Prenons X = Y = R, et pour Â et p la mesure de Lebesgue 
( 9  1, no 3) sur R ;  leur produit est appelé la mesure de Lehesgue 
sur R2 ; l'intégrale d'une fonction f E X ( R 2  ; C) par rapport a 
cette mesure se note jj f (x,  y )  dx dy ou S.! f (x, y )  dy dx ; la formule 
(4), pour une fonction nulle hors d'un pavé compact (a, b)  x (c, d), 
entraîne la formule 

d 

Y b  f Y dx = J d f,, YI, 
a c 

démontrée dans Fonct. var. réelle, chap. II, 5 3, no 6. 
Comme la mesure de Lebesgue sur R est invariante par toute 

translation ( 5  1, no 3), il en résulte aussitôt que la mesure de 
Lebesgue sur R 2  est invariante par toute translation de R2. 

Remarque. -Soit E un espace localement convexe séparé, 
et soit f une application de X ( X  x Y;  E) telle que f(X x Y) 
soit contenu dans une partie convexe complète C de E. Pour tout 
y E Y, l'intégrale h(y) = jf(x, y)dA(x) appartient alors à E ( 5  3, 
no 3, prop. 7); en outre, la fonction h appartient à 2 ' ( ~ ;  E): 
en effet, pour tout z' E E', on a 

donc y ++ (h(y), z') appartient à X ( Y  ; C) en vertu du lemme 2. 
L'intégrale Sh dp est donc définie (et a priori appartient à El*); 
montrons que l'on a 
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généralisant ainsi la formule (4). En effet, pour tout z' E Et, on a 

2. Propriétés des mesures produits 

Si A (resp. p) est une mesure sur X (resp. Y) et v la mesure 
produit de Â par p, la restriction de v à X ( X  ; C) O ,X(Y;  C) 

i 

n'est autre que le produit tensoriel Â. O ,u des deux formes linéaires 
Â. et p (Alg., chap. II, 3" éd., Cj 3, no 2), car la relation (1) du no 1 
s'écrit (g O h, v) = (g, A)(h, p)  = ( g  @ h, A O p) quels que 
soient g E X ( X  ; C) et h E X ( Y ;  C). Par abus de langage, nous 
noterons encore A @ p la mesure produit v (et non seulement sa 
restriction au sous-espace partout dense X ( X  ; C) @ ,X(Y ; C) 
de X ( X  Y;  C)). 

L'application (A, p) t-+ A @ ,u de M(X ; C) x M(Y ; C) dans 
Af(X x Y ;  C) est évidemment bilinéaire, en vertu de la formule (3) 
du no 1. 

PROPOSITION 1.  - Soient A une mesure sur X, p une mesure Y ;  
si g€%(X;C) ,  h €  %?(Y; C), on a 

ce qui prouve la formule (6). 

PROPOSITION 2. -Le support du produit A @ p est égal au 
produit du support de À et du support de p. 

Remarquons en premier lieu que la relation A O p = O 
entraîne que l'une des mesures A, p est nulle (Alg., chap. II, 3" éd., 

7, no 7, prop. 16, (ii)). D'autre part, si U (resp. V) est un ensemble 
ouvert dans X (resp. Y), la restriction de Â O p au produit U x V 
est le produit des restrictions de A à U et de p à V, comme il 
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résulte du th. 1 du no 1 et de la définition de la restriction d'une 
mesure à un ensemble ouvert ( 5  2, no 1). Pour que la restriction 
de Â. @ ,u à U x V soit nulle, il faut et il suffit par conséquent 
que la restriction de ;1 à U ou la restriction de p a V soit nulle, 
ce qui démontre la proposition, compte tenu de la définition du 
support d'une mesure ( 5  2, no 2). 

PROPOSITION 3. - Soient 2 E A ( X  ; C), ,u E &(Y ; C). On a 

(7) 11 O al = pl O /Pl. 

Soient f E X+(X x Y), g E X ( X  x Y ; C) telles que lgl < f ;  
on a ( 5  1 ,  no 6, formule (13)) 

D'autre part, soient u E X+(X), v E X+(Y). Pour tout r: > 0, 
il existe u, E .X (X;  C), v1 E X ( Y ;  C) telles que luil < u, lvlI < v et 

Comme E est arbitraire, on en conclut que 

( U  O v, IjL O Pl) 2- ( u ,  IÂ.()(u, la/) = ( U  O v, 1/11 O (al). 

Compte tenu de (8), on voit que 

( u  O v, 1J. O pl> = ( U  O v, 1/11 O 1~1). 

Toute fonction de X(X ; C) (resp. X ( Y ;  C)) étant combinaison 
linéaire de fonctions de .X+(X) (resp. X+(Y)), la formule précédente 
est encore vraie pour u E X ( X  ; C) et v E %(Y; C); la proposition 
résulte donc de ce que X ( X ;  C) 8 ,X(Y;  C) est dense dans 
X(X x Y ;  C). 
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COROLLAIRE. - Soient i E A(X ; R), p E A ( Y  ; R). Alors on u 

En effet, on a, en vertu de la prop. 3, 

On raisonne de même pour ( 2  0 p)- .  

PROPOSITION 4. - Soient A E &(X ; C), p E A ( Y  ; C). On a 

en convenant de remplacer le second membre par O lorsque l'un 
des fucteurs est O et l'autre +m. En particulier, si À et p sont 
bornées, À @ p est bornée. 

En vertu de la prop. 3 ci-dessus, et du  5 1, no 8, cor. de le 
prop. 10, on peut se ramener au cas où Â et ,u sont des mesures 
positives. Si A = O ou ,u = O, le résultat est trivial; supposons donc 
A # O et ,u # O. Prouvons d'abord que )/A @ ,ull < 11Â.11 . Il,uII. O n  
peut supposer Â et ,u bornées. Pour toute f E X+(X x Y), on a 

ce qui démontre notre assertion. D'autre part, soient 

3. Continuité des mesures produits 

PROPOSITION 5.  - Pour toute mesure A, E .M(X ; C), 1 'applica- 
tion p- ÂO @ ,u de A ( Y ;  C) dans A(X x Y ;  C) est vaguement 
continue. 
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En effet, pour toute fonction f e X ( X  x Y;  C), on sait que 
la fonction h(y) = f (x, y) dÂo(x) appartient à X ( Y  ; C) (no 1, 
lemme 2), et l'on a (f, 3L0 @ p )  = (h, p ) ,  d'où la proposition. 

PROPOSITION 6. - Lorsqu'on munit &(X; C), A ( Y ;  C) et 
&(X x Y;  C) de la topologie de la convergence strictement com- 
pacte (§  1, no IO), l'application bilinéaire (A, p)  A @ p  de 
A ( X  ; C) x &(Y; C) dans &(X x Y : C) est hypocontinue pour 
les ensembles de parties vaguement bornées de A ( X  ; C) et &(Y ; C) 
(Esp. vect. top., chap. III, C) 4, no 2). 

Soient K c X, L c Y deux ensembles compacts, A une 
partie compacte de X ( X  x Y, K x L ; C), B une partie vaguement 
bornée et fermée de &(X; C);  on sait que B est vaguement 
compacte (5 1, n09, prop. 15), donc aussi compacte pour la 
topologie de la convergence strictement compacte (9 1, no 10, 
prop. 17). D'autre part, l'espace de Banach X ( X  x Y, K x L ;  C) 
est isométrique à X(X, K ; %(Y, L ;  C)) (no 1, lemme 1) ; l'applica- 
tion cp de X(X,  K ;  X(Y,  L ;  C)) x A ( X ;  C) dans X(Y, L ;  C) 
telle que q(g, A) soit la fonction h définie par h(y) = jg(x, y) dÂ(x), 
est séparément continue en vertu du C) 3, no 4, prop. 8 et 9. Comme 
X(X,  K ;  %(Y, L ;  C)) est tonnelé, on en conclut que l'application 
cp est hypocontinue relativement aux parties vaguement bornées 
de A ( X ;  C) (Esp. vect. top., chap. III, Cj 4, no 2, prop. 6); la 
restriction de cette application à A x B est donc continue (loc. 
cit., prop. 4). L'image C de A x B par cette application est par 
suite une partie compacte de l'espace de Banach X(Y,  L ;  C). 
Or, C n'est autre que l'ensemble des fonctions h(y) = .f f (x, y) dA(x) 
lorsque f parcourt A et 3, parcourt B ;  en vertu de la formule (3) 
du no 1, les conditions Â E B et p E Co entraînent donc A @ p  E A'. 
En vertu de la définition de la topologie de la convergence 
strictement compacte, cela prouve la proposition (Esp. vect. top., 
chap. III, Cj 4, no 2, déf. 2). 

La conclusion de la prop. 6 n'est plus valable lorsqu'on rem- 
place la topologie de la convergence strictement compacte par la 
topologie vague (exerc. 2c)). Toutefois, si B (resp. C) est une 
partie vaguement bornée de &(X, C) (resp. &(Y ; C)), l'image de 
B x C par l'application (A, p) H A @ p est vaguement bornée 
dans A ( X  x Y; C) en vertu de la prop. 6, donc la restriction de 
cette application à B x C est vaguement continue en vertu de la 
prop. 4 et du $1, no 10, prop. 17 (cf. exerc. 3). 
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4. Produit d'un nombre fini de  mesures 

Soicnt X i  ( 1  < i < n) n espaces localement compacts, 
n 

X  = n Xi leur produit. L'ensemble des combinaisons linéaires 
i =  1 

des fonctions complexes de la forme 

n 

s'identifie canoniquement au produit tensoriel @ X ( X i ;  C), et il 
i =  1 

résulte du lemme 1  du no 1,  par récurrence sur n, que ce produit 
tensoriel est dense dans X ( X ;  C). 

Soit alors pi une mesure sur X i  (1 < i < n ) ;  il existe sur X 
une mesure v et une seule telle que, pourh  E X ( X i ;  C) ( 1  < i < n), 
on ait 

En effet, si cette mesure existe, elle 
précède. D'autre part, soit v = p l  O p2 
X  définie par la relation de récurrence sur n 

est unique d'après ce qui 
O . . . @ pn la mesure sur 

Il résulte du no 1, formule ( 1 )  et de cette définition (par 
récurrence sur n) que v vérifie ( 1 1 ) ;  on dit que c'est la mesure 

n 

produit des mesures pi ( 1  < i < n), et on la note encore @ p i .  
i =  1 

La relation ( 1  1) s'écrit aussi 

PROPOSITION 7 (« associativité du produit de mesures n). -- 
Soit (I,), <,Gr une partition de l'intervalle ( 1 ,  n )  dans N ;  on a 

En effet, ces deux mesures coïncident, d'après (12), pour toute 
n 

fonction de @ X ( X i  ; C). 
i =  1 
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L'intégrale d'une fonction f E X ( X ;  C) par rapport a la 
mesure produit se note 

OU encore 

avec n signes J;  on dit que c'est une intégrale multiple d'ordre n 
ou intégrale n-uple. En vertu de  l'associativité du  produit de 
mesures et d u  théorème d'interversion des intégrations (no 1, th. 2)' 
on a, pour toute permutation o de (1, n) ,  

La notation de l'intégrale et la formule (14) s'étendent de 
façon évidente aux fonctions f E X(X;  E) à valeurs dans un 
espace localement convexe séparé E, telles que f(X) soit contenu 
dans une partie convexe complète de E. Nous laissons au  lecteur 
le soin de généraliser au  produit d'un nombre fini quelconque de 
mesures les résultats des nos 2 et 3 concernant le produit de deux 
mesures. 

En particulier, on appelle mesure de Lebesgue sur Rn le produit 
de n mesures identiques à la mesure de Lebesgue sur R ;  l'intégrale 
d'une fonction f E ,*(Rn; E), satisfaisant à la condition précédente, 
se note 

11. . . j f ( x 1 ,  x,, . . ., x.) d x i  d x 2  . . . dxn 

et est égale à 

{ d l  d  . . .]+I f X l x  . . . x n ) d x n .  
- m 

La mesure de Lebesgue sur Rn est invariante par toute tïans- 
lation. 
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5. Limites projectives de  mesures 

Soient X ,  Y deux espaces compacts, p :  X 4 Y une applica- 
tion continue; alors f i-, f 0 p est une application linéaire continue 
de %'(Y ; C )  dans %'(X ; C) ,  puisque l'on a 1 1  f 0 pl1 d 1 1  f 1 1  pour 
toute fonction f €%'(Y; C ) ;  nous noterons p' cette application. 
Sa transposée 'p ' :  &(X ; C) -&(Y; C )  est donc telle que, pour 
toute mesure p sur X, 'p l (p)  soit la mesure sur Y telle que 

pour toute fonction f E $?(Y; C). On observera que pour tout 
x E X, on a ' p p ' ( ~ , )  = E,,,,; pour cette raison, on notera p,(p) la 
mesure 'p'(p), qui prolonge donc p lorsqu'on plonge canonique- 
ment X (resp. Y )  dans ,M(X ; C) (resp. &(Y ; C ) )  ($  1, no 9, prop 13); 
pour toute mesure p sur X, p,(p) est un cas particulier de la notion 
générale d'image d'une mesure, que nous étudierons au chap. V, 
C) 6. Comme on a vu ci-dessus que l'on a Ilp'll < 1, on a aussi 
lltP'II < 1, et par suite 

pour toute mesure p E &(X ; C). 

Considérons maintenant un ensemble préordonné filtrant 1, 
un système projectif (X,, paB) d'espaces compacts X, (Top. ghn., 
chap. 1, 3" éd., Cj 4, no 4) ayant 1 pour ensemble d'indices; on sait 
que l'espace limite projective X = l@ X, est compact (Top. ge'n., 
chap. 1, 3" éd., C) 9, no 6, prop. 8) ; nous désignerons par p, l'applica- 
tion canonique de X dans X,. 

Il est clair que ( ,A(X, ;  C), est un système projectif 
d'espaces vectoriels, et que ((p,),) est un système projectifd'applica- 
tions linéaires, ce qui justifie la définition suivante: 

DÉFINITION 2. - On dit qu'une famille (p,),,,, où, pour tout 
a E 1, p, est une mesure sur X, ,  est un système projectifde mesures si, 
pour cc < p, on a p, = (pa,J*(pB). On dit qu'une mesure p sur 
X = I@ X ,  est limite projective du système projectif (p,) si, pour 
tout a E 1, on a p, = (p,),(p). 

PROPOSITION 8 . ( i )  Si un système projectif' (p,) de mesures 
sur les X ,  admet une limite projective, celle-ci est unique. 

(ii) Si un système projectif (p,) admet une limite projective, la 
jumille des normes (llp,ll) est bornée. 
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(iii) Si les pmp sont surjectives et la famille (IIp,ll) bornée; le 
système projectfde mesures (p,) admet une limite projective. 

(iv) Si les pal, sont surjectives, tout système projectif (p,) de 
mesures positives admet une limite projective p, qui est une mesure 
positive sur X, et l'on a II1( 1 1  = IIp,II pour tout a. 

(i) Nous prouverons d'abord le lemme suivant : 

Lemme 3. - Soit F l'ensemble des fonctions f E W(X; C) 
ayant la propriété suivante: il existe un aEI et une fonction 
~ ,EW(X,;  C) tels que f = f, op,. Alors F est un sous-espace 
vectoriel partout dense de W(X ; C). 

Notons d'abord que si g = gp 0 pl, et h = h, 0 p,, où 
gp E W(Xp ; C) et h, E W(X,; C), il existe a E 1 tel que a 3 f i  et 
cr 2 y, et l'on a donc pp = pp, 0 p,, p, = p,, O p,, ce qui montre que 

g + h = (g, OP,, + h, O p,,) O Pa 
appartient à F ;  on voit de même que g h ~  F ;  F est donc une 
sous-C-algèbre de %(X; C), qui contient les constantes et est 
telle que la relation f E F entraîne f E F. Enfin, si x # y sont deux 
points de X, il existe a E 1 tel que p,(x) # p,(y), donc il y a une 
fonction f, E W(X, ; C) telle que f,(p,(x)) # f,(p,(y)). La conclusion 
résulte par suite du th. de Weierstrass-Stone (Top. gén., chap. X, 
2e éd., 8 4, no 4, prop. 7). 

Ce lemme étant établi, soient p, p' deux mesures sur X telles 
que (p,),(p) = (p,),(pl) pour tout a €  1; cela signifie que, pour 
tout cc E 1 et toute fonction f, E %(XE; C), on a 

(fa, (P,)*(P)) = (fa, ( ~ J * b ' h  

ou encore (f, op,, p) = (fa 0 p,, p'); autrement dit, p et p' 
coïncident dans le sous-espace F de W(X ; C), qui est partout dense 
en vertu du lemme 3, donc p = p', ce qui démontre (i). 

(ii) La relation (15) appliquée à p, montre que si p est limite 
projective du système projectif (p,), on a nécessairement 

(iii) Supposons les pEl, surjectives; on sait qu'il en est alors 
de même des p, (Top. gén., chap. 1, 3' éd., Cj 9, no 6, prop. 8). Con- 
sidérons un système projectif de mesures (p,), et montrons d'abord 
qu'il existe sur F (avec les notations du lemme 3) une forme 
linéaire A telle que pour tout a E 1 et toute f, E W(X,; C), on ait 
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A( f i  O p,) = pa(f,). En effet, soient p, y deux indices dans 1, 
f;, E V(Xp; C),& E W(Xy; C) deux fonctions telles que JO 0 pp = f i  0 p, ; 
il existe alors un indice a E 1 tel que a 3 [j et a 3 y, donc 

Pp = Plla O Pa, Py = Pya O Pz, et ( f p  O PO,) O Pa = (.f, O pya) O Pa; comme 
pa est surjective, cela entraine.f; 0 pp, = f, 0 p,,, donc 

mais par définition cette dernière relation s'écrit aussi 
p&fD) = pY( f,), d'où notre assertion. 

Cela étant, supposons qu'il existe un nombre fini a > O tel 
que I)p,II < a pour tout a E 1 ; alors, on a, pour toute fonction 
fa E V(Xa ; C) 

l'(fa O pa)l = I ~ a ( f J l  '11 fa 1 1  = ail f a  O ~a 1 1  
puisque p, est surjective. Ceci montre que la forme linéaire est 
continue dans F, et il résulte du lemme 3 que A se prolonge en 
une mesure ,u sur X telle que (p,),(p) = p, pour tout a E 1, ce qui 
prouve (iii). 

(iv) Pour prouver l'existence de p, il suffit, en vertu de (iii), 
de vérifier que la famille des normes (Ilpuil) est bornée. Mais on a 
(jpa(l = pa(l), et pour a 6 0, la relation y, = (paP)*(pP) entraîne que 
p,(I) = p,)(l); comme 1 est filtrant, les masses totales de toutes 
les mesures p, sont donc égalcs, d'où notre assertion. En outre, 
le sous-espace F vérifie de façon évidente la propriété (P) du tj 1, 
no 7, prop. 9, donc la mesure y, limite projective de (y,), est positive. 
Enfin la relation pcl, = (p,),(p) montre comme ci-dessus que p(1) 
= pa( 1). 

Exemple. -Soit (X,),,, une famille d'espaces compacts; 
posons X = n X,, et pour toute partie finie J de L, posons 

,EL 

X, = n X,; désignons par pr,: X + X,, et pr,,,: X, -+ X, (pour 
AtJ  

J c K) les projections canoniques. On sait que (X,, pr,,) est un 
système projectif d'espaces compacts, et que la limite projective 
du système d'applications continues (pr,) est un homéomorphisme 
de X sur l'espace limite projective l@ X,, permettant d'identifier 
ces deux espaces (Top. gén., chap. I,3" éd., $4,  no 4 et Ens. chap. III, 
2" éd., rj  7, no 2, Remarque 3). Comme les projections pr,,, sont 
surjectives, il résulte de la prop. 8 que l'ensemble &(X; C) (resp. 
.&+(X)) s'identifie à l'ensemble des systèmes projectifs (yJ) tels que 
la famille des normes (Ily,II) soit bornée (resp. tels que les p, soient 
toutes positives, et nécessairement de même masse totale). 
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Considérons en particulier le cas où, pour chaque Â E L, on 
prend une mesure pi sur X,, et où on pose pJ = @pi.  Si J c K 

I s J  

sont deux parties finies de 1, on a alors, pour toute fonction 
f ,  E %(XJ; C), en vertu de la formule (14) du no 4, 

Pour que (p,) soit un système projectif de mesures, il faut et il 
suffit donc que l'on ait, soit p, = O pour tout 3, E L, soit ~ ' ( 1 )  = 1 
pour tout Â E L. 

6. Produits infinis de mesures 

Soit une famille d'espaces compacts, et pour tout 
A E L, soit p, une mesure sur X,. Gardons les notations de 
l'Exemple du no 5, de sorte qu'en particulier on a pJ = @pi  pour 

À e J  

toute partie finie J de L. 

PROPOSITION 9.- Supposons que toutes les mesures p, soient 
positives et que ltr ,famille (p,(l)),,, soit multipliable dans R+ (le 
produit pouvant avoir la valeur O). Alors il existe sur X une mesure 
!i et une seule telle que, pour toute partie jînie J de L et toute 
fonction fJ  E V(XI ; C), on ait 

En outre, la mesure p est positive et sa masse totale est donnée 
Par 

Soit F l'espace vectoriel formé des fonctions sur X de la forme 
f J  0 pr,, où J parcourt l'ensemble filtrant des parties finies de L, 
et f ,  E V(X,; C); on dit encore que F est l'espace des fonctions 
continues dans X ne dépendant que d'un nombre ,fini de variables. 
Le lemme 3 du no 5 montre que F est dense dans V(X; C), ce qui 
prouve l'assertion d'unicité. Si, pour un Â E L, on a p, = 0, 
la mesure p = O répond à la question, puisque dans le second 

membre de (18), on a yj(fj) = O si A E J, et n p,(l) = O si 
AeL- J 

Â 4 J. On peut donc supposer p, # O pour tout Â E L, et comme 
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les mesures sont positives, cela entraîne /*,(1) # O pour tout 
A E L. Posons alors p i  = p,/p,(l) pour tout Â E L, de sorte que 
p i  est une mesure positive sur X, telle que /*',(1) = 1. Il résulte 
alors de la prop. 8 du no 5 qu'il existe sur X une mesure positive 
p' de masse totale 1, telle que l'on ait pf(f, 0 pr,) = /*;(.f,) pour 
toute partie finie J de L et toute fonctionf, E W(XJ; C). La mesure 
positive 

répond alors à la question, puisque l'on a 

On dit que la mesure /* définie dans la prop. 9 est la mesure 
produit de la famille de mesures positives (p,),,,, et on la note 

COROLLAIRE. - Supposons uériJiées les conditions de la prop. 9, 
et soit (L,,),,,, une partition de L. Alors chacune des familles de  
mesures (pJAELP admet une mesure produit, la ,famille des mesures 
produits (8 p,R admet une mesure produit, et l'on a 

AeLp 
/ \ 

Cela résulte aussitôt des formules (18) et (19) et de l'associativité 
du produit pour les familles multipliables dans R+ (Top. gén., 
chap. IV, 3' éd., tj 7, no 5, Remarque). 

EXERCICES 

ll 1 )  a) Soit X un espace localement compact. Montrcr que toute 
partie compacte et convexe A de l'espace localement convexe X ( X ;  C), 
contenue dans .X+ (X), est strictement compacte. (Considérer la fonction 
enveloppe supérieure de l'ensemble des f G A, s = sup f ,  qui est continuc 

S E A  
dans X et tend vers O au point A l'infini de X. Pour toute fonction 
numérique continue g dans X, on notc P(g) l'ensernblc dcs x E X tels 
que g(x) > O. Montrer qu'il existe dans A une fonction f telle que 
P ( f )  = l'(.y); on notera pour cela que si K, est l'ensemble compact 
dcs x E X tels que s(x) 3 lin, il y a un nombre fini de fonctions f,., E A 
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telles que les ensembles ouverts P(f,.i) recouvrent K,. Utiliser ensuite 
le fait que A est convexe et fermé). 

b) O n  suppose qu'il existe dans X un ensemble dénombrable 
partout dense D. Montrer que toute partie convexe compacte A de 
X ( X ;  C) est alors strictement compacte. (Soit U l'ensemble des x 6 X 
tels qu'il ex i s t e , f '~  A pour lequelf(x) # 0, qui est une partie ouverte de 
X. Montrer, en utilisant le fait que A est un espace de Baire, qu'il existe 
une fonction g E A telle que g(x) 'f O pour tout x E U n D). 

il 2) Soit Y un espace localement compact non compact, dénom- 
brable à l'infini, et soit (Y,) une suite croissante de parties compactes 
de Y formant un recouvrement de Y et telle que Y, c Ti',, pour tout 
n, de sorte que toute partie compacte de Y est contenue dans I'un des 
Y, (Top. gén., chap. I,"3' éd., Ej 9, no 9, cor. 1 de la prop. 15). Soit /,'Y le 
compactifié de Stone-Cech de Y (Top. gén., chap. IX, 2' éd., tj 1, exerc. 7), 
de sorte que l'espace WJY; R) s'identifie à l'espace des fonctions 
numériques bornées et continues dans Y, et que Y est ouvert et dense 
dans []Y; pour toute fonction f E +?(PY; R), Supp( f )  est donc l'adhérence 
dans /?Y de l'ensemble des y E Y tels que j ' ( y )  # O. On rappelle que si 
Z,,  Z 2  sont deux parties de Y, fermées dans Y et sans point commun, alors 
leurs adhérences Z,,  Z, dans PY n'ont aucun point commun (Top. 
gén., chap. IX, 2' éd., tj  4, exerc. 17). 

Soi1 w un point de /)Y - Y, et soit X = /jY - (wl .  Montrer qiic 
sur l'espace .iY(X; R), la topologie limite inductive .Y- définie au no 1 est 
identique à la topologie de la convergence un~fOfi,rnw. (Si p est une semi- 
norme continue pour Y, montrer, en raisonnant par l'absurde, qu'il 
existe un nombre c > O tel que p(f) < cl/,f ' / /  pour toute fonction 
f E .X(X; R). Dans le cas contraire, il existerait une suite (,f i) de fonctions 
de . g ( X ;  R) telle que I l . f ; , i l  < 1, p(.f ,)  2 n, Supp(.f,) n Y, = 0, 

pour k < n. Soit alors Zi (i = 0, 1) la réunion des ensembles 

montrer que I'un des deux ensembles Z,, Z ,  est relativement compact 
dans X (Top. gén., chap. X, 2' éd., tj 4, exerc. 7), et en déduire une con- 
tradiction.) 

En déduire que, muni de la topologie Y, l'espace X ( X ;  R) n'est 
pas quasi-complet. 

3 )  Dans l'exemple de l'exerc. 2, on prend pour Y l'espace discret N. 
Pour tout n EN,  soit en la fonction de Y ( X ;  R) telle que e,(n) = 1 
et e,(x) = O pour x # n dans X. Montrer que l'ensemble A formé 
des fonctions O et e,/(n + 1) est compact dans X ( X ;  R), mais non 
strictement compact. Si U est I'ultrafiltre sur N induit par le filtre des 
voisinages de o dans DY = /3N, montrer que suivant & la famille des 
mesures positives (n~, )  tend vers O uniformément dans tout ensemble 
strictement compact de X ( X ;  R), mais ne tend pas uniformément vers 
O dans A. 
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74) a) Soit B, la boule unité fermée dans l'espace euclidien Rn, 
et soit A, l'ensemble des fonctions f EC~(B,; R) de la forme 

avec 121 < lln et iiall < lln. L'ensemble A, est convexe et compact 
dans I'espace de Banach V(B,; R), et possede la propriété suivante: 
quelles que soient les fonctions f,,. . ., f, appartenant à A,, il existe un 
point x E B, tel que f,(x) = . . . = f,(x) = 0; par contre, il existe 
n + 1 fonctions g,, . . ., g,+,, appartenant à A, et qui ne s'annulent 
simultanément en aucun point de B, (on pourra considérer l'application 
x H x/(1 - 1 x Il2) de $ dans Rn). 

b) Soit Bk l'ensemble B, muni de la topologie discrète, et posons 
D, = PB;. Soit Y (resp. Y') l'espace localement compact somme topo- 
logique des espaces D, (resp. Bi). Montrer que flY = PY'. 

c) Pour tout entier n, soit K, c Ce(D,; R) l'ensemble des fonctions 
numériques dont la restriction à BL = B, appartienne à A,. Soit K la 
partie de %'@Y; R) formée des fonctions dont la restriction à D, appar- 
tienne à K, pour tout n E N .  Montrer que K est une partie compacte 
et convexe de I'espace de Banach V(PY; R). Pour toute famille finie 
( f i ) i G i G n  de fonctions de K, soit W(f,, . . ., f,) l'ensemble des y E Y' 
tels queh(y) = O pour 1 < i < n. Montrer que les W(f,, . . .,fi) forment 
une base d'un filtre 2B sur l'espace discret Y'. En conclure qu'il existe 
un point o E DY - Y tel que la trace sur Y' du filtre des voisinages de o 
dans PY soit un filtre plus fin que 2B. Si l'on pose X = DY - {a), en 
déduire que K c X ( X ;  R)  et, à l'aide de l'exercice 2, conclure que dans 
X ( X ;  R) l'ensemble K est convexe, compact mais non strictement compact. 

5) Montrer que si E est un espace de Fréchet et X un espace locale- 
ment compact, l'espace ,X(X; E) est bornologique. 

En déduire que pour tout ensemble 6 de parties bornées de 
X(X ; C), qui est un recouvrement de X ( X  ; C) et est tel que tout ensemble 
formé des points d'une suite convergente dans X ( X ;  C) appartienne 
à 6, I'espace J , ( X  ; C) est complet. 

6) Soit ,u une mesure sur un espace localement compact X. Montrer 
que l'on a [pl = sup g (ap)  lorsque le scalaire a parcourt I'ensemble 
des nombres complexes de valeur absolue < 1. (Observer que pour 
toute fonction g E X ( X ;  C), et tout E > O, il existe un nombre fini 
d'applications hi de X dans (O, l), de supports compacts, et des scalaires 
a, tels que l'on ait I/g - 1 aihi /  < E et 11 Ig( - 1 lailhi I I  < E). 

Montrer que l'on a aussi Ilil = sup ~ ( h ' . ~ ) ,  lorsque h parcourt 
I'ensemble des fonctions de X ( X  ; C) telles que llh 1 1  < 1. 

7) Donner un exemple montrant que dans &(X; C), I'ensemble 
des mesures réelles bornées p telles que llpll = a n'est pas nécessairement 
vaguement fermé, même lorsque X est compact; montrer que si X est 
localement compact et non compact, l'ensemble des mesures positives 
bornées telles que 11 pl/ = 1 n'est pas vaguement fermé. 

8) Soit X un espace localement compact; pour toute partie com- 
pacte K de X, et tout entier n > O, soit SK., I'ensemble des fonctions 
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f~ .X(X; C) de support contenu dans K et telles que 1 1  f 11 < n. On 
appelle topologie quasi-forte sur &(X ; C) la topologie de la convergence 
uniforme dans les ensembles S,.,. Elle est moins fine que la topologie 
forte (lorsque A ( X ;  C) est considéré comme dual de l'espace ,X(X; C), 
cf. Esp. vect. top., chap. IV, $3, no 1)  et lui est identique lorsque X est 
paracompact. 

a) Montrer que la topologie quasi-forte sur &(X;C) est définie 
par les semi-normes p H Ipl(,f ), où f parcourt .X+ (X) ; l'espace At(X ; C) 
est complet pour la topologie quasi-forte. Les parties bornées de 
&(X; C) pour la topologie quasi-forte sont les parties équicontinues de 
A ( X  ; C). 

b) Montrer que sur &(X; R), la topologie quasi-forte est compatible 
avec la structure d'espace vectoriel ordonné (Esp. vect. top., chap. II, 
2" éd., ij 2, no 7). En déduire que si H est un ensemble filtrant croissant 
et majoré dans A ( X ;  R), la borne supérieure de H dans M(X;  R) est 
identique à la limite de son filtre dzs sections pour la topologie quasi- 
forte (loc. cit.). 

9) Soit X l'intervalle compact (O, 1) de R. 
a) Soit p, la mesure définie par la masse + 1 au point O et la masse 

- 1 au point l/n. Montrer que la suite (p,) tend vaguement vers O dans 
A ( X ;  C), mais que lpnl ne tend pas vaguement vers O. 

b) Soit p la mesure de Lebesgue sur X, et soit g,(x) = sin nx .  
Montrer que la mesure (1 - g,).p est positive et tend vaguement vers p 
lorsque n croît indéfiniment, mais ne tend pas fortement vers p. En 
déduire que les topologies induites sur A + ( X )  par la topologie vague 
et par la topologie forte (identique ici à la topologie quasi-forte) sont 
distinctes (cf. exerc. 10). 

10) Soit CD un filtre sur l'ensemble A+(X) des mesures positives sur 
X. Montrer que si 0 est vaguement convergent, alors, pour toute partie 
compacte K de X, il existe un ensemble M E Q, et un nombre a, > O 
tels que l'on ait ILL( f )l < a,. 11 f 11 pour toute fonction f E X(X,  K ;  C) 
et toute mesure ,u E M. 

7 I l )  a) Montrer que lorsqu'on munit &(X; C) de la topologie 
quasi-forte (resp. de la topologie de la convergence strictement compacte, 
resp. de la topologie vague), la forme bilinéaire (f, p ) ~  (f,p) est 
( 6, S)-hypocontinue, où Z est l'ensemble des parties vaguement bornées 
de A ( X ;  C), et où 6 est I'ensemble des parties bornées de X ( X ;  C) 
contenues dans un X(X,  K ;  C) pour un K compact convenable (resp. 
l'ensemble des parties strictement compactes de X ( X ;  C), resp. 
I'ensemble des parties finies de .X(X; C)) (cf. Esp. vect. top., chap. III, 
8 4, exerc. 7). 

b) Pour toute partie compacte K de X, montrer que la forme 
bilinéaire (f, p) H ( f ,  p) est continue dans X ( X ,  K ; C) x A ( X ;  C) 
lorsqu'on munit A ( X ;  C) de la topologie quasi-forte; elle est continue 
dans S ( X ,  K ; C) x A+(X) quand on munit &+(X) de la topologie 
vague (utiliser I'exerc. 10). 

c) On suppose X paracompact et non compact. Montrer que la 
forme bilinéaire ( f ,  p) H (f, p) n'est pas continue dans X(X ; C) x A+ (X) 
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lorsqu'on munit .'i/+(X) de la topologie fortc (idcntiquc dans ce cas 
à la topologie quasi-forte). 

d) Donner un exemple où X est compact et où la forme bilinéairc 
(.f; p) -t (,/; p) n'est pas continuc dans % (X ; C) x . K(X ; C) lorsq~i'on 
munit &(X; C) de la topologie de la convergence compacte (Esp. i w t .  

top., chap. IV, $3 ,  exerc. 2). 
7i 12) a) Montrer que l'application bilinéaire ( g , p ) + + g . p  de 

W(X ; C) x .A(X; C) dans .,k(X ; C) cst continuc lorsqu'on munit %(X ; C) 
de la topologie de la convergence compacte et A ( X ;  C) de la topologie 
quasi-forte (exerc. 8) ou de la topologie de la convergence strictement 
compacte. 

b) Montrer que l'application bilinéaire (g, p) H g . p  de 
%(X ; C) x . /t(X ; C) 

dans J#(X; C) est (6, 2)-hypocontinue lorsqu'on munit W(X; C )  de la 
topologie de la convergence compacte et .A(X; C) de la topologie vague, 
6 désignant l'ensemble des parties finies de W(X; C) et 2 I'enscmble des 
parties vaguement bornées dc .,&(X ; C). 

c) Montrer que l'application ( g ,  p)  H g . p  de W(X; C) x ./&+(Xi 
dans , /h'(X; C) est continue lorsqu'on munit W(X; C) de la topologie 
de la convergence compacte, .&(X; C) et .A+(X) de la topologie vague. 

d) Donner un exemple d'espace compact X tel que l'application 
bilinéaire (g, p) ++ g . p  de %(X; C) x ./#(X ; C) dans J&(X ; C) ne soit 
pas continue lorsqu'on munit V(X; C) de la topologie de la convergence 
uniforme et .&'(X; C) de la topologie vague. 

13) Montrer que pour toute fonction f r .X+(X), l'application 
p -  Ip / ( : f )  est semi-continue inférieurement dans A ( X ;  C) pour la 
topologie vague. 

Ti 14) a) Soit X un espace localement compact ayant une base 
dénombrable. Montrer que l'espace .di/+(X), muni de la topologie vague, 
est métrisable. 

b) Soit L l'ensemble des suites croissantes (k,),,, d'enticrs 3 0, 
tendant vers +cc avec n, et nulles pour n d O sauf pour un nombre 
fini de valeurs de n ;  soit P I'cnscmblc des classes d'équivalence formées 
des translatées (k,,,),,, d'une même suite (k,),,, ( h  parcourant Z) ;  
L et P sont non dénombrables. Soit X l'espace discret somme topologique 
de P et de Z ;  soit H l'ensemble des mesures positives sur X définies de la 
façon suivante: pour tout cc r P et toute suite g E a, est la mesure 
définie par la masse + I au point a, la masse O aux autres points de P, 
et la masse g(n) en tout point n r Z ;  H est le cône engendré par les 
mesures va:,. Soit alors p la mesure sur X définie par la masse + 1 en 
chaque point de P et la masse O en chaque point de %. Montrer que ,LL 
est vaguement adhérente à H mais n'est vaguement adhérente à aucune 
partie vaguement bornée de H. (Utiliser le fait que pour toute application 
J'de Z dans N, i l  existe une suite croissante (k,) E L telle que pour tout 
h E Z, lim k,+,/,f'(n) = + a:.) 

n+ a.  

15) Soit X un espace localement compact non compact ; sur l'espace 
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,&"(X; C) des mesures bornées sur X, dual de l'espace de Banach 
%O(X; C). on appelle topologie ultvafovte la topologie définie par la 
norme II/iI/, topologie faible la topologie o(,dZt(X ; C), e O ( X  ; C)). 

a)  Montrer que si X est paracompact, la topologie faible sur 
d i ( X ;  C) est strictement plus fine que la topologie vague (comparer à 
l'exerc. 2). 

b) Montrer que sur ,&''(X; C), la topologie ultraforte est stricte- 
ment plus fine que la topologie quasi-forte (remarquer que pour cette 
dernière ex tend vers O lorsque .x tend vers le point à l'infini de X). 

c) Si X est dénombrable à l'infini et non discret, montrer que sur 
,&Z1(X; C), la topologie faible et la topologie quasi-forte ne sont pas 
comparables. 

d)  Dans &'(X; C),  tout ensemble faiblement borné est borné 
pour la topologie ultraforte, mais il peut exister des ensembles bornés 
pour la topologie quasi-forte et non faiblement bornés. 

16) Soient X un espace localement compact, X' l'espace compact 
obtenu par adjonction a X d'un point à l'infini. Soit ,u une mesure 
bornée sur X ;  montrer qu'il existe sur X' une mesure p' et une seule qui 
prolonge p et est telle que IIp'II = ii,uli. 

17) Pour toute mesure ,u sur un espace localement compact X 
et tout homéomorphisme o de X sur lui-même, soit p, la mesure 
.f ++ i4.f 4. 

a) Montrer que l'on a /,u,/ = Ipl,. 
b) On munit A ( X ;  C )  de la topologie vague et on désigne par .d 

l'ensemble des endomorphismes continus de l'espace localement con- 
vexe J&Z(X; C); on munit ,& de la topologie de la convergence uniforme 
dans les parties vaguement bornées de &(X; C). Soit i- le groupe des 
homéomorphismes de X sur lui-même, muni de la topologie 6 définie 
dans Top. gén., chap. X, 2' éd., 3, na 5. Pour tout o E T, soit A, I'applica- 
tion P H  pu,  qui appartient à ,a?; montrer que l'application O++ A ,  
de i- dans d est continue. 

18) Soient X un espace compact, p une mesure sur X telle que 
~ ( 1 )  = //pl/. Montrer que p est une mesure positive. (Si 1 1 ,  = g(p) ,  
p 2  = Y(p), noter d'abord que ,u,(l) = I / p l I  et montrer que p, est une 
mesure positive en utilisant le chap. II, Cj 2, na 2, prop. 4 ;  prouver ensuite 
que p2 = O en considérant p(l + i f )  pour une fonction f E V(X; R) 
convenable). 

1) Soient X un espace localement compact, 0 un filtre sur JY(X ; C) 
tel que le support de ,u s'doigne indefiniment suivant 0; montrer 
que pour la topologie quasi-forte ( 5  1, exerc. 8), p tend vers O suivant 0. 

2) Montrer que pour la topologie ultraforte sur ,4f1(X;C) ( 5  1, 
exerc. 151, l'ensemble des mesures à support compact est partout dense 
dans A'(X ; C).  
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3) Soit X l'intervalle (O, 1) de R. Montrer que dans l'espace de 
Banach &(X; C), la distance de la mesure de Lebesgue à toute mesure 
discrkte est 2 1. 

7 4) Soit A un ensemble non dénombrable. Dans l'ensemble@(A), 
on considère la relation: N M n G N et N n M sont dénombrables 
entre M et N ;  montrer que c'est une relation d'équivalence faiblement 
compatible avec la relation d'inclusion M c M' (Ens., chap. III, 2' éd., 
5 1, exerc. 2). Soit B l'ensemble quotient de v(A) par cette relation 
d'équivalence; montrer que sur B la relation déduite de la relation 
d'inclusion par passage aux quotients est une relation d'ordre pour 
laquelle B est un réseau booléien (loc. cit., exerc. 17). On sait (Top. gén., 
chap. II, 3' éd., $4, exerc. 12) qu'il existe un isomorphisme de structure 
d'ordre de B sur le réseau booléien formé des parties à la fois ouvertes 
et fermées d'un espace compact totalement discontinu X. Montrer 
que si U est un ensemble ouvert non vide dans X, il existe une famille 
non dénombrable de  parties ouvertes non vides V a  de U deux à deux 
sans point commun (utiliser le fait qu'un ensemble non dénombrable 
admet une partition non dénombrable, formée de parties non dénom- 
brables). En déduire que toute mesure sur X a un support rare. 

5 )  Soit X un espace compact. On dit qu'une suite infinie (x,),,, 
de points de X admet une répartition limite si la suite des mesures à 

/ n - 1  \ 

support fini( F,J/n tend vaguement vers une limite p dans d + ( X ) ;  
i = O  

on dit encore que la suite (x,) est équirépartie pour la mesure p. Si T 
est un ensemble total dans l'espace de Banach W(X; C), montrer que 
pour que la suite (x,) admette une répartition limite, il faut et il suffi1 

que la suite ((::: (xi))() tende vers une limite dans C pour toute 

fonction f E T. En particulier, montrer que si X est un espace compact 
métrisable, pour toute suite (x,) de points de X, il existe une suite extraite 
(x,,) qui admet une répartition limite. 

Si X est l'intervalle (0, 1 )  de R et si ,u est la mesure de Lebesgue 
sur X, montrer que pour qu'une suite (x,) de points de X soit équirépartie 
pour p, il faut et il suffit qu'elle soit équirépartie mod. 1 au sens de Top. 
gén., chap. VII, 4 1, exerc. 14. Il faut et il suffit pour cela que, pour tout 

entier m E Z, la suite ((:$: eii"""")n) tende vers O pour rn # O. En 

déduire à nouveau, en particulier, que la suite des x, = nO - [no] 
(n E N) est équirépartie mod. 1 pour tout nombre irrationnel O (Top. 
gén., chap. VII, tj 1, exerc. 14). Quelle est sa répartition limite lorsque 
8 est rationnel? Cf. aussi chap. IV, 4 5, no 12. 

1) Soient E un espace hilbertien ayant une base orthonormale 
dénombrable (en) (Esp. vect. top., chap. V, tj 2, no 3), E, le sous-espace 
partout dense de E formé des combinaisons linéaires d'un nombre fini 
de vecteurs en. Soit X le sous-espace compact de R formé de O et des 
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points l/n (n entier 2 1); soit p la mesure positive sur X définie par la 
masse l/n2 en chaque point l/n et la masse O au point O ( §  1, no 3, 
Exemple 1). On considère l'application continue f de X dans E, définie 
par f(0) = O, f(l/n) = e,/n pour n 2 1 ; montrer que l'intégrale j f dp 
n'appartient pas a E,. 

2) Les espaces X et E et l'application f étant définis comme dans 
I'exerc. 1, montrer que l'application A ++ A(f) de A ( X ;  C) dans E n'est 
pas continue pour la topologie vague. (Si g, (1 < k < n) sont n fonctions 
scalaires continues dans X, montrer qu'il existe une mesure discrète A 
sur X telle que Jg, dÂ = O pour 1 d k < n, mais que 1 1  J f  dAll soit 
arbitrairement grand). 

3) a) Soit E un espace localement convexe séparé quasi-complet. 
Montrer que lorsqu'on munit d ( X ;  C) de la topologie quasi-forte 
(4  1, exerc. 8) (resp. de la topologie de la convergence strictement 
compacte), l'application (f, p) ++ Jf  dp est (6, S)-hypocontinue, 5 
étant l'ensemble des parties vaguement bornées de &(X ; C), G l'ensemble 

d e s  parties bornées (resp. compactes) de X(X ;-El contenues- daris u n  
X(X,  K ; E) pour un K compact convenable. 

b) Pour toute partie compacte K de X, l'application (f, p) ++ jf dp 
est continue dans X(X,  K ; E )  x &(X; C) lorsqu'on munit A ( X ;  C) 
de la topologie quasi-forte, et dans X(X,  K ;  E) x A+(X) lorsqu'on 
munit &+(X) de la topologie vague. 

4) Démontrer le cor. de la prop. 4 du no 2 en utilisant la prop. 8 
du no 4 (se ramener au cas où E est quasi-complet, et utiliser aussi le 

1, no 3 ,  cor. 3 de la prop. 15). 

§ 4 

1) Soient X, Y deux espaces localement compacts. 
a) Montrer que l'application (p, V) ++ p 8 v de &(X; C) x &(Y ; C) 

dans &(X x Y ;  C) est continue lorsqu'on munit &(X;C),&(V; C) 
et &(X x Y ;  C) de la topologie quasi-forte ( 5  1, exerc. 8). 

b) Montrer que l'application (p, v) H p @ v de A+ (X) x &+ (Y) 
dans &+(X x Y) est continue lorsqu'on munit A+(X), &+(Y) et 
&+ (X x Y) de la topologie vague. 

7 2) a) Soit X l'intervalle [O, 1 )  de R ;  montrer que si (a,),,,, 
est une suite finie quelconque d'kléments de X deux à deux distincts, 
les n fonctions lx - a,l (1 < k < n) sont linéairement indépendantes. 
En déduire que la fonction continue lx - définie dans X x X, n'est 

n - - - - - - - - - - - - - - - - -  

pas-de  la fornie -r üi(x)vi(y), ou les ui et v i  sont continues. 
i =  1 

b) Pour toute mesure p E &(X; C), on pose f,(y) = jlx - dp(x). 
Montrer que l'application linéaire p-f, de A'(X; C) dans W(X; C) 
est injective, a pour image un sous-espace vectoriel partout dense L de 
%'(X ; C), et est continue mais non bicontinue pour les topologies d'espace 
normé sur &(X; C) et L. (Observer que L contient les constantes et 
les fonctions linéaires par morceaux). 
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c) Soient ui (1 < i < m) m fonctions quelconques de %(X; C) et 
soit V le sous-espace vectoriel de &(X; C) orthogonal aux ui, qui est 
donc de codimension d m dans .&(X ; C). Montrer que si B est l'ensemble 
des mesures p sur X telles que IIyII < 1, il existe des mesures p E B et 
v E V telles que $fl,(y)dv(y) soit arbitrairement grand (utiliser b)). En 
déduire que si l'on munit R, A ( X ;  C) et .M(X x X; C) de la topologie 
vague, I'application (fi, v) ++ ,u 8 v de B x ./Zt(X ; C) dans .k(X x X ; C) 
n'est pas continue. 

7 3) a) Soient X, Y deux espaces localement compacts, K c X, 
L c Y deux enscmbles compacts, A une partie compacte de l'espace 
. f ( X  x Y, K x L ;  C). Pour tout entier n, soit V, un entourage de la 
structure uniforme de K tel que, pour tout couplc (x', X")E V,, tout 
y E L et toute fonction f ' ~  A, on ait 

Soit C ,  l'ensemble des fonctions y ++ n(J '(s l ,  y) - J(xU, y))  pour tous 
les couplcs (x', x") E V, et toute f E A ;  montrer que la réunion C des 
C, pour tout n 3 1 est unc partie relativement compacte de .K(Y,  L ;  C). 

b) Soit B la réunion de C et de l'ensemble des applications y c-. f (x, y) 
pour x E K et f E A, qui est une partie relativement compacte de 
d''(Y, L ;  C) .  Montrer que lorsque v parcourt le polaire Bo de B dans 
,#(Y; C) et queJ'parcourt A, I'cnscmble des applications 

est relativement compact dans X ( X ,  K ; C). 
c) Dkduire de b) que I'application (y, v)++ p 8 v de 

dans A'(X x Y ;  C) est continue lorsque l'on munit ..&'(X ; C), .,&'(Y ; C) 
ct .M(X x Y ;  C) de la topologie de la convergence strictement compactc. 

4) Soient X Lin espace localement compact, Y un espace localement 
compact et paracompact. Montrer que l'application canonique de 
.X(X x Y ; C) dans .Y (X;  Y(Y ; C)) est un isomorphisme d'espaces 
vectoriels topologiques. 

5 )  Soient (X,),,,, une famille infinie d'espaces compacts; pour chaque 
A E L, soient u, un point de X, et 11, une mesure positive sur X,, de inasse 
totale 1. Pour toute partie finie J de L, soit il(.I) la mesure sur X = n X , ,  

A€L 

produit des mesures y, pour A E J et des mesures E ? ~  pour A E L - J. 
Montrer que, suivant l'ensemble filtrant des parties finies de L, la mesure 
v(J) tend vaguement vers 11 = @) pi mais ne tend pas fortement vers p. 

AeL 

B 6 )  Avec les notations du no 6, montrer que, pour qu'il existe sur 
X une mesure p # O telle que, pour toute partie finie J de L et toute 
fonction f, E 'g(XJ; C), on ait 
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il faut et il suffit que les trois conditions suivantes soient vérifiées: 
1" PA # O pour tout iL E L. 
2" Il existe une partie finie JO de L telle que la famille ( / ~ ~ ( l ) ) ~ ~ ~ - j ,  

soit multipliable dans C* (et ait donc un produit # O). 
3" La famille (IIpnil)AEL est multiplicable dans R$ (et a donc un 

produit # O). 
Dans quels cas le second membre de (1) est-il égal à O pour toute 

partie finie J de L et toute fonction j, E %?(Xj; C)? 
7) Avec les notations de l'exerc. 6, on suppose que les conditions 

de cet exercice sont satisfaites. Montrer que pour tout foncti0n.f E %?(X ; C), 
on a 

i f d p = I '  lm 1 J ' (XJ 7 XL- J) dp,(xJ 
J 

la limite étant prise suivant l'ensemble filtrant des parties finies de L, 
et xJ désignant prJ(x) pour tout x E X et tout J c L ;  de même, pour 
tout x E X, on a 

lorsque toutes les mesures p, (A E L) sont de masse totale 1 (pK désignant, 
pour toute partie K de L, le produit de la sous-famille de mesures 
b A ) k K ) -  

8) Avec les notations de l'exerc. 6, montrer que si le produit de la 
famille (p,) est défini et # O, il existe une partie dénombrable K de L 
telle que pour tout Â. E L - K, la mesure pÂ soit positive et de masse 
totale 1 (utiliser l'exerc. 18 du 5 1). 



C H A P I T R E  IV 

PROLONGEMENT D'UNE MESURE. 
ESPACES Lp 

Dans ce chapitre, X désigne un espace localement compact, ,u 
une mesure sur X ; lorsqu'il est question d'une fonction (sans préciser 
l'ensemble où cette fonction est définie), il est sous-entendu qu'il 
s'agit d'une fonction définie dans X. 

Pour toute partie A de X, on désignera par q, la fonction 
caractéristique de A (égale à 1 dans A, à O dans [A). 

5 1. Intégrale supérieure d'une fonction positive 

1. Intégrale supérieure d'une fonction positive semi-continue 
inférieurement 

Soient X un espace localement compact, p une mesure positive 
sur X;  on sait que ,u est une fonction croissante dans l'ensemble 
réticulé X+(X) (que nous noterons aussi X+).  

Nous désignerons par 9+(X) (ou simplement 9+) l'ensemble 
des fonctions numériques positives, finies ou non, et semi-continues 
inférieurement dans X. Rappelons que la somme d'une famille 
quelconque de fonctions de 9+ appartient à 9+ ; le produit d'une 
fonction de 9+ par un nombre fini a > O appartient à 9+ ; l'enve- 
loppe supérieure d'une famille quelconque de fonctions de Y+ et 
l'enveloppe inférieure d'une famillefinie de fonctions de Y+ appar- 
tiennent aussi à 9, (Top. gén., chap. IV, 9 6, no 2, prop. 2 et th. 4). 
Nous utiliserons en outre le lemme suivant: 

Lemme 1. - Toute fonction f E 9+ est l'enveloppe supérieure 
de l'ensemble (Jiltrant pour la relation ,<) des fonctions g E X+ 
telles que g < f. 

En effet, pour tout x E X tel que f (x) > O, et pour tout nombre 
réel fini a tel que O < a < f (x), il existe par hypothèse un voisinage 



compact V de x tel que f ( y )  2 a dans V ;  d'autre part, il existe 
une fonction g E X+, de support contenu dans V, égale à a au 
point x et < a dans V (Top. gén., chap. IX, $ 1, no 5, th. 2); on a 
donc O d g ,< f et g(x)  3 a, ce qui démontre le lemme. 

DÉFINITION 1 .  - Etant donnée une mesure positive p sur X ,  on 
appelle intégrale supérieure d'une fonction f E 3!+ (par rapport à p) 
le nombre positif (fini ou égal à + CO) 

Pour toute fonction f E X+, il est clair que p*( f )  = p ( f ) ,  
autrement dit p* est un prolongement de p ii â+. 

Exemple. -Soient X un espace discret, p une mesure positive 
sur X, et poso~is a(x) = p(q, , )  pour tout x E X. Toute fonction 
numérique f  définie dans X est alors continue; pour une telle 
fonction f 2 O, on a p*( f )  = 1 a(x) f  (x), en convenant de 

x E x  
poser a(x) f  (x) = O lorsque a(x) = O et f  (x) = + m. En effet, on a 

a(x) f (x) = sup ( 1 a(x) f (x)), où M parcourt l'ensemble des 
x t X  M x t M  

parties finies de X. S'il existe xO E X tel que f  (x,) = + co et 
a(xo) > O, on a a(x) f  (x) = + cc dès que x, E M, et d'autre 

XEM 

part, pour tout entier n > 0, on a f  2 n . (P ., ), donc p*( f )  na(x,), 
et par suite p*( f )  = +CO. Si au contraire a(x) = O en tous les 
points ou f ( x )  = + CO, la fonction g égale à f  aux points x E M 
où @(x) > 0, à O ailleurs, appartient a X,, et l'on a, en vertu des 
conventions faites, p(g) = a(x)f'(x), ce q u i  prouve encore la 

x s M  

relation pX( f )  = 1 a(x) f (x). 
XEX 

PROPOSITION 1 .  - Pour tout nombre réel fini a > O et toute 
fonction f E Y+, on a 

PROPOSITION 2. -Sur l'ensemble 3!+, la fonction p* est 
croissante. 

Les démonstrations sont immédiates à partir de la déf. 1. 

THÉORÈME 1 .  - Soit H un ensemble non vide de fonctions de 
Y+ ,$filtrant pour la relation <. Pour toute mesure positive p sur X, 
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p*(sup g) = sup p*(g) = lim p*(g). 
9 EH !4 EH g t H  

Posons f = sup g. Nous démontrerons d'abord le théorème 
g EH 

dans le cas particulier où les fonctions g E H et leur enveloppe 
supérieure f appartiennent à .X+. I l  résulte alors du th. de Dini 
(Top. gkn., chap. X, 2' éd., 3 4, no 1, th. 1) que le filtre des sections de 
H converge unijbrnzérnent vers f dans toute partie compacte de X, 
et en particulier dans le support K de$ Comme O < g < f pour 
toute fonction g E H, le support de toute fonction de H est contenu 
dans K ;  mais par définition p est continue dans l'espace vectoriel 
.X(X, K ;  C) des fonctions continues à support contenu dans K, 
pour la topologie de la convergence uniforme; d'où la relation 
(2) dans ce cas. 

Passons au cas général. 11 est clair que p*(g) < ,u*(f) pour 
toute fonction g~ H. D'après la déf. 1, tout revient a montrer 
que, pour toute fonction il/ E j(l; telle que $ < f ;  on a 

Pour toute fonction g E H, soit @, l'ensemble des fonctions y E .X+ 
telles que cp < g, et soit la réunion des ensembles @, lorsque g 
parcourt H ;  comme H est filtrant, il en est de même de 0, et 
on a f = sup 9 .  Comme $ < f, $ est l'enveloppe supérieure de 

9 4 

l'ensemble des fonctions inf(S/, cp) lorsque cp parcourt @; mais 
comme $ et les fonctions inf ($, 9) appartiennent a X+, la première 
partie de la démonstration prouve que p($) = sup ,u(inf($i y)). Or, 

WQ 

chaque cp E appartient à un ensemble @,, donc 

d'où l'on déduit aussitôt que p($)  < sup p*(g). Nous avons donc 
8 EH 

prouvé que p * ( j )  = sup p*(g); la relation p*(f) = hm ,u*(g) est , EH 

alors une conséquence du théorème de la limite monotone (Top. 
gén., chap. IV, 5 5, no 2, th. 2). 

THÉORÈME 2. - Si J; et .f2 sont deux fbnctions de Y+, on a 



En effet. lorsque pl (resp. q,) parcourt l'ensemble des fonc- 
tions de A?+ telles que q, < J', (resp. q2 d f,), les fonctions 50, + q2 
forment un ensemble filtrant (pour d )  dont l'enveloppe supérieure 
est f, + f,. En vertu du th. 1, on a donc 

(qi, q2) parcourant l'ensemble des couples de fonctions de X+ 
telles que q, < f i  et q 2  < f,; comme on a 

(Top. gén., chap. IV, 5 5 ,  no 7, cor. 2 de la prop. 12), le théorème est 
démontré. 

PROPOSITION 3.-Pour toute famille (f,),,, de fonctions de 
$+, on a 

En effet, pour toute partie finie J de 1, i l  résulte du th. 2 (par 

récurrence sur le nombre d'éléments de J) que p* Cf ,  = p*(f,); 
(,cl ) L C ~  

lorsque J parcourt l'ensemble des parties finies de 1, les fonctions 
gJ = Cf, appartiennent à Y+ et forment un ensemble filtrant 

L G J  

pour la relation 6 ,  dont l'enveloppe supérieure est la fonction 

f , ;  la proposition résulte donc du th. 1. 
icI 

PROPOSITION 4.-Soit f une fonction de Y+. L'application 
,u ~ , u * ( f )  de l'ensemble &+(X) des mesures positives sur X ,  dans 
la droite achevée R, est semi-continue inférieurement pour la 
topologie vague sur &+(X) (chap. III, 5 1, no 9). 

En effet, cette application est par définition l'enveloppe supé- 
rieure des applications p- ~ ( g ) ,  où g parcourt l'ensemble des 
fonctions de X+ telles que g < f ;  et par définition de la topologie 
vague, les applications p ++ p(g) sont continues dans .M(X). 

- - - - - - - - - -  ~~ 

2. Mesure extérieure d'un ensemble ouvert 

Etant donné un ensemble ouvert G c X ,  sa fonction caracté- 
ristique q, est semi-continue inférieurement dans X (Top. gén., 
chap. I V ,  3 6, no 2, cor. de la prop. 1). On peut donc poser la 
définition suivante : 
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DÉFINITION 2.- Etant donnée une mesure positive p sur X, 
pour tout ensemble ouvert G c X, on appelle mesure extérieure de G, 
et l'on note p*(G), l'intégrale supérieure p*(qG). 

La mesure extérieure d'un ensemble ouvert G est donc un 
nombre 3 0, fini ou égal à + m .  On a p*(0) = O. En outre 
,u*(X) = 1 1  ,u 11, comme le montre la formule (23) du chap. III, 
Ij 1, no 8. 

PROPOSITION 5. - La mesure extérieure d'un ensemble ouvert 
relativement compact G est finie. 

En effet, il existe alors une fonction f CE .;y;_ telle que q,, < f 
(chap. III, Ij 1, no 2, lemme 1)' d'où 

Un ensemble ouvert de mesure extérieure finie n'est pas 
toujours relativement compact (exerc. 3). 

PROPOSITION 6.- Si G1 et G, sont deux ensembles ouverts 
tels que G,  c G,, on a p*(G,) < p*(G,). 

En effet, la relation G ,  c G, équivaut à qGl < q G L .  

PROPOSITION 7.- Soit 6 un ensemble de parties ouvertes de X, 
Jiltrant pour la relation c ; on a 

/ \ 

p* u G = sup p*(G). 
( ~ € 6  ) 

En effet, les fonctions cp, forment un ensemble filtrant (pour 
<) dans Y+ et leur enveloppe supérieure est la fonction caractéris- 
tique de la réunion des ensembles G E  O;  la proposition est 
donc une conséquence du th. 1. 

PROPOSITION 8.--Soit ( G )  une .famille quelconque 
d'ensembles ouverts ; on a 

En outre, si les G, sont deux à deux sans point commun, on a 

En effet, si G = U G , ,  on a qG = sup qG, < 1 qG, ;  lorsque 
LEI  LEI LEI 



les G ,  sont deux a deux sans point commun, cp, = cp,,; la 
L E I  

proposition est donc conséquence du th. 1 et de la prop. 3. 

Exemple. -Prenons X = R, et soit p la mesure de Lebesgue 
sur R (chap. III, 5 1, no 3);  nous allons déterminer la mesure 
extérieure d'un intervalle ouuert G = )a, b (  ( - CE < a < b < + m). 
Supposons d'abord a et b  finis. Pour toute fonction de f de X+ 
telle que f ,< cp,, on a, d'après le th. de la moyenne, 

h 

f(x)  dx = f ( x )  dx ,< b - a, 

d'où p*(G) < b  - a. D'autre part, pour tout E > O, il existe une 
fonction f e X +  tellequef < cp,etf(x)= 1 pour ~ + E < x <  b - E ;  
d'ou p*(G) 2 b - a - 28; comme E est arbitraire, on a 

en d'autres termes, la mesure extérieure de G est égale à sa lon- 
gueur. Ce résultat s'étend aussitôt au cas où G est un intervalle 
ouvert illimité, puisqu'il contient alors des intervalles ouverts 
bornés de longueur arbitrairement grande; on a donc dans ce 
cas ,u*(G) = + m .  

Soit maintenant G un ensemble ouvert quelconque dans R ;  
G est une réunion d'un ensemble dénombrable (fini ou infini) 
d'intervalles ouverts )ak, b,(, deux a deux sans point commun 
(Top. gén., chap. IV, 5 2, no 5, prop. 2); on a par suite 

(prop. 8); autrement dit: 
PROPOSITION 9. -Pour lu mesure de Lebesgue sur R, la 

mesure extérieure d'un enwmhlr ouvert dans R est égale à la somme 
des longueurs de ses composantes connexes. 

On notera en particulier que si G est un ensemble ouvert 
dans R tel que p*(G) = O, G est vide. 

3. Intégrale supérieure d'une fonction positive 

Pour toute fonction numérique f 2 O (finie ou non) définie 
dans X, il existe des fonctions h E 9+ telles que f d h, ne serait-ce 
que la constante + m. 
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DÉFINITION 3. - Soit p une mesure positive sur X ; pour toute 
fonction numérique f 3 O ($nie ou non) définie dans X ,  on appelle 
intégrale supérieure de f (par rapport à p) le nombre positif ( f ini  
ou égal à + co) 

p*( f )  = inf p*(h). 
h a  f ,h€$+ 

Lorsque f E Y+, le nombre p * ( f )  ainsi défini est égal à l'inté- 
grale supérieure définie dans la déf. 1, puisque p* est croissante 
dans Y+. 

Au lieu de la notation p * ( f ) ,  nous utiliserons aussi les 

E x e m p l e .  Si X est un espace discret, p une mesure positive 
sur X et si l'on pose a(x) = ,u(cp{,,), on a p*(f) = ol(x)f(x) 

XEX 
pour toute fonction numérique f 2 O définie dans X, puisqu'une 
telle fonction est continue (no 1, Exemple). 

PROPOSITION 10.- Si f et g sont deux fonctions numériques 
2 O déjinies dans X et telles que J' < g, on a p * ( f )  < ~ " ( g ) .  

PROPOSITION 1 1. - Pour tout nombre réel jîni a > O et toute 
fonction numérique f 3 O déjînie dans X, on a 

PROPOSITION 12. - Si f i  et f ,  sont deux fonctions numériques 
2 O définies dans X, on a 

En effet, pour toute fonction h l  E 9+ telle que f ,  < h ,  et 
toute fonction h, E 9+ telle que f, < h2, on a, en vertu du th. 2, 

d'où (Top. gén., chap. IV, 9 5, no 7, cor. 2 de la prop. 12) 

ce qui n'est autre que l'inégalité (9). 

Les prop. 10, 11 et 12 expriment que p* est une fonction 
croissante, positivement homogène et convexe dans l'ensemble des 
fonctions numériques 2 0 définies dans X (chap. 1, no 1). On 
notera que si f, et f, sont deux fonctions positives quelconques, 



les deux membres de (9) ne sont pas nécessairement égaux ($4, 
exerc. 8 d)); nous donnerons au § 5, no 6 des conditions moyennant 
lesquelles l'égalité a lieu. 

THÉORÈME 3. -Pour toute suite croissante (f,) de fonctions 
numériques 2 O définies dans E, on a 

Comme chacune des fonctions f, est au plus égale à supf,, 
n 

tout revient à prouver que p*(sup f,) < sup p*(fn); c'est évident 
n n 

si le second membre de cette inégalité est + m. Dans le cas con- 
traire, on a ,u*(f,) < + cc pour tout n; nous allons montrer que, 
pour tout E > O, il existe une suite croissante (g,) de fonctions de 
Y+ telle que f, < g, et que p*(g,) < p*( f,) + E. Si g est l'enveloppe 
supérieure de la suite (g,), on aura p*(g) = sup ,u*(g,) (no 1, th. l), 

n 

d'où p*(g) ,< sup p*(fn) + E ;  comme supf, < g et que e est arbi- 
traire, le théorème sera démontré. 

Par hypothèse, il existe une fonction h, E $+ telle que fn < h, 
& 

et que p*(f,) < p*(h,) < p*(f.) + Zn ; montrons que les fonctions 

g, = sup(h,, h,, . . . , h,) répondent à la question. Elles appar- 
tiennent à Y+, forment une suite croissante, et l'on a f, < gn pour 
tout n; nous allons prouver qu'on a 

Raisonnons par récurrence sur n; le cas n = 1 est trivial. On a 
d'autre Part g,+i = sup(gn,hn+i), g, 2fn et h,+i 2 f , + ~  2 f,, 
d'où inf(g,, h,+ ,) 2 f, ; comme on a 

C.Q.F.D. 

9 
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COROLLAIRE. - Soit 5 un ensemble de ,fonctions numériques 
3 O,$ltrant pour la relation < et tel qu'il existe une partie cofinale 
dénombrable Q de 5 (Ens., chap. III, 5 1, no 7); on a 

(11) P* (sup f ) = sup ~ " ( f ) .  
f €5 f €5 

En effet, il existe une suite croissante de fonctions de Q ayant 
même enveloppe supérieure que 3: si (f,) est la suite des fonctions 
de 8, rangées dans un ordre quelconque, soit (f,,) une suite 
partielle définie par récurrence par les conditions n, = 1, 
fn,+ ,  3 sup(fn,, fk); il est clair que cette suite partielle a les pro- 
priétés indiquées. 

Remarques. - -  1) La relation (1 1) ne subsiste plus nécessairement 
lorsque 5 est un ensemble filtrant non dénombruble de fonctions 
3 O non semi-continues inférieurement. Prenons par exemple 
X = R, p étant la mesure de Lebesgue sur R, et considérons 
l'ensemble filtrant (pour 6 )  5 des fonctions caractéristiques cp, 
de toutes les parties finies M de R. On a p*(cpM) = O quel que soit 
l'ensemble fini M, car un point est contenu dans un intervalle 
ouvert de longueur arbitrairement petite, et la fonction caracté- 
ristique d'un ensemble réduit à un point a donc une intégrale 
supérieure nulle, en vertu de la déf. 3 et de la prop. 9 du no 2. 
Mais l'enveloppe supérieure de 5 est la fonction constante égale 
à 1 et l'on a p*(1) = +no. 

2) On observera que pour une suite décroissante (f,) de fonctions 
>O, on n'a pas nécessairement p*(inf f,) = inf y*(f,), même si 

n n 

y*(f,) < + no pour tout n (cf. 5 4, exerc. 8 c)). 

PROPOSITION 13. - Pour tout suite (f,) de fonctions numériques 
3 0, définies dans X, on a 

II suffit d'appliquer la relation (10) à la suite croissante des 
n 

fonctions g, = C .fk en tenant compte de ce que, d'après (9), on a 
k =  1 n 

Au (j 5, no 6, nous donnerons des conditions moyennant lesquelles 
les deux membres de (12) sont égaux. 

PROPOSITION 14 (lemme de Fatou). -Pour toute suite un) de 
$mctions numériques 2 O, on a 

(13) ,u*(lim . inf fn) < lim . inf p*( f,). 
n-cc  n 4  a, 



En effet, pour tout entier n, posons g, = inf fn+,; la suite (g,) 
0 3 0  

est croissante, et l'on a lim . inff, = sup g,, d'où, en vertu de (IO), 
n-+ M n 

p*(lim . inf f,) = sup p*(g,) ; mais comme g, ,< f, +, pour p 3 0, 
n- C o  n 

on a p*(g,) < p*(f,+ ,), d'où p*(g,) d inf p*( f,+,), et finalement 
p 3 0  

p*(lim . inf f,) < sup (inf p*( f, + ,)) = lim . inf p*( f,). 
Il-M n p > O  fl* cc  

COROLLAIRE.-Soit (f,) une suite de fonctions numériques . .. 

3 0 telle que, pour tout x EX,  lim f,(x) = + co. Si la mesure p 
n + m  

n'est pas nulle, on a lim p*( f,) = + m. 
n+ cc 

En effet, si f, est la fonction constante égale à + co, fo est 
l'enveloppe supérieure de toutes les fonctions de X+, et comme 
p f O, on a p*( fo) > 0 ;  mais comme fo = af, pour tout a > 0, 
on a nécessairement p*( fo) = + co (prop. 11). L'inégalité (13) 
montre alors que p*(f,) tend vers + ao avec n. 

PROPOSITION 15.- Pour tout scalaire a > O et tout couple de 
mesures positives p, v sur X, on a 

(NP)* = ap* 

(p + v)* = p* + v*. 

En outre, la relation p < v entraîne p* < v*. 
Démontrons la relation (15). Posons Â = p + v ;  on a donc 

A( f )  = p( f )  + V( f )  pour f E X+ ; pour f E Y+ , la valeur de A*( f )  
(resp. p*(f), v*( f ) )  est la limite de A(g) (resp. p(g), v(g)) lorsque g 
parcourt l'ensemble filtrant (pour <) des g E X+ telles que g < f ; 
on a donc A*( f )  = p*( f )  + v*( f). Enfin, si f est une fonction 2 O 
quelconque définie dans X, A*( f )  (resp. p*( f ), v*( f )) est la limite 
de A*(h) (resp. p*(h), v*(h)) lorsque h parcourt l'ensemble filtrant 
(pour 2) des fonctions h E Y+ telles que h 3 f ; on a donc encore, 
par passage à la limite, iL*( f )  = p*( f )  + v*( f ) ,  ce qui démontre 
(15). On établit de même la relation (14). Enfin, si p < v, on peut 
écrire v = p + (v  - p), où v - p 3 0, donc v* = p* + (v - p)*, 
ce qui montre que p* 6 v*. 

4. Mesure extérieure d'un ensemble quelconque 

DÉFINITION 4. -Soit p une mesure positive sur X ;  pour toute 
partie A de X ,  on appelle mesure extérieure de A (pour la mesure p), 
et on note p*(A), l'intégrale supérieure p*(q,). 
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La mesure extérieure d'un ensemble est donc un nombre 
0, fini ou égal à + xi, qui coïncide pour les ensembles ouverts 

avec la mesure cxtérieure définie dans la déf. 2 du no 2. 

PROPOSITION 16.- Si A et B sont deux parties de X telles que 
A c B. on  I I  p*(A) < p*(B). 

COROLLAIRE. - Tout ensemble relutivement compact dans X 
est de mesure extc;rieure finie. 

En effet, un tel ensemble est contenu dans un ensemble ouvert 
relativement compact (Top. gén., chap. 1, 3' éd., 5 9, no 7, prop. IO), 
dont la mesure extérieure est finie (no 2, prop. 5) .  

PROPOSITION 17. - Si (A,) est une suite croissante de parties de 
/ \ 

X ,  on u , u * ( ~  A,,) = sup p*(~.) .  

PROPOSITION 18. -Pour toute suite (A,) de parties de X ,  on a 

Ces propositions sont les traductions des prop. 10 et 13 et du 
th. 3 du no 3 pour les fonctions caractéristiques d'ensembles. 

PROPOSITION 19. - Pour toute partie A de X ,  p*(A) est la borne 
inferieure des mesures exth-ieures des ensembles ouverts contenant A. 

La proposition est évidente si p*(A) = + co. Dans le cas con- 
traire, pour tout c; tel que O < E < 1 ,  il existe une fonction 
f E Y+ telle que q, G f e t  ,u*(A) < p*(J') < p*(A) + e. Soit G l'en- 
semble des x E X tels que f ( x )  > i - E. Comme f est semi-con- 
tinue inférieurement, G est ouvert (Top. gén., chap. IV, 6 6, no 2, 
prop. 1) et contient A; on a d'autre part J' 2 (1 - E ) ( P ~ ,  d'où 

1 1 
p*(G) < ---p*( f )  < -@*(A) + E ) ;  comme E est arbitraire, 

1 -I 1 - r  
on voit que p*(G) diffère d'aussi peu qu'on veut de p*(A), d'où la 
proposition. 

6 2. Fonctions et ensembles négligeables 

1. Fonctions positives négligeables 

DÉFINITION 1. -- Etant donnée une mesure ,u sur un espace 
localement compact X ,  on dit qu'une fonction numérique f 3 O 
(jînie ou non) dkfinie dans X est négligeable pour la mesure p si l'on 
a I ~ l * ( f )  = 0. 



On dit aussi alors que f est p-négligeable, ou simplement né- 
gligeable si aucune confusion n'en résulte. 

PROPOSITION 1 .  - Si f est une fonction négligeable O, toute 
fonction numérique g telle que O < g < af (a scalaire > 0 )  est 
négligeable. 

En effet, on a O < Ipl*(g) < a lp l* ( f )  = O. 

PROPOSITION 2. - La somme et l 'enveloppe supérieure d'une 
suite ( f n )  de fonctions négligeables 3 O sont négligeables. 

En effet, on a / p l * / x f n )  < lpl*(fn) = 0 ( 5  1 ,  no 3, prop. 13) 

PROPOS~TION 3. - Pour qu'une fonction f 2 0, semi-continue 
inférieurement dans X, soit négligeable, il faut et il sufi t  que f soit 
nulle dans le support de y. 

En effet, si Ipl*(f) = O, on a l , ~ l ( ~ )  = O pour toute fonction 
g E X+ telle que g < f ; il en résulte (chap. I I I ,  5 2, no 3, prop. 9) 
que g est nulle dans le support S de p;  comme f est l'enveloppe 
supérieure des fonctions g E X+ telles que g d f ( 5  1 ,  no 1, lemme l ) ,  
on a f ( x )  = O dans S. Réciproquement, si f ( x )  = O dans S, on a 
g(x)  = O dans S pour toute fonction g E X+ telle que g < f, et par 
suite (chap. I I I ,  5 3, no 3, prop. 8) Ip((g) = O, ce qui, par définition, 
entraîne Iyl*( f )  = O. 

2. Ensembles négligeables 

DÉFINITION 2. - Etant donnée une mesure p sur un espace 
localement compact X ,  on dit qu'une partie A de X est négligeable 
pour la mesure p si IpI*(A) = 0. 

On dit encore que A est p-négligeable, ou simplement né- 
gligeable si aucune confusion n'en résulte. Il revient au même de 
dire que la fonction caractéristique cp, est négligeable. 

PROPOSITION 4. - Toute partie d'un ensemble négligeable est 
négligeable; toute réunion dénombrable d'ensembles négligeables 
est nég tigeables. 

C'est une conséquence immédiate des prop. 1 et 2. 

Exemple. - Soit y la mesure de Lebesgue sur R. Tout ensemble 
(x,) réduit à un point est négligeable (cf. 4 1, no 3, Remarque 1). 
Il en résulte que toute partie dénombrable de R est négligeable 
pour la mesure de Lebesgue. La réciproque de cette proposition 
est inexacte (8  4, exerc. 4 b)). 
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PROPOSITION 5. -Le complémentaire du support S de p est le 
plus grand ensemble ouvert négligeable dans X. 

En effet, d'après la prop. 3, pour qu'un ensemble ouvert G 
soit négligeable, il faut et il suffit que G n S = 0, c'est-à-dire 
G c CS. 

3. Propriétés vraies presque partout 

Soient X  un espace localement compact, p une mesure 
sur X. Si P / x /  est une propriété, la propriété « P / x /  presque partout 
(par rapport à y) » est par définition équivalente à la propriété 
« l'ensemble des .Y tels que (x E X et non Plxi) est y-négligeable ». 

THÉORÈME 1 .- Pour qu'une .fonction numérique (Jinie ou non) 
j' 2 O dkJinie dans X soit nkgligeable, il faut et il sufit que f (x) = O 
presque partout. 

La condition est nécessaire. En effet, supposons que f soit 
négligeable, et soit N l'ensemble des x  E X tels que f (x) # O ;  on a 
cpN < sup (nf), donc cp, est négligeable (no 1, prop. 1 et 2). 

n 

La condition est sufisunte. Supposons en effet que l'ensemble 
N des points oùf(x)  # O soit négligeable; on a alors f' < sup ncp,, 

n 

doncf est négligeable (no 1,  prop. 1 et 2). 

PROPOSITION 6.- Si J'et g sont deux fonctions 2 O (.finies ou 
non) définies dans X  et telles que f (x) = g(x) presque partout, on a 
I ~ l * ( f )  = IPI*(~). 

En effet, soit N l'ensemble négligeable des points X E X  
tels que f (x)  # g(x). Les fonctions inf (,f, g) et sup ( j ;  g) étant 
égales sauf aux points de N, il suffit de démontrer la proposition 
lorsque f < g. Soit h la fonction égale à + w, aux points de N, 
à O dans C N ;  on a f <  g < f + h, d'où 

(puisque h est négligeable), d'où la proposition. 

PROPOSITION 7. -- Si J' est une jonction 2 O déJinie dans X  et 
telle que lp\*(,f) < + CO, f (x) est .fini presque partout. 

En effet, soit N l'ensemble des points  EX tels que 



f (x) = + cc ; pour tout entier n, on a n q N  < f ,  d'où 

comme n est arbitrairement grand, on a /,U~*(N) = 0. 

Par contre, même lorsque X est compact, une fonction f 2 O 
définie dans X et partout finie peut avoir une intégrale supérieure 
infinie, comme le montre l'exemple où X = (O,  11, f (x) = llx pour 
x > O et f (O) = 0, p étant la mesure de Lebesgue sur X. 

4. Classes de fonctions équivalentes 

Soit p une mesure sur un espace localement compact X. 
Etant donné un ensemble F, on dit que deux applications f, 
g de X dans F sont équivalentes par rapport à p (OU ,u-équi- 
valentes, ou simplement équivalentes si aucune confusion n'en 
résulte) si l'on a f(x) = g(x) presque partout dans X. Comme la 
réunion de deux ensembles négligeables est négligeable, on définit 
bien ainsi une relation d'équivalence dans l'ensemble FX de toutes 
les applications de X dans F;  quand nous parlerons de classe 
d'équivalence d'une telle fonction f (sans préciser davantage), il 
sera sous-entendu qu'il s'agit de la classe des fonctions égales 
presque partout à f ; dans ce chapitre et les suivants, nous dési- 
gnerons cette classe par la notationx 

PROPOSITION 8. -Soit (F,) une famille dénombrable (finie ou 
infinie) d'ensembles. Pour tout indice n, soient f,, g, deux applica- 
tions équivalentes de X dans F,; alors il existe un ensemble 
négligeable H tel que, pour tout x 4 H, on ait f,(x) = g,(x) pour 
tout n. 

En effet, l'ensemble Hn des x E X tels que f,(x) # g,(x) est 
négligeable, donc il en est de même de leur réunion H (no 2, prop. 4) 
et cet ensemble répond à la question. 

COROLLAIRE. -Si (P est une application de fl F, dans un 
n 

ensemble G, les applications (~((f,)) et q((gn)) de X dans G sont 
équivalentes. 

On désignera par (~((f,)) la classe d'équivalence de toute 
fonction y(( f,)), larsque fn est une fonction arbitraire de la classef,. 

En particulier, si F est un espace vectoriel sur R, on définit 
f + g et ccf comme classes d'équivalence de f + g et af respective- 
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ment (f et g applications de X dans F, a scalaire); on obtient 
ainsi, sur l'ensemble des classes d'équivalence des applications 
de X dans F, une structure d'espace vectoriel: c'est d'ailleurs la 
structure d'espace quotient de celle de FX par le sous-espace des 
applications f telles que T = 6 (fonctions nulles presque partout) 
qu'on appelle encore fonctions négligeables (à valeurs dans F). 
On définit de même le produit 8, où f est une classe d'équivalence 
d'applications de X dans F, et g une classe d'équivalence de fonc- 
tions numériques (finies) définies dans X: l'ensemble des classes 
d'équivalence d'applications de X dans F est ainsi muni d'une 
structure de module sur l'ensemble des classes d'équivalence des 
fonctions numériques finies définies dans X (lui-même muni d'une 
structure d'anneau). Si F est une algèbre sur R, on définit de même 
une structure d'algèbre sur l'ensemble des classes d'équivalence 
d'applications de X dans F. 

Soit F un espace topologique métrisable, et considérons sur F 
une structure uniforme compatible avec sa topologie, et définie 
par une famille dénombrable d'écarts p, (Top. gén., chap. IX, 
§§ 1 et 2); pour que deux applicationsf, g de X dans F soient équi- 
valentes, il faut et il suffit que les fonctions numériques p,(f, g) 
soient négligeables; cela équivaut en effet à dire qu'il existe dans 
X un ensemble négligeable H tel que, pour tout x 4 H, on ait 
pn( f (x), g(x)) = O pour tout n, c'est-à-dire f (x) = g(x). En particu- 
lier, si F est un espace localement convexe métrisable, (q,) 
une famille dénombrable de semi-normes définissant la topologie 
de F (Esp. vect. top., chap. II, 2' éd., 5 4, no l), pour que deux appli- 
cations f, g de X dans F soient équivalentes, il faut et il suffit que 
les fonctions numériques q,(f(x) - g(x)) soient toutes négligeables. 

PROPOSITION 9. - Soient f et g deux applications continues de 
X dans un espace topologique séparé F ;  pour que f et g soient 
équivalentes, il faut et il sufit que f(x)  = g(x) en tout point du 
support de p. 

En effet, l'ensemble des X E  X tels que f(x) # g(x) est un 
ensemble ouvert (Top. gén., chap. 1, 3" éd., 5 8, no 1); pour qu'il 
soit négligeable, il faut et il suffit qu'il ne rencontre pas le support 
de p (no 2, prop. 5). 

PROPOSITION IO. -Soit F un  espace localement convexe 
séparé sur R tel qu'il existe dans le dual F' de F une suite (ai) partout 
dense pour la topologie faible o(F1, F) (Esp. vect. top., chap. II, 
2' éd., 5 6, no 2). Pour que deux applications f, g de X dans F soient 



équivalentes, il faut et il sufJit que, pour tout n, les fonctions 
numériques (f(x), an) et (g(x), an) soient équivalentes. 

La condition est évidemment nécessaire. Inversement, si elle 
est remplie, il existe un ensemble négligeable H tel que, pour 
tout x 4 H, on ait (f(x), a;) = (g(x), an) pour tout n ; cela signifie 
que les formes linéaires faiblement continues sur F', z' ++ (f(x), z') 
et z' ++ (g(x), z') sont égales en chacun des points an, donc sont 
identiques en vertu de l'hypothèse, ce qui prouve que f(x) = g(x) 
pour tout x 4 H. 

On notera que l'hypothèse de la prop. 10 s'applique en parti- 
culier lorsque F est un espace localement convexe métrisable et 
de type dénombrable (Esp. vect. top., chap. IV, tj 2, no 2, cor. de la 
prop. 3). 

5. Fonctions définies presque partout 

Conformément à la définition du no 3, une application f d'une 
partie A de X dans un ensemble F est dite dé$nie presque partout 
si le complémentaire de l'ensemble A où elle est définie est un 
ensemble négligeable. On appelle encore classe d'équivalence de f ,  
et on notef, la classe d'équivalence de toute fonction définie dans 
X tout entier et égale à f (x) aux points x E X où f est définie; il est 
clair que cette classe ne dépend que de$ On dit encore que deux 
fonctions f. g, définies presque partout, sont équivalentes, sif = g : 
cela signifie donc que l'ensemble des points où f (x) et g(x) sont 
tous deux définis et égaux a un complémentaire négligeable. 

On en déduit aussitôt que la prop. 8 du no 4 et son corollaire 
se généralisent au cas où, dans leur énoncé, on suppose seulement 
que chacune des fonctions f,, g, est définie presque partout; les 
fonctions q(( f,)) et q((g,)) sont alors, elles aussi, définies presque 
partout; la classe d'équivalence de q(( f,)) est encore cp((f,)). 

Une fonction définie presque partout, à valeurs dans un 
espace vectoriel F, est encore dite négligeable si elle est équivalente 
à O. Si f est une fonction négligeable à valeurs dans F, et u une 
application linéaire de F dans un espace vectoriel G, la fonction 
composée u 0 f (définie presque partout), est négligeable ; de même, 
pour toute fonction numérique (finie) g, définie presque partout, 
la fonction gf (définie presque partout) est négligeable. 

On aura soin d'observer que, dans l'ensemble des fonctions à 
valeurs dans F et définies presque partout, la loi de composition 
interne (f, g) ~f + g n'est pas une loi de groupe, car la fonction 
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O est bien élément neutre pour cette loi, mais si f n'est pas partout 
définie, i l  n'existe pas de fonction g telle que f + g =-O. C'est cc 
qui  motive l'introduction des classes d'équivalence f qui, elles, 
forment un espace vectoriel. 

Soit (f,) une suite d'applications dans un espace topologique 
F, chacune d'elles étant définie presque partout dans X. On dit que 
la suite (,fn) converge (simplement) presque purtout vers f dans X 
si l'ensemble des points x E X où tous les f,(x) sont définis et où 
la suite ( fn(x)) a une limite égale à f(x), a un complémentaire 
négligeable. Il est clair que si, pour chaque n, la fonction g, (définie 
presque partout) est équivalente à,fn, la suite (g,) converge presque 
partout vers f :  

Si F est un espuce vectoriel topologique, on définit de même 
une sSrie presque partout conuergente dont le terme général est 
une fonction f, définie presque partout dans X et à valeurs dans F ; 
la somme de cette série est une fonction définie aux points où les 

sommes partielles 1 fk(x) sont définies et ont une limite, et sa 
k =  1 

classe ne dépend que des classes f,. 

6. Classes d'équivalence de fonctions à valeuvs dans R 

Conformément à la définition du no 3, on dit qu'une fonction 
f ,  définie presque partout dans X, et à valeurs dans R, est finie 
presque partout si l'ensemble des x E X pour lesquels f (x)  est défini 
et fini a un complémentaire négligeable. Une fonction finie 
presque partout est équivalente à une fonction purtout $nie; on 
peut donc identifier sa classe7 à une classe de fonctions numériques 
Jlnies définies dans X (ou presque partout dans X). En particulier, 
la somme et le produit de deux classes de fonctions finies presque 
partout sont définis, et l'ensemble de ces classes est une algi.hre 
sur R. Si ( f i , )  est une suite de fonctions à valeurs dans R, définies et 

n 

finies presque partout, les sommes partielles 1 fk(x) sont définies 
k =  1 

presque partout; si, pour presque tout x E X, elles ont une 
limite f (x) dans R, on dit encore que la série de terme général fn 

converge presque partout et que f est la somme de cette série 
(on notera que .f n'est pas nécessairement finie presque partout). 

Si f et g sont deux fonctions numériques définies et finies presque 
partout dans X, j: + g (rcsp. FE) est la classe de toute fonction 
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égale à f (x) + g(.u) (resp. f (x)g(x)) aux points x E X OU cette expres- 
sion a un sens. On notera que f et g peuvent être partout &!nies 
toutes deux sans que f ( x )  + g(x) (resp. f(x)g(x)) soit défini pour 
tout .Y (Top. gén., chap. IV, $4, no 3); par définition f + g (resp. fg) 
est alors la fonction égale a f(x) + g(x) (resp. f(x)g(x)) aux points 
où cette expression est définie; elle est donc seulement définie 
presque partout. 

Soient f et g deux fonctions numériques (finies ou non) 
définies presque partout dans X et telles que f (x) < g(x) presque 
partout; si fl est équivalente à f et g, équivalente à g, il est clair 
que l'on a aussi fl(x) < gl(x) presque partout. La relation con- 
sidérée ne dépend donc que des classes de f e t  de g ;  on l'écrit? < g, 
et on vérifie aussitôt que cette relation est une relation d'ordre 
dans l'ensemble des classes d'équivalence des fonctions à valeurs 
dans R. Si (jn) est une famille dénombrable (finie ou infinie) de 
ces classes, et si, pour tout n, fn et g, sont deux fonctions définies 
presque partout, appartenant à la classe?,,, il résulte de la prop. 8 
du no 4 que les fonctions sup fn et sup g,, définies presque partout, 

n n 

sont équivalentes; leur classe ne dépend donc que des classes f n ,  
et l'on vérifie aussitôt que c'est la borne supérieure supfn de ces 

n 

classes dans l'ensemble des classes de fonctions à valeurs dans R, 
ordonné comme il vient d'être dit (ensemble qui en particulier 
est donc réticulé). On montre de même l'existence de la borne 
inférieure inf fn, et l'on a inf fn = -sup ( - J .  Il en résulte que 

n n n 

hm. sup fn et lim. sup g, sont aussi équivalentes, et leur classe, 
n+ w n4 cc 

qu'on note lim. sup?,, est égale à inf (supf,+,); on définit de 
n-+m n p > O  

même lim. i n f i .  
n-* a> 

Une fonction numérique finie ou non f est dite négligeable si 
elle est équivalente à O ;  cette définition équivaut à la définition 1 
pour les fonctions positives et partout définies, en vertu du th. 1. 
Pour que f soit négligeable, il faut et il suffit que 1 f 1 le soit (ou 
que f + et f - soient toutes deux négligeables). 

5 3. Les espaces LP 

1.  L'inégalité de Minkowski 

Soient X un espace localement compact, p une mesure sur 
X. Dans l'ensemble des fonctions numériques positives (finies ou 
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non) définies dans X, la fonction Ipl*(f) est positive, positivement 
homogène, croissante et convexe ( $  1, no 3, prop. 10, 11 et 12). 

PROPOSITION 1.- Pour tout nombre réel fini p 3 1 et tout 
couple de fonctions positivesf, g ($nies ou non) définies dans X, on a 

(inégalité de Minkowski). 
En effet, l'inégalité (1) est évidente lorsque l'un des termes du 

second membre est égal à + W .  Dans le cas contraire, f et g sont 
presque partout finies ( $  2, no 3, prop. 7). Si fl et g1 sont des fonc- 
tions finies et positives équivalentes à f et g respectivement, f f ,  gf 
et (f, + gi)P sont équivalentes à f P, gP et (f + g)P respectivement, 
et comme deux fonctions positives équivalentes ont même inté- 
grale supérieure ($2, no 3, prop. 6), tout revient à démontrer 
l'inégalité (1) dans le cas où f et g sont des fonctions partout finies ; 
mais dans ce cas, l'inégalité est un cas particulier de l'inégalité de 
Minkowski générale démontrée au chap. 1, no 2, prop. 3. 

Nous aurons encore à utiliser l'inégalité élémentaire suivante : 
si p 3 1, quels que soient les nombres a 3 O, b 3 O, on a 

En effet, l'inégalité est évidente si a = b = O ou si l'un des 
nombres a, b est + cc ; si a, b sont finis et a + b > O, elle s'écrit 

a (s)' + (&)l 4 1, et résulte de ce que 

2. Les semi-normes Np 

Dans tout ce qui suit, F désignera un espace vectoriel normé 
complet (espace de Banach) sur le corps R ou le corps C ; la norme 
d'un élément z E F se notera lzl. Etant donnée une application f 
d'un ensemble A dans F, on notera If\ l'application x +-+ lf(x)l de A 
dans R+ (on aura soin d'observer que If\ est une fonction numé- 
rique, et non un nombre). 

DÉFINITION 1 .- Soient X un espace localement compact, ,u 
une mesure sur X. Pour toute application f de X dans un espace 
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de Banach F ,  et tout nombre p tel que 1 < p < + co, on désigne par 

N p ( f ,  p), ou simplement par N p ( f ) ,  le nombre positif (y / f i P  dlp/ ) l iP 

O n  notera que le nombre N p ( f )  peut être égal à + co. 

PROPOSITION 2. - Si f et g sont deux applications de X dans F ,  
et a un scalaire quelconque # O, on a, pour 1 < p < + co, 

(4)  Np(f  + g) G N p ( f )  + N,(g). 

En effet, la relation (3)  découle aussitôt de la déf. 1 et du 
fait que Ipl* est positivement homogène; d'autre part, comme 
I f  + gl 9 I f 1  + tg/, l'inégalité (4)  résulte de l'inégalité de Minkowski 
( 1 )  et du fait que Ipl* est croissante. 

Nous étendrons la déf. 1 au cas des fonctions numériques 
Jinies ou non, définies dans X, en posant encore 

pour une telle fonction J: On voit aussitôt que les relations (3) 
et (4) sont encore valables pour ces fonctions lorsque f + g est 
définie dans X et a # O. En outre: 

THÉORÈME 1 (théorème de convexité dénombrable). - Soit 
(f,) une suite de fonctions 3 O (finies ou non) définies dans X .  
Pour 1 d p < +CO, on a 

m 

Posons en effet f = fn;  f est l'enveloppe supérieure de la 
n =  1 

n 

suite croissante des fonctions g, = 1 f,; la définition de N p ( f )  
k =  1 

et le th. 3 du tj 1, no 3 montrent que Np(  f )  = sup Np(gn). Mais on a 
n 

n 

N,(gn) < 1 Np(  f,) en vertu de la prop. 2, d'où l'inégalité (5). 
k =  1 
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PROPOSITION 3. - Si f et g sont deux applications kquivaientes 
dr X dans un espace de Banach F ,  on a N,(f - g) = O pour 
1 < p < + m ; rkciproquurnent, si Np(f - g) = O pour une ualrur dr  
p 2 1 ,  f et g sont Équivalentes. 

La proposition résulte aussitôt du th. 1 du 5 2, no 3. 

Si f et g sont deux applications équivalentes de X dans F, on a 
N,(f) = N,(g) pour tout p 2 1 ( 5  2, no 3, prop. 6); N,(f) ne dépend 
donc que de la classe f de f, et I'on pose par définition ~ , ( i )  = N,(f). 
Comme les classes d'applications de X dans F forment un espace 
vectoriel ( 5  2, no 4), les relations (3) et (4) peuvent aussi s'écrire 

(6) N,(M~) = l a l~ , ( i )  

On définit de même ~ , ( f )  pour toute classe de fonctions 
numériques équivalentes (finies ou non). 

On peut par suite définir Np(f) pour une fonction à valeurs 
dans F (resp. dans R) définie presque partout dans X, en posant 
N,(T) = N,(T); il est clair alors que les relations (3) et (4) sont 
encore valables (en supposant cc # O et f + g définie presque 
partout, lorsqu'il s'agit de fonctions numériques, finies ou non). 

inégalités (4) et (5) ne sont plus valables (cf. chap. 1, exerc. 5 et 
chap. IV, tj 6, exerc. 13). 

3. Les espaces F F  

Soient F un espace de Banach, F ( X ;  F) (ou simplement ,FF) 
l'espace vectoriel de toutes les applications de X dans F. Pour 
1 d p < + rn nous désignerons par .Fp(X, p ; F) OU .FF(X, p), OU 

simplement ,FF(p), ou .TF (si aucune confusion n'en résulte), 
l'ensemble des applications f de X dans F telles que N,(f) < + 
(on écrit FP au lieu de Fi). Il est clair que F~( lp1)  = FF(p). 
Il résulte aussitôt de la prop. 2 du no 2 que F F  est un sous-espace 
vectoriel de FE, et que N,(f) est une semi-norme sur cet espace. 
Nous supposerons toujours (sauf mention expresse du contraire) 
que 9; est muni de la topologie définie par cette semi-norme; 
nous dirons que cette topologie est la topologie de lu convergence 
en moyenne d'ordre p (pour p = 1, on l'appelle simplement la 
topologie de la convergence en moyenne; pour p = 2, on dit aussi 
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«topologie de la convergence en moyenne quadratique N). On 
dira qu'un filtre 6 sur FF (resp. une suite (f,,) d'éléments de FF),  
qui converge vers f pour cette topologie converge en moyenne 
d'ordre p vers f ;  cela signifie donc que Np(g - f)  tend vers O 
suivant 8 (resp. que Np(f, - f) tend vers O lorsque n croît in- 
définiment). 

On étend aussitôt cette terminologie au cas où les fonctions 
Sn et la fonction f sont seulement définies presque partout (ou à 
valeurs dans R, définies et finies presque partout). 

On notera que l'espace localement convexe F F  n'est pas 
séparé en général; l'adhérence de O dans cet espace est le sous- 
espace NF des applications négligeables de X dans F (no 1, prop. 3). 

Remarque. -Soit F un espace de Banach sur le corps C des 
nombres complexes ; alors, pour toute fonction f E FF et tout 
nombre complexe a, af appartient à FF, et l'on a N,(af) = lalNp(f); 
en d'autres termes, 9; est aussi un espace vectoriel sur C, et Np(f) 
une semi-norme sur cet espace vectoriel complexe (cf. Esp. vect. 
top., chap. II, 2' éd., 5 1). 

PROPOSITION 4. - Soit 23 une base de filtre sur F F .  On suppose 
qu'il existe un ensemble compact K c X tel que, pour toute partie 
M E 23, toutes les applications f E M ~iient leur support dans K .  
Dans ces conditions, si 23 converge unqormément dans X vers f,, f, 
appartient à FF, et 23 converge en moyenne d'ordre p vers f,. 

I l  revient au même de dire que, sur l'ensemble des applications 
S E ,F$ dont le support est contenu dans un ensemble compact 
fixe, la topologie de la convergence uniforme est plus j n e  que la 
topologie de la convergence en moyenne d'ordre p. 

En effet, soit h une application continue de X dans [O, l ) ,  
à support compact, égale à 1 dans K (chap. III, 3 1, no 2, lemme 1). 
Pour tout E > O, il existe M E 23 tel que, pour toute application 
f G M, on ait If(x) - f,(x)( < E ~ ( x )  pour tout x E X. On en déduit 
Np(f - f,) < &N,(h), d'où la proposition. 

PROPOSITION 5.  -L'espace localement convexe 9; est complet. 
Comme l'espace séparé associé à @[ est un espace normé, il 

suffit de prouver que toute suite de Cauchy (f,) dans Fi a une 
limite pour la topologie de la convergence en moyenne d'ordre p 
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(Top. gén., chap. IX, Cj 2, no 6, prop. 9). Par hypothèse, pour tout 
r: > O, il existe un entier m, tel que les relations m 3 m,, n 3 In, 
entraînent NP(fn - f,) < E .  On peut donc définir par récurrence 
sur k une suite strictement croissante (n,) d'entiers 3 O tels que 
l'on ait N,(fnk+, - fnk) < ZPk. Si nous montrons que la série de 
terme général g, = f,,+, - fnk (k 3 1) est convergente en moyenne 
d'ordre p, elle aura une somme g E FF, et f = g + f,, sera limite 
de la suite (fnk) dans F F ;  f sera alors valeur d'adhérence de la 
suite (f,); comme cette suite est une suite de Cauchy, elle aura 
pour limite f et la prop. 5 sera démontrée (Top. gén., chap. II, 
3" éd., fj 3, no 2, cor. 2 de la prop. 5). 

La prop. 5 est donc conséquence de la proposition suivante: 

PROPOSITION 6. -Soit (f,) une suite de.fonctions de F F ,  telle 
CL 

que NP(fn) < + m. Dans ces conditions, la série de terme général 
n =  1 

f,(x) E F est absolument convergente presque partout dans X. Si 1 'on 
00 

pose f(x) = x f,(x) aux points où la série converge, et f(x) = O 
n =  1 

ailleurs, la fonction f appartient à .FF et est somme de la série de 
terme général f, (pour la topologie de la convergence en moyenne 
d'ordre p); de ,façon précise, on a, pour tout n 2 0, 

Considérohs en effet la fonction positive (finie ou non) 
m 

g(x) = If,(x)l. D'après le th. de convexité dénombrable (no 2, 
m 

th. l), on a NP(g) < NP(f,) < + m ; donc g est finie presque par- 

tout ( 5  2, no 3, prop. 7), ce qui signifie que la série de terme général 
f,(x) est absolument convergente presque partout. Comme 
F est complet, cette série est convergente presque partout, 

et l'on a, pour tout  EX, (f(x)I < 1fn(x)I = g(x), d'où 
n =  1 

- - 
NP(f) G NP(g) < x N,(fn) < + CO, ce qui prouve que f appartient 

n =  1 
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à F f .  D'autre part, pour tout entier n, on a 

presque partout, d'où Np f - f fk < f N,(fk). Par hypo- ( k = l  ) k = n + l  

thèse la série de terme général Np(fn) est convergente ; pour tout E > 0, 
00 

il existe donc un entier n tel que 1 N,(f,) < E, et l'inégalité (8) 
k = n +  1 

prouve que f est somme de la série de terme général f,, pour la 
topologie de la convergence en moyenne d'ordre p. 

Les propositions 5 et 6 sont donc complètement démontrées. 

4. Fonctions de puissance p-ième intégrable 

L'espace vectoriel X ( X ;  F) (que nous noterons simplement 
X', si aucune confusion n'est à craindre), formé des applications 
continues et à support compact de X dans F, est évidemment un 
sous-espace de chacun des espaces vectoriels F F .  

DÉFINITION 2.- Etant donnés un espace localement compact 
X, une mesure p sur X et un espace de Banach F, on désigne par 
L?F(X, p) (OU simplement 9F(p), OU 9 F )  l'adhérence, dans l'espace 
localement convexe FF(X, p), de l'espace vectoriel X ( X ;  F )  des 
applications continues et à support compact de X dans F. On note 
LF(X, p) (ou LF(p), ou LF) l'espace séparé (normé) associé à 
9F(X, p). On dit que les fonctions appartenant à 9 F  sont des 
fonctions de puissance p-ième intégrable (*). 

On a évidemment 9 f ( X ,  l P l )  = 9k(X,p)  et LF(X, IpI) = LF(X,p). 
On écrira YP et LP au lieu de 9; et Lf; (ou de 2: et LC 

lorsque cela n'entraîne pas de confusion). Si F est un espace de 
Banach complexe, Li?; et LF sont munis d'une structure d'espace 
vectoriel topologique sur le corps C (no 3, Remarque). 

Il est clair que toute fonction de F E ,  équivalente à une fonc- 
tion de YP,, appartient à 9; .  Une fonction à valeurs dans F, et 
déjnie presque partout dans X, est encore dite de puissance p-ième 
intégrable si elle est équivalente à une fonction de T F ;  de même, 
une fonction à valeurs dans R, définie et finie presque partout 
-- - -- 

(*) La justification de cette terminologie sera donnée au  $4, na 2. 
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dans X, est dite de puissance p-ième intégrable si elle est équivalente 
à une fonction de TP.  

Les fonctions de LYF (resp. de YP) sont donc les fonctions de 
puissance p-ième intégrable qui sont définies dans X tout entier 
(resp. définies et finies dans X tout entier). Dans ce paragraphe 
et le suivant, la plupart des propositions démontrées pour les 
fonctions de YP, (resp. ZP) s'étendent immédiatement aux fonc- 
tions de puissance p-ième intégrable qui ne sont pas partout 
définies (resp. qui ne sont pas partout définies et finies); nous 
laisserons le plus souvent au lecteur le soin de formuler et de 
démontrer ces résultats. 

Remarques. - 1) Comme on l'a déjà signalé ( 5  2, no 5 )  les fonc- 
tions de puissance p-ième intégrable, à valeurs dans F, ne jbrment 
pas un espuce vectoriel en général. 

2) En général, l'espace F F  est distinct du  sous-espace 
(C j  4, cxerc. 8). 

La déf. 2 donne aussitôt le critère suivant: 

PROPOSITION 7. -Pour qu'une fonction f appartienne à 2P,, il 
faut et il sufit que, pour tout r > O, il existe une-fonction g, continue 
et à support compact, telle que N,(f - g) 6 r. 

En d'autres termes, les fonctions de 9; sont les limites de suites 
de fonctions continues a support compact, pour la topologie de 
la convergence en moyenne d'ordre p. 

PROPOSITION 8. - Soit f une fonction numérique (finie ou non) 
déjnie presque partout; si, pour tout E > O, il existe deux .font- 
tions g, h de puissance p-ième intégrable, telles que g < f < h 
presque partout et que Np(h - g) < r, f est de puissance p-ième 
intégrable. 

En effet, f est finie presque partout, et 

la prop. 7 montre donc que f est de puissance p-ième intégrable. 

Comme, par définition, Y: est un sous-espace fermé de F F ,  et 
que ce dernier est complet (no 3, prop. 5), on a le résultat suivant 
(Top. gén., chap. II, 3" éd., Cj 3, no 4, prop. 8): 

THÉORÈME 2. -L'espace YP, est complet; 1 'espace LP, est un 
espace de Banach. 
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Dans l'espace LE, la norme ~ d f )  d'une classe se note encore 

1lfIlP. 
O n  peut préciser le th. 2 de la façon suivante: 

THÉORÈME 3.- Soit ( f , )  une suite de Cauchy dans l'espace 
2 6 ;  il existe une suite (f,,) extraite de (f,), ayant les propriétés 
suivantes : 

1" la série de terme général N p ( f n k + ,  - f,,) est convergente; 
2" la série de terme général fnk+, (x )  - f,,(x) est absolument 

convergente presque partout; 
3" si f est une fonction dé!nie dans X et égale presque partout 

à la limite de la suite (f,,(x)), f appartient à 9P, et la suite ( f , )  converge 
en moyenne d'ordre p vers f ;  

4" il existe une fonction g 2 O semi-continue inférieurement, 
telle que Np(g)  < +co et que, pour tout k ,  on ait If,,(x)l < g(x)  
pour tout x E X. 

Comme dans la démonstration de la prop. 5 du no 3, il suffit 
de définir la suite (n,) par récurrence de sorte que 

les parties 2" et 3" résultent alors de la prop. 6 du no 3 et du fait 
que YP, est fermé dans FE. D'autre part, si h(x)  est somme de la 
série de terme général I f n k +  1 ( ~ )  - fnk(x)I, le th. 1 du no 2 montre 
que Np(h)  < + co ; par définition de Ip)*,  il existe donc une fonc- 
tion semi-continue inférieurement g 2 h + I f , , l  telle que 

ce qui achève la démonstration. 

COROLLAIRE 1.- Si une suite de Cauchy (f,)  dans l'espace Y $  
est telle que la suite (f ,(x))  converge presque partout vers f(x),  f est 
de puissance p-ième intégrable, et la suite (f,)  converge en moyenne 
d'ordre p vers f.  

En effet, il existe une suite (f,,) extraite de ( f , )  telle que 
(f,,(x)) converge presque partout vers g(x), où g est une fonction 
de telle que (f ,)  converge en moyenne d'ordre p vers g. Les 
hypothèses entraînent donc que f ( x )  = g(x)  presque partout, d'où 
le corollaire. 

COROLLAIRE 2. -Soit 8 un ensemble partout dense dans Yi.  
Pour toute fonction f E 2 6 ,  il existe une suite (g,) de fonctions de 8 
possédant les propriétés suivantes: 
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- 1" la suite (g,) converge en moyenne d'ordre p vers f ;  
2" pour presque tout x E X ,  la suite (g,(x)) converge vers f(x). 
En effet, comme l'espace Lg est métrisable, il existe une suite 

de Cauchy (f,) dans LZP, formée de fonctions de 8 et convergente 
en moyenne d'ordre p vers f (Top. gén., chap. I X ,  Cj 2, no 6, prop. 8); 
il suffit d'appliquer à cette suite le th. 3. 

Le cor. 2 s'applique en particulier au cas où on prend pour 8 
l'espace .TF des fonctions continues à support compact. 

R e m a r q u e s .  1) Une suite de Cauchy (f,) dans 9; peut être 
telle que la suite (f,(x)) ne soit convcrgente en aucun point de X 
(cxerc. 1). 

2) Si f appartient à il n'est pas toujours possible de trouver 
une suite (f,) de fonctions continues a support compact telle que 
la suite (f,(x)) converge partout dans X vers une fonction égale 
presque partout à f(x) ( a  4, exerc. 4 c)). 

5. Propriétés des fonctions de puissance p-ième intégrable 

THÉORÈME 4. S o i e n t  F et G deux espaces de Banach, u une 
application linéaire continue de F dans G. Pour toute fonction 
f E 2;' la fonction composée u 0 f appartient à 9 6 .  

En effet, soit f E Y [ ;  pour tout E > O, il existe une fonction 
g €XF telle que N,(f - g) < E ;  comme on a 

o n a N , ( u o f -  u o g ) <  llul1.Np(f-g)< E I I u I I , ~ ~  commeuoges t  
continue et à support compact, le théorème est démontré. 

COROLLAIRE 1 .- Soit a' une forme linéaire continue sur F : 
si f E YF,  la fonction numérique x H (f(x), a') (qu'on note (f, a')) 
appartient à YP.  

COROLLAIRE 2.-Etant donnés n points a, de F (1 < k < n), 
et n fonctions numériques f, ( 1  < k < n) appartenant à LZP, la 

n 

fonction f = 1 a, f, appartient à 2;. 
k =  1 

Cela résulte de ce que l'application t H at de R dans F est 
continue. 
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PROPOSITION 9.-Soit F un espace vectoriel de dimension n 
sur R, et soit (e,),,,,, une base de F .  Pour qu'une fonction 

n 

f = ek f k  appartienne à YF, il faut et il sufit que chacune des 
k =  1 

fonctions numériques f, appartienne à Yp.  
Cela résulte aussitôt des cor. 1 et 2 du th. 4. 

PROPOSITION 10. -Dans l'espace TE, le sous-espace vectoriel 
formé des combinaisons linéaires (Jinies) 1 a, f,, où a,€ F et où 

k 

les f, sont des fonctions numériques continues à support compact, 
est partout dense (pour la topologie de la convergence en moyenne 
d'ordre p). 

En effet, l'ensemble XF des applications continues et à sup- 
port compact de X dans F est partout dense dans 2 F  par défini- 
tion. D'autre part, toute fonction g~ XF peut être approchée 
uniformément par des fonctions de la forme 1 a, f,, où les f, sont 

k 

continues et à support contenu dans un voisinage compact Jixe 
du support de g (chap. III, § 1, no 2, lemme 2); il en résulte (no 3, 
prop. 4) que g est adhérente dans 2 f  à l'ensemble des 1 a, f,, 

k 
d'où la proposition. 

PROPOSITION 11.-Si une fonction f appartient à YF, la 
fonction If/ appartient à Yp, et l'application f +-+ If1 de YF dans LfP 
est uniformément continue (pour la topologie de la convergence en 
moyenne d'ordre p). 

En effet, pour tout E > O, il existe une fonction g continue et à 
support compact, telle que Np(f - g) < E ;  comme 

on a Np(lfl - I g l )  < E, ce qui prouve que If1 E YP. D'autre part, 
si f ,, f2  sont deux fonctions de Y{, on a Np(r,I - r2l) < Np(f, - f ,), 
ce qui montre que f H If1 est une application uniformément con- 
tinue. 

PROPOSITION 12.- Pour qu'une fonction numérique f appar- 
tienne à YP, il faut et il sufit que chacune des fonctions f + et f - 
appartienne à Z P .  

La condition est suffisante, puisque f = f + - f - ; elle est 
nécessaire, puisque si f E Y P ,  on a ( f  1 E YP (prop. 11). 
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COROLLAIRE. - L'enveloppe supérieure (resp. inférieure) d 'une 
famille finie de fonctions de Yp appartient à TP. 

6. Ensembles filtrants dans LP et suites croissantes dans -YP 

Nous avons défini ($2, no 6) une relation d'ordre? < dans 
l'ensemble 9 des classes d'équivalence des fonctions numériques 
définies et finies presque partout dans X ;  muni de cette relation 
d'ordre et de sa structure d'espace vectoriel, & est un espace 
de Riesz. Le cor. de la prop. 12 du no 5 montre que, si f et 2 sont 
deux éléments du sous-espace LP de & la borne supérieure 
sup ( j  g) de f et dans @ (qui est la classe de chacune des fonc- 
tions sup(S, g) où f E f et g ~ g )  appartient a LP; cela prouve en 
particulier que LP, muni de la relation d'ordre induite par celle 
de & est un espace de Riesz. 

PROPOSITION 13. -Dans l'espace de Riesz LP, muni de la 
topologie déjinie par lu norme 1 1  f IIp, l'application f - 1 f 1 est uni- 
formément continue, et 1 'ensemble des éléments f 3 O est fermé. 

La première partie de la proposition résulte aussitôt de la 
prop. 11 du no 5 ; comme l'ensemble desf 2 O est aussi l'ensemble 
des f tels que I f (  = il est fermé, puisquef- (f 1 est une applica- 
tion continue et que LP est séparé. 

On voit donc que, sur LP, la topologie définie par la norme 
I l f  I l p  est compatible avec la structure d'espace vectoriel ordonné 
de LP (Esp. vect. top., chap. II, 2" éd., 5 2, no 7). 

PROPOSITION 14. - Soit H une partie de 1 'espace de Riesz LP, 
formée de classes 3 O, et jîltrante pour la relation <. Pour que H 
ait une borne supérieure dans LP, il faut et il sufit que 

La borne supérieure de H dans LP est alors la limite (dans l'espace 
de Banach LP) dufiltre des sections de H. 

La condition est évidemment nécessaire, puisqueSu ( I f  I I p  est 
une fonction croissante dans l'ensemble des éléments 3 O de 
LP. Pour voir qu'elle est suffisante, remarquons d'abord qu'elle 
entraîne que l'image de H par l 'applicationfu I / f  I l p  a une limite 
dans R, en vertu du th. de la limite monotone; l'image du filtre 
des sections 5 de H par cette application est donc une base de filtre 
de Cauchy dans R. La démonstration sera achevée si nous mon- 
trons que 5 lui-même est une base dejiltre de Cauchy sur Lp; en 
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effet, 5 convergera alors dans LP, puisque LP est complet (no 4, 
prop. 7), et la proposition résultera de Esp. vect. top., chap. I I ,  
2' éd., § 2, no 7, prop. 18. 

Pour voir que 5 est une base de filtre de Cauchy, nous utilise- 
rons le lemme suivant : 

Lemme.-Si f et g sont deux fonctions de TP telles que 
O d f  d g , o n a  

En effet, lorsque f et g sont continues à support compact, la 
relation (9) s'écrit 

et est alors conséquence de l'inégalité élémentaire (g - f )P G gP - f 
(no 1, formule (2)). Pour passer de là au cas général, il suffit de 
remarquer que les deux membres de (9) sont des fonctions con- 
tinues dans ZP x YP, et que toute fonction f 2 O de Y P  est limite 
(pour la convergence en moyenne d'ordre p) d'une suite de fonc- 
tions 3 O continues et à support compact, en raison de la con- 
tinuité de l'application g1-+1~( dans TP (prop. 11). 

Ce lemme étant établi, pour tout E > O, il existe par hypothèse 
un f~ H tel que, pour tout g 2 f appartenant à H, on ait 
(lljjll,)~ - (//f/lr)P < E ;  on en déduit (112 - f l l P ) ~  < E ;  donc, si H, et 
g2 sont deux éléments 2 f dans H, on a Ilgi - g211P < 2c1/p, ce qui 
prouve que 5 est une base de filtre de Cauchy sur LP, et achève 
la démonstration de la prop. 14. 

COROLLAIRE 1 .  - Si jj est la borne supérieure de H dans LP, 
on a 

Cela résulte de la continuité de la norme If 11, dans Lp, et du 
th. de la limite monotone. 

- - -  COROLLAIRE 2'- L'espace de Riesz LP est complètement 
réticulé. 

En effet, tout ensemble H filtrant (pour la relation <) dans LP 
formé de classes 2 O, et majoré dans LP, admet une borne supé- 
rieure : car si h est un majorant de H dans Lp, on a 11, < 11 hll, 
pour tout f E H, et la prop. 14 s'applique. Cela démontre le corol- 
laire (chap. II, 3 1, no 3, prop. 1). 
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Les conclusions de la prop. 14 ne subsistent plus lorsqu'on les 
formule pour les ,fonctions de Y p ,  et non plus pour leurs classes. 
De façon précise, si M est une partie de Y P ,  formée de fonctions 
2 O, filtrante pour la relation <, et telle que sup Np( f )  < + m, la 

/ C M  

2 classe de l'enveloppe supérieure g de M n'est pas nkcessairement 
identique à la borne supérieure dans LP des classes des ,fonctions 
f E M ;  en particulier, g n'est pas nécessairement de puissance 
p-ième intégrable, et même lorsque g E YP,  Np(g) peut être distinct 
de sup Np( f )  (cf. tj 1, no 3, Remarque 1 suivant le th. 3). 

S E M  
On a toutefois le théorème suivant: 

THÉORÈME 5. - Soit (f,) une suite croissante de Jonctions 
3 O de ZP. Pour que l'enveloppe supérieure f d e  cette suite soit de 
puissance p-ième intégrable, il faut et il sufit que sup ND( fn) < + m. 
Alors la suite ( f,) converge en moyenne d'ordre ) vers f et 1 'on a 

La condition étant évidemment nécessaire, tout revient à 
prouver qu'elle est suffisante. Or, si elle est remplie, la prop. 14 
montre que la suite (fn) est une suite de Cauchy dans LP, donc 
la suite (f,) est une suite de Cauchy dans Y P ;  comme f,(x) tend 
vers f (x) pour tout x E X ,  f est de puissance p-ième intégrable et 
est la limite de la suite (f,) pour la topologie de la convergence 
en moyenne d'ordre p (no 4, cor. 1 du th. 3). Donc Np( f,) tend 
vers N,(f) puisque Np est une fonction continue sur 3". 

COROLLAIRE 1. - Soit (f,) une suite décroissante de fonctions 
3 O de Y P ;  l'enveloppe inférieure f de cette suite appartient à Z P ,  
la suite (f,) converge en moyenne d'ordre p versf, et 1 'on a 

Np( f )  = lim Np( f,) = inf Np( f,). 
n- m n 

Les deux premières assertions résultent du th. 5 appliqué à la 
suite croissante et majorée des g, = f, -fi; le reste est ensuite 
évident. 

COROLLAIRE 2. -Soit (f,) une suite de fonctions de YP.  Pour 
que l'enveloppe supérieure f de la suite (f,) soit de puissance p-ième 
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intégrable, il faut et il sufit qu'il existe une fonction g 2 O telle 

que j* gp dlp/ < + m et que f, Q g pour tout n. 

La condition est évidemment nécessaire, en prenant g = f +. 
Inversement, supposons-la vérifiée, et posons g, = sup fk; la 

k < n  

suite (g,) est croissante et formée de fonctions de puissance p-ième 
intégrable (no 5, cor. de la prop. 12). La suite croissante des fonc- 
tions positives h, = g, + g; satisfait aux conditions du th. 5,  
puisque Np(h,) Q N,(g + g f )  < + co ; l'enveloppe supérieure 
sup h, est donc de puissance p-ième intégrable, et il en est de 
n 

même de f = suph, - g l .  
n 

COROLLAIRE 3. -Soient A un ensemble dénombrable, 5 un 
filtre sur A ayant une base dénombrable, (fa),,, une famille de 
fonctions 2 O de ZP. On suppose qu'il existe une fonction g 2 O 
telle que N,(g) < +cc et f, < g pour tout a E A ;  alors la fonction 
lirn . sups f, est de puissance p-ième intégrable, et l'on a 

(12) lim . sup8Np( f,) < Np(lim . supsfa). 

En effet, soit (A,) une base décroissante de 5, et posons 
g, = sup fa; comme A, est un ensemble dénombrable, il résulte du 

UEA, 

cor. 2 que g, est de puissance p-ieme intégrable; on a d'autre part 
Np(g,) 3 sup Np( fa). Cela étant, lirn . sups fa est l'enveloppe 

asAm 

inférieure d i  la suite décroissante (g,); donc lim. suprfa est de 
puissance p-ième intégrable en vertu du cor. 1, et l'on a 

Np(lim . sups fa) = Np(inf g,) = lirn Np(gn) 3 lirn (sup ND( fa)) 
n n+ co ,+a> acA, 

= lim . supS Np( fa). 

7.  Le théorème de Lebesgue 

THÉORÈME 6 (Lebesgue). -Soient F un espace de Banuch, 
(f,) une suite de fonctions de Z F  telles que: 1" la suite (f,(x)) con- 
verge presque partout vers une limite f ( x ) ~  F ;  2" il existe une 

fonction numérique g 2 O tel que gP dlp/ < + cn et If,(x)l < g(x) S* 
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presque partout dans X, pour tout entier n. Alors la fonction f 
(définie presque partout) est de puissance p-ième intégrable, et la 
suite (f , )  converge en moyenne d'ordre p vers f. 

Considérons la suite «double » de fonctions numériques 
g,, = I f ,  - f , l ,  qui appartiennent à LYP (no 5, prop. 11); par hy- 
pothèse, on a lim g,,(x) = O presque partout, et d'autre part 

m+a,,n-+m 

Igm,(x)l < 2g(x) presque partout; par application à cette suite 
double du cor. 3 du th. 5 du no 6, on a 

lim . sup Np( fm  - f,) < Np(0)  = O 
m+m,n4 a, 

et comme N p ( f m  - f,) > O,  cela entraîne 

lim Np( fm  - f,) = O ;  
m + m n - + m  

autrement dit, la suite (f ,)  est une suite de Cauchy dans 9;. Le 
théorème résulte donc du cor. 1 du th. 3 du no 4. 

COROLLAIRE. - Soit A un ensemble d'indices,filtrépar unfiltre 
5 ayant une base dénombrable. Si (fa),,, est une famille de fonc- 
tions de 2: qui, suivant le$ltre 5, convergent simplement presque 
partout vers une fonction f ,  et si en outre il existe une fonction numé- 

rique g > O telle que / *  gp dlpl i + oo et Ifa(x)l $ g(x) presque 
partout dans X pour tout a E A, alors la fonction f est de puissance 
p-ième intégrable, et fa tend en moyenne d'ordre p vers f suivant 
le filtre 5. 

En effet, soit (A,) une base dénombrable décroissante de 5, et 
soit a, un élément quelconque de A,; la suite ( f a , )  converge 
simplement vers f presque partout dans X, donc le th. 6 montre 
que f est de puissance p-ième intégrable et que lim N p ( f  - fa,) = 0. 

n-r  m 

Comme 5 est le filtre intersection des filtres élémentaires associés 
à toutes les suites (a,) (Top. gén., chap. 1, 3" éd., 4 6, no 8, prop. 1 l ) ,  
l imSNp( f  - fa)  existe et est égale a la limite commune O de toutes 
les suites (N,(f - fan)).  

Remarques. - 1) Le th. 6 ne subsiste pas si on remplace l'hypo- 2 thkse ifn[ < g (avec N,(g) < +a) par I'hypoth'èse plus faible 
sup N,(f,) < +m. Supposons par exemple que p soit la mesure 

n 
de Lebesgue sur R ;  définissons les fonctions continues f, de la 

manière suivante: f,(x) = O pour x Q O et x 2 
n 
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f, étant linéaire dans les intervalles O, - et -, - . On a ( n) (n n) 
lim f,(x) = O pour tout x E R, mais NI( fn) = 1 pour tout n 
n+ m 

(cf. 9 5, exerc. 12). 
2) Le cor. du th. 6 ne subsiste pas si on ne suppose plus que le 2 filtre 8 ait une base dénombrable (cf 5 1, no 3, Remarque 1 suivant 

le th. 3). 

8. Relations entre les espaces 2ZK ( 1  < p < + CO).  

Pour tout nombre a > 0, l'application z - lzla- ' . z est définie 
et continue dans le complémentaire de O dans F; en outre, comme 
11zP-'. Z I  = 1z19 cette fonction tend vers O avec z, et on peut 
donc la prolonger par continuité au point O en lui donnant la 
valeur O en ce point, même si a < 1. 

THÉORÈME 7.  -Soient p et q deux nombres réels tels que 
1 ,< p < + CD, 1 < q < + CO. Si une fonction f appartient à ZP,, la 
fonction Ifl'Piq'-l . f appartient à Z4,, et réciproquement. 

Par hypothèse, il existe une suite (f,) de fonctions continues à 
m rn - - 

support compact telles que 2 Np(fn) < +m et f(x) = 1 fn(x) 
n =  1 n =  1 

presque partout (no 4, th. 3). Posons 

la fonction g, est continue et à support compact; d'autre part, on 
m 

a Ign/q = If, + f, + - . . + f,,lp g (x lf,/)P = hq, où la fonction 
n =  1 

numérique h 2 O (finie ou non) vérifie l'inégalité 

en vertu du th. de convexité dénombrable. En outre, gJx) tend 
presque partout vers g(x) = lf(x)((P1q)-' . f(x), donc le th. de 
Lebesgue montre que g E 9%. La réciproque est immédiate, puisque 
f = lg((4/p)- 1 g. 

0 -1 

On peut montrer que t'application f-  lqq . f est un homéo- 
morphisme de 3; sur 2; ( §  6, exerc. 10). 
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COROLLAIRE 1. - Pour qu'unefonction f appartienne a 2?$, il 
faut et il sufit que la fonction I f I p -  ' . f appartienne a 9;. 

COROLLAIRE 2.-Pour qu'une fonction numérique positive f 
appartienne à zP, il faut et il sufit que f appartienne à 9'. 

On notera que si f est une fonction numérique de signe quel- 2 conque telle que / f I P  appartienne i Y ', j n'appartient pas neces- 
sairement à LZP (cf. 8 4, exerc. 8). 

8 4. Fonctions et ensembles intégrables 

1. Prolongement de l'intégrale 

Il résulte de la définition de l'espace 9 F  que le sous-espace 
A?, des fonctions continues à support compact est partout dense 
dans 9 F  ( 5  3, no 4, déf. 2). Toute fonction linéaire continue (pour la 
topologie de la convergence en moyenne d'ordre p), définie dans 
XF et prenant ses valeurs dans un espace vectoriel topologique 
séparé et complet G, peut donc être prolongée par continuité de 
façon unique, en une fonction linéaire continue définie dans et 
à valeurs dans G (Top. gén., chap. II, 3" éd., $3, no 6, th. 2 et chap. 
III, 5 3, prop. 3). 

Or, pour toute fonction f continue et à support compact, à 
valeurs dans l'espace de Banach F, nous avons défini (chap. III, 
5 3, no 1) l'intégrale p(f) = J f d p  par rapport à p, qui est un 
élément de F, et nous avons démontré (chap. III, 5 3, no 2, prop 5) 
l'inégalité 

Cette inégalité prouve que f~ J f d p  est une application 
linéaire de XF dans F, continue pour la topologie de la convergence 
en moyenne dans A?,. On peut donc la prolonger par continuité 
à l'espace 9; tout entier, et poser la définition suivante: 

DÉFINITION 1.-On dit que les fonctions appartenant à 
9 k ( X , p )  sont intégrables pour la mesure p (ou encore, sont 
p-intégrables). L'intégrale (par rapport à p) de la fonction intégrable 
f est par déjînition la valeur pour f du prolongement par continuité 
à 2; de l'application linéaire g- J g dp de XF dans F ;  on la 
note encore p ( f )  ou f dp, ou f ( x )  dp(x)  ou fp, ou J f ( x )p (x ) .  



Exemple - Soient X un espace discret, p une mesure sur X 
et posons a(x) = p(qX,) pour tout x E X. Les fonctions de F; 
sont alors intégrables, autrement dit, 9; = 9;; en outre, pour 
toute fonction f E Tb, on a 

En effet, soit f~ 9;; on a Ipl*(lf/) = 1 la(x)l. jf(x)l < + ( 5  1, 
x ex 

no 3, Exemple); pour tout E > O, il existe une partie finie M de X 
telle que 1 la(x)l. If(x)I < 8. La foncti0n.g égale a f aux points 

 EX-M 

x E M où f est finie, à O ailleurs, appartient à X ( X ;  F) et l'on a, 
en vertu des conventions faites, lpl*(lf - gj) < 1 Ia(x)l. If(x)I < E, 

XEX-M 

ce qui prouve que f E 9;. D'autre part 

d'où la seconde assertion. 
En d'autres termes, les fonctions p-intégrables f sont celles pour 

lesquelles la famille (a(x)f(x)),,, est absolument sommable (Top. gén., 
chap. IX, 9 3, no 6), et l'intégrale jf dp est la somme de cette famille. 

Comme p( f )  est continue dans Y,! par définition et prend ses 
valeurs dans un espace séparé, on a p( f )  = O pour toute fonction 
adhérente à O dans L?;, c'est-à-dire négligeable; si f et g sont deux 
fonctions intégrables équivalentes, on a p( f )  = y(g). En d'autres 
termes, la valeur de p(f)  ne dépend que de la classe f" de la fonction 
intégrable f ;  on la note encore p(fi, et la fonction f"++ p(f)  est une 
application linéaire continue de Lb dans F. Si une fonction f, à 
valeurs dans F, définie presque partout dans X, est équivalente à 
une fonction intégrable, on dit encore que f est intégrable, et on 
pose J f d p  = ,u(fi; on définit de même une fonction intégrable 
à valeurs dans R, définie et finie presque partout, et son intégrale. 

2. Propriétés de l'intégrale 

PROPOSITION 1. - Pour toute fonction numérique p-intégrable 
positive f, on a 
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En effet, f dpI et NI(  f )  sont continues dans Y' et égales pour 
toute fonction continue f 3 O à support compact; d'autre part, 
toute fonction f 3 O dans Y' est limite (au sens de la convergence 
en moyenne) d'une suite de fonctions 2 O, continues et à support 
compact (5 3, no 5, prop. 11); d'où la proposition. 

COROLLAIRE 1. - Pour toute fonction intégrable f E 2 ; ,  Ifl est 
intégrable, et l'on a 

Nous ferons un usage fréquent de la prop. 1 et de son cor. 1, 

en remplaçant f dlp( ou Nl( f )  par f dlp[ lorsqu'il s'agit d'une s* S 
fonction intégrable 3 O. Par exemple, pour que deux fonctions 
intégrables f, g soient équivalentes, il faut et il suffit que 

Rappelons que, pour qu'une fonction f appartienne à 2 F ,  il 
faut et il suffit que la fonction IdP-'. f appartienne a 2; (4  3, no 8, 
cor 1. du th. 7), c'est-à-dire soit intégrable; cela explique la 
terminologie de « fonction de puissance p-ième intégrable ». En 
outre : 

COROLLAIRE 2. -Pour toute fonction f E T E ,  la fonction 
numérique (flp est intégrable, et l'on a 

Cela résulte aussitôt de ce que (fl appartient à YP (5 3, no 5, 
prop. 1 l), et de la formule (2). 

PROPOSITION 2. -Pour toute fonction intigrable f, on a 

(5) 1 / f d p  1 514 d l ~ l .  

Cela résulte aussitôt de l'inégalité (1) par passage a la limite, 
compte tenu de (3) et de la continuité de Nl(Q dans 2;. 

THÉORÈME 1. - Soient F et G deux espaces de Banach, u une 
application linéaire continue de F dans G. Pour toute fonction 
intégrable f à valeurs dans F, u O f est intégrable et 1 'on a 



Nous savons déjà que u 0 f est intégrable ( 5  3, no 5, th. 4 ) ;  la 
relation (6) étant valable pour f  E XF, s'étend à toute fonction 
intégrable f par le principe de prolongement des identités: en effet, 
fo u of est continue pour la topologie de la convergence en 
moyenne, comme il résulte de l'inégalité N,(u 0 f) < llull . Ni(f). 

COROLLAIRE 1. - Soit a' une forme linéaire continue sur F.  Si 
f est une fonction intégrable à valeurs dans F ,  la fonction numérique 
( f ,  a') est intégrable, et l'on a 

(7) 

Nous verrons au chap. VI, 5 1, exerc. 7, 11 et 12 qu'il peut exister 
des fonctions f à valeurs dans un espace de Banach F de dimension 
infinie, telles que ( f ,  a') soit intégrable pour toute forme linéaire 
continue a' sur-F,  sans que f soit intégrable. 
- - - - - -  

COROLLAIRE 2.- Si les a, ( 1  < k < n) sont des vecteurs de F ,  
et les& (1 6 k 6 n) des fonctions numériques intégrables, la fonction 

n 

f = a, f ,  est intégrable, et l'on a 
k =  1 

3. Passages à la limite dans les intégrales 

PROPOSITION 3. - Soit 23 une base defiltre sur 2;. On suppose 
qu'il existe un ensemble compact K c X tel que, pour toute partie 
M E  23, toutes les fonctions f E M aient leur support dans K. Dans 
ces conditions, si 8 converge ungormément dans X vers fo,  la fonc- 
tion f ,  est intégrable, et l'on a 

En effet, 23 converge en moyenne vers f, ( 5  3, no 3,  prop. 4). 

PROPOSITION 4.- Soit (f,) une suite croissante (resp. décrois- 
sante) de fonctions numériques intégrables. Pour que l'enveloppe 
supérieure (resp. inférieure) f de cette suite soit intégrable, il faut et 
il sufit que supi fndIpl < +a (resp. infl fndl,ul > -CO) et l'on a 

n n 

alors 
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Bornons-nous à considérer une suite croissante. La suite des 
g, = f, + f ;  est croissante et formée de fonctions intégrables 
3 0; comme son enveloppe supérieure est g = f + f l, la pro- 
position résulte du th. 5 du § 3, no 6. 

THÉORÈME 2. -Soit A un ensemble d'indices, filtré par un 
filtre 5 a base dénombrable. Soit (fa),,, une famille de fonctions 
intégrables qui, suivant le filtre 3, convergent simplement presque 
partout vers une fonction f ;  s'il existe une fonction numérique 
g 2 O telle que j* g dlpl < + CC), et que Ifa(x)l < g(x) presque partout 
dans X pour tout a E A, la fonction f est intégrable, et l'on a 

( 1  1 )  [ f  dp = iim, I f a  dp. 

Le théorème résulte du th. de Lebesgue ( 3  3, no 7, cor. du th. 6) 
puisque, dans les conditions de l'énoncé, f ,  converge en moyenne 
vers f suivant 8. 

COROLLAIRE 1.-Soient R un espace topologique, to un 
point de R admettant un système fondamental dénombrable de 
voisinages, f une application de X x R dans F ,  ayant les propriétés 
suivantes: 

a) pour tout t E R ,  la fonction x H f (x ,  t )  est intégrable; 
b) pour tout x E X, la fonction t H f ( x ,  t )  est continue en t ,  ; 
c) il existe un voisinage U de t ,  et une fonction numérique 

* 
g 3 O définie dans X ,  telle que [ g d lp[  < + m, et que lf(x,  t)l < g(x) 

J 

pour x E X et t E U .  
Dans ces conditions, l'application t H j f (x ,  t )  dp(x) de R dans F 

est continue au point t,. 

COROLLAIRE 2. -Soit (f,) une suite de fonctions intégrables telle 
que la série de terme général f,(x) converge presque partout; s'il 

* 
existe une fonction g > O telle que 1 g dla[ < + oo, et que, pour 

J 

tout entier n, on ait f,(x) < g(x) presque partout, alors la somme i k : l  1 
f (x )  (définie presque partout) de la série de terme général f,(x) est 
intégrable, et 1 'on a ,. m r 

(« intégration terme à terme d'une série P). 



4. Cavactévisations des fonctions numéviques intégrables 

PROPOSITION 5. - Pour qu'une fonction numérique f 3 O (finie 
ou non) semi-continue inférieurement dans E, soit intégrable, il faut 

* 
et il s u .  que J f d/,ul < + co. 

Tout revient à prouver que la condition est suffisante. La défi- 
nition de Ipl*(f) (§ 1, no 1 ,  déf. 1 )  prouve que, pour tout E > 0, 
il existe une fonction continue g 3 0,  à support compact, telle 
que g < f et I,ul*(f) < Ipl(g) + E. Mais f - g est semi-continue 
inférieurement et 2 O, donc ($ 1,  no 1, th. 2) 

autrement dit N , ( f  - g) = Ipl*(f - g) = Ipl*(f) - l,ul(g) S E, ce 
qui prouve que f est intégrable ($3 ,  no 3, prop. 7). 

COROLLAIRE 1 .  - Pour qu'une fonction numérique finie f 3 0 ,  
semi-continue supérieurement dans X ,  soit intégrable, il faut et il 

* 
sufit q u e l  fdl,ul< +m. 

En effet, si I,ul*(f) < +CO, il existe une fonction h, semi- 
continue inférieurement, telle que f < h et I,ul*(h) < + GO ; h - f 
est définie partout et semi-continue inférieurement, et on a 
lpl*(h - f )  < Ipl*(h) < + CO ; donc h - f est intégrable, et comme 
f ( x )  = h(x) - (h(x)  - f ( x ) )  presque partout, f est intégrable. 

COROLLAIRE 2. -Soit H un ensemble non vide, filtrant pour 
la relation < (resp. 2 )  de fonctions numériques semi-continues 
inférieurement (resp. supérieurement) et intégrables; si 

(resp. inf f dlp/ > - a), 1 'enveloppe supérieure (resp. inférieure) g 
f 

de H est intégrable et l'on a 

jg dp = lim f dp 
f EH i 

et I g dlpl = Sf d l ~ l  (resp. jg d l ~ l  = inf If d ) i / ) .  
f 

On peut se borner au cas des fonctions semi-continues inféri- 
eurement; les fonctions f + (resp. f -), lorsque f parcourt H, forment 
alors un ensemble filtrant pour 6 (resp. 2 )  de fonctions semi- 
continues inférieurement (resp. supérieurement) et 3 O ; l'enveloppe 
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supérieure (resp. inférieure) des f + (resp. f -) pour f E H, est égale à 
g +  (resp. g-). D'autre part, on peut remplacer H par une de ses 
sections (qui lui est cofinale), formée des f E H qui sont > f,, pour 
une fonctionjo E H ;  on a alors 1 f + ~ll,u < S f  dlp] + 1 f'o dl~ll; on 
voit ainsi qu'on est ramené à prouver les deux assertions du 
corollaire lorsque H est formé de fonctions positives. Si H est 
filtrant pour < et formé de fonctions 2 0, semi-continues inféri- 
eurement, on sait alors ( 5  1, no 1, th .  1) que 

donc 
vertu 

lim N 
f t H  
vers g 

g, qui est semi-continue inférieurement, est intégrable en 
de la prop. 5 ;  on a g dly( = lim I f dlp/, et comme f '< g, 

f CH 
i(g - f )  = O, ce qui montre que f converge en moyenne 

suivant H, et prouve donc le corollaire dans ce cas. Si H 
est filtrant pour 2 et formé de fonctions f semi-continues supéri- 
eurement et intégrables, telles que O < f < f ,  avec f, E H ,  il 
existe une fonction h semi-continue inférieurement et intégrable, 
telle que f, < h; on peut écrire f = h - f ' ,  où f'(x) = h(x) - f (x) 
lorsque f (x) < + co, et f '(x) = O dans le cas contraire. Il est clair 
que les f '  forment un ensemble filtrant pour < de fonctions 3 0, 
semi-continues inférieurement et intégrables, avec 

on peut leur appliquer ce qui a été démontré ci-dessus; si g' est 
l'enveloppe supérieure des f ', h et g' sont finies presque partout, 
donc h - g' est définie presque partout et égale à g presque 
partout; on en tire aussitôt les conclusions du corollaire dans ce 
cas. 

COROLLAIRE 3.-Soit f une fonction numérique bornée, 
semi-continue supérieurement dans X et à support compact. Alors 
l'application p++Jfdp est semi-continue supérieurement dans 
A + ( X )  pour la topologie vague. 

Si h est une fonction de X + ( X )  telle que 1 f 1 < h (chap. III, 
5 1, no 2, lemme l), on a O d f + h < 2h, et comme f + h est semi- 
continue supérieurement, il résulte du cor. 1 que f est pintégrable 
pour toute mesure p sur X. En outre, on a p ( f )  = p(h) - p(h - f )  
et h - f est une fonction semi-continue inférieurement et 2 0. 
Comme l'application p ++ p(h - f )  est semi-continue inférieure- 
ment dans &+(X) pour la topologie vague ( §  1, no 1, prop. 4), 
cela démontre le corollaire. 



THÉORÈME 3.-Pour qu'une fonction numérique f 2 O soit 
intégrable, il faut et il sufit que, pour tout E > O, il existe une fonc- 
tion semi-continue supérieurement g 3 0, à valeursfinies et à support 
compact, et une fonction intégrable semi-continue inférieurement h, 
telles que g < f < h et que J ( h  - g) dlpl < E.  

La condition est sufisante d'après un critère général d'in- 
tégrabilité ( §  3, no 4, prop. 8), la prop. 5 et son corollaire 1. Mon- 
trons que la condition est nécessaire. Si f 2 O est intégrable, pour 
tout E > O, il existe une fonction u 2 O, continue et à support 
compact, telle que NI(  f - u)  < ~ / 4 .  D'après la définition de N I ,  
cela entraîne qu'il existe une fonction v 3 0, semi-continue 
inférieurement, telle que p*(v) < &/2 et 1 f - ul < v. On a donc 
- V ( X )  < f ( x )  - U ( X )  < v(x)  pour tout x E X, et comme u(x)  est par- 
tout fini, on en déduit (u(x)  - u ( ~ ) ) +  < f ( x )  < u ( ~ )  + v(x)  pour 
tout x é X. Les fonctions g = (u  - v)' et h = u + v répondent à 
la question. 

COROLLAIRE. -Pour toute fonction numérique intégrable f 
(resp. intégrable et 3 O), il existe une suite croissante (g,) de fonctions 
semi-continues supérieurement et intégrables (resp. à valeurs finies, 
à supports compacts et intégrables), et une suite décroissante (h,) de 
fonctions semi-continues inférieurement et intégrables, telles que: 

1" g,(x) < f ( x )  d h,(x) pour tout x EX et tout entier n ;  
2" f ( x )  est égale presque partout à 1 'enveloppe inférieure h de la 

suite (h,) et à l'enveloppe supérieure g de la suite (g,); 

3" f d p  = lim ,+ Cc J g ,  dp  = lim h, dp. 
n+ m 

Supposons d'abord f 2 O. D'après le th. 3, pour tout n il 
existe une fonction v,, intégrable et semi-continue inférieurement, 
et une fonction un semi-continue supérieurement, à valeurs finies 
et à support compact, telles que u, < f < v,  et J(v, - un) dlp[ < l in  ; 
si on pose g, = sup (u , ,  u,, . . . , u,) et h, = inf (v , ,  v,, . . . , v,), les 
suites (g,) et (h,) répondent à la question. En effet, comme g < f ,  
g est intégrable en vertu de la prop. 4 du no 3, et comme 

lirn ( f  - g,) d(p1 = O (no 3, prop. 4), ce qui prouve que f et g 
n+ cc, S 
sont équivalentes. On raisonne de même pour la suite (h,). 
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Si f n'est pas positive, on peut appliquer à f + et f - ce qui 
précède, et il y a donc deux suites croissantes (gk), (g:) de fonctions 
semi-continues supérieurement et intégrables, et deux suites 
décroissantes (hn), (hn) de fonctions semi-continues inférieurement 
et intégrables telles que : 1" gn < f + < hn, gi  < - f - < h i ;  2" 
f + (resp. - f -) est égale presque partout à l'enveloppe supérieure 
des g. et à l'enveloppe inférieure des hn (resp. à l'enveloppe supéri- 
eure des gn et à l'enveloppe inférieure des hi )  ; 3" : 

S f + dp = lim gn dp = lim hn dp, 
n+ oo S n-+ a, S 

-J f - dp = lim g, dp = lim J hi dp. 
n+ oo J n +  a, 

En outre, on peut supposer que les gn et les hn sont partout finies; 
alors il est clair que les suites des g, = gn + gi et hn = h; + h: 
répondent à la question. 

Exemple. - Pour toute mesure positive p sur R, toute fonction 
en escalier à support compact est p-intégrable; en effet, une fonc- 
tion caractéristique d'intervalle ouvert (resp. fermé) est semi- 
continue inférieurement (resp. supérieurement), et toute fonction 
en escalier est combinaison linéaire de telles fonctions caracté- 
ristiques. On en déduit que si f est une fonction réglke dans R 
et à support compact (Fonct. var. réelle, chap. II, § 1, no 3), f est 
intégrable, car elle est limite uniforme d'une suite de fonctions 
en escalier gn à support contenu dans un ensemble compact fixe 

(no 3, prop. 3); on a en outre f dp = lim gn dp. S n--S 
Si l'on prend en particulier pour p la mesure de Lebesgue, on 

voit que pour toute fonction réglée f a  support compact, l'intégrale 

S f dp est égale à l'intégrale f(x) dx définie dans Fonct. var. 

réelle, chap. I I ,  tj 2, no 1. 
SI, 

Reiwaryues. - 1 )  Soit f une fonction réglée dans R et intégrable 
pour la mesure de Lcbesgue p ;  alors Ifl cst aussi intégrable (no 2, 
cor. 1 de la prop. l), et si l'on pose 1, = (- n, + n) ,  If( est 
l'enveloppe supérieure de la suite croissante des fonctions réglées 

f(x)l dx d'après le th. 2 du no 3; donc 

convergente (Fonct. uar. réelle, 

chap. II, 5 2, no 3). En outre, f dp = f(x) dx d'après le th. 2 S SI: 



+ w 

du no 3. Rkiproquement, supposons que 1 f(x)dx soit absolu- 
d a  

ment convergente; on a encore, en vertu du th. 2 du no 3, f dp = 
+ C L  J 

S -, f(x) dx. On notera que si l'intégrale f(x) dx est convergente SI I 
sans être absolument convergente, f n'est pas intégrable pour la 
mesure de Lebesgue. 

2) Appliquée à la mesure de Lebesgue et aux fonctions réglées, 
la prop. 3 du no 3 redonne le théorème de passage à la limite pour 
les intégrales de fonctions réglées dans un intervalle compact 
(Fonct. var. réelle, chap. I I ,  fj 3, no 1, prop. 1); pour les suites (ou 
les filtres à base dénombrable) de fonctions réglées, le th. 2 du no 3 
améliore beaucoup cette proposition, puisque, pour les fonctions 
réglées uniformément bornées dans un intervalle compact, il sub- 
stitue la convergence simple à la convergence uniforme (cf. i 5,  
no 4, th. 2). Mais en ce qui concerne le passage à la limite pour les 
intégrales absolument convergentes de fonctions réglées dans un 
intervalle non compact, on observera que les conditions du th. 2 
du no 3 impliquent que les intégrales considérées sont uniformément 
convergentes (au sens défini dans Fonct. var. réelle, chap. II, tj 3, 
no 2), et n'améliorent donc les conditions de convergence données 
au Livre IV (loc. cit.) qu'en ce qui concerne la convergence des 
fonctions fa dans tout intervalle compact. Enfin, les conditions de 
passage à la limite données pour des intégrales de fonctions réglées 
non absolument convergentes restent en dehors de la théorie 
développée dans ce chapitre. 

5. Ensembles intégrables 

DÉFINITION 2. -On  dit qu'une partie A d'un espace locale- 
ment compact X est intégrable pour une mesure p sur X (ou encore 
est pintégrable) si la fonction caractéristique cp, de A est intégrable. 
L e  nombrefini p(A) = j cpA d p  est appelé mesure de A. 

Pour tout ensemble intégrable A, on a IpI(A) = Ipl*(A) (prop. 
1); pour qu'un ensemble soit négligeable, il faut et il suffit qu'il soit 
de mesure nulle pour /pl. 

PROPOSITION 6. - La réunion d 'une famille finie (Ai) 
d'ensembles intégrables est intégrable, et on a 

(1 3) IPI(U A) i =  f 1 l ~ l ( ~ i ) .  

En outre, si les Ai sont deux à deux sans point commun, on a 
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En effet, si A = U A , ,  on a cp, = sup cp,, , donc ( 5  3, no 5 ,  cor 
i =  1 

de la prop. 12) si les Ai sont intégrables, i l  en est de même de A ;  
la relation (13) est un cas particulier de la relation analogue pour 
les mesures extérieures ( 5  1, no 4, prop. 18), compte tenu de la 
relation (pI(A) = Ipl*(A); enfin, si les Ai sont deux à deux sans point 

commun, on a cp, = cp,, ; d'où (14). 
i =  1 

PROPOSITION 7 . 1 '  Si A et B sont deux ensembles intkgrables 
tels que B c A, l'ensemble C = A - B est intégrable, et on a 

(15) PU = - d B ) .  
2" L'intersection d'une .famille dénombrable d'ensembles inté- 

grrbles est intégrable. 
La première partie résulte de ce que cp, = cp, - 9,. D'autre 

part, si (A,) est une suite d'ensembles intégrables, et A son intersec- 
tion, on a cp, = i;f qAn, donc A est intégrable (no 3, prop 4). 

COROLLAIRE. -- Si (A,) est une suite décroissante d'ensembles 

intégrables, on a p n ~ , ,  = lim p(An). ( 1 n-m 

En effet, si A = A,. 9, est l'enveloppe inférieure de la 
n 

suite décroissante ((p,,,) (no 3, prop. 4). 

PROPOSITION 8. --Soit (A,) une suite croissante d'ensembles 
intégrables; pour que la réunion A = U A ,  soit intégrable, il 

n 

faut et ii sufit que sup I ~ J ( A , )  < + cc ; on a alors 
n 

(16) p(A) = lim ,u(An). 
n'a> 

En effet, les (pAn forment une suite croissante de fonctions 
intégrables, et cp, = sup qAn ; la proposition résulte donc de la 
prop. 4 du no 3. 

COROLLAIRE. - Soit (A,) une suite d'ensembles intégrables 
m 

telle que lpI(~,,) < + cc ; la réunion A = U A n  est intégrable, et 
n =  1 n 



En effet, on a cp, = sup q A n ,  et 
n 

( 5  1, no 4, prop. 18); A est donc intégrable (5 3, no 6, cor. 2 du  th. 5 )  et 
comme [&A) = IpI"(A), on a bien (17). 

PROPOSITION 9.- Soit (A,) une suite d'ensembles intégrables, 
m 

deux a deux sans point commun, et telle que 1 lyl(~,)  < +a; 
on a alors n =  1 

En effet, si A = U A n ,  on a cp, = f qAn et la proposition 
n n =  1 

résulte de (17) et du  cor. 2 du th. 2 du  no 3. 

On  exprime encore la relation (18) en disant que la mesure p 
est complètement additive dans l'ensemble des parties intégrables 
de  X. 

6. Cvitèves d'intégvabilité d'un ensemble 

PROPOSITION 10. - Pour qu'un ensemble A ouvert (resp. fermé) 
dans X soit intégrable, il faut et il sufit que lyl*(A) <+a. 

Comme cp, est alors semi-continue inférieurement (resp. 
supérieurement), la proposition résulte de la prop. 5  du no 4 et de 
son corollaire 1. 

COROLLAIRE 1 .  - Tout  ensemble compact est intégrable; tout 
ensemble ouvert relativement compact est intégrable. 

COROLLAIRE 2. -Pour toute mesure positive ,D sur X ,  
A - p*(A) est une capacité sur X (cf. Top. gén., chap. I X ,  2' éd., 
5 6, no 9, Exemple). 

Exemple. -Pour la mesure de Lebesgue p sur R, il résulte de 
la prop. 10 que tout intervalle ouvert borné )a, b ( est intégrable 
et a pour mesure b - a ($1 ,  no 2, prop. 9). Comme tout ensemble 
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réduit à un point est négligeable pour la mesure de Lebesgue, on 
déduit de là que tous les intervalles d'extrémités u et h ont même 
mesure h - a. 

PROPOSITION 1 1 .  - Soit 6 un ensemble, filtrant pour la relation 
c, d'ensembles ouverts intégrables de X ; pour que A = U G soit 

G €6 

intégrable, il faut et il sufit que sug IpI(G) < + m. et l'on a alors 
G t 

On sait en effet que Ip(*(A) = sup IpI(G) ( 5  1, no 2, prop. 7); la 
G €6 

proposition résulte donc de la prop. 10. 

COROLLAIRE. - Soit 5 un ensemble,filtrant pour la relation 2, 
d'ensembles ferrnés intégrables dans E;  l 'ensemble fermé B = n H 

H €8 

est intégrable, et l'on a p(B) = lim8p(H) et IpI(B) = inf IP((H). 
H E S  

En effet, soit Ho un ensemble de 5 ;  comme Ho est intégrable, 
il est contenu dans un ensemble ouvert intégrable U ( C j  1, no 4, 
prop. 19);  les ensembles ouverts U n CH forment un ensemble 
filtrant pour la relation c, contenus dans U et dont la réunion 
est U n CB ; on est donc ramené à la prop. 11. 

THÉORÈME 4. - Pour qu'un ensemble A soit intégrable, il faut 
et il sufit que, pour tout E > O, il existe un ensemble ouvert intégrable 
G et un ensemble compact K, tels que K c A c G et que 

a) La condition est sufisante, car elle signifie que cp, < cp, < cp, 
et l(cpG - cp,) dlp( < E ;  comme cp, et cp, sont intégrables, il en est 
de même de cp, (5 3, no 4, prop. 8). 

b) La condition est nécessaire. Si A est intégrable, i l  existe un 
ensemble ouvert G 3 A, tel que I p J * ( ~ )  soit arbitrairement voisin 
de I,uI*(A) = IpI(A) ( 8  1, no 4, prop. 19); tout revient donc à prouver 
que, pour tout E > O, il existe un ensemble compact K c A tel 
que Ip((A) - Ipl(K) < E .  Comme cp, est intégrable, il existe une 
fonction f 3 0, semi-continue supérieurement et à support compact 

S E 
S, telle que f < cp, et (cp, - f )  dlpi < - (th. 3, no 4). Soit 6 > O un 

2 
nombre arbitraire, et soit K l'ensemble des points x E E tels que 
f (x) 3 6;  K est fermé et contenu dans S, donc compact, et comme 



S c A, on a K c A. L'ensemble B = A - K est intégrable, et on 
a f ,< qK + SvB, d'où 

ce qui achève la démonstration, puisque 6 est arbitraire. 

COROLLAIRE 1. - Pour qu'un ensemble A soit intégrable, il 
faut et il sufit que, pour tout E > O, il existe un ensemble compact 
K c A tel que (P~*(A - K) < E.  La mesure IpI(A) est alors la borne 
supérieure de l'ensemble des mesures IP~(K) des ensembles compacts 
K c A. 

La condition est nécessaire, car si G et K satisfont aux condi- 
tions du th. 4, on a 

La condition est suffisante, car elle exprime que, pour la 
topologie de la convergence en moyenne, cp, est adhérente a 
l'ensemble des fonctions intégrables cp, (K partie compacte 
arbitraire de A). 

COROLLAIRE 2. -Pour tout ensemble intégrable A, il existe: 
1" un ensemble A, 3 A, intersection dénombrable d'ensembles 

ouverts intégrables, et tel que A,  - A soit négligeable; 
2" un ensemble A, c A, réunion dénombrable d'ensembles 

compacts deux à deux sans point commun et tel que A - A, soit 
négligeable. 

1" Pour tout entier n, il existe un ensemble ouvert intégrable 
1 

G, tel que IPJ(G,) - I ,u~(A) 6 -; si A ,  est l'intersection des G,, on a 
n 

Ipl(Ai) = IpI(A) (no 5, cor. de la prop. 7), donc A, - A est négli- 
geable. 

2" Définissons les ensembles compacts Kn par récurrence de la 
n -  1 

facon suivante: K ,  c A et Ilij(A - K , )  < 1 ; K. c A - ( u K;), 
i =  1 

1 
n C K.) < - pour n z 1 (th. 4); si A, est la 

n 
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réunion des K,, on a [p/(A,) = lP/(A) (no 5, prop. 8), donc A - A, 
est négligeable. 

COROLLAIRE 3.- Tout ensemble de mesure extérieurefinie est 
contenu dans la réunion d'un ensemble négligeable et d'une famille 
dénombrable d'ensembles compacts, deux à deux sans point commun, 
dont la somme des mesures est $nie. 

Il suffit d'appliquer le cor. 2 a un ensemble ouvert intégrable 
contenant l'ensemble donné. 

COROLLAIRE 4.- Pour tout ensemble ouvert U dans E ,  /pJ*(U) 
est la borne supérieure des mesures l p I ( ~ )  des ensembles compacts 
K c U. 

C'est immédiat si Ipl*(U) < + m  en raison du  th. 4. Si 
Ip(*(U) = +CG, pour tout entier n, il existe par hypothèse une 
fonction f E X+ telle que f < cp, et [pl( f )  2 n. Si K est le support 
compact def ,  on a f < cp, < vu,  d'où lp((K) 3 n, ce qui démontre 
le corollaire. 

On notera que Ip(*(U) est aussi la borne supérieure des mesures 
IpI(G) des ensembles ouverts relativement compacts tels que 
G c U. En effet, si K est un ensemble compact contenu dans U, 
pour tout x E K, il existe un voisinage ouvert relativement com- 
pact V de x tel que V c U. En recouvrant K par un nombre fini 
de ces voisinages, leur réunion G est un ensemble ouvert relative- 
ment compact tel que G c U et K c G, d'où 

7. Caractévisation des mesures bornées 

PROPOSITION 12. - Pour qu'une mesure p sur un espace locale- 
ment compact X soit bornée (chap. I I I ,  ($ 1, no 8), il faut et il sufit 
que X soit un ensemble intégrable pour p (ou, ce qui revient au  
même, que toute fonction constante$nie soit intégrable); on a alors 

En effet, on a vu que Ip[*(X) = llpii (($ 1, no 2); la proposition 
résulte donc de la prop. 10 du no 6. 

Pour toute mesure bornée p, on dit encore que p(X) est la 
masse totale de p. 



Il résulte du th. 4 no 5 que si p est une mesure bornée, pour 
tout c > O, i l  existe un ensemble compact K tel que ,u/(C K )  < E.  

PROPOSITION 13.- Soit p une mesure bornée sur X. Soit 23 
une base de filtre sur Y$,  ayant les propriétés suivantes: 

1" il existe un ensemble M E 23 tel que les fonctions f E M soient 
uniformément bornées dans X; 

2" 23 converge unfovmément dans toute partie compacte de X 
vers une fonction fo. 

Dans ces conditions, fo appartient à TF et 23 conüerge en 
moyenne d'ordre p vers f,. 

Remarquons d'abord que si If(x)l ,< a pour tout x E X et 
toute fonction f E M, on a aussi If,(x)l ,< a pour tout x E X. Cela 
étant, pour tout c > O, il existe un ensemble compact K tel que 
JpI(t K) 6 cP et un ensemble N E  '23 tel que, pour toute fonction 
f E N, on ait If(x) - f,(s)/ 6 E ( J ~ / ( K ) ) - ~ ~ ~  pour tout x E K. Or, on 
peut écrire 

il résulte de ce qui précède que, si f E M n N, on a N,((f - fo)cpK) < E 

et N,((f - f,)cpCK) < 2ac, d'où N,(f - fo) < (2a + l ) ~ ,  ce qui dé- 
montre la proposition. 

COROLLAIRE.- Pour une mesure p bornée sur X, toute applica- 
tion f continue et bornée de X dans F appartient à chacun des 
2'6 ( 1  < p < + a). 

En effet, pour toute partie compacte K de X, soit MK l'en- 
semble des applications de X dans F de la forme hf, où h est une 
application continue de X dans (O, 1 )  égale à 1 dans K et à support 
compact. Il est clair que les ensembles MK forment dans 2'6 une 
base de filtre 23, que les fonctions appartenant à MK sont uniformé- 
ment bornées, et que 23 converge uniformément vers f dans toute 
partie compacte de X, d'où le corollaire. 

En particulier, la fonction f est intégrable, et son intégrale 
jf d p  est la limite suivant 23 des intégrales Jhf dp. 

Nous retrouverons le cor. de la prop. 13 comme conséquence 
d'un critère général d'intégrabilité au $5, no 6. 

Avec les notations du chap. III, 5 1, no 2, on a Jfl 6 llfll. 1 
pour toute fonction f e e b ( X ;  F), d'où, en vertu des formules (3) et 
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En particulier, pour p = 1, la formule (5) du no 2 donne 

et par suite l'application f -  J f  dy est continue dans l'espace de 
Banach Vb(X ; F) ; sa restriction à l'adhérence VO(X ; F) de X ( X  ; F) 
dans Vb(X; F), espace des fonctions continues tendant vers O au 
point à l'infini (chap. III, $ 1, no 2, prop. 3), est donc le prolonge- 
ment par continuité de l'intégrale à CeO(X; F). 

8. Intégration par rapport à une mesure à support compact 

Soit p une mesure sur X dont le support S = Supp(p) est 
compact ; l'ensemble ouvert X - S est négligeable (§ 2, no 5, prop. 2). 
Pour toute fonction f à valeurs dans un espace vectoriel F ou 
dans R, les fonctions f et fq, sont donc équivalentes ( 5  2, no 4); 
pour que f soit p-intégrable (lorsque F est un espace de Banach), 
il faut et il suffit donc que fq, le soit, et l'on a (no 1) 

Si de plus f est bornée dans S, il résulte de (20) que l'on a 

En particulier si f est continue dans X, f est p-intégrable 
puisque fh E X ( X  ; F) pour toute fonction h E X ( X  ; R) égale à 1 
dans S (chap. III, 5 1, no 2, lemme 1). Plus précisément: 

PROPOSITION 14.-Soient X un espace localement compact, 
F un espace de Banach non réduit à O ;  on munit l'espace V(X ; F) 
de toutes les applications continues de X dans F de la topologie de 
la convergence compacte. Pour qu'une mesure p sur X soit telle 
que 1 'application linéaire f H l f  dp de X ( X  ; F) dans X se prolonge 
en une application linéaire continue de %(X; F) dans F, il faut et il 
sufit que Supp(p) soit compact; un tel prolongement est unique et 
coïncide avec l'intégrale déjînie au no 1. 

On vient de voir en effet que si ,u a un support compact, 
l'intégrale jf dp est définie pour toute fonction f E V(X ; F) et que 
l'application f I--+ jf dp de V(X; F) dans F est continue pour la 
topologie de la convergence compacte. Inversement, supposons 



que f - Jf  d,u soit continue dans X ( X ;  F) pour la topologie de la 
convergence compacte. 11 y a alors un ensemble compact K c X 
et un nombre a > O tels que I,u(f)l d a .  sup If(x)( pour toute fonc- 

XEK 

tion f E X ( X ;  F); en particulier, si le support de g E X ( X  ; F) ne 
rencontre pas K, on a p(g) = O. Prenant g = ha, où a # O est un 
vecteur de F et h E X ( X ;  C), on voit que p(h) = O pour toute 
fonction h E X ( X  ; C) dont le support ne rencontre pas K, ce qui 
prouve que Supp(p) c K. Enfin, l'unicité du prolongement résulte 
de ce que X ( X  ; F) est dense dans %(X ; F) pour la topologie de la 
convergence compacte (chap. III, fj 1, no 2, prop. 4). 

La prop. 14 permet d'identifier une mesure à support compact 
sur X à son prolongement continu à W(X; C). L'ensemble des 
mesures à support compact sur X s'identifie donc au dual W'(X ; C) 
de l'espace localement convexe séparé W(X; C). Rappelons que 
W(X ; C) est complet (Top. gén., chap. X, 2" éd., fj 1, no 6, cor. 3 du 
th. 2); mais il n'est pas nécessairement tonnelé (exerc. 17). Toute- 
fois, si X est dénombrable à l'infini, donc réunion d'une suite 
croissante d'ensembles compacts K, tels que K, c K,, ,, alors la 
topologie de W(X; C) peut être définie par la famille dénombrable 
de semi-normes p,( f )  = sup 1 f (x)l, donc W(X ; C) est un espace de 

xsK,  

Fréchet dans ce cas. Par suite, pour tout recouvrement G de 
W(X; C) par des ensembles bornés, l'espace W1(X; C) est alors 
quasi-complet pour la G-topologie (Esp. vect. top., chap. III, fj 3, 
no 7, cor. 2 du th. 4). 

Nous considérerons surtout sur Wf(X;C) la topologie de la 
convergence compacte (topologie de la convergence uniforme dans 
les parties compactes de %(X;C)). Rappelons que les parties 
relativement compactes H de W(X; C) sont caractérisées par les 
propriétés suivantes (Top. gén., chap. X, 2" éd., fj 2, no 5, cor. 3 du 
th. 2): 

1" H est équicontinue; 
2" pour tout x E X, l'ensemble H(x) des f (x), où f parcourt H, 

est borné dans C. 

PROPOSITION 15. - Soient X un espace localement compact et, 
pour tout x EX,  soit E, la mesure de Dirac au point x. L'application 
x- E~ de X dans W1(X; C) est continue pour la topologie de la 
convergence compacte sur %'(X ; C). 

Considérons un voisinage de E dans W(X; C) pour cette 
-5" topologie, que l'on peut supposer defini en prenant un nombre 
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6 > 0, une partie compacte H de V(X;C) et en considérant 
l'ensemble des mesures p sur X telles que Ip( f )  - E,J f )l < 6 pour 
toute fonction f E H. Comme H est équicontinue, il existe un 
voisinage U de x0 dans X tel que la relation f E H entraîne 
1 f (x) - f (xO)( < 6 pour tout x E U, ce qui s'écrit aussi 

et prouve la proposition. 

PROPOSITION 16. - Soient K une partie compacte de X ,  L l'es- 
pace vectoriel des mesures p sur X de support contenu dans K.  Sur 
L, les topologies induites par la topologie Y de la convergence 
compacte sur V'(X; C) et la topologie Y '  de la convergence stricte- 
ment compacte sur &(X; C) (chap. III, § 1, no 10) coïncident. 

Il est clair que sur L, la topologie induite par Y est plus 
fine que la topologie induite par Y'. Inversement, soient H une 
partie compacte de %(X ; C), h une fonction de X ( X  ; C) égale à 1 
dans K. Il est clair que l'ensemble H' des fonctions fh, où f 
parcourt H, est strictement compact dans X ( X ;  C), et, pour toute 
mesure p E L, on a p( f )  = p( fh) pour toute fonction f E H, d'où 
la conclusion. 

COROLLAIRE 1 .  - Pour toute partie compacte K de X et tout 
nombre a > 0, l'ensemble B des mesures p sur X telles que 
Supp(p) c K et 11p11 < a est une partie équicontinue de %'(X ; C), 
qui est compacte pour la topologie Y de la convergence compacte. 

En effet, soit H une partie de %(X; C), formée de fonctions 
uniformément bornées dans K ;  il existe un nombre c > O tel que 
(p(f)l < c.IpII < ac pour toute fonction f E H et toute mesure 
p E B, en vertu de (22); on a donc B c acHO dans le dual W(X; C) 
de V(X; C), ce qui prouve I'équicontinuité de B ;  le fait que B est 
compact pour .Y résulte de ce que, sur B, Y et la topologie vague 
induisent la même topologie (prop. 16 et chap. III, § 1, no 10, 
prop. 17) et du fait que B est vaguement compact (chap. III, $ 1, 
no 9, cor. 2 de la prop. 15 et 5 2, no 2, prop. 6). 

COROLLAIRE 2. - Toute mesure a support compact (resp. posi- 
tive à support compact) p est adhérente dans %'(X; C), pour la 
topologie Y de la convergence compacte, à l'ensemble des mesures 
(resp. des mesures positives) dont le support est $ni et contenu dans 
Supp(p) et dont la norme est égale à I I  p 11. 



En effet, sur l'ensemble B des mesures v telles que 

la topologie induite par la topologie vague est identique à la 
topologie induite par Y, et le corollaire résulte donc du chap. III, 
5 2, no 4, cor. 2 et 3 du  th. 1. 

9. Clans  et fonctions additives d'ensemble 

DÉFINITION 3. - On dit qu'un ensemble non vide @ de parties 
d'un ensemble A est un clan s'il existe une algèbre d (sur R)  formée 
de fonctions numériquesfinies, définies dans A, telle que les relations 
M E 0 et c p ,  E ,d soient équivalentes. 

Exemple. - Si p est une mesure sur un espace localement 
compact X, les combinaisons linéaires à coefficients réels de 
fonctions caractéristiques d'ensembles intégrables forment une 
algèbre d, car pour deux ensembles intégrables M, N, 

est intégrable (no 5, prop. 7); il résulte alors des déf. 2 et 3 que 
l'ensemble des parties intégrables de X est un clan. 

PROPOSITION 17.- Pour qu'un ensemble non vide cD de parties 
d'un ensemble A soit un clan, il faut et il sufit qu'il satisfasse a la 
condition suivante: 

(CL) Pour tout couple d'ensembles M,  N appartenant à @, les 
ensembles M v N et M n c N appartiennent à b. 

La condition est nécessaire. en vertu des relations 

Pour montrer qu'elle est sufisante, remarquons d'abord qu'elle 
entraîne que, pour deux ensembles quelcon ues M ,  N de @, M n N 
appartient à 0, puisque M n N = M n $(M n 1 N). Soit alors 
&(O) l'ensemble des combinaisons linéaires à coefficients réels de 
fonctions caractéristiques d'ensembles de 0. Comme c p M c p N  = cp,,,, 
&(a) est une algèbre. Tout revient à montrer que, si M est une 

partie de A telle que 9, = c iqM, ,  où les Mi E 0, on a M E @. 
i 

Cela va résulter d u  lemme suivant: 

Lemme 1. -Soit @ un ensemble non vide de parties de A satis- 
faisant à 1 'axiome (CL). E tant donnée une famille finie (Mi) i d  
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d'ensembles de 0, il existe une famille $nie (Nj)l jd d 'ensembles 
de cf>, deux à deux sans point commun, telle que chacun des Mi 
soit réunion d'un certain nombre des Nj. 

n 

En effet, considérons les 2" - 1 ensembles de la forme n Pi, 
i =  1 

où Pi = Mi pour certains indices i, Pi = C Mi pour les autres, 
un au moins des Pi  étant égal à Mi. Soit (Nj), ,j,, la suite de 
ces ensembles rangés dans un certain ordre; ils sont deux à deux 
sans point commun, et appartiennent à @; d'autre part, tout en- 

n 

semble M, est réunion des ensembles N j  = n Pi correspondant 
i =  1 

aux familles (Pi) telles que P, = M,, ce qui démontre le lemme. 
n 

Ce lemme étant établi, toute fonction de la forme Ci<PM,, 
m i =  1 

où Mi E 0, peut s'écrire sous la forme 1 où les Nj  appar- 
j =  1 

tiennent à @ et sont deux à deux sans point commun; si 
m 

cp, = djqN,, on a nécessairement dj = O ou dj = 1 pour chaque 
j =  1 

indice j, donc M est réunion d'un certain nombre des Nj, et par 
suite appartient à @. 

Tout clan 0 de parties de A contient la partie vide 0 de A ;  
en effet, il existe au moins une partie M E  O, donc M - M = 0 
appartient à @. On notera d'ailleurs que l'ensemble de partics de 
A réduit à la seule partie 0 est un clan. 

DÉFINITION 4. - Etant donné un clan à, de parties d'un en- 
semble A, et un espace de Banach F, on appelle fonction étagée sur 
les ensembles de @ (ou fonction @-étagée), ù valeurs dans F, toute 
Jonction de la forme 1 aicpM,, où les ai appartiennent à F, et les 
Mi à 0. 

1 

Il est clair que l'ensemble &?,(a) des fonctions @-étagées à 
valcurs dans F, est un espace vectoriel sur R ou C.  Nous venons de 
voir dans la prop. 17 que l'ensemble &?(à>) des fonctions numériques 
finies @-étagées est une algèbre sur R ;  c'est aussi le sous-espace 
vectoriel de RA engendré par les fonctions caractéristiques des 
ensembles de @. 



Toute fonction de &,(a) peut s'écrire f = 1 CjVNj, où les 
j 

N j  E @ sont deux à deux sans point commun, en raison du lemme 1 ; 
on en déduit que If/ = cjlcpNj appartient à &(@). En particulier, 

j 

&(O) est un espace de Riesz, l'enveloppe supérieure de deux fonc- 
tions de &(a) appartenant à &(O). 

Remarque. - On voit aisément que la déf. 4 est équivalente a 
la suivante: une fonction @étagée à valeurs dans F est une fonc- 
tion f qui ne prend qu'un nombre fini de valeurs et qui est telle 

- 1 
que, pour tout a # O dans F, l'ensemble f(a) appartienne a @. 

DÉFINITION 5. -On dit qu'une fonction numérique finie A, 
dé$nie dans un clan @ de parties d'un ensemble A, est additive, si, 
pour tout couple d'ensembles M, N sans point commun et apparte- 
nant à 0, on a A(M u N) = A(M) + Â(N). 

Il résulte en particulier de cette définition que Â(0) = 0. 

PROPOSITION 18. - Soit A une fonction additive d'ensemble, 
déjinie dans un clan @. I l  existe une forme linéaire et une seule 
(notée encore A) sur 1 'espace vectoriel &(@) des fonctions @-étagées 
numériquesjinies, telle que jl(cpM) = A(M) pour tout ensemble M E @ ; 
en outre, si A(M) 2 O pour tout M E  a, Â est une forme linéaire 
positive sur &(@). 

L'unicité de la forme linéaire Â est évidente, puisque les fonc- 
tions caractéristiques d'ensembles de engendrent l'espace vec- 
toriel &(@). Pour prouver l'existence de A, il suffit de prouver que la 
relation x cicpM, = O, où les Mi sont des ensembles non vides 

1 

appartenant à @, entraîne x ciÂ(Mi) = O. Or, en vertu du lemme 1, 
1 

il existe une famille finie (Nj) d'ensembles non vides de 0, deux à 
deux sans point commun, telle que pour chaque indice i, on ait 
(pM, = C aijqNj, avec aij  = O ou aij  = 1. La relation x cicpMi = 0, 

L 

cpNj = 0, entraîne donc x ciaij = O pour tout 
i 

indice j. En vertu de la déf. 5, on a alors 

ce qui démontre l'existence de A. Supposons enfin que A(M) 2 O 
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pour tout M E 0 ;  pour toute fonction f E &(O), on peut écrire 
f = 1 ciq,,, où les Mi E 0 sont deux à deux sans point commun; 

1 

si f 3 O, on a donc ci 3 O pour tout indice i tel que Mi soit non 
vide, d'où A( f )  = 1 ciA(Mi) 3 O. 

1 

10. Appvoximation des fonctions continues par les fonctions étagées 

PROPOSITION 19. - Soient X un espace localement compact, 
@ un clan de parties de X ,  contenant 1 'ensemble des parties compactes 
de X .  Pour toute application continue f de X dans un espace de 
Banach F (resp. toute fonction numérique f $nie, continue et 2 O 
dans X ) ,  à support compact K ,  il existe une suite (g,) de fonctions 
de 8,(0),  dont le support est contenu dans K (resp. une suite (g,) 
de fonctions de &(a), telle que O < g, d f pour tout n), qui converge 
unijbrmément vers f (resp. f ) .  

En effet, comme f est uniformément continue dans K, on 
peut recouvrir K par un nombre fini d'ensembles compacts 
Mi (1 < i < m) tels que l'oscillation de f dans chacun des Mi soit 
< l ln.  Comme les ML et K appartiennent a @, il existe une parti- 
tion de K en ensembles N ; E  @ tels que chacun des ensembles 
Mi n K soit réunion d'un certain nombre des N, (no 9, lemme 1). 
Soit a; un élément de F tel que If(x) - a,l < l l n  dans Nj. Si on 
pose g, = 1 aJqN, ,  on a If - g,l < l /n ,  d'où la proposition dans 

J 

ce cas. On raisonne de même pour une fonction continue 
numérique j; en prenant a, = inf f ( x ) ,  et g, = 1 ajqN, .  

xsN,  j 

COROLLAIRE 1 .  -Soit ,LL une mesure positive sur X ;  l'espace 
&,(a) est partout dense dans chacun des espaces LFF ( 1  < p < + co). 

En effet, il résulte de la prop. 19 et du critère de convergence 
en moyenne pour les limites uniformes de fonctions à support 
compact ( 9  3, no 3, prop. 4) que &,(O) est dense, pour la topologie 
de la convergence en moyenne d'ordre p, dans l'adhérence de 
l'espace XF des fonctions continues à support compact; d'où le 
corollaire. 

COROLLAIRE 2 .  Pour toute partiefirmée S de X ,  toute fonc- 
tion f E X(X,  S ;  C) est limite unijbrme de combinaisons linéaires 
1 &<pK, ,  où les Ai appartiennent à C et les Ki sont dus parties 

1 

compactes de S. 



En effet, l'ensemble d des combinaisons linéaires considé- 
rées est une C-algèbre. Soit CD l'ensemble des parties M de X telles 
que cp, E d; @ est donc un clan dont tous les éléments sont des 
parties de S, contenant les parties compactes de S, et I'on a 
&,(@) c d. Il suffit alors d'appliquer la prop. 19 a l'espace 
localement compact S et au clan cD. 

COROLLAIRE 3. -Si p et v sont deux mesures sur X telles que 
p(K) = v(K) pour toute partie compacte K de X ,  on a p = v. 

En effet, il résulte du cor. 2 et de la définition d'une mesure 
que pour toute partie compacte S de X, p et v prennent les mêmes 
valeurs dans X(X,  S ; C). 

I l .  Prolongement d'une mesure définie sur une famille d'ensembles 

Soit @ un ensemble non vide de parties d'un espace localement com- 
pact X. Etant donnée une fonction numérique finie M- a(M), définie et 
3 O dans @, nous nous proposons de chercher à quelles conditions il 
existe une mesure positive p sur X telle que les ensembles de soient 
p-intégrables et que I'on ait p(M) = a(M) pour tout M E  @. NOUS nous 
bornerons à considérer le cas où l'ensemble @ satisfait aux conditions 
suivantes : 

(PC,) La réunion et l'intersection de deux ensembles de @ appartien- 
nent à @. 

(PC,,) Pour tout couple formé d'un ensemble compact K et d'un 
ensemble ouvert U dans X ,  tels que K c U ,  il existe un ensemble M E @ 
tel que K c M c U. 

On notera que la condition (PC,,) implique que 0 E CD, en pre- 
nant K = U = 0 .  Mais l'ensemble @ n'est pas nécessairement 
un clan: par exemple, l'ensemble des parties compactes de X 
vérifie les conditions (PC,) et (PC,,), mais n'est pas un clan en 
général, car si M et N sont compacts, il n'en est pas de même 
de M n C N  en général. 

Nous supposerons en outre que la fonction a, définie dans @, vérifie 
les conditions suivantes (évidemment nécessaires pour que le problème 
ait une solution) : 

(PM,)  La relation M c N entraîne a(M) < a(N). 
(PM,,) Quels que soient M et N dans @, a(M u N) d a(M) + a(N). 
(PM,,,) La relation M n N = 0 entraîne a(M u N) = a(M) + a(N). 

En prenant N = 0 dans la condition (PM,,,), on en déduit que 
a(@)= O ;  la condition (PM,) montre alors que a(M) 2, O pour 
tout M E @. 
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THI~ORÈMB 5 .  - - Soit <D un ensemble &parties d'un espace localemc~nt 
compact X, sutis/Ùisunt à (PL,) et (PC,,), et soit a une ji)izctioi~ rzumc;rique 
finie, definie duns a, sutisjaisunt aux conditions (PM,), (PM,,) c>t (PM,,,). 
Pour qu'il existe une inesure positizw p sur X ,  telle que les ensenzhlcs de @ 
soient p-irztégrablt~s et que l'on ait p(M) = a(M) pour tout M E 0, il J a ~ t  
et il s u f i t  que a vkrzfie en outre la condition suivantc: 

(PM,,) Pour tout i: > O et tout M E Q>, il existe un ensemble compuct 
K c M et un cnsemhle ouvert U 3 M, tels que, pour tout ensemble N E  
satisfaisant à. la relation K c N c U ,  on ait la(N) - a(M)I < E.  

En outre, si la condition (PM,,) est remplie, la mesure p csi unique; 
pour tout ensemble compact K, on a p(K) = inf a(M); pour tout 

MF@,MIK 

ensPmble ouvert U ,  on a p*(U) = sup a(M). 
M t @ . M c U  

On notera que la condition (PM,,) est équivalente à la coiljonc- 
tlon des deux suivantes: 

(PM;,) Pour tout t; > O et toui M E  @, il cxlste lm enscmhl~ 
ouvert U 3 M tel que, pour tout N E @ contenu rluns U, on uit 
a(N) d a(M) + E.  

(PM;;) Pour tout c > O et tout M €0, il C X I S I O  un ensenzhle 
compuct K c M tel que, pour tout N E 0 t ontcnmt K ,  on lut 
a(N) 3 a ( M )  - e. 

En effet, il est évident quc (PM;,) et (PM;',) entraînent (PM,,). 
Inverserncnt, montrons par exemple que (PM,,) cntraîne (PM;,): 
soient K un ensemble compact, U un ensemble ouvert, tels quc 
K c M c U et que la(P) - ~ ( M ) I  < E pour tout P E tc1 que 
K c P c U. Alors, si N E 0 et N c U, M u N appartient a @ et 

d'oii a(M u N) < a(M) + E,  et u .fbrti»ri a(N) < a(M) + c. 

Lorsque l'cnscmble a, satisfaisant A (PC,) ct (PC,,), est formé 
d'ensembles cornpucts, la condition (PM;;) cst vérifiée d'elle-même, 
et (PM,,) est alors équivalente à (PM;,). 

La condition (PM,") est nPcrssuire: ccla résulte aussitôt du th. 4 du 
no 6 sur 1' «approximation » d'un ensemble intégrablc par un ensemble 
compact et un cnsemble ouvert. Pour démontrer les autres assertions 
du théorème nous procéderons en plusieurs étapes. 

1" Définition d'une topologie sur (p(X). 
Pour tout couplc (K, U) formé d'un ensemble compact K et d'un 

ensemble ouvert U dans X, désignons par I(K, U) l'ensemble dcs parties 
M c X telles que K c M c U ; pour que 1(K, U) ne soit pas vide, il faut 
et i l  sufit que K c U. Si (Kr, U') est un second couple formé d'un cnsemble 
compact K '  et d'un ensemble ouvert U', on a 

I(K, U) n I(K1, U') = I(K v K', U n U'). 



Soit Y la topologie sur 9 (X) engendrée par l'ensemble des parties I(K, U) 
lorsque K parcourt l'ensemble des parties compactes de X, et U l'en- 
semble des parties ouvertes de X ;  d'après ce qui précède, les I(K, U) 
forment une base de la topologie 5 (Top. gén., chap. 1, 3' éd., $1, no 3). 

On  notera que la définition de Y entraîne que, dans p(X), l'ensemble 
des parties compactes de X est partout dense. La condition (PC,,) 
exprime que @ est dense dans $(X), et la condition (PM,,) exprime que 
la fonction a est continue dans 0, pour la topologie induite par Y. 
Enfin, le th. 4 exprime que la fonction M -p(M) est continue dans le 
clan des ensembles pintégrables, pour la topologie induite par Y. 

2" Unicité de p .  
Désignons par 6 l'ensemble des parties M c X telles que a(N) tende 

vers une limite finie lorsque N tend vers M (pour la topologie Y) en 
restant dans @; on peut alors prolonger d'une seule manière a en une 
application continue ai de 6 dans R (Top. gén., chap. 1, 3e éd., 3 8, no 5, th. 
1). S'il existe une mesure p rependant à la question, les remarques faites CI- 

d-essus prouventquc le clan Y?des~ensembles~p~intégrables est contenu 
dans 6, et que p(M) = &(M) pour tout M E Y; cette relation a lieu en par- 
ticulier pour toute partie compacte M de X, ce qui prouve l'unicité de p 
(cor. 2 de la prop. 19). 

3" Prolongement de a aux ensembles compacts. 
Sans supposer l'existence de p, nous allons maintenant étudier 

l'ensemble 6 et le prolongement ai de cc à 6. Montrons en premier 
lieu que tout ensemble compact K appartient à @, et que l'on a 
@(K) = inf a(P). Posons a = inf a(P); pour tout E > O, il 

PE@,P 1 K  P & . P 3 K  
existe M €0 tel que K c M et a(M) d a + E. D'après (PM;,), il existe 
un ensemble ouvert U 3 M tel que, pour tout N E  @ contenu dans U, 
on ait a(N),(a(M) + E  G a + 2 ~ ; p o u r  tout N ~ O t e l q u e K c N  c U, 
on a donc a d a(N) b a + 2 ~ ,  ce qui, en vertu des définitions, montre 
que K E ( D  et &(K) = a. 

Ce résultat prouve aussitôt que si K ,  et K, sont deux ensembles 
compacts tels que K ,  c K,, on a &(KI) < ai(K,). Si K I  et K, sont deux 
ensembles compacts quelconques, on a &(KI u K,) < &(KI) + a(K,) 
d'après (PM,,). Nous allons voir en outre que si K ,  et K2 ne se ren- 
contrent pas, on a &(KI u K,) = &(KI) + ai(K,). En effet, il existe alors 
deux ensembles ouverts sans point commun U,, U, tels que K ,  c U,., 
K, c U2 (Top. gén., chap. II, 3' éd., 4 4, prop. 4). 11 existe donc aussi, 
d'après (PC,,), deux ensembles M l  E a, M, E a, tels que K I  c Ml c U ,  
et K, c M, c U,. Soit alors P un ensemble quelconque de a>cont-enant 
XI u K i  ; la-réunion-des deux ensembles P n M I  et P n M, appartient 
à d'après (PC,), et comme ces deux ensembles ne se rencontrent pas, 
on a, en appliquant (PM,) et (PM,,,), 

ce qui établit notre assertion. 

4" Prolongement de a aux ensembles ouverts. 
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Nous allons voir maintenant que, pour qu'un ensemble ouvert U 
appartienne à 6, il faut et il suffit que, lorsque K parcourt l'ensemble 
des parties compactes de U, la borne supérieure des nombres &(K) 
soit finie; en outre, ci(U) est alors égal à cette borne supérieure. 

En effet, soit U un ensemble ouvert appartenant i 6 ;  pour tout 
t. > O il existe un ensemble compact K c U tel que, pour tout ensemble 
M E @ vérifiant K c M c U, on ait IE(u) - cl(M)I ,< c;  d'où 

d'autre part, si K' est un ensemble compact quelconque contenu 
dans U, on a K c K u K' c U, d'où Ici(U) - a(K u K')I d t. et par suite 
ci(U) 2 ci(K u K') - i: 3 &(KI) - E ;  a(U) est donc bien égal à la borne 
supérieure des nombres ci(K) lorsque K parcourt l'ensemble des parties 
compactes de U. 

Inversement, soit U un ensemble ouvert tel que b = sup ci(K) < + cc 
K c U  

(K parcourant l'ensemble des parties compactes de U), et montrons que 
U E 6. Pour tout r; > O, il existe un ensemble compact K c U tel que 
b - r < a ( K )  < h ;  d'après (PM;;), pour tout ensemble M E @  tel que 

il existe un ensemble compact K' c M tel que 

a(M) < ci(K1) + c < b + r ;  

on a donc h - c d a(M) 6 b + E,  ce qui prouve que U €6. 
De cette caractérisation des ensembles ouverts U E ~ ,  et de ci(U), 

i l  résulte d'abord que, si U ,  et U, sont deux ensembles ouverts tels 
que U, c U, et U, €6, alors U,E 6 et ci(U,) < ci(U,). D'autre part, 
si U ,  et U, sont deux ensembles ouverts appartenant à 6, il en est 
de même de U,  u U, et on a &(U, u U,) d 8(U1) + a(U,). En effet, 
soit K un ensemble compact quelconque contenu dans U ,  v U, ; pour 
tout point x E K, il existe un voisinage compact de x contenu dans U ,  
ou dans U,; on peut donc recouvrir K par un nombre fini de ces 
voisinages; si K ,  (resp. K,) est la réunion de ceux qui sont contenus 
dans U1 (resp. U,), on a K c K I  u K,, d'où 

ce qui établit la propriété annoncée. 

5" Propriktks de 6 et de a. 
La définition de 6 et de ci peut maintenant se transformer comme 

suit (compte tenu de (PC,,)): pour que M €6, i l  faut et il suffit que, 
pour tout E > O, il existe un ensemble compact K et un ensemble ouvert 
u € 6 ,  tels que K c M c u et a ( u )  -  ci(^) < c;  ü(M) est en outre la 
borne infzrieure des &(U) pour les ensembles ouverts U E 6 contenant M, 
et la borne supérieure des ci(K) pour les ensembles compacts K c M. 

Nous allons déduire d'abord de là que, si M , ,  M, et M l  u M, 
appartiennent à 6, on a a(M, u M,) d &(Ml) + ci(M,). En effet, si U ,  et 



U2 sont deux ensembles ouverts de 6 contenant respectivement M l  et M2 
et tels que &(U,) < &(Ml) + E et &(U,) d &(M2) + E,  alors U,  u U, 
appartient à 6, contient M ,  u M,, et par suite 

d'où notre assertion. 
Montrons ensuite que, si K est un ensemble compact et U un 

ensemble ouvert de 6 tel que K c U, on a &(ü - K) = oi(U) - oi(K). 
D'après ce qui précède, on a &(U) < &(K) + &(U - K). D'autre part, 
pour tout ensemble compact K' c U - K, on a 

&(K u K') = &(K) + &(KI) < &(U); 

comme U - K est ouvert et appartient a 6 ,  a(U - K) est la borne 
supérieure des &(KI), ce qui montre que &(K) + a(U - K) d Oi(U). 

La définition de 6 s'exprime donc encore de la façon suivante: 
pour que M € 6 ,  il faut et il suffit que, pour tout E > O, il existe-un 
ensemble compactK et un-ensemble ouvert UE &tels  que K C M c U 
et a ( ü  - K) < F. 

Nous sommes maintenant en mesure de prouver que 6 est un clan 
et & une fonction udditive d'ensemble dans 6. En premier lieu, montrons 
que, si M et N appartiennent à 6, il en est de même de M n C N  et 
de M u N. Par hypothèse, pour tout E > O, il existe deux ensembles 
compacts K, K' et deux ensembles ouverts, U, U' de 6 tels que 
K c M c U, K' c N c ü', &(U - K) 6 E,  &(Ur - K' < E. L'ensemble 
K" = K n CUf est compact, l'ensemble ü" = U n d Kt est ouvert et 
appartient à 6, et on a K" c M n C N  c U"; d'autre part, U" - K" est 
contenu dans la réunion de U n C K  et ü' n C K', d'où &(U" - KIf) < 26, 
ce qui prouve que M n C N E ~ .  De même, U ,  = U u U' est ouvert et 
appartient à 6, K,  = K u K' est compact, et on a K,  c M u N c U , ;  
d'autre part, ü, - K,  est contenu dans la réunion de ü - K et de 
U' - K', d'où encore &(U, - K,) < 2e, et M u N appartient à 6. 
Enfin, si M et N ne se rencontrent pas, on a 

&(K,) = &(K) + &(KI) > @(M) + &(N) - 2&, 

et par suite &(M u N) 2 a(M) + &(N) - 26; comme I :  cst arbitraire on a 
cA(M u N) = &(M) + c?(N). 

6" Existence de la mesure p.  

En vertu de la prop. 18 du no 9, il existe une forme linéaire positive f i  
et une seule sur l'espace vectoriel €(6) des fonctions 6-étagées, telle que 
jr'(-q,) =-a(M) pour tout -ME& Pour= toute partie compacte K -de X, 
désignons par 9 (K)  l'espace des limites uniformes de fonctions de B(6) 
dont le support est contenu dans K. Comme f i  est positive, on a 
IP( f ) l  d a(K). 11 f 1 1  pour toute fonction f E &(6) dont le support est 
contenu dans K ;  la restriction de f i  a l'espace de ces fonctions est une 
forme linéaire continue pour la topologie de la convergence uniforme; 
elle se prolonge donc en une forme linéaire continue positive 0, sur 
Le(K). En outre, si K et K, sont deux ensembles compacts tels que 
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K c K I ,  la restriction de fi,, à Y(K) est identique à fi,, donc il existe une 
forme linéairc positive /i sur la réunion 9 des Y(K), qui prolonge chacune 
des formes j,. 

Or, comme tout ensemble compact appartient a 6, I'espacc .X des 
fonctions numériques continues et ii support compact est un sous- 
espace de Y (no 10, prop. 19); la restriction i .% de la forme linéaire 
positive /j est donc une mesure positivc p. Montrons que pour tout 
cnsemble compact K, on a p(K) = $K). Pour tout e > O, il existe un 
ensemble ouvert U E ~  tel que K c U, p(U) < p(K) + c et a(U) < @(K) + 8. 
Soit ,f une application continue de X dans (O, 1 )  dont le support est 
contenu dans U et telle que f(x) = 1 dans K (chap. I I I ,  5 1, no 2, lemmc 1). 
On  a p(K) d p ( , f )  < p(U) < p(K) + e, et d'autre part 

comme p( f )  = / j ( f ) ,  on voit que Ip(K) - &(K)/ < L:, et comme c: est 
arbitraire, p(K) = a(K). 

La caractérisation des ensembles ouvcrts appartenant à 6, jointe au 
cor. 4 du th. 4 du no 6, montre alors que les ensembles ouverts appartenant 
à 6 ne sont autres que les ensembles ouverts p-intégrables, et que, pour 
un tel ensemble U, on a p(U) = a(U). Le th. 4 du no 6 et la caractérisation 
des ensembles de 6 donnée au 5" montrent ensuite que les ensembles 
p-intégrables sont les ensembles de 6, et que, pour un tel cnsemble M, on 
a p(M) = a(M). Enfin, lc fait que p*(U) = sup cc(M) pour tout en- 

M t Q , M c U  
semble ouvert U résulte aussitôt de (PC,,) et du cor. 4 du th. 4 du no 6. 

Le théorème 5 est ainsi complètement démontré. 

C O R O L L A I K E . S O ~ ~ ~ ~  X un espace localement compact ri hase 
dénombrable, Y l'ensenzhlc) des parties horélic3nnc.s de X ,  /i une application 
dc \t, dans (O, +a) satisfùisunt aux conditions suivuntes: 

(i) Si (B,, B,, . . .) cjst une suite dc. partic7s borc%rnnes dr X r1t.u.x ù 
deux disjointes, on a P(B, u B, u. . .) = P(B1) + [i(B,) +.  . . 

( i i )  Si B est une partie cornpurte de X ,  on a B(B) < +m. 
Alors il existe une mesure positive p sur X et une seule telle que 

P(B) = p*(B) pour tout B E Y .  
Soient @ l'ensemble des parties compactes de X et a la restriction 

de f i  à 0. Alors les conditions (PC,), (PC,,), (PM,), (PM,,), (PMllI), (PM;;) 
sont satisfaites. Soient K une partie compacte de X, et e > O. Alors K 
est I'intcrsection d'une suite décroissante (U, , U,, . . .) de parties ouvcrtcs 
relativement compactes de X (Top. gkn., chap. IX, 2' éd., 2, no 5, prop. 7). 

+ mi 

tend vers O quand n tend vers + m .  Ceci prouve que la condition (PM;") 
est satisfaite. D'après le th. 5, il existe une mcsure positive p sur X telle 
que p(K) = a(K) pour toute partie compacte K de X. Comme toute 
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partie ouverte U de X est réunion d'une suite croissante de parties com- 
pactes, on a p*(U) = /3(U). Soit L une partie compacte de X. D'après la 
prop. 7 du no 5, les parties y-intégrables de L forment une tribu de parties 
de L. Donc, si B est un élément de Y contenu dans L, B est pintégrable; 
pour tout E > O, il existe alors une partie compacte K et une partie 
ouverte U de X telles que K c B c U ,  y*(U) - p(K) < E (no 6, th. 4). 
Comme B(U) = p*(U) et B(K) = p(K), on voit que Ip*(B) - P(B)I d 2 ~ .  
Donc P(B) = p*(B). Enfin, toute partie borélienne C de X est réunion 
d'une suite de parties boréliennes relativement compactes deux à deux 
disjointes, d'où P(C) = p*(C). L'unicité de p résulte aussitôt du th. 5. 

5 5. Fonctions et ensembles mesurables 

1. Définition des fonctions et ensembles mesuvables 

DÉFINITION 1. -Soient X un espace localement compact, p 
une mesure sur X .  On dit qu'une application f de X dans un espace 
topologique F est mesurable pour la mesure p (ou encore p-mesu- 
rable) si, pour toute partie compacte K de X, il existe un ensemble 
p-négligeable N c K et une partition de K - N formée d'une suite 
($nie ou injinie) (K,) d'ensembles compacts, tels que la restriction 
de f à chacun des K ,  soit continue. 

Il est clair que toute application continue de X dans F est 
mesurable. 

On  notera que si p et v sont deux mesures sur X telles que tout 
ensemble p-négligeable soit v-négligeable, alors toute fonction 
p-mesurable est aussi v-mesurable (cf. chap. V, 5 5). 

La déf. 1 se transforme en le critère suivant: 

PROPOSITION 1. -Pour qu'une application f de X dans F soit 
mesurable, il faut et il sufit que, pour tout ensemble compact K c X 
et tout nombre E > O ,  il existe un ensemble compact K ,  c K, tel que 
I & K  - K i )  < E ,  et que la restriction de f à K I  soit continue. 

En effet, si cette condition est remplie, on peut définir par 
récurrence une suite d'ensembles compacts K, c K, deux à deux 

sans point commun, tels que lpl ( K - (iÛ Ki)) 11% et que la 

restriction de f à chacun des K, soit continue; le complémentaire 
par rapport à K de la réunion des K, est alors négligeable ( 5  4, no 5, 
cor. de la prop. 7), donc f est mesurable. Inversement, supposons 
qu'il existe un ensemble négligeable N c K et une partition (K,) 
de K - N formée d'ensembles compacts tels que la restriction de f 
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à chacun des K, soit continue; pour tout E > O, il existe un entier 
n 

n tel que, si H = U Ki, on ait IpI(K - H) < E (5 4, no 5, cor. 
i =  1 

de la prop. 7); l'ensemble H est compact, les Ki (1 < i < n) 
forment une partition finie de H en ensembles compacts et la 
restriction de f à chacun des Ki est continue ; donc la restriction de 
f à H est continue. 

PROPOSITION 2.- Soit (F,) une suite d'espaces topologiques, et 
pour chaque n, soit f, une application mesurable de X dans F,. 
Pour tout ensemble compact K c X et tout E > O, il existe un en- 
semble compact K, c K tel que l y ( ( ~  - K,) < E ,  et que la restric- 
tion à K, de chacune des fonctions f, soit continue. 

En effet, il existe pour chaque entier n 2 1 un ensemble com- 
pact K, c K tel que Ip((K - K,) < &/2", et que la restriction de f ,  

m 

à Kn soit continue. L'ensemble K, = , K. est compact, les res- 

trictions à K, de toutes les fonctions f, sont continues, et comme 
K - K, est contenu dans la réunion des K - K,, on a 

DÉFINITION 2. - On dit qu'une partie A de X est mesurable si 
sa fonction caractéristique cp, est mesurable. 

En vertu de la déf. 1, il revient au  même de dire qu'un en- 
semble mesurable A est un ensemble tel que, pour tout ensemble 
compact K, il existe un ensemble négligeable N c K et une parti- 
tion (K,) de K - N formée d'une suite d'ensembles compacts, 
dont chacun est contenu dans K n A ou dans K n [ A. 

Cette définition donne aussitôt le critère suivant : 

PROPOSITION 3.- Pour qu'un ensemble A soit mesurable, i l  
faut et il sufit que, pour tout ensemble compact K, A n K soit 
intégrable. 

La condition est nécessaire parce que la réunion d'une suite 
d'ensembles intégrables A, est intégrable lorsque lpI(An) est 

n 

finie (54, no 5, cor. de la prop. 8). La condition est suffisante 
parce que, pour tout ensemble intégrable B, il existe un ensemble 
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négligeable N c B et une partition de B - N en une suite d'en- 
sembles compacts ($4, no 6, cor. 2 du th. 4). 

COROLLAIRE 1. - Les ensembles ouverts et les ensembles 
fermés sont mesurables. 

En particulier l'espace X tout entier est mesurable. 

COROLLAIRE 2. -Si X est métrisable, tout sous-ensemble sous- 
linien A de X (Top. gén., chap. IX, 2' éd., $6, no 2 )  est ,u-mesurable 
pour toute mesure ,u sur X. 

En vertu de la prop. 3, il suffit de vérifier que tout ensemble 
souslinien relativement compact A est p-intégrable. Or, A est alors 
capacitable pour I,ul* (Top. gén., chap. IX, 2' éd., $ 6, no 9, th. 5). 
Donc, pour tout E > O, il existe une partie compacte K de A telle 
que IpI*(A) < IpI*(K) + E = I,uI(K) + E .  Soit U une partie ouverte 
relativement compacte de X contenant A et telle que 

Alors IpJ*(U - K) = I,uI(U) - IpI(K) < 26, donc JpJ*(A - K) < 26, 
ce qui prouve que A est p-intégrable ( 5  4, no 6, cor. 1 du th. 4). 

2. Principe de localisation. Ensembles localement négligeables 

PROPOSITION 4 (principe de localisation). - Soit f une applica- 
tion de X dans un espace topologique F. On suppose que pour tout 
x E X, il existe un voisinage intégrable V, de x, et une application 
mesurable g, de X dans F telle que f (y) = g,(y) presque partout 
dans V,. Alors f est mesurable. 

En effet, soit K un ensemble compact; il existe un nombre 
fini de points xi E K tels que les V,, forment un recouvrement 
de K. On en conclut aussitôt ($4, no 9, lemme 1) qu'il existe un 
ensemble négligeable N c K et une partition finie de K - N 
formée d'ensembles intégrables Mj, tels que chacun des ensembles 
K n V,, soit réunion d'une partie de N et d'un certain nombre 
des Mj, et que, dans chacun des Mj, f soit égale a une des fonctions 
g,, . Or, pour chaque Mj, il existe un ensemble négligeable Nj c Mj 
et une partition de Mj - Nj formée d'une suite d'ensembles com- 
pacts Knj (n E N); d'autre part, pour chaque Knj, il existe un 
ensemble négligeable Pnj c Knj, et une partition de Knj - Pnj 
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formée d'une suite d'ensembles compacts Kmnj ( m  E N) telle que 
la restriction de J' a chacun des Kmnj soit continue. Comme la 
réunion de N, des Nj  et des Pnj  est négligeable,f est mesurable. 

La notion de fonction mesurablc cst donc une notion dc carac- 
tère local. 

DÉFINITION 3. - On dit qu'un ensemble A c X est localement 
négligeable (pour la mesure p) si, pour tout x E X ,  il existe un 
voisinage V de x tel que V n A soit négligeable. 

En vertu du principe de localisation, tout ensemble locale- 
ment négligeable est mesurable. Les propriétés des ensembles 
négligeables ( 5  2) montrent que toute partie d'un ensemble locale- 
ment négligeable est localement négligeable, et que toute réunion 
dénombrable d'ensembles localement négligeables est localement 
négligeable. 

PROPOSITION 5.  -Pour qu'un ensemble A soit loculement 
négligeable, il faut et il sufit que, pour tout ensemble compact K ,  
A n K soit négligeable. 

La condition est évidemment suffisante puisque tout point 
de X a un voisinage compact. Elle est nécessaire, car si, pour tout 
x E K, il existe un voisinage V, de x tel que A n V, soit négligeable, 
alors il existe un nombre fini de points xi E K tels que les Vxr for- 
ment un recouvrement de K,  et A n K est contenu dans la réunion 
des ensembles négligeables A n Vx, . 

COROLLAIRE 1 .  - POUY qu'un ensemble A soit négligeable, il 
Jùut et il sufit qu'il soit localement négligeable et de mesure 
extérieure finie. 

La condition est évidemment nécessaire. Inversement, si elle 
est vérifiée, A est contenu dans un ensemble ouvert intégrable G, 
réunion d'un ensemble négligeable N et d'une suite (K,) d'en- 
sembles compacts (Cj  4, no 6, cor. 2 du th. 4); comme A n N et les 
ensembles A n K, sont négligeables, il en est de même de leur 
réunion A. 

COROLLAIRE 2 .  Tout ensemble ouvert localement négligeable 
est négligeable (et par suite contenu dans le complémentaire du 
support de p). 
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En effet, la mesure extérieure d'un ensemble ouvert G est la 
borne supérieure des mesures Ip/(K) des ensembles compacts 
K c G (5 4, no 6, cor. 4 du th. 4); si G est localement négligeable, 
on a Ipl(K) = O pour tout ensemble compact K contenu dans G,  
donc Ipl*(G) = O. 

COROLLAIRE 3 .  -Dans un espace localement compact X 
dénombrable a l'infini, tout ensemble localement négligeable est 
négligeable. 

En effet, X étant réunion d'une suite (K,) d'ensembles com- 
pacts, tout ensemble localement négligeable A est réunion des 
ensembles négligeables A n K,, donc est négligeable. 

On peut donner des exemples d'espaces localement compacts 
non denornb~ables à Pinfini,-et-de mesures sur un tel espace X,tels 
qu'il existe dans X des ensembles localement négligeables et non 
négligeables ($1,  exerc. 5). 

COROLLAIRE 4. - Soit f une application de X dans un espace 
topologique F. Si l'ensemble N des points de discontinuité de f est 
localement négligeable, f est mesurable. 

En effet, pour tout ensemble compact K c X, K n N est 
négligeable (prop. 5), donc, pour tout E > O, il existe un ensemble 
compact K I  c K - (K n N) tel que IpI(K - K i )  < E (9 4, no 6, 
th. 4), et par hypothèse la restriction de f à K I  est continue, d'où 
la conclusion. 

Si P{X{ est une propriété, la propriété « ~ 1 x 1  localement presque 
partout (par rapport a p) » est par définition équivalente à la 
propriété « l'ensemble des x tels que (x E X et non Plxl) est locale- 
ment négligeable (pour la mesure p) ». Si F est un ensemble quel- 
conque, la relation « f (x) = g(x) localement presque partout » est 
une relation d'équivalence dans l'ensemble des applications de X 
dans F. En particulier, si F est un espace vectoriel, une application 
f de X dans F telle que f(x) = O localement presque partout est 
dite localement ndgligedle. Nous-laissons au-lecteur le-soin d'éta- 
blir pour ces notions la plupart des propriétés correspondant a 
celles qui ont été énumérées au 5 2, nos 4, 5 et 6 pour les fonctions 
égales presque partout. Nous nous bornerons à remarquer que si 
deux applications continuesf, g de X dans un espace topologique 
séparé F sont égales localement presque partout, elles sont égales 
presque partout en vertu du cor. 2 de la prop. 5 (et par suite égales 
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en tout point du  support de p ( 4  2, no 4, prop. 9)); d'autre part, 
nous expliciterons la proposition suivante, conséquence immédiate 
d u  principe de localisation : 

PROPOSITION 6. -Soit f une application mesurable de X dans 
un espace topologique F .  Toute application de X dans F ,  égale à 
flocalement presque partout, est mesurable. 

3. Propriétés élémentaires des fonctions mesurables 

THÉORÈME 1 .  - Soient X un espace localement compact, p une 
mesure sur X, (F,) une suite d'espaces topologiques, F = n F, 

n 

leur produit. Pour chaque indice n, soit f, une application mesurable 
de X dans F,, et soit f ( x )  = ( ~ , ( x ) ) E  F ;  pour toute application 
continue u de f ( X )  dans un espace topologique G, la fonction 
x -+ u( f ( x ) )  est mesurable. 

En ef fe t ,  pour toute partie compacte K de X et tout nombre 
E > O, il existe un ensemble compact K I  c K tel que 

et que les restrictions à K I  de toutes les fonctions f, soient 
continues (no 1, prop. 2 ) ;  il est clair que u 0 f est continue dans K I ,  
d'où le théorème. 

Remuryues.-- 1) Le théorème ne s'étend pas à un produit 
quelconque d'espaces topologiques (exerc. 1). 

2) Si f est une application continue de X dans lui-même, g une 
application mesurable de X dans F, g 0 j'n'est pas nécessairement 
mesurable (exerc. 2). 

COROLLAIRE 1. - L'enveloppe supérieure et 1 'enveloppe 
inférieure d'un nombre jîni de fonctions numériques mesurables 
(jînies ou non) est mesurable. 

En  ef fe t ,  sup(u, v )  et in f (u ,  v)  sont continues dans R x R. 

COROLLAIRE 2.- Pour qu'une fonction numérique ($nie ou 
non) soit mesurable, il faut et il su@t que f + et f - le soient. 

La condition est nécessaire d'après le cor. 1 ; elle est suffisante 
parce que l'image A de X par l'application x H ( f  ' ( x ) ,  f - ( x ) )  dans 
R x R ne contient pas les points (+CO,  + CO) et ( -CO,  - C O ) ;  

par suite, l'application (u, v ) ~  u - v est continue dans A. 
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COROLLAIRE 3. - Si f et g sont deux applications mesurables de 
X dans un espace vectoriel topologique F ,  f + g et crf sont mesurables 
(a scalaire quelconque). 

L'ensemble des applications mesurables de X dans un espace 
vectoriel topologique F est donc un espace vectoriel. 

COROLLAIRE 4. -Soit F un espace vectoriel de dimension 
n sur R, et soit (e,), ,,,, une base de F. Pour qu'une fonction 

n 

f = ek fk soit mesurable, il faut et il sufit  que chacune des 
k =  1 

fonctions numériques f, soit mesurable. 

COROLLAIRE 5.  -Soient F, G, H trois espaces vectoriels 
topologiques et soit (u, v) H [u . v] une application bilinéaire continue 
de F x G dans H .  Si f est une application mesurable de X dans F, 
g une application mesurable de X dans G, [ f .  g] est une application 
mesurable de X dans H .  

En particulier, si f est une application mesurable de X dans un 
espace normé F réel (resp. complexe) et g une application mesu- 
rable de X dans R (resp. C), gf est mesurable. Si F est une algèbre 
normée, f et g deux applications mesurables de X dans F, fg est 
mesurable. 

COROLLAIRE 6. - Si f est une application mesurable de X dans 
un espace normé F, la fonction numérique Ifl est mesurable; 

4. Limites de fonctions mesurables 

THÉORÈME 2 (EgoroQ. - Soient X un espace localement com- 
pact, p une mesure sur X ,  A un ensemble dénombrable, 5 un filtre 
sur A ayant une base dénombrable, (fa),,, une famille d'applications 
mesurables de X dans un espace métrisable F. On suppose que 
lim fa(x) = f ( x )  existe dans le complémentaire d'une partie locale- 
ment négligeable N de X .  Dans ces conditions: 

1" la fonction f (prolongée de façon arbitraire dans N) est 
mesurable; 

2" pour toute partie compacte K de X et tout E > O, il existe un 
ensemble compact K I  c K  tel que (&K - K I )  d 6, et tel que les 
restrictions des fa à K I  soient continues et convergent uniformément 
vers f dans K I .  
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La première assertion résulte évidemment de la seconde, que 
nous allons démontrer. Il existe un ensemble compact K, c K tel 
que IC"(K - K,) < 42,  et que les restrictions a K, de toutes les 
fonctions j, soient continues (no 1, prop. 2). Soit (A,) une base 
dénombrable décroissante du filtre 5 ;  soit d une distance sur F 
compatible avec la topologie. Pour tout couple d'entiers n > 0, 
r > O, soit B,,, l'ensemble des points x E K, tels que, pour au 
moins un couple d'indices a, f i  appartenant a A,, on ait 
d( f,(x), fp(x)) 2 l l r ;  pour a et f i  fixés, l'ensemble des x E K, tels que 
d(j,(x), ,f,(x)) 3 l l r  est fermé dans K,, donc compact; par suite, 
B,,, est réunion dénombrable d'ensembles compacts contenus dans 
K,, donc est intégrable ( 5  4, no 5, prop. 6 et 8). Si l'on fixe r, I'inter- 
section de la suite décroissante des ensembles B,,, (n = 1,2, . . .) 
est de mesure nulle, puisque fa(x) tend presque partout vers f (x )  
dans K, suivant le filtre 5 ;  on a donc lim Ipl(B,,r) = O (54, no 5 ,  

nt cc 

cor. de la prop. 7), et i l  existe par suite un entier n, tel que 
IpI (Bnr,,) < ~ 1 2 " ~ .  Soit B la réunion (pour r = 1,2, . . . ) des 
ensembles Bnr,,; B est intégrable, et on a 

(5 4, no 5,  cor. de la prop. 8). Soit C le complémentaire de B dans 
K, ; par construction, .f,(x) converge uniformément vers J(x) dans 
C suivant le filtre 3, et comme les restrictions des f i  à C sont 
continues, il en est de même de la restriction de f à C. 11 suffit 
alors de prendre un ensemble compact K I  c C tel que 
Ipl(C - K , )  < 4 4  pour satisfaire aux conditions de l'énoncé, 
puisque IPIW - KI)  = IpI(K - Ko) + Ipl(B) + IpI(C - K I )  < &- 

Les conclusions du th. 2 ne subsistent plus nécessairement 
si F n'est pas métrisable (exerc. 1). Si F est métrisable et si 
l'ensemble A n'est pas dénombrable, mais si le filtrc 5 possède 
une base dénombrable, la première conclusion du th. 2 est encore 
valable; en effet, si (A,) est une base dénombrable de 5, et a, 
un élément dc A,, j'est limite localement presque partout de la 
suite (.f,,,), donc est mesurable; mais la seconde conclusion du 
th. 2 n'est plus nécessairement valablc (cf. exerc. 4). 

COROLLAIRE 1 .- Soit ( fn)  une suite de fonctions numériques 
(jïnies ou non). Si les .fn sont mesurables, les fonctions sup Ji, 

n 

inf fn, hm. sup f,, lim. inf Ji, sont mesurables. 
n n - t  m n+ m 
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En effet, la droite achevée R, homéomorphe à un intervalle 
compact de R, est métrisable. La fonction sup f, est limite simple 

n 

de la suite croissante des fonctions g, = sup ( fi, fi, . . .,f,), qui 
sont mesurables (no 3, cor. 1 du th. 1); de même, lim. sup fn est 

n' cc 

limite simple de la suite décroissante des fonctions h, = sup fn+,, 
p >  O 

dont chacune est mesurable d'après ce qui précède. Enfin, comme 
inff, = - sup(- f,) et lim. inf fn = - lim. sup(- f,), ces fonctions 
n n n +  CO n-r cc 

sont mesurables. 

COROLLAIRE 2. -Les ensembles mesurables dans X forment 
une tribu (Top. gén., chap. IX, 2' éd., 5 6, no 3). 

En effet, si M et N sont mesurables, 

et qM,tN = ( P ~  - qMqN sont mesurables en vertu du  no 3, th. 1. 
Si (Mn) est une suite d'ensembles mesurables et M leur réunion, 
qM = SUP qM, est mesurable en vertu du cor. 1 du th. 2. D'où le 

n 

corollaire. 

En particulier, comme les ensembles ouverts sont mesurables : 
COROLLAIRE 3. -Les ensembles boréliens dans X (Top. gén., 

chap. IX, 2" éd., $6, no 3, déf. 4) sont pmesurables pour toute 
mesure p sur X. 

5. Critères de mesurabilité 

Lorsque F est un espace vectoriel topologique, toute fonction 
étagée sur les ensembles mesurables ($4, no 9, déf. 4), à valeurs 
dans F, est évidemment mesurable (no 3, cor. 3 du th. 1); une telle 
fonction f ne prend qu'un nombre fini de valeurs, et pour tout 

- 1 
y E F, f (y) est mesurable. Plus généralement, soient F un espace 
topologique quelconque, f une application de X dans F ne prenant 
qu'un nombre fini de valeurs distinctes ai (1 < i < m); si les 

ensembles Ai = f '(a,) sont rnesurables, la fonction f est mesurable. 
En effet, pour tout ensemble compact K, et pour chacun des 
ensembles Ai n K, il existe un ensemble négligeable Ni c Ai n K 
et une partition de Ai n K n 1 Ni formée d'une suite (Kin) 
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d'ensembles compacts; comme K est la réunion des ensembles 
Ai n K, et que la restriction de J'à chacun des Ki, est constante, 
donc continue, f'est mesurable. Par abus de langage, nous dirons 
qu'une application f de X dans F est une fonction étagée mesurable 
si elle ne prend qu'un nombre fini de valeurs et si, pour tout y E F, 
- 1 
,f (y) est mesurable. 

THÉORÈME 3 .  - Pour qu'une application f de X dans un espace 
métrisable F soit mesurable, il Juut et il sufit que, pour tout ensemble 
compact K c X, il existe une suite (g,) de jonctions étagées 
mesurables, à valeurs dans F, telle que g,(x) tende vers f (x) pour 
presque tout x E K. 

La condition est suffisante, en raison du th. d'Egoroff et du 
principe de localisation. Montrons qu'elle est nécessaire: par hypo- 
thèse, il existe un ensemble négligeable N c K et une partition 
(Km) de K - N formée d'ensembles compacts tels que la res- 
triction de f à chacun des Km soit continue. Pour définir la suite 
(g,), il suffit de procéder de la façon suivante: soit d une distance 
compatible avec la topologie de F;  pour chaque Ki d'indice 
i < n, il existe une partition finie de Ki en ensembles intégrables 
assez petits Aij (1 < j < q,) tels que l'oscillation de J'dans chacun 
des Aij soit ,< l/n ($4, no 9, lemme 1); on prendra g, constante 
dans chacun des A,; et égale à une des valeurs d e f  dans cet en- 
semble (pour 1 < i < n, 1 < j < q,), et égale à un élément fixe 
a E F pour tout point de X n'appartenant à aucun des A,;. Il 
est clair que la suite (g,(x)) converge vers f (x) en tout point de K 
n'appartenant pas à N. 

COROLLAIRE 1. -Soit f une application mesurable de X dans 
un espace de Banach F ; pour tout ensemble compact K c X, il existe 
une suite (g,) de Jonctions étagées mesurahles, de support contenu 
dans K,  telles que Ig,(x)( < If(x)l pour tout x E X et que g,(x) 
tende vers f(x) pour presque tout x E K. 

Avec les notations de la démonstration du th. 3, et en 
désignant par ai,, une des valeurs de f dans A,,, il suffira de prendre 
pour valeur de g, dans A,,, le point O si laij[ d lln, et le point 
a,,(l - ll(n(a,,()) dans le cas contraire; enfin, on prendra g,(x) = O 
dans le complémentaire de la réunion des A,(1 d i d n, 1 < j d qi). 
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COROLLAIRE 2. - Soit X un espace localement compact dénom- 
brable à l'infini. Si f est une application mesurable de X dans un 
espace métrisable F ,  il existe une suite (g,) de fonctions étagées mesu- 
rables, à valeurs dans F ,  telle que g,(x) tende vers f ( x )  pour presque 
tout x E X .  

En effet, si X est réunion d'une suite croissante (A,) 
d'ensembles compacts, les ensembles A,  - A,-, non vides forment 
une partition. de X en ensembles intégrables ; il existe par suite un 
ensemble négligeable N c X et une partition de C N  formée 
d'une suite (K,) d'ensembles compacts, tels que la restriction de f 
à chacun des K, soit continue; la démonstration du th. 3 peut 
alors se terminer sans modification. 

PROPOSITION 7. -Soit f une application mesurable de X dans 
u n  espace topologique F ;  1 'image réciproque par f de tout ensemble 
fermé (resp. ouvert) dans F est mesurable. 

Il suffit de faire la démonstration pour l'image réciproque 
- 1 
f ( A )  d'un ensemble A fermé dans F.  Soit K une partie compacte 

de X ;  il existe un ensemble négligeable N c K et une partition (K,) 
de K - N formée d'ensembles compacts tels que la restriction 

de f à chacun des K, soit continue. L'intersection K,  n ?'(A) 
est donc l'image réciproque de l'ensemble fermé A par la restric- 
tion de f a K,; c'est par suite un ensemble fermé dans K,, donc 

compact. L'ensemble K n f (A)  est donc réunion de l'ensemble 
- 1 - 1 

négligeable N n f (A) et des ensembles compacts K, n f (A), 
- 1 

ce qui prouve que f ( A )  est mesurable. 

THÉORÈME 4 . S o i t  F un espace métrisable, et soit d une dis- 
tance sur F compatible avec la topologie. Pour qu'une application 
f de X dans F soit mesurable, il faut et il sufit qu'elle vérifie les 
deux conditions suivantes : 

a) l'image réciproque par f de toute boule fermée de F est 
mesurable ; 

b) pour tout ensemble compact K c X ,  il existe une partie 
dénomhruble H de F ,  telle que f ( x )  E pour presque tout x E K .  

La condition a) est nécessaire en vertu de la prop. 7 ;  d'autre 
part, avec les notations du th. 3, on satisfait à la condition b) 
en prenant pour H l'ensemble dénombrable formé des valeurs de 
toutes les fonctions g,. 
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Montrons maintenant que les conditions a) et b) sont suffi- 
santes. Soit K une partie compacte quelconque de X ;  il existe 
une partie négligeable N de K telle que f ( K  - N) soit contenu 
dans l'qdhérence d'un ensemble dénombrable de points de F, 
que nous rangerons en une suite (a,). Soit A,,, l'ensemble des 
x E K - N tels que d( f (x),a,) < l/p. 11 résulte de la condition 
a) que A,,, est mesurable. Pour p fixé, détinissons par récurrence 
une suite d'ensembles B ,,,, c K - N en posant BI,, = A,,, 
et B,, ,,, = A,, ,,, n 1 (u A,,,); les B.,, sont mesurables et 

k < n  

ceux qui ne sont pas vides forment une partition de K - N. Soit 
g,,, la fonction égale a ai dans l'ensemble B,,, pour 1 < i < m, 
et égale a une constante b E F dans le complémentaire de la 
réunion de ces ensembles ; g,,, est une fonction étagée mesurable; 
lorsque m croît indéfiniment, g,,, converge simplement vers la 
fonction f, égale à a,, dans B.,, (n  2 1) et à b dans N LJ 1 K, donc 
(th. 2) j, est mesurable. Lorsque p croît indéfiniment, f,(x) tend 
vers f (x) pour tout x E K - N, et vers b pour x E N v 1 K ;  la 
limite des j', est donc mesurable, et le principe de localisation 
prouve que f elle-même est mesurable. 

R e m u v q u e s .  1 )  La condition u)  seule ne suffit pas pour que j 
soit mesurable (excrc. 7). 

2) Si la topologie de F admet une base dénombruble, la condition 
h)  du th. 4 est automatiquement remplie pour toute application de 
X dans F. La démonstration prouve en outre qu'il suffit de supposer 
que les imagcs réciproques par f des boules fermées de rayon 
rationnel, dont le centre appartient à un ensemble dénombrable 
partout dense dans F, sont des ensembles mesurables. 

3) On pcut remplacer l'hypothèse a) par la condition que 
l'image réciproque par j d e  toute boule ouverte de F est mesurable. 

Le cas des fonctions numériques (finies ou non) mérite une 
mention particulière : 

PROPOSITION 8.- Soit D un ensemble dénombrable partout 
dense dans R. Pour qu'une fonction numérique ($nie ou non) f soit 
mesurable, il sufit (et il faut) que pour tout a E D, l'ensemble des 
x E X tels que f (x) 3 a soit mesurable. 

En effet, s'il en est ainsi, pour tout b E R, l'ensemble des x 
tels que f (x) 3 b est mesurable, comme intersection des ensembles 
(formant une famille dénombrable) des x tels que f (x) 3 a, lorsque 
a parcourt l'ensemble des points de D qui sont < b. L'ensemble 
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des x tels que f (x) < b est mesurable, comme complémentaire 
d'un ensemble mesurable. Enfin, si b est fini, l'ensemble des x 
tels que f (x) a b est mesurable, comme intersection des ensembles 

- 1 

des x tels que f (x) < b + l ln ;  et f ( -  m) est mesurable comme 
intersection des ensembles des x tels que f (x) < n, où n parcourt 
Z. Finalement, l'image réciproque par f de tout intervalle fermé 
de R est mesurable, comme intersection de deux ensembles 
mesurables, et le th. 4 s'applique. 

On montrerait de même qu'il suffit que pour tout a E D, l'en- 
semble des x tels que f ( x )  > a soit mesurable. 

COROLLAIRE. - Toute fonction semi-continue inférieurement 
(resp. supérieurement) est mesurable. 

En effet, si f est semi-continue inférieurement, - - - -  l'ensemble - - des 
X-E-X tels que f(x) S a est fermé pour tout a E R. 

La prop. 7 permet de préciser comme suit le th. 3 lorsque F 
est métrisable et compact: 

PROPOSITION 9.- Si F est un espace métrisable et compact, 
toute application mesurable f de X dans F est limite uniforme (dans 
X tout entier) d'une suite de fonctions étagées mesurables. 

Soit d une distance compatible avec la topologie de F. Pour 
tout entier n, il existe un nombrefini de points a, E F tels que les 
boules fermées Bk de centre a, et de rayon l/n forment un recou- 

- 1 

vrement de F ;  les ensembles A, = f (Bk) sont donc mesurables 
(prop. 7), et forment un recouvrement de X. Il existe par suite 
(tj 4, no 9, lemme 1) une partition (Ci) de X en un nombre fini d'en- 
sembles mesurables telle que chacun des A, soit réunion d'un 
nombre fini des Ci .  Soient ci un point de Ci,  et g, la fonction étagée 
mesurable égale à f(ci) dans Ci (pour chaque indice i). Il est clair 
que d( f (x), g,(x)) < 2/n pour tout x E X. 

PROPOSITION 10.-Soient F un espace de Banach de type 
dénombrable, F' son dual, (a;) une suite faiblement dense dans la 
boule -unit2 d e  F '  (Esp. wc-t.tep;, chap. I V ,  5 5; n o  1, prop. 2). 
Pour qu'une application f de X dans F soit mesurable, il faut et il 
sufit que pour tout n la fonction scalaire x - (f(x), a;) soit 
mesurable. 

La condition étant évidemment nécessaire (no 3, th. l), 
prouvons qu'elle est suffisante; il suffit de vérifier la condition a) 
du th. 4, et pour cela, en vertu du principe de localisation, il 
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suffit de prouver que pour toute partie compacte K de X et 
toute boule fermée B c F, de centre a et de rayon r, l'ensemble 

- 1 

A = K n f (B) est mesurable; or, pour tout z E F, on a 

I z I  = ~uPI(z, a;)l/Janl; 
n 

A est donc l'intersection de K et des ensembles définis par 

comme ces enseirlbles sont mesurables par hypothèse, A est 
mcsurable. 

COROLLAIRE 1. - Soit F un espace de Banach. Pour qu'une 
application f de X dans F soit mesurable, il .faut et il sufJlt qu'elle 
vérijîe les deux conditions suivantes: 

a) pour tout a' E F', la fonction scalaire x H (f(x), a') est 
mesurable ; 

b) pour tout ensemble compact K c X ,  il existe une partie 
dénombrable H de F telle que f(x) E H pour presque tout x E K .  

La nécessité des conditions résulte du no 3, th. 1 et du th. 4. 
Pour prouver que les conditions sont suffisantes, il suffit encore 
de vérifier la condition a) du th. 4. Avec les mêmes notations 
que dans la démonstration de la prop. 10, on peut (en vertu de b)) 
supposer, en modifiant au besoin f dans un ensemble négligeable, 
que l'on a f(K) c H, où H est une partie dénombrable de F. 
Si V est le sous-espace vectoriel fermé de F engendré par l'ensemble 
H u (a), V est un espace de Banach de type dénombrable et 
toute forme linéaire continue dans V est la restriction d'une 
forme a' E F'; le même raisonnement que dans la prop. 10 montre 

- 1 

alors que K n f (B) est mesurable. 

COROLLAIRE 2. Soient F un espace localement convexe 
métrisable de type dénombrable, Fr  son dual. Pour qu'une application 
f de X dans F soit mesurable, il faut et il sufJit que pour tout a' E F', 
la .fonction scalaire x H (f(x), a') soit mesurable. 

En effet, F peut être considéré comme un sous-espace d'un 
produit dénombrable n En d'espaces de Banach (Esp. uect. top., 

n 

chap. II, 2' éd., $4,  no 3), et l'on peut supposer que pr,,(F) est 
dense dans En, qui est donc de type dénombrable. Pour tout n, 
l'application prn 0 f est alors mesurable en vertu de la prop. 10, 
donc f est mesurable en vertu du no 3, th. 1. 
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PROPOSITION I l .  - Soit F un espace localement convexe, 
limite inductive d'une suite d'espaces localement convexes mé- 
trisables F, de type dénombruble, F étant réunion des F,. Soit F' 
le dual de F muni de la topologie faible a(F1, F). Pour qu'une 
application f de X dans F' soit mesurable, il faut et il s u ~ t  que, pour 
tout a E F, la fonction scalaire x H (a, f(x)) soit mesurable. 

La condition est nécessaire en vertu du no 3, th. 1 ; prouvons 
qu'elle est suffisante. Supposons d'abord que F soit métrisable 
et de type dénombrable, et soit D un ensemble dénombrable 
dense dans F. Soit (V,) une suite fondamentale décroissante de 
voisinages ouverts convexes équilibrés de O dans F ;  les ensembles 
polaires V," sont équicontinus et leur réunion est F' tout entier. 

Soit X, = f (v:); la suite (X,) est croissante et X = UX,; 
montrons que chacun des X, est p-mesurable. En effet, D n V, 
est dense dans V,; pour tout y E D n V,, soit Sy l'ensemble des 
x E X tels que f(x))l < 1 ; l'hypothèse entraîne que chacun 
des S, est mesurable, et X, est l'intersection de la famille dénom- 
brable des S, pour y E D n V,. Cela étant, pour toute partie 
compacte K de X et tout E > O, il existe un entier n tel que 
IpI(K - (K n X,)) < ~ / 4 ,  puis une partie compacte K I  de K n X, 
telle que lpl((K n X,) - K I )  < &/4; enfin, il existe une partie 
compacte K, de K I  telle que IpI(K, - K2) < €12 et que les 
restrictions à K2 de toutes les fonctions (y, f), où y E D, soient 
continues (no 1, prop. 2). Comme l'ensemble f(K,) c f(X,,) c Vz 
est équicontinu, la topologie induite par o(F', F) sur f(K2) est 
identique à la topologie de la convergence simple dans D (Top. 
gén., chap. X, 2" éd., $2, no 4, th. 1); par suite, la restriction de f 
à K, est continue, d'où notre assertion dans ce premier cas. 

Passons au cas général. Si z' est une forme linéaire continue 
sur F, sa restriction zl, à F, est continue; comme F = U F,, 

n 

le dual F' de F peut être identifié (algébriquement) à un sous- 
espace vectoriel du produit n Fl,, et l'on a pr,(zt) = zk. En outre, 

n 

toute partie finie de F étant contenue dans l'un des F,, la topologie 
o(F1, F) n'est autre que la topologie induite par la topologie 
produit des topologies a(Fl,, F,). Cela étant, si (a, f) est mesurable 
pour tout a E F, il en est de même de (a,, pr, 0 f) pour tout n et 
tout a, E F,, puisque (a,,pr, of) = (a,, f);  la première partie 
de la démonstration montre donc que pr, 0 f est mesurable pour 
tout n, et il en est donc de même de f (no 3, th. 1). 
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6. Critères d'intégrabilité 

THÉORÈME 5.  - Pour qu'une application f de X dans un espace 
de Bunach F soit de puissance p-ièmc intkgrable ( 1  < p < + m), 
il faut et il sufi t  que f soit mesurahle et que N,(f) soit $nie. 

La condition est nécessaire: en effet, si f E Y { ,  il existe une 
suite (g,) de fonctions continues à support compact qui converge 
presque partout vers f ( 5  3, no 4, cor. 2 du th. 3); en vertu du th. 2 
du no 4, f est mesurable. 

Pour prouver que les conditions sont sufisantes, nous 
établirons d'abord un lemme : 

Lemme 1 .  S o i t  g une fonction à valeurs dans F ,  telle que 
N,(g) < + XI (autrement dit, une fonction de Y{). L'ensemble A 
de points x E X tels que g(x) # O est contenu dans la réunion d'un 
ensemble négligeable et d'une suite d'ensembles compacts. 

En effet, soit A, l'ensemble des points x E X  tels que 
lg(x)l l l n ;  A est réunion des A,, et on a cp,, < nlgJ, d'où 
IpI*(An) < ( ~ 1 N ~ ( g ) ) ~ ;  A, est donc contenu dans la réunion d'un 
ensemble négligeable et d'une suite d'ensembles compacts 
($4,  no 6, cor. 3 du th. 4); par suite, il en est de même de A. 

Ce lemme étant démontré, considérons d'abord le cas où f a  
un support compact K. D'après le cor. 1 du th. 3 du no 4, il existe 
une suite (g,) de fonctions étagées mesurables telles que 

en tout point x E X, et que g,(x) tende presque partout vcrs f(x). 
Or, g, est combinaison linéaire de fonctions caractéristiques 
d'ensembles mesurables contenus dans K ;  ces ensembles étant 
intégrables en vertu de la prop. 3 du no 1, g,, appartient à YP,. 
Comme N,(f) < + a ,  le th. de Lebesgue ( 5  3, no 7, th. 6) montre 
que f appartient à 9;. 

Dans le cas général, il résulte du lemme 1 qu'il existe une suite 
croissante (K,) d'ensembles compacts telle que f(x) soit nulle 
presque partout dans le complémentaire de la réunion des K,. 
Soit f, la fonction égale à f(x) dans K,, et à O ailleurs; f, est mesu- 
rable en vertu du no 3, cor. 5 du th. 1 ; comme If,[ < If[, f, appartient 
A Y{ en vertu de la première partie du raisonnement. Comme f(x) 
est presque partout égale à la limite de la suite des f,(x), le th. de 
Lebesgue prouve encore que f E T F ,  ce qui achève la démonstra- 
tion. 
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On aura soin de noter qu'une fonction loculevrzent négligeable 
mais non négligeable n'est pas intégrable; une fonction égale 
localement presque partout à une fonction intégrable n'est donc 
pas nécessairement intégrable. 

COROLLAIRE 1 .  - Pour qu'un ensemble soit intégrable, il faut 
et il sujfit qu'il soit mesurable et de mesure extérieure finie. 

COROLLAIRE 2. -Soit (F,) une suite d'espaces topologiques; 
pour chaque indice n, soit fn une application mesurable de X dans 
F,, et soit f (x) = ( fn(x)) E F = n F,; soit enfin u une application 

n 

continue de f (X) dans un espace de Banach G. Pour que la fonction 
g(x) = u( f(x)) soit intégrable, il faut et il sufit que N,(g) < + m. 

En effet, g est mesurable (no 3, th. 1). 
- - -  

- - - - - - 

- - -  COROLLAIRE- 3.- Pour toute -fonction intégrable f et tout 
ensemble mesurable A, la fonction fqA est intégrable. 

En effet, il résulte du th. 5 et du no 3, cor. 5 du th. 1 que fqA est 
mesurable, et on a N,(fqA) < N,(f). 

On pose SA f d p  = JfqA dp (ou fp) pour toute fonction SA * 
intégrable f et tout ensemble mesurable A. On écrit aussi [ j'dlpl 

J A * 
(ou J* l p / )  au lieu de { f q, dlp/ pour toute fonction numérique 

A 

(finie ou non) f 2 O (en posant f (x)qA(x) = O si f (x) = + co et 
~A(x)  = 0). 

COROLLAIRE 4. - Pour toute suite (f,) de fonctions mesurables 
> O sur X, on a 

Compte tenu du $1, no 3, th. 3, on est ramené à prouver que 
pour deux fonctions mesurables f 2 O, g 2 O sur X, on a 

Ce n'est autre que l'additivité de l'intégrale lorsque f et g 
sont intégrables. Dans le cas contraire, si par exemple f est non 

intégrable, on a f dlpl = + oo en vertu du th. 5 ; a fortiori, on a S* 
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COROLLAIRE 5.  - Pour toute suite (A,) d'ensembles mesurables 
deux à deux disjoints, on a 

Cela résulte du cor. 4 appliqué aux cp,,. 

7 .  Mesure induite sur un sous-espace localement compact 

Soient X un espace localement compact, p une mesure sur X, 
Y un sous-espace localement compact de X. Comme Y est l'inter- 
section d'un ensemble ouvert et d'un ensemble fermé dans X 
(Top. gén., chap. 1, 3' éd., 99,  no 7, prop. 12), il est p-mesurable 
(no 1, cor. de la prop. 3). Pour toute fonction g E X ( Y ;  C), soit 
g' la fonction définie dans X, égale à g dans Y et à O dans X - Y;  
montrons que g' est p-intégrable. On peut se borner au cas où 
g est réelle et 2 O (en écrivant g comme combinaison linéaire de 
telles fonctions); comme g' est bornée et à support compact, 
il suffit de montrer que g' est p-mesurable (no 6, th. 5 ) ;  mais cela 
résulte de ce que g' est semi-continue supérieurement dans X 
(no 5, cor. de la prop. 8). On peut donc poser la définition suivante: 

DÉFINITION 4. - Etant donné un sous-espace localement 
compact Y d'un espace localement compact X, on appelle mesure 
induite sur Y par une mesure p sur X, et l 'on note p, ou pIY, la 
mesure déJnie par la  formule 

pour toute jonction g E X ( Y ;  C), g' désignant la fonction égale à 
g dans Y et à O dans X - Y. 

Exemple. -- Soient p la mesure de Lcbesgue sur R, 1 un intervalle 
quelconque dans R ;  1 est un sous-espace localement compact de 
R et la mesurc induite par p sur 1 est la forme linéaire 

b 

g-1  a g(x)dx 

sur ,X(I ; C ) ,  en désignant par a et b l'origine et l'extrémité (finies 
ou non) de 1 (cf. $4,  no 4, Exemple), autrement dit ce que nous 
avons appelé la mesure de Lebesgue sur 1. 

Lorsque Y est un sous-espace ouvert de X, la déf. 1 coïncide 
avec la définition de la mesure induite par p sur Y (ou restriction 
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de p à Y) donnée au chap. III, 8 2, no 1 : en effet, pour toute fonction 
g E X ( Y ;  C), la fonction g' est alors continue dans X. 

Nous étudierons en détail au chap. V, § 5 l'intégration par 
rapport à une mesure induite, et n'aurons besoin jusque-là que 
des résultats suivants : 

Lemme 2. -Soient p une mesure positive sur X, K une partie 
compacte de X. 

(i) Pour toute partie compacte (resp. ouverte) H de K, on a 
=  CL(^). 

(ii) Pour qu'une partie N de K soit pK-négligeable, il faut et il 
su@t qu'elle soit p-négligeable. 

(iii) Si S est le support de pK, on a Supp(p,) = S. 
(i) On peut se borner au cas où H est compact. Désignons 

par f @ fonction caractéristique de H dans l'espace K ;  f est semi- 
continue supérieurement, et est donc enveloppe inférieure d'une 
famille filtrante décroissante (g,) de fonctions de X + ( K ) ;  on a 
pK(H) = inf g, dpK ( 8  4, no 4, cor. 2 de la prop. 5). Si ga est la 

n 

fonction &ale à g, dans K, à O dans X - K, g: est semi-continue 
supérieurement, et l'enveloppe inférieure de la famille filtrante 
décroissante (ga) est la fonction caractéristique cp, de H dans 
l'espace X ;  on a donc 

p(H) = inf gO, dp = inf g, dp, = pK(H) . I 
en vertu de (1). 

a I 
(ii) Si N est p-négligeable, pour tout E > O il existe un voi- 

sinage ouvert relativement compact U de N dans X tel que 
p(U) < E ;  comme K - (U n K) est compact, il résulte de (i) que 
p,(U n K) < p(U) < E ,  donc N est pK-négligeable. Réciproque- 
ment, si N est pK-négligeable, il existe un voisinage ouvert V de 
N dans X tel que pK(V n K) < E ;  en vertu de (i), on a 

donc p(N) = O puisque E est arbitraire. 
(iii) Pour toute partie ouverte U de K rencontrant S, on a par 

hypothese &(Un S) # O, donc p(U n S) # O par (i), et comme 
U ri S est ouvert dans S, p,(U n S) # O par (i); comme tout 
ensemble ouvert non vide dans S est de la forme U n S, où U est 
ouvert dans K, cela prouve que Supp(p,) = S. 

Lemme 3. - Soit Y un sous-espace localement compact de X ; 
pour toute mesure p sur X, on a IpY1 = \ply. 
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Soient f une fonction de .%+(Y), E un nombre > O arbitraire; 
par définition, il existe une fonction g E X ( Y ;  C )  telle que I g l  f 
et Ipyl(,f) 6 IpY(g)( + E .  Si l'on désigne par f '  et g' les fonctions 
obtenues respectivement en prolongeant f'et g par O dans X - Y, 
on a py(g) = ~ ( g ' ) ,  et comme lg'l G f  ', 

d'où Ipyl( f )  d Iply( f )  + E ,  et comme E est arbitraire, 

D'autre part, soient K le support de j; U un voisinage compact 
de K dans X tel que IpI(U - K )  < 6; en vertu du th. d'urysohn, il 
existe une fonction f ,  E X+(X), prolongeant f, de support contenu 
dans U et telle que II f ,  / I  = I l  f 11. Il existe une fonction hl E .X(X ;C) 
telle que Ihll < f i  et que Ipl(.f;) < Ip(hl)l + E .  Si h est la restriction 
de h l  à Y ,  on a h E X ( Y ;  Cl, (hl d f ,  et A h , )  - py(h) = p(h,qu-,), 
donc Ip(h,) - py(h)l d I l  f I l  . Ipl(U - K )  d E I I  f I l  ; par ailleurs, on a 
de même 

On en tire que 

et comme E est arbitraire, I p I , ( , / ' )  ,< Ipyl( f ) ,  ce qui achève la 
démonstration. 

8. Familles p-denses d'ensembles compacts. 

PROPOSITION 12. - Soient p une mesure sur un espace locale- 
ment compact X ,  A une partie p-mesurable de X ,  Si un ensemble de 
parties compactes de A, satisjùisunt aux conditions suj~~untes:  

(PL,)  Toute partie fermée (donc compacte) d'un ensemble de 
Si appartient à Si. 

(PL,,) Toute réunion finie d'ensembles de Si appartient a 3. 
Les quatre propriétés suivantes sont alors équivalentes: 
a )  Pour qu'une partie B de A soit localement p-négligeable, il 

faut et il sufi t  que IpI"(B n K )  = O pour tout K E Si. 
b) Pour tout partie compacte K ,  de A et tout E > O, il existe 

une partie K E Si, contenue dans K ,  et telle que IpI(K, - K )  < i : .  

c )  Pour toute partie compacte B de A, il existe une partition 
de B Jormée d'un ensemble p-négligeable N et d'une suite (H,)  
d'ensembles compacts appartenant a Ji. 
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d) Pour toute partie compacte B de A. il existe une suite 
croissante (K,) d'ensembles compacts de 3 ,  contenus dans B et tels 
que l'ensemble N = B - (J K, soit p-négligeable. 

n 

Il est immédiat (no 2, prop. 5) que d) entraîne a); c) entraîne d) 
en prenant pour Kn la réunion des HP tels que p ,< n, et en utilisant 
(PL,,). Pour démontrer que b) entraîne c), on définit par récurrence 
une suite (HP) d'ensembles de R de sorte que Hn+ , c B - u HP 

p 4 n  

et que l'on ait 1p1 B - U H ~ )  $ l/n ( 5  4, no 6, th. 4). Reste enfin ( 
à prouver que a) entraîne b). Raisonnons par l'absurde, et sup- 
posons que la borne supérieure a des nombres Ip((K), où K par- 
court l'ensemble des parties de K, appartenant à R, soit < Ip((Ko). 
En vertu de (PL,,), il existe une suite croissante (Ln) de parties 
compactes de K,, appartenant à R et telle que suplp](Ln) = a. 

n 

Posons B = u Ln; B est intégrable et l'on a Ipl(B) = a, donc 

Ipl(KO - B) = lpl(Ko) - a > O. Mais nous allons voir d'autre part 
que, pour toute partie K E R, on a I~I(K n (Ko - B)) = O, ce qui, 
en vertu de a), entraînera contradiction. En effet, s'il existait une 
partie K E  !A telle que Ipl(K n (Ko - B)) > O, il existerait une 
partie compacte H de K n (Ko - B) telle que I , U ~ ( H )  > O. D'après 
(PL,), on aurait H E Si et, pour n assez grand, 

Mais Ln u H appartient à Si en vertu de (PL,,), et cela contredit 
la définition de a. 

DÉFINITION 6. -Soit A une partie p-mesurable de X. On dit 
qu'un ensemble R de parties compactes de A est p-dense dans A 
s'il vérifie les conditions (PL,),   PL,,),‘^), b), c), d) de la prop. 12. 

L'ensemble de toutes les parties compactes de A est p-dense 
dans A. 

Lorsque A = X, on dira simplement « ensemble p-dense >) au 
lieu de « ensemble p-dense dans X P. Si X - A est localement 
p-négligeable, tout ensemble de parties compactes de A, p-dense 
dans A, est p-dense dans X. 

Remarque.-- Supposons que A soit réunion d'une suite (Ln) 
d'ensembles compacts et d'un ensemble p-négligeable (resp. locale- 
ment p-négligeable), et soit Ji un ensemble de parties compactes, 
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p-dense dans A. Appliquant A chaque Ln la propriété c )  de l'énoncé 
de la prop. 13, on voit que A est réunion d'une suite d'ensembles 
compacts uppartenant ù Si et d'un ensemble p-négligeable (resp. 
localement p-négligeable). 

Si K est une partie compacte de X, il revient au même de dire 
qu'un ensemble dc  parties compactes de K est p-dense dans K ou 
pK-dense dans K ;  cela résulte des lemmes 2 et 3 du no 7 et de la 
condition b) de la prop. 12. 

PROPOSITION 13.- Soient A une partie p-mesurable de X, Si 
un ensemble de parties compactes, p-dense dans A. Soit 9 un en- 
semble de parties compactes de A satisfaissant a (PL,) et (PL,,) et 
tel que, pour tout K E SI, l'ensemble des H E E, tels que H c K 
soit pK-dense (ou, ce qui revient au même, p-dense) dans K. Alors 
Çj est p-dense dans A. 

En effet, soit L une partie compacte de A. Pour tout E > O, 
il existe K E SI tel que K c L et Iyl(L - K) < ~ / 2 ,  puis H E  E, tel 
que H c K et IpI(K - H) < ,512; on en déduit l p I ( ~  - H) < E, 

d'où la proposition. 

9. Partitions localement dénombrables 

DÉFINITION 7.- On dit qu'un ensemble de parties 'U d'un 
espace topologique T est localement dénombrable si, pour tout 
t E T, il existe un voisinage V de t tel que l'ensemble des A E 'U 
rencontrant V soit dénombrable. 

Si l'ensemble 'U de parties de T est localement dénombrable, 
alors, pour toute partie compacte K de T, l'ensemble des A E 'U 
rencontrant K est dénombrable, puisqu'on peut recouvrir K par 
un nombre fini de voisinages ouverts de points de K, dont chacun 
ne rencontre qu'un sous-ensemble dénombrable de parties 
appartenant à 'U. 

La déf. 7 montre que la réunion d'une ensemble localement 
dénombrable de parties p-mesurables (resp. localement p-négli- 
geables) d'un espace localement compact est p-mesurable (resp. 
localement p-négligeable) (no 1, prop. 3 et no 2, prop. 5). 

PROPOSITION 14.- Soient X un espace localement compact, p 
une mesure sur X, A une purtie p-mesurable de X, Si un ensemble 
de parties compactes de A, p-dense dans A. II existe un ensemble 
5 c Si localement dénombrable, formé de parties deux ci deux 
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disjointes, tel que A - U K soit localement p-négligeable et que, 
K €5 

pour tout K E Sj, le support de p~ soit K tout entier. 
Considérons les ensembles 2 c R formés d'ensembles deux 

à deux disjoints tels que, pour tout L E  2, on ait Supp(p,) = L. 
Ces ensembles 2 forment une partie A? de '$(Si), qui est non vide 
(car elle contient l'élément 0) et que nous ordonnerons par la 
relation d'inclusion dans p(Si). Il est immédiat que .@ est inductif; 
soit $j un élément maximal de X (Ens. R, § 6, no 10). Montrons 
tout d'abord que $3 est localement dénombrable. En effet, pour 
tout x E X, soit V un voisinage ouvert relativement compact de x ; 
si (Ki),,,,, est une famille finie d'ensembles distincts de $3 ren- 

contrant V, on a 5 I,U~(K, n V) = I p (  (V n ( 6 K,)) puisque ies 
i =  1 i =  1 

$3, est l'ensemble des K E $3 rencontrant V, on a donc 

et comme I,vJ(K n V) > O pour tout K E  5,, 5, est nécessaire- 
ment dénombrable. Prouvons ensuite que N = A - U K est 

localement p-négligeable. On a vu plus haut que N est p-mesu- 
rable. Si N n'était pas localement négligeable, il contiendrait un 
ensemble compact non négligeable L,, et par suite (no 8, prop. 12) 
un ensemble compact non négligeable L c L, appartenant à Si. 
Comme IpLI(L) = Ipl(L) > O (no 7, lemmes 2 et 3), la mesure 
induite p, sur L par ,LL n'est pas nulle; son support S est donc une 
partie compacte non vide appartenant à Si en vertu de (PL,), et 
l'on a Supp(p,) = S (no 7, lemme 2, (iii)). On en conclut que 
l'ensemble $3 u (S) appartiendrait à $3, ce qui contredit la défini- 
tion de $3; l'ensemble N est donc localement négligeable, ce qui 
achève la démonstration. 

- - - -  - - - - - - - - - - - - - -  

101 Fonctions rtiesuiables définies dans une partie mesurable 

PROPOSITION 15.- Soient X un espace localement compact, 
p une mesure sur X ,  A une partie p-mesurable de X ,  f une applica- 
tion de A dans un espace topologique F.  Les conditions suivantes 
sont équivalentes: 
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a)  L'ensemble 5 des parties compactes K de A telles que la 
restriction de f ù K soit continue, est p-dense dans A. 

b)  Il existe un ensemble Si de parties compactes de A, p-dense 
dans A ,  et tel que la restriction de f à tout K E Si soit pK-mesurable. 

c) Il existe un homéomorphisme j de F sur un sous-espace 
d'un espace topologique G et une application p-mesurable g de X 
dans G, tels que glA = j of: 

d )  Tout prolongement de f en une application de X dans F ,  
constante dans X - A, est p-mesurable. 

Il est clair que a) implique b)  et que d )  implique c). Le fait 
que c) implique a)  résulte de la condition c) de la prop. 12 du no 8. 
D'autre part, b) implique a ) :  en effet, la déf. 1 montre que 
Yensemble des parties H E R  contenues dans un K E 33 quelconque 
est pK-dense dans K (no 8, prop. 12, c)), et la prop. 13 du no 8 
montre que fi est p-dense dans A. Reste à voir que a)  implique 
d). Soit g un prolongement de f à X, constant dans X - A. Pour 
toute partie compacte L de X, L n A et L n (X - A )  sont p- 
intégrables; donc, pour tout e > O, il existe une partie compacte 
P c L n A et une partie compacte 

Q c L n ( X - A )  

telles que I ~ I ( ( L  n A )  - P) < ~ j 4  et I & ( L  n ( X  - A))  - Q) < &/4. 
Il existe d'autre part une partie H E  Sj contenue dans P et telle 
que I p l ( ~  - H) < c j 2 ;  la restriction de g à l'ensemble compact 
K = H u  Q est alors continue (g étant constante dans Q) et l'on 
a IpI(L - K) < E, ce qui achève la démonstration. 

DÉFINITION 8. -Soient X un espace localement compact, p 
une mesure sur X, A une partie ,u-mesurable de X .  On dit qu'une 
application f de A dans un espace topologique F est p-mesurable si 
elle vériJie les conditions équivalentes de la prop. 15. 

Si A est localement p-négligeable, toute application de A dans 
F est donc p-mesurable. 

COROLLAIRE 1.-Soient X un espace localement compact, p 
une mesure sur X ,  A une partie p-mesurable de X ,  f une application 
p-mesurable de A dans un espace topologique F. Soit Si un ensemble 
de parties compactes de X ,  p-dense dans X. Il existe alors une 
partition de A formée d'un ensemble localement négligeable N et 
d'une famille localement dénombrable (KA),,, d 'ensembles K ,  E Si, 
telle que f lK,  soit continue pour tout il E L. 
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Compte tenu du no 9, prop. 14, il suffit de montrer que l'en- 
semble $ c Si des parties K E 9 telles que K c A et que f (K 
soit continue, est p-dense dans A. Or, il résulte aussitôt de la 
prop. 1 du no 1 et de la condition d) de la prop. 15 que, pour 
toute partie compacte K, de A et tout E > O, il existe une partie 
K c K, appartenant à R, telle que (pI(K, - K) < E et que f I K  
soit continue; la conclusion résulte donc de la prop. 12 du  no 8. 

COROLLAIRE 2. - Soit K un sous-espace compuct de X ; pour 
qu'une application f de K dans un espace topologique F soit p- 
mesurable, il faut et il sufit qu'elle soit pK-mesurable. 

Compte tenu du lemme 2 du no 7, cela résulte aussitôt de 
la prop. 1 du no 1, et de la condition a) de la prop. 15. 

PROPOSITION 16.-Soit '2l un ensemble localement dénom- 
brable de parties p-mesurables de X, et soit B = U A. Pour qu'une 

A ta 
application f de B dans un espace topologique F soit p-mesurable, 
il faut et il sufit que la restriction de f à tout A E '21 soit p-mesurable. 

On a déjà remarqué (no 9) que B est p-mesurable. La condi- 
tion étant évidemment nécessaire, prouvons qu'elle est suffisante. 
Soit donc K une partie compacte de B. Par hypothèse, il existe 
une suite (A,) d'ensembles appartenant à SI et telle que les K n A, 
forment un recouvrement de K. Posons Co = K n A,, 

C, = K n A,, n W C i  
( i < n  ) 

pour n > O, de sorte que les C, non vides forment une partition 
de K en ensembles pintégrables. La restriction de f à C, étant 
p-mesurable, il existe une partition de C, formée d'un ensemble 
p-négligeable N, et d'une suite (Lm,),,, d'ensembles compacts 
tels que f IL,, soit continue. Comme N = U N ,  est p-négligeable, 

n 

on voit que la condition a) de la prop. 15 est satisfaite, d'où la 
proposition. 

La propriété d) de la prop. 15 permet aussitôt de généraliser 
aux fonctions mesurables définies dans une partie mesurable A 
de X les propriétés des fonctions mesurables définies dans X tout 
entier vues aux no" a 5 ;  nous laissons ces généralisations au 
lecteur. Signalons seulement que le principe de localisation (no 2, 
prop. 4) est encore valable lorsqu'on suppose que chacune des 
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fonctions g, n'est définie que dans V, (ou presque partout dans 
V,) et est mesurablc. 

11. Convergence en mesure 

Soient X un espace localement compact, p une mesure sur X, 
A une partie p-mesurable de X, F un espace uniforme; nous 
désignerons par ,'Y(A, p ;  F), ou .'PF(A, p )  (ou simplement ,Y&), 
ou même .Y',, lorsque A = X) l'ensemble des applications p- 
mesurables de A dans F (no 10, déf. 8). Pour tout entourage V de 
la structure uniforme de F, tout ensemble p-intégrable B c A et 
tout nombre 6 > O, nous désignerons par W(V, B, 6) l'ensemble 
des couples (J i  g) de fonctions de ,Y(A, p ;  F) ayant la propriété 
suivante : l'ensemble M des x E B pour lesquels (f (x), g(x)) 4 V 
est tel que I p l * ( ~ )  d 6. Montrons que les ensembles W(V, B, 6) 
forment un système fondamental d'entourages d'une structure 
uniforme sur Y(A, p ;  F): il est clair que W(V, B, 6) est symétrique 
si V l'est, et que si V' c V, B' 2 B et 6' d 6, on a 

W(V1, Br, 6') c W(V, B, 6); 

il suffit donc de vérifier l'axiome (U;,,) (Top. gén., chap. 11, 3" éd., 
L 

5 1 ,  no 1). Or,  si V' est un entourage tel que V' c V, on a 

W(V', B, 6/2) W(Vt, B, 612) c W(V, B, 6). 
O n  notera que lorsque K parcourt un ensemble ,u-dense Si 

de parties compactes de A, les ensembles W(V, K, 6) forment aussi 
un système fondamental d'entourages de la structure uniforme 
précédente: en effet, pour tout ensemble intégrable B c A, il 
existe une partie compacte K E 52 contenue dans B et telle que 
IpI(B - K) < 6, et par suite W(V, K, 6) c W(V, B, 26). 

DÉFINITION 9.-On dit que la structurcJ uniforme sur 
,Y(A, p ;  F) dont les W(V, B, 6) ,forment un systi.ine fbndamental 
d'entourages est la structure unforme de lu convergence en mesure 
dans A. 

La topologie correspondante est dite topologie de lu con- 
vergence en mosure dans A, et on dit qu'un filtre (resp. une suite) 
qui converge pour cette topologie est convergent (resp. conver- 
gente) en mesure dans A;  on supprime souvent la mention de A 
lorsque A = X. 

Supposons F skparc;; alors, pour tout ensemble p-intégrable 
B c A, l'intersection des entourages W(V, B, 6), où V parcourt un 
système fondamental d'entourages de F et 6 parcourt l'ensemble 
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des nombres > 0, est l'ensemble des couples ( , f ,  g) tels que f (x) = g(x) 
presque partout (pour p) dans B. En effet, l'ensemble M des x E B 
tels que f (x) # g(x) est p-intégrable, puisque c'est l'image réci- 
proque par l'application p-mesurable x - (f (x), g(x)) du complé- 
mentaire de la diagonale dans F x F, qui  est ouvert (no 5, prop. 7); 
si I , u ~ ( M )  = cc > O, il existe une partie compacte K c M telle que 
IpI(M - K) < cc/2 et que les restrictions de f et g à K soient con- 
tinues; il y a donc un entourage V, de F tel que (f (x), g(x)) $ V, 
pour tout x E K, et par suite, on a (f, g) 6 W (V,, B, 4 2 ) .  

On en conclut que, lorsque F est séparé, l'intersection de 
tous les entourages de Y ( A ,  p ;  F) est l'ensemble des couples ( f i  g) 
tels que f (x) = g(x) localement presque partout dans A. L'espace 
uniforme séparé associé à Y(A, p ;  F), que nous noterons S(A, p ; F) 
ou &(A, p) (ou même S,(p) ou S, lorsque A = X) - -  est - - donc - - - - -  formé 
des c~asses~d'équzvalencepoür l a  relation 4 f (x) = g(x) localement 
presque partout dans A P dans l'ensemble 9 ( A ,  p ;  F). 

PROPOSITION 17. -Soit unejumille localement dénom- 
brable de parties p-mesurables de A, deux à deux disjointes et telles 
que A - U A ,  soit localement p-négligeable. Alors, si, pour toute 

XEL 

classe ,f E S(A, p ;  F), et tout Â E L, .f, désigne la classe de la restric- 
tion à A, de 1 'une quelconque des jonctions de la classe f i  1 'applica- 
tion $: .f ++ est un isomorphisme de l'espace uniforme 
S(A, p ; F) sur 1 'espace uniforme produit n S(A,, p ; F). 

A EL 

Il résulte d u  no 10, prop. 16 que $ est bijective. Considérons 
un entourage T de S(A, p ;  F), image canonique d'un W(V, B, G), 
où B est une partie compacte de A; on sait que I'ensemble J des 
Â G L tels que B n A, # 0 est dénombrable (no 9), et l'on a 

J&B) = J ~ ] ( B  n A,); il y a donc une partie finie H de J telle que 
Â e J  

l'on ait 

Ceci posé, I'image de T par $ x $ est contenue dans I'image 
canonique du produit n W(V, B n A,, 6). D'autre part, si m est 

A EH 

le nombre des éléments de H, l'image de T par $ x t+h contient 
I'image canonique de l'entourage n W (V, A,, 6/2m), ce qui 

,EH 

prouve la proposition. 
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PROPOSITION 18.- Si F est métrisable, et si A est réunion 
d 'un ensemble loculement p-négligeable et d'une suite (A,) d'ensern- 
bles p-intégrables, 1 'espace S(A,  p ; F) est mitrisable. 

Comme chaque A,  est réunion d'un ensemble négligeable 
et d'une suite d'ensembles compacts, on peut déjà supposer que 
les A, sont compacts et deux a deux disjoints. La prop. 17 permet 
ensuite de supposer que A est compact. Si (V,) est un système 
fondamental dénombrable d'entourages de F, il est clair que les 
W (V,, K, l / n )  forment un système fondamental d'entourages de 
Y ( A ,  y ;  F) lorsque n parcourt N, d'où la proposition. 

Lemme 4. -- Soit F un espace uniforme métrisable, et soit 
B c A une réunion dénombrable d'ensembles p-intégrables. Alors, 
pour toute suite de Cauchy (J i )  dans Y ( A ,  y ;  F), il existe une suite 
(f,,) extraite de (f,), telle que ( j i , ( x ) )  soit une suite de Cauchy dans 
F pour presque tout x E B. 

Supposons d'abord B intégrable, et désignons par d une 
distance compatible avec la structure uniforme de F. Nous allons 
définir par récurrence une suite double (j,,) de fonctions de 
.(Y(A, y ;  F) telle que fo, = .f, pour tout n, que (.fm,),,, soit cxtraite 
de ( . fm-  ,.,),,, pour tout m > O, et enfin que, pour m > O, I'en- 
semble Mm, des x E B pour lesquels d( fm,(x),,fm,, + ,(x)) > 1/2"+"+ ' 
ait une mesure I,I(Mmn) < 1/2m+n+1 ; la possibilité de cette défini- 
tion résulte de cc que ( f , )  est une suite de Cauchy dans <Y'(A, p ;  F). 
Posons Mm = U Mm,; on a 

n2 O 

et pour tout x E B - M m ,  on a d( fmn(x),f;,,,+,,(x)) < 1/2m+n+ ' 
pour tout n 3 O et tout p > 0;  donc, la suite (fm,(x)),,, est une 

m . . 

suite de Cauchy dans F. Soit alors N = n Mm ; N est négligeable. 
m=O 

Posons t ,  = f,, pour tout n 3 O; pour tout m, la suite (g,),,, est 
extraite de la suite (f, ,), , ,; si x E B - N ,  il y a un indice m tel 
que x I# M,I, ce qui prouve que la suite (g,(x)) est une suite de 
Cauchy dans F. 

Si maintenant B est réunion d'une suite (B,) d'ensenbles 
intégrables, on peut définir par récurrence une suite double tg,,) 
telle que g,,, = f,, que (g,l,),3, soit une suite extraite de ( g ,  ,,,),, , 
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pour tout m > O, et que la suite (gm,(x)),,, soit une suite de 
Cauchy dans B, - Pm, où Pm est négligeable. Posons h, = g,, 
pour tout n 2 0, de sorte que, pour tout m, la suite (h,),,, soit 
extraite de (g,,),,, ; la suite (h,(x)),>, est alors une suite de Cauchy 

a, 

dans F pour tout x E B - P, où P = U Pm est négligeable. 
m = O  

PROPOSITION 19. -Si l'espace uniforme F est métrisable et 
complet, 1 'espace uniforme S(A, p ; F) est complet. 

Il existe une famille (KA),,, de parties compactes de A, 
localement dénombrable, telle que les K, soient deux à deux 
disjointes et que A - U K ,  soit localement négligeable (no 9, 

i 

prop.  14). En vertu de la prop. 17, S(A, p ;F)  est isomorphe au 
produit S(Kn, p ; F) ; on est donc ramené à démontrer la propo- 

AEL 

sition lorsque A est intégrable ; alors (prop. 18), S(A, ,u ; F) est 
métrisable, et en vertu du lemme 4, pour toute suite de Cauchy 
(f,) dans Y(A, p ;F), il y a une suite extraite (f,,) qui est convergente 
dans A - N, où N est négligeable; la limite f de (f,,) (prolongée 
de façon arbitraire à A tout entier) est alors p-mesurable, et il 
résulte de l'extension du th. d'Egoroff mentionnée au no 10 que 
la suite (f,,) converge en mesure vers f dans A. Cela entraîne que f 
est une valeur d'adhérence de la suite (f,) dans Y(A, p;F), et 
comme la suite (f,) est par hypothèse une suite de Cauchy, elle 
converge vers J: 

C.Q.F.D. 

COROLLAIRE. -Soit F un espace uniforme métrisable. 
(i) Toute suite (f,) d'éléments de Y(A, ,u;F) qui converge 

localement presque partout vers une application f (nécessairement 
,u-mesurable) de A dans F, converge en mesure vers f dans A. 

(ii) Soit (f,) une suite d'éléments de Y(A, p ;  F), qui converge en 
mesure vers une application f de A dans F. Pour tout ensemble 
B c A réunion dénombrable d'ensembles intégrables, il existe une 

- - -  - - - -  ~ - ~ 

suite (A,) extraite de (f,) telle que la suite ( f,,(x)) converge dans F 
vers f (x) pour presque tout x E B. 

(i) L'assertion résulte aussitôt de l'extension du th. d'Egoroff 
mentionnée au no 10. 

(ii) En vertu du lemme 4, il existe une suite (f,,) extraite de 
(f,) telle que ( f,,(x)) soit une suite de Cauchy dans F pour tout 
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x E B - N, où N est négligeable; soit J"(x)E 6 la limite de cette 
suite pour x E B - N. Il est clair que f '  est une application p- 
mesurable de B - N dans E, et la suite (f,,) converge en mesure 
vers f" dans B - N, en vertu de ( i) ; f l  est par suite égale à f'presque 
partout dans B. 

PROPO~ITION 20.- Soit F un espace de Banach, muni de la 
structure uniforme dé$nie par su norme. 

(i) Pour toute partie p-mesurable A de X, la topologie de la 
convergence en mesure est compatible avec la structure d'espace 
vectoriel de Y(A, p ; F). 

(ii) L'espace . f ( X  ; F )  est partout dense dans Y(X, p ; F7). 
(iii) Pour tout nombre réel jîni p 3 1, la topologie induite 

par la topologie de la convergence en mesure sur 1 'espace YF(X, p) 
est moinsJine que la topologie de la convergence en moyenne d'ordre 
P .  

(i) Pour toute partie p-intégrable B de A et tout 6 > 0, 
désignons par T(B, 6) l'ensemble des f E ,Y(A, p ;  F) tels que l'en- 
semble C des x E B tels que If(x)l > 6 vérifie la relation Ipl(C) < d ;  
il est clair que si V, est l'entourage de F formé des couples (y, z) tels 
que ly  - zl < 6, l'entourage W(V,, B, 6) est l'ensemble des couples 
(f,g) d'applications mesurables de A dans F telles que f - g~ T(B'6). 
Il est clair que les ensembles T(B, 6) sont symétriques, et que l'on 
a T(B, 6) + T(B, 6) c T(B, 26) et T(B, a6) c aT(B, 6) pour tout 
scalaire a tel que Ial < 1 ; il suffit donc de vérifier que les ensembles 
T(B, 6) sont uhsorhants (Esp. vect. top., 3' éd., chap. 1, 5 1, no 5, 
prop. 4). Or, si f est une application p-mesurable de A dans F, la 
fonction numérique If1 est aussi p-mesurable (no 3, cor. 6 du th. 1). 
Soit C, l'ensemble des x E B tels que If(x)l 3 n ;  les C, forment une 
suite décroissante d'ensembles intégrables dont l'intersection est 
vide ; donc il existe un entier n tel que IpI(C,) < 6 ( 5  4, no 5, cor. de 
la prop. 7); on peut en outre supposer n pris assez grand pour que 
l / n  < 6 ;  alors on a f /n2 E T(B, 6)' ce qui achève de prouver 
l'assertion (i). 

(iii) La relation l f l P  dlpl < dP+ '  entraîne que si C est l'en- 
semble des x E X tels que If(x)l > 6, on a 

d'cù Ipl*(C) < 6, ce qui démontre (iii). 
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(ii) En vertu de (ii i) ,  il suffit de montrer par exemple que 9; 
est partout dense dans Y',, puisque par définition X ( X ; F )  est 
dense dans 9; pour la topologie de la convergence en moyenne. 
Or, soient f un élément quelconque de ,Y,, et T(B, 6) un voisinage 
de O dans cet espace ; on voit comme dans (i) qu'il existe une partie 
intégrable C de B telle que IpI(C) 6 6 et que f soit bornée dans 
B - C;  désignant alors par g la fonction égale à f dans B - C, à 
O dans X - (B - C), il résulte du no 6, th. 5 que g est intégrable, 
et l'on a évidemment f - g E T(B, 6). 

Remarque.\. 1 )  L'espace vectoriel topologique Y ( X , p ; F )  
n'est pas nécessairement localement convexe (exerc. 24). 

2) La topologie induite par la topologie de la convergence en 
mesure sur l'ensemble des f telles que N,(Q < 1 peut être stricte- 
ment moins fine que la topologie induite sur cet ensemble par la 
topologie de la convergence en moyenne d'ordre p (exerc. 33). 
Voir toutefois la prop. 21 ci-dessous. 

DÉFINITION 10.- Soient X un espace localement compact, y 
une mesure sur X ,  F un espace de Banach, et p E (1, + x (. Une 
partie H de YF(X, p) est dite équiintégrable d'ordre p (pour p)  si 
elle satisfait aux conditions suivantes: 

(i) Pour tout E > O ,  il existe 6 > O tel que, pour tout ensemble 
intégrable A de mesure IpI(A) < 6 et pour toute f E H ,  on ait 

(ii) Pouï tout E > O, il existe une partie compacte K de X 
telle que, pour toute f E H ,  on ait I f l ~ ~ , - ~  dlp/ < E. 

Si p = 1, on dit « équiintégrable » au lieu de « équiintégrable 
d'ordre p P. 

- - - Remarque, - Supposons y bornée; Pour tout a > 0, 
l'ensemble des applications mesurables de X dans F telles que 
If(x)( d a presque partout est équiintégrable d'ordre p, et ceci 
quel que soit p E (1, +a[. 

PROPOSITION 2 1 .  - Soit H une partie de 2'$(X, p) équiinté- 
grable d'ordre p. Sur H ,  la structure uniforme de la convergence en 
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mesure est égale à la structure unforme induite par celle de 
Y f v ?  P). 

Soit E > O. Il existe 6 et K avec les propriétés (i) et (ii) de la 
déf. 10. Soient f ,  g dans H telles que 

pour x E K ,  sauf sur un ensemble M de mesure < 6. On a 

et de même 

Donc la structure uniforme de la convergence en mesure sur H 
est plus fine que la structure uniforme induite par celle de 
Y f ( X ,  p). Il suffit alors d'appliquer la prop. 20. 

12. Une propriété de la  convergence vague 

Lemme 5. -Soient X un espace localement compact, p une 
mesure positive bornée sur X ,  F un espace de Banach, f une fonction 
bornée sur X à valeurs dans F .  Les conditions suivantes sont 
équivalentes: 

(i) L'ensemble des points de discontinuité de f est p-négligeable. 
(ii) Pour tout E > O, il existe des éléments a,,. . . ,a ,  de F, des 

fonctions g,, . . . , g, appartenant à X ( X ) ,  et une fonction h 3 O con- 
tinue bornée sur X, tels que I f  - glal  - . . . - g,a,l G h < 2 sup I f (  
partout sur X ,  et J h  dp 6 E. 
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Nous noterons N l'ensemble des points de discontinuité 
de f, et nous poserons M = sup Jfl. 

(i) * (ii). Supposons la condition (i) satisfaite. Soit E > O. 
La fonction f est pintégrable (no 2, cor. 4 de la prop. 5 et no 6, 
th. 5), donc il existe a , ,  . . .,a, dans F, g , ,  . . ., g, dans X(X)  tels 
que, posant k = (f - g,a, - . . . - g,a,(, on ait J k d p  6 c/2 (§ 3, 
no 5, prop. 10). En multipliant g , ,  . . .,g, par un même élément 
convenable de X(X),  on peut en outre supposer que 

Ig1a1 + - .  . +g,anl l f l  
sur X, d'où k < 2M. L'ensemble N' des points de discontinuité 
de k est contenu dans N, donc est négligeable. Pour tout x E X, 
posons E(x) = 1im.sup k(y).  On a 2M 3 1 S k sur X, et 1 = k sur 

Y -+X 

X - Nt, c'est-à-dire presque partout pour p, donc J l  dp 6 ~ / 2 .  
D'autre part, 1 est bornée et semi-continue supérieurement, donc 
enveloppe inférieure de l'ensemble des fonctions continues bornées 
majorant 1. Il existe donc une fonction continue bornée h 3 1 sur 
X telle que h 6 2M et J h dp 6 J 1 dp + €12 ( 5  4, no 4, cor. 2 de la 
prop. 5). O n  a alors h dp < E ,  et If - g,a, - - . . - gnanl G h. 

(ii) => (i). Supposons la condition (ii) satisfaite. Pour tout 
x E X, soit W(X) l'oscillation de f en x. Soit E > O. II existe a,, . . , a,, 
g,, . . , g,, h avec les propriétés de (ii). Pour tout x E X, ~ ( x )  est 
l'oscillation de f - g,a, - - - - -g,a, en x, donc o(x) < 2h(x). 
Donc l c o d p  6 26. Par suite, l'ensemble A, des x E X tels que 
o(x) JÈ est tel que p(AJ $ 2 4 .  Ceci prouve que p(N) ,< 2 6 ,  
d'où p(N) = 0. 

PROPOSITION 22.- Soient F un espace de Banach, X un espace 
localement compact, d l'ensemble des mesures positives bornées sur 
X, p un élément de 8, 23 une base deJiltre sur 8. On suppose que 23 
converge vaguement vers p et que llvll tend vers l l p l l  suivant 23. Soit 
f une application de X dans F uérijiant les conditions suivantes: 
(i) f est bornée, intégrable pour p et pour toute mesure appartenant 
à un élément de 23; 
(ii) l'ensemble des points de discontinuité de f est p-négligeable. 

Alors jf dv tend vers Jf dp suivant 23. 
Soit E > O. Il existe des éléments a,, . . ., a, de F, des fonctions 

g,, . . ., g, de K(X), et une fonction h 2 O continue bornée sur X, 
telsquelf -g , a ,  - . . .  -gnanl f h 6 2 s u p I f l s u r X e t J h d p  G E  
(lemme 5). Soit M = suplfl. Il existe une partie compacte K de X 
telle que p*(X - K) < E (54, no 7, prop. 12, et no 6, th. 4), un 
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voisinage compact K' de K dans X, et une application continue 
h' de X dans (O, 2 ~ )  tels que h' = h sur K, h' = 2M sur X - Kt;  
en remplacant h par sup(h, h'), on peut supposer en outre que h' 
majore h. O n  a S(ht - h) d p  2Mp*(X - K) 2Mc. D'autre part, 
h' = hl + 2M, où hl E X(X). Compte tenu du 5 4, no 7, prop. 12, 
le nombre Jh'dv = Jhl  dv + 2MIvl tend suivant 23 vers 

Il existe alors un A E 23 tel que, pour toute v E A, on ait 

Ces inégalités entraînent 

+ 1 h dp a 2(M + 2 ) ~ ,  

ce qui démontre la proposition. 

Remarque. - Les conditions (i) et (ii) de la proposition 22 sont 
satisfaites si f est continue et bornée. 

Exemple. - Prenons pour X l'espace compact U des nombres 
complexes de valeur absolue 1. En posant, pour toute f E X(U),  

1 

p(f) = 1 f (e2'"') dt, on définit une mesure positive de masse 1 
O 

sur X. D'autre part, soit 6 un nombre réel; pour tout entier n 2 0, 
soient v, la masse unité placée au point e2'""' de U, et 

de sorte que p, est une mesure positive de masse l .sur  U. Alors, 
si 0 est irrationnel, p, tend vaguement vers p. En effet, comme les 
combinaisons linéaires des fonctions z H zk (k E Z) sont partout 
denses dans X ( U )  (Top. gén., chap. X, 2" éd., 4 4, no 4, prop. 8), 



il suffit de prouver que yn(zk) tend vers p(zk) pour k E Z. Or, pour 
k = O, on a pn(zk) = p(zk) = 1 ; pour k # O, on a 

1 e2ixk0 + e4ink8 
yn(zk) = =(1 + + . . . + eZinkn8 1. 

Comme e2i"ke # 1 (puisque 8 est irrationnel), on en déduit 

donc yn(zk) tend vers O = p(zk). Dans ces conditions, on peut 
appliquer la proposition 22, et on voit en particulier que, si A est 
une partie de U de frontière négligeable pour p, pn(A) tend vers 
p(A). Autrement dit, si p, désigne le nombre d'entiers k E (O, n )  
tels que e2i"k8 E A,  n-  'pn  tend vers p(A) quand n tend vers + co. 

tj 6. Inégalités de convexité 

1. Le théorème de convexité 

THÉORÈME 1 .  - Soient X un espace localement compact, p une 
mesure positive sur X ,  F un espace de Banach réel, D un ensemble 
convexe fermé dans F, f une fonction sur X telle que f (X)  c D. 
Pour toute fonction numérique intégrable g 2 O non négligeable et 

Sfg 
telle que fg soit intégrable, le point --- appartient à D. 

Ss dp  
En efet, soit F' le dual de F, et soit (z, a ' )  < ol (a' E F' ,  a E R) 

une relation définissant un demi-espace fermé contenant D. Comme 
fg est intégrable, il en est de même de la fonction numérique 

cor. 1 du th. 1); mais par hypothèse ( f ( x ) ,  a') < a pour tout x E X,  
donc ( f (x )g(x ) ,  a') < ag(x) ;  en intégrant, il vient 

Sfg d y  
Cela prouve que le point --- appartient à tout demi-espace 

Sg dp 
fermé contenant D;  mais en vertu du th. de Hahn-Banach, D est 
l'intersection des demi-espaces fermés qui le contiennent (Esp. vect. 
top., chap. I I ,  2' éd., 5 5, no 3, cor. 1 de la prop. 4), d'où le théorème. 
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COROLLAIRE.-Si la mesure positive p est de masse totale 
égale à 1, et si f est intégrable, J f  dp appartient à 1 'enveloppe fermée 
convexe de f(X) dans F. 

Il suffit de prendre pour fonction g la constante 1. 

2. L'inégalité de la moyenne 

Nous allons préciser le th. 1 pour les fonctions mesurables 
numériques (finies ou non). 

DÉFINITION 1 .- Soient X un espace localement compact, ,u une 
mesure sur X. Etant donnée une fonction numérique f ($nie ou 
non), définie localement presque partout dans X, on appelle maximum 
en mesure, ou p-maximum (resp. minimum en mesure, ou p-minimum) 
de la fonction f, et on désigne par Mm( f )  (resp. mm( f )) la borne 
inférieure (resp. supérieure) de l'ensemble des nombres a tels que 
1 'on ait f (x) d a (resp. f (x) 2 a) localement presque partout (pour p). 

Il résulte aussitôt que la définition que m,(f) = - Mm(-  f ), 
donc de toute propriété du maximum en mesure on déduit une 
propriété correspondante du minimum en mesure. 

Pour tout a > Ma( f ) ,  l'ensemble des x E X tels que f (x) > a 
est localement négligeable; or, l'ensemble des X E  X tels que 
f (x) > M m (  f )  est réunion des ensembles où f (x) > r,, r ,  parcou- 
rant l'ensemble des nombres rationnels > M m (  f ) ;  on a donc 
f(x) d M,(f) localement presque partout ( 5  5, no 2). O n  a de 
même f(x)  2 m,(f) localement presque partout; on en déduit 
que mm( f )  d Mm( f )  si la mesure ,u n'est pas nulle; en outre, la 
relation mm( f )  = Mm( f )  équivaut à dire que f est localement 
presque partout égale à une constante. Il est clair que, si la mesure p 
n'est pas nulle, on a 

Si deux fonctionsf, g sont égales localement presque partout, 
on a m,(f = mm(d et Mm(f = Mm(g). 

Enfin, si f et g sont deux fonctions telles que f t g soit définie 
localement presque partout, on a 

si le second membre est défini, comme il résulte aussitôt de la 



déf. 1 ; de même si f et g sont toutes deux 2 O, et telles que fg soit 
définie localement presque partout, on a 

si le second membre est défini. 
Lorsque Mm( f )  < + co, on a f ( x )  < + CC localement presque 

partout, mais pas nécessairement presque partout. O n  dit qu'une 
fonction numérique f est bornée en mesure (pour la mesure p) si 
elle est déjinie et finie presque partout, et si en outre les nombres 
m,(f)  et M , ( f )  sont tous deux finis (cette dernière condition 
revenant à dire que M,(l f 1 )  < +a). 

PROPOSITION 1 (inégalité de la moyenne). -- Soit f une fonction 
numérique mesurable et bornée en mesure. Pour toute fonction numé- 
rique intégrable g 2 O, la fonction fg (déjinie presque partout) est 
intégrable et on a 

En outre, deux des trois membres de l'inégalité ( 3 )  ne peuvent 
être égaux que si, dans l'ensemble des x E X où g(x)  # O, f est 
presque partout égale a Mm( f),  au presque partout égale a mm( f ). 

En effet, fg est mesurable ( 5  5, no 3, cor. 5 du th. 1); en outre, 
on a l'inégalité mm( f )g(x) < f (x)g(x)  ,< M W (  f )g(x), non seulement 
localement presque partout, mais même presque partout, car 
l'ensemble des points x E X où g(x) # O est réunion dénombrable 
d'ensembles intégrables (9  5, no 6, lemme 1). On en déduit que 
fg est intégrable (§ 5, no 6, th. 5) et on a l'inégalité (3). D'autre part, 
la fonction M,(f)g - fg est presque partout définie et égale à 
(Mm( f )  - f )g ; elle est donc presque partout 2 O dans X ;  
comme la relation M , ( ~ ) J ~  dlp/ = Jfgdlpl est équivalente à 
J ( M , ( f )  - f )g dl,ul = O, elle ne peut avoir lieu que si la fonction 
( M m (  f )  - f ) g  est négligeable, ce qui achève la démonstration. 

En écartant le cas trivial où Jgdlpl = 0, l'inégalité (3) se déduit 
du th. 1 du  no 1 appliqué à l'intervalle D = (mm( f ), M,( f ) ) .  
On peut apporter au  th. 1 du no 1 des compléments analogues à 
ceux de la prop. 1, qui précisent dans quel cas le point 

appartient à la frontière de D (exerc. 2). 
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3. Les espaces Lg) 

DÉFINITION 2. - Pour toute applicution f de X dans un espace 
de Banuch F, on pose N,(f) = M,(lfl); on dit que f est bornée 
en mesure (pour la mesure p) si N,(f) est @ni. On désigne par 
9; (X, p) (OU 9; (p), OU simplement 2,4') 1 'ensemble des applicu- 
tions mesurahles et bornées en mesure de X dans F. 

Une fonction f de 9," peut donc être caractérisée par le fait 
qu'il existe une fonction mesurable et bornée égale localement 
presque partout à f. 

Il résulte aussitôt de (1) qu'on a 

d'autre part, on a N,(mf) = lalN,(f) pour tout scalaire cx. 
L'ensemble Y? est donc un sous-espace vectoriel de l'espace de 
toutes les applications de X dans F, et N,(f) est une semi-norme 
sur cet espace vectoriel. Soit (f,) une suite de fonctions de Y?, 
qui converge vers f E 9," pour la topologie définie par la semi- 
norme N,,(f); pour tout entier m, il existe un ensemble localement 
négligeable Hm et un entier n,, tels que, pour tout entier n 3 no 
et tout x $ Hm, on ait If(x) - f,(x)I d l / m  (toute réunion dénom- 
brable d'ensembles localement négligeables étant localement 
négligeable); la réunion H des Hm est localement négligeable, 
et on voit que f,(x) tend uniformément vers f(x) dans le complé- 
mentaire de l'ensemble localement négligeable H ; la réciproque 
est immédiate. 

Il est clair que toute fonction égale localement presque partout 
à une fonction de 9," appartient à 9 2 .  En particulier, les fonc- 
tions localement négligeables définies dans X et à valeurs dans F 
forment un sous-espace vectoriel J1/F de Y;, caractérisé par la 
relation N,(f) = O (adhérence de O pour la topologie définie par 
Nm(f)). On désigne par L,"(X, p) (ou LF(p) ou L,") l'espace séparé 
associé à (;OF, c'est-à-dire l'espace quotient 221 JVT ; sa topologie 
est définie par la norme déduite de N, par passage au quotient; la 
norme d'une classe f t L," s'écrit N,(@, ou encore l/f 11  , .  Lorsque 
F = R (resp. C), on écrit Y"' et Lm au lieu de Y;  et L," (resp. 
2; et L,") s'il n'en résulte pas de confusion. 

PROPOSITION 2. - L'espace 2?F est complet : 1 'espace L," est 
un espace de Banach. 



Soit en effet (f,) une suite de Cauchy dans 9,"; pour tout 
entier n, il existe un entier k, tel que, pour r 2 k, et s 2 k,, 
on ait N,(f, - f,) < l ln ; il existe donc un ensemble localement 
négligeable A,, tel que I'on ait If,(x) - f,(x)l < l ln pour tout 
x $ A,,. Si A, est la réunion des ensembles A,, (pour r 3 k, et 
s k,), A, est localement négligeable, et pour tout x $ A,, on 
a If,(x) - f,(x)(< lln pour tous les indices r 2 k,, s 2 k,. Soit 
A l'ensemble localement négligeable réunion des A,, et posons 
g,(x) = f,(x) pour x 4 A, g,(x) = O pour x E A; g, appartient à 
2'2, et d'après la définition de A, la suite (g,) converge uniformé- 
ment dans X vers une fonction g. 11 en résulte que la fonction g 
est mesurable ( 5  5, no 4, th. 2); en outre, g est bornée dans l'en- 
semble des x E X où (g,,(x)l < N,(g,,), et comme le complémen- 
taire de cet ensemble est localement négligeable, g appartient à 
9,". Il est clair que dans 97, la suite (g,) a pour limite g, et il en 
est donc; de même de la suite (f,), puisque N,(f, - g,) = O pour 
tout n. La seconde partie de la proposition s'en déduit immédiate- 
ment. 

Remarques. - 1 )  Toute fonction f continue et bornée dans X, a 
valeurs dans F, appartient à Y?, et l'on a 

N d )  d l l f  11 = sup If(x)l. 
x EX 

Pour que I'on ait N,(f) = IlfIl pour toute fonction continue et 
bornée f, i l  faut  et il suffit que le support de la mesure ,u soit égal 
à X. En effet, s'il existe une fonction continue f à support com- 
pact négligeable et non identiquement nulle, on a N,(f) = O et 
//fil > O. Inversement, si le support de p est égal a X, pour toute 
fonction continue et bornée f et tout nombre a < Ilfll, l'ensemble 
des x E X tels que lf(x)l > a est ouvert et non vide, donc de mesure 
extérieure > O, ce qui montre que N,(f) = / / f / l .  

Lorsque le support de ,u est égal à X, on peut donc identifier 
l'espace normé 55 "(X ; F)  des fonctions continues et bornées dans X, 
à valeurs dans F, avec un sous-espace de l'espace Y?. Comme Y? 
n'est pas en général séparé, le sous-espace Vb(X; F) n'est pas en 
général fermé dans Y:, mais son image canonique dans LF est 
un sous-espace fermé de LF (qu'on peut d'ailleurs identifier a 
gb(X ; F) dans le cas envisagé). En général, Vb(X; F) est distinct de 
L;, c'est-à-dire que, pour une fonction mesurable et bornée quel- 
conque f, il n'existe pas en général de fonction g continue et égale à 
f localement presque partout ( 5  5, exerc. 12). Cela entraîne que 
l'espace .%"(X; F) des applications de X dans F, continues et a 
support compact, n'est pas partout dense dans L+n général, alors 
qu'il est partout dense dans chacun des espaces Lf pour 

( 5  3, no 4, déf. 2). 
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2) Il est immédiat que la topologie définie par la semi-norme N, 
est plus fine que la topologie induite sur 504°F par la topologie de 
la convergence en mesure ( 9  5 ,  no I I ) .  

4. L'inégalité de Holder 

Dans ce numéro, p et q désigneront deux nombres réels tels 
que 1 < p < + CO, 1 < q < + m,  liés par la relation l / p  + l / q  = 1 ; 
on a donc q = p/(p - 1) si 1 < p < +KI, q = + m  si p = 1 
et q = 1 si p = + a ;  p et q seront appelés des exposants con- 
jugués. On remarquera que la relation 1 < p < 2 équivaut à 
2 < q < + m ; on n'a p = q que lorsque p et q sont égaux à 2. 

THÉORÈME 2 (inégalité de Holder). - Soient f et g deux fonc- 
tions numériques jînies presque partout et telles que f soit égale 
presque partout à une jonction de LFP et g ci une fonction de Yq. 
Alors la fonction fg (déJ;nie presque partout) est intégrable, et ,on a 

(4) N d f g )  < Np( f )Nq(g) .  

Soit f ,  (resp. g,)  une fonction de LFP (resp. 9" à laquelle f 
(resp. g) est presque partout égale; fg est égale presque partout à 
la fonction f ,g,  partout définie et finie, qui est mesurable comme 
produit de deux fonctions mesurables ( 5  5, th. 1 et 5). Si 

l'inégalité de Holder pour l'intégrale supérieure (chap. 1, no 3, 
prop. 4) donne l'inégalité (4), et la relation NI(  fg) < + cc montre 
alors que jg est intégrable ( 5  5, no 6, th. 5). Si p = 1, q = + a ,  
l'inégalité (4) et le fait que fg soit intégrable sont des conséquences 
immédiates de l'inégalité de la moyenne (no 2, prop. 1); le théorème 
est donc démontré dans tous les cas. 

COROLLAIRE 1 . S o i e n t  F, G, H trois espaces de Banach, et 
(u, V) ++(D(u, V) une application bilinéaire continue de F x G dans 
H, telle que I@(u, v)l < lui. IV[. Si f E 9'; et g E 96, la jonction 
@(f, g) est intégrable, et on a 

En effet, @(f, g) est mesurable ( 5  5, no 3, cor. 5 du th. 1); 
comme I(D(f, g)l < If/. lgl, le corollaire résulte du th. 2 et du critère 
d'intégrabilité du 5 5, no 6, th. 5. 



Deux cas particuliers du cor. 1 sont importants dans les 
applications : 

COROLLAIRE 2. -Soit F un espace de Banach réel (resp. com- 
plexe), F' son dual fort (Esp. vect. top., chap. IV, 4 3), et soit 
( z ,  z') ++ ( z ,  z ' )  la forme bilinéaire canonique sur F x F'. Si f E 9F 
et g~ Y&, la fonction numérique (resp. complexe) ( f ,  g) est 
intégrable, et on a 

En effet, on a I(z, z')i < IzI. Iz'I. 

Lorsque F est un espace hilbertien réel ou complexe, on sait 
qu'on peut l'identifier canoniquement à son dual F' (Esp. vect. 
top., chap, V ,  1, no 6). Comme l'espace LF est complet, on a le 
résultat suivant : 

COROLLAIRE 3. -Soient p une mesure positive sur X ,  F un 
espace hilbertien réel (resp. complexe). Sur l'espace Lg, la forme 
symétrique (resp. hermitienne) 

déjinit une structure d'espace hilbertien, pour laquelle la norme est 
égaie à llil12. 

COROLLAIRE 4. - Soient F un espace de Banach, f une fanction 
de 9 6 ,  g une fonction numérique appartenant à 9,; la fonction fg 
est intégrable et on a 

COROLLAIRE 5. - Soient f,, f,, . . . , f, n fonctions positives inté- 
n 

grables, a,, a,, . . ., a, n nombres > O tels que ai = 1 ;  dans ces 
i =  1 

conditions, la fonctionfTlJfy.. . f nn est intégrable, et on a 

En effet, le produit f ",? . . . f: est mesurable, comme produit 
de fonctions mesurables ( 4  5, th. 5 et th. 1); l'inégalité (8) étant 
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vraie pour les intégrales supérieures (chap. 1, no 2, cor. de la 
prop. 2) la fonction f*,lf",' . . f i n  est intégrable (§ 5, no 6, th. 3, 
d'où le corollaire. 

Le cor. 2 du th. 2 se précise par la proposition suivante 

PROPOSITION 3. -Soient ,u une mesure positive sur X ,  F un 
espace de Banach réel ou complexe, F' son dual fort, (z, z') H (z, z') 
la forme bilinéaire canonique sur F x F'.  

1" Pour toute fonction f E 2'P, (1 < p < + XI), on a 

lorsque g parcourt l'ensemble des fonctions de 2'4,, telles que 
Nq(g) G 1- 

2" Pour toute fonction g E LZ'F, (1 < q < + a), on a 

lorsque f parcourt l'ensemble des fonctions de 2'6 telles que 
NP(O < 1. 

Démontrons d'abord la relation (9); nous distinguerons deux 
cas. 

1" 1 < p < + XI. La relation (9) étant triviale lorsque Np(f) = O 
(car alors f et (f, g) sont négligeables), on peut toujours, en multi- 
pliant f par un scalaire, supposer que N,(f) = 1. Supposons en 

n 

premier lieu que f soit une fonction étagée intégrable, f = 1 akcp,, 
k =  1 

où les A, sont deux à deux sans point commun (§ 4, no 8, lemme 1). 
n 

On a donc par hypothèse z lakIPp(Ak) = 1. Pour tout E > O, il 
k =  1 

existe (pour tout indice k) un vecteur ai E F' tel que Jadq = laklP 

si p > 1 (resp. /a;l = 1 si p = 1) et (ak, ai) 2 (1 - ~)la,l. lail 
n 

(Esp. vect. top., chap. IV, 5 5, no 1). Si on pose g = 1 akq,,, on a 
k =  1 

1 /a;/qp(Ak) = 1 si p > 1 (resp. sup Ia~l = 1 si p = 1), donc 
k =  1 l < k < n  

NJg) = 1 ; d'autre part 



et comme lail = lak)P'q = la,lP-' si p > 1 (resp. lai) = 1 si p = I), 
on a 

ce qui démontre dans ce cas la relation (9). 
Passons au cas où f est un élément quelconque de YP, tel que 

N,(f) = 1. Pour tout E > O, il existe une fonction étagée f, E 9 F  
telle que N,(f - f,) < E ( 5  4, no 10, cor. 1 de la prop. 19). D'après ce 
que nous venons de voir, il existe une fonction g~ 9%. telle que 
N,(g) = 1 et que l ( f l ,g )dp  2 N,(f,) - E 2 1 - 28. Or, on a 

et d'après (6), 

ce qui démontre (9). 
2" p = + W .  On peut encore se borner au cas où N,(f) > 0. 

Soit a un nombre quelconque tel que O < a < N,(f); par hypo- 
thèse, l'ensemble des x E X tels que If(x)( > a est mesurable et n'est 
pas localement négligeable, donc il contient un ensemble compact 
K de mesure > O. Comme f est mesurable, il existe un ensemble 
compact K, c K, de mesure > O, et tel que la restriction de f à 
KI  soit continue. Il en résulte que, pour tout E > O, il existe une 
partition de K,  en un nombre fini d'ensembles intégrables, dans 
chacun desquels l'oscillation de f est ,< E ;  un au moins de ces 
ensembles A a une mesure > O. Soit a une des valeurs de f dans A ; 
on a lai > a, et If(x) - al E pour tout x E A. Il existe un vecteur 
a' E F' tel que la'[ = 1 et ]<a, a')l 2 la1 - E ;  la fonction 
g = cpA.af/p(A) est intégrable et on a N,(g) = 1;  d'autre part, 
on a 

Or, on peut écrire 
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o n  voit q u e  

comme E est arbitraire et a un nombre  quelconque < N,(f), la 
relation (9) est encore démontrée dans  ce  cas. 

O n  raisonne exactement d e  la même manière pour  démontrer  
la  relation (IO), en  considérant séparément le cas 1 < q .< +CO, 

et le cas q = + co, et  e n  utilisant le fait que, pour  tout  z' E F', o n  
a I z ' I  = sup  I ( z ,  zl)l par définition d e  la norme  dans  F'. 

I z l Q 1  

Remurques. - 1 )  Soit d un sous-espace vectoriel partout dense 
de Y:,; alors la formule (9) subsiste lorsque g parcourt l'inter- 
section de 8 avec l'ensemble B des fonctions de XF. telles que 
N,(g) d 1. Il suffit en effet de remarquer que l'intérieur B de B est 
dense par rapport à B, et que B n 8 est dense par rapport à B, 
puisque B est ouvert. Cette rcmarque s'applique en particulier à 
l'ensemble t" = X ( X ;  F') des fonctions continues à support compact 
(à valeurs dans F') lorsque 1 d q < + cn, c'est-à-dire 1 < p d + m. 
Mais dans ce cas, la formule (9) est vraie lorsque g parcourt 
B n X ( X ;  F'), même pour p = 1. En effet, on peut comme ci-dessus 
se borner au cas où f est étagée. On a vu alors que si N,(f) = 1, pour 
tout E > O, i l  existe une fonction étagée g E 9; telle que lg(x)l d 1 
pour tout X E  X et que J j ( f ,  g) d,uJ 3 1 - E. Il existe un nombre 
fini d'ensembles compacts Ki deux à deux sans point commun, 
tels que g ait une valeur constante a: dans chacun des Ki et que, 
si K est la réunion des Ki ,  on ait flqC, d,u < c. Soit Ui un voisinage 
de Ki tel que les ensembles Ui soient deux à deux sans point 
commun, et soit hi une application continue de X dans (O, 11, de 
support contenu dans Ui et égale à 1 dans Ki.  Si on pose h = xajlq,  
on a h(x) = g(x) dans K et lh(x)l 1 dans X, donc 

jkf. h)lqCK a E 

et par suite I[(f, h) d,ul >, 1 - 3c:, ce qui prouve notre assertion. 
On peut faire des remarques analogues pour la formule (10). 

2) Soient p une mesure positive sur X, f une fonction mesurable 
3 O (linie ou non), dont le support est contenu dans une réunion 
dénombrable d'ensembles compacts K,. On a alors, pour tout p 
tel que 1 d p +CO, 

lorsque g parcourt l'cnsemble des fonctions de X ( X ;  R) telles que 



N,(g) < 1. En effet, la formule (11) est un cas particulier de (9) 
lorsque Np( f )  < + a,  puisque alors f est équivalente à une fonc- 
tion de aPP ( 5  5 ,  no 6, th. 5). Si N p ( f )  = +CG, posons, pour tout 
entier n > O, f, = inf (n, fqKn).  On a 

* * 
~,(i.) = S U P J  / / x / ~ s  Q supJ  /îi+a, 

* 
d'où, en passant à la limite ( 5  1, no 3, th. 3), sup 1 1 f g  dp = + m .  

COROLLAIRE.-Soient p une mesure positive sur X ,  F un 
espace de Banach, F' son dual fort, g une fonction quelconque de 
Y4,,. La forme linkaire sur LF, déduite par passage au quotient de 
la forme linéaire f~ (f, g) dp sur 9 F ,  est continue et a pour 
norme N,(g). 

5. Application: velations entre les espaces LF (1 < p < + co) 

PROPOSITION 4. - Soit f une fonction mesurable à valeurs dans 
un espace de Banach F ;  l'ensemble 1 des nombres p tels que 
1 < p < +co et que Np(f) soit finie, est vide ou est un intervalle 
de W. Si 1 n'est pas vide, la restriction à 1 de 1 'application p +-+ Np(f) 
est continue; en outre, si f n'est pas négligeable, log N,(f) est une 
fonction convexe de l lp  dans f .  

Nous savons déjà (chap. 1, no 3, prop. 5) que l'ensemble J des 
nombres p > 1 finis tels que Np(f) < + co est vide ou est un inter- 
valle, et que log Np(f) est fonction convexe de l / p  dans J (lorsque f 
n'est pas négligeable); cela entraîne bien entendu la continuité 
de p - Np(f) dans J. 

Si J est vide, on a 1 = 0 ou 1 = { + C O ) ,  et la proposition est 
évidente dans ce cas; on suppose désormais J non vide. La propo- 
sition est aussi évidente si f est négligeable; on suppose désormais 
f non négligeable. Si s E J, on a, pour tout nombre fini p > s, 
If(* = Iflslfl~-s, et l'inégalité de la moyenne montre que 

En faisant tendre p vers + co, il vient 

lim . sup Np(f) < N,(f). 
p- + 

Ceci prouve que, si + co E 1, J contient des nombres arbitrairement 
grands; donc 1 est bien un intervalle de 8, et l'on a 1 = 5. La 
proposition sera démontrée si nous prouvons que p -Np(f) est 
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continue dans 5, et il suffit de l'établir aux extrémités de J. O n  peut 
en outre supposer que J n'est pas réduit à un point. Soient r et s 
l'origine et l'extrémité de J (r  < s < + CO). Soit A l'ensemble 
(mesurable) des x E X tels que If(x)( 2 1 ; on a 

Lorsque p E J tend vers r, IflP<pA tend vers flrqA en décroissant, 
l f [ p ~ c 4  tend vers flr<pcA en croissant. Donc / IflPqCA d(pl tend vers 

I* IflrqcA dlpl ( 5  1 ,  no 3, th. 3). D'autre part, IqP<pA est intégrable 

pour p E J, et 5 lflpqA dlp[ tend vers J lflrcpA dlpl ( 9  4, no 3, prop. 4). 

Donc jlflpdlpl tend vers J*Iflr dipl, ce qui prouve la continuité de 
p - Np(f) en r. 

Le même raisonnement s'applique au point s si s < + m .  
Supposons enfin s = + CO. Compte tenu de (13), il suffit de prouver 
que lim . inf Np(f) 3 N,(f). Or,  soit a un nombre tel que 

p + +  a> 

O < a < N,(f). Comme par hypothèse il existe des valeurs finies 
de p telles que N,(f) < + co, l'ensemble A des x E X tels que 
If(x)l 2 a, qui est mesurable et non négligeable, est intégrable en 
raison de l'inégalité q, < (Ifl/a)P; en outre, on tire de cette 
inégalité que N,(f) u.(lpl(A))li" ;disant tendre p vers + a, il 
vient lim .inf N,(f) 2 a, ce qui achève la démonstration. 

p+ + 00 

COROLLAIRE.-Si r, s, p sont trois nombres tels que 
1 6 r < p < s < +CO, l'intersection Z", n 9",st contenue dans 
Pi. 

On notera qu'en génkral, les topologies induites sur l'intersection 
3';. n Y, par les topologies des .Y; (r < p < s) sont distinctes. 
Si on ne fait aucune hypothèse supplémentaire sur p, les topo- 
logies induites sur n Y; par celles de .Y'; et de 2'; sont en 
général non cornpurahles (en d'autres termes, le rapport N,.(ïjjN,(f) 
peut prcndre des valeurs arbitrairement grandes et des valeurs 
arbitrairement petites dans Li?', n 2'; ; cf. exerc. 8). 

La prop. 4 peut être précisée lorsque p est une mesure bornée: 

PROPOSITION 5.-Soit p une mesure bornée, et soit f une 
fonction p-mesurable à valeurs dans un espace de Banach F. 
L'ensemble 1 des nombres p tels que 1 6 p < +cc et que N,(f) 
soit $nie, est vide ou est un intervalle d'origine p = 1 et contenant 
ce point; outre, (p(X))- ll"N,(f) est .fonction croissante de p 
dans 1. 
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C'est une conséquence immédiate de la prop. 4 ci-dessus, et 
du cor. de la prop. 4 du chap. 1, no 3. 

COROLLAIRE.-Si la mesure p est bornée, la relation r < s 
entraîne 2s 3;; en outre, la topologie de la convergence en 
moyenne d'ordre s est plus fine que la topologie de la convergence 
en moyenne d'ordre r (sur 9 ; ) .  

On peut montrer qu'en général la topologie de la convergence 
en moyenne d'ordre s est strictement plus $ne que la topologie 
de la convergence en moyenne d'ordre r (exerc. 8). 

PROPOSITION 6 .  - Soient X un espace discret, p la mesure sur X 
définie par la masse + 1 placée en chaque point de X .  Si f est une 
application de X dans l'espace de Banach F ,  l'ensemble 1 des 
nombres p tels que 1 < p < + oo et que Np(f) soit finie, est vide 
ou est un intervalle d'extrémité + co et contenant ce point ; en outre, 
N p ( f )  est fonction décroissante de p dans 1. 

En effet, on a p*(lfl)= lf(x)l pour toute fonction f 
x €X 

( 4  1, no 1, Exemple), et N,(f) = / /f i  = sup l f (x) l ;  s'il existe un 
x EX 

nombre a > O tel que l'on ait If(x)l > a pour une infinité de 
valeurs de x E X, on a Np(f) = +cc pour tout p fini; dans le cas 
contraire il existe un xo E X tel que If(x,)l = (IfIl, d'où 

Wf) = If(x0)l Np( f )  

pour tout p fini. Comme la fonction logNp(f) est convexe par 
rapport à l / p  et prend sa plus petite valeur au  point +co, elle est 
nécessairement fonction décroissante de p dans 1 (Fonct. var. 
réelle, chap. 1, tj 4, no 3, prop. 5),  ce qui achève la démonstration. 

COROLLAIRE. - Si X est discret et si la mesure p est déjinie par 
la masse + 1 en chaque point de X ,  la relation r < s entraîne 
9; c Y", en outre, la topologie de la convergence en moyenne 
d'ordre r est plusfine que la topologie de la convergence en moyenne 
d'ordre s (sur 2;). 

5 7. Barycentres 

1. Définition des barycentres 

Soient E un espace localement convexe séparé sur R, E' son 
dual, E'" le dual algébrique de Et ,  E étant canoniquement identifié 
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ii un sous-espace vectoriel de El*. Soit K une partie compacte 
de E ;  I'injection canonique de K dans E étant continue à support 
compact, pour toute mesure ,u sur K ,  l'intégrale l x  d,u(x) est donc 
définie et est un élément de El* (chap. III, $ 3, no 1). En outre, sur 
K ,  la topologie induite par la topologie faible o(E'*, El) est identi- 
que à la topologie initiale. Enfin, si C est l'enveloppe convexe 
fermée de K dans Et* muni de o(E1*, E'), C n E est l'enveloppe 
convexe fermée de K dans E pour la topologie initiale (ou la 
topologie affaiblie o(E, Er)). 

DÉFINITION 1.-Soit K une partie compacte d'un espace 
localement convexe séparé E. Pour toute mesure positive p sur K,  
de masse totale égale à 1, on appelle barycentre de p te vecteur 
bp = J x  dp(x)  (appartenant à El*). 

Exemple. - Soit ,u une mesure discrète sur K, positive et de 
n 

masse totale 1 ; elle est donc de la forme ,u = i i~,c,  où les 
i =  1 

xi E K, les Ai sont des nombres réels tels que Ai 3 O pour tout i et 
n 

1 Ai = 1. Comme l x  ds,(x) = y (chap. III, $ 3 ,  n" 1, Exemple 31, 
i =  1 

on a b,, = 5 x dp(x)  = Aixi. En particulier, pour tx i t  x E K, x est 
1 

barycentre de la mesure E,. 

PROPOSITION 1.-Soient E un espace localement convexe 
séparé, K une partie compacte de E, C 1 'enveloppe convexe fermée de 
K dans E.  L'ensemble C est alors formé des points de E qui sont 
barycentres d'au moins une mesure positive de masse 1 sur K.  

Ce n'est autre que la prop. 5 du chap. III, $3,  no 2, appliquée 
à l'injection canonique de K dans E. 

COROLLAIRE. - Si 1 'enveloppe convexe fermée C de K dans E 
est compacte, le barycentre de toute mesure positive de masse 
totale 1 sur K appartient à E. 

En eKet, C est alors aussi l'enveloppe convexe fermée de K 
dans Et* muni de la topologie faible o(Er*, Er), et il suffit d'appli- 
quer à l'injection canonique de K dans E le chap. III, 4 3, no 2, 
prop. 4. 
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Remarque. - Le cor. de la prop. 1 s'applique en particulier 
lorsque K est convexe, ou lorsque E est quasi-complet. 

PROPOSITION 2. - Soient K une partie convexe compacte 
d'un espace localement convexe séparé E, p une mesure positive 
de masse 1 sur K ,  b, son barycentre. Pour toute fonction numérique 
convexe f 2 0, semi-continue inférieurement dans K ,  on a 

On sait (Esp. vect. top., chap. I I ,  2" éd., 9 5, no 4, prop. 5) 
que f est l'enveloppe supérieure d'une famille de restrictions à K 
de fonctions linéaires affines continues ha : x ++ cm + ( x ,  za). On 

pour tout a ;  or  jh,(x) dp(x)  = ca + j(x,  2:) dp(x)  puisque p est de 
masse totale 1 ; mais j(x,  2:) dp(x) = (b,, z;) par définition du 
barycentre. On a donc sup jha(x) dp(x)  = sup h,(b,) = f (b,), d'où 

a a 

la conclusion. 

Lorsque p est une mesure discrète positive sur K ,  de masse 
totale 1, la prop. 2 redonne l'inégalité qui définit les fonctions 
convexes dans K. 

COROLLAIRE. -Pour toute fonction numérique g convexe bornée 
et semi-continue inférieurement dans K ,  on a g(b,) 6 jg dp. 

Il suffit de remarquer que infg(x) = a est fini et d'appliquer 
XEK 

la prop. 2 à g - a. 

2. Points extvémaux et barycentres 

PROPOSITION 3.- Soient K une partie convexe compacte d'un 
espace localement convexe séparé E, x un point de K.  Toute mesure 
p sur K ,  positive, de masse totale 1, et admettant x pour barycentre, 
est vaguement adhérente à l'ensemble des mesures positives dis- 
crètes de masse totale 1, admettant x pour barycentre. 

Soit U un voisinage de p pour la topologie vague; on peut 
supposer que U est formé des mesures v sur K telles que 
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pour un nombre fini de fonctions f; E %'(K;C) (1 < i < p) et un 
nombre 6 > O. Pour tout point a E K, il existe un voisinage con- 
vexe fermé Va de O dans E tel que l'on ait 

(2) (f,(y) - A@)\ 6 612 

pour 1 < i < p et pour tout y E Wa = K n (a + Va). Comme K est 
compact, il y a un nombre fini de points aj  (1 < j 6 r )  de K tels 
que les Waj forment un recouvrement de K (1 < j < r). Con- 
sidérons une partition continue de l'unité (gj), s j g r  sur K, subor- 
donnée au recouvrement (W,,), et posons a j  = p(gj) pour tout j; 
si a j  # O, posons p j  = a,: 'gj.p, et si ccj = O, posons pj = eaj. 
Chacune des mesures yj est positive, de masse totale 1, et son 
support est contenu dans l'ensemble convexe compact Waj; en 
outre, on a par définition 

puisque g j .  p = O si p(gj) = O ;  les a j  sont >, O et l'on a 

Soit xj le barycentre de pj, qui appartient à Waj (no 1, prop. l), 
,' 

et considérons la mesure discrète v = ajc,,; elle est positive 
j= 1 

Y 

et de masse totale 1, et son barycentre est 1 q x j ,  qui est aussi 
j =  1 

le barycentre de p en vertu de (3), donc égal à x. Par ailleurs, 
en vertu de (2), on a [&(y) - &(a)( 6 612 pour tout y €  W, 
et tout i, d'ou, puisque Supp(pj) c Waj, Ipj(fi) -fi(aj)l 6 612 pour 
1 < i < p. D'autre part, comme x j  E W,,, on a aussi 

pour 1 < i < p, d'où Ipj(h) - c,(J)l < 6 quels que soient i, j. 
Comme les aj sont 3 O et ont pour somme 1, on déduit de (3) et 
de la définition de v que v vérifie l'inégalité (1). 

C.Q.F.D. 

COROLLAIRE.-Soit K' une partie compacte de K telle que K 
soit l'enveloppe convexe fermée de K. Pour que x E K' soit point 
extrémal de K, il faut et il su@ que E ,  soit la seule mesure positive 
sur K' ,  de masse totale 1, ayant x pour barycentre. 
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Supposons que x soit point extrémal de K ;  pour prouver que 
E, est la seule mesure positive sur K', de masse totale 1, ayant x 
pour barycentre, il suffit de voir, en vertu de la prop. 3, que 
l'ensemble des mesures discrètes v sur Kr, positives, de masse totale 
1 et ayant x pour barycentre, est réduit à E,. Mais une telle mesure 

r r 

v est de la forme 1 Aiex, avec Ai > O pour 1 d i d r et 1 Âi = 1 ; 
i =  1 i =  1 

et l'hypothèse que x est barycentre de v s'écrit x = 1 Aixi. 
i =  1 

Comme x est extrémal, cela entraîne xi = x pour tout i, d'où 
v = Ex.  

Inversement, supposons que E ,  soit la seule mesure positive 
sur K', de masse totale 1, ayant x pour barycentre, et montrons que 
x est extrémal. Dans le cas contraire, il y aurait deux points 
distincts x', x" de K et un nombre réel Â tels que O < Â. < 1 et 

D'après la prop. 1, x' (resp. x") est barycentre d'une mesure 
positive p' (resp. p") de masse totale 1 sur K'. Alors x est bary- 
centre de Ap' + (1 - A)$. Donc II$ + (1 - 2)p" = E,. Donc p' et 
p" sont proportionnelles à E,, d'où x' = x" = x, ce qui est absurde. 

THÉORÈME 1 (Choquet).- Soient E un espace localement 
convexe séparé sur R, K une partie convexe compacte et métrisable 
de E, M l'ensemble des points extrémaux de K. L'ensemble M est 
intersection d'une famille dénombrable de parties ouvertes de K, 
et tout point de K est barycentre d'une mesure p sur K telle que 
p(K - M) = O. 

Pour démontrer la première assertion, désignons par 1 
l'intervalle (0, 1) de R ;  puisque K est compact et métrisable, i l  
en est de même de K x K x 1; le sous-ensemble U de K x K x 1 
formé des triplets (x, y, A) tels que x # y et O < Â. < 1 est ouvert 
dans K x K x 1, et il y a donc une suite (F,) d'ensembles fermés 
dans K x K x 1 dont U est réunion (Top. gén., chap. IX, 2' éd., 
5 2, no 5, prop. 7). L'application q :  K x K x 1 -+ K définie par 
q(x, y, Â) = Âx + (1 - Â.)y est continue, et par définition des points 
extrémaux, on a K - M = q(U) = Uq(Fn) ;  mais Fn est compact 

n 

puisqu'il est fermé dans K x K x 1, donc q(Fn) est compact, et 



220 PROLONGEMENT D'UNE MESURE. ESPACES LP Chap. IV, fj 7 

par suite fermé dans K ;  l'ensemble Un = K - q(Fn) est donc 
ouvert dans K, et l'on a M = n Un. 

n 

Dans la suite de la démonstration, on désignera par u une 
fonction numérique continue et convexe dans K, par G c E x R 
le graphe de u, par S l'enveloppe convc~xe fermke de G dans E x R. 

Lemme 1 .  - Soit u l 'enveloppe infirieure des jbnctions 
linéaires afines continues dans E et > u  dans K. Alors S est 
1 'ensemble des points (a, b) E E x R tels que 1 'on ait 

En vertu du th. de Hahn-Banach, pour que (a, b) appartienne 
à S, il faut et il suffit que h(a, b) 3 O pour toute fonction linéaire 
affine continue h sur E x R telle que h(x, u(x)) 3 O pour x E K. 
Posant h(x, t) = f (x) - At, où f est une fonction linéaire affine 
continue dans E, on voit que la relation (a, b) E S équivaut à la 
propriété suivante: la relation 

(4) ,f (x) 2 h ( x )  pour tout x E K 
implique 

( 5 )  ,f (a) 3 Ab. 

Faisons d'abord A = O ;  le fait que (4) implique ( 5 )  pour toute 
fonction linéaire affine continue J sur E équivaut a la relation 
a E K en vertu du th. de Hahn-Banach. En second lieu, faisons 
A = - 1 et remplaçonsf par - f ; alors la relation f(x)  < u(x) dans 
K doit cntraînerS(a) 6 b. Mais comme u est convexe et continue 
dans K, u(a) est égal à la borne supérieure des f (a)  pour les 
fonctions linéaires affines continues f sur E telles que f(x)  ,< u(x) 
dans K (Esp. vect. top., chap. I I ,  2" éd., Ej 5, no 3, cor. 6 de la prop. 4); 
on obtient donc la relation b 3 u(a). Enfin, faisons 1 = 1 ; dire 
que (4) entraîne (5) signifie alors, par définition, que b < ü(a). 
Cela prouve le lemme, puisque la relation (4) (resp. (5)) est équiva- 
lente à celle qu'on obtient en multipliant les deux membres par 
un scalaire > O. 

Lemme 2. -Si u est strictement convexe dans K, on a 
u(x) < ù(x) pour tout point non extrémal x de K. 

En effet, il existe alors deux points distincts y, z de K tels que 
x = (y + z)/2, d'où u(x) < (u(y) + u(z))/2 puisque u est strictement 
convexe. Si f est une fonction linéaire affine dans E, on a 
f (x) = (f (y) + f (z))/2; appliquant cette relation aux fonctions 
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linéaires affines continues f qui sont 2 u dans K, il vient 

Ces lemmes étant établis, on a donc (lemme l), pour tout 
a E K, (a, ü(a)) E S. Comme G est compact, étant image de K par 
l'application continue x ++ (x, u(x)), il existe, en vertu de la prop. 1 
du no 1, une mesure positive v sur G, de masse totale 1, ayant 
(a, ü(a)) pour barycentre. Comme la restriction à G de la projection 
pr, est un homéomorphisme de G sur K, on peut transporter la 
mesure v à l'aide de cet homéomorphisme, ce qui donne une 
mesure p sur K (positive et de masse totale 1) telle que l'on ait 

La première des relations (6) signifie que a est le barycentre de p. 
La fonction ü est semi-continue supérieurement et bornée dans K, 
donc p-intégrable ( 3  4, no 4, cor. 1 de la prop. 5) ; en outre, comme 
la fonction -ii est convexe par définition, on a, en vertu du cor. 
de la prop. 2 du no 1 

(7) ü(a) 2 1 ü(x) dp(x) 
d'où, en comparant avec la seconde formule (6) 

(8) 1 4 ~ )  2 1 ~ ( x )  dl@). 

Mais comme u(x) ,< Ü(x) dans K, la relation (8) implique que 
u(x) = ü(x) presque partout pour p. Compte tenu du lemme 2, 
on voit que le théorème 1 sera démontré une fois établi le 

Lemme 3. -Soient E un espace localement convexe séparé sur 
R, K un partie convexe compacte métrisable de E. I l  existe une 
fonction numérique strictement convexe dans K. 

En effet, l'espace de Banach %(K; R) est de type dénombrable 
(Top. gén., chap. X, 2" éd., 9 3, no 3, th. l), et il en est donc de 
même du sous-espace d de %(K;R) formé des restrictions à K 
des fonctions linéaires afines continues dans E. Soit donc (h,) une 
suite partout dense dans d, et soit a, > sup Ih,(x)l. Alors, chacune 

xaK 

des fonctions h:/n2a; est convexe dans K (Esp. vect. top., chap. II, 
2" éd., 9 2, no 8, Exemples), et la série de terme général hf/n2a; est 
normalement convergente, donc sa somme u est continue et con- 
vexe dans K. Il reste à voir que u est strictement convexe, et pour 
cela, il suffit de prouver que pour deux points distincts x, x' de K, 
il y a un entier n tel que la restriction au segment d'extrémités 
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x, x' de h: est strictement convexe; mais pour cela il suffit que 
h,(x) # h,(xr) (loc. cit.). Or, il y a une fonction h E d telle que 
h(x) # h(xf) (Esp. vect. top., chap. II, 2' éd., 5 4, no 1, cor. 1 de la 
prop. 2) et comme la suite (h,) est dense dans d, il existe un n 
tel que h,(x) # h,(xl). 

C.Q.F.D. 

COROLLAIRE. - Soient E un espace localement convexe séparé 
sur R, C un cône convexe saillant de sommet O dans E, complet et 
métrisable pour la structure uniforme induite par la structure 
uniforme afSaiblie de E. Soit M la réunion des génératrices extrémales 
de C. Pour tout x E C ,  il existe une partie compacte K de C et une 
mesure Â 3 O de masse 1 sur K, telles que K - (M n K) soit 
il-négligeable et que le barycentre de 2. soit égal à x. 

En effet, x appartient à un chapeau de C (Esp. vect. top., 
chap. II, 2" éd., $7, no 2, prop. 5), et M n K contient l'ensemble 
des points extrémaux de K (loc. cit., cor. 1 de la prop. 4). Il suffit 
alors d'appliquer le th. 1. 

3. Applications: 1. Espaces vectoviels de fonctions continues réelles 

Soient X un espace compact non vide, X un sous-espace 
vectoriel de l'espace de Banach %(X;R) qui contient les con- 
stantes et sépare les points de X (Top. gén., chap. X, 2' éd., $4, 
no 1, déf. 1). Nous munirons X de la topologie d'espace normé 
induite par celle de %?(X;R), et désignerons par 2' le dual de cet 
espace normé. Pour tout x E X, l'application f - f (x) est une forme 
linéaire continue sur X (restriction à 2 de la mesure de Dirac 
E,), donc un élément de X' que nous noterons i,(x), de sorte que 
l'on a 
(9) (f, iAxD = f (4 
pour toute fonction f E X et tout x E X. 

L'application i, de X dans 2' est injective et continue 
lorsqu'on munit 2' de la topologie faible o(X' ,  3); la seconde 
assertion résulte aussitôt des définitions et de (9); quant à la 
première, notons que si x, x' sont deux points distincts de X, il 
existe par hypothèse une fonction h E if telle que h(x) # h(x'), 
donc, en vertu de (9), (h, i,(x)) # (h, i,(xl)) et a fortiori 
i,(x) # i,(xt). L'image i,(X) est donc une partie compacte de X' 
(pour la topologie faible), et i, un homéomorphisme de X sur 
i A m .  
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PROPOSITION 4. - (i) L'enveloppe convexe fermée C de i,(X) 
dans X' (pour la topologie faible O(%', X ) )  est compacte. 

(ii) Pour qu'un point i,(x) soit point extrémal de C, il faut et 
il sufit que la seule mesure positive Â sur X, telle que 

(10) h(x) = [h dA: 
pour toute fonction h E % (ce qui intraîne en particulier que 1 est 
de masse totale 1 puisque 1 E X )  soit la mesure de Dirac 8,. 

La fonction Z'H ( h ,  z') sur C atteint sa borne supérieure en 
un point extrémal de C au moins (Esp. vect. top., chap. I I ,  2e éd., 
5 7, no 1, prop. l), et ce point appartient a i,(X) (loc. cit., cor. de 
la prop. 2). 

(i) D'après (9), on a I(i,(x)ll < 1 dans l'espace normé %', 
autrement dit, i,(X) est borné, et l'assertion résulte de ce que .XI, 
muni de la topologie faible 0(X",X), est quasi-complet (Esp. 
vect. top., chap. IV, 5 2, no 2, cor. 2 du th. 1). 

(ii) Toute mesure positive p de masse 1 sur i,(X) provient, 
par transport de structure au moyen de 17homéomorphisme i,, 
d'une mesure positive Â de masse 1 sur X, la mesure de Dirac 

provenant de E,. Dire que ,u admet i,(x) pour barycentre 
signifie, par définition, que l'on a 

pour toute fonction h ~ % .  Compte tenu de (9), l'assertion (ii) 
n'est autre que la traduction du critère du no 2, cor. de la prop. 3, 
pour que i,(x) soit point extrémal de C. 

Nous dirons qu'un point x E X vérifiant la condition (ii) de la 
prop. 4 est X-extrémal; nous désignerons par Ch,(X) (ou 
simplement Ch(X)) l'ensemble de ces points, par s,(x) (ou 
simplement s(x)) l'adhérence de Ch,(X) dans X. 

PROPOSITION 5. - Toute fonction  EH atteint sa borne 
supérieure en un point %-extréma1 au moins. 

Soient x un point de X, h une fonction de X.  La relation 
h(z) < h(x) pour tout z E X s'écrit (h, i,(z)) < (h, i,(x)) pour 
tout z E X, et signifie donc que 17hyperplan faiblement fermé de 
X', d'équation ( h ,  t ' )  = (h, i,(x)) est un hyperplan d'appui de 
i,(X). On sait (Esp. vect. top., chap. II, 2' éd., fj 7, no 1, cor. 1 de la 
prop. 1)' qu'un tel hyperplan contient un point extrémal au 
moins de i,(X), et un tel point i,(y) est l'image d'un point 2- 
extrémal y par définition; h(y) est donc égal à la borne supérieure 
de h dans X. 
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PROPOSITION 6. - P o u r  tout point  EX, les propriétés 
suivantes sont équivalentes : 

a)  x est .8-extrémal. 
b )  Pour tout voisinage ouvert U de x dans X et tout E > 0, 

il existe une fonction h 3 O dans ,8 telle que h(x)  < E et h(y) 3 1 
pour tout y E X - U. 

Soient x un point quelconque de X, f une fonction de g(X  ;R)  ; 
on sait (Esp. vect. top., chap. I I ,  2" éd., 3, no 1, prop. 1) que la 
borne inférieure des nombres / Z ( f ) ,  pour toutes les mesures 
positives sur X telles que A(h) = h(x)  pour toute fonction h E 

est égale à la borne supérieure des nombres h(x),  où h parcourt 
l'ensemble des fonctions h E A? telles que h < j: Supposons 
que x soit X-extrémal; alors il résulte de la prop. 4, (ii), que, 
pour toute fonction f E W ( X ;  R), on a 

f ( x )  = sup h(x). 
h ~ X ' , h d  J' 

Pour montrer que a)  entraîne b), prenons pour f une application 
continue de X dans (O, l), de support contenu dans U et telle 
que j ( x )  = 1 ; il y a donc en vertu de ( I l )  une fonction h' E "8 
telle que h' < f et hl(x)  3 1 - E. Comme 1 GA?, la fonction 
h = 1 - h' répond aux conditions de b). 

Réciproquement, supposons vérifiée la condition b ) ;  cette 
condition entraîne que 1 - h < cp, ; pour toute mesure positive A. 
sur X vérifiant la condition (7), on a donc 

Comme par hypothèse cette relation a lieu pour tout e > O et 
tout voisinage ouvert U de x, on en conclut 

A({x))  = inf Â(U) 3 1 - G 
I J  

pour tout E > O, donc A.((x)) = 1. Comme A est positive et de 
masse totale 1 ,  on a nécessairement Â = r,, ce qui prouve que x 
est ,%-extréma1 en vertu de la prop. 4, (ii). 

PROPOSITION 7.-Soit F une partie fermée de X. Lm pro- 
priétés suivantes sont équivalentes: 

a )  F contient s,(x). 
b)  Pour toute fonction h E H ,  1 'ensemble F rencontre 1 'ensemble 

des points de X où h atteint sa borne supérieure. 
c )  Pour tout point x E X, il existe une mesure positive p de 

musse 1 sur X ,  telle que Supp(p) c F et que h(x)  = h dp pour toute 
fonction h E X.  
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Soit G = i,(F). La condition a)  signifie que G contient 
l'ensemble des points extrémaux de  C. La condition b) signifie 
que G rencontre l'intersection de i,(X) avec chacun des hyper- 
plans d'appui fermés de i,(X). Enfin la condition c) signifie que 
tout point de i,(X) est barycentre d'une mesure de  support 
contenu dans G ;  en vertu du no 1, prop. 1, cela équivaut encore à 
dire que l'enveloppe convexe fermée de  i,(X) est égale à l'enveloppe 
convexe fermée de G. L'équivalence des conditions a), b) et c) 
résulte donc d'Esp. vect. top., chap. II, 2" éd., 9 7, no 1, cor. 2 de 
la prop. 2. 

PROPOSITION 8. -Supposons X métrisable. Alors 1 'ensemble 
Ch,(X) des points .?Y-extrc;maux de X est intersection d'une famille 
dénombrable d'ensembles ouverts dans X, et pour tout x E X, il 
existe une mesure positive y de masse 1 sur X telle que 

y(X - C h#(X)) = O et h dp  = h(x) 
pour toute h E X.  

C'est la traduction d u  th. 1 du no 2, par transport de structure 
au  moyen de I'homéomorphisme x-i,(x), comme dans la 
prop. 5. 

Un certain nombre de résultats de ce no s'étendent lorsqu'on 
remplace 2 par un ensemble Vp de fonctions définies dans X, a 
valeurs dans R v {+  m), semi-continues inférieurement, 9' étant 
supposé contenir les constantes et être tel que 9 + Vp c 9' 
(exerc. 2). 

"Exemple. - Prenons pour X la boule unité ilxi1 < 1 dans R3, et 
soit X' un espace vectoriel de fonctions continues dans X, con- 
tenant les restrictions à X des fonctions linéaires affines dans R3, et 
vérifiant le «principe du maximum », c'est-à-dire que pour toute 
fonction h G H non constante, l'ensemble des points de X où h 
atteint sa borne supérieure est contenu dans la sphère S,.  Il 
résulte alors aisément des prop. 5 et 7 que Ch,(X) = S,(X) = S,. 
Un exemple important d'espace vectoriel A? vérifiant les conditions 
précédentes est l'ensemble des fonctions continues dans X et 
harmoniques dans la boule ouverte llxll < 1. Pour ces fonctions, 
on démontre que la mesure positive p de masse 1 telle que 
Supp ( p )  c S, et que h(x) = Jh d p  pour toute h G H, est donnée, 
si llxll < 1, par la formule de Poisson 

où o est la mesure sur S, invariante par 
et telle que o(S,) = 1 (chap. VII, Ej 3, exerc. 

le groupe orthogonal 
Q* 
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4. Applications. I I .  Espaces vectoriels de fonctions continues 
complexes 

Soient X un espace compact non vide, 2 un sous-espace 
vectoriel de l'espace de Banach complexe g ( X ; C )  qui contient 
les constantes et sépare les points de X. L'ensemble des parties 
réelles B( f )  des fonctions f E 2 est un sous-espace vectoriel 2, de 
l'espace vectoriel réel g ( X ;  R);  pour toute f E S ,  l'ensemble 2, 
contient aussi Y ( f )  = 92- z f ) ;  il en résulte que Sr sépare les 
points de X puisque la relation h(x)  = h(y) pour toute h ~ 2 ,  
entraîne 9(f  ( x ) )  = 9(f  ( Y ) )  et ( x ) )  = Y ( f  (Y)) ,  doncf  ( x )  = f ( Y )  
pour toute f~ 2. Les points 2,-extrémaux dans X sont encore 
appelés S-ex t rémaux ,  et on note leur ensemble Ch,(X), et l'ad- 
hérence de ce dernier s,(x). Les analogues des prop. 5 et 7 sont 
les suivantes : 

PROPOSITION 9. - Pour toute fonction f E Ch,(X) ren- 
contre l'ensemble des points où 1 f 1 atteint sa borne supérieure. 

On peut se borner au cas où f n'est pas la constante O. Soit a 
un point de X où 1 f 1 atteint sa borne supérieure, et posons 
g = f / f ( a ) ;  on a g(a) = 1 et Ig(x)l < 1 pour tout x E X,  d'où 

9 ( g ( a ) )  = 1 et B(g(x) )  < 1 pour tout x E X. 

En vertu de la prop. 5 du no 3 appliquée a Zr, il existe b E Ch,(X) 
où .@(g(x)) atteint sa borne supérieure 1, d'où Ig(b)l = 1 puisque 
Ig(b)l d 1 ; on en conclut que 1 f (b)l = 1 f (a)\ 2 1 f ( x ) ]  pour tout 
x E X. 

PROPOSITION 10.- Soit F une partie fermée de X .  Les 
propriétés suivantes sont équivalentes : 

a)  F contient s,(x). 
b )  Pour toute fonction f~ If,  F rencontre l'ensemble des 

points de X où 1 f 1 atteint sa borne supérieure. 
c )  Pour tout point x E X, il existe une mesure positive p de 

masse totale 1 sur X telle que Supp(p) c F et que f ( x )  = J f d p  
pour toute ,fonction f E X 

Prouvons l'équivalence des conditions a )  et c)  : soit f = fl + if, 
avec f i ,  f2 dans 2, ; la relation f ( x )  = 1 f dp équivaut aux deux 
relations f l ( x )  = f l  dp et f2 (x )  = J f2 d p ;  il suffit donc d'appliquer 
a 2, l'équivalence des conditions a )  et c)  de la prop. 7 du no 3. 
Le fait que a)  entraîne b)  résulte de la prop. 9. Montrons que b)  
entraîne a); il s'agit de voir que si b)  est vérifiée, alors, pour toute 
12 E x., F rencontre l'ensemble des points où h atteint sa borne 
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inférieure dans X. La condition b)  entraîne que F est non vide; 
comme F est compact, il existe a E F tel que h(a) < h(y)  pour tout 
y E F. Soit f E telle que h = L@(f ) ;  pour tout E > O, la fonction 
g = f - h(a) + E appartient à et l'on a 

B(g(y) )  = h(y)  - h(a) + e 3 E 

pour tout y E F. Soit c la borne supérieure de l g l  dans X, et posons 
b = c2/2&; pour tout y E F, on a 

(g(y)  - hl2 = l g ( y ) 1 2  - 2be%?(g(y)) + b2 < c2 - 2be + h2 = h2, 
autrement dit, la borne supérieure dans F de la fonction I g  - bl 
est < b. Comme g - b E .x l'hypothèse faite sur F entraîne 
I g  - b( < b, d'où 

b2 3 (g - hl2 = l g I 2  - 2b9(g )  + b2 

et par suite . 9 ( g )  3 lgI2/2b 3 0 ;  comme 9 ( g )  = h - h(a) + E, et 
que e > O est arbitraire, on a h 3 h(a), et h(a) est la borne 
inférieure de h dans X, ce qui achève la démonstration. 

Remarque. - Si f est une fonction continue réelle, un point 
où 1 f 1 atteint sa borne supérieure est un point où l'une des 
fonctions f ,  -f atteint sa borne supérieure. Pour un espace vec- 
toriel 2 de fonctions continues réelles vérifiant les hypothèses 
du no 3, les prop. 9 et 10 sont donc des corollaires triviaux des 
prop. 5 et 7 respectivement. 

5. Applications: 111. Algèbres de  fonctions continues 

Lemme 4. - Soient X un espace compact, 2 un sous-espace 
vectoriel fermé dc l'espace de Banach V(X ; C) (resp. %'(X ; R)). 
Soit a un point de X admettant un système fondamental dénombrable 
de voisinages; on suppose que, quels que soient les nombres c et d 
tels que O < c < d < 1 ,  et le voisinage ouvert U de a, il existe f E 2f 
telle que 

(12) 1 f 1 < 1, If (a)l 3 d, 1 f (x)l < c pour tout x EX - 17. 
Alors il existe une fonction u E 2 telle que lu(x)l < lu(u)I pour tout 
x # a. 

Soit (V,) (n  3 1) un système fondamental de voisinages de a, 
et soient A, p, E des nombres tels que 

O < Â < l ,  l < p < p + e d l + A .  

On a donc O < Â/p < 1/p < 1. Nous allons définir par récurrence 
sur n (n  3 1) une suite décroissante (Un) de voisinages ouverts de a 
tels que Un c V, pour tout n, et une suite (h,) de fonctions de ,Z 
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vérifiant les relations 

(13,) Ihn(x)I < pour tout x E X 

(14,) hn(u) = 1 

( 1  5,) Ihn(x)J 6 Â pour tout x E X - Un 
n +  1 

ÂJ pour tout y EX. 

Supposons les hm et U ,  définis pour 1 d m < n et vérifiant 
les quatre conditions précédentes (où n est remplacé par nz); 

n -  1 

posons d'autre part U ,  = X. La fonction 1 î J h ,  (égale à O si 

. . 

n = 1 )  est continue et prend la valeur 1 2 au point a ;  il existe 
i =  1 

donc un voisinage ouvert U n  de a, contenu dans U n ,  n V,, tel 
que l'on ait 

-'hj(y) < 1 ÂJ + €2 pour tout y E U n .  (17) 1 ,El 1 j = ,  

Par hypothèse il  existe une fonction f E 2 telle que 

1 f(x)l d Â/,u pour x E X - U n .  

Posons hn = f / f ( a ) ;  on a donc les relations (13,), (14,) et ( 1  5,); 
posons 

n n -  1 

g = C Âjh. J = V j h j  + Ph,. 
j =  1 j = i  

En vertu de (1 7) et de ( 1  3,), on a, pour y E U n  

puisque E + p d 1 + A ;  pour x E X - U,, on a Ih,(x)l < /Z pour 
1 d p ,< n, d'où encore 

n+ 1 n +  1 

Ig(x)l d AJ < 1 A-' 
j =  2 j =  1 

ce qui achève de prouver (16,). 
00 

Cela étant, la série Ph, est normalement convergente dans 
n= 1 

X puisque Â < 1 et Ihn(x)l d ,u pour tout n et tout x E X ;  soit u sa 
somme, qui appartient à X puisque Yf est fermé. En vertu de la 
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relation (14,)' on a u(a) = 1 2" ; d'autre part, si x # a, il existe un 
n =  1 

entier n tel que x $  U n + ,  ; on a donc [h,+,(x)i < Â pour tout 
k 2 1 en vertu de la relation (15,); on en déduit, en utilisant (16,) 

THÉORÈME 2 (E.  Bishop). - Soient X un espace compact, d une 
sous-algèbre fermée de l'algèbre de Banach complexe %?(X;C). 
On suppose que d contient les constantes et sépare les points de X .  
Soit a un point de X ; les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) Il existe une fonction f E d telle que 1 f (x)l < 1 f (a)( pour 
tout x # a. 

b) Le point a est d-extrémal et admet un système fonda- 
mental dénombrable de voisinages. 

a ) * b ) :  Soit f ~ d  telle que If(a)l >I f (x ) l  pour x # a ;  
en vertu de la prop. 9 du no 4, a est un point d-extrémal. D'autre 
part, si Un est l'ensemble des x E X tels que 1 f (x)l > 1 f (a)/ - l /n,  
Un est un voisinage ouvert de a, et l'intersection des U, est réduite à 
a ;  comme X est compact, les Un forment6un système fondamental 
de voisinages de a (Top. gén., chap. 1, 3" éd., 5 9, no 1 ,  th. 1). 

b)  a ) :  Il suffit de vérifier que b) implique les hypothèses 
du lemme4. Avec les notations de ce lemme, posons E = logd/logc; 
on a O < E < 1. Comme a est un point d,-extrémal, il existe une 
fonction g E d telle que 

g 2 O, a $ E ,  B(g(x))  2 1 pour x E X - U 

(no 3, prop. 6, b)). Posons f = c g ;  comme f est somme de la série 
CO 

normalement convergente (log c)"gn/n !, on a f E d ,  et 
n = O  

COROLLAIRE.-Supposons de plus que X soit métrisable. 
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) a est un point d-extrémal de X .  
b)  Il existe u E d tel que lu(x)l < Iu(a)l pour tout x # a. 
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c)  Soit 'Yll l'ensemble des parties M de X telles que pour 
toute fonction f E d ,  1 fl atteigne sa borne supc;rieurc dans X en un 
point uu moins de M .  Alors a appartient à tous les ensembles 
M E m. 

d)  Soit Y I  1 'ensemble des parties N de X telles que, pour toute 
fi)nction f E .a?, .4'(J') atteigne sa borne supérieurt. dans X en un 
point au moins de N .  Alors a appartient à tous les ensembles N E Y I .  

En d'autres termes, on a 

Comme, dans  un espace métrisable, tout point admet un 
système fondamental dénombrable d e  voisinages, l'équivalence 
d e  a)  et b)  résulte du  th. 2. Montrons que  b)  entraîne c ) :  en effet a 
est l'unique point o ù  lu( atteint sa  borne supérieure; d'autre part, 
C )  entraîne a), car Ch,(X) rencontre, pour tout f E d, l'ensemble 
des points où  1 f 1 atteint sa  borne supérieure (no 4, prop. 9). Lc 
même raisonnement utilisant la prop. 5 d u  no 3 montre quc  d )  
entraîne a). Enfin, pour  voir que h)  entraîne d), o n  peut se borner 
a u  cas o ù  X n'est pas réduit a u  point a, donc u(a) # O ;  la fonction 
v = u/u(a) appartient alors a A( et l'on a v(a) = 1 et (v (x ) (  < 1 
pour  x # a, d'où f#(v(a)) = 1 et ."A(v(x)) < 1 pour  x # a. La 
fonction &(v) n'atteignant sa borne supérieure qu'au point a, on  a 
bien a E N pour tout N ES. 

*Expmples. S o i t  X, l'ensemble des points (z,, z,) E CZ tels 
que (zl(" + z,I2 < 1 (boule unité dans R4), et soit .dl l'ensemble 
des restrictions à XI des fonctions holomorphes, à valeurs dans C, 
définies dans un voisinage de XI dans C 2  (voisinage dépendant 
de la fonction considérée); soit .dl l'adhérence de .di dans 
%'(XI ; C), qui est évidemment une sous-algèbre complexe fermée 
de %?(XI ; C )  et sépare les points de X ,. L'application du « principe 
du maximum >> pour les fonctions holomorphes montre que 
Ch,,(X,) est la sphère S,. 

Dans la définition précédente, remplapîs  X I  par le :< poly- 
disque n X, défini par les relations ( z l (  < 1 et 1z21 < 1 ,  ce qui donne 
des sous-algèbres .d; et .cd, (adhérence de .cd;) dans %(X2; C). 
Ici le principe du maximum montre que Ch,&?(X2) est le «tore >> 
défini par les relations lzll = 1 et lz21 = 1 .  

On déduit de ces résultats qu'il n'existe pas d'isomorphisme 
unulytique d'un voisinage ouvert de XI sur un voisinage ouvert 
de X2 qui transforme X I  en X,; en effet, si LI était la restriction 
à X I  d'une tclle application, on aurait .ci2 = i 1 . d 1 r  ' ,  ct par 
suite v transformerait S, en un espace homéomorphe A T2, ce 
qui est absurde, car S, cst simplement connexe, mais non T2. 
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On notera toutefois que les espaces X,  et X, sont IzornPomorphes, 
étant tous deux des ensembles convexes bornés dans R4 d'intérieur 
non vide., 

6. Unicité des représentations intégrales 

Soient E un espace localement convexe séparé faible, C un 
cône convexe pointé saillant dans E. On sait que C est l'ensemble 
des éléments >,O de E pour une relation d'ordre compatible avec 
la structure vectorielle de E. Quand on dira que C est réticulé, 
il s'agira bien entendu de l'ordre induit sur C par celui de E. 

Lemme 5. -On suppose C faiblement complet. Soit al l'en- 
semble des restrictions à C des formes linéaires continues sur E. 
Soient ( f')l,A une juinille .finie d'é1c;ments de si!, et f = sup (f ,) .  
Pour tout x E C ,  on pose 

la borne supérieure étant prise sur l'ensemble S, des suites 
( x , ,  x,, . . . , x,) d'éléments de C telles que x ,  + x ,  + . . . + x ,  = x .  
Posons Card A = p. Alors il existe ( y , ,  . . ., y,) E S, tels que 
f ( x )  = f ( y1 )  + . . . + f(y,). 

Notons f, ,  f,, . . ., f ,  les éléments de la famille (f,). Pour 
k = 1,2,  . . . , p, soit C ,  l'ensemble des y E C tels que f , (y)  < f ( y ) ,  

f h )  < f (Y),  . . - ,  . f k -  I ( Y )  < f (Y ) ,  f d y )  = f (y) .  Les C, sont des cônes 
convexes disjoints de réunion C. Soient x , ,  x,, . . ., x, dans C tels 
que x, + x ,  + . . . + x, = x. Soit y, la somme des xi qui 
appartiennent a C,. On a y ,  + y, + . . . + y, = x.  Comme f est 
affine sur C,, f (y i )  + . . . + .f (y,) = f ( x , )  + . . . + f (x,). Donc 

où ( y , ,  y,, . . . , y,) parcourt l'ensemble des suites de p points de C 
telles que y ,  + y, + . . . + y, = x. Posons D = C n ( x  - C). 
Comme D est compact (Esp. vect. top., chap. I I ,  2' éd., 5 6 ,  no 8, 
cor. 2 de la prop. I l ) ,  il en est de même de l'ensemble des éléments 
(y , ,  . . . ,y ,)  de DP tels que y ,  + . . . + y, = x, de sorte que la 
borne supérieure (19) est atteinte. 

Lemme 6. -On conserve les hypothèses et les notations du 
l e i m ~ e  5, et on suppose les f, positives. La fonction f est positiuenzent 
homogène, concave et semi-continue supérieurement dans C. Elle 
est afJine si C est réticulé. 
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II est clair que f est positivement homogène. Soient x, y dans C. 
Si x,, . . ., x,, y,, .  . ., y, dans C sont tels que x ,  + . . . + x, = x, 
y , +  . . .  + y , = y ,  on a x ,  + . . .  + x , + j ~ , +  . . . y n =  x + y ,  
donc 

f ( x J  + . . . + J(x,) +.f(yl)  + . . . + f (y , )  < f ( x  + y) ;  

on en déduit que f (x)  + f(y) < f ( x  + y), donc ,f est concave. 
Soit L (resp. L,) l'ensemble des (t, x) E R x E tels que x E C et 
O < t < f (x) (resp. O < t < f,(x)). Chacun des L, est fermé dans le 
cône convexe saillant faiblement complet R+ x C, donc la somme 
1 L, est fermée (Esp. vect. top., chap. II, 2" éd., $6, no 8, cor. 2 de 
A EA 

la prop. 11). D'après le lemme 5, cette somme est égale à L. Donc 
L est fermé, ce qui prouve que,f est semi-continue supérieurement. 
Enfin, supposons C réticulé, et prouvons que f est convexe. Soient 
x, y dans C et E > O. 11 existe z,, z,, . . ., z, dans C tels que 
f(z,) +.  .. + f(z,) 3 f ( x  + y) - E et z ,  + ... + z, = x + y. L'espace 
vectoriel C-C est réticulé pour l'ordre induit par celui de E (Alg., 
chap. VI, 2" éd., $ 1, no 9, prop. 8). D'après le théorème de décom- 
position (loc. cit., no 10, th. l ) ,  il existe x,, . . ., x,, y,, . . ., y, dans C 
tels que x ,  + y, = z,, . . ., x, + y, = z,, x ,  + . . . + X, = X, 
yl + 1 . . . + y, = y. Alors, comme f est positivement homogène 
et convexe, on a 

Comme E est arbitraire > O, on a bien prouvé que f est convexe. 

THÉORÈME 3 (Choquet).-Soient E un espace localement 
convexe faible séparé, C un cône convexe saillant faiblement complet 
de sonzrnet O dans E, G la réunion d m  géniratrices extrémales d e  
C ,  K une partie compacte convexe de C, Â. et 2' des mesures positives 
de masse 1 sur K, admettant le même barycentre, et telles que 
Â*(K - (K n G)) = Ât*(K - (K n G)) = O. Supposons C réticulé. 
Alors, pour toute fonction f convexe 3 0  semi-continue inférieure- 
ment et positivement homogène sur C, on a A*( f (K) = A'*( f (K). 

Soit ,d (resp. d) l'ensemble des restrictions à C des formes 
linéaires (resp. des fonctions affines) continues sur E. On sait 
(Esp. vect. top., chap. II, 2" éd., 5 5, no 4, Remarque 2) que f est 
l'enveloppe supérieure de l'ensemble des éléments de d majorés 
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par f .  L'ensemble des fonctions de la forme sup (f,, . . . , f,) où 
f w .  7fP appartiement à d ,  f, 2 O,. . ., fp 3 0, est filtrant 
croissant et admet f pour enveloppe supérieure. Compte tenu du 
$ 1, no 1, th. 1, il suffit de vérifier l'égalité II( f lK) = A'( f JK)  
lorsque f est de la forme précédente. 

Définissons f comme dans le lemme 5. Il est clair que 
f(y) = f(y) si y E G. Comme A*(K - (K n G)) = O, on a 
A( f lK) = 4 f (K). D'après le lemme 6, f est affine et semi-continue 
supérieurement. Donc f ( K  est enveloppe inférieure d'un ensemble 
filtrant décroissant de restrictions d'éléments de d '  à K (Esp. vect. 
top., chap. II, 2e éd., 5 5, no 4, prop. 6). Soit x E K le barycentre 
de II. Si g E d ,  on a I I (g l~ )  = g(x). Donc A( f (K) = f (x) (5 4, no 4, 
cor. 2 de la prop. 5). Ainsi, /l(f lK) = f (x), et on voit de même 
que IIt(flK) = f (x). 

COROLLAIRE.-Soient E un espace localement convexe séparé, 
C un cône convexe saillant de sommet O dans E, admettant une 
semelle compacte M, et G la réunion des génératrices extrémales 
de C. Soit x E M. Si C est réticulé, il existe au plus une mesure 
positive II de masse 1 sur M, telle que Â*(M - (G n M)) = O, et 
admettant x pour barycentre. 

En remplaçant la topologie de E par la topologie affaiblie, (ce 
qui ne change pas la topologie de M), on peut supposer E faible. 
Soient 3L et II' deux mesures sur M possédant les propriétés de 
l'énoncé, h une forme linéaire continue sur E telle que M soit 
l'intersection de C et de l'hyperplan d'équation h(x) = 1. Soit 9 
le sous-ensemble de V(M) constitué par les restrictions à M des 
fonctions convexes 2 O positivement homogènes et continues 
dans C. Le cône C est faiblement complet (Esp. vect. top., chap. II, 
2" éd., 5 7, no 3). D'après le th. 3, on a II( f )  = IIf(f) pour toute 
f €9. 

Si f,, f,, f3, f4 appartiement à 9 ,  on a 

Puisque h l M ~  Y ,  9 - 9 contient les fonctions constantes. Si x et 
y sont deux points distincts de M, il existe une forme linéaire 
continue sur E qui sépare x et y, et cette forme est différence de 
deux formes linéaires continues positives sur C (Esp. vect. top., 
chap. II, 2" éd., 5 6, no 8, lemme 1). Il résulte de ce qui précède que, 
pour a, p réels, il existe .f E iP - 9 tel que f (x) = a, f (y) = p. 
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Alors 9 - 9 est partout  dense dans  V(M) pour  la topologie de  
la convergence uniforme (Top. gén., chap.  X, 2' éd., $4, no 1, cor. 
de  la prop. 2). C o m m e  A et  1' coïncident sur ,Y - ,Y, o n  a A = A'. 

EXERCICES 

I ) Montrer que si f et g sont deux fonctions numériques 3 O 
définies dans X et p une mesure positive sur X, on a 

~*(sup(.f; g)) + p*(inf(,f; g)) d p*( j ' )  + p*(g). 

En déduire que, si A et B sont des parties quelconques de X, on a 

p*(A v B) + p*(A n B) < p*(A) + p*(B) (cf. $4, exerc. ad)). 

2) Pour tout x E X, montrer que pour toute fonction numérique 
f 3 O définie dans X, on a a$( f )  = f (x). 

3) Donner un exemple, dans R, d'un ensemble ouvert non relative- 
ment compact, dont la mesure extérieure (pour la mesure de Lebesgue) 
soit finie. 

4) Soient X un espace localement compact, a une fonction 
numérique finie et 3 O dans X, telle que, pour toute partie compacte 
K de X, C a(x) soit finie; soit p la mesure positive sur X définie par 

- 

xcK 
les masses a(x) (chap. III, 5 1, no 3, Exemple 1). 

a) Montrer que pour toute fonction f 0, semi-continue inférieure- 
ment dans X, on a p*(f) = 1 a(x)f(x), ci1 convenant de poser 

XEX 

a(x).f'(x) = O lorsque a(x) = O et f (x) = +m. 
b) Soit f 3 O une fonction numérique quelconque définie dans X. 

Montrer que si p*( f ' )  < + a, on a p*( f )  = a(x) f (x) avec la même 
x t x  

convention que dans LI). (Cf. exerc. 5). 
Ti 5) Soit X le sous-ensemble du plan R2 réunion de la droite D = 

{O) x R et de l'ensemble des points (lin, k/n2), où n parcourt l'ensemble 
des entiers > O et k l'ensemble Z des entiers rationnels. 

a) Pour tout point (O,y) de D et tout entier n > O, soit T,(y) 
l'ensemble des points (u, L))  de X tels que u < l/n et (v - < u. Montrer 
que si l'on prend comme système fondamental de voisinages de chaque 
point (0,y) de D l'ensemble des T,(y) (n > O), et comme système fon- 
damental de voisinages de chacun des autres points de X l'unique 
ensemble réduit a ce point, on définit sur X une topologie pour 
laquelle X est un espace localement compact non paracompact. 

b) Soit a la fonction numérique sur X, égale a O dans D et a l/n3 
en chacun des points (l /n,  k/n2). Montrer que, pour toute partie compacte 
K de X, a(x) est finie; soit ,u la mesure positive sur X définie par les 

.Y EK 

masses a(x). Montrer que l'on a p*(D) = + cc bien que a(x)  = O dans D. 
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(Si un ensemble ouvert U pour contient D, montrer qu'il existe un 
intervalle a ,< y < b sur D, non réduit à un point, un ensemble B partout 
dense (pour la topologie usuelle de R) dans cet intervalle et un entier 
12 > O tel que, pour tout y E B, on ait T,(y) c U ;  on utilisera pour cela 
le th. de Baire). 

6) Soit f une fonction numérique 3 O définie dans X. 
a) Montrer que, pour que I'application p ++ p*( f )  de A+(X) dans R 

soit continue pour la topologie vague, il faut (et il suffit) que f soit 
continue et à support compact (utiliser l'exerc. 2). Pour que p ++ p*( f )  
soit semi-continue inférieurement pour la topologie vague, il faut (et il 
suffit, cf. prop. 4) que f soit semi-continue inférieurement. 

b) Montrer que, pour que l'application p- p*( f )  de -',(X) dans 
R soit continue pour la topologie quasi-forte (chap. III, 5 1, exerc. 8), 
il faut et il suffit que f soit bornée et à support compact (méthode 
analogue à celle de a)). En déduire que pour toute fonction f 2 O nulle 
dans le complémentaire d'une réunion dénombrable d'ensembles 
compacts, l'application ,u H ,u*( f )  est semi-continue inférieurement pour 
la topologie quasi-forte (utiliser le th. 3) (cf. exerc. 7 b)). 

c) Montrer que, pour que I'application p - p*( f )  de &+(X) n A 1 ( X )  
dans R soit continue pour la topologie ultraforte (chap. III, $ 1, exerc. 15), 
il faut et il suffit que f soit bornée; pour toute fonction f 2 O définie 
dans X, PH p*(f) est semi-continue inférieurement pour la topologie 
ultraforte. 

d) Montrer que, pour que I'application p- p*( f )  de .A+(X) n .M1(X) 
dans R soit continue pour la topologie faible (chap. III, $ 1, exerc. 15), 
il faut et il suffit que f soit continue dans X et tende vers O au point a 
l'infini; pour que p + +  p*(f) soit semi-continue inférieurement pour la 
topologie faible, il faut et il suffit que f soit semi-continue inférieurement. 

7) a) Soit (y,) une suite croissante de mesures 3 O sur un espace 
localement compact X; on suppose que cette suite est majorée dans 
A+(X)  et on désigne par p sa borne supérieure. Soit f une fonction 
2 0  définie dans X et nulle dans le complémentaire d'une réunion 
dénombrable d'ensembles compacts. Montrer que l'on a 

(cf. exerc. 6 b)). 
b) Soient X et p l'espace localement compact et la mesure définis 

dans l'exerc. 5. Soit a, la fonction numérique égale à cc (notation de 
l'exerc. 5) pour tout point (l/m, k/m2) tel que m < n, et égale a O aux 
autres points de X;  soit p, la mesure définie par les masses a,(x). Montrer 
que ,u est la borne supérieure de la suite (p,) dans A+(X) et que l'on a 
p,*(D) = O pour tout n, mais p*(D) = +m. 

8) a) Soit (p,) une suite décroissante de mesures 3 O sur un espace 
localement compact X, et soit p la borne inférieure de cette suite dans 
A + ( X ) .  Montrer que pour toute fonction f 2 O telle que ,un( f )  < + x 
à partir d'un certain indice, on a p*( f )  = inf pn(f) (lorsque g est semi- 
continue inférieurement, positive et telle que p*(g) < + CO, remarquer 
qu'il existe une suite (hm) de fonctions continues 3 O à support compact, 
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au m 

telle que 1 hm < g et pn(g) = 1 pn(hm) pour tout indice n). 
m =  1 m =  1 

b) Sur l'espace discret X = N, soit p, la mesure définie par la 
masse + 1 placée en chaque point m 3 n. Montrer que la borne inférieure 
de la suite décroissante (p,) est O dans A+(X),  mais que l'on a pn(X) = + oo 
pour tout n. 

1) Soit p la mesure de Lebesgue sur l'intervalle X = (0,1( de R. 
Pour tout entier n = 2h + k (h 0, O < k < Lh), soit f, la fonction 
égale à 1 dans l'intervalle (k12~, (k + 1)/2~(,  à O ailleurs dans X. Montrer 
que la suite (f,) converge en moyenne d'ordre p vers O pour tout p > 0, 
mais que la suite (f,(x)) ne converge pour aucun point x E X. 

2) Montrer que toute fonction numérique f appartenant a YP(X ; R) 
est presque partout égale à la différence g ,  - g, de deux fonctions 
positives semi-continues inférieurement, et appartenant à Z P ( X ;  R) 
(remarquer que f (x)  est presque partout égale à la somme d'une série 

a, 

absolument convergente 1 fn(x), où les f, sont continues et à support 
n =  1 

compact). 
3) Soient X un espace localement compact, a une fonction 

numérique finie et 30, définie dans X et telle que pour toute partie 
compacte K de X, on ait ~ ( x )  < +m.  Soit p la mesure sur X définie 

xeK 
par les masses a(x). Montrer que pour cette mesure on a FF = YP, 
pour tout p fini et 2 1 et tout espace de Banach F. 

1) Soit H un ensemble, filtrant pour la relation <, de fonctions 
intégrables 3 0, tel que sup NI (  f )  < + CO. Soit g l'enveloppe supérieure 

f EH 

de H ;  pour que g soit intégrable et que, dans L1, la classe de g soit 
limite du filtre des sections de l'ensemble filtrant des classes des fonctions 
f E H, il faut et il suffit que, pour tout E > O, il existe une fonction f 1  E H, 
un ensemble B, filtrant pour 6 ,  de fonctions intégrables semi-continues 
inférieurement, et une applicationf .-t f * de l'ensemble Hl  des fonctions 
f E H qui sont < f1 dans l'ensemble B, tels que l'on ait f 6 f * et 
Nl(f * - f )  < E pour toute fonction f ' ~  H l  (utiliser le th. 3 du no 4). 

2) Soit p la mesure de Lebesgue sur R, et soit R l'espace topologique 
obtenu en munissant l'espace 3' de la topologie de la convergence simple 
dans R. Montrer que l'application f - f dp  de R dans R n'est continue 
en aucun point de 0. 

3) Soient 1 un intervalle dans R, f une application de X x 1 dans 
un espace de Banach F, telle que: 1" pour tout a E 1, l'application 
t H f(t, a) de X dans F est intégrable; 2" pour tout t E X, l'application 
C( +-+ f(t, a) admet une dérivée fJt, a) dans 1 ; 3" il existe une fonction 
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intégrable g 2 O telle que lfa(t, a)l < g(t) pour tout t E X  et tout M E  1. 
Dans ces conditions montrer que la fonction U(E) = J f(t, a) dp(t) est 
dérivable dans 1 et qu'on a 

il 4) Soit p la mesure de Lebesgue sur l'intervalle X = ( 0 ,  1). 
a) Défmir dans X un ensemble parfait rare A, dont la mesure soit 

un nombre quelconque a tel que O < a < 1 (utiliser la méthode de 
construction de l'ensemble triadique de Cantor). 

b) Définir dans X une suite (A,) d'ensembles intégrables rares 
sans point commun deux a deux, telle que p(An) = 2-" et que tout 

n 

intervalle contigu à B, = U A, contienne une partie de A,,, de 
k =  1 

mesure > O. Si A = U A , ,  montrer que A est un ensemble maigre de 

mesure 1, et CA un ensemble non maigre et négligeable. 
m 

c) Soit H = U A,,, ,;  montrer que, pour tout intervalle ouvert 
n = O  

1 c X, les intersections de 1 avec H et avec CH ont une mesure > 0. 
Soit f une fonction égale presque partout a la fonction caractéristique 
9,; montrer qu'il n'existe aucune suite (f,) de fonctions continues dans X, 
convergente en tout point de X, et dont la limite soit égale à f (remarquer 
que f est nécessairement discontinue en tout point de X, et utiliser 
l'exerc. 22 de Top. gén., chap. IX, 2" éd., !$ 5). 

5) Soit p une mesure positive sur un espace localement compact X. 
Pour toute fonction numérique f (finie ou non), de signe quelconque, 
définie dans X, on désigne par p*( f )  (intégrale supérieure de f )  la borne 
inférieure des nombres p(h) pour les fonctions h 2 f ,  intégrables et 
semi-continues inférieurement, lorsqu'il existe de telles fonctions, et 
+ co dans le cas contraire; cette définition coïncide avec celle du $ 1, 
no 3, lorsque f 2 O. On désigne par p,( f )  et on appelle intégrale inférieure 
de f le nombre -p*(- f ) .  

a) Montrer que si fl et f2 sont deux fonctions numériques telles 
quefi(x) < f2(x) presque partout, on a p*(fl) < p*(f2). 

b) Soient f1 etf, deux fonctions numériques telles que p*(f,) + p*( f,) 
soit défini et < + co ; montrer que f,(x) + f2(x) est défini presque partout 
et qu'on a p*( fi + fi) < p*( fi) + p*( f2) (se ramener au cas où 
fl(x) < + co et f,(x) < +CO en tout point, à l'aide de a)). 

c) Si (f,) est une suite croissante de fonctions numériques telles 
que p*(f,) > -cc à partir d'un certain rang, montrer que 

7i 6) a) Soit f une fonction numérique telle que p*(f) (exerc. 5) soit 
fini. Montrer qu'il existe une fonction intégrable ,f, 2 f telle que 
p( f,) = p*( f ) ;  si f, est une seconde fonction intégrable telle que f2 2 f 
et p( f2) = p*( f ) ,  fi et fi sont équivalentes. 
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b) Pour qu'une fonction numérique f soit intégrable, il faut et il 
suffit que p*( f )  et p,( f )  soient finis et égaux. 

c) Soit f une fonction numérique telle que p*( f ' )  et p,(f) soient 
tous deux finis; soient g et h deux fonctions intégrables telles que 
g d f d h et p(g) = p,( f ) ,  p(h) = p*( f ). Montrer qu'on a 

d) Soient J;, f2 deux fonctions numériques telles que les nombres 
p*(fi), p*( fi), p*(fl) et p,(f,) soient tous finis; montrer que 

(si g2 est une fonction intégrable telle que f2 < g, et p*(f,) = p(g,), 
remarquer que, pour toute fonction intégrable h telle que h d f ,  + fi, 
on a h - g, < f,). En déduire que, si fl est intégrable, on a 

et p*(fl + f2) = p*(sup(f1, f2)) + p*(inf(fl,f2)) (pour cette dernière 
relation, utiliser l'exerc. 1 du 5 1). 

e) Soit f une fonction intégrable. Pour qu'une fonction g, telle que 
p*(g) soit finie, soit intégrable, il faut et il suffit que 

(si g ,  est une fonction intégrable telle que g < g, et p*(g) = p(g,), 
remarquer que f - g,  d f - g). 

f 7) Soit p une mesure positive sur X. Pour toute partie A c X, 
on appelle mesure intkrieure de A et on note p,(A) l'intégrale inférieure 
(exerc. 5) de la fonction caractéristique y,. 

a) Montrer que p,(A) est la borne supérieure des mesures des 
ensembles compacts contenus dans A (raisonner comme dans le th. 4). 

b) Pour toute partie A de X, de mesure extérieure$nie, montrer qu'il 
existe deux ensembles intégrables A,, A, tels que A, c A c A, et que 
p*(A) = p(A,), p*(A) = p(A,). Pour que A soit intégrable, il faut et il 
suffit que p*(A) et p,(A) soient finis et égaux. Avec les mêmes notations, 
montrer qu'on a 

c) Soit A un ensemble intégrable: montrer que pour tout ensemble 
B c A, on a p(A) = p*(B) + p,(A n 1 B). 

d) Soient A et B deux ensembles de mesure extérieure finie et sans 
point commun. Montrer que, si C = A u B, on a 
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(pour cette dernière inégalité, se ramener au cas où 

à l'aide de b); si A, et B, sont des ensembles intégrables tels que A c A,, 
B c B,, p*(A) = p(A2), p*(B) = p(B2), montrer que 

7 8) Si on identifie canoniquement le tore T = R/Z à l'intervalle 
(O, l (  de R, la mesure de Lebesgue p sur cet intervalle est une mesure 
sur T; pour tout ensemble A c T et tout z E T, on a p*(A + z )  = p*(A). 

a)  Montrer qu'il existe un sous-groupe Ho de T tel que les ensembles 
H, = r ,  + Ho, où r,  parcourt l'ensemble des nombres rationnels 
contenus dans (O,  l ( ,  forment une partition de T (en considérant R 
comme espace vectoriel s u r ~ Q I  remarquer que dans R, le sous-espace Q 

- - -  

admet un supplémentaire). 
b) Soit H un ensemble réunion d'un nombre fini quelconque 

d'ensembles H,; montrer que H n'est pas intégrable et qu'on a p,(H) = O 
(remarquer que tout sous-groupe du groupe additif Q/Z engendré 
par un nombre fini d'éléments est d'indice infini dans Q / Z ;  en déduire 
qu'il existe une partition de T en une infinité dénombrable d'ensembles 
P,, dont chacun contient un ensemble de la forme z + H). 

c) Déduire de b) un exemple d'une suite décroissante (A,) de parties 
de T dont l'intersection est vide et qui est telle que p*(A,) = 1 pour 
tout n. 

d) Soit A un ensemble intégrable tel que Ho c A et 

montrer que, pour tout ensemble intégrable B c A, les ensembles 
B, = B n Ho et B, = B n C Ho forment une partition de B telle que 
,u*(B1) = p*(B2) = p(B) et p,(B,) = p*(B,) = O (utiliser I'exerc. 7 b)). 

B 9) a) Soit p une mesure positive sur un espace localement compact 
X. Dans l'espace de Banach @@" des classes d'équivalence des fonctions 
de P l ,  soit G un sous-espace vectoriel fermé contenant le sous-espace 
L1 ;  soit Y le sous-espace vectoriel fermé de Pl formé des fonctions 
dont la classe appartient à G. Montrer qu'on peut prolonger a 3 la 
forme linéaire p(f) de sorte que l'inégalité Ip(f)l < N,(f) soit encore 
vérifiée (utiliser le th. de Hahn-Banach). Montrer que pour l'intégrale 
ainsiprolongée,~le~thl 3 du 5 3 est encore valable. 

b) On  suppose que G est somme directe de L' et d'un sous-espace 
H de dimension finie. Montrer que, dans 9, le th. de Lebesgue (th. 2) est 
encore valable. (Soit (f,) une suite de fonctions de 2?, tendant presque 
partout vers f et telles que If,l < g, où g 2 O et N,(g) < + m. Soit 

m 

(Ük)ldkQm une base de H, et soit 1: = 1 a,,uk + h,, où h, E 2'. En 
k =  1 
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utilisant le fait que G est somme directe topologique de L' ct de H, 
montrer que les a,, sont uniformément bornés; en extrayant au besoin 
une suite partielle de (.fil), se ramcncr au cas où chacune des suites 

admet unc limite; en déduire alors que h,(.x) tend presque 
partout vers une limite, et appliquer la suite (h,) le th. de Lebesgue; 
remarquer enfin que deux suites extraites de (.L) ne peuvent tendre vers 
des limites distinctes dans G). 

7 IO) u) Soient B un espace de Riesz, 11 une forme linéaire positive 
sur 8, telle que la relation p(lx1) = O entraîne x = O; ,u(lxl) est alors 
une norme sur 8, et on suppose que 8, muni de cette norme, est complrt. 
II en résulte que & est complètement réticulé (chap. II, 6 2, exerc. 8 e)). 
Par suite (chap. II,  (i 1, exerc. 12 et 13), il existe un espace localement 
compact X, somme d'une famille (K,) d'espaces compacts stoniens, 
tel que 8 soit isomorphe à un espace formé de fonctions numériques 
(finies ou non) continues dans X, contenant l'espace X(X). On identifie 
8 à cet espace, et la restriction de p à X(X)  est alors une mesure positive 
sur X. Montrer que 8 est canoniquement isomorphe à l'espace L1(,u); 
de façon précise, pour toute fonction g définie dans X et ,u-intégrable, 
i l  existe une fonction J'E 8 et une seule qui soit équivalente à g pour la 
mesure p (remarquer que tout élément 2 O de 8 est borne supérieure 
d'une suite croissante d'éléments de .T(X), et que X ( X )  est dense dans 
9 %4). 

h) Déduire de a) quc, pour tout espace compact K, il existe un 
espace localement compact S, somme topologique d'une famillc d'espaces 
compacts stoniens, et une mesure positive v sur S, de support égal à 
S, tels que l'espace complètement réticulé ,d (K)  des mesures sur K,  
muni de la norme /I,ul/, soit isomorphe à 2?'(v) (considérer sur A ( K )  
la forme linéaire ,u H p(K)). 

11) a )  Soit I? un ensemble quelconque de parties d'un ensemble 
A. Soit Y l'ensemble des parties de A de la forme 

où les Xi sont des ensembles de T, nz un entier quelconque 3 1, p un 
enticr quelconque 3 O. Montrer que le plus petit clan 0 contenant l- est 
I'ensemble des réunions finies d'ensembles de Y .  

b)  Soit A I'ensemble des intersections finies d'ensembles de T. 
Montrer que, pour tout espace vectoriel F, I'ensemble des combinaisons 
linéaires (à coefficients dans F) de fonctions caractéristiques d'ensembles 
du clan engendré par r est identique à I'ensemble des combinaisons 
linéaires de fonctions caractéristiques d'ensembles de A. 

c) Soicnt X un espace topologique, r I'ensemble des parties com- 
pactes de X. Montrer que le clan engendré par I? est idcntique à I'ensemble 
des réunions finies de parties de X de la forme X n C Y, où X et Y sont 
des ensembles compacts. 

12) Soit X un cspace topologique séparé. Pour tout couple (K, U) 
formé d'un ensemble compact K et d'un ensemble ouvert U dans X, 
soit I(K, U) I'ensemble des parties M c X telles que K c M c U, 
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et soit 5 la topologie sur '$(X) engendrée par l'ensemble des parties 
I(K, U) de '$(X). 

a) Montrer que chacun des ensembles I(K, U) est à la fois ouvert 
et fermé dans g (X) ;  en déduire que q?(X), muni de la topologie f, est 
un espace complètement régulier et totalement discontinu. 

b) Pour que l'application M ++ f, M de p(X) sur lui-même soit 
continue (pour la topologie .F), il faut et i l  suffit que X soit compact. 

c)  On prend pour X l'intervalle (0, 1)  de R. Montrer que les 
applications (M, N) H M u N et (M, N) H M n N de $3(X) x $(X) 
dans CC,(X) ne sont pas continues pour la topologie ,Y. 

d) On suppose X localement compact. Montrer que la topologie 
induite par Y sur i'ensemble des parties compactes de X est plus fine 
que la topologie déduite d'une structure uniforme de X par le procédé 
de l'exerc. 5 de Top. gén., chap. II, 3' éd., 5 1 ;  ces deux topologies ne 
peuvent être identiques que si X est un espace discret. 

7i 13) a) Soit X un espace localement compact, et soit r une base de 
la topologie de X, formée d'ensembles relativement compacts. Soit 9 '  

une structure uniforme compatible avec la topologie de X, et soit G un 
système fondamental d'entourages de cette structure. Soit M H iL(M) 
une fonction numérique finie et 3 O définie dans T. Pour tout cnsemble 
compact K c X, et tout entourage V E 6, soit a,(K) la borne inférieure 
des nombres 1 j.(Ui) pour tous les recouvrements finis (U,) de K formés 

1 

d'ensembles de r petits d'ordre V ;  on suppose que lorsque V parcourt 
6, la borne supérieure a(K) des nombres a,(K) est .finie. Montrer qu'il 
existe sur X une mesure p (et une seule) telle que p(K) = E(K) pour tout 
ensemble compact K (utiliser le th. 5). 

b) Soient Y l'ensemble des parties boréliennes de X, a une applica- 
tion de Y dans ( O, + CO ) satisfaisant aux conditions suivantes : 

(i) si BI,  B, sont deux parties boréliennes disjointes de X, on a 
a(Bl u B,) = a(B,) + a(B,). 

(ii) Si B est une partie compacte de X, on a a(B) < + m. 
(iii) Si B est une partie borélienne de X, on a a(B) = inf a(U), 

où U parcourt l'ensemble des parties ouvertes de X contenant B. 
Alors il existe une mesure positive p sur X et une seule telle que 

a(B) = p"(B) pour toute partie borélienne B de X qui peut être recouverte 
par une suite de parties compactes. 

c) Pour tout B E  Y, on pose a(B) = O si B peut être recouvert 
par une suite de parties compactes, a(B) = + m dans le cas contraire. 
Alors les conditions (i), (ii), (iii) de 6) sont satisfaites. On a p = O, donc 
a(B) #p*(B) - - si - B ne-peut ê t re  recouvert par une suite de parties com- 

pactes. 

14) Soit (A,) une suite d'ensembles intégrables telle que 

Pour tout entier k, soit G, l'ensemble des x E X tels que x E A, pour k 
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valeurs de n au moins; montrer que G, est intégrable et que 

15) Soit p une mesure positive bornée sur un espace localement 
compact X, et soit (A,) une suite d'ensembles intégrables dans X telle 
que infp(A,) = m > O. Montrer que l'ensemble B des points de X qui 

n 

appartiennent à une infinité d'ensembles A, est intégrable, et que 
AB) 2 m. 

il 16) Soit X un espace complètement régulier, et soit %(X) (resp. 
Vb(X)) l'espace de Riesz des fonctions numériques continues (resp. 
continues et bornées) dans X. 

a) Montrer que, si une forme linéaire À sur W(X) est continue pour 
la topologie de la convergence compacte, elle est relativement bornée. 

b) Soit /Z une forme linéaire positive sur %(X). Montrer que, si 3, 
est nulle dans Wh(X), elle est nulle dans V(X) (soit cp l'application 
canonique de W(X) sur l'espace de Riesz quotient W(X)/@(X) (chap. II, 
5 1, exerc. 4); montrer que, si h est une fonction continue 2 O et non 
bornée dans X, on a ncp(h) d cp(h2) pour tout entier n > 0). 

c )  Soit fiX le compactifié de Stone-Cech de X, espace compact 
obtenu en munissant X de la structure uniforme la moins fine rendant 
uniformément continues les fonctions de Wb(X) et en complétant I'espace 
uniforme ainsi obtenu; toute fonction f E W(X) se prolonge alors par 
continuité en une fonction f continue dans PX, à valeurs finies ou non 
(considérer f / ( l  + 1 f 1)). Si Â est une forme linéaire positive sur %?(X), 
la restriction de i à Wb(X) est de la forme f ~ ~ ( f ) ,  où ,u est une mesure 
positive sur BX; montrer que, pour toute fonction f E %'(X), f est in- 
tégrable pour p et qu'on a A( f )  = p(f) (utiliser b), en remarquant que 
toute fonction 3 O de %(X) est enveloppe supérieure d'une suite de 
fonctions de Vb(X)). 

d) Montrer que tout point x, du support de p qui n'appartient 
pas à X possède la propriété suivante: pour toute suite décroissante 
(V,) de voisinages de x,, l'intersection des V, contient au moins un 
point de X. Réciproque. 

e) Déduire de d) que si X est localement compact et dénombrable 
à l'infini, le support de p est contenu dans X (comparer à h)). 

f )  Si X est discret, montrer que le support de ,u est fini (dans le cas 
contraire, former une fonction f 2 O définie dans X et telle quefne  soit 
pas pintégrable). 

g) Montrer que si une forme linéaire Â sur V(X) est positive et 
continue pour la topologie de la convergence compacte, le support de p 
est contenu dans X (cf. chap. III, 5 2, prop. 11). 

h) Soient X, I'espace compact obtenu par adjonction d'un point à 
l'infini o à I'espace localement compact X défini dans Top. gén. chap. 1, 
3" éd., $9, exerc. 12, Y le sous-espace de R formé des entiers 3 O et de 
+ co, Z l'espace localement compact complémentaire du point (o,  + CO) 

dans I'espace produit X, x Y. Montrer que toute fonction numérique 
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continue dans Z est bornée et que f (z) tend vers une limite lorsque z tend 
vers le point a l'infini (w, fa) de Z. En déduire que, si , ~ i  est la mesure 
sur Z définie par la masse 112" placée au point (CO, n) pour tout n 3 0, 
toute fonction continue sur Z est p-intégrable, mais le support de p n'est 
pas compact. 

il 17) Soit X l'espace localement compact défini dans Top. gén., 
chap. 1, 3' éd.: 5 9, exerc. 12. 

a) Soit H une partie compacte de l'espace localement convexe 
%?(X;C) muni de la topologie de la convergence compacte; montrer que 
les fonctions f E H sont unifovmément bornées dans X et qu'il existe 
c E X tel que, pour tout x > c, toutes les fonctions de H soient constantes. 
(Raisonner par l'absurde; si les fonctions de H n'étaient pas uniformé- 
ment bornées dans X, il y aurait une suite croissante (x,) de points de X 
telle que sup( (~(xn) l )  3 n, IH(x,)l désignant l'ensemble des If(x,)l pour 
f E H ;  observer que la suite (x,) est convergente dans X. De même, 
pour tout  EX, soit 6(x) la borne supérieure des oscillations de toutes - - - 

- - - l e s  fonctions f G H dans l'intervalle [x;+ (; 6(xj est-fin'ie et-décroissante, 
donc il existe d E X tel que b(x) soit constante pour x 3 d. Pour voir que 
cette constante f i  est nulle, raisonner par l'absurde comme précédem- 
ment, en formant deux suites croissantes (s,,), (t,) de points de X telles que 
S, < t, < s n + ,  9 t,+ et une suite (f,) de fonctions de H telle que 
Ifn(sn) - fnCtn)l 2 Dl'.) 

En particulier, V(X ; C) est somme directe de .X(X ; C) et de C . 1. 
b) Montrer que sur X toute mesure a un support compact (pour tout 

x E X, soit f, la fonction caractéristique de l'intervalle )+, x), qui est 
continue et à support compact; considérer dans X la fonction croissante 
( P I  (fx)). 

c.) Déduire de a) et b) que dans .M(X ; C) = A 1 ( X  ; C) = W(X ;C), 
les parties bornées pour la topologie de la convergence uniforme dans 
les parties compactes de %?(X;C) sont les parties bornées pour la topologie 
ultraforte (chap. III, 5 1, exerc. 15). Montrer que %?'(X;C) n'est pas 
quasi-complet pour la topologie (considérer les mesures E, pour 
x E X); en déduire que, pour la topologie de la convergence compacte, 
V(X;C) n'est ni tonnelé, ni bornologique (cf. Esp. vect. top., chap. III ,  
tj 3, no 7, cor. 2 du th. 4 et exerc. 18). 

d) Montrer que sur ,X(X;C) la topologie Y0 (limite inductive des 
topologies des espaces de Banach X(X,  K;C)) est identique à la topo- 
logie de la convergence uniforme, et que, muni de cette topologie, 
X ( X ; C )  est complet. (Soit V un voisinage de O pour ,Y-,, ; pour tout 

- -  - 

x E X, - soit - - r ,  - le plus grand nombre > -0- tel que Y contienne toutes-les - - - 

fonctions continues ,f de support contenu dans )+,x] et telles que 
I l f  1 1  < rx. Montrer que la borne inférieure de r,  dans X est >O, en 
prouvant qu'il ne peut exister de suite croissante (x,) de points de X 
telle que lim rxn = 0). 

n + m  

18) Soit X un espace localement compact paracompact. 
a) Montrer que l'espace V(X;C) est isomorphe a un produit 

d'espaces de Fréchet, et est donc tonnelé. 
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O) Pour qu'une partie H de %'(X;C) soit bornée pour la topologie 
de la convergence compactc, i l  faut ct il suffit qu'il existe une partie 
compacte K de X telle que Supp(p) c K pour toute ~ i  E H et que H soit 
bornée pour la topologie ultraforte (comparer à I'exere. 17 c)). La topo- 
logie induite sur H par la topologie de la convcrgcncc compactc est 
alors identique à la topologie vague. 

c) Montrer que sur I'cnsemblc ./kt + (X) n 'C(X ; C) la topologie 
induitc par la topologie de la convcrgcncc compacte sur V(X;C)  est 
identique à la topologie vague. En est-il de même lorsque X n'est pas 
paracompact (excrc. 17)? 

19) On  munit W(X ; C) dc la topologie de la convcrgcnce compacte, 
W1(X;C) de la topologic de la convergeilcc uniforme dans les parties 
compactes de W(X ;C). Soit 6 l'ensemble des pal-tics compactes de 
( X  ; C) ; montrer que l'application bilinéaire ( p)  w g . i  de 
%'(X ; C) x V(X ; C) dans %"(X ; C) est 6-hypocoiîtinue. Soit Z l'ensemble 
des parties bornées de %'(X;C); montrer que si X est paracompact, 
I'application bilinéaire précédente est aussi 2-hypoconhuc;  cette 
dernière propriété est-elle encore vraie lorsqu'on ne suppose plus X 
paracompact (exerc. 17)? 

7 20) Soient X, Y deux espaces localement compacts paracompacts. 
On munit les espaces V1(X;C) et 'd''"(Y ;C)  de la topologie de la coiî- 
vergence compacte. 

u )  Montrer que 1orsq~i'oi-i munit W'(X x Y ;C)  de la topologie de la 
convergence compacte, I'application ( j i ,  11) H ,LL @ iv est (G, 2)-hypo- 
continue, 6 désignant l'ensemble des parties bornées de %"(X;C) et 
2 l'ensemble des parties bornées de %'(Y; C) (utiliser I'excrc. 18 h)). 

h) Montrer que lorsque X et Y sont dCnomhrubles ci l'i-fini et 
qu'on munit W(X x Y ;C) de la topologie de la convergence compacte, 
l'application (p, 11) ++ / L  @ i1 est continue. (S'inspirer de la dénîonstrît' ion 
de I'exerc. 3 du chap. 111, $ 4  et, cn introduisant dans X (resp. Y) une 
partition continue de l'unitc subordonnée ii un recouvrement ouvert 
localement fini, raisonner comme dans Esp. vect. top., chap. I I ,  2' éd., 5 4, 
exerc. 9 a)). 

c) Si X est discret, l'espace %'(X;C) s'identifie à l'espace somme 
directe C"', muni dc la topologie localemcnt convexe la plus fine. En 
déduire un exemple où X el Y sont discrets, X non dénombrable ct oii 
I'application L ) p @ n'est pas continue lorsqu'oiî munit 
Vr(X x Y ;  C) de la topologie vague (cf. Esp.  vect. top., chap. II, 2' éd., $4, 
exerc. 9 h)). 

21) Soicnt X un espace localemeilt compact, j' une fonction 
numérique 2 O définie dans X. Pour que I'application PH p*( f )  de 
A+(X) n W(X; C )  dans R soit continue pour la topologie de la eon- 
vergence compacte, i l  faut et il sufit que,f soit contiiiuc dans X. 

22) Soient X, Y deux espaces localement compacts, , ~ i  une mesurc 
bornée sur X, 11 une mesurc bornée sur Y, de sorte que i . i @  v est une 
mesurc bornée sur X x Y. Montrer que, pour toute fonction 
f E 'c0(X x Y; C), la fonction x- f ( x ,  y) dv(y) appartient à %O(X;C) et 



5 5 EXERCICES 

7 23) Sur l'espace Rn, soient ,u la mesure de Lebesgue, 1x1 une norme 
telle que la boule unité pour cette norme ait une mesure égale à 1, 
(x,),,, une suite infinie de points distincts d'un ensemble borné inté- 
grablc B tel que p(B) = 1. Pour tout entier nz, on désigne par d,,, la 
borne inférieure des nombres lxi - xjl pour 1 < i < j d m. Montrer que 
l'on a h m .  inf mdn, < a; l, où 

m-+m 

(1 - t)" 
a , = l + n  -- S,' 1.t 

d t .  

(Raisonner par l'absurde en supposant que pour un E > O, il existe MT, 

tel que md", > h, pour m 2 mO, avec h, = a;' + E. Pour 1 < i < m, 
soit Bi la boule de centre x, et de rayon +lz,m- 'In, et pour in < i < 2"in, 
soit B, la boule de centre x, et de rayon 4h,(2iP 'ln - m- 'ln). Montrer 
que les 2"in boules B, sont deux à deux sans point commun, et évaluer la 
mesure de leur réunion, en utilisant la formule d'Euler-Maclaurin). 

ii 1) Soit 1 un intervalle semi-ouvert )u, b )  dans R, et soit F = R1 
l'espace de toutes les applications de 1 dans R, muni de la topologie 
de la convergence simple; pour tout x E 1, on désigne par f(x) l'application 
tw I X  - tl de 1 dans R, élément de F ;  l'application f de 1 dans F est 
continue. Montrer que f est dérivable à gauche en tout point dc 1, 
mais que la dérivée à gauche fi est une fonction (à valeurs dans F) non 
mesurable pour la mesure de Lebesgue, bien qu'elle soit limite simple 
d'une suite de fonctions continues, et bien que pour chaque t 6 1, la 
fonction pr, of; soit une fonction numérique mesurable (remarquer 
que fb n'est continue à droite en aucun point de 1, et utiliser l'exerc. 1 de 
Top. gén., chap. IV, 5 2). 

2) Soient v la mesure de Lebesgue sur R, g une a plication continue 
de R dans (O, 1). de support contenu dans ) I ,2 fe t  kgaie A i dans 
(0, l), p la mesure g . v sur R. L'ensemble Ho c (O, 1 )  défini dans l'exerc. 
8 du 5 4  n'est pas p-mesurable, mais l'ensemble H = Ho - 2 est p- 
négligeable. 

a) Si l'on pose j ( x )  = x - 2, f est continue et q, est pmesurable, 
mais la fonction composée q, 0 J n'est pas p-mesurable. 

b) Si l'on pose h(x) = x + 2, l'image h(H) de l'ensemble CL-mesurable 
H par la fonction continue Iz n'est pas p-mesurable. 

3) Soient f une application inesurable de X dans un espace topo- 
logique F, et g une fonction numérique semi-continue inférieurement 
dans F ;  montrer que g 0 f est mesurable. 

fT 4) Soit p la mesure de Lebesgue sur X = (0,1(, et soit (H,) une 
partition de X en une suite infinie d'ensembles de puissance du continu 
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dont aucun n'est mesurable, et qui sont tels que, pour toute réunion H 
d'un nombre fini d'ensembles H,, on ait p,(H) = O ($4, exerc. 8). Soit 
on une bijection de l'intervalle )l/(n + l), l/n) sur H,. Pour tout nombre y 
tel que O < y < 1, soit n l'entier tel que l/(n + 1) < y 6 l/n. On définit 
,J;. comme la fonction caractéristique de l'ensemble réduit au point o,(y); 
pour tout x E X, J,(X) tend vers O lorsque y tend vers O. Montrer qu'il 
n'existe aucun ensemble compact K c X de mesure > O tel que f, tende 
uniformément vers O dans K. 

5 )  Soit (f,,) une suite double d'applications mesurables de X dans 
un espace métrisable F. On suppose que, pour tout in, la suite (f,,),,, 
converge localement presque partout vers une fonction g,,,, et que la 
suite (g,) converge localement presque partout vers une fonction h. 
Montrer que, pour toute partie compacte K de X, i l  existc deux suites 
strictement croissantes (m,), (n,) d'entiers >O, telles que la suite des 
fonctions f,,,,, converge presque partout vers h dans K. (Remarquer 
que, pour tout E > O, il existe un ensemble compact K ,  c K tel que 
p(K - K I )  d E et que dans K I  la suite (g,) et chacune des suites (Jm,),, , 
soient uniformément convergentes). 

il 6) Pour tout entier n 2 1, soit fn(x) = [2"x] - 212"-lx]. Dans 
l'espace compact des applications de R dans {O, 1) (muni de la topo- 
logie de la convergence simple), soit f une valeur d'adhérence de la 
suite (f,). Montrer que, pour tout nombre dyadique r, on a j ( r  + x) = f (xj 
pour tout x E R, et f ( r  - x) = 1 - f (x) pour tout x E R distinct d'un 
nombre dyadique. En déduire que, pour la mesure de Lebesgue p, f 
n'est pas mesurable. (Raisonner par l'absurde; soit A l'ensemble des 
X E  (O, 1) tels que f(x) = 1, et supposons que A soit mesurable, et 
p(A) = a > O; montrer qu'il existe un ensemble 1, réunion finie d'inter- 
valles ouverts contenus dans )O, l ( ,  tel que p(I n C A )  < a14 et 
p(A n C 1) < 4 4 ;  en considérant les intervalles contenus dans 1 et de la 
forme )k/2", (k + 1)/2"(, montrer qu'on obtient une contradiction avec 
la relation f'(r - x) = 1 - f (x) pour r dyadique et x non dyadiqiie). 

7) Soient X l'intervalle (0, 1)  dans R, et F l'espace hilbertien ayant 
une base orthonormale (et)pst4i équipotente a X. 

u)  Montrer que l'application f de X dans F, telle que f(t) = e, pour 
O 6 t < 1, n'est pas mesurable pour la mesure de Lebesgue, mais que 
l'image réciproque par f de toute boule fermée dans F est mesurable et 
que, pour toute forme linéaire a' continue sur F, (f, a') est négligeable. 

h )  Soit H un ensemble non mesurable dans X ($4, exerc. 8); mon- 
trer que si g = fq,, la fonction (g, a') est négligeable pour toute forme 
linéaire continue a' sur F, mais que la fonction numérique /g/ n'est pas 
mesurable. 

8) Soient F un espace localement convexe métrisable, f une applica- 
tion de X dans F vérifiant les conditions a )  et b) du no 5, cor. 1 de la 
prop. 10; montrer que f est mesurable. 

9) Soit p la mesure de Lebesgue sur X = (O, 1 ) ;  on désigne par F 
l'espace vectoriel sur R des fonctions numériques finies p-mesurables 
sur X, muni de la topologie de la convergence simple, qui en fait un 
espace localement convexe séparé. 
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a) Montrer qu'il existe dans F une partie dénombrable partout 
dense (considérer une suite partout dense dans l'espace de Banach 
%'(X;R) des fonctions numériques continues dans X). 

b) Pour tout x EX,  soit f(x) l'élément du dual F' de F défini par 
(z, f(x)) = z(.Y) pour tout z E F. Montrer que lorsque Fr est muni de la 
topologie faible o(F', F), f n'est pas p-mesurable mais ( a ,  f) est p- 
mesurable pour tout u E F. 

il 10) Soient F un espace de Banach, f une application mesurable 
de X dans F, telle que l'ensemble A des x E X où f(x) # O soit réunion 
dénombrable d'ensembles intégrables. Montrer qu'il existe une suite (f,) 
de fonctions continues à support compact, a valeurs dans F, telle que la 
suite (f,(x)) converge presque partout vers f(x) dans X (remarquer d'une 
part que A est réunion d'un ensemble négligeable N et d'une suite d'en- 
sembles compacts K, deux à deux sans point commun et tels que la 
restriction de f à chacun des K, soit continue; d'autre part, qu'il existe une 
suite décroissante (Un) d'ensembles ouverts contenant A et tels que 
pCU, n CA)tende yers-Olorsque n croît-ind6finimentj.- - - - - - - - - 

11) Soit f une application mesurable de X dans un espace de 
Banach F. Pour tout entier rationnel n (positif ou négatif) soit A, l'en- 
semble des s E X tels que 2" > lf(.x)l > 2"-'. Pour que f soit intégrable, 
il faut et il suffit que la série de terme général 2"p(A,) ( n c Z )  soit con- 
vergente. 

7 12) Soit p une mesure 2 0  sur X. Soit (f,) une suite de fonctions 
intégrables dans X, qui converge simplement dans X vers une fonction f. 

u)  Montrer que si f est intégrable et si on a 

f dp = lim f, dp, I "+rn I 
pour tout E > O il existe un ensemble intégrable A, une fonction inté- 
grable g > O, et un entier no tels que, pour tout n 3 no, on ait 

et If,(x)l < g(x) pour tout x E A (considérer un ensemble intégrable B 
tel que 

//flq.dri 4 2  

et que f soit bornée dans B, et appliquer le th. d'Egoroff). 

b) On suppose que, pour tout E > O, il existe un ensemble mesurable 
A, une fonction intégrable g 2 O et un entier no tels que, pour tout 
n 2 no, o n  ait 5 If&p c* dp < & e t  If,(x)l< g(x) pour t a u t  x d r  Montrer 
- - -  

que, dans ces conditions, f est intégrable, et que in tend vers i dans 
l'espace LI. Réciproque. 

c) On suppose que F = R ;  montrer par des exemples que les 
conditions de a) ne sont pas suffisantes, et que les conditions de 6) ne 
sont pas nécessaires, pour que f soit intégrable et que 
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7 13) Soit y une mesure positive sur X. Si A est mesurable, montrer 
que pour [oute partie B de X, on a 

(si pS:(B) < + ir,, considérer un enseinblc intégrablc H ,  tel que B c B, et 
,u*(B) = ,u(B,) ($4,  excrc. 7 h))).  Inversement, montrer que si A vérifie 
cette condition, A cst mesurablc (cf. 9 4, cxcrc. 6 e)). 

14) Soit (A,) une suite de parties de X, tclle que, pour clîaqiie 
indice n, il existc un ensemble inesurable B, 3 A,, les B, étant deux à 
deux sans point commun. Montrer que l'on a 

15) Soit ,u une mesure positive sur X. On dit qu'une fonction 
numérique (finie ou non) jdéfinic dans X est quasi-intégruble si elle est 
mesurable et si on a , u * ( f )  = ,u.Jf) ( 5  4, exerc. 5) .  On pose alors 

EU) = 1lY.f) = ~ " ( f ' ) ;  
on écrit encore J f d p  au lieu de ,u(,f). 

a) Montrer que si J' ct g sont quasi-intcgrables, ct si la somme 
~ ( f )  + p(g) est définie, f' + g est définie presque partout et est quasi- 
intégrable, et p(,f + 8) = ,u(,f) + /&). 

ciut ct h)  Déduire de a) que, pour que f soit quasi-intégrable, i l  f. 
il suffit que J' soit mesurable et qu'un au moins des nombres p*(f+), 
,u*(,f ') soit fini; on a alors ,u(,f) = ,u*( f +) - ,u*(f -). 

il 16) Soient X un espace compact, ,u une mesure positive sur X. 
On dit qu'une fonction numérique bornée f'définie dans X est continue 
presque partout (pour la mcsure p) dans X si l'ensemble des points de 
X où f'est coniinuc (par rapport à X) a un complémentaire de mesure 
nulle. 

a) Donner un exemple de fonction f continue presquc partout 
et telle qu'il n'existe aucune fonction continue g égale presque partout 
ii f :  

b) On  suppose que le support de ,u soit identique à X. Montrer 
que, pour qu'une fonction numériquc bornée f définie dans X soit 
égale presque partout à une fonction continue presque partout dans X, il 
faut et il suffit qu'il existe une partie H de X, dont le complémcntaire soit 
négligeable, et qui soit telle que la restriction f'lH de f à H soit continue 
(pour prouver que la condition est suffisante, remarquer que :I est 
partout dense dans X, et que le prolongement de f I H  à X qui est semi- 
continu inférieurement dans X (Top. gén., chap. IV, 56, prop. 4) est une 
fonction continue (par rapport à X) en tout point de H). En déduire que 
f est mesurable. 

c) Déduire de b) que si X est en outre nzhtrisablc, pour toute fonction 
numérique f bornée et prcsquc partout égale à une fonction continue 
presque partout dans X, il existe une suite (fJ de fonctions continues 
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dans X, qui est convergente en tout point de X, et dont la limite est 
presque partout égale à f(cf. $4, exerc. 4 c)) (remarquer que la proposition 
est vraie pour une fonction f semi-continue inférieurement). 

d) Soit A un ensemble parfait sans point intérieur, contenu dans X, 
et de mesure >O (cf. $ 4, exerc. 4 a)). Montrer qu'il n'existe aucune 
fonction continue presque partout dans X et égale presque partout a 
la fonction semi-continue supérieurement 40,. 

il 17) Soient X un espace compact, p une mesure positive sur X. 
On dit qu'un ensemble 9 de partitions finies de X en ensembles in- 
tégrables, filtrant pour la relation « a est moins fine que a'>> est 
,fondamental si, pour tout entourage V de la structure uniforme de X, 
il existe une partition a = (A,) de X appartenant à 9 et telle que tous 
les Ai soient petits d'ordre V. Pour toute partition finie m = (Ak) 
appartenant à .Y, et toute fonction numérique f'bornée dans X, on pose 
sm(f)  = x inf f (x) .  ,u(A,), et Sm(,f) = x sup f (x) .p(Ak) (« sommes de 

k x t A k  k X E A ~  

Riemann >, relatives à J'et à la partition m). 
a)  Montrer qu'on a s,(J') 6 p,(f) d p*(f) < Sm(f)  pour toute 

partition P, et que sm( f )  et Sm( f )  tendent chacune vers une limite suivant 
l'ensemble ordonné filtrant 9. 

h) Si .Y est l'ensemble (fondamental) de toutes les partitions finies 
de X brmées d'ensembles intégrables, montrer que pour toute fonction 
,f bornée et intégrable, sm(f) et Sm(f) tendent vers J f'dp suivant P. 

c) Si J' est une fonction bornée et continue presque partout dans 
X, sm(,f) et Sm(f) tendent vers f d p  suivant tout ensemble fondamental 
P de partitions finies de X en ensembles intégrables (pour tout E > 0, 
considérer l'ensemble fermé A des points où l'oscillation de f est 2 E ,  

et pour toute partition m E 9 dont les ensembles sont petits d'ordre V, 
considérer séparément ceux des ensembles de m qui rencontrent V(A) 
et ceux qui ne le rencontrent pas). Si f est bornée et semi-continue in- 
férieurement dans X, montrer que sw(f) tend vers J J'dp suivant tout 
ensemble fondamental 9 de partitions finies de X en ensembles in- 
tégrables (considérer f comme enveloppe supérieure de fonctions 
continues). 

d) On dit qu'un ensemble A c X est quarrable (pour p)  si sa 
fonction caractéristique est continue presque partout, ou, ce qui revient 
au même, si sa frontière est p-négligeable. Montrer que tout point x, 
de X possède un système fondamental de voisinages ouverts quarrables 
(pour tout voisinage V de x,, soit f une fonction continue à valeurs dans 
(O, 1) égale a 1 au point x,, a O dans CV; considérer les ensembles des 
x tels que f(x) > a, pour O < a < 1). En déduire qu'il existe un ensemble 
fondamental 9 de partitions finies de X, tel que toute partition m E ,Y 
soit formée d'ensembles ouverts et d'ensembles négligeables. 

e) Soit iP un ensemble fondamental de partitions finies de X en 
ensembles intégrables, tel que toute partition EJ E 9 soit formée 
d'ensembles ouverts et d'ensembles négligeables. Pour toute fonction 
bornée j' dans X, soit g la plus grande des fonctions semi-continues 
inférieurement dans X et < f (Top. gén., chap. IV, 5 6, prop. 4); montrer 
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que, pour toute partition w E 9, on a sm(f)  = s,(g). En déduire que, 
pour que s,( f )  et Sm( f )  tendent vers une même limite suivant P, il faut 
que f soit continue presque partout dans X. 

f )  Déduire de e) un exemple de fonction f négligeable et d'un 
ensemble fondamental 9' de partitions finies de X en ensembles in- 
tégrables tels que sm(f) et Sm(f) ne tendent pas vers la même limite 
suivant B (prendre pour X l'intervalle (0, 1) de R et pour p la mesure 
de Lebesgue). 

il 18) Soit X un espace localement compact tel que, dans X, l'adhé- 
rence de tout ensemble ouvert relativement compact soit encore un en- 
semble ouvert (espace stonien; cf. chap. II, $ 1, exerc. 13); soit p une 
mesure positive sur X de support identique a X et telle que toute fonction 
numérique intégrable et bornée dans X soit équivalente à une fonction 
continue finie ( 4  4, exerc. 10). 

a) Montrer que, dans X, tout ensemble rare N est localement 
négligeable (pour tout ensemble compact K, considérer la fonction 
continue équivalente à qKnN). 

b) Soit f une fonction numérique (finie ou non) mesurable dans X, 
et soit g la plus grande des fonctions semi-continues inférieurement dans 
X et d J: Montrer que f et g sont égales localement presque partout 
(remarquer que si la restriction de f à un ensemble compact K est con- 
tinue, f et g sont égales dans l'intérieur de K, et utiliser a)). 

c) Déduire de b) que dans X tout ensemble localement négligeable 
pour ,u est un ensemble rare. En particulier tout ensemble maigre dans 
X est rare. 

19) Soit p une mesure positive sur un espace localement compact X. 
Soit f une application p-mesurable de X dans un espace métrique 
complet F. Pour que, dans une partie compacte K de X, f puisse être 
approchée uniformément par des fonctions étagées mesurables, il faut 
et il suffit que f (K) soit relativement compact dans F. 

20) Soient X un espace compact, p une mesure positive sur X, 
(f,) une suite de fonctions numériques p-mesurables. Montrer que les 
propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) il existe une suite fm) extraite de (f,) et tendant vers O presque 
partout dans X ;  

(ii) il existe une suite (A,) de nombres réels finis telle que 

et que la série de terme général /ln f,(x) converge presque partout dans X. 
(iii) il existe une suite (A,) de nombres réels finis telle que 

et que la série de terme général 2, f,(x) soit presque partout absolument 
convergente dans X. 

(Pour voir que (i) entraîne (ii) et (iii), utiliser le th. d'Egoroff. Pour 
voir que (iii) entraîne (i), montrer que (iii) implique l'existence d'une 
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suite croissante (A,) de parties mesurables de X et d'une suite (ji) 
extraite de (f,), telles que p(A,) tende vers p(X), et que l,f,cpk( dp tende 
vers O). 

21) Soient X un espace localement compact, p une mesure positive 
sur X, (U,),,, un recouvrement ouvert de X. Pour tout a E A ,  soit A 
une application de U, dans un ensemble G. On  suppose que pour tout 
couple d'indices a, P, l'ensemble des points x E U, n Up tels que 
ja(x) # fp(x) soit localement p-négligeable. Montrer qu'il existe une 
application f de X dans G telle que, pour tout a E A, l'ensemble des 
x E U, tels que f (x) # f,(x) soit localement p-négligeable. (Considérer 
d'abord le cas où X est compact, en recouvrant X par un nombrc fini 
d'ensembles U,; passer au cas général à l'aide de la prop. 14 du no 9). 

22) Montrer que si la mcsure positive p est telle qu'il existe des 
ensembles ouverts de mesure > O  et arbitrairement petite, alors, pour 
tout a > O, la topologie induite sur l'ensemble des f E 9; tels que 
N,(f) < a par la topologie de la convergence en mesure est strictement 
moins fine que la topologie de la convergence en moyenne d'ordre p. 

23) Soit (f,) une suite de fonctions de Y F  telle que, pour tout 
ensemble intégrable A et toute suitc (f,) extraite de (f,), il existe une 
suite extraite de (f,J qui converge vers O presque partout dans A ;  
montrer que la suite (f,) converge en mesure vers O. (Raisonner par 
l'absurde). 

B 24) Soient X l'intervalle (0, 1) de R, p la mesure de Lebesgue 
sur X. Montrer que pour tout espace de Banach F, toute forme linéaire 
continue sur 9, est identiquement nulle. (Pour tout voisinage V de 
O dans Y,, montrer qu'il y a un entier n > O tel que V + V + . . . + V 
(n fois) contienne une droite). 

25) a) Pour qu'une partie H de Y, soit précompacte, il faut et il 
suffit que, pour tout E > O et tout ensemble intégrable A c X, il existe 
un ensemble compact M c F et une partition de A en un nombre fini 
d'ensembles intégrables A,, tels que, pour toute f E H, il existe un 
ensemble intégrable B c A, de mesure p(B) 6 E ,  et ayant les propriétés 
suivantes: 1' tout point de f(A - B) est à une distance < E de M;  2' 
dans chacun des ensembles Ai n 1 B, l'oscillation de f est < E .  

b) Montrer que pour qu'une partie H de 2'; soit relativement 
quasi-compacte, il faut et il suffit qu'elle soit précompacte dans 9, 
et équiintégrable. 

c) Pour qu'une suite (f,) de fonctions de 2: soit une suite de 
Cauchy pour la topologie de la convergence en moyenne, montrer 
qu'il faut et il suffit que (f,) soit une suite de Cauchy pour la topologie 
de la convergence en mesure et que l'ensemble des f, soit équiintégrabIe. 

d) Etendre ces propriétés aux espaces 9; pour p > 1. 
26) Soit f une fonction numérique définie dans R. Montrer que si, 

pour tout x E R, on a lim. inf f (y) 2 f (x), f est p-mesurable pour toute 
y + x , y 3 x  

mesure p sur R. 

7 27) Soient X un espace localement compact, p une mesure 
réelle sur X, K une partie compacte de X, (f,) une suite de fonctions 
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numériques p-mesurables bornées définies dans K et séparant les points 
de K. Montrer que pour toute fonction numérique p-mesurable g 
bornée définie dans K, et tout c > O, il existe un polynôme h = P(( f,)) par 
rapport aux f,, et une partie compacte KI  de K, tels que llhll < 21gI1, 
que I p J ( ~  - K J  < E et que, pour tout x E K I ,  on ait $(x! - g(x)J < E. 

(Considérer l'application x +-+(f,(x)) de K dans RN et 1'adhérence.de 
son image, et appliquer convenablement le th. de Weierstrass-Stone). 
En déduire que pour 1 < p < + oo, l'ensemble des polynômes par 
rapport aux f ,  est dense dans 2"'(K). Ces propriétés sont-elles encore 
vraies quand on remplace la suite (f,) par une famille non dénombrable 
de fonctions mesurables bornées, séparant les points de K? 

28) Soient X un espace localement compact, p une mesure positive 
sur X, P l'ensemble des fonctions numériques (finies ou non) f 3 O 
définies dans X et p-mesurables. Soit Â une fonction à valeurs 2 O 
(finie ou non) positivement homogène, croissante et convexe définie 
dans P (cf. chap. 1, no 1) et telle en outre que: 1' l ( f )  = O pour toute 
fonction p-négligeable f 3 0; 2' pour toute suite croissante (f,) de 
fonctions de P, Â(supfJ = sup A(fn). Pour tout espace de Banach F, 

n n 

on désigne par 9; l'ensemble des applications p-mesurables f de X 
dans F telles que A(1fl) soit fini. Montrer que ~ ( J f l )  est une semi-norme 
sur et que 2; est complet pour la topologie définie par cette 
semi-norme. 

Ti 29) Soit p une mesure sur un espace localement compact X. 
Pour toute fonction numérique p-mesurable j' 2 O définie dans X, 
I'applicationf; : t H Ip1*( f - '() t, + cc ))) de R+ dans R + est décroissante 
et continue à droite. Si v est une mesure sur un second espace localement 
compact Y et g une fonction numérique v-mesurable et 2 0  définie 
dans Y, on dit que f et g sont équimesurables (pour ,u et v respectivement) 
si I'on a ,fi = g:. On désigne par f * (ou f E) la fonction définie dans 
R +, égale pour tout s E R + à la borne supérieure dans R + de l'ensemble 
des nombres a tels que fJa) 2 s (borne égale à O si cet ensemble est 
vide). 

a) Montrer que la fonction f * est décroissante, conti'nue à gauche 
dans R +  et équimesurable à f  (pour la mesure p et la mesure de Lebesgue 
sur R,); on dit que f * est le réarrangement décroissant de$ 

b) Si O < f < g sont deux fonctions p-mesurables dans X, montrer 
que l'on a f * < g*. Si (f,) est une suite croissante de fonctions p- 
mesurables 2 O dans X, et f = supf, ,  montrer que I'on a 

n 

f *(s) = S ~ P  f %) 
n 

en tous les points o u f  * est continue. 
c )  Montrer que pour toute fonction numérique p-mesurable 

f 2 O, on a (pI*(f) = j*.f'*(s) ds. (Considérer d'abord le cas d'une fonction 
étagée, puis utiliser b)). 

d) Soit w une fonction numérique finie (sauf peut-être au point s = O) 
définie dans R +  et décroissante. Pour toute fonction numérique f 2 O 
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définie dans X et p-mesurable, on pose 

4fj = ('* w(s) (/ *(s) )~  ds) l l p  ( I  < p < + ml. 

Montrer que cette fonction vérifie les conditions de I'exerc. 28. (Pour 
prouver qu'elle est convexe, on considérera d'abord le cas où w est 
une fonction en escalier décroissante, en utilisant c), puis on passera à la 
limite pour traiter le cas général.) 

e )  Avec les notations de d), on écrit 9F9w au lieu de Y$, et l'on 
pose N,,,(f) = A(lf1) pour toute application p-mesurable f de X dans F. 
Montrer que si f E et si, pour tout n, on désigne par f, la fonction 
égale à f si If1 < n, à nf/)fl si If/ > n, la suite (If,/*) tend presque partout 
vers If/* et que l'on a lim N,,,(f - f,) = O. Si f est p-négligeable, on a 

,+cc 

N,,,(f = 0. 
ii 30) Soit @(t, u, v) une fonction numérique finie et continue pour 

O d t < 1, u 2 O, v O. Pour toute fonction numérique f 3 O définie 
dans 1 = (0, l), mesurable pour la mesure de Lebesgue, on désigne par 
f * le réarrangement décroissant de f (exerc. 29). Afin que, pour tout 
couple de fonctions f 2 O, g > O, mesurables (pour la mesure de 
Lebesgue) et bornées dans 1, on ait 

il faut et il suffit que la fonction @ vérifie les trois conditions suivantes: 

quels que soient t E 1, u 3 0, v 2 O et h 3 0 ;  

+ @(a + t ,  u, v + h) - @(a + t ,  u, v)) dt 3 O 

quels que soient a, h, 6 tels que O < a < 1 - 26, h 3 0. 
(Pour prouver que (3) et (4) sont nécessaires, prendre pour f et g 

des fonctions en escalier convenables; déduire ensuite (2) de (3) et (4). 
Pour prouver que les conditions sont suffisantes, déduire d'abord de (2), 
en utilisant la continuité de @, que l'on a 

quels que soient t E 1, u 2 O, v 2 O, h 3 0, k 2 O. Utilisant ensuite (3) 
et (4), prouver (1) lorsque f et g sont des fonctions en escalier dont les 
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points de discontinuité sont de la forme rln (O < r ,< n) dans 1, en 
comparant succcssivcment les intégrales 

où j ;  et g, ne diffèrent de f, et g que dans deux intervalles consécutifs 
kr - l)/n, r/n) et ( Y ,  (r + 1 )  Passer enfin à la limite de façon 
convenable pour prouver (1) dans le cas général). 

Si 0 est deux fois continûment différcntiable, les conditions (2), 
(3) et (4) équivalent respectivement à 

Généraliser ii des fonctions @(t, u t , .  . . , u,) d'un nombre quelconque 
de variables. 

1 )  Soient f' et g deux fonctions numériques mesurables, telles que 
u = M,(J) et h = M ,(g) soient finis; montrer que, pour que l'on ait 
M,,(f + g) = M,(f) + M,(g), il faut et il suffit que, pour tout couple 
de nombres réels a, f l  tels que a < a, /I < b, l'ensemble des x E X tels 
qu'on ait à la fois a < f(x) et 1,' < g(x) ne soit pas localement négligeable. 

2) Soit D un ensemble convexe fermé dans un espace de Banach 
F, d'intérieur non vide, et soit f une fonction mesurable à valeurs dans F, 
telle que f(X) c D. Soit g une fonction intégrable 20 ,  non négligeable 
et telle que fg soit intégrable. On  suppose que le point 

soit point frontière de D ;  montrer que si V est l'intersection de tous les 
hyperplans d'appui fermés de D au point c, on a f(x) E V n D presque 
partout dans l'ensemble des points x tels que g(x) > O (se ramener au 
cas où F est un espace de type dénombrable (c'est-: '1- d'  ire contenant un 
ensemble dénombrable partout dense) en utilisant le th. 4 du $ 5 ;  remar- 
quer alors que V est I'intersection d'une famille dénombrable 
d'hyperplans d'appui de D au point c). 

Montrer que si F est de dimension finie, et si A est la facette du 
point c par rapport à D (Esp. vect. top., chap. II, 2" éd., 5 7, exerc. 3), 
l'hypothèse entraîne que f(x) E A presque partout dans l'ensemble des 
points x tels que g(x) > O (raisonner par récurrence sur la dimension 
de F). 
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3) Soit p une mesure sur un espace compact X, telle que X soit 
égal au support de p. Montrer que si toute fonction numérique mesurable 
et bornée en mesure est égale presque partout a une fonction continue, 
X est un espace stonien (cf. chap. II, $ 1, exerc. 13) (considérer la fonction 
caractéristique d'un ensemble compact). Inversement, si X est un cspace 
stonien, pour que toute fonction mesurable et bornée en mesure soit 
égale presque partout a une fonction continue, il faut et il suffit que tout 
ensemble rare dans X soit négligeable (cf. $ 5 ,  exerc. 18). 

4) Soit cp(t,, t,, . . ., t,) une fonction numérique finie satisfaisant 
aux conditions de la prop. 1 du chap. 1. Montrer que si f,, f,, . . .,.fi sont 
n fonctions numériques finies positives, intégrables et non négligeables, 
la fonction cp( f,, f,, . . . ., f,) est intégrable et on a 

En outre, pour que I'on ait 

J f  . . . A dr< = cp (Jfl da. . . . da), 

il faut et il suffit que, pour presque tout x E X, le point de Rn dont les 
coordonnées sont 4 ,  = f;(x)/cp(fi(x), . . ., j;,(x)) appartienne à la facette 
par rapport a K du point dont les coordonnées sont 

(raisonner comme dans I'exerc. 2). En particulier, p et q désignant deux 
exposants conjugués tels que 1 < p < + cc : 

1' pour que deux fonctions numériques positives f E P p ,  g E 59 
soient telles que l fg dp = N,(f)N,(g), il faut et il suffit qu'il existe 
deux nombres a, p non tous deux nuls tels que l'on ait a( f ( x ) ) ~  = p(g(x))q 
presque partout ; 

2' pour que deux fonctions numériques positives f €Yp, g E 2 P  

soient telles que Np( f + g) = Np( f )  + Np(g), il faut et il suffit qu'il 
existe deux nombres a, p non tous deux nuls, tels que I'on ait rxf (x) = pg(x) 
presque partout. 

5) a)  Soit ,u la mesure de Lebesgue sur l'intervalle X = )O, + co (. 
Pour tout nombre p tel que O < p < + co, donner des exemples de 
fonctions f 3 0, mesurables dans X, telles que l'ensemble des nombres r 
(O < r d + co) pour lesquels Nr( j) = ( l  f r  dp)"' soit fini, soit l'un 
des intervalles )O, p ( ,  )O, p), ) p ,  + co), (p, + co) (prendre pour f des 
fonctions de la forme xU(log x ) ~  au voisinage de O ou de +a); en 
déduire que pour tout intervalle I contenu dans )O, +a), il existe une 
fonction f mesurable et 2 O, telle que I soit identique a l'ensemble des 
r > O pour lesquels N,(f) s +co (considérer la somme de deux 
fonctions pour lesquelles 1 a l'une des quatre formes ci-dessus). 

b) Pour la mesure de Lebesgue sur l'intervalle )O, 1(, donner de 
même des exemples de fonctions f telles que l'ensemble 1 des nombres 
r > O, pour lesquels Nr( f )  < -k a, soit un intervalle quelconque d'origine 
O contenu dans )O, + co ). 
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a) Montrer que pour 1 ,< p d + CD, l'espace 5Yp(p) est un espace 
vectoriel topologique isomorphe a l'espace ZP(p,), où p, est la mesure 
sur X définie par la masse + 1 en chaque point de X. 

b) Montrer que si 1 ,< p < q ,< + CO, la topologie de la convergence 
en moyenne d'ordre p est strictement plus fine que la topologie de la 
convergence en moyenne d'ordre q (sur 2P). 

11 10) a) Dans un espace de Banach F, soient a et b deux vecteurs 
tels que la1 = Ibl = 1. Montrer que pour tout nombre t tel que O < t < 1, 
et pour tout p tel que 1 ,< p < + m 

(exprimer a - tPb comme combinaison linéaire de a .- tb et de a - b 
et remarquer que pour O ,< p ,< 1, on a-la - pbl > 1 - p et 

En déduire que si y et z sont deux vecteurs quelconques de F, on a 

b) Montrer que l'application f ++ lfl'''~" ' . f est une application 
bijective uniformément continue de 2'; sur 2'; (utiliser I'inégalité (3)). 

c)  Montrer que l'application f +-+ lf lp- '  . f de sur 9; est uniformé- 
ment continue dans toute partie bornée de l'espace 2; (utiliser I'inégalité 
(4) et I'inégalité de Holder). En déduire que les espaces topologiques 
2; et 9 6  sont homéomorphes. 

11) Soit g une fonction numérique 3 O appartenant a Y P  

(1 < p < + CO). On désigne par 1, l'ensemble des fonctions f E S!! telles 
que Ifl S g. 

a) Montrer que sur I,, la topologie de la convergence en moyenne 
d'ordre p est identique à la topologie de la convergence en mesure. 

b) Si p < q < r (resp. q < r < p), montrer que sur l'ensemble 
1, n 9% n 9; la topologie de la convergence en moyenne d'ordre q 
est moins fine (resp. plus fine) que la topologie de la convergence en 
moyenne d'ordre r (pour deux fonctions f, f,, appartenant à cet ensemble, 
écrire If - f,(q < If - f,(s(2g)q-s et utiliser I'inégalité de Holder, en 
choisissant convenablement s et le couple d'exposants conjugués). 
Montrer par des exemples que ces topologies peuvent être distinctes 
(cf. exerc. 8). 

c) Soit p la mesure de Lebesgue sur X = )O, +CO( ;  la fonction 
g(x) = (x(log2x + 1))-'/P appartient à Y P ,  mais à aucun Yq pour q # p. 
Montrer que si q # p, la topologie de la convergence en moyenne d'ordre 
q sur l'ensemble 1, n TY est distincte de la topologie de la convergence 
en mesure. 

12) Soit h une fonction numérique 3 0 telle que h et h2 soient 
intégrables; soit 1, l'ensemble des fonctions numériques mesurables f 
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telles que 1 f 1 < h. Montrer que l'application (f, g) - fg de 1, x 1, dans 
9' est continue pour la topologie de la convergence en moyenne (sur 
1, et sur 9 ' ) .  

ii 13) Pour tout nombre p tel que O < p < 1, on désigne par 2P, 
l'ensemble des applications mesurables f de X dans un espace de Banach 
F telles que N,(f) < + m. 

a) Montrer que 9; est un espace vectoriel et que, si on désigne 
par Ba l'ensemble des f E 9; tels que N,(f) 6 a, les ensembles Ba forment, 
lorsque a parcourt l'ensemble des nombres >O, un système fonda- 
mental de voisinages de O pour une topologie métrisable compatible 
avec la structure d'espace vectoriel de 9 ; .  

b) Montrer que l'application f ++ lflp-' . f est une application uni- 
formément continue de 2 $  sur 9; et que l'application réciproque est 
uniformément continue dans toute partie bornée de 2; (cf. exerc. 10). 
En déduire que l'espace 2 F  est complet, et que X,(X) est partout dense 
dans 9;. 

c) Si la mesure p est bornée, on a 2; c 9 F ,  et la topologie de la 
convergence en moyenne est plus fine que la topologie induite sur 2; 
par celle de 2;. 

d) On prend pour p la mesure de Lebesgue sur X = (O, 1). Montrer 
que pour toute fonction continue f 2 O, il existe une décomposition 
f = 2 fi + f2) où f, et f2 sont deux fonctions 2 O de YP ,telles que 
Np( f,) = Np( f,) = 21-(11p)Np(f). En déduire que, dans z p ,  l'enveloppe 
convexe fermée de tout voisinage Ba est I'espace 59' tout entier, et par 
suite que toute forme linéaire continue sur 9, est identiquement nulle. 

B 14) Soient p et q deux nombres réels finis et > O quelconques et 
soit f (xl ,  x2, . . ., x,) une fonction numérique continue définie dans Rn. 

a) Soit p la mesure de Lebesgue sur X = (O, 1). Afin que, pour 
tout système de n fonctions g, E Z p ,  la fonction f (g,, g,, . . . , g,) appar- 
tienne à Z q ,  il faut et il suffit qu'il existe un nombre a > O tel que I'on ait 

(Pour voir que la condition est nécessaire, raisonner par l'absurde, 
en supposant que pour tout entier m > O, il existe un point (x,,, . . . , x,,) 
de Rn tel que 

Montrer alors qu'il existerait dans X une suite (A,) d'intervalles 
deux à deux sans point commun telle qu'en posant g,(t) = x,, pour 
tout t E A,, gk(t) = O pour tout point t n'appartenant à aucun des A,, 
chacune des fonctions g, appartiendrait à z P ,  mais f (g,, . . . , g,) n'appar- 
tiendrait pas à Yq).  

b) Soit p la mesure de Lebesgue sur R. Afin que, pour tout système 
de n fonctions g , ~  T P ,  la fonction f (g,, . . ., g,) appartienne à -Yq, il 
faut et il suffit qu'il existe un nombre b'> O tel que I'on ait 
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7 15) Soient X un espace compact, p une mesure positive sur X. Pour 
deux fonctionsf, g de Y$, on pose (f lg)  = (f 12) = l f g  dp. On dit qu'une 
suite de fonctions fn E 9; est orthonormale si la suite des f ,  est orthonor- 
male dans l'espace hilbertien Li,  c'est-à-dire (Esp. vect. top., chap. V, 
5 2) si on a ( f,lf,) = a,, (indice de Kronecker) pour tout couple d'indices. 
Pour toute fonction g E 9& les nombres complexes c, = (gl,fn) sont 
appelés les composantes de g par rapport à la suite orthonormale (f,); 

m 

Pour tout couple de points x, y de X et tout entier n 3 0, on pose 
n 

Kn(x, y) = fk (x ) fm (n-ième noyau de la suite orthonormale (Sn)); 
k = O  

pour toute fonction g E F:, on a 

On posc Hn(x) = J IKn(x, y)\ dpb)  (n-ième fonction de Lebesgue de la suite 
orthonormale (f,)). 

a) Soit (a,) une suite décroissante de nombres > O  telle que la série 
de terme général a, soit convergente. Montrer que, pour presque tout 

n 

x E X, on a 1 fk(x)I2 = o(l/a,) (en utilisant la prop. 6 du 5 3, montrer 
k =  O 

que la série de terme général anl f,(x)12 est convergente presque partout, 
et utiliser l'exerc. 10 de Top. gén., chap. IV, 5 7). En déduire que l'on a - 
Hn(x) = o(l/,/an) pour presque tout x E X. 

b) Soit xo un point de X. Afin que, pour toute fonction g à valeurs 
complexes, définie et continue dans X, les sommes partielles s,(g) soient 
bornées au point x, (par un nombre dépendant de g et de xo), il faut et 
il suffit que l'ensemble des nombres H,(x,) soit borné (utiliser la prop. 3 
et le fait que dans le dual d'un espace de Banach, tout ensemble faible- 
ment borné est fortement borne). 

c) Afin que, pour toute fonction g a valeurs complexes, définie et 
continue dans X, la série de terme général (gl fn) fn(x) soit uniformé- 
ment convergente dans X et ait pour somme g(x), il faut et il suffit que: 
1" toute fonction continue dans X et à valeurs complexes puisse être 
approchée uniformément par - ~ des - combin~aisons linéaires des f , ;  2" il 
existe une constante a telle que IHn(x)l < a quels que soient n et x E X. 

m 

(Remarquer que pour tout n, on a identiquement fn(x) = ( fnl f,) f,(x) ; 
m = 0  

d'autre part, pour prouver la nécessité de la condition 2", remarquer 
que, pour toute suite croissante (n,) d'entiers et toute suite (x,) de points 
de X, la suite des nombres 1 Kn,(xk, y)g(y) dp(y) est bornée (par un nombre 
dépendant de g) et raisonner comme dans b)). 
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16) Soit ,u la mesure de Lebesgue sur X = (0,271). La suite de 
fonctions .fi telles que 

est une suite orthonormale et totale dans l'espace 9z (cf. Top. gén., 
chap. X ,  2e éd., $4,  prop. 8). Montrer que la fonction de Lebcsgue cor- 
respondante H,(x) est indépendante de x et que l'on a H, - 4/n log n. 

B 17) Soit p Ia mesure de Lebesgue sur X = ( 0 , l ) .  On définit 
la suite (f,) de fonctions en escalier dans X par les conditions suivantes: 
f, est la constante l ; pour tout entier n > O, soit m le plus grand entier 
tel que Sm 6 n, et soit n = Sm + k ;  jn est la fonction égale à YI2 dans 

(2k + 1 2;m~12( 

( - ( à 2 " 1 2  dans I3intervaile 2,,- l'intervalle 2m+ L ,  2m + 

et a O aux autres points de X. 
a) Montrer que la suite (Ji) est orthonormale (i< système ortho- 

normal de Haar N). 
b) Soit V ,  le sous-espace vectoriel de (sur C) engendré par 

lesf, d'indices k < n. Montrer qu'il existe une partition de (O, 1 ( en n + 1 
intervalles semi-ouverts tels que, dans chacun de ces intervalles, toutc 
fonction appartenant à V, soit constante. En déduire qu'inversement, 
pour toute fonction g constante dans chacun de ces n + 1 intervallcs, 
il existe une fonction de V, qui est égale à g dans (O,  1 (  (remarquer que 
Vn est de dimension n + 1). 

c )  Soit g une fonction quelconque de 9: ; déduire de b )  que si h est 
l'unique fonction de V ,  pour laquelle N,(g - h) est minimum, dans tout 

intervalle (a, p ( o ù  h est constante, on a h(x)  = 

d )  Montrer que pour toute fonction g à valeurs complexes, définie 
et continue dans X, la série de terme général (g1.fn)f,(x) est uniformément 
convergente dans (O, 1 ( et a pour somme g(x) (utiliser c)). En déduire que 
la suite ( f i )  est totale. 

TI 18) Soient X un espace localement compact, p une mesure positive 
sur X , f  une fonction numérique p-mesurable. 

a) Soit (a,),,, une suite de nombres réels, Â un nombre réel fini; 
pour tout n E Z, on pose 

( [ t ]  désignant la partie entière du nombre reel fini t). Montrer que les un 
sont p-mesurables et que pour tout nombre réel fini c tel que C A  < 1, on a 
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b) Soient p', p" deux nombres finis >O,  t un nombre réel tel que 
O < t < 1, et soit p le nombre réel défini par l/p = (1 - t)/p' + t'/pu. Pour 
tout nombre cc > O, on pose 

+ 0) 1 - O p '  + m  

1/K, = inf ( e a n a  ( Z le-"(' i ) n a n l ~ "  
n = - c c  n =  - 10 

la borne inférieure étant prise pour toutes les séries absolument con- 
+ a> 

vergentes (a,),,, de nombres réels finis telles que a, = 1. Montrer 
n = - C o  

que l'on a 

(*) NP( f )  6 Ka . inf F(u) 

(**) Np( f )  > Kaeëa . inf F(u) 

où u = (un),,, parcourt l'ensemble des suites de fonctions appartenant 
- - -  

à - 9 ~ ' - n - P ' ~  telles que iasérie ( u n ( ~ ) ) , ~  soit presque partout absolument 
convergente et de somme f (x); pour toute suite u ayant ces propriétes, 
on pose 

et dans les formules (*) et (**) la borne inférieure est prise dans l'ensemble 
des suites u = (un) ayant les propriétés précédentes. (Pour démontrer (*), 
utiliser l'inégalité de Holder; pour démontrer (**), utiliser deux fois a) 
avec des choix convenables de c et de 1.) En particulier, Ka est fini 
pour tout a > 0. 

c) Soient p', p", q', q" des nombres finis 3 1, t un nombre tel que 
O < t < 1, et soient 

Soient Y un second espace localement compact, v une mesure positive 
sur Y, et soit w une application linéaire de X ( X ; R )  dans l'espace vec- 
toriel (non topologique) Y(Y, v;R) des fonctions numériques finies v- 
mesurables sur Y. On suppose que: 1" w applique X(X; R) d a m  
94'(Y ;R) n Zip"(Y ;R) ;  2' on a, pour toute fonction J ' E  Z ( X  ;R)  

En conclure que w applique aussi X ( X ; R )  dans LYq(Y ;R) et que l'on a 

avec 
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(« inégulité de M .  Riesz »). (Ecrire f sous la forme 1 un comme dans h), et 
n 

considérer la série de terme général w(un); utiliser les inégalités (*) et 
(**) dc h).) 

19) Soit f une fonction numérique 3 O définie dans l'espace 
RF = )O ,  + co( et de puissance p-ème intégrable pour la mesure de 

l- x 

Lebesgue (1 < p < + (m). On  pose F(x) = ) f.(t) dt pour tout u > O, 
O 

a) Montrer que, pour x tendant vers O ou vers + m, on a 
F(x) = ' ) I P  1 

(utiliser l'inégalité de Holder). 
h) Montrer que la fonction F(x)/x est de puissance p-ème intégrable 

dans RF et quc l'on a (c inégalité de Hardy D) 

(Considérer d'abord le cas où j ' ~  X(RT) ;  pour tout intervalle compact 
(a, h) c RF,  majorer l'intégrale 

en intégrant par parties et utilisant l'inégalité de Holder). 
B 20) u) Soit Y un espace métrique; pour tout y E Y et tout r > 0, 

on désigne par B(y ;r) la boule ouverte de centre y et de rayon r dans Y. 
Soit 6 un ensemble de boules ouvertes dans Y, dont les diamètres 
forment un ensemble borné dans R ,  et qui est tel que, pour tout suite 
(B(yn;rn)) de boules appartenant à 6 et deux A deux disjointes, on a 
lim rn = O. Montrer que si M est la réunion des boules B E  6, il existe 
n + m  

une suite de boules B(yn;rn) E 6, deux A deux disjointes et telles que les 
boules B(yn;4rn) forment un recouvrement de M. (Si k > O est un majorant 
de l'ensemble des rayons des boules B E  6, définir par récurrence sur h 
une suite de familles (gh) de boules B(yhj;r,,) E 6 de sorte que 3, soit 
maximale parmi les familles (finies) de boules appartenant à 6, deux à 
deux disjointes et disjointes des boules appartenant aux familles 3, pour 
i < h, et de rayons compris entre (2/3)hf ' k  et (2/3)hk.) 

h) Soient X un espace localement compact métrisable, d une distance 
sur X compatible avec sa topologie; on note encore B(x;r) la boule 
ouverte dc centre x et de rayon r > O pour cette distance, par d(A) le 
diamètre d'une partie A de X pour la distance d. Soit ,u une mesure posi- 
tive sur X vérifiant les conditions suivantes: 1" toute boule ouverte est 
p-intégrable; 2" on a p(B(x; 4r)) < K .  ,u(B(x;r)), où K est une constante 
> 1 indépendante de x et de r ;  3" si une suite (B,) de boules ouvertes 
est telle q u e  lirn p(Bn) = O, alors lim fi(Bn) = 0;  4" si une suite (B,) de 

n -  ni n 4 n ,  

boules ouvertes est t e k  que lim G(Bn) = + co , alors lim p(Bn) = + m. 
n*m n-m 
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Soit f izLPp(X; p) une fonction a valeurs 30 (1 < p < a); pour 
tout x  E X, on pose 

où B parcourt l'ensemble des boules ouvertes dc centre x. Montrer que 
f: est finie et semi-continue inférieurement dans X. 

c) Soit f * le réarrangement décroissant de f ($5, exerc. 29); pour 
r > O, on pose 

qui est une fonction continue décroissante telle que f * d /lJ ; on a 
bJ(t) = o(t- Ilp) pour t tendant vers O ou vers + cc (exerc. 19 a)). Enfin, 
on désigne par yf la fonction réciproque de Br, définie dans l'intervalle 
)O, Pf(O+)(, et prolongée par O à l'extérieur de cet intervalle si @,(O+) 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - -  - - - -  est fini. - - - - 

Pour tout t > O, on désigne par Mt l'ensemble des X E X  tels que 
f(x) r t. Montrer que l'on a p(M,) < K .  yf(t). (Pour tout x  E M,, soit 

B, une boule ouverte de centre x  telle que IBXf ( Y )  ~ P ( Y )  2 t .  y(B,); 
appliquer u) à la famille des boules B,). 

d) Déduire de c) que l'on a 

. + m 
(Observer que le premier membre s'écrit aussi 1 ptP'(p(M,))dt  et . O 
utiliser l'inégalité de Hardy (exerc. 19)). 

1 )  a) Soient K une partie compacte convexe d'un espace localement 
convexe séparé E, p une mesure positive de masse 1 sur K, b, son 
barycentre. Montrer que pour toute fonction positive f'concave et semi- 

* 
continue inférieurement dans K, on a f (b,) >, 5 f dp. (Remarquer 

que f est bornée ( E s p .  vect. top., chap. II, 2' éd., 5 2, exerc. 32) et par suite 
que -f est p-intégrable). En conclure que si f est une fonction semi- 
continue-inférieurement(ou semi-continue supérieurement) dans K i  a la 
fois convexe et concave, on a j f dy = f (b,).) 

b) Soient 1 l'intervalle (0, 1 ) de R, K la partie de M + ( I )  formée des 
mesures de masse totale 1, qui est convexe et compacte pour la topologie 
vague, et soit j : XH cx l'injection canonique de 1 dans K, qui est un 
homéomorphisme de 1 sur un sous-espace de K. Pour toute mesure v E K, 
on pose g(v) = v({x)); c'est une fonction a la fois convexe et concave 

XEI 
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dans K ; en outre, si g,(v) est la borne supérieure des v(A) pour toutes les 
parties finies A de 1 ayant au plus n éléments, g, est semi-continue 
supérieurement dans K, et I'on a g(v) = lim g,(v) pour toute v E K, donc g 

n-m 

est À-intégrable pour toute mesure Â sur K. Soit p la mesure sur K telle 

que! f d p  =II f(j(x)) dx pour f P X(K;R) ,  qui est positive et de masse 

totale 1 ; montrer que b, est la mesure de Lebesgue sur 1, et que l'on a 
I g dP + g(bJ. 

il 2) Soient X un espace compact, IP un ensemble de fonctions 
numériques semi-continues inférieurement dans X, prenant leurs valeurs 
dans 1 -  cci, + CO). On suppose que 9 contient les constantes finies; pour 
toute fonction h E 9, et toute mesure positive p sur X, p*(h) est défini 
et > - oo (9 4, exerc. 5). 

a) Pour deux mesures positives p, v sur X, on pose p < v si I'on a 
p*(h) < v*(h) pour toute fonction h E P. Montrer que la relation p K v 
est une relation de préordre sur &+(X); elle entraîne p(1) = v(l), cp < cv 
pour tout c > O et p + /Z CL v + /Z pour toute mesure Â E A+(X). 

b) On  suppose que 9 + 9 c P et que c .Y c 9" pour c > 0. 
Soient p une mesure positive sur X, f une fonction de V(X ; R). On désigne 
par Qf l'ensemble des fonctions h 3 f appartenant à 2 par M, l'ensemble 
des mesures A E &+(X) telles que À CL p. Montrer que l'on a 

sup A( f )  = inf p*(h). 
A E M ~  heQf 

(Pour toute fonction g E V(X; R), soit p(g) = inf p*(h). Montrer que I'on 
heQg 

a p(g + g') < p(g) + p(gl) et p(c . g) = c . p(g) pour g, g' dans W(X ; R) et 
c > O; prouver d'autre part que M, est identique à l'ensemble des 
mesures A. E &+(X) telles que, pour toute fonction g E V(X; R), on ait 
A(g) < p(g), et terminer en appliquant le th. de Hahn-Banach). Si les 
fonctions de 9" sont continues, et si S,(f) est l'enveloppe inférieure de 
Qf, on a aussi p(SO( f )) = SUP Â( f ). 

LeMW 

c) Si l'ensemble 9, des fonctions de 9 qui sont continues et finies 
dans X est total dans V(X; R), la relation p CL v est une relation d'ordre 
sur &+(X). Si une mesure vizA+(X) est maximale pour cette relation 
d'ordre, il en est de même de toute mesure v' telle que O < v' d v (pour 
l'ordre usuel) (raisonner par l'absurde en utilisant a)). Si 9, = 9 et si 9 
est total, tout ensemble filtrant croissant pour la relation d'ordre p < v 
admet une borne supérieure dans A+(X) pour cette relation; en particu- 
lier &+(X) est inductif pour cette relation. 

d) On suppose que les fonctions de 9" sont continues et finies, que 
9 est total dans V(X;R) et que I'on a + IP c 9 et c . 9  c 9 pour 
tout c > O. Pour toute fonction f EV(X; R), on note S(f) l'enveloppe 
inférieure des fonctions h E -9 telles que f d h;  pour tout E > 0, on 
note Kf,, l'ensemble des x E X tels que S(f)(x) 3 f (x) + E .  Montrer que 
les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) La mesure p E &+(X) est maximale pour la relation d'ordre À < 1'. 
j) Pour toute fonction f E V(X ; R), on a p(S( f )) = p( f ). 
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p') Pour toute fonction f E P, on a p(S( f )) = p( f ). 
y) Pour toute fonction f E V(X; R) et tout E > O, on a p(K ,,) = 0. 
y') Pour toute fonction f E Y et tout E > O, on a p(Kf ,,) = O. 

(Appliquer b) à - 9). 
e) Sous les hypothèses de d), montrer que si p et p' sont deux 

mesures positives sur X, maximales pour la relation i ,  il en est de 
même de p + p'. En déduire que I'ensemble des mesures positives 
maximales pour cette relation d'ordre est réticulé pour la relation d'ordre 
usuelle <. 

7 3) Soient X un espace compact non vide, 9 un ensemble de 
fonctions numériques semi-continues inférieurement dans X, prenant 
leurs valeurs dans 1- co, + c o l ;  on suppose que 9 contient les cons- 
tantes finies. On  dit qu'un point x E X est Y-extrémal si la mesure E ,  

est minimale pour la relation de préordre p i v'*'; on note Ch,(X) 
l'ensemble des points 9-extrémaux. 

a) Montrer que si 9' est I'ensemble des combinaisons linéaires 1 cihi 
i 

de fonctions de 9 à coefficients 3 0, les points 9-extrémaux sont 
identiques aux points Y-extrémaux. 

b) Pour un point x EX, montrer que les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

cc) x est P-extrémal. 
p) Pour toute fonction f EV(X; R) et tout E > O, il existe h E 9' 

tel que f < h et h(x) < f(x) + E. 

y) Pour tout voisinage ouvert U de x et tout E > O, il existe une 
fonction h 2 O dans Y' telle que h(x) < E et h(y) 2 1 pour tout y E X - U. 
(Utiliser l'exerc. 2 b).) 

En outre, montrer que I'ensemble des points de Ch,(X) où une 
fonction de 9 au moins atteint sa borne inférieure dans X est dense dans 
Ch,(X). 

c) On dit qu'une partie F de X est 9-stable si elle est fermée et 
si les relations /Z < 1 et Supp(p) c F entraînent Supp(Â) c F. Montrer 
que si u E 9 et si F' est l'ensemble des points de F où u atteint sa borne 
inférieure dans F, I'ensemble F' est 9-stable. 

d) On suppose en outre que 9' sépare les points de X. Montrer que 
pour toute fonction h E 9, l'ensemble S, des points de X où h atteint 
sa borne inférieure dans X rencontre Ch,(X). (Considérer une partie 
9-stable minimale contenue dans S, et utiliser c) pour montrer qu'une 
telle partie est réduite à un seul point). 

e) Les hypothèses étant les mêmes que dans d), montrer que pour 
qu'une partie fermée F de X contienne Ch,(X), il faut et il suffit que pour 
toute fonction h E Y', F rencontre I'ensemble S, des points où h atteint 
sa borne inférieure dans X (utiliser b)). En déduire que, pour que a E X  
soit adhérent à Ch,(X), il faut et il suffit que pour tout voisinage ouvert 
U de a, il existe h E @' et b E U tels que h(b) < h(x) pour tout x E X  - U 
(autrement dit S, c U). 

(*) La définition d'un élément maximal (ou minimal) dans un ensemble ordonné 
(Ens., chap. III, 3 1, no 6 )  s'étend aussitôt aux ensembles préordonnés. 
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, f )  Sous les hypothèses de d), on dit qu'une partie A de X est une 
Y-arCtc) si pour toute fonction h E Y', S,, rencontre A. On prend pour 
X la réunion, dans R2, des deux cercles de centres respectifs ( -  1, 0) 
et (1,  O) et de rayon 1, pour 9 l'ensemble des restrictions à X des 
fonctions linéaires affines dans R2. Montrer que Ch,(X) est formé des 
points (9 ,  q )  de X tels que 151 2 1. Si a est le point 9-extrémal(1, l), mon- 
trer qu'il y a un voisinage U de a tel qu'il n'y ait aucune fonction h E 9' 
pour laquelle h 2 0, h(a) = O et h(y) >, 1 dans X - U. Si A et A' sont les 
complémentaires dans Ch,(X) des points (1, 1) et ( -  1, 1) respectivement, 
A et A' sont des Y-arêtes, mais il n'en est pas de même de A n A'; il 
n'y a donc pas de plus petite 9-arête. 

g) Soient Y un second espace compact, 9 un ensemble d'applications 
semi-continues inférieurement de Y dans 1 -  co, + m), contenant les 
constantes finies. Soit X l'ensemble des fonctions h = f @ g où J'E 9 et 
g ~ 9 ;  montrer que l'on a ChAX x Y) = Ch,(X) x Ch,(Y). 

B 4) Soient E un espace localement convexe séparé, X un ensemble 
convexe compact dans E, 9i' l'ensemble des fonctions numériques finies 
continues et convexes dans X; on désigne par p i v la relation de 
préordre définie sur A+(X) par 9i' (exerc. 2). 

a )  Montrer que p < v est une relation d'ordre sur A+(X) (utiliser 
I'exerc. 29 de Esp. vect. top., chap. II, 2" éd., 5 5) et que, pour tout x E X, la 
relation E, < p équivaut à dire que p est de masse 1 et que x est le 
barycentre de p. Pour toute mesure maximale p (pour la relation d'ordre 
précédente) de masse 1, il existe donc un x E X et un seul tel que E, i p. 
Inversement, tout z E X est barycentre d'une mesure maximale au 
moins. Pour que x E X soit point extrémal de X, il faut et il suffit que E, 

soit une mesure maximale. 
b) Soient p une mesure maximale sur X, f une fonction de W+(X). 

Pour tout E > O, montrer qu'il existe une fonction g continue et con- 
vexe dans X telle que O < g < f et p(g) > p( f )  - E (utiliser les exerc. 3 b) 
et 2 d)). En déduire que le support de p est contenu dans l'adhérence 
de l'ensemble des points extrémaux de X. 

c) Soient p une mesure maximale sur X, (f,),, , une suite décrois- 
sante de fonctions de V+(X). Montrer que si pour tout point extrémal 
XEX,  la suite (f,(x)) tend vers O, on a lim p(f,) = O (utiliser b) pour 

n- 'x 

construire une suite décroissante (g,) de fonctions continues convexes 
telles que O 6 g, d f, pour tout ri, et p(gn) 2 p(f,) - E, et montrer que la 
suite (g,(y)) tend vers O pour tout y E X). 

d) Déduire de c) que si A c X ne contient aucun point extrémal 
et est réunion d'une suite (K,) de parties compactes de X, dont chacune 
est intersection dénombrable d'ensembles ouverts de X, alors p(A) = O 
pour toute mesure maximale p. 

e) Soit d l'espace vectoriel des fonctions continues dans X qui sont 
restrictions à X de fonctions linéaires affines continues dans E. La 
relation Â < p entraîne Â(h) = p(h) pour toute fonction h ~ d ;  pour 
toute fonction f E W(X;R), l'enveloppe inférieure S(f) des fonctions 
h~ ,c4 telles que f' < h est aussi l'enveloppe infkrieure des fonctions 
g E - 9 telles que f 6 g. Pour tout x E X, la relation E, < p est équivalente 
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à la relation h(x) = (h, p )  pour toute h E d ;  les points extrémaux de X 
sont identiques aux points ,a?-extrémaux. Si f E 8, on a, pour tout x E X, 

(utiliser l'exerc. 2 b)). Cette formule n'est plus nécessairement exacte 
si l'on suppose seulement que f est convexe et semi-continue supérieure- 
ment dans X (avec les notations de I'exerc. 1 b), considérer la fonction f 
égale à 1 dans l'image de I dans K, à O ailleurs). 

f )  Montrer que la formule (*) est encore valable lorsque dans le 
second membre on se limite aux mesures p discrètes ayant x pour 
barycentre. 

ïi 5) Les notations étant celles de l'exerc. 4 e), on désigne par d' 
le dual de l'espace normé SI, muni de la structure d'ordre déduite de 
celle de d (chap. II, 8 2). O n  désigne d'autre part par C le cône convexe 
de sommet O engendré par X x (1) dans l'espace E x R. 

a)  Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes: 
(i) Tout point x E X est barycentre d'une mesure maximale unique Px 

de masse 1 sur X. 
(ii) L'espace vectoriel F engendré par C est réticulé pour la struc- 

ture d'ordre ayant C pour ensemble des éléments 3 O (autrement dit, 
X est un simplexe (Esp. vect. top., chap. II, 2" éd., 5 2, exerc. 41)). 

(iii) Pour toute fonction f E 8, S( f )  est à la fois concave et convexe. 
(iv) Si p et v sont deux mesures maximales telles que p(h) = v(h) 

pour tout h E d ,  on a p = V. 

(v) L'espace vectoriel d' est un espace de Riesz. 
(vi) Si f, g sont deux fonctions de 9, on a S(f + g) = S( f )  + S(g). 

(Prouver d'abord que (i) entraîne la propriété suivante: 
(vii) L'application x- Px se prolonge d'une seule manière en une 

application linéaire bijective de F sur le sous-espace de &(X) engendré 
par les mesures maximales, et cette application transforme C en le cône 
des mesures maximales. 

Déduire alors (ii) de (vii) en utilisant l'exerc. 2 e). Pour déduire 
(iii) de (ii), utiliser le lemme de décomposition dans l'espace de Riesz F 
et I'exerc. 4 f ) .  Pour déduire (iv) de (iii), utiliser le h i t  que si g E V(X; R) 
est à la fois concave et convexe, l'ensemble des h E ,al tels que h(x) > g(x) 
pour tout x E X  est filtrant décroissant (Esp. vect. top., chap. II, 2e éd., 
6 5,  prop. 6) et a g pour enveloppe inférieure; appliquer alors I'exerc. 4 e). 
Pour déduire (v) de (iv), observer que d' s'identifie au sous-espace de 
&(X) engendré par les mesures maximales, a l'aide de l'exerc. 4 e).  Pour 
déduire (vi) de (v), appliquer le lemme de décomposition dans l'espace 
de Riesz d' et I'exerc. 4 f). Enfin, pour déduire (i) de (vi), considérer 
l'application f H S( f ) (x)  pour f E 9 et x E X, et utiliser l'exerc. 4 e)). 

b) Lorsque les conditions de a) sont vérifiées, montrer que, pour 
toute fonction f E %(X ; R), l'application x ++ /lx( f )  est adhérente, pour 
la topologie de la convergence uniforme dans X, à l'ensemble des fonc- 
tions bornées dans X et différences de deux fonctions semi-continues 
supérieurement (utiliser le fait que 9 est total dans %(X; R)); par suite 
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cette application est mesurable pour toute mesure sur X. * Pour toute 
mesure positive p sur X, l'unique mesure maximale v > p est donnée 
par v = J B, dp(x) (Cf. chap. V)., 

c) Lorsque les conditions de a) sont vérifiées et que X est en outre 
métrisable, montrer que pour tout x E X, p, est la seule mesure positive 
p de  masse 1, de barycentre x et telle que p(X - L) = O, L étant l'en- 
semble Ch,(X) des points extrémaux (raisonner comme dans le th. 1). 

d) Lorsque les conditions de a) sont vérifiées, montrer que les pro- 
priétés suivantes sont équivalentes : 

a) L'ensemble L = Ch,(X) est fermé, autrement dit 

p) Pour toute fonction f E Y, la restriction à de S( f )  est continue. 
y) Pour toute fonction f E P, la fonction S( f )  est continue dans X. 
6) L'application x- a, de X dans JZ+(X) (muni de la topologie 

vague) est continue. 
(Pour montrer que a) entraîne fi), remarquer que p, = E, dans L. 

Pour prouver que p) entraîne y), utiliser le fait que S(f) est l'enveloppe 
inférieure d'un ensemble filtrant décroissant de fonctions de d (Esp. 
vect. top., chap. II, 2' éd., 5, prop. 6), le th. de Dini et l'exerc. 3 d )  
appliqué aux fonctions de d.  Pour prouver que y) entraîne 6), utiliser 
l'exerc. 4 e). Enfin, pour voir que 6) entraîne a), utiliser l'exerc. 4 a).) 

il 6) Soient X un espace compact non vide, 2 un sous-espace 
vectoriel de @(X ; R) contenant les constantes et séparant les points de  X. 
La relation 1 i p définie par If (exerc. 2) est alors une relation d'équi- 
valence, et les points 2-extrémaux au sens de l'exerc. 3 sont identiques 
aux points 2-extrémaux au sens du no 3. 

Soit F une partie fermée de X contenant Ch,(X); pour tout x E X, 
on désigne par A!: l'ensemble des mesures positives p sur X, de masse 
totale 1, telles que E, i p et Supp(p) c F ;  pour que ex E A:, il fàut et 
il suffit que x E F ;  la relation x E Ch,(X) équivaut à A!: = {ex). Pour 
toute fonction numérique bornée f définie dans F, et tout x EX, on pose 

- 
F HZ( f )  = inf h(x), H,( f )  = - Hz(- f )  = sup h(x) 

f 4 h l F , h c X  f 2 h l F . h t X  

qui sont des nombres finis. 
a) Montrer que l'application f ++ ~ : ( f )  de %'(F; R) dans R est 

croissante, positivement homogène et convexe. Si h E 2, on a ~ : ( h )  = h(x). 
b) Pour tout x E X, toute mesure p GA!: et toute fonction 

f E %?(F ; R), on a HI( f )  < J f dp < HZ( f ). Inversement, si, pour une 
fonction f, E %(F ; R), un nombre réel y est tel que HF( f,) < y < n;( fo), 
il existe une mesure p E telle que y = J fo dp. 

c) Montrer que, pour une fonction g E %(X; R), les conditions 
suivantes sont équivalentes : 

a) Pour tout x E X et toute mesure ,LE A.:, on a g(x) = l g  dp. 
B) Pour tout x E X, on a HZ(glF) = H:(glF) = g(x). 
y) Pour tout e > O, il existe deux suites finies, (hf), (h;) de fonctions 

de X telles que, si l'on pose h' = sup(hi), h" = inf(h;), on ait h' < g < h" 
et h" - h' < e. 
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(Pour voir que p) entraîne y), raisonner comme dans Top. gén., 
chap. X, 2e éd., 8 4, na 1, prop. 2.) 

Lorsqu'une fonction g E %(X ; R) possède les propriétés équivalentes 
précédentes, on dit qu'elle est 3'-harmonique; l'ensemble 2' des fonc- 
tions 2-harmoniques est un sous-espace vectoriel fermé de V(X; R) 
contenant 2;  il est indépendant de la partie fermée F 3 Ch,(X) con- 
sidérée. On  a (*)" = &", et la relation d'équivalence définie par Xc 
dans A+(X) est identique à la relation 3, < p définie par X'; on a par 
suite Ch,c(X) = Ch,(X). L'application g H g(F est une isométrie stricte- 
ment croissante de 2' sur son image dans V(F; R) (qui est par suite 
un sous-espace fermé de %(F ; R)). 

d) On prend pour X l'intervalle ( 0 , l )  de R, pour f l  l'espace 
vectoriel des restrictions à X des polynôme? du second degré sur R. 
Montrer que Xc est distinct de l'adhérence Af de 2' dans V(X; R). 

e) Montrer que pour que Ch,(X) = X, il faut et il suffit que l'on 
ait F = V(X; R) (pour prouver que la condition est nécessaire, utiliser 
b)). 

f )  Montrer que si X est réticulé (autrement dit un espace de Riesz), 
on a f l  = 3. Donner un exemple où 8 n'est pas réticulé et 2' = A?. 

g) Soit 8, la plus petite partie fermée de W(X; R) contenant 8 et 
telle que l'enveloppe inférieure inf(u, v) de deux fonctions de 8, appar- 
tienne à 8,. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes: 

a) f 8,; 
p) pour tout x E x et toute mesure p E A!,", J f dp < f (x) ; 
y) HZ( f )  = f (x) pour tout x E X ; 
6) pour tout E > O, il existe une suite finie (hi) de fonctions de S 

telle que f < inf(h,) < f + E.  

(Pour voir que p) entraîne y), utiliser b).) 
En déduire que 8, est un cône convexe pointé, et que l'on a 

&, n (-8,) = flc. Montrer que toute fonction de 8, atteint sa borne 
inférieure dans X en un point au moins de Ch,(X). 

B 7) Soient Y un espace compact non vide, W un sous-espace vec- 
toriel de %(Y; R) qui contient les constantes, sépare les points de Y et est 
réticulé (autrement dit, un espace de Riesz). 

a) Soit JV un sous-espace isolé maximal de W; montrer qu'il existe 
un point et un seul y. tel que la forme linéaire positive c p :  j ' ~  f(yO) sur 
B soit réticulante (chap. II, tj 2, exerc. 5 b)) et que JV = @'(O). (Pour voir 
qu'il existe un point au moins de Y où s'annulent toutes les fonctions 
f 2 O appartenant à M ,  raisonner par l'absurde en montrant que, dans 
le cas contraire, compte tenu de la compacité de Y et de la définition de 
la relation d'ordre dans B, on aurait JV = B. Pour montrer que l'en- 
semble Z ( X )  des points de Y où s'annulent toutes les fonctions de .N 
est réduit à un seul point, utiliser le fait que JV est un hyperplan dans .% 
(chap. II, 5 2, exerc. 5) et le fait que 93 sépare les points de Y et contient 
les constantes.) 

b) Sous les hypothèses de a), montrer que l'on a y, E S,(Y). (Si l'on 
pose S = s,(Y), remarquer que le sous-espace 9' de V(S ; R) formé des 
restrictions à S des fonctions de 92 est canoniquement isomorphe à 9 
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en tant qu'espace vectoriel ordonné (exerc. 6 c)), et qu'au moyen dc 
l'isomorphisme réciproque de f -,f'lS, la forme linéaire positive f- f(y,) 
donne une forme linéaire positive réticulante sur 9 ' ;  appliquer ensuite 
u) à 9') .  

c)  Pour tout sous-espace isolé ./+'O Z 9, montrer qu'il existe un 
sous-espace isolé maximal A' 3 MO. (Utiliser le fait que si un sous- 
espace isolé contient une fonction constante # O, i l  est égal à .%.) 

d) Soit Z la réunion des ensembles Z ( N )  (réduits chacun à un 
point) lorsque ./V parcourt l'ensemble des sous-espaces isolés maximaux 
de 9; montrer que Z = s,(Y). (Prouver d'abord que Z est fermé, en 
notant que si y $: Z, la forme linéaire f w  f (y) sur 9 n'est pas réticulante, 
et par suite (en utilisant le cbap. II, $2,  exerc. 5 b)) qu'il cn est de même 
de la forme linéaire f -f'(y1) pour tous les points y' assez voisins de y. 
Utiliser ensuite la prop. 7 du no 3, en montrant que toute fonction,f, E 9 
atteint sa borne inférieure a dans Y en un point de Z au moins; pour 

- 1 
cela, en posant M =&(cc), on considérera le sous-espace .No des fonc- 
tions f~ &' de la forme f ;  - ,f,, avec f,, O, f, 3 0, ,f, et f, s'annulant 
dans M ;  prouver que .No est isolé et utiliser c)). 

il 8) Les notations et hypothèses générales étant celles de I'excrc. 6, 
on pose S = S,(X). On dit qu'une fonction f E %? (S; R) est 2-résolutive 
s'il existe une fonction g EA? telle que f = ,g(S (cette fonction est alors 
unique). 

a) Montrer que les conditions suivantes, pour une fonction 
, f ~  %?(S ; R), sont équivalentes : 

(i) f ' es t  X-résolutive. 
(ii) Pour tout x E X, on a ~ : ( f ' )  = H*( f).  
(iii) Pour tout x E X et tout couple de mesures p l ,  p2 dans .MX, on a 

S f ' &  = Sf 4.12. 
(Utiliser I'exe'rc. 6 b) et c).) 
b) Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes : 
(i) Toute fonction f E %(S; R) est Y-résolutive. 
(ii) Pour tout x E X et toute fonctionf '~ V(S; R), on a HZ( f ' )  = HZ( f ) .  
( i i i )  L'ensemble .A': est réduit à un seul élément. 
(iv) L'ensemble XC est réticulé. 
(v) Pour toute fonction u E 8% (exerc. 6 g)), il existe une plus grande 

minorante h, de u dans ,Xc. 
(Pour montrer que {iv) entraîne (i), appliquer A .eC l'exerc. 7 d), 

prouvant que pour tout point s E S, la forme linéaire h - h(s) est réticu- 
lante dans X C ;  puis utiliser le th. de Stone et l'exerc. 6 c). Pour voir 
que (i) entraînc (v), observer que .X" c 8, et considérer l'unique fonc- 
tion h, E XC telle que h,lS = ulS. Pour voir que (v) entraîne (iv), noter 
que si h E XC, on a - h = inf (h, O) E 8. et appliquer (v) i u = - h- .) 

c) Si les conditions de b) sont satisfaites, et si y, est l'unique élément 
de .A!:, montrer que l'application X H  y ,  de X dans .A!+(X) (muni de la 
topologie vague) est continue; en déduire que l'on a alors 

(remarquer que y, = ex dans Ch,(X)). 



8 7 EXERCICES 27 1 

d) Pour que toute fonction f E V(S; R) soit la restriction a S d'une 
fonction h E A?, il faut et il suffit que H soit fermé dans %'(X; R) et 
réticulé. 

B 9) Soit Y l'espace topologique dont l'ensemble sous-jacent est le 
produit 1 x {-1,0, 1) dans R2, où 1 = (0,  1 ) ;  pour tout a~ 1 et tout 
E > O, soit U,,, l'ensemble des (x, y) E Y tels que lx - al < E et que (x, y) 
soit distinct de (a, 1) et de (a, - 1); les ensembles {(x, y)) pour y # O et 
x E 1, et les ensembles U, ,  forment une base d'une topologie sur Y pour 
laquelle Y est un espace compact non métrisable (cf. Top. gén., chap. IX, 
2" éd., $2, exerc. 13 d)). On désigne par X l'espace somme topologique 
de Y.et d'un ensemble réduit à un point o. Soit % l'ensemble des fonc- 
tions numériques finies continues dans X et telles que 

1 

pour tout x E 1, et h(u) = h(x, O) dx. Montrer que Ch,(X) est formé JO 
des points (x, y) tels que y # O et x E 1, mais qu'il n'existe aucune mesure 
positive p de masse 1 sur X telle que h(w) = p(h) pour tout h E A?, et 
p(X - Ch,(X)) = O. 

7 10) a) Soient E un espace localement convexe séparé et complet, 
E' son dual, El* 3 E le dual algébrique de E'. Soit A une partie de E 
compacte pour la topologie affaiblie o(E, E'). Soit x un point de El* 
adhérent a l'enveloppe convexe C de A, pour la topologie faible o(Ef*, E'). 
Montrer que si (xn) est une suite de points de E' qui converge vers 
a' E Et pour la topologie faible a(E1, E), on a lim (x, xn) = (x, a'). 

n+m 

(Remarquer que x est barycentre d'une mesure de masse 1 sur A, et 
appliquer le th. de Lebesgue.) 

b) Déduire de a) que, lorsqu'il existe dans E une suite de points par- 
tout dense pour la topologie initiale, la restriction à toute partie équi- 
continue H' de Er de l'application X'H (x,xl)  est continue pour la 
topologie faible o(E1, E) (remarquer que la topologie induite sur Hf par 
a(Ef, E) est métrisable). En déduire que dans ce cas, on a nécessairement 
X E E  (Esp. vect. top., chap. IV, 5 3, exerc. 3); en d'autres termes, 
l'enveloppe convexe fermée dans E d'un ensemble compact pour la 
topologie affaiblie est encore compacte pour cette topologie. 

c) Etendre le résultat de b) au cas où E est un espace localement 
convexe séparé et quasi-complet quelconque (« théorème deA Krein »). 
(Se ramener d'abord au cas où E est complet, en considérant E;  remar- 
quer ensuite qu'en vertu du th. d'Eberlein (Esp. vect. top., chap. IV, 9 2, 
exerc. 15), il suffit de prouver que toute suite (x,) de points de C admet 
une valeur d'adhérence dans E pour a(E, Er) ; cela permet de se ramener 
au cas où il existe dans E une suite partout dense pour la topologie 
initiale). 
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%'(X ; E), V(X), V(X, A ; E), .X(X ; E), .X(X), .X(X, A ; E), .X(X,  A), .X; (X) (X espace 
localement compact, E espace vectoriel topologique) : III, 1, 1. 

Supp(f) (f fonction à valeurs dans un espace vectoriel ou dans R): III, 1 , l .  
Wb(X ; E), VO(X ; E) : III, 1,2. 
IfIl (f fonction à valeurs dans un espace normé): III, 1,2. 
d.f), (.f p>, S.f dp, SfL Jf'(x) dp(x), Sf'(x)p(x) ( f  fonction de :X(X;C), p mesure 

(complexe)): III, 1,3. 
.M(X ; C), &(X), d&(X ; C), J&(X) : III, 1,3. 
&', : III, 1,3. 
g . p (g fonction de V(X ; C)) : III, 1,4. 
0, g p ,  Yu : 111, l ,5 .  
A ( X ;  R), A'(X), JZ+(X): III, 1,s. 
p d v (p, v mesurcs réelles): III, 1, 5. 
p + ,  p- ,  /pl (p mesure réelle): III, 1,5. 
IpI (p mesure compicxe): III, 1,  6. 
l/p/l (fi mesure): 111, 1, 8. 
.M1(X; R), <&Y1(x): III, 1, 8. 
 pl^ (p mcsure sur X, Y sous-espace ouvert de X): III, 2;l. 
Supp(p) (p mesure) : III, 2,2. 
(f, z') : III, 3, 1. 
.?'(xi E):  III, 3, 1. 
S f dp, Sfp, Jf(x) dp(x), Jf(x)p(x) (f fonction de .?(x ; E)): III, 3, 1. 
J My)J.f(x,  Y) W x )  : 1I1,4, 1. 
S Jf P S S f 4 S S.1 ÂP, S S.fpA S S.f (x, Y) d4x) ~P(Y),  S S f k ,  Y) dpb)  Wx), 

SS.f (x, v)Â(x)dy?, S.ff l x ,  y)~(yMx)  : 111,4,1. 
Â @ p (2, p mesures) : 11 I,4,2. 

CI1 €3 p* @ . . .  €3 pn, @Pi :  III,4,4. 
i =  1 

Sfdl.lld~,...d~,>SS...S.fdl*,d~,...dl~,>S.f(l*, @PZ@ . . .  @/JE), 
JS . - . Sf (xl,  x2, . . ., x,) &,(xA 4 4 x 2 ) .  . . dp,(x,), 

- .  . J.f(xl ,xz,  . . ., X , ) P ~ ( X ~ ) P Z ( X ~ ) -  - ., p,(x,): 1 K 4 , 4 .  
@ pi : III, 4,6. 
i t L  

q*: IV, l , l .  
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x+, 9+(X), Y+: IV, 1 , l .  
p*(.f) (p mesure positive): IV, 1, 1, IV, 1 ,3  et IV,4, exerc. 5. 
j*f dp, î*fp, S*f(x) dp(x), S*f (x)p(x) (f fonction > 0, p mesure positive): IV, 1,3. 
p*(A) (A partie de X, p mesure positive): IV, 1, 2 et IV, 1, 4. 
T :  IV, 2 , 4  et IV, 2 , s .  
cp((i,,)), i + g, ai, 8: IV, 2,4. 
f a g, s u p i ,  inff,, l i m . s u p ~ ,  lim. inff, (J i  g, fn fonctions numériques): IV, 2,6. 

n n "+cc n- m 

z (z point d'un espace normé): IV, 3,2. 
f (f fonction à valeurs dans un espace normé): III, 3,2. i I 
~ , ( f ,  p), ~ , ( f ) ,  N,(T) ( I  a p < + w): IV, 3,2. 
.FF(X), F F :  IV, 3, 3. 
F+(X, p), Fe(p), : IV, 3,3. 
N F :  IV, 3,3. 
6, Y W ,  A, Y W ,  YF,  L F K  pl, LF(A LF, -Yp, Lp (1 < P < + CO) : IV, 3,4. 
Ilillp(i G P < +CG): I V J , ~ .  
Af), Sf dp, Sf(x) dp(x), Jfp, Sf(x)p(x), p(i) (f fonction p-intégrable à valeurs dans un 

espace de Banach) : IV, 4 , l .  
p(A) (A ensemble p-intégrable) : IV, 4,5. 
%"(X ; C) : IV, 4,8. 
(O(@), FF(@) (@ clan d'ensembles) : IV, 4,9. 
p*( f )  (f fonction) : IV, 4, exerc. 5. 
p,(A) (A ensemble) : IV, 4, exerc. 7. 

SAf  dp, SAfp, Cf dp, SA jb : IV, 5,6. 
y (A,  P ; F), %(A, P), ~ F ( P ) ,  YF: IV, 5, 11. 
W(V, B, 6) : IV, 5,11. 
S(A, ~ c ;  FI, &(A, p), S&), S, : IV, $11. 
f * (réarrangement décroissant de f )  : IV, 5, exerc. 29. 
M,(f X m,(f : IV, 6,2. 
N,(f) : IV, 6,3. 
K F ( x ,  A, yF(p) ,  Y?,  M F  : IV, 6,3. 
Ilfll,, N,(f): IV, 6, 3. 
L E K  pl, LF(A LF, Y', Lm : IV, 6, 3. 
b, : IV, 7, 1. 
Ch&), Ch(X), S,(X), S(X): IV,7,3. 
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Les chiffres de référence indiquent successivement le chapitre, le paragraphe 
et le numéro (ou, exceptionnellement, l'exercice). 

Additive (fonction) d'ensemble : IV, 4,9. 
Application faiblement continue: III, 3, 1. 
Application scalairement à support compact: III, 3, 1. 
Atomique (mesure) : III, 1,3. 
Bande dans un espace complètement réticulé: II, 1,5. 
Barycentre d'une mesure : IV, 7 , l .  
Bishop (théorème de): IV, 7,5. 
Bornée (mesure) : III, 1,8.  
Bornée en mesure (fonction): IV, 6,2 et IV, 6,3. 
Choquet (théorèmes de): IV, 7, 2 et IV, 7, 6. 
Clan de parties d'un ensemble: IV, 4,9. 
Classe d'équivalence dc fonctions pour une mesure: IV, 2,4, IV, 2 ,5  et IV, 5,2. 
Complètement réticulé (espace) : II,1,3. 
Complexe (mesure) : III, 1,3. 
Conjuguée (mesure): III, 1,5. 
Conjugués (exposants) : IV, 6,4. 
Convergence compacte (dans l'espace des mesures): III, 1, 10. 
Convergence en mesure : IV, 5, 1 1. 
Convergence en moyenne, convergence en moyenne d'ordre p, convergence en 

moyenne quadratique: IV, 3, 3. 
Convergencc strictement compacte (dans l'espace des mesures): III, 1 ,  10. 
Convergence vague : III, 1,9. 
Convexité dénombrable (théorème de): IV, 3,2. 
Définie presque partout (fonction) : IV, 2,5. 
Définie localemcnt presque partout (fonction) : IV, 5,2. 
Densité: III, 1,4. 
Dirac (mesure de) : III, 1, 3. 
Discrète (mesure): III ,  1,3. 
Double (intégrale): III, 4, 1. 
Egoroff (théorème d') : IV, 5,4. 
Ensemble équiintégrable : IV, 5, 11. 
Ensemble intégrable, 1-intégrable: IV, 4,5. 
Ensemble localement dénombrable de parties : IV, 5 9 .  
Ensemble localement négligeable, localement p-négligeable : IV, $2.  
Ensemble p-dense de parties compactes: IV, 5,8. 
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Ensemble négligeable, p-négligeable: IV, 2,2. 
Ensemble quarrable : IV, 5, exerc. 17. 
Ensemble strictement compact dans X(X; E): III, 1 , l .  
Equiintégrable (ensemble) : IV, 5, 11. 
Equivalentes (fonctions) : IV, 2,4. 
Espace complètement réticulé: II, 1,3. 
Espace de Riesz; II, 1, 1. 
Espace stonien: II, 1, exerc. 13. 
Etagée (fonction) : IV, 4,9. 
Etagée mesurable (fonction): IV, 5,5. 
Exposants conjugués : IV, 6,4. 
Extérieure (mesure): IV, 1 ,2  et IV, 1,4. 
Faiblement continue (application): III, 3, 1. 
Finie presque partout (fonction): IV, 2,6. 
Fonction additive d'ensemble: IV, 4,9. 
Fonction bornée en mesure : IV, 6,2 et IV, 6,3. 
Fonction définie presque partout : IV, 2,5. 
Fonction de Lebesgue (n-ème) : IV, 6, exerc. 15. 
Fonction de puissance p-ième intégrable: IV, 3,4. 
Fonction étagée, @-étagée : IV, 4,9. 
Fonction étagée mesurable : IV, 5,5. 
Fonction finie presque partout : IV, 2,6. 
Fonction intégrable, pintégrable: IV, 4, 1. 
Fonction localement négligeable, localement p-négligeable : IV, 5,2. 
Fonction mesurable, p-mesurable: IV, 5,l .  
Fonction mesurable définie dans une partie mesurable de X :  IV, 5, 10. 
Fonction ne dépendant que d'un nombre fini de variables: III, 4,6. 
Fonction négligeable, p-négligeable: IV, 2 , l  et IV, 2,4. 
Fontions équimesurables: IV, 5, exerc. 29. 
Fonctions équivalentes, p-équivalentes : IV, 2,4. 
Forme linéaire positive : II, 2, 1. 
Forme linéaire relativement bornée : II, 2,2. 
&f-extrémal (point) : IV, 7,3. 
Holder (inégalité de): I ,2 et IV, 6,4. 
Imaginaire (partie) d'une mesure: III, 1,5. 
Induite (mesure) sur un ensemble ouvert : III, 2, 1. 
Induite (mesure) sur un sous-espace localement compact: IV, 5,7. 
Inégalité de Hardy : IV, 6, exerc. 19. 
Inégalité de Holder : I,2 et IV, 6,4. 
Inégalité de la moyenne : IV, 6,2. 
Inégalité de Minkowski: 1,2 et IV, 3 , l .  
Inégalité de M. Riesz: IV, 6, exerc. 18. 
Intégrable (ensemble): IV, 4,5. 
Intégrable (fonction) : IV, 4,l.  
Intégrale d'une fonction numérique continue a support compact : III, 1,3. 
Intégrale d'une fonction faiblement continue et scalairement à support compact: 

III, 3, 1. 
Intégrale d'une fonction intégrable: IV, 4,1. 
Intégrale double : III, 4, 1. 
Intégrale multiple, intégrale n-uple : III, 4,4. 
Intégrale inférieure : IV, 4, exerc. 5. 
Intégrale supérieure: IV, 1,1, IV, 1,3 et IV,4, exerc. 5. 
Invariante (mesure) par un homéomorphisme: III, 1,3. 
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Lebesgue (mesure de): voir: mesure de Lebesgue. 
Lebesgue (théorème de): IV, 3,7 et IV, 4,3. 
Limite projective d'un système projectif de mesures: III, 4,5. 
Localement dénombrable (ensemble de parties): IV, 5, 9. 
Localement négligeable (ensemble, fonction): IV, 5,2. 
Localisation (principe de) pour les mesures : III, 2, 1. 
Localisation (principe de) pour les fonctions mesurables: IV, 5, 2. 
Masse totale d'une mesure bornée : III, 1,8 et IV, 4,7. 
Masses (mesure définie par des): III, 1,3. 
Maximum en mesure, p-maximum : IV, 5,2. 
Mesurable (ensemble, fonction): IV, 5, 1. 
Mesure, mesure complexe: III, 1,3. 
Mesure atomique: III, 1,3. 
Mesure bornée : III, 1,8. 
Mesure conjuguée: III, 1,5. 
Mesure de densité g par rapport a p :  I I I ,  1,4. 
Mesure de Dirac: III, 1,3. 
Mesure définie par la masse unité en un point : III, 1,3. 
Mesure définie par des masses: III, 1,3. 
Mesure de Lebesgue : III, 1,3, III, 4 , l  et III, 4,4. 
Mesure discrète : III, 1,3. 
Mesure extérieure: IV, 1, 2 et IV, 1 ,  4. 
Mesure induite: III, 2, 1 et IV, 5,7. 
Mesure intérieure : IV, 4, exerc. 7. 
Mesure invariante par un homéomorphisme: III, 1,3. 
Mesure ne comportant pas de masse dans un ensemble ouvert: III, 2,2. 
Mesure ponctuelle : III, 2,4. 
Mesure positive: III, 1, 5. 
Mesure produit : III, 4, 1. 
Mesure réelle : III, 1,5. 
Minimum en mesure, p-minimum : IV, 6,2. 
Minkowski (inégalité de) : I ,2  et IV, 3, 1. 
Moyenne d'une fonction : III, 1,8. 
Moyenne (inégalité de la) : IV, 6,2. 
p-dense (ensemble de parties corripactes): IV, 5,8. 
p-équivalentes (fonctions) : IV, 2,4. 
p-intégrable (ensemble) : IV, 4,5. 
p-intégrable (fonction) : IV, 4 , l .  
p-maximum, p-minimum : IV, 6,2. 
p-mesurable (ensemble, fonction): IV, 5, 1. 
p-négligeable (ensemble): IV, 2,2. 
p-négligeable (fonction): IV, 2, 1 et IV, 2,4. 
Multiple (intégrale): III, 4,4. 
Négligeable (ensemble) : IV, 2,2. 
Négligeable (fonction): IV, 2, 1 et IV, 2,4. 
Norme d'une mesure: III, 1,8. 
n-uple (intégrale) : III, 4,4. 
Ordonnée (somme directe): II, 1,4. 
Partie réelle, partie imaginaire d'une mesure: III, 1,5. 
@-étagée (fonction) : IV, 4,9. 
Point 2-extrémal : IV, 7,3. 
Ponctuelle (mesure) : III, 2,4. 
Positive (forme linéaire): II, 2, 1. 
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Positive (mesure): III, 1,5. 
Principe de localisation pour les mesures : III, 2, 1. 
Principe de localisation pour les fonctions mesurables : IV, 5,2. 
Produit de deux mesures : III, 4, 1. 
Produit d'un nombre fini de mesures : III, 4,4. 
Produit d'une famille de mesures positives : III, 4,6. 
Produit d'une mesure par une fonction continue: III, 1,4. 
Propriété vraie localement presque partout : IV, $2.  
Propriété vraie presque partout : IV, 2,3. 
Réarrangement décroissant d'une fonction : IV, 5, exerc. 29. 
Réelle (mesure): III, 1,5. 
Réelle (partie) d'une mesure: III, 1,5. 
Relativement bornée (forme linéaire) : II, 2,2. 
Répartition limite d'une suite: III, 2, exerc. 5. 
Restriction d'une mesure a un ensemble ouvert: III, 2 , l .  
Riesz (espace de) : II, 1, 1. 
Riesz (théorème de  F.): II, 1,5. 
Scalairement a support compact (fonction): III, 3, 1. 
Série presque partout convergente : IV, 2,5. 
Somme directe ordonnée; II, 1,4. 
Strictement compact (ensemble) : III, 1, 1. 
Structure uniforme de la convergence en mesure: IV, 5 1 1 .  
Suite équirépartie pour une mesure: III, 2, exerc. 5. 
Suite presque partout convergente : IV, 2,5. 
Support d'une fonction : III, 1, 1. 
Support d'une mesure : III, 2,2. 
Système orthogonal de Haar: IV, 6, exerc. 17. 
Système projectif de mesures : III, 4,5. 
Théorème de Bishop : IV, 7,5. 
Théorèmes de Choquet : IV, 7, 2 et IV, 7, 6. 
Théorème de convexité dénombrable: IV, 3,2. 
Théorème d'Egoroff : IV, 5,4. 
Théorème de Krein: IV, 7, exerc. 10. 
Théorème de Lebesgue : IV, 3,7 et IV, 4,3. 
Théorème de F. Riesz : II, 1,5. 
Topologie de la convergence compacte, de la convergence strictement compacte 

(sur l'espace des mesures): III, 1,lO. 
Topologie de la convergence en mesure : IV, 5 , l  1. 
Topologie de la convergence en moyenne, en moyenne d'ordre p, en moyenne 

quadratique : IV, 3,3. 
Topologie vague: III, 1, 9. 
Vague (topologie): III, 1,9. 
Valeur absolue d'une mesure: III, 1,6. 
Vraie localement presque partout (propriété) : IV, 5,2. 
Vraie presque partout (propriété) : IV, 2,3. 
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DÉFINITIONS DU CHAPITRE III 

Définition du support d'une fonction: 
Soient X un espace localement compact, f  une application de X dans un 

espace vectoriel F. On appelle support de f  l'adhérence de l'ensemble des 
X E X  tels que f ( x )  # O; son complémentaire est le plus grand ensemble 
ouvert dans lequel f ( x )  = O. 

Définition d'une mesure : 
Soient X un espace localement compact, .X(X)  l'espace vectoriel (sur R)  

des fonctions numériques continues dans X dont le support est compact. 
On appelle mesure réelle sur X une forme linéaire f ++ p( f )  = j fdp sur 
.X (X)  satisfaisant à la condition suivante: pour tout ensemble compact 
K c X, il existe un nombre a, O tel que, pour toute fonction f E X ( X )  
dont le support est contenu dans K, on ait Ip(f)l < a,. sup 1 f (x) l .  Cette 

xeK 
condition est satisfaite quand la forme linéaire p sur .X (X)  est telle que 
p( f )  2 O pour toute fonction f 2 O de .X (X) ;  une telle mesure p est dite 
positive. 

Les mesures sur X forment un espace vectoriel .A(X)  (sur R). Toute mesure p 
sur X peut s'écrire p = pC - p- ,  où pC et p- sont positives, et pC est 
donnée par la formule 

pour toute fonction f 2 O de .X(X). On pose IpI = p+ + p- ,  et on a 

pour toute fonction f 2 O de .f (X). 

Définition de lu norme d'une mesure: 
Étant donnée une mesure réelle p sur un espace localement compact X, on 

appelle norme de p le nombre positif (fini ou infini) 

La norme de p est égale à celle de \pl, et on a IIpII = Ilp' I I  + IIppII. On dit 
qu'une mesure p est bornée si sa norme est finie. 



Déjinition du support d'une mesure : 
Étant donnée une mesure réelle p sur un espace localement compact X, on 

appelle support de p le complémentaire du plus grand ensemble ouvert 
G tel que, pour toute fonction f c.X(X) dont le support est contenu dans 
G, on ait p( f )  = O. Pour qu'un point x, E X appartienne au support de p, 
il faut et il suffit que, pour tout voisinage V de x,, il existe une fonction 
continue numériquef dont le support est contenu dans V, telle que p ( f )  # 0. 

Dé$nition de l'intégrule d'une fonction vectorielle continue: 
Soient p une mesure réelle sur un espace localement compact X, et F un espace 

localement convexe séparé. 
Pour toute application f de X dans F, continue et à support compact, on 

appelle intégrale de f par rapport à p l'élément p(f) = jf dp de Fr* tel que, 
pour toute forme linéaire continue a' sur F, on ait 

Soit .X,(X) l'espace vectbriel des ap&ations continues de X dans F, con- 
tinues et à support compact. L'application f- Jfdp de X ' , ( X )  dans FI* 
est linéaire. 



kgale presque partout à J f I p .  Pour deux fonctions f , ,  f 2  définies presque 
partout dans X, à valeurs dans F, on a 

N&f,  + f , )  N,(fl)  + Np(f2) 

ainsi que N,(af) = Ia(N,(f) pour tout scalaire cc. 
On dit qu'une fonction f définie presque partout dans X, à valeurs dans F, 

est de puissance p-ieme intégrable (ou simplement intkgruble pour p = 1 )  
si, pour tout E > O, il existe une fonction g a valeurs dans F, continue 
et à support compact, telle que N p ( f  - g)  < e. L'ensemble 2: des fonc- 
tions, partout définies dans X, à valeurs dans F, et de puissance p-ième 
intégrable, est un espace vectoriel sur lequel N p ( f )  est une semi-norme. 
L'ensemble LF des classes d'équivalence des fonctions de 8: est un espace 
de Banach pour la norme I I f  1 1 ,  = N p ( f )  ( f  fonction quelconque de la classe f). 

Pour qu'une fonction f soit de puissance p-ième intégrable, il faut et il suffit 
que l f l P '  . f soit intégrable. 

D+nition de 1 'intégrale d'une fonction intégruble : 
L'espace vectoriel XF(X) est dense dans l'espace 2'; des fonctions intégrables 

(muni de la semi-norme N , ( f ) ) ;  l'application f ~ J f d p  de X,(X)  dans F 
se prolonge par continuitk en une application linéaire de 9; dans F, 
notée de la même manière. Pour toute fonction intégrable f ,  on désigne 
par J f  dp  (ou p(f))  et on appelle intégrale de f par rapport à p l'dément de 
F égal à j g d p  pour toute fonction intégrable g partout définie et presque 
partout égale à f ;  ) f l  est alors intégrable et on a 

Pour toute fonction intégrable f > O, on a 

D@nition des ensembles intégrables; 
On dit qu'une partie A de X est intégrable si sa fonction caractéristique cp, 

est intégrable. Le nombre p(A) = SPA d p  est appelé la mesure de A ;  on a 
alors p*(A) = p(A). Les ensembles négligeables sont identiques aux en- 
sembles intégrables et de mesure nulle. 

Pour qu'un ensemble A soit intégrable, il faut et il suffit que, pour tout e > 0, 
il existe un ensemble compact K c A et un ensemble ouvert U 3 A tels 
que p*(U n [: K )  < E .  

Définition d'une fonction mesurable: 
On dit qu'une application f de X dans un espace topologique F est mesuruble 

si, pour toute partie compacte K de X, il existe une partition de K en un 
ensemble de mesure nulle N et une suite d'ensembles compacts K , ,  telle 
que la restriction de f à chacun des ensembles K ,  soit continue. Une condi- 
tion équivalente est la suivante: pour tout ensemble compact K et tout 
nombre E > O, il existe un ensemble compact K I  c K tel que p(K n [: K ,) < E 

et que la restriction de f à K ,  soit continue. 

Définition d'un ensemble mesurabler 
On dit qu'une partie A de X est mesurable si sa fonction caractéristique est 

mesurable. Une condition équivalente est que, pour tout ensemble compact 
K ,  A n K soit intégrable. 



Difinition des ensembles localement négligeables et des fonctions localement négli- 
geables : 

On dit qu'une partie A de X est localement négligeable si pour tout point 
x E X, il existe un voisinage V de x, tel que A n V soit négligeable; A est 
alors mesurable. 

On dit qu'une propriété d'un élément variable x G X a lieu localement presque 
partout si l'ensemble des X G X  où elle n'a pas lieu est localement négli- 
geable. On dit qu'une application f de X  dans un espace vectoriel F est 
localement négligeable si elle est nulle localement presque partout; f est 
alors mesurable. 

Critère d 'intégrabilité d'une fonction: 
Pour qu'une application f de X dans un espace de Banach soit intégrable, 

il faut et il suffit que f soit mesurable et que N,(f) soit fini. 



DÉFINITIONS DU CHAPITRE IV 

Dans ce qui suit, p désigne une mesure positive sur un espace localement 
compact X. 

Definition de 1 'intégrale supérieure d'une fonction positive: 
Soit h 3 O une fonction numérique semi-continue inférieurement dans X. 

On appelle intégrale supérieure de h par rapport à p le nombre 3 O (fini ou 
infini) 

Soit f une fonction numérique 3 O quelconque (finie ou non) définie dans X. 
On appelle intégrule supérieure d e f  par rapport à p le nombre 2 O (fini ou 

infini) p*( f )  = inf p*(h) (qu'on note encore f dp), où h parcourt l'en- I * 
scmble des fonctions numériques semi-continues inférieurement et f :  

Definition de la mesure extérieure d'un ensemble: 
Étant donnée une partie quelconque A de X, on appelle mesure extérieure de 

A, et on note p*(A), l'intégrale supérieure p*(<p,) de la fonction caractéris- 
tique de A. 

Déifinition des ensembles négligeables et des fonctions nigligeables: 
On dit qu'une partie A de X est négligeable pour la mesure p (ou p-négligeable) 

si sa mesure extérieure est nulle. On dit qu'une propriété d'un élément 
variable x E X a lieu presque purtout pour la mesure p, si l'ensemble des 
x 6 X où elle n'a pas lieu est négligeable. On dit que deux applications 
,1; g de X dans un ensemble quelconque F sont équivalentes (pour p) si 
f(x) = g(x) presque partout; la classe de toutes les applications de X dans 
F équivalentes à f se notef. Une application f de X dans un espace vectoriel 
F (resp. une application f de X dans R) est dite nkgligeuble si elle est nulle 
presque partout ; il revient au même de dire que p*(lfl) = O (resp. ~ * ( l  f 1) = O). 
Si deux fonctions numériques f ;  g sont équivalentes, on a p*( f )  = p*(g). 

Dé$nition des fonctions de puissunce p-ième intégrable: 
Étant donnée une fonction f définie presque partout dans X, à valeurs dans 

un espace de Banach F, on désigne par N,(f), pour tout nombre réel p 2 1, 
l'intégrale supérieure p*(g), où g est une fonction numérique finie dans X, 
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