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INTRODUCTION

La notion de mesure des grandeurs est fondamentale, aussi
bien dans la vie de tous les jours (longueur, surface, volume,
poids) que dans la science expérimentale (charge électrique,
masse magnétique, etc.). Le caractére commun aux « mesures»
de ces diverses grandeurs réside dans ’association d’un nombre
a chaque portion d’espace remplissant certaines conditions, de
sorte qu’a la réunion de deux telles portions (supposées sans point
commun) corresponde la somme des nombres affectés a chacune
d’elles (additivité de la mesure) (*). Le plus souvent, en outre, la
mesure est un nombre positif, et cela entraine qu’elle est fonction
croissante de la portion d’espace mesurée (**). On notera d’autre
part que, dans la pratique, on ne se soucie guére de préciser quelles
sont les portions d’espace que I'on considere comme « mesu-
rables »; bien entendu, il est indispensable de fixer ce point sans
ambiguité dans toute théorie mathématique de la mesure; c’est ce
qu’on fait par exemple quand, en géométrie élémentaire, on définit
'aire des polygones ou le volume des polyédres; dans tous les cas,
la famille des ensembles « mesurables» doit naturellement étre
telle que la réunion de deux quelconques d’entre eux sans point
commun soit encore « mesurable ».

Dans la plupart des exemples qui précédent, la mesure d’une
portion d’espace tend vers 0 avec son diametre: classiquement,
un point « n’a pas de longueur », ce qui signifie qu’il est contenu

(*) 11 n’est pas évident a priori que les grandeurs d’espéces différentes puissent é&tre
mesurées par les mémes nombres, et c’est sans doute en approfondissant la notion de mesure
des grandeurs que les Grecs ont abouti a leur théorie des rapports de grandeurs, equivalente
a celle des nombres réels > 0 (c¢f. Top. gén., chap. V, § 2 et Note historique du chap. 1V).

(**) Cela ne s’applique pas, par exemple, a la charge électrique d’un corps; mais la
mesure de la charge électrique totale peut &tre considérée comme différence de la mesure

des charges électriques positives et de la mesure des charges électriques négatives, qui sont
toutes deux des mesures positives.
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dans un intervalle de longueur arbitrairement petite, et par suite
qu’on ne peut lui attribuer que la longueur 0; on dit que les me-
sures de telles grandeurs sont « diffuses ». Mais les développements
de la mécanique et de la physique ont introduit la conception de
grandeurs pour lesquelles un objet de dimensions négligeables a
encore une mesure non négligeable : « masses ponctuelles » gravi-
fiques ou électriques, qui sont a vrai dire en grande partie des
fictions mathématiques plus que des notions strictement expéri-
mentales. On est ainsi amené, en Mathématique, a considérer
des mesures définies comme suit: & chaque point q; (1 <i < n)
d’un ensemble fini F est attaché un nombre m;, sa « masse » ou
son « poids», et la mesure d’'un ensemble quelconque A est la
somme des masses m; des points g; qui appartiennent a A.

A la notion de mesure est étroitement liée celle de somme
pondérée. Considérons par exemple, dans I’espace, un nombre fini
de masses (gravifiques ou électriques) m;, placées en des points g;
(de coordonnées x;, y;, z;); la composante sur Oz (par exemple)
de I'attraction exercée sur un point b (de masse 1 et de coor-
données o, f, y) par I’ensemble de ces masses, est (pour un sys-

., Z; —
téme d’unités convenable) la somme Y m; Q,

r;

rt=0;— )+ — B+ -y

étant le carré de la distance des points g; et b. Autrement dit,
on considere la valeur de la fonction

zZ—=7
(P
en chaque point a;, on la multiplie par le « poids » de ce point, et
on fait la somme des « valeurs pondérées » de f ainsi obtenues. On
sait que de telles sommes interviennent sans cesse en mécanique:
centres de gravité et moments d’inertie en donnent les exemples
les plus connus.

Si I'on veut étendre la notion de « somme pondérée » du cas
des masses ponctuelles a celui d’une mesure « diffuse », ou tout
point a une mesure nulle, on se trouve en présence du probléme,
d’aspect si paradoxal, qui a donné naissance au Calcul intégral :
donner un sens a une « somme » d’une infinité de termes, dont
chacun, pris isolément, est nul. Reprenons ’exemple du calcul de
Pattraction exercée sur un point, lorsque les masses attirantes
sont « réparties continlitment » dans un volume V. Si V est
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décomposé en un nombre fini de parties V; (sans point commun
deux a deux), on admet que la composante sur Oz de I’attraction
exercée par V sur un point b est la somme des composantes des
attractions exercées sur b par chacun des V,. Mais si le diametre
de chaque V, est petit, la fonction continue f(x, y, z) varie peu
dans V;, et on est amené a assimiler I’attraction exercée par V; a
celle qu’exercerait une masse ponctuelle égale a la masse m; de
V,; et placée en un point quelconque g; du volume V;. On est ainsi
conduit 4 prendre pour valeur approchée du nombre cherché
la « somme de Riemann» ) m;f(x;,y;,z); pour que cela soit
i

justifié du point de vue mathématique, il faut naturellement
prouver que ces valeurs approchées tendent vers une limite
lorsque le diamétre maximum des V; tend vers 0, ce qui est une
conséquence facile de la continuité uniforme de la fonction f dans
V (en supposant V compact et le point b non dans V).

On sait que la « méthode d’exhaustion» des Grecs et le
« principe de Cavalieri» pour le calcul systématique des aires
planes et des volumes sont basés sur un procédé analogue, apres
décomposition en « tranches » des aires et volumes considérés;
les «sommes pondérées » auxquelles on parvient ainsi ne sont

autres que les intégrales fb f(x)dx (cf. Note historique des chap.

I-II-ITT du Livre IV). Ici encore, c’est la continuité uniforme de
f qui entraine I’existence de la limite des « sommes de Riemann »;
plus généralement, elle entraine I’existence d’une limite pour les

sommes analogues ¥ £ (£)(g(x;+ 1) — g(x)) (x; < & < X, 1), ot 'on

suppose seulement que g est une fonction bornée croissante dans
b

(a,b). Cette limite, notéej f(x)dg(x), et appelée intégrale de

Stieltjes de f par rapport a4 g, peut étre considérée comme la
«somme pondérée » de la fonction f pour la mesure u définie
dans I’ensemble des intervalles semi-ouverts Ja, ) par la relation
u(Jo, B)) = g(B+) — gla+); elle n’est plus liée au Calcul diffé-
rentiel aussi étroitement que la notion usuelle d’intégrale (*).
Il en est de méme des intégrales « doubles » et « triples » classiques,
associées respectivement a la mesure des aires planes et a celle des

(*) Si on prend en particulier pour g une fonction en escalier croissante et continue 4
droite, l'intégrale de Stieltjes correspondante n’est autre que la somme pondérée de f
pour les masses ponctuelles m; = gla; +) — gla; —) placées aux points de discontinuité
a; de g.
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volumes. Mais toutes ces notions d’intégrale s’apparentent entre
elles, non seulement par leur définition, mais par les caractéres
suivants: I’ « intégrale » y( /) d’'une fonction numérique f continue
dans une certaine partie compacte K de la droite, du plan ou
de I'espace a 3 dimensions, est un nombre associé a I’élément f
de l'espace %(K) des fonctions continues dans K; f— u(f) est
donc une application de %(K) dans R (une « fonctionnelle »,
comme on dit parfois), qui est: 1° linéaire (c’est-a-dire que
ulof + Bg) = au(f) + Pu(g) quels que soient les scalaires «, f§ et les
fonctions continues f et g); 2° positive (c’est-a-dire que u(f) = 0
pour toute fonction continue f > 0).

Il est remarquable gu’inversement ces deux propriétés suf-
fisent a caractériser les intégrales de Stieltjes dans un intervalle
(a,b) (théoréme de F. Riesz). S’il en est ainsi, c’est qu’a partir
des valeurs de I'intégrale des fonctions continues, on peut recons-
tituer la mesure qui lui a donné naissance. Cela revient (si on

b
songe a linterprétation de f f(x)dx comme une aire plane) a
a

calculer I'intégrale d’une fonction caractéristique d’intervalle, en la
supposant connue pour les fonctions continues. En d’autres
termes, il s’agit de prolonger de fagon convenable la fonctionnelle
u(f) a un ensemble de fonctions contenant %(K) et assez vaste
pour contenir aussi toutes les fonctions caractéristiques d’in-
tervalle.

Il y a plusieurs méthodes pour réaliser ce prolongement; une
des plus intéressantes fait appel a la notion d’espace fonctionnel.
On sait que, sur I'espace R”, les normes |x|, = sup |x] et

1€i<n

n

x|y = 3 |x] définissent la méme topologie. Par « passage du
i=1

fini a I'infini », on est amené a considérer, sur I’espace ¥(K) des

fonctions continues dans un intervalle compact K = [(a, b} de R,

les normes |f], = ilélll(‘) |f(x) et | [ =Jb | f(x)| dx (ou jb | f] dg

s'1l s’agit d'une intégrale de Stieltjes). Mais ici, les topologies dé-
finics par ces deux normes sont distinctes, et I’espace %(K),
qui est complet pour la premiére norme (Top. gén., chap. X, 2° éd.,
§ I, n°6, th. 2), ne I'est plus pour la seconde. De fagon précise,
on peut identifier les éléments du complété de €(K) pour la norme
| f]1, & des classes de fonctions non nécessairement continues,
et le prolongement de l'intégrale se fait alors simplement en
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prolongeant par continuité la fonctionnelle w( /') définie dans 6(K),
au complété de cet espace (les détails techniques de ce procédé
sont exposés au chap. IV). Bien entendu, nous avons supposé que
Pintégrale des fonctions continues était définie a partir d’une
mesure (par le procédé des « sommes de Riemann » rappelé plus
haut); pour obtenir le théoréme de F. Riesz, il faut opérer de la
méme maniére, mais en définissant la norme par u(|f|), si w(f)
est la fonctionnelle linéaire et positive définie dans €(K).

Non seulement la méthode de prolongement que nous venons
d’esquisser conduit au théoréme de Riesz, mais elle permet par
surcroit de définir I’intégrale de classes de fonctions « beaucoup
plus discontinues » que les fonctions caractéristiques d’intervalles;
en considérant les fonctions caractéristiques d’ensemble qui
sont des fonctions « intégrables », elle permet du méme coup
d’étendre aux ensembles correspondants la mesure donnée ini-
tialement pour les seuls intervalles, en posant w(A) = (@4);
extension qui conserve bien entendu les propriétés fondamentales
d’additivité et de positivité de la mesure.

Ce qui précede concerne I'intégrale de Stieltjes sur la droite,
mais la méthode de prolongement s’étend aussitdt aux mesures
définies dans le plan ou dans ’espace, ou sur des courbes ou sur-
faces. Plus généralement, en analysant les démonstrations, on
s’apergoit qu’elles sont valables en réalit¢ pour toute fonction-
nelle linéaire et positive, définie dans 'espace #7(X) des fonctions
continues dans un espace localement compact quelconque X, et
dont chacune est nulle hors d’un ensemble compact (dépendant
de la fonction considérée).

Cette catégorie d’espaces auxquels s’applique donc la théorie
de I'intégration comprend naturellement les espaces numériques
R" et les variétés; elle comprend aussi les espaces discrets (ou
la théorie de Pintégration se confond avec celle des familles som-
mables de nombres réels (Top. gén., chap. 1V, § 7)), ainsi que les
produits (finis ou infinis) d’espaces compacts identiques a un
intervalle de R ou a un ensemble fini; nous verrons plus tard
que la théorie de la mesure dans de tels produits joue un réle
important dans le Calcul des probabilités.

L’extension de la notion de mesure aux espaces localement
compacts généraux s’est montrée particulicrement féconde dans
la théorie des groupes localement compacts; d’une fagon générale,
la notion d’intégrale semble bien étre I'outil appropri¢ chaque
fois qu’'on veut, en Algébre topologique, « passer du fini a I'in-
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fini », c’est-a-dire généraliser des procédés d’algébre pure faisant
intervenir des sommes finies, a des cas ou la « sommation » doit
porter sur une infinit¢ de termes. Par exemple, on sait (Alg.,
chap. I, 3¢ éd., §2) que les éléments de algébre d’un groupe
fini G (sur le corps R) sont les applications s+ a(s) de G dans R,
avec la loi de multiplication « * § = p, y étant la fonction définie
par y(s) = > «(t)f(t 's). Ce qui apparait comme une générali-
teG

sation naturelle de cette algébre pour un groupe localement com-
pact G quelconque, c’est I'ensemble des applications de G dans R,
intégrables pour une certaine mesure particuliere u sur G (la
« mesure de Haar »), la multiplication dans I’algébre étant donnée
par

(f*s) = [f(Dgle's) dp(o)

D’ailleurs, lorsqu’on est engagé dans cette voie, on se trouve
rapidement géné par ’obligation de ne « sommer » que des fonc-
tions a valeurs réelles ; dans de nombreux cas, il est utile de savoir
définir I'intégrale de fonctions définies dans X et a valeurs dans
un espace vectoriel topologique sur R, par exemple un espace de
Banach ou un espace d’opérateurs dans un espace de Banach. On
constate que cette extension peut se faire aisément sans apporter
de modifications profondes a la théorie de 'intégration.

Dans I’esquisse qui précéde, nous avons fait jouer un role pré-
pondérant aux fonctions continues; il est naturel de se demander
si la notion de mesure est effectivement liée d’une fagon essen-
tielle a I’existence d’une topologie sur ’ensemble X ou elle est
définie. Un examen attentif de la théorie montre qu’il n’en est
rien, et que les méthodes de prolongement s’appliquent aussi bien
a une fonctionnelle linéaire et positive u(f) définie sur un espace
vectoriel ¥~ formé de fonctions numériques définies dans un en-
semble quelconque X, moyennant un certain nombre de conditions
supplémentaires imposées a ¥~ et a u( f); ces conditions sont auto-
matiquement vérifiées lorsque ¥~ est un espace .4 (X) de fonctions
continues a support compact, mais elles le sont aussi dans des
cas plus généraux. Toutefois, cette plus grande généralité est
a certains égards illusoire: on a pu en effet montrer que toute
«mesure abstraite » est, en un certain sens, « isomorphe» a une
mesure définie (& partir des fonctions continues) sur un espace
localement compact convenable; d’autre part, dans la plupart
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des applications, il s’agit d’ensembles X munis d’une topologie
intervenant naturellement dans la question; nous nous occupons
donc exclusivement, jusqu’au chapitre V, de mesures définies sur
des espaces localement compacts.

Les deux premiers chapitres sont des préliminaires a la
théorie: ils sont consacrés a la démonstration d’inégalités fonda-
mentales pour le prolongement, et a ’étude de certains espaces
vectoriels ordonnés, les espaces de Riesz, qui jouent un réle
important dans plusieurs questions ultérieures.

La notion de mesure sur un espace localement compact est
définie au chapitre III; nous y avons pris comme point de départ
le théoréme de Riesz, qui devient ainsi définition: I'intégrale des
fonctions continues est donc définie avant la mesure des ensembles,
comme fonctionnelle linéaire et positive sur J#(X). Cette présenta-
tion offre certains avantages techniques (dus notamment au fait
que les fonctions continues forment un espace vectoriel, alors
qu’il n’en est pas de méme des fonctions caractéristiques d’en-
semble); d’ailleurs, c’est sous forme de fonctionnelle définie sur
A"(X) que s’introduit naturellement I'intégrale dans de nombreuses
questions. Enfin, les différences de deux fonctionnelles linéaires
et positives sur £ (X) (que nous appelons encore des mesures sur
X) peuvent étre caractérisées comme des formes linéaires sur #(X)
satisfaisant a certaines conditions de continuité; la théorie de
I'intégration est ainsi reliée, d’une part a la théorie générale de la
dualité dans les espaces vectoriels topologiques (cf. Livre V), de
lautre a la théorie des distributions, qui généralise certains aspects
de la notion de mesure, et que nous exposerons dans un Livre
ultérieur.

Le chapitre 1V est consacré au prolongement de 'intégrale;
on y définit a la fois les fonctions intégrables et la mesure des en-
sembles, ainsi que les espaces fonctionnels L?, dont I'importance
est considérable dans les applications; on y montre aussi comment
P'introduction de la notion de fonction mesurable permet d’obtenir
des critéres commodes d’intégrabilité.

Dans les deux chapitres suivants, on verra comment les fonc-
tions mesurables apparaissent aussi comme des « densités » per-
mettant de définir sur un espace X de nouvelles mesures a partir
d’une mesure donnée. Cette étude, qui conduit entre autres a
des résultats importants dans la théorie de la dualité des espaces
L? est liée d’autre part a la notion de mesure vectorielle, que
Pon peut, dans les cas les plus favorables, faire rentrer dans la
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théorie de 'intégration des fonctions a valeurs vectorielles (par
rapport a une mesure positive).

Nous développerons aussi ce qui peut étre considéré comme
I'aboutissement moderne de Pidée de « décomposition en
tranches » des aires planes et des volumes, introduite par les
fondateurs du Calcul intégral: sous certaines conditions, une
mesure sur un espace X peut étre décomposée en une « somme »
de mesures dont chacune est portée par une « tranche» de
I'espace X (c’est-a-dire une classe d’équivalence suivant une cer-
taine relation R); en outre, une telle décomposition permet de
calculer l'intégrale d’une fonction, par rapport a la mesure
initiale, en I'intégrant d’abord « sur chaque tranche», puis en
intégrant (par rapport a une mesure appropri¢e) la fonction
obtenue dans I’espace quotient X/R (généralisation de la « double
sommation » dans la somme d’une famille ou les indices par-
courent un ensemble produit).

Le chapitre VII est consacré a I'étude de la mesure de Haar
sur un groupe localement compact, qui est caractérisée a un
facteur prés par la propriété d’étre invariante par toute translation
a gauche du groupe.

Au chapitre VIII est exposée la notion de convolution des
mesures, qui joue un réle de premier plan dans I’Analyse fonction-
nelle moderne.



CHAPITRE 1

INEGALITES DE CONVEXITE

1. L’inéqalité fondamentale de convexité

Soit X un ensemble; dans I'espace vectoriel R* de toutes les
fonctions numériques finies, définies dans X, soit P I’ensemble de
toutes les fonctions numériques positives dans X. Soit d’autre
part M une fonction numérique finie ou non, a valeurs = 0,
définie dans P, et telle que:

1° M(0) = 0, et M est positivement homogene, c’est-a-dire que,
pour tout nombre réel A fini et > 0, M(1f) = AM(f).

2° M est croissante dans P, autrement dit, la relation f < g
entraine M(f) < M(g).

3° M est convexe dans P, autrement dit (Esp. vect. top., chap.
II, 2° éd., § 2, n° 8) satisfait a la relation M(f + g) < M(f) + M(g).

Exemple. — Supposons que X soit un ensemble fini, par
exemple Pintervalle (1,n) de N; en désignant par x; (1 < i< n)

n

les coordonnées d’un vecteur x € R”, les fonctions M, (x) = x; et
1 i
i=1

M _(x) = sup x; satisfont aux conditions précédentes dans Ien-

1<si<gn
semble P des x de coordonnées = 0.

Remarque. —-Soit S un c¢one convexe pointé contenu dans P
(c’est-a-dire un ensemble tel que S + S = Set AS < S pour £ > 0;
cf. Esp. vect. top., chap. 11, 2° éd., § 2, n® 4); soit M une fonction
numérique finic ou non, a valeurs > 0, définie dans S ct satis-
faisant dans S aux conditions 1°, 2° et 3° ci-dessus. On peut alors
prolonger M 4 I’ensemble P tout entier, de fagon que la fonction
prolongée (que nous noterons encore M) satisfasse aux mémes
conditions: il suffit, pour toute fonction feP, de poser
M(f) = + oo s’il n’existe aucune fonction ge S telle que f < g, et

M(f)= inf M(g) dans le cas contraire. Ce procédé sera
geS,f<g

appliqué au chap. 1V, § 1, pour définir Vintégrale supérieure d’une
fonction positive.
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PROPOSITION 1. — Soit ¢(ty,t,,...,t,) une fonction numérique
finie, définie et continue pour t; = 0 (1 < i < n), et telle que:

1°les relations t; > 0 (1 < i < n) entrainent o(t,t,,...,t,) > 0;

2° la fonction ¢ est positivement homogéne;

3° I’ensemble K < R" défini par les relations t; = 0 (1 < i< n),
o(ty, ty, ..., t,) = 1, est convexe.

Dans ces conditions, si f, f,, ..., f, sont n fonctions finies et
= 0, définies dans X, et telles que M(f;) < + o0 pour 1 <i<n,ona

(1) M(o(f 15 f 255 f) < @M(f 1), M(f ), ..., M(f,)).

On sait en effet, en vertu du th. de Hahn-Banach (Esp. vect.
top., chap. II, 2° éd., §5) que K est I'intersection des n demi-
espaces t; =2 0 (1 < i < n) et d’une famille de demi-espaces fermés
(U).c1» U, étant défini par une relation de la forme

(2) atltl + {XLZtZ + o+ (xmtn - ﬁl 2 0

ou les a, ne sont pas tous nuls. Par hypothése, si t = (t;) est
tel que t; >0 pour 1 <i<n on a @(t,,...,t,) >0, donc il
existe A, > 0 tel que Ia relation A > 1, entraine ite K; cela
montre que, pour chaque (€1, les relations t; >0 (1 <i < n)
entrainent o, t; + -+ + a,t, = 0, et par suite qu'on a o, =0
pour 1 < k < n; il est clair alors que K est aussi I'intersection
des demi-espaces t; > 0 (1 <i < n) et des U, tels que S, = 0;
en outre, comme ’origine n’appartient pas a K, il existe au moins
un indice ¢ tel que S, > 0.

Soit alors C le cone convexe dans R"* ! défini par les relations
=20 I<i<n+1), t,,, <ot,,t,,...,t,) (adhérence du
cone convexe engendré dans R"*' par I’ensemble convexe
K x {1}); il est immédiat que C est aussi défini par les relations
=20l <i<n+ et
(3) Bln+1 < ogty + - +at, (te LB = 0).

Pour tout x € E, on a donc

(4) Bo(f1(x),. .., fu(X) S o f1(X) + -0 + 0, fulx)

pour tout ce I. Pour tout indice ¢ tel que B, > 0, il résulte de (4)
et des hypotheses sur M que M(¢(f;, f5, - .-, f,)) est fini et qu'on a

BM@(f 1.f 25 s fu) S aaM(f ) + a ,M(f5) + - + o, M(f,)

et cette relation est aussi vérifiée de fagon évidente si S, = 0.
On voit donc quele point de coordonnées M(f ), M(f,),..., M(f,),
M(o(fy, fo .-, 1) appartient 2 C, ce qui démontre la propo-
sition.
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2. Les inégalités de Holder et de Minkowski

Dans ce numéro et le suivant, X et P ont la méme signification
que dans le n° 1, et M désigne une fonction définie dans P et
satisfaisant aux conditions énumérées au n° 1.

PROPOSITION 2. — Soient o et [ deux nombres tels que
O<a<l,0<f<l,a+p=1 Sifetg sont deux fonctions
finies et = 0, définies dans X, et si M(f) et M(g) sont finis, on a

(5) M(f*g') < (M) (M(g)Y

(inégalité de Holder).

D’aprés la prop. 1, tout revient a prouver que, dans R?,
I’ensemble défini par les relations t; = 0, t, = 0, 515 > 1 est
convexe, ou encore (Fonct. var. réelle, chap. I, §4, n°1, déf 1)
que la fonction wu(t) =t ** est convexe pour 0 <t < + 0.
Or, en posant r = a/ff, on a D?u(t) = r(r + 1)t~ 2, et comme
r > 0, D?u(t) > 0 dans )0, + oo, ce que démontre la proposition
(Fonct. var. réelle, chap. 1, § 4, n°® 4, cor. de la prop. 8).

COROLLAIRE. — Soient o; (1 < i < n) n nombres = 0 tels que

n

Y o, =1,f,(1 < i< n)n fonctions finies et > 0, définies dans X
i=1
et telles que M(f,) soit fini pour 1 < i < n. Dans ces conditions,
on a

(6) M(fIY5 o) < (MO M) (M)

On peut se borner au cas ol «; > 0 pour tout i. Il suffit de
raisonner par récurrence sur u, en appliquant I'inégalité (5) aux

n
nombres o = a; et f = Y a, et aux fonctions
i=2

f=F1 g=0U%y.

PROPOSITION 3. — Soit p un nombre fini et > 1. Sifet g sont
deux fonctions finies et = 0, définies dans X, on a

(7) (M((f + gN'? < (M(fO)YP + (M(gh)'?

(inégalité de Minkowski).

On peut se borner au cas ou M(f?) et M(g?) sont finis.
D’aprés la prop. 1, tout revient & prouver que, dans R? D’en-
semble défini par les relations t; = 0, t, = 0, t;7 + /P > 1 est
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convexe, ou encore que la fonction u(t) = (1 — t'/%)? est convexe
pour 0 <t <1 Or,ona

D2u(t) = (1 - 1>tlfp-2(1 - ﬂ/v)v*z >0
p

pour 0 <t < 1, d’ou la proposition.

3. Les semi-normes N,

Soit p un nombre réel fini et > 1, et soit #?(X, M) I’ensemble
des fonctions numériques finies f, définies dans X et telles que
M(|f|P) soit fini. 11 est évident que, si g est une fonction appar-
tenant a F2(X, M), et si |f| < |g|, f appartient aussi a (X, M);
cette remarque et I'inégalité de Minkowski montrent que la
somme de deux fonctions de #?(X, M) appartient encore a cet
ensemble ; compte tenu du fait que M est positivement homogene
on voit donc que .F#?(X, M) est un sous-espace vectoriel de I’espace

R* de toutes les fonctions numérique finies définies dans X.
Pour tout nombre p > 0 et toute fonction numérique finie
f définie dans X, on pose

N (f) = (M(| [P

on a N (Af) = |AIN,(f) pour tout scalaire 4; en outre, si p > 1,
on a, d’apres (7)

(8) N(f + 8) < N,(f) + N(g)
ce qui prouve que N, est une semi-norme sur 'espace vectoriel

FPX, M) (Esp. vect. top., chap. 11, 2¢ éd., § 1).

PROPOSITION 4. — Soient p et q deux nombres finis et > 0, et
posons 1/r = 1/p + 1/q. Quelles que soient les fonctions numéri-
ques finies f, g définies dans X, on a

9) N.(fg) < N,(/IN,(2),
si N(f) et N (g) sont finis.
En effet, la relation (9) s’écrit
M| fTlel) < (M fP)yP (M (glyye

et n’est autre que 'inégalité de Holder (5) appliquée aux nombres
a = r/p et B = r/q et aux fonctions | f|? et |g|".



chap. 1 EXERCICES 13

COROLLAIRE. — On suppose que M(1) = 1; alors, pour toute
fonction numérique finie f, définie dans X, Papplication p — N (f)
est croissante dans )0, + oo (.

En effet, en appliquant I'inégalité (9) au cas ot g = 1, on voit
que N,(f) < N,(f) quel que soit g > 0; comme le nombre r
défini par 1/r = 1/p + 1/q parcourt I’ensemble des nombres tels
que 0 < r < p lorsque g parcourt ’ensemble des nombres > 0,
le corollaire est démontré.

PROPOSITION 5.— Pour toute fonction numérique finie f
définie dans X, ’ensemble 1 des valeurs de 1/p (p > 0) telles que
N,(f) soit fini est vide ou est un intervalle, si 1 n’est pas réduit a un
point, Uapplication o log N, (f) est convexe dans 1, ou égale
a — oo dans lintérieur de 1.

Soient r et s deux nombres > 0 distincts et tels que 1/r et
1/s appartiennent & I; tout revient a prouver que, si

1 ¢t 1—¢

Pt s
avecO0<t<l,ona
(10) log N,(f) < t.log N(f) + (1 — 1) log Ny(f)
ou, ce qui revient au méme,
(11) NL(f) < (NN
relation qui s’écrit, d’apres la définition de N,
(12) M £17) < (M £ Pyera £y o

St on pose a=tp/r, on a 1 —a=(1—t)p/s, d’aprés la
relation qui définit p en fonction de ¢, r, s; d’ott p = ar + (1 — a)s.
Or, I'inégalité de Holder donne

M1 ®) < (MY S PN

ce qui n’est autre que I'inégalité (12).

EXERCICES

1) Avec les hypothéses du n® 1, montrer que I'ensecmble des fone-
tions bornées dans X et telles que M(|f]) soit fini, est une sous-algébre
A de R*, et que ’ensemble des fonctions bornées dans X et telles que
M(f]) = 0 est un idéal dans A. Si en outre M(1) est fini, montrer que
lapplication fr M(f) est continue quand on munit A de la topologie
de la convergence uniforme dans X.
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2) Soient X lintervalle (0, + co( de R, S le cone convexe formé
des fonctions définies dans X et telles que 0 < f(x) < kx dans X (pour
un nombre fini k£ > 0 dépendant de f). On pose M(f) = 0 pour fe8,
et M(f)= + oo pour toute fonction positive f définie dans X et n’appar-
tenant pas a S. Montrer que M satisfait aux conditions du n°® 1, et
quon a M(x) =0, et M(x") = +00 pour tout nombre r > 0 distinct
de I.

3) Donner un exemple ol X est un ensemble de deux éléments,
ol N,(x) est fini pour tout p > 0 et tout x e R?, mais ou il existe des
valeurs de p telles que I'application p + N,(x) ne soit pas dérivable en
ces points.

4) Déduire I'inégalité (6) de T'inégalité de la moyenne géométrique

2z . <oz + o +oaz (ot ) oy =1)  (Fonct. var. réelle,
i=1
chap. III, §1, n° 1, prop. 2) (se ramener au cas ou M(f,) =1 pour
1 <i<n).

5) Soit o un nombre réel > 1, et soit f =1 — o < 0. Soit g une
fonction finie, définie dans X, tefle que g(x) > 0 pour tout xe X et que
M(g) > 0; montrer que pour toute fonction f finie et > 0 définie dans
X, et telle que M(f) soit fini, on a

M(f*g%) = (M(f ) (M(g)Y

(appliquer convenablement I'inégalité de Hdlder).

6) Déduire l'inégalit¢ de Minkowski de linégalit¢ de Holder
(majorer M(f(f +g)"~ ") a l'aide de I'inégalit¢é de Hélder). Si l'on
suppose que M(f +g) = M(f) + M(g) pour tout couple de fonctions
f, g, définies et > 0 dans X, déduire de méme de I'exerc. 5 I'inégalité

(M((f +PD'? = (M(fP)? + (M(gh)'?

dans les cas suivants: a) 0 < p < 1, f et g fonctions finies et > 0 définies
dans X, telles que f(x) + g(x) > 0 pour tout x € X et que M(f?) et M(g?)
soient finis; b) p < 0, f et g fonctions finies, définies dans X, telles que
S(x) > 0 et g(x) > 0 pour tout xe X, que M(f*) et M(g") soient finis
et M((f + ") > 0.



NOTE HISTORIQUE

(N.B.— Les chiffres romains renvoient a la bibliographie placée a
la fin de cette note).

Les notions de moyenne arithmétique et géométrique de deux
quantités positives remontent a l’Antiquité, et les Pythagoriciens en
particulier en avaient fait un de leurs sujets de prédilection. Aussi est-il

. . . I
vraisemblable que I'inégalité /ab < i(a + b) entre ces moyennes leur

était bien connue; elle est en tout cas démontrée par Euclide, & I'occasion
du probléme consistant & rendre maximum un produit de deux nombres
dont la somme est donnée. 1l faut apparemment attendre la date tardive
de 1729 pour trouver mentionnées explicitement par Maclaurin la
généralisation de ce probléme a n nombres, et 'inégalité correspondante
(et cela, bien que des problémes d’extremum bien plus difficiles aient été
abordés longtemps auparavant).

D’autres inégalités analogues apparaissent en Analyse et en Géomé-
trie a partir de la fin du xvit® siécle. C’est ainst que Lhuilier, en 1789,
résout un probléme géométrique de maximum qui se rattache a I'inéga-

n 5 n 2 n
lité \/(Z ak> + < Y bk> < Y ./at + b}; Cauchy, en 1821, dé-
k=1 k=1 k=1

n 2 n n
montre le cas particulier< Y akbk> << Y af)( D b,f) de linégalité
k=1

k=1 k=1
de Holder; Buniakowsky en 1859 et H. A. Schwarz en 1885 généralisent
I’inégalité de Cauchy aux intégrales.

Toutefois, ce n’est guére avant la fin du xix® siécle que les inéga-
lités de convexité firent I'objet d’une étude systématique. O. Holder,
en 1888 (I), a I'idée de faire intervenir dans la question les fonctions
convexes d’une variable: il obtient ainsi I'inégalité de la moyenne géo-
métrique en partant de la concavité de log x; en appliquant la méme
idée a la fonction x", il démontre 1’inégalité qui porte son nom, et qui
avait déja été trouvée un an plus t6t par L. J. Rogers en partant de
I'inégalité de la moyenne géométrique (cf. exerc. 4). Quant a l'inégalité
de Minkowski, elle fut démontrée par ce dernier en 1896 (pour des
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sommes finies), a "occasion de ses mémorables travaux sur la « Géo-
métrie des nombres » ((I1), p. 115-117); mais, alors que I'idée de convexité
(pour des fonctions d’un nombre quelconque de variables) est une des
idées fondamentales de cet ouvrage, il est assez surprenant que Min-
kowski n’ait pas apercu que son inégalité s’obtenait par la méthode de
Holder appliquée a (1 + x")* (il se borne a appliquer les méthodes
classiques de recherche d’un extremum par le Calcul infinitésimal).

Pour une étude plus approfondie des inégalités de convexité et de
leurs applications, le lecteur pourra consulter le livre de Hardy, Little-
wood et Pdlya consacré a la question, et qui contient aussi une bi-
bliographie trés compléte (111).
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CHAPITRE 11

ESPACES DE RIESZ

§ 1. Espaces de Riesz et espaces complétement réticulés

1. Définition des espaces de Riesz

Rappelons que, sur un ensemble E, une structure d’espace vec-
toriel sur le corps R et une structure d’ordre sont dites compatibles
si elles satisfont aux deux axiomes suivants:

(EOy La relation x <y entraine x + z <y + z quel que soit
zeE.
(EOy) La relation x = 0 entraine Ax = 0 pour tout scalaire /. > 0.

L’espace E, muni de ces deux structures, est appelé espace
vectoriel ordonné (Esp. vect. top., chap. 11, 2° éd., § 2, n° 5).

L’axiome (EQO) signifie que la structure d’ordre et la structure
de groupe additif sur E sont compatibles, autrement dit que E,
muni de ces deux structures, est un groupe ordonné (Alg., chap. VI,
§1,n°1).

L’axiome (EQy) entraine que les relations x < yetx +z <y + z
sont équivalentes. De méme, il résulte de (EOy) que, pour tout
scalaire 4 > 0, les relations x < y et ix < Ay sont équivalentes,
car on a A~' >0 et par suite la relation Ax < Ay entraine
A7 1(Ax) < A~ *(4y). On peut donc dire que, dans un espace vectoriel
ordonné, les translations et les homothéties de rapport > 0 sont
des automorphismes de la structure d’ordre; on exprime encore ce
fait en disant que l'ordre est invariant par toute translation et
toute homothétie de rapport > 0. En outre, la symétrie x —» — x
est un isomorphisme de la structure d’ordre de E sur la structure
d’ordre opposée.

DEFINITION 1.-— On dit qu’un espace vectoriel ordonné est un
espace de Riesz si la structure d’ordre est une structure d’ensemble
réticulé (c’est-a-dire si deux éléments quelconques x, y de E

3
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admettent une borne supérieure sup (x, y) et une borne inférieure
inf(x, y)).
Exemple. — L’espace R* de toutes les fonctions numériques

(finies) définies dans un ensemble quelconque A est un espace

de Riesz (pour la relation d’ordre « quel que soit t € A, x(t) < y(t)»);

en effet, deux fonctions numériques quelconques x, y définies

dans A admettent une borne supériecure (resp. inférieure) égale

a lapplication ¢+ sup(x(t), y(¢)) (resp. a I'application

t— Inf(x(t), y(t))).

On peut encore dire qu’un espace de Riesz est un espace vec-
toriel E muni d’une structure d’ordre telle que, d’une part, cette
structure et la structure de groupe additif de E définissent sur E
une structure de groupe réticulé (Alg., chap. VI, § 1, n° 9), et que
d’autre part ’axiome (EQOy,) soit vérifié.

Toutes les propriétés des groupes réticulés sont donc appli-
cables aux espaces de Riesz; nous allons rappeler les principales
(cf. Alg., chap. VI, §1, n* 9 a 12) en indiquant aussi les con-
séquences qui découlent de I'axiome (EOy).

Rappelons d’abord qu’on pose x* = sup (x, 0) (partie positive
de x), x~ =(—x)" =sup(—x,0) (partie négative de x),
|x| = sup(x, —x) (valeur absolue de x); on a x = x" — x~ et
|x| = x* + x7; ces deux relations équivalent ici &

xT=3(x +x, x7 =3 - .

La relation x € y équivaut a « x* < y* et x~ > y~ ». Quels que
soient x et y, on a V'inégalité du triangle

(1) x + ¥ < x| + |yl

En raison de I'invariance de I’ordre par toute homothétie de
rapport > 0, on a

(2) sup (Ax, Ay) = Asup (x, y) pour tout 4 = 0.
En particulier
(3) (Ax)* = Ax™, (AX)" = Ax~ pour tout A = 0.

Au contraire, pour 4 < 0, on a (Ax)*= (—Ax)" = |A|x " et
(Ax)” = (—4ix)* = |A|x*; on en conclut que, pour tout A€ R et
tout xe E, on a

4) [Ax] = |2] - |x].

L’invariance de 'ordre par translation montre que pour tout
zeE
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(5) sup(x + z,y + z) = z + sup(x, y)
d’ol1 en particulier

(6) sup(x,)) =x +{y — )" =3x +y + |x — y).

On a les relations

(7) inf(x, y) = —sup (~x, —y)

(8) sup (x, y) + inf (x,y) = x + y.

Six, y, zsont = 0, on a (Alg, chap. VI, 2° éd, § 1, n® 12,
prop. 11)

9 inf(x + y, z) < inf(x, z) + inf(y, z2).

Si A et B sont deux parties de E ayant chacune une borne
supérieure, A + B admet également une borne supéricure, et on a

(10) sup (A + B) = sup A 4 sup B.
Deux éléments x, y de E sont dits étrangers si inf (|x|, |y|) = 0;
d’aprés (8), cette relation équivaut a sup(|x|, |y)) = |x| + |y], et

aussi, d’aprés (6), a |ixI — Iyl| = |x| + [y]; O est le seul élément
étranger a lui-méme; pour tout xe E, x* et x~ sont étrangers
et peuvent &tre caractérisés comme les seuls éléments étrangers
y=0,z>0tels que x =y — z. Si y est étranger a x, tout ze E
tel que |z| < |y| est étranger a x. Si y et z sont étrangers a x,
il en est de méme de |y| + |z|, en vertu de Iinégalité (9); en
particulier, n|y| est étranger & x pour tout entier n > 0, d’out on
déduit que Ay est étranger a x pour tout scalaire A, puisqu’il
existe un entier n tel que [4| < n, d’ou |Ay| < n|y| Si une partie
A de E est formée d’éléments étrangers a x, et si A admet une
borne supérieure, cette borne supérieure est encore étrangére a x
(Alg., chap. VI, § 1, n® 12, cor. de la prop. 13).

Enfin, on a le lemme de décomposition (Alg., chap. VI, § 1,
n° 10, th. 1):

Si (Xier, (V))jey Sont deux suites finies d’éléments = 0 de E,

telles que Y x; =)y, il existe une suite finie (z;); jyeix; d élé-
iel jel
ments > 0 de E telle que x; = ) z;; pour tout iel et y, =) z,;
il icl
pour tout jel.
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2. Génération d’un espace de Riesz par ses éléments positifs

Soit E un espace vectoriel ordonné; I’ensemble P des
éléments > 0 de E est un cdne convexe de sommet 0, ¢’est-a-dire
(Esp. vect. top., chap. 11, 2° éd., §2, n° 4) un ensemble tel que
P+ P < Pet AP < P pour tout 4 > 0. Inversement, si, dans un
espace vectoriel E sur R, P est un cOne convexe de sommet O,
tel que P n (—P) = {0} (autrement dit, un c6ne convexe pointé
et saillant), on sait (loc. cit.) que la relation y — x € P est une
relation d’ordre (qu’on note x < y) compatible avec la structure
d’espace vectoriel de E. Pour que la structure d’ordre ainsi
définie sur E définisse une structure d’espace de Riesz, il faut et
il suffit que:

1° P engendre E, c’est-a-dire que tout z € E soit de la forme
y — X, ol x et y appartiennent a P;

2° P vérifie 'une des deux conditions suivantes:

a) deux éléments quelconques de P admettent dans P une
borne supérieure;

b) deux ¢léments quelconques de P admettent dans P une
borne inférieure (Alg., chap. VI, § 1, n° 8, prop. 8).

3. Espaces complétement réticulés

DEFINITION 2.— On dit qu’'un espace de Riesz E est compleéte-
ment réticulé si toute partie majorée non vide de E admet une
borne supérieure dans E.

Il est immédiat que toute partic minorée non vide d’un
espace complétement réticulé E admet une borne inférieure
dans E.

Exemples. — 1) Si A est un ensemble quelconque, I’espace R*
des fonctions numériques définies dans A est complétement réti-
culé, la borne supéricure dans R* d’une famille majorée étant
son enveloppe supérieure (Top. gén., chap. 1V, §5, n°® 5).

2) Soit F un ensemble quelconque; 'espace #(F) des fonctions
numériques bornées dans F, muni de la structure d’ordre induite
par celle de RF, est completement réticulé. Par contre, si F est
un espace topologique, I'espace ¥(F) des fonctions numériques
continues dans F (muni de la structure d’ordre induite par celle
de RY) est un espace de Riesz qui en général n’est pas complétement
réticulé (cf. exerc. 13). Considérons par exemple le cas ol F = R;
soient 1 I'intervalle )0, 1(, ¢, la fonction caractéristique de I, et
soit H I’ensemble des fonctions continues x(z) telles que x < ¢@;;
il est clair que H est majoré dans ¥(F). La fonction ¢, est enveloppe
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supérieure des x € H, mais non leur borne supérieure dans %(F),
puisque ¢, est semi-continue inférieurement et non continue.
Montrons qu’en fait H n’a pas de borne supéricure dans %(F);
il suffit de prouver que, si u est une fonction continue telle que
u = @y, il existe une fonction continue v # u telleque u = v = ¢,.
Or, on a u(0) = 1, donc il existe un nombre o > 0 tel que u(t) > 0
pour —a <t < 0; si w est une fonction continue nulle hors de
I'intervalle )—a, O, et telle que 0 < w(t) < u(t) dans cet intervalle,
la fonction v = u — w répond a la question.

PROPOSITION 1. — Pour qu'un espace vectoriel ordonné E soit
complétement réticulé, il faut et il suffit que E soit un espace de
Riesz, et vérifie ['une des deux conditions suivantes:

a) tout ensemble non vide A, formé d’éléments = 0 de E,
majoré et filtrant pour la relation <, admet une borne supérieure
dans E;

b) tout ensemble non vide A, formé d’éléments = 0 de E et
Sfiltrant pour la relation >, admet une borne inférieure dans E.

Les conditions sont évidemment nécessaires. Inversement,
supposons que E soit un espace de Riesz satisfaisant a la con-
dition a). Soit B une partie majorée non vide de E; I’ensemble C
des bornes supérieures des parties finies de E est filtrant pour la
relation < ; soit a un de ses éléments, et C, 'ensemble des x € C
qui sont > a; si nous prouvons que C, admet une borne
supérieure, cette borne sera aussi la borne supérieure de B. Or,
C, — a est un ensemble d’éléments > 0, majoré et filtrant pour
la relation <; il a donc une borne supéricure b, et par suite
a + b est la borne supérieure de C,.

D’autre part, la condition b) entraine a): en effet, si F est
un ensemble non vide d’éléments = 0 de E, majoré et filtrant
pour <, et si ¢ est un majorant de F, ¢ — F est un ensemble
d’éléments = 0O, filtrant pour > ; s’il admet une borne inférieure
m, ¢ — m est la borne supérieure de F.

PROPOSITION 2.— Soit E un espace de Riesz, muni d’une
topologie séparée compatible avec sa structure d’espace vectoriel
ordonné (Esp. vect. top., chap. II, 2° éd., §2, n° 7). Si, pour tout
ensemble H = E majoré et filtrant pour la relation <, le filtre des
sections de H est convergent, E est complétement réticulé.

En effet, on sait que la limite du filtre des sections de H est
la borne supérieure de H dans E (Esp. vect. top., chap. 11, 2° éd.,
§2, n° 7, prop. 18).
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4. Sous-espaces ¢t espaces produits d’espaces complétement ré-
ticulés
Soient E un espace completement réticulé, H un sous-espace
vectoriel de E. La structure d’ordre induite sur H par celle de E
est compatible avec la structure d’espace vectoriel de H, mais
I'espace vectoriel ordonné H ainsi défini n’est pas nécessairement
un espace compléetement réticulé.

De fagon précise, il peut se faire que H ne soit pas un espace
de Riesz (exerc. 2), ou que H soit un espace de Riesz non complé-
tement réticulé: ce dernier cas est celui du sous-espace €(R) de
Pespace #(R) (n° 3, exemple 2).

En outre, lorsque H est un espace de Ricsz (complétement
réticulé ou non) il se peut que la borne supérieure dans H de
deux éléments de H soit distincte de leur borne supérieure dans E
{exerc. 3 b)). Enfin, il est possible que H soit complétement réticulé,
que les bornes supérieures de toute partie finie de H soient les
mémes dans E et dans H, mais qu’il existe des parties infinies
de H, majorées dans H, et dont les bornes supérieures dans E
et dans H soient distinctes (exerc. 13 f)).

Soit (E),, une famille quelconque d’espaces vectoriels
ordonnés. Rappelons que, dans I'espace produit E = []E,, la

el
relation d’ordre produit des relations d’ordre des espaces facteurs
est la relation « quel que soit e 1, x, < y » (Ens., chap. 111, § 1,
n°® 4). On vérifie aussitét que cette relation est compatible avec
la structure d’espace vectoriel de E; E, muni de cette structure,
est appelé I'espace produit des espaces ordonnés E,.

PRrROPOSITION 3. — Soit (E),o une famille d’espaces vectoriels
ordonnés. Pour que ’espace produit E =[] E, soit un espace de

el
Riesz (resp. un espace complétement réticulé), il faut et il suffit que
chacun des espaces E, soit un espace de Riesz (resp. un espace
complétement réticulé).

Bornons-nous a examiner Je cas des espaces complétement
réticulés. Supposons que tous les E, soient completement réticulés;
soient A une partie majorée non vide de E, a = (a) un majorant de
A. Pour tout . € I, pr,A est majoré€ par a,, et admet donc une borne
supérieure b, dans E_; il est clair que b = (b ) est la borne supérieure
de A dans E.

Réciproquement, supposons E complétement réticulé. Soit
A, une partie majorée de E,, A/ la partie de E formée des x = (x)
tels que x, €A, et x, =0 pour ¢ # k. Il est immédiat que A,

1
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est majorée dans E, donc admet une borne supérieure b = (b,);
d’apres la définition de la relation d’ordre produit, on a nécessai-
rement b, = 0 pour ¢ # k, et b, est borne supérieure de A,, ce
qut achéve la démonstration.

DErFINITION 3.— Soient E un espace vectoriel ordonné, V et W
deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. On dit que E
est somme directe ordonnée de V et W si application canonique
(x, ¥)— x + y de [’espace vectoriel ordonné V x W sur ’espace
vectoriel ordonné E est un isomorphisme.

PROPOSITION 4. — Pour qu'un espace vectoriel ordonné E soit
somme directe ordonnée de deux sous-espaces vectoriels supplémen-
taires V, W, il faut et il suffit que les relations xeV, ye W,
X+ y >Oentrainentx>0ety = 0.

En effet, comme x > Oet y > Oentrainent x + y > 0 dans E,
la condition de l’énonce exprime que (x,y) » x + y transforme
I’ensemble des éléments >0 de V x W en P'ensemble des
¢léments > 0 de E.

5. Bandes dans un espace complétement réticulé

DEFINITION 4. — Dans un espace completement réticulé E, on
dit qu’un sous-espace vectoriel B de E est une bande s’il satisfait
aux conditions suivantes : 1) les relations xe B, yeE et |y| < ||
entrainent y € B ; 2) pour toute partie non vide X de B, majorée dans
E, la borne supérieure sup X de X dans E appartient a B.

Exemple.— Dans ’espace R* des fonctions numériques finies
définies dans un ensemble A, Iensemble des fonctions nulles
en tous les points d’une partiec M de A est une bande.

Remarque. — Dans I'espace R?, le sous-espace %(A) des fonc-
tions numériques bornées dans A satisfait a la condition 1) de
la déf. 4; en outre, pour toute partie X de .%’(A) majorée dans

B(A), lenveloppe supérieure de X appartient a %(A). Mais, si A
est infini, une partic de %(A) peut étre majorée dans R* sans étre
majorée dans B(A), et par suite Z(A) n’est pas une bande dans RA.

I1 résulte aussitot de la déf. 4 que, si B est une bande dans E,
pour toute partic non vide X de B, minorée dans E, inf X appartient
a B. Toute bande B dans E, munie de la structure d’espace vecto-
riel ordonné induite par celle de E, est un espace complétement
réticulé, et pour toute partie X < B, majorée dans B, la borne
supérieure de X dans B est identique a sa borne supérieure dans E.
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Toute intersection d’une famille de bandes dans un espace
complétement réticulé E est encore une bande. Pour toute partie
M < E, il existe une plus petite bande contenant M (puisque E est
lui-méme une bande); on dira que cette bande est la bande engen-
drée par M.

Les propriétés des bandes dans un espace complétement
réticulé reposent sur la proposition suivante:

PROPOSITION 5. — Soient E un espace completement réticulé,
A une partie non vide de E formée d’éléments = 0, telle que: 1)
A+ A cA; 2) les relations xe A, 0 < y < x entrainent yeA.
Soit M I’ensemble des bornes supérieures dans E des parties de A
majorées dans E. Dans ces conditions, tout élément x > 0 de E
peut s’écrire sous la forme y + z, ou ye M est la borne superieure
des éléments v e A tels que v < x, et ot z est un élément = 0 étranger
a tous les éléments de M.

En effet, on a y < x. Tout revient a montrer que z = x — y
est étranger a tout élément t € A (n° 1), ou encore que u = inf (z, t)
est nul. Par hypothése,onauecAetu < x — y,doncu + y < x;
pour tout ve A tel que v <x, on a par définition v < y, donc
u+v<u+y<x; comme u-+ veA par hypothése, on a
aussi u + v < y par définition de y; enfin, comme u + y est la
borne supérieure dans E des éléments u + v tels que ve A et
v< x,onau+ y < y,douu < 0,ce qui achéve la démonstration.

THEOREME 1 (F. Riesz). — Soit A une partie d’un espace
complétement réticulé E. L'ensemble A’ des éléments étrangers a
tous les éléments de A est une bande; la bande A" des éléments
étrangers a tous les éléments de A’ est identique a la bande engendrée
par A, et E est somme directe ordonnée des bandes A’ et A”.

Les propriétés des ¢éléments étrangers, rappelées au n° 1, et
la définition d’'une bande, montrent aussitot que A’ est une bande,
donc ausst A”. D’apres la prop. 5 et la définition d’une bande, tout
élément x > 0 de E peut s’écrire x =y 4+ z, o0 ye A" et ze A",
y et z étant = 0; comme tout élément de E est différence de deux
éléments > 0, on a E = A" + A”; d’autre part, 0 étant le seul
élément étranger a lui-méme, on a A’ " A” = {0}, ce qui prouve
que E est somme directe de A’ et A”; enfin, comme les compo-
sants dans A’ et A” d’un élément > 0 de E sont = 0, E est somme
directe ordonnée de A’ et A” (n° 4, prop. 4).
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Reste a montrer que A” est identique a la bande B engendrée
par A. Or, E est somme directe de B et de la bande B’ formée des
¢léments étrangers a tous les éléments de B; comme A < B, on a
B" < A’; mais d’autre part B = A”, et E est aussi somme directe
de A" et A”; on a donc nécessairement B = A", B' = A’

Le th. 1 et la prop. 5 permettent de donner une autre défini-
tion de la bande engendrée par un ensemble d’éléments de E:

PROPOSITION 6. — Soient E un espace completement réticulé,

M une partie de E, B la bande engendrée par M. Soit M, [’ensemble

des éléments = 0 de E dont chacun est majoré par un élément de la

forme Y |x;|, ot x;€ M; soit M, I’ensemble des bornes supérieures
13

des parties majorées de M,; [’ensemble M, est identiqgue a
I’ensemble des éléments = 0 de B.

On a évidemment M, < B par définition d’une bande;
d’autre part, si B’ est la bande des éléments étrangers a tous les
¢léments de M, le th. 1 montre que E est somme directe ordonnée
de B et B'. Mais la prop. 5 prouve que tout élément > 0 de E
est somme d’un élément de M, et d’un élément de B’, d'ou la
proposition.

COROLLAIRE. — Soit a un élément d’un espace complétement
réticulé E. Soient B, la bande engendrée par a, B, la bande des
éléments étrangers a a. Pour tout élément x = 0 de E, le composant
de x dans B, (pour la décomposition de E en somme directe
ordonnée de B, et B)) est égal a sup (inf (n]al, x)).

ne

Cela résulte de la prop. 6 appliquée a8 M = {a}, et de la
prop. 4.

On notera que les bandes engendrées par a et |a| sont
identiques. Si a et b sont deux éléments étrangers de E, A et B les
bandes engendrées par a et b respectivement, tout ¢lément de A
est étranger a tout élément de B; en effet, b appartient a la bande
A’ des éléments étrangers & a, d’ou B < A"; et d’apres le th. 1,
tout élément de A est étranger a tout élément de A’

§ 2. Formes linéaires sur un espace de Riesz

1. Formes linéaires positives sur un espace de Riesz

Rappelons la définition suivante (Esp. vect. top., chap. II,
2¢¢d., §2,n°95):
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DErFINITION 1. — Etant donné un espace vectoriel ordonné E,
on dit gu’une forme linéaire L sur E est positive si, pour tout x > 0
dans E, on a L(x) = 0.

Comme L(y) — L(x) = L(y — x), il revient au méme de dire
que la relation x < y entraine L(x) < L(y), ou encore que L est
une fonction croissante dans E.

Exemples. — 1) Soient A un ensemble quelconque, E un sous-
espace de I’espace R* de toutes les fonctions numériques définies
dans A. Pour tout élément a € A, I'application x+— x{a) est une
forme linéaire positive sur E.

2) Soit I = (a4, b) un intervalle compact de R, E Yespace de
Riesz formé des fonctions numériques reglees dans I (Fonct. var.

réelle, chap. 11, §1, n°® 3); I'application xr—»J x(t) dt est une forme
linéaire positive sur E.

3) Soient F un ensemble quelconque, U un ultrafiltre sur F (Top.
gén., chap. 1, 3° éd., § 6, n° 4), E ’espace de Riesz #(F) des fonctions
numériques bornées dans F. Pour tout x € E, lim,x(r) existe, car
x(U) est une base d’ultrafiltre sur Pensemble relativement com-
pact x(F), et par suite est convergente. En outre, si x = 0, on a
limyx(t) > 0 en vertu du principe de prolongement des inéga-
lités ; 'application x — limx est donc une forme linéaire positive
sur E. Si on prend pour U Tultrafiltre formé des ensembles con-
tenant un élément ae F, on retrouve la forme linéaire positive
x — x(a) (exemple 1).

ProOPOSITION 1. — Soient E un espace vectoriel ordonné, L une
application de E dans R telle que L(x + y) = L(x) + L(y) et que
la relation x > 0 entraine L(x) = 0; alors, pour tout scalaire 4 et
tout x = 0, on a L{(Ax) = AL(x).

Comme L(—x)= —L(x) (L étant une représentation du
groupe additif E dans R), on peut se borner au cas ou 4 = 0. Pour
tout entier n > 0, on a L(nx) = nL(x), d’ou L{(1/n)x) = (1/n)L(x)
et par suite L(rx) = rL(x) pour tout nombre rationnel r = 0.
D’autre part L est croissante dans E; si r et ¥’ sont deux nombres
rationnels tels que r < 4 < 7, on a donc rL(x)-< L(ix) < r'L(x);
comme rL(x) et r'L(x) différent d’aussi peu qu’on veut de AL(x),
on a L(Ax) = AL(x).

PROPOSITION 2. — Soient E un espace vectoriel réel, C un cone
convexe de sommet O dans E tel que E = C — C, x+— M(x) une
application de C dans R telle que, pour xeC, yeC, 1 20, u = 0,
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on ait M(Ax + py) = AM(x) + uM(y). Alors il existe une forme
linéaire et une seule L qui prolonge M a E.

En effet, par hypothése, tout z € E peut s’écrire z = y — x,
ol x, y appartiennent a C; en outre, si z =y — x" avec x' € C,
y eC, on a M(y) — M(x) = M(y') — M(x"); en effet, de la rela-
tion y—x=y —x', on tire y+ x =x+ ), et par suite
M(y) + M(x') = M(x) + M(y'). Désignons par L(z) la valeur
commune de M(y) — M(x) pour toute expression de z comme
différence y — x de deux éléments de C; on vérifie immédiate-
ment que L est une forme linéaire sur E prolongeant M ; 'unicité
de L résulte de ce que C engendre I'espace E.

PROPOSITION 3.— Soient E un espace vectoriel ordonné
Sfiltrant, P I’ensemble des éléments = 0 de E, x — M(x) une applica-
tion de P dans R, a valeurs = 0 et telle que M(x + y) = M(x) + M(y)
quels que soient x, y dans P. Il existe alors une forme linéaire
positive et une seule L qui prolonge M a E.

Comme E =P — P, le méme raisonnement que dans la
prop. 2 prouve d’abord I'existence et I'unicité d’une application
additive L de E dans R prolongeant M. La prop. 1 montre alors
que, pour 4 = 0 et pour tout xe€ P, on a L(4x) = AL(x), d’ou
résulte aussitét que L est une forme linéaire.

2. Formes linéaires relativement bornées

Soit E un espace vectoriel ordonné filtrant. Soit Q I’ensemble
des formes linéaires positives sur E; c’est une partie du dual
algébrique E* de E (espace de toutes les formes linéaires sur E). Il
est immédiat que Q + Q < Qet AQ < Q pour tout scalaire A > 0
(en d’autres termes, Q est un céne convexe dans E*). En outre,
on a Qn(—Q)={0}, car si L et — L sont toutes deux des
formes linéaires positives, on a L(x) = 0 et L(x) < 0 pour tout
x = 0, d’ou L(x) = 0 pour tout x > 0, et par suite L =0 (n° I,
prop. 3). L’ensemble Q définit donc sur E* une relation d’ordre
L < M, équivalente a « M — L est une forme linéaire positive sur
E », ou encore a « pour tout x = 0, L(x) < M(x)»; les éléments
> 0 dans E* pour cette structure d’ordre sont les formes linéaires
positives (ce qui justifie la terminologie introduite). Soit Q le
sous-espace vectoriel de E* engendré par Q, c’est-a-dire ’ensemble
des formes linéaires sur E qui sont différences de deux formes
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linéaires positives; nous allons donner une autre caractérisation
des éléments de Q lorsque E est un espace de Riesz.

DEFINITION 2.— Etant donné un espace de Riesz E, on dit
qu’une forme linéaire L sur E est relativement bornée si, pour tout
x = Odans E, L est bornée dans I’ensemble des y € E tels que |y| < x.

THEOREME 1.— 1° Pour qu’une forme linéaire L sur un espace
de Riesz E soit relativement bornée, il faut et il suffit qu’elle soit
la différence de deux formes linéaires positives.

2° Lespace vectoriel ordonné Q des formes linéaires relative-
ment bornées sur E est un espace de Riesz complétement réticulé.

SiL=U — V,ou U et V sont deux formes linéaires positives
sur E, la relation —x < y < x entraine — U(x) < U(y) < U(x) et
— V(x) < V(y) < V(x) d’ou aussitdt |L(y)| < U(x) + V(x); L est
donc relativement bornée. Supposons inversement que L soit
relativement bornée ; tout revient & prouver qu’il existe une forme
linéaire positive N telle que, pour tout x = 0, on ait N(x) > L(x),
car alors N — L sera une forme linéaire positive.

Or, si une forme linéaire positive N a cette propriété, on a,
pour tout x = 0 et pour 0 < y < x, N(x) = N(y) = L(y), et par

suite N(x) = sup L(y); si nous prouvons que la fonction numé-
O<y<sx

rique x+> M(x) = sup L(y), définie dans P'ensemble P des

0<y<x
¢léments > 0 de E, sey prolonge en une forme linéaire positive
sur E (qu’on notera encore M), nous aurons démontré la premiere
partic du théoréme, et prouvé en outre que M est la borne
supérieure de 0 et L dans Q. Comme M(x) > 0 dans P, tout
revient 4 prouver que, pour deux éléments quelconques x = 0,
x>0 de E, on a M(x + x') = M(x) + M(x’) (n°1, prop.3).
D’apres la définition, on a

M(x) + M(x') = sup L(y) + sup L(y)

O<y<x Oy sx
= su Ly + y) < M(x + x).
O0<y<€x, 0<y €£x

D’autre part, pour tout z tel que 0<z<x+x', on a
X + x' =z + uavecu > 0; en vertu du lemme de décomposition
(§ 1, n° 1), il existe donc deux éléments y, v’ tels que 0 < y < x,
O<y <<xetquez=y+y,u=(x-—y+x —)y); dou

L(z) = L(y) + L(y') < M(x) + M(x'),
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et par suite M(x + x')= sup L(z) < M(x) + M(x'), ce qui

O0€zsx+x’
achéve de démontrer la premiére partie du théoréme. De plus,
nous avons montré ainsi que Q est un espace de Riesz, et que,
pour toute forme linéaire relativement bornée L sur E, et pour
tout x > 0, 0n a
(1) L'(x) = sup L(y).
O<ysx

Reste a voir que Q est complétement réticulé; pour cela il
suffit de montrer qu’un ensemble H de formes linéaires positives,
majoré et filtrant pour la relation <, a une borne supérieure
dans Q.

Or, on a plus généralement le lemme suivant:

Lemme 1.— Soient E un espace vectoriel ordonné filtrant,
E* son dual, ordonné en prenant pour éléments positifs les formes
linéaires positives. Soit (u,) une famille filtrante croissante d’éléments
de E*. Si, pour tout x = 0 dans E, on a supu,(x) < + oo, alors la
famille (u,) admet une borne supérieure u dans E¥, et pour tout
x = Odans E, on a
2 u(x) = sup u,(x).

”

Dans I'ensemble P des x = 0 dans E, définissons en effet
Papplication u par la formule (2); il est immédiat que pour 4 = 0
et x € P, on a u(Ax) = Au(x); pour prouver le lemme, il suffit donc,
en vertu de la prop. 2 du n°® 1, de montrer que l'on a

u(x +y) = ulx) + u(y)

pour x, y dans P. Or cela est immédiat si ’on remarque que I’on
a u(x) = lim u,(x) suivant I’ensemble filtrant des indices (théoréeme
de la limite monotone).

De la formule (1) on déduit aussitét que si L et M sont deux
formes linéaires relativement bornées sur E, on a, pour tout
x =0

sup (L, M)(x) = sup (L(y) + M(z))
y20,z20,ytz=x

(3)
inf (L, M)(x) = inf  (L(y) + M(2)).

y20,z20,ytz=x
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En particulier, si dans la premiére de ces formules, on rem-

place M par — L, il vient
IL|(x) = sup L(y — z).
y20,220,y+z=x

Or,si x=yp+4+z,y=20ctz>=>0 ona—x<y—z<x;
inversement, la relation |u| < x entraine L(u) < |L|(ju]) < |L|(x).
On en déduit la formule
(4) IL|(x) = sup L(y) pour x = 0,

Iyl =x

d’ou en particulier
() L] < L[]y

pour tout x € E.

PROPOSITION 4. — Pour que deux formes linéaires positives
L, M sur un espace de Riesz E soient étrangeres dans [’espace Q,
il faut et il suffit que, pour tout nombre ¢ > 0 et pour tout x = 0
dans E, il existe deux élémentsy = 0,z = Ode E tels que x =y + z
et L(y) + M(z) < e.

En effet, d’aprés la seconde formule (3), cette condition
exprime que inf (L, M) = 0.

PROPOSITION 5.— Soit L une forme linéaire positive sur un
espace de Riesz E. Pour qu'une forme linéaire positive M sur E
appartienne @ la bande engendrée par L dans Q, il faut et il suffit
que, pour tout x = 0 dans E et tout nombre ¢ > 0, il existe un
nombre & > 0 tel que les relations 0 < y < x et L(y) < d entrainent
M(y) < e

Montrons d’abord que la condition cst nécessaire. St M = 0
appartient a la bande engendrée par L dans Q,on a (§1, n° 5, cor.
de la prop. 6) M = sup (inf (nL, M)). Si on pose

U, = M — inf(nL, M),
U, est donc¢ une forme linéaire positive sur E et on a infU, = 0
n
dans Q; par suite (lemme 1) U,x) tend vers O lorsque n croit
indéfiniment, et il existe n tel que U, x) < ¢/2. Le nombre n
étant ainsi fixé, on a U,(y) < &/2 pour tout y tel que 0 < y < x,
donc la relation 0 < y < x entraine

M(y) < 5 + inf (nL, M)(y) < 5 + nl(y);

D ™
NS
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si y est tel que L(y) < ¢/2n, on a donc M(y) < & ce qui établit
notre assertion.

Montrons maintenant que la condition est suffisante. Pour
toute forme linéaire positive M sur E, on peut écrirte M = U + V,
ou U appartient a la bande engendrée par L dans Q et ou V est
étrangére a L, U et V étant positives (§ 1, n° 5, th. 1). Si M satisfait
a la condition de I’énoncé, 1l en est de méme de V=M — U,
puisque O < V < M. Nous allons en déduire que V = 0. En effet,
pour tout x = 0 dans E et tout nombre # > 0, il existe deux
¢léments y > 0,z=>0de Etelsque x =y + zet L(y) + V(z) €< 7
(prop. 4); donnons-nous arbitrairement un nombre ¢ > 0, et
choisissons # < ¢ tel que les relations 0 < u < x et L(u) < 7
entrainent V(u) < ¢; y et z étant alors déterminés comme ci-dessus,
on a L(y) < n, donc V(y) < ¢ et par suite

Vix)=V(y)+ V(z) < ¢ + n < 2¢;

¢ €tant arbitraire, on a V(x) = 0 pour tout x > 0, c’est-a-dire
V=0.

Exemple. — Soit E un espace de Riesz, muni d’une topologie
localement convexe, compatible avec sa structure d’espace
vectoriel ordonné (Esp. vect. top., chap. II, 2° éd., §2, n°7). Soit
E’ le dual topologique de E, et supposons en outre que le cone
P des éléments > O de E soit complet pour la topologie affaiblie
o(E, E'). Alors toute forme linéaire continue x' € E' est relative-
ment bornée, car on sait (Esp. vect. top., chap. II, 2° éd., §6, n°8,
cor. 2 de la prop. 1) que dans ces conditions, pour tout x > 0
dans E, I'ensemble des y € E tels que |y| < x est compact pour
o(E, E’). On en déduit que E est alors complétement réticulé; en
effet (§ 1, n® 3, prop. 2) il suffit de montrer que pour tout ensemble
H < E majoré et filtrant pour <, le filtre des sections & de H
est convergent dans E pour la topologie o(E, E’) (cette derniére
étant compatible avec la structure d’espace vectoriel ordonné de
E). Par translation, on peut supposer que H < P, et il suffit donc
de montrer que & est un filtre de Cauchy pour a(E, E’), ou encore
que toute forme linéaire continue x’ € E’ a une limite suivant &.
Mais cela résulte aussitdét du th. de la limite monotone si x est
une forme linéaire positive ; et comme toute forme linéaire x' € E’
est différence de deux formes linéaires positives (th. 1), notre
assertion est démontrée.
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EXERCICES
§1

1) Soit E I'espace vectoricl des fonctions
x—g00) = | [l
(0]

définies dans lintervalle (0,1) de R, f parcourant I'ensemble des
fonctions réglées dans (0, 1). Soit P I'ensemble des fonctions croissantes
appartenant & E. Montrer que P cst un conc convexe tel que E=P — P,
P n (—=P) = {0}, et que E, muni de la structure d’ordre définie par la
relation g — h € P, est un cspacc de Riesz.

2) Soit I = R un intervalle compact. Montrer que le sous-espace
de R! formé des restrictions a 1 des fonctions polynémes (a coefficients
réels) est un espace ordonné filtrant mais n’est pas un espace de Riesz.

3) a) Sotent E un espace de Riesz, H un sous-espace vectoricl de
E. On dit que H est un sous-espace coréticulé de E si, quels que soient
les éléments x, y de H, sup(x, y) appartient & H. Pour qu’il en soit ainsi,
il faut et il suffit que la relation x € H entraine |x| e H.

b) Soient I un intervalle compact de R, H le sous-espace de R!
formé des restrictions a 1 des polyndmes du premier degré (— at + .
Montrer que H n’est pas un sous-espace coréticulé de R', mais que H
est un cspace de Riesz (pour la structure induite par celle de R').

4) Soient E un espace de Riesz, H un sous-espace vectoriel de E.
On dit que H est un sous-cspace isolé de E si les relations x e H,
|y| < |x| entrainent y e H. Soit alors P I’ensemble des éléments x de
I’espace quotient E/H tels qu’il existe au moins un élément x > 0 dans
la classe x. Montrer que P est I’'ensemble des éléments > 0 pour une
structure d’ordre sur E/H, compatible avec la structure d’espace vectoriel
dc E/H, ct pour laquelle E/H est un espace de Riesz (cf. Alg., chap. VI,
§ 1, exerc. 4).

5) a) On dit qu'un espace vectoriel ordonné E est archimédien si
tout x € E tel que Pensemble des nx (n entier = 0) soit majoré, est
nécessairement < 0 (Alg., chap. VI, §1, exerc. 31). Montrer que cette
condition équivaut a la suivante: l'intersection d’un plan queclconque
passant par 0 et du céne convexe P decs éléments = 0 de E est un secteur
angulaire fermé. Montrer que pour qu’un espace vectoriel ordonné soit
archimédien, il faut et il suffit qu’il soit isomorphe a4 un sous-espace
dun espace complétement réticulé (cf. Alg., chap. VI, § 1, exerc. 31).

b) Soit F I'espace dc Riesz R® des fonctions numériques définies
dans R, et soit H le sous-cspace #(R) des fonctions bornées dans R;
H est un sous-espace isolé de F (exerc. 4). Montrer que I'espace de
Ricsz E = F/H (exerc. 4) n’est pas archimédien: de fagon précise, pour
tout élément x = 0 de E, montrer qu’il existe y € E tel que y = nx pour
tout entier n = 0.

6) Soient E un espace compleétement réticulé, V un sous-espacc
vectoriel de E. Montrer que, pour qu’il existe dans E un supplémentaire
W de V tel que E soit somme directe ordonnéc de V et W, il faut et il
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suffit que V soit une bande; W est alors nécessairement identique a
la bande des éléments de E étrangers a tous les éléments de V.

7) Soient E un espace completement réticulé, H un sous-espace
isolé (exerc. 4) de E. Si B et B, sont deux bandes supplémentaires dans
E, montrer que H est somme directe ordonnée de H, = Hn B, et de
H, = H n B,, et que ’espace de Riesz E/H est somme directe ordonnée
des espaces de Riesz B,/H, et B,/H,.

8) Soient (E) une famille d’espaces complétement réticulés, E
I’espace produit des E, (qui est complétement réticulé). Montrer que
si B est une bande dans E, chacune de ses projections B, = pr(B) est
une bande dans E., ¢t que B est identique au produit des B.. En déduire
la détermination des bandes dans I’espace R* des applications d’un
ensemble A dans R. Montrer que, dans I’espace #(A) des fonctions
numériques bornées dans A, toute bande est la trace sur #(A) d’une
bande dans RA,

99) Soit E un espace complétement réticulé. On dit qu'un filtre
% sur E est majoré (resp. minoré, borné) s’il existe dans § un ensemble
majoré (resp. minoré, borné). Pour un filtre majoré (resp. minoré) §,
on appelle limite supérieure (resp. limite inférieure) de §, et I’on note
lim.sup & (resp. lim.inf &) ’élément 1nf(sup X) (resp. sup(mf X)) de E,

ou X parcourt I’ensemble des ensembles majoreés (resp. mmores) de &.
Si & est borné, on a lim.inf § < lim.sup &; on dit que & a une limite
ou est convergent pour la structure d’ordre de E, si lim.sup § =
lim.inf §&; la valeur commune de ces deux éléments se note alors lim §, et
on dit que § converge vers cet élément de E. Si un filtre borné a une limite,
tout filtre plus fin a la méme limite (pour la structure d’ordre).

a) Pour qu’un filtre borné & ait une limite pour la structure d’ordre,
il faut et il suffit que i;lf(sup X — inf X) = 0 lorsque X parcourt I’ensemble

des ensembles bornés appartenant &8 § (on pourra utiliser le fait que si,
dans E, (x,) et (y,) sont deux familles décroissantes minorées ayant
méme ensemble d’indices filtrant 4 droite, on a

inf(x, + y,) = inf x, + inf y,;

pour démontrer cette formule, on remarquera que pour deux indices
quelconques f, y on a inf(x, + y,) < x; + y,).

b) Soient A un ensemble filtré par un filtre ®, f une application
de A dans E; on dit que f a une limite suivant ®, pour la structure
d’ordre de E, si f(®) est la base d’un filtre borné ayant une limite dans
E (pour la structure d’ordre). Montrer que si A est un ensemble ordonné
filtrant, f une application croissante de A dans E, majorée dans A, f a
une limite suivant le filtre des sections de A, égale a suE f(x)

X€.

¢) Soient (E) une famille d’espaces complétement réticulés, E
I’espace complétement réticulé produit des E,. Pour que sur E un filtre
borné & soit convergent pour la structure d’ordre, il faut et il suffit
que pour tout ¢, le filtre de base pr (&) soit convergent dans E ; si a,
est sa limite, a = (a) est alors la limite de §.
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9 10) a) Soit E un espace complétement réticulé; il existe sur E une
topologie 7 4(E) qui est la plus fine des topologies .7 sur E pour lesquelles
tout filtre borné¢ & sur E qui converge au sens de la structure d’ordre
(exerc. 9) converge vers la méme limite pour 7.

Soient E et F deux espaces complétement réticulés, f une applica-
tion dc¢ E dans F telle que, pour tout filtre borné & sur E convergent
pour la structure d’ordre, f(%) soit une base d’un filtre borné sur F
qui converge pour la structure d’ordre vers f(lim &). Montrer que, dans
ces conditions, f est continue pour les topologies .7 ,(E) et 7 o(F).

b) Déduire de a) que la topologie 7 4(E) est compatible avec la
structure d’espace vectoriel de E et que I'application x+— |x| est con-
tinue pour cette topologie. Prouver que .7 ((E) est compatible avec la
structure d’espace vectoriel ordonné de E ct cn déduire que cette
topologie cst séparée.

¢) Etant donné un ensemble infini quelconque A, soit E = #(A)
I’espace complétement réticulé des fonctions numériques bornées dans
A. Soit @ I’ensemble des fonctions numériques ¢ (finies ou non) définies
dans A, telles que ¢(t) > O pour tout te A et que, pour tout entier
n > 0, 'ensemble des t € A tels que ¢(t) < n soit fini. Pour toute fonction
¢ €D, soit V, I'ensemble des x € E tels que |x| < @; montrer que les
ensembles V, forment un syst¢éme fondamental de voisinages de O pour
unc topologie 7 ,(E) compatible avec la structure d’espace vectoriel
ordonné de E, et pour laquelle E est séparé et complet. Montrer que
la topologie .7 (E) est plus fine que 7 ,(E), mais strictement moins fine
que la topologie de la convergence uniforme dans A (définie par la
norme [x|| = sup |x(1)}) (considérer les éléments 1 — @y de B(A), ou X

teA

parcourt I’ensemble des parties finies de A, ¢y étant la fonction
caractéristique de X). En déduire que, pour qu'une partie de E soit
bornée (pour la structure d’ordre), il faut et il suffit qu’elle soit bornée
pour la topologie 7 ,(E) (Esp. vect. top., chap. 11I, §2). Montrer que
tout filtre sur E, borné et convergent pour la topologie 7 4(E), est con-
vergent vers la méme limite pour la structure d’ordre. Montrer enfin
qu’il existe des filtres sur E qui sont convergents pour 7 (E) et non
bornés.

1 11) Soient E un espace completement réticulé, (x,),.; une famille

d’éléments de E. Pour toute partic finic H de I, on pose sy = Y x,;
teH

on dit que la famille (x),., est sommable pour la structure d’ordre de
E si P'application H+~> sy a une limite (pour cette structure d’ordre)
suivant I’ensemble ordonné filtrant (1) des parties finies de I; cette
limite s est alors appelée la somme dc la famille (x,),. et s’écrit Y. x,.

el
a) Pour qu'une famille (x ), soit sommable, il faut et il suffit que:
1° pour toute partie finie H de I, Pensemble des [s¢|, ot K parcourt
I’ensemble des parties finies de I ne rencontrant pas H, ait unc borne
supérieure ry dans E; 2° Pon ait igf ry = 0 lorsque H parcourt &)

(utiliser I'exerc. 9 a)).
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b) Généraliser aux familles sommables pour la structure d’ordre
de E les propriétés des familles sommables dans les groupes commutatifs
topologiques (Top. gén., chap. 111, 3° éd., § 5, prop. 2 et 3 et th. 2).

c¢) Soit (x), une famille d’éléments > O de E; pour que cette
famille soit sommable, il faut et il suffit que les sommes partielles finies
sy forment un ensemble majoré (utiliser exerc. 9 b)). Si (x,),o est som-
mable, et si (). est une famille d’éléments tels que 0 < y, < x, pour

tout ¢, montrer que la famille (y,) est sommable et que 'ona ) y, <) x,,

el el
Pégalité n’ayant lieu que si x, = y, pour tout c e I.

d) Soit (x) une famille d’éléments de E; montrer que si la famille
(Ix.)) est sommable pour la structure d’ordre, il en est de méme de la
famille (x).

12) Soit E un espace complétement réticulé. Montrer qu’il existe
une famille (1) d’éléments > 0 de E telle que, pour deux indices dis-
tincts ¢, k, u, et u, soient étrangers, et que pour tout x > 0 dans E, il
existe au moins un indice ¢ tel que inf(x, ) > 0 (utiliser le th. de Zorn).
En déduire que, pour tout x > 0, il existe une famille (x,) et une seule
d’éléments = 0 de E telle que, pour tout ¢, x, appartienne a la bande B,
engendrée par u,, et que x = ). x, pour la structure d’ordre de E (prendre

pour x, le composant de x dans la bande B,). Inversement, toute famille
majorée (x,) d’éléments > 0 de E telle que x, € B, pour tout ¢, est som-
mable dans E (exerc. 11).

7 13) a) Soit E un espace complétement réticulé. Si u # 0 est un
élément quelconque de E, montrer que I'ensemble des x € E tels qu’il
existe un entier n pour lequel |x| < nlu|, est un sous-espace C, compléte-
ment réticulé et coréticulé (exerc. 3) de E. Pour tout x € C,, on désigne
par ||x|| la borne inférieure des scalaires 4> 0 tels que |x| < Afu|;
montrer que ||x|| est une norme sur C, (utiliser le fait que E est archi-
médien (exerc. 5)), que, muni de cette norme, C, est complet, et que
Pon a x| = sup(fx* . Jx~ )

b) Soit .# ’ensemble des composantes de u sur les bandes de I’espace
C,; montrer que # est I'ensemble des éléments ¢ de C, tels que
0 <c<uetinflc,u — ¢) = 0 (utiliser le th. de Riesz). Montrer que .#
est fermé dans I’espace normé C, et que, pour la relation d’ordre induite
par celle de C,, .# est un réseau booléien achevé (Ens., chap. 111, 2° éd.,
§1, exerc. 11 et 17; il suffit de montrer que, si (c) est une famille
d’éléments de .#, sup c, appartient & #).

¢) Soit x un élément quelconque de C,; pour tout 1€ R, soit c(4)
la composante de u sur la bande de C, engendrée par (u — x)™.
Montrer que si 4 < g, on a ¢(4) < c(w); pour 1 < — ||x||, on a ¢(4) =0,
et pour 4> |lx|, on a ¢(}) = u. Montrer que si ce.# est tel que
¢ < ¢(4), la composante de x sur la bande engendrée par ¢ est < Ac
(remarquer que les bandes engendrées par c(l) et par (lu — x)* sont
identiques, et que la composante de Au — x sur cette bande est égale a
celle de (Au — x)™; en déduire que la composante de x sur cette méme
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bande est < Ac(A)). Montrer de méme que sic € .# est tel que ¢ < u — ¢(4).
la composante de x sur la bande engendrée par c est > Ac.

d) On sait (Top. gén., chap. 1, 3° éd.,, §4, exerc. 12) qu’il existe un
isomorphisme de structure d’ordre c¢— 6, du réseau booléien .# sur le
réseau booléien formé des fonctions caractéristiques des ensembles a
la fois ouverts et fermés d’un espace compact totalement discontinu S.
Montrer que la relation Z/lici = ( entraine que la fonction Z/l,-é)cl est

1

1
nulle dans S (utiliser le lemme de décomposition); déduire de cette
remarque et de ¢) que 'application ¢~ 6, se prolonge en un isomorphisme
x> 0, de I'espace normé C, sur I'espace normé %(S; R) des fonctions
numériques (finies) continues dans S, de sorte que (6,)" = 0,,. (A l'aide
de ¢), montrer que pour tout x € C, et tout ¢ > 0, il existe une suite
croissante (4;), <; <, de nombres réels tels que 4, — 4, < ¢ et que

0<x— ¥ 4 slctiy ) — cld)) < eu)
i=1

e) Pour que S soit fini, il faut et il suffit que C, soit de dimension
finie; en déduire (a I'aide de Pexerc. 12) que tout espace completement
réticulé de dimension finie est isomorphe a un espace produit R" {cf. §2,
exerc. 7).

1) Montrer que S est un espace extrémement discontinu (Top. gén.,
chap. I, 3¢ éd., § 11, exerc. 21) (utiliser le fait que £ est un réseau achevé).
On appelle espace stonien un espace compact extrémement discontinu.
Montrer que si X est un espace stonien, pour toute fonction numérique
/ semi-continue inférieurement dans X, la régularisée semi-continue
supéricurement g de f (Top. gén., chap. IV, 3° éd., § 6, n° 2) est continue
(pour tout a < g(x), montrer que x ne peut étre adhérent & I’ensemble
(ouvert) des y tels que g(y) < a, en remarquant qu’en un point z adhérent
a cet ensemble, on a f(z) < a). En déduire que #(X;R) est alors un
espace complétement réticulé. Montrer que lorsque ’espace stonien X
est infini, la borne supérieure dans %(X;R) d’un ensemble majore
n’est pas nécessairement égale a son enveloppe supéricure (considérer
un ensemble ouvert non fermé dans X); toutefois ces deux fonctions
sont égales dans le complémentaire d’un ensemble maigre (considérer
I’ensemble des points ou leur différence est = 1/n).

2) Soit X un espace stonien; montrer que si f est une fonction
numérique bornée, définie dans le complémentaire d’une partie rare
M de X, et continue dans X — M, alors f se prolonge par continuité
dans X tout entier (utiliser le fait que €(X; R) est complétement réticulé).
En déduire que ’ensemble 2(X; R) des fonctions numériques f finies ou

-1 -1
non, continues dans X, et telles que f (+ o) et f (—oo) solent rares
dans X est un espace vectoriel complétement réticulé.

h) Montrer que la bande B, engendrée par u dans E est isomorphe
(en tant qu’espace ordonné) a un sous-espace isolé (exerc. 4) de 2(X;R)
(considérer un élément f > 0 de 2(X;R) comme borne supérieure des
¢éléments inf (f, n)).
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14) Soit E un espace de Riesz, muni d’une topologie séparée com-
patible avec la structure d’espace vectoriel ordonné de E.

a) Soient K une partie compacte de E, H une partie de K filtrante
pour la relation < ; montrer que le filtre § des sections de H est con-
vergent. (Prouver d’abord que I’ensemble L des majorants de H appar-
tenant a K est non vide et compact, puis que I’ensemble des valeurs
d’adhérence de § est contenu dans L, et enfin qu’il ne peut exister
deux valeurs d’adhérence distinctes).

b) Déduire de a) que si, dans E, tout intervalle [a, b] est compact,
E est complétement réticulé.

§2

1) Soient E un espace de Riesz, x un élément >0 de E. S’il existe
une forme linéaire relativement bornée L sur E telle que L{x) # O,
montrer que I'ensemble des nx (n entier >0) ne peut étre majoré dans E.
En particulier, montrer qu’il n’existe aucune forme linéaire relativement
bornée sur I’espace de Riesz E défini dans I’exerc. 5 b) du § 1.

92) a) Soit L une forme linéaire positive sur un espace de Riesz E.
On considére un élément a > 0 de E, et ’ensemble des formes linéaires
positives M < L telles que: 1° M(x) = L(x) pour tout x tel que
0<x<a; 2 Mx)=0 pour tout x > 0 étranger a a. Montrer que
cet ensemble de formes linéaires positives admet un plus grand élément
L,, et que pour tout x > Qon a L,(x) = inf L(y), ou y parcourt I’ensemble
de tous les éléments tels que 0 < y < x et que x — y soit étranger a a.
Montrer que pour tout scalaire 4 >0, ona L,, = L,, etquesiaetb
sont étrangers, L,,, < L, + L,. Si E est complétement réticulé, montrer
que si a et b sont étrangers dans E,ona L,,, = L, + L,.

b) On prend pour E l'espace de Riesz des fonctions numériques
finies continues dans I'intervalle I = (0, 1) de R, et L(x) = x(}); montrer
par un exemple que I’on peut avoir L,,, < L, + L, pour deux éléments
étrangers a, b de E.

3) Soit E un espace complétement réticulé.

a) Montrer que toute forme linéaire L sur E, continue pour la
topologiec 7 4(E) (§1, exerc. 10) est relativement bornée et que |L|
est continue pour 7 4(E) (raisonner par ’absurde, en remarquant que
pour tout x € E la suite des éléments x/n tend vers O lorsque n croit
indéfiniment, pour la topologie 7 ((E)).

b) Soit A un ensemble infini quelconque, U un ultrafiltre sur A
dont les ensembles ont une intersection vide. Sur ’espace complétement
réticulé E = #(A), on considére la forme linéaire positive x — lim yx(¢):
montrer que cette forme linéaire n’est pas continue pour la topologie
T o(E).

74) Soit E un espace completement réticulé.

a) Soit L une forme linéaire positive sur E, continue pour la topologie
T oE) (§1, exerc. 10). Montrer que ’ensemble des xeE tels que
L(|x|) = 0 est une bande Z(L). Soit S(L) la bande supplémentaire de
Z(L) dans E (§ 1, exerc. 6).

b) Soient L et M deux formes linéaires positives sur E, continues
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pour .7 o(E). Pour que, dans I’espace Q des formes linéaires relativement
bornées sur E, M appartienne a la bande engendrée par L, il faut et
il suffit que ’'on ait S(M) < S(L). (Pour voir que la condition est suffisante,
raisonner par Iabsurde, en supposant que M ne vérifie pas la condition
de la prop. 5; on considérera une suite (y,) d’éléments de E tels que
0<y, <x Lly,) < 1/2" et M(y,) > a > 0, et on en déduira I’existence
dun élément z > 0 dans E tel que L{z) = 0 et M(z) > a).

¢) Soient L et M deux formes linéaires positives sur E, continucs
pour 7 o(E). Pour que dans Q, L et M soient étrangeres, il faut et il
suffit que S(L) n S(M) = {0}. (Pour voir que la condition est nécessaire,
prouver que si S(L) n S(M) n’est pas réduite a 0, les bandes engendrées
par Let M dans Q ont un élément # 0 commun, en utilisant b)).

15) a) Soient E un espace de Riesz, H un sous-espace vectoriel isolé
de E (§ 1, exerc. 4). Soit Q Pespace des formes linéaires relativement
bornées sur E, et soit ® le sous-espace de Q constitué par les formes
linéaires LeQ qui s’annulent dans H. Montrer que ® est un sous-
espace isolé de Q et que ® est un espace complétement réticulé iso-
morphe a Uespace des formes linéaires relativement bornées sur ’espace
de Riesz E/H.

b) Pour une application linéaire u de E dans un espace de Riesz F,
les conditions suivantes sont équivalentes:

o) u(sup(x, y)) = sup(u(x)u(y)); B) u(infix, y)) = influ(x).u(y));
) ulx") = (u(x))" ; ) la relation inf(x, y) = O entraine inf(u(x), u(y)) = 0.

On dit alors que u est une application hinéaire réticulante.

¢) Pour qu’un sous-espace vectoriel H de E soit maximal dans
I'ensemble des sous-espaces isolés # L, il faut et il suffit qu’il soit de la
forme Ker(f), ou f est une forme linéaire réticulante # 0. (Utiliser
“Top. gén.,.chap. V, § 3, exerc. 1).

d) Donner un exemple d’espace de Riesz non réduit a 0 et ne
contenant aucun sous-espace isolé maximal (cf. § 1, exerc. 5b)).

1 6) Soient E un espace de Riesz, Q I’espace completement réticulé
des formes linéaires relativement bornées sur E, F un sous-espace
coréticulé de Q (§ 1, exerc. 3). Pour tout x € E, application x"+— {x, x>
de F dans R est une forme linéaire relativement bornée u, sur F, et
Papplication x+~ u, est une application linéaire croissante de E dans
Iespace complétement réticulé ' des formes linéaires relativement
bornées sur F. Pour que x+> u, soit un isomorphisme de E sur un
sous-espace coréticulé de ', c’est-a-dire que u, > 0 entraine x > 0, et
qu’on ait ug,,, ., = sup(u,, u,),il faut et il suffit que les deux conditions
suivantes soient vérifiées: 1° pour tout x > 0 dans E, il existe x' > 0
dans F tel que {x,x"> > 0; 2° pour tout couple d’éléments étrangers
y = 0, z = 0 de E, pour tout nombre ¢ > 0 et pour tout x" > 0 dans F,
il existe deux éléments y' >0, z2 >0 de F tels que x' =y + 2" et
<y, y> +{z,2> <& (Remarquer que si cette seconde condition est
vérifiée et si v est une forme linéaire positive sur F telle que v = u,,
pour tout x’ = 0 dans F et tout ¢ > 0, on a v(x') = {x*, x> — ).

Si la condition 2° est remplie, mais non la condition [°, I'ensemble
des xeE tels que {x,x’> =0 pour tout x'e F est un sous-espace
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vectoriel isolé H de E. Par passage au quotient, I'application x+—u,
définit alors un isomorphisme de I'espace de Riesz E/H sur un sous-
espace coréticulé de Q.

Lorsqu’on prend F = Q, montrer que la condition 2° ci-dessus est
toujours vérifice (utiliser I’exerc. 2).

% 7) Soit E un espace de Riesz de dimension finie n.

a) Si E est archimédien (§ 1, exerc. 5), montrer que le cone P des
éléments > 0 de E est fermé et a un point intérieur. En déduire que
Pintersection des hyperplans d’appui de P se réduit a O (utiliser le fait
que P n (—P) = {0}).

b) En utilisant a) et I’exerc. 6, montrer que tout espace de Riesz
archimédien de dimension n est isomorphe a I’espace produit R” (cf. § I,
exerc. 13 ¢e)).

¢) Donner un exemple d’espace de Riesz totalement ordonné de
dimension 2.

1 8) Soient E un espace de Riesz, (U) une famille de formes linéaires
positives sur E. On considere sur E la topologie 7 définie par les semi-
normes U (|x|).

a) Montrer que le sous-espace H de E formé des x tels que
Ul(|x|) = 0 pour tout , est un sous-espace isolé de E (§ 1, exerc. 4); I'es-
pace séparé associé 4 E est 'espace quotient E/H ; par passage au quotient,
les U, définissent sur E/H des formes linéaires positives U , et la topologie
quotient sur E/H est définie par les semi-normes U (|x)).

b) Montrer que dans I’espace E, I'application x s |x| est uniformé-
ment continue et en déduire que, si la topologie J est séparée, elle est
compatible avec la structure d’espace vectoriel ordonné de E.

¢) On suppose que la topologie I est séparée et que E est com-
plétement réticulé; montrer que dans E, toute bande B est fermée, et
que, si B’ est la bande formée des éléments étrangers a tous les ¢léments
de B, E est somme directe topologique de B et de B'.

d) On suppose que la topologie 7 est séparée. Soit E le complété de
E;si P est 'ensemble des éléments > 0 de E, montrer que ’adhérence P
de P dans E définit sur E une structure d’espace de Riesz (cf. § 1, n® 2).

e) Si E est séparé et complet pour la topologie 7, montrer que
pour qu'un ensemble A < E, filtrant pour la relation <, admette dans
E une borne supérieure, il faut et il suffit que, pour tout indice «, U (x)
soit majorée dans A; pour toute fonction numérique f continue et
croissante dans E, on a alors sup f(x) = f(sup A). En déduire que E

xeA
est complétement réticulé.

f) On suppose que E est séparé et complet pour la topologie 7.
Montrer que si un filtre & sur E a une limite pour la structure d’ordre
de E (§1, exerc. 9), il converge vers la méme limite pour la topologie
T (utiliser e)).

9) Soient E un espace de Riesz, Q Pespace des formes linéaires
relativement bornées sur E. On considére sur Q la topologie définie par
les semi-normes L— |L|(x), ou x parcourt ’ensemble des éléments > O
de E. Montrer que Q, muni de cette topologie, est séparé et complet.



CHAPITRE III

MESURES SUR LES ESPACES
LOCALEMENT COMPACTS

§ 1. Mesures sur un espace localement compact

1. Fonctions continues a support compact

DEFINITION 1. — Soient X un espace topologique, E un
espace vectoriel sur R, ou ’espace R. On appelle support d’une
application f de X dans E et I'on note Supp (f) le plus petit ensemble
fermé S dans X tel que f(x) = 0 dans X — S (en d’autres termes, S
est Padhérence dans X de ’ensemble des x € X tels que f(x) # 0).

Soient X un espace localement compact, E un espace vectoriel
topologique sur R ou sur C; rappelons que I'on note (X ; E)
’espace vectoriel des applications continues de X dans E; lorsque
E =R ou E = C on supprimera la mention de E dans cette
notation s’il n’en résulte pas de confusion. Nous noterons
A (X ; E) le sous-espace de ¢(X ; E) formé des applications con-
tinues d support compact; pour toute partie A de X, nous noterons
€¢(X,A;E) (resp. #(X,A;E)) le sous-espace de ¥(X;E) (resp.
A(X; E)) formé des applications f telles que Supp(f) < A. Si
E=R ou E=C, on écrit A (X) (resp. H#(X,A)) au lieu de
A'(X; R)ou H(X; C)(resp. # (X, A; R) ou #(X, A; C)) si aucune
confusion n’en résulte; on désigne par £, (X) le cOne convexe
pointé formé des fonctions > 0 de A4 (X, R).

Pour toute partie compacte K de X, I'espace #'(X, K; E)
s’identifie 2 un sous-espace de l’espace de fonctions continues
%(K; E) (savoir le sous-espace des applications continues de K
dans E nulles dans la frontiére de K). Lorsqu’on munit ¢(K; E)
de la topologie de la convergence uniforme dans K, #'(X, K ; E) est
un sous-espace fermé de €(K ; E). En particulier, lorsque E est un
espace de Fréchet (resp. un espace de Banach), il en est de méme
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de # (X, K; E), car si la topologie de E est définie par les semi-
normes p, (resp. la norme x+— |x|), la topologie de (X, K; E)
est définie par les semi-normes f~— sup p,(f(x)) (resp. la norme
f— sup [|f(x)], notée ||f]). xek

xeK

L’espace (X ; E) est réunion de la famille filtrante croissante
des sous-espaces X (X,K;E), ot K parcourt 'ensemble des
parties compactes de X; en outre, st K, < K, sont deux parties
compactes de X, I'injection canonique %4 (X, K, ; E)» #' (X, K, ; E)
est continue pour les topologies définies ci-dessus. Si E est locale-
ment convexe, on peut donc définir sur A (X; E) la topologie
limite inductive des topologies localement convexes des
A (X, K ; E) (Esp. vect. top., chap. I, 2° éd., § 4, n° 4); sauf mention
expresse du contraire, c’est toujours de cette topologie qu’il
s’agira lorsque nous considérerons ¢ (X; E) comme un espace
vectoriel topologique.

PROPOSITION 1.— Soient X un espace localement compact,
E un espace localement convexe séparé.

(i) L’espace localement convexe A (X ;E) est séparé. Pour
toute partie compacte K de X, la topologie induite par celle de
H (X E) sur A (X, K ; E) est la topologie de la convergence uni-
forme dans K, et chacun des sous-espaces K (X, K ;E) est fermé
dans A (X ; E).

(i1) Si E est produit d’un nombre fini d’espaces localement
convexes E; (1 < i< n), Papplication f+— (pr;° f) est un isomor-
phisme de I'espace #'(X; E) sur 'espace produit [| A(X;E)).

1<i<n

(iii) Si X est somme d’une famille d’espaces localement com-
pacts (X ),cL, Uapplication f+ (f1X ) e est un isomorphisme de
Pespace A (X ;E) sur Pespace somme directe topologique de la
famille (A (X, ; E)her-

(i) Notons que, sur £ (X; E), la topologie de la convergence
uniforme dans X est compatible avec la structure d’espace vec-
toriel de X (X;E), car pour toute fe X (X;E), de support
(compact) S, ’ensemble f(X) = f(S) U {0} est compact, donc borné
dans E (Esp. vect. top., chap. II1, §3, n° 1, prop. 1). Comme cette
topologie 7, est localement convexe et induit sur chacun des
A (X, K ;E) la topologie de la convergence uniforme dans K,
il en est de méme de la topologie limite inductive  sur #(X ; E)
(Esp. vect. top., chap. 11, 2° éd., §4, n® 4, Remarque); en outre J
est plus fine que 7, et 7, est séparée, donc 7 est séparée. Enfin,
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supposons qu’une fonction fe #(X;E) soit adhérente a
A (X, K ; E); par définition, il existe une partiec compacte K’ > K
de X telle que fe A (X,K';E). D’aprés ce qui précede, f est
adhérent 3 X' (X, K; E) dans I'espace A" (X, K’'; E), donc appar-
tient a (X, K ; E).

(i) Le critére de continuité dans une limite inductive (Esp.
vect. top., chap. 11, 2° éd., § 4, n°® 4, prop. 5) montre aussitdt que
Papplication f+— (pr; o f) est continue et qu’il en est de méme de
Papplication réciproque (pour cette derniére, il suffit de remarquer
que si, pour toute fonction f;e #(X;E,), on désigne par f’}
'application de X dans E telle que pr;of; = f;, pr;of; = 0 pour
j # i, chacune des applications f;+— f; est continue).

(iii) Toute partie compacte K de X ne rencontre que les X
d’une sous-famille finie (X,),.y de (X;),cL, et il est immédiat que
si I'on pose K; = K n X, pour Ae H, I'application f— (f| X,),u
est un isomorphisme de #'(X, K ; E) sur n A(X;, K,; E). Inverse-

AeH
ment, pour toute fonction f; € A (X, ; E), soit % 'application de

X dans E telle que f5]X; =f; et f5|X, =0 pour u# A; il est
immédiat que I’application f, —f’ de A#'(X,; E) dans #(X; E)
est continue. L’assertion (ii1) résulte de ces remarques et du
critere de continuité dans les limites inductives (Esp. vect. top.,
chap. II, 2° éd., §4, n° 4, prop. 5).

ProPosITION 2. — Soient X un espace localement compact, E
un espace localement convexe séparé.

(1) SiE est un espace de Fréchet, I’espace A (X; E) est tonnelé.

(1) Si X est paracompact, alors, pour tout ensemble borné B
de A(X; E), il existe une partie compacte K de X telle que
B c #(X,K; E).

Supposons que E soit un espace de Fréchet. Pour toute partie
compacte K de X, (X, K; E) est alors un espace de Fréchet,
donc tonnelé, et I'on sait qu’une limite inductive d’espaces
tonnelés est tonnelée (Esp. vect. top., chap. 111, § 1, n® 2, cor. 2 de
la prop. 2), d’ou (i). '

Si X est paracompact, on sait (Top. gén., chap. 1, 3° éd., §9,
n° 10, th. 5) que X est somme d’une famille (X,),. d’espaces
localement compacts dénombrables a I’infini; donc (prop. 1, (ii1)),
A (X; E) est somme directe topologique de la famille de sous-
espaces A(X,;E) (AeL). En vertu de la caractérisation des
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ensembles bornés dans une somme directe topologique (Esp. vect.
top., chap. 111, 2° éd.), tout ensemble borné dans #(X; E) est
contenu dans la somme d’'un nombre fini de sous-espaces
A(X,; E), et 1l suffira de prouver que tout ensemble borné dans
A (X;; E) est contenu dans un sous-espace 4 (X;, K;; E), ou
K, est compact dans X;. On est ainsi ramené au cas ou X est
dénombrable a 'infini, autrement dit réunion d’une suite d’ouverts
relativement compacts U, tels que U, < U, ., (Top. gén., chap. 1,
3° éd., §9, n° 9, prop. 15). Alors #(X; E) est limite inductive
stricte de la suite d’espaces #'(X, U, ; E), d’ou I'assertion (ii) (Esp.
vect. top., chap. I, § 2, n° 4, prop. 6).

Nous dirons qu’une partie H de #°(X; E) est strictement
compacte si elle est compacte, et s’il existe une partie compacte
K de X telle que H =« A'(X, K; E). Il résulte aussitt de la prop. 2
que si X est un espace localement compact paracompact et si E
est séparé, tout ensemble compact dans H#'(X; E) est strictement
compact. On peut donner des exemples d’espaces localement
compacts X (non paracompacts) tels qu’il existe dans J#'(X; R)
des ensembles compacts mais non strictement compacts (exerc. 3
et 4).

En vertu du th. d’Ascoli (Top. gén., chap. X, 2° éd., §2, n° 5,
cor. 3 du th. 2), rappelons qu'une partie strictement compacte
H de #'(X; E), contenue dans #(X, K; E), est caractérisée par
les conditions suivantes: 1° elle est fermée ; 2° elle est équicontinue;
3° pour tout x e K, 'ensemble H(x) est relativement compact
dans E.

COROLLAIRE. — Soient X un espace localement compact et
paracompact, si E est un espace localement convexe quasi-complet,
I’espace A (X; E) est quasi-complet.

En effet, il suffit, en vertu de la prop. 2, (ii), de remarquer que
pour toute partic compacte K de X, #'(X, K; E) est un sous-
espace fermé de %(K; E), qui est quasi-complet, toute partie
bornée de ¥(K; E) étant formée de fonctions prenant leurs
valeurs dans une méme partie bornée de E.

2. Propriétés d’approximation

Lemme 1. — Soient X un espace localement compact, K une
partie compacte de X, (V)i <k<n un recouvrement fini de K par
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des ensembles ouverts dans X. Alors il existe n applications con-
tinues f, de X dans (0, 1), telles que le support de f, soit contenu

dans V, pour 1 < k < n, et que I'on ait Y fi(x) <1 pour tout
k=1

xeX, et Y fix) =1 pour tout x € K.
k=1

En effet, soit X" Pespace compact obtenu en adjoignant a
X un point a Pinfini @ (Top. gén., chap. I, 3° éd., §9, n° §, th. 4);
les ensembles Vo = X' — K et V, (1 < k < n) forment un re-
couvrement ouvert de X'. Soit (fi)o<k<, UNe partition continue
de P'unité subordonnée a ce recouvrement de X' (Top. gén,
chap. IX, 2° éd., §4, n° 3, prop. 3); les fonctions f, d’indice k > 1
répondent aux conditions du lemme.

Lemme 2. — Soient X un espace localement compact, K une
partie compacte de X, E un espace localement convexe, q une
semi-norme continue sur E, ® un ensemble équicontinu d’applications
de X dans E, de supports contenus dans K. Alors, pour tout ¢ > 0,
il existe une partition continue de I'unité (¢;)o<;<n Sur X, possédant
les propriétés suivantes :

(i) Pour 1 <j < n, ona Supp(p;) = K.

(i1) Si x; est un point quelconque de Supp (¢;) pour 1 < j < n,

on a, pour toute fonction fe ® et pour tout x e X:

() alfto - ¥ oMc) ) < o

j=1

Pour tout y appartenant a la frontiére de K, on a f(y) = 0
pour toute fe @, donc il existe un voisinage ouvert V, de y dans
X tel que, pour tout zeV, et toute fe @, on ait g(f(z)) < ¢/2.
Soit K’ I'ensemble des points de K n’appartenant a aucun des
V, lorsque y parcourt la fronti¢re de K ; K’ est compact et contenu
dans I'intérieur de K. L’ensemble ® est uniformément équicontinu
dans K ; donc il existe un recouvrement ouvert fini (U)), ¢;<, de
K’ formé d’ensembles ouverts dans X, contenus dans K, tels
que pour tout couple de points x,y dun méme Uj, on ait
q(f(x) — f(y)) < ¢/2 quelle que soit fe ®. D’apres le lemme 1, il
existe n applications continues ¢; de X dans (0,1) (1 <j < n)

telles que Supp (p;) = Uj et que I'on ait ) ¢,(x) < 1 dans X et
ji=1
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Z @ix) =1 dans K. Pour x;eSupp(p) (1 <j < n) et fed,
i=1
on a dong, pour tout xe U,
€
qfx)e(x) — fx)ex)) = @ (x)qf(x) — (x;)) < 50,(x)

et cette relation est encore vraie si x ¢ U; puisqu’alors ¢;(x) = 0.
Par addition on en déduit, pour tout x € X,

(1 — @o(x))

NS

(2) gf (X1 — @o(x) — ), @, ()f(x;)) <
j=1
en posant ¢, = 1 — i @;; d'ot (1) pour xe K’ puisqualors
=1

@o(x) = 0; on a aussi (1) pour x ¢ K, le premier membre étant
alors nul. Enfin, pour xe K — K’, on a g(f(x)py(x)) < ¢/2 par
définition de K', donc cette relation et (2) entrainent encore (1)
dans ce cas.

Soit X un espace localement compact; pour tout espace de
Banach E (réel ou complexe), nous désignerons par %%(X;E)
’espace vectoriel des applications continues et bornées de X dans
E; on sait que la topologie de la convergence uniforme dans X
est compatible avec la structure d’espace vectoriel (réel, resp.
complexe) de ¥°(X; E), et est définie par la norme

6 1] = sup 1100

En outre, I’espace normé ainsi défini est un espace de Banach
(Top. gén., chap. X, 2° éd., §3, n° 2 et n° 1, cor. 2 de la prop. 3);
la topologie définie par cette norme sur #(X; E) (autrement dit
la topologie de la convergence uniforme dans X) est moins fine
que la topologie limite inductive définie sur #(X; E) au n° 1.

PROPOSITION 3.— Soient X un espace localement compact,
X' ’espace compact obtenu par adjonction a X d’un point a Iinfini
w (Top. gén., chap. 1, 3¢ éd., § 9, n° 8, th. 4), E un espace de Banach.
Ladhérence de # (X ; E) dans ’espace normé 6°(X; E) est ’espace
vectoriel des fonctions continues dans X, a valeurs dans E et tendant

vers 0 au point @,
Soit en effet f € ¥%(X ; E) une fonction adhérente a #'(X; E);
pour tout ¢ > 0 il existe une fonction ge H(X;E), telle que
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|f(x) — g(x)| < & pour tout x € X; si K est le support de g, on a
donc |f(x)| < ¢ pour tout x e (K, donc f(x) tend vers 0 lorsque
x tend vers w. Inversement, si f posséde cette propriété, pour
tout ¢ > 0 il existe un ensemble compact K < X tel que ||f(x)]| < e
pour tout x € [}K En vertu du lemme 1, il existe une application
continue h de X dans (0, 1}, & support compact, égale a 1 dans K ;
on a donc |[f(x)h(x)|| < & dans [ K et f(x) = f(x)h(x) dans K;
comme fh est & support compact et que [|[f(x) — f(x)h(x)| < 2¢
pour tout x € X, la proposition est démontrée.

Nous noterons €°(X; E) le sous-espace de %°(X;E) formé
des fonctions tendant vers 0 au point a I'infini w; c’est donc le
complété de I’espace normé A (X; E).

PROPOSITION 4.— Soient X un espace localement compact,
E un espace localement convexe; alors I’espace A (X;E) est
partout dense dans ¥(X; E) pour la topologie de la convergence
compacte.

En effet, pour tout ensemble compact K < X, il existe une
fonction he #(X;R) égale a 1 dans K, en vertu du lemme 1;
pour toute fonction fe %(X;E), la fonction hf, qui appartient a
A (X; E), est égale a f dans K, d’olt notre assertion.

PROPOSITION 5. — Soient X un espace localement compact,
E un espace localement convexe réel (resp. complexe). Pour toute
partie compacte K de X, I’espace vectoriel A (X,K;R)® gE
(resp. A (X,K;C) ® E) (identifi¢ & un ensemble d’applications
de X dans E, cf. Alg., chap. 11, 3¢ éd., § 7, n° 7, cor. de la prop. 15)
est dense dans A (X,K;E); Despace vectoriel A (X;R)® gE
(resp. A (X;C) ® (E) est dense dans 4 (X; E).

La seconde assertion étant conséquence évidente de la
premiére, il suffit de prouver celle-ci. Or, appliquons le lemme 2
en prenant ® réduit a un élément f de A (X, K;E); on a alors,
pour tout x € X

afx) = 3 o 0f () < o

ou les ¢; appartiennent a #(X,K;R); comme I’application

x> Y @fx)f(x;) est canoniquement identifié¢e a I’élément
i=1
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Z ¢@; ® f(x;), cela démontre la proposition, par définition de la
topo]ogle de (X, K; E).

3. Définition d’une mesure

DEFINITION 2. — On apelle mesure (ou mesure complexe)

sur un espace localement compact X, toute forme linéaire continue
sur A (X ; C).

Si u est une mesure sur un espace localement compact X,
la valeur de cette mesure pour une fonction f e X' (X; C) s’appelle
Vintégrale de f par rapport a u; outre les notations générales
w(f) et {f, 1u>, on emploie aussi, pour la désigner, les notations
ffdu, Jfu, [f0e)dulx) et | fix)u(x); pour Pemploi de la lettre x,
voir Ens., chap. I, §1, n° 1.

En vertu du critére de continuité dans les limites inductives
(Esp. vect. top., chap. 11, 2°¢ éd., §4, n° 4, prop. 5), dire que u est
une mesure sur X signifie encore que u est une forme linéaire
sur A°(X;C) satisfaisant a la condition suivante: pour toute
partie compacte K de X, il existe un nombre My telle que, pour
toute fonction fe #(X; C) dont le support est contenu dans K,
on ait

(4) Nl < Mg. |/ (avec|f]| = sup | £ )
Plus généralement :

PROPOSITION 6. — Soient X un espace localement compact,
(K,) une famille de parties compactes de X dont les intérieurs Ka
forment un recouvrement de X. Pour qu’une forme linéaire p sur
A(X; C) soit une mesure sur X, il faut et il suffit que, pour tout a, il
existe un nombre M, tel que I’on ait

(5) () < M, || £

pour toute fonction f € A (X, K,; C).

La condition étant évidemment nécessaire, il suffit de prouver
que (5) entraine (4) pour toute partie compacte K de X. Or K est
recouvert par un nombre fini d’ensembles ouverts K, (1 <i<n;
appliquant a K et aux K, .le lemme 1 du n® 2, il existe ‘des fonctions
g; = 0 continues dans X telles que Supp (g) = K,

0< Y g<1

i=1
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n
pour tout x € X et » g{x) = 1 pour x € K. Pour toute fonction
' i=1

fe A (X,K;C), on peut donc écrire f = ) fg;, et on a

i=1

fgl € %‘(X7 Kai ; C)>

et |fgill < ||f]]:siM = ) M,, on a donc la relation (4).
i=1

Nous désignerons par .#(X;C), ou simplement .#(X) si
aucune confusion n’en résulte, ’espace vectoriel des mesures sur X,
autrement dit le dual de (X ; C). On sait que pour tout ensemble
€ de parties bornées de A(X;C), on a défini sur .#(X;C) la
S-topologie, qui est localement convexe (Esp. vect. top., chap. 1V,
§ 2, n® 3). Nous désignerons I'cspace vectoriel topologique
obtenu en munissant .#(X; C) de la S-topologie par .4X; C),
ou H(X).

PROPOSITION 7. — Pour tout ensemble & de parties bornées
de #(X; C) qui est un recouvrement de # (X ; C), I’espace .#z(X; C)
est séparé et quasi-complet.

Cela résulte de ce que #(X; C) est tonnelé¢ (Esp. vect. top.,
chap. 111, § 3, n° 7, cor. 2 du th. 4).

Exemples de mesures. — 1. Mesures atomiques. Soient X un
espace localement compact, a un point de X; Papplication
[+ f(a) de X dans C vérifie évidemment la condition (4) avec
Mg = 1 pour toute partie compacte K de X contenant a, donc
est une mesure sur X, qu'on désigne par ¢,; on dit que c’est la
mesure de Dirac au point a, ou encore la mesure définie par la
masse unité placée au point a.

Plus généralement, soit « une application de X dans C, telle

que, pour toute partie compacte K de X, on ait Z la(x)| < + 0.
xekK

Alors, pour toute fonction fe # (X, K; C), la somme

uf) =3 alx)f(x)

xeX

est définie, étant égale & Y a(x)f(x); il est clair que u est une
xeK

forme linéaire sur ' (X; C), et que pour fe #(X,K; C), on a

()| < <lea(x)|) A

eK

autrement dit la condition (4) est vérifiée.
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On dit qu'une mesure y sur X est atomique s’il existe une
application o de X dans C telle que Y |a(x)| < + oo pour toute
xeK

partie compacte K de X, et telle que u soit égale & la mesure
définie comme ci-dessus. Si N est 'ensemble des x e X tels que
a(x) # 0, la condition imposée a « entraine que pour toute partie
compacte K de X, K n N est dénombrable. On dit aussi que u est
définie par les masses a(x) placées aux points x € N. Si I’on suppose
que N n K est fini pour tout ensemble compact K < X, on a

évidemment ) |x(x)| < + co; il revient au méme de dire que
xeK
N est un sous-espace fermé et discret de X, car tout point de X

posséde alors un voisinage compact ne contenant qu'un nombre
fini de points de N, et inversement, s’il en est ainsi, toute partie
compacte de X peut étre recouverte par un nombre fini de tels
voisinages. Lorsque N est fermé et discret, toute mesure atomique
définie par une fonction « telle que a(x) = 0 dans GN est appelée
mesure discréte sur X (cf. § 2, n° 9).

II. Mesure de Lebesgue. Pour toute fonction fe #(R; C), il
existe un intervalle compact (a,b] de R en dehors duquel f est
nulle. L’intégrale

uﬂ=j ﬂmw=jﬂnu

est donc définie; en outre, d’apres le th. de la moyenne (Fonct.
var. réelle, chap. II, § 1, n° 5, prop. 6), on a [I(f)| < (b — a)|| f|;
cela montre que f+— I(f) est une mesure sur R, qu'on appelle
mesure de Lebesgue.

Pour tout intervalle J (borné ou non) d¢ R, on appelle de
méme mesure de Lebesgue sur J la mesure f+s §,f(x)dx, forme
linéaire sur A '(J; C) (I'intégrale ayant un sens puisqu’il existe un
intervalle compact (a, b) contenu dans J en dehors duquel f est
nulle).

II1. Soit g une application continue d’un intervalle compact
I =« R dans C, admettant une dérivée continue dans I Soit
[' = g(I), qui est un sous-espace compact de C; 'application

ijfmmmnm
I

de €(I'; C) dans C est une forme linéaire continue en vertu du
th. de la moyenne, donc une mesure complexe sur I'; I'intégrale

5
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relative a cette mesure s’écrit aussi [ f(z) dz, bien qu’elle dépende,
non seulement de I', mais de g.

Remarque. — La donnée d’une mesure pu sur un espace
localement compact X définit sur X (avec la topologie de X) une
structure . Soient X; un second ensemble, ¢ une application
bijective de X sur X;; conformément aux définitions générales
(Ens. R, §9), la structure &%, obtenue en transportant a X, la
structure & de X au moyen de ¢, se définit de la fagon suivante. On
transporte par ¢ la topologie de X a X ; les fonctions de 4 (X, ; C)
sont alors les fonctions f telles que fo ¢ appartienne a (X ; C),
et la mesure u,; sur X, est définie par u,(f) = w(f - @)

En particulier, un automorphisme de la structure & est un
homéomorphisme ¢ de X sur lui-méme tel que 'on ait

u(f) = pfeo)

pour toute fonction f € (X ; C); on dit encore alors que la mesure
W est invariante par 'homéomorphisme o.

Exemple.— La mesure de Lebesgue sur R est invariante par
toute translation du groupe additif R. En effet, pour toute fonction
fe A (R; C) et tout nombre réel a, on a, par la formule du change-
ment de varlables (Fonct. var. réelle, chap. 11, § 2, n° 1, formule (1))

f flx + a)dx =J f(t)de

Pour une généralisation, voir chap. VIL

4. Produit d’une mesure par une fonction continue

Soient X un espace localement compact, g une application
continue de X dans C. Il est clair que f— gf est une application
linéaire de #°(X; C) dans lui-méme; montrons que cette applica-
tion est continue. En effet, pour toute partie compacte K de X,
et toute fonction fe A (X,K; C), on a gf e (X, K; C); en outre,
si b = suplg(x)), on a |gf| < bg|lf], d’'ot notre assertion

xeK

(Esp. vect. top., chap. II, 2° éd., §4, n° 4, prop. 5). La transposée
de cette application linéaire continue (Esp. vect. top., chap. II,
2° éd., §6, n° 4) est donc une application linéaire de .#(X; C)
dans lui-m&me, que 'on note pur— g.u (ou p+— gu si cela
n’entraine pas confusion). Si v = g.u, on a donc, pour toute

2
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fonction f e (X ; C),
(6) ChHvy = {ghw

ou encore

[ £(x)dv(x) = [f(x)g(x) du(x)

(ce que l'on abrége sous la forme dv(x) = g(x)du(x)). On dit
que g.u est le produit de la mesure u par la fonction g, ou encore
la mesure de densité g par rapport a u (cf. chap. V, §5). Si g4, 82,
sont deux applications continues de X dans C, u,, i, deux mesures
sur X, on a

(g +8)u=g .0+ g u g(py + py) = gopy + gty
(8182)- 1t = g1-(g2- ).

On a en outre 1.u = u (1 désignant ici la fonction constante
égale a 1 dans X); muni de la loi de composition externe
(g, u)+— g.u et de sa structure additive, I’ensemble #(X;C)
est donc un module sur ’'anneau (X ; C).

5. Mesures réelles. Mesures positives

Soit X un espace localement compact. L’espace vectoriel
réel 2 (X;R) est un sous-espace de ’espace vectoriel réel sous-
jacent a I'espace vectoriel complexe 2 (X ; C); en outre, ’applica-
tion (f1,f,)— fi + if, est un isomorphisme de 'espace vectoriel
topologique produit #(X; R) x .#(X; R) sur I'espace vectoriel
topologique réel #(X;C) (n° 1, prop. 1).

Pour toute mesure (complexe) pe #(X;C), la restriction
Uo de u a A(X;R) est une application R-linéaire continue de
A (X;R) dans C; cette restriction détermine d’ailleurs u, car si
f =11 +ifavecf, [, dans A(X;R), ona u(f) = po(f1) + inolf3)
Réciproquement, soit u, une application R-linéaire continue
de A#(X; R) dans C; il est clair que I'application

Si + i polf1) + iuel( f2)

est une mesure (complexe) sur X. On peut donc identifier toute
mesure sur X a sa restriction a J (X ; R).
Soit u une mesure sur X. On appelle mesure conjuguée de

p la mesure i définie par a(f) = u(f) pour toute fonction
fe #(X;C); il est clair en effet que i est une forme C-linéaire
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et qu'elle est continue dans J#(X;C); on a évidemment i = y,
et pour deux mesures p, v et deux scalaires o, § dans C,

(ou + pv) = a.a+ B.v

Plus généralement, pour toute fonction ge %(X;C) et toute
mesure y sur X, on a

(7) g U=g.l1

comme il résulte aussitot de la définition (n° 4).

On dit qu'une mesure u sur X est réelle si p = p; d’aprés ce
qui préceéde, il revient au méme de dire que pour toute fonction
fe A (X;R), u(f) est un nombre réel. Si 'on identifie une mesure
réelle a sa restriction a #'(X; R), on peut donc dire que ’ensemble
des mesures réelles sur X est le dual de ’espace localement convexe
réel A (X ;R); c’est un espace vectoriel réel que I’on note .#(X; R)
(ou parfois #(X) lorsque cela ne crée pas de confusion). La
mesure de Lebesgue sur R est une mesure réelle, ainsi que la
mesure de Dirac ¢, pour tout point ae X. Si ge €(X; R) et si u
est une mesure réelle, il en est de méme de g.p en vertu de (7).

Soit u une mesure (complexe) sur X. En vertu de la définition
précédente, les mesures u; = (u + f)/2 et u, = (0 — [)/2i sont
réelles; on les appelle respectivement partie réelle et partie
imaginaire de p et on les note respectivement Zu et Fu; ces
mesures sont encore caractérisées par le fait que, pour toute
fonction f e (X ;R), on a

pi(f) = Au(f),  walf) = Au(f))
On a évidemment

K=y o+ iy, =y — i,

L’espace (X ; R) des fonctions numériques continues dans
X et & support compact est évidemment un espace de Riesz pour
la relation d’ordre f < g. Nous dirons qu'une mesure réelle u
sur X est positive si, pour toute fonction f > 0 appartenant a
A (X; R), on a u(f) = 0; c’est donc une forme linéaire positive
sur I’espace de Riesz A#(X; R) (chap. 11, §2, n° 1, déf. 1). Inverse-
ment:

THEOREME 1. — Toute forme linéaire positive sur ’espace de
Riesz A (X; R) est une mesure réelle (positive) sur X.
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En effet, soit x une forme linéaire positive sur 4 (X;R),
et soit K une partie compacte de X. Il existe une application
continue f, de X dans [0, 1), & support compact, telle que fp(x) = 1
dans K (n° 2, lemme 1). Pour toute fonction ge 4 (X, K;R),
on a donc —[g]fo < g < |g] for et par suite |u(g)] < |g].u(fo)
ce qui démontre le théoréme.

ros N ¢ . . ..
On désigne par # (X) le cone pointé des mesures positives
sur X (ou ce qui revient au méme, le cone des formes linéaires
positives sur ’espace de Riesz #°(X; R)).

THEOREME 2. — Toute mesure réelle sur un espace localement
compact X est différence de deux mesures positives.

En vertu du th. 1 et du chap. II, §2, n°® 2, th. 1, tout revient
a prouver qu'une mesure réelle u sur X est une forme linéaire
relativement bornée sur I'espace de Riesz H#'(X;R). Or, soit f
une fonction continue > 0 dans X, a support compact K; la
relation 0 < g < f dans #(X;R) entraine que |g|| < ||f] et
que le support de g est contenu dans K. Par hypothese, il existe
un nombre Mg > 0 tel que l'on ait |u(h)] < M. ||h]| pour toute
fonction he #(X,K;R); on a donc |u(g)] < M. |g]| < Mg.llf
ce qui prouve le théoréme.

b4

L’espace .#(X;R) des mesures réelles sur X est donc iden-
tique a l'espace des formes linéaires relativement bornées sur
’espace de Riesz #(X;R); rappelons que dans .#(X;R), la
relation d’ordre u < v signifie que v — u est une mesure positive,
ou encore que, pour toute fonction fe 4, (X), on a u(f) < v f).

THEOREME 3. — L’espace #(X;R) des mesures réelles sur

un espace localement compact X est complétement réticulé.
Cela résulte du chap. 11, §2, n° 2, th. 1.

Conformément aux notations du chap. II, §2, on posera,
pour toute mesure réelle p sur X,

+

put =sup(,0)  pT =sup(—u,0), |u| = sup(u, —p);

onap=p" —pu", |y =p"+p etinf(u*,u”) = 0. En outre,
pour toute fonction fe 4 ,(X), on a

(8) jfdu+= sup fgdu

0<g< f.geX(X)
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et

9) ffdlu|= sup fgdu

lgl < f.get (X)

d’ou en particulier, pour toute fonction f'e A (X; R)

(10) [ Fdul < [111dlk]

Cette inégalité est encore vraie si fe 4 (X; C); en effet, en
multipliant f par un nombre complexe de valeur absolue 1 (ce qui
ne modifie pas les deux membres), on peut supposer que § f du > 0.

Alors ([ dul = §fdu = § () du < § |2f| dl] < 1] dlu.
6. Valeur absolue d’une mesure complexe

Soit pu une mesure complexe sur un espace localement
compact X ; pour toute fonction fe 4, (X), le nombre réel positif

(11) L(fy= _sup |[gdyl

9| S f.geX(X;C)

est fini, car la relation |g| </ entraine Supp(g) = Supp(f) et
f|, donc notre assertion résulte de la formule (4) du
n® 3. Montrons que L se prolonge d’une seule maniére en une
mesure positive sur X ; compte tenu du n° 5, th. 1, et du chap. II,
§2, n° 1, prop. 3, il suffira de montrer que si f;, f, sont deux
fonctions de . (X), on a L(f, + f,) = L(f,) + L(f;). Or, si
lg:| < f1, |82 < /5 g1 et g, étant deux fonctions de #'(X;C),
on a |g; + {g,] < f1 + f2 quel que soit le nombre complexe { de
valeur absolue 1, donc

‘ﬂgl +€g2|—’ﬂgl +Cﬂgz)l L{fy + f2)

Mais on peut supposer { choisi de sorte que

|u(gy) + Lulga)] = |ulg )| + |ug2)];
comme |u(g;)| est arbitrairement voisin de L(f}) (i = 1,2) cela
prouve que L(fy) + L(f;) < L(f; + f,). Considérons d’autre part
une fonction ge #(X; C) telle que |g| < f, + f,. La fonction g
¢gale a gf,/(f; + f,) aux points ou fi(x) + f5(x) # 0, & 0 ailleurs
(i =1, 2), est continue dans X, car f,/(f, + f,) (i =1, 2) est con-
tinue en tout point ol fi(x) + f5(x) # 0 et on a [g(x)| < |g(x)|
pour tout x € X, ce qui prouve la continuité de g, aux points ou
fix) + f5(x) =0 (i=1,2), puisqu’en ces points on a aussi
g(x) = 0. Il est clair que |g;| <f; (i=1,2) et g =g, + g,, donc
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lu(g)] < |u(g))] + |u(g2)] < L(f1) + L(f); comme |u(g)| est arbi-
trairement voisin de L(f; + f3), on a L(fy + f,) < L(f;) + L(f,),
ce qui achéve de prouver notre assertion.

Lorsque u est une mesure réelle, il résulte de la formule (9) que
'on a |u| < L; mais d’autre part, en vertu de la fin du n° 5, on a,
pour ge #(X; C) et lg| < fe A (X), |fg du| < [lg|. dlu| < § fdly],
donc par définition L < |u|, autrement dit L = |p|.

On désigne encore la mesure positive L par |y| pour une
mesure complexe quelconque g, et on dit que |y est la valeur
absolue de j1. La définition de |u| s’écrit donc

(12) ()= sup  |ug)

l9l < fLgex (X;©)
et par suite on a, pour toute fonction g € #°(X; C)
(13) | [&du| < [lg] dlul

Il est clair que pour tout scalaire € C et toute mesure u
sur X, on a

(14) o] = [ L.

D’autre part, si u et v sont deux mesures sur X, f une fonction
de A7 (X), g une fonction de #'(X; C) telle que |g| < f, on a

Jgdu+ v |=| [gdu+ [gdv|< [fdul + [1dD]
d’ou
(15) =+ v < ||+ .

Avec les mémes notations, les relations |g| < f et |g] < f sont
équivalentes, donc on a

(16) =l
On déduit de (14), (15) et (16) que ’on a
a7 el <u (Il < ul, ] < |20 + |54

PROPOSITION 8. — Si u est une mesure sur X, on a, pour
toute fonction h e €(X; C),

(18) Ih.p| < |b]. |yl
En effet, si fe #,(X) et si ge #(X; C) est tel que |g| < /.

on a, en vertu de (13), |fghdu| < §|gh|dlu| < | f|h]| d|y|, ce qui
prouve (18).
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7. Définition d’une mesure par prolongement

Soit X un espace localement compact; si V est un sous-
espace vectoriel dense dans (X ; C), il est clair que deux mesures
Uy, 1, sur X qui coincident dans V sont égales, et que toute
forme linéaire sur V continue pour la topologie induite par celle
de A(X;C) se prolonge (d’une seule maniére) en une mesure
sur X. Un critére plus maniable pour les mesures positives est
le suivant:

PROPOSITION 9. -— Soit V un sous-espace vectoriel de A (X ; R)
possédant la propriété suivante:

(P) Pour toute partie compacte K de X, il existe une fonction
JeV telle que f = 0 et que f(x) > 0 pour tout x € K.

Dans ces conditions, toute forme linéaire positive sur V pour
I"ordre induit par celui de A (X;R) (chap. II, §2, n° 1, déf. 1)
se prolonge en une mesure positive sur X (qui est unique lorsque
V est dense dans A (X ; R)).

Pour toute fonction fe . #'(X;R), de support K. il existe
une fonction geV telle que f < g: il y a en effet une fonction
h >0 dans V telle que h(x) > 0 pour tout xeK; st I'on pose
a = inf h(x), on a donc a > 0, et la fonction (a”'|f|)h =g

xeK
répond a la question. 1l suffit par suite d’appliquer le th. 1 du
n° 5 et la prop. 1 d’Esp. vect. top., chap. 11, 2°¢éd., §3,n° 1.

8. Mesures bornées

Soit X un espace localement compact. Comme la topologie
induite sur #(X; C) par celle de ¥°(X; C) est moins fine que la
topologie limite inductive sur 2 (X; C), une mesure sur X n’est
pas nécessairement continue pour la topologie de la convergence
uniforme dans X.

DEFINITION 3. — On dit qu’une mesure sur un espace locale-
ment compact X est bornée si elle est continue dans A'(X;C)
pour la topologie de la convergence uniforme.

Il revient au méme de dire qu’il existe un nombre fini M = 0
tel que pour toute fonction f e A (X; C), on ait

(19) |u(f)] < M| f| (our | f] est définie par la formule (3) du n° 2).
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Dire que pu est une mesure bornée signifie donc que p
appartient au dual de Pespace #'(X; C) normé par || f||; nous
désignerons ce dual par .#(X; C) (ou simplement .#'(X) si cela
n'entraine pas de confusion). On sait que .#'(X; C) est muni
d’une norme, ||pu| étant le plus petit des nombres M > 0 pour
lesquels I'inégalité (19) a lieu pour toute fonction f e #°(X; C), ou
encore

(20) W= swp )
ISI1€1, fex(X; ©)

Muni de cette norme, on sait que .#(X; C) est un espace de
Banach (Esp. vect. top., chap. IV, § 5, n° 1).

La définition de ||u| par la formule (20) s’étend a toute
mesure u sur X et on dit encore, par abus de langage, que ||y
est la norme de p; pour que u soit bornée, il faut et il suffit que
lull soit fini.

Si X est compact, toute mesure sur X est bornée.

Exemples.— 1) La mesure ¢, définie par la masse unité en un
point ae X est bornée, et on a ¢, = 1.

2) La mesure de Lebesgue sur R n’est pas bornée: en effet, pour
tout entier n > 0, il existe une fonction fe X (R; C), a valeurs
dans (0, 1) et égale a 1 dans Pintervalle (—n, n} (n° 2, lemme 1);
on adonc || f]| =1 et

J fx)dx ZJ f(x)dx = 2n,

ce qui prouve qu’il n’existe aucun nombre fini M vérifiant la
relation (19).
3) Sur la droite numérique R, Papplication

s [ e d
~ 1+ x?
est une mesure bornée, car pour toute fonction fe #(R; C), on a

T fx)d o
S| T2l

Comme les relations || f]| < 1 et | f]| < I sont équivalentes,
il résulte de (20) que pour toute mesure p sur X, on a

(21) | = 1|l

PROPOSITION 10. — Pour toute mesure | sur X, on a

(22) le] = sup lu| ().

osf<1,feX(X;R)
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En effet, compte tenu de la formule (12) qui définit la valeur
absolue d’une mesure, le second membre de (22) s’écrit

sup ( sup iu(g)\> = sup  |u(g)|

0SS feX(X;R) \lgl < f get'(X;0) lgll<1.gex(X; C)

COROLLAIRE 1. — Pour toute mesure p sur X, les normes de
p et de |y sont égales; pour que u soit bornée, il faut et il suffit
que |p] le soit.

COROLLAIRE 2. — Pour toute mesure y sur un espace com-
pact X, on a

(23) el = lul1) = [dlul

Cette formule sera généralisée au chap. IV, §4, n° 7.

Sur un espace compact X, pour toute mesure u (complexe)
sur X, le nombre complexe u(1) est appelé la masse totale de p.
Lorsque p est positive, sa masse totale est donc égale a sa norme.
Lorsque p est une mesure positive sur un espace compact X, de
masse totale égale a 1, on dit encore que sa valeur p(f) pour
une fonction continue f'e €(X; C) est la moyenne de f par rapport
a la mesure u.

COROLLAIRE 3. — Pour toute mesure réelle p sur un espace
localement compact X, on a

(24) Il = sup (£

If1II <1, fed(X;R)

11 suffit d’utiliser la formule (22) et I'expression (9) de |u|(f)
lorsque u est une mesure réelle et f e 4, (X).

L’ensemble des mesures réelles bornées est donc le dual de
I’espace normé A (X;R); on le note .#'X;R), ou A X) sl
n’en résulte pas de confusion. L’injection canonique

M(X;R) > HY(X; C)
est une isométrie en vertu de (24).

PropOSITION 11.—Si p et v sont deux mesures positives sur
X, on a Ju+ ] = ] + o]

En effet, les fonctions fe £ (X; R) telles que 0 < f <1
forment un ensemble filtrant S pour la relation <. Pour une
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mesure positive p sur X, il résulte donc de (22) et du th. de la
limite monotone, que I'on a |u| = lfmsl u(f); la conclusion de la
=

proposition en résulte aussitot.

COROLLAIRE 1. — Si y et v sont deux mesures positives sur X
telles que p < v, on a [u|| < ||v|; en particulier, si v est bornée,
u Dest aussi.

En effet, on a |[v|| = fu]| + |v — 4|

COROLLAIRE 2. — Pour toute mesure réelle u sur X, on a

= T+

En effet (cor. 1 de la prop. 10), la norme de u est égale a
celle de |u| = u* + u~.

PROPOSITION 12.— Si p est une mesure bornée sur X et g une
application continue et bornée de X dans C, la mesure g.u est
bornée et I'on a |g.u| < |lg|. |u]-

En effet, pour toute fonction fe #(X;C), on a

(il < el el < - el 111

9. Topologie vague sur Pespace des mesures

Soit X un espace localement compact. Sur 'espace .#(X; C),
on peut considérer la topologie de la convergence simple dans
A (X; C€), que nous appellerons topologie vague sur #(X; C).

Comme 4 (X; C) = A(X; R) + i4(X; R), la topologie vague
sur #(X; C) est définie par les semi-normes sup |u(f)|, ou

1<i<n
(f)1 <i<n €St une suite finie quelconque de fonctions de #'(X; R)
(ou de A, (X)). Dire qu’un filtre & sur #(X; C) converge vague-
ment vers une mesure g, signifie que, pour toute fonction
fe X (X;R), on a puo(f)=1lim, zu(f). Pour toute fonction
fe A (X; C), Papplication ur— u(f) est une forme linéaire vague-
ment continue dans ’espace #(X; C).

PROPOSITION 13. — Soient X un espace localement compact, et,
pour tout x € X, soit ¢, la mesure de Dirac au point x. L'application
X+ &, est un homéomorphisme de X sur un sous-espace de I’espace
M (X ; C) des mesures sur X, muni de la topologie vague. En outre,
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si X' désigne I’espace compact obtenu en adjoignant a X un point
a Uinfini w, ¢, tend vers O lorsque x tend vers .

Pour toute fonction f e #(X; C), on a {f, &> = f(x); comme
[ est continue, cela prouve que ’application x — ¢, est continue.
Si x, y sont deux points distincts de X, il existe une fonction
feX(X; C) telle que f(x) =1, f(y) =0 (n° 2, lemme 1), ce qui
prouve que ¢, # ¢,; donc I'application x+ ¢, est injective. En
outre, pour toute fonction fe #(X; C), {f, ¢ tend vers O par
définition lorsque x tend vers w, donc x— ¢, se prolonge par
continuité 4 X' = X U {w} en prenant la valeur 0 au point w.
Cette application prolongée est encore injective, puisque &, # 0
pour tout xe€ X. C’est donc un homéomorphisme de I’espace
compact X' sur un sous-espace de .#(X; C), puisque #(X; C) est
séparé pour la topologie vague (Top. gén., chap. I, 3° éd., §9,
n° 4, cor. 2 du th. 2).

PrOPOSITION 14.— Dans espace #(X; C) des mesures sur un
espace localement compact X, le cone M . (X) des mesures positives
est complet pour la structure uniforme déduite de la topologie vague
(et par suite vaguement fermé dans #(X; C)).

En effet, considérons un filtre de Cauchy @ pour la structure
uniforme vague sur .4 .(X); par définition, py(f) = lim, gu(f)
existe pour toute fonction fe #(X; C), et en vertu du principe
de prolongement des inégalités, on a puo(f) >0 pour toute
fonction fe A, (X); po est par suite une mesure positive sur X
(n° 5, th. 1).

On notera que l’espace .#(X; C) (ou #(X; R)) lui-méme n’est

pas nécessairement complet pour la structure uniforme vague (Esp.
vect. top., chap. IV, § 1, exerc. 11).

COROLLAIRE. — Si A et B sont deux parties vaguement fermées
de M, (X), A+ B est vaguement fermé dans M, (X) (donc aussi
dans A (X ; C)).

C’est en effet une propriété générale des cones saillants
faiblement complets dans les espaces localement convexes (Esp.
vect. top., chap. II, 2° éd., § 6, n° §, cor. 2 de la prop. 11).

ProposITION 15. — Soit H wune partie de M(X;C). Les
propriétés suivantes sont équivalentes:

a) H est vaguement bornée.

b) H est vaguement relativement compacte.



n°9 MESURES SUR UN ESPACE LOCALEMENT COMPACT 61

¢) H est équicontinue.

d) Pour toute partie compacte K de X, il existe un nombre
My = 0 tel que, pour toute pue H et toute fonction f e A (X, K; C),
on ait |u(f)] < Mg||f].

Comme #(X;C) est un espace tonnelé (n® 1, prop. 2),
I’équivalence des propriétés a), b) et c¢) résulte d’Esp. vect. top.,
chap. IV, §2, n° 2, th. 1.

Il est clair que d) entraine a). Enfin, si H est équicontinue,
I’ensemble des restrictions des mesures ue H a #(X, K; C) est
aussi équicontinu, d’ou la condition d), puisque H#(X, K; C) est
un espace norme.

* Nous verrons au chap. 1V, §4, n° 6, que les conditions de la
prop. 15 équivalent encore au fait que pour toute partie compacte
K de X, il existe une constante My telle que |u|(K) < M pour
toute mesure pe H.

COROLLAIRE 1. — Soit v une mesure positive sur X ; I’ensemble
des mesures u telles que |pu| < v est vaguement compact.

COROLLAIRE 2. — Lensemble des mesures u telles que [ull <a
(a nombre fini > 0 quelconque) est vaguement compact.

COROLLAIRE 3. — Si X est compact, I’ensemble des mesures
positives u sur X telles que |u|| = 1 est vaguement compact.

En effet, c’est I'intersection de I’ensemble vaguement com-
pact (cor. 2) des mesures p telles que |[u < 1, et des ensembles
vaguement fermés définis respectivement par les relations p = 0
et u(1) = 1 (n° 8§, cor. 2 de la prop. 10).

COROLLAIRE 4.—Dans I’espace #(X ; C), ’application prs | u|
est semi-continue inférieurement pour la topologie vague.
C’est une conséquence immédiate du cor. 2.

On notera que l'application u— |u| de .#(X;C) dans lui-
méme n’est pas nécessairement continue pour la topologie vague
(exerc. 4).

PROPOSITION 16.— Soient K une partie compacte de X, H
une partie vaguement bornée de M (X; C); alors la forme bilinéaire
(f, wy— {f, 1> est continue dans # (X, K; C) x H lorsqu’on munit
A (X, K ; C) de la topologie de la convergence uniforme et H de la
topologie vague.
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En effet, il existe un nombre M > 0 tel que, pour toute
fonction f'e #(X,K; C) et toute mesure x4 € H, on ait

(N < M| 1]

(prop. 15). Si pg et u sont deux mesures appartenant a H, f, et f
deux fonctions de #(X, K ; C), on a donc

l(f) — wolfo)| = 1S = fo) + 1(fo) — mo(fo)]
< M”f‘fo“ + l#(fo) - Ho(fo)l

et cette derniere quantité est arbitrairement petite avec | f — fo
et |u(fo) — po(fo)], ce qui démontre la proposition.

10. Convergence compacte dans 4 (X;C)

Rappelons que la topologie de la convergence compacte sur
AM(X;C) est la topologie de la convergence uniforme dans les
parties compactes de (X ; C). Nous appellerons topologie de la
convergence strictement compacte sur #(X; C) la topologie de la
convergence uniforme dans les parties strictement compactes
(n° 1) de A (X; C).

PROPOSITION 17.— Sur [’espace M#(X;C), on considére les
topologies suivantes ;

T 1 la topologie de la convergence simple dans un ensemble
total T dans A (X ; C);

T 5 la topologie vague ;

T 5 la topologie de la convergence strictement compacte;

T 4 la topologie de la convergence compacte.

Chacune de ces topologies est moins fine que la suivante.
En outre:

(i) Les parties bornées sont les mémes pour 7 ,, T 3 et T 4.

(i) Si H est une partie vaguement bornée de M(X;C), les
topologies induites sur H par les topologies T\,  ,, T3, T4
sont identiques.

Une partie vaguement bornée H de .#(X; C) est équicontinue
(n° 9, prop. 15), donc la premiére assertion résulte d’Esp. vect. top.,
chap. III, §3, n° 6, prop. 7, et la seconde de Top. gén., chap. X,
2¢éd., §2,n° 4, th. 1.

Rappelons que lorsque X est paracompact, la topologie de la
convergence Strictement compacte coincide avec la topologie
de la convergence compacte (n° 1, prop. 2).
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PrOPOSITION 18.— Sur le cone #,.(X), les topologies induites
par les topologies suivantes coincident :

T 1. la topologie de la convergence simple dans un sous-
espace vectoriel V de # (X ; C) dense dans A (X ; C) et vérifiant la
propriété (P) (n® 7, prop. 9);

T ,: la topologie vague;

T 5: la topologie de la convergence strictement compacte.

Comme tout filtre est intersection des ultrafiltres plus fins
que lui (Top. gén., chap. I, 3° éd., §6, n°5, prop. 7), il suffit de
montrer que si U est un ultrafiltre sur .# ,(X), qui converge vers
une mesure p, pour la topologie  , il converge aussi vers
pour 7 5. Soit donc K une partie compacte de X; par hypothese,
il existe une fonction he V qui est = 0 dans X et qui prend des
valeurs >0 dans K par suite, toute fonction fe. ¥ (X, K;C)
peut s’écrire f = gh, ot ge A (X,K;C), et si ¢ = inf h(x) > 0,

xeK

ona |g| < ¢! f|. Par hypothese, il existe un ensemble Hy e U
tel que, pour toute mesure u € Hy, on ait

0 < uth) < poh) +1 = b.
Par suite, pour toute fonction fe #(X; C), on a

[ foh | = [Khf | < | f]]-uth) < b| S]]

pour toute mesure u€ H,; cela prouve que 'ensemble H des
mesures h.pu, ot u parcourt Hy, est vaguement borné. Si U, est
P'ultrafiltre induit par U sur H,, 'image de U, par I’application
w— h.u est la base d’un ultrafiltre § sur H, et comme H est
relativement compact pour la topologie de la convergence
strictement compacte (prop. 17 et n° 9, prop. 15), & est convergent
vers une mesure v, pour cette topologie. Autrement dit, quels
que soient ¢ > 0 et la partie compacte L de (X, K; C) il existe
une partie N de H, appartenant a U, telle que, pour toute fonction
geL et tout couple de mesures u, u' appartenant 4 N, on ait
IKg, h.uy — {g h.y'>] < & ou encore

|(gh, u> — {gh,u'>

Or, nous avons vu plus haut que ['application g~ gh est un
automorphisme de 'espace de Banach (X, K;C). Nous avons
donc montré que U est un filtre de Cauchy sur 4 ,(X) pour la
topologie de la convergence strictement compacte. A fortiori,
c’est un filtre de Cauchy pour la convergence vague, et la prop. 14

L e
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du n° 9 montre qu’il est vaguement convergent vers une mesure
u;; en outre, comme V est dense dans #(X;C), ’hypothése
entraine que u; = po; enfin, comme M est un filtre de Cauchy
pour la topologie de la convergence strictement compacte, il
converge aussi vers p, pour cette topologie (Top. gén., chap. X,
2¢¢éd., § 1, n° 5, prop. 5). C.Q.F.D.

COROLLAIRE. — Si X est paracompact, les topologies induites
sur M (X) par la topologie vague et par la topologie de la con-
vergence compacte coincident.

Par contre, les topologies induites sur .# ,(X) par la topologie
de la convergence compacte et la topologie de la convergence
strictement compacte peuvent étre distinctes lorsque X n’est pas
paracompact (exerc. 3).

§ 2. Support d’une mesure

1. Restriction d’une mesure a un ensemble ouvert. Définition
d’une mesure par des données locales

Soient X un espace localement compact, Y un ensemble
ouvert dans X. Le sous-espace Y de X est localement compact,
et toute fonction continue a valeurs dans un espace vectoriel
topologique E, définie dans Y et a support compact, peut étre
prolongée par continuité a X tout entier, en lui donnant la valeur 0
dans |3 Y; on peut donc de cette mani¢re identifier 1’espace
A (Y ; E) au sous-espace de #(X;E) formé des fonctions con-
tinues a support compact contenu dans Y. Si u est une mesure sur
X, 1l est clair que la restriction de u a (Y ; C) est une mesure
sur Y, qu'on appelle restriction de p au sous-espace ouvert
Y, ou encore mesure induite sur Y par u et que 'on note u|Y.
Les restrictions a Y de |u|, #u et Fpu sont respectivement
lulY], 2(u]Y) et #(u]Y) en vertu du §1, n> S et 6. Si u est réelle,
les restrictions de u" et u~ a Y sont respectivement (u]Y)* et
(u[Y)™, en vertu de la formule (8) du § 1, n° 5.

On voit aussitét que si Y et Z sont deux ensembles ouverts
dans X tels que Y o Z, et si pu|Y et p|Z sont les restrictions de
paYetaZ pZ est aussi la restriction de p|Y au sous-espace
ouvert Z de I'espace localement compact Y.

Au chap. 1V, §5, n° 7, nous généraliserons cette définition au
cas ol Y est un sous-espace localement compact de X.
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On notera qu'une mesure sur Y n’est pas nécessairement
la restriction d’une mesure sur X (cf. chap. V, §7, n® 2, prop. 6).

Par exemple, soit Y [Iintervalle ouvert )0, 1( de X =R;
I’application ‘ 1 1)
f—] —dx
o X

est une mesure sur Y, car toute fonction de H#(Y; C) est nulle
dans un voisinage de 0 dans R. Mais cette mesure ne peut étre
prolongée en une mesure sur R, car dans le cas contraire, sa
restriction a ’ensemble des fonctions fe #(Y; C) telles que
I f| <1 serait bornée; or, cela est inexact.

On a toutefois la proposition suivante:

PROPOSITION 1.— Soit (Y,),ea Un recouvrement ouvert de X,
et supposons donnée, sur chaque sous-espace Y,, une mesure p,,
de sorte que pour tout couple (x, ), les restrictions de u, et de
ty @ Y, 0 Yy soient identiques. Dans ces conditions, il existe une
mesure p et une seule sur X dont la restriction a Y, soit égale a
U, pour tout indice o.

Montrons en premier lieu que toute fonction f € 4 (X ; C) peut
s’écrire sous la forme d’une somme finie f = )’ f;, o, pour chacune

des fonctions f;e # (X ; C), il existe un indice tel que Supp(f;) = Y,,-
Si K = Supp(f), il existe un nombre fini d’indices a; (1 < i < n)
tels que les Y,, forment un recouvrement de K ; soient i, (1 < i < n)
des applications continues de X dans }0, 1{ telles que le support
de h; soit compact et contenu dans Y, pour 1 <i<n, et que
I'on ait Z hi{x) =1 dans K (§ 1, n° 2, lemme 1); les fonctions
i=1
f; = fh; répondent a la question. Ceci montre en premier lieu
que s’il existe une mesure p répondant a la question, elle est
unique, car pour toute somme finie f = Y f;, ou fie #'(Y,,; C),
n i=1
on doit avoir u(f) = )Y p,(f). On aura en outre montré I'exis-
i=1
tence d’une forme linéaire p sur #(X;C) dont la restriction a
chaque sous-espace #'(Y,; C) est u,, pourvu qu'on démontre la
propriété suivante: si (g);<;<m €t (h;)1<;<, sont deux suites
finies de fonctions de #'(X;C) telles que g; e #(Y,,;C) pour
l<is<mbhjeA(Yy;C)pourl <j<n, et

5 en = 3 b = 1

i=1
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dans K, on a

Y o) = X

i=1

Or,on a
=Y feh.
j=1
d’ou . o
IZ fgl Z Z i fgihj)'
De méme

21 Hg, (fh) 21 ‘Zl :uﬁj(fgihj) .
= =1 i=
Mais comme le support de fg;h; est contenu dans Y,, N Yg,, on a
o (fg:hy) = py (fg:h)), ce qui établit notre assertion.

Il reste a voir que g est une mesure sur X; or, tout point
de X admet un voisinage compact contenu dans un des Y,;
la conclusion résulte donc aussitdét de la définition de u et de la
prop. 6 du n® 3 du § 1.

COROLLAIRE (principe de localisation). — Soient p et v deux
mesures sur X, et soit (Y,) une famille d’ensembles ouverts de X
telle que, pour tout a, les restrictions a Y, de pt et v soient égales;
alors les restrictions de pet vaY = |_JY, sont égales.

xX

2. Support d’une mesure

Soit p une mesure sur un espace localement compact X,
et soit ® I’cnsemble des ensembles ouverts U < X tels que la
restriction de p a U soit nulle; il résulte aussitét du principe
de localisation (n° 1, cor. de la prop. 1) que, si U, est la réunion
des ensembles U e ®, U, appartient lui-méme a ®, et est par
suite le plus grand des ensembles de ®.

DEFINITION 1.— On appelle support d’une mesure p sur un
espace localement compact X et on note Supp (1) 'ensemble fermé
complémentaire du plus grand des ensembles ouverts de X dans
lesquels la restriction de p est nulle.

Dire qu’un point x € X n’apparticnt pas au support de u
signifie qu’il existe un voisinage ouvert V de x tel que la restriction
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de p a Vv soit nulle; dire que x appartient au support de u signifie
donc que pour tout voisinage V de x, il existe une fonction
feA(X;C), dont le support est contenu dans V, et qui est

telle que u(f) # 0.

Exemples.— 1) Pour qu’une mesure sur X soit nulle, il faut
et il suffit que son support soit vide.

2) Le support de la mesure de Lebesgue sur R est la droite
R tout entiére; en effet, il n’est pas vide et est invariant par toute
translation.

3} Sur lintervalle X = [0, 1] de R, considérons un ensemble
dénombrable partout dense, rangé en une suite (g,), et soit u la
mesure définie par la masse 27" placée au point g, pour tout
n=0(§1, n° 3, Exemple 1). Le support de u est X tout entier;
en effet, soient x un point quelconque de X, V un voisinage de x,
f une fonction numérique continue et >0 dans X, égale a 1 au
point x, et dont le support est contenu dans V (§ 1, n° 2, lemme 1);
Pensemble des yeV tels que f(y) > 0 est ouvert dans X, donc
contient un point a,, et par suite u(f) = f(a,)2™" > 0.

PROPOSITION 2.— Le support d’une mesure u est identique
au support de la mesure |u|; si p est réelle, son support est réunion
des supports des mesures u* et u~.

En effet, si la restriction de u a un ouvert U est nulle, il en
est de méme de la restriction de |y| (resp. de u¥ et de u~ lorsque
u est réelle), et réciproquement.

On notera que les supports de u* et 4~ peuvent étre non vides
et identiques (cf. chap. V, § 5, exerc. 6).

PROPOSITION 3.— Si p et v sont deux mesures sur un espace
localement compact X, telles que || < |v|, on a Supp () = Supp (v).

En effet, si la restriction de v 4 un ensemble ouvert est nulle,
il en est de méme de celle de p.

PROPOSITION 4.— Le support de la somme de deux mesures
est contenu dans la réunion de leurs supports.

En effet, si les restrictions de deux mesures a un ensemble
ouvert sont nulles, il en est de méme de la restriction de leur
somme.

Si u et v sont deux mesures positives, le support de A = pu + v
est égal 4 la réunion des supports de u et de v: en effet, si x, est
un point de cette réunion, V un voisinage quelconque de x,, il
existe une fonction continue f > 0, de support contenu dans V, et
telle que I'un des deux nombres u(f), v(f) soit > 0; a fortiori, on a

M) = ulf) + o) >0
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PROPOSITION 5.— Le support de la restriction d’une mesure
u a un ensemble ouvert U est la trace sur U du support de p.
La proposition est évidente a partir des définitions.

PROPOSITION 6. — L’ensemble des mesures sur un espace
localement compact X, dont le support est contenu dans un ensemble
fermé F, est un sous-espace vectoriel vaguement fermé de M (X ; C).

En effet, c’est I'intersection des hyperplans vaguement fermés
d’équation u(f) = 0, ou f parcourt I'’ensemble des fonctions de
A (X; €C) dont le support ne rencontre pas F.

Supposons X non compact : étant donné un filtre ®@ sur ’espace
(X ; C) des mesures sur X, nous dirons que le support d’une
mesure u s’éloigne indéfiniment suivant ® si, pour toute partie
compacte K de X, il existe un ensemble M € @ tel que, pour
toute mesure u € M, on ait Supp (¢) n K =@.

PROPOSITION 7.— Si @ est un filtre sur #(X;C) tel que le
support de u s’éloigne indéfiniment suivant @, p converge vaguement
vers O suivant ©.

En effet, soit f une fonction quelconque de # (X C), et soit
K son support. Par hypothése, il existe un ensemble M e @
tel que pour toute mesure ue M, Supp(w) " K = @; on a par
suite u(f) = 0 pour toute u € M, ce qui démontre la proposition.

3. Caractérisation du support d’une mesure

Par définition, si le support d’une fonction fe #(X;C)
ne rencontre pas le support d'une mesure g, on a u(f) = 0;
mais on a la propriété plus précise suivante:

PROPOSITION 8.— Soit u une mesure sur un espace localement
compact X. Pour toute fonction fe A (X;C) qui est nulle dans
Supp (@), on a u(f) = 0.

Posons K = Supp(f), S = Supp (u). Etant donné un nombre
¢ > 0, soit V I’ensemble des x € X tels que |f(x)] < &; V est un
ensemble ouvert contenant S par hypothese; donc [:S est un
voisinage de I’ensemble compact [}V. Il existe par suite une
application continue h de X dans {0,1), égale 4 1 dans GV
et dont le support est contenu dans GS (§1, n° 2, lemme 1).
Comme le support de fh ne rencontre pas S, on a u(fh) = 0.
D'autre part, on a f = fh dans K n [V, et |fh] < |f] dans X,
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donc |f — fh| < 2¢ dans X, d’aprés le choix de V. Remarquons
enfin qu’il existe un nombre My tel que |u(g)] < Mllg| pour
toute fonction g e #(X; C) dont le support est contenu dans K ;
comme le support de f — fh est contenu dans K, on a

lu(f — fh)] < 2Mye, et par suite |u(f)| = |[u(f — fh)] < 2Mge;
comme ¢ est arbitraire, on a u(f) = 0.

COROLLAIRE 1. —Si deux fonctions f, g de A (X;C) sont
égales dans Supp (u), on a u(f) = u(g).

COROLLAIRE 2.— Soit j une mesure positive sur X; si
fe X (X;C)
est telle que f(x) = 0 dans Supp (u), on a u(f) = 0.

En effet, on a f = |f] dans S, donc pu(f) = p(|f]) = O par le
cor. 1.

COROLLAIRE 3. — Soit pt une mesure bornée sur X; si f e #(X; C)
est telle que | f(x)] < a dans Supp (w), on a |u(f)| < ajul.
En effet, on a Supp (|u|) = Supp (w), et si h est une application
continue de X dans (0, 1) égale 4 1 dans Supp (f) et a support
compact, on a | f(x)| < ah(x) dans Supp (u), donc

(S < alu|h) < a|u|

en vertu du cor. 2; la conclusion résulte alors de la formule (13)
du n° 6.

PROPOSITION 9.— Soit y une mesure positive sur X; si f est
une fonction de A" ,(X) telle que u(f) = 0, f est nulle dans Supp (u).

Soit x un point de X tel que f(x) > O0; montrons que x
n'appartient pas a Supp(u). En effet, il existe alors un voisinage
compact V de x et un nombre a > 0 tels que f(y) = a dans V.
Soit alors g une fonction continue > 0 a support dans V, et
montrons que u(g) = 0; en effet, si 'on pose b = |g|, on a
g < bf/a, d’otr p(g) < bu(f)/a = 0.

PrOPOSITION 10. — Soit u une mesure sur un espace localement
compact X; pour toute fonction ge €(X;C), le support de la
mesure g. i est I’adhérence T de I’ensemble des points x € Supp (u)
tels que g(x) # 0.
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En effet, posons S = Supp (u); soit x, un point n’appartenant
pas a T; il existe un voisinage ouvert V de x, tel qu’en tout
point de V n S, g soit nulle; si f € A#°(X; C) a son support dans V,
fg est nulle dans S, donc (prop. 8) u(gf) = 0; autrement dit, la
restriction de g.u a V est nulle.

Inversement, supposons que la restriction de g.p a un
voisinage ouvert W d’un point x, € X soit nulle, et montrons
qu’il n’existe aucun point de W N S ou g soit # 0. En effet, s’il
existait un tel point y, il existerait un voisinage compact U de y,
contenu dans W, et en tout point x duquel on aurait g(x) # 0;
mais alors toute fonction f e #°(X; C), dont le support est contenu
dans U, peut s’écrire f = gh, ou he #(X;C) a son support
dans U < W;on aurait par suite u( f) = u(gh) = 0, contrairement
a I’hypothese y € S.

On notera que T est contenu dans 'intersection du support S
de p et du support de g, sans &tre nécessairement égal & cette
mntersection. Par exemple, si X = R, si g est la mesure de Dirac
au point 0 et st g(x) = x, on a g.u = 0 bien que lintersection
des supports de g et de p soit réduite au point 0, donc non vide.

COROLLAIRE. — Pour que la mesure g.u soit nulle, il faut et
il suffit que g soit nulle dans le support de p.

PRrOPOSITION 11.— Toute mesure a support compact est
bornée.

En effet, || est aussi une mesure a support compact, donc
on peut s¢ borner au cas ou u = 0; si h est une application
continue de X dans (0, 1), 2 support compact, égale & 1 dans
Supp (1), on a, pour toute fonction f e #(X; C), | f(x)| < || f]|h(x)
dans Supp (1), donc (cor. 2 de la prop. 8) u(|f|) < uh)| 1|, ce qui
prouve la proposition (§ 1, n° 8).

4. Mesures ponctuelles. Mesures a support fini

PROPOSITION 12.— Soient a; (1 < i < n) des points distincts
dans un espace localement compact X. Toute mesure sur X dont
le support est contenu dans I’ensemble des a; est une combinaison
linéaire des mesures ¢, (1 < i < n).

En effet, une telle mesure p est nulle pour toute fonction
fe A(X;C) satisfaisant aux n relations f(a;) = 0 (n° 3, prop. 8);
comme ces relations s’écrivent g,(f) = 0, u est combinaison
linéaire des ¢,, (Alg., chap. II, 3° éd., § 7, n° §, cor. 1 du th. 7).
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En particulier, toute mesure dont le support est vide ou
réduit & un seul point x est de la forme ag,, o o est un nombre
complexe; on dit qu'une telle mesure est une mesure ponctuelle;
toute mesure dont le support est fini est donc une somme de
mesures ponctuelles.

THEOREME 1.— Toute mesure p sur un espace localement
compact X est vaguement adhérente a [’espace vectoriel V des
mesures dont le support est fini et contenu dans Supp (u).

Il suffit de prouver que u est orthogonale au sous-espace V°
de #°(X; C) orthogonal a V (Esp. vect. top., chap. 11, 2° éd., §6,
n® 3, cor. 2 du th. 1), c’est-a-dire que les relations {f,¢,> = 0,
ou a parcourt le support de u, entrainent < f, x> = 0; mais cela
n’est autre que la prop. 8 du n° 3.

COROLLAIRE 1.— Toute mesure bornée p sur X est vaguement
adhérente a ’ensemble convexe A des mesures dont le support est
fini et contenu dans celui de p, et dont la norme est < ||u|. En
(‘Twi're, si v tend vaguement vers u en restant dans A, ||v| tend vers

ul.

Pour prouver la premiére assertion, il suffit d’établir que la
mesure pu appartient a 'ensemble polaire de l'ensemble A°,
polaire de A dans (X ; C) (Esp. vect. top, chap. II, 2° éd., §6,
n® 3, th. 1}); cela signifie que, pour fe X (X;C), les relations
I<f, 0| < 1/||u|| pour tout a e Supp (u), entrainent | f, ud| < 1;
or, c’est 1a une conséquence du cor. 3 de la prop. 8 du n° 3.

Pour prouver la seconde assertion, notons que ’on a

lim.inf ||v| = ||¢]

V=, ve
puisque la fonction v ||v| est semi-continue inférieurement
pour la topologie vague (§1, n® 9, cor. 4 de la prop. 15), ¢t la
conclusion résulte de ce que ||v| < |u| pour v e A par définition.

COROLLAIRE 2.— Toute mesure bornée p sur X est vaguement
adhérente a 1’ensemble des mesures dont le support est fini et
contenu dans celui de u et dont la norme est égale a | p||.

On peut supposer u # 0. Soit V un voisinage ouvert de O
pour la topologie vague; pour tout ¢ tel que 0 < ¢ < 1, il existe,
en vertu du cor. 1, une mesure v, dont le support est fini et
contenu dans Supp (u) et qui est telle que vy — neV, et que
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| = |vol = —¢)u|. Si Pon pose v =(|||/|vo])vo, on a
| = ; dés que ¢ est assez petit, on a donc
—pneV + V,dou la conclusmn

|
I| |

COROLLAIRE 3. — Toute mesure bornée positive u sur X est
vaguement adhérente a [’ensemble convexe des mesures positives
dont le support est fini et contenu dans celui de u, et dont la norme
est égale a | ul.

Le méme raisonnement que dans le cor. 2 montre qu'on
peut se borner a prouver que u est vaguement adhérente a
I’ensemble convexe B formé des mesures positives de support
fini contenu dans Supp (k) et de norme < |p||. Il suffit encore
d’établir que u appartient a I’ensemble polaire de I’ensemble B,
polaire de B dans (X ;R) (Esp. vect. top., chap. 11, 2° éd., §6,
n° 3, th. 1); mais cela signifie que pour f e ¥ (X;R) les relations
{fy 80y < 1/|p|| pour tout ae Supp(u) entrainent {f u)> <1,
ce qui est une conséquence du n° 3, cor. 2 de la prop. 8.

COROLLAIRE 4. — Dans [’espace M (X; C), ['ensemble des
mesures ponctuelles est total pour la topologie de la convergence
strictement compacte (§ 1, n° 10).

En effet, sur le cone .# (X), la topologie de la convergence
strictement compacte est identique a la topologie vague (§ 1, n° 10,
prop. 18), et toute mesure sur X s’écrit gy — p, + iy — ifly,
ou les u; (1 <j < 4) sont des mesures positives; la conclusion
résulte donc du th. 1.

PROPOSITION 13. — Soit u une mesure sur un espace localement
compact X. Pour qu’un point x, appartienne a Supp (u), il faut et
il suffit que la mesure ponctuelle ¢, soit vaguement adhérente a
[’ensemble des mesures g.u, ou g parcourt [’ensemble des fonctions
continues a support compact telles que |g.pu| < 1.

La condition est évidemment suffisante en vertu de la prop. 6
du n® 2. Pour voir qu’elle est nécessaire, supposons x, € Supp (¢);
considérons un nombre fini de fonctions f, (1 < k < n)de A (X ; C),
et un nombre arbitraire 4 > 0; il s’agit de prouver qu’il existe une
fonction g e A#'(X; C) telle que ||g. uf| < 1 et que I'on ait

| fixo) — (g f)l < 6

pour 1 € k < n. Soit U un voisinage ouvert relativement com-
pact de x, tel que loscillation de chacune des f, (1 < k < n)
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dans U soit <4/2. Par hypothese, comme x,e Supp (u), il
existe une fonction g,e A (X; C) dont le support est contenu
dans U et qui est telle que w(gy) # 0; la mesure v = gq. ¢ n’est
pas nulle, car pour toute fonction f e #(X; C) égale a 1 dans U,
on a W f) = u(gy) # 0. En outre, v est bornée (n° 3, prop. 11)
en multipliant g, par un scalaire, on peut supposer que [|[v| =
Cela étant, en posant o, = fi(x,), on peut écrire, pour 1 < k <
et pour toute fonction he A (X; C)

Sulxo) = v(fih) = au(1 — v(h)) + vl — fih).

Comme v a son support dans U, on peut I'identifier a sa restric-
tion a U; I'hypothése |v| =1 entraine alors qu’il existe une
fonction he #(X;C), de support contenu dans U, telle que
[h] < 1 et que 'on ait | (1 — v(h))| < 6/2 pour 1 <k < n La
définition de U montre par ailleurs que |(o, — fix)h(x)| < §/2
pour tout xe U; comme [v|| = 1 et que Supp(v) = U, on a donc
V(o — f)h)| < 6/2, et par suite, en posant g = goh,

| fulxo) — (g f)] < O pour 1<k <n
Cela démontre la proposition, puisque

lg. 1l = li(goh). ull < [go-ull = 1.

COROLLAIRE.— Soit y une mesure sur X. Pour quune mesure
v sur X soit vaguement adhérente a l’ensemble des mesures g. pu,
ou g parcourt X (X; C), il faut et il suffit que Supp(v) = Supp(p).

En effet, Supp(g. #) = Supp(p) en vertu du n° 3, prop. 10; le
support de toute limite vague de mesures de la forme g.u est
donc aussi contenu dans Supp(p) (n® 2, prop. 6). Inversement, si
Supp(v) = Supp(n), v est limite vague de mesures de support
fini contenu dans Supp(u) (th. 1), donc est vaguement adhérente
a ’ensemble des mesures g.u d’aprés la prop. 13.

5. Mesures discrétes

PROPOSITION 14.— Pour qu'une mesure p sur un espace
localement compact X soit une mesure discréte (§ 1, n° 3, Exemple 1),
il faut et il suffit que Supp(u) soit un sous-espace fermé discret
de X.

Soit 4 une mesure discréte sur X, définie par les masses
h(x) # 0 placées aux points x d’un sous-espace fermé discret
N de X; montrons que Supp(r) = N. En effet, pour tout ae N
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et tout voisinage V de g, il existe une fonction fe #(X; C) de
support contenu dans V, égale a 1 au point a et & 0 aux autres
points de N; d’oit u(f) = h(a) # 0. Au contraire, si b¢ N, il
existe un voisinage W de b ne rencontrant pas N; pour toute
fonction ge #(X; C) a support contenu dans N, on a donc
u(g) = 0, ce qui prouve que b ¢ Supp(p).

Inversement, soit u une mesure telle que Supp(u) soit un
sous-espace fermé discret N de X. Pour tout ae N, il existe un
voisinage ouvert V, de a ne contenant aucun point de N distinct
de a; la restriction de u & V, est donc une mesure ponctuelle de
support {a} (n° 2, prop. 5), et par suite (n°4, prop. 12) de la forme
h(a)e,, ou h(a) # 0. Si 'on pose h(x) = 0 aux points de [:N, et
st 'on désigne par v la mesure définie par les masses h(x), le
principe de localisation montre que v = p.

On voit ainsi que sur un espace discret X, toute mesure est
discrete.

§ 3. Intégrales de fonctions vectorielles continues

Dans tout ce paragraphe, on note X un espace localement
compact, E un espace localement convexe sur R ou C. On note E’ le
dual de E (espace des formes linéaires continues sur E), E'* le
dual algébrique de E' (espace de toutes les formes linéaires sur E');
pourzeE 7 e E, 2*cE'* onécrit {z,2') = 7'(z),{2'*,2") = 2'%(Z).

On rappelle que si E est séparé, E s’identifie a un sous-espace
de E'* en identifiant un élément z € E a la forme linéaire 27— <z, 7')
sur E', et que E'*, muni de la topologie faible o(E'*, E’), s’identifie
canoniquement au complété de E muni de la topologie affaiblie
o(E, E).

1. Définition de Pintégrale d’une fonction vectorielle

Rappelons qu’une application f de X dans E est dite faible-
ment continue si, pour tout z' € E’, 'application x+— {f(x), z’)> de
X dans C (autrement dit 'application z’ o f, notée aussi {f, z")) est
continue. Nous dirons qu'une application f de X dans E est
scalairement a support compact si, pour tout z’' € E/, I’application
x+— (f(x),z’> a un support compact. Nous désignerons par
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A (X; E) Pespace des applications de X dans E qui sont faible-
ment continues et scalairement a support compact; il est clair que
Pon a X'(X; E) o #(X; E), mais ces deux espaces ne sont pas
nécessairement identiques (voir ci-dessous, Exemple 2); ils le
sont toutefois lorsque E est de dimension finie.
On notera que dans la définition d’une fonction faiblement
continue (resp. scalairement a support compact), la topologie de
E n’intervient que par 'intermédiaire du dual E’ de E; on ne change
donc pas l’ensemble de ces fonctions quand on remplace la
topologie de E par toute topologie localement convexe pour
laquelle le dual est le méme.
Si E et F sont deux espaces vectoriels en dualité, on notera
qu’l revient au méme de dire qu'une application de X dans E est
continue pour o(E, F) ou qu’elle est faiblement continue.

Soit f une application de X dans E, faiblement continue et
scalairement a support compact, et soit u une mesure sur X;
pour tout z' € E', on a z' o f € #(X); posons

oz) = [(f(x), 2> du(x) = p(z > D).

Il est clair que ¢ est une forme linéaire sur E’, donc un
élément de E'™*.

DEFINITION 1.— Pour toute fonction fe A (X; E), on appelle
intégrale de f par rapport @ p et on note {fdu ou [f(x)du(x), ou
[fu, ou [f(x)u(x), I"élément de E'* défini par

(1) <Jqfd,u, z'> = f<f, z’> du pour tout z' € E'.

Lorsque E est séparé, on notera que [’on n’a pas nécessaire-
ment [fdueE, méme lorsque fe #°(X; E) (exerc. 1; cf. n° 3).

Exemples. — 1) Supposons que E soit de dimension finie sur
C et séparé, de sorte que si (e;); <;<, €St une base de E, ’application

n

(él" ) én) — Z éiei

i=1
est un isomorphisme de C" sur E. On sait alors que toute forme
linéaire sur E est continue, autrement dit E’ est identique au dual
algébrique E* de E, et E'* g’identifie canoniquement a E. Soit
(€);<i<n, la base duale de (e;) dans E’; pour qu’une application
f de X dans E soit faiblement continue et scalairement a support
compact, il faut et il suffit que les fonctions f; = e f soient

continues a support compact; on a alors f(x) = ) fi(x)e; pour

i=1
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tout x € X, et n
ffdu = > ulfe.

i=1

2) Prenons pour E I'espace .#(X; C) des mesures sur X, muni
de la topologie vague (§ 1, n° 9); le dual E’ de E s’identifie alors
canoniquement a I'espace A (X; C) (Esp. vect. top., chap. I,
2¢ éd., §6, n° 2, prop. 3). L’application x+— ¢, de X dans E est
continue (§ 1, n° 9, prop. 13), mais son support n’est pas compact si
X n’est pas compact ; toutefois elle est scalairement d support com-
pact, car pour toute fonction fe E’, la fonction x— {e,, ) = f(x)
a par définition un support compact. En outre, on a

[<eer 1> dp = [£(x) da) = <un £
pour toute fonction f'e 4 (X; C) = E’, ce qui prouve que
f & du(x) = p

pour toute mesure y sur X.
3) Si E est séparé, pour tout point ye X et toute fonction
fe #(X;E), ona

f fde, = f(y)

car [{f,z') de, = {f(y), 2’ par définition.

Remarques.— 1) Si E est un espace localement convexe, N
I'adhérence de {0} dans E, de sorte que E; = E/N est I'espace localement
convexe séparé associé a E, on sait que les duals E’ et E sont identiques;
pour qu'une fonction f appartienne a #(X; E), il faut et il suffit que
fi = nof(ol n: E —» E; est ’homomorphisme canonique) appartienne a
A'(X;E,), et Ion alors | fdu = { f, dun. On peut donc se limiter & ne
considérer que des espaces localement convexes séparés.

2) Soit E un espace localement convexe sur C, et soit E, I'espace
localement convexe sur R sous-jacent 4 E; on sait que l'application
Z'— A7’ qui a toute forme linéaire (complexe) continue z’' sur E fait
correspondre la forme linéaire continue (réelle) z— %<z, z’) sur E,,
est un R-isomorphisme du dual E’ sur le dual E de E, (Esp. vect. top.,
chap. 11, 2¢ éd., §8, n° 1). De méme le dual algébrique E§f de I’espace
vectoriel réel E; s’identifie canoniquement a l'espace réel sous-jacent
au dual algébrique E™* de E'. On en déduit que si u est une mesure
réelle et f une application de ' (X; E), la formule (1) est encore valable
lorsque I'on considére f comme prenant ses valeurs dans E, et que les
formes bilinéaires canoniques figurant aux deux membres sont respective-
ment relatives a la dualité entre E; et E§* au premier membre, a la
dualité entre E, et Ej au second.
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2. Propriétés de Pintégrale vectorielle

ProposITION 1.— L’application

(f, 1) —ff dy
de A (X; E) x .#(X; C) dans E'* est bilinéaire.
La proposition résulte immédiatement de la déf. 1 du n° 1.

Soit n une application linéaire continue de E dans un espace
localement convexe F'; on sait que la transposée 'u est une applica-
tion linéaire du dual F' de F dans le dual E’ de E ; nous désignerons
par "u lapplication E'* — F'*, transposée de ‘m (au sens algé-
brique); lorsque E et F sont séparés, et identifiés canoniquement
a des sous-espaces de E* et F'* respectivement, “u prolonge
PPapplication u. Avec ces notations:

PROPOSITION 2. — Soit w une application linéaire continue de
E dans un espace localement convexe F; pour toute fonction
fe A (X; E), la fonction u - f appartient a A (X; F), et ’'on a

2) [ufx)) dutx) = “u ( f8) diutx) .

Pour toute forme linéaire continue z’ € F, on a Z cucf =y of
en posant Yy =z ou = ‘u(z’)e E', d’ou la premicre assertion; en
outre, on a, pour tout z' € F]

<J(U°ﬂdu, Z> = f <u0f,z’> dy =
= [t @)y du = ([fdu @)y = (u([fdn).2)

d’ou la formule (2).

ProPoOsITION 3. — Pour toute fonction ge €(X; C) et toute
fonction fe A (X; E), la fonction gf appartient a A (X; E), et
[’ona

3) [fdg.m) = [fgdp

En effet, pour tout z’ € E’, on a {gf, z"> = g{f,z'>, d’ou la premiére
assertion; en outre

(ffdig.m,z) = [(E2)dig.w = [¢{t.7) du
= Kgf, z’> dit = <jgfd,u, z’>

d’ott (3).
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PROPOSITION 4.— Soient u une mesure positive sur X, S son
support, f une fonction de A (X; E). On suppose E séparé, et on
munit [’espace E'* de la topologie faible o(E'*, E').

(i) Lintégrale {f dp appartient a ’adhérence C dans E™* du
cone convexe engendré par f(S).

(ii) Si pu est bornée, Uintégrale [fdu appartient a I’ensemble
lul|- D, oa D est Ienveloppe convexe fermée de f(S) dans E'*.

Si E est complexe, munissons E de sa structure d’espace
vectoriel réel sous-jacente, ce qui, comme on P’a vu, ne modifie
pas la formule (1).

(1) On sait que C est 'intersection des demi-espaces fermés
dans E* contenant f(S), et déterminés par des hyperplans fermés
passant par 0; il suffit donc de démontrer que, pour Z € E’ la
relation {f(x), z’> = 0 pour tout x € S entraine

{[tap.z) > o0
{franz) = K82 du,

ccla résulte du § 2, n° 3, cor. 2 de la prop. 8.

(i1) On sait que D est I'intersection des demi-espaces fermés
dans E'* qui contiennent f(S); il suffit donc de démontrer que,
pour z' € E', la relation {f(x), z> < a pour tout x €S entraine

<Jﬁfdu, z’> < afju
mais cela résulte du §2, n° 3, cor. 3 de la prop. &.

mais comme

b

COROLLAIRE. — Soient u une mesure positive sur X, f une
application appartenant a # (X ; E), D ’enveloppe fermée convexe de
f(X) dans E'*. Il existe un nombre a > 0 tel que I’on ait [fduca.D.

Si v est une mesure quelconque sur X, il existe des nombres
a,,a, as,a, > 0tels que {fdvea,D — a,D + ia;D — ia,D.

Supposons d’abord p positive; par hypothese, le support
K de f est compact; si v est la restriction de g a un voisinage
ouvert relativement compact de K, v est bornée, et 'on a
ffdu = Jfdve |v|.D en vertu de la prop. 4, (ii). Le deuxieme
résultat s’en déduit puisqu’une mesure complexe quelconque
s’écrit gy — py + iy — ily, ou les p; sont positives.

PROPOSITION 5. — Supposons [’espace X compact, et soit f
une application continue de X dans un espace localement convexe
séparé E. L'enveloppe fermée convexe de f(X) dans E'™* (pour
o(E'*, E')) est égale a I’ensemble des vecteurs §fdu pour toutes les
mesures positives p de masse 1 sur X.
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Soit C I’enveloppe fermée convexe de f(X) dans E™*; comme
f(X) est compact et E'* complet, C est compact. On sait déja
(prop. 4) que 'on a [fdue C pour toute mesure yu appartenant
a I'ensemble convexe H des mesures positives sur X de masse
totale égale a 1. D’autre part, H est convexe et compact pour la
topologie vague (§ 1, n° 9, cor. 3 de la prop. 15), et est I'adhérence
(pour cette topologie) de I’ensemble convexe H, des mesures
positives de masse 1 et de support fini (§2, n° 5, cor. 3 du th. 1).
Or, I'image de H, par Vapplication ur [fdu est I'enveloppe
convexe C, de f(X) dans E'*. D’autre part, cette application est
continue pour la topologie vague sur #(X;C) et la topologie
o(E'*, E') sur E* puisque {[fdu,z> = [{f,z) du par définition;
donc I'image de H = H, est un ensemble convexe compact
contenant C, et contenu dans C; comme C = C,, cette image
est égale a C.

PROPOSITION 6. — Pour toute application continue et a
support compact f de X dans un espace localement convexe séparé
E, toute semi-norme continue q sur E et toute mesure u sur X telle que
{fduekE, ona ,

(4) g([fdn) < [(q°f)dlu|

Soit D I’ensemble des z€ E tels que ¢(z) < 1; D est fermé,

convexe et contient 0, donc on a D = D (Esp. vect. top. chap. IV,

§2, n° 3, cor. 2 de la prop. 4). 1l suffit donc de prouver que pour
tout z e D° on a

[<[fdu 2] < [(g°Ddul;
comme

Jtdwzy = [<L2)dp
et que par définition de D° on a
[<f(x), 2] < q(f(x))

pour tout x € X, cela résulte de I'inégalité (13) du § 1, n° 6.
3. Critéres pour que Pintégrale appartienne a E.

PROPOSITION 7.— Soient E un espace localement convexe
séparé E, et fe A (X;E). Si f(X) est contenu dans une partie
convexe compléte A de E, on a [fdueE.

Soit K le support de f, qui est compact par hypothése.
Comme f est nulle dans X — K, f(X) est égal a f(K) ou a f(K) v {0},



80 MESURES Chap. III, § 3

donc est compact puisque f est continue et E séparé; 'enveloppe
convexe fermée C de f(X) dans E est alors précompacte (pour la
structure uniforme induite par celle de E) (Esp. vect. top., chap. 11,
2¢ éd., §4, n° 1, prop. 3). Mais comme C est une partie fermée
de I'espace complet A, C est complet, donc compact; a fortiori,
C est compact pour la topologie affaiblie o(E, E'); mais comme
celle-ci est induite par o(E™*, E’), C est I'enveloppe convexe
fermée de f(X) dans E'* pour la topologie ¢(E'*, E'); on conclut
donc par le cor. de la prop. 4 du n° 2.

COROLLAIRE 1. — Soit E un espace localement convexe
séparé; pour toute fonction fe A (X;E), f du appartient au com-
plété E de E. A

Comme les duals de E et de E sont identiques, 1l suffit
d’appliquer la prop. 6 en considérant que f prend ses valeurs
dans E.

COROLLAIRE 2. — Si E est un espace localement convexe
séparé quasi-complet, on a §f dyu e E pour toute fonction fe #'(X; E).
On a remarqué au début dc la démonstration de la prop. 7
que f(X) est compact et que son enveloppe convexe fermée C
dans E est précompacte, donc bornée; mais comme ’ensemble C
est fermé et borné, il est complet par hypothése, et il suffit
d’appliquer la prop. 7.
On verra au chap. VI, §1, n°® 2, d’autres critéres pour que

if dp appartienne a E, qui s’appliquent en particulier aux fonctions
de A (X; E), et non plus seulement a celles de #'(X; E).

Le cor. 2 de la prop. 7 s’applique dans les deux cas suivants:
1° E est un espace de Banach; 2° E est le dual d’un espace locale-
ment convexe séparé tonnelé G, et on munit E d’une S-topologie,
ou & est un recouvrement de G par des parties bornées (Esp. vect.
top., chap. 111, §3, n° 7, cor. 2 du th. 4). Par exemple, on peut
appliquer le cor. 2 de la prop. 7 lorsque E est le dual faible d’un
espace de Banach, ou un espace de mesures .#(Y ; C), muni de la
topologie vague.

Si X = R, si u est la mesure de Lebesgue sur R, et si E est un
espace de Banach, l'intégrale {fdu d’une fonction de .#(X;E)
n’est autre que I'intégrale

r " f(x) dx

définie dans Fonct. var. réelle, chap. 11, §3, n® 1; cela résulte de
la formule (1) et de Fonct. var. réelle, chap. 11, § 3, n°® 1, formule (10).
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4. Propriétés de continuité de Pintégrale

PROPOSITION 8.— Supposons E séparé; soit u une mesure
sur X. Lapplication f— {fdu de #(X;E) dans E (n° 3, cor. 1
de la prop. 7) est I'unique application linéaire continue ® telle
que ®(g.a) = u(g).a pour tout vecteur a€ E et toute fonction
ge A (X;C).

Pour prouver la continuité de I’application f— [fdy, il suffit
de montrer que sa restriction a 4 (X, K;E) est continue pour
toute partie compacte K de X (Esp. vect. top., chap. 11, 2° éd., §4,
n° 4, prop. 5). Notons que si la topologie de E est définie par
une famille de semi-normes (g,), celle de # (X, K ; E) est définie
par la famille des semi-normes

pdf) = sup q,(f(x)).

Or, soit h une application continue de X dans (0, 1), & support
compact et telle que h(x) = 1 dans K; on a, en vertu du n°® 2,
prop. 6, pour toute fonction fe A (X, K ; E),

g [fdu) = q.([rfdp) < [h(x)q,0)) dlul(x) < |ul(h). p)

(les g, étant prolongées par continuité 4 E) ce qui démontre la
continuité de f+— [fdu. D’autre part, avec les notations de

I’énoncé,
[(gx).a) du(x) = p(g).a

en vertu du n° I, Exemple 1| et de la prop. 2 du n° 2 appliquée
a l'injection canonique C.a — E. En outre, le sous-espace de
A (X;E) formé des combinaisons linéaires ) g;.a;, ol a;eE

et g; € A (X; C), est dense dans ' (X; E) (§ 1, n° 2, prop. 5), ce qui
achéve la démonstration.

PROPOSITION 9. — Supposons E séparé: soit f une application
continue a support compact de X dans E. Lorsqu’on munit I’espace
M(X; C) de la topologie de la convergence strictement compacte
(§ 1, n° 10), I"application > [ fdu de #(X; C) dans E est I'unique
application linéaire continue ¥ telle que W(e,) = f(x) pour tout
x e X.

Pour tout z e E’, on a

([tds.zy = [(@ D de, = 2(8(x) = (o7
d’ou ffde, = f(x). On sait par ailleurs que I’ensemble des mesures

7
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ponctuelles est dense dans #(X;C) pour la topologie de la
convergence strictement compacte (§2, n°4, cor.4 du th. 1)
Tout revient donc a prouver la continuité de ’application linéaire
u: uw— [fdu. Pour cela, considérons IPapplication linéaire
v:Z'— {f,7) de E dans £ (X; C), et montrons que 'image par v
d’une partie équicontinue H de E’ est contenue dans une partie
strictement compacte de (X ; C). En effet, si K est le support de f,
les fonctions <f, z'> pour z' € H ont leur support contenu dans K;
d’autre part, ces fonctions forment un ensemble équicontinu, et
pour tout x € X, I’ensemble des z'(f(x)) est borné; notre assertion
résulte donc du th. d’Ascoli (Top. gén., chap. X, 2° éd., §2, n° 5,
cor. 3 du th. 2). Cela étant, il résulte de la formule (1) du n°® 1 que
u n’est autre que la restriction a .#(X;C) de la transposée ‘v
(au sens algébrique); sa continuité résulte donc de ce qui précede
(Esp. vect. top., chap. 1V, 2° éd.).

COROLLAIRE. — Les hypothéses et notations étant celles de
la prop. 9, la restriction de I’application p— {fdu a ’ensemble
M, (X) des mesures positives, ou & une partie vaguement bornée B
de M(X;C), est vaguement continue.

En effet, il résulte du §1, n® 10, prop. 17 et 18, que sur
A . (X) ou sur B la topologie induite par la topologie de la conver-
gence strictement compacte est la méme que la topologie induite
par la topologie vague.

Par contre, l'application pu+— [fdu n'est pas nécessairement
continue dans #(X;C) tout entier pour la topologie vague
(exerc. 2).

§ 4. Produits de mesures

1. Produit de deux mesures

THEOREME 1. — Soient X, Y deux espaces localement com-
pacts, A une mesure sur X, u une mesure sur Y ; il existe sur X x Y
une mesure v et une seule telle que, pour toute fonction ge A (X; C)
et toute fonction h e A (Y ; C), on ait

(1) [80h) dvlx, y) = ([ gx) dax) ( [h(y) du(y))-

Lemme 1. — Soient X, Y deux espaces localement compacts,
K (resp. L) une partie compacte de X (resp. Y).

(i) La restriction a #(X x Y,K x L;C) de la bijection
canonique w: F(X x Y;C)-» F(X; #(Y; Q) (Ens. R, §4, n° 14)
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est une isométrie de ['espace de Banach A (X x Y,K x L;C)
sur I’espace de Banach #(X,K; #(Y,L;C)).

(ii) Lespace wvectoriel A (X,K;C)® A (Y,L;C), identifié
canoniquement a un sous-espace de A (X x Y,K x L;C), (Alg,
chap. II, 3¢ éd., § 7, n® 7, commentaires suivant le cor. de la prop.
15) est dense dans cet espace de Banach.

Il est immédiat que P'image par w de #(X x Y,K x L;C)
est contenue dans A4 (X,K; #(Y,L;C)). Inversement, si u est
une application continue de X dans #(Y,L;C), de support
contenu dans K, 'application (x, y)+— u(x)(y) de X x Y dans C
est continue et a son support contenu dans K x L, donc la
restriction de w a A (X x Y,K x L;C) est une bijection de cet
espace sur 4 (X,K ;. #(Y,L;C)); le fait que cette restriction est
une isométrie d’espaces de Banach résulte de la relation

sup | f(x,y)| = iglg(sygflf (x, Y-

(x,y)eK X L
Ceci prouve (i); d’autre part, I'image par o de

identifi¢ a un sous-espace de (X x Y,K x L;C), est I'espace
A (X, K;C)® A (Y,L;C) identifié canoniquement cette fois
a un espace d’applications de X dans (Y, L; C) (Alg., chap. II,
3°éd., § 7,n° 7, cor. de la prop. 15); mais on sait que ce sous-espace
de X' (X,K; A(Y,L; C)) est dense dans ce dernier (§ 1, n° 2, prop. 5),
donc la conclusion de (i1) résulte de ce que la restriction de w est
un isomorphisme topologique.

Ce lemme ¢étant démontré, notons maintenant que toute
partie compacte de X x Y est contenue dans un produit K x L,
ou K (resp. L) est une partie compacte de X (resp. Y). Il résulte
donc du lemme 1, (ii) que le sous-espace H#'(X;C) ® A (Y;C)
est dense dans A(X x Y;C); comme la relation (1) s’écrit aussi
v(g ® h) = Ag)u(h) pour ge #(X;C), he #(Y;C), on en déduit
aussitot l'unicité de v. Pour prouver l’existence de v, nous
utiliserons le lemme suivant:

Lemme 2. — Les notations étant celles du lemme 1, pour toute
fonction fe A (X x Y,K x L;C), la fonction

) yr hy) = [f(x, y) difx)
appartient a X (Y, L; C).
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En effet, pour toute fonction u € £ (X ; A (Y, L; C)), 'intégrale
fu(x)di(x) appartient a3 #(Y,L;C), puisque ce dernier est un
espace de Banach (§3, n® 3, cor. 1 de la prop. 7); mais pour
u = w(f) et pour tout ye Y, on a

<ju(x) dA(x), ay> ju(x)(y ) dA(x j £(x, y) dA(x)
d’ou le lemme.

Considérons alors, pour toute fonction fe A (X x Y;C),
le nombre w(f) = u(J f(x, y)dA(x)) (que nous noterons encore
§du()§ f(x, y)dA(x) par abus de notation); si K (resp. L) est
une partie compacte de X (resp. Y), il existe un nombre ay (resp. by)
tel que, pour toute fonction g € A (X, K ; C) (resp. h e #'(Y,L;C)),
on ait |(g)| < agljg| (resp. [u(h)| < by [[h]). 11 en résulte que pour
toute fonction fe (X x Y, K x L;C),on a

|[f(x, v o] < ac] ]

pour tout y €Y, puis [v(f)| < agb, | f]. La forme linéaire v sur
A (X x Y;C) est donc une mesure sur X x Y et vérifie (1) de
fagon évidente, ce qui achéve la démonstration du th. 1.

DEFINITION 1. — Etant données deux mesures A, p définies
respectivement sur deux espaces localement compacts X, Y, on
appelle mesure produit de A par p unique mesure v sur X x Y
satisfaisant a la relation (1) pour toute fonction ge H(X;C)
et toute fonction h e A (Y ; C).

Dans la démonstration du th. 1, on peut intervertir les
roles des espaces X et Y; identifiant canoniquement Y x X et
X x Y, on définit ainsi sur X x Y la mesure

S [dA) [£(x, y) du(y),

qui satisfait encore a la condition (1). On a donc démontré le
théoréme suivant:

THEOREME 2. — Soient A, p deux mesures définies respective-
ment sur deux espaces localement compacts X,Y. Pour toute
fonction fde A (X x Y ;C), intégrale de f par rapport a la mesure
produit v de A par p a pour valeur

B)  [fxdvix ) = [dAe) [fxy) duy)
= [auy) [£Gx. y) da)
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En raison de cette derni¢re formule, I'intégrale de f par
rapport & la mesure produit v se note le plus souvent {{fdAdu,
ou [ffdudi, ou [ffau, ou [ffui, ou [ff(x,y)dAx)duy), ou

§5.f (x, y) du(y) dA(x), ou [f f(x, Ax)u(y), ou I f(x, y)u()A(x); on
dit que c’est I'intégrale double de f par rapport a A et a u. Avec cette

notation, la formule (3) s’écrit

@) [[fey) dix) duty) = [dalx) [fx, y) dp(y)
= [du(y) [ £ (x, y) dA(x).

La formule (3) montre que si 4 et u sont des mesures réelles
(resp. positives), la mesure produit v est réelle (resp. positive).

Exemples. — 1) La mesure produit des mesures de Dirac &, (x € X)
et e, (y € Y) est la mesure de Dirac ¢, ).

2) Prenons X =Y =R, et pour 4 et u la mesure de Lebesgue
(§ 1, n° 3) sur R; leur produit est appelé¢ la mesure de Lebesgue
sur R?; l'intégrale d’une fonction fe 7 (R?; C) par rapport a
cette mesure se note {5 fx, yydx dy ou {f f(x, y)dy dx; la formule
{4), pour une fonction nulle hors d’un pavé compact [a b) x (e, d),
entraine la formule

d b b d
dej f(x,y)dx :j dxj Sx,y)dy

démontrée dans Fonct. var. réelle, chap. 11, §3, n° 6.

Comme la mesure de Lebesgue sur R est invariante par toute
translation (§1, n° 3), il en résulte aussitét que la mesure de
Lebesgue sur R? est invariante par toute translation de R>.

Remarque. — Soit E un espace localement convexe séparé,
et soit f une application de #(X x Y;E) telle que f{X x Y)
soit contenu dans une partie convexe compléte C de E. Pour tout
yeY, lintégrale h(y) = {f(x, y)dA(x) appartient alors a E (§3,
n® 3, prop. 7); en outre, la fonction h appartient a A (Y;E):
en effet, pour tout 22 e E', on a

<hiy), 2y = [Kfix, ), 2> dA),

donc y — C(h(y), 2’y appartient a (Y ; C) en vertu du lemme 2.
L’intégrale [hdu est donc définie (et a priori appartient a E'¥);
montrons que 'on a
(5)  [[f0x, 1) dAx) du(y) = [du(y) {f(x, ) di(x)

= [dix) [ f(x, y) duu(y)
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généralisant ainsi la formule (4). En effet, pour tout z € E’, on a

{[[tdrduz) = H<fz> didy = [dy j<f,z’> 47
_ J<ffdi,z’> dy = <jdyffdz,z>

en vertu de (4), d’ou (5).

2. Propriétés des mesures produits

Si A (resp. p) est une mesure sur X (resp. Y) et v la mesure
produit de A par g, la restriction de v a A (X;C) ® A (Y;C)
n’est autre que le produit tensoriel A ® p des deux formes linéaires
A et u (Alg., chap. 11, 3° éd., §3, n® 2), car la relation (1) du n° 1
sécrit {(g@hv> = (g y{hu> ={g®h A®u> quels que
soient ge A (X;C) et he #(Y;C). Par abus de langage, nous
noterons encore A ® u la mesure produit v (et non seulement sa
restriction au sous-espace partout dense #(X;C) ® A (Y;C)
de XX ® Y;C)).

L’application (4, u) —A®@ u de #(X;C) x #(Y;C) dans
M(X x Y ;C) est évidemment bilinéaire, en vertu de la formule (3)
du n® 1.

PrOPOSITION 1. — Soient 1 une mesure sur X, u une mesure Y ;
sige€(X;C),he €(Y; C),ona

(6) (.4 ®(h.u=(g®h.4L&w.

En effet, pour toute fonction fe # (X x Y;C), on a, en
vertu de la formule (3) du n° 1,

S 8®N.(A® W)y = [dAx) [f(x, y)gloh(y) du(y)
= [g(x)datx) [£(x )h(y) dpuly)

ce qui prouve la formule (6).

PROPOSITION 2. — Le support du produit 1 @ u est égal au
produit du support de A et du support de p.

Remarquons en premier licu que la relation A®@ u=20
entraine que 'une des mesures 4, u est nulle (Alg., chap. I1, 3° éd.,
§ 7, n° 7, prop. 16, (ii)). D’autre part, si U (resp. V) est un ensemble
ouvert dans X (resp. Y), la restriction de A ® u au produit U x V
est le produit des restrictions de 4 a U et de ¢ a V, comme il
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résulte du th. 1 du n° 1 et de la définition de la restriction d’une
mesure a un ensemble ouvert (§2, n° 1). Pour que la restriction
de A®u a U x V soit nulle, il faut et il suffit par conséquent
que la restriction de 4 a U ou la restriction de u a V soit nulle,
ce qui démontre la proposition, compte tenu de la définition du
support d’une mesure (§ 2, n° 2).

PROPOSITION 3. — Soient Ae M (X; C), pe A(Y; C). On a
(7) 1@ u =2 & |-

Soient fe 4 (X x Y), ge #(X x Y; C) telles que |g| < f;
ona(§1, n° 6, formule (13))

Kg. 2 ® py| = | [ dix) [glx, y) du(y)] < [dllx) [lgCx, y)] dlul(y)

= gl, [ @ |ul> < <f 2 @ [ul.
On en conclut que (f,|2 ® pf> < (/.14 @ |u|), et finalement
(8) W @u <[4 @ |ul-
D’autre part, soient u e #,(X), ve A, (Y). Pour tout ¢ > 0,
il existe u, € #(X; C), v, € A(Y: C) telles que |uy| < u, jvy| < vet
[Kuy, D= |4 — & Koy ] = <o fu]) — ¢

(§ 1, n° 6). On en déduit que |u; ® v,| < u ® v, et

<u ® v, /:' ® ,u|> 2 l<u1 ® Uys /1 ® /J.>| = |<M1, i><U19 ,Ll>|
= (Qu, |2 = e)(<v, |u> — e).

Comme ¢ est arbitraire, on en conclut que

U@ v i@ u) = u | A<, Uy = <u® v, |4 @ |u.

Compte tenu de (8), on voit que
U®v A@ > =<u®u, |

Toute fonction de A (X; C) (resp. #(Y; C)) étant combinaison
linéaire de fonctions de ., (X) (resp. #..(Y)), la formule précédente
est encore vraie pour u € A (X;C) et ve #(Y; C); la proposition
résulte donc de ce que A(X; C)® A (Y; C) est dense dans
A (X xY; Q).
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COROLLAIRE. — Soient A€ M (X, R), ue #(Y; R). Alors on u
{(/1@9;1)* =AT@ut + AT ®u,
C@uw =1"@u +i- @u".
En effet, on a, en vertu de la prop. 3,
AW =3i@u+ 2@ u)
=T - A)@ W —p )+ AT AW + )
=" RQuT+ AT ®u.
On raisonne de méme pour (4 ® u)".

©)

PRrOPOSITION 4. — Soient Ae H(X; C), ue #(Y; C). On a
(10) |2 @ ul = 4] |x

en convenant de remplacer le second membre par O lorsque ['un
des facteurs est O et ’autre +oo0. En particulier, si 4 et u sont
hornées, .. @ u est bornée.

En vertu de la prop. 3 ci-dessus, et du §1, n° §, cor. de le
prop. 10, on peut se ramener au cas ou A et u sont des mesures
positives. Si 4 = 0 ou u = 0, le résultat est trivial ; supposons donc
A # 0 et u#0. Prouvons d’abord que |4 ® p| < 4] .|lu]- On
peut supposer 4 et u bornées. Pour toute fe #.(X x Y), on a

2@y = [dix) [f(x.y)du(y)
et [16e yydutyy < [ £ ]
pour tout x € X, donc

L@ w < [f1-[4]-
ce qui démontre notre assertion. D’autre part, soient

[ B < lu

deux nombres réels > 0. 1l existe ge A, (X), he A, (Y) telles que
lgll < 1, k| < 1, Ag) = o, p(h) = B. Alorsona g @ he A (X x Y),
le@h| <1 et <g®hi®u >af; donc |A & puf > af et
finalement |4 ® | = |4]|. |||, ce qui achéve la démonstration.

>

>

o< |4

3. Continuité des mesures produits

PROPOSITION 5. — Pour toute mesure Ao € #(X; C), ’applica-
tion u— Ay @ u de M (Y; C) dans MH#(X x Y; C) est vaguement
continue.
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En effet, pour toute fonction fe #(X x Y; C), on sait que
la fonction h(y) = §f(x, y)diy(x) appartient a #(Y; C) (n° 1,
lemme 2), et 'on a {f, 1, ® u> = <h, u», d’out la proposition.

PROPOSITION 6. — Lorsqu'on munit M (X; C), M#(Y;C) et
HM(X x Y C) de la topologie de la convergence strictement com-
pacte (§1,n°10), [’application bilinéaire (A, u)— A Q u de
MX;C) x M(Y;C) dans M(X x Y:C) est hypocontinue pour
les ensembles de parties vaguement bornées de M (X ; C) et M(Y ; C)
(Esp. vect. top., chap. 111, §4, n° 2).

Soient K @ X, L =Y deux ensembles compacts, A une
partie compacte de # (X x Y, K x L; C), B une partie vaguement
bornée et fermée de #(X; C); on sait que B est vaguement
compacte (§1, n°9, prop. 15), donc aussi compacte pour la
topologie de la convergence strictement compacte (§1, n® 10,
prop. 17). D’autre part, I’espace de Banach #'(X x Y, K x L;C)
est isométrique a A(X, K; #(Y, L; C)) (n° 1, lemme 1); Papplica-
tion ¢ de A (X, K; #(Y, L; C)) x .#(X; C) dans A(Y, L; C)
telle que (g, 4) soit la fonction h définie par h(y) = [g(x, y) dA(x),
est séparément continue en vertu du § 3, n° 4, prop. 8 et 9. Comme
H (X, K; A(Y, L; C)) est tonnelé, on en conclut que "application
@ est hypocontinue relativement aux parties vaguement bornées
de .#(X; C) (Esp. vect. top., chap. III, §4, n° 2, prop. 6); la
restriction de cette application 3 A x B est donc continue (loc.
cit., prop. 4). L'image C de A x B par cette application est par
suite une partic compacte de l’espace de Banach (Y, L; C).
Or, C n’est autre que 'ensemble des fonctions h(y) = { f(x, y) dA(x)
lorsque f parcourt A et A parcourt B; en vertu de la formule (3)
du n° 1, les conditions A€ B et e C° entrainent donc A ® ue A°.
En vertu de la définition de la topologie de la convergence
strictement compacte, cela prouve la proposition (Esp. vect. top.,
chap. 111, §4, n° 2, déf. 2).

La conclusion de la prop. 6 n’est plus valable lorsqu’on rem-
place la topologie de la convergence strictement compacte par la
topologie vague (exerc. 2c)). Toutefois, si B (resp. C) est une
partie vaguement bornée de .#(X,C) (resp. .#(Y; C)), I'image de
B x C par Papplication (4, u)— A ® u est vaguement bornée
dans .#(X x Y;C) en vertu de la prop. 6, donc la restriction de
cette application a B x C est vaguement continue en vertu de la
prop. 4 et du § 1, n° 10, prop. 17 (cf. exerc. 3).



90 MESURES Chap. III, § 4

4. Produit d’un nombre fini de mesures

Soient X,

14

(1<i<n) n espaces localement compacts,

n

X = [] X; leur produit. L’ensemble des combinaisons linéaires
i=1

des fonctions complexes de la forme

(X1, X0 ooy X)) f1(X 1) f2(x2) o fulX,)

n
s’identifie canoniquement au produit tensoriel (X) A '(X;; C), et il

i=1
résulte du lemme 1 du n° 1, par récurrence sur n, que ce produit
tensoriel est dense dans 4 (X ; C).
Soit alors yu; une mesure sur X; (1 <i < n); il existe sur X
une mesure v et une seule telle que, pour f; € #(X;; C) (1 < i < n),
on ait

(1) VAR FROR | RIS

En effet, si cette mesure existe, elle est unique d’apres ce qui
précede. D’autre part, soit v = p; ® p, ® - ® u, la mesure sur
X définie par la relation de récurrence sur n

L@, @ @ py= (U @ Uy @ " ® 1) ® Ly

Il résulte du n® 1, formule (1) et de cette définition (par

récurrence sur n) que v vérifie (11); on dit que c’est la mesure
n

produit des mesures p; (1 < i < n), et on la note encore (X) u;.
i=1

La relation (11) s’écrit aussi

n

(12) </ ARHL® @ Lo i QU @ ® ) = H {Sis i)

i=1

ProrosiTiON 7 («associativit¢ du produit de mesures »). —
Soit (1), <x<, une partition de intervalle (1,n) dans N; on a

(13) ® (@) = Qe
k=1 \ielx i=1

En effet, ces deux mesures coincident, d’apres (12), pour toute

fonction de ) A (X;; C).
i=1
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L’intégrale d’une fonction fe #(X; C) par rapport a la
mesure produit se note

[fdpydus ... dg,,

ou
” . J.fdul du,...du,
ou
[f® - ®u)
Oou encore
[T [ 2 X diy oy diag(xy) - dp(x,)
ou

” .- ff(xp Xos v or Xpg (X )p2(X2) o . pha(X,)

avec n signes [; on dit que c’est une intégrale multiple d’ordre n
ou intégrale n-uple. En vertu de Passociativité du produit de
mesures ¢t du théoréme d’interversion des intégrations (n° 1, th. 2),
on a, pour toute permutation ¢ de [1, n],

(14) H . -jfdﬁh du, ... dyy, = Jd#a(l) jdﬂa(z) e ffdua(n)'

La notation de l'intégrale et la formule (14) s’étendent de
facon évidente aux fonctions f € #(X; E) a valeurs dans un
espace localement convexe séparé E, telles que f(X) soit contenu
dans une partie convexe compléte de E. Nous laissons au lecteur
le soin de généraliser au produit d’un nombre fini quelconque de
mesures les résultats des n® 2 et 3 concernant le produit de deux
mesures.

En particulier, on appelle mesure de Lebesgue sur R" le produit
de n mesures identiques a la mesure de Lebesgue sur R; l'intégrale

d’une fonction fe #'(R"; E), satisfaisant a la condition précédente,
se note

” .. ff(xl, Xpye ooy Xp)dXy dx,. .. dx,

et est égale a

+ o +®© + 00
J dxlj dxz‘..j f(x, X, ..., %) dx,.

La mesure de Lebesgue sur R" est invariante par toute trans-
lation.
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5. Limites projectives de mesures

Soient X, Y deux espaces compacts, p: X — Y une applica-
tion continue; alors f»—»f % est une application linéaire continue
de %(Y; Q) dans % < |f] pour
toute fonctlon je‘/(Y C) nous noterons p’ cette appllcatlon
Sa transposée 'p': M(X;C) — #(Y;C) est donc telle que, pour
toute mesure y sur X, 'p'(¢) soit la mesure sur Y telle que

Cp'wh S =< fop
pour toute fonction fe#(Y; C). On observera que pour tout
xeX, on a 'p'(s,) = &,,; pour cette raison, on notera p,(u) la
mesure ‘p'(1), qui prolonge donc p lorsqu’on plonge canonique-
ment X (resp. Y) dans .#(X; C) (resp. #(Y; C))(§ 1,n°9, prop 13);
pour toute mesure u sur X, p,(¢) est un cas particulier de la notion

générale d’image d’une mesure, que nous étudierons au chap. V,

§6. Comme on a vu ci-dessus que l'on a ||p’| <1, on a aussi
I'p

(15) Ip(l < [lul
pour toute mesure ye #(X; C).

Considérons maintenant un ensemble préordonné filtrant I,
un systéme projectif (X,, p,g) d’espaces compacts X, (Top. gén.,
chap. I, 3° éd., §4, n® 4) ayant I pour ensemble d’indices; on sait
que I'espace limite projective X = lim X, est compact (Top. gén.,
chap. I, 3°éd., § 9, n° 6, prop. 8); nous désignerons par p, ’applica-
tion canonique de X dans X,.

Il est clair que (#(X,;C), (pyp)y) €St un systeme projectif
d’espaces vectoriels, et que ((p,),) est un systéme projectif d’applica-
tions lin€aires, ce qui justifie la définition suivante:

DEFINITION 2.— On dit qu'une famille (u,),., ow, pour tout
ael, u, est une mesure sur X, est un systéme projectif de mesures si,
pour o < fi, on a p, = (Pg)yltp). On dit qu'une mesure p sur
X = ligp X, est limite projective du systéme projectif (u,) si, pour
tout a € I, on a p, = (p,), (1.

PROPOSITION 8.— (i) Si un systéme projectif (u,) de mesures
sur les X, admet une limite projective, celle-ci est unique.

(1) Si un systéeme projectif (u,) admet une limite projective, la
famille des normes (||p,) est bornée.
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(iil) Si les p,; sont surjectives et la famille (||p,|) bornée; le
systeme projectif de mesures (1,) admet une limite projective.

(iv) Si les p,p sont surjectives, tout systéme projectif (u,) de
mesures positives admet une limite projective p, qui est une mesure
positive sur X, et 'on a |[u|| = ||p|| pour tout o

(i) Nous prouverons d’abord le lemme suivant:

Lemme 3.— Soit F [’ensemble des fonctions fe€(X; C)
ayant la propriété suivante: il existe un o€l et une fonction
f,e€(X,; C) tels que f=f,op,. Alors F est un sous-espace
vectoriel partout dense de €(X; C).

Notons d’abord que si g=gzop; et h=h,op, ou
gseb(Xy; C) et h,e¥(X,; C), il existe ael tel que a > f et
a >y, et 'on a donc pg = py, © p,, P, = Pye © Pus CE QUi MoONtre que

g+h=(g°pp+hopu)ep,

appartient a F; on voit de méme que gheF; F est donc une
sous-C-algebre de €(X; C), qui contient les constantes et est
telle que la relation f e F entraine f € F. Enfin, si x # y sont deux
points de X, il existe a el tel que p,(x) # p,(»), donc il y a une
fonction f, € €(X,; C) telle que f(p,(x)) # fp.(y)). La conclusion
résulte par suite du th. de Weierstrass—Stone (Top. gén., chap. X,
2¢éd., §4, n° 4, prop. 7).

Ce lemme étant établi, soient u, 4' deux mesures sur X telles
que (p,). (1) = (p)y (1) pour tout ael; cela signifie que, pour
tout a € I et toute fonction f, € ¥(X,;C), on a

<fa’ (pa)*(,u)> = <f;c7 (pa)*(ﬂ,)>,

ou encore {f,op,, uy = {f,°p,, Wy; autrement dit, p et u
coincident dans le sous-espace F de €(X ; C), qui est partout dense
en vertu du lemme 3, donc pu = y/, ce qui démontre (i).

(11) La relation (15) appliquée & p, montre que si p est limite
projective du systéme projectif (u,), on a nécessairement

(16) ]l = |
pour tout a e l.

1l

(ii)) Supposons les p,; surjectives; on sait qu’il en est alors
de méme des p, (Top. gén., chap. 1, 3° éd., §9, n® 6, prop. 8). Con-
sidérons un systeme projectif de mesures (u,), et montrons d’abord
qu’il existe sur F (avec les notations du lemme 3) une forme
linéaire A telle que pour tout ael et toute f, € €(X,; C), on ait
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Mf,op) = udf) En eflet, soient f5,y deux indices dans 1,
fpe€(Xy; O), f, € 6€(X,; C) deux fonctions telles que fyop, = f,°p,:
il existe alors un indice el tel que = f et a >y, donc
Pp = Ppa® Pas Py = Pyo © Da> €0 (g 2 Ppo) © s = (f,, © Py) © P; cOmMme
p. est surjective, cela entraine f; © py, = f, © p,,, donc

Bl f3 0 Ppa) = (S, 0 Pya):

mais par définition cette derniére relation s’¢écrit  aussi
ugl fg) = p,(f,), d’ol notre assertion.

Cela étant, supposons qu’il existe un nombre fini a > 0 tel
que |g,]| < a pour tout oel; alors, on a, pour toute fonction
J2€€(X,; €)

Ao o P = |l £ < all £ = all fi o pall

puisque p, est surjective. Cect montre que la forme linéaire 4 est
continue dans F, ct il résulte du lemme 3 que 4 se prolonge en
une mesure pu sur X telle que (p,), (1) = u, pour tout zel, ce qui
prouve (iii).

(iv) Pour prouver Pexistence de u, il suffit, en vertu de (iit),
de vérifier que la famille des normes (||p,]||) est bornée. Mais on a
]l = 1,(1), et pour & < B, la relation g, = (p,,),(115) entraine que
p(1) = py(1); comme I est filtrant, les masses totales de toutes
les mesures p, sont donc égales, d’ou notre assertion. En outre,
le sous-espace F vérific de fagon évidente la propriété (P) du § 1,
n°® 7, prop. 9, donc la mesure g, limite projective de (y,), est positive.
Enfin la relation u, = (p,),(¢t) montre comme ci-dessus que (1)
= p{1).

Exemple. — Soit (X,);.,. une famille d’espaces compacts;

posons X = [] X;, et pour toute partie finie J de L, posons
A€l
X; = [] X;; désignons par pr;: X — X;, et pr;x: Xg — X; (pour
A€l
J = K) les projections canoniques. On sait que (X;, pry) est un

systeme projectif d’espaces compacts, et que la limite projective
du systeme d’applications continues (pr,) est un homéomorphisme
de X sur I'espace limite projective lim X, permettant d’identifier
ces deux espaces (Top. gén., chap. I, 3°éd., § 4, n° 4 et Ens. chap. 111,
2¢ ¢d., §7, n° 2, Remarque 3). Comme les projections pr;x sont
surjectives, il résulte de la prop. 8 que ’ensemble .#(X; C) (resp.
A . (X)) s’identifie a ’ensemble des systémes projectifs (y,) tels que
la famille des normes (||y;|) soit bornée (resp. tels que les p; soient
toutes positives, et nécessairement de méme masse totale).
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Considérons en particulier le cas ou, pour chaque A€ L, on

prend une mesure u; sur X, et ol on pose yuy; =@ u;. SiJ < K
Ael

sont deux parties finies de I, on a alors, pour toute fonction
fie%6(X,; C), en vertu de la formule (14) du n° 4,
(17) pg(fyopryx) = il fy)- n w(1).

ieK -]

Pour que (y;) soit un systéeme projectif de mesures, il faut et il
suffit donc que ’on ait, soit u;, = 0 pour tout A€ L, soit y,(1) = 1
pour tout A€ L.

6. Produits infinis de mesures

Soit (X,),.. une famille d’espaces compacts, et pour tout
Ael, soit p; une mesure sur X;. Gardons les notations de

I’Exemple du n° 5, de sorte qu’en particulier on a py, ='® U; pour
Ael

toute partie finic J de L.

PROPOSITION 9.— Supposons que toutes les mesures p; soient
positives et que la famille (y;(1)),o soit multipliable dans R, (le
produit pouvant avoir la valeur 0). Alors il existe sur X une mesure
it et une seule telle que, pour toute partie finie J de L et toute
fonction f,e €(X,;; C), on ait
(18) u(fyopry) = pilfy) H py(1).

iel—J
En outre, la mesure p est positive et sa masse totale est donnée
par

(19) u(1) = [T ma1).

AeL

Soit F I'espace vectoriel formé des fonctions sur X de la forme
fepr,, ou J parcourt ’ensemble filtrant des parties finies de L,
et fye 4(X;; C); on dit encore que F est I’espace des fonctions
continues dans X ne dépendant que d’un nombre fini de variables.
Le lemme 3 du n° 5 montre que F est dense dans ¢(X; C), ce qui
prouve I’assertion d’unicité. Si, pour un AeL, on a yu; =0,
la mesure u = 0 répond a la question, puisque dans le second
membre de (18), on a puff) =0 si AeJ, et [] w(l) =0 si
AeL—]J
A ¢J. On peut donc supposer u,; # 0 pour tout A€ L, et comme
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les mesures y, sont positives, cela entraine pu,(1) # 0 pour tout
A€ L. Posons alors p) = u,/p,(1) pour tout Ae L, de sorte que
W, est une mesure positive sur X, telle que p;(1) = 1. Il résulte
alors de la prop. 8 du n® 5 qu’il existe sur X une mesure positive
y' de masse totale 1, telle que 'on ait u'(f; o pry) = ui(f;) pour
toute partie finie J de L et toute fonction f; € €(X;; C). La mesure

positive
§= < I m(l)> u
A€l

répond alors a la question, puisque 1’on a

wlfy) = w1 T e,

A€l

[T wil) = ﬂ ). [T wab)

AeL elL-1J

On dit que la mesure u définie dans la prop. 9 est la mesure
produit de la famille de mesures positives (u;),., €t on la note

& u-
Ael

COROLLAIRE. — Supposons vérifiées les conditions de la prop. 9,
et soit (L,)),.x une partition de L. Alors chacune des familles de
mesures (11;) .., admet une mesure produit, la famille des mesures

produits (® ,u,l) pcr Gdmet une mesure produit, et [’on a
Ael,

(20) R (@ n) =D

peR \leL, AeL
Cela résulte aussitot des formules (18) et (19) et de I’associativité
du produit pour les familles multipliables dans R, (Top. gén.,

chap. IV, 3¢ éd., §7, n®° 5, Remarque).

EXERCICES
§ 1
91) a) Soit X un espace localement compact. Montrer que toute
partie compacte et convexe A de I'espace localement convexe #(X; C),

contenue dans % (X), est strictement compacte. (Considérer la fonction
enveloppe supéricure de ’ensemble des f € A, s = sup f, qui est continue

€A
dans X et tend vers 0 au point a linfini de X.fPour toute fonction
numérique continue g dans X, on note P(g) I'ensemble des x € X tels
que g(x) > 0. Montrer qu’il existe dans A une fonction f telle que
P(f) = P(s); on notera pour cela que si K, est I'ensemble compact
des x € X tels que s(x) = I/n, il y a un nombre fini de fonctions f, ;€ A
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telles que les ensembles ouverts P(f, ;) recouvrent K,. Utiliser ensuite
le fait que A est convexe et fermé).

b) On suppose qu’il existe dans X un ensemble dénombrable
partout dense D. Montrer que toute partie convexe compacte A de
H'(X; C) est alors strictement compacte. (Soit U I'ensemble des x € X
tels qu’il existe f'e A pour lequel f(x) # 0, qui est une partie ouverte de
X. Montrer, en utilisant le fait que A est un espace de Baire, qu'il existe
une fonction ge A telle que g(x) % O pour tout xe U n D).

12) Soit Y un espace localement compact non compact, dénom-
brable a I'infini, et soit (Y,) une suite croissante de parties compactes
de Y formant un recouvrement de Y et telle que Y, < Y,., pour tout
n, de sorte que toute partic compacte de Y est contenue dans I'un des
Y, (Top. gén., chap. I, 3° éd., §9, n® 9, cor. 1 de la prop. 15). Soit Y le
compactifié de Stone-Cech de Y (Top. gén., chap. IX, 2° éd., § 1, exerc. 7),
de sorte que l'espace ¥(fY;R) s’identifie a I’espace des fonctions
numériques bornées et continues dans Y, et que Y est ouvert et dense
dans BY ; pour toute fonction fe €(fY ; R), Supp(f) est donc 'adhérence
dans Y de '’ensemble des yeY tels que f(y) # 0. On rappelle que si
Z,,Z, sont deux parties de Y, fermées dans Y et sans point commun, alors
leurs adhérences Z,, Z, dans BY n’ont aucun point commun (7Top.
gén., chap. I1X, 2¢ éd., §4, exerc. 17).

Soit w un point de Y — Y, et soit X = fY — {w}. Montrer que
sur P'espace .#(X: R), la topologie limite inductive .7 définie au n® 1 est
identique a la topologie de la convergence uniforme. (Si p est une semi-
norme continue pour .7, montrer, en raisonnant par ’absurde, qu’il
existe un nombre ¢ > 0 tel que p(f) < ¢|f| pour toute fonction
fe A (X;R). Dans le cas contraire, il existerail une suite (f,) de fonctions
de #'(X;R) telle que || f,]| < 1, p(f,) = n, Supp(f,) N Y, =D,

Supp(f,) N Supp(fi) =D
pour k < n. Soit alors Z; (i = 0, 1) la réunion des ensembles

Y ~ Supp(f3,+);

montrer que I'un des deux ensembles Z,, Z; est relativement compact
dans X (Top. gén., chap. X, 2° éd., §4, exerc. 7), et en déduire une con-
tradiction.)

En déduire que, muni de la topologie 7, I'espace 4 (X;R) n'est
pas quasi-complet.

3} Dans I’exemple de I'exerc. 2, on prend pour Y Iespace discret N.
Pour tout ne N, soit e, la fonction de #(X;R) telle que e,n) = 1
et e,(x) =0 pour x # n dans X. Monirer que lensemble A formé
des fonctions 0 et e¢,/(n + 1) est compact dans 7 (X;R), mais non
strictement compact. Si U est I'ultrafiltre sur N induit par le filtre des
voisinages de w dans Y = N, montrer que suivant 1, la famille des
mesures positives (ng,) tend vers 0 uniformément dans tout ensemble
strictement compact de #'(X;R), mais ne tend pas uniformément vers
0 dans A.
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14) a) Soit B, la boule unité fermée dans l’espace euclidien R”,
et soit A, I'ensemble des fonctions f € (B, ; R) de la forme

S = Ax|> = 1) + (x|a)

avec || < 1/n et |la] < 1/n. L'ensemble A, est convexe et compact
dans l'espace de Banach %(B,;R), et possede la propriété suivante:
quelles que soient les fonctions f,..., f, appartenant a A,, il existe un
point xeB, tel que fi(x)= ... = f({x) = 0; par contre, i} existe
n+ 1 fonctions gy, ...,8,.; appartenant a A, et qui ne s’annulent
simultanément en aucun point de B, (on pourra considérer ’application
x - x/(1 — || x [?) de B, dans R").

b} Soit B, I’ensemble B, muni de la topologie discrete, et posons
D, = fB,. Soit Y (resp. Y') l'espace localement compact somme topo-
logique des espaces D, (resp. B,). Montrer que fY = £Y".

c) Pour tout entier n, soit K, < 4(D,; R) ’ensemble des fonctions
numériques dont la restriction a B, = B, appartienne a A,. Soit K la
partie de €(BY ; R) formée des fonctions dont la restriction a D, appar-
tienne a K, pour tout n e N. Montrer que K est une partie compacte
et convexe de I’espace de Banach 4(fY;R). Pour toute famille finie
(f)1<i<n de fonctions de K, soit W(fi,...,f,) I'ensemble des yeY’
tels que fi(y) = 0 pour 1 < i < n. Montrer que les W(f,, ..., f,) forment
une base d’un filtre 9 sur I’espace discret Y'. En conclure qu’il existe
un point w € fY — Y tel que la trace sur Y’ du filtre des voisinages de w
dans BY soit un filtre plus fin que W. Si 'on pose X = fY — {w}, en
déduire que K = #(X;R) et, a I'aide de 1'exercice 2, conclure que dans
A (X; R) I’ensemble K est convexe, compact mais non strictement compact.

5) Montrer que si E est un espace de Fréchet et X un espace locale-
ment compact, I’'espace £ (X ; E) est bornologique.

En déduire que pour tout ensemble & de parties bornées de
H(X; C), qui est un recouvrement de (X ; C) et est tel que tout ensemble
formé des points d’une suite convergente dans .#(X; C) appartienne
a &, l'espace # (X ; C) est complet.

6) Soit u une mesure sur un espace localement compact X. Montrer
que I'on a |u| = sup Z(au) lorsque le scalaire a parcourt Iensemble
des nombres complexes de valeur absolue < 1. (Observer que pour
toute fonction ge #(X;C), et tout ¢ > 0, il existe un nombre fini
d’applications h; de X dans (0, 1), de supports compacts, et des scalaires
%; tels que I'on ait g — Y k| < eet | g — > |oulhi || < ¢).

1

Montrer que 'on a aussi |u| = sup Z(h.p), lorsque h parcourt
ensemble des fonctions de #'(X; C) telles que ||h|| < 1.

7) Donner un exemple montrant que dans .#(X;C), I'ensemble
des mesures réelles bornées u telles que H ,uH = an’est pas nécessairement
vaguement fermé, méme lorsque X est compact; montrer que si X est
localement compact et non compact, I’ensemble des mesures positives
bornées telles que ||y = 1 n’est pas vaguement fermé.

8) Soit X un espace localement compact; pour toute partic com-
pacte K de X, et tout entier n > 0, soit S, I’ensemble des fonctions
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fe #(X;C) de support contenu dans K et telles que |f] < n On
appelle topologie quasi-forte sur .#(X ; C) la topologie de la convergence
uniforme dans les ensembles S ,. Elle est moins fine que la topologie
forte (lorsque .#(X; C) est considéré comme dual de I'espace £ (X; C),
cf. Esp. vect. top., chap. IV, §3, n° 1) et lui est identique lorsque X est
paracompact.

a) Montrer que la topologie quasi-forte sur .#(X;C) est définie
par les semi-normes u+— |ul(f), ou f parcourt %, (X); 'espace .#(X; C)
est complet pour la topologie quasi-forte. Les parties bornées de
M(X; C) pour la topologie quasi-forte sont les parties équicontinues de
M(X; C).

b) Montrer que sur .#(X; R), la topologie quasi-forte est compatible
avec la structure d’espace vectoriel ordonné (Esp. vect. top., chap. II,
2°éd., §2, n° 7). En déduire que si H est un ensemble filtrant croissant
et majore dans .#(X;R), 1a borne supérieure de H dans .#(X;R) est
identique & la limite de son filtre des sections pour la topologie quasi-
forte (loc. cit.).

9) Soit X lintervalle compact (0, 1) de R.

a) Soit u, la mesure définie par la masse +1 au point 0 et la masse
—1 au point 1/n. Montrer que la suite (u,) tend vaguement vers 0 dans
A (X; C), mais que |u,| ne tend pas vaguement vers 0.

b) Soit u# la mesure de Lebesgue sur X, et soit g,(x) = sin nx.
Montrer que la mesure (1 — g,).u est positive et tend vaguement vers u
lorsque n croit indéfiniment, mais ne tend pas fortement vers u. En
déduire que les topologies induites sur .#,(X) par la topologie vague
et par la topologie forte (identique ici a la topologie quasi-forte) sont
distinctes (cf. exerc. 10).

10) Soit @ un filtre sur ’ensemble .#, (X) des mesures positives sur
X. Montrer que si @ est vaguement convergent, alors, pour toute partie
compacte K de X, il existe un ensemble M e ® et un nombre agx > 0
tels que 'on ait |u(f)| < ax.|f| pour toute fonction fe . # (X, K; C)
et toute mesure pe M.

71 11) a) Montrer que lorsqu’on munit .#(X; C) de la topologie
quasi-forte (resp. de la topologie de la convergence strictement compacte,
resp. de la topologie vague), la forme bilinéaire (f, u)— <{f, u> est
(€, T)-hypocontinue, ot T est ’ensemble des parties vaguement bornées
de .#(X;C), et ou & est 'ensemble des parties bornées de 4 (X; C)
contenues dans un (X, K; C) pour un K compact convenable (resp.
I'ensemble des parties strictement compactes de H#(X; C), resp.
I’ensemble des parties finies de #(X; C)) (cf. Esp. vect. top., chap. I,
§ 4, exerc. 7).

b) Pour toute partiec compacte K de X, montrer que la forme
bilindaire (f, W)+ {f, 4> est continue dans H#(X,K;C) x #(X;C)
lorsqu’on munit .#(X; C) de la topologie quasi-forte; elle est continue
dans A (X,K;C) x 4 (X) quand on munit .#.(X) de la topologie
vague (utiliser I'exerc. 10).

¢) On suppose X paracompact et non compact. Montrer que la
forme bilinéaire ( f, ) — <{f, u> n’est pas continue dans #(X; C) x .. (X)
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lorsqu’on munit .# (X) de la topologic forte (identique dans ce cas
a la topologie quasi-forte).

d) Donner un exemple ol X est compact et ol la forme bilinéaire
(f, Wy {f, > n’est pas continuc dans €(X;C) x .#(X:C) lorsqu’on
munit .#(X; C) de la topologie de la convergence compacte (Esp. vect.
top., chap. 1V, § 3, exerc. 2).

112) a) Montrer que [’application bilinéaire (g, u)— g.p de
¥(X;C) x .4 (X;C) dans .#(X; C) est continue lorsqu’on munit €(X; C)
de la topologie de la convergence compacte et .#(X; C) de la topologie
quasi-forte (exerc. 8) ou de la topologie de la convergence strictement
compacte.

b) Montrer que 'application bilinéaire (g, u) — g.u de

€X;C) x . #(X;C)
dans (X ;C) est (&, T)-hypocontinue lorsqu’on munit ¢(X;C) de la
topologie de la convergence compacte et .#(X; C) de la topologie vague,
© désignant ensemble des parties finies de €(X; C) et T ’ensemble des
partics vaguement bornées de 4(X; C).

¢) Montrer que lapplication (g, u)—g.u de ¥(X;C) x 4, (X)
dans . (X;C) est continue lorsqu’on munit %(X;C) de la topologie
de la convergence compacte, . #(X: C) et .#,(X) de la topologic vague.

d) Donner un exemple d’espace compact X tel que I'application
bilindaire (g, u)— g.u de €(X;C) x .#(X;C) dans .#(X;C) ne soit
pas continue lorsqu’on munit %(X; C) de la topologie de la convergence
uniforme et .#(X; C) de la topologie vague.

13) Montrer que pour toute fonction fe # (X), lapplication
W |;4f(f) est semi-continue inférieurement dans .#(X;C) pour la
topologie vague.

114) a) Soit X un espace localement compact ayant une base
dénombrable. Montrer que 'espace ., (X), muni de la topologie vague,
est métrisable.

b) Soit L P'ensemble des suites croissantes (k,),.z d’enticrs = 0,
tendant vers +oo avec n, et nulles pour n < 0 sauf pour un nombre
fini de valeurs de n; soit P I'cnsemble des classes d’équivalence formées
des translatées (k,4 ),z d’une méme suite (k,),.z (h parcourant Z);
L et P sont non dénombrables. Soit X I'espace discret somme topologique
de P ct de Z; soit H I'ensemble des mesures positives sur X définies de la
fagon suivante: pour tout o€ P et toute suite g€, v, , cst la mesure
définie par la masse + 1 au point «, la masse O aux autres points de P,
et la masse g(n) en tout point ne Z; H cst le ¢cone cngendré par les
mesures v, - Soit alors g la mesure sur X définie par la masse +1 en
chaque point de P et la masse 0 en chaque point de Z. Montrer que u
est vaguement adhérente a H mais n’est vaguement adhérente a aucune
partie vagucment bornée de H. (Utiliser le fait que pour toute application
fde Z dans N, il existe une suite croissante (k,) € L telle que pour tout
heZ, lim k, ,/f(n) = + o)

n— o0

15) Soit X un espace localement compact non compact; sur 'espacc
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N (X; C) des mesures bornées sur X, dual de I'espace de Banach
%°(X;C), on appelle topologie ultraforte la topologie définic par la
norme ||, topologie faible la topologie o(.#'(X; C), 6°(X; C)).

a) Montrer que si X est paracompact, la topologic faible sur
A (X ; C) est strictement plus fine que la topologie vague (comparer a
I'exerc. 2).

b) Montrer que sur .#'(X;C), la topologie ultraforte est stricte-
ment plus fine que la topologie quasi-forte (remarquer que pour cette
derniere e, tend vers O lorsque x tend vers le point a 'infini de X).

¢) Si X est dénombrable a l'infint et non discret, montrer que sur
A1 (X;C), la topologie faible et la topologie quasi-forte ne sont pas
comparables.

d) Dans .#'(X;C), tout ensemble faiblement borné est borné
pour la topologie ultraforte, mais il peut exister des ensembles bornés
pour la topologie quasi-forte et non faiblement bornés.

16) Soient X un espace localement compact, X' I’espace compact
obtenu par adjonction a X d’un point a linfini. Soit u une mesurc
bornée sur X; montrer qu’il existe sur X’ une mesure y’ et une seule qui
prolonge u et est telle que ||p'| = |ul|.

17) Pour toute mesure g sur un espace localement compact X
et tout homéomorphisme o de X sur lui-méme, soit pu, la mesure
S ulfoa).

a) Montrer que I'on a |u,| = |y,

b) On munit .#(X; C) de la topologic vague et on désigne par &/
I’ensemble des endomorphismes continus de I'espace localement con-
vexe #(X; C); on munit ./ de la topologie de la convergence uniforme
dans les parties vaguement bornées de .#(X; C). Soit I le groupe des
homéomorphismes de X sur lui-méme, muni de la topologie .7, définie
dans Top. gén., chap. X, 2¢éd., § 3, n° 5. Pour tout ¢ € I', soit 4, I'applica-
tion pw pu,, qui appartient a .«/; montrer que lapplication g+~ A4,
de I' dans .o/ est continue.

18) Soient X un espace compact, u une mesure sur X telle que
(1) = |lu]|. Montrer que p est une mesure positive. (Si 1, = A(w),
t; = #(u), noter d’abord que p,(1) = |lp;| et montrer que p; est une
mesure positive en utilisant le chap. II, § 2, n® 2, prop. 4; prouver ensuite
que u, = 0 en considérant u(l + if) pour une fonction fe€%(X;R)
convenable).

§2.

1) Soient X un espace localement compact, ® un filtre sur .#(X; C)
tel que le support de u s’éloigne indéfiniment suivant @; montrer
que pour la topologie quasi-forte (§ 1, exerc. 8), 4 tend vers O suivant @.

2) Montrer que pour la topologie ultraforte sur .#'(X;C) (§1,
exerc. 15), 'ensemble des mesures a support compact est partout dense
dans .#Z(X;C).
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3) Soit X lintervalle (0,1} de R. Montrer que dans ’espace de
Banach .#(X; C), la distance de la mesure de Lebesgue a toute mesure
discréte est = 1.

14) Soit A un ensemble non dénombrable. Dans I’ensembie PB(A),
on considére la relation: « M n [N et N~ [ M sont dénombrables »
entre M et N; montrer que c’est une relation d’équivalence faiblement
compatible avec la relation d'inclusion M < M’ (Ens., chap. 111, 2° &d.,
§ 1, exerc. 2). Soit B I’ensemble quotient de P(A) par cette relation
d’équivalence; montrer que sur B la relation déduite de la relation
d’inclusion par passage aux quotients est une relation d’ordre pour
laquelle B est un réseau booléien (loc. cit., exerc. 17). On sait (Top. gén.,
chap. I1, 3° éd., §4, exerc. 12) qu’il existe un isomorphisme de structure
d’ordre de B sur le réseau booléien formé des parties & la fois ouvertes
et fermées d’un espace compact totalement discontinu X. Montrer
que si U est un ensemble ouvert non vide dans X, il existe une famille
non dénombrable de parties ouvertes non vides V, de U deux 4 deux
sans point commun (utiliser le fait qu'un ensemble non dénombrable
admet une partition non dénombrable, formée de parties non dénom-
brables). En déduire que toute mesure sur X a un support rare.

5) Soit X un espace compact. On dit qu'une suite infinie (x,),n
de points de X admet une répartition limite si la suite des mesures a

n—1
support ﬁni( Y ax)/n tend vaguement vers une limite p dans .4, (X);
i=0
on dit encore que la suite (x,) est équirépartic pour la mesure p. Si T
est un ensemble total dans l'espace de Banach ¥(X;C), montrer que
pour que la suite (x,) admette une répartition limite, il faut et il suffit

n—1
que la suite (( > f(xi))/n) tende vers une limite dans C pour toute
i=0

fonction f € T. En particulier, montrer que si X est un espace compact
métrisable, pour toute suite (x,) de points de X, il existe une suite extraite
(x,.) qui admet une répartition limite.

Si X est Iintervalle (0, 1) de R et si u est la mesure de Lebesgue
sur X, montrer que pour qu’une suite (x,) de points de X soit équirépartie
pour w, il faut et il suffit qu’elle soit équirépartie mod. 1 au sens de Top.
gén., chap. VII, § 1, exerc. 14. Il faut et il suffit pour cela que, pour tout

n—1

entier me Z, la suite (( Y eZi”'""k)/n) tende vers 0 pour m # 0. En
k=0

déduire a4 nouveau, en particulier, que la suite des x, = nl — [n0]
(n e N) est équirépartie mod. 1 pour tout nombre irrationnel 0 (Top.
gén., chap. VII, § 1, exerc. 14). Quelle est sa répartition limite lorsque
0 est rationnel? Cf. aussi chap. 1V, § 5, n® 12,

§3

1) Soient E un espace hilbertien ayant une base orthonormale
dénombrable (e,) (Esp. vect. top., chap. V, §2, n° 3), E, le sous-espace
partout dense de E formé des combinaisons linéaires d’'un nombre fini
de vecteurs e,. Soit X le sous-espace compact de R formé de O et des
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points 1/n (n entier > 1); soit u la mesure positive sur X définie par la
masse 1/n% en chaque point 1/n et la masse 0 au point 0 (§1, n® 3,
Exemple 1). On considére I’application continue f de X dans E, définie
par f(0) = O, f(1/n) = e,/n pour n > 1; montrer que l'intégrale |fdu
n’appartient pas a E,,.

2) Les espaces X et E et I'application f étant définis comme dans
I’exerc. 1, montrer que I'application 71— A(f) de .#(X; C) dans E n’est
pas continue pour la topologie vague. (Si g, (1 < k < n) sont n fonctions
scalaires continues dans X, montrer qu’il existe une mesure discrete A
sur X telle que [g,di =0 pour 1 < k < n, mais que |[fdl] soit
arbitrairement grand).

3) a) Soit E un espace localement convexe séparé quasi-complet.
Montrer que lorsqu’on munit .#(X;C) de la topologie quasi-forte
(§ 1, exerc. 8) (resp. de la topologie de la convergence strictement
compacte), l'application (f, u)— [fdu est (S, T)}-hypocontinue, T
étant ’ensemble des parties vaguement bornées de .#(X ; C), S1’ensemble

_des parties bornées (resp. compactes} de -#(X;E) contenues dans un ~

A (X, K; E) pour un K compact convenable.

b) Pour toute partic compacte K de X, ’application (f, u)— {fdu
est continue dans H#(X,K;E) x .#(X;C) lorsqu’on munit #(X;C)
de la topologie quasi-forte, et dans (X, K; E) x . (X) lorsqu’on
munit .#Z, (X) de la topologie vague.

4) Démontrer le cor. de la prop. 4 du n° 2 en utilisant la prop. 8
du n°® 4 (se ramener au cas ou E est quasi-complet, et utiliser aussi le
§1,n°9, cor. 3 de la prop. 15).

§4

1) Soient X, Y deux espaces localement compacts.

a) Montrer que Papplication (1, v)— p ® vde #(X;C) x #(Y;C)
dans #(X x Y;C) est continue lorsqu’on munit .#(X;C), #(Y;C)
et #(X x Y;C) de la topologie quasi-forte (§ 1, exerc. 8).

b) Montrer que lapplication (u,v)— pu ® v de 4 (X) x 4. (Y)
dans .#,(X x Y) est continue lorsqu’on munit .#,(X), #,(Y) et
A, (X x Y) de 1a topologie vague.

12) a) Soit X lintervalle [0,1) de R; montrer que si (d)i<i<n
est une suite finie quelconque d’éléments de X deux a deux distincts,
les n fonctions |x — a, (1 < k < n) sont linéairement indépendantes.
En déduire que la fonction continue ]x — yl définie dans X x X, n’est
- ~pas-de la forme Y u(x)u/y), ou les u; et v; sont continues.

i=1

b) Pour toute mesure pe . #(X;C), on pose f,(y) = f|x — y| du(x).
Montrer que Papplication linéaire u—f, de #(X;C) dans ¥¢(X; C)
est injective, a pour image un sous-espace vectoriel partout dense L de
#(X; C), et est continue mais non bicontinue pour les topologies d’espace

normé sur #(X;C) et L. (Observer que L contient les constantes et
les fonctions linéaires par morceaux).
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¢) Soient u; (1 < i < m) m fonctions quelconques de 4(X;C) et
soit V le sous-espace vectoriel de .#(X; C) orthogonal aux u;, qui est
donc de codimension < m dans .# (X ; C). Montrer que si B est I'ensemble
des mesures u sur X telles que [uf] < 1, il existe des mesures ueB et
ve V telles que _f N dv(y) soit arbltralrement grand (utiliser b)). En
déduire que si lon mumt B, .Z4(X;C) et .#(X x X; C) de la topologie
vague, I'application (u,v)— pu® v de B x .#(X; C) dam HM(X x X;C)
n’est pas continue,

13) a) Soient X, Y deux espaces localement compacts, K < X,
L = Y deux ensembles compacts, A une partic compacte de I'cspace
A (X x Y, K x L;C). Pour tout entier n, soit V, un entourage de la
structure uniforme de K tcl que, pour tout couple (x', x")eV,, tout
y e L et toute fonction f e A, on ait

SO, 9) = [0 )| < 1n,

Soit C, I'ensemble des fonctions y— n(f(x',y) — f(x",y)) pour tous
les couples (x',x")e V, et toute f€ A; montrer que la réunion C des
C, pour tout n > 1 est unc partie relativement compacte de .# (Y, L; C).

b) Soit B la réunion de C et de I'’ensemble des applications y — f(x, y)
pour xeK et feA, qui est une partic relativement compacte de
A°(Y,L;C). Montrer que lorsque v parcourt le polaire B® de B dans
A(Y ; C) et que f parcourt A, I'ensemble des applications

ye [ £ ) dviy)

cst relativement compact dans #°(X, K ; C).
¢} Déduire de by que "application (u, vi— p ® v de

(X C) x Y ;C)

dans .#(X x Y;C) est continue lorsque I'on munit .#(X;C), .#(Y; C)
et (X x Y;C)de la topologie de la convergence strictement compactc.

4) Soient X un espace localement compact, Y un espace localement
compact et paracompact. Montrer que application canonique de
H (X x Y;C) dans A(X; A(Y;C)) est un isomorphisme d’espaces
vectortels topologiques.

5) Soient (X ), ., une famille infinie d’espaces compacts ; pour chaque
A € L, soient a, un point de X et u, une mesure positive sur X, de massc
totale 1. Pour toute partie finie J de L, soit v(J) la mesure sur X = [[X,,

AelL
produit des mesures p,; pour ielJ et des mesures ¢, pour leL —J.
Montrer que, suivant I’ensembile filtrant des parties finies de L, la mesure
v(J) tend vaguement vers u = (X) 1, mais nc tend pas fortcment vers p.
Ael

16) Avec les notations du n° 6, montrer que, pour qu’il existe sur
X une mesure u # 0 telle que, pour toute partie finte J de L et toute
fonction f, € €(X,; C), on ait

(1) f(fyopry) = lim we(fyopryk) = wlfy). [ wall)

KoJ AeL—]J
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il faut et il suffit que les trois conditions suivantes soient vérifiées:

1° u; # 0 pour tout A€ L.

2° Il existe une partie finie J, de L telle que la famille (u;(1));c1.—;,
soit multipliable dans C* (et ait donc un produit # 0).

3° La famille (||g,;]);c est multiplicable dans R% (et a donc un
produit 5 0).

Dans quels cas le second membre de (1) est-il égal & 0 pour toute
partie finie J de L et toute fonction f; € 4(X;; C)?

7) Avec les notations de I’exerc. 6, on suppose que les conditions
de cet exercice sont satisfaites. Montrer que pour tout fonction f € (X ; C),
on a

I die = T [ f e o) dptx)

la limite étant prise suivant I’'ensemble filtrant des parties finies de L,
et x; désignant pry(x) pour tout x € X et tout J < L; de méme, pour
tout xe X, on a

F) = tim [ f(o.x ) dp, )
}

lorsque toutes les mesures y; (4 € L) sont de masse totale 1 (1, désignant,
pour toute partie K de L, le produit de la sous-famille de mesures
(1) aek)-

8) Avec les notations de Pexerc. 6, montrer que si le produit de la
famille (u;) est défini et # 0, il existe une partie dénombrable K de L
telle que pour tout 1 e L — K, la mesure u, soit positive et de masse
totale 1 (utiliser I’exerc. 18 du § 1).



CHAPITRE 1V

PROLONGEMENT D’UNE MESURE.
ESPACES I*

Dans ce chapitre, X désigne un espace localement compact, p
une mesure sur X ; lorsqu’il est question d’une fonction (sans préciser
I’ensemble ou cette fonction est définie), il est sous-entendu qu’il
s’agit d’une fonction définie dans X.

Pour toute partie A de X, on désignera par ¢, la fonction
caractéristique de A (égale 4 1 dans A, a4 0 dans [}A).

§ 1. Intégrale supérieure d’une fonction positive

1. Intégrale supérieure d’une fonction positive semi-continue
inférieurement

Soient X un espace localement compact, 4 une mesure positive
sur X; on sait que u est une fonction croissante dans I’ensemble
réticulé #,(X) (que nous noterons aussi A, ).

Nous désignerons par £ (X) (ou simplement %, ) ’ensemble
des fonctions numériques positives, finies ou non, et semi-continues
inférieurement dans X. Rappelons que la somme d’une famille
quelconque de fonctions de .#, appartient a %, ; le produit d’une
fonction de £, par un nombre fini « > 0 appartient a .4, ; 'enve-
loppe supérieure d’une famille quelconque de fonctions de 4, et
I’enveloppe inférieure d’une famille finie de fonctions de £, appar-
tiennent aussi a £, (Top. gén., chap. IV, § 6, n° 2, prop. 2 et th. 4).
Nous utiliserons en outre le lemme suivant:

Lemme 1.— Toute fonction fe #, est [’enveloppe supérieure
de ’ensemble (filtrant pour la relation <) des fonctions ge A,
telles que g < f.

En effet, pour tout x € X tel que f(x) > 0, et pour tout nombre
réel fini a tel que 0 < a < f(x), il existe par hypothese un voisinage
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compact V de x tel que f(y) = a dans V; d’autre part, il existe
une fonction ge ., de support contenu dans V, égale 4 a au
point x et < a dans V (Top. gén., chap. IX, § 1, n° 5, th. 2); on a
donc 0 < g < fet g(x) = a, ce qui démontre le lemme.

DEFINITION 1.-— Etant donnée une mesure positive p sur X, on
appelle intégrale supérieure d’une fonction f € 4, (par rapport a u)
le nombre positif (fini ou égal a + oo)

pwf)= sup ulg).

geX, ,g< f

Pour toute fonction fe ., il est clair que p*(f) = u(f),
autrement dit u* est un prolongement de u & .#,.

Exemple. — Soient X un espace discret, g une mesure positive
sur X, et posons a(x) = (@) pour tout x € X. Toute fonction
numérique f définie dans X est alors continue; pour une telle
fonction f >0, on a u*(f) = ) a(x)f(x), en convenant de

xeX
poser a(x)f(x) = 0 lorsque «(x) = 0 et f(x) = +oco. En effet, on a

Zoc(x)f(x) = sup ( Z a(x)f(x)), ol M parcourt ’ensemble des

xeX M xeM
parties finies de X. $’il existe x,e X tel que f(xq) = + o0 et

a(xq) > 0, on a Z ax)f(x) = +00 d&s que xoeM, et d’autre
xeM

part, pour tout entier n > O,onaf > n. @, donc p*(f) = na(x,),

et par suite u*(f) = +oo0. Si au contraire a(x) = 0 en tous les

points ot f(x) = 4+ o0, la fonction g égale a f aux points xe M

oll a(x) > 0, a 0 ailleurs, appartient a 4., et 'on a, en vertu des

conventions faites, u(g) = Zcx(x)f(x), ce qui prouve encore la

xeM

relation u*(f) = Z alx) f(x).

xeX

PROPOSITION 1.— Pour tout nombre réel fini a > 0O et toute
fonction fe F,, on a

(1) wHof ) = ap*(f).

ProPOSITION 2. — Sur [’ensemble #., la fonction up* est
croissante.
Les démonstrations sont immédiates a partir de la déf. 1.

THEOREME 1|.— Soit H un ensemble non vide de fonctions de
S, , filtrant pour la relation <. Pour toute mesure positive u sur X,
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on d
(2) p*(sup g) = sup u*(g) = lim p*(g).
geH geH geH

Posons f = sup g. Nous démontrerons d’abord le théoréme
gecH

dans le cas particulier ol les fonctions ge H et leur enveloppe
supérieure f appartiennent ¢ A, . 11 résulte alors du th. de Dini
(Top. gén., chap. X, 2° éd., §4, n° 1, th. 1) que le filtre des sections de
H converge uniformément vers f dans toute partie compacte de X,
et en particulier dans le support K de f. Comme 0 < g < f pour
toute fonction g € H, le support de toute fonction de H est contenu
dans K ; mais par définition u est continue dans I’espace vectoriel
A (X, K; C) des fonctions continues a support contenu dans K,
pour la topologie de la convergence uniforme; d’ou la relation
(2) dans ce cas.

Passons au cas général. Il est clair que p*(g) < u*(f) pour
toute fonction ge H. D’aprés la déf. 1, tout revient a montrer
que, pour toute fonction ¥y € #, telle que ¥ < f, on a

wy) < 31:3 ¥ (g).

Pour toute fonction g € H, soit @, ’ensemble des fonctions ¢ € 4,
telles que @ < g, et soit @ la réunion des ensembles @, lorsque g
parcourt H; comme H est filtrant, il en est de méme de ®, et

on a f = sup ¢. Comme y < f,  est ’enveloppe supérieure de
ped

I’ensemble des fonctions inf (¥, @) lorsque ¢ parcourt ®; mais

comme ¥ et les fonctions inf (, ¢) appartiennent a ¢, , la premiére

partie de la démonstration prouve que u(yy) = sup u(inf(y, ¢)). Or,
ped

chaque ¢ € ® appartient 4 un ensemble @,, donc

w(inf (7, ) < ulp) < p*(g) < sup 1w (g)

d’oul 'on déduit aussitot que u(y) < sup u*(g). Nous avons donc
geH

prouvé que pu*(f) = sup u*(g); la relation p*(f) = lim pu*(g) est
geH geH

alors une conséquence du théoréme de la limite monotone (Top.
gén., chap. IV, §5, n® 2, th. 2).

THEOREME 2. — Si f, et f, sont deux fonctions de ¥, on a

3) W+ o) = p*(f) + pX (1)
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En effet. lorsque ¢, (resp. ¢,) parcourt ’ensemble des fonc-
tions de .7, telles que @, < f, (resp. ¢, < f5), les fonctions ¢, + @,
forment un ensemble filtrant (pour <) dont I’enveloppe supérieure
est f; + f5. En vertu du th. 1, on a donc

p*(f1 + f2) = sup pl@, + @2) = sup (@) + w,)),

(@,, ¢@,) parcourant 'ensemble des couples de fonctions de A7,
telles que @, < f; et @, < f,; comme on a

sup (u(@,) + u(@,)) = sup w(@,) + sup wW@,)

(Top. gén., chap. IV, § 5, n° 7, cor. 2 de la prop. 12), le théoréme est
démontré.

PROPOSITION 3.— Pour toute famille (f)., de fonctions de
SF,ona
) e (Zl ﬁ) = 3 W)
e e
En effet, pour toute partie finie J de L. il résulte du th. 2 (par
récurrence sur le nombre d’éléments de J) que p¥( Y f,) = Y u*(f);

el tel)

lorsque J parcourt ’ensemble des parties finies de I, les fonctions
g; =Y, f, appartiennent a . et forment un ensemble filtrant

el

pour la relation <, dont I'enveloppe supérieure est la fonction

Y. f.; 1a proposition résulte donc du th. 1.

el

PROPOSITION 4.— Soit f une fonction de #.. Lapplication
W u*(f) de 'ensemble M (X) des mesures positives sur X, dans
la droite achevée R, est semi-continue inférieurement pour la
topologie vague sur # ,(X) (chap. 111, §1, n°9).

En effet, cette application est par définition ’enveloppe supé-
rieure des applications u~ u(g), oi g parcourt I’ensemble des
fonctions de 7, telles que g < f; et par définition de la topologie
vague, les applications p+— pu(g) sont continues dans .#(X).

2. Mesure extérieure d’un ensemble ouvert
Etant donné un ensemble ouvert G < X, sa fonction caracté-
ristique @ est semi-continue inférieurement dans X (Top. gén.,

chap. 1V, §6, n° 2, cor. de la prop. 1). On peut donc poser la
définition suivante:
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DEFINITION 2.— Etant donnée une mesure positive p sur X,
pour tout ensemble ouvert G < X, on appelle mesure extérieure de G,
et Uon note u*(G), lintégrale supérieure p*(@g).

La mesure extérieure d’un ensemble ouvert G est donc un
nombre >0, fini ou égal a +o00. On a u*(P) = 0. En outre
p*(X) = ||p||, comme le montre la formule (23) du chap. III,
§1,n°8.

PROPOSITION 5. — La mesure extérieure d’un ensemble ouvert
relativement compact G est finie.

En effet, 1l existe alors une fonction fe %, telle que ¢ < f
(chap. HI, § 1, n° 2, lemme 1), d’ou

HHG) = pHoe) < p*(f) = ulf) < +o0.
Un ensemble ouvert de mesure extérieure finie n’est pas
toujours relativement compact (exerc. 3).

PROPOSITION 6.— Si G, et G, sont deux ensembles ouverts
tels que G, < G,, on a u*(G;) < pu*(G,).
En effet, la relation G; < G, équivaut a g, < @g,.

PROPOSITION 7.— Soit ® un ensemble de parties ouvertes de X,
filtrant pour la relation < ; on a

5) (U G) = sup i*(G),

Ge® Ge®

En effet, les fonctions ¢ forment un ensemble filtrant (pour
<) dans 4, et leur enveloppe supérieure est la fonction caractéris-
tique de la réunion des ensembles Ge ®; la proposition est
donc une conséquence du th. 1.

ProOPOSITION 8.— Soit  (G,),; une famille quelconque
d’ensembles ouverts; on a

(6) u*(U G) <Y 144G,

el el

En outre, si les G, sont deux a deux sans point commun, on da

™) u*(U G.) = ¥ #(G)

el el

En effet, si G = (_JG,, on a ¢ = sup ¢, < Y, @g,; lorsque
el

el el
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les G, sont deux a deux sans point commun, @g = Y @g; la
el

proposition est donc conséquence du th. 1 et de la prop. 3.

Exemple. — Prenons X = R, et soit u la mesure de Lebesgue
sur R (chap. III, § 1, n° 3); nous allons déterminer la mesure
extérieure d’un intervalle ouvert G = Ja,b((—~o0 < a < b < + o).
Supposons d’abord a et b finis. Pour toute fonction de f de %7,
telle que f < @g, on a, d’apres le th. de la moyenne,

+ b
j f(x)dx =f f(x)dx < b —a,

d’ou u*(G) € b — a. D’autre part, pour tout & > 0, il existe une
fonction fe £, tellequef < gpgetf(x)=1poura+e<x<bh—e¢;
d’ott u*(G) = b — a — 2¢; comme ¢ est arbitraire, on a

W) = b — a;

en d’autres termes, la mesure extérieure de G est égale a sa lon-
gueur. Ce résultat s’étend aussitdt au cas ou G est un intervalle
ouvert illimité, puisqu’il contient alors des intervalles ouverts
bornés de longueur arbitrairement grande; on a donc dans ce
cas u*(G) = + oo.

Soit maintenant G un ensemble ouvert quelconque dans R;
G est une réunion d’un ensemble dénombrable (fini ou infini)
d’intervalles ouverts Ja,, b,(, deux a deux sans point commun
(Top. gén., chap. IV, §2, n° 5, prop. 2); on a par suite

#HG) = z};(bk — @)

(prop. 8); autrement dit:

PROPOSITION 9. — Pour la mesure de Lebesgue sur R, la
mesure extérieure d’un ensemble ouvert dans R est égale a la somme
des longueurs de ses composantes connexes.

On notera en particulier que si G est un ensemble ouvert
dans R tel que p*(G) = 0, G est vide.

3. Intégrale supérieure d’une fonction positive

Pour toute fonction numérique f > O (finie ou non) définie
dans X, il existe des fonctions h e 4, telles que f < h, ne serait-ce
que la constante + oc.
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DEFINITION 3. — Soit p une mesure positive sur X; pour toute
Jonction numérique f > 0 (finie ou non) définie dans X, on appelle
intégrale supérieure de f (par rapport a u) le nombre positif ( fini
ou égal a + o0)

p*(f) = _ inf  p*(h).
hz [, he s,

Lorsque f € #,, le nombre u*(f) ainsi défini est égal a I’inté-
grale supérieure définie dans la déf. 1, puisque u* est croissante
dans £,.

Au lieu de la notation p*(f), nous utiliserons aussi les

notations J*f du. j*f(x) du(x), J*fu et rf(x)u(x).

Exemple.— Si X est un espace discret, yu une mesure positive
sur X et si 'on pose afx) = p(@y), on a p*(f)= Y alx)f(x)

xeX

pour toute fonction numérique f > 0 définie dans X, puisqu’une
telle fonction est continue (n° 1, Exemple).

PROPOSITION 10.— Si f et g sont deux fonctions numériques
> 0 définies dans X et telles que f < g, on a p*(f) < p*(g).

PROPOSITION 11.— Pour tout nombre réel fini o > 0 et toute
fonction numérique f = 0 définie dans X, on a

) wHef) = op*(f).

PROPOSITION 12.— Si f, et f, sont deux fonctions numériques
> 0 définies dans X, on a
9) w*(fy + o) < uFf) + p*(f2).

En effet, pour toute fonction h, e # telle que f; < h, et
toute fonction h, € 4 telle que f, < h,, on a, en vertu du th. 2,

WA+ f2) < phy + hy) = p¥(he) + p¥(hy)
d’ou (Top. gén., chap. IV, § 5, n® 7, cor. 2 de la prop. 12)
wrfi + )< inf pFh) + inf o p¥(hy)

hyZ f1,he Fy ha2 f2,h2e F,

ce qui n’est autre que l'inégalité (9).

Les prop. 10, 11 et 12 expriment que p* est une fonction
croissante, positivement homogéne et convexe dans I’ensemble des
fonctions numériques > 0 définies dans X (chap. I, n® 1). On
notera que si f; et f, sont deux fonctions positives quelconques,
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les deux membres de {9) ne sont pas nécessairement égaux (§4,
exerc. 8d)); nous donnerons au §5, n° 6 des conditions moyennant
lesquelles 1’égalité a lieu.

THEOREME 3. — Pour toute suite croissante (f,) de fonctions
numériques = 0 définies dans E, on a

(10) pw¥(sup f,) = sup p*(f,).

Comme chacune des fonctions f, est au plus égale a supf,,
tout revient a prouver que p*(sup f,) < sup u*(f,); c’est évident

st le second membre de cette inégalité est + oo. Dans le cas con-

traire, on a p*(f,) < + oo pour tout n; nous allons montrer que,
pour tout ¢ > 0, il existe une suite croissante (g,) de fonctions de
#, telle que f, < g, et que u*(g,) < u*(f,) + & Sig est 'enveloppe
supérieure de la suite (g,), on aura p*(g) = sup u*(g,) (n° 1, th. 1),

d’ol u*(g) < sup p*(f,) + ¢; comme sup f, < g et que ¢ est arbi-
traire, le théoréme sera démontré.
Par hypotheése, il existe une fonction h, e 4, telle que f, < h,

et que u*(f,) < p*(h,) < p*(f,) + %; montrons que les fonctions

g, = sup(hy, h,,..., h,) répondent a la question. Elles appar-
tiennent a .#,_, forment une suite croissante, et I'on a f, < g, pour
tout n; nous allons prouver qu’on a

wig) < w0 + o1 - ).

Raisonnons par récurrence sur #; le cas n = 1 est trivial. On a

d,autre part gn+1 = Sup(gn>hn+1)’ &n Zf; ct hn+1 2];1+1 > n»
d’ou inf(g,, h,,) = f,; comme on a

inf(gns hn+ 1) + sup (gn’ hn+ 1) = & + hn+1»
il résulte du th. 2 du n° 1 que

1¥8us 1) = 180 + u¥(hyi1) — p*(inf(g,, My 1))

< u*g,) + pHhys 1) — w*(f) < w(fur1) e (1 - 2i> + 3nrT

= ) + 51 = i)
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COROLLAIRE. — Soit § un ensemble de fonctions numériques
= 0, filtrant pour la relation < et tel qu’il existe une partie cofinale
dénombrable ® de & (Ens., chap. I1I, § 1, n° 7); on a
(11) p* (sup f) = sup p*(f).

S8 feB

En effet, il existe une suite croissante de fonctions de ® ayant
méme enveloppe supérieure que F:si (f,) est la suite des fonctions
de ®, rangées dans un ordre quelconque, soit (f,) une suite
partielle définic par récurrence par les conditions ny =1,
Se = sup(fu, fi); il est clair que cette suite partielle a les pro-
priétés indiquées.

Remarques. ~— 1} La relation {11) ne subsiste plus nécessairement
lorsque & est un ensemble filtrant non dénombrable de fonctions
= 0 non semi-continues inféricurement. Prenons par exemple
X = R, u étant la mesure de Lebesgue sur R, et considérons
Pensemble filtrant (pour <) & des fonctions caractéristiques @y
de toutes les parties finies M de R. On a p*(¢,) = 0 quel que soit
I’ensemble fini M, car un point est contenu dans un intervalle
ouvert de longueur arbitrairement petite, et la fonction caracté-
ristique d’un ensemble réduit 4 un point a donc une intégrale
supéricure nulle, en vertu de la déf. 3 et de la prop. 9 du n° 2.
Mais I’enveloppe supérieure de & est la fonction constante égale
aletlonau*(l)= +oc0.

2) On observera que pour une suite décroissante ( f,) de fonctions
>0, on n’a pas nécessairement p*(inf f,) = inf p*(f,), méme si

n n

w*(f,) < + oo pour tout n (cf. § 4, exerc. 8 ¢)).

PROPOSITION 13.— Pour tout suite ( f,) de fonctions numériques
> 0, définies dans X, on a

(12) u*(i f,,) <3 ut).

n=1 n=1

Il suffit d’appliquer la relation (10) a la suite croissante des

fonctions g, = > f, en tenant compte de ce que, d’aprés (9), on a
k=1 "
(g < Y W)
k=1

Au § 5, n° 6, nous donnerons des conditions moyennant lesquelles
les deux membres de (12) sont égaux.

ProposITION 14 (lemme de Fatou). — Pour toute suite (f,) de
fonctions numériques = 0, on a

(13) w¥(lim . inf £,) < lim . inf g*(f)).
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En effet, pour tout entier n, posons g, = inf f,, ,; la suite (g,)
pz0

est croissante, et I'on a lim. inf f, = sup g,, d’ou, en vertu de (10),
n—co n
p*(lim . inf f,) = sup u*(g,); mais comme g, < f,,, pour p >0,
n-—aow

on a p¥g,) < u¥(f,+,), dout p*(g,) < inf pu*(f,. ), et finalement
pz0
p*(lim . inf £,) < sup (inf u*(f, ) = lim . inf u*(f,).

n—w n pz0 n—w
COROLLAIRE.— Soit (f,) une suite de fonctions numériques
> 0 telle que, pour tout xe X, lim f(x) = +oco. Si la mesure p
n—+aoo

n’est pas nulle, on a lim p*(f,) = + 0.
n— oo

En effet, si f, est la fonction constante égale a + oo, f; est
I’enveloppe supérieure de toutes les fonctions de %7, , et comme
u# 0, on a u*(fy) > 0; mais comme f, = af, pour tout o > 0,
on a nécessairement p*(f,) = +oo (prop. 11). L’inégalité (13)
montre alors que u*(f,) tend vers + oo avec n.

PROPOSITION 15.— Pour tout scalaire o > 0 et tout couple de
mesures positives 1, v sur X, on a

(14) (p)* = ap*
(15) (u + v)* = p* + vx

En outre, la relation y < v entraine p* < v¥*.

Démontrons la relation (15). Posons 4 = u + v; on a donc
Af) = u(f) + v(f) pour fe A, ; pour fe £ , la valeur de 1*(f)
(resp. p*(f), v¥(f)) est la limite de A(g) (resp. wu(g), v(g)) lorsque g
parcourt I’ensemble filtrant (pour <) des ge A7, tellesque g < f';
on a donc A*(f) = u*(f) + v*(f). Enfin, si f est une fonction > 0
quelconque définie dans X, A*(f) (resp. u*(f), v¥{f)) est la limite
de A*(h) (resp. pu*(h), v¥(h)) lorsque h parcourt I’ensemble filtrant
(pour =) des fonctions he £, telles que h = f; on a donc encore,
par passage a la limite, A*(f) = u*(f) + v*(f), ce qui démontre
(15). On établit de méme la relation (14). Enfin, si g4 < v, on peut
écrire v=p + (v —p), ob v— u =0, donc v*¥ = u* + (v — p*,
ce qui montre que u* < v*

4. Mesure extérieure d’un ensemble quelconque

DEFINITION 4. — Soit u une mesure positive sur X; pour toute

partie A de X, on appelle mesure extérieure de A (pour la mesure p),
et on note pu*(A), lintégrale supérieure u*(@,).
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La mesure extérieure d’un ensemble est donc un nombre
> 0, fini ou égal a + =0, qui coincide pour les ensembles ouverts
avec la mesure extérieure définie dans la déf. 2 du n° 2.

PROPOSITION 16.— Si A et B sont deux parties de X telles que
A < B, on a u¥*(A) < u*(B).

COROLLAIRE. — Tout ensemble relativement compact dans X
est de mesure extérieure finie.

En effet, un tel ensemble est contenu dans un ensemble ouvert
relativement compact (Top. gén., chap. I, 3¢ éd., §9, n° 7, prop. 10),
dont la mesure extérieure est finie (n° 2, prop. 5).

PROPOSITION 17. — Si(A,) est une suite croissante de parties de
X, on a ,u*(u A,) = sup u*(A,).

PROPOSITION 18.— Pour toute suite (A,) de parties de X, on a
u*(U/M) < ) HMA,).

Ces propositions sont les traductions des prop. 10 et 13 et du
th. 3 du n°® 3 pour les fonctions caractéristiques d’ensembles.

PROPOSITION 19. — Pour toute partie A de X, u*(A) est la borne
inférieure des mesures extérieures des ensembles ouverts contenant A.

La proposition est évidente si u*(A) = + co. Dans le cas con-
traire, pour tout ¢ tel que 0 < ¢ < I, il existe une fonction
fe 4 telle que @, < fet u*(A) < p*(f) < p*(A) + & Soit G I’en-
semble des xe X tels que f(x) > 1 — & Comme f est semi-con-
tinue inférieurement, G est ouvert (Top. gén., chap. 1V, §6, n° 2,
prop. 1) et contient A; on a d’autre part f = (1 — g)@g, d’ou
1*G) < ]—%,u*(f) < r}_—é(u*(A) + ¢); comme ¢ est arbitraire,
on voit que p*(G) difféere d’aussi peu qu’on veut de p*(A), d’ou la
proposition.

§ 2. Fonctions et ens embles négligeables
1. Fonctions positives négligeables

DEFINITION 1.-— Etant donnée une mesure u sur un espace
localement compact X, on dit qu'une fonction numérique f = 0
(finie ou non) définie dans X est négligeable pour la mesure p si-l’on

a lul*(f) = 0.
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On dit aussi alors que f est p-négligeable, ou simplement né-
gligeable st aucune confusion n’en résulte.

PROPOSITION 1. Si f est une fonction négligeable > 0, toute
fonction numérique g telle que 0 < g < of (¢ scalaire > 0) est
négligeable.

En effet, on a 0 < |p|*(g) < ofp|*(f) = 0.

PROPOSITION 2.— La somme et [’enveloppe supérieure d’une
suite (f,) de fonctions négligeables = 0 sont négligeables.

En effet, on a |M,*(an) < Y |u|*(f,) = 0(81, n° 3, prop. 13)
et sup f, <D fu " "

PROPOSITION 3. — Pour qu’une fonction f = 0, semi-continue
inférieurement dans X, soit négligeable, il faut et il suffit que f soit
nulle dans le support de p.

En effet, si |u[*(f) =0, on a |u|(g) = O pour toute fonction
ge A, telle que g < f; il en résulte (chap. I, §2, n° 3, prop. 9)
que g est nulle dans le support S de u; comme f est ’enveloppe
supérieure des fonctions g e £, tellesque g < f (§ 1, n° 1, lemme 1),
on a f(x) = 0 dans S. Réciproquement, si f(x) = O dans S, on a
g(x) = 0 dans S pour toute fonction g e &, telle que g < f, et par
suite (chap. II1, § 3, n° 3, prop. 8) |ul(g) = 0, ce qui, par définition,
entraine |u|*(f) = 0.

2. Ensembles négligeables

DEFINITION 2. — Etant donnée une mesure | sur un espace
localement compact X, on dit qu’une partie A de X est négligeable
pour la mesure p si |u[*(A) = 0.

On dit encore que A est u-négligeable, ou simplement né-
gligeable si aucune confusion n’en résulte. Il revient au méme de
dire que la fonction caractéristique @, est négligeable.

PROPOSITION 4.— Toute partie d’un ensemble négligeable est
négligeable ; toute réunion dénombrable d’ensembles négligeables
est négligeables.

C’est une conséquence immédiate des prop. 1 et 2.

Exemple. — Soit p la mesure de Lebesgue sur R. Tout ensemble
{x,} réduit a un point est négligeable (cf. § 1, n° 3, Remarque 1).
Il en résulte que toute partie dénombrable de R est négligeable
pour la mesure de Lebesgue. La réciproque de cette proposition
est inexacte (§ 4, exerc. 4 b)).
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PROPOSITION 5.— Le complémentaire du support S de u est le
plus grand ensemble ouvert négligeable dans X.

En effet, d’aprés la prop. 3, pour qu'un ensemble ouvert G
soit négligeable, il faut et il suffit que G S = @, c’est-a-dire
G c {}s.

3. Propriétés vraies presque partout

Soient X un espace localement compact, g une mesure
sur X. Si P{x} est une propriété, la propriété « P{x{ presque partout
(par rapport a p)» est par définition équivalente a la propriété
«l’ensemble des x tels que (x € X et non Pix{) est p-négligeable ».

THEOREME 1.— Pour qu’une fonction numérique ( finie ou non)
[ = 0 définie dans X soit négligeable, il faut et il suffit que f(x) = 0
presque partout.

La condition est nécessaire. En effet, supposons que f soit
négligeable, et soit N ’ensemble des x € X tels que f(x) # 0; on a
@n < sup (nf), donc @y est négligeable (n° 1, prop. 1 et 2).

La condition est suffisante. Supposons en effet que 'ensemble
N des points ot f(x) # 0 soit négligeable; on a alors f < sup ney,

n

donc f est négligeable (n° 1, prop. 1 et 2).

PropPOSITION 6.— Si f et g sont deux fonctions = 0 ( finies ou
non) définies dans X et telles que f(x) = g(x) presque partout, on a
u*(f) = |u[*).

En effet, soit N I’ensemble négligeable des points xe X
tels que f(x) # g(x). Les fonctions inf(f, g) et sup(f, g) étant
égales sauf aux points de N, 1l suffit de démontrer la proposition
lorsque f < g. Soit h la fonction égale a + oo aux points de N,
a 0 dans GN; onaf<g<f+h dou

*(f) < [u*g) < [u*(f + ) < u*(f) + |ul*(h) = [ul*(f)

(puisque h est négligeable), d’ou la proposition.

PROPOSITION 7.— Si f est une fonction = 0 définie dans X et
telle que |u|*(f) < + 0, f(X) est fini presque partout.
En effet, soit N l'ensemble des points xe X tels que
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f(x) = 4+ o0 pour tout entier n, on a neYy < f, d’ol

nlul*(on) < |ul*(f);

comme n est arbitrairement grand, on a |,u|*(N) = 0.

Par contre, méme lorsque X est compact, une fonction f > 0
définie dans X et partout finie peut avoir une intégrale supérieure
infinie, comme le montre ’exemple o X = (0, 1), f(x) = 1/x pour
x > 0et f(0) = 0, u étant la mesure de Lebesgue sur X.

4. Classes de fonctions équivalentes

Soit x4 une mesure sur un espace localement compact X.
Etant donné un ensemble F, on dit que deux applications f,
g de X dans F sont équivalentes par rapport a u (ou p-équi-
valentes, ou simplement équivalentes si aucune confusion n’en
résulte) si 'on a f(x) = g(x) presque partout dans X. Comme la
réunion de deux ensembles négligeables est négligeable, on définit
bien ainsi une relation d’équivalence dans I’ensemble FX de toutes
les applications de X dans F; quand nous parlerons de classe
d’équivalence d’une telle fonction f (sans préciser davantage), il
sera sous-entendu qu’il s’agit de la classe des fonctions égales
presque partout a f ; dans ce chapitre et les suivants, nous dési-
gnerons cette classe par la notation f.

PrROPOSITION 8. — Soit (F,) une famille dénombrable ( finie ou
infinie) d’ensembles. Pour tout indice n, soient f,, g, deux applica-
tions équivalentes de X dans F,; alors il existe un ensemble
négligeable H tel que, pour tout x ¢ H, on ait f,(x) = g,(x) pour
tout n.

En effet, 'ensemble H, des xe X tels que f,(x) # g,(x) est
négligeable, donc il en est de méme de leur réunion H (n° 2, prop. 4)
et cet ensemble répond a la question.

COROLLAIRE. — Si ¢ est une application de []F, dans un

ensemble G, les applications @((f,)) et ¢((g,) de Xn dans G sont
équivalentes.

On désignera par ¢((f,) la classe d’équivalence de toute
fonction ¢(( f,)), lorsque f, est une fonction arbitraire de la classe f,.
En particulier, si F est un espace vectoriel sur R, on définit
f + g et of comme classes d’équivalence de f + g et af respective-
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ment (f et g applications de X dans F, a scalaire); on obtient
ainsi, sur ’ensemble des classes d’équivalence des applications
de X dans F, une structure d’espace vectoriel: c’est d’ailleurs la
structure d’espace quotient de celle de FX par le sous-espace des
apphcatlons f telles que f = 0 (fonctions nulles presque partout)
qu’on appelle encore fonctions négligeables (& valeurs dans F).
On définit de méme le produit gf, ou f est une classe d’équivalence
d’applications de X dans F, et ¢ une classe d’équivalence de fonc-
tions numériques (finies) définies dans X: I’ensemble des classes
d’équivalence d’applications de X dans F est ainsi muni d’une
structure de module sur 'ensemble des classes d’équivalence des
fonctions numériques finies définies dans X (lui-m&me muni d’une
structure d’anneau). Si F est une algébre sur R, on définit de méme
une structure d’algébre sur I’ensemble des classes d’équivalence
d’applications de X dans F.

Soit F un espace topologique métrisable, et considérons sur F
une structure uniforme compatible avec sa topologie, et définie
par unc famille dénombrable d’écarts p, (Top. gén., chap. IX,
§§ 1 et 2); pour que deux applications f, g de X dans F soient équi-
valentes, il faut et il suffit que les fonctions numériques p,(f, g)
soient négligeables; cela équivaut en effet a dire qu’il existe dans
X un ensemble négligeable H tel que, pour tout x¢ H, on ait
pf(x), g(x)) = O pour tout n, ¢’est-a-dire f(x) = g(x). En particu-
lier, si F est un espace localement convexe métrisable, (q,)
une famille dénombrable de semi-normes définissant la topologie
de F (Esp. vect. top., chap. 11, 2¢ éd., § 4, n° 1), pour que deux appli-
cations f, g de X dans F soient équivalentes, il faut et il suffit que
les fonctions numériques g,(f(x) — g(x)) soient toutes négligeables.

PROPOSITION 9. — Soient f et g deux applications continues de
X dans un espace topologique séparé F; pour que f et g soient
équivalentes, il faut et il suffit que f(x) = g(x) en tout point du
support de u.

En effet, 'ensemble des xe X tels que f(x) # g(x) est un
ensemble ouvert (Top. gén., chap. I, 3° éd., §8, n° 1); pour qu’il
soit négligeable, il faut et il suffit qu’il ne rencontre pas le support
de u (n° 2, prop. 5).

ProposITION 10. — Soit F un espace localement convexe
séparé sur R tel qu’il existe dans le dual ¥’ de F une suite (a,) partout
dense pour la topologie faible o(F', F) (Esp. vect. top., chap. II,
2¢ éd., § 6, n° 2). Pour que deux applications f, g de X dans F soient
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équivalentes, il faut et il suffit que, pour tout n, les fonctions
numériques <{f(x), a,) et {(g(x), a,) soient équivalentes.

La condition est évidemment nécessaire. Inversement, si elle
est remplie, il existe un ensemble négligeable H tel que, pour
tout x ¢ H, on ait {f(x), a,> = {(g(x),a,> pour tout n, cela signifie
que les formes linéaires faiblement continues sur F', z’'— {f(x), z">
et z'+— {g(x),z’) sont égales en chacun des points a,, donc sont
identiques en vertu de ’hypotheése, ce qui prouve que f(x) = g(x)
pour tout x ¢ H.

On notera que 'hypothése de la prop. 10 s’applique en parti-
culier lorsque F est un espace localement convexe métrisable et
de type dénombrable (Esp. vect. top., chap. IV, §2, n° 2, cor. de la

prop. 3).
5. Fonctions définies presque partout

Conformément a la définition du n® 3, une application fd’une
partie A de X dans un ensemble F est dite définie presque partout
si le complémentaire de I’ensemble A ou elle est définie est un
ensemble négligeable. On appelle encore classe d’équivalence de f,
et on note f, la classe d’équivalence de toute fonction définie dans
X tout entier et égale a f(x) aux points x € X ou f est définie; il est
clair que cette classe ne dépend que de f. On dit encore que deux
fonctions f, g, définies presque partout, sont équivalentes, sif = g:
cela signifie donc que I'ensemble des points o f(x) et g(x) sont
tous deux définis et égaux a un complémentaire négligeable.

On en déduit aussitét que la prop. 8 du n° 4 et son corollaire
se généralisent au cas ou, dans leur énoncé, on suppose seulement
que chacune des fonctions f,, g, est définie presque partout; les
fonctions ¢((f,)) et ¢((g,)) sont alors, elles aussi, définies presque
partout; la classe d’équivalence de ¢((f,)) est encore ¢(( fN,,)).

Une fonction définie presque partout, a valeurs dans un
espace vectoriel F, est encore dite négligeable si elle est équivalente
a 0. Si f est une fonction négligeable a valeurs dans F, et u une
application linéaire de F dans un espace vectoriel G, la fonction
composée u o f (définie presque partout), est négligeable ; de méme,
pour toute fonction numérique (finie) g, définie presque partout,
la fonction gf (définie presque partout) est négligeable.

On aura soin d’observer que, dans I’ensemble des fonctions a
valeurs dans F et définies presque partout, la loi de composition
interne (£, g)—f + g nest pas une loi de groupe, car la fonction
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0 est bien élément neutre pour cette loi, mais si f n’est pas partout
définie, il n’existe pas de fonction g telle que f + g = 0. Clest ce
qui motive I'introduction des classes d’équivalence f qui, elles,
forment un espace vectoriel.

Soit (f,) une suite d’applications dans un espace topologique
F, chacune d’elles étant définie presque partout dans X. On dit que
la suite (f,) converge (simplement) presque partout vers [ dans X
si 'ensemble des points x e X ou tous les f,(x) sont définis et ou
la suite (f,(x)) a une limite égale a f(x), a un complémentaire
négligeable. 1l est clair que si, pour chaque n, la fonction g, (définie
presque partout) est équivalente a f,, la suite (g,) converge presque
partout vers f.

Si F est un espace vectoriel topologique, on définit de méme
une série presque partout convergente dont le terme général est
une fonction f, définie presque partout dans X et a valeurs dans F;
la somme de cette série est une fonction définie aux points ou les

n

sommes partielles ) fi(x) sont définies et ont une limite, et sa
k=1 R

classe ne dépend que des classes f,,.

6. Classes d’équivalence de fonctions a valeurs dans R
eq

Conformément a la définition du n° 3, on dit qu’une fonction
f, définie presque partout dans X, et a valeurs dans R, est finie
presque partout si 'ensemble des x € X pour lesquels f(x) est défini
et fini a un complémentaire négligeable. Une fonction finie
presque partout est équivalente a une fonction partout finie; on
peut donc identifier sa classe f 4 une classe de fonctions numériques
finies définies dans X (ou presque partout dans X). En particulier,
la somme et le produit de deux classes de fonctions finies presque
partout sont définis, et 'ensemble de ces classes est une algebre
sur R. Si (f,) est une suite de fonctions a valcurs dans R, définies et

n
finies presque partout, les sommes partielles Y fi(x) sont définies
k=1

presque partout; si, pour presque tout x e X, clles ont une
limite f(x) dans R, on dit encore que la série de terme général f,
converge presque partout et que f est la somme de cette série
(on notera que f n’est pas nécessairement finie presque partout).

Si fet g sont deux fonctions numeriques définies et finies presque
partout dans X, f + & (resp. fg) est la classe de toute fonction
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egale afix) X) (resp. f(x)g(x)) aux points x € X ol cette expres-
sion a un sens. On notera que f et g peuvent étre partout définies
toutes deux sans que f(x) + g(x) (resp. f(x)g(x)) soit défini pour
tout x (Top. gén., chap. IV, §4, n°® 3); par définition f + g (resp. fg)
est alors la fonction égale a f(x) + g(x) (resp. f(x)g(x)) aux points
ou cette expression est définie; elle est donc seulement définie
presque partout.

Soient f et g deux fonctions numériques (finies ou non)
définies presque partout dans X et telles que f(x) < g(x) presque
partout; si f; est équivalente a f et g, équivalente a g, il est clair
que l'on a aussi fi(x) < g,(x) presque partout. La relation con-
sidérée ne dépend donc que des classes de fet de g; on I’écrit f < g,
et on vérifie aussitdt que cette relation est une relation d’ordre
dans I’ensemble des classes d’équivalence des fonctions a valeurs
dans R. Si ( fn) est une famille dénombrable (finie ou infinie) de
ces classes, et si, pour tout #, f, et g, sont deux fonctions définies
presque partout, appartenant a la classe f,, il résulte de la prop. 8
du n° 4 que les fonctions sup f, et sup g,, définies presque partout,

n n

sont équivalentes; leur classe ne dépend donc que des classes f,,
et 'on vérifie aussitot que c’est la borne supérieure sup f, de ces
n

classes dans ’ensemble des classes de fonctions a valeurs dans R,
ordonné comme il vient d’étre dit (ensemble qui en particulier
est donc réticulé). On montre de méme Iexistence de la borne
inféricure 1nff,,, et 'on a 1nff,, —sup (—f,). Il en résulte que

lim. sup f, et lim. sup g, sont aussi equlvalentes et leur classe,

N—'OO n—oc

~

qu’on note lim.sup f,, est égale a 1nf(supf+p); on définit de

h=0 n

méme lim. inf £,

n-> o
Une fonction numérique finie ou non f est dite négligeable si
elle est équivalente a 0; cette définition équivaut a la définition 1
pour les fonctions positives et partout définies, en vertu du th. 1.
Pour que f soit négligeable, il faut et il suffit que |f| le soit (ou
que f* et f~ soient toutes deux négligeables).

§ 3. Les espaces L?
1. L’inégalité de Minkowski

Soient X un espace localement compact, 4 une mesure sur
X. Dans I’ensemble des fonctions numériques positives (finies ou
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non) définies dans X, la fonction |u|*(f) est positive, positivement
homogene, croissante et convexe (§1, n° 3, prop. 10, 11 et 12).

PROPOSITION 1.— Pour tout nombre réel fini p> 1 et tout
couple de fonctions positives f, g (finies ou non) définies dans X, on a

(1) (ul*Cf + NV? < (ul* (SN + (ul*@?)?

(inégalité de Minkowski).

En effet, I'inégalité (1) est évidente lorsque 'un des termes du
second membre est égal a + 0. Dans le cas contraire, f et g sont
presque partout finies (§2, n° 3, prop. 7). Si f; et g, sont des fonc-
tions finies et positives équivalentes & f et g respectivement, f%, g}
et (f; + g,)? sont équivalentes a f*, g” et (f 4+ g)? respectivement,
et comme deux fonctions positives équivalentes ont méme inté-
grale supérieure (§2, n° 3, prop. 6), tout revient & démontrer
I'inégalité (1) dans le cas ou fet g sont des fonctions partout finies;
mais dans ce cas, I'inégalité est un cas particulier de 'inégalité de
Minkowski générale démontrée au chap. I, n° 2, prop. 3.

Nous aurons encore a utiliser I'inégalité élémentaire suivante:
si p 2 1, quels que soient les nombres a > 0, b > 0, on a
(2) a? + b* < (a + b

En effet, I'inégalité est évidente si a = b = 0 ou si 'un des
nombres a, b est +00; si g, b sont finis et a + b > 0, elle s’écrit

2 p+ —é—p<letr’sulted ce que [ —= e
a+b a+b) SO CeACNTTE) Sar b

b "< b et a N b _ 1
a+b) Ta+b a+b a+b

2. Les semi-normes N »

Dans tout ce qui suit, F désignera un espace vectoriel normé
complet (espace de Banach) sur le corps R ou le corps C; la norme
d’un élément ze F se notera z|. Etant donnée une application f
d’un ensemble A dans F, on notera |f| I'application x ~— |f(x)| de A
dans R, (on aura soin d’observer que |f| est une fonction numé-
rique, et non un nombre).

DEFINITION 1.— Soient X un espace localement compact, u
une mesure sur X. Pour toute application f de X dans un espace
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de Banach F, et tout nombre p tel que 1 < p < + o0, on désigne par

* 1/p
N,(f, w), ou simplement par N (f), le nombre positif (j If]? d|u| )
On notera que le nombre N (f) peut €tre égal & + co.

PROPOSITION 2.— Sif et g sont deux applications de X dans F,
et o un scalaire quelconque # 0, on a, pour 1 < p < + o0,

(3) N, (of) = |a|N(f)

4) N + g) < N,(f) + N,(g)

En effet, la relation (3) découle aussitot de la déf. 1 et du
fait que |u|* est positivement homogene; d’autre part, comme
If + g| < [f] + |g|, I'inégalité (4) résulte de I'inégalité de Minkowski
(1) et du fait que |u|* est croissante.

Nous étendrons la déf. 1 au cas des fonctions numériques
finies ou non, définies dans X, en posant encore

N,(f) = ( J G dlul)w

pour une telle fonction £ On voit aussitdét que les relations (3)
et (4) sont encore valables pour ces fonctions lorsque f + g est
définie dans X et « # 0. En outre:

THEOREME 1 (théoréme de convexité dénombrable). — Soit
(f,) une suite de fonctions > 0 (finies ou non) définies dans X.
Pour 1 £ p< +o,0na

© N( 24} < 5 N

Posons en effet f = ) f,; fest I'enveloppe supérieure de la
n=1

suite croissante des fonctions g, = ) f;; la définition de N (f)
k=1

et le th. 3 du § 1, n® 3 montrent que N(f) = sup N(g,). Mais on a

N,(g,) < Y N,(f) en vertu de la prop. 2, d’ot I'inégalité (5).
k=1
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ProposITION 3. — Sif et g sont deux applications équivalentes
de X dans un espace de Banach F, on a N,(f —g) =0 pour
I < p < +o0; réciproquement, si N (f — g) = 0 pour une valeur de
p = 1, f et g sont équivalentes.

La proposition résulte aussitot du th. 1 du §2, n° 3.

Si f et g sont deux applications équivalentes de X dans F, on a
N, (f) = N,(g) pour tout p > 1(§2, n° 3, prop. 6); N (f) ne dépend
donc que de la classe f de f, et I'on pose par définition N (f) = N (f).
Comme les classes d’applications de X dans F forment un espace
vectoriel (§ 2, n® 4), les relations (3) et (4) peuvent aussi s’écrire

(6) N, (of) = [a|N,(D)
(7) N,(f + 8 < N, + N,@).

On définit de méme Np(f) pour toute classe de fonctions
numériques équivalentes (finies ou non).

On peut par suite définir N (f) pour une fonction a valeurs
dans F (resp. dans R) définie presque partout dans X, en posant
N,(f) = Np(f); il est clair alors que les relations (3) et (4) sont
encore valables (en supposant o # 0 et f + g définic presque
partout, lorsqu’il s’agit de fonctions numériques, finies ou non).

# I/p
Si 0 < p < 1, on pose encore N (f) = (f ‘f|pd|y|) , mais les

inégalités (4) et (5) ne sont plus valables (cf. chap. I, exerc. 5 et
chap. 1V, §6, exerc. 13).

3. Les espaces F¢

Soient F un espace de Banach, #(X; F) (ou simplement %)
Pespace vectoriel de toutes les applications de X dans F. Pour
1 € p < 4+ o0 nous désignerons par FP(X, u; F) ou ZFYX, w), ou
simplement Z§{(y), ou FL (si aucune confusion n’en résulte),
P’ensemble des applications f de X dans F telles que N (f) < +
(on écrit Z7 au lieu de Z§). 1l est clair que Z(u|) = Fw.
Il résulte aussitot de la prop. 2 du n® 2 que FE est un sous-espace
vectoriel de Fg, et que N (f) est une semi-norme sur cet espace.
Nous supposerons toujours (sauf mention expresse du contraire)
que Z% est muni de la topologie définie par cette semi-norme;
nous dirons que cette topologie est la topologie de la convergence
en moyenne d’ordre p (pour p = 1, on l'appelle simplement la
topologie de la convergence en moyenne; pour p = 2, on dit aussi
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« topologie de la convergence en moyenne quadratique»). On
dira qu’un filtre ® sur F§£ (resp. une suite (f,) d’éléments de F}),
qui converge vers f pour cette topologie converge en moyenne
d’ordre p vers f; cela signifie donc que N (g —f) tend vers 0
suivant ® (resp. que N(f, — f) tend vers O lorsque n croit in-
définiment).

On étend aussitdt cette terminologie au cas ol les fonctions
f, et la fonction f sont seulement définies presque partout (ou a
valeurs dans R, définies et finies presque partout).

On notera que l’espace localement convexe F§ n’est pas
séparé en général; I’adhérence de O dans cet espace est le sous-
espace A des applications négligeables de X dans F (n° 1, prop. 3).

Remarque. — Soit F un espace de Banach sur le corps C des
nombres complexes; alors, pour toute fonction fe % et tout
nombre complexe «, of appartient & L, et 'on a N (af) = |«|N,(f);
en d’autres termes, F} est aussi un espace vectoriel sur C, et N (f)
une semi-norme sur cet espace vectoriel complexe (cf. Esp. vect.
top., chap. 11, 2¢ ¢éd., § 1).

PROPOSITION 4.— Soit B une base de filtre sur 2. On suppose
qu’il existe un ensemble compact K < X tel que, pour toute partie
M e B, toutes les applications fe M uient leur support dans K.
Dans ces conditions, si B converge uniformément dans X vers fy, f,
appartient a FE, et B converge en moyenne d’ordre p vers f,.

Il revient au méme de dire que, sur ’ensemble des applications
fe #{ dont le support est contenu dans un ensemble compact
fixe, la topologie de la convergence uniforme est plus fine que la
topologie de la convergence en moyenne d’ordre p.

En effet, soit h une application continue de X dans (0, 1),
a support compact, égale a 1 dans K (chap. II1, § 1, n° 2, lemme 1).
Pour tout ¢ > 0, il existe M e B tel que, pour toute application
feM, on ait [f(x) — fo(x)| < eh(x) pour tout xe X. On en déduit
N (f — f;) < eN(h), d’ot la proposition.

PROPOSITION 5. — L’espace localement convexe F} est complet.
Comme ’espace séparé associé a F P est un espace norme, il
suffit de prouver que toute suite de Cauchy (f,) dans FE a une
limite pour la topologie de la convergence en moyenne d’ordre p
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(Top. gén., chap. 1X, §2, n° 6, prop. 9). Par hypothése, pour tout
¢ > 0, il existe un entier m, tel que les relations m = my, n = m,
entrainent N (f, — f,) < & On peut donc définir par récurrence
sur k une suite strictement croissante (n,) d’entiers > 0 tels que
Pon ait N, , —1,) < 27 Si nous montrons que la série de
terme général g, =1, — 1, (k > 1) est convergente en moyenne
d’ordre p, elle aura une somme ge #f, et f =g + f, sera limite
de la suite (f, ) dans F}; f sera alors valeur d’adhérence de la
suite (f,); comme cette suite est une suite de Cauchy, elle aura
pour limite f et la prop. 5 sera démontrée (Top. gén., chap. II,
3¢ éd., §3, n° 2, cor. 2 de la prop. 5).

La prop. 5 est donc conséquence de la proposition suivante:

PROPOSITION 6. — Soit (f)) une suite de fonctions de F%, telle

@€
que Y. N(f,) < + 0. Dans ces conditions, la série de terme général
n=1

f(x) e F est absolument convergente presque partout dans X. Si ’on
o0
pose fix) = Z f(x) aux points ou la série converge, et f(x) = 0
n=1
ailleurs, la fonction £ appartient @ F§ et est somme de la série de
terme général f, (pour la topologie de la convergence en moyenne
d’ordre p); de fagon précise, on a, pour tout n = 0,

(8) N,,(f— Z fk> < f N (f,).

k=n+1

Considérons en effet la fonction positive (finie ou non)
g(x) = Y |f,(x)]. D’apres le th. de convexité dénombrable (n° 2,
n=1

th. 1),ona N(g) < Y N(f,) < +00;donc g est finie presque par-
n=1

tout (§ 2, n° 3, prop. 7), ce qui signifie que la série de terme général
f(x) est absolument convergente presque partout. Comme
F est complet, cette série est convergente presque partout,

et lon a, pour tout xeX, [f(x)< Zl If.(x)] = g(x), d’ou

N,(f) < N(g) < ) N,f,) < + o0, ce qui prouve que f appartient

n=1
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a #L. D’autre part, pour tout entier n, on a

[=¢)

1£(x) — kz o< S )

k=n+1

k=n+1
thése la série de terme général N (f,) est convergente ; pour tout ¢ >0,

presque partout, d’ol Np<f - fk> < Y Nf). Par hypo-
k=1

il existe donc un entier n tel que Z N, (f,) < ¢ et I'inégalité (8)
k=n+1

prouve que f est somme de la série de terme général f,, pour la
topologie de la convergence en moyenne d’ordre p.
Les propositions 5 et 6 sont donc complétement démontrées.

4. Fonctions de puissance p-iéme intégrable

L’espace vectoriel #(X;F) (que nous noterons simplement
A si aucune confusion n’est a craindre), formé des applications
continues et & support compact de X dans F, est évidemment un
sous-espace de chacun des espaces vectoriels F§.

DEFINITION 2.— Etant donnés un espace localement compact
X, une mesure p sur X et un espace de Banach F, on désigne par
LoX, u) (ou simplement L& u), ou LE) I’adhérence, dans I’espace
localement convexe FEX, u), de I’espace vectoriel A (X;F) des
applications continues et a support compact de X dans F. On note
LEX, u) (ou L&uw), ou L) l’espace séparé (normé) associé a
LEX, ). On dit que les fonctions appartenant a £} sont des
fonctions de puissance p-iéme intégrable (*).

LRX, ) et LEX, 1)) = LEX, p).

On écrira £7? et L" au heu de #g et Li (ou de L% et LY
lorsque cela n’entraine pas de confusion). Si F est un espace de
Banach complexe, ¥ et LE sont munis d’une structure d’espace
vectoriel topologique sur le corps C (n° 3, Remargque).

Il est clair que toute fonction de F§, équivalente a une fonc-
tion de #§, appartient 3 . Une fonctlon valeurs dans F, et
définie presque partout dans X, est encore dite de puissance p-iéme
intégrable si elle est équivalente & une fonction de #%; de méme,

une fonction a valeurs dans R, définie et finie presque partout

(*) La justification de cette terminologie sera donnée au §4, n° 2.
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dans X, est dite de puissance p-ieme intégrable si elle est équivalente
a une fonction de &#7.

Les fonctions de Z% (resp. de #?) sont donc les fonctions de
puissance p-ieme intégrable qui sont définies dans X tout entier
(resp. définies et finies dans X tout entier). Dans ce paragraphe
et le suivant, la plupart des propositions démontrées pour les
fonctions de #% (resp. £F) s’étendent immédiatement aux fonc-
tions de puissance p-ieme intégrable qui ne sont pas partout
définies (resp. qui ne sont pas partout définies et finies); nous
laisserons le plus souvent au lecteur le soin de formuler et de
démontrer ces résultats.

Remarques. — 1) Comme on 1'a déja signalé (§2, n° 5) les fonc-
tions de puissance p-iéme intégrable, a valeurs dans F, ne forment
pas un espace vectoriel en général.

2) En général, I'espace Z§ est distinct du sous-espace %
(§ 4, cxerc. 8).

La déf. 2 donne aussitét le critére suivant:

PrOPOSITION 7.— Pour qu’une fonction f appartienne a £L, il
faut et il suffit que, pour tout ¢ > 0, il existe une fonction g, continue
et a support compact, telle que N (f — g) < &.

En d’autres termes, les fonctions de #% sont les limites de suites
de fonctions continues & support compact, pour la topologie de
la convergence en moyenne d’ordre p.

PROPOSITION 8. — Soit f une fonction numérique ( finie ou non)
définie presque partout; si, pour tout ¢ > 0, il existe deux fonc-
tions g, h de puissance p-iéme intégrable, telles que g < f < h
presque partout et que N (h — g) < &, [ est de puissance p-ieme
intégrable.

En effet, f est finie presque partout, et

N, (f =g < Nyh—g) <e;

la prop. 7 montre donc que f est de puissance p-i¢éme intégrable.

Comme, par définition, £% est un sous-espace fermé de F 2, et
que ce dernier est complet (n® 3, prop. 5), on a le résultat suivant
(Top. gén., chap. 11, 3¢ éd., § 3, n° 4, prop. 8):

THEOREME 2. — L’espace L% est complet; I’espace L§ est un
espace de Banach.
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Dans I’espace L{, la norme N (f) d’une classe se note encore

I£ll,-
On peut préciser le th. 2 de la fagon suivante:

THEOREME 3.— Soit (f,) une suite de Cauchy dans I’espace
b il existe une suite (f,) extraite de (f,), ayant les propriétés

suivantes .

1° la série de terme général N (f,, . — 1) est convergente,

2° la série de terme général f, . (x) — 1, (x) est absolument
convergente presque partout,

3° si f est une fonction définie dans X et égale presque partout
a la limite de la suite (£, (x)), f appartient a L§ et la suite (f,) converge
en moyenne d’ordre p vers f;

4° il existe une fonction g > 0 semi-continue inférieurement,
telle que N,(g) < + o et que, pour tout k, on ait £, (x)] < g(x)
pour tout x € X.

Comme dans la démonstration de la prop. 5 du n° 3, il suffit
de définir la suite (n,) par récurrence de sorte que

Np(fnk+1 - fnk) < Z—k;

les parties 2° et 3° résultent alors de la prop. 6 du n° 3 et du fait
que Z% est fermé dans #L. D’autre part, si h(x) est somme de la
série de terme général If, . (x) — £, (x)], le th.1 du n°2 montre
que N (h) < +c0; par définition de |ul*, il existe donc une fonc-
tion semi-continue inférieurement g > h + |f, | telle que

N,(g) < + oo,

ce qui achéve la démonstration.

COROLLAIRE 1.— Si une suite de Cauchy (f,) dans I’espace %
est telle que la suite (f,(x)) converge presque partout vers f(x), f est
de puissance p-iéme intégrable, et la suite (f,) converge en moyenne
d’ordre p vers f.

En effet, il existe une suite (f,) extraite de (f,) telle que
(f,(x)) converge presque partout vers g(x), ou g est une fonction
de Z% telle que (f,) converge en moyenne d’ordre p vers g. Les
hypothéses entrainent donc que f(x) = g(x) presque partout, d’ou
le corollaire.

COROLLAIRE 2.-— Soit & un ensemble partout dense dans L.
Pour toute fonction f e L, il existe une suite (g,) de fonctions de &
possédant les propriétés suivantes:
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- 1° la suite (g,) converge en moyenne d’ordre p vers f,
2° pour presque tout x € X, la suite (g,(x)) converge vers f(x).
En effet, comme ’espace L est métrisable, il existe une suite
de Cauchy (f,) dans Z% formée de fonctions de & et convergente
en moyenne d’ordre p vers f (Top. gén., chap. IX, § 2, n° 6, prop. 8);
il suffit d’appliquer a cette suite le th. 3.

Le cor. 2 s’applique en particulier au cas ou on prend pour &
I’espace A des fonctions continues a support compact.

Remarques. — 1) Une suite de Cauchy (f,) dans #{ peut &tre
telle que la suite (f,(x)) ne soit convergente en aucun point de X
(exerc. 1).

2) Si f appartient & .#%, il n’est pas toujours possible de trouver
une suite (f,) de fonctions continues a support compact telle que
la suite (f(x)) converge partout dans X vers une fonction égale
presque partout a f(x) (§4, exerc. 4 c)).

5. Propriétés des fonctions de puissance p-iéme intégrable

THEOREME 4. — Soient F et G deux espaces de Banach, u une
application linéaire continue de F dans G. Pour toute fonction
fe £L, la fonction composée u of appartient a LY.

En effet, soit fe #§; pour tout ¢ > 0, il existe une fonction
ge X telle que N(f — g) < ¢; comme on a

wel —ueg) < Jul I — g

Ed

ona Nyuef —ucg) < |u|.N,f — g) < ¢|uf, et comme uog est
continue et a support compact, le théoréme est démontré.

COROLLAIRE 1. Soit a' une forme linéaire continue sur F;
si fe LE, la fonction numérique x — {f(x),a”y (qu’on note {f, a’))
appartient a £".

COROLLAIRE 2.— Etant donnés n points a, de F (1 < k < n),
et n fonctions numériques f, (1 < k < n) appartenant a £°*, la

n
fonction f = % a,f, appartient a L}.
k=1
Cela résulte de ce que 'application t+ at de R dans F est
continue.
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PROPOSITION 9.— Soit F un espace vectoriel de dimension n
sur R, et soit (e);<x<, une base de F. Pour qu’une fonction

n

f= ) ef, appartienne a L%}, il faut et il suffit que chacune des
k=1

fonctions numériques f, appartienne a £7.
Cela résulte aussitot des cor. 1 et 2 du th. 4.

ProPOSITION 10. — Dans I’espace FE, le sous-espace vectoriel
formé des combinaisons linéaires (finies) Y a,f;, ou a,eF et ou
x

By

les f, sont des fonctions numériques continues a support compact,
est partout dense (pour la topologie de la convergence en moyenne
d’ordre p).

En effet, I’ensemble 4% des applications continues et a sup-
port compact de X dans F est partout dense dans #¢ par défini-
tion. D’autre part, toute fonction ge Ay peut &tre approchée

uniformément par des fonctions de la forme Y a, f;, ol les f, sont
k

continues et & support contenu dans un voisinage compact fixe

du support de g (chap. 111, §1, n° 2, lemme 2); il en résulte (n° 3,

prop. 4) que g est adhérente dans £ & l’ensemble des ) a,f;,
k

d’ou la proposition.

PROPOSITION 11.— Si une fonction f appartient ¢ £E, la
fonction |f| appartient a £7, et ’application f— |f| de L% dans £
est uniformément continue (pour la topologie de la convergence en
moyenne d’ordre p).

En effet, pour tout ¢ > 0, il existe une fonction g continue et a
support compact, telle que N,(f — g) < ¢; comme

I~ e < i — gl

on a N(f| — |g|) <& ce qui prouve que [f|e £?. D’autre part,
sify,f, sont deux fonctions de g, on a N,(If,]| — If,[) < N, —f,),
ce qui montre que f— |f| est une application uniformément con-
tinue.

PROPOSITION 12.— Pour qu’une fonction numérique f appar-
tienne a P, il faut et il suffit que chacune des fonctions f+ et f~
appartienne a L.

La condition est suffisante, puisque f = f* — f7; elle est
nécessaire, puisque si f € #?, on a |f| e &£? (prop. 11).
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COROLLAIRE. — [’enveloppe supérieure (resp. inférieure) d’une
famille finie de fonctions de ¥ appartient ¢ F*.

6. Ensembles filtrants dans L? et suites croissantes dans &7

Nous avons défini (§ 2, n° 6) une relation d’ordre / < g dans
I’ensemble . des classes d’équivalence des fonctions numériques
définies et finies presque partout dans X; muni de cette relation
d’ordre et de sa structure d’espace vectoriel, & est un espace
de Riesz. Le cor. de la prop. 12 du n° 5 montre que, sif et g sont
deux éléments du sous-espace L? de % la borne supérieure
sup (f, g) de f et § dans % (qui est la classe de chacune des fonc-
tions sup(f,g) ol fef et geg) appartient & L?; cela prouve en
particulier que L?, muni de la relation d’ordre induite par celle
de Z, est un espace de Riesz.

PROPOSITION 13.— Dans [’espace de Riesz LP, muni de la
topologie définie par la norme | f||,, lapplication f+|f| est uni-
Jormément continue, et [’ensemble des éléments f = O est fermé.

La premiére partie de la proposition résulte aussitot de la
prop. 11 du n° 5; comme 1’ensemble des f > O est aussi ’ensemble
des f tels que |f| = £ il est fermé, puisque f— | f] est une applica-
tion continue et que L? est séparé.

_ On voit donc que, sur L7, la topologie définie par la norme
| £, est compatible avec la structure d’espace vectoriel ordonné
de L? (Esp. vect. top., chap. II, 2° éd., §2, n° 7).

PrROPOSITION 14. — Soit H une partie de I’espace de Riesz L7,
formée de classes = 0, et filtrante pour la relation <. Pour que H
ait une borne supérieure dans L?, il faut et il suffit que

sup |11
La borne supérieure de H dans L? est alors la limite (dans I’espace
de Banach L?) du filtre des sections de H.

La condition est évidemment nécessaire, puisque f— || £, est
une fonction croissante dans ’ensemble des éléments > 0 de
L?. Pour voir qu’elle est suffisante, remarquons d’abord qu’elle
entraine que I'image de H par ’application f — | f |, a une limite
dans R, en vertu du th. de la limite monotone; I'image du filtre
des sections & de H par cette application est donc une base de filtre

de Cauchy dans R. La démonstration sera achevée si nous mon-
trons que § lui-méme est une base de filtre de Cauchy sur L?; en

p < oo
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effet, & convergera alors dans L?, puisque L? est complet (n° 4,
prop. 7), et la proposition résultera de Esp. vect. top., chap. I,
2¢¢d., §2,n° 7, prop. 18.
Pour voir que § est une base de filtre de Cauchy, nous utilise-
rons le lemme suivant:
Lemme.— Si f et g sont deux fonctions de ¥* telles que
<f<gona

9) (N(g — )P < (N(@)y — (N(f))"
En effet, lorsque f et g sont continues a support compact, la
relation (9) s’écrit

(@ —fydiul < {g?dlul [ fdly
et est alors conséquence de 'inégalité élémentaire (g — f)P <g?— [P
(n°- 1, formule-(2)).- Pour passer de la au cas général, il suffit de
remarquer que les deux membres de (9) sont des fonctions con-
tinues dans #7 x #7, et que toute fonction f > 0 de .£? est limite
(pour la convergence en moyenne d’ordre p) d’une suite de fonc-
tions > O continues et a support compact, en raison de la con-
tinuité de I'application gwlg| dans £7 (prop. 11).

Ce lemme étant établi, pour tout ¢ > 0, il existe par hypothese
un f e H tel que, pour tout g > f appartenant a H, on ait
(“gﬂp)" — (J fII,)* < &; on en déduit (|§ — f],)° < ¢; donc, si g, et
£, sont deux éléments > fdans H,on a ||g, — &,|, < 2¢!/7, ce qui
prouve que § est une base de filtre de Cauchy sur L”, et achéve
la démonstration de la prop. 14.

COROLLAIRE 1. —Si g est la borne supérieure de H dans L7,
ona

(10) &1, = tim |71, = sup If I

Cela résulte de la continuité de la norme |||, dans L, et du
th. de la limite monotone.

- COROLLAIRE 2.— L’espace de Riesz LP est complétement
réticulé.

En effet, tout ensemble H filtrant (pour la relation <) dans L?
formé de classes = 0, et majoré dans L?, admet une borne supé-
rieure: car si & est un majorant de H dans L”, on a || f|, < |4,
pour tout f € H, et la prop. 14 s’applique. Cela démontre le corol-
laire (chap. II, § 1, n° 3, prop. 1).
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Les conclusions de la prop. 14 ne subsistent plus lorsqu’on les
formule pour les fonctions de #%, et non plus pour leurs classes.
De fagon précise, si M est une partie de #”?, formée de fonctions

> 0, filtrante pour la relation <, et telle que sup N(f) < + oo, la
feM
classe de ’enveloppe supérieure g de M n’est pas nécessairement

identique a la borne supérieure dans LP des classes des fonctions
feM; en particulier, g n’est pas nécessairement de puissance
p-ieme intégrable, et méme lorsque g € 7, N (g) peut &tre distinct
de Sflglh[,i) N,(f) (cf. §1, n°® 3, Remarque 1 suivant le th. 3).

On a toutefois le théoreme suivant:

THEOREME 5.— Soit (f,) une suite croissante de fonctions
> 0de ¥P. Pour que enveloppe supérieure f de cette suite soit de
puissance p-iéme intégrable, il faut et il suffit que sup N (f,) < + co.
Alors la suite (f,) converge en moyenne d’ordre ;) vers f et 'on a

(1) N,(f) = sup N,(f,) = lim N,(,).

La condition étant évidemment nécessaire, tout revient a
prouver qu’elle est suffisante. Or, si elle est remplie, la prop. 14
montre que la suite ( f,,) est une suite de Cauchy dans L?, donc
la suite (f,) est une suite de Cauchy dans #7; comme f,(x) tend
vers f(x) pour tout x € X, f est de puissance p-iéme intégrable et
est la limite de la suite (f,) pour la topologie de la convergence
en moyenne d’ordre p (n° 4, cor. 1 du th. 3). Donc N (f,) tend
vers N, (f) puisque N, est une fonction continue sur £7.

COROLLAIRE 1. — Soit (f,) une suite décroissante de fonctions
> 0de &LP; ’enveloppe inférieure f de cette suite appartient a £L°,
la suite ( f,) converge en moyenne d’ordre p vers f, et ’on a

N,(f) = Lim N,(f,) = inf N(f,).

n— o

Les deux premiéres assertions résultent du th. 5 appliqué a la

suite croissante et majorée des g, = f; — f,; le reste est ensuite
évident.

COROLLAIRE 2. — Soit (f,) une suite de fonctions de ¥”. Pour
que ’enveloppe supérieure f de la suite (f,) soit de puissance p-iéme
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intégrable, il faut et il suffit qu’il existe une fonction g = O telle

*
quef gPdlp| < + o0 et que f, < g pour tout n.

La condition est évidemment nécessaire, en prenant g = f 1.
Inversement, supposons-la vérifiée, et posons g, = sup f; la
k<n

suite (g,) est croissante et formée de fonctions de puissance p-ieme
intégrable (n° 5, cor. de la prop. 12). La suite croissante des fonc-
tions positives h, = g, + g; satisfait aux conditions du th. 5,
puisque N (h,) < N, (g + g1) < +0o0; I'enveloppe supérieure
sup h, est donc de puissance p-iéme intégrable, et il en est de

méme de f = sup h, — g7 .

COROLLAIRE 3. — Soient A un ensemble dénombrable, § un
Sfiltre sur A ayant une base dénombrable, (f,),.n une famille de
fonctions = 0 de £P. On suppose qu’il existe une fonction g = 0
telle que N (g) < +00 et f, < g pour tout a € A; alors la fonction
lim. supg f, est de puissance p-iéme intégrable, et I'on a

(12) lim . supgN,(1,) < N,(lim. supg f,).

En effet, soit (A,) une basc décroissante de &, et posons
g, = sup f,; comme A, est un ensemble dénombrable, il résulte du

acA,,

cor. 2 que g, est de puissance p-ieme intégrable; on a d’autre part
N,(g,) = sup N,(f). Cela étant, lim.supgf, est Penveloppe

inférieure de la suite décroissante (g,); donc lim.supgf, est de
puissance p-ieme intégrable en vertu du cor. 1, et 'on a

N,(lim.supgf,) = N,(infg,) = lim N (g,) > lim (suAp N, (/)

= lim . supg N, (/).

7. Le théoréme de Lebesgue

THEOREME 6 (Lebesgue). — Soient F un espace de Banach,
(f,) une suite de fonctions de LE telles que: 1° la suite (f,(x)) con-
verge presque partout vers une limite f(x)e F; 2° il existe une

*
fonction numérique g > 0 tel quej gPdly| < + oo et [f(x) < glx)
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presque partout dans X, pour tout entier n. Alors la fonction f
(définie presque partout) est de puissance p-iéme intégrable, et la
suite (f,) converge en moyenne d’ordre p vers f.

Considérons la suite «double» de fonctions numériques
Zmn = |f — £}, qui appartiennent & #? (n° 5, prop. 11); par hy-
pothese, on a lim g, (x) = O presque partout, et d’autre part

| mn(X)| < 28(x) pfesque partout; par application a cette suite
double du cor. 3 du th. 5 du n°® 6, on a
lim. sup N, —f,) < N,0) =0

et comme N (f,, f .) = 0, cela entraine
lim N, —-1f)=0;

m— oo, n—* w0

autrement dit, la suite (f,) est une suite de Cauchy dans £gE. Le
théoréme résulte donc du cor. 1 du th. 3 du n°® 4.

COROLLAIRE. — Soit A un ensemble d’indices, filtré par un filtre
& ayant une base dénombrable. Si (f,),.. est une famille de fonc-
tions de FE qui, suivant le filtre §, convergent simplement presque

partout vers une fonction f, et si en outre il existe une fonction nume-
*

rigue g = 0 telle quef ghdly| < +o0 et [f(x)| < g(x) presque
partout dans X pour tout a € A, alors la fonction f est de puissance
p-iéme intégrable, et f, tend en moyenne d’ordre p vers f suivant
le filtre §.

En effet, soit (A,) une base dénombrable décroissante de §, et
soit a, un élément quelconque de A,; la suite (f,) converge
simplement vers f presque partout dans X, donc le th. 6 montre
que f est de puissance p-ieme intégrable et que lim N({f-1,)=0.

Comme ¥ est le filtre intersection des filtres élémentaires associés
a toutes les suites («,) (Top. gén., chap. I, 3° éd., § 6, n° &, prop. 11),
limgN (f — f,) existe et est €gale a la limite commune 0 de toutes
les suites (N (f — 1,)).

Remarques. — 1) Le th. 6 ne subsiste pas si on remplace I’hypo-
these |f,| < g (avec N,(g) < +0) par I'hypothése plus faible
supN (f) < +o0. Supposons par exemple que u soit la mesure

de Lebesgue sur R; définissons les fonctions continues f, de la

. . 2 1
maniére suivante: f,(x) =0 pour x <0 et x> p f,,(;) = n,
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1 12
f, étant linéaire dans les intervalles [O’Z] et [—,~]. On a

hmf(x) =0 pour tout xeR, mais Ny(f,)=1 pour tout =

(cf § 5, exerc. 12).

2) Le cor. du th. 6 ne subsiste pas si on ne suppose plus que le
filtre § ait une base dénombrable (cf. § 1, n° 3, Remarque 1 suivant
le th. 3).

8. Relations entre les espaces £%(1 < p < + o).

Pour tout nombre « > 0, I'application z — |z|*~ ' . z est définie
et continue dans le complémentaire de 0 dans F; en outre, comme
lz|*~!.2| = |z]% cette fonction tend vers O avec z, et on peut
donc la prolonger par continuité au point 0 en lui donnant la
valeur O en ce point, méme si o < 1.

THEOREME 7. — Soient p et q deux nombres réels tels que
1<p< +0w,1<qg< +00. Siune fonction £ appartient a L%, la
fonctlon [f|*@ =1 f appartient a #%, et réciproquement.

Par hypothese, il existe une suite (f,) de fonctions continues a

support compact telles que Z N,(f,) < +co et f Z f(x)

n=1
presque partout (n° 4, th. 3). Posons
g, =If, +f+ -+ PO+, 4+ ),

la fonction g, est continue et a support compact; d’autre part, on
)

a lg=1fy +f, + -+ < (Z ifnol’ = k9, ol la fonction
n=1

numérique i > 0 (finie ou non) vérifie I'inégalité

(N, (h))? —( (Z}f[)) <n§1Np(f,,))p<+oo

en vertu du th. de convexité dénombrable. En outre, g,(x) tend
presque partout vers g(x) = [f(x)|”9~"' . f(x), donc le th. de
Lebesgue montre que g € £4. La réciproque est immédiate, puisque
f = lgl(q/p)— 1 .8

Py
On peut montrer que ['application f— |f|? .f est un homéo-
morphisme de ZE sur ¥% (§6, exerc. 10).
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COROLLAIRE 1.— Pour qu’une fonction f appartienne a L%, il
faut et il suffit que la fonction [P~ .f appartienne a L}

COROLLAIRE 2.— Pour qu’une fonction numérique positive f
appartienne a P, il faut et il suffit que f'* appartienne & .

On notera que si f est une fonction numeérique de signe quel-
conque telle que |f]P appartienne & %', f n’appartient pas néces-
sairement a £* (cf. §4, exerc. 8).

§ 4. Fonctions et ensembles intégrables
1. Prolongement de Uintégrale

Il résulte de la deéfinition de I’espace ¥E que le sous-espace
A des fonctions continues a support compact est partout dense
dans Z% (§ 3, n° 4, déf. 2). Toute fonction linéaire continue (pour la
topologie de la convergence en moyenne d’ordre p), définie dans
A ¢ et prenant ses valeurs dans un espace vectoriel topologique
séparé et complet G, peut donc &tre prolongée par continuité de
fagon unique, en une fonction linéaire continue définie dans £% et
a valeurs dans G (Top. gén., chap. 11, 3° éd., § 3, n° 6, th. 2 et chap.
II1, § 3, prop. 3).

Or, pour toute fonction f continue et a support compact, a
valeurs dans ’espace de Banach F, nous avons défini (chap. III,
§3, n° 1) Dintégrale u(f) = {fdu par rapport a u, qui est un
élément de F, et nous avons démontré (chap. 111, § 3, n° 2, prop 5)
Pinégalité

(1) |[tau] < 1 dlu| = N,

Cette inégalité prouve que f—s [fdu est une application
linéaire de /- dans F, continue pour la topologie de la convergence
en moyenne dans # . On peut donc la prolonger par continuité
a ’espace Z; tout entier, et poser la définition suivante:

DEFINITION 1.—On dit que les fonctions appartenant a
LUX, u) sont intégrables pour la mesure p (ou encore, sont
u-intégrables). L’intégrale (par rapport a p) de la fonction intégrable
f est par définition la valeur pour f du prolongement par continuité
a LY de Iapplication linéaire g [gdu de A 'y dans F; on la
note encore u(f) ou §fdu, ou §f(x)du(x) ou (fu, ou JE(x)u(x).
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Exemple — Soient X un espace discret, u une mesure sur X
et posons o(x) = p¢,) pour tout xeX. Les fonctions de #L
sont alors intégrables, autrement dit, ¥ = F§; en outre, pour
toute fonction fe ¥}, on a

f fdu =Y alxf(x)

xeX

En effet, soit fe F¢; on a |[u[*(f)) = Y |ux)|. [fix)] < + o0 (§1,

xeX
n° 3, Exemple); pour tout ¢ > 0, il existe une partie finie M de X
telle que Y |a(x)|. [f(x)] < & La fonction g égale & f aux points
xeX—M

x €M ou f est finie, a 0 ailleurs, appartient a #(X; F) et ’on a,

en vertu des conventions faites, [u[*(f — g)) < Y |a(x)].[fx)| <e,
xeX—M

ce qui prouve que fe Zf. D’autre part

ug) — 3 i < Y o] i) <

xeX xeX—M

d’ou la seconde assertion.

En d’autres termes, les fonctions u-intégrables f sont celles pour
lesquelles la famille (oc(x) f(x)),x est absolument sommable (Top. gén.,
chap. IX, § 3, n°® 6), et I'intégrale | f du est la somme de cette famille.

Comme u(f) est continue dans £} par définition et prend ses
valeurs dans un espace séparé, on a u(f) = O pour toute fonction
adhérente & 0 dans #, c’est-a-dire négligeable; si f et g sont deux
fonctions intégrables équivalentes, on a u(f) = wg)- En d’autres
termes, la valeur de u(f) ne dépend que de la classe f de la fonction
intégrable f; on la note encore ,u(D et la fonction fr u(f) est une
application linéaire continue de L} dans F. Si une fonction f, a
valeurs dans F, définie presque partout dans X, est équivalente a
une fonction intégrable, on dit encore que f est intégrable, et on
pose {fdu = uf); on définit de méme une fonction intégrable
a valeurs dans R, définie et finie presque partout, et son intégrale.

2. Propriétés de Pintégrale

PROPOSITION 1. — Pour toute fonction numérique u-intégrable
positive f, on a

(2) ffdlul =J fdlul = Ny(f) =0
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En effet, | f d|p| et Ny(f) sont continues dans #* et égales pour
toute fonction continue f > 0 a support compact; d’autre part,
toute fonction f > 0 dans #! est limite (au sens de la convergence
en moyenne) d’une suite de fonctions > 0, continues et a support
compact (§ 3, n° 5, prop. 11); d’ou la proposition.

COROLLAIRE 1. Pour toute fonction intégrable fe ¥\,
intégrable, et I’on a

(3) (i dld = | 1 du = N,

Nous ferons un usage fréquent de la prop. 1 et de son cor. 1,

f] est

*
en remplag:antf fd|p| ou Ny(f) par jfd]u] lorsqu’il s’agit d’une

fonction intégrable > 0. Par exemple, pour que deux fonctions
intégrables f, g soient équivalentes, il faut et il suffit que

fif ~ gl dlu] = 0.
Rappelons que, pour qu'une fonction f appartienne & #%, il
faut et il suffit que la fonction [f|?~ L. f appartienne a £} (§3, n° 8,
cor 1. du th. 7), c’est-a-dire soit intégrable; cela explique la
terminologie de « fonction de puissance p-iéme intégrable ». En
outre:

COROLLAIRE 2. — Pour toute fonction fe £P, la fonction
numérique |f|” est intégrable, et I’on a

@ N, =([ 16”7

Cela résulte aussitot de ce que [f| appartient & .#7 (§3, n° 5,
prop. 11), et de la formule (2).

PROPOSITION 2. — Pour toute fonction intégrable f, on a
(5) deﬂ[ < [Ifldju|.

Cela résulte aussitot de I'inégalité (1) par passage a la limite,
compte tenu de (3) et de la continuité de N(f) dans Z}.

THEOREME 1. — Soient F et G deux espaces de Banach, u une
application linéaire continue de ¥ dans G. Pour toute fonction
intégrable f a valeurs dans F, u o f est intégrable et I’on a

(6) Ju(fx)) du(x) = u([£00) dp(x).
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Nous savons déja que uof est intégrable (§3, n°5, th. 4); la
relation (6) étant valable pour fe &%, s’étend a toute fonction
intégrable f par le principe de prolongement des identités: en effet,
f—uof est continue pour la topologie de la convergence en
moyenne, comme il résulte de I'inégalité Ny(u o f) < [ju] . N,(f).

COROLLAIRE 1.— Soit a’ une forme linéaire continue sur F. Si
f est une fonction intégrable a valeurs dans F, la fonction numérique
{f,a"> est intégrable, et I’on a

™ [<t0, 2" dutx) = [Hx) du(x), ).

Nous verrons au chap. VI, § 1, exerc. 7, 11 et 12 qu’il peut exister
des fonctions f & valeurs dans un espace de Banach F de dimension
infinie, telles que (f,a’) soit intégrable pour toute forme linéaire
continue a’ sur F, sans que f soit intégrable.

COROLLAIRE 2.— Si les a, (1 < k < n) sont des vecteurs de F,
et les f, (1 < k < n) des fonctions numériques intégrables, la fonction

n

f= > a.f, est intégrable, et I’on a
k=1

(8) K i1 akfk) du = Zn: a, Jfk du.

k=1

3. Passages a la limite dans les intégrales

PROPOSITION 3. — Soit B une base de filtre sur & +. On suppose
qu’il existe un ensemble compact K < X tel que, pour toute partie
M € B, toutes les fonctions f& M aient leur support dans X. Dans
ces conditions, si B converge uniformément dans X vers £, la fonc-
tion f, est intégrable, et I’on a

9) jfo dy = limg J fdy.
En effet, B converge en moyenne vers £, (§ 3, n° 3, prop. 4).
PROPOSITION 4.— Soit (f,) une suite croissante (resp. décrois-
sante) de fonctions numériques intégrables. Pour que l’enveloppe

supérieure (resp. inférieure) f de cette suite soit intégrable, il faut et
il suffit que sup| f,d|y| < +oo (resp. inff f,dlu| > —oc) et 'on a

alors

(10) [fdu = lim [f,dp
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Bornons-nous a considérer une suite croissante. La suite des
g, = f, + f1 est croissante et formée de fonctions intégrables
> 0; comme son enveloppe supérieure est g = f + f, la pro-
position résulte du th. 5 du §3, n° 6.

THEOREME 2. — Soit A un ensemble d’indices, filtré par un
filtre & a base dénombrable. Soit (f,),., une famille de fonctions
intégrables qui, suivant le filtre §, convergent simplement presque
partout vers une fonction f; s’il existe une fonction numérique
g = Otelle que [* g dlu| < + oo, et que [f,(x)| < g(x) presque partout
dans X pour tout o€ A, la fonction f est intégrable, et I’on a

(11) [fdp = timg |1, du.

Le théoréme résulte du th. de Lebesgue (§ 3, n° 7, cor. du th. 6)
puisque, dans les conditions de ’énoncé, f, converge en moyenne
vers f suivant &.

COROLLAIRE 1. Soient Q un espace topologique, t, un
point de Q admettant un systéme fondamental dénombrable de
voisinages, f une application de X x Q dans F, ayant les propriétés
suivantes:

a) pour tout t € Q, la fonction x — f(x,t) est intégrable;

b) pour tout x € X, la fonction t+— f(x,t) est continue en t,;

c) il existe un voisinage U de t, et une fonction numérique

*
g > 0définie dans X, telle quef gd|y| < + oo, et que lf(x, 0 < glx)

pour xe X et te U.
Dans ces conditions, I’application t — § f(x, t) du(x) de Q dans F
est continue au point t,.

COROLLAIRE 2.—— Soit (f,) une suite de fonctions intégrables telle
que la série de terme général f,(x) converge presque partout; s’il

*
existe une fonction g > 0 telle quej gdly| < + oo, et que, pour

T 1)

k=1
f(x) (définie presque partout) de la série de terme général f,(x) est
intégrable, et I’on a

tout entier n, on ait < g(x) presque partout, alors la somme

o]

(12) [ran= 3 | t.au

n=1

(« intégration terme a terme d’une série »).
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4. Caractérisations des fonctions numériques intégrables

PROPOSITION 5.— Pour qu’une fonction numérique f = 0 (finie
ou non) semi-continue inférieurement dans E, soit intégrable, il faut

%
et il suffit quef fdy < +oo.

Tout revient & prouver que la condition est suffisante. La défi-
nition de |u*(f) (§1, n° 1, déf. 1) prouve que, pour tout ¢ > 0,
il existe une fonction continue g = 0, a support compact, telle
que g < f et |u*(f) < |pl(g) + & Mais f — g est semi-continue
inférieurement et > 0, donc (§ 1, n° 1, th. 2)

lu*(f) = |ul(g) + lu*(f — g),

autrement dit Ni(f — g) = [u*(f — g) = |*(f) — |ul(®) <& ce
qui prouve que f est intégrable (§ 3, n° 3, prop. 7).

COROLLAIRE 1. — Pour qu’une fonction numérique finie f = 0,
semi-continue supérieurement dans X, soit intégrable, il faut et il

£ 3
suffit quef fdly < +oo0.

En effet, si |u*(f) < +co, il existe une fonction h, semi-
continue inférieurement, telle que f < h et |y|*(h) < +o0; h — f
est définie partout et semi-continue inférieurement, et on a
lul*(h — f) < |ul*(h) < +o0; donc h — f est intégrable, et comme
f(x) = h(x) — (h(x) — f(x)) presque partout, f est intégrable.

COROLLAIRE 2. — Soit H un ensemble non vide, filtrant pour
la relation < (resp. =) de fonctions numériques semi-continues
inférieurement (resp. supérieurement) et intégrables; si

i‘;}}ffd'“' < 4+
(resp. }n}f{ §fdly| > —o0), ’enveloppe supérieure (resp. inférieure) g
de H est intégrable et I’on a

Jgdu = lim [ fdu

et [ gdly| = sup f f d|y| (resp. [gdlu| = inf [f dlul).

On peut se borner au cas des fonctions semi-continues inféri-
eurement ; les fonctions f * (resp. f 7), lorsque f parcourt H, forment
alors un ensemble filtrant pour < (resp. >) de fonctions semi-
continues inférieurement (resp. supérieurement) et > 0; ’enveloppe

n
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supérieure (resp. inférieure) des /' * (resp. f 7) pour f € H, est égale a
gt (resp. g7). D’autre part, on peut remplacer H par une de ses
sections (qui lui est cofinale), formee des /€ H qui sont = f,, pour
une fonction fye H;onaalors § f " d|u| < [ fd|y| + § fo dlu|; on
voit ainsi qu’on est ramené a prouver les deux assertions du
corollaire lorsque H est formé de fonctions positives. Si H est
filtrant pour < et formé de fonctions > 0, semi-continues inféri-
eurement, on sait alors (§ 1, n° 1, th. 1) que

|lu[*(g) = sup lul*(f) = sup §fdlu] < + o0,

donc g, qui est semi-continue inférieurement, est intégrable en
vertu de la prop. 5; on a §gd|u| = lim [ fd|u, et comme f < g,
feH

lim N,(g — /) = 0, ce qui montre que f converge en moyenne
feH . B .
vers g suivant H, et prouve donc le corollaire dans ce cas. Si H

est filtrant pour > et formé de fonctions f semi-continues supéri-
eurement et intégrables, telles que 0 < f<f, avec f,eH, il
existe une fonction h semi-continue inférieurement et intégrable,
telle que f; < h; on peut écrire f = h — f', ou f'(x) = h(x) — f(x)
lorsque f(x) < + o0, et f'(x) = 0 dans le cas contraire. Il est clair
que les f* forment un ensemble filtrant pour < de fonctions > 0,
semi-continues inférieurement et intégrables, avec

[frdlul < [hdlu) < +o0;

on peut leur appliquer ce qui a été démontré ci-dessus; si g’ est
I’enveloppe supérieure des f', h et g’ sont finies presque partout,
donc h — g’ est définie presque partout et égale a g presque
partout; on en tire aussitot les conclusions du corollaire dans ce
cas.

COROLLAIRE 3.— Soit [ une fonction numérique bornée,
semi-continue supérieurement dans X et a support compact. Alors
Iapplication pur— §fdu est semi-continue supérieurement dans
M ((X) pour la topologie vague.

Si h est une fonction de £ ,(X) telle que |f| < h (chap. 111,
§1,n°2, lemme 1), ona 0 < f+ h < 2h, et comme f + h est semi-
continue supérieurement, il résulte du cor. 1 que fest p-intégrable
pour toute mesure u sur X. En outre, on a u(f) = uth) — u(h — f)
et h — f est une fonction semi-continue inférieurement et > 0.
Comme !’application p+~> u(h — f) est semi-continue inféricure-
ment dans .# .(X) pour la topologie vague (§ 1, n® 1, prop. 4),
cela démontre le corollaire.
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THEOREME 3.— Pour qu’une fonction numérique f > 0 soit
intégrable, il faut et il suffit que, pour tout ¢ > 0, il existe une fonc-
tion semi-continue supérieurement g = 0, d valeurs finies et a support
compact, et une fonction intégrable semi-continue inférieurement h,
telles que g < f < heet que {(h — g)djy| < =

La condition est suffisante d’aprés un critére général d’in-
tégrabilité (§ 3, n° 4, prop. 8), la prop. 5 et son corollaire 1. Mon-
trons que la condition est nécessaire. Si f > 0 est intégrable, pour
tout ¢ > 0, il existe une fonction u > 0, continue et a support
compact, telle que N,(f — u) < ¢/4. D’aprés la définition de N,
cela entraine qu’il existe une fonction v > 0, semi-continue
inférieurement, telle que p*(v) <¢/2 et |f —u| <v. On a donc
— v(x) < f(x) — u(x) < v(x) pour tout x € X, et comme u(x) est par-
tout fini, on en déduit (u(x) — v(x))* < f(x) < u(x) + v(x) pour
tout x € X. Les fonctions g = (u — v)™ et h = u + v répondent &
la question.

COROLLAIRE. — Pour toute fonction numérique intégrable f
(resp. intégrable et = 0), il existe une suite croissante (g,) de fonctions
semi-continues supérieurement et intégrables (resp. a valeurs finies,
a supports compacts et intégrables), et une suite décroissante (h,) de
fonctions semi-continues inférieurement et intégrables, telles que:

1° g.{x) < f(x) € h,(x) pour tout x eX et tout entier n;

2° f(x) est égale presque partout a I’enveloppe inférieure h de la
suite (h,) et a enveloppe supérieure g de la suite (g,);

30 ffdu = liin fg,, dy = lim jhn du.

Supposons d’abord f = 0. D’aprés le th. 3, pour tout n il
existe une fonction v,, intégrable et semi-continue inférieurement,
et une fonction u, semi-continue supérieurement, & valeurs finies
et a support compact, telles que u, < f < v, et (v, — u,) dly| < 1/n;
si on pose g, = sup(u,u,,...,u,) et h, = inf(vy,v,,...,0,), les
suites (g,) et (h,) répondent a la question. En effet, comme g < f,
g est intégrable en vertu de la prop. 4 du n° 3, et comme

[ = gdam < [, - wydu < onafir— grau -

lim | (f — g)dlyu =0 (n° 3, prop. 4), ce qui prouve que f et g

sont équivalentes. On raisonne de méme pour la suite (h,).
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Si f n’est pas positive, on peut appliquer a f et f~ ce qui
précéde, et il y a donc deux suites croissantes (g,), (g,) de fonctions
semi-continues supéricurement et intégrables, et deux suites
décroissantes (h,), (h,) de fonctions semi-continues 1nferleurcment
et intégrables telles que: 1° g, < f™ < h,, g, < —f~ < h};

f* (resp. —f 7) est égale presque partout a I’enveloppe supérieure
des g, et a ’enveloppe inférieure des h, (resp. a ’enveloppe supéri-
eure des g et a 'enveloppe inférieure des h;); 3°:

ff*d,u = lim Jg;,d/l - limjh;,du,
jf dyt = hmjg dp = lim Jh”du

En outre, on peut supposer que les g, et les h;, sont partout finies;
alors il est clair que les suites des g, = g, + g et h, = h, + h,,
répondent a la question.

Exemple.— Pour toute mesure positive u sur R, toute fonction
en escalier a support compact est u-intégrable; en effet, une fonc-
tion caractéristique d’intervalle ouvert (resp. fermé) est semi-
continue inférieurement (resp. supérieurement), et toute fonction
en escalier est combinaison linéaire de telles fonctions caracté-
ristiques. On en déduit que si f est une fonction réglée dans R
et a support compact (Fonct. var. réelle, chap. 11, §1, n° 3), f est
intégrable, car elle est limite uniforme d’une suite de fonctions
en escalier g, a support contenu dans un ensemble compact fixe

(n°® 3, prop. 3); on a en outrejfd,u = lim |g,du.

Si I'on prend en particulier pour p la mesure de Lebesgue, on

voit que pour toute fonction réglée f a support compact, l'intégrale
+ o

jfdu est égale a I'intégrale j f(x) dx définie dans Fonct. var.

réelle, chap. I1, §2, n° 1.

Remarques. — 1) Soit f une fonction réglée dans R et intégrable
pour la mesure de Lebesgue 1 alors ]f] est aussi intégrable (n°® 2,
cor. 1 de la prop. 1), et si I'on pose I, = [—n, +n),
I’enveloppe supérieure de la suite croissante des fonctions réglées

Iflo,,, donc j|fl dy = lim J [f(x)| dx d’apres le th. 2 du n° 3; donc
4+ oo

l’intégralej f(x) dx est absolument convergente (Fonct. var. réelle,

-

+ o
chap. 1L, §2, n° 3). En outre, jfdy :j f(x)dx d’aprés le th. 2
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+oc
du n° 3. Réciproquement, supposons quej f(x) dx soit absolu-

KN
ment convergente; on a encore, en vertu du th. 2 dun® 3, |fdy =
+

j f(x) dx. On notera que si l’intégraleJ f(x) dx est convergente

sans &tre absolument convergente, f n’est pas intégrable pour la
mesure de Lebesgue.

2) Appliquée a la mesure de Lebesgue et aux fonctions réglées,
la prop. 3 du n° 3 redonne le théoréme de passage a la limite pour
les intégrales de fonctions réglées dans un intervalle compact
(Fonct. var. réelle, chap. I1, §3, n° 1, prop. 1); pour les suites (ou
les filtres & base dénombrable) de fonctions réglées, le th. 2 du n° 3
améliore beaucoup cette proposition, puisque, pour les fonctions
réglées uniformément bornées dans un intervalle compact, il sub-
stitue la convergence simple a la convergence uniforme (cf. §5,
n°® 4, th. 2). Mais en ce qui concerne le passage a la limite pour les
intégrales absolument convergentes de fonctions réglées dans un
intervalle non compact, on observera que les conditions du th. 2
du n° 3 impliquent que les intégrales considérées sont uniformément
convergentes (au sens défini dans Fonct. var. réelle, chap. 11, §3,
n°® 2), et n’améliorent donc les conditions de convergence données
au Livre IV (loc. cit) qu’en ce qui concerne la convergence des
fonctions f, dans tout intervalle compact. Enfin, les conditions de
passage a la limite données pour des intégrales de fonctions réglées
non absolument convergentes restent en dehors' de la théorie
développée dans ce chapitre.

5. Ensembles intégrables

DEFINITION 2. — On dit qu’une partie A d’un espace locale-
ment compact X est intégrable pour une mesure p sur X (ou encore
est u-intégrable) si la fonction caractéristique @ 5 de A est intégrable.

Le nombre fini wW(A) = | @, du est appelé mesure de A.

Pour tout ensemble intégrable A, on a |y|(A) = |u|*(A) (prop.
1); pour qu’un ensemble soit négligeable, il faut et il suffit qu’il soit
de mesure nulle pour |yl.

PROPOSITION 6. — La réunion d’une famille finie (A);<i<n
d’ensembles intégrables est intégrable, et on a

(13 (DA < £ I
i=1 , i=1
En outre, si les A; sont deux a deux sans point commun, on a

(14) o A= L )

i=1 i=1
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En effet,si A = {_JA;, ona ¢, = sup ¢, . donc(§3,n°5, cor.

i=1
de la prop. 12) si les A, sont intégrables, il ¢n est de méme de A;
la relation (13) est un cas particulier de la relation analogue pour
les mesures extérieures (§ 1, n° 4, prop. 18), compte tenu de la
relation |y(A) = |u[*(A); enfin, si les A, sont deux a deux sans point

commun, on a @, = » @4 ; d’ou (14).

i=1

PrOPOSITION 7.— 1° Si A et B sont deux ensembles intégrables
tels que B < A, I’ensemble C = A — B est intégrable, et on a

(15) wC) = wA) — w(B).

2° L’intersection d’une famille dénombrable d’ensembles inté-
grebles est intégrable.

La premiére partie résulte de ce que ¢c = @, — @5 D’autre
part, si (A,) est une suite d’ensembles intégrables, et A son intersec-
tion, on a @, = i?f%", donc A est intégrable (n° 3, prop. 4).

COROLLAIRE. — Si (A,) est une suite décroissante d’ensembles

intégrables, on a u(ﬂ A,,) = lim u(A)).
n | div e}
En effet, si A = mA,,, @, est enveloppe inféricure de la
n

suite décroissante (¢, ) (n° 3, prop. 4).

ProrosITION 8.—- Soit (A,) une suite croissante d’ensembles
intégrables,; pour que la réunion A =\_JA, soit intégrable, il

n

faut et il suffit que sup |u|(A,) < +c0; on a alors
(16) MA) = lij{_lo HA,).

En effet, les ¢, forment une suite croissante de fonctions
intégrables, et @, = sup ¢, ; la proposition résulte donc de la
prop. 4 du n°® 3.

COROLLAIRE. — Soit (A,) une suite d’ensembles intégrables

telle que . |ul(A,) < +c0; la réunion A = \_J A, est intégrable, et

n=1
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on a ©
(17) MMJst;mM»

En effet, on a ¢, = SUP @4, et

WA < 3 A = 3 [HlA) < oo

(§ 1,n° 4, prop. 18); A est donc intégrable (§ 3, n° 6, cor. 2 du th. 5) et
comme |u|(A) = |u[*(A), on a bien (17).

PROPOSITION 9.— Soit (A,) une suite d’ensembles intégrables,

deux @ deux sans point commun, et telle que Z lul(A,) < +o0;
on a alors

(18) (U A) Z 1HA,).

En effet, st A ={_JA,, on a ¢, = ) ¢4, et la proposition
n n=1

résulte de (17) et du cor. 2 du th. 2 du n° 3.

On exprime encore la relation (18) en disant que la mesure u
est completement additive dans I’ensemble des parties intégrables
de X.

6. Critéres d’intégrabilité d’un ensemble

PROPOSITION 10. — Pour qu’un ensemble A ouvert (resp. fermé)
dans X soit intégrable, il faur et il suffit que |u|*(A) < +co.

Comme ¢, est alors semi-continue inféricurement (resp.
supérieurement), la proposition résulte de la prop. 5 du n°® 4 et de
son corollaire 1.

COROLLAIRE 1.— Tout ensemble compact est intégrable, tout
ensemble ouvert relativement compact est intégrable.

COROLLAIRE 2. — Pour toute mesure positive u sur X,

A — p*(A) est une capacité sur X (cf. Top. geén., chap. IX, 2° éd.,
§6, n° 9, Exemple).

Exemple. — Pour la mesure de Lebesgue u sur R, il résulte de

la prop. 10 que tout intervalle ouvert borné ) a, b ( est intégrable
et a pour mesure b — a (§ 1, n° 2, prop. 9). Comme tout ensemble
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réduit 4 un point est négligeable pour la mesure de Lebesgue, on
déduit de la que tous les intervalles d’extrémités a et b ont méme
mesure b — a.

PROPOSITION 11.— Soit ® un ensemble, filtrant pour la relation

<, d’ensembles ouverts intégrables de X; pour que A =\_JG soit
Geb

intégrable, il faut et il suffit que sup lu[(G) < + o0, et I'on a alors
Ge

u(A) = limgu(G) et [u(A) = sup |u|(G).
On sait en effet que |y|*(A) = sup |u[(G) (§ 1, n° 2, prop. 7); la
Ge®

proposition résulte donc de la prop. 10.

COROLLAIRE. — Soit § un ensemble, filtrant pour la relation >,
d’ensembles fermés intégrables dans E ; [’ensemble fermé B = Q H
e

est intégrable, et I'on a p(B) = limgu(H) et |u|(B) = 11{21; |u|(H).

En effet, soit H, un ensemble de &; comme H, est intégrable,
il est contenu dans un ensemble ouvert intégrable U (§1, n°® 4,
prop. 19); les ensembles ouverts U n [}H forment un ensemble
filtrant pour la relation <, contenus dans U et dont la réunion
est UnN ['.B; on est donc ramené a la prop. 11.

THEOREME 4. — Pour qu’un ensemble A soit intégrable, il faut
et il suffit que, pour tout ¢ > 0, il existe un ensemble ouvert intégrable
G et un ensemble compact K, tels que K =« A = G et que

lul(G — K) = [u[(G) — [u(K) < e

a) La condition est suffisante, car elle signifie que ¢y < @, < @
et [(pg — o) dlu| < &; comme @ et @y sont intégrables, il en est
de méme de ¢, (§ 3, n° 4, prop. 8).

b) La condition est nécessaire. Si A est intégrable, il existe un
ensemble ouvert G o A, tel que |y|*(G) soit arbitrairement voisin
de |ul*(A) = |u|(A) (§ 1, n° 4, prop. 19); tout revient donc & prouver
que, pour tout ¢ > 0, 1l existe un ensemble compact K < A tel
que [pl(A) — |u[(K) < & Comme ¢, est intégrable, il existe une
fonction f > 0, semi-continue supérieurement et a support compact

S, telle que f < @, et J (¢ — /)] <5 (th. 3, 4). Soit 6 > O un

nombre arbitraire, et soit K I’ensemble des points x € E tels que
f(x) = d; K est fermé et contenu dans S, donc compact, et comme
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S < A,onaK < A L’ensemble B= A — K est intégrable, et on
af < pg + dpg, d’ol

[l < WK) + 6. 14l(B) < [4)K) + 0. 1A

et finalement

€ &
() < [ dlal + 5 < ) + 6. 1ul(A) + 5,
ce qui achéve la démonstration, puisque 6 est arbitraire.

COROLLAIRE 1.— Pour qu’'un ensemble A soit intégrable, il
faut et il suffit que, pour tout ¢ > 0, il existe un ensemble compact
K < A tel que [u]*(A — K) < &. La mesure |y|(A) est alors la borne
supérieure de [’ensemble des mesures [uI(K) des ensembles compacts
K < A.

La condition est nécessaire, car si G et K satisfont aux condi-
tions du th. 4, on a

u*(A - K) < "G - K) <=

La condition est suffisante, car elle exprime que, pour la
topologie de la convergence en moyenne, ¢, est adhérente a
Pensemble des fonctions intégrables ¢y (K partie compacte
arbitraire de A).

COROLLAIRE 2. — Pour tout ensemble intégrable A, il existe.

1° un ensemble A, D A, intersection dénombrable d’ensembles
ouverts intégrables, et tel que A, — A soit négligeable;

2° un ensemble A, < A, réunion dénombrable d’ensembles
compacts deux a deux sans point commun et tel que A — A, soit
négligeable.

1° Pour tout entier n, il existe un ensemble ouvert intégrable

G, tel que [¢|(G,) — |ul(A) < %; si A, est l'intersection des G, on a

lu[(Ay) = |u|(A) (n° 5, cor. de la prop. 7), donc A, — A est négli-
geable.
2° Définissons les ensembles compacts K, par récurrence de la

n—1
fagon suivante: K, < Aet [ufA —K,) < 1; K, c A — < U Ki>,
i=1

n—1
et |ul(A [}(l lKi> n K, < % pour n > 1 (th. 4); si A, est la
i=1
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réunion des K,,, on a [u|(A,) = |ul(A) (n° 5, prop. 8), donc A — A,
est négligeable.

COROLLAIRE 3.— Tout ensemble de mesure extérieure finie est
contenu dans la réunion d’un ensemble négligeable et d’une famille
dénombrable d’ensembles compacts, deux a deux sans point commun,
dont la somme des mesures est finie.

Il suffit d’appliquer le cor. 2 a un ensemble ouvert intégrable
contenant I’ensemble donné.

COROLLAIRE 4.— Pour tout ensemble ouvert U dans E, |y|*(U)
est la borne supérieure des mesures |u[(K) des ensembles compacts
K <« U.

C'est immédiat si |p/*(U) < +o0 en raison du th. 4. Si
|u[*(U) = + oo, pour tout entier n, il existe par hypothése une
fonction f e, telle que f < @y et |u|(f) = n. Si K est le support
compact de f, on a f < @g < @y, 4’0l |ul(K) > n, ce qui démontre
le corollaire.

On notera que [u/*(U) est aussi la borne supérieure des mesures
|ul(G) des ensembles ouverts relativement compacts tels que

G < U. En effet, si K est un ensemble compact contenu dans U,
pour tout x €K, il existe un voisinage ouvert relativement com-
pact V de x tel que V < U. En recouvrant K par un nombre fini
de ces voisinages, leur réunion G est un ensemble ouvert relative-
ment compact tel que G < Uet K < G, d’ol

#(K) < [ul(G) < |ul*(U).

7. Caractérisation des mesures bornées

PrROPOSITION 12. — Pour qu’une mesure u sur un espace locale-
ment compact X soit bornée (chap. I, § 1, n° 8), il faut et il suffit
que X soit un ensemble intégrable pour u (ou, ce qui revient au
meéme, que toute fonction constante finie soit intégrable); on a alors

Il = [ulX) = [d]ul
En effet, on a vu que [u*(X) = |[u]| (§ 1, n° 2); la proposition
résulte donc de la prop. 10 du n° 6.

Pour toute mesure bornée y, on dit encore que u(X) est la
masse totale de u.
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Il résulte du th. 4 n® 5 que si g est une mesure bornée, pour
tout & > 0, il existe un ensemble compact K tel que |y]([} K) < .

PROPOSITION 13.— Soit u une mesure bornée sur X. Soit B
une base de filtre sur %, ayant les propriétés suivantes:

1° il existe un ensemble M € B tel que les fonctions € M soient
uniformément bornées dans X ;

2° B converge uniformément dans toute partie compacte de X
vers une fonction f,.

Dans ces conditions, f, appartient a % et B converge en
moyenne d’ordre p vers f,.

Remarquons d’abord que si [f(x)] < a pour tout xeX et
toute fonction fe M, on a aussi |fo(x)] < a pour tout x e X. Cela
étant, pour tout ¢ > 0, il existe un ensemble compact K tel que
I,ul([} K) < ¢” et un ensemble N e 3B tel que, pour toute fonction
feN, on ait [f(x) — fy(x)| < e(ul(K)™ "7 pour tout x e K. Or, on
peut écrire

-1, = —foox + (- To)op:

il résulte de ce qui précede que, sife M n N, on a N((f — fo)og) < &
et N((f — fo)op) < 2ae, d’ott N(f — fo) < (2a + 1)e, ce qui dé-
montre la proposition.

COROLLAIRE.— Pour une mesure y bornée sur X, toute applica-
tion f continue et bornée de X dans F appartient a chacun des
LE(l <p < +w).

En effet, pour toute partie compacte K de X, soit My I'en-
semble des applications de X dans F de la forme Af, ol h est une
application continue de X dans (0, 1) égale a 1 dans K et & support
compact. Il est clair que les ensembles Mg forment dans #§ une
base de filtre B, que les fonctions appartenant a Mg sont uniformé-
ment bornées, et que B converge uniformément vers f dans toute
partie compacte de X, d’ou le corollaire.

En particulier, la fonction f est intégrable, et son intégrale
{fdy est la limite suivant B des intégrales | hf dp.

Nous retrouverons le cor. de la prop. 13 comme conséquence
d’un critére général d’intégrabilité au § 5, n°® 6.

Avec les notations du chap. III, §1, n° 2, on a [f| < |/f].1
pour toute fonction fe °(X;F), d’ol, en vertu des formules (3) et
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(4)ydun® 2,
(19) N() < ] Ny(1) = [f]]. ] /7.
En particulier, pour p = 1, la formule (5) du n° 2 donne

(20) | [£du] <[] ul

et par suite Papplication f—s {fdu est continue dans 'espace de
Banach %*(X; F); sa restriction a adhérence ¥°(X ; F) de :#°(X; F)
dans %°(X; F), espace des fonctions continues tendant vers 0 au
point a I'infini (chap. III, § 1, n° 2, prop. 3), est donc le prolonge-
ment par continuité de Vintégrale a ¥°(X; F).

8. Intégration par rapport a une mesure a support compact

Soit u une mesure sur X dont le support S = Supp(y) est
compact ; 'ensemble ouvert X — S est négligeable (§ 2, n° 5, prop. 2).
Pour toute fonction f & valeurs dans un espace vectoriel F ou
dans R, les fonctions f et fog sont donc équivalentes (§2, n° 4);
pour que f soit u-intégrable (lorsque F est un espace de Banach),
il faut et il suffit donc que fog le soit, et Pon a (n° 1)

(21) [fdu = [fosdp.
Si de plus f est bornée dans S, il résulte de (20) que 'on a
(22) [J8 dul < | - suplf (0],

En particulier si f est continue dans X, f est u-intégrable
puisque fhe A (X; F) pour toute fonction he £ (X;R) égale a 1
dans S (chap. I, § 1, n° 2, lemme 1). Plus précisément:

PROPOSITION 14.— Soient X un espace localement compact,
F un espace de Banach non réduit a 0; on munit ’espace €(X; F)
de toutes les applications continues de X dans F de la topologie de
la convergence compacte. Pour qu'une mesure p sur X soit telle
que ’application linéaire f— [fdu de A (X;F) dans X se prolonge
en une application linéaire continue de (X ;F) dans F, il faut et il
suffit que Supp(u) soit compact,; un tel prolongement est unique et
coincide avec I’intégrale définie au n° 1.

On vient de voir en effet que si 4 a un support compact,
'intégrale {fdu est définie pour toute fonction fe #(X; F) et que
I'application f— {fdu de 4(X;F) dans F est continue pour la
topologie de la convergence compacte. Inversement, supposons
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que f— [fdy soit continue dans # (X ; F) pour la topologie de la

convergence compacte. Il y a alors un ensemble compact K < X

et un nombre a > 0 tels que |u(f)| < a.sup|f(x)| pour toute fonc-
xeK

tion fe #(X; F); en particulier, si le support de ge #(X; F) ne
rencontre pas K, on a u(g) = 0. Prenant g = ha, ou a # 0 est un
vecteur de F et he #(X;C), on voit que p(h) = 0 pour toute
fonction he #(X; C) dont le support ne rencontre pas K, ce qui
prouve que Supp(u) = K. Enfin, 'unicité du prolongement résulte
de ce que A(X; F) est dense dans €(X; F) pour la topologie de la
convergence compacte (chap. I1L, § 1, n°® 2, prop. 4).

La prop. 14 permet d’identifier une mesure a support compact
sur X a son prolongement continu 4 %(X; C). L’ensemble des
mesures & support compact sur X s’identifie donc au dual €'(X ; C)
de P’espace localement convexe séparé %(X;C). Rappelons que
%(X; C) est complet (Top. gén., chap. X, 2¢ éd., §1, n° 6, cor. 3 du
th. 2); mais il n’est pas nécessairement tonnelé (exerc. 17). Toute-
fois, si X est dénombrable a D’infini, donc réunion d’une suite
croissante d’ensembles compacts K, tels que K, = K, . ,, alors la
topologie de €(X; C) peut étre définie par la famille dénombrable
de semi-normes p,(f) = sup |f(x)|, donc ¥(X; C) est un espace de

xeK,,
Fréchet dans ce cas. Par suite, pour tout recouvrement & de

%(X;C) par des ensembles bornés, I'espace %'(X;C) est alors
quasi-complet pour la S-topologie (Esp. vect. top., chap. 111, §3,
n° 7, cor. 2 du th. 4).

Nous considérerons surtout sur €'(X;C) la topologie de la
convergence compacte (topologie de la convergence uniforme dans
les parties compactes de ¥(X;C)). Rappelons que les parties
relativement compactes H de €(X;C) sont caractérisées par les
propriétés suivantes (Top. gén., chap. X, 2° éd., §2, n°® 5, cor. 3 du
th. 2):

1° H est équicontinue;

2° pour tout x € X, ’ensemble H(x) des f(x), ou f parcourt H,
est borné dans C.

PROPOSITION 15.— Soient X un espace localement compact et,
pour tout x € X, soit ¢, la mesure de Dirac au point x. L’application
x— e, de X dans €'(X;C) est continue pour la topologie de la
convergence compacte sur €'(X; C).

Considérons un voisinage de ¢, dans %'(X;C) pour cette
topologie, que I'on peut supposer défini en prenant un nombre
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0 > 0, une partie compacte H de ¥(X;C) et en considérant
I’ensemble des mesures u sur X telles que |p(f) — sxo(f)l < d pour
toute fonction fe H. Comme H est équicontinue, il existe un
voisinage U de x, dans X tel que la relation fe H entraine
|f(x) = f(x,)| < & pour tout x e U, ce qui s’écrit aussi

isx(f) - 8x0(f)‘ < 5:

et prouve la proposition.

PROPOSITION 16. — Soient K une partie compacte de X, L I’es-
pace vectoriel des mesures p sur X de support contenu dans K. Sur
L, les topologies induites par la topologie I de la convergence
compacte sur €'(X;C) et la topologie 7' de la convergence stricte-
ment compacte sur #(X; C) (chap. 111, § 1, n° 10) coincident.

Il est clair que sur L, la topologie induite par J est plus
fine que la topologie induite par 7. Inversement, soient H une
partie compacte de ¢(X; C), h une fonction de #'(X; C) égale a 1
dans K. Il est clair que I’ensemble H' des fonctions fh, ou f
parcourt H, est strictement compact dans #°(X; C), et, pour toute
mesure uel, on a w(f) = wu(fh) pour toute fonction fe H, d’ou
la conclusion.

COROLLAIRE 1. — Pour toute partie compacte K de X et tout
nombre a > 0, lensemble B des mesures u sur X telles que
Supp(p) = K et ||u]| < a est une partie équicontinue de €'(X; C),
qui est compacte pour la topologie I de la convergence compacte.

En effet, soit H une partie de ¢(X; C), formée de fonctions
uniformément bornées dans K; il existe un nombre ¢ > 0 tel que
(/) < c|lp| < ac pour toute fonction feH et toute mesure
e B, en vertu de (22); on a donc B < acH® dans le dual €'(X; C)
de ¥(X; C), ce qui prouve ’équicontinuité de B; le fait que B est
compact pour .7 résulte de ce que, sur B, .7 et la topologie vague
induisent la méme topologie (prop. 16 et chap. III, § 1, n° 10,
prop. 17) et du fait que B est vaguement compact (chap. III, § 1,
n° 9, cor. 2 de la prop. 15 et § 2, n° 2, prop. 6).

COROLLAIRE 2.— Toute mesure @ support compact (resp. posi-
tive a support compact) u est adhérente dans €'(X; C), pour la
topologie J de la convergence compacte, a I’ensemble des mesures
(resp. des mesures positives) dont le support est fini et contenu dans
Supp() et dont la norme est égale a ||p|.
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En effet, sur ’ensemble B des mesures v telles que

Supp(v) = Supp(y) et |v|| < ||,

la topologie induite par la topologie vague est identique a la
topologie induite par .7, et le corollaire résulte donc du chap. 111,
§2,n°4, cor. 2 et 3 duth 1

9. Clans et fonctions additives d’ensemble

DEFINITION 3. — On dit qu’un ensemble non vide @ de parties
d’un ensemble A est un clan $’il existe une algébre of (sur R) formée
de fonctions numériques finies, définies dans A, telle que les relations
Me ® et @\ € .o/ soient équivalentes.

Exemple.—Si p est une mesure sur un espace localement
compact X, les combinaisons linéaires a coefficients réels de
fonctions caractéristiques d’ensembles intégrables forment une

algébre o/, car pour deux ensembles intégrables M, N,

PPN = PMm~N

est intégrable (n° 5, prop. 7); il résulte alors des déf. 2 et 3 que
I’ensemble des parties intégrables de X est un clan.

PROPOSITION 17.— Pour qu’un ensemble non vide ® de parties
d’un ensemble A soit un clan, il faut et il suffit qu’il satisfasse a la
condition suivante:

(CL) Pour tout couple d’ensembles M, N appartenant a @, les
ensembles MU N et M N BN appartiennent a .

La condition est nécessaire, en vertu des relations

PMuN = PM T PN — PuPNs PMAN = PM — PuPN-

Pour montrer qu’elle est suffisante, remarquons d’abord qu’elle
entraine que, pour deux ensembles quelconques M, Nde ®, M n N
appartient a ®, puisque MN N =M n (M n GN). Soit alors
&(®) 'ensemble des combinaisons linéaires a coefficients réels de
fonctions caractéristiques d’ensembles de ®. Comme @yQPN = Pr N
&(®) est une algébre. Tout revient a montrer que, si M est une

partie de A telle que @y = ) c;py,, ol les M;e ®, on a Me®.

Cela va résulter du lemme suivant:

Lemme 1. — Soit ® un ensemble non vide de parties de A satis-
faisant a ’axiome (CL). Etant donnée une famille finie (M;); <i<n
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d’ensembles de ©, il existe une famille finie (N;), <;<,, d’ensembles
de @, deux a deux sans point commun, telle que chacun des M;
soit réunion d’un certain nombre des N;.

n

En effet, considérons les 2" — 1 ensembles de la forme m P;,
i=1

ou P; = M, pour certains indices i, P; = [}Mi pour les autres,

un au moins des P; étant égal a M;. Soit (N), <;<,, la suite de

ces ensembles rangés dans un certain ordre; ils sont deux a deux

sans point commun, et appartiennent a ®; d’autre part, tout en-
n

semble M, est réunion des ensembles N; = Q P; correspondant
aux familles (P;) telles que P, = M,, ce qui démontre le lemme.

n
Ce lemme étant établi, toute fonction de la forme ) cpy.,
m i=1
ol M; € @, peut s’écrire sous la forme ) djpn,, ou les N; appar-
j=1
tiennent a ® et sont deux a deux sans point commun; si

om= ), d;jp,» on a nécessairement d; = 0 ou d; = 1 pour chaque
j=1

indice j, donc M est réunion d’un certain nombre des N;, et par

suite appartient a .

Tout clan ® de partics de A contient la partie vide @ de A;
en effet, il existe au moins une partic Me®, donc M — M =@
appartient 2 @. On notera d’ailleurs que I’ensemble de partics de
A réduit a la seule partic @ est un clan.

DEFINITION 4. — Etant donné un clan ® de parties d’un en-
semble A, et un espace de Banach F, on appelle fonction étagée sur
les ensembles de ® (ou fonction ®-étagée), a valeurs dans ¥, toute

fonction de la forme Y apy,, ou les a; appartiennent a F, et les
M; a . ‘

Il est clair que I'ensemble & (@) des fonctions ®-Etagées a
valeurs dans F, est un espace vectoriel sur R ou C. Nous venons de
voir dans la prop. 17 que ’ensemble &(®) des fonctions numériques
finies M-étagées est une algeébre sur R; c’est aussi le sous-espace
vectoriel de R? engendré par les fonctions caractéristiques des
ensembles de ®.
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Toute fonction de &R(D) peut s’écrire f = Zngon, ou les
J
N;e ® sont deux a deux sans point commun, en raison du lemme 1;
on en déduit que [f| = Y |¢loy, appartient & £(®). En particulier,
J

&(®) est un espace de Riesz, ’enveloppe supérieure de deux fonc-
tions de &(®d) appartenant a &(®P).

Remarque. — On voit aisément que la déf. 4 est équivalente a
la suivante: une fonction d-étagée & valeurs dans F est une fonc-
tion f qui ne prend qu’un nombre fini de valeurs et qui est telle

que, pour tout a # 0 dans I, I'ensemble f (a) appartienne a .

DEFINITION 5.— On dit qu’une fonction numérique finie A,
définie dans un clan ® de parties d’un ensemble A, est additive, si,

pour tout couple d’ensembles M, N sans point commun et apparte-
nant a ®, on a A(M U N) = A(M) + AN).

Il résulte en particulier de cette définition que A(@) = 0.

PROPOSITION 18.— Soit A une fonction additive d’ensemble,
définie dans un clan ®. Il existe une forme linéaire et une seule
(notée encore A) sur [’espace vectoriel &(®) des fonctions ®-étagées
numeériques finies, telle que A(py) = A(M) pour tout ensemble M € @
en outre, si AIM) = 0 pour tout Me®, A est une forme linéaire
positive sur &(D).

L’unicité de la forme linéaire 4 est évidente, puisque les fonc-
tions caractéristiques d’ensembles de @ engendrent I'espace vec-
toriel £(®). Pour prouver Uexistence de A, il suffit de prouver que la

relation Y c¢;py, = 0, ol les M; sont des ensembles non vides

13
appartenant a @, entraine Y ¢;A(M;) = 0. Or, en vertu du lemme 1,
i

il existe une famille finie (N;) d’ensembles non vides de @, deux a
deux sans point commun, telle que pour chaque indice i, on ait

®m, = ), a;;0n;, avec a;; = 0 ou a;; = 1. La relation Y c;py, = 0,
7 7
qui s’écrit Z(Z ciaij) @x, = 0, entraine donc ). ¢;a; = 0 pour tout
Jj i
indice j. En vertu de la déf. 5, on a alors

Y cAM,) = Z(Z c,-aij> AN, =0,

ce qui démontre Pexistence de A. Supposons enfin que A(M) = 0

i

12
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pour tout M e ®; pour toute fonction fe &(®), on peut écrire
f =) cipy,, olt les M; € @ sont deux a deux sans point commun ;

13

si f = 0, on a donc ¢; = 0 pour tout indice i tel que M; soit non
vide, d’ou A(f) = > ¢, MM;) = 0.

10. Approximation des fonctions continues par les fonctions étagées

PrOPOSITION 19. — Soient X un espace localement compact,
® un clan de parties de X, contenant I’ensemble des parties compactes
de X. Pour toute application continue f de X dans un espace de
Banach F (resp. toute fonction numérique f finie, continue et = 0
dans X), a support compact K, il existe une suite (g,) de fonctions
de & D), dont le support est contenu dans K (resp. une suite (g,)
de fonctions de &(®), telle que 0 < g, < f pour tout n), qui converge
uniformément vers f (resp. f).

En effet, comme f est uniformément continue dans K, on
peut recouvrir K par un nombre fini d’ensembles compacts
M; (1 € i <€ m) tels que Poscillation de f dans chacun des M; soit
< 1/n. Comme les M; et K appartiennent a @, il existe une parti-
tion de K en ensembles N;e ® tels que chacun des ensembles
M; N K soit réunion d’un certain nombre des N; (n® 9, lemme 1).
Soit a; un élément de F tel que |f(x) — a;| < 1/n dans N;. Si on
posc g, = » a;py,, on a |f — g,| < 1/n, d’our la proposition dans

J
ce cas. On raisonne de méme pour une fonction continue
numérique f, en prenant a; = inf f(x), et g, = Zaj(pNj.
XGNJ' j

COROLLAIRE 1. — Soit p une mesure positive sur X; ’espace
& (@) est partout dense dans chacun des espaces L (1 < p < +00).

En effet, il résulte de la prop. 19 et du critére de convergence
en moyenne pour les limites uniformes de fonctions a support
compact (§ 3, n° 3, prop. 4) que &(®) est dense, pour la topologie
de la convergence en moyenne d’ordre p, dans I’adhérence de
I'espace A des fonctions continues a support compact; d’ou le
corollaire.

COROLLAIRE 2.— Pour toute partie fermée S de X, toute fonc-
tion € A (X,S;C) est limite uniforme de combinaisons linéaires

z/liqo,(i, ou les A; appartiennent a C et les K; sont des parties

t
compactes de S.
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En effet, 'ensemble .o/ des combinaisons linéaires considé-
rées est une C-algebre. Soit @ ’ensemble des parties M de X telles
que @y € .« ; ® est donc un clan dont tous les éléments sont des
parties de S, contenant les parties compactes de S, et I’on a
Ec(@) < of. 11 suffit alors d’appliquer la prop. 19 a l'espace
localement compact S et au clan ®.

COROLLAIRE 3. — Si u et v sont deux mesures sur X telles que
WK) = v(K) pour toute partie compacte K de X, on a u = v.

En effet, il résulte du cor. 2 et de la définition d’une mesure
que pour toute partie compacte S de X, u et v prennent les mémes
valeurs dans #(X, S; C).

11. Prolongement d’une mesure définie sur une famille d’ensembles

Soit @ un ensemble non vide de parties d’un espace localement com-
pact X. Etant donnée une fonction numérique finie M— a(M), définie et
= 0 dans @, nous nous proposons de chercher & quelles conditions il
existe une mesure positive u sur X telle que les ensembles de @ soient
u-intégrables et que l'on ait (M) = (M) pour tout M e ®. Nous nous
bornerons a considérer le cas ol 'ensemble ® satisfait aux conditions
suivantes:

(PC)) La réunion et ’intersection de deux ensembles de ® appartien-
nent a @.

{(PC,) Pour tout couple formé d’un ensemble compact K er d’un
ensemble ouvert U dans X, tels que K < U, il existe un ensemble M e ®
tel que K =« M < U.

On notera que la condition (PCy) implique que @ € @, en pre-
nant K = U =@. Mais 'ensemble ® n’est pas nécessairement
un clan: par exemple, ’ensemble des parties compactes de X
vérifie les conditions (PC)) et (PC,), mais n’est pas un clan en
général, car si M et N sont compacts, il n’en est pas de méme
de M ~ [N en général.

Nous supposerons en outre que la fonction «, définie dans @, vérifie
les conditions suivantes (évidemment nécessaires pour que le probléme
ait une solution):

(PM)) La relation M <= N entraine a(M) < a(N).
(PMy) Quels que soient M et N dans ®, a(M U N) < a(M) + a(N).
(PMy) La relation M n N =@ entraine (M U N) = a(M) + a(N).

En prenant N =@ dans la condition (PMy,), on en déduit que
a@@ = 0; la condition (PM;) montre alors que (M) > 0 pour
tout M e @.
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THEOREME 5. -~ Soit © un ensemble de parties d’un espace localement
compact X, satisfaisant a (PCy) et (PCy), et soit o une fonction numérique
finie, définie dans @, satisfaisant aux conditions (PM)), (PMy) et (PMy).
Pour qu’il existe une mesure positive p sur X, telle que les ensembles de @
soient -intégrables et que on ait W(M) = (M) pour tout M e @, il faut
et il suffit que o vérifie en outre la condition suivante:

(PMyy)} Pour tout ¢ > 0 et tout M e @, il existe un ensemble compact
K = M et un ensemble ouvert U > M, tels que, pour tout ensemble N € O
satisfaisant a la relation K < N < U, on ait |o<(N) — M) < &

En outre, si la condition (PM,y) est remplie, la mesure p est unique;

pour tout ensemble compact K, on a y(K)= 1infl aofM); pour tout
Med M=K
ensemble ouvert U, on a p*(U) = sup a(M).
Med McU

On notera que la condition (PM,y) est équivalente a la conjonc-
tion des deux suivantes:

(PMyy) Pour tout ¢ >0 et tour Mec®, il existe un ensemble
ouvert U o> M tel que, pour tout Ne® contenu dans U, on ait
a(N) < a(M) + ¢

(PMyy) Pour tout &> 0 er tout Me®, il existe un ensemble
compact K < M tel que, pour tout Ne® contenant K, on ait
aN) = (M) — &.

En cffet, il est évident que (PMjy) et (PMy) entrainent (PM,y).
Inversement, montrons par exemple que (PM,y) entraine (PMpy):
soient K un ensemble compact, U un ensemble ouvert, tels que
KcMacU et que |o(P) — a(M)] < & pour tout Pe® tel que
K < P < U. Alors, si Ne® ¢t N = U, M u N appartient a ® et

Kc(MuN)c U,
d’ot oM U N) < (M) + ¢, et a fortiori o(N) < (M) + ¢.

Lorsque I'ensemble @, satisfaisant a (PC)) et (PCy), est formé
d’ensemblcs compacts, la condition (PMjy) est vérifiée d’elle-méme,
ct (PM,y) est alors équivalente a (PM;y).

La condition (PM,y) est nécessaire: cela résulte aussitot du th. 4 du
n® 6 sur I’ «approximation » d’un ensemble intégrable par un ensemble
compact et un ensemble ouvert. Pour démontrer les autres assertions
du théoréme nous procédcrons en plusieurs étapes.

1° Définition d’une topologie sur P(X).

Pour tout couple (K, U) formé d’un ensemble compact K et d’un
ensemble ouvert U dans X, désignons par (K, U) 'ensemble des parties
M = X telles que K =« M < U; pour que I(K, U) ne soit pas vide, il faut
et il suffit que K < U. Si(K', U’) est un second couple formé d’un ensemble
compact K’ et d’un ensemble ouvert U’, on a

(K, U)n (K, U") = [(K UK, U~ U).
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Soit .7 la topologie sur P (X) engendrée par 'ensemble des parties I(K, U)
lorsque K parcourt I’ensemble des parties compactes de X, et U l'en-
semble des parties ouvertes de X; d’aprés ce qui précede, les KK, U)
forment une base de la topologie  (Top. gén., chap. 1, 3¢ éd., §1, n° 3).

On notera que la définition de 7 entraine que, dans P(X), I’ensemble
des parties compactes de X est partout dense. La condition (PC))
exprime que @ est dense dans P(X), et la condition (PM,y) exprime que
la fonction o est continue dans ®, pour la topologie induite par 7.
Enfin, le th. 4 exprime que la fonctlon M — (M) est continue dans le
clan des ensembies p-intégrables, pour la topologie induite par I

2° Unicité de u.

Désignons par @ I'ensemble des parties M = X telles que a(N) tende
vers une limite finie lorsque N tend vers M (pour la topologxe J) en
restant dans @; on peut alors prolonger d’une seule maniére « en une
application continue & de @ dans R (Top. gén., chap. 1, 3¢ éd., §8, n° 5, th.
1). $”il existe une mesure u repondant a la question, les remarques faites ci-
dessus prouvent que le clan ¥ des ensembles p-intégrables est contenu
dans @, et que (M) = &(M) pour tout M e ¥; cette relation a lieu en par-
ticulier pour toute partic compacte M de X, ce qui prouve 'unicité de y
(cor. 2 de la prop. 19).

3° Prolongement de a aux ensembles compacts.

Sans supposer lexistence de pu, nous allons maintenant étudier
I'ensemble @ et le prolongement & de o 4 ®. Montrons en premier
liew que tout ensemble compact K appartient a @, et que l'on a

&K)= inf o(P). Posons a= inf o«P); pour tout &> 0, il
Pe® P 5K Ped.P>K

existe M e ® tel que K = M et (M) < a + & D’aprés (PMpy), il existe
un ensemble ouvert U > M tel que, pour tout Ne ® contenu dans U,
on ait o(N) < «(M) + ¢ < a + 2¢; pour tout Ned tel que K « N < U,
on a donc a € a(N) < a + 2¢, ce qui, en vertu des définitions, montre
que Ked et &K) = a.

Ce résultat prouve aussitdt que si K, et K, sont deux ensembles
compacts tels que K; < K,, on a &K ;) < &(K,). Si K, et K, sont deux
ensembles compacts quelconques, on a &K, u K,) < a(K,) + a(K,)
d’aprés (PMy). Nous allons voir en outre que si K; et K, ne se ren-
contrent pas, on a a(K; u K,) = a(K,) + d@K,). En effet, il existe alors
deux ensembles ouverts sans point commun U,, U, tels que K, < U,
K, = U, (Top. gén., chap. I, 3¢ éd., §4, prop. 4). 1l existe donc aussi,
d’apres (PCy), deux ensembles M, e @, M, € @, tels que K, =« M; < U,
et K, = M, « U,. Soit alors P un ensemble quelconque de @ contenant
K, u K,;1a réunion des deux ensembles P » M, et P n M, appartient
a @ d’apres (PC,), et comme ces deux ensembles ne se rencontrent pas,
on a, en appliquant (PM,) et (PM,),

aP) = P nM,) + P M,) 2 a(K,) + aK,),
ce qui établit notre assertion.

4° Prolongement de o aux ensembles ouverts.
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Nous allons voir maintenant que, pour qu'un ensemble ouvert U
appartienne a @, il faut et il suffit que, lorsque K parcourt I'ensemble
des parties compactes de U, la borne supérieure des nombres &(K)
soit finie; en outre, g(U) est alors égal a cette borne supérieure.

En eﬁ"et, soit U un ensemble ouvert appartenant a @; pour tout
¢ > 0 1l existe un ensemble compact K = U tel que, pour tout ensemble
M e ® vérifiant K « M < U, on ait [¢(U) — o(M)| < ¢; d’ot

|a(U) — a(K)| < ¢

d’autre part, si K’ est un ensemble compact quelconque contenu
dans U,ona K « Ku K’ = U, d’ou |@(U) — & < ¢ et par suite
HU) =z a(K U K') — ¢ = aK’) — ¢; a(U) est donc bien égal a la borne
supérieure des nombres &(K) lorsque K parcourt I’ensemble des parties
compactes de U.
Inversement, soit U un ensemble ouvert tel que b = sup #(K) < + 0
KcU

(K parcourant I'ensemble des parties compactes de U), et montrons que
U e®. Pour tout ¢ > 0, il existe un ensemble compact K < U tel que
b — & < @K) < b; d’apres (PMyy), pour tout ensemble M € @ tel que

KaeMcU,

il existe un ensemble compact K’ < M tel que
aM) < aK')+e<b+e;

onadonch — ¢ < a(M) < b + ¢ ce qui prouve que U e(fg.

De cette caracterlsation des ensembles ouverts Ue®, et de a(U),
il résulte d’abord que, si U, ¢t U, sont deux ensembles ouverts tels
que U; < U, et U,e®, alors Ue @ et &(U,) < &(U,). D’autre part,
si U; et U, sont deux ensembles ouverts appartenant a @, il en est
de méme de U, u U, et on a &(U, u U,) < &U,) + &U,). En effet,
soit K un ensemble compact quelconque contenu dans U, v U, ; pour
tout point x e K, il existe un vomnage compact de x contenu dans U,
ou dans U,; on peut donc recouvrir K par un nombre fini de ces
voisinages; si K, (resp. K,) est la réunion de ceux qui sont contenus
dans U (resp. U,), on a K < K; U K,, d’ou

dK) < oK, v Ky) < aKy) + @Ky) < «Uy) + o(Uy),
cc qui ¢établit la propriété annoncée.

5° Propriétés de @ et de a.

La définition de @ et de & peut maintenant se transformer comme
suit (compte tenu de (PCp)): pour que Me®, il faut et il suffit que,
pour tout ¢ > 0, il existe un ensemble compact K et un ensemble ouvert
Ued, tels que K « M < U et &(U) — &(K) < ¢; &M) est en outre la
borne inférieure des @(U) pour les ensembles ouverts U € @ contenant M,
et la borne supérieure des &(K) pour les ensembles compacts K < M.

Nous allons déduire d’abord de 1a que, si M, M, et M, UM,
appartiennent 4 @, on a &M; U M,) < &M,) + &M,). En effet, si U, et
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U, sont deux ensembles ouverts de ® contenant respectivement M; et M,
et tels que &(U;) < a(M;)+ ¢ et &U,) < a(M,) + ¢, alors U, u U,
appartient a @, contient M; U M,, et par suite

(M U My) < a(U; Uy < a(Uy) + a(Uy) < aMy) + a(M,) + 2e,

d’olt notre assertion.

Montrons ensuite que, si K est un ensemble compact et U un
ensemble ouvert de @ tel que K < U, on a U — K) = &(U) — &K).
D’apres ce qui précéde, on a &(U) < &(K) + &(U — K). D’autre part,
pour tout ensemble compact K" <« U — K, on a

@K v K) = aK) + a(K') < &(U);

comme U — K est ouvert et appartient 3 ®, U — K) est la borne
supérieure des &(K'), ce qui montre que &K) + &(U ~ K) < a(U).

La définition de @ s’exprime donc encore de la fagon suivante:
pour que Me®, il faut et il suffit que, pour tout ¢ > 0, il existe un
ensemble compact K et un-ensemble ouvert Ue® tels que K « M < U
et (U — K) < e _

Nous sommes maintenant en mesure de prouver que @ est un clan
et @ une fonction udditive d’ensemble dans @. En premier lieu, montrons
gue, si M et N appartiennent a @, il en est de méme de M GN et
de M UN. Par hypothese, pour tout & > 0, il existe deux_ ensembles
compacts K, K’ et deux ensembles ouverts, U, U’ de @ tels que
KeMcU K eNcU, U —-—K) ¢ &(U —K') e Lensemble
K'=Kn B[_J est compact, I’ensemble U” = U n K’ est ouvert et
appartient a @, etona K" <« M n [}N « U”; d’autre part, U” — K” est
contenu dans la réunion de U n BK et U [} K', d’otl &(U"” — K") £ 2¢,
ce qui prouve que M n GNe(i). De méme, U, = U u U’ est ouvert et
appartient 3 @, K, = K U K’ est compact, et ona K; c MU N < Uy;
d’autre part, U; — K, est contenu dans la réunion de U — K et de
U —K', dou encore &U; —K,;) <2 et MuUN appartient a .
Enfin, si M et N ne se rencontrent pas, on a

AK,) = &K) + &K') = a(M) + a(N) — 2,

et par suite @M U N) = @(M) + a(N) — 2¢; comme & cst arbitraire on a
&M u N) = a(M) + oc(N)

6° Existence de la mesure u.

En vertu de la prop. 18 du n° 9, il existe une forme linéaire positive f8
et une seule sur I'espace vectoriel £(®) des fonctions ®-étagées, telle que
Ploy) =_-a(M) pour tout M e®. Pour toute partie compacte K de X,
désignons par %(K) I’espace des limites uniformes de fonctions de &(®)
dont le support est contenu dans K. Comme f est positive, on a
B < a(K). || /|| pour toute fonction fe&(®) dont le support est
contenu dans K ; la restriction de § a ’espace de ces fonctions est une
forme linéaire continue pour la topologie de la convergence uniforme;
elle se prolonge donc en une forme linéaire continue positive fix sur
%(K). En outre, si K et K; sont deux ensembles compacts tels que
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K < K, la restriction de fix, 4 %(K) est identique a iy, donc il existe une
forme linéairc positive /3 sur la réunion % des %(K), qui prolonge chacune
des formes ff.

Or, comme tout enscmble compact appartient & ®, I'espacc .#" des
fonctions numériques continues ct a support compact est un sous-
espace de % (n° 10, prop. 19); la restriction & 4 de la forme linéaire
positive 5 est donc une mesure positive p. Montrons que pour tout
ensemble compact K, on a w(K) = @K). Pour tout ¢ > 0, il existe un
ensemble ouvert Ue® tel que K < U, u(U) < u(K) + et a(U) < &(K) + .
Soit f une application continue de X dans (0, 1) dont le support est
contenu dans U et telle que f(x) = 1| dans K (chap. II1, § 1, n* 2, lemmc 1).
On a u(K) < u(f) < w(U) < w(K) + ¢ et d’autre part

A(K) = flox) < f(f) < Ploy) = a(U) < a(K) + &;

comme u(f) = B(f), on voit que |[u(K)— &K)| <& et comme & cst
arbitraire, u(K) = a(K).

La caractérisation des ensembles ouverts appartenant a @, jointe au
cor. 4 du th. 4 du n° 6, montre alors que les ensembles ouverts appartenant
a @ ne sont autres que les ensembles ouverts p-intégrables, et que, pour
un tel ensemble U, on a y(U) = @(U). Le th. 4 du n° 6 et la caractérisation
des ensembles de ® donnéc au 5° montrent ensuite quc les ensembles
p-intégrables sont les cnsembles de @, et que, pour un tel ensemble M, on
a p(M) = a(M). Enfin, le fait que p*(U) = sup (M) pour tout en-

semble ouvert U résulte aussitot de (PCyy) Lt du Cor 4 du th. 4 du n® 6.
Le théoréme 5 est ainsi complétement démontré.

COROLLAIRE.— Soient X un espace localement compact a base
dénombrable, ¥ [’ensemble des parties boréliennes de X, f§ une application
de W dans (0, +o0) satisfaisant aux conditions suivantes:

(i) Si (B;,B,,...) est une suite de parties boréliennes de X deux a
deux disjointes, on a p(B; U B, u...) = B(B,) + p(B,) +

(i) Si B est une partie compacte de X, on a f(B) < + 0.

Alors il existe une mesure positive p sur X et une seule telle que
B(B) = u*(B) pour tout Be‘P.

Soient ® I'ensemble des parties compactes de X et o la restriction
de f a @. Alors les conditions (PC,), (PCy), (PM)), (PMy), (PM ), (PMyy)
sont satisfaites. Soient K une partie compacte de X, et ¢ > 0. Alors K
est Pintersection d’une suite décroissante (U, , U,, .. .) de parties ouvertcs
relativement compactes de X (Top. gén., chap. IX,2°éd., § 2, n° 5, prop. 7).

+ oo

Ona ) pU,— U,,,) = f(U, — K) < + 0, donc
n=1

+ o

:B n) ﬁ(K) /3 Un - K) = Z /))(Up - Up+1)

tend vers O quand »n tend vers + oc. Ceci prouve que la condition (PMyy)
est satisfaitc. D’aprés le th. 5, il existe une mesure positive p sur X telle
que u(K) = oK) pour toute partie compacte K de X. Comme toute
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partie ouverte U de X est réunion d’une suite croissante de parties com-
pactes, on a u*(U) = B(U). Soit L une partie compacte de X. D’aprés la
prop. 7 du n°® 5, les parties p-intégrables de L forment une tribu de parties
de L. Dong, si B est un élément de ¥ contenu dans L, B est u-intégrable;
pour tout ¢ > 0, il existe alors une partie compacte K et une partie
ouverte U de X telles que K = B = U, p*(U) — w(K) < ¢ (n°6, th. 4).
Comme B(U) = p*(U) et f(K) = u(K), on voit que |u*(B) — B(B)| < 2e.
Donc B(B) = u*(B). Enfin, toute partie borélienne C de X est réunion
d’une suite de parties boréliennes relativement compactes deux a deux
disjointes, d’ou B(C) = p*(C). L’unicité de p résulte aussitét du th. 5.

§ 5. Fonctions et ensembles mesurables

1. Définition des fonctions et ensembles mesurables

DEFINITION 1. — Soient X un espace localement compact, u
une mesure sur X. On dit qu’une application f de X dans un espace
topologique ¥ est mesurable pour la mesure p (ou encore p-mesu-
rable) si, pour toute partie compacte K de X, il existe un ensemble
p-négligeable N < K et une partition de K — N formée d’une suite
(finie ou infinie) (K,) d’ensembles compacts, tels que la restriction
de f a chacun des K, soit continue.

Il est clair que toute application continue de X dans F est
mesurable.

On notera que si u et v sont deux mesures sur X telles que tout
ensemble p-négligeable soit v-négligeable, alors toute fonction
u-mesurable est aussi v-mesurable (cf. chap. V, §5).

La déf. 1 se transforme en le critére suivant:

PROPOSITION 1. — Pour gqu’une application f de X dans F soit
mesurable, il faut et il suffit que, pour tout ensemble compact K < X
et tout nombre ¢ > 0, il existe un ensemble compact K| < K, tel que
]u](K — K,) < &, et que la restriction de f a K, soit continue.

En effet, si cette condition est remplie, on peut définir par
récurrence une suite d’ensembles compacts K, = K, deux a deux

sans point commun, tels que |y| (K - (U K,)) < 1/n, et que la
i=1

restriction de f'a chacun des K, soit continue; le complémentaire
par rapport a K de la réunion des K, est alors négligeable (§ 4, n° 5,
cor. de la prop. 7), donc f est mesurable. Inversement, supposons
qu’il existe un ensemble négligeable N «— K et une partition (K,)
de K — N formée d’ensembles compacts tels que la restriction de f
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a chacun des K, soit continue; pour tout ¢ > 0, il existe un entier

n tel que, si H={_JK,, on ait |[¢(K —H) <e (§4, n°5, cor.

i=1
de la prop. 7); ’ensemble H est compact, les K; (1 <i < n)
forment une partition finic de H en ensembles compacts et la
restriction de f'a chacun des K; est continue; donc la restriction de
fa H est continue.

PROPOSITION 2.— Soit (F,) une suite d’espaces topologiques, et
pour chaque n, soit f, une application mesurable de X dans F,.
Pour tout ensemble compact K < X et tout ¢ > 0, il existe un en-
semble compact K, < K tel que |,u‘(K — Ky) < ¢, et que la restric-
tion a K, de chacune des fonctions f, soit continue.

En effet, il existe pour chaque entier n > | un ensemble com-
pact K, = K tel que |u[(K — K,) < 2", et que la restriction de f,

[= 0]

a K, soit continue. L’ensemble K, = Q K, est compact, les res-

trictions a K, de toutes les fonctions f, sont continues, et comme
K — K, est contenu dans la réunion des K — K,, on a

WK =Ko < §F 55 =

DEFINITION 2. — On dit qu’une partie A de X est mesurable si
sa fonction caractéristique @, est mesurable.

En vertu de la déf. 1, il revient au méme de dire qu’'un en-
semble mesurable A est un ensemble tel que, pour tout ensemble
compact K, il existe un ensemble négligeable N < K et une parti-
tion (K,) de K — N formée d’une suite d’ensembles compacts,
dont chacun est contenu dans K n A ou dans K n [}A.

Cette définition donne aussitot le critére suivant:

PROPOSITION 3.— Pour qu’un ensemble A soit mesurable, il
faut et il suffit que, pour tout ensemble compact K, A n K soit
intégrable.

La condition est nécessaire parce que la réunion d’une suite
d’ensembles intégrables A, est intégrable lorsque ) |u|(A,) est

n

finie (§4, n° 5, cor. de la prop. 8). La condition est suffisante
parce que, pour tout ensemble intégrable B, il existe un ensemble
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négligeable N = B et une partition de B — N en une suite d’en-
sembles compacts (§4, n° 6, cor. 2 du th. 4).

COROLLAIRE 1.— Les ensembles ouverts et les ensembles
fermés sont mesurables.

En particulier I’espace X tout entier est mesurable.

COROLLAIRE 2. — Si X est métrisable, tout sous-ensemble sous-
linien A de X (Top. gén., chap. IX, 2° éd., § 6, n°2) est u-mesurable
pour toute mesure [ sur X.

En vertu de la prop. 3, il suffit de vérifier que tout ensemble
souslinien relativement compact A est p-intégrable. Or, A est alors
capacitable pour |u|* (Top. gén., chap. IX, 2° éd,, §6, n° 9, th. 5).
Donc, pour tout & > 0, il existe une partie compacte K de A telle
que |u[*(A) < |p*(K) + & = |[4|(K) + & Soit U une partie ouverte
relativement compacte de X contenant A et telle que

H(U) = [W*(U) < [uf*A) + =

Alors |g*(U — K) = |gl(U) — |ul(K) < 2¢, donc |u*(A — K) < 2,
ce qui prouve que A est u-intégrable (§4, n° 6, cor. 1 du th. 4).

2. Principe de localisation. Ensembles localement négligeables

ProrosiTION 4 (principe de localisation). — Soit f une applica-
tion de X dans un espace topologique F. On suppose que pour tout
x e X, il existe un voisinage intégrable V, de x, et une application
mesurable g, de X dans F telle que f(y) = g (y) presque partout
dans V. Alors f est mesurable.

En effet, soit K un ensemble compact; il existe un nombre
fini de points x;€ K tels que les V. forment un recouvrement
de K. On en conclut aussitot (§4, n° 9, lemme 1) qu’il existe un
ensemble négligeable N < K et une partition finie de K — N
formée d’ensembles intégrables M, tels que chacun des ensembles
K NV, soit réunion d’une partic de N et d’un certain nombre
des M;, et que, dans chacun des M;, f'soit égale a une des fonctions
g.,. Or, pour chaque M, il existe un ensemble négligeable N; = M;
et une partition de M; — N, formée d’une suite d’ensembles com-
pacts K,; (neN); d’autre part, pour chaque K,;, il existe un

ensemble négligeable P,; = K,;, et une partition de K,; — P,;
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formée d’une suite d’ensembles compacts K,,; (meN) telle que
la restriction de f a chacun des K,,; soit continue. Comme la
réunion de N, des N; et des P,; est négligeable, f est mesurable.

La notion de fonction mesurable est donc unc notion de carac-
tére local.

DEFINITION 3. — On dit qu’un ensemble A < X est localement
négligeable (pour la mesure p) si, pour tout xe€ X, il existe un
voisinage V de x tel que V n A soit négligeable.

En vertu du principe de localisation, tout ensemble locale-
ment négligeable est mesurable. Les propriétés des ensembles
négligeables (§ 2) montrent que toute partie d’un ensemble locale-
ment négligeable est localement négligeable, et que toute réunion
dénombrable d’ensembles localement négligeables est localement
négligeable.

PROPOSITION 5. — Pour qu'un ensemble A soit localement
négligeable, il faut et il suffit que, pour tout ensemble compact K,
A n K soit négligeable.

La condition est évidemment suffisante puisque tout point
de X a un voisinage compact. Elle est nécessaire, car si, pour tout
x € K, il existe un voisinage V, de x tel que A NV, soit négligeable,
alors 1l existe un nombre fini de points x; € K tels que les V. for-
ment un recouvrement de K, et A n K est contenu dans la réunion
des ensembles négligeables ANV, .

COROLLAIRE 1.— Pour qu’'un ensemble A soit négligeable, il
faut et il suffit qu’il soit localement négligeable et de mesure
extérieure finie.

La condition est évidemment nécessaire. Inversement, si elle
est vérifiée, A est contenu dans un ensemble ouvert intégrable G,
réunion d’un ensemble négligeable N et d’une suite (K,) d’en-
sembles compacts (§4, n® 6, cor. 2 du th. 4); comme A ~ N et les
ensembles A N K, sont négligeables, il en est de méme de leur
réunion A.

COROLLAIRE 2.— Tout ensemble ouvert localement négligeable
est négligeable (et par suite contenu dans le complémentaire du
support de p).
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En effet, la mesure extérieure d’un ensemble ouvert G est la
borne supéricure des mesures |y|(K) des ensembles compacts
K < G (§4, n° 6, cor. 4 du th. 4); si G est localement négligeable,
on a |y/(K) = 0 pour tout ensemble compact K contenu dans G,
donc |u*(G) = 0.

COROLLAIRE 3.— Dans un espace localement compact X
dénombrable a Uinfini, tout ensemble localement négligeable est
négligeable.

En effet, X étant réunion d’une suite (K,) d’ensembles com-
pacts, tout ensemble localement négligeable A est réunion des
ensembles négligeables A N K,,, donc est négligeable.

On peut donner des exemples d’espaces localement compacts
non dénembrables 4 Pinfini,et-de mesures sur un tel espace X, tels
qu’il existe dans X des ensembles localement négligeables et non
néghgeables (§ 1, exerc. 5).

COROLLAIRE 4. — Soit f une application de X dans un espace
topologique F. Si I’ensemble N des points de discontinuité de f est
localement négligeable, f est mesurable.

En effet, pour tout ensemble compact K < X, K n N est
négligeable (prop. 5), donc, pour tout ¢ > 0, il existe un ensemble
compact K; = K = (K n N) tel que [u/(K — K,) <e¢ (§4, n° 6,
th. 4), et par hypothése la restriction de fa K, est continue, d’ot1
la conclusion.

Si Pix{ est une propriété, la propriété « Pix{ localement presque
partout (par rapport @ u)» est par définition équivalente a la
propriété « ’ensemble des x tels que (x € X et non Pix)) est locale-
ment négligeable (pour la mesure pu)». Si F est un ensemble quel-
conque, la relation « f(x) = g(x) localement presque partout » est
une relation d’équivalence dans I’ensemble des applications de X
dans F. En particulier, si F est un espace vectoriel, une application
f de X dans F telle que f(x) = 0 localement presque partout est

dite localement négligeable. Nous-laissons au-lecteur le soin d’éta- -

blir pour ces notions la plupart des propriétés correspondant a
celles qui ont été énumérées au § 2, n°>* 4, 5 et 6 pour les fonctions
égales presque partout. Nous nous bornerons a remarquer que si
deux applications continues f, g de X dans un espace topologique
séparé F sont égales localement presque partout, elles sont égales
presque partout en vertu du cor. 2 de la prop. 5 (et par suite égales
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en tout point du support de u (§2, n° 4, prop. 9)); d’autre part,
nous expliciterons la proposition suivante, conséquence immédiate
du principe de localisation:

PROPOSITION 6. — Soit f une application mesurable de X dans
un espace topologique F. Toute application de X dans F, égale a
f localement presque partout, est mesurable.

3. Propriétés élémentaires des fonctions mesurables

THEOREME 1. — Soient X un espace localement compact, p une
mesure sur X, (F,) une suite d’espaces topologiques, F =[]F,

leur produit. Pour chaque indice n, soit f, une application mesurable
de X dans F,, et soit f(x) = (f(x)eF; pour toute application
continue u de f(X) dans un espace topologique G, la fonction
x — u( f(x)) est mesurable.

En effet, pour toute partie compacte K de X et tout nombre
¢ > 0, il existe un ensemble compact K; < K tel que

M(K —Ky) <g

et que les restrictions & K, de toutes les fonctions f, soient
continues (n° 1, prop. 2); il est clair que u » f'est continue dans K,
d’ou le théoréme.

Remarques.— 1) Le théoréme ne s’étend pas a un produit
quelconque d’espaces topologiques (exerc. 1).

2) Si f est une application continue de X dans lui-méme, g une
application mesurable de X dans F, g o f n’est pas nécessairement
mesurable (exerc. 2).

COROLLAIRE 1.— L’enveloppe  supérieure et [’enveloppe
inférieure d’un nombre fini de fonctions numériques mesurables
(finies ou non) est mesurable.

En effet, sup(u,v) et inf(u,v) sont continues dans R x R.

COROLLAIRE 2.— Pour qu’une fonction numérique (finie ou
non) soit mesurable, il faut et il suffit que f* et f ~ le soient.

La condition est nécessaire d’apres le cor. 1 ; elle est suffisante
parce que I'image A de X par P'application x +— (f *(x), f ~(x)) dans
R x R ne contient pas les points (4 00, +00) et (—o0, —00);
par suite, I’application (u, v)— u — v est continue dans A.
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COROLLAIRE 3. -— Sifet g sont deux applications mesurables de
X dans un espace vectoriel topologique F, f + g et of sont mesurables
(o scalaire quelconque).

L’ensemble des applications mesurables de X dans un espace
vectoriel topologique F est donc un espace vectoriel.

COROLLAIRE 4. — Soit F un espace vectoriel de dimension
n sur R, et soit (€,);<x<, une base de F. Pour qu’une fonction

n

f= Z e fi soit mesurable, il faut et il suffit que chacune des
k=1

fonctions numériques f, soit mesurable.

COROLLAIRE 5. — Soient F, G, H trois espaces vectoriels
topologiques et soit (u, v)— [u. v] une application bilinéaire continue
de F x G dans H. Si f est une application mesurable de X dans F,
g une application mesurable de X dans G, [f. g] est une application
mesurable de X dans H.

En particulier, si f est une application mesurable de X dans un
espace normé F réel (resp. complexe) et g une application mesu-
rable de X dans R (resp. C), gf est mesurable. Si F est une algébre
normée, f et g deux applications mesurables de X dans F, fg est
mesurable.

COROLLAIRE 6. — Si f est une application mesurable de X dans
un espace normé F, la fonction numérique |f| est mesurable.

4. Limites de fonctions mesurables

THEOREME 2 (Egoroff). — Soient X un espace localement com-
pact, u une mesure sur X, A un ensemble dénombrable, § un filtre
sur A ayant une base dénombrable, (f,),.o une famille d’applications
mesurables de X dans un espace métrisable F. On suppose que
lim 5 f(x) = f(x) existe dans le complémentaire d’une partie locale-
ment négligeable N de X. Dans ces conditions:

1° la fonction f (prolongée de facon arbitraire dans N) est
mesurable ;

2° pour toute partie compacte K de X et tout ¢ > 0, il existe un
ensemble compact K, = K tel que |u|(K — K,) < ¢, et tel que les
restrictions des f, d K, soient continues et convergent uniformément
vers f dans K.
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La premiere assertion résulte évidemment de la seconde, que
nous allons démontrer. Il existe un ensemble compact K, = K tel
que |u|(K — Kg) < &/2, et que les restrictions a K, de toutes les
fonctions f, soient continues (n° 1, prop. 2). Soit (A,) une base
dénombrable décroissante du filtre §; soit d une distance sur I
compatible avec la topologie. Pour tout couple d’entiers n > 0,
r > 0, soit B,, I'ensemble des points x € K, tels que, pour au
moins un couple d’indices o, f appartenant a A,, on ait
d(f,(x), f5(x)) = 1/r; pour « et § fixés, 'ensemble des x € K, tels que
d(f,(x), f(x)) = 1/r est fermé dans K,, donc compact; par suite,
B, , est réunion dénombrable d’ensembles compacts contenus dans
K, donc est intégrable (§ 4, n° 5, prop. 6 et §). Si 'on fixe r, 'inter-
section de la suite décroissante des ensembles B, , (n = 1,2,...)
est de mesure nulle, puisque f,(x) tend presque partout vers f(x)
dans K, suivant le filtre &; on a donc lim |u|(B,,) = 0 (§4, n° 5,

n— oo

cor. de la prop. 7), et il existe par suite un entier n, tel que
ltl(B,, ) < ¢/2""2 Soit B la réunion (pour r = 1,2, ...) des
ensembles B, ,; B est intégrable, et on a

B < Y.l ) < o/4

(§4, n°® 5, cor. de la prop. 8). Soit C le complémentaire de B dans
Kq; par construction, f(x) converge uniformément vers f(x) dans
C suivant le filtre &, et comme les restrictions des f, a C sont
continues, il en est de méme de la restriction de fa C. Il suffit
alors de prendre un ensemble compact K, < C tel que
lu[(C — K,) < ¢/4 pour satisfaire aux conditions de I’énoncé,
puisque |ul(K — Ky) = [u[(K ~ Ko) + [ul(B) + [1}C = K,) < &

Les conclusions du th. 2 ne subsistent plus nécessairement
si F n’est pas métrisable (exerc. 1). Si F est métrisable et si
I’ensemble A n’est pas dénombrable, mais si le filtre § posséde
une base dénombrable, la premieére conclusion du th. 2 est encore
valable; en effet, si (A,) est une base dénombrable de &, et a,
un ¢élément de A,, j est limite localement presque partout de la
suite (f,,), donc est mesurable; mais la seconde conclusion du
th. 2 n’est plus nécessairement valable (cf. exerc. 4).

COROLLAIRE 1.— Soit (f,) une suite de fonctions numériques
(finies ou non). Si les f, sont mesurables, les fonctions sup f,,

n

inf f,, lim. sup f,, im. inf f, . sont mesurables.

n n—*aw n— oo
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En effet, la droite achevée R, homéomorphe & un intervalle
compact de R, est métrisable. La fonction sup f, est limite simple
n

de la suite croissante des fonctions g, = sup (f,fs - . .,fn) Qui
sont mesurables (n° 3, cor. 1 du th. 1); de méme, lim. sup f, est
n— o0

limite simple de la suite décroissante des fonctions h, = supf, .,

pz0
dont chacune est mesurable d’aprés ce qui précéde. Enfin, comme
inff, = — sup(—f,) et lim.inff, = — lim. sup(—f,), ces fonctions
n n n— n—coc

sont mesurables.

COROLLAIRE 2. — Les ensembles mesurables dans X forment
une tribu (Top. gén., chap. IX, 2° éd., §6, n° 3).
En effet, si M et N sont mesurables,

OmoN = Om + ON — PMPN

€t Pumapn = Pm — PuPn SOnt mesurables en vertu du n° 3, th. 1.
Si (M,) est une suite d’ensembles mesurables et M leur réunion,
®ym = SUp @y, est mesurable en vertu du cor. 1 du th. 2. D’ou le

n
corollaire.

En particulier, comme les ensembles ouverts sont mesurables:

COROLLAIRE 3. — Les ensembles boréliens dans X (Top. gén.,
chap. IX, 2° éd., §6, n° 3, déf. 4) sont p-mesurables pour toute
mesure [ sur X.

5. Critéres de mesurabilité

Lorsque F est un espace vectoriel topologique, toute fonction
étagée sur les ensembles mesurables (§4, n° 9, déf. 4), & valeurs
dans F, est évidemment mesurable (n° 3, cor. 3 du th. 1); une telle
fonction f ne prend qu’un nombre fini de valeurs, et pour tout

yeF, } () est mesurable. Plus généralement, soient F un espace
topologique quelconque, f une application de X dans F ne¢ prenant

qu'un nombre fini de valeurs distinctes a; (1 < i< m); si les
-1
ensembles A; = f (a;) sont mesurables, la fonction f est mesurable.

En effet, pour tout ensemble compact K, et pour chacun des
ensembles A; n K, il existe un ensemble négligeable N; <« A; n K
et une partition de A;n K n [:Nl- formée d’une suite (K,,)

3



178 PROLONGEMENT D’UNE MESURE. ESPACES L? Chap. 1V, §5§

d’ensembles compacts; comme K est la réunion des ensembles
A; n K, et que la restriction de f a chacun des K,, est constante,
donc continue, f est mesurable. Par abus de langage, nous dirons
qu’une application fde X dans F est une fonction étagée mesurable
si elle ne prend qu’un nombre fini de valeurs et si, pour tout y e F,

;’l(y) est mesurable.

THEOREME 3. — Pour qu’une application f de X dans un espace
métrisable F soit mesurable, il faut et il suffit que, pour tout ensemble
compact K < X, il existe une suite (g,) de fonctions étagées
mesurables, a valeurs dans F, telle que g,(x) tende vers f(x) pour
presque tout x € K.

La condition est suffisante, en raison du th. d’Egoroff et du
principe de localisation. Montrons qu’elle est nécessaire: par hypo-
these, il existe un ensemble négligeable N < K et une partition
(K,) de K — N formée d’ensembles compacts tels que la res-
triction de f a chacun des K,, soit continue. Pour définir la suite
(g,), 1l suffit de procéder de la fagon suivante: soit d une distance
compatible avec la topologie de F; pour chaque K, d’indice
i < n, il existe une partition finic de K; en ensembles intégrables
assez petits A;; (1 < j < g;) tels que l'oscillation de f dans chacun
des A;; soit < 1/n (§4, n°9, lemme 1); on prendra g, constante
dans chacun des A;; et égale a une des valeurs de f dans cet en-
semble (pour 1 <i <n,1 <j <g,), et égale a un élément fixe
ae F pour tout point de X n’appartenant a aucun des A;;. Il
est clair que la suite (g,(x)) converge vers f(x) en tout point de K
n’appartenant pas a N.

COROLLAIRE 1. — Soit f une application mesurable de X dans
un espace de Banach F ; pour tout ensemble compact K < X, il existe
une suite (g,) de fonctions étagées mesurables, de support contenu
dans K, telles que |g,(x)| < [f(x)| pour tout xe X et que g,(x)
tende vers f(x) pour presque tout x € K.

Avec les notations de la démonstration du th. 3, et en
désignant par a;; une des valeurs de f dans A, ;, il suffira de prendre
pour valeur de g, dans A;;, le point O si |a;| < 1/n, et le point
a;(l — 1/(nla;)) dans le cas contraire; enfin, on prendra g,(x) = 0
dans le complémentaire de la réunion des A;(1 <i<n, 1 <j< gy
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COROLLAIRE 2.— Soit X un espace localement compact dénom-
brable a U’infini. Si f est une application mesurable de X dans un
espace métrisable F, il existe une suite (g,) de fonctions étagées mesu-
rables, a valeurs dans F, telle que g,(x) tende vers f(x) pour presque
tout x € X.

En effet, si X est réunion d’une suite croissante (A,)
d’ensembles compacts, les ensembles A, — A, _, non vides forment
une partition de X en ensembles intégrables; il existe par suite un
ensemble négligeable N < X et une partition de GN formée
d’une suite (K,) d’ensembles compacts, tels que la restriction de f
a chacun des K, soit continue; la démonstration du th. 3 peut
alors se terminer sans modification.

PROPOSITION 7. — Soit f une application mesurable de X dans
un espace topologique F; I’image réciproque par f de tout ensemble
fermé (resp. ouvert) dans F est mesurable.

11 suffit de faire la démonstration pour I'image réciproque
fl(A) d’un ensemble A fermé dans F. Soit K une partie compacte
de X; il existe un ensemble négligeable N < K et une partition (K,)
de K — N formée d’ensembles compacts tels que la restriction

. : . . -1
de f a chacun des K, soit continue. L’intersection K, n f (A)
est donc I'image réciproque de I’ensemble fermé A par la restric-
tion de fa K, ; c’est par suite un ensemble fermé dans K,, donc

compact. L’ensemble K n ;‘I(A) est donc réunion de P'ensemble
-1 -1
négligeable N n f(A) et des ensembles compacts K, n f (A),

ce qui prouve que f (A) est mesurable.

THEOREME 4.— Soit F un espace métrisable, et soit d une dis-
tance sur ¥ compatible avec la topologie. Pour qu’une application
f de X dans F soit mesurable, il faut et il suffit qu’elle vérifie les
deux conditions suivantes :

a) l’image réciproque par f de toute boule fermée de F est
mesurable

b) pour tout ensemble compact K < X, il existe une partie
dénombrable H de F, telle que f(x)e H pour presque tout x € K.

La condition a) est nécessaire en vertu de la prop. 7; d’autre
part, avec les notations du th. 3, on satisfait 4 la condition b)
en prenant pour H 'ensemble dénombrable formé des valeurs de
toutes les fonctions g,
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Montrons maintenant que les conditions a) et b) sont suffi-
santes. Soit K une partie compacte quelconque de X; il existe
une partie négligeable N de K telle que f(K — N) soit contenu
dans I’adhérence d’un ensemble dénombrable de points de F,
que nous rangerons en une suite (a,). Soit A, , ’ensemble des
xe K — N tels que d(f(x),a,) < 1/p. 1l résulte de la condition
a) que A, , est mesurable. Pour p fixé, définissons par récurrence
une suite d’ensembles B, , = K — N en posant B, ,=A,
et By, =A1,0 [}(U A.,); les B, , sont mesurables et

k<n

ceux qui ne sont pas vides forment une partition de K — N. Soit
g la fonction €gale a a; dans 'ensemble B; , pour 1 <i < m,
et égale a une constante be F dans le complémentaire de la
réunion de ces ensembles; g, , est une fonction étagée mesurable;
lorsque m croit indéfiniment, g, , converge simplement vers la
fonction f, égale a a, dans B, , (n > 1) et a b dans N u [}K, donc
(th. 2) f, est mesurable. Lorsque p croit indéfiniment, f,(x) tend
vers f(x) pour tout xe K — N, et vers b pour xe N u [:K; la
limite des f, est donc mesurable, et le principe de localisation
prouve que f elle-méme est mesurable.

Remarques.— 1) La condition a) seule ne suffit pas pour que f
soit mesurable (exerc. 7).

2) Si la topologie de F admet une base dénombrable, la condition
b) du th. 4 est automatiquement remplic pour toute application de
X dans F. La démonstration prouve en outre qu’il suffit de supposer
que les images réciproques par f des boules fermées de rayon
rationnel, dont le centre appartient a un ensemble dénombrable
partout dense dans F, sont des ensembles mesurables.

3) On peut remplacer I’hypothése a) par la condition que
I'image réciproque par f de toute boule ouverte de F est mesurable.

Le cas des fonctions numériques (finies ou non) mérite une
mention particuliere :

PROPOSITION 8.— Soit D un ensemble dénombrable partout
dense dans R. Pour qu’une fonction numérique ( finie ou non) f soit
mesurable, il suffit (et il faut) que pour tout a € D, I’ensemble des
x € X tels que f(x) = a soit mesurable.

En effet, s’il en est ainsi, pour tout b € R, ’ensemble des x
tels que f(x) = b est mesurable, comme intersection des ensembles
(formant une famille dénombrable) des x tels que f(x) > a, lorsque
a parcourt ’ensemble des points de D qui sont < b. L’ensemble
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des x tels que f(x) < b est mesurable, comme complémentaire
d’un ensemble mesurable. Enfin, si b est fini, ’ensemble des x
tels que f(x) < b est mesurable, comme intersection des ensembles

des x tels que f(x) < b + 1/n; et fl(—oo) est mesurable comme
intersection des ensembles des x tels que f(x) < n, ou n parcourt
Z. Finalement, I'image réciproque par f de tout intervalle fermé
de R est mesurable, comme intersection de deux ensembles
mesurables, et le th. 4 s’applique.

On montrerait de méme qu’il suffit que pour tout ae D, I’en-
semble des x tels que f(x) > a soit mesurable.

COROLLAIRE.— Toute fonction semi-continue inférieurement
(resp. supérieurement) est mesurable.

En effet, si f est semi-continue inférieurement, 'ensemble des
x € X tels que f(x) < a est fermé pour tout a € R.

La prop. 7 permet de préciser comme suit le th. 3 lorsque F
est métrisable et compact .

PROPOSITION 9.— Si F est un espace métrisable et compact,
toute application mesurable f de X dans F est limite uniforme (dans
X tout entier) d’une suite de fonctions étagées mesurables.

Soit d une distance compatible avec la topologie de F. Pour
tout entier n, il existe un nombre fini de points a, € F tels que les
boules fermées B, de centre g, et de rayon 1/n forment un recou-

-1

vrement de F; les ensembles A, = f(B,) sont donc mesurables
(prop. 7), et forment un recouvrement de X. Il existe par suite
(§4, n°9, lemme 1) une partition (C,;) de X en un nombre fini d’en-
sembles mesurables telle que chacun des A, soit réunion d’un
nombre fini des C;. Soient ¢; un point de C,, et g, la fonction étagée
mesurable égale a f(c;) dans C, (pour chaque indice i). Il est clair
que d(f(x), g,(x)) < 2/n pour tout x € X.

PROPOSITION 10.— Soient ¥ un espace de Banach de type
dénombrable, ¥’ son dual, (a;) une suite faiblement dense dans la
boule unité de F'_(Esp. vect.-top., chap.- IV, §5; n° 1, prop. 2).
Pour qu’une application f de X dans F soit mesurable, il faut et il
suffit que pour tout n la fonction scalaire x — {(f(x),a)> soit
mesurable.

La condition étant évidemment nécessaire (n° 3, th. 1),
prouvons qu’elle est suffisante; il suffit de vérifier la condition a)
du th. 4, et pour cela, en vertu du principe de localisation, il
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suffit de prouver que pour toute partie compacte K de X et
toute boule fermée B < F, de centre a et de rayon r, I’ensemble

-1
A = K n f (B) est mesurable; or, pour tout ze F, on a
2] = sup[<z a,)|/a,

A est donc lintersection de K et des ensembles définis par

[f(x), 2, —<aap] <7

comme ces ensembles sont mesurables par hypothése, A est
mesurable.

>

’ .
ay|;

COROLLAIRE 1.— Soit F un espace de Banach. Pour qu’une
application f de X dans F soit mesurable, il faut et il suffit qu’elle
vérifie les deux conditions suivantes :

a) pour tout a'eF’, la fonction scalaire x+— {(f{(x),a"> est
mesurable ;

b) pour tout ensemble compact K < X, il existe une partie
dénombrable H de F telle que f(x) € H pour presque tout x € K.

La nécessité des conditions résulte du n° 3, th. 1 et du th. 4.
Pour prouver que les conditions sont suffisantes, il suffit encore
de vérifier la condition a) du th. 4. Avec les mémes notations
que dans la démonstration de la prop. 10, on peut (en vertu de b))
supposer, en modifiant au besoin f dans un ensemble négligeable,
que T'on a f(K) = H, ou H est une partic dénombrable de F.
Si V est le sous-espace vectoriel fermé de F engendré par I'ensemble
H v {a}, V est un espace de Banach de type dénombrable et
toute forme linéaire continue dans V est la restriction d’une
forme a’ € I'; le méme raisonnement que dans la prop. 10 montre

1
alors que K n f (B) est mesurable.

COROLLAIRE 2.—- Soient F un espace localement convexe
métrisable de type dénombrable, F' son dual. Pour qu’une application
fde X dans F soit mesurable, il faut et il suffit que pour tout a’ € I,
la fonction scalaire x — {f(x),a"> soit mesurable.

En effet, F peut étre considéré comme un sous-espace d’un
produit dénombrable [ ] E, d’espaces de Banach (Esp. vect. top.,

chap. II, 2° éd., §4, n° 3), et 'on peut supposer que pr,(F) est
dense dans E,, qui est donc de type dénombrable. Pour tout n,
I’application pr, o f est alors mesurable en vertu de la prop. 10,
donc f est mesurable en vertu du n° 3, th. 1.
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PrROPOSITION 11.— Soit F un espace localement convexe,
limite inductive d’une suite d’espaces localement convexes mé-
trisables F, de type dénombrable, ¥ étant réunion des F,. Soit F’
le dual de F muni de la topologie faible o(F',F). Pour qu’une
application f de X dans ¥’ soit mesurable, il faut et il suffit que, pour
tout a € F, la fonction scalaire x — <{a, f(x)) soit mesurable.

La condition est nécessaire en vertu du n° 3, th. 1; prouvons
qu’elle est suffisante. Supposons d’abord que F soit métrisable
et de type dénombrable, et soit D un ensemble dénombrable
dense dans F. Soit (V,) une suite fondamentale décroissante de
voisinages ouverts convexes équilibrés de 0 dans F; les ensembles
polaires V2 sont équicontinus et leur réunion est F’' tout entier.

Soit X, = ?I(Vﬁ); la suite (X,) est croissante et X =LHJX,,;

montrons que chacun des X, est u-mesurable. En effet, D 'V,
est dense dans V,; pour tout ye D n'V,, soit S, I’ensemble des
x € X tels que |[(y,f(x)>| < 1; I'hypothése entraine que chacun
des S, est mesurable, et X, est I’intersection de la famille dénom-
brable des S, pour ye D nV,. Cela étant, pour toute partie
compacte K de X et tout ¢ > 0, il existe un entier n tel que
ju(K — (K n X,)) < ¢/4, puis une partie compacte K, de K n X,
telle que |ul(K nX,) —K,) < ¢&/4; enfin, il existe une partie
compacte K, de K, telle que |u|(K, —K,) < &2 et que les
restrictions a K, de toutes les fonctions (y, f), ou y € D, soient
continues (n° 1, prop. 2). Comme I'ensemble f(K,) < f(X,) = V,,
est équicontinu, la topologie induite par o(F’, F) sur f(K,) est
identique a la topologie de la convergence simple dans D (7op.
gén., chap. X, 2° éd.,, §2, n° 4, th. 1); par suite, la restriction de f
a K, est continue, d’oll notre assertion dans ce premier cas.
Passons au cas général. Si z’ est une forme linéaire continue
sur F, sa restriction z, & F, est continue; comme F ={_JF,,

n

le dual F' de F peut &tre identifié (algébriquement) a un sous-
espace vectoriel du produit [| F,, et 'on a pr,(z') = z,. En outre,

toute partie finie de F étant contenue dans I'un des F,, la topologie
o(F',F) n’est autre que la topologie induite par la topologie
produit des topologies &(F,, F,). Cela étant, si {a, f) est mesurable
pour tout a € F, il en est de méme de <a,,pr, of) pour tout n et
tout a, e F,, puisque <a,,pr, > = <a,,f>; la premiére partie
de la démonstration montre donc que pr, of est mesurable pour
tout n, et il en est donc de méme de f (n° 3, th. 1).
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6. Critéres d’intégrabilité

THEOREME 5. — Pour qu’une application f de X dans un espace
de Banach F soit de puissance p-ieme intégrable (1 < p < + o0),
il faut et il suffit que f soit mesurable et que N (f) soit finie.

La condition est nécessaire: en effet, si fe #%, il existe une
suite (g,) de fonctions continues a support compact qui converge
presque partout vers f (§ 3, n® 4, cor. 2 du th. 3); en vertu du th. 2
du n° 4, f est mesurable.

Pour prouver que les conditions sont suffisantes, nous
établirons d’abord un lemme:

Lemme 1.— Soit g une fonction a valeurs dans F, telle que
N,(g) < + o (autrement dit, une fonction de ZE). L’ensemble A
de points x € X tels que g(x) # 0 est contenu dans la réunion d’un
ensemble négligeable et d’une suite d’ensembles compacts.

En effet, soit A, I’ensemble des points xeX tels que
lg(x)| = 1/n; A est réunion des A,, et on a ¢,, < nlg|, d’ou
lu*(A,) < (nN,(g))"; A, est donc contenu dans la réunion d’un
ensemble négligeable et d’une suite d’ensembles compacts
(§4, n° 6, cor. 3 du th. 4); par suite, il en est de méme de A.

Ce lemme étant démontré, considérons d’abord le cas ot f a
un support compact K. D’apres le cor. 1 du th. 3 du n° 4, il existe
une suite (g,) de fonctions étagées mesurables telles que

lg.(x)] < [fix)|

en tout point x € X, et que g,(x) tende presque partout vers f{(x).
Or, g, est combinaison lin€aire de fonctions caractéristiques
d’ensembles mesurables contenus dans K ces ensembles étant
intégrables en vertu de la prop. 3 du n°® 1, g, appartient 3 %%.
Comme N (f) < + o0, le th. de Lebesgue (§ 3, n° 7, th. 6) montre
que f appartient a #§.

Dans le cas général, il résulte du lemme 1 qu’il existe une suite
croissante (K,) d’ensembles compacts telle que f(x) soit nulle
presque partout dans le complémentaire de la réunion des K,,.
Soit f, la fonction égale a f(x) dans K,,, et a 0 ailleurs; f, est mesu-
rable en vertu du n° 3, cor. 5 du th. 1; comme |f,| < |f], f, appartient
a ZF en vertu de la premiére partie du raisonnement. Comme f(x)
est presque partout égale a la limite de la suite des f,(x), le th. de
Lebesgue prouve encore que fe £E, ce qui achéve la démonstra-
tion.
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On aura soin de noter qu’une fonction localement négligeable
mais non négligeable n’est pas intégrable; une fonction ¢gale
localement presque partout a une fonction intégrable n’est donc
pas nécessairement intégrable.

COROLLAIRE 1. — Pour qu’un ensemble soit intégrable, il faut

et il suffit qu’il soit mesurable et de mesure extérieure finie.

COROLLAIRE 2. — Soit (F,) une suite d’espaces topologiques
pour chaque indice n, soit f, une application mesurable de X dans
F,, et soit f(x) = (f(x))e F = []| F,, soit enfin u une application

continue de f(X) dans un espace de Banach G. Pour que la fonction
g(x) = u( f(x)) soit intégrable, il faut et il suffit que N(g) < + oc.
En effet, g est mesurable (n° 3, th. 1).

COROLLAIRE 3.— Pour toute fonction intégrable f et tout
ensemble mesurable A, la fonction fo, est intégrable.

En effet, il résulte du th. 5 et du n® 3, cor. 5 du th. 1 que fo, est
mesurable, et on a N (fp,) < N(f).

On pose J fdy = qu)A du (ou j fu) pour toute fonction
A A

*
intégrable f et tout ensemble mesurable A. On écrit aussij‘ fdlyl
A

* *
(ouj fu)) au lieu de f foadlyl pour toute fonction numérique
A

(finie ou non) f = 0 (en posant f(x)p(x) =0 si f(x) = +o0 et
Palx) = 0).

COROLLAIRE 4.— Pour toute suite (f,) de fonctions mesurables
> Osur X,ona

(1) j( ) f,.)dlul =2 f*fn dlul.

Compte tenu du § 1, n°® 3, th. 3, on est ramené a prouver que
pour deux fonctions mesurables f > 0, g = O sur X, on a

@ [+ @du =] rdal +]" gl

Ce n’est autre que l'additivité de l'intégrale lorsque f et g
sont intégrables. Dans le cas contraire, si par exemple f est non

*
intégrable, on af fdlul = + oo en vertu du th. 5; a fortiori, on a

J* (f + g)dyl = +oo.
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COROLLAIRE 5. — Pour toute suite (A,) d’ensembles mesurables
deux a deux disjoints, on a

WA = T s

Cela résulte du cor. 4 appliqué aux ¢, .

7. Mesure induite sur un sous-espace localement compact

Soient X un espace localement compact, 4 une mesure sur X,
Y un sous-espace localement compact de X. Comme Y est I'inter-
section d’un ensemble ouvert ¢t d’un ensemble fermé dans X
(Top. gén., chap. 1, 3° éd., §9, n° 7, prop. 12), il est u-mesurable
(n° 1, cor. de la prop. 3). Pour toute fonction ge # (Y ; C), soit
g’ la fonction définie dans X, égale a g dans Yeta Odans X — Y;
montrons que g’ est u-intégrable. On peut se borner au cas ou
g est réelle et > 0 (en écrivant g comme combinaison linéaire de
telles fonctions); comme g’ est bornée et a support compact,
il suffit de montrer que g’ est u-mesurable (n° 6, th. 5); mais cela
résulte de ce que g’ est semi-continue supéricurement dans X
(n° 5, cor. de la prop. 8). On peut donc poser la définition suivante:

DEFINITION 4.— Etant donné un sous-espace localement
compact Y d’un espace localement compact X, on appelle mesure
induite sur Y par une mesure u sur X, et [’on note py ou ,u|Y, la
mesure définie par la formule

(1) [gduy = [g du

pour toute fonction ge A (Y;C), g’ désignant la fonction égale a
gdans Y et a 0 dans X =Y.

Exemple. — Soient p la mesure de Lebesgue sur R, I un intervalle
quelconque dans R; I est un sous-espace localement compact de
R et la mesurc induite par u sur I est la forme linéaire

g jb g(x)dx

sur £ (I;C), en désignant par a et b I'origine et Pextrémité (finies
ou non) de I (cf. §4, n° 4, Exemple), autrement dit ce que nous
avons appelé la mesure de Lebesgue sur L.

Lorsque Y est un sous-espace ouvert de X, la déf. 1 coincide
avec la définition de la mesure induite par u sur Y (ou restriction
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de pa Y)donnée au chap. I11, § 2, n° 1 : en effet, pour toute fonction
g € A(Y; C), la fonction g’ est alors continue dans X.

Nous étudierons en détail au chap. V, §5 l'intégration par
rapport & une mesure induite, et n’aurons besoin jusque-la que
des résultats suivants:

Lemme 2. — Soient p une mesure positive sur X, K une partie
compacte de X.

(i) Pour toute partie compacte (resp. ouverte) H de K, on a
pux(H) = w(H).

(i1) Pour qu’une partie N de K soit ug-négligeable, il faut et il
suffit qu’elle soit p-négligeable.

(iii) Si S est le support de ug, on a Supp(us) = S.

(i) On peut se borner au cas ou H est compact. Désignons
“par fla fonction caractéristique de H dans ’espace K; f est semi-
continue supérieurement, et est donc enveloppe inférieure d’une
famille filtrante décroissante (g,) de fonctions de ", (K); on a
t(H) = inf § g dux (§4, n° 4, cor. 2 de la prop. 5). Si g est la

o
fonction égale a g, dans K, a 0 dans X — K, g, est semi-continue
supérieurement, et I’enveloppe inférieure de la famille filtrante
décroissante (g,) est la fonction caractéristique ¢y de H dans
I’espace X; on a donc

u(H) = inf [g; du = inf [g,dux = pc(H)

en vertu de (1).

(11) Si N est p-négligeable, pour tout ¢ > 0 il existe un voi-
sinage ouvert relativement compact U de N dans X tel que
wU) < ¢; comme K — (U n K) est compact, il résulte de (i) que
(U N K) < w(U) < ¢, donc N est pg-négligeable. Réciproque-
ment, si N est pg-négligeable, il existe un voisinage ouvert V de
N dans X tel que ux(V n K) < ¢; en vertu de (i), on a

uV N K) = px(V nK),

donc u(N) = 0 puisque ¢ est arbitraire.

(iii) Pour toute partie ouverte U de K rencontrant S, on a par
hypothése (U ' S) # 0, donc (U n'S) # 0 par (i), et comme
U NS est ouvert dans S, ug(UnS) # 0 par (i); comme tout
ensemble ouvert non vide dans S est de la forme U n S, ot U est
ouvert dans K, cela prouve que Supp(us) = S.

Lemme 3.— Soit Y un sous-espace localement compact de X
pour toute mesure p sur X, on a |py| = |ply.
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Soient f une fonction de 47 (Y), ¢ un nombre > 0 arbitraire;
par définition, il existe une fonction g e #'(Y; C) telle que [g] < f
et |uy|(f) < |uy(g)| + & Si 'on désigne par f' et g’ les fonctions
obtenues respectivement en prolongeant f et g par 0 dans X — Y,
on a iy(g) = wg), et comme [g'] < 17,

()] < [ul(lg’) < |ul(f) = Irlv(f)
d’ou |uy|(f) < |uly(f) + &, et comme ¢ est arbitraire,

[yl < v

D’autre part, soient K le support de f, U un voisinage compact
de K dans X tel que |u/(U — K) < ¢; en vertu du th. d’Urysohn, il
existe une fonction f; € # . (X), prolongeant f, de support contenu
dans U et telle que || f,] = | f|. il existe une fonction h, € #(X;C)
telle que |h,] < f, et que |gl(f1) < |w(hy)| + & Si h est la restriction
deh,aY,onahe#(Y:C), bl < f et uh)) — py(h) = plhypy-g),
donc |u(hy) — py(M] < (| f1-1ul(U = K) < ¢ f]|: par ailleurs, on a
de méme

() = () = [l fiou—k) et | E(f) — [y < €] £

On en tire que

) < Q)] + &1+ 2] f D < |y|(f) + o1 + 2| f)
ty(f) < |uyl(f), ce qui acheve la

et comme ¢ est arbitraire,
démonstration.

8. Familles y-denses d’ensembles compacts.

PROPOSITION 12. — Soient u une mesure sur un espace locale-
ment compact X, A une partie u-mesurable de X, | un ensemble de
parties compactes de A, satisfaisant aux conditions sujvantes:

(PL,) Toute partie fermée (donc compacte) d’un ensemble de
K appartient a K.

(PLy) Toute réunion finie d’ensembles de K appartient a K.

Les quatre propriétés suivantes sont alors équivalentes:

a) Pour qu’une partie B de A soit localement p-négligeable, il
faut et il suffit que |p[*(B n K) = 0 pour tout K € K.

b) Pour tout partie compacte K, de A et tout ¢ > 0, il existe
une partie K € R, contenue dans K, et telle que |p|(K, — K) < «.

¢) Pour toute partie compacte B de A, il existe une partition
de B formée d’un ensemble p-négligeable N et d’une suite (H,)
d’ensembles compacts appartenant a K.
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d) Pour toute partie compacte B de A. il existe une suite
croissante (K,) d’ensembles compacts de K, contenus dans B et tels

que I’ensemble N = B — |_JK,, soit p-négligeable.

11 est immédiat (n° 2, prop. 5) que d) entraine a); c) entraine d)
en prenant pour K, la réunion des H, tels que p < n, et en utilisant
(PL;,). Pour démontrer que b) entraine c), on définit par récurrence

une suite (H,) d’ensembles de & de sorte que H,,; = B — U H,

p<n

et que I’on ait |y (B -U H,,) < 1/n (§4, n° 6, th. 4). Reste enfin
p<n

a prouver que a) entraine b). Raisonnons par labsurde, et sup-
posons que la borne supérieure « des nombres |p|(K), ou K par-
court ’ensemble des parties de K, appartenant & &, soit < |u|(Ko).
En vertu de (PL,), il existe une suite croissante (L,) de parties
compactes de K,, appartenant & { et telle que sup|u/(L,) = a.

Posons B = LEJL,,; B est intégrable et I'on a |u|(B) = «, donc

|ul(Ky — B) = |u|(Ky) — o > 0. Mais nous allons voir d’autre part
que, pour toute partic Ke &, on a |u|(K n (K, — B)) = 0, ce qui,
en vertu de a), entrainera contradiction. En effet, s’il existait une
partie Ke & telle que |u[(K n (Ko — B)) > 0, il existerait une
partie compacte H de K n (K, — B) telle que |,u|(H) > 0. D’aprés
(PL)), on aurait He & et, pour n assez grand,

WL, v H) = |g|(L,) + |u|(H) > .

Mais L, u H appartient & & en vertu de (PL,)), et cela contredit
la définition de a.

DEFINITION 6.— Soit A une partie u-mesurable de X. On dit
qu'un ensemble R de parties compactes de A est p-dense dans A
s’il vérifie les conditions (PL,), (PL,), a), b), ¢), d) de la prop. 12.

L’ensemble de toutes les parties compactes de A est u-dense
dans A.

Lorsque A = X, on dira simplement « ensemble u-dense » au
lieu de «ensemble u-dense dans X». Si X — A est localement
u-négligeable, tout ensemble de parties compactes de A, p-dense
dans A, est u-dense dans X.

Remargue. — Supposons que A soit réunion d’une suite (L)
d’ensembles compacts et d’un ensemble y-négligeable (resp. locale-
ment p-négligeable), et soit & un ensemble de parties compactes,



190 PROLONGEMENT D’UNE MESURE. ESPACES L” Chap. 1V, § 5

p-dense dans A. Appliquant a chaque L, la propriété ¢) de 'énoncé
de la prop. 12, on voit que A est réunion d’une suite d’ensembles
compacts appartenant a K et d’un ensemble u-négligeable (resp.
localement u-négligeable).

Si K est unc partie compacte de X, il revient au méme de dire
qu'un ensemble de parties compactes de K est p-dense dans K ou
ux-dense dans K ; cela résulte des lemmes 2 et 3 du n° 7 et de la
condition b) de la prop. 12.

ProrosiTion 13.— Soient A une partie p-mesurable de X, K
un ensemble de parties compactes, u-dense dans A. Soit $ un en-
semble de parties compactes de A satisfaissant a (PL,) et (PL,) et
tel que, pour tout Ke & ensemble des He $ tels que H = K
soit ug-dense (ou, ce qui revient au méme, u-dense) dans K. Alors
9 est p-dense dans A.

En effet, soit L une partie compacte de A. Pour tout ¢ > 0,
il existe Ke & tel que K = L et [p/(L — K) < &/2, puis He $ tel
que H<= K et [y/(K —H) < ¢2; on en déduit |y(L — H) < ¢,
d’ot la proposition.

9. Partitions localement dénombrables

DEFINITION 7.— On dit qu’'un ensemble de parties N d’un
espace topologique T est localement dénombrable si, pour tout
teT, il existe un voisinage V de t tel que ’ensemble des Aec U
rencontrant V soit dénombrable.

Si I’ensemble A de parties de T est localement dénombrable,
alors, pour toute partie compacte K de T, I’ensemble des Ae U
rencontrant K est dénombrable, puisqu’on peut recouvrir K par
un nombre fini de voisinages ouverts de points de K, dont chacun
ne rencontre qu’un sous-ensemble dénombrable de parties
appartenant a A.

La déf. 7 montre que la réunion d’une ensemble localement
dénombrable de parties py-mesurables (resp. localement u-négli-
geables) d’un espace localement compact est u-mesurable (resp.
localement p-négligeable) (n° 1, prop. 3 et n° 2, prop. 5).

PROPOSITION 14.— Soient X un espace localement compact, p
une mesure sur X, A une partie u-mesurable de X, { un ensemble
de parties compactes de A, p-dense dans A. Il existe un ensemble
S < ] localement dénombrable, formé de parties deux a deux
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disjointes, tel que A — |\_) K soit localement p-négligeable et que,
KeH

pour tout K e 9, le support de py soit K tout entier.

Considérons les ensembles € = & formés d’ensembles deux
a deux disjoints tels que, pour tout Le £ on ait Supp{(y;) = L.
Ces ensembles € forment une partie 5 de B(R), qui est non vide
(car elle contient '¢lément @) et que nous ordonnerons par la
relation d’inclusion dans P(R). Il est immédiat que H# est inductif ;
soit § un élément maximal de # (Ens. R, §6, n° 10). Montrons
tout d’abord que $ est localement dénombrable. En effet, pour
tout x € X, soit V un voisinage ouvert relativement compact de x;
si (K;);<i<, €st une famille finie d’ensembles distincts de $ ren-

contrant V,on a Y [g(K;n V)= |y (V N ( U Kl)) puisque les
i=1

i=1
K; sont deux a deux disjoints, d’ott Y |u/(K; N V) < [p|(V). Si
i=1
$Hv est 'ensemble des K € § rencontrant V, on a donc

Y K N V) < + oo,

Ke9,,
et comme |u/(K N V) >0 pour tout Ke $y, Hy est nécessaire-
ment dénombrable. Prouvons ensuite que N =A — ( JK est
Ke9H

localement u-négligeable. On a vu plus haut que N est y-mesu-
rable. Si N n’était pas localement négligeable, il contiendrait un
ensemble compact non négligeable L, et par suite (n° 8, prop. 12)
un ensemble compact non négligeable L < L, appartenant a K.
Comme |y |(L) = [4f(L) > 0 (n° 7, lemmes 2 et 3), la mesure
induite g sur L par p n’est pas nulle; son support S est donc une
partie compacte non vide appartenant a & en vertu de (PLy), et
l'on a Supp(yg) =S (n° 7, lemme 2, (1i1)). On en conclut que
I’ensemble $ U {S} appartiendrait a $, ce qui contredit la défini-
tion de $; 'ensemble N est donc localement négligeable, ce qui
achéve la démonstration.

10. Fonctions mesurables définies dans une partie mesurable

PrROPOSITION 15.— Soient X un espace localement compact,
u une mesure sur X, A une partie p-mesurable de X, [ une applica-
tion de A dans un espace topologique F. Les conditions suivantes
sont équivalentes:
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a) L’ensemble § des parties compactes K de A telles que la
restriction de f a K soit continue, est u-dense dans A.

b) Il existe un ensemble K de parties compactes de A, p-dense
dans A, et tel que la restriction de f a tout K € K soit ug-mesurable.

¢) Il existe un homéomorphisme j de F sur un sous-espace
d’un espace topologique G et une application p-mesurable g de X
dans G, tels que g|A = jo f.

d) Tout prolongement de [ en une application de X dans F,
constante dans X — A, est u-mesurable.

Il est clair que a) implique b) et que d) implique c¢). Le fait
que c) implique a) résulte de la condition c¢) de la prop. 12 du n° 8.
D’autre part, b) implique a): en effet, la déf. 1 montre que
Pensemble des parties H € & contenues dans un K €  quelconque
est pg-dense dans K (n°® 8, prop. 12, ¢)), et la prop. 13 du n° 8
montre que & est u-dense dans A. Reste a voir que a) implique
d). Soit g un prolongement de f'a X, constant dans X — A. Pour
toute partiec compacte L de X, Ln A et L n(X — A) sont u-
intégrables; donc, pour tout ¢ > 0, il existe une partie compacte
P < L n A et une partie compacte

QclLnX—=A)

telles que |p|(L N A) — P) < &/4 et |ul(L n (X — A)) — Q) < ¢/4.
Il existe d’autre part une partic He $ contenue dans P et telle
que |p|(P — H) < &/2; la restriction de g a I'ensemble compact
K = Hu Q est alors continue (g étant constante dans Q) et on
a |u[(L — K) < &, ce qui achéve la démonstration.

DEFINITION 8. — Soient X un espace localement compact, u
une mesure sur X, A une partie p-mesurable de X. On dit qu’une
application f de A dans un espace topologique F est u-mesurable si
elle vérifie les conditions équivalentes de la prop. 15.

Si A est localement p-négligeable, toute application de A dans
F est donc p-mesurable.

COROLLAIRE 1.— Soient X un espace localement compact, u
une mesure sur X, A une partie p-mesurable de X, f une application
u-mesurable de A dans un espace topologique F. Soit & un ensemble
de parties compactes de X, u-dense dans X. Il existe alors une
partition de A formée d’un ensemble localement négligeable N et
d’une famille localement dénombrable (K ), . d’ensembles K € &,
telle que fIK/1 soit continue pour tout 1€ L.
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Compte tenu du n° 9, prop. 14, il suffit de montrer que I'en-
semble $ — & des parties Ke & telles que K = A et que f|K
soit continue, est u-dense dans A. Or, il résulte aussitét de la
prop. 1 du n° 1 et de la condition d) de la prop. 15 que, pour
toute partie compacte K, de A et tout ¢ > 0, il existe une partie
K < K, appartenant a &, telle que |u|(Ko— K) < ¢ et que f|K
soit continue; la conclusion résulte donc de la prop. 12 du n° 8.

COROLLAIRE 2. — Soit K un sous-espace compact de X; pour
qu'une application [ de K dans un espace topologique ¥ soit p-
mesurable, il faut et il suffit qu’elle soit ug-mesurable.

Compte tenu du lemme 2 du n® 7, cela résulte aussitét de
la prop. 1 du n° 1, et de la condition a) de la prop. 15.

ProPOSITION 16.—Soit o un ensemble localement dénom-

brable de parties p-mesurables de X, et soit B = \_J A. Pour qu’une
Ac¥

application f de B dans un espace topologique F soit u-mesurable,
il faut et il suffit que la restriction de f a tout A € A soit u-mesurable.

On a déja remarqué (n° 9) que B est p-mesurable. La condi-
tion étant évidemment nécessaire, prouvons qu’elle est suffisante.
Soit donc K une partie compacte de B. Par hypothéese, il existe
une suite (A,) d’ensembles appartenant a U et telle que les K n A,
forment un recouvrement de K. Posons Cy = K n A,

C,=KnA,n G(UCL)
i<n

pour n > 0, de sorte que les C, non vides forment une partition
de K en ensembles p-intégrables. La restriction de f a C, étant
u-mesurable, il existe une partition de C, formée d’un ensemble
u-négligeable N, et d’une suite (L,,),.>o, d’ensembles compacts

tels que f|L,,, soit continue. Comme N = (UN, est u-négligeable,

on voit que la condition a) de la prop. 15 est satisfaite, d’ou la
proposition.

La propriété d) de la prop. 15 permet aussitdét de généraliser
aux fonctions mesurables définies dans une partie mesurable A
de X les propriétés des fonctions mesurables définies dans X tout
entier vues aux n® 2 a 5; nous laissons ces généralisations au
lecteur. Signalons seulement que le principe de localisation (n° 2,
prop. 4) est encore valable lorsqu’on suppose que chacune des

14
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fonctions g, n’est définic que dans V, (ou presque partout dans
V,) et est mesurable.

11. Convergence en mesure

Soient X un espace localement compact, y une mesure sur X,
A une partie p-mesurable de X, F un espace uniforme; nous
désignerons par F(A, u; F), ou F(A, u) (ou simplement & (u),
ou méme .y, lorsque A = X) l'ensemble des applications u-
mesurables de A dans F (n° 10, déf. 8). Pour tout cntourage V de
la structure uniforme de F, tout ensemble p-intégrable B < A et
tout nombre 6 > 0, nous désignerons par W(V, B, d) 'ensemble
des couples (f, g) de fonctions de F(A, i; F) ayant la propriété
suivante: I’ensemble M des xeB pour lesquels (f(x),g(x)¢V
est tel que |u*(M) < 5. Montrons que les ensembles W(V, B, o)
forment un systéme fondamental d’entourages d’une structure
uniforme sur F(A, u; F): il est clair que W(V, B, J) est symétrique
si VDest,et quesi Vo V,B o Betd <d,ona

WV, B, )< W(V,B,d);

il suffit donc de vérifier ’"axiome (Uy,) (Top. gén., chap. 11, 3¢ éd,,

2
§ 1, n° 1). Or, si V' est un entourage tel que V' < V, on a
W(V',B,6/2)c W(V',B,d/2) « W(V, B, ).

On notera que lorsque K parcourt un ensemble u-dense K
de parties compactes de A, les ensembles W(V, K, 4) forment aussi
un systéme fondamental d’entourages de la structure uniforme
précédente: en effet, pour tout ensemble intégrable B < A, il
existe une partie compacte K e & contenue dans B et telle que
|ul(B — K) < 4, et par suite W(V, K, 6) = W(V, B, 2J).

DEFINITION 9. — On dit que la structure uniforme  sur
F(A, u; F) dont les W(V,B, ) forment un systeme fondamental
d’entourages est la structure uniforme de la convergence en mesure
dans A.

La topologie correspondante est dite topologie de la con-
vergence en mesure dans A, et on dit qu’un filtre (resp. une suite)
qui converge pour cette topologie est convergent (resp. conver-
gente) en mesure dans A; on supprime souvent la mention de A
lorsque A = X.

Supposons F séparé; alors, pour tout enscmble u-intégrable
B < A, 'intersection des entourages W(V, B, 0), ou V parcourt un
syst¢tme fondamental d’entourages de F et ¢ parcourt 'ensemble
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desnombres > 0, est ’ensemble des couples ( f, g) tels que f(x) = g(x)
presque partout (pour u) dans B. En effet, 'ensemble M des x e B
tels que f(x) # g(x) est p-intégrable, puisque c’est I'image réci-
proque par ’application g-mesurable x — (f(x), g(x)) du complé-
mentaire de la diagonale dans F x F, qui est ouvert (n° 5, prop. 7);
si |u|(M) = a > 0, il existe une partie compacte K < M telle que
lulM — K) < «/2 et que les restrictions de f et g 4 K soient con-
tinues; il y a donc un entourage V, de F tel que (f(x), g(x)) ¢ V,
pour tout x € K, et par suite, on a (f,g)¢ W (V,, B, «/2).

On en conclut que, lorsque F est séparé, l'intersection de
tous les entourages de .#(A, u; F) est 'ensemble des couples ( f, g)
tels que f(x) = g(x) localement presque partout dans A. L’espace
uniforme séparé associé a (A, u; F), que nous noterons S(A, u; F)
ou Si(A, 1) (ou méme Sg(n) ou Sg lorsque A = X) est donc formé
des classes d’équivalence pour la relation «f(x) = g(x) localement
presque partout dans A » dans I'ensemble F(A, u; F).

PROPOSITION 17. — Soit (A)); . une famille localement dénom-
brable de parties u-mesurables de A, deux a deux disjointes et telles

que A — (_J A, soit localement u-négligeable. Alors, si, pour toute
el
classe f.'e S(A, u; F), et tour e L, f, désigne la classe de la restric-
tion a A; de I’une quelconque des fonctions de la classe f, I’applica-
tion Y1 f—(f,),a est un isomorphisme de [’espace uniforme
S(A, u; F) sur ’espace uniforme produit || S(A;, p; F).
ieLl

1l résulte du n° 10, prop. 16 que ¥ est bijective. Considérons
un entourage T de S(A, u; F), image canonique d’un W(V,B, §),
ou B est une partie compacte de A; on sait que 'ensemble J des
AeLl tels que BN A, # @ est dénombrable (n® 9), et Y'on a

lu/(B) = > |ul(B n A,):ily a donc une partic finie H de J telle que
rel
I’on ait

[ NS TN

Y B A<
AeJ—~H
Ceci posé, I'image de T par ¢ x y est contenue dans I'image
canonique du produit [] W(V,B n A;, §). D’autre part, si m est
AeH
le nombre des éléments de H, I'image de T par  x y contient
'image canonique de Uentourage [[ W(V,A,,d/2m), ce qui
icH

prouve la proposition.
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PRrROPOSITION 18.— Si F est métrisable, et si A est réunion
d’un ensemble localement pu-négligeable et d’une suite (A,) d’ensem-
bles p-intégrables, 'espace S(A, p; F) est métrisable.

Comme chaque A, est réunion d’un ensemble négligeable
et d’'une suite d’ensembles compacts, on peut déja supposer que
les A, sont compacts et deux a deux disjoints. La prop. 17 permet
ensuite de supposer que A est compact. Si (V,) est un systeme
fondamental dénombrable d’entourages de F, il est clair que les
W (V,, K, I/n) forment un systtme fondamental d’entourages de
S (A, u; F) lorsque n parcourt N, d’oti la proposition.

Lemme 4.— Soit F un espace uniforme métrisable, et soit
B = A une réunion dénombrable d’ensembles u-intégrables. Alors,
pour toute suite de Cauchy (f,) dans L (A, u;F), il existe une suite
(f,) extraite de (f,), telle que ( f,,(x)) soit une suite de Cauchy dans
F pour presque tout x € B.

Supposons d’abord B intégrable, et désignons par d une
distance compatible avec la structure uniforme de F. Nous allons
définir par récurrence une suite double (f,, de fonctions de
F(A, u; F) telle que f,,, = f, pour tout n, que (/). 0 SOit cxtraite
de (fi- 1. )n=0 pour tout m > 0, et enfin que, pour m > 0, P’en-
semble M,,, des x € B pour lesquels d( f,,,(x), fin n+ 1(x)) > 1/27 21
ait une mesure [u/(M,,,) < 1/2m"*"* 1. la possibilité de cette défini-
tion résulte de cc que (f,) est une suite de Cauchy dans F(A, u; F).
Posons M,, = JM,,,; on a

nz0
M) < Y [ul(M,,,) < 1/2"
n=0

et pour tout xe B —M,, on a d(f,(x), frns (X)) < 127771
pour tout n = 0 et tout p > 0; donc, la suite (f,,,(X).>0 €St une

suite de Cauchy dans F. Soit alors N = q M,,; N est négligeable.

Posons g, = f,, pour tout n = 0; pour tout m, la suite (g,),, est
extraite de la suite (f,,),>0; St xX€ B — N, il y a un indice m tel
que x¢ M,, ce qui prouve que la suite (g,(x)) est une suite de
Cauchy dans F.

Si maintenant B est réunion d’une suite (B,,) d’ensembles
intégrables, on peut définir par récurrence une suite double (g,,,)
telle que gy, = f,,» QUE (gn)n= o SOIt Une suite extraite de (g, n=o
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pour tout m > 0, et que la suite (g,,(X)),>o soit une suite de
Cauchy dans B,, — P,,, ou P, est négligeable. Posons h, = g,,
pour tout n > 0, de sorte que, pour tout m, la suite (h,),s,, soit
extraite de (g,.,)n> 0 ; 12 suite (h,(x)),» o est alors une suite de Cauchy

dans F pour tout xe B — P, ou P = {_J P, est négligeable.

m=40

PROPOSITION 19. — Si [’espace uniforme F est métrisable et
complet, I’espace uniforme S(A, u; F) est complet.

Il existe une famille (K,),, de parties compactes de A,
localement dénombrable, telle que les K, soient deux a deux

disjointes et que A —|_JK; soit localement négligeable (n° 9,
A

prop. 14). En vertu de la prop. 17, S(A, u;F) est isomorphe au

produit [] S(K;, #;F); on est donc ramené & démontrer la propo-
AeL.

sition lorsque A est intégrable; alors (prop. 18), S(A, u;F) est
métrisable, et en vertu du lemme 4, pour toute suite de Cauchy
(f,) dans #(A, u;F), il y a une suite extraite (f,, ) qui est convergente
dans A — N, ou N est négligeable; la limite f de (f,,) (prolongée
de facon arbitraire & A tout entier) est alors u-mesurable, et il
résulte de I'extension du th. d’Egoroff mentionnée au n° 10 que
la suite (f,,) converge en mesure vers f dans A. Cela entraine que f
est une valeur d’adhérence de la suite (f,) dans (A, u;F), et
comme la suite (f,) est par hypothése une suite de Cauchy, elle

converge vers f.
C.Q.F.D.

COROLLAIRE. — Soit F un espace uniforme métrisable.

(i) Toute suite (f,) d’éléments de F(A, p;F) qui converge
localement presque partout vers une application f (nécessairement
u-mesurable) de A dans F, converge en mesure vers f dans A.

(i1) Soit (f,) une suite d’éléments de L (A, u; F), qui converge en
mesure vers une application f de A dans F. Pour tout ensemble
B < A réunion dénombrable d’ensembles intégrables, il existe une
suite (f,,) extraite de (f,) telle que la suite (f,,(x)) converge dans F
vers f(x) pour presque tout x € B.

(i) L’assertion résulte aussitot de ’extension du th. d’Egoroff
mentionnée au n° 10.

(i) En vertu du lemme 4, il existe une suite (f, ) extraite de
(f,) telle que (f,,(x)) soit une suite de Cauchy dans F pour tout
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xeB — N, o N est négligeable; soit /'(x)e F la limite de cette
suite pour xe B — N. Il est clair que f’ est une application u-
mesurable de B — N dans F, et la suite (f,) converge en mesure
vers ' dans B — N, en vertu de (1); /" est par suite égale & f presque
partout dans B.

PROPOSITION 20.— Soit F un espace de Banach, muni de la
structure uniforme définie par sa norme.

(1) Pour toute partie p-mesurable A de X, la topologie de la
convergence en mesure est compatible avec la structure d’espace
vectoriel de (A, u;F).

(it) L’espace A (X;F) est partout dense dans ¥ (X, u;F).

(1) Pour tout nombre réel fini p =1, la topologie induite
par la topologie de la convergence en mesure sur [’espace LUX, p)
est moins fine que la topologie de la convergence en moyenne d’ordre
p.

(1) Pour toute partie u-intégrable B de A et tout 0 > 0,
désignons par T(B, o) I'ensemble des fe F(A, i;F) tels que l'en-
semble C des x € B tels que [f(x)| = J vérifie la relation |u|(C) < 9;
il est clair que si V;est ’entourage de F formé des couples (y, z) tels
que |y — z| < 8, I'entourage W(V,, B, 9) est 'ensemble des couples
(f,g) d’applications mesurables de A dans F telles que f — ge T(B, 9).
Il est clair que les ensembles T(B, ) sont symétriques, et que I'on
a T(B,0)+ T(B,d) = T(B,20) et T(B,ad) < aT(B,d) pour tout
scalaire « tel que |of < 1; il suffit donc de vérifier que les ensembles
T (B, 6) sont absorbants (Esp. vect. top., 2° €d., chap. I, § I, n° 5,
prop. 4). Or, st f est une application y-mesurable de A dans F, la
fonction numérique [f| est aussi u-mesurable (n° 3, cor. 6 du th. 1).
Soit C, 'ensemble des x € B tels que [f(x)| = n; les C, forment une
suite décroissante d’ensembles intégrables dont I'intersection est
vide; donc il existe un entier n tel que |u[(C,) < 6 (§4, n° 3, cor. de
la prop. 7); on peut en outre supposer n pris assez grand pour que
1/n < &; alors on a f/n*e T(B,d), ce qui achéve de prouver
I’assertion (i).

(iii) La relation | [P dlu| < 67! entraine que si C est I’en-
semble des x € X tels que [f(x)] > J, on a

SFu*(C) < S dlu| < o7

d’cu |u[*(C) < 6, ce qui démontre (iii).
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(ii) En vertu de (iii), il suffit de montrer par exemple que £}
est partout dense dans &, puisque par définition 4 (X;F) est
dense dans Z ;. pour la topologie de la convergence en moyenne.
Or, soient f un élément quelconque de ¥, et T(B, ) un voisinage
de 0 dans cet espace; on voit comme dans (1) qu’il existe une partie
intégrable C de B telle que [¢|(C) < é et que f soit bornée dans
B — C; désignant alors par g la fonction égale a f dans B — C, a
0 dans X — (B — C), il résulte du n® 6, th. 5 que g est intégrable,
et 'on a évidemment f ~ ge T(B, J).

Remarques. 1) L'espace vectoriel topologique (X, u;F)
n’est pas nécessairement localement convexe (exerc. 24).

2) La topologie induite par la topologie de la convergence en
mesure sur-l’ensemble des f telles que N (f) < 1 peut €tre stricte-
ment moins fine que la topologie induite sur cet ensemble par la
topologie de la convergence en moyenne d’ordre p (exerc. 22).
Voir toutefois la prop. 21 ci-dessous.

DEriNITION 10, — Soient X un espace localement compact, p
une mesure sur X, F un espace de Banach, et pe [1, +oo(. Une
partie H de LUX, u) est dite équiintégrable d’ordre p (pour p) si
elle satisfait aux conditions suivantes.

(1) Pour tout ¢ > 0, il existe 0 > O tel que, pour tout ensemble
intégrable A de mesure |u|(A) < O et pour toute feH, on ait

S P Qadipl <.

(i1) Pour tout & > 0, il existe une partie compacte K de X
telle que, pour toute fe H, on ait [ |f|Pox_ dlu| < e

Si p = 1, on dit «équiintégrable » au lieu de « équiintégrable
d’ordre p ».

Remarque. — Supposons u- bornée. - Pour - tout a >0,
I’ensemble des applications mesurables de X dans F telles que
Ifix)] < a presque partout est équiintégrable d’ordre p, et ceci
quel que soit p e (1, + oof.

ProrosiTioN 21.— Soit H une partie de LYUX, p) équiinté-
grable d’ordre p. Sur H, la structure uniforme de la convergence en
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mesure est égale a la structure uniforme induite par celle de
LUX, w).

Soit ¢ > 0. Il existe & et K avec les propriétés (i) et (i) de la
déf. 10. Soient f, g dans H telles que

1/p
100 — g < (M—K))

pour x € K, sauf sur un ensemble M de mesure < 6. On a

([ ve-epan) "< (] ierau )"+ (] eraul)”

1/p
([ 1r—glau) " <20
M
donc

[Ie-epdui=| Ir-gpau+| Ic-eFdu
X—-K M

et de méme

| gl au
K-M

< 2% + 2% + (K — M) < 2" + D

&
m)ﬂl
Donc la structure uniforme de la convergence en mesure sur H
est plus fine que la structure uniforme induite par celle de

L2(X, w). 11 suffit alors d’appliquer la prop. 20.

12. Une propriété de la convergence vague

Lemme 5. — Soient X un espace localement compact, p une
mesure positive bornée sur X, F un espace de Banach, f une fonction
bornée sur X a valeurs dans F. Les conditions suivantes sont
équivalentes:

(i) L’ensemble des points de discontinuité de f est p-négligeable.

(i1) Pour tout ¢ > 0, il existe des éléments a,,...,a, de F, des
fonctions g,. . ., g, appartenant a A (X), et une fonction h = 0 con-
tinue bornée sur X, tels que If — gja; — -+ — g,a,| < h < 2sup [f|
partout sur X, et fhdu < e
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Nous noterons N I'ensemble des points de discontinuité
de f, et nous poserons M = sup |f].

(1) = (i1). Supposons la condition (i) satisfaite. Soit & > 0.
La fonction f est u-intégrable (n° 2, cor. 4 de la prop. 5 et n° 6,
th. 5), donc il existe a,,...,a, dans F, g,,... g, dans A (X) tels
que, posant k = |f — g,a;, — ... — g,a,], on ait fkdu < 2 (§3,
n° 5, prop. 10). En multiphant g,,..., g, par un méme élément
convenable de #(X), on peut en outre supposer que

lgia; +... +g.a,) < fl

sur X, d’ou k < 2M. L’ensemble N’ des points de discontinuité
de k est contenu dans N, donc est négligeable. Pour tout xe X,
posons I(x) = lim.sup k(y). On a 2M =1 > k sur X, et [ = k sur

X — N/, c’est-a- cflre presque partout pour u, donc [ldu < ¢/2.
D’autre part, I est bornée et semi-continue supérieurement, donc
enveloppe inférieure de I’ensemble des fonctions continues bornées
majorant [ Il existe donc une fonction continue bornée h > [ sur
X telle que h < 2M et {hdu < {ldu + £/2 (§4,1n° 4, cor. 2 de Ia
prop. 5). On a alors fhdu < ¢ et|f —ga, — - —ga, < h

(if) == (1). Supposons la condition (ii) satisfaite. Pour tout
x € X, soit w(x) 'oscillation de fen x. Soit ¢ > 0. Il existe a,, .. , a,,
g1, ..,2, h avec les propriétés de (ii). Pour tout x e X, w(x) est
loscillation de f— ga; —--- ~g,a, en x, donc w(x) < 2h(x).
Donc [wdu < 2e. Par suite 'ensemble A, des xeX tels que
ox) = \/E est tel que u(A 2\[ Ceci prouve que y(N) < 2f
d’ol u(N) = 0.

localement compact, & I’ensemble des mesures positives bornées sur
X, u un élément de &, B une base de filtre sur &. On suppose que B
converge vaguement vers p et que |v|| tend vers ||u| suivant B. Soit
f une application de X dans ¥ vérifiant les conditions suivantes:
(i) f est bornée, intégrable pour u et pour toute mesure appartenant
a un élément de B,

(i1) ’ensemble des points de discontinuité de f est u-négligeable.

Alors (£dv tend vers [fdu suivant B.

Soit ¢ > 0. Il existe des éléments a,, ..., a, de F, des fonctions
215 -5 8, de A(X), et une fonction h = 0 continue bornée sur X,
telsquelf —ga; — ... —ga,| <h<2suplfisurXet{hdu<e

(lemme 5). Soit M = suplf|. Il existe une partie compacte K de X
telle que p*(X — K) < ¢ (§4, n® 7, prop. 12, et n® 6, th. 4), un
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voisinage compact K’ de K dans X, et une application continue
W de X dans (0,2M] tels que ' = h sur K, i’ = 2M sur X — K’;
en remplacant h par sup(h, h'), on peut supposer en outre que h’
majore h.Ona [ (W' — h)du < 2Mp*(X — K) < 2Me. D’autre part,
h' = h; + 2M, ol h, € A (X). Compte tenu du §4, n° 7, prop. 12,
le nombre {h'dv = [hy dv + 2M|v|| tend suivant B vers

§hydp + 2M|u| = [k dp.
I1 existe alors un A € B tel que, pour toute ve A, on ait

| J(glal +...+ga,)dv — f(gla1 + ...+ ga)dyl <e,
fhdv < {hWdv<fhdu+e<fhdu +2Me + ¢ <2M + e
Ces inégalités entrainent
| [fdv — [fdy| <
Jh dv + | f(gla1 +...+g,a,)dv — f(gla1 + ...+ g.a,) dy|
+ [hdu < 2M + 2),

N

ce qui démontre la proposition.

Remarque. — Les conditions (i) et (i1) de la proposition 22 sont
satisfaites si f est continue et bornée.

Exemple. — Prenons pour X I’espace compact U des nombres
complexes de valeur absolue 1. En posant, pour toute fe #(U),

1
u(f) = j f(e¥™)dt, on définit une mesure positive de masse 1
(o]

sur X. D’autre part, soit 8§ un nombre réel; pour tout entier n > 0,
soient v, la masse unité placée au point ¢*™ de U, et

_ 1
T n+1

iun (V0+--- +vn)5

de sorte que pu, est une mesure positive de masse 1-sur U. Alors,
si § est irrationnel, g, tend vaguement vers u. En effet, comme les
combinaisons linéaires des fonctions z+ z* (ke Z) sont partout
denses dans #(U) (Top. gén., chap. X, 2° éd., §4, n® 4, prop. 8),
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il suffit de prouver que u,(z*) tend vers u(z¥) pour ke Z. Or, pour
k=0,ona pu,z) =z = 1; pour k # 0, on a

#n(zk) —_ -y 1(1 + eZin:kB + e4ink0 +...+ eZinknO)_
Comme e?"™ £ | (puisque 0 est irrationnel), on en déduit
1 eZink(n+ ne _ 1 1 2
|Nn(2k)| = 3 inko = 2inkd ’
n+1 e -1 n+1le —1

donc p,(z*) tend vers 0 = u(z*). Dans ces conditions, on peut
appliquer la proposition 22, et on voit en particulier que, s1 A est
une partie de U de frontiére négligeable pour u, u,(A) tend vers
u(A). Autrement dit, si p, désigne le nombre d’entiers ke (0, n})
tels que e?™ e A, n~ !p, tend vers u(A) quand n tend vers + oco.

§ 6. Inégalités de convexité

1. Le théoréme de convexité

THEOREME 1.— Soient X un espace localement compact, u une
mesure positive sur X, F un espace de Banach réel, D un ensemble
convexe fermé dans F, f une fonction sur X telle que f(X) = D.
Pour toute fonction numérique intégrable g > 0 non négligeable et

g du

Jgdu
En effet, soit F' le dual de F, et soit (z,a’) < a (a' e F’, x€R)
une relation définissant un demi-espace fermé contenant D. Comme
fg est intégrable, il en est de méme de la fonction numérique

(Mg, = Kadg. etona [(fraddu= ( [flgdpa)y (54,002,

cor. 1 du th. 1); mais par hypothése (f(x),a’> < « pour tout x e X,
donc {f(x)g(x), a") < ag(x); en intégrant, il vient

<Jfg du, a’> < ocrjg du.

_ ffgdy . :
Cela prouve que le point ——— appartient a tout demi-espace

fgdu
fermé contenant D; mais en vertu du th. de Hahn-Banach, D est
I'intersection des demi-espaces fermés qui le contiennent (Esp. vect.
top., chap. I1, 2° éd., § 5, n° 3, cor. 1 de la prop. 4), d’ou le théoréme.

telle que fg soit intégrable, le point appartient a D.
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COROLLAIRE. — Si la mesure positive | est de masse totale
égale a 1, et si f est intégrable, [ fdy appartient a l’enveloppe fermée
convexe de f(X) dans F.

Il suffit de prendre pour fonction g la constante 1.

2. L’inégalité de la moyenne

Nous allons préciser le th. 1 pour les fonctions mesurables
numériques (finies ou non).

DEFINITION 1.— Soient X un espace localement compact, y une
mesure sur X. Etant donnée une fonction numérique f (finie ou
non), définie localement presque partout dans X, on appelle maximum
en mesure, ou p-maximum (resp. minimum en mesure, ou [-minimum)
de la fonction f, et on désigne par M (f) (resp. m,(f)) la borne
inférieure (resp. supérieure) de ’ensemble des nombres o tels que
l’on ait f(x) < a(resp.f(x) = a) localement presque partout (pour w).

Il résulte aussitot que la définition que m(f) = —M_(—f),
donc de toute propriété du maximum en mesure on déduit une
propriété correspondante du minimum en mesure.

Pour tout o > M _(f), 'ensemble des x € X tels que f(x) > «
est localement négligeable; or, I’ensemble des xe X tels que
f(x) > M_(f) est réunion des ensembles ou f(x) > r,, r, parcou-
rant ’ensemble des nombres rationnels >M _(f); on a donc
fx) < M_(f) localement presque partout (§5, n°® 2). On a de
méme f(x) = m_(f) localement presque partout; on en déduit
que m (f) < M_(f) si la mesure u n’est pas nulle; en outre, la
relation m(f) = M _(f) équivaut a dire que f est localement
presque partout égale a une constante. Il est clair que, si la mesure p
n’est pas nulle, on a

inf f(x) < me(f) < M(f) < sup f(x).

xeX

Si deux fonctions f, g sont égales localement presque partout,

on a m(f) = my(g) et M (f) = M(g).
Enfin, si fet g sont deux fonctions telles que f + g soit définie
localement presque partout, on a

(1) M (f + 8) < My(f) + My(g)

si le second membre est défini, comme il résulte aussitét de la
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déf. 1; de méme si fet g sont toutes deux = O, et telles que fg soit
définie localement presque partout, on a

(2) M., (fg) < M (/)M (g)

si le second membre est défini.

Lorsque M (f) < +00,onaf(x) < + oo localement presque
partout, mais pas nécessairement presque partout. On dit qu’une
fonction numérique f est bornée en mesure (pour la mesure p) si
elle est définie et finie presque partout, et si en outre les nombres
my(f) et M_(f) sont tous deux finis (cette derniére condition
revenant a dire que M, (| f]) < + o).

PROPOSITION 1 (inégalité de la moyenne). — Soit f une fonction
numérique mesurable et bornée en mesure. Pour toute fonction numé-
rique intégrable g = 0, la fonction fg (définie presque partout) est
intégrable et on a

3) moo(f) [ dlu| < [ fe diul < M) [2dlul

En outre, deux des trois membres de 1’inégalité (3) ne peuvent
étre égaux que si, dans l’ensemble des xe X ou g(x) # 0, f est
presque partout égale a M (f), ou presque partout égale a m(f).

En effet, fg est mesurable (§ 5, n° 3, cor. 5 du th. 1); en outre,
on a I'inégalité m_(f)g(x) < f(x)g(x) < M (f)g(x), non seulement
localement presque partout, mais méme presque partout, car
I’ensemble des points x € X ou g(x) # 0 est réunion dénombrable
d’ensembles intégrables (§5, n° 6, lemme 1). On en déduit que
fg est intégrable (§ S, n® 6, th. 5) et on a 'inégalité (3). D’autre part,
la fonction M _(f)g — fg est presque partout définie et égale a
(M_(f) — f)g; elle est donc presque partout >0 dans X;
comme la relation M (f)fgdlu| = [fgd|u| est équivalente a
fM4(f) — f)gdlu| = 0, elle ne peut avoir lieu que si la fonction
(M (f) — f)g est négligeable, ce qui achéve la démonstration.

En écartant le cas trivial ou fgd|u| = 0, Pinégalite (3) se déduit
du th. 1 du n® 1 appliqué & Pintervalle D = (m(f), M ().
On peut apporter au th. 1 du n° 1 des compléments analogues a
ceux de la prop. 1, qui précisent dans quel cas le point

(1t u) /(e

appartient a la frontiere de D (exerc. 2).
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3. Les espaces Ly

DEFINITION 2. — Pour toute application f de X dans un espace
de Banach F, on pose N_(f) = M (|f]); on dit que f est bornée
en mesure (pour la mesure u) si N_(f) est fini. On désigne par
Lr(X, p) (ou Lg(u), ou simplement £) [’ensemble des applica-
tions mesurables et bornées en mesure de X dans F.

Une fonction f de £} peut donc étre caractérisée par le fait
qu’il existe une fonction mesurable et bornée égale localement
presque partout a f.

Il résulte aussitot de (1) qu’on a

N, (f +g) < N, (f) + N, (g);

d’autre part, on a N_(af) = |a/N_(f) pour tout scalaire o.
L’ensemble .#’§ est donc un sous-espace vectoriel de I’espace de
toutes les applications de X dans F, et N_(f) est une semi-norme
sur cet espace vectoriel. Soit (f,) une suite de fonctions de £y,
qui converge vers fe Z¥ pour la topologie définie par la semi-
norme N (f); pour tout entier m, il existe un ensemble localement
négligeable H,, et un entier n, tels que, pour tout entier n > n,
et tout x ¢ H,,, on ait |f(x) — f(x)| < I/m (toute réunion dénom-
brable d’ensembles localement négligeables étant localement
négligeable); la réunion H des H,, est localement négligeable,
et on voit que f(x) tend uniformément vers f(x) dans le complé-
mentaire de ’ensemble localement négligeable H; la réciproque
est immédiate.

Il est clair que toute fonction égale localement presque partout
a une fonction de #§ appartient 2 £ . En particulier, les fonc-
tions localement négligeables définies dans X et 4 valeurs dans F
forment un sous-espace vectoriel AY de £, caractérisé par la
relation N_(f) = 0 (adhérence de O pour la topologie définie par
N (f)). On désigne par L¥(X, ¢) (ou LE(¢) ou LY') I'espace séparé
associé a £, ¢’est-a-dire I'espace quotient £/ A ; sa topologie
est définie par la norme dedu1te de Nw _par passage au quotient; la
norme d’une classe fe LY . Lorsque
F = R (resp. C), on écrit £~ et LOO au lieu de £y et Lg (resp.
L& et LE) s’il n’en résulte pas de confusion.

PROPOSITION 2. — L’espace ¥ est complet: I’espace Ly est
un espace de Banach.
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Soit en effet (f,) une suite de Cauchy dans #¥; pour tout
entier n, 1l existe un entier k, tel que, pour r = k, et s = k,,
on ait N_(f, — ) < 1/n; il existe donc un ensemble localement
négligeable A, tel que l'on ait |f,(x) — f(x)| < I/n pour tout
x¢A,,. Si A, est la réunion des ensembles A, (pour r > k, et
s =2 k,), A, est localement négligeable, et pour tout x¢ A,, on
a [f.(x) — f(x)|< 1/n pour tous les indices r > k,, s > k,. Soit
A Tensemble localement négligeable réunion des A,, et posons
g.(x) = f,(x) pour x¢ A, g,(x) =0 pour xe A; g, appartient a
L, et d’aprés la définition de A, la suite (g,) converge uniformé-
ment dans X vers une fonction g. Il en résulte que la fonction g
est mesurable (§ 5, n° 4, th. 2); en outre, g est bornée dans I’en-
semble des xe X ou g, (x)| < N_(g,,), et comme le complémen-
taire de cet ensemble est localement négligeable, g appartient a
ZE. 1l est clair que dans ZF, la suite (g,) 2 pour limite g, et il en
est donc de méme de la suite (f,), puisque N_(f, — g,) = 0 pour
tout n. La seconde partie de la proposition s’en déduit immédiate-
ment.

Remarques.— 1) Toute fonction f continue et bornée dans X, a

valeurs dans F, appartient a ¥, et 'on a

N_(f) < |f]| = su);() ().

Pour que I'on ait N(f) = ||f| pour toute fonction continue et
bornée f, il faut et il suffit que le support de la- mesure p soit égal
a X. En effet, s’il existe une fonction continue f a support com-
pact négligeable et non identiquement nulle, on a N_(f) =0 et
Ifl] > 0. Inversement, si le support de u est égal & X, pour toute
fonction continue et bornée f et tout nombre o < ||f||, 'ensemble
des x € X tels que ]f(x)| > o est ouvert et non vide, donc de mesure
extérieure > 0, ce qui montre que N (f) = |f|.

Lorsque le support de u est égal a X, on peut donc identifier
I’'espace normé % (X ;F) des fonctions continues et bornées dans X,
a valeurs dans F, avec un sous-espace de 'espace . Comme ¥§
n’est pas en général séparé, le sous-espace €°(X;F) n’est pas en
général fermé dans ¥, mais son image canonique dans L{ est
un sous-gspace fermé de LP (qu’on peut d’ailleurs identifier a
%*(X ; F) dans le cas envisagé). En général, €°(X; F) est distinct de

£, c’est-a-dire que, pour une fonction mesurable et bornée quel-
conque f, il n’existe pas en général de fonction g continue et égale a
f localement presque partout (§5, exerc. 12). Cela entraine que
I’espace .#'(X;F) des applications de X dans F, continues et a
support compact, n’est pas partout dense dans LY en général, alors
qu’il est partout dense dans chacun des espaces LE pour

l<p< +®
(§3, n° 4, déf. 2). P
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2) Il est immeédiat que la topologie définie par la semi-norme N
cst plus fine que la topologie induite sur Z§ par la topologie dc
la convergence en mesure (§5, n° 11).

4. L’inegalité de Holder

Dans ce numéro, p et g désigneront deux nombres réels tels
que l < p< 40,1 €g< +00, liés par la relation 1/p + 1/g = 1;
on a donc q=p/lp—1)si l<p< 40, g=+0 st p=1
et g =151 p= 4+00; p et g seront appelés des exposants con-
jugués. On remarquera que la relation 1 < p <2 équivaut a
2<qg< +0o0;0nnap = qquelorsque p et g sont égaux a 2.

THEOREME 2 (inégalité de Holder). — Soient f et g deux fonc-
tions numériques finies presque partout et telles que f soit égale
presque partout a une fonction de P et g a une fonction de £°.
Alors la fonction fg (définie presque partout) est intégrable, et on a

(4) N;(fg) < N,(fIN,2).

Soit f; (resp. g;) une fonction de #? (resp. .£%) a laquelle f
(resp. g) est presque partout égale; fg est égale presque partout a
la fonction f,g, partout définie et finie, qui est mesurable comme
produit de deux fonctions mesurables (§ 5, th. 1 et 5). Si

l<p< 4o,

I'inégalité de Holder pour l'intégrale supérieure (chap. I, n° 3,
prop. 4) donne I'inégalité (4), et la relation N,(jg) < + o0 montre
alors que fg est intégrable (§5, n® 6, th. 5). Sip=1, g = + 0,
I’inégalité (4) et le fait que fg soit intégrable sont des conséquences
immédiates de 'inégalité de la moyenne (n° 2, prop. 1); le théoréme
est donc démontré dans tous les cas.

COROLLAIRE 1.— Soient F, G, H trois espaces de Banach, et
(u, v) — ®(u, v) une application bilinéaire continue de F x G dans
H, telle que |®O(w,v)| < |u|.|v|. Si fe ¥% et ge L%, la fonction
D(f, g) est intégrable, et on a

(5) [t g due| < [[ft g dluf < NN,z

En effet, ®(f, g) est mesurable (§5, n® 3, cor. 5 du th. 1);
comme |®(f, g)| < |f]. |g|, le corollaire résulte du th. 2 et du critere
d’intégrabilité du § 5, n® 6, th. 5.
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Deux cas particuliers du cor. 1 sont importants dans les
applications:

COROLLAIRE 2.— Soit F un espace de Banach réel (resp. com-
plexe), F' son dual fort (Esp. vect. top., chap. 1V, §3), et soit
(z,2')—<{z,7") la forme bilinéaire canonique sur ¥ x F'. Si fe £§
et ge L%, la fonction numérique (resp. complexe) <f,g) est
intégrable, et on a

(©) | [<8, 8 du| < [KE 2] dlu] < N DN (g).
En effet, on a [Kz,2')| < 2] |z/.

Lorsque F est un espace hilbertien réel ou complexe, on sait
quon peut P'identifier canoniquement a son dual F’' (Esp. vect.
top., chap. V, § 1, n° 6). Comme I’espace L est complet, on a le
résultat suivant:

COROLLAIRE 3. — Soient p une mesure positive sur X, F un
espace hilbertien réel (resp. complexe). Sur ’espace LE, la forme
symétrique (resp. hermitienne)

f @ — [<fg>du

définit une structure d’espace hilbertien, pour laquelle la norme est
égale a ||f]|,.

COROLLAIRE 4. — Soient F un espace de Banach, f une fonction
de ¥%, g une fonction numérique appartenant a ¥4; la fonction fg
est intégrable et on a

(7 |[fgdu| < [Ifel dlul < NON,(2).

COROLLAIRE 5. — Soient f1, f5, . . ., [, nfonctions positives inté-

n
grables, ay, a,, ..., o, n nombres > 0 tels que ) o; = 1; dans ces

i=1

conditions, la fonction f5f% ... f est intégrable, et on a

®)  [sire. Srd < ([fodu)([fadel)” ([ hda)"

En effet, le produit /51 %2. .. f% est mesurable, comme produit
de fonctions mesurables (§ 5, th. 5 et th. 1); 'inégalité (8) étant

15
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vraie pour les intégrales supérieures (chap. I, n° 2, cor. de la
prop. 2) la fonction f5f%2... fir est intégrable (§ 5, n° 6, th. 5),
d’ou le corollaire.

Le cor. 2 du th. 2 se précise par la proposition suivante:

PROPOSITION 3. — Soient u une mesure positive sur X, F un
espace de Banach réel ou complexe, ¥’ son dual fort, (z, ') — <z, Z")
la forme bilinéaire canonique sur F x F'.

1° Pour toute fonction fe % (1 < p < +®),0ona

©9) Ny = sup | [<f.g> di|
lorsque g parcourt I’ensemble des fonctions de ¥t telles que
Nyjg < L

2° Pour toute fonction ge % (1 < g < +®),0ona

(10) N,(®) = sup | [<f.g) dy

lorsque £ parcourt [’ensemble des fonctions de L% telles que
N,f) < 1.

Démontrons d’abord la relation (9); nous distinguerons deux
cas.

1° 1 < p < + 0. Larelation (9) étant triviale lorsque N (f) = 0
(car alors f et <f, g> sont négligeables), on peut toujours, en multi-
pliant f par un scalaire, supposer que N (f) = 1. Supposons en

n

premier lieu que f soit une fonction étagée intégrable, f = > a,p,,
k=1

ol les A, sont deux a deux sans point commun (§4, n° 8, lemme 1).

n

On a donc par hypothése > |a,|’u(A,) = 1. Pour tout ¢ > 0, il
1

k=
existe (pour tout indice k) un vecteur a e F' tel que |a;|? = |a,|”

si p>1 (resp. || =1 si p=1) et <{a,,a,> = (1 — g)fa.|ay

(Esp. vect. top., chap. IV, §5,n° 1). Si on pose g = ) a,(,,, on a

k=1
Y lai'u(A) =1 si p>1 (resp. sup |a| =1 si p=1), donc
k=1 15k€n
N,(g) = 1; d’autre part

n

[eyau= 3 <anapuiag> 1 =0 3 . fafua
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et comme |a,| = |a,J"% = |a /"' sip > 1 (resp. |a;] = 1si p = 1),
on a

[ auz -0 3 g =1 - N0 =1~

ce qui démontre dans ce cas la relation (9).

Passons au cas ou f est un ¢lément quelconque de £% tel que
N,(f) = 1. Pour tout & > 0, il existe une fonction étagée f; € ¢
telle que N — f,) < e(§4, n° 10, cor. 1 de la prop. 19). D’apres ce
que nous venons de voir, il existe une fonction ge #¢. telle que
N,g) = let que [{f,gydu> N,{f,)—e>1—2eOr,ona

[<hg>du= [CHg>du+ [<f—f,8>du
et d’aprés (6),
| <f — £1.8) dp| < N — £)N,(g)
d’ou
[ du| =13

ce qui démontre (9).

2° p = +00. On peut encore se borner au cas ou N_(f) > 0.
Soit « un nombre quelconque tel que 0 < « < N_(f); par hypo-
thése, ensemble des x € X tels que [f(x)| > o est mesurable et n’est
pas localement négligeable, donc il contient un ensemble compact
K de mesure > 0. Comme f est mesurable, il existe un ensemble
compact K, < K, de mesure > 0, et tel que la restriction de f a
K, soit continue. Il en résulte que, pour tout ¢ > 0, il existe une
partition de K; en un nombre fini d’ensembles intégrables, dans
chacun desquels I’oscillation de f est < ¢; un au moins de ces
ensembles A a une mesure > (. Soit a une des valeurs de f dans A ;
on a |a| > «, et [f(x) — a| < ¢ pour tout x € A. Il existe un vecteur
a'eF tel que |a|=1 et [<a,a’)|>|a] —¢; la fonction
g = @,.2/i(A) est intégrable et on a N,(g) = 1, d’autre part,
on a

1
fgddy=—— |<f,a du.
J< g du A J< >Padp
Or, on peut écrire

[ s du = Ca, adu(A) + [<F - a,adp,dp
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et comme
|Kf —a,2 )0, < ey,

on voit que

<L du| = K] — o> fa| - 2 > @ — 2

comme ¢ est arbitraire et & un nombre quelconque < N_(f), la
relation (9) est encore démontrée dans ce cas.
On raisonne exactement de la méme maniére pour démontrer
la relation (10), en considérant séparément le cas 1 < g < + 0,
et le cas g = + o0, et en utilisant le fait que, pour tout z’ e F', on
alz| = Islup |<z,z')| par définition de la norme dans F'.
z|<1

z

Remarques. — 1) Soit & un sous-espace vectoriel partout dense
de £{.; alors la formule (9) subsiste lorsque g parcourt linter-
section de & avec I'ensemble B des fonctions de #¢. telles que
N,(g) < 1. Il suffit en effet de remarquer que l'intérieur BdeB est
dense par rapport a B, et que B & est dense par rapport a B,
puisque B est ouvert. Cette remarque s’applique en particulier &
I’'ensemble & = #(X;F’) des fonctions continues a support compact
{a valeurs dans F')lorsque 1 < g < +o0, c’est-a-dire | < p < + 0.
Mais dans ce cas, la formule (9) est vraic lorsque g parcourt
B n #(X; F’), méme pour p = 1. En effet, on peut comme ci-dessus
se borner au cas ou fest étagée. On a vu alors que si N,(f) = 1, pour
tout ¢ > 0, il existe une fonction étagée ge ¢ telle que |g(x <1
pour tout xe X et que |J<fg>dyl > 1 — = i existe un nombre
fini d’ensembles compacts K; deux a deux sans point commun,
tels que g ait une valeur constdnte a; dans chacun des K; et que,
siKestla réunion des K;, on ait | [fleopx due < & Soit U, un voisinage
de K; tel que les ensembles U, so1ent deux a deux sans point
commun, et soit h; une appllcatlon continue de X dans (0, 1), de
support contenu danrs U, et égale a 1 dans K;. Si on pose h= ) ah;,
on a h(x) = g(x) dans K et |h(x)| < 1 dans X, donc

<t g din < e

et par suite |[<f,h) du| = 1 — 3¢, ce qui prouve notre assertion.
On peut faire des remarques analogues pour la formule (10).

2) Soient p une mesure positive sur X, f une fonction mesurable
> O (finie ou non), dont le support est contenu dans une réunion
dénombrable d’ensembles compacts K,. On a alors, pour tout p
tel que 1 < p € + o0,

(11) Nf) = sup [ |fel du

lorsque g parcourt ’ensemble des fonctions de #'(X; R) telles que
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N,(g) < 1. En effet, la formule (11) est un cas particulier de (9)
lorsque N,(f) < + o, puisque alors f est équivalente a une fonc-
tion de #” (§5, n° 6, th. 5). Si N (f) = + oo, posons, pour tout
entier n > 0, f, = inf(n, feg ). On a

N, =sup | [fgldu <sup | |feldn,

b
d’ol, en passant a la limite (§ 1, n® 3, th. 3), sup J Ifgldu = + 0.

COROLLAIRE. — Soient u une mesure positive sur X, F un
espace de Banach, F’' son dual fort, g une fonction quelconque de
ZLt.. La forme linéaire sur LE, déduite par passage au quotient de
la forme linéaire £ [ (£, 8> du sur FE, est continue et a pour
norme N (g).

5. Application: relations entre les espaces LE (1 < p < + o)

ProOPOSITION 4. — Soit f une fonction mesurable a valeurs dans
un espace de Banach F; [’ensemble 1 des nombres p tels que
1 <p < 400 et que Nf) soit finie, est vide ou est un intervalle
de R. Si 1 n’est pas vide, la restriction a 1 de I’application p — N (f)
est continue,; en outre, si f n’est pas négligeable, log N (f) est une
fonction convexe de 1/p dans 1.

Nous savons déja (chap. I, n° 3, prop. 5) que I’ensemble J des
nombres p > 1 finis tels que N (f) < + o0 est vide ou est un inter-
valle, et que log N (f) est fonction convexe de 1/p dans J (lorsque f
n’est pas négligeable); cela entraine bien entendu la continuité
de p— N,(f) dans J.

SiJest vide,onal =@ oul={+00},etla proposition est
évidente dans ce cas; on suppose désormais J non vide. La propo-
sition est aussi évidente si f est négligeable; on suppose désormais
f non négligeable. Si seJ, on a, pour tout nombre fini p > s,
|fl? = |f’|f]" =, et I'inégalité de la moyenne montre que

(12) N,() < (NJB)7P(N(£)? 7.
En faisant tendre p vers + oo, il vient
(13) lim . Sup N, () < N (f).
p—+ o

Ceci prouve que, si + 00 € I, J contient des nombres arbitrairement
grands; donc I est bien un intervalle de R, et 'on a I =J. La
proposition sera démontrée si nous prouvons que p — N () est
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continue dans J, et il suffit de I’établir aux extrémités de J. On peut
en outre supposer que J n’est pas réduit a un point. Soilent r et s
l'origine et Pextrémité de J (r < s < + o). Soit A I'ensemble
(mesurable) des x € X tels que ]f(x)l =1;0na
I diu] = [P o dlu) + [[fr@ga dlul

Lorsque peJ tend vers r, [f|’p, tend vers Jf]’goA en décroissant,
[fI?ppa tend vers [f]"pps en croissant. Donc f[?¢ pa d|p| tend vers
* |f|’(p[;A dlp| (§1, n° 3, th. 3). D’autre part,
pour pel, et [|fPop, d|p| tend vers [|fl"p, dlu| (§4, n° 3, prop. 4).
Donc [[f|” d|y| tend vers [*|f|" d|u|, ce qui prouve la continuité de
p— N, (f)enr.

Le méme raisonnement s’applique au point s si § < + 0.

Supposons enfin s = + co. Compte tenu de (13), il suffit de prouver
que lim.inf N, (f) = N (f). Or, soit a un nombre tel que
p=+ oo

fiPp, est intégrable

0 < a < N_(f). Comme par hypothése il existe des valeurs finies
de p telles que N,(f) < +oo, I'ensemble A des xe X tels que
[f(x)] = a, qui est mesurable et non négligeable, est intégrable en
raison de linégalité ¢, < (fl/a)’; en outre, on tire de cette
inégalitc que N,(f) > a.(ul(A))"'7; faisant tendre p vers + oo, il

vient lim.inf N (f) > a, ce qui acheve la démonstration.
p— +w

COROLLAIRE. — Si r, s, p sont trois nombres tels que
1 <r<p<s< 4o, Uintersection Ly N Ly est contenue dans
LE.
On notera qu’en géncral, les topologies induites sur 'intersection
L £y opar les topologies des £ (r < p < s) sont distinctes.
Si on ne fait aucune hypothése supplémentaire sur p, les topo-
logies induites sur ¥ N ¥} par celles de ¥% et de #} sont en
général non comparables (en d’autres termes, le rapport N, (f)/N(f)
peut prendre des valeurs arbitrairement grandes et des valeurs
arbitrairement petites dans ¥ n #% ; cf. exerc. 8).

La prop. 4 peut étre précisée lorsque y est une mesure bornée:

PROPOSITION 5.— Soit u une mesure bornée, et soit f une
fonction p-mesurable a valeurs dans un espace de Banach F.
L’ensemble 1 des nombres p tels que 1 < p < 400 et que N(f)
soit finie, est vide ou est un intervalle d’origine p = 1 et contenant
ce point,; en outre, (u(X))‘”"Nl,(ﬂ est fonction croissante de p
dans 1.
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C’est une conséquence immédiate de la prop. 4 ci-dessus, et
du cor. de la prop. 4 du chap. [, n°® 3.

COROLLAIRE. — Si la mesure p est bornée, la relation r < s
entraine ¥y < ¥ ; en outre, la topologie de la convergence en
moyenne d’ordre s est plus fine que la topologie de la convergence
en moyenne d’ordre r (sur L¥).

On peut montrer qu’en général la topologie de la convergence

en moyenne d’ordre s est strictement plus fine que la topologie
de la convergence en moyenne d’ordre r (exerc. 8).

PROPOSITION 6. — Soient X un espace discret, u la mesure sur X
définie par la masse +1 placée en chaque point de X. Si f est une
application de X dans ’espace de Banach F, ’ensemble 1 des
nombres p tels que 1 < p < +0o0 et que N(f) soit finie, est vide
ou est un intervalle d’extrémité + o0 et contenant ce point, en outre,
N, (f) est fonction décroissante de p dans 1. '

En effet, on a p*(fl) = Y [f(x)] pour toute fonction f
xeX
(§1, n° 1, Exemple), et N_(f) = |[f|| = sup [f(x)|; s’il existe un
X

xXe
nombre « > 0 tel que I'on ait |f(x)| > « pour une infinit¢ de
valeurs de xe€ X, on a N,(f) = 40 pour tout p fini; dans le cas
contraire il existe un x, € X tel que |f(x,)| = ||f|, d’ou

N (f) = [f(x0)] < N,(f)

pour tout p fini. Comme la fonction log N (f) est convexe par
rapport a4 1/p et prend sa plus petite valeur au point + o0, elle est
nécessairement fonction décroissante de p dans I (Fonct. var.
réelle, chap. I, §4, n° 3, prop. 5), ce qui achéve la démonstration.

COROLLAIRE. — Si X est discret et si la mesure u est définie par
la masse +1 en chaque point de X, la relation r < s entraine
Y c &5 ;5 en outre, la topologie de la convergence en moyenne
d’ordre r est plus fine que la topologie de la convergence en moyenne
d’ordre s (sur £¥).

§ 7. Barycentres

1. Définition des barycentres

Soient E un espace localement convexe séparé sur R, E’ son
dual, E’'* le dual algébrique de E’, E étant canoniquement identifié
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a un sous-espace vectoriel de E™*. Soit K une partie compacte
de E; I'injection canonique de K dans E étant continue a support
compact, pour toute mesure u sur K, 'intégrale {x du(x) est donc
définie et est un élément de E'™* (chap. 111, § 3, n° 1). En outre, sur
K, la topologie induite par la topologie faible o(E'*, E’) est identi-
que a la topologie inttiale. Enfin, si C est I’enveloppe convexe
fermée de K dans E'* muni de o(E*, E’), C n E est 'enveloppe
convexe fermée de K dans E pour la topologie initiale (ou la
topologie affaiblie o(E, E')).

DEFINITION 1.— Soit K une partie compacte d’un espace
localement convexe séparé E. Pour toute mesure positive p sur K,
de masse totale égale a 1, on appelle barycentre de u le vecteur
b, = [x du(x) (appartenant & E'*).

Exemple. — Soit p une mesure discréte sur K, positive et de

n

masse totale 1; elle est donc de la forme p = ) /g, ou les
i=1
x; € K, les 4; sont des nombres réels tels que 4; > 0 pour tout i et

Y A; = 1. Comme |xde,(x) =y (chap. 111, § 3, n“ 1, Exemple 3),
i=1
onab, = [xdux) = Z AiX;. En particulier, pour tout x e K, x est

barycentre de la mesure ¢,.

ProroSITION 1.— Soient E un espace localement convexe
séparé, K une partie compacte de E, C I’enveloppe convexe fermée de
K dans E. L’ensemble C est alors formé des points de E qui sont
barycentres d’au moins une mesure positive de masse 1 sur K.

Ce n’est autre que la prop. 5 du chap. I1I, § 3, n° 2, appliquée
a Pinjection canonique de K dans E.

COROLLAIRE. — Si I’enveloppe convexe fermée C de K dans E
est compacte, le barycentre de toute mesure positive de masse
totale 1 sur K appartient a E.

En eflet, C est alors aussi I’enveloppe convexe fermée de K
dans E'* muni de la topologie faible o(E'*, E’), et il suffit d’appli-
quer a l'injection canonique de K dans E le chap. III, §3, n° 2,
prop. 4.
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Remarque. — Le cor. de la prop. 1 s’applique en particulier
lorsque K est convexe, ou lorsque E est quasi-complet.

PROPOSITION 2.— Soient K une partie convexe compacte
d’un espace localement convexe séparé E, u une mesure positive
de masse 1 sur K, b, son barycentre. Pour toute fonction numérique
convexe [ = 0, semi-continue inférieurement dans K, on a

Sy <[ fan

On sait (Esp. vect. top., chap. II, 2° éd., §5, n°4, prop. 5)
que f est ’enveloppe supérieure d’une famille de restrictions a K
de fonctions linéaires affines continues h,:x— ¢, + {X,z,). On

a donc
[htx) dux) < [ (x) dutx)

pour tout o; or [h(x)du(x) = ¢, + §{x,z.)> du(x) puisque u est de
masse totale 1; mais [{x,z,)du(x) = <b,,z,> par définition du
barycentre. On a donc sup fh,(x) du(x) = sup hb,) = f(b,), d’ou

la conclusion.

Lorsque p est une mesure discréte positive sur K, de masse
totale 1, la prop. 2 redonne l'inégalité qui définit les fonctions
convexes dans K.

COROLLAIRE. —Pour toute fonction numérique g convexe bornée
et semi-continue inférieurement dans K, on a g(b,) < g du.

Il suffit de remarquer que inf g(x) = a est fini et d’appliquer
xekK

la prop.2a g —a.
2. Points extrémaux et barycentres

PROPOSITION 3.— Soient K une partie convexe compacte d’un
espace localement convexe séparé E, x un point de K. Toute mesure
u sur K, positive, de masse totale 1, et admettant X pour barycentre,
est vaguement adhérente a [’ensemble des mesures positives dis-
crétes de masse totale 1, admettant x pour barycentre.

Soit U un voisinage de u pour la topologie vague; on peut
supposer que U est formé des mesures v sur K telles que

(1) lu(f) = v(f)l <6
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pour un nombre fini de fonctions f; e ¥(K;C) (1 <i < p) et un
nombre 6 > 0. Pour tout point a € K, il existe un voisinage con-
vexe fermé V, de 0 dans E tel que I'on ait

) [iy) — fia)] < 6/2

pour! <i < petpourtoutye W, =K n(a + V,). Comme K est
compact, il y a un nombre fini de points a; (I <;j < r) de K tels
que les W, forment un recouvrement de K (1 <j <r). Con-
sidérons une partition continue de I'unité (g;), <<, sur K, subor-
donnée au recouvrement (W, ), et posons o; = u(g;) pour tout j;
st a; # 0, posons u; = a;j 'g;.u, et si a; =0, posons u; = ¢, .
Chacune des mesures p; est positive, de masse totale 1, et son
support est contenu dans I’ensemble convexe compact W, ; en
outre, on a par définition

®) p= 3 o
ji=1

puisque g;. u = 0 si u(g;) = 0; les a; sont > O et 'on a

r

2 %= ; g = u(i g,-) = u(l) = L.

j=1
Soit x; le barycentre de y;, qui appartient a W, (n° 1, prop. 1),

r
et considérons la mesure discréte v = ) ajey,; elle est positive
Jj=1

et de masse totale 1, et son barycentre est Y. o;X;, qui est aussi
j=1

le barycentre de u en vertu de (3), donc égal a x. Par ailleurs,

en vertu de (2), on a |fily) — fi(a)| < /2 pour tout ye W,

et tout i, d’ou, puisque Supp(u)) = W, , [u{(f) — fi@))| < J/2 pour

I < i< p. Dautre part, comme x;€ W, , on a aussi

e () — filay)] < 0/2

pour 1 <i < p, dou |p(f) — &,f)] <6 quels que soient i, j.
Comme les o; sont > 0 et ont pour somme 1, on déduit de (3) et
de la définition de v que v vérifie I'inégalité (1).

C.QF.D.

COROLLAIRE. — Soit K’ une partie compacte de K telle que K
soit I’enveloppe convexe fermée de K. Pour que xe K’ soit point
extrémal de K, il faut et il suffit que ¢, soit la seule mesure positive
sur K', de masse totale 1, ayant X pour barycentre.
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Supposons que x soit point extrémal de K ; pour prouver que
g, est la seule mesure positive sur K’, de masse totale 1, ayant x
pour barycentre, il suffit de voir, en vertu de la prop. 3, que
I’ensemble des mesures discretes v sur K', positives, de masse totale
1 et ayant x pour barycentre, est réduit & ¢,. Mais une telle mesure

r ¥
v est de la forme ) Ag, avec 4, >0pourl <i<ret ) A =1;
i=1 i=1

r
et I’hypothése que x est barycentre de v s’écrit x = > AxX;.

i=1
Comme x est extrémal, cela entraine x; = x pour tout i, d’ou
V= éx.

Inversement, supposons que &, soit la seule mesure positive
sur K’, de masse totale 1, ayant x pour barycentre, et montrons que
x est extrémal. Dans le cas contraire, il y aurait deux points
distincts x’, x” de K et un nombre réel A tels que 0 < 4 < 1 et

X = Ax" + (I — A"

D’aprés la prop. 1, x' (resp. x") est barycentre d’une mesure
positive p’ (resp. ") de masse totale 1 sur K'. Alors x est bary-
centre de Ay’ + (1 — A)u". Donc Ay’ + (1 — A)u” = ¢,. Donc u’ et
p” sont proportionnelles a ¢,, d’ou X’ = X" = x, ce qui est absurde.

THEOREME 1 (Choquet).— Soient E un espace localement
convexe séparé sur R, K une partie convexe compacte et métrisable
de E, M [’ensemble des points extrémaux de K. L’ensemble M est
intersection d’une famille dénombrable de parties ouvertes de K,
et tout point de K est barycentre d’une mesure u sur K telle que
WK — M) =0.

Pour démontrer la premiére assertion, désignons par I
intervalle (0,1} de R; puisque K est compact et métrisable, il
en est de méme de K x K x I;le sous-ensemble Ude K x K x 1
formé des triplets (x,y, 4) tels que x # y et 0 < 4 < 1 est ouvert
dans K x K x I, et il y a donc une suite (F,) d’ensembles fermés
dans K x K x I dont U est réunion (Top. gén., chap. IX, 2° éd,,
§2, n°5, prop. 7). L’application ¢g: K x K x I - K définie par
q(x,y,4) = Ax + (1 — A)y est continue, et par définition des points
extrémaux, on a K — M = ¢(U) = |_J¢(F,); mais F, est compact

puisqu’il est fermé dans K x K x I, donc ¢g(F,) est compact, et
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par suite fermé dans K; I'ensemble U, = K — ¢(F,) est donc
ouvert dans K, et Fona M = mU,,.

Dans la suite de la démonstration, on désignera par u une
fonction numérique continue et convexe dans K, par G < E x R
le graphe de u, par S I'enveloppe convexe fermée de G dans E x R.

Lemme 1.— Soit i [enveloppe inférieure des fonctions
linéaires affines continues dans E et >u dans K. Alors S est
I’ensemble des points (a,b)e E x R tels que ’on ait

aek et u(a) < b < (a).

En vertu du th. de Hahn—Banach, pour que (a, b) appartienne
a S, il faut et il suffit que h(a, b) = 0 pour toute fonction linéaire
affine continue h sur E x R telle que h(x, u(x)) = 0 pour x e K.
Posant h(x,t) = f(x) — At, ou f est une fonction linéaire affine
continue dans E, on voit que la relation (a,b)e S équivaut a la
propriété suivante: la relation

(4) f(x) = Au(x) pour tout x e K
implique
() f(a) = Ab.

Faisons d’abord 1 = 0; le fait que (4) implique (5) pour toute
fonction linéaire affine continue f sur E équivaut a la relation
ae K en vertu du th. de Hahn-Banach. En second lieu, faisons
A = —1 et remplagons f par — [ ; alors la relation f(x) < u(x) dans
K doit entrainer f(a) < b. Mais comme u est convexe et continue
dans K, u(a) est égal a la borne supérieure des f(a) pour les
fonctions linéaires affines continues f sur E telles que f(x) < u(x)
dans K (Esp. vect. top., chap. 11, 2° éd., § 5, n® 3, cor. 6 de la prop. 4);
on obtient donc la relation b = u(a). Enfin, faisons 4 = 1; dire
que (4) entraine (5) signific alors, par définition, que b < i(a).
Cela prouve le lemme, puisque la relation (4) (resp. (5)) est équiva-
lente a celle qu’on obtient en multipliant les deux membres par
un scalaire > 0.

Lemme 2.— Si u est strictement convexe dans K, on a
u(x) < u(x) pour tout point non extrémal x de K.

En effet, il existe alors deux points distincts y, z de K tels que
x = (y + z)/2, d’ol u(x) < (u(y) + u(z))/2 puisque u est strictement
convexe. Si f est une fonction linéaire affine dans E, on a
f(x) =(f(y) + f(z))/2; appliquant cette relation aux fonctions
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linéaires affines continues f qui sont = u dans K, il vient
a(x) = (ay) + a(z))/2 = (uy) + u(z))/2 > u(x).

Ces lemmes étant établis, on a donc (lemme 1), pour tout
acK, (a,i#(a))e S. Comme G est compact, étant image de K par
Papplication continue x+— (x, u(x)), il existe, en vertu de la prop. 1
du n° 1, une mesure positive v sur G, de masse totale 1, ayant
(a, #@(a)) pour barycentre. Comme la restriction a G de la projection
pr; est un homéomorphisme de G sur K, on peut transporter la
mesure v 4 l'aide de cet homéomorphisme, ce qui donne une
mesure p sur K (positive et de masse totale 1) telle que I’on ait

(6) a= jx du(x) et u(a) = Ju(x) du(x).

La premiére des relations (6) signifie que a est le barycentre de p.
La fonction & est semi-continue supérieurement et bornée dans K,
donc p-intégrable (§4, n® 4, cor. 1 de la prop. 5); en outre, comme
la fonction — & est convexe par définition, on a, en vertu du cor.
de la prop. 2 dun®1

(7) u(a) > [(x) du(x)
d’ol1, en comparant avec la seconde formule (6)
(®) [ ulx) du(x) > [ a(x) dp(x).

Mais comme u(x) < @(x) dans K, la relation (8) implique que
u(x) = 7(x) presque partout pour u. Compte tenu du lemme 2,
on voit que le théoréme 1 sera démontré une fois établi le

Lemme 3. — Soient E un espace localement convexe séparé sur
R, K un partie convexe compacte métrisable de E. Il existe une
fonction numérique strictement convexe dans K.

En effet, ’espace de Banach ¢(K ;R) est de type dénombrable
(Top. gén., chap. X, 2° éd., §3, n° 3, th. 1), et il en est donc de
méme du sous-espace .« de %(K;R) formé des restrictions a K
des fonctions linéaires affines continues dans E. Soit donc (h,) une
suite partout dense dans <, et soit a, > sup |h,(x)|. Alors, chacune

xeK

des fonctions h?/n’a? est convexe dans K (Esp. vect. top., chap. II,
2¢éd., §2, n° 8, Exemples), et la série de terme général hl/n’«? est
normalement convergente, donc sa somme u €st continue et con-
vexe dans K. Il reste a voir que u est strictement convexe, et pour
cela, il suffit de prouver que pour deux points distincts x, x’ de K,
1l y a un entier n tel que la restriction au segment d’extrémités
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x, X' de h? est strictement convexe; mais pour cela il suffit que
h,(x) # h(x) (loc. cit.). Or, il y a une fonction he .« telle que
h(x) # h(x') (Esp. vect. top., chap. 11, 2¢ éd., §4, n° 1, cor. 1 de la
prop. 2) et comme la suite (h,) est dense dans ., 1l existe un n
tel que h,(x) # h,(X).

C.Q.ED.

COROLLAIRE. — Soient E un espace localement convexe séparé
sur R, C un céne convexe saillant de sommet O dans E, complet et
métrisable pour la structure uniforme induite par la structure
uniforme affaiblie de E. Soit M la réunion des génératrices extrémales
de C. Pour tout x € C, il existe une partie compacte K de C et une
mesure A =0 de masse 1 sur K, telles que K — (M n K) soit
A-négligeable et que le barycentre de 1 soit égal a x.

En effet, x appartient & un chapeau de C (Esp. vect. top.,
chap. II, 2¢ éd., §7, n° 2, prop. 5), et M n K contient ’ensemble
des points extrémaux de K (loc. cit., cor. 1 de la prop. 4). II suffit
alors d’appliquer le th. 1.

3. Applications: I. Espaces vectoriels de fonctions continues réelles

Soient X un espace compact non vide, # un sous-espace
vectoriel de l’espace de Banach #(X;R) qui contient les con-
stantes et sépare les points de X (Top. gén., chap. X, 2¢ éd., §4,
n°® 1, déf. 1). Nous munirons # de la topologie d’espace normé
induite par celle de €(X;R), et désignerons par #' le dual de cet
espace normé. Pour tout x € X, 'application f — f(x) est une forme
linéaire continue sur # (restriction a # de la mesure de Dirac
g,), donc un élément de #’ que nous noterons i,(x), de sorte que
I'on a
) {Lfrigx)) = f(x)
pour toute fonction f € # et tout x ¢ X.

L’application i, de X dans #' est injective et continue
lorsqu’on munit #’ de la topologie faible o(#, #); la seconde
assertion résulte aussité6t des définitions et de (9); quant a la
premiére, notons que si x, x' sont deux points distincts de X, il
existe par hypothése une fonction he # telle que h(x) # h(x'),
donc, en vertu de (9), <{h,in(x)) # {(hin(x')) et a fortiori
ix(x) # ip(x"). L’image i,(X) est donc une partie compacte de #"’
(pour la topologie faible), et i, un homéomorphisme de X sur

i(X).
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PROPOSITION 4.— (1) L’enveloppe convexe fermée C de i,(X)
dans #' (pour la topologie faible a(H#"', #')) est compacte.

(i1) Pour qu’un point i,(x) soit point extrémal de C, il faut et
il suffit que la seule mesure positive A sur X, telle que
(10) h(x) = [h d2
pour toute fonction h e # (ce qui entraine en particulier que 4 est
de masse totale 1 puisque 1 € #) soit la mesure de Dirac ¢, .

La fonction z'+ <{h, z’> sur C atteint sa borne supéricure en
un point extrémal de C au moins (Esp. vect. top., chap. Il, 2° éd.,
§ 7, n° 1, prop. 1), et ce point appartient a i,(X) (loc. cit., cor. de
la prop. 2).

(i) D’apres (9), on a [[ix(x)|| <1 dans I'espace normé #",
autrement dit, i ,(X) est borné, et 'assertion résulte de ce que #,
muni de la topologie faible a(#', #), est quasi-complet (Esp.
vect. top., chap. 1V, § 2, n° 2, cor. 2 du th. 1).

(i) Toute mesure positive u de masse 1 sur i (X) provient,
par transport de structure au moyen de ’homéomorphisme i,
d’une mesure positive 4 de masse 1 sur X, la mesure de Dirac
&0 Provenant de e,. Dire que u admet i,(x) pour barycentre
signifie, par définition, que I’on a

1, <hielz)> difz) = <hyip(x))

pour toute fonction he#. Compte tenu de (9), 'assertion (i)
n’est autre que la traduction du critére du n° 2, cor. de la prop. 3,
pour que iy (x) soit point extrémal de C.

Nous dirons qu’un point x € X vérifiant la condition (ii) de la
prop. 4 est A-extrémal; nous désignerons par Ch,(X) (ou
simplement Ch(X)) Pensemble de ces points, par S,(X) (ou
simplement S(X)) 'adhérence de Ch(X) dans X.

PROPOSITION 5.-— Toute fonction he # atteint sa borne
supérieure en un point F# -extrémal au moins.

Soient x un point de X, h une fonction de #. La relation
h(z) < h(x) pour tout ze X s’écrit (h,in(z)) < (h,ign(x)> pour
tout ze X, et signifie donc que 'hyperplan faiblement fermé de
H', d’équation <(h,t"> = <{h,iu(x)) est un hyperplan d’appui de
i (X). On sait (Esp. vect. top., chap. 11, 2° éd., § 7, n° 1, cor. 1 de la
prop. 1), qu'un tel hyperplan contient un point extrémal au
moins de i4(X), et un tel point i,(y) est I'image d’un point -
extrémal y par définition; h(y) est donc égal a la borne supérieure
de h dans X.
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PROPOSITION 6. — Pour tout point xe X, les propriétés
suivantes sont équivalentes :

a) x est #H-extrémal.

b) Pour tout voisinage ouvert U de x dans X et tout ¢ > 0,
il existe une fonction h = 0 dans A telle que h(x) < ¢ et h(y) = 1
pour tout ye X — U.

Soient x un point quelconque de X, f une fonction de %(X;R);
on sait (Esp. vect. top., chap. 11, 2¢ éd., §3, n® 1, prop. 1) que la
borne inférieure des nombres A(f), pour toutes les mesures
positives sur X telles que A(h) = h(x) pour toute fonction he
est égale a la borne supérieure des nombres h(x), ol h parcourt
I’ensemble des fonctions he # telles que h < f. Supposons
que x soit #-extrémal; alors il résulte de la prop. 4, (i1), que,
pour toute fonction f € 4(X;R), on a

(11) f)= sup h(x)
e h<f

Pour montrer que a) entraine b), prenons pour f une application
continue de X dans (0, 1}, de support contenu dans U et telle
que f(x) = 1; il y a donc en vertu de (11) une fonction h'e #
telle que W <f et hix)=21 —¢& Comme le#, la fonction
h =1 — h' répond aux conditions de b).

Réciproquement, supposons vérifiée la condition b); cette
condition entraine que 1 — h < ¢y ; pour toute mesure positive A
sur X vérifiant la conditton (7), on a donc

AU) = Mopy) = Ml —h)y=1—hx) =1 — =

Comme par hypothése cette relation a lieu pour tout ¢ > 0 et
tout voisinage ouvert U de x, on en conclut

Mix}) = infi(U) > 1 — ¢

pour tout ¢ > 0, donc A{x}) = 1. Comme 1 est positive et de
masse totale 1, on a nécessairement 4 = ¢, ce qui prouve que x
est # -extrémal en vertu de la prop. 4, (11).

PROPOSITION 7.— Soit F une partie fermée de X. Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes:

a) F contient S (X).

b) Pour toute fonction h e A, ’ensemble F rencontre [’ensemble
des points de X ou h atteint sa borne supérieure.

¢) Pour tout point xe€ X, il existe une mesure positive p de
masse 1 sur X, telle que Supp(u) = F et que h(x) = [ h du pour toute
fonction he A .



n°3 BARYCENTRES 225

Soit G = iy(F). La condition a) signifie que G contient
I’ensemble des points extrémaux de C. La condition b) signifie
que G rencontre I'intersection de i,(X) avec chacun des hyper-
plans d’appui fermés de i,(X). Enfin la condition c¢) signifie que
tout point de i,(X) est barycentre d’une mesure de support
contenu dans G; en vertu du n° 1, prop. 1, cela équivaut encore a
dire que I’enveloppe convexe fermée de i ,(X) est égale a I’enveloppe
convexe fermée de G. L’équivalence des conditions a), b) et ¢)
résulte donc d’Esp. vect. top., chap. 11, 2¢ éd., 87, n° 1, cor. 2 de
la prop. 2.

PROPOSITION 8. — Supposons X métrisable. Alors [’ensemble
Ch,(X) des points # -extrémaux de X est intersection d’une famille
dénombrable d’ensembles ouverts dans X, et pour tout xeX, il
existe une mesure positive u de masse 1 sur X telle que

UX — Ch (X)) =0 et j’h dy = h(x)
pour toute he A
C’est la traduction du th. 1 du n° 2, par transport de structure
au moyen de I'’homéomorphisme X+~ i,(x), comme dans la

prop. 5.

Un certain nombre de résultats de ce n° s’étendent lorsqu’on
remplace # par un ensemble # de fonctions définies dans X, a
valeurs dans R U {+ o0}, semi-continues inférieurement, 2 étant
supposé contenir les constantes et &tre tel que # + P = 2
(exerc, 2).

* Exemple. — Prenons pour X la boule unité |x|| < 1 dans R?, et
soit # un espace vectoriel de fonctions continues dans X, con-
tenant les restrictions & X des fonctions linéaires affines dans R?, et
vérifiant le « principe du maximum », c’est-ad-dire que pour toute
fonction he H non constante, ’ensemble des points de X ol h
atteint sa borne supéricure est contenu dans la sphere S,. 1l
résulte alors aisément des prop. 5 et 7 que Ch(X) = S,(X) = S,.
Un exemple important d’espace vectoriel 5# vérifiant les conditions
précédentes est ’ensemble des fonctions continues dans X et
harmoniques dans la boule ouverte ||x| < 1. Pour ces fonctions,
on démontre que la mesure positive u de masse 1 telle que
Supp (1) = S, et que h(x) = [hdu pour toute he H#, est donnée,
si [x|| < 1, par la formule de Poisson

2
a2 = -2 dota)
lz — x|
oll ¢ est la mesure sur S, invariante par le groupe orthogonal
et telle que oS,) = 1 (chap. VII, § 3, exerc. 8).,
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4. Applications. I1. Espaces vectoriels de fonctions continues
complexes

Soient X un espace compact non vide, # un sous-espace
vectoriel de I’espace de Banach complexe %(X;C) qui contient
les constantes et sépare les points de X. L’ensemble des parties
réelles Z( f) des fonctions f'e # est un sous-espace vectoriel #, de
I’espace vectoriel réel 4(X; R); pour toute f € #, 'ensemble #,
contient aussi. £(f) = #(—if); il en résulte que #, sépare les
points de X puisque la relation h(x) = h(y) pour toute he A,
entraine Z(f(x)) = Z(f(y)) et £(f(x)) = J(f(¥)), donc f(x) = f(y)
pour toute fe #. Les points #,-extrémaux dans X sont encore
appelés # -extrémaux, et on note leur ensemble Ch,(X), et I’ad-
hérence de ce dernier S,(X). Les analogues des prop. 5 et 7 sont
les suivantes:

PROPOSITION 9. — Pour toute fonction fe #, Chy(X) ren-
contre I’ensemble des points ot | f| atteint sa borne supérieure.

On peut se borner au cas ol f n’est pas la constante 0. Soit a
un point de X ou |f| atteint sa borne supérieure, et posons
g = f/f(a); on a gla) = 1 et |g(x)| < 1 pour tout xe X, d’ot

A(gla)) = 1 et Z(g(x)) < 1 pour tout x € X.

En vertu de la prop. 5 du n° 3 appliquée a 5, il existe b € Ch 4(X)
oll #(g(x)) atteint sa borne supérieure 1, d’ou |g(h)| = 1 puisque
g(b)] < 1; on en conclut que |f(b)| = |f(a)| = |f(x)| pour tout
xeX.

PROPOSITION 10.— Soit F une partie fermée de X. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

a) F contient S,.(X).

b) Pour toute fonction fe #, F rencontre [’ensemble des
points de X ot |f| atteint sa borne supérieure.

¢) Pour tout point xeX, il existe une mesure positive u de
masse totale 1 sur X telle que Supp(u) = F et que f(x) = | fdu
pour toute fonction [ € H#.

Prouvons I’équivalence des conditions a) et ¢): soit f = f; + if,
avec f,, f, dans #, ; la relation f(x) = { f du équivaut aux deux
relations f\(x) = | f1 du et f,(x) = § f, du; il suffit donc d’appliquer
a #, I’équivalence des conditions a) et ¢) de la prop. 7 du n°® 3.
Le fait que a) entraine b) résulte de la prop. 9. Montrons que b)
entraine a); il s’agit de voir que si b) est vérifice, alors, pour toute
he ., F rencontre 'ensemble des points ou h atteint sa borne
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inférieure dans X. La condition b) entraine que F est non vide;
comme F est compact, il existe a € F tel que h(a) < h(y) pour tout
yeF. Soit fe # telle que h = Z(f); pour tout ¢ > 0, la fonction
g = f — h(a) + ¢ appartient a4 #, et 'on a

@) = h(y) — hla) + & > ¢
pour tout y € F. Soit ¢ la borne supérieure de |g| dans X, et posons
b = ¢?/2¢; pour tout ye F, on a
lgy) — B> = |eW)® — 2b2(g(y) + b* < ¢ — 2be + b* = b2,
autrement dit, la borne supérieure dans F de la fonction |g — b|
est < b. Comme g — be #, 'hypothese faite sur F entraine
lg — b| < b, d’ou
b? = g — b* = [g]* — 2b%(g) + b*
et par suite #(g) > |g|>/2b = 0; comme Z(g) = h — h(a) + &, et
que ¢ > 0 est arbitraire, on a h = h(a), et h(a) est la borne
inférieure de h dans X, ce qui acheve la démonstration.

Remarque. — Si f est une fonction continue réelle, un point
ol |f| atteint sa borne supérieure est un point out I'une des
fonctions f, —f atteint sa borne supérieure. Pour un espace vec-
toriel # de fonctions continues réelles vérifiant les hypothéses
du n° 3, les prop. 9 et 10 sont donc des corollaires triviaux des
prop. S et 7 respectivement.

5. Applications: I11. Algébres de fonctions continues

Lemme 4. — Soient X un espace compact, # un sous-espace
vectoriel fermé de D’espace de Banach €(X;C) (resp. €(X;R)).
Soit a un point de X admettant un systeme fondamental dénombrable
de voisinages,; on suppose que, quels que soient les nombres c et d
tels que 0 < ¢ < d < 1, et le voisinage ouvert U de a, il existe f € #
telle que

(12) |fl <1, |f(a)| = d, |f(x)| < ¢ pour tout xeX — U.
Alors il existe une fonction ue # telle que |u(x)| < |u(a)| pour tout
X # a.
Soit (V,) (n = 1) un systéme fondamental de voisinages de q,
et soient 4, u, ¢ des nombres tels que
0<i<l, l<pu<p+esl+ A

On a donc 0 < A/u < 1/u < 1. Nous allons définir par récurrence
sur n (n = 1) une suite décroissante (U,) de voisinages ouverts de a
tels que U, < V, pour tout n, et une suite (h,) de fonctions de #
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vérifiant les relations

(13,) hi(x)] <u  pour tout xeX
(14,) h(a) =1
(15,) |ha(x)] < A pour tout xe X — U,
n n+1
(16,) ‘ Y /Uhj(y)‘ < vy pour tout y €X.
ji=1 i=1

Supposons les h,, et U, définis pour 1 < m < n et vérifiant
les quatre conditions précédentes (ou n est remplacé par m);

n—1
posons d’autre part U, = X. La fonction ) /i/h; (égale a O si
n—1 {: !
n = 1) est continue et prend la valeur ) 4’ au point a; il existe
i=1
donc un voisinage ouvert U, de a, contenu dans U,_, n'V,, tel
que Pon ait

n—1

2. Ahyy)
ji=1

Par hypothese il existe une fonction f e # telle que
|f(x)| <1 pour tout xeX, |f(a) = ln,
| f(x)] < Au pour xe X — U,.

Posons h, = f/f(a); on a donc les relations (13,), (14,) et (15,);
posons

n—1

(17) < Y M4ea pour tout ye U,.
=1

n n—1

g=Y Mh =Y ih, + Mh,.
ji=1 i=1

En vertu de (17) et de (13,), on a, pour ye U,

n—1 n+1

[0 < XA+ ek i< ¥
J= ji=

puisque ¢ + u < 1 + 4; pour xe X — U,, on a |h,(x)| < 1 pour

1 € p < n, d’ou encore
n+1 n+1

g < ) A< 3 M
ji=2 ji=1

ce qui achéve de prouver (16,).
a0
Cela étant, la série ) A"h, est normalement convergente dans

n=1
X puisque 4 < 1 et |h,(x)| < p pour tout n et tout x € X; soit u sa
somme, qui appartient a s puisque J# est fermé. En vertu de la
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relation (14,), on a u(a) = ) A"; d’autre part, si x # a, il existe un
n=1

entier n tel que x¢ U, ; on a donc |h,,(x)] < 4 pour tout

k > 1 en vertu de la relation (15,); on en déduit, en utilisant (16,)

Ju(x)| < i Whyx) |+ _~i #hyx)| < "il A+ 4 ._i g
= 21 ¥ = |u(a).

THFEOREME 2 (E. Bishop). — Soient X un espace compact, «f une
sous-algébre fermée de 1’algébre de Banach complexe €(X;C).
On suppose que </ contient les constantes et sépare les points de X.
Soit a un point de X; les conditions suivantes sont équivalentes :

a) 11 existe une fonction f € of telle que |f(x)| < |f(a)| pour
tout x # a.

b) Le point a est sf-extrémal et admet un systéme fonda-
mental dénombrable de voisinages.

a)=>b): Soit fe.o/ telle que |f(a) > |f(x)] pour x # a;
en vertu de la prop. 9 du n° 4, a est un point =7-extrémal. D’autre
part, si U, est 'ensemble des x € X tels que |f(x)| > |f(a)] — 1/n,
U, est un voisinage ouvert de a, et 'intersection des U, est réduite &
a; comme X est compact, les U, forment un systéme fondamental
de voisinages de a (Top. gén., chap. 1, 3¢ éd., §9, n° 1, th. 1).

by =-a): 1l suffit de vérifier que b) implique les hypothéses
du lemme4. Avec les notations de ce lemme, posons ¢ = logd/logc;
on a0 < e <1 Commea est un point o/ ,-extrémal, il existe une
fonction g e . telle que

#(g) = 0, R(g(a)) < &, R(g(x)) = 1 pour xe X — U
(n® 3, prop. 6, b)). Posons f = ¢?; comme f est somme de la série

[ve]
normalement convergente Y (logc)"g"/n!, on a fe o/, et
n=0

lf] <1, [f@)| = ¢ =d, lf(x) <c pour xe X — U.

C.QF.D.

COROLLAIRE. — Supposons de plus que X soit métrisable.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) a est un point of-extrémal de X.

b) Il existe ue of tel que |u(x)| < |u(a)| pour tout x # a.
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c) Soit I [’ensemble des parties M de X telles que pour
toute fonction fe€ .o, | f| atteigne sa borne supérieure dans X en un
point au moins de M. Alors a appartient a tous les ensembles
M e 9.

d) Soit N ’ensemble des parties N de X telles que, pour toute
Jonction fe .o, R(f) atteigne sa borne supérieure dans X en un
point au moins de N. Alors a appartient a tous les ensembles N € N.

En d’autres termes, on a

(18) Ch(X) = ﬂM (N,

Comme, dans un espace métrisable, tout point admet un
systeme fondamental dénombrable de voisinages, 'équivalence
de a) et b) résulte du th. 2. Montrons que b) entraine c¢): en effet a
est 'unique point ou |u| atteint sa borne supérieure; d’autre part,
¢) entraine a), car Ch,(X) rencontre, pour tout f .o/, ’ensemble
des points ol |f] atteint sa borne supérieure (n° 4, prop. 9). Le
méme raisonnement utilisant la prop. 5 du n° 3 montre que d)
entraine a). Enfin, pour voir que b) entraine d), on peut se borner
au cas ou X n’est pas réduit au point a, donc u(a) # 0; la fonction
v = u/u(a) appartient alors a <7 et 'on a v(a) =1 et |v(x)| < 1
pour x # a, dou ZK(v(a)) =1 et Aw(x)) <1 pour x #a. La
fonction #(v) n’atteignant sa borne supérieure qu’au point a, on a
bien a € N pour tout Ne 9.

*Exemples -Soit X, l’ensemble des points (zy,z,)e C* tels
que |z,* + |zz|2 < 1 (boule unité dans R¥), et soit .7 I'ensemble
des restrictions a X, des fonctions holomorphes, a valeurs dans C,
définics dans un voisinage de X, dans C? (voisinage dépendant
de la fonction considérée); soit .7, I'adhérence de .o/ dans
E(X,;C), qui est évidemment une¢ sous-algebre complexe fermée
de €(X,; C) ct sépare lcs points de X,. L’application du « principe
du maximum» pour les fonctions holomorphes montre que
Ch,, (X,) est la sphere S,

Dans la définition précédente, remplagons X, par le «poly-
disque » X, défini par les relations |z, < 1 et |z,| < 1, ce qui donne
des sous- aléébres 5 et o/, (adhérence de /%) dans €(X,; C).
Ici le principe du maximum montre que Ch, (X,) cst le «tore »
défini par les relations |z,| = 1 et |z,| = 1.

On déduit de ces résultats qu’il n’existe pas d’isomorphisme
analytigue d’un voisinage ouvert de X; sur un voisinage ouvert
de X, qui transforme X, en X,; en effet, si v était la restriction
a X, d’unc telle application, on aurait .«/, = v/ 0", ct par
suite v transformerait S; en un espace homéomorphe a T2 ce
qui cst absurde, car Sy est simplement connexe, mais non T2
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On notera toutefois que les espaces X, et X, sont homéomorphes,
étant tous deux des ensembles convexes bornés dans R* d’intérieur
non vide.,

6. Unicité des représentations intégrales

Soient E un espace localement convexe séparé faible, C un
cOne convexe pointé saillant dans E. On sait que C est I’'ensemble
des éléments >0 de E pour une relation d’ordre compatible avec
la structure vectorielle de E. Quand on dira que C est réticulé,
il s’agira bien entendu de 'ordre induit sur C par celui de E.

Lemme 5.— On suppose C faiblement complet. Soit o/ [’en-
semble des restrictions a C des formes linéaires continues sur E.
Soient (f,),.a une famille finie d’éléments de o/, et f = sup (f)).
Pour tout x € C, on pose

Fx) =sup (f(x) +f(xz) + ... + f(x)

la borne supérieure étant prise sur [’ensemble S, des suites
(X1, Xay ..., X,) d éléments de C telles que x; + x, + ... + x, = X.
Posons Card A = p. Alors il existe (y;,...,y,)e€S, tels que

FR = fr) + oo+ 1)

Notons fi, f5, .. .. f, les &éments de la famille (f;). Pour
k=1,2,...,p, soit C, 'ensemble des ye C tels que f,(y) < f(y),
L0 < FWh oo i) < ) fdy) = f(p). Les C, sont des cones
convexes disjoints de réunion C. Soient xy, x5, ..., x, dans C tels
que x; + x,+ ... +x,=x. Soit y, la somme des x; qui
appartiennent 4 C,. Ona y, +y, + ... + y, = x. Comme f est
affine sur C, f(yy) + ... + f(y,) = f(x)) + ... + f(x,). Donc

(19) Sy =sup(f(y) + ... + /()

ol (yy, ¥y, ..., y,) parcourt ’ensemble des suites de p points de C
telles que y; +y, +...+y,=x. Posons D=Cn(x— C)
Comme D est compact (Esp. vect. top., chap. I1, 2° éd., §6, n°® 8,
cor. 2 de la prop. 11), il en est de méme de I’ensemble des éléments
(Vi»--.,y,) de D7 tels que y; + ... + y, = x, de sorte que la
borne supérieure (19) est atteinte.

Lemme 6.— On conserve les hypothéses et les notations du
lemme 5, et on suppose les f, positives. La fonction f est positivement
homogeéne, concave et semi-continue supérieurement dans C. Elle
est affine si C est réticulé.
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Il est clair que fest positivement homogéne. Soient x, y dans C.
Six(..., Xpu» Vir---» ¥y dans C sont tels que x, + ... + x,, = X,
yvi+...+y,=yonax +...+x,+y+ ...y, =x+Yy
donc

f)+ oo+ )+ f) + oo+ ) < flx + )

on en déduit que f(x) + f(y) < f(x + y), donc f est concave.
Soit L (resp. L;) 'ensemble des (t,x)e R x E tels que xeC et
0 <t < f(x)(resp. 0 € t < fy(x)). Chacun des L, est fermé dans le
cone convexe saillant faiblement complet R, x C, donc la somme
> L, est fermée (Esp. vect. top., chap. II, 2° éd., § 6, n° 8, cor. 2 de

AeA
la prop. 11). D’apres le lemme 5, cette somme est égale a L. Donc

L est fermé, ce qui prouve que f est semi-continue supérieurement.
Enfin, supposons C réticulé, et prouvons que f est convexe. Soient
x,y dans C et ¢ > 0. 1l existe z;,z,,...,2, dans C tels que
fe)+.. . +fe)=f(x+y)—cet zy+...+z,= x+ y. L'espace
vectoriel C—C est réticulé pour I'ordre induit par celui de E (A4lg.,
chap. VI, 2°éd., §1,n° 9, prop. 8). D’aprés le théoréme de décom-

position (loc. cit., n° 10, th. 1), il existe x,, ..., X, Vi, .., ¥, dans C
tels que x;+y, =z, ..., X, + V=2, X3+ ... +X,=X
y; +'... 4+ y, = y. Alors, comme f est positivement homogéne

et convexe, on a

fx+n<e+ fz)+ ...+ [f(z)
e+ flx)+f )+ ...+ flx)+ )
<e+ f(x)+ fy).

Comme ¢ est arbitraire >0, on a bien prouvé que f est convexe.

THEOREME 3 (Choquet).— Soient E un espace localement
convexe faible séparé, C un cone convexe saillant faiblement complet
de sommet 0 dans E, G la réunion des génératrices extrémales de
C, K une partie compacte convexe de C, A et A" des mesures positives
de masse 1 sur K, admettant le méme barycentre, et telles que
K = (K nQG)=1*%K — (Kn G)) =0. Supposons C réticulé.
Alors, pour toute fonction f convexe =0 semi-continue inférieure-
ment et positivement homogeéne sur C, on a A*(f|K) = 2*(f|K).

Soit .o/ (resp. .«") 'ensemble des restrictions a C des formes
linéaires (resp. des fonctions affines) continues sur E. On sait
(Esp. vect. top., chap. 11, 2¢ éd., §5, n® 4, Remarque 2) que f est
I'enveloppe supérieure de 'ensemble des éléments de o/ majorés
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par f. L’ensemble des fonctions de la forme sup (f;,...,f,) ou
fi»---, f, appartiement a o/, f; 20,..., f, 20, est filtrant
croissant et admet f pour enveloppe supérieure. Compte tenu du
§1, n° 1, th. 1, il suffit de vérifier I’égalit¢ A(f|K) = A(f|K)
lorsque f est de la forme précédente.

Définissons f comme dans le lemme 5. Il est clair que
f)=f@) si yeG. Comme I*K —-—(KnG))=0, on a
AfIK) = Af|K). D’aprés le lemme 6, f est affine et semi-continue
supérieurement. Donc f|K est enveloppe inférieure d’un ensemble
filtrant décroissant de restrictions d’¢léments de .o/ " a K (Esp. vect.
top., chap. II, 2° éd., §5, n° 4, prop. 6). Soit x e K le barycentre
de 1. Si ge o/, on a Ag|K) = g(x). Donc A(f|K) = f(x) (§4, n° 4,
cor. 2 de la prop. 5). Ainsi, A(f|K) = f(x), et on voit de méme
que 2(f1K) = /().

COROLLAIRE.— Soient E un espace localement convexe séparé,
C un céne convexe saillant de sommet 0 dans E, admettant une
semelle compacte M, et G la réunion des génératrices extrémales
de C. Soit xe M. Si C est réticulé, il existe au plus une mesure
positive A de masse 1 sur M, telle que 1*(M — (G n M)) =0, et
admettant x pour barycentre.

En remplagant la topologie de E par la topologie affaiblie, (ce
qui ne change pas la topologie de M), on peut supposer E faible.
Soient A et A’ deux mesures sur M possédant les propriétés de
I’énoncé, h une forme linéaire continue sur E telle que M soit
Iintersection de C et de ’hyperplan d’équation h(x) = 1. Soit &
le sous-ensemble de ¥(M) constitué par les restrictions & M des
fonctions convexes >0 positivement homogeénes et continues
dans C. Le cbéne C est faiblement complet (Esp. vect. top., chap. 11,
2¢ éd., §7, n° 3). D’apres le th. 3, on a A(f) = A'(f) pour toute
fe.

Si f1, f2, f3, f4 appartiement a &, on a

sup(fy —fofs —fa)=sup(fi +f. fs + o) — (L +f)ed —F
inf(fy — fo., fs —fo) = —sup(fy ~ fi. fu — f3) e S — .

Puisque hMe &, ¥ — & contient les fonctions constantes. Si x et
y sont deux points distincts de M, il existe une forme linéaire
continue sur E qui sépare x et y, et cette forme est différence de
deux formes linéaires continues positives sur C (Esp. vect. top.,
chap. 11, 2° éd., § 6, n° 8, lemme 1). Il résulte de ce qui précede que,
pour a,f réels, il existe fe & — & tel que f(x) = o, f(y) = b.



234 PROLONGEMENT D’UNE MESURE. ESPACES L? Chap. 1V, §7

Alors ¥ — & est partout dense dans ¥(M) pour la topologie de
la convergence uniforme (Top. gén., chap. X, 2° éd., §4, n° 1, cor.
de la prop. 2). Comme 4 et A’ coincident sur ¥ — %, ona A = 4.

EXERCICES
§1

1) Montrer que si f et g sont deux fonctions numériques > 0
définies dans X et u une mesure positive sur X, on a

pi(sup(f, g) + p*(nf(f, g)) < p*(f) + p*(g)
En déduire que, si A et B sont des parties quelconques de X, on a
w¥(A U B) + u*(A n B) < u¥A) + u*(B) (cf. §4, exerc. 8d)).

2) Pour tout x € X, montrer que pour toute fonction numérique
f = 0 définie dans X, on a ¢¥(f) = f{x).

3) Donner un exemple, dans R, d’un ensemble ouvert non relative-
ment compact, dont la mesure extérieure (pour la mesure de Lebesgue)
soit finie.

4) Soient X un espace localement compact, o une fonction
numérique finie et > 0 dans X, telle que, pour toute partie compacte
K de X, > «(x) soit finie; soit u la mesure positive sur X définie par

xeK

les masses a(x) (chap. 11, § 1, n® 3, Exemple 1).

a) Montrer que pour toute fonction f = 0, semi-continue inférieure-
ment dans X, on a p*(f)= ) ax)f(x), en convenant de poser

xeX

ox}f(x) = 0 lorsque ofx) = O et f(x) = +o0.

b) Soit f = 0 une fonction numérique quelconque définie dans X,
Montrer que si p*(f) < +oc, on a p*(f) = ), a(x)f(x) avec la méme

xeX

convention que dans a). (Cf. exerc. 5).

15) Soit X le sous-ensemble du plan R? réunion de la droite D =
{0} x R et de I'ensemble des points (1/n, k/n?), ol n parcourt I'ensemble
des entiers > O et k ’ensemble Z des entiers rationnels.

a) Pour tout point (0,y) de D et tout entier n > 0, soit T,(y)
ensemble des points (u, v) de X tels que u < 1/net jv — y| < u. Montrer
que st ’on prend comme systeme fondamental de voisinages de chaque
point (0,y) de D l'ensemble des T,(y) (n > 0), et comme systéme fon-
damental de voisinages de chacun des autres points de X l'unique
ensemble réduit a ce point, on définit sur X une topologie 7 pour
laquelle X est un espace localement compact non paracompact.

b) Soit « la fonction numérique sur X, égale a 0 dans D et a 1/
en chacun des points (1/n, k/n?). Montrer que, pour toute partie compacte
K de X, Y ofx) est finie; soit u la mesure positive sur X définie par les

xeK

masses a(x). Montrer que I'on a g*(D) = + oo bien que «(x) = 0 dans D.
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(Si un ensemble ouvert U pour J° contient D, montrer qu’il existe un
intervalle a < y < b sur D, non réduit & un point, un ensemble B partout
dense (pour la topologie usuelle de R) dans cet intervalle et un entier
n > 0 tel que, pour tout y € B, on ait T,(y) < U; on utilisera pour cela
le th. de Baire).

6) Soit f une fonction numérique = 0 définie dans X.

a) Montrer que, pour que Papplication u— p*(f) de .4, (X) dans R
soit continue pour la topologie vague, il faut (et il suffit) que f soit
continue et a support compact (utiliser ’exerc. 2). Pour que pu— u*(f)
soit semi-continue inférieurement pour la topologie vague, il faut (et il
suffit, cf. prop. 4) que f soit semi-continue inférieurement.

b) Montrer que, pour que l'application p+— p*(f) de .# (X) dans
R soit continue pour la topologie quasi-forte (chap. 111, § 1, exerc. 8),
il faut et il suffit que f soit bornée et a support compact (méthode
analogue & celle de a)). En déduire que pour toute fonction f = 0 nulle
dans le complémentaire d’une réunion dénombrable d’ensembles
compacts, 'application u — p*(f) est semi-continue inférieurement pour
la topologie quasi-forte (utiliser le th. 3) (cf. exerc. 7 b)).

¢) Montrer que, pour que 'application p+—s p*(f) de 4, (X) n #*(X)
dans R soit continue pour la topologie ultraforte (chap. 111, § 1, exerc. 15),
il faut et il suffit que f soit bornée; pour toute fonction f > 0 définie
dans X, g+ p*(f) est semi-continue inférieurement pour la topologie
ultraforte.

d) Montrer que, pour que 'application p— u*(f) de 4 (X) ~ .41 (X)
dans R soit continue pour la topologie faibie (chap. III, § 1, exerc. 15),
il faut et il suffit que f soit continue dans X et tende vers 0 au point a
Pinfini; pour que u+— p*(f) soit semi-continue inférieurement pour la
topologic faible, il faut et il suffit que f'soit semi-continue inférieurement.

7) a) Soit (u,) une suite croissante de mesures = 0 sur un espace
localement compact X; on suppose que cette suite est majorée dans
A (X) et on désigne par u sa borne supéricure. Soit f une fonction
>0 définie dans X et nulle dans le complémentaire d’une réunion
dénombrable d’ensembles compacts. Montrer que 'on a

#A(f) = sup pi(f)
(cf. exerc. 6 b)).

b) Soient X et u lespace localement compact et la mesure définis
dans l'exerc. 5. Soit «, la fonction numérique égale a o (notation de
I’exerc. 5) pour tout point (1/m, k/m?®) tel que m < n, et égale a 0 aux
autres points de X; soit p, la mesure définie par les masses «,(x). Montrer
que u est la borne supérieure de la suite (g,) dans .4, (X) et que 'on a
wHD) = 0 pour tout n, mais pu*(D) = + .

8) a) Soit (u,) une suite décroissante de mesures > 0 sur un espace
localement compact X, et soit u la borne inférieure de cette suite dans
M (X). Montrer que pour toute fonction f = 0 telle que p*(f) < +«
a partir d’un certain indice, on a p*(f) = inf wH( ) (lorsque g est semi-
continue inférieurement, positive et telle que u*(g) < + oo, remarquer
qu’il existe une suite (h,,) de fonctions continues = 0 & support compact,
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telle que ) h,, < get pu¥g) = Z w¥(h,,) pour tout indice n).
m=1

b) Sur Pespace discret X = N, soit u, la mesure définie par la
masse + 1 placée en chaque point m > n. Montrer que la borne inférieure
de la suite décroissante (u,) est 0 dans .#, (X), mais que 'on a y¥(X) = + 0
pour tout n.

§3

1) Soit u la mesure de Lebesgue sur lintervalle X = (0, 1( de R.
Pour tout entier n = 2¥ 4+ k (h > 0,0 < k < 2%, soit f, la fonction
égale a 1 dans l'intervalle (k/2", (k + 1)/2"(, a 0 ailleurs dans X. Montrer
que la suite ( f,) converge en moyenne d’ordre p vers 0 pour tout p > 0,
mais que la suite (f,(x)) ne converge pour aucun point x € X.

2) Montrer que toute fonction numérique f appartenant a £?(X; R)
est presque partout égale a la différence g, — g, de deux fonctions
positives semi-continues inférieurement, et appartenant a Z7X;R)
(remarquer que f(x) est presque partout égale a la somme d’une série

absolument convergente Y f,(x), ol les f, sont continues et a support
n=1
compact).
3) Soient X un espace localement compact, « une fonction
numérique finie et >0, définie dans X et telle que pour toute partie

compacte K de X, on ait Z o(x) < +oo. Soit u la mesure sur X définie
xeK
par les masses a(x). Montrer que pour cette mesure on a F§ = F¢

pour tout p fini et =1 et tout espace de Banach F.

§4

1) Soit H un ensemble, filtrant pour la relation <, de fonctions

intégrables > 0, tel que sup N,(f) < + 0. Soit g I'enveloppe supéricure
feH

de H; pour que g soit intégrable et que, dans L', la classe g de g soit
limite du filtre des sections de I’ensembile filtrant des classes des fonctions
f e H, il faut et il suffit que, pour tout ¢ > 0, il existe une fonction f, € H,
un ensemble B, filtrant pour <, de fonctions intégrables semi-continues
inféricurement, et une application f— f* de I’ensemble H, des fonctions
feH qui sont <f; dans l'ensemble B, tels que l'on ait f< f* et
N{(f* — f) < ¢ pour toute fonction f € H, (utiliser le th. 3 du n° 4).

2) Soit u la mesure de Lebesgue sur R, et soit Q 'espace topologique
obtenu en munissant ’espace £ de la topologie de la convergence simple
dans R. Montrer que Papplication f+— | fdu de Q dans R n’est continue
en aucun point de Q.

3) Soient 1 un intervalle dans R, f une application de X x I dans
un espace de Banach F, telle que: 1° pour tout « eI, l'application
t— f(t,a) de X dans F est intégrable; 2° pour tout t € X, I'application
a— f(t, ®) admet une dérivée f (¢, o) dans I; 3° il existe une fonction
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intégrable g > 0 telle que |f,(t, )| < g(t) pour tout teX et tout ael.
Dans ces conditions montrer que la fonction u(x) = § f(t, o) du(t) est
dérivable dans I et qu'on a

(o) = J’f;(t, o) du(t).

14) Soit u la mesure de Lebesgue sur I'intervalle X = (0, 1).

a) Définir dans X un ensemble parfait rare A, dont la mesure soit
un nombre quelconque o tel que 0 < o < 1 (utiliser la méthode de
construction de I’ensemble triadique de Cantor).

b) Définir dans X une suite (A,) d’ensembles intégrables rares
sans point commun deux & deux, telle que w(A,) = 27" et que tout

intervalle contigu a B, = |_J A, contienne une partic de A,,; de
k=1
mesure > 0. Si A =(_JA,, montrer que A est un ensemble maigre de

n
mesure 1, et [}A un ensemble non maigre et négligeable.
¢) Soit H = U A,,.,; montrer que, pour tout intervalle ouvert

=0
I <X, les intersections de I avec H et avec ( H ont une mesure > 0.
Soit f une fonction égale presque partout a la fonction caractéristique
@y ; montrer qu’il n’existe aucune suite (£,) de fonctions continues dans X,
convergente en tout point de X, et dont la limite soit égale a f (remarquer
que f est nécessairement discontinue en tout point de X, et utiliser
Pexerc. 22 de Top. gén., chap. IX, 2° éd., § 5).

5) Soit x4 une mesure positive sur un espace localement compact X.
Pour toute fonction numérique f (finie ou non), de signe quelconque,
définie dans X, on désigne par p*(f) (intégrale supérieure de f) la borne
inférieure des nombres u(h) pour les fonctions h = f, intégrables et
semi-continues inféricurement, lorsqu’il existe de telles fonctions, et
+ oo dans le cas contraire; cette définition coincide avec celle du § 1,
n° 3, lorsque f = 0. On désigne par p,(f) et on appelle intégrale inférieure
de f'le nombre —pu*(— f).

a) Montrer que si f; et f, sont deux fonctions numériques telles
que fi(x) < f5(x) presque partout, on a p*(f;) < p*(f3).

b) Soientf; et f, deux fonctions numériques telles que u*(f;) + 1*(f>)
soit défini et < + oo ; montrer que fi(x) + f>(x) est défini presque partout
et quon a p*(f; + f2) < p*(f1) + u*(f,) (se ramener au cas ou
f1(x) < + 00 et fo{x) < 4 o0 en tout point, & I'aide de a)).

¢) Si (f,) est une suite croissante de fonctions numériques telles
que p*(f,) > — oo a partir d’'un certain rang, montrer que

p¥(sup f,) = sup p*(f,).

16) a) Soit f une fonction numérique telle que p*(f) (exerc. 5) soit
fini. Montrer qu’il existe une fonction intégrable f; > f telle que
u(fy) = u*(f); si f, est une seconde fonction intégrable telle que f, = f

et u(f,) = u*(f), f et f, sont équivalentes.
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b) Pour gu’une fonction numérique f soit intégrable, il faut et il
suffit que p*(f) et u,(f) soient finis et égaux.

c) Soit f une fonction numérique telle que p*(f) et . (f) soient
tous deux finis; soient g et h deux fonctions intégrables telles que

g < f < het w(g) = p(f), uh) = p*(f). Montrer qu’on a
S — @) = pylh — f) =0, et p*(f —g) = p¥h — f) = u*(f) — w ().

d) Soient f;, f, deux fonctions numériques telles que les nombres
WECA), 15 (fo), G f1) et u(f2) soient tous finis; montrer que

p(f1 + f2) < 1) + W) < w*(fi + f2)

(si g, est une fonction intégrable telle que f, < g, et u*(f;) = u(g,),
remarquer que, pour toute fonction intégrable h telle que h < f; + f5,
onah — g, < f). En déduire que, si f; est intégrable, on a

w1+ ) = u(f) + 1 (), w1+ 12) = plf) + e f2),

et u*(fy + f2) = wHsup(fi, f2) + w*(nf(f1, 1)) (pour cette derniere
relation, utiliser I’'exerc. 1 du §1).

e) Soit f une fonction intégrable. Pour qu’une fonction g, telle que
u*(g) soit finie, soit intégrable, il faut et il suffit que

wf) = w5 g) + p*(f — g)

(si g, est une fonction intégrable telle que g < g, et p*(g) = u(g,),
remarquer que f — g, < f — 2).

17) Soit u une mesure positive sur X. Pour toute partie A < X,
on appelle mesure intérieure de A et on note u,(A) I'intégrale inférieure
(exerc. 5) de la fonction caractéristique @, .

a) Montrer que p,(A) est la borne supérieure des mesures des
ensembles compacts contenus dans A (raisonner comme dans le th. 4).

b) Pour toute partie A de X, de mesure extérieure finie, montrer qu’il
existe deux ensembles intégrables A, A, tels que A; < A < A, et que
U(A) = u(Ay), u*(A) = wA,). Pour que A soit intégrable, il faut et il
suffit que ,u*(A) et 1, (A) soient finis et égaux. Avec les mémes notations,
montrer qu’on a

uolAn GA) = A, 0 [A) =0
et
pHA 0 [A) = 15A; 0 [A) = 1HA) — pA).

¢) Soit A un ensemble intégrable: montrer que pour tout ensemble
B < A, ona uA) = u*B) + u A~ [B)

d) Soient A et B deux ensembles de mesure extérieure finie et sans
point commun. Montrer que, si C = A u B,ona

14(A) + 1y(B) < 1, (C) < py(A) + p*(B) < p*(C) < p*(A) + p*(B)
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et que
Pe(C) — 1y (A) — 1, (B) < w*(A) + w*(B) — p*(C)

(pour cette dernicre inégalité, se ramener au cas ou

a I'aide de b); si A, et B, sont des ensembles intégrables tels que A < A,,
B = By, u*(A) = wA,), 1*(B) = u(B,), montrer que

1,(C) < (A5 N By)).

18) Si on identifie canoniquement le tore T = R/Z a I'intervalle
(0, 1{ de R, la mesure de Lebesgue u sur cet intervalle est une mesure
sur T; pour tout ensemble A « T et tout ze T, on a u*(A + z) = u*(A).

a) Montrer qu’il existe un sous-groupe H, de T tel que les ensembles
H, = r, + Hy, ot r, parcourt l'ensemble des nombres rationnels
contenus dans (0, 1(, forment une partition de T (en considérant R
comme espace vectoriel sur Q, remarquer que dans R, le sous-espace Q
admet un supplémentaire).

b) Soit H un ensemble réunion d’un nombre fini quelconque
d’ensembles H,,; montrer que H n’est pas intégrable et qu’on a u (H) = 0
(remarquer que tout sous-groupe du groupe additif Q/Z engendré
par un nombre fini d’éléments est d’indice infini dans Q/Z; en déduire
qu’il existe une partition de T en une infinit¢ dénombrable d’ensembles
P,, dont chacun contient un ensemble de la forme z + H).

¢) Déduire de b) un exemple d’une suite décroissante (A,) de parties
de T dont P’intersection est vide et qui est telle que u*(A,) = 1 pour

tout n.
d) Soit A un ensemble intégrable tel que Hy, < A et

HA) = u*(Ho) > 0;

montrer que, pour tout ensemble intégrable B < A, les ensembles
B, =BnHy,et B, =Bn (}HO forment une partition de B telle que
w¥B,) = p*(B,) = u(B) et u, (By) = p,(B,) = 0 (utiliser 'exerc. 7 b)).

19) a) Soit x une mesure positive sur un espace localement compact
X. Dans I'espace de Banach 4! des classes d’équivalence des fonctions
de #!, soit G un sous-espace vectoriel fermé contenant le sous-espace
L!; soit 4 le sous-espace vectoriel fermé de #' formé des fonctions
dont la classe appartient & G. Montrer qu'on peut prolonger a ¢ la
forme linéaire u(f) de sorte que Iinégalité |u(f)| < Ny(f) soit encore
vérifiée (utiliser le th. de Hahn-Banach). Montrer que pour l'intégrale
ainsi prolongée,’le th. 3 du §3 est encore valable.

b) On suppose que G est somme directe de L' et d’un sous-espace
H de dimension finie. Montrer que, dans %, le th. de Lebesgue {th. 2) est
encore valable. (Soit (f,) une suite de fonctions de ¥, tendant presque
partout vers f et telles que |f,| < g, ou g =0 et Ny(g) < + 0. Soit

(fiy); <x<m une base de H, et soit f, = > oty + h,, out h,e £'. En
k=1
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utilisant le fait que G est somme directe topologique de L' ct de H,
montrer que les o, sont uniformément bornés; en extrayant au besoin
une suite partielle de (f,), se ramencr au cas ou chacune des suites
(0ty)n>1 admet unc limite; en déduire alors que h,(x) tend presque
partout vers une limite, et appliquer a la suite (h,) le th. de Lebesgue;
remarquer enfin que deux suites extraites de (f,) ne peuvent tendre vers
des limites distinctes dans G).

110) a) Soient & un espace de Riesz, 4 une forme linéaire positive
sur &, telle que la relation p(|x|) = 0 entraine x = 0; u(]x|) est alors
une norme sur &, et on suppose que &, muni de cetle norme, est complet.
Il en résulte que & est completement réticuié (chap. 11, § 2, exerc. 8 ¢)).
Par suite (chap. I, § 1, exerc. 12 et 13), il existe un espace localement
compact X, somme d'une famille (K,) d’espaces compacts stoniens,
tel que & soit isomorphe a un espace formé de fonctions numériques
(finies ou non) continues dans X, contenant I'espace #(X). On identific
& a cel espace, et la restriction de u a4 #(X) est alors une mesure positive
sur X. Montrer que & est canoniquement isomorphe a I'espace L'(w):
de fagon précise, pour toute fonction g définie dans X et u-intégrable,
il existe une fonction fe & et une seule qui soit équivalente & g pour la
mesure u (remarquer que tout élément > 0 de & est borne supérieure
d’une suite croissante d’éléments de % (X), et que A(X) est dense dans
Z ().

b) Déduire de a) que, pour tout espace compact K, il existe un
espace localement compact S, somme topologique d’une famille d’espaces
compacts stoniens, et une mesure positive v sur S, de support ¢égal a
S, tels que I'espace complétement réticulé .#(K) des mesures sur K,
muni de la norme | pu||, soit isomorphe & &'(v) (considérer sur .#(K)
la forme linéaire pr— p(K)).

11) a) Soit I" un ensemble quelconque de parties d’un ensemble
A. Soit ¥ I'ensemble des parties de A de la forme

XinX;n...nX, N GX,,,Hm...m [}X,Hl”

ol les X; sont des ensembles de 1", m un entier quelconque > 1, p un
entier quelconque > 0. Montrer que le plus petit clan @ contenant 1" est
I’ensemble des réunions finies d’ensembles de V.

b) Soit A I’ensemble des intersections finies d’ensembles de 1.
Montrer que, pour tout espace vectoriel F, 'ensemble des combinaisons
linéaires (a coefficients dans F) de fonctions caractéristiques d’ensembles
du clan engendré par I' est identique a 'ensemble des combinaisons
linéaires de fonctions caractéristiques d’ensembles de A.

c) Soient X un espace topologique, I' 'ensemble des parties com-
pactes de X. Montrer que e clan engendré par I" est identique & ’ensemble
des réunions finies de parties de X de la forme X n G Y, ou X et Y sont
des ensembles compacts.

12) Soit X un espace topologique séparé. Pour tout couple (K, U)
formé d’un ensemble compact K et d’un ensemble ouvert U dans X,
soit I(K, U) Pensemble des parties M < X telles que K< M < U,
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et soit 7 la topologie sur (X) engendrée par I’ensemble des parties
I(K, U) de P(X).

a) Montrer que chacun des ensembles (K, U) est a la fois ouvert
et fermé dans P(X); en déduire que R(X), muni de la topologie 7, est
un espace complétement régulier et totalement discontinu.

b) Pour que l’application M [}M de B(X) sur lui-méme soit
continue (pour la topologie 7), il faut et il suffit que X soit compact.

c) On prend pour X lintervalle (0, 1) de R. Montrer que les
applications (M, N)—>M UN et (M,N)—> M n N de P(X) x PB(X)
dans B(X) ne sont pas continues pour la topologie 7.

d) On suppose X localement compact. Montrer que la topologie
induite par Z sur I’ensemble des parties compactes de X est plus fine
que la topologie déduite d’une structure uniforme de X par le procéde
de I'exerc. 5 de Top. gén., chap. II, 3¢ éd., §1; ces deux topologies ne
peuvent étre identiques que si X est un espace discret.

% 13) a) Soit X un espace localement compact, et soit I' une base de
la topologie de X, formée d’ensembles- relativement compacts. Soit %
une structure uniforme compatible avec la topologie de X, et soit © un
systéme fondamental d’entourages de cette structure. Soit M +— A(M)
une fonction numérique finie et > 0 définie dans I'. Pour tout cnsemble
compact K < X, et tout entourage V e S, soit ay(K) la borne inférieure
des nombres ) A(U,) pour tous les recouvrements finis (U;) de K formés

d’ensembles de I' petits d’ordre V; on suppose que lorsque V parcourt
@, la borne supérieure a(K) des nombres oy (K) est finie. Montrer qu’il
existe sur X une mesure p (et une seule) telle que (K) = «(K) pour tout
ensemble compact K (utiliser le th. 5).

b) Soient ¥ I'ensemble des parties boréliennes de X, « une applica-
tion de ¥ dans (0, + oo] satisfaisant aux conditions suivantes:

() si B;, B, sont deux parties boréliennes disjointes de X, on a
By U B,) = a(B,) + «(B,).

(if) Si B est une partie compacte de X, on a a(B) < + cc.

(i) Si B est une partic borélienne de X, on a «B) = infa(U),
ot U parcourt I’ensemble des parties ouvertes de X contenant B.

Alors 1l existe une mesure positive i sur X et une seule telle que
«(B) = u*(B) pour toute partie borélienne B de X qui peut étre recouverte
par une suite de parties compactes.

¢) Pour tout Be W, on pose ofB) = 0 si B peut &tre recouvert
par une suite de parties compactes, «(B) = + oo dans le cas contraire.
Alors les conditions (i), (i), (iii) de b) sont satisfaites. On a p = 0, donc
a(B) # u*(B) si B ne peut étre recouvert par une suite de-parties-com-
pactes.

14) Soit (A,) une suite d’ensembles intégrables telle que
Y WA, < +%.

Pour tout entier k, soit G, 'ensemble des x € X tels que x € A, pour k

17
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valeurs de n au moins; montrer que G, est intégrable et que
k.u(G) < Y A

15) Soit ¢ une mesure positive bornée sur un espace localement
compact X, et soit (A,) une suite d’ensembles intégrables dans X telle
que inf u(A,) = m > 0. Montrer que I’ensemble B des points de X qui

appartiennent a une infinit¢ d’ensembles A, est intégrable, et que
u(B) = m.

716) Soit X un espace complétement régulier, et soit ¥(X) (resp.
#°(X)) I'espace de Riesz des fonctions numériques continues (resp.
continues et bornées) dans X.

a) Montrer que, si une forme linéaire 4 sur ¢(X) est continue pour
la topologie de la convergence compacte, elle est relativement bornée.

b) Soit 4 une forme linéaire positive sur ¥(X). Montrer que, si 4
est nulle dans %°(X), elle est nulle dans %(X) (soit ¢ I'application
canonique de €(X) sur I'espace de Riesz quotient €(X)/%%(X) (chap. II,
§ 1, exerc. 4); montrer que, si & est une fonction continue > 0 et non
bornée dans X, on a neg(h) < @(h?) pour tout entier n > 0).

¢) Soit X le compactifi¢ de Stone-Cech de X, espace compact
obtenu en munissant X de la structure uniforme la moins fine rendant
uniformément continues les fonctions de 4°(X) et en complétant 'espace
uniforme ainsi obtenu; toute fonction fe #(X) se prolonge alors par
continuité en une fonctlonfcontmue dans fX, a valeurs finies ou non
(considérer f/(1 + |f])). Si A est une forme linéaire positive sur #(X),
la restriction de 4 a %°(X) est de la forme fio u(f), ol u est une mesure
positive sur §X; montrer que, pour toute fonction fe #(X), f est in-
tégrable pour u et qu'on a A(f) = u(f) (utiliser b) en remarquant que
toute fonction = 0 de ¥(X) est enveloppe supérieure d'une suite de
fonctions de € "(X)).

d) Montrer que tout point x, du support de x4 qui n’appartient
pas a X possede la propriété suivante: pour toute suite décroissante
(V,) de voisinages de x,, l'intersection des V, contient au moins un

point de X. Réciproque.
e) Déduire de d) que si X est localement compact et dénombrable
a I'infini, le support de u est contenu dans X (comparer a h)).

f) Si X est discret, montrer que le support de u est fini (dans le cas
contraire, former une fonction f > 0 définic dans X et telle que f ne soit
pas p-intégrable).

g) Montrer que si une forme linéaire 4 sur %(X) est positive et
continue pour la topologie de la convergence compacte, le support de u
est contenu dans X (cf. chap. I11, § 2, prop. 11).

h) Soient X, I’espace compact obtenu par adjonction d’un point a
Pinfini @ & Pespace localement compact X défini dans Top. gén. chap. I,
3¢ éd., §9, exerc. 12, Y le sous-espace de R formé des entiers > 0 et de
+00, Z I'espace localement compact complémentaire du point (e, + o)
dans I'espace produit X, x Y. Montrer que toute fonction numérique
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continue dans Z est bornée et que f(z) tend vers une limite lorsque z tend
vers le point a Pinfini {(w, 4+ o0) de Z. En déduire que, si g est la mesure
sur Z définie par la masse 1/2" placée au point (w, n) pour tout n = 0,
toute fonction continue sur 7 est u-intégrable, mais le support de u n’est
pas compact.

T17) Soit X Tespace localement compact défini dans Top. gén.,
chap. I, 3¢ éd., §9, exerc. 12.

a) Soit H une partie compacte de l'espace localement convexe
#(X;C) muni de la topologie de la convergence compacte; montrer que
les fonctions feH sont uniformément bornées dans X et qu’il existe
c € X tel que, pour tout x = ¢, toutes les fonctions de H soient constantes.
(Raisonner par 1’absurde; si les fonctions de H n’étaient pas uniformé-
ment bornées dans X, il y aurait une suite croissante (x,) de points de X
telle que sup({H(x,)|) = n, |H(x,)| désignant I’ensemble des |f(x,)| pour
feH; observer que la suite (x,) est convergente dans X. De méme,
pour tout x € X, soit §(x) la borne supérieure des oscillations de toutes

les fonctions f € H dans lintervalle (x, —(; 6(x) est finie et décroissante,

donc il existe d € X tel que 8(x) soit constante pour x > d. Pour voir que
cette constante f§ est nulle, raisonner par I'absurde comme précédem-
ment, en formant deux suites croissantes (s,), (t,) de points de X telles que
Sy St < 5,01 <, et une suite (f,) de fonctions de H telle que
|flsa) — St = B/2)

En particulier, ¢(X;C) est somme directe de .7 (X;C) et de C. 1.

b) Montrer que sur X toute mesure a un support compact (pour tout
xeX, soit f, la fonction caractéristique de Iintervalle J«, x}, qui est
continue et a support compact ; considérer dans X la fonction croissante

] (f))-

¢) Déduire de a) et b) que dans .#(X;C) = .#4"(X;C) = ¢(X;C),
les parties bornées pour la topologie 7 de la convergence uniforme dans
les parties compactes de €(X ; C) sont les parties bornées pour la topologie
ultraforte (chap. III, §1, exerc. 15). Montrer que %'(X;C) n’est pas
quasi-complet pour la topologie 7 (considérer les mesures &, pour
x e X); en déduire que, pour la topologie de la convergence compacte,
%(X;C) n’est mi tonnelé, ni bornologique (cf. Esp. vect. top., chap. I,
§3,n° 7, cor. 2 du th. 4 et exerc. 18).

d) Montrer que sur ' (X;C) la topologie 7, (limite inductive des
topologies des espaces de Banach (X, K;C)) est identique a la topo-
logie de la convergence uniforme, et que, muni de cette topologie,
H'(X;C) est complet. (Soit V un voisinage de 0 pour 7, ; pour tout

x € X, soit r, le plus grand nombre > 0_tel que V contienne toutes-les - -- -

fonctions continues f de support contenu dans J«,x} et telles que
| /1| <r,. Montrer que la borne inférieure de r, dans X est >0, en
prouvant qu’il ne peut exister de suite croissante (x,) de points de X
telle que limr, = 0).

18) Soit X un espace localement compact paracompact.
a) Montrer que ['espace %(X;C) est isomorphe a un produit
d’espaces de Fréchet, et est donc tonnelé.
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b) Pour qu’une partie H de ¢'(X;C) soit bornéc pour la topologic
de la convergence compacte, il faut ct il suffit qu’il existe une partie
compacte K de X telle que Supp(n) < K pour toute e H et que H soit
bornée pour la topologie ultraforte (comparer a I'exerc. 17 ¢)). La topo-
logie induite sur H par la topologie de la convergence compacte cst
alors identique a la topologie vague.

¢y Montrer que sur Pensemble .4, (X)n %' (X;C) la topologie
induitc par la topologic de la convergence compacte sur 4(X;C) est
identique a la topologie vague. En est-il de méme lorsque X n’est pas
paracompact (exerc. 17)?

19} On munit 6(X;C) dec la topologie de la convergence compacte,
%'(X;C) de la topologic de la convergence uniforme dans les parties
compactes de ¥(X;C). Soit & l'ensemble des partics compactes de
#(X;C); montrer que lapplication bilinéaire (g, )—g.x de
%(X;C) x €'(X;C) dans €¢'(X;C) ecst S-hypocontinue. Soit T I'ensemble
des parties bornées de ¥'(X;C); montrer que si X est paracompact,
lapplication bilinéaire précédente est aussi T-hypocontinue; cette
derniére propriété est-elle cncore vraie lorsqu’on nc suppose plus X
paracompact (exerc. 17)?

120) Soient X, Y deux espaces localement compacts paracompacts.
On munit les espaces €'(X;C) et 4'(Y;C) de la topologie de la con-
vergence compacte.

a) Montrer que lorsqu’on munit 4"(X x Y ;C) de la topologie de la
convergence compacte, lapplication (i, v} u @ v est (S, T)-hypo-
continue, & désignant I'ensemblc des parties bornées de %'(X;C) ct
T I'ensemble des parties bornécs de 4'(Y ; C) (utiliser Pexcrc. 18 b)).

b) Montrer que lorsque X et Y sont dénombrables a infini et
gu’on munit €'(X x Y;C) de la topologie de la convergence compacte,
Papplication (g, vi— p ® v est continue. (S'inspirer de la démonstration
de I'exerc. 3 du chap. 111, §4 et, ¢n introduisant dans X (resp. Y) une
partition continue de l'unit¢ subordonnée a4 un recouvrement ouvert
localement fini, raisonner comme dans Esp. vect. top., chap. 11, 2¢ &d., §4,
exerc. 9 a)).

¢) Si X cst discret, 'espacc %'(X;C) s’identifie a 'espace somme
directe C**, muni de la topologie localement convexe la plus fine. En
déduire un exemple ol X et Y sont discrets, X non dénombrablc ct ou
lapplication (u,v}—p ® v n’est pas continue lorsqu’on munit
€' (X x Y; C)de la topologie vague (cf. Esp. vect. top., chap. 11, 2¢ éd., §4,
exerc. 9 b)).

21) Sotent X un ecspace localement compact, f unc fonction
numérique = 0 définie dans X. Pour que Papplication pu— u*(f) de
M. (X) " €'(X; C) dans R soit continue pour la topologie de la con-
vergence compacte, il faut et 1l suflit que f soit continue dans X.

22) Soicent X, Y deux cspaces localement compacts, ¢ une mesure
bornée sur X, v une mesurc bornée sur Y, de sorte que g ® v est une
mesure  bornée sur X x Y. Montrer que, pour toute fonction
fe?X x Y;C), la fonction x+> | f(x, y) dv(y) appartient & €°(X;C) et
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que 'on a
[y dutx dvty) = [du) [ xp) doy

23) Sur I'espace R, soient p la mesure de Lebesgue, |x| une norme
telle que la boule unité pour cette norme ait une mesure égale a |,
(X,)e=1 une suite infinie de points distincts d’un ensemble borné inté-
grablc B tel que w(B) = 1. Pour tout entier m, on désigne par d, la
borne inférieure des nombres 'x,- — xj| pour 1 < i < j < m. Montrer que

I'on a lim . inf md, < o, !, olt

m—»c0

1 n
o, =1+n (Sl dt

o 1+t
(Raisonner par I’absurde en supposant que pour un ¢ > 0, il existe m,
tel que md:, > h, pour m = my, avec h, = o, ' +¢& Pour 1 <i<m,
soit B; la boule de centre x; et de rayon th,m™ " et pour m < i < 2"m,
soit B; la boule de centre x; et de rayon $h,(2i '" — m~ ). Montrer
que les 2"m boules B; sont deux a deux sans point commun, et évaluer la
mesure de leur réunion, en utilisant la formule d’Euler-Maclaurin).

§5

9 1) Soit I un intervalle semi-ouvert }a, b} dans R, et soit F = R
I’espace de toutes les applications de I dans R, muni de la topologie
de la convergence simple ; pour tout x € I, on désigne par f(x) 'application
t—|x — t] de I dans R, élément de F; I"application f de I dans F est
continue. Montrer que f est dérivable a gauche en tout point dc I,
mais que la dérivée a gauche f; est une fonction (4 valeurs dans F) non
mesurable pour la mesure de Lebesgue, bien qu’elle soit limite simple
d’une suite de fonctions continues, et bien que pour chaque tel, la
fonction pr,of, soit une fonction numérique mesurable (remarquer
que f n’est continue a droite en aucun point de I, et utiliser I'exerc. 1 de
Top. gén., chap. 1V, §2).

2) Soient v la mesure de Lebesgue sur R, g une application continue
de R dans [0, 1), de support contenu dans )—1,2( et égale a 1 dans
(0, 1), i la mesure g. v sur R. L’ensemble H, = (0, 1] défini dans ’exerc.
8 du §4 n’est pas u-mesurable, mais ’ensemble H = Hy — 2 est u-
négligeable.

a) Si I'on pose f(x) = x — 2, f est continue et @y est p-mesurable,
mais la fonction composée ¢y © f n’est pas p-mesurable.

b) Sil'on pose h(x) = x + 2, ’image h(H) de I'ensemble p-mesurable
H par la fonction continue k n’est pas pu-mesurable.

3) Soient f une application mesurable de X dans un espace topo-
logique F, et g une fonction numérique semi-continue inférieurement
dans F; montrer que g o f est mesurable.

1 4) Soit 1 la mesure de Lebesgue sur X = (0, 1{, et soit (H,) une
partition de X en une suite infinie d’ensembles de puissance du continu
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dont aucun n’est mesurable, et qui sont tels que, pour toute réunion H
d’un nombre fini d’ensembles H,, on ait yx, (H) = 0 (§4, exerc. 8). Soit
o, une bijection de I'intervalle )1/(n + 1), 1/n) sur H,. Pour tout nombre y
tel que 0 < y < 1, soit n I’entier tel que 1/(n + 1) < y < 1/n. On définit
f, comme la fonction caractéristique de I'ensemble réduit au point a,(y);
pour tout x e X, J,(x) tend vers O lorsque y tend vers 0. Montrer qu’il
n’existe aucun ensemble compact K < X de mesure > 0 tel que f, tende
uniformément vers 0 dans K.

5) Soit (f,,,) une suite double d’applications mesurables de X dans
un espace métrisable F. On suppose que, pour tout m, la suite (f,,,),>1
converge localement presque partout vers une fonction g,, et que la
suite (g,) converge localement presque partout vers une fonction h.
Montrer que, pour toute partie compacte K de X, il existc deux suites
strictement croissantes (m,), (n,) d’entiers >0, telles que la suite des
fonctions f,, ., converge presque partout vers h dans K. (Remarquer
que, pour tout ¢ > 0, il existe un ensemble compact K, < K tel que
WK — K ) < ¢etque dans K, la suite (g,,) et chacune des suites ( f,,,),> 1
soient uniformément convergentes).

96) Pour tout entier n > 1, soit f,(x) = [2"x] — 2[2" !x]. Dans
I'espace compact des applications de R dans {0, 1} (muni de la topo-
logie de la convergence simple), soit f une valeur d’adhérence de la
suite ( f,). Montrer que, pour tout nombre dyadique r, ona f(r + x) = f(x)
pour tout xeR, et f(r — x) =1 — f(x) pour tout xeR distinct d’un
nombre dyadique. En déduire que, pour la mesure de Lebesgue p, f
n’est pas mesurable. (Raisonner par "absurde; soit A I’ensemble des
xe(0,1) tels que f(x) =1, et supposons que A soit mesurable, et
MA) = o > 0; montrer qu’il existe un ensemble I, réunion finie d’inter-
valles ouverts contenus dans )0, 1(, tel que uIn CA) < a4 et
WA N CI) < a/4; en considérant les intervalles contenus dans I et de la
forme Jk/2", (k + 1)/2"(, montrer qu’on obtient une contradiction avec
la relation f(r — x) = 1 — f(x) pour r dyadique et x non dyadique).

7) Soient X P'intervalle (0, 1] dans R, et F I’espace hilbertien ayant
une base orthonormale (e,)<,<; équipotente a X, ‘

a) Montrer que 'application f de X dans F, telle que f(t) = e, pour
0 <t <1, n'est pas mesurable pour la mesure de Lebesgue, mais que
I'image réciproque par f de toute boule fermée dans F est mesurable et
que, pour toute forme linéaire a’ continue sur F, {f,a’) est négligeable.

b) Soit H un ensemble non mesurable dans X (§ 4, exerc. 8); mon-
trer que si g = foyy, la fonction {g,a") est négligeable pour toute forme
linéaire continue a’ sur F, mais que la fonction numérique |g| n’est pas
mesurable.

8) Soient F un espace localement convexe métrisable, f une applica-
tion de X dans F vérifiant les conditions a) et b) du n°® 5, cor. | de la
prop. 10; montrer que f est mesurable.

9) Soit u la mesure de Lebesgue sur X = [0,1); on désigne par F
I'espace vectoriel sur R des fonctions numériques finies y-mesurables
sur X, muni de la topologie de la convergence simple, qui en fait un
espace localement convexe séparé.
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a) Montrer qu’il existe dans F une partie dénombrable partout
dense (considérer une suite partout dense dans I’espace de Banach
%(X;R) des fonctions numériques continues dans X).

b) Pour tout xeX, soit f(x) I’élément du dual F’ de F défini par
{z,f(x)> = z(x) pour tout z e F. Montrer que lorsque F’ est muni de la
topologie falble o(F,F), f n’est pas p-mesurable mais <{a,f> est u-
mesurable pour tout aeF.

7 10) Soient F un espace de Banach, f une application mesurable
de X dans F, telle que 'ensemble A des x e X ou f(x) # 0 soit réunion
dénombrable d’ensembles intégrables. Montrer qu’il existe une suite (f,)
de fonctions continues a support compact, a valeurs dans F, telle que la
suite (f{x)) converge presque partout vers f(x) dans X (remarquer d’une
part que A est réunion d’un ensemble négligeable N et d’une suite d’en-
sembles compacts K, deux a deux sans point commun et tels que la
restriction de fa chacun des K, soit continue ; d’autre part, qu’il existe une
suite décroissante (U,) d’ensembles ouverts contenant A et tels que
WU, N BA) tende vers 0 lorsque #n croit-indéfiniment).

11) Soit f une application mesurable de X dans un espace de
Banach F. Pour tout entier rationnel n (positif ou négatif) soit A, ’en-
semble des x € X tels que 2" = [f(x)| > 2"~ '. Pour que f soit intégrable,
il faut et 1l suffit que la série de terme général 2"u(A,) (n€ Z) soit con-
vergente.

1 12) Soit g une mesure >0 sur X. Soit (f,) une suite de fonctions
intégrables dans X, qui converge simplement dans X vers une fonction f.

a) Montrer que si f est intégrable et si on a

fdu = lim an du,
pour tout ¢ > 0 il existe un ensemble intégrable A, une fonction inté-
grable g > 0, et un entier n, tels que, pour tout n = ng, on ait

[topadn <

et [f(x)] < g(x) pour tout xe A (considérer un ensemble intégrable B
tel que

,Hﬂq’l}B du < g/2
et que f soit bornée dans B, et appliquer le th. d’Egorof).

b) On suppose que, pour tout ¢ > 0, il existe un ensemble mesurable
A, une fonction intégrable g = 0 et un entier s, tels que, pour tout
n = ng, on ait Hf I(p[}A dp < e et |f,(x)| < g(x) pour tout x € A. Montrer -
que, dans ces conditions, f est intégrable, et que f, tend vers f dans
I’espace L'. Réciproque.

¢) On suppose que F = R; montrer par des exemples que les
conditions de a) ne sont pas suffisantes, et que les conditions de b) ne
sont pas nécessaires, pour que f soit intégrable et que

[fdp = lim £, du.

n—00
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9 13) Soit u une mesure positive sur X. Si A est mesurable, montrer
que pour toute partie B de X, on a

15(B) = 1*(B A A) + 1B [ A)

(st p*(B) < + oo, considérer un ensemble intégrable B, tel que B < B, et
w¥(B) = w(B,) (§4, excrc. 7h)). Inversement, montrer que si A vérific
cette condition, A est mesurable (cf. §4, cxerc. 6 ¢)).

14) Soit (A,) une suite de parties de X, telle que, pour chaque
indice n, il existe un ensemble mesurable B, o A, , les B, étant dcux a
deux sans point commun. Montrer que 'on a

(U A= Twa) e (U] = S

ne

15) Soit u une mesure positive sur X. On dit qu’une fonction
numérique (finie ou non) f définic dans X est quasi-intégrable si elle est
mesurable et si on a p*(f) = p(f) (§4, exerc. 5). On pose alors

uf) = 1) = plf);
on écrit encore | f du au lieu de u(f).

a) Montrer que si f ¢t g sont quasi-intégrables, ct si la somme
u( fy + u(g) est définie, f + ¢ est définie presque partout et est quasi-
mtégrable, et u(f + ¢) = () + (g

b) Déduire de a) que, pour que f soit quasi-intégrable, il faut ct
il suffit que f soit mesurable et qu'un au moins des nombres p*(f "),
([ 7) soit fini; on a alors p(f) = p*(/ ") — w*(f ).

1 16) Soient X un espace compact, 4 une mesure positive sur X.
On dit qu’une fonction numérique bornée f définie dans X est continue
presque partout (pour la mesure p) dans X si ’ensemble des points de
X ou fest continuc (par rapport a X) a un complémentaire de mesure
nulle.

a) Donner un exemple de fonction f continue presque partout
et telle qu’il n’existe aucune fonction continue g égale presque partout
af.

by On suppose que le support de u soit identique a X. Montrer
que, pour gu'une fonction numérique bornée f définie dans X soit
¢gale presque partout a une fonction continue presque partout dans X, 1
faut et il suffit qu’il existe une partie H de X, dont le complémentaire soit
négligeable, et qui soit telle que la restriction f|H de fa H soit continue
{(pour prouver que la condition est suffisante, remarquer que il est
partout dense dans X, et que le prolongement de f|H a X qui est semi-
continu inférieurement dans X (Top. gén., chap. 1V, §6, prop. 4) est une
fonction continue (par rapport a X) en tout point de H). En déduire que
f est mesurable.

¢) Déduire de b) que si X est en outre métrisable, pour toute fonction
numérique f bornée et presque partout égale 4 une fonction continue
presque partout dans X, il existe une suite (f,) de fonctions continues
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dans X, qui est convergente en tout point de X, et dont la limite est
presque partout égale a f(cf. § 4, exerc. 4 ¢)) (remarquer que la proposition
est vraie pour une fonction f semi-continue inférieurement).

d) Soit A un ensemble parfait sans point intérieur, contenu dans X,
et de mesure >0 (cf § 4, exerc. 4 a)). Montrer qu’il n’existe aucune
fonction continue presque partout dans X et égale presque partout a
la fonction semi-continue supérieurement @, .

917) Soient X un espace compact, ¢ une mesure positive sur X.
On dit qu’un ensemble # de partitions finies de X en ensembles in-
tégrables, filtrant pour la relation «w est moins fine que @' » est
fondamental si, pour tout entourage V de la structure uniforme de X,
il existe une partition w = (A;) de X appartenant a Z et telle que tous
les A; soient petits d’ordre V. Pour toute partition finie @ = (A,)
appartenant a 2, et toute fonction numériquef bornée dans X, on pose

solf) =Y inf f(x).1(A)), et S Z sup f(x). (A,) («sommes de

k xeAi XEAK
Riemann » relatives a f et a la partition m).

a) Montrer qu'on a sg(f) < w,(f) < p*(f) < S,(f) pour toute
partition 2, et que s,(f) et S,(f) tendent chacune vers une limite suivant
I’ensemble ordonné filtrant 2.

b) Si # est 'ensemble (fondamental) de toutes les partitions finies
de X formées d’ensembles intégrables, montrer que pour toute fonction
f bornée et intégrable, s (/) et S,(f) tendent vers | fdu suivant 2.

¢) Si fest une fonction bornée et continue presque partout dans
X, s.(f) et S_(f) tendent vers | fdu suivant tout ensemble fondamental
# de partitions finies de X en ensembles intégrables (pour tout ¢ > 0,
considérer I'ensemble fermé A des points ol I'oscillation de f est = e,
et pour toute partition @w € 2 dont les ensembles sont petits d’ordre V,

considérer séparément ceux des ensembles de @ qui rencontrent V(A)
et ceux qui ne le rencontrent pas). Si f est bornée et semi-continue in-
férieurement dans X, montrer que s (f) tend vers | fdu suivant tout
ensemble fondamental 2 de partitions finies de X en ensembles in-
tégrables (considérer f comme enveloppe supéricure de fonctions
continues).

d) On dit qu'un ensemble A «— X est quarrable (pour p) si sa
fonction caractéristique est continue presque partout, ou, ce qui revient
au méme, si sa {rontiére est p-négligeable. Montrer que tout point X,
de X posséde un systeme fondamental de voisinages ouverts quarrables
(pour tout voisinage V de x,, soit f une fonction continue a valeurs dans
(0,1} égale & 1 au point x4, 3 0 dans GV; considérer les ensembles des
x tels que f(x) > a, pour 0 < o < 1). En déduire qu’il existe un ensemble
fondamental 2 de partitions finies de X, tel que toute partition w € 2
soit formée d’ensembles ouverts et d’ensembles négligeables.

e) Soit # un ensemble fondamental de partitions finies de X en
ensembles intégrables, tel que toute partition @we # soit formée
d’ensembles ouverts et d’ensembles négligeables. Pour toute fonction
bornée f dans X, soit g la plus grande des fonctions semi-continues
mférieurement dans X et < f(Top. gén., chap. 1V, § 6, prop. 4); montrer
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que, pour toute partition we 2, on a s,(f) = s4(g).- En déduire que,
pour que s (/) et S{f) tendent vers une méme limite suivant 2, il faut
que f soit continue presque partout dans X.

f) Déduire de ¢) un exemple de fonction f négligeable et d’un
ensemble fondamental # de partitions finies de X en ensembles in-
tégrables tels que s (f) et S,(f) ne tendent pas vers la méme limite
suivant 2 (prendre pour X I'intervalle (0,1} de R et pour u la mesure
de Lebesgue).

9 18) Soit X un espace localement compact tel que, dans X, "adhé-
rence de tout ensemble ouvert relativement compact soit encore un en-
semble ouvert (espace stonien; cf. chap. II, §1, exerc. 13); soit u une
mesure positive sur X de support identique a X et telle que toute fonction
numérique intégrable et bornée dans X soit équivalente a une fonction
continue finie (§ 4, exerc. 10).

a) Montrer que, dans X, tout ensemble rare N est localement
négligeable (pour tout ensemble compact K, considérer la fonction
continue équivalente & Qg g).

b) Soit f une fonction numérique (finie ou non) mesurable dans X,
et soit g la plus grande des fonctions semi-continues inférieurement dans
X et < f. Montrer que f et g sont égales localement presque partout
(remarquer que si la restriction de fa un ensemble compact K est con-
tinue, f et g sont égales dans I'intérieur de K, et utiliser a)).

¢) Déduire de b) que dans X tout ensemble localement négligeable
pour u est un ensemble rare. En particulier tout ensemble maigre dans
X est rare.

19) Soit u une mesure positive sur un espace localement compact X.
Soit f une application p-mesurable de X dans un espace métrique
complet F. Pour que, dans une partic compacte K de X, f puisse étre
approchée uniformément par des fonctions étagées mesurables, il faut
et il suffit que f(K) soit relativement compact dans F.

20) Soient X un espace compact, g une mesure positive sur X,
(f,) une suite de fonctions numériques p-mesurables. Montrer que les
propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) il existe une suite (f,) extraite de (f,) et tendant vers 0 presque
partout dans X;

(i) il existe une suite (4,) de nombres réels finis telle que

lim.supl4,| > 0

n—=w

et que la série de terme général 4, f,(x) converge presque partout dans X.
(i11) il existe une suite (1,) de nombres réels finis telle que

S 1] = 4o

n=1
et que la série de terme général A, f,(x) soit presque partout absolument
convergente dans X.
(Pour voir que (i) entraine (ii) et (iii), utiliser le th. d’Egoroff. Pour
voir que (ii1) entraine (i), montrer que (iit) implique l'existence d’une
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suite croissante (A,) de parties mesurables de X et d’une suite (f,)
extraite de (f)), telles que p(A,) tende vers u(X), et que [|f, @] dp tende
vers 0).

21) Soient X un espace localement compact, ¢ une mesure positive
sur X, (U,,cs un recouvrement ouvert de X. Pour tout a €A, soit f,
une application de U, dans un ensemble GG. On suppose que pour tout
couple d’indices o, 5, P'ensemble des points xeU,n U tels que
fdx) # fylx) soit localement p-négligeable. Montrer qu’il existe une
application f de X dans G telle que, pour tout o € A, ’ensemble des
xeU, tels que f(x) # f(x) soit localement pu-négligeable. (Considérer
d’abord le cas oll X est compact, en recouvrant X par un nombre fini
d’ensembles U, ; passer au cas général a I’aide de la prop. 14 du n° 9).

22) Montrer que si la mesure positive u est telle qu’il existe des
ensembles ouverts de mesure >0 et arbitrairement petite, alors, pour
tout a > 0, la topologie induite sur ’ensemble des fe £ tels que
N,(f) < a par la topologie de la convergence en mesure est strictement
moins fine que la topologie de la convergence en moyenne d’ordre p.

23) Soit (f,) une suite de fonctions de &y telle que, pour tout
ensemble intégrable A et toute suite (f,) extraite de (f,), il existe une
suite extraite de (f,) qui converge vers 0 presque partout dans A;
montrer que la suite (f,) converge en mesure vers 0. (Raisonner par
I’absurde).

124) Soient X Pintervalle (0,1) de R, u la mesure de Lebesgue
sur X. Montrer que pour tout espace de Banach F, toute forme linéaire
continue sur ¥ est identiquement nulle. (Pour tout voisinage V de
0 dans &, montrer qu’il y a un entiern > Otelque V+V + -+ V
(n fois) contienne une droite).

25) @) Pour qu'une partic H de & soit précompacte, il faut et il
suffit que, pour tout ¢ > O et tout ensemble intégrable A < X, il existe
un ensemble compact M < F et une partition de A en un nombre fini
d’ensembles intégrables A;, tels que, pour toute fe H, il existe un
ensemble intégrable B « A, de mesure u(B) < ¢, et ayant les propriétés
suivantes: 1° tout point de f(A — B) est a uné distance < ¢ de M; 2°
dans chacun des ensembles A; ~ [} B, 'oscillation de f est < &.

b) Montrer que pour qu’une partie H de #§ soit relativement
quasi-compacte, il faut et il suffit qu’elle soit précompacte dans ¥
et équiintégrable.

¢) Pour qu’une suite (f,) de fonctions de £} soit une suite de
Cauchy pour la topologie de la convergence en moyenne, montrer
qu’il faut et il suffit que (f,) soit une suite de Cauchy pour la topologie
de la convergence en mesure et que I’ensemble des f, soit équiintégrabile.

d) Etendre ces propriétés aux espaces £% pour p > 1.

26) Soit f une fonction numérique définie dans R. Montrer que si,
pour tout x € R, on a lim.inf f(y) = f(x), f est y-mesurable pour toute

yoxX,y2x

mesure u sur R.

927) Soient X un espace localement compact, y une mesure
réelle sur X, K une partie compacte de X, (f,) une suite de fonctions
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numériques p-mesurables bornées définies dans K et séparant les points
de K. Montrer que pour toute fonction numérique p-mesurable g
bornée définie dans K, et tout ¢ > 0, il existe un polynéme h = P((f,)) par
rapport aux f,, et une partie compacte K, de K, tels que |[h| < 2|g].
que |u[(K — K,) < ¢ et que, pour tout x € K;, on ait lh{x) — g(x)| <&
(Considérer I'application x s (f,(x)) de K dans RN et I'adhérence de
son image, et appliquer convenablement le th. de Weierstrass-Stone).
En déduire que pour 1 < p < + o, l'ensemble des polyndmes par
rapport aux f, est dense dans #*(K). Ces propriétés sont-elles encore
vraies quand on remplace la suite (f,) par une famille non dénombrable
de fonctions mesurables bornées, séparant les points de K?

28) Soient X un espace localement compact, 4 une mesure positive
sur X, P l’ensemble des fonctions numériques (finies ou non) f > 0
définies dans X et u-mesurables. Soit A une fonction a valeurs > 0
(finie ou non) positivement homogeéne, croissante €t convexe définie
dans P (cf. chap. I, n° 1) et telle en outre que: 1° A(f) = 0 pour toute
fonction p-négligeable /> 0; 2° pour toute suite croissante (f,) de
fonctions de P, ;L(Slip 1) = sup (f,). Pour tout espace de Banach F,

on désigne par #% l'ensemble des applications p-mesurables f de X
dans F telles que A(f]) soit fini. Montrer que A(f|) est une semi-norme
sur L%, et que £+ est complet pour la topologie définie par cette
semi-norme. A

729) Soit u une mesure sur un espace localement compact X.
Pour toute fonction numérique p-mesurable f > 0 définie dans X,
Papplication f7,: t+— |u|*(f ~ ()¢, +0))) de R, dans R, est décroissante
et continue a droite. Si v est une mesure sur un second espace localement
compact Y et g une fonction numérique v-mesurable et >0 définie
dans Y, on dit que f'et g sont équimesurables (pour pu et v respectivement)
si Pon a f,, = g,. On désigne par f* (ou f) la fonction définie dans
R, égale pour tout s € R, a la borne supérieure dans R, de I’ensemble
des nombres a tels que f,(a) > s (borne égale & 0 si cet ensemble est
vide).

a) Montrer que la fonction f* est décroissante, continue a gauche
dans R, et équimesurable & f (pour la mesure u et la mesure de Lebesgue
sur R,); on dit que f* est le réarrangement décroissant de f.

by Si 0 < f < g sont deux fonctions y-mesurables dans X, montrer
que l'on a f* < g* Si (f,) est une suite croissante de fonctions u-
mesurables = 0 dans X, et f = sup f,, montrer que I'on a

n

J*(s) = sup f(s)

en tous les points ol /* est continue.

¢) Montrer que pour toute fonction numérique pu-mesurable
/= 0,0onalu*(f) = I*f*(s)ds. (Considérer d’abord le cas d’une fonction
étagée, puis utiliser b)).

d) Soit w une fonction numérique finie (sauf peut-€tre au point s = 0)
définie dans R, et décroissante. Pour toute fonction numérique f = 0
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définie dans X et py-mesurable, on pose

4 = ([ weordas)r <<+

Montrer que cette fonction vérifie les conditions de I'exerc. 28. (Pour
prouver qu’elle est convexe, on considérera d’abord le cas ol w est
une fonction en escalier décroissante, en utilisant c), puis on passera a la
limite pour traiter le cas général.)

e) Avec les notations de d), on écrit £E&" au lieu de &}, et 'on
pose N, (f) = A(f]) pour toute application y-mesurable f de X dans F.
Montrer que si fe £E™, et si, pour tout n, on désigne par f, la fonction
égale a fsi f| < n, a nf/|f] si [f| > n, la suite (|f,|*) tend presque partout
vers [f|* et que I'on a }Lnoqo N, . (I —f) = 0.Sif est u-négligeable, on a
N, () = 0.

930) Soit @(t, u, v) une fonction numérique finie et continue pour
0<t< 1, u>20,0v >0 Pour toute fonction numérique f = 0 définie
dans I = (0, 1}, mesurable pour la mesure de Lebesgue, on désigne par
f* le réarrangement décroissant de f (exerc. 29). Afin que, pour tout
couple de fonctions f = 0, g =0, mesurables (pour la mesure de
Lebesgue) et bornées dans I, on ait

(1) fo (1, £ (1), g1)) dt 4 D(t, f*(2), g*(¢)) dt
0

il faut et il suffit que la fonction @ vérifie les trois conditions suivantes:
(2) Ot,u+ hov+h—0tu+ hv)— Ot uv+h)+ Ot,uv)=0

quels que soient te L, u = 0, v =2 0eth = 0;
[}

(3) j (®la+90+t,uv)—Pa+ 6+ t,u+ hv
0

+ ®a+ t,u+ hv)— DPla+ t,u,v))dt =20

5
4 f (®a+06+tuv)—Da+ 6+ t,uv+ h)

0
+ Da+ t,bu,v+h)— Pla+ t,u,o)dt =0

quels que soient a, h,d tels que 0 < a <1 — 20,h = 0.

(Pour prouver que (3) et (4) sont nécessaires, prendre pour f et g
des-fonctions en “escalier convenables; déduire ensuite (2) de (3) et (4).
Pour prouver que les conditions sont suffisantes, déduire d’abord de (2),
en utilisant la continuité de ®, que 'on a

5) Ot,u+hov+k)—Dt,u+ hov)— Dt u,v+ k) + Ot uv) =0

quels que solent te L, u = 0,0 > 0, h = 0, k = 0. Utilisant ensuite (3)
et (4), prouver (1) lorsque f et g sont des fonctions en escalier dont les
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points de discontinuité sont de la forme r/n (0 < r < n) dans 1, en
comparant successivement les intégrales

1
L@@ﬂnmmm
et

[ ou s ema

ou f; ct g; ne différent de f; et g; que dans deux intervalles consécutifs
(r — Dyn,r/n) et (r/n,(r + 1)/n1]. Passer enfin a la limite de fagon
convenable pour prouver (1) dans le cas général).

Si @ est deux fois continiment différentiable, les conditions (2),
(3) et (4) équivalent respectivement a

2 72 :;2
(3<D>0 () 0 £<0

= A A
dudv ~ 7 Otdu ’ otov
Généraliser a des fonctions O(¢, uy, . . ., u,,) d’'un nombre quelconque
de variables.
§6

1) Soient f et g deux fonctions numériques mesurables, telles que
a = M, (f) et b =M _(g) soient finis; montrer que, pour que I'on ait
M_(f+ g = M_(f) + M_(g), il faut ct 1l suffit que, pour tout couple
de nombres réels «, ff tels que o < a, f < b, 'ensemble des x e X tels
gu’'on ait a la fois & < f(x)et f < g(x) ne soit pas localement négligeable.

2) Soit D un ensemble convexe fermé dans un espace de Banach
F, d’intérieur non vide, et soit f une fonction mesurable a valeurs dans F,
telle que f(X) < D. Soit g une fonction intégrable >0, non négligeable
et telle que fg soit intégrable. On suppose que le point

g du

Jgdu

soit point frontiére de D ; montrer que si V est P'intersection de tous les
hyperplans d’appui fermés de D au point ¢, on a f{ix)e V n D presque
partout dans 'ensemble des points x tels que g(x) > O (se ramener au
cas oll F est un espace de type dénombrable (c’est-a-dire contenant un
ensemble dénombrable partout dense) en utilisant le th. 4 du § 5; remar-
quer alors que V est lintersection d’unc famille dénombrable
d’hyperplans d’apput de D au point ¢).

Montrer que si F est de dimension finie, et si A cst la facette du
point ¢ par rapport & D (Esp. vect. top., chap. 11, 2° &d., §7, exerc. 3),
I’hypothése entraine que f(x)e A presque partout dans I'ensemble des
points x tels que g(x) > O (raisonner par récurrence sur la dimension
de F).

¢ =
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3) Soit ¢ une mesure sur un espace compact X, telle que X soit
¢gal au support de u. Montrer que si toute fonction numérique mesurable
et bornée en mesure est égale presque partout a une fonction continue,
X est un espace stonien (cf. chap. 11, § 1, exerc. 13) (considérer la fonction
caractéristique d’un ensemble compact). Inversement, si X est un cspace
stonien, pour que toute fonction mesurable et bornée en mesure soit
¢gale presque partout a une fonction continue, il faut et il suffit que tout
ensemble rare dans X soit négligeable (cf. § 5, exerc. 18).

4) Soit ¢(t,t,,...,t,) une fonction numérique finie satisfaisant
aux conditions de la prop. 1 du chap. I. Montrer que si f1, />, ..., f, sont
n fonctions numériques finies positives, intégrables et non négligeables,
la fonction @(f1, f5, ...., f,) est intégrable et on a

Vol ot dit < ([ frdps [ fr dp,..... (S du)
En outre, pour que 'on ait

[0t du = o([fidu.... 1, du),

il faut et il suffit que, pour presque tout x € X, le point de R” dont les
coordonnées sont &; = fix)/o(fi(x),...,[,(x)) appartienne 4 la facette
par rapport a K du point dont les coordonnees sont

o = ([fidu)/([o(fr-- - fo)du)

(raisonner comme dans 'exerc. 2). En particulier, p et g désignant deux
exposants conjugués tels que 1 < p < + o0

1° pour que deux fonctions numériques positives fe ¥P, ge ¥1
soient telles que [ fgdu = N(f)Ny(g), il faut et il suffit qu'il existe
deux nombres «, § non tous deux nuls tels que 'on ait a f(x)) = fg(x))?
presque partout;

2% pour que deux fonctions numériques positives fe ¥P, ge 7
solent telles que N,(f + g) = N, (f) + Ny(g), il faut et il suffit qu’il
existe deux nombres a, f non tous deux nuls, tels que 'on ait of (x) = fg(x)
presque partout.

5) a) Soit u la mesure de Lebesgue sur intervalle X = )0, + oo .
Pour tout nombre p tel que 0 < p < + oo, donner des exemples de
fonctions f > 0, mesurables dans X, telles que I’ensemble des nombres r
(0 <r < + o) pour lesquels N(f)= ([ f"dw)'" soit fini, soit 'un
des intervalles )0, p(, )0, p), ]p, +oo] (p, +c0) (prendre pour f des
fonctions de la forme x*logx)’ au voisinage de 0 ou de +0o0); en
déduire que pour tout intervalie I contenu dans }0, + oo}, il existe une
fonction f mesurable et = 0, telle que I soit identique a I'’ensemble des
r>0 pour lesquels N(f) < +o0 (considérer la somme de deux
fonctions pour lesquelles I a I'une des quatre formes ci-dessus).

b) Pour la mesure de Lebesgue sur I'intervalle J0, 1(, donner de
méme des exemples de fonctions f telles que 1’ensemble I des nombres
r > 0, pour lesquels N,(f) < + o0, soit un intervalle quelconque d’origine
0 contenu dans )0, + o).
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6) Pour toute fonction numérique mesurable et non négligeable
f = 0, montrer que N,(f) est une fonction de r indéfiniment dérivable
en tout point intérieur a I'intervalle ou elle est finie. En déduire que, dans
I'intérieur de P'intervalle ou N(f) est finie, log N,(f') est fonction stricte-
ment convexe de 1/r pourvu que f ne soit pas presque partout constante
dans ’ensemble des x € X ou f(x) # O.

17) Soit f une fonction numérique positive, mesurable et non
négligeable.

a) Montrer que si pour un nombre fini r > O, f" est intégrable, log f
est quasi-intégrable (§ 5, exerc. 15).

b) On suppose que f" soit intégrable pour 0 < r < r, Soit A
Pensemble des xe X tels que f(x) > 0; montrer que, si u*(A) > 1,
N,(f) tend vers + co lorsque r tend vers 0; si y(A) < 1, N,(f) tend vers O
avec r (uatiliser la prop. 4 du chap. I).

¢) Si u(A) = 1, montrer que [ f" du tend vers 1 lorsque r tend vers 0,
et a une dérivée a droite en ce point, égale a [log fdu (utiliser I'exerc. 12
du §5); en déduire que, lorsque r tend vers 0, N(f) tend vers

G(f) = exp (J‘log]"du).

d) Si u(X) =1 et si f" et log f sont intégrables, montrer que 1’on
a G(f) < N(f), I'égalité n’ayant lieu que si f est constante presque
partout (utiliser ’exerc. 4).

e) St pu(X) = 1 et si fet g sont deux fonctions mesurables, positives
et telles que G(f) et G(g) soient définis, montrer que G(f + g) est
défini et qu'on a G(f) + G(g) < G(f + g), I"égalité n’ayant lieu que
s’il existe deux nombres o, f non tous deux nuls et tels que of (x) = Bg(x)
presque partout, ou st G(f + g) =0 (utiliser d), en considérant les
fonctions f/(f + g) et g/(f + g)).

8) Soit u la mesure de Lebesgue sur Pintervalle X = (0, + oof.

a) Solent k > 1, h < k deux nombres réels. Montrer que, pour tout
n = 1, et tout nombre p tel que 1 < p < + oo, les fonctions

Julx) = n"/(x + n)f
appartiennent a #7; montrer que N,(f,) tend vers 0 avec 1/n pour
p > 1/(k — h), mais que la suite des N,(f,) n’est pas bornée pour
p < 1/k — h).

b) Soit k un nombre < 1; montrer que pour tout n > 1 et tout
nombre p tel que 1 < p < + oo, les fonctions g,(x) = n*e™ ™ appartien-
nent a #”; montrer que N ,(g,) tend vers 0 avec 1/n pour p < 1/k, mais
que la suite des N (g,) n’est pas bornée pour p > l/k.

Déduire de a) et b) que, si 1 < p < g < + o0, les topologies
induites sur P N ¥ par celles de o?” et £7 ne sont pas comparables.

¢) Si u est la mesure de Lebesgue sur Iintervalle (0, 1), montrer
de méme que si p < g, la topologie de la convergence en moyenne
d’ordre g est strictement plus fine que la topologie de la convergence
en moyenne d’ordre p (sur £9).

9) Soient X un espace discret infini, 4 une mesure sur X telle que le
support de u soit égal a X.
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a) Montrer que pour 1 < p < + o0, 'espace ¥?(u) est un espace
vectoriel topologique isomorphe & I'espace £P(u,), ol i, est la mesure
sur X définie par la masse + 1 en chaque point de X.

b) Montrer quesi 1 < p < g < + 0, la topologie de la convergence
en moyenne d’ordre p est strictement plus fine que la topologie de la
convergence en moyenne d’ordre g (sur £7).

910) a) Dans un espace de Banach F, soient a et b deux vecteurs
tels que |a| = |[b| = 1. Montrer que pour tout nombre ¢ tel que 0 < ¢ < 1,
etpourtout ptelque l <p < +

(1) la — tbf” < 27|a — t7b|
2) l]a — tb| < 3pla — 1b)|

(exprimer a — t*b comme combinaison linéaire de a —tb et de a — b
et remarquer que pour 0 < p < l,onala~ pb|> 1 — p et

la — b| < 2Ja — pb|).
En déduire que si y et z sont deux vecteurs quelconques de F, on a
(3) ly — 2" <27 yl" "y — [z g
@ Iy~ ey = Jol7 o] < 3ply — 2l(fy] + [2p7

b) Montrer que lapplication f— |f{¥” "1 f est une application
bijective uniformément continue de £} sur % (utiliser inégalité (3)).

c¢) Montrer que 'application f~ [f]? ~' . f de #£ sur Z}. est uniformé-
ment continue dans toute partie bornée de I'espace £§ (utiliser I'inégalité
(4) et P'inégalité de Holder). En déduire que les espaces topologiques
ZL et £E sont homéomorphes.

11) Soit g une fonction numérique > 0 appartenant a .7
(1 < p < 4+ 0). On désigne par 1, 'ensemble des fonctions fe Z§ telles
que [fl < g.

a) Montrer que sur I,, la topologie de la convergence en moyenne
d’ordre p est identique a la topologie de la convergence en mesure.

by Si p<qg<r (resp. q<r < p), montrer que sur l’ensemble
I, n %% N £% la topologie de la convergence en moyenne d’ordre g
est moins fine (resp. plus fine) que la topologie de la convergence en
moyenne d’ordre r (pour deux fonctions f, f, appartenant a cet ensemble,
écrire [f — |7 < |f — fo[(2g)7° et utiliser I'inégalit¢ de Holder, en
choisissant convenablement s et le couple d’exposants conjugués).
Montrer par des exemples que ces topologies peuvent &tre distinctes
(cf. exerc. 8).

¢) Soit u la mesure de Lebesgue sur X = ]O, +oo[; la fonction
g(x) = (x(log>x + 1))~ Y7 appartient 4 #7, mais a aucun £* pour g # p.
Montrer que si g # p, la topologie de la convergence en moyenne d’ordre
g sur 'ensemble I, n % est distincte de la topologie de la convergence
en mesure. '

12) Soit h une fonction numérique > 0 telle que h et h* soient
intégrables; soit I, I'ensemble des fonctions numériques mesurables f

18
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telles que | f| < h. Montrer que I'application (f, g) — fg de I, x 1, dans
£ est continue pour la topologie de la convergence en moyenne (sur
I, et sur Z1).

713) Pour tout nombre p tel que 0 < p < 1, on désigne par ¥%
I’ensemble des applications mesurables f de X dans un espace de Banach
F telles que N (f) < + co.

a) Montrer que #§ est un espace vectoriel et que, si on désigne
par B, '’ensemble des fe #% tels que N (f) < a, les ensembles B, forment,
lorsque a parcourt I’ensemble des nombres >0, un syst¢éme fonda-
mental de voisinages de 0 pour une topologie métrisable compatible
avec la structure d’espace vectoriel de #§.

b) Montrer que l'application f+~|f|?~".f est une application uni-
formément continue de £L sur £} et que Papplication réciproque est
uniformément continue dans toute partie bornée de Z}. (cf. exerc. 10).
En déduire que I’espace .#E est complet, et que 4 g(X) est partout dense
dans #¢.

¢) Si la mesure y est bornée, on a Z}L < #E, et la topologic de la
convergence en moyenne est plus fine que la topologie induite sur £}
par celle de £§.

d) On prend pour yu la mesure de Lebesgue sur X = (0, 1}. Montrer
que pour toute fonction continue f > 0, il existe une décomposition
f=3f, +f,) ou f; et f, sont deux fonctions > 0 de £7 telles que
N,(f1) = N(f;) = 2! "WPN (f). En déduire que, dans #?, I’enveloppe
convexe fermée de tout voisinage B, est I'espace #? tout entier, et par
suite que toute forme linéaire continue sur #7 est identiquement nulle.

1 14) Soient p et g deux nombres réels finis et > 0 quelconques et
soit f(xy, X5, ..., X,) une fonction numérique continue définie dans R”.

a) Soit u la mesure de Lebesgue sur X = (0, 1). Afin que, pour
tout systéme de n fonctions g, € #?, la fonction f(g,, g5, - .., g,) appar-
tienne a %4, il faut et il suffit qu’il existe un nombre a > 0 tel que 'on ait

[fcrs s Xl < all + x| + .o+ [x])

(Pour voir que la condition est nécessaire, raisonner par 'absurde,
en supposant que pour tout entier m > 0, il existe un point (Xy,, ..., Xum
de R" tel que

|f i s X © = (L 4 Xy + -+ X))

Montrer alors qu’il existerait dans X une suite (A,,) d’intervalles
deux a deux sans point commun telle qu’en posant g (t) = X, pour
tout 1€ A,,, gt) = 0 pour tout point t n’appartenant a aucun des A,,,
chacune des fonctions g, appartiendrait a %, mais f(g4, ..., g,) n’appar-
tiendrait pas a 9.

b) Soit ¢ la mesure de Lebesgue sur R. Afin que, pour tout systéme
de n fonctions g, e ¥*, la fonction f(gy, ..., g,) appartienne a %4, il
faut et il suffit qu’il existe un nombre 5 > 0 tel que l'on ait

|f gy vy XIS b(xy] + [xa] + -0 + |7
(méme méthode).
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% 15) Soient X un espace compact, u une mesure positive sur X. Pour
deux fonctions f; g de ¥, on pose (f|g) = (f|#) = [ /g du. On dit qu’une
suite de fonctions f, € L2 est orthonormale si la suite des f, est orthonor-
male dans I’espace hilbertien L2, c’est-a-dire (Esp. vect. top., chap. V,
§2)sionaf,lf,) = O,, (indice de Kronecker) pour tout couple d’indices.
Pour toute fonction ge %2, les nombres complexes ¢, = (g|f,) sont
appelés les composantes de g par rapport a la suite orthonormale (f,);

ona Y e < flg| du
n=0
Pour tout couple de points x, y de X et tout entier n = 0, on pose

K= f(X)fi(y) (n-ieme noyau de la suite orthonormale (f)));
k=0

pour toute fonction ge £, on a
s8) = Y Gl = j K, (x, y)g0) du(y).

On pose H,(x) = J|K,(x, y)| du(y) (n-iéme fonction de Lebesgue de la suite
orthonormale (f,)).

a) Soit (x,) une suite décroissante de nombres >0 telle que la série
de terme général «, soit convergente. Montrer que, pour presque tout

xeX,ona Y |filx)* = o(l/x,) (en utilisant la prop. 6 du §3, montrer
k=0

que la série de terme général a,| f,(x)|* est convergente presque partout,
et utiliser ’exerc. 10 de Top. gén., chap. IV, § 7). En déduire que l'on a
H,(x) = o(1/+/a,) pour presque tout x € X.

b) Soit x, un point de X. Afin que, pour toute fonction g a valeurs
complexes, définie et continue dans X, les sommes partielles s,(g) soient
bornées au point x, (par un nombre dépendant de g et de x,), il faut et
il suffit que I’ensemble des nombres H,(xy) soit borné (utiliser la prop. 3
et le fait que dans le dual d’un espace de Banach, tout ensemble faible-
ment borné est fortement borné).

¢) Afin que, pour toute fonction g a valeurs complexes, définie et
continue dans X, la série de terme général (g|f,)f,(x) soit uniformé-
ment convergente dans X et ait pour somme g(x), il faut et il suffit que:
1° toute fonction continue dans X et a valeurs complexes puisse étre
approchée uniformément par des combinaisons linéaires des fi; 2°-il
existé une constante a telle que [H,,(x)[ < a quels que soient n et xe X,

(Remarquer que pour tout 7, on a identiquement f,(x) = > (flf,) fu(X);
m=0

d’autre part, pour prouver la nécessité¢ de la condition 2° remarquer
que, pour toute suite croissante (n,) d’entiers et toute suite (x;) de points
de X, la suite des nombres SK,,.(xx, y)g(y) du(y) est bornée (par un nombre
dépendant de g) et raisonner comme dans b)).
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16) Soit p la mesure de Lebesgue sur X = [0, 27). La suite de
fonctions f, telles que

Jolx) = —1 fon1 = —1—— COS nx, fonx) = ; sinnx {n=1)

. \/27z’ \/7; \/n

est une suite orthonormale et totale dans I'espace £Z (cf. Top. gén.,
chap. X, 2¢ éd., §4, prop. 8). Montrer que la fonction de Lebesgue cor-
respondante H,(x) est indépendante dc x et que 'on a H, ~ 4/n log n.

T17) Soit u la mesure de Lebesgue sur X = (0,1). On définit
la suite (£,) de fonctions en escalier dans X par les conditions suivantes:
Jo est la constante 1; pour tout entier n > 0, soit m le plus grand cntier
tel que 2™ < n, et soit n = 2™ + k; f, est la fonction égale a 2™? dans

7
I'intervalle [2;£1,2§mt1}[, a —2™?2 dans I'intervalle [-%#,2;1}2[
et a 0 aux autres points de X.

a) Montrer que la suite (f,) est orthonormale (« systéme ortho-
normal de Haar »).

b) Soit V, le sous-espace vectoriel de #¢ (sur C) engendré par
les f, d’indices k < n. Montrer qu’il existe une partition de (0, 1{enn + 1
intervalles semi-ouverts tels que, dans chacun de ces intervalles, toute
fonction appartenant a V, soit constante. En déduire qu’inversement,
pour toute fonction g constante dans chacun de ces n + 1 intervalles,
il existe une fonction de V, qui est égale 4 ¢ dans [0, 1( (remarquer que
V, est de dimension n + 1).

¢) Soit g une fonction quelconque de #¢ ; déduire de b) que si h est
P'unique fonction de V, pour laquelle N,(g — 4) est minimum, dans tout

B
intervalle (&, (ol h est constante, on a h(x) = /{;J‘ e(t)dt.
—— [X «

d) Montrer que pour toute fonction g a valeurs complexes, définie
et continue dans X, la série de terme général (g| f,) f,(x) est uniformément
convergente dans (0, 1( et a pour somme g(x) (utiliser ¢)). En déduire que
la suite (f,) est totale. .

T 18) Soient X un espace localement compact, i une mesure positive
sur X, f une fonction numérique gu-mesurable.

a) Soit (a,),.z une suite de nombres réels, 4 un nombre réel fini;
pour tout n e Z, on pose

u,(X) = a,,, 1og|‘/’(x)1]f(x) st f(x) #0et f(x) # oo

u,(x) = 0 pour les autres valeurs de x € X

([t] désignant la partic entiére du nombre réel fini ¢). Montrer que les u,
sont p-mesurables et que pour tout nombre réel fini ¢ tel quecd < l,ona

+ o0

VZ_‘ fu,(x)]e™ dp(x) < e‘C'J‘ [f ot~ d,u(x).( 2 e‘"[an().

n= —oo
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b) Soient p’, p” deux nombres finis >0, ¢t un nombre réel tel que
0 < t < 1, etsoit p le nombre réel défini par 1/p = (1 — t)/p’ + t'/p”. Pour
tout nombre o > 0, on pose

+ o (1-0)/p"/ +w t/p”
1/Ka — inf ( Z Ieatnan|p') ( Z |e—a(l—t)nan‘P”)

= —@ h= — o
la borne inférieurc étant prise pour toutes les séries absolument con-
+

vergentes (d,),.z de nombres réels finis telles que Y a, = 1. Montrer

que 'on a -
*) N,(f) < K, . infF(u)
(**) N,(/) = K,e . inf F(u)

ou u = (u,),., parcourt ’ensemble des suites de fonctions appartenant
A-LP -~ L7 telles que lasérie (w,(x)),z SOit présque partout absolument
convergente et de somme f(x); pour toute suite u ayant ces propriétes,
on pose

+ + w

F :< L (N”'(emu"))p)“—t)/pl( > (pr'(e‘“““""u,,))pﬂ)w

n= —© n= —w

et dans les formules (*) et (**) la borne inférieure est prise dans I’ensemble
des suites u = (u,) ayant les propriétés précédentes. (Pour démontrer (*),
utiliser I'inégalité de Holder; pour démontrer (**), utiliser deux fois a)
avec des choix convenables de ¢ et de 1) En particulier, K, est fini
pour tout o > 0.

¢) Soient p’, p”, ¢, ¢" des nombres finis = 1, t un nombre tel que
0 <t <1, et soient

’ ”?* ’ ”"

Soient Y un second espace localement compact, v une mesure positive
sur Y, et soit w une application linéaire de #'(X;R) dans ’espace vec-
toriel (non topologique) F(Y, v;R) des fonctions numériques finies v-
mesurables sur Y. On suppose que: 1° w applique 2 (X;R) dans
FI(Y;R) n Z7(Y;R); 2° on a, pour toute fonction fe A (X;R)

NG ) < MING(f) ~ et~ Npw(f) < M'N(f).
En conclure que w applique aussi #°(X;R) dans Z4Y;R) et que 'on a
N, w(f) < M.N,(f)

avee

M \<\ M/l —tM//z



262 PROLONGEMENT D’UNE MESURE. ESPACES L?  Chap. IV, § 6

(« inégalité de M. Riesz »). (Ecrire f sous la forme ) u, comme dans b), et

considérer la série de terme général w(u,); utiliser les inégalités (*) et
(**) de b).)

19) Soit f une fonction numérique > 0 définie dans I’espace
R* = )0, +oo( et de puissance p-éme intégrable pour la mesure de

X

Lebesgue (1 < p < + 20). On pose F(x) :j‘ f(t)dt pour tout x > 0.
0

a) Montrer que, pour x tendant vers 0 ou vers + oo, on a
F(x) — o(x(”* 1)/p)
(utiliser 'inégalité de Holder).
b) Montrer quc la fonction F(x)/x est de puissance p-¢me intégrable
dans R* et que Pon a («inégalité de Hardy »)

J : (@>pdx < (”)pj (fp
0 x p—1 0

(Considérer d’abord le cas ot fe #(R*); pour tout intervalle compact
(a, b} = R%, majorer Uintégrale

[y
. t

en intégrant par parties et utilisant I'inégalit¢ de Holder).

9 20) a) Soit Y un espace métrique; pour tout yeY et tout r > 0,
on désigne par B(y;r) la boule ouverte de centre y et de rayon r dans Y.
Soit © un ensemble de boules ouvertes dans Y, dont les diamétres
forment un ensemble borné dans R, et qui est tel que, pour tout suite
(B(y,:r,)) de boules appartenant a & et deux a deux disjointes, on a
lim r, = 0. Montrer que si M est la réunion des boules B e &, il existe

n—* 00

une suite de boules B(y,;r,) € S, deux a deux disjointes et telles que les
boules B(y, ;4r,) forment un recouvrement de M. (Si k > 0 est un majorant
de I'ensemble des rayons des boules B e &, définir par récurrence sur h
une suite de familles (3;,) de boules B(y,;;r,;) € © de sorte que §, soit
maximale parmi les familles (finies) de boules appartenant a3 &, deux a
deux disjointes et disjointes des boules appartenant aux familles &; pour
i < h, et de rayons compris entre (2/3)** 'k et (2/3)"k.)

b) Soient X un espace localement compact métrisable, d une distance
sur X compatible avec sa topologie; on note encore B(x;r) la boule
ouverte de centre x et de rayon r > 0 pour cette distance, par d(A) le
diamétre d’une partie A de X pour la distance d. Soit u une mesure posi-
tive sur X vérifiant les conditions suivantes: 1° toute boule ouverte est
p-intégrable ; 2° on a w(B(x; 4r)) < K. w(B(x;r)), ou K est une constante
>1 indépendante de x et de r; 3° si une suite (B,) de boules ouvertes
est telle que lim u(B,) = 0, alors lim o(B,) = 0; 4° si une suite (B,) de
boules ouvertes est telle que lim d(B,) = + o0, alors im w(B,) = + .

n—w n—co
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Soit fe #P(X; u) une fonction a valeurs >0 (1 < p < ®); pour
tout x € X, on pose

- 1
J = sup_ o Lf(y) du(y)

ol B parcourt ’ensemble des boules ouvertes de centre x. Montrer que
£ est finie et semi-continue inférieurement dans X.

¢) Soit f* le réarrangement décroissant de f (§ 5, exerc. 29); pour
t > 0, on pose

1 r
plo="| rods

qui est une fonction continue décroissante telle que f* < f,; on a
B(t) = oft” 7y pour ¢ tendant vers O ou vers + oo (exerc. 19 a)). Enfin,
on désigne par y, la fonction réciproque de f,, définiec dans P'intervalle
)0, BA0+){, et prolongée par 0 & P'extéricur de cet intervalle si f(0+)
¢st fint.

_ Pour tout t > 0, on désigne par M, ’ensemble des xe X tels que
f{x) > t. Montrer que I'on a u(M,) < K.yt). (Pour tout xeM,, soit

B, une boule ouverte de centre x telle que | f(y)du(y) = t.u(B,):
J By

appliquer a) a la famille des boules B,).
d) Déduire de ¢) que I'on a

ooy du < K(p—g) Joreor duto.

~t+ oo

(Observer que le premier membre s’écrit aussi | pt? ™ Hu(M,)) dt et
Jo

utiliser P'inégalité de Hardy (exerc. 19)).

§7

1) @) Soient K une partie compacte convexe d’un espace localement
convexe séparé E, y une mesure positive de masse 1 sur K, b, son
barycentre. Montrer que pour toute fonction positive f concave et semi-

continue inférieurement dans K, on a f (bu)zf* fdu. (Remarquer

que fest bornée (Esp. vect. top., chap. 11, 2° éd., § 2, exerc. 32) et par suite
que —f est p-intégrable). En conclure que si f est une fonction semi-

continue-inférieurement-(ou semi-continue supéricurement) dans K, a la =~

fois convexe et concave, on a | fdu = f (b,).)

b) Soient I I'intervalle (0, 1) de R, K la partie de .# , (I) formée des
mesures de masse totale 1, qui est convexe et compacte pour la topologie
vague, et soit j: x+— ¢, l'injection canonique de I dans K, qui est un
homéomorphisme de I sur un sous-espace de K. Pour toute mesure ve K,
on pose g(v) = Y v({x}); c’est une fonction a la fois convexe et concave

xel
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dans K ; en outre, si g,(v) est la borne supérieure des v(A) pour toutes les

parties finies A de [ ayant au plus n éléments, g, est semi-continue

supérieurement dans K, et I'on a g{v) = lim g,(v) pour toute ve K, donc g
n—>ow

est A-intégrable pour toute mesure A sur K. Soit u la mesure sur K telle

queffdu :fl fU(x))dx pour fe # (K;R), qui est positive et de masse

totale 1; montrer que b, est la mesure de Lebesgue sur I, et que I'on a
Jgdu # gb,).

72) Soient X un espace compact, # un ensemble de fonctions
numériques semi-continues inférieurement dans X, prenant leurs valeurs
dans )— o0, + o0 ). On suppose que 2 contient les constantes finies; pour
toute fonction he 2, et toute mesure positive p sur X, p*(h) est défini
et > —ao (§4, exerc. 5).

a) Pour deux mesures positives p, v sur X, on pose g < v si 'on a
w¥(h) < v¥(h) pour toute fonction he 2. Montrer que la relation u < v
est une relation de préordre sur ., (X); elle entraine p(1) = (1), cut < ¢v
pour tout ¢ > 0 et ¢t + A < v + A pour toute mesure A e .#, (X).

b) On suppose que 2+ P <P et que ¢.? < P pour ¢ > 0.
Soient u une mesure positive sur X, fune fonction de €(X;R). On désigne
par Q, ’ensemble des fonctions h > fappartenant a % par M, I’ensemble
des mesures 4 € ., (X) telles que 4 < u. Montrer que 'on a

sup A(f) = inf u*(h).
AEM, heQy

(Pour toute fonction g € €(X; R), soit p(g) = inf g*(h). Montrer que ['on
heQq

a p(g + g) < p(g) + p(g) et plc.g) = c.p(g) pour g, g’ dans F(X;R) et
¢ > 0; prouver d’autre part que M, est identique a l'ensemble des
mesures Ae.#,(X) telles que, pour toute fonction ge %(X;R), on ait
AMg) < plg), et terminer en appliquant le th. de Hahn-Banach). Si les
fonctions de 22 sont continues, et si Sy(f) est 'enveloppe inférieure de

Qy, on a aussi ((So(f)) = sup A(f).

AeM,

¢) Si I'ensemble &, des fonctions de 2 qui sont continues et finies
dans X est total dans €(X;R), la relation u < v est une relation d’ordre
sur #,(X). Si une mesure ve.#,(X) est maximale pour cette relation
d’ordre, il en est de méme de toute mesure v’ telle que 0 < v/ < v (pour
I’ordre usuel) (raisonner par ’absurde en utilisant a)). Si 2, = £ et si P
est total, tout ensembile filtrant croissant pour la relation d’ordre u < v
admet une borne supérieure dans .#, (X) pour cette relation ; en particu-
lier .#,(X) est inductif pour cette relation.

d) On suppose que les fonctions de & sont continues et finies, que
P est total dans ¥(X;R)et que 'ona Z + P <« P et ¢. P < & pour
tout ¢ > 0. Pour toute fonction f e %(X;R), on note S(f) I’enveloppe
inféricure des fonctions he — 2 telles que f < h; pour tout £ > 0, on
note K, . I’ensemble des x € X tels que S(f)(x) > f(x) + & Montrer que
les conditions suivantes sont équivalentes:

o) La mesure u € .#,(X) est maximale pour la relation d’ordre 4 < 1.

p) Pour toute fonction f € €(X; R), on a w(S(f)) = u(f).
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) Pour toute fonction fe 2, on a {S(f)) = wf).

y) Pour toute fonction fe €(X;R) et tout ¢ > 0, on a w(K,,) = 0.

y") Pour toute fonction fe 2 et tout ¢ > 0, on a u(K,,) = 0.
(Appliquer b) a — 2). ,

¢) Sous les hypothéses de d), montrer que si p et ' sont deux
mesures positives sur X, maximales pour la relation <, il en est de
méme de u + p'. En déduire que I’ensemble des mesures positives
maximales pour cette relation d’ordre est réticulé pour la relation d’ordre
usuelle <.

93) Soient X un espace compact non vide, Z un ensemble de
fonctions numériques semi-continues inféricurement dans X, prenant
leurs valeurs dans J—oo, +00); on suppose que £ contient les cons-
tantes finies. On dit qu’un point xe X est P-extrémal si la mesure ¢,
est minimale pour la relation de préordre pu < v™*; on note Ch,(X)
I’ensemble des points Z-extrémaux.

a) Montrer que si 2’ est 'ensemble des combinaisons linéaires Y ¢h;

de fonctions de 2 a coefficients = 0, les points P-extrémaux ‘sont
identiques aux points #’-extrémaux.

b) Pour un point x € X, montrer que les conditions suivantes sont
équivalentes:

o) x est Z-extrémal.

B) Pour toute fonction fe¥(X;R) et tout ¢ >0, il existe he &
tel que f < het h{x) < f(x) + &

y) Pour tout voisinage ouvert U de x et tout & > 0, il existe une
fonction h = O dans #' telle que h(x) < cet h(y) = 1 pour tout ye X — U.
(Utiliser ’exerc. 2 b).)

En outre, montrer que 'ensemble des points de Chgu(X) ou une
fonction de £ au moins atteint sa borne inférieure dans X est dense dans
Chx(X).

c) On dit qu’une partic F de X est P-stable si elle est fermée et
si les relations A < g et Supp(u) = F entrainent Supp(4) — F. Montrer
que si ue 2 et s1 I’ est ensemble des points de F ou u atteint sa borne
inférieure dans F, 'ensemble F’ est 2-stable.

d) On suppose en outre que 2 sépare les points de X. Montrer que
pour toute fonction h e 2, 'ensemble S, des points de X ou h atteint
sa borne inférieure dans X rencontre Ch,(X). (Considérer une partie
#P-stable minimale contenue dans S, et utiliser ¢) pour montrer qu’une
telle partie est réduite & un seul point).

e) Les hypothéses étant les mémes que dans d), montrer que pour
qu’une partie fermée F de X contienne Ch,(X), il faut et il suffit que pour
toute fonction he ', F rencontre ’ensemble S, des points ol h atteint
sa borne inférieure dans X (utiliser b)). En déduire que, pour que ae X
soit adhérent a Ch,(X), il faut et il suffit que pour tout voisinage ouvert
U de a, il existe he #' et be U tels que h(b) < h(x) pour tout xe X — U
(autrement dit S, < U).

(*) La définition d'un élément maximal (ou minimal) dans un ensemble ordonné
(Ens., chap. 111, § 1, n° 6) s’étend aussitdt aux ensembles préordonnés.
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f) Sous les hypothéses de d), on dit qu’une partie A de X est une
P-aréte si pour toute fonction he &, S, rencontre A. On prend pour
X la réunion, dans R?, des deux cercles de centres respectifs (—1, 0)
et (1, 0) et de rayon 1, pour # l’ensemble des restrictions a X des
fonctions linéaires affines dans R?. Montrer que Chy,(X) est formé des
points (&, ) de X tels que [¢] = 1. Si a est le point Z-extrémal (1, 1), mon-
trer qu’il y a un voisinage U de a tel qu’il n’y ait aucune fonction he &
pour laquelle & = 0, h(a) = O et A{y) = 1 dans X — U. Si A et A" sont les
complémentaires dans Chy,(X) des points (1, 1) et (— 1, 1) respectivement,
A et A’ sont des Z-arétes, mais il n’en est pas de méme de A n A’; 1l
n’y a donc pas de plus petite Z-aréte.

g) Soient Y un second espace compact, 2 un ensemble d’applications
semi-continues inférieurement de Y dans ]J— oo, +o0), contenant les
constantes finies. Soit # ’ensemble des fonctions h = f ® g ol fe P et
g€ 2; montrer que I'on a Chy(X x Y) = Chga(X) x Chy(Y).

T4) Soient E un espace localement convexe séparé, X un ensemble
convexe compact dans E, 2 I’ensemble des fonctions numériques finies
continues et convexes dans X; on désigne par u < v la relation de
préordre définie sur ., (X) par 2 (exerc. 2).

a) Montrer que y < v est une relation d’ordre sur .#, (X) (utiliser
I’exerc. 29 de Esp. vect. top., chap. 11, 2° éd., § 5) et que, pour tout xe X, la
relation ¢, < u équivaut a dire que p est de masse 1 et que x est le
barycentre de u. Pour toute mesure maximale p (pour la relation d’ordre
précédente) de masse 1, il existe donc un x € X et un seul tel que &, < pu.
Inversement, tout ze X est barycentre d’une mesure maximale au
moins. Pour que x € X soit point extrémal de X, il faut et il suffit que ¢,
soit une mesure maximale.

b) Soient u une mesure maximale sur X, f une fonction de %.(X).
Pour tout ¢ > 0, montrer qu’il existe une fonction g continue et con-
vexe dans X telle que 0 < g < fet u(g) = w(f) — e (utiliser les exerc. 3 b)
et 2d)). En déduire que le support de u est contenu dans I’adhérence
de ’ensemble des points extrémaux de X.

¢) Soient u une mesure maximale sur X, (f,),»; une suite décrois-
sante de fonctions de %.(X). Montrer que si pour tout point extrémal
xe X, la suite (f,(x)) tend vers 0, on a lim pu(f,) = O (utiliser b) pour

n— o
construire une suite décroissante (g,) de fonctions continues convexes
telles que 0 < g, < f, pour tout n, et 1(g,) = u(f,) — ¢, et montrer que la
suite (g,(y)) tend vers O pour tout y € X).

d) Déduire de ¢) que si A = X ne contient aucun point extrémal
et est réunion d’une suite (K,) de parties compactes de X, dont chacune
est intersection dénombrable d’ensembles ouverts de X, alors pu(A) =0
pour toute mesure maximale p.

e) Soit o ’espace vectoriel des fonctions continues dans X qui sont
restrictions a X de fonctions linéaires affines continues dans E. La
relation A < u entraine A(h) = u(h) pour toute fonction he.«/; pour
toute fonction f ¢ ¥(X;R), I'enveloppe inférieure S(f) des fonctions
he o7 telles que f < h est aussi I’enveloppe inférieure des fonctions
ge — P telles que f < g. Pour tout x € X, la relation &, < u est équivalente
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a la relation h(x) = <{h, u> pour toute he o7 ; les points extrémaux de X
sont identiques aux points .&7-extrémaux. Si f € 2, on a, pour tout x € X,

*) S(f)(x) = sup ff(y) du(y)

Ex < H

(utiliser ’exerc. 2 b)). Cette formule n’est plus nécessairement exacte
si I’on suppose seulement que f est convexe et semi-continue supérieure-
ment dans X (avec les notations de I’exerc. 1 b), considérer la fonction f
¢gale a 1 dans I'image de I dans K, a 0 ailleurs).

f) Montrer que la formule (*) est encore valable lorsque dans le
second membre on se limite aux mesures y discrétes ayant x pour
barycentre.

75) Les notations étant celles de P'exerc. 4 ¢), on désigne par .o/’
le dual de I'espace normé ./, muni de la structure d’ordre déduite de
celle de .o (chap. I1, § 2). On désigne d’autre part par C le ¢c6ne convexe
de sommet 0 engendré par X x {1} dans ’espace E x R.

a) Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes:

(1) Tout point x € X est barycentre d’une mesure maximale unique f3,
de masse 1 sur X.

(i1) L’espace vectoriel F engendré par C est réticulé pour la struc-
ture d’ordre ayant C pour ensemble des éléments > O (autrement dit,
X est un simplexe (Esp. vect. top., chap. 11, 2° éd., § 2, exerc. 41)).

(i) Pour toute fonction fe 2, S(f) est a la fois concave et convexe.

(iv) Si u et v sont deux mesures maximales telles que p(h) = v(h)
pour tout he.o/, on a u = v.

(v) L’espace vectoriel .o/’ est un espace de Riesz.

(vi) Si f, g sont deux fonctions de 2, on a S(f + g) = S(f) + S(g).
(Prouver d’abord que (i) entraine la propriété suivante:

(vii) L’application x+— f, se prolonge d’une seule mani¢re en une
application linéaire bijective de F sur le sous-espace de .#(X) engendré
par les mesures maximales, et cette application transforme C en le cOne
des mesures maximales.

Déduire alors (1) de (vii) en utilisant I'exerc. 2 e). Pour déduire
(1ii) de (ii), utiliser le lemme de décomposition dans ’espace de Riesz F
et I'exerc. 4 f). Pour déduire (iv) de (iii), utiliser le fait que si g e 4(X;R)
est a la fois concave et convexe, I'ensemble des /€ .o7 tels que h(x) > g(x)
pour tout x € X est filtrant décroissant (Esp. vect. top., chap. 11, 2¢ éd.,
§ 5, prop. 6) et a g pour enveloppe inférieure ; appliquer alors I’exerc. 4 ¢).
Pour déduire (v) de (iv), observer que <7’ s’identifie au sous-espace de
A(X) engendré par les mesures maximales, a 'aide de 'exerc. 4 ¢). Pour
déduire (vi) de (v), appliquer le lemme de décomposition dans 'espace
de Riesz /' et I'exerc. 4 f). Enfin, pour déduire (i) de (vi), considérer
I’application f+— S(f)(x) pour fe 2 et x € X, et utiliser ’exerc. 4 ¢)).

b) Lorsque les conditions de a) sont vérifiées, montrer que, pour
toute fonction fe %(X;R), 'application x+— S.(f) est adhérente, pour
la topologie de la convergence uniforme dans X, & 'ensemble des fonc-
tions bornées dans X et différences de deux fonctions semi-continues
supérieurement (utiliser le fait que 2 est total dans €(X;R)); par suite
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cette application est mesurable pour toute mesure sur X. * Pour toute
mesure positive u sur X, I'unique mesure maximale v > p est donnée
par v = | B du(x) (Cf. chap. V).,

¢) Lorsque les conditions de a) sont vérifiées et que X est en outre
métrisable, montrer que pour tout x € X, f, est la seule mesure positive
u de masse 1, de barycentre x et telle que (X — L) =0, L étant ’en-
semble Ch_(X) des points extrémaux (raisonner comme dans le th. 1).

d) Lorsque les conditions de a) sont vérifiées, montrer que les pro-
priétés suivantes sont équivalentes:

o) L’ensemble L = Ch _(X) est fermé, autrement dit

S./(X) = Ch_/(X).

B) Pour toute fonction f € 2, la restriction a L de S(f) est continue.

y) Pour toute fonction f € 2, la fonction S(f) est continue dans X.

o) Lapplication x+— f, de X dans .#,(X) (muni de la topologie
vague) est continue.

(Pour montrer que «) entraine f), remarquer que f, = ¢, dans L.
Pour prouver que f) entraine ), utiliser le fait que S(f) est I'enveloppe
inférieure d’un ensemble filtrant décroissant de fonctions de .o (Esp.
vect. top., chap. 11, 2° éd., §5, prop. 6), le th. de Dini et I’exerc. 34d)
appliqué aux fonctions de /. Pour prouver que y) entraine o), utiliser
’exerc. 4 ¢). Enfin, pour voir que J) entraine «), utiliser 'exerc. 4 a).)

16) Soient X un espace compact non vide, 5 un sous-espace
vectoriel de €(X; R) contenant les constantes et séparant les points de X.
La relation /. < p définie par 47 (exerc. 2) est alors une relation d’équi-
valence, et les points # -extrémaux au sens de I’exerc. 3 sont identiques
aux points # -extrémaux au sens du n° 3.

Soit F une partie fermée de X contenant Ch(X); pour tout x € X,
on désigne par .#% I’ensemble des mesures positives u sur X, de masse
totale 1, telles que &, < u et Supp(y) = F; pour que &€ .47, il faut et
il suffit que xe F; la relation x € Ch,(X) équivaut & .#% = {¢,}. Pour
toute fonction numérique bornée f définie dans F, et tout x € X, on pose

HI(f)= inf hx), HI(f)= -Hi-f)= sup hx)
f<h|F heH SE2HF hew#
qui sont des nombres finis.

a) Montrer que D'application f+ HE(f) de 4(F;R) dans R est
croissante, positivement homogéne et convexe. Si h € #, on a HE(h) = h(x).

b) Pour tout xeX, toute mesure pe.#% et toute fonction
fe®(F;R), on a HE(f) < [ fdu < HE(f). Inversement, si, pour une
fonction f, € #(F ; R), un nombre réel y est tel que HE(f,) < v < HE(fo),
il existe une mesure pe . #F telle que y = | f, du.

¢) Montrer que, pour une fonction ge @(X;R), les conditions
suivantes sont équivalentes:

) Pour tout x € X et toute mesure ue.#%, on a g(x) = [gdu.

B) Pour tout xe X, on a Hi(g|[F) = H(g|[F) = g(x).

7) Pour tout ¢ > 0, il existe deux suites finies, (), (h}) de fonctions
de J# telles que, si 'on pose h' = sup(h;), h" = inf(hj), on ait ' <g < h”
eth" — h <e
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(Pour voir que fj) entraine y), raisonner comme dans Top. gén.,
chap. X, 2° éd., §4, n° 1, prop. 2.)

Lorsqu’une fonction g € (X ; R) possede les propriétés équivalentes
précédentes, on dit qu’elle est # -harmonique; "ensemble #° des fonc-
tions J#-harmoniques est un sous-espace vectoriel fermé de %(X;R)
contenant # ; il est indépendant de la partie fermée F > Ch,.(X) con-
sidérée. On a (#°) = #*, et la relation d’équivalence définie par #°
dans .#.(X) est identique a la relation 1 < u définie par #; on a par
suite Chy(X) = Ch(X). L’application g +— g|F est une isométrie stricte-
ment croissante de J#° sur son image dans €(F;R) (qui est par suite
un sous-espace fermé de %4(F ; R)).

d) On prend pour X lintervalle {0,1) de R, pour # I’espace
vectoriel des restrictions a X des polyndémes .du second degré sur R.
Montrer que 5#° est distinct de I'adhérence 5 de # dans €(X; R).

e) Montrer que pour que Ch,(X) = X, il faut et il suffit que I’on
ait #° = ¢(X; R) (pour prouver que la condition est nécessaire, utiliser
b)).

) Montrer que si J# est réticulé (autrement dit un espace de Riesz),
on a #° = . Donner un exemple ol 3 n’est pas réticulé et #° = #.

g) Soit &4 la plus petite partie fermée de €(X; R) contenant # et
telle que I'enveloppe inférieure inf{u, v) de deux fonctions de &, appar-
tienne & &,.. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes:

o) fe Ew;

B) pour tout x € X et toute mesure ue 4%, | fdu < f(x);

7) HX(f) = f(x) pour tout x e X;

d) pour tout ¢ > 0, il existe une suite finie (h;) de fonctions de #
telle que f < inf(h) < f + =

(Pour voir que ) entraine y), utiliser b).)

En déduire que &, est un cdne convexe pointé, ¢t que l'on a
& N {(— &) = H°. Montrer que toute fonction de &4 atteint sa borne
inférieure dans X en un point au moins de Ch,,(X).

1 7) Soient Y un espace compact non vide, # un sous-espace vec-
toriel de €(Y ; R) qui contient les constantes, sépare les points de Y et est
réticulé (autrement dit, un espace de Riesz).

a) Soit A" un sous-espace isolé maximal de #; montrer qu’il existe
un point et un seul y, tel que la forme linéaire positive ¢ [+ f(yg) sur
R soit réticulante (chap. 11, §2 exerc. Sh)) et que 4" = ¢ (O) (Pour voir
qu’il existe un pomt au moins de Y ou s’annulent toutes les fonctions
f = 0 appartenant 4 .47, raisonner par I’absurde en montrant que, dans
le cas contraire, compte tenu de la compacité de Y et de la définition de
la relation d’ordre dans #, on aurait A" = Z%. Pour montrer que ’en-
semble Z(A") des points de Y ol s’annulent toutes les fonctions de A~
est réduit a un seul point, utiliser le fait que 4" est un hyperplan dans #
(chap. I, §2, exerc. 5) et le fait que # sépare les points de Y et contient
les constantes.) }

b) Sous les hypothéses de a), montrer que I’on a y, € Sg(Y). (Si 'on
pose S = S,;(Y), remarquer que le sous-espace #' de €(S; R) formé des
restrictions & S des fonctions de % est canoniquement isomorphe a #
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en tant quespace vectoriel ordonné (exerc. 6 ¢)), et qu’au moyen de
I’isomorphisme réciproque de f+— f[S, la forme linéaire positive fr— f(y,)
donne une forme linéaire positive réticulante sur #'; appliquer ensuite
a)a &)

c) Pour tout sous-espace isolé .V, # #, montrer qu’il existe un
sous-espace 1solé maximal A" > A4, (Utiliser le fait que si un sous-
espace isolé contient une fonction constante # 0, il est égal a #.)

d) Soit Z la réunion des ensembles Z(A") (réduits chacun a un
point) lorsque 4" parcourt 'ensemble des sous-espaces isolés maximaux
de %#; montrer que Z = S,(Y). (Prouver d’abord que Z est fermé, en
notant que si y ¢ Z, la forme linéaire f— f(y) sur £ n’est pas réticulante,
et par suite (en utilisant le chap. I, § 2, exerc. 5 b)) qu’il en est de méme
de la forme linéaire f— f(y’) pour tous les points )’ assez voisins de y.
Utiliser ensuite la prop. 7 du n° 3, en montrant que toute fonction f, € #
atteint sa borne inférieure o dans Y en un point de Z au moins; pour

cela, en posant M = f;(«), on considérera le sous-espace A7, des fonc-
tions f'e # de la forme f; — f5, avec f; = 0, f, = 0, f| et f, s’annulant
dans M ; prouver que ¥, est isolé et utiliser ¢)).

1 8) Les notations et hypolheses générales étant celles de Pexcerc. 6,
on pose S = §,,(X). On dit qu’une fonction f € € (S; R) est # - résolutive
s’il existe unc fonction g e # telle que f = g[S (cette fonction est alors
unique).

a) Montrer que les conditions suivantes, pour une fonction
fe%(S; R), sont équivalentes:

(1) fest A -résolutive. B

(ii) Pour tout xe X, on a H3(f) = H3(/).

(iii) Pour tout x € X et tout couple de mesures u,, i, dans .#%, on a
§fduy = [ f dps.

(Utiliser I’exérc. 6 b) et ¢).)

b) Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes:

(1) Toute fonction f € %(S; R) est # -résolutive.

(11) Pour tout x € X et toute fonctlon]‘ e%(S;R),ona H(f) = HY /).

(i) L’ensemble .45 est réduit a un seul élément.

(iv) L’ensemble #’C est réticulé.

(v) Pour toute fonction u € &, (exerc. 6 g)), il existe une plus grande
minorante h, de u dans .

(Pour montrer que (iv) entraine (i), appliquer & #°¢ 'exerc. 7 d),
prouvant que pour tout point s€ S, la forme linéaire hr— h(s) est réticu-
lante dans 2#¢; puis utiliser le th. de Stone et I’exerc. 6 ¢). Pour voir
que (i) entrainc (v), observer que #° < &, et considérer 'unique fonc-
tion h,e #° telle que h,|S = ulS. Pour voir que (v) entraine (iv), noter
quesihe#,ona —h = inf(h,0)e &, et appliquer (Vyau= —h"))

¢) Si les conditions de b) sont satisfaites, et si y, est I'unique élément
de .#%, montrer que Papplication x+ y, de X dans .#, (X) (muni de la
topologie vague) est continue; en déduire que 'on a alors

Ch(X) = S;(X)

(remarquer que y, = &, dans Ch(X)).
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d) Pour que toute fonction f € %(S; R) soit la restriction a S d’une
fonction he s, 1l faut et il suffit que # soit fermé dans %(X;R) et
réticulé.

%9) Soit Y I'espace topologique dont I’ensemble sous-jacent est le
produit I x {—1,0,1} dans R?, ot I = (0, 1); pour tout ael et tout
¢ > 0, soit U, , I'ensemble des (x, y)e Y tels que |x — a| < & et que (x, )
soit distinct de (a, 1) et de (a, —1); les ensembles {(x, y)} pour y # 0 et
x e, et les ensembles U, , forment une base d’une topologie sur Y pour
laquelle Y est un espace compact non métrisable (cf. Top. gén., chap. IX,
2° éd., §2, exerc. 13 d)). On désigne par X P'espace somme topologique
de Y .et d’un ensemble réduit a un point . Soit # 'ensemble des fonc-
tions numériques finies continues dans X et telles que

h(x,0) = 3(h(x, 1) + hx, — 1))
1
pour tout xel, et h(w) =j h(x, 0)dx. Montrer que Ch(X) est formé
0
des points {x, y) tels que y # 0 et x € I, mais qu’il n’existe aucune mesure
positive i de masse 1 sur X telle que h(w) = w(h) pour tout he #, et
X = Chy(X)) = 0.
110) @) Soient E un espace localement convexe séparé et complet,
E' son dual, E'* 5 E le dual algébrique de E". Soit A une partiec de E
compacte pour la topologie affaiblie o(E, E’). Soit x un point de E™*
adhérent a I'enveloppe convexe C de A, pour la topologie faible o(E'*, E').
Montrer que st (x) est une suite de points de E' qui converge vers
a' € E" pour la topologie faible o(E,E), on a lim {x,x,> = {(x,a’>.

n—oo
(Remarquer que x est barycentre d’une mesure de masse 1 sur A, et
appliquer le th. de Lebesgue.)

b) Déduire de a) que, lorsqu’il existe dans E une suite de points par-
tout dense pour la topologie initiale, la restriction a toute partie équi-
continue H" de E’ de lapplication x'+— <{x,x’> est continue pour la
topologie faible o(E’, E) (remarquer que la topologie induite sur H' par
o(E’, E) est métrisable). En déduire que dans ce cas, on a nécessairement
x€E (Esp. vect. top., chap. 1V, § 3, exerc. 3); en d’autres termes,
I’enveloppe convexe fermée dans E d’un ensemble compact pour la
topologie affaiblie est encore compacte pour cette topologie.

¢) Etendre le résultat de b) au cas ol E est un espace localement
convexe séparé et quasi-complet quelconque («théoréme de Krein»).
(Se ramener d’abord au cas ol E est complet, en considérant E; remar-
quer ensuite qu’en vertu du th. d’Eberlein (Esp. vect. top., chap. IV, §2,
exerc. 15), il suffit de prouver que toute suite (x,) de points de C admet
une valeur d’adhérence dans E pour a(E, E); cela permet de se ramener
au cas ou il existe dans E une suite partout dense pour la topologie
initiale).
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f), Jfdu, [fx)du(x), .ff,u, §H(e)u(x), w(f) (f fonction p-intégrable a valeurs dans un
espace de Banach): 1V, 4,1

wA) (A ensemble ,u-intégrable): Iv,4,5.

€(X;C): 1V, 4,8.

E(D), E(®D) (® clan d’ensembles): IV, 4,9.

u{ f) (f fonction): 1V, 4, exerc. 5.

U,(A) (A ensemble): IV, 4, exerc. 7.

.[Afdiua jAfua jzfdﬂ, 5:];“ IV’ 55 6.

FA, u; F), FeA, p), o), Fe: TV, 5, 11.
W(V,B,d5): IV, 5, 11.

S(A, 3 F), SK(A, u), Sp(u), Sp: 1V, 5,11,
S[* (réarrangement décroissant de f): IV, 5, exerc. 29.
M_(f), m (f): 1V,6,2.

N (f): IV, 6,3.

LX), LEp), ¢, /EIV,6,3.
[, No(): IV, 6, 3.

LE(X, p), L), Ly, £*, L*: 1V, 6, 3.
b IV,7,1.

ChX), Ch(X), S,/X), S(X): 1V, 7, 3.
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Les chiffres de référence indiquent successivement le chapitre, le paragraphe
et le numéro (ou, exceptionnellement, ’exercice).

Additive (fonction) d’ensemble: 1V, 4, 9.

Application faiblement continue: 111, 3, 1.

Application scalairement a support compact: I, 3, 1.

Atomique (mesure): I11, 1, 3.

Bande dans un espace complétement réticulé: 11, 1, 5.

Barycentre d’une mesure: IV, 7, 1.

Bishop (théoréme de): 1V, 7, 5.

Bornée (mesure): 111, 1, 8.

Bornée en mesure (fonction): 1V, 6,2 et 1V, 6, 3.

Choquet (théorémes de): IV, 7, 2 et IV, 7, 6.

Clan de parties d’un ensemble: IV, 4,9.

Classe d’équivalence de fonctions pour une mesure: IV, 2,4, 1V, 2,5 et IV, 5, 2.

Compléetement réticulé (espace): I1,1, 3.

Complexe (mesure): 111, 1, 3.

Conjuguée (mesure): 111, 1, 5.

Conjugués (exposants): IV, 6, 4.

Convergence compacte (dans I'espace des mesures): 11, 1, 10.

Convergence en mesure: IV, 5, 11,

Convergence en moyenne, convergence en moyenne d’ordre p, convergence en
moyenne quadratique: 1V, 3, 3.

Convergence strictement compacte (dans Iespace des mesures): I11 1, 10.

Convergence vague: 1, 1,9.

Convexité dénombrable (théoréme de): 1V, 3, 2.

Deéfinie presque partout (fonction): 1V, 2, 5.

Définie localement presque partout (fonction): IV, 5,2.

Densité: 111, 1,4.

Dirac (mesure de): 111, I, 3.

Discréte (mesure): 111, 1, 3.

Double (intégrale): II1, 4, 1.

Egoroff (théoreme d°): IV, 5, 4.

Ensemble équiintégrable: IV, 5, 11.

Ensemble intégrable, u-intégrable: 1V, 4, 5.

Ensembile localement dénombrable de parties: 1V, 5, 9.

Ensemble localement négligeable, localement u-négligeable: IV, 5, 2.

Ensemble p-dense de parties compactes: 1V, 5, 8.
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Ensemble négligeable, u-négligeable: 1V, 2, 2.

Ensemble quarrable: 1V, 5, exerc. 17.

Ensemble strictement compact dans 5 (X; E): 111, 1, 1.

Equiintégrable (ensemble): 1V, 5, 11.

Equivalentes (fonctions): IV, 2, 4.

Espace complétement réticulé: 11, 1, 3.

Espace de Riesz; I, 1, 1.

Espace stonien: II, 1, exerc. 13.

Etagée (fonction): IV, 4,9.

Etagée mesurable (fonction): IV, S, 5.

Exposants conjugués: 1V, 6, 4.

Extérieure (mesure): IV, 1,2 et IV, 1, 4.

Faiblement continue (application): 111, 3, 1.

Finie presque partout (fonction): 1V, 2, 6.

Fonction additive d’ensemble: 1V, 4, 9.

Fonction bornée en mesure: 1V, 6,2 et 1V, 6, 3.

Fonction définie presque partout: IV,2, 5.

Fonction de Lebesgue (n-éme): IV, 6, exerc. 15.

Fonction de puissance p-iéme intégrable: IV, 3, 4.

Fonction étagée, @-étagée: 1V, 4, 9.

Fonction étagée mesurable: IV, 5, 5.

Fonction finie presque partout: 1V, 2, 6.

Fonction intégrable, p-intégrable: 1V, 4, 1.

Fonction localement négligeable, localement p-négligeable: IV, 5, 2.

Fonction mesurable, y-mesurable: IV, 5, 1.

Fonction mesurable définie dans une partie mesurable de X: IV, 5, 10.

Fonction ne dépendant que d’un nombre fini de variables: 111, 4, 6.

Fonction négligeable, u-négligeable: 1V, 2,1 et IV, 2, 4.

Fontions équimesurables: IV, 5, exerc. 29.

Fonctions équivalentes, u-équivalentes: 1V, 2, 4.

Forme linéaire positive: II, 2, 1.

Forme linéaire relativement bornée: 11, 2, 2.

H-extrémal (point): 1V, 7, 3.

Holder (inégalité de): [,2 et 1V, 6,4.

Imaginaire (partie) d’une mesure: III, 1, 5.

Induite (mesure) sur un ensemble ouvert: III, 2, 1.

Induite (mesure) sur un sous-espace localement compact: IV, 5,7.

Inégalité de Hardy: IV, 6, exerc. 19.

Inégalité de Holder: 1,2 et IV, 6, 4.

Inégalité de la moyenne: IV, 6, 2.

Inégalité de Minkowski: 1,2 et 1V, 3, 1.

Inégalité de M. Riesz: IV, 6, exerc. 18.

Intégrable (ensemble): IV, 4, 5.

Intégrable (fonction): 1V, 4, 1.

Intégrale d’une fonction numérique continue a support compact: I11, 1, 3.

Intégrale d’une fonction faiblement continue et scalairement a support compact:
111, 3, 1. :

Intégrale d’une fonction intégrable: IV, 4, 1.

Intégrale double: 111, 4, 1.

Intégrale multiple, intégrale n-uple: I11, 4, 4.

Intégrale inférieure: 1V, 4, exerc. 5.

Intégrale supérieure: IV, 1,1, IV, 1,3 et IV, 4, exerc. 5.

Invariante (mesure) par un homéomorphisme: 111, 1, 3.
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Lebesgue (mesure de): voir: mesure de Lebesgue.
Lebesgue (théoréme de): 1V, 3,7 et IV, 4, 3.

Limite projective d’un systéme projectif de mesures: II1, 4, 5.
Localement dénombrable (ensemble de parties): 1V, 5, 9.
Localement négligeable (ensemble, fonction): IV, 5, 2.
Localisation (principe de) pour les mesures: 111, 2, 1.
Localisation (principe de) pour les fonctions mesurables: 1V, 5, 2.
Masse totale d’une mesure bornée: I11, 1,8 et 1V, 4,7,
Masses (mesure définie par des): 111, 1, 3.

Maximum en mesure, y-maximum: IV, 5,2,
Mesurable (ensemble, fonction): IV, 5, 1.

Mesure, mesure complexe: 111, 1, 3.

Mesure atomique: 111, 1, 3.

Mesure bornée: 111, 1, 8.

Mesure conjuguée: 111, 1, 5.

Mesure de densité g par rapport a u: 111, 1, 4.
Mesure de Dirac: III, 1, 3.

Mesure définic par la masse unité en un point: 11, 1, 3.
Mesure définie par des masses: 111, 1, 3.

Mesure de Lebesgue: 111, 1, 3, 111, 4, 1 et 111, 4, 4.
Mesure discréte : 111, 1, 3.

Mesure extérieure: IV, 1, 2 et IV, 1, 4.

Mesure induite: 11,2, 1 et 1V, 5,7.

Mesure intérieure: 1V, 4, exerc. 7.

Mesure invariante par un homéomorphisme: I11, 1, 3.
Mesure ne comportant pas de masse dans un ensemble ouvert: I11, 2, 2.
Mesure ponctuelle: 111, 2, 4.

Mesure positive: 11, 1, 5.

Mesure produit: 111, 4, 1.

Mesure réelle: 111, 1, 5.

Minimum en mesure, y-minimum: IV, 6, 2.
Minkowski (inégalité de): 1,2 et IV, 3, 1.

Moyenne d’une fonction: III, 1, 8.

Moyenne (inégalité de la): 1V, 6, 2.

u-dense (ensemble de parties compactes): IV, 5, 8.
u-équivalentes (fonctions): 1V, 2, 4.

p-intégrable (ensemble): 1V, 4, 5.

u-intégrable (fonction): 1V, 4, 1.

p-maximum, g-minimum: [V, 6,2,

p-mesurable (ensemble, fonction): IV, 5, 1.
p-négligeable (ensemble): IV, 2,2,

u-négligeable (fonction): 1V, 2, L et 1V, 2, 4.

Multiple (intégrale): 111, 4, 4.

Négligeable (ensemble): 1V, 2, 2.

Négligeable (fonction): 1V, 2,1 et [V, 2, 4.

Norme d’une mesure: 111, 1, 8.

n-uple (intégrale): 111, 4, 4.

Ordonnée (somme directe): I1, 1, 4.

Partie réelle, partie imaginaire d’une mesure: 111, 1, 5.
®-étagée (fonction): 1V, 4, 9.

Point s#-extrémal: IV, 7, 3.

Ponctuelle (mcsure): 111, 2, 4.

Positive (forme linéaire): 11,2, 1.
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Positive (mesure): HI, 1, 5.

Principe de localisation pour les mesures: I11,2, 1.

Principe de localisation pour les fonctions mesurables: IV, 5, 2.

Produit de deux mesures: II1, 4, 1.

Produit d’un nombre fini de mesures: 111, 4, 4.

Produit d'une famille de mesures positives: 111, 4, 6.

Produit d’une mesure par une fonction continue: III, 1, 4.

Propriété vraie localement presque partout: IV, 5, 2.

Propriété vraie presque partout: IV, 2, 3.

Réarrangement décroissant d’une fonction: IV, 5, exerc. 29.

Réelle (mesure): HI, 1, 5.

+ Réelle (partie) d’une mesure: I11, 1, 5.

Relativement bornée (forme linéaire): 11, 2, 2.

Répartition limite d’une suite: 111, 2, exerc. 5.

Restriction d’une mesure 4 un ensemble ouvert: I11, 2, 1.

Riesz (espace de): 11,1, 1.

Riesz (théoréme de F): 11, 1, 5.

Scalairement & support compact (fonction): 111, 3, 1.

Série presque partout convergente: IV, 2, 5.

Somme directe ordonnée; 11, 1, 4.

Strictement compact (ensemble): 111, 1, 1.

Structure uniforme de la convergence en mesure: IV, 5, 11.

Suite équirépartie pour une mesure: Il 2, exerc. 5.

Suite presque partout convergente: IV, 2, 5.

Support d’une fonction: 111, 1, 1.

Support d’une mesure: 11, 2, 2,

Systéme orthogonal de Haar: IV, 6, exerc. 17.

Systéme projectif de mesures: 111, 4, 5.

Théoréme de Bishop: IV,7,5.

Théorémes de Choquet: IV, 7, 2 et IV, 7, 6.

Théoréme de convexité dénombrable: IV, 3, 2.

Théoréme d’Egoroff: 1V, 5, 4.

Théoréme de Krein: 1V, 7, exerc. 10.

Théoréme de Lebesgue: 1V,3,7 et IV, 4,3,

Théoreme de F. Riesz: 11, 1, 5.

Topologie de la convergence compacte, de la convergence strictement compacte
(sur P’espace des mesures): 11, 1, 10.

Topologie de la convergence en mesure: IV, 5,11.

Topologie de la convergence en moyenne, en moyenne d’ordre p, en moyenne
quadratique: 1V, 3, 3.

Topologie vague: III, 1, 9.

Vague (topologie): 111, 1, 9.

Valeur absolue d’une mesure: II1, 1, 6.

Vraie localement presque partout (propriété): 1V, 5,2,

Vraie presque partout (propriété): 1V, 2, 3.
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DEFINITIONS DU CHAPITRE III

Définition du support d’une fonction:

Soient X un espace localement compact, f une application de X dans un
espace vectoriel F. On appelle support de f 'adhérence de 'ensemble des
xeX tels que f(x) # 0; son complémentaire est le plus grand ensemble
ouvert dans lequel f(x) = 0.

Définition d’une mesure :
Soient X un espace localement compact, #'(X) l'espace vectoriel (sur R)
des fonctions numériques continues dans X dont le support est compact.
On appelle mesure réelle sur X une forme linéaire f+s u(f) = [fdyu sur
#'(X) satisfaisant a la condition suivante: pour tout ensemble compact
K < X, il existe un nombre ax > 0 tel que, pour toute fonction f e 4 (X)
dont le support est contenu dans K, on ait |u(f)| < ai . supl f(x). Cette

condition est satisfaite quand la forme linéaire u sur " (X) est telle que
u(f) = 0 pour toute fonction f > 0 de #'(X); une telle mesure p est dite
positive.

Les mesures sur X forment un espace vectoriel .#(X) (sur R). Toute mesure u
sur X peut s’écrire g = u* — u~, ot ut et u~ sont positives, et u* est
donnée par la formule

g ()= sup g
0<g< f,9eX(X)

pour toute fonction f > 0 de H#(X). On pose |u| = p* + u",etona

)= sup (e

lg1 € f.gek (X)
pour toute fonction f = 0 de .#(X).

Définition de la norme d’une mesure :
Etant donnée une mesure réelle p sur un espace localement compact X, on

appelle norme de u le nombre positif (fini ou infini)

lul = _sup  [u(f)=__ sup (/).
1< 1. ex (X) 0SS S LIeX (%)
La norme de p est égale 4 celle de |y, et on a [ulf = [[u*|| + [« [ On dit

qu’une mesure y est bornée si sa norme est finie.
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Définition du support d’une mesure :
Etant donnée une mesure réelle u sur un espace localement compact X, on
appelle support de u le complémentaire du plus grand ensemble ouvert
G tel que, pour toute fonction f e .#(X) dont le support est contenu dans
G, on ait u(f) = 0. Pour qu’un point x,e X appartienne au support de y,
il faut et il suffit que, pour tout voisinage V de x,, il existe une fonction
continue numérique f dont le support est contenu dans V, telle que pf f) # 0.

Définition de Uintégrale d’une fonction vectorielle continue:
Soient y une mesure réelle sur un espace localement compact X, et F un espace
localement convexe séparé.
Pour toute application f de X dans F, continue et a support compact, on
appelle intégrale de f par rapport a u I'élément u(f) = If du de F'* tel que,
pour toute forme linéaire continue a’ sur F, on ait

<j~fd;z, a> - J(f, a’> dy.

Soit A ¢(X) I'espace vectoriel des applications continues de X dans F, con-
tinues et & support compact. L’application f— {fdu de 4 (X) dans F'*
est linéaire.



DEFINITIONS DU CHAPITRE IV

¢gale presque partout a \f\”. Pour deux fonctions f;, f, définies presque
partout dans X, a valeurs dans F, on a

Ny + ) < NM) + Ny(fy)

ainsi que N (af) = |o|N(f) pour tout scalaire a.

On dit quune fonction f définie presque partout dans X, a valeurs dans F,
est de puissance p-iéeme intégrable (ou simplement intégrable pour p = 1)
si, pour tout ¢ > 0, il existe une fonction g a valeurs dans F, continue
et & support compact, telle que N (f — g) < &. L’ensemble £E des fonc-
tions, partout définies dans X, a valeurs dans F, et de puissance p-iéme
intégrable, est un espace vectoriel sur lequel N (f) est une semi-norme.
L'ensemble L des classes d’équivalence des fonctions de #¢ est un espace
de Banach pour la norme ||f||, = N(f) (f fonction quelconque de la classe f).

Pour qu’une fonction f soit de puissance p-iéme intégrable, il faut et il suffit
que |f]"~". fsoit intégrable.

Définition de I’intégrale d’une fonction intégrable :
L’espace vectoriel #R(X) est dense dans I'espace £} des fonctions intégrables
(muni de la semi-norme N,(f)); Papplication £+ {fdu de #x(X) dans F
se prolonge par continuité en une application linéaire de £} dans F,
notée de la méme maniére. Pour toute fonction intégrable f, on désigne
par {fdu (ou u(f)) et on appelle intégrale de f par rapport a u I’élément de
F égal 2 {gdu pour toute fonction intégrable g partout définie et presque
partout égale a f; |f] est alors intégrable et on a ‘

H’fdﬂ‘ < flfl dp.
Pour toute fonction intégrable f > 0, on a

J'fdu = 1¥(f) = Ny(/).

Définition des ensembles intégrables :

On dit qu'une partie A de X est intégrable si sa fonction caractéristique @,
est intégrable. Le nombre u(A) = § ¢, dy est appelé la mesure de A; on a
alors u*(A) = w(A). Les ensembles négligeables sont identiques aux en-
sembles intégrables et de mesure nulle.

Pour qu’un ensemble A soit intégrable, il faut et il suffit que, pour tout ¢ > 0,
il existe un ensemble compact K < A et un ensemble ouvert U o A tels
que p*(U n [}K) < &

Définition d’une fonction mesurable :

On dit qu’une application f de X dans un espace topologique F est mesurable
si, pour toute partie compacte K de X, il existe une partition de K en un
ensemble de mesure nulle N et une suite d’ensembles compacts K, telle
que la restriction de f a chacun des ensembles K, soit continue. Une condi-
tion équivalente est la suivante: pour tout ensemble compact K et tout
nombre ¢ > 0, il existe un ensemble compact K, < K tel que u(K n [} K)<e
et que la restriction de fa K, soit continue.

Définition d’un ensemble mesurable :
On dit qu’une partie A de X est mesurable si sa fonction caractéristique est
mesurable. Une condition équivalente est que, pour tout ensemble compact
K, A n K soit intégrable.
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Définition des ensembles localement négligeables et des fonctions localement négli-
geables :

On dit qu’une partie A de X est localement négligeable si pour tout point
x e X, il existe un voisinage V de x, tel que A NV soit négligeable; A est
alors mesurable.

On dit gqu’une propriété d’un élément variable x € X a lieu localement presque
partout si ’ensemble des xe X ou elle n’a pas lieu est localement négli-
geable. On dit qu’une application f de X dans un espace vectoriel F est
localement négligeable si elle est nulle localement presque partout; f est
alors mesurable.

Critére d’intégrabilité d’une fonction:

Pour qu’une application f de X dans un espace de Banach soit intégrable,

il faut et il suffit que f soit mesurable et que N (f) soit fini.
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Dans ce qui suit, g désigne une mesure positive sur un espace localement
compact X.

Définition de I’intégrale supérieure d’une fonction positive :
Soit h 2 0 une fonction numérique semi-continue inférieurement dans X.
On appelle intégrale supérieure de h par rapport a 4 le nombre = 0 (fini ou
infini)
wHh) = sup  g).

0<g<hgeX(X)

Soit f une fonction numérique = 0 quelconque (finie ou non) définie dans X.
On appelle intégrale supérieure de f par rapport a i le nombre > 0 (fini ou

*
infint) g*(f) = inf g*(h) (Qu’on note encore f fdw), ou h parcourt I'en-
semble des fonctions numériques semi-continues inféricurement et > f.

Définition de la mesure extérieure d’un ensemble :
Etant donnée une partic quelconque A de X, on appelle mesure extérieure de
A, et on note p*(A), 'intégrale supérieure u*(¢,) de la fonction caractéris-
tique de A.

Définition des ensembles négligeables et des fonctions négligeables :

On dit qu’une partic A de X est négligeable pour la mesure u (ou p-négligeable)
si sa mesure extérieure est nulle. On dit qu'une propriété d’un élément
variable x e X a lieu presque partout pour la mesure y, si ensemble des
xeX ou elle n’a pas lieu est négligeable. On dit que deux applications
f, g de X dans un ensemble quelconque F sont équivalentes (pour p) si
f{x) = g(x) presque partout; la classe de toutes les applications de X dans
F équivalentes a f se note f. Une application f de X dans un espace vectoriel
F (resp. une application f de X dans R) est dite négligeable si elle est nulle
presque partout ; il revient au méme de dire que p*(|f]) = O (resp. p*(| f]) = 0).
Si deux fonctions numériques f, g sont équivalentes, on a p*(f) = p*(g).

Définition des fonctions de puissance p-iéme intégrable :
Etant donnée une fonction f définie presque partout dans X, a valeurs dans
un espace de Banach F, on désigne par N (f), pour tout nombre réel p = 1,
I'intégrale supérieure p*(g), ot g est une fonction numérique finie dans X,
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