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PREFACE A LA SECONDE EDITION

Les principales modifications apportées au texte du chapitre V
portent sur les points suivants.

L’intégrale supérieure essentielle possédant, a bien des
¢gards, des propriétés plus satisfaisantes que I'intégrale supérieure
ordinaire (voir surtout la prop. 11 du § 1), le paragraphe qui lui
est consacré a éte développé. De mé€me, on a trait¢ avec plus de
détail la théorie des familles sommables de mesures positives (§ 2).

La notion de diffusion a été introduite au paragraphe 3; celle
de famille p-adéquate de mesures positives a été légerement
généralisée, de manieére a permettre la composition des diffusions.

Les mesures complexes ont été trait€ées de manicre plus
systématique ; cela n’a exigé la plupart du temps que des change-
ments mineurs, sauf au paragraphe 5, ou 'on a dii abandonner
partiellement le point de vue des espaces de Riesz.

Enfin, diverses démonstrations ont ¢été modifiées, pour
permettre I'extension ultérieure des resultats au cas des espaces
séparés non nécessairement localement compacts, qui seront
traités au chapitre IX.

Nancago, automne 1965
N. Bourbaki



CHAPITRE V

INTEGRATION DES
MESURES

Dans tout ce chapitre, on désigne par T un espace localement
compact, par p une mesure positive sur T. Pour toute partie A d’un
ensemble E, on désigne par ¢, la fonction caractéristique de A (si
aucune confusion n’en résulte). Par fonction numérique, nous
entendrons toujours une fonction prenant ses valeurs dans R, donc
pouvant prendre les valeurs + oo et —oo. L'ensemble des fonctions
numériques positives définies dans E sera désigné par #,.(E), ou
simplement par %, si aucune confusion w’en résulte. On convient de
définir les produits 0 . (+ oo) et 0. (— c0) en leur donnant la valeur 0 ;
si f est une fonction numérique définie dans E, et A une partie de E,
Jo . désigne donc la fonction qui coincide avec f dans A et est égale
a 0 dans [JA. Pour tout point a d’'un espace localement compact,
on désigne par ¢, la mesure définie par la masse unité placée au
point a (chap. 111, 2° éd., § 1, n°® 3).

La notion d’intégrale supérieure essentielle (resp. de fonction
essentiellement intégrable), qui sera définie au § 1, coincide, comme
on le verra, avec la notion d’intégrale supérieure (resp. de fonction
intégrable) lorsque T est un espace localement compact dénombrable
a I'infini (Top. gén., 4° éd., chap. I, §9, n°9).

Le lecteur qui ne s’intéresse qu’a Uintégration dans les espaces
localement compacts dénombrables a Uinfini peut donc omettre la
lecture des n°®* 1 a 3 du §1; dans le reste du chapitre, il obtiendra
des énoncés valables lorsque les espaces envisagés sont dénombrables
a Pinfini, er.supprimant les mots «essentieb> et «essentiellement»,
et en remplagant le signe yi° par p* et le signe {° par | *,
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Dans les paragraphes 1 a 4, le mot mesure signifiera toujours
mesure positive; les autres mesures seront appelées explicitement,
suivant le cas, mesures réelles non nécessairement positives ou
mesures complexes.

§ 1. Intégrale supérieure essentielle
1. Définition de Pintégrale supérieure essentielle

DEFINITION 1. — Pour toute fonction fe %, (T), on appelle
intégrale supérieure essentielle de f par rapport a u, et on note
u*(f), la borne supérieure, finie ou non, de I’ensemble des nombres
uw*(foy) ou K parcourt I'ensemble des parties compactes de T.
Pour toute partie A de T, on pose u*(A) = p*(@,).

~On utilise aussi les notations |° fdu, |° f(t) du(r), |° fu.
Comme fpg < fpour toute partie compacte K de T, on a

(1) [ ran<|"rap

On peut avoir u*(f) # u*(f); en effet, la condition p*(f) = 0
signifie que f est négligeable tandis que la condition u*(f) =0
signifie que fest localement négligeable (chap. IV, § 5, n° 2, prop. 5),
et il peut exister des ensembles localement négligeables et non
négligeables (chap. 1V, § 1, exerc. 5).

L’application u* de % ;(T) dans R coincide avec u sur 4, (T).
Il en résulte que deux mesures y,; et p, telles que uj = u5 sont
égales.

PROPOSITION 1.-—a) Si f et g sont deux fonctions numériques
> 0, égales localement presque partout, on a p*(f) = u*(g).

b) Si f et g sont deux fonctions numériques > 0, telles que
f<gonap(f)<u(g

c) Si f est une fonction numérique = 0, et o un nombre = 0,
on a p*(of) = ap®(f). .

d) Si f et g sont deux fonctions numériques =0, on a
w(f+ g < pt(f) + 1t (g)

e) Si (f)uen est une suite croissante de fonctions numériques
>0,etsif= lim f,onap"(f)y= lim p*(f,) '

Les propriétés a), b), ¢), d) se déduisent aussitdt des
propri€tés correspondantes de ['intégrale supériecure: a) de la
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proposition 6 du chap. IV, § 2, n° 3 et de la proposition 5 du chap.
IV, §5,n° 2; b), ¢), d) des propositions 10, 11, 12 du chap. IV, §1,
n°® 3. Pour établir e), désignons par & l'ensemble des parties
compactes de T; nous avons, d’apres le théoréme 3 du chap. 1V,
§1,n° 3:

lim p*(f,) = sup sup u*(f,@x) = sup sup p*(f,¢x)

n— 0 neN Ke$& KeR neN

= sup wr(fox) = n*(f).

On a P'égalité dans la relation d) si f et g sont mesurables,
d’aprés le cor. 4 du th. 5, chap. IV, §5, n° 5. Plus généralement,
on a le résultat suivant:

PROPOSITION 2.— Soient f, g, h trois éléments de F, ; si g et h
sont mesurables, on a:

@ s+ iy =" fedu + [

On se rameéne aussitét a la démonstration de la formule
analogue pour 'intégrale supérieure. Comme on a

flg+h=fg+/jh

(avec la convention 0.(+00) = 0), on a

re+ wdu <[ fedu+ [ mdp:

il reste a établir I'inégalité inverse. Soit u une fonction semi-continue
inférieurement telle qu’on ait u > f(g + h). Posons v = Tt h
g
dans l’ensemble ot ¢+ h >0, v = +oo dans I’enscmble ou
g+ h=0;0onav = fetu>=uv(g+ h),dou

j* (g + h)du < J*udu

et par conséquent, v étant mesurable (chap.1V,2°¢éd., § 5,n° 6, cor. 4
du th. 5):

[ redp+ ["man <[ vgdu + [* vhdy

= f* (g + hydu < J* udu,:
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ce qui entraine I'inégalité cherchée, ¢ étant arbitraire.

COROLLAIRE. — Soient f une fonction = 0, (g,) une suite de
fonctions mesurables = 0; on a f' FO g du =Y ([ fg,dp).

Dans le cas d’une suite finie, c’est une conséquence immeédiate
de la prop. 2. Le cas d’une suite infinie s’en déduit au moyen
de la prop. 1, e).

PROPOSITION 3. — Pour tout nombre fini o > 0 et tout couple de
mesures w, v sur T, on a

(op)* = opt
(u+v)® =p® + v

En outre, la relation p < v entraine u® < v°.
La démonstration est immédiate a partir de I’énoncé analogue
du chapitre IV (§ 1, n°® 3, prop. 15).

PROPOSITION 4.— Pour toute fonction numérique f = 0, semi-
continue inférieurement dans T, on a u*(f) = p*(f).

En effet, soit g une fonction de ¢, (T) telle que g < f. Si K
est le support (compact) de g, on a u(g) < p*(fox) < p°(f). llen
résulte, d’aprés la définition de lintégrale supérieure, que
p*(f) < p*(f), done p*(f) = u*(f) (formule (1)).

2. Fonctions et mesures modérées

PROPOSITION 5.—— Soit A une partie de T; les propriétés
suivantes sont équivalentes:

a) L'ensemble A est contenu dans la réunion d’une suite
d’ouverts p-intégrables.

b) L'ensemble A est contenu dans la réunion d’une suite
d’ensembles u-intégrables.

c) Lensemble A est contenu dans la réunion d’une suite de
compacts et d’un ensemble u-négligeable.

Il est clair que chacune des propriétés a) et c) entraine b).
Inversement, b) entraine a), car tout ensemble de mesure ex-
térieure finie est contenu dans un ouvert intégrable (chap. 1V,
§ 1, n° 4, prop. 19), et b) entraine c), car tout ensemble intégrable
est réunion d’une suite de compacts et d’'un ensemble négligeable
(chap. IV, §4, n° 6, cor. 2 du th. 4).

DEFINITION 2.— Une partie de T est dite p-modérée si elle
satisfait aux conditions équivalentes de la proposition 5. Une
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fonction définie sur T, a valeurs dans un espace vectoriel ou dans R,
est dite u-modérée si elle est nulle dans le complémentaire d’une
partie p-modérée de T. On dit que la mesure p est modérée si T
est un ensemble y-modeéré.

Si u est une mesure modérée, toute fonction sur T est
w-modérée et toute partie de T est yu-modérée.

Remarques.— 1) Si 0 est une mesure complexe sur T, on dira
qu’une fonction f est 8-modérée (resp. que € est modérée) si f est
|8-modérée (resp. si |0] est modérée).

2) Toute mesure bornée est modérée; si T est une réunion
dénombrable de compacts, toute mesure sur T est modérée.

3) Soit (f,) une suite de fonctions u-modérées a valeurs dans R.
Pour chaque n, soit U, un ouvert, réunion dénombrable d’ouverts
de mesure extéricure finie, tel que f, soit nulle hors de U,. La

fonction s = ) |f,| est alors nulle hors de |_J U, ; elle est donc
neN neN
p-modérée, et il en est de méme de toutes les fonctions majorées

par s. Cela s’applique en particulier aux fonctions lim.inf f,,
. n—>o
lim. sup f, et Z 1. (st cette somme est définie).

n—w neN

4) Une fonction égale presque partout & une fonction modérée
est modérée.

PROPOSITION 6.— Soit [ une fonction numérique positive
définie dans T, p-mesurable et u-modérée. 1l existe alors une suite
(h,),en d’éléments de F,(T), dont la somme est égale a f, possédant
les propriétés suivantes:

1) La fonction h, est p-négligeable.

2) Pour tout n > 1, il existe un compact K, tel que h, soit
nulle hors de K, , et que la restriction de h, a K, soit finie et
continue.

Supposons que f soit somme d’une suite (f,) de fonctions
mesurables positives, dont chacune ‘posséde la propricté de
I’énoncé; il est clair que f la possede alors aussi. Posons

fu =1nf(f,n + 1) — inf(f, n)

pour tout ne N; f étant égale a la somme de la suite (f,), il nous
suffira donc d’¢tablir la proposition en supposant f modérée et
bornée. Désignons alors par A l'ensemble des 1€ T tels que
f(t) > 0; A est mesurable et modéré, et il existe donc une suite
(A,) d’ensembles intégrables, deux a deux disjoints, telle que
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A ={JA,. On est ramené a démontrer 1’énoncé pour les
n

fonctions fp, ; autrement dit, on peut supposer f bornée et
nulle hors d’un ensemble intégrable I. Mais I est réunion d’un
ensemble négligeable N et d’une suite (L,) de compacts deux a
deux disjoints (chap. IV, §4, n° 6, cor. 2 du th. 4). On est donc
ramene a traiter le cas ou f est bornée, nulle hors d'un compact L.

Soit & I'ensemble des compacts K de T tels que f|K soit
continue ; & étant u-dense (chap. IV,2°éd., § 5,n° 10, prop. 15), L est
réunion d’un ensemble négligeable N, et d’une suite (K,),>,
d’¢léments de & deux a deux disjoints (chap. IV, 2°¢éd., § 5,n° §, déf.
6). Les fonctions hy = foy, h, = fog, pour n > 1, satisfont alors
aux conditions de I’énoncé.

La proposition suivante permet de ramener ['étude de
I'intégrale supérieure a celle de 'intégrale supérieure essentielle.

ProposITION 7.— Soit f un élément de %, (T).

1) Si la fonction f n’est pas u-modérée, p*(f) = + co.

2) Si la fonction f est u-modérée, u*(f) = p*(f).

3) Sil’on a p*(f) < + oo, il existe une partie u-modérée A,
réunion d’une suite de compacts de T, telle que f = f¢, localement
presque partout.

La premiére assertion résulte aussitét du lemme 1 du
chap. TV, 2¢ ¢éd., § 5, n® 6. Pour établir la seconde, désignons par A
une partie modérée, telle que f soit nulle hors de A ; A est réunion
d’un ensemble négligeable A, et d’une suite (A,),»,; d’ensembles
compacts, que 'on peut supposer croissante. L.a fonction f est
alors presque partout égale a ’enveloppe supérieure des fonctions
foa, (n> 1), et 'on a donc (chap. 1V, §1, n® 3, th. 3 et §2, n° 3,

. 6) :
prop. 6) [H(f) = ,}Lngo W fpa,) < #'(f)5

d’our ’égalité u*(f) = p°(f) en vertu de la formule (1). Enfin,
supposons que u*(f) < + oo; il existe une suite croissante (A,) de
compacts telle que

p(f) = sup p(fpa,)
Posons A ={_J A, ;le second membre est égal a /,i*( fo ) (chap. 1V,

§ 1, n° 3, th. 3), ou encore a u*(fp,) (d’apres la prop. 1, ou d’apres

2) ci dessus). Comme on a u*(f) = u*(fo,) + u (f(PcA (prop. 2),
ona (fgocA) = 0, et 3) en découle.
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COROLLAIRE 1.— Pour que f soit négligeable, il faut et il suffit
qu’elle soit localement négligeable et modérée.

COROLLAIRE 2.— Si p est une mesure modérée (en particulier si
u est bornée, ou si T est dénombrable a infini), on a p* = p*.

PROPOSITION 8. —a) Soit H un ensemble de fonctions =0,
semi-continues inférieurement, filtrant pour la relation <; on a
alors:

p*(sup h) = sup p*(h).
heH heH

b) Soit H un ensemble de fonctions = 0, semi-continues supéri-
eurement, filtrant pour la relation > ; s’il existe dans H une fonction
h, telle que pu(h,) < oo, ona:

pe(inf b) = inf u* (h).
heH heH

L’assertion a), compte tenu de la prop. 4, est une répétition
du théoréme 1 du chap. IV, §1, n° 1. Pour établir b), posons

n = inf h, et soit ¢ un nombre > 0. Il existe un compact K tel
heH

que 'on ait (chap. 1V, 2° éd., § 4,n° 4, cor. 1 de la prop. 35):
wiho) — a < p*(hopy) = wlhopy) < #‘(ho)-

Les fonctions hey, ou h parcourt H, forment un ensemble de
fonctions semi-continues supérieurement, filtrant pour la relation
>, et qui contient une fonction intégrable. On a donc (chap. IV,
2¢¢éd., §4,n°4,cor. 2de la prop. 5): ,
uHnpx) = inf 1H(hey)

Maisona(chap.1V,2°€¢d., §4,n°4, cor. 1 dela prop. 5) u’(h0<pcK) <a,
d’ou u*(hepk) < a pour toute fonction he H majorée par h,.
On a donc finalement :

uon) = prnex) = inf p*(hgg) > inf p(h) — a
L’inégalite p®(n) < inf u;(h) étant évidente, et a étant arbitraire,
la proposition est éthgll;ﬁe.

3. Fonctions essentiellement intégrables

Soit F un espace de Banach réel; rappelons que les éléments
des espaces ZF (chap. IV, §3, n° 3) et £E (chap. IV, §3, n° 4,
def. 2) sont des fonctions p-modérées (chap. IV, 2° éd., § 5, n° 6,
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lemme 1); A désignant toujours l’espace des applications
négligeables de T dans F, nous introduirons P'espace A"F des
applications localement négligeables de T dans F.

Lemme 1.— Soient g et g deux applications p-modérées d
valeurs dans F; si g et g' sont égales localement presque partout
a une méme fonction f, on a g = g’ presque partout.

En effet, soit D I'ensemble des teT tels que g(f) # g'(¢);
D est localement négligeable et modéré, donc négligeable (cor. 1
de la prop. 7).

Nous désignerons par F&T, u) (ou simplement F&(y), L,
si aucune confusion n’en résulte) I’ensemble des applications
f de T dans F, telles qu’il existe une fonction ge Z% égale a f
localement presque partout. Le nombre N (g) ne dépendant que
de f d’apres le lemme 1, nous poserons N (f) = N (g). La fonction
N, est évidemment une semi-norme sur #} , et nous supposerons
toujours que F§ est muni de la topologie définie par N, .
L’adhérence de O pour cette topologie est 'espace Ap; les
relations FL = FL + N E , N E N FL = A (lemme 1), montrent
que Pespace normé FE/A"¥ s’identific canoniquement & F 2/ .45, ,
qui est complet (chap. 1V, § 3, n° 3, prop. 5); #& est donc lui-méme
complet.

Nous désignerons de méme par LT, u) (ou FE(n), ou £)
le sous-espace ZL + AF de FE: on peut aussi caractériser
#E comme le sous-espace de ZL constitué par les applications
mesurables (chap. 1V, §5, n° 6, th. 5). L’espace normé L/ A"
s’identifie canoniquement a LE; #E est donc complet. Ses
¢léments sont appelé€s fonctions de puissance p-ieme essentiellement
intégrable, cette terminologie étant justifiée par la proposition
suivante :

PROPOSITION 9. Pour qu’une application f de T dans F
appartienne @ FE (resp. a LP) il faut et il suffit que I'on ait (resp.
que f soit mesurable et que I'on ait)

1o (fl7) < + oo

On a alors N (f) = p*(f}*))"/>.

On peut évidemment se limiter a I’assertion concernant
ZE. Sifappartient 4 ZE, soit g une fonction appartenant a F§,
égale a f localement presque partout; on a alors |f|’ = |g|?
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localement presque partout, donc p*(|f|?) = p*(1g]”) = p*(gl”) < + oo
(prop. 1, a) et prop. 7), et d’autre part, par définition de Np ,

N, () = N,(®) = (u*(gl")"".

Inversement, supposons que l'on ait u*(f]”) < +o0; il existe
alors un ensemble modéré A tel que f soit nulle localement
presque partoutdans T — A (prop. 7). La fonction fp, , égale locale-
ment presque partout a f, est telle que N (fp,) = Np(f) < +0o0;
elle appartient donc a #§,et on a fe #§.

COROLLAIRE. — Pour que f appartienne a £%E, il faut et il
suffit que f appartienne a L} et soit modérée.

DEFINITION 3.—— Les éléments de #} sont appelés fonctions
essentiellement p-intégrables a wvaleurs dans F. En composant
Papplication fr— p(f) de LY dans F avec Papplication canonique de
P sur LL, on obtient une application linéaire continue de L}
dans F, qui prolonge 'application f— [ fdyu de &+ dans F. On note
encore (fdu ou p(f) la valeur de cette application pour fe PL,
et on dit que cet élément est I'intégrale de f par rapport a p.

Deux fonctions essentiellement intégrables et égales locale-
ment presque partout ont méme intégrale. Pour toute fonction
f =0, finie et essentiellement intégrable, on a [° fdu = [fdu.
Si A est un ensemble dont la fonction caractéristique est essentielle-
ment intégrable, on dit que A est un ensemble essentiellement
p-intégrable; [ @, du se note aussi u(A) et s’appelle encore la
mesure de A.

Si une fonction f, & valeurs dans F, est définie localement
presque partout dans T, on dit encore que f est essentiellement
intégrable si elle est égale, localement presque partout, a une
fonction f; partout définie et intégrable; on pose alors

[fdu =1, dp

et cette définition ne dépend pas de la fonction intégrable f;
partout définie et localement presque partout égale a f(lemme 1). On
définit de méme la notion de fonction essentiellement intégrable
pour les fonctions a valeurs dans R, définies et finies localement
presque partout. ’
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Le lecteur n’aura aucune peine a étendre aux fonctions
essentiellement intégrables les résultats du chap. IV, §4 sur les
fonctions intégrables, en remplacant dans les énoncés «presque
partout» par «localement presque partout». Signalons par
exemple 'inégalité:

3) |[fau] < [if1an

valable pour toute fonction essenticllement intégrable f a valeurs
dans un espace de Banach.

PROPOSITION 10.— Soit R} un ensemble u-dense de parties
compactes de T.
a) Si f est une fonction numérique = 0, on a:

@ B (f) = sup u*(fo).

b) Si f est une fonction a valeurs dans un espace de Banach
F, essentiellement intégrable, on a:

[tdu = 1i5£nff<pKdﬂ

la limite étant prise suivant I’ensemble filtrant (pour <) K.
Pour établir a), il suffit de montrer que pour toute partie

compacte L de T, on a j*f<pL dp = sup j*f(pK du, ou K parcourt
K

I’ensémble des parties de L appartenant a K Comme L est
réunion d’un ensérble négligeable et d’une suite croissante (K,)
d’éléments de & (chap. 1V, 2° éd., §5, n° &, prop. 12), cela résulte
du théoréeme de passage a la limite dans les intégrales supérieures
(chap. IV, §1, n° 3, th. 3).

Supposons maintenant que f appartienne a 7% ; soit & un
nombre > 0, et soit K un élément de K tel que

J.lf|€01<d,u ?J'|f|du—8

(il en existe d’aprés a)). On a alors pour tout compact H contenant
K:

de/‘ _ff(pﬂd:ul <f|f|</’cud,u <flf|(Pch,u <e

Extension aux espaces de Banach et aux mesures complexes. Soit

F un espace de Banach complexe; par abus de notation, nous
désignerons encore par F I’espace de Banach réel sous-jacent a F.

~ L’espace de Banach Z&(T, p) peut alors étre muni d’une structure
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d’espace de Banach complexe naturelle, et il conviendra de préciser
si I'on utilise la structure réelle ou complexe de cet espace. Dans
ce chapitre, et sauf mention expresse du contraire, il s’agira
toujours de la structure réelle.

Soit § une mesure complexe; on posera LT, 0) = LT, |6}); si
F est un espace de Banach complexe, il y a lieu de faire les mémes
remarques que ci-dessus. En particulier, une fonction f a valeurs
dans F sera dite essentiellement intégrable pour 8 si elle est essenti-
ellement intégrable pour |8]. L’assertion b) de la prop. 10 s’étend
aussitot aux mesures complexes.

4. Une propriété spéciale a Uintégrale supérieure essentielle

Le résultat suivant sera fréquemment utilisé dans la suite.
On ne peut pas remplacer dans ’énoncé les intégrales supérieures
essentielles par des intégrales supérieures ordinaires (voir 'exerc. 4).

PROPOSITION 11.— Soit (4,),.4 une famille de mesures positives
sur T, filtrante pour la relation < et admettant dans .#(T) une
borne supérieure A. On a alors pour toute fonction numérique f > 0

) 2°(f) = sup 22(/),

Lorsque f appartient a #(T), cette relation se réduit a la
définition de la borne supéricure d’un ensemble filtrant dans
A (T) (chap. 11, § 2, n° 2, lemme 1). Supposons ensuite que f soit
majorée par une fonction g € A7, (autrement dit, que f soit bornée
et nulle hors d’un compact K); soit « un indice tel que Pon ait
A(g) = AUg) — & ol ¢ est un nombre > 0; la mesure v =1 — 4,
étant positive, on a v¥(f) < v(g) < &, ou AE(f) = A*(f) — & (chap.
IV, § 1,n° 3, prop. 15). Il en résulte (¢ étant arbitraire) que le second
membre de (6) majore le premier ; I'inégalité inverse étant évidente,
(6) est établie dans le cas partitulier envisagé. Supposons ensuite
que f soit nulle hors de K, mais non nécessairement bornée, et
posons f, = inf( f, n) pour tout entier n. On a:

A*(f) = sup A°(f,) = sup sup Az(f,) = sup sup A2(f,) = sup A;(f).
neN neN aeA acA neN acA

Enfin, si ’on ne fait plus aucune restriction sur f; on a, en désignant
par & I'ensemble des parties compactes de T,

A(f) = sup A*(fox) = sup sup Aa(fox)

= sup sup A;(fog) = sup A3 (f).
acA Kef aeA
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COROLLAIRE 1.— Pour qu’une partie N de T soit localement
A-négligeable, il faut et il suffit que N soit localement A, -négligeable
pour tout a € A.

COROLLAIRE 2.— Pour qu’une application g de T dans un
espace topologique G soit A-mesurable; il faut et il suffit qu’elle
soit A ,-mesurable pour tout a € A.

La condition est évidemment necessaire, car 4, < A pour
tout « (chap. IV, § 1, n° 3, prop 15). Inversement, supposons que g
soit 1,-mesurable pour tout o, désignons par & 'ensemble des com-
pacts K de T tels que g|K soit continue, et soit L un compact tel que
L n K soit A-négligeable pour tout K € & L’ensemble & étant A,-
dense, L est A,-négligeable pour tout « (chap. IV, 2° éd., §5, n® 8,
prop. 12), donc A-négligeable (cor. 1). Il en résulte que K est A-dense,
et que g est A-mesurable (chap.1V,2°¢éd., § 5,n° 10, prop. 15).

§ 2. Familles sommables de mesures positives

1. Définition des familles sommables de mesures

Soit (4,),.a une famille de mesures positives sur un espace
localement compact X; on dit que la famille (1,),., est une
famille sommable de mesures si elle est sommable dans P'espace
vectoriel .#(X) des mesures réelles sur X, muni de la topologie
vague (Top. Gén., chap. 111, 3¢ éd., § 5, n° 1). Cela revient a dire que,
pour toute fonction fe #(X), la famille des nombres A,(f) est
sommable dans R. En effet, cette condition est évidemment
nécessaire; inversement, si elle est réalisée, la forme linéaire
f—= > A(f) sur #(X) est positive, c’est donc une mesure positive

acA

v (chap. I11, 2° &éd., § 3, th. 1), et Pon vérifie aussitot que les sommes
partielles finies de la famille (4,) convergent vaguement vers v,
suivant le filtre des sections de I’ensemble des parties finies de A
(Top. Gén., chap. 111, 3° éd., § 5, n° 1, déf. 1).

- Tout élément de #(X) étant différence de deux éléments de
A (X), la famille (1,) est sommable siet sculement sil'ona
(1) ZA ALf) < + o0
- pour toute fonction f e 4, (X). Cette condition équivaut encore
a la suivante:
2 Y AAK) < + 0

acA

pour tout compact K = X.
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En effet, (2) entraine (1), car on a f < || f| . g, ou S désigne
le support compact de f. Inversement, si K est un compact, il
existe une fonction fe A (X) telle que ¢y < f (chap. III, 2° éd.,
§ 1, n° 2, lemme 1), et il en résulte que (1) entraine (2).

Remarques. — 1) 11 est immédiat que, lorsque la famille (4,),c
est sommable, sa somme est la borne supérieure, dans .# ,(X), des
sommes partielles finies ) J1,, ot J parcourt I'ensemble des

aecl

parties finies de A.

2} Soit (8,),.4 unc famille de mesures complexes sur X; on dira
que la famille (6,) est sommable si la famille (|6,]) de mesures
positives est sommable; il ne suffit pas pour cela que la famille (0,)

Z soit sommable dans I'espace vectoriel .#(X;C) muni de la
topologie vague (cf. exer¢: 3).

2. Intégration par rapport a une somme de mesures positives

Dans tout ce numéro, X désigne un espace localement compact,
(A )ucn une famille sommable de mesures positives sur X, et v la mesure
Y A

aeA

a -

PropoSITION 1.— Soit f une fonction numérique positive
définie dans X. On a

3) (=X 220

acA

Celarésulte aussitét de la remarque 1,dela prop. 11 du § 1,n°3
et de la prop. 3du §1,n° 1.

COROLLAIRE 1.— Pour tout partie compacte (resp. ouverte et
relativement compacte) M de X, on a

M) = ZA 4o(M).

COROLLAIRE 2.— Pour qu’une partie N de X soit localement
v-négligeable, il faut et il suffit que, pour tout o € A, N soit locale-
ment A ,-négligeable.

COROLLAIRE 3.— On a pour toute fonction f € #,(X)

(4) Vi) = ) A

asA
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Cette inégalité est évidente si f n’est pas v-modérée, car alors
v¥(f) = +o0 (§1, n® 2, prop. 7). Si f est v-modérée, f est A,-
modérée pour tout aecA, car tout ouvert v-intégrable est
J,-intégrable ; la relation (4) résulte alors aussitdt de (3), et de la
prop. 7du §1, n° 2.

1l peut arriver que les deux membres de (4) ne soient pas égaux,
méme lorsque A est dénombrable, et que chacune des mesures 4,
est ponctuelle (§ 1, exerc. 4a)).

PROPOSITION 2.— Soit f une application de X dans un espace
topologique G. Pour que f soit v-mesurable, il faut et il suffit que f
Soit A,-mesurable pour tout o € A.

Cela résulte immédiatement du cor. 2 de la prop. 11 du § 1.

PROPOSITION 3.— Pour qu’une application f de X dans un
espace de Banach F soit essentiellement v-intégrable, il faut et il
suffit que f soit essentiellement A intégrable pour tout ae€ A, et
qu’on ait

(5) Y [*ifidA, < +oo.

acA

La famille ({£d1,),ca est alors absolument sommable dansF, et 'ona:

(6) [tdv =Y [fd2,.

acA

En effet, pour que f soit essenticllement v-intégrable (resp.
essentiellement A -intégrable), il faut et il suffit que f soit mesurable
pour la mesure v (resp. 4,), et quon ait v°(ff]) < + oo (resp.
A:(f) < +00), en vertu de la prop. 9 du §1, n° 3. La premiere
partie de I’énoncé résulte donc aussitét des prop. 2 et 1. Si f est
essentiellement v-intégrable, I'inégalité

> | [£a4,|< zAfm di, = v(fl)

entraine que la famille ([ fd4,) est absolument sommable dans F,
et que la norme de sa somme est au plus égale a la norme de f
dans #}Kv). L’ensemble des fe £ L(v) qui satisfont a (6) est donc
un sous-espace fermé # de LH(v); or ce sous-espace est aussi
dense dans Z(v), car il contient les fonctions de la forme f . a,
ou acF, et ol f désigne une fonction intégrable finie et positive
(prop. 1). On a donc # = Zv), et la proposition est établie.
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La prop. 3 peut aussi se déduire du théoréme général d’intégration
qui sera prouvé au paragraphe 3 (n° 3, th. 1).

COROLLAIRE 1.— Supposons que f soit v-intégrable ; f est alors
Aq-intégrable pour tout a € A, et on a la formule (6). Inversement, si
Pensemble A est fini, et si f est A,-intégrable pour tout ae A, la
fonction f est v-intégrable.

Si f est v-intégrable, f est essentiellement v-intégrable et
v-modérée (§ 1, n° 3, cor. de la prop. 9); f est donc essentiellement
A.-intégrable et A -modérée, donc A -intégrable, pour tout ae A.
Inversement, st-A est fini, et si f est A,intégrable pour tout
axe A, f est essentiellement v-intégrable d’aprés la prop. 3, et il
suffit de vérifier que v*(|f]) < +oo; cela résulte aussité6t de la
relation v* = ) A% (chap. IV, § 1, n° 4, prop. 15).

acA
COROLLAIRE 2.— Soit 0 une mesure complexe sur X; on pose

0, =(R0)", 0, =(%0)", 0, =(F0)", 0, =(F0)". Pour qu’'une
application [ de X dans un espace topologique G (resp. dans un
espace de Banach F) soit mesurable (resp. essentiellement intégrable,
intégrable) pour la mesure 0, il faut et il suffit qu’elle soit mesurable
(resp. essentiellement intégrable, intégrable) pour chacune des
mesures 0, (i = 1, 2,3, 4).

Si [ est mesurable (resp. essentiellement intégrable, intégrable)
pour 0, f est par définition mesurable (resp. essentiellement
intégrable, intégrable) pour la mesure |0|, donc aussi pour les
mesures 6;, qui sont majorées par |6]. Inversement, si f est mesu-
rable (resp. essentiellement intégrable, intégrable) pour les mesures
0;, la prop. 2 (resp. la prop. 3, le cor. 1 de la prop. 3) entraine
que f est mesurable (resp. essentiellement intégrable, intégrable)
pour la mesure 0, + 6, + 65 + 0, , qui majore |6].

3. Décomposition d’'une mesure en somme de mesures a supports
compacts

ProrosiTioNn 4.— Soit u une mesure positive sur un espace
localement compact T, et soit ‘] un ensemble p-dense de parties
compactes de T. 1l existe une famille sommable (11,),.o de mesures

positives sur T, telle qu’on ait =Y p,, que les supports des
acA
mesures (i, appartiennent a K, et forment une famille localement

dénombrable de compacts deux a deux disjoints.
Si la mesure p est modérée, I'ensemble d’indices A peut étre
supposé dénombrable.
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En effet, considérons une famille localement dénombrable
(Kp)wea d’¢léments de K deux a deux disjoints, telle que I’ensemble
N =T —{_JK, soit localement p-négligeable (chap. IV, 2° éd.,

aeA
§ 5, n°9, prop. 14). Pour toute fonction f € #(T), posons

() = u(fox);

la forme linéaire pu, sur #(T) est positive, c’est donc une mesure

positive, de support contenu dans K,. Comme tout compact

contenu dans un élément de K appartient 2 &, on a Supp(u,) e |

pour tout a € A. Il reste seulement a montrer que la famille (u,)

est sommable, et que sa somme est égale a u; autrement dit,

quon a Y ulf) = u(f) pour toute fonction fe A ,(T). Or, soit
© asA

S le support (compact) de f, et soit A’ I'ensemblé¢ dénombrable
constitu¢ par les a € A tels que SN K, # ¢J. L’ensemble N S
étant p-négligeable, on a

w(f) = ul(fos)

[

ZA, S Psak,) = 2, m(fox,)

acA’

Y fox,) = ZA o f):

acA

Cela achéve la démonstration du cas général. Si u est modérée,
Pensemble T est py-modéré, et T est donc réunion d’une suite
(L,) de compacts et d’un ensemble négligeable (§ 1, n° 2, prop. 5);
soit A’ 'ensemble dénombrable des a e A tels que K, rencontre
I'un des L,. On a u, = 0 pour a¢A’, et la derniére phrase de
I’énoncé en résulte immédiatement.

Remarque. — Une mesure positive peut étre somme d’une suite
de mesures a support compact, et ne pas &tre modérée (voir
I'exerc. 4a) du § 1).

§ 3. Intégration de mesures positives
1. Fonctions a valeurs dans un espace de mesures

Soient X un espace localement compact, .# ,(X) le cone
convexe des mesures positives sur X. Dans toute la suite de ce
chapitre, .# ,(X) sera muni de la topologie induite par la topologie
vague sur 4 (X) (chap. II1, 2¢ éd., § 1, n° 9); dire qu'une application
A:t—J, de Pespace localement compact T dans .#,(X) est
continue signifie donc que, pour toute fonction f e #'(X), la
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fonction numérique t+— A(f) est continue. Nous dirons encore
dans ce cas que A est vaguement continue dans T. Dire qu’une
application A : ¢+ A, est u-mesurable signifie que I’ensemble des
parties compactes K de T, telles que la restriction de A a K soit
vaguement continue, est p-dense (chap. IV, 2°¢ éd., §5, n°10,
prop. 15). On dira alors que A est vaguement u-mesurable.

Soit A : t+ 4, une application de T dans .# . (X); nous dirons
que A est scalairement essentiellement intégrable pour la mesure u
si, pour toute fonction f € #(X), la fonction ¢— A,(f) est essen-
tiellement p-intégrable. Si on pose v(f) = [ A,(f) du(?), il est clair
que v est une forme linéaire positive sur #(X), et par suite (chap.
I, 2° éd., § 1, n® 6, th. 1) une mesure sur X. Nous dirons que v
est lintégrale de la fonction A a valeurs dans .#,(X), et nous-
écrirons v = | A, du(r).

La définition précédente est un cas particulier de la notion d’inté-
grale faible, qui sera traitée de fagon générale au chap. VL.

Si f désigne un élément de #°(X), lintégrale [ A,(f) du(t) sera
aussi notée, par abus de notation, [ du(t) [ f(x)d2(x); la définition
de I'intégrale v = [ A, dpu(t) s’écrit alors:

(1) [ advx) = [dute) [ £x) da0.

Nous ferons des abus de notation analogues dans la suite, pour
les intégrales supérieures, les intégrales supérieures essentielles,
les intégrales de fonctions a valeurs dans un espace de Banach.

Exemples. — 1) Supposons que T soit un espace discret, et que g
soit la mesure sur T définie par ]la masse +1 placée en chaque
point de T (chap. III, 2° éd., § 1, n°® 3). Soit h une fonction =0
définie dans T: la fonction h étant semi-continue inféricurement
(et méme continue) dans T, on a p*(h) = u*(h) = ). h(r) (chap. IV,

teT
§1, n° 1, Exemple). Pour la mesure u, les notions de fonction

intégrable et de fonction essentiellement intégrable sont donc
identiques. Cela étant, dire qu'une application ¢t+— A, de T dans
A (X} est scalairement essentiellement u-intégrable revient a
dire que la famille (4,).t est sommable (§2, n° 1), et on a alors

{ A, du(t) = Y 2,. On notera que 'application ¢+ J, est vaguement
teT
continue.

2) L’application t — ¢, de T dans .#, (T) est vaguement continue,
scalairement essentiellement u-intégrable pour toute mesure
positive u sur T, et on a [ ¢ du(t) = p.
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PROPOSITION 1.— Supposons que p soit la borne supérieure
d’une famille filtrante croissante (u;); de mesures positives sur T;
pour que A :t+—> A, soit scalairement essentiellement p-intégrable,
il faut et il suffit que A soit scalairement essentiellement u-intégrable
pour tout i€l, et que la famille ([ A, duft)),q soit majorée dans
M (X). On a dans ce cas :

@ J e dute) = sup [, duo)

En effet, vérifier que A est scalairement essentiellement inté-
grable pour une mesure positive y sur T revient a vérifier que
t— ,(g) est n-mesurable et admet une intégrable supérieure
essentielle finie par rapport a n, quelle que soit la fonction
g e 4 (X). La proposition résulte donc aussitdt de la prop. 11 du
§ 1, n°4 et de son corollaire 2.

COROLLAIRE. — Supposons que u soit la somme d’une famille
sommable (u,),.n de mesures positives sur T; pour que A :t— 4,
soit scalairement essentiellement u-intégrable, il faut et il suffit que
A soit scalairement essentiellement p,-intégrable pour o € A, et que
la famille des mesures {4, du,(t) soit sommable. On a alors

(3) Jhcduvy = ¥ [A o)

xeA

Il en résulte immédiatement que toute application scalairement
essenticllement p-intégrable est aussi scalairement essentiellement
-intégrable pour toute mesure §' < u.

Nous nous bornerons dans ce paragraphe a I’étude des
applications scalairement essenticllement intégrables de T dans
M (X) qui possédent la propriété envisagée dans la définition
suivante.

DEFINITION 1.-— Soient X un espace localement compact,
A it A, une application scalairement essentiellement p-intégrable
de T dans 4 (X), et v ’intégrale de A.

On dit que A est u-pré-adéquate si, pour toute fonction semi-
continue inférieurement f > 0 définie dans X, la fonction t+— [* fd2,
est p-mesurable dans T, et si l'on a

(4) I reydvi) = [ dute) [ 1) dag).
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On dit que A est p-adéquate* si A est p'-pré-adéquate pour
toute mesure positive @' < L.

On peut montrer que si A est pu-pré-adéquate, et si la mesure v est
modérée —en particulier si X est dénombrable & l'infini — alors
A est p-adéquate (exerc. 7); mais on ignore si ces notions sont
équivalentes en général. Dans les énoncés des n® 2 et 3 ci-dessous,
les assertions précédées d'un a) ou d’un b) s’étendent aussitdt aux
applications pré-adéquates, tandis que celles qui sont précédées
d’un c) valent seulement pour les applications adéquates.

La proposition suivante permet souvent de vérifier qu'une
application donnée est p-adéquate.

. PROPOSITION 2. — Soit A :t+> 4, une application scalairement
essentiellement intégrable de T dans M, (X), et soit v = [ A, dp(1).

a) Si A est vaguement continue, application t+— A (f) est
semi-continue inférieurement pour toute fonction Semi-continue
inférieurement f > 0 définie dans X, A est u-adéquate, et on a la
relation

(5) [ rey v = [ dueo [* £ (x) dgo).

b) Si A est vaguement p-mesurable, A est u-adéquate.

c) Si la topologie de X admet une base dénombrable, A est
vaguement mesurable (et donc aussi y-adéquate).

Soit f une fonction semi-continue inférieurement >0 définie
dans X. Soit F I’ensemble, filtrant pour la relation <, des fonc-
tions ge #(X) telles que 0 < g < f Pour geF, notons h, la
fonction définie dans T par k(1) = A(g). Posons de méme

hy(ty = 25(f) = A (f) = sup hy(t)
ge
(§ 1, n°1, prop. 4). Faisons I’hypothése suivante, plus faible que
celle de a): supposons seulement que la restriction de A a S soit
vaguement continue, S étant un fermé de T contenant le support
de pu. Pour geF, notons h, la fonction numérique qui coincide

avec h, dans S et qui Vaut + o0 dans GS Posons h, = suph, ;
geF

on a h = h, dans S. Pour toute geF la fonction h, est semi-
continue inférieurement ; h, est donc semi-continue inférieurement

* Dans la 1™ édition, on appelait applications u-adéquates les applications scalaire-
ment p-intégrables et vaguement p-mesurables. La définition qui est donnée ici est plus
générale (prop. 2).
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et on a, la famille (h,),.r étant filtrante

pi(hy) = sup u*(h) = sup p¥(hy) = sup v(g) = V()

geF geF geF

(chap. IV, §1,n°1, th. 1 et § 2, n° 3, prop. 6). Comme h, = h, dans
S, donc presque partout, ceci s’ecrit aussi p*(hy) = v*(f), égalité
identique a (5). De méme, f et h, étant semi-continues inférieure-
ment, les relations précédentes donnent I'égalite u®(h,) = v°(f)
(§1, n° 1, prop. 4); comme h, = h; sur S, il vient u°(h;) = v*(f)
(§ 1, n® 1, prop. 1), égalité identique a (4). L’application A est donc
u-pré-adéquate; mais on aurait pu remplacer partout dans ce
raisonnement p par p' < p, v par v’ = [ A, dy'(t), car A est aussi
scalairement essentiellement p'-intégrable, et S contient le support
de y'. 1l en résulte que A est y-adéquate.

Supposons A vaguement continue; on peut prendre S =T
alors h, = h, est semi-continue inférieurement, ce qui acheve de
prouver la partie a) de I’énoncé.

Supposons A vaguement g-mesurable, et démontrons b).
L’ensemble K des compacts K de T tels que la restriction de A a
K soit continue étant y-dense (chap. IV, 2° éd., § 5, n° 10, prop. 15),
il existe une famille sommable (u,),.o de mesures sur T, telle

qu'on ait u = Y pu, et que le support S, de chacune des mesures
acA

1, appartienne a ] (§2, n° 3, prop. 4). Pour tout o€ A, I'applica-
tion A est scalairement essenticllement pu, -intégrable, et nous
poserons v, = [ 4, du,(t); la famille (v,) est sommable, et sa somme
est égale a v (cor. de la prop. 1). Si f est une fonction semi-continue
inféricurement positive définie sur X, la premicre partie de la
démonstration appliquée aux mesures yu, ¢t aux fermés S, montre :

1° que h; est p,-mesurable pour tout « € A, donc pu-mesurable
(§2, n°2, prop. 2);

2° que I'on a:

1 dvo = [ dio | 160 dao

La formule (4) s’en déduit en sommant sur a (§ 2, n°2, prop. 1).
En appliquant le raisonnement précédent & une mesure u' quel-
conque majorée par u (ce qui est légitime, car A est scalairement
essenticllement u'-intégrable et vaguement p'-mesurable, cf. §2,
n°®2, prop. 2), on constate que A est u-adéquate, et b) est démontrée.

Enfin, supposons que la topologie de X admette une base
dénombrable, et montrons que toute application scalairement
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essenticllement p-intégrable A:t+— A, de T dans .#,.(X) est
vaguement p-mesurable. Cela résultera du lemme suivant:

Lemme 1. — Soit X un espace localement compact ayant une
base dénombrable. 1l existe alors dans A (X) une partie dénombrable
S possédant la propriété suivante: pour toute fonction e A (X),
il existe une suite (f,) d’éléments de S, une fonction positive ¢ € S,
telles que, quel que soit le nombre ¢ > 0, I’on ait | f, — f] < e dés
que n est suffisamment grand.

Soit X’ le compactifié d’Alexandroft de X, qui est un compact
métrisable (Top. gén., chap. IX, n®9, prop. 16 et cor.); nous iden-
tifierons #(X) a une partie de ¥(X’). Soit S’ une partie dénom-
brable dense de I’espace de Banach ¥(X’') (Top. gén., chap. X,
2¢ éd., §3, th. 1); on peut supposer que S’ contient la fonction
constante n pour tout ne N. Soit (U,) une suite d’ouverts relative-
ment compacts de X, de réunion X, tels que U, = U, , pour tout
n (Top. gén., chap. 1, 4° éd., §9, prop. 15), et soit ¢, une fonction
de 4 (X) égale 2 1 sur U,. Nous désignerons par S ’ensemble
dénombrable des ¢éléments de #(X) de la forme ¢,g (neN,
g€ S). Sife A (X), soit (g,) une suite d’éléments de S” qui converge
uniformément vers f, et soit k un entier tel que le support de f soit
contenu dans U, . Soit enfin m un entier qui majore les normes
des fonctions g,. Les fonctions f, = ¢,g, appartiennent a S, et
satisfont a I’énoncé, avec ¢ = mo, .

Ce lemme étant établi, et Papplication 1 +— 4,(g) étant scalaire-
ment essenticllement intégrable pour tout geS, I'application
t+ (A4(g)),es de T dans RS est u-mesurable (chap. IV, §5, n°3,
th. 1). L’ensemble | des compacts K de T tels que la restriction
de cette application a K soit continue est donc u-dense, et il nous
suffira de montrer que la restriction de A a tout K € & est continue.
Or soient f un ¢lément-quelconque-de #'(X), f, et ¢ des éléments
de S satisfaisant a I’énoncé du lemme 1; la fonction t— A(f) est
alors limite uniforme dans K des fonctions continues t+— 4(f,);
elle est donc continue dans K, et la proposition est démontrée.

2. Intégrales superposées de fonctions positives

Dans toute la suite de ce paragraphe, sauf mention expresse
du contraire, nous désignons par X un espace localement compact,
par A :t+—> A, une application p-adéquate de T dans M (X), et par
v Dintégrale de A.
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PROPOSITION 3.— Soit f une fonction numérique >0 définie
dans X.

a) On a linégalité

©) [Fed > [(du) [ dax) > [ du) [ fx) dif)
b) Si A est vaguement continue, on a

(7) [* e v > [ dutt) [ 06) i

¢) Si U'on a 23(1) <+ oo localement u-presque partout, on. a

®) ["reavo = [ du) [ 160 ditx)
=" duo)[" 19 da o).

Soit g une fonction semi-continue inférieurement dans X
telle que f < g. Pour tout t€T, on a

[ 1o dae <[ gtx) da),

donc, d’apres (4) et la prop. 4 du § 1,

[ auw) |* re an < [ auw[” g0 are) = [ gx) dveo,

La premiére des inégalités (6) résulte alors de la définition de
f * f(x)dv(x) (chap. IV, §1, n°3, déf. 3), et la seconde en résulte
aussitdt. L’inégalité (7) se démontre de maniére analogue si A
est vaguement continue, en utilisant (5) au lieu de (4).

Passons a la démonstration de (8). L’application t— A¥(1) est
mesurable, finie localement p-presque partout. L’ensemble & des
compacts K de T tels que la restriction de ¢t +— A¥(1) a K soit finie
et continue est donc u-dense, et la prop. 4 du §2, n° 3 entraine
I’existence d’une famille sommable (u,),., de mesures positives,

dont les supports appartiennent a 8, telle que u = ) u, L’ap-
acA
plication A est u,~adéquate pour tout « € A ; posons v, = _Mt du,(t).
La prop. 1 montre que v = ) v,, et la relation (4), appliquée a
acA
la mesure pu, et a la fonction 1, montre que v, est une mesure

bornée (car A(1) est borné sur Supp(y,)). Ecrivons alors la formule



n 2 INTEGRATION DE MESURES POSITIVES 23

(6) pour la mesure f,, en remplagant le symbole | * au premier
membre par j', ce qui est légitime d’aprés la prop.7 du §1;
il vient

"1 dv0 = [ dio) [ 1) a2 = [ due) [ ) dio)

(la derniere égalité provient de ce que A, est bornée localement
presque partout, et de la prop. 7 du §1). L’inégalité (7) s’obtient
en sommant sur « (§ 2, n°2, prop. 1).

Sil’on ne fait aucune hypothese analogue a celle de ¢), 'inégalité
(8) peut étre mise en défaut (exerc. 2).

COROLLAIRE 1.— Soit f une fonction >0 définie dans X, et
soit H Pensemble des t € T tels que f ne soit pas A-négligeable.

a) Si f est v-négligeable, H est localement u-négligeable.

b) Si f est v-négligeable, et si A est vaguement continue, H est
u-négligeable. '

c)y Sif est localement v-négligeable, et si A3(1) < + oo locale-
ment p-presque partout, H est localement u-négligeable.

COROLLAIRE 2.— Soit f une fonction >0 définie dans X et
v-modérée. L’ensemble des teT tels que f ne soit pas A-modérée
est alors localement p-négligeable (et méme p-négligeable si A est
vaguement continue).

En effet, f est la somme d’une suite de fonctions f, > 0, telle
que f, soit nulle hors d’un compact K, pour n > 1, et que f,
soit v-négligeable (§1, n°® 2, prop. 6); f, est alors A,-négligeable,
sauf pour des t qui forment un ensemble localement p-négligeable
(et méme u-négligeabie si'A est vaguement continue)d’aprésle cor. 1,
et I’énoncé en résulte aussitot.

PROPOSITION 4.—- Soit f une fonction v-mesurable définie dans
X, d valeurs dans un espace topologique G, et soit M ["ensemble des
teT tels que f ne soit pas A -mesurable.

a) Supposons que f soit constante dans le complémentaire
d’une partie v-modérée de X ; M est alors localement y-négligeable.

b) Supposons que f soit constante dans le complémentaire d’une
partie v-modérée de X, et que A soit vaguement continue; M est
alors pu-négligeable.
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¢) Supposons qu'on ait A7(1) < 4+ oo localement p-presque
partout ; M est alors localement u-négligeable.

Démontrons d’abord a) (resp. b)). Tout ensemble v-intégrable
étant contenu dans un ouvert v-intégrable, la fonction f est
constante dans le complémentaire B d’une réunion dénombrable
d’ouverts v-intégrables. Il existe une partition de X — B formée
d’un ensemble v-négligeable N, et d’une suite (K,) d’ensembles
compacts tels que la.restriction de f'a chacun des K, soit continue.
Soit S I'ensemble des 1€ T tels que N ne soit pas 4,-négligeable:
S est localement p-négligeable (resp. p-négligeable) d’aprés le cor. 1
de la prop. 3. Les ensembles K, , B, N sont mesurables pour toute
mesure sur T, et la restriction de f a chacun d’eux est 4,-mesurable
pour tout t¢S. La fonction f est donc A,-mesurable pour tout
t ¢ S(chap.1V,2¢¢éd., § 5,n° 10, prop. 6).

Pour établir c), reprenons les notations de la démonstration
de la prop. 3; f étant v-mesurable, est mesurable pour chacune
des mesures v, < v. Or ces mesures sont bornées, donc modérées,
et 1l résulte de a) que M est localement p,-négligeable pour tout
o€ A. Cela entraine que M est localement p-négligeable (§ 2, n® 2,
cor. 2 de la prop. 1).

PROPOSITION 5.— Soit f une fonction numérique positive v-
mesurable définie dans X, et soit N I'ensemble des t €T tels que f
ne soit pas A,-mesurable et A,-modérée.

a) Supposons que f soit v-modérée. L’ensemble N est alors
localement p-négligeable, la fonction t— | " f(x)di(x) est u-
mesurable, et on a

© s dve) = [ du [ 100 dagx.

b) Supposons que f soit v-modérée, et que A soit vaguement
ontinue. L’ensemble N est alors p-négligeable, la fonction
t— _f* f(x)dA(x) est u-mesurable et p-modérée, et on a

(10) [T dvey = [ du) [* £x) dago),

¢) Supposons quon ait A’(1) < +oo localement u-presque
partout. L’ensemble N est alors localement p-négligeable, la fonc-
tion t— | * f(x) dA(x) est u-mesurable, et on a (9).

Démontrons d’abord a) (resp. b)) en supposant que f soit
v-modérée. Les assertions concernant I’ensemble N ont déja été
établies (prop. 4, et cor. 2 de la prop. 3). D’aprés la prop. 6 du
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§ 1, nous pouvons nous borner & prouver a) (resp. b)) dans chacun
des cas particuliers suivants:

1) La fonction f est v-négligeable.

2) 1l existe un compact K tel que f soit nulle hors de K, et
que la restriction de fa K soit continue.

Le cas particulier 1) a déja été traité (cor. 1 de la prop. 3).
Pour traiter le second, désignons par G un ouvert v-intégrable
contenant K, par M une constante qui majore f, par h la fonction
semi-continue inférieurement Mg , et par g la fonction h — f. La
fonction f étant semi-continue supéricurement dans X, g est
semi-continue inférieurement et positive. En outre, f, g, h sont
v-intégrables.

Appliquons alors la formule (4) (resp. (5)) aux fonctions
semi-continues inféricurement h et g. Il apparait par différence
que la fonction tr [°f(x)dA(x) (resp. [*f(x)dA(x)) est u-
mesurable, et qu'on a la formule (9) (resp. (10)). Enfin, sous
Ihypothése b), la fonction ¢~ f *f(x)dA(x) a une intégrale
supérieure finie: elle est donc bien y-modérée.

Pour démontrer c), reprenons les mesures u, et v, de la
démonstration de la prop. 3; f étant v,-mesurable et v,-modérée,
lassertion a) entrainé que t— | f(x) di(x) est u,-mesurable, et
que . . .
[ 10 v = du) [ f(x) dax)

Il ne reste plus qu’a sommer sur «, en appliquant les prop. 1 et
2du §2, n°2.

Sifn’est pas supposée v-modérée, ct si ’on ne fait pas I'’hypothése
de c), la relation (9) peut étre inexacte (exerc. 3).

COROLLAIRE.— Soit f une fonction définie dans X, a valeurs
dans un espace de Banach F ou dans R, v-mesurable et v-modérée.
Pour que f soit v-intégrable, il faut et il suffit que

| du(o) [ 186e)) dafx) <+ 0.
Cela résulte aussitot de la prop. 5 et du critere d’intégrabilité
(chap. 1V, §5, u°6, th. 5).

3. Intégrales superposées de fonctions a valeurs dans un espace de
Banach
THEOREME 1.— Soit f une fonction a valeurs dans un espace

de Banach F ou dans R, et soit H I’ensemble des t € T pour lesquels
f nest pas A-intégrable.
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a) Si f est v-intégrable, H est localement u-négligeable, la
fonction t— [f(x)dA(x) (définie pour t¢H) est essentiellement
u-intégrable, et on a

(11) [60) dvix) = [ dute) [10x) di(x).

b) Si f est v-intégrable, et si A est vaguement continue, H est
de plus p-négligeable, et la fonction t— [ f(x)dl(x) (définie pour
t ¢ H) est p-intégrable.

c) Si Pon a A'(1) < +0 localement p-presque partout, les
conclusions de a) restent vraies pour une fonction f essentiellement
v-intégrable.

Nous allons établir d’abord a) (resp. b)). Cet énoncé est vrai
lorsque f est une fonction numérique positive (prop. 5); st f est
une fouaction intégrable & valeurs dans R, ce résultat s’applique
aux fonctions positives f* et f7, et s’étend donc a f par différence.
Reste a traiter le cas des fonctions a valeurs dans F. Soit # le
sous-espace de .ZL(v) constitué par les combinaisons linéaires, a
coeflicients dans F, de fonctions de J#(X): le résultat relatif aux
fonctions réelles entraine aussit6t la validité de I'énoncé pour les
éléments de . Or H# est dense dans Z¢(v); pour tout fe Z§(v),
il existe donc une suite (f,) d’éléments de s, qui possede les
propriétés suivantes:

1) la suite (f,) converge vers f en moyenne dans Zx(v), et
v-presque partout;

2) la  fonction g =Ifo| + ) If,.y — £l est telle que

neN
v¥(g) < + oo (chap. 1V, § 3, n° 4, th. 3).

Soit N, I'ensemble des te T tels que A¥(g) = + o0 : N, est
localement p-négligeable (resp. p-négligeable) d’apreés la formule (6)
(resp. (7)). Pour t¢ N, , les f, apparticnnent a Z¢(4,), la suite
(f,) converge A,-presque partout, ainsi que pour la topologic de
la convergence en moyenne dans #i(4,) (chap.1V, §3, n°3,
prop. 6). Soit M I’ensemble des x e X tels que f,(x) ne converge
pas vers f(x): M étant v-négligeable, ’ensemble N, des te T tels
que M ne soit pas A-négligeable est localement p-négligeable
(resp. pu-négligeable) d’aprés le cor. 1 de la prop. 3.

Supposons que t n’appartienne pas a N; U N, ; la suite (f,)
converge en moyenne dans #£(4,), et converge A,-presque partout
vers f. On a donc fe Z(4,), et [fdi, = lim [f,d, (chap. IV, §4,

n° 1). L’ensemble H de I’énoncé est donc contenu dans N, U N, ;
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il est par suite localement u-négligeable (resp. p-négligeable).
D’autre part, la fonction t— | fd4, est égale localement p-presque
partout a la limite d’une suite de fonctions pu-mesurables; elle est
donc u-mesurable. Enfin, on a pour tout t ¢ N, U N, et tout n,

| [£,000 200 < [ g0 di(x)

en vertu de I'inégalité |f,| < g, et.de la prop. 2 du chap. 1V, §4,
n°® 2. Or la fonction t+— j* g(x) dA(x) est essentiellement y-inté-
grable (resp. u-intégrable) d’aprés la prop. 5. On peut donc
appliquer le théoréme de Lebesgue, et il vient:

[dp(o) [£0x) da(x) = lim [ dpto) [ £,x) d,(x) = lim [ £,(x) dv(x).

Comme | f,(x) dv(x) tend vers [ f(x) dv(x) lorsque n tend vers + oo,
d’aprés les hypothéses faites sur la suite (f,), la relation (11) en
résulte, et on a prouvé a) (resp. b)).

Supposons maintenant que A°(1) < +oo localement p-
presque partout, et que g soit une fonction essentiellement
v-intégrable. Soit f une fonction v-intégrable telle que g = f
localement v-presque partout (§ 1, n°® 3). On a alors g = f presque
partout pour 4,, sauf pour des ¢ qui forment un ensemble locale-
ment p-négligeable P {cor. 1 ¢) de la prop. 3). Ona [gdl, = [fd4,
pour t ¢ P U H, et cela achéve la démonstration.

Remarque. — Soit A : t+— A, une application p-adéquate de T
dans .Z ,(X). Si une application A’ :t+— 4; de T dans .# (X) est
égale 2 A localement u-presque partout, il résulte aussitot des
définitions que A’ est aussi p-adéquate, et que A et A’ ont méme
intégrale. St maintenant H:t+—#, est une fonction & valeurs
dans # ,(X), définie localement u-presque partout, nous dirons
encore que H est y-adéquate si elle est égale localement u-presque
partout a une application A : t+— 4, , partout définie et u-adéquate.
On pose alors [ #, du(t) = | 4, du(t), définition qui ne dépend pas
de la fonction A utilisée. Nous laisserons au lecteur le soin' de
vérifier que les propositions démontrées dans les numéros
précédents s’étendent aux fonctions u-adéquates définies locale-
‘ment u-presque partout.
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4. Fonctions universellement mesurables

DEFINITION 2.— On dit qu’une application [ de T dans un
espace topologique F est universellement mesurable si elle est
u-mesurable pour toute mesure positive yu sur T.

Les sous-ensembles de T dont la fonction caractéristique est
universellement mesurable sont appelés ensembles universellement
mesurables. 1ls forment une tribu sur T (chap. 1V, 2° éd., § 5, n° 4,
cor. 2 du th. 2) qui contient les ensembles boréliens (méme réf,
cor. 3), et les ensembles sousliniens si T est métrisable (chap. 1V,
2°¢éd., §5,n° 1, cor. 2 de la prop. 3). Pour qu’une application fde T
dans un espace topologique F, métrisable de type dénombrable,
soit universellement mesurable, il faut et il suffit que I'image
réciproque par f de toute boule fermée de F soit une partie
universellement mesurable de T (chap. IV, § 5, n® 5, th. 4).

PROPOSITION 6.— Pour qu’une application f de T dans un
espace topologique F soit universellement mesurable, il faut et il
suffit que f soit mesurable pour toute mesure positive sur T a support
compact.

Cette condition est évidemment nécessaire; elle est d’autre
part suffisante, car toute mesure positive g est somme d’une
famille de mesures a support compact (§ 2, n° 3, prop. 4): I'’énoncé
résulte alors de la prop. 2 du §2, n° 2.

PROPOSITION 7.— Soit p une mesure positive sur T, et soit [
une application u-mesurable de T dans un espace topologique F.
Il existe alors une application universellement mesurable f' de T
dans F, telle que f = f’ localement u-presque partout.

Soit & I’ensemble des compacts de T tels que la restriction
de f a K soit continue; | étant u-dense (chap. IV, 2° éd., §5,
n® 10, prop. 13), il existe une famille (K;);; d’¢léments de K& deux
a deux disjoints, localement dénombrable, telle que I'ensemble
N = T—|_J K, soit localement p-négligeable (chap. IV, 2° éd., § 5,

iel

n° 9, prop. 14). Soit x un élément de F; posons

S =r@sitel JK,,

wel
f(t)=x siteN.

Les fonctions f et f’ sont égales localement p-presque partout.
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D’autre part, N n K est une partie borélienne de K pour tout
compact K de T, du fait que la famille (K;) est localement
dénombrable. Il en résuilte que N est un ensemble universellement
mesurable, et que f’ est une fonction universellement mesurable
(chap. 1V, 2¢ éd., §5, n° 10, prop. 16).

5. Diffusions

DEFINITION 3. — Soit X un espace localement compact, et
soit A :t— A, une application de T dans M . (X). On dit que A est
une diffusion de T dans X si A est adéquate pour toute mesure
positive sur T a support compact. On dit que la diffusion A est
bornée sitoutes les mesures A, sont bornées et si on a su]p 1A <+o0;

te

cette quantité est alors appelée la norme de A, et notée |All.
La proposition sutvante ne fait que traduire la définition:

PROPOSITION 8.— Pour gu’une application A :t— A, de T dans
M+ (X) soit une diffusion, il faut et il suffit que les conditions
suivantes soient satisfaites:

1) Pour toute fonction semi-continue inférieurement f = 0
définie dans X, la fonction t+— 17 (f) est universellement mesurable
dans T.

2) Pour toute fonction ge A (X), la fonction t— A(g) est
localement bornée dans T.

3) Pour toute fonction semi-continue inférieurement f = 0
définie dans X, et toute mesure positive u @ support compact dans T,
on a la relation suivante, ou v désigne | 1, du(1):

(12) [ reyavee = [ duo) [ fix)da.

Supposons que A soit une diffusion. La condition 1) est alors
satisfaite d’aprés la définition des applications adéquates (n° 1,
déf. 1), et la prop. 6; la condition 3) est satisfaite d’aprés la formule
(4), puisque A est u-adéquate. Soit g e A, (X), et soit u la fonction
t— A(g) (universellement mesurable d’aprés 1)); supposons que
u ne soit pas localement bornée. Il existe alors un compact K tel
que u ne soit pas bornée sur K, et il existe donc une suite (t,)
d’éléments de K telle que u(x,) = n? pour tout n > 1; u n’est donc

. . 1
pas intégrable pour la mesure 4 support compact y = Y, &
nz1l
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en contradiction avec I’hypotheése faite sur A, qui entraine que
t—> A(g) est intégrable pour toute mesure positive a support
compact. Les trois conditions ci-dessus sont donc nécessaires.
Inversement, les conditions 1) et 2) entrainent que A est scalaire-
ment essentiellement p-intégrable pour toute mesure p a sup-
port compact. Comme toute mesure g’ > 0 majorée par une
mesure y a support compact a aussi un support compact, les
conditions 1) et 3) expriment que A est p-adéquate pour toute
mesure positive a support compact, ce qui est bien le résultat
cherché.

PROPOSITION 9.— Soit A :t— A, une application de T dans
M (X), telle que la fonction t— 1(g) soit universellement mesurable
et localement bornée dans T pour tout ge A (X). On peut affirmer
que A est une diffusion dans chacun des cas suivants:

‘ a) la topologie de X admet une base dénombrable ;

b) A est universellement mesurable pour la topologie vague.

En effet, soit u une mesure positive a support compact dans
T; Papplication’ A est scalairement essenticllement p-intégrable,
donc p-adéquate st a) ou b) est satisfaite (prop. 2).

Dans toute la fin de ce paragraphe, nous adopterons les
notations suivantes: nous désignerons par <z, h) lintégrale
supérieure essentielle, pour une mesure positive #, d’une fonction
posttive y-mesurable h. L’application A :1+— 1, sera une diffusion
de T dans X. Si f est une fonction universellement mesurable
positive définie dans X, nous noterons Af 'application t+— A7 (f).
Si p est une mesure positive sur T telle que A soit scalairement
essentiellement p-intégrable, nous noterons uA la mesure [ A, du(t).
La définition de I'intégrale prend alors la forme

uAf> =< Af> pour fe A, (X).

Nous dirons qu’une mesure positive u sur T-appartient au domaine
de A si A est p-adéquate: cela revient a dire (compte tenu de la
prop. 8) que A est scalairement essentiellement yu-intégrable et
quon a (WA, f> = {W,Af) pour toute mesure positive ' < u
et pour toute fonction f positive semi-continue inféricurement.

PRrOPOSITION 10.— Soient f, g deux fonctions universellement
mesurables positives sur X, a un nombre = 0, p et v deux mesures
positives sur T.
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a) Ona A(f + 2) = Af + Ag, Alaf) = aAf.

b) Si i et v appartiennent au domaine de A, il en est de méme
de u + vetdeap, et ona(u+ vVIA = uA + vA, (a)A = a(uA).

Le seul point non évident est appartenance de (1 + v) au
domaine de A, qui se traite en remarquant que toute mesure
positive majorée par u + v est de la forme u' + v/, ol y < u,
v < v («lemme de décomposition », chap. I, § 1, n°® 1). Voir aussi
la prop. 11 ci aprés.

PROPOSITION 11.— Pour qu’une mesure positive p sur T
appartienne au domaine de A,-il faut et il suffit que A soit scalaire-
ment essentiellement u-intégrable.

Cette condition est évidemment nécessaire. Inversement,
supposons-la satisfaite, et soit f une fonction positive semi-
continue inférieurement définie dans X. La fonction Af est uni-
versellement mesurable, donc pu-mesurable. Nous allons prouver
guon a {u, Af> = {uA,f>; comme cette égalité vaudra aussi
pour toute mesure positive u’ < u, puisque A est aussi scalaire-
ment essentiellement p'-intégrable, il en résultera que A est
u-adéquate.

Soit (u;),; une famille sommable de mesures positives a
support compact, telle que g = ) p; (§2, n° 3, prop. 4); la famille

iel
des mesures u;A est alors sommable, et uA = Z wA (n° 1, cor. de
iel
la prop. 1). On a par conséquent <uA,f> = > (A, ) (§2, n° 1,
iel

prop. 1); mais A est y,-adéquate, de sorte qu’on a

Cu\, f> = {ui, Af .

En appliquant de nouveau la prop. 1 du §2, on obtient ’égalité
cherchée:

<ILLA’f> = Z <H1A’f> = Z <.ui> Af> = <.u’ ‘/\f>

iel iel

COROLLAIRE 1.— Si A est une diffusion bornée, toute mesure
positive bornée p appartient au domaine de A, et on a

HuAl < lpll TAL.
COROLLAIRE 2.— Supposons que p soit somme d’une famille

sommable (u,),.o de mesures positives appartenant au domaine de
A. Pour que p appartienne au domaine de A, il faut et il suffit que
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la famille des mesures p,A soit sommable, et on a dans ce cas

pA = ) 1A

acA

Il suffitd’appliquer le cor. dela prop. 1 dun® 1.

La proposition 5, exprimée dans le langage des diffusions, prend
la forme suivante:

PROPOSITION 12.-— Soit p une mesure positive sur T qui
appartient au domaine de A, et soit f une fonction universellement
mesurable > 0 définie dans X. Si f est modérée pour la mesure pA,
ou si les mesures A, sont bornées, la fonction Af est u-mesurable et
on a

(13) A [ = < Af).

COROLLAIRE.— Si X est dénombrable a linfini, ou si les
mesures A, sont bornées, la fonction Af est universellement mesurable
dans T pour toute fonction universellement mesurable f = O définie
dans X, et on a (13).

6. Composition des diffusions bornées

ProroSITION 13.— Soient T, X, Y trois espaces localement
compacts, A :t— A, une diffusion bornée de T dans X, H:x—n,
une diffusion bornée de X dans Y. L’application t— A,H est alors
une diffusion bornée de T dans Y, que I'on désigne par AH, et on a

(14) IARL < [IA] IH].

Soient [ une fonction universellement mesurable >0 définie
dans Y, p une mesure sur 'T. Supposons que u appartienne au domaine
de A, et que uA appartienne au domaine de H; alors u appartient
au domaine de AH et on a:

CuAR), f5 = (uA B ) = {u AHS D

(15)
(MAH = w(AH);  A(Hf) = (AHY.

Posons y, = A,H; nous désignerons par I' 'application AH
de T dans .# ,(Y), et par I'f la fonction ¢+ {y,,f> (par abus de
notation, car nous ignorons encore si I' est une diffusion). On a
oS> = AH, f> = {4, Hf > d’aprés (13); la fonction Hf étant
positive et universellement mesurable dans X (cor. de la prop. 12),
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il en résulte d’abord que I'f = A(Hf), et ensuite que I'f est
universellement mesurable dans T (méme référence). Il est clair
que toutes les mesures p, ont une masse totale au plus égale a
IA}) IH|. Par conséquent, I'g est universellement mesurable et
bornée pour toute fonction ge A, (Y); I' est donc scalairement
essentiellement intégrable pour toute mesure bornée sur T, et en
particulier pour toute mesure a support compact. Plus générale-
ment, si u est une mesure du domaine de A, telle que pA appar-
tienne au domaine de H, on a, pour g € 7, (Y),

w,Tg)> = {u, A(Hg)) = (uA,Hg) = {(uAH, g>.

Cette derniére quantité étant finie, on voit que I' est scalairement
essentiellement p-intégrable. Désignons par uI” intégrale [y, du(?)
(par abus de notation, car nous ignorons encore si I' est une
diffusion). Les relations précédentes s’écrivent alors

ull g> = {(uMH, g,

ou encore ul” = (uA)H, car g est arbitraire dans 4 (Y).
Counsidérons a nouveau la fonction universellement mesurable
f = 0. Nous avons

Ul 5 = KpAH, 5 = (uA Hfy = (o, AHS)) = (TS .

Lorsque f est semi-continue inférieurement, et lorsque u parcourt
’ensemble des mesures positives & support compact, ces relations
expriment que I’ est une diffusion de T dans Y. L’énoncé ne fait
alors qu’expliciter les relations obtenues au cours de la démonstra-
tion ci-dessus.

DEFINITION 4.— Les notations étant celles de la proposition 13,
la diffusion AH est appelée la diffusion composée des diffusions
bornées H et A.

Soient X, , X, , X5, X, quatre espaces localement compacts,
A, A,, Aj trois diffusions bornées de X, dans X, , X, dans X3,
X5 dans X, respectivement. Il résulte aussitét de la prop. 13
qu’on a

(A1A2)A3 = A1(A2A3)-

On utilisera donc des notations sans parentheéses pour la composi-
tion des diffusions.
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Exemple. — Soient u une application universellement mesurable
de T dans X, v. une application universellement mesurable de
X dans Y; d’aprés la prop. 2b), on définit des diffusions A et H
par les formules:

/’{t = ‘gu(t) s nx - Su(x) 5

la diﬁ"u§ion I' = AH est alors définie par

Yt = o)

On prendra donc garde que "ordre de composition des diffusions
est 'opposé de I'ordre habituel de compogition des fonctions.

§4. Intégration de mesures positives ponctuelles

1. Familles de mesures ponctuelles

Soient X et T deux espaces localement compacts, © une
application de T dans X, g une fonction numérique finie et >0,
définie dans T; ces deux fonctions définissent une application
t— A, = g(t)ey, de T dans D’espace .#(X) des mesures sur X,
telle que pour tout ¢t € T, 4, soit une mesure ponctuelle (chap. 111,
2° éd., §2, n° 4) ou soit égale a 0. Si f est une fonction numérique
>0 définie dans X, on a J* f(x)dA(x) = [* f(x)dA(x) = f(n(t)e(?)
(rappelons qu’on a convenu de prendre ce produit égal a 0 lorsque
2(t) =0 et f(n(t)) = + o). Toute fonction (a valeurs dans un
espace topologique) définie dans X, est A,-mesurable pour tout
teT. Toute application f de X dans un espace de Banach F est
J-intégrable pour tout teT et on a [f(x)dl(x) = f(n(t))g(t).
Enfin, si f est une fonction numérique quelconque définie dans X,
pour que f soit 4,-intégrable, il faut et il suffit que f(n(1))g(r) soit
fini, et on a alors [ f(x) di,(x) = f(n(t))(1).

DEFINITION 1.— Soit u une mesure positive sur T. On dit que
le couple (m, g) est u-adapté si les conditions suivantes sont satis-
Jaites :

1° Les fonctions m et g sont u-mesurables.

2° Pour toute fonction f € A (X), ’application t — f(n(t))g(t) est
essentiellement p-intégrable.

PROPOSITION 1.— Si le couple (r, g) est u-adapté, I'application
At i, = g(t)ey, de T dans M (X) est scalairement essentielle-
ment p-intégrable, vaguement pu-mesurable et y-adéquate. Inversement,
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si A est scalairement essentiellement p-intégrable et vaguement
u-mesurable, la fonction g est p-mesurable, et la restriction de n d
I’ensemble S des t € T tels que g(t) # 0 est u-mesurable.

En effet, supposons que le couple (m, g) soit p-adapté; pour
toute fonction fe A(X), la fonction t+— <f, 1> = f(n(t))g(t) est
alors essentiellement p-intégrable. Montrons que ¢+ 4, est
vaguement p-mesurable. En effet, notons d’abord que, si @ et g
sont continues, 'application t+ A, est vaguement continue. Dans
le cas général, I'ensemble des parties compactes K de T telles que
les restrictions de n et de g a K soient continues est u-dense
(chap. 1V, 2° éd,, §5, n° 10, prop. 15); si K est un tel ensemble, la
restriction de t+—> 4, a K est vaguement continue, d’ou la premiére
assertion de I’énoncé. La prop. 2 du §3, n° |, montre que A est
u-adequate.

Inversement, supposons que A soit scalairement essentielle-
ment intégrable et vaguement u-mesurable; elle est alors p-
adéquate (§3, n° 1, prop. 2). La fonction 1 étant semi-continue
inférieurement dans X, la fonction 1— A,(1) = g(¢) est y~-mesurable
(§ 3, déf. 1). L’ensemble S est donc mesurable (chap. 1V, 2° éd., § 5,
n° 5, prop. 7). L’ensemble & des compacts K < S tels que g|K soit
continue et A|JK vaguement continue est p-dense dans S (chap. 1V,
2¢ éd., §5, n° 10, prop. 15); si Ke &, la restriction a K de I'ap-

plication tr &, = A, est donc vaguement continue, et cela

1
g(t)
entraine la continuité de 7|K (chap. I, 2¢ éd., § 1, n® 9, prop. [3).
Comme K est pu-dense dans S, la restriction de 7 a S est mesurable.

Nous utiliserons le lemme suivant:

Lemme 1.— Soient T et X deux espaces topologiques, m une
application continue propre (Top. gén., chap. 1, 4° éd., § 10, déf. 1)
de T dans X. Soit g une fonction numérique semi-continue inférieure-
ment, définie dans T. Pour tout x € X, soit f(x) la borne inférieure
de la fonction g(t) dans I’ensemble 7'(x) (borne inféricure égale a
400 si T(x) = ¢F; cf. Ens., chap. 11, § 1, n° 9). Alors [ est semi-
continue inférieurement dans X.

Pour tout nombre réel (fini) a, notons B, ’ensemble des
x e X tels que f(x) < aq, A, 'ensemble des te T tels que g(t) < a;
tout revient a montrer que B, est fermé (Top. gén., chap. 1V, §6,
n° 2, prop. 1). Or A, est fermé (méme réf.) et application propre
7 est fermée (Top. gén., chap. 1, 4° éd., § 10, n® 1, prop. 1); on est
donc ramené a prouver que n(A, = B,. La relation évidente
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f(n(t)) < g(t) pour tout teT entraine que n(A,) < B,. Inverse-

ment, soit xeB,; I’ensemble = (x) est quasi-compact (Top.

gén., chap. I, 4° éd.,, § 10, n® 2, th. 1) et non vide, et il existe donc

un t e ;zl(x) tel que g(t) = 1inf g(u) = f(x) (Top. gén., chap. 1V,
ue whx)

§6,n°2, th.3);onaalorste A, et n(t) = x.

2. Intégrales supérieures de fonctions positives par rapport a une
intégrale de mesures ponctuelles

Nous allons voir que, lorsque (zm, g) est un couple p-adapté,
on peut préciser les résultats obtenus en appliquant les proposi-
tions du §3 a la famille 1+ 4, = g(t)e,,, qui est p-adéquate
d’aprés la prop. 1.

THEOREME 1. — Soit (m, g) un couple p-adapté, et soit
y =fg(t)£n(t) du(t). Pour toute fonction numérique [ = 0 définie
dans X, on a

(1) | reyavix) = £y duno).

A) Supposons d’abord que la mesure y ait un support compact
K, et que les restrictions a K des fonctions g et 7 soient continues.
On a, d’aprés la formule (4)du § 3, n° 1, v*(1) = fK g(tydu(t)y < + oo,
de sorte que toutes les mesures qui interviennent dans la formule
(1) sont bornées. On peut donc remplacer au premier membre

I par [*. Compte tenu de la formule (6) du § 3, n° 2, tout revient
a prouver que:

2) I 1y ave) < [ pat)gte) dute

ou le symbole [* au second membre peut & son tour étre remplacé
par [*. D’aprés la définition de I'intégrale supérieure, il suffit de
vérifier 'inégalité

(3) I rexyavixy < ™ noy duty

pour toute fonction h, semi-continue inférieurement dans T,
majorant la fonction 1+ f(n(t))g(t). Or soit & un nombre >0, et
soit u la fonction (h + ¢)/g, qui est semi-continue inférieurement

dans K. Sil'on a te ;rl({x}) N K, on a u(t) = f(x): c’est évident
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si g(t) = 0, car alors u(t) = +o00; si g(t) > 0, on a

u(ng(t) = h(t) + & = f(r(1)g(t) = f(x)g(),

d’oul I'inégalité annoncée. Dans ces conditions s01t v(x), pour
tout x e X, la borne inférieure de u(t) pour te n ({x} ~nK. La
fonction v majore f d’aprés ce qui précede, elle est semi-continue
inférieurement dans X d’aprés le lemme 1 (appliqué a la restriction
de 7 a K); et on a v(n(t))g(t) < h(t) + ¢ pour tout t € K (rappelons
que le premier membre est nul par convention si g(t) = 0).
Appliquons alors a v la formule (4) du § 3, n® 1. Il vient:

@ [ e dv < 7ot dvix)
= " vtatingtey dute) < | (h@) + &) dptt)

= " vy dp(0) + en().

La mesure p étant bornée, et ¢ étant arbitraire, I'inégalité (3) en
résulte.

B) Passons maintenant au cas général. L’application
t— (n(t), g(t)) de T dans X x R, étant u-mesurable (chap. IV, §5,
n’ 3, th. 1), ’ensemble & des compacts K de T tels que les restric-
tions de m et g 4 K soient continues est u-dense (chap. IV, 2°¢éd., § 5,
n® 10, prop. 15). D’aprés la prop. 4 du §2, n® 3, u est somme
d’une famille sommable (u,),.4 de mesures portées par des éléments
de &; le couple (=, g) étant p,-adapté pour tout a €A, soit v, la
mesure | g(t)eq, di,(t). On a alors d’aprés A)

5) [ reyavie) = [ rane) duyo).

Mais les v, forment une famille sommable dont la somme est
égale a v(§ 3, n° 1, cor. de la prop. 1). On a donc d’aprés la prop. 1
du§2,n°l,
(6) f fixydvix) =¥ j £(x) dv,(x).

aeA
On a une relation analogue pour le second membre de (5), et (1)
résulte donc de (5) par sommation sur «.

COROLLAIRE. — Pour qu’une partie N de X soit localement

négligedble pour v, il faut et il suffit que 'intersection de *nl(N) et
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de D’ensemble des points teT ou g(t) > 0, soit localement négli-
geable pour u.

PROPOSITION 2. — Soient © une application continue et propre
(Top. gén., chap. 1, 4° éd., § 10, n° 1) de T dans X, g une fonction
numérique finie et continue dans T, telle que g(t) > O pour tout
teT. Alors le couple (m, g) est p-adapté, et si on pose

v = [&(t)en dpait)

on a, pour toute fonction numérique f > 0 définie dans X,

) [ reav) = [ fimtene duto).

Il est clair que 7 et g sont u-mesurables; en outre, pour toute
fonction e A (X), ¥ o est continue et a support compact,
puisque 7 est propre; le couple (m, g) est donc p-adapté, et en
outre I'application t — g(t)e,, est vaguement continue.

Soit & une fonction semi-continue inférieurement dans T,
telle que f(n(1))g(t) < h(t) pour tout teT. Nous allons montrer
que

(®) J" re v < [ by dut.

Par définition de I'intégrale supérieure, il en résultera 'inégalité

|7 e avs) <[ 7etengte) dutr

ce qui, joint a I'inégalité (7) du § 3, n°® 2, démontrera (7).

Pour démontrer (8), définissons dans X une fonction f de la
facon suivante: f(x) est la borne inférieure de h(t)/g(t) dans
I’ensemble 77r1(x) (borne inférieure égale a + oo si -7121()() = ). La
fonction f posséde les propriétés suivantes:

1° f(x) = f(x) pour tout xe X (puisque g(t) > O pour tout

teT).

2° f(n(t))glt) < h(t) pour tout teT.

3° La fonction f est semi-continue inférieurement, en vertu du
lemme 1, la fonction h/g étant semi-continue inféricurement dans T.

On a par suite, compte tenu de la prop. 2a)du §3,n° 1:

% *®

"1 v < [ 700 dv) = [ Frongo) dutey <[ hie) dute)

ce qui établit (8), et achéve la démonstration.
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3. Mesurabilité par rapport a une intégrale de mesures ponctuelles

PROPOSITION 3.— Soit (m,g) un couple p-adapté, et soit
v = [g(t)e dpt). Soient f une application de X dans un espace
topologique G, S I'ensemble (u-mesurable) des points 1 €T tels que
g(t) > 0. Pour que f soit v-mesurable, il faut et il sujﬁt que la
restriction de fom a S soit u-mesurable.

Supposons d’abord que f soit v-mesurable. Par hypotheése,
I’ensemble & des parties compactes K de S telles que la restriction
de m a K soit continue, est pu-dense dans S (chap. IV, 2°¢ éd., §5,
n® 10, prop. 15). Pour montrer que la restriction a S de f o x est
u-mesurable, il suffit donc de prouver que, pour tout Ke K,
I’ensemble des parties compactes H de K, telles que la restriction
de fom & H soit continue, est u-dense dans K (chap. IV, 2° é&d,
§ 5, n° 8, prop. 13). Mais par hypothése, il existe une partition de
Iensemble compact n(K) formée d’un ensemble v-négligeable N
et d’une suite d’ensembles compacts (C,) tels que la restriction
de f'a chacun des C, soit continue. Dans ces conditions, K n r (N)
et les ensembles K n %I(Cn) forment une partition de K; mais
Knt (N) est u-négligeable en vertu du cor. du th. 1 du n® 2, les

ensembles K n7(C,) sont compacts et la restriction de fo7 a
chacun de ces derniers est continue, ce qui prouve que la restric-
tion a S de f o m est y-mesurable.

Inversement, supposons qu’il en soit ainsi; pour montrer que
[ est v-mesurable, il suffit de prouver que I’ensemble £ des parties
compactes L de X, telles que la restriction de f & L soit continue,
est v-dense (chap. 1V, 2° éd., § 5, n° 10, prop. 15). Soit N une partie
de X telle que N n L soit v-négligeable pour tout Le £, et
montrens que N est localement v-négligeable. Pour cela, nous

devons montrer que Es (N) n S est localement p-négligeable (cor.
du th. 1 du n°® 2). Or, ’ensemble $ des parties compactes H de S,
telles que les restrictions 2 H de n et de fo n soient continues, est
par hypothése u-dense dans S (chap. 1V, 2 éd., § 5, n° 10, prop. 15).
Il nous suffit donc de prouver que %I(N) N H est p-négligeable
pour tout He $. Or, n(H) est compact et peut &tre identifié a
I'espace quotient de H par la relation d’¢quivalence n(t) = n(t'),
7 étant identifice a Papplication canonique de H sur cet espace
quotient (Top. gén., chap. 1, 4° éd., §5, n° 2, prop. 3). Comme la
restriction de fo & H est continue, la restriction de fa n(H) est
donc continue, autrement dit n(H)e L, et par suite N n zn(H)
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est v-négligeable. En vertu du cor.du th. 1 dun® 2, 311(N Nna(H) NS
est localement u-négligeable ; il en est donc de méme de I’ensemble

Hn 7(N)c #'(NAnr(H)NS;

mais comme H est compact, H n 7:1(N) est p-négligeable, ce qui
achéve la démonstration.

Remarque. — Si f est une application de X dans un espace de
Banach F, il revient au méme de dire que la restriction de fox a
S est p-mesurable, ou que la fonction (f w)g (définie dans T) est
p-mesurable, puisque g est g-mesurable, ne s’annule pas dans S, et
est nulle dans T — S (chap. IV, 2¢ &d., § 5, n°® 10, prop. 15).

4. Intégration des fonctions a valeurs dans un espace de Banach, par
rapport a une intégrale de mesures ponctuelles

THEOREME 2. — Soit (m, g) un couple p-adapté, et soit
v = [g(t)ey, du(t). Soit £ une fonction définie dans X, a valeurs
dans un espace de Banach F ou dans R. Pour que f soit essentielle-
ment v-intégrable, il faut et il suffit que t+— f(n(t))g(t) soit essentielle-
ment p-intégrable, et on a alors

©) [100) av(x) = [fr@)e(t) duce).

Supposons en outre que T Soit continue et propre, et que g Soit
continue et telle que g(t) > 0 pour tout teT. Alors, pour que f soit
v-intégrable, il faut et il suffit que t— f(n(t))g(t) soit u-intégrable.

A) Nous commencerons par traiter le cas ou la mesure u est
portée par un compact K, sur lequel g est bornée. Les mesures
1 et v sont alors bornées, et on peut remplacer dans I’énoncé
« essentiellement intégrable » par « intégrable ». Supposons que
f soit v-intégrable: la fonction f(n(t))g(t) est alors u-intégrable, et la
relation (9) est vérifiée, d’apres le th. 1 du § 3, n® 3. Inversement,
supposons que f(r(t))g(z) soit pu-intégrable: f est alors v-mesurable
(n° 3, prop. 3 et Remarque), et on a

|7 1ot avx) = [ a(elg) dutt) < + oo

(n° 2, th. 1): f est donc essentiellement v-intégrable (§1, n° 3,
prop. 9), donc v-intégrable. Le th. 1 du § 3, n° 3 entraine alors (9).

B) Passons au cas général. Soit & 'ensemble des parties com-
pactes K de T telles que g K soit continue : K est y-dense (chap. 1V, 2¢



§5, n° 1 MESURES DEFINIES PAR DES DENSITES NUMERIQUES 41

éd., §5,n° 10, prop. 15), et la mesure u est donc somme d’une famille
(11)sea de mesures portées par des €léments de K (§ 2, n° 3, prop. 4).
Le couple (g, 7) est évidemment u,-adapté pour tout a €A, et la
mesure v est somme de la famille des mesures v, = [ &,,8(t) du,(f)
(§3,n°1, prop. 12). Le raisonnement de A) s’appliquant aux mesures
Uy > Vq » la premiére partie de ’énoncé résulte alors de la prop. 3 du
§2,n° 2.

Pour que la fonction f (resp. ¢+ f(n(1))g(¢)) soit intégrable
pour v (resp. pour u), il faut et il suffit qu’elle soit essenticllement
intégrable, et qu’on ait

| () dv(x) < 400 (resp. j* If(r()|e(t) du(t) < + o).

La seconde partie de I'énoncé résulte donc de la premiére partie,
et de la proposition 2.

Remarque. — Soient (7, g) un couple u-adapté, n’' une applica-
tion de T dans X, g’ une fonction numérique finie et > 0 définie
~dans T, telles que n" (resp. g') soit €gale a = (resp. g) localement
presque partout pour u. Alors le couple (7, g') est pu-adapté, les
mesures A, = g(t)e,,y et A = g'(f)e,, sont égales localement
presque partout, et on a [g(t)ey, du(t) = [ g (t)epq dul(r). Si
maintenant 7' et g’ sont seulement définies localement presque
partout (pour u), et s’il existe un couple p-adapté («, g) tel que =’
(resp. g') soit égale a = (resp. g) localement presque partout, on
dit encore que le couple (7, g') est u-adapté, et on pose alors

[& e dult) = [g(t)eny dpatr)

(cf. §3, n® 3, Remarque). Les énoncés des th. 1 et 2 et de la prop. 3
restent valables lorsqu’on suppose seulement 7 et g définis
localement presque partout.

§ 5. Mesures définies par des densités numériques

1. Fonctions localement intégrables

PROPOSITION 1. — Soit g une fonction définie localement
presque partout dans T (pour la mesure positive p), a valeurs dans
un espace de Banach F (resp. dans R). Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

a) Pour tout point t €T, il existe un voisinage V de t tel que la
fonction g, soit p-intégrable.
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b) La fonction g est pu-mesurable et, pour tout ensemble

compact K = T, on a f* lglok di < + 0.

¢) Pour toute fonction numérique h e # (T), gh est u-intégrable.

Montrons que a) entraine b); la fonction g est en effet
mesurable en vertu du principe de localisation (chap. IV, § 5, n° 2,
prop. 4). D’autre part, pour tout € K, il existe par hypothése un
voisinage V, de ¢t dans T tel que goy, soit intégrable; on peut
donc recouvrir K par un nombre fini de voisinages V, (1 < i < n)
tels que les fonctions gey, soient intégrables. Comme

lglok < .Zl lglov. .
on a j* lglpy du < + o0.

En second lieu, b) entraine c), car gh est alors mesurable, et st
L est le support compact de h, on a |gh| < |h] .|gle., donc
{ *|lghl du < + o0 par hypothése; gh est par suite intégrable en
vertu du critére d’intégrabilité (chap. IV, § 5, n°® 6, th. 5).

Enfin, ¢) entraine a). En effet, pour tout teT, soit V un
voisinage compact de ¢. Il existe une application continue h de T
dans (0, 1), égale a 1 dans V et a support compact (chap. 111, 2¢ éd.,
§ 1, n° 2, lemme 1); par hypothése gh est intégrable, donc il en est
de méme de gy = (gh)py (chap. IV, § 5, n°® 6, cor. 3 du th. 5).

DEFINITION 1. — On dit qu’une fonction g, définie localement
presque partout dans T (pour la mesure positive u), a valeurs dans
un espace de Banach F (resp. dans R) est localement intégrable pour
u (ou localement p-intégrable) si elle satisfait aux conditions a), b), c)
de la prop. 1. Si 0 est une mesure complexe, on dit qu’une fonction g
définie localement O-presque partout est localement 0-intégrable si
elle est localement intégrable pour la mesure positive |0)|.

Si g est localement f-intégrable, toute fonction ¢égale a g
localement presque partout est localement intégrable. 11 est clair
que la somme de deux fonctions localement intégrables est
localement intégrable. Les fonctions & valeurs dans F, partout
définies et localement intégrables pour 6 forment un espace
vectoriel noté L (T, 0; F); lorsque F = R ou C, la mention de F
est souvent omise s’il n’y a pas d’ambiguité. Cet espace sera
toujours muni (sauf mention expresse du contraire) de la topologie
définie par les semi-normes g— [ Igpgldlfl, ou K parcourt
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I’ensemble des compacts de T. L’espace séparé associé, quotient de
ZLL AT, 0;F) par le sous-espace A“(F) des applications nulles
localement presque partout, est noté LL (T, 0;F). Les espaces
LL(T, 0;F) et LL.(T,|0]; F) sont identiques.

On peut montrer que les espaces vectoriels topologiques qui
viennent d’€tre définis sont complets (exerc. 31).

Toute fonction mesurable g essentiellement bornée dans tout
ensemble compact est localement intégrable. Pour tout nombre p
tel que 1 <p < +o0, toute fonction ge g est localement
intégrable; en effet, pour toute fonction he #(T), h appartient” a
F1 (ou g est exposant conjugué de p), donc gh est intégrable
(chap. 1V, 2° éd., § 6, n° 4, cor. 4 du th. 2).

Soient F, G, H trois espaces de Banach, et (u, v) — ®(u, v) une
application bilinéaire continue de F x G dans H. Si f est locale-
ment intégrable et prend ses valeurs dans F, ct si ge Zg, ®(f, g)
est localement intégrable (chap. IV, § 6, n° 4, cor. 1 du th. 2).

2. Mesures définies par des densités numériques

Soit g une fonction numérique positive définie localement
u-presque partout dans T, localement p-intégrable; 'ensemble des
t tels que g(t) = + oo est alors localement p-négligeable, car gog
est u-intégrable pour tout compact K (chap. IV, § 2, n° 3, prop. 7).
Soit alors g’ une fonction localement intégrable positive et finie,
¢gale & g localement p-presque partout;. posons A, = g'(f)e;.
L’application t+~> 4; de T dans .# ,(T) est vaguement pu-mesurable
et scalairement essentiellement intégrable (ou encore, le couple
(I, g'), ou I est Papplication identique de T, est y-adapté); 'intégrale
v = [ A;dp(t) ne dépend pas de la fonction g’, localement presque
partout égale a g, utilisée dans la définition des mesures 1; . Cette
mesure v est définie par la condition

(1) [f@ydv(e) = [ f(g(tydu(t)  pour fe #(T).

Si maintenant () est une mesure complexe, et si u est une
fonction complexe (ou une fonction a valeurs dans R) définie
localement 6-presque partout et localement intégrable pour 6, on
peut écrire

=gy — g + (g3 — g4)
(2)

0= py — pop + lpz — pa)
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ou py = (#0)7, py = (#0)", pz = (FO)', py = (SO~ (chap. 1,
2°¢éd, § 1), et ol gy, g5, 3, g4 Ont des significations analogues; ||
étant localement |0}-intégrable, chacune des fonctions positives
g; (i=1, 2,3, 4) est localement intégrable pour chaque mesure
positive u; (j = 1, 2, 3, 4), de sorte que 'application

£ [ feyu(r) do(e)

sur #(T) est une mesure complexe.

DEFINITION 2.— Soit 0 une mesure complexe, et soit u une
fonction complexe (ou une fonction a valeurs dans R) définie locale-
ment O-presque partout et localement 0-intégrable. On dit que la
mesure complexe f— { fudf sur T est le produit de la mesure 0 par
la fonction u, ou la mesure de densité u par rapport a 0, et on la
note u . 0.

Toute mesure complexe, produit d’une mesure positive u par
une fonction localement p-intégrable, est appelée mesure de base p.

La relation n = u. 0 s’écrit encore par convention
dn(t) = u(t) do().

Lorsque u est partout définie et continue, on retrouve la définition
donnée au chap. II1, 2° éd., § 1, n® 4. 1l est clair que si u; et u, sont
localement 6-intégrables, on a (u; + uy). 0 = u, .0 + u,.0. De
méme, s1 0, et 6, sont deux mesures sur T, et si u est une fonction
localement intégrable pour 6, et 0,, u est localement intégrable
pour 0, + O,etonau.(0, +0,)=u.0, + u.6,.

Nous nous bornerons désormais au cas des fonctions partout
dé¢finies; Pextension aux fonctions définies localement presque
partout, toujours évidente, est laissée au lecteur.

La proposition suivante permet de ramener en grande partie
le cas des mesures complexes a celui des mesures positives:

PROPOSITION 2.— Soient 0 une mesure complexe, u une fonction
complexe localement 0-intégrable; on a

3) fu. 0] = lul .16]

Nous commencerons par un résultat auxiliaire:

Lemme 1.— Soit 0 une mesure complexe, et soit f un élément
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de PUT, 6). On a alors
(4) Q0L,111> = sup. K0, ¢f D = supl(Q ¢f

ceX 1 ceR 1
ou K, (resp. A,) désigne l’ensemble des fonctions complexes c
continues a support compact (resp. boréliennes) telles que |c| < 1.
Traitons d’abord le cas ou fe #(T;C). On a évidemment

sup [<0, ¢f )1 < sup <0, ¢f )| < <|01.1 /1> (chap. 1V, § 4,n°2, prop. 2).

D autre part, smt g un ¢lément de #(T; C) tel que |g| < |f]; g est
limite uniforme d’une suite (g,) d’¢léments de #(T; C), dont les
supports sont contenus dans l'ouvert U formé des t tels que
f(t) # 0, et Pon peut évidemment supposer que |g,| < |f| pour
tout n. Posons c,(t) = g,(t)/f(t) pour te U, ¢,(f) = 0 pour t¢ U
on a c,eX;, g=limec,f, donc |{0,g> = lim [<0,c,f>], et

finalement sup KB, ¢> < sup <8, ¢f>]. On conclut en
lel <|f].ge (T;C) cey

remarquant que le premier membre de cette inégalité est égal a
161, 1 f1> (chap. 11, 2° éd., § 1, n° 6, formule (12)).

Désignons ensuite par f un élément de L0), et montrons
que (4) est encore vraie: il suffit de vérifier que les trois membres
de cette relation dépendent continiment de f pour la topologie
de Z¢(0), puisqu’ils coincident sur le sous-espace dense (T ; C).
Cela résulte aussitot des inégalités suivantes, ou f et f' désignent
des éléments de LH0H):

I<KI0L 11D — <16 LDE < 0L LF = £ = No(f = )
K0, ¢f > = <O, ef D < IOl Il 1f — f1> < Ny(f = f")

pour tout ce %, . Le lemme est donc établi.
Passons a la démonstration de la proposition 2: appliquons
le lemme a la fonction uh, ot h appartient a ", (T). Il vient:

<I6), luhl> = sup |<0, cuh)| = sup [Cu. 0. chyl = CJu. 0,

ceHy cedy

Mais le premier membre est aussi égal a
IO lulhy = <Jul 161, h.

Les deux mesures |u| .|0] et |u. 6] sont donc égales.

COROLLAIRE. — Soient g, et g, deux fonctions numériques
localement p-intégrables; on a

inf(g, . p, g, - 1) = inf(gy, g5) . p; sup(gy . i1, g, . 1) = sup(gy, g2) - K-
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En particulier, si g est une fonction numérique localement
u-intégrable, on a

g.w' =g .1u; (g.1 =g .u

Cela résulte aussitoét de la prop. 2 et des formules (6) du
chap. I, §1, n° 1.

3. Intégration par rapport a une mesure définie par une densité

Dans les énoncés de ce numéro, g désigne une fonction numérique
positive, partout définie et localement p-intégrable, 0 désigne une
mesure complexe, et u une fonction complexe localement 8-intégrable.

Les remarques du n° 2 montrent que les résultats du §4 sont
applicables a la mesure v =g.pu = [g(t)e, dpu(t) (bien que la
mesure g(t)e, ne soit définie que si g(f) # + oo). On obtient ainsi
I’énoncé suivant:

PROPOSITION 3.—— Pour toute fonction numérique [ = 0, définie
dans T, on a

5) [ rav=]" (e an
Cela résulte du th. 1 du §4, n° 2.

COROLLAIRE 1.—- Pour qu’une fonction f, a valeurs dans un
espace de Banach ou dans R, soit localement négligeable pour la
mesure u .0, il faut et il suffit que uf soit localement négligeable
pour 0. '

Dire que f (resp. uf) est localement négligeable pour u.6
(resp. pour 6) équivaut a dire que |f] (resp. |ul . [f]) est localement
négligeable pour |u.6| (resp. pour |6]). On est donc rameng,
compte tenu de la prop. 2 du n° 2, au cas ou f, u, 6 sont positives;
Pénoncé résulte alors aussitot de la prop. 3.

COROLLAIRE 2.— Soient u, et u, deux fonctions complexes
localement O-intégrables. Pour que u; .0 = u, . 0, il faut et il suffit
que u, et u, soient égales localement presque partout.

On se ramene aussitot a montrer que u.6 = 0 entraine
u(t) = 0 localement presque partout; mais u . 8 = 0 signifie que la
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fonction 1 est localement négligeable pour la mesure u.6. On
applique alors le corollaire 1.

COROLLAIRE 3.— Soit u une fonction complexe localement
intégrable pour la mesure positive u. Pour que u . pu soit une mesure
positive, il faut et il suffit que u(t) = O localement presque partout.

En effet, u. u est positive si et seulement si

uop=lu.pyl =lu.p

(prop. 2), et cela équivaut a u = Ju| localement presque partout
(cor. 2).

PRrOPOSITION 4.— Pour qu’une application f de T dans un
espace topologique G soit mesurable pour la mesure u .0, il faut
et il suffit que la restriction de f a I’ensemble 0-mesurable S des t
tels que u(t) # 0 soit B-mesurable.

Lorsque u et § sont positives, cela résulte aussitét de la
prop. 3 du §4, n® 3. Le résultat s’étend alors au cas ou u et 0
sont complexes grace a la prop. 2.

COROLLAIRE.— Soit f une fonction définie dans T, a valeurs
dans un espace de Banach F ou dans R. Pour que f soit (u.0)-
mesurable, il faut et il suffit que uf soit 0-mesurable.

En effet, uf est le prolongement par 0 de (uf){ S a T.

THEOREME 1.— Soit T une fonction définie dans T, a valeurs
dans un espace de Banach F ou dans R. Pour que f soit essentielle-
ment intégrable pour la mesure n = u . 0, il faut et il suffit que uf soit
essentiellement O-intégrable, et on a alors

(6) [ £an = | @) ao.

Supposons en outre que u soit continue et que u(t) # 0 pour
tout te T ; f est alors intégrable pour la mesure n si et seulement si
uf est intégrable pour 0.

Le cas ou u et 0 sont positives résulte aussitdét du th. 2 du
§4, n® 4. La premiére et la derniére assertion de I’énoncé s’en
déduisent aussitot, car f est essentiellement intégrable (resp.
intégrable) par rapport a 5 =u.60 si et seulement si elle est
essenticllement intégrable (resp. intégrable) pour |g| = |u|.|0].
Enfin, supposons que f soit essentiellement intégrable pour #
(donc pour |n|); utilisons la décomposition (2): f est essentiellement
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intégrable pour chacune des mesures #,; = g;. u; (i=1, 2, 3, 4,
j = 1,2, 3, 4), car celles-ci sont majorées par |n|. On a

ffd”lij = fgifd.uj'

La formule (6) s’en déduit immédiatement.

COROLLAIRE. — Pour que la mesure u .8 soit bornée, il faut et
il suffit que u soit essentiellement 0-intégrable.

Exemple. — Soit A une partie de T; pour que ¢, soit locale-
ment p-intégrable, il faut et il suffit que A soit wp-mesurable.
Supposant cette condition remplie, posons v = @4 . &; pour toute
fonction numérique f > 0 définie dans T, on a alors

[ rav =" fopdu

valeur que 'on note encore f; fdu (cf. chap. IV, §5, n® 6). Pour

gu’une application g de T dans un espace topologique G soit
v-mesurable, il faut et il suffit que la restriction de g a A soit
p-mesurable. Pour qu'une application f de T dans un espace de
Banach F ou dans R soit essenticllement v-intégrable;-il faut et il
suffit que fo, soit essentiellement p-intégrable, et on a

[tav = [fo, dp.,

expression qu’on note encore _[Af du. On notera que, si deux

applications de T dans G (resp. F, R) coincident dans A, pour que
I'une d’elles soit v-mesurable (resp. essentiellement v-intégrable)
il faut et il suffit que Pautre le soit. Si maintenant g est une
application dans G d’une partie quelconque B > A de T, on dit
que g est p-mesurable dans A si un prolongement quelconque a
T de la restriction de g & A est v-mesurable, ce qui revient a dire
que la restriction de g a A est-u-mesurable. On dit qu’une applica-
tion f de B dans un espace de Banach F, ou dans R, est essentielle-
ment p-intégrable dans A si un prolongement f a T de la restriction
de fa A est essentiellement v-intégrable; on pose alors

fAfdu = Lfdu — [ T du,

et on dit que [, fdu est Pintégrale de f dans A (ou étendue a A).
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Si f est une fonction numérique >0 définie dans B o A, on définit
de méme f: fdpet( ; fdu. Enfin, on dit qu’une fonction numérique
g définie dans B o A est localement p-intégrable dans A si un
prolongement g a T de la restriction de g a A est localement
v-intégrable: cela équivaut a dire que, pour toute partie compacte
K de T, gpg .4 est p-intégrable.

4. Comportement du produit par rapport aux opérations usuelles

PROPOSITION 5.— Soit (4,),.o une famille de mesures positives
sur T, filtrante pour la relation <, admettant dans .4 (T) une borne
supérieure A. Pour qu’une fonction numérique positive g soit locale-
ment A-intégrable, il faut et il suffit que g soit localement 1 -~intégrable
pour tout o€ A, et que la famille (g . 4,) soit majorée dans M (T);
on a alors

g.A=-supg.4,.
acA

Il est clair que la condition est nécessaire. Inversement,
supposons que g soit localement intégrable pour chaque mesure
A, et que la famille (g.4,),., soit majorée; désignons par 1’ sa
borne supérieure. La fonction g est alors A-mesurable (§ 1, n° 4,
cor. 2 de la prop. 11); on a de plus, pour toute fonction he 4, (T)

[" gy dz = sup [" (he) iz, = sup " hatg.2) = [ hax

(§ 1, n® 4, prop. 11). Cela entraine d’abord que le premier membre
est fini quel que soit h, de sorte que g est localement A-intégrable;
on peut donc remplacer le symbole * par [, et la formule s’écrit
[hd(g.2) = {hdX. 1l en résulte que g.1 = 1, et ceci achéve la
démonstration.

COROLLAIRE. — Supposons que i soit la somme d’une famille
(ly)gen de mesures sur T. Pour qu’une fonction numérique positive g
définie dans T soit localement u-intégrable, il faut et il suffit que g
soit localement yp,-intégrable pour tout o € A, et que la famille
(g - U)aea SOit sommable. On a dans ce cas

(7) g =28 H-

aeA
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Soit (g,),.a une famille de fonctions positives p-mesurables
définies dans T. Soit A, I'’ensemble des teT tels que g, (¢) # 0.
Nous dirons que la famille (g,) est localement dénombrable si la
famille (A,) est localement dénombrable (chap. 1V, 2°éd., § 5, n® 9);
cela revient a dire que, pour tout compact K de T, I'’ensemble des
o€ A tels que g,/K ne soit pas nulle est dénombrable.

PROPOSITION 6. — Soit (g,),ca une famille localement dénom-
brable de fonctions numériques positives localement u-intégrables

définies dans T. Pour que la fonction g = Y g, soit localement
acA

u-intégrable, il faut et il suffit que la famille de mesures (g, . U)yea
soit sommable, et on a dans ce cas:
(3) g-H=D 8- H
acA

Il est clair que g est p-mesurable (chap. IV, 2° éd., § 5, n® 10,
prop. 16). Pour que g soit localement u-intégrable, il faut et 1l
suffit par conséquent que p'(gf) soit fini pour tout fe A (T).
Or I'ensemble des « € A tels que g, f # O étant dénombrable, on a
p(gf)=> wigf) (§1, n°l, cor. de la prop. 2). Posons

aeA
v, = g, 1t; la condition u*(gf) < +oo équivaut a la condition

Y vf) < +o0: autrement dit, g est localement y-intégrable si et
acA

seulement si la famille (v,) est sommable. Si I'on désigne alors par
v la somme de cette famille, le calcul précédent donne I’égalité

v(f) = u*(gf), qui équivaut a (8).

COROLLAIRE. — Soit (g,) une suite de fonctions numériques
localement u-intégrables, et telle que la suite des mesures g, . i Soit
croissante. Pour que cette suite soit majorée dans I'espace vectoriel
ordonné M (T) des mesures sur T, il faut et il suffit que la fonction
g = sup g, soit localement u-intégrable; la borne supérieure dans
AM(T) de la suite (g, . p) est alors la mesure g . p.

It suffit d’appliquer la prop. 6 aux fonctions (positives locale—
ment presque partout) g, = g,+1 — & -

ProrosITION 7.— Soit X un espace localement compact
dénombrable a Uinfini, et soit t— A, une application p-adéquate de
T dans # . (X). Soit g une fonction numérique positive définie dans
X, localement intégrable pour la mesure v = [ A, dp(t). L’ensemble
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des teT tels que g ne soit pas localement A,-intégrable est alors
localement négligeable pour u, lapplication t— g. 2, (définie
localement u-presque partout) est u-adéquate, et on a:

9 g.v=[(g.4)du().

Soit (K,),.n une suite croissante de compacts de X dont les
intérieurs recouvrent X; si 7 est une mesure positive quelconque
sur X, dire que g est localement #-intégrable équivaut a dire que
gk, est y-intégrable pour tout n. Or soit H, ensemble des te T
tels que gy, ne soit pas A-intégrable, et soit H =|_JH,; H,

étant localement p-négligeable pour tout n (§ 3, n°® 3, th. 1), il en
est de méme de H, ce qui établit la premicre assertion de 1’énonce.
Quitte a remplacer A, par O sur H (ce qui ne change pas la mesure
v), on peut supposer que g est localement A,-intégrable pour tout
teT. On a pour toute fonction positive v-mesurable h définie
dans X, d’aprés la prop. 3, et la prop. 5 du § 3, n° 2,

[ hag.vy=["@mdv=["duoy [ @hydi, = " duin)[* hdis. 2.

Cette formule et la prop. 5 du § 3, n® 2 montrent d’abord (en
prenant he %, (T)) que lapplication t— g .1, est scalairement
essentiellement p-intégrable, et que son intégrale est g.v; autre-
ment dit, on a la relation (9). Ensuite, remplagons u par une mesure
positive ' < u, et prenons pour h une fonction semi-continue
inférieurement positive: il résulte aussitét de ces relations que
t+— g. A, est p-adéquate (§ 3, n° 1, def. 1).

PROPOSITION 8.— Soient 0 une mesure complexe sur T, g,
une fonction complexe localement 6-intégrable, 0, la mesure g, . 0.
Pour qu’une fonction complexe g, définie dans T soit localement
0.-intégrable, il faut et il suffit que g,g, soit localement 0-intégrable,
et on a dans ce cas '

(10) 22,0, =2,.(8:.0) = (g,81).0

(« formule d’associativité »).

D’aprés le cor. de la prop. 4, dire que g, est 0,-mesurable
équivaut a dire que g,g; est 0-mesurable. Supposons que cette
condition soit satisfaite. On a, pour toute fonction fe . %, (T),
en vertu des propositions 2 et 3

[ 1gatrdioy) = [ gl r1gildiol = [ lgagal £ difl.
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Dire que g, est localement 8,-intégrable équivaut donc a dire
que g,g; est localement O-intégrable. Cette condition étant
supposéc satisfaite, on a d’apres le th. 1

ffd(gz 00 = ffgz do, = Jafg2g1 do :ff"d(g2g1 -0)

formule équivalente a (10).
5. Caractérisation des mesures de base

THEOREME 2 (Lebesgue-Nikodym). — Soient p et v deux
mesures positives sur T. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

1) v est une mesure de base p.

2) Tout ensemble localement p-négligeable est localement
v-négligeable.

3) Tout compact u-négligeable est v-négligeable.

Il est clair que 1) entraine 2) (cor. 1 de la prop. 3), et que 2)
entraine 3). Nous allons montrer que 3) entraine 1). Notons
d’abord que, si la condition 3) est remplie, tout ensemble A,
universellement mesurable et localement u-négligeable, est locale-
ment v-négligeable; on a en effet v*(A) = sup v(K), K parcourant
I’ensemble des compacts contenus dans A (§ 1, n° 3, prop. 10, a) et
chap. 1V, 2° &d., §4, n° 6, cor. 2 du th. 4). Nous établirons ensuite
deux lemmes.

Lemme 2. — Soient o une mesure positive bornée sur T, f une
mesure réelle sur T telle que |f| < Ma, ou M est une constante
positive. 1l existe alors une fonction réelle u, o-intégrable, telle que
P =u.o.

Soit g un élément de I'espace Zg(T, a); g est f-mesurable et
on a ["|g*dlpl <M (" |g]*dox < +oo. La fonction g appartient
donc a #*(T, |B)), et aussi a LT, |B]) puisque f est bornée. On a
d’aprés I'inégalité de Cauchy—Schwarz

B < ([lgldB)® < ([dp)([lgl dif) < MPo()olgl?)

L’application g~ f(g) est donc une forme linéaire continue
sur Z(T,a). L’espace séparé associé a (T, a) étant un espace
hilbertien, il existe alors (Esp. Vect. Top., chap. V, §1, th. 3) une
fonction réelle ue #*(T, ), donc appartenant aussi-a £ (T, a),
telle que A(g) = a(ug) pour tout ge L*T,x). En appliquant
cette relation pour ge A (T), on voit que S = u.a.
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Lemme 3. — Supposons que la mesure positive v soit telle que
tout compact p-négligeable soit v-négligeable. Soit K TI'ensemble
des compacts K de T possédant la propriété suivante :

(11) Il existe une constante M = 0 telle que @y . v < Moy . .

L’ensemble K est alors u-dense dans T.

Si K satisfait a (11), et si A est une partie borélienne contenue
dans K, il résulte aussitét de la prop. 8 ‘que @, .v < M@, . u;
on en déduit que laréunion de deux éléments K, K’ de K appartient a
Rearog x = @ + @A, 00A =K' n BK. Pour ¢tablir le lemme, il
reste a prouver que tout compact L tel que w(L) > 0 contient un
compact K € & tel que w(K) > O(chap. IV,2°¢éd., § 5,n° &, prop. 12).
Choisissons un nombre M > w(L)/u(L), et appliquons le lemme 1 &
la mesure positive bornée o = ¢, .(v + My) et a la mesure
B = @ .(v — Mup). Quitte a modifier la fonction u telle que f = u.«
par une fonction qui lui est égale a-presque partout, on peut sup-
poser que u est universellement mesurable (§ 3, n°® 5, prop. 7), et
nulle hors de L. L’ensemble H des teT tels que u(t) < 0, qui
est contenu dans L, ne saurait étre u-négligeable, car il serait alors
v-négligeable (d’aprés la remarque faite au début de la démonstra-
tion du th. 2), donc a-négligeable, et on aurait p(L) > 0, ce qui
contredit le choix de M. Soit K un compact contenu dans H, tel
que w(K) > 0; montrons que K € &, ce qui établira le lemme. On a
d’apres la prop. 8

Pr- (V= Mp) =gy f = g (u. o) = (pxu). o
La fonction @gu est négative, et on a bien par conséquent
k- v < Moy . p.

Achevons alors la démonstration du théoréme 2. On suppose
la condition 3) vérifiée et on définit K comme dans le lemme 3. Soit
(Kpeea une famille localement dénombrable d’é¢léments dc K
deux a deux disjoints, telle que I'ensemble N = T — (_JK, soit

localement p-négligeable (chap. IV, 2° éd., §5, n° 9, (E?op._14);
la famille (K,) étant localement dénombrable, N est universelle-
ment mesurable, et donc localement v-négligeable. Posons
M, = @k, - [, v, = @, . v; les fonctions @y formant une famille
localement dénombrable, dont la somme est égale a 1 localement
presque partout pour u et pour v, la proposition 6 entraine que

= > f,.,v= > v, Dautre part, par définition de K, il existe
acA acA
pour tout o une constante M, telle que v, < M, u, ; le lemme 2

entraine donc l'existence d’une fonction g,. que l'on peut
supposer nulle hors de K, et positive (cor. 3 de la prop. 3), telle
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quev, = g,. u4,. Onadonc (n°4, prop. 8)
Vo = 8- Mo = 8- (@x, - 1) = (2,0k,) - 1 = &or 1

Posons g = ), g,; la famille (g,) étant localement dénombrable,
acA
et la famille (v,) étant sommable, la proposition 6 entraine que g

est localement u-intégrable, et que v = g.u, ce qui établit le
théoréme. '

COROLLAIRE 1.— Soit A un ensemble de mesures positives de
base u, admettant dans #(T) une borne supérieure v; alors v est
une mesure de base p.

Le cor. de la prop. 2 permet de se ramener au cas ou /4 est
un ensemble filtrant croissant. On a alors, pour tout ensemble-
localement p-négligeable A, d’aprés la prop. 11 du §1, n° 4,

v*(A) = sup A*(A) = 0.

AeN”

Le théoréme 2 entraine donc que v est une mesure de base u.

COROLLAIRE 2.— Soit v une mesure réelle sur T. Pour que v
appartienne a la bande engendrée par n dans Uespace complétement
réticulé A (T) (chap. 11, § 1, n® 5), il faut et il suffit que v soit une
mesure de base p.

On se raméne aussitdt, en considérant v* et v~, au cas d’une
mesure v positive (n° 2, cor. de la prop. 2). Posons alors v, = inf(nu,v);
v appartient a la bande engendrée par y si et seulement siv = sup v,

n

(chap. II, 2° éd., § 1, n® 5, cor. de la prop. 6). Or v,, majorée par ng,
est une mesure de base p d’apres le th. 2; la relation v = sup v,

entraine donc que v est une mesure de base p (cor. 1). Inversement,
supposons que v soit une mesure de base p:v = g . u, ot g est locale-
ment p-intégrable et positive. On a alors v, = inf(g, n). u(cor. de la
prop. 2), et il résulte aussitot du théoréme de Lebesgue (chap. 1V,
§4,n° 3, prop.4)quev = sup v, .

COROLLAIRE 3.— Soit 6 une mesure complexe; il existe une
fonction universellement mesurable v, telle que |v| = 1, et qu’on ait
0=v.10), 100 =0.6.

Posons en effet 6 =60, — 0, + i(6; — 6,), ou 0, = (%",
0, = (#0)", 0, =(F£0)", 0, =(#07); les mesures positives
0; (i = 1,2,3,4), étant majorées par |0] (chap. 111, 2° éd., § 1, n° 6,
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formule (17)), sont des mesures de base |0] d’apres le théoréme 2.
Il en résulte qu’il existe une fonction localement |0]-intégrable
v telle que 6 = v.|0]. La proposition 2 donne alors la relation
|6] = |v|. 0], ce qui entraine que |v] = 1 localement |6|-presque
partout (cor. 2 de la prop. 3). On a enfin, d’aprés la prop. &,
v.0 = (vp).|0] = |0]. La fonction v n’é¢tant définie qu’a une
fonction localement |0|-négligeable prés, on peut supposer que
v est universellement mesurable (§ 3, n°® 4, prop. 7) et que |v| = 1
partout.

Remarques — 1) Supposons que A soit une mesure positive, que v
soit une fonction A-mesurable telle que |v] = 1 localement A-
presque partout (ce qui entraine que v est localement A-intégrable),
et qu'on ait 0 = p. A La prop. 2 montre aussitét que 4 = |0];
autrement dit, la propriété de ’énoncé précédent caractérise la
mesure positive [6].

2) Si |0} < au, ot u est une mesure positive et ¢ un nombre > 0,
0 est une mesure de base u.

COROLLAIRE 4.— Soient p et 0 deux mesures complexes. Pour
qu’il existe une fonction u, localement O-intégrable, telle que
p=u.0, il faut et il suffit que tout compact 0-négligeable soit
p-négligeable. 7

Cette condition est évidemment nécessaire. Inversement,
supposons que tout compact 8-négligeable soit p-négligeable; le
théoréme 2 entraine I’existence d’une fonction localement
|@-intégrable g telle que |p| = g.|0]. Le cor. 3 entraine d’autre
part ’existence d’une fonction v, (resp. v,), de valeur absolue 1,
mesurable pour la mesure |p| (resp. 6), telle que p = v, . |p| (resp.
|6] = 0, .0). D’aprées la prop. 8, ona alors p = u. 0, ot u = v,g0, .

COROLLAIRE 5.— Soient u et v deux mesures positives sur T.
Les conditions 1), 2), 3) du th. 2 sont encore équivalentes aux
suivantes:

4) Pour toute fonction numérique f = 0 v-intégrable et pour
tout nombre ¢ > 0, il existe 6 > 0 tel que les relations 0 < h < fet
{* hdp < 6 entrainent [* hdv < .

5) Pour toute fonction ge A, (T) et tout nombre ¢ > 0, il
existe 0 > O tel que, pour toute he A, (T) majorée par g et vérifiant
fhdp <6, o0nait {hdv <e.

6) Pour tout ensemble compact X < T et tout nombre ¢ > 0,
il existe 0 > 0 tel que les relations A < K et p*(A) < 0 entrainent
v¥(A) < e
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Les implications 4) = 6) = 3) sont ¢évidentes.

Supposons qu’il existe une fonction finie k > 0, universelle-
ment mesurable, localement p-intégrable, telle que v = k. p, et
montrons que la condition 4) est remplie. Soient f une fonction
>0, v-intégrable, et ¢ > 0. Pour tout entier n > 0, soit A, I'’ensemble
des te T tels que k(t) > n. Les fonctions fp, tendent simplement
vers O en décroissant et sont majorées par f, donc il existe N tel
que f fo,, dv < g2 (chap IV, §4,n°3, prop. 4). Si h est une fonction
sur T vérifiant 0 < h < fet f hdp < ¢/2N, on a

v¥(h) < V*(hQDAN) + v = @)
VEPay) + (1 — @4 )k) < —g— + Np*(h) < ¢

On a ainsi prouveé que les conditions 4) et 6) sont équivalentes aux
conditions du th. 2.
Il est clair que 4) entraine 5). Enfin, st la condition 5) est
remphe v appartient a la bande engendrée par u (chap I, §2,
n® 2, prop. 4), donc est de base u (cor. 2).

Scholie. — Pour tout fe LL (T, u; B), posons ¢(f) = . u, ol
fef; application ¢ est linéaire, croissante, injective (cor. 2 de
la prop. 3), et admet pour image dans .#(T) la bande B engendrée
par u (cor. 2 du th. 2). L’application ¢ permet donc d’identifier

LL (T, ;R) & un espace de mesures réelles sur T; comme tous
les espaces L{(T, u) sont des sous-espaces de LIOC(T,u,R), ils
peuvent eux aussi étre identifiés a des sous-espaces de .#(T).
On a des considérations analogues pour les fonctions et mesures
a valeurs complexes. On notera que I'application ¢ envisagée
ci-dessus est un isomorphisme des structures d’espace vectoriel
ordonné de L}, et de B, mais n’est évidemment pas un iso-
morphisme pour les structures d’ espace vectoriel topologique de ces
espaces.

Comme toute bande dans un espace complétement réticulé est
elle-méme un espace complétement réticulé (chap. 11, § 1, n° 5),
on voit que P’espace L., est complétement réticulé; mais il convient
de rappeler que la borne supérieure dans L\, d’une famille non
dénombrable (f,) de classes d’équivalence n’est pas nécessaire-
ment identique a la classe de enveloppe supérieure des fonctions
£, . Toutefois, nous avons vu que, pour une suite croissante (f,) de

fonctions localement p-intégrables, dont I'enveloppe supérieure [
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est localement p-intégrable, f. i est la borne supéricure de la suite
de mesures (f,. u) dans #(T) ( cor. de la prop. 6).

Voici une conséquence intéressante du corollaire 3 du th. 2:

PROPOSITION 9.— Soit 0 une mesure complexe bornée; pour
que 0 soit une mesure positive, il faut et il suffit qu’on ait |0} = 6(1).

Cette condition est évidemment necessaire. Inversement,
supposons qu’on ait 0] = [d0, et désignons par v une fonction
|6]-mesurable, de valeur absolue 1, telle que 0 = v.|f. Comme
on a |[0] = [dl6| (chap. 111, 2° éd., § 1, n° 8, cor. 2 de la prop. 10),
et {d = [v.d|0] (th. 1), ’hypothése entraine que [ (1 — v)d|0)] = 0,
et donc aussi que [ Z(1 — v)d|0] = 0. La fonction (1 — v), étant
positive, est donc nulle presque partout, ce qui entraine que
v = 1 presque partout, et acheve la démonstration.

6. Mesures équivalentes

PROPOSITION 10.— Soient p et v deux mesures positives sur T.
Les conditions suivantes sont équivalentes:

a) Les-ensembles localement négligeables sont les mémes pour
et v

b) Les bandes engendrées par u et v dans 4 (T) sont identiques.

c) Onav=g.pu, oug est localement u-intégrable et g(t) > 0
localement presque partout pour p.

Les conditions a) et b) sont équivalentes en vertu du cor. du th. 2
dun®5. Siellessontremplies,onav = g. uetu = h.v,oug(resp. h)
est positive et localement intégrable pour y (resp. v). Donc (n° 4,
prop. 8) hg est localement p-intégrable, et on a u = (hg). u. 1l en
résulte (n° 3, cor. 2 de la prop. 3) que hg est égale a 1 localement
presque partout pour u, de sorte que g(t) > O et h(t) = 1/g(t) locale-
ment presque partout pour u. Réciproquement, supposons que
v = g.u avec g(t) > 0localement presque partout pour u; comme
(1/2)g est définie localement presque partout et est localement
p-intégrable, 1/g est localement v-intégrable et (1/g).v = p (n° 4,

prop. 8).

DEFINITION 3.— Sur un espace localement compact T, on dit
que deux mesures complexes 0, 8" sont équivalentes si les mesures
10| et 0| satisfont aux conditions a), b), ¢} de la prop. 10.

Pour que 0 et 0 soient équivalentes, il faut et il suffit donc
que |6] et |0'] le soient.
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Remarque. —S1 p et v sont deux mesures positives équiva-
lentes, les fonctions mesurables définies dans T, a valeurs dans un
espace topologique quelconque G, sont les mémes pour u et v,
comme il résulte aussit6t de la prop. 4 du n® 3.

PROPOSITION 11.— Soit p une mesure positive sur T. Si T est
dénombrable a infini, il existe une fonction continue h telle que
h(t) > O pour tout t € T et que la mesure v = h. u (équivalente a p)
soit bornée.

En effet, soit (K,) une suite d’ensembles compacts formant un
recouvrement de T, et pour tout n, soit f, une fonction de £ (T)
telle que 0 < f, < Letf,(t) = 1 dans K, (chap. 111, 2° éd., § 1, n° 2,
lemme 1). Soit (a,) une suite de nombres > 0 telle que ) a, < +0;

n

la séric h =) a,f, est alors normalement convergente dans T,
n

et h est par suite une fonction continue dans T, telle que h(t) > 0
pour tout t €T, par construction. En posant v = h. u, on a alors
(prop. 3 et chap. IV, § 1, n° 3, prop. 13)

() = [ hdu <Y a, [ f,dp.

En prenant parexemplea, = 27 "([ f, du) ' lorsque | f, du > 1,
a, = 27" dans le cas contraire, on a ) a, < +o0 et v¥(1) < + o0,

n

ce qui démontre la proposition.

ProrosITION 12.— Soit (u,) une suite de mesures positives
bornées sur T; il existe une mesure positive bornée u sur T telle
que la relation p*(N) = 0 soit équivalente a « quel que soit n,
WHN) = 0»; chacune des mesures yu, est de base u. En outre, si u'
est une seconde mesure positive sur T ayant cette propriété, p et p’
sont équivalentes. . .

La derniére partie de I’énoncé résulte aussitdét de la déf. 3.
Pour démontrer I'existence de p, on peut se borner au cas ou
i, # 0 pour tout n; la famille de mesures p,/2"|u,| est alors
sommable dans .#(T), et sa somme pu est telle que |u|| < 1. En
outre, comme u, < 2"y, .y, la relation w(N)= 0 entraine
1w,(N) =0 pour tout n; inversement, si N est un ensemble
négligeable pour toutes les y,, 1l est localement négligeable pour
1 (§2,n°2, cor. 2 de la prop. 1), et par suite p-négligeable puisque
u est bornée (§ 1, n° 2, cor. 2 de la prop. 7).
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7. Mesures étrangéres

Etant données deux mesures réelles p, o sur T, rappelons que
I’on dit que p et o sont étrangéres si ’on a inf(lp], |o|) = 0 dans
A(T) (chap. I, § 1, n° 1). On sait que les mesures réelles étrangéres
a une mesure donnée forment une bande (chap. 11, § 1, n° 5, th. 1),
Cette définition s’étend aussitdt au cas des mesures complexes.

DEFINITION 4.— On dit qu’une mesure complexe 0 sur T est
concentrée sur une partie M de T, ou que M porte 0, si (}M est
localement négligeable pour 0.

L’ensemble M porte 0 si et seulement s’il porte |0]. 11 est,
équivalent de dire que M porte 0, ou que M est §-mesurable et
0 = @y. 0. Si 0 est concentrée sur M, toute mesure de base |6
est concentrée sur M.

PROPOSITION 13.— Pour que deux mesures complexes p et &
sur T soient étrangeéres, il faut et il suffit qu’il existe dans T deux
ensembles R et S sans point commun, tels que p soit concentrée sur
R et o sur S; R et S peuvent étre supposés universellement mesurables.

Posons y = |p|, v = |o], A = u + v; u et v étant majorées par
A, il existe deux fonctions localement A-intégrables u et v (que
I’on peut supposer universellement mesurables (§ 3, n® 4, prop. 7))
tellesque u = u. A, v =wv.4 Ona alors '

inf(|pl, |o]) = inf(y, v) = inf(u, v). A

(n° 2, cor. de la prop. 2). Soit A (resp. B) I'’ensemble des t € T tels que
u(t) > O et v(t) = O (resp. u(t) = O et v(t) > 0). Si p et o sont étrangeres,
on a inf(u, v) = 0 localement A-presque partout (n° 3, cor. 2 de la
prop. 3), de sorte que les ensembles universellement mesurables
disjoints A et B portent respectivement u et v. Inversement,
supposons que p et v solent portées respectivement par des en-
sembles disjoints R et S; ¢y est mesurable pour la mesure y = u. A,
et 4 = @g.u. D’aprés la prop. 8 du n°® 4, la fonction v/ = ugy est
A-mesurable, et 4 = u’'. 1. De méme, si v’ = vpg,onav =1v'.4;0n
conclut en remarquant que inf(z’, v') = 0 (n° 2, cor de la prop. 2).

COROLLAIRE 1. — Pour toute mesure véelle v sur T, il existe
deux ensembles disjoints M, N portant respectivement v et v_.

On aura soin de ne pas confondre la notion de support d’une
mesure v, ¢t celle d’ensemble ou v est concentrée. Le support S de
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v est le plus petit ensemble fermé portant v (chap. III, 2° éd., § 2,
n° 2, prop. 2 et chap. IV, § 2, n° 2, prop. 5). Mais il peut exister des
parties de S, distinctes de S et portant v. Plus précisément, on peut
avoir inf(u, v) = 0 pour deux mesures positives g et v de méme
support (exerc. 5).

On notera aussi que 'intersection des ensembles portant v est
I’ensemble des points teT tels que |v[({t}) > O, et peut étre vide
(par exemple dans le cas de la mesure de Lebesgue); il n’y a donc
pas en général de plus petit ensemble portant v.

COROLLAIRE 2.-—Soient p et o deux wmesures complexes
étrangeres, et soient p' et o' deux mesures complexes admettant
des densités par rapport a p et a ¢ respectivement; p' et ¢ sont
alors étrangeres.

COROLLAIRE 3.— Soient p et o deux mesures complexes
étrangéres; on a alors |p + o| = |p| + |al.

Désignons en effet par v (resp. w) une fonction universelle-
ment mesurable de valeur absolue 1 telle que p = v.|p| (resp.
o = w.|a]) (cor. 3 du th. 2), par A un ensemble universellement
mesurable portant p, tel que B = [}A porte ¢ (prop. 13); on a
alors aussi p + 0 = (v@s + wog). (lp| + |ol). La fonction
v, + wey ayant une valeur absolue égale & 1, le corollaire
résulte de la prop. 2.

THEOREME 3 (Lebesgue). — Toute mesure complexe 6 sur T
peut s’écrire d’une seule maniére sous la forme 6 =g.u + ¢, ot g
est localement u-intégrable, et 0 est une mesure étrangere a L.
On a alors |0) = |g|. u + |0'].

Lorsque 0 est positive, ceci résulte aussitot du th. de F. Riesz
(chap. II, § 1, n°® 5, th. 1) appliqué a I’espace complétement réticulé
M (T) des mesures réelles sur T, et a la bande engendrée par u
dans cet espace, compte tenu du n° 5, cor. 2 du th. 2; de plus, ¢’
et g. u sont alors positives, ce qui entraine que g est positive locale-
ment p-presque partout (cor. 3 de la prop. 3). Pour traiter le cas ou
0 n’est pas positive, posons v = |0, v = f. u + v’ (ou f est positive,
et o v' et u sont étrangeres), et 6 = v. v, ol v est une fonction uni-
versellement mesurable de valeur absolue 1 (cor. 3 du th. 2). Nous
avons alors (prop. 8) 8 = g.u + 0, avec g = vf (de sorte que
lgl = f)et @ = v.v (de sorte que |0'] = v’ d’aprés la prop. 2); les
mesures (' et u sont étrangéres d’apres le cor. 2 de la prop. 12. 1]
reste seulement & établir I'unicité de la décomposition. Supposons.
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doncquef=g.u+ 60 =g,.u+ 067, 0u0, et 0 sont étrangéres a u;
0" — 0] est majorée par |0'| + |0,], donc & — 6 est étrangére
a u, et par conséquent aussi 4 (g, —g).u. La relation
0 — 0; = (g, — g).u entraine alors que les deux membres sont
nuls, ce qui prouve 'unicité.

Rappelons (th. 2, Scholie) que 'espace L\ (T, u; C) peut étre
1dentifie (au moyen de Papplication ¢ — g. u) a un sous-espace de
Mc(T). Avec cette convention, le théoréme 3 prend la forme
suivante:

COROLLAIRE. — Il existe un projecteur p de I'espace M(T) sur

I’espace L, (T, i ; C), dont le noyau 'pl (0) est I’ensemble des mesures
complexes étrangéres a u, tel que

101 = 1p@) + 10 — p0),  p(6) = Ip(®)

pour toute mesure complexe 0.

Si I'on restreint p a ’ensemble des mesures bornées, on obtient
un projecteur p! de 'espace .4 YT) sur 'espace LY(T, u); la relation
101 = 161(1) entraine que 0] = [p'(0)]| + 16 — p'(0)]| pour toute
mesure complexe bornée 6.

8. Applications: 1. Dualité des espaces L?

Nous ne traiterons ici que le cas des espaces L? réels.

Rappelons que deux nombres p,g tels que 1 < p < + o0,
1 <g< +o0, 1/p+ 1/g =1, sont appelés des exposants con-
jugués (chap. 1V, §6, n° 4). Toute fonction ge .¥? définit une
forme linéaire continue 0, sur L?, qu’on obtient par passage au
quotient a partir de la forme linéaire '+ | fg du sur £%, et on a
N,(g) = [0, (chap.IV,2°¢éd., §6,n°4, cor. dela prop. 3). Par passage
au quotient, on déduit donc de I'application g +— 0, une application
linéaire isométrique ¢ de L? dans le dual (L?) de L?. Nous allons
montrer que, pour 1 < p < + oo, @ applique L? sur (L?), de sorte
que nous pourrons désormais identifier 'espace de Banach L? a
PPespace de Banach (L?) par I'isomorphisme ¢. En d’autres termes:

THEOREME 4.— Soient p et q deux exposants conjugués tels
que 1 < p < +oo. Toute forme linéaire continue sur LT, y) est
du type f+— [ fg du, ot g est une fonction de LT, p) dont la classe
dans L9 est bien déterminée.
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En effet, soit € une forme linéaire continue sur #?; il existe
donc un nombre a >0 tel que |6(f) < a.N,(f) pour toute
fonction f'e #?. Considérons la restriction de 0 a I’espace #(T)
des fonctions continues a support compact: pour toute partie
compacte K de T et toute fonction fe # (T, K) (espace des
fonctions continues a support contenu dans K), on a
N,(f) < (uEK)'?| fI; donc la topologie induite sur (T, K)
par celle de #? est moins fine que la topologie de la convergence
uniforme, et la restriction de 8 a chaque (T, K) est par suite
continue pour cette derniére topologie. Cela signifie que Ia
restriction de 0 a 4 (T) est une mesure réelle v (chap. 111, 2¢ éd., § 1,
n® 3, déf. 2).

Montrons que |v|(|f]) < a.N,(f) pour toute fonction f de
#°(T). 1l suffit de prouver cette formule pour f > 0. Or, pour
toute fonction Y de #(T) telle que || < f, on a

V)l < a. N,@) < a. N(f);

notre assertion résulte de ’expression de la valeur absolue d’une
mesure donnée au chap. I, 2° éd., § 1, n° 6, formule (12). La
relation V(| f]) < a(u(| f]P))'/? s’étend aussitdt au cas ol f est la
fonction caractéristique d’un compact, grdce a un passage a
Penveloppe inféricure, et entraine alors que tout compact u-
négligeable est v-négligeable, de sorte que v est une mesure de base
w(n® 5, th. 2).

Il existe donc une fonction positive localement p-intégrable h,
telle que |v|(f) = [ fh, du pour toute fonction f € #'(T). Montrons
que h, est localement presque partout é¢gale a une fonction de Z“.
Si la fonction f > 0 de A(T) est telle que N (f) <1, on a
{fhydp = P(f) < a. Pour toute application continue f, de T
dans (0, 1), & support compact, on a donc sup [(foh,)fdu < a
lorsque f parcourt ’ensemble des fonctions >0 de #(T) telles
que N,(f) < 1. D’apres la formule (11) du chap. IV, §6, n° 4,
on en déduit que N (foh,) < a. De la résulte que s%p N (oxhy) < a

lorsque K parcourt I’ensemble des parties compactes de T, et cela
prouve notre assertion (§ 1, prop. 9).

-Soit v une fonction (réelle) de valeur absolue 1 universellement
mesurable, telle que v = v. || (cor. 3 du th. 2), et soit g = vh,;
on av=g.u et gappartient a ¥% On a, pour toute fonction
e (T),0(f) = v(f) = [ fg du. Autrement dit, les formes linéaires
continues 6 et 6, coincident dans #(T); elles sont donc ¢gales
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dans #*, puisque 7 (T) est partout dense dans £?, et cela achéve
la démonstration.

COROLLAIRE. — Pour tout nombre p tel que 1 <p < o,
Pespace de Banach LP(T, u) est réflexif.

En général, le dual de L™ n’est pas isomorphe a L!, et par
suite L' et L® ne sont pas réflexifs (exerc. 10). Nous allons
caractériser les formes linéaires continues sur L* qui proviennent,
par passage au quotient, d’une forme linéaire f— | fgdu sur
F>e, ouge L.

L’espace vectoriel ordonné L®(T, u), qui est un sous-espace
de LL.T, p), est complétement réticulé; en effet, si (f,) est une
famille de fonctions positives de #*, dont 'ensemble des classes
(f,) est majoré dans L*, il existe a > 0 tel que N_(f,) < a pour
tout «. Comme L1 (T, ) est complétement réticulé, la famille
(f.) admet une borne supérieure h dans LL (T, p); mais comme
a > f, pour tout o, on a h < a, et par suite N_(h) < a, d’ou
notre assertion. “

PROPOSITION 14.— Pour qu’une forme linéaire positive 0 sur
L™ soit du type [+ [ fg du, on ge L7, il faut et il suffit que, pour
toute famille filtrante croissante (f,).n de fonctions positives de
#>, dont ensemble des classes (f,),a est majoré dans L* et
admet h comme borne supérieure dans cet espace, on ait

0(h) = sup 0(f,).
acA

Montrons d’abord que la condition est nécessaire. En effet,
la mesure h.pu est la borne supérieure dans .#(T) de I’ensemble
des mesures f,.u (n°® 5, Scholie); donc (chap. 11, §2, n° 2), pour
toute fonction ¢ = 0 de #(T), on a [hedu =sup | f,odu Si

acA
maintenant g est un nombre >0 tel que N_(f,) < a pour tout

xeA (ce qui entraine N _(h) < a), pour tout & > 0, il existe
peA(T) telle que @ =20 et N,(g — @) <e dou lon tire
[ flg — @ldu < ae pour tout a € A, et [hlg — ¢| du < ae. Comme
sup | f,gdp < [hgdp, cela prouve que les deux membres de

acA
cette inégalité sont égaux.

Pour établir que la condition est suffisante, nous utiliserons
le lemme suivant: '
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Lemme 4.—1° Soit f une fonction positive semi-continue
inférieurement et bornée dans T. Alors sa classe f dans L est la
borne supérieure de lensemble des classes ¢, ou ¢ parcourt
Pensemble des fonctions de A4 (T) telles que 0 < ¢ < f.

2° Soit f une fonction positive mesurable et bornée dans T.
Alors sa classe f dans L™ est la borne inférieure de I'ensemble des
classes , ou Y parcourt I'ensemble des fonctions semi-continues
inférieurement et bornées dans T, qui sont =f.

1° Soit f’ une fonction de #* telle que f* soit la borne
supérieure dans L* de ’ensemble des classes ¢ des fonctions ¢
de #°(T) telles que 0 < @ < f; on a évidemment ' < £ Soit U
une partie ouverte relativement compacte de T; pour toute
fonction h de A (T) telle que 0 < h < foy, on a, par définition,
h(t) < f'(t) localement presque partout, donc h(t) < f'(t)@y(t)
presque partout; on en conclut que {hdu < [ f'oydu. Mais
‘puisque fo, est semi-continue inférieurement, | fo, du = sup [ hdp,
ou h parcourt 'ensemble des fonctions de #'(T) telles que
0 < h < foy (chap. 1V, § 1, n° 1, déf. 1); on a donc

[fovdn < [ f'oudn,

et comme f'epy < foy presque partout, on a nécessairement
fou = f'oy presque partout, d’ou f = f' localement - presque
partout.

2° Soit f’ une fonction de ¥ telle que f’ soit la borne
inférieure dans L® de 'ensemble des classes y des fonctions
semi-continues inférieurement, bornées et > f; on a /' > f. Soit K
une partie compacte de T ; pour toute fonction h, semi-continue in-
férieurement, bornée et majorant fog, soit h la fonction égale a h
dans K, a | f| + ||h] dans T — K. Alors h est semi-continue inféri-
eurement et > f, donc par définition h(z) > f'(t) localement presque
partout; on en conclut que h(t) 2 f'(t)pg(t) presque partout, d’ol
fhdu> [ f'ogdu. Mais | fogdu =inffhdy, ou h parcourt
I’ensemble des fonctions semi-continues inférieurement, bornées
et majorant foi (chap. 1V, § 1, n° 3, déf. 3); on a donc

ff‘PK dp = ff/(DK du,

et comme foi < f'gpx presque partout, on a nécessairement
fox = f'ox presque partout, d’ou f = f’ localement presque
partout.
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Ce lemme étant démontré, soit 6 une forme linéaire positive
sur £ satisfaisant a la condition de ’énoncé de la prop. 14. La
restriction de 0 a I’espace #'(T) est une mesure positive v sur T.
Nous allons montrer que, pour toute fonction positive
fe LT, ), on a O8(f) = v¥(f). Supposons d’abord que f soit
semi-continue inférieurement (et bornée); d’apreés le lemme 4, f est
la borne supérieure de I’ensemble filtrant croissant des classes
@, ou ¢ parcourt ’ensemble filtrant ® des fonctions de #(T)
telles que 0 < ¢ < f Comme par hypothése 6(f) = sup O(¢),

pcd

et que v¥(f) = sup v(¢) par définition, notre assertion est démon-
ped ) .
trée dans ce cas. Supposons en second lieu que f soit y-mesurable

et bornée; on a alors, par définition, v*(f) = inf v*(if), ol ¥
Yye'¥

parcourt ’ensemble filtrant décroissant ¥ des fonctions semi-

continues inférieurement, bornées et >f Si a > | f|, en ap-

pliquant I’hypotheése de I’énoncé a P’ensemble filtrant croissant

des classes des fonctions a — ¥, ot yeW¥ et ¥ < a, on voit, en

vertu du lemme, que l'on a 6(f) = ulln\{fl 0(y), et on a donc bien
€

0(f) = v*(f). En particulier, pour toute fonction p-négligeable
f=0,0onaf(f)=0,donc v¥f) = 0, et par suite (n° 5, th. 2) v est
une mesure de base u; en outre, v¥(1) = 6(1) < + o0, et par suite
(cor. du th. 1) v=g.pu, ot ge YT, n). Enfin, toute fonction
u-mesurable étant v-mesurable, toute fonction positive f € £ (T, u)
est v-intégrable, et on a [ fgdu = v¥(f) = 0(f), ce qui achéve la
démonstration.

On conclut de la prop.. 14 que les formes linéaires sur £
du type fr— | fgdu, o ge £, sont les différences 6, — 0,, ou
0, et 0, sont des formes linéaires positives satisfaisant a la condi-
tion de la prop. 14.

9. Applications: I1. Fonctions de mesures

Soient uq, u, ,- .., p, des mesures réelles sur T, et u(x, , ..., x,)
une fonction numérique finie, définie dans R", et positivement
homogene (c’est-a-dire (chap. I, § 1, n° 1) telle que
(12). wox, ..., 0x,) = o(Xy ..., X,)

pour tout scalaire o > 0). Il existe des mesures positives A sur T
telles que |y <4 pour 1 <i<n (par exemple la somme
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n

Z |u). Soient A, 2’ deux telles mesures sur T. On peut écrire
i=1

= fi. A= fi.2,ouf (resp. f}) est mesurable et essentiellement
bornee pour la mesure A (resp. 4') (n° 5, th. 2). Nous allons établir le
résultat suivant: pour que la fonction numérique u(f, ,...,[,) soit
localement intégrable pour A, il faut et il suffit que la fonction
w(fy,....[ ) soit localement intégrable pour A, et on a alors

u(fy,...of)-A=ulf1,....0Hn A

Comme on a |y} < inf(4,41), on peut se borner au cas ou
A< A On aalors A =g. 1, ou g est une fonction A’-mesurable
telleque 0 < g < 1 (n°5, th. 2);d’ o1 (n° 4, prop. 8)

=fi-(g.A)=(/fig) . 4 ,
on en conclut (n° 3, cor. 2 de la prop. 3) que f,g est égale a f;" locale-
ment presque partout pour A'. Par suite, on a, d’apres (i2),

u(fi, . f) = ulfig - fug) = ulfis. o f0)g

localement presque partout pour A. Pour que u(f,...5f,) soit
localement A’-intégrable, il faut et il suffit par conséquent que
u(f1, ..., f,)g soit localement intégrable pour A’, donc (n® 4, prop. §)
que u(f,,...,f,) soit localement intégrable pour 1; et 'on a
(n° 4, prop. 8)

ulf s f ) A =l f)g) A =) A

La mesure u(f,,..., f,). 4 ne dépend donc que des mesures
Ui ..., U, €t de la fonction u; aussi la note-t-on u(u,,...,u,).
Cette mesure est par suite définie lorsque u est une fonction
positivement homogene telle que, pour une mesure positive A
majorant toutes les ||, u(f ,...,f,) soit localement A-intégrable,
en désignant par f; la densité de u; par rapport & 4. On notera
que cette condition est remplie lorsque u est positivement homo-
géne et continue: on a en effet alors

lu(xy 5. X)) < allx] + 1% + -0 4 )

(u étant bornée dans un voisinage assez petit de (0,...,0)), et
comme u(f,,...,f, est A-mesurable (chap. 1V, §5, n° 3, th. 1),
elle est localement A-intégrable en vertu du critére d’intégrabilité
(chap. IV, §5, n° 6, th. 5).

Soient u;,...,u, des fonctions numériques positivement
homogeénes définies dans R”, et telles que les p fonctions
g =ulfi,--..f,) (1 <k <p) soient localement A-intégrables.
Soit v une fonction numérique positivement homogeéne définie
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dans R?, et telle que v(g,,...,g,) soit localement A-mtegrable.
Posons '
WXy, X,) = 0y, X U (X g, X))
Alors la fonction w est positivement homogene, w(f, ,...,f,)

est localemerit A-intégrable, et on a par définition

Wty 5o ) = 00U (R s )y U s )

Dans le cas particulier des fonctions x*, x7, |x], x + y,
inf(x, y), sup(x, y), les mesures définies par le procédé qui vient
d’étre décrit coincident respectivement avec celles qui ont ¢été
notées u*, pu”, |ul, n + v, inf(u, v), sup(y, v); cela résulte aussitot
du cor. de la prop. 2 du n® 2. Si u et v sont deux mesures réelles, et

0 = p +iv, on a |0 = /u?> + v2; en effet, soient 4 une mesure
=0 majorant |y et |v], et f, g des fonctions localement A-intégrables
tellesqueu=f.,v=g.l;ona

\/u2+v2 =v\/f2+g2.;t,

0= (f+ig).4 donc(n°2, prop.2)|0] =/ f* + g*. i

On peut appliquer cette méthode a la fonction positivement
homogeéne (x? + ... + x2)?, pour définir la longueur d’une
courbe dans R".

10. Mesures diffuses; mesures atomiques

DEFINITION 5.— On dit qu’une mesure 8 sur T est diffuse si,
pour tout teT, on a |6]({t}) = 0.

Exemple. — La mesure de Lebesgue sur R est diffuse (chap. 1V,
§ 1, n° 3, Remarque 1).

Dire que 0 est une mesure diffuse sur T revient a dire que
tout ensemble de complémentaire fini porte 6], ou encore que ||
est étrangére a toute mesure ponctuelle. Les mesures réelles
diffuses forment donc une bande dans .#(T) (chap. 1I, §1, n° 5,
th. 1).

Rappelons (chap. 111, 2¢ éd., § 1, n° 3) qu’une mesure complexe

p sur T est dite atomique si elle est de la forme ) oft)e,, ol o est
teT
une fonction complexe sur T, telle que ) Jo(#)] < + co pour tout
teK
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compact K de T, ce qui exprime que la famille (x(t)¢,),.s est som-
mable (§ 2, n° 1, remarque 2). Il résulte alors de la remarque suivant

le cor. 3 du th. 2 du n® 5 que |p| = ) |a(t)l¢,. La fonction a qui
teT

intervient dans ces formules est uniquement déterminée, car
oft) = p({t}). Une mesure atomique et une mesure diffuse sont
étrangéres.

PrOPOSITION 15.— Toute mesure complexe o sur T peut
s’écrire d’une seule maniére sous la forme p + 0, ou p est une
mesure atomique, 0 une mesure diffuse; on a alors |o| = |p| + |0).

L’unicite de la décomposition est évidente, car p étant

atomique, et 0 diffuse, on doit avoir p = ) p({t})e, = ) o({t})e, .
teT teT
et 0 = o — p. Pour établir Iexistence, il suffit de remarquer que

> Jo({t})] < |o|(K) < + oo pour tout compact K, de sorte que

teK

'on peut poser Y o({t})s, = p. La mesure ¢ — p est évidemment
teT

diffuse, et la relation |g| = |p| + |o — p| résulte aussitét du cor. 3

de la prop. 13 dun®8.
On notera que cette démonstration prouve que si g est portée
par un ensemble M et si|a|({t}) > O pour tout t € M, ¢ est atomique.

§ 6. — Images d’une mesure

1. Image d’une mesure positive

Soient X un espace localement compact, © une application
u-mesurable de T dans X. Dire que le couple (n, 1) est u-adapté
(§4, n° 1) équivaut a dire que pour toute fonction fe #(X) la
fonction f o w est essentiellement p-intégrable. «

ProprosITION 1.-— Soit © une application p-mesurable de T
dans un espace localement compact X. Les deux propriétés suivantes
sont équivalentes:

a) pour toute fonction fe A(X), fon est essentiellement u-
intégrable;

b) pour tout ensemble compact K < X, ;II(K) est essentiellement
u-intégrable.

Nous venons de remarquer que a) entraine que le couple
(m, 1) est u-adapté. Par suite (§4, n°® 4, th. 2), pour tout ensemble

. . -1
compact K < X, la fonction ¢g-nm=¢,, ou A= n(K), est
essenticllement p-intégrable, autrement dit, a) entraine b).
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-1 . .
Inversement, supposons que = (K) soit essentiellement u-
intégrable pour toute partie compacte K de X, et montrons que
a) est vérifiée. Soit en effet S le support de f; comme S est compact,

on a, par hypothese, en posant A = —nl(S)

[ @) duo < 171 [ o) duty = 111 | oalt) dut) < + co.

Comme fo7x est u-mesurable (chap. IV, §5, n° 3, th. 1), on
voit que f o 7 est essentiellement p-intégrable (§ 1, n® 3, prop. 9).

La propriet¢ b) est évidemment équivalente a la propriéte
suivante (qui équivaut donc aussi a a)):
¢) Pour tout point x de X, il existe un voisinage V de X tel

que ;zl (V) soit- essentiellement u-intégrable.

DEFINITION 1.— Soit u une mesure positive sur un espace
localement compact T. On dit qu’une application n de T dans un
espace localement compact X est u-propre (ou propre pour la
mesure u) si le couple (n, 1) est u-adapté, c’est-a-dire (§4,n° 1) si n
est p-mesurable et satisfait aux conditions (équivalentes) de la
prop. 1. La mesure [ e, du(t) sur X s’appelle alors I’image de p
par m et se note m(u).

Si v = n(u), on a donc, par définition, pour f e 4 (X)
(1) [ 16y dv(x) = [ £ () du(e).

Remarques. — 1) Si u est bornée (et en particulier s1 g a un
support compact), toute application u-mesurable de T dans X est
u-propre (chap. IV, § 5, n°® 3, th. 1 et n° 6, th. 5).

2) Sim est u-mesurable et si, pour toute partie compacte K de

X, nl(K) est relativement compact, n est u-propre (chap. IV, 2° éd.,
§5, n° 5, prop. 7, et n° 6, th. 5); en particulier, toute application
continue propre de T dans X (Top. gén., chap. 1, 4° éd., § 10, n° 2,
th. 1) est p-propre pour toute mesure positive p sur T. Plus
particulierement, il en est ainsi de tout homéomorphisme n de T
sur X; la mesure v = n(u) n’est autre alors que la mesure sur X
transportée de u par n (chap. 111, 2¢ éd., § 1, n® 3).

3) Supposons que la topologie de X admette une base
dénombrable; alors toute application n de T dans X qui vérifie
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la condition b) de la prop. 1 est u-mesurable, et par suite u-propre.
Il suffit d’appliquer le th. 4 du chap. IV, § 5, n° 5, en remarquant
que X est alors métrisable (Top. gén., Chap. IX, 2° éd., §2, n° 9,
cor. de la prop. 16) et que, pour une distance quelconque com-
patible avec la topologie de X, toute boule fermée est réunion
dénombrable d’ensembles compacts.

2. Intégration par rapport a I'image d’une mesure positive

Soit 7 une application u-propre de T dans X, et soit v = ().
En appliquant les résultats du § 4, on obtient les énoncés suivants:

PROPOSITION 2.-—— Pour toute fonction numérique f = 0 définie
dans X, on a

2) [ fe0ydvtx) = [ £ (nte) du)

Cela résulte du th. 1 du §4, n°® 2.

COROLLAIRE 1.— Pour toute partie A de X, on a

v*(A) = u* (T (A)).

COROLLAIRE 2.— Pour qu’une partie A de X soit localement

négligeable pour v, il faut et il suffit que %1(A) soit localement
négligeable pour p.

COROLLAIRE 3.— Si la mesure p est concentrée sur un ensemble
M, n(u) est concentrée sur n(M).

En effet, si N = X — (M), n( ) ne rencontre pas M, donc
est localement p-négligeable, et par suite (cor. 2) N est localement
v-négligeable.

COROLLAIRE 4.— Soit S le support de u. Si m est continue, le

support de n(u) est n(S).
En effet, il résulte du cor. 3 que n(u) est concentrée sur n(S),

donc, si S’ est le support de n(u), on a S’ = n(S). D’autre part,
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_nl(X — §’) est'un ensemble ouvert localement u-négligeable (cor.
2), donc p-négligeable (chap. IV, §5, n°® 2, cor. 2 de la prop. 5).

On a donc ;EI(X — S) <= T—S et par suite n(S) = §', ce qui
démontre le corollatre.

PROPOSITION 3.— Pour qu’une application f de X dans un
espace topologique G soit v-mesurable, il faut et il suffit que fon
soit pu-mesurable.

C’est une conséquence immeédiate de la prop. 3 du §4, n° 3.

COROLLAIRE.— Pour qu’une partie A de X soit v-mesurable, il
Sfaut et il suffit que ;rl(A) soit p-mesurable.
Par contre, 'image par n d’une partie y-mesurable M de T

n’est pas nécessairement v-mesurable, méme si © est continue et
M p-négligeable (exerc. 7 et § 8, exerc. 1).

THEOREME 1.— Soit f une fonction définie dans X, a valeurs
dans R ou dans un espace de Banach F. Pour que f soit essentielle-
ment v-intégrable, il faut et il suffit que fom soit essentiellement
u-intégrable, et U'on a alors

3) [ 00 dvx) = [Fan(1)) dpte).

Supposons en outre que m soit continue et propre. Pour que f soit
v-intégrable, il faut et il suffit alors que f - 7t soit u-intégrable.
1 suffit d’appliquer Ie th. 2 du §4, n° 4.

COROLLAIRE.— Pour qu’une partie A de X soit essentiellement
. . P ; e -1 . . . ,
v-intégrable, il faut et il suffit que m (A) soit essentiellement p-inté-

grable, et on a alors v(A) = u( ;‘Cl(A)).

En particulier, pour tout ensemble compact K = X, on a

v(K) = wf ;II(K)). Il résulte de la et du cor. 3 de la prop. 2 que, st u
est atomique (§ 5, n° 10), il en est de méme de n(u) = v. En effet,
soit M Pensemble des teT tels que p({t}) # 0; comme p est
portée par M, v est portée par 7(M); en outre, pour tout x € (M),

-1 . -1 . .
on a v({x}) = u( = (x)) > 0, puisque 7 (x) contient au moins un
point de M. Donc v est atomique (§ 5, n° 10, prop. 15).
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3. Propriétés de Pimage d’une mesure positive

PRrOPOSITION 4.— Soient T, T', T" trois espaces localement
compacts, p une mesure positive sur T, m une application u-mesurable
de T dans T', n’ une application de T" dans T", et 1" = 1’ o 1.

a) Supposons que m Soit u-propre et soit | = n(u). Pour que
7' soit u'-propre, il faut et il suffit que n" soit pu-propre, et on a alors
7" (1) = w'(n(p)) (« transitivité de I'image d’une mesure »).

b) Supposons que w' soit continue, et que wn” soit u-propre;
n est alors u-propre, ' est n(u)-propre, et on a n"(u) = 7'(w(w)).

Sous les hypotheses de a), pour que n” soit-u-mesurable, il
faut et il suffit que #" soit y'-mesurable (n° 2, prop. 3). D’autre part, si

-1 —
K est une partie compacte de T”, on a n"(K) = nl(n’(K)); pour
-1
que 7"(K) soit essentiellement u-intégrable, il faut et il suffit que

-1

7’ (K) soit essentiellement p/-intégrable, en vertu du cor. du th. 1.
Enfin, si " est p-propre, en posant u” = n”(u), on a, pour toute
fonction fe #(T"),

[r@ydpe) = [ @) du
= [/ @ @) dutt) = [ f@'(0)) dy(r)

en vertu du th. 1 du n® 2, ce qui achéve la démonstration de a).
Sous les hypothéses de b), soit K' une partie compacte de T".

Alors K” = 7'(K’) est compact, donc n”(K") est essentiellement u-

— ~1
intégrable, donc nl(K’) < n"(K”) est essentiellement u-intégrable
(chap. 1V, 2°¢éd., § 5, n° 5, prop. 7), de sorte que = est y-propre. On
achéve alors en appliquant la partie a) de I’énoncé.

COROLLAIRE.~— Soient T et T' deux espaces localement
compacts, p une mesure positive sur T, n une application bijective

de T sur T, T U"application réciproque. Supposons que 1 Soit
u-propre, et soit (' = n(u). Alors T est W-propreetona _nl(n(,u)) = U

PrROPOSITION 5. — Soient T et X deux espaces localement
compacts, p une mesure positive sur T, n une application pu-propre
de T dans X, g une fonction numérique finie et >0, définie dans X
et telle que g o m soit localement intégrable pour p. Pour que g soit
localement intégrable pour n(u), il faut et il suffit que © soit propre
pour la mesure (gom). u, et on a alors

4) n((gen). p) = g. n(y).
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Posons v = zw(u). Pour que g soit localement v-intégrable, il
faut et il suffit que gf soit v-intégrable pour toute fonction
fe A (X); comme gf a un support compact, il revient au méme
de dire que g f est essentiecllement v-intégrable, et cela équivaut a
dire que (gom)(fon) est essenticllement u-intégrable (th. 1).
Mais en vertu du th. 1 du §35, n® 3, cela signifie que fonm est
essentiellement intégrable pour p = (gon). u, et, par définition,
cela veut dire que 7 est p-propre (puisque 7 est ¢videmment
p-mesurable). En outre, on a

[fgdv = [ fn(e)glm(t) du(t) = | (=) dp(z)
(n® 2, th. 1 et § 5, th. 1), ce qui prouve la relation (4).

PROPOSITION 6.— Soient T et X deux espaces localement
compacts, (A,),ea une famille de mesures positives sur T, filtrante
pour la relation <, admettant dans M(T) une borne supérieure .
Pour qu’une application de T dans X soit u-propre, il faut et il suffit
qu’'elle soit A,-propre pour tout a€ A, et que la famille (n(4,))ycn
soit majorée dans M (X). Dans ce cas, on a

(3) m(u) = sup m(4,).

Pour que & soit u-mesurable, il faut et il suffit que 7 soit A,
mesurable pour tout e A (§1, n® 4, cor. 2 de la prop. 11). Sup-
posons cette condition satisfaite; dire que n est u-propre équivaut
alors a dire qu’on a, pour toute fonction fe A", (T),

U (fom < +o0.

Or on a

["(romdu=sup[" (fomdi, = sup[" fd(n(2)

(§ 1, n° 4, prop. 11); le premier membre est donc fini pour toute
fe A (T) si et seulement si la famille (n(1,)) admet une borne
supérieure 0 dans .#(X), et on a alors | (f o n)du = | fd0, relation
équivalente a (5). ‘

COROLLAIRE 1.— Soit (11,),. une famille sommable de mesures

positives sur T, telle que u = Y u,; pour g une application n de
acA
T dans un espace localement compact X soit u-propre, il faut et

il suffit quelle soit p,-propre pour tout acA, et que la famille
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(m(Uy))sen SOOIt sommable. On a dans ce cas

(6) n(p) = ) mu,).

acA

COROLLAIRE 2.— Soient T et X deux espaces localement
compacts, (1;); < i<n Une suite finie de mesures positives sur T, et soit
n
=Y A. Pour quune application = de T dans X soit p-propre,
i=1
il faut et il suffit qu’elle soit 1,-propre pour chaque indice i, et on a
alors

i (A;) = n( i ii).
i=1 i=1

4. Image d’une mesure complexe

Soit 0 une mesure complexe sur T, et soit © une application
de T dans un espace localement compact X: supposons que 7«
soit (-mesurable, et que pour chaque fe #(X;C), forn soit
essenticllement #-intégrable. Comme il est équivalent de dire
qu’une fonction est mesurable (resp. essentiellement intégrable)
par rapport & 0 ou par rapport a |0|, cela signifie que 7 est |0]-
propre. Si fe #(X;C), on a

(7) firemdo| <[ qsoman:

il en résulte aussitot que la forme linéaire [+ [(f o n)dO sur
A (X ; Cest une mesure complexe sur X (chap. I11, 2° éd., § 1, n° 3,
prop. 6), et on peut poser la définition suivante:

DEFINITION 2.— Soit 0 une mesure complexe sur un espace
localement compact T. On dit qu'une application n de T dans un
espace localement compact X est O-propre si elle est |0|-propre.
La mesure f+ [(f o n)d0 s’appelle alors I’image de 0 par n et se
note w(0).

La relation (7) se met alors sous la forme:

(8) [m(0) < m(10)).

La mesure n(6) peut étre nulle sans que 6 le soit, comme on le
voit immédiatement en prenant pour T un espace réduit a deux
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points a, b, pour 6 la mesure ¢, — ¢,, pour m une application
constante.

‘Soient 6 et 8" deux mesures complexes sur T; si @ est 0-propre
et 0'-propre, il résulte du cor. 2 de la prop. 6 que = est (0 + 0')-
propre, car on a [0 + 6] < |0 + |¢], et on a évidemment
@ + 6) = n(0) + n(0).

En particulier, si 0 est une mesure réelle, et si @ est f-propre,
on a

%) n(0) = n(0") — n(0)".

Plusieurs résultats établis plus haut s’étendent aussitét aux
mesures complexes; nous citerons les plus importants.

PROPOSITION 7.— Soient 6 une mesure complexe sur T, m une

application O-propre de T dans un espace localement compact X,
v la mesure image m(0).

a) Soit A une partie de X; si n(A) est localement 0-négli-
geable, A est localement v-négligeable.
b) Soit f une application de X dans un espace topologique; si
fom est O-mesurable, f est v-mesurable.
¢) Soit f une fonction définie dans X, a valeurs dans un espace
de Banach F ; si f o 7t est essentiellement O-intégrable, f est essentielle-
ment v-intégrable et on a

(10) [0 do) = [ 1x) do(x).

Compte tenu de la formule (8), ces résultats se déduisent du
cor. 2 de la prop. 2, de la prop. 3, et du th. 1 dun® 2.

5. Application: changement de variable dans Uintégrale de Lebesgue

Soient I un intervalle (borné ou non) de R, a son origine, b
son extrémité dans R, u la mesure de Lebesgue dans 1. Pour toute
fonction p-intégrable f et tout intervalle H < I, d’ origine o et
d’extrémité f8, nous écrirons j f(1) dt au lieu de [y f(t) dt = [y fdp,
et nous poserons fﬂ f(t)dt = — fﬂ f(r)dt; la 51gn1ﬁcat10n ainsi
donnée a ces symboles coincide avec celle qui leur a été attribuée
dans Fonct. var. réelle, chap. I1, §§ 1 et 2, lorsque f est une fonction
réglée a support compact (chap. 1V, §4, n° 4, Exemple).
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Soient g une fonction numérique définie dans 1 et localement
u-intégrable, x, un point de 1; pour tout x € I, posons

(11 G(x) =c + fx g(t)ydt (¢ constante).
Jxo

La fonction numérique G est continue dans I; cela résulte
aussitét du th. de Lebesgue (chap. IV, §4, n° 3, cor. 1 du th. 2),
car le produit de g et de la fonction caractéristique -de I'intervalle
d’extrémités x et x + h tend vers une fonction négligeable lorsque
h tend vers 0. Donc G(I) est un intervalle de R. Dans tout ce n°,
on considérera G comme une application de I sur ’espace loca-
lement compact G(I). On désignera par A la mesure g. p sur L

Supposons d’abord que g soit u-intégrable. Alors, le méme
raisonnement que ci-dessus montre que les limites G(a+) et
G(b —) existent et sont finies; en outre, la mesure |A| est bornée
(§5, n° 3, cor. du th. 1), et 'application G de 1 dans G(I) est 4-
propre.

PROPOSITION 8.-— Supposons g up-intégrable. Si 1 désigne
Uintervalle ouvert de R d’extrémités Gla+) et G(b—), ’image par
G de la mesure g . u est la mesure @;.v si Gla+) < Gb~—) et la
mesure —q@y.v si Gla+) = G(b—) (v désignant la mesure de
Lebesgue sur G(I)).

I suffit de prouver que, pour toute fonction f e #(G(I)), on a

G(b—) b
(12) s, J01E = [ 1(Geg(0) di.

Gla

Or, cette formule a déja été démontrée lorsque ge £ (1)
(Fonct. var. réelle, chap. 11, §2, n° 1, formule (1)). Passons au cas
géneral; il existe une suite (g,) de fonctions de #'(I) telle que:
1° la suite (g,(t)) tende vers g(t) presque partout dans I; 2° il existe
une fonction p-intégrable h > 0 telle que |g,| < h pour tout n
(chap. 1V, §3, n° 4, th. 3). 1l résulte aussit6t du th. de Lebesgue

.que, si on pose G,(x)=c + fﬁogn(t) dt, la suite (G,) converge
uniformément vers G dans I, et que les nombres G,(a+) et G, (b—)
tendent respectivement vers G(a+) et G(b—). Soit f une fonction
de #(R) prolongeant f; ce qui précéde prouve que f'(G,(t)) tend
vers f(G(1) = f(G(t)) pour tout tel; appliquant le th. de
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Lebesgue, on voit que la- formule (12) résulte de la formule

Gulb—) ) b
[ 1@ de =] f(Gi0)e,0)di

Gula+)

par passage a la limite.

COROLLAIRE. — Si une fonction f définie dans G(1), a valeurs
dans R ou dans un espace de Banach, est telle que la fonction
t— f(G(t))g(t) soit intégrable dans 1 pour la mesure de Lebesgue,
alors f est intégrable dans J pour la mesure de Lebesgue et on a
(formule du changement de variable dans I'intégrale de Lebesgue)

G(b—) b
(13) . f©de =] fGe) d.

G(a+)

En effet, f(G(¢)). est intégrable pour la mesure |g|.u, donc
aussi pour les mesures g*. pet g7 . u; il résulte du th. 1 (n°® 2) que
f est intégrable pour les mesures images G(g*. p) et G(g . p),
donc aussi pour la mesure ¢;.v et que 'on a (13), compte tenu
de la prop. 8 et de la formule (9).

1l peut se faire que f soit intégrable dans J pour la mesure de
Lebesgue, mais que t—> f(G(t))g(t) ne soit pas intégrable dans [ pour
la mesure de Lebesgue (exerc. 10).

Supposons maintenant que g garde presque partout un signe
constant (et soit localement p-intégrable); on peut par exemple
supposer g(t) = 0 presque partout dans I. Alors G est une fonc-
tion continue croissante dans I, donc G(a+) et G(b—) existent
(mais peuvent étre infinis). En outre, G est une application A-
propre de T dans G(I): en effet, si G(b—)e G(I), 1l y a un x; = x,
tel que G soit constant pour x > x,, et alors I'image réciproque
par G de l'intervalle compact (G(x,), G(b—)} est A-intégrable; si
au contraire G(b—)¢ G(I), I'image réciproque par G de tout
intervalle compact d’origine G(x,), contenu dans G(I), est un
intervalle compact. On raisonne de méme pour les intervalles
compacts d’extrémité G(x,), d’out notre assertion. En outre:

PROPOSITION 9.— Supposons g = 0 et localement p-intégrable.
Alors, Uimage par G de la mesure positive g.u est la mesure de
Lebesgue sur G(I). Pour qu’une fonction f, définie dans G(I), a
valeurs dans R ou dans un espace de Banach, soit intégrable dans
G(I) pour la mesure de Lebesgue, il faut et il suffit que la fonction
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t— f(G(t)g(t) soit intégrable dans 1 pour la mesure de Lebesgue,
et on a la relation (13).

La premi¢re partie de I'énoncé résulte de ce que la formule
(12) est valable pour toute fonction f € #(G(I)); en effet, le support
de Ia fonction t — f(G(t)) est contenue dans un intervalle K < 1
dans lequel g est intégrable, en vertu des remarques faites ci-
dessus, et il suffit d’appliquer a K la prop. 8. La seconde partie est
conséquence du th. 1 du n° 2.

6. Décomposition en tranches. Image réciproque d’une mesure par un
homéomorphisme local

Soient X un espace localement compact, n une application
de X dans un espace localement compact T, x4 une mesure positive
sur T, A:t— A, une. application scalairement essentiellement
u-intégrable et vaguement u-mesurable de T dans .# ,(X). Soit
v = A du). Si 2, est portée par T (t) pour tout t € T, on dit que
égalité v = [ 4, du(t) est une décomposition en tranches (ou une
désintégration) de v relativement a n. Cette notion sera étudice de
maniére détaillée au chap. VL

ProrosITION 10. — On conserve les notations ci-dessus, et on
suppose que © est v-mesurable. Soit g la fonction t+— A¥(1) sur T.
Pour que m soit v-propre, il faut et il suffit que g soit localement
u-intégrable, et on a dans ce cas

(14) nv)=g. /.

Nous commencerons par raisonner en supposant que g est
finie localement p-presque partout; nous nous débarrasserons de
cette hypothése auxiliaire a la fin de la démonstration. Comme =
est v-mesurable par hypothése, dire que m est v-propre équivaut
a dire que v*(fom) < +o0 pour toute fonction fe A (T); g
étant finie localement presque partout, on est dans les conditions
d’application de I'assertion ¢), prop. 5 du §3, n° 2. On a donc

[“emav = au0)[ (fomyar = [ s duo.

du fait que 4, est concentrée sur ;rl(t). On sait que g est u-
mesurable, puisque A est g-adéquate (§3, n® 1, déf. 1). Dire que
le premier membre est fini pour toute f € % (T) équivaut donc a
dire que g est localement p-intégrable (§ 5, prop. 1), et (14) résulte
aussitot dans ce cas des relations ci-dessus.
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Il nous reste donc seulement a éliminer ’hypothése auxiliaire.
Si g est localement p-intégrable, g est finie localement u-presque
partout, et ’hypothese est bien satisfaite. Supposons que 7 soit
v-propre, et montrons que g est finie localement presque partout.
Soit & 'ensemble u-dense des compacts K tels que AJK soit
vaguement continue; comme g est u-mesurable, on est ramené a
montrer que tout compact KeR, tel que g|lK = + o0, est p-
négligeable. Or soit # I’ensemble des fonctions he A (X) telles
que h < 1; posons g,(t) = 4,(h), désignons par A, I'application
u-adéquate t+— h. A,, par v, intégrale de A,, par f un ¢élément
de . (T) tel que f = @k . Si nous appliquons la formule (14) a
A, , qui satisfait a ’hypothése auxiliaire, nous obtenons:

[(fomyay > [(fomydv, = [ fendue

Mais les fonctions fg,/K forment un ensemble filtrant croissant
de fonctions continues sur K, dont I’enveloppe supérieure vaut
+.00: d’apres le th. de Dini (Top. gén., chap. X, 2° éd., §4, n° 1,
th. 1), on peut choisir & de telle sorte que fg,|K soit supérieure a
un nombre positif arbitraire n, et il vient {(f o n)dv = nu(K). Le
premier membre étant fini du fait que n est v-propre, on en déduit
que uw(K) = 0.

COROLLAIRE 1.— Supposons que n soit v-mesurable.

a) Si N <« T est localement u-négligeable, ';tl(N) est locale-
ment v-négligeable.

b) Si f est une application y-mesurable de T dans un espace
topologique G, f o i est v-mesurable.

Reprenons les notations A,, v, , g, de la fin de la démonstra-
tion précédente: v, étant une mesure bornée pour tout he #,
m est v,-propre, g, est localement p-intégrable, et n(v,) = g,. 1,
mesure de base p. Il en résulte que N est localement négligeable
(resp. que fest mesurable) pour la mesure n(v,) (§ 5,n° 3, cor. 1 de la

prop. 3 et cor. de la prop. 4). Par conséquent, _nl(N) est localement
négligeable (resp. f o @ est mesurable) pour la mesure v, (cor. 2 de la
prop. 2, resp. prop. 3). On remarque enfin que les mesures v, forment
une famille filtrante croissante de mesures positives, dont la borne
supérieure est v (§ 3, n° 1, prop. 1), et on applique le cor. 1 (resp. 2) de
la prop. 11 du § 1, n° 4. '
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COROLLAIRE 2.— Supposons que 7w soit v-propre; soit f une
application définie dans T, a valeurs dans un espace de Banach ou
dans R. Pour que fo m soit essentiellement v-intégrable, il faut et il
suffit que gf soit essentiellement u-intégrable.

Cela résulte immeédiatement, compte tenu de la prop. 10, du
th. 1du§5,n°3etduth. 1dun®2.

Exemple. — Soient X ct T deux espaces localement compacts,
et soit m un homéomorphisme local de X dans T. Autrement dit
(Top. gén., chap. XI), nous supposons que tout point x € X admet
un voisinage V tel que #|V soit un homéomorphisme de V sur
un voisinage de n(x); quitte a remplacer V par un voisinage
ouvert relativement compact W de x tel que W < V, on en déduit
que ’ensemble % des ouverts relativement compacts U de X, tels
que n|U soit un homéomorphisme de U sur son image, est un
recouvrement ouvert de X. Soit alors y une mesure positive sur T;
si U est un élément de %, n(U) est un ouvert de I’espace compact
n(U), donc un sous-espace localement compact de T, et on sait
définir la mesure y|7(U) induite par p sur n(U) (chap. IV, 2¢éd., § 5,
n°7). Soit vy 'image de pln(U) par ’homéomorphisme réciproque de
n|U; nous allons montrer qu’il existe sur X une mesure v et une
seule qui induit la mesure v, sur tout ouvert U e %. Cette mesure
est appelée I'image réciproque de u par I’homéomorphisme local =,

et notée 7 ().
L’unicité de v résulte aussitét du principe de localisation
(chap. I11, 2¢ éd., § 2, n° 1, cor. de la prop. 1). Pour établir I’existence

. . -1 .. .
notons que st t €T, tout point x € n (t) admet un voisinage qui

ne rencontre _nl(t) qu’au point x, de sorte que }cl(t) est un sous-
espace discret de X, et que la famille (¢,),.%!,, est sommable;
désignons par 4, sa somme. Montrons ensuite que I'application
t— A, est scalairement essenticllement p-intégrable, et que son
intégrale v = [ A, du(t) est I'image réciproque cherchée. Cela
résultera aussitdt du lemme suivant:

Lemme 1.—a) Soit f un élément de A (X); la fonction
t— A(f) est positive, semi-continue supérieurement, a support
compact, et sa restriction a n(X) est continue.

b} Soient U un élément de U, v lintégrale de la fonction
scalairement essentiellement u-intégrable t+— A,; limage de la
mesure v\U par n|U est égale a u|n(U),
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Pour établir a), on peut se ramener au moyen d’une partition
de 'unité (chap. 111, 2¢ éd., § 1, n° 2, lemme 1) au cas ou le support
S de f est contenu dans un ouvert Ue %. Soit g I'application
t— A(f); ®lU étant un homéomorphisme, gjn(U) appartient a
A (m(U)), et par suite (n(U) étant un ouvert de n(X)) la restriction
de g a n(X) est continue. Comme g est positive et que la restriction
de g au compact n(S) est continue, on voit que g est semi-continue
supérieurement dans T. On en déduit que g est u-intégrable.

Pour établir b), désignons par g un élément de # (n(U)), par
g° son prolongement par 0 a T, par f la fonction g o (n|U), par f°
la prolongement par 0 de f'a X. L’assertion b) équivaut a I’égalité
[g°du = {f°dv. Mais on a fe A (U), donc f°e A (X), et la
seconde intégrale est donc égale a [A,(f°)du(t). On a enfin
A(f°) = g°(t), ce qui acheéve la démonstration.

Notons maintenant que 7(X) est ouvert dans T, donc pu-
mesurable ; Papplication A : ¢+ 4, est vaguement g-mesurable, car

sa restriction a chacun des ensembles 7(X) et cn(X) est vaguement
continue. Dans ces conditions, la formule 7 (1) = [ 4, dp(t) définit

’ .. -1 . N
une décomposition en tranches de = (u) relativement a =, et la
prop. 10 mous donne le résultat suivant:

PROPOSITION 11.— Soit © un homéomorphisme local d’un
espace localement compact X dans un espace localement compact T,
et soit u une mesure positive sur T. Soit n la fonction numérique

: . (. —1 ,
qui associe d tout € T le nombre des éléments de w (1), si ce nombre

- . . 1
est fini, ou + oo dans le cas contraire. Pour que 1 soit 7 (u)-propre,
il faut et il suffit que n soit localement u-intégrable, et on a dans ce cas

-1
(15) m(w(p) =n.p
§ 7. Intégration par rapport a une mesure induite
1. Intégration par rapport a une mesure induite
Soient X un sous-espace localement compact de T, p une
mesure positive sur T, uy la mesure induite sur X par u (chap. IV,

2¢ ¢éd., §5, n® 7). Pour tout t e T, définissons une mesure A, sur X
de la fagon suivante: 4, = ¢ siteT, 1, =0site [}X. Pour toute
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fonction numérique finie g définie dans X, on a [ g(x) dA,(x) = g(1)
siteXet [g(x)dA(x)=0site [}X. Si g est une fonction de .7 (X),
on a dong, par définition de py

(1) e = [<e A duto).
Cela signifie que ’on peut écrire

2) ix = [ 2 dpt)

(§3,n° 1)

Définissons maintenant une application = de T dans X en
posant 7(t) = t pour te X, et n(t) = t, pour te GX, ty €tant un
point arbitraire de X ; on peut écrire, pour tout t € T, 2, = @x(t)e,, -
L’application 7 est pu-mesurable, car ses restrictions a X et a BX
le sont (chap. IV, 2° éd., § 5, n° 10, prop. 16); il en résulte aussitot
que le couple (, py) est u-adapté (§4, n° 1). On a par conséquent
les résultats suivants:

PROPOSITION 1.— Pour toute fonction numérique g = 0 définie
dans X, on a

3) | gduc = [ gdn

(cf. § 5, n° 3, Exemple, pour la notation f;()
Si on tient compte des remarques qui précédent et de (2), la
relation (3) résulte du th. 1T du §4.

COROLLAIRE 1.-— Pour toute partie B de X, on a ux(B) = u*(B);
pour que B soit localement uy-négligeable, il faut et il suffit que B
soit localement u-négligeable.

COROLLAIRE 2.— Soit M une partie de T. Si p est concentrée
sur M, px est concentrée sur M N X.

COROLLAIRE 3.— Pour que la mesure uy soit nulle, il faut et il
suffit que X soit localement pu-négligeable.

Remarque. — Si S est le support de g, S n X (qui est fermé dans
X) contient le support de uy d’aprés le cor. 2, mais peut en étre
distinct. Par exemple, si p est une mesure diffuse et X un sous-
espace réduit a un point, la mesure induite uy est nulle, donc son
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support est vide. On notera cependant que le support de uy est
égala S n X si X est ouvert dans T.

PROPOSITION 2.— Pour qu’une application g de X dans un
espace topologique soit ux-mesurable, il faut et il suffit que g soit
u-mesurable dans X (§ 5, n° 3, Exemple).

Cela résulte de la prop. 3 du §4.

COROLLAIRE.— Pour qu’une partie B de X soit ux-mesurable,
il faut et il suffit que B soit p-mesurable.

THEOREME 1.— Soit g une fonction définie dans X, a valeurs
dans R ou dans un espace de Banach. Pour que g soit essentielle-
ment ux-intégrable, il faut et il suffit que g soit essentiellement
u-intégrable dans X (§ 5, n° 3, Exemple), et on a alors

4) [gdux = | gdn.

Cela résulte du th. 2 du §4.

COROLLAIRE 1.— Pour qu’une partie B de X soit essentielle-
ment ux-intégrable, il faut et il suffit qu’elle soit essentiellement
u-intégrable, et on a ux(B) = u(B).

COROLLAIRE 2.— Soit g une fonction complexe définie dans T
et localement u-intégrable; la restriction g« de g a X est alors
localement uy-intégrable, et on a

(5) (g - Wx = 8&x - Hx
Cela résulte aussitét du th. 1, appliqué aux fonctions

Je (fe #(T; C)) et de la définition de la mesure induite par une
mesure complexe sur X (chap. IV, 2¢ éd., §5, n°® 7).

COROLLAIRE 3.— Soit 0 une mesure complexe sur T; on a
(6) 01x = 10

Posons en effet |0 = p, et appliquons le cor. 2 en prenant
pour g une fonction complexe de valeur absolue 1 telleque 0 = g. u
(§ 5, n° 5, cor. 3 du th. 2); il vient Oy = gy . ix ; mais gx est une
fonction de valeur absolue 1, et la formule (6) résulte de la prop. 2
du §5 n°2.
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Remarques. —a) Le cor. 3 a déja été démontré par une autre
méthode (chap. 1V, 2° éd., §7, lemme 3).

b) En vertu du cor. 3, les corollaires 1,2, 3 de la prop. 1, la prop. 2,
le théoréme 1 et ses cor. 1,2 s’étendent aussitdt 4 une mesure
complexe.

Scholie. — Pour toute fonction f (resp. g) définie dans X (resp.
dans T) a valeurs dans P’espace de Banach F ou dans R, désignons
par {(f) (resp. par p(g)) le prolongement par O de fa T (resp. la restric-
tion de g a X). On a {(p(g)) = ¢y .g, p({(f) = f. Désignons par '
la mesure @y .u sur T. Pour tout pe (I, + ), les propositions
1 et 2 entrainent que { applique Z&(X, ux) dans ZE(T, '), que p
applique LT, i) sur LE(X, ux), avec conservation de la norme
dans les deux cas, et de P'intégrale pour p = | (th. 1); par passage
aux espaces séparés associés, on obtient deux isomorphismes
réciproques 'un de l'autre. De méme, s1 'on applique ( et p a
des fonctions numériques positives, il y a conservation de l'intégrale
supérieure essentielle (prop. 1). Si 'on convient donc d’identifier
une fonction sur X a une fonction sur T nulle sur X — T, et la
mesure uy a la mesure y', on ramene les problémes concernant
les mesures induites a des problémes concernant les mesures
définies par des densités, traités au § 5. Cette maniere de ratsonner
s’applique d’ailleurs aussi aux mesures complexes, d’apres le
cor. 3 du th. 1.

2. Propriétés des mesures induites

PROPOSITION 3. — Soient X un sous-espace localement compact
de T, et A une mesure complexe sur X. Les propriétés suivantes sont
équivalentes

a) linjection canonique i : X — T est A-propre;

b) pour tout compact K de T, K n X est essentiellement I-
intégrable

¢) tout point t& T admet un voisinage V tel que V n X soit
essentiellement A-intégrable ;

d) il existe une mesure 0 sur T telle que O0x = A.

Si ces conditions équivalentes sont satisfaites, on a avec la notation
de d),

(7) (i(DPx =4 et iA)=ibx) = ox.0.

L’injection i étant continue, I’équivalence des propriétés a),
b) et ¢) résulte de la prop. 1 du §6, et de la remarque qui la suit,
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appliquées a la mesure positive |4]. Si A est induite sur X par une
mesure 0 sur T, on a |4] = |0|x (formule (6)), et par conséquent
IAK n X) = |0(K n X) < |0I(K) < + o0 (prop. 1) pour tout com-
pact K de T, de sorte que d) entraine b). Supposons que a) soit
satisfaite, et montrons que (i(4))x = 4, ce qui entrainera d). Soit
g un elément de #(X;C); on a, par définition de la mesure
induite, puis par la prop. 7 du § 6, n° 4, g’ désignant le prolonge-
ment par Ode ga T,

fgdiii)x = [g' i) = [(g o i)di = [gdi
Cela achéve de prouver I’équivalence des quatre propriétés. Si
A=0x,etsiged(T;C),ona

[gd(i0x) = [(go 0 d0x) = |gpyxdb,

car gy est le prolongement par 0 de goi a T. Cela prouve la
seconde formule (7).

COROLLAIRE 1.— Si X est fermé, toute mesure complexe A sur
X est induite par une mesure sur T.

En effet, si K est un compact de T, K n X est alors compact,
donc A-intégrable.

COROLLAIRE 2.— Soient 0 une mesure complexe sur T, m une
application 0-propre de T dans un espace localement compact Y,
et mx sa restriction a X. Alors my est Ox-propre, et on a
nx(0x) = n(ex . 0).

En effet, on a ny = 7m0 i, ol i est I'injection canonique X — T.
Lorsque 0 est positive le corollaire se déduit donc de la prop. 3 et de
la transitivité des mesures images (§ 6, n° 3, prop. 4). Le cas d’une
mesure complexe non positive en résulte par linéarite.

PROPOSITION 4.— Soient X et Y deux sous-espaces localement
compacts de T, tels que Y < X. Si 0 est une mesure complexe sur T,
la mesure (0x)y induite par Oy sur Y est égale a 0y (« transitivité des
mesures induites »).

Il suffit de remarquer que, si g est un élément de #(Y ; C), le
prolongement par 0 de g a T s’obtient en prolongeant par 0 le
prolongement par 0 de g a X, ou encore, en utilisant les identifica-
tions du Scholie, que @+ . 0 = @@y . 0)(§ 5,0°4, prop. 8).
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PROPOSITION 5.— Soit (A,),ea une famille filtrante croissante
de mesures positives sur T, admettant une borne supérieure A, et
soit X un sous-espace localement compact de T. La famille des
mesures induites 1,)X est alors majorée dans M (X), et on a

sup (4,)X) = AX.
®) ep %) =4
Compte tenu des identifications du Scholie, cette proposition
est un cas particulier de la prop. 5 du § 5, n°® 4.

COROLLAIRE . — Soit (u;);; une famille sommable de mesures
positives sur 1, de somme p. La famille des mesures induites p;|X
est alors sommable, et on a

(9) 3 (udX) = wX.

iel

PROPOSITION 6.— Soit A :t+—> A, une application u-adéquate
de T dans 4 (X), ot X est un espace localement compact dénom-
brable a I'infini, et soit Y un sous-espace localement compact de X.
Posons | J,du(t) = v. Lapplication t— A|Y de T dans 4 ,.(Y) est
alors p-adéquate, et on a

(10) J GulY) dute) = 1.

Compte tenu des identifications du Scholie, cette proposition
est un cas particulier de la prop. 7 du § 5, n° 4.

§ 8. — Produits de mesures
1. Interprétation de la mesure produit comme intégrale de mesures

Dans tout ce paragraphe on note T, T' deux espaces localement
compacts, p une mesure positive sur T, ' une mesure positive sur
T,v=pu® u la mesure produit sur X = T x T’ (chap. 11, 2°¢ éd.,
§4,n°1).

Pour tout teT, lapplication t'+—(t,t') de T' dans X est
continue et propre. Soit A, I'image de u’' par cette application;
A, est une mesure positive sur X, et si f € #(X), on a, en désignant
par f, application partielle t'— f(¢,t')

(1) | £ax =y

ce qui s’exprime encore par la relation 4; = ¢, ® y'.
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En outre, application ¢+~ A(f) est continue et a support
compact (chap. III, 2¢ éd., §4, n° 1, lemme 2), donc Papplication
t— A, de T dans .#(X) est vaguement continue (et a fortiori
vaguement u-mesurable); par suite la famille de mesures t+— 4,
est u-adéquate (§ 3, n° 1, prop. 2a)). L’intégrale de f par rapport a la
mesure [ 4, du(t) est par définition

[<h 2y dutey = [du(o) [far) due) = [ £, 0] dnte, 1)

(chap. III, 2° éd., §4, n° 1, th. 2); on a donc v = [ A; du(1).

De méme, pour tout élément t' € T’, soit 4, I'tmage de p par
Papplication t—(t,t'y de T dans X. L’application t'+— A, est
p-adéquate et vaguement continue, et on a v = | A, du/(t)). Nous
aurons besoin des lemmes suivants:

Lemme 1. — Pour toute fonction numérique f = 0 définie dans X
on a

2) [“foaw =["rax.

Comme t'+— (t, t') est une application continue et propre, cela
résulte de la prop. 2 du §4,n°2.

Lemme 2.— Soit [ une application de X dans un espace
topologique. Pour que f soit A-mesurable, il faut et il suffit que f,
soit y'-mesurable.

C’est une conséquence de la prop. 3du § 6, n° 2.

Lemme 3. — Soit f une fonction définie dans X, a valeurs dans
R ou dans un espace de Banach. Pour que f soit A-intégrable, il faut
et il suffit que £, soit p'-intégrable, et on a alors

3) [fdw = [fax.

Celarésulteduth.2du §4,n°4, compte tenudece quet' — (¢, t')
est continue et propre.

Remarque. — On peut démontrer fort simplement les lemmes 1,
2, 3 sans faire usage des résultats des §§ 4 et 6, par un raisonnement
direct. Par exemple, la relation (2) est évidente par définition
si feA(T xT). Si f est semi-continue inférieurement dans
X =T x T, il suffit de remarquer que '~ f(t') est I’enveloppe
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supérieure des fonctions t'+ g{t') = g(t,t'), ou g parcourt I’en-
semble des fonctions de 4 (X) telles que 0 < g < f. Enfin, pour f
quelconque, on notera que si h = f est semi-continue inférieure-
ment dans X, t'+ h(t, t') est semi-continue inféricurement dans T';
et réciproquement, si t'+— u(t’) est semi-continue inféricurcment
dans T et telle que u(t') = f(t,¢') pour tout t'€T’, la fonction h
telle que AL, t)) = u(t), ht,,t') = +oc0 pour , #1t, est semi-
continue inférieurement dans X et telle que i > f. Une fois le
lemme 1 démontré, on en déduit que I'ensemble (T — {¢}) x T’
est A;-négligeable, et il est alors trés facile de démontrer les lemmes
2 et 3.

La relation (3) permet de noter les deux membres [ f(t, t') dy'(t')
sans risque de confusion. On a évidemment des résultats analogues
pour les mesures 4, = u ® ¢,

A la place des notations j f, tydve, o), [* f,0)dv(, 1),
J f(z, ') dv(t, ') nous utiliserons les notations Ir* f(t,t)d,u(t) du'(t),

{° f (&, t')y dp(t) du'(t'), [ f(z, 1) dp(t) dp/(t'), en accord avec les nota-
tions adoptées au chap. 1L, 2° éd., §4, n° 1.

L’interprétation de la mesure v comme une intégrale | A; du(r)
va nous permettre de traduire dans le langage des mesures produit
les résultats du § 3. D’autre part, la mesure A, est portée par
{t} x T' = pr (1), de sorte que cette intégrale définit une décompo-
sition en tranches de v, relativement a la projection pr; de T x T’
sur T (§ 6, n° 6). Avant de donner une liste des résultats que 'on
obtient ainsi, voici une propriété utile:

PROPOSITION 1. — Soit  (Uy),en (resp.  (Uplgep) une famille
sommable de mesures positives sur T (resp. sur T') dont on désigne
la somme par p (resp. par w'). La famille (1, ® [y, prea < €5t alors
sommable sur T x T', et on a
(4) o h®E =y u® .

. (a,8)eA x B
Ces propriétés sont évidentes lorsque A et B sont finis. Il en
résulte qu’on a, si A’ (resp. B’) est une partie finie de A (resp. de B),
Y M ®u < p® .
(a,f)eA’ x B’
La famille (u, ® up) est donc sommable. Pour montrer que

les deux membres de (4) sont égaux, il suffit de prouver que le
second membre satisfait a la propriété caractéristique des mesures
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produit (chap. III, 2¢ éd., §4, n° 1, th. 1), ce que montre le calcul
suivant.

Soient f un élément de A (T), /' un élément de 4 (T');
rappelons qu'on note f® f' la fonction (t,t)— f(t)f'(t) sur
T x T, quiappartienta # (T x T')(Alg., chap.1l,3%¢d., §7,n°7).
On a alors d’apres la définition des produits de mesures:

Y L ®u = ¥ (e I D)

(a,f)eAXB (a,B)cA % B

={Y <ua,f>)(g3 iy f7)

acA

= [ f
=u@u. f®f.

2. Fonctions mesurables par rapport a un produit de deux mesures

PROPOSITION 2.— Soit f une fonction v-mesurable définie dans
T x T, avaleurs dans un espace topologique G, et soit M I'ensemble
des teT tels que Uapplication 1"~ f(t,t') ne soit pas p'-mesurable.

a) Si [ est constante dans le complémentaire d’une partie
v-modérée de T x T', M est u-négligeable.

b) Si p' est modérée, M est localement u-négligeable.

L’assertion a) découle de la prop. 4b) du §3, n° 2 et des
remarques du n® 1. Pour traiter b), remarquons que ¢ est somme
d’une suite g, de mesures bornées (§2, n® 3, prop. 4); f est
mesurable par rapport & u ® u, < v, et 'ensemble M est réunion
des ensembles M, associés aux mesures u, (§2, n° 2, prop. 2).
On est donc ramené au cas ol ' est bornée, qui résulte de la
prop.4c)du §3,n° 2.

Cet énoncé s’étend immédiatement aux mesures complexes
{chap. I1l, 2° &d., §4, n° 2, prop. 3).

COROLLAIRE.— Soit A une partie v-mesurable de T x T', et
soit M TI'ensemble des t €T tels que la coupe A(t) de A suivant t ne
soit pas p'-mesurable.

a) Si A est v-modéré, M est pu-négligeable.

b) Si la projection de A sur T' est u-modérée, M est localement
u-négligeable.

L’ assertion a) découle immédiatement de la prop. 2. Pour
¢tablir b), désignons par B un ensemble, réunion d’une suite
d’ouverts p'-intégrables de T, qui contient la projection de A
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sur T', et désignons par u; la mesure modérée ¢@g.pu'; A étant
mesurable par rapport a p® i < p @ u, la prop. 2 entraine
que A(t) est p-mesurable, sauf pour des ¢t qui forment un ensemble
localement p-négligeable. Mais comme A(t) = B, dire que A(f)
est uj-mesurable équivaut a dire que A(r) est y'-mesurable (§5,
n® 3, prop. 4).

PROPOSITION 3. — Soit f une application de T dans un espace
topologique F. Si f est u-mesurable, Iapplication (t,t')— f(t) est
v-mesurable. Inversement, si u # 0, et si cette application est
v-mesurable, la fonction f est u-mesurable.

La premiére assertion résulte du cor. 1 de la prop. 10 du §6,
n® 6. Supposons qu’on ait y’ # 0, désignons par u}j une mesure
a support compact non nulle majorée par yu’, par v, la mesure
u @ uy, et posons a = ||uy|. La projection pr, de T x T" sur T
est alors v,-propre, et la mesure image pr,(v,) est égale a au (§ 6,
n® 6, prop. 10). Si (t,t")— f(t) est v-mesurable, elle est aussi
v,-mesurable, donc f est mesurable par rapport a la mesure
ap (§ 6, n° 2, prop. 3), d’ou le résultat puisque a # 0.

L’énoncé précédent s’étend immédiatement aux mesures com-
plexes (chap. I, §4, n° 2, prop. 3), ainsi que les corollaires ci-
dessous.

COROLLAIRE 1.— Soient F,F' et G trois espaces topologiques,
et soit u une application continue de F x F' dans G. Soit f (resp. f”)
une fonction définie dans T (resp. T') a valeurs dans F (resp. F') et
mesurable pour p (resp. w'). Alors la fonction (t,t')— u(f(t),f'(t))
est mesurable pour u ® p'.

Les applications (¢, t')— f(t), (¢, t')— f'(t') étant v-mesurables
d’apres la prop. 3, cela résulte du th. 1 du chap. 1V, §5, n° 3.

COROLLAIRE 2.— Si A < T et A" <« T’ sont mesurables (pour
u et p' respectivement), A x A’ est mesurable pour p ® p'.
Cela résulte aussitét du cor. 1.

COROLLAIRE 3.-— Considérons deux fonctions numériques
positives (resp. a valeurs complexes), [ définie dans ‘T,[' définie
dans T'. Si ces fonctions sont mesurables pour u et u' respective-
ment, la fonction f Q& f':(t,t)— f(t)f'(t') est mesurable pour
& .
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Le cas des fonctions complexes, ou des fonctions réelles
finies, est une conséquence immédiate du cor. 1. Pour traiter le
cas des fonctions numériques positives, on pose pour tout entier
nz=0, f, =1f(f n) fn=1nf(f",n) et on a (avec la convention
habituelle 0. (+ ) = 0) f ® f" = sup (f, ® f,), d’ou le résultat.

PROPOSITION 4. — Soit A une partie de T. Si A est localement
u-négligeable, A x T' est localement v-négligeable. Inversement, si
A x T’ est localement v-négligeable, et si ' # 0, A est localement
p-négligeable. ’

La premiére assertion résulte du cor. 1 de la prop. 10 du §6,
n® 6. Pour établir la seconde assertion, reprenons les notations de
la démonstration de la prop. 3; A x T' = prl(A) est localement
négligeable pour la mesure v, , donc A est localement négligeable
pour au (§6, n° 2, cor. 2 de la prop. 2), d’ou le résultat puisque
a#0.

L’énoncé précédent s’étend aussitot au produit de deux mesures
complexes (chap. 111, 2° éd., §4, n° 2, prop. 3), ainsi que le corollalre
ci-dessous.

COROLLAIRE. — Si la mesure p (resp. u') est concentrée sur
M (resp. M'), u @ u’ est concentrée sur M x M.

En effet,(T x T') — (M x M’)est réunionde (T — M) x T et
de T x (T"=— M’) qui sont localement negllgeables pour u @ u
en vertu de la prop. 4.

3. Intégration de fonctions positives

Rappelons que nous avons convenu de définir le produit
0.(+o0) comme égal a 0. Cette convention a en particulier la
conséquence suivante: si f est une fonction numérique > 0
définie dans un espace localement compact muni d’une mesure
positive A, on a A¥af) = a.A*(f) pour toute constante a telle
gue 0 <a<< 4+00. Cest évident si a=0; si a= +o0, on a
A¥af) = a. A¥(f) =0 ou A*af) = a.A*(f) = + oo suivant que
f est ou n’est pas A-négligeable; enfin, si 0 < a < + oo, on sait
que A¥af) = a. A*(f).

PRrOPOSITION 5.— Soit [ une fonction numérique > 0, semi-
continue inférieurement dans T x T'. Alors, la fonction

t [ (1) due)
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est semi-continue inférieurement dans T, et on a

(5) ﬂ* f@&, ) due)y dp'(t) = J* du(t) f i f(, t)ydu'(t).

C’est une conséquence de la prop. 2 du § 3,n° 1, compte tenu du
lemme 1 du n° 1.

COROLLAIRE 1. — Soit f (resp. f’) une fonction semi-continue
inférieurement >0 définie dans T (resp. dans T'); la fonction
Rt )y— fO)f'(t') est alors semi-continue inférieurement
dans T x T, et on a

© (" roreyduo deey = (7 1o duo) ([ @) dpe)).

Soit G (resp. G') 'ensemble des fonctions g e 4 (T) (resp.

ged (T)tellesque g < f(resp. g’ < f);ona
J®f = sup g®g.
g€G, g'eG’

Les fonctions g ® g’ appartenant a %, (T x T'), f ® f' est bien
semi-continue inféricurement, et (6) résulte aussitot de la prop. 5
(ou directement d’un passage a la limite & partir de la formule
précédente).

COROLLAIRE 2.— Soient A une partie u-modérée de T, A’ une
partie p'-modérée de T'; A x A’ est alors v-modérée dans T x T'.

Compte tenu de la définition des ensembles modérés (§ 1,
n°® 2, prop. 5), il suffit de montrer que si B est un ouvert intégrable
de T, et B' un ouvert intégrable de T','ouvert B x B’ est intégrable.
Cela résulte aussitot du cor. 1.

COROLLAIRE 3.— Soient A une partie p-négligeable de T, B’
une partie p'-modérée de T'; A x B’ est alors v-négligeable.

En effet, A x B’ est localement v-négligeable (prop. 4) et
v-modéré (cor. 2), donc v-négligeable (§1, n® 2, cor. 1 de la
prop. 7).

Les cor. 2 et 3 s’étendent au produit de deux mesures complexes,
en appliquant I’énoncé a leurs valeurs absolues (chap. III, 2° éd.,
§ 4, prop. 3).
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PROPOSITION 6. — Soit f une fonction numérique >0 définie
dans T x T'. On a -

[ ey duy dpey = [duoy [ f (e, 0y dyee)

Cela résulte de la prop. 3 du § 3, n° 2, compte tenu de (2).

PROPOSITION 7.— Soit f une fonction numérique . positive
v-mesurable définie dans T x T'.

a) Si f est v-modérée, les fonctions tw— [* f(t,t)dp'(t'),
t'— [* f(t,t') du(t) sont mesurables respectivement pour p et ', et
on a

(7) (" re.oy duy dwey = [ du) [~ fe.1) dye@)
= [T [ rw. vy duto.

b) Si la mesure (' est modérée, la fonction tr——»f. ft, tydu'(t)
est p-mesurable, et on a

(8) H S, )ydut)du'(t') = f " du(t) j Cr ) di().

L’assertion a), ainsi que ’assertion b) lorsque y' est bornée,
sont des conséquences dc la prop. 5 du §3, n° 2. Pour traiter le
cas ou u' est modérée, représentons px' comme une somme

> u, d’une suite de mesures bornées (§2, n° 3, prop. 4). La
neN

fonction t+— f' S, t)du(t) est alors p-mesurable, et on a
II" re. ey duo ey = [ dp) [ f (6,0 dpyfon.

Mais on a u @ ' = Y (14 ® p,) (prop. 1); I'assertion b) s’obtient
neN

alors en sommant sur n(§ 2, n° 2, prop. 1).

COROLLAIRE 1. — Soit H une partie de T x T', et soit A
Pensemble des t €T tels que la coupe H(t) de H suivant t ne soit
pas p'-négligeable.

a) Si H est v-négligeable, A est u-négligeable.

b) Si H est localement v-négligeable, et si u' est modérée, A
est localement p-négligeable.
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La propriété a) résulte aussitot de la prop. 7 (ou de la prop. 6).
Sous I’hypothése de b), il revient au méme de dire que H(t) est
localement p'-négligeable, ou u'-négligeable, puisque p' est
modérée (§1, n°® 2, prop. 7). La propriété b) résulte donc de la
formule (8). :

Ce corollaire s’étend aussit6t, par passage aux valeurs absolues,
au produit de deux mesures complexes. Il en est de méme du
corollaire suivant.

COROLLAIRE 2.— Si un ensemble A < T x T’ est v-intégrable,
alors, pour presque tout te'T, la coupe A(t) de A suivant t est
w'-intégrable, la fonction t — p'(A(t)) est p-intégrable, et on a

) VA) = [H(A() dulo).

PROPOSITION 8.— Pour tout couple de fonctions numériques
f=0,f =0, définies respectivement dans T et dans T, on a

1) [ rorwdun de@) = ([ 10 du@) ([ £0) du (@)

Nous commencerons par traiter le cas ou u et y' sont des
mesures a support compact; il en est alors de méme pour u ® ',

et tous les symboles [*, [[° peuvent étre remplacés par des
intégrales supérieures. Nous avons, d’aprés la prop. 6:

[["ro @ auwy du @y = [ ) [* £ 1) duee)

* * 14 r ! !
= ([ rodu) (| @) dwvy).
Pour établir I'inégalité inverse, choisissons une fonction h > f

(resp. b’ = f”), enveloppe inférieure d’une suite (h,) (resp. (h,)) de
founctions semi-continues inféricurement, et telle que

[ 1o duw = [ £ (0 duto

(resp. [*W(¢)dp'(t) = {* f1¢) du(t'); Pexistence de telles fonc-
tions résulte immédiatement de la définition de lintégrale
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supérieure (chap. IV, § 1, n°® 3, déf. 4) et du théoréme de Lebesgue.
Si nous appliquons la prop. 7 a la fonction mesurable h ® #/,
il vient: '

1" rorw aun duey < [[7 o) duo d )
= (| moy dwo) (| i) dwv)
= (" roauo) (" reyduw)),

qui est l'inégalité cherchée. La proposition est donc établie
lorsque p et y’ sont des mesures a support compact. Pour traiter
le cas général, il suffit de représenter u (resp. ¢') comme la somme
d’une famille (u,),ca (resp. (pp)sep) de mesures & support compact
(§ 2, n° 3, prop. 4), d’écrire la formule (10) pour chaque mesure
U, @ pg , et de sommer sur (o, f) en tenant compte de la prop. 1
(§2, n° 1, prop. 1).

COROLLAIRE 1.— Avec les mémes notations que dans la prop.
8,ona

an  [["roredun deey = (|7 ro dpo) ([ 1@ de)

sauf au plus lorsque l'un des facteurs du second membre est égal a
0 et Pautre égal a + 0.

Lorsque les deux facteurs du second membre sont finis, les
fonctions f et f' sont modérées (§ 1, n° 2, prop. 7), la fonction
S ® [’ est donc modérée (cor. 2 de la prop. 5); I'égalité ci-dessus
se réduit donc a la formule (10) (§ 1, n°® 2, prop. 7). Lorsque 'un
des facteurs du second membre vaut + oo, et que l'autre n’est pas
nul, le second membre vaut + oo, et I’égalité ci-dessus résulte de
la prop. 6.

COROLLAIRE 2.— Soient f et f' deux fonctions a valeurs dans
C ou dans R, définies respectivement dans T et dans T', essentielle-
ment intégrables (resp. intégrables) pour les mesures p et ' respective-
ment. La fonction f ® f' est alors essentiellement intégrable (resp.
intégrable) pour la mesure p @ u' et on a '

(12 [[f@O.f @) dut) du (@) = ([£@O du) { [ 1) dr' @)
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Lorsque f et f' sont positives, f ® f' est mesurable d’aprés
le cor. 3 de la prop. 3, et I'énoncé résulte de la formule (10) (resp.
(11)), et du critere d’intégrabilit¢ essentielle (§ 1, n° 3, prop. 9)
(resp. du critére d’intégrabilité du chap. IV, § 5, n® 6, th. 5). Le cas
général en résulte immédiatement.

Le corollaire 2 s’étend aussitét au produit de deux mesures
complexes.

4. Intégration de fonctions a valeurs dans un espace de Banach

THEOREME 1 (Lebesgue—Fubini). — Soit f une fonction définie
dans T x T', a valeurs dans un espace de Banach F ou dans R;
soit N I'ensemble des t € T tels que la fonction t' — f(t, t') ne soit pas
w-intégrable.

a) Supposons que f soit v-intégrable; N est alors u-négligeable,
la fonction t— [ f(z, t') dy'(t') (définie pour t ¢ N) est p-intégrable, et
on a

13) [0y duo) de) = [t [ o) due),

b) Supposons que f soit essentiellement v-intégrable, et que la
mesure [ soit modérée; N est alors localement p-négligeable, la
fonction tw [f(t,t") dp/(t)) (définie pour t¢ N) est essentiellement
w-intégrable, et on a (13).

L’assertion a) résulte aussitét du th. 1 du §3, n® 3. Pour
établir b), désignons par g une fonction v-intégrable, égale a f
localement presque partout, et par H I’ensemble des (t,t) tels
que f(t, ') # g(t, ). D’aprés le cor. 1 de la prop. 7, la coupe H(t)
est p'-négligeable, sauf pour des teT qui forment un ensemble
localement pu-négligeable. Le résultat relatif & f se déduit donc de
I’énoncé a), appliqué a g.

Scholie. — Soit £ une fonction définie dans T x T', a valeurs
dans R ou dans un espace de Banach, v-mesurable et v-modérée.
Pour que les trois intégrales

Jlfe o) duw de), [dptes e 1) de), - Jdp @) 8 o) duto

existent et soient égales, il faut et il suffit que I'un des deux nombres

I due) [ e, o) dp' (1), §* dp'(e') ¥ Ift, )] dpale) soit fini.
C’est une conséquence immédiate du th. 1, de la prop. 7 et
du critéere d’intégrabilité (chap. IV, § 5, n® 6, th. 5).



n° 4 PRODUITS DE MESURES 97

Remarques. — 1) Lorsque la mesure g’ n’est pas modérée, il se
peut que f soit essentiellement v-intégrable, et que la fonction
t— f{t, t') ne soit essentiellement y'-intégrable pour aucune valeur
de 1T (§ 3, exerc. 4).

2) Soient u et y' deux mesures complexes, et soit v = u & u'".
Si f est v-intégrable (autrement dit, |v|-intégrable), le théoréme
appliqué aux mesures |y et |y'], dont le produit est |v} (chap. III,
2° éd., §4, n° 2, prop. 3), entraine que t'+— f{t, t') est y'-intégrable-
pour p-presque tout ¢. On en déduit, en décomposant les mesures
u et ¢’ en combinaison linéaire de mesures positives, que 1’énoncé
de a) s’étend aux mesures complexes. On peut raisonner d¢ méme
pour b).

PROPOSITION 9. — Soient F, F' et ‘G trois espaces de Banach,
et soit (X,y)+ |x.y] une application bilinéaire continue de F x F'
dans G. Soit f (resp. ') une fonction définie dans T (resp. T') a
valeurs dans F (resp. F') et essentiellement intégrable pour p
(resp. i'). Soit g la fonction (t, t')— [f(t) . £'(t')]; g est alors essentielle-
ment intégrable pour p ® y', et on a

14 [fifo. £ du dwte) = [([ 0 duo).{ J1@) dww)]-

Si de plus £ et §' sont intégrables, g est intégrable.

La fonction (¢, t') — [f(r) . £(¢')] est (u ® p')-mesurable d’apres
le cor. 1 de la prop. 3. D’autre part, si b désigne la norme de
I’application bilinéaire (x,y)—{x.y}, on a

[[7 1080 £ dny d @y < b [[7 1) 186000 dpte) de(0)
= (" ) du) ([ 1) dw(@))

en vertu de la prop. 8. Cela montre que [f(t). f(¢')] est essentielle-
ment intégrable pour u ® ' (§ 1, n° 3, prop. 9). Supposons que f
et ' soient intégrables: f et ' sont alors modérées, g est modérée
(cor. 2 de la prop. 5), donc intégrable (§ 1, n° 3, cor. de la prop. 9).
Dans ce cas la formule (14) résulte du théoréme de Lebesgue—
Fubini et de la linéarité de I'intégrale (chap. IV, §4, n° 2, th. 1).
Pour achever de traiter le cas ou f et f sont essenticllement
intégrables, on applique alors (14) & deux fonctions intégrables
f, et £}, égales localement presque partout a f et f; , en remarquant
que [f.f'}| =[f,.f;] localement presque partout dans T x T’

(prop. 4).

Ce résultat s’¢tend au produit de deux mesures complexes.
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5. Opérations sur le produit de deux mesures

PRrOPOSITION 10.— Soit g (resp. g') une fonction complexe (ou
une fonction & valeurs dans R) définie dans T (resp. T).

a) Si g (resp. g') est localement intégrable pour u (resp. y'), la
fonction g ® g': (t,t)— g(t)g'(t') est localement intégrable pour
v=u® y,etona

(15) - W®E.¥)=Eg®g). (L)

b) Inversement,sig & g’ est localement v-intégrable, et si g' n’est
pas localement '-négligeable, g est localement p-intégrable.

a) Soient K et K’ deux parties compactes de T et de T
respectivement; le cor. 2 de la prop. 8 montre que la fonction
(t, 1')— g(g' (1ox k1, 1), égale & (gng) ® (g'pk-), est v-intégrable.
Par conséquent, g ® g’ est localement v-intégrable. On vérifie
alors aussitot que le second membre de (15) satisfait a la propriété
caractéristique des mesures produit (chap. I, §4, n° 1, th. 1).

b) Supposons maintenant que g ® g’ soit localement v-
intégrable, et que g’ ne soit pas localement u'-négligeable. Soit
U, une mesure positive a support compact telle que u, < u;
g2 ® g étant (u; ® p')-mesurable, t+— g(t)g'(t') est pu,-mesurable,
sauf pour un ensemble localement y'-négligeable de valeurs de ¢’
(prop. 2). Comme g’ n’est pas-nulle localement u'-presque partout,
on en déduit que g est u,-mesurable, puis y-mesurable en décom-
posant p en somme d’une famille de mesures a support compact
(§2,n° 3, prop. 4 et § 2, n° 2, prop. 2). Ce point étant établi, en peut
se ramener au cas ou g et g’ sont >0, en remplacgant g et g’ par
leurs valeurs absolues si nécessaire. Soit K un compact quelconque
de T, et scit K’ un compact de T’ tel que [g'og dp’ # 0. On a
d’apres la prop. 8

( | gk du) (f.g%p;c du’) = H'(g ® g)px k- dudp < +oo.

Le premier facteur du premier membre est donc fini, et cela achéve
la démonstration.

Cette proposition siétend aux mesures complexes, grice a la
prop. 3 du chap. III, 2° éd., §4, n° 2.

PrOPOSITION 11.— Soit n (resp. ©') ume application de T
(resp. T') dans un espace localement compact T (resp. T}).

a) Sim(resp. ') est u-propre (resp. y'-propre), I’ applicationn x 7'
est (0 & w)-propre, et on a (n x T')u @ y) = n(p) ® ©'(1).
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b) Inversement, sit x 7' est (u @ p')-propre, et si ' # 0,  est
u-propre.

a) En effet, 7 x 7’ est (u ® p')-mesurable en vertu du cor. 1
de la prop. 3dun® 2. D’autre part, si K (resp. K’) est une partie com-

-1 -1
pacte de T, (resp. T)), n(K) et 7' (K’) sont essentiellement
71 —

intégrables pour u et u' respectivement, donc 7 (K) x 7' (K’) est
essentiellement intégrable pour y ® u’ (cor. 2 de la prop. 8). Ceci
prouve que © x 7w est (u ® w)-propre. Soient alors p, = n(p),
py = mW), vy = (n x )(u @ p); pour feA(Ty) et [ e A (T),
on a

[[ £o) f @) due) dpg(6) = ( [ £ () dp@))( [ 1) dp'(0)

(cor. 2 de la prop. 8), ce qui prouve que v, = u; ® p (chap. I,
2¢¢éd., §4,n° 1, th. 1).

b) Supposons maintenant que © x ©’ soit u ® p'-propre, et
que p # 0. Soit y, une mesure a support compact majorée par
u. La fonction = x ©’ étant mesurable pour u; ® u', 'application
t— (n(t), 7'(t")) est p-mesurable, sauf pour des t' qui forment un
ensemble localement u'-négligeable (n° 2, prop. 2). Comme y' # 0, il
en résulte que 7 est y,-mesurable, et finalement que 7 est u-mesu-
rable (§ 2, n° 3, prop. 4 et § 2, n° 2, prop. 2). Reste a montrer qu’on a
u*(fem) < +oo pour toute fonction fe A, (T,). Si u est nulle,
cette propriété est évidente. Si p n’est pas nulle, u ® p' ne I’est pas
non plus, et on a par conséquent (n x n')(u ® u') # 0 (§6, n° 2,
prop. 2). D’apres le lemme 1 du chap. 111, 2° éd., § 4, il existe deux
fonctions ge ¥ (T;), g€ A (T)), telles que

{mx Y p@u)g®@g> #0.
Cette expression étant égale & {u ® u',(g°n) ® (g’ o ') d’apres
la définition des mesures images, la prop. 8 entraine que

w{g' o n') # 0. Nous avons alors, d’aprés la prop. 8 et la prop. 2
du §6,n°2,

[ remadnl{ @) de| = [ (fom) ® (g o ) dpt dyt
- Mregdr x ) e w) < +w.

La premicére intégrale au premier membre est donc finie, ce qui
acheéve la démonstration.

Ce résultat s’étend aussitét au produit de deux mesures com-
plexes (appliquer ’énoncé a leurs valeurs absolues). 1l en est de
méme de la proposition suivante.
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PRrOPOSITION 12.— Soit X (resp. X') un sous-espace localement
compact de T (resp. T'). Alors la mesure induite (u ® p')xxx: Sur
le sous-espace localement compact X x X' de T x T est égale au
produit uy ® py. des mesures induites sur X et X' par pu et y
respectivement.

En effet, si fe A (X) et f' e A (X'), on a

ffx o OS @) dpl) dp' () = (jx (@) d,u(t))( JX( £ d,/(f))

en vertu du cor. 2 de la prop. 8, ce qui prouve, par définition de
la mesure induite (chap. IV, 2° éd., § 5, n® 7) que

(1 ® Wkxx = pix @ px
(chap. III, 2°¢ éd., §4, n° 1, th. 1).

6. Intégration par rapport a un produit fini de mesures

Les résultats précédents s’étendent sans peine a un produit
d’un nombre fini de mesures. Par exemple, soient T,, T,, T,
trois espaces localement compacts, y; une mesure positive sur
T, i=1,2, 3) et soit v=ypu, ®u, ® uy la mesure produit sur
T=T; x T, x T3. Soit f une fonction v-intégrable a valeurs
dans R ou dans un espace de Banach; une premiére application
du th. de Lebesgue-Fubini montre que, sauf en des points
(t;,t,)e T, x T, formant un ensemble négligeable (pour u, ® u,),
la fonction t3+— f(t,,t,,t3) est us-intégrable, que la fonction
(ty, )= [f(ty, t,, t;) dus(t;), définie presque partout dans T; x T,,
est (1; ® p,)-intégrable, et que I'on a

JIfts e vttt 1) = [[duao) disten) [8e,. 1, 15) disls),

Une seconde application du méme théoréme montre que, pour
presque tout ¢;eT,, la fonction 1, [f(t,,1,, ;) dus(t;) est
définie presque partout dans T, et est y,-intégrable; en outre, la
fonction t; — [ du,(t,) [ (1, t,, t3) dus(t;), définie presque partout
dans T,, est u-intégrable, et on a

J"”f(tl: 1y, L) dvlty, 1y, 13) = jd/h(h) jd,“z(tz) ff(tp 1y, 13) dps(t3).

On prouve de méme que, pour presque tout ¢, € T,, la fonction
(t,, t3)— (1, t,,t5) est (u, ® us)-intégrable, que la fonction
ty [ [ty 1y, t3) duy(t,) dus(ts), définie presque partout, est
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i -intégrable, et que Pon a
[I[fey, 6,y avtey, 1, 1) = [dug(e) [[10, 1, 1) dus(es) dpg(ts).

Nous laissons au lecteur le soin de généraliser de la méme
maniére les autres résultats démontrés ci-dessus pour le produit
de deux mesures.

7. Application: Mesure de la boule euclidienne dans R"

Soient u la mesure de Lebesgue sur R, p, la mesure de
Lebesgue sur R”, produit de » facteurs égaux & u. Proposons-nous
de calculer la mesure V, = u,(B,) de la boule euclidienne unité.
D’apres le cor. 2 de la prop. 7, on a

+1
(16) Vn = J._ 1 Ha— I(Bn(zn)) dzn -
Or, la coupe B,(z,) est la partie de R"™ ' définie par la relation

n—1

Y z} <1 -z}, autrement dit, c’est la transformée de la boule
i=1

B,_, par I'homothétie de rapport \/T_:Ef Mais il résulte immé-
diatement de la prop. 11 et de la formule

o[ " flaxydx = | :O 1(2) dz

pour fe #(R), que 'image de u,_; par une homothétie x+ ax
est fa mesure o' ""y,_,. On a donc

B = (V1= 2PV,

Portant dans {16), et faisant le changement de variable

T Ty . .
avec —> < ¢ < =, 1l vient

z, = sin @ 3 <5

+m/2

/2
(17) v, VHJ cos"q;d(p:zv,,_lj cos”p dep.
0

-n/2

Mais on a (Fonct. var. réelle, chap. VII, § 1, n® 3, formule (20))
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et en portant dans la relation (17) et tenant compte de 'expression
de T() (Fonct. var. réelle, chap. VII, §1, n° 3, formule (21)), on
obtient finalement

n/2

(18) v = L

" n
r(z + 1)



EXERCICES

§1

1) Montrer gue, si f et g sont deux fonctions numériques =0,
ona ulgsup(f, g) + ut(nf(f,g) < p*(f) + u*(g) (cf chap. IV, 2°¢&d., § 1,
exerc. 1).

2) Montrer que, pour toute fonction f = 0 définie dans T, 'applica-
tion ur> u*(f) de #,(T) dans R est semi-continue inférieurement pour
la topologie quasi-forte (chap. 111, 2° &d., § 1, exerc. 8; cf. chap. IV, 2°éd.,
§ 1, exerc. 6b)). A quelle condition cette application est-elle continue?

93)a) Soit (f,),.» une famille de fonctions numériques =0, filtrante
pour la relation <, et telle que Papplication ¢+ (fi(t)) de T dans R*
soit u-mesurable. Soit f Penveloppe supérieure de la famille (f). Alors
f est y-mesurable et on a

(1) [ rdn=sup[" 1,

b) Soit (f,),.a une famille de fonctions numériques >0 définies dans
T et ayant la propriété suivante: pour toute partie compacte K de T et
tout ¢ > 0, il existe un ensemble compact K’ < K tel que WK = K)y<e
et que les restrictions a K’ de toutes les fonctions f, soient semi-continues
inférieurement. Soit f 'enveloppe supérieure de la famille (f,). Montrer
que fest mesurable et vérific la relation (1).

Donner un exemple d’application ¢+ (f(t)) satisfaisant 4 la con-
dition ci-dessus et qui ne soit pas p-mesurable.

4) Soient T et u Pespace localement compact et la mesure définis
dans I'exerc. 5 du chap. IV, 2° é&d., § 1.

a) Montrer que u est la borne supérieure d’une suite de mesures
de supports finis, mais qu'on a p* # u°®, et que p n’est pas modeérée.
En déduire que la prop. 11 devient fausse lorsqu’on y remplace le symbole
{ * par { * méme lorsque I’ensemble A est dénombrable.

b) Pour tout nombre réel y, soit f, la fonction caractéristique de
Pensemble réduit au point (0,y) de T. Montrer que Papplication
t+— (f{1)),er St u-mesurable, mais que, si f = sup fyona p*(f) =+o0

ye

et sup p*(f,) = 0.

5) Soit (u,) une suite de mesures positives sur T, qui converge quasi-
fortement vers yu dans .#(T) (chap. III, 2° éd., § 1, exerc. 8).

a) Montrer que, si une application fdeT dans un espace topologique
G est y,-mesurable pour tout n, elle est y-mesurable (utiliser ’exerc. 6b)
du chap. IV, 2° éd., § 1).

b) Soit f une application de T dans un espace de Banach F, qui est
essenticllement p-intégrable pour tout n. Montrer que, st la suite
(s (1Lf ) est bornée, f est essenticllement u-intégrable (exerc. 2). Montrer
par un exemple que I'on n’a pas nécessairement |fdu = lim {fdu,

(prendre pour y, une mesure ponctuelle sur un espace compact, telle
que lim|u,l| = 0); toutefois cette relation a lieu lorsque f est bornée et
a support compact.

103
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6) Soit & un ensemble p-dense de parties compactes de T. Soit f une
fonction définie sur T, & valeurs dans un espace de Banach F, telle que
fo, soit u-intégrable pour tout K € &. Si les intégrales [foy du ont une
limite dans F suivant I'ensemble filtrant & (pour <), alors f est essentielle-
ment y-intégrable.

§2

1) Soit (4,) une famille de mesures complexes ponctuelles sur T.
Pour que la famille (4,) soit sommable dans 'espace vectoriel .#(T;C)
muni de la topologie vague, il faut et il suffit que la famille (|4,]) le soit.

2) Soit (4,) une suite de mesures complexes sur T. Pour que la suite
(4,) soit sommable dans .#(T;C) muni de la topologiec vague, il faut et il
suffit que, pour toute fonction f e # (1), la série de terme général 4,(f)
soit absolument convergente (utiliser le théoréme de Banach—Steinhaus;
cf. Esp. vect. top., chap. 111, § 3, cor. du th. 2).

3) Soit T P’intervalle compact (0,1) de R; pour tout entier n > 0,
soit 4, la mesure

1
[ rlzj 1 (x)sin 2n7mx dx

0

sur T. Montrer que, dans I'espace .#(T) muni de la topologic vague
{ou de la topologie quasi-forte (chap. III, 2° éd., § 1, exerc. 8)), la suite
de mesures (4,) est sommable, mais que la suite (j4,]) ne l'est pas.
Remarquer que, si o, =n.4,(f), on a Y af < +o0, en utilisant

I'inégalité de Bessel, et en déduire que ZM,,'(IJ')I < + oo par Pinégalité

de Cauchy-Schwarz.)

4) Soient p une mesure positive sur T, et (v;);,4 une famille sommable

iel

de mesures positives sur T, telles que u < ) v,. Il existe une famille
i
sommable (u;),; de mesures sur T telles que g = ) p; et p; < v; pour

i
tout i e I. (En utilisant la prop. 4, se ramener au cas ot T est compact,
puis au cas ot 1 = N. Construire alors les y; par récurrence.)

§3

1) Soit T P'intervalle compact (0,1) de R, et soit x la mesure de
Lebesgue sur T. Soit X 'espace localement compact obtenu en munissant
Iintervalle (0,1) de la topologie discréte. L’application t+— 4, = ¢ de T
dans #(X) est scalairement essentiellement intégrable, d’intégrale
v = 0. Pour la fonction constante f égale a 1 dans X, la formule (6) de
la prop. 3 est en défaut. En déduire que I'application ¢+ A, n’est pas
p-adéquate.

2) Soient T et u l'espace localement compact et la mesure = 0
définis dans I’exerc. 5 du chap. 1V, 2° éd., § 1. On prend pour X I’ensemble
T muni de la topologie induite par celle de R?, de sorte que X est
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localement compact et dénombrable & 'infini. Soit ¢+~ 4, I'application
de T dans .#(X) telle que, pour ¢t = (0, y), 4, = ¢,, et pour t = (1/n, k/n?),
1, = g/n>. Montrer que I'application t+— /, est u-adéquate, vaguement
p-mesurable, non vaguement continue, et que, si v = |4, du(t) et si
f = @, o I est le pavé de centre 0 et de c6té 2 dans R*, on a

[ reav < ["duo [ 100 dix) = +c.

3) Soient T, T" deux espaces localement compacts, 4 une mesure
posttive sur T, u’ une mesure positive sur T'. Sur I’espace produit
X=TxT, posons 4, =¢ @, 4 = u®e¢ pour teT,t €T Lappli-
cation t— A, (resp. t'+— ;) de T (resp. T') dans .#(X) est vaguement
continue et pu-adéquate (resp. p'-adéquate), et on a

v=n @ = [ Zdu) = [ 2 du(r)

(chap. HIL, 2¢ éd., §4, n° 1; cf. §8). On prend pour T P'intervalle (0, 1) de
R, pour p la mesure de Lebesgue, pour T’ I'intervalle (0, 1) muni de la
topologie discréte, pour p' la mesure sur T’ définie par la masse +1 en
tout point de T'. Soit f'la fonction caractéristique de la « diagonale » de
X (ensemble des points (t,t), ou ¢ parcourt (0,1)). Montrer que f est
semi-continue supéricurement et que 'on a

= o [ 1o i < [ e v = +oo

et

0= " () dvix) < | * du(n) | " 1) dAx) = 1.

94) Les espaces T, T, X et les mesures g, u',v ayant la méme
signification que dans l’exerc. 3, on considére 1’espace produit
Y=TxX=Tx(TxT), et sur Y la mesure produit @ = pu & v.
Si, pour teT, on pose p, =& ® v, on a @ = [ p,du(t). Soit H une
partie de T non mesurable pour u (chap. IV, 2° éd., §4, exerc. §), et
soit A la partic de Y formée des points (t,, t,, t3) satisfaisant aux con-
ditions t; = t5,t, € H. Montrer que la fonction caractéristique ¢, est
localement négligeable pour w, mais que, pour aucune valeurde tT, @,
n’est p-mesurable.

5} Donner un exemple de famille y-adéquate t— 4, et de fonction
numérique f définie dans X, telle que f soit A,-mesurable pour tout teT,
mais ne soit pas mesurable pour la mesure v = { 4, du(t) (prendre X = T
et A, = ¢, pour tout t€T).

6)a) Montrer que dans tous les résultats du §3 ou intervient la
notion d’application ¢+ J, vaguement continue, on peut remplacer
cette hypothése par la suivante: pour toute fonction ge # (X), la
fonction t+— 1,(g).est semi-continue inférieurement dans T.



106 INTEGRATION DES MESURES Chap. V, §3

b) On considére une application scalairement essentiellement
intégrable t+— A, de T dans .#,(X) qui satisfait a la condition suivante:

Pour toute partic compacte K de T et tout ¢ > 0, il existe un
ensemble compact K; « K tel que g(K — K ) < ¢ et que les restrictions
a K, de toutes les fonctions t+— {f; 1,>, ou f parcourt 4, (X), soient
semi-continues inférieurement.

Montrer que I'application ¢ — /, est y-adéquate.

7)a) Soit ‘A:t— J, une application scalaircment essenticllement
intégrable de T dans ﬂ+(X) et soit v = [ A, du(f). Montrer qu’on a,
pour toute fonction f semi-continue 1nfer1eurement >0 définie dans X,

[ oo <[ auo | s e,

b) On suppose que A est p-pré-adéquate, on désigne par p' une
mesure positive <y, eton pose p = p' + p’, v = [ A, dp/'(t). Déduire de a)
gu’on a, pour toute fonction f semi-continue inférieurement > 0 v-inté-
grable

[ roave = [ awo]” 1o di

Etendre ce résultat 4 une fonction f semi-continue inférieurement >0
et v-modérée. En déduire que si v est une mesure modérée (et en par-
ticulier si X est dénombrable 4 'infini), A est p-adéquate.

8) Soit At~ 4, une application de T dans .#,(X).

a) Soient py,...,u, des mesures sur T et p=pu, 4+ ...+ u,.
Pour que A soit p-adéquate, il faut et il suffit que A soit y;-adéquate
pour tout i (utiliser le lemme de décomposition).

b) Supposons que u soit la borne supéricure d’une famille filtrante
croissante (u;);;. Pour que A soit py-adéquate, il faut et il suffit que A
soit u-adéquate pour tout iel, et scalairement essentiellement p-
intégrable.

c) Supposons que u soit somme d’une famille sommable (u));; de
mesures positives. Pour que A soit p-adéquate il faut et il suffit que A
soit u;-adéquate pour tout j € J, et que A soit scalairement essentiellement
u-intégrable.

d) Pour que A soit g-adéquate, il faut et il suffit que A soit scalaire-
ment essentiellement p-intégrable, et que A soit g-pré-adéquate pour
toute mesure ¢’ < y a support compact.

9)a) Soient T et X deux espaces localement compacts, ,(1) le
cOne convexe de toutes les fonctions continues positives sur T,V une
application de 7 (X) dans %, (T) possédant les propriétés suivantes:

Vif+8=Vf+Vg s figeA (X)
Vitf) = tV(f) si feA.(X), teR,

Montrer qu’il existe alors une diffusion A unique de T dans X telle que
Af = Vf pour toute f e %, (X). Montrer que ce résultat est encore vrai
si 'on remplace le cone ¢, (T) par le c6ne des fonctions semi-continues
inféricurement dans T, positives et localement bornées (cf. exerc. 6).
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b) On suppose que la topologie de X admet une base dénombrable.
Montrer que le résultat ci-dessus est encore vrai si 'on remplace le
cone ¥, (T) par le cone des fonctions universellement mesurables dans T,
positives et localement bornées.

10) Soient T, X, Y trois espaces localement compacts dénombrables
a Pinfini, A: t— 4, une diffusion de T dans X, H:x— 5, une diffusion
de X dans Y; on dit que A et H sont composables si la fonction A(Hg)
est localement bornée dans T pour toute ge ¢, (Y). Montrer que, si A
et H sont composables, 4, appartient au domaine de H pour tout te T,
et que Papplication 1~ /,H est une diffusion de T dans Y. Etendre a
cette situation les formules (15) (prop. 13).

11) Soit ¢t~ 4, une application p-adéquate de T dans .# +(X),
vérifiant la condition suivante: pour toute partie compacte K de T il
existe une partie compacte Lg de X telle que Supp(4,) < L.

a) Montrer que pour toute fonction f = 0 définie dans X, on a

[ rerave = [ du [ oo dio

(utiliser la prop. 3 a)).

b) Si f = 0 est localement v-négligeable, ensemble des t¢ T tels
que f ne soit pas 4,-négligeable est localement u-négligeable.

¢) Si fest une application v-mesurable de X dans un espace topologi-
que, l'ensembile des ¢ € T tels que f ne soit pas 4,-mesurable est localement
pu-négligeable.

d) Pour toute fonction v-mesurable f > 0, 'application ¢+ | *fd),
est y-mesurable et 'on a

[ reyaveo = [ duo [ r0 dago.

e) Soit f une fonction définie dans X, a valeurs dans un espace de
Banach ou dans R, et cssentiellement v-intégrable. Montrer que ’ensemble
des t e T tels que f ne soit pas A-intégrable est localement u-négligeable, la
fonction t— [ f(x) di,(x) (définie localement presque partout pour yu) est
essentiellement p-intégrable et 'on a

jf(x) dv(x) = j du(t) j f(x) dA,(x).

§4

1) Soient T et X deux espaces compacts, = une application continue
de T dans X, g une fonction numérique continue et finie, définie dans T.
Pour tout xeX, soit f(x) la borne inféricure de g(t) dans I'ensemble

nl(x). Donner un exemple ol f n’est pas continue. (Prendre T = (0,1}
dans R, et pour = ’application canonique de T sur 'espace quotient X
obtenu en identifiant O et 1 dans T).

2) Soient X et v I’espace localement compact et la mesure définis
dans I’exerc. 5 du chap. 1V, 2°éd., § 1; soit f la fonction caractéristique de
’ensemble D des points (0, y) dans X. Montrer que, dans les deux cas
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suivants, on a v = [ g(t)e, du(t) et

| raneo duw) < [ redv) = +co.

a) On prend T = X, et pour u la mesure définie par la masse
log n/n® en chacun des points (1/n, k/n*). On prend pour = 'application
identique, et g définie par les conditions suivantes:

g0, y) = 0, g(1/n, k/n*) = 1/logn;

g est continue, mais on n’a pas g(t) > 0 pour tout teT.

b) On prend pour T Pensemble X muni de la topologie discréte,
et pour p la mesure définic par les mémes masses que v. On prend
g(t) = 1 pour tout t, et pour n l'application identique: cette derniére
cst continue, mais non propre.

§5

1) Soient T et X deux espaces localement compacts, ;¢ une mesure
>0 sur T, A:t— A, une application p-adéquate de T dans .#,(X),
¢ une fonction localement intégrable pour la mesure v = {4, du(t).
Donner un exemple montrant que, si X n’est pas dénombrable a I'infini,
g peut n’étre localement J-intégrable pour aucune valeur de ¢ (cf. §3,
exerc. 4).

2) Soit g une fonction positive sur T, mesurable et essentiellement
bornée pour u, et soit v = g.u. Montrer que, si une fonction f définie
dans T, a valeurs dans un espace de Banach ou dans R, est y-intégrable,
f est v-intégrable. (Observer que v < au pour une constante g > 0, et
utiliser la prop. 15 du chap. 1V, §1, n°® 3.)

3) Soient X un espace localement compact, A:t+— A, et A1t 4,
deux applications y-adéquates de T dans .#,(X), et soient v = | 4, du(t),
v’ = [ A dp(t). Montrer que si, localement presque partout pour g, A; est
une mesure de base 4,, alors v’ est une mesure de base v. (Considérer
une partie compacte v-négligeable K de X. Elle est A-négligeable
localement presque partout, donc A-négligeable localement presque
partout. Appliquer la prop. 5 du §3.)

4)a) Soit x une mesure >0 modérée sur T. Montrer qu’il existe
une fonction h = 0, continue dans T, telle que h.p soit bornée et
équivalente a y (raisonner comme pour la prop. 11).

b) Soit (u,) une suite de mesures >0 modérées sur T. Montrer
qu’il existe une mesure p = 0 sur T telle que chaque p, soit de base u
(se ramener au cas ol chacune des y, est bornée).

5) Soient p, o deux mesures atomiques sur T; M, N les plus petits
ensembles portant |p| et |o] respectivement. Pour que p et o soient
étrangéres, 1l faut et 1f suffit que M n N = ¢4. En déduire un exemple de
mesure atomique v sur Uintervalle I = {0,1) de R, telle que’I soit le
support de v* et de v™.

6)a) Soit u une mesure positive sur T. Si A < T est universellement
mesurable et n’est pas localement p-négligeable, montrer qu’il existe une
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mesure positive v portée par A et telle que v # 0 et v < u. (Prendre
v = @g . 4, K étant une partie compacte de A qui n’est pas u-négligeable.)

b) Soit M une partie universellement mesurable de T. Pour
qu’une mesure positive A sur T soit portée par M, il faut et il suffit que
A soit étrangére a toute mesure positive portée par GM (utiliser a)).

¢) Deéduire de b) que les mesures p sur T, telles que |p| soit portée
par M, forment une bande dans .#(T). Cette bande est vaguement
fermée dans .#(T) si M est une partie fermée de T (chap. 11, 2°éd., § 2,
prop. 6).

d) Montrer que la mesure de Lebesgue sur I = (0, 1) est limite
vague d’une suite de mesures atomiques portées par un ensemble
dénombrable fixe A < I (cf. chap. III, 2° éd., §2, th. 1 et prop. 13). La
bande des mesures portées par A n’est donc pas vaguement fermée.

97)a) Soit u une mesure positive sur T, et soit A un ensemble
p-intégrable tel que u(A) > 0. Montrer que si, pour tout ensemble
u-intégrable B < A, on a u(B) = 0 ou w(B) = u(A), 1l existe un point
aeA tel que u({a}) = W(A). (Considérer Pintersection des ensembles
compacts K < A tels que p(K)= p(A); montrer qu’elle n’est pas
vide, qu’elle a une mesure égale a u(A) et qu’elie se réduit a un seul
point.)

b} On suppose que u soit une mesure diffuse. Pour tout ensemble
p-intégrable A tel que p(A) > 0, et tout ¢ > 0, montrer qu’il existe une
partie p-intégrable B de A telle que 0 < w(B) < ¢ (remarquer a l’aide
de a) quil existe une partie p-intégrable C de A telle que
0 < u(C) < 3u(A)). En déduire que, lorsque X parcourt I’ensemble des
parties p-intégrables de A, I'ensemble des valeurs de u(X) est I'intervalle
fermé (0, u(A)) (pour tout nombre S tel que 0 < f < u(A), soit 7 la
borne supéricure des mesures des parties mesurables X de A telles que
w(X) < B; montrer d’abord qu'on a y=f, en utilisant le résultat
précédent, puis prouver qu’il existe une suite croissante (X,) de parties
mesurables de A telles que lim p(X,) = f).

98)a) Soit v une mesure atomique positive sur T, et soit A une
partie v-intégrable de T. Montrer que I’ensemble des valeurs de v(X),
lorsque X parcourt ’ensemble des parties v-intégrables de A, est fermé
dans R. (Soit N le plus petit ensemble portant v. En supposant A n N
infini et rangeant les points de A ~ N en une suite (a,), considérer I’appli-
cation ¢ de I’espace produit {0, 1}~ dans R définie par ¢((¢,)) = Y e,v({a,}),
et montrer qu’elle est continue.) n

b) Déduire de a) et de I’exerc. 7b) que, si g est une mesure positive
quelconque sur T, A une partie u-intégrable de T, Pensemble des valeurs
de u(X), lorsque X parcourt I’ensemble des parties p-intégrables de A,
est fermé dans R. Etendre ce résultat au cas ol x est une mesure réelle
quelconque sur T.

¢) Déduire de I'exerc. 7b) que, si u est une mesure réelle diffuse
sur T, ’ensemble des valeurs de u(X) = p*(X) — u~(X), ot X parcourt
Pensemble des parties |{u|-intégrables de T, est un intervalle fermé de R
{borné ou non).
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d) Donner un exemple de mesure positive atomique v sur un
espace localement compact et non compact T, telle que Pensemble
des valeurs de v(X), out X parcourt ’ensemble des parties v-intégrables
de T, ne soit pas fermé (prendre v telle que ian v({t}) > 0).

te'

9) Soient u et v deux mesures positives étrangéres sur T. Montrer
que, pour tout nombre p tel que 1 < p < + 00, I'espace vectoriel topo-
logique LAT,p + v) est isomorphe a I'espace produit des espaces
vectoriels topologiques LX(T, u) et LT, v).

10)a) Soit u une mesure positive diffuse #0 sur un espace locale-
ment compact T. Montrer qu’il existe dans Z'(T,p) une suite de
fonctions f, telle que N,(f,) = 1 pour tout n et telle que la suite des
mesures diffuses f,. u converge vaguement vers une mesure ponctuelle
&, . En déduire que LY(T, ) (et par suite aussi L*(T, u)) n’est pas réflexif.

b) Soit v une mesure positive atomique sur T, dont le support est
infini. Sotent A le plus petit ensemble portant v, B une partie infinie
dénombrable de A et 1 la mesure ¢g . v. Montrer que le dual de L*(T, 4)
n’est pas de type dénombrable, et par suite ne peut étre isomorphe a
LT, A) (cf. Esp. vect. top., chap. 1, 2° éd., § 2, exerc. 1).

¢) Déduire de a) et b) que, pour qu'une mesure positive p sur un
espace localement compact T soit telle que LX(T, p) soit réflexif, 11 faut
et 1l suffit que le support de y soit fini (utiliser I’exerc. 9).

T111) Soit S un espace compact stonien (chap. II, § 1, exerc. 13f));
on dit qu’une mesure positive p sur S est normale si, pour toute famille
filtrante croissante (f,),. de fonctions continues dans S, majorée dans
%(S), et dont f est la borne supéricure dans l’espace complétement
réticulé (S) (borne supérieure non nécessairement égale a I'enveloppe
supérieure de la famille (f)), on a pu(f) = suE uw(f,). On dit qu'une

mesure réelle A sur S est normale si les mesures positives A* et A~ sont
normales.

a) Pour qu'une mesure positive pu sur S soit normale, il faut et il
suffit que tout ensemble rare A soit p-négligeable (pour voir que la
condition est nécessaire, considérer les ensembles ouverts et fermés dans
S qui contiennent A ; pour voir que la condition est suffisante, remarquer
que I’enveloppe supérieure et la borne supéricure dans %(S) d’une famille
filtrante croissante et majorée (f,) sont égales dans le complémentaire
d’un ensemble maigre (cf. chap. 11, § 1, exerc. 13f)). En déduire que le
support de u est a la fois ouvert et fermé.

b) Soient pu une mesure positive normale sur S, f une fonction
numérique p-mesurable, g la plus grande fonction semi-continue in-
férieurement dans S et < f. Montrer que f et g sont égales presque
partout pour u (cf. chap. IV, 2° éd., §5, exerc. 16b)) En déduire que,
pour toute partie p-mesurable A de S, A — A et A — A sont p-négli-
geables.

¢) Montrer que, dans I'espace de Banach .#(S) des mesures sur S,
I’ensemble des mesures normales est un sous-espace vectoriel fermé, et
une bande pour la structure d’espace complétement réticulé de .#(S).
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912) On dit qu’un espace compact stonien H est hyperstonien si la
réunion des supports des mesures positives normales sur H (exerc. 11)
est partout dense.

a) Soient T un espace localement compact, ¢ une mesure positive
sur T. Montrer qu’il existe un isomorphisme u+— 8, de 'espace de Banach
L*(T, p) sur I'espace ¥(H) des fonctions continues numériques sur un
espace hyperstonien H, tel que 6} = 6,. (cf. prop. 14 et chap. II, §1,
exerc. 13).

b) Soit H un espace compact hyperstonien, et soit (1), une famille
de mesures positives normales sur H telle que la réunion des supports
des p, soit partout dense dans H. Montrer que, pour qu'un ensemble
soit rare dans H, il faut et il suffit qu’il soit u-négligeable pour tout 11
(remarquer que, si A est u-négligeable, il en est de méme de A (exerc.
11b)). En déduire que, dans un espace hyperstonien, tout ensemble
maigre est rare.

¢) Les hypothéses étant les mémes que dans b), montrer que, si f
est une fonction numérique p-mesurable pour tout (el il existe une
fonction g continue dans H telle que f et g coincident dans le complé-
mentaire d’un ensemble rare (utiliser b) et exerc. 11 b)).

d) Soit H un espace hyperstonien. Montrer qu’il existe une famille
(G,).ea de parties ouvertes et fermées non vides de H, deux a deux
disjointes, dont la réunion T est partout dense dans H, et telle que,
pour tout o€ A, il existe une mesure positive normale p, sur G,, de
support G, (appliquer le th. de Zorn a Pensemble des familles de
mesures positives normales sur H, dont les supports sont mutuellement
disjoints, et utiliser Pexerc. 11a)). Soit u la mesure sur T dont la
restriction a chaque G, est y, (chap. I1I, 2° éd., §2, prop. 1). Montrer
que lapplication qui, & toute fonction fe%(H), fait correspondre la
classe dans L°(T, u) de sa restriction 4 T, est un isomorphisme de 'espace
de Banach ¢(H) sur L*(T, p) (utiliser ¢) pour montrer que I’application
est surjective).

%13) Soient T un espace localement compact, u une mesure
positive sur T, (f,) une suite de fonctions de (T, ); on pose u, = f,.
et pour tout ensemble u-mesurable A,

lA) = 1 (A) ~ A = [ fyd

a) Montrer que, si T n’est pas compact, la suite (f,) peut ére non
bornée dans #'(T, ) mais telle que la suite des intégrales { f,g du soit
bornée pour toute ge 4 (T).

b) Montrer que, si la suite (u,(A)) est bornée pour toute partic A
de T réduite 4 un point et pour tout ensemble ouvert A tel que la mesure
induite par p sur la frontiére de A ait un support fini, la suite (f,) est
bornée dans %! ou, ce qui revient au méme, la suite des normes (|| u,[|)
est bornée. (On montrera d’abord que tout point ¢, de T admet un
voisinage ouvert U tel que la suite des nombres |u,/(U) soit bornée.
Pour cela, on raisonnera par I'absurde, en prouvant que, dans le cas
contraire, on pourrait construire une suite strictement croissante (n,)
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d’entiers, une suite décroissante (U,) de voisinages de t, et une suite
(W,) d’ensembles ouverts quarrables pour p (chap. IV, 2¢ éd., §5,
exerc. 13) ayant les propriétés suivantes: U, < U,_, , u(U, — {to}) < 1/k,
I, (U — {to}) < 1 pour i < k, W, = U, — U, et finalement

4 WL > K+ 3 (11, (W)
i<k

Considérer enfin la réunion W des W, , pour obtenir une contradiction
(« méthode de la bosse glissante »). Montrer ensuite par un raisonne-
ment analogue qu’il existe une partic compacte K de T telle que la
suite des [u, (T — K) soit bornée.)

¢) Déduire de b) que si, pour tout ensemble ouvert A de T, la
suite (u,(A)) est bornée, la suite (f,) est bornée dans .Z*.

d) Sur Pintervalle (0,1), si on prend pour u, la mesure définie
par la masse n au point 1 = 0, la masse —n au point ¢t = 1/n, la suite
(u.(A)) est bornée pour tout ensemble ouvert A, quarrable pour toutes
les mesures |u,|; mais la suite des normes |g,| est non bornée. De
méme, si on prend pour g, la mesure définie par la masse n au point
t = 1/n, la masse —n au point t = 1/(n + 1), la suite (u,(A)) est bornée
pour tout intervalle contenu dans (0, 1) (et par suite pour toute partic
finie A), sans que la suite (||u,|) soit bornée.

14) Soit 0 une forme linéaire sur ’espace & (T, u); pour que 0 soit
du type fr [ fgdu, ot ge LT, p), il faut et il suffit que 0 satisfasse
aux conditions suivantes: 1° pour tout ¢ > 0, il existe d > 0 tel que la
relation p*(A) < 0 entraine |6(h)| < ¢ pour toute fonction p-mesurable
h telle que || < @4 ; 2° pour tout ¢ > 0, il existe un ensemble compact K
tel que, pour tout ensemble p-intégrable B ¢ T — K, on ait |6(pg)] < &
(Utiliser le th. de Lebesgue-Nikodym.)

9 15) Soit H une partie bornée de Pespace LT, p), H son image
canonique dans ’espace de Banach LY(T, u). Montrer que les conditions
suivantes sont équivalentes:

o) On a ’ensemble des deux conditions:

o ) pour tout ¢ > 0, il existe un ensemble compact L < T tel que
fr-if]du < & pour toute fe H;

o) pour tout ¢ > 0, il existe # > O tel que, pour tout ensemble
ouvert U de T tel que u*(U) < 5, on ait [, |f]du < & pour toute f e H.

f) On a ’ensemble des deux conditions o, ) et

f5): pour tout ensemble compact K < T et tout ¢ > 0, il existe un
voisinage ouvert U de K tel que fu-xlfldp < & pour toute e H.

y) Pour toute suite (g,) de fonctions de #*, uniformément bornée
et qui converge en mesure vers une fonction g, on a llm f fe.dp = [ fgdu
uniformément lorsque f parcourt H.

o) Pour toute suite (h,) de fonctions continues dans-T et tendant
vers 0 au point a 'infini, uniformément bornée et telle que lim h,(t) = 0

nroo

pour toutteT, ona hm fjh du = O uniformément lorsque f parcourt H.

{) Pour toute suxte infinie (U,) d’ensembles ouverts de T deux a
deux disjoints, on a lim [ fdu = O uniformément lorsque f parcourt H.

n—>ow U,
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(Pour montrer que () entraine ) et que f) entraine ), utiliser une
« méthode de la bosse glissante » de la méme fagon que dans I’exerc.
13b). Prouver ensuite que «) entraine y), que y) entraine §) et que J)
entraine {).)

Si on suppose en outre que, pour tout teT tel que u({t}) # 0,
I'ensemble des f(f) est borné dans R lorsque f parcourt H, montrer que
les condmons précédentes sont équivalentes 4 la condition :

0) H est une partie relativement compacte de 1! pour la topologle
affaiblie a(L!, L*).

(Pour montrer que 0) entraine f), raisonner par I'absurde en utlhsant
le th. de Smulian (Esp. vect. top., chap. IV, § 2, exerc. 13) et une « méthode
de la bosse glissante ». Pour montrer que o) entraine 6), montrer que H
est bornée dans Z!, puis appliquer le th. d’Eberlein (Esp. vect. top.,
chap. 1V, § 2, exerc. 15), et utiliser I'exerc. 14.)

916)a) Soit (f,) une suite de fonctions de .# (T, u). Montrer que
les conditions suivantes sont équivalentes:

o) La suite ( f,,) est convergente dans L! pour la topologie affaiblie
a(L', L™).

p) Lensemble des f, est relativement compact dans L! pour la
topologie affaiblie, et la suite des mesures f,.u converge vaguement
dans . (T). A

y) Pour toute partic ouverte U de T, la suite des nombres [, f, du
est convergente dans R.

(Pour prouver que f§) entraine o), utiliser le critére o) de Pexerc.
15 et la définition d’une fonction mesurable. Pour prouver que 7)
entraine f), considérer d’abord le cas particulier de I'espace L'(N)
(mesure discréte définie par la masse +1 en chaque point) en utilisant
Pexerc. 4 de Esp. vect. top., chap. 1V, § 5. Dans le cas général, appliquer
le critére {) de ’exerc. 15 pour se ramener au cas de L'(N), en associant
a chaque f, la suite sommable ({,_ f, di),en)-

b) Déduire de ces résultats que, dans L, toute suite de Cauchy
pour la topologie affaiblie est convergente pour cette topologie.

c) Sur Pintervalle T = {0, 1}, soit u la mesure de Lebesgue, et
pour tout entier n = 1, soit g, la mesure définic par la masse 1/n en
chacun des points k/n (0 < k < n); soit v une mesure positive sur T
telle que u=g.v, u, = f,.v (exerc. 4b)). Montrer que la suite (u,)
converge vaguement vers u, 4,(A) tend vers u(A) pour toute partie finie
A de T, et pour tout ensemble ouvert A tel que la mesure induite par v
sur la frontiére de A ait un support fini, mais que p,(U) ne tend pas vers
w(U) pour tous les ensembles ouverts U < T (cf. exerc. 13 b)).

17) a) Soit u la mesure de Lebesgue sur lintervalle T = [0, + ool.
Montrer que, si 1 <r < s < +o0, les topologies induites sur L" n L?
par les topologies affaiblies de L" et L® ne sont pas comparables (cf.
chap. 1V, §6, exerc. 8). Si f, est la fonction caractéristique de P'intervalle
(n,n + 1] montrer que la suite (f) tend vers O pour la topologie affaiblie
de tous les L” tels que p > 1, mais non pour la topologie affaiblie de L.

b) Soit 4 la mesure de Lebesgue sur intervalle T = (0, 1). Montrer
que, si r < s, la topologie affaiblie de L° est strictement plus fine que
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la topologie induite sur L® par la topologie affaibliec de L" (cf. chap. 1V,
§ 6, exerc. 8).

¢) Soit u la mesure positive sur un espace discret pour laquelle
tout point est de mesure 1. Montrer que, si 1 <r<s< +o, la
topologie affaiblie de L" est strictement plus fine que la topologie induite
sur L par la topologie affaiblie de L* (chap. IV, § 6, exerc. 9).

18) Soit A un ensemble contenu dans L” n L° et borné a la fois
dans L” et dans L* (1 <r < s < +c0). Montrer que, pour tout p tel
que r < p < s, A est borné dans L?, et que les topologies induites sur A
par les topologies affaiblies des LP sont identiques (remarquer que
H(T) est dense dans tous les espaces L? ot 1 < g < + o). Montrer
que la propriété cesse d’étre valable si r = 1 (cf. exerc. 17 a)).

919) Soit y une mesure positive sur T.

a) Soit (f,) une suite de fonctions de ¥? (1 < p < + ) bornée
dans .#” et convergente en mesure vers 0. Montrer que la suite (f))
converge vers 0 dans L? pour la topologie affaiblie.

b) Donner un exemple de suite (f,) de fonctions de #*, bornée
dans #*' et convergente en mesure vers 0, mais telle que la suite ()
ne converge pas vers 0 pour la topologie affaiblie de L' (prendre pour p
la mesure de Lebesgue sur T = (0, 1), et utiliser le critére «) de I’exerc. 15).

c) Soit u la mesure de Lebesgue sur T = (0,1). Montrer que, si
£.(t) = sin nt, la suite (f,) converge vers 0 pour la topologie affaiblie de
tous les L? tels que 1 < p < 400, mais ne converge pas en mesure
vers O.

20) a) Soit (f;) une suite de fonctions de .#* telle que: 1° la suite
(f,) converge en mesure vers 0; 2° pour tout & > 0, i existe n > 0 tel

que la relation u*(A) < n entraine lim . sup ff: 11, du < &; 3° pour tout

¢ > 0, il existe un ensemble intégrable B tel que [y_g|f,ldu < & pour
tout n. Montrer que la suite ( f,) converge en moyenne vers 0.

b) Soit u la mesure de Lebesgue sur T = (0, 1). Pour 1 < p < + o0,

l 1
on désigne par f, la fonction égale 4 n*/? dans lmtervallc[ T ]
n

a 0 ailleurs. Montrer que la suite (f,) satisfait aux trois condmons de a),
et que la suite (f,) converge vers 0 pour la topologie affaiblic de L?,
mais non pour la topologie de la convergence en moyenne d’ordre p.
7121)a) Soit (f,) une suite de fonctions de £ telle que:
1° lim . inf f(t) > 0 presque partout dans T; 2° pour tout ¢ > 0 il existe

n—= 0

n >0 tel que la relation p*(A) <# entraine lim.sup f:[f,,! du < ¢

n— oo

3° pour tout & > 0, il existe un ensemble intégrable B tel que
[ Iflde<e
I-B

pour tout n; 4° on a hm jf dp = 0. Montrer que la suite (f,) converge

en moyenne vers 0. (Remarquer que, pour tout ¢ > 0, st C,, est 'ensemble
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des teT tels que f,(t) = —e pour un n = m au moins, la suite (C,) est
décroissante et a une intersection négligeable.)

b) Soit (f,) une suite dc fonctions de #* telle que: 1° il existe une
fonction intégrable g telle que f, > g pour tout n; 2° lim.inf £ (1) > 0

n—o
presque partout; 3° lim.sup | f,du < 0. Montrer que la suite (f,)
n— oo
converge en moyenne vers 0. (Montrer d’abord que, pour tout ensemble
mesurable A, on a lim.inf{, f, du > O; puis remarquer que, pour tout
R 00

ensemble mesurable A, on a

lim.sup| f,dy = lim .»-supj fodp + lim . infj f,du)
A T-A

n—= o0 n—w n— o0

122) Dans I'espace de Banach E = .#*(T) des mesures bornées sur
un espace localement compact T, soit H un ensemble compact pour la
topologie affaiblie.

a) Montrer que, pour tout ¢ > 0, il existe une mesure positive y, sur
T telle que toute mesure ve H soit somme d’une mesure de base p, et
d’une mesure A Etrangére a p, et de norme <e. (Utiliser le fait que
I’espace E, muni de sa norme et de sa structure d’ordre, est isomorphe
4 un espace L(S, p) ou S est réunion d’espaces compacts stoniens et p
une mesure positive sur S (chap. IV, §4, exerc. 10), et appliquer, dans
LX(S, p), le critére o) de Pexerc. 15.)

b) Déduire de a) qu’il existe sur T une mesure positive u telle que
toutes les mesures ve H soient de base u (utiliser ’exerc. 4 b)).

23) Soient u une mesure positive sur un espace localement compact
T, p un nombre tel que 1 < p <+ o0, ¢ I'exposant conjugué. Montrer
que, si g est une fonction mesurable finie telle que, pour toute fonction
fe Z?, la fonction fg soit intégrable, alors g est localement presque
partout égale a4 une fonction de ¥4 (Montrer que l'application f+ fg
de #? dans #! est continue, en utilisant le th. du graphe fermé (Esp.
vect. top., chap. 1, § 3, cor. 5 du th. 1))

24) Soient p, q deux exposants conjugués. Si B (resp. C) est une
partie bornée de L? (resp. L7, montrer que Papplication de B x C
dans L' déduite de (f,g) fg par passage aux quotients, n’est pas
nécessairement continue lorsqu’on munit L?, L9 et L' des topologies
a(L?, 19, a(L9 L?) et o(L', L*™) respectivement (cf. exerc. 10 d)).

125)a) Si u et v sont deux nombres réels quelconques, démontrer,
pour 1 < p < + oo, I'inégalité

1}
[u + o7 < P + pouul”™? + a ) [of [ulP"" + bl
=2

r=

ol a et b sont deux constantes ne dépendant que de p, et [p] est la partie
entiére de p (Fonct. var. réelle, chap. 111, § 2, exerc. 6).

b) Soit (f,) une suite qui converge vers 0 dans L? pour la topologie
affaiblie (1 < p < 4 00). Montrer qu’il existe une suite (f,,) extraitc de
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(f.) telle que, si on pose s,, = Y. f, , on ait
k=1

[ Sm il a2, du| <1

(définir la suite (n,) par récurrence). En déduire, en utilisant a) et
I’inégalité de Holder que, si p > 2, il existe deux constantes, q, b telles que

Ny(Is,?) < Ny(ls,—117) + a + bNy(ls, 4|7~ %)
et que, si 1 < p < 2, 1l existe une constante ¢ telle que
N (15,/7) < Ny(ls,—4") + ¢
Conclure que I'on a
N,(s,) = O(n'?)  pour p>2
N,(s,) = O(n''?) pour 1<p<2

¢) Montrer que les résultats précédents ne peuvent étre améliorés
en général {cf. exerc. 19d) et 20b)).

126) Soient uy,...,u, des mesures en nombre fini sur un espace
localement compact T, qu’on écrit sous la forme y, = f,. u ol u est
une mesure =0 et |f,| <1 (n°9)

a) Soit @ un ensemble de fonctions définies et positivement homo-
geénes dans R™ et telles que u(f;,...,f,) soit localement p-intégrable
pour toute fonction u € ®. Montrer que, lorsqu’une suite (u,) de fonctions
de @ converge uniformément dans toute partie compacte de R™ vers
une fonction u, u(t,, . .., 1t,,) est imite de la suite des mesures u, (1 ,.. ., i)
pour la topologie quasi-forte sur .#(T) (chap. 111, 2° éd., §2, exerc. 8).

b) On suppose que ue® est continue dans R™ Montrer que
Papplication (uy,...,u,)—u(ty,...,u,) de (A(T)y" dans #(T) est
continue pour la topologic quasi-forte (commencer par considérer le
cas ou u est hipschitzienne; utiliser ensuite a) et le th. de Weierstrass-
Stone).

¢) On suppose que u est continue dans R™ Soit g une fonction
quelconque de #(T), et K son support. Pour tout ¢ > 0, montrer qu’il
existe un recouvrement ouvert fini (A;) de K formé d’ensembles relative-
ment compacts, tel que pour tout recouvrement ouvert fini (B;) de K,
plus fin que (A)), et toute famille (h;) d’applications continues de T dans
(0,1} telies que h; ait son support dans B; et queZh(t) = | dans K,
on ait

Ug.u(fl,...,fm)du —zu(Jghjfldu,...,Jgh,-fmdu) <

(considérer d’abord le cas ot u est lipschitzienne et ot les £, sont continues,
puis passer au cas o u est lipschitzienne et les f, localement intégrables,
et enfin au cas général en utilisant le th. de Weierstrass-Stone). ’

d) Dans R?, soit u(x, , X,) la fonction positivement homogéne égale

a \/;c? + x3 quand x,/x, est irrationnel, & 0 dans le cas contraire. Soit
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¢ la mesure de Lebesgue sur T = {0, 1), et soit v la mesure sur T définie
par dv(t) = tdu(t). Montrer que, si g est une fonction continue et >0
dans T, ) u(fgh;du, [gh;dv) ne tend vers aucune limite suivant

J
’ensemble filtrant des recouvrements ouverts finis du support de g.

27) Soient X un espace localement compact, A : t— A, une applica-
tion scalairement essentiellement p-intégrable de T dans ., (X). On
suppose que A est pré-adéquate pour toute mesure @g .4, ou K est
compact.

a) Montrer que A est pré-adéquate pour toute mesure @, . U,
ol A est une partie p-mesurable de T (considérer les parties compactes
de A).

b) Montrer que A est pré-adéquate pour toute mesure f.p, ol
[ est positive, p-mesurable, et ne prend qu’on nombre fini de valeurs.

c) Montrer que A est pre-adéquate pour toute mesure f . i, ou f est
p-mesurable, comprise entre 0 et 1. En déduire que A est p-adéquate.

28) Soient X un espace localement compact, A : t+— A, une applica-
tion p-adéquate de T dans .#,(X). Soit ¢’ = g.u une mesure positive
de base p, telle que A soit scalairement essentiellement p'-intégrable.

a) Montrer que A est u-intégrable (utiliser I’exerc. 27b), ou la
relation ' = sup (inf (¢, nw)) et exerc. 9 du § 3).

n

b) Montrer que v’ = [ 4, du/(t) est une mesure de base v = | 1, du(?).

¢) Montrer que Papplication f+-> g(f)], est p-adéquate, et que son
intégrale est v'.

29) Soit X un espace localement compact. Soit A:t— 1, une
application p-adéquate de T dans .#,(X). Soit g une fonction sur X,
positive, universellement mesurable, et localement bornée. Montrer
que la famille t— g. A, est y-adéquate, et qu’on a

[(g. 4)du(t) = g . [ 4, du(®)

sous chacune des hypothéses suivantes: a) g est modérée pour la mesure
{ A, du(t); b) les mesures 4, sont bornées.

30)a) Soit M une partie bornée de C. Montrer que ’enveloppe
convexe fermée de M est I'intersection des disques fermés contenant M.

b) Soient X un espace localement compact, p une mesure complexe
sur X telle que |uff = u(1) = 1, fune fonction complexe continue bornée
sur X. Montrer que u(f) appartient a ’enveloppe convexe fermée de
f(X) dans C. (Utiliser a)). En déduire une nouvelle démonstration de la
prop. 9.

31) Soient # une mesure complexe sur T, et F un espace de Banach.

a) Montrer que Pespace L1 (T,0;F) est complet. (Ecrire |f] sous

la forme ) p,, oi (1,) est une famille sommable de mesures >0 sur T, dont

les supports forment une famille localement dénombrable de parties
compactes deux a deux disjointes. Ceci définit une application continue
de LL(T,0;F) dans [[LKT,u,). Soit & un filtre de Cauchy sur
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LT, 6; F). Son image dans [ | LXT, u,) converge vers un élément (f,).

Montrer que les f, définissent une fonction 0-mesurable f sur T, puis
que f est localement 8-intégrable, et que f est la limite de § dans
Lioo(T, 0 F)).

b) Soit p un nombre réel >1. On note ¥ (T, 8;F) Uespace vec-
toriel des fonctions f-mesurables f sur T a valeurs dans F, telles que
Ifl? soit localement O-intégrable. On le munit des semi-normes
fr— ([ fog|” dIO))'?, ou K parcourt I’ensemble des parties compactes de
T. Soit L2 (T, #; F) 'espace séparé associé. Monfrer que cet espace est
complet. (Méme méthode que dans a)).

§6

1) Soient T et X deux espaces localement compacts, u une mesure
positive sur T, 7 une application continue et u-propre de T dans X, et
soit v = 7m(w).

a) Montrer que, pour toute fonction numérique g > 0, définie et
semi-continue inférieurement dans X, g e est semi-continue inférieure-
ment dans T, et on a v¥(g) = u*(g o n).

b) Montrer que, si f est une fonction v-intégrable & valeurs dans
un espace de Banach, fon est y-intégrable, et on a [fdv = {(fon)dp.
La réciproque est-clle valable sans condition supplémentaire (cf. §4,
exerc. 2 b))?

12) Soient T et X deux espaces localement compacts, # 1’ensemble
des applications continues propres de T dans X, muni de la topologie
de la convergence compacte. Soit H une partie de £ telle que, pour toute

partie compacte K de X, la réunion des ensembles nl(K), ol 7 parcourt
H, soit relativement compacte dans T.

a) Montrer que Papplication (r, A)— (1) de H x .#(T) dans
AM(X) n’est pas nécessairement continue lorsqu’on munit chacun des
espaces .#(T) et .#(X) de la topologie quasi-forte (chap. 111, 2° éd., §1,
exerc. 8).

b} Si B est une partie bornée de .#(T), montrer que la restriction
a H x B de lapplication (m, A)— n(1) est continue lorsqu’on munit
chacun des espaces .#(T), .#(X) de la topologie vague (utiliser la prop.
15 du chap. II1, 2° éd., § 1).

¢) Montrer que l'application (r, A)r> n(1) de H x .# (T) dans
M (X) est continue quand on munit #(T) et .#(X) de la topologic
vague (cf. chap. 1], 2° &d., §1, exerc. 10).

d) Donner un exemple ou T = X est compact et ol I'application
(m, Y>> n(L) de £ x H(T) dans #(X) = .#(T) n’est pas continue,
lorsque .#(T) est muni de la topologie vague (prendre pour T le tore T
et utiliser I'exerc. 2b) du chap. III, 2° éd., §4).

93) Soient T un espace localement compact non compact, u une
mesure positive sur T,  le groupe des homéomorphismes de T. Donner
un exemple montrant que Papplication n+> n(yx) de % dans .#(T)
n’est pas nécessairement continue lorsqu’on munit % de la topologie
de la convergence compacte et .#(T) de la topologie vague (prendre
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pour T le sous-espace de R formé de 0 et des points n et 1/n (n entier = 1),
et pour u la mesure définie par u({0}) = 0, w({1/n}) = 1/n?, w({n}) = 1).

4) Pour tout espace localement compact T, soit .#4T) le sous-
espace de #(T) formé des mesures réelles a support compact. Si T et
X sont deux espaces localement compacts, # une application continue
de T dans X, n est A-propre et on a n(l) e .#(X) pour toute mesure
Le . #(T). Donner un exemple montrant que I’application A— n(4) de
#(T) dans #“(X) n’est pas nécessairement continue lorsque 1’on munit
AT) et #X) de la topologie vague (ou de la topologie quasi-forte
(chap. 111, 2° &d., § 1, exerc. 8)) et que © n’est pas une application propre
(cf. chap. 111, 2° éd., § 2, exerc. 1).

5)a) Soient p et ¢ deux mesures positives sur R. Montrer que, si
on a p(Ja, b)) = 6(Ja, b)) pour tout intervalle semi-ouvert Ja, b}, on a
p =0

b) Soit I un intervalle de R, d’origine « et d’extrémité f, et soit ¥
une fonction numérique finie croissante définie dans I; on prolonge ¢ a
R de fagon arbitraire. Pour que y soit propre pour la mesure ¢;. u
(¢ mesure de Lebesgue sur R), il faut et il suffit que "on ait les deux

conditions suivantes: 1° ou bien o est fini, ou bien o = —oo et
im Y(x) = —o0; 2° ou bien f est finii ou bien B = +w et
X~ = 0

lim ¥(x) = +co.

x>+ o0

Supposons ces conditions vérifiées. Pour tout yeR, soit 6(y) la
borne supérieure de I’ensemble des x €1 tels que W(x) < y (borne égale
a o si cet ensemble est vide). Montrer que 6 est une fonction numérique
finie, croissante et continue a droite dans R. Si v est I'image de ¢,.pu
par ¥, on a v(Ja, b)) = 0(b) — 6(a) pour tout intervalle semi-ouvert Ja, b)
dans R.

¢) Inversement, montrer que pour toute fonction numérique finie
0, croissante et continue a droite dans R, il existe sur R une mesure
positive v et une seule telle que v(Ja, b)) = 6(h) — 6(a) pour tout intervalle
semi-ouvert Ja, b) de R (« mesure de Stieltjes sur R définie par 6 »; on
écrit [ f'd0 au lieu de | fdv); en outre, toute mesure positive sur R peut
étre obtenue de cette maniére. A quelle condition la mesure v est-elle
diffuse? Quelle est alors 'image de v par 6?

6)a) Soit K [I’ensemble triadique de Cantor dans [Iintervalle
I = (0, 1) (Top. gén., chap. 1V, §2, n° 5). Montrer qu’il existe sur R une
mesure positive diffuse v, de support K et de masse totale 1, et une
fonction continue croissante 6, définie dans R, telle que O(R) =1 et
0(v) = @;. 1 (u mesure de Lebesgue; cf. Top. gén., chap. IV, § 8, exerc. 16).

b) Déduire de a) qu’il existe sur R une mesure positive diffuse,
étrangére a la mesure de Lebesgue, et dont le support est [ tout entier
(prendre dans chaque intervalle J contigu a K et contenu dans I une
mesure proportionnelle a I'image de v par une application affine de I
sur J; puis procéder par récurrence).

7) Soient p la mesure de Lebesgue sur R, I 'intervalle (0, 1) de
R. Si on pose O(x) = |x|, O est propre pour la mesure ¢;.u ¢t on a
;. 1) = @p. u. Donner un exemple d’ensemble négligeable pour



120 INTEGRATION DES MESURES Chap. V, §6

;. i, dont I'image par 6 n’est pas mesurable pour ¢, . u (cf. chap. 1V,
§4, exerc. 8).

18) Soient T un espace compact, p une mesure positive diffuse
sur T, de masse totale 1.

a) Montrer qu’il existe une application continue n# de T sur
E = (0, 1] telle que 'image de u par = soit la mesure de Lebesgue .
sur E. (Procéder comme dans la démonstration du th. d’Urysohn (Top.
gén., chap. IX, §4, th. 1) en définissant, pour tout ¢ tel que 0 < ¢ < 1,
un ensemble ouvert U(r) = T, quarrable pour u (chap. IV, 2° éd., §5,
exerc. 17), tel que U©0) = &, U(l) =T, U{r) = U({') pour t < t/, et
enfin w(U(t)) = t; on utilisera l'exerc. 7 du §5 pour prouver que, si
V, W sont deux ensembles ouverts quarrables dans T tels que V< W
et u(V) < w(W), il existe un ensemble ouvert quarrable U tel que
VcUcUcW,et tel que

LW — V) < (U = V) < 3uW = V).

On appliquera enfin ’exerc. 5 a)).

b) Déduire de a) qu’il existe des parties de T qui ne sont pas

p-mesurables (chap. 1V, §4, exerc. 8), qu’il existe dans ,?"(T 1) des
suites qui convergent en moyenne d’ordre p vers 0 mais qui ne con-
vergent vers 0 en aucun point de T, pour 1 < p <+ o0 (chap. IV, §3,
exerc. 1), et des suites (f,) telles que (f,) converge vers O pour la topologie
affaiblie de L?(T, p) mais qui ne convergent pas en mesure vers 0 (§5,
exerc. 19).
. ¢) On suppose en outre T métrisable. Montrer qu’il existe une
partie p-négligeable N de T, une partie i-négligeable M de E et un
homéomorphisme ©= de E—M sur T —N tel que, si on prolonge
(arbitrairement) = en une application @ de E dans T, et 7' en une
application ¢ de T dans E, on ait ¢(1) = p et Y(u) = A. (En utilisant
Iexerc. 17 du chap. IV, 2° éd., § 5, montrer que, pour tout entier n > 0,
il existe une partition finie de T formée d’un ensemble u-négligeable et
d’ensembles ouverts quarrables, de diamétre <1/n (pour une distance
compatible avec la topologie de T) et de mesure <1/n. En procédant
par récurrence, en déduire par passage a la limite I'existence d’une
application continue f de E — D dans T, ot D est une partie dénom-
brable de E, telle que f(1) = p; montrer qu’'on peut faire en sorte que
f soit un homéomorphisme de E — D sur une partie de T de mesure 1)
(cf. §8, exerc. 14).

99) Soient u et v deux mesures posmves diffuses sur un espace
localement compact T. Montrer que, pour que v soit une mesure de
base pu, il suffit que toute partie y-mesurable de T soit aussi v-mesurable
(raisonner par I’absurde en utilisant le th. 3 et la prop. 13 du §5, et
I’exerc. 8 b) du § 6).

10) Dans lintervalle T=]0,1{ de R, on définit la fonction

1/1 1 1
g par g(t) = —ﬁ pour 2(+ )<t$n et g(t):\/g pour
n

n+1

1 11 1
P <Z<§(H+n+ 1) (n=1,2,...), et on prolonge g par 0 dans
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R — I; g est intégrable pour la mesure de Lebesgue. On pose
G = | gy de;
o

montrer que la fonction f, égale a 1/./|x| dans (=1, +1}, & 0 ailleurs,
qui est intégrable pour la mesure de Lebesgue, est telle que t — f(G(1))g(t)
ne soit pas intégrable dans 1.

11) Les notations sont celles du n® 5; g est une fonction nu-
mérique localement y-intégrable dans I

a) Pour que G soit une application A-propre de I dans G(I), il faut
et 1l suffit que les conditions suivantes soient remplies: 1° les limites
G(a+) et G(b—) existent dans R; 2° si G{a+)e G(I), g est u-intégrable
dans Pintervalle Ja, x,(; 3° si G(b—)e G(I), g est p-intégrable dans
Iintervalle ) x, , b(.

b) On suppose que les limites G(a+) et G(b—) existent dans R.
Montrer que, si f est telle que £+ f(G(1))g(t) soit intégrable pour la
mesure de Lebesgue dans I, alors f est intégrable dans I'intervalle
d’extrémités G(a+) et G(b—) pour la mesure de Lebesgue, et on a la
formule (13). (Se ramener au cas ou x, est 'un des nombres a, b; si par
exemple x, = a, remarquer qu’il existe dans I une suite strictement
croissante (b,) tendant vers b, telle que la suite (G(b,)) soit, ou bien
croissante, ou bien décroissante; appliquer la prop. 4 du chap. 1V, §4,
n® 3, et le th. de Lebesgue.)

f12)a) Soit g une fonction numérique finie définie dans un inter-
valle compact I = (a, b} dec R. On appelle ensemble d’expansion a droite
(resp. a gauche) de g dans I I'ensemble des xe1 tels qu’il existe yel
pour lequel x < y (resp. x > y) et g(x) < g(y). Montrer que, si g est
continue, 'ensemble d’expansion a droite (resp. a gauche) de g dans 1
est ouvert dans I, et que, si Jo, B[ est une composante connexe de cet
ensemble, on a g(a) = g(f) et g(x) < gla) pour o < x < f.

b) Soient r,,r, deux nombres réels tels que 0 <r; <r,. Soit g
une fonction continue croissante dans 1; soit E, 'ensemble d’expansion
a gauche de g(x) — r,x dans I, E” la réunion des ensembles d’expansion
a droite de g(x) — r,x dans chacun des intervalles, adhérences des
composantes connexes de E. Si p est la mesure de Lebesgue dans I,

o ., r
montrer, en utilisant a), que 'on a w(E”) < L WEN.
. S,

¢) On appelle nombres dérivés supérieur et inférieur a droite en un
point x € I, d’une fonction numérique finie f définie dans I, les nombres
respectifs

D, f(x) = lim.sup (f(x + h) — f(x))/h
=0,k >0

D f(x) = lim.inf(f(x + h) — f(x))/h.
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De méme, on appelle nombres dérivés supérieur et inférieur a gauche
de f au point x, les nombres respectifs

D;f(x) = lim..sup (/(x + h) = £(x)/h
D;f() = lim_.inf(f(x + k) = f(x)/h.

Montrer, si f est continue et croissante, que I’ensemble des xel
o Djf(x) = +oo et I'ensemble des xeI o D, f(x) < D;f(x) sont
de mesure nulle pour u (pour tout nombre rationnel r > 0 (resp. tout-
couple {r;,r,) de nombres rationnels tels que 0 < r, < r,), considérer
I’ensemble des x eI tels que D, f(x) > r (resp. D, f(x) < r; et Dy f(x) > r,
simultanément), et appliquer b)). En déduire que, pour presque tout xel,
f admet une dérivée finie (« théoréme de Lebesgue ») (appliquer aussi le
résultat précédent & —f(—x)).

9 13) Dans un intervalle compact I = (a,b) de R, soit (f,) une
suite de fonctions continues croissantes finies, telle que f,(a) = 0 pour

a
tout n, et que la somme s(x) = Y f,(x) soit finie dans I. Montrer qu’il
' n=1
existe un ensemble N < I, négligeable pour la mesure de Lebesgue, tel
que, pour tout xel — N, les dérivées f,(x) et s'(x) existent et que

§'(x) = Y fux) («théoréme de Fubini»). (Utiliser ’exerc. 12. Remarquer
n=1

quela série de terme général f,(x) est convergente presque partout ; posant

5,00) = zl i,

considérer ensuite une suite extraite (s, ) telle que la série de terme
général s(x) — s,,(x) soit convergente dans I, et appliquer & cette série
la remarque précédente.)

14) Soit f une fonction numérique définie dans un intervalle compact
I = (a, b) de R, intégrable dans I pour la mesure de Lebesgue. Si on pose
F(x) = [7f(t)dt, montrer que ¥ admet presque partout dans I une
dérivée égale a f(se ramener au cas ol f > 0; puis, en utilisant 'exerc. 13,
considérer successivement le cas ol f est semi-continue inférieurement
puis le cas général (cf. chap. IV, §4, n° 4, cor. du th. 3)).

-15) Désignant par p la mesure de Lebesgue sur R, on dit qu’un
point x e R est point de densité d’une partie A de R, si, lorsque h et k
tendent vers 0 par valeurs >0, le quotient u*(A N {x — h, x + k)(h + k)
tend vers 1. Montrer que ’ensemble des points d’une partie quelconque
A de R qui ne sont pas des points de densité de A est négligeable pour p.
(Se ramener au cas ol A est contenu dans un interyalle compact (a, b},
et considérer la fonction s,(x) = u*(A n (@, x)). Prendre une suite
décroissante (A,) d’ensembles ouverts contenant A, telle que la série de
terme général s, (x) — sa(x) soit convergente dans (a,b), et utiliser
I’exerc. 13.)
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16) Soit g une fonction intégrable pour la mesure de Lebesgue dans
E = (0,1). On pose G(x) = [} g(t)di; montrer qu’en tout point x€E
ou g est continue, G admet une dérivée égale a g.

b) Donner un exemple de fonction g bornée et continue presque
partout dans E, telle que G n’admette pas de dérivée a droite aux points
d’une partie non dénombrable de E (cf. Fonct. var. réelle, chap. 1, §2,
exerc. 9).

., . .t \
¢) Montrer que la fonction égale a x?sin - pour x # 0, & 0 pour
x

x = 0, admet en tout point de E une dérivée, mais que cette dérivée
n’est pas intégrable pour la mesure de Lebesgue dans E.

17} Soient T et X deux espaces localement compacts, = une applica-
tion continue de T dans X. Montrer que, si 7 est u-propre. pour toute
mesure positive u sur T, alors n est propre. (Raisonner par 'absurde,
en utilisant la prop. 7 de Top. gén., 4° éd., chap. I, § 10).

18) Dans la prop. 4b), la conclusion devient inexacte si P'on
supprime I’hypothé¢se que =’ est continue. (Prendre T =R, T = R,
T” = R; prendre pour g la mesure de Lebesgue, pour m l'injection
canonique; poser '(x) = x pour xe R et n'(+o00) = 0).

19) Soient T,X,Y des espaces localement compacts, n:T — X,
e X — Y des applications, n” = n'o 7, 4 une mesure réelle sur T. Il peut
arriver que 7 soit u-propre, que w' soit zm(u)-propre, sans que n” soit
p-propre. {Prendre T =R x {0,1}, X =R, Y = {0},7n = pr, ; prendre
pour u la mesure qui induit la mesure de Lebesgue (resp. 'opposée de
la mesure de Lebesgue) sur R x {0} (resp. R x {1}) identifi¢ canonique-
ment a R).

20) Soient T,X,Y trois espaces localement compacts, t+— 4, une
application p-adéquate de T dans .#,(X),v = [4,du(t), = une applica-
tion v-propre de X dans Y. On fait 'une des hypothéses suivantes: a) Y est
dénombrable a I'infini et v est modérée; b) Y est dénombrable & Pinfini
et A, est bornée localement presque partout sur T. Alors, @ est A,-propre
localement presque partout sur T, Papplication ¢t — n(4,) est p-adéquate,
et son intégrale est égale a m(w).

21) Sotent T,X,Y trois espaces localement compacts, m:T — X,
n': X — Y des applications universellement mesurables. Alors ' o est
universellement mesurable. (Soit u une mesure positive sur T. Pour
prouver que @' o 7 est y-mesurable, se ramener au cas ou T est compact
et 7 continue, et utiliser le fait que =’ est mesurable pour n(u)).

22) Soient X, Y deux espaces compacts, U une application linéaire
continue de I’espace de Banach €(X ; R) dans ’espace de Banach €(Y ; R),
7 :X - Y une application continue. On suppose que pour tout yeY
¢t toute fonction fe €(X;R), on ait ir)lf fx) < WU.NHy) < sup f(x)

n(x)=y n(x)=y
Montrer que dans ces conditions il existe une application vaguement
continue ¢ : y+> g, de Y dans .#.(X) telle que, pour tout ye Y, o, soit

portée par _7'51()/) et que 'on ait (U . f)(r(x)) = <[, 0, pour tout xe X;
réciproque. (Considérer la transposée ‘U.)
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1) Soit X un sous-espace localement compact d’un espace localement
compact T. Montrer que, pour toute mesure A sur T, le support de la
mesure Ay est la trace sur X du support de la mesure ¢y . A.

2) Soient T un espace localement compact, X un sous-espace locale-
ment compact de T, u une mesure positive sur T; on pose

V= @x.p= jlux)

(j injection canonique de X dans T).
a) Montrer que toute partie uy-négligeable de X est v-négligeable.
b) Pour toute fonction numérique g > 0 définie dans X, montrer
que 'on a [*gduy = [; g dv (utiliser a), ainsi que la formule (7) du § 3).
¢) Soient g une fonction définie dans X, & valeurs dans R ou dans
un espace de Banach, g’ le prolongement de g a T, égal 2 O dans T — X.
Pour que g soit ux-intégrable, il faut et il suffit que g’ soit v-intégrable,
et ona fgduyx = [, gdv (utiliser b)).

3) Les notations étant les mémes que dans Pexerc. 2, on suppose
que X est une partie ouverte de T.

a) Pour toute fonction numérique g > 0 définic dans X, montrer
que 'on a (*gduy = {5 g du (utiliser Pexerc. 2, la prop. 3 du §5 et la
prop. 4 du §1).

b) Soient g une fonction définie dans X, a valeurs dans R ou dans un
espace de Banach, g’ le prolongement de g a T, égal 4 0 dans T — X.
Pour que g soit uy-intégrable, il faut et il suffit que g’ soit u-intégrable,
et on a fgduy = [y gdu (utiliser a)).

4) Les notations étant celles de I’exercice 2, montrer que, si X est
Jermé dans T, pour toute fonction numérique f > 0 définie dans T, on a
¥ fojydux = §* fdv (remarquer que lapplication j est propre, et
utiliser la prop. 2 du §4). Dans les mémes conditions, si f est une
application de T dans R ou dans un espace de Banach, pour que fo;
soit uy-intégrable, il faut et il suffit que f soit v-intégrable, et on a
J o jydux = [fdv(§4, th.2).

5) Soient T et pu Pespace localement compact et la mesure définis
dans I’exerc. 5 du chap. IV, § 1, et soit D 'ensemble (fermé) des points
de T de la forme (0, y).

a) Montrer que la mesure yp induite sur D par p est nulle; mais on a
[* opdu = + o (cf. exerc. 3a)).

b) Soit X = T — D, et soit j 'injection canonique de X dans T; on a
JHux) = p, mais [* (@ o j)duy = 0, (¥ @pdu = + oo (cf. exerc. 4).

6) Soient T un espace localement compact, X un sous-espace
localement compact de T, j 'injection canonique de X dans T. Soit A
une mesure positive sur X, telle que, pour tout ensemble compact
K = T, K n X soit essenticllement A-intégrable. Montrer que la mesure
v = j(4) est la plus petite des mesures positives p sur T telles que px = 4,
et que son support est 'adhérence dans T du support de 4.
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7) Sotent X,Y deux espaces localement compacts, 7:X — Y une
dpphcatlon continue, T un sous-espace localement compact de Y,
S = 7'(D), - :S — T Papplication coincidant avec n dans S, v une
mesure positive sur Y. Montrer que les trois conditions suivantes sont
équivalentes:

a) Si vy est la mesure induite par v sur T, il existe une mesure
positive ug sur S telle que np(pg) = vr.

b) I existe une mesure positive / sur X telle que n(d) = vy.

¢) Il existe une mesure positive Ag sur S telle que (7|S)(1g) = vy.

8) Soient X, Y deux espaces localement compacts, n:X — Y une
application continue, v une mesure positive sur Y, concentrée sur m(X).
On suppose que pour tout ye n(X) il existe un voisinage V de y dans Y
et une mesure positive /LV sur 7 (V) telle que I’image de Ay par I'applica-
tion 7y : (V) — V qui coincide avec 7, soit égale a la mesure induite
vy . Montrer que dans ces conditions il existe une mesure positive y sur X
telle que =w(u) = v. (Considérer I’ensemble & des couples (G, 1), ou &
est ouvert dans Y et A une mesure positive sur X telle que n(4) =
On ordonne ® par la relation « G; < G, et 4; < 4, » entre (G4, 44) et
(G, , 4,). Montrer d’abord que I'ensemble ordonné & est inductif, puis
achever le raisonnement a 'aide du th. de Zorn et de I'exerc. 7).

9) Soient X,Y deux espaces localement compacts, 7: X — Y une
application continue. On dit que ’application 7 est conservative si, pour
toute mesure positive v sur Y, concentrée sur n(X), il existe une mesure
positive u sur X telle que v = 7(u).

a) Soient X, Y, Z trois espaces localement compacts, m:X —» Y et
n' 1Y — Z deux applications continues; on pose n” = 7’ o 7, et on suppose
Papplication © surjective. Montrer que si © et 7’ sont conservatives, il en
est de méme de n”; inversement, si n” est conservative, il en est de
méme de 7.

b) On suppose que pour tout y € n(X) il existe un voisinage ouvert V
de y dans Y tel que, si my: w(V)— V est application coincidant avec
7, il existe une section continue associée a 7y (Top. gén., chap. 1, 4° éd.,
§ 3, n° 5). Montrer que = est conservative (utiliser 1’exerc. 8).

c) Soient Y lintervalle (0, 1) de R, X I’ensemble Y muni de la topo-
logie discréte, m: X — Y Papplication 1dent1que Montrer que lapphca—
tion © n’est pas conservative.

10) Sotent X,Y deux espaces localement compacts. Montrer que
toute application continue propre m de X dans Y est conservative.
(L’hypothése entraine que Iapplication f+— for de #(Y) dans €(X)
a son image E contenue dans #°(X); pour toute mesure positive v sur Y,
appliquer alors au sous-espace E de £ (X) et a la forme linéaire positive
fom—v(f)sur E le cor. de la prop. 1 de Esp. vect. top., chap. 11, 2° éd., § 3,
n° 1)

11) Soient X,Y deux espaces localement compactc 7:X —>Y une
apphcallon continue, M une partie de Y telle que 7'(M) soit contenu
dans une réunion dénombrable d’ensembles compacts. Alors, pour toute
mesure positive v sur Y, concentrée sur M, il existe une mesure positive u
sur X telle que w(y) = v (utiliser I'exerc. 10).
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1) Sotent T, T" deux espaces localement compacts, u une mesure
positive sur T, u' une mesure positive sur T'. Montrer que, si la mesure
u' est bornée, la projection pr; de T x T" sur T est une application
(4 ® p)ypropre et que 'on a pr(p® p)=a.u ot a=p(T) En
déduire un exemple de partie (1 ® u')-négligeable de T x T’ dont la
projection sur T ne soit pas y-mesurable.

2) Soient T Pintervalle (0, 1) de R, muni de la topologi¢ induite
par celle de R, T’ I'intervalle (0, 1) de R, muni de la topologie discréte ;
soient u la mesure de Lebesgue sur T, i’ la mesure discréte sur T” définie
par la masse + 1 en tout point de T, et v = p ® i’ la mesure produit
sur X =T x T

a) Pour tout re T, 'ensemble {t} est u'-négligeable, mais ’ensemble
{t} x T' n’est pas v-négligeable.

b) La «diagonale» A de T x T’ (ensemble des points (¢, 1), ou t
parcourt (0,1)) est un ensemble fermé dans T x T’, localement v-
négligeable mais non v—rllégligeable, tel que, pour tout teT, (A@)) =1

et, pour tout ' e T', W A(t")) = 0 (cf. §3, exerc. 3).
c) Sur Yespace X x X =Y, on considére la mesure produit
p=v®v. Montrer qu’il existe dans Y un ensemble A, localement

p-négligeable, tel que, pour tout x € X, A(x) et A(x) soient v-mesurables
et non localement négligeables. (Si x = (1,¢), ou te T, ' €T, prendre
A tel que A(x) contienne tous les points (s,t)e X, ou 0 < s < ).

3) Soient T un espace localement compact, p une mesure positive
sur T, fune fonction numérique >0 définie dans T. Dans I"espace produit
T x R, on désigne par D, l'ensemble des points (f,x) tels que
0 < x < f{); soit d’autre part v la mesure de Lebesgue sur R.

a) Montrer que, pour que f soit p-mesurable, il faut et il suffit
que D, soit un ensemble mesurable pour la mesure produit A = u @ v.
(Pour voir que la condition est nécessaire, prouver que, si f est pu-
mesurable, pour toute partie compacte K de T, D, (K x R,) est
réunion dun ensemble A-négligeable et d’une famille dénombrable
d’ensembles de la forme A x I, ou A est u-mesurable et I'un intervalle
de R, . Pour montrer que la condition est suffisante, prouver que, si
elle est satisfaite, pour toute partie compacte K de T, il ex1ste un ensemble
partout dense H < R, tel que, pour tout ae H, K n f (o, + o0)) soit
u-mesurable, en utilisant le cor. 2 de la prop. 7).

b) Montrer que, pour que f soit u-intégrable, il faut et il suffit que-
D, soit A-intégrable, et on a alors A(D;) = [ f du. En outre, si on désigne
par g le fonction numérique décroissante dans R, définie par

glt) = u(f([t +0)) (eventuellement egale a +oo pour t = 0 (chap. 1V,
2°¢éd., §5 exerc. 29)ona | fdu = ;< g(t)dt.

4) a) Soient T,T" deux espaces localement compacts dénombrables a
I’infini, p une mesure positive sur T, y’ une mesure positive sur T'. Montrer
que pour toute application (¢ ® p')-mesurable f de T x T" dans R, la
fonction F : tu—»f* [f(t, ¢ dp'(t') est p-mesurable (considérer T comme
réunion d’une suite croissante d’ensembles compacts).
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b) On suppose en outre que, pour presque tout teT (pour y) la
fonction f{t,.) est u'-intégrable et que pour presque tout t' € T’ (pour ')
la fonction f(.,t) est u-intégrable; enfin, on suppose que la fonction
(définie presque partout pour u) t— [ f(r,')dy/(t') est p-intégrable.
Montrer alors que la fonction (définic presque partout pour u')
t'— [ f(t, t') du(t) est y-intégrable et que I'on a

[do) [ £ 1) dyte) = | dutt) | £10,0) dp'@),

(En vertu de a), il y a une partition de T formée d’un ensemble pu-
négligeable N et d’une suite (K,) d’ensembles compacts telle que chacune
des fonction foy . ¢ soit (u @ pu')-intégrable. Poser

n

gdt) =Y [ f.0)dutt)

j=17K;

et appliquer I'exerc. 20 du § 5).

c) Soient T P'intervalle {0, 1) de R, u la mesure de Lebesgue sur T.

. ) 1 3 3 1

Pour tout entier n > 0, soit A, :[2—,’,2’7;-1 [ Al *——-[2—":1/,2"1[, et,
dans Pespace produit T x T, soient B, = A, x A,, B, = A, x A/,
C,=A, x A/, C/=A xA,. On pose f(t,t') = 4"*! dans B, et B",
f(t,t)y= —4"*! dans C, et C,, pour tout entier n > 0, et f(t,t) =0
aux autres points de T x T. Montrer que les deux intégrales
Jdu@) [ 16,0y du(t) et [du(t) ff(t, ¢)du(t’) sont définies et égales, mais
que la fonction f n’est pas intégrable pour la mesure u ® pu.

915) Soient T, T" deux espaces localement compacts, u une mesure
positive sur T, ¢’ une mesure positive sur T'; on suppose que toute
partie compacte de T soit métrisable. Soit f une application de T x T’
dans un espace métrisable G, telle que: 1° pour tout t € T, Papplication
t'— f(t,t') soit y'-mesurable; 2° pour tout ¢ € T, application t+— f(t, t')
soit continue. Montrer que, dans ces conditions, fest (4 ® u')-mesurable.
{Remarquer (en utilisant le th. d’Egoroff) que, pour toute partie compacte
K de T, la restriction de fa K x T’ est limite d’une suite de fonctions
(1 ® p')-mesurables).

M6)a) Soient T un espace localement compact, v une mesure
positive sur T, 1 un intervallc de R, u une mesure positive sur L. Soit A
une partie du produit T x T, telle que: 1° pour tout xel, la coupe
A(x) = T de A suivant x soit v-mesurable; 2° la relation x < y entraine
A(x) = A(y). Montrer que A est (¢ ® v)-mesurable. (Se ramener au cas
ou I et T sont compacts et ol u est difluse ; considérer une suite croissante
(X;)o<;<n de points de I, x, et x, étant les extrémités de I, telle que
pllx;, x4 1) <& pour 0 <i<n-— 1, et former deux parties B, C de
I x T, mesurables pour A=u®v et telless que Boc A< C et
MC — B) < ev(T)).

b) Déduire de a) que, si f est unc fonction numérique définic dans
I x T, telle que: 1° pour chaque xel, t+— f(x, ) soit v-mesurable;
2° pour chaque teT, x— f{x,t) soit croissante, alors f est (4 & v)-
mesurable.
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¢) Soit g une fonction numérique définie dans I x T, telle que:
1° pour chaque x €I, 1+ g(x, t) soit v-mesurable; 2° pour chaque teT,
x> g{x, t) soit monotone. Déduire de b) que g est (¢ ® v)}-mesurable.
(Soit T, « T I'ensemble des t €T tels que 'application x> g(x,t) soit
croissante ; montrer que T, est v-mesurable. Pour cela, pour tout couple
(r,,r,) de nombres rationnels appartenant a I et tels que r, < r,,
considérer I'ensemble D, ., des points teT tels que g(ry,t) < g(r, . 1)
et exprimer T, comme intersection d’ensembles D, ).

1 7)a) Soient T, T deux espaces localement compacts; on suppose
que T’ admet une base dénombrable. Soient y une mesure positive sur
T, ¢’ une mesure positive sur T'. Soit f une fonction numérique =0
définie dans T x T’, bornée dans toute partic compacte de T x T, et
telle que: 1° pour presque tout teT, la fonction t'— f(t,t') soit u'-
mesurable; 2° pour toute fonction he #(T’), la fonction

frs f S, Oneydu'(t'),

définie presque partout, soit y-mesurable. Montrer que, dans ces condi-
tions, il existe une fonction g, mesurable pour y ® y/, telle que, pour
tout teT, on ait f(f,t) = g(t,t') sauf aux points d’un ensemble u'-
négligeable A, (dépendant de ). (Montrer que, pour toute fonction
e (T x T, la fonction t'— f(t,thp(t,t') est p'-intégrable pour
presque tout teT, et que la fonction t— [f(r,t)o(t, ') dp'(t'), définie
presque partout, est py-intégrable; on utilisera le lemme 1 du chap. 11,
2¢ éd., §4, n° 1. Remarquer ensuite que ¢ +— [du(t) [f(t, )p(t, £) du'(t)
est une mesure positive sur T x T, de base u ® ', et appliquer le th. de
Lebesgue-Nikodym ; utiliser enfin le fait qu’il existe dans #(T") un
ensemble dénombrable partout dense.)

b) On supposons en outre T métrisable. Montrer que les conditions
de a) sont satisfaites si: 1° pour presque tout ¢’ € T, la fonction t+— f'(¢, t')
est u-mesurable; 2° pour presque tout te T, la fonction t'+— f(t,¢') est
continue presque partout (pour w'). (Utiliser I"exerc. 13 du chap. IV,
§5.) '

c) On prend T = T' = (0, 1). Admettant I’hypothése du continu
(Ens., chap. 11, §6, n° 4), soit x < y une relation de bon ordre sur T,
pour laquelle il n’y a pas de plus grand élément, et telle que, pour tout
x e T, ensemble des z < x soit dénombrable. Si on prend pour yu = y'
la mesure de Lebesgue, montrer que la fonction caractéristique f de
Iensemble des couples (t, ') tels que ¢t < t’ satisfait aux conditions de a),
mais que P'on a [ f(t, ') du(t) = 0 pour tout t' € T', et | f(t, ) dy/'(t) = 1
pour tout teT.

8) Soient T un espace localement compact, x4 une mesure positive
#0sur T, A une espace discret, 4 la mesure sur A définie par la masse + 1
en chaque point de A.

a) Pour qu’une application f de A x T dans un espace topologique
soit (A ® p)-mesurable, il faut et il suffit que, pour tout a e A, 'applica-
tion ¢ — f(x, t) soit yu-mesurable.

b) Pour qu’une fonction f définie dans A x T, a valeurs dans R ou
dans un espace de Banach, soit (4 ® u)-intégrable, 1l faut et il suffit que:
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1° sauf pour un ensemble dénombrable de valeurs de a € A, la fonction
t+— f{a, £) soit identiquement nulle; 2° pour tout xe A, la fonction
t— f(a, t) soit p-intégrable; 3° on ait ) f|f(e, )] du(r) < + co. Pour que
acA
f soit essentiellement (1 ® p)-intégrable, il faut et il suffit que: 1° pour
chaque o€ A, la fonction t+ f(a, t) soit essentiellement p-intégrable;
2° on ait Y, f If(e, £)] dult) < +00; on a alors
acA
j f fdidy=Y j (o, £) dpa(t).
xeA

¢) Soient X un espace localement compact, (a, t)— p, , une famille
de mesures positives sur X (x€ A, teT). Pour que la famille (o, t)— p, ,
soit (4 ® w)-adéquate, il faut et il suffit que, pour tout a e A, la famille
t— p,, soit p-adequate, et que la famille de mesures ([p, , du(t))sen
soit sommable.

9) Soient u et v deux fonctions numériques croissantes et continues
a droite dans R, et telles que u(x) = v(x) = 0 pour x < 0. Soit w la fonc-
tion croissante et continue a droite dans R, définie par w(t) = u(t)v(t)
pour-t = 0, w(t) = 0 pour ¢ < 0; soient 4, g, v les mesures de Stieltjes
associées 4 u, v, w respectivement (§ 6, exerc. 5).

A toute fonction f définie dans R, & valeurs dans R ou dans un
espace de Banach F, on fait correspondre la fonction f définie dans R?
par les conditions: f(x, y) = f(x) si y < x, f(x, y) = f(y) si y = x. Montrer
que, pour que f soit v-intégrable, il faut et il suffit que f soit intégrable
pour la mesure produit A ® p, et qu’on a alors [fdv = [{fdldu (le
démontrer d’abord pour les fonctions caractéristiques d’intervalles).
En déduire la formule

j f(x) dw(x) = j f(x)o(x —) du(x) + j £ )u(x +) dv(x).

En particulier, si u et v sont continues dans R, on a la formule
d’intégration par parties

Jb u(x) do(x) = u(b)v(b) — u(a)v(a) —fb v(x) du(x).

10) Soient T et X deux espaces localement compacts, A une mesure
positive sur T, g une mesure positive bornée sur X telle que pu(X) = L
Soit f une fonction numérique >0 en tout point de T x X, intégrable
ainst que log f pour la mesure A @ u. Démontrer 'inégalité

1og(jexp (jlogfdu) d/l) <Hlogffd/1)du

et montrer que I’égalité ne peut avoir licu que lorsque [ est équivalente
4 une fonction de la forme g ® h (appliquer P'inégalité de la moyenne
géométrique (chap. 1V, §6, exerc. 7d)) pour tout teT, & la fonction
x> (6, ) f [t x) dAD)))-

11) Soient p un nombre réel fini et >1, T et X deux espaces locale-
ment compacts, 4 une mesure positive sur T, g une mesure positive sur
X, f une fonction >0 définie dans T x X, intégrable ainsi que f? pour
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la mesure A ® p. Démontrer 'inégalité

(1" ([rdn)" a2)" <["([ 17 d2)" an

(Pour tout t € T, appliquer I'inégalité de Holder a la fonction x> f(t, x),

mise sous la forme
)1/pq

£t%) = gl x){ [ /7t %) da)
ou g est ’exposant conjugué de p). Montrer que I’égalité ne peut avoir
lieu que lorsque f est équivalente & une fonction de la forme g ® h.
4 12) Soient T, (1 < i < n) n espaces localement compacts, y; une
mesure positive sur T; pour 1 < i < n. Pour chaque indice i, on désigne
par E; le produit [[T;; soit f; une fonction >0, mesurable pour
n ];&ln

p= & u; dans T = [] T.. et ne dépendant pas de t;; montrer que si,
i=1 i=1

pour 1 < k<n la fonction fI ' est intégrable pour la mesure

L. @ Oy ®...®p,, alors fi1,... f, est p-intégrable, et
on a

n \ln—1)
fflfz"'f"d”ldﬂz'“d.“n <(ﬂ Jk)
k=1

en posant, pour chaque indice k, J, = [f7 'dp, .. dp_dpry - dps,
(procéder par récurrence sur n, en appliquant le th. de Lebesgue-Fubini
et I'inégalité de Holder).

En déduire que, si A est une partie y-mesurable de T, A; sa projec-
tion sur E,;, et si A; est intégrable et de mesure m; (pour la mesure
&) u; sur E;), A est p-intégrable, et on a

J#i
HA) < (mymy .m0,
Examiner les cas d’égalité dans ces deux inégalités.
Généraliser au cas ou, au lieu de considérer les n produits de n — 1
des T,;, on considére les (Z) produits de p des T;, et ol on intégre dans

T un produit de (;) fonctions =0 dont chacune de dépend que de p

des variables t;. Par exemple, si F;; =T, x T; (i <}, et si f;; ne depend
que des variables ¢; et ¢;, montrer que |

f(ﬂifij)dul dpy - - - dpy < (ﬂ ff;.’j'/l dy; du_i)lx(nm_
i< A

¥ 13) Soit (T} une famille d’espaces compacts, et pour chaque
- te], soit y, une mesure positive sur T, de masse totale égale 4 1. Soient
T VPespace produit [T, et u la mesure produit () u, sur T (chap. I1I,

€l el
2¢éd., §4. n° 5).
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a) Pour tout €1, soit K, une partie compacte de T, ; montrer que,
si K =]]K,, ona uK) = []uK)

el el

) Soit M une partic compacte de T. Montrer qu il existe une partie
dénombrable J de 1 telle que, sionpose H =1 — I, T) = H T,y = ®u‘ ,

Ty = HTL, ona Mc N x Ty, ot N est une partle /1, mesurable de

T, telle que (N) = p(M). (Remarquer que, pour tout n > 0, il existe
un voisinage ouvert de M, réunion d’un nombre fini d’ensembles
¢lémentaires, dont la mesure differe de u(M) de moins de 1/n.) En déduire
que, pour presque tout x e N, la coupe M(x) = Ty (quand on identific
T au produit T; x Ty) contient le produit des supports des mesures u,
pour ¢ H (utiliser le th. de Lebesgue-Fubini).

¢) Montrer que, si I est dénombrable et si, pour tout cel, A est
une partie p-mesurable de T,, 'ensemble A = [] A, est p-mesurable,

et on a u(A) = [ ufA). “

el

d) On suppose I non dénombrable. Pour tout (1, soit A, une

partie y-mesurable de T,. Pour que A = [[ A, soit y-mesurable, il faut
€l

et il suffit que I'on soit dans I'un des deux cas suivants: 1° [ [ u(A) = 0;

el
2° A, contient le support de la mesure g, , sauf peut-étre pour les indices
¢ d’une partiec dénombrable de I. Dans chacun des deux cas, on a
WA) = H,ul(Al). (Supposant qu’on n’est dans aucun des deux cas

€l
précédents, montrer qu’on peut se ramener au cas ou u(A) = 1 pour
tout ce 1. En utilisant b), montrer que ni A ni T — A ne peut contenir
d’ensemble compact de mesure non nulle.)

9 14) Soient K I'intervalle (0,1) de R, 1 la mesure de Lebesgue
sur K, A un ensemble non dénombrable, p la mesure sur T = K*
produit de la mesure A sur chacun des facteurs.

a) Montrer que tout sous-espace fermé et métrisable X de T est
p-négligeable (utiliser I’exerc. 13 b) ci-dessus, et exerc. 11 de Top. gén.,
chap. IX, §2).

b) Soient Y un espace localement compact admettant une base
dénombrable, v une mesure positive sur Y, 7 une application v-propre
de Y dans T. Montrer que 'image n(v) est étrangére a u (en utilisant a),
montrer que n(v) est concentrée sur un ensemble u-négligeable).

15) Soit (T),; une famille quelconque d’espaces compacts, et pour
chaque e, soit u, une mesure positive sur T, de masse totale 1; soit
p la mesure produit Qp, sur T = [[T,. Pour toute partition (L, M)

«l el

de I en deux ensembles, on identifie T au produit Ty x Tyou Ty = [ [T,;
€L
pour tout r&T, on pose t;, = pr t, de sorte que ¢ est identifi€ & (7, ty);
soit gy, la mesure () i, sur Ty . Soit p un nombre réel fini et >1; pour
el
toute fonction f de ZXT, u) (F espace de Banach ou F = R), on pose
fo(t) = [ f{t,, t\) duylty). Montrer que, suivant I'ensemble filtrant des
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parties finies L de L f; tend en moyenne d’ordre p vers f, et £y tend en
moyenne d’ordre p vers la fonction constante égale a | fdu. (Approcher f
par une fonction continue ne dépendant que d’un nombre fini de
variables.)

En déduire que, si une partie p-mesurable A de T est telle que,
pour tout t€ A, tout point ¢’ de T, dont les coordonnées sont égales a
celles de ¢ sauf pour un nombre fini d’indices, appartient aussi a A,
alors on a u(A) = 0 ou u(A) = 1.

¥ 16) Soit (T,) une suite infinie d’espaces compacts, y, une mesure

positive de masse totale égale a 1 sur T,, u la mesure produit (X)u,

n=1

sur T = HT,,.
n=1

a) Soit f une fonction >0, y-intégrable dans T. Soit (L,) une suite
croissante de parties de N, et en posant M, = N — L, , soit g = sup f| ,

h = sup fy, (notations de I’exerc. 15). Pour tout a > 0, soit A, I'ensemble

des points t € T ou g(t) > a, B, I'ensemble des points teT ol h(t) > o.
Montrer que o. u(A,) < [ fdp et a. u(B,) < { fdu. (Remarquer que A,
est ’'ensemble des €T ol au moins un des f; (t) est > o, et 'exprimer
comme réunion dénombrable d’ensembles G, , deux a deux sans point
commun, et tels que . w(G,) < [ fdu).

b) On suppose que (L) est une suite croissante de parties finies de
N, dont la réunion est N. Montrer que f tend presque partout vers f,
et que fy tend presque partout vers la constante [fdu dans T. (Pour
tout ¢ > 0, considérer une fonction continue g ne dépendant que d’un
nombre ﬁni de variables et telle que f |f — gldu < &, et appliquer a) a
la fonction | f — gl).

117) Soit (T, une famille quelconque d’espaces compacts; pour
chaque (€1, soit u, une mesure positive sur T,, de masse totale égale a
I, et soit u la mesure produit ) u, sur T = [[ T,. Pour tout ce1, soit

el el
/. une fonction >0, définie dans T,, u-intégrable et telle que | f, dp, < 1
on pose p; = f,.pn,, et W =@, (chap. III, 2¢ éd., §4, exerc. 6). On
suppose y' # 0. «“
a) Pour toute partie finie J de I, on pose T, = [[T,, i = ®,ul,

«€J

=Qu, fil) = Hf(prr), o=V = Vht (§5, 0 9) et

€]

p(,uj,,uj) = uy(Ty = ng dyy. Montrer que, pour que les fonctions gy
convergent en moyenne quadratique vers une fonction de Z*(T, p),
suivant I’ensemble ordonné filtrant des parties finies de I, il faut et il
suffit que le produit des nombres p(u,, i) soit convergent dans R*
c’est-a-dire >0. (Pour deux parties finies J, L telles que J < L, évaluer
la norme N,(g, — g,) au moyen des p(u,, ). En déduirc que les
fonctions f; convergent alors en moyenne vers une fonction f = 0 telle

que p' = f. .
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b) Montrer que, si le produit || p(u,, i) est nul, les mesures u et

wl
' sont étrangéres (considérer 'ensemble A; des points te T tels que
g4(8) > 1, et évaluer les mesures u(Aj) et (T — Ay)).

718) Les notations étant les mémes que dans Iexerc. 17, soit v,

une mesure positive sur T,, de masse totale égale & 1, et soit v =) v,.
el

a) Montrer que, si une des mesures v, est étrangére a la mesure p,
de méme indice, v est étrangére a L.

b) Pour tout cel, on pose v, =y + p’, ou u, est de base p,, et
Q' est étrangeére a p, (§5, th. 3); on suppose que . # 0 pour tout ce L
Montrer que, pour que v ne soit pas étrangére a g, il faut et il suffit
que u’ = 0 sauf pour une famille dénombrable d’indices, et que le
produit ' = )y, soit une mesure #0 de base u; 1" = v — u’ est alors

el

étrangére a . (Si u’ # 0 pour une infinité non dénombrable d’indices,
montrer qu’il existe un nombre o tel que 0 < o < 1 et que, pour une
infinité dénombrable d’indices ¢, , on ait y (T, ) < a; montrer alors que
i est étrangére a v en utilisant a); démontrer la seconde partie de la
proposition en utilisant I'exerc. 17.)

19) Soient X un espace localement compact, Y un espace localement
compact dénombrable a I'infini, A une partie universellement mesurable
de X x Y.

a) Pour tout xe X, montrer que la coupe A(x) est une partic
universellement mesurable de Y. En outre, pour toute mesure positive u
sur Y, la fonction x> u*(A(x)) est universellement mesurable dans X
(utiliser le th. de Lebesgue—Fubini).

b) Soit u une mesure positive sur Y, telle que, pour presque tout

yeY (pour u), la coupe Al(y) de A soit dénombrable. Montrer que
I’ensemble N des xe X tels que p*(A(x)) > 0 ne peut contenir aucun
ensemble compact dénombrable.

20) a) Soient v une mesure positive sur le cercle unit¢ U : |z} = 1 dans
C, et soit u la mesure complexe j. v, ol j: z+— z est I'injection canonique
de U dans C, de sorte que |y = v. Soit p P'image réciproque de v par
I’homéomorphisme local canonique ¢ : t+> e de R sur U (§ 6, n° 6). Soit
A une partie v-mesurable de U; si u(A) = |u(A) e, montrer que I'on a
(A < o277 e dp().

b) Déduire de a) que l'on a, lorsque A parcourt I'ensemble des
parties y -mesurables de U,

sup |(A) = sup

«r

w+n/2 )
j (") dp(8)

w—n/2

1 2n w+mi2
> S dw s R(e"® =) dp(6)
\]

=
2
n w—-n/2



134 INTEGRATION ‘DES MESURES Chap. V, §8

et en conclure que ’'on a

1
(*) sup [u(A)l = —|jull
A T

(évaluer la derniére intégrale a I'aide du th. de Lebesgue—Fubini).

c) Montrer que I'inégalité (*) est vraie pour toute mesure complexe p
bornée sur un espace localement compact X, A parcourant 'ensemble des
parties pg-mesurables de X. (Soit u = h.|y|, ou h prend ses valeurs dans
U. Considérer la mesure image v = h{y|) sur U et montrer que 'on a
h(y) = j.v; appliquer ensuite b) a h(u)).

21) On note A la mesure de Lebesgue sur R".

a) Soit C, un cube (Top. gén., chap. VI, § 1, n° 1) dans R”, et soit u
une fonction numérique intégrable (pour 1) dans C,. Soit s un nombre
réel tel que

1
s = ul dA.
MMLH

Montrer qu’il existe une suite (I,) de cubes ouverts contenus dans C,.
deux a deux disjoints, et vérifiant les conditions suivantes :
1° lu(x)] < s presque partout dans I’ensemble Cy —|_J I;;;
k

2° si I’on pose

= g |1 60

on a u, < 2"s pour tout k;

1
3° YA < S ju(x)| dA(x).

Co

(En divisant en deux intervalles égaux chacune des projections de C,,
chotsir parmi les 2" cubes ouverts sans points communs les cubes I;; tels
que les « valeurs moyennes » correspondantes u,; soient toutes. = s, et en
raison du choix de s, montrer que 'on a u,; < 2"s. Décomposer de
méme en 2" cubes chacun des cubes de la premiére subdivision quinefigure
pas parmi les I,;, ce qui donne une seconde famille finie de cubes I,;
choisie parmi tous les nouveaux cubes obtenus comme ceux pour lesquels
la valeur moyenne correspondante u,; est <s. Continuer par récurrence.
Pour prouver que la condition 1° est vérifiée, raisonner par I'absurde,
en notant que la partie B,, de C, —(_JI, ot on a |u(x)| = s + 1/m est,

k
a un ensemble négligeable prés, intersection d’une suite décroissante (U,)
d’ouverts, ot U, est la réunion des cubes de la r-¢éme subdivision qui ne
figurent pas parmi les I, et contiennent un point de B,,).
b) Soit & I’ensemble des fonctions numériques u intégrables dans
C, ayant la propriété suivante: pour tout cube C c C,, si mc(u) est la
valeur moyenne

1
TQ jc u(x) d/l(X),
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on a [¢lu(x) — me(u) di(x) < MC); si ue & il en est de méme de u — ¢
pour tout nombre réel ¢. Pour toute fonction u € %, tout nombre ¢ > 0
et tout cube C < C,, on note S(a,u, C) 'ensemble des xe C tels que
lu(x) — mc(u)] = o. Enfin on désigne par G(o) le plus petit nombre tel
que ’on ait ‘

HS(o, 1, ) < Glo) |_lu(0) — melu)] dAtx)

lorsque u parcourt % et C I’ensemble des cubes contenus dans C,; on a
G(o) < 1/o. Montrer quesig/2" > s = l,ona

1
Glo) € EG(G' — 2"s).
(On peut se borner a prouver que, pour un ¥ € %, on a

80,1, Co) < ~Glo — 2 | 1) = el di
Co

et on peut pour simplifier supposer mc(u) = 0. Utiliser alors la dé-
composition de C, en réunion de cubes I, et en un ensemble ou |u(x)] < s
presque partout, en notant que si xel, appartient a S(g,u, C,y), on a
lu(x) — my(u)] = ¢ — 2"s et par suite

Ay 0 S(o,u, Cyp)) < Glo — 2%s) j lu(x) — my ()] dA(x)).
1
c) Déduire de b) qu’il existe deux constantes B, b ne dépendant que

de n, telles que, pour toute fonction u# € & et tout nombre ¢ > 0, on ait
A(S(o,u, Cy)) < Be A(C,) (Prendre s = e dans b)).



NOTE HISTORIQUE

(Chapitres 112 V)

{N.-B. — Les chiffres romains renvoient a la bibliographie placée a
la fin de cette note.)

Le développement de la notion moderne d’intégrale est étroitement
li¢ a I’évolution de I'idée de fonction, et a I’étude approfondie des fonc-
tions numériques de variables réelles, qui s’est poursuivie depuis le
début du x1x° siécle. On sait qu’Euler concevait déja la notion de fonc-
tion d’une maniére assez générale, puisque pour lui la donnée d’une
courbe « arbitraire » rencontrée en un seul point par toute paralléle a
Paxe Oy définit une fonction y = f(x) (cf. Fonct. var. réelle, Note hist.
des chap. I-11-I1I, p. 173); mais, ainsi que la plupart de ses contemporains,
il se refusait 4 admettre que de telles fonctions pussent s’exprimer
« analytiquement ». Ce point de vue ne devait guere se modifier jusqu’aux
travaux de Fourier; mais la découverte, par ce dernier, de la possibilité
de représenter des fonctions discontinues comme sommes de séries
trigonométriques®, allait exercer une influence décisive sur les généra-
tions suivantes. A vrai dire, les démonstrations de Fourier manquaient
totalement de rigueur, et leur domaine de validité n’apparaissait pas
clairement ; toutefois, les formules intégrales

1 +n +n
1) a,= ;j p(x)cosnxdx, b,= %j px)sinnxdx (n=1)

donnant les coefficients du développement de ¢ en série de Fourier,
avaient un sens intuitivement évident dés qu’on supposait ¢ continue
et monotone par morceaux™**. Aussi est-ce tout d’abord a ces fonctions
que se borne Dirichlet, dans le célébre mémoire (II) ou il établissait la
convergence de la série de Fourier; mais déja, a la fin de son travail, il
se préoccupe de 'extension de ses résultats a des classes de fonctions
plus étendues. On sait que c’est & cette occasion que Dirichlet, précisant

*11 ne s’agit d’ailleurs de « découverte » qu’en un sens tout i fait relatif: Euler’
connaissait déja les développements en série trigonométrique de fonctions non périodigues
telles que x ou x?, et les formules (1) se trouvent dans un travail de Clairaut dés 1754,
et chez Euler dans un mémoire de 1777. Mais la ou le xvin® siécle, faute d’une conception
claire de ce que signifie un développement en série, négligeait de tels résultats et gardait
intacte la croyance a I'impossibilité d’obtenir de tels développements pour des fonctions
« discontinues », Fourier, au contraire, proclame que ses développements sont convergents
« quelle que puisse étre la courbe donnée qui répond a @(x), soit qu’on puisse lui assigner une
équation analytique, soit qu’elle ne dépende d’aucune loi réguliére» ((Fuvres, t. 1, Paris
(Gauthier-Villars), 1888, p. 210).

** Pour Fourier, I'intégrale est encore définie en faisant appel a la notion d’aire; la
définition analytique de Vintégrale n’apparait, rappelons-le, qu’avec Cauchy (cf. Fonct.
var. réelle, Note hist. des chap. I-II-111, p. 174-175).
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les idées de Fourier, définit la notion générale de fonction telle que nous
I’entendons aujourd’hui; le premier point a élucider était naturellement
de savoir dans quels cas il était encore possible d’attacher un sens aux
formules (1). « Lorsque les solutions de continuité [de @] sont en nombre
infini . . . » dit Dirichlet ((I1), p. 169), «il est nécessaire qu’alors la fonction
@(x) soit telle que, si Uon désigne par a et b deux quantités quelconques
comprises entre —T et + 7, on puisse toujours placer entre a et b d’autres
quantités r et s assez rapprochées pour que la fonction reste continue dans
Pintervalle de r a s. On sentira facilement la nécessité de cette restriction
en considérant que les différents termes de la série [de Fourier] sont des
intégrales définies et en remontant a la notion fondamentale des intégrales.
On verra alors que lintégrale d’une fonction ne signifie quelque chose
quw autant que la fonction satisfait a la condition précédemment énoncée. »
En termes modernes, Dirichlet semble croire que lintégrabilité
équivaut au fait que les points de discontinuité forment un ensemble rare;
“il signale d’ailleurs, quelques lignes plus loin, le célébre exemple de la
fonction égale a ¢ pour x rationnel, & une valeur différente d pour x
irrationnel, et affirme que cette fonction « ne saurait étre substituée »
dans Vintégrale. Tl annoncait d’ailleurs des travaux ultérieurs sur ce
sujet, mais ces travaux ne furent jamais publiés*, et pendant 25 ans,
personne ne semble avoir cherché a avancer dans cette voie, peut-€tre
parce que la considération de fonctions aussi « pathologiques » paraissait
a ’époque tout a fait dénuée d’intérét; en tout cas, lorsque Riemann,
en 1854 ((IIT), p. 227-264), reprend la question (toujours a propos des
séries trigonométriques**), i1l éprouve le besoin de justifier son travail:
« Quelle que soit notre ignorance touchant la fagon dont les forces et les
états de la matiére varient avec le temps et le lieu dans Uinfiniment petit,
nous pouvons pourtant tenir pour certain que les fonctions auxquelles les’
recherches de Dirichlet ne s’appliquent pas, w’interviennent pas dans les
phénoménes naturels. Toutefois », poursuit-il, « il semble que ces cas non
traités par Dirichlet méritent Pattention pour deux raisons. Premiérement,
comme Dirichlet lui-méme le remarque a la fin de son travail, ce sujet est
en relation trés étroite avec les principes du calcul infinitésimal, et peut
servir a apporter plus de clarté et de certitude a ces principes. De ce point
de vue, son étude a un intérét immédiat. En second lieu, I'application des
séries de Fourier n’est pas limitée aux recherches de physique; elles sont
a présent appliquées aussi avec succes dans un domaine des mathématiques
pures, la théorie des nombres, et la il semble que ce soient précisément les
fonctions dont le développement en série trigonométrique n'a pas été
étudié par Dirichlet, qui présentent de I'importance » ((III), p. 237-238).

* Selon certaines indications (assez obscures) de Lipschitz (J. de Crelle, t. LXII1
(1864), p. 296; traduit en francais par P. Montel, dans Acta Math., t. XXXVI (1912),
p. 261-295), Dirichlet aurait peut-étre cru que si ’ensemble des points de discontinuité
est rare, son « dérivé » est fini, et aurait en tout cas limité ses investigations au cas ol
il en est ainsi.

** De Dirichlet et Riemann & nos jours, nous verrons se poursuivre cette étroite
association entre I'intégration et ce que nous appelons maintenant '« analyse harmonique »,
qui en constitue en quelque sorte la pierre de touche.
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L’idée de Riemann est de partir du procédé d’approximation de
I'intégrale, remis en honneur par Cauchy, et de’ déterminer quand les
«sommes de Riemann» d’une fonction f, dans un intervalle borné
(a, b), tendent vers une limite (la longueur maxima des intervalles de la
subdivision tendant vers 0); probléme dont il obtient sans peine la
solution, sous la forme suivante: pour tout o« > 0, il y a une subdivision
de (a, b} en intervalles partiels de longueur maxima assez petite pour
que la somme des longueurs des intervalles de cette subdivision, ou
I'oscillation de f est >a, soit arbitrairement petite. Il montre en outre
que cette condition est vérifiée, non seulement pour des fonctions
continues et monotones par morceaux, mais aussi pour des fonctions
pouvant avoir un ensemble partout dense de points de discontinuité™.

Le mémoire de Riemann ne fut publié qu’aprés sa mort, en 1867.
Mais cette fois, I’époque était plus favorable a ce genre de recherches, et
I’ « intégrale de Riemann » prit naturellement sa place dans le courant
d’idées qui conduisait alors a une étude poussée du « continu » et des
fonctions de variables réelles (Weierstrass, Du Bois-Reymond, Hankel,
Dini) et allait aboutir, avec Cantor, a I’éclosion de la théorie des en-
sembles. La forme donnée par Riemann a la condition d’intégrabilité
suggérait I’idée de « mesure » pour I’ensemble des points de discontinuité
d’une fonction dans un intervalle ; mais pres de 30 ans devaient s’écouler
avant que I'on parvint a donner une définition féconde et commode de
cette notion.

Les premiéres tentatives dans cette direction sont dues a Stolz,
Harnack et Cantor (1884-85); les deux premiers, pour définir la
« mesure » d’une partie bornée E de R, considérent des ensembles
F = E qui sont réunions finies d’intervalles, prennent pour chaque F
la somme des longueurs des intervalles correspondants, et appellent
« mesure » de E la borne inféricure de ces nombres; tandis que Cantor,
se plagant d’emblée dans I’espace R", considére pour un ensemble borné
E et pour p > 0 le voisinage V(p) de E formé des points dont la distance
a E est <p, et prend la borne inférieure du « volume » de V(p}**. Avec
cette définition, la « mesure » d’un ensemble était égale a celle de son
adhérence, d’ol résulte en particulier que la « mesure » de la réunion
de deux ensembiles sans point comriiun pouvait étre strictement inférieure
A la somme des « mesures» de ces deux ensembles. Sans doute pour
pallier cette derniére difficulté, Peano (V) et Jordan (V]), quelques annécs
plus tard, introduisent, a c6té de la « mesure» de Cantor u(A)
d’un ensemble A contenu dans un pavé I, sa « mesure intérieure »
w(l) — (I — A), et appellent « mesurables» les ensembles A (dits

* Par contre, H. J. Smith donna, dés 1875, le premier exemple d’une fonction non
intégrable au sens de Riemann, et dont Pensemble des points de discontinuité est rare
(Proc. Lond. Math. Soc., (1), t. VI (1875), p. 140-153).

** Cantor ne donne pas de définition précise de ce « volume »-et se borne a dire
qu'on peut le calculer par une intégrale multiple (IV), p. 229-236 et 257-258). On voit
facilement que sa définition équivaut a celle de Stolz-Harnack, par application du théoréme
de Borel-Lebesgue.
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maintenant « quarrables ») pour lesquels ces deux nombres coincident.
La réunion de deux ensembles quarrables A, B sans point commun est
alors quarrable et a pour « mesure » la somme des « mesures » de A et
de B; mais un ensemble ouvert borné n’est pas nécessairement quarrable,
et ’ensemble des nombres rationnels contenus dans un intervalle borné
ne Iest pas non plus, ce qui enlevait beaucoup d’intérét a la notion de
Peano-Jordan.

C’est-a E. Borel (IX) que revient le mérite d’avoir su discerner les
défauts des définitions antérieures et vu comment on pouvait y remédier.
On savait depuis Cantor que tout ensemble ouvert U dans R est réunion
de la famille dénombrable de ses « composantes », intervalles ouverts
deux a deux sans point commun; au lieu de chercher 4 approcher U
« par ie dehors » en 'enfermant dans une suite finie d’intervalles, Borel,
s’appuyant sur le résultat précédent, propose de prendre comme mesure
de U (lorsque U est borné) la somme des longueurs de ses composantes.
Puis il décrit trés sommairement* la classe d’ensembles (appelés depuis
« boréliens ») qu’on peut obtenir, a partir des ensembles ouverts, en
itérant indéfiniment les opérations de réunion dénombrable et de
«différence » A — B, et indique que, pour ces ensembles, on peut
définir une mesure qui posséde la propriété fondamentale d’additivité
compléte: si une suite (A,) est formée d’ensémbles boréliens deux a
deux disjoints, la mesure de feur réunion (supposée bornée) est égale a
la somme de leurs mesures.

Cette définition devait inaugurer une ¢ére nouvelle en Analyse: d’une
part, en liaison avec les travaux contemporains de Baire, elle formait le
point de départ de toute une série de recherches de nature topologique
sur la classification des ensembles de points; et surtout, elle allait servir
de base a I'extension de la notion d’intégrale, réalisée par Lebesgue
dans les premiéres années du xx° siecle.

Dans sa thése (X @), Lebesgue commence par préciser et développer
les indications succinctes d’E. Borel; imitant la méthode de Peano-
Jordan, la « mesure extérieure » d’un ensemble borné A < R est définie
comme borne inférieure des mesures des ensembles ouverts contenant A ;
puis, si I est un intervalle contenant A, la « mesure intérieure » de A est
la différence des mesures extérieures de I et de I — A; on obtient ainsi
une notion d’«ensemble mesurable » qui ne différe de la définition
« constructive » initiale de Borel que par adjonction d’une partie d’un
ensemble de mesure nulle au sens de Borel. Cette définition s’étendait
aussitét aux espaces R"; la vieille conception de lintégrale définie
[P f(t)dt d’une fonction bornée et >0 comme «aire» limitée par la
courbe y = f(x), les droites x = a, x = b et y = 0, fournissait donc une
extension immédiate de 'intégrale de Riemann a toutes les fonctions f
pour lesquelles la mesure de I’ensemble précédent se trouvait définie.

* La mesure n’est encore pour Borel, & ce moment, qu’un moyen technique en vue
de I’étude de certaines séries de fonctions rationnelles, et il souligne lui-méme que, pour
le but qu’il se propose, I'utilité de la mesure tient surtout au fait qu’un ensemble de mesure
non nulle n’est pas dénombrable ((IX), p. 48).
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Mais l'originalité de Lebesgue ne réside pas tellement dans I'idée de
cette extension*, que dans sa découverte du théoréme fondamental sur
le passage a la limite dans 'intégrale ainsi congue, théoréme qui apparait
chez lui comme conséquence de 'additivité compléte de la mesure**;
il en apergoit aussitdt toute 'importance, et en fait la pierre angulaire
de I'exposé didactique de sa théorie qu’il donne, dés 1904, dans les
celebres « Legons sur Uintégration et la recherche des fonctions primitives »
(X b)y¥**, .

Nous ne pouvons décrire ici dans le détail les innombrables progrés
que les résultats de Lebesgue devaient entrainer dans létude des
problémes classiques du Calcul infinitésimal; nous aurons I'occasion
d’insister sur certains d’entre eux dans des Livres ultérieurs. Lebesgue
lui-méme avait déja, dans sa thése, appliqué sa théorie a I'extension des
notions classiques de longueur et d’aire a des ensembles plus généraux
que les courbes et surfaces usuelles; sur le développement considérable
de cette théorie depuis un demi-siécle, nous renvoyons le lecteur a 'exposé
récent de L. Cesari (XXVI). Mentionnons aussi les applications aux
séries trigonométriques, développées par Lebesgue presque aussitdt
apres sa thése (X ¢)), et qui allaient ouvrir a cette théorie de nouveaux
horizons, dont ’exploration est loin d’étre. terminée de nos jours (voir
(XXV)). Enfin et surtout, la définition des espaces L? et le théoréeme de
Fischer-Riesz ((X11I), (XV a)) et (XV b)); cf. Note historique du Livre V)
mettaient en lumiere le réle que pouvait jouer en Analyse fonctionnelle
la nouvelle notion d’intégrale; rble qui ne devait que grandir avec les
généralisations ultéricures de cette notion, dont nous allons parler dans
un moment.

Auparavant, nous nous arréterons un peu plus longuement sur un
des problemes auxquels Lebesgue consacra le plus d’efforts, la liaison
entre les notions d’intégrale et de primitive. Avec la généralisation de
I'intégrale introduite par Riemann s’était naturellement posée la question
de savoir si la correspondance classique entre intégrale et primitive,
valable pour les fonctions continues, subsistait encore dans des cas plus
géaéraux. Or, il est facile de donner des exemples de fonctions f, inté-
grables au sens de Riemann, et telles que jjf(t) dt m’ait pas de dérivée (ni

* Indépendamment de Lcbesgue, W. H. Yof\}ng avait eu cette méme idée pour les
fonctions semi-continues (X1 a)).

** Le cas particulier de ce théoreme, ol il s’agil d’une suite de fonctions intégrables
au sens de Riemann dans un intervalle compact, uniformément bornées, et dont la limite
est intégrable au sens de Riemann, avait été démontré par Arzela (VII).

*+* Parmi les conséquences les plus importantes de ce théoréme dans la théorie
générale de Uintégration, il faut mentionner en particulier le théoréme d’Egoroff sur la
convergence des suiles de fonctions mesurables (XVI), précisant des remarques antérieures
de Borel et Lebesgue. D’autre part, les fonctions mesurables (numériques) avaient d’abord
¢té définies par Lebesgue pat la propriété que, pour une telle fonction f, limage réciproque
par [ de tout intervalle de R est un ensemble mesurable. Mais, dés 1903, Borel et Lebesgue
avaient attiré I'attention sur les propriétés topologiques de ces fonctions; elles furent
mises sous leur forme définitive par Vitali, qui, en 1905 (XI14)), formula le premier la
propriété des fonctions mesurables que nous avons prise comme définition au chap. 1V,
§ 5 (théoréme retrouvé en 1912 par N. Lusin et connu d’ordinaire sous son nom).
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méme de dérivée a droite ou de dérivée & gauche) en certains points (cf.
Fonct. Var. réelle, chap. 11, §2, exerc. 1); inversement, Volterra avait
montré, en 1881, qu’une fonction F(x) peut avoir une dérivée bornée
dans un intervalle I, mais non intégrable (au sens de Riemann) dans I
Par une analyse d’une grande subtilité (ou le théoréme de passage a la
limite dans Pintégrale est loin de suffire), Lebesgue parvint & montrer
que, si f est intégrable (4 son sens) dans (a,b), F(x) = [} f(¢) dt a presque
partout une dérivée egale a f(x) (X b)). Inversement, si une fonction g est
dérivable dans (a, b) et si sa dérivée g' = fest bornee [ est intégrable et
on a la formule g(x) — gla) = ja f(t)dt. Mais Lebesgue constate que le
probiéme est beaucoup plus complexe lorsque g’ n’est pas bornée; g’
n’est pas nécessairement intégrable dans ce cas, et le premier probléme
était donc de caractériser les fonctions continues g pour lesquelles g’
existe presque partout et est intégrable. En se bornant au cas ou un des
nombre dérivés* de g est partout fini, Lebesgue montra que g est
nécessairement une fonction 4 variation bornée**. Enfin, il établit une
réciproque de ce dernier résultat: une fonction a variation bornée g
admet presque partout une dérivée, et g’ est intégrable; mais on n’a
plus nécessairement

@ #(x) — gla) = | g'e)dt:

la difféerence entre les deux membres de cette relation est une fonction a
variation bornée non constante et de dérivée nulle presque partout
{fonction « singuliére »). Il restait 4 caractériser les fonctions a variation
bornée g telles que la relation (2) ait lieu. Lebesgue établit que ces
fonctions (dites « absolument continues» par Vitali, qui en fit une
étude détaillée) sont celles qui ont la propriété suivante: la variation
totale de g dans un ensemble ouvert U (somme des variations totales
de g dans chacune des composantes connexes de U) tend vers 0 avec
la mesure de U.

Nous verrons ci-dessous comment, sous une forme affaiblie, ces
résultats devaient plus tard acquérir une portée beaucoup plus générale.
Sous leur forme initiale, leur champ d’application est demeuré assez
restreint, et n’a pas dépassé le cadre de la théorie « fine » des fonctions
de variables réelles; aussi restent-ils en dehors du plan de ce Traité***.

* Les nombres dérivés a droite de g au point x sont les deux limites

lim . sup (g(x + h) — g(x))/h, lim. inf (g(x + h) — g(x))/h.
h—>0,h>0 h—>0,h>0
On définit de méme les nombres dérivés a gauche.

** Ces fonctions avaient été introduites par Jordan, a propos de la rectification des
courbes (V1); il montra qu’on peut en donner les deux définitions équivalentes suivantes:
a) f est différence de deux fonctions croissantes; b) pour toute subdivision de Pinte.valle
(a, b) par une suite finie croissante de points (X;)o<;<n» AVEC d = Xg, b = X, , la somme

n

3 1f(x;) = f{x;_ )| est bornée par un nombre indépendant de la subdivision considérée.

i=
La borne supérieure de ces sommes est la variation totale de f dans (a, bJ.

*** Mentionnons toutefois que la théorie moderne des « martingales » dans le Calcul
des probabilités utilise constamment des raisonnements présentant une grande analogie
avec ceux que ’on emploie pour I’étude de la dérivation.
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A plus forte raison en est-il de méme des développements ultérieurs
de la théorie des primitives; nous nous contenterons de mentionner ici
les profonds travaux de Denjoy et de ses émules et continuateurs (Perron,
de la Vallée-Poussin, Khintchine, Lusin, Banach, etc.); le lecteur en
trouvera un exposé détaillé dans le livre de S. Saks (XXIV).

Un des progrés essenticls apportés par la théoric de Lebesgue
concerne les intégrales multiples. Cette notion s’était Introduite vers le
milieu du xvin® siécle, et d’abord sous forme d’«intégrale indéfinie»
(par analogie avec la théorie de I'intégrale des fonctions d’une seule

62
variable, {[ f(x, y) dx dy désigne une solution de I’équation éx—(')zy = f(x,y));

mais, dés 1770, Euler a une conception fort claire de I'intégrale double
étendue A un domaine borné (limité par des arcs de courbe analytiques),
et écrit correctement la formule évaluant une telle intégrale au moyen
de deux intégrales simples successives (I). Il n’était pas difficile de justifier
cette formule en partant des « sommes de Riemann », tant que la fonction
intégrée était continue, et le domaine d’intégration pas trop compliqué;
mais dés qu’on voulait aborder des cas plus généraux, le procédé de
Riemann rencontrait de sérieuses difficultés (f(x, y) peut étre intégrable
au sens de Riemann, sans que {dx [ f(x, y)dy ait un sens lorsque les
intégrales simples sont prises au sens de Riemann). Ces difficultés
s’évanouissent quand on passe a la définition de Lebesgue; déja ce
dernier avait montré dans sa thése que, lorsque f(x, y) est une « fonction
de Baire » bornée, il en est de méme des fonctions y+— f(x,y) (pour
tout x) et x+— | f(x, y)dy, et on a la formule

3) [[reeyydedy = [ax [ rexy)dy

(intégrale prise dans un rectangle). Un peu plus tard, Fubini (XIV)
apporta a ce résultat un complément important en prouvant que, si on
suppose seulement fintégrable, alors I'ensemble des x tels que y — f(x, y)
ne soit pas intégrable est de mesure nullé, ce qui permettait d’étendre
aussitot la formule (3) a ce cas.

Enfin, en 1910 (X d)), Lebesgue aborde I’extension aux intégrales
multiples de ses résultats sur les dérivées des intégrales simples. Il est
ainsi amené a associer a4 une fonction f, intégrable dans toute partie
compacte de R”, la fonction d’ensemble F(E) = [ f(x) dx, définie pour
toute partie intégrable E de R”, qui généralise le concept d’« intégrale
indéfinie » ; et il observe a cette occasion que cette fonction posséde les
deux propriétés suivantes: 1° elle est complétement additive; 2° elle est
« absolument continue » en ce sens que F(E) tend vers 0 avec la mesure
de E. La partie essentielle du mémoire de Lebesgue consiste & démontrer
la réciproque de cette proposition*. Mais il ne s’en tient pas 1a et, dans
la méme direction, signale la possibilité de généraliser la notion de

* L’outil principal, dans cette démonstration, est un théoréme de recouvrement,
démontré quelque teinps auparavant par Vitali (XII b)) et qui est resté fondamental dans
ce genre de questions.
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fonction a variation bornée, en considérant les fonctions d’ensemble
mesurable F(E), complétement additives et telles que Y |F(E,)| reste

n

bornée pour toute partition dénombrable de E en parties mesurables E,, .
Et, s’il se borne en fait & ne considérer de telles fonctions que dans
I’ensemble des pavés de R”, il est bien clair qu’il ne restait plus qu’un
pas & franchir pour aboutir & la notion générale de mesure que va
définir J. Radon en 1913, englobant dans une méme synthése I'intégrale
de Lebesgue et I'intégrale de Sticltjes, dont il nous faut parler main-
tenant.

En 1894, T. Stieltjes publiait, sous le titre « Recherches sur les
fractions continues » (VIII), un mémoire trés original ou, a partir d’une
question en apparence bien particuliére, se trouvaient posés et résolus,
avec une rare élégance, des problémes d’une nature toute nouvelle dans
la théorie des fonctions analytiques et celle des fonctions d’une variable
réelle*. Afin de représenter la limite d’une certaine suite de fonctions
analytiques, Stieltjes y était amené, entre autres, a introduire, sur la
droite, le concept d’une «distribution de masse » positive, notion
familiére depuis longtemps dans les sciences physiques, mais qui n’avait
jusque-la été considérée en mathématiques que sous des hypothéses
restrictives (en général, Pexistence d’une « densité» en tout point,
variant de fagcon continue); il remarque que la donnée d’une telle
distribution équivaut a celle de la fonction croissante ¢(x) qui donne la
masse totale contenue dans l'intervalle d’extrémités 0 et x pour x > 0,
et cette masse changée de signe pour x < 0, les discontinuités de ¢
correspondant aux masses « concentrées en un point »**, Stieltjes forme
alors, pour une telle distribution de masse dans un intervalle {a, b), les
« sommes de Riemann » Z fENo(x; 1) — o(x;)) et montre que, lorsque

f est continue dans (a, b] ces sommes tendent vers une limite qu’il note
j f(x)dep(x). N’ayant besoin que d’intégrer des fonctions continues (et
méme des fonctions dérivables) Stieltjes ne poussa pas plus avant I’étude
de cette intégrale*** et pendant une dizaine d’années cette notion ne
parait pas avoir attiré Pattention**** Mais, en 1909, F. Riesz (XV ¢),

* C’est 1a entre autres qu’est formulé et résolu le célébre « probléme des moments>»
(cf. Note hist. du Livre V).

** Stieltjes ne fait pas encore de différence entre les dlverses espéces d’intervalles
ayant mémes extrémités a, b, ce qui le conduit 4 concevoir qu’aux points de discontinuite
¢ de ¢, une partie de la masse concentrée en ¢ appartient a Pintervalle d’origine ¢, et
Pautre partie & U'intervalle d’extrémité ¢, suivant la valeur de ¢(c).

+#% [] faut cependant noter la premiére apparition, chez Stieltjes, de I'idée de « con-
vergence » d’une suite de mesures ((VIII), p. 95; il s’agit en fait de la limite forte).

**+%% Flle prend toutefois de Pimportance avec le développement de la théorie spectrale

des opérateurs, a partir de 1906, par Hilbert et son école. C’est 4 cette occasion que
2

d .
Hellinger, vers 1907, définit des intégrales telles que celle qu’il notait J(;;) et qui

paraissaient au premier abord plus générales que celle de Stieltjes; mais en fait, Hahn
montra, dés 1912, qu’elles se raménent & cette derniére (ce sont des cas particuliers de la
notion de « fonction de mesures »; cf. chap. V, §5, n° 9).
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résolvant un probiéme posé quelques années auparavant par Hadamard
(cf. Note hist. du livre V) démontrait que les intégrales de Stieltjes
] i fde sont les fonctionnelles linéaires continues les plus générales
sur I'éspace %(I) des fonctions numériques continues dans I = {a, b} (¥(I)
étant muni de la topologie de la convergence uniforme)*; et ’élégance
et la simplicité de ce résultat en suscitérent presque aussitét diverses
généralisations. La plus heureuse fut celle de J. Radon, en 1913 (XVII):
combinant les idées de F. Riesz et de Lebesgue, il montra comment on
pouvait définir une intégrale par les procédés de Lebesgue, en partant
d’une «fonction complétement additive d’ensemble» quelconque
(définic sur les ensembles mesurables pour la mesure de Lebesgue) au
lieu de partir de la mesure de Lebesgue. Dans la notion de « mesure de
Radon » sur R", ainsi définie, se trouvait absorbée celle de fonction
«a variation bornée»: la décomposition d’une telle fonction en
différence de deux fonctions croissantes est un cas particulier de la
décomposition d’une mesure en différence de deux mesures positives;
de méme, la « mesure de base p» correspond a la notion de fonction
« absolument continue», et la décomposition d’une mesure quel-
conque en une mesure de base u et une mesure étrangére a u, a la
décomposition de Lebesgue d’une fonction a variation bornée en somme
d’une fonction absolument continue et d’une fonction « singuliére ». En
outre, Radon montra que la « densité » par rapport & u d’une mesure
de base p existe encore lorsque p est une mesure ayant pour base la
mesure de Lebesgue, en utilisant une idée antérieure de F. Riesz (reprise
et popularisée plus tard par J. von Neumann entre autres), qui consiste
a construire une image de la mesure p par une application § de R”
dans R, choisic de sorte que 6(u) soit la mesure de Lebesgue sur R
(cf. chap. V, §6, exerc. 8 ¢)).

Presque aussitdt aprés la parution du mémoire de Radon, Fréchet
remarquait que presque tous les résultats de ce travail pouvaient
s’étendre au cas oll la « fonction complétement additive d’ensemble »,
au lieu d’étre définie pour les parties mesurables de R”, est définie pour
certaines parties d’un ensemble E quelconque (ces parties étant telles
que les opérations de réunion dénombrable et de « différence » donnent
encore des ensembles pour lesquels la fonction est définie). Toutefois,
I'expression d’une mesure de base p sous la forme g. u reposait, chez
Lebesgue et Radon, sur des raisonnements faisant intervenir de fagon
essentielle la topologie de R” (et nous avons vu que la démonstration de
Radon ne s’applique que si u est une mesure ayant pour base la mesure
de Lebesgue); c’est seulement en 1930 que O. Nikodym (XX) obtint ce
théoréme sous sa forme générale, par un raisonnement direet (notable-
ment simplifié quelques années plus tard par J. von Neumann, grice a
I'utilisation des propriétés des espaces L? ((XXII), p. 127-130)).

Avec le mémoire de Radon, la théorie générale de l'intégration
pouvait étre considérée comme achevée dans ses grandes lignes ; comme

* C’est aussi dans ce travail qu’apparait la notion de limite vague d’une suite de
mesures ((XV ¢), p. 49).
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acquisitions ultérieures substantielles, on ne peut guére mentionner que
la définition du produit infini de mesures, due a Daniell (XIX b)), et celle
de I'intégrale d’une fonction a valeurs dans un espace de Banach, donnée
par Bochner en 1933 (XXI), et qui préludait a I’étude de I’ « intégrale
faible » dont nous traiterons au chap. VI. Mais il restait 4 populariser la
nouvelle théorie, et a en faire un instrument mathématique d’usage
courant, alors que la majorité des mathématiciens, vers 1910, ne voyait
encore dans l'«intégrale de Lebesgue » qu’un instrument de haute
précision, de maniement délicat, destiné seulement 2 des recherches d’une
extréme subtilit¢ et d’une extréme abstraction. Cé fut la I'ccuvre de
Carathéodory, dans un livre longtemps resté classique (XVIII) et qui
enrichit d’ailleurs la théorie de Radon de nombreuses remarques
originales.

Mais c’est avec ce livre aussi que la notion d’intégrale, qui avait été
au premier plan des préoccupations de Lebesgue (comme le marquent
suffisamment les titres de sa thése (X a)) et de son principal ouvrage sur
ces questions (X b))) céde le pas pour la premiére fois a celle de mesure,
qui avait été chez Lebesgue (comme avant lui chez Jordan) un moyen
technique auxiliaire. Ce changement de point de vue était di sans doute,
chez Carathéodory, a ’excessive importance qu’il semble avoir attachée
aux « mesures p-dimensionnelles »*. Depuis lors, les auteurs qui ont
traité d’intégration se sont partagés entre ces deux points de vue, non
sans entrer dans des débats qui ont fait couler beaucoup d’encre sinon
beaucoup de sang**. Les uns ont suivi Carathéodory; dans leurs expo-
sés sans cesse plus abstraits et plus axiomatisés, la mesure, avec tous les
raffinements techniques auxquels elle se préte, non seulement joue le
réle dominant, mais encore elle tend a perdre contact avec les structures
topologiques auxquelles en fait elle est liée dans la plupart des problémes
ol elle intervient. D’autres exposés, dont le présent Traité, suivent de
plus ou moins prés une méthode déja indiquée en 1911 par W. H. Young,
dans un mémoire malheureusement peu remarqué (XI b)), et développée
ensuite par Daniell. Le premier, traitant de lintégrale de Lebesgue,
partait de I’ « intégrale de Cauchy » des fonctions continues a support
compact, supposée connue, pour définir successivement (comme nous
I’avons fait au chap. 1V, §1) 'intégrale supéricure des fonctions semi-
continues inférieurement, puis des fonctions numériques quelconques,
d’ol1 une définition des fonctions intégrables, calquée sur celle de
Lebesgue pour les ensembles, par des moyens purement « fonctionnels ».

* 11 s’agit 12 dc la généralisation de la notion de «longucur d’unc courbe plane »
a des valeurs quelconques n ct p de la dimension de P'espace ambiant et de la dimension
de I’espace étudi¢; on suppose bien entendu qu’on a 0 < p < n, mais on ne suppose pas
toujours que p soit entier. Cette question a fait objet de travaux de nombreux autcurs
depuis Minkowski, Carathéodory ct Hausdorfl; Lebesgue lui-méme, qui en aborde des
cas particuliers dans sa these, nc semble pas y avoir vu autre chose qu’une occasion de
mettre a essai la puissance des outils qu’il venait de forger.

** Cf. les comptes rendus par P. Halmos du premier volume de ce Livre (Bull. Amer.
Math. Soc., t. LIX (1953), p. 249) et par J. Dieudonné du livre de Mayrhofer (ibid., t. LIX
(1953), p. 479).
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Daniell, en 1918 (XIX a)); cf. (XXVII)) étendit cet exposé, avec quelques
variantes, a des fonctions définies sur un ensemble quelconque; son
principal mérite fut d’apercevoir le rble joué dans la théorie abstraite
par la condition 11m f f,du = 0 pour toute suite décroissante (f,)

tendant 31mplement vers 0 (ce qui ne pouvalt apparaitre aussi clairement
dans la théorie des mesures de Radon, ou cette condition est auto-
matiquement vérifiée en vertu du théoréme de Dini). Dans le méme
ordre d’idées (et en liaison étroite avec les méthodes utilisées en théorie
spectrale avant Gelfand), il nous faut aussi signaler le mémoire de F.
Riesz (XV d)) qui met sous une forme concise et élégante les quelques
résultats de la théorie des espaces ordonnés qui jouent un réle dans la
théorie de Pintégration; nous avons suivi d’assez pres son exposé au
chap. IL

Plut6t que dans des ouvrages d’exposition, plus ou moins agréables
a lire, mais dont le contenu substantiel ne pouvait plus beaucoup varier,
c’est du coté des applications qu’il faut chercher les progres réalisés par
la théorie de P'Intégration depuis 1920: théorie des probabilités (autre-
fois prétexte a devinettes et 4 paradoxes, et devenue une branche de la
théorie de 'Intégration depuis son axiomatisation par Kolmogoroff
(XXII1), mais branche autonome avec ses méthodes et ses problémes
propres); théorie ergodique; théorie spectrale et analyse harmonique,
depuis que la découverte par Haar de la mesure qui porte son nom, et le
mouvement d’idées provoqué par cette découverte, ont fait de I'intégrale
I’'un des plus importants outils en théorie des groupes. Avec ces questions,
nous sortons du cadre de la présente Note; quelques-unes d’entre elles
seront traitées dans des chapitres ou Livres ultérieurs.
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