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PREFACE A LA SECONDE EDITION

Les principales modifications apportées au texte du chapitre V
portent sur les points suivants.

L’intégrale supérieure essentielle possédant, a bien des
égards, des propriétés plus satisfaisantes que 1'intégrale supérieure
ordinaire (voir surtout la prop. 11 du § 1), le paragraphe qui lui
est consacré a été développé. De méme, on a traité avec plus de
détail la théorie des familles sommables de mesures positives (§ 2).

La notion de diffusion a été introduite au paragraphe 3; celle
de famille p-adéquate de mesures positives a €té légerement
généralisée, de maniére a permettre la composition des diffusions.

Les mesures complexes ont été traitées de maniére plus
systématique; cela n’a exigé la plupart du temps que des change-
ments mineurs, sauf au paragraphe 5, ou 'on a dii abandonner
partiellement le point de vue des espaces de Riesz.

Enfin, diverses démonstrations ont ¢été modifiées, pour
permettre I’extension ultérieure des resultats au cas des espaces
séparés non nécessairement localement compacts, qui seront
traités au chapitre IX.

Nancago, automne 1965
N. Bourbaki
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CHAPITRE VI

INTEGRATION VECTORIELLE

Dans ce chapiire, st F désigne un espace vectoriel localement
convexe séparé (sur R ou ©), on note ¥’ son dual, F"' son bidual,
F'* le dual algébrique de ' (espace de toutes les formes linéaires sur
¥’} ; F' est un sous-espace vectoriel de F'* et F s’identifie (en tant
qu’espace vectoriel sans topologie) & un sous-espace vectoriel de F''.
On désigne par ¥ Uespace vectoriel F muni de la topologie affaiblie
oF, F') ; les qualificatifs « faible » et « fatblement » se rapportent a
celte topologie.

Dans ce chapiire, T désigne un espace localement compact, Jg(T)
ou K(T) (resp. Ke(T)) Uespace vectoriel des fonctions réelles (resp.
complexes) sur T, continues et & support compact ; pour toute partie A
de T, T, A) (resp. R¢(T, A)) désigne le sous-espace de R(T)
(vesp. Jie(T)) formé des fonctions dont le support est contenu dans A.
Sauf meniion expresse du contraire, U'espace J(T) (resp. K¢(T)) sera
muni de la topologie limite inductive des topologies de la convergence
uniforme sur chacun des sous-espaces K(T,K) (resp. Re(T, K)),
K parcourant Pensemble des parties compactes de T.

Rappelons que cette topologie est plus fine que la topologie
de la convergence uniforme, et par suite est séparée ; elle induit
sur chacun des i(T, K) (resp. 5ig(T, K)) la topologie de la conver-
gence uniforme (Esp. eect. top., chap. 11, § 2, n® 4, Remarque 3).
L’espace Jig(T) gidentifie & Pespace obtenu & partir de J(T) par
extension des scalaires de R & €. Dire qu'une forme linéaire sur
R(T) est une mesure revient & dire qu’elle est continue (Esp. vect.
top., chap. II, § 2, no 4).
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8 INTEGRATION

§ 1. Intégration des fonctions vectorielles

Dans ce paragraphe, p désigne une mesure positive sur T et
F' un espace vectoriel localement convexe séparé sur R. Pour
toute application £ de T dans F, et tout élément z’ du dual F' de F,
on désignera par (£ z') ou {2, 1) la fonction numérique z'of
sur T. Nous dirons que £ possede scalairement une propriété P si,
pour tout z’' e F', <z’, f;) possede la propriété P. Par exemple, on
dira que f est scalairement essentiellement p-intégrable si, pour tout
z e F', /2, 1) est essentiellement p-intégrable.

On notera que dans cette définition, la topologie de F n’in-
tervient que par l'intermédiaire du dual F' de F. Si une fonc-
tion f posséde scalairement la propriété P, elle posséde encore
scalairement la propriété P quand on remplace la topologie de F
par toute topologie localement convexe séparée compatible avec
la dualité entre F et F'.

1. Fonctions scalairement essentiellement intégrables.
Si f est une application scalairement essentiellement p-inté-
grable de T dans ¥, l'application z" - /(i(z)’, z' ) du(t) est une

forme linéaire sur ¥’, c’est-a-dire un élément du dual alge-
brique F’*.

DeriniTION 1. — On appelle intégrale de t par rapport a p

et on noteJ fdu, ouff(zf)du(t), Uélément de F'* défini par

/! \
/‘\z,f/dy.

o

(2, / fdp.> =

pour toui z' F’.

Sifest continue & support compact, elle est scalairement inté-
grable et la déf. 1 coincide avec la définition de lintégrale de f
donnée au chap. III, § 4, n° 1. D’autre part, si F est un espace de
Banach et si f est essentiellement intégrable (chap. V, § 2, n° 2,
déf. 2), alors £ est scalairement essentiellement intégrable et la
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déf. 1 coincide avec la définition de l'intégrale de £ donnée au
chap. V, § 2, n° 2 (chap. V, § 2, n® 2, prop. 6 et chap. IV, § 4,
no 2, cor. 1 du th. 1).

Exemple. — Soient X un espace localement compact, ¢ — 7
une application de T dans I'espace M (X) des mesures sur X. Dire
que la famille ¢ — 7, est y-adéquate (chap. V, § 3, no 1, déf. 1)
signifie qu’elle est formée de mesures positives et que application
t — A est scalairement essentiellement p-intégrable et p-mesurable
pour la topologie o(M(X), K(X)). Son intégrale par rapport a u

est la mesure qui a été notée / *duft) au chap. V, § 3, n° 1.

Remarques. — 1) Si F est de dimension finie, toute applica-
tion scalairement essentiellement intégrable de T dans F est
essentiellement intégrable (chap. V, § 2, n° 2). Par contre, dans le
cas général, une fonction scalairement négligeable sur un espace T
compact peut ne pas méme étre u-mesurable (exerc. 12).

2) Il est clair que l'intégrale de £ ne dépénd que de la classe
de £ modulo I'espace des applications de T dans F qui sont scalaire-
ment localement p-négligeables. On notera qu'une fonction g sca-
lairement localement négligeable n’est pas nécessairement nulle
localement presque partout (exerc. 12). Toutefois, il en est bien
ainsi lorsqu’il existe dans I’ une suite (z,) partout dense pour la
topologie o(F', F) : en effet, si H, est 'ensemble localement négli-
geable des points te T tels qué <g(t), z;> # 0, la réunion H des H,
est localement négligeable, et pour tout & H, on a (g(t), z,) = 0
pour tout n, d’ou g(t) = 0.

Soit u une application linéaire continue de F dans un espace
localement convexe séparé G ; sa transposée ‘u est une application
linéaire de G’ dans F’, et la transposée (algébrique) *(u) est une
application linéaire de F'* dans G'* qui prolonge u, et que nous
noterons encore u. Avec cette convention :

Prorosition 1. — Si f est une application de T dans F, sca-
latrement essentiellement p-intégrable, Uapplication u - £ est scalaire-
ment essentiellement p-intégrable et on a

.
;

f(uof)dg = uf L/qfdg\).



10 INTEGRATION §1

En effet, pour tout z'eG’, on a <z’, uot'> = /\’u(z’), £,
d’ott la premicre assertion ; la seconde résulte de la formule

z’,"/(uoi)d@ :./‘/\z', uof)dy = <‘u(z’),r‘/fdg> = <z’, u(/fdp.>>

En particulier si f est scalairement essentiellement p-inté-
grable elle reste scalairement essentiellement p-intégrable lors-
qu’on remplace la topologie de F par une topologie moins fine.

ProrosiTioN 2. — Soit § une application scalairement essen-
tiellement p-intégrable de T dans ¥. Pour toute fonction nu-
mérique g = 0, u-mesurable et bornée, Uapplication t — g(t)i(t)
(notée gt ou £g) de T dans ¥ est scalatrement essentiellement p-inté-
grable, T est scalairement essentiellement (g.p)-intégrable, et Uon a

f‘fd(g. 0) :‘[fgd‘u.

C'est une conséquence immédiate de la formule <z’, gh) =

g{z', &) pour tout z'eF’ et de la formulefhd(g.u) = {hgdu

pour toute fonection scalaire h essentiellement u-intégrable (chap.
V, § 5, no 3, th. 1).

Un grand nombre de propositions sur les fonctions numeériques
essentiellement intégrables se transposent mot pour mot en pro-
positions sur les fonctions vectorielles scalairement essentielle-
ment intégrables. Signalons parmi les plus importantes les condi-
tions pour qu’'une fonction soit essentiellement intégrable par
rapport & une mesure définie par une densité (chap. V, § 5, n° 3,
th. 1), ou par rapport a 'image d’une mesure (chap. V, § 6; n° 2,
th. 1), ou par rapport a une mesure induite (chap. V, § 7, n° 4,
th. 1), ou par rapport a la somme d’une famille sommable de
mesures positives (chap. V, § 3, n° 5, prop. 5). Nous laissons ces
transcriptions au lecteur.

Par contre, pour obtenir des énoncés correspondant aux théo-
rémes sur les intégrales « doubles » (chap. V, § 3, n® 4, th. 1 et § 8,
no 4, th. 1 (th. de Lebesgue-Fubini)), il est nécessaire d’en renforcer
les hypothéses (cf. exerc. 1) ; en appliquant les théorémes précités
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& chacune des fonctions <z’, f>, ou z'eF’, on obtient ainsi les
deux propositions suivantes :

Proposition 3. — Sotent X un espace localement compact,
{— A une famille u-adéquate (chap. V, § 3, no 1, déf. 1) de mesures

positives sur X, et soit v = fkldp(t). Soit § une application de X

dans F ; on suppose que : 1° f est scalairement v-intégrable ; 20 il
existe un ensemble N C;L‘, localement u-négligeable, tel que, pour tout

te N, f soit scalairement n-intégrable et quefidkt e F. Alors la fonc-

Fgd

tion t—>/ fdx, définie pour te N, est scalairement essentiellement

(%

u-intégrable, et on a

/ Hx)dv(z) — [ du(t / $2) ().

Prorosition 4. — Soient T, T' deux espaces localement
compacts, w (resp. w') une mesure positive sur T (resp. T'), v = u®p’
la mesure produit sur X =T x T'. Soit ¥ une application de X
dans F. On suppose que : 1° t est scalairement v-intégrable ; 20 1l
existe un ensemble NcT. localement p-négligeable, tel que pour toul
te N, Uapplication t' — £(t, t') soit scalairement p-intégrable, et que

J (t, t")du'(¢'Ye F. Alors la fonction t»ff(t, tYdu'(t"), définie

pour t & N, est scalairement essentiellement u-intégrable, et on a

/ [ 1, autiau ) :_‘f/ﬁ\dme [ 1, o).

2. Propriétés de lintégrale d’une fonction scalairement
essentiellement intégrable.

Proposition b. — Sotent u une mesure positive bornée sur T,
S un ensemble v-mesurable portant v (chap. V, § 5, n° 7), f une fonc-
tion scalairement p-intégrable (*) a valeurs dans F. Soit D enve-

(*) On rappelle que pour une mesure positive bornée ., les notions de
fonction w-intégrable et de fonction essentiellement y-intégrable sont les
mémes {(chap. V, § 2, n° 1, cor. de la prop. 3).
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loppe convexe fermée de ¥(S) dans Uespace F'* muni de la topologie
s(F* ¥ On a alors ‘ fdp e u(T)D.

Comme D est 'intersection ‘des demi-espaces fermés conte-
nant £(S) (Esp. vect. top., chap. 11, § 3, n°® 3, cor. 1 de la prop. 4), il
suffit de démontrer que la relation <i(t), z’> < a pour tout te S

(ot 2 €F’, aueR) entraine <Z',fidy.> < a.w(T) ; mais comme

/ fdp = / fdu, cela résulte de la prop. 1 du chap. IV, § 4, no 2.

.

CoroLLAIRE. — Sotent w une mesure positive bornée sur T,
S un ensemble p-mesurable portant w, f une application de T dans F,
scalairement p-mesurable et telle que ¥(S) soit contenu dans une parite
convexe faiblement compacte A de ¥. Alors t est scalairement p-inté-

grable, et Ton a f fdp e w(T)ACF.

En effet, pour tout z’' e I, (\'z’, f> est u-mesurable et bornée
dans S, donc intégrable, ce qui prouve que f est scalairement inté-
grable. En outre, comme A est compact dans F,, il est fermé dans
F'* et I'enveloppe convexe fermée de £(S) dans F'* est contenue
dans A, d’ou le corollaire.

Prorosttion 6. — Soit £ une fonction scalairement essentielle-
ment p-intégrable a valeurs dans F, telle que} fdp e ¥F. Pour toute

L%

semi-norme q sur ¥, semi-continue inférieurement dans F, on a
S ok .
{7( [fdy-> < / (g - f)dp.

Soit D I’ensemble des ze F tels que ¢(z) < 1; D est fermé et
convexe et contient 0, donc on a D = D% (Esp. ¢ect. top., chap. IV,
§ 2, n° 3, cor. 2 de la prop. 4). Il suffit done de prouver que pour

s *
tout 2’ eD® on a {<z’,J )| sf (gof)dp ; mais cela résulte

aussitdt de ce que on a, pour tout teT, [{2', £1))| < q(¥)).
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On notera que la fonction numeérique ¢ - f n’est pas nécessaire-
ment p-mesurable (exerc. 12).

ProposiTioN 7. — Soit £ une application de T dans F, scalaire-
ment essentiellement p-intégrable et telle que, pour toute partie
compacte K de T, $(K) soit contenue dans une partie convexe équi-

librée fatblement compacte de . Alors ffdg appartient au bidual ¥''

de F. L
Pour toute partie compacte K de T, on a

| fouds = [ Gord(on.u) ;

on peut appliquer a la mesure bornée ¢, .p et ala fonction fog le
cor. de la prop. 5, et on a par Suite/fcpxdp.EF. Pour tout

3

z' e, <z’,f> est essentiellgment p-intégrable, et par suite

(chap. V, § 2, n° 2, prop. 8) on a/ (2, 1) dp = lim/<z’, £) oxdy,
e K

la Jimite étant prise suivant I’ensemble filtrant croissant des
parties compactes de T. On en conclut que, suivant cet ensemble,

J focdp converge versj fdp pour la topologie o(F'*, F’'). Or, on a

(7, [ Tpudy)| = i / (2, 1) oudp| < /l<z$ £)|du
v’ [« (%

ce qui prouve que I'ensemble des éléments] focdp est une partie

bornée de ¥, donc aussi de I’ (Esp. vect. top., chap. IV, § 2, no 4,
th. 3). La prop. 7 est donc conséquence du lemme suivant :

Lemme 1. — L’adhérence dans ¥'* (pour la topologie o(F'*, F'))
de toute partie bornée de F est contenue dans le bidual I,

En effet, une partie bornée de F est contenue dans le polaire
(dans F”’) d’un voisinage de 0 dans le dual fort F' de F, donc est
relativement compacte dans F' pour oF”, F") (Esp. vcect. top.,
chap. IV, § 2, n° 2, prop.1 et 2); comme o(F'’, F') est induite par
o(F'*, F') le lemme est démontré.
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CorROLLAIRE. — Supposons F semi-réflexif, et soit £ une appli-
cation scalairement essentiellement y-intégrable de T dans F telle que,

pour toute partie compacte K de T, £(K) sott bornée. Alors [fdu

appartient a F.
Toute partie bornée de F est en effet relativement faiblement
compacte (Esp. vect. top., chap. IV, §3,n°3,th.1),etona F = F".

PropositioN 8 — Soient w une mesure positive bornée sur T,
S un ensemble py-mesurable portant v, £ une application w-mesurable
de T dans V, telle que ¥(S) soit contenu dans une partie convexe équi-
librée bornée et compléte B de F. Alors £ est scalairement p-intégrable

et on affdp,e W(TYBcF.

Comme S est p-intégrable, il existe une partition de S formée
d’un ensemble y-négligeable N et d’une suite (K,) de parties com-
pactes telles que la restriction de f & chacun des K, soit continue
(chap. IV, §5,n° 1) ; #(K,) est par suite une partie compacte de F.
L’enveloppe convexe équilibrée fermée B, de £(K,) est alors pré-
compacte (Fsp. vect. top., chap. I, § 4, n°1, prop. 2) et est contenue
dans la partie compléte B de F, donc elle est compacte, et a fortiori
faiblement compacte. Par suite (cor. de la prop. 5), fo,est scalai-

rement p-intégrable, et on a z, =ff(pKndp.E (KB, c un(K,)B.

Pour toute semi-norme continue p sur F, on a par suite
P(Zs) € W(K,).sup p(x); comme B est bornée et que la série de
XE€B

terme général w(K,) est convergente et a pour somme w(T),
on voit que la suite de terme général s, = z, + z, + - -- + 1z, est
une suite de Cauchy dans la partie compléte p(T)B de F. Cette
suite converge donc vers un élément s de u(T)B ; comme on peut
supposer ¥(¢) = 0 dans T -~ S, le th. de Lebesgue appliqué & cha-

cune des fonctions [z, f) (z' € F') prouve que s =ffdy.

3. Intégrales d’opérateurs.

Sotent G et H deux espaces localement convexes séparés sur
R, et supposons maintenant que F soit Pespace £(G ; H) des appli-
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cations linéaires continues de G dans H, muni de la topologie de la
convergence simple. Le dual F' de F est alors’espace G® H' (Esp.
vect. top., chap. IV, § 2, n® 9, cor. de la prop. 11), et dire qu'une
application U de T dans F est scalairement essentiellement u-inté-
grable signifie que, pour tout ae G et tout be H', la fonction
numérique ¢ U(t),a®b’) = (U(t).a, b’} est essentiellement
u-intégrable.

ProposiTioN 9. — Soit U une application scalairement essen-
tiellement y-intégrable de T dans F = 1(G; H). Pour que l'on ait

} Udu e F, il faut_et il suffit que les deux conditions suivantes soient

[

vérifides :

23

a) Pour tout xe G, on aJ (U(t).x)dw(t) e H.
b) Pour toute partie équicontinue B’ de H', 'ensemble des
Jormes linéaires uy : X —>J <U(t) .X, y’> du(t), ou y' parcourt B', est

équicontinu.

Les conditions a) et b) sont nécessaires. En effet, pour tout
xe G, l'application ¥: V — V.x de 4,(G; H) dans H étant linéaire
et continue, on voit (n® 1, prop. 1) que Xo U :t — U(#).x est sca-
lairement essentiellement u-intégrable et que 'on a

(1) S.x— [ (U@). x)dut)

en posant § =J Udy € 44(G; H). Cela prouve a). De plus, (1) s’écrit

aussi
(2) (S.x,¥") =/ (U@ . %, 7)) du(t) = (=, uy),
autrement dit on a 'S.y’ = uy. Comme S est continue, ‘S trans-

forme toute partie équicontinue de H' en une partie équicontinue
de G', d’ou b).

Inversement, supposons a) et b) vérifiées. En vertu de a), la
formule (1) définit une application linéaire S de G dans H, et
pour tout y’ € H', cette application vérifie (2) (n° 1, prop. 1) ; mais
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alors la condition b) exprime que S est continue (Esp. vect. top.,
chap. 1V, § 4, no 1, prop. 1 et 2, et § 2, n° 2, prop. 1),

done S ety(G; H). Enfin, la formule (2) prouve que S :] Udy.

CoroLLAIRE. — La condition b) de la prop. 9 est vérifiée dans
chacun des deux cas suivanis :

10 La mesure p. est bornée, et si S est son support, U(S) est une
partie équicontinue de L(G ; H).

20 La condition a) de la prop. 9 est vérifiée, lespace G est
tonnelé, et pour toute partie compacte K de T, U(K) est une partie
bornée de L(G ; H).

Plagons-nous d’abord dans'le cas 1°. On peut se borner au
cas ou S = T (chap. V, § 7, n° 1, th. 1). Alors, pour toute partie
équicontinue B’ de H’, il existe une partie équicontinue, convexe,
équilibrée et faiblement fermée A’ c G’ telle que ‘U(?).y" € A’ pour
touty' € B’ et tout t e T (Esp. vect. top., chap. IV, § 4, n° 1, prop. 2).
Comme U est scalairement p-intégrable, application ¢t — *U(t).y’
de T dans le dual G’ de G muni de o(G’, G), est scalairement
w-intégrable, et on peut écrire

A

ay = | (UW).¥)du().
Comme A’ est convexe et compacte pour o(G’, G), le cor. de la
prop. 5 du n° 2 montre que, pour tout y' € B’, on a uy € p(T)A’, ce
qui prouve notre assertion.
Plagons-nous maintenant dans le cas 20. Pour tout y' e H' et
toute partie compacte K de T, posons

?

uxy = | exlOCUW) . ¥)du0),
élément du dual algébrique G* de G. Comme G est tonnelé, toute
partie bornée de £(G ; H) est équicontinue (Esp. vect. top., chap. 111,
§ 3,106, th. 2);1a premiére partie du raisonnement, appliquée a la
fonction @gU et & la mesure bornée gg. ¢, montre que 'on a u € G'.
En outre, pour la topologie o(G*, G), on a uy = liII(n Ug y, la limite

étant prise suivant 'ensemble filtrant croissant des parties com-
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pactes de T (chap. V. § 2, n°2, prop. 8). Pour vérifier la condition b)
dela prop. 9,11 suffit, d’apres la prop. 9, de prouver que 'application
linéaire $ de G dans H définie par (1) est continue ; en outre, G
est tonnelé, et 1l suffit donc de prouver que S est continue quand
on munit G et H de leurs topologies affaiblies (Esp. vect. top.,
chap. IV, § 4, n° 2, cor. de la prop. 7); finalement, en vertu de (2),
on est ramené a4 montrer que pour tout y'e H', on a uy eG'.
Comme uy est adhérent pour o(G*, G) a 'ensemble M’ des uy ,,
ou K parcourt ’ensemble des parties compactes de T, il suffit de
prouver que M’ est équicontinu ; et comme G est tonnelé, il revient
au méme de dire que pour tout xe G, 'ensemble des (X, ug ;)
est borné (Esp. vect. top., chap. III, § 3, no 6, th. 2). Mais cela
résulte aussitot des relations

/ o) (U(). 3, )dult)| < f (U@ -2, ¥") ] du(d).

i<x7 uK,y'>
t

Prorositiox 10. — Soit U une application de T dans

F = 4(G; H). Dans chacun des trois cas suivants, U est scalaire-

ment essentiellement w-intégrable, et on a f Udpedy(G; H) :

a) H est quasi-complet, u est bornée, et si S est son support,
U est u-mesurable et U(S) est équicontinu.

b) H est semi-réflexif, u est bornée, et si S est son support, U est
scalairement p-mesurable et U(S) est équicontinu.

¢) H est semi-réflexif, G est tonnelé, U est scalairement essen-
tiellement u-intégrable, et pour toute partie compacte K de T, U(K) est
borné.

Le fait que U est scalairement essentiellement intégrable
est évident dans les trois cas; en vertu de la prop. 9 et de son
corollaire il suffit de vérifier dans chacun des cas la condition a) de
la prop. 9. Or, cette condition résulte de la prop. 8 du n° 2 dans
le premier cas, du cor. de la prop. 7 dun° 2 dans les deux autres cas.

4. La propriété (GDF).

Nous allons dans ce n° considérer des espaces localement
convexes F possédant la propriété suivante (dite « du graphe dé-
nombrablement fermé ») :

Bourbaki XXV, 2
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(GDF) St u est une application linéaire de ¥ dans un espace de
Banach B telle que, dans Uespace produit ¥ X B, toute limite de toute
suite convergente de points du graphe 1" de u appartienne encore a I,
alors u est continue.

Tout espace de Fréchet posséde la propriété (GDF) (Esp.
vect. top., chap. I, § 3, n® 3, cor. 5 du th. 1). Nous verrons dans
PAppendice d’autres exemples d’espaces possédant la pro-
priété (GDF).

Prorosrrion 11. — Tout espace localement convere séparé I
possédant la propriété (GDF) est tonnelé.

Soient V un tonneau dans F, ¢ sa jauge, qui est une semi-
norme sur F ; soit H Pespace séparé associé a I’espace F muni de
la topologie définie par cette seule semi-norme. Le complété i
de H est un espace de Banach ; soit = application canonique de F
dans H ; nous allons montrer que = est continue (pour la topologie
initiale de F) ; cela établira la proposition, car V, image réciproque
par = de la boule unité de ﬁ, sera alors un voisinage de 0 dans F.
Pour établir la continuité de =, il suffira, en vertu de (GDF), de
montrer que le graphe de = est fermé dans F X fi ; en d’autres
termes, nous devons voir que si § est un filtre sur F, convergent
vers x € F, et si son image =() converge versy € ﬁ, on ay = =n(x).
Or tout élément x” du polaire V° de V dans F’ se prolonge d’une
seule maniére en une forme linéaire continue sur H (notée encore
x'), et ’ensemble de ces formes est la boule unité du dual de f ;
il suffit donc de montrer que (y,x) = (n(x),x') pour tout
x' e VO Mais cela résulte des relations

ly,x') = limg (n(2), x') = limz (2, ¥') = (%, %) = (=(x), x').

TukoriMeE 1 (Gelfand-Dunford). — Soient ¥ un espace
localement convexe séparé possédant la propriété (GDF), ¥, son dual
fatble. Pour toute application £ de T dans F;, scalairement essentielle-

ment p-intégrable, l’inte’gmlej fdu appartient a F'.

Rappelons que le dual de F; est I (Esp. vect. top., chap. 1V,
§ 1, n° 2, prop. 1). Pour tout zeF, la fonction numérique <z, t)
est donc essentiellement p-intégrable ; soit 6(z) sa classe dans L(p).
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Pour montrer quc} fdp e I'', 1l faul ¢tablir que la forme linéaire

/

zZ--"12, f tdy ) est continue dans I en lait, nous allons démon-

trer le reésultat plus fort suivant :

Lemme 2. — Sout § une application de T dans Iy, telle que,
pour tout ze ¥, la fonction numérique {z, f> appartienne & 17(p)
(L <p <+ ©); soit 6(z) la classe de cette [onction dans 1F(u).
Alors z — 0(z) est une application linéaire continue de F dans L"(y).

En vertu de la propriété (GDYF), il suftit de montrer que pour
toute suite (z,) d’¢léments de I convergente vers z et telle que
(0(z)) converge vers we LF(p), on a u = 0(z). Or, en remplagant
éventuellement la suite (z,) par une suite extraite, on peut

supposer que la suite des fonctions <zn, f, converge localement

presque partout vers une fonction ke (), de classe « dans
L?(n) (chap. IV, § 3, n° 4, th. 3 et chap. V, § 2, n® 2, prop. 6).
Comme par hypothése, pour tout te T, la suite <<z,,, f(t)>> con-
verge vers <z, f(t)>, on a ht) = <z, f(z)} localement presque par-

tout, et par suite u == 6(z).

CoroLLAIRE 1. — Soient G; (1 € ¢ < n) n espaces localement
convexes séparés possédant la propriété (GDF), et soit F lespace

n

des formes multilinéaires séparément continues dans 1l G, muni de

=1

la topologie de la convergence simple. Pour toute application t de I

dans ¥, scalairement essentiellement p-intégrable, on aJ fdpe F.

n

L’espace F est en dualité avec le produit tensoriel @)IGL-, et

la topologie de la convergence simple sur F n’est autre que la

topologie oF, @Gi). Le dual algébrique F'* est donc I’espace de

toutes les formes multilinéaires sur Il G;. Soit z = (z4,.. ., z,) un

i=1

n
élément de I G;; pour toute forme multilinéaire ue F'* Pappli-

i=1
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cation x — u(2,. .., %.1, X, Z.1,.. ., %) est une forme linéaire sur
G; que nous noterons x(z)(u); on obtient ainsi une application
linéaire »(z) de F'* dans le dual algébrique G de G;, continue

pour les topologies o F'*, ®G et o(GF, G;). Dire que ueF si-

gnifie que pour tout indice ¢ et tout ze Il G;, on a 2(z)(u) e Gj.
=1

Or, d’aprés la prop. 1 du n° 1, application A;(z) -f est une appli-
cation scalairement essentiellement p-intégrable de T dans G;

muni de la topologie o(Gi, G;), et on a /()\i(z) of)dp. = ki(z)( /fdy.)-

D’aprés le th. 1, on a/()&;(z)of)dpeGé pour 1 < i< n, donc

/fdp.eF.

CoRroLLAIRE 2. — Soient G un espace localement convexe
séparé possédant la propriéié (GDF), H un espace semi-réflexif dont
le dual fort Hy posséde la propriété (GDF) (¢f. App., n° 2, prop. 3).
Soit F Pespace $(G; H) ; pour toute application U-de T dans F,

scalairement essentiellement p-intégrable, I'intégrale f Udy appar-

tient a F.

Comme G est tonnelé (prop. 11), on a ¥(G; H) = 4G, ; H,)
(Esp. vect. top., chap. IV, § 4, n® 2, cor. de la prop 7) ; en outre,
on peut remplacer F = 4,(G; H) par Pespace (G, ; Hy), les deux
espaces ayant méme dual G® H' (Esp. vect. top., chap. 1V, § 2,
n° 9, cor. de la prop. 11, et § 1, n°® 2, prop. 1) Si pour tout
uef(G; H) = YG,; Hy), on pose &(x,¥) = < , ¥ \ (pour x e G,
y' e H'), Papplication linéaire u & est une bljeotlon de F
sur I'espace F; des formes bilinéaires séparément continues sur
G, X Hg, ou Hj désigne le dual H' muni de la topologie faible
s(H', H) (App., n° 1) ; en outre cette application est un isomor-
phisme de £(G, ; Hg) sur F; muni de la topologie de la convergence
simple (loc. cit.). Mais comme par hypothése H est le dual de H;,
F, est aussi Pespace des formes bilinéaires séparément continues
sur G X H;. Le cor. 2 résulte done du cor. 1.
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On notera que le cor. 2 s’applique en particulier lorsque G est
un espace de Banach et H un espace de Banach réflextf.

5. Applications mesurables et applications scalairement
mesurables.

Si une application £ de T dans un espace localement convexe
séparé F est scalairement p-mesurable, il n’en résulte pas en gé-
néral que f soit p-mesurable (exerc. 12). Cependant :

Proposition 12. — 8¢ F est un espace localement convexe
méirisable de type dénombrable, toute application £ de T dans F,
scalairement p-mesurable, est aussi p-mesurable.

En effet, F peut étre considéré comme un sous-espace d’un
produit dénombrable I E, d’espaces de Banach (Esp. vect. top.,

chap. II, § b, n° 5, prop. 7), et on peut supposer que pry(F) est
dense dans E,, qui est done de type dénombrable. Pour tout »,
Papplication pr, - f est scalairement p-mesurable, done p-mesurable
(chap. 1V, § 5, n° 5, prop. 10), et par suite f est p-mesurable
(chap. 1V, § 5, n° 3, th. 1).

Proprosition 13. — Soit F un espace localement conveze, limite
inductive d’une suite d’espaces localement convexes métrisables F, de
type dénombrable, ¥ étant réunion des F,. Soit ¥’ le dual de F muni
de la topologie o(F', F). Toute applicationtde T dans ¥', scalairement
u-mesurable, est aussi p-mesurable.

Supposons d’abord que F soit métrisable et de type dénom-
brable, et soit D un ensemble dénombrable dense dans F. Soit
(V,) une suite fondamentale décroissante de voisinages ouverts
convexes équilibrés de O dans F ; les ensembles polaires V) sont

-1
équicontinus et leur réunion est F' tout entier. Soit T, = #(VY) ;

la suite (T,) est croissante et T = L”J T,; montrons que chacun

des T, est p-mesurable. En effet, Dn 'V, est dense dans V, ; pour
tout y e D n V,, soit Sy Pensemble des¢e T tels que [(¥,£(¢))| < 1;
I’hypothése entraine que chacun des Sy est mesurable, et T, est
Pintersection de la famille dénombrable des Sy (¥ye D nV,). Cela
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étant, pour toute partie compacte K de T et tout ¢ > 0, 1l existe

un entier n tel que w(K - (K nT,)) < ;;, puis une partie compacte
Ky de KnT, telle que p((KnT,) - K,) < Z; enfin, il existe une

partie compacte K, de K, telle que u(K; -~ K, < %, et que les restrie-

tions a K, de toutes les fonctions (y, f>, ouye D, soient continues
(chap. IV, § 5, n° 1, prop. 2). Comme I’ensemble £(K,) c {(T,) c V3
est équicontinu, la topologie induite par o(F', F) sur £(K,) est
identique & la topologie de la convergence simple dans D (Top.
gén., chap, X, 2¢ éd., § 2, no 4, th, 1) ; par suite, la restriction de £
a K, est continue, d’oll notre assertion dans ce premier cas.
Passons au cas général. S1 z’ est une forme linéaire continue

sur F, sa restriction z, a F, est continue ; comme F = U F., le
n

dual ¥’ de F peut étre identifié (algébriquement) & un sous-espace
vectoriel du produit IIF;, et on a pr.z’ = z,. En outre, toute
n

partie finie de F étant contenue dans 'un des F,, la topologie
o(F', F) n’est autre que la topologie induite par la topologie pro-
duit des topologies o(F,, F,). Cela étant, si f est scalairement
w-mesurable, pr,of est scalairement p-mesurable, puisque pour
tout t e T, pra(¥(t)) est la restriction de f(¢) & F,.. La premieére partie
de la démonstration montre que pr, o f est u-mesurable pour tout r,
et il en est donc de méme de f (chap. IV, § 5, n° 3, th. 1).

6. Applications : 1. Extension d’une fonction continue a un
espace de mesures.

Soient T un espace localement compact, F un espace locale-
ment convexe séparé et gquasi-complet, £ une application continue
de T dans F ; si p est une mesure positive sur T, & support com-
pact S, §(S) est compact ; Penveloppe fermée convexe de £(S) est
alors compacte (Esp. vect. top., chap. III, § 2, n° 5), donc f est

scalairement p-intégrable et on affdp. e F(n° 2, cor.de la prop. 5).

S1 maintenant A est une mesure réelle quelconque a support
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compact, " et A~ sont des mesures positives & support compact ;
sl on pose] .fdl ———ffdk* ~ffd7\‘, on vérifie aussitot (en utilisant
larelation (A + w)* + A+ =r"+p" 4+ (A 4+ u)7) que A —>ffd)\

est une application [inéaire de 'espace C'(T) des mesures d support
compact sur T, dans I’espace localement convexe F.

Notons maintenant que 'espace ¢'(T) peut étre identifié au
dual de Vespace ((T) des fonctions continues numériques sur T
(d’ou sa notation), lorsqu’'on munit €(T) de la topologie de la
convergence compacte (e que nous supposerons toujours dans ce n°
et le suivant) : en effet on sait d’une part (chap. III, § 3, no 4,
prop. 11) que les mesures sur T qui peuvent étre prolongées en
des formes linéaires continues dans ¢(T) sont les mesures a sup-
port compact, et inversement, la restriction a Jy(T) d’une forme
linéaire continue sur C(T) est une mesure (la topologie de J(T)
étant plus fine que celle induite par la topologie de C(T)).

PropositioN 14. — Soient T un espace localement compact,
F un espace localement convexe séparé et quasi-complet, § une appli-
cation continue de T dans F. Si on munit Uespace C'(T) des mesures
sur T a support compact, de la topologie de la convergence uniforme

dans les parties compactes de C(T), Uapplication 7\—>f£d7\ est

Uuntque application linéaire continue f de C'(T) dans F telle que
f(s;) = f(¢) pour tout teT.

Pour établir Punicité du prolongement, il suffit de voir que les
mesures ponctuelles s forment un ensemble total dans C'(T) :
comme le dual de ¢'(T) est &(T) (Esp. vect. top., chap. IV, § 2, n° 3,
th. 2), il suffit de remarquer que toute fonction g e &(T) orthogonale
a toutes les mesures ¢ est égale a O par définition (Esp. vect. top.,
chap. 1V, § 2, n° 3, Remarque).

Montrons maintenant que ~—>j fda est continue. Soit V un

voisinage convexe fermé équilibré de 0 dans F; il suffit de
prouver qu’il existe une partie relativement compacte L de ¢(T)

telle que les relations ae L0 et 2’ e VO entrainent ',<J fda, Z’> <1,
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f<f, z') A

z' parcourt V°, 'ensemble L des fonctions numériques (£, 2') est
relativement compact dans ((T). Comme V° est borné pour
o(F', F), la borne supérieure des nombres |(f(z), z') pour teT
fixe, 2’ parcourant VO, est finie; en vertu du th. d’Ascoli (Top. gén.,
chap. X, 2¢éd., § 2, n° 5, cor. 2 du th. 2), il suffit donc de montrer
que I'ensemble des (£, z') (z' € V) est équicontinu. Mais, pour tout
loeT et tout § > 0, il existe par hypothése un voisinage W de ¢,
dans T tel que f(t) — f(¢,) €3V pour tout te W; on en conclut
1{1(t), 2') - (¥(to), 2')| < & pour tout te W et tout z’ e V?, ce qui
achéve la démonstration.

ou encore

< 1. Pour cela, on va montrer que lorsque

Remarques. — 1) L’application ¢ — & est un homéomor-
phisme de T dans V'espace C'(T); en effet, si L est une partie
compacte de ¢(T), et 4, e T, il existe (chap. X, 2¢ éd., § 2, n° 5,
cor. 2 du th. 2), un voisinage W de f, tel que | g(f) - g(t;) | < 1
pour tout ¢ e V et toute fonction ge L, donc e, — &, € Lo pourt e V,
ce qui démontre la continuité de ¢t — ¢, ; on sait par ailleurs que
Papplication réciproque est déja continue pour la topologie vague
(chap. III, § 2, n° 7, prop. 6), donc a fortiori pour la topologie
de la convergence uniforme dans les parties compactes de ¢(T). Si
alors on identifie T et son image dans ¢'(T) par ¢t — =, on peut

dire que A — f fd) est 'unique prolongement continu de f en une

applieation linéaire.
2) On notera que dans la démonstration de la continuité de

A — f fda, on n’a pas utilisé le fait que F est quasi-complet. La
conclusion de la prop. 14 est donc encore valable sans cette hypo-
thése, lorsqu’on sait par ailleurs que { fdu. e F pour toute mesure

positive p a support compact.

Supposoh§ maintenant que #(T) soit une partie bornée de F.
Alors, pour toute mesure positive bornée psur T, f est scalairement

u-intégrable et on affdu e F (n° 2, prop. 8). Si A est une mesure
réelle bornée quelconque sur T, A* et A~ sont bornées, et on voit

aussit0t que A — f’idx définie comme ci-dessus est une application
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linéaire de 'espace IMY(T) des mesures bornées sur T, dans I’espace
localement convexe F, qui prolonge évidemment I’application

A — J fd) de C(T) dans F.

Prorosirion 15. — Soient T un espace localement compact,
F un espace localement convexe séparé et quasi-complet, £ une appli-
cation continue de T dans F telle que ¥(T) soit borné. Si on munit
Pespace IMYT) de sa topologie d’espace de Banach, lapplication

linéaire » —>J fd de INYT) dans F est continue.

En effet, pour tout voisinage convexe équilibré fermé V de 0
dans F, il existe ¢ > O tel que £(T) c ¢V ; I'enveloppe convexe fer-
mée B de £(T) est donc contenue dans pV, et elle est compléte par
hypothese. Si alors [All < 1/p il résulte du n° 2, prop. 8, et de la

relation/!]kH = a(T) 4 2(T), que on a f fdre B/pc V.

7. Applications : II. Exlension a un espace de mesures.
d’une fonction continue @ valeurs dans un espace d’opé-
rateurs.

Soient G un espace localement convexe séparé, H un espace
localement convexe séparé et quasi-complet, et désignons par F
Pespace 4(G; H) des applications linéaires continues de G dans H,
‘muni de la topologie de la convergence compacte. L’espace F n’est
pas nécessairement quasi-complet, et si¢ — U(¢) est une application
continue de T dans F et . une mesure positive sur T, & support

compact, on n’'a pas néoessairementhdp. e F (exerc. 27). Toute-

fois, si pour toute partie compacte K de T, U(K) est équicontinu,
son enveloppe convexe équilibrée dans F est aussi équicontinue
(Esp. vect. top., chap. I11, §3, n°5), et comme H est quasi-complet,
ladhérence de cette enveloppe convexe sera une partie compléte
de F (Esp. vect. top., chap. 111, § 3, n° 7, th. 4) ; on aura donc bien

v

alors ’ Udp e F (n° 2, prop. 8).

(%
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La condition supplémentaire imposée a U peut s’exprimer
autrement :

Lemme 3. — Sotent G, H deux espaces localement convexes, U
une application d'un espace localement compact T dans 4(G; H). Les
conditions suivantes sonl équivalentes :

a) L’application (t, x) — U(t) . x de T X G dans H est continue.

b) Pour toute partie compacte K de T, U(K) est équicontinu,
et il existe un ensemble total D c G tel que pour tout xe D, Uapplica-
tion t - U(t).x soit continue dans T.

De plus, lorsque U vérifie ces conditions, U est une application
continue de T dans ¥(G; H) munt de la topologie de la convergence
compacte.

Pour voir que a) entraine b), observons que pour tout voisi-
nage V de 0 dans H et tout ¢ e K, il existe par hypothése un voisi-
nage L, de ¢ dans T et un voisinage W, de 0 dans G tels que les
relations ¢' e L, et xe W, entrainent U(!').xe V. Il suflit de re-
couvrir K par un nombre fini de voisinages Ly et de prendre

W :I » IVV,1 pour avoir U(t).xeV lorsque te K et xe W, ce

qui démontre ’équicontinuité de U(K).

Inversement, supposons vérifié b) ; il suffit de montrer que
pour toute partie compacte K de T, 'application (¢, x) — U(?) . x est
continue dans K x G. Soit M = U(K) ; comme M est équicontinu,
il en résulte que sur M, la topologie de la convergence simple dans
G est identique a la topologie de la convergence simple dans D
(Top. gén., chap. X, 2¢ éd., §2, n°4, th. 1); 'hypothése b) entraine
done que ¢ — U(t) est une application continue de K dans (G ; H)
lorsqu’on munit £(G; H) de la topologie de la convergence simple.
D’autre part, (A, x) —> A.x est une application continue de M X G
dans H lorsqu’on munit M de la topologie de la convergence simple
(Top. gén., chap. X, 2¢¢d., §2,n° 2, cor. 4 de la prop. 1). Comme
Papplication (¢, x) — U(1) . x se factorise en (4, x) — (U(1), x) — U(t) . x,
on en conclut qu’elle est continue.

Enfin, la derni¢re assertion du lemme résulte de ce que, sur M,
la topologie de la convergence compacte est identique a celle de la
convergence simple (Top. gén., chap. X, 2¢éd., § 2, n® 4, th. 1).
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Supposons donc que U vérifie les conditions du lemme 3 ;

alors (si H est quasi-complet), on définit comme au n° 6 une appli-

cation linéaire 2 —>] Udn de €(T) dans F = 4(G, H). Nous pose-

rons (%) :] Udn.

ProposiTioN 16. — Soient G, H deux espaces localement
convexes séparés, H étant supposé quasi-complet. Soit U une appli-
cation de T dans (G ; H) telle que (t, ) — U(t).% soit une appli-
cation continue de T x G dans H. Alors Uapplication bilinéaire
(x, %) = U(2).x de C'(T) x G dans H est hypocontinue relativement
aux parties équiconiinues de C'(T) et aux parties compactes de G (ce
qui entraine que U'application linéaire » — U(2) de C'(T) dans F est
continue).

La continuité de »-> U(2) comme application de €¢'(T) dans F
résulte du lemme 3 et de la Remargue 2 suivant la prop. 14 du n° 6.
Reste donc & prouver que pour tout voisinage convexe, équilibré
et fermé V de 0 dans H et toute partie équicontinue N de C'(T),
il existe un voisinage W de 0 dans G tel que les relations xe W,
re N entrainent U(r).xe V. On peut supposer que N = S° out S
est un voisinage de 0 dans C(T), et par suite on peut supposer que S
est I’ensemble des fonctions g e C(T) telles que | g(1)| < 1 dansune
partie compacte K de T. I1 suffit de montrer que | (U(2).x, x')| < 1
pour xe W, x'e V° et A& 8% Or, comme U(K) est équicontinu, il
existe un voisinage W de 0 dans G tel que les relationste K, xe W
entrainent U(t).xe V ; les relations xe W, x’ € V° entrainent done
que la fonction ¢ - (U(?).x, x') appartient & S, et par suite, que

(U0).x, 5] — Uw(t).x, x') dat)

< 1. par définition de SO

Supposons maintenant que U soit une application continue
de T dans F et en outre que U(T) soit équicontinu. Alors, le méme
raisonnement que ci-dessus montre (puisque H est quasi-complet)

que pour toute mesure positive bornée v sur T, on andp.e F.

On définit donc comme plus haut une application linéaire
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7\—->J Udx = U(») de MYT) dans F prolongeant I'application

analogue de C'(T) dans F. En outre, pour tout voisinage convexe
équilibré fermé V de 0 dans H, il existe par hypothése un
voisinage W de 0 dans G tel que pour tout xe W et tout te T,
on ait U(t).xeV, et par suite (V étant faiblement fermé)

~

J (U(t)y.x)dNt) e [ 2||.V (n° 2, prop. 5). Autrement dit :

Prorosition 17. — Soient G, H, deux espaces localement
convexes séparés, H étant supposé quasi-complet. Soit U une applica-
tion de T dans £(G; H) telle que (t, x) — U(t).X soit continue dans
T X G, et que U(T) soit équicontinu. Alors si on munit MYT) de sa
topologie d’espace de Banach, Uapplication bilinéaire (A, x) — U(2).x
de MMYT) X G dans H est continue (ce qui entraine en particulier
que Uapplication linéaire » — U(2) de NMY(T) dans 4G ; H) est conti-
nue lorsqw’ on munit X(G, H) de la topologie de la convergence bornée).

Proposition 18. — Soient Gy, G, H,, H, quatre espaces
localement convexes séparés, H, et H, étant supposés quasi-complets.
Soient A : Gy — Gy et B : Hy — H,deux applications linéaires conti-
nues. Sotent Uy : T —$(Gy; Hy), U, : T — YG,; Hy) deux appli-
cations vérifiant les conditions de la prop. 16 (resp. 17), et sup-
posons que pour tout t€T on ait Bo Uy(t) = Uy(t)o A. Alors, pour
loute mesure & support compact (resp. bornée) » sur T, on a
BoUy(d) = Uyr) - A.

En effet, pour tout xe G, on a (n° 1, prop. 1)

(BoUy(3).x = / (B U1) . x)dx(1)
= / (U)o A) . R)AND) = U,(2) . (4 . %).

Remarques. — 1) Supposons que G et H soient des espaces de
Banach, et soit U une application de T dans £(G; H) telle que
(¢, ) = U(t).x soit continue dans T X G. Notons que cela entraine
que la fonction finie ¢-+| U(¢)|| est bornée dans toute partie
compacte de T et semi-continue inférieurement dans T, étant 'en-
veloppe supérieure des fonctions continues ¢t — | U(t).x| lorsque x
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parcourt la boule |x| < 1 dans G. Posons A1) = || U()|. Alors,
pour toute mesure positive u sur T telle que & soit p-intégrable,

on a encorerdp.eff(G; H). En effet, la mesure v = h.yu est

bornée par hypothése ; il existe donc une partition de T formée
d’un ensemble v-négligeable N et d’une suite (K,) de parties
compactes. Le raisonnement fait au début de ce n°, appliqué

a la mesure g@g,.¢ montre que A, =fcpxnUdp.EF= G; HY,

et en outre (n° 2, prop. 6) || 4all gj oxg || Ul die < v(Ky). La série
de terme général 4, est donc absolument convergente dans espace

de Banach %G ; H), et il est immédiat que sa somme esthdp

fUdu fHUde«

2) Supposons que G = H soit quasi-complet, et que U vérifie
les hypothéses de la prop. 16. Soient M une partie partout dense
de 'espace C'(T), pour la topologie faible o(C'(T), C(T)), et soit X un
sous-espace vectoriel fermé de H tel que U(M\)(X) c X pour toute
mesure Ae M. Alors on a aussit U(t)(X)c X pour tout teT : en
effet pour tout xe X et tout x"'e H' orthogonal & X, on a par
hypothése <U(7\).x, x') =0 pour tout aeM, ce qui sécrit

et que l'on a

f( U(t).x, x') da(t) = 0. La fonction continue ¢ — (U().x, x'),

étant orthogonale a M, est donc 0, ce qui donne (U(f).x, x') = 0
pour tout x e X°, d’ou U(t).xe X pour tout teT et tout xe X,
et cela démontre notre assertion.

§ 2. Mesures vectorielles

1. Définition d’une mesure veclorielle.

La définition d’une mesure donnée au chap. III, § 2, n° 2 se
généralise comme suit :
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DériNiTioNn 1. — Sout I un espace localement convexe séparé
sur R. On appelle mesure vectorielle sur I a valeurs dans F toute
application linéaire continue de Uespace J(T) dans F.

La déf. 1 peut encore s’exprimer de la fagon suivante : une
mesure vectorielle sur T a valeurs dans I¥ est une application li-
néaire m de Ji(T) dans I telle que, pour toute partie compacte K
de T, la restriction de m & (T, K) soit continue pour la topologie

de la convergence uniforme. Si fe h(T), on écrit encore [fdm ou
f f(t)dm(t) au lien de m(f). Les mesures a valeurs dans R (c’est-

a-dire les mesures définies au chap. 111, § 2, n°® 2) sont parfois
appelées mesures réelles ou mesures scalaires sur T.

Ezemples. — 1) 1application identique de R(T) est une me-
surc vectorielle sur T & valeurs dans Ji(T).

2) *Soient H un espace hilbertien complexe, £(H) I'algébre
normée des endomorphismes continus de H. Soit A une sous-
algébre de £(H), commutative, fermée, autoadjointe et contenant
Pidentité ; on démontre qu’il existe un espace compact X et un
isomorphisme de [Palgébre normée A sur P'algébre he(X) des
fonctions complexes continues dans X, munie de la norme
17l = sup | f(x)]|. 1 isomorphisme réciproque, restreint a J(X),

zeX

est une mesure m sur X, a valeurs dans %(H), telle que
m(fg) = m(f)m(g).«

Remarques. — 1) Pour qu’une application linéaire m de Ji(T)
dans F soit une mesure vectorielle, il faut et il suffit que, pour
toute partie compacte K de T, 'image par m de la boule unité
Il €1 de (T, K) soit bornée dans F. L.a notion de mesure vecto-
rielle & valeurs dans F est donc la méme pour toutes les topologies
localement convexes séparées sur I' admettant les mémes en-
sembles bornés, et en particulier pour toutes les topologies compa-
tibles avec la dualité entre I' et F' (Esp. vect. top., chap. IV, § 2,
no 4, th. 3).

2) Soient T; un espace localement compact, F; un espace
localement convexe séparé sur R, u une application linéaire conti-
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nue de W(T,) dans W(T), ¢ une application linéaire continue de I
dans F,. Si m est une mesure vectorielle sur T a valeurs dans F,
vomou est une mesure vectorielle sur T, a valeurs dans F.. En
particulier, si g est une fonction numérique finie et continue dans
T, / — m(gf) est une mesure vectorielle sur T a valeurs dans F, que
Pon note g.m ; si 2 est une seconde fonction numérique finie et
continue dans T, on a g.(h.m) = (gh). m.

3) Comme Vespace JH(T) est limite inductive des espaces de
Banach R(T, K), et en particulier est tonnelé (Esp. vect. top.,
chap. ITI, § 1, n° 1, cor. de la prop. 1 et n® 2, prop. 2), pour qu'une
application linéaire m de Ji(T) dans F soit une mesure vectorielle,
il faut et il suffit que, pour tout z’ € F’, 2z’ - m soit une mesure sca-
laire sur T (Esp. vect. top., chap. 1V, § 4, no 1, prop. 1 et n° 2, cor.
de la prop. 7).

4) Compte tenu de la remarque 1, la prop. 1 du chap. 111, § 3,
n° 1 et sa démonstration sont encore valables pour les mesures
vectorielles. On peut done encore définir le support d’une mesure

vectorielle m sur T comme le complémentaire du plus grand
ensemble ouvert Uc T tel que la restriction de m a U soit nulle.

2. Intégration par rapport a une mesure vectorielle.

Soit m une mesure vectorielle sur T, & valeurs dans F. Pour
tout z’' e F', 'application z’om est une mesure scalaire sur T, dé-
pendant linéairement de z'. Si f est une fonction numérique définie
dans T, nous dirons, par abus de langage, que le couple (f, m)
posséde une propriété P si, pour tout z’' e F', le couple (f, | 2" om|)
possede la propriété P. Par exemple, on dira que f est essentielle-
ment intégrable pour m s, pour tout z’ € F’, la fonction f est essen-
tiellement intégrable pour |z’ o m|. Il revient au méme de dire que f
est essentiellement intégrable pour chacune des mesures (2’ om)*
et (z'om)” (chap. V, § 3, n° 5, cor. 1 de la prop. 6).

Prorosition 1. — Sotent m une mesure vectorielle sur T a
valeurs dans ¥, [ une fonction numérique sur T, essentiellement
intégrable pour m. L’application

z’ —>ffd(z’ om)* -—/q]‘d(z’om)‘

est une forme linéaire sur ¥’.
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~ Si on désigne cette application par @, il est immédiat que
®(rz') = 2A®(z’) pour tout reR. Tout revient a voir que
Oy’ + 2') = O(y') + ®(z'). Posons p=|yem| -+ |z om|; en
vertu du th. de Lebesgue-Nikodym, on peut alors écrirey’ em = g.
et zom = h.y, ou g et h sont deux fonctions numériques locale-
ment p-intégrables et bornées (chap. V, § 5, n° 5, th. 2) ; en outre,
ona(yem)" =g pet(yom)” = g .u, et les relations analogues
lorsque y’ est remplacé par 2z’ (resp. ¥’ + z') et g par h (vesp. g + h).
Cela étant, il est immeédiat que f est essentiellement p-intégrable
(chap.V, §3, n°5, cor. 1 de la prop. 6), et larelation a démontrer se
réduit & (g + A)* - (g + A" = (g"—g") + (A" =Rk, qui est évidente.

DErFINITION 2. — Soient m une mesure vectorielle sur T a
valeurs dans F, | une fonction numeérique sur T, essentiellement
intégrable pour m. On appelle intégrale de f par rapport ¢ m et on

note m(f) ouffdm[ ou encoref]‘(t)dm(t) U'élément de F'* défini par
(1) (o, | fam) = [ fa(aom)' - | i’ o

Remarquons que si feR(T), l’élémentf]’dm ainsi défini
coincide avec I'élément noté de mémeau n® 1, car le second membre
de (1) est alorsffd(z’om) = z'(m(f)) par définition. En outre, si

on applique en particulier la déf. 2 au cas ou F = R, on voit que
pour tout z’' € F', f est essentiellement intégrable pour la mesure
réelle z’om, et que le second membre de (1) peut s’écrire

ffd(z’ om).

Supposons f essentiellement intégrable pour m, et soit z' e F'.
Posons w = |2’om|; en vertu du th. de Lebesgue-Nikodym,
on peut écrire zom = g.u, ou g est localement w-intégrable
et ||gll <1, et la démonstration de la prop. 1 montre que

f]‘d(z’om) =ffgdy.. On a par suite

< [111d] -m],

i

(2)

ffd(z' - m)
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Il est clair que U'ensemble des fonctions numériques finies
essentiellement intégrables pour m est un espace vectoriel sur R ;
nous désignerons par £(m) cet espace muni de la topologie locale-
ment convexe la moins fine rendant continues toutes les formes

linéaires f»ffd(z’om), ou z' parcourt F'. On notera qu’en

général Pespace localement convexe {(m) est non séparé.

Ezemple. — Prenons pour m 'application identique de K(T)
sur lui-méme. Comme le dual de H(T) est I'espace ON(T) des
mesures scalaires sur T, les fonctions f e ¥(m) sont celles qui
sont essentiellement intégrables pour toute mesure scalaire p (cf.

exerc. 1), et l’intégrale/fdm est la forme linéaire p —>/fdy. sur

MY(T). On ne peut avoir/ fdu. = 0 pour toute mesure p. e N(T)
que si f = 0, comme on le voit en prenant p. = =, ol ¢ est arbi-
traire dans T ; autrement dit 'application j—-)/ fdm est une

injection de 4(m) dans le dual algébrique de DI (T), qui prolonge

I

Vapplication identique de J(T). La relation / jdme F — %(T)

est donc équivalente a f e K(T).

Soit u une application linéaire continue de F dans un espace
localement convexe séparé G, et notons encore u son prolongement,
par bitransposition en une application linéaire de F'* dans G'*
(§ 1, no 1). Avec cette convention :

ProrositioN 2. — Toute fonction numérique | essentiellement
intégrable pour m est essentiellement intégrable pour uom, et on a

'[fd(uom) = u( [;‘dm\).

La proposition est évidente, compte tenu de Iégalité
y' ouom = ‘u(y’)em pour tout y' e G'.

En général, si fed(m), l’intégrale/ fdm appartient a F'*

mais non a F (voir Exemple ci-dessus). Cependant :
Bourbaki XXV, 3
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Prorosition 3. — Sil'image par m de 'ensemble des [ € Ji(T)
telles que sup | f(t)| < 1 est fatblement relativement compacte dans F,
te T

alors on a f fdm e F pour toute fonction numérique bornée f essen-

tiellement intégrable pour m.
Soit A D'ensemble des fef(m) telles que sup |f(t)]| <1, et
te

soit B = A nJ{(T) : par hypothése, m(B) est faiblement relative-
ment compact dans F, et il suffit donc de montrer que m(A) est
contenu dans l'adhérence (dans F'*) de m(B) pour la topologie
o(F'*, F') ; comme m(B) est convexe et équilibré, il suftit de prou-
ver que le polaire de m(B) dans F’ est contenu dans celui de m(A)
(Esp. vect. top., chap. IV, § 1, n° 3, prop. 3). Or, pour qu'une
forme linéaire 2’ € F’ appartienne a (m(B))?, il faut et il suffit que

(2, m(g))| = fgd(z'om)

qui signifie que la mesure scalaire | z' om| est bornée et de norme
< 1 (chap. I1I, § 2, n° 6, prop. 3) ; mais d’aprés (2) cette derniere
condition entraine l<z’, m(]‘)>| < 1 pour toute fonction fe A,
d’ou z’ € (m(A))°.

< 1 pour toute fonction geB, ce

CoroLrLaire 1. — Si, pour toute partie compacte K de T,
Pimage par m de l’ensemble des f e J(T, K) telles que sup |f(1)]| < 1
ieT
est relativement fatblement compacte dans F, alors on a f fdme F
pour toute fonction felX(m) bornée et & support compact, et
‘J fdm e F'' pour toute fonction fe ¥(m).

La premiére assertion se déduit immédiatement de la prop. 3 :
si f est bornée et a support compact, et s1 U est un voisinage ouvert
relativement compact du support de f, la restriction de m au
sous-espace Ji(U) est une mesure my sur U qui vérifie les conditions

de la prop. 3, et on af]‘dml, :ffdm (chap. V, § 7, no 1, th. 1),

doncffdm eF.
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Soit maintenant f quelconque dans £(m) ; pour toute partie
compacte K de T et tout entier n >0, soit f,x la fonction
numérique sur T définie comme suit : si t& K, fux(f) = 0; s
te K et [f(t)] < n, fax(t) = f(t); enfin, si te K et [f(2)] > n,
fax(t) = nf(t) /] /() |- 11 est clair que pour tout te T, f(1) est limite
de fn,K ) suivant le filtre produit du filtre de Fréchet par le filtre
des sections de I'ensemble ordonné {filtrant croissant) des parties
compactes de T. Comme | fn, x| < |f], il résulte du th. de Lebesgue
et de la prop. 8 du chap. V, § 2, n° 2, appliqués a chaque mesure
scalaire |z om|, que [, x converge vers f dans ¥(m) suivant le

filtre précédent. Par suite, l’intégraleJ fdm est adhérente dans

F'* (pour la topologie s(}'*, F')) a 'ensemble M des m(f,, x). Mais
la premiére partie du corollaire montre que M c I, et d’autre part,

pour tout z'eF’, on a |(z', m(fax))]| gf[f{d]z’om[, ce qui

montre que M est borné dans Fg, et par suite dans F (Esp. vect. top.,
chap. IV, § 2, no 4, th. 3). Le lemme 1 du § 1, n° 2 montre donc que

ffdm cF".

ConroLLAIRE 2. — St IV est semi-réflexif, on aj fdme F pour

toute fonction numérique | esseniiellement intégrable pour m.

3. Mesures vectorielles majorables.

Soit ¢ une semi-norme semi-continue inféricurement sur F.
Nous désignerons par A, l'ensemble des z'eF’ tels que

< g(x) pour tout xeF. (’est le polaire dans F' de
l’ensemble des xe F tels que ¢(x) < 1; pour tout xeF, on a

g(x) = sup |(x z')|.
z' € 4Aj

DEFINITION 3. — Soit m une mesure vectorielle sur T a valeurs
dans F. St g est une semi-norme semi-conlinue inférieurement sur I,
on dit que m est g-majorable s’il existe une mesure positive u telle
que |2’ om| < p pour tout z' € Ay ; la borne supérieure des mesures
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| 2 om| lorsque z' parcourt A, (chap. III, § 2, n°® 4, th. 3) se note
alors g(m). On dit que m est majorable si elle est g-majorable pour
loute semi-norme ¢ continue sur F.

Sim et m’ sont toutes deux g-majorables, il est immédiat que
m -+ m' est aussi ¢g-majorable et que 'on a

¢(m + m’) < ¢(m) + g(m’).
Lorsque I est un espace normé, dont la norme est notée
x|, dire que m est majorable signifie done que les mesures [z om
q ) g q )

ou |2'| < 1, sont majorées par une méme mesure positive; on
note alors | m| la borne supérieure de cette famille de mesures.

Si F = R, la mesure |m |, correspondant & la norme eucli-

dienne | z| sur R, coincide avec la mesure notée | m | au chap. ITI,
§ 2, n° 4.
ProrosiTioN 4. — Sotent (Fiigign une famille finie d’es-

n
paces localement convexes séparés, ¥ = Il F; leur produit, g

=1

(1 < t < n) une semi-norme semi-continue inférieurement sur b,

¢ la semi-norme sur F définie par q(%,...,X,) :.Z qi(x;). St

t=1
m; (1 < ¢t < n) est une mesure vectorielle sur T a valeurs dans F;
el gi-majorable, la mesure m = (m,,..., m,) a valeurs dans ¥ est

q-majorable.

En effet, le dual F' s’identifie a IIF; de facon que

i=1

n
si x=(x)eF, 2/ =(z)eF', on ail x,z =3 (x.2z". Si

;

=1
|<x7 z’>] < ¢(x) pour tout xe F, on a en particulier Kx,;, z§>i 269
pour 1 < t < n, et la réciproque est évidente, ce qui montre que
Iensemble A, est le produit des Ag. Comme par hiypothése on a

| ziom;| < ¢;(m;) pour z, € A, on en conclut que
n T

[z'om| < ¥ |ziom;| < X gi(m)
i=1 i=1

pour tout z’'e A, ce qui démontre la proposition.
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CoOROLLAIRE. -— Si l'espace F est de dimension finte, toute
mesure vecltorielle m ¢ valeurs dans ¥ est majorable. Pour qu une
fonction numérique soit essentiellement intégrable pour m, ul faut et il
suffit quelle soit essentiellement intégrable pour |m| (| x| désignant

une norme quelconque sur F).

Prorosition 5. —— Soit ¢ une semi-norme semi-continue infé-
rieurement sur F. Sott m une mesure g-majorable, et soit f une fonction

essentiellement tntégrable pour m et telle que} fdme F. Alors on a

o fram) < |1l dggan

e/ J (%

En effet, on a

q( /fdm>: sup/f(z',/fdm/f < sup, / [f|d]z om]| <
1% . zEAqb

/ z’EA,[

KX

/ |f]dg(m)

N (%

en vertu de (1) et de la relation |2’ om| < ¢(m) pour z' e A,.

ProprosiTioN 6. —— Sotent ¥ un espace localement convexe
séparé quast-complet, m une mesure majorable sur T a valeurs dans
F. St f est une fonction numérique essentiellement intégrable pour
loutes les mesures g(m) (g parcourant Uensemble des semi-normes
continues sur F), alors | est essentiellement intégrable pour m, et

Uon aj fdme F.

Nous utiliserons le résultat auxiliaire survant. Soit (u,).e1 une
famille filtrante croissante de mesures positives sur T. Désignons
par £'((w.),e1) I'espace vectoriel des fonctions numériques finies
sur T, essentiellement p,-intégrables pour tout vel, muni de la
topologie définie par les semi-normes f — w,(|/|) (v I). Soit f, le
sous-espace vectoriel de $((n,), ) engendré par les produits gex
ou g parcourt I’ensemble des fonctions numériques finies continues
dans T et K I'ensemble des parties compactes de T.

Lemme 1. — Lorsqu’on munit £y et Ji(T) de la topologie induite
par celle de (), e 1) : ‘
a) tout élément de Ly est adhérent a une partie bornée de K(T) ;
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b) tout élément de P ((w,). 1) est adhérent a une partie bornée
de L.

Pour démontrer a), on peut se restreindre au cas d’un ¢lément
de la forme f = go, (g€ C(T), K compact dans T). ] est immédiat
(en vertu du th. d’Urysohn) que f est adhérente & I'ensemble B
des fonctions de la forme gh, o & décrit 'ensemble des applica-
ttons continues de T dans [0, 1], égale a 1 dans K et & 0 dans le
complémentaire d’un voisinage compact fixe H de K. De plus,
Pensemble B est borné, car p(] gh|) < p(] goa|) pour toute fone-
tion A& ayant les propriétés précédentes.

Démontrons maintenant b) : on peut se restreindre au cas d’un
élément [ > 0 de '((u,).e1). Pour tout ve I et tout ¢ > 0, il existe
une partie compacte K(i, ) de T telle que la restriction de f a

K(t, €) soit continue et que p(|f— forwe|) < e Il est clair que f
est adhérente a 'ensemble C des fogn e (ou el e > 0). En vertu
du th. d’Urysohn, lensernble C est contenu dans £y ; de plus, il est
borné, car on a p(feree) < wf) quels que soient vel, xel

et e > 0.

Démontrons maintenant la prop. ¢ : pour toute fonc-
tion ged(T) et toute semi-norme continue ¢ sur I, on a

q< {0dm> / | g1 d(g(m)) (prop. b), ce qui entraine que 'applica-

tion gﬁ[gdm de K(T) dans F est continue lorsqu’on munit

HK(T) de la topologie induite par celle de ((¢(m)),eq) (Q en-
semble des semi-normes continues sur F). Par suite, d’aprés le
lemme précédent, et la prop. 8 de FEsp. vect. top., chap. 111, § 2,
n° 5, cette application se prolonge par continuité, tout d’abord
en une application linéaire continue ¢, de £, dans F, puis en une
application linéaire continue ¢ de £*((q (m))qEQ) dans F. En outre,

pour tout z’'eF') la relation <z’, o(f)> :j fd(z’' - m) est vraie
par définition de ¢ pour toute fe J(T) ; comme |2z om| < g(m)
pour g(z) = |(z', z)|, l'application f—»[}‘d(z’om) est continue

dans $%((g(m)),eq), donc on a encore par continuité, la relation
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<z’, v(f)> :J ‘fd(z’om) pour toute fonction fe t(g(m));eq). On

en conclut ¢(f) :ffdm, ce qui achéve la démonstration.

4. Mesures veclorielles de base p.

DerFiNiTION 4 — Soit p une mesure positive sur Y. On dit
qu’ une mesure vectorielle m sur T, @ valeurs dans F, est une mesure
de base y. 8’1l existe une application £ de T dans ¥, scalairement loca-

Pl

lement w-intégrable et telle que m(g) :] gfdu pour toute fonction

ge WT). On dit alors que § est une densité de m par rapport @ .,
et on écrit m = £.pu.

Il est immédiat que si f; et f, sont deux densités de m parrap-
port a u, f, — £, est scalairement localement p-négligeable (chap. V,
§ 5, n® 4 cor. 2 de la prop. 5) ; rappelons que cela n’entraine pas
en général que i, — f, soit nulle localement presque partout (cf. §1,
exerc. 12 et n° 1, Remarque 2).

Soit m une mesure de base g, de densité f. Pour qu'une fone-
tion numérique g soit essentiellement intégrable pour m, il faut et
il suffit que gf soit scalairement essentiellement p-intégrable
(chap. V, § 3, n° 5 th. 1).

Prorosition 7. — Soit t une application scalairement locale-
ment intégrable par rapport @ une mesure positive u sur T, telle que,

pour toute fonction ge N(T), Uon ait [‘gfdp.e F. Alors Uapplication
g— {gidg de J(T) dans F est une mesure vectorielle sur T, de base p.

et de densité £ par rapport d p.
En effet (n° 1, Remarque 3), il suffit de montrer que, si on pose

m(g) :j gidu, 2’ om est une mesure scalaire pour tout z’ e F'.
Vel
Mais comme z'(m(g)) = ’ gz f)dy, on a zom = (z, 1)y,

d’ou notre assertion.
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Prorosition 8. — Sotent p. une mesure positive sur T, m une
mesure sur T & valeurs dans ¥, de base p. et de densité £ par rapport
a w. Soit q une semi-norme semi-continue inférieurement sur I.

a) Si, pour toute partie compacte K de T, U'intégrale supérieure

*%
/ (gof)dw est finie, alors m est g-majorable.
K

b) Si m est g-majorable, alors ¢(m) est de base w; st de plus f
est w-mesurable en tant qu’application de T dans F;, alors ¢-% est
localement p-intégrable, et on a g(m) = (qof). .

a) Pour toute partie finie J de Ag désignons par 2; la
borne supérieure des mesures |z'om| ou z' parcourt J; si
g; = sup l<z’, f\| on a A = g.u {(chap. V, § 5, n° 4, prop. 5).

zed

Pour toute partie ouverte relativement compacte U de T, soit
%;,uv la restriction de 2, & U; montrons d’abord que lorsque J
parcourt I’ensemble filtrant § des parties finies de Ag, la famille
(%;,v) est majorée dans INYU). En effet, pour toute fonction
h > 0 de h(U), on a

o

[ i, = [ hgde < [ (gonhdu < 12} | (oD

e ' U

d’ou notre assertion (chap. I1, § 2, n° 2). Soit v; la borne supérieure
de cette famille de mesures dans ITL(U). Si U’ est une seconde partie
ouverte relativement compacte de T telle que UcU’, vy est la
restriction de vyr & U, comme il résulte aussitdot de Pexpression de
la borne supérieure d’un ensemble filtrant croissant de mesures
(chap. I, § 2, n° 2) et du fait que %,y est la restriction & U de 2, y-.
Il y a donc une mesure positive v et une seule dont la restriction &
chacun des U soit vy (chap. III, § 3, n® 1, prop. 1), et il est clair
que v = g(m).

b) Comme les mesures A, sont de base p, il en est de méme de
leur borne supérieure ¢(m) (chap. V, § 5, n® 5, th. 2). Si £ est u-me-
surable pour la topologie o(F, F’) sur F, il résulte aussitot des défi-
nitions que 'application ¢ — (g,(f));ey de T dans I'espace pro-
duit R¥ est p-mesurable ; comme la famille (g;) est filtrante

croissante, gof = sup g; est u-mesurable, et pour toute partie
ey %

compacte K de T, on a/ (Qc»f)dp.:sup/

Joo

¢ K K

?

gy < | dg(m)
v K
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(chap. V, § 2, n° 2, prop. 9). Mais cela prouve que gof est locale-
ment p-intégrable et que 2 < (gof).u < ¢(m) pour tout JeF;
d’ou, par définition, ¢(m) = (gof). p.

Remarque. — Supposons qu'’il existe dans A; un ensemble
dénombrable D dense pour o(F’, F); alors la fonction gof est
toujours p-mesurable, car on a g(£(£)) = sup [{z', §(t) )| (chap. IV,

z’€D

§ 5, n° 4, cor. 1 du th. 2). On a alors, pour toute partie compacte K

de T,f*(qot')dp. = sup/ g:dw ou J parcourt 'ensemble filtrant

dénom;rable des par;ies Kﬁnies de D (chap. IV, § 1, no 1, cor. du

th. 3) ; on voit donc que dans ce casla conditionf* (gof)dup < +
X

pour toute partie compacte K de T est nécessaire et suffisante
pour que m soit g-majorable.

ProposiTion 9. — Soit F un espace de Banach de dimension
finie. Toute mesure m sur T a valeurs dans F est une mesure de
base |m|. Sim = £.|m|, on a |i(¢)| = 1 localement presque partout
pour |m|. Pour que m soit de base u, il faut et il suffit que | m| soit
de base p,etsim = g.p,ona |m| =|g|.p.

Soient (e;)1gig» une base de F et (e)1<ign 12 base duale de
F’. Pour tout indice i, on a |ejem| < |m/, donec (chap. V, § 5,
n® 5, th. 2) ejom = k;.[m|, ou & est bornée et | m|-mesurable.
Si on pose h = X he;, on a donc m = h.[m|.Sim =f.[m|, la

prop. 8 montre que [m| = [f|.|m|, d’ou |f()| = 1 localement
presque partout pour |m| (chap. V, § 5, n° 4, cor. 2 de la prop. 5).
La derniére assertion résulte aussitot de la prop. 8.

n
Remarque.— Si z = Xze;, | 2] = $(z1, . . ., 2,) est une fone-
=1

tion continue positivement homogéne dans R” Si on pose
W = ejom = A;.| m|, on a, par définition (chap. V, § 5, n° 9),

q)(y'lr"v y'n) = q’(hl""’hn)']m] = ]h] * lml = lml'
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5. Le théoréme de Dunford-Pettis.

Soit . une mesure positive sur T. On dit qu'une mesure vecto-
rielle m sur T, a valeurs dans F, est scalairement de base w. si, pour
tout 2z’ € F’, la mesure scalaire z’' o m est de base p. Si une mesure
vectorielle m a valeurs dans F est de base g, elle est scalairement
de base p.:eneffet, sim = £. ¢, on a zZ’om = (z’, f>.pc pour tout
z’ e F'. Mais 1l existe des mesures vectorielles qui sont scalaire-
ment de base p sans étre de base u (exerc. 17), et d’autre part il
existe des mesures vectorielles qui ne sont scalairement de
base v pour aucune mesure positive v; on notera toutefois que toute
mesure m majorable & valeurs dans un espace normé est scalaire-
ment de base | m|, en vertu du th. de Lebesgue-Nikodym.

Exemple. — Prenons pour m 'application identique de K(T).
Dire que m est scalairement de base p signifie que toute mesure
réelle sur T est de base w. En particulier, la mesure ponctuelle

e (t e T) doit étre de base p, ce qui exige que p.(%t;} > 0 pour tout
teT, et entraine en particulier que toute partie compacte de T
est dénombrable.

Nous allons dans ce n® démontrer un résultat qui généralise
une des conséquences du th. de Lebesgue-Nikodym, a savoir que
le dual de L(p) est L™ () (chap. V, § 5, n° 8, th. 4), et qui donne
une condition suffisante pour qu’une mesure vectorielle scalaire-
ment de base p soit de base p.

Soit = I'application canonique de £*(w) sur L*(p). Nous di-
rons qu'un sous-espace vectoriel G de L.” posséde la propriété de
relévement §’il existe une application linéaire o de G dans £*(uw)
(dite relévement de G) telle que mep soit l'identité sur G et que
le(H(@)| < N_(f) pour tout teT et tout feG.

On démontre que si p est la mesure de Lebesgue sur R~ 'es-
pace L*(R" u) tout entier posséde la propriété de reléevement
(exerc. 18).

Lemme 2. — Tout sous-espace G de type dénombrable de [es-
pace de Banach L™ (T, p) posséde la propriété de relévement.
Par hypothése il existe une partie dénombrable dense H de G,
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qui soit un sous-espace vectoriel sur le corps @ des nembres ration-
nels ; soit (,) une base (dénombrable) de H sur Q. Pour tout entier
n, soit &, un élément de € tel que =(%,) = h,, et soit o' applica-
tion Q-linéaire de H dans {* définie par ¢'(h.) = ks, ; il est clair
que mop est Iidentité sur H. En outre, pour tout 2e H, on a
[o'(R)(t)| < N_(h) sauf aux points ¢ d’un ensemble localement
négligeable A(R). Soit A la réunion des A(Z) pour he H, qui est
encore localement négligeable. Pour tout 2e H, désignons par
o(k)la fonction 2" e L” telle que h''(t) = o' (R)(t) site Aet A/ (t) = 0
site A. Il est clair que ¢ est une application @-linéairede H dans 1™,
telle que mop soit I'identité sur H et que |g(R)(!)]| < N_ (k) pour
tout he H et tout e T. Comme 4” est un espace de Banach pour
lanorme ||/ || = sup | /()| (chap. IV, § 5, n° 4, th. 2), ¢ se prolonge
te'’r

en une application R-linéaire continue, notée encore ¢, de G dans
4, qui est évidemment un relévement de G.

DEriNiTiON 5. — Soient F un espace localement conveze sép aré,
F; son dual munt de la topologie o(F', F). On désigne par d%; I'espace
vectoriel des applications £ de T dans Fy, telles que £ soit scalairement
u-mesurable et égale scalairement localement presque partout (pour w)
d une application de T dans une partie équicontinue de ¥'. On désigne
par Ly; Uespace quotient de {F; par U'espace des applications scalaire-
ment localement u-négligeables de T dans Fi.

Lorsque F vérifie les hypothéses du § 1, n® 5, prop. 13, les
fonctions de %7 sont u-mesurables pour la topologie faible
o(F’, F), mais ne sont pas nécessairement mesurables pour la
topologie forte sur F’', méme si F est un espace de Banach (§ 1,
exerc. 17). Dans les mémes conditions, les applications scalaire-
ment localement u-négligeables de T dans F; sont identiques
aux applications localement u-négligeables de T dans F (§1,no1,
Remarque 2).

Lorsque F est un espace normé de type dénombrable, les
éléments de £%; sont les applications £ de T dans Fy, telles que £
soit scalairement p-mesurable et que |f| soit bornée en mesure ;
on peut alors définir sur Pespace LF; une structure d’espace normé,
en le munissant de la norme N_ (chap. IV, § 6, n° 3).
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Lemme 3. — Sotent F un espace localement convexe séparé, £ un
élément de {%;. Pour tout zeF, on a <z, f)e%w, et Uapplication
linéaire z — =((z,£)) de F dans L est continue ; si en outre F est

un espace normé, on a N_({z,£)) < |z|.sup [#(2)].
teT

Il est clair par définition que {z, £) est u-mesurable et bornée
en mesure ; en remplacant éventuellement £ par une fonction
appartenant a la méme classe de Ly, on peut supposer en outre
que ¥T)c V° ou V est un voisinage convexe équilibré de 0 dans
F (ce qui ne modifie {z &) que sur un ensemble localement
négligeable, dépendant de z). Alors la relation zeV entraine
|(z,%(t))] <1 pour tout teT, ce qui prouve la continuité de

z—>={(z,1)). La derniére assertion est évidente.

Lemme 4. — Sotent ¥ un espace localement conveze séparé, t un
élément de Y3, Pour toute fonction numeérique gl la fonction gt
est scalairement essentiellement p-intégrable et Uon a fgt‘dge F.

En effet, pour tout zeF, (z, £) appartient & £”, d’ou la pre-

-
miére assertion. En outre, on peut supposer, sans modiﬁerj gidu.,

que ¥(T) c V° o1 V est un voisinage convexe équilibré de 0 dans F.
Alors la relation zeV entraine }<z, f(t)>! <1 pour tout teT,

d’ou1 ](z,fgt‘dg:)l = ;f{z, f>gdul < ‘ﬁl(g),gce qui prouve que
|

[ gidue F'.

TuforEME 1. — Soit F un espace localement convexe séparé,
contenant une partie dénombrable partout dense. Pour toute fonction
tedy, et tout zeF, soit ofz) ==({z,1))eL” ; Uapplication
t — oy définit, par passage au quotient, une bijection linéaire de L,
sur Pespace &(F ; L") des applications linéaires continues de F dans
L”. Si F est un espace normé, cette bijection est une tsométrie.

Vu le lemme 3, la premiére assertion sera démontrée si I'on
prouve que pour toute application continue u de F dans L7, il
existe une fonction fed7, telle que =({z, )] = u(z) pour tout
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zelF, et que la classe de £ dans L§, est déterminée de facon
unique par cette condition. Le second point est immédiat, car si
n((2,£)) =n({z, %)) pour tout zeF, f —f est scalairement
localement négligeable. D’autre part, il existe un reléevement
de w(F) dans 4° (lemme 2). Pour tout teT, Papplication
z — o{u(2))(¢) est une forme linéaire continue sur F, ¢’est-a-dire un
élément i(¢) de F’. La fonction f est scalairement p-mesurable
puisque <z, f> = o(u(z)) €% pour tout zeF ; on a n(<z, £ =
u(z) ; enfin, pour tout teT et tout z appartenant a I'image réci-
proque V par a de la boule unité de L™, on a

(2, 80))| = | p(w(2) (1) | < N, (u(z) < 1

ce qui montre que £(z) € V® pour tout te T.

Si de plus F est un espace normé, ce qui préceéde montre
que sup |£(¢)| < [Jull. Mais d’autre part (lemme 3), on a

teT

N..(u(z) < | 2| . sup | K0)|
te’r
et cette inégalité subsiste lorsqu’on modifie arbitrairement f

dans un ensemble localement négligeable. On en conclut que

lall = N, (|£]).

CoroLLAIRE 1. — Soit I un espace localement convere séparé
contenant une partie dénombrable partout dense. Pour toute fonc-
tion fe¥, tout ze ¥ et toute fonction ge®l, sout Dz, g) =

f(z, f(t)>g(l)dp.(z). L’application £ — Oy définit, par passage au

quotient, une bijection linéaire de Li; sur Uespace B(F, L') des
formes bilinéaires continues dans F X L'. St F est un espace
normé, cette bijection est une isométrie.

En effet, on peut supposer que £(T) est une partie équiconti-
nue de F’. Il est clair alors que ®¢ est séparément continue, et avec
les notations du th. 1 et de I’Appendice, on a (compte tenu de ce
que L” est le dual de L' (chap. V, § 5, n° 8, th. 4)) '&; = ¢ Le
corollaire résulte alors du th. 1 ci-dessus et de I’Appendice, n° 1,
prop. 1 et corollaire.
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CoroLLAIRE 2 (théoréme de Dunford-Pettis). — Soit F un
espace localement convexe séparé contenant une partie dénombrable
partout dense. Pour toute fonction tedF;, et toute fonction gedt,

soit wi(g) :fgfdgEF’ (lemme 4). L’application £ — w; définit,

par passage au quotient, une bijection linéaire de Lz, sur l'espace
R(LY, ¥') des applications linéaires u de 1t dans ¥’ telles que I'tmage
par u de la boule unité de L' soit une partie équicontinue de ¥'. Si F
est un espace normé (auquel cas R(L, F’) est espace des applica-
tions linéaires continues de L' dans le dual fort de F), la bijection
£ — wy est une isoméirie.

Compte tenu de ce que L™ est le dual de L, cela résulte du
corollaire précédent et de ’Appendice, n° 1, prop. 1 et corollaire.

Remarque. — 11 est clair que les applications u e R(L, F')
sont continues pour toute S-topologie sur F' (& recouvrement
de F par des parties bornées). Réciproquement, si on suppose en
outre F tonnelé, toute application linéaire continue de L! dans F'
muni d’'une S-topologie transforme la boule unité de L! en une
partie bornée de I, qui est par suite équicontinue (Esp. vect. top.,
chap. III, § 3, n° 6, th. 2).

CoroOLLAIRE 3. — Soient F un espace localement convexe
séparé contenant une partie dénombrable partout dense, m une mesure
vectortelle sur T a valeurs dans le dual faible F' de F. St 'image par
m de ensemble B des fonctions g de WT) telles que u(| g|) < 1 est
contenu dans une partie équicontinue convere et fermée H' de F',
alors m est de base u et il existe une densité £ de m par rapport d p
telle que ¥(t) € H' pour tout teT.

L’hypothése entraine que m est continue lorsqu’on munit
JR(T) de la topologie induite par celle de £'(u) (définie par la semi-
norme N,) ; elle se prolonge donc en une application linéaire conti-
nue u de ¥*(p) dans le complété G du dual faible de F ; mais comme
H’ est une partie compacte de G et que 'image par u de I’ensemble
B des fe 4! tels que Ny(f) < 1 est contenue dans I’adhérence de H'
dans G, on a u(B) c H’, donc « applique ' dans F’. Comme la rela-
tion Ni(f) < ¢ entraine u(f)ecH’, on a u(g) = 0 si g est w-négli-
geable, et on peut donc appliquer le cor. 2 a I'application de L!
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dans F’ obtenue par passage au quotient a partir de u; d’ou le
corollaire.

COROLLAIRE 4. — Sotent ¥ un espace normé de type dénom-
brable, m une mesure sur T d valeurs dans le dual fort F', majo-
rable pour la norme de F'. Alors m est une mesure de base | m|, et si
m —£.|m|, on a |§()| = 1 localement presque partout pour |m|.

En effet, par hypothése, pour tout ze F tel que |z] < 1, on a
{2, m(g))| < |ml(g]) pour toute fonction ge J(T), et par suite
|m(g)| < |m|(|g|) (Esp. vect. top., chap. IV, § 5, n° 2, prop. 4).
Comme toute boule dans F’ est équicontinue, le cor. 3 s’applique
et montre que m est de base |m]| ; en outre, si m =£.|m]|, £
est | m[-mesurable pour o(F', F) (§ 1, n® 5, prop. 13), et on a
lm| = [f]|.]m]| (n° 4, prop. 8), ce qui démontre le corollaire
(chap. V, § 5, n° 4, cor. 2 de la prop. 5).

Si on applique ce corollaire au cas ol F est de dimension

finie, on retrouve comme cas particulier la premiére partie de la
prop. 9.

6. Dual de Uespace L} (F espace de Banach de type dénom-
brable).

ProposiTion 10. — Soit F un espace de Banach de type dé-
nombrable. Pour toute fonction feif}? et toute fonction gedy;, la
fonction numérique <i, g) > <f(t), g(t)> est essentiellement p-inté-
grable et on a

) ‘ [ e

Pour toute classe g € Ly, soit 8(g) la forme linéaire continue sur

< Ny(HN..(g).

L% déduite par passage au quotient de la forme linéaire £ — | (%, g) dp.
P g q

sur $p ; alors 0 est une isométrie linéaire de Ly, sur le dual fort (L)'
de Pespace de Banach Ly,

Pour toute partie compacte K de T et tout € > 0, il existe une
partie compacte K’ de K telle que (K = K’) < ¢ et que la restric-
tion de f (resp. g) & K’ soit une application continue de K’ dans F
(resp. dans F) ; par suite g(K’) est faiblement compact, donc équi-
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continu dans F' (Esp. vect. top., chap. IV, §5,n°1). Or, la restric-
tion de la forme bilinéaire canonique sur F X F’ au produit de F
et d’une partie équicontinue de F’ est continue pour la topologie
produit de la topologie de F et de o(F', F) (Top. gén., chap. X,
2¢éd., §2,n°2 cor. 4 de la prop. 1) ; on en conclut que la res-
triction de (f, ) & K’ est continue, et par suite que (f, g) est
u-mesurable. De plus, on a

[(E(1), g(0))] < |E(0)] . |8()] < |[#(2)|N.(8)

localement presque partout, et par suite <f, g> est essentiellement
w-intégrable et on a I'inégalité (3) (chap. IV, § 5, n° 6, th. 5 et
chap. V, § 2, n° 2, prop. 5).

Reste a montrer que 0 est une isométrie surjective. Soit u une
forme linéaire continue sur L. L’application (7&, z) —> u(izz) est une
forme bilinéaire continue sur L' x F, car

|u(hz)| < |lull. Ny(h2) < |[ull.|z]. Ny(h).

D’aprés le cor. 1 du th. 1 du ne° 5, il existe une application g
de T dans F’, appartenant a Ly;, telle que |g(¢)| < ||z pour tout

teT, et que u(l~zz) :f <hz, g>dp pour toute fonction re$* de

classe k dans 11, et tout ze F. Autrement dit, les formes linéaires u
et 0(g) coincident sur le sous-espace de L} engendré par les éléments
de la forme hz (he L, ze F). Comme ce sous-espace est dense dans
Li (chap. IV, § 3, n° 5, prop. 10), on a donc u == 6(&), ce qui
prouve déja que 0 est surjective. On a en outre d’apres (3)
16(&) 1| < No(g) < llull = [l0(&)[l, Aot [|6() || = N_(8), et ceci ter-
mine la démonstration.

7. Intégration d’une fonction vectorielle par rapport a une
mesure vectorielle.

Proposition 11. — Sotent ¥, G, H trois espaces de Banach,
& une application bilinéaire continue de F X G dans H. Soit m une
mesure vectorielle majorable sur T, @ valeurs dans G. Il existe alors

une application linéaire continue et une seule lg n de ff;([ m|) dans
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H telle que, pour tout ze F et pour toute fonction numérique h inté-

grable pour [m/|, on ait Ly yw(hz) = (D(z,/ hdm). En outre, on a

(%) Lo m(d)] < lt@llflfldlml,

pour toule fonction te€h(|m]).
S’1l existe une telle application, sa valeur pour une fonetion
étagée  sur les ensembles | m[-intégrables est bien déterminée :

on sait en effet qu'on peut écrire alors £ = Za,-cpxi, ou les X
t

sont |m|-intégrables et disjoints, et les a;e F (chap. 1V, § 4,
n° 8, lemme 1). La valeur de Iy u(f) doit donc étre égale a

X ®(a;, .cpxidm). Or, on a (n° 3, prop. 6)
) 1Z0, [pdm| < 0] Ela . lm] (X) = o [ ]5]d]m],

ce qui montre d’abord que I’élément Z_(D(ai,f ¢x,dm) de H ne

dépend pas de I'expression de f sous la forme Zasy, et par suite

qu'on peut I'écrire Ip m(f). On vérifie aussitdt que Papplication

Iy, m ainsi définie est linéaire dans Pespace &, des fonctions étagées

sur les ensembles | m |-intégrables: il suffit en effet d’écrire deux

fonctions £, g de &, sous laforme £ = Xa;py; et g = Xbigy, pourla
i i

méme famille finie d’ensembles | m|-intégrables X;, deux a deux
disjoints (ce qui est possible en vertu du lemme 1 du chap. 1V,
§ 4, n° 8). L’inégalité (5) montre alors que Iy ,, est continue
dans &, et comme ce sous-espace est partout dense dans TL
(chap. IV, § 4, n° 9, cor. 1 de la prop. 16 et chap. V, § 2, no 2,
prop. 6), on en déduit I'existence et l'unicité de I p ainsi que
Pinégalité (4).

On dit que 1y (%) est Uintégrale de £ par rapport @ m (relati-

vernent a Uapplication bilinéaire ®) ; lorsque ’on note xy la valeur

-

de l'application bilinéaire ® au point (X, y), on écrira ’ fdm au

lieu de Ly, p(E).
Bourbaki XXV. 4
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Avec les notations du n° 6, l’intégraleJ <f, g> dy. n'est

autre que L ,(f) avec ®(x,x') = <x, x’> et m=g.u.

COROLLAIRE. — Si m el m’ sont deux mesures majorables
sur T, a valeurs dans G, on a lp mymw = lom+ Lo m e
I sm = o, m pour tout scalaire .

La seconde assertion est immédiate. La premicre signifie que
pour toute fonction £ qui est & la fois | m|-intégrable et | m’|-inté-
grable, on a

(6) Lo, mim(®) = To,m(E) + Lo, m(E).

La fonction f est alors (|m| + | m’|)-intégrable (chap. V, § 3,
prop. 6 et cor. 1), donc a fortiori (|m 4 m’|)-intégrable, et le pre-
mier membre de (6) a bien un sens. Pour démontrer (6), il suflit
de le faire lorsque £ est une fonction étagée sur les ensembles
(|lm| + | m’|)-intégrables, ’ensemble de ces fonctions étant dense
dans fi(|m| -+ |m’|) et les deux membres de (6) étant continus
dans cec dernier espace, en vertu de (4). Mais pour f = agy,
ou X est (Jm| 4 [m'[)-intégrable, les deux membres de (6) se

réduisent a d)(a,fcpxdm) + (l)(a,fcpﬂm'), d’oni le corollaire.

Remarque. — Lorsque m est de la forme by, ol be G et pest
une mesure réelle sur T, on a

Iy, m(E) Zf‘l’(f(t), b)du(?)

pour toute fonction fe €4(p), car les deux membres sont continus
dans cet espace et coincident lorsque £ est étagée sur les ensembles
| i |-intégrables.

8. Mesures complexes.

DEriniTiON 5. — On appelle mesure complexe sur T toute
forme linéaire continue sur espace vectoriel complexe Re(T).

L’espace IMg(T) des mesures complexes sur T est donc le
dual de I'espace localement convexe séparé Hhe(T).
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Si m est une mesure complexe sur T, sa restriction a Ji(T) est
une mesure vectorielle sur T 4 valeurs dans € (considéré comme
espace vectoriel sur R) ; m est déterminée par cette restriction,
puisque si f = f, -} tf, € Jig(T), la partie réelle f; ct la partie imagi-
naire f, de f sont dans RK(T), et m(f) = m(f,) + im(f;). Inverse-
ment, pour toute mesure vectorielle m, sur T & valeurs dans C, la
formule m(f) = my(f;) + imy(fs) définit une mesure complexe m et
une seule dont la restriction & J(T) soit m,. Nous identifierons donc
désormais une mesure complexe a sa restriction a J(T) ; une telle
mesure m est de la forme m = p,; - tyy, 0U gy, et p, sont deux me-
sures réelles sur T, qui sont appelées respectivement partie réelle
et partie imaginaire de m. Le support de m est 'adhérence de la
réunion des supports de p; et p,. On sait que m est majorable
(no 3, cor. de la prop. 4) ; nous appellerons valeur absolue de m
la mesure positive |m| correspondant a la valeur absolue

[xl-i—ixz[:\/x%—}—x% sur €. On a |m| = (p? 4 p3)'? (n° 4,

Remarque suivant la prop. 9), et |w| < |m], |wm| <|m],
|m| < |w| + |u]; en outre, m est une mesure de base |m],
et on peut écrirem = h.|m|, ot he L5 (| m|) et |A(t)| = 1 locale-

ment presque partout pour | m| (n° 4, prop. 9). Les supports de m
et de | m| sont les mémes.

Pour toute application f de T dans un espace de Banach
complexe F, essentiellement intégrable par rapport & | m/|, on peut
définir (n° 7) I'intégrale de f par rapport & m (correspondant a
Papplication  R-bilinéaire (x,2)->ix de F X € dans F),

qu’on noteraffdm; il résulte aussitot de la propriété d’uni-
cité de la prop. 11 que Pon a (avec les notations précédentes)

f’idm :f"t‘dp.1 o iJ fdy, :[fhdlm]. Pour feX¢T), on a

done m(f) :f}‘dm. On dit que f est essentiellement intégrable

pous m st elle I'est pour | m|; on définit de méme les applications
m-intégrables, m-mesurables, localement m-intégrables, m-négli-
geables, localement m-négligeables. On écrit <2(T, m) (resp.
99(T, m), LT, m)) au lieu de Y(T,|m|) (resp. LT, |m]|),
LT, [m])) ; ce sont des espaces vectoriels complexes.
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Pour que f soit m-intégrable (resp. essentiellement m-inté-
grable), il faut et il suffit que f soit intégrable (resp. essentielle-
ment intégrable) par rapport & chacune des quatre mesures
ut, wi, ui, vz, en vertu des inégalités entre |m|, |y, | s et des
relations || == pt -+ pi (k = 1, 2) (chap.V, § 3, n° 5, cor. 1 de
la prop. 6).

Si £ est essentiellement m-intégrable (resp. m-intégrable),
f| est essenticllement |ml]-intégrable (resp. |m|-intégrable), ot
g 1 g ’

'résulte de la prop. 11 que

< lfldiﬁﬂ

(7) | / tdm

Soient F et G deux espaces de Banach complexes, uune appli-
cation linéaire continue de F dans G. Sifest une application essen-
tiellement m-intégrable (resp. m-intégrable) de T dans F, uof
est essentiellement m-intégrable (resp. m-intégrable) et on a

’ (uef)dm = u</fdm>; cela résulte aussitéot de ce qui précede

et de la proposition analogue pour les fonctions e%semiellcment
| m |-intégrables (chap. IV, § 4, no 2, th. 1 et chap. V, §2, n°2,
prop. 5).

Soient m une mesure complexe sur T et A une fonction com-
plexe localement m-intégrable. Pour toute fonction fe Jig('T), la

fonction fh est m-intégrable et Uapplication f»ffhdm est une

mesure complexe notée h.m et appelée mesure de densité h par
rapport A m. Sim = g.|m]|, il est clair que k.m = hg.|m|; comme
en outre | g(t)| = 1 localement presque partout pour |m|, pour
que f soit essentiellement intégrable pour n = h.m, il faut
et il suffit que fh soit essentiellement m-intégrable, et on a

[fdn = /‘(fh)dm. De plus, on a |h.m| = |k|.]m]|. On dit encore

que toute mesure de la forme h.m est une mesure complexe de
base m ; deux mesures complexes m, m' sont dites équicalentes si
chacune a une densité par rapport a 'autre, ou, ce qui revient au
méme, st m' = h.m, ou h est localement m-intégrable et A(7) # 0
localement presque partout pour [m]. Il est clair que m et | m|
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sont équivalentes, et que, pour que m et m’ soient équivalentes,
il faut et il suffit que |m| et | m’] le soient.

Si m et m’ sont deux mesures complexes sur T, f une fonction
a valeurs dans un espace de Banach complexe F, essentiellement
intégrable (resp. intégrable) a la fois pour m et m’, alors, quels que
soient les nombres complexes A et ', £ est essentiellement inté-
grable (resp. intégrable) pour am 4 A'm/, et on a

/ td(am + Nm') = A / fdm -+ W / tdm'.

Cela résulte en effet du cor. de la prop. 11 du n° 7.
I1 résulte en outre des définitions que 'on a

[am + Nm'| < [N fm]| + | N]|.|m].

On appelle mesure conjuguée d’une mesure complexe m la

mesure complexe m définie par m(f) = m(f) pour fe Jig(T).

m = p; + Lyg, OU p, et p, sont des mesures réelles, on am = p, — iy,
et |m|=|m|; si m=~h.|m|, on a m = h.|m|. Sif est une
fonction essentiellement m-intégrable (resp. m-intégrable) a valeurs
complexes, f est essenticllement m-intégrable (resp. m-intégrable)

et on a
/?d% :/]‘dm.

Prorosition 12. — Sotent m une mesure complexe sur T,
p et q des exposants conjugués (chap. IV, § 6, n°® 4). La forme bili-

néaire (f, g) —»ffgdm est définte et continue dans le produil

| 1gdm

de la forme linéaire continue sur 1§ (m), déduite par passage au quo-

tient de la forme lLinéaire f — f fedm.

£L(m) x (m); on a

< NR(f)Ng(g), et Ng(g) est la norme

En outre, st 1< p< -+ w0, toute forme linéaire continue sur
Pespace vectoriel complexe £%(m) est du type f»ffgdm ou g est

une fonction de £L(m), dont la classe dans Li(m) est bien déterminée.
Comme m = h.|m|, ou |A(t)| = 1 localement presque par-
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tout, la premiére assertion résulte aussitot de Pinégalité de Holder
(chap. IV, § 6, no 4, th. 2); la seconde découle de la prop. 3 du
chap. IV, § 6, n° 4. Enfin, si u est une forme linéaire continue sur
4%, sa restriction au sous-espace (réel) €7 de 4% est une application
R-linéaire continue de %7 dans C; si 1 < p < 4 w, elle est donc

du type f— {‘fgld Im| + iffg2d |m|, ou g, et g, appartiennent

a 47 (chap. V, § b, n° 8, th. 4) ; d’ou la derniére assertion en posant
g = (g + ig)h™

9. Mesures complexes bornées.

Pour toute mesure complexe m sur T, on pose

| ml = sup | m(f)]-

T <1, fe XelT)

On dit que m est bornée si ||m|| < 4 o0 il revient au méme de
dire que m est continue sur J(T) muni de la topologie de la conver-
gence uniforme, donc se prolonge en une forme linéaire continue

(de norme || m|}) sur ’espace de Banach Jv¢(T) des fonctions conti-
nues complexes tendant vers O a linfini.

Lemme 5. — Sotent m une mesure complexe sur T, f une fonc-
tion m-intégrable complexe. On aflf] dim| = sup!ffhdm[,

lorsque h parcourt Uensemble des fonctions de hy(T) telles que
|A(t)| < 1 pour tout teT.

Sim=g.|m|, onall|fldlm]= f[fg[d]m] etffhdm:
ffghd] m|. Posons ¢(t) = 0 lorsque f(t)g(¢) = 0, et

4t = f(g®)/ [f(B)g®)]

lorsque f(t)g(t) # 0 ; ¢ est |m|-mesurable, et pour tout
e > 0, il existe donc une partie compacte K de T telle que

[ |[f] dlm| < ¢, que la restriction de € & K soit continue et
o/ T= K

que [¢(¢)| = 1 dans K. Il existe donc, en vertu du th. d'Urysohn,
une fonction continue ¢; & valeurs complexes, définie dans T, telle
que %, = ¢ dans K et que |§(1) ]| < 2 et 4,(¢) # O pour tout te T;si
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on pose k(t) = §(t)/|%(8) ], on voit que k est continue dans T,
coincide avec { dans K et est telle que | A(¢)| = 1 pour tout teT.
Soit enfin u une application continue de T dans [0,1), égale & 1
dans K et a support compact ; en posant 2, = 2u, on a

ffkldm —f!f[d[m|} < 2’/;_Kjf|d}m| < 2e

ce qui démontre le lemme.

ProposiTion 13. — Soient m une mesure complexe, et . = | m|.
Pour que m soit bornée, il faut et il suffit que w soit bornée, et on a

alors [|m|| = || w|l.
On am = g.u, oi g est u-mesurable telle que | g(¢)| = 1 pour
tout teT. Si u est bornée, on a, pour toute fonction ge hy(T)

] = | [ feda! < Nutio) il = 17

donc m est bornée et || m || < || wll. St m est bornée, on a, pour toute
f e he(T), et compte tenu du lemme 5

e <7l -l mll

donc u est bornée et || || < |[m|]. D’ou la proposition.

CoROLLAIRE. — Soit m une mesure complexe bornée. Toute
fonctionf € L% (m) est alors m-intégrable, et on a ffdm < N_ (&) [mli.
En effet, £ est m-mesurable, et en posant ¢ = |m|, on a

["it1ds < No@lul = No@ Im]

L%

donc t est | m [-intégrable (chap. IV, § 5, n° 6, th. b) et

[sam| < /[fldps No(®) [ m].

2

10. Image d’une mesure complexe ; mesure complexe
indutile ; produil de mesures complexes.

Soit m une mesure complexe sur T, et soit = une application
de T dans un espace localement compact X. Nous dirons que = est
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m-propre si m est | m |-propre (chap. V, § 6, n° 1, déf. 1) ; il est alors
immeédiat que pour toute fonction fe h¢(X), la fonction fox est
essentiellement m-intégrable et que 'on a

7

® | [emim e

< fifonldim]| =

¢

donc Papplication f—>f(for:)dm est continue |dans J¢g(X), autre-

ment dit ¢’est une mesure complexe sur X, notée =(m) et appelée
image de m par = En outre, il résulte de (8) que l'on a
[m(m)| < =(|m|). Si m et m’ sont deux mesures complexes sur T
et si = est a la fois m-propre et m'-propre, alors = est (hm + A'm')-
propre quels que soient les scalaires complexes A, %, et on a
w(am 4+ Mm') = rx(m) + W=(m').

Soit Y un sous-espace localement compact de T. Pour toute
fonction fe h(Y), la fonction f* sur T, définie par f'(t) = f(¢) si
teY et f/(t) = 0 si L&Y, est m-intégrable (chap. V, § 1, no 1);

il est immédiat que I'application f — [f’dm est une mesure com-

plexe sur Y, appelée mesure induite sur Y par m et notée my. Si
m = g.|m]|, il est clair que my = gy.|m|y, 00 gy est la restriction
a Y de la fonction g, qui est localement intégrable pour |[m|y
(chap. V, § 7, n° 1) ; en outre, comme | g | = 1 localement presque
partout pour |m|y (chap. V, § 7, n® 1, cor. 1 de la prop. 1), on a
me] = |

Soient T et T’ deux espaces localement compacts, m (resp m')
une mesure complexe sur T (resp. T'). Posons m = g.|m| et
m' = g'.|m'|. La fonction g ® g’ est localement intégrable sur
T x T’ pour la mesure positive |m| ® | m’'| (chap. V, § & no 2,
cor. 5 de la prop. D), et on vérifie aussitéot que lorsqu’on rem-
place g (resp. g') par une fonction g, (resp. g) égale a g (resp. g’)
localement presque partout pour |m]| (resp. [m']), g ® gi est
égale 4 g ® g’ localement presque partout pour |m|® [m'|. La
mesure complexe (g® g).(lm|®|m']) sur T x T' ne dépend
done que de m et m’; on la note m ® m’ et on 'appelle la mesure
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produit de m et de m'. Comme |g® g'| = 1 localement presque
partout pour | m| @ [ m'| (chap. V, § 8, n° 2, cor. 8 de la prop. 5),
onalmeam|=|ml®|m|

Le lecteur vérifiera aisément que toutes les propositions
démontrées au chap. V relativement a 'image d’une mesure posi-
tive, 4 la mesure induite par une mesure positive ou au produit
de mesures positives, a I’exception de celles ou interviennent des
intégrales supérieures ou des intégrales supérieures essentielles,
restent valables lorsqu’on remplace les mesures positives par des
mesures complexes quelconques.

Enfin, on définit comme au § 1 la notion de fonction scalatre-
ment essentiellement m-intégrable pour une mesure complexe m;
pour qu’une fonction £ ait cette propriété, il faut et il suffit que £
soit scalairement essentiellement intégrable parrapport a | p, | et a
| ua], 00 p; et u, sont les parties réelle et imaginaire de m, et on a

alorsffdm = {fdp.l - i[fdug. Nous laissons au lecteur le soin

de transcrire pour les mesures complexes les résultats du § 1.

§ 3. Désintégration des mesures

1. Désintegration d’une mesure y. relativement a une appli-
catlion p-propre.

Soit T un espace localement compact ayant une base dénom-
brable (en d’autres termes un espace localement compact polonats
(Top. gén., chap. IX, 2¢ éd., § 6, n° 1)). On sait que pour toute
mesure positive sur T, les notions d’intégrale et d’intégrale essen-
ttelle coinctdent (chap. V, § 2, n° 2, Remarque 1). D’autre part, on
a les propriétés suivantes :

Lemme 1. — SiY est un espace localement compact ayant une
base dénombrable, 'espace K(Y) contient une partie dénombrable
partout dense. Plus précisément, il existe dans h{Y) une partie dénom-
brable S formée de fonctions > 0, telle que, pour toute fonction f > 0
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de h(Y), il existe une suite de fonctions f, €S (n = 0) qui converge
uniformément vers f et est telle que f, < fo pour tout n > 0.

En effet, Y est réunion d’une suite croissante (U,) d’ensembles
ouverts relativement compacts tels que UnC Upyy pour tout n
(Top. gén., ehap. I, 2¢ éd., §10, no 11, prop. 19); 'espace Ji(Y) est
réunion de la suite croissante des espaces de Banach K(Y, U,),
et on sait que chacun de ces derniers est de type dénombrable
(Top. gén., chap. X, 2¢ éd., § 3, n° 4, th. 1). Soient S; un
ensemble dénombrable dense dans J(Y, U,), S I'ensemble des
fonctions ¢* pour ¢ e S, u, une fonction de R(Y, Us,,,), & valeurs
dans [0,1) et égale a 1 dans U,. Nous prendrons pour S la réunion
des S, et de ’ensemble des mu, pour m et n entiers > 0. Pour toute
fonction f > 0 de h(Y), f a son support dans I'un des U,, donc est
limite uniforme d’une suite de fonctions f,€ S, (p = 1). Ces fonc-
tions f, sont uniformément majorées par un entier positif m, et
il suffit de prendre f, = my,.

Lemme 2. — St Y est un espace localement compact ayant une

base dénombrable, Uespace de Banach 3(Y) des fonctions numériques
continues tendant vers 0 au point a U'infini est de type dénombrable.

Ce lemme n’est autre que le cor. duth. 1 de Top. gén., chap. X
2¢ éd., § 3, n° 4. On peut observer qu’il résulte aussi du lemme 1
et du fait que la topologie de la convergence uniforme sur K(Y)
est moins fine que la topologie limite inductive des topologies des

sous-espaces A(Y, U,).

Lemme 3. — Sotent T et X deux espaces localement compacts a
bases dénombrables, p. une mesure positive sur T, t —> N une famille
de mesures posttives sur X. Si Uapplication t — N est scalairement
p-tntégrable (pour la topologie o(IM(X), R(X))), alors la famille
t — ) est p-adéquate (chap. V, § 3, no 1, déf. 1).

En effet, le lemme 1, appliqué & J(X), montre que 'applica-
tion ¢t — A est vaguement u-mesurable (§ 1, n® 5, prop. 13).

THEOREME 1. — Sotent T et B deux espaces localement compacts
ayant des bases dénombrables, . une mesure positive sur T, p une
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application p-propre (chap. V, § 6, n° 1, déf. 1) de T dans B, et
v = p(u) Uimage de p par p. Il existe alors une famille v-adéquate
(chap. V, § 3, no 1, déf. 1) & — %, (b € B) de mesures positives sur T,
ayant les propriétés suivantes :

a) [all = 1 pour tout be p(T);

b) A est concentrée sur ensemble p™(b) (chap. V, § 5, n° 7,
déf. 4) pour tout b e B ; en particulier, », = O pour be& p(T) ;

c) on a p :J Mdv(b).

En outre, st b — n, (b e B) est une seconde famille v-adéquate de
mesures positives sur T ayant les propriétés b) et c), on a A, = %
presque partout dans B pour la mesure v.

1) Unicité. Pour toute fonction fe Ji(B), fop est p-intégrable
puisque p est p-propre (chap. V, § 6, n° 2, th. 1) ; pour toute fonc-
tion g € K(T), la fonction ¢ — g(1)/(p(t)) est donc p-intégrable. I1 en
résulte (chap. V, § 3, n° 4, th. 1) que, pour presque tout b€ B, la
fonction ¢ — g(t)f(p(t)) est r-intégrable et que Pon a

s 2

) [ etrwendu) = [ ) [ gofpmano.

(3

-1
Mais puisque A, est concentrée sur p(b), on a, pour tout b€ B,
f(p(t)) = f(b) presque partout pour %;, donc le second membre de

(1) est égal & | f(b)(g, 2 )dv(b). On a une formule analogue pour

A ; par suite [f(b)(g, A ) dv(b) :[f(b)(g, A;)dv(b) pour toute

fe h(B) et toute ge R(T). Autrement dit, les deux applications
b— x et b— 2 de B dans IYT) sont égales scalairement locale-
ment presque partout pour v, donc égales presque partout pour v
(lemme 1 et § 1, n° 1, Remarque 2).

2. Définition provisoire de la famille b — »,. Pour toute fonc-
tion f e £1(v), fop est p-intégrable (chap. V, § 6, n° 2, th. 1), done
(fop).u est une mesure bornée sur T et ’on a

o el

I(fop).ull = [1fop|du = [|fldv = Ni(p)
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(chap. 1V, § 4, n° 7, prop. 12 ; chap. V, §5,n° 3, th. 1 et § 6, n° 2,
th. 1). Il en résulte que (f - p).w ne dépend que de la classe ]‘Nde f
dans LY(v) et que 7—> (fop).u est une application linéaire isomé-
rigue de LY(v) dans I'espace de Banach J1UY(T) des mesures bornées
sur T, dual fort de I'espace de Banach J(T), qui est de type dénom-
brable (lemme 2). D’apres le th. de Dunford-Pettis (§ 2, n° 5, cor. 2
du th. 1) il existe une application b — %, de B dans la boule
unité de INYT), scalairement v-mesurable (pour la topologie
s(OMY(T), J(T)) et telle que, pour toute fonction f e £(v), on ait

@) (Fop) .o = [ HOPau(b)
ce qui s’écrit encore, pour toute fonction geJi(T)

@) [ ettpendan = [ 00) [ gringo

(X

Sif=0et g>0, le premier membre de (3) est > 0, ce qui
prouve que pour toute fonction g=0 de K(T), la mesure

(fg Hdis(t) ).v est = 0, done quej g(tydxy(2) = 0 sauf lorsque b

appartient & un ensemble v-négligeable N(g) (chap. V, § 5, n° 4,
cor. 3 de la prop. 4). Or, il existe une suite partout dense (g,) dans
I'espace Ji,(T) des fonctions > 0 de K(T) (lemme 1). La réunion N

des N(gn) est v-négligeable et pour b¢N on a [‘gn(t)dm(t) >0

v/

pour tout n, donc} g(t)drs(t) > 0 pour toute fonction ge J(T),

autrement dit x, > 0.

Cela étant, on peut remplacer », par 0 pour tout be N sans
modifier la validité de (3) ; nous pouvons donc supposer cette
modification faite, autrement dit que I'on a X > 0 pour tout
beB.

3) Extensions de la formule (3).

«) Pour toute fonction fe €%(v), il résulte de (3) que 'applica-
tion & — ), de B dans IN{Y(T) est scalairement intégrable pour la
mesure |f.v| et pour la topologie o(INY(T), K(T)), donc (lemme 3)
la famille b — 2, est |f.v|-adéquate. Soit alors g une fonction
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numérique définie dans T, intégrable pour la mesure [(fop).u],
¢’est-a-dire (chap. V, § b, n° 3, th. 1) telle que t - g(¢)f(p(t)) soit
p-intégrable ; il résulte alors de (2), du th. 1 du chap. V, §3, n° 4
et du th. 1 du chap. V, §5, n° 3 que, pour presque tout b € B, g est
intégrable pour », que la fonction (définie presque partout)

b — { g(D)dny(t) est intégrable pour |f.v| et que la formule (3) est

encore valable.

B) Pour toute fonction geﬁi(_i“}, il résulte de (3), appliquée a
feW(B), que Vapplication p est propre pour la mesure |g.u|
(chap. V, § 6, no 1, déf. 1) et que I'image par p de la mesure g.p

est la mesure de densité b — fg(t)d)xb(t) par rapport & v. Si alors

on prend pour f une fonction telle que fo p soit intégrable pour la
mesure | g.p|, ¢’est-a-dire telle que ¢ — g(¢)f(p(#)) soit p-intégrable
(chap. V, §5,n0 3, th. 1), la formule (3) est encore valable (chap. V,
§ 6, n° 2, th. 1).

&) Propriétés de la famille b — .. D’apres la propriété 8), on
peut appliquer la formule (3) en prenant f =1, ge K(T); cela
prouve que b — 2, est scalairement v-intégrable (pour la topologie
o(MYT), h(T))), donc v-adéguate (lemme 3) et que lon a

W= f redv(b)

Soit maintenant ¢ une fonction quelconque de Ji(B); les condi-
tions de la propriété «) sont remplies en prenant fe(B) et
g = Yop, car la fonction Y(p(t))f(p(t)) est p-intégrable puisque f¢
appartient a W(B) et que p est p-propre. Alors, Jop est hy-inté-
grable pour presque tout b= B et on a

[ itponupe = [ 10w (s

e

mais le premier membre est par définitionff(b)q;(b)dv(b). On voit
donc que, pour toute fonction ¢ e hi(B), la mesure ¢.v et la mesure

de densité b — [‘\p 1))dx,(t) sont identiques. Par suite (chap. V,
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§ 5, n® 4, cor. de la prop. 4), il existe un ensemble v-négligeable
N'(¢) tel que, pour tout b« N'(J), la fonction ¢op soit 2-inté-

grable et que ¢(b) */ P(p(2))dny(t).

Soit S un ensemble dénombrable de Ji(B) possédant les pro-
priétés énoncées au lemme 1 (avec Y = B), et soit N’ I’enserable
v-négligeable réunion des N'({) pour ¢ € S. Toute fonction ¢ > 0 de
H(B) est limite uniforme d’une suite ($,) d’éléments de S avec
$a € ¢p. Par suite, pour b ¢ N’, le th. de Lebesgue montre que,
d’une part ¢ o p est r-intégrable, autrement dit que p est »,-propre,

et d’autre part que ¢(b f«p Ndxr(t). En d’autres termes, les

applications b —> g, et b — p(»,) de B dans INU(B) (cette derniére
définie presque partout) sont scalairement presque partout égales
pour v (et pour la topologie o(I1U(B), Jy(B))) ; on en conclut que ces
applications sont égales presque partout pour v (lemme 1 et § 1,
n® 1, Remarque 2). Enfin, si p(7) = e, 'ensemble B — 3 bf est g,-

-1

négligeable, donc 'ensemble T — p(b) est a,-négligeable (chap. V,
§ 6, n° 2, cor. de la prop. 2), autrement dit 2, est concentrée sur
-1
p(b) ; et d’autre part on a || A|| :fdxb :fd(p(x,,)) = ley] =1
(chap. V, § 6, n° 2, th. 1).

5) Modifications finales de la famille b — »,. Nous avons done
défini une famille v-adéquate b — », de mesures > O sur T, vérifiant
la condition ¢) de I’énoncé et telle que, pour presque tout b e B,

p soit a,-propre, i, soit concentrée sur [_JI(b) et de norme 1. Soit N*'
Pensemble v-négligeable des points 6B ou 'une des trois der-
niéres propriétés n’est pas vérifiée ; on peut alors modifier 3, de
la facon suivante. Sibe B = p(T), on prend A, = 0;sibe p(T) n N,
on prend i, = egp), ou §(6) est un point quelconque de ;(b).
Comme B - p(T) est v-négligeable (chap. V, § 6, n° 2, cor. 3 de la
prop. 2), on n’a modifié », qu’aux points d’un ensemble négligeable
et par suite la famille &6 — %, est encore v-adéquate et vérifie la
propriété ¢) ; en outre, elle vérifie maintenant a) et &), ce qui ter-
mine la démonstration.
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On dit que toute famille v-adéquate b — &, de mesures positives
sur T, ayant les propriétés b) et c) du th. 1, est une désintégration
de la mesure y, relative a I'application p-propre p.

2. Mesures pseudo-images.

DErINiTION 1. — Sotent T et B deux espaces localement com-
pacts, p. une mesure positive sur T, p une application p-mesurable de
T dans B. On dit qu’ une mesure positive v sur B est une mesure pseu-
do-tmage de w par p si elle vérifie la condition suivante : pour qu’ une
partie N de B soit localement v-négligeable, il faut et il suffit que

-1
P(N) soit localement u-négligeable.

Exemples. — 1) Si p est p-propre et siv = p(p), v est pseudo-
image de w par p (chap. V, § 6, n° 2, cor. 2 de la prop. 2).

2) Soient B’ un espace localement compact, v’ une mesure po-
sitive sur B’ ; prenons pour T I’espace B X B’ et pour u la mesure
v®v' ; st p est la projection de T sur B, v est pseudo-image de w
par p (chap. V., § 8 n° 2, cor. 8 de la prop. 5 et n® 1 | cor. de la
prop. 2).

On notera que si v est une mesure pseudo-image de p. par p,
v est portée par p(T).

S1v est pseudo-image de p par p, 'ensemble des mesures pseu-
do-images de u par p est la classe des mesures positives équivalentes
a v, et toute mesure positive équivalente a g admet les mémes
mesures pseudo-images par p. On dit que la classe de v est la
classe pseudo-image de celle de p par p.

Prorosition 1. — Soient T un espace localement compact
dénombrable a U'infini, p. une mesure positive sur T, p une applica-
tion p-mesurable de T dans un espace localement compact B. 1l
existe alors une mesure pseudo-image de u. par p.

En effet, 1l existe sur T une mesure borrnée p' équivalente a p
(chap. V, § 6, n° 5, prop. 11) ; p est alors p'-propre.
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3. Désintégration d’une mesure p. relative a une pseudo-
image de .

TueorkME 2. — Soient T et B deux espaces localement com-
pacts ayant des bases dénombrables, y. une mesure positive sur T, p
une application p-mesurable de T dans B, v une mesure pseudo-
tmage de w par p. Il existe alors une famille v-adéquate b — », (b € B)
de mesures positives sur T, ayant les propriétés suivantes :

a) » # 0 pour be p(T); B

b) s est concentrée sur 'ensemble p(b) pour tout b € B ; en parti-
culier »y = 0 pour b & p(T);

c) on a p :[x,,dv(b).

En outre, st v' = r.v est une seconde mesure pseudo-image de u
par p, et st b — A est une famille v'-adéquaie de mesures positives sur
T, ayant les propriétés b) et c) par rapport av', on a, presque partout
dans B (pour v ou v'), rs = r(b)n,.

En effet, 1l existe une fonction numérique continue et finie f
définie dans T, telle que f(f) > 0 pour tout te T et que p”’ = f.u
soit bornée (chap. V, § 5, n° 6, prop. 11). Soit v'' = p(r"), qui est
équivalente a v, et posons v/’ = g.v, g étant finie et localement
v-intégrable ; on peut en outre supposer g(b) > 0 pour tout be B
(chap. V, § 5, n° 6, prop. 10). Le th. 1 dun° 1, appliqué a p" et v/,
montre qu’il existe une famille v’-adéquate b — 2, (beB) de
mesures positives sur T, telles que : 1) || 2| = 1 pour be p(T);

-1
2) »y est concentrée sur p(b) pour tout be B; 3) —f 5'dv"(b).

Pour tout b e B, définissons une mesure positive 2, sur T par
la formule 2, = (1/f).(g(b)»"). Il est clair que la famille b — 2,
possede les propriétés a) et b) de 'énoncé. D’autre part, pour toute
fonetion ke Ji(T), k/f appartient a J(T), donc on a

[ noann = / B ) (1) / dv"(b)/ (RN ().

Mais comme la fonction b —>! (6)/f(1))dny'(8) est v"’-intégrable, la

fonction b —> g(b ] (O/f()d2() est v-intégrable (chap. V, § 5,
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n° 3, th. 1). Par définition de 2, cette fonction est b — / R(t)dn(1),

o

d’o / h(t)dp(t) = /dv(b) /h(t)d)\b(t) (loc. cit.) ce qui prouve que

— J nodv().

Pour établir la seconde partie de I’énoncé, remarquons qu’on
peut supposer r(b) > 0 pour tout b € B (chap. V, §5,n°6, prop. 10);
posons Ay = f.((r(b)/g(b))»;) ; comme ci-dessus, on montre que,
pour toute fonction ke K(T), la relation

Jnh(t)dg(t) — Jﬂdv’(b)t / Ry (0)

/7h(t)dp(t) /dv’(b / (O0)dN(0).

%

entraine

Le th. 1 dun° 1, appliqué a p'’ et v/, entraine donc, pour presque
tout beB, ) = a;, d’ou 25 = r(b)n,.

DeriniTioN 2. — Sotent T et B deux espaces localement
compacts polonais. Etant données une mesure positive p. sur T, une
application p-mesurable p de T dans B, une mesure pseudo-tmage v
de p. par p, toute famille v-adéquate b — A, (b € B) de mesures positives
sur T possédant les propriétés b) et c) du th. 2 est appelée une désin-
tégration de p relative a v.

Lorsque p est p-propre et que v = p(u), lanotion de désinteé-
gration relative & p coincide donc avec la notion de désintégration
relative a v. Sous les hypothéses du th. 2, deux désintégrations de
u relatives 4 la méme mesure pseudo-image v sont égales presque
partout pour v.

Remarque. — Le th. 1 du chap. V, § 3, n® 4, montre (compte
tenu de ce que T et B ont des bases dénombrables) que pour toute
fonction f définie dans T, & valeurs dans R ou dans un espace de
Banach F et p-intégrable, 'ensemble des b e B tels que f ne soif

Bourbaki XXV. )
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pas 2,-intégrabie est v-négligeable, la fonction beff(t)dkb(t),

définie presque partout, est v-intégrable, et I'on a

f £(t)dp(t) = f dv(b) f £(£)dn(2).

On a un résultat analogue pour les fonctions scalairement p-
intégrables en appliquant la prop. 3 du § 1, n° 1.

4. Relations d’équivalence mesurables.

Etant donné un espace topologique X et une relation d’équi-
valence R dans X, nous dirons que R est séparée si I'espace quo-
tient X/R est séparé.

Rappelons (Top. gén., chap. I, 2 éd., § 9, n° 9, th. 2) que si R
est une relation d’équivalence ouverte, il revient au méme de dire
que le graphe de R dans X x X est fermé.

Soit p une application de X dans un espace topologique séparé
B, et soit R la relation d’équivalence p(x) = p(y) dans X ; si K
est une partie compacte de X telle que la restriction de p a K soit
conttnue, la relation Ry induite par R sur K est séparée, car les-
pace quotient K/Rg est homéomorphe a I'espace p(K), qui est
compact (Top. gén., chap. I, 2¢ éd., § 10, n° 6, cor. 1 de la prop. 8).
Si T est un espace localement compact, ¢ une mesure positive sur T,
p une application g-mesurable de T dans un espace topologique
séparé B, on voit done que ’ensemble des parties compactes K de
T telles que la relation Rg soit séparée, est p-dense (chap. V, §1,
no 2.) On est donc conduit & poser la définition suivante :

DEFINITION 3. — Sotent T un espace localement compuct, .
une mesure positive sur T. On dit qu'une relation d’équivalence R
dans T est p-mesurable si Uensemble des parties compactes K de T,
telles que Ry soit séparée, est p-dense.

Si R est séparée, R est u-mesurable, car si ¢ est 'application
canonique de T sur I'espace topologique séparé T/R, ¢ est conti-
nue et R est équivalente & ¢(x) = @(y). De méme, s1 R est telle que
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le saturé pour R de toute partie compacte de T soit fermé (et en
particulier si R est une relation d’équivalence fermée), R est u-
mesurable, car pour toute partie compacte K de T, la relation Ry
est fermée, donc séparée (Top. gén., chap. I, 2¢ éd., § 10, n° 6,
prop. 8).

On notera que, si R est u-mesurable, R est aussi mesurable

pour toute mesure de base w sur T.

Prorosition 2. — Sotent T un espace localement compact
dénombrable ¢ Uinfint, w une mesure positive sur T.

1) Pour toute relation d’équivalence p-mesurable R sur T, Ul
existe un espace localement compact B et une application w-mesurable
p de T dans B telle que R soit équivalente a la relation p(x) = p(y).

2) Sien outre T admet une base dénombrable, on peut supposer
que B admet une base dénombrable.

Comme T est dénombrable a Pinfini, il existe une suite crois-
sante (K,),> ; de partics compactes de T telles que T soit réunion
des K, et d’un ensemble u-négligeable N, et que chacune des rela-
tions Rg, soit séparée. Soit B, l'espace quatient K,/Rgk,, qui est
compact, et soit B, Pespace compact somme topologique de B, et
d’un point a,. Soit ¢, application canonique de K, sur B, ; on
prolonge ¢, en une application p, de T dans B, de la facon sui-
vante : s1i xeT est congru mod. R a un élément y € K,,, on pose
palx) = qu(y) ; dans le cas contraire, on pose pu(x) = an. Soit

B’ I'espace produit II B, qui est compact, et soit p’ 'application
n=1

x — (pu(x)) de T dans B’. Montrons que p’' est u-mesurable : il
suffit (chap. IV, §5, n°3, th. 1) de prouver que chacune des appli-
cations p, est mesurable, et pour cela 1l suffit que la restriction de
P» & chaque K, soit mesurable. Or cela est évident si m < n;
st au contraire m > n, soit K., le saturé de K, pour Rk, qui est
une partie compacte de K, (Top. gén., chap. I, 2¢ éd., § 10,
n® 4, th. 2) ; comme p, est constant dans K., — K.n, il suffit de
prouver que la restriction de p, & K,, est continue, ce qui est
évident & cause de I'isomorphisme canonique entre K,./Rg,, et
K./Rx, (Top. gén., chap. I, § 10, n° 6, cor. 2 de la prop. 8).

Soit A le saturé de LnJ K. pour la relation R, et soit
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N'= T-AcN. Nous allons voir que la relation p'(z) = p'(y)
est équivalente a la relation « R {z,y} ou (z,y)e N’ X N'». En
effet, si on a Rz, yi, on a pu(z) = pa(y) quel que soit n, donc
p'(x) = p'(y) ; et si ze N, ye N',on a pa(2) = paly) = aa quel
que soit n, donc p'(z) = p'(y). Si d’autre part x et y sont dans A
et ne sont pas congrus mod. R, il existe un entier n, un élément
z' e K, (resp. y’ € K,) congru mod. R a z (resp. y) tels que z’' ne
soit pas congru a ¥’ mod. Rg, ; on a donc pa(x) # pa(y) et par suite
p'(x) # p'(y). Enfin, st xe N’ et ye A, on a p,(y)eB, pour n
assez grand et p.(z) = a, pour tout n, donc p'(x) # p'(y), ce qui
établit notre assertion.

Considérons alors 'ensemble quotient By = N'/Ry; solent ¢,
l’application canonique de N’ sur By, s, une section associée a g¢,.
Posons pe(z) = se(go(x)) pour z € N’ et prolongeons p, & T en pre-
nant p, constante dans A et égale & un élément de T. Alors
p = (p', po) est une application p-mesurable de T dans I’espace
localement compact B = B’ x T ; il est immédiat que si ze N,
ye N', la relation po(x) = po(y) entraine Riz, y!; donc p réponﬂ
a la question. En outre, si T admet une base dénombrable, il en
est de méme de chacun des espaces quotients B, (Top. gén., chap.
IX, 2¢ éd., § 2, n° 10, prop. 17), donc B’ admet une base dénom-
brable, et par suite aussi B.

Prorositiox 3. — Soient T un espace localement compact
polonats, w une mesure positive sur T, R une relation d’équivalence
dans T. Les propriétés sutvantes sont équivalentes :

a) R est p-mesurable.

b) Il existe une suite d’applications p,:T — F, dans des es-
paces topologiques séparés, telle que chaque p, soit u-mesurable et gue
la relation Rix, y? sout équivalente a«quel que soit n, po(x) = pa(y)».

¢) Il existe une suite (A;) d’ensembles p-mesurables, saturés
pour R, et tels que, pour tout €T, la classe de x suivant R soit
Uintersection de ceux des A, qui conliennent x.

Avec les notations de 'énoncé de b), posons p(x) = (pa(2)) ; la
propriété b) signifie que I’application p de T dans I'espace produit
[1F, est mesurable (chap. IV, § 5, n° 3, th. 1) et que la relation
n

Riz, yi est équivalente a p(z) = p(y) ; donc b) entraine a).
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Montrons ensuite que ¢) entraine b). Supposons ¢) vérifiée ;
alors les fonctions caractéristiques o, sont p-mesurables, et 'hy-
pothese c) signifie que la relation R}z, y} est équivalente a « quel
que soit n, ¢a,(z) = oa,(y) ».

Enfin, montrons que a) entraine ¢). En vertu de la prop. 2, il
existe un espace localement compact a base dénombrable B et une
application p-mesurable p de T dans B telle que la relation R {z, y ¢

soit équivalente a p(x) = p(y). Soit (U,) une base dénombrable

de la topologie de B. Les ensecmbles A, = })I(Un) sont p-mesurables
(chap. IV, § 5, n° 5, prop. 8) et saturés pour R ; et siz, y sont des
points de T tels que p(z) # p(y), il existe un indice n tel que
p(rye U, et p(y) &« U, , ce qui signifie que ze A, et y & A,.

Remarque. — St R est une relation d’équivalence p-mesurable
Z dans T, le saturé pour R d’une partie compacte de T n’est pas
nécessairement p-mesurable (exerc. 5).

TuktorkME 3. — Sotent T un espace localement compact
ayant une base dénombrable, p. une mesure positive sur T, R une
relation d’équivalence p-mesurable dans T. Il existe alors une partie
p-mesurable S de T qui rencontre toute classe sutvant R en un point
et un seul (« section mesurable » pour R).

On peut évidemment supposer que la mesure p cst bornée
et que p(T) <1 (chap. V, § 5, n° 6, prop. 11). Nous allons définir
une suite (S,) de parties boréliennes (Top. gén., chap. IX, 2¢ éd.,
§ 6, n° 3) telles que toute classe d’équivalence suivant R rencontre
la réunion S” des S, en un point au plus, que pour tout » le saturé T,
de la réunion des S, d’indice p < r soit w-mesurable, et que 'on ait
w(T —Tn) <1/2" Le saturé T' de S’ sera donc p-mesurable el
N = T - T' de mesure nulile. Si S" est une section quelconque de N
pour la relation Ry, S = S’ uS'" répondra a la question, car S’
étant borélien, est p-mesurable (Top. gén., chap. 1X, 2¢ éd., § 6,
n® 9, th. 5, et n° 3, prop. 11), et S*" est de mesure nulle.

En vertu de la'prop. 2, R}z, y{ est équivalente a la relation
p(x) = p(y), ou p est une application pw-mesurable de T dans un
espace localement compact F. Supposons les S définis pour k& < n.
Comme T — T, est p-mesurable et de mesure < 1/2", il existe dans
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T - T, une partie compacte K telle que (T - (T, u K)) < 1/2*
et que la restriction de p a K soit continue. Comme la relation
induite Ry est fermée et que K est métrisable, on sait qu’il existe
une partie borélienne S,.1 de K telle que, dans K, tout point soit
congru (mod. R) & un point et un seul de S,y (Top. gén., chap. 1X,
2¢ éd., § 6, n° 8 th. 4). On a donc p(S,n) = p(K), ensemble qui

est compact dans F ; le saturé de S,.; pour R est "image réciproque
-1

p(p(K)), qui est done p-mesurable (chap. 1V, § 5, n° 5, prop. 8) ; 1l
est clair que cet ensemble contient K, done la réunion T,,; de T,

-1
et de p(p(K)) est p-mesurable, saturée pour R et telle que
(T = Tpg) € 1/2% ce qui achéve la démonstration.

5. Désintégration d’'une mesure par une relation d’équiva-
lence mesurable.

Soient T un espace localement compact polonais, p. une mesure
positive sur T, R une relation d’équivalence p-mesurable dans T.
Il existe alors (n° 4, prop. 2) un espace localement compact polo-
nais B et une application u-mesurable p de T dans B, tels que la
relation p(x) = p(y) soit équivalente a R éx, y§ Toute mesure
pseudo-image v de p. par p (n° 2) sera dite une mesure quotient de .
par la relation R ; si b — X, est une désintégration de p relative ala
mesure v, on dira que b — X, est une désintégration de u par la
relation R. En vertu des propriétés de p et des %, chacune des
mesures i, est concentrée sur une classe d’équivalence suivant R,
et s1 b # ¢, les mesures A, et %, sont concentrées sur des classes
distinctes.

I’espace B, 'application p et la mesure pseudo-image v sur B
peuvent en général 8tre choisis d’une infinité de facons. Toutefois
les diverses désintégrations de u par R peuvent toutes se déduire
de 'une d’entre elles, comme il résulte du théoréme suivant :

THEOREME 4. — Sotent T un espace localement compact
polonats, u une mesure positive sur ‘T, R une relation d’équivalence
p-mesurable dans T. Soient B, B' deux espaces localement compacts
polonais, p, p’ deux applications p-mesurables de T dans B, B' res-

\

pectivement, tels que R §:v, y§ soit équivalente a p(x) = p(y) et a
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p'(x) = p'(y). Sotent v, v' des mesures pseudo-images de w par p, p'
respectivement ; sotent b — %y, b’ — A}, des désintégrations de . rela-
tives @ v, v' respectivement.

Dans ces conditions, il existe dans B (resp. B') un ensemble N
(resp. N') négligeable pour v (resp. v') et une bijection f de B =N
sur B' = N, tels que Uon ait les propriétés sutvantes :

a) L’application f (définie presque partout dans B) est v-mesu-
rable et son application réciproque f' est v'-mesurable ; toute mesure
pseudo-tmage de v (resp. v') par f (vesp. ') est équivalente a v’ (resp. v).

b) Pour tout be B — N, la mesure Ay sur T est de la forme
r(b) ks, ou r(b) # O et r est localement v-intégrable.

Pour établir a), on peut se limiter au cas ou v et v/ sont des
mesures bornées (chap. V, §5,n06, prop. 11). Soient N, = B = p(T),
N = B’ = p'(T); on sait que N, (resp. Ng) est négligeable pour v
(resp. v') (n° 2). Il existe une bijection f de B = Ny sur B’ = Nj définie
par f(p(t)) = p’(t) pour tout t € T; soit /' ’application réciproque de
f, telle que f'(p'(t)) = p(t). Pour toute partie M de B, larelation « M

-1
est v-mesurable» équivaut a « p(M) est p-mesurable», ¢’est-a-dire &

« p}(f(M)) est p-mesurable », donc enfin a « f(M) est v'-mesurable »
(chap. V, § 6, n° 2, cor. de la prop. 3). On voit donc que f (resp.
f) transforme tout ensemble v-mesurable (resp. v'-mesurable)
en un ensemble v'-mesurable (resp. v-mesurable) ; comme B et B’
sont métrisables et ont des bases dénombrables, on en déduit que f
et f' sont mesurables (chap. IV, § 5, n® 5, th. 4). En outre, si

-1

McB est v-négligeable, p(M) = [;’l(f(M)) est p-négligeable, done
f(M) est v'-négligeable (chap. V, § 6, n° 2, cor. 2 de la prop. 2); de
méme f' transforme tout ensemble v’'-négligeable en un ensemble
v-négligeable. Par suite, 'image de v par f (qui est définie puisque
v est bornée, ce qui entraine que f est v-propre) est équivalente a v’
et 'image de v/ par f" est équivalente a v (chap. V, § b, n° 6, prop.
10). Reste & montrer ). En vertu du th. 2 du n° 3, on peut se limi-

ter au cas ou v/ = f(v). Comme on a p ='/ Ay dv'(b'), on a, pour

toute fonction & e J(T)

R)du(l) = f (b / AN — / d(b) / R(t) AN 0)
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(chap. V, § 3, n° 4, th. 1, et § 6, n® 2, th. 1) ; autrement dit, on a

uo= / Nepdv(b). Mais comme on a aussi p :/)\bdv(b) et que,

pour tout be B — Ny, & et 3/ sont portées par })l(b), le th. 2 du
n° 3 entraine que k, = A/e pour presque tout beB — Ny, et par
suite pour presque tout b e B. Les conditions du th. 4 sont donc
vérifiées en prenant pour N la réunion de N, et de ensemble des
be B tels que 3 # Nae).
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Compléments sur les espaces vectoriels topologiques

1. Formes bilinéaires el applications linéaires.

Sotent (Fy, G,), (F,, G,) deux couples d’espaces vectoriels
(réels ou complexes) en dualité (Esp. vect. top., chap. IV, §1,n°1);
supposons chacun de ces espaces muni de la topologie faihle corres-
pondante (loc. ctt., n° 2) ; si A et B sont deux quelconques de ces
espaces, on désignera comme d’ordinaire par £(A; B) Pespace
vectoriel des applications linéaires continues de A dans B, et on
notera B(A, B) I'espace vectoriel des formes bilinéaires séparément
continues sur A X B.

Pour toute forme bilinéaire & séparément continue sur
Fi. X Fo, 2y — P(ay, x,) est une forme hnéaire continue sur Iy,
done 1l existe un élément et un seul "®(xz,) € G, tel que

(1) D2y, x3) = <x17 rq)(xz)>

pour z, e ¥y, z, e F, (Esp. vect. top., chap. 1V, §1,n° 2, prop. 1). En
outre cette formule montre que 'application z, — "®(x,) est liné-
aire et continue pour les topologies (faibles) de F, et de G;. Inverse-
ment, pour toute application linéaire continue u de F, dans Gy,
(21, x3) — O(xy, ) = \'/\:cl, u(acz)> est une forme bilinéaire séparé-
ment continue sur F; X F,, et on a "® = u. On a ainsi défini un
isomorphisme r : ® —"® de B(F,, F,) sur YF,; G,), dit canonique.
L.a formule

(2) Dz, ) = *<I(D(f7€1)7 x2>
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définit de méme un isomorphisme canonique ! : ® —'® de B(F,, F,)
sur €(F;;G,) ; et on a évidemment le diagramme commutatif
EB(FD Fz)
LA Nx/!
Z?l“l ;\\\I\
A(F,; Gy «—— {(Fy; Gy)

ou t est 'isomorphisme de transposition u —‘u. Vu la définition
des topologies faibles sur G; et G, il est immédiat en outre que,
lorsqu’on munit B(F,, F,), LF;; G,) et L(F,; G;) de la topologie
de la convergence simple, les isomorphismes du diagramme précé-
dent sont des isomorphismes pour les structures d’espace vectoriel
topologique.

Soient maintenant E, F deux espaces localement convexes
séparés, E’, F' leurs duals respectifs ; désignons par E,;, F, les
espaces E, F munis des topolegies affaiblies o(E, E'), oF, F’),
par E;, F; les espaces E’, F’' munis des topologies faibles o(E’, E),
o(F’, F). Les remarques précédentes établissent donc des isomor-
phismes canoniques entre les trois espaces B(E,, Fi), L(E,; Fy)
et U(F;; E;), et aussi entre les trois espaces B(E,, F;), {(E,; F;)
et YF,; E)). On remarquera que B(E,, F,) est aussi égal a Des-
pace B(E, F) des formes bilinéaires séparément continues sur .
E x F (E et F étant munis de leurs topologies initiales), puisque
toute forme linéaire continue dans E (resp. F) est continue dans E,
(resp. F;) et réciproquement (Esp. vect. top., chap. IV, §1, n°1 et
no 2, prop. 1).

Soit R(E, F) 'espace des formes bilinéaires continues sur
E x F (E et F étant munis de leurs topologies initiales) ; on a
B(E, F) c B(E, F).

ProposiTioN 1. — Pour qu'une forme bilinéaire ® € B(E, F)
appartienne @ B(E, ¥), il faut et il suffit qu’il existe un voisinage de 0
dans E dont I'image par '® soit une partie équicontinue de F'.

En effet, dire que ® est continue signifie qu’il existe un voisi-
nage convexe équilibré V (resp. W) de 0 dans E (resp. F) tels que
| Oz, y)| <1 pour xeV, ye W cela sécrit ]<Z(D(.‘E), y)l <1,
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pour zeV et ye W, ou encore ‘®(V)c W ; d’ou la proposition,
compte tenu du fait que toute partie équicontinue de F’ est
contenue dans le polaire d’un voisinage de 0 dans F.

COROLLAIRE. — St ® est une forme bilinéaire continue dans
E X F, '® est une application linéaire continue de E dans le dual
fort ¥, de F. Si en outre E et ¥ sont normés, on a ||'®| = || ®|.

La premiére assertion résulte de la prop. 1 et du fait que tout
voisinage de 0 dans Fj; absorbe toute partie équicontinue de F’. Sy
E et F sont normés, on a

@l = saup |®(z,y)| = sup ( sup [{'®(x),)])
ll«ll <1, llv]| <1 i< vl <
= sup [|'®(z)|| = [['®||
[l <1

d’ou la seconde assertion.

En échangeant les roles de E et F, on obtient des résultats
analogues a la prop. 1 et a son corollaire pour les applications
linéaires "® ; nous laissons au lecteur le soin de les énoncer.

2. Quelques types d’espaces possédant la propriété (GDF).

Nous savons déja que tout espace de Fréchet posséde la pro-
priété (GDF) (Esp. vect. top., chap. I, § 3, n° 3, cor. 5 du th. 1).

ProrosiTion 2. — Sotent E un espace vectoriel, (Fy)oea une
famille d’espaces localement convexes possédant la propriété (GDF),
et pour chaque s A, soit h, une application linéaire de ¥, dans E.
St on munit E de la topologie localement convexe la plus fine rendant
continues les hy, B posséde la propriété (GDF).

Soit u une application linéaire de E dans un espace de Banach
B, telle que toute limite dans E X B de toute suite convergente de
points du graphe I' de u appartienne encore a I'. Il suffit de mon-
trer que, pour tout xe A, uoh, est continue dans F, (Esp. vect.
top., chap. 11, § 2, n° 2, cor. de la prop. 1). Or, soit (z,) une suite
d’éléments de F, ayant une limite a et telle que la suite (u(hq(x,)))
ait une limite b € B. Comme A, est continue, h,(a) est une limite de
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la suite (hq4(xx)) dans E ; par hypotheése, on a done b = u(hy(a)), et
comme F, posséde la propriété (GDF), ue f, est continue.

CoroLrLalre. — Tout espace quotient d’un espace localement
conveze possédant la propriété (GDF) posséde la propriété (GDF).

Prorosition 3. — Le dual fort d’un espace de Fréchet réflexif
posséde la propriété (GDF).
C’est une conséquence de la prop. 2 et du lemme suivant :

Lemme 1. — Soient ¥ un espace de Fréchet, ¥’ son dual fort,
F" son bidual. St toute partie de ¥, bornée pour o(F'', '), est conte-
nue dans Uadhérence (pour o(F", F')) d'une partie bornée de F,
alors ¥' est limzite inductive d'une suite d’ espaces de Banach.

Soit en effet (V,) une sutte fondamentale décroissante de voisi-
nages convexes, équilibrés et fermés de 0 dans F. Pour tout entier n,
soit G, le sous-espace de F’ engendré par le polaire V) de V,.
Dans G,, V) est un ensemble convexe absorbant, done sa jauge p,
est une norme sur G, ; en outre V) est une partie compléte du dual
fort F’ (Esp. vect. top., chap. 111, § 3, n® 7, th. 4) ; done G,, mum
de la norme p,, est un espace de Banach (Fsp. vect. top., chap. 1,
§ 1, no 5, cor. de la prop. 8). Nous allons montrer que la topologie
forte sur F’ est limite inductive de ces topologies d’espace de
Banach sur les G,, ou encore que, pour qu'une partie convexe, équi-
librée et fortement fermée U de I soit un voisinage fort de 0, il
faut et il suffit qu’elle absorbe chacun des V. Il est évident que
cette condition est nécessaire ; pour voir qu’'elle est suffisante, il
nous suffira de prouver que U contient un tonneau de F'. En effet,
son polaire U® dans I'’" sera alors borné pour o(F’| I'), donc scra
contenu par hypothése dans Padhérence (pour o(F, F")) d’une
partie bornée B de IY, et on en conclura que U (qui est fermé pour
(K, F'")) contient le voisinage fort B¢ de 0 (Esp. cect. top., chap. IV,
§ 1, n° 3, prop. 3).

Par hypothese, pour tout entier n, il existe un nombre 2, > 0

1 . L
tel que anSCiU ; soit A, 'enveloppe convexe de la réunion des

) 1 . L
aV2 pour 1 <n. On a A, C QU pour tout n ; soit W la réunion des
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A, : W est un ensemble convexe, équilibré, absorbant, contenu

1 : ‘ . .
dans iU et il nous suflit de montrer que son adhérence forte (qui

est un tonneau) est contenue dans U, |

Soit donc 2" un point de ¥’ n’appartenant pas a U. Comme
chacun des V} est compact pour o(F’, F), il en est de méme de A,
(Esp. vect. top., chap. 11, § 4, n°® 1, prop. 1), et comme z' & 2A,, 1l
existe un élément z, appartenant au polaire de A, dans F et tel
que (z', &, ) = 2 (Esp. vect. top., chap. II, § 3, n® 3, prop. 4). La
suite (x.) est bornée dans F : en effet, tout y’ € F' appartient a un
des Vi, et on a par suite f(y', Tu)l < 25 pour n=k, d’ou notre
assertion (Esp. vect. top., chap. IV, § 2. no 4 th. 3). Soit C un
ensemble borné convexe équilibré de F contenant tous les x, ; C° est
alors un voisinage de 0 dans F’, et le polaire C* de C° dans F"
est compact pour o(F"", ') (Esp. vect. top., chap. IV, § 2, no 2,
prop. 2). On voit donc que la suite (x,) admet une valeur d’adhé-
rence x'’ dans F’' pour o(F'", F'); on a évidemment <x’, z') =2
et d’autre part, z'" appartient au polaire de A, dans F'' pour tout r,
donc au polaire W° de W dans F. On en conclut que z' ¢ W,
donec n’est pas adhérent a W pour o(F', ') (Esp. vect. top., chap.
IV, § 1, n° 3, prop. 3), ni a fortiori pour la topologie forte, ce qui
achéve la démonstration,



EXERCICES

§ 1

1) On considére les espaces localement compacts 1, 17 identiques &

Pintervalle [0, 1], les mesures u, u' sur T et T’ respectivement, identiques
& la mesure de Lebesgue. Soit F un espace de Hilbert admettant une base
orthonormale dénombrable, rangée en suite double (ep;); soit F' = I
son dual. On pose un(l) = emn pour (n —1)2™" <t < n2™et 1 < n g 27,
on pose (¢, ¢') = 2™um(t) pour 2™ < ' < 271 et enfin £, 0) = 0 et
£(1,¢) = 0. Montrer que f est scalairement intégrable pour la mesure
produit p®@ ', mais que, pour aucun t € T, la fonction ¢’ — (¢, ¢') n’est
scalairement intégrable pour v’

9 2) Soient T, X, Y trois espaces iocalement compacts, Y ayant une

base dénombrable. Soient p une mesure = O sur T, t - %, (t e T) une fa-
mille p-adéquate de mesures = 0 sur X, et posons v :) Mdp(t). Soit

& —> pz (z € X) une famille v-adéquate de mesures > 0 sur Y. On suppose
en outre que 'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

a) X est dénombrable a 'infini ;

b) v est bornée.

Dans ces conditions, montrer qu’il existe un ensemble localement
u-négligeable N’ tel que, pour tout t& N', la famille £ — p, soit x-adé-

quate ; en outre, la famille ¢ — [pzdh(x), définie pour ¢t ¢ N', est p-adé-

| /k'dwl/ oudiz) = / oul().

(Pour démontrer que z — g, est scalairement i-intégrable localement
presque partout, utiliser le lemme 1 du § 3, n° 1, en utilisant, dans le cas b),
le fait que X est bornée localement presque partout; méme méthode

quate, et 'on a

pour voir que ¢ »fpzdh(x), est scalairement u-intégrable; utiliser aussi

la prop. 13 du n° b).
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3) Soient S, T, Y trois espaces localement compacts, dénombrables &
Uinfini, Y ayant une base dénombrable. Soient p (resp. o) une mesure
positive sur S (resp. T), v = p ® o, et s01t (%, ), yesxr une famille v-adé-
quate de mesures positives sur Y. Il existe alors un ensemble p-négli-
geable N tel que, pour tout s & N, la famille (3, ), soit c-adéquate;

la famille s »fks,, do(t) (définie presque partout) est p-adéquate, et 'on a

‘// s, 1dp(s)do(t) :——J dp(s)j ks, 1 da(t).

(Appliquer l'exerc. 2 & l'espace X =S X T en remarquant que

v= ] (e ® 0)do(s))-

9 4) Soient T, X, Y trois espaces localement compacts, X étant
dénombrable 4 l'infini. Soient w une mesure positive sur T, (3),op une

famille p-adéquate de mesures positives sur X, et v = J Adu(t). On

suppose remplie 'une des deux conditions suivantes :

@) Y admet une base dénombrable ;

b) la mesure v est bornée.

Dans ces conditions, si = est une application v-propre de X dans Y,
Pensemble des ¢ e T tels que = ne soit pas k,-propre est localement p-négli-
geable ; en outre, la famille (r(7)),c 1 de mesures positives sur Y (définie

localement presque partout dans,T) est y-adéquate, et I'on a

n(].hdy(t)\) :J ‘TCO\;)d{J.([.).

(Dans le cas a), appliquer I'exerc. 24 p, = e,). Dans le cas b), remar-
quer que A est bornée localement presque partout, et se réduire a montrer
que Papplication t — n(A) est vaguement u-mesurable (cf. chap. V, § 3,
n° 3, prop. 3). Etant donnés un nombre ¢ > 0 et une partie compacte K
de T, remarquer d’abord qu'il existe dans X une suite croissante (Fp)
d’ensembles compacts tels que la restriction de = a chacun des Fy,
soit continue et que l'on ait, en posant Ny = X = Fu, v(Np) < /4™
Soit A, l'ensemble des te K tels que Nyp ne soit pas A-intégrable,
ou que l'on ait A(Nm) > 1/2"; si A est la réunion des As, on a
(A) < £/2. Soit K, une partie compacte de K ~ A telle que w(K = K;) < ¢

et que, pour toute fonction ge %(X), la restriction de ¢t — f g(z)dn(x)
a K, soit continue. En utilisant le th. d’Urysohn, montrer que, pour

toute fonction fe X(Y), la restriction a K, de t — f f(x))dr(z) est

limite uniforme de fonctions continues).
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*5) Pour tout ¢ e R, soit f(t) la fonction continue z - exp(- 2ritx),
élément de Pespace ¢ = C¢(R) des fonctions complexes continues dans R.
I’espace C est en dualité avec espace €' = Cg(R) des mesures complexes
sur R & support compact ; on identifie canoniquement a un sous-espace
de ¢’ I'espace R = J (R) des fonctions complexes continues a support
compact, en identifiant une fonction ¢ € X a la mesure de densité ¢
par rapport & la mesure de Lebesgue. On désigne par 9 le sous-espace
de % formé des fonctions complexes indéfiniment dérivables a support
compact. Montrer que, lorsqu’on munit ¢ de la topologie o(C, €') ou de la
topologic o(C, %K), f n’est pas scalairement intégrable pour la mesure de
Lebesgue w; par contre, pour la topologie o(c, ), f est scalairement

~
p-intégrable ebj fdp. est la mesure g, ; prouver que dans ce cas les condi-

tions de la prop. 7 sont vérifiées.,
6) Soient F un espace de Fréchet distingué (£sp. vect. top., chap. 1V,
§ 3, exere. 10 b)), I’ son dual. Montrer que, si f est une application scalai-

rement essentiellement intégrable de 1" dans F, ’ fdy. appartient au bi-

dual F"' de F. (Plonger F dans F'' ; appliquer le th. 1, ainsi que la prop. 2
et le lemme 1 de I’ Appendice.)

7) @) Soient F == J(N) I'espace de Banach des suites de nombres
réels tendant vers 0, ' = LY(N) son dual (Esp. vect. top., chap. 1V, §1,
exerc. 1). Soit £ = (f,) l'application de I == [O, 1] dans F telle que

fa(t) = neor (1), ou I, = [0, 1/n]. Montrer que f est scalairement inté-

grable pour la mesure de Lebesgue p sur 1, mais queJ fdy. est un élément
de F'' non dans F. ‘

b) Soit g 'applicationde J = [— 1, + 1] dans F définie par les con-
ditions g(f) = §(¢) pour ¢ = 0, g(f) = ~ f(— ) pour < 0. Alors g est scalai-

3

rement intégrable pour la mesure de Lebesgue sur J et on a] gdpe F,

mais il existe des fonctions h e L* telles que] hgdp. & F.

¢) Déduire de @) une nouvelle démonstration du fait que I'espace vec-
toriel topologique F n’est pas isomorphe au dual d’'un espace normé
(cf. Esp. vect. top., chap. 1V, § 5, exerc. 15 ¢)).

8) Soient F un espace localement convexe séparé, f une application
scalairement localement intégrable de T dans I telle que, pour toute par-

/o
tie compacte K de T, / fdpe F.
< K

a) Montrer que, si f est scalairement essentiellement intégrable, et
si F est semi-réflexif (ou seulement si toute suite de Cauchy pour o(F, )
converge dans I pour cette topologie, lorsque T est dénombrable a I'in-

v

(Lo

finl), on a f gfdp € F pour toute fonction g e
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b) Montrer que, si F est quasi-complet, et si, pour toute semi-norme
Sk
continue ¢ sur F, on aj q(f@))dur(t) < - oo, alors £ est scalairement

©

essentiellement intégrable et on aJ gfdp. € F pour toute fonction g e 4™,

D

(Dans les deux ecas, considérer ensemble filtrant croissant des parties
compactes de T.)

9) Soient G, I deux espaces localement convexes séparés, U une
application de T dans F = (G ; ). On suppose que G est tonnelé, H
quasi-complet, U p-mesurable et U(K) borné pour toute partie compacte
K de T; en outre, on suppose que pour toute semi-norme ¢ continue

At
sur H et tout xe G, on aitj g(U(t) . x)du(t) < + . Dans ces condi-

tions, montrer que U est scalairement essentiellement p-intégrable et que
fU(t)dpL(t) e F (utiliser 'exercice 8 b)).

10) Soient G, H deux espaces de Fréchet, G, (resp. H,) une partie
partout dense de G (resp. H), £ — ®, une application de T dans I’es-
pace F = B(G, H) des formes bilinéaires continues sur G x I, muni
de la topologie de la convergence simple. On suppose que : 1° pour
tout couple (a,b)e G, x H,, t— Oya, b) est essentiellement p-inté-
grable ; 20 si, pour tout couple de parties bornées A < G, Bc H,
on pose ga (@)= sup {‘Dx ¥)| pour toute @ e (G, H) on a

(x,y)eax

J 24 1(P)du(t) < + ®. Dans ces conditions, montrer que ¢ — @, est

scalairement essentiellement p-intégrable et que j Ddu(t) e F (en utili-

sant le th. de Lebesgue, se ramener a appliquer le cor. 1 du th. 1). Cas
particulier ot H = R.

11) Soient p la mesure de Lebesgue sur T = [0, 1], I un espace
hilbertien ayant une base orthonormale dénombrable (e,). Soit £ Pappli-
cation de T dans F telle que §0) = 0 et §(¢) = 2”e./n dans Vintervalle

]2""1 2‘"] = 0). Montrer que f est p-mesurable, scalairement p-inté-
wk
grable et telle que] fdp. e F, mais quef |f]dp = + .

12) Soient wp la mesure de Lebesgue sur T = [0, 1], et soit F un
espace hilbertien ayant une base orthonormale (e),o.. équipotente a T.

a) Soit £ 'application ¢t — e; de T dans F. Montrer que f est scalaire-
ment p-négligeable, mais n’est pas p-mesurable lorsqu’on munit F de la
topologie faible o(F, F’) (ni a fortiori lorsqu’on munit F de la topologie
initiale).

b) Soit A un ensemble non p-mesurable dans T (chap. 1V, § 4,
exerc. 8) ; montrer que la fonction g = fo, est scalairement p-négligeable,
mais que la fonction numérique | g| n’est pas p-mesurable.

Bourbaki XXV. 6
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13) Soient F un espace localement convexe séparé, I’ son dual,
¢ une semi-norme semi-continue inférieurement dans F. Montrer que, si £
est une application de T dans F, py-mesurable pour la topologie o(F, F'),
alors la fonction numérique ¢ o £ est p-mesurable.

14) Soit p la mesure de Lebesgue sur T = [O, 1]; on désigne par F
Iespace vectoriel sur R des fonctions numériques finies p-mesurables sur
‘T, muni de la topologie de la convergence simple, qui en fait un espace
localement convexe séparé.

a) Montrer qu'il existe dans F une partie dénombrable partout dense
(considérer une suite partout dense dans l'espace de Banach C(T) des
fonctions numérigques continues dans T).

b) Pour tout te T, soit %) V'élément du dual F' de F défini par

<f(t), z> == z(t) pour tout e T. Montrer que, lorsque F' est muni de la
topologie o(F’, F), f est scalairement p-mesurable mais n’est pas u-mesu-
rable (cf. prop. 13).

15) Soient F un espace localement convexe métrisable, £ une applica-
tion scalairement p-mesurable de T dans F, telle que, pour toute partie
compacte K de T, il existe une partie dénombrable H de F telle que
£(t)  H pour presque tout 1 € K ; montrer que dans ces conditions £ est
w-mesurable pour la topologie initiale de F. (Plonger ¥ dans un produit
dénombrable d’espaces normés, apres s’étre ramené au cas ol F est de
type dénombrable.)

16) Soient F un espace de Banach, F’ son dual. Pour tout p tel que
1< p< + o, on désigne par AL(T, w) (ou simplement par AZ) l'en-
semble des applications £ de T dans F’ telles que, pour tout z< F, la fone-
tion numérique <z, t'> appartienne a 47(T, ). On a A% 5 4%, et A} est
Pespace des fonctions scalairement essentiellement u-intégrables, & va-
leurs dans F’ (F’ étant muni de o(F’, F)). On sait que, si on désigne par
0(z) la classe de <z, f> dans L?(u), I'application z — 6(z) est continue
(n° 4, lemme 2) ; soit My(f) sa norme ; ¢’est une semi-norme sur Pespace
Af. Pour que My(t) = 0, il faut et il suffit que f soit scalairement locale-
ment négligeable.

a) Pour que f e AL, il faut et il suffit que, pour toute fonction numsé-
rique g € 47, la fonetion gt soit scalairement essentiellement p-intégrable ;
on a alors M;(gf) < Mp(5)N,(g). '

b) Dans I'espace A}, montrer que la semi-norme M, est équivalente

a la semi-norme M;(f) = sup }ffdp.
A

ties mesurables de T ; de facon précise, on a M; < M, < 2M;. En déduire
que M, est une semi-norme équivalente a My(f) = 51)1p< M;(gf).
Nglo) <1

¢) On prend pour F un espace hilbertien ayantdun\e base orthonor-
male dénombrable, pour ¢ la mesure de Lebesgue sur T = [0, 1].
Montrer qu’il existe une application de T dans F, non intégrable mais
scalairement intégrable, et qui soit limite pour la semi-norme M; d’une
suite de fonctions étagées mesurables (cf. exerc. 11) ; en déduire que, sur

, ot A parcourt I’ensemble des par-
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I'espace 41, des fonctions p-intégrables, la topologie définie par la semi-
norme M, est strictement moins fine que cclle définie par N;. Résultat
analogue pour les semi-normes M, et Np, pour 1 < p < - .

d) Montrer que, sur I'espace ‘4, on a M, = N

e) On prend pour F un espace hilberticn ayanL une base orthonor-
male dénombrable rangée en une suite double (en,). Soit . la mesure de
Lebesgue sur 1" = [O, 1] Soit Uy l’application de T dans F telle que
Un(t) = em, pour (12" <t <n2™ et 1< g2 et uxn(l) =0;

on pose £, == 2 u;. Montrer que, pour 1 < p < 4 oo, (£,) est unc suite de
7=

Cauchy dans A%, mals ne converge vers aucune fonction de AL,

f) Soit (£,) une suite de Cauchy dans Uespace AL, (1 € p <€ + w);
on suppose qu’il existe une application f de T dans I telle que, pour tout
z € I, la suite des fonctions <z, fﬂ> converge en mesure vers <z, ) (chap.
IV, §6, exerc. 11). Montrer que £ e A2 et que la suite () a pour hmite £
dans AZ.

g) On prend pour F 'espace de Banach L!(N) des séries absolument
convergentes ; son dual est IV = L*(N) (Esp. vect. top., chap. 1V, § 1,
exerc. 1). Soit u la mesure de Lebesgue sur T = [0, 1]. Soit f Papplication
de T dans F’ telle que £0) = 0 et, pour 271 < ¢ < 27, £(t) est la suite
dont tous les termes sont nuls, sauf le terme de rang r, égal & 2"/? pour
1 < p < + . Montrer que fest mesurable pour la topologie forte sur I,
et appartient a A7, mais qu'il n’existe aucune suite (f,) de fonctions
étagées qui tende vers £ dans Pespace Af.

9 17) Soient u la mesure de Lebesgue sur T = [0 1), F lespace de

Banach LY(N), F'' = L™ (N) son dual. Pourtoutte[o 1[ soitt = L 227"

n=70
le développement dyadique de ¢ ; on désigne par £(z) la suite (£,) e F', et
on pose f(1) = 0.

a) Montrer que la fonction f appartient a 'espace Af, (cf. exerc. 16)
pour 1 £ p< + oo,

b) Montrer que f est mesurable pour la topologie o(I", F) et que,
pour cette topologie, il existe une suite de fonctions étagées qui converge
presque partout vers f.

¢) Montrer que f n’est pas mesurable pour la topologie forte sur F’
(remarquer que |f(1)-£(¢)] =1 s1 O0<t<t' < 1).

d) Montrer que, dansl espace AL, (1 € p < 4 ), £ n’est pas limite
d’une suite de fonctions étagées. (Se ramener & ne considérer que les fonce-
tions étagées combinaisons linéaires (4 coefficients dans I') de fonctions
caractéristiques d’intervalles dont les extrémités sont de la forme //27;
si g est une telle fonction étagée, montrer qu'avec les notations de
Pexere. 16 b), on a Mj(f-g)> 1/4.)

e) Montrer qu’il n’existe aucune application h de T dans k’, mesurable
pour la topologie forte, et telle que £ -h soit scalairement négligeable.
(Remarquer que, pour une telle application, on aurait nécessairement.
N, (k) < 1; obtenir alors une contradiction avec le résultat de d).)
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18) Montrer que la prop. 8 subsiste lorsqu’on y remplace la condition
que £ soit w-mesurable (pour la topologie initiale de F) par la condition
que f soit p-mesurable pour la topologie affaiblie o(F, F’). (Utiliser
Pexere. 19 ¢) du chap. 1V, § 4.)

T 19) Soit £ une application scalairement essentiellement p-inté-
grable de T dans F. Pour tout 2z’ € F’, on désigne par u(z') 1a classe dans

L) de la fonction <f, z' >. On dit que £ est scalairement bien intégrable si,

pour toute fonction g € L” (1), on a / gidp. e F.

a) Pour que f soit scalairement bien intégrable, il faut et il suffit
que u; soit continue pour les topologies o(I) F) et o(1., L.”). Lorsqu’il en
est ainsi, I'image par u; de toute partic équicontinue de I’ est une partie
relativement faiblement compacte de L. En particulier : «) pour toute
partie équicontinue H' de F' et tout € > 0, 1l existe une partie compacte

)

L de T telle que/ !<f, z’>|dg < e pour tout z' e H' ; p) pour toute
1L
partie équicontinue H' de F’ et tout € > 0 il existe v > 0 tel que, pour

tout ensemble ouvert U c T de mesure u(U) < 7, on ait/ ]<f, z’ > [dp. <e
pour tout z’ e H’ (chap. V, § 5, exerc. 17). “ U

b) On suppose vérifiées les conditions «) el B) de a) et en outre qu'il
existe un sous-espace H c L™, dense pour la topologie (L™, L1} et tel que,

pour toute fonction g € £ dont la classe est dans H, on aitj gidp e F.

Montrer que dans ces conditions, si on suppose en outre F guasi-complet,
f est scalairement bien intégrable. (Se ramener d’abord au cas ou F est

complet (pour sa topologie initiale), et remarquer que g — / gidu. est une

application linéaire continue de L™ dans F'*, lorsque L™ est muni de la
topologie ©(Li”, L) et F'* de la topologie de la convergence uniforme dans
les parties équicontinues de F’.)

¢) On suppose que f soit scalairement bien intégrable. Montrer que
pour toute suite de Cauchy (z,) pour la topologie o(I”, ), la suite (u(z,.))
est fortement convergente dans L! (utiliser 'exerc. 13 a) du chap. IV, §6 et
Pexerc. 18 h) du chap. V, §5). En déduire que, si A est 'image dela bhoule

unité de 1.” par Papplication g—>/ gidu., toute suite de Cauchy (z)) pour

la topologie o(F’, I') est une suite de Cauchy pour la topologie de la con-
vergence uniforme dans A.

d) Déduire de ¢) que, si f est scalairement bien intégrable, 'image par
i; de toute partie de F' équicontinue et métrisable pour o(F', F), est
relativement fortement compacte dans L'. En particulier, si F est le dual
G’ d’un espace localement convexe séparé G, si on munit I d’une topo-
logie compatible avec la dualité entre F et G, et si dans G’ il existe une
partie dénombrable fortement partout dense, alors Pimage par u; de
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toute partie bornée de F' = G est relativement fortement compacte dans
L* (plonger G dans son bidual).

20) Soient F un espace localement convexe séparé, F’ son dual,
&' I'ensemble des parties A’ c F’ telles que de toute suite de points de A’
on puisse extraire une suite convergente pour o(F’, F). Montrer que, pour
une partie bornée A de F, les conditions suivantes sont équivalentes :
®) A est précompact pour la S'-topologie ; B) toute suite convergente
pour o(F’', F) converge uniformément dans A. (Soit & I'ensemble formé
des parties finies de F et de A ; remarquer que B) entraine que toute par-
tie A" e &' est précompacte pour la S-topologie, en utilisant I'exerc. 2
de Top. gén., chap. 11, § 4. Appliquer ensuite 'exerc. 12 de Esp. vect. top.,
chap. IV, § 1.)

€[ 21) Soit £ une application scalairement bien intégrable de T dans
un espace localement convexe séparé quasi-complet F.

a) Montrer que I'image par g'—>J gidu. de la boule unité de L™ est

une partie relativement compacte de F pour la topologie initiale, dans
chacun des cas suivants: 1° il existe une partie dénombrable partout
dense dans F ; 20 F est le dual G’ d’un espace G, qui est métrisable ou
limite inductive stricte d’une suite d’espaces métrisables, et F est muni
de la topologie <(G', G). (Utiliser I'exerc. 19 ¢) et Pexerc. 20 ; dans le

cas 20, utiliser le th. de Smulian (Esp. vect. top., chap. IV, § 2, exerc. 13 ¢)).

b) Montrer que la conclusion de a) est encore valable lorsque, sans
hypothése nouvelle sur F, on suppose que f est mesurable. (En plongeant
F dans un produit d’espaces de Banach, se ramener au cas ou F est un
espace de Banach ; puis, en utilisant I'exere. 19 @), se ramener au cas ou T
est compact ; appliquer alors le cas 1° de a)).

22) Dans un espace localement convexe séparé F, soit (z,),e, une
famille telle que I'application «—> z, soit scalairement bien intégrable
(exerc. 19) lorsqu’on munit A de la mesure définie par la masse 4 1 en
chaque point.

a) Montrer que la famille (z,) est sommable pour toute topologie
© compatible avec la dualité entre F et F’ (utiliser I'exerc. 19 a)). Réci-
proque lorsque F est quasi-complet pour ©.

b) On suppose ' = G, F' = G, ou G est un espace localement con-
vexe séparé tel qu'il existe dans G’ une partie dénombrable fortement
partout dense. Montrer alors que (z,) est sommable pour la topologie
forte sur G’ (qui n’est pas nécessairement compatible avec la dualité entre
G’ et G) (cf. exerc. 19 d)). Montrer que ce résultat ne s’étend pas au
cas ou G = LI(N), G' = L™ (N).

23) Soit p. une mesure positive sur T, portée par une réunion dénom-
brable d’ensembles compacts.

a) Soit H un ensemble de fonctions numeériques p-mesurables, tel
que, pour tout ¢ € T, on ait sup f(z) < 4+ . Montrer qu'il existe une fonc-

{eH

tion p-mesurable finie g, telle que f(f) < g(t) presque partout pour toute
fonction f € H. (Se ramener au cas ou p. est bornée et ou les fonctions de H
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prennent leurs valeurs dans [— 1, -+ 1], au moyen d’'un homéomorphisme

croissant de R sur cet intervalle. Considérer alors la borne supérieure g
dans Li(n) de I'ensemble des classes des fonctions de H (chap. IV, § 3,
no 6, prop. 14) et remarquer qu’il existe une suite de fonctions de H qui
converge presque partout vers g.)

b) Soit £ une application scalairement p-mesurable de T dans un
espace localement convexe séparé F. Pour toute partie B’ de I/, bornée
pour o(F’, F), montrer qu’il existe une fonction numérique mesurable et
finie gy telle que, pour tout z’ € B, on ait {(f(t), z’>] < gwsr(t) presque
partout.

¢) Soient F un espace de Fréchet, £ une application scalairement
u~-mesurable de T dans F. Montrer que, pour toute partie compacte K deT
et tout e > 0, il existe un ensemble compact K’ c K tel que p(K - K') ¢
et que la restriction de £ 4 K’ soit bornée (utiliser 2)).

24) Soit F un espace localement convexe séparé complet, contenant
une partie dénombrable partout dense. Soit f une application de T dans F,
scalairement p-mesurable et scalairement essentiellement bornée ; mon-
trer que pour toute fonction ge{?, gt est scalairement intégrable et

fgi'dp. e F. (Utiliser le th. 4 de Esp. vect. top., chap. IV, §2, n° 5, en

remarquant que les parties équicontinues de F’ sont métrisables pour
o(F’, F) et en appliquant le th. de Lebesgue.)

9 25) Soit F un espace de Fréchet de type dénombrable, dans lequel
toute suite de Cauchy pour o(F, F') est convergente pour cette topologie
(par exemple un espace LY(T’, v), si T’ admet une base dénombrable (chap.
V, § 5, exerc. 18 b))). Montrer que toute application scalairement essentiel-
lement intégrable £ de T dans F est scalairement bien intégrable. (Prouver
d’abord que pour toute fonction ge €*(u) & support compaet, on a

f gidy e F, en remarquant que £ est w-mesurable (n® 5, prop. 12), et en ap-

pliquant la prop. 8 du n° 2 et hypothése. En déduire, a 'aide de 'hypo-

thése, que/ gidy. e F pour toute fonction g € € et tout ensemble A réu-
A

nion dénombrable d’ensembles compacts. Avec les notations de I'exere. 19,
prouver enfin que 'image par u, de toute partie équicontinue de I’ est rela-
tivement faiblement compacte dans LY, en utilisant le th. d’Eberlein (Esp.
vect. top., chap. IV, § 2, exerc. 15 b)) et le fait que les parties équicontinues
de F’ sont métrisables pour o(F’, F)).

26) Soit (f») une suite de fonctions u-intégrables définies dans T, telles

que pour presque tout ¢ e T, sup | fa(t) | < + 0, et supJn] fa(t) | dp(t)=+o0.
Montrer qu’il existe une suit: (cn) de scalaires tellg que 2| cn] < 4+ oo, et
que 2 cqfn nie s0it pas p-intégrable (appliquer & l’espacenLl(N) = F le th.
de Gelfand-Dunford).
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27) Soient E un espace de Banach réel de type dénombrable, G = E’
son dual, G' un sous-espace de E, dense dans E, distinct de E et tonnelé
(Esp. vect. top., chap. II1, § 1, exerc. 6). Montrer que, si on munit G de la
topologie ¢(G, G'), et son dual G’ = "{(G; R) de la topologie de la conver-
gence compacte, G’ n’est pas quasi-complet, et il y a dans G’ une suite (z,)
tendant vers 0 et une suite (3,) de norabres > 0 et de somme finie, telles
que la série de terme général Az, ne soit pas convergente dans G'. (Re-
marquer d’abord que toute partie de G bornée pour o(G, G’) est bornée
pour la norme sur G. Considérer un point ¢« € & n’appartenant pas a G/, et
une suite (a,) de points de G’ qui converge vers a dans E et est telle que
” An+1 — an” < 1/27).

§ 2

1) Montrer que, pour qu’une fonction numérique f sur T soit essen-
tiellement intégrable pour toute mesure positive sur T, il faut et il suffit
qu’elle soit bornée, & support compact, et mesurable pour toute mesure
positive sur T.

2) Soient G un espace tonnelé, H un espace semi-réflexif, F Iespace
4s(G; H). Soit m une mesure vectorielle sur T, 4 valeurs dans F. Montrer
que, pour toute fonction numeérique f essentiellement intégrable pour m,

on a/fdm e F. (Remarquer que F est semi-réflexif.) Cas ou H = R.

3) Soit m une mesure vectorielle sur T, & valeurs dans ¥. Montrer
que, pour toute fonction numérique f essentiellement intégrable pour m,

on a {fdm e I dans chacun des deux cas suivants : «) F est distingué

(Esp. vect. top., chap. IV, § 3, exerc. 10) ; &) F est un espace de Fréchet et
T est dénombrable & I'infini. (Dans les deux cas, plonger F dans F'' et
appliquer la méthode du cor. 1 de la prop. 3 ; dans le cas &), utiliser
Pexerc. 21 d) de Esp. vect. top., chap. 1V, § 3.)

4) Soit m une mesure vectorielle sur T, a4 valeurs dans F. Montrer
que, pour toute fonction numérique f > 0, semi-continue inférieurement et

essentiellement intégrable pour m, on a //‘dm e F'' (utiliser le th. 1 du

chap. IV, § 1, no1).
5) Soient F un espace localement convexe semi-réflexif, m une me-
sure sur T & valeurs dans F. Montrer que, pourtoute fonction numérique g

localement intégrable pour m, 'application f —>ffgdm de K(T) dans F

est une mesure sur T, notée g.m ; pour qu'une fonction numérique A soit
essentiellement intégrable pour g.m, il faut et il suffit que gh soit essen-

tiellement intégrable pour m, et on aj hd(g.m) :fkgdm.

6) Soient F un espace localement convexe semi-réflexif, muni d’une
structure d’algébre sur R telle que l'application (u,¢) - uv de F X F
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dans I' soit séparément continue. Soit m une mesure sur T, & valeurs dans
F, telle que m(fg) = m(f)m(g) pour f et g dans J(T). Montrer que si
les fonctions numériques f, g sont telles que f, g et fg appartiennent &

Y(m), on a | fgdm = / fdm\(’ gdm |. (Traiter d’abord le cas ou
«©r ).!

LW

g € 1(T) en considérant les deux mesures f — m(fg) et f — m(/)m(g);
passer au cas général en procédant de méme et utilisant 'exere. 5). Cas
ou F = %(G), G étant réflexif et I muni de la topologie de la convergence
simple ou de la topologie de la convergence simple faible.

7) Soient p une mesure positive sur T, m une mesure sur T & valeurs
dans F, de base p. et de densité £ par rapport a w. Soit ¢ une semi-

norme semi-continue inférieurement sur F. Montrer que si, pour toute
o

partie compacte K de T, / (g of)dw. est finie, on a, pour toute fonction
o K — PR
ok g

u-mesurable A = 0, l’inégalité} hdg(m) < f (g o f)hdp. (Utiliser le

lemme 1 du chap. V, § 2, n° 2.)

8) Soit m une mesure vectorielle sur T &4 valeurs dans F, g-majorable
pour une semi-norme ¢ semi-continue inférieurement dans F. Montrer
que, pour toute fonction f > 0 de J(T), on a

~

[ fitgom) = sup Zg(m(fi))

lorsque (f;) parcourt ’ensemble des suites finies d’éléments de J(T)
telles que E]ﬁ] < f. (Raisonner comme dans le th. 1 du chap. II, § 2,

no 2.)

9) Sotent T un espace localement compact dénombrable a Vinfini, F
un espace tonnelé séparé contenant une partie dénombrable partout dense,
m une mesure vectorielle sur T & valeurs dans le dual faible F’ de F.
Montrer qu’il existe sur T une mesure positive u telle que m soit scalaire-
ment de base w. (Utiliser la prop. 12 du chap V, §5, n° 6, et la condition ¢)
du th. de Lebesgue-Nikodym, chap. V, §5, n° 5, th, 2.)

9 10) Soit K un espace compact. Pour tout espace quotient séparé
K, de K, on identifie Pespace de Banach ¢(K,) & un sous-espace fermé
de ¢(K) par l'injection f — feom, ot = est I'application canonique de K
sur K,.

a) Soit u une application linéaire continue de ¢(IK) dans un espace
localement convexe séparé quasi-complet F. Pour que u transforme la
boule unité de ¢(K) en une partie de F relativement compacte pour
o(F, F'), il suffit que, pour tout espace quotient métrisable K, de K, la
restriction de u & ¢(K,) ait la méme propriété. (Utiliser le th. d’Eberlein
(Esp. vect. top., chap. IV, § 2, exerc. 15), et remarquer que toute suite
(fo) dans C(K) est contenue dans un sous-espace ¢(K;), ou K, est un
espace quotient métrisable de K ; pour cela, on considérera I’application
continue z — (fu(x)) de K dans RN.).
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b) Pour tout espace quotient séparé K, de K, la transposée de 'in-
jection canonique de €(K;) dans ¢(K) est 'application g — =({u) de MYK)
dans M(K,). On désigne par (O(K)Y le dual de 'espace de Banach Jt(K)
(bidual de ¢(K)). Pour qu'une partic A de Ji(K) soit relativemnent com-
pacte pour (I (K), (I(K))'), il faut et 1l sullit que, pour tout espace
quotient métrisable K, de K, I'image canonique de A dans I(K,) soit
relativement compacte pour o(NU(K,), (M(K,))). (Remarquer que A est
fortement borné ; on peut supposer alors que A est convexe, équilibré
et fermé pour la topologie vague o(M(K), €(K)) (appliquer dans Mt(K,)
le chap. 1V, § 4, exerc. 19); A est done I'image de Ia boule unité du dual
F’ d’un espace de Banach I'; par la transposée d’une application linéaire
continue u de ¢(K) dans I (considérer le polaire de A dans ¢(K)); appli-
quer alors a).)

4 11) Soient F, G deux espaces localement convexes séparés, G étant
supposé quasi-complet ; soit u une application linéaire continue de F
dans G ; sa transposée ‘u étant fortement continue, la transposée {(‘u) est
une application lindéaire fortement et faiblement continue de '’ dans G”'.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

@) u transforme toute partie bornée de I' en une partie relativement
compacte de G pour o(G, G).

B) «tu) applique F"' dans G.

v) ‘a est continue pour les topologies o((i', G) et o(F', F").

3) tu transforme toute partie équicontinue de G’ en une partie rela-
tivement compacte pour o(F’, F/).

(Utiliser le fait que toute partie bornée de F est relativernent com-
pacte dans I pour o(F'’, F’). Pour voir que §) entraine v), considérer
d’abord le cas oit G est complet, et utiliser le th. 4 de Esp. vect. top.,
chap. IV, § 2, n° 5. Pour passer au cas général, plonger G dans son
complété et remarquer que tout point de F'' est adhérent, pour la
topologie o(I", F'), & une partie bornée de I.)

9 12) a) Soient K un espace compact, 12 = E(K) le sous-espace de R¥
formé des combinaisons linéaires de fonctions caractéristiques d’ensembles
ouverts ; on identifie E 4 un sous-espace du bidual de ¢(K). Montrer qu’une
suite de Cauchy pour 6(O(K), E) est convergente pour o M (K), (M1(K))")
(utiliser la prop. 12 et exerc. 17 du chap. V, § 5). En déduire que toute
partie A de O (K), relativement compacte pour la topologie o(01(K), E),
est relativement compacte pour la topologic o1 (K), (M(K))).
(Se ramener au cas ou K est mdétrisable en utilisant l'exerc. 10 &).
Montrer que A est borné en appliquant exerc. 15 du chap. V, §5.
Noter que sur A la topologie vague o("k(K), ¢(K)) et la topologie
o(M(K), E) sont identiques, E 2 ¢(K) étant ’adhérence de I dans le
dual fort de J(K); en utilisant le fait que ¢(K) est de type dénom-
brable, en déduire que de toute suite de points de A on peut extraire
une suite de Cauchy pour s(0n(K), E); achever en invoquant le th.
d’Eberlein.)

b) Soient T un espace localement compact, m une mesure vectorielle
sur T & valeurs dans un espace localement convexe séparé et quasi-
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complet F. On suppose que, pour toute partie compacte K de T, on ait

dm e F; montrer que, pour toute fonction borélienne bornée f a support
o K

compact dans T, on a[fdm e F, et que I'image par f—>ffdm de en-

semble des fonctions boréliennes de support contenu dans un partie
compacte K de T et de norme || f|] < 1, est relativement compacte pour

o(F, F') (utiliser a) et I'exerc. 11, appliqué a u : f—>/ﬂfdm, ou f par-

court I’ensemble des combinaisons linéaires de fonctions caractéristiques
de parties compactes de T).

¢) Soient I un espace localement convexe séparé et quasi-complet,
m une mesure vectorielle sur T & valeurs dans F, scalairement de base @ ;
pour tout z’ e F', soit z’om = g,..u. Pour que la condition de &) soit
remplie, il faut et il suffit que, pour toute partie compacte K de T, toute
partie équicontinue H' de F’ et tout € > 0, il existe 3}> O tel que les rela-

*
tions AcCK et p*(A) <3 entrainent/ | g du << pour tout z’ e H’
J A

(utiliser I’exerc. 11 ci-dessus et Pexerc. 17 du chap. V, §5) ; on dit alors
que m est absolument continue par rapport & g (pour la topologie initiale
de F). Toute mesure vectorielle & valeurs dans un espace semi-réflexif,
et scalairement de base y, est absolument continue par rapport a . (cor. 2
de la prop. 3). Toute mesure vectorielle majorable m & valeurs dans un
espace de Banach F est absolument continue par rapport & |m| (pour la
topologie initiale de F).

9 13) Soient G un espace tonnelé séparé, F =G’ son dual ;
si, lorsqu’on munit F d’une topologie compatible avec la dualité entre
F et G, m est une mesure vectorielle sur T & valeurs dans F, m est
encore une mesure vectorielle lorsque F est muni de la topologie forte
du dual de G.

On suppose m scalairement de base pw; m est alors absolument
continue par rapport a4 u, lorsque F est muni de la topologie (F, G)
(exerc. 12 ¢)). Pour que m soit absolument continue par rapport a
lorsque F est muni de la topologie forte, il faut et il suffit que, pour toute
partie compacte K de T et toute suite (A,) de parties p-mesurables de K,
I'image B par m de V'adhérence dans €(y) de I'ensemble des fonctions
étagées de valeur absolue < 1, sur le clan engendré par la suite des A,
(chap. IV, § 4, n° 8), contienne une partie dénombrable dense pour la
topologie forte de G’. (Pour voir que la condition est suffisante, se
ramener au cas ot T = K est un espace stonien (chap. 1V, § 4, exerec.
10). Raisonner alors par I’absurde : si (Ay) est une suite de parties a la
fois ouvertes et fermées de K, en passant a un espace quotient métri-
sable K, de K (exerc. 10 a)), on peut supposer que les fonctions continues
sur K; correspondant aux ¢, forment un ensemble total dans C(K,).
D’autre part, en considérant le quotient de G par le sous-espace ortho-
gonal a B, on peut supposer que B est total dans F = G’ pour la topolo-



§ 2 EXERCICES 91

gie o(G’, G); si H est le sous-espace de F = G’ engendré par B, I'hypo-
thése entraine alors que toute partie bornée C de G est précompacte et
métrisable pour o(G, H). On peut done de toute suite bornée (z,) de
points de G extraire une suite de Cauchy pour o(G, H); montrer que
s1 (Z») est une suite de Cauchy pour o(G, H), et si on pose z,om = g, .p,
la suite des classes des g, dans L.}(u) est une suite de Cauchy pour la
topologie o(L.Y, [.”) ; en conclure finalement une contradiction en utilisant
les exerc. 17 et 18 du chap. V, §b).

14) a) Soient G un espace de Banach, F = G’ son dual fort, g une
application de T dans ¥ appartenant & Despace AL (§ 1, exerc.
16). Montrer que, si p > 1, la mesure g.p est absolument continue
par rapport a u (pour la topologie forte de I).

b) On prend pour G 'espace de Banach LYN), d’ott G’ = L”(N) ; si
f est la fonction définie dans Pexerc. 7 a) du §1 (considérée comme prenant
ses valeurs dans G'), f est scalairement bien intégrable mais la mesure
. n’est pas absolument continue par rapport & p pour la topologie forte
de G'.

9 15) a) Soit £ une application scalairement localement intégrable
de T dans un espace localement convexe séparé et quasi-complet F. Alors
m = f.y est une mesure vectorielle & valeurs dans F'* (pour la topologie
a{F*, F')). Montrer que, si cette mesure est absolument continue (pour la
topologie de la convergence uniforme dans les parties équicontinues de
E'), et s1 en outre  est p-mesurable (pour la topologie initiale de I), m est
une mesure vectorielle & valeurs dans F. (Utiliser la prop. 8 du § 1, n° 2.)
Si F est un espace de Banach et si, pour un p > 1, <z’, f> appartient a
$P(n) pour tout z e F’, la mesure m est absolument continue (ef.
exerc. 14 a)).

b) Soient I = [0, 1], f la fonction définie dans 1 x I (en utilisant
I'hypothése du continu) telle que, pour tout z € I, s — f(s, t) soit la fonction
caractéristique d’un ensemble dénombrable, et pour tout s 1, t — f(s, £)
soit la fonction caractéristique du complémentaire d’un ensemble dénom-
brable (chap. V, § 8, exerc. 7 ¢)). On désigne par I, I'intervalle I muni de la
topologie discréte, par I I'espace de Banach ®(I) = L*(I) des fonctions
bornées sur I ; on peut identifier F 4 I'espace ¢(1;) des fonctions continues
sur le compactifié de Stone-Cech de I,. Pour tout s e I, on désigne par
g(s) 'élément ¢t — f(s, t) de F ; montrer que g est scalairement intégrable

pour la mesure de Lebesgue w sur I ; mais / gdp. n’appartient pas a F. De

facon précise, g. . est une mesure vectorielle & valeurs dans F'/, égale & ep,
ol ¢ est le vecteur constant identifié a la fonction caractéristique de
I, I, = E (cf. exerc. 12 a)). (Décomposer toute mesure positive sur Iy en
somme d’une mesure atomique et d’une mesure diffuse (chap. V, § 10,
prop. 15), et remarquer que la mesure diffuse est portée par E.) En déduire
qu’il n’existe aucune fonction p-mesurable h & valeurs dans F telle que
h - g soit scalairement p-négligeable (utiliser a)).

16) On considére les applications u, de T = [O, 1] dans un espace
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de Hilbert de type dénombrable, définies au § 1, exerc. 1, et on pose
fc = u;, 4+ ... 4 up; montrer que les mesures vectorielles f. . convergent
uniformément dans toute partie bornée de ¢(T) vers une mesure vecto-
rielle m 4 valeurs dans F. En outre, m se prolonge par continuité & I’es-

f fdm | < Nyff)

dans F ; en particulier, m est scalairement de base p et absolument conti-
nue par rapport a u pour la topologie forte (exerc. 12 ¢)). Toutefois, m n’est
de base v pour aucune mesure positive vsur T, et a fortiori (n° 5, cor. 4 du
th. 1) n’est pas majorable. (Se ramener au cas ot v est de base ., en utili-
sant le th. 3 du chap. V, §5,n°7.)

17) Soit p la mesure de Lebesgue sur T = [0, 1] ; 'application
f—f.u de ¢(T) dans OR(T) est continue pour la topologie forte sur o1(T),
et est donc une mesure vectorielle m & valeurs dans cet espace de Banach.
Montrer que m est scalairement de base w et absolument continue par
rapport 4 w pour la topologie forte, mais que m n’est pas de base u (pour
la topologie forte sur O(T)). (Remarquer que m est de base w pour la
topologie vague o(OM(T), C(T)), et en déduire que,sion avait m = g.y, ott
g est scalairement p-intégrable (pour la topologie forte sur on(T)), on
aurait nécessairement! g(f) = e presque partout. Montrer que cela
entraine contradiction, en remarquant que, pour toute fonction numérique

bornée 0 sur T, la forme linéaire 2’ : A — X G(t))\(ﬁto sur N(T) est conti-
teT

pace £3(p), et pour toute fonction f e 42 on.a/ fdm e F et

nue mais que <g, z’ > n’est pas nécessairement p-mesurable.)

9 18) @) Soient T un espace localement compact, (K,) un recouvre-
ment localement fini de T par des ensembles compacts. Soient p une me-
sure positive sur T, p, la mesure induite par w sur K,. On suppose que
chacun des espaces L*(K,, ©,) posséde la propriété de reléevement. Mon-
trer que L*(T, 1) posséde la propriété de relévement.

b) Soient K un espace compact métrisable, . une mesure posi-
tive sur K, (w;) une suite fondamentale (chap. 1V, § 5, exerc. 13)
de partitions finies de K en ensembles intégrables. Pour toute partie

intégrable A de K et tout élément f e Li(i), on pose A,(f) = 0 si u(A) = 0,
)

et M(f) = (;L(A))—lj fdu dans le cas contraire ; pour tout n, on pose
A

en(f) = %)\Ak(f)cpAk, si m, = (Ag). Montrer que la suite (pa(f)) de fonctions

u-intégrables converge presque partout vers f. (Considérer d’abord le cas
ot f est une fonction continue. Etant donné un nombre arbitraire a > 0,
montrer ensuite que la réunion B de tous les ensembles A appartenant

une au moins des partitions =, et tels que a.u(A) < / fdy, est mesurable
J A :

et telle que w(B) < a! f fdu. Approcher ensuite f dans € par une suite de

fonctions continues.)
¢) Montrer que tout espace compact métrisable possede la propriété
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de relévement. (Soit 2l un ultrafiltre sur N plus fin que le filtre de Fréchet:
montrer que p(f) = limupn(f) est un relevement de L™.)

d) Déduire de a) et ¢) que tout espace localement compact métri-
sable posséde (pour une mesure positive quelconque) la propriété de rele-
vement.

19) Soit p une mesure sur T telle que I'espace de Banach L(w) soit
de type dénombrable. Montrer que toute application linéaire continue de
I.}(n) dans le dual fort I' d’un espace de Banach quelconque F s’obtient

par passage au quotient & partir d’'une application de la forme ¢ »J gidy.,

olt f e €7, (Se ramener au th. de Dunford-Pettis en wutilisant Pexerc. 7
de Esp. vect. top., chap. IV, § b.)

9 20) Soient I' un espace de Fréchet de type dénombrable, ¥/ son
dual, . unc mesure positive sur T, m une mesure sur T & valeurs dans le
dual faible F{, scalairement de base w. Pour que m soit de base p, il faut
et il sufflit que la condition suivante soit remplie : pour tout ¢ > 0 et
toute partie compacte K de T, il existe une partie compacte K, c K telle
que p(K - K;)< ¢, et que 'image par m de l'ensemble des fonctions
pw-mesurables g, bornées, de support contenu dans K, et vérifiant

’ |gldu < 1, soit une partie équicontinue de F’. (On se rappellera que

o
3

f gdm e F’ pour toute fonction p-mesurable g bornée et & support com-

pact ; cf. cor. 2 de la prop. 3. Pour montrer que la condition est nécessaire,
utiliser 1a prop. 13 du § 1, n®5 et la prop. 5 du § 1, n° 2. Pour voir que la
condition est suffisante, considérer d’abord le cas o T est compact ; en
appliquant le cor. 3 du th. 1, n® 5, montrer d’abord qu’il y a une parti-
tion de T en un ensemble négligeable N et en une suite (K,) d’ensembles
compacts, et une application mesurable g de T dans Fj, telles que

J fdm :fgfdpn pour toute fonction f € £ (p) nulle dans le complémen-

taire d'une réunion d’un nombre fini d’ensembles K, ; pour prouver que
m = g.u, utiliser les exerc. 18 b) et 22 a) du chap. V, § 5. Enfin, pour pas-
ser au cas ou T est un espace localement compact quelconque, utiliser la
prop. 4 du chap. V, §1, n° 4.)

9 21) Soient F un espace de Banach, u une forme linéaire continue
sur 'espace de Banach LE(T, p); on désigne par g 'exposant conjugué
de p, par & lespace des fonctions étagées numériques sur les ensembles
p-intégrables. On peut écrire, pour fe 4P, ze F, u(fz) = <z, m(f)‘}7 ou
m est une application linéaire continue de Y7 dans F’ telle que
m()| < |l Ny(h):

a) Soit (A;), . ;., une suite finie d’ensembles p-intégrables non
négligeables, deux & deux disjoints. Montrer que l'on a

S ([ mle) (A <l
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(Pour tout systéme (a;);. ;.-, de vecteurs de I tels que |a;| = 1, consi-
dérer la forme lindaire (&;) — u(Z&iaicpA) sur R?, et appliquer le th. 4

du chap. V, § 5, n° 8, a une mesure de support fini.) En déduire que, st

A = l JAL, on a u] m(p,,) | < [Jufl (w(A)H/r (appliquer Pinégalité de
\/hnkowskl)
b) Pour toute fonction positivef e ¢, on pose v(f) = sup (Z | m(fos4,) |)

ou (A;) parcourt Vensemble des suites finies d’ensembles w-intégrables,
deux & deux disjoints. Montrer que v est la restriction & § d’une mesure
positive de base p (notée encore v) sur T, telle que | m(f) | < v(f) pour toute
fonction positive f e § (utiliser a)).

¢) Montrer que, si F est de type dénombrable, il existe une applioa-

tion g de T dans F’, scalairement p-mesurable, telle que u(f j g du

pour toute fonction £ e 47, et que ||u|| = Ny(g). (Pour établir la derniere
égalité, utiliser la prop. 13 du § 1, n® 5 et 'exerc. 13 du § 1.)

d) Déduire de ¢) que, si I est un espace de Banach réflexif de type
dénombrable, 'espace L{ est réflexif pour 1 < p < + « (appliquer la
prop. 12 du § 1, no 5).

M 22) Soient F un espace localement convexe séparé, & 'ensemble
des parties de F convexes, équilibrées et compactes pour o(F, I''), &' 'en-
semble des parties de F' convexes, équicontinues équilibrées et com-
pactes pour o(F', F'').

a) On suppose que toute partie de & est précompacte pour la &'-
topologie. Montrer que toute application linéaire continue u de F dans
un espace localement convexe séparé quasi-complet G, qui transforme
les parties bornées de F en parties relativement compactes pour o(G, G'),
transforme toute partie appartenant & & en une partie relativement
compacte de G pour la topologie initiale. (Utiliser I'exerc. 12 de Esp.
vect. top., chap. 1V, § 1, et 'exerc. 11 ci-dessus.) Réciproque (considérer
Papplication canonique de F dans son complété pour la &'-topologie).

b) On suppose que F est un espace métrisable ou une limite induc-
tive stricte d’espaces métrisables. Montrer que la condition de a) est
remplie si toute suite de Cauchy pour o(F, F') est une suite de Cauchy

pour la &'-topologie (utiliser le th. de Smulian (Esp. eect. top. , chap. 1V,
§ 2, exerc. 13 ¢))).

¢) On suppose F infratonnelé (Esp. vect. top., chap. I11, § 2, exerc. 12)
et on désigne par &' 'ensemble des parties de F'/ convexes, équiconti-
nues, équilibrées et compactes pour o(F", F'"'). Montrer que, si toute
partie de &’ est précompacte pour la &''-topologie, alors toute partie de
S est précompacte pour la &’'-topologie. (Utiliser 'exerc. 12 de Esp. vect.
top., chap. IV, § 1, et remarquer que la topologie initiale de F est induite
par la topologie forte sur F''.)

9 23) Soient T un espace localement compact, u une mesure positive

sur T, F un des trois espaces de Banach K(T), L¥p), L™(u). Soit u une
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application linéaire continue de F dans un espace quasi-complet G, qui
transforme la boule unité de I en une partie relativement compacte de
G pour 6(G, G'). Montrer que u transforme toute partie de F relativement
compacte pour o(F, F’) en une partie de G relativement compacte pour
la topologie initiale. (Appliquer I’exerc. 22 ¢) pourramenerle cas F = Li(y)
au cas F = L*(p) ; utiliser I'exerc. 13 du chap. II, § 1 pour ramener le
cas F = L™(u) au cas F = ¢(8) ol S est un espace compact convenable.

Si F = X(T), appliquer P'exerc. 22 b), puis utiliser les exerc. 24 b) et 17
du chap. V, § 5; on notera qu'une suite de Cauchy pour o(F, F’) converge
simplement dans T, et a fortiori converge en mesure pour toute mesure
bornée sur T.)

€ 24) Soient w une mesure positive sur T, u une application linéaire
de L'(u) dans un espace de Banach F, transformant la boule unité de
LY(w) en une partie relativement compacte de F pour o(F, F’). Montrer
qu’il existe une application w-mesurable ¥ de T dans T, telle que
| £(¢) | < ||u)| pour tout t e T et que 'on ait

u(@) = j ‘tgd

pour toute fonction g e 4Y(w) (théoréme de Dunford-Pettis-Phillips). (Se
ramener d’abord au cas oli T est compact & 1'aide de la prop. 4 du chap. V,
§ 1, n° 4. La boule unité B de L* (u) c L!(w) est alors relativement com-
pacte pour o(LY, L”) (chap. V, § 5, exerc. 17) ; en utilisant I'exerc. 23,
montrer que le sous-espace vectoriel fermé de I engendré par u(L?) est de
type dénombrable. On peut donc se ramener au cas ou F est de type dénom-

brable et ou u(Ll) = F. L’adhérence A dans F de I'image par u de la boule
unité de L! est alors compacte pour o(F, I') (chap. IV, § 4, exerc. 19) ;
montrer qu'elle est métrisable pour cette topologie (Esp. vect. top.,
chap. IV, §2,n°2, cor. de la prop. 3). Remarquer que A s’identifie alors
4 la boule unité du dual de l'espace normé G obtenu en munissant
F’ de la norme égale 4 la jauge de A% Montrer que G est de type dénom-
brable, et se ramener ainsi & appliquer le th. de Dunford-Pettis (cor. 2
du th. 1)).

[ 25) Soit w une mesure positive sur T.

a) Soit £ une application scalairement p-mesurable de T dans un
espace de Banach F, telle que (T) soit relativement compacte pour
o(F, F’). Montrer qu’il existe une application w-mesurable g de T dansF,
telle que f—g soit scalairement localement négligeable. (Considérer

I'application % —>j fadp de Li(yu) dans F, et lui appliquer I’exerc. 24, en

utilisant aussi ’exerc. 19 du chap. IV, § 4.)

b) Soit £ une application scalairement p-mesurable de T dans un es-
pace de Fréchet réflexif F. Montrer qu’il existe une application p-mesu-
rable g de T dans F telle que £ - g soit scalairement localement négligeable
(cf. exerc. 15 b)). (Se ramener au cas ou T est compact, en utilisant la
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prop. 4 du chap. V, § 1, n® 4. Appliquer ensuite 'exere. 23 ¢) du § 1 pour
se ramener au cas ou f(1) est borné dans F. Plonger ensuite F dans un
produit dénombrable d’espaces de Banach, et utiliser ).

¢) Soit f une application de T dans un espace de Fréchet F, y-mesu-
rable pour la topologie o(F, F'). Montrer que f est u-mesurable pour la
topologie initiale de F. (Se ramener au cas ou T est compact et £ continue
pour la topologie o(F, F') ; terminer comme dans b).)

€ 26) Soient S, T deux espaces compacts, f une fonction numérique
finie définie dans S x T.

a) Pour que Papplication s — f(s, .} de S dans RT soit une appli-
cation continue de S dansl'espace ¢(T) mum dela topologie o(C(T), I(T)),
il faut et il suffit que f soit bornée et que chacune des applications par-
tielles f(s, .), f(.,t) (s € S, ¢ e T} soit continue. (Pour voir que la condi-
tion est suffisante, montrer d’abord que I'image M de S par s — f(s, .)
est compacte pour o(C(T), I(T)). Pour cela, remarquer que s — f(s, .)
est continue lorsque C€(T) est muni de la topologie de la convergence
simple dans T ; utiliser le th. d’Eberlein (£sp. vect. top., chap. 1V, § 2,
exerc. 15) pour se ramener & prouver que toute suite (f(s,,.)) a une
valeur d’adhérence dans ¢(T) pour o(¢(T), YT)). Se ramener au cas
ou T est métrisable, en considérant un espace quotient convenable de T
(cf. exerc. 10 a)), et remarquer que, sur une partie de ¢(T) relativement
compacte pour la topologie de la convergence simple dans T, cette topo-
logie est identique a la topologie de la convergence simple dans une
partle partout dense de T. Obtenir ainsi une suite extraite de (f(s,, .))
qui converge simplement dans T, ‘et appliquer le th. de Lebesgue. Enfin,
remarquer que sur M Ia topologle a(C(T), 2i(T)) et la topologie de la
convergence simple sont identiques.)

b) On suppose que chacune des applications partielles f(s, .), /(., )
s0it continue (s S, ¢t e T). Montrer que, pour toute mesure positive p sur
S et tout € > 0, il existe une partie compacte K c Stelle que u(S - K) < ¢
et que la restrlctlon de f A K x T soit continue. (Se ramener au cas ou f
est bornée ; appliquer a) et I'exerc. 25 ¢).)

¢) Les hypothéses étant les mémes que dans &), montrer que f est
mesurable pour toute mesure v sur S X T. (Appliquer b) & I'image de v
par la projection de S x T sur S.)

27) Soit m une mesure vectorielle sur T & valeurs dans un espace
localement convexe séparé F.

n

a) Montrer que, si le support de mest fini, m = 2 czsa,, oitlesc; e F.

i—1
b) Si F est un espace de Banach, et si m est continue pour la to-
pologie de la convergence compacte, montrer que m a un support
compact.
¢) Donner un exemple de mesure a valeurs dans RN, de support
non compact, et qui est continue pour la topologie de la convergence
compacte.



§ 3 EXERCICES 97

§ 3

1) On suppose remplies les hypothéses du th. 1 du n° 1. Soit ~ une
fonction localement p-intégrable, telle que p soit (h.p)-propre. Montrer

que la fonction b — g(b) = f h(t)dns(t), définie localement presque partout

dans B (pour la mesure v = p(w)) est telle que p(h.u) = g.v.

2) Soient B un espace localement compact, (v).g; la famille de
toutes les mesures positives sur B. Soit T I'espace produit I X B, I étant
muni de la topologie discréte, et soit v la mesure sur T dont la restriction
a { c} X B est I'image canonique de la mesure v, sur B, pour tout : e L. Soit
p la projection de T sur B ; montrer que, s'il existe dans B une partie
compacte non dénombrable, v n’admet pas de mesure pseudo-image par p.
(Montrer que tout point de B serait de mesure > 0 pour une telle mesure.)

3) Donner un exemple d’une mesure positive p sur un espace locale-
ment compact polonais T et d’une application continue p de T dans un
espace localement compact polonais B, telle que p ne soit pas p-propre,

4) Soient T Pintervalle [O, 1] de R, u la mesure de Lebesgue sur T.
Soit R{z,y} la relation d’équivalence x —y e Q dans T. Montrer que R
n’est pas u-mesurable (appliquer le th. 3 du n° 4), mais que le graphe de
R dans T x T est négligeable pour la mesure produit p ® .

5) Soit T la réunion de 'ensemble triadique de Cantor K c [O, 1] et
de l'intervalle T = [1, 2] de R, ot soit 1 la mesure induite sur I'espace
compact T par la mesure de Lebesgue. Soit P une partie non mesurable
de I ayant la puissance du continu (chap. IV, § 4, exerc. 8), et soit ¢ une
bijection de K sur P. On considére dans T la relation d’équivalence R
pour laquelle tout point x n’appartenant pas & K u P est sa propre classe
d’équivalence, et la classe d’un point y € K est formée de y et de {(y).
Montrer que R est u-mesurable, mais que le saturé de K pour R n’est pas
p-mesurable.

6) Soient T un espace localement compact polonais, . une mesure
positive sur T, R une relation d’équivalence p-mesurable sur T, p une
application p-mesurable de T dans un espace localement compact polonais
B tel que p(z) = p(y) soit équivalente & R}z, y¢, v une mesure pseudo-
image de p par p, b —> X une désintégration de p. par R. Pourtout b B
tel que 2 # 0, soit C(b) la classe mod. R qui porte 2, ; montrer que
®owy- & est proportionnelle & ;. Donner un exemple ol gggy.u = 0
pour tout » e B.

7) Soient T un espace localement compact polonais, & une mesure
positive bornée sur T, R une relation d’équivalence w-mesurable sur
T. Soit Q le sous-ensemble de I'espace OW(T) des mesures sur T, formé
des mesures A > 0, de masse totale < 1 et non nulles; Q est localement
compact lorsqu’on le munit de la topologie vague (chap. III, § 2, no 7,
cor. 2 de la prop. 9). Montrer qu'il existe sur Q une mesure positive p

Bourbaki XXV. 7
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et une seule telle que : 10w = | Ado(2); 29 5 s0it concentrée sur une partie
q * o P

B, de Q dont les ¢léments sont des mesures de masse totale 1, portées par
les classes mod. R, deux éléments distincts de B, étant portés par des
classes distinctes. (Considérer une désintégration & — »; de p par la rela-
tion R, telle que tous les 24 alent une masse totale 1, et I'image de B par
Papplication b — %5 de B dans Q ; utiliser Ie th. 4.) .

8) Soient T l'intervalle [O, 2] dans R, v la mesure de Lebesgue sur T.
Soit A un ensemble non borélien contenu dans I'ensemble de Cantor
K c(0, 1] (ef. Top. gén., chap. 1V, § 8, exerc. 16 et chap. IX, 2¢ éd.,
§ 6, exerc. 6). Soit S la relation d’équivalence dans T dont les classes
d’équivalence sont les ensembles :x; pourzd& Au (A + 1)etlesensembles
yx, 2 41 ; pourz € A. Montrer que S est u-mesurable mais qu’il nexiste
aucune section borélienne pour S.

9) Soient K un espace compact métrisable, f une application continue
de K dans un espace topologique séparé E, & un entier quelconque > 1.

On désigne par By la partie de I formée des y tels que ﬂy) contienne au

moins & points distincts ; montrer que Ay = ﬂBk) est un ensemble boré-
lien dans K (pour tout entier n > 0, soit By, la partie de E formée des y

tels que fzy) contienne au moins & points dont les distances mutuelles
soient toutes = 1/n ; montrer que By, est fermsé).

9 10) Soient K un espace compact métrisable, . une mesure positive
sur K, f une application p-mesurable de K dans un espace topologique
séparé E. On désigne par I (resp. U) la partie de E formée des y tels que

-1

f(y) soit infini (resp. non dénombrable).
a) Montrer qu'il existe dans K un ensemble w-mesurable H tel que

f(HYy = T et que, pour tout y e E, fzy) n b H soit fini. (Soit (K,) une suite
croissante de parties compactes de K telle que la restriction de f & chaque
K., soit continue et que le complémentaire N de la réunion F des K, soit
u-négligeable ; pour tout. k£ > 1, soit By la partie de k& formée des y tels

que F n ]Ey) contienne au moins & points distincts, et soit A, = Fn }in) ;

prendre pour H la réunion de I'ensemble A = l I Ay et de 'ensemble
&

-1

N n f(I), et utiliser Pexerc. 9.)
b) Soit ¥ I'ensemble des parties u-mesurables M c H telles que pour

tout ye E, Mn }Ey) soit fini ; soit « la borne supérieure des mesures (M)
pour M e § ; il existe une suite croissante (M,) d’ensembles de § telle que

lim p(M,) = a. Soit P = U M,, et soit S une section mesurable de

H~> 0
Hn Cp pour la relation d’équivalence f(z) = f(y) (th. 3); montrer que
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¢) Montrer qu'il existe un ensemble p-négligeable Z c K tel que
f(Z) = U, et que, pour tout € > 0, il existe un engemble p-mesurable
LcK tel que p(L) <e et f(L) =1 (remarquer que pour tout », on'a

fH nbM,) =1 et que Ucf(S)).

9 11) Soient K un espace compact métrisable, . une mesure positive
sur K, f une application p-mesurable de K dans un espace localement
compact T, v une mesure positive sur T ; I et U ont la méme signification
que dans Pexerc. 10,

a) On suppose que, pour tout ensemble p-négligeable N c K, f(N) soit
v-négligeable. Alors U est v-négligeable et, pour toute partie p-mesurable
AcK, f(A) est v-mesurable.

b) Pour que I soit v-négligeable et que I'image par f de tout ensemble
w-négligeable soit v-négligeable, il faut et il suffit que f satisfasse ala condi-
tion suivante : pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que, pour toute partie
A c K, p-mesurable et telle que p(A) <3, f(A) soit v-mesurable et que
Pon ait v(f(A)) < e. (Pour voir que la condition 'est nécessaire, raisonner
par l'absurde, en considérant une suite décroissante (A,) d’ensembles
u-mesurables, dont Dintersection soit p-négligeable, mais tels que

v(f(As)) = @ > 0 ; prendre alors 'intersection des f(A,) et de GI.)

4 12) Soient E I'espace compact non métrisable obtenu en munis-
sant l'intervalle [~ 1, + 1] de R dela topologie T définie dans’exerc. 13 a)
de Top. gén., chap. X, 2¢ éd., § 2 ; soit ¢ 'application x — |z | de L sur
= [0, 1] (muni de la topologie induite par celle de R).

a) Montrer que ¢ est continue et que, si on désigne par & I'ensemble

-1

des parties de E de la forme ¢(A), ot A est une partie borélienne de I,
les parties boréliennes de E sont les parties B telles qu’il existe M e §

pour lequel B n GM et M n [}B solent dénombrables (remarquer que tout

ensemble ouvert de E appartient a ).

b) Montrer que, pour qu'une fonction numérique f définie dans E
soit continue (pour ©), il faut et il suflit qu’elle soit réglée et que, pour tout
ze E, on ait f(z-) = f((- ) +). On définit donc une mesure positive y.

+1

sur E en posant] fdyp. = | f(x)dz. Montrer que I'image de p par ¢ est
S0

la mesure de Lebesgue sur I, et que les ensembles p-négligeables sont les

parties négligeables pour la mesure de Lebesgue sur [— 1, + 1].
¢) Déduire de a) et b) qu’il n’existe pas de section u-mesurable pour
la relation d’équivalence p-mesurable ¢(x) = o(y) dans E.

7‘



NOTE HISTORIQUE

(N.-B. — Les chiffres romains renvoient a la hibliographie placée &
la fin de cette note.)

Avec le développement du « calecul veectoriel » au cours du xrxe
siécle, il était courant d’avoir & intégrer des fonctions vectorielles, mais
tant qu’il ne s'agissait que de fonctions a4 valeurs dans des espaces de
dimension finie, cette opération ne posait aucun probleme. C’est seule-
ment avec la théorie spectrale de Hilbert que ’on rencontre des opéra-
tions qui ménent naturellement & une notion plus générale d’intégrale :
cette théorie conduit en effet 4 associer & toute forme hermitienne con-
tinue ®(z, y) sur un espace hilbertien H, une famille (£(})); o g de pro-

jecteurs orthogonaux ayant la propriété que, pour tout couple (z, y) de
vecteurs de H, la fonction A — (E(2)z|y) soit & variation bornée et que

Pon ait O(z, y) = [ld((E()\)x]y)); si 'on associe & @ l'opérateur her-
mitien 4 tel que @(x,' y) = (Az|y), il était tentant d’écrire la formule
précédente A = / rdE()). Mais c’est seulement a partir de 1935 environ,

apres l'introduction par Bochner de Vintégration (« forte ») d’une fone-
tion & valeurs dans un espace de Banach, qu’on commenga a se préoccu-
per de définir I'intégrale de fonctions vectorielles (ou l'intégrale par
rapport & une mesure vectorielle) de facon & pouvoir écrire 1égitimement
des formules telles que la précédente. Cette extension fut réalisée essen-
tiellement par Gelfand (III), Dunford et Pettis (IV) et (V)); leurs résul-
tats sont énoncés pour des espaces de Banach, mais s’étendent sans peine
a des espaces localement convexes plus généraux.

" 1’idée de décomposer un volume en « tranches » et de ramener une
intégrale étendue a ce volume 4 une intégrale sur chaque tranche, suivie
d’une intégration simple, a toujours été utilisée en Analyse depuis les
débuts du Calecul infinitésimal (le « Calcul des indivisibles » de Cavalieri
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n’étant qu’une premiére ébauche de ce principe, que I'on pourrait méme
faire remonter & Archimeéde (v. Note hist. du Livre IV, chap. I-1I-1II})).
Mais dans les applications classiques, les « tranches » étaient toujours de
nature trées spéciale et trés réguliére (le plus souvent des parties ouvertes
de surfaces analytiques dépendant analytiquement d’un paramétre) ;
il ne pouvait d’ailleurs guére en étre autrement en I’absence d’une
théorie générale de I'intégration. Le probléeme général de la désintégra-
tion d'une mesure fut posé et résolu par von Neumann en 1932, & propos
de la théorie ergodique (1) ; presque en méme temps (et indépendamment)
Kolmogoroff, en posant les fondements axiomatiques de la Théorie des
Probabilités, était amené & définir de fagon générale la notion de « pro-
babilité conditionnelle » et & en prouver I'existence, probléme essentielle-
ment équivalent & celui de la désintégration d’une mesure (I1).
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INDEX DES NOTATIONS

Les chiffres de référence indiquent successivement le paragraphe et le nu-
méro (ou, exceptionnellement, ’exercice).

F, o, F (I espace localement convexe séparé) : Introduction.
( )s J{R ) iy ( ), K(T, A), FH¢(T, A) : Introduction.

<f z> <z f>
] idy.,ff(t)dy.(t) (£ fonction vectorielle, p. mesure ‘positive) : 1, 1.

gt, fg (f fonction vectorielle, g fonction scalaire) : 1, 1
¢(T) : 1,6.

/fdm,ff(t)dm(t) (f fonction numérique, m mesure vectorielle) : 2,1 et 2, 2.

g.m (g fonction numérique, m mesure vectorielle) : 2, 1.
$(m) : 2, 2.

g(m), | m{ (¢ semi-norme, m mesure vectorielle) : 2, 3.
f.u (i fonction vectorlelle @ mesure positive) : 2, 4.
4r;, Ly, : 2, 5.

<i g> (f, g fonctions vectorielles) : 2, 6.

Iy m’ '/ fdm (f fonction vectorielle, m mesure vectorielle) : 2, 7.

lml,/fdm {m mesure complexe) : 2, 8,

92(T, m), $B(T, m), LE(T, m) (m mesure complexe) : 2, 8.
.m (m mesure complexe) : 2, 8.

m (m mesure complexe) : 2, 8.
flm]| (m mesure complexe) : 2, 9.
w(m), my, m®m’ (m, m’ mesures complexes) : 2, 10.
B(F,, Fy), 7D, '@ : App., 1.
o Foy By, Fs, fB(E F): App., 1.
AE(T, w), Mp, My : exerc. 16.
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Les chiffres de référence indiquent successivement le paragraphe
el le numéro (ou, exceptionnellement, 'exercice).

Application m-propre (m mesure complexe) : 2, 10.

Base (mesure vectorielle de — ) : 2, 4.

Base (mesure de — m) : 2, 8.

Bornée (mesure complexe) : 2, 9.

Classe pseudo-image d’une classe de mesures : 3, 2.

Complexe (mesure) : 2, 8.

Conjuguée (mesure complexej : 2, 8.

Densit¢ d’une mesure vectorielle par rapport & une mesure positive : 2, 4.
Densité par rapport & une mesure complexe : 2, 8.

Désintégration d’une mesure p. relativement & une application p-propre : 3, 1.
Désintégration d’une mesure y. relative & une pseudo-image de @ : 3, 3.
Désintégration d’une mesure par une relation d’équivalence mesurable : 3, 5.
Equivalentes (mesures complexes) : 2, 8.

Essentiellement intégrable {fonction) pour une mesure vectorielle : 2, 2.
Fonction essentiellement intégrable pour une mesure vectorielle : 2, 2.
Fonction scalairement bien intégrable : 1, exerc. 19.
Fonction - scalairement essentiellement intégrable : 1
Image d’une mesure complexe : 2, 10.

Imaginaire (partie) d'une mesure complexe : 2, 8.
Induite (mesure complexe) : 2, 10.

Intégrale d’une fonction numérique par rapport & une mesure vectorielle :
Intégrale d’une fonction vectorielle par rapport a une mesure positive :
Intégrale d’une fonction vectorielle par rapport 4 une mesure vectorielle :
Majorable (mesure, mesure ¢-) : 2, 3.

Mesurable (relation d’équivalence) : 3, 4.

Mesurable (section) : 3, 4.

Mesure complexe : 2, 8.

Mesure complexe bornée : 2, 9.

Mesure complexe conjuguée : 2, 8.

Mesure complexe de base m : 2, 8.

Mesure complexe induite : 2, 10.

Mesure complexe produit : 2, 10.

Mesure pseudo-image : 3, 2.

Mesure quotient d’une mesure par une relation d’équivalence : 3, 5.
Mesure réelle : 2, 1.

Mesure scalaire : 2, 1.
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Mesure vectorielle : 2, 1.

Mesure vectorielle de base u : 2, 4.

Mesure vectorielle majorable : 2, 3.

Mesure vectorielle g-majorable : 2, 3.

Mesure vectorielle scalairement de base . : 2, 5.

Mesures complexes équivalentes : 2, 8.

Partie imaginaire, partie réelle d’'une mesure complexe : 2, 8.
Propre (application m-) : 2, 10.

Propriété de relévement : 2, 5.

Propriéte (GDF) : 1, 4.

Pseudo-image (classe, mesure) : 3, 2.

Quotient par une relation d’équivalence (mesure) : 3, 5.
Reéelle (mesure) : 2,1

Réelle (partie) d’une mesure complexe : 2, §.

Relation d’équivalence mesurable : 3, 4.

Relation d’équivalence séparée : 3, 4.

Relévement (propriété de) : 2, 5.

Scalaire (mesure) : 2, 1.

Scalairement (fonction possédant — une propriéte) : 1, 1.
Scalairement bien intégrable : 1, exerc. 19.

Scalairement de base (@ (mesure) : 2, 5.

Scalairement essentiellement intégrable (fonclion) : 1,1 et 2, 10.
Section mesurable : 3, 4.

Séparée (relation d’équivalence) : 3, 4.

Support d’'une mesure vectorielle : 2, 1.

Valeur absolue d’une mesure complexe : 2, 8

Vectorielle {mesure) : 2, 1.
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