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PRÉFACE À L A  SECONDE ÉDITION 

Les principales modifications apportées au texte du chapitre V 
portent sur les points suivants. 

L'intégrale supérieure essentielle possédant, à bien des 
égards, des propriétés plus satisfaisantes que l'intégrale supérieure 
ordinaire (voir surtout la prop. 11 du 5 l), le paragraphe qui lui 
est consacré a été développé. De même, on a traité avec plus de 
détail la théorie des familles sommables de mesures positives ( 5  2). 

La notion de diffusion a été introduite au paragraphe 3 ; celle 
de famille y-adéquate de mesures positives a été légèrement 
généralisée, de manière à permettre la composition des diffusions. 

Les mesures complexes ont été traitées de manière plus 
systématique; cela n'a exigé la plupart du temps que des change- 
ments mineurs, sauf au paragraphe 5, où l'on a dû abandonner 
partiellement le point de vue des espaces de Riesz. 

Enfin, diverses démonstrations ont été modifiées, pour 
permettre l'extension ultérieure des resultats au cas des espaces 
séparés non nécessairement localement compacts, qui seront 
traités au chapitre IX. 

Nancago, automne 1965 
N. Bourbaki 



L I V R E  V I  

INTÉGRATION 



C H A P I T R E  V I  

INTÉGRATION VECTORIELLE 

D a n s  ce chapitre,  s i  F désigne u n  espace vectoriel localement 
convexe séparé ( s u r  R o u  C ) ,  o n  note F' s o n  d u a l ,  F" s o n  bidual ,  
FI* le dua l  algébrique de F' (espace de toutes les formes l inéaires s u r  
F r )  ; F" est un sous-espace vectoriel de FI*, et F s ' identi f ie ( e n  tan t  
qu'espace vectoriel s a n s  topologie) à un sous-espace vectoriel de F". 
O n  désigne par  F, l'espace vectoriel F m u n i  de l a  topologie a f a i b l i e  
a ( F ,  F r )  ; les qual i f icat i f s  c faible )> et G faiblement >> se rapportent ci 
cette topologie. 

D a n s  ce chapitce, T désigne un espace localement compact,  &(T) 
o u  i l i ( T )  (resp. JCc(T)) l'espace vectoriel des fonctions réelles (resp. 
complexes)  sur  T, cont inues  et à suppor t  compact ; pour toute partie A 
d e  T ,  X ( T ,  A) (resp. &(T, A)) désigne le sous-espace de  X(T) 
(resp. &(T))  formé des  fonctions dont le support  est contenu d a n s  A. 
S a u f  men t ion  expresse d u  contraire, l 'espace X ( T )  (resp. &(T)) sera 
muni de l a  topologie l imi t e  induct ive  des topologies de l a  convergence 
un i forme  s u r  chacun  des  sous-espaces X(T, K )  (resp. &(T, K)),  
K parcourant l 'ensemble des parties compactes de  T .  

Rappelons que cette topologie est plus fine que la topologie 
de la convergence uniforme, e t  par suite est séparée ; elle induit 
sur chacun des JC(T, K )  (resp. &(T, K ) )  la topologie de la  conver- 
gence uniforme ( E s p .  aect. top., chap. I I ,  s 2, no 4, Remarque  3). 
L'espace &(T) s'identifie à l'espace obtenu à partir dé X ( T )  par 
extension des scalaires de R à C. Dire qu'une forme linéaire sur 
X(T) est une mesure  revient à dire qu'elle est cont inue ( E s p .  oect. 
top., chap. I I ,  5 2, no 4). 



1 Intégration des fonctions vectorielles 

Dans ce paragraphe, p désigne une mesure positive sur T et  
E' ilil espace vectoriel localement convexe séparé sur R. Pour 
toute  application f de  T dans F, e t  tou t  élément z' d u  dual F' tlc F ,  

/ 1 on désignera par  ( f .  z') ou , z , f j  la  fonction numérique z' o f  

sur 7'. Nous dirons que f possède scalairement une propriété P si, 

p u r  tou t  z' E F', ( z ' ,  f i  possède l a  propriété P. Par  exemple, on 

dira que f est sculairer?ieizt essentiellement p.-intégrable si, pour tuiit 

Z' E F', / z', f )  est esseritiellerrient p-intégrable. 

On notera que dans cette définition, la topologie de F n'in- 
tervient que par l'intermédiaire du dual F' de F. Si une fonc- 
tion f possède scalairement la propriété P, elle possède encore 
scalairement la propriété P quand on remplace la topologie de F 
par toute topologie localement convexe séparée compatible avec 
la dualité entre E' e t  Fr. 

1 .  fionctions scalairenzent essentiellement intégvnbles . 
Si f est une application scalairernent essentieIlenlent p.-inté- 

=rable de  T dans F, l'application z' -> ' f ( t ) ,  z ' ,  d : ~ ( t )  est uni: J' 
forme linéaire sur F i ,  c'est-à-dirc un élément d u  diial algP- 
hrique FI*. 

D É F I N I S I O K  1. - O n  appelle intégrale dc f par rapport à p. 

/ 2') /'fdp) - /' : z', f )  d. 

pour tout z' E F' .  

Si f est continue à support  compact, elle est scalairement inté- 
grable e t  l a  déf. 1 coïncide a ï e c  la définition de  l'intégrale de  f 
donnée au  chap. I I I ,  5 4, no 1. D'autre par t ,  si F est un espace de 
Banach et  si f est essentiellement intégrable (chap. V, $ 2, no 2, 
déf. 2), alors f est scalairement essentielleniciit intégrable et  la 



déf'. 1 coiricide avec la dkfinition de l'intégrale de f donnée au 
chap. V, 5 2, no  2 (chap. V, 5 2, no  2, prop. (; et  chap. IV ,  $ 4,  
no 2, cor.  1 du th.  1). 

Exemple. - Soient X un espace localement compact, t - i,, 
une application de T dans l'espace X ( X )  des mesures sur X. Dire 
que la famille t -t i . ~  est ;*-adéquate (chap. V, § 3, no 1, déf. 1) 
signifie qu'elle est formée de mesures positives et que l'application 
t -+ At est scalairement essentiellement [*-intégrable et p-mesurable 
pour la topologie ~ ( 3 i ( X ) ,  X(X)). Son intégrale par rapport à p. 

est la mesure qui a été notée AB;*(t) au chap. V, $ 3, no 4 .  c i -  
Remarques. -- l) Si F est de  dimension finie, toute  applica- 

tion scalairement essentiellement intégrable de  T dans F est 
essentiellement intégrable (cliap. V, $ 2, no 2). Pa r  contre, dans le 
cas gknéral, une fonction scalairement négligeable sur un espace T 
compact peut ne  pas même être :*-mesurahle (exerc. 12). 

2) Il est clair que l'intégrale de f ne dépend que de  l a  classe 
de  f modulo l'espace des applications de  T dans F qui sont scalaire- 
ment  localement ;*-négligeables. On notera qu'une fonction g sca- 
lairement localement négligeable n'est pas nécessairement nulle 
localement presque partout  (exerc. 12). Toutefois, il en est bien 
ainsi lorsqu'il existe dans F' une suite (2;) partout  dense pour la 
topologie u(F1, F) : en effet, si H, est l'ensemble localenlent négli- 

geable des points t E T tels que ( g ( t ) ,  2 ; )  # O, l a  réunion H des H, 

est localement négligeable, e t  pour tou t  t $ H l  on a (g(t),  2 ; )  = O 
pour t o u t  n ,  d'où g( t )  = 0. 

Soit u une application linéaire continue de  F dans un espace 
localement convexe séparé G ; sa transposée ' L L  est une application 
linéaire de Gr  dans  F', e t  l a  transposée (algébrique) '('u) est une 
application linéaire de F r *  dans Gr* qui prolonge u, e t  que nous 
noterons encore u. Avec cette convention : 

PROPOSITION 1. - Si f est une application de T dans F, sca- 
lairement essentiellement p.-intégrable, l'application u 0 f est scalaire- 
ment essentiellement p-intégrable et on a 



En effet, pour tout z' E G', on a (z ' ,  u of) = / t ~ ( ~ ' ) ,  f / . ,  

d'oii la première assertion ; la seconde résulte de la formule 

z', [(u f)dp) = [' z', a 0 f )  dp = (lu(z'), ,/ fdp j == ( z', u (ffdp)} 
En particulier si f est scalairement essentiellement p-inté- 

grable elle reste scalairement essentiellement p-intégrable lors- 
qu'on remplace la topologie de F par une topologie moins fine. 

PROPOSITION 2. - Soit f une application scalairement essen- 
tiellement p-intégrable de T dans F. Pour toute fonction nu- 
mérique g > 0, ;*-mesurable et bornée, l'application t + g(t)f(t) 
(notée gf ou fg) de T dans F est scalairement essentiellement p-inté- 
grable, f est scalairement essentiellenzent (g .  p)-intégrable, et l'on a 

fd(g. p) = fgdp. J J' 
C'est une conséquence immédiate de la formde ( z ' ,  gf, = 

g(  z', f )  pour tout z' E F' et de la f o r m u l e P ( g .  p) = [hgdlr 
L, 

pour toute fonction scalaire h essentiellement +-intégrable (chap. 
V, § 5, no 3, th. 1). 

Uri grand nombre de propositions sur les fonctions numériques 
essentiellernci~t intégrables se transposent mot pour mot en pro- 
positions sur les fonctions vectorielles scalairement essentielle- 
ment intégrables. Signalons parmi les plus importantes les condi- 
tions pour qu'iine fonction soit essentiellement intégrable par 
rapport une mesure définie par une densité (chap. V, 5 5, no 3, 
th. l ) ,  ou par rapport l'image d'une mesure (chap. V, $ 6, no 2, 
th.  l ) ,  ou par rapport a une mesure induite (chap. V, $ 7, no 1, 
th.  l), ou par rapport a la somme d'une famille sommable de 
mesures positives (chap. TT,  $ 3, no 5, prop. 5). Nous laissons ces 
transcriptions a u  lecteur. 

Par  contre, pour obtenir des énoncés correspondant aux théo- 
rèmes sur les intégrales << doubles >> (chap. V, $3,  no 4, th.  1 et  5 8, 
no 1, th.  1 (th. de Lebesgue-Fubini)), il est nécessaire d'en renforcer 
les hypothèses (cf. exerc. 1) ; en appliquant les théorèmes précités 



à chacune des fonctions ( z ' ,  f ) ,  où z' E F r ,  on obtient airisi les 

deux propositions suivantes : 

PROPOSITIOS 3. - Soient  X u n  espace localement compact,  
1 -+ A, une  falrzille y-adéquate (chap. V ,  $ 3,  no 1 ,  déf. 1 )  de mesures  

positives s u r  X, et soit v = , p(t ) .  Soi t  f u n e  appl icat ion de X 
, P d  

dans  F ; o n  suppose  que : 20 f est scalairement v-intkgrable ; 20 il 
existe u n  ensemble S c T, localement p-nc;gligeable, tel que, pour tout 

," 

t e N, f soit scalairement A,-mtdgrahle el q u e p h ,  E F. Alors  l a  jonc- - 
f ion t 4 ( fdA,, défi f i ie pour t e N, est scalairement essentiellemml 

b 

p - i n t é g r a b l ~ ,  et on  a 

PROPOSITION 4. - Soient  T ,  T '  d e u x  espaces localernenl 
compacts,  p (resp. pl) une  mesure positive s u r  T (resp. T ' ) ,  v = p.@ p'  

l a  mesure  produit sur  X = T x Sr.  So i t  f une  application de X 
d a n s  F. O n  suppose  que : 10 f est scalairement v-intégrable ; 20 il 
existe un ensemble N c T localement p.-négligeable, tel que pour tout 
t e  X, l 'application t' + f ( t ,  1 ' )  soit scalairement p-intégrable, et que 

j l f ( t ,  t f ) d P ' ( t ' )  E Fi Alors  la  fonction t + f ( t ,  t ' ) d p f ( t ' ) ,  définie S 
pour t e N, est scalairemenl essentiellement p-intégrable, et o n  a 

2 .  Propriétés de l'intEgî*ale d'une fonction scalairerneîzt 
essentiellemettt intégrable. 

PROPOSITION 5. - Soient  p. u12e mesure positive bornée sur  T ,  
S u n  ensemble y-mesurable portant p (chap. V ,  $ 5, no 7 ) ,  f une  fonc- 
t ion  scalairement p.-intégrable (*) ci valeurs dans  F .  Soi t  D l'enve- 

(*) On rappelle que pour une mesure positive bornée p ,  les notions de 
fonction p-intégrable et de fonction essentiellement p-intégrable sont les 
mêmes (chap. V, S 2 ,  no 1 ,  cor. de la prop. 3 ) .  



loppc conve.ce fermée de f ( S )  d a n s  l'espace Fr* m u n i  de  la  topologie 

o ( F 1 * ,  F ' ) .  O n  a alors ( Idr E p ( T ) D .  
c ' 

Comrne D est l'intersection des demi-espaces fermés conte- 
nan t  f(S) ( E s p .  vect. top. ,  cliap. I I ,  $ 3 ,  il0 3, cor. 1 de la  prop. 4 ) ,  il 
su f i t  de  démontrer qiic la relation ( f ( t ) ,  z r )  < a pour tou t  t E S 

(oii z' E F r i  O E R) entraine ( z f , ~ p . )  < a .  p(T) ; mais comme 

/ fd ir  = f d p ,  cela résulte de la prop. 1 du cliap. IV, § 4 ,  no 2. i , s 

COROLLAIRE.  - S o i ~ n t  p. une  mesure positive borlzée sur  T ,  
S u n  ensemble p-nzesurable portant p, f u n e  appl icat ion de T d a n s  F, 
scalairement p-nzesurable et telle que f ( S )  soit contenu d a n s  u n e  partie 
convexe faildernent compacte A de F. Alors  f est scalnirement p.-inté- 

g r a b l ~ ,  et l ' on  a f d p  E p ( T ) A  c F. j ' 
En effet, pour tou t  Z ' E  F', (z l ,  f )  est p.-mesurable e t  bornée 

dans S, donc intégrable, ce qui prouve que f est scalairement inté- 
grable. E n  outre, comme A est compact dans F,, il est fermh dans 

FI*, et l'envcloppe convexe fermée de f(S) dans Fr* est contenue 
dans A ,  d'où le corollaire. 

PROPOSITION 6. -- Soi t  f ulle jonction scalairement essentielle- 

men t  ,u-intégrable à v a l m r s  d a n s  F,  telle que f d p  E F. P o u r  toute J 
setr~i-norme q sur  F, semi-cont inue inférieurenzent d a n s  F, o n  a 

Soit D l'ensemble des z E F tels que q ( z )  < 1 ; D est fermé e t  
convexe e t  contient 0, donc on a D = DO0 ( E s p .  vect. top. ,  chap. IV, 
$ 2, no 3, cor. 2 de la prop. 4 ) .  Il s u f i t  donc de prouver que pour 

n * 
tout  zi  E Do on a / ( d l  f d p )  1 <J ( q  0 f ) d p  ; mais cela résulte 

aussitôt de c,e que  l'on a ,  pour tou t  t E T ,  1 ( z ' ,  f ( t ) ) l  < p ( f ( t ) ) .  



On notera que la fonction numérique q O f n'est pas nécessaire- 
ment p-mesurable (exerc. 12). 

PROPOSITION 7. - Soit f une application de T dans F, scalaire- 
ment essentiellement p-intégrable et telle que, pour toute partie 
conzpacte K de T, f ( K )  soit contenue dans une partie convexe équi- 

n 

librée faiblement compacte de F. Alors fdp appartient a u  bidual F" 

de F. 
! 

Pour toute partie compacte K de T, on a 

on peut appliquer ii la mesure bornée 9,. p e t  a la  fonction f<p, le 

cor. de  la  prop. 5, et on a par suite cp, p~ F.  Pour tout .If 
Z' E FI, ( z', f ) est essentiellament p-intégrable, e t  par suite 

(chap. V, $ 2 ,  n 0 2 , p r o p . 8 ) o n a  

la limite é tant  prise suivant l'ensemble filtrant croissant des 
parties compactes de T. On en conclut que, suivant cet ensemble, 

~ ; ~ , d ~  converge vers fdp pour la topologie o(F1*, Fr) .  Or, on a 

ce qui prouve que l'ensemble des éléments jf yKdp est une partie 

bornée de F,, donc aussi de  F (Esp. vect. top., chap. IV, § 2, no 4, 
th. 3). La prop. 7 est donc conséquence du lenime suivant : 

Lemme 1. - L'adhérence dans F r *  (pour la topologie a(F'*, F')) 
de toute partie bornée de II est contenue dans le bidual F". 

En effet, une partie bornée de F est contenue dans le polaire 
(dans Fu) d'un voisinage de O dans le dual fort F' de F ,  donc est 
relativement compacte dans F" pour o(F", F r )  (Esp. vect. top., 
chap. IV, 5 2, no 2, prop. 1 e t  2) ; comme o ( F U ,  F') est induite par 
o(Ff*,  F') le lemme est démontré. 



COROLLAIRE. - Supposons F semi-réflexif, et soit f une appli- 
cation scalairement essentiellement p-intégrable de T dans F telle que, 

pour toule partie compacte K de T, f(K) soit bornée. Alors [*di* 
t,' 

appartient à F. 
Toute partie bornée de F est en effet relativement faiblement 

compacte (Esp. vect. top., chap. IV, 5 3, no 3, th. 1), et on a F = F". 

PROPOSITION 8. - Soient p une mesure positive bornée sur T, 
S un ensemble p-mesurable portant p, f une application p-mesurccble 
de T dans F ,  telle que f(S) soit contenu dans une partie convexe équi- 
librée bornée et complète B de F. Alors f est scalairement p-integrable 

et on a h p  E p(T)B c F. 

Comme S est p-intégrable, il existe une partition de S formée 
d'un ensemble p-négligeable N et d'une suite (K,) de parties com- 
pactes telles que la restriction de f à chacun des K, soit continue 
(chap. IV, $ 5, no 1) ; f(Kn) est par suite une partie compacte de F. 
L'enveloppe convexe équilibrée fermée B, de f(K,) est alors pré- 
compacte (Esp. vect. top., chap. II,  $4 ,  no 1, prop. 2) et est contenue 
dans la partie complète B de F, donc elle est compacte, et a fortiori 
faiblement compacte. Par suite (cor. de la  prop. 5), £yKn est scalai- 

rement I*-intégrable, et on a z, - f<pK,dp E v(K,)B, c p(K,)B. -.i 
Pour toute semi-norme continue p sur F, on a par suite 
p(z,) < p(Kn). SUP p(x) ; comme B est bornée et que la série de 

X E B  

terme général p(Kn) est convergente et a pour somme p(T), 
on voit que la suite de terme général s, = z, + z, + . - + z, est 
une suite de Cauchy dans la partie complète p(T)B de F. Cette 
suite converge donc vers un élément s de p(T)B ; comme on peut 
supposer f(t) = O dans T - S, le th. de Lebesgue appliqué à cha- 

cune des fonctions :z', f )  (sr E FI) prouve que s = r fdp .  

3.  Intégrales d'opérateurs. 

Soient G et H deux espaces localement convexes séparés sur 
R, et supposons maintenant que F soit l'espace 9(G ; H) des appli- 



cations linéaires continues de  G dans H ,  muni de la topologie de la 
convergence simple. Lc dual F '  de F est alors l'espace G @  H f  (Esp. 
vect. top., chap. IV, $ 2, no 9, cor. de la prop. i l),  et  dire qu'une 
application U de T dans F est scalairement essentiellement p-inté- 
grable signifie que, pour tout  a E G et tou t  b E H', la  fonction 

numérique t -+ U(t), a 8 b' ) = ( U(t) . a,  b' est essentiellement 

PROPOSITIOW 9. - Soit U une application scalairement essen- 
tiellement p-intégrable de T dans F = L ( G ;  H) .  Pour  que l'on ait 

j - ~ d p  E F,  il jaut:et icsufi t  que les deus conditions suivantes soient 
b 

vérifiées : 

a) Pour  tout X E G ,  on a ( U ( t ) . x ) d p ( t ) ~ H .  J' 
b) Pour toute partie équicontinue B' de H f ,  l'ensemble des 

jormes linéaires u,. : x -tJ ( U(t) .H, y') dp(t), où Y' parcourt B', est 

équicontinu. 
Les conditions a)  et  b) sont nécessaires. E n  effet, pour tout  

x E G, l'application 2 : V --+ V.  x de &(G ; H )  dans H é tant  linéaire 
et  continue, on voit (no 1, prop. 1) que # O  U : t -+ U(t) .x est sca- 
laircinent essentiellement p-intégrable et  que l'on a 

Udp E &(G ; H) .  Cela prouve a) .  De plus, (1) s'écrit 

aussi 

autrement dit on a ' S . y f  = u,,. Comme S est continue, 'S trans- 
forme toute  partie équicontinue de H f  en une partie équicontinue 
de G', d'ou b). 

Inversement,, supposons a) et  b) vérifiées. E n  vertu de a) ,  la  
formule (1) définit une application linéaire S de G dans H, e t  
pour t o u t  y'  E H', cette application vérifie (2) (no 1, prop. 1) ; niais 



alors la condition b) exprime que S est continue (Esp. vect. top., 
chap. IV; $ 4, no 1, prop. 1 e t  2, e t  $ 2, no 2, prop. l ) ,  

donc S E Y,(G ; H). Enfin, la formule (2) prouve que S = Udp. J' 
COROLLAIRE. - L a  condition b) de la prop. 9 est vérifiée dans 

chacun des deux cas suivants : 
i0 L a  mesure p est bornée, et si S est son support, U(S) est une 

partie équicontinue de Y(G ; H). 
20 L a  condition a) de la prop. 9 est vérifiée, l'espace G est 

tonnelé, et pour toute partie compacte K de T, U(K) est une partie 
bornée de 3,(G ; H). 

Plaçons-nous d'abord dans' le cas 10. On peut se borner au 
cas où S = T (chap. V, § 7, no 1, th.  1). Alors, pour toute partie 
équicontinue B' de H', il existe une partie équicontinue, convexe, 
équilibrée e t  faiblement fermée A' c G' telle que 'U(t). Y' E A' pour 
tout  y' E Br e t  tout t E T (Esp. vect. top., cliap. IV,  5 4, no 1, prop. 2). 
Comme U est scalairement p-intégrable, l'application t + 'U(t). y' 

de T dans le dual G' de G muni de o(G1, G), est scalairement 
p-intégrable, e t  on peut écrire 

Comme A' est convexe e t  compacte pour a(G', G),  le cor. de la 
prop. 5 du no 2 montre que, pour tout y' E B', on a u , ~  E p(T)Af, ce 
qui prouve notre assertion. 

Plaçons-nous maintenant dans le cas 20. Pour tout y '  E H' et 
toute partie compacte K de T, posons 

élément du  dual algébrique G* de G. Comme G est tonnelé, toute 
partie bornée de %,(G ; H)  est équicontinue (Esp. vect. iop.. cliap. I l  1. 
$ 3, no 6, th. 2) ; la première partie du raisonnement, appliquke A la 
fonction cp,U et à la mesure bornée 9,. p, montre que l'on a u,,,, E Gr- 
E n  outre, pour la topologie o(G*, G), on a rr,, = liin u,, ,!, la liriiitc 

K 

étant prise suivant l'ensemble filtrant croissant des 1) ; i r t '  ICS coin- 



pac:tes dé T (chap. V; 5 2, no 2, prop. 8). Pour vérifier la condition b) 
de la prop. 9, il suffit, d'après la prop. 9, de prouver que l'application 
linéaire S de G dans H définie par (1) est continue ; en outre, G 
est tonnelé, et il sufiit donc de prouver que S est continue quand 
on munit G et  H de leurs topologies affaiblies (Esp. vect. top., 
chap. IV, S 4, no 2, cor. de la prop. 7) ; finalement, en vertu de (2), 
on est ramené à montrer que pour tout Y' E H', on a uy/ E G'. 
Comme u,. est adhérent pour o(G*, G) à l'ensemble M' des u,,,,, 
où K parcourt l'ensemble des parties compactes de Tl il suf i t  de 
prouver que M' est équicontinu ; et comme G est tonnelé, il revient 
au même de dire que pour tout  X E  G, l'ensemble des (x, u,,,,) 
est borné (Esp. vect. top., chap. I I I ,  5 3, no 6, th.  2). Mais cela 
résulte aussitôt des relations 

PROPOSITIOK 10. - Soit U une application de T dans 
F = Y,(G ; H). Dans chacun des trois cas suivants, U est scalaire- 

ment essenriellement p-intégrable, et on a S u d p  E 9,(G ; H) : 

a)  H est quasi-complet, p est bornée, et s i  S est son support, 
U est p-mesurable et U(S) est équicontinu. 

b) H est semi-réflexif, p est bornée, et s i  S est son support, U est 
scalairement p-mesurable et U(S) est équicontinu. 

c) H est semi-réflexif, G est tonnelé, U est scalairement essen- 
tiellement p-intégrable, et pour toute partie compacte K de T, U(K) est 
borné. 

Le fait que U cst scalairement essentiellement intégrable 
est évident dans les trois cas ; en vertu de la prop. 9 et  de son 
corollaire il suffit de vérifier dans chacun des cas la condition a) de 
la prop. 9. Or, cette condition résulte de la  prop. 8 du n o  2 dans 
le premier cas, du  cor. de la prop. 7 du no 2 dans les deux autres cas. 

4. La propriété (GDF). 

Nous allons dans ce no considérer des espaces localement 
convexes F possédant la propriété suivante (dite <( du graphe dé- 
nombrablement fermé )>) : 

Bourbaki XXV. 2 



(GDF) S i  u est une application linéaire de F dans un espace de 
Hanuch B lelle que, dans l'espace produit F x B, toute limite de toute 
suite convergente de points du  graphe T' de u appartienne encore ci I', 
alors a est continue. 

Tout  espace de Fréchet possède la propriété (GDF) (Esp. 
uect. top., chap. 1, 5 3, no 3, cor. 5 du th.  1). Nous verrons dans 
l'Appendice d'autres exemples d'espaces possédant la pro- 
priété (GDF). 

PROPOSITIOS I l .  - Tout espace localement conwre séparé F 
possédant la propriété (GDF) est tonnelé. 

Soient V un tonneau dans F, q sa jauge: qui est une semi- 
norme sur F ; soit H l'espace séparé associé à l'espace F muni de 

h 

la topologie définie par cette seule semi-norme. Le complété H 
de H est un espace de Banach ; soit n l'application canonique de F 

n 

dans H ; nous alloris montrer que n est continue (pour la topologie 
initiale de F) ; cela établira la proposition, car V, image réciproque 

* 
par n de la boule unité de H ,  sera alors un voisinage de O dans F. 
Pour établir la continuité de n, il suffira, en vertu de (GDF),  de 

h 

montrer que le graphe de n est fermé dans F x H ; en d'autres 
termes, nous de~rons  voir que si 3 est un filtre sur F,  convergent 

h 

vers x E F, e t  si son image x ( 3 )  converge vers Y E H,  on a Y = x(x). 
Or tou t  élément x' du polaire VO de V dans F' se prolonge d'une .. 
seule manière en une forme linéaire continue sur H (notée encore 
x'), e t  l'ensemble de ces formes est la boule unité du  dual de fi ; 
il suffit donc de montrer que (y,  x') = ( ~ ( x ) ,  X I )  pour tout  
x' E VO. Mais cela résulte des relations 

(y,  x') == l im3 ( ~ ( z ) ,  x') = lim3 (2,  x')  = {x,  xi") = in(x),  x'). 

THEORÈME 1 (Gelfand-Dunford). - Soient F 101 espace 
localement convexe séparé possédant la propriété (GDF). Fi son dual 
faible. Pour toute application f de T dans Fi, scalairement essentielle- 

ment p-integraOle, l'intégrale fdp appartient à Fr. J 
Rappelons que le dual de FS est F (Esp. oecl. top., chap. IV, 

S 1, no 2, prop. 1). Pour tout  z E F, la fonction numérique (z, f )  
est donc essentiellement p-intégrable ; soit 0(a) sa classe dans L1(p). 



I'oilr 1non1,rcr qiic fdp E F', i l  fa111 i tablir  qiic la Toriiic~ 1ini:airc .I ' 

Lernt t~e  2. - Soif f une  appl icat ion de T d u n s  1<, telle que,  
- 

pour tout z E F ,  l u  jonction rzumérique (z ,  f )  appart ienne à lp(p) 

( 1  < p < -1- m )  ; soit O(z) l a  classe de  cette /onction d a n s  IAp(p). 
i l lors z -> O(z) est une  appl icat ion l inkaire cor l fmue  de F d a n s  LTp). 

En vertu dc la propriéti: (GDF),  il suffit de rnoritrcr que pour. 
t,outc suite (z,) d'éléments de F convergente vers z et  tt.11~ que 
(O(z,)) converge vws u E Lp(p), on a I L  = D(z). Or, eri remplaçant 
é v e n t u e l l e ~ n ~ n t  la siiitc (z,) par  Urie suite cxtraitc, on peut 

supposer que la suite des fonctions (zn, f )  converge localement 

presque partout  vers une fonction h E fP(p), de  classe u dans 
Lp(p) (char). IV, 5 3, no 4, th.  3 ct  chap. V, 5 2, no 2, prop. (3). 

Corrirnc par hypothkse, pour tout  t E T, la suite ((z,,, f ( t ) ) )  con- 

verge vers (z, f(t)),  on a h(t )  = (z ,  f ( ! ) ,  loealernent presque par-  

tout,, et  par suite u = e ( ~ ) .  

COROLLAIRE 1. - Soietît Gi ( 2  6 i < n)  n espaces localemen,t 
convexes séparés possedant l a  propriété (GDF),  et soit F l 'espacr 

n 

des formes mul t i l inéaires  séparément cont inues  d a n s  FI G,, m u n i  d e  
i = l  

l a  topologic de  la  convergence s implr .  P o u r  toute appl icat ion f de '1' 

d a n s  F ,  scalairement ~ssent ie l lement  p-intégrable, o n  a fdp E F. 
d 

n 

L'espace F est en dualiti: avec le produit tensoriel @Gi,  et 
i = 1  

la  topologie de  la convergmce simple sur F n'est aut re  que la 
n 

topologic o(F, @ G,). Le diial algébrique FI* est donc 1'~spaec: de  
1 - 1 

toutes Ics formes multilinéaires sur Ci. Soit z = (z l , .  . . , z,) lin 
i= 1 

n 

élément de n G, ; pour toute  forme multilinéaire u E FI*, l'appli- 
i= 1 



cation x -7 ~ ( z I , .  . . , Zi-1, X, Zi+l,.  . . , Zn) est une forme linéaire sur 
Gi que nous noterons ii(z)(u) ; on obtient ainsi une application 
linéaire A<(z) de FI* dans le dual algébrique G: de Gi, continue 

pour les topologies a(F1*, @Gi) et a(G:, Gi). Dire que u E F si- 
2 = 1  

n 

gnifie que pour tout  indice i et  tout z e Gi, on a hi(Z)(u) E Ci;. 
i=l 

Or, d'après la  prop. 1 du no 1, I'ap-plication Ai(z) o f  est une appli- 
cation scalairement essentiellement pintégrable de T dans GI 

1 ~ 

muni de la  topologie a(G& Gi), et on a (&(a) 0f)dp = hi(z)( [ t d i r ) .  
'i 1. 

D'après le th .  1, on a/(Ai(z) 0 f)dp E GI pour 1 t i < n ,  donc 

lf dp E F. 

COROLLAIRE 2. - Soient G un espace localement convexe 
séparé possédant ln propriété (GDF), H un espace semi-réflexif dont 
le dual fort HI possède la propriété (GDF) (cf. App., no 2, prop. 3). 
Soit F l'espace %(G; H) ; pour toute application U de T dans F, 

scalairement essentiellement pintégrable, l'intégrale U d p  appar- 

tient à F. 
S 

Comme G est tonnelé (prop. I l) ,  on a !4'(G; H) = I (G,  ; Hu) 
(Esp. vect. top., chap. IV, 5 4, no 2, cor. de la prop. 7) : en outre, 
on peut remplacer F = %(G; H) par l'espace ?,(Go; H,), les deux 
espaces ayant même dual G C3 H' (Esp. vect. top., chap. IV, $ 2, 
no 9, cor. de la prop. 11, e t  $ 1, no 2? prop. 1). Si pour tout 
u E T(G; H) = %(Gr; H,), on pose G(x, Y') = (u(x),  y') (pour x E G, 
Y'E 137, l'application linéaire u -t U est une bijection de F 
sur l'espace F, des formes bilinéaires séparément continues sur 
G, x HL, où Hi désigne le dual H' muni de la topologie faible 
o(H', H) (App., no 1) ; en outre cette application est un isomor- 
phisme de %(Gu ; Hu) sur F, muni de la topologie de la convergence 
simple (loc. cil.). Mais comme par hypothèse H est le dual de HL, 
F, est aussi l'espace des formes bilinéaires séparément continues 
sur G x HI. Le cor. 2 résulte donc du cor. 1. 



On notera que le cor. 2 s'applique en particulier lorsque G est 
l in espace de Banach et  H un espace de Banach réflexif. 

5 .  Applications wmsurccbles et applications scalairement 
mesurables. 

Si une application f de T dans un espace localement convexe 
skparé F est scalairement p-mesurable, il n'en résulte pas en gé- 
nhral que f soit p-mesurable (exerc. 12). Cependant : 

PROPOSITIOX 12. - S i  F est un espace localement convexe 
métrisable de type dénombrable, toute application f de T dans F, 
scalairement p-me~urable~ est aussi p-mesurable. 

En effet, F peut être considéré comme un sous-espace d'un 
produit dénombrable HE, d'espaces de Banach (Esp. vect. top., 

n 

chap. I I ,  5 5, no 5, prop. 7),  et on peut supposer que pr,(F) est 
dense dans En, qui est donc de type dénornbrablc. Pour tout n, 
l'application pr, o f  est scalairement p-mesurable, donc p-mesurable 
(chap. IV, 5 5, no 5, prop. IO), et par suite f est p-mesurable 
(chap. IV, 5 5, no 3, th.  2) .  

PROPOSITION 13. - Soit F un espace localement conveze, limite 
inductive d'une suite d'espaces localement convexes métrisables F, de 
type dénombrable, F étant réunion des F,. Soit F' le dual de F muni 
de la topologie a(F', F). Toute application f de T dans Fr, scalairement 
p-nzesurable, est aussi p-mesurable. 

Supposons d'abord que F soit métrisable e t  de type dénom- 
brable, e t  soit D un ensemble dénombrable dense dans F. Soit 
(V,) une suite fondamentale décroissante de voisinages ouverts 
convexes équilibrés de O dans F ; les ensembles polaires Vt sont 

-1 
équicontinus et leur réunion est F' tout entier. Soit T, = f(Vi) ; 

la suite (T,) est croissante e t  T = 1 T,; montrons que chacun 

des T, est p-mesurable. E n  effet, D n V, est dense dans Vn ; pour 
tout Y a D n V,, soit S, l'ensemble des t E T tels que 1 (Y, f(t)) / < 1 ; 
l'hypothèse entraîne que chacun des S, est mesurable, et T, est 
l'intersection de la famille dénombrable des S, ( Y  E D n V,). Cela 



étant, pour toute partie compacte K de T ct tout E > O, il existe 
E 

i i i i  entier 72 tel que p ( l i  - ( K  n T,,)) < -, puis une partie compacte 
4 

KI de I i  n T, telle que p((K n T,) - KI)  < - ; enfin, il existe une 
4 

E 
partie compacte K, de K, tellc qiic ?(KI - I< ) < -, et que les restric- 

'2 

tions a K, de toutes les forictions (y, f ) ,  où Y E D, soient continues 
(chap. IV, $ 5, no 1, prop. 2). Comme l'ensemble f(K,) c f(T,) c VR 
est équicontinu. la topologie induite par rr(Fr, F) sur f(K2) est 
identique à la topologie de la convergence simple dans D (Top. 
gérz., chap. X, 2e éd., 3 2, no 4, th. 1) ; par suite, la restriction de f 
à I i ,  est continue, d'où notre assertion dans ce premier cas. 

Passons au cas général. Si z' est une forme linéaire continue 

sur F. sa restriction zS à F, est continue ; comme F = u F,, le 

dual F' de F peut être idcntifié (algébriquement) à un sous-espace 
vectoriel du produit nFA, et on a prnzr - zh. En outre, toute 

n 

partie finie de F étant contenue dans l'un des F,, la topologie 
a(&", F )  n'est autre que la topologie induite par la topologie pro- 
duit des topologies o(F& F,). Cela étant, si f est scalairement 
p-inesurable, pr, 0 f est scalairement p-mesurable, puisque pour 
tout t E T, pr,(f(t)) est la restriction de f ( t )  à F,. La première partie 
de la démonstration montre que pr, o f  est p-mesurable pour tout n, 
et il en est donc de rnêrne de f (chap. IV, 3 5, no 3, th. 1). 

6 .  Applications : I .  Extension d'une fonction continue à zcn 
espace de mesures. 

Soient T un espace localement compact, F un espace locale- 
ment convexe séparé et quasi-complet, .€ une application continue 
de T dans F ; si p est une mesure positive sur T, à support com- 
pact S, f(S) est compact ; l'enveloppe fermée convexe de f(S) est 
alors compacte (Esp. vect. top., chap. I I I ,  $ 2. no 5), donc f est 

P 

scalairement p-intégrable et on a fdp E F (no 2, cor.de la prop. 5). .I 
Si maintenant h est une mesure réelle quelconque à support 
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compact, h+ e t  A- sont des mesures positives à support compact ; 

si on p o s e j  'fdh = p h +  -fidh-, on vérifie aussitôt (en utilisant 

la  relation (A + p)' + A- + p- = h+ + pi + ( h  + p)) que h +Jfdh 

est une application linéaire de l'espace Cf(T) des mesures à support 
compact sur T, dans l'espace localement convexe F. 

Xotons maintenant que l'espace C1(T) peut être identifié au 
dual de l'espace P(T) des fonctions continues numériques sur T 
(d'où sa notation), lorsqu'on munit e(T) de la topologie de la 
convergence compacte (ce que nous supposerons toujours dans ce no 
et  le suivant) : en effet on sait d'une part (chap. I I I ,  5 3, no 4. 
prop. 11) que les mesures sur T qui peuvent être prolongées en 
des formes linéaires continues dans C(T) sont les mesures à sup- 
port compact, et inversement, la restriction à X(T) d'une forme 
linéaire continue sur e(T) est une mesure (la topologie de Ji(T) 
étant plus fine que celle induite par la topologie de e(T)). 

PROPOSITION l 4 .  - Soient T un espace localement compact, 
F un espace localement convexe séparé et quasi-complet, f une appli- 
cation continue de T dans F. S i  on munit l'espace Cf(T) des mesures 
sur T à support compact, de la topologie de la convergence uniforme 

dans Les parlies compactes de è(T) ,  l'application A -+ fdh est 

N 

S 
l'unique application linéaire continue de CS1(T) dans F telle que 
f ( ~ )  = f ( t )  pour tout t E T. 

Pour établir l'unicité du prolongement, il suf i t  de voir que les 
mesures ponctuelles et forment un ensemble total dans el(T) : 
comme le dual de c"'(T) est e(T) (Esp. vect. top., chap. IV, $ 2, no 3, 
th .  2), il suffit de remarquer que toute fonction g E e(T) orthogonale 
à tout.es les mesures zt est égale à O par définition (Esp. vect. top., 
chap. IV, $ 2, no 3, Remarque). 

Montrons maintenant que A -r fdA est continue. Soit V un .i 
voisinage convexe fermé équilibré de Ci dans F ; il suffit de 
prouver qu'il existe une partie relativement compacte L de f ( T )  

telle que les relations i. e L0 et zf e V0 entraînent 1 ( f i d i ,  z l )  6 1, 



ou encore lj (f ,  e ' )  dhi  6 1. Pour cela. on va montrer que lorsque 

z' parcourt VO, l'ensemble L des fonctions numériques ( f ,  a ' )  est 
relativement compact dans C'(T). Comme V0 est borné pour 
a(F', F), l a  borne supérieure des nombres 1 (f(t),  z') 1 pour t E T 
fixe, z' parcourant VO, est finie ; en vertu d u  th.  d'Ascoli ( Top. gén., 

chap. X, 2e éd., $ 2 ,  no 5, cor. 2 d u  th.  2), il suffit donc de montrer 
que l'ensemble des (f,  z') (8' E VO) est équicontinu. Mais, pour tou t  
t ,  E T e t  tou t  6 > O, il existe pa r  hypothèse un  voisinage W de to 
dans T tel que f(t) - f(to) E 8V pour tout  t E W ;  on en conclut 
1 (f(t), z') - (f(to), z ' )  / $ 8 pour tou t  t E W e t  t o u t  z' E VO, ce qui 
achève la démonstration. 

Remarques. - 1 )  L'application t + cl est un homéornor- 
phisme de T dans l'espace èr(T) ; en effet, si L est une partie 
compacte de c"(T), et to E T, il existe (chap. X, 2e éd., 8 2 ,  no 5, 
cor. 2 du th. 2), un voisinage W de to tel que / g(t) - g(to) 1 < 1 
pour tout t E V et toute fonction g E L, donc ct - ~ t , ,  E L0 pour t E V, 
ce qui démontre la continuité de t -t cl ; on sait par ailleurs que 
l'application réciproque est déjà continue pour la topologie vague 
(chap. III, § 2, no 7, prop. 6), donc a fortiori pour la topologie 
de la convergence uniforme dans les parties compactes de t?(T). Si 
alors on identifie T et son image dans Cf(T) par t -+ et, on peut 

/' 

dire que h -+ ( fdh est l'unique prolongement continu de f en u n e  
* 1 

applibation linéaire. 
2) On notera que dans la démonstration de la continuité de 

II 

A -+ fdh, on n'a pas utilisé le fait que F est quasi-complet. 1,a J 
conclusion de la prop. 14 est donc encore valable sans cette hypo- 

/" 

thèse, lorsqu'on sait par ailleurs que fdp E F pour toute mesure 

positive p à support compact. 

~ u p ~ o s o &  .. maintenant que  f(T) soit une partie bonzée de F. 
-4lors, pour toute  mesure positive bornée p sur T, f est scalairemen t 

p-intégrable et  on aSf da E F (no 2, prop. 8). Si h est une mesure 

réelle bornée quelconque sur T, A' e t  h- sont bornées, et  on 17oit 

aussitôt que  h -t f d h  définie comme ci-dessus est une application 



linéaire de l'espace 3n1(T) des mesures bornées sur T, dans l'espace 
localement convexe F, qui prolonge évidemment l'application 

fdh de C"'(T) dans F. 

PROPOSITION 15. - Soient T un espace localement compact, 
F un espace localement convexe séparé et quasi-complet, f une appli- 
cation continue de T dans F telle que f(T) soit borné. S i  on munit 
l'espace MZ1(T) de sa topologie d'espace de Banach, l'application 

linéaire h +j  fdh de 31I1(T) dans F est continue. 

E n  effet, pour tout voisinage convexe équilibré fermé V de O 
dans F, il existe p > O tel que f(T) c pV ; l'enveloppe convexe fer- 
mée B de f(T) est donc contenue dans pV, et elle est complète par 
hypothèse. Si alors 1 1  hl/ < ilp il résulte du no 2, prop. 8, et de la 

/ 

relation jl A / /  = h+(T) + A-(T), que l'on a 

7. Applications : II .  Extension à un espace de mesuws 
d'une fonction çontinue à valeurs dans un espace d'opé- 
rateecrs. 

Soient G un espace localement convexe séparé, H un espace 
localement convexe séparé et quasi-complet, et désignons par F 
l'espace !f(G ; H) des applications linéaires continues de G dans H l  
muni de la topologie de la convergence compacte. L'espace F n'est 
pas nécessairement quasi-complet, et si t -+ U(t) est une application 
continue de T dans F et p une mesure positive sur T, a support 

compact, on n'a pas n é c e s s a i r e m e n t l ~ d p  E F (exerc. 27). Toute- 

fois, si pour toute partie compacte K de T, U(K) est équicontinu, 
son enveloppe convexe équilibrée dans F est aussi équicontinue 
(Esp. vect. top., chap. I I I ,  S 3, nO5), et comme H est quasi-complet, 
l'adhérence de cette enveloppe convexe sera une partie complète 
de F (Esp. vect. top., chap. I I I ,  5 3, i l0  7, th. 4) ; on aura donc bien 

alors î ~ d p  E F (no 2, prop. 8). 
V 



L a  condition supplémentaire imposée à U peut s'exprimer 
autrement : 

L e m m e  3. - Soient G ,  H deux  espaces localement convexes, U 
une application d ' u n  espace localement compact T dans  Y(G; H ) .  Les  
condilions suivantes sont équivalentes : 

a )  L'application ( t ,  x) + U ( t )  . x de T x G dans  H est continue. 
b) Pour  toute partie compacte IC de T ,  U ( K )  est c'quicontinu, 

et il existe un ensemble total D c G tel que pour tout x E D, l 'applica- 
t ion t -+ U ( t )  . x soit continue dans  T .  

De plus,  lorsque U vérifie ces condztions, U est une  application 
c o n l ~ n u e  de T dans  " ( G ;  H )  m u n i  de la topologie de la  convergence 
con~pacte.  

Pour voir que a )  entraîne b ) ,  observons que pour tout  voisi- 
nage V de  O dans H c l  tout  t E K ,  il existe par hypothèse un voisi- 
nage Lt de  t dans T e t  un voisinage Wt de O dans G tris que les 
relations t' E LI et  x E Wt eiltraincnt U( t r )  . x E V .  Il  snflit de  rr- 

couvrir K par un nombre fini de  voisinages L, et d r  prendre 

w =  n W~ polir avoir ~ ( t )  .X r v lorsque t E K et  x E W ,  cc 
1 

qui  démontre l'éyuicontinuité de U(K).  
Inversement, supposons vérifié 0 )  ; il stifTit ïlr rnoritrer que 

pour toute partie coiripactc K de T, I'applicalion ( t ,  x )  + U ( t )  . x est 
coritiniie dans K x G. Soit M = U ( K )  ; comme M est kquicontinu, 
il en résulte que sur M l  la  topologie de la convergence simple dans 
G est identique la topologie de la convrrgerice simple dans D 
( T o p .  gén., chap. X,  2e éd., S 2, n O 4 ,  th.  1);  1'l.iypotliése b )  ~ i ~ t r a i n c .  
donc que 2 + U ( t )  est une application continue de l i  dans ! ( C r ;  H )  
lorsqi~'on inunit f ( G ;  H )  t i c  la  topologie de la convcrgcnce siinplc. 
Il 'autre part ,  (il, x) -t A .  x est une application contiiiiic dc 31 x G 
dans H lorsqu'on munit M de l a  topoloqie dc la  convergence sinipli. 
(7'op. gén., chap. X ,  2e éd., S 2, no 2, cor. 4 de l a  prop. 1). Cornine 
l'applrcatiori ( t ,  x )  + U ( t )  . x sr  îactorlse ~ i i  ( t ,  x )  i ( W ( i ) ,  x) + l J ( t )  . x ,  
on en conclut qu'elle est contiiiut.. 

Enfin, la  d e r n i h  assertion t i t i  leiiiriie rbsultck de ce que, sur Al, 
la topologie de la convergence compacte est identique à celle d c .  Ici 

convergence sirriplr ( T o p .  gc'n., cliap. 3, 2e Cd., $ 2, no 4,  th .  1) 



Supposons donc que U vérifie les conditions du lemme 3 ; 
alors (si H est quasi-complet), on définit comme au no 6 une appli- 

cation linéaire i ,  + U d À  de C'(T) dans F = 2(G,  H). Nous pose- J 
rons u ( A )  =Jeudi. 

PROPOSITION 16. - Soient G, H deux espaces localement 
convexes séparés, H étant supposé quasi-complet. Soit U une appli- 
cation de T dans ?(G ; H) telle que (t,  x) -+ U(t) . x  soit une appli- 
cation continue de T x G dans H. Alors l'application bilinéaire 
(A, x) -t U(A). x de Cf(T)  x G dans H est hypocontinue relativement 
aux parties équicontinues de i?(T) et aux parties compactes de G (ce 
qui entraîne que l'application linéaire -t UO,) de e'(T) dans F est 
continue). 

La continuité de A +  U(A) comme application de è f ( T )  dans F 
résulte du lemme 3 et de la Remarque 2 suivant la prop. 14 du  no 6. 
Reste donc à prouver que pour tout voisinage convexe, équilibré 
e t  fermé V de O dans H et toute partie équicontinue N de e'(T): 
il existe un voisinage W de O dans G tel que les relations x E W, 
h E N entraînent U(A) . x E V. On peut supposer que IV = SO, ou S 
est un voisinage de O dans e(T), et  par suite on peut supposer que S 
est l'ensemble des fonctions g E e(T) telles que 1 g(t) 1 < 1 dans une 
partie compacte K de T. II sunit de montrer que 1 (U(A) . x, x') ( ,i 1 
pour x E W, X' E V0 et A E SO. Or, comme U(K) est équicontinu, il 
existe un voisinage W de O dans G tel que les relations t E K, x E W 
entraînent U(t) . x E V ; les relations x E W, X' E VO entraînent donc 
que la fonction t -+ (U(t).  x, x') appartient à S, et par suite, que 

I n  1 

1 ( ~ ( h )  . X, x') 1 = ( ~ ( t )  . X, x') dh(t) par définition de SO. 

Supposons maintenant que U soit une application continue 
de T dans F et en outre que U(T) soit équicontinu. Alors, le même 
raisonnement que ci-dessus montre (puisque H est quasi-complet) 

que pour toute mesure positive bornée p sur Tl  on a S u d p  E F. 

On définit donc comme plus haut une application linbaire 



h + , ( u ~ A  = U ( A )  de . T P ( T )  dans F prolongeant l'application 

analogue de ('3'(T) dans F. En outre, pour tout voisinage convexe 
équilibré fermé V de O dans H ,  il existe par hypothèse un 
voisinage W de O dans G tel que pour tout X E  W et tout t E T ,  
on ait U ( t ) . x e  V ,  et par suite (V étant faiblement fermé) 

0 

( ( U ( t ) .  x )dh( t )  E 1 h .  V (no 2, prop. 5). Autrement dit : 
J 

PROPOSITION 17. - Soient G ,  H ,  deux espaces localement 
convexes séparés, H étant supposé quasi-complet. Soit U une applica- 
tion de T dans Y ( G  ; H )  telle que ( t ,  x )  + U ( t )  . x soit continue dans  
T x G, et que U ( T )  soit équicontinu. Alors s i  on  muni t  < m l ( T )  de sa 
topologie d'espace de Banach,  l'application bilinéaire ( h ,  x) -+ U ( h )  . x 
de 3 Z 1 ( T )  x G dans H est continue (ce qui  entraine e n  particulier 
que l'application linéaire h -t U ( h )  de c71"L(T) dans 9(G ; H )  est conti- 
nue  lorsqu'on muni t  Y ( G ,  H )  de la topologie de la convergence bornée). 

PROPOSITION 18. - Soient G1, Ci2, Hl, H2 quatre espaces 
localement convexes séparés, Hl et H ,  étant supposés quasi-complets. 
Soient A : G,  + G ,  et B : Hl + H, deux applications linéaires conti- 
nues. Soient U1 : T -+ ?(G, ; Hl) ,  U ,  : T -+ 9(G2 ; H,) deux: appli-  
cations vérifiant les conditions de la  prop. 16 (resp. 17), et sup-  
posons que pour tout t E T on  ait B 0 Ul( t )  = U2(t )  .A .  Alors, pour 
toute mesure à support compact (resp. bornée) h sur T ,  on a 
B 0 Ul(A) = U,(h) 0 A .  

En effet, pour tout x E G, on a (no 1, prop. 1) 

Remarques. - 1 )  Supposons que G et H soient des espaces de 
Banach,  et soit U une application de T dans (P(G; H )  telle que 
( t ,  x) -t U ( t )  . x soit continue dans T x G. Notons que cela entraîne 
que la fonction finie t -+ 11 U ( t )  ii est bornée dans toute partie 
compacte de T et semi-continue inférieurement dans T ,  étant l'en- 
veloppe supérieure des fonctions continues t + / U ( t ) .  x 1 lorsque x 
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parcourt la boule 1 x 1 < 1 dans G. Posons h(t) = 1 1  U(t) 1 1 .  Alors, 
pour toute mesure positive p sur T telle que h soit p-intégrable, 

on a encoreJ Udp s Y(G ; H). En  effet, la mesure v = h.  p est 

bornée par hypothèse ; il existe donc une partition de T formée 
d'un ensemble v-négligeable N et d'une suite (K,) de parties 
compactes. Le raisonnement fait au début de cc no, appliqué 

i la mesure <pK,. p montre que A ,  - <PKnUdp E F = Y(G; H),  -.I 
et en ouim (no 2, prop. 6) I]A,i </'yx,, Il Ul dir G v ( K n ) .  La série 

de terme général A, est donc absolument convergente dans l'espace 

de Banach '!(G; H) ,  et il est immédiat que sa somme est[udP 

2) Supposons que G = H soit quasi-complet, e t  que U vérifie 
les hypothbses de la prop. 16. Soient M une partie partout dense 
de l'espace c?'(T), pour la topologie faible o(el(T), C(T)), e t  soit X un 
sous-espace vectoriel fermé de H tel que U(h)(X) c X pour toute 
mesure h~ M. Alors on a aussi U(t)(X) c X pour tout  t E T : en 
effet pour tout X E  X et  tout x' E H' orthogonal à X, on a par 
hypothèse (u(A) .x, x'} = O pour tout  h E M, ce qui s'écrit 

S { U ( t )  .x, x'} dh(L) = O. La fonction continue t + ( ~ ( t )  . x, x'), 

étant orthogonale à M, est donc O, ce qui donne ( ~ ( t ) .  x, x') = O 
pour tou t  x' E XO, d'ou U(t) . x E X pour tout t E T et  tout x E X, 
et  cela démontre notre assertion. 

fj 2. Mesures vectorielles 

1 .  Définition d'une mesure vectorielle. 

La définition d'une mesure donnée au chap. I I I ,  $ 2, no 2 se 
généralise comme suit : 



J ) ~ F I X I T I O N  1. - Soi t  F un espace loculernent convexe s i p a r é  
sur  R. O n  appelle mesure  vectorielle s u r  1' à valeurs d a n s  F toute 
app l i ca l io~z  l inéaire conl inue de l'espace X(T) d a n s  F .  

L a  déf. 2 peut encore s'exprimer de  la façon suivante : une 
riiesiirc vectorielle sur 'r à valeurs dans F est une application li- 
néaire m de 3l(T) dans 1; telle que, pour toute partie compacte K 
de 'l', la restriction de  m X(T, K )  soit continue pour la topologie 

de la convergence uiiiforine. Si f E :IL(T), on écrit encore m ou Pd \ 'f(t)dm(l) au  liru dc m(f). Les mesiires ii valeurs daris' R (c'est- 

à-dire les mesures définies au chap. J I I ,  $ 2, no 2) sont parfois 
appelées mesures réelles oii mesures scalaires sur T. 

Exemples .  - 1 )  L'application identique de X(T) est une me- 

sure vectorielle sur T à valeurs dans Ji(T). 
2) "Soient H un espace liilhertien complexe, %(H) l'algèbre 

r~orméc des endorriorphismes continus de H. Soit A une soiis- 
algèbre de (I'(H), cornrnutative, fermée, autoadjointe e t  contenant 
l'identité ; on dÇmontrc qu'il existe un espace compact X et  un 
isomorphisme de l'algèbre normée A sur l'algèbre Jic(X) des 
fonctions complexes continues dans X,  munie de la norme 
11 f 11 = sup 1 f(x) 1. JJ'isomorphismc réciproque, restreint à JC(X), 

X E  X 

est une mesure m sur X, à valeurs dans ie(H), telle que 

m(f!d = m(f)m(g).* 

Remarques.  - 1 )  Pour qu'une application linéaire m de X(T) 
dans F soit une mesure vectorielle, il faut  e t  il su f i t  que, pour 
toute partie compacte K de T, l'image par m de la boule unité 
I l  f II < 1 de X(T,  K) soit bornée dans F. L a  notion de  mesure vecto- 
rielle à valeurs dans F est donc la  même pour toutes les topologies 
localement convexes séparées sur F adniettant  les mêmes en- 
sembles bornés, e t  en particulier pour toutes les topologies compa- 
tibles avec la  dualité entre F et  F' ( E s p .  vect. top., chap. IV, s 2, 
no 4, th .  3). 

2) Soient Tl un espace localement compact, F, un espace 
localement convexe séparé sur R, a une application linéaire conti- 
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nue de  3i(T1) dans J;(T), v une application linéaire continue de  1: 
dans FI. Si m est une mesure vectoriellc sur T à valeurs dans F, 
v O m O u est une mesure vectorielle sur T, à vaIeurs dans FI. En 
particulier, si g est une fonction numérique finie et  continue dans 
T,  f -t m(gf) est unc mesure vectorielle sur T à valeurs dans F, que 
l'on note g.m ; si h est une seconde fonction numérique finie e t  
continue dans T ,  on a g . (11. m) = (gh) . m. 

3) Comine l'espace :)i(T) est limite inductive des espaces de 
Banacli :\;(Tl K), et  en particulier est tonnelé ( E s p .  oect. top., 
chap. I I I ,  1 ,  no 1, cor. de  la prop. 1 e t  no 2,  prop. 2), pour qu'une 
application linéaire ni de X(T) dans F soit une mesure vectorielle, 
il faut  et  il s u f i t  que, pour tou t  z' E F', Z' 0 rn soit une mesure sca- 
laire sur  T ( E s p .  vect. top., cliap. IV, $ 4, no 1, prop. 1 e t  no 2, cor. 
de  la prop. 7). 

4) Compte tenu de la remarque 1, la prop. 1 du chap. III ,  5 3, 
no 1 et sa démonstration sont encore valables pour les mesures 
vectorielles. On peut donc encore définir le support d'une mesure 
vectorielle m sur T comme le complémentaire du plus grand 
ensemble ouvert U c T tel que la restriction de m à U soit nulle. 

2 .  Inté y ration par rapport à ztne mesure vectorielle. 

Soit m m e  mesure vectorielle sur Tl à valeurs dans F. Pour 
tou t  z' E F', l'application z' 0 m est une mesure scalaire sur Tl dé- 
pendant linéairement de z'. Si f est une fonction numérique définie 
dans T, nous dirons, par  abus de  langage, que le couple ( f ,  m) 
possède une propriété P si, pour tout  z' E F', le couple ( f ,  ] z 1 o m  1 )  
possède la propriété P. P a r  exemple, on dira que f est essentielle- 
men t  intégrable pour m si, pour tou t  z' € F', la fonction f est essen- 
tiellement intégrable pour 1  z' 0 m 1. Il revient au même de  dire que f 
est essentiellement intégrable pour chacune des mesures (z' om)' 
et  (z '  0 m)- (chap. V, 5 3, no 5, cor. 1 de  l a  prop. 6). 

P R O P O ~ I T I O I ~  1. - Soient  m u n e  mesure  vectorielle sur  T à 
valeurs dans  F ,  f une  fonction numér ique  sur  T ,  essentiellement 
intégrable pour m. L'appl icat ion 

z1 -+ f fd<z '  0 m>- - Jid(z' 0 ml- 
c. 

est une  forme l inéaire s u r  Fr. 



Si on désigne cette application par @, il est immédiat que 
@(Azr)  = A@(zr)  pour tout  h é  R. Tout revient à voir que 
@(y' + z ' )  = @ ( y 1 )  + @ ( z r ) .  Posons p = 1 y'o m 1 + 1 z' 0 m 1 ; en 
vertu du th. de Lebesgue-Nikodym, on peut alors écrire y' 0 m = g.P 
e t  z1 om = h.  p, où g et h sont deux fonctions numériques locale- 
ment p-intégrables et bornées (chap. V, $ 5, no 5, th. 2 )  ; en outre, 
on a (Y' 0 m)' = g+. p et (Y '  0 m)- = g-. p, et  les relations analogues 
lorsque Y' est remplacé par z' (resp. y' + z ' )  et g par h (resp. g + h). 
Cela étant, il est immédiat que f est essentiellement p-intégrable 
(chap. V, 8 3, no 5, cor. 1 de la prop. G),  et  la relation à démontrer se 
réduit à (g + h)' - ( g  + h)-  = (g+- g-) + (h+-  h-),  qui est évidente. 

DEFINITION 2. - Soient m une mesure vectorielle sur T à 
valeurs dans F ,  f une fonction numérique sur T ,  essentiellement 
intégrable pour m. On appelle intégrale de f par rapport à m et o n  

note m(f) ou f d d  ou  eneoreJf(r)dm(t)  l'élément de FI* défini par S 
Remarquons que si f E X(T), l'élément fdm ainsi défini .Î  

coïncide avec l'élément noté de même au no 1, car le second membre 
O 

de (1) est alors fd(zl 0 m) = z l ( m ( f ) )  par définition. En outre, si S 
on applique en particulier la déf. 2 au cas où F = R, on voit que 
pour tout  z' E Fr, f est essentiellement intégrable pour la mesure 
réelle z ' o m ,  e t  que le second membre de (1) peut s'écrire 

Jid( z' 0 m). 

Supposons f essentiellement intégrable pour m, et soit z' E F'. 
Posons p = 1 sr 0 m 1 ; en vertu du th. de Lebesgue-Nikodym, 
on peut écrire z 'om = g .  p, où g est localement p-intégrable 
et l lgl l  < 1, et  la démonstration de la prop. 1 montre que 

fgdp. On a par suite 
I 
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I l  est clair que l'ensemble des fonctions numériques finies 
essentiellement intégrables pour m est un espace vectoriel sur R ; 
nous désignerons pa r  %(m) cet espace muni de  l a  topologie locale- 

ment  convexe l a  moins fine rendant continues toutes les formes 

linéaires f --+ fd (z i  om), où z' parcourt F'. On notera qu'en S 
général l'espace localement convexe y(m) est non séparé. 

Exemple. - Prenons pour m l'application identique de X(T) 
sur lui-même. Comme le dual de X(T) est l'espace 3 K ( T )  des 
mesures scalaires sur T, les fonctions f E %(m) sont celles qui 
sont essentiellement intégrables pour toute mesure scalaire p (cf. 

exerc. 1). et l'intégraleSidm est la forme linéaire p + S f d p  sur 

D12(1'). On ne peut avoir fdp = O pour toute mesure p E m(T) .I' 
que si f = O, comme on le voit en prenant p = EL, où t est arbi- 

traire dans T ; autrement, dit l'application j -+ fdm est une d 
injection de %(m) dans le dual algébrique de :)IC (T), qui prolonge 

l'application identique de X(T). La relation (/dm E F = X(T) 
J 

est donc équivalente à f E X(T). 

Soit u une application linéaire continue de  F dans un espace 
localement convexe séparé G, e t  notons encore u son prolongement 
par bitransposition en une application linéaire de FI* dans G1* 
( $  1, no 1). Avec cette convention : 

PROPOSITION 2. - Toute jonction numérique f essentiellement 
intégrable pour m est essentiellement intégrable pour u O m ,  et on a 

La proposit.ion est évidente, compte tenu de l'égalité 
y1 O 11 O m = lu(yl) 0 m pour tout  y' E Gr. 

E n  général, si f e T ( m ) ,  l'intégrale fdm appartient ii FI* .I ' 
mais non à F (voir Ezemple ci-dessus). Cependant : 

Bourbaki XXV. 3 



PROPOSITION 3. - Si l'image par  m de l'ensemble des f E X(T) 
telles que sup 1 f(t) 1 Q 1 est faiblement relativement compacte dans F,  

t E T 

alors on a J'fdm e: F pour toute fonction numérique bornée / essen- 

tiellement intégrable pour m. 
Soit A l'ensemble des f c 9(m) telles que sup 1 f(t) 1 < 1, e t  

t E T 

soit B = A n Ji(T) : par hypothèse, m(B) est faiblement relative- 
ment compact dans F ,  e t  il su f i t  donc de  montrer que m(A) est 
contenu dans l'adhérence (dans FI*) de m(B) pour la topologie 
o(F1*, F') ; comme m(B) est convexe e t  équilibre, il suffit de prou- 
ver que le polaire de m(B) dans F'  est contenu dans celui de m(A) 
(Esp. vect. top., chap. IV, $ 1, no 3, prop. 3). Or, pour qu'une 
forme linéaire z' E. F' appartienne à (m(B))O, il faut et il su f i t  que 

gd(z o m  < 1 pour toute fonction g E B, ce I(z', m(s ) ) l  = lJ 
' ) I  

qui signifie que la  mesure scalaire 1 z' 0 m 1 est bornée et de norme 
Q 1 (chap. I I I ,  $ 2, no 6, prop. 3) ; mais d'après (2) cette dernière 

condition entraîne 1 (a', m(f)) 1 < 1 pour toute fonction f E -4, 

d'où z' E (m(A))O. 

COROLLAIRE 1. - Si ,  pour toute partie compacte K de T ,  
l'image par m de l'ensemble des f E 31(T7 K) telles que sup / f(t) 1 < 1 

t E T 

est relativement faiblement compacte dans F,  alors on a m e  F J 
pour toute fonction f E %(m) bornée et à support compact, et 

Jfdm E FI1 pour loute fonction f E 'l(m). 

La première assertion se déduit immédiatement de la prop. 3 : 
si f est bornée e t  à support compact, e t  si U est un voisinage ouvert 
relativement conipact d u  support de f ,  la restriction de m au 
sous-espace JC(U) est une mesure m, sur U qui vérifie les conditions 

de la prop. 3, e t  on a fdm, = m (chap. V, § 7, no 1, th.  l ) ,  

donc f d m ~  F. 

J' Sfd 
S 
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Soit maintenant f quelconque dans 9(m) ; pour toute partie 
compacte K dc T et  tout  entier n > O, soit f n , ~  la fonction 
numérique sur T définie comme suit : si t e K, f , , ~ ( t )  = O ; si 
t E K et  1 f(t) 1 6 n,  f,,s(t) = f(t) ; enfin, si t E K et  1 f(t) 1 > n ,  
f n , ~ ( t )  = nf(t) / l  f(t) 1 .  I l  est clair que pour tout  t E T, f(t) est limite 
de f n , ~ ( t )  suivant le filtre produit du  filtre de Fréchet par le filtre 
des sections de l'ensemble ordonné (filtrant croissant) des parties 
compactes de T. Comme 1 /,,a / 6 1 f 1, il résulte du  th.  de Lebesgue 
e t  de  la prop. 8 d u  chap. V, $ 2, no 2, appliqués à chaque mesure 
scalaire 1 z' 0 m 1 ,  que fn, R converge vers f dans Y(m) suivant le 

filtre précédent. Par  suite, l'intégrale fdm est adhérente dans .I' 
F'* (pour la topologie o(k"*, Fr))  à l'ensemble M des m(f , ,~ ) .  Mais 
la première partie du  corollaire montre que M c F, e t  d'autre part, 

pour tout  z' E FI, on a (z ' ,  m(fn,r)) 1 6 /'l 1 d 1 z' om 1, ce qui 
J 

rnontre que M est borné dans F,, et par suite dans F (Esp. vect. top., 
chap. IV, $ 2, no 4, th.  3). Le lemme 1 du  5 1, no 2 montre donc que 

S f d m  E Fr'. 

COROLLAIRE 2. - Si Ti est semi-réflexif; on cx. ]dm E F pour !- 
toute fonction numérique / essentiellement intégrable pour m. 

3.  Mesures vectorielles majorables. 

Soit q une semi-norme semi-continue inférieiirement sur F. 
Nous désignerons par A; l'ensemble 
1 ( z', X )  1 6 q(x) pour tout x E F. C'est 

l'ensemble des X E  F tels que q(x) 6 1 ; 
I q(x) = sup (x, 8 ' )  ! .  

z' E AG 

des zr E F' tels que 

le polaire dans F' de 

pour tout  X E  F ,  on a 

DEFINITION 3. - Soit m une mesure vectorielle sur T à valeurs 
dans F. Si q est une semi-norme semi-continue injkrieurement sur 1:' 
on dit que m esl q-majorable s'il existe une mesure positive p t~llc> 
que 1 a' 0 m 1 < p pour tout zr E Ai ; la borne supérieure des mesrires 



1 z' 0 m 1 lorsque z' parcourt Ai (chap. 111, $ 2, no 4, th .  3)  se note 
alors q ( m ) .  O n  dit que m est majorable s i  elle est q-majorable pour 
loute serni-norme q continue sur F. 

Si m e t  m' sont toutes deux q-majorables, il est immédiat que 
m + m' est aussi q-majorable et  que l'on a 

q ( m  f m ' )  6 q ( m )  + dm' ) .  

L,orsque F est un espace normé, dont la norme est notée 
1 x 1, dire que m est majorable signifie donc que les mesures 1 z' 0 m 1, 
où 1 z ' l  ,< 1, sont majorées par  une même mesure positive ; 011 

note alors 1 m 1 la borne supérieure de cette famille de mesures. 

Si F = R, la mesure 1 m 1, correspondant à la norme eucli- 
dienne 1 x 1 sur R, coïncide avec la mesurc notée ! m / au chap. I I I ,  
$ 2, no 4. 

PROPOSITION 4. - Soient (F , ) lG,G, l  une famille finie d'es- 
n 

puces localement convexes séparés, F = n Fi leur produit, qi 
i= l 

( 1  6 i ,< n )  une serni-norme semi-continue inférieurement sur F,, 
n 

q la semi-norme sur F définie par q(x,, . . . , x,,) = Z q,(x ,) .  Si  
2 = 1  

mi (1 6 i d n) est une mesure vectorielte sur T à valeurs dans F, 
et q,-majorable, la mesure m = (m,, . . . , m,) à valeurs dans F est 
q-rnajorable. 

11 

E n  effet, le dual F' s'identifie a I I  F:, de facon que 
r = l  

/ ( x ,  Z' ) 1 < q ( x )  pour tout  x E F ,  on a en particulier 1 ( x , .  2 : )  < q,(x,) 

pour 1 < i < n ,  e t  la  réciproque est évidente, ce qui montre que 
l'ensemble A; est le produit des Aii. Comme par Iiypothtsc on a 

1 zl O mi 1 6 q,(mi) pour zl E A;,, on en conclut que 

pour tout  z' E Ai, ce qui d é r n o n t r ~  la proposition. 
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COROLL \ I R E ; .  - S i  l'espace F est de  d imens ion  finie, toute 
rnesure vector~elle m à valeurs d a n s  F est majorable.  P o u r  qu 'une  
fonction nutnérique soit rssentiellement intdgrahle pour m, L L  Jaut  p t  il 
suffit qu'elle soit essentiellement intégrable pour 1 m 1 ( 1  x 1 désignant  
u n e  norme yuelconque s u r  F ) .  

PI~OPOSITION 3. - So i t  q une  serni-normr semi-cont inue in fé-  
rieurement sur  F .  So i t  m une  mesure y-majorable, et soit / u n e  fonction 

essentiellemenl intégrable p o w  

E n  effet, on a 
, . 

m et telle que f d m  E 1;. Alors o n  a 

a* 

.I' 
h 1 f 1 d!l(m)- 

cn vertu de  (1) et  de la rolation 1 z'  0 m !  < q(m) pour z' E Ai. 

PHOPOSITION 6. - Soient F u n  espace loculerner~t convexe 
skpark quasi-complet ,  m une  mesure majorable sur  T a valeurs d a n s  
F .  S i  / est une  fonction numérique essentiellement intc'grable pour 
toules les tnesures y ( m )  ( q  parcourar~t l'ensemble des serni-normes 
contin,ues sur  F ) ,  alors f est essentirllemerzt intkgrahle pour m, el 

l ' o r ~  a fdm E F .  d' 
Noiis utiliseroris le résultat auxiliaire suivant. Soit (p.!)!,, une 

famille filtrante croissante de mesures positives sur T .  Désignons 

par iC1((p!)! I) l'espace vectoriel des fonctions numériques finies 
sur T, essentiellerrient p!-intégrables pour tout  L E  1, muni de  la 

topologie définie par  les semi-normes / -t p!( 1 f 1 ) ( L  E 1). Soit ~ f ,  le 

sous-espacc vectoriel de 'il((p)!, ,) engendré par les produits gy, 

où g parcourt l'cnscmble des fonctions numériques finies continues 
dans T e t  K I'ensemble des parties compactas de T.  

L e m m e  1.  - Lorsqu'on rnunit Y, et X ( T )  de la topologie indu i t e  

par celle de  (fl((pL)! I) : 
a)  toul élérnenl de 'fo est adhérent à u n e  parlie bornée de ;F;(T) ; 



b)  /out d i r n ~ n t  de , ,) est a d h i r ~ n t  (i une parhe bornée 
dP TO. 

Pour d6rrioritrer a),  on peut sr rcstrcindrc. a u  cas d'un d é m e n t  
de Ja forme f = gcp, (g  E C7(S), K compact dans 'T). Il c>st immédiat 
(en vertu d u  th .  dlUrysolin) que f est adhércntc à l ' ens~mble  B 
des fonctions de  la forme gh, oii h décrit l'ensemble des applica- 

tions continues de '1' dans (O,  1)) égale à 1 dans K e t  à O dans le 

complémentaire d'un voisinage compact fixe H de  K. 1)c plus, 
l'ensemble B est borné, car p,( 1 gh 1 ) ,< IL,( 1 gyB 1 ) pour toute fonc- 
tion h ayan t  les propriétés précédentes. 

Démontrons maintenant h )  : on pcut sc rcstreindrcl au  cas d'lin 
éléirient f 3 O de l l l ((p,)rEI) .  Pour tout  L E  1 e t  tou t  E > 0, il existe 
une partie compacte K(L,  c )  d~ T telle que la restriction de f à 

K(L. E )  soit continue e t  qile pL( 1 f - fyK(,,E) 1 )  < E. Il est clair que f 
cst adh6rcnte à l'ensemble C des fy,(,,c, (ou L E  1, E > O). En vertu 
du th.  d1Uryso1in, l'ensernblc C est contenii dans 1, ; de plus, il est 
borné, car on a [*x(f<PR(!,c)) < pz(/) quels qiir: soient 1 E 1, x E 1 
c t  E > 0. 

Démontrons maintenant la  prop. ti : pour t,oiite fonc- 
tion g e X(T) e t  toute  semi-norme continiie q sur 17, on a 

q(  r g d m )  <,['1 g 1 d(q(m)) (prop. 5), cc qui cntraiiie que I'applica- 

tiori g -t gdm de Ji(T) dans F est contiriue lorsqii'on munit 
-. , î 
A(T) de  la topologie induite par celle dc ?l((q(m))q,Q) (Q en- 
semble des senii-normes continues sur F). Par  suite, d'après le 
lemme précédent, e t  la prop. 8 de Rsp. vect. top., chap. I I I ,  § 2, 
no 5, cette application se prolonge par  continuité, tout  d'abord 
en une application linéaire continue V, de  'f, dans F, puis en une 
application linéaire continue v de lS1((q(m))q,Q) dans F. E n  outre, 

3- 

pour tou t  Z' E F', la relation ( z', v(f) ' ,, - -j /d(zf 0 m) est vraie 

par définition de  v pour toute  f E X(T) ; comme 1 z'o m 1 < q(m) 

pour q(z) = 1 ( z', z \ 1,  l'application f - +  f f d ( z f  0 m) est continue 

dans %l((q(m)),,Q)l donc on a encore par  continuité, la relation 
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< z', " (1)  ) =j ' !d(z l  0 m) pour toute fonction f E T'((~(III))~~~). On 

en conclut v ( f )  = f d m ,  ce qui achève la démonstration. 

4 .  Mesures vectorielles de base p. 

DEFINITION 4. - So i t  p u n e  mesure  positive s u r  T .  O n  di t  
qu 'une  mesure  vectorielle m s u r  T ,  à valeurs d a n s  F ,  est u n e  mesure  
de base p s'il existe u n e  appl icat ion f de T d a n s  F ,  scalairement loca- 

lement ,u-inl.4grable et telle que m ( g )  = g f d p  pour toute fonction .î 
g E .%C(T). O n  di t  alors que f est une  densiik rie m par rapport  à p, 
et o n  écrit m = f . p. 

Il est immétliat que si f ,  et  f, sont deux derisitks de m par rap- 
port à p, f ,  - f ,  est scalaircrnent localement [*-négligeable (chap. V, 
$ 5 ,  no 4, cor. 2 de la prop. 5 )  ; rappelons que cela n'entraîne pas 
en général que f ,  - f ,  soit nulle localement presque partout (cf. 5 1 ,  
exerc. 1 2  e t  no 1 ,  Remarque  2) .  

Soit m une rnesiire de base p, de densité f .  Pour qu'une fonc- 
tion numérique g soit essentiellement intégrable pour m, il faut  e t  
il su f i t  que g f  soit scalairement essentiellement [*-intégrable 
(chap. V, $ 3, no 5, th .  1 ) .  

PROPOSITION 7 .  - Soi t  f une  a p p l ~ c a t i o n  scalairement locale- 
ment  zntégrable par rapport  à une  mesure  positive p s u r  T ,  telle que,  

pour toute fonction g E Ji(T) ,  l 'on  ait [ g f d p  E Fi Alors  l 'appl icat ion 

g + f g d p  dp X ( T )  d a n s  F est une  mesure oeclorirlle silr T ,  de  hase p ., 
et de densité f par rapport  à p. 

En effet (no 2 ,  Remarque  3) ,  il su f i t  de rnontrer que, si on pose 

m ( g )  = gfd,u, z' 0 m est une mesure scalaire pour tou t  z' E F r .  .î P 

Mais comme z l ( m ( g ) )  = \ g ( z ' ,  f )  dp, on a z ' o  m = ( z ' ,  t)  . a, 

d'où notre assertion. 



Prro~osr~~oni  8. - Soient p une mesure positive sur  T, m une 
mesure sur  T à, valeurs dans F, de base p et de densité f par  rapport 
a p. Soit q une semi-norme semi-conlinue inférieurement sur  F. 

a)  Si ,  pour loute partie compacte K de T, l'intégrale supérieure 

/: (q f)dp esk finie, uiors rn est q-majorable. 

b) S i  m est q-majorable, alors q(m) est de hase p ; s i  de plus f 
est p.-mesarable en tant qu'application de T dans F,, alors y of est 
localement p-intégrable, et on a q(m) = (go f )  . p. 

a) Pour toute partie finie J de Ai, désignons par i,, la 
horne supérieure des mesures 1 z' 0 m 1 ou z' parcourt J ; si 
b~ = su11 1 ( z ' ,  f \  on a & = fi. ;L (cliap. V, S 5, no 4, prop. 5). 

Z'EJ 

Pour toute partie ouverte relativement compacte U de T, soit 
?,,, la restriction de A, à U ; montrons d'abord que lorsque J 
parcourt l'ensemble filtrant 5 des parties finies de Ai, la famille 
(A,,,) est majorée dans c?li(U).  En effet, pour toute fonction 
h 2 O de J i (U) .  on a 

d'où notre assertion (cliap. TI, S 2, no 2). Soit v, la borric supérieure 
de cette famille de mesures dans DR( ti). Si Ur est une seconde partie 
ouverte relativement compacte de T telle que Uc U', vu est la 
restriction de vu1 à U, comme il résulte aussitôt de l'expression de 
la  borne supérieure d'un ensernble filtrant croissant de mesures 
(chap. II,  5 2, no 2) e t  d u  fait que A,, ,, est la restriction à U de A,,,,,. 

Il y a donc une mesure positive v et  une seule dont  la restriction a 
chacun des U soit vu (chap. I I I ,  S 3 ,  no 1, prop. l), et  il est clair 
que v = q(m). 

b) Comme les mesures A, sont de base p, il en est de nlême de 
leur borne supérieure q(m) (chap. V, 5 5, no 5, th .  2). Si f est p-me- 
surable pour la topologie o(F,  Fr) sur F, il résulte aussitôt des défi- 
nitions que l'application t 4 (g,(t)), , % de T dans l'espace pro- 

duit  RS est p-mesurable ; comme la famille (g,) est filtrante 
croissante, qof = sup g, est p-mesurable, e t  pour toute partie 

J E %  

compacte K de T,  on a ( q  0f)dp = sup /:gJdp < , / idy(m) 
J .  
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(chap. V, 5 2, no 2, prop. 9). Mais cela prouve que qof est locale- 
ment p-intégrable et que h, < ( q  o f ) .  p < q(m) pour tout J E 3 ; 
d'où, par définition, q(m) = (q 0 f )  . p. 

% 

Remarque. - Supposons qu'il existe dans Ai un ensemble 
dénombrable D dense pour o(F1, F )  ; alors la fonction q o f  est 
toujours p-mesurable, car on a q(f(t)l = sup / (z ' ,  f(t)) 1 (chap. IV, 

Z' E D 

$5,  no 4, cor. 1 du th.  2). On a alors, pour toute partie compacte K 

de ~ , ~ ( y ~ f ) d p  = sup g&p où J parcourt l'ensemble filtrant . S, 
dénombrable des parties finies de D (chap. IV, 5 1, no 1, cor. du  

P* 

th. 3) ; on voit donc que dans ce cas la condition 1 (y 0 f)dp < + m 
K 

pour toute partie compacte K de T est nécessaire e t  sufisante 
pour que m soit g-majorable. 

PROPOSITION 9. - Soit F un espace de Banach de diniension 
finie. Toute mesure m sur T à valeurs dans F est une mesure de 
base 1 m 1 .  S i  m = f . l  m 1, on a 1 f(t) 1 = 1 localement presque partout 
pour ( m 1. Pour que m soit de base p, il faut et il suffit que 1 m 1 soit 
de base p, e t s i m =  g . p , o n a  lm1 = 1gI.p. 

Soient (ei)lGign une base de F et (e:)i<i<, la base duale de 
F'. Pour tout indice i, on a 1 el 0 m 1 < 1 m 1 ,  donc (chap. V, § 5, 
no 5, th. 2) el 0 m = hi. 1 m 1 ,  où h, est bornée et 1 m 1-mesurable. 

n 

Si on pose h =  Chiei, on a donc m =  h . [ m j . S i m = f . l m J ,  la 
i-1 

prop. 8 montre que 1 m 1 = 1 f 1 . 1  m 1 ,  d'où 1 f ( t )  1 = 1 localement 
presque partout pour ( m 1 (chap. V, $ 5, no 4, cor. 2 de la prop. 5). 
La dernière assertion résulte aussitôt de la  prop. 8. 

-i 

Remarque.- Si z = Z~iei, 1 z 1 = +(zi, . . . , z,,) est une fonc- 
i= 1 

tion continue positivement homogène dans Rn. Si on pose 
Fi = ef O m = hi. 1 m 1, on a, par définition (chap. V, $ 5, no 9), 



5 .  Le théorème de Dunford- Pettis. 

Soit p une mesure positive sur T. On dit qu'une mesure vecto- 
rielle m sur T,  à valeurs dans F, est scalairement de base p si, pour 
tout z' E FI, la mesure scalaire z' 0 m est de base p. Si une mesure 
vectorielle m à valeurs dans F est de base p, elle est scalairement 
de base p : en effet, si m = f .  p, on a z1 0 m = (z', f ) .  p pour tout 
et E F'. Mais il existe des mesures vectorielles qui sont scalaire- 
ment de base p sans être de base p (exerc. 17), et  d'autre part il 
existe des mesures vectorielles qui ne sont scalairement de 
base v pour aucune mesure positive v ; on notera toutefois que toute 
mesure m majorable à valeurs dans un espace n o r m é  est scalaire- 
ment de base 1 m [, en vertu du th. de Lebesgue-Nikodym. 

Exemple. - Prenons pour m l'application identique de 3i(T). 
Dire que m est scalairement de base p signifie que toute mesure 
réelle sur T est de base p. En particulier, la mesure ponctuelle 

(t E T) doit être de base p, ce qui exige que y ( f  t 1) > O pour tout 
t E T, et entraîne en particulier que toute partie compacte de T 
est dénombrable. 

Nous allons dans ce no démontrer un résultat qui généralise 
une des conséquences du th. de Lebesgue-Nikodym, à savoir que 
le dual de L1(p) est Lm(p) (chap. V, 5 5, no 8, th. 4), et qui donne 
une condition sufisante pour qu'une mesure vectorielle scalaire- 
ment de base p soit de base p. 

Soit x l'application canonique de 'fm(p) sur Lm(p).  Nous di- 
rons qu'un sous-espace vectoriel G de Lm possède la propriété de 
relèvement s'il existe une application linéaire p de G dans Ym(p.) 

(dite relèvement de G) telle que x o p  soit l'identité sur G et que 
1 p(f ) ( t )  1 < Nm(f) pour tout t E T et tout f E G. 

On démontre que si p est la mesure de Lebesgue sur Rn, l'es- 
pace Lm(Rn, p) tout entier possède la propriété de relèvement 
(exerc. 18). 

L e m m e  2. - Tout  sous-espace G de t y p e  dénombrable de l'es- 
pace de  B a n a c h  Lm(T,  p) possède l a  propriété de  relèvement. 

Par hypothèse il existe une partie dénombrable dense H de G, 
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qui soit un sous-espace vectoriel sur le corps Q des ncmbres ration- 
nels ; soit (h,) une base (dénombrable) de H sur &. Pour tou t  entier 
n, soit h; un élément de (rm tel que x(hA) = h,, et  soit p'  l'applica- 
tion Q-linéaire de H dans '1" définie par pl(h,) = hA ; il est clair 
que x o  p est l'identité sur H. E n  outre, pour tout  h E H, on a 
1 pl(h)(t) 1 < Km(h)  sauf aux points t d'un ensemble localement 
négligeable A(h). Soit A la réunion des A(h) pour h E H, qui est 
encore localement négligeable. Pour tout  h~ H, désignons par 
p(h) la fonction h" E 5" telle que h"(t) = pl(h)(t) si t é A et h"(t) = O 
si t E A. Il est clair que p est une application Q-linéaire de H dans Y " ,  
telle que TC o p  soit l'identité sur H et  que 1 p(h)(t) 1 < S,(h)  pour 
tou t  h E H et tou t  t E T. Comme lm est un espace de Banach pour 
la norme j l  j 1 1  = sup 1 f ( t )  1 (chap. IV,  $ 5, no 4, th. 2) ,  p se prolonge 

1 E 'C 

en une application R-linéaire continue, notée encore O, de G dans 
(r", qui est évidemment un relèvement de G. 

D É F I K I T I O N  5. - Soient F un espace localement convexe séparé, 
FB son dual muni de la topologie o(F1, F) .  On désigne par Y;; l'espace 
vectoriel des applications f de T dans Fi, telles que f soit scalairement 
p-mesurable et égale scalairement localement presque partout (pour p) 
a une application de T dans une partie équicontinue de F'. On désigne 
par  LF; l'espace quotient de !'$; par l'espace des applications scalaire- 
ment localement p-négligeables de T dans FS. 

Lorsque F vérifie les hypothèses d u  5 1, no 5, prop. 13, les 
fonctions de 9% sont p-mesurables pour la topologie faible 
a(F',  F ) ,  mais ne sont pas nécessairement mesurables pour la 
topologie forte sur F ' ,  même si F est un espace de Banach ( r j  1, 
exerc. 17). Dans les mêmes conditions, les applications scalaire- 
ment localement p-négligeables de T dans FE sont identiques 
aux  applications localement p-négligeables de  T dans FL ( 5  l. no 1, 
Remarque 2). 

Lorsque F est un espace normé de  type dénombrable, les 
éléments de 27; sont les applications f de T dans FB, telles que f 
soit scalairement p-mesurable et  que / f / soit bornée en mesure ; 
on peut alors définir sur l'espace LF; une structure d'espace norrné, 
en le munissant de la norme 5,  (chap. IV,  § 6; no 3). 



L e m m e  3. - Soient  F u n  espace localement convexe séparé,  f u n  
d é m e n t  de if;;. P o u r  tout z E F ,  o n  a ( z ,  f )  E C e w ,  et l 'application 
l inéaire z + x ( ( z ,  f ) )  de F d a n s  Lm est continue ; s i  e n  outre F est 
un espace normé ,  o n  a N w  ( ( z ,  f ) )  < 1 z 1 .  sup 1 f ( t )  1 .  

C E T  

I l  est clair par  définition que ( z ,  f )  est p-mesurable e t  bornée 
en mesure ; en remplaçant éventuellement f par une fonction 
appartenant à la  même classe de  LF', on peut supposer en outre 
que f(T) c VO, où V est un voisinage convexe équilibré de O dans 
F (ce qxi ne modifie ( z ,  f )  que sur un ensemble localement 
négligeable, dépendant de  z ) .  Alors la relation E E V entraîne 
l ( z ,  f ( t ) ) l  < 1 pour tout  t E T ,  ce qui prouve la continuité de  

z -t x ( ( z ,  f ) ) .  La dernière assertion est évidente. 

L e m m e  4. - Soient F un espuce localement convexe séparé, f u n  

élément de  If;;. P o u r  toute fonction numérique g E <Ill, 1, fonction g f  

est scalairement essentiellement p-intégrable et l 'on a [ g f d y  E F r .  
a, 

E n  effet, pour tout  z E F ,  ( z ,  f )  appartient à f m ,  d'où la pre- 
0 

niière assertion. E n  outre, on peut supposer, sans rnodifierj gfdl*, 

que f ( T )  c VO, où V est un voisinage convexe équilibré de  O dans F. 
Alors la relation z E V entraîne 1 ( a ,  f ( t ) )  1 ,< 1 pour tout  t c T,  

d'oii 1 ( z , J g f d l r )  1 = f ) g d p I  < ' [ , tg) , '  ce qui prouve que 
I 

[ @ d p  E F'.  

THÉORÈME 1. - So i t  F un espace localement convexe séparé, 
contenant une  partie dénombrable partout dense. Pour  toute fonction 
f e 9;; et tout z E F ,  soit o i ( z )  = n(( z ,  f )) É Lm ; l 'appl icat ion 
f -t or définit ,  par passage a u  quotient,  u n e  bijection l inéaire de LF; 
sur  l'espace %(F ; L m )  des appl icat ions  l inéaires continues de F d a n s  
Lw. S i  F est u n  espace normé,  cette bijection est une  isométrie. 

V u  l e  lemme 3 ,  la première assertion sera démontrée si l'on 
prouve que pour toute application continue u de F dans Lm,  il 
existe une fonction f E iPF"J, telle que x ( ( z ,  f ) ]  = U ( Z )  pour tout  
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Z E F ,  et  que la classe de f dans LF; est déterminée de façon 
unique par cette condition. Le second point est immédiat, car si 

~ ( ( z ,  f ) )  = x(( z, f,)) pour tout  z E F ,  fl - f est scalairement 
localement négligeable. D'autre part ,  il existe un relèvement p 

de u ( F )  dans 2" (lemme 2). Pour tout  t E Tl l'application 
z -t p ( u ( z ) ) ( t )  est une forme linéaire continue sur F ,  c'est-A-dire un 
élénien t f ( t )  de F'. La  fonction f est scalairement p-rnesiirahle 

/ \ puisque (z ,  f )  = p ( u ( z ) )  E 'I'" pour tout  z E F ; on a s( j  z, f ;) - 
u ( z )  ; enfin, pour tout  t E T et  tout z appartenant à l'image réci- 
proque V par u de la boule unité de Lw, on a 

ce qui montre que f ( t )  E V0 pour tout t E T. 
Si de plus F est un espace norrné, ce qui précède montre 

que sup 1 f ( t )  1 d / j  u 1 1 .  Mais d'autre part  (lemrne 3 ) )  on a 
L E S  

et  cette inégalité subsiste lorsqu'on modifie arbitrairement f 

dans un ensemble localement négligeable. On en conclut que 

Ilull = N J l f  1 ) .  

COROLLAIRE 2. - Soi t  ti u n  espace localement convexe séparb 
contenant u n e  partie dénombrable partout dense. P o u r  toute fonc- 
t i o n  f E 9%) tout z E F et toute fonction g 't", soit @(z, g )  = 

( e ,  f ( t ) ) g ( t ) d i r ( t ) .  L 'appl icat ion f + <DI d i f in i t ,  pur passage a u  

quotient,  u n e  bijection l inéaire de LF; sur  l'espace. % ( F ,  L 1 )  des 

formes bilinéaires continues dans  F x L1. S i  F est rrr1 cspare 
normé,  cette bijection est une  isome'trie. 

E n  effet, on peut supposer que f ( T )  est une partie équiconti- 
nue de F'. Il  est clair alors que <DI est séparément continue, et avec 
les notations du  th.  1 et  de l'Appendice, on a (compte tenu de ce 
que Lw est le dual de L1 (chap. V, S 5, no 8, th.  4)) '@f = of. L e  
corollaire résulte alors du  th .  1 ci-dessus e t  de l'Appendice, no 1 ,  
prop. 1 ct  corollaire. 



COROLLAIRE 2 (théorème de  Dunford-Pettis). - Soit F u n  
espace localement convexe séparé contenant une partie dénombrable 
partout dense. Pour toute fonction f E (ez, et toute fonction g E gl, 

soit wf(g) = gfdp  E F' (lemme 4). L'application f + wf définit ,  J 
par passage a u  quotient, une bijection linéaire de LF; sur L'espace 
%(L1, FI) des applications linéaires u de L1 dans Fr telles que L'image 
par u de la boule unité de L1 soit une partie équicontinue de Fr. S i  F 
est u n  espace normé (auquel cas !R(L1,  F ' )  est l'espace des applica- 
tions linéaires continues de L1 dans le dual fort de F), la bijection 
f -z wr est une isométrie. 

Compte tenu de ce que La est le dual  de  L1, cela résulte d u  
corollaire précédent et  de l'Appendice, no 1, prop. 1 et  corollaire. 

Remarque. - 11 est clair que les applications u E %(LI, FI) 
sont continues pour toute G-topologie sur Fr  (6 recouvrement 
de F par des parties bornées). Réciproquement, si on suppose en 
outre F tonnelé, toute application linéaire continue de LI dans F' 
muni d'une 6-topologie transforme la boule unité de L1 en une 
partie bornée de F', qui est par suite équicontinue (Esp. vect. top.,  
chap. III ,  $ 3, no 6, th. 2). 

COROLLAIRE 3. - Soient F u n  espace localement convexe 
séparé contenant une partie dénombrable partout dense, m une mesure 
vectorielle sur T à valeurs dans le  dual faible F'  de F .  S i  l'image par 
m de l'ensemble B des fonctions g de JZ(T) telles que ir(l g 1) < 1 est 
contenu dans une partie équicontinue convexe et fermée H' de F', 
alors m est de base p et il existe une densité f de m par rapport a p 
telle que f ( t )  E H' pour tout t E T.  

L'hypothèse entraîne que m est continue lorsqu'on munit 
X(T)  de  la topologie induite par  celle de P(p) (définie par la semi- 
norme N,) ; elle se prolonge donc en une application linéaire conti- 
nue u de  P ( p )  dans le complété G d u  dual faible de  F ; mais comme 
H' est une partie compacte de G e t  que l'image par u de l'ensemble 
B des f E Y? tels que NI(/) 6 1 est contenue dans l'adhérence de H' 
dans G, on a u(B) c H', donc u applique 9' dans Fr. Comme la rela- 
tion N I ( / )  < E entraîne u ( f )  E EH', on a u ( g )  = O si g est p-négli- 
geable, e t  on peut  donc appliquer le cor. 2 a l'application de L1 
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dans F' obtenue par passage a u  quotient a partir de u ; d'où le 
corollaire. 

COROLLAIRE 4. - Soient F u n  espace normé de type dénom- 
brable, m une mesure sur T ù valeurs dans  le dual fort F', majo- 
rable pour la  norme de FI. Alors m est une mesure de base 1 m 1, et s i  
m = f . 1 m 1, o n  a 1 f ( t )  1 = 1 localement presque partout pour 1 m 1 .  

E n  effet, par hypothèse, pour tout  z E F tel que 1 z / 6 1, on a 
/ (z ,  m(g)) 1 < 1 m 1 ( 1  g 1 )  pour toute fonction g E JL(T), et par suite 
1 m(g) 1 < 1 m l ( l  g 1 )  ( E s p .  uect. top., chap. IV, 5 5, no 2, prop. 4). 
Comme toute boule dans F' est équicontinue, le cor. 3 s'applique 
e t  montre que m est de base 1 m 1 ; en outre, si m = f .  1 m 1 ,  f 
est 1 m l-mesurable pour o(F', F )  ( $  1, no 5, prop. 13), e t  on a 
1 m 1 = 1 f 1.1 m 1 (no 4, prop. 8) ,  ce qui démontre le corollaire 
(chap. V, 5 5, no 4 ,  cor. 2 de la prop. 5). 

Si on applique ce corollaire au cas où F est de dimension 
finie, on retrouve comme cas particulier la première partie de la 
prop. 9. 

6 .  Dual de l'espace (P espace de Banach de type dénom- 
brable). 

PROPOSITION 10. - Soit F u n  espace de Banach  de type dé- 
nombrable. Pour toute fonction f = 3; et toute fonction g = %,";, la 
fonction numérique ( f ,  g )  : t + ( f ( t ) ,  g ( t ) )  est essentiellement p-inté- 
grable et o n  a 

Pour toute classe g E Li;, soit O ( g )  la  forme linéaire continue sur 

L: didui te  par passage a u  quotient de la  forme linéaire f $i'(f, g )  d p  

sur il>; ; alors 0 est une isométrie linéaire de L;;, sur le dual fort (L;) '  
de l'espace de Banach Lk. 

Pour toute partie compacte K de T et  tout  E > O, il existe une 
partie compacte K r  de K telle que p(K  - K r )  < E et  que larestric- 
tion de f (resp. g )  à K' soit une application continue de K' dans F 
(resp. dans FL) ; par suite g ( K ' )  est faiblement compact, donc équi- 



continu dans F '  (Esp. uect. top., chap. IV, fj 5, no 1). Or, la restric- 
tion de la forme bilinéaire canonique sur F x F' au produit de F 
et  d'une partie équicontinue dc F '  est continue pour la  topologie 
produit de la topologie de F et de o(F1, F) (Top. gén., chap. X,  
2 e  éd., 3 2, no 2, cor. 4 de  la prop. 1)  ; on en conclut que la res- 
triction de ( f ,  g )  à K' est continue, e t  par suite que (1, g )  est 

p-mesurable. De plus, on a 

localement presque partout,  et par suite ( f ,  g ) est essentiellement 

y-intégrable et on a l'inégalité (3) (chap. IV, $ 5, no 6, th.  5 e t  
chap. V, $ 2, no 2, prop. 5). 

Reste à montrer que 0 est une isométrie surjective. Soit u une 

forme linéaire continue sur Lk. L'application (h, z) -t u(hz) est une 
forme hilinéaire continue sur L1 x F, car 

D'après le cor. 1 du  th. 1 du  no 5, il existe une application g 

de T dans F', appartenant à LP;, telle que (g( t )  1 < II ull pour tou t  

t E T ,  et que u ( i z )  = (hz, g )dp  pour toute fonction h E 9' de J 
classe 5 dans 1,'. et  tout  z E F. Autrement dit,  les formes linéaires u 
e t  û(g) coïncident sur le sous-espace de Li engendré par les éléments 

de la forme hz (h  E L1, z E F). Comme ce sous-espace est dense dans 
L: (chap. IV, $ 3, no 5, prop. I O ) ,  on a donc u = O ( & ,  ce qui 
prouve déjà que 0 est surjective. On a en outre d'après (3) 
I J  û(2) I l  < N,@) < I l  ull = I l  û ( i )  11, d'oii I l  O ( i )  11 = Na(@, e t  ceci ter- 
mine la démonstration. 

7. Intégration d'une fonction vectorielle par rapport à une 
mesure vectorielle. 

PROPOSITION 11. - Soient F, G. H trois espaces de Banach, 
<ù une application bilinéaire continue de F x G dans H. Soit m une 
mesure vectorielle majorable sur T, à valeurs dans G. I l  existe alors 

une application linkaire continue et une seule I+, de g(J m 1 )  dans 
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H lelle que, pour toul z E F et pour toute fonction numérique h inté- 

grable pour 1 m 1, o n  ait Lr,,,(hz) = CD z, hdm . En outre, o n  a 1 > 
pour toute fonction f E q>(l m 1 ) .  

S'il existe une telle application, sa valeur pour une fonction 
étagé" sur les enscrnbles 1 m l-intégrables est bien déterminée : 

on sait en effet qu'on peut écrire alors f = Caicg,,, ou les Xi 
2 

sont /ml-intégrables e t  disjoints, e t  les a i €  F (chap. IV, $ 4, 
no 8, lemme 1 ) .  La valeur de ICI,,,(f) doit donc être égale à 

C @(ai, [cp,,dm). Or, on a (no 3, prop. 6) 
1 

ce qui montre d'abord que l'élément C@(ai ,  ?,,dm) de H ne 
i d' 

dépend pas de l'expression de f sous la forme CaLcpxt, e t  par suite 
i 

qu'on peut l'écrire I,p, ,(f). On vérifie aussitôt que l'application 

I<p,m ainsi définie est linéaire dans l'espace I;, des fonctions étagées 

sur les ensembles 1 m l-intégrables: il su f i t  en effet d'écrire deux 

fonctions f ,  g de 6, sous la  forme f = Caicp,, e t  g = Çbtcpx. pour la 
i a 

même famille finie d'ensembles 1 ml-intégrables X,, deux à deux 
disjoints (ce qui est possible en vertu du lemme 1 du chap. IV, 
$ 4, no 8). J,'inégalité (5) montre alors que Ici,,, est continue 

dans 1:,, et commc ce sous-espace est partout dense dans '?+ 
(chap. IV, 3 4, no 9, cor. 1 de la  prop. 16 e t  chap. V, $ 2, no 2, 
prop. 6), on en déduit l'existence e t  l'unicité de ICp,, ainsi que 
l'inégalité (4). 

On dit quc I+,  ,(f) est I'inte'grale de f par rapport à m (relati- 

vement a l'application bilinéaire <Il) ; lorsque l'on note xy la valeur 

de l'application bilinéaire @ au point (x, y), o n  écrira 

lieu de I+, ,(f). 

Bourbaki XXV 4 



Avec Ics notations du no 6, l'intégrale f, g )  d p  n'est J ( 
autre que I,,,,,(f) avec O(x, x') - (x, x') et m - g . p .  

COROLI,AIRE:. - Si m et m' sont deux mesures majorables 
S U I  T, à valeurs dans G,  on a I,I,,m + = I+, , + Ig,, ,, et 
1 +,,, = AI,],, rn pour tout scalaire h. 

La seconde assertion est immédiate. La prerniiirc signifie que 
pour toute fonction f qui est à la fois 1 m 1-intégrable et 1 m' 1-inté- 
grable, on a 

(6 )  I~),rn+rn4f) = I+,rn(f) + I*, m m .  

La fonction f est alors ( 1  m 1 + 1 m' 1)-intégrable (chap. V, 5 3, 
prop. 6 et cor. 1), donc a fortiori ( 1  m + m' ()-intégrable, e t  'le pre- 
mier rnembre de (6) a bien un sens. Pour démontrer (6)' il suMt 
de le faire lorsque f est une fonction étagée sur les ensembles 
( 1  m 1 + 1 m' ])-intégrables, l'ensemble de ces fonctions étant dense 

dans fk((rnl  + 1 mr 1 )  et les deux membres de (6) étant continus 
dans ce dernier espace, en vertu de (4). Mais pour f = acp,, 

où X est ( 1  m 1 + 1 m' ])-intégrable, les deux membres de (6) se 

reduisent b @ ( a , l Y x d m )  + @(a, Iprdm1) ,  d'où le corollaire. 

Remarque. - Lorsque m est de la forme bp, où b E G et p  est 
une mesure réelle sur T, on a 

pour toute fonction f E TB(p), car les deux membres sont continus 
dans cet espace et coïncident lorsque f est étagée sur les ensembles 
1 p 1 -intégrables. 

8.  Mesures complexes. 

DEFINITION 5. - On appelle mesure complexe sur T toute 
forme linéaire continue sur l'espace vectoriel complexe nC.c(T). 

L'espace Jnc(T) des mesures complexes sur T est donc le 
dual de l'espace localement convexe séparé :(îc(T). 
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Si m est une mesure complexe sur T ,  sa  restriction à 'K(T) est 
une mesure vectorielle sur T à valeurs dans C (consid6ré comme 
espace vectoriel sur R) ; m est déterminée par cette restriction, 
puisque si f = f ,  + if, E Jic(T), la partie réelle f, e t  la partie irnagi- 
naire fi de f sont dans BC(T), e t  m(f) = rn(f,) + im(f,). Inverse- 
ment, pour toute mesure vectorielle m, sur T ü valeurs dans C, la 
formule m(f) = mo(fi) + im,(f,) définit une mesure complexe m et  
une seule dont la restriction X(T) soit mo. Nous identifierons donc 
désormais une mesure complexe à sa restriction à X(T) ; une telle 
mesure m est de la forme m = y, + ipZ, où pl e t  p, sont deux me- 
sures réelles sur T, qui sont appelées respectivement partie réelle 
n t  partie imaginaire de m. Le support de m est l'adhérence de la 
réunion des supports de y, et pz. On sait que m est majorable 
(rio 3, cor. de la  prop. 4) ; nous appellerons valeur absolue de m 
la mesure positive 1 rn 1 correspondant à la valeur absolue 

1 xi + ix, 1 = dx:  + .r; sur C. On a 1 m 1 = (p: $- yg)112 (no 4, 
Remarque suivant la prop. c)), e t  1 p, 1 < 1 m 1, 1 p2 1 < 1 m 1, 
1 m 1 < [ pl 1 + [ y2 1 ; en outre, m est une mesure de base 1 m 1 ,  
e t o n p e u t c c r i r e m  = h . l m I ,  ou h ~ % C ( I r n [ )  e t  Ih(t)I = 1 locale- 
ment presque partout pour 1 m [ (no 4, prop. 9). Les supports de m 
et  de 1 nz [ sont les mêmes. 

Pour toute application f de T dans un espace de Banach 
complexe F, essentiellement intégrable par rapport à 1 rn 1 ,  on peut 
définir (no 7) l'intégrale de f par rapport à m (correspondant à 
l'application R-bilinéaire (x, h) -+ hx de F x C dans F), 

qu'on notera [fdm : il r6sultr aussitôt de la propriété d ' m i -  

cité de la  prop. 11 que l'on a (avec les notations précédentes) 

î f d m  =bpi + i h y 2  = p h d l  m 1. Pour f E Xc(T), on a 
L 

fdm. On dit  que f est essentiellement intégrable 

poùi m si elle l'est pour 1 m 1 ; on définit de meme les applications 
m-intégrables, m-mesurables, localement m-intégrables, m-négli- 
geables, localement m-négligeables. On écrit '$(T, m) (resp. 

?$(T, m),  LP,(T, m)) a u  lieu de %$(T, 1 m 1 ) (resp. %F(T, / m 1 ), 
LF(T, 1 m 1 ) )  ; ce sont des espaces vectoriels complexes. 



Pour que f soit m-intégrable (resp. essentiellement m-inté- 
grable), il faut et il siiflit que f soit intégrable (resp. essentielle- 
ment intagrable) par rapport à chacune des quatre mesures 
p;, pi, pi, pi, en vertu des inégalités entre 1 m 1 ,  1 pl 1 ,  1 p2 1 et des 
relations 1 pp 1 = pl + pz (k - 1, 2) (chap. V, § 3, no 5, cor. 1 de 
la prop. 6). 

Si f est essentiellement miiitégral-)le (resp. ru-intégrable), 
1 f 1 est esseritiellemerit ( rn 1-intégrable (resp. 1 m [-intégrable), et 

iITrésiiltc~ cic la  prop. 2 2  que 

Soient F et  deux espaces de Baiiach cornplexes, u un<: appli- 

cation lin6aire continue de F dans G. Sif est iinn applicatio:~ essen- 
tiellernent m-intégrable (resp. m-intégrable) de T dans F, u o f  
est essentiellenienl rn-intégrable (resp. nt-irit(igrab1e) et  on a 

j '(ri 0f)cii)t = Il(j'fdl>L); cela r ( i su l t~  aussitijt tle ce qui préctxic 

e t  de Itr propositioi~ aiialogue pour les fonctions essenliellenient 
1 m 1-iiitégrables (cliap. IV, $ 4, rio 2, th .  1 et  ctiap. V, $ 2. no 2, 

Soient m une mesure coinplcxe sur T e t  h une f ~ n ( ; t i o i ~  corn- 
plexe localement in-intégrable. Pour toute  fonction f E X c ( ' ï ) ,  la 

fonction l h  est m-intégrable et  l'application f + fhdm est rine S 
mesure complexe notée h .  m e t  appelée mesure de densitk h par 

rapport  a m. Si m = g . 1 m 1, il est clair que h .  rn = hg. 1 m 1 ; cornrnc 
en outre 1 g( t )  1 = 1 localement presque partout  pour 1 m 1 ,  pour 
que f soit essentiellement intégrable pour n = h . m ,  i l  faut  
e t  il suffit que  fh soit essentiellemenl m-intégrahle, e t  on a 

fdn = (fh)dm. De plus, on a 1 h .  n2 1 = 1 h 1 . 1  m 1. On dit  encore .i .r 
que toute  mesure de la forme h.m est une mesure complexe de 
base nz ; deux mesures complexes ln, m' sont dites équivalentes si 
cliaciine a une densittj! par rapport  à l 'autre, ou, ce qui rcvienl au 
même, si m' = h.m, où h est localement m-intégrable e t  h(i) f O 
localement presque partout  pour 1 m 1 .  II est clair que  m e t  1 nt 1 
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sont équivalentes, e t  que, pour que m et  m' soient équivalnntes, 
il faut  e t  il suffit que 1 m 1 et  1 m' 1 le soient. 

Si m et  m' sont deux mesures complexes sur T, f une fonction 
à valeurs dans un espace de Banach complexe F, essentiellement 
intégrable (resp. intégrable) à la fois pour m et  m', alors, quels que 
soient les nombres complexes A e t  A', f est essentiellement inté- 
grable (resp. intégrable) pour Am + A'mr, e t  on a 

(fd(Am + hrm') = A Pdm + Ar fdmr. .i J^ 
Cela résulte en ef'fet du  cor. de la prop. 11 d u  no 7. 
Il résulte en outre des définitions que l'on a 

On appelle mesure conjuguée d'une mesure complexe m la 

mesure complexe m définie par m(f) = m(f) pour f E JLC(T). Si 
m = pl + ip2, OU ki et p2 sont des mesures réelles, on a Z = pl - ip, 

- 

et  1351 = l m ] ;  si m = h . l m l ,  on a Ei = h . l m l .  Si f cst une 
fonction essentiellenient m-intégrable (resp. m-intégrable) à valeurs 
complexes, 7 est essentiellemeni Z-intégrable (resp. Z-intégrable) 
e t  on a 

PROPOSITION 12. - Soient m une mesure complexe sur Tl 
p el q des exposants conjugués (chap. IV, § 6, no 4). La forme hili- 

néaire (f, g) +[fgdm est définie et continue dans le produit 

de la /orme linéaire continue sur  Lg(m), déduite par passage au quo- 

tient de la forme linéaire f + 

E n  outre, s i  1 < p < + ûo , toute forme linéaire continue sur 

l'espace vectoriel compleze $(m) est du  type f +J/,gdm, où g est 

une fonction de %P,(m), dont la  classe dans LC(m) est biendéterminée. 
Comme m = h .  1 m 1, où 1 h(t) 1 = I localement presque par- 



tout, la première assertion résulte aussitôt de l'inégalité de Holder 
(chap. IV, $ 6, no 4, th. 2) ; la seconde découle de la prop. 3 du 
chap. IV, $ 6, no 4. Enfin, si u est une forme linéaire continue sur 
Pa, sa restriction au sous-espace (réel) P d e  YP, est une application 
R-linéaire continue de t9p dans C ; si 1 < p < + a ,  elle est donc 

du  type f -+ r l u d  1 m 1 + iJfg2d 1 m 1 ,  où g, et g, appartiennent 
" 

à (eq (chap. V, $ 5, no 8, th. 4) ; d'où la dernière assertion en posant 

g = (g, + ig2)h-l. 

9 .  Mesures complexes bornées. 

Pour toute mesure complexe m sur T, on pose 

On dit que nz est bornée si I l  m 11 < + a ;  il revient au même de 
dire que m est continue sur X,(T) muni de la topologie de la conver- 
gence uniforme, donc se prolonge en une forme linéaire continue 
(de norme II m 1 1 )  sur l'espace de Banach Ji,(T) des fonctions conti- 
nues complexes tendant vers O à l'infini. 

Lemme 5. - Soient m une mesure complexe sur Tl  f une fonc- 

tion m-intégrable complexe. On a f 1 d 1 m 1 = sup 1 S f h d m  1 1 
lorsque h parcourt l'ensemble des fonctions de t7;,(T)' telles pue 
1 h(t) ( < 1 pour tout t E T. 

O n n 

Si m = g . lml ,  on a If1 d ] m l  = [ fg l  d l m l  et fhdm = J J 

lorsque f(t)g(t) # 0 ; C est 1 m l-mesurable, et pour tout 
E > 0, il existe donc une partie compacte K de T telle que 

[ 1 j 1 d 1 m 1 < E ,  que la restriction de < à K soit continue et 
, T- K 
que 1 C(t) / = 1 dans K. Il existe donc, en vertu du th. d'urysohn, 
une fonction continue Cl à valeurs complexes, définie dans T, telle 
que 1:, = 1: dans K et que 1 <,( t )  1 < 2 et &(t) # O pour tout t E T ;  si 
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on pose h(t) = Cl(t)/l C1(t) 1, on voit que h est continue dans T ,  
coïncide avec dans K et  est telle que 1 h(t) 1 = 1 pour tou t  t E T. 
Soit enfin u une application continue de T dans (0,1), égale à 1 
dans K e t  à support compact ; en posant hl = h-lu, on a 

ce qui démontre le lemme, 

PROPOSITION 13. - Soient nz une mesure complexe, et p = 1 m 1. 
Pour que m soit bornée, il faut  et il suffit que p soit bornée, et on a 

alors I l  m I l  = I l  t* I I .  
On a m = g.  p, OU g est p-mesurable telle que 1 g(t) / = 1 pour 

t o u t  t a  T. Si p est hornée, on a,  pour toute fonction geX,(T)  

donc m est bornée e t  11 m I I  d I I  p 11. Si m est bornée, on a, pour toute 
f E ,Xc(T), e t  compte tenu du  lemme 5 

If4f)I llfll .Ilml1 

donc p est bornée e t  11 p I I  < I I  m 11. D'ou la proposition. 

COROLLAIRE. - Soit rn une mesure complexe bornée. Toute 
~n l 

fonctionf E !fP 

E n  effet, 

(m) est alors m-intégrable, et on a fdm < N, (f) ( 1  m l j .  1.1 ! 
f est m-mesurable, e t  en p = 1 m 1, on a 

donc f est 1 m 1-intégrable (chap. 

10. Image d'une mesure complexe ; mesure complexe 
induite ; produit de mesures complexes. 

Soit m une mesure complexe sur T, e t  soit x une appIication 
de T dans un espace localement compact X. Nous dirons que x est 



m-propre si TF est / m 1-propre (chap. V, § 6, no 1, déf. 1 )  ; il est alors 
immédiat que pour toute fonction f E XC(X)! la  fonction f o w  est 
essentielIement m-intégrable e t  que l'on a 

donc l'application f + (f 0 x)drn est continue Idans X,(X), autre- .i 
ment d i t  c'est une mesure complexe sur X, notée ~ ( m )  e t  appelée 
image de  m par  x. E n  outre, il résulte de  (8) que l'on a 
1 ~ ( m )  1 < x(l m 1 ) .  Si m et  m' sont deux mesures complexes sur T 
et  si x est à la  fois m-propre e t  m'-propre, alors x est (Am f Atm')- 
propre quels que  soient les scalaires complexes A, A', e t  on a 

Soit Y un sous-espace localement compact de T. Pour toute 
fonction f E JLC(Y), la  fonction f '  sur  T, définie par  f f ( t )  = f ( t )  si 
t = Y et f r ( t )  = O si t e Y, est m-intégrable (chap. V, $ 1, no 1) ; 

il est immédiat que l'application / -+ [frdm est une rncsure coin- 
< ' 

plexe sur Y, appelée mesure induite sur Y par m et  notée m,. Si 
rn = g .  1 rn 1 ,  il est clair que m, = g,. 1 ml,, où g, est la restriction 
à Y de la fonction g, qui est localement intégrable pour 1 m 1, 
(chap. V, $ 7, no 1 )  ; en outre, comme 1 g, 1 = 1 localement presque 
partout  pour 1 m 1, (chap. V, 5 7, no 1, cor. 1 de la prop. l ) ,  on a 

ImYI = lm/,.  

Soient T e t  Tt deux espaces localement compacts, m (resp m') 
une mesure complexe sur T (resp. Tt). Posons m = g .  1 m 1 e t  
m' = g r .  / m' 1. L a  fonction g @ gr est localement intégrable sur 
T x T' pour la mesure positive J rn 1 @ 1 m'J  (chap. V, 5 8, no 2, 
cor. 5 de  la prop. 5), et  on vérifie aussitôt que lorsqu'on rem- 
place g (resp. g') par une fonction g, (resp. g,) égale a g (resp. gr)  
localement presque partout  pour ] m 1 (resp. / nz' j ) ,  g, 63 g; est 
égale à g @ g' localement presque partout pour 1 m 1 @ 1 m' 1. L a  
mesure complexe ( g  63 g') .  ( 1  rn 1 63 1 m' 1) sur T x T'  ne dépend 
donc que de m e t  m' ; on la note m @ nz' et  on l'appelle la rnesiire 



produit de m et  de m'. Cornrne 1 g 63 g' / = 1 localement presque 
partout polir 1 m 1 @ 1 m' 1 (cliap. V, $ 8, n o  2, cor. 8 de la prop. 5), 
on a I m @ r n l l  = / m l @ l m r 1 .  

Le lecteur vérifiera aisément que toutes les propositions 
démontrées ail chap. V relativement à l'image d ' m e  mesure posi- 
tive, à la mesure induite par une mesiire positive ou au produit 
de mesures positives, à l'exception de celles oii interviennent des 
intégrales supérieures ou des intégrales supérieures essentielles, 
restent valables lorsqu'on remplace les mesures positives par des 
mesures complexes quelconques. 

Enfin, on définit comme a u  S 1 la notion de fonction scalaire- 
ment essentiellement m-intégrable pour une mesiire complexe m ;  
pour qu'une fonction f ait cette propriété, il faut  e t  il su f i t  que f 
soit scalairement essentiellement intégrable par rapport  à 1 p, 1 e t  à 
1 p, 1, où pi et  p, sont les parties réelle e t  imaginaire de m, e t  on a 

alorsJfdm =, fidlr, + i P d p , .  Nous laissons au lecteur le sain 

de transcrire pour les mesiires complex~s  les résultats du  $ 1. 

Ej 3. Désintégration des mesures 

1 .  Désintégration d'une m e s w e  p qaelatiz.ement à une appli- 
cation p-propre. 

Soit T un espace localement compact ayant  une base dénom- 
brable (en d'autres termes un espace localement compact polonais 
(Top. gén., chap. IX,  2e  éd., $ 6, no 1)). On sait que pour toute 
mesure positive sur T, les notions d'intégrale e t  d'intégrale essen- 
tielle coïncident (chap. V, $ 2, no 2, Remarque 1). D'autre part ,  on 
a les propriétés suivantes : 

Lemme 1. - S i  Y est un espace locale~nent compact ayant nne 

base dénombrable, l'espace JC(Y) contient une partie dénombrabls 
partout dense. Plus précisément, il existe dansX(Y) une partie dénom- 
hrahle S formée de fonctions >, 0, telle que, pour toute fonction f > O 



de X(Y),  il existe une suite de fonctions f, E S (n  2 O) qui converge 
uniformément vers f et est telle que f, < fo  pour tout n 2 O. 

En effet, Y est réunion d'une suite croissante (Un) d'ensembles 

ouverts relativement compacts tels que %c pour tout n 
(Top. gin., chap. 1 ,  2e éd., 5 10, no 11, prop. 19) ; l'espace JL(Y) est 

réunion de la suite croissante des espaces de Banach %(Y, Un), 
e t  on sait que chacun de ces derniers est de type dénombrable 
(Top. gén., chap. X, 2e éd., $ 3, no 4, th.  1). Soient Sk un 

ensemble dénombrable dense dans ,'IL(Y, un), S, l'ensemble des 

fonctions y+ pour lg E Sk, Un une fonction de X(Y, Un+,), à valeurs 

dans (0,1) et égale à 1 dans Un. Nous prendrons pour S la réunion 

des Sn et de l'ensemble des mu, pour m et n entiers 2 O. Pour toute 
fonction f 2 O de Ji(Y), f a son support dans l'un des Un, donc est 
limite uniforme d'une suite de fonctions f , ~  Sn (p  B 1). Ces fonc- 
tions f, sont uniformément majorées par un entier positif m, et  
il suffit de prendre f ,  = 1?2~n. 

Lemme 2. - Si Y est un espace localement compact ayant une 

base dénombrable, l'espace de Banach X(Y) des fonctions numériques 
continues tendant vers O au  point à l'infini est de type dénombrable. 

Ce lemme n'est autre que le cor. du  th. 1 de Top. gén., chap. X, 
2e éd., 5 3, no 4. On peut observer qu'il résulte aussi du lemme 1 
et du fait que la topologie de la convergence uniforme sur .%(Y) 
est moins fine que la topologie limite inductive des topologies des 

sous-espaces %(Y, Un). 

Lemme 3. - Soient T et X deux espaces localement compacts a 
bases dénombrables, p une mesure positive sur T, t -+ h une famille 
de mesures positives sur X. Si l'application t + h est scalairement 
pintégrable (pour la topologie o(3n-(X), X(X))), alors la famille 
t -+ A, est p-adéquate (chap. V, 3, no 1, déf. 1). 

En effet, le lemme 1, appliqué à X(X), montre que l'applica- 
tion t + A, est vaguement p-mesurable ( $  1, no 5,  prop. 13). 

T H É O R È M E  1. - Soient T et B deux espaces localement compacts 
ayant des bases dénombrables, p une mesure positive sur T, p une 



application p.-propre (chap. V, 6, no 1, déf. I )  de T dans B, et 
v = p(p.) l'image de p par p. I I  existe alors une famille v-adéquate 
(chap. V, 5 3, no 1, déf. 1) h + hb ( I I  E B) de mesures positives sur T, 
ayant les propriétés suivantes : 

a)  (1 ho ( 1  = 1 pour tout b E p(T) ; 
b) hb est concentrée sur 1'ensem.ble p-'(O) (chap. V, 5 5, no 7, 

déf. 4) pour tout O E B ; en particulier, Al, = O pour b e p(T) ; 

E n  outre, si  b -+ AI (b E B) est une seconde famille v-adéquate de 
mesures positives sur T ayant les propriétés b) et c),  on a Ag = A b  

presque partout dans B pour la mesure v. 

1) Unicité. Pour toute fonction f E K(B), f op est p-intégrable 
puisque p est p-propre (chap. V, rj 6, no 2, th.  1) ; pour toute fonc- 
tion g E 3î(T), la fonction t -+ g(t)f(p(t)) est donc p-intégrable. Il en 
résulte (chap. V, 5 3, no 4, th. 1) que, pour presque tout O E B, la 
fonction t + g(t)f(p(t)) est Ab-intégrable e t  que l'on a 

-1 
Mais puisque hb est concentrée sur p(b), on a, pour tout O E B, 

f(p(t)) = f(b) presque partout pour ha, donc le second membre de 

(1) est égal à f(b)<g, hb)dv(b). On a une formule analogue pour S 
hb ; par suite 1 f(6) (g, hb)dv(b) = 1 f(b) ( g ,  hl)dv(b) pour toute 

" 

f E K(B) et  toute g E X(T). Autrement dit, les deux applications 
b 4 hb e t  b + At de B dans 3IZ(T) sont égales scalairement locale- 
ment presque partout pour v, donc égales presque partout pour v 

(lemme 1 et 5 1, no 1, Remarque 2). 

2. Définition provisoire de la famille b -t ho. Pour toute fonc- 
tion f E P(v), f o p  est p-intégrable (chap. V, $ 6, no 2, th.  l), donc 
(f op) .  p est une mesure bornée sur T et l'on a 



(chap. IV, 4, no 7, prop. 12  ; chap. V, 5, no 3, th. 1 et $ 6, no 2, 

th. 1). I l  en résulte que (f op) .  p ne dépend que de la classe f de f 
dans L1(v) et que 7 + ( f  op) .  p est une application linéaire isomé- 
rique de L1(v) dans l'espace de Banach JTC1(T) des mesures bornées 

- 
sur T, dual fort de l'espace de Banach X(T), qui est de type dénom- 
brable (lemme 2). D'après le th.  de Dunford-Pettis ( §  2, no 5, cor. 2 
du th. 1) il existe une application b + h6 de B dans la  boule 
unité de c3TC1(T), scalairement v-mesurable (pour la topologie 
o(JTL1(T), ,7;(T)) et telle que, pour toute fonction f E T1(v), on ait 

- 
ce qui s'écrit encore, pour toute fonction g X(T) 

Si f 2 O et g 2 O, le premier membre de (3) est > O, ce qui 
prouve que pour toute fonction g 2 O de JL(T), la mesure 

(lg(t)dhb(t) ' ) .  est 2 0, donc que g(t)dhb(t) > O sauf lorsque b 
/ j' 

appartient à un ensemble v-négligeable N(g) (chap. V, 5 5, n o  4, 
cor. 3 de la prop. 4). Or, il existe une suite partout dense (g,) dans 
l'espace X+(T) des fonctions 2 O de X(T) (lemme 1). La réunion N 

des N(g,) est v-négligeable e t  pour b e N on a gn(t)dhb(t) 2 O Î 
pour tout a,  donc g(t)dhb(t) > O pour toute fonction g E X+(T), .î 
aut,rement dit Ab 2 0. 

Cela étant, on peut remplacer hb par O pour tout b E N sans 
modifier la validité de (3 )  ; nous pouvons donc supposer cette 
modification faite, autrement dit que l'on a hb 2 O pour tout 
b E B. 

3) Extensions de la formule (3). 
cr) Pour toute fonction f E I.E1(v), il résulte de (3) que l'applica- 

tion b -+ hb de B dans I)Tc(T) est scalairement intégrable pour la 
mesure 1 f . v  ( et pour la topologie a(3n(T),  X(T)), donc (lemme 3) 
la famille h -+ A b  est 1 f .  v 1-adéquate. Soit alors g une fonction 



No 1 D É S I N T ~ G R A T I O N  D E S  M E S U R E S  6 1 

riumériquc définie dans T, intégrable pour la rnesiire 1 (/ op) .  p 1, 
c'est-à-dire (chap. V, § 5, no 3, th.  1) telle que t + g(t)f(p(t)) soit 
y-intégrable ; il résulte alors dc (2)' d u  th .  1 du  chap. V, $ 3, no 4 
et  di1 th .  1 du chap. V, 5 5, no 3 qiie, pour presque tout  b E B, g est 
intégrable pour ho, que la fonction (définie presque partout) 

b - îg(t)dha(l) est intégralilr pour 1 f v  1 rt qiic la formule (4) est 

- -  

p) Pour tolite fonction g E Ji(T), il résulte dc (3) '  appliqiiée à 
f E ;Ii(B), que l'application p est propre pour la niesure 1 g. p 1 
(chap. V, $ G,  no 1, déf. 1) et quc l'image par p de la mesure g .  p 

est la mesure de densité b -t g(t)dha(t) par rapport à v. Si alors . /- 
on prend poiir f une fonction telle que f O p soit intégrable pour la  
mesure 1 g . p 1 ,  c'est-à-dire telle que t -t g(t)f(p(f)) soit y-intégrable 
(chap. V, $5 ,  no 3, th. 1), la formule (3) est encore valable (chap. V, 
$ 6 ,  n o  2, th. 1). 

4) Propriétés de la famille b -t h b .  D'après la propriété p), on 
peut appliquer la formule (3) en prenant f = 1, géCii(T) ; cela 
prouve que b -t hl, est scalairement v-intégrable (pour la topologie 
o(,TI(T), ;Ii(T))), donc v-adéquate (lemine 3) e t  qiie l'on a 

y =Jh,dv(b). 

Soit maintenant $ une fonction quelconque de X ( R )  ; les condi- 
tions de  la propriété u) sont remplies en prenant f E X ( B )  et 
g = + op, car la fonction +(p(t))f(p(t)) est p-intégrable puisque f $  
appartient à Ji(B) et que p est p-propre. Alors, jC 0 p est hb-inté- 
grable pour presque tout  b E B et  on a 

mais le premier membre est par définition f(b)+(b)dv(b). On voit J 
donc que, pour toute fonction + E .?i(B)? la  mesure + . v  e t  la mesure 

de densité b -t +(p(t))dh,(t) sont identiques. Par  suite (chap. V, 



§ 5, no 4, cor. de la prop. 4 ) ,  il existe un ensemble v-négligeable 
a'($) tel que, pour tout b e. Nt($) ,  la fonction $op  soit A,-inté- 

grable et que + ( b )  = /'$(p(t))dn,(t). 
J 

Soit S un ensemble dénombrable de JC(B) possédant les pro- 
priétés énoncées au lemme 1 (avec Y = B), e t  soit N' l'ensemble 
V-négligeable réunion des NI($) pour + E S. Toute fonction (J 2 O de 
;Ii(B) est limite uniforme d'une suite (+,) d'éléments de S avec 
4, 6 (JO. Par suite, pour b é N', le th. de Lebesgue montre que, 
d'une part $ o p  est Ab-intégrable, autrement dit que p est Ab-propre, 

et d'autre part que $(b) = (<l(p(t))dhb(l). En  d'autres teriiies, les 
J 

applications b -t ~b et b -t p(Ab) de B dans m ( B )  (cette dernière 
définie presque partout) sont scalairement presque partout égales 
pour v (et pour la topologie a(3TL(B), JC(B))) ; on en conclut que ces 
applications sont égales presque partout pour v (lemme 1 et 5 1, 

no 1, Remarque 2). Enfin, si p(hb) = E,, I'ensemble B - { b 1 est E,- 

-1 
négligeable, donc I'ensemble T - p(b) est Ab-négligeable (chap. V, 
5 fi, no 2, cor. de la prop. 2), autrement dit Ab est concentrée sur 

J J 

(cliap. V, 5 6, no 2, th. 1). 

5) Modifications finales de la famille b + Ab. Nous avons donc 
défini une famille v-adéquate b + Ab de mesures 2 O sur T,  vérifiant 
la condition c) de l'énoncé et telle que, pour presque tout b E B, 

-1 
p soit A~-propre, Ab soit concentrée sur p(b) e t  de norme 1. Soit Nu  
l'ensemble v-négligeable des points b E B où l'une des trois der- 
nières propriétés n'est pas vérifiée ; on peut alors modifier A, de 
la façon suivante. Si b E B - p(T), on prend Ab = O ; si b E p(T) n Nu, 

-1 
on prcnd A, = E E ( ~ ) ,  où E;(b) est un point quelconque de p ( b ) .  
Cornme B - p(T) est v-négligeable (chap. V, § 6, no 2, cor. 3 de la 
prop. S ) ,  on n'a modifié Ab qu'aux points d'un ensemble négligeable 
et par suite la famille b -t hb est encore v-adéquate e t  vérifie la 
propriété c )  ; en outre, elle vérifie maintenant a) et b), ce qui ter- 
mine la démonstration. 



On dit  que toute  famille v-adéquate b -+ AI, de mesures positives 
sur T, ayant  les propriétés b )  e t  c )  d u  th. 1, est une désinte'gration 
de la mesure p, relative a l'application p-propre p. 

2.  Mesures pseuclo-images . 
DEFINITION 1. - Soient  T et B d e u x  espaces localement com- 

pacts, p u n e  mesure  positive s u r  T,  p u n e  appl icat ion p-mesurable de  
T d a n s  B. O n  dit  qu 'une mesure  positive v s u r  B est une  mesure pseu- 
do-image de p par p s i  elle vérif ie l a  condition suivante  : pour qu 'une 
partie N de B soit localement v-négligeable, il f a u t  et il s u f i l  que 
- 1 
p ( N )  soit localement p-négligeable. 

Exemples .  - 1) Si p est p-propre e t  si v = p(p) ,  v est pseudo- 
image de p par p (chap. V, $ 6 ,  no 2,  cor. 2 de la prop. 2). 

2) Soient B' un espace localement compact, v' une mesure po- 
sitive sur B' ; prenons pour T l'espace B x B' e t  pour p la mesure 
v @ v l  ; si p est la projection de T sur B, v est pseudo-image de p 
par p (chap. V, $ 8, no 2, cor. 8 de la prop. 5 e t  no 1 , cor. de la 
prop. 2). 

On notera que si v est une mesure pseudo-image de p par p, 
v est portée par p(T). 

Si v est pseudo-image de p par p ,  l'ensemble des mesures pseu- 
do-images de p par p est la classe des mesures positives équivalentes 
à v, e t  toute mesure positive équivalente à p adrnet les mêmes 
mesures pseudo-images par p. On dit  que la classe de v est l a  
classe pseudo-image de celle de p par p. 

P R O P ~ S I T I O N  1. - Soient  T un espace localenzent compact 
dénombrable ù l ' i n f in i ,  p u n e  mesure positive s u r  T ,  p une applica- 
t ion  p-mesurable de T d a n s  u n  espace localement compact B. 11 
existe alors u n e  mesure  pseudo-image de p par p. 

En effet, il existe sur T une mesure bornée p' équivalente a p. 
(chap. V, $ 6 ,  no 5, prop. 1 1 )  ; p est alors p'-propre. 



3. D4sintégration d'une mesure t*. relative à une psetcdo- 
image de y .  

T H É O R È M E  2. - Soient  T et B d e u x  espaces localement com- 
pacts ayan t  des bases dénombrables,  p une  mesure positive s u r  T ,  p 
une  appl icat ion p-mesurable de T d a n s  B, v une  mesure pseudo- 
i m a g e  de p par p. I l  existe alors u n e  famille v-adéquate b -+ hb ( b  E B )  
de mesures positives sur  T ,  ayant  les propriétés suivantes  : 

a)  Ab # O pour b E p ( T )  ; 
-1 

b)  Ab est concentrée sur  l 'ensemble p ( b )  pour tout 6 E B ; e n  purti- 
culier hl, = O pour b é p ( T )  ; 

En outre,  s i  V' = r .  v est une  seconde mesure pseudo-image de p 

par p ,  et s i  b -> hl est u n e  famille v '-adéquate de mesures positives sur  
T ,  ayan t  les propriétés b )  et c )  par rapport à v', o n  a ,  presque partout 
d a n s  B ( p o u r  v o u  v'), At, = r(b)Al .  

E n  effet, il existe une fonction numérique continue e t  finie f 

définie dans T ,  telle que f( t)  > O pour tout  t E T et que P" = J .  p 

soit bornée (chap. V, S 5, no 6, prop. 11). Soit v" = p ( ~ " ) ,  qu i  est 
équivalente à v ,  et posoris V" = g.v, g étant finie e t  localement 
v-intégrable ; on peut en outre supposer g ( b )  > O pour tout b E B 
(chap. V, $ 5, no 6, prop. 10) .  Le th.  1 du  no 1, appliqué a p" et v", 

montre qu'il existe une farnille vu-adéquate 6 -t hl' ( b  E B )  de 
mesures positives sur T, telles que : 1) 11 ÂA' 11 = 1 pour b E p(T)  ; 

-1 
2 )  A;' est concentrée sur p(h)  pour tout b E B ; 3)  pl' =Jh i ldv" (b ) .  

Pour tout b E B, définissons une mesure positive Ab sur T par 
la formule Ab = ( I l l [ ) .  (g (b )Ab l ) .  II est clair que la famille O -+ hb 

possède les propriétés a )  et b )  de l'énoncé. D'autre part, pour toute 
fonction h E Ji(T), h/f appartient à Ji(T),  donc on a 

Mais comme la fonction O -t ( h ( t ) / f ( t ) ) d ~ B ' ( t )  est vu-intégrable, la .I' 
fonction b 4 g ( b )  ( h ( t ) / f ( t ) ) d h b ( t )  est \)-intégrable (chap. V,  5 5, .I' 



no 3, th. 1 ) .  P a r  définition de Ab, cette fonction est b -t h(t)dÀh(t) ,  /' 
d'où / ' h ( r )dr ( t )  = dv(6)  h(t)d&,(t) (loe. cil.) ce qui prouve que J= .f 

Pour établir la seconde partie de l'énoncé, remarquons qu'on 
peut supposer r ( b )  > O pour tout  b E B (chap. V, 5 5, no 6, prop. 10); 
posons A:' = f . ( ( r ( b ) / g ( b ) ) & )  ; comme ci-dessus, on montre que, 
pour toute fonction h E X(T), la  relation 

en traîne 

Le th.  1 d u  no 1 ,  appliqué à p" et  vu ,  entraîne donc. pour presque 
tout  6 E B, hl' = A;, d'où Ab = r ( 6 ) ~ ; .  

D ~ F I N I T I O N  2. - Soient  T et B d e u x  espaces lucalement 
compacts polonais. E t a n t  données une  mesure  positive p sur  T ,  u n e  
appl icat ion p-mesurable p de T d a n s  B, u n e  mesure pseudo-image Y 

de p par p ,  toute famille v-adéquate b + hl, ( O  E B )  de mesures positives 
sur  T possédant les propriétés b )  et c )  d u  th. 2 est appelée une  de'sin- 
tégration de p relative à v. 

Lorsque p est p-propre et que v = p ( p ) .  lanotion de désinté- 
gration relative à p coïncide donc avec la notion de désintégration 
relative a v. Sous les hypothèses du th .  2 ,  deux désintégrations de 
p relatives à la même mesure pseudo-image v sont égales presque 
partout pour v. 

Remarque.  - Le th. 1 du chap. V ,  S 3, no 4, montre (compte 
tenu de ce que T et B ont des bases cléilornbrahles) que pour t o i i t ~  

fonction f définie dans T, à valeurs daris R ou dans un espace tlc 
Banach F et  p-intégrüblc, l'ensemble dcs O E B tels que f iic soit 

Hourh,iki XXV. ) 



pas hb-intégrable est v-négligeable, la  fonction b -+ f(t)dhb(t), 

définie presque partout ,  est v-intégrable, et  l'on a 
J 

On a un résultat analogue pour les fonctions scalairement p- 

intégrables en appliquant l a  prop. 3 d u  $ i, no 1. 

4 .  Relations d'équivalence mesurables. 

É t a n t  donné un espace topologique X e t  une relation d'équi- 
valence R dans X,  nous dirons que R est sdpnrée si l'espace quo- 

tient X / R  est séparé. 

Rappelons (Top. gélz., chap. 1, 2e éd., § 9, no 9, th. 2) que si R 
est une relation d'équivalence ouverte, il revient au même de dire 
que le graphe de R dans X x X est fermé. 

Soit p une application de  X dans un espace topologique séparé 

B, e t  soit R l a  relation d'équivalence p(x) = p(y) daris X ; si K 
est une partie compacte de X telle que l a  restriction de p à K soit 

continue, la  relation R, induite par R sur K est séparée, car l'es- 
pace quotient KIR, est hornéorriorphe à l'espace p (K) ,  qui est 
compact (Top. gin., chap. 1, 2e éd., $ 10, no 6, cor. 1 de la prop. 8). 
Si T est un espace localement compact, p une mesure positive sur T, 
p une application p-mesurable de T dans un espace topologique 
séparé B, on voit donc que l'enserrible des parties compactes K de  
T telles que la relation R, soit séparée, est p-dense (cliap. V, $ 1, 
no 2.) On est donc conduit à poser la définition suivante : 

DEFINITION 3. - Soient S un espace localement con~pact, p 
une mesure positive s u r  T. On dit qu'une relation d'c!quivalence R 
dans T est y-nzesurable s i  l'ensemble dcs parties compactes K de 'T, 
tdles que R, soit séparée, est p-dense. 

Si K est séparée, R est p-mesurable, car si cp est l'application 
canonique de T sur l'espace topologique séparé 'l'/H, cp est conti- 
nue et R est équivalente à rp(x) = rp(y). De mênie, si R est telle que 



le saturé pour H de toute partie compacte de T soit fernié (et en 
particulier si R est une relation d'i:quivaience fermée), R est p- 
mesurable, car pour toute partie compacte K de T, la relation R, 
est fermée, donc shparée (Top. gin., chap. 1 ,  2e éd., $ 10, no 6 ,  
prop. 8). 

On notera que, si R est I*-rnesurable, K est aussi rnesurable 
pour toute mesure dr: base p sur T. 

PROPOSITION 2. - Soient T un espace localement compact 
dénombrable à l'infini, p une mesure positive sur  T.  

1) Pour toute relation d'équivalence p-mesurable K su r  T l  il 
existe un espace localement compact B et une application p-rn~suruble 
p de T dans B telle que K soit équivalente à la  relation p(x) = p(y).  

2) S i  en outre T admet une base dénombrable, on peut supposer 
que B admet une base dénombrable. 

Comme T est dénombrable à l'infini, il existe une suite crois- 
sante ( K J n 3 ,  de  parties c o m p a c t ~ s  de T telles que T soit réunion 
des K, et  d'un ensemble p-négligeal-)le N, et que chacune des rela- 
tions RK, soit séparée. Soit B, l'espace quatient  K,/RK,, qui est 
compact, e t  soit BA l'espace compact somme topologique de B, e t  
d'un point a,. Soit q, l'application canonique de K, sur B, ; on 
prolonge q, en une application p, de T dans Bn de la façon sui- 
vante  : si x E T est congru mod. K & un élément y E K,, on pose 
pn(x) = q.(y) ; dans le cas contraire, on pose p,(x) = a,. Soit 

m 

B' l'espace produit Bk, qui est compact, et  soit p'l 'application 
n = l  

x 4 (p,(x)) de T dans B'. Montrons que p '  est p-mesurable : il 
suffit (chap. IV, 5 5, n 0 3 ,  th.  1) de prouver que chacune des appli- 
cations p, est rriesurablc, et  pour cela il suffit que la restriction de  
p, a chaque K, soit mesurahle. Or cela est évident si m < n ; 
si a u  contraire m > n, soit K,, le saturé de  K, pour R R ~ ,  qui est 
une partie compacte de  K, (Top. gén., chap. 1, 2 C  éd., $ 10, 
no 4, th .  2) ; comme p, est constant dans Km - K,,, il suffit de 
prouver que la restriction de  p, à K,, est continue, ce qui est 
évident à cause de  l'isomorphisme canonique entre K,,/RK~, e t  
K,/Rs, (Top. gén., chap. 1, 5 10, no 6, cor. 2 (le la prop. 8). 

Soit A le saturé de u K, pour la relation H, et  soit 



N' = T - A c X. Nous allons voir que la relation p'(x) = p'(y) 
est équivalente à la relation G R ; x, y ou (x, y) E S' x N' ». En 
effet, si on a R lx, y 1, on a p,(x) = p,(y) quel que soit n, donc 
pl(x) = pl(y) ; et si x E S r ,  y E N', on a p,(x) = p,(y) = a, quel 
que soit n, donc pl(x) = p1(y). Si d'autre part x et y sont dans A 
et  ne sont pas congrus mod. R, il existe un entier n, un élément 
x' E Kn (resp. y' E K,) congru mod. R à x (resp. y) tels que x' ne 
soit pas congru à y' mod. RK, ; on a donc p,(x) # p,(y) e t  par suite 
pl(x) # p'(y). Enfin, si x E N' et y E A, on a p,(y) E B, pour n 
assez grand et p,(x) = a, pour tout n, donc pl(x) # pl(y), ce qui 
établit notre assertion. 

Considérons alors l'ensemble quotient Bo = N'/R, ; soient qo 
l'application canonique de K' sur Bo, so une section associée a q,. 
Posons po(x) = so(qo(x)) pour x E N' et prolongeons po a T en pre- 
nant p, constante dans A et  égale à un élément de T. Alors 
p = (pl, po) est une application t*-mesurable de T dans l'espace 
localement compact B = B' x T ; il est immédiat que si x E NI, 

/ 
y E X', la relation po(x) = p,(y) entraîne R : x, y j ; donc p répond 
a la question. En  outre, si T admet une base dénombrable, il en 
est de même de chacun des espaces quotients B, (Top. gén., chap. 
IX,  2e  éd., 5 2, n o  10, prop. 17),  donc B' admet une base dénom- 
brable, et par suite aussi B. 

PROPOSITIOX 3. - Soient T un espace localement compact 
polonais, p une mesure positive sur T, R une relation d'équivalence 
dans T. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) R est p-mesurable. 
b) I l  existe une suite d'applications p, : T -+ F, dans des es- 

paces topologiques séparés, telle que chaque p, soit p-mesurable et que 
la relation R ( x ,  y soit équivalente ci<< quel que soit n, p,(x) = pn(y))>. 

C)  I I  existe une suite (A,) d'ensembles p-mesurables, saturés 
pour R, et tels que, pour tout x E T, la classe de .x suivant R soit 
l'intersection de ceux des A, qui contiennent x. 

Avec les notations de l'énoncé de b), posons p(x) = (p,(x)) ; la 
propriété b) signifie que l'application p de T dans l'espace produit 
n F, est mesurable (chap. IV, $ 5, no 3, th.  1) et que la relation 
n 

R lx, y i est équivalente à p(x) = p(y) ; donc 6) entraîne a).  



Montrons ensuite que c) entraîne 6). Supposons c) vérifiée ; 
alors les fonctions caractéristiques (pb sont p-mesurables, e t  l'hy- 
pothèse c) signifie que la relation R j x, y 1 est équivalente à a quel 
que soit n ,  <p,(x) = (p~,(y) ». 

Enfin, montrons que a)  entraîne c). En vertu de la prop. 2, il 
existe un espace localement compact à base dénombrable B e t  une 
application p-mesurable p dc T dans B telle que la relation R 1 x, y ! 
soit kquivalente à p(x) = p(y). Soit (U,) Urie base dénombrable 

-1 

de la topologie de B. Les ensembles A, = p(U,) sont p-rnesurables 
(chap. IV,  5 5, no 5, prop. 8) et  saturés pour R ; et  si x, y sont des 
points de T tels que p(x) # p(y), il existe un indice n t,el que 
p(x) E IJ, e t  p(y) e ITn , ce qui signifie que x E A, e t  y e A,. 

Hemarque. - Si K est une relation d'équivalence p-mesurable 
dans T, le saturé pour K d'une partie compacte de T n'est pas 
nécessairement p-niesurable (exerc. 5). 

T I - I ~ O K E M E  3. - Soient T un espace localement compact 
ayant une hase dénombrable, p une mesure positive sur  T,  R une 
relation d'équivalence p.-mesurable dans T. 11 existe alors une partie 
p-mesurable S de T qui rencontre toute classe suivant R en un point 
et un seul (c section mesurable D pour R). 

On peut évidemment supposer que la mesure p est bornée 
e t  quc p(T) < 2 (chap. V, 5 5, no 6, prop. I I ) .  Nous allons définir 
une suite (S,) de parties boréliennes (Top. gén., chap. I X ,  2e  éd., 
S 6, no 3) tclles que toute classe d'équivalence suivant K rencontre 
la réunion Sr  des S, en un point au pliis, que pour tout  rL le saturé T, 
de la réunion des S, d'indice p < n soit p-mesurable, e t  que l'on ail 
p(T - T,) < 112". Le saturé T '  de Sr  sera donc p-rnesurable et 
N = T - T r  de niesiire nulle. Si S" est une section quelconque de N 
pour la relation RN, S - S' u S r r  répondra h la question, car Sr .  
é tant  borélien, est p-rnesiirable (Top. gén., chap. IX,  2e  éd., 5 Ci ,  
no 9, th.  5, e t  no 3, prop. Il), et  S" est de  mesure nulle. 

E n  vertu de la'prop. 2, R j x, y { est équivalente à la relation 
p(x) = p(y), où p est une application p-mesurable de T dans un  
espace localement compact F. Supposons les Sk définis pour k ,< n.  
Comme T - T, est p-mesurable e t  de mesure < 1./2", il existe daris 



T - T, une partie compacte K telle que p('T - (T, u K))  < 1/2'"" 
e t  que l a  restriction de  p a K soit continue. Comme la relation 
induitc R, est fermée e t  que K est métrisahle, on sait qu'il existe 
iine partie horélienne S,+I dc K telle que, dans K ,  t o u t  point soit 
congru (mod. R) à un point ct  un seul de (Top. gén., chap. IX ,  
2e éd., rj 6, no 8, th .  4). On a donc P(S , ,~ )  = p ( K ) ,  ensemble qui 
est compact dans F ; le saturé de Sn+, pour R est l'image réciproque 
- 1 
p(p(K)),  qui est donc p.-mesi~rahle (chap. IV, 5 5, no 5,  prop. 8) ; il 
est clair que cet ensemhle contient K, donc la réunion T,,, de T,, 

- 1 
e t  de p(p(K))  est p-mesurable, saturée pour R e t  telle que 
p(T - T,,,) < 1/2"", ce qui achkve la démonstration. 

5 .  Désintégration d'une mesure par une relation d'équiva- 
lence mesurable. 

Soient T un espace localemcnt compact polonais, p une mesure 
positive sur T,  R une relation d'équivalence y-mesurable dans T. 
Il existe alors (no 4, prop. 2) un  espace localement compact polo- 
nais R e t  une application p-mesurable p de T dans H ,  tels que la 
relation p(z) = p(y) soit équivalente à R x, y !. Toute mesiirt: 
pseudo-image v de  p par  p (no 2) sera dite une mesure quotient dr p 

par la relation R : si b + hb est une désintégration dc  y rclative à la 
mesure v, on dira que b + Ab est ilne désintégration de p par la 
relation K. E n  vertu des propriétés de p e t  des Ab,  chacune des 
mesures hl, est concentrée sur une classe d'équivalence suivant R,  
e t  si b # c, Ics mesures hg e t  i,, sont concentrées sur des classes 
distinctes. 

L'espace B, l'application p et  la mesure pseudo-image v sur 13 
peuvent en général être choisis d'une infinité de  façons. Toutefois 
les diverses désintégrations de  p par  R peuvent toutes se déduire 
de  l'une d'entre ellcs, comme il résulte du théorpme suivant : 

THÉORÈME 4. - Soient T un espace localement compact 
polonais, y une mesure positive sur  T ,  R une relation d'équivalence 
p.-mesurahle dans T. Soient B, B' deux espaces localement compacts 
polonais, p,  p' deux applications p-mesurahles de T dans R,  B' res- 
pectivement, tels que R { x ,  y1 soit équiva,lente ci p(x) = p(y) el h 



pl(x) = pl(y). Soient v, v' des mesures pseudo-images de p par p, p' 
respectivement ; soient b -+ A b ,  b' -t AL,  des désintégrations de p rela- 
tives a v, v' respectivement. 

Dans ces conditions, il existe dans B (resp. B') un ensemble N 
(resp. N') négligeable pour v (resp. v') et une bijection f de B - N 
sur B' - N', tels que l'on ait les propriétés suivantes : 

a) L'application f (définie presque partout dans B) est v-mesu- 
rable et son application réciproque f '  est VI-mesurable ; toute mesure 
pseudo-image de v (resp. v') par f (resp. f ' )  est équivalente à v' (resp. v). 

b) Pour tout O E B - N, la mesure h;(b) sur T est de la forme 
r(b)Ab, ou r(b) # 0 et r est localement v-intégrable. 

Pour établir a), on peut se limiter au cas ou v et v' sont des 
mesures bornées (chap. V, $ 5, no 6, prop. 11). Soient No = B - p(T), 
No = B' - p l ( T ) ;  on sait que No (resp. No) est négligeable pour v 

(resp. v') (no 2). Il existe une bijection f de B - No sur B' - No définie 
par f(p(t)) = pl(t) pour tout t E T;  soit f '  l'application réciproque de 
f ,  telle que ff(p'(t)) = p(t). Pour toute partie M de B, la relation << M 

-1 

est v-mesurable )> équivaut à a p(M) est p-mesurable D, c'est-à-dire à 
-1 

a pf(f(M)) est p-mesurable )>, donc enfin à c f(M) est v'-mesurable >> 
(chap. V, 5 6, no 2, cor. de la prop. 3). On voit donc que f (resp. 
f ' )  transforme tout ensemble v-mesurable (resp. v'-mesurable) 
en un ensemble vl-mesurable (resp. v-mesurable) ; comme B et Br  
sont métrisables et ont des bases dénombrables, on en déduit que / 
et f '  sont mesurables (chap. IV, $ 5, no 5, th. 4). En outre, si 

-1 -1 
M c  B est v-négligeable, p(M) = pl(f(M)) est p-négligeable, donc 
f(M) est v'-négligeable (chap. V, $ 6, no 2, cor. 2 de la prop. 2) ; de 
même f '  transforme tout ensemble v'-négligeable en un ensemble 
v-négligeable. Par suite, l'image de v par f (qui est définie puisque 
v est bornée, ce qui entraîne que f est v-propre) est équivalente à v' 

e t  l'image de v' par f '  est équivalente à v (chap. V, $ 5, no 6, prop. 
10). Reste à montrer b). En vertu du th. 2 du no 3, on peut se limi- 

ter au cas où V' = f(v). Comme on a p = Ail dv'(bf), on a ,  pour 

toute fonction h E X(T) 
J 



(chap. V, 3 ,  no 4, tli. 1, et 5 6, no 2, th .  1) ; autrement dit,  oii a 

p = / 'hio,dv(b).  Mais comme on a. aussi p = hbdv(b)  et. que, 

-1 
pour tout  b E B - No, Ab et h j ( b )  sont portées par p ( b ) ,  le th.  2 di1 
no 3 entraîne que hb = hjcb) pour presque tout  b E B - No, e t  par 
suite pour presque tou t  b E B. Les conditions du  t h .  4 sont donc 
vérifiées en prenant pour N la réunion de No et de l'enserrihle des 
b E B tels quc hb # 



A P P E N D I C E  

Compléments sur les espaces vectoriels topologiques 

1 . Formes bilineaiws et applications linéaires. 

Soient (FI,  G,), (F,, G,) deux couples d'espaces vectoriels 
(réels ou coniplexes) en dualité (Esp. vect. top., cbap. IV, $ 1, no 1) ; 
supposons chacun de ces espaces muni de  la topologie jaible corres- 
pondante (loc. cil., no 2) ; si A e l  B sont deux quelconqucs de ces 
espaces, on dksignera comme d'ordinaire par 'E(A; B) I'espact: 

vectoriel des applications linéaires continues de A dans R ,  e t  on 
notera %(A, H )  l'espace vectoriel des formts hilinéaircs séparémcnt 
m n t i n u ~ s  sur A x B. 

Pour toutt: forme bilinéairc: <T) séparkinent c ~ n t i n u e  sur 

FI x F,, .x, - z  @(:1-,, 2,) est i m c  forme linéaire continue sur FI, 
donc il existe un élkment, et  un seul '@(z,) E G, tel que 

(1) ct ) (z17 ~ 2 )  - ( X I ,  7@(52>) 

polir x, E FI, x, E F2 (Esp. vect. top., cliap. IV,  5 1, no 2, prop. 1). I3n 
outre cette formule montre qiie l'application x, -t 'O(x,) est liné- 
aire e t  continue pour les topologies (faibles) de  F, et de  G,. Inverse- 
ment, pour toutc application liniiüirc continue u de  F, dans Cl, 

(5,. x,) + O(xl, J,) = , x,, 7 4 ~ ~ ) )  est une forme hilinkaire séparé- 

ment continue sur F, x F,, e t  on a '@ = u. On a ainsi défini lin 
isomorphisme r : @ i 'CD de %(FI, F,) sur 'li(F, ; G,), di t  canonique. 

La formuIo 

(2) @(rl, .r,) =- "<D(x,), x2). 



définit de même un isomorphisme canonique 1 : @ -+ '@ de B(F,, F,) 
sur %(FI; G,) ; et  on a évidemment le diagramme commutatif 

WF,, F2) 
I / f  \ Y  7-' 

// \\ 
d /  1-l Tb\ 

'l'(FI ; G,) f_L, T(F, ; G,) 

où t est l'isomorphisme de transposition u +tu. Vu la définition 
des topologies faibles sur G, et G,, il est immédiat en outre que, 
lorsqu'on munit B(F,, F,), !f(F, ; G,) et (f(F, ; G,) de la topologie 
de la convergence simple, les isomorphismes du diagramme précé- 
dent sont des isomorphismes pour les structures d'espace vectoriel 
topologique. 

Soient maintenant E ,  F deux espaces localement convexes 
séparés, E', F '  leurs duals respectifs ; désignons par Eu,  Fa les 

espaces E ,  F munis des topolcgies affaiblies o(E, Er ) ,  o(F, F'), 
par Ei, Fl les espaces E r ,  F r  munis des topologies faibles a(Er ,  E),  
o(Fr, F). Les remarques précédentes établissent donc des isomor- 
phismes canoniques entre les trois espaces B(Ea,  Fi), !l'(Eu; Fa) 
et 'i(Fd; ES), et aussi entre les trois espaces B(Ea, Fa),  'f(E,; Fi) 
et A'(F,; EJ. On remarquera que B(Ea,  F,) est aussi égal à l'es- 
pace B(E ,  F)  des formes bilinéaires séparément continues sur . 
E x F ( E  et F étant munis de leurs topologies initiales), puisque 
toute forme linéaire continue dans E (resp. F) est continue dans E, 
(resp. F,) e t  réciproquement (Esp. vect. top., chap. IV, 3 1, no 1 et 
no 2, prop. 1). 

Soit %(E, F) l'espace des formes bilinéaires continues sur 
E x F (E et F étant munis de leurs topologies initiales) ; on a 
: a (q  F) c B(E, FI. 

PROPOSITION 1. - Pour qu'une j o h e  bilinéaire cD E B(E, F)  
appartienne à %(E, F) '  il faut et il su@t qu'il existe un voisinage de  O 
dans E dont l'image par '@ soit une partie équicontinue de  F'. 

En effet, dire que 0 est continue signifie qu'il existe un voisi- 
nage convexe équilibré V (resp. W) de O dans E (resp. F)  tels que 

1 @(x, y) 1 ç 1 pour x E V, y E W ; cela s'écrit 1 ('@(x), y)  1 < 1, 
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pour x E V et  y E W, 011 encore %(V) c WO ; d'oii la proposition, 
compte tenu d u  fait que toute partie équicontinue de F' est 
contenue dans le polaire d'un voisinage de O dans F. 

COROLLAIRE.  - Si est u n e  forme bil inéaire continue d a n s  
E x F, 'CD est u n e  appl icat ion l inéaire continue de E d a n s  le dua l  
fort Fi de F. S i  e n  outre E et F sont norrnés, o n  a, l j z @ l l  = I l  QI/. 

La première assertion résulte de la prop. 1 et  d u  fait que tout  
voisinage de O dans Fb absorbe toute partie équicontinue de F'. Si 
E et  F sont normés, on a 

d'où la seconde assertion. 

E n  échangeant les rôles de E et F, on ohtient des résultats 
analogues a la prop. 1 et  à son corollaire pour les applications 
linéaires 'a ; nous laissons au lecteur le soin de les énoncer. 

2 .  Quelques types d'espaces possédant la propî-iété (GDF).  

Nous savons déjà que tout  espace de Fréchet possède la pro- 
priété (GDF) ( E s p .  vect. top., chap. 1. $ 3, no 3, cor. 5 di1 th.  1). 

PROPOSITI~N 2. - Soient  E un espace vectoriel, u n e  
famille d'espaces localernenr convexes possédant l a  propriété (GDF),  
et pour chaque a E A, soit h, u n e  appl icat ion l inéaire de  F, d a n s  E .  
Si o n  m u n i t  E de la  topologie localement convexe l a  plus fine rendant 
cont inues  les h,, E possède la propriété (GDF). 

Soit u une application linéaire de E dans un espace de Banach 
B, telle que toute limite dans E x B de toute suite convergente dc 
points du  graphe T' de u appartienne encore à r. Il su f i t  de mon- 
trer  que, pour tout  a E A, uoh, est continue dans F, ( E s p .  vect. 
top., chap. I I ,  3 2, no 2, cor. de la prop. 1). Or, soit (xn) une suite 
d'éléments de Fa ayant  une limite a et telle que la suite (u(h , (z , ) ) )  
ait  une limite b E B. Comme h, est continue, h,(a) est une limite de 



la  suite (h,(x,)) dans E ; par hypothèse, on a donc b = u(h , (a ) ) ,  e t  
comme F ,  possède l a  propriété ( G D F ) ,  u o  h, est continue. 

COROLLAIHE. - T o u t  espace quotient d ' u n  espace localement 
convexe possédant la  propriété ( G D F )  possède l a  propriété ( G D F ) .  

PROPOSITIOII 3. - l Je  dual  fort d ' u n  espace de Fréchet réflexif 
possède l a  propriété (GDF) .  

C'est u n e  conséquence de  la prop. 2 e t  d u  lemme suivant : 

L e m m e  1. - Soient  F u n  espace de Fréchet, F' son  dual  fort, 
F" s o n  bidual.  Si toute partie de F",  bornée pour o(F", FI) ,  est conte- 
n u e  d a n s  l'adhérence ( p o u r  o (F" ,  F r ) )  d ' u n e  partie bornke de F ,  
alors F' est l imi te  inductive d 'une  suite d'espaces de Ranach.  

Soit en effet (V,) une suite fondamentale décroissante de voisi- 
nages convexes, équilibrés e t  fermés d e  O dans F. Pour tout  entier 17, 

soit G ,  le sous-espace de F' engendré par le polaire V i  de V,,. 
Dans G , ,  Vn est un ensemble convexe absorbant, donc sa jauge 
est une norme sur G, ; en outre V: cst une partie complète du diial 
fort F' ( E s p .  vect. top., chap. I I I ,  5 3, no 7, th. 4) ; donc G,, milni 
de la norme p , ,  est un espacc de Banach ( E s p .  vect. top., chap. 1, 
$ 4 ,  no 5, cor. de  la prop. 8). Nous allons montrer que la topologie 
forte sur F' est lir~iite inductive dc  ces topologies (l'espace de 
Banach sur les G,, ou encore q u e ,  pour qu'une partie convexe, équi- 
librée et  fortement fermée U de 1'' soit un voisinage fort de O ,  il 
faut  e t  il suffit qu'elle absorbe chacun des VR. 11 est évident que  
cette condition est nécessaire ; pour voir qu'elle est si~flisante, il 
~ i o u s  suffira de prouver que U contient un t onneau  dc F r .  E n  effet, 
son polaire Uo dans Ti" sera alors borné pour o ( F r l ,  F'), donc sera 
contenu par hypothèse dans l'adliitrence (pour o ( F " ,  F ' ) )  d'une 
partie bornée H de F ,  et  on en conclura que U (qui est fermi: pour 
a ( F 1 ,  F r ' ) )  contient le  voisinage fort Bo de O ( E s p .  vect. top., cliap. IV, 
5 1, 110 3, prop. 3).  

Par  hypothése, pour tout  entier rL, i l  existe 1111 noinbrc A,, > O 
2 

tel que A,V: c U ; soit A, l'enveloppe conrTcxe de la rPirnion des 
2 

1 
i,V,O pour i < n. On a A, c i J  pour t,oiit n ; soit W la réunion des 

L 
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A,:  W est un ensemble convexe, équilibré, absorbant, contenu 
1 

dans -U  e t  i l  nous suffit de montrer que son adhérence forte (qui  
2 

est un tonneau) est contenue dans U. , 
Soit donc x' un point de  F r  n'appartenant pas à U. Comme 

chacun des Vn est compact pour o(F'. F) ,  il en est de même de A, 
(Esp. vect. top., chap. I I ,  5 4, no 1. prop. 1), e t  comme x' ë 2An, i l  
existe lin élément 2, appartenant au  polaire de A, dans F et  tel 

que (x', x,,' = 2 (Esp. vect. top., chap. I I ,  5 3, no 3, prop. 4). La 

suite (2,) est bornée dans  F : en effet, tout  y'  E F r  appart ient  à un 

des V:, e t  on a par  suite , r,L, 1 < ici1 pour n > Ir, d'où notre 

assertion (Esp. vect. top., chap. I V ,  S 2, no 4, th.  3). Soit C un 
ensemble borné convexe équilibré de F contenant tous les x, ; Co est 
alors un voisinage de  O dans FI, et  le polaire CO0 de Co dans F" 
est compact pour o(F", F ')  (Esp.  vect. top., chap. IV, 5 2, no 2, 
prop. 2). On voit donc que la suite (x,) admet  une valeur d'adhé- 

rence 2'' dans F" pour o(FU,  E t )  ; on a évidemment (x', s") = 2 
e t  d 'autre part ,  x" appart ient  au  polaire de A, dans F" pour tout  n, 
donc a u  polaire W0 de W dans Fu .  On en conclut que x ' é  WoO, 
donc n'est pas adhérent a Mi pour o(F', F") (Esp. vect. top., chap. 

IV, 1, no 3, prop. 3), ni a fortiori pour la topologie forte, ce q u i  
achève la démonstration. 



E X E R C I C E S  

1) On considère les espaces localement compacts T, 7" identiques à 

l'intervalle (0, 1), les mesures p, p' sur T e t  T' respectivement, identiques 
à la mesure de Lebesgue. Soit P un espace de IIilbert admettant une base 
orthonorniale dénornbrable, rangée en suite doiible (e,,) ; soit 1:' - 1: 
son dual. On pose um(t) = emn pour (n - 2)2-'" < t < n2-" et  1 6 n < 2m ; 
on pose f(t, t') = 2mu,(t) pour 2 " < t' < 2 "'l, et  enfin f(t, O) - O et, 
f ( l ,  t') = O. Montrer que f est scalairement intégrable pour la meslire 
produit p @ p', mais que, pour aucun f E T, la fonction t' --t f(t, t ' )  n'est 
scalairement intégrable pour p'. 

7 2) Soient T, X, Y trois espaces iocaiement compacts, Y ayant une 
base dénombrable. Soient p une mesure 3 O sur T, t -> Al ( t  E T) une fa- 

mille p-adéquate de mesures > O sur X, tt  posons v = htclir(t). Soit .I' 
x -i- Q, (x E X) une famille v-adéquate de rnesures 3 O srir Y. On suppose 
en outre que l'une des deux conditions suivantes est vérifiée : 

a )  X est dénornbrable à l'infini ; 
6) v est bornée. 
Dans ces conditions, montrer qu'il existe un ensemble localement 

p-négligeable N' tel que, pour tout t e Dj', la famille x + p, soit At-adé- 

quate ; en outre, la famille t + pzdhl(x), définie pour t é  ru", est p-adé- 

qiiatc, e t  l'on a 

(Polir démontrer que z -t pL est scalairernent Ahtégrab le  localement 
presque partout, utiliser le lemme 1 du § 3, no 1, en utilisant, dans le cas b), 
le fait  que & est bornée localcrnent presque partout ;  rnêmc méthode 

pour voir que t -t pdAc(x), est scalairernent y-intégrable; utiliser aussi J' 
la prop. 13 du no 5). 
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3)  Soient S, T, Y trois espaces localement compacts, dénombrables à 
l'infini, Y ayant une base dénombrable. Soient p (resp. o) une mesure 
positive sur S (resp. T), v = p @ 0, et soit ( A , , ) ( , , )  ,,,, une famille v-adé- 
quate de mesures positives sur Y. Il existe alors un ensemble p-négli- 
geable N tel que, pour tout s $ N,  la famille ( A , , ) , , ,  soit o-adéquate ; 

la famille s -t A,,, do(t) (définie presque partout) est p-adéquate, et l'on a S 
J J  

(Appliquer l'exerc. 2 

v = j (ES B o)dp(s)). 

7 4) Soient T, X, 
dénombrable à l'infini. 

famille p-adéquate de 

à l'espace X =. S x T en remarquant que 

Y trois espaces localement compacts, X étant 
Soient p une mesure positive sur T, (A,),,, une 

mesures positives sur X, et v = 

suppose remplie l'une des deux conditions suivantes : 
a) Y admet une base dénombrable ; 
b) la mesure v est bornée. 
Dans ces conditions, si x est une application v-propre de X dans Y, 

l'ensemble des t E T tels que x ne soit pas &-propre est localement p-négli- 
geable ; en outre, la famille (x(A,)),,, de mesures positives sur Y (définie 
localement presque partout dans.T) est p-adéquate, et l'on a 

(Dans le cas a), appliquer l'exerc. 2 à pz = E,[,,. Dans le cas b), remar- 
quer que Al est bornée localement presque partout, et se réduire a montrer 
que l'application t + x(At) est vaguement p-mesurable (cf. chap. V, § 3, 
no 3, prop. 3). Étant donnés un nombre E > O et une partie compacte K 
de Tl remarquer d'abord qu'il existe dans X une suite croissante (Fm) 
d'ensembles compacts tels que la restriction de x à chacun des Fm 
soit continue et que l'on ait, en posant N, = X - Fm, v(N,) < ~ 1 4 ~ .  
Soit A, l'ensemble des t a  K tels que Nm ne soit pas At-intégrable, 
ou que l'on ait &(N,) > 112" ; si A est la réunion des A,, on a 
p(A) < ~ 1 2 .  Soit Ki une partie compacte de K - A  telle que p(K - KI) Q E 

0 

et que, pour toute fonction g E tti(X), la restriction de t -+ g(x)dAt(x) J 
à Ki soit continue. E n  utilisant le th. d'urysohn, montrer que, pour 

toute fonction 1 E %(Y), la restriction à KI de t + rl(n(z))dAi(z) est 
J 

limite uniforme de fonctions continues). 



*5) Pour tout t E R, soit f(t) la fonction continue z ---+ exp(- 2xitx), 
élément de l'espace P = (fc(R) des fonctions cornplexes continues dans R. 
1,'espace t' est en dualité avec l'espace (/' - c"h(R) des mesures complexes 
sur R à support compact ; on identifie canoniquement à un sous-espace 
de c"' l'espace .X = .7Cc(R) des fonctions complexes continues à support 
compact, en identifiant une fonction rp E X  à la mesure de densité rp 
par rapport à la rrlesure dc Lebesgue. On désigne par 9 le sous-espace 
de JC formé des fonctions complexes indéfiniment dérivables à support 
compact. Montrer que, lorsqu'on munit c' de la topologie O((?, C') ou de la 
topologie o((l, X,), f n'est pas scalairement intégrable pour la mesure de 
Lebesgue p ; par contre, pour la topologie o((", 'a), f est scalairement 

P 

p-intégrable et  1 fdp est la rnesure E, ; prouver que dansce  cas les condi- 
J 

tions de la prop. 7 sont vérifiées., 
6) Soient F un espace de li'réchet distingué (Esp. vect. top., chap. IV, 

$ 3, exerc. 10 b)),  lc' son dual. Montrer que, si f est une application scalai- 

rement essentiellement intégrable de 'l' dans F, fdp appartient au  bi- I 
dual F" de 17. (Plonger 17 dans F" ; appliquer le th.  1, ainsi que la prop. 2 
e t  le lemme 1 de l'Appendice.) 
. 

7) a )  Soient F = Ji(N) l'espace de Banaçh des suites de nombres 
réels tendant vers O, 1:' = L1(N) son dual (Esp. vect. top., chap. IV, $ 1 ,  
exerc. 1). Soit f = (1,) l'application de 1 - [O, 1) dans P telle que 

fn(t) = n.prn(t), où 1, = [O, l /n ) .  Montrer que  f est scalairement inté- 

grable pour la rnesure de Lebesgue p sur 1, mais que fdp est un élément 
de 12" non dans F. J 

h )  Soit g l'application de J = (- 1, + 1) dans F définie par les con- 
ditions g(t) = f(l) pour t >, O, g(t) = - £(- 1) pour t < 0. Alors g est scalai- 

rement intégrable poiir la mesure de Lebesgue sur J e t  on a j  gdp E F, 

mais il existe des fonctions h E 'Lw telles que hgdp CE F. .I' 
c) Déduire de a) une nouvelle démonstration du fait que l'espace vec- 

toriel topologique F n'est pas isomorphe au dual d'un espace normé 
(cf. Esp. vect. top., chap. IV, $ 5, exerc. 15 c)). 

8) Soient F un espace localement convexe séparé, f une application 
scalairement localement intégrable de T dans F telle que, pour toute par- 

/' 

tie compacte K de T, / fdp E F. . K 

a )  Montrer que, si f est scalairenlent essentiellement intégrable, e t  
si F est semi-réflexif (ou seulement si toute suite de Cauchy pour o(F, F') 
converge dans 1 4 '  pour cette topologie, lorsque T est dénombrable à l'in- 

fini), on a ~ ' g f d p  E F pour toute fonction g E '?". 
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O) Montrer que, si F est quasi-complet, et si, pour toute semi-norme 

continue q sur E', on a q(f(t))dp(t) < + a, alors f est scalairement .i '* 
essentiellement intégrable et  on a gfdp E F pour toute fonction g E .I' 
(Dans les deux cas, considérer l'ensemble filtrant croissant des parties 
compactes de T.) 

9) Soient G, H deux espaces localement convexes séparés, U une 
application de T dans 1' = %(G ; H). On suppose que G est tonnelé, H 
quasi-complet, U p-mesurable et  U(K) borné pour toute partie compacte 
K de T ;  en outre, on suppose que pour toute semi-norme q continue 

- * 
sur H et  tout  X E  G, on a i t j  g(U(t)x)dp(t) < + m. Dans ces condi- 

tions, montrer que U est sealairement essentiellenient p-intégrable et que 

Ju(t)dp(t) E P (utiliser l'exercice 8 b)). 

10) Soient G, H deux espaces de Fréchet, Go (resp. Ho) une partie 
partout dense de (resp. H),  t -t <DL une application de T dans l'es- 
pace F = :i3(G, H) des formes bilinéaires continues sur G x II, muni 
de la topologie de la convergence simple. On suppose que : l o  pour 
tout  couple (a, b) E Go x Ho, t -t @,(a, b) est ~ssrntirllement p-inté- 
grable ; 20 si, pour tout couple de parties bornées A c G ,  B c H, 
on pose q,,,(O) = sup [@(x, y) 1 pour toute (DE:?,((;, H) ,  on a 

J* 
(x, Y) E A x u 

qA,u(@Jdp(t) < + m. Dans ces conditions, montrer que t -t @, est 

scalairement essentiellement p-intégrable et que @dp(t) E F (en utili- 

particulier où H = R. 

.I' 
sant le th. de Lebesgue, se ramener à appliquer le cor. 1 du th. 1). Cas 

11) Soient p la  mesure de Lebesgue sur T = (0, 1), F un espace 
hilbertien ayant une base orthonormale dénombrable (e,). Soit f l'appli- 
cation de T dans F telle que f(0) = O et  f(t) = 2"e,/n dans l'intervalle 
)2?l, 2-") (n 3 0). Montrer que f est p-mesurable, scalairement p-inté- 

grable et telle que fdp E F, mais que 1 f 1 dp = + W. J' J* 
12) Soient p la mesure de Lebesgue sur T = [O, l), et soit F un 

espace hilbertien ayant une base orthonormale (e,),,., équipotente à T. 
a)  Soit f l'application t -t et de T dans F. Montrer que f est scalaire- 

ment p-négligeable, mais n'est pas p-mesurable lorsqu'on munit F de la 
topologie faible a(F, F') (ni a fortiori lorsqu'on munit F de la topologie 
initiale). 

b) Soit A un ensemble non y-mesurablc dans T (chap. IV, $ 4, 
exerc. 8) ; montrer que la fonction g = fy, est scalairement p-négligeable, 
mais que la fonction numérique 1 g 1 n'est pas p-mesurable. 

Bourbaki XXV. 6 



13) Soient F un espace localement convexe séparé, F' son dual, 
q une semi-norme semi-continue inférieurement dans F. Montrer que, si f 
est une application de T dans F, p-mesurable pour la topologie o(F, F'), 
alors la fonction numérique q o f  est p-mesurable. 

14) Soit p la mesure de Lebesgue sur T = (0, l) ;  on désigne par F 
l'espace vectoriel sur R des fonctions numériques finies p-mesurables sur 
T, muni de la topologie de la convergence simple, qui en fait un espace 
localement convexe séparé. 

a) Montrer qu'il existe dans F une partie dénombrable partout dense 
(considérer une suite partout dense dans l'espace de Banach cJ(T) des 
fonctions numériques continues dans T). 

b) Pour tout t E T, soit f(t) l'élément du dual F' de F défini par 
(f(t), z )  = z( t )  pour tout t E T. Montrer que, lorsque F' est muni de la 
topologie a(F1, F), f est scalairement p-mesurable mais n'est pas p-mesu- 
rable (cf. prop. 13). 

15) Soient F un espace localement convexe métrisable, f une applica- 
tion scalairement p-mesurable de T dans F, telle que, pour toute partie 
compacte K de T, il existe une partie dénombrable H de F telle que 

f(t)  E pour presque tout t E K ; montrer que dans ces conditions f est 
p-mesurable pour la topologie initiale de F. (Plonger F dans un produit 
dénombrable d'espaces normés, après s'être ramené au cas où F est de 
type dénombrable.) 

16) Soient F un espace de Banach, F' son dual. Pour tout p tel que 
1 < p < + co, on désigne par AP,(T, y) (ou simplement par A;,) l'en- 
semble des applications f de T dans F' telles que, pour tout z E F, la fonc- 
tion numérique (z, f )  appartienne à P ( T ,  p). On a A!, 3 :fF,, et A$ est 
l'espace des fonctions scalairement essentiellement p-intégrables, à va- 
leurs dans F' (Fr  étant muni de c(F1, F)). On sait que, si on désigne par 
O(z) la classe de ( z, f j dans Lp(p), l'application z -t O(z) est continue 
(no 4, lemme 2) ; soit M,(f) sa norme ; c'est une semi-norme sur l'espace 
Ai,. Pour que M,(f) = O, il faut et il sufit que f soit scalairement locale- 
ment négligeable. 

a) Pour que f E Ai,, il faut et il sufit que, pour toute fonction numé- 
rique g E 9q, la fonction gf soit scalairement essentiellement p-intégrable ; 
on a alors Ml(gf) < Mp(f)Nq(g). 

6 )  Dans l'espace Ai,, montrer que la semi-norme Ml est équivalente 

à la semi-norme M;(f) = sup fdp , où A parcourt l'ensemble des par- I l  1 
ties mesurables de T ; de façon précise, on a Mi < Ml < 2M;. En déduire 
que Mp est une semi-norme équivalente à MP(f) = sup Mi(gf). 

-Unis) < 1 
c )  On prend pour F un espace hilbertien ayant une base orthonor- 

male dénombrable, pour p la mesure de Lebesgue sur T = ( 0 , l ) .  
Montrer qu'il existe une application de T dans F, non intégrable mais 
scalairement intégrable, et qui soit limite pour la semi-norme Ml d'une 
suite de fonctions étagées mesurables (cf. exerc. 11) ; en déduire que, sur 
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l'espace Y':, des fonctions IL-intkgrables, la topologie d é h i e  par la semi- 
norme M, est strictement moins fine que çclle définie par NI. Iiésultat 
analogue pour les semi-normes M .  et  Np, pour 1 6 p < -1 CG. 

d) Montrer que, sur l'espace :!P., on a &lm = IVx. 
e) On prend pour F un espace hilbertien ayanl  une base orthonor- 

male dénombrable rangée en une suite double (emn). Soit p la mesure de 
Lebesgiie sur 1' - (0, 1). Soit um l'applicalion de T dans F telle que 
u,(t) = em, pour (TL - 1)2-" 6 t < n2-" et  1 6 rL 6 Ln" et  u,(l) = 0 ; 

n 

on pose f, - 2 ui. Montrer que, pour 1 6 p < + m, (f,,) est une suite de 
i -- O 

Cauchy dans Ac,, mais ne converge vers aucune fonction de A!,. 
j )  Soit (f,,) une suite dt: Cauchy dans l'espace A:(, (1 6 p 6 + m) ; 

on suppose qu'il existe une application f de '1 dans F' telle que, pour tout 
z E F, la suite des fonctions :( z, f,) converge en mesure vers ( z, f i  (chap. 
IV, § 6, exerc . 11). iiforitrer que f E AB, et  q ~ l e  la siiite (f,) a pour limite f 
dans Ac,. 

g) On prend pour F l'espace de Banacli L1(N) des séries absolurnent 
convergentes ; son dual est 1'' = Lm(N) (Esp. oect. top., chap. lV, $ 1, 
exerc. 1). Soit p la mesure de 1,cbesgue sur 'l' = (0, 1). Soit f l'application 
de T dans F' telle que f ( O )  = 0 et, pour 2-" < t 6 T", f ( t )  est la suite 
dont tous les termes sont nuls, sauf le terme de rang n, égal à fLn/p pour 
1 6 p < + m .  Montrer que f est rnesiirablc pour la topologie forte sur F', 
e t  appartient à A$, mais qu'il n'existe aucune suite (f,) de fonctions 
étagées qui teride vers f dans l'espace Ai,. 

7 17) Soient p. la mesure de Lebesgiie sur 1' = (0, 11, F l'espace de 
,fi 

Ranach L1(N), J-" = Lm (N) son dual. Pour tout t E (0, 1(, soit t = C En2 " 
n =  O 

le développement dyadiqiie de t ; on désigne par f(t) la suite (En) E F', et  
on pose f(1)  = O. 

a) Montrer que la fonction f appartient à l'espace Ac, (cf. exerc. 16) 
pour 1 6 p 6 + m. 

6) iMoritrer que f es1 mesurable pour la topologie o ( F ,  F) et  que, 
pour cette topologie, il existe une suite de fonctions étagées q u i  converge 
presque partout vers f. 

c) Montrer que f n'est pas mesurable pour la topologie forte sur F' 
(remarquer que 1 f(t) - f(tl) 1 = 1 si O 6 t < t' < 1). 

d) Montrer que, dans l'espace A$,(l 6 p < + cc ), f n'est pas limite 
d'une suite de fonctions étagées. (Se ramener à ne considérer que les fonc- 
tions étagées combinaisons linéaires (à coefficients dans F') de fonctions 
caractéristiques d'intervalles dont les extrémités sont de la forme k/T2 ; 
si g est une telle fonction étagée, montrer qu'avec les notations de 
l'exerc. 16 b), on a M;(f - g) 2 114.) 

e) Montrer qu'il n'existe aucune application h de T dans F', mesurable 
pour la topologie forte, e t  telle que f - h soit scalairernent négligealde. 
(Remarquer que, pour une telle application, on aurait nécessairernent. 
N, (h) 6 1 ; obtenir alors une contradiction avec le rksultat de d).) 



18) Montrer que la prop. 8 subsiste lorsqii'on y remplace la condition 
que f soit p-mesurable (pour la topologie initiale de F) par la condition 
que f soit p-mesurable pour la topologie affaiblie o(F, F'). (Utiliser 
l'exerc. 19 c) du  chap. IV, $ 4.) 

7 19) Soit f une application scalairement essentiellement p-inté- 
grable de T dans F. Pour tout z' E Fr ,  on désigne par nf(zf) Sa classe dans 
U(p )  de la fonction (f,  z ' ) .  On dit que f est scalairem~nt bien intégrable si, 

pour toute fonction g E Lm (p.), on a gfdp. E F. .I' 
a)  Pour que f soit scalairement bien intégrable, il faut e t  il suffit 

que u, soit continue pour les topologies o(F1, F)  e t  o(IJ1. 1,"). Lorsqri'il rn 
est ainsi, l'image par a, de toute partie bquicoritinue de F' est une partie 
relativement faiblement compacte de L1. En  particulier : a )  pour toute 
partie équicontinue Hf de F' et  tout E > O, il existe une partie compacte 

/a 

L, de T telle que / (f,  e') d p  < E pour tout Z' E H' ; (3) pour toute 
I T -  L 

partie équicontinue II' de F' e t  tout  E > O il existe -q > O tel que, pour 

tout ensemble ouvert U c T de mesure p(U) < q, un ait / (f,  z')) 1 dp 6 E 

pour tout z' E H' (chap. V, $ 5, exerc. 17). .1,1 
h)  On suppose vérifiées les conditions a )  e l  P) de a) e t  en outre qu'il 

existe lin sous-espace H c L m ,  dense pour la topologie o(L" , L1) et  tel que, 

pour toute fonction g E Y" dont la classe est dans R ,  on ait /'gfdp +E F. 

Montrer que dans ces conditions, si on suppose en outre F quasi-complet, 
f est scalairement bien intégrable. (Se ramener d'abord au cas ou F est 

complet (pour sa topologie initiale), e t  remarquer que g + gfdp est une .i' 
application linéaire continue de Lm dans Fr*, lorsque Lm est muni de la 
topologie r (Lm , L1) et  F'* de la topoloqie de laconvergence uniforme dans 
les parties éqiiicontini~cs de Er.) 

c) On suppose que f soit scalairement bien intégrable. Montrer que 
pour toute suite de Cauchy (8:) pour ln topologie o ( F ,  F), la suite (uf(zL)) 
est fortement convergente dans L1 (utiliser l'exerc. 13 a )  du chap. IV, 5 6 et 
l'exerc. 28 O) du chap. V, § 5). En  déduire que, si A est l'image dela boule 

unité de Lm par l'application 5. -t gfdp, toute suite de Cauchy (z;) pour 

vergence uniforme dans A. 

l' 
la topologie o(F', F) est une suite de Cauchy pour la topologie de la con- 

d )  Déduire de c) que, si f est scalairement bien intégrable, l'image par 
LL[ de toute partie de E' équicontinue et  métrisable pour a(F1, F), est 
relativement fortement compacte dans L1. E n  particuliw, si F est le dual 
G' d'un espace localement convexe séparé G,  si on munit P d'une topo- 
logie compatible avec la dualité entre F e t  (;, et  si dans G' il existe une 
partie dbnombrable fortement partout dense, alors S'image par uf de 



3 1 E X E R C I C E S  85 

toute partie bornée de F' = G est relativement fortement compacte dans 
L1 (plonger G dans son bidual). 

20) Soient F un espace localement convexe séparé, F r  son dual, 
Gr l'ensemble des parties A' c F' telles que de toute suite de points de A' 
on puisse extraire une suite convergente pour a(Ff,  F). Montrer que, pour 
une partie bornée A de F, les conditions suivantes sont équivalentes : 
a) A est précompact pour la 6'-topologie ; P) toute suite convergente 
pour a(F1, F) converge uniformément dans A. (Soit G l'ensemble formé 
des parties finies de F et de A ; remarquer que F) entraîne que toute par- 
tie A' E G' est précompacte pour la 6-topologie, en utilisant l'exerc. 2 
de Top. gén., chap. II ,  § 4. Appliquer ensuite l'exerc. 12 de Esp. uect. top., 
chap. IV, § 1.) 

7 21) Soit f une application scalairement bien intégrable de T dans 
un espace localement convexe séparé quasi-complet F. 

a )  Montrer que l'image par g-+ gfdp de la boule unité de Lm est .I' 
une partie relativement compacte de F pour la topologie initiale, dans 
chacun des cas suivants: 10 il existe une partie dénombrable partout 
dense dans F ; 20 F est le dual G' d'un espace G, qui est métrisable ou 
limite inductive stricte d'une suite d'espaces métrisables, et F est muni 
de la topologie 7(Gr, G). (Utiliser I'exerc. 19 c) et I'exerc. 20 ; dans le 
cas 20, utiliser le th. de Smulian (Esp. oect. top., chap. IV, $2 ,  exerc. 13 c)). 

b) Montrer que la conclusion de a)  est encore valable lorsque, sans 
hypothèse nouvelle sur F, on suppose que f est mesurable. (En plongeant 
F dans un produit d'espaces de Banach, se ramener au cas où F est un 
espace de Banach ; puis, en utilisant I'exerc. 19 a) ,  se ramener au cas où T 
est compact ; appliquer alors le cas 1 0  de a)). 

22) Dans un espace localement convexe séparé F, soit (z,),,, une 
famille telle que l'application a-+ z, soit scalairement bien intégrable 
(exerc. 19) lorsqu'on munit A de la mesure définie par la masse + 1 en 
chaque point. 

a) Montrer que la famille (2,) est sommable pour toute topologie 
G compatible avec la dualité entre F et F' (utiliser l'eyerc. 19 a)). Réci- 
proque lorsque F est quasi-complet pour C. 

b) On suppose F = G', Fr = G, où G est un espace localement con- 
vexe séparé tel qu'il existe dans G' une partie dénombrable fortement 
partout dense. Montrer alors que (z,) est sommable pour la topologie 
forte sur Gr (qui n'est pas nécessairement compatible avec la dualité entre 
G' e t  G) (cf. exerc. 19 d)). Montrer que ce résultat ne s'étend pas au 
cas où G = L1(N), G' = Lm (N). 

23) Soit p. une mesure positive sur T, portée par une réunion dénom- 
brable d'ensembles compacts. 

a) Soit H un ensemble de fonctions numériques p-mesurables, tel 
que, pour tout t E T, on ait sup f(t) < + CO. ~ o n t r ë r  qu'il existe une fonc- 

f E H  
tion p-mesurable finie g, telle que f(t) < g(t) presque partout pour toute 
fonction f E H. (Se ramener au cas où p. est bornée et où les fonctions de H 



prennent leurs valeurs dans (- 1, + l ) ,  au moyen d'un homéomorphisme 
croissant de R sur cet intervalle. Considérer alors la borne supérieure 
dans L1(p) de l'ensemble des classes des fonctions de H (chap. IV, § 3. 
no 6, prop. 14) et remarquer qu'il existe une suite de fonctions de H qui 
converge presque partout vers g.) 

b) Soit f une application scalairement p-mesurable de T dans un 
espace localement convexe séparé F. Pour toute partie Br de Fr, bornée 
pour o(Ff, F) ,  montrer qu'il existe une fonction numérique mesurable et 
finie g,. telle que, pour tout z' E Br, on ait 1 <f(t), z') / < g,f(t) presque 
partout. 

c) Soient F un espace de Fréchet, f une application scalairement 
p-mesurable de T dans F. Montrer que, pour toute partie compacte K de T 
et  tout E > O, il existe un ensemble compact K' c K tel que p(K - KI) é E 

et  que la restriction de f à K' soit bornée (utiliser b)). 
24) Soit F un espace localement convexe séparé complet, contenant 

une partie dénombrable partout dense. Soit f une application de T dans F, 
scalairement p-mesurable et scalairement essentiellement bornée ; mon- 
trer que pour toute fonction g E Tl, gf est scalairement intégrable et 

r g f d p  E F. (Utiliser le th. 4 de Esp. vect. top., chap. IV, 8 2, no 5, en 
J 
remarquant que les parties équicontinues de F' sont métrisables pour 
a(Fr, F)  et  en appliquant le th. de Lebesgue.) 

7 25) Soit F un espace de Fréchet de type dénombrable, dans lequel 
toute suite de Cauchy pour a(F,  F r )  est convergente pour cette topologie 
(par exemple un espace L1(T', v), si T' admet une base dénombrable (chap. 
V, § 5, exerc. 18 b))). Montrer que toute application scalairement essentiel- 
lement intégrable f de T dans F est scalairement bien intégrable. (Prouver 
d'abord que pour toute fonction g E Y"(p) à support compact, on a 

S g f d p  E F, en remarquant que f est p-mesurable (no 5, prop. 12), et en ap- 

pliquant la prop. 8 du no 2 et l'hypothèse. En  déduire, à l'aide de l'hypo- 

thèse, p e L g f d p  E F pour toute fonction g E Y' et  tout ensemble A réu- 

nion dénombrable d'ensembles compacts. Avec les notations de I'exerc. 19, 
prouver enfin que l'image par ut de toute partie équicontinue de F r  est rela- 
tivement faiblement compacte dans LI, en utilisant le th. d'Eberlein (Esp.  
vect. top., chap. IV, 5 2, exerc. 15 b)) et  le fait que les parties équicontinues 
de F' sont métrisables pour a(F1, F)). 

26) Soit (f,) une suite de fonctions p-intégrables définies dans T, telles 
n 

que pour presque tout t E T, sup 1 f,(t) 1 < + a, et sup 1 f,(t) 1 dp(t)=+oo. 
n n d 

Montrer qu'il existe une suite (c,) de scalaires telle que C 1 c, 1 < + oo, et 
n 

que Zcnfn ne soit pas p-intégrable (appliquer à l'espace Ll(N) = F le th. 
R 

de Gelfand-Dunford). 
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27) Soient E un espace de Hanach réel de type dénombrable, Cr = E' 
son dual, Gr un sous-espace de E l  dense dans E, distinct de E et  tonnelé 
(Esp .  vect. top., chap. I I I ,  § 1, exerc. fi). Jlontrer que, si on munit G de la 
topologie a(G, Gr), e t  son dual Gr = l(G ; R) de la topologie de la conver- 
gence compacte, G' n'est pas quasi-romplet, e t  il y a dans G' une suite (x,) 
tendant vers O e t  une suite (A,) de nombres > O e t  de somme finie, telles 
que la série de terme général A,x, ne soit pas convergente dans Gr. (Re- 
marquer d'abord que toute partie de G bornée pour o(G, G') est bornée 
pour la norme sur G. Considérer un point a E E n'appartenant pas à G', e t  
une suite (a,) de points de G' qui converge vers a dans E et est telle que 
11 an+l - anIl < 1/2n). 

1 )  Montrer que, pour qu'une fonction numérique f sur T soit essen- 
tiellement intégrable pour toute mesure positive sur T, il faut e t  il sufflt 
qu'elle soit bornée, à support compact, e t  mesurable pour toute mesure 
positive sur T. 

2) Soient G un  espace tonnelé, H un espace semi-réflexif, F l'espace 
Ili,(G; H). Soit m une mesure vectorielle sur T, A valeurs dans F. Montrer 
que, pour toute fonction numérique f essentiellement intégrable pour m, 

r 
on a )  fdm E Fi (Remarquer que F est serni-réflexif.) Cas où H = R. 

3) Soit m une mesure vectorielle sur T, à valeurs dans F. Montrer 
que, pour toute fonction numérique f essentiellement intégrable pour m,  

/* 

on a 1 fdm E Fr' dans chacun des deux cas suivants : ci) F est distingué 

(ES;. vect. top., chap. IV, 8 3, exerc. 10) ; 4) F est un espace de Fréchet e t  
T est dénombrable a l'infini. (Dans les deux cas, plonger F dans F" et  
appliquer la méthode du cor. 1 de la prop. 3 ; dans le cas b ) ,  utiliser 
I'exerc. 21 d) de Esp. vect. top.,  chap. IV, § 3.) 

4) Soit m une mesure vectorielle sur T, à valeurs dans F. Montrer 
que, pour toute fonction numérique f ,O, semi-continue inférieurement et  

essentiellement intégrable pour m, on a / fdm E F" (utiliser le th. 1 du 
,' 

chap. IV, § 1, no 1). 
5) Soient F un espace localement convexe semi-réflexif, m une me- 

sure sur T à valeurs dans F. Montrer que, pour toute fonction numérique g 
0 

localement intégrable pour m, l'application f + fgdm de X(T) dans F J 
est une mesure sur T, notée g .  m ; pour qu'une fonction numérique h soit 
essentiellement intégrable pour g .  m, il faut e t  il suf i t  que gh soit essen- 

tiellement intégrable pour m, et  on a fh&.m)  = hgdrn. 
J J 

6) Soient F un  espace localement convexe semi-réflexif, muni d'une 
structure d'algèbre sur R telle que l'application (u, v )  + uv de F x F 



dans F soit séparément continue. Soit m une mesure sur S, a valeurs dans 
F, telle que m(fg) = m(f)m(g) pour f e t  g dans X(T). Montrer que si 
les fonctions numériques f ,  g sont telles que /, g e t  fg  appartiennent à 

i8(m),  on a [fgdrn = ( [;dm j/ L g d m ) .  (Traiter d'abord le cas où 

g E X(T) en considérant les deux mesures f + m(fg) e t  f - m(f)m(g) ; 
passer ail cas général en procédant de même et  utilisant I'exerc. 5). Cas 
où F = 'T(G), G étant réflexif e t  F muni de la topologie de la convergence 
simple ou de la topologie de la convergence simple faible. 

7) Soient p une mesure positive sur Tl m une mesure sur ?' à valeurs 
dans FI de base p et  de densité f par rapport à p. Soit q une semi- 
norme semi-continue inférieurement sur F. Montrer que si, pour toute 

partie compacte K de T, (y of)dp. est finie, on a, pour toute fonction 
, - . * b * 

p.-mesurable h à O, l'inégalité 1 hdq(m) Q ( (y  0f)hdp. (Utiliser le 
J .i 

lemme 1 du chap. V, § 2, no 2.) 
8) Soit m une mesure vectorielle sur T à valeurs dans F, y-majorable 

pour une semi-norme q semi-continue inférieurement dans F. Montrer 
que, pour toute fonction f 3 O de A(?'), on a 

lorsque (f,) parcourt l'ençemble des suites finies d'éléments de X(1') 

telles que ': l f , l  < f .  (Raisonner comme dans le th .  1 du chap. II,  § 2, 
Z 

no 3.) 
9) Soient T un espace localement compact dénombrable à l'infini, F 

un espace tonnelé séparé contenant une partie dénombrable partout dense, 
m une mesure vectorielle sur T à valeurs dans le dual faible F' de F. 
,Montrer qu'il existe sur T une mesure positive p telle que m soit scalaire- 
ment de base p.. (Utiliser la prop. 12 du chap \', 5.5, no 6, e t  la condition c') 
du th .  de Lebesgue-Nikodym, chap. VI $ 5 ,  no 3, th.  2.) 

T[ 10) Soit K un espace compact. Pour tout  espace quotient séparé 
K, de K, on identifie l'espace de Banach c'(KI) à un sous-espace fermé 
de C(K) par l'injection f 4 1 ox, où rr est l'application canonique de K 
sur KI. 

a )  Soit u une application linéaire continue de ( ' ( I i )  dans un espace 
localement convexe séparé quasi-complet F. Pour que 2~ transforme la 
boule unité de c"(K) en une partie de F relativement compacte pour 
o(F, Fr ) ,  il suffit que, pour tout espace quotient rxé t~wable  KI de K, la 
restriction de u a <"(KI) ait la même propriété. (Utiliser le th .  d'Eherlein 
(Esp. uect. top., chap. IV, $ 2, exerc. 15), e t  remarquer que toute suite 
(f,,) dans C(K) est contenue dans un sous-espace c'(KI), où K, est un 
espace quotient métrisable de K ; pour cela, on considérera l'application 
continue x -+ (f,(x)) de K dans RN.). 



h )  Pour tout cspace quotient séparé K, de K, la transposbe tlv l'in- 
jection canonique de < (KI) dans i (K)  est 1'applic.ation p + ~ ( p )  de 312(K) 
dans 3lZ(K,). On désigne par (JiZ(K))' le dual de l'espace de Ranach 31i(K) 
(bidual de ( ' (K)) .  Pour qu'une partie A de X ( K )  soit relativernent com- 
pacte pour o(.XL(K), (.,n(K))'), il faut et il suflit que, pour Lotit espace 
quotient métrisable K, de K, l'image canonique de A dans nii(K,) soit 
relativement compacte pour o(:)lt(K,), (JiZ(K,))'). (13ernarquer que est 
fortement borné ; on peut supposer alors que A est convexe, équilibré 
e t  fermé po:ir la topologie vague o(.)li (K) ,  ( (K))  (appliquer daris nii(K,) 
le chap. lV, S 4, exerc. 19) ; A est donc l'image de la boulc unité du diial 
F' d'un espace de Banach l;, par la transposée d'une application linéaire 
continue u de ('(K) dans 13' (considérer le polaire de A dans ( ( K ) )  ; appli- 
quer alors a).) 

7 11) Soient E', Cr deux espaces localement convexes séparés, G étant  
supposé quasi-coniplet ; soit u ilne application linéaire continue de F 
dans G ; sa transposée tu étant  fortement continue, la transposée l ( t r ~ )  est 
une application linéaire fortement et  faiblement continue de 1;" daris Gu. 
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 

cc) u transforme toute partie bornée de 1'  PI^ une partie relativerricrit 
compacte de G pour o(G, G'). 

(3) I(lu) applique I"' dans G. 
y) h est continue pour les topologies o(G1, G )  et o(F1, 1;"). 
8) tu transforme toute partie équicontinue de Cr1 en une partie rela- 

tivement compacte pour o(Fr,  FI'). 
(Utiliser le fait que toute partie bornbc de F es1 relativement coni- 

pacte dans 1;" pour o(F1', Fr ) .  Pour voir que 8) entraîne y),  considérer 
d'abord le cas oii G est complet, e t  utiliscr le th.  4 de Esp. vect. top., 
chap. IV, 2, no 5. Pour passer au  cas géncral, plonger G dans son 
complété e t  remarquer que tout point de F" cst adh6rcnt, poiir la 
topologie o(FU, Fr) ,  à ime partie bornée dc 17.) 

7 12) a )  Soient K un espace compact, E = E(K)  le sous-espace de RK 
formé des combinaisons linéaires de fonctions caractéristiques d'ensembles 
ouverts ; on identifie E à un sous-espace du bidual de ( (K).  Montrer qu'une 
suite de Cauchy poiir o(nll(K), E )  est convergente pour c ~ ( ~ m ( K ) ,  (31i(K))') 
(utiliser la prop. 12 et  l'exerc. 17 du chap. V, $ 5). En  déduire que toute 
partie A de 3lZ(K), relativement compacte pour la topologie o(nii(K), E), 
est relativement compacte pour la topologie o( (K) ,  (m(K)) ' ) .  
(Se ramener au cas où K est nictrisable en utilisant l'exerc. $0 b). 
Montrer que A est borné en appliquant I'exerc. 15 du chap. V, 5 5. 
Noter que sur A la topologie vague G ( ) K ( K ) ,  ('(K)) e t  la topologie 
o(J12(K), É) sont identiques, EZI ('(K) étant  l'adhérence de E dans le 
dual fort de 3li(K) ; en utilisant le fait  que ("K) est de type dénom- 
brable, cn déduire que de toute suite de points dc A on peut extraire 
une suite de Cauchy pour o(3îZ(K), E) ; achever en invoquant le th .  
d'Eberlrin.) 

h )  Soient T un espace localement compact, m une mesure vectorielle 
siir T à valeurs dans un espace localement convexe séparé e t  quasi- 



complet F. On suppose que, pour toute partie compacte K de T,  on ait 

L d m  E F ;  montrer que, pour toute fonction borélienne bornée f à support 

compact dans T, on a fdm E F, et que l'image par f -t fdm de l'en- .r S 
semble des fonctions boréliennes de support contenu dans un partie 
compacte K de T et  de norme 11 f 11 < 1, est relativement compacte pour 

o(F, F') (utiliser a )  et  l'exerc. 11, appliqué à u : f +,[/dm, où f par- 

court l'ensemble des combinaisons linéaires de fonctions caractéristiques 
de parties compactes de T).  

c) Soient F un espace localement convexe séparé et  quasi-complet, 
m une mesure vectorielle sur T à valeurs dans F, scalairement de hase p ; 
pour tout  z' E Fr, soit z' O m = g,?. p. Pour que la condition de b) soit 
remplie, il faut et  il sufi t  que, pour toute partie compacte K de T, toute 
partie équicontinue Hf de F' et tout  E > O, il existe 8;> O tel queles rela- 

tions A c K  et  p*(A) S 6 entraînent 1 g,, 1 dp < E pour tout z' E H' L* 
(utiliser I'exerc. 11 ci-dessus et  l'exerc. 17 du chap. V, 3 5) ; on dit alors 
que m est absolument continue par rapport à p (pour la topologie initiale 
de F). Toute mesure vectorielle à valeurs dans un espace semi-réflexif, 
e t  scalairement de base p, est absolument continue par rapport à p (cor. 2 
de la prop. 3). Toute mesure vectorielle majorable m à valeurs dans un 
espace de Banach F est absolument continue par rapport à 1 m 1 (pour la 
topologie initiale de F). 

T[ 13) Soient G un espace tonnelé séparé, F = G' son dual ; 
si, lorsqu'on munit F d'une topologie compatible avec la dualité entre 
F et  G, m est une mesure vectorielle sur T à valeurs dans F, m est 
encore une mesure vectorielle lorsque F est muni de la topologie forte 
du dual de G. 

On suppose m scalairement de base p;  m est alors absolument 
continue par rapport à p, lorsque F est muni de la topologie T(F, G)  
(exerc. 12 c)). Pour que m soit absolument continue par rapport à p 
lorsque F est muni de la topologie forte, il faut et il suffit que, pour toute 
partie compacte K de T et  toute suite (A,) de parties p-mesurables de K, 
l'image B par m de l'adhérence dans !ll(p) de l'ensemble des fonctions 
étagées de valeur absolue < 1, sur le clan engendré par la suite des A, 
(chap. IV, § 4, no 8), contienne une partie dénombrable dense pour la 
topologie forte de Gr. (Pour voir que la condition est sufisante, se 
ramener au cas où T = K est un espace stonien (chap. IV, § 4, exerc. 
10). Raisonner alors par l'absurde : si (A,) est une suite de parties à la 
fois ouvertes et fermées de K, en passant à un espace quotient métri- 
sable KI de K (exerc. 10 a)),  on peut supposer que les fonctions continues 
sur KI correspondant aux cpa, forment un ensemble total dans e(Kl). 
D'autre part, en considérant le quotient de G par le sous-espace ortho- 
gonal à B, on peut supposer que B est total dans F = Gr pour la topolo- 
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gie G(G', G) ; si II est le sous-espace d r  F = G' engendré par I3, l'hypo- 
thèse entraîne alors que toute partie born6e C de G est pr6compacte et  
métrisable pour o(G, 11). On p u t  donc de toute suitje bornec (a,) dr  
points de G extraire une suite de Cauchy pour O((;, 11) ; montrer qiic 
si (a,) est iine suite de Cauchy pour o(G, II),  c t  si on pose a, 0 m = f i z n .  y, 
la suite des classes des f ia dans I,l(y) est une suite de Cauchy pour la 
topoloqie o(TJ1, I I n )  ; en conclure finalemprit iine contradiction en utilisant 
les exerc. 17 et 18 du chap. V, 5). 

14) a )  Soient G un espace de Banach, F = G' son diial fort, g une 
application de T dans F appartenant à l'espace A& ( §  1, exerc. 
16). Montrer que, si p > 1, la mesure g.p est absolument continue 
par rapport à y (pour la topologie forte de F). 

b) On prend pour G l'espace de Banach L1(N), d'où G' = Lm (N) ; si 
f est la fonction définie dans I'exerc. 7 a) du § 1 (considérée comme prenant 
ses valeurs dans Gr), f est scalairement bien intégrable mais la mesure 
f . y n'est pas absolument continue par rapport à IL pour la topologie forte 
de Gr. 

7 15) a )  Soit f une application scalairement localement intégrable 
de T dans un espace localement convexe séparé et  quasi-complet F. Alors 
m = f .  y est une mesure vectorielle à valeurs dans FI* (pour la topologie 
a(Ff*, F')). Montrer que, si cette mesure est absolument continue (pour la 
topologie de la convergence uniforme dans les parties équicontiniies de 
Fr) ,  e t  si en outre f est p-mesurable (pour la topologie initiale de F), m est 
une mesure vectorielle à valeurs dans F. (litiliser la prop. 8 du § 1, no 2.) 
Si F est un  espace de Banach et  si, pour un p > 1, (z', f )  appartient à 

'@(y) pour tout  z' E F', la mesure m est absolument continue (cf. 
exerc. 14 a)) .  

b) Soient 1 = (0, l), f la fonction définie dans 1 x 1 (en utilisant 
l'hypothèse du continu) telle que, pour tout  t E 1, s -+ f (s ,  t )  soit la fonction 
caractéristique d'un ensemble dénombrable, et  pour tout  s E 1, t -+ f(s, t )  
soit la fonction caractéristique du complémentaire d'un ensemble dénom- 
brable (chap. V, § 8, exerc. 7 c)). On désigne par 1, l'intervalle 1 muni de la 
topologie discrète, par F l'espace de Banach %(I) = L"(1) des fonctions 
bornées sur 1 ; on peut identifier F à l'espace C'(Io) des fonctions continues 
sur le compactifié de ~ tone -cech  de Io. Pour tout s E 1, on désigne par 
g(s) l'élément t -+ f(s, t )  de F ; montrer que g est scalairement intégrable 

,7 

pour la mesure de Lebesgue y sur 1 ; mais ( gdp n'appartient pas à F. De 
J 

façon précise, g . y est une mesure vectorielle à valeurs dans F", égale à cp, 
où c est le vecteur constant identifié à la fonction caractéristique de 
* 
1, - 1, = E  (cf. exerc. 12 a)). (Décomposer toute mesure positive sur f,, en 
somme d'une mesure atomique et  d'une mesure diffuse (chap. V, § 10, 
prop. 15), et  remarquer que la mesure diffuse est portée par E.) E n  déduire 
qu'il n'existe aucune fonction p-mesurable h à valeurs dans F telle que 
h - g soit scalairement ?-négligeable (utiliser a)). 

16) On considère les applications u, de T = (0, 1) dans un espace 



de Hilbert de type dénombrable, définies au $ 1, exerc. 1, et on pose 
fk = u1 + . . . + uk ; montrer que les mesures vectorielles f k .  p convergent 
uniformément dans toute partie bornée de C(T) vers une mesure vecto- 
rielle m à valeurs dans F. En  outre, m se prolonge par continuité A l'es- 

paceii2(d, et  pour toute fonction f c t2, 0n.a //dm E F et J f d m  1 < N,(/) 

dans F ; en particulier, m est scalairement de base p et absolument conti- 
nue par rapport à pour la topologie forte (exerc. 12 c)). Toutefois, m  n'est 
de base v pour aucune mesure positive v sur T, et a fortiori (no 5, cor. 4 du 
th. 1) n'est pas majorable. (Se ramener au cas où v est de base p, en utili- 
sant le th. 3 du chap. V, $ 5 ,  no 7.) 

17) Soit p la mesure de Lebesgue sur T = (O, 1) ; l'application 
f -+ f .  p de P(T) dans 31L(T) est continue pour la topologie forte sur 3n(T), 
et est donc une mesure vectorielle m à valeurs dans cet espace de Banach. 
Montrer que m  est scalairement de base p et absolument continue par 
rapport a p pour la topologie forte, mais que m n'est pas de base p (pour 
la topologie forte sur 31Z(T)). (Remarquer que m est de base p pour la 
topologie vague o(3K(T), c"(T)), et en déduire que, si on avait m = g. pl où 
g est scalairement p-intégrable (pour la topologie forte sur sir(T)), on 
aurait nécessairement: g(t)  = E~ presque partout. Montrer que cela 
entraîne contradiction, en remarquant que, pour toute fonction numérique 
bornée 0 sur T, la forme linéaire s' : A 4 2 e( t )h( i  t ; )  sur 3t(T) est conti- 

t E T  

nue mais que (g, z') n'est pas nécessairement p-mesurable.) 
7 18) a) Soient T un espace localement compact, (Ka) un recouvre- 

ment localement fini de T par des ensembles compacts. Soient p une me- 
sure positive sur Tl pa la mesure induite par p sur Ka. On suppose que 
chacun des espaces Lm(Ka, p,) possède la propriété de relèvement. Mon- 
trer que LW(T, p.) possède la propriété de relèvement. 

b) Soient K un espace compact métrisable, p une mesure posi- 
tive sur K, (m,) une suite fondamentale (chap. IV, 5 5, exerc. 13) 
de partitions finies de K en ensembles intégrables. Pour toute partie 
intégrable A de K et tout élément TE L1(p), on pose A,(fi = O si p(A) = O, 

et h,(rf)= (p(A))-1 fdp dans le cas contraire ; pour tout n, on pose l 
p,(f) = hAk(fiYAk, si m. = (A*). Montrer que la suite (pdfi) de fonctions 

p-intégrables converge presque partout vers f. (Considérer d'abord le cas 
où f est une fonction continue. Etant donné un nombre arbitraire a > 0, 
montrer ensuite que la réunion B de tous les ensembles A appartenant à 

une au moins des partitions m, et tels que a .  p(A) < ,(fdl*, est mesurable 

et telle que p(B) < a-lJfdp. Approcher ensuite / dans 'il par une suite de 

fonctions continues.) 
c) Montrer que tout espace compact métrisable possède la propriété 
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de relèvement. (Soit un ultrafiltre sur N plus fin que le filtre de Fréchet; 
w 

montrer que p( f )  = limttpn(f) est un  relèvement de Lm.) 
d) Déduire de a) e t  c) que tout espace localement compact métri- 

sable possède (pour une mesure positive quelconque) la propriété de relè- 
vement. 

19) Soit p une mesure sur T telle que l'espace de Banach L1(y) soit 
de type dénombrable. Montrer que toute application linéaire continue de 
TJ1(p) dans le dual fort F' d'un espace de Banach quelconque F s'obtient 

par passage au  quotient partir d'une application de la forme g +,/ gfdp, 

où f E %y,. (Se ramener au th. de Dunford-Pettiq en utilisant l'exerc. 7 
de Esp. vect. top., chap. IV, $ 5.) 

T[ 20) Soient F un espace de FrHchet de t y p ~  dénornbrahlc, F' son 
dual, p une mesure positive sur T, m une mesure sur T a valeurs dans le 
dual faible Fi, scalairrment de base p. Pour  que  m soit de base y, il faut  
c t  il suf i t  que la condition suivante soit remplie : pour tout E > O et  
toute partie compacte K de T, il existe ilne partie compacte Kl c K telle 
que p(K - Ki) 6 E, e l  que l'image par m de l'ensemble des fonctions 
p-mesurables g, bornées, de support contenu dans K, et  vérifiant 

g Idil Q I , soit une partie équicontinuc de F'. (On se rappellera que 

'gdm E F' pour toute fonction y-mesurable g bornée et ii support com- 

pact ; cf. cor. 2 de la prop. 3. Pour montrer que la condition est nécessaire, 
utiliser la prop. 13 du $ 1,  no 5 e t  la prop. 5 du 5 1,  no 2. Pour voir que la 
condition est sufisante, considérer d'abord le cas où T est compact ; en 
appliquant le cor. 3 du th. 1,  no 5, montrer d'abord qu'il y a une parti- 
tion de T en un ensemble négligeable N et en une suite (K,) d'ensembles 
compacts, e t  une application mesurable g de T dans Fi, telles que 

I i d m  =Jgfdy pour toute fonction / E Im (p) nulle dans le complémen- 

taire d'une réunion d'un nombre fini d'ensembles K, ; pour prouver que 
m = g . p, utiliser les exerc. 18 b) e t  22 a) du chap. V, $5 .  Enfin, pour pas- 
ser au cas où T est un espace localement compact quelconque, utiliser la 
prop. 4 du chap. V, 1, no 4.) 

T[ 21) Soient F un espace de Banach, u une forme linéaire continue 
sur l'espace de Banach I$(T, p) ; on désigne par q l'exposant conjugué 
de p,  par 8 l'espace des fonctions étagées nurn6riques sur les ensembles 
p-intégrables. On peut écrire, pour f E 'Y, z E F, u(fz) = ( z, m(/)), où 
m est une application linéaire continue de Yp dans F' telle que 
1 m(f) l Il u Il. *P(f). 

a) Soit (A,), , ,-, une suite finie d'ensembles y-intégrables non 
négligeables, deux à deux disjoints. Montrer que l'on a 

( 1 m h J  lq/(v(At))q-l) Il u Ilq. 



(Pour tout  système (aJl . de vecteurs de F tels que 1 a, 1 = 1, consi- 

dérer la forme linéaire (t) + u ( ~ [ , a , ? ~ ~ )  sur Rn, et  appliquer le th. 4 
1. 

du chap. V, $ 5, no 8, à une mesure de support fini.) En  déduire que, si 

KnkoWski). 
b) Pour toute fonction positive f E I ; ,  on pose v(/) = sup (C 1 m(jq,,) 1 ) 

Z 

où (Ai) parcourt l'ensemble dcs suitcs finies d'ensembles p-intégrables, 
deux à deux disjoints. Montrer que v est la restriction à 8 d'une mesure 
positive de base p (notée encore v) sur T, telle que / m(f) 1 < v(f) pour toute 
fonction positive f E t ;  (utiliser a)) .  

c) Montrer que, si F est de type dénombrable, il existe une applica- 

tion g de T dans F r ,  scalairement p-mesurable, telle que u(i) =j j f ,  g d p  

pour toute fonction f E Y';, et  que I j  u Ij = Di,(g). (Pour établir la dernière 
égalité, utiliser la prop. 13 du 9 1, no 5 et  l'exerc. 13 du 5 1.) 

d) Déduire de c) que, si F est un cspace de Banach réflexif de type 
dénombrable, l'espace L; est réflexif pour 1 < p < + m (appliquer la 
prop. 12 du § 1, no 5). 

7 22) Soient F un espace localement convexe séparé, G l'ensemble 
des parties de F convexes, équilibrées et  compactes pour o(F,  Fr), 6' l'en- 
semble des partics de F' convexes, équicoritinues, équilibrées et  com- 
pactes pour o(F', F"). 

a )  On suppose que toute partie de 6 est précompacte pour la 6'- 
topologie. Montrer que toute application linéaire continue ir de F dans 
un  espace localement convexe séparé quasi-complet C i ,  qui transforme 
les parties bornées de F en parties relativement compactes pour o(G, G'), 
transforme toute partie appartenant à G en une partie relativement 
compacte de G pour la topologie initiale. (Utiliser l'exerc. 12 de Esp. 
vect. top., chap. IV, § 1, e t  l'exerc. 11 ci-dessus.) Réciproque (considérer 
l'application canonique de F dans son complété pour la (5'-topologie). 

6 )  On suppose que F est un espace métrisable ou une limite induc- 
tive stricte d'espaces métrisables. Montrer que la condition de a) est 
remplie si toute suite de Cauchy pour o(F, F') est une suite de Cauchy 
pour la 6'-topologie (utiliser le th.  de ~ m u l i a n  (Esp. vect. top. , chap. IV, 
5 2, exerc. 13 c))). 

c) On suppose F infratonnelé (Esp. vect.,top., chap. I I I ,  $ 2, exerc. 12) 
e t  on désigne par 6" l'ensemble des parties de F" convexes, équiconti- 
nues, équilibrées e t  compactes pour o(FU, F"'). Montrer que, si toute 
partie de 6' est précompacte pour la (5"-topologie, alors toute partie de 

est précompacte pour la 6'-topologie. (Utiliser l'exerc. 12 de Esp. vect. 
top., chap. IV, § 1, et remarquer que la topologie initiale de F est induite 
par la topologie forte sur Fu.) 

7 23) Soient T un espace localement compact, p une mesure positive 
sur T,  F l'un des trois espaces de Banach X(T), L1(p), Lm(p). Soit u une 
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application linéaire continue de F dans un espace quasi-complet G, qui 
transforme la boule unité de F en une partie relativement compacte de 
G pour o(G, G'). Montrer que u transforme toute partie de F relativement 
compacte pour o(F, F') en une partie de G relativement compacte pour 
la topologie initiale. (Appliquer l'exerc. 22 c) pour ramener le cas F = LI(?) 
au cas F = Lm(p) ; utiliser l'exerc. 13 du chap. II ,  1 pour ramener le 
cas F = Lm(p) au cas F = d(S) où S est un espace compact convenable. - 
Si F = X(T), appliquer l'exerc. 22 b), puis utiliser les exerc. 24 b) et 17 
du chap. V, 5 5 ; on notera qu'une suite de Cauchy pour o(F, Fr )  converge 
simplement dans T, et a jortiori converge en mesure pour toute mesure 
bornée sur T.) 

7 24) Soient t ~ .  une mesure positive sur T, u une application linéaire 
de L1(p) dans un espace de Banach F, transformant la boule unité de 
L1(p) en une partie relativement compacte de F pour o(F, F'). Montrer 
qu'il existe une application p.-mesurable f de T dans F, telle que 
1 f(t) 1 < II u II pour tout t E T et que l'on ait 

pour toute fonction g E gl(p) (théorème de Dunford-Pettis-PhiLlips). (Se 
ramener d'abord au cas où T est compact à l'aide de la prop. 4 du chap. V, 
$ 1, no 4. La boule unité B de Lm ( p )  c L1(u) est alors relativement com- 
pacte pour o(L1, L m )  (chap. V, § 5, exerc. 17) ; en utilisant l'exerc. 23, 
montrer que le sous-espace vectoriel fermé de F engendré par u(L1) est de 
type dénombrable. On peut donc se ramener au cas où F est de type dénom- - 
brable et où u(L1j = F. L'adhérence A dans F de l'image par u de la boule 
unité de L1 est alors compacte pour o(F, F') (chap. IV, 5 4, exerc. 19) ; 
montrer qu'elle est métrisable pour cette topologie (Esp. uect. top., 
chap. IV, $ 2 ,  nu 2, cor. de la prop. 3). Remarquer que A s'identifie alors 
à la boule unité du dual de l'espace normé G obtenu en munissant 
F' de la norme égale à la jauge de AO. Montrer que G est de type dénom- 
brable, et se ramener ainsi à appliquer le th. de Dunford-Pettis (cor. 2 
du th. 1)). 

7 25) Soit p une mesure positive sur S. 
a)  Soit f une application scalairement p-mesurable de T dans un 

espace de Banach F ,  telle que f(T) soit relativement compacte pour 
o(F, Fr).  Montrer qu'il existe une application p-mesurable g de T dans F, 
telle que f - g soit scalairement localement négligeable. (Considérer 

l'application -t fhdp de L1(p) dans F, et lui appliquer l'exerc. 24, en Ĵ  
utilisant aussi l'exerc. 19 du chap. IV, 5 4.) 

b) Soit f une application scalairement p.-mesurable de T dans un es- 
pace de Fréchet réflexif F. Montrer qu'il existe une application p-mesu- 
rable g de T dans F telle que f - g soit scalairement localement négligeable 
(cf. exerc. 15 b)) .  (Se ramener au  cas où T est compact, en utilisant la 



prop. 4 du chap. V, § 1, no 4. Appliquer ensuite l'exerc. 23 c) du $1  pour 
se ramener au cas où f(T) est borné dans F. Plonger ensuite F dans un 
produit dénombrable d'espaces de Banach, et utiliser a)). 

c) Soit f une application de T dans un espace de Fréchet F, p-mesu- 
rable pour la topologie o(F, Fr). Montrer que f est p-mesurable pour la 
topologie initiale de F. (Se ramener au cas où T est compact et  f continue 
pour la topologie o(F, Fr) ; terminer comme dans b).) 

fl 26) Soient S, T deux espaces compacts, f une fonction numérique 
finie définie dans S x T. 

a) Pour que l'application s -+ f(s, . ) de S dans RT soit une appli- 
cation continue de S dans l'espace C(T) muni de la topologie o(C"(T), 31i(T)), 
il faut et il suffit que f soit bornée et que chacune des applications par- 
tielles f (s, . ), f (. , t )  (s E S, t E T )  soit continue. (Pour voir que la condi- 
tion est suffisante, montrer d'abord que l'image M de S par s -t f(s, .) 
est compacte pour o(C(T), 31i(T)). Pour cela, remarquer que s -+ f(s, .) 
est continue lorsque c"(T) est muni de la topologie de la convergence 
simple dans T ; utiliser le th. d7Eberlein (Esp. uect. top., chap. IV, $ 2, 
exerc. 15) pour se ramener à prouver que toute suite (f(s,, .)) a une 
valeur d'adhérence dans è(T) pour a(c':(T), 31i(T)). Se ramener au cas 
où T est métrisable, en considérant un espace quotient convenable de T 
(cf. exerc. 10 a)),  et remarquer que, sur une partie de C(T) relativement 
compacte pour la topologie de la convergence simple dans T, cette topo- 
logie est identique à la topologie de la convergence simple dans une 
partie partout dense de T. Obteqir ainsi une suite extraite de (f(sn, .)) 
qui converge simplement dans T, et appliquer le th. de Lebesgue. Enfin, 
remarquer que sur M la topologie o(c'(T), 3li(T)) et la topologie de la 
convergence simple sont identiques.) 

b) On suppose que chacune des applications partielles f(s, . ), f (  . , t )  
soit continue (s E S, t E T). Montrer que, pour toute mesure positive p. sur 
S et  tout  E > O, il existe une partie compacte K c S telle que p.@ - K) < E 

et que la restriction de f à K x T soit continue. (Se ramener au cas où f 
est bornée ; appliquer a) et l'exerc. 25 c).) 

c) Les hypothèses étant les mêmes que dans b), montrer que f est 
mesurable pour toute mesure v sur S x T. (Appliquer b) à l'image de v 
par la projection de S x T sur S.) 

27) Soit m une mesure vectorielle sur T à valeurs dans un espace 
localement convexe séparé F. 

n 

a) Montrer que, si le support de mest fini, m = où les c6 E F. 
i= 1 

b) Si F est un espace de Banach, et si m est continue pour la to- 
pologie de la convergence compacte, montrer que m a un support 
compact. 

c) Donner un exemple de mesure à valeurs dans RN, de support 
non compact, e t  qui est continue pour la topologie de la convergence 
compacte. 
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1) On suppose remplies les hypothèses du th. 1 du no 1. Soit h une 
fonction localement y-intégrable, telle que p soit (h .  p)-propre. Montrer 

que la fonction b -+ g(b) = h(t)dhb(t), définie localement presque partout S 
dans B (pour la mesure v = p(p)) est telle que p(h. [L) = g.v. 

2) Soient B un espace localement compact, (v,):,, la famille de 
toutes les mesures positives sur B. Soit T l'espace produit 1 x B, 1 étant 
muni de la topologie discrète, et soit v la mesure sur T dont la restriction 
à 1 LI x B est l'image canonique de la mesure v, sur B, pour tout r E 1. Soit 
p la projection de T sur B ; montrer que, s'il existe dans B une partie 
compacte non dénombrable, v n'admet pas de mesure pseudo-image par p; 
(Montrer que tout point de B serait de mesure > O pour une telle mesure.) 

3) Donner un exemple d'une mesure positive p sur un espace locale- 
ment compact polonais T et d'une application continue p de T dans un 
espace localement compact polonais B, telle que p ne soit pas p-propre. 

4) Soient T l'intervalle (0 , l )  de R, p la mesure de Lebesgue sur T. 
Soit R 1 x, y j la relation d'équivalence x - y E Q dans T. Montrer que R 
n'est pas p-mesurable (appliquer le th. 3 du no 4), mais que le graphe de 
R dans T x T est négligeable pour la mesure produit p @ p. 

5) Soit T la réunion de l'ensemble triadique de Cantor K c (O, 1) et 
de l'intervalle 1 = (1, 2) de R, et soit p la mesure induite sur l'espace 
compact T par la mesure de Lebesgue. Soit P une partie non mesurable 
de 1 ayant la puissance du continu (chap. IV, $ 4, exerc. 8), et soit + une 
bijection de K sur P. On considère dans T la relation d'équivalence R 
pour laquelle tout point x n'appartenant pas à I< u P est sa propre classe 
d'équivalence, et la classe d'un point y E K est formée de y et de +(y). 
Montrer que R est p-mesurable, mais que le saturé de K pour R n'est pas 
p-mesurable. 

6) Soient T un espace localement compact polonais, p une mesure 
positive sur T,  R une relation d'équivalence p-mesurable sur T, p une 
application p-mesurable de T dans un espace localement compact polonais 
B tel que p(x) = p(y) soit équivalente à R x, y i, v une mesure pseudo- 
image de p par p, b -t h b  une désintégration de p par R. Pour tout b E B 
tel que A b  # O, soit C ( b )  la classe mod. R qui porte hb ; montrer que 
vqa). p est proportionnelle a Ab. Donner un exemple où cpccb). p = O 
pour tout b E B. 

7) Soient T un espace localement compact polonais, p une mesure 
positive bornée sur T, R une relation d'équivalence p-mesurable sur 
T. Soit fi le sous-ensemble de l'espace 3lZ(T) des mesures sur T,  'ormé 
des mesures A > O, de masse totale < 1 et non nulles; SZ est localement 
compact lorsqu'on le munit de la topologie vague (chap. III,  $ 2, no 7, 
cor. 2 de la prop. 9). Montrer qu'il existe sur Q une mesure positive p 
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Bo de Q dont les éléments sont des mesures de masse totale 1, portRes par 
les classes mod. R, deux éléments distincts de Bo étant  portés par des 
classes distinctes. (Considérer une désintégration b -t A b  de IL par la rela- 
tion R, telle que tous les aient une masse totale 1, et  l'image de B par 
l'application b i- hh de B dans Q ; utiliser le th .  4.) 

8) Soient T l'intervalle (0, 2) dans R, !i la mesure de Lnbesgite  sur^. 
Soit A un  ensemhle non borélien contenu dans l'ensemble de Cantor 
K c (O, 1) (cf. Top. gin., chap. IV, 5 8, exerc. 16 et chap. IX ,  2e éd., 
S 6, exerc. 6). Soit S la relation d'équivalence dans 7' dont les classes 
d'équivalence sont les ensembles ) z j pour z A u (A + l ) et  les ensembles 
) 2, z + 1 1 pour x E A. Montrer que S est p-mesurable mais qu'il n'nuiste 
aucune section borélienne pour S. 

9) Soient K un espace compact niétrisable, f une application continue 
de K dans un espace topologique séparé E, k un entier quelconque > 1. 

On désigne par Bk la partie de E formée des y tels que f iy)  contienne au 
- 1 

moins k points distincts ; montrer que Ak = /(Bk) est un ensemble boré- 
lien dans K (pour tout entier n > O, soit B k ,  la partie de E formée des y 

tels que f i y )  contienne air moins Ic points dont les distances mutuelles 
soient toutes 3 l l n  ; montrer que B k ,  est fermé). 

10) Soient K un espace compact métrisable, p une mesure positive 
sur K, j une application IL-mesurable de K dans un espace topologique 
séparé E. On désigne par 1 (resp. 11) la partie de E formée des y tels que 
-1 

/(y) soit infini (resp. non dénombrable). 
a) Montrer qu'il existe dans K un ensemble pmesurable H tel que 

/ ( H )  = 1 et  que, pour tout  y E E, &) n C H soit fini. (Soit (K,) uni. suite 
croissante de parties compactes de K telle que la restriction de f à chaque 
K, soit continue et  que le complémentaire N de la réunion F des IC, soit 
u-négligeable ; pour tout k > 1, soit Bk la partie de E formée des y tels 

- 1 - 1 

que F n /(y) contienne au moins k points distincts, et, soit,Ak - F n /(Bk) ; 

prendre pour H la réunion de l'ensemble A = 

N n j(1), e t  utiliser l'exerc. 9.) 
A 

b) Soit 3 l'ensemble des parties y-mesurables M c H telles que pour 

tout  y E E, M n &j) soit fini ; soit la borne supérieure des mesures p(M) 
pour M E 5 ; il existe une suite croissante (M,) d'ensembles de 5 tellc que 

lim p(M,,) = or. Soit P = U Mn, et soit S une section mesurable de 
lt  + a 

H n G P pour la relation d'équivalence /(z) = /(y) (th. 3) ; montrer que 
p(S) = o. 
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c) Montrer qu'il existe un ensemble IL-négligeable Z c K tel que 
f(Z) = U, e t  que, pour tout  E > O, il existe un ensemble p-mesurable 
L c K tel que p(L) < E et f(L) = 1 (remarquer que pour tout n, on'a 

f ( H  n fi Mn) = 1 et  que U c f(S)). 
7 11) Soient K un espace compact métrisable, y une mesure positive 

sur K, f une application p-mesurable de K dans un espace localement 
compact T, v une mesure positive sur T ; 1 et U ont la même signification 
que dans l'exerc. 10. 

a )  On suppose que, pour tout ensemble p.-négligeable N c K, f(N) soit 
v-négligeable. Alors U est v-négligeable et, pour toute partie p-mesurable 
A c K, /(A) est v-mesurable. 

6) Pour que 1 soit v-négligeable et que l'image par f de tout ensemble 
p-négligeable soit v-négligeable, il faut et  il sufi t  quc 1 satisfasse à la condi- 
tion suivante : pour tout  E > O, il existe S > O tel que, pour toute partie 
A c  K, p-mesurable et  telle que y(A) 6 8, f(A) soit v-mesurable et  que 
l'on ait v(f(A)) < E .  (Pour voir que la condition :est nécessaire, raisonner 
par l'absurde, en considérant une suite décroissante (A,) d'ensembles 
p-mesurables, dont l'intersectioii soit p-négligeable, mais tels que 

v(f(An)) 2 a > O ; prendre alors l'intersection des /(A,) et de c 1.) 
12) Soient E l'espace compact non métrisable obtenu en munis- 

sant l'intervalle (- 1, + 1) de R de la  topologie G définie dans I'exerc. 13 a )  
de Top. gin., chap. IX,  2e éd., § 2 ; soit cp l'application x + 1 x 1 de k; sur 
1 = (0, 1) (muni de la topologie induite par celle de R). 

a )  Montrer que <p est continue et que, si on désigne par 5 I 'ense~iibl~ 
- 1 

des parties de E de la forme rp(A), où h est une partie borélienne de 1, 
les parties boréliennes de E sont les parties B telles qu'il existe M E 8 
pour lequel B n C M et M n C B soient dénombrables (remarquer que tout, 
ensemble ouvert de E appartient a 5). 

6 )  Montrer que, p.our qu'une fonction numérique f définie dans E: 
soit continue (pour G), il faut et il sufit qu'elle soit réglée et que, pour tout 
x E E, on ait f(x -) - f((- x) +). On définit donc une mesure positive p 

sur E en posant fdp. = f(x)dx. Montrer que l'image de y par cp est d' L1 
la  mesure de Lebesgue sur 1, et  que les ensembles p-négligeables sont les 
parties négligeables pour la mesure de Lebesguc sur (- 1, + 1). 

c )  Déduire de a) e t  b) qu'il n'existe pas de section p-mesurable pour 
la relation d'équivalence p-mesurable ~ ( z )  = y(y) dans E. 



N O T E  H I S T O K I Q U E  

(N.-B. - Les chiffres romains renvoient à la hibliographie placée à 
la fin de cette note.) 

Avec le développement du (( calcul vectoriel u au cours du xlxe 
siècle, il était courant d'avoir à intégrer des fonctions vectorielles, mais 
tant qu'il rie s'agissait que de fonctions à valeurs dans des espaces de 
dimension finie, cette opération ne posait aucun problème. C'est seule- 
ment avec la théorie spectrale de Hilbert que l'on rencontre des opéra- 
tions qui mènent naturellement à une notion plus générale d'intégrale : 
cette théorie conduit en effet à associer à toute forme hermitienne con- 
tinue @(x, y) sur un espace hilbertien H, une famille (E(h))>5,R de pro- 
jecteurs orthogonaux ayant la propriété que, pour tout  couple (x, y) de 
vecteurs de H, la fonction A +  (E(A)x 1 y) soit à variation bornée et que 

l'on ait @(x, y) = Ad((E(A)x y)) ; si l'on associe à @ l'opérateur her- l 
mitien A tel que @(x, y) = (Ax 1 y), il était tentant d'écrire la formule 

précédente A = hdE(A). Mais c'est seulement à partir de 1935 environ, J 
après l'introduction par Bochner de l'intégration ((( forte 1)) d'une fonc- 
tion à valeurs dans un espace de Banach, qu'on commença à se préoccu- 
per de définir l'intégrale de fonctions vectorielles (ou l'intégrale par 
rapport à une mesure vectorielle) de façon à pouvoir écrire légitimement 
des formules telles que la précédente. Cette extension fut réalisée essen- 
tiellement par Gelfand (III) ,  Dunford e t  Pettis (IV) et (V)) ; leurs résul- 
ta t s  sont énoncés pour des espaces de Banach, mais s'étendent sans peine 
à des espaces localement convexes plus généraux. 

' L'idée de décomposer un volume en (( tranches )) et de ramener une 
intégrale étendue à ce volume à une intégrale sur chaque tranche, suivie 
d'une intégration simple, a toujours été utilisée en Analyse depuis les 
débuts du Calcul infinitésimal (le (( Calcul des indivisibles n de Cavalieri 
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n'étant qu'une première ébauche de ce principe, que l'on pourrait mênie 
faire remonter à Archimède (v. Note hist. du Livre IV, chap. 1-11-111)). 
Mais dans les applications classiques, les cc tranches )) étaient toujours de 
nature très spéciale et très réguliére (le plus souvent des parties ouvertes 
de surfaces analytiques dépendant analytiquement d'un paramètre) ; 
il ne pouvait d'ailleurs guère en être autrement en l'absence d'une 
théorie générale de l'intégration. Le problème général de la désintégra- 
tion d'une mesure fut posé et résolu par von Neumann en 1932, à propos 
de la théorie ergodique (1) ; presque en même temps (et indépendamment) 
Iiolmogoroff, en posant les fondements axiomatiques de la Théorie des 
Probabilités, était amené à définir de façon générale la notion de c( pro- 
babilité conditionnelle )) et à en prouver l'existence, problème essentielle- 
ment équivalent à celui de la désintégration d'une mesure (II). 
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I N D E X  D E S  N O T A T I O N S  

Les chiffres de référence indiquent successivement le paragraphe et  le nu- 
méro (ou, exceptionnellement, l'exercice). 

F', F", FI*, F, ( F  espace localement convexe séparé) : Introduction. 
JC(T), XR(T),  Xc(T),  JC(T, A), Xc(T, A) : Introduction. 
( f ,  z t ) ,  ( d ,  f )  : 1. 

/'fdp, [f(t)dp(t) (f fonction vectorielle, p mesure positive) : 1, 1. 
J J 
gf, fg (f fonction vectorielle, g fonction scalaire) : 1, 1. 
e'(T) : 1, 6. 

[/dm, î / ( t )dm(t)  (f fonction numérique, m mesure vectorielle) : 2, 1 et 2, 2. 
J J 
g. m (g fonction numérique, m mesure vectorielle) : 2, 1. 
T(m) : 2, 2. 
q(m), 1 m 1 (q semi-norme, m mesure vectorielle) : 2, 3.  
f . p  (f fonction vectorielle, p mesure positive) : 2, 4. 
9gi, L;; : 2, 5 .  
(f ,  g) ( f ,  g fonctions vectorielles) : 2, 6. 

1 ,  fdm (f fonction vectorielle, m mesure vectorielle) : 2, 7. J 
1 m / , j f d m  (m mesure complexe) : 2, 8. 

%$'(T, m), ~ F ( T ,  m), LF(T, m) (m mesure complexe) : 2, 8. 
h .  m (rn mesure complexe) : 2, 8. 
k (m mesure complexe) : 2, 8. 
Il m 11 (m mesure complexe) : 2, 9. 
~ ( m ) ,  my, m@m' (m, m' mesures complexes) : 2, 10. 
%(F~,  F2), r @ , @  : App., 1. 
Eu,  Fu, E:, FA, %(E, F )  : App., 1. 
A$',(T, p),  Mp, M$ : 1, exerc. 16. 
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Les chiffres de référence indiquent successivement le paragraphe 
cl  le niiniéro (ou, cxccpt,ionnellement, l'exercice). 

Application m-propre (171 rnesure complexe) : 2. 10. 
Base (mesure vectorielle de -- p) : 2, 4. 
Base (mesure de - m) : 2, 8. 
Bornée (mesure complexe) : 2, 9. 
Classe pseudo-image d'une classe de mesures : 3, 2 . 
Complexe (mesure) : 2, 8. 
Conjuguée (mesure complexe) : 2 ,  8. 
Densité d'une mesure vectorielle par rapport à une mesure positive : 2. k .  
Densité par rapport. i une mesure complexe : 2 ,  8. 
Désintégration d'une mesure y rclativenient à une application p-propre : :3,  1. 
Désintégration d'unc mesure y relative à une pseudo-image de y : 3, 3. 
Désintégration d'une mesure par une relation d'équivalence mestirable : 3, 5. 
Equivalentcs (mesures complexes) : 2, 8. 
Essentiellement intégrable (fonclion) pour une mesure vectorielle : 2, 2.  
Fonction essentiellement intégrable pour une mesure vcct,oriellc : 2 ,  2. 
Fonction scalairement bien intégrable : 1, exerc. 19. 
Fonction scalairement essentiellement intégrable : l ,  2 .  
Image d'une mesure complexe : 2, 10. 
[maginaire (partie) d'une mesure complexe : 2,  8. 
Induite (mesure complexe) : 2, 10. 
Intkgrale d'une fonction numérique par rapport a une mesure vectorielle : 2, 2.  
Intégrale d'une fonction vectorielle par rapport à une mesure positive : 1, 1. 
Intégrale d'une fonction vectorielle par rapport à une mesure vectorielle : 2, 7. 
Majorable (mesure, mesure y-) : 2, 3. 
Mesurable (relation d'équivalence) : 3, 4 .  
Mesurable (section) : 3, 4. 
Mesure complexe : 2, 8. 
Mesure complexe bornée : 2, 9. 
Mesure complexe conjuguée : 2, 8. 
Mesure complexe de base m : 2, 8. 
Mesure complexe induite : 2, 10. 
Mesure complexe produit : 2 ,10 .  
Mesure pseudo-image : 3,  2. 
Mesure quotient d'une mesure par une relation d'équivalence : 3,  5. 
Mesure réelle : 2, 1. 
Mesure scalaire : 2, 1. 
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Mesure vectorielle : 2,  1. 
Mesure vectorielle de base p : 2, 4.  
Mesure vectorielle majorable : 2, 3. 
Mesure vectorielle q-majorable : 2, 3. 
Mesure vectorielle scalairement de base p : 2 ,  5. 
Mesures complexes équivalentes : 2 ,  8. 
Partie imaginaire, partie réelle d'une mesure complexe : 2, 8. 
Propre (application m-) : 2, 10. 
Propriété de relèvement : 2, 5. 
Propriéth (GDF) : 1, 4. 
Pseudo-image (classe, mesure) : 3, 2. 
Quotient par une relation d'équivalence (mesure) : :i, 5. 
Réelle (mesure) : 2, 1 
Réelle (partie) d'une mesure complexe : 2 ,  8 .  
Relation d'équivalence mesurable : 3, 4. 
Relation d'équivalence séparée : :i, 4 .  
Relèvement (propriété de) : 2, 5. 
Scalaire (mesure) : 2, 1. 
Scalairement (fonction possédant - une propriété) : 1 ,  1 .  
Scalairement bien intégrable : 1, exerc. 19. 
Scalairement de base p (mesure) : 2, 5. 
Scalairement essentiellemenl int6grable (fonclion) : 1, 1 el  2,  10 
Section mesurable : 3, 4. 
Séparée (relation d'équivalence) : 3, 4 .  
Support d'une mesure vectorielle : 2 ,  1. 
Valeur absolue d'une mesure complexe : 2, 8 
Vectorielle (mesuw) : 2, 1. 
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