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CHAPITRE VI1 

MESURE DE HAAR 

Dans ce chapitre et le suivant, lorsque nous parlerons d'une 
fonction (resp. d'une mesure), il s'agira indifféremment d'une 
fonction (resp. d'une mesnre) réelle ou  complexe ; s i  T est u n  
espace localement compact, la notation X ( T )  désignera indiffé- 
remment l'espace X , ( T )  ou l'espace T c ( T )  ; de même pour les 
notations Y(T), V(T), LP(T, p), dd(T) ,  etc. I l  est naturellement 
sous-entendu que dans une question où interviennent plusieurs 
fonctions, mesures ou espaces vectoriels, les résultats obtenus 
sont valables lorsque ces fonctions, mesures ou espaces vectoriels 
sont tous réels ou tous complexes. L'espace X ( T )  sera toujours 
supposé m u n i  de la topologie de la convergence uniforme, l'espace 
V(T) de la topologie de la convergence compacte, et l'espace 
S(T)  de la topologie limite inductive dont lu définition est rap- 
pelée en tête d u  chapitre VI .  L a  notation X+(T) désignera l'ensemble 
des fonctions 2 O de X ( T ) .  S i  A c T ,  on notera toujours cp, 
la fonction caractéristique de A. S i  t E T ,  E~ désignera la mesure 
positive définie par la masse f 1 a u  point t. 

T o u s  les espaces localement convexes seront supposés séparés. 
O n  notera e les éléments neutres de tous les groupes consi- 

dérés, sauf mention expresse du  contraire. 

1. Construction d'une mesure de Ham. 

1. DéJinitions et notations. 

Soit G un groupe topologique opérant continûment à 
gauche (Top .  gén., chap. I I I ,  3e éd., $ 2, no 4) dans un espace 
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localement compact X ; pour s E G et x E X ,  soit sx le trans- 
formé de x par S. On notera y,(s), ou y(s), l'homéomorphisme 
de X sur X défini par 

(1) y(s)x = sx. 
On a 

(2) y(sf) = y(s)y(t). 

Si f est une fonction définie sur X, y(s)f sera définie par trans- 
port de structure, c'est-à-dire par la formule (y(s)f)(y(s)x) = f(x); 
autrement dit : 

Si p est une mesure définie sur X, y(s)y sera aussi définie par 
transport de structure, ce qui conduit a 

Autrement dit 

Si A est un ensemble (y(s)p)-intégrable, s-'A est pintégrable, 
et  

La mesure y(s)p peut aussi être définie comme l'image de p 

Par y(s). 
Au lieu d'écrire d(y(s)p)(x), il est parfois commode d'écrire 

dp(s-lx) ; alors, (5)  prend la forme suivante : 

le membre de droite se déduit de celui de gauche « e n  chan- 
geant x en sx ». 

DÉFINITION 1. - Soit p une mesure sur X. 
a) On dit que p est invariante par G si y(s)p = j~ pour 

tout s E G. 
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b) On dit que p est relativement invariante par G si y(s)p 
est proportionnelle à p pour tout s E G. 

c)  On dit que p est quasi-invariante par G si y(s)p est équi- 
valente à p pour tout s E G. 

Remarques. - 1) Supposons y invariante. Alors ]pl, gp, 

9 p  sont invariantes. Si p est réelle, pf et  p- sont invariantes. 
2) Supposons p relativement invariante et  non nulle. Il 

existe, pour tout s E G, un nombre complexe ~ ( s )  unique tel 

que 

et la fonction x sur G est une représentation de G dans C* 
appelée multiplicateur de p. La formule (5) donne alors 

et  la formule (6) donne 

Avec les conventions faites plus haut, (7) peut aussi s'écrire 

3) Comme Iy(s)~l  = y(s)(lpl), dire que p est quasi-inva- 
riante revient à dire que 1p.1 est quasi-invariante. 

Si p est quasi-invariante e t  si pr est une autre mesure 
sur X équivalente à p, y(s)pr est équivalente à y(s)p, donc 
à p, donc à pl, de sorte que p' est quasi-invariante. Dire que 
p est quasi-invariante par G signifie donc que la classe de p 
est invariante par G. 

Pour que p soit quasi-invariante, il faut et  il suffit que 
l'ensemble des parties localement p-négligeables de X soit 
invariant par G (chap. V, § 5, no 5, th. 2), OU encore que, 
pour toute partie compacte p-négligeable K de X et  tout s E G, 
sK soit p-négligeable (loc. cit., Remarque). 

Si p est quasi-invariante, le support de p est invariant 
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par G. En particulier, si G est transitif dans X, ce support 
est ou bien vide (si p. = O) ou bien égal à X (si p # O). 

Lemme 1. - Soient X ,  Y, Z trois espaces topologiques, 
Y étant localement compact. Soit ( x ,  y )  - x y  une application 
continue de X x Y dans Z ,  qui définit une application x - u ,  
de X dans g ( Y  ; Z )  par la relation u,(y) = xy .  Soient f une 
fonction continue dans Z ,  a valeurs dans R ou dans u n  espace 
de Banach, S le support de f, et p une mesure sur Y .  On  suppose 
que, pour tout x ,  E X ,  il existe u n  voisinage V de x,  dans X 

tel que U u i l ( S )  soit relativement compact dans Y .  Alors : 
xsv 

a) pour tout x E X ,  f O u ,  est continue dans Y et à support 
compact ; 

b) l'application x - f (xy)dp(y) ,  qui  est définie d'aprds 

a), est continue dans X .  
S* 

L'assertion a) est évidente. Prouvons b). Comme la 
continuité est une propriété locale, on se ramène au cas où 

U ugl(S)  est contenu dans une partie compacte Y' de Y. 
XEX 

Comme la fonction (x,  y )  - f ( x y )  est continue dans X x Y, f O u ,  
tend uniformément dans Y' vers f O u ,  quand x tend vers x, 
(Top .  Gén., chap. X ,  2 e  éd., 5 3 ,  no 4, th. 3) ,  donc p(f O u,) tend 
vers ,u(f O use). D'où le lemme. 

Revenons maintenant aux notations antérieures. 

PROPOSITION 1 .  - Supposons G localement compact. Soit 
p une mesure relativement invariante non  nulle sur X .  Alors 
son multiplicateur x est une fonction continue dans G. 

En effet, soient f E Z(X), S le support de f ,  s, un point 
de G, et  V un voisinage compact de s, dans G ; alors 



est compact dans X ; d'aprés le lemme 1 et  la formule (S), 
x(s)-l(p, f )  dépend continûment de s ; si on a choisi f telle 
que (p, f )  # O, on voit que x est continu. 

Soit maintenant G un groupe topologique opérant conti- 
nQment A droite dans un espace localement compact X ; pour 
s E G e t  x E X, soit xs le transformé de x par S. On notera 
Sx(s), ou S(s), l'homéomorphisme de X défini par 

Par transport de structure, on définit l'action de S(s) sur 
les fonctions et  les mesures sur X : 

On convient d'écrire dp(xs) au lieu de d(S(s)p)(x), et  (5') prend 
la forme 

On définit de manière analogue les mesures invariantes, 
relativement invariantes e t  quasi-invariantes par G sur X. Si 
p est relativement invariante, on définit son multiplicateur x 
par les formules 
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Si on considère le groupe opposé GO a G comme opérant 
dans X par (x, s) - xs, p est relativement invariante par GO 
de même multiplicateur x. 

Soit enfin G un groupe localement compact. Il opère sur 
lui-même par translations a gauche et  à droite, suivant les 
formules y(s)x = sx, S(s)x = xs-l. On a 

Tout ce qui précède est applicable, et  on a donc, sur G, les notions 
de mesures invarianfes a gauche, invarianfes à droite, relafive- 
menf invariantes à gauche, relafivemenf invarianfes à droife, 
quasi-invariantes a gauche, quasi-invariantes à droite (cf., tou- 
tefois, les nos 8 et  9). 

L'application x - x-l est un homéomorphisme de G sur G. 
Pour toute fonction f sur G, on définira la fonction f sur G par 

Pour toute mesure p sur Gy on définira la mesure par 

Autrement dit 

Si A est un ensemble p-intégrable, A-l est p-intégrable, et  

On convient d'écrire dp(x-l) au lieu de dF(x), et  (14) prend la 
forme 

JG f (5)d~(x-3 = f (x-l)ddx). 



2. Le théorème d'existence et d'unicité. 

DÉFINITION 2. - Soit G u n  groupe localement compact. On 
appelle mesure de Haar  à gauche (resp. à droite) sur G une mesure 
positive non  nulle sur G ,  invariante a gauche (resp. à droite). 

THÉORÈME 1. - S u r  tout groupe localement compact, il 
existe une mesure de Haar  à gauche (resp. à droite), et, à u n  
facteur constant près, il n 'en existe qu'une. 

A) Existence. - Posons X(G) = Y,  Y , ( G )  = Z,, 

x., = x+ - (O) .  

Si C est une partie compacte de G ,  on notera .Tr(C) l'en- 
semble des f E %$ a support dans C. Pour f E X et g E %$, 

il existe des nombres cl, . . ., c, 3 0 et des éléments s,, . . ., s,, 
n 

de G tels que f L ç ciy(si)g : en effet, il existe unc partie 
i = l  

ouverte non vide U de G telle que inf g(s) > O, et  le support 
SEU 

de f peut être recouvert par un nombre fini de translatés a 
gauche de U. Soit alors ( f  : g) la borne inférieure des nombres 

n 

ç ci pour tous les systèmes (c,, . . . , c,, s,, . . ., s,) de nombres 
i = l  n 

2 O et d'éléments de G tels que f r h: ciy(si)g. On a : 
i = l  

(9 (Y($/ : g) = (f : 9)  pour f E Y ,  g ~ . % " + ,  S E G ;  

(ii) (Af  : g) = A(f : g) pour f E X ,  g ~ . T f ,  h > , O ;  
(iii) ( ( f  + f ' )  : g) 4 ( f  : g) + (1' : g) pour f E Y ,  f ' E Z,  g E Z$ ; 
(iv) (f : 9 )  3 (SuP f ) l ( sup 9 )  pour f E Z ,  ~ E Z ? ;  

(VI ( f  : h )  A ( f  : g)(g : h )  pour ~ E . X , ~ E Z : , ~ E X : ;  
1 ( f  - 9 )  

(vi) O < y L 
( f o  . f )  - ( fo  : 9 )  

(f : f o )  pour f ,  f,, g dans X*, ; 

(vii) soient f ,  f ' , h dans S+ avec h(s) > 1 dans le support de 
f + f ' ,  et  soit E > O ; il existe un voisinage compact V 
de e tel que, pour toute g E .%"$(V), on ait 
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Les propriétés (i), (ii), (iii) sont évidentes. Soient f E &", 
n 

9 E Z z  ; si f 4 ciy(si)g avec des ci 2 O, on a 
i-1 

n 

sup f L cig(sals) 
i-1 

pour un s E G, donc sup f L sup g, d'où (iv). Prouvons 
n 

(v) ; soient f E Z, g, h dans XT ; si f 6 x ciy(si)g e t  

*, i = l  

g s d,y(i,)h (ci 3 O, di 3 0, s i ,  t j  dans G), on a 
j =1 

f 4 c,d,y(s,t,)h, donc (f : h) A cidj = 
1, 1 i, i 

donc (f : h) L (f : g)(g : h). Si on applique (v) à fo, f, g d'une 
part e t  a f, f,, g d'autre part, on obtient (vi). Enfin, soient f ,  
f', h dans .X+ avec h(s) > 1 dans le support de f f f', ct  soit 

1 
E > O. Posons F = f + f '  + - di ; les fonctions y, y', qui coïri- 

2 

cidenl respectivement avec f/F et  ff /F dans le support de f + f '  
et  qui sont nulles en dehors de celui-ci, appartiennent a AT, ; 

pour tout -q > O, il existe un voisinage compact V de e tel 
que Icp(s) - cp(t) 1 4 -q et  Icpf(s) - yf(t) 1 r-' -q pour s-li E V. Soit 
alors g E &'-?(V) ; pour tout s E G, on a cp . y(s)g L (cp(s) +-q) . y(s)g : 
en effet, c'est évident aux points où y(s)g s'annule, donc hors 
de SV ; et, dans SV, on a cp r cp(s) + -q ; de même, 

Ceci posé, soient c,, . . ., c, des nombres 2 O e t  s,, . . ., s, des 
n 

éléments de G tels que F r ciy(s,)g ; on a 
i = l  

et de même pour f f  ; par suite 



puisque p, + cp' L 1. En  appliquant la définition de F, puis 
(ii), (iii), et  (v), on en conclut 

1 
(1 + 2 M f  + f?  : 9) + 2 4 h  : 911 -L ((f f f') : g) + ; 4 : 9) 

1 et, si l'on a choisi tel que g[2((f + f') : h) + E] 4 + on 

obtient (vii). 
Quand V parcourt l'ensemble des voisinages compacts 

de e, les S*,(V) forment une base d'un filtre B sur T T .  Soit 
8 un ultrafiltre sur X f  plus fin que B. D'autre part, fixons 
f ,  E 3-T et  posons, pour f E X*+ et  g E T T  

D'après (vi), lim,, 8 Ig(f) = I(f) existe dans l'espace compact 
(l/(fo : f), (f : f,,)). D'après (iii), on a I(f + f') I(f) + I(ff). 
D'après (vii), on a I(f) + I(fl) 4 I(f + f') + E I ( ~ )  quel que soit 
s > O si h est > 1 dans le support de f + f '  ; il s'ensuit que 
I(f + f') = I(f) + I(fl). D'après le chap. II, $ 2, no 1, prop. 2, 
1 se prolonge en une forme linéaire sur X ; cette forme linéaire 
est une mesure positive non nulle sur G, invariante à gauche 
d'après (i) ; c'est la mesure de Haar à gauche cherchée. Pas- 
sant au groupe opposé, on en déduit l'existence d'une mesure 
de Haar à droite. 

B) Unicité. - Soient p une mesure de Haar à gauche, 
v une mesure de Haar à droite. Alors V est une mesure de Haar 
à gauche. On va montrer que p et V sont proportionnelles. Ceci 
prouvera bien que deux mesures de Haar à gauche sont pro- 
portionnelles. 

Soit f €3- telle que p(f) # O. D'après le lemme 1, la fonc- 
tion D, définie sur G par 



1 (j INTEGRATION cliap. VII, $ 1 

est continue dans G. Soit g E S. La fonction (s, t) - f(s)g(ts) est 
continue a support compact dans G x G. D'après le chap. III ,  
$ 5, no 1, th. 2, on a 

Ceci prouve d'abord que D, rie dépcnd pas de /. Car, si f' E Ai 

est telle que p(f l )  # O, on a DI. p = Dr,. p, donc D, = Il,, 
localement presque partout pour p, donc partout puisque D, 
et D,, sont continues e t  que le support de p est G. l'osons donc 
D, = D. La formule (16) donne 

La formule (19) s'étend par linéarité aux fonctions / E S 

telles que p(f) = O .  On a D(e) # O puisque Y # O. Ceci établit 
bien la proportionnalité de p et Y. 

COROLLAIRE. - Toute mesure invariante à gauche (resp. à 
droite) sur G est proportionnelle ù une mesure de Haar à gauche 
(resp. à droite). 

Exemples. - 1) Sur le groupe additif R, la mesure de 
Lebesgue dx est une mesure de I-Iaar (Chap. III,  § 2, no 2, 
Exemple). 

2) Pour toute fonction f E %(Et?), on a (Fonct. var. réelle, 
chap. II, $ 1, formule (13)) 



quel que soit t > O ; la mesure x-ldx est donc une mesure de 
Haar sur le groupe multiplicatif RT. 

3) Prenons pour G le tore T = RIZ. Soit cp l'application 
canonique de R sur T. Pour f E X(T) ,  la fonction f O <p est 
continue e t  périodique de période 1 sur R, e t  l'intégrale 

est indépendante du choix de a E a; il est immddiat qu'elle 
est invariante par translation ; elle définit donc une mesure de 
Haar sur T. Par transport de structure, on en déduit que 

d f  est une mesure de Haar sur le groupe V f )  = S a i l  f (e  3 
multiplicatif U des nombres complexes de valeur absolue 1 
(Top. gén., chap. VIII ,  $ 2, no 1). 

PROPOSITION 2. - Soient G un groupe localement compact, 
une mesure de Haar à gauche ou à droite sur G. Pour que G 

soit discret, il fauf el il suffît que p({e)) > O. Pour que G soit 
compacf, il faut et il suffît que p*(G) < + co. 

Les conditions sont évidemment nécessaires. Montrons leur 
suffisance. Soit V un voisinage compact de e. Si p({e)) > O ,  V est 
un ensemble fini puisque p(V) < + cn ; comme G est séparé, 
il est donc discret. Supposons p*(G) < + co, e t  p invariante à 
gauche par exemple. Considérons l'ensemble d des parties finies 
(s,, . . ., s,) de G telles que s,V n s,V = a pour i # j ; on a 

donc n 4 p*(G)/p(V). Qn peut donc choisir dans & un élé- 
ment (s,, . . ., s,) maximal. Alors, pour tout s E G, il y a un i 
tel que SV n siV # a, donc tel que s E siVV-l. Donc G est 
réunion des ensembles compacts s,VV-l et  est par suite com- 
pact. 

BOURBAKI, X X I S  2 
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3. Module. 

Soit p une mesure de Haar a gauche sur G. Pour tout 
s E Gy S(s)p est encore invariante à gauche (no 1, formule ( I l ) ) ,  
donc (th. 1 )  il existe un nombre unique A,(s) > O tel que 
S(s)p = AG(s)p. E n  vertu du th. 1, le nombre A,(s) est indé- 
pendant du choix de p. 

DÉFINITION 3. - La fonction AG sur G s'appelle le module 
de G. Si AG = 1, le groupe G est dit unimodulaire. 

On peut dire aussi que p est relativement invariante A 
droite de multiplicateur AG. Donc A, est une représentation 
continue de G dans RT (no 1, prop. 1). 

Remarque. - Si cp est un isomorphisme de G sur un groupe 
localement compact G', on a AG$ O cp = A,. En particulier : 

1) Comme z - x-l est un isomorphisme de Cr sur le groupe 
opposé GO, on a AGo = Aol. 

2) Si cp est un automorphisme de G, on a A, O <p = A,. 

Soit s E G. On a : 

donc AGI. p = p' est une mesure de Haar à droite. On en 
déduit que y(s)pl = (y(s)Aal). p = AG(s)(Agl. p) - AG(s)pl, donc, 
pour toute mesure de Haar à droite v,  on a y(s)v = A,(s)v. 
Puisque est une mesure de Haar à droite, on a = aA,l. p 

avec une constante a > O ;  on en déduit 

p = a ( A ~ l .  p)" = aA,. = aZy, 

donc a = 1 et finalement = Aal. p. On voit de même que 
V v = A,.v.  On a donc les résultats suivants : 

Formulaire. - Soient G un groupe localement compact, 
A son module, p une mesure de Haar à gauche, v une mesure 
de Haar à droite. 



Si f est p-intégrable sur G, les translatées à gauche et à droite 
de f sont pintégrables, et  on a 

En outre, 7 est intégrable pour A-'. p et 

Si A est une partie p-intégrable de G, SA et As sont pintégrables 
et 

Si f est v-intégrable sur G, les translatées à gauche et  a droite 
de f sont v-intégrables, et on a 

En outre, 7 est intégrable pour A . v  et 

Si A est une partie v-intégrable de G, SA et As sont v-integrables 
et 
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3) v est proportionnelle A A-l .  p, p est proportionnelle à 
A.v .  

4) Supposons G unimodulaire. Soit p une mesure de Haar 
sur G. On a 

Si f est p-intégrable sur Gy les translatées à gauche e t  à 

droite de f sont p-intégrables ainsi que et l'on a 

Si A est une partie p-intégrable de G, SA, As e t  A-l sont 
p-intégrables, e t  

On a des propriétés analogues pour l'intégrale essentielle. 

PROPOSITION 3. - S'il existe dans G un voisinage compact 
V de e invariant par  les automorphismes intérieurs, alors G est 
unimodulaire. 

En  effet, soit p une mesure de Haar à gauche sur G. On 
a, pour tout s E G, p(V) = p(rlVs) = AG(s)~(V), d'où 

AG(s) = 1 

puisque O < y(V) < + cm- 
On en déduit aussitôt : 

COROLLAIRE. - Si G est discret, ou compact, ou commu- 
tatif, G est unimodulaire. 

Ceci est d'ailleurs trivial lorsque G est commutatif. Notons 
aussi que, si G est discret, la mesure sur G pour laquelle chaque 
point est de masse 1 est évidemment une mesure de Haar à 
gauche e t  à droite sur Gy qu'on appelle mesure de Haar nor- 
malisée sur G. Si G est compact, il existe une mesure de Haar 
p et  une seule sur G telle que p(G) = 1 ; on l'appelle la mesure 
de Haar normalisée de G. Les deux conventions précédentes 



ne concordent pas lorsque G est à la fois discret et compact, 
c'est-à-dire fini ; quand on sera dans ce cas, on précisera tou- 
jours explicitement ce qu'on entend par mesure de Haar nor- 
malisée. 

Un sous-groupe, un groupe quotient d'un groupe unimodu- 2 laire ne sont pas toujours unimodulaires (5 2, exerc. 5). Cf., 
toutefois, le 5 2, no 7, prop. 10. 

*Nous verrons plus tard que les groupes de Lie connexes 
semi-simples ou nilpotents sont unimodulaires*. 

4. Module d'un automorphisme. 

Soient G un groupe localement compact, cp un automor- 
phisme de G, p une mesure de Haar à gauche sur G. Il est clair 
que cp-l(p) est encore une mesure de Haar à gauche sur G. Il 
existe donc (no 2, th. 1) un nombre a > O e t  un seul tel que 
?-l(p) = ap. D'après le no 2, th. 1, ce nombre est indépendant 
du choix de p. Remarquons que, si l'on partait d'une mesure 
de Haar à droite, par exemple Aal. p (no 3), on aboutirait au 
même scalaire a : car, comme cp-l laisse A, invariant (no 3, 
Remarque), on a y-l(Aal. p) = AGI. cp-l(p) = =Act1. p. 

DEFINITION 4. - Le nombre a > O tel que y-l(p) = a p  
s'appelle le module de l'automorphisme cp et se note mod,cp ou 
simplement mod 9. 

Si f est une fonction p-intégrable sur G, on a 

Si A est une partie p-intégrable de G, on a 

E n  particulier, pour s E G, soit i, l'automorphisme inté- 
rieur x -t S-IXS. On a igl = S(s)y(s), donc 
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e t  par suite 

(33) mod i, = A*(s). 

Si G est soit discret, soit compact, sa mesure de Haar 
normalisée est transformée en elle-même par tout automor- 
phisme cp de G ,  comme on le voit tout de suite par transport 
de structure. Donc u n  automorphisme d ' u n  groupe discret ou 
compact est de module 1. 

PROPOSITION 4. - Soient G u n  groupe localement compact, 
I' un groupe topologique, et y - u, u n  homomorphisme de r dans  
le groupe 9 des automorphismes de Gy tel que (y, z) - LZ,(X) soit 
une  application continue de I' x G dans  G. Alors l 'applicntion 
y - mod(u,) est une  représentation continue de P dans  RT. 

Cette application est évidemment une représentation (algé- 
brique) de I' dans R* ; il sufit  de prouver sa continuité. Soient 
f E X(G)  et S son support. Soient y, E I' et U un voisinage 
relativement compact de ucl(S) .  L'application y - L I ,  est une 
application continue de P dans 9 muni de la topologie de la 
convergence compacte ( T o p .  Gén., chap. X ,  2 e  éd., 5 3, no 4, 
th. 3) ; donc uyl(S)  c U pour y assez voisin de y,. Le lemme 1 

du no 1 prouve alors que f(u,(x))dp(x) (où p désigne une S 
mesure de Haar à gauche de G )  dépend continûment de y ;  
d'où la proposition. 

5. Mesure de Haar d'un produit. 

PROPOSITION 5.  - Soit (G,),EI u n e  famille de groupes loca- 
lement compacts. P o u r  tout L E 1, soit p, une  mesure de H a a r  à 
gauche (resp. à droite) sur  G , .  O n  suppose qu'il  existe une  partie 
finie J de 1 telte que, pour tout L E 1 - J ,  G ,  soit compact et 
p (G,) = 1. Alors la mesure produit 8 y, est u n e  mesure de H a a r  

Le1 

à gauche (resp. à droite) sur  G = Il[ G,.  Si x = (x ,)  E Gy on  a 
LEI 



Pour toute partie finie J de 1, @ pL est une mesure de Haar 
r E J  

à gauche (resp. à droite) sur II G,, comme il résulte aussitôt 
rd 

des définitions. Donc Qg pl est une mesure de Haar à gauche 
LE 1 

(resp. à droite) sur G (chap. III, 5 5 ,  no 5, prop. 6). D'autre 
part, si les pl sont des mesures de Haar à gauche, on a 

Exemples. - 1) La mesure de Lebesgue sur Rn est une 
mesure de Haar du groupe additif Rn. 

2) L'application (r, u)  - ru est un isomorphisme de R$ x U 
sur C* (Top. gén., chap. VIII, 5 1, no 3). Si on identifie C* A 
RT x U par cet isomorphisme, et  si on note du une mesure 
de Haar de U, r-ldrdu est une mesure de Haar de C* d'après 
l'exemple 2 du no 2. D'autre part, la bijection 8 + eZine de 
( O ,  1 ( sur U transforme la mesure de Lebesgue dB de (O, 1( 
en une mesure de Haar sur U d'après l'exemple 3 du no 2. 
Il en résulte que, si f E X(C*), l'intégrale 

définit une mesure de Haar sur C*. 

6. Mesure de Haar d'une limite projective. 

Soit G un groupe localement compact (donc complet). 
Soit (K,JasA une famille filtrante décroissante de sous-groupes 
distingués compacts de G, d'intersection {e )  (de sorte que la 
base de filtre formée des K, converge vers e). Posons Ga = G/K, ; 
soient cp, : G - G, et  qe, : Ga - Gp (or p) les homomorphismes 
canoniques. Alors la limite projective du système projectif 
(Ga, qpa) s'identifie à G et  I'application canonique de cette 
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limite projective dans Gu s'identifie a cpa (Top. Gén., chap. III, 
3 e  éd., § 7, no 3, prop. 2). Les applications cp, e t  rppa sont propres 
(loc. cit., $ 4, no 1, cor. 2 de la prop. 1). Ces données resteront 
fixées dans tout ce no. 

Lemme 2. - a) Soient f E X+(G), S une partie compacte 
de G contenant Supp f ,  U un voisinage ouvert de S dans G, et 
E > O.  I l  existe un a E A et une fonction g E X,(G), nulle hors 
de U, constante sur les classes suivant K a ,  telle que If - gJ 4 E. 

b) Soient p et p' deux mesures sur G telles que y&.) = ya(pl) 
pour tout a E A. Alors p = p'. 

Il existe un a, E A tel que Ku, S fl Ka, (G - U) = JZ 
(Top. Gén., chap. II, 3 e  éd., 4, no 3, prop. 4). En  augmentant 
S et en diminuant U, on peut donc supposer que S et U sont 
des réunions de classes suivant Ku,. Considérons les fonctions 
numériques continues h sur S qui possèdent la propriété sui- 
vante : il existe a > cc, tel que h soit constante sur les classes 
suivant Ka .  Ces fonctions forment une sous-algèbre de S ( S )  
(parce que la famille (Ka) est filtrante décroissante) qui contient 
les constantes et qui sépare les points de S : en effet, soient 
x, y deux points distincts de S ; comme l'intersection des K, 
est (e), il existe a 2 a, tel que rp,(x) # rp,(y), puis une fonction 
numérique u continue dans cp,(S), telle que u(cpa(x)) sf u(cpa(!))). 
D'après le th. de Weierstrass-Stone, il existe un a 2 a, et une 
fonction h 2 O continue dans S, constante sur les classes sui- 

E 
vant K u ,  e t  telle que I f  - h]  < ci dans S. Pour tout t E R, po- 

Y 

, et posons h' = 6 O h. Alors h' est une fonc- 

tion > O, continue dans S, constante sur les classes suivant 

K., e t  l'on a Ih - h'l g f dans S, donc I f  - h'l < r dans S. 2 
D'autre part, on a h'(z) = O si x appartient à la frontière de 

S dans G, car alors h(x) :) :. Si on prolonge h' par O dans le 2 
complémentaire de S, on obtient une fonction g qui répond 
la question, ce qui prouve a). 



Soient maintenant p, p' deux mesures sur G telles que 
y,&) = rpa(pf) pour tout u E A. Soit v E X ( G )  une fonction 
constante sur les classes suivant Ku pour un cc E A, de sorte 
qu'on peut écrire u = w O c p ,  avec w E X(G,) ; on a alors 
p(0) = (ya(p)}(w) = (<Pa(pf))(w) = p'(v) ; on en conclut que 
p = p' en vertu de a). 

PROPOSITION 6. - Pour tout u E A, soit p,  une mesure 
posifiue sur Gu. On suppose que ypa(pa)  = pP pour a 2 p. Il 
existe alors une mesure positive p sur G et une seule telle que 
rp&) = p. pour tout cc E A. 

L'unicité résulte aussitôt du lemme 2 b). Prouvons I'exis- 
tence de p. Soit V l'espace vectoriel des fonctions appartenant 
à Z ( G )  et constantes sur les classes suivant un Ku.  D'apres 
le lemme 2 a), V est un sous-espace vectoriel positivement 
riche (chap. III,  2, no 5) de Y ( G ) .  Soit f E V. Il existe un 
cc E A tel que f soit constante sur les classes suivant K,. Par 
passage au quotient, f définit une fonction f a  E X(G,). Le 
nombre p ( f )  = pa(fa) ne dépend pas du choix de cc ; car soit P 
un indice tel que f soit constante sur les classes suivant Kp ; 
soit y E A tel que y 3 U, y >, p ; alors f définit des fonctions 
f P  E Y ( G p ) ,  f y  E X ( G y )  telles que f = f p  O cpp  = f y  O y, ; on a 

f a  0 <PUY = f y  5 donc ~ y ( f y )  = ( y a y ( ~ y ) ) ( f a )  = pa(fa), et  de même 
py(fy)  = pp( fa) ,  d'où notre assertion. Ceci posé, il est clair que 
p est une forme linéaire sur V e t  que p(f) 2 O pour f O. 
D'après la prop. 2 du chap. III,  9 2, no 5 ,  p se prolonge en une 
mesure positive, que nous noterons encore p, sur G. On a 
y a ( p )  = pu pour tout cc E A par construction même de y. 

DÉFINITION 5. - On dit que p est la limite projeclive des y,. 

PROPOSITION 7. - On conserve les notations de la prop. 6. 
Si chaque pu es1 une mesure de Haar a gauche (resp. a droite) 
sur Gu,  alors p est une mesure de Haar ù gauche (resp. à droite) 
sur G. 

Supposons par exemple que les p, soient des mesures de 
Haar à gauche. Soit s E G. On a, pour tout x E G, 
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donc ~a(y ( s )p )  = ~ ( < p ~ ( ~ ) ) p . ~  = Pa .  Donc y(s)p. = y d'aprés le 
lemme 2 b), de sorte que p. est une mesure de Haar à gauche. 

On suppose désormais les K a ,  non seulement compacts, 
mais ouverts dans G. Alors les Ga sont discrets, e t  Ka/KB est, 
pour 2 a, un groupe compact et discret, donc fini. Le groupe G 
est unimodulaire (prop. 3). 

PROPOSITION 8. - a) Soient p et p' deux mesures posi- 
tives sur G telles que, pour tout a et toute classe C suiuant K a ,  
on ait p(C) = pl(C). Alors p = y'. 

b) Fixons un a, E A. Pour fout a >a,, soit nu le nombre 
d'éléments du groupe fini Ka,/K,. Il existe sur G une mesure 
positive p et une seule telle que, pour tout a E A, chaque classe 
suivant K, soit de mesure n;l. E n  outre, p est une mesure de 
H a m  sur G, telle que p(Ka,) = 1. 

Soient p et  p.' deux mesures positives sur G vérifiant la 
condition de a). Alors les points du groupe discret Gu ont même 
mesure pour ya(p.) et  <pU(p1), d'où y&) = <pa(yl) e t  ceci quel 
que soit a. Donc p. = p' (lemme 2 b)). 

Prouvons b). Pour tout a 2 a,, soit p., la  mesure de Haar 
du groupe discret Gu telle que chaque point soit de mesure 
n;l. Soient GC, p tels que GC 2 p 3 a,. Alors K p / K ,  a nu/np élé- 
ments. Donc yBa(pu) est la mesure sur GD telle que chaque 

n point ait pour mesure na1.> = ne1 ; autrement dit, 
nL-5 

Il suffit alors d'appliquer les prop. 6 et  7. 

Exemple. - Soit Q, le corps p-adique, complété de Q 
pour la valeur absolue p-adique = ~ - U . ( X )  (Top. Gén., 
chap. I X ,  2e éd., $ 3, no 2). Les éléments de Q, s'appellent 
nombres p-adiques. Nous noterons encore IxlD le prolongement 
continu à Q, de la valeur absolue p-adique. On a 

lx + 4 SUP (IxIP, IYIJ 



pour n., y dans Q (loc. cil.), donc pour x ,  y dans Q, ; en outre, 
si l y J v  < Ixl,, 011 a lx + y / ,  = l x / , ,  car 

Si (2,) est une suite de points de Q, tendant vers x E QP, on 
a I X  - xnl,  < 1x1, et lx - xnIv < ]xnl, pour n assez grand, 
donc = lxn(, . Ceci prouve que, pour tout x E O,*, ( X I ,  est 
une puissance de p. 

Soit Z ,  l'adhérence de Z dans Q, ; c'est un sous-anneau 
de Q, ; ses éléments s'appellent entiers p-adiques. On a l x / ,  r 1 
pour tout x E Z,. Réciproquement, soit x un élément de Q, 
tel que lx]?, 4 1, e t  montrons que x E Z ,  ; il existe une suite 
(x,) d'éléments de Q tendant vers x, et lxnIv L 1 pour n assez 
grand d'après ce qu'on a vu plus haut ; il suffit de montrer que 
n., appartient à Z ,  pour n assez grand ; autrement dit, nous 
sommes ramenés au cas où x E Q ; alors x = a / b  avec b étran- 
ger à p ; pour tout entier n > O, il existe b; E Z e t  h, E Z tels 

abbk + ah,pn que bbk + h,,pn = 1 ,  d'où x = - 
ah,pn - ab' + 

b n b 
c t  I X  - 6 p-", donc ab; tend vers x. 

Il résulte de 1ii que la boule fermée de centre O e t  de rayon 
I F ,  identique à la boule ouverte de centre O e t  de rayon p-" f l ,  
est. pnZ,. L'espace topologique Q, est donc éparpillé e t  par 
suite totalement discontinu ( T o p .  Gin., Chap. I X ,  2 e  éd., 5 6, 
no 4). 

Montrons que les entiers O, 1, . . . , pn - 1 constituent un 
système de représentants de Z ,  modulo pnZv.  D'abord, on a 
l ic  - Ic ' l ,  > p-" pour deux tels entiers k et k', donc les classes 
modulo pnZv de ces entiers sont distinctes. D'autre part, soit 
x E Z, ; il existe un k G Z tel que lx - kI, & p-. ; en ajoutant 
:i k un multiple de pn, on peut supposer que k E [O, pn - l), 
e t  5 cst congru à k modulo pnZ,. D'où notre assertion. Ceci 
montre que Z,/pnZv est canoniquement isomorphe a ZlpnZ.  
On voit en outre que 2, est précompacl, donc compact puisqu'il 
est complet. Comme Z, cst un sous-groupe ouvert de Q,, Q, 
est localement compact. La topologie de Q, est à base dénom- 
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brable ( T o p .  Gén., Chap. I X ,  2 e  éd., 3 2, no 9, cor. de la prop. 
16). Le groupe additif Q, s'identifie à la limite projective des 
groupes discrets Q,/pnZ, . 

Il existe sur le groupe additif Q, une mesure de Haar a 
e t  une seule telle que or(Z,) = 1 ; celle-ci est dite la mesure de 
Haar normalisée sur Q,. Comme Z ,  est réunion de pn classes 
disjointes suivant pnZ, (n entier O), on a or(pnZ,) = p-n ; de 
même, a@-"Z,) = pn, de sorte que finalement a(pnZ,) = p-n 
pour tout n E 2. D'après la prop. 8 b), a est la seule mesure 
positive sur Q,  telle que toute classe suivant pnZ, (n entier O)  
soit de mesure p-a. 

La restriction de or à Z ,  est évidemment une mesure de 
Haar sur 2,. 

7. Dé$nition locale d'une mesure de Haar. 

PROPOSITION 9. - Soient G u n  groupe localement compact, 
V une partie ouverte de G ,  p une mesure positive non  nulle sur V ,  
ayant la propriété suivante : si  U est une partie ouverte de V et 
s i  s E G est tel que SU c V ,  l'image de la mesure pu, induite par 
p sur U ,  par l'homéomorphisme x - s x  de U sur S U ,  est pSu. 
Alors il existe sur G une mesure de Haar  a gauche a et une seule 
induisant y sur V .  

Pour tout s E G, soit p, l'image de p par l'homéomorphisme 
x - s x  de V sur SV. La restriction de p, a V n SV est l'image 
de p,-,v,v par la restriction de x - s x  à s-lV n V ; par hypo- 
thèse, cette image est pvnSv. Par  translation, on en conclut 
que ps et  p, ont même restriction à SV n tV  quels que soient s, 
1. D'après la prop. 1 du chap. I I I ,  § 3 ,  no 1 ,  il existe donc une 
mesure or sur G induisant p, sur SV quel que soit S .  I l  est clair 
que a est l'unique mesure de Haar a gauche sur G induisant y 
sur V. 

COROLLAIRE. - Soient G, G' deux  groupes localement 
compacts, V (resp. V ' )  u n  voisinage ouvert de l'élément neutre 
de G (resp. G'), cp u n  isomorphisme local de G' à G (Top .  Gén., 
chap. I I I ,  3 1,  no 3,  déf. 2) défini dans V' ,  tel que cp(V') = V.  



Soient cc' une mesure de Haar a gauche sur G', et cc;, sa restric- 
tion à V'. Alors rp(cr&) est la restriction à V d'une mesure de 
Haar à gauche unique cc sur G. 

Soit V, un voisinage ouvert de e dans G tel que V,V;l c V. 
Soit p la restriction de <p(cc+,) à V,. Soient U une partie ouverte 
de V, e t  s E G tels que SU c V,. On a s E VIVrl c V, donc 
s = cp(sl) avec un s' E VI. Soit x E U. On a x = cp(xl) avec un 
x' E VI, donc sx = cp(s')cp(xt) = cp(slx') puisque sx E SU c V. 
Comme les translations a gauche dans G' conservent a', on voit 
que V, e t  p satisfont aux conditions de la prop. 9. Soit o: la 
mesure de 1-Iaar à gauche sur G induisant p sur V,. Pour tout 
t E V, il existe un voisinage ouvert W de e dans V, tel que 
tW c V. Alors la restriction de cp(a+,) à tW se déduit par trans- 
lation de la restriction de p a W, donc est la restriction de u 

tW.  Donc cp(a$p) est la restriction de u à V. 

On dit que a se déduit de cc' par l'isomorphisme local cp. 

Exemple. - La mesure de Haar sur T obtenue au no 2, 
Exemple 3, peut se déduire de la mesure de Lebesgue de R 
par un isomorphisme local de R à T. 

8. Mesures relativement invariantes. 

PROPOSITION 10. - Soient G un groupe localement compact, 
p une mesure relativement invariante à gauche de multiplicateur 
x sur G. Si  xi est une représentation continue de G dans C*, 
la mesure x,. y est relativement invariante à gauche de multipli- 
cateur xix. 

En effet, 

COROLLAIRE 1 .  - Soif p une mesure de Haar a gauche sur 
G. Pour qu'une mesure non nulle v sur G soif relativement inva- 
riante Cr gauche, il fard et il suffrt qu'elle soit de la forme ax. p, 
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o ù  a E C* et où  x est une  représentation continue de G dans  C* ; 
son multiplicateur est alors X. 

La condition est suffisante (prop. 10). D'autre part, si v 

est une mesure non nulle relativement invariante à gauche de 
multiplicateur X, ~ - l  .v est invariante à gauche (prop. IO), donc 
de la forme ap  avec a E C* (no 2, cor. du th. 1). 

COROLLAIRE 2. - Toute  mesure relativemeni invariante b 
gauche est relativement invariante à droite. 

En effet, avec les notations du cor. 1, on a 

En  raison du cor. 2, on parlera désormais de mesures rela- 
fivement invariantes sur  G,  sans préciser. Les mesures relative- 
ment invariantes admettent comme cas particuliers les mesures 
de Haar à gauche e t  les mesures de Haar a droite. Etant  donnée 
une mesure relativement invariante v sur G, il convient de dis- 
tinguer son multiplicateur à gauche x et son multiplicateur a 
droite X' définis par y(s)v = x(s)-lv, S(s)v = yif(s)v.  D'après (34)' 
on a entre ces multiplicateurs la relation 

Notant toujours y une mesure de Haar à gauche, on a 

donc Y est relativement invariante de multiplicateur à gauche 
x-lAcl, de multiplicateur à droite ~ - l .  

Les notions de fonctions négligeables, localement négli- 
geables, mesurables, localement intégrables sont les mêmes 
vis-à-vis de toute mesure relativement invariante. 

9. Mesures quasi-invariantes. 

PROPOSITION 11. - Soient G u n  groupe localement compact, 
p une  mesurc de  Haar  à yuuche sur  G. Pour  qu'une mesure 



v # O sur G soit quasi-invariante à gauche, il faut et il suffit 
que v soit équivalente d p. 

La suffisance est évidente. Soit v # O une mesure quasi- 
invariante à gauche, et  montrons que v est équivalente à y. 
On peut se borner au cas où v > O. Soit A une partie compacte 
de G. On va  montrer, ce qui établira la proposition, que les 
conditions p(A) = O, v(A) = O sont équivalentes (chap. V, 
5 5, no 5, Remarque). 

a) Pour toute f E X+(G), la fonction (x, y) - f(x)<p,(xy) sur 
G x G est (v @ p)-intégrable, car elle est semi-continue supé- 
rieurement, bornée, et son support est contenu dans l'ensemble 
compact K x K-'A si l'on pose I< = Supp f .  On a donc, par le 
théorème de Lebesgue-Fubini 

b) Supposons v(A) = O. Par hypothèse, v(xA) = O pour 
tout x E G, donc le second membre de (36) est nul. Il existe 
donc un ensemble v-négligeable N, tel que, pour y & N,, on ait 

Soit B une partie compacte de G telle que v(B) # O, et  prenons 
pour f une fonction de Y+(G) égale à 1 sur AB-l. 11 existe alors 
un y E B  tel que (37) soit vérifié. Mais comme 

pour y E B, cela prouve que p(A) = 0. 
c) Supposons p(A) = O. Alors, pour toute f E Z+(G),  le 

premier membre de (36) est nul, donc aussi le second. Par suite, 
il existe un ensemble M localement y-négligeable tel que 

pour x 4 M. Comme p # O, on en conclut que v(xA) = O pour 
certains x E G, d'où v(A) = O. 
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Appliquant la prop. 11 à GO, on voit que les mesures quasi- 
invariantes à droite sont identiques aux mesures quasi-inva- 
riantes à gauche. On les appelle simplement mesures quasi- 
invariantes sur G. 

10. Corps localement compacts. 

DEFINITION 6. - Soit K un corps Zocalement compact. Pour 
a E K*, on appelle module de a, et on note mod,(a) ou simpte- 
ment mod(a), le module de l'automorphisme x - ax du groupe 
additif K +  sous-jacent à K ; on pose mod(0) = 0. 

Exemples. - 1) Soit K = R. Si s > O, on a S .  (O, 1) = [O, s) ; 

sis<(), on as . (O , l )  = (s,o). DoncmodRf= ltl ~ o u ~ ~ o u ~ ~ E R .  
2) Soit K = Q, . Si s E Q$ est tel que 1 . ~ 1 ~  = p-., alors 

sZ, est l'ensemble des x E Q, teIs que lxlp 4 p-n ; donc, si on 
désigne par p la mesure de Haar normalisée sur Q,, on a 

Donc modQ, t = I f ] ,  pour tout t E Q,. 

PROPOSITION 12. - La fonction mod est continue dans K, 
et on a mod(ab) = mod(a)mod(b) quels que soient a, b dans K. 

La dernière relation est évidente. La prop. 4 du no 4 
montre que la fonction mod est continue en tout point de K*. 
Il ne reste qu'a démontrer sa continuité en O. Celle-ci est évi- 
dente pour K discret; nous supposerons donc K non discret. 
Soient a une mesure de Haar sur K +  et  C une partie compacte 
de K telle que cc(C) > O ; pour a E K*, on a a(aC) = mod(a)u(C). 
Comme K n'est pas discret, on a ~((0))  = O (no 2, prop. 2) ; 
pour tout E > O, il existe donc un voisinage ouvert U de O 
tel que a(U) L E. Comme le produit dans K est continu, on a 
aC c U pour a assez voisin de O, e t  alors mod(a) 4 E/u(C). 

PROPOSITION 13. - Pour tout M > O ,  soit V, l'ensemble 
des x E K fels que mod(x) 4 M. Si  K est non discret, les V, 
formeni un système fondamental de voisinages compacts de O dans K. 



Les V, sont des voisinages fermés de O d'après la prop. 12. 
Montrons qu'ils sont compacts. Soit U un voisinage compact 
de O. Il existe un r # O dans K tel que mod(r) < 1 et  rn E U 
pour tout n > O : en effet, soit W un voisinage de O tel que 
WU c U ; d'après la prop. 12, il existe un r # O dans K tel 
que mod(r) < 1 et   EU n W ;  on a r 2 € W U c U ,  et  r n E U  
pour tout n > 0, par récurrence sur n. Nous allons montrer 
que V, est contenu dans une réunion finie d'ensemble r-PU 
( q  entier > O), ce qui prouvera bien que les V, sont compacts. 
Si x est une valeur d'adhérence de la suite (rn), mod(x) est valeur 
d'adhérence de la suite (rnod(r)"), donc mod(x) = 0, x = 0 ; 
comme U est compact, on en conclut (Top. Gén., chap. 1, 
3 e  éd., 9, no 1, cor. du th. 7) que lim rn = O. Soit alors a E VM. 

n-t w 

Comme la suite (ma),>, tend vers O, il existe un plus petit 
entier n > O tel que rna E U. Si n > 0, on a rn-la gt U, donc 
rna E U  n C(~U) ; l'adhérence X de U n C(~U) est compacte 
puisque U est compact, et  ne contient pas O puisque rU est 
un voisinage de 0 ;  donc, dans X, mod x est minoré par un 
nombre m > O. Donc, si n > O, on a m r mod(rna), d'où 
mod(r-l)n L MIm. Comme niod(r-l) > 1, l'entier n n'est sus- 
ceptible que d'un nombre fini de valeurs ne dépendant pas de a, 
ce qui achève de prouver notre assertion. 

Ceci étant, comme l'intersection des V, est réduite à {O), 
les V, forment un système fondamental de voisinages de O 
(Top. Gén., Chap. 1, 3 e  éd., $ 9, no 2, prop. 1). 

COROLLAIRE. - La topologie d'un corps localement compact 
non discret admet une base dénombrable. 

En effet, K est réunion des ensembles compacts VI, V,, . . .. 
D'autre part, K est métrisable d'après la prop. 1 de Top. Gén., 
Chap. IX, 2 e  éd., 3 3, no 1. Donc la topologie de K admet une 
base dénombrable (loc. cit., 5 2, cor. de la prop. 16). 

PROPOSITION 14. - Soit ci une mesure de Haar sur K+. 
Alors la mesure P = (mod&l .cc sur K* est une mesure de 
Haar a gauche sur le groupe nîultiplicatif K*. 

BOURBAKI, XXIX 3 
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En effet, si b E K*, l'application a - b-la de K dans K 
transforme sr en (mod, b)a, donc (mod,)-l.a en elle-même, d'où 
la proposition. 

COROLLAIRE. - Soit f une fonction définie dans K*, à 
valeurs dans R ou dans un espace de Banach. Pour que f soit 
@-intégrable, il faut et il sufit que (mod,)-Y soit a-intégrable, 

Ceci résulte de la prop. 14, du cor. de la prop. 13, et  du chap. V, 
5 5, no 3, th. 1. 

PROPOSITION 15. - Supposons K commutatif. Soit u un 
automorphisme de l'espace vectoriel E = Kn. Alors 

mod, u = rnod, (det u). 

11 suffit de vérifier la formule lorsque u parcourt un sys- 
tème de générateurs de GE(E). Or GE(E) est engendré par les 
éléments suivants (Alg., chap. II, 3e éd., 10, no 13, cor. 2 
de la prop. 14) : 

(a) les éléments u, de la forme 

(XI, , 9 5,) + (x,(I), . a ,  xo(n>), 
où o E 6, ; 

(b) les éléments u, de la forme 

(XI, - .  - 3  xn) + ( a x ~ ,  X2, - - - 3  xn) 

avec a E K* ; 
(c) les éléments u, de la forme 

Si f E X(E), on a, en notant cc une mesure de Haar sur 
K', 



et  d'autre part mod, (det u,) = mod,(l) = 1,  d'où le résultat 
pour u,. On l'établit de manière analogue pour u ,  et  u,. 

Soient K un corps localement compact commutatif, E un 
espace vectoriel de dimension finie n sur K. Si cp est un isomor- 
phisme de l'espace vectoriel Kn sur l'espace vectoriel E, cp 
transforme la topologie de Kn en une topologie sur E qui fait 
de E un espace vectoriel localement compact. Cette topologie 
(dite canonique) est indépendante de cp puisque tout automor- 
phisme de l'espace vectoriel Kn est bicontinu. Sauf menlion 
du contraire, quand on parlera de E comme d'un espace vec- 
toriel topologique, il s'agira toujours de la topologie qu'on vienl 
de définir. Tout automorphisme u de l'espace vectoriel E est 
bicontinu, donc mod, rr est défini. Par  ailleurs, si u est lin 
endomorphisme non inversible de E, on pose mod, rr = O. Alors : 

COROLLAIRE 1. - Soient K u n  corps localement compact 
commutat i f ,  E u n  espace vectoriel de dimension finie sur  K, et 
u un endomorphisme de l'espace vectoriel E. O n  a 

mod,(u) = mod,(det u). 

Si u est inversible, cela résulte de la prop. 15. Si u n'est 
pas inversible, on a det u = O, donc mod,(det u )  = O = mod, u. 

COROLLAIRE 2. - Soient E u n  espace vectoriel réel de dimen- 
sion finie n, (e,, e,, . . ., e,) une  base de E ,  P l'ensemble des 

n 

s = kiei E E tels que 0 ,( < 1 pour iout i, p l 'unique 
i-1 
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mesure de Haar sur le groupe additif E telle que p(P) = 1. Soient 
x,, . . . , xn des points de E, S l'enveloppe convexe fermée dans E 

n 

de l'ensemble {O, z,, . . ., xn). Si on pose xi = ui,e,, OR a 
j-1 

Nous identifierons E à Rn par l'isomorphisme qui trans- 
forme (e,) en la base canonique de Rn. Alors p s'identifie à la 
mesure de Lebesgue pn sur Rn. 

Supposons d'abord que xi = e, pour tout i. Alors S est 
l'ensemble Sn des x = (ci) E Rn tels que 

Ed 2 0 pour tout i et  El  -t . . . + tn L 1. 

Posons pn(Sn) = a,. Soit A E R. Identifiant Rn à Rn-, x R, 
on peut considérer la coupe Ch de Sn suivant h. Cette coupe 
est vide si A < O ou h > 1 ; si O < h < 1, Ch est l'ensemble 
des (El, . . ., En_,) E Rn-l tels que 

donc se déduit de Sn-, par une homothétie de rapport 1 - A, 

de sorte que pn-,(CA) = (1 - h)R-lan-l. D'après le théorème de 
Lebesgue-Fubini, 

1 
Comme a, = 1, on voit que an = - n! ' 

Revenons au cas général du corollaire. Soit u l'endomor- 
phisme de Rn tel que u(eJ = xi pour tout i. On a u(S,) = S. 
Si u est inversible, la prop. 15 prouve que 

Comme S - S est contenu dans un nombre fini d'hyperplans, 
on a P(S) = AS). Enfin, si u est non inversible, S est contenu 
dans un hyperplan, de sorte que p(S) = O = det(u,,). 



I l .  Algèbres de dimension $nie sur un corps localement 
compact. 

Soient K un corps commutatif, A une K-algèbre de rang 
fini à élément unité. Pour tout a E A, soient La ,  Ra  les endo- 
morphismes x -. ax, x - xa de l'espace vectoriel A, et  soient 
NAIK(a) E K, NAelK(a) E K les normes de a dans les représen- 
tations régulières de A et  de l'algèbre opposée A0 ; rappelons 
que NAIK(a) = det(La), NAoIK(a) = det(Ra). Les conditions sui- 
vantes sont équivalentes : a inversible, La inversible dans 
Hom,(A,A), Ra inversible dans HomK(A,A), NAIK(a) # O, 
NA./K(~) # O. Notons A* l'ensemble des éléments inversibles 
de A. 

Supposons maintenant le corps K localement compact, 
donc l'algèbre A localement compacte. Alors NA/, et NA,, 
sont des applications continues de A dans K, donc A* est 
ouvert dans A. D'après le cor. 1 de la prop. 15 du no 10, on a 

PROPOSITION 16. - Soit CC une mesure de Haar  d u  groupe 
additif de A. Les mesures 

sur A* sont des mesures de Haar  respectivement à gauche et à 
droite d u  groupe multiplicatif A*. 

En effet, soit cr' la restriction de cc à l'ensemble ouvert A*. 
Pour a E A*, on a L,(CC') = ( ~ o ~ ~ N ~ / ~ ( u ) ) - ~ M ' ,  donc 

est une mesure de Haar A gauche sur A* (no 8, cor. 1 de la 
prop. 10). Passant à l'algèbre opposée, on voit que 

est une mesure de Haar à droite sur A*. 
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PROPOSITION 17. - Supposons que A soit un corps (loca- 
lement compact). Pour tout a E A, on a mod,(a) = mod,N,,,(a). 

C'est une traduction de la première formule (38). 

Exemples. - 1) Prenons K = R, A = C. Compte tenu 
d'Alg., chap. VIII, 12, no 2, prop. 4, on obtient modc(z) = 1zI2 
pour tout z E C. 

2) Prenons K = R, et pour A le corps des quaternions 
H (Top. Gén., chap. VIII,  3 e  éd., 5 1, no 4). Considérons les 
éléments suivants de M2(C) : 

qui, avec 1,, forment une base de M,(C) sur êr. On vérifie 
aisément que 

x: = x; = X i  = - 1,, X,X2 = - X2X1 = x 3 ,  

X2X3 = - X3X2 = Xi,  X3Xl = - X1X3 = X2. 

Donc l'application a -t bi + cj  + dk - a12 + bXl + cX2 + dX3 
se prolonge en un C-isomorphisme de l'algèbre C @R H sur 
l'algèbre Ml2(@). Comme [H : RI = 4, C est un corps neutrali- 
sant de H, et la norme réduite de q = a + bi $- cj + dk E H est 

= det( a i- id - +, ib) = ,y + b2 + cl + d 2  = 119112. 
c + i b  a - r d  

D'après Alg., chap. VIII, § 12, no 3, prop. 8, on a 

Ceci posé, la prop. 17 montre que 

Une étude plus approfondie de la structure des corps loca- 
lement compacts sera faite en AZg. comm., chap. VI, § 9. 



3 2. Quotient d'un espace par un groupe ; espaces homogènes. 

1. Résultats généraux. 

Soit X un espace localement compact dans lequel un 
groupe localement compact H opère à droite, continûment et 
proprement, par (x, E) - x[ (x E X ,  t E H ) .  La relation d'équiva- 
lence définie par H dans X est ouverte ( T o p .  Gén., chap. I I I ,  
3e éd., 5 2, no 4 ,  lemme 2) et X/H est séparé (loc. cit., 5 4, no 2, 
prop. 3) donc localement compact ( T o p .  Gén., chap. 1, 3 e  éd., 
5 10, no 4 ,  prop. 10). On notera x I'application canonique de 
X sur X/H. Le saturé d'une partie Y de X est YH = x-l(x(Y)). 
Si K est une partie compacte de X, x(K) est compact, e t  le 
saturé x-l(sc(K)) est fermé dans X .  Toute partie compacte de 
X/H est l'image par x d'une partie compacte de X ( T o p .  Gén., 
chap. 1, 3 e  éd., 5 10, no 4,  prop. 10). O n  suppose donnée une  fois 
pour toutes une  mesure de I-iaar à gauche P sur  H .  

Soit x une représentation continue de H dans RT. Si une 
fonction g sur X satisfait a g(x5) = ~(E)g(x) quels que 
soient x E X et  % E FI, son support S est invariant par 13 
et s'écrit donc n-l(x(S)). On désignera par Xx(X) l'espace de 
Riesz formé des fonctions numériques continues g sur X qui 
satisfont à g(x6) = X(E)g(x) (x E X ,  6 E H ) ,  et  dont le sup- 
port est le saturé d'une partie compacte de X ; on notera 
d'"%(X) l'ensemble des éléments 2 O de Xx(X). E n  particu- 
lier, T1(X) n'est autre que l'ensemble des fonctions continues 
sur X, constantes sur les orbites, et dont le support est le saturé 
d'une partie compacte. 

PROPOSITION 1. - Soit f une  fonction numérique continue 
sur X dont le suppor f  S ait  une  intersecfion compacte avec le 
saturé de toute partie compacte de X .  

a) Pour  tout x E X ,  la fonction 6 -./(XE) sur H appartient 
à X(H) ; o n  pose 
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b) L a  fonction fX est continue, est nulle hors de S H ,  et satis- 
fait à f"(x4) = x(F)fX(x). 

c) S i  g est une fonction numérique continue sur X et satis- 
fait à g(x[) = ~(()g(x), on a (fg)X = flg (fl étant donné par 
la formule (1) où on remplace x par la représentation 5 -+ 1 
de H dans R:). 

d) S i  r E H, on a (S(r)f)X = x(r)A~(r))-Y. 
Soient x, E X  et V un voisinage compact de x, dans X. 

L'ensemble des E H tels que VE rencontre S est aussi 
l'ensemble des E H tels que VE rencontre S n VH, donc est 
compact dans H puisque S n VH est compact et que H opére 
proprement dans X (Top .  Gén., chap. I I I ,  3 e  éd., $ 4, no 5, 
th. 1) ; alors le lemme 1 du $ 1, no 1 prouve a) et la continuité 
de f7L. Le reste de b) est évident. Enfin c) et d) résultent des 
calculs suivants : 

PROPOSITION 2. - L'application f - f X  de Y(X) dans Z x ( X )  
est linéaire, et l'image de S ( X )  (resp. Y+(X)) est XYX) (resp. 

-x"+(X)>. 
La linéarité est immédiate. 11 est clair que f X  O pour 

f 2 O. Il suffit alors d'appliquer le lemme suivant : 

Lemme 1. - Soient K une partie compacte de X, u une fonc- 
tion de X+(X), avec u(x) > O pour x E K. Soit g E F ( X )  telle 
que Supp g c KH. 



a) On a inf ul(x) > 0. 
xeKH 

b) La fonction h égale à glu1 dans KH, à O dans X - KH, 
appartient à ZX(X). 

c) g = ( ~ h ) ~ .  
On a ul(x) > 0 pour x E K, donc inf ul(x) = inf ul(x) > 0. 

xeKH xaK 

L'assertion b) en résulte aussitôt. Enfin, d'après la prop. 1 c), 
on a ( ~ h ) ~  = ulh, et  il est clair que ulh = g. 

Soit 1 une forme linéaire relativement bornée (chap. II, 
5 2, no 2) sur YX(X). Alors f -. I(fc) est une forme linéaire 
relativement bornée sur %(X), c'est-à-dire une mesure p1 sur 
X. L'application 1 - p, est injective d'après la prop. 2. Les 
mesures p, ainsi obtenues sur X peuvent être caractérisées 
comme suit : 

PROPOSITION 3. - Soit p une mesure sur X. Les conditions 
suivantes sont équivalentes : 

a) I l  existe une forme linéaire relativement bornée 1 sur 
Xx(X) telle que I(fc) = p(f) pour toute f E Z(X).  

b) S(Qp = ~(E)-lA~(f)p pour tout 6 E H. 
c) Quelles que soient f ,  g dans X ( X ) ,  on a 

d) Si  f E T ( X )  est telle que f X  = O, alors t*(f) = 0. 

a) b) : si p(f) = I(fc), on a, compte tenu de la prop. 1 d) : 

donc s(F)p = x(S)-lAa(t)~. 
b) + c) : supposons l'hypothèse b) satisfaite. Observons que 

les fonctions (x, 5) -+ f(x)g(xE) et  (x, 5) - f(xE,)g(x) sur X x H 
sont continues a support compact (parce que H opère propre- 
ment dans X) ; ceci posé, le th. 2 du chap. III, $5, no 1 permet 
d'écrire : 
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ce qui prouve c). 
c )  => d) : si c) est vérifiée e t  si f X  = O, on a p( f .  gl) = O 

pour toute g E S(X),  donc p(f) = O en choisissant g E Z ( X )  

telle que g1 = 1 sur Supp f (ce qui est possible d'après la prop. 2 
appliquée avec x = 1). 

d)  => a) : si la condition d) est satisfaite, il existe une forme 
linéaire 1 sur X X ( X )  telle que p(f) = I ( fX )  pour f E X ( X ) ,  et 
cette forme est relativement bornée en vertu de la prop. 2. 

Si f  est une fonction sur X/H, f  o n  est une fonction sur X 
constante sur les orbites, continue si et seulement si f est conti- 
nue. L'application f - f O x définit en particulier une bijection 
de X(X/H) sur Z1(X). 

Nous pouvons alors, dans le cas où x = 1, reformuler de 
la manière suivante certains résultats du no 1 : 

Soit f une fonction numérique continue dans X dont le 
support ait une intersection compacte avec le saturé de toute 
partie compacte de X. La formule 

définit une fonction continue f b  sur X/H. Si g est une fonction 
continue sur X/H, on a 



On n'oubliera pas que la définition de f b  dépend' du choix de 
p. Si H est compact et p normalisée, la fonction f b  s'appelle par- 
fois moyenne orbitale de f .  

Si f E X(X), on a f b  E X(X/H). L'application f - f b  d e  

Z(X)  dans  &(X/H) est linéaire, et l'image d e  X(X) (resp. 
Y+(X)) est .%"(X/H) (resp. X+(X/H)). 

Remarque 1. - On va montrer que l'application f - fb est un 
morphisme strict (Top. gén., chap. III, 3 e  éd., 5 2, no 8) de S ( X )  
sur X(X/H). 

a) Cette application est continue : il suffit de prouver que, 
pour toute partie compacte K de X, la restriction à X(X, K) 
de f - fb est une application continue de X(X, K) dans 
X(X/H, n(K)) (Esp. uect. top., chap. II, 5 2, no 2, cor. de la 
prop. 1) ; comme H opère proprement dans X, l'ensemble P des 
E ,= H tels que K& rencontre K est compact ; on conclut de (3) 
que sup Ifb(n(x))l L p(P) sup If(x)l, et ceci prouve notre assertion. 

XEK sel< 
b) Soit K' une partie compacte de X/H. Choisissons une partie 

compacte K de X telle que n(K) = K', et montrons que la res- 
triction de f -. f b  à Z(X,  K) est un morphisme strict de %(X, I<) 
sur X(X/H, Kr). Il suffit de construire pour cette restriction un 
inverse à droite (Esp.  uect. top., chap. 1, 5 1, no 8, prop. 13). Or, 
d'après le lemme 1 du no 1 (dont nous adoptons les notations), 
on obtient un tel inverse en composant les applications suivantes : 

LX) l'application f '  -* f '  n de Z(X/H, K') dans l'ensemble E 
des fonctions de Z1(X) dont le support est contenu dans KH ; 

p) l'application de E dans E qui, à toute g E E, fait corres- 
pondre la fonction égale à glu1 dans KH, à O dans X - K H  ; 

y) l'application de E dans X(X) qui, à toute fonction h 6 E, 
fait correspondre uh. 

c) Ceci posé, si V est un voisinage convexe de O dans Y(X), 
V n Z ( X ,  K) est un voisinage convexe de O dans X(X, K), donc 
Vb fi Z(X/H, KI) est un voisinage convexe de O dans X(X/H, K') 
d'après b), donc Vb est un voisinage de O dans X(X/H) (Esp. 
vect. top., chap. II, § 2, no 4). Ceci achève la démonstration. 

PROPOSITION 4. - a) Soit A une mesure sur X/H. Il existe 
une mesure A# et une seule sur X telle que 

1 fbdh =Sx fdhg 
XIH 

quelle que soit f E X ( X ) .  On a S([)A# = A,(EJÀ"ouF tout i E H. 



44 INTÉGRATION chap. VII, 5 2 

b) Réciproquement, soit p une mesure sur X telle que 
tî(<)p = AH(t)p pour tout E E H .  I l  existe une mesure h ef  une 
seule sur X/H telle que p = A#.  

C'est un cas particulier du no 1. 

DÉFINITION 1. - Les hypothèses et les notations étant celles 

de la prop. 4, ), s'appelle le quotient de p par P et se note - 
P 

L'application A - A #  de d(X/H)  dans A ( X )  n'est autre 
que la transposée de l'application f - f b  de Z(X) dans %(X/H). 
Soit 3 un filtre sur d(X/H) ; dire que limA,% h#(f) = O pour 
toute f E Z(X)  équivaut à dire que limA,% h(ff) = O pour toute 
f' E Z(X/H) ; l'application A - A #  est donc, pour les topologies 
vagues, un isomorphisme de A(X/H) sur un sous-espace vec- 
toriel de &()o. Ce sous-espace est vaguement fermé, puisqu'il 
est l'ensemble des p E d ( X )  telles que S([)p = AH(E)p pour 
tout 5 E H. Il est clair que les conditions h O e t  h* 3 O sont 
équivalentes. 

La formule (6) s'écrit, par analogie avec la notation usuelle 
pour les intégrales doubles 

Il s'agit d'un abus de notations, l'intégrale j f(xQdp(9 6tant 
H 

considérée comme fonction de 2 et  non de x ; cette manière 
d'écrire s'emploiera souvent par la suite quand elle ne pourra 
prêter à confusion. 

Remarque 2. - Soit E un espace vectoriel localement convexe 
et soit m une mesure vectorielle sur X/H, à valeurs dans E. 
L'application f +m(fb) de X(X) dans E est alors une mesure 
vectorielle sur X, à valeurs dans E, que nous noterons encore 
m*. L'application m + m# est encore un isomorphisme de 
P(X(X/H); E) sur un sous-espace vectoriel A de 9(X(X); E) 
(si on munit ces espaces de la topologie de la convergence simple). 
De plus, comme l'application f -. f b  est un morphisme strict sur- 
jectif, le sous-espace A se compose exactement des mesures vec- 



torielles n sur X qui sont nulles sur le noyau N de l'application 
f -+ f b .  Pour que n E A, il est donc nCcessaire et suffisant que les 
mesures scalaires z ' o n  soient nulles sur N pour tout z' E Et. 
On déduit alors de la prop. 3 que n E A si et  seulement si l'on a 

3. Autre interprétation de Ag. 

Pour tout x E X ,  l'application k - + X E  de H dans X est 
propre (Top. Gén., chap. III, 3e éd., § 4, no 2, prop. 4), donc 
/3 admet une mesure image dans X par cette application, image 
qui est concentrée sur l'orbite XH (chap. V, § 6, no 2, cor. 3 
de la prop. 2) ; comme P est invariante à gauche, cette mesure 
image ne dépend que de la classe u = x(x) de x dans X/H, e t  
sera notée p u .  Par  définition, pour f E X(X), on a 

On voit donc que 

Lemme 2. - Soit f une fonction sur X, à valeurs dans rin 
espace topologique. 

a) Si f est une fonction numérique 2 O, on a, pour x E X  

b) Pour que f soit @;-mesurable, il faut et il sufit que la 
fonction E -. f(xE) sur IH soit p-mesurable. 

c) Supposons que f soi1 1 1 1 ~  fonction sur X, à valeurs dans 
un espace de Banach ou dans k ; alors, pour que f soit pi-inté- 
grable (resp. essentiellement pi-intégrable), il faut et il suffit que 
la fonction t -* f(xE) sur H soit @-intégrable (resp. essentiellement 

Cela résulte du chap. V, 5 4, prop. 2, prop. 3 et  th. 2. 
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Puisque f b  E X ( X / H )  pour f E X ( X ) ,  la formule (8) prouve 
que l'application u - P, de X/H dans d ( X )  est vaguement 
continue, que la famille (Pu) est A-adéquate quelle que soit la 
mesure positive A sur X/H, et que 

ce qui fournit u n e  nouvelle interprétation de A#. 

PROPOSITION 5. - Soit h une mesure positive sur X / H .  
a) Soit f une fonction ?,#-mesurable sur X ,  à valeurs dans 

u n  espace topologique, constante hors d'une réunion dénombrable 
d'ensembles Ag-intégrables. Alors, l'ensemble des x E X / H  tels que 
la fonction [ - f ( x t )  ne  soit pas P-mesurable est localement A-négli- 
geable. 

b) Soit f une fonction A#-mesurable 3 0 sur X ,  nulle hors 
d'une réunion dénombrable d'ensembles A#-intégrables. Alors la 

fonction x - f (x[)dp([)  sur X / H  est A-mesurable, et l 'on a S* 

c) Soit f  une fonction A#-intégrable sur X ,  a valeurs dans 
un espace de Banach ou dans %. Alors l'ensemble des x E X / N  
tels que 5 -+ f ( x [ )  ne soit pas p-intégrable est A-négligeable ; la 
fonction fb sur X / H  définie presque partout par la formule 

est A-intégrable, et l 'on a 



d )  Soit f une fonction A#-mesurable sur X ,  à valeurs dans 
u n  espace de Banach oir dans k, et nulle hors d'une réunion 
dénombrable d'ensembles A#-intégrables. Alors, pour que f soit 
A#-intégrrrble, il faut et il suf i t  que 

Compte t e n u  d u  l emme 2, a) ,  b ) ,  c )  résultent d u  chap. V ,  
$ 3, prop. 3, prop. 4 e t  t h .  1 (à l'exception de  (13) qui resulte 
de  (12), car il est clair que  I f b (  4 I f l b )  ; d) résulte de  b).  

PROPOSITION 6. - Soit A une mesure positive sur X / H .  
a )  Soit N une parfie de X / H .  Pour que N soit locdemenS 

A-négligeable, il faut et il sufi t  que x-l(N) soit localement A # -  

négligeable. 
b) Soit g une f~nct ion sur X / H ,  a valeurs dans u n  espace 

iopologiqrie. Pour que g soit A-mesurable, il faut et il su@t que 
g O x soit hg-mesurable. 

c )  Soit h une fonction sur X / H  a valeurs dans u n  espace de 
Banach ou dans k. Pour que h soit locctlement A-intégrable, il 
faut el il sr@ que h O x soit localement A#-intégrable, et l'on a 
alors (h . A)# = (h O x )  . A# .  

Supposons h O x localement A#-intégrable. Pour toute 
f E . X ( X ) ,  f .  ( h  O TC) est  A#-intégrable, donc (prop. 5)  la fonction 
( f  . (h O x))b = f b .  h est  A-intégrable e t  l 'on a 

Comme f - f b  es t  une  application surjective de  X ( X )  sur X(X/H), 
cela montre  que  h est  localement A-intégrable e t  que 

En particulier, si x- l (N)  est localement A#-négligeable, cp ,  O x 

est  localement A#-négligeable, donc (Y,. A)# = ( c p ,  O x) . A# = 0, 
et par suite cpN. h = O et  N est  localement A-négligeable. Main- 
tenant ,  supposons que g O n soit A#-mesurable. Soit K' une 
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partie compacte de X/H. Soit f E Y + ( X ) ,  telle que fb = 1 dans 
K r  (no 1, prop. 2), et  soit K = Supp f ; on a x(K) 2 K'. 11 
existe une partition de K formée d'un ensemble A#-négligeable 
M et d'une suite (K,) d'ensembles compacts tels que (g O x )  1 K, 
soit continue pour tout n. Alors glx(K,) est continue. Soit P l'en- 
semble des points de K n'appartenant pas à x(KJ u 7t(K2) u . . . ; 
alors r l ( P )  n K est contenu dans M, donc est A#-négligeable ; 
donc f . c p , - ~ ( ~ )  est A#-négligeable ; on en déduit (prop. 5) 

donc P est A-négligeable, et  g est A-mesurable. 
Si N est localement A-négligeable, x-l(N) est localement 

A#-négligeable (App. 2). Si g est A-mesurable, g O x est A#-mesu- 
rable (ibid.). Enfin, supposons h localement A-intégrable. 
Alors on sait déjà que h o x  est A#-mesurable. Pour toute 
f E Z+(X),  on a, d'après la prop. 5, 

donc h O x est localement A#-intégrable. 

COROLLAIRE 1. - Soient A, A' deux mesures positives sur 
X/H. Pour que A' soit de base A, il faut et il suffit que A'# soit de 
base A#.  Pour que A et A' soient équivalentes, il faut et il suffit 
que A #  et A'# soient équivalentes. 

La première assertion résulte de la prop. 6, a) et c). La 
deuxième résulte de la première. 

COROLLAIRE 2. - Soient A une mesure positive sur X/H, 
et f une fonction numérique A#-mesurable sur X. On suppose 
que, pour tout [ E H, on ait S(E,)f = f localement A#-presque par- 
tout. Alors il existe une fonction h-mesurable g sur X/H telle que 
f = g O x localement A#-presque partout. 

En remplaçant f par f /( l  + I f \ ) ,  on se ramène au cas où 
f est bornée, donc localement A#-intégrable. Soit p = f.A#. 
L'hypothèse sur f entraîne que S([)p = f.S(t)A# = A,(()p pour 



tout E, EH. Il existe alors (prop. 4) une mesure A' sur X/H 
telle que p. = A'#. D'apres le cor. 1, il existe une fonction loca- 
lement A-intégrable g sur X/H telle que A' = g .  A. D'après la 
prop. 6, on a f .  A# = A'# = (g O 7 ~ ) .  A#, d'où f = g O x locale- 
ment A#-presque partout. 

COROLLAIRE 3. - a) Soit (A,),,I une famille de mesures 
réelles sur X/H. Pour que la famille (A,) soit majorée dans A(X/H), 
il faut et il suffit que la famille (hf) soit majorée dans .,&(XI, 
et on a alors 

s~p(A?) = (sup A,)#. 

b) Soit A une mesure réelle sur X/H. On a (A+)# = (hg)* 

et (A-)# = (A#)-. 
c) Soit A une mesure complexe sur X/H. On a I A J g  = IA#I .  
Supposons la famille (A,) majorée et  posons p. = sup A,. 

Puisque A 2 O entraîne A# 2 O,  on a p# > A? pour tout L 

ce qui montre que la famille (A?) est majorée et  que 

Réciproquement, supposons la famille (hg) majorée et  soit 
v = sup (hg). Puisque S(k)hP = A,(k)Af pour tout E, E H, on 
a évidemment S(Qv = AH([)v, donc il existe une mesure 
p' E d(X/H)  telle que v = p.'#. Comme A# 2 O entraîne A 2 0, 
on a p' A, pour tout 1, ce qui montre que la famille (A,) est 
majorée et que v = 2 (sup A,)#, d'où 

ce qui achève la démonstration de a). L'assertion b) en résulte 
aussitôt, puisque A +  par exemple n'est autre que sup(A, O). 
Pour démontrer c), il sufit  de remarquer que 1l.l = sup g ( d )  
pour oc nombre complexe de module 1, et  d'autre part que 
%'(p.#) = (Wp)* pour toute p E .A(X/H). 

Remarques. - 1) La prop. 6 a) peut s'exprimer en disant 
que A est une mesure pseudo-image de A #  par x (chap. VI, 5 3, 
no 2, déf. 1). 

BOURBAKI, XXIX 4 
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2) Supposons H compact et  P normalisée. Le saturé de 
toute partie compacte de X est compact. Donc, si f E S(X/H) ,  
on a'  f o x E S ( X )  ; et, pour toute mesure positive A sur X/H, 
la prop. 5c) donne 

Autrement dit, A est l'image de ha par x. 

3) Le cor. 3 c) de la prop. 6 montre aussitôt que les résul- 
tats de ce no restent valables dans le cas des mesures complexes 
(sauf ceux qui font intervenir l'intégrale supérieure). 

4) Soit m une mesure vectorielle sur X/H il valeurs dans E 
et  soit q une semi-norme semi-continue inférieurement sur E. 
Pour que m soit q-majorable (chap. VI, § 2, no 3, déf. 3), il faut 
e t  il suffit que m# le soit, et on a alors q(m#) = q(m)#. Ceci résulte 
aussitat des définitions et du cor. 3 a). 

Soit d'autre part p  une mesure positive sur X/H. Pour que 
rn soit scalairement de base t ~ ,  il faut et il suffit que m# soit sca- 
lairement de base t ~ #  : cela résulte du cor. 1. 

Enfin, si m est de base p, de densité f par rapport il p  (chap. VI,  
fi 2, no 4, déf. 4), alors m# est de base Er#, de densité f O x : cela 
resulte de la prop. 6 c). 

4. Cas où X / H  est paracompact. 

Si X/H est paracompact, on va voir d'abord que les espaces 
vectoriels ZX(X),  pour x variable, sont tous isomorphes entre 
eux, et en particulier isomorphes Zi jT1(X). 

PROPOSITION 7. - Supposons X/H paracompact. Soit x 
une représentation continue de H dans PI?. 

a) I l  existe sur X une fonction continue r, a valeurs > 0, 
telle que r(xt) = ~ ( E ) r ( x )  quels que soient x E X et 5 E H. 

b) L'applicafion g - glr est un isomorphisme de l'espace 
vectoriel YX(X) sur l'espace vectoriel S1(X). 

Appliquons la prop. 1 du no 1 en prenant pour f une fonc- 
tion 2 O non identiquement nulle sur chaque orbite (c'est pos- 
sible d'après le lemme 1 de l'Appendice 1) ; alors r = f X  vérifie 
les propriétés de a). L'assertion b) est évidente. 



PROPOSITION 8. - Supposons X / H  paracompact. I l  exisie 
une fonction h 3 O continue dans X ,  dont le support a une inter- 
section compacte avec le saturé de toute partie compacte de X ,  et 
telle que hb = 1. Pour une telle fonction, on a g = (h . (g  O x))b 

quelle que soit la fonction g continue dans X / H .  
Appliquons la prop. 1 du no 1 ,  avec x = 1, en prenant pour 

f une fonction 2 O non identiquement nulle sur chaque orbite. 
On a fl(x) > O en tout point x de X .  Posons h = f / f l .  Alors 
hl  = f l / f l  = 1, donc hb = 1. Si g est une fonction continue sur 
X / H ,  on a donc (h .  (g O x))b = hb . g = g. 

Remarques. - 1) En  particulier, soit X un espace locale- 
ment compact sur lequel opère A droite, continûment et  pro- 
prement, un groupe discret D ; supposons X / D  paracompact. 
Alors il existe sur X une fonction continue h 3 0, dont le sup- 
port a une intersection compacte avec le saturé de toute partie 

compacte de X ,  et  telle que 2 h(xd) = 1 pour tout x E X 
d€D 

(tous les termes de la somme étant nuls sauf un nombre fini 
d'entre eux). 

2) Conservons les hypothèses et les notations de la prop. 8. 
L'application g - h.(g o z )  est une application continue de 
. f ( X / H )  dans Y(X) qui est inverse à droite de l'application 
f - f b .  Par suite, toute partie bornée (resp. compacte) de X ( X / H )  
est l'image d'une partie bornée (resp. compacte) de X ( X ) .  
On en déduit aussitôt que l'application h - hg est encore un 
isomorphisme de A ( X / H )  sur un sous-espace vectoriel fermé 
de A ( X )  quand on munit ces espaces de la topologie de la conver- 
gence bornée (resp. compacte). 

PROPOSITION 9. - On conserve les hypothèses et les notations 
de la prop. 8. Soit A une mesure positive sur X / H .  

a) Le couple (x,  h) est A#-adapté, el h(x)c,(,~dh#(x) = A. Sx 
b) L'application x est propre pour la mesure h .  Ag, et 

x(h .A%) = A. 
c) Soit k une fonction sur X / H ,  à valeurs dans u n  espace 
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de Bantrch ori dans  5. P o u r  que k soit mesumLIe  (resp. localerniint 
i~ i fégrable ,  essenliellement intégrable, intégrable) pour A, il faut 
et il s u f i l  que 11. (k O x) le soit pour A 2  ; et, s i  k est essentiellement 
infr'grcxble pour A, on rr 

Soit f E X(X/H).  Alors h .  (f O x) E Y(X)  e t  l'on a 

d'où a). L'assertion b) se démontre de même. Les assertions 
(le c) concernant la mesurabilité, I'intégrabilité essentielle e t  la 
formule (14) s'obtiennent alors en appliquant les résultats du 
chap. V ($4,  prop. 3, $ 5 ,  prop. 4, 4, th. 2). Si k est A-intégrable, 
h . (k O n) est A#-intégrable (chap. V, $ 3, no 4, th. 1). Si h .  (k O x)  

est A#-intégrable, la prop. 5 prouve que (h.(k O x))b = hb.k = k 
est kintegrabie. Si k est localement A-intégrable, h.  (k O x)  

est localement A#-intégrable (prop. 6). Enfin, supposons h .  (k o x )  

localement 1%-intégrable ; pour toute f E Z(XIH),  h . (k O x)  . (f O x)  

est à support compact, e t  

en posant M = sup 1 f ( ; donc h . ( ( k f )  O n) est A#-intégrable, e t  
par suite kf est h-intégrable d'après ce qu'on a déjà démontré ; 
ceci prouve bien que Ir est localement A-intégrable. 

COROLLAIRE. - L f ~ p p 1 i c a t i o n  linéaire continue f - f b  de 
L 1 ( X ,  A%) dans  L1(X/H, A) définie par Ia prop. 5 est surjective. 

Supposons d'abord X/H paracompact et soit h une fonc- 
tion sur X satisfaisant aux conditions de la prop. 8. Si k est 
une fonction numérique essentiellement A-intégrable, h . (k O x)  

est essentiellement A#-intégrable, et évidemment (h . (k O 4 ) b  = k. 
Dans le cas général, soit u E L1(X/H, h). Il existe une fonc- 

tion f E S ( X / H ,  A), de classe u et nulle en dehors d'une réu- 
nion dénombrable d'ensembles compacts K,. Définissons par 



récurrence une suite d'ensembles ouverts relativement compacts 
U, de X/H, tels que Un+, 3 K, u Ü,L, et soit V la r h n i o n  des 
U,. Alors V est une partie ouverte de X / H ,  réunion dénom- 
brable de parties compactes Ü,, donc paracompacte ( T o p .  
ph, cliap. 1, 3 éd., 5 9, no 10,  th. 5 ) .  Posons Y = TC-l(V) et 
soit A, (resp. A!) la mesure induite par A (resp. hg) sur V (resp. 

Y). II cst clair que Y/II s'identifie à V ( T o p .  gin., chap. 1, 
3 e  éd., 3 3, prop. 10) et que A$ s'identifie à (A,)#. De plus, f 
cst nulle en dehors de V et appartient a -Y"(\', A,.). 11 existe 
donc g E 5YLPI(Y, Ag) teIle que gb = f presque partout sur V. 
En prolongeant g par O sur X - Y, on obtient unc fo~ictioii 
gl E 9 ( X ,  A#) et il est clair que la classe de g\ dans L1(X/H, A) 
n'est autre que u. 

Kcmarque 3. - Supposons X/II paracompact et gardons 
les notations de la proposition 9. L'application k - h(k O TC) de 
L 1 ( X / H ,  A) dans L 1 ( X ,  A # )  c.st alors i somk t r ipe  d'après (14) et 
est inverse a droite de l'application f - f b  de L 1 ( X ,  A#) sur 
L1(X/E 1, A). 

5. Mesures quasi-invariantes sur un espace homogène. 

Lemme  3. - Soient G rrn groupe 1oc.ni~nîent compact, p 

une  mesure de I-laar cX gccuche sur G, \) et v' denx mesures non  
nulles quasi-invariantes sur  G. S i ,  pour fout  s E Cr, les densités 
de y(s)v par rapport a v et de y(s)vr prrr rcipport ri v' sont Égales 
localement p-presque partorri, v et V' sont proporlionnelles. 

Ecrivons v = p .  p, v f  = p f  . p où p ,  p sont des fonctions 
localement p-intégrables sur G et partout rion nulles ( 9  1, 
no 9, prop. 11). Pour tout s E G, on a 

et l'hypothèse entraîne que p-l . y(s) p = pl-l . y ( s )  p' localement 
p-presque partout. Posons a = p l / p ,  qui est une fonction 
p-rnesurable sur G. Pour tout s E G, on a y(s)o = o localement 
p-presque partout. Donc o est égale à une constante localement 
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p-presque partout, d'après le cor. 2 de la prop. 6 appliqué 
avec X = H = G. 

Soient G un groupe localement compact, H un sous-groupe 
fermé de G. Considérons l'espace homogène G/H des classes 
à gauche suivant FI, sur lequel G opère continûment à gauche. 
Nous allons montrer qu'il existe une classe et une seule de mesures 
quasi-invariantes non nulles sur G/H. 

Remarquons que H opère sur G continûment e t  propre- 
ment par translations a droite ; et l'espace quotient, qui n'est 
autre que G / H ,  est paracompact ( T o p .  Gén., chap. I I I ,  3 e  éd., 
5 4, no 6, prop. 13). On peut ainsi appliquer les résultats des 
nos 1 à 4, avec X = G.  On a donc des applications f - f b  de 
T ( G )  sur Z ( G / H ) ,  et h - A"e A ( G / H )  dans A ( G )  (une fois 
fixée une mesure de Haar & gauche fl dans H). Le fait que G 
opère à gauche dans G / H  donne lieu à une propriété supplé- 
mentaire : 

En effet, pour tout x E G, on a 

d'où la formule (15), qui entraîne la formule (16). 

Lemme 4. - Soient h une mesure # O sur G/H et p. une 
mesure de Haar à gauche sur G. Les propriétés suivantes sont 
équivalentes : 

a) A est quasi-invariante par G ; 
b) pour qu'une parfie A de G / H  soit localement A-négligeable, 

il faut et il suffit que x-l(A) soit localement p-négligeable ; 
c) la mesure h# est équivalente à p. 
Supposons qu'il en soit ainsi,  et soit A# = p.p, p étant une 

fonction localement p-intégrable partout non nulle. Alors, pour 



fout s E G, ln densité O, de Y~,~(S)A par  rapport à A est telle que 

localement p-presque partout sur  4;. 

c) => b) : cela résulte aussitôt de la prop. 6 a). 
b) =- a) : si la propriété b) est vérifiée, l'ensemble des 

parties de G/H localement A-négligeables est invariant par G, 
donc A est quasi-invariante par G. 

a) 3 c) : supposons A quasi-invariante par G ; pour tout 
s E G, A et  y,,,(s)A sont équivalentes, donc A #  e t  

sont équivalentes (cor. 1 de la prop. 6) ; comme A #  # O, A #  est 
équivalente Ci p ($1, no 9, prop. 11). 

En  outre, pour tout s E G, on a 

d'où (17). 
L'écpivalence de a) et  b) entraîne d'abord le résultat d'uni- 

cité déjà annoncé, e t  même un résultat plus précis : 

THÉORÈME 1. - Soient G un groupe localement compact, 
H un sous-groupe fermé de G. 

a) Deux mesures quasi-invariantes non nrzlles sur G/H sont 
équivalentes ; les parties de G/H locnlemenf négligeables pour ces 
mesures sont celles dont l'image réciproque dans  G sonf localement 
négligeables pour une mesure de Haar. 

b) Soient A, A' deux mesures quasi-invariantes non nulles 
sur G/H. Si, pour tout s E G, les densités de yG,,(s)A par rapport 
à A et de yGIH(s)Ar par rapport à A' sont égales localement presque 
partout pour A (ou A'), A et A' sonf proportionnelles. 

a) résulte aussitôt du lemme 4. Soient A et A' deux mesures 
quasi-invariantes non nulles vérifiant la condition de b). Alors, 
pour tout s E G, les densités de y,(s)A# par rapport à A #  et  de 



56 INTÉGRATION chap. VII, 9 2 

y,(sjhl# par rapport à A'# sont égales localement p-presque 
partout, donc (lemme 3 )  h# et A'# sont proportionnelles, donc 
A et A' sont proportionnelles. 

D'autre part, le lemrrie 4 ramène la recherche des mesures 
quasi-invariantes non nulles sur G/H a celle des mesures sur G 
équivalentes à la mesure de Haar et  de la forme A#.  On a a ce 
sujet le lemme suivant : 

Lemme 5. - Soient p m e  mesure de Haar à gauche sur G, 
et p une fonction localement p-intëgrable. Pour que p .  p soit de 
la forme A # ,  il faut et il suffit que, pour tout E E H ,  on ait 

docalenene p-presque partout sur G. 
Dire que p. p est de la forme A* revient à dire que, pour tout 

E E H, on a ~ ( S ) ( Q  P) = A H ( E ) ~ .  11. (prop. 4). Or 

d'où le lemme. 
Nous pouvons maintenant établir le résultat d'existence 

annoncé, et  même un résultat plus précis : 

THÉOREME 2. - Soient G u n  groupe localement compact, 
H u n  sous-groupe fermé de G, p une mesure de Haar  à gauche 
sur G, p une mesure de Haar  à gauche sur H. 

a) I l  existe des fonctions p continues > O sur G telles que 

p(xQ = p(x) quels que soient x t G et 6 E H. 

b) Etant donnie une telle fonction p, on peut former la mesure 
h = (p. p)@ sur G/H, el A est une mesure positiue non nulle quasi- 
invariante par G. 

C) Pour s, x dans G, p(sx)/p(x) ne dipend que de s et x(x), donc 
définit une fonction continue > O sur G x (G1I-I) telle que 



Alors on a 

(20) y Gl,(s)~ = %(sr1, . ) . A pour tout s E G. 

a) résulte dc la prop. 7. 
b) résulte des lcmrnes 5 et 4. 
c) résulte de (17). 

Remarques. - 1) On déduit de la remarque 1 du no 3 que les 
mesures quasi-invariantes non nulles sur G/H ne sont autres que 
les mesures pscudo-images par x d'unc mesure de Haar sur G. 

"2) Si G est un groupc de Lie, nous verrons plus tard qu'on 
peut choisir la fonction p du th. 2 indéfiniment différentiable.* 

Dans les conditions du th. 2, certains résultats des nos 3 
et  4 se spécialisent ainsi (compte tenu du chap. V, 5 4, th. 2 
et prop. 2 pour passer des propriétés relatives h p aux propriétés 
relatives à p .  p) : 

a) Soit f une fonction p-mesurable sur Cr, a valeurs dans un 
espace topologique, constante hors d'unc rkunion dénombrable 
d'ensembles p-intégrables ; alors l'cnscmble des 2 E G/I I tels 
que la fonction 6 -/(XE) ne soit pas p-mesurable est localement 
A-négligeable. 

b) Soit f une fonction p-mesurable 3 0 sur Gy nulle hors 
d'une réunion dénombrable d'ensembles p-intégrables. Alors 

* 
la fonction 2 -Sa /(xE)dP([) sur G/H est A-mesurable et on a 

c) Soit f une fonction p-intcgrahle sur G, à valeurs dans 
un espace de Banach ou dans fa. Alors l'ensemble des x E G/H 
tels que t - f(xt) ne soit pas p-intégrable est A-négligeable ; 

P 

la fonction i -J f(z[)dp(E) est A-integrable, et  
H 

d) Il existe sur G une fonction continue h 2 0, dont le 
support a une intersection compacte avec le saturé KI3 de toute 
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partie compacte K de G, e t  telle que h(xQdB(6) = 1 pour SE 
tout  x E G. Pour qu'une fonction g sur G/H soit mesurable 
(resp. localement intégrable, essentiellement intégrable, inté- 
grable) pour A, il faut e t  il sufi t  que h .  ( g  O n) le soit pour p. ; 
et, quand g est essentiellement intégrable pour A, on a 

6. Mesures relativement invariantes sur un espace homogène. 

Soient toujours G un groupe localement compact, H un 
sous-groupe fermé, P une mesure de Haar à gauche sur H. 

Lemme 6. - Soient A une mesure sur G/H, x une représen- 
tation continue de G dans C*. Les propriétés suivantes sont équi- 
valentes : 

a) h est relativement invariante sur G/H de multiplicateur x ; 
b) A#  est relativement invariante sur G de multiplicateur d 

gauche x ; 
c) A #  est de la forme aX. p ( a  E C). 
La condition a) signifie que, pour tout s E G, on a 

~ a / d s ) A  = x(s)-'~ ; 

ceci équivaut à (yQIH(s)A)# = X(s)-lh#, c'est-à-dire A 

D'où l'équivalence de a) e t  b). L'équivalence de h) et c) rksulte 
du 5 1, no 8, cor. 1 de la prop. 10. 

THÉORÈME 3. - Soient G u n  groupe localement compact, 
H un sous-groupe fermé de G, p (resp. B) une mesure de Haar  à 
gauche sur G (resp. H), x une représentation continue de G dans 
C*. 

a)  Pour qu'il existe sur G/H une mesure non nulle relative- 
ment invariante par G et de multiplicateur X, il faut et il suffit 
que ~ ( t )  = A,(O/AQ(E) pour tout E; E: H. 



b) Cette mesure est alors unique à u n  facteur constant près ; 
plus précisément, elle est proportionnelle a ( ~ . p ) / @ .  

Pour qu'il existe sur G/H une mesure non nulle relative- 
ment invariante par G de multiplicateur X ,  il faut e t  il suffit 
(lemme 6) que X. p soit de la forme A#, donc (no 2, prop. 4) 
que S([)(X. p)  = AH(E)(x.  p)  pour tout 6 E 13. Cette condition 
s'écrit aussi x ( [ )x .  AG(& = AH(4)x.  p, c'est-à-dire 

pour tout % E H .  D'où a). L'assertion b) résulte aussitôt du 
lemme 6 et du fait que I'application A - A# est injective. 

On verra au 3 3 (no 3, exemple 4) des exemples très simples 
où la représentation E - AH(F)/AG(E;) ne se prolonge pas en une 
représentation continue de G dans C*. Dans ce cas, il n'existe 
donc aucune mesure complexe non nulle sur G/H relativement 
invariante par G. 

COROLLAIRE 1. - Pour qu'il  existe sur G/H une mesure 
positive non nulle relativement invariante par G ,  il faut et il sumt 
qu'il existe une représentation continue de G dans R*, prolongeant 
la représentation E - A,(k)/A&). 

On notera que cette condition est remplie lorsque H est 
unimodulaire. 

COROLLAIRE 2. - Pour qu'il  existe sur G/H une mesure 
positive non nulle invariante par G, il faut et il suffit que A, 
coïncide avec A,  sur H .  

COROLLAIRE 3. - On suppose que H est unimodulaire et 
qu'il existe sur G / H  une mesure positive bornée non nulle v 

relativement invariante par G. Alors v est invariante, et G est 
unimodulaire. 

Soit x le multiplicateur de v. Pour tout s E G, v et  y(s)v 
ont même masse totale finie (5 1,  no 1 ,  formule (6)) ; comme 
y(s)v = x(s)-IV, on a ~ ( s )  = 1. Donc v est invariante. D'après 
le cor. 2, AG(s) = 1 pour tout s E H. Soit G' l'ensemble des 
t E G tels que AG(t) = 1. C'est un sous-groupe fermé distingué 
de G contenant 1-1. Soit x I'appIication canonique de G/H sur 



60 INTEGRATION chap. VII, § 2 

G/Gf. Alors n(v)  est une mesure positive bornée non nulle inva- 
riante par G. Donc la mesure de Haar à gauche du groupe G/G, 
est barnée, de sorte que G/Gr est compact ($  1, no 2, prop. 2). 
Par suite l'image de G par AG est un sous-groupe compact 
de RT ; ce sous-groupe est réduit à (11, donc A, = 1 sur tout  G. 

7. Mesure de Haar sur un groupe quotient. 

PROPOSITION 10. - Soient G un groupe localement com- 
pact, G' un sous-groupe distingué fermé, G" le groupe G/G1, 
x l'application canonique de G sur G/G', a, cir, a" des mesures de 
Haar à gauche sur G, Gr, G". 

a) E n  multipliant au besoin a par  un facteur constant, on 
a u" = u/cc'. En  particrrlier, si f E X(G), 

b) On a A&) = A,,([) pour tout E G' ; en particulier, 
si G est unimodulaire, G' l'est aussi. 

c) Le noyau de la représentation A, de G dans R*, est le 
plus grand sous-groupe distingué fermé unimodulaire de G. 

En appliquant le th. 3 du no 6 avec x = 1 (et sachant qu'ici 
il existe une mesure sur G/Gf invariante par G, à savoir cc"), 
on obtient a) e t  b) ; c) résulte aussitôt de b). 

PROPOSITION 11. - O n  conserve les notations de la prop. 
10. Soif u un automorphisme de G tel que u(G1) = G'. Soient 
u' la restriction de u à G', el un l'automorphisme de G" déduit 
de u par passage aux quotients. Alors 

mod ,(u) = rnod,~(u')mod,~(u"). 

E n  effet, si a" = a/a', on a zlV(oc") = L~(u)/u'(u'), c'est-à-dire 

mod,.(u') 
r n ~ d ~ ~ ( u " ) - ~ u "  = m ~ d ~ ( u ) - h / m ~ d ~ , ( ~ l ' ) - ~ c c '  = mod ,(rr) ( w )  

d'où la proposition. 



COROLLAIRE. - Pour tout x E G, on a 

en désignant par  x l'image canonique de x dans G/G1 et pur i, 
Z'automorphisme s - x-lsx de G'. 

Ceci résulte de la prop. 11, et de la formule (33) du $ 1, 
no 4. 

8. Une propriété de transitivité. 

X Soit X un espace localement compact dans lequel un 

1 groupe localement compact 1-1 opère A droite, continû- 
ment et proprement, par (z, E) -+ zE (x E X, E t H). Soit 
H' un sous-groupe ferme de H ; alors H' opkre à droite, 

X / H  
continûment et proprement, dans X. Nous rioterons 

x, x', p les applications canoniques de X sur X/H, de X sur 
X/H', e t  de H sur H/HF. 

Soient p, (3' des mesures de lIaar à gauche sur II, H f  ; on 
suppose que A, et A,, coïncident sur H' ; on peut donc îormer 
la mesure P/P' sur I-IIH', invariante à gauche par H (no 6, 
th. 3). Soit d'aulre part p une mesure positive sur X telle que 

pour E, E H ; on peut donc formcr les mesures p/P sur X/H et 
p/Pr sur X/H' (no 2, prop. 4). Nous allons écrire p/p' comme I'in- 
tégrale, par rapport à p/P, d'une famille de mesures sur X/H' 
indexées par les points de X/H. Lorsque H' = {el, on retrou- 
vera la situation du no 3. 

L'application (x, E )  - $(XE) de 
#Cc X x H dans XII-1' est continue ; 

X +  H comme x' (XE) = xl(x<[') pour tout 
XI [' E I-1', cette application définit 

par passage au quotient une appli- 
cation continue de X x (H/H') 
dans X/H' ; d'où, pour chaque x 

fixé dans X, une application partielle w, de H/H' dans X/H1, 
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déduite par passage au quotient de l'application (J, : - X E  
de H dans X .  Notons que = (J, O yH(E), donc que 
w , ~  = G), O yHIH*(6) pour tout 6 E H .  

Lemme 7. - Soient K une partie compacte de X / H 1 ,  et L 

une partie compacte de X .  Alors U o i l ( K )  est relatiuement 
ZEL 

compact dans H / H 1 .  
Soit K, une partie compacte de X telle que x f ( K 1 )  = K. 

Soit K, l'ensemble des 5 E H tels que L( rencontre K,. Alors 
K, est compact (Top .  Gén., chap. III,  3e éd., § 4, no 5 ,  th. 1). 

Soit 6 E H tel que p(5) E U w;l(K).  Il existe donc un 
XEL 

x E L  tel que w,(p([)) E K ,  autrement dit tel que xf(xE) E K. 
Puisque x 1 ( K 1 )  = K ,  il existe <' E H' tel que xEFf E K I .  Alors 
Et' E K z ,  donc p(F) = p(5E1) € p ( K , ) .  On a ainsi montré que 

U w;'(K) c p ( K 3 .  
ZEL 

Ce lemme montre d'abord que l'application w,  est propre. 
On peut donc former la mesure wx(P/Pf) sur X / H ' ,  qui est concen- 
trée sur o X ( H / H 1 )  = xl(+,(H)) = x l (xH) .  Si f E Z ( X / M f ) ,  le 
lemme 7, et le 5 1, no 1, lemme 1 montrent que la fonction 
x - ( f ,  w,(P/P1)) est continue dans X ; en outre, ( f ,  cù,(P/P1)) 

est nul quand Supp f ne rencontre pas x l ( x H ) ,  autrement dit 
quand x ( x )  n'appartient pas à l'image canonique de Supp f 
dans X / H .  

Par ailleurs, si E, E H ,  on a 

L'application x - w,(P/P1) de X dans A ( X / H 1 )  définit donc par 
passage au  quotient une application u - (P/P1), de X / H  dans 
A ( X / H 1 ) .  Ce qui précède montre que, pour toute f E % ( X / H t ) ,  
l'application u - (f, ( P / P f ) , )  est continue à support compact. 
Par suite, l'application u - ( P / P f ) ,  est une famille vaguement 
continue et (p/P)-adéquate de mesures sur X / H 1 ,  l'ensemble 
d'indices étant X/H. 



Soient x E X, et u = x(x) :) X/H. Soit f une fonction sur 
X/H1, A valeurs dans un espace de Banach ou dans k. D'aprés 
le chap. V, $ 4, th. 2, pour que f soit (P/P1),-intégrable, il faut 
e t  il suffit que la fonction p(6) -+ f(w,(p(c))) = f(xr(x{)) sur 1-I/H1 
soit (P/Pr)-intégrable, e t  l'on a alors 

On a des propriétés analogues pour la mesurabilité, l'intégrale 
supérieure e t  l'intégrale essentielle. 

Soit f E J â ( X ) ,  e t  soit fb E Z(X/H1), définie pais 

Il suf i t  de prouver (cf. no 2) que f b  a même intkgrale par rap- 
port aux deux membres de (22). Or, (p/Pt, f b )  = {p, f ) .  D'autre 
part, 

Or, soient x E X et u = ~ ( x ) .  On a 
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Donc 

ce qui prouve la  proposition. 

COROLLAIRE 1 .  - a )  Soit f une  fonction sur X I H ' ,  à valeurs 
dans  u n  espace de Banach ou dans  R, intégrable pour plPr. I l  
existe une  partie (p/P)-négligeable N de X / H  ayant  la  propriété 
suivante : si x E X est tel que X ( X )  4 N ,  la fonction f O o, sur  
H/H1, c'est-à-dire la foncfion 5 - f ( x l ( x [ ) ) ,  est intégrable pour 

PIP' ; l'intégrale f (n'(xS))d(P/P1)([) ne  dépend que de 5 = ~ ( x ) ,  

d est u n e  fonction (p./p)-intégrable de x; e f  l 'on a 

b) Soit f une  foncfion 3 O sur X I H ' ,  mesurable pour pl@' 
et nulle hors d'une réunion dénombrable d'ensembles (plPt)-inté- 

* 
grabks.  Alors ~ ( z )  f ( r r1(s4) )d(~/p ' ) (5)  est (p/p)-mesorable, 

et l 'on a 

c) Soit f une  fonction sur X / H 1  à valeurs dans  u n  espace 
de Banach ou dans  R, mesurable pour pIP' et nulle hors d 'une  
réunion dénombrable d'ensembles (p/P1)-intégra bles. A lors, pour 
que f soit (pl@')-intégrable, i l  suffit que 

COROLLAIRE 2. - Soient G un groupe localement compact, 
A et B des sous-groupes fermés de G tels que A 3 B .  On suppose 
qu'il  existe, sur  l'espace homogéne G / B  des classes à gauche sui-  
vant B,  une  mesure positive n o n  nulle cr invariante par G et bornde. 



a) L'image canonique de cc dans G/A est une mesure positive 
non nulle, invariante par G, et bornée. 

b) A, coi'ncide avec A, sur A et avec A, sur B. 
c) I l  existe, sur l'espace homogène A/B des classes à gauche 

de A suivant B, une mesure positive non nulle invariante par A 
et bornée. 

L'assertion a) est immédiate. 1,'assertion b) résulte de a) 
et du no 6, cor. 2 du th. 3. D'après b), A, coïncide avec AB 
sur B, et on peut donc appliquer les résultats du présent numéro 
en y faisant X = G, H = A, H' = B. La fonction 1 sur G/B 
est a-intégrable. D'après le a) du cor. 1, la fonction 1 sur A/B 
est intégrable pour P/Pf, P et p' désignant des mesures de 
Haar A gauche de A et B ; donc P/B' est bornée. 

9. Construction de la mesure de Haar d'un groupe à partir 
des mesures de Haar de certains sous-groupes. 

Soient G un groupe localement compact, X e t  Y deux 
sous-groupes fermés de G tels que Q = X Y  contienne un voisi- 
nage U de e. Alors Cl est ouvert dans G ;  car, quels que soient 
x, E X et y, E Y, on a X Y  = (xoX)(Yyo) 2 x,Uy,, et x,Uy, est 
un voisinage de x,y,; donc Cl est un voisinage de chacun de 
ses points. 

*Lorsque G est un groupe de Lie d'algébre de Lie g, la condi- 
tion imposée à X et  Y est satisfaite si les sous-algbbres corres- 
pondant à X et  Y ont pour somme g. * 

Le groupe X x Y opère continûment à gauche dans G 
par la loi (x, y). s = xsy-1 (x E X, y E Y, s E G). Soit Z = X n Y. 
Le stabilisateur de e dans X x Y est le sous-groupe Z, de 
X x Y formé des couples (z, z ) ,  où z E Z, sous-groupe qui est 
canoniquement isomorphe à Z. Donc l'ensemble IR s'identifie 
A l'espace homogène des classes à gauche (X x Y)/Z,; plus 
précisément, l'application (x, y) - xy-l de X x Y sur Cl définit 
par passage au quotient une bijection continue de (X x Y)/Z, 
sur Q. Nous supposerons que cette application est un homéo- 

BOURBAKI, XXIX 5 
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morphisme. (Il  en est ainsi notamment si G est dénombrable à 
l ' inf ini  : cf. App. 1). 

PROPOSITION 13. - Supposons en outre Z compact. Soient 
p,, px , py des mesures de Haar  à gauche sur Gy X ,  Y ,  el A la res- 
triction de AG à Y .  Alors la restriction p de pG à Cl est, à u n  
facteur constant près, l'image de px @ (A-l. p,) par l'application 
(x, y) - xy-l de X x Y sur Cl (application qui est propre). 

Pourx EX,  y E Y ,  on a 

Identifiant B à l'espace homogène (X x Y ) / Z ,  et choisissant 
une mesure de Haar convenable sur Z,, on voit que p# est le 
produit de la mesure de Haar a gauche de X x Y, à savoir 
px @ p y  , par la fonction (x, y)  - A,(y)-l (no 6 ,  lemme 6) .  D'autre 
part, p est, à un facteur constant près, l'image de p# par I'appli- 
cation canonique de X x Y sur i2 (no 3, Remarque 2). 

COROLLAIRE. - Soit f une fonction définie dans 52, a ualeurs 
dans u n  espace de Banach ou dans S. Pour que f soit p-intégrable, 
il faut et i l  suffit que la fonction (x, y) - f(xy)AG(y)AY(')-l soit 
(p., @ py)-intégrable ; on a alors 

où a est une constante > O indépendante de f. 
D'après la prop. 13, et  le chap. V, 3 4, no 4, th. 2, pour que 

f soit p-intégrable, il faut et  il sufit  que la fonction (x, y)  - f(xy-1) 
soit intégrable pour p, @ (11-1. p,), ou encore que la fonction 
(x, y )  - f ( ~ ~ ~ - l ) A ~ ( y ) - l  soit intégrable pour px 8 py , OU encore 
que la fonction (x, y )  ->f(xy)A,(y)A,(y)-l soit intégrable pour 
px @ p y .  La formule (23) résulte d'un raisonnement analogue. 

PROPOSITION 14. - Supposons que les conditions de la 
prop. 13 soient remplies et en outre que Y soit distingué. 

a) L a  restriction de pG à 1(1 est, a u n  facteur constant près, 
l'image de p, 8 py par l'application (x, y)  -+ xy de X x Y sur Cl. 



b) On a, pour x E X et y E Y, 

en désignanf par  i, Z'aufomorphisme u - x-lux de Y. 
On a AG = A y  sur Y (prop. 10 b)), donc a) résulte de (23). 

Soient xo E X, y. E Y. Notons p l'application (x, y) - xy de 
X x Y sur Q. Comme 

d'où b). 

Remarque. - La prop. 14 s'applique en particulier quand CI 
est produit semi-direct topologique de X par Y (Top. Gén., 
chap. III,  3 e  éd., $ 2, no 10). Dans ce cas, Z = (e) e t  !2 = Cr. 
Comme yx = xi,(y) pour x E X, y E Y, pG est aussi, à un fnc- 
teur constant près, l'image de (rnod iJpX @ py par l'applica- 
tion (x, y) - yx de X x Y dans G. 

10. Intégration dans un domaine fondamental. 

Soient X un espace localement compact, IF1 un groupe 
discret opérant a droite continûment e t  proprement dans X. 
Soit x l'application canonique de X sur X/H. Pour tout x E X, 
on notera H, le stabilisateur de x dans H ; c'est un sous-groupe 
fini de H (Top. gén., chap. III,  3e éd., $ 4, no 2, prop. 4) ; on 
notera n(x) son ordre. Pour tout s E H, on a H,, = s - ~ I S , ~ ,  
donc n(xs) = n(x). II existe un voisinage ouvert U de x tel que 
U n Us = @ pour s $ H, (loc. eit., no 4, démonstration de la 
prop. 8) ; pour y E U, on a H, c H, ; donc la fonction n sur X 
est semi-continue supérieurement. Lorsque X est dénombrable 
à l'infini, H est dénombrable; en effet, soit (KI,  K,, . . .) un 
recouvremenL dc X par unc suilc dc parties compactes, e t  soit 
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x, E X ; l'ensemble des s E H tels que sx, E K i  est fini (loc. cit., 
no 5, th. l), d'où notre assertion. 

DÉFINITION 2. - Soit F c X .  On dit que F est un domaine 
fondamental (pour H )  si la  restriction de x à F est une bijection 
de  F sur X/H (autrement dit si F est un système de représentants 
pour la relation d'équivalence définie par H). 

Lemme 8. - Soit F un domaine fondamental. Pour tout 
x E X ,  on a 

Comme cpFs(xt) = ( P ~ ~ ~ - ~ ( x )  quels que soient s et t dans H, 
les deux membres de (24) restent invariants quand on remplace 
x par xi. On peut donc supposer que n: E F. Alors on a les équi- 
valences 

PROPOSITION 15. - On suppose X dénombrable à l'infini. 
Soit p. une mesure 2 O sur X .  Soit F un domaine fondamental 
tel que Fs soit p-mesurable pour tout s E H .  Soit f une fonction 
pintégrable sur X ,  à valeurs dans un espace de Banach ou dans 
-- 
R. Alors la famille des [ n(~) -~ f (x )dp( z )  (s ~H)eslsommable. 

et l'on a 

Si A est une partie finie de H, on a 

d'après le lemme 8. Le lemme 8 prouve aussi que C n-lfcp,, 
seA 

converge simplement vers f suivant l'ensemble filtrant croissant 



des parties finies de 1-1. La prop. 15 résulte alors du chap. IV, 
$ 4, no 3, th. 2. 

THÉOREME 4. - Soient X rrn espacc localement compact 
dénombrable à l ' inf ini ,  H u n  groupe discret opéranf à droite 
contintiment et proprement dans X ,  x l'appliccifion canonigrre de 
X sur  X/H, p une  mesure posiiiue sur  X invuriante par H ,  
fi la  mesrire de Haar  normalisée de 1-1, ef h = p/P. Soit F u n  domaine 
fondamental p-mesurable. 

a )  Le couple (x, n-lrp,) est paclapté, et 

b)  L'application x est propre pour n-ly,. y ,  et ~ ( n - l y , .  p) = A. 

c) Soit Ic une  fonctioll sur X/H. Pour  que k soit A-mesurable 
(resp. h-infégrable), il faut cf  il suffit que n-lcp,(Iî O x) soit p-mesir- 
rable (resp. p-intégrable) ; et, s i  k est h-intégrable, o n  a 

On a y = Ag.  Soit f E .T.+(X/H). Alors n-lcp,(f O x )  est 
p-mesurable 3 0, et l'on a d'après la prop. 5 b) du no 3 

lemme 8. Donc n-lep,. (f O x )  est y-intégrable e t  

Ceci prouve a). L'assertion b) se démontre de même. L'assertion 
c )  se déduit de b) et du chap. V, $ 4, prop. 3 et  th. 2. 

COROLLAIRE. - O n  conserve les hypothèses ef les notations 
d u  th. 4. Soit F' un second domaine fondamenfal y-mesurable. 



70 INTÉGRATION chap. VII, $ 3 

Soit u une  fonction sur  X ,  à valeurs dans  un espace de Banach 
ou dans  R, invariante par H .  O n  suppose que u est p-intégrable 
dans F. Alors, u est pintégrable dans Fr, et 

Comme ra et n sont invariantes par H, il existe une fonc- 
tion v sur X/H telle que v O n coïncide avec nu sur F et sur F'. 
Alors n-lcp,(v O x) = cp,~, n-ly,.(v O n) = <PF'U. D'après l'hypo- 
thèse n-%p,(v O x) est p-intégrable. D'après le th. 4, v est A- 

intégrable, cpFm est p.-intégrable, et l'on a 

Pour l'existence de  domaines fondamentaux p-mesurables, cf. 
exerc. 13. 

Ej 3. Applications et exemples. 

1.  Groupes compacts d'applications linéaires. 

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur R, C 
ou H. Alors End@) est une algèbre de dimension finie sur R, 
et la topologie canonique sur End(E) ($  1, no 10) est la topologie 
de la convergence compacte. Le groupe Aut(E) = GL(E) est 
une partie ouverte de End(E), donc est un groupe localement 
compact. Soit (el,  e,, . . ., e,) une base de E, et pour tout endo- 
morphisme u de E, soit M(u) = (ccii(u)) la matrice de u par 
rapport à cette base ; dire qu'une partie S de End(E) est rela- 
tivement compacte dans End(E) équivaut à dire que les fonc- 
tions <xij(u) sont bornées dans S. 

PROPOSITION 1. - Soit G un sous-groupe de Aut(E). Les  
trois propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) G est relativement compact dans  End(E) ; 
(ii) G est relativement compact dans Aut(E) ; 
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(iii) G laisse invariante une forme hermitienne positive non dégé- 
nérée sur E. 

(iii) * (i) : supposons que G laisse invariante une forme 
hermitienne positive non dégénérée Y. Soit (el, . . . , en) une base 
orthonormale pour Y (Alg., chap. IX, $ 6, no 1, cor. 1 du th. 1). 
Pour tout u E G, soit (u,,) sa matrice par rapport 21 (e,). Quel 

n 

que soit j, on a lui,/ = 1, donc lui,l 4 1 quels que soient 
i-1 

i et j, ce qui prouve (i). 
(i) - (ii) : ceci résulte de Top. Gén., chap. X, 2 e  éd., $ 4, 

cor. du th. 4, compte tenu du fait que la topologie de End(E) 
est celle de la convergence compacte. 

(ii) =. (iii) : supposons que l'adhérence G de G dans Aut(E) 
soit compacte. Soit 0 une forme hermitienne positive non 
dégénérée sur E. Si le corps des scalaires est R ou @, la donnée 
de CD fait de E un espace hilbertien de dimension finie, e t '  la 
condition (iii) résultera du lemme suivant : 

Lemme 1. - Soient F un espace hilbertien, K un groupe 
compact, et s - U(s) une représentation de K dans le groupe des 
éléments inversibles de 9 ( F ;  F), continue pour la topologie de 
la convergence simple. Il existe une forme hermitienne positive 
non dégénérée cp sur F telle que cp(U(s)x, U(s)y) = cp(x, y) quels 
que soient s E K, x E F, y E F, et telle que la structure d'espace 
vectoriel topologique de F définie par cp (Esp. vect. top., chap. V, 
$ 1, no 3) soit identique a la structure initiale de F. 

Soit a une mesure de Haar sur K. Quels que soient x, 
y dans F, l'application s - (U(s)xl U(s)y) est continue. Posons 

Il est immédiat que cp(x, y) est une forme sesquilinéaire sur F. 
Comme l'ensemble des endomorphismes U(s) est compact dans 
Z I ( F  ; F), il existe une constante M telle que llU(s)ll < M pour 
tout s E K. Pour tout  x E F, on a donc 
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d'où les inégalités 

ce qui montre que cp est positive non dégénérée et que la norme 
cp(x, x)lI2 est équivalente à la norme Ilxll. Enfin, pour tout t E K, 
on a 

Lorsque le corps des scalaires est H, on raisonne exactement de 
même, en remplaçant partout la fonction s - (U(s)xl U(s)y) par 
la fonction s - @(sx, y) définie dans G, à valeurs dans H. Ce qui 
achève la démonstration du lemme. 

Remarque. - Soit @ une forme hermitienne positive non 
dégénérée sur E. Le groupe unitaire U(@) est fermé dans Aut(E), 
donc compact (prop. 1). La prop. 1 montre aussi que tout 
sous-groupe compact de Aut(E) est contenu dans un sous- 
groupe de la forme U(@). Si maintenant U(@) est contenu dans 
un sous-groupe compact K de Aut(E), on voit qu'il existe une 
forme hermitienne positive non dégénérée @' sur E telle que 
U(@) c K c U(@') et il en résulte facilement (exerc. 1) que @ 
et @' sont proportionnelles, d'où U(@) = K. Ainsi les sous- 
groupes compacts maximaux de Aut(E) sont les sous-groupes 
de la forme U(@). 

2. Trivialité d'espaces fibrés et d'extensions de groupes. 

PROPOSITION 2. - Soit X un espace localement compact 
dans lequel un groupe localement compact H opère à droite, conti- 
nûment et proprement, par (x, 6) -XE.  Supposons X/H para- 
compact. Soit g une représentation continue de H dans Rn. 11 
existe alors une application continue f de X dans Rn telle que 
f(x6) = f(x) :) g(6) quels que soient x E X et E H. 
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On se ramène aussitôt au cas où n = 1. Comme le groupe 
additif R est isomorphe au groupe multiplicatif RF, la propo- 
sition est alors conséquence immédiate de la prop. 7 du 5 2, 
no 4. 

COROLLAIRE. - Soit  X u n  espace localement compact dans 
lequel u n  espace vectoriel réel V de dimension finie opère a droite, 
continûment et proprement, par (x, v )  - xv. Soit  x l'application 
canonique de X sur  B = X/V. Supposons B paracompact. 

a) II existe une  application continue f de X dans V telle 
que f(xu) = f(x) + v quels que soient x E X et v E V .  

b) S i  f est une  application vérifiant les conditions de a), 
L'application x - (x(x), f(x)) est un homéomorphisme de X sur 
B x V .  

L'assertion a) résulte de la prop. 2 dans laquelle on prend 
pour g l'application identique de V. Soit f une application véri- 
fiant les conditions de a). L'application x - x.(-  f(x)) de X 
dans X est continue e t  constante sur chaque orbite, donc de 
la forme cp O x, où cp est une application continue de B dans 
X ; pour tout b E B, on a x(cp(b)) = b. Les applications 
x + ( ( x ) ,  ( x ) )  de X dans B x V e t  ( b ,  u)  - cp(b). u de 
B x V dans X sont réciproques l'une de l'autre, car 

d + 4 ) . f ( x )  = x 4 -  f(x)).(f(x)) = x, rr(cp(b).u) = x(cp(b)) = b, 
et, si b = ~(Y)¶f(cp(x(Y)).v) = f(Y 4- /(Y)) 0) = /(Y) - /(Y) + = 0. 

Comme ces applications sont continues, ce sont des homéo- 
morphismes. 

Remarque. - Soient E un espace affine réel de dimension 
finie, T un espace compact, p. une mesure de masse totale 1 sur 
T, f une application continue de T dans E. Si on choisit une 
origine a dans E, E se trouve muni d'une structure d'espace 

vectoriel, e t  l'intégrale f(t)dp(t) a donc un sens ; elle repré- ST 
sente le point x de E tel que 
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Ce point est indépendant d u  choix de a. En effet, soient a' E E 

2' - a = (x' - a') + (a' - a)  = ( f ( t )  - a1)dP(t) 1, 
+J (a' - a)dp(t) =J (f(t) - a)dp(t)  = x - a 

T T 

d'où x' - x .  O n  pourra donc utiliser le symbole JT f(t)dp(t) sans 

préciser le choix de l'origine dans E. Si u est une application 
affine de E dans un autre espace affine E' de dimension finie, 
on a 

En effet, on peut identifier E et E' a des espaces vectoriels de 
telle sorte que u devienne une application linéaire, et  la for- 
mule est alors connue (chap. III, $ 4, no 2, prop. 4). 

Lemme 2. - Soient G u n  groupe compact, p la mesure de 
Haar  normalisée de G, E u n  espace affine de dimension finie, 
A le groupe a f ine  de E, p u n  homomorphisme de G dans A. 
O n  suppose que, pour tout x E E,  l'application s - p(s)x de G 
dans E est confinue. Alors, pour tout x E E, le point 

est invariant par G. 
En effet, pour tout t E G, on a 

PROPOSITION 3. - Soit G u n  groupe localement compact. 
Soit H u n  sous-groupe distingué fermé de G, isomorphe a Rn 
et tel que G/H soit compact. 
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a)  Il existe un sous-groupe fermé L de G tel que G soit pro- 
duit semi-direct topologique de L et de H .  

b) Si M est un sous-groupe compact de G, il existe un dé- 
ment x E H tel que x-lMx c L. 

c) Tout sous-groupe compact de G est contenu dans un sous- 
groupe compact maximal. 

d) Les sous-groupes compacts maximaux de G sonf les sous- 
groupes transformés de  L par les alrtomorphismes intérieurs de G. 

Soit TC l'homomorphisme canonique de G sur K = G/H. Par 
passage au quotient, l'application (s, h) -shs-l de G x H dans H 
définit une application continue (o, h) - o.h  de K x H dans H 
telle que shs-1 = x(s). h. Nous identifierons H a Rn (et emploie- 
rons donc, suivant le cas, la notation multiplicative ou addi- 
tive pour la loi de groupe dans H). D'après le cor. de la prop. 2, 
il existe une application continue f de G dans H telle que 
f(xh) = f(x) + h pour x E G, h E H .  Pour tout x E G, soit 
p(x) = x. (- J(x)) qui ne dépend que de la classe de x suivant 
H. Posons 

On voit que, si F(x, y) = O quels que soient x, y dans G, p(G) = L 
est un sous-groupe de G qui rencontre toute classe suivant H 
en un point e t  un seul. Comme p est continu, G est alors pro- 
duit semi-direct topologique de L et  de H (Top. gén., chap. III,  
3" éd., $ 2, no 10). 

Or, quels que soient h, hr E H ,  on a 

Donc F définit par passage aux quotients une application conti- 
nue <p de K x K d.ans H. 
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D'autre part, quels que soient x, y, z dans G, on a 

donc, quels que soient x', y1,z' dans K, on a 

- Cp(xl, y') = cp(zl, x'y') - y'-icp(z', x') - Cp(z'x', y'). 

Intégrons par rapport à z' au moyen de la mesure de Haar 

normalisée a de K. Si on pose +(XI) = cp(zl, x')da(zl), + est S 
une fonction continue sur K, et on obtient (en observant que 
les opérations de K dans Re respectent la structure d'espace 
vectoriel de Rn d'après Top. gén., chap. VII, $ 2, no 1, prop. 1) 

- cp(xl, y') = +(x'yl) - y'-l+(xl) - +(y1). 

Autrement dit, en posant k = + O x, qui est une fonction conti- 
nue dans G, 

Comparant (1) et (2), on voit que, si on remplace f par Ia 
fonction continue f + k, (ce qui laisse vérifiée la propriété 
f(xh) = f(x) + h), on remplace F par 0, et, comme on l'a vu 
plus haut, ceci achève la démonstration de a). 

Pour tout g E Gy soit 1, (resp. hg) l'unique élément de L 
(resp. H) tel que g = hglg. Si h, E H et  g E G, on a 

gh, = h,l,hl = hq(lgh,lg3)lg 

donc hg = hg,, + l,h,lgl. Pour tout  g E Gy soit +, l'application 
de H dans lui-même définie par 

On voit que l'application (g, h,) -+,(hl) de G x H dans H 
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est continue e t  fait de H un espace homogène pour G, dans 
lequel le stabilisateur de l'origine est L. Remarquons en outre 
que lorsqu'on identifie H à Rn, +, est une application affine 
de H dans lui-même. Ceci posé, soit M un sous-groupe compact 
de G ; en vertu du lemme 2, il existe un x E H tel que +,(x) = x 
pour tout m E M .  Pour y E H, +, est la translation de vecteur y ; 
on en déduit que pour tout m E M, +,-1 O +, O +, transforme 
l'origine de H en elle-même, donc x-lms E L. Ceci prouve que 
x-lMx c L, d'où b). 

Soit L' un sous-groupe fermé de G contenant L. Alors 1,' 
est produit semi-direct topologique de L et de L' n H. Si L' 
est compact, L' n H est compact, donc se réduit à un point 
( T o p .  gén., chap. VII, § 1, no 2, cor. 1 du th. 2), donc L' = L. 
Ceci prouve que L est un sous-groupe compact maximal de 
G ; il en est donc de même des sous-groupes transformés de 
L par les automorphismes intérieurs de G. Les assertions c) 
et d) de la prop. 3 sont alors des conséquences immédiates de b). 

PROPOSITION 4. - Soient G u n  groupe localement compact 
et H u n  sous-groupe distingué fermé de G tel que K = G/H 
'soit compact. Alors  toute représenfation continue u de H dans  R, 
telle que u(s<s-l) = u(4) quels que soient 4 E H et s E G, peut 
itre prolongée e n  une  représentation continue de G dans R. 

Soient L = G x R, e t  M l'ensemble des (<, - ~ ( 6 ) )  où 5 
parcourt H. Il est clair que M est un sous-groupe distingué 
fermé de L. Soient L' = L/M et x l'application canonique de 
L sur L'. Le sous-groupe de L engendré par M et R est H x R, 
donc est fermé ; donc n(R) est un sous-groupe fermé N de L'. 
La restriction p de x à R est une représentation continue bijec- 
tive de R sur N. Le lemme 2 de l'Appendice 1 prouve que p 

est bicontinue. Par  ailleurs, L'IN est isomorphe à 

donc est compact. D'après la prop. 3, et  compte tenu du fait 
que N est dans le centre de L', L' est le produit de N et d'un 
autre sous-groupe. Il existe donc une représentation continue 
de L' sur N qui se réduit sur N à l'application identique. Donc 
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il existe une représentation continue v de L sur R qui est tri- 
viale sur M et  se réduit sur R à l'application identique. Pour 
t E H y  on a O((<, O)) = v ( ( L  - u(<)(e, u(E))) = u(F), ce qui 
achève la démonstration. 

L e m m e  3. - Soit  G un groupe topologique engendré par 
un voisinage compact de e. Soi t  H u n  sous-groupe fermé de G 
tel que l'espace homogène G/H soit compact. Alors, H est engendré 
par u n  voisinage compact de e dans  H .  

Soit C un ensemble compact tel que G = CH. En  agran- 
dissant C, on peut supposer que C engendre G et  que G = 6 ~ .  
Alors C2 est compact e t  recouvert par les C S  ( s  E H )  qui sont 
ouverts. Donc il existe s , . . s dans H tels que 
C2 c G1 u . . . u Es,. Soit F le sous-groupe de II engendré 
par les s i .  On a C2 c C r .  Par récurrence, on en déduit Cn c Cr 
pour tout n, donc G = C r .  Tout élément de H se met sous la 
forme ab avec a E C, b E r, d'où a E H ,  d'où a E C n H. Donc 
H est engendré par C n H et les s i ,  c'est-à-dire par un ensemble 
compact. 

L e m m e  4. - Soient G u n  groupe topologique connexe, D 
un sous-groupe totalement disconfinu distingué de G. Alors D 
est contenu dans le centre de G. 

En effet, soit d E D. L'image de G par l'application continue 
x - dxd-l est un sous-ensemble connexe de D, donc se réduit 
à (4, ce qui prouve que xd = d x  pour tout x E G. 

PROPOSITION 5 .  - Soit G u n  groupe topologique connexe 
admettant un sous-groupe dis t ingué discret D tel que K = G/D 
soit compact, et que le groupe des commutateurs de K soit dense 
dans K. Alors D est fini et G est compact. 

Le groupe G est localement isomorphe à K ( T o p .  Gén., 
chap. I I I ,  3 e  éd., $ 2, no 6, prop. 19) donc localement compact ; 
puisqu'il est connexe, il est engendré par un voisinage compact 
de e. D'après les lemmes 3 et 4 ,  D est un groupe commutatif 
de type fini, donc isomorphe a un groupe Zr x Dl  avec Dl fini 
(Alg . ,  chap. V I I ,  $ 4 ,  no 6, th. 3).  Supposons r > O. Il existe 
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alors une représentation f de D sur  %. D'après la prop. 4, f 
se prolonge en une représentation continue g de G dans R. 
Par passage aux quotients, g définit une représentation conti- 
nue g' de K dans RIZ; comme RIZ est commutatif, le noyau 
de g' contient le groupe des commutateurs dezK, donc,lgf,est 
triviale ; autrement dit, g(G) c 2. Comme G est connexe, on 
en déduit g(G) = (O), ce qui est absurde puisque f(D) = 2. 
Donc r = O e t  D est fini. Par suite G est compact ( T o p .  Gén., 
chap. III,  3 e  éd., 5 4, no 1, cor. 2 de la prop. 2). 

3. Exemples. 

D a n s  ce no (exception faite des exemples 7 et  8), K dési- 
gnera u n  corps commutatif localement compact n o n  discret; d x  
désignera une  mesure de H a a r  sur le groupe additij  de K. 

On rappelle que mod x = 1x1 si K = Et, mod x = 1xI2 si 
K = C, mod x = si K = Q,. 

Exemple  1. - Groupe linéaire. 
Soit A l'algèbre M,(K). Le groupe A* des éIdments inver- 

sibles de A n'est autre que le groupe linéaire G E ( n ,  K). Pour 
tout X E A, la norme réduite NrdAl,(X) est det X ; par suite, 
NAI,(X) = (det X)n (Alg. ,  chap. VIII, $ 12, no 3, prop. 8). 
Comme X - tX est un isomorphisme de A sur l'algèbre oppo- 
sée, on a NAolg(X) = NAIK(tX) = det (tX)n = (det X)n. Alors, la 
prop. 16 du $ 1, no 11 prouve que 

est une mesure de Haar à gauche et  à droite sur G L ( n ,  K). 
Pour déterminer toutes les mesures relativement invariantes 

sur Gni(n ,  K), on s'appuiera sur le lemme suivant : 

L e m m e  5. - Les  représentations continues de G L ( n ,  K) dans 
C* sont les applications de la  forme X - ~ ( d e t  X), où  x est une  
représentation continue de K* dans C*. 

Une telle application est évidemment une représentation 
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continue de GL(n, K) dans C*. Réciproquement, soit + une 
représentation continue de GL(n, K) dans C*. Pour x E K*, 
posons 

et ~ ( x )  = +(". Alors, pour toute matrice X E GL(n, K), on a 
(det X-l)" . X  E SL(n, 10. Comme SL(n, K) est le groupe des 
commutateurs de GL(n, K) (Alg., chap. III,  3 e  éd.), on a 
$((det X-l)". X)  = 1, d'où 

+(X) = +((det X)") = ~ ( d e t  X). 

Ceci posé, le cor. 1 de la prop. 10 du  $ 1, no 8, prouve que 
les mesures relativement invariantes sur GL(n, K) sont, à un 
facteur constant près, les mesures de la forme 

où x est une représentation continue de K* dans C*. 

Exemple 2. - Groupe affîne. 
Pour tout X E GL(n, K) et tout x E Kn, soit (X, x) l'appli- 

cation linéaire affine [ -XE + x dans Kn. L'ensemble des 
(X, x) est le groupe affine G de Kn (Alg., chap. II, 3 e  éd., 
5 9, no 4). L'ensemble T des translations est un sous-groupe 
distingué ferme de G, canoniquement isomorphe à Kn ; d'autre 
part, GL(n, K) est un sous-groupe fermé de G, e t  G est produit 
serni-direct de GL(n, K) e t  T = Kn. On munit G de la topo- 
logie (localement compacte) pour laquelle G est produit semi- 
direct topologique de GL(n, K) et de T (Top. gén., chap. III,  
8 2, no 10). On a 

(X, x) = (1, x).(X, O ) .  

D'autre part, si X E GL(n, K) et x ET,  on a, pour tout 

6 E Kn, 

(X, O)( l ,  x)(X, 0)-lE = X(X-lk + x) = E, + X x  = (1, Xx)E, 
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donc l'automorphisme (1, x) - (X, 0)(1, x)(X, 0)-l de T a pour 
module mod(det X) ($  1, no 10, prop. 15). Compte tenu de 
l'exemple 1 et  du 8 2, no 9, Remarque, 

est une mesure de Haar a gauche sur G. D'autre part, d'après 
la prop. 14 du 8 2, no 9, 

(6) A,((X, x)) = mod (det X-l). 

Donc une mesure de Haar à droite sur G est 

(7) (mod det X)-".  (@ dx,,) @ (@ dx,). 
i, i i 

Exemple 3. - Groupe trigonal strict. 
Soit (1, n )  l'ensemble des entiers m tels que 1 4 m < n. 

Soit J un sous-ensemble de (1, n) x (1, n) satisfaisant aux 
conditions suivantes : 

1) si (i, j) E J, on a i < j ; 
2) si (i, j) $ J, alors, pour tout entier k tel que i < k < j ,  

l'un au moins des deux couples (i, k) et (k, j) n'appartient pas 
a J. 

Soit Tj l'ensemble des matrices Z = ( z & + ~ ~ ,  lGJG* A 
éléments dans K, telles que zti = 1, et  z,, = O pour i # j et  
(i, j )  $ J. C'est un sous-ensemble fermé de GL(n, K). L'applica- 
tion Z - (z&,,,, est un homéomorphisme de T, sur K v o ù  s 
désigne le nombre d'éléments de J). Si Z' = (z:,) E TJ, on a 
Z'Z = (zi,) avec 

z ; ~  = z,, + z;~ + zdhzhi pour i < j 
i t h < j  

z!, = O pour i > j ,  z: = 1 

d'où Z'Z E Tj. Si on identifie Tj A Ks, l'application Z - Z'Z 

BOURBAKI, XXIX 6 
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(pour Z' fixé) s'identifie a une application affine, e t  son .déter- 
minant est 1,  comme on le voit en ordonnant lexicographique- 
ment les couples (i, j )  E J et  en appliquant le lemme suivant : 

Lemme 6. - Soit L un ensembie fini totalement ordonné. 
Pour tout h E L, soif VA un module libre de dimension finie sur 
un anneau commutatif k ; pour A, p. dans L tels que h ,( p., soit 
fhCI E Homk(V,, VA). Alors l'application linéaire 

de VA dans fl VA, a pour déterminant det fhh. 

AeL AsL AEL 

On se ramène aussitôt au cas où L est un intervalle d'en- 
tiers et le lemme résulte alors d'Alg., chap. III. 

Si Z E Tj ,  on voit alors qu'il existe Z' E T, tel que Z'Z = I , ,  
d'où Z' = Z-l. Ainsi, TJ est un sous-groupe fermé de GL(n, K). 
D'autre part, la prop. 15 du $ 1, no 10, montre que la mesure 

est une mesure de Haar à gauche sur T j .  En calculant ZZ', on 
voit de la même façon que cette mesure est une mesure de Haar 
à droite sur Tj .  

On a un résultat analogue si on échange, dans la défini- 
tion de Tj, le rôle des lignes et des colonnes. 

Lorsque J est l'ensemble des couples (i, j) tels que i < j, 
le groupe Tj s'appelle groupe frigonal strict supérieur d'ordre n 
sur K et  se note T,(n, K). Son transposé s'appelle groupe tri- 
gonal strict inférieur. 

Exemple 4. - Groupe trigonal large. 
Soient n,, . . . , n, des entiers 2 1. Posons p, = n, + . . . + n,-, 

e t  n = p,,, = n, + . . . + n,. Soient 1, l'ensemble des entiers j 
tels que p, < j < p,,, e t  J la réunion des 1, x 1, pour k c 1. 
Soit G le sous-groupe fermé de GL(n, K) dont les éléments sont 
les matrices (Z,,)lGk<,, telles que : 
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1) chaque Z,, est une matrice jeIi A éléments dans 
K, à n, lignes et  à n, colonnes ; 

2) Z,, = O pour k > 1 ;  
3) Z,, E GL(nk, K) pour 1 < Ic < r. 
La formule de produits par blocs 

montre que G est produit semi-direct topologique du sous-groupe 
D des éléments (Z,,) E G tels que Z,, = O pour k # l et  du 
sous-groupe TJ de l'exemple 3. De plus D est isomorphe au 
produit direct des groupes GL(n,, K) pour 1 < k < r. 

Soit J' l'ensemble des couples (j, i) pour (i, j) E J et  soit 
H l'ensemble des couples (i, j )  E (1, 1 1 )  x (1, n) n'appartenant 
pas à J'. Soit Z' = ( z , ) ~ ~ , ~ , ,  lGjG, un élément de G. D'après 
la prop. 14 du $2 ,  no 9 et  les exemples 1 et 3 ci-dessus, on obtient 
une mesure de Haar à gauche sur G en prenant l'image de la 
mesure 

6 ((mod det Zkk)-"k. @ di,,) 63 ( @ dru) 
k = l  i, j s I k  (i, iFJ 

par l'application 

Or, considérons, pour Ic < 1, l'espace vectoriel des matrices 
Z,, = ( z & ~ , ~ , ~ , .  Il est somme directe des n ,  sous-espaces 
M, ( j  E Il) formé des matrices telles que zi, = O pour Iz # j .  
Chacun de ces sous-espaces Mj est. stable par l'application 
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Z,, - Zk,Zk,, e t  la restriction a M, de cette application admet 
pour matrice Z,,. Par suite ( $  1, no 10, prop. 15) l'image de 
la mesure @ dzi j  par l'application Z,, - Z,,Z,, est 

ieL, jsIi 

(mod det Z,,)-"I. @ dz,,. 
[EL, jeIl 

Une mesure de Haar a gauche sur G est, donc 

r 

(mod det Zkk)-gk. @ dz,, 
k = l  (i. jFH 

avec q, = 2 n, = n - p , .  
k<l<r 

Calculons le module de G en utilisant encore la prop. 14 
du $ 2. Les groupes D e t  TJ sont unimodulaires ; d'autre part : 

avec Zk, = Zk,Zk,Z,l. Compte tenu de l'exemple 3 et  de la 
prop. 15 du § 1, no 10, on voit en raisonnant commeci-dessus 
que si X = diag(Zll, . . . , Zr,) E D, le module de I'autornor- 
phisme Z - X-lZX de Tj est 

rI (mod det Z,k)-nz(mod det Z,,)nk 
k< l 

donc 
r 

(10) A,(Z) = (mod det Zkk)fl+nk-2q* 
k = l  

Le groupe Gr transposé de G s'étudie de la même maniére. 
On trouve comme mesure de Haar A gauche 
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et  comme module de G' 

r 
JJ (mod det Z,,)n+nk-29k+1 
k = l  

Si en particulier on prend n, = . . . = n, = 1, on trouve 
pour groupe G le groupe T(n, K)* des éléments inversibles de 
la sous-algèbre de M,(K) formée des matrices X = (x,,) telles 
que xij = O pour i > j. Cette algèbre, que nous noterons T(n, K), 
est appelée algèbre trigonale supérieure, e t  le groupe T(n, K)* 
est appelé groupe trigonal large supérieur d'ordre n sur K. Les 
formules précédentes prennent alors la forme que voici : une 
mesure de Haar a gauche sur T(n, K)* est 

n 

(9 bis) fl (mod z ~ ~ ) ~ - ~ - ~ .  @ dzi, ( Z  = (ztj)) 
i = l  i<j 

et  le module de T(n, K)* est 

n 

(10 bis) AT(n,K)*(Z) = (mod z i J P i + - l  (z = ( z d )  
i = l  

Pour le transposé de T(n, IO*, ou groupe trigonui large infé- 
rieur, on trouve comme mesure de Haar A gauche 

n n (mod z,,)-~. @ dzi j  
i-1 i>j  

et  comme module 

Remarque. - Le 

n n (mod zi i )n+l-ac 
i = l  

groupe T(n, K)* est un sous-groupe ferm4 
n 

de GL(n, K), e t  AT(*,IO*((Z~~)) = II (mod On a vu 
i = l  

dans l'exemple 1 que A G L ( ~ , K )  = 1. Si n > 1, la fonction 
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sur T(n, K)* ne peut se prolonger en une représentation conti- 
nue de G dans C* (car une telle représentation est égale à 1 
sur SL(n, K) d'après le lemme 5, alors que mod(z,,)l-n # 1 
pour zl, bien choisi). Il en résulte que l'espace homogène 
GL(n, K)/T(n, K)* n'admet aucune mesure relativement inua- 
riante si n > 1 ( 8  2, no 6, th. 3). 

Cet espace homogène s'identifie, pour n = 2, à la droite projec- 
tive sur K. En  effet, soit (el, e,) la base canonique de KZ. Le groupe 
GL(2, K) opére transitivement sur l'ensemble des droites de K a  
privées de O, et le stabilisateur de Ke, - ( O )  est T(2, K)*. 

Exemple 5. - Groupe trigonal spécial. 
Reprenons les notations du début de l'exemple 4, e t  consi- 

dérons le sous-groupe 6, = G n SL(n, K). Il est produit semi- 
direct topologique du groupe D, = D n SL(n, K) et de Tj. Le 
groupe Dl admet un sous-groupe distingué A isomorphe à 
S%(n,, K), à savoir le sous-groupe composé des éléments 
diag(Z,,) avec Z,, = 1 pour k < r. L'homomorphisme 

de Dl  dans GL(nl, K) x . . . x GL(n,-,, K) est surjectif e t  de 
noyau A. D'autre part, cp est continu. Compte tenu du lemme 2 
de l'Appendice 1, Dl/A peut s'identifier B 

GL(n,, K) x . . . x GL(n,-,, K). 

Nous désignerons par p. la mesure de Haar sur A (cf. Exemple 6 )  
et par 

r-1 
cr = @ ((mod det Zgk)-nk. @ dzij) 8' (dp(Zff)) 

k = l  i ,  j s In  

la mesure de Haar sur D, telle que 

r-1 

a/p  = @ ((mod det Z,3-nk. @ dz,J 
1c = 1 i, j d k  

($  2, no 7, prop. 10). On montre alors comme dans l'Exemple 4 
qu'une mesure de Haar à gauche sur G ,  est 



no 3 APPLICATIONS ET EXEMPLES 

Comme G, est distingué dans G, le module de G ,  est la restric- 
tion de celui de G ($  2, no 7, prop. 10 b).  

Si n, = 1,  le sous-groupe A est réduit A l'éldment neutre 
et  une mesure de Haar à gauche sur G est 

Si l'on prend n,  = n,  = . . . = n, = 1, le groupe G ,  
obtenu s'appelle groupe trigonal spécial supérieur et  son trans- 
posé G; s'appelle groupe trigonal spécial inférieur. Une mesure 
de Haar à gauche sur G ,  est 

(11)  mod ('-' i = l  zi i  -..-.) . (G i = l  dZi i )  a ( 13 clzd <) 
l<i<j<n 

et le module de G ,  est 

mod 
i  ) 

On trouve de même pour mesure de Haar A gauche sur G; 

m0.I (ri i = i  Zr+x).  (g dii? ~3 ( ~i dzdi) 
i = l  l<j<i<n 

e t  pour module 

mod fl zz -z i  . 
( i = î  1 

Exemple 6. - Groupe linéaire spécial. 

Les sous-groupes fermés T, (n ,  K) et  t(T(n, K)*) de 6L(n,  K) 
ont pour intersection {e). Donc l'application ( M y  N) - M. N est 
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une bijection continue cp de T,(n, K) x t(T(n, K)*) sur une 
partie Q de GL(n, K). 

Lemme 7. - a) Soit U = (u,,) E GL(n, K). Pour que U E SZ, 
il faut et il sufit que d e t ( ~ , ) s ~ , , ~ , ,  # O pour k = 2, 3, . . . , n. 

b) i2 est une partie ouverte de GL(n, K). 
c) L'application cp est un homéomorphisme de 

Eo x t(T(n, KI*) 
sur Q. 

Pour que U EQ,  il faut et il sufit  qu'il existe un 

tel que ZU ~ t ( T ( n ,  K)) (on aura alors nécessairement 
Z U  E t(T(n, K)*) puisque U et Z sont inversibles). D'après ce 
qu'on a vu plus haut, si Z existe, il est unique. Donc, pour 
que U E 52, il faut et  il suEt  que le système linéaire 

(où (z,,) E T,(n, K)) admette une solution unique. Or ce sys- 
tème peut s'écrire 

Pour i fixé, on a un système de n - i équations par rapport 
aux inconnues z;,~+I, Zi , i+z> . . . , Zi,, ; pour que ces systemes 
admettent des solutioils uniques, il faut- e t  il sufit  que 

- - - - - - - - - - - - - - -  

pour i = 1, 2, . . . , n - 1. Ceci prouve a). 11 en résulte que Q 
est ouvert dans GL(n, 10. D'autre part, en résolvant le sys- 
tème (13) par les formules de Cramer, on obtient les zi, comme 
fonctions~rationnelles des uij à dénominateurs non nuls dans 
R, donc Z dépend continûment de U dans R, ce qui prouve c). 
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Soit maintenant Gi c t(T(n, K)") le groupe trigonal spé- 
cial inférieur. L'application (M, N) - M. N est une bijection 
continue 4 de T,(n, K) x Gi sur une partie SZ' de SL(n, K). 

Lemme 8. - a) Soit U = (u,,) E SL(n, K). Pour que U E a ' ,  
il faut et il suflt que d e t ( ~ ~ ~ ) k ~ i , ~ < ~  # O pour k = 2, 3, . . ., n. 

b) S1' est une partie ouverte de SL(n, K). 
c) L'application rjr est un Iroméomorphisme de T,(n, K) x G; 

sur Q'. 
En effet, soient M E Tl(n, K) et  N E t(T(n, K)"). Pour que 

M . N  E SL(n, K), il faut et il suffit que N E G; .  Donc 

et le lemme 8 résulte aussitôt du lemme 7. 

PROPOSITION 6. - a) Le groupe SL(n, K) est mimodulaire. 
b) Soient p l ,  p, des mesures de Haar à gauche sur le groupe 

trigonal strict supérieur T,(n, K) et sur le groupe trigonal spécial 
inférieur G;. L'image de p, @ p, par l'homéomorphisme 

(M, N) - M.N-l  

de T,(n, K) x G; sur a' est la restriction à S1 d'une mesure de 
Haar de SL(n, K). 

c) Le complémentaire de Q' dans SL(n, K) est négligeable 
pour la mesure de Haar de SL(n, K). 

Le groupe GL(n, K) est unimodulaire (exemple l), et 
SL(n, K) est un sous-groupe distingué de GL(n, K), donc est 
unimodulaire ( §  2, no 7, prop. 10, b)). L'assertion b) résulte de 
a), du lemme 8, e t  de la prop. 13 du $ 2, no 9. Prouvons c). 
D'après le lemme 8 a), il suffit de prouver ceci : si p ( (~~) l< i ,~<*)  
est un polynôme, non identiquement nul sur SL(n, K), l'ensemble 
E des U E SL(n, K) tels que p(U) = O est négligeable pour la 
mesure de Haar. Compte tenu du § 1, no 10, cor. de la prop. 13, 
la topologie de SL(n, K) est a base dénombrable. Il suffit donc 
de prouver que, pour tout U ,  E E, il existe un voisinage de 
Cr, dans SL(n, K)  dont l'intersection avec E est négligeable ; ou 
enoore qu'il existe un voisinage W de I dans SL(n,K) tel 
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que UolE n W soit négligeable. Prenons W = Q. Compte 
tenu de b), tout revient à voir que l'ensemble des couples 
(M, N) E Tl(n, K) x G; tels que p(UoMN) = O est négligeable 
pour pl @ p,. D'après les expressions de pl e t  p,z (calculées 
aux exemples 3 et 5), ceci résultera du lemme suivant : 

Lemme 9. - Soit + un polynôme + O de K[X,, . . ., X,]. 
Dans l'espace KT, l'ensemble N défini par +(x,, . . ., x,) = O est 
négligeable pour la mesure de Haar. 

Raisonnons par récurrence sur r. Le lemme est évident 
pour r = 1, car alors N est un ensemble fini. En  changeant 
au besoin la numérotation des variables, on peut supposer 
que + $ K[X,, . . . , X,-,] ; soit 

avec m > O et 4, # 0. Dans l'espace KT-l, soit No l'ensemble 
défini par $,(zl, . . . , xT-,) = 0, qui est négligeable d'après 
l'hypothèse de récurrence. Pour tout (x,, . . . , xr:,_,) $ No, l'en- 
semble des x, E K tels que (x,, . . ., xT-,, x,) E N est fini, donc 
négligeable. Comme K T  est dénombrable à l'infini ($ 1, no 10, 
cor. de la prop. 13), N II [(KT-l - No) x KI est négligeable 
dans Kr  (chap. V, $ 8, no 2, cor. 8 de la prop. 5). Donc N est 
négligeable. 

Exemple 7. - Décomposition d'lwasawa de GL(n, K). 
Dans cet exemple, K désigne l'un des corps R, C, R. Si 

h E M, on définit h comme égal à h si K = R, comme égal au 
conjugué de A si K = C ou H. Soit E un K-espace vectoriel 
à droite de dimension n, et soit @ une forme hermitienne posi- 
tive non dégénérée sur E. 

Lemme 10. - Soit (f,, f , ,  . . . , f,) une base de E. 
a) Il existe une base orfhonormale (el, e,, . . . , en) ei une 

seule de E telle qu'on ait f i  = epi1 + e,cri2 + . . . + eiuii (i = 1, 
2, . . ., n) avec aii > O pour tout i. 

b) Pour @ fixée, les ei  ef les ccii dépendent continument de 
(11, . . ., f,) E En- 
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Soit E, = f lK + f2K + . . . + fiK, qui est de dimension i. 
Soit gi un élément non nul de Ei  orthogonal a Ei-, et  tel que 
@(gé, g,) = 1. Par récurrence sur i, on voit que (g,, . . ., g,) 
est une base orthonormale de E,. E n  particulier, (g,, . . . , g,) 
est une base orthonormale de E. Soit Ai = @(gi, fi). Comme 
f r  bf Ei-, , on a hi f O. Posons ei = g,l h,l h ~ l .  On a 

donc (el, . . . , ei) est encore une base orthonormale de E i  ; en - 
outre, @(et, fi) = 1 h,l hyl@(gi, fi) = 1 hi /  > O, donc les ei pos- 
sèdent les propriétés de a). Soient (e;, . . . , e;) une autre base 
orthonormale de E avec ces mêmes propriétés. On voit par 
récurrence sur i que (el, . . . , ei) doit être une base de Ei ,  
donc e: = eipi avec un pi E K. On a 

et O < @(e:, fi) = &O(ei, fi), donc pi > O et  pi = 1, donc 
pi = 1, d'où a). Supposons prouvé que les ei e t  les a ,  dépendent 
continûment de (f,, . . ., f,) pour i < i,, et  prouvons que eid 
e t  les ainj dépendent continûment de (f,, . . . , f,). Pour j < i,, 
.- 
ai,, = a(/,, e,) dépend continûment de (f ,, . . . , f,) d'après 
l'hypothèse de récurrence. D'autre part, 

donc a,, in dépend continûment de (f,, . . ., f,). Donc 

dépend continûment de (f, , . . . , f,). 
Soit désormais E = Kn et  prenons pour @ la forme 

- 
x,y, + . . . + ??,y,. Rappelons qu'on note U(n, K) le groupe 
unitaire correspondant. Même si K est non commutatif, nous 
noterons encore T,(n, K) le groupe des matrices triangulaires 
supérieures de M,(K) dont la diagonale est formée de 1. 

PROPOSITION 7. - Soit Df le groupe des matrices diago- 
nales a élémenfs > O. L'application (U, D, T) - UDT est un 
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homéomorphisme de U(n, K) x D*, x Tl(n, K) sur GL(n, K). 
Soit ( E ~ ,  . . . y E,) la base canonique de Kn. Soit X E GL(n, K). 

Alors les X. E ,  = f i  constituent une base de E. On peut, A cette 
base ( f i ) ,  associer une base (ei) grâce au lemme 10. Soit U la 
matrice de l'automorphisme unitaire de E qui transforme E,  

en e , .  Alors U-l. f i  = E , M , ~  + c2cti2 + . . . + ciai, avec a,, > O 
pour i = 1, 2, . . ., n. Donc X = UC, où C est la matrice 

En  outre, U et C dépendent continûment de X d'aprks le Iemrne 
10. D'autre part, la formule (8) montre que C se met sous la 
forme DT avec D E DT, T E T,(n, K), D et T dépendant conti- 
nûment de C. L'unicité de la décomposition X = UDT résulte 
de la propriété d'unicité du lemme 10. 

L'homéomorphisme de la prop. 7 s'appelle (( décomposition 
d'Iwasawa )) de GL(n, K). 

Le groupe G = D r .  T,(n, K) est l'ensemble des matrices 
triangulaires supérieures sur K dont les éléments diagonaux 
sont > O. Identifions l'élément (zSj) de ce groupe A l'élément 

Raisonnant exactement comme dans l'exemple 4, on trouve 
comme mesure de Haar ci droite sur ce groupe 

Appliquant alors la prop. 13 du $ 2, no 9, on voit que, si on iden- 
tifie GL(n, K) a U(n, K) x G par l'application (U, S )  - US, 
une mesure de Haas sur GL(n, K) est 

a désignant une mesure de Haar sur U(n, K). 
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Exemple 8. - Espaces de formes hermitiennes. 
Dans cet exemple, K désigne toujours l'un des corps R, 

C, H. On posera 6 = dimRK (donc 6 = 1, 2 ou 4). Une forme 
hermitienne sur l'espace vectoriel à droite Kn s'écrit 

avec hi, =Fi quels que soient i et j .  Notons !ij l'espace vecto- 
riel sur R formé des matrices hermitiennes de Mn(K). L'appli- 
cation (h,,) - @ est un isomorphisme de $$ sur l'espace vectoriel 
des formes hermitiennes sur Kn, par lequel nous identifions 
ces deux espaces. Soit $$$I c !7~ l'ensemble des formes hermi- 
tiennes positives non dégénérées sur Km. L'ensemble !ijT est 
convexe dans !ij ; en effet, si O,, @, sont dans et  si A, p 

sont deux nombres > O tels que A + p = 1, il est clair que 
h a ,  + est une forme hermitienne positive ; d'autre part, 
si (A@, + pOz)(x, x) = O, on a @,(x, x) = @,(x, x) = O, donc 
x = O,  de sorte que A@, + pOz est non dégénérée. Montrons 
maintenant que 5: est une partie ouverte de 9. Soit S l'ensemble 
des x = (x,, . . . , x,) E Kn tels que x,x, + . . . + x,x, = 1 ; c'est 
une partie compacte de Kn ; si Q E &:, la fonction x - @(x, x) 
est continue et  > O sur S, et  par suite sa borne inférieure est > O ; 
si O' E !ij est suffisamment voisine de @, on a donc Q1(x, x) > O 
pour tout x E S, de sorte que O' est positive non dégénérée. 

Le groupe linéaire GL(n, K) opkre continûment A droite 
dans 9j par (X, @) - @ o X, c'est-à-dire par (X, H) - *K. H .X 
si on note H la matrice hermitienne correspondant A 0. Il 
est clair que g*, est stable pour GL(n, K). Plus précisément, 
d'après Alg., chap. IX, 3 6, no 1, cor. 1 du th. 1, 5 jT  est l'orbite 

n 

pour GL(n, K) de la forme x,yi correspondant A la ma- 
i = l  

trice unité In. Le stabilisateur de celle-ci est U(n, K). D'après 
le lemme de l'app. 2, !ijT s'identifie, comme espace homogène 
topologique, à GL(n, K)/U(n, K). 

Pour tout X E GL(n, K), soit 2 l'automorphisme 



94 INTÉGRATION chap. VII, 8 3 

de l'espace vectoriel réel 5. Si y désigne la mesure de Haar du 
groupe additif 8, on a X - I ( ~ )  = Idet Z I .  p (8 1, no 10, prop. 15). 
Montrons que 

où N désigne la norme dans Mn(K) considérée comme R -algèbre, 
6-2  

et  où A = l - -  . 11 suffit de vérifier (15) pour X parcou- 6n 
rant un système de générateurs de GL(n, K), donc (Alg., 
chap. II, 3e éd., 8 10, no 13) pour des X des types suivants : 

a) X est la matrice d'une application de la forme 

où o E G,. Dans ce cas, une puissance de X est égale A 1, donc 
ldet XI  = IN(X)I = 1. 

b) X est la matrice d'une application de la forme 

-- 

Alors, si (h,,) E 9, on a z((h,,)) = (hi,) avec hi, = ah,,a 
= lai2 hl,, hii = ahli pour i > 1, hij hi, pour i > 1, j > 1 ; 
donc - 

(det XI = la121al"n-1) = la12+8(n-l). 

D'autre part, si Y = (y,,) E M,(K), on a X Y  = (y;,) avec 
y;, = ay,, et  y;, = yi, pour i > 1 ; donc [N(X)I = /alsn. La 
formule (15) est encore vérifiée. 

c) X est la matrice d'une application de la forme 

On a ( h i  = ( h )  avec hi ,  = hlll hi, = hl, +h,,b, 
hi, = hli pour i > 2, h',, = h,, + bh,, + h12b + bh,,b, 
hLi = h,, + bh,, pour i > 2, hi, = hi, pour i > 2, j > 2. 
Compte tenu du lemme 6, on voit que Idet 21 = 1. On vérifie 
de même que IN(X)I  = 1, ce qui achève de prouver la formule 

(15). 
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Ceci posé, la mesure (N(EI)I-h/2dp,(H) sur g7 est invariante 
par GL(n, K), car 

X - ~ ~ N ( H ) I - ~ V ~ ( H ) )  = IN(Z(H) ) I  " 1 2  l/ùet Z l d p ( ~ )  

= IN(H) 1 - A l 2 /  N(S)  / -y det g l d p ( ~ )  = IN(H) 1 -A/2dp(H). 
- 

Si N E Sj:, on a H = X(1,) = t~~ pour u n X  E GE(n, K), 
donc N(N) = N(X)N(X) > O. Par suite, sur Sj?, l'unique 
mesure invariante par  GE(n, K) a un facteur constant près 
(cf. 2, no 6, th.  3) est la mesure 

dy(H) = N(H)-h/2dp(H). 

En particulier 

dy(H) = (det H)-(n+1)12dp(H) pour K = a\. 

dy(H) = (det H)-"dp(H) pour K =. C. 
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Lemme 1. - Soient X u n  espace localement compact, R 
une relation d'équivalence ouverte dans X ,  telle que l'espace 
quotient X / R  soit paracompact ; soit x l'application canonique 
de X sur X/R. II existe une fonction F 2 O continue dans X 
telle que : 

a) F n'est identiquement nulle sur aucune classe suivant R ; 
b) pour foufe partie compacte K de X/R, l'iniersection de 

r l ( K )  avec Supp F est compacfe. 
A tout point u E X / R ,  associons une fonction f, E Y + ( X )  

telle que f ,  ne soit pas identiquement nulle sur r l ( u )  ; soit 
Qu l'ensemble ouvert des points où f ,  > O ; on a donc u E x(Q,). 

Comme x est une application ouverte, les x(C2,) forment un recou- 
vrement ouvert de X / H .  Il existe un recouvrement ouvert 

localement fini, plus fin que le recouvrement par les 
x(Q,), puis (Top .  gén., chap. I X ,  2 e  éd., 5 4, no 3, prop. 3) une 
partition de l'unité (qJLEI sur X / H  subordonnée au recouvre- 
ment (U,). Pour tout L E 1, choisissons un u ,  tel que U ,  c x(Q,l). 
La fonction F,  = (g ,  O x) . fuL  appartient à Y ( X )  et  a son sup- 
port contenu dans x-l(U,). Les supports des F,  forment donc 
une famille localement finie, de sorte qu'on définit une fonction 

continue F 3 O sur X en posant F = F, . Pour tout u E X/R, 
sI 

il existe un L tel que g,(u) > O donc u E U, ; puis il existe un 
x E Qu, tel que x ( x )  = u ; alors f,,(x) > O e t  g,(x(x)) > O,  donc 
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F,(x) > O et  a fortiori F(x) > 0 ; ceci prouve que F posséde la 
propriété a). Enfin, soit K une partie compacte de X/R. Il 
existe une partie finie J de 1 telle que, pour r E 1 - 3, on ait 
U, n K = 0, donc x-l(K) n Supp F, = 0. Alors 

est compact. 

Lemme 2. - Soient G un groupe localement compact dénom- 
brable à l'infini, M un espace de Baire. Supposons que G opère 
à gauche continûment et transitivement dans M. Pour tout x E M, 
soit H, le stabilisateur de x dans G, de sorte que l'application 
s - sx de G sur M définit par passage au quotient une bijection 
continue cp, de G/H, sur M. Alors cp, est un homéomorphisme de 
G/H, sur M (autrement dit (Top. gin., chap. III,  3 e  éd., 5 2, 
no 5 )  M est un espace homogène topologique). 

Soit x, E M. Il suffit de prouver ([oc. cit., prop. 15) que l'appli- 
cation s - sx, transforme tout voisinage V de e dans G en un 
voisinage de x, dans M. Soit W un voisinage compact symé- 
trique de e tel que W2 c V. Par hypothèse, G est réunion d'une 
suite d'ensembles compacts, donc d'une suite de translatés 
(s,W) de W. Alors M est réunion de la suite d'ensembles com- 
pacts (s,Wx,). Comme M est un espace de Baire, il existe un 
indice n tel que s,Wx, admette un point intérieur s,wx, (w E W). 
Par suite, x, est point intérieur de 

de sorte que Vx, est un voisinage de x, dans M. 

BOURBAKI. XXIX 



APPENDICE II 

Lemme 1. - Soient X, B deux espaces localement compacts, 
n une application de X dans B, v une mesure positive sur B. 
Soit b - A, (b E B) une famille v-adéquate de mesures positives 
sur X telle que, pour tout b EB, la mesure 1, soit concentrée 

sur n-l(b). Posons p = h,dv(b), et supposons que l'application S 
x soit p-mesurable. 

a) Si  N c B est localement v-négligeable, n-l(N) est locale- 
ment p-négligeable. 

b) Si f est une fonction v-mesurable sur B (à valeurs dans 
un espace topologique), f O rr est p-mesurable sur X. 

Soit K une partie compacte de X. Il s'agit de prouver 
que n-1(N) n K est p.-négligeable et  que la restriction de f O x 
à K est p-mesurable. Or K est réunion d'un ensemble p-négli- 
geable e t  d'une suite de parties compactes K, telles que xlK, 
soit continue. Il suffit de montrer que r l ( N )  n K, est p-négli- 
geable et  que la restriction de f o n  à K, est p-mesurable. On 
supposera donc désormais que nlK est continue. Alors x(K)=K' 
est compact. Comme x-l(N) n K = n-l(N n K') n K, et  que 
N n K' est v-négligeable, on supposera désormais que N est 
v-négligeable. Alors N est contenu dans un ensemble v-négli- 
geable N', intersection dénombrable d'ensembles ouverts (chap. 
IV, § 4, no 6, cor. 2 du th. 4). Comme n est p-mesurable, x-l(N1) 
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est p-mesurable (chap. IV, § 5 ,  no 5 ,  prop. 8), donc nU1(N') n K 
est pintégrable, et  l'on a (chap. V, $ 3, no 4, th. 1) 

Or, si b $ N', r l ( N ' )  n K est A,-négligeable puisque A, est 
concentrée sur x-l(b) par hypothèse. Donc p(x-l(N') n K) = 0. 
A fortiori, x-l(N) n K est pnégligeable et l'on a bien prouvé a). 
D'autre part, il existe une partition de K' formée d'un ensemble 
v-négligeable M et  d'une suite (Kh) d'ensembles compacts tels 
que flKk soit continue. Alors la restriction de f O x à chaque 
ensemble r l ( K )  n Kh est continue, et n-l(M) n K est p-négli- 
geable d'après a), donc la restriction de f o n  K est bien 
p-mesurable. 



EXERCICES 

1) Soit G un groupe compact. Montrer que toute représentation 
continue cp de G dans R: est telle que cp(G) = (1). En déduire qu'une 
mesure positive relativement invariante sur G est invariante. 

2) Soit G un groupe topologique, tel que le groupe des commuta- 
teurs de G soit partout dense dans G. Montrer que toute représentation 
continue cp de G dans un groupe commutatif séparé est telle que 9(G) = (e). 
En déduire que, si G est localement compact, toute mesure complexe 
relativement invariante sur G est invariante. En particulier, G est 
unimodulaire. 

3) Soient G un groupe localement compact, y une mesure de Haar 
B gauche sur G,  et v = AG@. p. Montrer que 

4) Soient G, G' deux groupes localement compacts, V (resp. V') 
un voisinage ouvert de l'élément neutre de G (resp. G'), cp un isomor- 
phisme local de G' à G, défini sur V', tel que cp(V1) = V. Montrer que 
A, O cp est la restriction de A,, A VI. 

5) Pour tout a appartenant au groupe multiplicatif Q*, soit cp(a) 
l'automorphisme du groupe additif R défini par cp(a)x = ax. On munit 
Q* de la topologie discrkte. Soit G le produit semi-direct topologique 
de Q* et R défini par cp (Top. gén., chap. III, 3eCd., J 2, no.lO). Montrer 
que G est localement isomorphe A R, mais n'est pas unimodulaire. 

6) Soit G un groupe localement compact admettant un sous-groupe 
H ouvert et compact. Montrer que, pour tout automorphisme cp de G, 
mod cp E Q:. (Observer que cp(H) fi H est d'indice fini dans H et  cp(H)). 
Montrer que l'égalité AG(s) = 1 définit un sous-groupe ouvert de G 
contenant H. 

7) Soient G un groupe localement compact, p une mesure de Haar 
à gauche sur G, A une partie de G, B une partie pintégrable relative- 
ment compacte de G telle que p(B) > O. Montrer que si les parties 
compactes de A.B ont des mesures bornées pour P, A est relativement 
compacte. (Imiter le raisonnement de la prop. 1). 
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8) Soient G un groupe localement compact, A une partie partout 
dense de G, a une mesure de Haar à gauche sur G, H une partie 
a-mesurable de G possédant la propriété suivante : pour tout s E A, 
sH i l  (CH) et H fi (CSH) sont localement a-négligeables. Montrer que 
H est localement u-n6gligeable ou de complémentaire localement u-négli- 
geable. (Montrer que cp,.u est invariante à gauche). 

9) On adopte les notations de la démonstration du th. 1 du no 2. 
Soit p l'unique mesure de Haar à gauche sur G telle que P(fo) = 1. 
Montrer que, pour toute f E Z(G), I,(f) tend vers P(f) suivant 6. (Soit 
a une valeur d'adhérence de g - I,(f) suivant B. Il existe un ultra- 
filtre U plus fin que 6 tel que I,(f) tende vers a suivant U. D'autre part, 
I,(f) tend vers P(f) suivant U). 

10) Soient G un groupe localement compact, p une mesure de 
Haar à gauche sur G. Montrer que tout ensemble p-intégrable A est 
contenu dans une réunion dénombrable d'ensembles compacts. (Se 
ramener au cas où A est ouvert, et  observer qu'il existe un sous-groupe 
ouvert de G réunion dénombrable de parties compactes). 

711) Soient G un groupe localement compact non discret dénom- 
brable à l'infini, P une mesure de Haar A gauche de G. Montrer que 
tout voisinage compact V de e contient un sous-groupe distingué H de 
G, p-négligeable et  tel que G/H soit un groupe localement compact 
polonais. (On pourra procéder de la façon suivante : soit L le sous-groupe 
ouvert de G engendré par V ; soient b,, b,, . . . des représentants des 
classes à gauche suivant L. Former une suite décroissante (V,) de voi- 
sinages symétriques de e tels que : 1) VI C Vn-, ; 2) xVnx-l C Vn-, 
pour tout x E V ; 3) biV,b;l C V,_, pour 1 -: i 4 n ; 4) p(Vn) 4 l /n.  
Poser H = V,fl V,fl . . .). 

Soit (f,) une suite de fonctions numériques uniformément conti- 
nues pour la structure uniforme gauche de G. Montrer qu'on peut cons- 
truire H de manière que, de plus, les f, soient constantes sur les classes 
suivant H. (Dans la construction précédente, prendre Vn tel que l'on ait 
If,(x) - f,(y)j 6 l / n  pour x-ly E Vn et pour 1 L i L n ) .  

Soit (g,) une suite de fonctions numériques fi-intégrables sur G. 
Montrer qu'on peut construire'H de manière que, de plus, chaque y, 
soit égale presque partout à une fonction constante sur les classes 
suivant H. 

12) Soient K un corps localement compact non discret, E un espace 
vectoriel topologique à gauche sur K. 

a) Si E de dimension 1, E est isomorphe à K, (imiter la démons- 
tration de la prop. 2 de Esp. vect. top., chap. 1, $ 2, no 2, en remplaçant 
la valeur absolue par la fonction mod,). 

b) Si E est de dimension n, E est isomorphe à Ky (imiter la démons- 
tration du th. 2 de Esp. vect. top., chap. 1, fj 2, no 3). 

c) On suppose E localement compact. Soit F un sous-espace vec- 
toriel de dimension finie n de E. Pour tout a E K, soit mod,(a) le module 
de x -+ ax dans E. Comme F est fermé dans E d'après b), on peut former 
mod~/p(a). Montrer que mod,(a) = m~d,(a)~mod~~p(a).  Montrer que, 
si mod,(a) < 1 et si F # E, on a modEjF(a) < 1. (On a an - O quand 
n - + CO ; en dBduire que modEIF(an) + O  en raisonnant comme pour 
la prop. 12 du no 10). En déduire que n L  log mod,(l/a)/log mod,(l/a), 
donc que E est de dimension finie. 

(On verra en Alg. comm., chap. VI, que la topologie d'un corps 
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localement compact peut être définie par une valeur absolue. Le rCsul- 
t a t  final de c) sera alors un cas particulier du th. 3 de Esp. vecf. top., 
chap. 1, § 2, no 4). 

7 13) Soient G un groupe localement compact opérant conti- 
nûment à gauche dans un espace localement compact polonais T, 
une mesure de Haar à gauche sur G, v une mesure positive sur T quasi- 
invariante par G. 

a )  Il existe une fonction (s, x) - ~ ( s ,  x) > O sur G x T, localement 
(p 8 v)-intégrable, telle que, pour tout s E G ,  la fonction x -+ ~(s- l ,  x) 
soit localement v-intégrable et vérifie y(s)v = ~(s - l ,  .) . v . (Montrer que 
(s, x) -t (s, SX) transforme p ci3 v en une mesure équivalente, en utilisant 
la Remarque du chap. V, 3 5, no 5 ; soit ~ ( s - l ,  x)dp(s)dv(x) cette mesure 
équivalente. Pour cp E Z(G) et  Ji E Z(T), on a 

d'oh +(sx)dv(x) = +(x)x(s-~, x)dv(x) sauf sur un ensemble locale- J J 
ment (3-négligeable N(+). Utiliser alors le lemme 1 du chap. VI, 8 3, 
no 1 ; puis modifier x sur un ensemble (P @ v)-négligeable). 

b )  Montrer que, quels que soient s, t dans Gy on a 

sauf sur un ensemble V-négligeable de valeurs de x (utiliser la relation 
y(st)v = y(s)(y(t)v)). 

c) Montrer que la fonction x de a) est déterminée à un ensemble 
localement ((3 ci3 v)-négligeable près de G x T. 

TI 14) Soient T un espace localement compact, une structure 
uniforme sur T pour laquelle il existe un entourage V, tel que V,(t) 
soit compact pour tout t E T  (Top. gén., chap. II, 3" éd., 3 4, exerc. 9). 
Soit d'autre part I' un groupe uniformément équicontinu d'homéo- 
morphismes de T (pour la structure uniforme a), tel qu'il existe a E T  
dont l'orbite par r soit partout dense. Montrer qu'il existe sur T une 
mesure positive # O invariante par I', et que cette mesure est unique 

un facteur constant près. On pourra procéder comme suit: 
1 0  En  ce qui concerne l'existence de la mesure invariante, suivre 

la méthode du no 2, th. 1 ; on prouvera d'abord que si K est une partie 
compacte de T et U un voisinage ouvert de a, il existe un nombre fini 

dy61éments a, c l? tels que K C U oi(U). 
i 

20 En  ce qui concerne l'unicité, remarquer d'abord que les entou- 
rages de a qui sont invariants par tout homéomorphisme 0 x o de 
T x T, pour o E r, forment un système fondamental d'entourages 6. 
Pour tout ensemble relativement compact ACT et tout ensemble rela- 
tivement compact BcT d'intérieur non vide, soit (A : B) le plus petit 
nombre d'éléments d'un recouvrement de A formé d'ensembles de la 
forme OB, où o E l? ; si CCT est un troisième ensemble relativement 
compact d'intérieur non vide, on a (A : C) d (A : B)(B : C). Soient K 
une partie compacte de T, L 3 K  un ensemble ouvert relativement 
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compact, V E G un entourage ouvert symétrique contenu dans V, 
e t  tel que V(K)cL, W E G un entourage fermé symétrique contenu 
dans V. Pour tûut entourage symétrique U E G tel que UWCV et 
WUCV, montrer que, pour toute mesure positive v sur T, invariante 
par I', on a 

On prouvera pour cela que si (ai(U(a))) est un recouvrement de L formé 
de (L : U(a)) ensembles, tout x E K appartient à au moins (W(a) : U(a)) 
ensembles de la forme o,(V(a)), et  que tout y E L  appartient au plus 
h (V(a) : U(a)) ensembles de la forme a,(W(a)) (noter que si y E ai(W(a)), 
q(U(a)) est contenu dans V(x)). 

Soit un ultrafiltre plus fin que le filtre des sections de 6 ; soit 
A, une partie ouverte relativement compacte non vide de T, et posons 
%(A) = (A : U(a))/(A, : U(a)) pour tout entourage symétrique U E G 
et  toute partie relativement compacte A de T. Soit A(A) = limgAU(A) ; 
pour toute partie compacte K de T, posons A1(K) = inf A(B), lorsque 
B parcourt l'ensemble des voisinages ouverts relativement compacts 
de K. Déduire de (1) et (2) que l'on a 

En conclure que si KI,  K2 sont deux parties compactes de T, 
L,DK,, L,DK, deux ensembles ouverts relativement compacts, on a 

et finalement que A1(K1)v(K2) = A1(KZ)v(Kl). 
715) Soient G un groupe localement compact, H un sous-groupe 

fermé de G, de sorte que G opère continûment dans G/H. On suppose 
que H vérifie la condition suivante : pour tout voisinage V de e dans G, 
il existe un voisinage U de e tel que HUCVH (noter que cette condition 
est vérifiée pour tout sous-groupe H de G si e admet un système fonda- 
mental de voisinages invariants par tout automorphisme intérieur de 
G). Montrer qu'il existe alors sur G/H une mesure positive non nulle 
invariante par G. (On utilisera la même méthode que dans la démons- 
tration du th. 1 du no 2, en remarquant, d'une part que lorsque U 
parcourt l'ensemble des voisinages de e dans G, les images des ensembles 
HUH par l'application canonique TC : G -. G/H forment un système 
fondamental de voisinages de x(H) ; d'autre part, pour tout voisinage 
V de e dans G et  toute partie compacte K de G, il existe un voisinage 
U de e dans G et  une partie compacte L de G tels que tout ensemble 
de la forme sHUH qui rencontre K H  soit de la forme s'HUH, avec 
s' E L). 

716) Soient G un groupe abélien compact, E une partie dense 
de G, stable pour la loi de composition de G. On suppose que, pour 
toute fonction numérique bornée f sur E, on ait défini un nombre M(f) 
ayant la propriété suivante : quelles que soient les deux fonctions bor- 
nées f ,  g sur E, les éléments a i ,  b ,  de E (1 < i < m, 1 ,( k < n), 
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les nombres réels a i ,  Bk (1 < i < m, 1 < k < n) tels que l'on ait 

pour tout x E E, alors il en résulte l'inégalité 

On suppose en outre que M(1) = 1 (cf. Esp. vect. top., chap. II, 
Appendice). 

a) Soit p la mesure de Haar normalisée sur G. Montrer que pour 

toute fonction numérique continue f sur G, on a fdp = M(f1E). (En S 
considérant une partition de l'unité convenable, approcher arbitraire- 

ment la fonction constante égale B [ f dp  dans E par des fonctions 

de la forme x - 2 a,f(xa,), où a, E E.) 
i 

b) Déduire de a) que si l'on pose v(B) = M(qB) pour toute partie 
B de E, alors, pour toute partie ouverte U de G, on a v(U il E) 2 p(U), 
et  pour toute partie fermée F de G, v(F fl E) < p(F). Pour toute partie 
y-quarrable P de G (chap. IV, O 5, exerc. 13 d)), on a v(P il E) = p(P). 

f 17) Soient T un espace localement compact, S une partie de T 
munie d'une loi de composition (x, y) - xy qui en fait un monoïde 
(n'ayant pas nécessairement a priori d'élément neutre), et qui est conti- 
nue dans S x S lorsque S est muni de la topologie induite par celle 
de T. On suppose en outre que tout élément de S est régulier (Alg., 
chap. 1, $ 2, no 2). Soit p une mesure positive bornée sur T, concentrée 
sur S (de sorte que S est p-mesurable) et de masse totale 1. On suppose 
,u invariante à gauche au sens suivant : pour toute fonction numérique 
f définie dans S, continue et bornée (donc p-mesurable en vertu du 

chap. IV, $ 5, no 5, prop. 9), on a f(sx)dp(x) = f(x)dp(x) pour 

K de S, on a p(sK) = p(K). 

S S 
tout s E S. Il revient au même de dire que pour toute partie compacte 

a) On considère sur T x T la mesure produit y 8 y ; montrer 
qu'il existe des parties compactes K de S telles que les images de K x K 
par les deux applications continues (x, y) - (x, xy) et  (x, y) - (xy, x) 
aient une mesure arbitrairement voisine de 1 (utiliser le th. de Lebesgue- 
Fubini). En  conclure que ces images ont un point commun, et  déduire 
de là que S possède un élément neutre (cf. Alg., chap. 1, 3 2, exerc. 9). 

b) Montrer que S est un groupe compact. (Pour tout x E S, prouver 
d'abord que la mesure intérieure p,(xS) est égale à 1, donc que XS est 
mesurable et  que la mesure est concentrée sur xS ; xS est alors un 
monoïde auquel on peut appliquer le résultat de a), ce qui montre que 
S est un groupe. Raisonner comme dans la prop. 2 pour prouver que 
S est compact. Enfin, utiliser l'exerc. 21 de Top. gén., chap. III, 3e éd., 
O 4). 
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18) Soient X un espace localement compact, G un groupe compact 
opérant continûment dans X, E l'orbite d'un point de X, 9 un espace 
vectoriel de fonctions numériques continues dans X, tel que, pour 
toute fonction f E et  tout s E G, on ait y(s)f €9 ; on suppose en 
outre que 9 contienne les fonctions constantes dans X. Soit xo E X  
un point invariant par G et tel que l'on ait If(xo)l A sup ]f(y)l pour 

Y ~ E  

toute fonction f E 9. Montrer alors que l'on a f(x ) - f(s .z)ds pour 
O -1, 

tout z E E et toute f E 9". (Montrer qu'il existe une mesure positive v 

sur E, de masse totale 1, telle que f (x)  - f(z)dv(z) pour toute 
O -S, 

f E 9 et  appliquer le th. de Lebesgue-Fubini). *Cas où X = Rn, G est 
le groupe orthogonal, et xo = O ;  appliquer la formule (7) du 2*. 

19) Soient X un espace compact, A une algèbre normée sur R, 
ayant un élément unité, G un groupe compact ; on suppose que G opère 
continûment dans A et  dans X et  que, pour tout s E G, a -+ s . a  est un 
automorphisme de l'algèbre A tel que Ils.all = llall pour tout a EA. 
On dit qu'une application f de X dans A est covariante par G si 

pour tout s E G et tout x E X .  Soit B un sous-anneau de A x  formé de 
fonctions continues covariantes et  contenant toutes les applications conti- 
nues covariantes de X dans R (R étant identifié à une sous-algèbre de A ; 
on notera que pour une telle application g, on a g(s. x) = g(x) pour tout 
s E G et tout x EX).  Soit f une application continue covariante de X 
dans A, et supposons que, pour tout y E X ,  il existe une application 
g, E B telle que f(y) = g,(y). Alors, pour tout E > O, il existe une appli- 
cation g E B telle que llf(x) - g(x)ll E pour tout x E X. (Utiliser une 
partition continue de l'unité convenable (qi) sur X et introduire les 

fonctions hé telles que hi(.) = cp,(s.x)ds). 1, 
7 20) Soient G un groupe localement compact, p une mesure de 

Haar à gauche sur G, A et B deux parties de G. 
a )  On suppose vérifiée une des deux conditions suivantes: 
a) A est p-intégrable ; 
p) p*(A) < + rn et B est p-mesurable. 

Montrer que, dans chacun de ces deux cas, la fonction f(s) = p*(sA Il B) 
est uniformément continue dans G pour la structure uniforme droite 
de G. (Pour deux parties M, N de G, on pose 

Considérer d'abord le cas ou A est compact ; utilisant le chap. IV, 
3 4, no 6, th. 4, montrer que, pour tout a > O, il existe un voisinage U 
de e dans G tel que, pour tout s E G et tout t E U ,  on ait 

Appliquer alors l'exerc. 9 du chap. IV, 5. Si B est p-mesurable, si 
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y*(A) c + CO et si (A,) est une suite décroissante de parties intégrables 
de G contenant A et  telle que inf(p(A,)) = p*(A), montrer que 

p*(sA n B) = inf(p*(sA, n B)) 

(chap. V, 3 2, no 2, lemme 1) ; noter d'autre part que p(A, -A,+,) 
tend vers O avec lin). 

b) Si A est p-intégrable et si p*(B) < 4- co, la fonction f est uni- 
formément continue pour les deux structures uniformes droite et gauche 

de G ; en outre on a alors f(s)dp(s) = p(A-*)y*(B). (Se ramener 1, 
au cas oh B est intégrable ; observer alors que y(sA n B) = y(A s-lB), 
que c P s a n ~  =. 'PsA~PB et que <PSA(~) = (~ta-l(s)). 

c) Déduire de a) que dans les deux cas considérés, les intérieurs 
de AB et de BA ne sont pas vides. (Cf. chap. VIII, § 4, no 6, prop. 17). 

d) Dans le groupe G = SL,(R), donner un exemple d'un ensemble 
compact A et d'un ensemble p-mesurable B tels que f(s) = y(sA Cl B) 
ne soit pas uniformément continue pour la structure uniforme gauche. 
(Observer qu'il existe une suite (t,) d'éléments de G tendant vers e 
et une suite (s,) d'éléments de G telles que la suite (snlt,s,) tende vers 
le point à l'infini). 

e )  Donner un exemple de deux ensembles non mesurables A, B 
dans un groupe localement compact G, .de mesure extérieure finie, 
et  tels que la fonction s -. p*(sAnB) ne soit pas continue (cf. chap. IV, 
3 4, exerc. 8). 

21) a) Soient G un groupe localement compact, y une mesure 
de Haar à gauche sur G. Montrer que si S est une partie stable de G telle 
que p*(S) > 0, l'intérieur de S n'est pas vide (cf. exerc. 20). En  parti- 
culier, si un sous-groupe H de G a une mesure intérieure non nulle, 
H est un sous-groupe ouvert de G. 

b )  Si G est compact, toute partie stable S de G telle que p*(S) > O 
est un sous-groupe ouvert compact de G (observer que l'intérieur de S 
est stable, et  utiliser l'exerc. 17 b)). 

c )  On suppose que G est compact et  commutatif, noté additive- 
ment, et  qu'il existe dans G un élément a d'ordre infini. Montrer qu'il 
existe une partie stable S de G telle que a E S, - a 6 S, et  G = SU (- S) 
(utiliser le théorème de Zorn) ; déduire de b) que S n'est pas mesurable 
et  que p*(S) = O. 

22) Soient G un groupe localement compact, y une mesure de Haar 
à gauche sur G, A une partie intégrable de G telle que p(A) > O. Mon- 
trer que l'ensemble H(A) des s E G tels que p(A) = ~ ( A f i s A )  est un 
groupe compact. (Observer que H(A) est fermé dans G à l'aide de I'exerc. 
20. Pour voir que H(A) est compact, considérer une partie compacte 
B de A telle que p(B) > p(A)/2 et prouver que H(A)cBB-l). 

f 23) Soient G un groupe commutatif localement compact, noté 
additivement, p une mesure de Haar sur G, A, B deux parties inté- 
grables de G. 

a) Pour tout s E G, soient 

Ar = o,(A,B) = AU(B f s), Br = T~(A,B) = (A - s ) ~ B .  

Montrer que l'on a y(Ar) + p(Br) = p(A) + p(B) e t  A' + B r c A  + B. 
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b) On suppose que O appartient à AflB. On dit qu'un couple 
(A', B') de parties intégrables de G est dérivé de (A, B) s'il existe une 
suite ( s , ) , ~ , ~ ,  d'éléments de G et deux suites (A,)oGkG,, (B,),<,G, de 
parties de G telles que A, = A, Bo = B, Ak = oSr(Ak-,, Bk-1), Bk = 
7,,(Ak-,, Bk-,) pour 1 < k < n, sk E A,-, pour 1 ,( k < n, et  A' = A,, 
Br = B,. Montrer qu'il existe une suite de couples (En, F,) tels que 
E, = A, F, = B, que (En+, , F,,,) soit dérivé de (En,  F,) et que l'on 
ait p((E, - s ) n  F,) 2 p(F,+,) - 2-, pour tout n et tout s E En.  On 

pose E m  = U En, F m  = n , . Montrer que, pour tout s E E m  , on a 

c) On suppose que p(Fm) > O. Montrer que la fonction 

ne peut prendre que les valeurs O et  p(Fm) et que l'ensemble C des 
s E G tels que f(s) = p(Fm) est ouvert et fermé, tel que p(C) = p(Em), 
et  est l'adhérence de E m  (utiliser l'exerc. 20 a) et b)). Soit d'autre part 
D l'ensemble des s E Fm tels que l'intersection de F m  et  de tout voisi- 
nage de s soit de mesure > O. Montrer que p(D) = p(Fm) et que 

en déduire que D est contenu dans le sous-groupe H(C) défini dans 
l'exerc. 22, et  que H(C) est compact et  ouvert dans G. Montrer enfin 
que C + WC) = C ,  que p(C) > p(A) 4- p(B) - p(H(C)) et  que 
CCA + B (considérer la mesure de E, fl (c - Fm) pour tout c E C ) .  

d) Déduire de c) que, pour deux parties intégrables A, B de G :  
ou bien on a p,(A + B) >, p(A) + p(B) ; ou bien il existe un sous-groupe 
ouvert compact H de G tel que A + B contienne une classe mod. H, 
et  alors p*(A + B) > p(A) + p(B) - p(H). Cas où G est connexe. 

7 24) a) Dans R, soit A (resp. B) l'ensemble des nombres x dont le 
m 

développement dyadique propre x = x, + 2 xi2-< (z, entier, xi = O 
i = l  

ou x, = 1 pour i >, 1) est tel que xi = O pour i pair > O (resp. i impair). 
Montrer que, pour la mesure de Lebesgue, A et B sont de mesure nulle, 
mais A + B = R. 

b) Déduire de a) qu'il existe une base H de R (sur Q) contenue 
dans AUB, donc de mesure nulle. L'ensemble P, des nombres rh, où 
r E Q e t  h E H, est aussi de mesure nulle. 

c) On désigne par P, l'ensemble des nombres réels dont au plus 
n coordonnées relatives à la base H sont non nulles. Montrer que si 
P, est négligeable et si P,,, est mesurable, alors P,,, est négligeable. 
(Soit ho E H ; montrer d'abord que l'ensemble S des x E P,,, dont la 
coordonnée relative à ho est # 0, est négligeable. Utilisant l'exerc. 20, 
montrer que, si P,+, n'était pas négligeable, il existerait deux points 
distincts x', X" de P,+,fl C S tels que (x' - x")/ho soit rationnel, et en 
déduire une contradiction). 
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d) Déduire de a) e t  b) qu'il existe dans R deux ensembles négligeables 
C, D tels que C + D ne soit pas mesurable. 

7 25) a) Soit f une fonction numérique positive définie dans R, 
intégrable (pour la mesure de Lebesgue p sur R), bornée e t  à support 
compact. Soit y = sup f(t). Pour tout w ER, on désigne par U,(w) 

&CR 
l'ensemble des t E R  tels que f ( t )  2 w ; on pose v,(w) = y*(U,(w)). 
Montrer que pour tout a > 1, on a 

b )  Soit y une seconde fonction numérique vérifiant les mêmes 
conditions que f, e t  posons 6 = sup g(f). Soit h la fonction définie 

teR 
dans R2 par h(u, v) = f(u) + g(v) si f(u)g(v) # O, et  h(u, v) = O dans le 
cas contraire ; enfin, posons k(t) = sup h(u, u), de sorte que k est posi- 

u+v=t 
tive, intégrable, bornée et à support compact. Montrer que l'on a, 
pour tout a > 1 

(Observer que pour O < w < 1, on a U,(yw + 8w)~U,(yw) + U,(8w) 
et  utiliser a) et l'exerc. 23 d)). 

c) Soient p, la mesure de Lebesgue dans Rn, A, B deux parties 
intégrables de Rn. Montrer que l'on a (« inégalité de Brunn-Minkowski ») 

(Se ramener au cas où A et B sont compacts. Raisonner alors par récur- 
rence sur n en utilisant l'exerc. 23 d ) ,  le th. de Lebesgue-Fubini, l'iné- 
galité prouvée dans b),  ainsi que l'inégalité de Holder). 

7 26) Soient G un groupe localement compact, p une mesure de 
Haar à gauche sur G, k un entier 3 1, A un ensemble intégrable. Mon- 
trer que, pour tout E > O ,  il existe un voisinage U de e dans G ayant 
la propriété suivante : pour toute partie finie S de k éléments dans U, 
l'ensemble des s E G tels que SSCA a une mesure > (1 - E)~(A).  (Se 
ramener au cas où A est compact et prendre U tel que 

Pour toute partie finie H de G, on pose p(H) = Card (H) e t  q(H) = 1 
si H # 0, q(H) = O si H = % ; en évaluant les intégrales 

montrer que si, pour h < k, on désigne par M, l'ensemble des s E G pour 
lesquels Card (A f l  sS) = h, on a 



§ 1 EXERCICES 

En conclure que h y(M,) ,( kc . p(A). 
h-1 

27) Soit G un groupe opérant sur un ensemble X. On dit qu'une 
partie P (resp. C) de X est un G-remplissage (resp. G-recouvrement) 

si pour tout s # e dans G, on a s P n P  = (resp. si X = U SC). 
SEC; 

On appelle G-pavage une partie P qui est à la fois un G-remplissage 
e t  un G-recouvrement. 

a) On suppose que X est localement compact, que G est dénom- 
brable, opére continûment dans X, et qu'il existe une mesure positive 
non nulle p sur X invariante par G. Soient P et  C un G-remplissage 
et  un G-recouvrement qui sont p-intégrables. Montrer que p(C) 2 y(P). 
(Remarquer que p(C) 2 p(C n sP)). 

scG 

b) On suppose en outre qu'il existe sur X une structure uniforme 
compatible avec la topologie de X et  admettant un systéme fondamental 
6 d'entourages ouverts invariants par G. On désigne d'autre part par 
A(G) la borne inférieure des nombres p(C) pour tous les G-recouvre- 
ments intégrables C de G. Soient V un entourage appartenant à 6, 
et a E X tel que p(V(a)) > A(G) ; montrer qu'il existe s E G tel que 

-1 
s # e e t  (a,sa) E V V. 

c) On suppose que X est un groupe localement compact, p une 
mesure de Haar à gauche, G un sous-groupe dénombrable de X opé- 
rant par translation à gauche. Avec la même définition de A(G) que 
dans b), montrer que, si A est une partie intégrable de X telle que 
y(A) > A(G), il existe s E Gfl AA-l tel que s # e. Cas particulier où 
X = Rn, et  oh G est un sous-groupe discret de rang n dans Rn : A(G) 
est alors égal à la valeur absolue du déterminant d'une base de G sur 
Z par rapport A la base canonique de Rn ; si A est un corps convexe 
symétrique dans Rn tel que y(A) 2 2*A(G), montrer qu'il existe un 
point de A n  G distinct de O (« théort?me de Minkowski »). 

d) Les hypothèses étant celles de a), soit f une fonction 2 O et 
p-intégrable dans X. Montrer qu'il existe deux points a, b de X tels 

n 

grable dans X, il existe c E E tel que g(x)dp(x) < g(c)p(E), et c' E E 

tel que g ( x ) d ~ ( ~ )  8 dc') P(E)). 
SE SE 

7 28) Les hypothèses étant celles de l'exerc. 27 a), on suppose 
en outre qu'il existe un G-pavage y-intégrable F. 

a) Pour toute fonction numérique p-intkgrable f 2 O définie dans 

X, on pose %) = f(sx), de sorte que xx)dp(x) = Jn f(x)dp(z) 
SEG B 
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(8  2, no 10, prop. 15). Soit (fi)lGiGn une famille de fonctions numériques 
O, p-intkgrables dans X ; on pose, pour i # j ,  

et e,  = sup7,(z). Montrer qu'il existe au moins un couple d'indices 
XEX 

distincts (i, j )  tel que 

(Minorer la somme mij en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz). 
i#j 

En déduire que si est une famille finie de G-remplissages 
n 

y-intégrables, et si p(AJ > p(F), il existe un couple (i, j )  d'indices 
i = l  

distincts et un s E G tels que p(Ais fl A,) > 0. 
b) Si Go est un sous-groupe de G d'indice fini (G : Go) = h, et  si 

(s,, . . . , s,) est un systeme de représentants des classes à gauche rnod Go 

dans G, Fo = U s,F est un Go-pavage. 
l < i < h  

c) Dans X = Rn, soit A un corps convexe symétrique ; soient ui : 
n 

(x*) + 
c,xj, m formes linéaires sur X, à coefficients cij entiers (rn < n). 

j=l 
Montrer que, pour tout entier p 2 1 et tout nombre r >, O tel que 
p(A)rn >, 2"prn, il existe un point x E rA, distinct de O et tel que ~ ~ ( 2 )  = O 
(rnod. p) pour 1 < i < m (appliquer le th. de Minkowski au sous- 
groupe Go de Zn formé des z E Zn tels que ui(z) = O (rnod. p) pour 
1 < i < m, et utiliser b)). Cas particulier ou n = 2, m = 1, et A est 
défini par lzll < 1, lx, 1 < 1 (théorème de Thue). 

7 29) a) Soient p un nombre premier ; il existe deux entiers a, b 
tels que a2 + b2 + 1 E O (rnod. p) (Alg., chap. V, 11, no 5, cor. du 
th. 3). Montrer qu'il existe des entiers x,, x,, x,, x, non tous nuls tels 
que ax, + bx, = x, (rnod. p), bx, - ax, 2 x4 (mod. p) et  

(même méthode que dans l'exerc. 28 c)). Montrer que y est divisible 
par p, et  en déduire que y = p. 

b) Déduire de a) que tout entier n >, O est somme de quatre carrés 
au plus (CC théorème de Lagrange » ; utiliser Alg., chap. IV, $ 2, exerc. 11). 

30) Soient G un groupe localement compact, y une mesure de Haar 
à gauche sur G, v une mesure bornée sur G. On suppose que l'applica- 
tion s -t y(s)v de G dans l'espace de Banach &(G) est continue. Montrer 
que la mesure v est de base y. (Soit A une partie compacte p-négligeable 
de G. En raisonnant comme pour la prop. 11, montrer que v(xA)= O 
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pour des x parcourant une partie partout dense de G. En déduire que 
v(A) = 0). 

Réciproquement, si v est de base p, l'application s -+ y(s)v de G 
dans A * ( G )  est continue: cf. chap. VIII, 5 2, no 5, prop. 8. 

1) Soient G un groupe localement compact, H un sous-groupe 
fermé de G. Pour E EH,  posons x(E) = AH(E)AG(<)-l. On considère H 
comme opérant à droite sur G par translations. Montrer qu'il existe 
sur S ( G )  une forme linéaire positive non nulle 1 et, à un facteur cons- 
tant  près, une seule, qui soit invariante par translation à gauche. 
(Utiliser la prop. 3 avec X = G, en prenant pour p une mesure de 
Haar à gauche de G). 

2) Soient X et  Xi deux espaces localement compacts dans les- 
quels un groupe localement compact H opére à droite, continûment 
e t  proprement. Soit 0 une application continue propre de X dans Xi, 
compatible avec l'application identique de H (Top. gén., chap. III, 
3e éd., 5 2, no 4), et  soit O' : X/H -+ X'/H l'application déduite de 0 
par passage aux quotients. Soit f '  une fonction continue sur X' dont 
le support ait une intersection compacte avec le saturé de toute partie 
compacte. Alors f = f '  O 0 a les mêmes propriétés dans X, et  

f b  = f ' b  o 0' 

(les applications f + fb, f i  + f ' b  étant relatives au choix d'une même 
mesure de Haar sur H). 

3) Soient B un espace localement compact, H un groupe localement 
compact. Posons X = B x H, le groupe H opérant dans X par 

Soient h une mesure sur B = X/H, et  p une mesure de Haar à gauche 
sur H. Alors A# = A @ p. 

4) Soit X un espace localement compact dans lequel un groupe 
localement compact H opère à droite continûment et proprement. 
Soient p une mesure de Haar à gauche sur H, p une mesure >, O sur X. 
Soit h une fonction continue >, O sur X telle que hb = 1. Si f est une 
fonction p-négligeable 2 0 sur X, la fonction (x, E) - f(x)h(xE) est 
( p  €3 p)-négligeable sur X x H. (Il existe des ensembles ouverts décrois- 
sants !&, R,, . . . tels que p(R,) tende vers O et  que f soit nulle hors 

de a, tl R, n . . . Montrer que cpn,(x)h(xE)d y(x)dp(E) < y(a,), en 

rieurement). 

S * 
observant que la fonction (x, t )  + <pn,(x)h(x5) est semi-continue infé- 

5) Soient G un groupe localement compact. Pour tout s E: G,  soit +, l'automorphisme du groupe additif R défini par +,(x) = AG(s)x. Soit 
l? le produit semi-direct topologique de G et  R défini par s - 4, (Top. 
gén., chap. III, 3e éd., 1 2, no 10). Montrer que est unimodulaire. 

6) Soient G un groupe localement compact, G,, G,, G ,  des sous- 
groupes fermés tels que G,cG1n G,. On suppose G, G,, G,, G ,  uni- 
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modulaires, et Gl/G3 de mesure totale finie (pour toute mesure inva- 
riante par G,). Soient A, p, v des mesures invariantes dans G/G,, G/G,, 
G,/G3, et cp l'application canonique de G sur G/Gl. Soit f E Z(G/Gl). 
Montrer que 

(i = xG2, 5 = 4Ga), où a est une constante indépendante de f. 
8 7) a )  Soient E un espace localement compact, l? un groupe locale- 

ment compact opérant à gauche continûment dans E. On suppose que, 
pour tout x E E,  l'application s - s . x  de r dans E est propre, et  qu'il 
existe une mesure positive bornée non nulle p sur E invariante par r. 
Alors F est compact. (Soit (s,) une suite de points de r. Soit K une partie 
compacte de E non p-négligeable. Montrer, en utilisant l'exerc. 17 du 
chap. IV, Q: 4, qu'il existe un xo E E tel que s,xo E K pour une infinité 
de valeurs de n. En déduire que (s,) admet une valeur d'adhérence 
dans l?. Appliquer alors l'exerc. 6 de Top. gén., chap. II, 3e éd., 3 4). 

b) Soient G un groupe localement compact, H et  K deux sous- 
groupes fermés de G. On suppose G et H unimodulaires et  G/H de mesure 
finie pour la mesure invariante par G. Montrer que, pour que H e t  K 
vérifient les conditions équivalentes de l'exerc. 11 c) de Top. gén., 
ehap. III, 3" éd., Q: 4, il faut et il sufit que K soit compact. 

8) Soient 6 un groupe localement compact, G et  H deux sous-groupes 
fermés de 8. On suppose que tout s E 8 se met d'une seule maniére 
sous la forme s = Ex = y7j (E, 5j E G, x, y E H), et que 5, x, y, q dépendent 
continament de S. Tout 5 E G définit un homéomorphisme de H sur 
H par Ex E :(X)G (z E H). Tout x E H définit un homéomorphisme 2 

A 

de G sur G par Ex E Hx(5) ( E  E G). Soient y, a, p des mesures de Haar 
à gauche de 6 ,  G, H. Montrer que 

(Soit f E S(G). Exprimer que f(u)dp(u), calculé à l'aide de (23), soit S 
pour X = G, Y = H, soit pour X = H, Y = G,  est invariant quand 
on fait subir à f une translation à gauche par un élément de G ou un 
élément de H). 

9) Soient X un espace localement compact, H un groupe compact 
opérant continûment (et par suite proprement) ii droite sur X. On 
désigne par p la mesure de Haar normalisée sur H, par x : X -. X/H 
l'application canonique. Soient A une mesure positive sur X/H, 
la  mesure correspondante sur X. 

a) Montrer que si N est une partie A-nkgligeable de X/H, r l ( N )  
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est A#-négligeable. (Calculer la mesure d'un ensemble x-l(U), où U est 
ouvert dans X/H). 

b) Soit p un nombre fini 2.1, et soit f une fonction de 9;(X, 1%) 

(F espace de Banach ou F = R). Montrer que l'ensemble des x e X 
tels que 4 f(xE) ne soit pas @-intégrable dans H est de la forme x-'(N), 
où N est A-négligeable. En outre, si f b  est la fonction sur X/H, définie 

presque partout (pour A)), telle que f(n(x)) =Sa f(xt)dp(D, fb appar- 

tient S'P(X/H, A), e t  l'on a N,(fb) < N,(f). 
c) Inversement, si g E 8j$(X/H, A), la fonction g x appartient 

à 9,5(X, A#). Si p, q sont des exposants conjugués, F' le dual de F, 
f E 8&(X, hs) et g E P&(X/H, A), on a 

10) Avec les notations du $ 1, no 6, soit, pour tout a E A, p, une 
mesure de Haar à gauche sur Gu, de sorte que la limite projective des 
y, soit une mesure de Haar y sur G. Pour tout u E A, on désigne par 
A, la mesure de Haar normalisée sur Ku. 

a) Soit p un nombre fini e t  2 1, et soit f une fonction de 9$(G, p) 
(F espace de Banach ou F - R). Pour tout a E A, la fonction 

définie presque partout pour y, appartient h S'i(G, y) (exerc. 9). 
Montrer que, suivant l'ensemble filtrant A, f, fend en moyenne d'ordre p 
vers f (utiliser le lemme 2 du $ 1, no 6). 

b) On suppose que A = N et que p = 1. Montrer alors que f, 
tend presque partout (pour y) vers f dans G (utiliser une méthode 
analogue à celle du chap. V, 3 8, exerc. 16). 

11) Soient G un groupe localement compact, H un sous-groupe 
ferme de G, A une mesure de Haar à gauche sur G ; on suppose qu'il 
existe sur G/H une mesure y invariante par G telle que A = p# et 
que p(G/H) < + co. Soit v une mesure positive non nulle sur G/H 
telle que v(G/H) < + m. Soit enfin h une fonction sur G ayant les pro- 
priétés du no 4, prop. 8. 

a) Soit A une partie borélienne de G/H. Montrer que l'on a 

(utiliser la prop. 9 a) du no 4). 
b) Soient A, (1 < i < n) des parties boréliennes de G/H, e t  pour 

tout i, soit b, = sup v(s-lA,). Montrer qu'il existe deux indices i, j 
séG 

distincts tels que 

BOURBAKI, XXIX O 
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(raisonner comme dans le 5 1, exerc. 28 a)). 
7 12) a) Soient X un espace topologique, f : X -. N une fonction 

semi-continue supérieurement. Soient X, l'ensemble des points de X 
où f est localement constante, et Y, = X - X,. On dBfinit par r6currence 
deux suites (Y,),>, de parties de X, de la manibre suivante : 
X i  est l'ensemble des points de Yi-, où f /Y,-, est localement constante, 
et  Y, = Y,-, - X i .  Montrer que Xi est une partie ouverte partout 

dense de Yi-l, et  que fl Y, = D.  (Montrer que f(x) > i en tout point 
1 

de Y,). 
b) Soient X un ensemble, H un groupe opérant à droite dans X, 

x l'application canonique de X sur X/H, 2l (resp. 23) l'ensemble des 
A C X tels que xlA : A - X/H soit injectif (resp. surjectif). Soit 
(VI, V,, . . .) un recouvrement dénombrable de X par des éléments 
de a. Soit 

V: = vin C(V,HUV,HU.. . UV,-,HI. 

i g 0  
c) Soient X un espace localement compact, H un groupe discret 

dénombrable opérant à droite dans X continûment et  proprement, 
x l'application canonique de X sur X/H, p une mesure > O sur X. 
Montrer que, si les ensembles Vi de b) sont quarrables (chap. IV, $ 5, 
exerc. 13 d)), l'ensemble F de b) est un domaine fondamental quarrable. 

d) On conserve les hypothbses de c), et on emploie les notations 
H,, n(x) du no 10. Un x E X est dit général s'il existe un voisinage V 
de x dans X tel que H, = H, pour tout y E V. Montrer que les points 
généraux de X sont ceux où la fonction n est localement constante. 
Montrer qu'un point général admet un voisinage ouvert appartenant 
à et  quarrable (utiliser le chap. IV, $ 5 ,  exerc. 13 d)). 

e) On conserve les hypothbses de c), et on suppose de plus X 
d6nombrable à l'infini. Montrer que si X - X, est y-négligeable, il 
existe un domaine fondamental borélien et quarrable F. (Appliquer la 
construction de a) à la fonction n. Puis appliquer les résultats de c )  
et d) dans X,. Raisonner de même dans chaque Xi). 

f) Soit U E 23 un ensemble ouvert. Montrer qu'on peut imposer 
à l'ensemble F de e) les propriétés supplémentaires suivantes : 1) FcU ; 
2) pour toute partie compacte K de X, l'ensemble des s E H tels que Fs 
rencontre K est fini. 

13) Soient G un groupe compact, p une mesure de Haar sur G, 
u un endomorphisme de G tel que u(G) soit un sous-groupe ouvert de 
G e t  le noyau u-l(e) (noté Gu) un sous-groupe fini de G. 

a) Montrer qu'il existe un nombre réel h(u) > O et un voisinage 
ouvert U de e dans G tel que, pour tout ouvert V C U, u(V) soit ouvert 
dans G et p(u(V)) = h(u)p(V) (cf. 5 1, no 7, cor. de la prop. 9). 

b) Montrer que l'on a h(u) = Card(G/u(G))/Card(G,) (calculer de 
deux maniéres p(u(G)) en utilisant a) et la prop. 10 du no 7). 
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1) Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur R, C ou H, 
@ et  CD' deux formes hermitiennes positives non dégknérées sur E. 
On suppose que U(@) c U(Q1). Montrer que 0 et Q>' sont proportion- 
nelles. (Utiliser le fait qu'il existe une base orthonormale (el, . . ., en) 
pour @ qui est orthogonale pour ai'. L'application u E 2(E, E) telle 
que u(e,) = e,, u(ej) = e,, u(e,) = e, pour k # i, j ,  appartient à Il(@)). 

2) On adopte les notations du lemme 7. Montrer que R est de 
complémentaire négligeable dans GL(n, K) pour la mesure de Haar. 
(Raisonner comme pour la prop. 6.) 

7 3) Soit X un espace localement compact dans lequel un groupe 
localement compact H opère à droite, continûment et proprement, 
par (x, c) -+ x5. (x E X, 5 E H). Soit x l'application canonique X -+ X/H. 
Soit p une reprksentation continue de H dans GL(n, C). Montrer que, 
pour tout b E: X/H, il existe un voisinage U de b dans X/H et une appli- 
cation continue r de x-l(U) dans GL(n, C) telle que r(x5.) = r(x)p(E) 
quels que soient x E x-l(U) et 5. E H. (On peut supposer X/H compact. 
Soit f une fonction continue 2 O sur X, non identiquement nulle sur 
chaque orbite, et à support compact. Poser 

p désignant une mesure de Haar à gauche sur H. Montrer que, pour f 
et U bien choisis, on a r(x) E GL(n, C) pour tout x E r l (U) ) .  

4) Soit K un corps commutatif localement compact non discret. 
Soit A une algèbre de rang fini sur K. 

a) Soit T(n, A) l'algbbre des matrices (x,) EM,(A) telles que 
xi, = O pour i > j. Montrer que, si M = (m,,) E T(n, A), on a 

(Utiliser le lemme 6.) 
b) Soit T(n, A)* le groupe des éléments inversibles de T(n, A). 

Soit M = (m,,) E T(n, A). Montrer que M E T(n, A)* si et seulement 
si m,, est inversible dans A quel que soit i. 

c) Montrer qu'une mesure de Haar à gauche sur T(n, A)* est 

oh cc désigne une mesure de Haar du groupe additif de A. 
d )  Montrer que si NA/, = NA./, , on a 
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5 )  On munit Rn de la forme quadratique xf + xi + . . . + x i .  
Soit G, le groupe des déplacements de déterminant 1 de Rn. 

a) Montrer que G, est unimodulaire. 
b) Tout élément de G,  se met de manière unique sous la forme 

(x, y) -+ (u + x cos w - y sin w, v + x sin w + y cos w) 

où L I ,  u sont dans R et où w est un élément du groupe O des angles 
de demi-droites, isomorphe à U. Montrer que du @ du 8 d a  (où d o  est 
une mesure de Haar sur 0) est une mesure de Haar sur G,. 

6) Soit P l'ensemble des nombres complexes z = x t. iiy dont la 
partie imaginaire est > O. Montrer que SL(2, R) opére transitivement 
et continûment à gauche dans P par 

et  que P devient ainsi un espace homogène topologique pour SL(2, R). 
Montrer que y-,dx dy est une mesure invariante sur P. 

7) Soient G le groupe unimodulaire SL(n, R), l? le sous-groupe 
de G formé des matrices de déterminant 1 à coefficients entiers. Mon- 
trer, par récurrence sur n, que toute mesure invariante y sur l'espace 
homogène G / r  est bornée e t  que, pour f E .Y(Rn), on a, en choisissant 
convenablement p 

(X = XI'). (Soit G' le sous-groupe de G laissant invariant le vecteur 
de base (1, 0, 0, . . .,O), de sorte que G/G1 peut être identifié à Rn. 

Soit G1' = G1 tl I'. Soit H le sous-groupe des matrices (O Y )  de 
G' pour lesquelles Y E SL(n - 1, R) a ses éléments entiers. Alors H/G1' 
est compact, et, grâce A l'hypothèse de récurrence, G1/H a une mesure 
invariante finie, donc, d'aprés la prop. 12, 3 2, no 8, G'/G1I est de mesure 
invariante finie. Appliquant l'exerc. 6 du $ 2, et  l'exerc. 20 b) d'Alg., 
chap. VII, $ 4, montrer que, pour f E .Y(Rn), 

où la sommation porte sur les vecteurs m = (ml, . . . , m,) dont les coor- 
données sont des entiers étrangers dans leur ensemble. En appliquant 
ceci aux fonctions f(2x), f(3x), . . . et en sommant, prouver (1). Puis, 
remplaçant f par la fonction x - znf(~x) avec f > 0, et faisant tendre E 

vers O, montrer que toute partie compacte de G / r  a une mesure 4 1). 
8) a)  Montrer qu'il existe sur Sn-, une mesure on-, invariante 

par O(n, R) et  une seule à une constante près (considérer Sn-, comme espace 
homogène pour O(n, R)). 

b)  L'application (t, z) - tz permet d'identifier l'espace topologique 
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b) Soit El le sous-espace ouvert de E formé des droites orientées 
non orthogonales à e, ; une telle droite orientée peut être déterminée 
par les coordonnées t', q' de son point d'intersection avec Re, $ Re,, 
e t  par les coordonnées (sin cp sin 0, - cos cp sin 0, cos 0) d'un vecteur 
directeur. Montrer qu'une mesure sur El invariante par D est donnée 
Par 

sin 8 lcos 81 dErdqrd~dO. 

11) Soient G le groupe compact O(n, R), h la mesure de Haar 
normalisée sur G. Pour O < k <  n, soit H le sous-groupe fermé de G lais- 
sant (globalement) invariant le sous-espace Rk de Rn ; l'espace homoghe 
G/H, muni de sa topologie quotient, s'identifie canoniquement à la 
grassmannienne E = Gn-,, ,-,(R) (Top. gén., chap. VI, 3 3, no 6) des 
sous-espaces vectoriels de Rn de dimension k. Il y a sur E une mesure p 
invariante par G, déterminée à une constante près. Pour tout sous- 
espace P E E, soit op l'image de la mesure de Lebesgue de Rk par un 
s E G tel que s.Rk = P (indépendante de l'élément s E G vérifiant cette 
relation). Montrer que l'on peut choisir p de façon que la propriété 
suivante soit vérifiée: pour toute fonction continue f dans Rn, à sup- 

port compact, et tout P E E, on pose F(P) = f(x)do(x). Alors 1, 
SE F(P)dp(P) = J'." llxlP-"f@)dxi 

(Si Po = 8': noter que l'on peut écrire (' F(P)dp(P) = c (' F(s. Po)dh(r) 
J E  J G 

pour une constante c convenable, et  d'autre part, 

avec les notations de l'exercice 8 ; utiliser enfin lJexerc. 8 b)) .  
7 12) Soient K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel, 

F un sous-espace vectoriel de E, p l'homomorphisme canonique de E 
sur E/F, A l'ensemble des homomorphismes f : E / F  -. E tels que p O f 
soit l'homomorphisme identique de E/F. 

a) Si f E A et h E Hom (E/F, F), on a f + h E A. Montrer que, si 
f, f' E A, il existe un h E Hom(E/F, F) et un seul tel que f + h = f'. 
On peut donc considérer A comme un espace affine dont Hom(E/F, F) 
est l'espace des translations. 

b) Soit B l'ensemble des sous-espaces vectoriels de E supplémen- 
taires de F dans E. Montrer que f - f(E/F) est une bijection de A sur 
B. On peut donc considérer B comme un espace affine dont Hom (E/F, F) 
est l'espace des translations. 

c) Montrer que, si u est un automorphisme de E tel que u(F) = F, 
l'application f - u O f est une bijection aff~ne de A sur A. (Choisir une 
origine dans A, et observer que l'application h - u O h est un automor- 
phisme de l'espace vectoriel Hom(E/F,F)). En déduire que l'appli- 
cation F r  -. u(Ft) est une bijection affine de B sur B. 
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d) On suppose K = R et dim E < + m. Soient G un groupe 
compact et p une représentation linéaire continue de G dans E telle 
que p(s)(F) = F pour tout s E G. Montrer qu'il existe un F' E B tel 
que p(s)(F1) = F' pour tout s E G. (Utiliser c )  et  le lemme 2 du no 2). 
Retrouver ce résultat en utilisant la prop. 1 du no 1. 



CHAPITRE V I 1 1  

1. Définition et exemples. 

Rappelons (chap. V ,  8 6, nos 1 et  4 ; chap. VI,  $ 2, no 10) 
que, si X et  Y sont des espaces localement compacts, p. une 
mesure sur X ,  et si y, est une application de X dans Y, cp est 
dite p-propre si : a)  cp est p-mesurable ; b) pour chaque partie 
compacte K de Y, x-l(K) est essentiellement p.-intégrable. 
Alors la mesure image v = y(p) sur Y existe et possède la pro- 
priété suivante : pour qu'une fonction f sur Y, a valeurs dans 
un espace de Banach ou dans a, soit essentiellement intégrable 
pour v, il faut e t  il suffit que f O rp le soit pour y, et l'on a alors 

DÉFINITION 1. - Soient XI,  . . . , X, des espaces locale- 
ment  compacts, p.,. une  mesure sur  Xi (1 4 i L n )  ; soient X 
l e  produit des Xi, t ~ .  celui des pi. Soit cp une  application de X dans 
un espace localement compact Y .  O n  dit que la suite (y,) est 
y,-convolable, ou  que p.,, . . . , p., sonf  y,-convolables, si y, est 
p.-propre ; e n  ce cas, l ' image v = cp(y) de p. par cp s'appelle le pro- 

n 

duit de convolution des pi pour 9, et se note =IC,(pJiGi~, , OU S: p i ,  
i-1 

OU p l *  pz*  . . . * p,. 
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Les deux dernières notations ne sont à employer, bien 
entendu, que lorsqu'il ne peut y avoir aucun doute sur cp. 

Soit f une fonction sur Y, a valeurs dans un espace de 
Banach ou dans R. Pour que f soit essentiellement intégrable 
pour pl * pz * . . . * pn, il faut  e t  il suffit que la fonction 

soit essentielkment intégrable pour pl 8 pz 8 . . . @ y,, e t  l'on 
a alors 

formule qui peut être considérée comme définissant pl * . . . * p, 
quand on y prend f E X(Y). 

Les définitions entraînent aussitôt que les pi sont convo- 
lables si et seulement si les ]p i /  le sont. On a alors 

(chap. VI, 5 2, no IO), c'est-à-dire 

Si les pi sont convolables positives, et si vi  est une mesure 
sur Xi telle que O 4 vi  4 pi, les vi sont convolables e t  

*vi * pi. 
i i 

Supposons pl, p2 ,  . . ., pn convolables, et pi, pz ,  . . ., Pm 
convolables (y; étant une mesure sur X,). D'après le chap. V, 
$ 6, no 3, prop. 6, pl + pi, pz ,  . . ., p, sont convolables et 
( P l +  & ) * P Z *  * P ~ = P I * P ~ *  * ~ n + ~ ~ . ; * p z *  - . a  

Exemples. - 1) Pour cp quelconque, les. mesures E,,, où 
xi E Xi pour 1 6 i 4 n, sont toujours convolables et ont pour 
produit de convolution E,, avec y =cp (x,, x,, . . ., x,). Par  suite, 
si chacune des pi est à support fini, les pi sont convolables 
e t  pl * . . . + p, est à support fini. En  particulier, soit M un 
monoïde muni d'une topologie localement compacte ; si on 
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prend pour cp la loi de composition dans M, les mesures a sup- 
port fini sur M forment, pour la convolution, une algèbre qui 
n'est autre que l'algèbre du monoi'de M (sur R, ou sur C, suivant 
qu'on considère les mesures réelles ou complexes). 

2) Soit M un monoïde muni de la topologie discréte ; 
supposons que, pour tout m EM, il n'y ait qu'un ensemble 
fini de couples (m', m") E M x M tels que m'm" = m ; cela 
revient a dire que la loi de composition dans M est une appli- 
cation propre de M x M dans M ; alors les mesures sur M 
forment, pour la convolution, une algèbre qui n'est autre que 
l'algèbre large du monoïde M ; signalons les deux cas suivants : 

a) M = N, la loi de composition étant l'addition. A toute 
mesure p. sur N, associons la série formelle 

en une indéterminée t. Alors S(y * y') = S(p)S(p'). Une remarque 
analogue s'applique aux séries formelles à un nombre quel- 
conque d'indéterminées. 

* b )  M = N*, la loi de composition étant la multiplication. 
A toute mesure p sur N*, associons la série de Dirichlet for- 
melle 

Alors D(p * p') = D(p)D(pr)., 

3) Soient X, Y, Z des espaces localement compacts, rp 
une application continue de X x Y dans Z. Si x G X et  si y 
est une mesure sur Y, dire que E% et  p sont 9-convolables revient 
A dire que l'application cp(x, .) de Y dans Z est p-propre. Et 
l'on a alors E, * y = cp(x, .)(p). 

2. Associativité. 

Le lemme suivant complkte la prop. 7 du chap. V, $ 8, 
no 3 :  
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Lemme 1. - Pour 1 r i 4 n, soient Xi ,  Y, deux: espaces 
localement compacts, pi une mesure sur Xi,  cp, une application 
continuedeXidansYi. soient x=r I [x i ,  Y = H Y , ,  p = @ p i ,  

1 I i 

et cp l'application de X dans Y, produit des cpi. Si cp est p-propre 
et s i  pi # O pour tout i, les cpi sont pi-propres et cp(p) = @I cpi(pi). 

i 

On peut supposer les pi positives et n = 2. Soit f1 E Y+(Y,). 
Puisque p, # O, il existe f ,  E %+ (Y,) telle que f z  O cp, ne soit 
pas pz-négligeable. La fonction (x,, x,) - fl(cpl(xl))fz(cpz(x,)) est 
essentiellement i*-intégrable et continue, donc p-intégrable. 
Donc il existe x, E X, tel que f,(cp,(x,)) # O e t  que la fonction 
x1 - fl(cpl(xl))f z(92(x,)) soit pl-intégrable. Donc f1 O <pl est 
pl-intégrable, ce qui prouve que cp, est pl-propre. On raisonne de 
même pour cp,. On a y(p) = @ cpi(pi) d'après la prop. 7 du chap, 

i 
V, $ 8, no 3. 

Le lemme suivant complète la prop. 4 du chap. V, $ 6, 
no 3. 

Lemme 2. - Soient T, T', T" trois espaces localemenf com- 
pacts, p une mesure sur T, x une application pmesurable de T 
dans T', x' une application continue de T '  dans T", et x" =x' O x. Si 
x" est y-propre, TC est p-propre, x' est x(p)-propre, et x"(p)=x1(n(p)). 

Soit K '  une partie compacte de T'. Alors K" = xJ(K') 
est compact, donc nu-l(Kn) est essentiellement p-intégrable, 
donc x-'(K') c TC"-l(K") est essentiellement p-intégrable, de 
sorte que x est p-propre. Alors x' est x(p)-propre e t  x"(p) =x'(~(p))  
d'après le chap. V,  5 6, no 3, prop. 4. 

PROPOSITION 1. - Soient X i j  (1 i 6 m, 1 6 j L ni), 
Y i  (1 r i 4 m), Z des espaces localement compacts ; pour chaque i, 
soit 9, une application de Xi  = fl Xij dans Y, ; soif cp l'appli- 

1 

cation de X = Xi dans Y = n Yi ,  produit des cp, ; soit Ji 
i i 

une application de Y dans Z. 
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(i) Soient pi j  des mesures respectivement données sur les X i j ,  
telles que, pour chaque i, les pi j  ( 1  L j L ni) soient <pi-convolables 
et que les mesures * ( p i j l  soient +-convolables; alors les pi,,  

i 

pour 1 i f-L m ,  1 4 j ni , sont ($ O 9)-convolables et l'on a 

(ii) Supposons + et les cpi continues, et soient pi, des mesures 
toutes # O,  respectiuement données sur les X i j  , et (+ O 9)-convo- 
lables ; alors, pour chaque i, les pij  ( 1  G j L nt)  sont 9,-convo- 
lables, les mesures * IpijI sont $-convolables, et l'on a la formule (3).  

i 

Il s u f i t  d'envisager le cas où toutes  les mesures considérées 
sont 3 0. 

Plaçons-nous dans les hypothèses de  (i) .  L'application cp 

(chap. V ,  9 8, prop. 7). L'application + O cp est  propre pour @ pi j  
i, i 

prop. 4). Donc les pif (1 4 i 4 m, 1 G j l ni )  sont (+ O 9)- 
convolables e t  l 'on a la formule (3).  

Plaçons-nous dans les hypothèses de  (ii). Le lemme 2 
prouve d'abord que cp es t  propre pour @ pij .  L e  l emme 1 prouve 

i, i 
aIors que,  pour t o u t  i, c p ,  est propre pour @ pi j  e t  que  

i 

D'après le  l emme 2, 4 est  propre pour @ (* pij) .  D'ou la pro- 
i j  

position. 

COROLLAIRE. - Soient X i ,  Xi (1 r i 4 n ) ,  Y ,  Y'  des espaces 
localement compacts; soient y,  cp' des applications continues de 
X = Xi dans Y et de X'  = 11 X i  dans Y ' ,  respectine- 

i 1 

ment ; soient f i  des applications continues de X i  dans X i  (1 i L n) 
et g une application continue de Y dans Y',  telles que cp' O f = g O c p ,  
f étant l'application de X dans X'  produit des f i .  Soient pi des 
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mesures respectivement données sur les X i  et toutes # O .  Alors 
les deux assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) f i  est pi-propre pour lout i ,  et les mesures fi(lpil) sont 
y'-convolables ; 

(ii) les y, sont 9-convolables, et g est propre pour *,(ly,l). 
De plus, lorsque ces assertions sont vérifiées, on a 

En effet, soit h = cp' O f = g O cp. D'après la prop. 1, les 
conditions (i) et (ii) sont chacune équivalentes A la condition 
suivante : 

(iii) les pi sont h-convolables. 
S'il en est ainsi, on a 

3. Cas des mesures bornées. 

PROPOSITION 2. - Soient X I ,  . . ., X , ,  Y des espaces loca- 
ment compacts, pi une mesure bornée sur X i  (1  r i 4 n ) ,  p. le 
produit des pi , y une application y-mesurable de n X ,  dans Y .  

n n L  
Alors les pi sont 9-convolables et / I  * piIl A r1 IlpiIl. S i  les pi 

n i = l  i-1 

sont en  outre positives, on a I l  * yJ  = n /]pii / .  
i = l  i-1 

En effet, y: = Ipil est bornée et l / p ; / /  = Ilpill (chap. VI ,  
$ 2, no 9, prop. 13). On a / p l @  . . .  @p,l = p i @  . . .  @ p i  
(chap. VI ,  5 2,  no IO), donc y, @ . . . @ p, est bornée e t  

(chap. V, § 8, no 2, cor. 6 de la prop. 5). Donc cp est p.-propre 
(chap. V ,  § 6, no 1, Remarque l), c'est-à-dire que les pi sont cp- 

n 

convolahles. On a I I  * y;[ /  = lip; @ . . . @ (chap. V ,  8 6, 
i -1 

n 
no 2, th. 1) et par suite I l  =te y:/] = lly;ll . . . 1Ip.kII. Enfin, 

i-1 ]*  pJ 4 * pi (no 1, formule (2)), donc 
L i 
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PROPOSITION 3. - Soient X I ,  . . ., X,, Y des espaces loca- 
n 

lement compacts, cp une application continue de X i  dans Y .  
n i=l 

Alors l'application (p,, . . . , p,) - *,pi de A 1 ( X , )  dans A 1 ( Y )  
i = l  

est multilinéaire continue. 

Ceci résulte de  la prop. 2 et de ce qu'on a di t  au no 1. 

4. Propriétés concernant les supports. 

PROPOSITION 4. - Soient X I ,  . . . , X , ,  Y des espaces loca- 
lement compacts, pi une mesure sur Xi ( 1  L i 4 n), Si son sup- 
port, cp une application continue de Xi dans Y telle que la res- 

i 

triction de cp à TT Si soit propre. Alors les pi sont cp-convolables. 
i 

E n  e f f e t ,  soit K une  partie compacte d e  Y .  L e  support de 
p = pl 8 . . . 8 p, est S = Si (chap. I I I ,  $ 5, no 2, prop. 2). 

i 

Donc q r l ( K )  fî n X i  - S est  p-négligeable. D'autre part, 
( i  > 

@ ( K )  n S est compact. Donc cp-l(K) est  pintégrable. 

PROPOSITION 5. - Soient X I ,  . . ., X, ,  Y des espaces loca- 
lement compacts, pi une mesure sur X i  (1 L i 4 n), p le produit 
des p i ,  cp une application p-propre de X ,  dans Y ,  et Si 

i 

support de p i .  
a )  Le support de * pi est contenu dans l'adhérence 

b) S i  cp est continue et si les p., sont positives, le support 

* p, est l'adhérence de cp 
i 

Soit S = n S, le  support de p. Le support de * p, est 
t i 
- 

contenu dans cp(S) d'après le chap. V, 3 6 ,  no 2, cor. 3 de la prop. 2. 
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Si cp es t  continue e t  si les pi sont  positives, le  support  de  * yi 
- i 

es t  y (S)  (loc. ci!., cor. 4 d e  la prop. 2). 

COROLLAIRE. - S i  9 est continue, et s i  les p., sont a support 
compact, les pi sont convolables et * pi est à support comppct. 

i 

5. Expression vectorielle du produit de convolution. 

PROPOSITION 6. - Soient X ,  Y ,  Z des espaces localement 
compacts, cp une application continue de X x Y dans Z ,  et A, y 
des mesures sur X ,  Y .  Pour que A et y soient 9-convolables, il 
faut et il suffit que l'application (x,  y )  - E,(,, ,, = E, E, de 
X x Y dans d ( Z )  soit scalairement ( A  8 y)-intégrable pour la 
topologie a ( A ( Z ) , S ( Z ) ) ,  et L'on a alors 

Dire q u e  A e t  p sont 9-convolables signifie que ,  pour t o u t e  
f E Z ( Z ) ,  f O cp es t  ( A  @ p)-intégrable, c'est-à-dire que ,  pour 
t o u t e  f E Z ( Z ) ,  la fonction ( x ,  y )  - ( f ,  s ( ~ ,  y ) )  es t  ( A  63 p.)- 
intégrable, c'est-à-dire encore q u e  l'application (x, y )  - &,(, , ,) 

d e  X x Y dans  d ( Z )  es t  scalairement ( A  @ y)-intégrable pour 
a ( d ( Z ) ,  Y(Z)). S'il e n  es t  ainsi, o n  a 

PROPOSITION 7. - Soient X ,  Y ,  Z des espaces localement 
compacts, cp une application continue de X x Y dans Z ,  et A, (1 

des mesures sur X ,  Y .  On  suppose que, pour tout x E X ,  E, et p. 
sont 9-conuolables. Pour que A et p soient 9-conuolables, i l  faut 
et i l  sumt  que l'application z - E, * [ y /  de X dans &(Z) soit 
scalairement A-intégrable pour la topologie o ( d ( Z ) ,  X ( Z ) ) ,  et l'on 

a alors A * p = 
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Supposons que e t  p soient cp-convolables. Pour toute 
f E X(Z), f O y est (1 Al  @ 1 pl)-intégrable, donc la fonction 

x - f(9(GY))dlpl(y) = <f' E, * I V / >  (gui Par hypothèse est 

définie pour tout x E X) est A-intégrable; donc x - c, * [pl est 
scalairement A-intégrable pour a(d(Z), Y(Z)), e t  l'on a 

d'où A * p = (E, * p)dh(x). Réciproquement, supposons que Sx 
l'application x - E, * lpl de X dans d ( Z )  soit scalairement 
A-intégrable pour o(&(Z),X(Z)). Soit f E X+ (Z). Alors la fonc- 
tion (x, y) - f(y(x, y)) est continue et l'on a (chap. V, fi 8, prop. 1) 

Donc f O cp est (A @ p)-intégrable, de sorte que h et  p sont cp-convo- 
lables. 

5 2. Représentations linéaires des groupes. 

1. Représentations linéaires continues. 

Soient G un groupe topologique, E un espace localement 
convexe, U une représentation linéaire de G dans E. 

DÉFINITION 1. - (i) On dit que U est séparément continue 
si, pour tout s E G, U(s) est un endomorphisme continu de E, 
et si, pour tout x GE,  l'application s - U(s)x de G dans E est 
continue. 

(ii) Qn dit que U est continue si (s, x) - U(s)x est une appli- 
cation continue de G x E dans E. 



(iii) On dit que U est équicontinue si elle est continue et si 
l'ensemble des endomorphismes U(s), où s parcourt G, est équi- 
continu. 

Remarques. - 1) Dire que U est séparément continue 
signifie que s - U(s) est une application continue de G dans 
l'espace 2 ( E  ; E) des endomorphismes continus de E, muni 
de la topologie de la convergence simple. 

2) Dire que U est continue équivaut à l'ensemble des trois 
conditions suivantes : 

a)Epour tout s E G, U(s) est continu ; b) il existe un voisi- 
nage V de e tel que U(V) soit équicontinu ; c) il existe un ensemble 
total D dans E tel que, pour tout x E D, l'application s - U(s)x 
soit continue. 

Ces conditions sont évidemment nécessaires. Réciproque- 
ment, supposons les conditions a), b), c) satisfaites. Sur U(V), 
la topologie de la convergence simple est identique à la topo- 
logie de la convergence simple dans D (Esp. vect. top., chap. III, 
5 3, no 5, prop. 5). Donc l'application (s, x) - U(s)x de V x E 
dans E est continue (Top. gén., chap. X, 2eéd., $2 ,  no 1, cor. 3 de 
la prop. 1). Comme U(s,s)x = U(s,,)(U(s)x) quels que soient 
s,, E G, s E G, x E E, on voit que U est continue. 

Lorsque G est localement compact, les conditions a) et b) 
sont équivalentes A la condition : 

a') pour toute partie compacte K de G, U(K) est équi- 
continu. 

3) Supposons que U soit une représentation linéaire conti- 
nue G dans E. Pour tout s E G, soit Û(s) le prolongement con- 
tinu de U(s) au complété Ê de E. Alors Û est une représentation 
linBaire de G dans Ê, satisfaisant aux conditions a) et c) de 
la Remarque 2, et  aussi à la condition b) d'après Top. gén., 
chap. X, 2eéd., 5 2, no 2, prop. 4. Donc Û est une représentation 
linéaire continue de G dans Ê. 

4) Si E est un espace normé, on dit que U est isométrique 
lorsque IIU(s)il = 1 pour tout s E G. Il sufi t  pour cela que 
IjU(s)ll -L 1 pour tout s E G, car on a alors 

BOURBAKI, XXIX 9 
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d'où IIU(s)ll = IIU(s-l)ll = 1 pour tout  s E G. 

PROPOSITION 1. - Si G est localement compact et si E est 
tonnelé, toute représentation linéaire U séparément continue de 
G dans E est continue. 

En effet, pour toute partie compacte K de G, U ( K )  est 
compact pour la topologie de la convergence simple (Remarque l), 
donc est équicontinu (Esp.  uect. top., Chap. I I I ,  5 3, no 6, 
th. 2 )  ; on applique alors la Remarque 2. 

Lemme 1. - Soient G u n  groupe localement compact, p 
une fonction finie semi-continue inférieurement 3 0 sur G telle 
que p(st) -L p(s)p(t) quels qzie soient s, t dans G. Alors p est majorée 
dans toute partie compacte de G. 

Il existe une partie ouverte non vide U de G telle que p 

soit majorée dans U (Top .  gén., chap. IX, 2 e  éd., 9 5, no 4, th. 2). 
Soit K une partie compacte de 6. Alors K est recouvert par 
un nombre fini d'ensembles slU, . . . , s,U. Pour tout x E U, 
on a p(s,x) 4 p(si)p(x), donc p est majorée dans s,U, donc dans 
K. 

Lemme 2. - Soient G u n  groupe topologique, U une repré- 
sentation linéaire de G dans u n  espace normé E ,  A une partie 
partout dense de E .  On suppose que, pour tout s E G, U(s)  est 
continu et que, pour tout x 6 A, s - U ( s ) z  est une application 
continue de G dans E. Alors la fonction s - g(s) - 1 1  U(s)ll sur G 
est semi-continue inférieurement et uérifie g(st) I g(s)g(t). 

Soit B la boule unité de E. On a g(s) = sup i/lJ(s)x/l, 
xcBnA 

et chaque fonction s - IIU(s)xll est continue sur G, donc g est 
semi-continue inférieurement. D'autre part, 

PROPOSITION 2. - Soient G u n  groupe localement compact, 
U une représentation linéaire de G dans u n  espace normé E.  
Soit A une partie partout dense de E .  On suppose que, pour tout 



s E G, U ( s )  est continu et que, pour tout x E A, s - U ( s ) x  est une 
application continue de G dans E .  Alors U est continue. 

En effet, liU(s)ll est majoré sur toute partie compacte de 
G d'après les lemmes 1 e t  2, et  l'on applique alors la Remarque 2. 

2. Représentation contragrédiente. 

Soit U une représentation linéaire séparément continue de 
G dans E. Soit E' le dual de E. L'application s - fU(s)  est une 
représentation linéaire dans E' du groupe 6 O  opposé à G ; nous 
dirons que cette représentation est la transposée de U .  L'appli- 
cation s + tU(s-l) = tU(s)-l est une représentation linéaire de 
G dans E', appelée contragrédiente de U .  

Lemme 3. - Soient X u n  espace localement compact, Y 
et Z des espaces topologiques, y, une application continue de 
X x Y dans Z ,  c p ,  l'application y 3 cp(x, y )  de Y dans Z .  Les 
espaces W ( Y ) ,  V(Z) étant m u n i s  de la topologie de la convergence 
compacte, l'application (x, f )  - f O cp, de X x %(Z)  dans %?(Y) 
est continue. 

Il suffit évidemment de considérer le cas où X est com- 
pact. Soient (x,, fo )  E X x %(Z),  K une partie compacte de Y ,  
et  E > O. Soit K' = cp(X x K ) .  Comme f o  O <p est uniformé- 
ment continue dans X x K, il existe un voisinage W de x,, tel 
que Ifo(cp(x, y ) )  - fo(cp(xo, y ) ) /  L E pour x E W et  y E K .  D'autre 
part, si l'on prend f E W(Z)  telle que If(z) - f,(z)l d E pour tout 

6 K', on aura If(cp(x, y) )  - fo(cp(x, y))l A E pour x E X, Y E K, 
et  par suite If(cp(x, y)) - fo(cp(x,, y))l 4 2~ pour x E W et y E K. 
D'où le lemme. 

Revenons alors aux notations antérieures. 

PROPOSITION 3. - (i) S i  U est séparément continue, est 
séparément continue lorsqu'on muni t  Ef de la topologie faible 
b(E ' ,  E ) .  

(ii) S i  G est localement compact et si U est continue, est 
continue lorsqu'on muni t  Ef de la topologie de la convergence 
compacte. 
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L'assertion (i) est immédiate. L'assertion (ii) résulte du 
lemme 3 où l'on fait X = G, Y = Z = E, cp(s, x) = U(s)x. 

3. Exemple : représentations linéaires dans des espaces de 
fonctions continues. 

Soit G un groupe discret opérant B gauche sur un ensemble 
X. Une fonction complexe x sur G x X est appelée un multi- 
plicateur si l'on a 

(1) ~ ( e ,  x) = 1 quel que soit x E X ; 

(2) ~ ( s t ,  x) = ~ ( s ,  tx)~(t, x) quels que soient s, t dans G, x E X. 

On en déduit 

(3) ~ ( f - l ,  tx)~(t, x) = 1 quels que soient t E G, x E X, 

et en particulier ~ ( i ,  x) # O quels que soient t E G, x 6 X. 
Pour toute fonction complexe f définie sur X et tout 

s E G, soit yx(s)f la fonction complexe sur X définie par 

donc y, est une représentation linéaire de G. Pour x = 1, on 
retrouve les endomorphismes y(s) (chap. VII, $ 1, no 1, formule 

(3)). 
Supposons maintenant G et  X localement compacts, G 

opérant continûment sur X, et x continue sur G x X. Alors 
V(X) et X ( X )  sont stables pour les y,(s), d'où des représenta- 
tions linéaires de G dans V(X) et Z ( X )  que nous noterons 
encore y, . 

PROPOSITION 4. - Les représentations linéaires yx de G 
dans V(X) et S ( X )  sont continues. 



L'application (s, f) -+ (s, y(s)f) de G x V(X) dans G x V(X) 
est continue (no 2, lemme 3). D'autre part, l'application 
(s, f )  -x(s, .)f de G x V(X) dans V(X) est continue ; car, si 
s tend vers s, dans G, ~ ( s ,  .) tend vers ~(s , ,  . )  uniformément 
dans toute partie compacte de X ; si en outre f tend vers f, 
dans %'(X), ~ ( s ,  .)f tend vers ~(s , ,  . )f, uniformément dans toute 
partie compacte de X, d'où notre assertion. Donc la représen- 
tation y, de G dans V(X) est continue. 

Montrons que la représentation y, de G dans X(X)  est 
continue. Comme X ( X )  est limite inductive d'espaces de Banach, 
il est tonnelé (Esp. uect. top., chap. III,  § 1, no 2, cor. 2 de la 
prop. 2), donc il suffit de prouver que y, est séparément conti- 
nue (no 1, prop. 1). Or, soient H une partie compacte de X et  
so E G. Soient V un voisinage compact de s, dans G, et L = VH, 
qui est compact dans X. Pour toute f E X(X,  H), le support 
de yx(s,)f est contenu dans L, et l'on a 

donc f - yx(s,)f est une application linéaire continue de Z ( X ,  H) 
dans X(X,  L) ; il en résulte que f - yx(so)f est une application 
linéaire continue de X(X) dans lui-même (Esp. vect. top., chap. 
II, § 2, no 2, cor. de la prop. 1). D'autre part, la topologie de 
X(X,  L) est induite par celle de %?(X). D'après ce qui a déjà 
été démontré, l'application s - y,(s)f de V dans Z ( X ,  L) est 
continue. Ceci achève de prouver que y, est séparément conti- 
nue. 

PROPOSITION 5. - Supposons que chaque fonction ~ ( s ,  .) 
soit bornée. Alors y, laisse stable X(X), et la représentation 

-- 

linéaire y, de G dans X(X) est continue. 
Il est clair que y, laisse stable X(X) et  que chacun des 

y,(s) est continu dans X(X). D'autre part, pour toute f E X(X), 
s - y,(s)f est une application continue de G dans Z ( X )  et  a 
fortiori dans X(X). Donc la représentation y, d'ans X(X)  est 
continue (no 1, prop. 2). 
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4. Exemple : représentations linéaires dans des espaces de 
mesures. 

Soient toujours G un groupe localement compact, opé- 
rant continûment à gauche dans un espace localement com- 
pact X, e t  x un multiplicateur continu sur G x X. La  repré- 
sentation linéaire y, de G dans X(X)  admet une représentation 
contragrédiente dans d ( X ) ,  que nous noterons encore y,, et 
qui est définie par la formule suivante (où p E A(X) ,  f E S ( X ) )  : 

(y(s)x(s, . ))(4 = As, s-lx). 

La représentation linéaire yx de G dans %(X) admet une 
représentation contragrédiente dans l'espace W(X) des mesures 
sur X à support compact, représentation que nous noterons 
encore y, ; les endomorphismes y,(s) de V'(X) sont les restric- 
tions des endomorphismes y,(s) de d ( X ) .  

PROPOSITION 6. - Si  l'on munit &(X) (resp. V'(X)) de la 
topologie de la convergence uniforme dans les parties compactes 
de Z(X)  (resp. V(X)), la représentation linéaire y, de G dans 
&(XI (resp. V1(X)) est continue. 

PROPOSITION 7. - Supposons que chaque fonction ~ ( s ,  .) 
soit bornée. Alors y, laisse stable A1(X) et, si l'on munit A1(X) 
de la topologie de la convergence uniforme dans les parties compactes 
de X(X),  la représentation linéaire y, de G dans A1(X) est confi- 
nue. 

Ces propositions résultent des prop. 3, 4, 5 .  

5. Exemple : représentations linéaires dans les espaces LP. 

Soit toujours G un groupe localement compact, opérant 
continûment à gauche dans un espace localement compact X. 



Soit p une mesure positive sur X de support X. Supposons qu'il 
existe une fonction continue x > O sur G x X telle qu'on ait, 
pour tout s E Gy 

Y(s)P = x(s-lY . ). (3 

(ce qui implique en particulier que p est quasi-invariante par 
G). Alors, x est un mulfiplicatezrr. En  effet, soient s, t dans G ; 
on a 

Y(~)Y(~)P = y(s)(x(t-l, . ) . P) = (u(s)z(t-l, . )) . (y(s)P) 

= (y(s)x(t-', - )). x(s-l, . ) . B 
y(st)P = ~(t-ls-l, . ) . p 

donc 

x(t-1, ~ - ~ x ) ~ ( s - l ,  2) = x(t-ls-l, x) 

localement p-presque partout, e t  en conséquence partout puis- 
que x est continue et p de support X. 

Soit p E (1, + CO[. Pour toute f E ~ C ( X ,  p) et  tout s E G, 
soit y,,,(s)f la fonction sur X définie par 

donc y,,,(s)f E 9g(X,  p). On voit que Y ~ , ~ ( S )  est un endo- 
morphisme isométrique de 9,"(X, p) e t  définit par passage au  
quotient un endomorphisme isométrique de LC(X, P), noté 
encore y,,,(s). D'autre part, xl lp  est évidemment un multipli- 
cateur, donc y, ,  est une représentation linéaire de G dans 
LP,(X, (3) d'après ce qu'on a vu au no 3. 

PROPOSITION 8. - La représentation liniaire y,,, de G 
dans Lg(X, P) est continue et isométrique. 

Soit f E T ( X ) .  Quand s tend vers s,, dans G, ~ % , ~ ( s ) f  tend 



136 INTEGRATION chap. VIII, 5 2 

vers y,,,(s,)f dans T ( X ) ,  donc dans LC(X, P). Comme les 
y,,,(s) sont isométriques, la prop. 8 s'obtient en appliquant 
la Remarque 2 du no 1. 

Pour le cas où x n'est pas supposée continue, cf. 3 4, exerc. 13. 

PROPOSITION 9. - Supposons que chaque fonction ~ ( s ,  .) 
soit bornée. Alors y, laisse stable L g X ,  (3)' et la représentation 
linéaire y, de G dans Lg(X, P) esf continue. 

Soit f E 9 ; ( ~ , -  p). On a 

1 IX(S-', z)f(.s-lx) /"dm) L sup ~ ( s - ~ '  z)*l J 1 f(s-lx) Ip~(s-l, x)@(x) 
- - - - w x :  - - - ~ ~ ~ 

en notant q l'exposant conjugué de p. Si f E X ( X ) ,  y,(s)f tend 
vers y,(s,)f dans Y ( X ) ,  donc dans 2'C(X, p), quand s tend vers 
s,. Donc la représentation y, de G dans LC(X, P) est continue 
(no 1, prop. 2). 

On a des propriétés analogues à celles des nos 3, 4, 5 si G 
opère à droite dans X. 

En particulier, si l'on considère G comme opérant sur lui- 
même par translations à gauche ou à droite, e t  si l'on fait x = 1, 
on obtient les représentations régulières gauche et  droite de G 
dans V(G), Z(G), m, V'(G), d(G),  Al(G). Si l'on prend 
pour p une mesure de Haar à gauche (resp. a droite) de G, 
et  si l'on fait x = 1, on obtient la représentation régulière gauche 
(resp. droite) de G dans LC(G, P). 

6. Prolongement d'une représentation linéaire de G aux 

mesures sur G. 

Soient G un groupe localement compact, E un espace 
localement convexe, U une représentation linéaire de G dans E. 



Supposons U continue et E quasi-complet. Alors pour toute mesu- 

re p E VJ(G), on a U(s)dy(s) E 3 ( E ;  E) (chap. VI, § 1, no 7). 1, 
Nous poserons U(y) = U(s)dp(s). Munissons W(G) de la 

topologie de la convergence compacte dans %'(G). L'application 
(p, x) - U(p)x de %"(G) x E dans E est hypocontinue relative- 
ment aux parties équicontinues de V(G) et aux parties com- 
pactes de E ; en particulier, l'application p -+ U(p) de WJ(G) 
dans S (E ;  E) (muni de la topologie de la convergence compacte) 
est continue (loc. cit., prop. 16). 

Pour pouvoir appliquer plus loin ces résultats, notons que, 
si X est un espace localement compact, V(X), muni de la topo- 
logie de la convergence compacte, est complet (Top. gén., 
chap. X, 2 e  éd., 5 1, no 6, cor. 3 du th. 2). D'autre part, S ( X )  
est tonnelé, donc son dual &(X), muni de la topologie de la 
convergence compacte sur X(X),  est quasi-complet (Esp. vect. 
top., chap. III,  5 3, no 7, cor. 2 du th. 4). Bien entendu, X(X)  
est complet pour la topologie déduite de sa norme, donc son 
dual A1(X) est quasi-complet pour la topologie de la conver- 
gence compacte sur X(X)  (loc. ci!.). 

Supposons maintenant que U soit une représentation liné- 
aire continue du groupe localement compact G dans un espace 
de Banach E. Posons g(s) = llU(s)ii pour tout s E G. Alors, si 
p est une mesure sur G telle que g soi t ,  p-intégrable, on a 

(Chap. VI, 5 1, no 7, Remarque 1). Nous poserons encore 

7. Relations entre les endomorphismes U(p) et les endomor- 

phismes U(S). 

Lemme 4. - Soient T un espace localement compact, a un point 
de T, M une partie de &(T), 8 un filtre sur M. On suppose que : 
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(i) pour foute partie compacfe K de T, les nombres IyI(K), 
pour y E M ,  sonf  majorés ; 

(ii) lim,,s Ip((K) = O  pour toute partie compacte K de 
T - (a)  ; 

(iii) i l  existe u n  voisinage compact V de a dans  T fel que 
lim,, 5 y(V) = 1. 

Alors le filtre 5 converge vers E, dans  A(T) m u n i  de la topo- 
logie de la convergence compacfe dans  LXT(T). 

D'après l'hypothèse (i), M est une partie équicontinue de 
A(T) piiisqu'elle est vaguement bornée et que %(T) est tonnelé 
( E s p .  uect. fop., chap. III, 5 3, no 6, th. 2). Il suffit donc (Top. 
gén., chap. X ,  2e éd., 8 2, no 4, th. 1) de prouver que, si f E X(T), 
on a lirn, g y(f) = f(a). Soit K la réunion de V et du support 
de f ; si K' est l'adhérence de K - V, on a 

comme K' est compact et  ne contient pas a ,  on en conclut que 
lim,,s p(K) = 1. Soit E > O, et  soit W un voisinage ouvert 
de a dans K tel que If(t) - f(a)l 6 E pour t E W ; on peut écrire 

l'intégrale sur K peut s'écrire comme somme des intégrales 
analogues sur W et sur K - W ; si C = sup If/, on aura donc 

Comme le premier et le troisième terme du second membre 
tendent vers O suivant 5, on voit bien que lim,,s p(f) = f(a). 

COROLI.AIRE 1.  - Les  hypothèses étant celles d u  lemme 4, 
supposons de plus qu'il  existe une  partie compacfe K, de T contenant 
les supports de toutes les mesures p E M .  Alors 5 converge aussi  
vers E, dans  %"(T) m u n i  de la topologie de la convergence compacfe 
dans V(T). 

En effet, l'application de restriction de V(T) dans V(K,) 
est continue ; donc, si H est une partie compacte de %'(T), les 
restrictions à K, des fonctions de H forment une partie com- 



pacte de %(K,). I l  su f i t  alors d'appliquer le lemme 4 en rempla- 
çant T par K,. 

COROLLAIRE 2. - Les hypothèses étant celles du cor. 1, 
soit f une application continue de T dans un espace localement 
convexe quasi-complet E.  On a 

Ceci résulte du cor. 1 et de la prop. 14 du chap. V I ,  5 1, 
no 6.  

COROLLAIRE 3. - Soient G un  groupe localement compact, 
E un  espace localement convexe quasi-complet, U une représen- 
tation linéaire continue de G dans E.  Soient p une mesure posi- 
tive sur G, a un élément de G,  23 une base du filtre des uoisi- 
nages de a, formée de ooisinages compacts. Pour tout V G 23, 
soit f ,  une fonction continue 2 O sur G,  de support contenu 

dans V ,  et telle que P = 1. Alors, pour tout x E E,  on a I f d  
U(a)x = lim, U( f ,  . P)x 

la limite étant prise suivant le filtre des sections de 23. 
L'application s - U(s)x de G dans E est continue. D'après 

le cor. 2, on a U(a)x = lim, (U(s )x ) .  f,(s)dp(s) suivant le S 
filtre des sections de 23, c'est-à-dire U(a)n: = lim, U( fv .  p)x. 

PROPOSITION 10. - Soient G un groupe localement com- 
pact, E un espace localement convexe quasi-complet, U une repré- 
sentation linéaire continue de G dans E ,  @ une mesure positive 
sur G de support G. 

( i )  Les vecteurs U(f .P)x, oh f parcourt X ( G )  et ou x parcourt 
E ,  sont partout denses dans E .  

(ii) Soit F un sous-espace vectoriel fermé de E. S i  F est stable 
pour U ,  on a U(p)(F)  c F pour toute p E V f ( G ) .  Réciproque- 
ment, si U ( f .  p)(F) c F pour toute f E X ( G ) ,  F est stable pour U.  
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La première partie de (ii) est immédiate puisque les restric- 
tions des U(s) à F (s E G) définissent une représentation liné- 
aire continue de G dans l'espace localement convexe quasi- 
complet F. La deuxième partie de (ii), et (i), résultent du cor. 3 
du lemme 4. 

5 3. Convolution des mesures sur les groupes. 

1 .  Algèbres de mesures. 

Soit G un groupe localement compact. Il sera entendu 
une fois pour toutes que des mesures pl, . . . , p, sur G sont 
dites convolables si elles le sont pour l'application 

et  c'est au moyen de cette application qu'on prendra toujours 
le produit de convolution * pi. Si s E G, t E G, on a 

i 

d'après le $ 1, no 1, exemple 3. Si G est commutatif, dire que 
pl et  p, sont convolables équivaut à dire que y, et  pl sont convo- 
lables, et  l'on a alors pl * pz = y, * pl. Si G n'est pas commu- 
tatif, il peut arriver que pl e t  p., soient convolables, sans que 
y, e t  pl le soient (exerc. 12). 

PROPOSITION 1. - Soient G un groupe localement compact, 
A, p, v des mesures # O sur G. 

(i) Si  A, p, v sont convolables, il en est de même de A et p, 
de J A ~  * Ip] et v, de p e t  v, de A et Iyl * IV\, et l'on a 



(ii) Si A et t ~ .  sont convolables, ainsi que ]hl * [y1 et v, alors 
À, y, v sont conuolables. De mlme si y et v sont convolables ainsi 
que A et Ip.1 * / V I .  

Ceci résulte de la prop. 1 du $ 1, no 2. 

Il peut exister des mesures A, y, v sur G telles que les pro- Z duits de convolution A * y, (A * y) * v, y * v, A * (p * v) soient 
tous definis, et que cependant (A * y) * v # A * (p * V) (cf. 
exerc. 4). 

Soit p une fonction > O finie semi-continue inférieurement 
sur G telle que p(st) 4 p(s)p(t) quels que soient s, t dans G. 
On notera dP (G)  l'espace vectoriel des mesures A sur G telles 
que p soit A-intégrable, et  I/Al/, (ou simplement lIhll) la norme 

1, p(s)dlhl(s) sur cet espace. Pour p = 1, on retrouve l'en- 

semble d l (G)  des mesures bornées sur G. 

PROPOSITION 2. - (i) Deux éléments quelconques de ,/IYP(G) 
sont convolables. 

(ii) Pour la convolution, et pour la norme llA/l, dP (G)  est une 
dgébre normée complète admettant l'élément unité E, . 

(iii) Vr(G) est une sous-algkbre de dP(G).  
Soient A, y dans dP(G),  et  montrons que A et  p sont convo- 

lables. Soit f E X+ (G). Comme p est > O et  semi-continue infé- 
rieurement, il existe une constante k > O telle que f d kp. 
On a alors 

(chap. V, § 8, no 2, prop. 5) .  Donc f est (A 8 p)-intégrable, de 
sorte que A et p sont convolables. D'autre part, en utilisant le 
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chap. V (5 2, prop. 2, 5 6, prop. 2, $ 8, prop. 5) e t  le fait que 
(s, t) - p(s)p(t) est seini-continue inférieurement dans G x G, on a 

On voit que A * p L.E d P ( G )  et que llh * p.11 4 llhll.11p11. Compte tenu 
de la prop. 1, d P ( G )  est une algèbre. L'application A - p . A  
est une application linéaire isométrique 8 de AP(G) dans Al(G) ; 
si p E &l(G), 1/p, qui est localement bornée et semi-continue 
supérieurement, est localement pintégrable, e t  p est (l/p) . pinté- 
grable, donc ( l / p ) .p  E AP(G) ; ceci prouve que 6 est sur- 
jective ; donc AP(G) est une algèbre normée complète. Enfin, 
il est clair que est élément unité de AP(G) et que V(G) est 
une sous-algèbre de d P ( G )  ($  1, no 4, cor. de la prop. 5).  

Si p = 1, la prop. 2, (i) et (ii), rksulte aussi du $ 1, prop. 2. 

PROPOSITION 3. - Soient p.,, . . ., p, des mesures sur G. Si 
toutes les pi ,  sauf une au plus, sont à support compact, alors les 
p, sont convolables. 

E n  effet, soit S, le support de pi, et supposons Si compact 
pour i # i,,. Soit K une partie compacte de G. L'ensemble des 
(x,, . . . , x,) E fl Si tels que x,x, . . . x, E K est compact, car les 

i 

conditions xi E Si pour tout i, x,x, . . . x, E K impliquent 

Donc les pi sont convolables (§ 1, no 4, prop. 4). 

PROPOSITION 4. - L'application (A, p.) )- A * p. (resp. 
(A, p) - p $ A) ou A E Vt(G),  p. E d ( G ) ,  définit sur A(G) une 
structure de module à gauche (resp. à droite) sur l'algèbre V'(G). 

Ceci résulte des prop. 1 e t  3. 



PROPOSITION 5. - Soient A une mesure de Haar  a gauche 
(resp. ci droite) sur G, et p E A1(G). Alors p et A (resp. h et p) 
sont convolables, et p * A = 11pllA (resp. A * il. = Ilpllh). 

On peut supposer p 2 O. Soit f E X+(G). Lorsque A est 
une mesure de Haar à gauche, on a 

donc la fonction (x ,  y) - f(xy) est (p 8 A)-intégrable, e t  son 
intégrale pour p @ A est A(f)llpll. On raisonne de même quand 
A est une mesure de Haar à droite. 

PROPOSITION 6. - Soient p. et v deux mesures convolables 
sur G. Soit x une représentation continue de G dans C*. Alors 
X .  p et X. v sonf convolables et (x. p) * (x. V) = X ,  (p * v). 

Soit f E X(G). Alors f~ E X(G), donc la fonction 

sur G x G est intégrable pour p 8 v ; donc la fonction 
(x, y) - f(xy) est intégrable pour (x. p) 8 (x. v) ; donc X .  p et 
X.V sont convolables. En  outre, 

PROPOSITION 7. - Soient G et G' deux groupes localement 
compacts, u une représenfation continue de G dans G', pl, . . ., pn 
des mesures sur G, toutes f O.  Alors les assertions suivantes sont 
équivalentes : 

(i) u est pi-propre pour tout i ,  et les mesures u(lpil) sont 
convola bZes ; 

(ii) les pi sont convolables et u est propre pour *(l pi[). 
i 

Lorsque ces conditions sont vérifiées, on a 
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Ceci résulte du $ 1, no 2, cor. de la prop. 1. 

COROLLAIRE. - Soient G u n  groupe localement compact, 
y,, . . . , p, des mesures sur G. Pour que la suite (pi)lGiGn soit convo- 
lable, il faut et il suffit que la suite (~n-i),Gi,c,-l le soit, et l'on a alors 

V V 

(pl * . . . * pn)" = pn * . . . * pl. 
Ceci résulte de la prop. 7 en considérant l'isomorphisme 

x - x-l de G sur le groupe opposé. 

2. Cas d'un groupe opérant dans un espace. 

Soit X un espace localement compact sur lequel un groupe 
localement compact G opère à gauche continûment par 

Si pi, . . . , pn sont des mesures sur G et v une mesure sur X ,  
celles-ci seront dites convolables si elles le sont pour l'applica- 
tion (s,, . . . , s,, x) - s,  . . . s,x de Gn x X dans X, et leur 
produit de convolution devra s'entendre au sens de cette appli- 
cation. 

Si s E G  et X E X ,  on a 

d'après le $ 1, no 1,  exemple 3. 

PROPOSITION S. - Soient p une mesure sur G, v une mesure 
sur X. 

(i) S i  p est à support compact, p et v sont conuolables. 
(ii) S i  v est à support compact, et si G opère proprement 

dans X ,  p et v sont conuolables. 
Ceci résulte de la prop. 4 du 5 1, no 4. 

PROPOSITION 9. - Pour la conuolution, A1(X) est un 
module à gauche sur A1(G), A ( X )  et W(X) sont des modules 
à gauche sur V1(G). 



Ceci résulte de la prop. 8, et  du $ 1, prop. 1, 3, et  cor. de 
la prop. 5. 

PROPOSITION 10. -,Soient p une mesure sur G, v une mesure 
sur X, p et v étant convolables. Supposons de plus qu'il existe 
une mesure positive 13 sur X telle que y(s)v soit de base P quel que 
soit s E G. Alors p + v est de base fi. 

Soit K une partie compacte @-négligeable de X. Alors K 
est y(s)(vl-négligeable pour tout s E G. Or 

( 5  1, no 5, prop. 7), et  l'application s - E, * Ivl est vaguement 
continue ($  2, prop. 6). Donc K est /pl e Ivl-négligeable d'après 
le chap. V, $ 3, no 4, th. 1. Donc 1p1 * Ivl est de base P (chap. V, 
5 5, no 5 ,  Remarque). 

3. Convolution.et représentations linéaires. 

PROPOSITION 11. - Soient G un groupe localement compact, 
E un espace localement convexe quasi-complet, U une représenta- 
tion continue de G dans E. 

(i) Si A E 4'(G), p E Vr(G) ,  on a U(A * p) = U(A)U(p). 
(ii) Supposons que E soit un  espace de Banach, et soit 

p(s) = IIU(s)ll pour s E G. Si  h E AP(G), p E A P ( G ) ,  on a U ( A  * p)  

= W ) U ( d .  

Soient A, p dans V1(G). Quel que soit x E E, on a, en appli- 
quant notamment les prop. 1 et  4 du  chap. VI, $ 1,. no 1 

BOURBAKI. XXIX 10 
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d'où (i). Un raisonnement analogue s'applique dans le 
cas (ii). 

Soit toujours G un groupe localement compact, e t  suppo- 
sons que G opère continûment à gauche dans un espace loca- 
lement compact X. Ceci définit ( 5  2, no 4) une représentation 
linéaire continue y de G dans &(X) (muni de la topologie de 
la convergence compacte dans S (X) ) .  

D'après la prop. 7 du 5 1, no 5, on a 

Or E, * p = y(s)p (no 2, formule (5 ) ) ,  et 

par définition de y(h). 

COROLLAIRE. - L'application (A, p)- h * p de W(G) x &(X) 
dans  J ( X )  est hypocontinue relativement a u x  parties équiconti- 
nues  de V1(G) et aux parties compactes de &(X) (%'(G) e f  d ( X )  
étant respectivement m u n i s  de la  topologie de la convergence 
compacte dans  Y(G) et S(X)) .  

E n  effet, d ( X ) ,  muni de la topologie de la convergence 
compacte dans X(X), est quasi-complet. Donc l'application 
(A, p) -+ y(A)p de Vf(G) x &(X) dans &(X) est hypocontinue 
relativement aux parties équicontinues de V'(G) et aux parties 
compactes de A ( X )  (5 2, no 6). Il sufi t  alors d'appliquer la 
prop. 12. 



Remarques. - 1) Soit A, E V'(G). L'application p. - A, * p. 

de A ( X )  dans A ( X )  est vaguement continue. En effet, soit 

f E qx) .  o n  a o0 * tr, » = J f ( s w ~ s ) d p ( x )  = ( P ,  g )  en Po- 

sant g(x) = f(sx)d$(s). or' g est continue (chap. V I I ,  § 1, S 
no 1, lemme 1). D'autre part, soient S le support de A, et  K celui 
de f .  Les conditions sx E K et s E S entraînent x E S-1K ; donc 
le support de g est contenu dans S-lK, de sorte que g E X ( X ) .  
Alors <A, * p., f )  = (p., g) est fonction vaguement continue de 
p, ce qui prouve notre assertion. 

2) Soit po E A ( X ) .  L'application A- A * p,, de V f ( G )  dans A ( X )  
est continue pour les topologies o(Vf (G) ,  5?(G)) et o ( A ( X ) ,  %(X)). 
En effet, soit f E %(X) .  On a ( f ,  h * po} = ( h ,  A), en posant 

h(s) = f(sx)dh(x),  et  l'on a h E V ( G )  (chap. VII,  § 1, no 1, S 
lemme 1). 

PROPOSITION 13. - L'application (s,  y)- y(s)y  de G x A + ( X )  
dans A + ( X )  est continue lorsque l'ensemble A + ( X )  des mesures 
positives sur X est muni de la topologie vague. 

Comme y(s)p = y(ssgl)y(so)y, il résulte de la Remarque 1 
qu'il suffit de prouver la continuité de l'application considérée 
en un point de la forme (e,p0) avec po E d + ( X ) .  Etant  donnés 
une fonction f E S ( X )  et  un nombre E > O,  il s'agit donc de 
montrer qu'il existe un voisinage U de e dans G et  un voisinage 
W de po dans &+(X) tels que les relations s E U, y E W entraînent 

Soit V un voisinage compact du support K de f dans X, et  
soit cp E X + ( X )  telle que q(x)  = 1 dans V ; il existe un voisi- 
nage W, de pO dans A+(X) tel que a = sup p.(V) soit fini : il 

WW, 

suffit de prendre pour Wo l'ensemble des p. E A + ( X )  telles que 
I(y, p - p0}I < 1. Comme l'application (s ,  x )  - sx est conti- 
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nue, il y a d'autre part un voisinage compact U,, de e dans 
G tel que sK c V pour tout s E Wo ; la fonction (s, x) - f(sx) 
est alors uniformément continue dans Uo x V et il y a donc un 
voisinage U c U, de e tel que If(sx) - f(x)l < 42a  pour tout 
s E U et  tout x E V. Pour s E U et  y E Wo, on a donc 

si W c Wo est le voisinage de p.,,, dans A+(X) formé des mesures 

répondent la question. 

fj 4. Convolution des mesures et des fonctions. 

1. Convolution d'une mesure et d'une fonction. 

Soit X un espace localement compact sur lequel un groupe 
localement compact G opkre à gauche continûment. Soit p 
une mesure positive sur X, quasi-invariante par G. Soit ;5 une 
fonction > O sur G x X, mesurable pour toute mesure sur 
G x X, e t  telle que, pour tout s E G, ~(s-1, .) soit une densité 
de y(s)p par rapport à P : 

ce qu'on peut écrire, avec les conventions du chap. VII, § 1, 
no 1 : 

Ces données resteront fixées dans les nos 1, 2 et 3 (exception 
faite de la Remarque 2 du no 2). 

Rappelons ( 5  2, no 5) que, si x est continue et  si P est de support 
X, x est alors un multiplicateur. 



Soit f une fonction complexe localement P-intégrable sur 
X, e t  soit p une mesure sur G. Pour' tout s E G, la mesure 
y(s)( f  .@) est de base P puisque P est quasi-invariante. Donc, 
si p et  f .@ sont convolables, p * ( f  .P) est de base P ( §  3, no 2, 
prop. 10). 

DÉFINITION 1. - S i  p et f .  (3 sont convolables, on dit que p 

et f sont convolables relativement à P. Toute densité de p + (f .@) 
par rapport à p s'appelle u n  produit de convolution de p et f rela- 
tivement à @ et se note p df. 

On omet @ quand aucune confusion n'est possible. On 
définit de manière analogue la convolution pour plusieurs 
mesures sur G et une fonction sur X. 

Les différents produits de convolution de p et  f sont égaux 
localement p-presque partout. Si P est de support X et  s'il 
existe un produit de convolution de p et P qui soit continu, ce 
dernier est déterminé de manière unique ; c'cst lui qu'on appelle 
alors le produit de convolution de p et  f relativement à P. 

Soit s E G e t  soit f une fonction complexe localement 
P-intégrable sur X. Alors E, et  f sont convolables, et  on a 

donc 

localement @-presque partout. 

Lemme 1. - Soit p une mesure sur G. Alors x est localement 
(p 8 @)-intégrable, et l'image de p 8 @ par l'homéomorphisme 
( s ,  x) -+ ( s ,  s-lx) de G x X sur G x X est X. (p @ P) .  

On peut supposer p 3 0. Soit F E S + ( G  x X ) .  On a 
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Or, la fonction ( s ,  x )  - F(s, x ) ~ ( s ,  x )  est A support compact 

et  (p @)-mesurable. D'après le chap. V ,  5 8 ,  no 1, prop. 4, 
l'égalité précédente prouve que cette fonction est ( p  @ P)-inté- 
grable et  que 

Ceci prouve a la fois les deux assertions du lemme 1. 

PROPOSITION 1. - Soient p une mesure sur G, f une fonc- 
tion complexe localement @-intégrable sur X .  Supposons que la 
fonction s - f (~ -1x )~(s - l ,  x) soit essentiellement p-intégrable sauf 
pour u n  ensemble localement @-négligeable de valeurs de x, et que 

la fonction x - 1 f(s-lx) lX(s-1, x)d 1 pl(s), définie localement pres- s 
que partout pour p, soit localement p-intégrable. Alors p et f sont 
convola bles. 

On peut supposer f 3 0 et p 3 0. Soit h E X + ( X ) .  Il 
s'agit de prouver que la fonction ( s ,  x )  - h(sx)  est essentielle- 
ment intégrable pour p @ ( f  . P) = (1 @ f). ( p  @ @) (chap. V, § 8 ,  

no 3 ,  prop. 6), c'est-à-dire que h(sx)f(x)dp(s)dp(x) < + oo r * 
(chap. V ,  $ 5 ,  no 3 ,  prop. 2) ; il suffira évidemment de prouver 
qu'il existe a > O tel que pour toute partie compacte K de G, 
on ait 

D'après le lemme l ,  

Or la fonction ( s ,  x )  + h ( x ) f ( ~ - l x ) c ~ , ( s ) ~ ( s - ~ ,  x )  est ( p  @ p)-mesu- 
rable (lemme 1)  et  a support compact. L'expression précédente 
est donc égale (chap. V ,  $ 8, no 1,  prop. 4) à 



en désignant par S le support de h. D'où la proposition. 

PROPOSITION 2. - Soient p une mesure sur G, f une fonc- 
tion complexe localement p-intéyrable sur X. On suppose uérifiée 
l'une des conditions suivantes : 

(i) f et x sont continues ; 
(ii) G opire proprement dans X et f est nulle dans le complé- 

mentaire d'une réunion dénom bru hle d'ensembles compacts ; 
(iii) p est portée par une réunion dénombrable d'ensembles 

compacts. 
Si p et f sont convolables, la fonction s - f(s-lx)~(s-l, x) est 

essentiellement pintégrable sauf pour un ensemble localement 
B-négligeable de valeurs de z, et l'on a localement p-presque partout 

Soit h E X ( X ) .  Puisque p et f sont convolables, la fonction 
(s, x) - h(sx)f(x) est essentiellement (p 8 p)-intégrable. D'après 
le lemme 1, la fonction (s, x) - h(x)f(s-lx)x(s-l, z) est essentiel- 
lement (p @ p)-intégrable. Sous les hypothèses (i) ou (ii) de 
l'énoncé, on en déduit que cette fonction est (p 8 @)-intégrable ; 
car, dans le premier cas, elle est continue et on applique la 
prop. 2 du chap, V, $ 2, no 1, e t  dans le second cas, elle est 
nulle hors d'une réunion dénombrable d'ensembles compacts. 
e t  on applique la prop. 3, loc. cit. D'après le théorème de Lebesgue- 
Fubini, 
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la fonction x -+ g(x) = f(s-lx)~(s-l, x)dp(s) étant en outre S 
localement P-intégrable. On voit donc que 

(h' p * (f . P D  = (h' 9.P) 
d'où g = p, Qf. 

Supposons maintenant p portée par la réunion S d'une 
suite d'ensembles compacts. La fonction 

est essentiellement (p @ P)-intégrable, et  nulle hors d'une réu- 
nion dénombrable d'ensembles compacts, donc (p @ p)-inté- 
grable. Comme p. = 9,. p, le raisonnement se termine comme 
précédemment. 

Remarque. - L'hypothèse (iii) de la prop. 2 est satisfaite 
notamment quand y est bornée. En  effet, pour tout n > 0, 
il existe alors une partie compacte K, de G telle que 

(chap. IV, 5 4, no 7), et p est portée par la réunion des K,. 
Plus généralement, soit p une fonction semi-continue inférieu- 
rement finie > O sur G telle que p(st) < p(s)p(t) ; si p E JP, 
l'hypothèse (iii) est satisfaite ; car p. p est bornée, et y est 
portée par les mêmes sous-ensembles que p.p puisque, sur 
toute partie compacte de G, p est minorée par une constante 
> o. 

2. Exemples de mesures et de fonctions convolables. 

Dans les prop. 3 et 4, Vf(G) et  d ( G )  sont munis de la 
topologie de la convergence compacte dans V(G) et S ( G )  respec- 
tivement. 

PROPOSITION 3. - Supposons x continue. Soient p E W'(G) 
et f E %?(X). Alors : 



(i) p et f sont convolables relativement à P. 
(ii) L a  formule (3) d u  no 1 définit pour tout x E X u n  produit 

de conuolution p df qui  est continu et n'est autre que l'élément 
y,(p)f défini par la représentation continue y, de G dans  %'(X) ; de 
plus, l'application ( p ,  f) - p * B f  est hypocontinue relativement aux 
parties équicontinues de V'(G) et a u x  parfies compactes de %'(X). 

(iii) S i  de plus f E X ( X )  le produit p * O f  de (ii) appartient 
à X ( X )  et l'application (p, f )  + p Qf est hypocontinue relative- 
ment  a u x  parties équiconfinues de Vf(G) et a u x  parties compactes 
de X ( X ) .  

On sait que p et f sont convolables (§  3, no 2, prop. 8 (i)). 
D'autre part, avec les notations du 5 2, on a 

puisque V(X) est quasi-complet. En  particulier, pour tout x E X, 

Ceci, joint a la prop. 2, et au 5 2, no 6 ,  prouve (ii). Enfin, si 
f E -X(X), p * ( f  .P) est à support compact (§  3, no 2, prop. 9), 
donc p *Pf E X(X). Considérons la représentation continue U 
de G dans le complété %(X)^ obtenue en prolongeant par conti- 
nuité les opérateurs y,(s) continus dans X(X)  ( §  2, no 1, Remarque 
3). Soit S le support de p. Les fonctions y,(s)f, pour s E S, 
ont leur support contenu dans un ensemble compact fixe K. 
L'ensemble X ( X ,  K) est un sous-espace vectoriel complet de 
X ( X ) .  Donc U(p)f  E ,X(X). On voit alors comme précédem- 
ment que U ( y ) f  = p & f ,  et  (iii) résulte encore du 2, no 6 .  

PROPOSITION 4. - Supposons que G opère proprement dans 
X et que x soit continue. Soient p E d ( G )  et f E S(X). 

(i) p ef f sont convolables relativement à P. 
(ii) L a  formule (3) d u  no 1 définit pour tout x E X u n  produit 

de convolution p +@f qui  est continu. 
(iii) L'application (p, f) - p +Pf de A ( G )  x Z(X) dans 
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Q(X) est hypoconfinue relafivement aux parties bornées de d ( G )  
et aux parties compacfes de X(X)  qui sonf contenues dans un 
sous-espace X ( X ,  L) (où L est une parfie compacte variable de X). 

On sait que p et f sont convolables ($  3, no 2, prop. 8 (ii)), 
et il est clair, que les intégrales figurant dans (3) existent pour 
tout x E X. Soient K et L deux parties compactes de X. II 
existe une partie compacte H de G telle que les relations x E K  
et  s-lx E L entraînent s G H ; soit cp E X+ (G), telle que cp(s) = 1 
pour s E H. On a, pour f E X(X,  L) et  x E K : 

J f (s-lx)x(s-', x)dir(s) = f(s-'x)x(s-', x)ds)dp(s) = ((Y y) *ef)(x) S 
Par suite / f(s-lz)~(s-l, x)dp(s) est fonction continue de x et  

définit un produit de convolution p &f E %(X). De plus, 
l'application p - c p .  p de &(G) dans W(G) est continue pour les 
topologies de la convergence compacte. La prop. 3 (iii) entraîne 
donc que l'application (p, f) + p &f de &(G) x X(X ,  L) dans 
W(X) est, pour toute partie compacte L de X, hypocontinue 
relativement aux parties compactes de Z ( X ,  L). En particu- 
lier, l'application (p., f) - p. *ef de d ( G )  x X(X) dans V(X) 
est séparément continue. Comme S ( X )  est tonnelé, cette appli- 
cation est hypocontinue relativement aux parties bornées de 
&(G) (Esp. vecf. top., chap. III,  5 4, no 2, prop. 6). 

Remarque 1. - Sous les hypothèses de la prop. 4, l'appli- 
cation p. - p. * P f  de d+(G)dans %'(X) est continue lorsqu'on 
munit d + ( G )  de la topologie vague, pour toute f E X(X). En 
effet, soient K une partie compacte de X, S le support (compact) 
de f ;  comme G opère proprement dans X, l'ensemble des 
s E G pour lesquels il existe x E K tel que s-lx E S est une partie 
compacte L de G (Top. gén., chap. III,  3 e  éd., $ 4, no 5, th. 1). 
Soient c un nombre > O, <p une fonction de X+(G) égale a 1 
dans l'ensemble compact L, p., un élément de &(G) ; l'ensemble 
Wo des mesures p E d + ( G )  telles que 



est un voisinage de po dans &+(G). D'autre part, la fonction 
(s, x) - f(s-lx)~(s-1, x) est uniformément continue dans L x K, 
donc il existe un nombre fini de points z, E K (1 < i < n )  tels 
que pour tout x E K, il existe un i pour lequel on ait 

pour tout s E L. Comme p(L) < 1 q(s)dpo(s) + r pour toute 

p E Wo,  on a aussi 

pour tout x vérifiant l'inégalité précédente e t  toute p E WO. 
Soit alors W le voisinage de 
p E W o  telles que 

pour 1 < i < n. Il est clair 
tout x E K,  on a 

po dans A+(G) formé des mesures 

que pour toute mesure p E W et 

et  comme E est arbitraire, cela démontre notre assertion. 

PROPOSITION 2. - Supposons x continue et chaque fonc- 
tion ~ ( s ,  . ) bornée. 

(i) La fonction s - p(s) = sup ~ ( s - l ,  x) sur G est semi- 
WSX 

continue inférieurement > O et vérifie p(st) < p(s)p(t) quels que 
soient s, f dans G. 

(ii) Soient p E AP(G) et f E Lw(X, fi). Alors p et f sont 
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conoolables et p d f  est donné localement presque partout par la 
formule (3) du no 1. On a p E Lr(X, P), et Ilp *@film < I l l - ~ l l ~ l l f l l ~ .  

(iii) Si de plus f E VW(X) (resp. Z(X)), la formule (3) 
du no 1 définit pour tout x un produit de convolution p @f qui 
appartient à V(X) (resp. Z(X)). 

(iv) Si f E T(X) ,  alors le produit de convolution p +pf 
défini par (3) n'est autre que l'élément y,(p)f défini par la repré- 
sentation continue y, de G dans X(X). 

L'identité ~ ( s t ,  x) = ~ ( s ,  fx)~(t,  x) entraîne aussitôt que 
p(sf) < p(s)p(f). D'autre part, p est semi-continue inférieure- 
ment comme enveloppe supérieure de fonctions continues. 

Soit p E AP(G). D'après la prop. 1 du no 1, p e t  1 sont con- 

volables ; la prop. 2 

localement p-presque 

si I f 1  < 1, p e t  f sont 

De plus, p *of est donné localement presque partout par la 
formule (3) du no 1, car la condition (iii) de la prop. 2 du no 1 
est satisfaite. Ceci entraîne (ii). 

Supposons f continue et  bornée par 1 en valeur absolue. 
Il est clair que les intégrales figurant dans (3) existent pour tout 
x EX,  Montrons qu'elles dépendent continûment de x. On 
peut supposer p 3 O. Soient xo E X et E > O. Soit K une partie 

compacte de G telle que @(s)dp(s) < E. Il existe un voi- 

sinage V de x, dans X tel que x E V implique 

pour s E K. Alors, pour x E V, on a 



d'où notre assertion. Supposons de plus f E X(X). Soit H une 
partie compacte de X telle que ff(y)l < E pour y 4 H. Soit 
x 9 KH. On a s-lx 4 H pour s E K, donc 

ce qui achève de prouver (iii). 
Enfin, si f E X ( X ) ,  comme E, E A1(X) pour tout x E X, 

donc yX(p)f est le produit de convolution p df défini par (3). 

PROPOSITION 6. - Supposons x continue et chaque fonction 
~ ( s ,  .) bornée. Soit p(s) = sup ~(s- l ,  x). Soient p et q deux expo- 

xEX 

sants conjugués (1 < p < + a). Soient p E R''~ (G) et f E LP(X, P). 
Alors : 

(i) p et f sont convolables ; 

(ii) le produit de convolution p *@f est donné localement 
@-presque partout par la formule (3), et est égal localement P-presque 
partout à une fonction g E Lp(X, f3) telle que llgllD < Ilpll,liq]lfllD; 

(iii) g est égal à l'élément y,(p)f difini par la représentation 
continue y, de G dans LP(X, fi). 

On a 
* * 

IIYx(s)~~~&IPI(s) ( j  Q(s)l'qd~P~(s)) I I ~ I I I I  + 
d'après le 3 2, no 5 ,  formule (5 ) .  D'autre part, l'application 
s -yx(s)f de G dans Lp(X, P) est continue (3 2, prop. 9). Donc 
cette application est pintégrable. Soit 
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On a 11g11. < ( / pllq(s)dl pl(s)) llfll.. Appliquant les remarques 

précédentes A (fl, on voit que l'application s - E,  * I f 1  de G 
dans Lp(X, (3) est pintégrable, donc que, pour toute h E Z(X), 
l'application s - (h, c, * ( 1  f 1 . p)) est p-intégrable. La prop. 7 du 
5 1, no 5, prouve alors que p et  f . p  sont convolables. En outre, 

et  cette dernikre intégrale est égale à (h, p * (f . P)) d'après la 
prop. 7 du $1, no 5 .  On voit donc que g est un produit de convo- 
lution de p et f. Ce produit de convolution est donné localement 
p-presque partout par (3) d'après la prop. 2 e t  la Remarque 
qui la suit. 

Par abus de notation, c'est souvent l'une des fonctions g de 
l'énoncé qu'on note pBf, ce qui permet d'écrire 

llP*~fllP llPll~*,QllfllP. 

Si 2 est dénombrable à l'infini, cette manière d'écrire est d'ail- 
leurs eritiérement justifiée. 

COROLLAIRE. - SOUS les hypothèses de la prop. 6, l'applica- 
tion (p, f)  + p *Pf  définit sur  Lp(X, P) une  structure de module 

119 
à gauche sur 4"G) (1 < p < + a). 

Ceci résulte des prop. 5 et 6 et de I'associativité du produit 
de convolution. 

Remarque 2. - Soit X un espace localement compact 
sur lequel un groupe localement compact G opère à droite 
continûment par (x,s) - xs. Soit (3 une mesure positive 
sur X. Soit x une fonction > O sur G x X, mesurable 
pour toute mesure sur G x X, e t  telle que, pour tout s E G, 
on ait S(s)p = ~ ( s ,  .).P. Soit f une fonction localement p-inté- 
grable sur X et soit p une mesure sur G. Si f .(3 e t  p sont convo- 
lables (pour l'application (x, s) - xs de X x G dans X), (f .p) * p 



est de base p. On dit alors que f et  p. sont convolables relative- 
ment à p ; toute densité de ( f  .fi) * p. par rapport à @ s'appelle 
un produit de convolution de f e t  p relativement à P et  se note 
f *op ou simplement f * p. 

Soit Go le groupe opposé à G. Par (s,  x) - xs, Go opére à 
gauche continûment dans X. Dire que f et  y sont convolables 
au sens précédent équivaut à dire que y e t  f sont convolables 
pour Go opérant à gauche dans X ; et  les produits de convolution 
f *@p. ne sont autres que les produits de convolution p i i;Bf 

pour Go opérant à gauche dans X. D'autre part, on a, pour 
s E Go, y(s)p = ~( s - l ,  .) .p. Les résultats des no" et  2 se traduisent 
alors immédiatement en résultats concernant les produits 
f *@y. En particulier : 

1) Si s E G et  si f est localement pintegrable, f e t  E, sont 
convolables, et  l'on a 

2) Si f et  p sont convolables et  si l'une des conditions (i), 
(ii), (iii) de la prop. 2 est remplie, alors f *@y est donnée locale- 
ment P-presque partout par 

Nous laissons au lecteur le soin de traduire les autres 
énoncés. On notera que, si x est continue, on a 

3. Convolution et transposition. 

Revenons aux hypothèses et  aux notations du début du 
no 1, mais supposons de plus que (3 soit relativement invariante 
de multiplicateur x ; x est donc une fonction continue sur G. 

PROPOSITION 7. - Soient f une fonction localement P-inté- 
grable sur X, v une mesure sur X et p. une mesure sur G. On 
suppose que : 
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(i) p et f sont convolables et la formule ( 3 )  du  no 1 définit 
localement @-presque partout u n  produit de convolution p df. 

(ii) X .  et v sont conuolables. 
(iii) L a  fonction g(s, x )  = f (s-lx)~(s-l)  est ( p  @ v)- infégrable. 
Alors f est essentiellement intégrable pour (x. p) * v ,  la fonction 

p +Pf définie par ( 3 )  est v-intégrable et l'on a 

Puisque g(s, x) est integrable pour p @ v, la fonction f(sx) 
est essentiellement intégrable pour (x. p) @J v e t  f est essentielle- 
ment intégrable pour (x. $) * v. D'après le théorème de Lebesgue- 

Fubini, p Q f  = g(s, x)dp(s) est V-intégrable et l'on a S 

Exemples. - 1) On peut prendre f E V ( X ) ,  v E V ' ( X )  et  
p E V r ( G )  d'après la prop. 3, et  le cor. de la prop. 5 du 5 1, no 4. 
La formule (7) signifie alors que l'endomorphisme v - + ( ~ . p )  ic v 

de V ( X )  est le transposé de l'endomorphisme f - p s f de V ( X ) .  
2 )  On peut prendre f E X ( X ) ,  v E A ( X )  et  p E V t ( G )  

d'après la prop. 3 ,  la prop. 8 du 5 3 ,  no 2, et  la remarque que le 
support de la fonction continue q(s, x) rencontre le support 
de p @ v suivant un ensemble compact. La formule (7) signifie 
alors que l'endomorphisme v - ( x .  F )  * v de &(X) est le frans- 
posé de l'endomorphisme f - p * f de X ( X ) .  

3 )  Si G opère proprement dans X ,  on peut prendre f E T ( X ) ,  
v E V ( X )  et  p E d ( G )  d'après la prop. 4 ,  la prop. 8 du § 3, 
no 2, e t  la même remarque que dans l'Exemple 2. 

PROPOSITION 8. - Soient f et q deux fonctions localement 
P-intégrables sur X et soit p E 4 ( G ) .  On suppose que : 

(i) p et f sont conuolables et la formule (3) du  no 1 définit 
localement fi-presque partout u n  produit de convolution p +b f .  



(ii) X .  y et g sont convolables et la formule (3) du no 1 (OU 

on remplace p par X .  3 et f par g) définit localement p-presque par- 
tout un produit de convolution (%. ?) *". 

(iii) II existe une fonction $ sur G, localement p-presque 
partout égale à 1 ,  telle que la fonction h(s, x) = ~(x)~(s-~x)~(s-~)+(s) 
soit (y 8 p)-intégrable. 

Alors les fonctions g(x)((p *@f)(x)) et f(x)(((~.p) &g)(x)) 
sont essentiellement P-intégrables, et l'on a 

En effet, d'aprbs (iii) et le théorème de Lebesgue-Fubini, la 

fonction z - g(z) f(~-~x)~(s-~)+(s)dp(s) est (3-intégrable et  on a 

Mais on a +. p = p et par suite 

localement p-presque partout. Ceci montre que la fonction 
x - g(x)((p *Pf)(x)) est essentiellement @-intégrable et que 

D'autre part, le lemme 1 montre que la fonction 
(s, x) :) g(sx)f(x)~(s-Y$(s) est intégrable pour (x. p) @ P. Donc la 
fonction (s, x) :) g(~-~x)f(x)+(s-~) est intégrable pour 8 (3 e t  
l'on a 

1 = /J WUf (x)b(s-')dWdP(4 

BOURBAKI, XXIX 
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V 

Mais $ . P = P et par suite g(~-~x)+(s-~)dic;(s) = ( ( x  . p) *Pg)(x) S 
localement @-presque partout. Ceci montre que la fonction 
x - f (x)( ( (~ .  p) * @g)(x)) est essentiellement @-intégrable et  que 

Ceci démontre la proposition. 

Exemples. - 4) On peut prendre f E V(X), g E X(X)  et  
y E W(G) (avec = 1). 

5) Si G opère proprement sur X, on peut prendre f E %(X), 
g E X(X)  et  y E d ( G )  (avec + = 1). 

6) On peut prendre f E LP(X, @), g E LQ(X, P) et p E J P ( G )  
1 1  

avec 1 < p < + co, -+- = 1, p = ~-'/q. Les conditions (i) et  
P 4 

(ii) sont satisfaites d'après les prop. 5 et  6. Démontrons (iii). 
On a vu que y était portée par un ensemble S réunion dénom- 
brable d'ensembles compacts. On prendra pour + la fonction 
caractéristique de S. La fonction h est (y 8 p)-mesurable : en 
effet la fonction (s, x) - g(x)x(s-l)+(s) l'est, ainsi que la fonction 
(s, x) -+ f ( r l x )  d'après le lemme 1. De plus, g étant nulle hors 
d'une réunion dénombrable d'ensembles @-intégrables, h est 
nulle hors d'une réunion dénombrable d'ensembles (p @ P)- 
intégrables. On a alors (chap. V, $ 8, no 1, prop. 4) : 

Mais comme g (resp. +) est nulle hors d'une réunion dénom- 
brable d'ensembles intégrables, les intégrales supérieures du 
second membre de (9) sont égales aux intégrales supérieures 
essentielles (chap. V, 3 2, no 1, prop. 3). Or (chap. V, $ 5 ,  no 3, 
prop. 2) on a 



puisque p = 4. p. D'aprés la prop. 6, cette dernière intégrale 
est finie et  égale à ([pl *@lfJ)(x) localement @-presque partout. 

et  J est finie puisque g E Lg et  1 *pl f 1 E LP (prop. 6). Donc h 
est (p @ p)-intégrable. 

La formule (8) signifie alo-rs q u e  l'endamorphisme 
- - - - -  

de Lq(X, P) est, pour p E dP(G), le transposé de l'endomorphisme 
f - p * f de LP(X  P). 

4. Convolution d'une mesure et d'une fonction sur un groupe 

Soit G un groupe localement compact. Fixons dans les 
nos 4 e t  5 une mesure positive p + O sur G, relativement inva- 
riante ; soient x et  X' ses multiplicateurs A gauche et  a droite 
(rappelons que X' = xA~).  Si p est une mesure sur G et  f une 
fonction localement p-intégrable sur G, la convolabilité de p 

et  f et les produits p * f (resp. la convolabilité de f et  p et  les 
produits f * p) se définissent en considérant G comme opérant 
sur lui-même gauche (resp. à droite) par translations. Expli- 
citons dans cette situation quelques-uns des resultats précé- 
dents : 

- - 

1) Soient p une mesure sur G, f une fonction complexe 
localement p-intégrable sur X. On suppose vérifiée l'une des 
conditions suivantes : 

(i) f est continue ; 
(ii) f est nulle dans le complémentaire d'une réunion dénom- 

brable d'ensembles compacts ; 
(iii) y est portée par une réunion dénombrable d'ensembles 

compacts. 
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Si p et  f sont convolables, on a localement @-presque par- 
tout 

Si f e t  p sont convolables, on a localement p-presque par- 
tout 

2) Soient p et q deux exposants conjugués (1 r p t + GO). 

Si p E (G) et  f E Lp(G, fl), p et f sont convolables, et  
p * f est égale localement 6-presque partout A une fonction de 
Lp(G, @); on a (avec un abus de notations déjà signalé) 

Si p E P'-"'(G) et  f E LP(G, p), f et p sont convolables, et 
f * p est égale localement @-presque partout à une fonction de 
LP(G, P) ; on a I l f  * pl/, 4 IlPll*4lfllp. 

3) Les applications (p, f)  + p * f ,  (f, p) -. f * p définissent 
sur LP(G, P) des structures de module à gauche sur f l-" ' (G) 
et de module à droite sur flr.""G). Les deux lois externes 
sur Lp(G, @) sont permutables d'après l'associativité de la convo- 
lution. 

4) Si p * f est continue et  donnée en tout point par (lO), 
on a 

Si f * p est continue et  donnee en tout point par (I l) ,  on a 

5. Convolution des fonctions sur un groupe. 

On conserve les notations G, p, x, xf du no 4. 



Rappelons que, si f est une fonction complexe sur G, la 
propriété d'être localement p-intégrable est indépendante du 
choix de p. Soit 2 (G)  l'ensemble des fonctions possédant cette 
propriété. Si f E 9(G), g E 9(G),  la relation 

u f . P et  g. p sont convolables » 

est indépendante du choix de P ( 5  3, no 1, prop. 6). Nous dirons 
alors que f e t  g sont convola bles. D'après le no 1, (f . P) + (g . p) 
est de la forme h .  p avec h E 9, h étant déterminée aux ensembles 
localement p-négligeables près. On posera h = f *Dg et  on 
dira que h est un produit de convoZution de f et  g relativement 
à p. (On omet p quand aucune confusion n'est possible). Si P 
est remplacée par 4. P, + étant une représentation continue de 
G dans RT , h ne change pas ( 5  3, no 1, prop. 6) ; si P est rem- 
placée par ap (a E RT), h est remplacée par ah. On définit 
de manière analogue le produit de convolution de plusieurs 
fonctions sur G. 

Si l'une des convolées de f e t  g est continue, elle est déter- 
minée de manière unique puisque le support de P est G. On 
l'appelle alors le produit de convolution de f et  g relativement 
a p. 

Il est clair que 

PROPOSITION 9. - Soient f,  g dans OEP(G). Supposons que 
la fonction s - g(s-lx)f(s)~(s-l) soif essentiellement p-intégrable 
sauf pour un ensemble localement p-négligeable de valeurs de x, 

el que la fonction x - Ig(~-~x)f(s)1~(s-~)dp(s), définie locale- s 
ment @-presque partout, soit localement @-inféqrable. Alors f et g 
son f convola bles. 

Ceci résulte de la prop. 1 du no 1. 

PROPOSITION 10. - Soient f,  g dans 9(G).  On suppose que 
l'une de ces deux fonctions est continue ou nulle dans le complé- 
mentaire d'une réunion dénom bru ble d'ensembles compacts. Si  f 
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et g sont conuolables, la  fonction f * g est donnée localement 
p-presque partout par 

Ceci résulte de la prop. 2 du no 1, et  des remarques du no 4. 

En particulier, si f * g est continue et donnée en tout point 
par (15) ,  on a 

Plus particiilièrement encore, si P est une mesure de Haar à 
gauche e t  à droite, si f * g et g * f sont continues et données 
en tout point par (15) e t  la formule analogue pour g * f ,  on a 

PROPOSITION 11. - Soient f ,  g dans 2'(G). On suppose 
que l 'une des fonctions f ,  g est continue et que l 'une des fonctions 
1, g est a support  compact. Alors f et g sont conuolables. L a  for- 
mu le  (15) détînit  pour tout x E G u n  produit f + g qu i  est continu. 
Si f E %(G) et g E X ( G ) ,  on  a f + g E X ( G ) .  

Ceci résulte des prop. 3 et  4 du no 2. 

PROPOSITION 12. - Soient p et q deux  exposants conjugués 
( 1  - L p  L + CO). Si f ~ - l / q  G L1(G, P) et g E L P ( G ,  P), f et g sont 
convolables, f * g est égale localement fi-presque partout à une  
fonction de Lp (G,  P), et on  a 

l l f  * 911, 4 llfx-l'"Illlgllp 
Si f E LP(G, (3) et gx'-l/q E L1(G,  P )  f et g sont conuolables, f * g est 
égale localement P-presque partout a u n e  fonction de L p ( G ,  P), et o n  a 

I l f  * g112, " Ilfllpllg~'-~'QIIl. 
Ceci résulte des prop. 5 et  6 du no 2 et des remarques 

du no 4. 



PROPOSITION 13. - Si fx-l E L1(G, P )  et g E X(G), ou si 
f E S ( G )  et gxf- l  E Ll(G, P ) ,  f et g sont convolables, -- et (15) définit 
pour tout x E G un produit f * g qui appartienf à Z(G) .  

CeIa résulte de la prop. 5 du no 2 et  des remarques du 
no 4. 

PROPOSITION 14. - Si f ~ - l  E L1(G, P )  et g E Lm(G, fi), la 
formule (15) définit pour tout x E G un produit f + g qui est borné 
et uniformément continu pour la structrrre uniforme droite de Cr. 

On sait déjà que f * g appartient a Lm(Cr, P )  (no 2, prop. 5) ; 

en outre on a ( f  * g)(x) = f(xs-l)g(s)dv(s), en posant v = ;-'-l. @ ; S 
v est une mesure de Haar à droite. Donc 

et la dernière intégrale est arbitrairement petite pourvu que 
x'x-l soit dans un voisinage convenable de e ( a  2, no 5, prop. 8). 

PROPOSITION 15. - Soient p et q deux exposants conjugués 
(1 < p < + a). Supposons P invariante à gauche. Soient 
f E Lp(G, p), q E La(G, r). Alors f et g sont conuolobles. I,a for- 
mule (15) définit, pour tout x E G, un produit f * g qui appartient 
à X(G) ,  et qui est tel que IV * gll, 6 llfllJ~lla. 

En effet, on a g E Lg(G, P ) ,  donc la fonction s - g(s-lx)f(s) 
est @-intégrable pour tout x E G. En outre, 

donc f e t  g sont convolables (prop. 9). On voit en même temps 
que (15) définit pour tout x un produit f * g tel que 
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Pour f,  g dans Y(G), on a f lit g E X(G) (prop. 11) ; donc, pour 
f E LP(G, P) e t  g E Lq(G, g), le produit f r g fourni par (15) est 
limite uniforme de fonctions de X(G), donc appartient à X(G). 

COROLLAIRE. - Soient f E L2(G, P), g E L2(G, fi). Alors f et 
V - 
g sont convolables. L'une des conuolées f r apparfient à %(G) 

et sa valeur en e est f(s)g(s)dp(s). L 
Il suffit de faire p = q = 2 dans la prop. 15 et  d'appliquer 

(16). 

On ne suppose plus P invariante à gauche. Soit p une fonc- 
tion > O finie semi-continue inférieurement sur G telle que 
p(st) 4 p(s)p(t) quels que soient s, t dans G. On note LP(G, P) 
l'ensemble des classes de fonctions complexes sur G intégrables 
pour p. P. Par l'application f - f . p, LYG, P) s'identifie A l'en- 
semble des éléments de AP(G) qui sont de base p (ensemble 
qui est indépendant du choix de P). Si on pose 

pour f E LP(G, p), cette identification est compatible avec les 
normes, donc LP(G, P) apparaît comme une sous-algèbre normée 
complète de AP(G). C'est même un idéal bilatère de dP(G)  
d'après la prop. 10 du § 3, no 2. (Pour p = 1, on retrouve une 
des assertions du no 4). En particulier, L1(G, P) s'identifie à 
un idéal bilatère fermé de Ai(G). 

PROPOSITION 16. - Soif U une représentation continue de 
G dans un espace de Banach E. Posons p(s) = IIU(s)ll pour tout 
s E G. Pour toute f G LP(G, p), posons U(f) = U(f . P). Alors 
f - U(f) est une représentation linéaire de l'algèbre LYG, p) dans 
E, telle que IIU(f)ll 4 Ilfilp. 

Ceci résulte du 5 2, no 6, et  du 3 3, no 3, prop. 11. 



6. Applications. 

PROPOSITION 17. - Soient G un groupe localement compact, 
A une partie de G, mesurable et non localement négligeable pour 
une mesure de Haar. Alors A .  A-l est un voisinage de e. 

Soit p une mesure de Haar a gauche. II existe une partie 
compacte K de G telle que B = A n K soit intégrable de mesure 
> O pour p. Appliquons le cor. de la prop. 15 avec f = g = cp,. 

La fonction F = cp, * 4;, est continue e t  > O en e .  Donc il 
existe un voisinage V de e tel que F(z) > O pour x E V. Or 

Donc, pour x E V, on a B n XB # a, d'où x E B .B-l. Donc 
V c B .B-l c A .  A-l. 

COROLLAIRE 1 .  - Soit H un sous-groupe de G mesurable 
pour une mesure de Haar p. Alors H est, soit ouvert, soit locale- 
ment P-négligeable. 

Car K = H.H-1, donc, si H n'est pas localement p-négli- 
geable, H contient un voisinage de e (prop. 17) et est par suite 
ouvert (Top. Gén., chap. III, 3 e  éd., tj 2, no 1, cor. de la prop. 4). 

COROLLAIRE 2. - Soit L une partie de G stable pour la 
multiplication et dont le complémentaire est localement négligeable 
pour' une mesure de Haar p. Alors L = G. 

En  effet, L-l et L n L-1 sont de complémentaires locale- 
ment fi-négligeables. Or L n L-l est un sous-groupe, donc est 
ouvert (cor.. 1) et par suite fermé. Donc G - (L n L-l), 
qui est ouvert e t  localement @-négligeable, est vide. Donc 
G = L n L-1. 

PROPOSITION 18. - Soient G un groupe localement compact, 
K' un ensemble muni d'une multiplication (u, v) - UV et d'une 
topologie séparée telles que : 

1) la topologie de I' est invariante par les translations ; 
2) la restriction de la multiplication à toute partie compacte 

de F est continue. 
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Soit f : G - I' une application de G dans l? telle que 
f(xy) = f(x)f(y) pour x, y dans G, et mesurable pour une 
mesure de Haar p de G. Alors f esf continue. 

Posons g(x) = f(x-l) pour x E G. Comme f e t  g sont (3- 

mesurables, il existe une partie compacte K non p-négligeable 
de G telle que les restrictions de f et  g a K soient continues. 
L'application (x ,  y) - f(xy-l) = f(z)g(y) de K x K dans I' est 
continue parce que la multiplication de l? est continue sur 
f(K) x g(K) ; or cette application s'écrit y O +, où + est l'appli- 
cation (z, y) - xy-l de K x K sur K .  K-l, et où y est la res- 
triction de f a K .  K-l. Soit R la relation d'équivalence définie 
sur K x K par +. L'application +' de ( K  x K ) / R  sur K.K- l  
déduite de + par passage au quotient est continue, donc 
(K x K)/R est séparé e t  +' est un homéomorphisme. Comme 
rp O + est continue, on voit que la restriction de f a K .  K-l est 
continue. Or K.K- l  est un voisinage de e (prop. 17), donc f 
est continue en e .  Pour tout xo E G, on a f(xox) = f(xo)f(x), 
donc f est continue en x,, parce que la topologie de I' est inva- 
riante par translations. 

COROLLAIRE 1.  - Soient G un groupe localement compact, 
p une mesure de Haar de G,  E un espace localement convexe 
tonnelé séparé, U une représentation linéaire de  G dans E ,  telle que 
U(s)  E 9 ( E ;  E )  pour tout s E G, P-mesurable quand on munit 
9 ( E ;  E )  de  la topologie de la convergence simple. Alors U est 
une représentation linéaire continue. 

Soit I' le groupe des automorphismes de E, muni de la 
topologie de la convergence simple. Cette topologie est séparée 
e t  invariante par translations. Soit K une partie compacte de P. 
Alors K est bornée dans 9 ( E ;  E )  muni de la topologie de la 
convergence simple, donc équicontinue (Esp. vect. top., chap. 
I I I ,  tj 3, no 6, th. 2) ; donc l'application ( 1 1 ,  v) - u O u de K x K 
dans 9 ( E ;  E )  est continue (loc. cit., 5 4, cor. 1 de la prop. 9). 
Donc, pour tout x E E, l'application s - U(s)x de G dans E 
est continue (prop. 18). Comme E est tonnelé, U est continue 

( 5  2, no 1, prop. 1). 



COROLLAIRE 2. - Soient G u n  groupe localement compact, 
p une mesure de Haar sur G, E u n  espace de Banach de type 
dénombrable, U une représentation linéaire de G dans E ,  telle 
que U ( s )  E 9 ( E  ; E )  pour tout s E G. Soit (a,) une suite totale 
dans E, et soit (an) une suite partout dense dans la boule unité 
Br d u  dual E' de E, munie  de la topologie faible. On  suppose 
que les fonctions s - (U(s)a,, an) sur G sont B-mesurables. 
Alors U est une représentation linéaire continue. 

Montrons d'abord que pour tout z' E E', les fonctions numé- 
riques 

sont P-mesurables ; on peut se borner au cas où llz'll < 1, et 
comme Br est métrisable pour la topologie faible (Esp .  uect. 
top., chap. IV, 3 5 ,  no 1, prop. 2),  il existe une suite (dl,) extraite 
de (a i )  et  qui converge faiblement vers z' ; la fonction 

s - (U(s)a,, z'> 

est donc limite d'une suite de fonctions P-mesurables d'où 
notre assertion. On en conclut que l'application s - U(s)a ,  
de G dans E est p-mesurable pour tout m (chap. IV, 5, no 5, 
prop. 10). D'autre part, il existe une suite (b,) d'éléments 
de E,  combinaisons linéaires des a , ,  qui est partout dense dans la 
boule unité de E. Pour tout s E G, on a IIU(s)ll = sup IIU(s)b,ll, 

m 

donc s - IIU(s)ll est mesurable. Soit K une partie compacte de 
G et  soit E > O. Il existe une partie compacte K ,  de K telle 
que P(K - K a )  < E et  que les restrictions à K ,  des fonctions 
s - U(s)a ,  e t  s - IIU(s)il soient continues. Alors les U(s)  pour 
s E K a  sont équicontinus et la topologie de la convergence 
simple induit sur U(K,) la topologie de la convergence simple 
dans l'ensemble des a,  ( E s p .  uect. top., chap. I I I ,  § 3, no 5, 
prop. 5) .  Par  suite l'application s - U(s)  de K, dans .9,(E; E) 
est continue. Il suffit alors d'appliquer le cor. 1. 

7. Régularisation. 

PROPOSITION 19. - Soient G rrn groupe localement compact, 
f3 une mesure positive # O relafiuement invariante sur G, 113 
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une base d u  filtre des voisinages de e dans 
compacts. Pour  tout V E 123, soif fv  une 

sur G, de support contenir dans V ,  et 

G, formée de voisinages 
fonction continue 2 0 

telle que 1 fv dp = 1 .  

Alors, si y est une mesure sur G, on a ,  dans &(G) m u n i  de la 
topologie de la convergence compacte sur X ( G ) ,  

la limite étant prise suivant le filtre des sections de B. 
Pour la topologie de la convergence compacte sur Q(G), 

f v .  P tend vers E, suivant le filtre des sections de B (3 2, no 7, 
cor. 1 du lemme 4). Donc t*, = lim, y * (fv. P) = limv(fv. P) * p 
dans d ( G )  muni de la topologie de la convergence compacte 
sur X(G) (3 3, no 3, cor. de la prop. 12). 

Remarques. - 1) On voit donc que toute mesure sur G 
est limite de mesures admettant une densité continue par rapport 
a toute mesure de Haar (pour la topologie indiquée dans la 
prop. 19 et  a fortiori pour la topologie vague). 

2) Si G est métrisable, on peut prendre pour 23 une suite 
(V,) de voisinages. Alors p est limite de la suite des mesures 
(p + fv,,). p à densités continues. *Si G est un groupe de Lie réel, 
on peut prendre les fv, indéfiniment diff érentiables ; nous verrons 
plus tard qu'alors les densités p * f v ,  sont indéfiniment diffé- 
rentiables., 

PROPOSITION 20. - On conserve les hypothèses et Zes notations 
de la prop. 19. Soient p E (1, + CO), et g E LP(G, fi). On a 

a u  sens de la norme N D ,  la limite étant prise suiuant le filtre des 
sections de B. 

Il sufi t  d'appliquer la prop. 6 (iii), et le $ 2, no 7, cor. 3 
du lemme 4. 

Remarque 3. - D'après la prop. 15, les fonctions g * f,, 
fv  * g appartiennent à X(G).  



COROLLAIRE. - Soif W un sous-espace vectoriel fermé de 
Ll(G, P). Pour que W soit un idéal à gauche (resp. à droite) de 
L1(G, fi), il faut et il su@ que W soit invariant par  les transla- 
tions à gauche (resp. à droite) de G. 

Supposons que W soit un idéal à gauche. Soient s E G et 
g E W. On a E, * g = limvfv * (E, * 9) = limv(f, * E,) * g, e t  
( f ,  * E,) * g E W, donc E~ * g E W, donc y(s)g E W. Récipro- 
quement, si W est invariant par les translations à gauche, on 
a p *Dg E W pour p E d l ( G )  e t  g E W, donc W est a fortiori 
un idéal à gauche de L1(G, (3). On raisonne de même pour les 
idéaux à droite. 

Exemple. - On prend G = R. Définissons une fonction 
F, E X(R) par 

Soient A, = F,(x)dx, e t  G, = An1F,. Il est immédiat que S-: 
les mesures G,(x)dx satisfont aux conditions du $ 2, no 7, cor. 1 
du lemme 4. Soit p une mesure sur R dont le support soit contenu 
dans (- 112, 112). On a 

1 
Si - -  

1 L x  4-, on a alors 
2 - 2 

donc p * Gn coïncide dans (- 112, 112) avec un polynôme. En  
particulier, si f est une fonction continue Li support contenu 
dans (- 112, 1/2), f * Gn coïncide dans (- 112, 112) avec un poly- 
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nôme ; par ailleurs, d'après la prop. 5 (iv), et le 5 2, no 7, cor. 3 
du lemme 4, f + G, converge uniformément vers f .  *Si f est 
de classe Cr, les dérivées D8(f * G,) tendent uniformément vers 
DSf pour O 4 s 4 r.* 

5 5. L'espace des sous-groupes fermés. 

Dans ce paragraphe, G désigne u n  groupe localement compact 
et p une mesure de Haar à droite sur G. 

1.  L'espace des mesures de Haar des sous-groupes fermés 
de G. 

Lemme 1. - Soient w. une mesure positive # O sur G, S 
son support ; les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

a) S est u n  sous-groupe fermé de G et la mesure indui fe  
par a sur S est une mesure de Haar à droite sur S.  

b) Pour tout s E S, on a S(S)U = a. 
E n  outre, lorsque ces conditions sont vérifiées, l'ensemble 

des t E G tels que S(t)a = a est égal a S. 
Il est clair que a) entraîne b) ; inversement, la relation b) 

entraîne S x  = S pour tout x E S ; autrement dit les relations 
x E S e t  y E S entraînent que y E S X ,  OU encore yx-l E S ,  e t  
comme S n'est pas vide, S est un sous-groupe fermé de G. L'en- 
semble des f E G tels que St = S est alors S lui-même, d'où la 
dernière assertion. 

Dans le reste de ce paragraphe, nous noterons l? l'ensemble 
des mesures positives # O sur G vérifiant les conditions d u  lemme 1 ,  
et pour tout a E I', nous noterons H, le sous-groupe fermé de G, 
suppori de a. 

PROPOSITION 1. - L'ensemble T est fermé dans l'espace 
A+(G)  - (O) ,  m u n i  de la topologie vague. 

Démontrons d'abord les lemmes suivants : 



Lemme 2. - Soient X u n  espace localement compact el pour 
toute mesure a G A+ ( X )  - {O), soif S, le support de a. Soit cD 
u n  filtre sur A '+(X)  - {O} qui converge vaguement vers une 
mesure a, # O. Alors, pour tout voisinage V d 'un point s du 
support de a,, il existe u n  ensemble M E 0 tel que, pour toute 
~ E M ,  on ait V n Su ,#  0 .  

En effet, si cp E Z+(X)  est une fonction de support contenu 

dans V et telle que cp(x)da,(x) > O, il existe par définition S 
un ensemble M E 0 tel que cp(x)dcc(x) > O pour toute a E M, 

ce qui- entraîne V fi S, # 0. 

S 
Lemme 3. - Soient E u n  ensemble filtré par u n  filtre a, 

E, - a ( [ )  une application- de E dans I', qui converge vaguement 
suivant @ vers une mesure cc, # O. Soit d'autre part 5 - f i  une 
application de E dans G telle que, pour tout E, G E ,  on ait tt; E Hu(<,. 
S i  s est une valeur d'adhérence de l'application [ - tc suivant @, 
on a S(s)a, = a,. 

Remplaçant au besoin cD par un filtre plus fin, on peut 
supposer que s est valeur limite de 6 - tc suivant 0 ; en vertu 
du lemme 1, on a S(tt;)a(E) = a([ )  pour tout 5 E E,  et la conclu- 
sion résulte de la continuité de l'application ( r r ,  A) - S(u)h dans 
G x A , ( G )  (§  3, no 3, prop. 13). 

Pour prouver la prop. 1, il suffit, en vertu du lemme 1, 
de montrer que, si un filtre Y sur I' converge vaguement vers 
une mesure a, # O e t  si s appartient au support de a,, on a 
S(s)a, = a,. Or, pour tout voisinage V de s dans G, il existe 

- M r T - t e l  que, pour toute a E M, on ait V fl Hu # 0 ,  en vertu 
du lemme 2. Pour tout voisinage V de s et  toute cc E r, soit 
alors tv,, un point de V n Hu si V n H, # 0, un point quel- 
conque de H, dans le cas contraire ; si O est le filtre des sec- 
tions du filtre des voisinages de s, @ le filtre produit O x Y, 
s est valeur d'adhérence de ( V ,  a )  - tv,, suivant 0 d'après ce 
qui précède. Comme d'autre part l'application (V, cc) -> a a pour 
valeur limite a, suivant a, la proposition résulte du lemme 3. 
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PROPOSITION 2. - Soit <P une fonction de Z + ( G )  telle 
cp(e) > O. Alors l'ensemble I', des mesures a E F telles 

S cp(x)da(x) = 1 est compact pour la topologie vague. 

L'ensemble F, est l'intersection de F e t  de l'hyperplan 

de d ( G )  formé des a telles que <p(x)du(z) = 1 ; comme cet S 
hyperplan est vaguement fermé dans A ( G )  et ne contient pas 
O,  il résulte de la prop. 1 que F, est vaguement fermé dans 
A(G).  Il suffit donc de montrer que, pour toute partie compacte 
K de G, on a sup x(K) < + co (chap. III,  § 2 ,  no 7, prop. 9). 

ael' 
'P 

Or, soit U le voisinage ouvert de e dans G défini par l'inégalité 

<p(x)>q(e) /2;  comme 1 = /  p(x)du(x) >/urp(x)da(x) pour 

cc E r , ,  on voit que, si l'on pose c = 2/(p(e), on a u ( U )  ,< c pour 
toute cc E rq. Soit V un voisinage ouvert symétrique de e dans 
G tel que V 2  c U ; montrons que l'on a cc(Vx) < c pour tout 
x E G et  toute a E F,. E n  effet, cette relation est triviale si 
V x  ne rencontre pas le support 1-1, de a ; si par contre il existe 
un h E V X  n H,,  on a h = v x  pour un v E V, d'où 

V x  = Vu-lh c V 2 h  c U h ,  

et comme S(h)cc = cc, il vient a ( V x )  < u(Uh)  = u ( U )  < c. Soit 
alors (xi),,,,, une suite de points de K telle que les Vxi forment 
un recouvrement de K ; il résulte de ce qui précède que 

n 

a ( K )  < a(Vx i )  < n c  pour toute a E F,; C.Q.F.D. 
i - 1  

PROPOSITION 3. - SOUS les hypothèses de la prop. 2 ,  l'appli- 

cation a - ( < c p ,  a ) ,  a> est u n  homéomorphisme de l? sur 
<Y, a )  

l'espace produit RT x F,. 
Comme l'application u - (cp, U )  est vaguement continue, il 

suffit de remarquer que l'on a <y, cc)  # O pour toute mesure 
a E F, puisque e appartient au support Ha de cc et  que cp(e) > 0. 
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2. Semi-continuité du volume de l'espace homogène. 

Dans ce no, pour toute mesure cc E I', nous poserons 

e t  nous désignerons par xa l'application canonique G - Q,. 
Soit I'0 le sous-ensemble de l? formé des mesures a telles 

que le sous-groupe H, de G soit unimodulaire ; les éléments 
de I'O sont caractérisés par le fait que l'on a r(f) = a(fY) pour 
toute fonction f E X(G) (toute fonction de Z(Hu)  se prolon- 
geant en une fonction de Z(G) en vertu du th. d'urysohn) ; 
on en conclut que F0 est une partie fermée de P. Pour toute 
a E rO, rappelons que sur Qu la mesure quotient p, = plcc est 
définie et  relativement invariante par G (chap. VII, 5 2, no 6, 
th. 3) ; rappelons aussi que pour toute fonction f E Z(G), on a 

où x = na(x) est l'image canonique de x E G dans Q u .  

PROPOSITION 4. - Soit I'0 l'ensemble des mesures a EI' 
telles que Hu soit unimodulaire, et pour foute oc E rO, posons 
p, = p/a ; alors l'application a - llpall de r0 dans est semi- 
continue inférieurement pour la topologie vague. 

Pour toute cc E I'O et  toute fonction f E X(G), posons 

où le produit de convolution est pris relativement à la mesure 
de Haar A droite p e t  où l'on utilise le fait que a" = a ( 5  4, no 4, 
formule (11)). On sait (chap. VII, § 2, no 1, prop. 2), que l'appli- 
cation f - f a  de .X+(G) dans sf+(Q,) est surjectiue ; on a donc, 
en vertu de (2), 

BOURBAKI. XXIX 12 
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où l'on pose 

Pour établir la proposition, il suffira de montrer que, pour 
f E T+ (G) donnée, l'application a - llf,ll est vaguement continue. 
Or, soit K le support de f ; la fonction f * a a son support contenu 
dans KH, e t  est invariante à droite par H, ; par suite 

La conclusion résulte donc de ce que l'application u - f * a de 
.A+(G) muni de la topologie vague, dans g(G), muni de la 
topologie de la convergence compacte, est continue ( 5  4, no 2, 
Remarque 1). 

Rappelons que si, pour une mesure a E rO, llp,ll est finie, G 
est nécessairement unimodulaire (chap. VII, $ 2, no 6, cor. 3 
du th. 3). 

PROPOSITION 5 .  - Soit g une fonction numérique positive 
pintégrable et soit rO(g) l'ensemble des mesures a E r0 telles que 

l'on ail /*g(xs)du(s) > l pour touf x s G. Alors l'application 

a - IIp,ll de rO(g) dans R est vaguement continue. 
Pour toute mesure a E rO(g), rappelons (chap. VIL 5 2, 

no 3, prop. 5) que la fonction 

est définie pu-presque partout sur Q,, est paintégrable, et que 

E n  vertu de la prop. 4, il suffit de démontrer que, dans FO(g), 
a - IIp,// est semi-continue supérieurement. Une mesure a E rO(g) 
étant fixée, soit K une partie compacte de G. Il existe sur Q, 
une fonction continue à support compact, prenant ses valeurs 



dans (O, l), égale ti 1 dans l'ensemble compact n,(K) ; comme 
l'application f - f, de Z+(G) dans .T+(Q,) est surjective (chap. 
VII, $2,  no 1, prop. 2)' on voit qu'il existe une fonction f E S+(G) 
telle que l'on ait 

Comme a + f * 13 est une application continue de A+(G),  muni 
de la topologie vague, dans %(G) muni de la topologie de la 
convergence compacte ($  4, no 2, Remarque l), on voit que, 
pour t ou t  s->-O, - l'ensemble U, des P G rO(g) telles que l'on 
ait 

est un voisinage ouvert de cc dans P(g)  ; pour toute p E U, , 
on a alors en vertu de la formule (2) 

Le nombre E > O Ctant donnk, choisissons une fonction 

h E X+ (G) telle que /g(x) - h(x)/dp(x) < L 
ce qui précède K = Supp(h). Pour tout P 
hypothèse gp(x) 2 1 presque partout (pour 

E ,  et ,  prenons dans 

E rO(g), on a par 
pp) dans Qp,  donc 

en vertu de (4) ; comme h est nulle en dehors de K, et  a fortiori 
en dehors de KHD, il vient 
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en combinant ce résultat avec (5) ,  on voit que l'on a 

dès que p E U,, ce qui termine la démonstration. 

COROLLAIRE 1. - Soient K une partie compacte de G, V 
un voisinage compact symétrique de e dans G, c un nombre réel 
> O. La restriction de l'application u - IIp,II à l'ensemble des 
a E Po telles que l'on ait G = KH, et u(V) 2 c est uaguement 
continue. 

En  effet, soit g E Y,(G) une fonction telle que g(z) 2 l /c  
pour x E KV. Pour tout x E K,  on a 

a vérifiant les conditions de l'énoncé ; comme en outre x,(K) = Q, 
on a u E rO(g), d'où le corollaire. 

COROLLAIRE 2. - Soit A une partie pintégrable de G. L a  
restriction de l'application ol - llpall à l'ensemble NA des mesures 
de Haar normalisées des sous-groupes discrets H de G tels que 
G = AH est uaguement continue. 

E n  effet, pour a E A et u E NA, on a 

et comme x,(A) = Qu,  on a NA c rO(TA), et le corollaire résulte 
donc de la prop. 5 .  

3. L'espace des sous-groupes fermés de G. 

Désignons par Z l'ensemble des sous-groupes fermés de 
G ; si l'on associe a chaque mesure a E I' le sous-groupe H, 
support de or, on obtient une application (dite canonique) de 
l? dans 2, qui est évidemment surjective e t  permet d'identifier 
canoniquement C à l'ensemble des orbites du groupe des homo- 
théties de rapport > O dans l?. L'ensemble X, muni de la topo- 



logie quotient de la topologie vague sur I?, est appelé l'espace 
des sous-groupes fermés de G. 

THEOREME 1. - Soit  G un groupe localement compact. 
L'espace C des sous-groupes fermés de G est compact. O n  a e n  
outre les propriétés suivantes : 

(i) L'ensemble X0 des sous-groupes fermés unimodulaires de 
G est fermé dans  2 (donc compact).  

(ii) Si G est engendré par u n  voisinage compact de e, I'en- 
semble Cf des sous-groupes fermés unimodulaires H de G tels 
que l'espace quofient G/H soit compact, esf ouvert dans  Li0 (donc 
localement compacf) .  

(iii) Pour  tout voisinage ouvert relativement compact U de 
e dans  G, l'ensemble Du des sous-groupes discrets H de G tels 
que H n U = (e} est fermé dans r0 (donc compact).  

Il résulte de la prop. 3 du no 1 que C est homéomorphe 
à F,, donc compact en vertu de la prop. 2 du no 1. On a noté 
en outre au début du no 2 que l'ensemble F0 des mesures x E F  
telles que H, soit unimodulaire est fermé dans r ; comme r0 
est stable par les homothéties de rapport > 0, l'image Co de 
Po dans Ç est une partie fermée de C, ce qui prouve (i). 

La propriété (ii) sera conséquence de la proposition sui- 
vante : 

PROPOSITION 6. - Supposons  que le groupe localemenf 
compact G soit engendré par un voisinage compact de e. Alors  
l'ensemble X'! des mesures x G PO telles que G/H, soit compact 
est ouvert dans  r O ,  et la restriction a rf de l 'application or - llp,ll 
est v a g u e m e n t  continue. 

Avec les notations de la prop. 5 du no 2, on a, pour 

s E x+ (G) 

En effet, si K est le support de g, la relation g(xs)dor(s) 3 1 S 
pour tout  x E G entraîne KH, = G, l'intégrale étant évidem- 
ment nulle dans le complémentaire de KH, , donc G/H, = n,(K) 
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est compact. Etant  donnée une mesure u E r!, il suffira donc 
de définir une fonction g E Z + ( G )  telle que rO(g) soit un voisi- 
nage de u dans rO. Puisque G/Ha est compact et  que l'applica- 
tion canonique f - f a  de Z + ( G )  dans Z+(G/H,) est surjective 
(chap. VII, $ 2, no 2, Remarque), il existe une fonction g E X+(G) 

telle que 1 g(xs)du(s) = 2 pour tout x E G. Soient K le support 

(compact) de g, L un voisinage compact symétrique de e dans 
G engendrant G ; l'application P - g * fi de d + ( G )  dans V(G)  
étant vaguement continue ( §  4, no 2, Remarque l), il existe 
un voisinage W de u dans Po tel que l'on ait 

pour toute P E W et tout x E LE<. Le premier membre de (7)  
étant nul en dehors de KHp,  la relation P E W implique 

d'où l'on déduit, par récurrence sur n,  LnK c K H p  pour tout 
entier n > O ;  comme L engendre Gy on a donc G = K H p  
pour toute mesure p E W, ce qui prouve que W c rc. D'autre 
part, le premier membre de (7) étant invariant A droite par H P ,  
l'inégalité (7)  est aussi valable pour x E L K H p  = G ; donc 
W c rO(g), ce qui démontre la proposition. 

Enfin, (iii) sera conséquence de la proposition suivante : 

PROPOSITION 7. - Soit N c r0 le sous-espace des mesures 
de Haar normalisées des sous-groupes discrets de G, et pour tout 
voisinage ouvert relativement compact U de  e dans G, soit Nu 
la partie de N formée des E telles que Ha n U = (el. Alors : 

a) Nu est compact. 
b) Les intérieurs des ensembles Nu dans N forment un 

recouvrement de N, lorsque U parcourt l'ensemble des voisinages 
ouverts relativement compacts de e dans G. 

c) Pour qu'une partie M de N soit relativement compacte 
dans N,  il faut et il sumt qu'il existe un voisinage ouvert relati- 
vement compact U de e dans G tel que M c N,. 



Comme D,, est l'image de N, par l'application continue 
canonique l? - Z, l'assertion (iii) du th. 1 résultera aussitôt 
de la prop. 7, a). 

Pour démontrer la prop. 7, notons que Nu peut être défi- 
nie comme la partie de r 0  formée des a telles que l'on ait a la 
fois 

a((e)) 3 1 e t  a(U) < 1. 

Or, si A est compact (resp. ouvert relativement compact) 
dans G, l'application a - &(A) de &+(G) dans R est semi-conti- 
nue supérieurement (resp. inférieurement) pour la topologie 
vague (chap. IV, $ 1, no 1, prop. 4 et § 4, no 4, Remarque) ; 
on voit donc que Nu est une partie fermée de P. De plus, soit 
cp E Y + ( G )  une fonction telle que cp(e) = 1 e t  cp(x) = O dans 

G - U ; il est clair que cp(x)da(x) = 1 pour toute a E NU ; S 
la prop. 2 du no 1 montre donc que Nu est un ensemble compact, 
ce qui démontre a). Soit d'autre part V un voisinage ouvert 
relativement compact de e dans G tel que V c U, e t  soit 
cp E X+(G), de support contenu dans U et telle que cp(x) = 1 
dans V. On a ~ ( 9 )  = 1 pour a E Nu, e t  il existe donc un voisi- 
nage W de a dans N tel que l'on ait P(cp) < 2 pour p E W ;  
il est clair alors que l'on a W c Nv,  donc Nv est un voisinage 
de Nu. Comme les Nu recouvrent N, cela démontre b). Enfin, 
toute partie compacte M de N est contenue dans une réunion 

finie d'ensembles NU, (1 < i < n) e t  comme 

ou U = n U,, cela démontre c). 
i 

COROLLAIRE. - Le sous-espace N de r0 est localement 
compacf. 

4. Cas des groupes sans sous-groupes finis arbitrairement 
petits. 

T H ~ O R È M E  2. - Soit G un groupe localement compacf 
vérifiant la condition suivante : 
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(L)  I l  existe u n  voisinage de e dans G qui n e  confient aucun 
sous-groupe fini de G non réduit à e. 

Alors on a les propriétés suivantes : 
(i) L'ensemble D des sous-groupes discrets de G est locale- 

ment fermé dans C (ce qui équivaut à dire qu'il est localement 
compact). 

(ii) Pour qu'une partie fermée A de D soit compacte, i l  faut 
et i l  su f l t  qu'il  existe u n  voisinage U de e dans G tel que H n U =  (e) 
pour tout sous-groupe H E A. 

(iii) S i  en outre G est engendré par u n  voisinage compact 
de e, l'ensemble D, des sous-groupes discrets H de G tels que G/H 
soit compact est localement fermé dans X (donc localement com- 
pact). 

On a D, = D n X!, donc (iii) est conséquence de (i) et  
du th. 1, (ii) du no 3. 

Avec les notations du no 3, prop. 7, il suffit, pour démontrer 
(i) et (ii), de prouver que : 

PROPOSITION 8. - L a  bijection canonique de N sur D est 
u n  homéomorphisme. 

Or, si l?, est l'ensemble des mesures de Haar sur les sous-grou- 
pes discrets de G, D est canoniquement homéomorphe a l'espace 
des orbites du groupe des homothéties de rapport > O dans rd (Top .  
gén., chap. I,3e éd., § 5, no 2, prop. 4). II suffira donc de prouver 
que l'application canonique oc - (a({e)),a/cr({e))) de rd sur RT x N 
est un homéomorphisme, ce qui résultera du lemme suivant : 

Lemme 4. - S i  le groupe G vérifie la condition (L) ,  l'appli- 
cafion a - a((e)) de I', dans IR: est vaguement continue. 

Considérons une mesure a E rd; soit Vo un voisinage 
ouvert relativement compact de e dans G tel que H, fi Vo = (e} et  
qu'il n'existe aucun sous-groupe fini de G contenu dans V, et non 
réduit à e. Soit V un voisinage compact symétrique de e tel que 
V3 c VO, et  soit U un voisinage symétrique de e tel que U2 c V. 
Soit p (resp. +) une fonction. de X+(G), à valeurs dans (O, l), 
égale à 1 dans V3 (resp. au point e) et de support contenu dans 
V, (resp. dans U). L'ensemble des mesures P E rd telles que l'on 



ait IP(cp) - a(<p)l < E e t  IP(+) - a(+)\ < E est un voisinage W 
de M. Nous nous proposons de montrer que, pourvu que E soit 
pris assez petit, on a H p  n V = (e} pour toute p E W ; il en 
résultera que P(+) = p((e}), donc que Ip({e)) - u((e))I < E, ce 
qui prouvera le lemme. 

Il nous suffira de montrer que l'on a, pour E W, 

Supposons en effet ce point établi : alors, pour x et  y dans 
V n H p ,  on a xy-l E V2 n Hp ; mais, en vertu de (S), cela en- 
traîne xy-l E V n Hp ; autrement @~~ dit, V n H est un sous-groupe 
de G, qui  est évidemment discret et  compact, donc fini ; mais 
en vertu du choix de V,, cela entraîne bien V n H P  = {el. 

Raisonnons par l'absurde et  supposons donc qu'il existe 
un point z de V2-V appartenant à Hp ; en vertu du choix de 
U et  V, on a +(sr1) + +(s) < q(s)  dans Gy la relation z $ U2 
entraînant Uz n U = a.  Comme 

on en déduit 2p(+) < P(cp) < a(?) + E ; mais on a aussi 

et  par construction a(<p) = a(+) = a({e}). On arrive ainsi à 
une contradiction dès que E < a({e})/3. C.Q.F.D. 

En termes imagés, on dit qu'un groupe G vérifiant la 
condition (L) n'a pas de sous-groupes finis arbitrairement petits. 
*On peut montrer que t o u t  groupe de L i e  vérifie la condition 

- - - - - -  

(L) ; mais cette condition n'est pas caractéristique des groupes 
de Lie ; par exemple le groupe multiplicatif des entiers p- 
adiques congrus à l mod. p satisfait a (L).,  

5. Cas des groupes commutatifs. 

Soient G un groupe localement compact, N c r0 Ie sous- 
espace des mesures de Haar normalisées des sous-groupes dis- 
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crets de G, e t  N, la partie de N correspondant aux sous-groupes 
discrets H de G tels que G/H soit compacf ; on a donc N, = N n r! 
avec les notations du no 3, prop. 6 ; et  si le groupe G est engendré 
par un voisinage compact de e, il résulte du no 3, prop. 6 que 
N, est ouvert dans N (donc localement compact en vertu du no 3, 
cor. de la prop. 7) e t  que la restriction à N, de l'application 
a - IIpaII est uaguemenf continue. 

PROPOSITION 9. - Soit G u n  groupe localement compacf 
commutatif, engendré par u n  uoisinage compacf de e. Pour 
qu'une partie A de N, soit relafivement compacte dans No, il 
faut et il suffit qu'elle vérifie les deux conditions suivantes : 

(i) I l  existe u n  voisinage ouvert U de e dans G tel que 
Hu n U = {e) pour foufe cc E A. 

(ii) Il exisfe une constanfe k felle que p,(G/H,) 9 k pour 
-toute cc E A. 

Si A c N, est relativement compacte dans N,, elle l'est a 
fortiori dans N e t  la nécessité des conditions (i) e t  (ii) résulte 
donc du no 3, prop. 6 et 7 (sans supposer G commutatif). Réci- 
proquement, supposons que A c N, vérifie ces conditions ; si 
x e s t  l'adhérence de A dans N, A est compacte en vertu du no 3, 
prop. 7 ; en outre, comme cc - llpail est semi-continue inférieu- 
rement dans F0 pour la topologie vague (no 2, prop. 4), la condi- 
tion (ii) implique que l'on a aussi IlpuII < k pour toute cc E À. 
Or, puisque G est commutatif, pa = plcc est une mesure de Haar 
sur le groupe G/H,, e t  G/Ha est donc compact pour toute 
cc E A (chap. VII, § 1, no 2, prop. 2). Cela signifie que Ac N, , 
donc A est relativement compacte dans N,. 

COROLLAIRE. - Soi f  G u n  groupe localement compacf com- 
mutatif,  engendré par u n  voisinage compacf de e et safisfaisant 
a la condition (L)  d u  no 4. Soit D, l'ensemble des sous-groupes 
discrets H de G tels que G/H soit compacf, et, pour tout H E D, , soit 
v(H) la masse totale p,(G/H), où p, est la mesure quotient de p 
par la mesure de Haar normalisée a de H .  Pour  qu'une partie 
A de l'espace D, soit relativement compacte dans D,, il faut et il 
su f i t  qu'elle vérifie les deux conditions suivantes : 



(i) I l  existe un voisinage ouvert U de e dans G tel que 
H n U = {e} pour tout H G A. 

(ii) I l  existe une constante k telle que u(H) < k pour tout 
H E A .  

Compte tenu de la prop. 9, cela résulte aussitôt de ce que 
D, est l'image de N, par la bijection canonique de N sur D, 
e t  de ce que, moyennant les hypothèses faites, cette bijection 
est un homéomorphisme (no 4, prop. 8). 

Exemple. - Prenons G = Rn et pour p la mesure de 
Lebesgue ; toutes les hypothèses du cor. de la prop. 9 sont véri- 
fiées. Les sous-groupes discrets H de G tels que G/H soit com- 
pact ne sont autres que les sous-groupes discrets de rang n 
(Top. gén., chap. VII, $ 1, no 1, th. 1) ; un tel sous-groupe H 
est engendré par une base (a,)lGicn de Rn, et on a 

(le déterminant étant pris par rapport A la base canonique 
de Rn) (chap. VII, $ 2, no 10, th. 4). L'espace Do peut ici s'in- 
terpréter de la façon suivante : tout sous-groupe H E Do est 
le transformé g. Zn du sous-groupe Zn par un élément g E GL(n,R) 
e t  le sous-groupe de GL(n, R) laissant stable Zn s'identifie A 
GL(n, Z). Par suite D, s'identifie canoniquement, en tant  qu'es- 
pace homogène (non topologique), à GL(n, R)/GL(n, 2). D'autre 
part, GL(n, R) opère continûment dans Rn, donc aussi dans 
&+(Rn) pour la topologie vague ( 5  3, no 3, prop. 13), e t  par 
suite dans le sous-espace N, de &,.(Rn) ; en outre, I'homéo- 
morphisme canonique (no 4, prop. 8) de N, sur D, est compatible 
avec les lois d'opération de GL(n, R). Comme GL(n, R) est 
dénombrable a l'infini e t  que D, est localement compact, la 
bijection de GL(n, R)/GL(n, 2) sur D, définie plus haut est 
un homéomorphisme (chap. VII, App. 1, lemme 2). Le cor. 
de la prop. 9 donne donc un critère de compacité dans l'espace 
homogène GL(n, R)/GL(n, 2). 
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6. Autre inteyprétation de la topologie de l'espace des sous- 

groupes fermés. 

Soit 3 l'ensemble des parties fermées de G ; on définit 
sur 3 une structure uniforme séparée de la façon suivante : 
pour toute partie compacte K de G e t  tout voisinage V de e 
dans Gy soit P(K, V) l'ensemble des couples (X, Y) d'éléments 
de tels que l'on ait a la fois 

Montrons que l'ensemble des P(K, V) est un système fonda- 
mental d'entourages d'une structure uniforme séparée % sur 3. 
Les axiomes (U;) et (U;,) de Top. gén., chap. II, 3 e  éd., 5 1, no 1 
sont évidemment satisfaits ; en outre les relations K c K '  e t  
V' c V entraînent P(K', V') c P(K, V) ; pour vérifier (U;,,), 
on peut donc se borner au cas où V est un voisinage compact 
symétrique de e, de sorte que VK est compact. Supposons 
que l'on ait  (X, Y) E P(VK, V) e t  (Y, Z) E P(VK, V) ; on a 
alors X n K c X n VK c VY, e t  si y E Y est tel que vy E K 
pour un u E V, on a nécessairement y E VK, donc 

X n K c V(Y n VK) ; 

d'autre part on a Y n VK c VZ, d'où X n K c V2Z et on 
montre de même que Z n K c V2X, ce qui prouve (U;,,). 
Enfin, si X, Y sont deux éléments distincts de 8 ,  il existe par 
exemple un point a E X  tel que a $ Y ,  donc un voisinage 
compact symétrique V de e tel que Va n Y = %, ou encore 
a 4 VY ; a fortiori on a (X, Y) $ P(Va, V), ce qui achève de 
prouver notre assertion. 

Cela étant, considérons sur l'ensemble E des sous-groupes 
fermés de G la topologie F induite par la topologie de l'espace 
uniforme 5 que nous venons de définir. Nous allons voir que 
cette topologie est identique à la topologie définie au no 3. Il 
suffira de prouver que l'application a - H, de r dans 2, 
quand on munit Ç de la topologie Y ,  est continue : en effet, 



il en sera de même de la restriction de cette application à I', 
(avec les notations du no 1, prop. 2) qui est bijective ; mais 
comme I', est compact et  la topologie .T séparée, l'application 
a -+ H, de I', dans I; sera alors un homéomorphisme. 

Soient donc cc, un point de I' et @ un filtre sur r qui con- 
verge vers a, ; il s'agit de montrer que, suivant @, Ha tend vers 
H,, pour la topologie Y. Soient K une partie compacte de G, 
V un voisinage compact symétrique de e dans G ;  pour tout 
x E Ha, n K, il existe un ensemble M(x) E @ tel que pour toute 
a E M(x), on ait Vx II Ha # % (no 1, lemme 2), d'où Vx c V2Ha ; 
recouvrant Hu, n K par un nombre fini d'ensembles Vxi ,  on 

voit que si M = n a Ha, n K c V2H, pour toute 
i 

a E M. Inversement, supposons qu'il y ait un voisinage ouvert 
U de e dans G, tel que pour tout ensemble L E @, il y ait au 
moins un a E L  pour lequel Ha n K Q UH,, ; si o(L) est l'ensemble 
des a E L  ayant cette propriété, les w(L) formeraient la base 
d'un filtre @' plus fin que @ sur r et, pour toute cc appartenant 
à la réunion E des w(L) pour L E @, il existerait un t,  E H, n K 
n'appartenant pas à UH,,; pour cc $ E, on prend pour tu 

un point quelconque de Ha. Comme K n C (UH,J est com- 
pact, il existerait une valeur d'adhérence s de a - t ,  suivant 

@', appartenant à K n C (UH,,) ; mais comme @' converge 
vers a,, dans l?, cela contredit le lemme 3 du no 1. 



EXERCICES 

1) Soit r un cane convexe ferme saillant dans Rn. Montrer que 
l'application (x, y) - x + y de l? x l? dans r est propre. E n  deduire 
que deux mesures sur l? sont toujours convolables pour l'application 
(x, Y) - x f Y. 

2) Soient G un groupe localement compact et  J? l'espace compact 
obtenu par adjonction à G d'un point à l'infini o. On prolonge la loi 
de composition de G à I' en posant xw = wx = w pour tout  x E P. 
A toute mesure y sur l? correspond, d'une part une mesure bornée 
pi sur G, d'autre part le nombre complexe y((o)). Montrer que, si on 
désigne par + (resp. 2) la convolution définie par la multiplication dans 

quelles que soient les mesures y e t  v sur r. 

1) Soit (G&I une famille de groupes localement compacts, tous 
compacts sauf un nombre fini. Soit U, une représentation linéaire conti- 
nue de G, dans un espace localement convexe E l .  Pour tout  s = 

(s,) E G = n G, , soit U(s) l'endomorphisme (x,) -+ (U,(s)r,) de E = 

fl E L .  ~ o A t r e r  que U est une représentation linéaire continue de G dans 
L 

E. Soit E r  la somme directe topologique des E L .  Soit V(s) la restriction 
de U(s) à E'. Montrer que V est une reprdsentation linéaire continue 
de G dans E'. 

2) Soit U, (resp. U,) une représentation linéaire continue d'un 
groupe localement compact G (resp. H) dans un espace localement 
convexe E (resp. F). Pour u E P(E; F), x e G, y e H, posons 

V(x,  y). u = U,(y) O u O U,(x). 
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Montrer que l'application (x, y) + V(x, y) est une représentation lin& 
aire continue du groupe GO x H dans l'espace 2 ( E ;  F) muni de la 
topologie de la convergence compacte. (Utiliser la prop. 9 d'Esp. r m f .  
top., chap. III, 3 4, no 4, et  le fait que, pour K compact dans G, Ul(K) 
est Cquicontinu). 

7 3) Soient G un groupe localement compact, U une représentation 
linkaire continue de G dans un espace localement convexe E, E' le 
dual de E muni de la  topologie forte. 

a) Montrer que, pour toute partie compacte K de G ,  'U(K) est 
équicontinu. 

b )  Soit F l'ensemble des a' E E' tels que l'application s -+ 'U(s)al 
de G dans E r  soit continue. Montrer que F est un sous-espace vectoriel 
fermé de E r  stable pour U(G)  et que la  représentation déduite par res- 
triction à F de la représentation contragrédiente de U est continue. 

c) On suppose E quasi-complet. Soit a une mesure de Haar à 
gauche sur G. Montrer que f - U(f. a) est une application continue de 
X(G) dans Y ( E ;  E) muni de la topologie de la convergence bornée. 
(Utiliser la prop. 17 du chap. VI, 1, no 7). Montrer que F est faible- 
ment dense dans E'. (Prouver que tU(f)ur E F pour tout  a '  E E '  e t  toute 
f E %(G), puis utiliser le cor. 3 du lemme 4). E n  déduire que, si E est 
semi-réflexif, la représentation contragrédiente de U dans E" muni 
de la topologie forte est continue. 

d) Montrer que si on prend pour U la représentation régulière 
gauche de G dans L1(G, a) (or étant toujours une mesure de Haar à 
gauche de G), F est le sous-espace de E' = Lm(G, cc) formé des fonctions 
uniformément continues. 

4) Soit H un espace hilbertien. Une représentation continue U 
de G dans H est dite unitaire si les endomorphismes U(s) sont unitaires 
pour tout s E G. Pour toute p E d(G) ,  soit p* la mesure conjuguée de 
V p. Montrer que, si p E A1(G), on a U(p*) = U(p)* .  

5) Soient G un groupe localement compact, H un sous-groupe 
fermé de G, U une représentation linéaire continue de H dans un espace 
localement convexe E. Soit K une partie compacte de G. Soit Xu(K) 
l'espace des fonctions continues sur G, à valeurs dans E, à support 
contenu dans KH, et  satisfaisant à f(xh) = U(h)-lf(x) (x E G, h EH). 
Soit Y u  la réunion des Xu(K), muni de la topologie limite inductive 
des topologies de la convergence uniforme dans K sur chacun des 
espaces XU(K). Pour f G X u  et s E G, on définit V(s)f G X u  par 

Montrer que V est une représentation linéaire continue de G dans S v .  
6) Soient G un groupe localement compact, (3 une mesure positive 

non nulle relativement invariante sur G, x e t  x r  ses multiplicateurs A 
gauche et  à droite. Pour f E LC(G, P) et  s c G, on pose 

Alors U et V sont des représentations linéaires de G, et  l'on a 
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quels que soient s, f dans G. 
7) Soit E un espace hilbertien ayant une base orthonormale (es)& 

équipotente à R. Pour tout  s ER,  on désigne par U(s) l'isométrie de E 
telle que U(s). et = pour tout  t ER ; la représentation linéaire s - U(s) 
de R dans E n'est pas continue, bien que l'ensemble des U(s) soit équi- 
continu. 

8) Soient G un groupe commutatif localement compact, p une 
mesure de Haar sur G, f une fonction numérique finie et  y-mesurable 
dans G. On suppose que, pour tout s E G, la fonction numérique 

soit continue dans G. Montrer que f est alors continue. (Raisonner par 
l'absurde; supposant la fonction f non continue en un point x, E G, 
montrer d'abord qu'il existe sur G un filtre 8 de limite e tel que 

e t  en déduire que pour tout x G G, on a aussi lims,,lf(sx)l = + W. Si 
g = If l/(l f I f i ) ,  déduire du dernier résultat une contradiction avec 
le fait que pour tout compact K C G, on a 

9) Soient G un groupe localement compact, y une mesure de Haar 
à gauche sur G, f une fonction p-intégrable. Soit 8 une base de filtre 
formée d'ensembles w-intégrables de mesure >O, ayant pour limite e .  

1 
Pour tout B E 23, on pose f,(t) = -- 

d B )  SB f(st)dp(s). Montrer que pour 

toute partie intégrable A de G, on a limg [ f,(l)dp(L) = f(t)dp(t). 
J A J A 

10) Soient G un groupe localement compact, E un espace locale- 
ment convexe séparé, E' son dual, U une représentation linéaire de G 
dans E ,  continue pour la topologie affaiblie a(E, E') sur E. On suppose 
E quasi-complet pour o(E, Er), de sorte que U(p) est défini pour toute 
mesure p E Vr(G). Montrer que l'application bilinéaire (y, x) - U(p). x 
est hypocontinue relativement aux parties équicontinues de qr(G). 

+a 

1) Dans R% .soient h et  p les mesures positives j - [ f(x, O)dx, 
J O  

+a 

f - [ f(- r, x)dx (f E Y(R2)). Montrer que 1 et  p sont convolables. 
J O  

Soit u l'homomorphisme (x, y) - x  de R2 sur R. Montrer que u est 
A-propre et  p-propre, mais que u(h) et  u(p) ne sont pas convolables. 
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2) Soit X un espace localement compact dans lequel un groupe 
localement compact G opére à gauche continûment. Soit E un sous- 
espace vectoriel de d (X) ,  stable pour les y(s) (s E G), muni d'une topo- 
logie localement convexe quasi-complète plus fine que la topologie 
de la convergence compacte sur X(X). Pour tout s E G, soit yE(s) la 
restriction de y(s) à E. On suppose que p E E entraîne 1 y 1 E E, et  que 
la représentation yE de G dans E est équicontinue. Alors, si p E E et 
v E &(G), v et p sont convolables et v p = y,(v)p E E. (Utiliser 
notamment la prop. 17 du chap. VI, $ 1, no 7). 

3) Pour x = (xl, . . ., x,) E Rn, on pose 1xI2 = xi + . . . + xi. 
Soit 4, l'ensemble des mesures y sur Rn pour lesquelles il existe un 
nombre réel k tel que la fonction (1 + 1xI2)k soit p-intégrable. Soit A, 
l'ensemble des mesures v sur R* pour lesquelles la fonction (1 + 
est v-intégrable quel que soit k. Montrer que si p et  v edz ,  p 
et v sont convolables, e t  y v €4, ; si p SA, et  v €A2, alors y Y e d p .  
(On montrera d'abord que, si u > O, u > O, on a 

on en déduira que, quels que soient x, y dans Rn, on a 

Soient alors p €-dl , v eA,  avec y 2 O, v > O. Soit f une fonction continue 
2 O dans Rn. Il existe un k tel que p = (1 f 1 ~ 1 ~ ) ~ .  y, avec pl bornée ; 
soit v, = (1 + I x ~ ~ ) ~ . v ,  qui est bornée. On a 

D'où la convolabilité de y et v et  le fait que p * v €4 . 
Raisonner de façon analogue pour y, v dans A2). 
4) Soient p la mesure de Lebesgue sur R, et  v la mesure de Lebesgue 

sur (0, + a(. Soient x,, x ,  dans R. Montrer que le produit de convolu- 
tion ((E,, - E=,) + V) + p est défini, mais que y et  v ne sont pas convolables. 
Montrer que les produits de convolution v * ((E,, - E,,) * p) et 

sont définis, mais distincts pour x, # x,. 
5) Soient G un groupe compact, et p une mesure positive sur G, 

de support G, telle que y * p = y. Montrer que y est la mesure de Haar 
normalisée de G. (Montrer d'abord que Ilpl] = 1. Puis, si p n'est pas 
mesure de Haar de G, il existe une fonction f E S + ( G )  telle que 

pour tout f E G, e t  telle que f(s)dy(s) > f(st)dp(s) pour certains f. J J 
Montrer qu'alors (p y)(f) > p(f)). 

BOURBAKI, XXIX 13 
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6) a) Soit I = [O, 1). Soit f une fonction ,> O continue dans R, A - - 
support contenu dans (- 1, O). Montrer que l'ensemble des fonctions 
y(s)flI (s E 1) est de rang infini dans X(1). 

b) Soient fl , . . . , f n  dans .f(R). Soit M l'ensemble des mesures p ~ d ( 1 )  
telles que p(f,) = . . . = y(f,) = O. Montrer que l'ensemble des fonctions 

y - 1 f(x + y)dp(x) (y E 1), oii p parcourt M, est de rang infini dans 

.f(I) .  (Utiliser a).) 
c) Soient g, , . . . , g, dans S ( R ) .  Déduire de b) qu'il existe p 6 M et 

v E A(1) telles que v(gl) = . . . = v(g,) = O, (v : p)(f) # O. 
d) Déduire de c) que l'application (y, v) + v: p de d ( T )  v &(T) 

dans A(T) n'est pas vaguement continue. 
7) Soit G un groupe localement compact. 
a) Montrer que si une mesure positive p E V1(G) admet un inverse 

dans V1(G), p est nécessairement une mesure ponctuelle. 
b) Prenant pour G le groupe fini 2/22, donner un exemple de niesure 

non ponctuelle p EA(G) inversible dans A'(G). 
8) Soit G un groupe localement compact ; on désigne par V:(G) 

l'ensemble des mesures positives à support compact sur G. Montrer 
que l'application (p, v) + p : v de d + ( G )  x V:(G) dans A+(G) est 
continue quand on munit VJ(G) de la topologie faible o(V1(G),V(G)) et 
d ( G )  de la topologie vague o(d(G),.f(G)). (Utiliser l'exerc. 5 a )  d u  
chap. I I I ,  S 2 et  le fait que G est paracompact.) 

9) a) Soient G un groupe localement compact, B une partie bornée 
de A'(G), C une partie équicontinue de V1(G); montrer que si l'on munit 
V1(G) de la topologie faible o(V1(G), V(G)) et  d ( G )  de la topologie 
vague o(d(G),  Z(G)), l'application (y, v) - y : v de B x C dans &(G) 
est continue. (Remarquer que toutes les mesures v E C ont leur support 
dans un même ensemble compact et utiliser la prop. 4 du clisp. I I I ,  
8 5, no 3.) 

b) Si, dans dl(R),  on pose p, = E,, v, = E-, , les suites (y,) et - 
(v,) tendent vers O pour la topologie faible o(dl(R), %(Et)), mais la 
suite (p, . v,) ne tend pas vers O pour la topologie vague. 

7 10) Pour uri espace localement compact T,  on note Vm(T) l'es- 
pace de Banacb des fonctions numériques continues et  bornées dans T. 
On dit qu'une partie H de d l ( T )  est serrée si, pour tout E > O, il existe 
une partie compacte K de T telle que 1 p /(T - K) < E pour tout y E FI. 

a) Montrer que si une partie H de A1(T) est serrée et bornée pour 
la topologie définie par la norme de A1(T), elle est relativement com- 
pacte pour la topologie o(dl(T) ,  Va(T)) (observer que H est relative- 
ment compacte pour o(A1(T), X(T))). 

b) On suppose en outre que T soit paracompact. Montrer alors que, 
réciproquement, si H est une partie de dl(T),  relativement compacte 
pour o(A1(T), Vw(T)), alors H est bornée pour la norme de A1(T) et 
serrée. (Considérer d'abord le cas où T = N et appliquer alors l'exerc. 17 
du chap. V, 3 5. Envisager ensuite le cas où T est dénombrable à l'in- 
fini, réunion d'une suite d'ouverts relativement compacts ('U,,) telle 
que ÜÏ c Un+,. Raisonner par l'absurde et montrer qu'on peut se rame- 
ner au cas oh il existerait pour chaque n une fonction numérique -- 
continue f, définie dans T,  de support contenu dans Un+, -Un,  telle 
que Ilf,ll < 1, et  une suite (p,) de mesures appartenant à H et pour 
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lesquelles on a pn(fn) > a > O pour tout n. Considérer alors l'applica- 
CO 

tion continue u : L1(N) - Vw(T) telle que u((S,)) = 2 S,f, et obtenir 
n=O 

une contradiction avec ce qui a été prouvé pour T = N, en considérant 
la transposée de u. Enfin, lorsque T est un espace localement compact 
paracompact quelconque, T est somme topologique d'une famille (T,) 
d'espaces localement compacts dénombrables à l'infini ; pour tout a, 
soit ma = sup ]pI(Ta) ; montrer, en raisonnant par l'absurde et utili- 

W H  
sant le cas précédent, que l'on a n6cessairement ma = O sauf pour 
une infinité dénombrable d'indices a.) 

c) Montrer que la conclusion de b )  n'est pas valable pour l'espace 
localement compact non paracompact défini dans I'exerc. 18 h) du 
chap. IV, 5 4. 

7 11) Soit G un groupe localement compact ; sur A1(G), désignons - 
par .TI la topologie a(A1(G), X(G)),  par Y,,, la topologie a(Al(G), Iem(G)), 
et notons .MI, JII1 l'espace A1(G) muni respectivement Ide YI et  Y,,,. 

a) Soient A une partie bornée de AI, B une partie relativement 
compacte de dIII. Montrer que la restriction A A x B de l'application 
(p, Y) + p * v de AI x AI,, dans .MI est continue (utiliser l'exerc. 10 

pour se ramener à Bvaluer une intégrale f(st)dp(s)dv(f) lorsque SI 
f (s t )  = us(s)v,(t), avec u, et O, dans X(G)). 

b) Donner un exemple où G est compact (et par suite YI = SrII) 
montrant que (y, v) - p * v, considérée comme application de AI x dII1 
dans A,, n'est pas hypocontinue relativement aux parties relativement 
compactes de .MI ni relativement aux parties relativement compactes 
de 411 (cf. exerc. 6). 

c) Soient A, B deux parties relativement compactes de d,,,. 
Montrer que la restriction A A x B de l'application (p, v) -. p + v de 
A,,, x A,,, dans AI,, est continue (même méthode que dans a)). 

d) On désigne par E le<sous-espace de RG formé des combinaisons 
lineaires de fonctions caractéristiques de parties ouvertes de G, par 
FI, la topologie o(A1(G), E), par A,, l'espace .M1(G) muni de YIv. 
On rappelle que les topologies induites par Ym et YI, sur une partie 
bornée de dl (G)  formée de mesures positives, sont en général distinctes 
(chap. V, $ 5, exerc. 18 c)). On rappelle aussi que les parties compactes 
de AI, sont les mêmes que celles de A1(G) pour la topologie affaiblie 
o(A1(G), (A1(G))') sur l'espace de Banach dl (G)  (chap. VI, $ 2, exerc. 12). 
Montrer que si A, B sont deux parties relativement compactes de AIV, 
la restriction A A x B de l'application (p, v) -. p.  v de dIV x .AIV 
dans AIv est continue. (Se borner au cas où A et B sont compacts, 
et commencer par'prouver qu'alors l'image de A x B par l'application 
précédente est compacte pour o(A1(G), (A1(G))') ; on appliquera pour 
cela les th. dJEberlein et de Smulian (Esp. uect. top., chap. IV, 5 2, 
exerc. 15 et 13), et  on se ramènera ainsi à prouver que si (p,), (v,) sont 
deux suites qui convergent vers O dans dIV, il en est de même de la 
suite (p, * v,) ; utiliser la prop. 12 et I'exerc. 17 du chap. V, 5 5. Pour 
prouver enfin que (p,v) + p * v est continue pour TI, , utiliser c) et le fait 
que TI,, est moins fine que Y,,). 
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e) On prend G = R2 ; soient a, b les vecteurs de la base canonique 
de G sur R, p, la mesure sur 1 = (O, x) dans R ayant pour densité 
par rapport à la mesure de Lebesgue la fonction sin (2"x), pn la 
mesure p, 8 sur R x R ; soit d'autre part v, = Ebla" - E~ sur G .  
Montrer que la suite (p,) tend vers O dans et que la suite (v,) 
tend vers O dans AI,,, mais que la suite (y, * vn) ne tend pas vers O 
dans AI, (cf. chap. V, 8 5, exerc. 18). 

f )  Donner un exemple où G est compact et où (y, v) - p + v consi- 
dérée comme application de x dIv dans AI,, n'est pas hypo- 
continue relativement aux parties compactes de AIT (même méthode 
que dans l'exerc. 6 ,  en observant que pour un f E E donné il y a des 
parties compactes H C J I ,  telles que l'ensemble des fonctions 

fi 

t -J f(st)dp(t), OU p parcourt H, soit de rang infini sur R). 

12) Soit G un groupe localement compact non unimodulaire. 
a) Montrer qu'il existe une mesure positive bornée p sur G telle 

que A G .  y soit non bornée (prendre p discrète). 
b) Soit y' une mesure de Haar à gauche sur G. Alors p et p' sont 

convolables (prop. 5). Montrer que pl et  p sont non convolables. 

13) Soit r un nombre tel que O < r < 1 ; pour tout entier n 1, 
on désigne par A,,, la mesure (a,.  + ~-,n)/2 sur R, et  l'on pose 
EL,,,, = 1 l . r  * h2,r * - - * L r .  

a) Montrer que la suite (pn,,) converge vaguement vers une mesure 
pr sur R, de support contenu dans 1 = (- 1, + 1) (prouver que pour 
tout intervalle U contenu dans R, la suite (p,,,(U)) est convergente). 

b) Montrer que pour r < 112, la mesure p, est étrangère à la mesure 
de Lebesgue sur R, mais que pli, est la mesure induite sur 1 par la 
mesure de Lebesgue. 

c) Soit vl/, l'image de. pt/, par l'homothétie t - 2t dans R. Montrer 
que l'on a y,/, + vllp = p112, bien que y,/, et vil4 soient toutes deux étran- 
géres à la mesure de Lebesgue (utiliser l'exerc. 11 a)). 

9[ 1) Soient G un groupe localement compact, p une mesure de 
Haar à gauche sur G, A une partie p-mesurable de G, v une mesure posi- 
tive non nulle sur G. On suppose que SA est localement v-négligeable 
pour tout s E G. Montrer que A est localement p-négligeable. (Se rame- 
ner au cas où A est relativement compact et v bornée. Prouver que 
v et pa. P sont convolables et que v *Bq, = O, d'où O = Ilv * va. 
= llvll. lIcpA4. pli). Montrer, en admettant l'hypothèse du continu, que ce 
résultat peut être en défaut si A n'est pas supposé P-mesurable. 
(Prendre G = Ra, prendre pour v la mesure de Haar du sous-groupe 
R x (O), et appliquer l'exerc. 7 c )  du chap. V, § 8). 

2) Soit H le groupe additif R muni de la topologie discréte. Soit G 
le groupe localement compact R x R x H. Soient a une mesure de 
Haar de G, p une mesure de Haar de R x H, et  p = E,, 8 P E A(G). 
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Construire une fonction f > O sur G, localement cenégligeable (donc 
telle que p et f soient convolables) mais telle qu'aucune translatée 
de f ne soit p-mesurable. (Imiter la construction du chap. V, 3, exerc. 4). 

51 3) Soit G un groupe localement compact. 
a) Soit p une mesure positive bornée non nulle sur G telle que 

p * y = y. Montrer que le support S de y est compact. (Soit f E X+(G) 
avec f # O ; on choisit une mesure de Ilaar à gauche sur G par rapport - 
à laquelle on prendra les produits de convolution ; on a y * f E X(G) ; 
soit x E S tel que (y  + f)(x) = sup (y * f)(y) ; montrer que (y + f)(y) 

= (p f)(x) pour tout y E S). 

b)  Montrer que S est un sous-groupe compact de G et que p est 
la mesure de Haar normalisée de S. (Utiliser a), l'exerc. 21 de Top. 
gén., chap. III, 3e éd., 3 5, et l'exerc. 5 du 3). 

7 4) Soit G un groupe localement compact. Pour tout t ER:, 
soit p, une mesure bornée positive non nulle sur G. On suppose que l'appli- 
cation t - y, est continue pour la topologie O(A1(G), XX-(G)), et que 
Ps t t  = Ps * Pt (s, f dans R3. 

a) Montrer qu'il existe un nombre c E R  tel que llytll = exp(ct). 
(Observer que t -+ IIytII est semi-continue inférieurement et que 

I I ~ s + t l l  = II PSI I .  lli~tll. 
Utiliser la prop. 18.) 

b) On suppose c = O. Montrer que p, converge faiblement quand 
t -+ O vers la mesure de Hanr normalisée d'un sous-groupe compact 
de G. (Utiliser la compacitk faible de la boule unité de Al(G), et  montrer 
que pour toute valeur d'adhérence faible p de p ,  suivant le filtre des 
voisinages de O dans R:, on a p, * y = pt pour tout t, puis p* y = p ; 
appliquer ensuite l'exerc. 3.) 

q 5 )  Soient G un groupe 1ocaIement compact dénombrable à 
l'infini, p une mesure de Haar à gauche sur G, ci ER:, ( v , ) , ~ ~ ~ ,  une 
famille de mesures positives sur G satisfaisant aux conditions suivantes : 

V 

(i) v o =  E,; v , ~ + , = v , * v ,  si u + v L a ;  v , = v U ;  
(ii) pour O < u L a, v u  = f u .  P, avec f , >, O semi-continue infé- 

rieurement ; 
(iii) v u  est fonction vaguement continue de u. 
a) Soit f E X+(G). Montrer que, pour O < u 4 a, 

b)  Soit f E X(G). Montrer que f,,, * f est de carrE p-intégrable 
pour O < u L a ,  et  qu'on a encore (1). 

c) Soit f E Y ( G )  telle que va + f = O. Montrer que f = O. (On a 
v,,,. + f = O pour tout entier n > O d'aprés b), donc f = O d'après le 
3 3, no 3, Remarque 1)). 

d) Soit v E Qf(G) telle que va + v = O. Montrer que v = O. (Régula- 
riser v par des fonctions de X(G) et  appliquer c).) 

6) Soit G un groupe localement compact. Montrer que si X(G)  
est commutatif pour la convolution, G est commutatif. (Montrer par 
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régularisation que 'el(G) est commutatif, e t  appliquer ceci aux mesures 
E ,  , où s E G). 

7) Soient G un groupe localement compact et  p une mesure de 
Haar à gauche sur G. Montrer que l'algèbre L1(G, P) admet un élément 
unité si et seulement si G est discret. (Supposons G non discret, e t  soit 
f ,  E L1(G, P). Il existe un voisinage compact V de e tel que 

Soit U un voisinage compact symétrique de e tel que U2 c V. On a, 
pour presque tout x E U, 

donc f ,  n'est pas élément unité de L1(G, p)). 

78)  Soient G un groupe localement compact dénombrable à l'in- 
fini opérant continçiment à gauche dans un espace localement compact 
polonais T. Soit v une mesure positive sur T quasi-invariante par G. 
Soit R une relation d'équivalence v-mesurable sur T, compatible avec 
G. Il existe donc (chap. VI, W 3, no 4, prop. 2) un espace localement 
compact polonais B, et  une application V-mesurable p de T clans B, 
tels que R(x, y) soit équivalente à p(x) = p(y). Soit v' une mesure pseudo- 
image de v par p,  e t  soit b -- h, (b E B) une désintégration de v par R. 
Montrer que les h ,  sont, pour presque tout  b E B, quasi-invariantes 
par G. 

(Soit x une fonction sur G x T satisfaisant aux conditions de 
l'exerc. 13 du chap. VII, 3 1. Montrer que, pour tout  s E Gy il existe 
une partie VI-négligeable N(s) de B telle que ~ ( s - l ,  .) soit localement 
?,,-intégrable pour b 6 N(s) ; pour cela, on remarquera que pour tout 
4 E X(T), la  fonction x - +(x)x(s-l, x) est ?,,-intégrable sauf pour b appar- 
tenant à un ensemble v'-néüli eable N(s, +), e t  l'on utilisera le lemme 1 du + chap. VI, § 3, no 1. Posons ?,, , ,=O si b~ N(s) e t  Ab,, = ~ ( s - l ,  .) .  A b  si b+N(s). 
Montrer que l'application b - ha,, est VI-adéquate (on utilisera le lemme 3 

du chap. VI, 5 3, no 1) e t  quo y(s)p = 1 ?,A, dvl(b). Montrer d'autre 
J 

part que y(s)P = y(s)hbdvl(b) et en déduire que, pour tout  s E G, S 
on a y(s)h, = ~ ( s - l ,  .). A b  pour presque tout  b, donc que pour presque 
tout  b on a y(s)A, = ~ ( s - l ,  .). 1, pour presque tout  S. Utiliser alors le 
cor. 2 de la  prop. 1 7  du $ 4 pour en déduire que, pour presque tout  b, 
y(s)h, est équivalente à h, pour tout s E G). 

Montrer que si v est relativement invariante par G de multiplica- 
teur X, les h,  sont, pour presque tout  b, relativement invariantes de 
multiplicateur X. 

9) Soient G un groupe localement compact, (3 une mesure de Haar 
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à gauche sur G, A et  B deux ensembles P-intégrables tels que P(A) 4 !(El). 
Montrer qu'il existe 

1) des ensembles disjoints N, KI, K,, . . . recouvrant A, N étant 
P-nbgligeable e t  les K, compacts ; 

2) des ensembles disjoints Ni, Ki, K2, . . . recouvrant B, avec 
les KA compacts ; 

3) des s, E G tels que KA = s,K,. 
(En utilisant le fait que P(xA n B) dépend continîiment de x et  que 

S P(xA n B)dp(x) = P(A-l)p(B), montrer que, si P(A) f O, il existe 

x E G tel que p(xA n B) # O). 
10) Soient G un groupe localement compact, (3 une mesure de 

Haar à gauche sur G. Quels que soient les ensembles (3-intégrables A, 
B, on pose ?(A, B) = p(A U B) - P(A n B). 

a) Soit A un ensemble (3-intégrable. Montrer que x - p(xA, A) 
est une fonction continue. 

b)  Soit U un voisinage de e. Montrer qu'il existe un ensemble 
compact A et  un nombre E > O tels que p(xA, A) < E implique x G U. 
(Prendre pour A un voisinage de e tel que A.A-l C U.) 

c) Pour qu'une partie C de G soit relativement compacte, il faut 
et il suffit qu'il existe un ensemble @-intégrable A et  un nombre a 
(O < a < 2p(A)) tels que x E C implique p(xA, A) 4 a. 

i l )  a) Soit G un groupe localement compact engendré par un 
voisinage compact de e. Soit cp un endomorphisme continu non surjec- 
tif de G adhérent au groupe 9 des automorphismes (bicontinus) de G 
pour la topologie de la convergence compacte. Alors lim mod + = 0. 

Q@, ++(P 

(Soit K un voisinage compact de e engendrant G. Soit p une mesure 
de Haar à gauche de G. Si p(cp(K)) > O, <p(K). cp(K)-l est un voisinage 
de e dans G, donc cp(G) est un sous-groupe ouvert de G ;  pour 4 E S 
assez voisin de cp, on a +(K) C q(G), donc +(G) # G, ce qui est absurde. 
Donc p(cp(K)) = O. Quand + E: B tend vers cp, y($(K)) tend vers O). 

b)  Soit G un groupe abélien libre, somme directe G, @ G, @ . . ., 
où chaque G, est isomorphe à 2. On considère G comme discret. Soit 
cp l'endomorphisme non surjectif (x,, x,, . . .) - (O, x,, x,, . . .) de G. 
Alors cp est limite pour la  topologie de la convergence compacte d'auto- 
morphismes de G, et  tout  automorphisme de G est de module 1. - 

12) Po i~ r  f > O e t  x ER,  soit Ft(x) = te-nta%'. Soit f E Z(R). 
Montrer que f * F, tend vers f uniformément quand t tend vers + m. 
(Montrer que les mesures F,(x)dx satisfont aux conditions du $ 2, no 7, 
lemme 4, avec a = 0.) 

7 13) Soit G un groupe localement compact opérant continfiment 
à gauche dans un espace localement compact polonais T. Soitnt (3 
une mesure de Haar à gauche sur G, v une mesure quasi-invariante 
positive sur T e t  ~ ( s ,  x) une fonction > O sur G x T satisfaisant aux 
conditions de I'exerc. 13 du chap. VII, 5 1. 

Pour f E Lp(T, v) (1 I p < + a), on pose 

a)  Montrer que, pour tout  s E G, yx,,(s) est un endomorphisme 
isométrique de LP(T, v). Montrer que l'application s - y,,, (s) est une 



représentation linéaire de G dans LP(T, v) 
no 5). 

b)  Soit f E .W(T, v), et  soit h E .?T(G). 

chap. VIII, 5 4 

(raisonner comme au $ 2, 

Montrer que la fonction 

est de puissance phme intégrable pour p 8 v (commencer par le cas 
p = 1, et  utiliser le lemme 1 du 3 4, no 1). Montrer que si q est l'ex- 
posant conjugué de p, et si g E 9q(T, v), alors f(s-lx)h(s)g(x)~(s-1, x)l/p 
est intégrable pour P @ v (écrire h sous la forme h,h, avec ;hl, h, dans 
X(G)). Déduire alors du théorème de Lebesgue-Fubini que, pour 
f E LP(T, v) et g E LqT, v), la fonction 

est P-mesurable. 
c) Montrer, en utilisant le cor. 2 de la prop. 18 du 3 4 et le lemme 1 

du chap. VI, $ 3 ,  no 1, que la représentation s -+ yX,,(s) de G dans L"(T, v) 
est continue pour 1 _L p < + m. 

d) On suppose de plus que, pour tout s E G, la fonction x + ~(s- l ,  x) 
est bornée. On pose, pour f E L"(T, v) : 

Montrer que s + yx(s) est une représentation continue de G dans L*(T, v )  
pour 1 L p < + CO. (On montrera, comme dans la démonstration de 
la prop. 9 du $ 2, no 5, que s + y,(s) est une représentation de G par 
des endomorphismes de LP(T, v). Puis on remarquera que si f E L"(T, v) 
et h E X(G), le lemme 1 du 3 4, no 1 montre que h(~)f(s-~x)~(s-l ,  X) 
est de puissance phme intégrable pour @ @ v. On terminera la démons- 
tration comme dans c)).  

14) a)  Soient G un groupe localement compact, f une fonction 
positive semi-continue inférieurement dans G, p une mesure positive 

sur G. Montrer que la fonction x + f(s-lx)dp(s) = g(x) est semi- s* 
continue inférieurement dans G (cf. chap. IV, $ 1, no 1, th. 1) ; pour que 
p et  f soient convolables, il faut et il suffit que g soit intégrable pour une 
mesure de Haar à gauche sur G. 

b)  Sur le groupe G = R x R, soit p la mesure s, @ A, où A est la 
mesure de Lebesgue sur R ; soit f(x, y) = (1 - Ixy - 21)+ ; montrer que 

la fonction g(x, y) = f(x - s, y - t)dy(s, t )  est partout finie dans G 

sur G. 

S 
mais n'est pas continue et n'est pas intégrable pour la mesure de Lebesgue 

7 15) Soient G un groupe localement compact, p une mesure de 
Haar à gauche sur G ; par abus de langage, on identifie dans ce qui suit 
les fonctions numériques pintégrables et leurs classes dans L1(G, a) ; 
même abus pour les LP(G, 13). 

a) Soit A un endomorphisme continu de l'espace de Banach L1(G, P) 
tel que, pour tout s E G, on ait A(f * s,) = A(f) * o, pour tout f E L1(G, Pl. 
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Montrer que, pour toute fonction g E Y(G), on a alors A(f * g) = A(f) g 
(remarquer que s - g(s)A(f * a,) est une application p-intégrable de G 
dans Ll(G, P)) ; réciproque. E n  déduire qu'il existe une mesure bornée 
et  une seule y sur G telle que A(f) = p * f pour tout  f E L1(G, P), e t  que 
IlAl1 = llpll. (Avec les notations de la prop. 19 du no 7, considérer la  
limite de A(f, * g) suivant un ultrafiltre plus fin que le filtre des sec- 
tions de 8, en utilisant la compacité de la boule unité de d l (G)  pour 
la topologie faible a(dl(G), T(G)).) 

b) Soit p une mesure bornée sur G ; montrer directement que la  
norme de l'endomorphisme continu y(y) : f - y * f de Lw(G, P) est 
égale à llpil. (Se ramener au cas oh p est à support compact, e t  où y 
a une densité continue par rapport à \pl.) E n  déduire de nouveau que 
l'endomorphisme continu y(y) : f - p * f de L1(G, P) a une norme égale 
à 1 1 ~ 1 1 .  

c) On suppose G compact et  p positive. Montrer que pour 1 < p < 4-03, 
la norme de l'endomorphisme continu y(y) : f - p f de Lp(G, P) est 
égale à I l  yll. 

d) On prend pour G le groupe cyclique d'ordre 3. Donner un exemple 
de mesure y sur G telle que la  norme de l'endomorphisme y(y) de L*(G, P) 
soit strictement inférieure à Jlpll pour 1 < p < + m. 

7 16) Les notations et conventions sont celles de l'exerc. 15. 
a )  Montrer que, pour qu'une mesure bornée y sur G soit telle que 

lly fill = IlfllI pour toute f E L1(G, P), il faut e t  il suffit que y soit une 
mesure ponctuelle de norme 1. (En utilisant le fait que l'endomorphisme 
y(lp1) de L1(G, p) a pour norme I I ~ L I I  (exerc. 15), montrer qu'on doit 
nécessairement avoir, pour toute fonction f E S ( G ) ,  

en déduire d'abord que tJ: = clpl, oh c est une constante de valeur 
absolue 1, puis que p est ponctuelle). 

b) On prend pour G le groupe cyclique d'ordre 3. Donner un exemple 
de mesure non ponctuelle y sur G telle que IIp * f i l z  = llfllz pour toute 
fonction numérique f définie dans G. 

17) Les notations et  conventions sont celles de l'exerc. 15. 
a) Soit y une mesure bornée sur G ; pour que l'endomorphisme 

y(y) : f + y + f de Lp(G, P) soit surjectif (1 4 p < + a ) ,  il faut et  il 
suffit qu'il existe c, > O tel que Ili* * gll, > c,llgll, pour tout  g E Lq(G, P) 

4 4 
1 1  

(où - + - = 1) (cf. Esp. vect. top., chap. IV, § 5 ,  exerc. 11). 
P 9 
b) Si p est une mesure de base p, si G n'est pas discret, montrer que 

y(y) n'est jamais surjectif pour 1 < p ,( + CD (pour p < + CO, uti- 
liser a),  en se ramenant au cas où la densité de y par rapport à (3 appar- 
tient à X(G) ; pour p = + co, raisonner directement en remarquant 
que pour f E L1(G, p) et  g E Lw(G, fi), f * g est uniformément continue 
pour la structure uniforme droite). 

c) Si G est commutatif, 1 < p ,( 2 e t  si l'endomorphisme y(y) 
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de Lp(G, p) est surjectif, montrer qu'il est bijectif (en utilisant la régu-. 
larisation, montrer que si y(y) n'est pas injectif, l'endomorphisme 
y (F )  de Lq(G, p) n'est pas injectif : on utilisera le chap. IV, § 6, no 5, 
cor. de la prop. 4). 

d) On prend G = Z et  y = el - E,; montrer que y(y) est injec- 
tif dans les Lp(Z, P) tels que p # + co, mais non dans Lm(Z, p), et  n'est 
surjectif pour aucune valeur de p. 

7 18) Les notations et  conventions sont celles de l'exerc. 15. 
a) Soit y une mesure bornée sur G, dont le support contient au 

moins deux points distincts. Montrer qu'il existe un ensemble compact K, 
et  un nombre k tel que O < k < 1, pour lesquels on a llrp,~. pli< kllyll 
pour tout  s E G. (Si t, t' sont deux points distincts du support de y, 
prendre pour K un voisinage assez petit de e pour que sK ne puisse 
rencontrer à la fois tK et  tlK). 

6) Soit p une mesure bornée > O sur G, dont le support contient 
au moins deux points distincts. Montrer qu'il existe une fonction 
f E L4>(G, p), non dquivalente à une fonction > O, et telle que p * f 
soit > O localement presque partout pour P. (Utiliser a), en prenant 
f égalû à -1 dans K et  à une constante positive convenable dans CK.) 
Si de plus le support de y est compact, il existe une fonction f ayant les 
propriétés précédentes et  ayant un support compact. 

c) Soient pi, p2 deux mesures bornées positives non nulles sur G, 
permutables pour la convolution, et  telles que le support K de y1 soit 
compact e t  contienne e. On pose y = y, + pz. Soient V un voisinage 
compact symétrique de e contenant K, g la fonction égale à y + rpv 
dans CV, à O dans V ; montrer que la fonction y * (g - (y, * rpv)) est 

localement presque partout O dans C(v2). D'autre part, montrer 
qu'il existe un ensemble compact H tel que la fonction y, * rp, soit 
presque partout 3 0 dans V2. 

d )  Déduire de c) que si y est une mesure positive bornée dans G 
dont le support contient au moins deus points distincts, il existe une 
fonction f appartenant à tous les LP(G, 9) (1 < p S + co), non équiva- 
lente à une fonction 3 O, e t  telle que p * f soit > O localement presque 
partout, lorsqu'on fait en outre l'une des hypothèses suivantes : cc) G 
est commutatif ; p) il y a un point a E G tel que p({a}) ' O. (Décomposer 
convenablement p en une somme de deux mesures 2 O permutables). 

7 19) Les notations e t  conventions sont celles de l'exerc. 15. 
a) Montrer que si une mesure bornée positive p sur G est telle que 

poïir toute fonction f E L"(G, p) (p donné, 1 < p < + co) la relation 
p * f O localement presque partout entraîne f >, O localement presque 
partout, alors on peut conclure que p est une mesure ponctuelle dans 
chacun des cas suivants : cc) G est compact ; p) G est discret ; y) G est 
commutatif (utiliser l'exerc. 18) (*). Pour p = +a, la même conclu- 
sion est valable sans hypothèse supplémentaire sur G. 

b)  Soit y une mesure bornée positive sur G telle que : 10 y(y) soit 
un endomorphisme surjectif de L1(G, P) ; 20 pour toute fonction 
f E L1 (G, p) la relation p f > O localement presque partout entrafne 

(*) Pour un exemple oh ir est non ponctuelle et telle que ri. t f > O entrafne t Z 0, 
voir WILLIAMSON, Proe. Edimb. Math. Soc., 1957, pp. 71-77. 
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f >, O localement presque partout. Montrer alors que y est une mesure 
ponctuelle. (Observer que pour toute fonction g E Lm(G, P), la relation 
V y * g > O localement presque partout entraîne g O localement presque 
partout). 

20) Soient G un groupe localement compact, p une mesure de Haar 
A gauche sur G. 

a) Soit f une fonction numérique bornée dans G, uniformEment 
continue pour la structure uniforme gauche. Montrer que pour toute 
mesure bornée y sur G, y * f est uniformément continue pour la struc- 
ture uniforme gauche ; en outre, avec les notations du no 7, prop. 19, 
f est limite, pour la topologie de la convergence uniforme dâns G, des 
fonctions f, f suivant le filtre des sections de B. 

b) On prend G = T ; donner un exemple de fonction continue h 
dans T qui ne soit pas de la forme f * g, où f e t  g appartiennent A L2(T, P). 
(Utiliser les exerc. 19 b) e t  20 du chap. IV, § 6.) 

7 21) Soient G un groupe localement compact, P une mesure de 
Haar à gauche sur G ; on identifie canoniquement L1(G, P) à un sous- 
espace de J1(G).  

a) Avec les notations du 3 3, exerc. I l ,  soient A une partie relati- 
vement compacte de AII,, B une partie de L1(G, P), relativement 
compacte dans AI,. Montrer que la restriction à A x B de l'applica- 
tion (y, v) + y * v de AIII x AI,, dans AI, est continue. (Prouver 
d'abord que si A et  B sont compacts, l'image de A x B par cette appli- 
cation est compacte ; utiliser l'exerc. 10 du 3 3, ainsi que le critère cc) 
du chap. V, g 5 ,  exerc. 17. Pour montrer ensuite que (y, V) + E* *vest 
continue, utiliser I'exerc. 11 c) du 5 3.) 

b) Soit Qsm(G) l'ensemble des fonctions numériques bornées et  
uniformément continues dans G pour la structure uniforme gauche. 
On désigne par Y,, la topologie o(dl(G),Qsm(G)), par AI, lkspace 
d l ( G )  muni de Y,,. E n  prenant G = R, donner un exemple d'une suite 
(y,) de mesures sur G tendant vers O pour FI, et  d'une suite (f,) de 
fonctions de L1(G, P), tendant vers O pour YIv (OU, ce qui revient au  
même, pour la topologie o(L1(G, p), Lm(G, P)), telles que la suite (y,* f,) 
ne tende pas vers O pour FI,, (prendre f,(t) = sin nt dans l'intervalle 
(O, x ) ,  f,(t) = O ailleurs). 

c) Soient A une partie relativement con~pacte de AII, B une 
partie de Ll(G, P), relativement compacte pour la topologie de la norme 
Ilflll. Montrer que la restriction à A x B de l'application (p, f) + p * f 
de AII1 x L1(G, fi) dans L1(G, p) est continue (L1(G, P) étant muni 
de sa topologie d'espace normé). (Se ramener à prouver que pour 
f E Z(G) ,  l'application p -. y * f de diII dans L1(G, P) est continue 
dans A. En  utilisant le fait que pour g E Lm(G, P) et  f E Z(G), g * f 
est uniformément continue pour la structure uniforme gauche, montrer 
d'abord que l'application y -. y * f de dI1 dans AIv est continue. 
Utilisant ensuite l'exerc. 20 a), se ramener à prouver que si C est une 
partie de L1(G, P) compacte pour la topologie o(L1(G, p), Lm(G, P)) e t  
h E X(G),  l'application y + y * h de C dans L1(C, P) est continue 
lorsque L1(G, fi) est munie de sa topologie d'espace normé. Par le 
même raisonnement que dans a), montrer qu'il sufi t  pour cela de prou- 
ver que l'image de C par cette application est compacte pour l a  topo- 
logie d'espace normC. Utiliser pour cela le th. de Smulian, le fait que C 
est serré ( §  3, exerc. 10) et  le th. de Lebesgue). 
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d) Soient A une partie relativement compacte de dII contenant O, 
B une partie relativement compacte de A, ; montrer que pour tout  
v, E B la restriction à A x B de l'application ( p , ~ )  -t y * v de AI, x dI 
dans A,, est continue au point (O, v,). (Utiliser l'exerc. 20 a), e t  l'exerc. 
8 c).) 

e) Soient A une partie bornée de dl(G),  f une fonction de L1(G, p) ; 
montrer que la  restriction à A de l'application p -. y f de A,,, dans 
A,, est continue. 

f )  Soit d!(G) l'ensemble des mesures positives bornées sur G. 
Montrer que si une partie A de A$(G) est compacte pour Y,, elle 
est aussi compacte pour Y,,,. (Se ramener à prouver que A est un 
ensemble serré. Raisonner par l'absurde, en utilisant le fait que pour 
f  E Z(G), l'image de A par l'application y -. p * f est un ensemble serré 
en vertu de c).) 

g) Montrer que pour G = R, les topologies induites sur d:(G) 
par YI1 et  Y,,, sont distinctes. 

7 22) Les notations sont celles de l'exerc. 21 du 3 4 et  de l'exerc. 11 
du § 3. 

a) Soit (p,) une suite de mesures bornées sur G. On suppose que 
pour toute fonction f  E L1(G, p), la  suite (p, * f) converge vers O dans 
4,. Montrer que la suite des normes (Ily,i/) est bornée (utiliser le th. 
de Banach-Steinhaus pour la famille d'applications f  + p, * f de L1(G, P) 
dans lui-même, ainsi que l'exerc. 15). E n  déduire que la  suite (y,) 
tend vers O dans A, (utiliser l'exerc. 20). 

b )  Soit (p,) une suite de mesures bornées sur G telle que la suite 
(p, * f) tende vaguement vers O pour toute fonction f E L ~ ( G ,  fl); 
montrer que la suite (y,) tend vaguement vers O (pour toute partie 
compacte K de G, montrer, en raisonnant comme dans a), que la  suite 
((p,l(K)) est bornée). Donner un exemple (avec G = 2 )  oh la suite 
(IIy,Jl) n'est pas bornée.) 

c) Soit (pn) une suite de mesures bornées sur G telle que pour toute 
fonction f  E L1(G, p), la suite (p, * f) converge vers O dans A,, ; mon- 
trer que la suite (y,) converge vers O dans A,* (utiliser a)). 

23) Soient G un groupe localement compact, fl une mesure de 
Haar à gauche sur G, f et g deux fonctions positives localement p-inté- 
grables. On suppose que f et g sont convolables et  que l'une de ces 
fonctions est nulle dans le complémentaire d'une réunion dénombrable 
d'ensembles compacts. Montrer que f  * g est égale localement presque 
partout à une fonction semi-continue inférieurement (utiliser la prop. 15 
du no 5). 

24) Montrer que les inégalités des prop. 12 et  15 du na 5 ne peuvent 
être améliorées par l'insertion d'un facteur constant c < 1 aux seconds 
membres. 

25) Soient G un groupe localement compact, f3 une mesure de 
Haar à gauche sur G, y une mesure positive sur G. Si A est un ensemble 
p-intégrable e t  B un ensemble borélien dans G, la fonction 

est P-mesurable dans G ; si en outre B est p-intégrable, il en est de même 

de u, e t  l'on a y(A sB)dp(s) = p(A)p(B-l). Donner un exemple de S 
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mesure y telle que s -. p(A SB) ne soit pas continue ; si y est une mesure 
de base @ e t  si A est p-intégrable et  B borélien, la  fonction s - y(A n SB) 
est continue dans G. 

f[ 26) Soient G un groupe localement compact, p une mesure de 
Haar à gauche sur G. Pour qu'une partie H de Ls(G, P) (1 < p < + CO) 

soit relativement compacte (pour la topologie de la  convergence en 
moyenne d'ordre p), il faut e t  il suffit que les conditions suivantes 
soient satisfaites : 10 H est borné dans LP(G, P) ; 2O pour tout  E > 0, 
il existe une partie compacte K de G que telle jlfqG-Klls < E pour toute 
fonction f E H ; 30 pour tout  E > O, il existe un voisinage V de e dans 
G tel que lly(s)f - fil, L E pour toute f E H et  tout s E V. (Pour prouver 
que les conditions sont suffisantes, observer que si g E .f(G), e t  si L est 
une partie compacte de G, l'image par l'application f - g + f de l'ensemble 
des restrictions à L des fonctions de H est une partie équicontinue de 
-Wa. 

11 27) Soient G un groupe localement compact, p une mesure de 
Haar à gauche sur G. Si G n'est pas réduit à e, L1(G, P) est une algèbre 
(pour la convolution) admettant des diviseurs de zéro autres que 0. 
On pourra procéder comme suit pour former deux éléments f, g non 
nuls de L1(G, P) tels que f + g = 0 : 

10 Cas où G contient un  sous-groupe compact H non réduit à e. 
Prendre alors pour f une fonction caractéristique d'un ensemble A, 
pour g une différence (PSB - qB de deux fonctions caractéristiques 
d'ensemble, A e t  B étant convenablement choisis. 

20 Cas où G = Z. Montrer alors que l'on peut prendre 

pour tout  n E Z et  g(n) = f(- n). 
30 Cas général. Prouver d'abord qu'il existe a # e dans G tel que 

A(a) = 1. L'adhérence H dans G du sous-groupe engendré par a est 
alors un sous-groupe compact ou un sous-groupe isomorphe à Z (Top. 
gén., chap. V, g 1, exerc. 2). Dans le premier cas, utiliser le résultat du 

+a' +a' 

10 ; dans le second, prendre f(2) = a,qu,-n(t), d i )  = P,cp,~~(t), en 
n=-a' n=-a' 

choisissant convenablement U et  les suites (a,), (P,) à l'aide du 20. 
7 28) Soient G,, G, deux groupes localement compacts, p l ,  (3, des 

mesures de Haar à gauche sur G,, G, et  A, (resp. A,) l'algèbre topo- 
logique (sur R) L1(Gl, @,) (resp. L1(G,, p,)). Soit T un isomorphisme 
d'algèbres de A, sur A,, tel que la relation f > O presque partout soit 
équivalente à T(f) 2 O presque partout. 

a )  Montrer que T est un isomorphisme d'algèbres topologiques. 
(Noter d'abord que si une suite décroissante (f,) d'éléments de A, tend 
vers O presque partout, il en est de même de la suite des T(f,) ; en 
deduire que pour toute suite (f,) majorée dans A,, T(sup(f,)) = sup(T(f,)) 
e t  conclure à l'aide du lemme de Fatou). 

b )  Montrer que T se prolonge d'une seule maniére en un isomor- 
phisme de l'algèbre topologique A1(G,) sur l'algèbre topologique A1(G2), 
et  qu'il existe un isomorphisme topologique u de Gl sur G, et  un homo- 
morphisme continu x de G1 dans R1; tel que T(E,) = x(s)E~,,, (utiliser 
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l'exerc. 15 a) et l'exerc. 19 b) ; pour prouver que u et  x sont continus, 
remarquer que T définit un isomorphisme de l'algèbre Y(A,) des endo- 
morphismes continus de l'espace vectoriel topologique A, sur l'algèbre 
analogue $P(A2) et que cet isomorphisme est bicontinu pour la topologie 
de la convergence simple ; d'autre part, observer que s + S(s-l) est un 
isomorphisme de G sur un sous-groupe multiplicatif de 3(A1)). 

c) Déduire de b) que l'on a, pour toute f E A,, 

(T(f))(t) = x(u-Yf))f(u-Yt)) 
pour tout t E G,. 

On rappelle (Alg., chap. III, 3e éd., 8 1) qu'il y a des groupes 
finis G,, G, tels que les algèbres L1(Gl, P,) et L1(G,, P,) soient isomor- 
phes sans que G,  et G ,  le soient. 

1) Soient X un espace localement compact, 5 (ou 5(X)) l'ensemble 
des parties fermkes de X. Pour toute partie compacte K de X, tout 
voisinage compact L de K et tout entourage V de l'unique structure 
uniforme de L, soit Q(K, L, V) l'ensemble des couples (A, B) d'éléments 
de 5 satisfaisant aux deux conditions 

a) Montrer que les ensembles Q(K, L, V) forment un système 
fondamental d'entourages pour une structure uniforme séparée sur 5. 

b )  Soit 4 une structure uniforme compatible avec la topologie de 
X. Pour toute partie compacte I< de X et tout entourage W de Q, 
soit P(K, W) l'ensemble des couples (A, B) d'éléments de 5 satisfai- 
sant aux deux conditions 

Montrer que les ensembles P(K, W) forment un système fondamental 
d'entourages pour la structure uniforme définie dans a). 

c) Soient X' le compactifié d'Alexandroff de X, w le point à l'infini 
de X' ; pour toute partie fermée A de X, soit A' = A U (a). Montrer 
que l'application A -A' est un isomorphisme de l'espace uniforme 
S(X) défini dans a) sur le sous-espace de g(X') formé des parties fermées 
contenant w (utiliser b)). En déduire que S(X) est compact (cf. Top. 
gén., chap. II, 3 e  éd., 5 4, exerc. 15). 

2) Soient G un groupe localement compact, 5(G) l'espace uniforme 
des parties fermées de G (défini au no 6 ou dans l'exerc. 1). Démontrer 
directement que l'ensemble X des sous-groupes fermés de G est fermé 
dans S(G)  (sans utiliser la prop. 3 du no 1). 

3) Soient G un groupe locale~nent compact, x une représentation 
continue de G dans RT. Généraliser les prop. 4, 5 et  6 à l'ensemble r, 
des mesures a E l? telles que la restriction de x à Ha soit le module de 
a. (Remplacer la mesure p par X .  p et considérer les mesures quotients 
(x . t*)/a 

4) Soit G un groupe localement compact qui ne soit engendré 
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par aucune partie compacte de G, e t  soit H un sous-groupe discret de 
G tel que G/H soit compact. Montrer que H ne peut être engendré 
par un nombre fini d'éléments, mais que la mesure de Haar norma- 
lisée cc, de H est adhérente dans l? à l'ensemble des cc telles que 
llpall = f co (considérer les mesures de Haar normalisées des socs- 
groupes de H engendrés par un nombre fini d'éléments). 

5) Soit G le groupe discret somme directe d'une suite infinie (6,) 
de sous-groupes à deux éléments, et  soit p, la projection de G sur G,. 
Posons H, = pnl(e), et soit cc, la mesure de Haar normalisée de H,. Si p 
est la mesure de Haar normalisée de G, montrer que dans la 
suite (a,) converge vers p mais que l'on a llp,,ll = 2 et llp,ll = 1. 

6) Soit G un groupe localement compact ne vérifiant pas la condi- 
tion (L) du no 4. 

a )  Montrer (avec les notations du no 4) que la bijection canonique 
de N sur D n'est pas un homéomorphisme. (Pour tout voisinage W 
de e dans G, soit A(W) l'ensemble des sous-groupes finis # {e) contenus 
dans W ; montrer que les A(W) forment la base d'un filtre convergeant 
dans D vers le sous-groupe {e), mais que si cc, désigne la mesure de 
Haar normalisée de H, les mesures cc, ne convergent pas vers E,). 

b) Si de plus G est rnétrisahle, montrer qu'il existe une partie 
compacte B de l'espace D des sous-groupes discrets de G, qui n'est 
contenue dans aucun des ensembles Du définis dans le th. 1 du no 3. 



NOTE HISTORIQUE 
(chapitres VI1 e t  VIII) 

(N.B. - Les chiffres romains renvoient à la bibliographie 
placée à la fin de cette note.) 

Les notions de longueur, d'aire e t  de volume chez les Grecs 
sont essentiellement fondées sur leur invariance par les dépla- 
cements : (( Des choses qui coïncident (Eqmpp6~ov~cc) sont égales )) 

(Eucl. El., Livre 1, (( Notion commune » 4) ; et  c'est par un 
usage ingénieux de ce principe que sont obtenues toutes les 
formules donnant les aires ou volumes des (( figures )) classiques 
(polygones, coniques, polyèdres, sphères, etc.), tantôt par des 
procédés de décomposition finie, tantôt par « exhaustion » (*). 
En langage moderne, on peut dire que ce que font les géomètres 
grecs, c'est démontrer l'existence de (( fonctions d'ensembles )) 

additives et invariantes par déplacements, mais définies seu- 
lement pour des ensembles d'un type fort particulier. Le cal- 
cul intégral peut être considéré comme répondant au besoin 
d'élargir le domaine de définition de ces fonctions d'ensemble, 
et, de Cavalieri à H. Lebesgue, c'est cette préoccupation qui 
sera au premier plan des recherches des analystes ; quant à la 
propriété d'invariance par déplacements, elle passe au second 
plan, étant devenue une conséquence triviale de la formule 

(O) On peut montrer que si deux polygones plans P, P' ont m&me aire, il y a deux 
polygones R a  P, R'a P' qui peuvent &tre décomposés chacun en un nombre fini de poly- 
gones Rt (resp. Ri) (1 < i < m) sans point intérieur commun, tels que Ri et R; se déduisent 
I'un de I'autre par un déplacement (dépendant de i), et tels que R (resp. R') soit réunion 
d'une famille finie de polygones SI (resp. Sj) (O 4 j < n), sans point intérieur commun, 
avec So = P, SA = P', et Sj se déduisant de Si par un déplacement pour 1 < j < n. Par 
contre, M. DEHN a démontré (Ueber den Rauminhalt, Math. Ann., t. LV (1902). 
pp. 465-478) que cette propriété n'est plus valable pour le volume des polyhdres. et queles 
procédés d'exhaustion employés depuis EUDOXE étaient par suite inévitables. 
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génerale de changement de variables dans les intégrales doubles 
ou triples et  du fait qu'une transformation orthogonale a un 
déterminant égal à & 1. Même dans les géométries non-eucli- 
diennes (ou pourtant le groupe des déplacements est différent), 
le point de vue reste le même : de façon générale, Riemann 
définit les éléments infinitésimaux d'aire ou de volume (ou 
leurs analogues pour les dimensions 2 3) à partir d'un ds2 
par les formules euclidiennes classiques, et  leur invariance par 
les transformations qui laissent invariant le ds2 est donc pres- 
que une tautologie. 

C'est seulement vers 1890 qu'apparaissent d'autres exten- 
sions moins immédiates de la notion de mesure invariante par 
un groupe, avec le développement de la théorie des invariants 
intégraux, notamment par H. Poincaré et  E. Cartan ; H. 
Poincaré n'envisage que des groupes à un paramètre opérant 
dans une portion d'espace, tandis que E. Cartan s'intéresse 
surtout aux groupes de déplacements, mais opérant dans 
d'autres espaces que celui où ils sont définis. Par exemple, il 
détermine ainsi entre autres (II) la mesure invariante (par le 
groupe des déplacements) dans l'espace des droites de R2 OU 

de R3 (*) ; en outre, il signale que de façon générale les invariants 
intégraux pour un groupe de Lie ne sont autres que des inva- 
riants différentiels particuliers, et  qu'il est donc possible de les 
déterminer tous par les méthodes de Lie. Il ne semble pas 
toutefois que l'on ait songé à considérer ni à utiliser une mesure 
invariante sur le groupe lui-même avant le travail fondamental 
de A. Hurwitz en 1897 (V). Cherchant a former les polynômes 
(sur Rn) invariants par le groupe orthogonal, Hurwitz part 
de la remarque que, pour un groupe fini de transformations 
linéaires, le probléme se resout aussitôt en prenant la moyenne 
des transformés s.P d'un polynôme quelconque P par tous les 
éléments s du groupe ; ce qui lui donne l'idée de remplacer, 
pour le groupe orthogonal, la moyenne par une intégrale rela- 
tive à une mesure invariante ; il donne explicitement l'expres- 

(*) La mesure invariante sur l'espace des droites du plan avait. déjh été essentielle- 
ment déterminée h l'occasion de problèmes de u probabilites géométriques a, notamment 
par CROFTON, dont E. CARTAN ne connaissait probablement pas les travaux à cette époque. 

BOURBAKI, XXIX 14 
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sion de cette dernière à l'aide de la représentation paramétrique 
par les angles d'Euler, mais observe aussitôt (indépendam- 
ment de E. Cartan) que les méthodes de Lie fournissent l'exis- 
tence d'une mesure invariante pour tout groupe de Lie. Peut- 
être à cause du déclin de la théorie des invariants au début du 
xxe siècle, les idées de Hurwitz n'eurent guère d'écho immédiat, 
et ne devaient être mises en valeur qu'à partir de 1924, avec 
l'extension aux groupes de Lie compacts, par 1. Schur et  
H. Weyl, de la théorie classique de Frobenius sur les représen- 
tations linéaires des groupes finis. Le premier se borne au cas 
du groupe orthogonal, et  montre comment la méthode de 
Hurwitz permet d'étendre les classiques relations d'orthogona- 
lité des caractères ; idée que H. Weyl combine avec les travaux 
de E. Cartan sur les algèbres de Lie semi-simples pour obtenir 
l'expression explicite des caractères des représentations irré- 
ductibles des groupes de Lie compacts et le théoréme de com- 
plète réductibilité (XI u)), puis, par une extension hardie de 
la notion de (( représentation régulière », le célèbre théorème 
de Peter-Weyl, analogue parfait de la décomposition de la 
représentation réguliére en ses composantes irréductibles dans 
la théorie des groupes finis (XI b)). 

Un an auparavant, 0. Schreier avait fondé la théorie g h é -  
rale des groupes topologiques, et dès ce moment il était clair 
que les raisonnements du mémoire de Peter-Weyl devaient 
rester valables tels quels pour tout groupe topologique sur lequel 
on pourrait définir une '(( mesure invariante D. A vrai dire, les 
notions générales sur la topologie et la mesure étaient encore 
à cette époque en pleine formation, et  ni la catégorie de groupes 
topologiques sur lesquels on pouvait espérer définir une mesure 
invariante, ni les ensembles pour lesquels cette (( mesure » 

serait définie, ne semblaient clairement délimités. Le seul 
point évident était qu'on ne pouvait espérer étendre au cas 
général les méthodes infinitésimales prouvant l'existence d'une 
mesure invariante sur un groupe de Lie. Or, un autre courant 
d'idées, issu de travaux sur la mesure de Lebesgue, conduisait 
précisé~nent à des méthodes d'attaque plus directes. Haus- 
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dorff avait prouvé, en 1914, qu'il n'existe pas de fonction d'en- 
semble additive non identiquement nulle définie pour tous lcs 
sous-ensembles de R-t invariante par déplacements, et il 
était naturel de chercher si ce résultat était encore valable pour 
R et  R2: problème qui fut résolu par S. Banach en 1923 de 
façon surprenante, en montrant au contraire que dans ces 
deux cas une telle « mesure » existait bel et  bien (1) ; son pro- 
cédé, fort ingénieux, repose déjà sur une construction par in- 
duction transfinie et  sur la considération des « moyennes » 

1 " 
- C f(x + a,) de translatées d'une fonction par des éléments 
n k-1  

du groupe (*). Ce sont des idées analogues qui permirent à 
A. Haar, en 1933 (IV), de fa'ire le pas décisif, en prouvant 
l'existence d'une mesure invariante pour les groupes localement 
compacts à base dénombrable d'ouverts : s'inspirant de la 
méthode d'approximation d'un volume, en Calcul intégral 
classique, par une juxtaposition de cubes congruents de côté 
arbitrairement petit, il obtient, à l'aide du procédé diagonal, 
la mesure invariante comme limite d'une suite de « mesures 
approchées », procédé qui est encore essentiellement celui que 
nous avons utilisé au chap. VII, § 1. Cette découverte eut un 
très grand retentissement, en particulier parce qu'elle permit 
aussitôt à J. von Neumann de résoudre, pour les groupes com- 
pacts, le fameux (( 5 e  problème u de Hilbert sur la caractéri- 
sation des groupes de Lie par des propriétés purement topo- 
logiques (à l'exclusion de toute structure différentielle préala- 
blement donnée). Mais on s'aperçut aussitôt que, pour pouvoir 
utiliser la mesure invariante de façon efficace, il fallait non 
seulement connaître son existence, mais encore savoir qu'ellc 
était unique à un facteur près ; ce point fut d'abord démontré 
par J. von Neumann pour les groupes compacts, en utilisant 
une méthode de définition de la mesure de Haar par des 
« moyennes » de fonctions continues, analogues à celles de 
Banach (VIIJa)) ;ipuis J. von Neumann (VI1 b)) et A. Weil (X), 

(*) J. von NEUMANN montra, en 1929, que la raison profonde de la diffbrence de 
comportement entre R et RZ d'une part, et Ics Rn pour n > 3 de l'autre, devait &tre 
cherchée dans la commutativité du groupe des rotations de l'espace RB. 



212 INTÉGRATION chap. VI1 et VI11 

par des méthodes différentes, obtinrent simultanément l'uni- 
cité dans le cas des groupes localement compacts, A. Weil 
indiquant en même temps comment le procédé de Haar pou- 
vait s'$tendre aux groupes localement compacts génkraux. 
C'est aussi A. Weil (loc. cit.) qui obtint la condition d'existence 
d'une mesure relativement invariante sur un espace homogkne, 
et  montra enfin que l'existence d'une « mesure 1) (douke de pro- 
priétés raisonnables) sur un groupe topologique séparé, entraî- 
nait ipso facto que le groupe est localement précompact. Ces 
travaux achevaient essentiellement la théorie générale de la 
mesure de Haar ; la seule addition plus récente A citer est la 
notion de mesure quasi-invariarite, qui ne s'est guère dégagée 
qu'aux environs de 1950, en liaison avec la théorie des repré- 
sentations des groupes localement compacts dans les espaces 
hilbertiens. 

L'histoire du produit de convolution est plus complexe. 
Dés le début du xlxe siècle, on observe que si, par exemple, 
F(x, t) est une intégrale d'une équation aux dérivées partielles 
en x et t, linéaire et  4 coefficients constants, alors 

est aussi une intégrale de la même équation ; Poisson, entre 
autres, dès avant 1820, utilise cette idée pour écrire les inté- 
grales de l'équation de la chaleur sous la forme 

Un peu plus tard, l'expression 

de la somme partielle d'une série de Fourier et  l'étude, faite 
par Dirichlet, de la limite de cette intégrale lorsque n tend vers 
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+ m, donne le premier exemple de (( régularisation n f - p, * f 
sur le tore T (à vrai dire par une suite de (( noyaux 1) p, non 
positifs, ce qui en complique singulièrement l'étude) ; sous le 
nom d'cc intégrales singulières », les expressions intégrales ana- 
logues seront un sujet de prédilection des analystes de la fin du 
xlxe siècle e t  du début du xxe siècle, de P. du Bois-Reymond 
à H. Lebesgue. Sur HP, Weierstrass utilise l'intégrale (1) pour 
la démonstration de son théorème d'approximation par les 
polynômes, e t  donne à ce propos le principe général de la régu- 
larisation par une suite de (( noyaux » positifs p, de la forme 
x - c,p(x/n). Sur T, le plus célèbre exemple d'une régularisation 
par noyaux positifs est donné un peu plus tard par Fejér, e t  
a partir de ce moment, c'est le procédé standard qui sera à la 
base de la plupart des (( méthodes de sommation )) des séries 
de fonctions. 

Toutefois, ces travaux, en raison de la dissymétrie des 
rôles qu'y jouent le (( noyau » et  la fonction régularisée, ne fai- 
saient guère apparaître les propriétés algébriques du produit 
de convolution. C'est à Volterra surtout que l'on doit d'avoir 
mis l'accent sur ce point. II étudie de façon générale la « compo- 
sition » F * G de deux fonctions de deux variables 

qu'il envisage comme une généralisation, par (( passage du fini 
a l'infini 11, du produit de deux matrices (IX). Il distingue 
très tô t  le cas (dit « du cycle fermé » en raison de son inter- 
prétation dans la théorie de l'hérédité) où F et G ne dépendent 
que de y - x ; il en est alors de même de 1-1 = F * G, et  si l'on 

pose F(z, y) = f(y - x), (3x9 y) = g(y - x), on a 

de sorte que, pour t 2 O, h coïncide avec la convolution des 
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fonctions fl, gl égales respectivement A f et  g pour t 2 O, et  A 
O pour t < 0. 

Cependant, le formalisme algébrique développé par Vol- 
terra ne faisait pas apparaître les liens avec la structure de 
groupe de R et  la transformation de Fourier. Nous n'avons 
pas A faire ici l'histoire de cette dernière ; mais il convient 
de noter qu'A partir de Cauchy les analystes qui traitent de 
l'intégrale de Fourier s'attachent surtout à trouver des condi- 
tions de plus en plus larges pour la validité des diverses for- 
mules d'« inversion », et négligent quelque peu ses propriétés 
algébriques. On ne pourrait certes en dire autant des travaux 
de Fourier lui-même (ou de ceux de Laplace sur l'intégrale 

analogue e-stf(t)dt) ; mais ces transformations avaient été Io=' 
introduites essentiellement A propos de problèmes linéaires, et 
il n'est donc pas très surprenant que l'on n'ait pas songé avant 
longtemps à considérer le produit de deux transformées de 
Fourier (exception faite des produits de séries trigonométriques 
ou de séries entières, mais le lien avec la convolution des mesures 
discrètes ne pouvait évidemment pas être aperçu au xlxe siècle). 
La première mention de ce produit e-i de la convolution sur ai 
se trouve probablement dans un mémoire de Tchebychef (VIII), 
à propos de questions de calcul des probabilités. En  effet, 
dans cette théorie, la convolution p + v de deux K lois de proba- 
bilité )) sur R (mesures positives de masse totale 1) n'est autre 
que la loi de probabilité « composée 1) de p et  v (pour l'addition 
des (( variables aléatoires » correspondantes). Bien entendu, 
chez Tchebychef, il n'est encore question que de convolution 
de lois de probabilités ayant une densité (par rapport à la mesure 
de Lebesgue), donc de convolution de fonctions ; elle n'inter- 
vient d'ailleurs chez lui que d'une façon épisodique, et  il en 
sera ainsi dans les quelques rares travaux OU elle apparaît 
avant la période 1920-1930. En  1920, P. J. Daniell, dans une 
note peu remarquée (III), définit la convolution de deux mesures 
quelconques sur R et la transformée de Fourier d'une telle 
mesure, et  observe explicitement que la transformation de 
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Fourier fait passer de la convolution au produit ordinaire ; 
formalisme qui, Ci partir de 1925, va être intensivement utilisé 
par les probabilistes, à la suite de P. Lévy surtout. Mais I'im- 
portance fondamentale de la convolution en théorie des groupes 
n'est reconnue pleinement que par H. Weyl en 1927 ; il s'aper- 
çoit que, pour un groupe compact, la convolution des fonctions 
joue le rôle de la multiplication dans l'algèbre d'un groupe 
fini, e t  lui permet par suite de définir la (( représentation régu- 
lière » ; en même temps, il trouve dans la régularisation l'équi- 
valent de l'élément unité de l'algèbre d'un groupt. fini. Il restait 
à faire la synthèse de tous ces points de vuc, qui a'accornplil 
dans le livre de A. Weil (X), préludant aux ghéralisations 
ultérieures quc cons.Litueront, d'une part les algèbres normées 
de 1. Gelfand, e t  de l'autre la convolution des distributions. 

La mesure de Haar et la convolution sont rapidement 
devenues des outils essentiels dans la tendance à l'algébri- 
sation qui marque si fortement l'Analyse modcrne ; nous aurons 
à en développer de nombreuses applicalioris dans des Livres 
ultérieurs. La seule que nous ayons traitée dans ces chapitres 
concerne la « variation » des sous-groupes fermés (et notamment 
des sous-groupes discrets) d'un groupe localement compact. Cette 
théorie, partant d'un résultat de K. Mahler cn Géométrie des 
nombres, a été inaugurée en 1950 par C. Cliabauty, et vient 
d'être considérablement développée et approfondie par Mac- 
beath e t  Swierczkowslti (VI), dont nous avons reproduit les 
principaux résultats. 
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Doinaine fondamental : VII, 2, 10. 
Entiers p-adiques : VII, 1, 6. 
Equicontinue (représentation linéaire) : \'III, 2, 1. 
Fondamental (domaine) : VII, 2, 10. 
Groupe trigonal large supérieur, inférieur : VIT, 3, 3. 
Groupe trigorial spécial supérieur, inférieur : VII, 3, 3. 
Groupe trigonal strict supérieur, inférieur : VII, 3,  3. 
Groupe unimodulaire : VII, 1, 3. 
Haar (mesure de) : VII, 1,  2. 
Inégalité de Brunn-Minkowski : VII, 1, exerc. 25. 
Invariante (mesure) par un groupe d'opérateurs : VII, 1, 1. 
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localement compacts : VII, 1, 6. 
Mesure de Haar à gauche, à droite sur lin groupe localement compact : 

VII, 1, 2. 
Mesure de Haar normalisée sur un groupe compact, sur un groupe dis- 

cret : VII, 1, 3. 
Mesure de Haar normalisée sur Q, : VII, 1, 6. 
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discret : VII, 1, 3. 
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p-adiques (entiers) : VII, 1, 6. 
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1,  9. 
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mesure de Haar d'un groupe opérant dans X : VII, 2, 2. 
Relativement invariante (mesure) par un groupe d'opérateurs : VII, 

1, 1. 
Relativement invariante (mesure) sur un groupe localement compact : 

VII, 1,  8. 
Régulière (représentation) gauche, droite : VIII, 2, 5 .  
Représentation continue, séparément continue, 6quicontinue, isomé- 

trique : VIII, 2, 1. 
Représentation linéaire transposée, contragrédieilte d'une représenta- 

tion linéaire : VIII ,  2, 2. 
Représentation régulière droite, gauche : VIII, 2, 5 .  
Représentation unitaire : VIII, 2, exerc. 4. 
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Suite finie cp-convolable de mesures : VIII, 1, 1. 
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CONDITIONS SUFFISANTES POUR L'EXISTENCE 
DU PRODUIT DE CONVOLUTION 

1. Cas oii le produit de convolution p + v de deux mesures esistc : 

(a) + est défini par  une application continue cp : X x Y - Z : 
p,v bornées (alors y * v est bornée et IIp + v!l 6 llpll. llvll). 
p,v à support compact (alors p * v est à support conipact et 

S ~ P P ( P  * v) c cp(Supp P S ~ ~ P P  v)). 

(b) * est défini par un groupe opérant à gauche continûment dans 
un espace : p à support compact, v quelconque. 

(c) + est déiini par la multiplication dans un groupe G : 
I'une des deux mesures à support compact. 
p, v dans AP(G) (alors y * v t= A'p(G), et Ily * vll, 6 Ilpllp!Ivllp). 

II. - -  Cas oii le produit de convolution p t f d'une mesure e t  d'une 
fonction existe : 

(u) * est ddfini par un groupe Cr opérant à gauche continûment 
dans un espace X muni d'une mesure p > O telle que y(s)P = ~ ( s - l ,  .)Pt x 
citant continue : 

p à support compact, f localement P-intégrable (si f est continue, 
p + f est continue ; si f est continue à support compact, p * f est conti- 
nue à support compact). 

G opère proprement dans X, f E Z ( X )  ( p  + f est continue). 

(b) les ~ ( s ,  .) sont bornees ; soit p(s) - sup ~ ( s - l ,  x) : 
a X  

p E Av(G), f E Lm(X, P) (alors p * f E Lm(X, P) ; si f E Vm(X), 

p * f E P ( X )  ; si f E Z (X) ,  y * f E Z(X)). 
p E d p " " ~ ) ,  f E Lv(X, p) où l / p  + l lq  = 1 (alors p * f E Lv(X, P) 

et IlP * fllv 6 lll4l pl/~llfllv). 

III. - Cas où le produit de convolution f g de deux fonctions 
localement P-intkgrables existe (P mesure 3 O relativement invariante 
sur un groupe G, de multiplicateurs à gauche e t  à droite x et x ' )  : 

f ou g continue, f ou y à support conipact (alors f * g est continue ; 
si f ,  g dans Z(G), f * g E X(C)). 

fx-'1" E L1(G, p) et g E L*(G, P) ( l / p  + l / q  = 1) (alors f * g E Lp(G, P) 
et ilf g1Iv < I l f~-~/~l l~ l l~ l l~) -  

f E L'(G, p) e t  g~'-llU E L1(G, P) (alors f + g E L*(G, P) e t  

llf * qllv < l l f l l v l l ~ X ' - l ~ q l l ~ ~ -  
fx-l E L1(G, p) e t  g 6 Vm(G) (resp. X(G)) (alors f * g E em(G) 

(resp. X-1). 
W(G) (resp. X(G)) e t  ~ X I - ~  E L1(G, P) (alors f * g E Vm(G) f E--- 

(resp. Y(G))). V 

f €LV(G, P), g €LP(G, P) avec l l p  -i- l /q  = 1, 1 < p < Sm, P 
invariante à gauche (alors f * g E Y(G) e t  llf * gll, 4 llfllVll~lla)- 



- - - - - - - - - - - -  - - - - - 

Formules concernant les y(s) et les S(s). 

Soit G un groupe topologique opérant continûment à gauche dans 
un espace localement compact X par (s,  a)  - sx. 

Si p est relativement invariante de multiplicateur X, 

Soit G un groupe topologique opérant continûment ZI droite dans 
un espace localement compact X par (s ,  x )  -. xs. 

Si p est relativement invariante de multiplicateur x', 



Formules concernant les mesures de Haar. 

Soient G un groupe localement compact, A son module, une 
mesure de Haar à gauche, v une mesure de Haar droite. 

1) On a 

Si f est pintégrable, 

Si A c G est y-intégrable, 

y(s)v = A(s)v V S(S)V = v v = A.v. 
dv(xs) = dv(x) dv(s-lx) = A(s)dv(x) dv(x-l) = A(x)dv(x). 

Si f est v-intégrable, 

Si A C G est v-intdgrable, 

3) v est proportionnelle à A-'. p, p est proportionnelle à A .  v. 
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