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INTEGRATION



CHAPITRE VII

MESURE DE HAAR

Dans ce chapitre et le suivant, lorsque nous parlerons d’une
fonction (resp. d’une mesure), il s’agira indifféremment d’une
fonction (resp. d’une mesure) réelle ou complexe ; si T est un
espace localement compact, la notation #°(T) désignera indiffé-
remment Uespace A'r(T) ou Uespace A 'c(T); de méme pour les
notations ' (T), €(T), L»(T, p), #(T), etc. Il est naturellement
sous-entendu que dans une question olt inlerviennent plusieurs
fonctions, mesures ou espaces vectoriels, les résultals oblenus
sont valables lorsque ces fonctions, mesures ou espaces vectoriels
sont tous réels ou fous complexes. L'espace #°(T) sera toujours
supposé muni de la topologie de la convergence uniforme, Uespace
¢(T) de la topologie de la convergence compacte, el [lespace
A (T) de la topologie limite inductive dont la définition est rap-
pelée en téte du chapitre V1. La notation o4 (T) désignera U'ensemble
des fonctions =0 de 2 (T). Si AcT, on nofera loujours @,
la fonction caractéristique de A. Si t € T, e, désignera la mesure
positive définie par la masse -+ 1 au point t.

Tous les espaces localement convexes seront supposés séparés.

On notera e les éléments neutres de tous les groupes consi-
dérés, sauf mention expresse du conlraire.

§ 1. Construction d’une mesure de Haar,

1. Définitions et notations.

Soit G un groupe topologique opérant continiment a
gauche (Top. gén., chap. III, 3¢ éd., § 2, n° 4) dans un espace
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localement compact X ; pour s € G et x € X, soit sx le trans-
formé de z par s. On notera yx(s), ou y(s), 'homéomorphisme
de X sur X défini par

(1) y(s)x = sz.
On a
(2 ¥(st) = y(s)y(D.

Si f est une fonction définie sur X, y(s)f sera définie par trans-
port de structure, ¢’est-a-dire par la formule (y(s)/)(y(s)z) = /(z);
autrement dit :

) (Y©NH@) = [(s7%).

Si u est une mesure définie sur X, y(s)p. sera aussi définie par
transport de structure, ce qui conduit a

4) oy = <y(s™Hf, w> pour fe A (X).

Autrement dit

®) | 1wdewE = | Heiue.

Si A est un ensemble (y(s)u)-intégrable, s—'A est p-intégrable,
et

(6) (Y($)u)(A) = p(s7A).
La mesure y(s)u peut aussi étre définie comme I'image de u
par y(s).

Au lieu d’écrire d(y(s)u)(x), il est parfois commode d’écrire
dp(s~x) ; alors, (D) prend la forme suivante :

|| oty = [ jsayana;s

le membre de droite se déduit de celui de gauche «en chan-
geant x en sTo».

DeérintTiON 1. — Soit u une mesure sur X.
a) On dit que p est invariante par G si y(s)p = p pour
fout s € G.
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b) On dit que y est relativement invariante par G si y(s)u
est proportionnelle a p. pour tout s €G.

¢) On dit que p est quasi-invariante par G si y(s)u. est équi-
valente a p pour tout s € G.

Remarques. — 1) Supposons p invariante. Alors |u|, Zy,
S sont invariantes. Si p est réelle, p*+ et p— sont invariantes.

2) Supposons p relativement invariante et non nulle. Il
existe, pour tout s € G, un nombre complexe y(s) unique tel
que

(7) Y(S)p = x(s)p

et la fonction y sur G est une représentation de G dans C*
appelée multiplicateur de p. La formule (5) donne alors

® [ fontu@) = [ _1@u

et 1a formule (6) donne

© 68) = A(Su(A)

Avec les conventions faites plus haut, (7) peut aussi s'écrire
(10) du(e) = 2(Hula).

3) Comme |y(s)u| = y(s)(|n]), dire que p est quasi-inva-
riante revient & dire que |u| est quasi-invariante.

Si p est quasi-invariante et si p’ est une autre mesure
sur X équivalente a p, y(s)i’ est équivalente & y(s)u, donc
a up, donc a p', de sorte que p’ est quasi-invariante. Dire que
v est quasi-invariante par G signifie donc que la classe de p
est invariante par G.

Pour que u soit quasi-invariante, il faut et il suffit que
I'ensemble des parties localement p-négligeables de X soit
invariant par ‘G (chap. V, § 5, n° 5, th. 2), ou encore que,
pour toute partie compacte p-négligeable K de X et tout s € G,
sK soit p-négligeable (loc. cif., Remarque).

Si p est quasi-invariante, le support de p est invariant
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par G. En particulier, si G est fransitif dans X, ce support
est ou bien vide (si w = 0) ou bien égal & X (si p = 0).

Lemme 1. — Soient X, Y, Z {rois espaces topologiques,
Y étant localement compact. Soit (z,y) —xy une application
continue de X X Y dans Z, qui définit une application x - u,
de X dans #(Y ; Z) par la relation u,(y) = zy. Soient £ une
fonction continue dans Z, & valeurs dans R ou dans un espace
de Banach, S le support de £, et p. une mesure sur Y. On suppose
que, pour louf x, e X, il existe un voisinage V de x, dans X

tel que U uz1(S) soit relativement compact dans Y. Alors :

xeV
a) pour lout x € X, fou, est continue dans Y et a support
compact ;

b) lapplication x»f f(xy)du(y), qui est définie d’aprés
Y

a), esl continue dans X.
L’assertion a) est évidente. Prouvons b). Comme la
continuité est une propriété locale, on se raméne au cas ou

l ] uz;1(S) est contenu dans une partie compacte Y’ de Y.
zeX

Comme la fonction (z, y) ~ f(xy) est continue dans X X Y, fo u,
tend uniformément dans Y’ vers fo u,, quand z tend vers z,
(Top. Gén., chap. X, 2¢ éd., § 3, n° 4, th. 3), donc u(fo u,) tend
vers u(fou,). D’ou le lemme.

Revenons maintenant aux notations antérieures.

ProrosiTion 1. — Supposons G localement compact. Soit
w une mesure relativement invariante non nulle sur X. Alors
son multiplicateur y est une fonction continue dans G.

En effet, soient f € #(X), S le support de f, s, un point
de G, et V un voisinage compact de s, dans G ; alors

U vous) = vis

seV
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est compact dans X ; d’aprés le lemme 1 et la formule (8),
x(s)"u, f> dépend contintiment de s; si on a choisi f telle
que {w, f> % 0, on voit que y est continu.

Soit maintenant G un groupe topologique opérant conti-
niment & droite dans un espace localement compact X ; pour
seG et z € X, soit xs le transformé de x par s. On notera
8x(s), ou §(s), 'homéomorphisme de X défini par

1" 8(s)r = zsL.
On a
(2" 8(st) = 8(s)8(1).

Par transport de structure, on définit I’action de 8(s) sur
les fonections et les mesures sur X :

39 BN = [(xs)

(4) < 3(s)uy> = <8(s7)f, wo

®) fx J()d(&(s)p)(x) =L flas~)dp(x)
(6 @A) = w(As).

On convient d’écrire dyu(zxs) au lieu de d(8(s)p)(z), et (5') prend
la forme

fx f@)du(as) = L fs-Y)dua).

On définit de maniére analogue les mesures invariantes,
relativement invariantes et quasi-invariantes par G sur X. Si
w est relativement invariante, on définit son multiplicateur y
par les formules

(7 8(s) = u(s)w

(8) L f@s)dp(@) = 7(s) fx @) du(z)
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99 @(AS) = x(Hu(A).
(109 du(xs) = y(s)du(z).

Si on considére le groupe opposé G° & G comme opérant
dans X par (z,s) -as, u est relativement invariante par G°
de méme multiplicateur .

Soit enfin G un groupe localement compact. Il opére sur
lui-méme par translations a4 gauche et a droite, suivant les
formules y(s)x = sz, §(s)r = xs~. On a

(11) Y($)8(8) = 8(H)y(s)-

Tout ce qui précéde est applicable, et on a donc, sur G, les notions
de mesures invariantes a gauche, invarianfes a droite, relative-
ment invariantes a gqauche, relafivement invariantes a droife,
quasi-invarianifes a gauche, quasi-invariantes a droite (cf., tou-
tefois, les nos 8 et 9).

L’application z - z~! est un homéomorphisme de G sur G.
Pour toute fonction f sur G, on définira la fonction }" sur G par

(12) f@ = ).

Pour toute mesure p sur G, on définira la mesure { par
(13) W) = () pour e (G).
Autrement dit

(14) | 1w = [ jatew.

Si A est un ensemble jf-intégrable, A~ est p-intégrable, et

(15) U(A) = p(A™Y).

On convient d’écrire du(x~') au lieu de dy(x), et (14) prend la
forme

| f@)dpa) = ) @ dpa).
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2, Le théoréme d’existence et d’unicité.

DerintTiON 2. — Soit G un groupe localement compact. On
appelle mesure de Haar a gauche (vesp. a droite) sur G une mesure
positive non nulle sur G, invariante a gauche (resp. a droite).

TueorEME 1. — Sur fout groupe localement compact, il
existe une mesure de Haar a gauche (resp. a droife), ef, a un
facteur constant prés, il n’en existe qu’une.

A) Existence. — Posons X(G) = A", X (G) = A,

H¥ = A, — {0,

Si C est une partiec compacte de G, on notera #*(C) I'en-
semble des f e #* a support dans C. Pour f e X et g € X%,

il existe des nombres ¢;, ..., ¢, = 0 et des éléments s, ..., s,
n

de G tels que f = Y, cy(s)g : en effet, il existe unc partie

i=1

ouverte non vide U de G telle que inf g(s) > 0, et le support
seU

de f peut étre recouvert par un nombre fini de translatés a
gauche de U. Soit alors (f: ¢) la borne inférieure des nombres

n

Y ¢, pour tous les systémes (¢y, ..., €y Sp» -+ .5 S,) de nombres
i=1 n
>0 et d’éléments de G tels que f =< Y, ¢ y(s)g. On a :

i=1
D &/ :9 =9 pour feX, ge Y, seG;
i) M9 =nMf:9) pour feX, ged*¥, A =20;
@) (f+1):9 =09+ g pour fed,f eX, geAdt;
(iv) (f: 9) = (sup f)/(sup 9) pour fed, ge Ay,
%) (:h) =(F:9)g:h) pour f e, g A, het*;

(vi) 0 < (I‘oli B é((f];::gg)) =(f:f,) pour/, fo g dans H%;

(vii) soient f, f’, h dans A, avec A(s) = 1 dans le support de
{4+, et soit e > 0; il existe un voisinage compact V
de e tel que, pour toute g e ##(V), on ait

G+ :9={+1):9) + <h:g).
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Les propriétés (i), (ii), (iii) sont évidentes. Soient f ¢ ¢,

geX%; sl f = Y cy(s)g avec des ¢; >0, on a
i=

n

sup f = Y c,g(s7%s)

i=1

pour un s € G, donc sup f = (E ci> sup g, d’ou (iv). Prouvons

i=1 n

(v); soient [ e, g, h dans %5 si f = X cy(s)g ot

i=1

p
g = Y dy({)h (¢, >0, d; >0, s;, t;, dans G), on a
=1

[ = X2 cdy(sdph, donc (f:h) = Y oed; = (E cl)(z d,.);

i j i i i
donc (f:h) =(f:¢9)(g:h). Si on applique (v) a f,, f, g d’une
part et & f, f,, g d’autre part, on obtient (vi). Enfin, soient f,
f’s h dans o, avec h(s) > 1 dans le support de f 4 [/, et soit

e > 0. Posons F = f 4 f 4 3 eh ; les fonctions ¢, ¢’, qui coin-

cident respectivement avec f/I et f'/FF dans le support de f -+ [’
et qui sont nulles en dehors de celui-ci, appartiennent a %" ;
pour tout » > 0, il existe un voisinage compact V de e tel
que |o(s) — ()] =1 et [¢'(s) — ¢'(f)] =» pour s~ € V. Soit
alors g € X%(V) ; pour tout s € G, ona¢.y(s)g = (e(s)+1).v(s)g :
en effet, c’est évident aux points ot y(s)g s’annule, donc hors
de sV ; et, dans sV, on a o = o(s) 4 ; de méme,

¢ . ¥()g = (9'(s) -+ 1)-v(s)g-
Ceci posé, soient ¢y, ..., c, des nombres > 0 et s, ..., s, des

n
éléments de G tels que F = Y] ¢;y(s,)g; on a
i=1

f=¢F = 2;1 cp.Y(s)g = %41 eo(s) + 1).¥(s)g

et de méme pour f'; par suite

n

(F:9) + (" 9) = X edo(s) + ¢'(s:) + 2n) = (1 + 2n) EC‘

ime1
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puisque ¢ + ¢’ = 1. En appliquant la définition de F, puis
(ii), (iii), et (v), on en conclut

(20 + () =L+ 20)(F: g) =
O+ + 1))+ 5l =W +/):0) +5elhig)
+20((f + ) BB g) + en(h: g)

et, si 'on a choisi n tel que 4[2((f + f) : h) + €] é%e, on

obtient (vii).

Quand V parcourt l'ensemble des voisinages compacts
de e, les #'%(V) forment une base d'un filtre B sur #'*. Soit
& un ultrafiltre sur X% plus fin que B. D’autre part, fixons
fo € A% et posons, pour fe X% et g e 4%

(f: 9)
=G
D’aprés (vi), lim,, g I,(f) = I(f) existe dans l’espace compact
(G D (f: f9). Daprés (iii), on a I(f + ) < I(f) -+ I(f).
D’apres (vii), on a I(f) + I(f') = I{f + f') + <I(h) quel que soit
€ >0 si h est > 1 dans le support de f 4 f'; il s’ensuit que
I(f + 1) = I{f) + I{f'). D’apres le chap. 1], § 2, n° 1, prop. 2,
I se prolonge en une forme linéaire sur & ; cette forme linéaire
est une mesure positive non nulle sur G, invariante & gauche
d’aprés (1) ; c’est la mesure de Haar a gauche cherchée. Pas-
sant au groupe opposé, on en déduit I'existence d’une mesure
de Haar & droite.
B) Unicité. — Soient p. une mesure de Haar a gauche,
v une mesure de Haar a droite. Alors ¥V est une mesure de Haar
a gauche. On va montrer que p et ¥ sont proportionnelles. Ceci
prouvera bien que deux mesures de Haar 4 gauche sont pro-
portionnelles.
Soit f e A" telle que wu(f) = 0. D’aprés le lemme 1, la fonc-
tion D, définie sur G par

(16) D) = w()* [ 190
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est continue dans G. Soit ¢ € . La fonction (s, {) - f(s)g(ls) est
continue a support compact dans G x G. D’aprés le chap. 111,
§ 5, no 1, th. 2, on a

(17) MD%W==(fﬂ$dM$><fgaﬂw0>
— [ duts) [ 199000) = [ 0 [ Hygtas)duts
— [ @ [ e99(5)u)

=fm9[fﬂrwmﬂﬂdM®::MaumD»
d’otut
(18) Wg) = w(D,.g).

Ceci prouve d’abord que D, ne dépend pas de [. Car, si [' € A~
est telle que w(f) # 0, on a D,.p. = D,.yu, donc D, = D
localement presque partout pour p, donc partout puisque D,
et D, sont continues et que le support de p est G. Posons donc
D, = D. La formule (16) donne

(19) w(HD(e) = Y(f)-

La formule (19) s’étend par linéarité aux fonctions [ € X~
telles que p(f) = 0. On a D(e) % 0 puisque V 7 0. Ceci établit
bien la proportionnalité de p et V.

CoroLLAIRE. — Toufe mesure invariante a gauche (resp. a
droite) sur G est proportionnelle a une mesure de Haar a gauche
(resp. a droite).

Exemples. — 1) Sur le groupe additif R, la mesure de
Lebesgue dx est une mesure de Haar (Chap. III, § 2, n° 2,
Ezemple).

2) Pour toute fonction f e A (R¥), on a (Foncl. var. réelle;
chap. IL, § 1, formule (13)) ’
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+ +o0 +o
[I9) [ I gy [
0 x 0 tx ° x

quel que soit { > 0; la mesure x~!dr est donc une mesure de
Haar sur le groupe multiplicatif R¥.

3) Prenons pour G le tore T = R/Z. Soit ¢ l'application
canonique de R sur T. Pour fe 4 (T), la fonction fog¢ est
continue et périodique de période 1 sur R, et I'intégrale

1) ="tz

est indépendante du choix de a e R; il est immédiat qu’elle
est invariante par translation ; elle définit donc une mesure de
Haar sur T. Par transport de structure, on en déduit que

a+l
I{f) =f f(e2ri)dt est une mesure de Haar sur le groupe

multiplicatif U des nombres complexes de valeur absolue 1
(Top. gén., chap. VIII, § 2, n° 1).

ProrosiTioN 2. — Soient G un groupe localement compact,
p une mesure de Haar a gauche ou a droite sur G. Pour que G
soit discret, il faut et il suffit que u({e}) > 0. Pour que G soit
compact, il faut et il suffit que p*(G) < 4 .

Les conditions sont évidemment nécessaires. Montrons leur
suffisance. Soit V un voisinage compact de e. Si u({e}) > 0, V est
un ensemble fini puisque w(V) < +co; comme G est séparé,
il est donc discret. Supposons p*(G) < + co, et p invariante a
gauche par exemple. Considérons 'ensemble & des parties finies
{S1s .- .5 8,} de G telles que s,V Ns,V= @ pour i j; on a

np(V) = w(s;:VU ... Us,V) =pXG),

donc n = p*(G)/w(V). On peut donc choisir dans & un élé-
ment {s,, ..., s,} maximal. Alors, pour tout s € G, il y a un i
tel que sV ns;V % &, donc tel que s €es,VV-L Donc G est
réunion des ensembles compacts s;VV~! et est par suite com-
pact.

BourBaki, XXIX 2
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3. Module.

Soit ¢ une mesure de Haar a gauche sur G. Pour tout
s € G, 8(s)p. est encore invariante a gauche (n° 1, formule (11)),
donc (th. 1) il existe un nombre unique Ag(s) > 0 tel que
8(s)u. = Ag(s)u. En vertu du th. 1, le nombre Ag(s) est indé-
pendant du choix de p.

Derintrion 3. — La fonction Ay sur G s’appelle le module
de G. Si Ag = 1, le groupe G est dit unimodulaire.

On peut dire aussi que p est relativement invariante a
droite de multiplicateur Ag. Donc Ay est une représentation
continue de G dans R* (n° 1, prop. 1).

Remarque. — Si ¢ est un isomorphisme de G sur un groupe
localement compact G’, on a Ay o ¢ = Agz. En particulier :

1) Comme 2 ~ 2! est un isomorphisme de (r sur le groupe
opposé GO, on a Ag = Agl

2) Si ¢ est un automorphisme de G, on a Agog = Ag.

Soit seG. On a:

8(s)(Ag". ) = (B()AGY) - (B(s)w) = (Aa(9)™AgY) (Aa®)r) = Agh. 1

donc Agl.u = p’ est une mesure de Haar a droite. On en
déduit que y(s)p’ = (¥(AgY) . u = Ag(s)(Bgt. 1) = Ag()e, done,
pour toute mesure de Haar a droite v, on a y(s)v = Ag(s)v.
Puisque X est une mesure de Haar a droite, on a i = aAgt.p
avec une constante a > 0; on en déduit

p = a(Ag'.p)" = alg. [l = a®y,

donc a = 1 et finalement ¥ = Agl.p. On voit de méme que
V = Ag.v. On a donc les résultats suivants :

Formulaire. — Soient G un groupe localement compact,
A son module, p une mesure de Haar a gauche, v une mesure
de Haar a droite.
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1) On a
20) Y = 8(s)p = A(s)n Y= Al

Si f est p-intégrable sur G, les translatées a gauche et a droite
de f sont p-intégrables, et on a

| fsoytuta) = j f@)du(@)
@1)

[ Heytuta) = s f f@)du(z).

En outre, ? est intégrable pour A—1.p et

(22 [ Heawau@) = [ @)du).
Si A est une partie y-intégrable de G, sA et As sont p-intégrables
et
(23) a(sA) = p(A)  w(As) = A()u(A).
2) On a
(24) 5(s)v = v Y(s)v = A(s)v V=A.

Si f est v-intégrable sur G, les translatées a gauche et a droite
de f sont v-intégrables, et on a

f @) = [ (@)
(25)

J' f(sz)dw(@) = A(s) f f@)do(a).

En outre, fest intégrable pour A.v et

(26) ff(x‘l)A(x)dV(x) =ff(x)d\'(x)-

Si A est une partie v-intégrable de G, sA et As sont v-intégrables
et

(27) w(As) = v(A)  w(sA) = A(s)Iv(A).
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3) v est proportionnelle & A-!.u, p est proportionnelle a
Av,

4) Supposons G unimodulaire. Seit p une mesure de Haar
sur G. On a

(28) YO)u =8 = i = .

Si f est p-intégrable sur G, les translatées a gauche et a
droite de f sont p-intégrables ainsi que 7, et 'on a

(29) f H(s2)du(z) = f @) = [ fe)du@) = f H@)du().

Si A est une partie p-intégrable de G, sA, As et A-! sont
p-intégrables, et

(30) w(sA) = p(As) = p(A™Y) = u(A).
On a des propriétés analogues pour l'intégrale essentielle.

ProrosiTioN 3. — §’il existe dans G un voisinage compact
V de e invariant par les automorphismes intérieurs, alors G est
unimodulaire.

En effet, soit 4 une mesure de Haar & gauche sur G. On
a, pour tout s € G, w(V) = p(s71Vs) = Agx(s)(V), d’otr

puisque 0 << u(V) < 4 0.

On en déduit aussitot :

COROLLAIRE. — Si G est discret, ou compact, ou commu-
tatif, G est unimodulaire.

Ceci est d’ailleurs trivial lorsque G est commutatif. Notons
aussi que, si G est discret, la mesure sur G pour laquelle chaque
point est de masse 1 est évidemment une mesure de Haar a
gauche et a droite sur G, quon appelle mesure de Haar nor-
malisée sur G. Si G est compact, il existe une mesure de Haar
i et une seule sur G telle que u(G) = 1; on I'appelle la mesure
de Haar normalisée de G. Les deux conventions précédentes
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ne concordent pas lorsque G est a la fois discret et compact,
c’est-a-dire fini; quand on sera dans ce cas, on précisera tou-
jours explicitement ce qu'on entend par mesure de Haar nor-
malisée.

Un sous-groupe, un groupe quotient d’un groupe unimodu-
laire ne sont pas toujours unimodulaires (§ 2, exerc. 5). Cf.,
toutefois, le § 2, n° 7, prop. 10.

*¥Nous verrons plus tard que les groupes de Lie connexes
semi-simples ou nilpotents sont unimodulairesy.

4. Module d’un automorphisme.

Soient G un groupe localement compact, ¢ un automor-
phisme de G, p. une mesure de Haar a gauche sur G. Il est clair
que ¢~(p) est encore une mesure de Haar a gauche sur G. Il
existe donc (n® 2, th. 1) un nombre a > 0 et un seul tel que
¢~() = ap. D’apres le n° 2, th. 1, ce nombre est indépendant
du choix de p. Remarquons que, si I’on partait d’'une mesure
de Haar & droite, par exemple Agl.p (n° 3), on aboutirait au
méme scalaire a : car, comme ¢! laisse Ay invariant (n° 3,
Remarque), on a o Y(Azl.p) = Agl.e () = aAg!.p.

DEriNITION 4, — Le nombre a > 0 fel que ¢~ (u) = ap
s’appelle le module de I'automorphisme ¢ et se note modgp ou
simplement mod ¢.

Si f est une fonction y-intégrable sur G, on a

(31) [ 1o @)dut) = mod o) [ 1@)dato).
Si A est une partie p-intégrable de G, on a

(32) w(e(A)) = (mod p)u(A).

En particulier, pour s € G, soit i, Pautomorphisme inté-
rieur £ ~s~1zs. On a i;1 = 8(s)y(s), donc

() = 8 = Balo)
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et par suite
(33) mod i, = Ag(s).

Si G est soit discret, soit compact, sa mesure de Haar
normalisée est transformée en elle-méme par tout automor-
phisme ¢ de G, comme on le voit tout de suite par transport
de structure. Donc un aufomorphisme d’un groupe discret ou
compact est de module 1.

ProrositioN 4. — Soient G un groupe localement compacl,
I' un groupe lopologique, et v -~ u, un homomorphisme de I' dans
le groupe ¥ des automorphismes de G, tel que (v, x) -~ u,(x) soit
une application continue de I' x G dans G. Alors Uapplication
vy - mod(uy,) est une représentation continue de I' dans R%.

Cette application est évidemment une représentation (algé-
brique) de I' dans R¥; il suffit de prouver sa continuité. Soient
fe#(G) et S son support. Soient y, eI’ et U un voisinage
relativement compact de uy}(S). L’application y - u, est une
application continue de I' dans ¢ muni de la topologie de la
convergence compacte (Top. Gén., chap. X, 2¢ éd., § 3, n° 4,
th. 3) ; donc u7;(S) € U pour y assez voisin de v, Le lemme 1

du no 1 prouve alors que f f(u(x))dp(x) (ou p désigne une

mesure de Haar a gauche de G) dépend coniiniiment de v ;
d’ou la proposition.

5. Mesure de Haar d’un produit.

ProprosiTION 5. — Soit (G,).x une famille de groupes loca-
lement compacts. Pour fout . € 1, soit p, une mesure de Haar a
gauche (resp. a droile) sur G,. On suppose qu’il existe une partie
finie J de I telle que, pour tout e I —J, G, soil compact et
w (G) == 1. Alors la mesure produit () v, est une mesure de Haar

el

a gauche (vesp. a droite) sur G = |[[G.. Si x = (z) €G, on «

el

Ag(@) = 1] Aa)-

€l
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Pour toute partie finie J de I, ) p, est une mesure de Haar
ed

4 gauche (resp. a droite) sur [] G, comme il résulte aussitot
weJ

des définitions. Donc ) p, est une mesure de Haar a4 gauche

el
(resp. a droite) sur G (chap. III, § 5, n° 5, prop. 6). D’autre
part, si les p, sont des mesures de Haar 4 gauche, on a

SR 1) = Q8@ = Q (Ao @) = (1] 6,(z)) & s

el el el 134 13

d’ou Ag(z) = [ Ac(z).

el

Exemples. — 1) La mesure de Lebesgue sur R" est une
mesure de Haar du groupe additif R~

2) L’application (r, 1) — ru est un isomorphisme de R¥ X U
sur C* (Top. gén., chap. VIII, § 1, n° 3). Si on identifie C* 4
R* x U par cet isomorphisme, et si on note du une mesure
de Haar de U, r-'drdu est une mesure de Haar de C* d’aprés
Pexemple 2 du n°® 2. D’autre part, la bijection 6 - €2 de
(0, 1( sur U transforme la mesure de Lebesgue df de (0, 1(
en une mesure de Haar sur U d’aprés I'exemple 3 du n° 2.
Il en résulte que, si f e £ (C*), l'intégrale

+o 1
f f f(re2=%)r—1drd0
0 0
définit une mesure de Haar sur C*.

6. Mesure de Haar d’une limite projective.

Soit G un groupe localement compact (donc complet).
Soit (K,).a une famille filtrante décroissante de sous-groupes
distingués compacts de G, d’intersection {e¢} (de sorte que la
base de filtre formée des K, converge vers ¢). Posons G, = G/K, ;
soient @, : G - G, et @pgy: Go ~ G (2 = B) les homomorphismes
canoniques. Alors la limite projective du systeme projectif
(G, pg.) s’identifie a G et l'application canonique de cette
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limite projective dans G, s’identifie a ¢, (Top. Gén., chap. III,
3e éd., § 7, n° 3, prop. 2). Les applications ¢, et ¢g, sont propres
(loc. cit.,, § 4, n° 1, cor. 2 de la prop. 1). Ces données resteront
fixées dans tout ce no.

Lemme 2. — a) Soient f e 4 (G), S une partie compacte
de G contenant Supp f, U un voisinage ouvert de S dans G, et
e > 0. Il existe un o« € A et une fonction g € # (G), nulle hors
de U, constante sur les classes suivant K, telle que |f — g| <e.

b) Soient w et p' deux mesures sur G felles que @i (p) = <pa(p.)
pour tout o € A. Alors p = p'.

Il existe un a«; €A tel que K, SNK,(G—U) =g
(Top. Gén., chap. 11, 3¢ éd., § 4, n° 3, prop. 4). En augmentant
S et en diminuant U, on peut donc supposer que S et U sont
des réunions de classes suivant K, . Considérons les fonctions
numériques continues h sur S qui possedent la propriété sui-
vante : il existe « > «, tel que h soit constante sur les classes
suivant K,. Ces fonctions forment une sous-algebre de #°(S)
(parce que la famille (K,) est filtrante décroissante) qui contient
les constantes et qui sépare les points de S: en effet, soient
x, y deux points distincts de S; comme l'intersection des K,
est {e}, il existe « > «; tel que ¢u(r) # 9.(y), puis une fonction
numérique u continue dans ¢u(S), telle que u(p(x)) # u(e.(y)).
D’aprés le th. de Weierstrass-Stone, il existe un « > «; et une
fonction h > 0 continue dans S, constante sur les classes sui-
vant K,, et telle que |f — h| g%
sons 3(f) = (t — §>+, et posons i’ = 3 o h. Alors h’ est une fone-

dans S. Pour tout f € R, po~

tion > 0, continue dans S, constante sur les classes suivant
Kq, et 'on a |h — '] < —dansS donc |f — h'| < ¢ dans S.
D’autre part, on a h'(x) = 0 si x appartient a la frontiére de
S dans G, car alors h(z) <—§.
complémentaire de S, on obtient une fonction g qui répond &
la question, ce qui prouve a).

Si on prolonge h’' par 0 dans le
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Soient maintenant p, u’ deux mesures sur G telles que
eu(p) == @o{r") pour tout « e A. Soit v € #(G) une fonction
constante sur les classes suivant K, pour un « € A, de sorte
qu'on peut écrire v =wog, avec we X (G,); on a alors

w(®) = (pu())(@) = (pu())w) = p'(v) ; on en conclut que
w = p’ en vertu de a).

ProrositioN 6. — Pour iout « € A, soil p, une mesure
positive sur G,. On suppose que @g(p,) = pg pour o =B, Il
existe alors une mesure positive p sur G el une seule telle que
oal) = p, pour foutf o € A,

L’unicité résulte aussitot du lemme 2 b). Prouvons Pexis-
tence de p. Soit V l'espace vectoriel des fonctions appartenant
a o (G) et constantes sur les classes suivant un K,. D’aprés
le lemme 2 a), V est un sous-espace vectoriel positivement
riche (chap. III, § 2, n° ) de A (G). Soit fe V. Il existe un
« € A tel que [ soit constante sur les classes suivant K,. Par
passage au quotient, f définit une fonction f, e #(G,). Le
nombre p(f) = p.(f.) ne dépend pas du choix de «; car soit B
un indice tel que f soit constante sur les classes suivant K;;
soit vy € A tel que y > «, v =B ; alors f définit des fonctions
foc H(Gy), v e H(Gy) telles que [ =foops=fyop,; on a
foo @uy = [y, donc p(fy) = (par(py))(fu) = ta(fs), et de méme
ue(fy) = us(fs), d’ou notre assertion. Ceci posé, il est clair que
@ est une forme linéaire sur V et que p(f) = 0 pour f > 0.
D’aprés la prop. 2 du chap. 111, § 2, n° 5, p se prolonge en une
mesure positive, que nous noterons encore p, sur G. On a
@a(1) = uy pour tout « € A par construction méme de p.

DEFINITION 5. — On dil que p. est la limite projeclive des p..

ProposiTiION 7. — On conserve les notalions de la prop. 6.
Si chaque o esl une mesure de Haar a gauche (resp. a droite)
sur G, alors p est une mesure de Haar a gauche (resp. a droite)
sur G.

Supposons par exemple que les p, soient des mesures de
Haar a gauche. Soit s € G. On a, pour tout z € G,
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(%2 0 Y()(@) = 2a(5T) = Pu($)pe(T) = (Y($u($)) 0 Pa)(2) 5

donc u(y(s)1) = ¥(Pu(s)ite = pa. Donc y(s)p = p d’aprés le
lemme 2 b), de sorte que p est une mesure de Haar & gauche.

On suppose désormais les K,, non seulement compacts,
mais ouverts dans G. Alors les G, sont discrets, et K,/Kg est,
pour B > «, un groupe compact et discret, donc fini. Le groupe G
est unimodulaire (prop. 3).

ProrosiTioNn 8. — a) Soient p ef p' deux mesures posi-
tives sur G lelles que, pour tout o ef tfoute classe C suivant K,,
on ait u(C) = u/(C). Alors p. = p'.

b) Fixons un «y, € A. Pour fouf « > a4, Soit n, le nombre
d’éléments du groupe fini K, [K,. Il existe sur G une mesure
positive p. et une seule telle que, pour tout o € A, chaque classe
suivant K, soit de mesure nzl. En ouire, p. esl une mesure de
Haar sur G, telle que wK,,) = 1.

Soient p et p’ deux mesures positives sur G vérifiant la
condition de a). Alors les points du groupe discret G, ont méme
mesure pour @,(p) et o ('), d’olt gu(n) = @u(p’) et ceci quel
que soit «. Donc p = p' (lemme 2 b)).

Prouvons b). Pour tout « > «,, soit p, la mesure de Haar
du groupe discret G, telle que chaque point soit de mesure
n;t. Solent o, § tels que o« =B > g Alors Kg/K, a n./ng élé-
ments. Donc ¢g,(p,) est la mesure sur Gg telle que chaque

. . n .
point ait pour mesure ng?'. I—lf = ng'; autrement dit,
8

Ppaltha) = Ha-
Il suffit alors d’appliquer les prop. 6 et 7.

Exemple. — Soit Q, le corps p-adique, complété de Q
pour la valeur absolue p-adique |z|, = p~@ (Top. Gén.,
chap. IX, 2¢ éd., § 3, n° 2). Les éléments de Q, s’appellent
nombres p-adiques. Nous noterons encore |z|, le prolongement
continu & Q, de la valeur absolue p-adique. On a

|z + yl, =sup ([z],, [4],)
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pour z, y dans Q (loc. cit.), donc pour z, y dans Q,; en outre,
i yl, < o], on a fx 4 yl, = |al,, car

Jx’m = I(LL‘ +y) — ylv = sup (,x + ylp’ lylp)'

Si (x,) est une suite de points de Q, tendant vers x e Q¥, on
a |rv—ux,, <|z|, et |x —x,|, < |r,|], pour n assez grand,
donc x|, = |z,|,. Ceci prouve que, pour tout z € Q¥, |z|, est
une puissance de p.

Soit Z, 'adhérence de Z dans Q,; c’est un sous-anneau
de Q, ; ses éléments s’appellent entiers p-adiques. On a x|, =1
pour tout z € Z,. Réciproquement, soit x un ¢élément de Q,
tel que |x][, =1, et montrons que z €Z,; il existe une suite
(z,) d’éléments de Q tendant vers x, et |x,[, = 1 pour n assez
grand d’aprés ce qu’on a vu plus haut ; il suffit de montrer que
x, appartient & Z, pour n assez grand; autrement dit, nous
sommes ramenés au cas ou x € Q ; alors x = a/b avec b étran-
ger 4 p; pour tout entier n > 0, il existe b, ¢ Z et h, € Z tels

que BB, + hpn =1, don x = Wlnt P * RaD” _ gy, @397
et |x — ab,|, = p~™, donc ab, tend vers x.

Il résulte de 1a que la boule fermée de centre 0 et de rayon
p~", identique a la boule ouverte de centre 0 et de rayon p—™=+},
est p*Z,. L’espace topologique Q, est donc éparpillé et par
suite totalement discontinu (Top. Gén., Chap. IX, 2¢e éd., § 6,
no 4).

Montrons que les entiers 0,1, ..., p® — 1 constituent un
systéeme de représentants de Z, modulo p*Z,. D’abord, on a
|k — k'], > p~" pour deux tels entiers k et k', donc les classes
modulo p"Z, de ces entiers sont distinctes. D’autre part, soit
reZ,; il existe un k ¢ Z tel que |x — k|, = p~™; en ajoutant
4 k un multiple de p*, on peut supposer que k e {0, p» — 1},
et x cst congru a k modulo p*Z,. D’ou notre assertion. Ceci
montre que Z_ /p"Z, est canoniquement isomorphe a Z/p"Z.
On voit en outre que Z, est précompact, donc compact puisqu’il
est complet. Comme Z, est un sous-groupe ouvert de Q,, Q,
est localement compact. La topologie de Q, est a base dénom-
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brable (Top. Gén., Chap. IX, 2¢ éd., § 2, n° 9, cor. de la prop.
16). Le groupe additif Q, s’identifie a la limite projective des
groupes discrets Q,/p"Z,.

Il existe sur le groupe additif Q, une mesure de Haar «
et une seule telle que «(Z,) = 1; celle-ci est dite la mesure de
Haar normalisée sur Q,. Comme Z, est réunion de p" classes
disjointes suivant p»Z, (n entier > 0), on a «(p"Z,) = p~™; de
méme, «(p—"Z,) = p", de sorte que finalement «(p”Z,) = p—"
pour tout n €Z. D’aprés la prop. 8 b), « est la seule mesure
positive sur Q, telle que toufe classe suivant p*Z, (n entier > 0)
soif de mesure p—".

La restriction de « a Z, est évidemment une mesure de
Haar sur Z,.

7. Définition locale d’une mesure de Haar.

ProrositioNn 9. — Soient G un groupe localement compact,
V une partie ouverte de G, p. une mesure positive non nulle sur V,
ayant la propriété suivante : si U est une partie ouverte de V et
si s € G est lel que sU c V, I'image de la mesure py, induite par
w sur U, par Choméomorphisme x -~ sx de U sur sU, est pgy.
Alors il existe sur G une mesure de Haar a gauche « ef une seule
induisant p sur V.

Pour tout s € G, soit p, 'image de p. par ’homéomorphisme
x ~sx de V sur sV. La restriction de p, & V N sV est I'image
de psivay par la restriction de x ~sx a s~V n V; par hypo-
these, cette image est pyasy. Par translation, on en conclut
que p, et p, ont méme restriction a sV N {V quels que soient s,
. D’apres la prop. 1 du chap. III, § 3, no 1, il existe donc une
mesure o sur G induisant p, sur sV quel que soit s. Il est clair
que « est 'unique mesure de Haar a gauche sur G induisant p
sur V.

CoroLLAIRE. — Soien! G, G’ deux groupes localement
compacts, V (resp. V') un voisinage ouvert de I'élément neuire
de G (resp. G'), ¢ un isomorphisme local de G’ a G (Top. Gén.,
chap. III, § 1, no 3, déf. 2) défini dans V', tel que ¢(V') = V.
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Soient o' une mesure de Haar a gauche sur G', et «%y- sa resiric-
tion a V'. Alors ¢(ay) est la resiriction a V d’une mesure de
Haar a gauche unique « sur G.

Soit V; un voisinage ouvert de e dans G tel que V,Vilc V.
Soit p la restriction de ¢(xy+) a V,. Soient U une partie ouverte
de V, et seG tels que sUc V,. On a seV,Vi1c V, donc
s = o(s’) avec un s’ e V. Soit x € U. On a = = ¢(2’') avec un
' e V', donc sr = ¢(s)o(x’) = o(s'z’) puisque sx esU c V.
Comme les translations a gauche dans G’ conservent «’, on voit
que V, et p satisfont aux conditions de la prop. 9. Soit « la
mesure de Haar a gauche sur G induisant p sur V,. Pour tout
t eV, il existe un voisinage ouvert W de e dans V, tel que
IW c V. Alors la restriction de ¢(ay-) 4 {W se déduit par trans-
Iation de la restriction de p & W, donc est la restriction de «
A ftW. Donc ¢(ay-) est la restriction de « a V.

On dit que « se déduit de «' par U'isomorphisme local o.

Exemple. — La mesure de Haar sur T obtenue au n° 2,
Exemple 3, peut se déduire de la mesure de Lebesgue de R
par un isomorphisme local de R a T.

8. Mesures relativement invariantes.

ProrosiTioN 10. — Soient G un groupe localement compact,
w une mesure relativement invariante a gauche de multiplicateur
x sur G. Si y, est une représentation continue de G dans C*,
la mesure y,.p. est relalivement invariante a gauche de multipli-
cafeur y,x.

En effet,

Y- 1) = (Y920 - (Y(S)w) = (™) - &) ')
= (08 Gta - )

CoroLLAIRE 1. — Soil . une mesure de Haar a gauche sur
G. Pour qu’une mesure non nulle v sur G soit relalivement inva-
riante a gauche, 1l faul el il suffit qu’elle soit de la forme ay.p,
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olt a € C* ef ol1 y est une représentation continue de G dans C* ;
son multiplicateur est alors y.

La condition est suffisante (prop. 10). D’autre part, si v
est une mesure non nulle relativement invariante & gauche de
multiplicateur x, x~1.v est invariante & gauche (prop. 10), donc
de la forme ap. avec a € C* (n° 2, cor. du th. 1).

CoroLLAIRE 2. — Toule mesure relalivemeni invariante @
gauche est relativement invariante a droite.
En effet, avec les notations du cor. 1, on a

GZY) 5(s)(x- 1) = (8()x) - (3(s)r) = (x()xn) - (Aals)w)
= (YAe)S)(x- w)-

En raison du cor. 2, on parlera désormais de mesures rela-
tivement invariantes sur G, sans préciser. Les mesures relative-
ment invariantes admettent comme cas particuliers les mesures
de Haar a gauche et les mesures de Haar a droite. Etant donnée
une mesure relativement invariante v sur G, il convient de dis-
tinguer son multiplicaleur a gauche y et son mulliplicateur a
droite y' définis par y(s)v = x(s)~1v, 8(s)v = y/(s)v. D’apres (34),
on a entre ces multiplicateurs la relation

(35) X = 1lq-
Notant toujours p. une mesure de Haar a gauche, on a
V= (- =%1=0u")

donc V est relativement invariante de multiplicateur a gauche
x~*Agl, de multiplicateur & droite x 1.

Les notions de fonctions négligeables, localement négli-
geables, mesurables, localement intégrables sont les mémes
vis-3-vis de toute mesure relativement invariante.

9. Mesures quasi-invariantes.

PropositioN 11. — Soient G un groupe localement compaclt,
w une mesure de Haar a guuche sur G. Pour qu’une mesure
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v #% 0 sur G soit quasi-invariante a gauche, il faut et il suffit
que v soit équivalente a p.

La suffisance est évidente. Soit v # 0 une mesure quasi-
invariante a4 gauche, et montrons que v est équivalente a .
On peut se borner au cas ot v > 0. Soit A une partie compacte
de G. On va montrer, ce qui établira la proposition, que les
conditions p(A) =0, v(A) =0 sont équivalentes (chap. V,
§ 5, n° 5, Remarque). '

a) Pour toute f € £ ,(G), 1a fonction (z, y) - f(x)ps(ry) sur
G x G est (v® yp)-intégrable, car elle est semi-continue supé-
rieurement, bornée, et son support est contenu dans I’ensemble
compact K x K-!A si 'on pose K = Supp /. On a dong, parle
théoréme de Lebesgue-Fubini

@0 [ b [ e@@du = [ (Ddu@ [ oaem)duy).

b) Supposons vw(A) = 0. Par hypothése, v(rA) = 0 pour
tout = € G, donc le second membre de (36) est nul. Il existe
donc un ensemble v-négligeable N, tel que, pour y ¢ N,, on ait

G7) 0= [ eaEn)f@du@) = 2ay)™ [ px@/@y)du().

Soit B une partie compacte de G telle que v(B) s 0, et prenons
pour f une fonction de 2" (G) égale a 1 sur AB-1. Il existe alors
un y € B tel que (37) soit vérifié. Mais comme

ea(@f(xy~") = ea(®)

pour y €B, cela prouve que w(A) = 0.

¢) Supposons w(A) = 0. Alors, pour toute f e (G), le
premier membre de (36) est nul, donc aussi le second. Par suite,
il existe un ensemble M localement u-négligeable tel que

f 2a(@y)d¥(y) = 0,

pour x ¢ M. Comme p # 0, on en conclut que v(xA) = 0 pour
certains x € G, d’ou v(A) = 0.
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Appliquant la prop. 11 & GO, on voit que les mesures quasi-
invariantes a droite sont identiques aux mesures quasi-inva-
riantes & gauche. On les appelle simplement mesures quasi-
invariantes sur G.

10. Corps localement compacits.

DeriniTION 6. — Soil K un corps localement compact. Pour
a € K*, on appelle module de a, et on note modg(a) ou simple-
ment mod(a), le module de U'aufomorphisme x -~ axr du groupe
additif K+ sous-jacent a K ; on pose mod(0) = 0.

Ezxemples. — 1) Soit K=R. Sis>0,0nas.[(0,1) = (0, s};
sis <0, onas.[0,1) = [s,0). Donc modr? = |t] pour tout {eR.

2) Soit K =Q,. Si s € Q} est tel que [s]|, = p~", alors
sZ, est I'ensemble des x € Q, tels que |z|, = p~™; donc, si on
désigne par p la mesure de Haar normalisée sur Q,, on a

W(sZ,) = p~™.
Donc modg,t = |{|, pour tout teQ,.

PropositioNn 12. — La fonction mod est continue dans K,
et on a mod(ab) = mod(a)ymod(d) quels que soient a, b dans K.

La derniére relation est évidente. La prop. 4 du n° 4
montre que la fonction mod est continue en tout point de K*.
Il ne reste qu’a démontrer sa continuité en 0. Celle-ci est évi-
dente pour K discret ; nous supposerons donc K non discret.
Soient o« une mesure de Haar sur K+ et C une partie compacte
de K telle que «(C) > 0 ; pour a € K*, on a «(aC) = mod(a)«(C).
Comme K n’est pas discret, on a «({0}) = 0 (n° 2, prop. 2);
pour tout ¢ > 0, il existe donc un voisinage ouvert U de 0
tel que «(U) =< . Comme le produit dans K est continu, on a
aC c U pour a assez voisin de 0, et alors mod(a) = ¢/«(C).

ProrositioN 13. — Pour fout M > 0, soit Vy U'ensemble
des x € K fels que mod(x) =M. Si K est non discret, les Vy
forment un systéme fondamental de voisinages compacts de O dans K.
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Les Vy sont des voisinages fermés de 0 d’apres la prop. 12.
Montrons qu’ils sont compacts. Soit U un voisinage compact
de 0. Il existe un r # 0 dans K tel que mod(r) <1 et rmeU
pour tout n > 0: en effet, soit W un voisinage de 0 tel que
WU c U; d’aprés la prop. 12, il existe un r = 0 dans K tel
que mod(r) <letreUNW; on arreWlUcU,etreU
pour tout n > 0, par récurrence sur n. Nous allons montrer
que Vy est contenu dans une réunion finie d’ensemble r—7U
(q entier > 0), ce qui prouvera bien que les Vy sont compacts.
Si z est une valeur d’adhérence de la suite (r*), mod(x) est valeur
d’adhérence de la suite (mod(r)?), donc mod(zx) =0, = 0;
comme U est compact, on en conclut (Top. Gén., chap. I,
3eéd., § 9, n° 1, cor. du th. 7) que lim r* = 0. Soit alors a € V.

n—»oo

Comme la suite (r"a),», tend vers 0, il existe un plus petit
entier n >0 tel que rra e U. Si n > 0, on a r*la ¢ U, donc
rma e U n ((rU); T'adhérence X de U n ((rU) est compacte
puisque U est compact, et ne contient pas 0 puisque rU est
un voisinage de 0; donc, dans X, mod x est minoré par un
nombre m > 0. Donc, si n >0, on a m = mod(r'a), d’ou
mod(r—1)* = M/m. Comme mod(r—!) > 1, 'entier n n’est sus-
ceptible que d’un nombre fini de valeurs ne dépendant pas de «,
ce qui acheve de prouver notre assertion.

Ceci étant, comme l'intersection des Vy; est réduite a {0},
les Vy forment un systéme fondamental de voisinages de 0
(Top. Gén., Chap. I, 3¢ éd., § 9, n° 2, prop. 1).

CoroLLAIRE. — La topologie d’un corps localement compact
non discret admet une base dénombrable.

En effet, K est réunion des ensembles compacts V,, V,,. ...
D’autre part, K est métrisable d’apres la prop. 1 de Top. Gén.,
Chap. IX, 2¢ éd., § 3, n° 1. Donc la topologie de K admet une
base dénombrable (loc. cit., § 2, cor. de la prop. 16).

Prorosition 14. — Soit o une mesure de Haar sur K+,
Alors la mesure 8 = (modk)~'.a sur K* est une mesure de
Haar a gauche sur le groupe multiplicatif K*.

BourBaki, XXIX 3
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En effet, si b € K*, I'application a -~ b~'a de K dans K
transforme « en (modg b)«, donc (modg)~—t.« en elle-méme, d’ou
la proposition.

CoroLLAIRE. — Soit f une fonction définie dans K*, a
valeurs dans R ou dans un espace de Banach. Pour que f soit
B-intégrable, il faut et il suffit que (mody)~f soif a-intégrable,
et on a

fx.f(w)dﬁ(x) - fw (mody(2)) 1 (2)doa).

Ceci résulte de la prop. 14, du cor. de la prop. 13, et du chap. V,
§ 5, n° 3, th. 1.

PropositioN 15. — Supposons K commutatif. Soit u un
automorphisme de Uespace vectoriel E. = K=, Alors

mody u = modyg (det u).

Il suffit de vérifier la formule lorsque u parcourt un sys-
teme de générateurs de GL(E). Or GL(E) est engendré par les
éléments suivants (Alg., chap. I1I, 3¢ éd., § 10, n°o 13, cor. 2
de la prop. 14) :

(a) les éléments u, de la forme

(xl’ ve ey xn) - (:rﬁ(l)’ ey xo(n))s
ouce,;
(b) les éléments u, de la forme

@1y -5 x,) ~ (A2, Tgy .., T,)
avec a € K*;
(¢) les éléments u; de la forme

n
(T, o) (T + X CTiy Tgy oy T
i=2

Si fe ' (E), on a, en notant « une mesure de Haar sur
K+,
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f | e X e, s - ) da()doa(xy) . da(z,)
K" i=2
=f N do(xy) ... da(x,)| f(x, + X ¢y Tgy ..., x,)do(2,)
K1 K i=2
==f cee do(xy) . .. doc(xn)f [(xy, g, ..., x)da(zy)
R K

=f S f(xy, ..., x)do(xy) ... du(z,);

et d’autre part modg (det uy) = mody(1) = 1, d’ou le résultat
pour u;. On I'établit de maniere analogue pour u, et u,.

Soient K un corps localement compact commutatif, E un
espace vectoriel de dimension finie n sur K. SI ¢ est un isomor-
phisme de l'espace vectoricl K" sur l'espace vectoriel E, ¢
transforme la topologie de K” en une topologie sur I qui fait
de E un espace vectoriel localement compact. Cette topologie
(dite canonique) est indépendante de ¢ puisque tout automor-
phisme de I'espace vectoriel K» est bicontinu. Sauf mention
du contraire, quand on parlera de E comme d’un espace vec-
toriel topologique, il s’agira toujours de la topologie qu’on vient
de définir. Tout automorphisme u de I'espace vectoriel E est
bicontinu, donc mod; u est défini. Par ailleurs, si u est un
endomorphisme non inversible de E, on pose modyg u = 0. Alors :

CoroLLAIRE 1. — Soient K un corps localement compact
commutatif, E. un espace vectoriel de dimension finie sur K, el
u un endomorphisme de Uespace vectoriel E. On a

modg(u) = modg(det u).

Si u est inversible, cela résulte de la prop. 15. Si u n’est
pas inversible, on a det u = 0, donc modg(det u) = 0 = mody u.

CoroLLAIRE 2. — Soien! E un espace vectoriel réel de dimen-
sion finie n, (e, ey, ..., e,) une base de E, P lensemble des

n
r= Y Ee,eE ftels que 0 <k, <1 pour lout i, u lunique
i=1
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mesure de Haar sur le groupe additif E telle que p(P) = 1. Soient
Xy ..., T, des points de E, S Uenveloppe convexe fermée dans E

n

de U'ensemble {0, zy, ..., %,}. Si on pose z, = X a,e;, on a
=1

w(S) = u®) = 1 [det(w)]

Nous identifierons E a R» par l'isomorphisme qui trans-
forme (e;) en la base canonique de R”. Alors p. s’identifie 4 la
mesure de Lebesgue w, sur R”.

Supposons d’abord que x; = e, pour tout i. Alors S est
I’ensemble S, des x = (§,) e R” tels que

£, >0 pour tout i et £, + ... + &, =1

Posons p,(S,) = a,. Soit ) € R. Identifiant R* & R"! x R,
on peut considérer la coupe Cy de S, suivant A. Cette coupe
est vide si A<<OQou A >1; s 0 <A <1, G est 'ensemble
des (€, ..., §,—1) € R*71 tels que

£1>O""!€n—1>0’ £1+'°'+£n—1é1"—>\,

donc se déduit de S,_; par une homothétie de rapport 1 — 2
de sorte que p,_(Cy) = (1 — A)""la,_;. D’aprés le théoréme de
Lebesgue-Fubini,

1
a, = f A — Wr-la,_dr =
[t}

I a
n n—1°

Comme a; = 1, on voit que a, = —.
n!
Revenons au cas général du corollaire. Soit u I'’endomor-
phisme de R~ tel que u(e)) = x; pour tout i. On a u(S,) = S.
Si u est inversible, la prop. 15 prouve que

ua(S) = 1 [det ] = [det(e).

Comme S — S est contenu dans un nombre fini d’hyperplans,
on a p(S) = u(S). Enfin, si u est non inversible, S est contenu
dans un hyperplan, de sorte que p(S) = 0 = det(x,,).
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11. Algébres de dimension finie sur un corps localement

compact,

Soient K un corps commutatif, A une K-algébre de rang
fini 4 élément unité. Pour tout a € A, soient L,, R, les endo-
morphismes x -+ ax, r ~xa de espace vectoriel A, et soient
Nyx(a) e K, Nyog(a) € K les normes de a dans les représen-
tations régulieres de A et de 'algtbre opposée A°; rappelons
que Nux(a) = det(L,), N oyx(a) = det(R,). Les conditions sui-
vantes sont équivalentes: a inversible, L, inversible dans
Homg(A,A), R, inversible dans Homyg(A,A), Nyx(a) # 0,
N,ox(a) = 0. Notons A* D'ensemble des éléments inversibles
de A.

Supposons maintenant le corps K localement compact,
donc T'algébre A localement compacte. Alors N, et N,ox
sont des applications continues de A dans K, donc A* est
ouver! dans A. D’aprés le cor. 1 de la prop. 15 du n° 10, on a

(38) mOdALa == mOdKNA/K(a), mOdARa = mOdKNAO/K(a).

ProrosiTioNn 16. — Soif « une mesure de Haar du groupe
additif de A. Les mesures

(modg N x(a))'de(a), (modgN ,ox(a))~du(a)

sur A* sont des mesures de Haar respectivement a gauche el a
droite du groupe multiplicatif A*.

En effet, soit «’ la restriction de « a4 '’ensemble ouvert A*.
Pour a € A*, on a L,(o') = (modgN,x(a)) %', donc

(modgN s /e(a))*dx(a)

est une mesure de Haar & gauche sur A* (n° 8, cor. 1 de la
prop. 10). Passant a 1’algébre opposée, on voit que

(modgN ek (a))~'dx'(a)

est une mesure de Haar a droite sur A¥*,
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ProrosiTioNn 17. — Supposons que A soit un corps (loca-
lement compact). Pour lout a € A, on a mod, (a) = modgN k().
C’est une traduction de la premiére formule (38).

Exemples. — 1) Prenons K =R, A = C. Compte tenu
d’Alg., chap. VIII, § 12, n°2, prop. 4, on obtient modc(2) = |z|2
pour tout z € C.

2) Prenons K =R, et pour A le corps des quaternions
H (Top. Gén., chap. VIII, 3¢ éd., § 1, n° 4). Considérons les
éléments suivants de M,(C):

0 i 0 —1 i 0
=1 =4 X ==
%= o) = ) == )
qui, avec I,, forment une base de M,(C) sur €. On vérifie

aisément que

X%:X%:X%: %Iz, IKIXZI '_‘XQXl:Xs,
X2X3 = X3X2 et Xl’ X3‘Xl = - X1X3 = Xz.

Donc l'application a -+ bi + ¢f + dk ~al, + bX, + ¢X, + dX;
se prolonge en un C-isomorphisme de [’algebre C @z H sur
I’algébre M,(C). Comme [H:R] = 4, C est un corps neutrali-
sant de H, et la norme réduite de ¢ = a + bi + ¢j + dk € H est

Nrd(q) = det(al, 4 bX; 4+ ¢X, + dXj3)

. a4+id —c+1ib o, y . . .
*det(c—;-ib a——id>—a + 0% + ¢ 4 d% = ||q||%

D’apres Alg., chap. VIII, § 12, n° 3, prop. &, on a
Najr(g) = (Nrdamr(9))® = lq]*.
Ceci posé, la prop. 17 montre que
moda(q) = [Iq/*

Une étude plus approfondie de la structure des corps loca-
lement compacts sera faite en Alg. comm., chap. VI, § 9.
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§ 2. Quotient d’un espace par un groupe ; espaces homogénes.

1. Résultats généraux.

Soit X un espace localement compact dans lequel un
groupe localement compact H opére a droite, continiiment et
proprement, par (x, &) »z& (v € X, £ € H). La relation d’équiva-
lence définie par H dans X est ouverte (Top. Gén., chap. III,
3e éd., § 2, n° 4, lemme 2) et X/H est séparé (loc. cit., § 4, n° 2,
prop. 3) donc localement compact (Top. Gén., chap. I, 3¢ éd.,
§ 10, no 4, prop. 10). On notera = l’application canonique de
X sur X/H. Le saturé d’une partie Y de X est YH = =n~1(=(Y)).
Si K est une partie compacte de X, n(K) est compact, et le
saturé =1(n(K)) est fermé dans X. Toute partie compacte de
X/H est I'image par = d’une partie compacte de X (Top. Gén.,
chap. I, 3¢ éd., § 10, n° 4, prop. 10). On suppose donnée une fois
pour toutes une mesure de Haar a gauche § sur H.

Soit ¥ une représentation continue de H dans R*. Si une
fonction ¢ sur X satisfait a g(zf) = x()g(x) quels que
soient x € X et £ eH, son support S est invariant par H
et s’écrit donc =—Xn(S)). On désignera par #*(X) ’espace de
Riesz formé des fonctions numériques continues ¢ sur X qui
satisfont a g¢g(2%) = y({)g(x) (x e X, £eH), et dont le sup-
port est le saturé d’une partie compacte de X ; on notera
A% (X) T'ensemble des éléments >0 de X#™*(X). En particu-
lier, #(X) n’est autre que I’ensemble des fonctions continues
sur X, constantes sur les orbites, et dont le support est le saturé
d’une partie compacte.

Prorposition 1. — Soit f une foncltion numérique continue
sur X dont le support S aif une intersection compacte avec le
saturé de toute partie compacte de X.

a) Pour tout x € X, la fonction £ - f(x€) sur H appartient
a A (H); on pose

(1) F@ =] JaE(e) .
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b) La fonction f* est continue, est nulle hors de SH, et satis-
fait & f(xE) = 1EF).

c) Si g est une fonction numérique continue sur X et satis-
fait a g(xt) = x()g(x), on a (fg)* = f'g (f* étant donné par
la formule (1) ol on remplace y par la représentation § -1
de H dans R¥).

d) Si neH, on a B = x(D)Aa(n)f-

Soient z, € X et V un voisinage compact de x, dans X.
L’ensemble des £ e H tels que V£ rencontre S est aussi
I’ensemble des £ € H tels que V& rencontre S N VH, donc est
compact dans H puisque S n VH est compact et que H opére
proprement dans X (Top. Gén., chap. III, 3¢ éd., § 4, n° 5,
th. 1) ; alors le lemme 1 du § 1, n° 1 prouve a) et la continuité
de f% Le reste de b) est évident. Enfin c) et d) résultent des
calculs suivants :

9y @ = | @)y (E) (D) — | @D )
= () f H@E)d8(E) = 9@ (@)
H
@) = fH HeEn(®)-2d8 )
— Ag(n)? f HaEy(En—)-1d(E)
H

= Ba() | D@ ds o)

ProrposiTioN 2. — L'application f ~ f* de #(X) dans A *(X)
est linéaire, et I'image de A (X) (resp. A (X)) est A*(X) (resp.
A UX))-

La linéarité est immédiate. Il est clair que /* >0 pour
f = 0. 11 suffit alors d’appliquer le lemme suivant :

Lemme 1. — Soient K une partie compacte de X, u une fonc-
tion de A (X), avec u(x) > 0 pour x € K. Soit g € A*(X) telle
que Supp g ¢ KH.
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a) On a inf ul(x) > 0.
zeKH

b) La fonction h égale a g/u' dans KH, a 0 dans X — KH,
appartient a X*(X).

¢) g = (uly*.

On a ul(x) > O pourz € K, donc inf ul(x) = inf ul(x) > 0.
reKH zeK

L’assertion b) en résulte aussitét. Enfin, d’aprés la prop. 1 ¢),
on a (uh)* = u'h, et il est clair que uth = g.

Soit I une forme linéaire relativement bornée (chap. II,
§ 2, no 2) sur #XX). Alors f ~ I(f*) est une forme linéaire
relativement bornée sur #'(X), c’est-a-dire une mesure y; sur
X. L’application I -y, est injective d’aprés la prop. 2. Les
mesures p; ainsi obtenues sur X peuvent étre caractérisées
comme suit :

ProrosiTioN 3. — Soit p. une mesure sur X. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) Il eriste une forme linéaire relativement bornée 1 sur
A X(X) telle que I(f*) = p(f) pour toute f € A (X).

b) 8(8)u = y(E)~'An(E)p pour fout ¥ € H.
¢) Quelles que soient f, g dans A#(X), on a

) w(f-g9 = w(.9).

d) Si f e A(X) est telle que f* = 0, alors p(f) = 0.
a) = b) :si u(f) = I(f*), on a, compte tenu de la prop. 1 d) :

BE, = L, 8EH = HGEHN) = 1(x(®)As®))
= (&) Ar(€)<w 7,

donc 8(f)u = x(&)~'An(E)u.

b) = ¢) : supposons I’hypothese b) satisfaite. Observons que
les fonctions (z, &) ~ f(x)g(zE) et (z, &) - f(zE)g(x) sur X x H
sont continues a support compact (parce que H opére propre-
ment dans X) ; ceci posé, le th. 2 du chap. III, § 5, n° 1 permet
d’écrire :
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[ 1@ | ganaee | ao] @i
=| d80)| sz )9@0a)Hdute)
= [ @[ rezyusaerase

_ fx g(@)du(z) j ey da )

ce qui prouve c).

¢) = d): si ¢) est vérifiée et si X =0, on a u(f.g") =0
pour toute g e #(X), donc u(f) = 0 en choisissant g € #(X)
telle que ¢g* = 1 sur Supp f (ce qui est possible d’apres la prop. 2
appliquée avec y = 1).

d) = a) : si la condition d) est satisfaite, il existe une forme
linéaire I sur #™*(X) telle que u(f) = I(f*) pour [ e A (X), et
cette forme est relativement bornée en vertu de la prop. 2.

2. Casouny = 1.

Si f est une fonction sur X/H, f o= est une fonction sur X
constante sur les orbites, continue si et seulement si f est conti-
nue. I’application f ~for définit en particulier une bijection
de A (X/H) sur A(X).

Nous pouvons alors, dans le cas ou y = 1, reformuler de
la maniére suivante certains résultats du n° 1: ;

Soit f une fonction numérique continue dans X dont le
support ait une intersection compacte avec le saturé de toute
partie compacte de X. La formule

3) pa) = e

définit une fonction continue f* sur X/H. Si g est une fonction
continue sur X/H, on a

(4) (f.gom)lt =f.g.
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SineH, on a
() BHt = Ar(n) .

On n’oubliera pas que la définition de f? dépend” du choix de
B. Si H est compact et B normalisée, la fonction f’ s’appelle par-
fois moyenne orbitale de f.

Si fed(X), on a freH(X/H). L'application f—~f> de

X' (X) dans #(X/H) est linéaire, et I'image de #'(X) (resp.
X (X)) est A (X/H) (resp. & (X/H)).

Remarque 1. — On va montrer que Uapplication f -~ f? est un
morphisme strict (Top. gén., chap. III, 3¢ éd., § 2, n° 8) de X (X)
sur 2 (X/H).

a) Cette application est continue : il suffit de prouver que,
pour toute partie compacte K de X, la restriction a #(X, K)
de f-fb est une application continue de X(X,K) dans
A (X/H, =(K)) (Esp. vect. top., chap. II, § 2, n° 2, cor. de la
prop. 1) ; comme H opére proprement dans X, 'ensemble P des
E e H tels que K& rencontre K est compact; on conclut de (3)
que sup |fb(m(x))| = B(P) sup [f(x)|, et ceci prouve notre assertion.

xeK xelX

b) Soit K’ une partie compacte de X/H. Choisissons une partie
compacte K de X telle que n(K) = K’, et montrons que la res-
triction de f — fb a o (X, K) est un morphisme strict de #(X, K)
sur 2 (X/H, K’). Il suffit de construire pour cette restriction un
inverse & droite (Esp. vect. top., chap. 1, § 1, no 8, prop. 13). Or,
d’aprés le lemme 1 du n° 1 (dont nous adoptons les notations),
on obtient un tel inverse en composant les applications suivantes :

o) Papplication f/ —~f'on de #(X/H,K’) dans I'ensemble E
des fonctions de #Y(X) dont le support est contenu dans KH ;

B) P’application de E dans E qui, 4 toute g € E, fait corres-
pondre la fonction égale a g/u' dans KH, a 0 dans X — KH ;

v) lapplication de E dans #(X) qui, & toute fonction he E,
fait correspondre uh.

¢) Ceci posé, si V est un voisinage convexe de 0 dans #'(X),
VN (X, K) est un voisinage convexe de 0 dans # (X, K), done
Vb N o (X/H, K') est un voisinage convexe de 0 dans #(X/H, K’)
d’aprés b), donc VP est un voisinage de 0 dans X (X/H) (Esp.
vect. top., chap. I, § 2, n° 4). Ceci achéve la démonstration.

ProrosiTioN 4. — a) Soil A une mesure sur X/H. Il existe
une mesure \* et une seule sur X telle que

©) f frdn = f [
X/H X
quelle que soit [ € #(X). On a §(E)A% = Ag(E)A* pour fout % € H.
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b) Réciproquement, soit p une mesure sur X felle que
8(&)p. = Ag(E)u pour tout £ e H. Il existe une mesure A et une
seule sur X/H ftelle que p = A%,

C’est un cas particulier du n° 1.

DErINITION 1. — Les hypothéses et les notations étant celles

de la prop. 4, \ s’appelle le quotient de p par B et se nole L

B
ou p/p.

L’application A ~ ¥ de #(X/H) dans .#(X) n’est autre
que la transposée de application f -~ f* de o#'(X) dans #"(X/H).
Soit § un filtre sur #(X/H); dire que lim,g 2*(f) = 0 pour
toute f € #(X) équivaut a dire que lim,g A(f) = O pour toute
f" e #(X/H) ; I'application A ~ A% est done, pour les topologies
vagues, un isomorphisme de .#(X/H) sur un sous-espace vec-
toriel de .#(X). Ce sous-espace est vaguement fermé, puisqu’il
est I'ensemble des p e #(X) telles que &§(&)u = Ag(E)p. pour
tout £ e H. Il est clair que les conditions A > 0 et A¥ > 0 sont
équivalentes,

La formule (6) s’écrit, par analogie avec la notation usuelle
pour les intégrales doubles

0 [ tone-| oo eee @ =).

/B
Il s’agit d’'un abus de notations, I'intégrale f f(x%)dB(E) étant
H

considérée comme fonction de z et non de x; cette maniére
d’écrire s’emploiera souvent par la suite quand elle ne pourra
préter a confusion.

Remarque 2. — Soit E un espace vectoriel localement convexe
et soit m une mesure vectorielle sur X/H, 4 valeurs dans E.
L’application f->m(f*) de #(X) dans E est alors une mesure
vectorielle sur X, a valeurs dans E, que nous noterons encore
m# L’application m —~ra# est encore un isomorphisme de
L(#(X/H); E) sur un sous-espace vectoriel A de Z(#(X); E)
(si on munit ces espaces de la topologie de la convergence simple).
De plus, comme 'application f - f? est un morphisme strict sur-
jectif, le sous-espace A se compose exactement des mesures vec-
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torielles n sur X qui sont nulles sur le noyau N de l’application
f - f*. Pour que n € A, il est donc nécessaire et suffisant que les
mesures scalaires z’ en soient nulles sur N pour tout z' € E'.
On déduit alors de la prop. 3 que n€ A si et seulement si Pon a

8(&n = Ag(E)n
pour tout £e H.

3. Autre interprétation de 2.

Pour tout x € X, l'application & ~x§ de H dans X est
propre (Top. Gén., chap. 111, 3¢ éd., § 4, n® 2, prop. 4), donc
B admet une mesure image dans X par cette application, image
qui est concentrée sur 'orbite xH (chap. V, § 6, n° 2, cor. 3
de la prop. 2) ; comme B est invariante 4 gauche, cette mesure
image ne dépend que de la classe u = n(x) de = dans X/H, et
sera notée B,. Par définition, pour f € #(X), on a

®) | et = | s = e
On voit donc que
9 () = Bu-
Lemme 2. — Soit [ une fonclion sur X, a valeurs dans un

espace topologique.
a) Si f est une fonction numérique = 0, on a, pour x € X

f: [y dBa(y) = fH* aB)dBE) (= ().

b) Pour que [ soit B ,-mesurable, il faut et il suffit que la
fonction & — f(x£) sur H soil 8~mesurable.

¢) Supposons que f soil une fonction sur X, a valeurs dans
un espace de Banach ou dans R ; alors, pour que £ soil B-inté-
grable (resp. essentiellement §;-intégrabdle), il faut et il suffit que
la fonclion & —~ £(x£) sur H soit B-intégrable (resp. essentiellement
B-intégrable), el on a alors f

(W) = [ f@Dise.
X
Cela résulte du chap. V, § 4, prop. 2, prop. 3 et th. 2.
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Puisque f* € #(X/H) pour f € #(X), la formule (8) prouve
que l'application u -8, de X/H dans .#(X) est vaguement
continue, que la famille (8,) est A-adéquate quelle que soit la
mesure positive A sur X/H, et que

(10) o= )

X/H

ce qui fournit une nouvelle interprétation de A*.

ProPOSITION 5. — Soit A une mesure positive sur X/H.

a) Soit f une fonction z*-mesurable sur X, a valeurs dans
un espace topologique, constante hors d’une réunion dénombrable
d’ensembles A¥-intégrables. Alors, 'ensemble des x € X/H lels que
la fonction & ~ f(x£) ne soit pas B-mesurable est localement K-négli-
geable.

b) Soit f une fonction z¥-mesurable > 0 sur X, nulle hors
d’une réunion dénombrable d’ensembles w¥-intégrables. Alors la

s
fonction x -~ f f(xB)dB(E) sur X/H est A-mesurable, et U'on a

* * *
| t@ai@ <[ o@ | ferdse (& = =(@)).
X X/H H
c) Soit £ une fonction A*-intégrable sur X, a valeurs dans
un espace de Banach ou dans R. Alors Iensemble des i € X/H
tels que & —~f£(zk) ne soit pas B-intégrable est A-négligeable ; la
fonction £ sur X/H définie presque partout par la formule

(11) £(i) = fH £(2E)dB %) (& = n(x))
est A-intégrable, et Uon a
fd) = | £t
& ot =],
el

(13) fm Ifldn < fx I£]dAs.
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d) Soit £ une fonction »¥-mesurable sur X, a valeurs dans
un espace de Banach ou dans R, et nulle hors d’une réunion
dénombrable d’ensembles )\*-intéqrables. Alors, pour que f soil
A\ -intégrable, il faut et il suffit que

* *
[0 o] igariaem < + (8 = =(a).
X/H H

Compte tenu du lemme 2, a), b), c¢) résultent du chap. V,
§ 3, prop. 3, prop. 4 et th. 1 (4 I'exception de (13) qui résulte
de (12), car il est clair que |f| = [f]’); d) résulte de b).

ProrositioNn 6. — Soit )\ une mesure positive sur X/H.

a) Soit N une partie de X/H. Pour que N soit localement
A-négligeable, il faut et il suffif que n—YN) soit localement r\*-
négligeable.

b) Soit g une fonction sur X/H, a valeurs dans un espace
topologique. Pour que g soil »-mesurable, il faut et il suffit que
g o soit A¥-mesurable.

¢) Soit h une fonction sur X/H a valeurs dans un espace de
Banach ou dans R. Pour que h soit localement )-inftégrable, il
faut et il suffil que hox soit localement 2*¥-intégrable, et Uon a
alors (h.)\)% = (hom).A¥,

Supposons how localement A*-intégrable. Pour toute
f e #(X), f.(hor) est A¥-intégrable, donc (prop. 5) la fonction
(f.(hom))? = fv. h est rintégrable et I'on a

fm f*.hdx =f f.(h o m)dAS.

Comme f - f” est une application surjective de 2£(X) sur 2 (X/H),
cela montre que h est localement A-intégrable et que

(h.N)¥ = (hon). A%

En particulier, si =='(N) est localement A¥-négligeable, ¢y omn
est localement 2¥-négligeable, donc (pyx.2)¥ = (pyom).2¥ =0,
et par suite oy.2 = 0 et N est localement A-négligeable. Main-
tenant, supposons que g¢ow soit A¥-mesurable. Soit K’ une
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partie compacte de X/H. Soit f € A (X), telle que f* = 1 dans
K’ (n° 1, prop. 2), et soit K =Suppf; on a (K)o K’. 1l
existe une partition de K formée d’un ensemble a#-négligeable
M et d’une suite (K,) d’ensembles compacts tels que (g o w)|K,
soit continue pour tout n. Alors g|=(K,) est continue. Soit P I'en-
semble des points de K n’appartenant pas a r(K) Un(Kx)U...;
alors n=(P) n K est contenu dans M, donc est A¥-négligeable ;
donc f.@pup) est A¥-négligeable; on en déduit (prop. 5)

L3
0= f [ mmydAF = f [ opdn > f opdA

donc P est A-négligeable, et g est A-mesurable.

Si N est localement A-négligeable, n~(N) est localement
A¥-négligeable (App. 2). Si ¢ est A-mesurable, g o« est A¥-mesu-
rable (ibid.). Enfin, supposons h localement A-intégrable.
Alors on sait déja que hor est A*-mesurable. Pour toute
f e # (X), on a, d’apres la prop. 5,

% *
fx (@) |B] (=l@)) ¥ (2) = fm | @dn) < + o

donc h o & est localement A#-intégrable.

CoRroLLAIRE 1. — Soient A, \' deux mesures positives sur
X/[H. Pour que %’ soit de base 1, il faut et il suffit que \'* soit de
base 2\*. Pour que X et A’ soient équivalentes, il faut el il suffit
que M el \'¥ soient équivalentes.

La premiére assertion résulte de la prop. 6, a) et c). La
deuxiéme résulte de la premiére.

CoROLLAIRE 2. — Soienf )\ une mesure positive sur X/H,
el f une fonction numérique A¥-mesurable sur X. On suppose
que, pour tout £ € H, on ait 8(8)f = f localement A¥-presque par-
tout. Alors il existe une fonction x-mesurable g sur X/H telle que
f = g omn localement N\*-presque partout.

En remplagant f par f/(1 + |f|), on se raméne au cas ou
[ est bornée, donc localement A¥-intégrable. Soit up = f.A%.
L’hypothése sur f entraine que 8(&)pw = f.8(5)A¥ = Ag(§)n pour



n° 3 MESURES SUR LES ESPACES HOMOGENES 49

tout £ e H. Il existe alors (prop. 4) une mesure A’ sur X/H
telle que p = 1'%, D’apres le cor. 1, il existe une fonction loca-
lement A-intégrable g sur X/H telle que A" = ¢.A. D’aprés la
prop. 6, on a f.A¥ = X% = (gomn).\¥, d'oll f = gon locale-
ment A¥-presque partout.

COROLLAIRE 3. — a) Soil (A)e1 une famille de mesures
réelles sur X [H. Pour que la famille (3,) soit majorée dans .#(X[H),
il faut et il suffit que la famille (M) soit majorée dans #(X),
el on a alors

sup(Af) = (sup A)¥.

b) Soit » une mesure réelle sur X/H. On a (A\H)¥ = %)+
et (\)¥ = (%)~

c) Soif A une mesure complexe sur X/H. On a |A|¥ = |A¥].

Supposons la famille (&) majorée et posons p = sup A.
Puisque % >0 entraine A*¥ >0, on a p¥ > » pour tout .
ce qui montre que la famille (A#) est majorée et que

(sup A)¥ = sup(Af).

Réciproquement, supposons la famille (Af) majorée et soit
v = sup (3¥). Puisque 8(E)M = Agx(§)»F pour tout {£eH, on
a évidemment &(8)v = Agx(§)v, donc il existe une mesure
uw' e A(X/H) telle que v = p’'¥. Comme 2% > O entraine A > 0,
on a p’ > A, pour tout :, ce qui montre que la famille () est
majorée et que v = p'* > (sup )%, dou

sup (A) = (sup A)*

ce qui achéve la démonstration de a). I.’assertion b) en résulte
aussitét, puisque A+ par exemple n’est autre que sup(2, 0).
Pour démontrer c), il suffit de remarquer que |A| = sup 2(x})
pour « nombre complexe de module 1, et d’autre part que
R(u¥) = (Zp)* pour toute p e .#(X/H).

Remarques. — 1) La prop. 6 a) peut s’exprimer en disant
que A est une mesure pseudo-image de A* par w (chap. VI, § 3,
n° 2, déf. 1).

Boursaki, XXIX 4
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2) Supposons H compact et B normalisée. Le saturé de
toute partie compacte de X est compact. Donc, si f € #(X/H),
on a for e A(X); et, pour toute mesure positive A sur X/H,
la prop. 5c) donne

[Ldenwne =[  waw.
x X/H
Autrement dit, A est 'image de A* par =.

3) Le cor. 3 c) de la prop. 6 montre aussitét que les résul-
tats de ce n° restent valables dans le cas des mesures complexes
(sauf ceux qui font intervenir l'intégrale supérieure).

4) Soit m une mesure vectorielle sur X/H a valeurs dans E
et soit ¢ une semi-norme semi-continue inférieurement sur E.
Pour que m soit g-majorable (chap. VI, § 2, n° 3, déf. 3), il faut
et il suffit que m¥ le soit, et on a alors g(m¥) = g(m)¥, Ceci résulte
aussitot des définitions et du cor. 3 a).

Soit d’autre part p une mesure positive sur X/H. Pour que
m soit scalairement de base p, il faut et il suffit que m# soit sca-
lairement de base p# : cela résulte du cor. 1.

Enfin, si m est de base p, de densité f par rapport a u (chap. VI,
§ 2, no 4, déf. 4), alors m¥* est de base p¥, de densité fo n ; cela
résulte de la prop. 6 ¢).

4. Cas o X/H est paracompact.

Si X/H est paracompact, on va voir d’abord que les espaces
vectoriels 7#*(X), pour y variable, sont tous isomorphes entre
eux, et en particulier isomorphes a #(X).

Prorosition 7. — Supposons X/H paracompact. Soit yx
une représentation continue de H dans R¥.

a) Il existe sur X une fonction continue r, a valeurs > 0,
telle que r(xf) = y(§)r(x) quels que soient x € X et £ € H.

b) L’application ¢ ~ g/r est un isomorphisme de [Iespace
vectoriel A ™*(X) sur Uespace vectoriel #™(X).

Appliquons la prop. 1 du n° 1 en prenant pour f une fonc-
tion > 0 non identiquement nulle sur chaque orbite (c’est pos-
sible d’apres le lemme 1 de I’Appendice 1) ; alors r = f* vérifie
les propriétés de a). L’assertion b) est évidente.
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ProrosiTion 8. — Supposons X/H paracompact. Il existe
une fonction h > 0 contfinue dans X, dont le support a une infer-
section compacte avec le saturé de toufe partie compacte de X, et
telle que h® = 1. Pour une telle fonction, on a ¢ = (h.(g o))’
quelle que soit la fonction g continue dans X/H.

Appliquons la prop. 1 du n° 1, avec y = 1, en prenant pour
[ une fonction > O non identiquement nulle sur chaque orbite.
On a fY(x) > 0 en tout point x de X. Posons h = f/fl. Alors
ht = f1/ft =1, donc h®* = 1. Si g est une fonction continue sur
X/H, on a donc (h.(gox)t = h*.g = g.

Remarques. — 1) En particulier, soit X un espace locale-
ment compact sur lequel opére a droite, continiment et pro-
prement, un groupe discref D ; supposons X/D paracompact.
Alors il existe sur X une fonction continue h > 0, dont le sup-
port a une intersection compacte avec le saturé de toute partie

compacte de X, et telle que Y, h(zd) =1 pour tout zeX
deD

(tous les termes de la somme étant nuls sauf un nombre fini
d’entre eux).

2) Conservons les hypothéses et les notations de la prop. 8.
L’application g -~ h.(gomw) est une application continue de
A (X/H) dans #(X) qui est inverse a droife de l'application
f ~ fb. Par suite, toute partie bornée (resp. compacte) de #(X/H)
est I'image d’une partie bornée (resp. compacte) de ' (X).
On en déduit aussitot que l'application A -~ A% est encore un
isomorphisme de .#(X/H) sur un sous-espace vectoriel fermé
de #(X) quand on munit ces espaces de la topologie de la conver-
gence bornée (resp. compacte).

ProposiTioN 9. — On conserve les hypothéses et les notations
de la prop. 8. Soit » une mesure positive sur X/H.

a) Le couple (r, h) est 2¥-adapté, et f h(x)en@dr¥(z) = A\
X

b) L’application = est propre pour la mesure h.\¥, el
mw(h.A¥) = A
c) Soit k une fonction sur X/H, a valeurs dans un espace
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de Banach ou dans R. Pour que k soil mesurable (resp. localement
intégrable, essenticllement intégrable, intégrable) pour i, il faut
et il suffit que h.(k ox) le soit pour A\* ; e, si k est essenliellement
intégrable pour 2, on a

14 dr =) h. £,
(14) fm k> L (K o m)dx
Soit f e A (X/H). Alors h.(for) € #(X) et 'on a

f@)arz) f ; h(xE)dB(Z) = fx J(@)dN(z)

H JH

| ne@a@ = fX/

d’olt a). L’assertion b) se démontre de méme. Les assertions
de ¢) concernant la mesurabilité, I'intégrabilité essentielle et la
formule (14) s’obtiennent alors en appliquant les résultats du
chap. V (§ 4, prop. 3, § 5, prop. 4, § 4, th. 2). Si k est A-intégrable,
h.(k o) est A¥-intégrable (chap. V, § 3, n° 4, th. 1). Si h.(k o %)
est A¥-intégrable, la prop. 5 prouve que (h.(kom))’ = .k =k
est X-intégrable. Si k est localement i-intégrable, h.(k o)
est localement A#-intégrable (prop. 6). Enfin, supposons &.(k o)
localement A%-intégrable; pour toute fe #(X/H), h.(kow).(fon)
est a4 support compact, et

lh.(kom).(form)] =M |h.(kom)|

en posant M = sup |f|; donc &.((kf) o =) est A¥-intégrable, et
par suite kf est a-intégrable d’aprés ce qu'on a déja démontré ;
ceci prouve bien que k est localement A-intégrable.

CoroLLAIRE. — L’application linéaire continue f — f* de
LYX, 2%) dans LYX/H, )) définie par la prop. 5 est surjective.
Supposons d’abord X/H paracompact et soit k une fonc-
tion sur X satisfaisant aux conditions de la prop. 8. Si k est
une fonction numérique essentiellement x-intégrable, h.(k o =)
est essentiellement A¥-intégrable, et évidemment (h.(kom))? = k.
Dans le cas général, soit u € LY(X/H, »). Il existe une fonc-
tion f e £YX/H, 2), de classe u et nulle en dehors d’'une réu-
nion dénombrable d’ensembles compacts K, . Définissons par
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récurrence une suite d’ensembles ouverts relativement compacts
U, de X/H, tels que U,,;, D K, U U, , et soit V la réunion des
U,. Alors V est une partie ouverte de X/H, réunion dénom-
brable de parties compactes U,, donc paracompacte (Top.
gén., chap. I, 3¢ éd., § 9, n° 10, th. 5). Posons Y = =n~}(V) et
soit Ay (resp. A¥) la mesure induite par A (resp. 2%) sur V (resp.
Y). Il est clair que Y/H s’identifie 4 V (Top. gén., chap. I,
3¢ ¢éd., § 3, prop. 10) et que A s’identifie a (xy)*¥. De plus, f
est nulle en dehors de V et appartient a LYV, Ay). 1l existe
done g . ZXY, »¥) telle que ¢* = [ presque partout sur V.
En prolongeant ¢ par 0 sur X — Y, on oblient unc fonction
g, € ZYX, 2¥) et il est clair que la classe de ¢} dans LY(X/H, »)
n’est autre que u.

Remarque 3. — Supposons X/H paracompact et gardons
les notations de la proposition 9. L’application k - h(k o =) de
LYX/H, ») dans LYX, »*) est alors isométrique d’aprés (14) et
est inverse a droile de lapplication [ - f* de LYX, A¥) sur
LY(X/H, ).

5. Mesures quasi-invariantes sur un espace homogéne.

Lemme 3. — Soient G un groupe locaiement compuact, w
une mesure de Haar a gauche sur G, v et v/ deux mesures non
nulles quasi-invariantes sur G. Si, pour toul s € G, les densilés
de y(s)v par rapport a v el de y(s)v' par rapport @ v' sont éqales
localement p-presque partoul, v el v' sont proportionnelles.

Ecrivons v = p.p, v/ = p’.p ol p, o’ sont des fonctions
localement p-intégrables sur G et partout non nulles (§ 1,
n°® 9, prop. 11). Pour tout s G, on a

YN = (¥($)p). 1, YWV = (Y(8)¢) - 11,

et hypothese entraine que p~'.y(s)p = o'~ t.y(s)p’ localement
p-presque partout. Posons o = p’fp, qui est une fonction
u~-mesurable sur G. Pour tout s € G, on a y(s)c = o localement
p-presque partout. Donc ¢ est égale a une constante localement
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u-presque partout, d’aprés le cor. 2 de la prop. 6 appliqué
avec X = H = G.

Soient G un groupe localement compact, H un sous-groupe
fermé de G. Considérons l'espace homogéne G/H des classes
a gauche suivant H, sur lequel G opére continiment a gauche.
Nous allons montrer qu’il existe une classe et une seule de mesures
quasi-invariantes non nulles sur G/H.

Remarquons que H opeére sur G contintiment et propre-
ment par translations & droite ; et I’espace quotient, qui n’est
autre que G/H, est paracompact (Top. Gén., chap. III, 3¢ éd.,
§ 4, n° 6, prop. 13). On peut ainsi appliquer les résultats des
nt 1 4 4, avec X = G. On a donc des applications f -~ f* de
A (G) sur A(G/H), et A -~ 1% de .#(G/H) dans .#(G) (une fois
fixée une mesure de Haar a4 gauche 8 dans H). Le fait que G
opere 4 gauche dans G/H donne lieu & une propriété supplé-
mentaire :

(15) Yam(s). > = (Ya(s).))* (s €G, [ eH(G)
(16)  (You(®).- N =ya(s).2* (s € G, A e 4(G/H)).

En effet, pour tout z € G, on a
Form(®) . )(@)) = Pls—in(z)) = Pla(s—12))
- f  Hs~taz)da(E) f  (YalONEBE) = (Yol ()

d’ou la formule (15), qui entraine la formule (16).

Lemme 4. — Soient » une mesure # 0 sur G/H et y une
mesure de Haar a gauche sur G. Les propriélés suivanies sont
équivalentes :

a) \ est quasi-invariante par G ;

b) pour qu’une partic A de G/H soit localement A-négligeable,
il faut et il suffit que ==(A) soit localement p-négligeable ;

¢) la mesure A% est équivalente a .

Supposons qu’il en soit ainsi, el soit \¥ = p.u, p élant une
fonction localement p-intégrable partout non nulle. Alors, pour
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tout s € G, la densité 8, de ygn(s)A par rapport a x est telle que

_ e(s7'z)
(17) 6,(7!(.’17)) - p(x)
localement u-presque partout sur G.

¢) = b): cela résulte aussitét de la prop. 6 a).

b) = a): si la propriété b) est vérifiée, I'ensemble des
parties de G/H localement A-négligeables est invariant par G,
donc A est quasi-invariante par G.

a) = c): supposons A quasi-invariante par G; pour tout
seG, A et ygu(s)r sont équivalentes, donc A% et

Yal(8) . M¥ = (yg/ul(s). H)*

sont équivalentes (cor. 1 de la prop. 6); comme A¥ 3£ 0, A¥ est
équivalente a p (§1, n° 9, prop. 11).
En outre, pour tout s € G, on a

(0, 0m) . A* = (6,. M¥ = (you(IN* = ya(s)r*

S
= (Ya(s)0) -+ = Y———G(p)p-l“
d’ou (17).

L’équivalence de a) et b) entraine d’abord le résultat d’uni-

cité déja annoncé, et méme un résultat plus précis :

THEOREME 1. — Soient G un groupe localement compact,
H un sous-groupe fermé de G.

a) Deux mesures quasi-invariantes non nulles sur G/H sont
équivalentes ; les parties de G/H localement négligeables pour ces
mesures sont celles dont U'image réciproque dans G sont localement
négligeables pour une mesure de Haar.

b) Soient A, X' deux mesures quasi-invariantes non nulles
sur G/H. Si, pour fout s € G, les densités de ygu(S)h par rapport
a x et de yqu(s)\' par rapport a A" sont égales localement presque
partout pour A (ou X'), x ef A" sont proportionnelles.

a) résulte aussitot du lemme 4. Soient A et A’ deux mesures
quasi-invariantes non nulles vérifiant la condition de b). Alors,
pour tout s € G, les densités de yq(s)\# par rapport a A% et de
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ve(s)2'# par rapport & A'¥ sont égales localement p-presque
partout, donc (lemme 3) A% et A'¥ sont proportionnelles, done
X et )’ sont proportionnelles.

D’autre part, le lemme 4 raméne la recherche des mesures
quasi-invariantes non nulles sur G/H a celle des mesures sur G
équivalentes a la mesure de Haar et de la forme 2*. On a a ce
sujet le lemme suivant:

Lemme 5. — Soient u. uine mesure de Haar a gauche sur G,
el o une fonction localement u-intégrable. Pour que p.p soil de
la forme A%, il faut et il suffit que, pour tout & € H, on ait

An(%)

localement p-presque parlout sur G.
Dire que p.p est de la forme A¥ revient a dire que, pour tout
EeH, on a 8E)(p.p) = Au(€)p.n (prop. 4). Or

5(E)(e-w) = (8(9)p)- (B(B)u) = Ac(E)(B(E)e) . s

d’ott e lemme.
Nous pouvons maintenant établir le résultat d’existence
annoncé, et méme un résultat plus précis :

TutorREME 2. — Soient G un groupe localement compact,
H un sous-groupe fermé de G, p une mesure de Haar a gauche
sur G, B une mesure de Haar a gauche sur H.

a) Il existe des fonctions p continues > 0 sur G felles que

_Ag(®)

b) Etant donnée une telle fonction p, on peut former la mesure
A = (p.w)/B sur G/H, et A est une mesure positive non nulle quasi-
invariante par G.

¢) Pour s, x dans G, p(sx)/p(x) ne dépend que de s et n(x), donc
définit une fonction y continue > 0 sur G x (G/H) telle que

o(x) quels que soient x € G et & e H.

(sz)
(19) 2(8, () = PP oL
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Alors on a
(20) Yom($A = x(s7% .).x  pour tout s e G.

a) résulte de la prop. 7.
b) résulte des lemmes 5 et 4.
c¢) résulte de (17).

Remarques. — 1) On déduit de la remarque 1 du n° 3 que les
mesures quasi-invariantes non nulles sur G/H ne sont autres que
les mesures pseudo-images par = d’une mesure de Haar sur G.

*2) Si G est un groupe de Lie, nous verrons plus tard qu’on
peut choisir la fonction p du th. 2 indéfiniment difiérentiable.

Dans les conditions du th. 2, certains résultats des no 3
et 4 se spécialisent ainsi (compte tenu du chap. V, § 4, th. 2
et prop. 2 pour passer des propriétés relatives a u aux propriétés
relatives a p.p) :

a) Soit f une fonction p-mesurable sur G, a valeurs dans un
espace topologique, constante hors d’une réunion dénombrable
d’ensembles p-intégrables; alors I’ensemble des & e G/I1 tels
que la fonction & - f(x£) ne soit pas B-mesurable est localement
A-négligeable.

b) Soit f une fonction p-mesurable > 0 sur G, nulle hors
d’une réunion dénombrable d’ensembles p-intégrables. Alors

E
la fonction x -»f f(x&)dB(%) sur G/H est A-mesurable et on a
H

*

[Ci@e@as ~ [ a@[ jeoiee @ =@,

G/H

¢) Soit £ une fonction p-intégrable sur G, & valeurs dans
un espace de Banach ou dans R. Alors Pensemble des £ € G/H
tels que & —f(xf) ne soit pas B-intégrable est a-négligeable ;

la fonction z —~ J f(x5)dB(%) est a-intégrable, et
H
| t@e@iu = [ i [ swrase).
[¢] G/H H

d) Il existe sur G une fonction continue h > 0, dont le
support a une intersection compacte avec le saturé KH de toute
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partie compacte K de G, et telle que f h(z£)dB(€) = 1 pour
H

tout x € G. Pour qu'une fonction g sur G/H soit mesurable
(resp. localement intégrable, essentiellement intégrable, inté-
grable) pour 2, il faut et il suffit que h.(g o =) le soit pour p;
et, quand g est essentiellement intégrable pour A, on a

f gu)dru) = f h(2)g(=(@)) p(@)du(@).
G/H G

6. Mesures relativement invariantes sur un espace homogéne.

Soient toujours G un groupe localement compact, H un
sous-groupe fermé, § une mesure de Haar 4 gauche sur H.

Lemme 6. — Soieni \ une mesure sur G/H, y une représen-
tation continue de G dans C*. Les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

a) A est relativement invariante sur G/H de multiplicateur y ;

b) A% est relativement invariante sur G de multiplicateur a
gauche y ;

c) A¥ est de la forme ay.p. (a € C).

La condition a) signifie que, pour tout s € G, on a

Yora(Hr = x(s)71A;

ceci équivaut a (ygu(s)M)* = x(s)~'2%, c’est-a-dire a

Ya($)MF = y(s)71a%.

D’ou I'équivalence de a) et b). L’équivalence de b) et c) résulte
du § 1, no 8§, cor. 1 de la prop. 10.

TuEorEME 3. — Soient G un groupe localement compoct,
H un sous-groupe fermé de G, p (resp. B) une mesure de Haar a
gauche sur G (resp. H), y une représentation continue de G dans
C*.

a) Pour qu’il existe sur G/H une mesure non nulle relative-
ment invariante par G et de mulliplicateur y, il faut et il suffit

que (&) = Au(8)/As(E) pour tout £ € H.
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b) Cette mesure est alors unique a un facteur constant prés;
plus précisément, elle est proportionnelle a (y.u)/pB.

Pour qu’il existe sur G/H une mesure non nulle relative-
ment invariante par G de multiplicateur y, il faut et il suffit
(lemme 6) que x.p soit de la forme A%, donc (n° 2, prop. 4)
que 8(&)(x.w) = Au(E)(x.p) pour tout £ e H. Cette condition
s’écrit aussi ¥(&)x.Aq(®)n = Ag(E)y.u, c’est-a-dire

2(8) = Au(8)/As(E),

pour tout £ € H. D’ou a). L’assertion b) résulte aussitét du
lemme 6 et du fait que 'application A - A¥ est injective.

On verra au § 3 (n° 3, exemple 4) des exemples trés simples
ol la représentation £ — Ag(£)/Ag(8) ne se prolonge pas en une
représentation continue de G dans C*. Dans ce cas, il n’existe
donc aucune mesure complexe non nulle sur G/H relativement
invariante par G.

CoroLrAIRE 1. — Pour qu’il existe sur G/H une mesure
positive non nulle relativement invariante par G, il faut et il suffit
qu’il existe une représentation continue de G dans R* prolongeant
la représentation & — Ag(E)/A4(E).

On notera que cette condition est remplie lorsque H est
unimodulaire.

CoroLLAIRE 2. — Pour qu’il existe sur G/H une mesure
positive non nulle invariante par G, il faut et il suffit que Ag
coincide avec Ag sur H.

CorOLLAIRE 3. — On suppose que H est unimodulaire et
qu’'il existe sur G/H une mesure positive bornée non nulle v
relativement invariante par G. Alors v est invariante, et G est
unimodulaire.

Soit ¥ le multiplicateur de v. Pour tout s € G, v et y(s)v
ont méme masse totale finie (§ 1, n° 1, formule (6)) ; comme
y(s)v = x(s)~'v, on a y(s) = 1. Donc v est invariante. D’apreés
le cor. 2, Agy(s) = 1 pour tout s e H. Soit G’ I'’ensemble des
t € G tels que Ag(f) = 1. C’est un sous-groupe fermé distingué
de G contenant H. Soit = I'application canonique de G/H sur



60 INTEGRATION chap. VII, § 2

G/G’. Alors n(v) est une mesure positive bornée non nulle inva-
riante par G. Donc la mesure de Haar a gauche du groupe G/G,
est bornée, de sorte que G/G’ est compact (§ 1, n® 2, prop. 2).
Par suite I'image de G par Ay est un sous-groupe compact
de R* ; ce sous-groupe est réduit a {1}, donc Az = 1 sur tout G.

7. Mesure de Haar sur un groupe quotient.

Prorosition 10. — Soient G un groupe localement com-
pact, G’ un sous-groupe distingué fermé, G” le groupe G/G/,
n Uapplication canonique de G sur G/G’, «, ', «” des mesures de
Haar a gauche sur G, G', G".

a) En multipliant au besoin « par un facteur constant, on
a «" = afa’. En particulier, si f € A (G),

[ i@ = ar@| janae (& = =(@)).

b) On a Aq4E) = Ag(8) pour tout % € G'; en particulier,
si G est unimodulaire, G’ Uest aussi.

¢) Le noyau de la représentation Ay de G dans R¥% est le
plus grand sous-groupe distingué fermé unimodulaire de G.

En appliquant le th. 3 du n° 6 avec y = 1 (et sachant qu’ici
il existe une mesure sur G/G’ invariante par G, a savoir «”),
on obtient a) et b); c) résulte aussitét de b).

ProrosiTioN 11. — On conserve les notations de la prop.
10. Soit u un automorphisme de G tel que u(G’) = G’. Soient
u’ la restriction de u a G', el u” Uautomorphisme de G" déduit
de u par passage aux quotients. Alors

mod (1) = mod y(u")mod g-(u”).
En effet, si «” = afa’, on a u"(«") = u(x)/u’(«’), c’est-a-dire

mod (1)

A"V -14" — —1 N1 T P
mod g-(u”) o mod (1)~ te/mod g (1) e “mod (1) (o)

__ modg(u’)

d’ou la proposition. ~ modg(u)
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CoroLLAIRE. — Pour tout x € G, on a
Ag(x) = Agye(x)mod(i,)

en désignant par ¥ I'image canonique de x dans G|G' el par i,
Uaulomorphisme s ~ x71sx de G'.

Ceci résulte de la prop. 11, et de la formule (33) du § 1,
no 4.

8. Une propriété de transitivité.

X Soit X un espace localement compact dans lequel un

| groupe localement compact 1 opére a droite, continii-

X/H' ment et proprement, par (z, £) - 2% (x € X, £ € H). Soit

X}H H’ un sous-groupe fermé de H ; alors H' opére a droite,

continiment et proprement, dans X. Nous noterons

w, n’, p les applications canoniques de X sur X/H, de X sur
X/H’, et de H sur H/H'.

Soient B, B’ des mesures de IHaar a gauche sur 1, H'; on
suppose que Ay et Ay coincident sur H' ; on peut donc former
la mesure $/8" sur H/H’, invariante a gauche par H (n° 6,
th. 3). Soit d’autre part w une mesure positive sur X telle que

8 = An(E)w

pour £ € H; on peut donc former les mesures p/g sur X/H et
w/B" sur X/H’ (n° 2, prop. 4). Nous allons écrire p/p’ comme I'in-
tégrale, par rapport a p/f, d’une famille de mesures sur X/H’
indexées par les points de X/H. Lorsque H’ = {¢}, on retrou-
vera la situation du n° 3.

L’application (z, £) -+ n'(2€) de

Y, X x H dans X/H’ est continue;
X+e———H ’ ' ’

comme n’ (v§) = ='(x€E’) pour tout

7 l P £" e H’, cette application définit

X H’ H/H' par. passage .au quotient une appli—

o cation continue de X x (H/H’)

x

dans X/H’; d’ou, pour chaque x
fixé dans X, une application partielle », de H/H" dans X/H’,
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déduite par passage au quotient de I'application ¢ : & - z§
de H dans X. Notons que ¢, = ¢, o yg(§), donc que
Wi = o, o yyw(§) pour tout § € H.

Lemme 7. — Soient K une partie compacte de X/H’, et L
une partie compacte de X. Alors U o K) est relativement

zeL
compact dans H/H’.
Soit K, une partie compacte de X telle que =»'(K,) = K.
Soit K, ’ensemble des £ € H tels que L& rencontre K,. Alors
K, est compact (Top. Gén., chap. 111, 3¢ éd., § 4, n° 5, th. 1).

Soit £eH tel que p() e U oz }(K). II existe donc un
xeL

r el tel que v, (p%)) € K, autrement dit tel que ='(zt) € K.
Puisque =n'(K;) = K, 1l existe £’ e H' tel que z&f" € K,. Alors
E8' e K,, donc p(§) = p(t&’) € p(Ky). On a ainsi montré que
U wzum) < pxy).

zeL
Ce lemme montre d’abord que l’application «, est propre.

On peut donc former la mesure w,(8/B’) sur X/H’, qui est concen-
trée sur o (H/H') = ='({ (H)) = ='(zH). Si fe A (X/H'), le
lemme 7, et le § 1, n° 1, lemme 1 montrent que la fonction
T ~ {f, 0, (B/B)> est continue dans X ; en outre, {f, 0 (B/B"))
est nul quand Supp f ne rencontre pas =n'(zH), autrement dit
quand =(r) n’appartient pas & l'image canonique de Supp f
dans X/H.
Par ailleurs, si £ e H, on a

©0z(B/B) = oy () B/B) = o B/B).

L’application = ~ o (8/8) de X dans .#(X/H’) définit donc par
passage au quotient une application u - (8/8'), de X/H dans
A4(X[/H'). Ce qui précéde montre que, pour toute fe #(X/H"),
Papplication u - <f, (3/8’).> est continue & support compact.
Par suite, I'application u - (8/8"), est une famille vaguement
continue ef (u/B)-adéquate de mesures sur X/H', lUensemble
d’indices étant X/H.
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Soient x € X, et u = n(x) € X/H. Soit f une fonction sur
X/H’, a valeurs dans un espace de Banach ou dans R. D’aprés
le chap. V, § 4, th. 2, pour que f soit (8/f’),~-intégrable, il fautl
et il suffit que la fonction p(£) + f(w,(p(§))) = £(x'(x€)) sur H/H’
soit (B/8’)-intégrable, et I’on a alors

(1) £(u")d(@/p)u(u’) = f £ (xE)d(B/8)(E) (& = p(&)).
X/’ H/H '

On a des propriétés analogues pour la mesurabilité, I'intégrale

supérieure et l'intégrale essentielle.

ProrposiTiON 12. — On a

(22) fm (B/8)d(u/B)@) = u/p".

Soit f e #(X), et soit f* € A (X/H’), définie par
() = f F@E B (E').
B

Il suffit de prouver (cf. n° 2) que f* 2 méme intégrale par rap-
port aux deux membres de (22). Or, {u/p’, > = {w, f>. D’autre
part,

< n B4R W, > = (B/Bus P2 d(/B)().

X/H

Or, soient e X et u = =(r). On a
CBIE Y 1y = <ol 1> = L POOMERE

= fo( (z£))d(B/B")(E)

H/H’

[ deed] EdeE

H/H'

- f @D,
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Donec

J__emawsw.p = f ) f J@dBE) = <

ce qui prouve la proposition.

CoroLLAIRE 1. — a) Soit f une fonction sur X/H’, a valeurs
dans un espace de Banach ou dans R, intégrable pour u/p’. Il
existe une partie (u/B)-négligeable N de X/H ayant la propriéié
suivante : si x € X est tel que n(x) ¢ N, la fonction fo w, sur
H/H', cest-a-dire la fonction & ~f(n'(z£)), est intégrable pour
B/’ ; Iintégrale f £ (' (2E))d(B/8')(E) ne dépend que de & = n(x),

H/H'
et est une fonction (u/B)-intégrable de x; el U'on a

f £(u /") = f d(/B)(@) f £(='(@)d(B/8) E).
X/H’ X/H H/H'

b) Soit f une fonction > 0 sur X/H’, mesurable pour u /g’
et nulle hors d’une réunion dénombrable d’ensembles (u/8')-inté-

grables. Alors =(x) -»fﬂ: f(n’(xi))d(ﬂ/@’)(é) est (w/p)-mesurable,
B/H

el on a

* % * .
[ i) = dwp@|  ieeep@.
X/H X/H H/a’

c¢) Soit £ une fonction sur X/H’ a valeurs dans un espace
de Banach ou dans R, mesurable pour w/3’ et nulle hors d’une
réunion dénombrable d’ensembles (u/B’)-intégrables. Alors, pour
que f soit (n/B')-intégrable, il suffit que

% * .
[ dwp@[ e aier)) < +
X/H m/a’

CoroLLAIRE 2. — Soient G un groupe localement compact,
A et B des sous-groupes fermés de G fels que A > B. On suppose
qu’il existe, sur Uespace homogéne G/B des classes a gauche sui-
vant B, une mesure positive non nulle « invariante par G et bornée.
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a) L’image canonique de o dans G/A est une mesure positive
non nulle, invariante par G, el bornée.

b) Ag coincide avec A, sur A el avec Ay sur B.

c) Il existe, sur Uespace homogéne A/B des classes a gauche
de A suivant B, une mesure positive non nulle invariante par A
el bornée.

L’assertion a) est immédiate. I.’assertion b) résulte de a)
et du n° 6, cor. 2 du th. 3. D’aprés b), A, coincide avec Ay
sur B, et on peut donc appliquer les résultats du présent numéro
en y faisant X = G, H = A, H' = B. La fonction 1 sur G/B
est a-intégrable. D’aprés le a) du cor. 1, la fonction 1 sur A/B
est intégrable pour B/f’, B et B’ désignant des mesures de
Haar 4 gauche de A et B; donc /8’ est bornée.

9. Construction de la mesure de Haar d’un groupe & partir
des mesures de Haar de certains sous-groupes.

Soient G un groupe localement compact, X et Y deux
sous-groupes fermés de G fels que Q@ = XY contienne un voisi-
nage U de e. Alors Q est ouvert dans G ; car, quels que soient
zoeXaty,eY,onaXY = (2, X)(Yy,) 2 x,Uy,, et x,Uy, est
un voisinage de z,y,; donc Q est un voisinage de chacun de
ses points.

*Lorsque G est un groupe de Lie d’algébre de Lie g, la condi-
tion imposée a X et Y est satisfaite si les sous-algébres corres-
pondant 4 X et Y ont pour somme g. 4

Le groupe X X Y opere continiment a gauche dans G
parlaloi(z,y).s = xsyt(xeX,yc¥Y,s5€G). Soit Z=XnY.
Le stabilisateur de e dans X x Y est le sous-groupe Z, de
X x Y formé des couples (z, z), ou z € Z, sous-groupe qui est
canoniquement isomorphe & Z. Donc 'ensemble Q s’identifie
a I'espace homogeéne des classes a gauche (X X Y)/Z,; plus
précisément, I’application (z, y) -~ xy~! de X X Y sur Q définit
par passage au quotient une bijection continue de (X X Y)/Z,
sur Q. Nous supposerons que cette application est un homéo-

BourBaki, XXIX 5
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morphisme. (Il en est ainsi notamment si G est dénombrable d
Uinfini : cf. App. 1).

ProrosiTioN 13. — Supposons en outre Z compact. Soient
Be, Ux, Wy des mesures de Haar a gauche sur G, X, Y, et A la res-
friction de Ag a Y. Alors la restriction p de pg a Q est, @ un
facteur constant prés, Uimage de ux @ (A~1.uy) par Uapplication
(x,y) ~ay de X X Y sur Q (application qui est propre).
PourzeX, yeY, on a

(@, e = s@)y@)p = Ac(u.

Identifiant Q & l’espace homogene (X x Y)/Z, et choisissant
une mesure de Haar convenable sur Z,, on voit que u* est le
produit de la mesure de Haar a4 gauche de X x Y, a savoir
px ® @y, par la fonction (z, y) ~Ag(y)~* (n° 6, lemme 6). D’autre
part, u est, & un facteur constant prés, I'image de p* par I'appli-
cation canonique de X X Y sur Q (n° 3, Remarque 2).

CororrLAIRE. — Soit f une fonction définie dans €, a valeurs
dans un espace de Banach ou dans R. Pour que £ soit p-intégrable,
il faut et il suffit que la fonction (x, y) ~ f(xy)As(y)Av(y)~1 soil
(rx ® wy)-intégrabdle ; on a alors

@) [ s =a | f@sc)r) dus@duy)

olz a est une constanie > 0 indépendante de f.

D’apres la prop. 13, et le chap. V, § 4, n° 4, th. 2, pour que
f soit p-intégrable, il faut et il suffit que la fonction (z, y) - f(xy—1)
soit intégrable pour pux ® (A~1.uy), ou encore que la fonction
@, y) ~ f(xzy)As(y)~! soit intégrable pour px ® uy, ou encore
que la fonction (x, y) ~ f(xy)As(y)A¢(y)~t soit intégrable pour
ux ® wy. La formule (23) résulte d’un raisonnement analogue.

ProrositioN 14. — Supposons que les conditions de la
prop. 13 soient remplies ef en outre que Y soit distingué.

a) La restriction de wug a Q est, a un facteur constant prés,
I'image de ux ® uy par Uapplicalion (z, y) ~xy de X X Y sur Q.
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b) On a, pourxeX el yeY,
Ag(zy) = Ax(x)Ay(y)mod (i,)

en désignant par i, I'automorphisme v ~ x1vx de Y.

On a Ag = Ay sur Y (prop. 10 b)), donc a) résulte de (23).
Soient z, € X, y, €Y. Notons p lapplication (x,y) -~xy de
X x Y sur Q. Comme

TY(TeY o)™t = TTFHTYYT LY = 25T (YY5"),
on a
Aa(@eo)P(bx ® wy) = 8(xYo)p(x @ ty)
= p(d@p)ux ® 173 o)iy) = P(Ax(To)px @ Avy(Yo)(mod ix)py)
= Ax(To)Ay(yo)(mod iz )p(px ® py)

d’ott b).

Remarque. — La prop. 14 s’applique en particulier quand G
est produit semi-direct topologique de X par Y (Top. Gén.,
chap. III, 3e éd., § 2, n° 10). Dans ce cas, Z = {e} et Q = G.
Comme yx = i, (y) pour x € X, y €Y, pe est aussi, a un fac-
teur constant pres, 'image de (mod i)pux ® uy par applica-
tion (x,y) ~yxr de X X Y dans G.

10. Intégration dans un domaine fondamental.

Soient X un espace localement compact, H un groupe
discret opérant a droite continiiment et proprement dans X.
Soit = I'application canonique de X sur X/H. Pour tout z € X,
on notera H, le stabilisateur de x dans H ; ¢’est un sous-groupe
fini de H (Top. gén., chap. III, 3¢ éd., § 4, n° 2, prop. 4); on
notera n(x) son ordre. Pour tout s eH, on a H,, = sz,
done n(xs) = n(x). Il existe un voisinage ouvert U de x tel que
U nUs =g pour s ¢ H, (loc. cil., n° 4, démonstration de la
prop. 8); pour y € U, on a H, € H,; donc la fonction n sur X
est semi-continue supérieurement. Lorsque X est dénombrable
a Uinfini, H est dénombrable ; en effet, soit (K,, K,, ...) un
recouvrement de X par une suite de parties compactes, et soit
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z, € X ; 'ensemble des s € H tels que sz, € K, est fini (loc. cit.,
n? 5, th. 1), d’olt notre assertion.

DEFINITION 2. — Soit F < X. On dit que F est un domaine
fondamental (pour H) si la resiriction de = a ¥ est une bijection
de F sur X/H (autrement dit si F est un systéme de représentants
pour la relation d’équivalence définie par H).

Lemme 8. — Soit F un domaine fondamental. Pour tout
reX,ona
(24) ZEI ors(2) = n(z).

Comme g (2f) = @p(x) quels que soient s et ¢ dans H,
les deux membres de (24) restent invariants quand on remplace
x par xf. On peut donc supposer que x € F. Alors on a les équi-
valences

ops(¥) =1 <>zxelFswrsteF s t=x<s5seH,
d’ou (24).

ProposiTioN 15. — On suppose X dénombrable a Uinfini.
Soit p une mesure >0 sur X. Soil F un domaine fondamental
tel que Fs soit p~-mesurable pour tout s € H. Soit £ une fonction
p~intégrable sur X, a valeurs dans un espace de Banach ou dans

R. Alors la famille des f n(x) f(x)du(x) (s € H) est sommable,

Fs
el lon a

[ 1@t@ = X | n@t@du.
X seH J py
Si A est une partie finie de H, on a

E n_lfCPFs

SEA

=n~ |f| Ei oy, = |f]
SE

d’aprés le lemme 8. Le lemme 8 prouve aussi que Y, n—fop,
seA

converge simplement vers f suivant ’ensemble filtrant croissant
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des parties finies de H. La prop. 15 résulte alors du chap. 1V,
§ 4, n° 3, th. 2.

TutoreME 4. Soient X un espace localement compact
dénombrable a Uinfini, H un gqroupe discret opérant a droile
confintiment et proprement dans X, n Uapplication canonique de
X sur X/H, p une mesure posilive sur X invariante par H,
B la mesure de Haar normalisée de H, et » = /8. Soif FF un domaine
fondamental p-mesurable.

a) Le couple (=, n~lpy) est p-adaplé, el

fx () o p(@)en (@) = A

b) L’application = est propre pour n ‘og. ., ef t(n~lpp. w)= A,

¢) Soit k une fonction sur X/H. Pour que k soit »-mesurable
(resp. r-intégrable), il faut et il suffit que n='q(k o 7) soil y-mesu-
rable (vesp. p-intégrable) ; ef, si k est a-intégrable, on a

f kdx :f n=Y(k o w)dp.
X/H F

On a p =¥, Soit fe 7 (X/H). Alors n~lgg(fon) est
p-mesurable > 0, et 'on a d’apres la prop. 5 b) du n° 3

f n(z)~Yp (@) (x(x))dn(x) = f " H@)da) f n(18) 1 p(2E)dB(E)

X X/H

et f n(xE) o p(2E)dB(E) = n(x)~! Y, ¢p(xE) = 1 d'aprés le

H EeH
lemme 8. Donc n~lgg.(f o &) est p-intégrable et

fx n(x) e r(T)f(r(2))du(x) =L/H f@ydnz)

Ceci prouve a). L’assertion b) se démontre de méme. L’assertion
c¢) se déduit de b) et du chap. V, § 4, prop. 3 et th. 2,

COROLLAIRE. — On conserve les hypothéses el les notations
du th. 4. Soit F' un second domaine fondamental y-mesurable.
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Soit w une fonction sur X, d valeurs dans un espace de Banach
ou dans R, invariante par H. On suppose que u est p-intégrable
dans F. Alors, u est p-intégrable dans F’, et

[ a@te [ u@duc).

Comme w et n sont invariantes par H, il existe une fonc-
tion v sur X/H telle que v o  coincide avec nu sur F et sur F'.
Alors n=1l9(v o) = @z, Nn"low(V o ) = gpu. D’aprés 'hypo-
theése n—lox(v o) est p-intégrable. D’aprés le th. 4, v est A~
intégrable, ¢pu est p-intégrable, et 'on a

f udy = vdi =f udy.
F X/H F

Pour Vexistence de domaines fondamentaux p-mesurables, cf.
exerc. 13.

§ 3. Applications et exemples.

1. Groupes compacts d’applications linéaires.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur R, C
ou H. Alors End(E) est une algebre de dimension finie sur R,
et la topologie canonique sur End(E) (§ 1, n° 10) est la topologie
de la convergence compacte. Le groupe Aut(E) = GL(E) est
une partie ouverte de End(E), donc est un groupe localement
compact. Soit (e, ¢€,, ..., ¢,) une base de E, et pour tout endo-
morphisme u de E, soit M(u) = («;{(u)) la matrice de u par
rapport a cette base ; dire qu'une partie S de End(E) est rela-
tivement compacte dans End(E) équivaut a dire que les fonc-
tions «;;(u) sont bornées dans S.

ProrositioNn 1. — Soit G un sous-groupe de Aut(E). Les
trois propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) G est relativement compact dans End(E) ;
(ii) G est relativement compact dans Aut(E);
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(iii) G laisse invariante une forme hermitienne positive non dégé-
nérée sur E.

(iii) = (1) : supposons que G laisse invariante une forme
hermitienne positive non dégénérée ¥'. Soit (¢,, ..., e,) une base
orthonormale pour ¥ (Alg., chap. IX, § 6, n° 1, cor. 1 du th. 1).

Pour tout u € G, soit (u;;) sa matrice par rapport a (e¢;). Quel
n

que soit j, on a X |u,|? = 1, donc |u,| <1 quels que soient
i=1

i et j, ce qui prouve ().

(1) = (i) : ceci résulte de Top. Gén., chap. X, 2¢ éd., § 4,
cor. du th. 4, compte tenu du fait que la topologie de End(E)
est celle de la- convergence compacte.

(ii) = (iii) : supposons que I’adhérence G de G dans Aut(E)
soit compacte. Soit ® une forme hermitienne positive non
dégénérée sur E. Sile corps des scalaires est R ou C, la donnée
de ® fait de E un espace hilbertien de dimension finie, et la
condition (iii) résultera du lemme suivant :

Lemme 1. — Soient F un espace hilbertien, K un groupe
compact, et s - U(s) une représentation de K dans le groupe des
éléments inversibles de ¥(F ; F), continue pour la topologie de
la convergence simple. Il existe une forme hermitienne positive
non dégénérée ¢ sur F telle que o(U(s)x, U(s)y) = o(x, y) quels
que soient seK, x €F, yeF, el telle que la structure d’espace
vectoriel topologique de F définie par ¢ (Esp. vect. top., chap. V,
§ 1, n° 3) soil identique a la structure initiale de F.

Soit « une mesure de Haar sur K. Quels que soient z,
y dans F, l'application s -~ (U(s)x|U(s)y) est continue. Posons

o, 1) = [ (U UORMa(s).

Il est immédiat que ¢(x, y) est une forme sesquilinéaire sur F.
Comme I'ensemble des endomorphismes U(s) est compact dans
Z(F ; F), il existe une constante M telle que [|U(s)]| <M pour
tout s € K. Pour tout x € F, on a donc

M-Yzll < [|U(s)zl] < Mljz,
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d’ou les inégalités
M-2(K)fz]? < 9(x, 2) < M2a(K)|z|?,

ce qui montre que ¢ est positive non dégénérée et que la norme
o(x, r)1/2 est équivalente a la norme |z|l. Enfin, pour tout f € K,
on a

(U, UD)y) =f(U (st | U(st)y)des)

— f (U(s)z|U(s)y)dads) = o(x, y)

Lorsque le corps des scalaires est H, on raisonne exactement de
méme, en remplacant partout la fonction s - (U(s)x|U(s)y) par
la fonction s ~ @(sz, y) définie dans G, a valeurs dans H. Ce qui
achéve la démonstration du lemme,

Remarque. — Soit ® une forme hermitienne positive non
dégénérée sur E. Le groupe unitaire U(®) est fermé dans Aut(E),
donc compact (prop. 1). La prop. 1 montre aussi que tout
sous-groupe compact de Aut(E) est contenu dans un sous-
groupe de la forme U(®). Si maintenant U(®) est contenu dans
un sous-groupe compact K de Aut(E), on voit qu’il existe une
forme hermitienne positive non dégénérée @' sur E telle que
U(®) c K c U(®’) et il en résulte facilement (exerc. 1) que @
et @ sont proportionnelles, d’ot U(®) = K. Ainsi les sous-
groupes compacts maximaux de Aut(E) sont les sous-groupes
de la forme U(®D).

2. Trivialité d’espaces fibrés et d’extensions de groupes.

Proposition 2. — Soit X un espace localement compact
dans lequel un groupe localement compact H opére a droite, conti-
niiment et proprement, par (x,E) -~ z%. Supposons X/H para-
compact, Soit g une représentation continue de H dans R». Il
existe alors une application continue f de X dans R* telle que
f(xE) = f(x) + g(&) quels que soient x € X et £ € H.
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On se raméne aussitot au cas ou n = 1. Comme le groupe
additif R est isomorphe au groupe multiplicatif R¥, la propo-
sition est alors conséquence immédiate de la prop. 7 du § 2,
no 4.

CoroLLAIRE. — Soif X un espace localement compact dans
lequel un espace vectoriel réel V de dimension finie opére a droite,
continiiment et proprement, par (x, v) » xv. Soit = Uapplication
canonique de X sur B = X/V. Supposons B paracompact.

a) Il existe une application continue [ de X dans V telle
que f(xv) = f(x) + v quels que soienft x e X et v e V.

b) Si [ est une application vérifiant les conditions de a),
Uapplication x -~ (n(x), f(x)) est un homéomorphisme de X sur
B x V.

L’assertion a) résulte de la prop. 2 dans laquelle on prend
pour ¢ I'application identique de V. Soit f une application véri-
fiant les conditions de a). L’application x -~ x.(— f(x)) de X
dans X est continue et constante sur chaque orbite, donc de
la forme ¢ ow, ol ¢ est une application continue de B dans
X ; pour tout b € B, on a =(p(b)) = b. Les applications
x ~ (n(x), f(r)) de X dans B x V et (b,v) -~ o(b).v de
B x V dans X sont réciproques l'une de lautre, car
o(m(1)).[(x) = 2.(— [(®).(f(x) = 2, w(p(b).0) = m(o(})) = b,
et, si b = m(y).f(@(=(y)).0) = [(y.(— [(¥)).v) = f@) — f(y) + v = v.
Comme ces applications sont continues, ce sont des homéo-
morphismes.

Remarque. — Soient E un espace affine réel de dimension
finie, T un espace compact, p. une mesure de masse lolale 1 sur
T, f une application continue de T dans E. Si on choisit une
origine a dans E, E se trouve muni d’une structure d’espace

vectoriel, et l’intégralef f®du(t) a donc un sens; elle repré-
T

sente le point x de E tel que

x—a=Lam~®mm.
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Ce point est indépendant du choix de a. En effet, soient a’ e E

et 2’ €eE tel que ' — a’ =f (f(t) — a")du(t). On a
T

¥ —a= @ =)+ @ —a) =] (0= )
+[ @ =t = (0~ du) == —a

d’ott " = z. On pourra donc utiliser le symbolef f®du(f) sans
T

préciser le choix de I'origine dans E. Si u est une application
affine de E dans un autre espace affine E’ de dimension finie,
on a

([ 10du0) = oy

En effet, on peut identifier E et E’ & des espaces vectoriels de
telle sorte que u devienne une application linéaire, et la for-
mule est alors connue (chap. III, § 4, n° 2, prop. 4).

Lemme 2. — Soient G un groupe compact, p. la mesure de
Haar normalisée de G, E un espace affine de dimension finie,
A le groupe dffine de E, p un homomorphisme de G dans A.
On suppose que, pour ftout x € E, lapplication s ~ p(s)x de G
dans E est continue. Alors, pour tout x € E, le point

Tg = f o(s)du(s) € E

est invariant par G.
En effet, pour tout £ € G, on a

(02 = | eOp(oadu(s) = [ otsyadu(s) = [ elsyrduts) = .
G ) G G
ProrosiTioNn 3. — Soit G un groupe localement compact.

Soit H un sous-groupe distingué fermé de G, isomorphe a R®
ef fel que G/H soit compact.
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a) Il existe un sous-groupe fermé L. de G tel que G soit pro-
duit semi-direct topologique de 1. et de H.

b) Si M est un sous-groupe compact de G, il existe un élé-
ment r e H {fel que x7Mx c L.

c) Tout sous-groupe compact de G est contenu dans un sous-
groupe compact maximal.

d) Les sous-groupes compacts maximaux de G sont les sous-
groupes fransformés de L. par les aulomorphismes intérieurs de G.

Soit = I'homomorphisme canonique de G sur K = G/H. Par
passage au quotient, I’application (s, h) ~shs~* de G x H dans H
définit une application continue (o, h) ~¢.h de K x H dans H
telle que shs= = n(s).h. Nous identifierons H a R” (et emploie-
rons donc, suivant le cas, la notation multiplicative ou addi-
tive pour la loi de groupe dans H). D’apres le cor. de la prop. 2,
il existe une application continue f de G dans H telle que
f(xh) = f(x) + h pour x e G, heH. Pour tout xeG, soit
p(x) = z.(— f(x)) qui ne dépend que de la classe de z suivant
H. Posons

1) F y) = pley)Tp@p@) = flay)y—'z-2(— [@)y(— (1))
= fEPly=(— [@Nyl(— @)
= f(xy) — =(y)~Y(x) — [(¥).
On voit que, si F(x, y) = 0 quels que soient x, y dans G, p(G) =L
est un sous-groupe de G qui rencontre toute classe suivant H
en un point et un seul. Comme p est continu, G est alors pro-
duit semi-direct topologique de L et de H (Top. gén., chap. III,
3¢ éd., § 2, no 10).
Or, quels que soient h, h' ¢ H, on a
F(zh, yh') = f(xhyh’) — =(y)—f(zh) — [(yh')
= f(xhy) + k' — =(m)7f(x) — ~@y)~"h — [@) — K
= [@y(=y)~h)) — =()~(@) — [(y) — ~(y)~*h
= [(xy) — =) ~Y(x) — [(y) = F(z, y).
Donc F définit par passage aux quotients une application conti-
nue ¢ de K X K dans H.
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D’autre part, quels que soient z, y, zdans G, on a
F(z, zy) + F(x, y) = fzzy) — =(2y)~'f(2) — [(xy) + [(xy)
— m(y) (@) — ()
= n(y)7f(z2) — =(xy)7f(2) — =(y)~/(x) + f(zzy)
— () ~Hf(zx) — [(Y)
— n(y)~F(z, 2) + F(zz, y)
donc, quels que soient z’, y’,z" dans K, on a
— @, ¥) = oz, T'Y) — y'Te(2', ) — o(z'¥, ¥).
Intégrons par rapport 4 z’ au moyen de la mesure de Haar
normalisée o« de K. Si on pose ¢(z’) :f(p(Z', x)da(z"), ¢ est

une fonction continue sur K, et on obtient (en observant que
les opérations de K dans R” respectent la structure d’espace
vectoriel de R d’apres Top. gén., chap. VII, § 2, no 1, prop. 1)

— o', y) = W@Y) — yH@) — $y)-

Autrement dit, en posant kK = ¢ o=, qui est une fonction conti-
nue dans G,

(2) — F(, y) = k(zy) — =(y)~k(x) — k(y)-

Comparant (1) et (2), on voit que, si on remplace f par la
fonction continue f 4 k, (ce qui laisse vérifiée la propriété
f(xh) = f(x) + h), on remplace F par 0, et, comme on I'a vu
plus haut, ceci acheéve la démonstration de a).

Pour tout ¢ € G, soit I, (resp. h,) 'unique élément de L
(resp. H) tel que ¢ = h,l,. Sih,eHet geG,ona

ghl - hylghl = hg(lghll;l)lg

donc h, = h,,, + L,h,l;'. Pour tout g € G, soit ¢, I'application
de H dans lui-méme définie par

Yo(hy) = h, + LA
On voit que l'application (g, ;) ~¢,(h,) de G x H dans H
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est continue et fait de H un espace homogene pour G, dans
lequel le stabilisateur de I'origine est L. Remarquons en outre
que lorsqu’on identifie H 4 R~ {, est une application -affine
de H dans lui-méme. Ceci posé, soit M un sous-groupe compact
de G ; en vertu du lemme 2, il existe un x € H tel que ¢,,(x) = =
pour tout m € M. Pour y € H, ¢, est la translation de vecteur y ;
on en déduit que pour tout meM, {104, 0¢, transforme
Vorigine de H en elle-méme, donc x~'mzx € L. Ceci prouve que
x Mz c L, d’ou b).

Soit L' un sous-groupe fermé de G contenant L. Alors L’
est produit semi-direct topologique de L et de L.’ n H. Si L
est compact, L' n H est compact, donc se réduit & un point
(Top. gén., chap. VII, § 1, n° 2, cor. 1 du th. 2), done L.’ = L.
Ceci prouve que L est un sous-groupe compact maximal de
G; il en est donc de méme des sous-groupes transformés de
I. par les automorphismes intérieurs de G. Les assertions c)
et d) de la prop. 3 sont alors des conséquences immeédiates de b).

ProrosiTioN 4. — Soient G un groupe localement compact
et H un sous-groupe distingué fermé de G tel que K = G/H
‘'soit compact. Alors toute représentation continue u de H dans R,
telle que u(sts—) = u(%) quels que soient £ e H et s e G, peut
{tre prolongée en une représentation confinue de G dans R.

Soient L = G x R, et M I’ensemble des (§, — u(£)) ou &
parcourt H. Il est clair que M est un sous-groupe distingué
fermé de L. Soient L’ = LL/M et = I'application canonique de
L sur L’. Le sous-groupe de L engendré par M et R est H x R,
donc est fermé; donc =(R) est un sous-groupe fermé N de L.
La restriction p de = 4 R est une représentation continue bijec-
tive de R sur N. Le lemme 2 de I’Appendice 1 prouve que p
est bicontinue. Par ailleurs, L.’/N est isomorphe a

L/(H x R) = G/H,

donc est compact. D’apres la prop. 3, et compte tenu du fait
que N est dans le centre de L', L.’ est le produit de N et d’un
autre sous-groupe. Il existe donc une représentation continue
de L’ sur N qui se réduit sur N & Papplication identique. Done
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il existe une représentation continue v de L sur R qui est tri-
viale sur M et se réduit sur R a Vapplication identique. Pour
EeH, on a (& 0)) = v((& — u@)e, u(®)) = u€), ce qui

acheéve la démounstration.

Lemme 3. — Soit G un groupe topologique engendré par
un voisinage compact de e. Soit H un sous-groupe fermé de G
tel que Uespace homogeéne G[H soit compact. Alors, H est engendré
par un voisinage compact de e dans H.

Soit C un ensemble compact tel que G = CH. En agran-
dissant C, on peut supposer que C engendre G et que G = CH.
Alors C? est compact et recouvert par les Cs (s € H) qui sont
ouverts, Donc il existe s,,...,s, dans H tels que
Ctc (ols1 u...u ésn. Soit I' le sous-groupe de H engendré
par les s;,. On a C2 ¢ CI'. Par récurrence, on en déduit C* < CI'
pour tout n, donc G = CI'. Tout élément de H se met sous la
forme ab avec a €C, bel', dot « e H, d’ot1 ¢ e C n H. Donc
H est engendré par C n H et les s, c’est-a-dire par un ensemble
compact.

Lemme 4. — Soient G un groupe ftopologique connexe, D
un sous-groupe totalement discontinu distinqué de G. Alors D
est contenu dans le centre de G.

En effet, soit d € D. L’image de G par ’application continue
z - dzxd~! est un sous-ensemble connexe de D, donc se réduit
A {d}, ce qui prouve que zd = dx pour tout z € G.

ProrositioN 5. — Soit G un groupe topologique connexe
admeftant un sous-groupe distingué discret D tel que K = G/D
soit compact, et que le groupe des commutateurs de K soit dense
dans K. Alors D est fini et G est compact.

Le groupe G est localement isomorphe a K (Top. Gén.,
chap. 111, 3¢ éd., § 2, n° 6, prop. 19) donc localement compact ;
puisqu’il est connexe, il est engendré par un voisinage compact
de e. D’aprés les lemmes 3 et 4, D est un groupe commutatif
de type fini, donc isomorphe & un groupe Z* x D, avec D, fini
(Alg., chap. VII, § 4, n° 6, th. 3). Supposons r > 0. Il existe
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alors une représentation f de D sur Z. D’aprés la prop. 4, f
se prolonge en une représentation continue g de G dans R.
Par passage aux quotients, g définit une représentation conti-
nue ¢’ de K dans R/Z; comme R/Z est commutatif, le noyau
de ¢’ contient le groupe des commutateurs dejK, doncZg’, est
triviale ; autrement dit, ¢(G) < Z. Comme G est connexe, on
en déduit g(G) = {0}, ce qui est absurde puisque f(D) = Z.
Donc r = 0 et D est fini. Par suite G est compact (Top. Gén.,
chap. III, 3¢ éd., § 4, n° 1, cor. 2 de la prop. 2).

3. Exemples.

Dans ce n° (exception faite des exemples 7 et 8), K dési-
gnera un corps commutatif localement compact non discret ; dx
désignera une mesure de Haar sur le groupe addifif de K.

On rappelle que modz = |z| si K =R, modx = |x|? si
K=C, mod z = |z]|, si K=Q,.

Exemple 1. — Groupe linéaire.

Soit A T'algebre M, (K). Le groupe A* des éléments inver-
sibles de A n’est autre que le groupe linéaire GL(n, K). Pour
tout X € A, la norme réduite Nrd,«(X) est det X ; par suite,
Ny/x(X) = (det X)» (Alg., chap. VIII, § 12, n° 3, prop. 8).
Comme X - tX est un isomorphisme de A sur I’algébre oppo-
sée, on a N,og(X) = Ny(tX) = det ((X)» = (det X)=. Alors, la
prop. 16 du § 1, n° 11 prouve que

3) mod (det X)~".  da (X = (2.)
i,i
est une mesure de Haar a gauche et a droite sur GL(n, K).
Pour déterminer toutes les mesures relativement invariantes
sur GL(n, K), on s’appuiera sur le lemme suivant :

Lemme 5. — Les représentations confinues de GL(n, K) dans
C* sont les applications de la forme X —y(det X), ol1 x, est une
représentation continue de K* dans C*.

Une telle application est évidemment une représentation
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continue de GL(n, K) dans C*. Réciproquement, soit ¢ une
représentation continue de GL(n, K) dans C*. Pour x € K*,

posons
x

&l
l

1
et y(x) = Y(@). Alors, pour toute matrice X € GL(n, K), on a
(det X-1)7. X e SL(n, K). Comme SL(n, K) est le groupe des

commutateurs de GL(n, K) (Alg., chap. III, 3¢ éd.), on a
P((det X-1H)7.X) = 1, d’on

YX) = d((det X)) = y(det X).

Ceci posé, le cor. 1 de la prop. 10 du § 1, n° 8, prouve que
les mesures relativement invariantes sur GL(n, K) sont, 4 un
facteur constant preés, les mesures de la forme
@) x(det X)) dx,, (X = ()

L]

ou y est une représentation continue de K* dans C*.

Exemple 2. — Groupe affine.

Pour tout X € GL(n, K) et tout x € K, soit (X, x) I'appli-
cation linéaire affine £ -~ X£ 4+ x dans K=». L’ensemble des
(X, x) est le groupe affine G de K=» (Alg., chap. II, 3¢ éd.,
§ 9, n° 4). L’ensemble T des translations est un sous-groupe
distingué fermé de G, canoniquement isomorphe a K= ; d’autre
part, GL(n, K) est un sous-groupe fermé de G, et G est produit
semi-direct de GL(n, K) et T = K#. On munit G de la topo-
logie (localement compacte) pour laquelle G est produit semi-
direct topologique de GL(n, K) et de T (Top. gén., chap. III,
§ 2, n° 10). On a

(X, ) = (1, 2).(X, 0).

D’autre part, si X € GL(n, K) et x €T, on a, pour tout
EeKn,

(X, O)(1, 2)(X, 0)71E = X(XE + 1) = + Xz = (1, Xr)E
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donc l'automorphisme (1, x) - (X, 0)(1, x)(X, 0)~* de T a pour
module mod(det X) (§ 1, n° 10, prop. 15). Compte tenu de
Iexemple 1 et du § 2, n° 9, Remarque,

(6) mod(det X)~1. (R dry) ® (R dz) (X = (@), T = (2)

ij i

est une mesure de Haar 4 gauche sur G. D’autre part, d’apres
la prop. 14 du § 2, n° 9,

Ag((X, 7)) = AcLk) (X)Ag-(x)(mod det X)1

ou

(6) Ag((X, x)) = mod (det X).
Donc une mesure de Haar a droite sur G est

(7 (mod det X)—". (<§) dz;;)) ® (<§i§> dz,).

Exemple 3. — Groupe trigonal strict.
Soit (1, n} I'ensemble des entiers m tels que 1 <m < n.

Soit J un sous-ensemble de (1, n) x (1, n] satisfaisant aux
conditions suivantes

1) si (i,j)ed, onai<j;

2) si (i, j) ¢ J, alors, pour tout entier k tel que i < k < j,
I'un au moins des deux couples (i, k) et (k, j) n’appartient pas
aJ.

Soit T; l’ensemble des matrices Z = (zj)1<i<n, 1<j<n
éléments dans K, telles que z,, =1, et z,, =0 pour i £ et
(i, j) ¢ J. C’est un sous-ensemble fermé de GL(n, K). L’applica-
tion Z - ()i, est un homéomorphisme de T; sur K (ol s
désigne le nombre d’éléments de J). Si Z' = (zj;) € T;, on a
Z'Z = (z{;) avec

2:"3' = Z4 + z;j + Z z;hzh:i pour i < ]
i<h<j
2y =0 pour i >7J, z/; =1
d’ou Z'Z €T;. Si on identifie T; a K¢, l'application Z ~ Z'Z

BourBaki, XXIX 6
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(pour Z’ fixé) s’identifie 4 une application affine, et son déter-
minant est 1, comme on le voit en ordonnant lexicographique-
ment les couples (i, j) € J et en appliquant le lemme suivant :

Lemme 6. — Soit L. un ensemble fini tofalement ordonné.
Pour tout » €L, soit V, un module libre de dimension finie sur
un anneau commutatif k; pour A, p dans L tels que )\ <y, soit
frw. € Homy(V,, V). Alors lapplication linéaire

s~ ( 8 @),

w=h

de H V, dans H Vi a pour déterminant || det fi,.

2L AeL. 2eL
On se rameéne aussitot au cas o L est un intervalle d’en-
tiers et le lemme résulte alors d’Alg., chap. IIL

Si Z € Ty, on voit alors qu’il existe Z’ € Ty tel que Z’'Z = 1,
d’ot Z’' = Z1. Ainsi, T est un sous-groupe fermé de GL(n, K).
D’autre part, la prop. 15 du § 1, n° 10, montre que la mesure

Q dz,
(i, )eJ
est une mesure de Haar a gauche sur T,. En calculant ZZ’, on
voit de la méme facon que cette mesure est une mesure de Haar
a droite sur Tj.
On a un résultat analogue si on échange, dans la défini-
tion de T;, le role des lignes et des colonnes.
Lorsque J est I’ensemble des couples (i, j) tels que i < j,
le groupe T; s’appelle groupe trigonal strict supérieur d’ordre n
sur K et se note Ty(n, K). Son transposé s’appelle groupe tri-
gonal strict inférieur.

Exemple 4. — Groupe trigonal large.

Soient ny, ...,n,desentiers > 1. Posons p, =n; +... 4+ n,_,
etn=p,.,=n + ... + n,. Soient I, 'ensemble des entiers j
tels que p, <j < pzs+: €t J la réunion des I, X I, pour k < L
Soit G le sous-groupe fermé de GL(n, K) dont les ¢léments sont
les matrices (Z,)i<i<., 1<i1<, telles que:
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1) chaque Z,;, est une matrice (z,,)in,jer, 2 €léments dans
K, a n, lignes et a n, colonnes ;

2) Z,; =0 pour k > 1;

3) Z € GL(n,, K) pour 1 <k <r.

La formule de produits par blocs

Zyy O ... O 1 Zy, ... Z,,
(8) 0 Zy, ... O 0 1 ... Z,
0 0 Z, \0 0 1
Zy Znly, Zi1Zy,
={ 0 Zys AVYA
0 0 Z,,

montre que G est produit semi-direct topologique du sous-groupe
D des éléments (Z,,) € G tels que Z,, = 0 pour k [ et du
sous-groupe T; de I'exemple 3. De plus D est isomorphe au
produit direct des groupes GL(n,, K) pour 1 <k <r.

Soit J’ 'ensemble des couples (j, i) pour (i,]) €J et soit
H P'ensemble des couples (i, j) € {1, n} x (1, n} n’appartenant
pas 4 J'. Soit Z’ = (z;j)1<i<u, 1<j<» un €élément de G. D’apres
la prop. 14 du § 2, n° 9 et les exemples 1 et 3 ci-dessus, on obtient
une mesure de Haar a gauche sur G en prenant I'image de la
mesure

& ((mod det Z,)™™. & dz;)) @ ( & dzyy)

k=1 L, jelx (i, j)ed

par Il'application

Z11 ZIIZ12 lezlr
((Zkk)’ (Zkl)) - 0 Z22 s Z2222r
0 0 Z

Or, considérons, pour k << [, I'espace vectoriel des matrices
Ziy = (Zi)er,, jer,. 11 est somme directe des n, sous-espaces
M, (j € I,) formé des matrices telles que z;, = 0 pour h #j.
Chacun de ces sous-espaces M; est stable par l’application
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L ~ ZwZyy, et la restriction a M; de cette application admet
pour matrice Z,,. Par suite (§ 1, n® 10, prop. 15) I'image de
la mesure () dz,; par l'application Z,, -~ Z,Z,, est

ielk, jel

(mod det Z,,)™™. & dz,.

ielg, jel;

Une mesure de Haar a gauche sur G est donc

(9) H (mod det Z). Q dz,

k=1 @, HeH
avec ¢, = X N, =n — p,.
k<i<r
Calculons le module de G en utilisant encore la prop. 14
du § 2. Les groupes D et T; sont unimodulaires ; d’autre part :

Zy O ... O\ /1 Zyy . Zo\ 2y O ... 0y~
0 Z22 . s . O 0 1 « s = Zz,r 0 Zzz IR O —_—
0 0 z,)\o 0o ... 1 0 0 z,
1 Zj, Zy,
_lo 1 Zl
0 0 1

avec Z,, = Z.,Z..Z;7'. Compte tenu de I'exemple 3 et de la
prop. 15 du § 1, n° 10, on voit en raisonnant comme ci-dessus
que si X = diag(Z,,, ..., Z,,) €D, le module de I'automor-
phisme Z -~ X—1ZX de T; est

Il (mod det Z,,)~"(mod det Z,)™

k<l
donc

(10) Ag(Z) = H (mod det Z,, ) +m—2
k=1

Le groupe G’ transposé de G s’étudie de la méme maniére.
On trouve comme mesure de Haar a gauche

Il (mod det Z,,)—»». & dz,,

=1 (, 1)eH
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et comme module de G’
r
[ 1 (mod det Z,,)n+m—2mn
k=1

Si en particulier on prend n, = ... = n, = 1, on trouve
pour groupe G le groupe T(n, K)* des éléments inversibles de
la sous-algeébre de M, (K) formée des matrices X = (z,,) telles
que r;; = 0 pouri > j. Cette algébre, que nous noterons T(n, K),
est appelée algébre trigonale supérieure, et le groupe T(n, K)*
est appelé groupe trigonal large supérieur d’ordre n sur K. Les
formules précédentes prennent alors la forme que voici: une
mesure de Haar a gauche sur T(n, K)* est

(9 bis) 1 (mod z, )1, & dz,, (Z = (z:))
i=1 i<j

et le module de T(n, K)* est
(10 bis) Arpye(Z) = || (mod z,;)%-n-1 (Z = (24))
i=1

Pour le transposé de T(n, K)*, ou groupe trigonal large infé-
rieur, on trouve comme mesure de Haar 4 gauche

H‘ (mod z,;)7%. R dz,;
jm1 i>]

et comme module

n
1 (mod z;;)+1-2

i=1
Remarque. — Le groupe T(n, K)* est un sous-groupe fermé

n
de GL(n, K), et Arwx+((z;)) = |] (mod z,)%-1. On a vu

i=1
dans l'exemple 1 que Agrmx) = 1. Si n > 1, la fonction

AcLin,x)[Atinx)s
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sur T(n, K)* ne peut se prolonger en une représentation conti-
nue de G dans C* (car une telle représentation est égale a 1
sur Sk(n, K) d’apres le lemme 5, alors que mod(z,,)™ 51
pour z,; bien choisi). Il en résulte que l'espace homogéne
GL(n, K)/T(n, K)* n’admet aucune mesure relativement inva-
riante si n > 1 (§ 2, n° 6, th. 3).

Cet espace homogéne s’identifie, pour n = 2, 4 la droife projec-
five sur K. En effet, soit (e,, e,) 1a base canonique de K32, Le groupe
GL(2, K) opére transitivement sur ’ensemble des droites de K?2

~privées de 0, et le stabilisateur de Ke, — {0} est T(2, K)*.

Exemple 5. — Groupe frigonal spécial.

Reprenons les notations du début de I'exemple 4, et consi-
dérons le sous-groupe G, = G N SL(n, K). Il est produit semi-
direct topologique du groupe D; = D n SL(n, K) et de T;. Le
groupe D, admet un sous-groupe distingué A isomorphe a
SL(n,, K), a savoir le sous-groupe composé des éléments
diag(Z,,) avec Z;; = 1 pour k < r. L’homomorphisme

P diag(zll’ RIS ] er) - (le’ LR | Zr—l,r—l)

de D, dans GL(n,, K) x ... X GL(n,_;, K) est surjectif et de
noyau A. D’autre part, ¢ est continu. Compte tenu du lemme 2
de I’Appendice I, D,/A peut s’identifier a

GL(n,, K) X ... x GL(n,_,, K).

Nous désignerons par p la mesure de Haar sur A (cf. Exemple 6)
et par

x = r@g((mod det Zy)™. @ dzyy) ® (dw(Z,,))

k=1 i, jele

la mesure de Haar sur D, telle que

r—1
a/p. = ® ((mod det Z’Gk —nx, ® dz'!)

k=1 i, jelz

(§ 2, n° 7, prop. 10). On montre alors comme dans I’Exemple 4
qu'une mesure de Haar a gauche sur G, est
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r—1

mod (H (det z,c,c)mc—a»)
k=1

.[ré@’ ((mod det Zy)~". @ dz,) @ du(Z")] ® Q dz,

k=1 i, jelx , ))eJ

Comme G, est distingué dans G, le module de G, est larestric-
tion de celui de G (§ 2, n° 7, prop. 10 b).

Si n, = 1, le sous-groupe A est réduit 4 I’élément neutre
et une mesure de Haar 4 gauche sur G est

r1 —1
mod (H (det zkkrw).'@ ( 2 d) © @ da
k=1 k=1 \i, jelx (i, j)ed

Si 'on prend n;,=n,= ... =n, =1, le groupe G,
obtenu s’appelle groupe trigonal spécial supérieur et son trans-
posé Gy s’appelle groupe trigonal spécial inférieur. Une mesure
de Haar a gauche sur G, est

n—1 n—1
(1) mod(Hz:rrﬂ-l).(® dz,-a-)®( 2 dzi,.)
i=1 i=1 1<i<j<n

et le module de G, est

(12) mod (Iﬁ z?ii—2n>

i=1
On trouve de méme pour mesure de Haar & gauche sur G;
n—1 n—1
mod ([I Z?i_id)'( 034 dzz'z‘) & ( X dz,-,)
i=1 i=1 1<j<isn

et pour module

n—1
mod (H 2,2,-"—2">.

i=1
Exemple 6. — Groupe linéaire spécial.

Les sous-groupes fermés T,(n, K) et {(T(n, K)*) de GL(n, K)
ont pour intersection {¢}. Donc I'application (M, N) - M.N est
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une bijection continue ¢ de T,(n, K) X (T(n, K)*) sur une
partie Q de GL(n, K).

Lemme 7. — a) Soit U = (u;;) € GL(n, K). Pour que U € Q,
il faut et il suffit que det(u;))s<i, j<n # 0 pourk = 2,3, ..., n.

b) Q est une partie ouverte de GL(n, K).

c) L’application ¢ est un homéomorphisme de

Ty(n, K) x {(T(n, K)*)

sur Q.
Pour que U €Q, il faut et il suffit qu’il existe un

Z=(z;) eTy(n, K)

tel que ZU €i{(T(n,K)) (on aura alors nécessairement
ZU e Y(T(n, K)*) puisque U et Z sont inversibles). D’aprés ce
quon a vu plus haut, si Z existe, il est unique. Donc, pour
que U €4, il faut et il suffit que le systéme linéaire

kzlz,-kuk,. =0 1=<i<j=n

(ot (z,;) € Ty(n, K)) admette une solution unique. Or ce sys-
téeme peut s’écrire

n
(13) Y z,u, = —u, (1 =i<j=n)
k=i+1
Pour i fixé, on a un systéme de n — i équations par rapport
aux INCONNUES Z;.1, Ziitz2, ..., Zix; POUr que ces systémes
admettent des solutions uniques, il faut et il suffit que

det(uy)ir1<reniticicn 7 0

pour i = 1,2, ..., n— 1. Ceci prouve a). Il en résulte que Q
est ouvert dans GL(n, K). D’autre part, en résolvant le sys-
téme (13) par les formules de Cramer, on obtient les z;; comme
fonctionsYrationnelles des u;; & dénominateurs non nuls dans
Q, donc Z dépend contintiment de U dans Q, ce qui prouve c).
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Soit maintenant G, < #T(n, K)*) le groupe trigonal spé-
cial inférieur. L’application (M, N) - M.N est une bijection
continue ¢ de T,(n, K) X Gj sur une partie Q' de SL(n, K).

Lemme 8. — a) Soit U = (u,;) € SL(n, K). Pour que U € Q/,
il faut et il suffit que det(u;)r<ijcn # 0 pour k =2,3, ..., n.

b) Q' est une partie ouverte de SL(n, K).

¢) L’application { est un homéomorphisme de T,(n, K) x Gj
sur Q'.

En effet, soient M € T,(n, K) et N € {T(n, K)*). Pour que
M .N e SL(n, K), il faut et il suffit que N € G;. Donc

Q' = SL(n, K) n Q
et le lemme 8 résulte aussitot du lemme 7.

ProposiTioNn 6. — a) Le groupe SL(n, K) est unimodulaire.

b) Soienf ., p., des mesures de Haar a gauche sur le groupe
trigonal strict supérieur T,(n, K) et sur le groupe frigonal spécial
inférieur Gy. L’image de p, ® p, par Uhoméomorphisme

(M, N) ~ M.N-1

de T (n, K) X Gi sur Q' est la restriction @ Q d’une mesure de
Haar de SL(n, K).

c) Le complémentaire de Q' dans SL(n, K) est négligeable
pour la mesure de Haar de SL(n, K).

Le groupe GL(n, K) est unimodulaire (exemple 1), et
SL(n, K) est un sous-groupe distingué de GL(n, K), donc est
unimodulaire (§ 2, n® 7, prop. 10, b)). L’assertion b) résulte de
a), du lemme 8, et de la prop. 13 du § 2, n° 9. Prouvons c).
D’apres le lemme 8 a), il suffit de prouver ceci: si p((Uy)i<ij<n)
est un polyndéme, non identiquement nul sur Sk(n, K), I'’ensemble
E des U e8SL(n, K) tels que p(U) = 0 est négligeable pour la
mesure de Haar. Compte tenu du § 1, n° 10, cor. de la prop. 13,
la topologie de SL(n, K) est a base dénombrable. Il suffit donc
de prouver que, pour tout U, e€E, il existe un voisinage de
U, dans SL(n, K) dont I'intersection avec E est négligeable ; ou
enoore qu’il existe un voisinage W de I dans SL(n,K) tel
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que Uz'E N W soit négligeable. Prenons W = Q. Compte
tenu de b), tout revient & voir que l’ensemble des couples
(M, N) e Ti(n, K) x Gy tels que p(U,MN) = 0 est négligeable
pour p; ® p,. D’aprés les expressions de p, et p, (calculées
aux exemples 3 et 5), ceci résultera du lemme suivant:

Lemme 9. — Soit { un polynéme # 0 de K[X,, ..., X,].
Dans Uespace Kr, ensemble N défini par 4(z,, ..., x,) = 0 est
négligeable pour la mesure de Haar.

Raisonnons par récurrence sur r. Le lemme est évident
pour r = 1, car alors N est un ensemble fini. En changeant
au besoin la numérotation des variables, on peut supposer
que ¢ ¢ K[X,, ..., X,_;]; soit

q)(Xl’ t "Xr) ::X:‘nLPO(Xl’ i '!Xr—l) + e +q"m(X1! © "Xr——l)

avec m > 0 et ¢, £ 0. Dans I'espace K71, soit N, I’ensemble
défini par g2y, ..., 2,1 =0, qui est négligeable d’aprés
I’hypothése de récurrence. Pour tout (x,, ..., x,_,) ¢ Ny, I'en-
semble des z, € K tels que (x4, ..., x,_1, 2,) € N est fini, donc
négligeable. Comme K~ est dénombrable a l'infini (§ 1, n° 10,
cor. de la prop. 13), N n[(K"t~—= Ny x K] est négligeable
dans K (chap. V, § 8, n° 2, cor. 8 de la prop. 5). Donc N est
négligeable.

Exemple 7. — Décomposition d’Iwasawa de GL(n, K).

Dans cet exemple, K désigne I'un des corps R, C, H. Si
A € K, on définit A comme égal & A si K = R, comme égal au
conjugué de x si K = € ou H. Soit E un K-espace vectoriel
4 droite de dimension n, et soit ® une forme hermitienne posi-
tive non dégénérée sur E.

Lemme 10. — Soit ({4, fs, - - ., f[,) une base de E.

a) Il existe une base orthonormale (e, ey, ..., e,) el une
seule de E telle qu'on ail f, = ejo;q + €509 -+ ... + €y (1 =1,
2, ..., n) avec a;; > 0 pour tout i.

b) Pour ® fixée, les e, et les w;; dépendent contintiment de
(fi, - fa) € Em
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Soit E; = f,K + f.K + ... 4+ f,K, qui est de dimension i.
Soit ¢, un élément non nul de E; orthogonal a E,_; et tel que
®(g,, 9;) = 1. Par récurrence sur i, on voit que (g4, ..., §s)
est une base orthonormale de E;. En particulier, (g, ..., g,)
est une base orthonormale de E. Soit 1, = ®(y;, f;). Comme
fi ¢E;4, on a %, # 0. Posons ¢, = ¢,|7,J27. On a

Dle,, e) = || AT 0(g;, gINT = 1,

donc (e,, ..., e;) est encore une base orthonormale de E;; en
outre, ®(e;, f,) = ]kilii—ld)(g,., f) = |»| >0, donc les e; pos-
sédent les propriétés de a). Soient (e;, ..., e,) une autre base
orthonormale de E avec ces mémes propriétés. On voit par
récurrence sur i que (e;, ..., e;) doit étre une base de E,,
donc e; = e;u,; avec un p, € K. On a

1 = ®@(e;, e) = 1, Q(e;, e)p; = Riltys

et 0 < ®@e}, f) = ¢, D(e;, f;), donc p; >0 et p?=1, donc
w; = 1, d’ol1 a). Supposons prouvé que les e; et les a,; dépendent
continiment de (fy, ..., [, pour i < i, et prouvons que e,
et les a,; dépendent contintiment de (f;, ..., f,). Pour j < i,,
o = D(f;,,e;) dépend continiment de (fy, ..., f,) d’apres
I'hypothése de récurrence. D’autre part,

q)(fio’ fio) = loc'iol‘z + !ai02[2 —I_ c e + [ain, io—l[z + a?ﬂn(o’

donc « dépend contintiment de (fy, ..., [,). Donc

fos 10
i = (fio = €10s1 =+« == €im1®yy, 1) %k,
dépend contintiment de (f,, ..., f,).

Soit désormais E = K" et prenons pour @ la forme
z,y; + ... + 2,y,. Rappelons qu'on note U(n, K) le groupe
unitaire correspondant. Méme si K est non commutatif, nous
noterons encore T,(n, K) le groupe des matrices triangulaires
supérieures de M, (K) dont la diagonale est formée de 1.

ProposITION 7. — Soit D* le groupe des matrices diago-
nales a éléments > 0. L’application (U, D, T) ~ UDT est un
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homéomorphisme de U(n, K) x D* x T (n, K) sur GL(n, K).
Soit (¢4, . . ., ¢,) la base canonique de K. Soit X € GL(n, K).
Alors les X.¢, = f, constituent une base de E. On peut, a cette
base (f;), associer une base (e,) grice au lemme 10. Soit U la
matrice de 'automorphisme unitaire de E qui transforme e,
en e;. Alors Ul.f, = ey + €g0;9 + ... + c0;; avec ay; >0
pour i = 1,2, ..., n. Donc X = UC, ou C est la matrice

all mzl LI “nl
0 ay, %no
0 0 O

En outre, U et C dépendent contintiment de X d’aprés le lemme
10. D’autre part, la formule (8) montre que C se met sous la
forme DT avee D e D*, T e T (n, K), D et T dépendant conti-
niiment de C. L’unicité de la décomposition X = UDT résulte
de la propriété d’unicité du lemme 10.

L’homéomorphisme de la prop. 7 s’appelle « décomposition
d'Iwasawa » de GL(n, K).

Le groupe G = D*.T,(n, K) est '’ensemble des matrices
triangulaires supérieures sur K dont les éléments diagonaux
sont > 0. Identifions I’élément (z,) de ce groupe & I’élément

((2:0) 1<icn s (Zij)1<i<i<n) € R X Knln=bi2,

Raisonnant exactement comme dans l’exemple 4, on trouve
comme mesure de Haar a droife sur ce groupe

(D) (& o) 2 (8 82),

Appliquant alors la prop. 13 du § 2, n° 9, on voit que, si on iden-
tifie GL(n, K) a U(n, K) x G par l'application (U, S) - US,
une mesure de Haar sur GL(n, K) est

i<j

« désignant une mesure de Haar sur U(n, K).



ne 3 APPLICATIONS ET EXEMPLES 93

Ezxemple 8. — Espaces de formes hermitiennes.

Dans cet exemple, K désigne toujours 'un des corps R,
C, H. On posera & = dimgK (donc 3 = 1, 2 ou 4). Une forme
hermitienne sur I'espace vectoriel a droite K=~ s’écrit

O, y) = Cxy, - s Ty Y1y -5 Y) = i le Xy,

avec h;, = h;; quels que soient i et j. Notons § I’espace vecto-
riel sur R formé des matrices hermitiennes de M, (K). L’appli-
cation (h;;) ~ ® est un isomorphisme de § sur I’espace vectoriel
des formes hermitiennes sur K=, par lequel nous identifions
ces deux espaces. Soit H* < § '’ensemble des formes hermi-
tiennes positives non dégénérées sur K=. L’ensemble $H* est
convexe dans $; en effet, si ®,, @, sont dans H* et si i,
sont deux nombres > 0 tels que A + p =1, il est clair que
A®, + p®, est une forme hermitienne positive; d’autre part,
si (AD, + pdy)(z,2) =0, on a O (x, x) = Dy(x, ) = 0, donec
x = 0, de sorte que A®, + p®, est non dégénérée. Montrons
maintenant que $* est une partie ouverte de $. Soit S 'ensemble
desr = (z,, ..., x,) e Krtelsquez,2, + ... + 2,7, = 1; c’est
une partie compacte de K= ; si ® € $%, la fonction x -~ ®(z, x)
est continue et > 0 sur S, et par suite sa borne inférieureest >0 ;
si @' € § est suffisamment voisine de ®, on a donc ®’(x, x) > 0
pour tout x €S, de sorte que @’ est positive non dégénérée.

Le groupe linéaire GL(n, K) opére continiiment & droite
dans § par (X, ®) -~ ® o X, c’est-a-dire par (X, H) - *X.H.X
si on note H la matrice hermitienne correspondant a @. Il
est clair que $H* est stable pour GL(n, K). Plus précisément,
d’apres Alg., chap. IX, § 6, n° 1, cor. 1 du th. 1, $* est I'orbite

pour GL(n, K) de la forme Y, Z,j;, correspondant a la ma-
i=1

trice unité I,. Le stabilisateur de celle-ci est U(n, K). D’aprés
le lemme de I'app. 2, $* s’identifie, comme espace homogéne
topologique, a GL(n, K)/U(n, K).

Pour tout X e GL(n, K), soit X I'automorphisme

H-tX H.X
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de I'espace vectoriel réel . Si p désigne la mesure de Haar du
groupe additif §, on a X-'(n) = |det X|.p (§ 1, n° 10, prop. 15).
Montrons que

(15) |det X| = IN(X)]?
ou N désigne la norme dans M,(K) considérée comme R -algébre,
et ol A =1 —8—;;—2 1l suffit de vérifier (15) pour X parcou-

rant un systeme de générateurs de GL(n, K), donc (Alg.,
chap. II, 3¢ éd., § 10, n° 13) pour des X des types suivants:
a) X est la matrice d’une application de la forme

(Tys o v s Tp) = Xot)s + + o5 To(m))

ol 6 € S,. Dans ce cas, une puissance de X est égale a 1, donc
ldet X| = [N(X)| = 1.
b) X est la matrice d’'une application de la forme

(1, gy « <oy X,) = (AT1, Ty, + . s T,)-

Alors, si (h;;) e $, on a )N(((h,-,-)) = (h;;) avec hy; = ah,,a
= |a|? hy,, h}; = ahy; pour i > 1, hj; = h;; pour i > 1,j > 1;
done

|det }N(l = |a|2]a|8tr—D) = |q|2+3(n-D),

D’autre part, si Y = (y,,) e M,(K), on a XY = (y;;) avec
yy; = ayy; et yi; = y; pour { > 1; donc [N(X)| = |aj®” La
formule (15) est encore vérifiée.

¢) X est la matrice d’'une application de la forme

(X1, Xgy - s X)) ~ (g + bxy, Xy, ..., T,).

On a X((hﬁ)) = (h;;) avec hy; = hni his = hys +_h11b,
hy; = hy; pour i>2, Ry, = hyy + bhypy + Rysb + bhy,b,
R, = hy; + bhy; pour i>2, hj; =h, pour i>2, j>2.
Compte tenu du lemme 6, on voit que |det X| = 1. On vérifie
de méme que |N(}Z)] = 1, ce qui acheve de prouver la formule
(15).
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Ceci posé, la mesure |N(H)|2dp(H) sur § est invariante
par GL(n, K), car

XN du(H)) = NXE)|. |det X|du(H)
= IN(E)[ 772N [ det X du(H) — |N(H)|*du(H).

Si He$*, onaH = X(I,) = ‘XX pour un X € GL(n, K),
donc N() = N(X)N(X) > 0. Par suite, sur $H*, Tunique
mesure invariante par GL(n, K) a un facteur constant preés
(cf. § 2, n° 6, th. 3) est la mesure

dy(H) = N(H)2du(H).
En particulier

dy(H) = (det H)y~»/*dp(H) pour K =R
dy(H) = (det H)~"du(H) pour K = C.
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Lemme 1. — Soient X un espace localement compacl, R
une relation d’équivalence ouverte dans X, {elle que lUespace
quotient X/R soit paracompact ; soit = Uapplication canonique
de X sur X/R. Il existe une fonction F > 0 continue dans X
telle que :

a) F n’est identiquement nulle sur aucune classe suivant R ;

b) pour loute partie compacte K de X/R, linfersection de
n~1(K) avec Supp F est compacte.

A tout point u € X/R, associons une fonction f, € # (X)
telle que f, ne soit pas identiquement nulle sur =—(u); soit
Q, 'ensemble ouvert des points ol f, > 0; on a donc u e n(Q,).
Comme = est une application ouverte, les =(£2,) forment un recou-
vrement ouvert de X/IH. Il existe un recouvrement ouvert
(U)er localement fini, plus fin que le recouvrement par les
n(Q,), puis (Top. gén., chap. IX, 2¢ éd., § 4, n° 3, prop. 3) une
partition de 'unité (g).; sur X/H subordonnée au recouvre-
ment (U,). Pour tout ¢ € I, choisissons un u, tel que U, € =(,).
La fonction F, = (g, o=).f, appartient 4 #(X) et a son sup-
port contenu dans =~(U)). Les supports des F, forment done
une famille localement finie, de sorte qu’on définit une fonction

continue F > 0 sur X en posant F = Y F,. Pour tout u e X/R,
el

il existe un : tel que g(u) > 0 donc u € U, ; puis il existe un
T €Q,, tel que n(x) = u; alors f,(x) > 0 et g(n(x)) > 0, donc
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F(x) > 0 et a fortiori F(x) > 0; ceci prouve que F posséde la
propriété a). Enfin, soit K une partie compacte de X/R. Il
existe une partie finie J de I telle que, pour « € [ == J, on ait
U.NK = @, donc =~1(K) N Supp F. = &. Alors

=~Y(K) n Supp F = =~XK) n ( U Supp E)
€l

=n}K) n ( U Supp FL)
©J
est compact.

Lemme 2. — Soient G un groupe localement compact dénom-
brable a Uinfini, M un espace de Baire. Supposons que G opére
a gauche contintiment et transitivement dans M. Pour tout x € M,
soit H, le stabilisateur de x dans G, de sorte que l'application
s - sx de G sur M définit par passage au quotient une bijection
continue ¢, de G/H, sur M. Alors ¢, est un homéomorphisme de
G/H, sur M (autrement dit (Top. gén., chap. III, 3¢ éd., § 2,
n° 5) M est un espace homogene topologique).

Soit z, € M. Il suffit de prouver (loc. cit., prop. 15) que I’appli-
cation s - sx, transforme tout voisinage V de e dans G en un
voisinage de z, dans M. Soit W un voisinage compact symé-
trique de e tel que W2 < V. Par hypothese, G est réunion d'une
suite d’ensembles compacts, donc d’une suite de translatés
(s,W) de W. Alors M est réunion de la suite d’ensembles com-
pacts (s,Wz,). Comme M est un espace de Baire, il existe un
indice n tel que s, Wz, admette un point intérieur s,wz, (w € W).
Par suite, x, est point intérieur de

wis;Y (s, Wx,) = w-'Wzx, € Vz,,

de sorte que Vx, est un voisinage de x, dans M.

BourBakl, XXIX 7
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Lemme 1. — Soient X, B deux espaces localement compacts,
n une application de X dans B, v une mesure positive sur B.
Soit b ~ A, (b €B) une famille v-adéquate de mesures positives
sur X telle que, pour tout b €B, la mesure M, soil concentrée

sur ©n(b). Posons p =f7\,,dv(b), el supposons que lapplication

7t soil y-mesurable.

a) Si N c B est localement v-négligeable, ==3(N) est locale-
ment p-négligeable.

b) Si f est une fonction v-mesurable sur B (a valeurs dans
un espace ‘topologique), fown est y-mesurable sur X.

Soit K une partie compacte de X. Il s’agit de prouver
que = Y(N) n K est p-négligeable et que la restriction de for
a K est y-mesurable. Or K est réunion d’'un ensemble p-négli-
geable et d’une suite de parties compactes K, telles que =n|K,
soit continue. Il suffit de montrer que ==1(N) n K, est p-négli-
geable et que la restriction de fon & K, est y-mesurable. On
supposera donc désormais que =|K est continue. Alors n(K)=K'’
est compact. Comme = }(N) N K =="1(N n K’) N K, et que
N n K’ est v-négligeable, on supposera désormais que N est
v-négligeable. Alors N est contenu dans un ensemble v-négli-
geable N, intersection dénombrable d’ensembles ouverts (chap.
IV, § 4, n° 6, cor. 2 du th. 4). Comme = est p-mesurable, ==1(N")
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est u-mesurable (chap. IV, § 5, n° 5, prop. 8), donc =~}(N') N K
est p-intégrable, et 'on a (chap. V, § 3, no 4, th. 1)

w(m(N') N K) = f MmN 0 K)d(h)

Or, si b¢N', =7I(N’) n K est 2-négligeable puisque 2, est
concentrée sur =—1(b) par hypothése. Donc p(x~}(N’) n K) = 0.
A fortiori, =~%(N) N K est p-négligeable et 'on a bien prouvé a).
D’autre part, il existe une partition de K’ formée d’'un ensemble
v-négligeable M et d’une suite (K;) d’ensembles compacts tels
que f|K; soit continue. Alors la restriction de fo= A chaque
ensemble =~1(K) n K, est continue, et =~}(M) n K est u-négli-
geable d’aprés a), donc la restriction de fon a4 K est bien
p-mesurable.



EXERCICES

§ 1

1) Soit G un groupe compact. Montrer que toute représentation
continue ¢ de G dans R¥ est telle que ¢(G) = {1} En déduire qu’une
mesure positive relativement invariante sur G est invariante.

2) Soit G un groupe topologique, tel que le groupe des commuta-
teurs de G soit partout dense dans G. Montrer que toute représentation
continue ¢ de G dans un groupe commutatif séparé est telle que ¢(G) = {e}.
En déduire que, si G est localement compact, toute mesure complexe
relativement invariante sur G est invariante. En particulier, G est
unimodulaire.

3) Soient G un groupe localement compact, p une mesure de Haar
a4 gauche sur G, et v = Agl/2. u. Montrer que

YN = Ag(s)ry, 8(s)v = Ag(s)y, ¥ = w.

4) Soient G, G’ deux groupes localement compacts, V (resp. V')
un voisinage ouvert de I’élément neutre de G (resp. G’), ¢ un isomor-
phisme local de G’ a G, défini sur V', tel que (V') = V. Montrer que
Ag o ¢ est la restriction de Ag a V.

5) Pour tout a appartenant au groupe multiplicatif Q*, soit ¢(a)
Iautomorphisme du groupe additif R défini par ¢(a)r == ax. On munit
Q* de la topologie discréte. Soit G le produit semi-direct topologique
de Q* et R défini par o (Top. gén., chap. III, 3¢éd., § 2, n° 10). Montrer
que G est localement isomorphe 4 R, mais n’est pas unimodulaire.

6) Soit G un groupe localement compact admettant un sous-groupe
H ouvert et compact. Montrer que, pour tout automorphisme ¢ de G,
mod ¢ € Q%. (Observer que o(H) N H est d’indice fini dans H et ¢(H)).
Montrer que 1'égalité Ag(s) = 1 définit un sous-groupe ouvert de G
contenant H.

7) Soient G un groupe localement compact, B une mesure de Haar
4 gauche sur G, A une partie de G, B une partie 3-intégrable relative-
ment compacte de G telle que B(B) > 0. Montrer que si les parties
compactes de A.B ont des mesures bornées pour B, A est relativement
compacte. (Imiter le raisonnement de la prop. 1).
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8) Soient G un groupe localement compact, A une partie partout
dense de G, « une mesure de Haar & gauche sur G, H une partie
a-mesurable de G possédant la propriété suivante: pour tout s e A,

sH N (CH) et HN (CsH) sont localement «-négligeables. Montrer que

H est localement x-négligeable ou de complémentaire localement «-négli-
geable. (Montrer que ¢p.o est invariante a gauche).

9) On adopte les notations de la démonstration du th. 1 du ne 2.
Soit B I'unique mesure de Haar 4 gauche sur G telle que B(f,) = 1.
Montrer que, pour toute f € X(G), I,(f) tend vers B8(f) suivant B. (Soit
a une valeur d’adhérence de g — I, (f) suivant B. Il existe un ultra-
filtre U plus fin que B tel que I, (f) tende vers a suivant Ui, D’autre part,
1,(f) tend vers B(f) suivant ).

10) Soient G un groupe localement compact, p une mesure de
Haar a gauche sur G. Montrer que tout ensemble p-intégrable A est
contenu dans une réunion dénombrable d’ensembles compacts. (Se
ramener au cas ou A est ouvert, et observer qu’il existe un sous-groupe
ouvert de G réunion dénombrable de parties compactes).

911) Soient G un groupe localement compact non discret dénom-
brable & linfini, f une mesure de Haar & gauche de G. Montrer que
tout voisinage compact V de e contient un sous-groupe distingué H de
G, B-négligeable et tel que G/II soit un groupe localement compact
polonais. (On pourra procéder de la facon suivante : soit L le sous-groupe
ouvert de G engendré par V; soient b, by, ... des représentants des
classes a4 gauche suivant L. Former une suite décroissante (V,,) de voi-
sinages symétriques de e tels que: 1) V2CQ 'V, ,; 2) zV,xz ' CV,,
pour tout xeV; 3) b,V b1 TV, pour 1 =i =< n; 4) B(V,) =1/n.
Poser H = vlnvzn o)

Soit (f,) une suite de fonctions numériques uniformément conti-
nues pour la structure uniforme gauche de G. Montrer qu’on peut cons-
truire H de maniére que, de plus, les f, soient constantes sur les classes
suivant H. (Dans la construction précédente, prendre V, tel que I’on ait
Ifi@) — fy)| =1/n pour -y eV, et pour 1 =i =< n).

Soit (g,) une suite de fonctions numériques B-intégrables sur G.
Montrer qu’on peut construire’ H de maniére que, de plus, chaque g,
soit égale presque partout & une fonction constante sur les classes
suivant H.

12) Soient K un corps localement compact non discret, E un espace
vectoriel topologique a gauche sur K.

a) Si E de dimension 1, E est isomorphe a K, (imiter la démons-
tration de la prop. 2 de Esp. vect. lop., chap. I, § 2, n° 2, en remplacant
la valeur absolue par la fonction modg).

b) Si E est de dimension n, E est isomorphe 4 K7 (imiter la démons-
tration du th. 2 de Esp. vect. lop., chap. I, § 2, n° 3).

¢) On suppose E localement compact. Soit F un sous-espace vec-
toriel de dimension finie n de E. Pour tout a € K, soit modg(a) le module
de z ~ ax dans E. Comme F est fermé dans E d’aprés b), on peut former
modg/r(a). Montrer que modg(a) = modg(a)"modg/r(a). Monirer que,
si modg(a) < 1 et si F # E, on a modg/r(a) < 1. (On a a® -~ 0 quand
n- 4+ o0 ; en déduire que modg/r(a®) -~ 0 en raisonnant comme pour
la prop. 12 du n° 10). En déduire que n= log modg(1/a)/log modg(1/a),
donc que E est de dimension finie.

(On verra en Alg. comm., chap. VI, que la topologie d’'un corps
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localement compact peut étre définie par une valeur absolue. Le résul-
tat final de ¢) sera alors un cas particulier du th. 3 de Esp. vect. top.,
chap. I, § 2, no 4).

€ 13) Soient G un groupe localement compact opérant conti-
niiment & gauche dans un espace localement compact polonais T, 8
une mesure de Haar 4 gauche sur G, v une mesure positive sur T quasi-
invariante par G.

a) 11 existe une fonction (s, 2) - (s, x) > 0 sur G x T, localement
(B ® v)-intégrable, telle que, pour tout s € G, la fonction x - (s, x)
soit localement v-intégrable et vérifie y(s)v = x(s7%, .).v. (Montrer que
(s, ) — (s, sx) transforme B ® v en une mesure équivalente, en utilisant
la Remarque du chap. V, § 5, n° 5; soit (s, x)dB(s)dv(zr) cette mesure
équivalente. Pour ¢ € X(G) et ¢ € #(T), on a

f@(S)dB(S)f b(sx)dv(z) = f <P(S)d(3(s)f $(@)x (7%, x)dv(x)

d’ol fq;(sx)dv(x) =f¢(x)x(s—1, x)dv(x) sauf sur un ensemble locale-

ment B-négligeable N(¢). Utiliser alors le lemme 1 du chap. VI, § 3,
n° 1; puis modifier y sur un ensemble (§ ® v)-négligeable).
b) Montrer que, quels que soient s, { dans G, on a

X(St7 x) = x(s, tx)x(t, x)

sauf sur un ensemble v-négligeable de valeurs de x (utiliser la relation
y(styv = ¥(s)(y()v)).

¢) Montrer que la fonction y de a) est déterminée &4 un ensemble
localement (§ ® v)-négligeable prés de G x T.

§ 14) Soient T un espace localement compact, % une structure
uniforme sur T pour laquelle il existe un entourage V, tel que V()
soit compact pour tout t € T (Zop. gén., chap. II, 3° éd., § 4, exerc. 9).
Soit d’autre part I" un groupe uniformément équicontinu d’homéo-
morphismes de T (pour la structure uniforme %), tel qu’il existe a e T
dont l'orbite par I soit partout dense. Montrer qu’il existe sur T une
mesure positive % 0 invariante par I', et que cette mesure est unique
a un facteur constant prés. On pourra procéder comme suit :

10 En ce qui concerne ’existence de la mesure invariante, suivre
la méthode du n° 2, th. 1; on prouvera d’abord que si K est une partie
compacte de T et U un voisinage ouvert de a, il existe un nombre fini

d’éléments o; € T tels que K C l Jc,-(U).

14

20 En ce qui concerne ’unicité, remarquer d’abord que les entou-
rages de # qui sont invariants par tout homéomorphisme ¢ X o de
T x T, pour ¢ € I', forment un systéme fondamental d’entourages &.
Pour tout ensemble relativement compact ACT et tout ensemble rela-
tivement compact BCT d’intérieur non vide, soit (A : B) le plus petit
nombre d’éléments d’un recouvrement de A formé d’ensembles de la
forme oB, ot s €I'; si CCT est un troisieme ensemble relativement
compact d’intérieur non vide, on a (A:C) =(A:B)B: (). Soient K
une partie compacte de T, LDK un ensemble ouvert relativement
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compact, Ve & un entourage ouvert symétrique contenu dans V,
et tel que V(K)cL, W € G un entourage fermé symétrique contenu
dans V. Pour tout entourage symétrique U e S tel que UWCYV et
WUCYV, montrer que, pour toute mesure positive v sur T, invariante
par [, on a

1) (W(a) : U@)w(K) = (L : U(@)v(V(a))
(2) (K : U@)v(W(a) = (V(a) : U(@)w(L).

On prouvera pour cela que si (¢;(U(a))) est un recouvrement de L formé
de (L : U(a)) ensembles, tout = € K appartient 4 au moins (W(a) : U(a))
ensembles de la forme o/(V(a)), et que tout y € L appartient au plus
a (V(a) : U(a)) ensembles de la forme o,(W(a)) (noter que si y € 5,(W(a)),
6{(U(a)) est contenu dans V(x)).

Soit § un ultrafiltre plus fin que le filtre des sections de & ; soit
A, une partie ouverte relativement compacte non vide de T, et posons
Ag(A) = (A U(a)/(A,: U(a)) pour tout entourage symétrique Ue &
et toute partie relativement compacte A de T. Soit A(A) = limgry(A);
pour toute partie compacte K de T, posons A'(K) = inf A(B), lorsque
B parcourt I’ensemble des voisinages ouverts relativement compacts
de K. Déduire de (1) et (2) que 'on a

N(W(@)v(K) = ML)W(W(a))
NMEKWMW(Q)) = N(W(@)(L).

En conclure que si K;, K, sont deux parties compactes de T,
L,DK,, L,DK, deux ensembles ouverts relativement compacts, on a

N(EKK) = MLy)v(Ly),

et finalement que V(K )v(K,) = V(K )v(K,).

915) Soient G un groupe localement compact, H un sous-groupe
fermé de G, de sorte que G opére contintiment dans G/H. On suppose
que H vérifie la condition suivante : pour tout voisinage V de e dans G,
il existe un voisinage U de e tel que HUC VH (noter que cette condition
est vérifiée pour tout sous-groupe H de G si e admet un systéme fonda-
mental de voisinages invariants par tout automorphisme intérieur de
G). Montrer qu’il existe alors sur G/H une mesure positive non nulle
invariante par G. (On utilisera la méme méthode que dans la démons-
tration du th. 1 du n° 2, en remarquant, d’une part que lorsque U
parcourt I’ensemble des voisinages de e dans G, les images des ensembles
HUH par l’application canonique w=: G - G/H forment un systéme
fondamental de voisinages de =(H); d’autre part, pour tout voisinage
V de e dans G et toute partie compacte K de G, il existe un voisinage
U de e dans G et une partie compacte L de G tels que tout ensemble
de la forme sHUH qui rencontre KH soit de la forme s’"HUH, avec
s’ e L).

€16) Soient G un groupe abélien compact, E une partie dense
de G, stable pour la loi de composition de G. On suppose que, pour
toute fonection numérique bornée f sur E, on ait défini un nombre M(f)
ayant la propriété suivante : quelles que soient les deux fonctions bor-
nées f, g sur E, les éléments a;,b, de E 1 <i<<m, 1 <k < n),
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les nombres réels «;,B, (1 <i<<m, 1 <k<n) tels que l'on ait

> af(za) = % Bxg(xb,)

i

pour tout x € E, alors il en résulte I’inégalité

( E ai)M(n = ( 2k] BE)M«:).

On suppose en outre que M(1) = 1 (cf. Esp. vecl. top., chap. II,
Appendice).
a) Soit p la mesure de Haar normalisée sur G. Montrer que pour

toute fonction numérique continue f sur G, on a f fdu = M(f|E). (En
considérant une partition de I'unité convenable, approcher arbitraire-
ment la fonction constante égale a ffdy. dans E par des fonctions
de la forme x —~ Z o f(xay), ou a; e E.)

i

b) Déduire de a) que si I'on pose ¥(B) = M(¢p) pour toute partie
B de E, alors, pour toute partie ouverte U de G, on a (U N E) = p(U),
et pour toute partie fermée F de G, w(F N E) << p(F). Pour toute partie
pg-quarrable P de G (chap. IV, § 5, exerc, 13 d)), on a vw(P N E) = u(P).

9 17) Soient T un espace localement compact, S une partie de T
munie d’une loi de composition (x, y) ~xy qui en fait un monoide
(n’ayant pas nécessairement a priori d’élément neutre), et qui est conti-
nue dans S X S lorsque S est muni de la topologie induite par celle
de T. On suppose en outre que tout élément de S est régulier (Alg.,
chap. I, § 2, n° 2). Soit p une mesure positive bornée sur T, concentrée
sur S (de sorte que S est p-mesurable) et de masse totale 1. On suppose
p invariante & gauche au sens suivant : pour toute fonction numérique
f définie dans S, continue et bornée (donc p-mesurable en vertu du

chap. IV, § 5, n° 5, prop. 9), on a ff(sx)dg(x) =ff(x)dp(x) pour

tout s € S. 1l revient au méme de dire que pour toute partie compacte
K de S, on a p(sK) = p(K).

a) On considére sur T X T la mesure produit u ® w; montrer
qu’il existe des parties compactes K de S telles que les images de K xK
par les deux applications continues (x, y) — (x, xy) et (x, y) - (xy, x)
aient une mesure arbitrairement voisine de 1 (utiliser le th. de Lebesgue-
Fubini). En conclure que ces images ont un point commun, et déduire
de la que S posséde un élément neutre (cf. Alg., chap. I, § 2, exerc. 9).

b) Montrer que S est un groupe compact. (Pour tout x € S, prouver
d’abord que la mesure intérieure p,(xS) est égale a 1, donc que xS est
mesurable et que la mesure est concentrée sur xS; xS est alors un
monoide auquel on peut appliquer le résultat de a), ce qui montre que
S est un groupe. Raisonner comme dans la prop. 2 pour prouver que
S est compact. Enfin, utiliser ’exerc. 21 de Top. gén., chap. 111, 3° éd.,
§ 4.
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18) Soient X un espace localement compact, G un groupe compact
opérant contintiment dans X, E l'orbite d’un point de X, # un espace
vectoriel de fonctions numériques continues dans X, tel que, pour
toute fonction f e .# et tout s € G, on ait y(s)f € #; on suppose en
outre que F contienne les fonctions constantes dans X. Soit z, € X

un point invariant par G et tel que l'on ait |f(x)] és%p If(y)| pour
yeE.

toute fonction f € #. Montrer alors que l'on a f(xy) =f f(s.z)ds pour

G
tout z € E et toute f e #. (Montrer qu’il existe une mesure positive v

sur I, de masse totale 1, telle que f(x,) —J‘ f(2)dv(z) pour toute

f € # et appliquer le th. de Lebesgue-Fubini). *Cas oit X =R", G est
le groupe orthogonal, et x, = 0; appliquer la formule (7) du § 2.

19) Soient X un espace compact, A une algébre normée sur R,
ayant un élément unité, G un groupe compact ; on suppose que G opére
continfiment dans A et dans X et que, pour tout s € G, a -~ s.a est un
automorphisme de I’algébre A tel que ls.a] = |}l pour tout a € A.
On dit qu’'une application f de X dans A est covariante par G si

f(s.x) = s.f(x)

pour tout s € G et tout x € X. Soit B un sous-anneau de AX formé de
fonctions continues covariantes et contenant toutes les applications conti-
nues covariantes de X dans R (R étant identifié a une sous-algébre de A ;
on notera que pour une telle application g, on a g(s.x) = g(x) pour tout
s € G et tout x € X). Soit f une application continue covariante de X
dans A, et supposons que, pour tout y e X, il existe une application
g, € B telle que f(y) = ¢,(y). Alors, pour tout £ > 0, il existe une appli-
cation g € B telle que [[f(x) — g(x)ll = ¢ pour tout x € X. (Utiliser une
partition continue de Punité convenable (¢;) sur X et introduire les

fonctions h; telles que h,(x) =J oi(s.x)ds).
G

¥ 20) Soient G un groupe localement compact, ¢ une mesure de
Haar a gauche sur G, A et B deux parties de G.

a) On suppose vérifiée une des deux conditions suivantes :

o) A est p-intégrable ;

B) n*(A) < + o et B est p-mesurable.
Montrer que, dans chacun de ces deux cas, la fonction f(s) = u*(sA N B)
est uniformément continue dans G pour la structure uniforme droite
de G. (Pour deux parties M, N de G, on pose

dM, N) = p*(MN Ny N M.
Considérer d’abord le cas ou A est compact; utilisant le chap. IV,
§ 4, n° 6, th. 4, montrer que, pour tout = > 0, il existe un voisinage U
de e dans G tel que, pour tout s € G et tout f € U, on ait
d(sANB, stANB) = ..

Appliquer alors Vexerc. 9 du chap. IV, § 5. Si B est p-mesurable, si
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p*(A) < + oo et si (A,) est une suite décroissante de parties intégrables
de G contenant A et telle que inf(p(A,)) = p*(A), montrer que

u*(SANB) = inf(u*(sA,NB))

(chap. V, § 2, n° 2, lemme 1); noter d’autre part que p(A, —A,.,)
tend vers 0 avec 1/n).

b) Si A est y-intégrable et si p*(B) < -+ 0, la fonction f est uni-
formément continue pour les deux structures uniformes droite et gauche

de G; en outre on a alorsf f&)du(s) = w(AHu*(B). (Se ramener

G
au cas ol B est intégrable ; observer alors que w(sANB) = p(ANs—'B),
que ounp = @4¢p et que ¢ u(f) = @;5-:(5))-

¢) Déduire de a) que dans les deux cas considérés, les intérieurs
de AB et de BA ne sont pas vides. (Cf. chap. VIII, § 4, n° 6, prop. 17).

d) Dans le groupe G = SL,(R), donner un exemple d’'un ensemble
compact A et d’un ensemble p-mesurable B tels que f(s) = u(sA1B)
ne soit pas uniformément continue pour la structure uniforme gauche.
(Observer qu’il existe une suite (f,) d’éléments de G tendant vers e
et une suite (s,) d’éléments de G telles que la suite (s;%,s,) tende vers
le point a l’infini).

e) Donner un exemple de deux ensembles non mesurables A, B
dans un groupe localement compact G, de mesure extérieure finie,
et tels que la fonction s - p*(sANB) ne soit pas continue (cf. chap. IV,
§ 4, exerc. 8).

21) a) Soient G un groupe localement compact, p une mesure
de Haar a gauche sur G. Montrer que si S est une partie stable de G telle
que p.(S) > 0, intérieur de S n’est pas vide (cf. exerc. 20). En parti-
culier, si un sous-groupe H de G a une mesure intérieure non nulle,
H est un sous-groupe ouvert de G.

b) Si G est compact, toute partie stable S de G telle que p,(S) > 0
est un sous-groupe ouvert compact de G (observer que I'intérieur de S
est stable, et utiliser I’exerc. 17 b)).

¢) On suppose que G est compact et commutatif, noté additive-
ment, et qu’il existe dans G un élément a d’ordre infini. Montrer qu’il
existe une partie stable S de G telle quea €S, —aé¢ S,et G = SU(— S)
(uatiliser le théoréme de Zorn) ; déduire de b) que S n’est pas mesurable
et -que u,(S) = 0.

22) Soient G un groupe localement compact, p. une mesure de Haar
4 gauche sur G, A une partie intégrable de G telle que w(A) > 0. Mon-
trer que Vensemble FI(A) des s € G tels que p(A) = p(ANsA) est un
groupe compact. (Observer que H(A) est fermé dans G & I’aide de I'exerc.
20. Pour voir que H(A) est compact, considérer une partie compacte
B de A telle que p(B) > u(A)/2 et prouver que H(A)CBB-1).

4 23) Soient G un groupe commutatif localement compact, noté
additivement, p une mesure de Haar sur G, A, B deux parties inté-
grables de G.

a) Pour tout s € G, soient

A' = ofA,B) = AUB +5), B =1(A,B)=(A —s)NB.
Montrer que ’on a w(A') + w(B') = p(A) + w(B) et A’ + B'CA 4+ B.
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b) On suppose que 0 appartient & ANB. On dit qu’un couple
(A’, BY) de parties intégrables de G est dérivé de (A, B) s’il existe une
suite (sp)1<i<n d’éléments de G et deux suites (Ap)y<r<n, Brlo<r<n de
parties de G telles que A, = A, B, =B, A; = Gs,,(Ak 15 Br_y), By =
Tyl{Ap-1, By pour 1 << k <<n, s; eA,c cpour 1 <k<<n, et A" =A,,
B’ = B, . Montrer qu’il existe une suite de couples (En, F,) tels que
E, = A F, = B, que (E, 1, F,.,) soit dérivé de (E,, F,) et que I'on
ait p.((E,, — SYNF,) = w(F,y) — 27" pour tout n et tout seE,. On

pose Ep = l J E,,Fo = F, . Montrer que, pour tout s e Ew,0na
n n

w(Ew — $)NFw) = u(Fo).
¢) On suppose que p(Fo) > 0. Montrer que la fonction
f(s) = W(Ex — $)NFo)

ne peut prendre que les valeurs 0 et p(F») et que Vensemble C des
s € G tels que f(s) = w(Fw) est ouvert et fermé, tel que p(C) = p(Ew),
et est 'adhérence de E« (utiliser I’exerc. 20 a) et b)). Soit d’autre part
D T’ensemble des s € Fo tels que Vintersection de Fo et de tout voisi-
nage de s soit de mesure > 0. Montrer que w(D) = u(Fx) et que

Ex + DcCC;

en déduire que D est contenu dans le sous-groupe H(C) défini dans
I'exerc. 22, et que H(C) est compact et ouvert dans G. Montrer enfin
qgue C + H(C)=C, que C) = p(A) + w(B) — pw(H(C)) et que
CcA +B (conside‘rer la mesure de ExN{c — Fw) pour tout ¢ € C).

d) Déduire de ¢) que, pour deux parties intégrables A, B de G:
ou bien on a p, (A + B) = w(A) + w(B); ou bien il existe un sous-groupe
ouvert compact H de G tel que A 4+ B contienne une classe mod. I
et alors p (A + B) > w(A) + w(B) — p(H). Cas oit G est connexe.

4 24) a) Dans R, soit A (resp. B) I’ensemble des nombres x dont le

w

développement dyadique propre z = x, + E x;2-% (x, entier, x; =0
i=1

oux; = 1 pour i > 1) est tel que z; = 0 pour i pair > 0 (resp. { impair).

Montrer que, pour la mesure de Lebesgue, A et B sont de mesure nulle,

mais A +- B =R.

b) Déduire de a) qu’il existe une base H de R (sur Q) contenue
dans AUB, donc de mesure nulle. I’ensemble P; des nombres rh, ol
re 0 et h e H, est aussi de mesure nulle.

¢) On désigne par P, I’ensemble des nombres réels dont au plus
n coordonnées relatives a la base H sont non nulles. Montrer que si
P, est négligeable et si P,,, est mesurable, alors P, est négligeable.
(Soit h, € H; montrer d’abord que l’ensemble S des x € P,,; dont la
coordonnée relative a h, est # 0, est négligeable. Utilisant Iexerc. 20,
montrer que, si P,4; n’était pas négligeable, il existerait deux points
distincts =/, '’ de PHIHC S tels que (x' — z'')/h, soit rationnel, et en

déduire une contradiction).
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d) Déduire de a) et b) qu’il existe dans R deux ensembles négligeables
C, D tels que C 4 D ne soit pas mesurable.

9 25) a) Soit f une fonction numérique positive définie dans R,
intégrable (pour la mesure de Lebesgue ¢ sur R), bornée et i support
compact. Soit y = sup (D). Pour tout w eR, on désigne par Ugw)

I’ensemble des teR tels que f(f) = w; on pose v (w) = p* (U w)).
Montrer que pour tout « > 1, on a

+o Y
f f(tydt =f v(w)aw*1dw.,

- [1]

b) Soit g une seconde fonction numérique vérifiant les mémes
conditions que f, et posons § = sup g(f). Soit h la fonction définie

dans R? par h(u, v) = f(u) + ¢(v) si f(u)g(v) # 0, et h(u, v) = 0 dans le

cas contraire ; enfin, posons k(f) = sup h(u, v), de sorte que k est posi-
u-+-v=t

tive, intégrable, bornée et a support compact. Montrer que l'on a,

pour tout « > 1

+w© 1 +® 1 +00
f kxtydt = (v + 3)“(; f f{hdt + f g“(t)di>

(Observer que pour 0 < w <1, on a Uy(yw + 3w)DULyw) + U,(3w)
et utiliser a) et ’exerc. 23 d)).

¢) Soient p, la mesure de Lebesgue dans R”, A, B deux parties
intégrables de R". Montrer que 'on a (« inégalité de Brunn-Minkowski »)

((en)x (A + B)Y" = (e ANV + (ra(B)V"

(Se ramener au cas ot A et B sont compacts. Raisonner alors par récur-
rence sur n en utilisant Pexerc. 23 d), le th. de Lebesgue-Fubini, I’iné-
galité prouvée dans b), ainsi que I'inégalité de Holder).

9 26) Soient G un groupe localement compact, p une mesure de
Haar a gauche sur G, k un entier > 1, A un ensemble intégrable. Mon-
trer que, pour tout ¢ > 0, il existe un voisinage U de e dans G ayant
la propriété suivante : pour toute partie finie S de k éléments dans U,
Pensemble des s € G tels que sSCA a une mesure > (1 — &)p(A). (Se
ramener au cas ou A est compact et prendre U tel que

w(AU) <(1 + ——) w(A).

Pour toute partie finie H de G, on pose p(¥) = Card (H) et q(H) =
siHs# @, ¢(H) =0si H= @ ;en évaluant les intégrales

J. P(A N sS)ds et f q(A NsS)ds,
G G

montrer que si, pour i < k, on désigne par M, I'ensemble des s € G pour
lesquels Card (ANsS) = h, on a
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k k
Y huM,) = kop(A) et X wM,) < wAU).
h=1 h=1
k—1
En conclure que Z hpM,) < ke. u(A).
h=1

27) Soit G un groupe opérant sur un ensemble X. On dit qu’une
partie P (resp. C) de X est un G-remplissage (resp. G-recouvrement)

si pour tout s % e dans G, on a sSPNP =g (resp. si X = UsC).
$eG

On appelle G-pavage une partie P qui est a la fois un G-remplissage

et un G-recouvrement.

a) On suppose que X est localement compact, que G est dénom-
brable, opére continiment dans X, et qu’il existe une mesure positive
non nulle p sur X invariante par G. Soient P et C un G-remplissage
et un G-recouvrement qui sont y-intégrables. Montrer que pu(C) = w(P).
(Remarquer que p(C) > 2 w(CNsP)).

s€G

b) On suppose en outre qu’il existe sur X une structure uniforme
compatible avec la topologie de X et admettant un systéme fondamental
@ d’entourages ouverts invariants par G. On désigne d’autre part par
A(G) la borne inférieure des nombres p(C) pour tous les G-recouvre-
ments intégrables C de G. Soient V un entourage appartenant a G,
et a e X tel que u(V(a)) > A(G) ; montrer qu’il existe s € G tel que

s #e et (asa)eVo

¢) On suppose que X est un groupe localement compact, u une
mesure de Haar a gauche, G un sous-groupe dénombrable de X opé-
rant par translation a4 gauche. Avec la méme définition de A(G) que
dans b), montrer que, si A est une partie intégrable de X telle que
w(A) > A(G), i1 existe s e GNAA-? tel que s # e. Cas particulier ol
X =R", et ol G est un sous-groupe discret de rang n dans R*: A(G)
est alors égal a la valeur absolue du déterminant d’une base de G sur
Z par rapport a la base canonique de R"; si A est un corps convexe
symétrique dans R” tel que p(A) = 2"A(G), montrer qu’il existe un
point de ANG distinct de 0 (« théoréme de Minkowski »).

d) Les hypothéses étant celles de «), soit f une fonction = 0 et
u-intégrable dans X. Montrer qu’il existe deux points a, b de X tels

-
que 1(C) fé f(sa) > f f@)du() et u(P) Lé f(sb) < | fl@)du(z). (Obser-
se X s€ X
ver que si ¢ est une fonction intégrable > 0, E un ensemble p-inté-
grable dans X, il existe ¢ e E tel que f g@)dp(x) < gle)p(E), et ¢! e E
B
tel que f g@)dp@) = g(e)u(E)).

)

928) Les hypothéses étant celles de I’exerc. 27 a), on suppose
en outre qu’il existe un G—pavage u-intégrable F,

a) Pour toute fonction numérique p-intégrable f >> 0 définie dans

X, on pose ]‘(a:) L f(sx), de sorte que f f@)dp(x) = J‘x f(x)du(x)
¥

$eG



110 INTEGRATION chap. VII, §1

(8 2, n° 10, prop. 15). Soit (f;)1<i<, une famille de fonctions numsériques
= 0, p-intégrables dans X ; on pose, pour I # j,

my = f T @ dp).
r

et ¢, = sup f,(x). Montrer qu’il existe au moins un couple d’indices
eX

X
distincts (i, j) tel que

! ((Z @) — o Y e, f(x)da:)

my > ——————
e Il(!l - 1)""(F) X i=1 X

(Minorer la somme E m,; en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz).
i#j

En déduire que si (A));<i<, est une famille finie de G-remplissages
n

p-intégrables, et si Z w(A) > w(F), il existe un couple (i, j) d’indices
i=1
distincts et un s € G tels que p(A;sNA) > 0.
b) Si G, est un sous-groupe de G d’indice fini (G: Gy) = h, et si
(sy, ...,8;) est un systéme de représentants des classes & gauche mod G,

dans G, F, = l ] s;F est un Gy-pavage.
1<i<h
¢) Dans X = R", soit A un corps convexe symétrique ; soient u,:
n

(x) - E ¢;;x;, m formes linéaires sur X, a coefficients c,; entiers (m < n).
j=1

Montrer que, pour tout entier p > 1 et tout nombre r = 0 tel que
e(A)rm > 27p™, il existe un point x € rA, distinct de 0 et tel que u,(x) =0
(mod. p) pour 1 < i < m (appliquer le th. de Minkowski au sous-
groupe G, de Z* formé des z €Z" tels que u,(z) =0 (mod. p) pour
1 < i <<m, et utiliser b)). Cas particulier oit n =2, m =1, et A est
défini par |x,| << 1, |z, < 1 (théoréme de Thue).

129) a) Soient p un nombre premier; il existe deux entiers a, b
tels que a® + b% 4+ 1 =0 (mod. p) (Alg., chap. V, § 11, n° 5, cor. du
th. 3). Montrer qu’il existe des entiers x,, x,, T3, T, non tous nuls tels
que ax, + br, = x; (mod. p), bx; — ar, =x, (mod. p) et

y=2x}+ 2} +25 + i< \/2p

(méme méthode que dans P’exerc. 28 c¢)). Montrer que y est divisible
par p, et en déduire que y = p.

b) Déduire de a) que tout entier n > 0 est somme de quatre carrés
au plus (« théoréme de Lagrange » ; utiliser Alg., chap. IV, § 2, exerc. 11).

30) Soient G un groupe localement compact, . une mesure de Haar
a gauche sur G, v une mesure bornée sur G. On suppose que l’applica-
tion s - y(s)v de G dans ’espace de Banach .#(G) est continue. Montrer
que la mesure v est de base p. (Soit A une partie compacte u-négligeable
de G. En raisonnant comme pour la prop. 11, montrer que v(xA)= 0
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pour des x parcourant une partie partout dense de G. En déduire que
v(A) = 0).

Réciproquement, si v est de base p, Papplication s —»y(s)v de G
dans #*(G) est continue: cf. chap. VIII, § 2, n° 5, prop. 8.

§ 2

1) Soient G un groupe localement compact, H un sous-groupe
fermé de G. Pour £ € H, posons y(£) = Ap(§)A4(§)~2. On considére H
comme opérant a droite sur G par translations, Montrer qu’il existe
sur 2#%(G) une forme linéaire positive non nulle I et, a un facteur cons-
tant prés, une seule, qui soit invariante par translation a gauche.
(Utiliser la prop. 3 avec X = G, en prenant pour p une mesure de
Haar a gauche de G).

2) Soient X et X’ deux espaces localement compacts dans les-
quels un groupe localement compact H opére a droite, continiment
et proprement. Soit 6 une application continue propre de X dans X',
compatible avec I’application identique de H (Top. gén., chap. 1II,
3e éd., § 2, n° 4), et soit 0': X/H - X'/H l’application déduite de 6
par passage aux quotients. Soit f une fonction continue sur X’ dont
le support ait une intersection compacte avec le saturé de toute partie
compacte. Alors f = f' o 0 a les mémes propriétés dans X, et

fo = fboo

(les applications f-fb, f' —f'b étant relatives au choix d’une méme
mesure de Haar sur H).

3) Soient B un espace localement compact, H un groupe localement
compact. Posons X =B x H, le groupe H opérant dans X par

(b, E)8 = (b, EE').

Soient A une mesure sur B = X/I, et 8 une mesure de Haar a gauche
sur H. Alors 3% = » @ pB.

4) Soit X un espace localement compact dans lequel un groupe
localement compact H opére & droite continGment et proprement.
Soient $ une mesure de Haar i gauche sur H, p une mesure > 0 sur X,
Soit h une fonction continue > 0 sur X telle que h? = 1. Si f est une
fonction p-négligeable > 0 sur X, la fonction (z, £) — f(x)h(xf) est
(¢ ® B)-négligeable sur X x H. (Il existe des ensembles ouverts décrois-
sants Q,, Q,, ... tels que p(Q,) tende vers 0 et que f soit nulle hors

*

de Q,NQ,N ... Montrer que f @gn(x)h(mi)dg(x)da(&) < w(Q,), en

observant que la fonction (x, £) - ¢q,(x)h(xf) est semi-continue infé-
rieurement).

5) Soient G un groupe localement compact. Pour tout s € G, soit
¢, Pautomorphisme du groupe additif R défini par () = Ag(s)x. Soit
I le produit semi-direct topologique de G et R défini par s - ¢, (Top.
gén., chap. III, 3¢ éd., § 2, n° 10). Montrer que I' est unimodulaire.

6) Soient G un groupe localement compact, G;, G,, G; des sous-
groupes fermés tels que G,CG;NG,. On suppose G, G, G,, G; uni-
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modulaires, et G;/G; de mesure totale finie (pour toute mesure inva-
riante par G,). Soient A, p, v des mesures invariantes dans G/G;, G/G,,
G;/G;, et ¢ I'application canonique de G sur G/G,. Soit f e #(G/G,).
Montrer que

af fwdNu) = f du(x) f(@(xE))dv(E)
G/G, G/Gy G;/G,

(x = 2G,, £ = £EG,), oll a est une constante indépendante de f.

9 7) a) Soient E un espace localement compact, I" un groupe locale-
ment compact opérant & gauche continiment dans E. On suppose que,
pour tout x € E, I'application s -~ s.x de I' dans E est propre, et qu'il
existe une mesure positive bornée non nulle p sur E invariante par T.
Alors T est compact. (Soit (s,) une suite de points de T'. Soit K une partie
compacte de E non p-négligeable. Montrer, en utilisant ’exerc. 17 du
chap. IV, § 4, qu’il existe un x, € E tel que s,x, € K pour une infinité
de valeurs de n. En déduire que (s,) admet une valeur d’adhérence
dans T". Appliquer alors ’exerc. 6 de Top. gén., chap. 11, 3¢ éd., § 4).

b) Soient G un groupe localement compact, H et K deux sous-
groupes fermés de G. On suppose G et H unimodulaires et G/H de mesure
finie pour la mesure invariante par G. Montrer que, pour que H et K
vérifient les conditions équivalentes de l’'exerc. 11 ¢) de Top. gén.,
chap. III, 3¢ éd., § 4, il faut et il suffit que K soit compact.

8) Soient ® un groupelocalement compact, G et H deux sous-groupes
fermés de G. On suppose que tout s e ® se met d’une seule maniére
souslaformes = &x =yn (¢, 1€ G,x,y e H), et que &, 2, y, . dépendent

contmﬁment de s. Tout £ € G définit un homéomorphisme E, de H sur
H par &x ¢ E(x)G (x eH) Tout x e H définit un homéomorphisme T

de G sur G par &x e Hx(&) (¢ € G). Soient p, «, B des mesures de Haar
a gauche de &, G, H. Montrer que

au@aEnag®
o~ A
R C P
Ap((E))

(Soit f e #(G). Exprimer que f f(u)ydp(u), calculé a Paide de (23), soit

pour X = G, Y = H, soit pour X = H, Y = G, est invariant quand
on fait subir & f une translation a gauche par un élément de G ou un
élément de H).

9) Soient X un espace localement compact, H un groupe compact
opérant continiiment (et par suite proprement) a droite sur X. On
désigne par f la mesure de Haar normalisée sur H, par n: X - X/H
Papplication canonique. Soient ) une mesure positive sur X/H, Mz
la mesure correspondante sur X.

a) Montrer que si N est une partie A-négligeable de X/H, =~}(N)
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est A¥-négligeable. (Calculer 1a mesure d’un ensemble =~%(U), ol U est
ouvert dans X/H).
b) Soit p un nombre fini > 1, et soit f une fonction de ZLI(X, »¥%)

(F espace de Banach ou F =—ft). Montrer que l’ensemble des x e X
tels que & — f(xE) ne soit pas B-intégrable dans H est de la forme =~1(N),
ot N est »-négligeable. En outre, si f> est la fonction sur X/H, définie

presque partout (pour 1), telle que f¥(n(x)) = f f(xE)dB(E), f* appar-
H

tient 4 #2(X/H, %), et Pon a N,(7*) < N, ().

¢) Inversement, si g e ZH(X/H, 1), la fonction go = appartient
a PEX, 2¥). Si p, ¢ sont des exposants conjugués, F’ le dual de F,
feZi(X, ¥ et g e £H(X/H, 2), on a

f @), gr@pdn@) = [ @), 9@de).
X

X/"H

10) Avec les notations du § 1, n° 6, soit, pour tout « € A, p, une
mesure de Haar & gauche sur G, de sorte que la limite projective des
¢o soit une mesure de Haar p sur G. Pour tout « € A, on désigne par
o 12 mesure de Haar normalisée sur K.

a) Soit p un nombre fini et >= 1, et soit f une fonction de Z{(G, p)

(F espace de Banach ou F = ﬁ). Pour tout « € A, la fonction

fu(s) = | A(s8)dra(8),

Ko

définie presque partout pour p, appartient a ZR(G, p) (exerc. 9).
Montrer que, suivant 1’ensemble filtrant A, f, fend en moyenne d’ordre p
vers [ (utiliser le lemme 2 du § 1, n° 6).

b) On suppose que A = N et que p = 1. Montrer alors que f,
tend presque partout (pour p) vers f dans G (utiliser une méthode
analogue a celle du chap. V, § 8, exerc. 16).

¥ 11) Soient G un groupe localement compact, H un sous-groupe
fermé de G, ) une mesure de Haar & gauche sur G ; on suppose qu’il
existe sur G/H une mesure p invariante par G telle que A = p# et
que w(G/H) < + co. Soit v une mesure positive non nulle sur G/H
telle que v(G/H) < + . Soit enfin h une fonction sur G ayant les pro-
priétés du n° 4, prop. 8.

a) Soit A une partie borélienne de G/IH. Montrer que I'on a

f h(s)V(s=1A)dA(s) = w(G/H)u(A).
G

(utiliser la prop. 9 a) du n° 4).
b) Soient A; (1 << i < n) des parties boréliennes de G/H, et pour
tout i, soit b; = sup v(s—*A;). Montrer qu’il existe deux indices i, j
s

distincts tels que

Boursakt, XXIX 3
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» » (WG/H))? . WG/H)
fﬂh(s)ws AN(s1A)ANS) = G/ ((};1 AN~ iinb‘u(Af)).

(raisonner comme dans le § 1, exerc. 28 a)).

912) a) Soient X un espace topologique, f: X - N une fonction
semi-continue supérieurement. Soient X, Pensemble des points de X
ol f est localement constante, et Y, = X — X,. On définit par récurrence
deux suites (X)i=0, (Y)i>o de parties de X, de la maniére suivante :
X ; est ensemble des points de Y,_; ol1 f{Y,_, est localement constante,
et Y; = Y;;—X;. Montrer que X, est une partie ouverte partout

dense de Y;_,, et que ‘ ) ] Y, = @. (Montrer que f(r) > i en tout point

13
de Y,).
b) Soient X un ensemble, H un groupe opérant & droite dans X,
n Papplication canonique de X sur X/H, % (resp. B) Pensemble des
ACX tels que n|]A: A - X/H soit injectif (resp. surjectif). Soit
(Vi, V,, ...) un recouvrement dénombrable de X par des éléments
de . Soit

Vi =Vv,n((V.HUV,HU ... UV,H).

Mentrer que F = U VieqNB.
i=0

¢) Soient X un espace localement compact, H un groupe discret
dénombrable opérant a droite dans X continfiment et proprement,
= l’application canonique de X sur X/H, p une mesure > 0 sur X.
Montrer que, si les ensembles V,; de b) sont quarrables (chap. IV, § 5,
exerc. 13 d)), I’ensemble F de b) est un domaine fondamental quarrable.

d) On conserve les hypothéses de c), et on emploie les notations
H,, n(z) du n° 10. Un x € X est dit général s’il existe un voisinage V
de x dans X tel que H, = H, pour tout y € V. Montrer que les points
généraux de X sont ceux ol la fonction n est localement constante.
Montrer qu’un point général admet un voisinage ouvert appartenant
a U et quarrable (utiliser le chap. 1V, § 5, exerc. 13 d)).

e¢) On conserve les hypothéses de c¢), et on suppose de plus X
dénombrable & T’infini. Montrer que si X — X, est p-négligeable, il
existe un domaine fondamental borélien et quarrable F. (Appliquer la
construction de a) & la fonction n. Puis appliquer les résultats de ¢)
et d) dans X,. Raisonner de méme dans chaque X,).

) Soit U e B un ensemble ouvert. Montrer qu’on peut imposer
a I’ensemble F de e) les propriétés supplémentaires suivantes: 1) FCU;
2) pour toute partie compacte K de X, I’ensemble des s € H tels que Fs
rencontre K est fini.

13) Soient G un groupe compact, p une mesure de Haar sur G,
u un endomorphisme de G tel que u(G) soit un sous-groupe ouvert de
G et le noyau u—i(e) (noté G,) un sous-groupe fini de G.

a) Montrer qu’il existe un nombre réel h(u) > 0 et un voisinage
ouvert U de e dans G tel que, pour tout ouvert V C U, u(V) soit ouvert
dans G et p(u(V)) = (u)pu(V) (cf. § 1, n° 7, cor. de la prop. 9).

b) Montrer que I'on a h(u) = Card(G/u(G))/Card(G,) (calculer de
deux maniéres p(u(G)) en utilisant a) et la prop. 10 du n° 7).
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83

1) Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur R, C ou H,
® et @' deux formes hermitiennes positives non dégénérées sur E.
On suppose que U(®) C U(P’'). Montrer que ® et @' sont proportion-
nelles, (Utiliser le fait qu’il existe une base orthonormale (e,, ..., e,)
pour ® qui est orthogonale pour ®'. L’application u e Z(E, E) telle
que u(e;) = ey, ule;) = e;, u(e,) = e, pour k # i, j, appartient a U(d)).

2) On adopte les notations du lemme 7. Montrer que Q est de
complémentaire négligeable dans GL{n, K) pour la mesure de Haar.
(Raisonner comme pour la prop. 6.)

€ 3) Soit X un espace localement compact dans lequel un groupe
localement compact H opére a droite, continiment et proprement,
par (x, &) -~ x£ (x € X, £ € H). Soit = ’application canonique X - X/H.
Soit p une représentation continue de H dans GL(n, C). Montrer que,
pour tout b e X/H, il existe un voisinage U de b dans X/H et une appli-
cation continue r de =~}(U) dans GL(n, C) telle que r(xf) = r(x)p(%)
quels que soient x € x—}(U) et £ € H. (On peut supposer X/H compact.
Soit f une fonction continue > 0 sur X, non identiquement nulle sur
chaque orbite, et & support compact. Poser

r(z) ==f HxE)p(8)~*dB(E) e M,,(C),
"

B désignant une mesure de Haar & gauche sur H. Montrer que, pour f
et U bien choisis, on a r(x) € GL(n, C) pour tout x € n-1(U)).

4) Soit K un corps commutatif localement compact non discret.
Soit A une algébre de rang fini sur K.

a) Soit T(n, A) l’algébre des matrices (x;;) e M,(A) telles que
xy = 0 pour i > j. Montrer que, si M = (m,) € T(n, A), on a

n
Nrpmayr(M) = [ ] Ny(mizr+).
i=1
(Utiliser le lemme 6.)

b) Soit T(n, A)* le groupe des éléments inversibles de T(n, A).
Soit M = (m,) € T(n, A). Montrer que M € T(n, A)* si et seulement
si m,;; est inversible dans A quel que soit i.

¢) Montrer qu’une mesure de Haar & gauche sur T(n, A)* est

n
(H mod NAIK(mﬁ)"'”"l)- @ da(mg)

ot « désigne une mesure de Haar du groupe additif de A.
d) Montrer que si N, = N, o, on a

n
Armay((my) = | | mod N jg(m, yr-»—
i=1
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5) On munit R* de la forme quadratique z? + 23 + ... + 2.
Soit G, le groupe des déplacements de déterminant 1 de R»

a) Montrer que G, est unimodulaire.

b) Tout élément de G, se met de maniére unique sous la forme

(x, y)~(u+xcosw —ysinw, v + xsin 0 + y cos »)

ol u, v sont dans R et ol » est un élément du groupe ®@ des angles
de demi-droites, isomorphe 4 U. Montrer que du ® dv ® do (ol do est
une mesure de Haar sur @) est une mesure de Haar sur G,.

6) Soit P T’ensemble des nombres complexes z = x + iy dont la
partie imaginaire est > 0. Montrer que SL(2, R) opére transitivement
et continGment & gauche dans P par

a b B + b
e dl’7 ez +d
et que P devient ainsi un espace homogéne topologique pour SL(2, R).
Montrer que y—2dx dy est une mesure invariante sur P.
1 7) Soient G le groupe unimodulaire SL(n, R), I' le sous-groupe
de G formé des matrices de déterminant 1 & coefficients entiers. Mon-
trer, par récurrence sur n, que toute mesure invariante p sur l’espace

homogeéne G/T' est bornée et que, pour f € #(R”), on a, en choisissant
convenablement p

o flx)de = f ( )y f(X.z))du(X)
Re G/

2€2%, 2#£0

(X = XT'). (Soit G' le sous-groupe de G laissant invariant le vecteur
de base (1,0,0, ...,0), de sorte que G/G' peut étre identifié & R~

Soit G’ = G' N I'. Seit H le sous-groupe des matrices ((1) l;) de
G’ pour lesquelles Y e SL(n — 1, R) a ses éléments entiers. Alors H/G"
est compact, et, grice 4 ’hypotheése de récurrence, G'/H a une mesure
invariante finie, done, d’aprés la prop. 12, § 2, n° 8, G'/G"’ est de mesure
invariante finie. Appliquant I’exerc. 6 du § 2, et I'exerc. 20 b) d’Aly.,
chap. VII, § 4, montrer que, pour [ € X (R"),

a f f(z)ydz = f (Y (X m)du(X)
R G/T

ou la sommation porte sur les vecteurs m = (m,, ..., m,) dont les coor-
données sont des entiers étrangers dans leur ensemble. En appliquant
ceci aux fonctions f(2x), f(8x), ... et en sommant, prouver (1). Puis,
remplacant f par la fonction x —~ ="f(ex) avee f = 0, et faisant tendre ¢
vers 0, montrer que toute partie compacte de G/I' a une mesure = 1),

8) a) Montrer qu’il existe sur §, ; une mesure o, ; invariante
par O(n, R) et une seule 4 une constante prés (considérer §,,_, comme espace
homogéne pour O(n, R)).

b) L’application (¢, z) -~ {z permet d’identifier espace topologique



§ 3 EXERCICES 117

R — {0} a l’espace topologique R¥ x S, ,. Montrer que la mesure
induite sur R* — {O} par la mesure de Lebesgue de R" s’identifie alors,
a une constante prés, a t"-1dt ® dw,_,(z). (Utiliser le fait que la mesure
de Lebesgue de R" est invariante par O(n, R), et le fait que la mesure
de Lebesgue de la boule fermée de centre 0 et de rayon r est propor-
tionnelle a r).

¢) Soit L, intersection de §,_, et de I’hyperplan x, = h. Les L, non
vides sont les classes d’intransitivité de O(n — 1, R) dans §,_;. Montrer que

»,_; se met sous la forme flhdv(h). ol1 A, est une mesure invariante

par O(n — 1,R) portée par L, et v une mesure sur [— 1, 1]. Identi-

fiant L, a8,_, par z — he, + V1 — h?z, on peut supposer que A, = ,_,.

Soit Kg la partie de S,_;, définie par sin 6 =z, = 1. En calculant la

mesure de Lebesgue de ’ensemble des fz (0 =t =1, z € Kg), montrer
't/2

que o,_;(Kp) est proportionnel a f cos"2qpde. En déduire que, si
]

Pon pose h = sin 0 (— n/2 = 6 < =/2), la mesure v s’identifie &4 cos"~20d6.

d) Conclure, par récurrence sur n, que

dw,_; = cos"20,cos" %0, ... cos 0,_,d0,d0, ... dO,_,;

ot 'on a posé
x, = sin 0,
x, = cos 0; sin 0,
r,_y =cos 0,cos 0, ... cos 0,_,sin 6,_;
x, = cos 6;cos 0, ... cos 0,_,cos 0,_;

avec — w/2 = 6; n/2pour1414n—20_0n1<2n
9) Soit (e,, e,, e;) 1a base canonique de R®. Toute matrice ¢ € SO(3, R)
telle que o(e;) # e, et o(e;) # — e, peut s’écrire d’une seule maniére

o(9s ¢, 0) =
cospcosy—singsinycos® —cosgsing—singcos¢cos®  sinesinb
(sincpcos¢+cos<psin ycos® —singsing+cosqpcoscosb -—COSq)Si!lO)
sin ¢sin 6 cos {sin 6 cos 0

o1 0<b<mn 0=09 <2n 0=¢ <2r («angles d’Euler »). Montrer
que sin 6 dBdedy est une mesure de Haar sur SO(3, R). (Identifier
I’espace homogéne SO(3, R)/SO(2, R) a S,, utiliser ’exerc. 8, et le th. 3
du § 2).

10) Soit D le groupe des déplacements de déterminant 1 de R?,
produit semi-direct de SO(3, R) et du groupe T des translations. On
utilise la notation o(¢, ¢, 0) de I’exerc. 9, et on note (&, n, {) la trans-
lation de vecteur (&, », 9).

a) Soit H le sous-groupe fermé de D qui laisse stable Re, et conserve
Porientation sur Re,. Montrer que H est produit du groupe des trans-
lations £(0, 0, ¥) et du groupe des rotations o(w, 0, 0). En déduire que
I’espace homogéne E = D/H, qui s’identifie & I’espace des droites affines
orientées de R?®, posséde une mesure invariante par D, et, & un facteur
constant prés, une seule. (Utiliser I’exerc. 5 a)).
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b) Soit E, le sous-espace ouvert de E formé des droites orientées
non orthogonales i ¢, ; une telle droite orientée peut étre déterminée
par les coordonnées &', ' de son point d’intersection avec Re; + Re,,
et par les coordonnées (sin ¢ sin 8, — cos ¢ sin 0, cos 6) d’un vecteur
directeur. Montrer qu’une mesure sur E, invariante par D est donnée
par

sin 9 [cos 0] d&’'dn'ded®.

11) Soient G le groupe compact O(n, R), » la mesure de Haar
normalisée sur G. Pour 0 < k < n, soit H le sous-groupe fermé de G lais-
sant (globalement) invariant le sous-espace R* de R ; ’espace homogéne
G/H, muni de sa topologie quotient, s’identifie canoniquement a la
grassmannienne E = G,_,, ,,(R) (Top. gén., chap. VI, § 3, n° 6) des
sous-espaces vectoriels de R* de dimension k. I1 y a sur E une mesure p.
invariante par G, déterminée a4 une constante prés. Pour tout sous-
espace P € E, soit op 'image de la mesure de Lebesgue de R* par un
s € G tel que s.R* = P (indépendante de I’élément s € G vérifiant cette
relation). Montrer que I’on peut choisir p de fagon que la propriété
suivante soit vérifiée : pour toute fonction continue f dans R», & sup-

port compact, et tout P € E, on pose F(P) =f f(x)do(x). Alors
P
| Feyuer = | sarrares
B .

F(P)du(P) = ¢ f F(s. P)dA(s)

(Si P, = R*, noter que I'on peut écriref
G

E
pour une constante ¢ convenable, et d’autre part,

f f(s.x)dN\s) = C’J kel z)d ey —1(2)
G S

n-1

avec les notations de 1’exercice 8 ; utiliser enfin 'exerc. 8 b)).

€ 12) Soient K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel,
F un sous-espace vectoriel de E, p 'homomorphisme canonique de E
sur E/F, A I’ensemble des homomorphismes f: E/F - E tels que po f
soit I’homomorphisme identique de E/F.

a) Si feA et he Hom (E/F, F), on a f 4+ h € A. Montrer que, si
I, ' €A, il existe un h ¢ Hom(E/F, F) et un seul tel que f + h = f'.
On peut donc considérer A comme un espace affine dont Hom(E/F, F)
est I’espace des translations. :

b) Soit B VYensemble des sous-espaces vectoriels de E supplémen-
taires de F dans E. Montrer que f — f(EE/F) est une bijection de A sur
B. On peut donc considérer B comme un espace affine dont Hom (E/F, F)
est P’espace des translations.

¢) Montrer que, si u est un automorphisme de E tel que u(F) = F,
Vapplication f - u o f est une bijection affine de A sur A. (Choisir une
origine dans A, et observer que ’application h -~ u o h est un automor-
phisme de l'espace vectoriel Hom(E/F,F)). En déduire que 1’appli-
cation F' —~ u(F’) est une bijection affine de B sur B.
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d) On suppose K =R et dim E < -+ . Soient G un groupe
compact et p une représentation linéaire continue de G dans E telle
que p(s)(F) = F pour tout s € G. Montrer qu’il existe un F’' e B tel
que p(s)(F') = F’' pour tout s € G. (Utiliser ¢) et le lemme 2 du ne 2).
Retrouver ce résultat en utilisant la prop. 1 du n° 1.



CHAPITRE VIII

CONVOLUTION
ET REPRESENTATIONS

§ 1. Convolution.

1. Définition et exemples.

Rappelons (chap. V, § 6, n°s 1 et 4; chap. VI, § 2, n° 10)
que, si X et Y sont des espaces localement compacts, p une
mesure sur X, et si ¢ est une application de X dans Y, ¢ est
dite p-propre si: a) ¢ est p-mesurable; b) pour chaque partie
compacte K de Y, n %K) est essentiellement p-intégrable.
Alors la mesure image v = ¢(p) sur Y existe et posséde la pro-
priété suivante : pour qu'une fonction f sur Y, a4 valeurs dans
un espace de Banach ou dans R, soit essentiellement intégrable
pour v, il faut et il suffit que fo ¢ le soit pour y, et 'on a alors

[ D) = fX £(0(2))du(@).

DeriniTioN 1. — Soient X,, ..., X, des espaces locale-
ment compacts, w; une mesure sur X, (1 =i =n); soient X
le produit des X, . celui des ;. Soit ¢ une application de X dans
un espace localement compact Y. On dit que la suife (p,) est
e-convolable, ou que i, ..., un, sont o-convolables, si ¢ est
p-propre ; en ce cas, 'image v = o(p) de w par ¢ s’appelle le pro-

n
duit de convolulion des p.; pour ¢, et se note %} (u;)1<i<n, 01 K yy,
i=1

OU g % g% ... %Ly,
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Les deux derniéres notations ne sont a employer, bien
entendu, que lorsqu’il ne peut y avoir aucun doute sur o.

Soit f une fonction sur Y, a valeurs dans un espace de
Banach ou dans R. Pour que f soit essentiellement intégrable
pour g % Wy ... * Wu,, il faut et il suffit que la fonction

(@15 o5 Tp) > E(0(T15 -5 7))

soit essentiellement intégrable pour p, @ £, ® ... ® w,, et Ion
a alors

(1) ff Ay % o - oo o) =ff(<9(x1, ces Ty (T) - - dp(,)

formule qui peut étre considérée comme définissant p, « ... % p,
quand on y prend f € #(Y).

Les définitions entrainent aussitdot que les p,; sont convo-
lables si et seulement si les |y, le sont. On a alors

lo(ps @ ... @ )| <ot ® ... ) =l ® ... ® i)
(chap. VI, § 2, n° 10), c’est-a-dire
(2) Hf [J‘il = >£< I(’“il'

Si les p; sont convolables positives, et si v; est une mesure
sur X, telle que 0 =v, = yu,, les v, sont convolables et

*Vz‘ = * 22
t 1

Supposons u;, s, ..., 4, convolables, et pi, v,, ..., g,
convolables (u; étant une mesure sur X,;). D’aprés le chap. V,
§ 6, n° 3, prop. 6, p; + ©1s gs .- -5 4, sont convolables et

(b o) * ok ook == Py Pk ookl b Bk Rk L k Ly

Ezemples. — 1) Pour ¢ quelconque, les mesures g, ol
x; € X; pour 1 =i =n, sont toujours convolables et ont pour
produit de convolution ¢,, avec y =¢ (x,, Z,, ..., x,). Par suite,
si chacune des p,; est 4 support fini, les p, sont convolables
et uy % ... xp, est a support fini. En particulier, soit M un
monoide muni d’une topologie localement compacte; si on
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prend pour ¢ la loi de composition dans M, les mesures a sup-
port fini sur M forment, pour la convolution, une algehre qui
n’est autre que I'algébre du monoide M (sur R, ou sur C, suivant
qu'on considére les mesures réelles ou complexes).

2) Soit M un monoide muni de la topologie discréte;
supposons que, pour tout m eM, il n’y ait qu'un ensemble
fini de couples (m’,m"yeM x M tels que m'm" = m; cela
revient a dire que la loi de composition dans M est une appli-
cation propre de M x M dans M; alors les mesures sur M
forment, pour la convolution, une algeébre qui n’est autre que
Palgébre large du monoide M ; signalons les deux cas suivants:

a) M = N, la loi de composition étant I'addition. A toute
mesure p sur N, associons la série formelle

S(w) = ‘E, u({nhtr

en une indéterminée £. Alors S(p. * n) = S(p)S(u’). Une remarque
analogue s’applique aux séries formelles & un nombre quel-
conque d’indéterminées.
*h) M = N*, la loi de composition étant la multiplication.
A toute mesure p sur N*, associons la série de Dirichlet for-
melle
D(w) = X w(inpn-

n=1
Alors D(p % p) = D(p)D(u).4

3) Soient X, Y, Z des espaces localement compacts, ¢
une application continue de X X Y dans Z. Si xeX et si u
est une mesure sur Y, dire que ¢, et ¢ sont ¢-convolables revient
4 dire que l’application ¢(z, .) de Y dans Z est p-propre. Et
Pon a alors e, x p = o(x, .)(p).

2, Associativité.

Le lemme suivant compléte la prop. 7 du chap. V, § 8§,
ne 3:
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Lemme 1, — Pour 1 =i = n, soient X,, Y, deux espaces
localement compacts, p, une mesure sur X;, ¢, une application
continue de X, dans Y,. Sotent X = || X,, Y=11 Y., v =R .,

i i i

et ¢ Papplication de X dans Y, produit des ¢;. Si ¢ est y-propre
et si p, 5= 0 pour tout i, les ¢, sont p-propres et o(u) = & 9(1r)-

On peut supposer les y, positives et n = 2. Soit f; € #,.(Y)).
Puisque p, # 0, il existe f, € £, (Y,) telle que f,0 ¢, ne soit
pas p,-négligeable. La fonction (x,, x,) - fi(pi(x1))f(0s(T5)) est
essentiellement p-intégrable et continue, donc p-intégrable.
Donc il existe z, € X, tel que fy(p,(x,)) # 0 et que la fonction
Ty > [i(pu(@))f 2(pa(25)) soit py-intégrable. Donc [, o o, est
u,-intégrable, ce qui prouve que ¢, est p,-propre. On raisonne de
méme pour ¢,. On a ¢(p) = & ¢,(u,) d’apres la prop. 7 du chap.

V, § § no 3.

Le lemme suivant compléte la prop. 4 du chap. V, § 6,
no 3.

Lemme 2. — Soient T, T’, T” trois espaces localement com-
pacts, u. une mesure sur T, = une application p-mesurable de T
dans T', n’ une application continue de T’ dansT", et =" =n"om. Si
n” est u~propre,  est p-propre, n’ est mw(p)-propre, et ©"(w)=7"(m(w)).

Soit K’ une partie compacte de T'. Alors K’ = n'(K’)
est compact, donc =n"-Y(K”) est essentiellement p-intégrable,
donc = YK’) € =" Y(K") est essentiellement p-intégrable, de
sorte que w est p-propre. Alors =’ est w(y)-propre et =" (@) =mn'(r(w))
d’aprés le chap. V, § 6, n° 3, prop. 4.

ProposiTioN 1. — Soient X,; (1 =i =m, 1 =j =n),

Y, (1=1i = m), Z des espaces localement compacts ; pour chaque i,

soit ¢, une application de X, = H X,; dans Y, ; soit ¢ Uappli-
]

calion de X = H X, dans Y = H Y,, produit des ¢;; soit ¢

une application de 'Y dans Z.
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(i) Soient p,; des mesures respectivement données sur les X,;,
telles que, pour chaque i, les p,; (1=j = n,) soient ¢,convolables
ef que les mesures %k |p;| soient {-convolables; alors les p,,

i

pour 1 =i =m, 1 =£j =n,;, sont (Y o g)-convolables et l'on a

3) * Pig = * (* hig)-
L] t )

(i1) Supposons ¢ et les ¢, continues, et soient p.;; des mesures
loutes = 0, respectivement données sur les X,;, et ($ o ¢)-convo-
lables ; alors, pour chaque i, les p,;; (1 =<j = n,) sont ¢,-convo-
lables, les mesures 3k |w.;;| sont y-convolables, et Uon a la formule (3).

t

Il suffit d’envisager le cas ou toutes les mesures considérées
sont > 0.

Placons-nous dans les hypothéses de (i). L’application ¢
est propre pour <§> ey et cp((%) Wif) = @ il @ Wig) = @ (’f 2i5)

(chap. V, § 8, prop. 7). L’application ¢ o ¢ est propre pour ) g,

L]
et (bog)( (lg]) i) = 4’(@ (>}< Wis)) = >3<(>5< wi) (chap.V, § 6,
prop. 4). Donc les p;; (1 =i =m, 1 =j =n;) sont (Yoog)-
convolables et I’on a la formule (3).

Placons-nous dans les hypotheses de (ii). Le lemme 2

prouve d’abord que ¢ est propre pour X u;;. Le lemme 1 prouve
i, J

alors que, pour tout i, ¢, est propre pour () p,; et que
I
( (lg]) i) = @ (>}< W)

D’apres le lemme 2, § est propre pour &) (3k u,;). D’ot la pro-
i

position.

CoroLLAIRE. — Soient X, X;(1=1i =<n), Y, Y’ des espaces
localement compacts ; soient ¢, ¢’ des applications conlinues de
X =]IX, dans Y et de X' =]] X; dans Y', respective-

i i

ment ; soient f, des applications continues de X ;dans X; (1 = i< n)
el g une application continue de Y dans Y', lelles que ¢’ o f = ¢ o o,
[ étant Uapplication de X dans X' produit des f,. Soient p, des
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mesures respectivement données sur les X; et toutes # 0. Alors
les deux assertions suivantes sont équivalentes :

@) f; est p;propre pour tout i, ef les mesures f(|u,]|) sont
@’-convolables ;

(i) les y, sont ¢-convolables, et g est propre pour k,(|u,l).

De plus, lorsque ces assertions sont vérifiées, on a

4) Ro(fu)) = g(Kep) = >§<90cp (s)-

En effet, soit h = ¢  of = goe. D’aprés la prop. 1, les
conditions (i) et (ii) sont chacune équivalentes & la condition
suivante :

(iii) les p; sont h-convolables.

S’il en est ainsi, on a

K[ 1) = Katre = G(K o)

3. Cas des mesures bornées.

- ProrositioN 2. — Soient X,, ..., X,, Y des espaces loca-
ment compacts, p., une mesure bornée sur X;(1 =i =n), u le
produit des p,, ¢ une application p-mesurable de H X, dans Y.

Alors les p,; sont g-convolables et | >k ! 4[[ gl Si les g

n i=1

sont en outre positives, on a || * p.,ll = 11 el
i=1

En effet, p; = |u,| est bornee et |luill = llwll (chap. VI,
§2, n°9, prop. 13). On a |1, @ ... QU =W ® ... Dy,
(chap. VI, § 2, n° 10), donc u; ® ... ® u, est bornée et

It @ .0 @ wull = llpall - -+ lltall

(chap. V, § 8, n° 2, cor. 6 de la prop. 5). Donc ¢ est u-propre
(chap. V, § 6, n° 1, Remarque 1), c’est-a-dire que les p; sont ¢-

convolables. On a || % wil = w{ ® ... ® w.| (chap. V, § 6,
i=1
n° 2, th. 1) et par suite | %k pil = lwll ... fu.ll. Enfin,
i=1
|% @] =k pi (n° 1, formule (2)), donc
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n
1 el = 1% il = 1 sl

Prorosition 3. — Soient X,, ..., X,, Y des espaces loca-
n

lement compacts, ¢ une application continue de || X, dans Y.
i=1

Alors Papplication (uy, . . ., u) ~ Kop; de || #1(X,) dans A4(Y)
i=1

est multilinéaire conftinue.

Ceci résulte de la prop. 2 et de ce qu'on a dit au n° 1.

4. Propriétés concernant les supports.

ProposiTioN 4. — Soient X,, ..., X, , Y des espaces loca-
lement compacts, @, une mesure sur X; (1=1i =<n), S, son sup-
port, o une application continue de | | X, dans Y telle que la res-

i

triction de o a || S; soit propre. Alors les y, sont o-convolables.

En effet, soit K une partie compacte de Y. Le support de
p=p;® ... 0w, est S = H S, (chap. II1, § 5, n° 2, prop. 2).
Donc ¢ }(K) N <H X, —S) est p-négligeable. D’autre part,
¢ }(K) N S est compact. Donc ¢~}(K) est p-intégrable.

ProrosiTioN 5. — Soient X,, ..., X,, Y des espaces loca-
lement compacls, p; une mesure sur X; (1 =i =n), u le produit
des w,, o une application u-propre de || X, dans Y, et S, le

: i

support de p, .
a) Le support de * p, est contenu dans Uadhérence de

o (I] s‘).

lb) Si ¢ est continue et si les p, sont positives, le support de
%* by est I'adhérence de ¢ (H Si>.

Soit § = H S; le supp;rt de p. Le support de >§< ne est
contenu dans c—p@ d’aprés le chap. V, § 6, n° 2, cor. 3 de la prop. 2.
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Si ¢ est continue et si les p; sont positives, le support de 3k y,
i

est ¢(S) (loc. cit., cor. 4 de la prop. 2).

COROLLAIRE. — Si ¢ est continue, el si les u, sont a support
compact, les p., sont convolables et %k yu, est a support compact.
i

5. Expression vectorielle du produit de convolution.

ProrositioN 6. — Soient X, Y, Z des espaces localement
compacts, ¢ une application continue de X X Y dans Z, et X, u
des mesures sur X, Y. Pour que ) et p soient g-convolables, il
faut et il suffit que Uapplication (x,Y) - o,y = €. x €, de
X X Y dans A(Z) soit scalairement (A ® wp)-intégrable pour la
topologie o(#(Z), A (Z)), et 'on a alors

A= fx (eax )DL,

Dire que A et p. sont g-convolables signifie que, pour toute
feX(Z), foe est (A ® w)-intégrable, c’est-A-dire que, pour
toute f e #(Z), la fonction (z, Y) ~ {f, coz,py st (A ® p)-
intégrable, c'est-a-dire encore que lapplication (, y) — ey, y)
de X x Y dans .#(Z) est scalairement (A ® p)-intégrable pour
o(M#(Z), #(Z)). S’il en est ainsi, on a

Qoxp, O = f/‘(@(ﬂ?,y))d%(x)du(y) = fx y oo, m» [ANDYW(Y),

d’olt A% p = o,y AMZ)A(Y).
XxY

ProrositioN 7. — Soient X, Y, Z des espaces localement
compacts, ¢ une application continue de X x Y dans Z, et A, n
des mesures sur X, Y. On suppose que, pour tout x € X, ¢, et n
sont g-convolables. Pour que A el p. soient @-convolables, il faut
et il suffit que Uapplication x - ¢, * || de X dans #(Z) soit
scalairement A-intégrable pour la topologie o(M(Z), K (Z)), et 'on

a alors X x p = f (g4 * WAM2).
X
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Supposons que A et p soient ¢-convolables. Pour toute
feA(Z), foo est (|A] ® |u|)-intégrable, donc la fonction

T "f fo(x.)d|wl|(y) = <[, e, * |#|> (qui par hypothése est
Y

définie pour tout x € X) est r-intégrable; donc x —+ ¢, + [p] est
scalairement A-intégrable pour o(#(Z), #'(Z)), et 'on a

hrxwy = | dM@) | fe(@)duy) = S ea x wdN2),
X Y X

dolt Axp = f (e, * w)dMx). Réciproquement, supposons que
X

Papplication x - ¢, * |n|] de X dans .#(Z) soit scalairement
Mintégrable pour o(#(Z),4°(Z)). Soit f € 2", (Z). Alors la fonc-
tion (x, y) —~ f(e(z, y)) est continue et I’on a (chap. V, § §, prop. 1)

| f fo(a 1) dPN@dIel@) = | @ [ ot el @)

:f Gy ea % [DA|A|@) < + oo

Donc fog est (A ® w)-intégrable, de sorte que A et u sont p-convo-
lables.

§ 2. Représentations linéaires des groupes.

1. Représentations linéaires continues.

Soient G un groupe topologique, E un espace localement
convexe, U une représentation linéaire de G dans E.

DerintTioN 1. — (1) On dit que U est séparément continue
si, pour tout s € G, U(s) est un endomorphisme continu de E,
et si, pour tout x € E, lapplication s ~ U(s)x de G dans E est
continue.

(1) On dit que U est continue si (s, x) ~ U(s)x est une appli-
cation continue de G X E dans E.
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(iil) On dit que U est équicontinue si elle est continue et si
Uensemble des endomorphismes U(s), oit s parcourt G, est équi-
continu.

Remarques. — 1) Dire que U est séparément continue
signifie que s ~ U(s) est une application continue de G dans
Iespace Z(E; E) des endomorphismes continus de E, muni
de la topologie de la convergence simple.

2) Dire que U est continue équivaut a ’ensemble des trois
conditions suivantes :

a)¥pour tout s € G, U(s) est continu ; b) il existe un voisi-
nage V de e tel que U(V) soit équicontinu ; c) il existe un ensemble
total D dans E tel que, pour tout x € D, P'application s -~ U(s)x
soit continue.

Ces conditions sont évidemment nécessaires. Réciproque-
ment, supposons les conditions a), b), c) satisfaites. Sur U(V),
la topologie de la convergence simple est identique a la topo-
logie de la convergence simple dans D (Esp. vect. top., chap. I1I,
§ 3, no 5, prop. 5). Donc I'application (s, z) ~ U(s)x de V x E
dans E est continue (Top. gén., chap. X, 2¢éd., § 2, n°1, cor. 3 de
la prop. 1). Comme U(sys)r = U(sp)(U(s)x) quels que soient
55€G, seG, x €E, on voit que U est continue.

Lorsque G est localement compact, les conditions a) et b)
sont équivalentes a la condition :

a’) pour toute partie compacte K de G, U(K) est équi-
continu.

3) Supposons que U soit une représentation linéaire conti-
nue G dans E. Pour tout s € G, soit ﬁ(s) le prolongement con-
tinu de U(s) au complété E de E. Alors U est une représentation
linéaire de G dans E, satisfaisant aux conditions a) et ¢) de
la Remarque 2, et aussi 4 la condition b) d’apres Top. gén.,
chap. X, 2¢¢éd., § 2, n° 2, prop. 4. Donc U est une représentation
linéaire confinue de G dans E.

4) Si E est un espace normé, on dit que U est isométrique
lorsque ||U(s){| = 1 pour tout s e G. Il suffit pour cela que
IU(s)Il = 1 pour tout s € G, car on a alors

Bournaki, XXIX 9
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=] = 1U@I-1Us™HI,
d’ou [U(s)} = |U(s7Y)|| = 1 pour tout s € G.

Prorosition 1. — Si G est localement compact et si E est
lonnelé, foule représentation linéaire U séparément continue de
G dans E est continue.

En effet, pour toute partie compacte K de G, U(K) est
compact pour la topologie de la convergence simple (Remarque 1),
donc est équicontinu (Esp. vect. top., Chap. 1II, § 3, n° 6,
th. 2); on applique alors la Remarque 2.

Lemme 1. — Soient G un groupe localement compact, o
une fonction finie semi-continue inférieurement > 0 sur G tlelle
que o(st) = p(s)p(f) quels que soient s, t dans G. Alors p est majorée
dans toute partie compacte de G.

I1 existe une partie ouverte non vide U de G telle que ¢
soit majorée dans U (Top. gén., chap. IX, 2¢ éd., § 5, n° 4, th. 2).
Soit K une partie compacte de G. Alors K est recouvert par
un nombre fini d’ensembles s,U, ...,s,U. Pour tout z e U,
on a p(8;x) = p(s,)p(x), donc p est majorée dans s;U, donc dans
K.

Lemme 2. — Soient G un groupe topologique, U une repré-
sentation linéaire de G dans un espace normé E, A une partie
partout dense de E. On suppose que, pour tout s € G, U(s) est
continu et que, pour tout x € A, s -~ U(s)x est une application
continue de G dans E. Alors la fonction s - ¢(s) == [|U(s)| sur G
est semi-continue inférieurement et vérifie g(st) = g(s)g{?).

Soit B la boule unité de E. On a ¢(s) = s}131pA|(l](s)xH,

xeBn

et chaque fonction s ~ ||U(s)x| est continue sur G, donc ¢ est
semi-continue inférieurement. D’autre part,

g(st) = NUSHUDN = 1USIIUDON = 9(s)g().

ProposiTioN 2. — Soient G un groupe localement compact,
U une représentation linéaire de G dans un espace normé E.
Soit A une partie parioul dense de E. On suppose que, pour fout
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s € G, U(s) est continu et que, pour tout x € A, s -~ U(s)x est une
application confinue de G dans E. Alors U est conlinue.

En effet, |U(s)|| est majoré sur toute partie compacte de
G d’aprés les lemmes 1 et 2, et 'on applique alors la Remarque 2.

2. Représentation contragrédiente.

Soit U une représentation linéaire séparément continue de
G dans E. Soit E’ le dual de E. L’application s -~ !U(s) est une
représentation linéaire dans E’ du groupe G°® opposé a G ; nous
dirons que cette représentation est la fransposée de U. L’appli-
cation s »*U(s™t) = 'U(s)~! est une représentation linéaire de
G dans E’, appelée coniragrédiente de U.

Lemme 3. — Soient X un espace localement compact, Y
el Z des espaces ftopologiques, ¢ une application continue de
X %X Y dans Z, ¢, Uapplication y ~o(x, y) de Y dans Z. Les
espaces 4(Y), €(Z) étant munis de la topologie de la convergence
compacte, Uapplication (x,f) ~foo, de X X ¥(Z) dans (YY)
est continue.

Il suffit évidemment de considérer le cas ot X est com-
pact. Soient (z,, f;) € X X #(Z), K une partie compacte de Y,
et e > 0. Soit K’ = ¢(X x K). Comme f,o¢ est uniformé-
ment continue dans X X K, il existe un voisinage W de z, tel
que |fo(o(x, 1)) — fole(Xy Y))| = = pour x € W et y € K. D’autre
part, si I'on prend f € (Z) telle que |f(z) — fy(2)| = ¢ pour tout
z e K’, on aura |f(e(z, y)) — fo(e(x, y))| =< ¢ pour z € X, y €K,
et par suite |f(o(x, §)) — fole(z,, ¥))| =2cpourz e WetyeK.
D’ou le lemme.

Revenons alors aux notations antérieures.

ProrositioN 3. — (i) Si U est séparément continue, *U est
séparément continue lorsqu’on munit E’ de la topologie faible
o(E’, E).

(1) Si G est localement compact et si U est continue, ‘U est
continue lorsqu’on munit E’ de la topologie de la convergence
compacle.
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L’assertion (i) est immédiate. L’assertion (ii) résulte du
lemme 3 ou l'on fait X =G, Y =7Z =E, ¢(s, x) = U(s)z.

3. Exemple : représentations linéaires dans des espaces de

Jonctions continues.

Soit G un groupe discret opérant & gauche sur un ensemble
X. Une fonction complexe y sur G X X est appelée un multi-
plicateur si 'on a

(1) e x) =1 quel quesoit reX;

(2) x(st, ) = y(s, tx)x(t, x) quels que soient s, £ dans G, x € X.
On en déduit

3) ytLitx)x(t,x) =1 quels que soient teG, zeX,

et en particulier y(4, x) 7% 0 quels que soient 1 € G, x € X.
Pour toute fonction complexe [ définie sur X et tout
s € G, soit y,(s)f la fonction complexe sur X définie par

(4) (Y($N(@) = x(s7, 2)f(s7 2).
On a y(e)f =f, et

(I = 1571 2)(ye(8))(s7')

= (571, D5, sI)(5 s )

= x((s8)7% D((s8')7'2) = (¥x(s5 )N (),
donc vy, est une représentation linéaire de G. Pour y = 1, on
retrouve les endomorphismes y(s) (chap. VII, § 1, n° 1, formule
3))-

Supposons maintenant G et X localement compacts, G
opérant contindment sur X, et y contfinue sur G x X. Alors
#(X) et #(X) sont stables pour les y,(s), d’ou des représenta-
tions linéaires de G dans %(X) et #(X) que nous noterons
encore y, .

ProrosiTioN 4. — Les représentations linéaires vy, de G
dans €(X) ef ' (X) sont continues.
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L’application (s, f) ~ (s, y(s)f) de G X ¥(X) dans G x ¥(X)
est continue (n® 2, lemme 3). D’autre part, l'application
(s, f) = x(s, )f de G x ¥(X) dans ¥(X) est continue; car, si
s tend vers s, dans G, y(s, .) tend vers x(s, .) uniformément
dans toute partie compacte de X ; si en outre f tend vers f,
dans #(X), x(s, .)f tend vers x(s,, .)f, uniformément dans toute
partie compacte de X, d’oti notre assertion. Donc la représen-
tation y, de G dans %(X) est continue.

Montrons que la représentation y, de G dans #(X) est
continue. Comme .#(X) est limite inductive d’espaces de Banach,
il est tonnelé (Esp. vect. fop., chap. III, § 1, n° 2, cor. 2 de la
prop. 2), done il suffit de prouver que y, est séparément conti-
nue (n° 1, prop. 1). Or, soient H une partie compacte de X et
s, € G. Soient V un voisinage compact de s, dans G, et . = VH,
qui est compact dans X. Pour toute f e #(X, H), le support
de v,(sy)f est contenu dans L, et I'on a

sup [(v, (s )@)| = sup [x(s5?, 2)|.sup |f(z)],
xeX xeLl. xeX

donc f —~ y.(s,)f est une application linéaire continue de (X, H)
dans 2 (X, L); il en résulte que f - v,(sy)f est une application
linéaire continue de 2 (X) dans lui-méme (Esp. vect. top., chap.
II, § 2, n° 2, cor. de la prop. 1). D’autre part, la topologie de
H'(X, L) est induite par celle de %(X). D’aprés ce qui a déja
été démontré, I'application s ~y,(s)f de V dans #(X, L) est
continue. Ceci achéve de prouver que vy, est séparément conti-
nue.

ProposiTioN 5. — Supposons que chaque fonction (s, .)
soit bornée. Alors vy, laisse stable A (X), et la représentation
linéaire v, de G dans #(X) est confinue.

Il est clair que vy, laisse stable #(X) et que chacun des
v,(s) est continu dans #(X). D’autre part, pour toute f € A#(X),
s ~v4(s)f est une application continue de G dans 2 (X) et a
fortiori dans #(X). Donc la représentation vy, dans #(X) est
continue (n° 1, prop. 2).
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4. Exemple : représentations linéaires dans des espaces de
mesures.

Soient toujours G un groupe localement compact, opé-
rant contintiment a gauche dans un espace localement com-
pact X, et y un multiplicateur confinu sur G x X. La repré-
sentation linéaire y, de G dans .#(X) admet une représentation
contragrédiente dans .#(X), que nous noferons encore y,, et
qui est définie par la formule suivante (ol p. € A#(X), f € (X)) :

<Yx(s)§"s 1> = Yx(sH> = ulss -) - s (s> = {y(s)(x(s, )FL)’I>
d’ou
(S = ¥((ss ) ) = (¥($)x(s, ). (¥()w).

Remarquons que

(Y($h(s, - N(X) = (s, s71x).

La représentation linéaire y, de G dans %(X) admet une
représentation contragrédiente dans 'espace %’'(X) des mesures
sur X a support compact, représentation que nous noterons
encore vy, ; les endomorphismes y,(s) de %'(X) sont les restric-
tions des endomorphismes vy,(s) de .#(X).

Prorosition 6. — Si Uon munit A4 (X) (resp. ¢'(X)) de la
topologie de la convergence uniforme dans les pariies compactes
de A#(X) (resp. 4(X)), la représentation linéaire y, de G dans
M(X) (resp. #'(X)) est continue.

Prorosition 7. — Supposons que chaque fonction (s, .)
soit bornée. Alors vy, laisse stable .#(X) et, si Uon munit #*(X)
de la topologie de la convergence uniforme dans les parties compactes
de A" (X), la représentation linéaire y, de G dans .#%(X) est conli-
nue.

Ces propositions résultent des prop. 3, 4, 5.

5. Exemple : représentations linéaires dans les espaces L.

Soit toujours G un groupe localement compact, opérant
continiiment 4 gauche dans un espace localement compact X.
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Soit § une mesure positive sur X de support X. Supposons qu’il
existe une fonction continue y > 0 sur G x X telle qu’on ait,
pour tout s € G,

Y(S)B =% .).B
(ce qui implique en particulier que p est quasi-invariante par
G). Alors, y est un multiplicateur. En effet, soient s, { dans G ;
on a

YE)YOR = ¥, ) B) = (v, ) - (¥(5)B)
= (y()( ) a7 L) B
Y(sHP = y(7's7, L) .B
donc
X sTyp(s7Y, @) = (s, )
localement B-presque partout, et en conséquence partout puis-
que x, est continue et g de support X.

Soit p € (1, + of. Pour toute f/ e Z4(X, ) et tout s eG,
soit yy,(s)f la fonction sur X définie par

(Yxp(IN(@) = x(s71, 2)V/7f(s7 ).
On a

f (s, )5 P ey =f (s 12) (s 1, 2)dB(z)

= [l@yeazia)

donc v, ,(s)f € LX, B). On voit que y,,(s) est un endo-
morphisme isoméiriqgue de Z&(X, B) et définit par passage au
quotient un endomorphisme isométrique de Lg(X, B), noté
encore v, ,(s). D’autre part, y'/» est évidemment un multipli-
cateur, donc y,,, est une représentation linéaire de G dans
L&(X, p) d’aprés ce qu'on a vu au n° 3.

ProposiTioN 8. — La représentation linéaire vy, de G
dans Lg(X, B) est continue et isomélrique.
Soit f e #(X). Quand s tend vers s, dans G, v, p(s)f tend
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vers y,,p(Sp)f dans X (X), donc dans LZ(X,pB). Comme Ies
Yx.o(S) sont isométriques, la prop. 8 s’obtient en appliquant
la Remarque 2 du n° 1.

Pour le cas ou y n’est pas supposée continue, cf. § 4, exerc. 13.

Prorosition 9. — Supposons que chaque fonction x(s, .)
sott bornée. Alors vy, laisse stable 1LL(X, B), et la représentation
linéaire v, de G dans Lg(X, B) est continue.

Soit f e Z(X,B). On a -

| s o) pda) = sup x5, 22 15 ats e

= sup 1(s7% 2 [ @)@
TEX
donc y,(s)f € LXK, B), et
®) ()l < sup (s, 2t

en notant q 'exposant conjugué de p. Si f € #(X), y,(s)f tend
vers v,(sy)f dans X(X), donc dans Z&(X, 8), quand s tend vers
8o Donc la représentation vy, de G dans Li(X, ) est continue
(n° 1, prop. 2).

On a des propriétés analogues a celles des no% 3, 4, 5si G
opere a droite dans X.

En particulier, si I’on considére G comme opérant sur lui-
meéme par translations 4 gauche ou a droite, et sil'on fait y =1,
on obtient les représenfations réquliéres gauche et droite de G
dans %(G), #(G), #(G), ¢(G), #(G), -#1G). SiYon prend
pour B une mesure de Haar 4 gauche (resp. a4 droite) .de G,
et si I'on fait y = 1, on obtient la représentation réquliére gauche
(resp. droife) de G dans L&(G, B).

6. Prolongement d’une représentation linéaire de G aux

mesures sur Q.

Soient G un groupe localement compact, E un espace
localement convexe, U une représentation linéaire de G dans E.
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Supposons U continue et E quasi-complet. Alors pour toute mesu-

rep € %'(G),on a f U(s)du(s) € Z(E; E) (chap. VI, § 1, n° 7).
G

Nous poserons U(w) :f U(s)du(s). Munissons %'(G) de la
G

topologie de la convergence compacte dans #(G). L’application
(o, ) —~ U(p)x de €'(G) x E dans E est hypocontinue relative-
ment aux parties équicontinues de #’(G) et aux parties com-
pactes de E; en particulier, I'application u -~ U(p) de %'(G)
dans Z(E; E) (muni de la topologie de la convergence compacte)
est continue (loc. cit., prop. 16).

Pour pouvoir appliquer plus loin ces résultats, notons que,
si X est un espace localement compact, ¢(X), muni de la topo-
logie de la convergence compacte, est complet (Top. gén.,
chap. X, 2¢ éd., § 1, n° 6, cor. 3 du th. 2). D’autre part, #(X)
est tonnelé, donc son dual .#(X), muni de la topologie de la
convergence compacte sur %' (X), est quasi-complet (Esp. vect.
fop., chap. II1, § 3, n° 7, cor. 2 du th. 4). Bien entendu, #(X)
est complet pour la topologie déduite de sa norme, donc son
dual .#4X) est quasi-complet pour la topologie de la conver-
gence compacte sur 2 (X) (loc. cit.).

Supposons maintenant que U soit une représentation liné-
aire continue du groupe localement compact G dans un espace
de Banach E. Posons g(s) = |U(s)| pour tout s € G. Alors, si
u est une mesure sur G telle que g soit p-intégrable, on a

[ vt e 2@:E) e [ Ul = [EOLR0
G G

(Chap. VI, § 1, n° 7, Remarque 1). Nous poserons encore

Uw) = fGU(S)dsL(S)-

7. Relations entre les endomorphismes U(p) et les endomor-

phismes U(s).

Lemme 4. — Soient T un espace localement compact, a un point
de T, M une partie de #(T), & un filtre sur M. On suppose que :
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(i) pour toute partie compacte K de T, les nombres |p|(K),
pour p €M, sont majorés ;

(ii) lim, g |u|(K) = O pour {foute partie compacte K de
T —{a};

(ii1) il existe un voisinage compact V de a dans T tel que
lim,, g w(V) = 1.

Alors le filtre & converge vers ¢, dans #(T) muni de la topo-
logie de la convergence compacte dans #°(T).

D’aprés I’hypothése (i), M est une partie équicontinue de
#(T) puisqu’elle est vaguement bornée et que 2#°(T) est tonnelé
(Esp. vect. top., chap. III, § 3, no 6, th. 2). Il suffit donc (Top.
gén., chap. X, 2¢ éd., § 2, n°4, th. 1) de prouver que, si f € #(T),
on a lim, g u(f) = f(a). Soit K la réunion de V et du support
de f; si K’ est 'adhérence de K — V, on a

[W(K) — p(V)] = [w(K =V)| = [p|(K);
comme K’ est compact et ne contient pas a, on en conclut que

lim, g w(K) = 1. Soit ¢ > 0, et soit W un voisinage ouvert
de a dans K tel que |f(f) — f(a)| =< < pour { € W ; on peut écrire

wlh) — Ha) = f(@(wK) — 1) + fK(f(f) — f(@)dp() ;

Pintégrale sur K peut s’écrire comme somme des intégrales
analogues sur W et sur K- W ; si C = sup |f|, on aura donc

lu(h) — f(@] = Clu(K) — 1] + = [p[(K) + 2C. |u|(K — W).

Comme le premier et le troisiéme terme du second membre
tendent vers O suivant &, on voit bien que lim,g w(f) = f(a).

CoroLLAIRE 1. — Les hypothéses étant celles du lemme 4,
supposons de plus qu’il existe une partie compacte K, de T confenant
les supports de loutes les mesures yu € M. Alors § converge aussi
vers ¢, dans €'(T) muni de la fopologie de la convergence compacte
dans %(T).

En effet, 'application de restriction de %(T) dans %(K,)
est continue ; donc, si H est une partie compacte de %(T), les
restrictions a K, des fonctions de H forment une partie com-
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pacte de #(K,). 1l suffit alors d’appliquer le lemme 4 en rempla-
cant T par K,.

CoroLLAIRE 2. — Les hypothéses étant celles du cor.1,
soif [ une application continue de T dans un espace localement
convexe quasi-complet E. On a

limys [10du(®) = f(@)-

Ceci résulte du cor. 1 et de la prop. 14 du chap. VI, § 1,
ne 6.

CoroLLAIRE 3. — Soient G un groupe localement compact,
E un espace localement convexe quasi-complet, U une représen-
tation linéaire continue de G dans E. Soienf 3 une mesure posi-
tive sur G, a un élément de G, B une base du filire des voisi-
nages de a, formée de voisinages compacts. Pour tout V B,
soit fy une fonction continue > O sur G, de support contenu

dans V, et felle que ffvdﬁ = 1. Alors, pour tout x € E, on a

U(a)e = limy U(fy .B)

la limite étant prise suivant le filtre des sections de B.
L’application s -~ U(s)r de G dans E est continue. D’aprés

le cor. 2, on a U(a)r = limy f(U(s)x). [v(5)dB(s) suivant le
filtre des sections de B, c’est-a-dire U(a)r = limy U(fy.B)x.

ProposiTioN 10. — Soient G un groupe localement com-
pact, E un espace localement convexe quasi-complet, U une repré-
sentation linéaire continue de G dans E, B une mesure positive
sur G de support G.

(1) Les vecteurs U(f.B)x, olt f parcourt #°(G) et ot x parcourt
E, sont partout denses dans E.

(i) Soit F un sous-espace vectoriel fermé de E. Si F est stable
pour U, on a U(p)(F) € F pour toute u € €'(G). Réciproque-
ment, st U(f.8)(F) c F pour toute f € #(G), F est stable pour U.
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La premiére partie de (ii) est immédiate puisque les restric-
tions des U(s) a F (s € G) définissent une représentation liné-
aire continue de G dans l'espace localement convexe quasi-
complet F. La deuxieme partie de (ii), et (i), résultent du cor. 3
du lemme 4.

§ 3. Convolution des mesures sur les groupes.

1. Algébres de mesures.

Soit G un groupe localement compact. Il sera entendu
une fois pour toutes que des mesures pq, ..., p, sur G sont
dites convolables si elles le sont pour I'application

(T1sTgs v o s Ty) » XXy oo v Ty's

et c’est au moyen de cette application qu’on prendra toujours
le produit de convolution %k u,. Si seG, G, on a
i

(1) € % € = E,4.
SiseG et pe#G), on a
@ e, 1 = Y(S)u

3) bk e, = 8(s

d’apres le § 1, n° 1, exemple 3. Si G est commutatif, dire que
i, et u, sont convolables équivaut a dire que y, et p, sont convo-
lables, et 'on a alors w; % g, = @y % ¢;. Si G n’est pas commu-
tatif, il peut arriver que p, et p, soient convolables, sans que
uy et @, le soient (exerc. 12).

ProrositTioNn 1. — Soient G un groupe localement compact,
A\, v des mesures # 0 sur G.

(1) Si A, u, v sont convolables, il en est de méme de A et p,
de |\ = |w| et v, de p. et v, de X et || % |v], ef U'on a

Aw ey =(hkp)xy=2»nx(Lx*V).
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(if) Si X ef u sont convolables, ainsi que |A| * |u| el v, alors
A, &, v sont convolables. De méme si p el v sont convolables ainsi
que A et |uf = |v]|.

Ceci résulte de la prop. 1 du § 1, n°o 2.

Il peut exister des mesures 2, u, v sur G telles que les pro-
duits de convolution A% p, (A% p) v, w*v, Ax(n*v) soient
tous définis, et que cependant (A% p)*v 7%= A x(pxv) (cf.
exerc. 4).

Soit p une fonction > O finie semi-continue inférieurement
sur G telle que p(st) = p(s)p(f) quels que soient s, ¢ dans G.
On notera .#°(G) I'espace vectoriel des mesures A sur G telles
que p soit A-intégrable, et [A], (ou simplement ||A]) la norme

fp(s)dlk[(s) sur cet espace. Pour p =1, on retrouve len-
G

semble .#1(G) des mesures bornées sur G.

ProrosiTioN 2. — (i) Deux éléments quelconques de #°(G)
sont convolables.

(ii) Pour la convolution, et pour la norme ||\, .#°(G) est une
algébre normée compléte admettant I'élément unité «,.

(iii) €'(G) est une sous-algébre de A°(G).

Soient 2, p dans .#°(G), et montrons que A et p sont convo-
lables. Soit f € A7, (G). Comme p est > 0 et semi-continue infé-
rieurement, il existe une constante k > 0 telle que f = kp.
On a alors

* *
[ svaniodelo <k [ ssnaredsio

<k | #(s)eOdNEI0)

= k([ sani) ([ s0auio)

(chap. V, § 8, n° 2, prop. 5). Donc f est (A ® wp)-intégrable, de
sorte que A et p. sont convolables. D’autre part, en utilisant le
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chap. V (§ 2, prop. 2, § 6, prop. 2, § 8, prop. 5) et le fait que
(s, t) ~ p(s)p(f) est semi-continue inférieurement dans G X G, on a
*® <%

[ e ule) = | e@ainx i
G G

—* — %
< f o(sY[ A ()] (§) = f o() (|| (s)] 2] (0)
GxG GxG
= p(9ed|N(s)d[w|(® = M. llull-
GxG

On voit que A * p € A°(G) et que {|A * pf| < |Al.]jul]. Compte tenu
de la prop. 1, .#°(G) est une algébre. L’application A - p.2
est une application linéaire isométrique 0 de .#°(G) dans #%(G) ;
si ue AYG), 1/p, qui est localement bornée et semi-continue
supérieurement, est localement p-intégrable, et g est (1/p). p~inté-
grable, donc (1/p).u € #°(G); ceci prouve que 0 est sur-
jective ; donc .#°(G) est une algébre normée complete. Enfin,
il est clair que ¢, est élément unité¢ de .£°(G) et que €'(G) est
une sous-algebre de #°(G) (§ 1, n° 4, cor. de la prop. 5).

Si p = 1, la prop. 2, (i) et (ii), résulte aussi du § 1, prop. 2.

ProrositioN 3. — Soient p,, ..., p, des mesures sur G. Si
toutes les v.;, sauf une au plus, sont a support compact, alors les
u; sont convolables.

En effet, soit S; le support de p;, et supposons S, compact
pour i # i,. Soit K une partie compacte de G. L’ensemble des
Ty ..., x,) € H S; tels que x;x, ... x, € K est compact, car les

1

conditions z; € S; pour tout i, z,x, ... z, € K impliquent
.”Ei, E S:_lll . e S;_‘II<.S;:1 ... S;_*l_l.
Donc les p,; sont convolables (§ 1, n° 4, prop. 4).

Proposition 4. — L’application (A, p) ~ A+ u (resp.
(M p) ~pxd) o xe¥€(GQ), weH#G), définit sur #(G) une
structure de module a gauche (resp. a droite) sur Ualgébre €'(G).
Ceci résulte des prop. 1 et 3.
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ProrosiTION 5. — Soient ) une mesure de Haar a gauche
(resp. a droite) sur G, et p € #YG). Alors w el » (resp. A ef p)
sont convolables, el p x A = ||p/A (resp. A% @ = [[u|A).

On peut supposer u = 0. Soit f e X, (G). Lorsque A est
une mesure de Haar a gauche, on a

* * *
| du(x)f [ = [ du@ [ i) =i

donc la fonction (z,y) + f(xy) est (u ® A)-intégrable, et son
intégrale pour p ® 2 est A(f)ljl. On raisonne de méme quand
A est une mesure de Haar a droite.

ProrosiTioNn 6. — Soient p et v deux mesures convolables
sur G. Soit y une représentation continue de G dans C*. Alors
x-p el x.v sont convolables el (y.p) = (x.v) = - (1 * v).

Soit f e A#(G). Alors fy € #(G), donc la fonction

@, ) ~ ey = (@)

sur G X G est intégrable pour @ ® v; donc la fonction
(z, y) -~ [(xy) est intégrable pour (y.u) ® (y.v); donc y.p et
y.v sont convolables. En outre,

Gewexnfy = [IEHOHOW@E)
— [(@uda@ang) = < o>
d’olr (x.uw) * (.v) = % (1 v).

Prorosition 7. — Soient G et G’ deux groupes localement
compacts, u une représentation continue de G dans G', w,, ..., y,
des mesures sur G, toutes #+ 0. Alors les assertions suivanles sont
équivalentes :

(i) u est ps~propre pour tout i, ef les mesures u(|u,|) sont
convolables ;

(i) les y; sont convolables et u est propre pour k(|u,|).

4

Lorsque ces conditions sont vérifiées, on a

i,k up) = ”(’g‘ fLy)-
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Ceci résulte du § 1, n° 2, cor. de la prop. 1.

CoroLLAIRE. — Soient G un groupe localement compact,
Bis - - -5 Uy des mesures sur G. Pour que la suite (1), <<, S0it convo-
lable, il faut et il suffit que la suite (1, _;)o<s<n—1 l€ S0il, et 'on a alors
(a# oo p) =ty ® ... # .

Ceci résulte de la prop. 7 en considérant ’isomorphisme

x - z~1 de G sur le groupe opposé.

2. Cas d’un groupe opérant dans un espace,
groupe op P

Soit X un espace localement compact sur lequel un groupe
localement compact G opére a gauche continliment par

(s, x) ~s.x.

Siwg, ..., u, sont des mesures sur G et v une mesure sur X,
celles-ci seront dites convolables si elles le sont pour I’applica-
tion (S, ..., S ) >S5 ...5,x de G" x X dans X, et leur
produit de convolution devra s’entendre au sens de cette appli-
cation.

SiseGetzeX, ona

“) €k €, = £ .
SiseGetyue#X),ona
(5) g * (b = Y(S)p
d’apres le § 1, n° 1, exemple 3.
ProrosiTioN 8. — Soient p. une mesure sur G, v une mesure
sur X.
(i) Si p est a support compact, u et v sont convolables.
(1) Si v est a support compact, ef si G opére proprement

dans X, p et v sont convolables.
Ceci résulte de la prop. 4 du § 1, n° 4.

ProrosiTioN 9. — Pour la convolution, #Y(X) est un
module a gauche sur AYG), #(X) et €'(X) sont des modules
a gauche sur €'(G).
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Ceci résulte de la prop. 8, et du § 1, prop. 1, 3, et cor. de
la prop. 5.

ProrositioN 10, — Soient p. une mesure sur G, v une mesure
sur X, w el v étant convolables. Supposons de plus qu’il existe
une mesure positive B sur X telle que y(s)v soit de base  quel que
soit s € G. Alors p xv est de base 8.

Soit K une partie compacte 8-négligeable de X. Alors K
est y(s)|v|-négligeable pour tout s e G. Or

el b= | e el

(§ 1, no 5, prop. 7), et I'application s - ¢, » |v| est vaguement
continue (§ 2, prop. 6). Donc K est |u| « |v|-négligeable d’aprés
le chap. V, § 3, n° 4, th. 1. Donc |u| = [v| est de base £ (chap. V,
§ 5, n° 5, Remarque).

3. Convolution et représentations linéaires.

ProrosiTioN 11. — Soient G un groupe localement compact,
E un espace localement convexe quasi-complet, U une représenta-
tion continue de G dans E.

(i) Si A e € (G), pe€(G), on a U * ) = UMNU(W).

(ii) Supposons que E soit un espace de Banach, et soit
e(s) = |U(s)|| pour s € G. Si A € 4°(G), n € #4°(G), on a U(h * )
= UMUW)-

Soient 2, u dans €’(G). Quel que soit x € E, on a, en appli-
quant notamment les prop. 1 et 4 du chap. VI, § 1, n° 1

U * p)r = fGU(s)x d(n % @w)(s)

= Ust)z dn(s)du(f) = f . U(s)Ut)x dn(s)du(l)

GG
= fGU(k)U(t)x du(t) = U fGU(t)x du(t) = UM U(wz

Boursagl, XXIX 10
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d’ou (i). Un raisonnement analogue s’applique dans le
cas (ii).

Soit toujours G un groupe localement compact, et suppo-
sons que G opére contintiment 4 gauche dans un espace loca-
lement compact X. Ceci définit (§ 2, n° 4) une représentation
linéaire continue y de G dans .#(X) (muni de la topologie de
Ia convergence compacte dans 2#'(X)).

Si » e€'(G) et peA(X), on a

Proposition 12.

YD = A .

D’apres la prop. 7 du § 1, n° 3, on a
Ak op o= f (g, * w)dA(s).
G
Or ¢, * p = y(s)» (n° 2, formule (b)), et

fG (OIS = YOu
par définition de y(}).

CoroLLAIRE. — L’application (A, w)—~ A % p. de €'(G) X A(X)
dans #(X) est hypocontinue relativement aux parlies équiconti-
.nues de %'(G) et aux parties compactes de A (X) (¢'(G) et #(X)
étant respectivement munis de la fopologie de la convergence
compacte dans €(G) et A (X)).

En effet, .#(X), muni de la topologie de la convergence
compacte dans #(X), est quasi-complet. Donc 'application
(O ) ~ YW de €'(G) x #(X) dans .#(X) est hypocontinue
relativement aux parties équicontinues de ¢’(G) et aux parties
compactes de #(X) (§ 2, n° 6). Il suffit alors d’appliquer la
prop. 12.
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Remarques. — 1) Soit A, € €'(G). L’application p - Ay *
de #(X) dans #(X) est vaguement continue. En effet, soit

fedA(X). On a Gywf> = [ fsw)dr(o)dutz) = <un g> en po-
sant ¢g(xr) = f f(sx)dAs(s). Or g est continue (chap. VII, § 1,

n° 1, lemme 1). D’autre part, soient S le support de A, et K celui
de f. Les conditions sx € K et s € S entrainent x € S—1K ; donc
le support de g est contenu dans S71K, de sorte que g € #(X).
Alors (Ag# ., > = {u, ¢> est fonction vaguement continue de
4, ce qui prouve notre assertion.

2) Soit yy € #(X). L’application A~ A % g, de '(G) dans #(X)
est continue pour les topologies 6(¢'(G), ¢(Q)) et o(A(X), A (X)).
En effet, soit f e £(X). On a {f, »  gy) = <h, A), en posant

h(s) = f f(s2)duo(@), et Ton a h e €(G) (chap. VIL § 1, no 1,

lemme 1).

Prorposition 13. — L’application (s, p)—-y(s)u de G X A4 (X)
dans # (X) est continue lorsque I'ensemble .#.(X) des mesures
positives sur X est muni de la fopologie vague.

Comme y(s)u = Y(ssp)¥(sp)u, il résulte de la Remarque 1
qu’il suffit de prouver la continuité de I’application considérée
en un point de la forme (e,u;) avec p, € £, (X). Etant donnés
une fonction f e #(X) et un nombre ¢ > 0, il s’agit donc de
montrer qu’il existe un voisinage U de e dans G et un voisinage
W de p, dans #, (X) tels que les relations s € U, u € W entrainent

<L e

©) [ [ rsovtuta) — [ 1@aue)

Soit V un voisinage compact du support K de f dans X, et
soit ¢ € A (X) telle que ¢(r) = 1 dans V; il existe un voisi-

nage W, de p, dans .#,(X) tel que a = sup p(V) soit fini: il
ueWwW,

suffit de prendre pour W, I'’ensemble des p € .#, (X) telles que
[{ps 0 — wpy| < 1. Comme lapplication (s, z) ~sz est conti-
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nue, il y a d’autre part un voisinage compact U, de e dans
G tel que sK < V pour tout s € Uy; la fonction (s, x) - f(sx)
est alors uniformément continue dans U, x V et il y a donc un
voisinage U < U, de e tel que |f(sx) — f(x)| < ¢/2a pour tout
seUettout xeV.Pour seU et n. e W, on a donc

[ Howyuto) — [ ot

< gf2;

si W < W, est le voisinage de p, dans .# (X) formé des mesures

[ 1@du@ — [ i@des@

répondent & la question.

< e2 Uet W

we W, telles que

§ 4. Convolution des mesures et des fonctions.

1. Convolution d’une mesure et d’une fonction.

Soit X un espace localement compact sur lequel un groupe
localement compact G opére a gauche contintment. Soit 8
une mesure positive sur X, quasi-invariante par G. Soit y une
fonction > 0 sur G X X, mesurable pour toute mesure sur
G x X, et telle que, pour tout s € G, y(s7%, .) soit une densité

de y(s)p par rapport 4 §:

M Y()B = x(s7% )-8,

ce qu'on peut écrire, avec les conventions du chap. VII, § 1,
ne 1

(1) dB(st) = (s, ©)d3(x)-

Ces données resteront fixées dans les no 1, 2 et 3 (exception
faite de la Remarque 2 du n° 2).

Rappelons (§ 2, n° 5) que, si x est continue et si p est de support
X, x est alors un multiplicateur.
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Soit f une fonction complexe localement B-intégrable sur
X, et soit ¢ une mesure sur G. Pour tout s € G, la mesure
v(s)(f.B) est de base g puisque B est quasi-invariante. Donc,
si p. et f.B sont convolables, p * (f.p) est de base B (§ 3, no 2,

prop. 10).

DeriNiTION 1. — Si 1 ef f.B sont convolables, on dit que p.
et f sont convolables relativement a §. Toute densité de p x (f.B)
par rapport a B s’appelle un produit de convolution de p. et f rela-
tivement a B et se note y x°f.

On omet B quand aucune confusion n’est possible. On
définit de maniére analogue la convolution pour plusieurs
mesures sur G et une fonction sur X.

Les différents produits de convolution de p et f sont égaux
localement B-presque partout. Si 8 est de support X et s'il
existe un produit de convolution de u et B qui soit continu, ce
dernier est déterminé de maniére unique ; c’est lui qu'on appelle
alors le produit de convolution de u et f relativement a B.

Soit s € G et soit f une fonction complexe localement
B-intégrable sur X. Alors ¢, et f sont convolables, et on a

g x (f.B) = Y -B) = (Y(9N-(Y(S)B) = (Y(9))-x(s72, .).B
dong
2) (g % N(@) = 274 Df(s7M) = (Vo)) ()

localement B-presque partout.

Lemme 1. — Soit p. une mesure sur G. Alors y,_ est localement
(n ® B)-intégrable, et 'image de w ® B par 'homéomorphisme
($,2) > (s,s7x) de G x X sur G X X est y.(p ®B).

On peut supposer g > 0. Soit F e # (G X X). On a
f F(s, s-12)du(s)dB(z) — f du(s) f F(s, s~12)d8(z)

— [u) [P cxts9@ = [ duts) [Fis, ats, e
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Or, la fonction (s, ) ~ F(s, x)x(s, x) est & support compact
et (¢ ® B)-mesurable. D’aprés le chap. V, § 8, n° 1, prop. 4,
I'égalité précédente prouve que cette fonction est (p @ B)-inté-
grable et que

f F(s, s)du(s)dp(z) = f F(s, 2)(s 1)dp(s)dB(@).

Ceci prouve a la fois les deux assertions du lemme 1.

ProrositioN 1. — Soient y. une mesure sur G, f une fonc-
tion complexe localement B-intégrable sur X. Supposons que la
fonction s — f(s™x)y(s™L, x) soit essentiellement p-intégrable sauf
pour un ensemble localement B-négligeable de valeurs de zx, et que

la fonction x ~ j If(s72x) |x(s~L, x)d|u|(s), définie localement pres-

que partout pour B, soit localement B-intégrable. Alors p. ef | sont
convolables.

On peut supposer f >0 et p > 0. Soit hex  (X). 1l
s’agit de prouver que la fonction (s, x) ~ h(sz) est essentielle-
ment intégrable pour p ® (f.8)=(1 ® /).(1 ® B) (chap. V, § 8,

— %
n°® 3, prop. 6), c’est-a-dire que f h(sz)f(x)du(s)dp(x) < + oo

(chap. V, § 5, n° 3, prop. 2); il suffira évidemment de prouver
qu’il existe @ > 0 tel que pour toute partie compacte K de G,
on ait

—%
f h(s2)f (@)ox()dp()dB(@) < a.
D’aprés le lemme 1,
f h(s2)f(@)ox(s)du(s)da ()
- f R(@) (- )pr(sr(s~, 2)du(s)dB().
Or la fonction (s, ) -~ R(X)f(sx)er(s)x(s™, ) est (p ® B)-mesu-

rable (lemme 1) et a support compact. L’expression précédente
est donc égale (chap. V, § 8, n° 1, prop. 4) a
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* *
[ mads@ [ 1 mentornts, dus)

< (sup h) f a8 (z) j f(s~1)7(s, 2)dps)

en désignant par S le support de h. D’ou la proposition.

Prorosition 2. — Soient u une mesure sur G, [ une fonc-
tion complexe localement B-intégrable sur X. On suppose vérifiée
Uune des conditions suivantes :

(i) f et y sont continues ;

(i) G opére proprement dans X et f est nulle dans le complé-
menlaire d’une réunion dénombrable d’ensembles compacts ;

(iii) w est portée par une réunion dénombrable d’ensembles
compacts.

Si w et [ sont convolables, la fonction s — f(s7ix)y(s™t, x) est
essentiellement p-intégrable sauf pour un ensemble localement
B-négligeable de valeurs de x, et 'on a localement B-presque partout

() (w*hHx) = fG fsTtayx(s™ x)du(s) = fG (V)N (@)di(s)-

Soit h € #(X). Puisque u et f sont convolables, la fonction
(s, ) ~ h(sx)f(x) est essentiellement (n ® B)-intégrable. D’apres
le lemme 1, la fonction (s, x) - h(x)f(s71x)x(s7%, ) est essentiel-
lement (p ® B)-intégrable. Sous les hypotheéses (i) ou (i) de
I’énoncé, on en déduit que cette fonction est (n @ B)-intégrable ;
car, dans le premier cas, elle est continue et on applique la
prop. 2 du chap. V, § 2, n° 1, et dans le second cas, elle est
nulle hors d’une réunion dénombrable d’ensembles compacts.
et on applique la prop. 3, loc. cit. D’aprés le théoréme de Lebesgue-
Fubini,

| Hsoust- @ = [ @I D@

= [h@ds(@) [ fs s, w)ducs),
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la fonction x - g(x) = f f(s7x)x(s71, x)du(s) étant en outre

localement B-intégrable. On voit donc que

d’olt ¢ = p %Bf.
Supposons maintenant p portée par la réunion S d’une
suite d’ensembles compacts. La fonction

(8, ) ~ h(X)/(sT2)x(s7%, T)s($)

est essentiellement (p ® B)-intégrable, et nulle hors d’une réu-
nion dénombrable d’ensembles compacts, donc (yp ® B)-inté-
grable. Comme p = ¢g.u, le raisonnement se fermine comme
précédemment.

Remarque. — L’hypothése (iii) de la prop. 2 est satisfaite
notamment quand p est bornée. En effet, pour tout n > 0,
il existe alors une partie compacte K, de G telle que

1
—-K,) <=
lul(G ) -

(chap. IV, § 4, n° 7), et u est portée par la réunion des K, .
Plus généralement, soit p une fonction semi-continue inférieu-
rement finie > 0 sur G telle que p(st) < p(s)p(f); si u € 45,
Phypothése (iii) est satisfaite; car p.p est bornée, et n est
portée par les mémes sous-ensembles que p.p puisque, sur
toute partie compacte de G, p est minorée par une constante
> 0.

2. Exemples de mesures et de fonctions convolables.

Dans les prop. 3 et 4, €'(G) et .#(G) sont munis de la
topologie de la convergence compacte dans %(G) et #°(G) respec-
tivement.

ProrosiTioN 3. — Supposons y continue. Soient y € €'(G)
el fe¥(X). Alors:
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(i) p ef f sont convolables relativement a p.

(ii) La formule (3) du n° 1 définit pour tout x € X un produit
de convolution p. +*f qui est conlinu et n’est aulre que I'élément
Y«(w)f défini par la représentation continue vy, de G dans €(X) ; de
plus, Uapplication (u, f) ~ w %8f est hypocontinue relativement aux
parties équicontinues de €'(G) et aux parties compactes de %(X).

(iil) Si de plus f € A (X) le produit p =ff de (ii) appartient
a A (X) et Uapplication (u, f) — u **f est hypocontinue relative-
ment aux parties équicontinues de €'(G) et aux parties compactes
de A (X).

On sait que p et f sont convolables (§ 3, n° 2, prop. 8 (i)).
D’autre part, avec les notations du § 2, on a

vwlf = [N duts) e €X)

puisque ¥(X) est quasi~complet. En particulier, pour tout x € X,
on a

(@N@) = f (D@ ).

Ceci, joint & la prop. 2, et au § 2, n° 6, prouve (ii). Enfin, si
f e (X), u=(f.B) est 4 support compact (§ 3, n® 2, prop. 9),
donc u #*f € #(X). Considérons la représentation continue U
de G dans le complété #(X)”™ obtenue en prolongeant par conti-
nuité les opérateurs y,(s) continus dans ' (X) (§ 2, n° 1, Remarque
3). Soit S le support de u. Les fonctions y,(s)f, pour s €S,
ont leur support contenu dans un ensemble compact fixe K.
L’ensemble #(X, K) est un sous-espace vectoriel complet de
A (X). Done U(p)f € #(X). On voit alors comme précédem-
ment que U(w)f = p #ff, et (iii) résulte encore du § 2, n° 6.

PropoSITION 4. — Supposons que G opére proprement dans
X et que y soit continue. Soient p. € H(G) et f € A(X).

(1) w ef [ soni convolables relafivement a B.

(ii) La formule (3) du n° 1 définit pour tout x € X un produit
de convolution v x®f qui est continu.

(i) L’application (u, f) - p «8f de #(G) x #(X) dans
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%(X) est hypocontinue relativement aux parties bornées de .#(G)
el aux parties compactes de #(X) qui sont contenues dans un
sous-espace X (X, L) (ot L est une partie compacte variable de X).

On sait que p et f sont convolables (§ 3, n° 2, prop. 8 (ii)),
et il est clair, que les intégrales figurant dans (3) existent pour
tout z € X. Soient K et L. deux parties compactes de X. Il
existe une partie compacte H de G telle que les relations xreK
et s~z € LL entrainent s € H ; soit ¢ € /#, (G), telle que ¢(s) =1
pour seH. On a, pour fe X (X,L)et z eK :

ff (s7)x (571, x)du(s) =f J(s72yx(s7h D)p(s)du(s) = (9. 1) =P)(x)

Par suite f f(s1x)y(s~1, x)dp(s) est fonction continue de x et

définit un produit de convolution u #*f € #(X). De plus,
I'application p -~ ¢.pn de #(G) dans #'(G) est continue pour les
topologies de la convergence compacte. La prop. 3 (iii) entraine
donc que P'application (u, f) » p +8f de #(G) x A#(X, L) dans
#(X) est, pour toute partie compacte I. de X, hypocontinue
relativement aux parties compactes de #'(X, L). En particu-
lier, l’application (p, f) ~ . %#f de #(G) x #(X) dans €(X)
est séparément continue. Comme #(X) est tonnelé, cette appli-
cation est hypocontinue relativement aux parties bornées de
#(G) (Esp. vect. top., chap. 111, § 4, no 2, prop. 6).

Remarque 1. — Sous les hypothéses de la prop. 4, I'appli-
cation u - u «8f de £, (G)dans %(X) est continue lorsqu’on
munit #,(G) de la topologie vague, pour toute f e #(X). En
effet, soient K une partie compacte de X, S le support (compact)
de f; comme G opere proprement dans X, I'ensemble des
s € G pour lesquels il existe z € K tel que s~'z € S est une partie
compacte L. de G (Top. gén., chap. 111, 3¢ éd., § 4, n° 5, th. 1).
Soient ¢ un nombre > 0, ¢ une fonction de 27, (G) égale a 1
dans I’ensemble compact L, p, un élément de .#,(G) ; 'ensemble
W, des mesures p € .#.(G) telles que

[ #o)uts) = [oducte

<e
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est un voisinage de p, dans .#,(G). D’autre part, la fonction
(s, ) - f(s~r)y(s~Y, x) est uniformément continue dans L. X K,
donc il existe un nombre fini de points z; € K (1 < i < n) tels
que pour tout z € K, il existe un i pour lequel on ait

[[(s7a)x(s™ @) — flsTxhu(s™h @) < e

pour tout s eL. Comme p(L) <f¢(s)du0(s) -+ ¢ pour toute

uw e W,, on a aussi

<

’ ff(S‘lw)x(S“‘, r)dp(s) — f fs7 (™ x)du(s)

< ([ oot + ‘)

pour tout x vérifiant I'inégalité précédente et toute p e W,
Soit alors W le voisinage de p, dans .# (G) formé des mesures
pn € W, telles que

[ et 2atus) — [ fsmrmpe ziue) <

pour 1 <{ < n. Il est clair que pour toute mesure pw e W et
tout x €K, on a

<

I f/(S“x)x(S‘l, r)dy(s) — ff(S‘lx)x(S‘l, 2)dpy(s)
<e (2 f o(s)dpo(s) + 2¢ + 1)

et comme ¢ est arbitraire, cela démontre notre assertion.

ProposiTioN 2. — Supposons y, continue et chaque fonc-
tion x(s, .) bornée.
(i) La fonction s — p(s) = sup x(s~%, x) sur G est semi-
weX

continue inférieurement > 0 et vérifie p(st) < p(s)e(f) quels que

soient s, { dans G.
(ii) Soient p e #°(G) e feL™(X, B). Alors u et [ sont
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convolables et p. xPf est donné localement presque partout par la
formule (3) du n° 1. On a p +*f € L7(X, B), et [lu #*fl., < llellollfll.-

(iii) Si de plus f e €°(X) (resp. #(X)), la formule (3)
du n° 1 définit pour tout x un produit de convolution u *8f qui
appartient @ €°(X) (resp. #(X)).

(iv) Si fe A (X), alors le produit de convolution y Bf
défini par (3) n’est autre que U'élément y,(n)f défini par la repré-
sentation confinue vy, de G dans #(X).

L’identité y(st, x) = y(s, tx)y(t, x) entraine aussitot que
o(sf) < p(s)p(f). D’autre part, p est semi-continue inférieure-
ment comme enveloppe supérieure de fonctions continues.

Soit p. € A4°(G). D’apreés la prop. 1 du n° 1, p et 1 sont con-

volables ; la prop. 2 montre que (Ju| %P1)(x) <f p(s)d|u](s)
G

localement B-presque partout. Donc, si f est B-mesurable et
si |f|] <1, petfsont convolables et N.(u %8f) <f p(s)d|u|(s).

De plus, p «8f est donné localement presque partout par la
formule (3) du n° 1, car la condition (iii) de la prop. 2 du n° 1
est satisfaite. Ceci entraine (ii).

Supposons f continue et bornée par 1 en valeur absolue.
Il est clair que les intégrales figurant dans (3) existent pour tout
x € X. Montrons qu’elles dépendent continiiment de z. On
peut supposer p > 0. Soient z, € X et ¢ > 0. Soit K une partie

compacte de G telle que f p(s)du(s) < e Il existe un voi-
K

G
sinage V de z, dans X tel que x € V implique

[[(s71)x (s x) — f(s™'2)x (57 2o)| < &/ (K)

pour s € K. Alors, pour x € V, on a

| [ fsmams, 2ytu(s) — [ fsomts™, wuce

<2 els)dus) + jK T ) <3¢

G~K
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d’ou notre assertion. Supposons de plus f € #°(X). Soit H une
partie compacte de X telle que [f(y)] < e pour y ¢ H. Soit
r¢ KH. On a sz ¢ H pour s €K, donc

i [| 1o 9w

<f o(dus) + [ co()duls)
G=-K K

<e(1+ | o)
G
ce qui achéve de prouver (iii).

Enfin, si f e #(X), comme ¢, € #Y(X) pour tout r e X,
on a

(TN @) = f (SN @du(z)

donc y,(n)f est le produit de convolution y xff défini par (3).

ProrosiTioN 6. — Supposons y, continue et chaque fonction

x(s, .) bornée. Soit o(s) = sup y(s71, x). Soient p el q deux expo-
xeX

sants conjugués (1 < p < + o). Soient u eJ("l/q(G) et f e LX(X, B).

Alors :

(i) w et f sont convolables ;

(ii) le produit de convolution p «®f est donné localement
B-presque partout par la formule (3), et est égal localement B-presque
partout @ une fonction g e L*(X, p) lelle que |gi, <Hy-llpl/qllﬂlp§

(iii) g est égal a I'élément v,(p)f défini par la représentation
continue vy, de G dans L?(X, B).

On a
% *

[ momielo < ( [ ewmdiuie ) i, < +
d’apres le § 2, n°o 5, formule (5). D’autre part, 'application

s ~v,(s)f de G dans L?(X, B) est continue (§ 2, prop. 9). Donc
cette application est p-intégrable. Soit

g = | u(oNduts) e LIX, p)
G
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On a fgl, <( f pl/q(s)dlul(s)> ifll, Appliquant les remarques

précédentes 4 |f|, on voit que l'application s » ¢, |f| de G
dans L?(X, B) est p-intégrable, donc que, pour toute h € X4 (X),
lapplication s — (A, ¢, = (|f| .p))> est p~-intégrable. La prop. 7 du
§ 1, n° 5, prouve alors que u et /.3 sont convolables. En outre,

[ s@m@as@ = [ e | won@naase
X G X

- fG Ch, <, +(F-B)) du(s)

et cette derniére intégrale est égale a <(h, p « (f.8)) d’aprés la
prop. 7 du § 1, n° 5. On voit donc que g est un produit de convo-
lution de y et f. Ce produit de convolution est donné localement
g-presque partout par (3) d’aprés la prop. 2 et la Remarque
qui la suit.

Par abus de notation, c’est souvent l'une des fonctions g de
Pénoncé qu’on note p«bf, ce qui permet d’écrire

lesflo <= Ml Tl

Si )E est dénombrable a Uinfini, cette maniére d’écrire est d’ail-
leurs entiérement justifiée.

CoroLLAIRE. — Sous les hypothéses de la prop. 6, I'applica-
tion (p, f) ~ p +*f définit sur L*(X,B) une structure de module
d gauche sur 4° " (G) (1 <p < + o).

Ceci résulte des prop. 5 et 6 et de I'associativité du produit
de convolution.

Remarque 2. — Soit X un espace localement compact
sur lequel un groupe localement compact G opére a droite
continiiment par (z,s) -~ xs. Soit 8 une mesure positive
sur X. Soit y une fonction > 0 sur G X X, mesurable
pour toute mesure sur G X X, et telle que, pour tout s eG,
on ait 8(s)B = x(s, .).B. Soit f une fonction localement B-inté-
grable sur X et soit p une mesure sur G. Si f.B et . sont convo-
lables (pour 'application (z, s) - xs de X X G dans X), (f.p) = p
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est de base B. On dit alors que f et u sont convolables relative-
ment & 8; toute densité de (f.B) » u par rapport a B s’appelle
un produit de convolution de f et p relativement a B et se note
f By ou simplement f % p.

Soit G le groupe opposé a G. Par (s, x) ~zs, G°® opére a
gauche continiiment dans X. Dire que f et u sont convolables
au sens précédent équivaut a dire que p et f sont convolables
pour G° opérant a gauche dans X ; et les produits de convolution
f «*w ne sont autres que les produits de convolution p «%f
pour G° opérant 4 gauche dans X. D’autre part, on a, pour
s € GY% y(s)B = y(s7L, .).B. Les résultats des n°¢ 1 et 2 se traduisent
alors immédiatement en résultats concernant les produits
f *fp. En particulier :

1) Si s € G et st [ est localement B-intégrable, f et ¢, sont
convolables, et I’on a

) (f = €)(@) = 2(s7% D)f(xs™)

2) Si f et p sont convolables et si 'une des conditions (i),
(i1), (iii) de la prop. 2 est remplie, alors f «fp. est donnée locale-
ment p-presque partout par

() (f P (x) = f f(xs=Y)x(s2, x)dp(s).
G
Nous laissons au lecteur le soin de traduire les autres
énoncés. On notera que, si y est continue, on a

(6) x(ts, x) = x(s, xt)x(t, x) (xeX; s, t dans G).

3. Convolution et transposition.

Revenons aux hypothéses et aux notations du début du
n° 1, mais supposons de plus que B soit relativement invariante
de multiplicateur y ; y est donc une fonction continue sur G.

ProrosiTioN 7. — Soient f une fonction localement B-inté-
grable sur X, v une mesure sur X et u une mesure sur G. On
suppose que :
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(1) p et f sont convolables et la formule (3) du n° 1 définit
localement B-presque partout un produit de convolution . %Bf.

(il) x.{ ef v sont convolables.

(iii) La fonction g(s, x) = f(s71x)x(s~1) est (1 @ v)- intégrable.

Alors | est essentiellement intégrable pour (3.{) v, la fonction
w «Pf définie par (3) est v-intégrable et 'on a

(7) V(e #8f) = ((x- B) # v)()-

Puisque g(s, x) est intégrable pour p ® v, la fonction f(sx)
est essentiellement intégrable pour (x.\¥) ® v et f est essentielle-
ment intégrable pour (3. ) = v. D’apres le théoréme de Lebesgue-

Fubini, p «ff = f g(s, x)du(s) est v-intégrable et I'on a
o 5#) = [[ Fson(s duts)na)

— [[ Hoomta@ = .0 « )0

Exemples. — 1) On peut prendre f e ¢(X), ve ¢'(X) et
p € €'(G) d’aprés la prop. 3, et le cor. de la prop. 5 du § 1, n° 4,
La formule (7) signifie alors que I’endomorphisme v ~(y.i) v
de €'(X) est le fransposé de I'endomorphisme f - u « f de ¥(X).

2) On peut prendre fe #(X), ve#(X) et ue®(G)
d’apres la prop. 3, la prop. 8 du § 3, n° 2, et la remarque que le
support de la fonction continue g(s, x) rencontre le support
de u ® v suivant un ensemble compact. La formule (7) signifie
alors que l'endomorphisme v ~ (x.{) x v de .#(X) est le trans-
posé de I'endomorphisme f -~ yu x f de o#(X).

3) Si G opére proprement dans X, on peut prendre f € #(X),
ve?(X) et pe.#(G) d’apres la prop. 4, la prop. 8 du § 3,
n° 2, et la méme remarque que dans I’Exemple 2.

Prorosition 8. — Soient f et g deux fonctions localement
B-intégrables sur X et soit p. € #(G). On suppose que :

(1) p ef [ sont convolables et la formule (3) du n° 1 définit
localement B-presque partout un produit de convolution p +® f.
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(ii) . et g sont convolables et la formule (3) du n° 1 (ol
on remplace p. par y.\ et f par g) définit localement B-presque par-
tout un produit de convolution (y.[%) x*g.

(iii) Il existe une fonction § sur G, localement p-presque
partout égale a 1, telle que la fonction h(s, ) = g(x)f(s~*x)x(s~)Y(s)
soit (u @ B)-intégrable.

Alors les fonctions g(x)((i #%/)(x)) et [x)(((x- i) +*g)(z))
sont essentiellement B-intégrables, et 'on a

® (@0 9@ ~ | 9@ DB
En effet, d’aprés (iii) et l¢ théoréme de l.ebesgue-Fubini, la
fonction z —~ g(x) f fD)x(s7H)Y(s)dw(s) est B-intégrable et on a

1= [[ fsa)g@ms-ue)duts)date)

~ [ 9@)e@) [ fsrams4(0u)
Mais on a ¢.p = p et par suite
f f(s72)(s)(s)du(s) = (v +*)(=),

localement @-presque partout. Ceci montre que la fonction
z - g(x)((r #*f)(x)) est essentiellement B-intégrable et que

= [ g@)(w ##D@)Ba).

D’autre part, le lemme 1 montre que la fonction
(s, ) - g(s)f(x)x(s~H)Y(s) est intégrable pour (x.p) @ B. Donc la
fonction (s, x) ~ g(s~x)f(x)y(s~!) est intégrable pour ¥ QP et
I'on a

I =f f g~ )f (x)p(s~)di(s)dp(2)

= [ f@ds(@) [ gts-apptsdiscs).

BourBaki, XXIX 11
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Mais §.} = | et par suite f gD VAS) = ((x-F) +59)(@)

localement f-presque partout. Ceci montre que la fonction
x -~ f(x)(((x.- ) * Pg)(x)) est essentiellement p-intégrable et que

= [ 1@ #o) @)

Ceci démontre la proposition.

Ezxemples. — 4) On peut prendre f e %(X), g € X (X) et
ne €' (G) (avec ¢ = 1).

5) Si G opére proprement sur X, on peut prendre f € #(X),
ge X (X) et uwe #(G) (avec ¢ = 1).

6) On peut prendre f e L*(X, B), g € LY(X, B) et p € A°(GQ)

avec 1 < p < + o, %4——1(1- =1, p = y~14. Les conditions (i) et

(ii) sont satisfaites d’aprés les prop. 5 et 6. Démontrons (iii).
On a vu que p était portée par un ensemble S réunion dénom-
brable d’ensembles compacts. On prendra pour ¢ la fonction
caractéristique de S. La fonction h est (u ® B)-mesurable : en
effet 1a fonction (s, ) ~ g(x)x(s~H)Y(s) I'est, ainsi que la fonction
(s, ) - f(s7x) d’aprés le lemme 1. De plus, ¢ étant nulle hors
d’une réunion dénombrable d’ensembles p-intégrables, h est
nulle hors d’une réunion dénombrable d’ensembles (u & B)-
intégrables. On a alors (chap. V, § 8, n9 1, prop. 4):

*
@ 3= [[ 1@ic s du 6w
£ ok
= [ 1@i@ [ s edue.

Mais comme ¢ (resp. ¢) est nulle hors d’'une réunion dénom-
brable d’ensembles intégrables, les intégrales supérieures du
second membre de (9) sont égales aux intégrales supérieures
essentielles (chap. V, § 2, n° 1, prop. 3). Or (chap. V, § 5, n° 3,
prop. 2) on a
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— % — %

[ 1=l = [ 17679 dlul)

puisque p = ¢.p. D’aprés la. prop. 6, cette derniére intégrale
est finie et égale & (Ju| %®|f|)(x) localement B-presque partout.

On a donc
%

I = [ 1e@Iel i@

et J est finie puisque g € L? et |u| #P|f| € L? (prop. 6). Donc h
est (n ® P)-intégrable.
La formule (8) signifie alors que '’endomorphisme

g--f)xg

de LY(X, B) est, pour p. € #°(G), le fransposé de ’endomorphisme
fruxf de LP(X, B).

4. Convolution d’une mesure et d’une fonction sur un groupe

Soit G un groupe localement compact. Fixons dans les
n% 4 et 5 une mesure positive 8 % 0 sur G, relativement inva-
riante ; soient y et y' ses multiplicateurs a4 gauche et a droite
(rappelons que y' = yAg). Si w est une mesure sur G et f une
fonction localement B-intégrable sur G, la convolabilité de p
et f et les produits p. x f (resp. la convolabilité de f et p et les
produits f x ) se définissent en considérant G comme opérant
sur lui-mé&me 4 gauche (resp. a droite) par translations, Expli-
citons dans cette situation quelques-uns des résultats précé-
dents :

1) Soient p une mesure sur G, f une fonction complexe
localement B-intégrable sur X. On suppose vérifiée I'une des
conditions suivantes :

(i) f est continue;

(ii) f est nulle dans le complémentaire d’une réunion dénom-
brable d’ensembles compacts ;

(iii) w est portée par une réunion dénombrable d’ensembles
compacts.
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Si p. et f sont convolables, on a localement B-presque par-
tout

(10) (i % () = f s ).

Si f et u sont convolables, on a localement pB-presque par-
tout

an ()@ = | s 6auts).

2) Soient p et ¢ deux exposants conjugués (1 =< p = + o0).
Si pest" (G) et fel?(G,B), p et [ sont convolables, et
w * f est égale localement B-presque partout a une fonction de
L?(G, B); on a (avec un abus de notations déja signalé)

o fllo = lilleallfil-

Si pea¥"(G) et fel?G,B), [ et u sont convolables, et
f = . est égale localement B-presque partout a une fonction de

LG, B); on a If * wll, = llple-slifl,.

3) Les applications (u,f) wx*f, (f, p) -~ f* p définissent
sur L?(G, ) des structures de module & gauche sur 4% *(G)
et de module a droite sur .#% " “(G). Les deux lois externes
sur L?(G, B) sont permutables d’aprés I'associativité de la convo-

lution.
4) Si pxf est continue et donnée en tout point par (10),
on a

(12 (1 # DO = [ 15792(sdus).

Si f x p est continue et donnée en tout point par (11), on a

(13) (f % w)(©) = f {2 (s~ du(s).

5. Convolution des fonctions sur un groupe.

On conserve les notations G, B, y, x’ du n° 4.
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Rappelons que, si f est une fonction complexe sur G, la
propriété d’étre localement B-intégrable est indépendante du
choix de B. Soit #(G) I'ensemble des fonctions possédant cette
propriété. Si f e Z(G), g € #£(G), la relation

«f.B et ¢g.B sont convolables »

est indépendante du choix de 8 (§ 3, n° 1, prop. 6). Nous dirons
alors que f et g sont convolables. D’aprés le n° 1, (f.£) = (¢.B)
est de la forme h.p avec h € &, h étant déterminée aux ensembles
localement B-négligeables preés. On posera h = [ xPg et on
dira que h est un produit de convolution de f et g relativement
4 8. (On omet § quand aucune confusion n’est possible). Si
est remplacée par ¢.B, ¢ étant une représentation continue de
G dans R*, h ne change pas (§ 3, n° 1, prop. 6) ; si 8 est rem-
placée par af (a e R*), h est remplacée par ah. On définit
de maniére analogue le produit de convolution de plusieurs
fonctions sur G.

Si I'une des convolées de f et g est continue, elle est déter-
minée de maniére unique puisque le support de B est G. On
I'appelle alors le produit de convolution de f et g relativement
ap.

Il est clair que
(14) fPg = (f.B) xPg = [ «*(g.B).

ProrosiTioN 9. — Soient f, g dans £(G). Supposons que
la fonction s - g(s~x)f(s)y(s~1) soil essentiellement B-intégrable
sauf pour un ensemble localement B-négligeable de valeurs de z,

el que la fonction x —~ f lg(sx)f(s) |} (s~1)dB(s), définie locale-

ment B-presque partout, soit localement B-intégrable. Alors f et g
sont convolables.
Ceci résulte de la prop. 1 du ne 1.

Prorosrtion 10. — Soient f, g dans £(G). On suppose que
lune de ces deux fonctions est continue ou nulle dans le complé-
mentaire d’une réunion dénombrable d’ensembles compacts. Si f
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et g sont convolables, la fonction fx g est donnée localement
B-presque partout par

(15) (f* 9)(x) = f . g(s ) f(s)x(s~1)dB(s)

= | fasgon e
G
Ceci résulte de la prop. 2 du n° 1, et des remarques du n° 4.

En particulier, si f % g est continue et donnée en tout point
par (15), on a

a&(Hm@:fWﬁmmwww=fMﬂwmwwwy

Plus particuli¢rement encore, si # est une mesure de Haar a
gauche et a droite, si f* ¢ et ¢« f sont continues et données
en tout point par (15) et la formule analogue pour ¢ « f, on a

17) U*W@zm*ma=fMMvwwx

Prorposition 11. — Soient f, g dans £(G). On suppose
que Uune des fonctions f, g est continue et que I'une des fonctions
/. g est a support compact. Alors et g sont convolables. La for-
mule (15) définit pour tout x € G un produit f « ¢ qui est continu.
Si feA(G) et geA(G), on a [« qe X (G).

Ceci résulte des prop. 3 et 4 du n°o 2.

ProrosiTioN 12. — Soient p et q deux exposants conjugués
(1 =p=+ow). Sify el G,B) et g €L?(G,B), [ et g sont
convolables, [« g est égale localement B-presque parfout a une
fonction de L*(G, B), ef on a

If % gll, = lifx=llgll, -
St f e LYG, B) et gy'~12 e LYG, B) f et g sont convolables, f « g est
égale localement B-presque partout a une fonction de 1.*(G, B), ef on a
If % gll, < A lgx ="l

Ceci résulte des prop. 5 et 6 du n° 2 et des remarques
du n° 4.
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PropositioN 13. — Si fy~t e LG, B) e g € #(G), ou si
fed(G) et gy'-* € LYG, B), | et g sont convolables, et (15) définit
pour tout x € G un produit f x g qui appartient a #(G).

Cela résulte de la prop. 5 du n® 2 et des remarques du
no 4,

ProrosiTioN 14. — Si fy~' e LG, B) ef g € LG, 8), la
formule (15) définit pour tout x € G un produit f x g qui est borné
et uniformément continu pour la structure uniforme droite de G.

On sait déja que f = ¢ appartient a L=(G, B) (n° 2, prop. 3);

en outre on a (f % g)(x) = ff(xs—l)g(s)dv(s), en posantv =y'"1.8;

v est une mesure de Haar a droite. Done
I(f * 9)(@) — (f+ ()] = Ilgllwf [f(xs™) — f(x's™)|dw(s)

= lgi- f ™) — f(@'z1s=)dv(s)

et la derniére intégrale est arbitrairement petite pourvu que
x'z~! soit dans un voisinage convenable de e (§ 2, n° 5, prop. 8).

ProrositioN 15. — Soient p et q deux exposants conjugués
(1< p< + ). Supposons B invariante a gauche. Soient
f e LXG, B), g € LYG, ES’). Alors [ et g sont convolables. La for-
mule (15) définit, pour tout x € G, un produit f = g qui appartient
a H(G), et qui est tel que ||f x gl <Ifil,lgll.

En effet, on a g € LYG, #), donc la fonction s ~ g(s~'x)f(s)
est B-intégrable pour tout x € G. En outre,

J o apes é( e 'pdﬁ(s))w( | |9(s—1x)|4ds(s))l/q
=W ””( f '5(9«‘“13)!%(8))1” = IifilIg1l,

donc f et g sont convolables (prop. 9). On voit en méme temps
que (15) définit pour tout x un produit f = ¢ tel que

[(F * g)@)| < IIfll,Igl, -
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Pour /, g dans #(G), on a f = g € #(G) (prop. 11); done, pour
f e LG, B) et g € LYG, B), le produit f« g fourni par (15) est
limite uniforme de fonctions de #°(G), donc appartient a X#(G).

CoroLLAIRE. — Soient f € L¥G, B), ¢ eLz(G B). Alors f et
g sont convolables. L’une des convolées f g appartient a X' (G)

et sa valeur en e est f Gf(s)g(s)dﬁ(s).

11 suffit de faire p = ¢ = 2 dans la prop. 15 et d’appliquer
(16).

On ne suppose plus B invariante a gauche. Soit p une fonc-
tion > O finie semi-continue inférieurement sur G telle que
o(sf) = o(s)p(f) quels que soient s, { dans G. On note L°(G, B)
I'ensemble des classes de fonctions complexes sur G intégrables
pour p.B. Par l'application f —f.8, L°(G, B) s’identifie & I’en-
semble des éléments de .#°(G) qui sont de base B (ensemble
qui est indépendant du choix de 38). Si on pose

flo = fGlf(s)lp(s)dB(s)

pour f e L°(G, B), cette identification est compatible avec les
normes, donc L°(G, B) apparait comme une sous-algébre normée
compléte de #°(G). C’est méme un idéal bilatére de #°(G)
d’apres la prop. 10 du § 3, n° 2. (Pour ¢ = 1, on retrouve une
des assertions du n° 4). En particulier, LY(G, ) s’identifie a
un idéal bilatere fermé de .#1(G).

ProrpositioN 16. — Soit U une représentation confinue de
G dans un espace de Banach E. Posons p(s) = ||U(s)|| pour fout
s € G. Pour toute fe L%(G,B), posons U(f) = U(f.p). Alors
f -~ U(f) est une représentation linéaire de U'algébre L°(G, ) dans
E, telle que JUDI = [ff,

Ceci résulte du § 2, n° 6, et du § 3, n° 3, prop. 11.
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6. Applications.

ProrosrrionN 17. — Soient G un groupe localemnent compact,
A une partie de G, mesurable et non localement négligeable pour
une mesure de Haar. Alors A.A~1 est un voisinage de e.

Soit § une mesure de Haar a gauche. II existe une partie
compacte K de G telle que B = A N K soit intégrable de mesure
> 0 pour B. Appliquons le cor. de la prop. 15 avec f = ¢ = ¢p.
La fonction F = ¢y % ¢ est continue et > 0 en e. Donc il
existe un voisinage V de e tel que F(z) > 0 pour z eV. Or

F@) = [ on(®on@19)d8(s) — 6(B n 2B).
Donc, pour €V, on a BnaB # &, d'oit z €eB.B~. Donc
VecB.B1c A AL

Cororraire 1. — Soit H un sous-groupe de G mesurable
pour une mesure de Haar p. Alors H est, soit ouvert, soit locale-
ment B-négligeable.

Car H = H.H-, donc, si H n’est pas localement $-négli-
geable, H contient un voisinage de e (prop. 17) et est par suite
ouvert (Top. Gén., chap. I11, 3¢ éd., § 2, n° 1, cor. de la prop. 4).

CoroLLAIRE 2. — Soit L une partie de G stable pour la
mulltiplication et dont le complémentaire est localement négligeable
pour une mesure de Haar . Alors 1. = G.

En effet, .- et L. n L' sont de complémentaires locale-
ment B-négligeables. Or I. n L- est un sous-groupe, donc est
ouvert (cor. 1) et par suite fermé. Donc G — (I. N L),
qui est ouvert et localement B-négligeable, est vide. Donc
G=LnL

ProrositioN 18. — Soient G un groupe localement compact,
I' un ensemble muni d’une multiplication (u,v) ~uv et d’une
lopologie séparée telles que :

1) la topologie de T' est invariante par les translations ;

2) la restriction de la multiplication a toute partie compacte
de T' est continue.
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Soit f: G - T' une application de G dans T telle que
f(xy) = f(x)/(y) pour =z, y dans G, et mesurable pour une
mesure de Haar § de G. Alors [ est continue.

Posons ¢(x) = f(x~!) pour x € G. Comme f et ¢ sont f-
mesurables, il existe une partie compacte K non B-négligeable
de G telle que les restrictions de f et ¢ & K soient continues.
L’application (z, y) - f(xy~') = f(x)g(y) de K x K dans I' est
continue parce que la multiplication de I' est continue sur
f(K) x g(K); or cette application s’écrit ¢ o, ot ¢ est I'appli-
cation (z, y) ~zy~! de K X K sur K.K-1, et olt ¢ est la res-
triction de f a K.K-L Soit R la relation d’équivalence définie
sur K x K par ¢. L’application ¢’ de (K x K)/R sur K.K-1
déduite de ¢ par passage au quotient est continue, donc
(K x K)/R est séparé et ¢’ est un homéomorphisme. Comme
¢ o est continue, on voit que la restriction de f 4 K. K- est
continue. Or K.K-! est un voisinage de e (prop. 17), donc f
est continue en e. Pour tout z, € G, on a f(zyx) = f(x)f(x),
donc [ est continue en x, parce que la topologie de I'" est inva-
riante par translations.

CoroLLAIRE 1. — Soient G un groupe localement compaci,
B une mesure de Haar de G, E un espace localement convexe
tonnelé séparé, U une représentation linéaire de G dans E, felle que
U(s) e L(E; E) pour tout s e G, B-mesurable quand on munit
ZL(E; E) de la topologie de la convergence simple. Alors U esi
une représentation linéaire continue.

Soit I' le groupe des automorphismes de E, muni de la
topologie de la convergence simple. Cette topologie est séparée
et invariante par translations. Soit K une partie compacte de T
Alors K est bornée dans Z(E; E) muni de la topologie de la
convergence simple, donc équicontinue (Esp. vect. tfop., chap.
III, § 3, no 6, th. 2) ; donc I'application (v, v) ~voude K x K
dans #(E; E) est continue (loc. cit., § 4, cor. 1 de la prop. 9).
Done, pour tout z € E, P'application s -~ U(s)r de G dans E
est continue (prop. 18). Comme E est tonnelé, U est continue
(§ 2, n° 1, prop. 1).



ne 7 CONVOLUTION DES MESURES ET DES FONCTIONS 171

CoroLLAIRE 2. — Soient G un groupe localement compact,
B une mesure de Haar sur G, E un espace de Banach de type
dénombrable, U une représentation linéaire de G dans E, felle
que U(s) e L(E; E) pour fout s € G. Soit (a,) une suite lotale
dans E, et soit (a,) une suite partout dense dans la boule unité
B’ du dual E’' de E, munie de la topologie faible. On suppose
que les fonctions s —~<U(s)a,, a,> sur G soni B-mesurables.
Alors U est une représenlation linéaire continue.

Montrons d’abord que pour tout z’ € E’, les fonctions numé-

riques s - <U(s)am, Z'>

sont f-mesurables; on peut se bormer au cas ou |z’]] <1, et
comme B’ est métrisable pour la topologie faible (Esp. vect.
top., chap. 1V, § 5, n° 1, prop. 2), il existe une suite (ar,) extraite
de (a,) et qui converge faiblement vers z’'; la fonction
S = <U(S)am9 2’y
est donc limite d’'une suite de fonctions B-mesurables d’ou
notre assertion. On en conclut que l'application s -~ U(s)a,,
de G dans E est p-mesurable pour tout m (chap. IV, § 5, n° 5,
prop. 10). D’autre part, il existe une suite (b,) d’éléments
de E, combinaisons linéaires des a,, qui est partout dense dans la
boule unité de E. Pour tout s € G, on a [|U(s)| = sup ||U(s)b,all,
m

donc s - ||U(s)|| est mesurable. Soit K une partie compacte de
G et soit ¢ > 0. Il existe une partie compacte K, de K telle
que B(K — K,) < e et que les restrictions a K, des fonctions
s >~ U(s)a,, et s ~||U(s)| soient continues. Alors les U(s) pour
s e K, sont équicontinus et la topologie de la convergence
simple induit sur U(K,) la topologie de la convergence simple
dans 'ensemble des a, (Esp. vect. top., chap. III, § 3, no 5,
prop. 5). Par suite ’application s -~ U(s) de K, dans Z(E; E)
est continue. Il suffit alors d’appliquer le cor. 1.

7. Régularisation.

Proposition 19. — Soient G un groupe localement compact,
8 une mesure positive # 0 relalivement invariante sur G, B
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une base du filtre des voisinages de e dans G, formée de voisinages
compacts. Pour tout V € B, soit fy une fonction continue > 0

sur G, de support contenu dans V, et telle que f [vdp =1.

Alors, si u. est une mesure sur G, on a, dans #(G) muni de la
topologie de la convergence compacte sur #(G),

p = limy(u * fv).B = limy(fy % p).B

la limite étant prise suivant le filtre des sections de B.

Pour la topologie de la convergence compacte sur %(G),
fv.B tend vers e, suivant le filtre des sections de B (§ 2, n° 7,
cor. 1 du lemme 4). Donc p = limy @ * (fy.B) = imy(fy.B) = n
dans .#(G) muni de la topologie de la convergence compacte
sur 2 (G) (§ 3, n° 3, cor. de la prop. 12).

Remarques. — 1) On voit donc que toute mesure sur G
est limite de mesures admettant une densité continue par rapport
4 toute mesure de Haar (pour la topologie indiquée dans la
prop. 19 et a fortiori pour la topologie vague).

2) Si G est métrisable, on peut prendre pour B une suite
(V,) de voisinages. Alors p est limite de la suite des mesures
(» * fv,).B a densités continues. *Si G est un groupe de Lie réel,
on peut prendre les fv, indéfiniment différentiables ; nous verrons
plus tard qu’alors les densités w % fy, sont indéfiniment diffé-
rentiables.

ProrosiTionN 20. — On conserve les hypothéses ef les notations
de la prop. 19. Soient p € (1, + «J, et g € L*(G, ). On a

g = limyg «bfy = limyfy #fg

au sens de la norme N,, la limilte étant prise suivant le filfre des
sections de B.

Il suffit d’appliquer la prop. 6 (iii), et le § 2, n° 7, cor. 3
du lemme 4.

Remarque 3. — D’apres la prop. 15, les fonctions g * fv,
fv % g appartiennent 4 X¥(G).
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CoroLLAIRE. — Soift W un sous-espace vectoriel fermé de
LY(G, ). Pour que W soit un idéal a gauche (resp. a droife) de
LYG, B), il faut et il suffit que W soit invariant par les fransla-
tions a gauche (resp. a droite) de G.

Supposons que W soit un idéal & gauche. Soient s € G et
geW. On a e g =limyfy* (g, % 9) = limy(fy + &)) x g, et
(fvxe,)xgeW, donc e, xgeW, donc y(s)g e W. Récipro-
quement, si W est invariant par les translations 4 gauche, on
a waxlgeW pour p e #YG) et g W, donc W est a fortiori
un idéal a gauche de L*G, 8). On raisonne de méme pour les
idéaux a droite.

Exemple. — On prend G = R. Définissons une fonction
F, e (R) par

F@)=(1—a" si ze(—1,1)
F,(x) =0 si z¢(—1,1).

+1
Soient A, = F,(x)dz, et G, = A;'F,. 11 est immédiat que
-1
les mesures G,(z)dx satisfont aux conditions du § 2, n° 7, cor. 1
du lemme 4. Soit p. une mesure sur R dont le support soit contenu

dans [— 1/2, 1/2]). On a

(1 + G)@) = f G(@ — B)du(y)

1/2

= A;? 1/‘)Fﬂ(vc — Pduy)

. 1
Si —zx ==x éQ’ on a alors

DO =

1/2
(4 )@ = A7 [ 11 — @ — 9Pt

donc px G, coincide dans {— 1/2, 1/2) avec un polyndme. En
particulier, si / est une fonction continue & support contenu
dans [—1/2, 1/2}, f% G, coincide dans (— 1/2, 1/2] avec un poly-
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néme ; par ailleurs, d’apres la prop. 5 (iv), et le § 2, n°® 7, cor. 3
du lemme 4, f % G, converge uniformément vers f. *Si f est
de classe C7, les dérivées D*(f = G,) tendent uniformément vers
D*f pour 0 =<5 <r.,

§ 5. L’espace des sous-groupes fermés.

Dans ce paragraphe, G désigne un groupe localement compact
et w une mesure de Haar a droite sur G.

1. L’espace des mesures de Haar des sous-groupes fermés

de G.

Lemme 1. — Soient o une mesure positive # 0 sur G, S
son support ; les deux conditions suivanies sont équivalentes :

a) S est un sous-qroupe fermé de G et la mesure induite
par « sur S est une mesure de Haar a droile sur S.

b) Pour tout s €S, on a 8(s)a = .

En oulre, lorsque ces conditions sonf vérifiées, 'ensemble
des t € G lels que 8(H)a = a est égal a S.

Il est clair que a) entraine b) ; inversement, la relation b)
entraine Sx = S pour tout x € S; autrement dit les relations
zeS et yeS entrainent que y € Sz, ou encore yr—te S, et
comme S n’est pas vide, S est un sous-groupe fermé de G. L’en-
semble des f € G tels que St = S est alors S lui-méme, d’ou la
derniére assertion.

Dans le reste de ce paragraphe, nous noterons I' 'ensemble
des mesures positives == 0 sur G vérifiant les conditions du lemme 1,
et pour tout o € I', nous noterons H, le sous-groupe fermé de G,
support de a.

Prorosition 1. — L’ensemble T' est fermé dans l'espace
A, (G) — {0}, muni de la topologie vaque.
Démontrons d’abord les lemmes suivants:
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Lemme 2. — Soient X un espace localement compact et pour
toute mesure o € #,(X)—{0}, soit S, le support de «. Soil @
un filtre sur A4 (X)—{0} qui converge vaguement vers une
mesure oy, #= 0. Alors, pour tout voisinage V d'un point s du
support de o, il existe un ensemble M € ® fel que, pour toule
aeM,onait VNS, #2. ‘

En effet, si ¢ € #°, (X) est une fonction de support contenu

dans V et telle que fcp(x)doco(x) > 0, il existe par définition

un ensemble M € @ tel que fcp(x)doc(x) > 0 pour toute x € M,

ce qui-entraine V. S, # 7.

Lemme 3. — Soient E un ensemble filiré par un filtre ®,
£ ~«(8) une application de E dans I, qui converge vaguement
suivant @ vers une mesure oy = 0. Soit d’autre part & -tz une
application de E dans G felle que, pour toul § € E, on ait t; € Hyg).
Si s est une valeur d’adhérence de Uapplication £ ~ t; suivant @,
on a 8(s)uy = oy.

Remplagant au besoin ® par un filtre plus fin, on peut
supposer que s est valeur limite de & - /; suivant ®; en vertu
du lemme 1, on a §(f)«x(8) = (&) pour tout § € E, et la conclu-
sion résulte de la continuité de ’application (u, A) -~ &(u)A dans
G x #,(G) (§ 3, n° 3, prop. 13).

Pour prouver la prop. 1, il suffit, en vertu du lemme 1,
de montrer que, si un filtre ¥ sur I' converge vaguement vers
une mesure «, = 0 et si s appartient au support de o, on a
8(s)ey = o5. Or, pour tout voisinage V de s dans G, il existe
M e ¥-tel que, pour toute « € M, on ait V N H, # &, en vertu
du lemme 2. Pour tout voisinage V de s et toute « €I, soit
alors ty,, un point de VN H, si VN Hy % &, un point quel-
conque de H, dans le cas contraire; si ©® est le filtre des sec-
tions du filtre des voisinages de s, @ le filtre produit ® x ¥,
s est valeur d’adhérence de (V, «) ~ ty,, suivant @ d’aprés ce
qui précede. Comme d’autre part 'application (V, o) -« a pour
valeur limite «, suivant @, la proposition résulte du lemme 3.
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ProrositioN 2. — Soil ¢ une fonction de 2, (G) telle que
p(e) > 0. Alors lUensemble T', des mesures a €l lelles que

fq;(:c)doc(x) =1 est compact pour la topologie vague.

L’ensemble TI', est l'intersection de I' et de I'hyperplan
de #(G) formé des o telles que f@(x)da(x) = 1; comme cet

hyperplan est vaguement fermé dans .#(G) et ne contient pas

0, il résulte de la prop. 1 que I', est vaguement fermé dans

#4(G). 11 suffit donc de montrer que, pour toute partie compacte

K de G, on a 3111p a(K) << 4 oo (chap. III, § 2, n® 7, prop. 9).
o€ j(p

Or, soit U le voisinage ouvert de e dans G défini par I'inégalité

o(x) >o(e)/2; comme 1 = f p(x)do(x) = fU o(x)da(r) pour

o eIy, on voit que, si 'on pose ¢ = 2/p(e), on a «(U) < ¢ pour
toute « € I',. Soit V un voisinage ouvert symétrique de e dans
G tel que V2c U; montrons que I'on a «(Vr) < ¢ pour tout
zeG et toute « e T'y. En effet, cette relation est triviale si
Vz ne rencontre pas le support H, de o ; si par contre il existe
un heVxnH,, on a h = vx pour un v eV, d’on

Vx = Vv~th ¢ Vh c Uh,

et comme 8§(h)a = o, il vient «(Vzr) < «(Uh) = «(U) < c. Soit
alors (x,),<,;<, une suite de points de K telle que les Vz; forment
un recouvrement de K ; il résulte de ce qui précede que

n

oK) < L a(Vz;) < nc pour toute o« e I'y; C.Q.F.D.

i=1

ProposITION 3. — Sous les hypothéses de la prop. 2, Pappli-
cation o —~ <<<p, %y, % >) est un homéomorphisme de I' sur

Pespace produit R%* x I'y.

Comme Papplication « —~ {p, «» est vaguement continue, il
suffit de remarquer que l'on a <{g, «) # 0 pour toute mesure
« € I, puisque e appartient au support H, de « et que ¢(e) > 0.
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2. Semi-continuité du volume de Pespace homogéne.
Dans ce n° pour toute mesure « € I', nous poserons
(1) Qoz = G/ Ha,

et nous désignerons par =, I'application canonique G - Q..
Soit I'° le sous-ensemble de I' formé des mesures o telles
que le sous-groupe H, de G soit unimodulaire; les éléments
de I'® sont caractérisés par le fait que l'on a «(f) = oc(}/) pour
toute fonction f e 4 (G) (toute fonction de #(H,) se prolon-
geant en une fonction de 2#(G) en vertu du th. d’Urysohn) ;
on en conclut que I'® est une partie fermée de I'. Pour toute
o € I'9, rappelons que sur Q, la mesure quotient p, = p/« est
définie et relativement invariante par G (chap. VII, § 2, ne 6,
th. 3) ; rappelons aussi que pour toute fonction f € #(G), on a

@ f @) = f @) fmf(xs)d«(s)

ol T = m,(x) est I'image canonique de x € G dans Q,.

ProrosiTioN 4. — Soit T'® Uensemble des mesures « €T
telles que H, soit unimodulaire, et pour toute « €T'° posons
po = pfo; alors Uapplication o —~ [ju.)| de T'° dans R esi semi-
continue inférieurement pour la topologie vague.

Pour toute « €I'° et toute fonction f e £ (G), posons

fo@) = | 1@dats) =/ » @

ou le produit de convolution est pris relativement a la mesure
de Haar A droite p et out I'on utilise le fait que & = « (§ 4, n° 4,
formule (11)). On sait (chap. VII, § 2, n° 1, prop. 2), que 'appli-
cation f - f, de A, (G) dans A, (Q,) est surjective ; on a donc,
en vertu de (2),

Il = sup U-a(fx)/”ftx” =
feXX «(G), f#0 fe

sup — u(f)/lifal
L 1#0

+«(G

Boursakr, XXIX 12
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ou l'on pose

3 Il = sup I/u(8)] = sup |(f » @)l

Pour établir la proposition, il suffira de montrer que, pour
f € o, (G) donnée, application « — ||f,|| est vaguement continue.
Or, soit K le support de f ; 1a fonction f % « a son support contenu
dans KH, et est invariante a droite par H, ; par suite

fall = sup [(f * o)(@)|.

La conclusion résulte donc de ce que ’application « —~ f % « de
A (G) muni de la topologie vague, dans %(G), muni de la
topologie de la convergence compacte, est continue (§ 4, n° 2,
Remargue 1).

Rappelons que si, pour une mesure « € I'0, |[p,| est finie, G

est nécessairement unimodulaire (chap. VII, § 2, n° 6, cor. 3
du th. 3).

ProposITION 5. — Soit g une fonction numérique positive
u-intégrable el soit 1'°(g) I'ensemble des mesures o € I'® felles que

%
Uon ait f g(zs)do(s) = 1 pour tout x € G. Alors Uapplication

« - ||| de T'%(g) dans R est vaguement continue.
Pour toute mesure « € I'(g), rappelons (chap. VII, § 2,
n° 3, prop. 5) que la fonction

0.8) = glas)dats)
est définie p,-presque partout sur Q,, est p,-intégrable, et que
I’on a
@ [ s@ase = g
G o
En vertu de la prop. 4, il suffit de démontrer que, dans I'(g),
& — |wol| est semi-continue supérieurement. Une mesure o € I'(g)

étant fixée, soit K une partie compacte de G. Il existe sur Q,
une fonction continue & support compact, prenant ses valeurs
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dans (0, 1}, égale 4 1 dans I’ensemble compact n,(K) ; comme
I'application f ~ f, de A", (G) dans %", (Q,) est surjective (chap.
VII, §2, n° 1, prop. 2), on voit qu’il existe une fonction f € 4", (G)
telle que l'on ait

< 1 pour tout z€G

(f+ 0@ = sy

= 1 pour tout z e K.

Comme B —~f B est une application continue de .#,(G), muni
de la topologie vague, dans ¢(G) muni de la topologie de la
convergence compacte (§ 4, n° 2, Remarque 1), on voit que,
_pour tout ¢ >0, I'ensemble U, des B eI'(g) telles que l'on
ait

fa() =J;} f(zs)dB(s) > 1 — ¢ pour tout z e K

est un voisinage ouvert de « dans I'%(g); pour toute 8 eU,,
on a alors en vertu de la formule (2)

6) Il > [ [@a@ = fo@dus(@) > (1~ o).
@ 8

Le nombre ¢ >0 étant donné, choisissons une fonction
h e X, (G) telle quef lg(x) — h(z)|du(x) < e, et prenons dans
G

ce qui précéde K = Supp(h). Pour tout B €I'%g), on a par
hypothése g¢a(t) > 1 presque partout (pour pg) dans Qg, donc
pa(Qs = me(K)) <

gD oa(@®) = | g@dua)

8

- —K

Qg—mp(K)

en vertu de (4) ; comme h est nulle en dehors de K, et a fortiori
en dehors de KHj, il vient

18(Qp = mo(K)) < fG  1g@) ~ h@)du@
-

<[ 106 — M lduto) < <
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en combinant ce résultat avec (5), on voit que I'on a
el < &+ lledl/(1 — €)

dés que B € U;, ce qui termine la démonstration.

CoroLLAIRE 1. — Soient K une partie compacte de G, V
un voisinage compacl syméitrique de e dans G, ¢ un nombre réel
> 0. La restriction de Uapplication o - ||y a Censemble des
« € I'0 felles que l'on ait G = KH, ef «(V) = ¢ est vaguement
continue.

En effet, soit g € 4, (G) une fonction telle que g(x) > 1/c
pour x € KV. Pour tout x e K, on a

f g(xs)de(s) >L g(xs)du(s) > 1

« vérifiant les conditions de I’énoncé ; comme en outre n (K)= Q.
on a « € '%g), d’otlt le corollaire.

CoRrOLLAIRE 2. — Soit A une partie p-intégrable de G. La
restriction de U'application o - ||u,)| @ Uensemble N, des mesures
de Haar normalisées des sous-groupes discrets H de G tels que
G = AH est vaguement continue.

En effet, pour a € A et « € N,, on a

[est@nts) = os@ = 1.

et comme m,(A) = Q,, on a N, c I'%g,), et le corollaire résulte
donc de la prop. 5.

3. L’espace des sous-groupes fermés de G.

Désignons par ¥ l'ensemble des sous-groupes fermés de
G; si 'on associe a chaque mesure o €' le sous-groupe H,
support de «, on obtient une application (dite canonique) de
I" dans X, qui est évidemment surjective et permet d’identifier
canoniquement X 4 ’ensemble des orbites du groupe des homo-
théties de rapport > 0 dans I'. L’ensemble X, muni de la topo-
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logie quotient de la topologie vague sur I', est appelé I'espace
des sous-groupes fermés de G.

TutoremME 1. — Soit G un groupe localement compaci.
L’espace T des sous-groupes fermés de G est compact. On a en
outre les propriétés suivantes :

(i) L’ensemble X° des sous-groupes fermés unimodulaires de
G est fermé dans % (donc compact).
| (i) Si G est engendré par un voisinage compact de e, l'en-
semble 20 des sous-groupes fermés unimodulaires H de G lels
que Uespace quotient G/H soit compact, est ouvert dans X° (donc
localement “compact). S

(iii) Pour tout voisinage ouver! relativement compact U de
e dans G, l'ensemble Dy des sous-groupes discrets H de G tels
que H N U = {e} est fermé dans 1" (donc compact).

Il résulte de la prop. 3 du n° 1 que X est homéomorphe
a Iy, donc compact en vertu de la prop. 2 du n° 1. On a noté
en outre au début du n° 2 que '’ensemble I des mesures o € '
telles que H, soit unimodulaire est fermé dans I'; comme I'°
est stable par les homothéties de rapport > 0, I'image X° de
['0 dans X est une partie fermée de X, ce qui prouve (i).

La propriété (ii) sera conséquence de la proposition sui-
vante :

PropositioNn 6. — Supposons que le groupe localement
compact G soit engendré par un voisinage compact de e. Alors
Pensemble 10 des mesures « € I'® telles que G/H, soit compact
est ouvert dans T'° et la restriction a T'Y de Uapplication o - ||l
est_vaguement._continue. - - S

Avec les notations de la prop. 5 du n° 2, on a, pour
g €A (G)

(6) Ig) < I'2.
En effet, si K est le support de g, la relationfg(xs)doc(s) >1

pour tout x € G entraine KH, = G, 'intégrale étant évidem-
ment nulle dans le complémentaire de KH,, donc G/H, = n,(K)
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est compact. Etant donnée une mesure « € I'?, il suffira donc
de définir une fonction ¢ € 4", (G) telle que I'%g) soit un voisi-
nage de o dans I'°. Puisque G/H, est compact et que 'applica-
tion canonique f + f, de #,(G) dans o, (G/H,) est surjective
(chap. VII, § 2, n° 2, Remarque), il existe une fonction g € 4 (G)

telle que f g(xs)da(s) = 2 pour fout x € G. Soient K le support

(compact) de ¢, L. un voisinage compact symétrique de e dans
G engendrant G ; l'application B8 -~ g xp de .#,(G) dans %(G)
étant vaguement continue (§ 4, n° 2, Remarque 1), il existe
un voisinage W de « dans I'® tel que I'on ait

™ (g% B)@) = f g@s)ds(s) > 1

pour toute B € W et tout x € LK. Le premier membre de (7)
étant nul en dehors de KHg, la relation 8 € W implique

LK c KHg,

d’ott I’on déduit, par récurrence sur n, L"K < KHj pour tout
entier n > 0; comme L. engendre G, on a donc G = KHj,
pour toute mesure § € W, ce qui prouve que W c I'!. D’autre
part, le premier membre de (7) étant invariant a droite par Hg,
I'inégalité (7) est aussi valable pour xr e LKHz = G; donc
W c I'(g), ce qui démontre la proposition.

Enfin, (iii) sera conséquence de la proposition suivante :

Prorosition 7. — Soit N < I'® le sous-espace des mesures
de Haar normalisées des sous-groupes discrets de G, et pour tout
voisinage ouvert relativement compact U de e dans G, soit Ny
la partie de N formée des « telles que H, N U = {e}. Alors :

a) Ny est compact.

b) Les intérieurs des ensembles Ny dans N forment un
recouvrement de N, lorsque U parcourt I'ensemble des voisinages
ouverts relativement compacts de e dans G.

¢) Pour qu’une partie M de N soit relativement compacte
dans N, il faut el il suffit qu’il existe un voisinage ouvert relati-
vement compact U de e dans G tel que M < Ny,.
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Comme D est I'image de Ny par l'application continue
canonique I' - %, P'assertion (iil) du th. 1 résultera aussitot
de la prop. 7, a).

Pour démontrer la prop. 7, notons que Ny peut étre défi-
nie comme la partie de I'° formée des « telles que I'on ait 4 la
fois

a(fe}) =1 et «(U) <1.

Or, si A est compact (resp. ouvert relativement compact)
dans G, 'application o ~«(A) de .#,(G) dans R est semi-conti-
nue supérieurement (resp. inférieurement) pour la topologie
vague (chap. IV, § 1, n° 1, prop. 4 et § 4, n° 4, Remarque) ;
on voit donc que Ny est une partie fermée de I'°. De plus, soit
o € 4. (G) une fonction telle que g(e) =1 et o(x) = 0 dans

G =U; il est clair que f@(x)da(x) = 1 pour toute « €Ny;

la prop. 2 du n° 1 montre donc que Ny est un ensemble compact,
ce qui démontre a). Soit d’autre part V un voisinage ouvert
relativement compact de e dans G tel que Vc U, et soit
¢ € #,.(G), de support contenu dans U et telle que ¢(x) =1
dans V. On a a(p) = 1 pour « € Ny, et il existe donc un voisi-
nage W de « dans N tel que l'on ait B(p) < 2 pour Be W;
il est clair alors que I'on a W c Ny, donc Ny est un voisinage
de Ny. Comme les Ny recouvrent N, cela démontre b). Enfin,
toute partie compacte M de N est contenue dans une réunion

finie d’ensembles Ny, (1 <i < n) et comme U Ny, €Ny,
ou U= ﬂ U,, cela démontre c).
i

CorROLLAIRE. — Le sous-espace N de T° est localement
compact.

4. Cas des groupes sans sous-groupes finis arbitrairement
petits.

TutorEME 2. — Soit G un groupe localement compact
vérifiant la condition suivante :
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(L) II existe un voisinage de e dans G qui ne contient aucun
sous-groupe fini de G non réduif a e.

Alors on a les propriélés suivantes :

(i) L'ensemble D des sous-groupes discrets de G est locale-
ment fermé dans X (ce qui équivaut a dire qu’il est localement
compact).

(i) Pour qu’une partie fermée A de D soit compacte, il faut
et il suffit qu’il existe un voisinage U de e dans G tel que H n U= {e}
pour fouf sous-groupe H e A.

(iii) Si en outre G est engendré par un voisinage compact
de e, Uensemble D, des sous-groupes discrets H de G tels que G/H
soit compact est localement fermé dans % (donc localement com-
pact).

On a D, =D n X%, donc (iii) est conséquence de (i) et
du th. 1, (ii)) du n° 3.

Avec les notations du n° 3, prop. 7, il suffit, pour démontrer
(1) et (i), de prouver que :

ProrosiTion 8. — La bijection canonique de N sur D est
un homéomorphisme.

Or, si I', est’ensemble des mesures de Haar sur les sous-grou-
pes discrets de G, D est canoniquement homéomorphe a I'espace
des orbites du groupe des homothéties de rapport > 0 dansI'; (Top.
gén., chap. I, 3¢ éd., § 5, n° 2, prop. 4). 1l suffira donc de prouver
que lapplication canonique « - («({e}),a/x({e})) de T'; sur R¥ X N
est un homéomorphisme, ce qui résultera du lemme suivant:

Lemme 4. — Si le groupe G vérifie la condition (L), Uappli-
cation « ~ a({e}) de T, dans R* est vaguement continue.

Considérons une mesure o €I;; soit V, un voisinage
ouvert relativement compact de e dans G tel que H, NV, = {e} et
qu’il n’existe aucun sous-groupe fini de G contenu dans Vyet non
réduit a e. Soit V un voisinage compact symétrique de e tel que
V3 < V,, et soit U un voisinage symétrique de e tel que U2 c V.
Soit ¢ (resp. ¢) une fonction. de #,(G), a valeurs dans {0, 1],
égale a 1 dans V2 (resp. au point ¢) et de support contenu dans
V, (resp. dans U). I.’ensemble des mesures p €I, telles que 'on
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ait |B(e) — a(p)] < e et [B(¢) — a(y)] < e est un voisinage W
de «. Nous nous proposons de montrer que, pourvu que & soit
pris assez petit, on a Hg NV = {e} pour toute B ¢ W; il en
résultera que B(¢) = B({e}), donc que [B({e}) — a({e})] <&, ce
qui prouvera le lemme.

Il nous suffira de montrer que I'on a, pour B € W,

(8) (V2=V)nH; = 3.

Supposons en effet ce point établi: alors, pour z et y dans
VnHg onazxy!eVin Hg; mais, en vertu de (8), cela en-
traine xy—! € V n Hp; autrement dit, V N Hp est un sous-groupe
de G, qui est évidemment discret et compact, donc fini; mais
en vertu du choix de V,, cela entraine bien V 0 Hp = {e}.

Raisonnons par I’absurde et supposons donc qu’il existe
un point z de V2=V appartenant & Hy; en vertu du choix de
U et V, on a ¢(sz7!) 4 J(s) < ¢(s) dans G, la relation z ¢ U2
entrainant Uz N U = @. Comme

[ #tsz e = [ wsyanes,
on en déduit 28(¢) < B(p) < a(p) + ¢; mais on a aussi

Bd) = «(d) — &

et par construction «(p) = a(¢) = «({e}). On arrive ainsi a
une contradiction dés que ¢ < «({e})/3. C.Q.F.D.

En termes imagés, on dit qu'un groupe G vérifiant la
condition (L) n’a pas de sous-groupes finis arbitrairement petits.
*#*0On peut montrer que tout groupe de Lie vérifie la condition
(L) ; mais cette condition n’est pas caractéristique des groupes
de Lie; par exemple le groupe multiplicatif des entiers p-
adiques congrus & 1 mod. p satisfait & (L).4

5. Cas des groupes commautatifs.

Soient G un groupe localement compact, N c I'’ le sous-
espace des mesures de Haar normalisées des sous-groupes dis-
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crets de G, et N, la partie de N correspondant aux sous-groupes
discrets H de G tels que G/H soit compact ; on a donc N, = N n I'?
avec les notations du n° 3, prop. 6 ; et si le groupe G est engendré
par un voisinage compact de e, il résulte du n° 3, prop. 6 que
N, est ouvert dans N (donc localement compact en vertu du n° 3,
cor. de la prop. 7) et que la restriction 4 N, de I'application
o - ||| est vaguement continue.

ProrposiTioN 9. — Soit G un groupe localement compact
commutatif, engendré par un voisinage compact de e. Pour
qu'une partie A de N, soil relativement compacte dans N,, il
faut et il suffit qu'elle vérifie les deux conditions suivantes :

(i) Il existe un wvoisinage ouvert U de e dans G tel que
H, N U = {e} pour toute « €A.

(ii) Il existe une constante k telle que u,(G/H,) < k pour
tfoule « € A.

Si A © N, est relativement compacte dans N,, elle I’est a
fortiori dans N et la nécessité des conditions (i) et (ii) résulte
donc du n° 3, prop. 6 et 7 (sans supposer G commutatif). Réci-
proquement, supposons que A c N, vérifie ces conditions; si
A est I'adhérence de A dans N, A est compacte en vertu du n° 3,
prop. 7; en outre, comme « - ||| est semi-continue inférieu-
rement dans I'° pour la topologie vague (n° 2, prop. 4), la condi-
tion (ii) implique que I'on a aussi |Ju,| < k pour toute « € A.
Or, puisque G est commutatif, p, = p/x est une mesure de Haar
sur le groupe G/H,, et G/H, est donc compact pour toute
« € A (chap. VII, § 1, n° 2, prop. 2). Cela signifie que AcN, ,
donc A est relativement compacte dans N,.

CoroLLAIRE. — Soil G un groupe localement compact com-
mutalif, engendré par un voisinage compact de e et salisfaisant
a la condition (L) du n° 4. Soit D, Uensemble des sous-groupes
discrets H de G tels que G/H soit compact, et, pour tout H e D, , soit
p(H) la masse fotale p(G/H), oll v, est la mesure quotient de u
par la mesure de Haar normalisée « de H. Pour qu’une partie
A de Uespace D, soit relativement compacte dans D,, il faut et il
suffit qu’elle vérifie les deux conditions suivantes :
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(1) Il existe un voisinage ouvert U de e dans G tel que
HNU = {¢} pour tout H e A.

(ii) Il existe une constante k telle que v(H) < k pour tout
HeA.

Compte tenu de la prop. 9, cela résulte aussitot de ce que
D, est I'image de N, par la bijection canonique de N sur D,
et de ce que, moyennant les hypothéses faites, cette bijection
est un homéomorphisme (n° 4, prop. 8).

Exemple. — Prenons G = R" et pour p la mesure de
Lebesgue ; toutes les hypothéses du cor. de la prop. 9 sont véri-
fiées. Les sous-groupes discrets H de G tels que G/H soit com-
pact ne sont autres que les sous-groupes discrets de rang n
(Top. gén., chap. VII, § 1, n° 1, th. 1); un tel sous-groupe H
est engendré par une base (a,);<;<, de R", et on a

o(H) = [det(a,, ..., )|

(le déterminant étant pris par rapport 4 la base canonique
de R") (chap. VII, § 2, n° 10, th. 4). L’espace D, peut ici s’in-
terpréter de la facon suivante: tout sous-groupe H e D, est
le transformé g. Z* du sous-groupe Z" par un élément g € GL(n,R)
et le sous-groupe de GL(n, R) laissant stable 2" s’identifie a
GL(n, Z). Par suite D, s’identifie canoniquement, en tant qu’es-
pace homogéne (non topologique), a GL(n, R)/GL(n, Z). D’autre
part, GL(n, R) opére continiment dans R", donc aussi dans
A (R") pour la topologie vague (§ 3, n® 3, prop. 13), et par
suite dans le sous-espace N, de .#, (R"); en outre, ’homéo-
morphisme canonique (n° 4, prop. 8) de N, sur D, est compatible
avec les lois d’opération de GL(n, R). Comme GL(n, R) est
dénombrable a l'infini et que D, est localement compact, la
bijection de GL(n, R)/GL(n, Z) sur D, définie plus haut est
un homéomorphisme (chap. VII, App. I, lemme 2). Le cor.
de la prop. 9 donne donc un critére de compacité dans I’espace
homogéne GL(n, R)/GL(n, Z).
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6. Autre interprétation de la topologie de Pespace des sous-
groupes fermés.

Soit § l'ensemble des parties fermées de G; on définit
sur § une structure uniforme séparée de la fagon suivante:
pour toute partie compacte K de G et tout voisinage V de e
dans G, soit P(K, V) 'ensemble des couples (X, Y) d’éléments
de & tels que l'on ait a la fois

9) XNKecVY e YnKcVX.

Montrons que l’ensemble des P(K, V) est un systéme fonda-
mental d’entourages d’une structure uniforme séparée % sur .
Les axiomes (Up) et (Uf;) de Top. gén., chap. II, 3¢éd., § 1, n° 1
sont évidemment satisfaits; en outre les relations K c K’ et
V'« V entrainent P(K’, V') « P(K, V); pour vérifier (Up),
on peut donc se borner au cas out V est un voisinage compact
symétrique de e, de sorte que VK est compact. Supposons
que l'on ait (X,Y)eP(VK,V) et (Y,Z)cP(VK,V); on a
alors XN KcXnVKcVY, etsi yeY est tel que vy eK
pour un v €V, on a nécessairement y e VK, donc

X nKc V(Y n VK);

d’autre part on a Y N VK c VZ, dot X N K c V2Z et on
montre de méme que Z N K< VX, ce qui prouve (Upy).
Enfin, si X, Y sont deux éléments distincts de &, il existe par
exemple un point a € X tel que a¢ Y, donc un voisinage
compact symétrique V de e tel que Van'Y = @, ou encore
a¢ VY ; a fortiori on a (X,Y) ¢P(Va, V), ce qui achéve de
prouver notre assertion.

Cela étant, considérons sur 'ensemble ¥ des sous-groupes
fermés de G la topologie J induite par la topologie de I'espace
uniforme & que nous venons de définir. Nous allons voir que
cette topologie est identique a la topologie définie au n° 3. 1l
suffira de prouver que l'application « ~H, de I' dans X,
quand on munit £ de la topologie 7, est continue : en effet,
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il en sera de méme de la restriction de cette application a I,
(avec les notations du n° 1, prop. 2) qui est bijective ; mais
comme I'; est compact et la topologie J séparée, 'application
a - H, de I', dans ¥ sera alors un homéomorphisme.

Soient donc «, un point de I' et ® un filtre sur I" qui con-
verge Vers o, ; il s’agit de montrer que, suivant ®, H, tend vers
H., pour la topologie 7. Soient K une partie compacte de G,
V un voisinage compact symétrique de e dans G; pour tout
x € H,, N K, il existe un ensemble M(x) € ® tel que pour toute
o € M(x), on ait Vx n H, # 2 (n° 1, lemme 2), d’ot Vz ¢ V2H,;
recouvrant H, N K par un nombre fini d’ensembles Vz,, on

voit que si M = m M(z,), on a H, N K ¢ V2H, pour toute

« € M. Inversement, supposons qu’il y ait un voisinage ouvert
U de e dans G, tel que pour tout ensemble L € @, il y ait au
moins un« € L pourlequel H, N K ¢ UH,, ; si w(L) est I’ensemble
des « € L. ayant cette propriété, les (L) formeraient la base
d’un filtre @’ plus fin que ® sur I" et, pour toute « appartenant
a la réunion E des (L) pour L € @, il existerait un f, e H, N K
n’appartenant pas a4 UH,,; pour « ¢ E, on prend pour f{,
un point quelconque de H,. Comme K n( (UH,) est com-
pact, il existerait une valeur d’adhérence s de « —{, suivant
@', appartenant 4 K n { (UH,); mais comme @’ converge
vers oy dans I', cela contredit le lemme 3 du no 1.



EXERCICES

§1

1) Soit T" un cdéne convexe fermé saillant dans R». Montrer que
I'application (x,y) ~x + y de I" x I" dans I' est propre. En déduire
que deux mesures sur I' sont toujours convolables pour ’application
(z,y)~z + .

2) Soient G un groupe localement compact et I' I’espace compact
obtenu par adjonection 4 G d’un point a Yinfini ». On prolonge la loi
de composition de G &4 T' en posant xw = or = o pour tout z eT.
A toute mesure p sur I' correspond, d’'une part une mesure bornée
@, sur G, d’autre part le nombre complexe H({m})- Montrer que, si on

désigne par » (resp. ¥) la convolution définie par la multiplication dans
G (resp. I'), on a (p¥ v), = uy =y, et

(% V)(0) = wen(G) + W0)n(G) + ww)vw)

quelles que soient les mesures p et v sur I'.

§ 2

1) Soit (G.)e1r une famille de groupes localement compacts, tous
compacts sauf un nombre fini. Soit U, une représentation linéaire conti-
nue de G, dans un espace localement convexe E,. Pour tout s =

(5)eG = H G,, soit U(s) endomorphisme (x,) -~ (U/(s)x,) de E =
L .
H E.. Montrer que U est une représentation linéaire continue de G dans

13

E. Soit E' la somme directe topologique des E,. Soit V{(s) la restriction
de U(s) a E’. Montrer que V est une représentation linéaire continue
de G dans E’.

2) Soit U, (resp. U,) une représentation linéaire continue d’un
groupe localement compact G (resp. H) dans un espace localement
convexe E (resp. F). Pour u ¢ £(E; F), x € G, y € H, posons

Viz, y).u = Us(y) o u o Uyz).
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Montrer que l'application (x, y) - V(z, y) est une représentation liné-
aire continue du groupe G® X H dans l'espace Z(E; F) muni dela
topologie de la convergence compacte. (Utiliser la prop. 9 d’Esp. vect.
top., chap. I1I, § 4, no 4, et le fait que, pour K compact dans G, U,(K)
est équicontinu). '

€ 3) Soient G un groupe localement compact, U une représentation
linéaire continue de G dans un espace localement convexe E, E’ Je
dual de E muni de la topologie forte.

a) Montrer que, pour toute partie compacte K de G, *U(K) est
équicontinu.

b) Soit F I'ensemble des a’ € E' tels que l’application s - tU(s)a’
de G dans E’ soit continue. Montrer que F est un sous-espace vectoriel
fermé de E’ stable pour *U(G) et que la représentation déduite par res-
triction a F de la représentation contragrédiente de U est continue.

¢) On suppose E quasi-complet. Soit « une mesure de Haar a
gauche sur G. Montrer que f - U(f.«) est une application continue de
H#(G) dans Z(E; E) muni de la topologie de la convergence bornée.
(Utiliser la prop. 17 du chap. VI, § 1, n° 7). Montrer que F est faible-
ment dense dans E’. (Prouver que ‘U(f)a' € F pour tout a' € E’ et toute
f € X(G), puis utiliser le cor. 3 du lemme 4). En déduire que, si E est
semi-réflexif, la représentation contragrédiente de U dans E’ muni
de la topologie forte est continue.

d) Montrer que si on prend pour U la représentation réguliére
gauche de G dans L¥G, «) (= étant toujours une mesure de Haar a
gauche de G), F est le sous-espace de E' = L™(G, «) formé des fonctions
uniformément continues.

4) Soit H un espace hilbertien. Une représentation continue U
de G dans H est dite unitaire si les endomorphismes U(s) sont unitaires
pour tout s € G. Pour toute p € .#(G), soit u* la mesure conjuguée de
Y. Montrer que, si p e #YG), on a U(p*) = U(p)*

5) Soient G un groupe localement compact, H un sous-groupe
fermé de G, U une représentation linéaire continue de H dans un espace
localement convexe E. Soit K une partie compacte de G. Soit #U(K)
I’espace des fonctions continues sur G, a valeurs dans E, a support
contenu dans KH, et satisfaisant a f(xh) = U(R)~f(x) (x € G, i € H).
Soit #'U la réunion des #U(K), muni de la topologie limite inductive
des topologies de la convergence uniforme dans K sur chacun des
espaces A U(K). Pour fe 2V et se G, on définit V(s)f € XU par

(V&HD = (7).

Montrer que V est une représentation linéaire continue de G dans #U.

6) Soient G un groupe localement compact, 8 une mesure positive
non nulle relativement invariante sur G, x et y' ses multiplicateurs &
gauche et a droite. Pour fe L&(G, p) et s € G, on pose

(UN(@) = x(s)~?f(s~*x)
(V(sN) = 3'(9)7/>f(xs)
(SN = G Y@)~H7f(x=).

Alors U et V sont des représentations linéaires de G, et 'on a
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S =1, [UGI = IV = 1, U V() = VOU), SUE)S = V(s)

quels que soient s, f dans G.

7) Soit E un espace hilbertien ayant une base orthonormale (e5)ser
équipotente 4 R. Pour tout s € R, on désigne par U(s) I'isométrie de E
telle que U(s).e;, = e,,, pour tout { eR ; la représentation linéaire s ~ U(s)
de R dans E n’est pas continue, bien que I’ensemble des U(s) soit équi-
continu.

8) Soient G un groupe commutatif localement compact, p une
mesure de Haar sur G, f une fonction numérique finie et p-mesurable
dans G. On suppose que, pour tout s € G, la fonction numérique

x> f(sx) — f(x)

soit continue dans G. Montrer que f est alors continue. (Raisonner par
I’absurde ; supposant la fonction f non continue en un point xz, € G,
montrer d’abord qu’il existe sur G un filtre § de limite e tel que

limg,s|f(sxe)| = + 0,

et en déduire que pour fout x € G, on a aussi limg,,|f(sx)| = + co. Si
g = |[fI/(1 + |f), déduire du dernier résultat une contradiction avec
le fait gque pour tout compact K &€ G, on a

lims,sf lg(sx) — g(x)|dw(x) = 0.)
K

9) Soient G un groupe localement compact, p une mesure de Haar
a gauche sur G, f une fonction p-intégrable. Soit 8 une base de filtre
formée d’ensembles u-intégrables de mesure >0, ayant pour limite e.

1
Pour tout B € B, on pose fg(f) = ;(—ij f(sHydwu(s). Montrer que pour
B

toute partie intégrable A de G, on a limsBJ‘ fr(Ddu(t) =J‘f(l)dp.(t).
A A

10) Soient G un groupe localement compact, E un espace locale-
ment convexe séparé, E’ son dual, U une représentation linéaire de G
dans E, continue pour la topologie affaiblie o(E, E’) sur E. On suppose
E quasi-complet pour o(E, E’), de sorte que U(y) est défini pour toute
mesure @ € ¥’(G). Montrer que I’application bilinéaire (w,x) - U(w).x
est hypocontinue relativement aux parties équicontinues de %'(G).

§ 3
+o0
1) Dans R?, jsoient A et p les mesures positives i—»f f(z, 0)dzx,
[}

+o0
[ f f(— z, x)dx (f € A (R*)). Montrer que A et p sont convolables.
[}

Soit u ’homomorphisme (z, y) ~x de R? sur R. Montrer que u est
A-propre et p-propre, mais que u(i) et u(p) ne sont pas convolables.
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2) Soit X un espace localement compact dans lequel un groupe
localement compact G opére & gauche contintment. Soit E un sous-
espace vectoriel de .#(X), stable pour les y(s) (s € G), muni d’une topo-
logie localement convexe quasi-compléte plus fine que la topologie
de la convergence compacte sur #(X). Pour tout s € G, soit yy(s) la
restriction de y(s) 4 E. On suppose que p € E entraine [u] € E, et que
la représentation yy de G dans E est équicontinue. Alors, si p € E et
ve #YG), v et p sont convolables et ve pu = yg(v)u € E. (Utiliser
notamment la prop. 17 du chap. VI, § 1, no 7).

3) Pour = =(x;,...,2,)€R® on pose jz2=a}+ ... + 22
Soit .#, ’ensemble des mesures p sur R* pour lesquelles il existe un
nombre réel k tel que la fonction (1 + |x|?)* soit p-intégrable. Soit .#,
Pensemble des mesures v sur R* pour lesquelles la fonction (1 + |z|?)*
est v-intégrable quel que soit k. Montrer que si pe#; et ved, p
et v sont convolables, et Lo v €4, ; Si €4, et v €.#,, alors pe v €4;.
(On montrera d’abord que, si u >0, v > 0, on a

1
A +u)d +0%) =1 + @+ 0)7);

on en déduira que, quels que soient x, y dans R%, on a
1+ |z =3(1 + ly[H( + |z + y]*).

Soient alors . €4, , ve.#, avec p =0, v > 0. Soit f une fonction continue
= 0 dans R~ Il existe un k tel que p = (1 + [¢|®)* u, avec yu, bornée ;
soit v, = (1 + [z|®)*.v, qui est bornée. On a

J flx + ydu(x)dv(y) = 3* f (1 + [z [)*f(x)d(ps » v)(@).

D’onr la convolabilité de p et v et le fait que p« v ef) .

Raisonner de fagon analogue pour u, v dans .#,).

4) Soient ¢ la mesure de Lebesgue sur R, et v la mesure de Lebesgue
sur (0, + oo[. Soient z,, , dans R. Montrer que le produit de convolu-

tion ((ex — £a) » v) » w est défini, mais que ¢ et v ne sont pas convolables.
Montrer que les produits de convolution v « ((g,, — ;) « @) et

(V * (ewl - Exn)) * !‘L

sont définis, mais distincts pour z, # x,.

5) Soient G un groupe compact, et . une mesure positive sur G,
de support G, telle que p « p = p. Montrer que ¢ est la mesure de Haar
normalisée de G. (Montrer d’abord que \u) = 1. Puis, si g n’est pas
mesure de Haar de G, il existe une fonction fe A4, (G) telle que

f f()du(s) = f Hsydu(s)

pour tout fe G, et telle que J. f(s)du(s) > f f(sfyd u(s) pour certains &
Montrer qu’alors (p » p)(f) > u().

Boursaki, XXIX 13
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6) a) Soit I = [O, 1]. Soit f une fonction > 0 continue dans R, &
support contenu dans [— 1, O]. Montrer que I’ensemble des fonctions
Y($)f|I (s € I) est de rang infini dans 2 (I).

b) Soientf,,...,[, dans A (R). Soit M I’ensemble des mesures p e.#(I)
telles que p(f,) = ... = p(f,) = 0. Montrer que ’ensemble des fonctions

y —»ff(x + yydu(x) (y € I), ot p parcourt M, est de rang infini dans

(1), (Utiliser a).)

c) Soient g;,..., g, dans 2 (R). Déduire de b) qu’il existe p € M et
v e #(I) telles que v(g)) = ... = wg,) = 0, (v w(f) # 0.

d) Déduire de ¢) que ’application (g, v) » v« p de #(T) x .#(T)
dans .#(T) n’est pas vaguement continue.

7) Soit G un groupe localement compact.

a) Montrer que si une mesure positive p € ¥(G) admet un inverse
dans %'(G), u est nécessairement une mesure ponctuelle.

b) Prenant pour G le groupe fini Z/2Z, donner un exemple de mesure
non ponctuelle x €.#(G) inversible dans #(G).

8) Soit G un groupe localement compact; on désigne par ¢'.(G)
Pensemble des mesures positives 4 support compact sur G. Montrer
que l'application (u,v) ~p+v de #,(G) X ¥ (G) dans £ (G) est
continue quand on munit %’(G) de la topologie faible o(%'(QG), ¢(G)) et
#(G) de la topologie vague o(.#4(G),#(G)). (Utiliser I'exerc. 5 a) du
chap. III, § 2 et le fait que G est paracompact.)

9) a) Soient G un groupe localement compact, B une partie bornée
de .#(G), C une partie équicontinue de ¢'(G); montrer que si ’on munit
%'(G) de la topologie faible o(¢'(G), ¥(G)) et .#(G) de la topologie
vague o #£(G), #(G)), application (u, v) > s+ v de B x C dans #(Q)
est continue. (Remarquer que toutes les mesures v € C ont leur support
dans un meéme ensemble compact et utiliser la prop. 4 du chap. III,
§ 5, n° 3.)

b) Si, dans #YR), on pose p, = &,, v, = £_,, les suites (u,) et
(v») tendent vers 0 pour la topologie faible o(A#(R), #(R)), mais la
suite (i, » v,) ne tend pas vers 0 pour la topologie vague.

9 10) Pour un espace localement compact T, on note €=(T) l'es-
pace de Banach des fonctions numériques continues et bornées dans T.
On dit qu’une partie H de .#(T) est serrée si, pour tout « > 0, il existe
une partie compacte K de T telle que |p|{(T — K) <C ¢ pour tout w e H.

a) Montrer que si une partie H de .#(T) est serrée et bornée pour
la topologie définie par la norme de .#(T), elle est relativement com-
pacte pour la topologie o(.#Y(T), °(T)) (observer que H est relative-
ment compacte pour o(A4YT), o (T))).

b) On suppose en outre que T soit paracompact. Montrer alors que,
réciproquement, si H est une partie de .#%(T), relativement compacte
pour o(4*T), €°(T)), alors H est bornée pour la norme de .#%(T) et
serrée. (Considérer d’abord le cas ot T = N et appliquer alors ’exerc. 17
du chap. V, § 5. Envisager ensuite le cas ou T est dénombrable a Vin-
fini, réunion d’une suite d’ouverts relativement compacts (U,) telle

que U, C U,.;. Raisonner par I’absurde et montrer qu’on peut se rame-
ner au cas ou il existerait pour chaque n une fonetion numérique
continue f, définie dans T, de support contenu dans U, --U,, telle
que |f.ll <1, et une suite (p,) de mesures appartenant a H et pour
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lesquelles on a u,(f,) = « > 0 pour tout n. Considérer alors I’applica-
(=]

tion continue u: LY(N) — #=<(T) telle que u((€,)) = E £.J» et obtenir
=0

une contradiction avec ce qui a été prouvé pour T = N, en considérant
la transposée de u. Enfin, lorsque T est un espace localement compact
paracompact quelconque, T est somme topologique d’une famille (T,)
d’espaces localement compacts dénombrables a l’infini; pour tout «,
soit my = sup |k|(Te) ; montrer, en raisonnant par ’absurde et utili-

sant le cas précédent que on a nécessairement my, = 0 sauf pour
une infinité dénombrable -d’indices «.)

¢) Montrer que la conclusion de b) n’est pas valable pour ’espace
localement compact non paracompact défini dans I’exerc. 18 h) du
chap. IV, § 4.

€ 11) Soit G un groupe localement compact ; sur #Y(G), désignons
par J la topologie o(A#YG), #(G)), par Fyp la topologie o( A G), €2(G)),
et notons .#;, .#p;; espace .#(G) muni respectivement |[de I et I ;.

a) Soient A une partie bornée de .#;, B une partie relativement
compacte de .#;;;. Montrer que la restriction & A X B de application
(s v) > w# v de Ap X Ay dans 4 est continue (utiliser I’exerc. 10

pour se ramener a évaluer une intégrale f Hshdu(s)dv(f) lorsque
f(st) = Z u(s)p(t), avec u, et v, dans #(G)).

1
b) Donner un exemple olt G est compact (et par suite I = I ;)
montrant que (g, v) - p » v, considérée comme application de #; X #y;
dans .#y, n’est pas hypocontinue relativement aux parties relativement
compactes de .#; ni relativement aux parties relativement compactes
de .#y (cf. exerc. 6).

c) Soient A, B deux parties relativement compactes de #yy.
Montrer que la restriction & A x B de Vapplication (p,v) -~ g+ v de
A X Ay dans Ay est continue (méme méthode que dans a)).

d) On désigne par E le sous-espace de RG formé des combinaisons
linéaires de fonctions caractéristiques de parties ouvertes de G, par
7 v la topologie o(#YG), E), par #;y 'espace #YG) muni de Jy.
On rappelle que les topologies induites par J ;1 el J 1y sur une partie
bornée de .#%(G) formée de mesures positives, sont en général distinctes
(chap. V, § 5, exere. 18 ¢)). On rappelle aussi que les parties compactes
de 43y sont les mémes que celles de .#(G) pour la topologie affaiblie
o(AYG), (AYG))') sur Pespace de Banach .#%(G) (chap. VI, § 2, exerc. 12).
Montrer que si A, B sont deux parties relativement compactes de 4y,
la restriction & A X B de l’application (p,v) » e v de #y X Ay
dans .#7y est continue. (Se borner au cas ol A et B sont compacts,
et commencer par prouver qu’alors I'image de A x B par I’application
précédente est compacte pour o(.#YG), (. #%G))’); on appliquera pour
cela les th. d’Eberlein et de Smulian (Esp. vect. top., chap. IV, § 2,
exerc. 15 et 13), et on se raménera ainsi a prouver que si (g,), (v,) sont
deux suites qui convergent vers 0 dans .4y, il en est de méme de la
suite (p, + v,) ; utiliser la prop. 12 et I’exerc. 17 du chap. V, § 5. Pour
prouver enfin que (i,v) ~ v est continue pour 91y, utiliser c) et le fait
que Jypp est moins fine que Jpy).
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e) On prend G = RZ; soient a, b les vecteurs de la base canonique
de G sur R, p, la mesure sur [ = [O, r:] dans R ayant pour densité
par rapport 4 la mesure de Lebesgue la fonction sin (2%x), p, la
mesure p, ® g, sur R X R; soit d’autre part v, = g0 — ¢y sur G,
Montrer que la suite (u,) tend vers 0 dans .#;y et que la suite (v,)
tend vers O dans .y, mais que la suite (u, » v,) ne tend pas vers 0
dans .#yy (cf. chap. V, § 5, exerc. 18).

{) Donner un exemple ol G est compact et ot (p, v) » u » v consi-
dérée comme application de #;y X Ay dans 4y, n’est pas hypo-
continue relativement aux parties compactes de .#1y (méme méthode
que dans l’exerc. 6, en observant que pour un f € E donné il y a des
parties compactes H C .#;y telles que l’ensemble des fonctions

t —-f f(sthdp(l), onr p parcourt H, soit de rang infini sur R).

12) Soit G un groupe localement compact non unimodulaire,

a) Montrer qu’il existe une mesure positive bornée p sur G telle
que Ag.p soit non bornée (prendre p discréte).

b) Soit p’ une mesure de Haar & gauche sur G. Alors ¢ et p' sont
convolables (prop. 5). Montrer que i’ et w sont non convolables.

13) Soit r un nombre tel que 0 < r < 1; pour tout entier n > 1,
on désigne par X,, la mesure (¢~ + e_,+)/2 sur R, et on pose
By = Apk Rgyrd cve % Apype

a) Montrer que la suite (u,,,) converge vaguement vers une mesure
@, sur R, de support contenu dans I = [— 1, + 1] (prouver que pour
tout intervalle U contenu dans R, la suite (u,,.(U)) est convergente).

b) Montrer que pour r < 1/2, la mesure ., est éirangére 4 la mesure
de Lebesgue sur R, mais que u, est la mesure induite sur I par la
mesure de Lebesgue.

¢) Soit vy, 'image de- y,/, par ’homothétie { - 2 dans R. Montrer
qite 'on a yy/g » vy = W4/ bien que pyyy et vy, soient toutes deux étran-
géres 4 la mesure de Lebesgue (utiliser 'exerc. 11 a)).

§ 4

~ 1) Soient G un groupe localement compact, 3 une mesure de
Haar 4 gauche sur G, A une partie f-mesurable de G, v une mesure posi-
tive non nulle sur G. On suppose que sA est localement v-négligeable
pour tout s € G. Montrer que A est localement @-négligeable. (Se rame-
ner au cas ou A est relativement compact et v bornée. Prouver que
v et ¢,.p sont convolables et que vabp, =0, d’olt 0 = |lvs ,.8I
= ||vli.lip4.Bl). Montrer, en admettant I’hypothése du continu, que ce
résultat peut étre en défaut si A n’est pas supposé B-mesurable.
(Prendre G = R?2, prendre pour v la mesure de Haar du sous-groupe
R x {0}, et appliquer I'exerc. 7 ¢) du chap. V, § 8).
2) Soit H le groupe additif R muni de la topologie discrete. Soit G
le groupe localement compact R X R X H. Soient o une mesure de
Haar de G, § une mesure de Haar de R X H, et p = ¢, ® p € A4(G).
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Construire une fonction f > 0 sur G, localement «-négligeable (donc
telle que . et f soient convolables) mais telle qu’aucune translatée
de f ne soit y-mesurable. (Imiter la construction du chap. V, § 3, exerc. 4).

€ 3) Soit G un groupe localement compact.

a) Soit p une mesure positive bornée non nulle sur G telle que
@ » ¢ = w. Montrer que le support S de p est compact. (Soit f € X (G)
avec f # 0 ; on choisit une mesure de Haar & gauche sur G par rapport
4 laquelle on prendra les produits de convolution ; on a wa f e #(G);
soit x €S tel que (p«» f)(x) = sug (v + )(y); montrer que (u= YY)

yeE

= (1 o f)(x) pour tout y €8S).

b) Montrer que S est un sous-groupe compact de G et que p est
la mesure de Haar normalisée de S. (Utiliser a), I'exerc. 21 de Top.
gén., chap. III, 3¢ éd., § 5, et I’exerc. 5 du § 3).

% 4) Soit G un groupe localement compact. Pour tout f{eR?*,
soit w, une mesure bornée positive non nulle sur G. On suppose que I’appli-
cation ¢ - u, est continue pour la topologie o(4(G), #(G)), et que
Bsrr = o By (5, ¢ dans RY).

a) Montrer qu’il existe un nombre ¢ e R tel que jiu,ll = exp(ci).
(Observer que f— ||yl est semi-continue inférieurement et que

lFeeaq el = llproll Alpale

Utiliser la prop. 18.)

b) On suppose ¢ = 0. Montrer que p, converge faiblement quand
t -0 vers la mesure de Haar normalisée d’un sous-groupe compact
de G. (Utiliser la compacité faible de 1a boule unité de .#%(G), et montrer
que pour toute valeur d’adhérence faible p de p, suivant le filtre des
voisinages de 0 dans R}, on a u, s w = w; pour tout /, puis ps p=u;
appliquer ensuite Pexerc. 3.)

€ 5) Soient G un groupe localement compact dénombrable 2
Pinfini, § une mesure de Haar a gauche sur G, a € R}, (v,)o<u<s UNeE
famille de mesures positives sur G satisfaisant aux conditions suivantes :

) Vo = €¢35 Vuiry = Vux Yy sin+v=a;v, =¥u;

(ii) pour 0 < u <a, v, = f,.B, avec f, = 0 semi-continue infé-
rieurement ;

(iii) v, est fonction vaguement continue de u.

a) Soit f e A#+(G). Montrer que, pour 0 < u =a,

(1) f(fulz » N(2)°dB(2) = J}‘(x)(fu * N()dp().

b) Soit fe #(G). Montrer que f,,« [ est de carré B-intégrable
pour 0 < u =<aq, et quon a encore (1).

¢) Soit f e #(G) telle que v, « f = 0. Montrer que f = 0. (On a
Vgj2» [ = O pour tout entier n > 0 d’aprés b), donc f = 0 d’apres le
§ 3, n° 3, Remarque 1)).

d) Soit v € €'(G) telle que v, « v = 0. Montrer que v = 0. (Régula-
riser v par des fonctions de % (G) et appliquer c).)

6) Soit G un groupe localement compact. Montrer que si #(G)
est commutatif pour la convolution, G est commutatif. (Montrer par
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régularisation que %’'(G) est commutatif, et appliquer ceci aux mesures
g,, o s € ).

7) Soient G un groupe localement compact et B une mesure de
Haar a gauche sur G. Montrer gque P’algébre LI(G, f) admet un élément
unité si et seulement si G est discret. (Supposons G non discret, et soit
fo € LY(G, B). Il existe un voisinage compact V de e tel que

f Ifo(z)|dB(x) < 1.
v

Soit U un voisinage compact symétrique de e tel que U2 V. On a,
pour presque tout x e U,

oy = fo)@)| = f
U

If oy 1) |dB(y) éf Ifo() [dB(x) < 1,
v

donc f, n’est pas élément unité de L.Y(G, B)).

4 8) Soient G un groupe localement compact dénombrable & 1’in-
fini opérant continliment & gauche dans un espace localement compact
polonais T. Soit v une mesure positive sur T quasi-invariante par G.
Soit R une relation d’équivalence v-mesurable sur T, compatible avec
G. Il existe donc (chap. VI, § 3, n° 4, prop. 2) un espace localement
compact polonais B, et une application v-mesurable p de T dans B,
tels que R(x, y) soit équivalente a p(x) = p(y). Soit v’ une mesure pseudo-
image de v par p, et soit b -~ X, (b € B) une désintégration de v par R.
Montrer que les i, sont, pour presque tout b € B, quasi-invariantes
par G.

(Soit ¥ une fonction sur G x T satisfaisant aux conditions de
Vexerc. 13 du chap. VII, § 1. Montrer que, pour tout s € G, il existe
une partie v'-négligeable N(s) de B telle que x(s-1, .) soit localement
Ap-intégrable pour b ¢ N(s); pour cela, on remarquera que -pour tout
¢ & A(T),lafonction x — Y(x)x(s~1, x) est X,-intégrable sauf pour b appar-
tenant 4 un ensemble v'-négligeable N(s, ¢), et I’on utilisera le lemme 1 du
chap. VI, § 3, n° 1. Posons i;,,=0si be N(s) et Aj,, =x(s71,.). Ay si D& N(S).
Montrer que application b — X;, , est v-adéquate (on utilisera le lemme 3

du chap. VI,‘§ 3, n° 1) et que y(s)8 ZJ‘M’S dv’(b). Montrer d’autre

part que y(s)B :fy(s)x,,dv’(b) et en déduire que, pour tout s eG,

on a y(s)r, = x(s~%, .). X, pour presque tout », donc que pour presque
tout b on a y(s)x, = x(s~%, .). %, pour presque tout s. Utiliser alors le
cor. 2 de la prop. 17 du § 4 pour en déduire que, pour presque tout b,
Y(s)A, est équivalente a A, pour tout s € G).

Montrer que si v est relativement invariante par G de multiplica-
teur y, les 2, sont, pour presque tout b, relativement invariantes de
multiplicateur .

9) Soient G un groupe localement compact, § une mesure de Haar
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a gauche sur G, A et B deux ensembles B-intégrabies tels que B(A) = B(B).
Montrer qu’il existe

1) des ensembles disjoints N, K;, I,, ... recouvrant A, N étant
B-négligeable et les K, compacts ;
2) des ensembles disjoints N’, Kj{, K2, ... recouvrant B, avec

les K7 compacts;
3) des s, € G tels que K; = s5,K,.
(En utilisant le fait que B(xA N B) dépend continiiment de x et que

fB(xAn B)dB(x) = B(A-1)B(B), montrer que, si B(A) = 0, il existe

x € G tel que B(xA N B) # 0).

10) Soient G un groupe localement compact, § une mesure de
Haar a gauche sur G. Quels que soient les ensembles B-intégrables A,
B, on pose o(A,B) = B(AUB) — AN B).

a) Soit A un ensemble pB-intégrable. Montrer que x — p(TA, A)
est une fonction continue.

b) Soit U un voisinage de e. Montrer qu’il existe un ensemble
compact A et un nombre ¢ > 0 tels que p(xA, A) < ¢ implique x € U.
(Prendre pour A un voisinage de e tel que A.A-1C U.)

¢) Pour qu’une partie C de G soit relativement compacte, il faut
et il suffit qu’il existe un ensemble B-intégrable A et un nombre a
(0 < a < 2B(A)) tels que x € C implique p(xA, A) = a.

11) a) Soit G un groupe localement compact engendré par un
voisinage compact de e. Soit ¢ un endomorphisme continu non surjec-
tif de G adhérent au groupe ¢ des automorphismes (bicontinus) de G
pour la topologie de la convergence compacte. Alors lim mod ¢ = 0.

Yed, Yo
(Soit K un voisinage compact de e engendrant G. Soit% une mesure
de Haar a gauche de G. Si pw(e(K)) > 0, ¢(K).o(K)-! est un voisinage
de e dans G, donc ¢(G) est un sous-groupe ouvert de G; pour ¢ € ¢
assez voisin de ¢, on a Y(K) C 9(G), donc $(G) # G, ce qui est absurde.
Done p(o(K)) = 0. Quand ¢ € # tend vers o, w(P(K)) tend vers 0).

b) Soit G un groupe abélien libre, somme directe G; ® G, ® ...,
ol chaque G, est isomorphe & Z. On considére G comme discret. Soit
o l’endomorphisme non surjectif (x;, x, ...) > (0,2, x, ...) de G.
Alors ¢ est limite pour la topologie de la convergence compacte d’auto-
morphismes de G, et tout automorphisme de G est de module 1.

12) Pour t > 0 et x eR, soit Fyx) = le-™, Soit [e A(R).
Montrer que [« I, tend vers f uniformément quand ¢ tend vers -+ co.
(Montrer que les mesures F,(x)dx satisfont aux conditions du § 2, no 7,
lemme 4, avec a = 0.)

9 13) Soit G un groupe localement compact opérant contintment
a4 gauche dans un espace localement compact polonais T. Soient 8
une mesure de Haar a gauche sur G, v une mesure quasi-invariante
positive sur T et x(s, ) une fonction > 0 sur G X T satisfaisant aux
conditions de I’exerc. 13 du chap. VII, § 1.

Pour f e LT, v) (1 = p < + «), on pose

(Y, o(IN@) = x(s71, )/ 7f(s ).

a) Montrer que, pour tout s € G, vy, ,(s) est un endomorphisme
isométrique de L2(T, v). Montrer que ’application s - v,,, (s) est une
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représentation linéaire de G dans L?(T, v) (raisonner comme au § 2,
ne 5).
b) Soit f e Z2(T, v), et soit h € #(G). Montrer que la fonction

(x, 8) - f(s~tx)h(s)x(s~%, x)/?

est de puissance p®me intégrable pour § ® v (commencer par le cas
p = 1, et utiliser le lemme 1 du § 4, n° 1). Montrer que si ¢ est ’ex-
posant conjugué de p, et si g € ZL%T, v), alors f(s~ix)h(s)g(x)y(s~1, x)V?
est intégrable pour B ® v (écrire h sous la forme hh, avec h;, hy dans
A (G)). Déduire alors du théoréme de Lebesgue-Fubini que, pour
f € L?(T, v) et g € LT, v), 1a fonction

5~ f 9(@)(¥x,o()N(@)dv(x)

est B-mesurable.

¢) Montrer, en utilisant le cor. 2 de la prop. 18 du § 4 et le lemme 1
du chap. VI, § 3, n° 1, que la représentation s — vy, ,(s) de G dans L2(T, v)
est continue pour 1 <=p < + o0.

d) On suppose de plus que, pour tout s € G, la fonction x — x(s~1, x)
est bornée. On pose, pour f e LT, v):

(Yx()N(@) = x(s7, 2)f(s™ ).

Montrer que s — yy(s) est une représentation continue de G dans L?(T, v)
pour 1 = p < + . (On montrera, comme dans la démonstration de
la prop. 9 du § 2, n° 5, que s -~ y,(s) est une représentation de G par
des endomorphismes de L?(T, v). Puis on remarquera que si f ¢ L?(T, v)
et he H(G), le lemme 1 du § 4, n° 1 montre que h(s)f(s~x)x(s~%, x)
est de puissance p®me intégrable pour 8 ® v. On terminera la démons-
tration comme dans c)).

14) a) Soient G un groupe localement compact, f une fonction
positive semi-continue inférieurement dans G, p une mesure positive
*

sur G. Montrer que la fonction © -] f(s-x)du(s) = g(x) est semi-

continue inférieurement dans G (cf. chap. IV, § 1, nc 1, th. 1) ; pour que
w et f soient convolables, il faut et il suffit que ¢ soit intégrable pour une
mesure de Haar a gauche sur G.

b) Sur le groupe G =R x R, soit p. la mesure ¢, ® 2, olt A est la
mesure de Lebesgue sur R ; soit f(x, y) = (1 — |xy — 2))*+; montrer que

la fonction g(x, y) = ff(x — 8, y — t)du(s, t) est partout finie dans G

mais n’est pas continue et n’est pas intégrable pour la mesure de Lebesgue
sur G.

€ 15) Soient G un groupe localement compact, § une mesure de
Haar a gauche sur G ; par abus de langage, on identifie dans ce qui suit
les fonctions numeériques p-intégrables et leurs classes dans LY{(G, B);
méme abus pour les LG, B).

a) Soit A un endomorphisme continu de I’espace de Banach LG, B)
tel que, pour tout s € G, on ait A(f « &) = A(f) » ¢ pour tout f e LYG, B).
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Montrer que, pour toute fonction ¢ € o(G), on a alors A(f« g) = A(f) s g
(remarquer que s -~ g(s)A(f » ;) est une application fg-intégrable de G
dans LYG, B)); réciproque. En déduire qu’il existe une mesure bornée
et une seule p sur G telle que A(f) = u « f pour tout f e LY(G, p), et que
Al = lpll. (Avec les notations de la prop. 19 du ne 7, considérer la
limite de A(fy « ¢) suivant un ultrafiltre plus fin que le filtre des sec-
tions de B, en utilisant la compacité de la boule unité de #(G) pour
la topologie faible o #%(G), #(G)).)

b) Soit y une mesure bornée sur G ; montrer directement que la
norme de I'endomorphisme continu y(w): f—-wa+f de L=(G,B) est
égale a ||p). (Se ramener au cas oll p est 4 support compact, et ou p
a une densité continue par rapport a |p|.) En déduire de nouveau que
l’endomorphlsme continu y(p): f— w« f de LYG, ) a une norme égale
a |yl

¢) On suppose G compact et p positive. Montrer que pour 1< p<+o0,
la norme de Vendomorphisme continu y(p):f - ¢« f de L2(G, B) est
égale a |lull.

d) On prend pour G le groupe cyclique d’ordre 3. Donner un exemple
de mesure p. sur G telle que la norme de I’endomorphisme y(u) de L?(G, B)
soit strictement inférieure a jjp| pour 1 < p < + .

9 16) Les notations et conventions sont celles de 1’exerc. 15.

a) Montrer que, pour qu’'une mesure bornée p sur G soit telle que
e » fil, = Iifl, pour toute f € LYG, @), il faut et il suffit que p soit une
mesure ponctuelle de norme 1. (En utilisant le fait que I’endomorphisme
Y(|z|) de LYG, B) a pour norme [u| (exerc. 15), montrer qu'on doit
nécessairement avoir, pour toute fonction fe H(G),

ffdu = J IFldiel ;

en déduire d’abord que g = c|u|, ot ¢ est une constante de valeur
absolue 1, puis que p est ponctuelle).

b) On prend pour G le groupe cyclique d’ordre 3. Donner un exemple
de mesure non ponctuelle p sur G telle que |+ fil, = |ifil pour toute
fonction numérique f définie dans G.

17) Les notations et conventions sont celles de I’exerc. 15.

a) Soit p une mesure bornée sur G; pour que Vendomorphisme
y(u): f- ps«f de L7G, B) soit surjectif (1 = p < + ), il faut et il
suffit qu’il existe ¢, > 0 tel que |[{f « gll, = ¢,ligll, pour tout g € LYG, B)

1 1
(o1 P i 1) (cf. Esp. vecl. top., chap. IV, § 5, exerc. 11).

b) Si p est une mesure de base B, si G n’est pas discret, montrer que
y(¢) n’est jamais surjectif pour 1<p< 4o (pour p < + 0, uti-
liser a), en se ramenant au cas ol la densité de p par rapport & g appar-
tient &4 X4(G); pour p = - o, raisonner directement en remarquant
que pour f e LYG, B) et g € L*(G, B), f+ ¢ est uniformément continue
pour la structure uniforme droite).

¢) Si G est commutatif, 1 < p << 2 et si ’endomorphisme y(u)
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de L?(G, B) est surjectif, montrer qu’il est bijectif (en utilisant la régu-
larisation, montrer que si y(y) n’est pas injectif, ’endomorphisme
y(i) de L«G, B) n’est pas injectif : on utilisera le chap. IV, § 6, n° 5,
cor. de la prop. 4).

d) On prend G =2Z et p = g — g,; montrer que y(p) est injec-
tif dans les L.?(Z, B) tels que p # - o, mais non dans L=(Z, B), et n’est
surjectif pour aucune valeur de p.

9 18) Les notations et conventions sont celles de l’exerc. 15.

a) Soit p une mesure bornée sur G, dont le support contient au
moins deux points distincts. Montrer qu’il existe un ensemble compact K,
et un nombre k tel que 0 << k < 1, pour lesquels on a |losik. pll<< kilull
pour tout s € G. (Si ¢, ¢’ sont deux points distincts du support de y,
prendre pour K un voisinage assez petit de e pour que sK ne puisse
rencontrer a la fois K et t'K).

b) Soit p une mesure bornée > 0 sur G, dont le support contient
au moins deux points distincts. Montrer qu’il existe une fonction
f € L¥(G, B), non ¢quivalente & une fonction > 0, et telle que p« f
soit == 0 localement presque partout pour B. (Utiliser a), en prenant
f égale & —1 dans K et & une constante positive convenable dans CK.)

Si de plus Ie support de p est compact, il existe une fonction f ayant les
propriétés précédentes et ayant un support compact.

¢) Soient u,, n, deux mesures bornées positives non nulles sur G,
permutables pour la convolution, et telles que le support K de p, soit
compact et contienne e. On pose p = p, + y,. Soient V un voisinage
compact symétrique de e contenant K, ¢ la fonction égale a w s+ oy

dans CV, a2 0 dans V; montrer que la fonction p « (g — (i « @y)) est

localement presque partout > 0 dans C(Vz). D’autre part, montrer

qu’il existe un ensemble compact H tel que la fonction p,s og soit
presque partout > 0 dans V2

d) Déduire de ¢) que si p est une mesure positive bornée dans G
dont le support contient au moins deux points distincts, il existe une
fonction f appartenant a tous les L2(G, 8) (1 << p << -+ o), non équiva-
lente 4 une fonction = 0, et telle que p & f soit = 0 localement presque
partout, lorsqu’on fait en outre 1'une des hypothéses suivantes: «) G
est commutatif ; B) il y a un point a € G tel que p({a}) > 0. (Décomposer
convenablement ¢ en une somme de deux mesures > 0 permutables).

1 19) Les notations et conventions sont celles de l'exerc. 15.

a) Montrer gue si une mesure bornée positive p sur G est telle que
pour toute fonction fe L?(G, B) (p donné, 1 < p < + ) la relation
w » f = 0 localement presque partout entraine f = 0 localement presque
partout, alors on peut conclure que u est une mesure ponctuelle dans
chacun des cas suivants : «) G est compact; B) G est discret; v) G est
commutatif (utiliser I’exerc. 18) (*). Pour p = -+ o, la méme conclu-
sion est valable sans hypothése supplémentaire sur G.

b) Soit p une mesure bornée positive sur G telle que : 12 y(u) soit
un endomorphisme surjectif de LG, 8); 2° pour toute fonction
f € Lt (G, B) la relation p e f = 0 localement presque partout entraine

(*) Pour un exemple ol . est non ponctuelle et telle que p x f > 0 entraine f > 0,
voir WILLIAMSON, Proc. Edimb, Math. Soc., 1957, pp. 71-77.
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f = 0 localement presque partout. Montrer alors que ¢ est une mesure
ponctuelle. (Observer que pour toute fonction g € L™(G, B), l1a relation
s ¢ = 0 localement presque partout entraine g > 0 localement presque
partout),

20) Soient G un groupe localement compact, 8 une mesure de Flaar
a gauche sur G.

a) Soit f une fonction numérique bornée dans G, uniformément
continue pour la structure uniforme gauche. Montrer que pour toute
mesure bornée p sur G, w » f est uniformément continue pour la struc-
ture uniforme gauche ; en outre, avec les notations du n° 7, prop. 19,
f est limite, pour la topologie de la convergence uniforme dans G, des
fonctions fy » f suivant le filtre des sections de 8.

b) On prend G = T ; donner un exemple de fonction continue h
dans T qui ne soit pas de la forme f » ¢, ol1 f et g appartiennent a L(T, B).
(Utiliser les exerc. 19 b) et 20 du chap. IV, § 6.)

9 21) Soient G un groupe localement compact, B une mesure de
Haar a gauche sur G ; on identifie canoniquement LG, 8) 4 un sous-
espace de #YG).

a) Avec les notations du § 3, exerc. 11, soient A une partie relati-
vement compacte de .#y, B une partie de LYG, p), relativement
compacte dans #y. Montrer que la restriction & A X B de I'applica-
tion (w, v) > pxv de Ay X Ay dans #;y est continue. (Prouver
d’abord que si A et B sont compacts, 'image de A x B par cette appli-
cation est compacte ; utiliser 'exerc. 10 du § 3, ainsi que le critére «)
du chap. V, § 5, exerc. 17. Pour montrer ensuite que (u, v) - p =vest
continue, utiliser ’exerc. 11 ¢) du § 3.)

b) Soit #~(G) Vensemble des fonctions numériques bornées et
uniformément continues dans G pour la structure uniforme gauche.
On désigne par 7y la topologie o #YG),#>(G)), par .#;; 'espace
A#YG) muni de ;. En prenant G = R, donner un exemple d’une suite
() de mesures sur G tendant vers 0 pour J; et d’une suite (f,) de
fonctions de L(G, B), tendant vers 0 pour Iy (ou, ce qui revient au
méme, pour la topologie o(LY(G, B), L(G, B)), telles que la suite (u, « f»)
ne tende pas vers 0 pour Z;y (prendre f,(f) = sin nf dans l'intervalle
(0, %), /.0 = 0 ailleurs).

¢) Soient A une partie relativement compacte de .#¢;, B une
partie de LY(G, B), relativement compacte pour la topologie de la norme
(Ifl;- Montrer que la restriction 4 A x B de Vapplication (¢, ) - pw« f
de Ay X LYG, ) dans LYG, ) est continue (L¥G, B) étant muni
de sa topologie d’espace normé). (Se ramener a prouver que pour
f € #(G), lapplication p - p«f de .#;; dans L¥G, ) est continue
dans A. En utilisant le fait que pour g e LG, B) et fe #(G), g« f
est uniformément continue pour la structure uniforme gauche, montrer
d’abord que l’application p - wa«f de .#; dans #yy est continue.
Utilisant ensuite I’exerc. 20 a), se ramener a prouver que si G est une
partie de LYG, B) compacte pour la topologie o(LYG, B), L™(G, B)) et
h e #(G), lapplication p - p«h de C dans LYG, B) est continue
lorsque LY(G, ) est munie de sa topologie d’espace normé. Par le
méme raisonnement que dans a), montrer qu’il suffit pour cela de prou-
ver que I'image de C par cette application est compacte pour la topo-
logie d’espace normé. Utiliser pour cela le th. de Smulian, le fait que C
est serré (§ 3, exerc. 10) et le th. de Lebesgue).
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d) Soient A une partie relativement compacte de .#;; contenant 0,
B une partie relativement compacte de .#;; montrer que pour tout
ve € B la restriction 4 A X B de Papplication (p,v) > .« v de Ay X Ay
dans .#;; est continue au point (0, vy). (Utiliser I’exerc. 20 a), et exerc.
8 ¢).)

e) Soient A une partie bornée de .#(G), f une fonction de LG, B) ;
montrer que la restriction 4 A de l’application y — p « f de 4y dans
M1y est continue.

) Soit M}L(G) Pensemble des mesures positives bornées sur G.
Montrer que si une partie A de .#%(G) est compacte pour Ty elle
est aussi compacte pour Z. (Se ramener i prouver que A est un
ensemble serré. Raisonner par P’absurde, en utilisant le fait que pour
f € #(G), 'image de A par 'application p - u « f est un ensemble serré
en vertu de c¢).)

' ¢) Montrer que pour G = R, les topologies induites sur #1(G)
par Jp et I sont distinctes.

 22) Les notations sont celles de ’exerc. 21 du § 4 et de I’exerc. 11
du § 3.

a) Soit (u,) une suite de mesures bornées sur G. On suppose que
pour toute fonction f € LYG, B), 1a suite (v, » /) converge vers 0 dans
A1. Montrer que la suite des normes (j|p,/l) est bornée (utiliser le th.
de Banach-Steinhaus pour la famille d’applications f - u, « f de LY(G, B)
dans lui-méme, ainsi que I'exerc. 15). En déduire que la suite (w,)
tend vers 0 dans .#; (utiliser 1'exerc. 20).

b) Soit (u,) une suite de mesures bornées sur G telle que la suite
(u, » /) tende vaguement vers 0 pour toute fonction fe LYG,B);
montrer que la suite (p,) tend vaguement vers 0 (pour toute partie
compacte K de G, montrer, en raisonnant comme dans a), que la suite
({u,,l(K)) est bornée). Donner un exemple (avec G = Z) ol la suite
(le.l) n’est pas bornée.)

¢) Soit (u,) une suite de mesures bornées sur G telle que pour toute
fonction f e LY(G, B), la suite (u, « f) converge vers 0 dans .4y ; mon-
trer que la suite (u,) converge vers 0 dans .#; (utiliser a)).

23) Soient G un groupe localement compact, 8 une mesure de
Haar a gauche sur G, f et ¢ deux fonctions positives localement B-inté-
grables. On suppose que f et g sont convolables et que 'une de ces
fonctions est nulle dans le complémentaire d’une réunion dénombrable
d’ensembles compacts. Montrer que f« g est égale localement presque
partout a une fonction semi-continue inférieurement (utiliser la prop. 15
du no 5).

24) Montrer que les inégalités des prop. 12 et 15 du n? 5 ne peuvent
étre améliorées par I'insertion d’un facteur constant ¢ < 1 aux seconds
membres.

25) Soient G un groupe localement compact, f§ une mesure de
Haar 4 gauche sur G, p une mesure positive sur G. Si A est un ensemble
p-intégrable et B un ensemble borélien dans G, la fonction

u: s u(AN sB)
est g-mesurable dans G ; si en outre B est p-intégrable, il en est de méme

de u, et I'on af w(A N sBYBR(s) = p(A)B(B-Y). Donner un exemple de
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mesure p telle que s - w(A N sB) ne soit pas continue ; si w est une mesure
de base B et si A est p-intégrable et B borélien, la fonction s -~ p(A N sB)
est continue dans G.

9 26) Soient G un groupe localement compact, § une mesure de
Haar a gauche sur G. Pour qu’une partie H de L?(G, ) (1 << p << + )
soit relativement compacte (pour la topologie de la convergence en
moyenne d’ordre p), il faut et il suffit que les conditions suivantes
soient satisfaites: 1° H est borné dans L?(G, B); 2° pour tout ¢ > 0,
il existe une partie compacte K de G que telle lifo,_ll, << ¢ pour toute
fonction f € H ; 3¢ pour tout ¢ > 0, il existe un voisinage V de e dans
G tel que fy(s)f — fll, = = pour toute f € H et tout s € V. (Pour prouver
que les conditions sont suffisantes, observer que si g € #(G), et si L est
une partie compacte de G, I'image par ’application f -~ ¢ « f de ’ensemble
des restrictions a L des fonctions de H est une partie équicontinue de
#(G)).

7 27) Soient G un groupe localement compact, 3 une mesure de
Haar a gauche sur G. Si G n’est pas réduit a e, L(G, B) est une algébre
(pour la convolution) admettant des diviseurs de zéro autres que O.
On pourra procéder comme suit pour former deux éléments f, g non
nuls de LYG, B) tels que f« g = 0:

1° Cas ot G contient un sous-groupe compact H non réduit a e.
Prendre alors pour f une fonction caractéristique d’un ensemble A,
pour g une différence osB — ¢p de deux fonctions caractéristiques
d’ensemble, A et B étant convenablement choisis.

20 Cas olt G = Z. Montrer alors que Pon peut prendre

1 1
-1 2n+1

fin) = 5=

pour tout n €Z et g(n) = f(— n).

30 Cas général. Prouver d’abord qu’il existe a # e dans G tel que
A(a) = 1. L’adhérence H dans G du sous-groupe engendré par a est
alors un sous-groupe compact ou un sous-groupe isomorphe a Z (Top.
gén,, chap. V, § 1, exerc. 2), Dans le premier cas, utiliser le résultat du

-+ oo + o
1¢; dans le second, prendre f({) = Z sy oyg-—(l), g(t) = Z Broru(l), en

nN=—0ow ne==—uw

choisissant convenablement U et les suites («,), (8,) & l’aide du 2o,

9 28) Soient G,, G, deux groupes localement compacts, 8,, 8, des
mesures de Haar a gauche sur G,, G, et A, (resp. A,) I'algébre topo-
logique (sur R) LY(Gy, B,) (resp. L¥Gy, Bg)). Soit T un isomorphisme
d’algébres de A, sur A,, tel que la relation f > 0 presque partout soit
équivalente a T(f) == 0 presque partout.

a) Montrer que T est un isomorphisme d’algeébres topologiques.
(Noter d’abord que si une suite décroissante (f,) d’éléments de A, tend
vers 0 presque partout, il en est de méme de la suite des T(f,); en
déduire que pour toute suite (f,) majorée dans A, T(sup(f,)) = sup(T(f.))
et conclure a ’aide du lemme de Fatou).

b) Montrer que T se prolonge d’une seule maniére en un isomor-
phisme de I’algébre topologique .#Y(G,) sur 1’algébre topologique .£#Y(G,),
et qu’il existe un isomorphisme topologique u de G, sur G, et un homo-
morphisme continu y de G; dans RY¥ tel que T(e,) = x(s)eyn (utiliser
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T’exerc. 15 a) et I’exerc. 19 b); pour prouver que u et y sont continus,
remarquer que T définit un isomorphisme de ’algébre £(A,) des endo-
morphismes continus de ’espace vectoriel topologique A, sur 1’algébre
analogue #(A,) et que cet isomorphisme est bicontinu pour la topologie
de la convergence simple ; d’autre part, observer que s —» 8§(s—1) est un
isomorphisme de G sur un sous-groupe multiplicatif de .Z(A,)).

¢) Déduire de b) que P’on a, pour toute fe A,

(THXD) = x(u= Y (O) (=)
pour tout ¢ e G,.
On rappelle (Alg., chap. III, 3¢ éd., § 1) qu’il y a des groupes

finis G,, G, tels que les algébres LYG,, 8,) et LY(G,, B,) soient isomor-
phes sans que G, et G, le soient.

§ 5

1) Seoient X un espace localement compact, & (ou {(X)) Pensemble
des parties fermées de X. Pour toute partie compacte K de X, tout
voisinage compact L de K et tout entourage V de l'unique structure
uniforme de L, soit Q(K, L, V) ’ensemble des couples (A, B) d’éléments
de & satisfaisant aux deux conditions

ANKcVBAL) e BAKcVANL).

a) Montrer que les ensembles Q(K, L, V) forment un systéme
fondamental d’entourages pour une structure uniforme séparée sur .

D) Soit # une structure uniforme compatible avec la topologie de
X. Pour toute partie compacte K de X et tout entourage W de 4,
soit P(K, W) P’ensemble des couples (A, B) d’éléments de §F satisfai-
sant aux deux conditions )

ANKC WEB) et BNKcC WA).

Montrer que les ensembles P(K, W) forment un systeme fondamental
d’entourages pour la structure uniforme définie dans a).

¢) Soient X’ le compactifié d’Alexandroff de X, » le point a I'infini
de X’; pour toute partie fermée A de X, soit A’ = A U {w}. Montrer
que P’application A —~ A’ est un isomorphisme de P’espace uniforme
F(X) défini dans a) sur le sous-espace de F(X') formé des parties fermées
contenant o (utiliser b)). En déduire que §(X) est compact (cf. Top.
gén., chap. II, 3¢ éd., § 4, exerc. 15).

2) Soient G un groupe localement compact, F(G) 'espace uniforme
des parties fermées de G (défini au n° 6 ou dans I’exerc. 1). Démontrer
directement que I’ensemble X des sous-groupes fermés de G est fermé
dans §(G) (sans utiliser la prop. 3 du n° 1).

3) Soient G un groupe localement compact, x une représentation
continue de G dans R}. Généraliser les prop. 4, 5 et 6 a4 I’ensemble Ty
des mesures « € I' telles que la restriction de y a Hy soit le module de
«. (Remplacer la mesure p par y.p et considérer les mesures quotients
(x- 1)/ %)

4) Soit G un groupe localement compact qui ne soit engendré
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par aucune partie compacte de G, et soit H un sous-groupe discret de
G tel que G/H soit compact. Montrer que H ne peut étre engendré
par un nombre fini d’éléments, mais que la mesure de Haar norma-
lisée o, de H est adhérente dans I a4 l’ensemble des o telles que
luall = + o (considérer les mesures de Haar normalisées des sous-
groupes de H engendrés par un nombre fini d’éléments).

5) Soit G le groupe discret somme directe d’une suite infinie (G,)
de sous-groupes a4 deux éléments, et soit p, la projection de G sur G,.
Posons H, = p;i(e), et soit «, la mesure de Haar normalisée de H,. Siu
est la mesure de Haar normalisée de G, montrer que dans T, la
suite (a,) converge vers p mais que Pon a lip,,l = 2 et gl = 1.

6) Soit G un groupe localement compact ne vérifiant pas la condi-
tion (L) du n° 4.

a) Montrer (avec les notations du n° 4) que la bijection canonique
de N sur D n’est pas un homéomorphisme. (Pour tout voisinage W
de e dans G, soit A(W) I’ensemble des sous-groupes finis {e} contenus
dans W ; montrer que les A(W) forment la base d’un filtre convergeant
dans D vers le sous-groupe {e}, mais que si ay désigne la mesure de
Haar normalisée de H, les mesures o5 ne convergent pas vers eg,).

b) Si de plus G est métrisable, montrer gu’il existe une partie
compacte B de 1’espace D des sous-groupes discrets de G, qui n’est
contenue dans aucun des ensembles Dy définis dans le th. 1 du n° 3.



NOTE HISTORIQUE
(chapitres VII et VIII)

(N.B. — Les chiffres romains renvoient a la bibliographie
placée a la fin de cette note.)

Les notions de longueur, d’aire et de volume chez les Grecs
sont essentiellement fondées sur leur invariance par les dépla-
cements : « Des choses qui coincident (épopuéZovre) sont égales »
(Eucl. El., Livre I, « Notion commune » 4); et c’est par un
usage ingénieux de ce principe que sont obtenues toutes les
formules donnant les aires ou volumes des « figures » classiques
(polygones, coniques, polyédres, sphéres, etc.), tantét par des
procédés de décomposition finie, tantot par « exhaustion » (*).
En langage moderne, on peut dire que ce que font les géometres
grecs, c¢’est démontrer I'existence de « fonctions d’ensembles »
additives et invariantes par déplacements, mais définies seu-
lement pour des ensembles d’un type fort particulier. Le cal-
cul intégral peut étre considéré comme répondant au besoin
d’élargir le domaine de définition de ces fonctions d’ensemble,
et, de Cavalieri & H. Lebesgue, c’est cette préoccupation qui
sera au premier plan des recherches des analystes; quant 4 la
propriété d’invariance par déplacements, elle passe au second
plan, étant devenue une. conséquence triviale de la formule

(*) On peut montrer que si deux polygones plans P, P’ ont méme aire, il y a deux
polygones R P, R'> P’ qui peuvent étre décomposés chacun en un nombre fini de poly-
gones R; (resp. R{) (1 < i < m) sans point intérieur commun, tels que R; et R/ se déduisent
I'un de Pautre par un déplacement (dépendant de i), et tels que R (resp. R’) soit réunion
d’'ane famille finie de polygones 8; (resp. Sj) (0 < j < n), sans point intérieur commun,
aveec S, = P, §; = P, et §; se déduisant de S; par un déplacement pour 1 < j < n. Par
contre, M. DEuN a démontré (Ueber den Rauminhalt, Math. Ann., t. LV (1902),
pp. 465-478) que cette propriété n’est plus valable pour le volume des polyédres, et que les
procédés d’exhaustion employés depuis EupoxE étaient par suite inévitables.
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générale de changement de variables dans les intégrales doubles
ou triples et du fait qu’une transformation orthogonale a un
déterminant égal & + 1. Méme dans les géométries non-eucli-
diennes (ou pourtant le groupe des déplacements est différent),
le point de vue reste le méme: de facon générale, Riemann
définit les éléments infinitésimaux d’aire ou de volume (ou
leurs analogues pour les dimensions > 3) a partir d’'un ds?
par les formules euclidiennes classiques, et leur invariance par
les transformations qui laissent invariant le ds? est donc pres-
que une tautologie.

C’est seulement vers 1890 qu’apparaissent d’autres exten-
sions moins immédiates de la notion de mesure invariante par
un groupe, avec le développement de la théorie des invariants
intégraur, notamment par H. Poincaré et E. Cartan; H.
Poincaré n’envisage que des groupes 4 un paramétre opérant
dans une portion d’espace, tandis que E. Cartan s’intéresse
surtout aux groupes de déplacements, mais opérant dans
d’autres espaces que celui ou ils sont définis. Par exemple, il
détermine ainsi entre autres (II) la mesure invariante (par le
groupe des déplacements) dans l’espace des droites de R? ou
de R3 (*) ; en outre, il signale que de fagcon générale les invariants
intégraux pour un groupe de Lie ne sont autres que des inva-
riants différentiels particuliers, et qu’il est donc possible de les
déterminer tous par les méthodes de Lie. Il ne semble pas
toutefois que I'on ait songé & considérer ni 4 utiliser une mesure
invariante sur le groupe lui-méme avant le travail fondamental
de A. Hurwitz en 1897 (V). Cherchant & former les polyndmes
(sur R") invariants par le groupe orthogonal, Hurwitz part
de la remarque que, pour un groupe fini de transformations
linéaires, le probleme se résout aussitot en prenant la moyenne
des transformés s.P d’un polyndme quelconque P par tous les
éléments s du groupe; ce qui lui donne I'idée de remplacer,
pour le groupe orthogonal, la moyenne par une intégrale rela-
tive 4 une mesure invariante ; il donne explicitement I’expres-

(*) La mesure invariante sur Pespace des droites du plan avait- déja été essentielle-

ment déterminée & l'occasion de problémes de « probabilités géométriques », notamment
par CROFTON, dont E. CARTAN ne connaissait probablement pas les travaux a cette épogue.

BourBaki, XXIX 14



210 INTEGRATION chap. VII et VIII

sion de cette derniére & I'aide de la représentation paramétrique
par les angles d’Euler, mais observe aussitot (indépendam-
ment de E. Cartan) que les méthodes de Lie fournissent I’exis-
tence d’une mesure invariante pour tout groupe de Lie. Peut-
étre a cause du déclin de la théorie des invariants au début du
xxe siecle, les idées de Hurwitz n’eurent guére d’écho immédiat,
et ne devaient étre mises en valeur qu’a partir de 1924, avec
Iextension aux groupes de Lie compacts, par I. Schur et
H. Weyl, de la théorie classique de Frobenius sur les représen-
tations linéaires des groupes finis. Le premier se borne au cas
du groupe orthogonal, et montre comment la méthode de
Hurwitz permet d’étendre les classiques relations d’orthogona-
lité des caracteres ; idée que H. Weyl combine avec les travaux
de E. Cartan sur les algébres de Lie semi-simples pour obtenir
Pexpression explicite des caractéres des représentations irré-
ductibles des groupes de Lie compacts et le théoreme de com-
plete réductibilité (XI «)), puis, par une extension hardie de
la notion de «représentation réguliere », le célébre théoréme
de Peter-Weyl, analogue parfait de la décomposition de la
représentation réguliére en ses composantes irréductibles dans
la théorie des groupes finis (XI b)).

Un an auparavant, O. Schreier avait fondé la theorie géné-~
rale des groupes topologiques, et dés ce moment il était clair
que les raisonnements du mémoire de Peter-Weyl devaient
rester valables tels quels pour tout groupe topologique sur lequel
on pourrait définir une « mesure invariante ». A vrai dire, les
notions générales sur la topologie et la mesure étaient encore
a cette époque en pleine formation, et ni la catégorie de groupes
topologiques sur lesquels on pouvait espérer définir une mesure
invariante, ni les ensembles pour lesquels cette «mesure »
serait définie, ne semblaient clairement délimités. l.e seul
point évident était qu’on ne pouvait espérer étendre au cas
général les méthodes infinitésimales prouvant V'existence d’une
mesure invariante sur un groupe de Lie. Or, un autre courant
d’idées, issu de travaux sur la mesure de Lebesgue, conduisait
précisément & des méthodes d’attaque plus directes. Haus-



NOTE HISTORIQUE 211

dorff avait prouvé, en 1914, qu’il n’existe pas de fonction d’en-
semble additive non identiquement nulle définie pour fous les
sous-ensembles de R? et invariante par déplacements, et il
était naturel de chercher si ce résultat était encore valable pour
R et R?: probleme qui fut résolu par S. Banach en 1923 de
facon surprenante, en montrant au contraire que dans ces
deux cas une telle « mesure » existait bel et bien (I); son pro-
cédé, fort ingénieux, repose déja sur une construction par in-
duction transfinie et sur la considération des « moyennes »
111 é;l f(x 4+ o) de translatées d’une fonction par des éléments
du groupe (*). Ce sont des idées analogues qui permirent a
A. Haar, en 1933 (IV), de faire le pas décisif, en prouvant
I'existence d’'une mesure invariante pour les groupes localement
compacts a4 base dénombrable d’ouverts: s’inspirant de la
méthode d’approximation d’'un volume, en Calcul intégral
classique, par une juxtaposition de cubes congruents de coté
~arbitrairement petit, il obtient, a I'aide du procédé diagonal,
la mesure invariante comme limite d’une suite de « mesures
approchées », procédé qui est encore essentiellement celui que
nous avons utilisé au chap. VII, § 1. Cette découverte eut un
tres grand retentissement, en particulier parce qu’elle permit
aussitot a J. von Neumann de résoudre, pour les groupes com-
pacts, le fameux « 5¢ probléme » de Hilbert sur la caractéri-
sation des groupes de Lie par des propriétés purement topo-
Iogiques (& 'exclusion de toute structure difiérentielle préala-
blement donnée). Mais on s’apercut aussitot que, pour pouvoir
utiliser la mesure invariante de facon efficace, il fallait non
seulement connaitre son existence, mais encore savoir qu’elle
était unique a un facteur pres; ce point fut d’abord démontré
par J. von Neumann pour les groupes compacts, en utilisant
une méthode de définition de la mesure de Haar par des
« moyennes » de fonctions continues, analogues a celles de
Banach (VII}a)) ;ipuis J. von Neumann (VII b)) et A. Weil (X),

(*) J. von NEUMANN montra, en 1929, que la raison profonde de la différence de

comportement entre R et R® d’une part, et les R* pour n = 3 de lautre, devait étre
cherchée dans la commutativité du groupe des rotations de Pespace R®,
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par des méthodes différentes, obtinrent simultanément 1'uni-
cité dans le cas des groupes localement compacts, A. Weil
indiquant en méme temps comment le procédé de Haar pou-
vait s’étendre aux groupes localement compacts généraux.
C’est aussi A. Weil (loc. cit.) qui obtint la condition d’existence
d’une mesure relativement invariante sur un espace homogene,
et montra enfin que l'existence d’une « mesure » (douée de pro-
prié¢tés raisonnables) sur un groupe topologique séparé, entrai-
nait ipso facfo que le groupe est localement précompact. Ces
travaux achevaient essentiellement la théorie générale de la
mesure de Haar; la seule addition plus récente & citer est la
notion de mesure quasi-invariante, qui ne s’est guére dégagée
qu'aux environs de 1950, en liaison avec la théorie des repré-
sentations des groupes localement compacts dans les espaces
hilbertiens.

L’histoire du produit de convolution est plus complexe.
Dés le début du xixe siécle, on observe que si, par exemple,
F(x, t) est une intégrale d’une équation aux dérivées partielles
en x et f, linéaire et a coefficients constants, alors

f " F(x — s, t)f(s)ds

- 0

est aussi une intégrale de la méme équation ; Poisson, entre
autres, des avant 1820, utilise cette idée pour écrire les inté-
grales de I’équation de la chaleur sous la forme

(1) fj: exp( — (xﬁgt—sf)f(s)ds.

Un peu plus tard, I’expression

[ [+n singnfj——1 x—f)

2 J_,

2

(2) f(hydt

sin 5
de la somme partielle d’une série de Fourier et I'étude, faite

par Dirichlet, de la limite de cette intégrale lorsque n tend vers
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-+ 0o, donne le premier exemple de « régularisation » f » o, % f
sur le tore T (a vrai dire par une suite de « noyaux » g, non
positifs, ce qui en complique singulierement I’étude) ; sous le
nom d’«intégrales singulieres », les expressions intégrales ana-
logues seront un sujet de prédilection des analystes de la fin du
x1xe siecle et du début du xxe siécle, de P. du Bois-Reymond
a H. Lebesgue. Sur R, Weierstrass utilise l'intégrale (1) pour
la démonstration de son théoréme d’approximation par les
polyndémes, et donne a ce propos le principe général de la régu-
larisation par une suite de « noyaux » positifs p, de la forme
x ~ ¢,p(x/n). Sur T, le plus célébre exemple d’une régularisation
par noyaux positifs est donné un peu plus tard par Fejér, et
a partir de ce moment, c’est le procédé standard qﬁi sera a la
base de la plupart des «méthodes de sommation » des séries
de fonctions.

Toutefois, ces travaux, en raison de la dissymétrie des
roles qu’y jouent le « noyau » et la fonction régularisée, ne fai-
saient gueére apparaitre les propriétés algébriques du produit
de convolution. C'est a Volterra surtout que ’on doit d’avoir
mis ’accent sur ce point. Il étudie de facon générale la « compo-
sition » F %« G de deux fonctions de deux variables

(F % G)(z, y) = f ’ F(x, HG(L, y)dt

qu’'il envisage comme une généralisation, par « passage du fini
a Pinfini », du produit de deux matrices (IX). Il distingue
trés tot le cas (dit « du cycle fermé » en raison de son inter-
prétation dans la théorie de 'hérédité) ou F et G ne dépendent
que de y — x; il en est alors de méme de H = F % G, et sil’'on

pose F(z,y) = f(y — ), G(x,y) = g(y — ), on a

H(z, y) = Wy — z),
avec

1 = [ 1~ 9g)s

de sorte que, pour { >0, h coincide avec la convolution des
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fonctions f,, g, égales respectivement & f et g pour {0, et a
0 pour ¢ < 0.

Cependant, le formalisme algébrique développé par Vol-
terra ne faisait pas apparaitre les liens avec la structure de
groupe de R et la transformation de Fourier. Nous n’avons
pas a faire ici I'histoire de cette derniére; mais il convient
de noter qu’a partir de Cauchy les analystes qui traitent de
I'intégrale de Fourier s’attachent surtout a trouver des condi-
tions de plus en plus larges pour la validité des diverses for-
mules d’«inversion », et négligent quelque peu ses propriétés
algébriques. On ne pourrait certes en dire autant des travaux
de Fourier lui-méme (ou de ceux de Laplace sur lintégrale

=]
analoguef e~*tf(f)dt) ; mais ces transformations avaient été
0

introduites essentiellement & propos de problémes linéaires, et
il n’est donc pas tres surprenant que ’on n’ait pas songé avant
longtemps a considérer le produit de deux transformées de
Fourier (exception faite des produits de séries trigonométriques
ou de séries entieéres, mais le lien avec la convolution des mesures
discrétes ne pouvait évidemment pas étre apercu au xixe siécle).
La premiére mention de ce produit et de la convolution sur R
se trouve probablement dans un mémoire de Tchebychef (VIIT),
a4 propos de questions de calcul des probabilités. En effet,
dans cette théorie, la convolution w % v de deux « lois de proba-
bilité » sur R (mesures positives de masse totale 1) n’est autre
que la loi de probabilité « composée » de p et v (pour I’addition
des « variables aléatoires » correspondantes). Bien entendu,
chez Tchebychef, il n’est encore question que de convolution
de lois de probabilités ayant une densité (par rapport a la mesure
de Lebesgue), donc de convolution de fonctions ; elle n’inter-
vient d’ailleurs chez lui que d’une facon épisodique, et il en
sera ainsi dans les quelques rares travaux ou elle apparait
avant la période 1920-1930. En 1920, P. J. Daniell, dans une
note peu remarquée (III), définit la convolution de deux mesures
quelconques sur R et la transformée de Fourier d’une telle
mesure, et observe explicitement que la transformation de



NOTE HISTORIQUE 215

Fourier fait passer de la convolution au produit ordinaire ;
formalisme qui, & partir de 1925, va étre intensivement utilisé
par les probabilistes, a la suite de P. Lévy surtout. Mais I'im-
portance fondamentale de la convolution en théorie des groupes
n’est reconnue pleinement que par H. Weyl en 1927 ; il s’aper-
¢oit que, pour un groupe compact, la convolution des fonctions
joue le role de la multiplication dans P’algebre d’un groupe
fini, et lui permet par suite de définir la « représentation régu-
liere » ; en méme temps, il trouve dans la régularisation I'équi-
valent de I’élément unité de 'algebre d’un groupe fini. Il restait
a faire la synthése de tous ces points de vue, qui s’accomplit
dans le hivre de A. Weil (X), préludant aux généralisations
ultérieures que constitueront, d’une part les algebres normées
de 1. Gelfand, et de 'aufre la convolution des distributions.

La mesure de Haar et la convolution sont rapidement
devenues des outils essentiels dans la tendance a [I'algébri-
sation qui marque si fortement I’Analyse moderne ; nous aurons
a en développer de nombreuses applications dans des Livres
ultérieurs. La seule que nous ayons traitée dans ces chapitres
concerne la « variation » des sous-groupes fermés (et notamment
des sous-groupes discrets) d’un groupe localement compact. Cette
théorie, partant d’un résultat de K. Mahler en Géométrie des
nombres, a été inaugurée en 1950 par C. Chabauty, et vient
d’étre considérablement développée et approfondie par Mac-
beath et Swierczkowski (VI), dont nous avons reproduit les
principaux résultats.
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CONDITIONS SUFFISANTES POUR L’EXISTENCE
DU PRODUIT DE CONVOLUTION

I. Cas out le produit de convolution y « v de deux mesures existe :

(a) s est défini par une application continue ¢: X X Y > Z:

©,v bornées (alors p s v est bornée et |lw+ vi| < ([udl.[Ivi).

@,v a support compact (alors s v est a support compact et
Supp(y » v) C o(Supp ¢ X Supp v)).

(b) + est défini par un groupe opérant a gauche continiiment dans
un espace : p a support compact, v quelconque.

(¢) » est défini par la multiplication dans un groupe G:
Pune des deux mesures a support compact.
p, v dans #°(G) (alors pa v e A°(G), et |lp« vl = llullvile).

II. — Cas ot le produit de convolution p« f d’une mesure et d’une
fonction existe :

(a) » est défini par un groupe G opérant a gauche continiiment
dans un espace X muni d’une mesure 8 == 0 telle que y(s)B = x(s~%, .)B, %
étant continue :

p 4 support compact, f localement f-intégrable (si f est continue,
u « [ est continue ; si f est continue & support compact, u « f est conti-
nue a support compact).

G opére proprement dans X, fe #(X) (u« [ est continue).

(b) les y(s, .) sont bornées; soit p(s) = sup x(s7%, x):
2eX
we #G), felo(X,p) (alors psfel=(X,B); si fe€=(X),

wafe&(X); si feH(X), uafeX(X).
w e AV(G), [eLn(X,B) od 1p + 1/g = 1 (alors p» [ e L2(X, B)

et llu e fil, = el garalfils)-

III. — Cas ou le produit de convolution fe g de deux fonctions
localement B-intégrables existe (8 mesure = 0 relativement invariante
sur un groupe G, de multiplicateurs a gauche et a droite y et ¥'):

[ ou g continue, f ou g & support compact (alors f » g est continue ;
si f, g dans o#°(G), f« g € A (G)).

fx~%¢ e LYG, B) et g € L3(G, B) (1/p-+1/g = 1) (alors f » g € LG, £)
et 1If » gl << (fx~Ylllgly)-

fel?(G,B) et gy YeL{(G,B) (alors fa«gelL?G,B) et
1f = gllo << lIfllollgx =110 S

fr e LG, B) et ge ¥°(G) (resp. A(G)) (alors [ g €°(G)
(resp. A(Q))). L

[ € (G) (resp. A(Q)) et gy'~'eLYG,B) (alors fa« ge ¢(QG)
(resp. A(G))). o

feL®G,B), geLYG,p) avec 1/p 4-1/g =1, 1 <p < +o, B
invariante 4 gauche (alors fs g € (G) et |if » gllo =< Il T lio)-




PRINCIPALES FORMULES DU CHAPITRE VII

Formules concernant les y(s) et les 8(s).

Soit G un groupe topologique opérant continliment i gauche dans
un espace localement compact X par (s, x) - sx.

¥(sx) = sx (seG,xeX)
Y(st) = y(s)¥(f) (s, t dans G)
(¥($)N(x) = f(s~*x) (f fonction sur X)

o ¥(s)ued> = <y(~f, > (p mesure sur X)
d(y(s)u)(x) = du(s~'x)
(y(s)p)A) = u(s—1A) (A ensemble y(s)p-intégrable).

Si w est relativement invariante de multiplicateur ¥,

Y = x()p
du(sz) = x(s)du(x).
Soit G un groupe topologique opérant continiiment & droite dans

un espace localement compact X par (s, x) - xs.

5(s)xr = xs—?

5(st) = 8(s)8(1)

(B()N(x) = f(xs)

T 8(Hud = <S(S_1)f5 7))

dB3(s) ) @) = du(as)

(B(s)e)(A) = w(As).

Si u est relativement invariante de multiplicateur y/',

() = (.
du(zs) = x/'(s)du(z)



Formules concernant les mesures de Haar.

Soient G un groupe localement compact, A son module, p une
mesure de Haar 4 gauche, v une mesure de Haar a droite.

1) On a
Y@ =g (s)u = A(s)u =A"1p
dp(sx) = dp(z) du(zs) = A(s)du(x) du(x=) = A(x)~dw)

Si f est p-intégrable,
ff(sx)du(x) = ff(x)du(x) f f(xs)du(x) = A(S)*lff(x)du(x)

f flx=HA@)tdu(x) = j f(x)du(x).

Si A € G est p-intégrable,

u(sA) = w(A)  w(As) = A(s)u(A).
2) On a

8(s)v = v y(s)v = A(s)v V= A.v
dv(zs) = dv(x) dy(s—1x) = A(s)dv(x) dy(z-1) = A@)dv().

Si f est v-intégrable,
f f(xs)dv(z) = ff(x)dv(x) f f(sx)dv(z) = A(s)f f(x)ydy(x)

f Hz=D)Ax)dv(x) = ff(x)dV(x)-

Si A € G est v-intégrable,
v(As) = v(A) v(sA) = A(G)v(A).

3) v est proportionnelle a A-.u, p est proportionnelle a4 A.v,
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