


N. BOURBAKI 

Éléments de mathématique 
FASCICULE XXXV 

LIVRE VI  

INTEGRATION 

CHAPITRE IX 

Intégration sur les espaces topologiques séparés 

DIFFUSION C.C.L.S. 

Paris 



Tous droits de traduction, d'adaptation et de reproduction par tous procédés, 
réservés pour tous pays. 

La loi du 11 mars 1957 n'autorisant, aux termes des alinéas 2 et 3 de l'article 41, d'une 
part, que les «copies ou reproductions strictement réservées à l'usage privé du copiste et 
non destinées B une utilisation collective et, d'autre part, que les analyses et les courtes 
citations dans un but d'exemple et d'illustration, « toute représentation ou reproduction 
intégrale, ou partielle, faite sans le consentement de l'auteur ou de ses ayants droit ou 
ayants cause, est illicite D (alinéa lCr de l'article 40). 

Cette représentation ou reproduction, par quelque procédé que ce soit, constituerait 
donc une contrefaçon sanctionnée par les articles 425 et suivants du Code pénal. 

ISBN : 2-903684 005-2 
Q Bourbaki, 1969 

Diffusion C.C.L.S. (Centre commercial du livre spécialisé) 
10, rue de l'Éperon, 75278 Paris Cedex 06 



PRÉFACE 

Ce chapitre est consacré à l'intégration dans les espaces topologiques 
séparés non nécessairement localement compacts, et en particulier dans les 
espaces vectoriels localement convexes; elle permet notamment d'étendre à ces 
derniers la théorie de la transformation de Fourier. 

Dans les premiers paragraphes, le mode d'exposition choisi consiste à se 
ramener, autant que possible, au cas des espaces compacts, traité dans les 
chapitres antérieurs. 

Nancago, printemps 1969 N. BOURBAKI 



CHAPITRE IX 

MESURES SUR LES ESPACES 

TOPOLOGIQUES SÉPARES 

Si T est un ensemble, et A une partie de T ,  on notera y, la fonction caractéristique de A, 
si cela n'entrahe pas de confusion. L'ensemble des fonctions numériques 2 O (Jinies ou 
non) définies dans T sera désignépar 9+ (T) ,  ou simplement F+ s'il n'y a pas d'ambigu ftésur 
T ;  cet ensemble sera toujours muni de sa structure d'ordre naturelle. On rappelle que le 
produit de deux éléments de g+ est toujours dejini, grâce à la convention O .  ( +a) = O. S i  A 
est une partie de T ,  et f une fonction définie dans T ,  la restriction f / A  de f à A pourra être 
notée f, dans ce chapitre, si cela ne crée pas de confusion; on emploiera une notation analogue 
pour les mesures induites. D'autrepart, si f E S+ (A),  on notera f O le prolongement par O de 
f à T ,  c'est-à-dire la fonction définie sur T qui coïncide avec f dans A, avec O dans T - A. 

Tous les espaces topologiques envisagés dans ce chapitre sont supposés st$barés, sauf 
mention expresse du contraire. A partir du 1 ,  no 4, et sauf au 5 5, toutes les mesures seront 
suppost!es positives, sauf mention expresse du contraire. 

5 1. Prémesures et mesures sur un espace topologique 

1. Encombrements 

DÉFINITION 1. - Soit T un ensemble. On appelle encombrement sur T toute application p 
de S+ (T)  dans R + qui possède les profiriétés suivantes : 

a)  S i  f et g sont deux éléments de 9+ tels que f < g, on a p( f )  É p(g ) .  
b) S i  f est un élément de S+, et t un nombre 2 O, on a p ( t f )  = tp( f ) .  
c) Sifetgsontdeuxélémentsde 9+, o n a p ( f  + g )  < p ( f )  + p ( g ) .  
d )  S i  ( f n )  est une suite croissante d'éléments de g+, et si f = lim fn, on a p( f )  = 

lim P ( f n ) .  
n'a 

n-r m 

Si  A est une partie de T ,  on écrit p (A) au lieu de p (y,). 

La condition b) entraîne $(O) = O. D'autre part, soit (f,) une suite d'éléments de 
4; les conditions c) et d) entraînent l'inégalité 

p (2 f,) < 2 p( f,) ((b5galité de convexité dénombrabln) . 
n n 
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Par exemple, soient T un espace localement compact, p une mesure positive 
sur T ;  alors p* et p. sont des encombrements sur T. Cela résulte des prop. 10, 11, 
12 et du th. 3 du chap. IV, 2e éd., $1,  no 3 pour p*, et de la prop. 1 du chap. V, 
2e éd., $ 1, no 1 pour p.. 

PROPOSITION 1. - Soit (pJEEA une famille d'encombrements sur T. La somme et 
l'enveloppe supérieure de la famille (p,) (dans 5+ (5+ (T))) sont alors des encombrements. 

La somme d'une famille finie d'encombrements étant évidemment un en- 
combrement, il suffit de traiter le cas de l'enveloppe supérieure. Les propriétés 
a), b), c) de la définition 1 étant évidemment satisfaites, il reste à établir d). 
Posons p = supp,; on a, avec les notations de la définition 1, d) 

a 

DÉFINITION 2. - Soit p un encombrement sur un ensemble T. On dit que p est borné si 
p(T) < +a. Si T est un espace topologique, on dit que p est localement borné si tout 
x E T admet un voisinage V tel que p(V) < +a. 

Il résulte alors des propriétés a) et c) de la déf. 1 que p(K) < +a pour 
toute partie compacte K de T. En particulier, si T est compact, tout encombre- 
ment localement borné sur T est borné. 

Soient p un encombrement sur un ensemble T, et A une partie de T. Pour 
toute fonction f E 9+ (A), soit f O le prolongement par O de f à T; l'application 
f HP( f O) sur 9+ (A) est alors un encombrement, qu'on appelle l'encombrement 
induit par p sur A, et qu'on note plA ou p,. 

Soient T et U deux ensembles, TC une application de T dans U et p un en- 
combrement sur T. On appelle encombrement image de p par n l'encombrement 
n(p) sur U, dont la valeur pour f E 9+ (U) est donnée par 

Soit p un encombrement sur un ensemble T; on dit que p est concentré sur une 
partie A de T si p (T  - A) = 0. 

Lemme 1. - Si l'encombrement p est concentré sur A c T, on a p( f )  = p(  f y*) pour tout 
f fl+(T). 

Posons en effet T - A = B, d'où p(yB) = O;  on a 

donc fi( fyB) = O d'après les propriétés a), b) ,  d), de la déf. 1. Il en résulte que 
f ( f )  G P ( f 9 ~ )  + p ( f y ~ )  = P ( ~ Y A )  d'après 4, et enfin P ( f  = P ( ~ Y A )  d'après a). 

2. Prémesures et mesures 

Soit T un espace topologique, et soit 9 l'ensemble des parties compactes de T, 
ordonné par inclusion. Pour tout K E 9, soit d ( K ;  C) l'ensemble des mesures 



complexes sur K. Pour tout couple (K, L) d'éléments de R, tel que K c L, soit 
L,, l'application de d ( L ;  C) dans A ( K ;  C) qui associe à toute mesure y sur L 
la mesure pK induite par y sur K (chap. IV, 2e éd., f j  5, no 7, déf. 4). On a 
L,, = L,, O L,, lorsque K, L et M sont des parties compactes de T telles que 
K c L c M; ceci résulte de la transitivité des mesures induites (chap. V, 2e 
éd., f j  7, no 2, prop. 4). Les éléments de la limite projective de la famille 
( A ( K ;  C)),,, pour les applications L,, seront appelés prémesures sur T. Autre- 
ment dit : 

DÉFINITION 3. - On appelle prémesure sur un espace topologique T toute application ru qui 
associe, à toute partie compacte K de T, une mesure w, sur K ,  et qui possède la propriété 
suivante : 

Si K et L sont deuxparties compactes de T telles que K c L, la mesure (w,), induite par 
w, sur K est égale à w,. 
On dit que la prémesure w est réelle (resp. positive) si toutes les mesures wK sont réelles 
(resp. positives). 

Soient w et w' deux prémesures sur T, t un nombre complexe; on définit les 
prémesures w + w' et tw par les formules (zo + w ' ) ~  = WK + wfZ, = twK 
pour toute partie compacte K c T. Les prémesures sur T forment évidemment un 
espace vectoriel, noté B(T;  C) ; l'espace des prémesures réelles sera noté B ( T ;  R) 
ou plus souvent B(T), et le cône convexe des prémesures positives sera désigné par 
la notation B+ (7'). Soit w une prémesure; l'application K H Iw,] est alors une 
prémesure sur T (chap. IV, 2e Cd., f j  5,  no 7, lemme 3 )  que l'on notera Iwl. Si w 
est réelle, on posera w + = $( 1 wl + w), w - = &( 1 wl - w) ; ces deux prémesures 
étant positives, on voit que toute prémesure réelle est différence de deux pré- 
mesures positives. On  a évidemment (w+), = (w,) +, (w-), = (w,)- pour 
toute partie compacte K de T. 

L'espace vectoriel B(T)  est ordonnt par le cône 9, (T). Il est clair qu'on a 
w+ = sup (w, O), w- = sup (- w, 0) ;  par suite, B(T) est réticulé et sup (w, w') = 
w + (w' - w) +, inf (w, w') = w - (w' - w)-. De plus, on a évidemment 

(sup (w, w')), = sup (w,, w;), (inf (w, w ' ) ) ~  = inf (w,, w&), 
pour toute partie compacte K de T. 

DÉFINITION 4. - Soit w une prémesure positive sur T. Nous poserons pour toute fonction 
f $+ (Tl 

K parcourant l'ensemble des parties compactes de T. 
Pour chaque ensemble compact K, soit pK l'encombrement image de l'en- 

combrement (w,)' par l'injection canonique de K dans T; w' est l'enveloppe 
supérieure des encombrements pK, c'est donc un encombrement (no 1, prop. 1). 
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On  dit que w* est l'intégrale supérieure essentielle associée à la prémesure positive W. 

On  écrit fréquemment j* f dw, j*f (t) dw(t) au lieu de wa(f). 

Remarque 1). - Si v et w sont deux prémesures positives, on a (v + ter)* = va  + w* 
(chap. V, Ze éd., 8 1, no 1, prop. 3). Si v et w sont deux prémesures complexes, on a 
I V  + w I *  G IvI* + IwI*. 

PROPOSITION 2. - a) Soit w une prémesure positive. Pour toute partie compacte K de T, 
l'encombrement (w*) , induit par w* sur K est égal à (w,)'. Pour toute fonctionf E F+ (T), 
on a les relations (w,) (f,) = w* (fy,) et 

b) Inversement, soit p un encombrement sur T satisfaisant aux conditions suivantes: 
1) Pour toute partie compacte K de T, il existe une mesure positive WK SUT K telle que 

PK = (wK)*- 
2) Pour toute fonction f E Sr, (T), on ap( f )  = s;p p( fy,). 

L'application w : K ++ w, est alors une prémesure positive sur T, et on a p = w*. 
Démontrons a) : soient g E fl+ (K) et go le prolongement par zéro de g à T ;  on 

a, d'après la définition des encombrements induits, (wa),(g) = w*(gO) = 
sup (wL)*(gOIL), L parcourant l'ensemble des parties compactes de T, ou seule- 

L 

ment l'ensemble de celles qui contiennent K. Mais si L contient K, on a 
(wL)*(gOIL) = (wK)*(g) du fait que gO/L  est nulle hors de K (chap. V, 2e éd., $ 7, 
no 1, prop. l), ce qui prouve la première assertion. On  a donc (w,)*( f,) 
= (wa),(fK) = wa((fK)O) = we(fyK) pour tout f E S+(T), et (2) ne fait que 
traduire la formule (1). 

Passons à b) : la mesure w, considérée en 1) est unique (chap. V, 2e éd., $1,  
no 1). Montrons que l'application K ++ w, est une prémesure: soient K et L deux 
parties compactes telles que K c L, et soit A la mesure induite par w, sur K; tout 
revient à montrer que A* = (w,)*. Or  on a A* = ((w,)'), (chap. V, 2e éd., $ 7, 
no 1, prop. 1); comme (w,)' = PL, on a A* = (PL), = pK = (w,)'. 

Notons w la prémesure K H WK; comme pK = (wK)* = ( w * ) ~ ,  on a p( fy,) = 
pK( fi) = (wa),( f,) = w*( f~ , ) .  Les deux encombrements p et wb sont alors 
égaux en vertu de la formule (2) et de l'hypothèse 2) sur p. 

C.Q.F.D. 
L'encombrement induit ( w * ) ~  Ctant égal à (wx!* ,  il n'y a aucune ambiguïté à 

écrire simplement w;. Nous emploierons cette notation dans toute la suite. 

COROLLAIRE. - Soient v et w deux prémesures positives sur T, telles que ve(L) = w* (L) 
pour toute partie compacte L de T; on a alors v = w. En particulier, la relation va = w* 
entraine v = W .  

En effet, soit K un ensemble compact dans T ;  on a, pour tout ensemble com- 
pact L c K, la relation 



d'après la prop. 2; on a donc w, = v, (chap. IV, 2% Cd., 5 4, no 10, cor. 3 de la 
prop. 19), et enfin w = v par la définition des prémesures. 

DÉFINITION 5.  - Soit w une prémesure sur un espace topologique T. On dit que w est une 
mesure (resp. une mesure bornée) si l'encombrement Iwl' est localement borné (resp. borné) 
(cf. no 1, déf. 2). 

L'ensemble des mesures complexes sur T est évidemment un espace vectoriel 
(Remarque l ) ,  qui sera noté A ( T ;  C). L'espace des mesures réelles sera noté 
A ( T ;  R) ou plus souvent A ( T ) ,  et on désignera par &+ (T) le cône des mesures 
positives. 

Si w est une mesure complexe, sa partie réelle et sa partie imaginaire sont des 
mesures réelles. Si w est une mesure réelle, w+ et w- sont des mesures positives. 
Toute mesure complexe (resp. réelle) est donc combinaison linéaire (resp. 
diffkrence) de mesures positives. 

Remarques. - 2) Si T est localement compact, toute prémesure zei sur T est une mesure. 
En effet, tout x E T admet un voisinage compact K, et on a Iwla(K) = 1lwKll < +CO, 

de sorte que l'encombrement Iwl* est localement borné. 
3) Pour toute partie borélienne A de T (en particulier pour A = T), et toute 

mesure positive p sur T, le nombre pe(A) est la borne supkrieure des mesures pa(K) 
des parties compactes de A. En effet, pour toute partie compacte K de A, on a 
pa(K) < pa(A) ; d'autre part, si 9 est l'ensemble des parties compactes de T, on a 

p * ( ~ )  =  SU^ &(A n K) = sup sup pE(L) d ;!$ pa(L) 
KESP XE$? LcAnK LER 

LC A 

d'après le cor. 1 du th. 4 du chap. IV, 8 4, no 6 (2e éd.), 

3, Exemples de mesures 

Exemple 1. - Mesures sur un espace localement compact 
La proposition suivante montre que la théorie de ce chapitre contient celle du 

chap. IV. Dans l'énoncé, le mot << mesure r) et la notation &(T; C) sont pris au 
sens des chapitres antérieurs. 

PROPOSITION 3. -Soit T un espace localement compact, et soit y une mesure sur T. 
Désignons par W(y) l'application qui à chaque partie compacte I< de T associe la mesure 
induite y,. Alors W (y) est une prémesure sur T, on a W ( 1 y 1 ) = 1 W (y) 1 ,  et l'application 
linéaire W: y- W(y) est une bijection de l'espace &(T; C) sur l'espace B ( T ;  C) des 
prémesures sur T. En outre, si y est positive, on a y' = (W(y))'. 

Il  est Cvident que W(p) est une prémesure (chap. V, 2e éd., 3 7, no 2, prop. 4), 
et que l'application W est linéaire. La relation W(y) = O signifie que y induit la 
mesure O sur tout ensemble compact dans T ;  on a alors y( f )  = O pour 
f E X ( T ;  C), donc y = O, ce qui prouve que W est injective. Reste à prouver que 
W est surjective. Comme toute prémesure est combinaison linéaire de prémesures 
positives, il nous suffira de construire, pour toute prémesure positive w, une mesure 
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positive y telle que w = W(p). Soit donnée une fonction f E Z ( T ) ,  et soit L un 
ensemble compact contenant le support d e 5  le nombre w,( f,) ne dépend pas du 
choix de L, d'après la définition des mesures induites, et l'on peut donc poser 
p( f )  = wL( fL) ; alors p est une forme linéaire positive sur X ( T ) ,  c'est-à-dire une 
mesure positive. Vérifions que w = W(p);  tout d'abord, la relation po( f )  = 

w:( f,) s'étend au cas où f est une fonction finie semi-continue supérieurement, 
positive, nulle hors de L. En effet, soient M un voisinage compact de L, et 2 
l'ensemble (filtrant décroissant) des fonctions continues sur T, à support contenu 
dans My qui majorent f. On a (chap. IV, 2e éd., $ 4, no 4, cor. 2 de la prop. 5) 

p0(f)  = >:; ~ ( h )  = inf W M ( ~ M )  = w M ( f ~ )  
h€Ùe 

et d'autre part wM( fM) = WC( fL) puisque fM est nulle dans M - L (chap. V, 
2e éd., $ 7, no 1, prop. 1). En particulier, si l'on prend pour f le prolongement par 
O d'un élément de X+ (L), cette formule montre que pL = w, d'après la dé- 
finition des mesures induites, et on a donc bien W(p) = W .  

Si p est positive, on a 

p0( f )  = s:p $(fyK) = sup & ( f ~ )  = ( W ( ~ ) ) o ( f )  
K 

pour tout f E F+(T) (chap. V, 2e Cd., $ 1, déf. 1 et $ 7, prop. 1). La relation 
[W(p) 1 = W( Ip] ) est évidente (chap. IV, 2e éd., $ 5 ,  no 7, lemme 3). 

C.Q.F.D. 

Lorsque T est localement compact, nous identijerons dans toute la suite les espaces 
A(T; C) et B(T; C) au moyen de la bijection W. 

Exemple 2. - Mesures à support compact sur un espace topologique. 

Lemme 2. - Soient T un espace topologique, L une partie compacte de T, A une mesure 
positive sur L. I l  existe une mesure positive unique p sur T, telle que l'on ait, pour toute 
fonction f E F+ (T), 

(3) p O ( f )  = hO(fL). 
Posons en effet p (  f )  = ho( fL) pour tout f E F+ (T), et montrons que les con- 

ditions 1) et 2) de la prop. 2, b) sont vérifiées. La seconde est évidemment vérifiée : 
on a en fait p(f) = p(fyK) si K contient L. Si K c T est compact, et si 
h E 9+ (K), on a 

PK(h) = P(hO) = ho(hO 1 L) . 
Mais hOIL est le prolongement par O de hKnL à L: la dernière expression est donc 
égale à pK(h), oii pK est l'image de hl (K n L) par l'injection de K n L dans K 
(chap. V, 2e éd., 4 6, no 2, prop. 2 et 4 7, no 1, prop. 1) et l'on ap, = (pK)'. La 
condition 1) de la prop. 2, 6 )  est donc aussi vérifiée, et l'existence de p en 
résulte aussitôt. 

C.Q.F.D. 



On dira que p est la mesure sur T définie par A. En particulier, pour tout point x 
de T, on peut définir la mesure E,; elle est caractérisée par (E,)'( f )  = f ( x )  pour 
f P+(T) .  

Remarques. - 1) Lorsque T est localement compact, p est l'image de h par l'injection 
de L dans T. Nous verrons au § 2, no 3, Exemple 1, lorsque les mesures images auront 
été traitées, que cette interprétation vaut encore pour des espaces quelconques. 

2) Nous verrons aussi que les mesures définies dans l'Exemple 2 sont les mesures 
positives à support compact dans T (no 6, Remarque 2)). 

Nous ne considérerons plus désormais que des mesures positives, sauf mention expresse du 
contraire. Dam toute la suite de ce paragraphe, T désignera un espace topologique et p une 
mesure positive sur T. 

De nombreux résultats des nos suivants s'étendent aux prémesures positives. 
Cette extension est laissée au lecteur. 

4. Ensembles et fonctions localement négligeables 

DÉFINITION 6. - On dit qu'une fonction f E g+ (resp. une partie A de T) est localement 
nkgligeable pour la mesure p si p'( f )  = O (resp. p0(A) = O). On dit que p est concentrée 
sur une partie A de T si T - A est localement p-négligeable. 

Remarques. - 1) Les notions ainsi dtfinies coïncident, lorsque T est localement com- 
pact, avec les notions usuelles. 

2) Lorsque nous aurons défini les ensembles ndgligeables, nous verrons que les en- 
sembles localement négligeables sont bien ceux dont le germe, en tout point de T, est 
un germe d'ensemble négligeable (no 9, cor. 2 de la prop. 14). 

3) Comme aux chap. IV et V, l'expression (1 localement presque partout » sera 
synonyme de « sauf sur un ensemble localement négligeable >). 

4) Si 0 est une mesure complexe, on dira qu'une fonction (resp. une partie de T) 
est localement négligeable pour 0 si elle l'est pour la mesure positive 101. 
Exemple. - Soient L une partie compacte de T, A une mesure sur L, et y la mesure sur 
T dtfinie par A (no 3, Exemple 2). La formule (3) entraîne aussitôt qu'une fonction 
f E F+ (T) est localement p-négligeable si et seulement si fL est h-négligeable. 

Il résulte immédiatement de la formule (1) qu'une fonction f E P+ (T) est 
localement p-négligeable si et seulement si f, est pK-négligeable pour toute partie 
compacte K de T. Les propriétés des ensembles localement négligeables se 
ramènent donc aussitôt à celles des ensembles négligeables dans les espaces com- 
pacts, traitées au chap. IV. Voici quelques résultats qui seront utilisés par la suite 
sans autre référence. 
- Pour qu'une fonction f > O soit localement négligeable, il faut et il suffit 

que f (t) = O localement presque partout (chap. IV, 2e éd., § 2, no 3, th. 1). Si f 
est une fonction à valeurs dans un espace de Banach, il est donc équivalent de dire 
que f = O localement presque partout, ou que y'( I f  1 ) = O; nous dirons encore 
dans ce cas que f est localement négligeable. 
- La somme et l'enveloppe supérieure d'une suite de fonctions 0, locale- 

ment négligeables, sont localement négligeables (lac. cit., no 1, prop. 2). 



14 MESURES SUR LES ESPACES TOPOLOGIQUES SÉPARÉS Ch. IX, 5 1 

- Si f et g sont deux fonctions 2 O égales localement presque partout, on a 
f )  = p0(g) (loc. cd., no 3, prop. 6). 

5. Ensembles et fonctions mesurables 

DÉFINITION 7. - On dit qu'une fonction f d&ie dans T, à valeurs dans un espace 
topologique F (séparé ou non) est mesurable pour la mesure p (ou p-mesurable) si, pour toute 
partie compacte K de T, la fonction f, est v,-mesurable. 

Cela revient à dire qu'il existe, pour tout ensemble compact Ky une partition 
de K en un ensemble pK-négligeable N et une suite (K,) d'ensembles compacts, 
tels que la restriction de f à chacun des K, soit continue. Comme il est équivalent 
de dire que N est pK-négligeable, ou localement p-négligeable (no 4), on voit que 
f est p-mesurable si et seulement si, pour tout ensemble compact K, il existe une 
partition de K en un ensemble localement p-négligeable N et une suite (K,) 
d'ensembles compacts telle que fKn soit continue pour tout n. Cette définition est 
identique à la déf. 1 du chap. IV, 2e éd., fj 5, no 1, et on retrouve donc la notion 
habituelle de fonction mesurable lorsque T est localement compact. 

On dit qu'une partie A de T est mesurable si sa fonction caractéristique est 
mesurable. Si A est p-mesurable, et si p0(A) < +CO, ce nombre est noté simplement 
p(A) et appelé la mesure de A. On  écrit de même p( f )  pour p.( f )  si f est p- 
mesurable 2 O et si p.( f )  < +CO. 

Si 8 est une mesure complexe sur T, on dit qu'une fonction f (resp. une partie de 
T) est 8-mesurable si elle est mesurable pour la mesure positive 181. Les résultats ci- 
dessous s'étendent aux mesures complexes. 
Exemple. - Soient L une partie compacte de T, A une mesure sur L et p la mesure sur 
T définie par A (no 3, Exemple 2 ) .  Une fonction f définie dans T est p-mesurable si et 
seulement si fL est A-mesurable. En effet, cette condition est évidemment nécessaire. 
Inversement, si elle est vérifiée, il existe une partition de L en un ensemble A- 
négligeable N et une suite (Ln) d'ensembles compacts, tels que fL, soit continue pour 
tout n. Si K est une partie compacte de T, l'ensemble K - iJ (K n Ln) a une 

11 

intersection avec L qui est A-négligeable, donc cet ensemble est p;égligeable d'après 
la formule (3) du no 3, et la restriction de f à K n Ln est continue pour tout n. 

La déf. 7 permet d'étendre, sans nouvelle démonstration, nombre de ré- 
sultats sur les fonctions mesurables au cas des espaces non localement compacts. 
En voici quelques-uns, que nous utiliserons par la suite sans autre référence: les 
ensembles ouverts, les ensembles fermés de T sont p.-mesurables; les ensembles 
p-mesurables forment une tribu (chap. IV, 2Vd., 5 5, no 4, cor. 2 du th. 2), qui 
contient les ensembles boréliens de T (loc. cit., cor. 3), et les ensembles sousliniens 
(chap. IV, fj 5, no 1, cor. 2 de la prop. 3)'l). Les opérations algébriques usuelles sur 
les fonctions numériques préservent la mesurabilité (chap. IV, 2e éd., 5 5, no 3), 
ainsi que les opérations de passage à la limite dénombrable (loc. cit., no 4, th. 2 et 
cor. 1). La propriété suivante mérite une mention plus explicite : 

1. La démonstration de ce corollaire est valable sans modification pour les ensembles sousliniens dans 
un espace localement compact non métrisable (Tp. gin., chap. IX, 3" éd., $6, no 9, th. 5). 



PROPOSITION 4. - Soient f une fonction positive et (gn) n a  une suite de fonctions positives 
p-mesurables sur T. Si l'on pose g = 2 g,, on a 

n a 1  

n 

Posons hn = 2 gi pour tout n 2 1. Pour toute partie compacte K de T, on a 
i = l  

d'après la prop. 2 du chap. V, Ze éd., $ 1, no 1 appliquée à l'espace compact K. 
Passant à la limite selon l'ensemble filtrant croissant des parties compactes de T, 
on obtient 

Or  fg est la limite de la suite croissante (fh,),,,, d'où pb( fg) = lim pb( fh,) ; la 
formule précédente entraîne alors immédiatement (4). n- m 

COROLLAIRE. -Soit (An) une suite de parties mesurables deux à deux disjointes, de 
réunion A. Pour toute partie B de T, on a 

Parmi les propriétés des fonctions ou ensembles mesurables qui s'étendent 
comme ci-dessus aux espaces séparés, citons aussi la prop. 12 du chap. IV, 2e 
éd., $ 5, no 8 (familles p-denses d'ensembles compacts). Ainsi, une fonction f à 
valeurs dans un espace topologique (séparé ou non) est y-mesurable si et seule- 
ment si l'ensemble des parties compactes K de T, telles que fK soit continue, est 
p-dense (lac. cit., no 10, prop. 15). 

6. Familles filtrantes; support d'une mesure 

PROPOSITION 5. - a) Soit H un ensemble jltrant croissant de fonctions 2 0, semi- 
continues inférieurement dans toute partie compacte de T. On a alors 

p* (sup h) = sup p* (h) . 
h€H h € H 

b) Soit H un ensemble jltrant décroissant de fonctions 2 0, semi-continues supérieure- 
ment dans tout compact de T. S'il existe dans H une fonction ho telle que p*(ho) < + oo: on a 

pb( inf h) = inf p*(h) . 
heH  EH 
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Nous avons en effet, pour tout ensemble compact K c T 

dans le cas a) et 

pa ( inf hcpK) = p l (  inf hK)  = inf &(hK) = inf pa (h(pK) 
heH heH heH (h e H 

dans le cas b) d'après la prop. 2 du no 2, et la prop. 8 du chap. V, 2e éd., (3 1, 
no 2. Le cas a) s'en déduit aussitôt, par passage à la borne supérieure par rapport à K 
(no 2, prop. 2). Pour traiter le cas b),  désignons par E un nombre > O, et choisissons 
l'ensemble compact K tel que l'on ait pa(AocpK) > pa(ho) - E. NOUS avons alors 
(no 5, prop. 4 )  pa(hoyCK) < E;  pour toute fonction 11 E H  majorée par ho, on a 
donc pa(hyCK) < E, et finalement p0(hyK) 2 pa(h) - E d'après la prop. 4 du no 5. 
Par conséquent, on a 

pa( inf h)  2 pa( inf hcp,) = inf pa(hyK) 2 inf pa(h) - E. 
h e  H h  e H heH heH 

h<ho haho 

Par conséquent, le premier membre de (6) majore le second; l'inégalité inverse 
étant évidente, la proposition est établie. 

COROLLAIRE. - a) Soit (U,),,, une famille Jiltrante croissante departies ouvertes de T ,  
de réunion U .  On a p a ( U )  = sup pa(U,). 

a e 1  

b) Soit (F,) une famillejltrante décroissante de parties fermées de T ,  d'intersection F. 
S'il existe cr E 1 tel que pa(F,) soit fini, on a pa(F) = inf pa(F,). 

8.51 

D'après le cor. précédent, il existe un plus grand ouvert localement négligea- 
ble; ceci justifie la définition suivante: 

DÉFINITION 8. - On appelle support d'une mesure p sur T le complémentaire du plus 
grand ensemble ouuert localement p-négligeable de T .  

Le support de p est désigné par la notation S u p p ( p ) .  

Remarques. - 1) Si p est une mesure complexe, on appelle support de p le support de 
la mesure positive 1 y1 ; c'est encore le complémentaire du plus grand ensemble ouvert 
localement p-négligeable. 

2) Montrons que les mesures introduites dans 1'Exemfile 2 du no 3 sont les mesures 
à support compact dans T. Soit y une mesure positive sur T dont le support est un en- 
semble compact K, et soit v la mesure définie par y, (au sens du no 3). Soit f € F+ (T) ; 
on a 

v a ( f )  = &( fK) (no 3, formule (3)). 

L'encombrement pa étant concentré sur K, on a aussi 

d'où = va ,  et enfin y = v. Inversement, si K est un ensemb!e compact dans T et )\ 
une mesure sur K, et si y est la mesure sur T définie par )i, on a ya(CI<) = O (no 3, 
formule (3)); par suite, le support de p est contenu dans K, donc est compact. 



7. Enveloppes supérieures et sommes de mesures 

PROPOSITION 6. - Soit ( A J U E A  une famille jltrante croissante de mesures sur T ,  et soit 
p = sup Ai .  Pour que la famille (A,) soit majorée dans A ( T ) ,  il faut et il  sufit que 

a 

l'encombrement p soit localement borné. La famille (A,) admet alors une borne supérieure h 
dans A ( T ) ,  et on a A* = p. Pour tout ensemble compact K ,  la mesure AK est la borne 
supérieure des mesures (A,), dans A? ( K )  . 

Si  la famille (A,) est majorée dans J!(T),  p est évidemment localement borné. 
Inversement, supposons p localement borné, et montrons qu'il satisfait aux  con- 
ditions 1) et 2 )  de  la prop. 2, b) d u  no 2. Pour 2 ) ,  cela résulte des égalités suivantes : 

D'autre part, soit K u n  ensemble compact;  l 'encombrement pK est égal à 
l'enveloppe supérieure des encombrements (AI),, et il est borné puisque p est 
localement borné. Les mesures (A,), admettent  donc u n e  borne supérieure A, 
dans J!(K), et o n  a Ag = pK (chap.  V ,  2e éd., f j  1, no 4, prop. 11). La  condition 
1) de  la prop. 2,  b)  d u  no 2 est donc satisfaite, et il existe donc une  mesure A sur T 
telle que  A* = p ;  il est clair que  A est la  borne supérieure des mesures A,. 

DÉFINITION 9. -Soit (p i ) iE I  une famille de mesures sur T .  Soit A l'ensemble des parties 
jnies de 1 ;  pour tout u E A, soit A, = 2 pi. S i  la famille (A,) admet dans A ( T )  une 

i o u  
borne supérieure p, on dit que la famille (p i )  est sommable, que y est la somme de la famille 
(p i ) ,  et on écrit p = 2 pi. 

1 E 1 

Cette définition étend la déf .  d u  chap. V ,  2e éd., 5 2, no 1. 

PROPOSITION 7.  - Pour que la famille (p i ) iE I  sozt sommable, il faut et il sufit que l'en- 
combrementp = 2 p; soit localement borné, et l'on a dans ce casp = p*. Pour toute partie 

i e I  

compacte K de T ,  la famille ( ( p i ) K ) i E I  est alors sommable dans J ! ( K ) ,  et l'on a pK = 

Les notations étant celles de  la déf .  9 ,  o n  a Ai = 2 pf pour toute partie finie u 
 EU - .. 

d e  A (no 2, Remarque 1 ) .  L'énoncé est alors u n e  conséquence immédiate  de  la 
prop. 6. 

L a  relation y, = 2 ( p i ) ,  et la prop. 2 d u  chap. V ,  2e éd., f j  2, no 2 nous 
i s I  

donnent le  résultat suivant: 
PROPOSITION 8. - Soit p la somme d'une famille sommable (p i ) iE I  de mesures sur T .  Pour 
qu'une application f de T dans un espace topologique F (séparé ou non) soit p-mesurable, il 

faut et il  su@ que f soit pi-mesurable pour tout i E 1. 
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8. Concassages 

DÉFINITION 10. - On appelle concassage de T pour p., ou p.-concassage, une famille 
localement dénombrable de parties compactes de T deux à deux disjointes, telles que 
l'ensemble N = T - U Ka soit localement p-négligeable. 

a e A  

PROPOSITION 9. - a) Il existe un concassage (Ka), , , de T pour p. 
b) Soit (Ka),,, un concassage de T pour p. Si p, est la mesure sur T de'jinie par p ~ ,  
(no 3, Exemple 2), la famille (p.,),,, est sommable, sa somme est égale à p, et on a pour 
toute fonction f E 9+ (T) la relation 

Pour qu'une application g de T dans un eskace topologique G (séparé ou non) soit p-mesurable, 
il faut et il sufit que gKa soit pK&-mesurable pour tout ci E A. 

A) Existence d'un concassage : 
La démonstration répète celle de la prop. 14 du chap. IV, 2e éd., $5, no 9, 

à de légères modification près. Soit R l'ensemble des parties compactes K de T 
telles que Supp (pK) = K, et soit 2 l'ensemble (ordonné par inclusion) des parties 
2 de R formées d'ensembles deux à deux disjoints. Montrons d'abord que tout 
élément 2 de X est localement dénombrable. Soient x un point de T, et V un voisinage 
ouvert de x tel que p.'(V) < CO; soit gV l'ensemble des K E 2 qui rencontrent V. 
Si (Ki), ,,,, est une suite finie d'éléments distincts de Bv, on a d'après le cor. de 
la prop. 4 

puisque les Ki sont deux à deux disjoints. On a donc 

Or on a p.'(K n V) = &(K n V) > O pour tout K E gv, car K n V est non vide, 
ouvert dans K, et le support de p., est K tout entier; 2, est donc dénombrable, et 
I! est bien localement dénombrable. Il est immédiat que 2 est inductif, et non 
vide (on a E X ) .  Soit donc @ un élément maximal de X. Nous allons montrer 
que l'ensemble N = T - U K est localement négligeable. D'après la prop. 2, il 

KE$ 

suffit de vérifier que p' (N n L) = O pour tout ensemble compact L, ou encore 
que pL(N n L) = O. Nous raisonnerons par l'absurde. Supposons donc 
$(N n L) > O. L'ensemble des K E @ qui rencontrent L Ctant dénombrable, 
N n L est pL-mesurable; il existe donc un ensemble compact J contenu dans 
N n L, tel que &(J) > O. Soit S le support de la mesure non nulle (p.,), = p,; 
il est contenu dans N, la mesure p, n'est pas nulle, et on a Supp (ps) = S 

Nous verrons plus loin (4 2, no 2) que pu est la mesure qKa* p. 



(chap. IV, 2e Cd., 8 5, no 7, lemme 2). L'ensemble 8 u {S) appartient donc à 2, 
en contradiction avec le caractère maximal de 8. Ceci prouve l'existence d'un 
concassage. 

B) Démonstration de (7) : 

Pour tout u E A, on a y:( f )  = pg,( fKm) = p.( fyK,) d'après la formule (3) du 
no 3 et la prop. 2, a) du no 2; ces formules montrent que l'encombrement 
2 yQ est majoré par p., donc que la famille (y,),,A est sommable (no 7, prop. 7). 

U E  A 

Il  suffit donc de montrer que l'on a y = 2 p,, c'est-à-dire d'établir la formule 
K E A  

pour 
tels 

SOYN 

toute partie compacte K de T. Or, K étant fixée, l'ensemble A' des u E A 
que KG rencontre K est dénombrable. Soit g E fl+ (K) ; on a go = 

+ 2 goqK,, et goyKu = O pour LX E A -A'; d'après la prop. 4 du no 5, on 
a E A 

a donc y'(gO) = 2 p'(gOyKu), d'où 
U E  A 

on a ainsi établi (8). 

C) Mesurabilité: 

Pour qu'une fonction g définie dans T soit y-mesurable, il faut et il suffit 
qu'elle soit p,-mesurable pour tout u E A (no 7, prop. 8) ; mais cela revient à dire 
que gKa est px;mesurable pour tout u E A (no 5, Exemple). C.Q.F.D. 

Comme dans la prop. 14 du chap. IV, 2e éd., 5 5, no 9, on peut assujettir les 
compacts K, à appartenir à un ensemble y-dense de parties compactes de T, 
donné à l'avance. Nous aurons seulement besoin du résultat suivant, que nous 
établirons directement. 

PROPOSITION 10. - Sig est une application y-mesurable à valeurs dans un espace topolo- 
gique G (séparé ou non), il existe un p-concassage (Lp) D E B  de T tel que les restrictions gLD 
soient continues pour tout p E B. 

Considérons un concassage (Ka),,, de T pour p. L'application g étant 
mesurable, il existe pour chaque a E A une partition de K, en une suite (Kan) 
d'ensembles compacts et un ensemble localement négligeable N,, tels que la 
restriction de g à chacun des ensembles Kan soit continue. La famille (K,,)(,, 
est alors le concassage cherché. Elle est en effet localement dénombrable, et 
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l'ensemble Nt = N u ( U  Nu) est localement négligeable, car un ensemble com- 
CL 

pact rencontre au plus une infinité dénombrable d'ensembles Nu. 

SCHOLIE. - Soit (Ka)usA un concassage de T, et soit N = T - U Ku. Nous 
a 

désignerons par T '  l'espace localement compact obtenu en munissant T de la 
topologie somme des topologies des sous-espaces Ku, et d'une topologie localement 
compacte quelconque sur N (sauf mention du contraire, nous munirons toujours 
N de la topologie discrète). Pour chaque u E A, soit ia l'injection canonique de K, 
dans Tt, et soit pa la mesure sur T', image de p ~ ,  par i,. La famille (ph) est 
sommable: en effet, si f est une fonction continue à support compact dans Tt, 
Supp( f )  ne rencontre Ku que pour un nombre fini d'indices a. Nous poserons 

p' = &. L'ensemble N étant localement négligeable pour p', puisqu'il l'est 
a e  A 

pour chaque pa (prop. 9), la famille (Ku),,, est un pt-concassage de T t ;  or la 
mesure induite par pt sur Ku est évidemment pKG et la formule (7), appliquée à p 
et à p', montre que p' = pro. De même, la dernière assertion de l'énoncé, 
appliquée à p et à p', montre que les applications mesurables sont les mêmes pour les 
deux mesures p et p'. 

Ces deux propriétés permettent de ramener presque toute la théorie de 
l'intégration par rapport à p à la théorie faite sur les espaces localement com- 
pacts. Ces considérations seront développées au no 10. 

Voici une autre application de la notion de concassage: 

PROPOSITION 11. - Soit X une partie p-mesurable de T.  I l  existe une famille localement 
dénombrable (L,),,, de parties compactes de X, deux à deux disjointes, telle que X - U I,, 

U S A  

soit localement p-négligeable. Si, de filus, X est réunion d'une suite (X,) d'ensembles 
mesurables tels que pa(X,) < +CO, l'ensemble B des cc E A tels que pe(L,) # O est 
dénombrable, et X - U Lp est localement p-négligeable. 

REB 
Soit f la fonction caractéristique de X, et soit (Ku),,, un concassage de T tel 

que la restriction de f à chacun des K, soit continue (prop. 10). L'ensemble 
L, = Ku n X est alors compact pour tout u E A, et (L,),,,est la famille cherchée. 
Passons à la seconde assertion; les ensembles mesurables X, peuvent évidemment 
être supposés disjoints, et il suffit d'établir l'énoncé pour chacun d'eux. Autre- 
ment dit, quitte à changer de notation, nous pouvons supposer pe(X) < +CO. L'en- 
semble B des u E A tels que pa(L,) > O est alors dénombrable, et il nous reste 
seulement à prouver que l'ensemble N = U Lu est localement négligeable. 

ci e A-B 

Mais soit K un ensemble compact; la famille (L,),,, étant localement dé- 
nombrable, l'ensemble K n N est réunion d'une sous-famille dénombrable de la 
famille (K n Lu),,,-,, et cet ensemble est donc localement nkgligeable. Il en 
est alors de même de N (no 2, prop. 2) et la proposition est établie. 



9. Intégrale supérieure 

DÉFINITION 1 1. - Pour toute fonction f E F+ (T )  , on appelle intégrale supérieure de f 
(par rapport à la mesure p) le nombre positifJini ou inJini 

(9) y* (f = inf p'(g) 
9 

ozi g parcourt l'ensemble des fonctions semi-continues inférieurement qui majorent$ 

On utilise aussi les notations J* f ( t )  d p ( t )  et {* f dp. Lorsque T est localement 
compact, cette définition coïncide avec la définition usuelle (chap. V, 2e éd., 
§ 1, no 1, prop. 4 ) .  On a évidemment p'( f )  < p* (f), avec égalité si f est semi- 
continue inférieurement. Si A est une partie de T, on écrit y*(A)  au lieu de 
p* (yA), et ce nombre est appelé la mesure extérieure de A. Les ensembles mesurables 
de mesure extérieure finie sont appelés ensembles intégrables, comme dans le cas des 
espaces localement compacts. 

Une fonction f à valeurs dans un espace de Banach ou dans R telle que 
p* ( If 1 ) = O est dite négligeable; un ensemble A c T est dit négligeable si cp, est 
négligeable, c'est-à-dire si l'on a p* (A) = O. On introduit l'expression presque 
partout comme au chap. IV, 2-d., § 2, no 3. 

PROPOSITION 12. - La fonction p* est un encombrement sur T .  
Les propriétés a) ,  b) ,  c) de la déf. 1 du no 1 sont évidentes. La démonstration 

de la propriété d )  est identique à celle du th. 3 du chap. IV, 2e éd., § 1, no 3, 
compte tenu des prop. 4 et 5, a).  

COROLLAIRE. - Une fonction f, à valeurs dans un espace de Banach ou dans R, est 
négligeable si et seulement si f ( t )  = O presque partout. 

On se ramène immédiatement au cas d'une fonction positive. La démonstra- 
tion est alors identique à celle du th. 1 du chap. IV, 2e Cd., § 2, no 3. 

PROPOSITION 13. - Pour toute partie A de T ,  p* (A) est la borne inférieure des mesures 
extérieures des ensembles ouverts contenant A. 

La démonstration est identique à celle de la prop. 19 du chap. IV, 2e éd., 
5 1, no 4. 

DÉFINITION 12. - Soit f une fonction définie dans T ,  à valeurs dans un espace de Banach 
ou dans K. On dit que f est modérée pour la mesure y, ou p-modérée, si f est nulle dans le 
complémentaire d'une réunion dénombrable d'ouverts intégrables. On dit qu'une partie A de 
T est modérée si la fonction y, est modérée. On dit que la mesure p est modérée si la fonction 
1 est y-modérée. 

Par exemple, l'encombrement p' étant localement borne, toute partie compacte K 
de Test contenue dans un ensemble ouvert V tel que y 0 ( V )  < $CO ; une fonction nulle 
hors d'un ensemble compact est donc modérée. Une fonction négligeable est modérée. 
Les remarques qui suivent la déf. 2 du chap. V, 2' éd., $ 1, no 2 s'étendent aussitôt 
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à la présente situation. En particulier, la somme d'une suite de fonctions positives 
modérées est modérée. 
Remarques. - 1) Sur un espace de Lindelàf T (Top. Gdn., chap. IX, 3e édit., Appen- 
dice 1, déf. l ) ,  et en particulier sur un espace souslinien, toute mesure est modérée. 
Les ouverts de mesure finie forment en effet un recouvrement de T, dont on peut 
extraire un recouvrement dénombrable de T. 

2) On prendra garde que l'existence d'une suite d'ensembles boréliens de mesure 
finie pour y, de réunion T, n'entraîne pas nécessairement l'existence d'une suite 
d'ensembles ouverts de mesure finie, de réunion T (autrement dit, n'entraîne pas que y 
est modérée). Voir l'exerc. 8. 

PROPOSITION 14. - Soit f E 9+ (T). Si f est p-moddrée, on a p* (f) = p*( f )  ; si f 
n'est pas p-modérée, on a p* (f)  = +CO. 

Si p* (f) < +CO, il existe une fonction semi-continue inférieurement g 2 f telle 
que pe(g) < +CO. Pour tout n E N, soit G, l'ensemble des t E T tels que g(t) > lin; 
l'ensemble G, est ouvert, on a pe(G,) < npe(g) < +CO, et f est nulle hors de la 
réunion des G,: la fonction f est donc modérée. 

Montrons ensuite que p* et p* ont même valeur pour les fonctions modérées. 
Comme p* et p* sont des encombrements, il suffit d'établir la relation y*( f )  = 
p*( f )  lorsque f est une fonction positive, majorée par une constante M, et nulle 
hors d'un ensemble ouvert G de mesure finie, ce que nous allons faire à présent. 

La mesure p est la borne supérieure, dans A ( T ) ,  d'une famille filtrante 
croissante de mesures à support compact: cela résulte aussitôt de la prop. 9 
du no 8. Soit g une fonction semi-continue inférieurement dans T, comprise entre 
f et la fonction semi-continue inférieurement MyG. Posons v, = p. - pi; on a 
p* = p; + Y; (no 2, Remarque 1) et par conséquent 

On a v t  (MyG) = IJ.*(MYG) - ~t ( W G )  et P* (MYG) = ~ U P  14 (MT,) (no 7, 
prop. 6);  le nombre v;(MyG) peut donc être rendu arbitrairement petit par 
un choix convenable de i. Tout revient donc à montrer qu'on peut trouver, quels 
que soient le nombre c > O et l'indice i E 1, une fonction semi-continue inférieu- 
rement g comprise entre f et MyG, telle que yt(g) - p;( f )  < c. Or soit L le 
support compact de la mesure p,, et soit A la mesure (pJL; puisque p., est concen- 
trée sur L, on a p; (h) = pf(hqL) = he(hL) pour toute fonction h E 9+ (T) (no 1, 
lemme 1 et no 2, prop. 2) ; on a donc 

Mais L est compact; on a donc A' = A*, et il existe par conséquent une 
fonction semi-continue inférieurement h définie dans L, majorant fL et telle 
que Ae(h) < A*( fL) + c. L'ensemble L étant fermé dans T, la fonction k égale à 
h dans L, et à +CO dans T - L, est semi-continue inférieurement dans T et majore 



f, et on a Ae(kL) = Ae(h) < A'( fL) + G. Il ne reste plus qu'à poser g = 
inf (k, MyG) : g est semi-continue inférieurement, majoref, et on a 

COROLLAIRE 1. -Pour qu'une fonction soit négligeable, il faut et il su@ qu'elle soit 
localement négligeable et modérée. 

COROLLAIRE 2. - Pour qu'une fonction f soit localement négligeable, il faut et il su$t que 
tout x E T possède un voisinage V tel que fyv soit négligeable. 

En effet, si cette propriété est satisfaite, fy, est négligeable pour tout ensemble 
compact K, et f est donc localement négligeable (no 2, prop. 2). Inversement, 
supposons que f soit localement négligeable, et soit x un point de T ;  il admet un 
voisinage ouvert V de mesure finie. La fonction fy, est alors localement négligea- 
ble et modérée, donc négligeable. 

COROLLAIRE 3. - Soit f une fonction modérée de3nie dans T. I l  existe une suite (K,) de 
parties compactes deux à deux disjointes, et un ensemble négligeable H, tels que f = 

En effet, soit G un ensemble, réunion dénombrable d'ouverts intégrables tels 
que f soit nulle hors de G; alors G est réunion d'une suite (Kn) d'ensembles com- 
pacts disjoints deux à deux, et d'un ensemble localement négligeable H (no 8, 
prop. 11) ; mais H est modéré, donc négligeable. 

COROLLAIRE 4. - Soient p et v deux mesures sur T telles que p* = v*, on a alors p = v. 
En effet, l'égalité p* = v* entraîne p*( f )  = ve( f )  pour toute fonction positive 

f, modérée pour p. et v, donc pour toute fonction positive à support compact. On 
en déduit p' = v' (no 2, prop. 2), puis p = v (no 2, cor. de la prop. 2). 

COROLLAIRE 5. - Si est une mesure modérée sur T, il existe une suite (p,),., de 
mesures à support compact telle que p = 2 p,. 

?z E N  

Par hypothèse, la fonction constante 1 est p-modérée. Appliquons le cor. 3 au 
cas f = 1 ; il existe donc une suite (Kn),EN de parties compactes de T deux à deux 
disjointes telle que 1 = 2 (PK, p-presque partout. Soit p, la mesure définie par 

n e N  

la mesure pKn sur K, (no 3, Exemple 2). On sait (no 6, Remarque 2) que p, est à 
support compact, et que l'on a p;(f) = pe(fqKn) pourf E g + ( T ) .  Or  f est Cgale - - 

à 2 fkn p-presque Partout, d'où p*(f - 2 pe(fy,,,) = 2 y;( f ) .  0; en 
n c N  , E N  n E N  

déduit p = 2 pn (no 7, prop. 7).  
% E N  



24 MESURES SUR LES ESPACES TOPOLOGIQUES SÉPARÉS Ch. IX, $ 1 

10. Théorie de l'intégration 

DÉFINITION 13. - Soit p E (1, + CO( ; on désigne par ~ P ( T ,  p) (resp. g g ( T ,  p) si F est 
un espace de Banach) l'ensemble des applications f de T dans R (resp. dans F), p-mesurables 
et telles que p*(If lp) < +CO. On désignepar 9P(T ,  p) (resp. 9 i ( T ,  p.)) l'ensemble des 
éléments p-modérés de ~ P ( T ,  p) (resp. P ~ ( T ,  p)). 

On posera Np(f) = (p*(lflP))l'p, Np(f) = (p*(lf 1p))lip. On désigne par 
N,(f) la borne inférieure des nombres k 2 O tels que If 1 < k localement p- 
presque partout; si N, ( f )  < + co, on dit que f est essentiellement bornée. L'en- 
semble des applications mesurables et essentiellement bornées de T dans R (resp. 
dans F) est désigné par 2" (T, p) (resp 9; (T, p)). Les éléments de P ~ ( T ,  p) 
(resp. $p$(T, p)) sont appelés fonctions essentiellement intégrables (resp. fonc- 
tions intégrables) à valeurs dans F. 

Si p est une mesure complexe, on posera 

av, p) = =%(T, Ipl) et -WT, p) = %(T, 14) .  

Les notations ci-dessus sont fréquemment abrégées en pg(p) ,  ou g P ( p ) ,  
9, si cela ne prête pas à confusion. 

Nous avons vu au no 8 (Scholie) que l'on peut construire un espace localement 
compact T', ayant même ensemble sous-jacent que T et une topologie plus fine 
que celle de T, et munir T' d'une mesure p', telle que les fonctions p-mesurables 
et les fonctions p'-mesurables soient les mêmes et que les intégrales supérieures 
essentielles des fonctions positives pour p et p' soient égales. Il en résulte que les 
ensembles p g ( p )  et Pg(p ' )  sont identiques pour 1 < p < +co.(l) Cela entraîne 
aussi sans nouvelle démonstration que 2; est un espace vectoriel, et que la 
fonction Np est une semi-norme sur g;(p), pour laquelle cet espace est complet. 

~ o i t f u n é l é m e n t d e ~ g ( 1  < p  <co);commeonap*(IfIP) = p'*(IfIp) < +CO, 

la prop. 7 du chap. V, 2e éd., $ 1, no 2 entraîne que f est nulle hors de la 
réunion d'une suite de parties compactes de T' et d'un ensemble localement 
pl-négligeable; ce dernier ensemble étant localement p-négligeable, et tout en- 
semble compact de T' étant compact dans T, on en déduit que f est égale locale- 
ment p-presque partout à une fonction p-modérée. Désignons par 3, (resp. MF) 
l'espace des fonctions localement p-négligeables (resp. p-négligeables) ; nous 

avons donc 2; = 9; + TF, et NF = 9; n .TF (no 9, cor. 1 de la prop. 14). 
L'espace pi/2, s'identifie donc canoniquement à 9;/MF, et onvérifie immédia- 
tement que cette identification préserve la norme; cet espace quotient est noté 
L;(p). On peut l'interpréter comme l'espace normé associé à chacun des espaces 

semi-normés g g ( p )  ou ; étant complet, il en est de même de L i  et de 
9;. 

1. On notera que l'espace Pg(p)  est contenu dans Y $ ( y l ) ,  mais qu'il en est distinct en général. 



L'ensemble des fonctions f à valeurs dans F, continues à support compact sur 
Tt, est dense dans gg(kt) = (chap. IV, 2e édit., § 3, no 4, déf. 2). Re- 
prenons les notations du Scholie du no 8. Une partie compacte de T' ne rencontrant 
qu'un nombre fini d'ensembles compacts Ku, toute fonction f continue à support 
compact sur T t  s'écrit comme une somme 

où f, est, pour tout oc, le prolongement par O d'une fonction continue sur Ku, où 
f, = O sauf pour un nombre fini d'indices, et où g est localement p-négligeable. 
Nous avons donc le résultat suivant: 

PROPOSITION 15. - L'ensemble des fonctions f à valeurs dans F, telles que Supp(f) soit 
compact, et que la restriction de f à Supp (f)  soit continue, est dense dans 2; (p) et dans 
-EP~(p),pour 1 < p c +co. 

2 On notera que ces fonctions ne sont pas des fonctions continues dans T h support 
compact. 

Passons à la définition de l'intégrale. 

PROPOSITION 16. - I l  existe une application linéaire continue et une seule f H J" f dp, de 

l'espace 2; ( p) dans F, qui possède la propriété suivante : 
Si f est de la forme t H g (t)a, avec a E F, et où g est une fonction positive, $nie, p- 

mesurable et telle que pb(g) < + co, on a 1 f dp = p' (g) .a. 

En effet, les espaces semi-normés PF(p)  et 2 $ ( p f )  sont identiques. Comme 
p. = pl*, l'application f H / f  dPf satisfait à l'énoncé. D'autre part, l'ensemble 
des fonctions de la forme f = g . a  considérées dans l'énoncé est total dans 
p;(pf) (chap. IV, 2e Cd., § 3, no 5, prop, IO), d'où l'unicité. 

On dit que I f  dp est l'intégrale de f par rapport à p et on note aussi ce vecteur p(f) ou 

J" f ( t )d~( t ) .  
Comme /f dp = I f  dp' pour toute fonction essentiellement intégrable f à 

valeurs dans F, toute la théorie de l'intégrale essentielle s'étend aux mesures sur 
les espaces séparés sans nouvelle démonstration; on en déduit les résultats relatifs 
à l'intégrale ordinaire en se restreignant aux fonctions modérées. Citons en 
particulier les résultats suivants : 

-le th. 3 du chap. IV, 2e éd., 5 3, no 4, son extension à pg, et ses deux 
corollaires. 

- Le th. 4 du chap. IV, 2e éd., fj 3, no 5 (composition avec une application 
linéaire continue) et ses corollaires; les prop. 9, 11 et 12 de ce même 
numéro. 
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-Tous les résultats du chap. IV, 2" éd., 8 3, no 6, relatifs à la structure 
d'espace vectoriel ordonné de LP. 

- Tous les résultats du chap. IV, 2" éd., $ 3, no 7 et en particulier le théorème 
de Lebesgue. 

- Tous les résultats du chap. IV, 2e Cd., 8 3, no 8, sur les relations entre les 
espaces LF. 

-Le théorème 2 du chap. IV, 2e éd., 5 4, no 3 (énoncé du théorème de 
Lebesgue propre à Li).  

- L'inégalité de Holder (chap. IV, 2" éd., $ 6, no 4, th. 2) et ses corollaires. 
- Les relations entre les espaces Lg établies au chap. IV, 2e éd., f j  6, no 5 .  
- Les résultats sur la dualité des espaces LP établis au chap. V, 2e éd., fj 5, 

no 8. 
- Le théorème de Dunford-Pettis (chap. VI, 8 2, no 5 ,  th. l ) ,  ses corollaires 1 

et 2, et la prop. 10 du chap. VI, $ 2 ,  no 6 (dual de Li). 

8 2. Opérations sur les mesures 

Comme dans le paragraphe précédent, T désigne un espace topologique séparé, et p une 
mesure sur T. On rufifielle que toutes les mesures sont supposées positives, sauf mention du 
contraire. 

1. Mesure induite sur un sous-espace mesurable 

Soit X une partie de T, et soit v la restriction de l'application p: K H p~ à 
l'ensemble des parties compactes de X ;  il est clair que v est une prémesure sur X. 
D'autre part, soient x E X et V un voisinage ouvert de x dans T tel que 
p*(V) < + C O ;  on a 

v e ( X n V )  = sup pa(K) G p*(V) <+CO 
K compact 
K c X n V  

d'après la Remarque 3 du 5 1, no 2, de sorte que v est une mesure. 

Lorsque X n'est pas p-mesurable, les encombrements v*  et ne sont pas néces- 
sairement égaux et la mesure v ne présente pas d'intérêt. 

DÉFINITION 1. - Soit X une partie p-mesurable de T. On appelle mesure induite par p sur 
le sous-espace X, et on note px OU p 1 X, la restriction de y : K H pK à l'ensemble des parties 
compactes de X. 

PROPOSITION 1. - Soit X une partie p-mesurable de T. L'encombrement (px)* est égal 
à l'encombrement induit par p* sur X (5 1, no 1). Autrement dit, on a (px)*(g) = 

p* (go) pour toute fonction g E 9+ (X). 
Soient f E 9+ (X) et f O le prolongement par O de f à T. On a (pe),( f )  = 



p* (f O) = SUP p.( f OyL), L parcourant l'ensemble des parties compactes de T 
L 

(5 l ,  27 prop. 2) ; de même, on a ( ~ x ) * ( f )  = s lp  y8 ( f ~ )  = s:p ~ * ( f  'y,), 

parcourant l'ensemble des parties compactes de X. Tout revient donc à montrer 
que p.( f OyL) = SUP p*( f OyK) pour tout compact L de T, K parcourant l'en- 

K -- 
semble des compacts de L n X. Or  soit (K,) une suite croissante d'ensembles 
compacts contenus dans L n X, telle que (L n X) - U Kn soit localement 

n 

p-négligeable (5 1, no 8, prop. 11) ; f O étant nulle hors de x,fOcpL est nulle hors de 
L n X, et donc égale localement presque partout à l'enveloppe supérieure 
de la suite (f Oy,,). Cela entraîne p*( f Oy,) = sup p*( f Oy,,,), d'où le résultat 
cherché. n 

Remarques. - 1) La relation (yx)* = (y*), permet d'utiliser sans ambiguïté la nota- 
tion &; nous le ferons dans toute la suite. La prop. 1 précédente et la prop. 2 du § 1, 
no 2 montrent que les mesures notées pK jusqu'à présent, pour K compact, sont bien 
des mesures induites au sens de la déf. 1. De même, si T est localement compact, et si 
X est un sous-espace localement compact de T, la prop. 1 ci-dessus et la prop. 1 du 
chap. V, 2e éd., § 7, no 1 montrent que la déf. 1 coïncide avec celle du chap. IV, 
2e éd., § 5, no 7. 

2) La déf. 1 s'étend au cas où p est une mesure complexe sur T. Pour montrer dans 
ce cas que la prémesure y, est une mesure, il suffit de remarquer que IyKI = IyIK 
pour tout compact K de X (8 1, no 2). 

D'après la prop. 1, une partie Y de X est p,-mesurable (resp. localement 
y,-négligeable) si et seulement si elle est p-mesurable (resp. localement p-négli- 
geable). Si Y est y,-mesurable, et donc p-mesurable, les mesures induites (p,), 
et py sont évidemment égales en vertu de la prop. 1 (G transitivité des mesures 
induites ))). 
Remarque 3). - Soit X une partie p-mesurable de T. D'après la prop. 10 du 5 1, 
no 8, appliquée à g = y, il existe un concassage (Ka),,, de T tel que l'on ait 
K, c X ou K, c GX pour tout cr E A. Si l'on modifie la topologie de T suivant 
le procédé du scholie du § 1, no 8, l'espace X' obtenu en munissant X de la 
topologie induite par T' est localement compact, et 1,011 sait associer à y (resp. à 
px) une mesure p.' (resp. v) sur T' (resp. X') qui admet la même intégrale 
supérieure essentielle que p (resp. que y,) : ceci entraîne y; = v. Comme les en- 
sembles localement négligeables, les applications mesurables, les fonctions essenti- 
ellement intégrables à valeurs dans les espaces de Banach, sont les mêmes pour 
p et p', pour px et pour pi, la théorie de l'intégration par rapport à une mesure 
induite se trouve ramenée à celle qui a Cté traitée au chap. V, 2e éd., fj 7, dans 
le cas particulier des espaces localement compacts. Nous laisserons au lecteur le 
soin de transcrire les résultats. 

2. Mesures définies par des densités numériques 

DÉFINITION 2. - On dit qu'unefonction f déJinie dans T, à valeurs dans R ou dans un 
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espace de Banach, est localement y-intégrable si f est p-mesurable, et si tout point x E T 
admet un voisinage V tel que p* ( If / < + co. 

Cette définition coïncide avec celle qui a été donnée au chap. V, 2e éd., 5 5, no 1, 
dans le cas où T est localement compact. 

Soit f une fonction positive localement y-intégrable; l'application K H f,. y, 
est une prémesure (chap. V, 2" éd., $ 7 ,  no 1, cor. 2 du th. l) ,  que nous noterons 

f . ~ .  
PROPOSITION 2. - Si f est une fonction localement p-intégrable positive, on a, pour toute 

fonction g E F+ ( T ) ,  la relation 

(1) ( f . ~ ) * k )  = p*(fg).  
En effet, on a pour tout ensemble compact K dans T 

( f a  P ) : ( ~ K )  = ( f ~ .  P K ) * ( ~ K )  = & ( ~ K s K )  = & ( ( f g ) ~ )  9 

en utilisant la définition de f .  p et la prop. 3 du chap. V ,  2e éd., $ 5, no 3. La 
prop. 2 s'en déduit en passant à la borne supérieure sur K. 

Soient alors x E T et V un voisinage de x tel que k'( fq,) < +CO (déf. 2 )  ; on a 
alors ( f .  p)*(V) = p*( f y v )  < +CO, et f .  y est donc une mesure. 

DÉFINITION 3. -Soit f une fonction positive localement p-intégrable. La mesure f .  p: 
K i-t fK . pK est appelée la mesure de densité f par rapport à p, ou la mesure produit de p par 
la fonction f. Toute mesure de la forme f .  y, où f est positive et localement intégrable, est 
appelée mesure de base p. 

Remarques. - 1) La définition de f .  y s'étend au cas où f est une fonction localement 
intégrable complexe; on a alors 1 f .yl = 1 f  1 .y, ce qui entraîne aussitôt que f . p  est 
une mesure, et non une simple prémesure. On conserve l'expression <( mesures de base 
p n pour désigner les mesures complexes ainsi dkfinies. 

2) De même, si 0 est une mesure complexe, on dira que f  est localement 0-inté- 
grable si elle est localement 101-intégrable, et on définira la mesure f .  O: K H f K .  0,. 
On a 1 f .  81 = 1 f  1 .  ] O 1  (chap. V, 2O Cd., $ 5 ,  no 2, prop. 2). Nous laisserons de côté 
dans ce no tout ce qui touche aux mesures non positives. 

PROPOSITION 3. - Soit v une mesure sur T .  Pour que v soit de la forme f .  p, où f est une 
fonction positive localement p-intégrable, il  faut et i l  sufit que tout ensemble comfact 
pnégligeable soit v-négligeable. Si f '  est une seconde fonction localement p-intégrable telle 
que v = f' . p, on a f = f '  localement y-presque partout. 

La condition est évidemment nécessaire (prop. 2 ) .  Inversement, supposons 
que tout ensemble compact pnégligeable soit v-négligeable. Introduisons un 
concassage de T pour la mesure p + v et posons N = T - U Ka. Il est 

a s A  

clair que est un concassage pour y et pour v, et la prop. 9 du § 1, no 8 
entraîne donc les relations suivantes pour tout g E F+ : 



Considérons un compact C c Ku qui soit pK,-négligeable; alors C est localement 
p-négligeable, donc localement v-négligeable, et enfin vKu-négligeable par dé- 
finition de v. Il  résulte alors du th. de Lebesgue-Nikodym (chap. V, 2" éd., 
$5,  no 5, th. 2) que vKU admet une densité f, par rapport à pK,. Soit f la fonction 
qui coïncide avec f, dans chacun des ensembles Ku, et avec O dans N;  la fonction f 
est p-mesurable (chap. IV, Ze éd., $5, no 10, prop. 16), et on a pour toute 
fonction g E 9+, d'après les relations ci-dessus, et la prop. 3 du chap. V, 2" éd., 
$ 5, no 3, 

Il en résulte d'abord que f est localement p-intégrable: si x est un point de T, et si 
V est un voisinage de x tel que v*(V) < +CO, on a ka( fyv) < +CO. Ensuite, la prop. 
2 montre que les mesures v et f .  p ont même intégrale supérieure essentielle. Elles 
sont donc égales ($ 1, no 2, cor. de la prop. 2). L'unicité de f étant évidente à 
partir du cas des espaces compacts, la proposition est établie. 

Remarque 3). - La théorie de l'intégration par rapport à une mesure v = f. p se 
ramène aussitôt à la théorie traitée au chap. V. Soit en effet (Ku),,, un con- 
cassage de T pour p, donc pour v, et soit T' l'espace localement compact défini 
dans le scholie du $ 1, no 8; nous pouvons associer à p (resp. à v) une mesure p' 
(resp. v') sur T', de telle sorte que les fonctions mesurables, les fonctions essentiel- 
lement intégrables à valeurs dans un espace de Banach, les intégrales supérieures 
essentielles des fonctions positives, soient les mêmes pour p et p' (resp. pour v et v'). 
La fonction f est donc p'-mesurable; elle est localement p'-intégrable, car T' est 
localement compact, et un ensemble compact de T' ne rencontre qu'un nombre 
fini de compacts Ku (a E A). La relation vm(g) = v*(g) = p*( fg) = pl* (fg) 
prouve enfin que v' = f. y' (chap. V, 2" éd., § 5 ,  no 3, prop. 3). Nous laissons au 
lecteur le soin de transcrire les résultats du chap. V, 2" éd., tj 5. 

3. Image d'une mesure 

DÉFINITION 4. - Soit x une application de T dans un espace topologique X. On dit que n 
est p-propre si x est p-mesurable, et si tout point x de X admet un voisinage V tel que 
p*(7Y1(V)) < +CO. 

Remarques. - 1) Lorsque T et X sont localement compacts, cette définition est 
équivalente à celle du chap. V, 2% éd., 5 6, no 1. 

2) Une application continue propre (Tot. gén., 4e Cd., chap. 1, 5 10, no 1, 
déf. 1) de T dans X est y-propre pour toute mesure y. En effet, soit x E X; comme 
x-'(x) est compact (loc. cit., no 2, th. l ) ,  l'ensemble x-l(x) poss5de un voisinage 
ouvert H tel que y*(H) < +CO. Posons V = X - x(T - H) ; comme x est fermée, V 
est ouvert dans X, contient x, et on a x-'(V) c H d'où ye(x-'(V)) < pa(H) < +CO. 

3) Si y est bornée, toute application y-mesurable de T dans X est y-propre. 
4) Si 8 est une mesure complexe sur T, on dira que x est @propre si x est propre 

pour la mesure positive 10 1 .  
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PROPOSITION 4. - Soit x une application p-propre de T dans un espace topologique X .  I l  
existe sur X une mesure v et une seule telle que v' soit égal à l'encombrement image x ( p ' )  
( 5  1, no l) ,  autrement dit, telle que ve (g )  = p' ( g  0 n) pour tout g E g+ ( X )  . 

L'unicité est évidente ( 5  1, no 2,  cor. de la prop. 2).  Pour établir l'existence, 
nous traiterons d'abord le cas où p est portée par un ensemble compact K y  tel 
que la restriction de x à K soit continue. Alors L = x ( K )  est compact; soit x f  
l'application continue de K dans L induite par x, et soient vf  la mesure image 
n ' (pK)  sur L, v la mesure sur X définie par v' ( 5  1, no 3, Exemple 2). On a, pour 
tout g E 9+ ( X ) ,  

(on a utilisé successivement la formule ( 3 )  du 5 1, no 3, la prop. 2 du chap. V, 
2e éd., 5 6, no 2, la définition de p i ,  et le fait que p est portée par K ) .  Autrement 
dit, on a v' = x ( p 0 ) .  

Passons maintenant au cas général; d'après les prop. 10 et 9 du 5 1, no 8,  y est 
somme d'une famille sommable (p,),.. de mesures à support compact, telles que 
la restriction de x au support K, de p, soit continue pour tout u E A. Le cas 
particulier traité plus haut permet d'associer à chaque mesure p, sur T une 
mesure v, sur X telle que va = x (pa) .  On a alors, pour g E 9+ ( X ) ,  

L'encombrement x ( p 0 )  est localement borné, puisque x est p-propre; la famille 
( v , ) , , ~  est donc sommable (§ 1, no 7, prop. 7), et sa somme v satisfait à l'énoncé. 

DÉFINITION 5 .  - Si x est une application p-propre de T dans un espace topologique X, 
l'unique mesure v sur X telle que v0 (g )  = p'(g O x )  pour tout g E 9+ ( X )  est appelée la 
mesure image de p par x ,  et notée x ( p ) .  

Exemple. - Soient K un sous-espace compact de T, i l'injection canonique de 
K dans T, A une mesure sur K;  i étant continue, et A étant bornée, i est A-propre. 
La formule (3) du 5 1, no 3 montre que la << mesure sur T définie par A )) est la 
mesure image i (A). 

Remarque 5). - Si 0 est une mesure réelle, et si x est 0-propre, x est propre pour les 
mesures O +  et 0- ; on posera alors x(0) = x(O+) - x(0-). Si 0 est une mesure com- 
plexe, et si x est @-propre, elle est propre pour les mesures rtelles &'(O) et J ( 0 )  ; on 
posera alors 

4 0 )  = x(W(0)) + ix(J(0)) .  

PROPOSITION 5. - Soit TC une application p-propre de T dans un espace topologique X ,  et 
soit f une application de X dans un espace topologique F (séparé ou non). Pour que f soit 
x(p)-mesurable, il  faut et il sufit que f 0 x soit p-mesurable. 



Reprenons la démonstration de la prop. 4, et commençons par le cas particulier 
traité au début, avec les mêmes notations; g est mesurable pour la mesure x(p) = 
v si et seulement si g est v'-mesurable ($ 1, no 5, Exemple) ; or cela équivaut à dire 
que g, x' = (g 0 x), est pK-mesurable (chap. V, 2" éd., $ 6, no 2, prop. 3), et 
finalement que g 0 x est p-mesurable ($ 1, no 5, Exemple). Passons ensuite au cas 
général, avec les mêmes notations que dans la démonstration de la prop. 4; f est 
v-mesurable si et seulement si f est va-mesurable pour tout u E A ($ 1, no 7, prop. 8), 
donc si et seulement si f o x est p,-mesurable pour tout u E A (cas particulier 
précédent) et enfin si et seulement si f o x est p-mesurable ($ 1, no 7, prop. 8). 

COROLLAIRE. - Soient X et Y deux espaces topologiques, x une application p-propre de T 
dans X, x' une application n(p)-propre de X dans Y. L'application x" = x' 0 x est alors 
p-propre et x"(p) = xr(x(p)) (<( transitivité des images de mesures D). 

En effet, n" est y-mesurable (prop. 5). Posons p' = x(p);  l'encombrement 
image xr(p") = x'(x(pb)) est évidemment égal à x"(pb). Comme il est locale- 
ment borné, n" est p-propre. Les mesures xrl(p) et xr(p') ont alors même intégrale 
supérieure essentielle, et sont donc égales. 

PROPOSITION 6. - Soit x une application p-propre de T dans un espace topologique X, et 
soit B une partie x (p.) -mesurable de X. Posons A = x - (B) , et désignons par x' l'applica- 
tion de A dans B qui coïncide avec x dans A. L'ensemble A est alors p-mesurable, x, et x' 
sont pA-propres, et on a 

L'ensemble A est p-mesurable d'après la prop. 5 appliquée à y,; l'application 
x, est évidemment p.,-mesurable d'après la définition des mesures induites 
(no l), et il en résulte que x' est mesurable. Soit f un élément de P+ (B); en 
désignant par des exposants zéros les prolongements par O dans X et dans T, on a 

d'où (x(p),)* = n'(pl). Comme l'encombrement (x(p)B)* est localement borné, 
il en est de même de n'(p.:) et x' est donc p.,-propre. Les mesures xr(pA) et 
( ~ ( p ) ) ~  ont même intégrale supérieure essentielle, et sont donc égales. L'autre 
relation s'établit de manière analogue. 

PROPOSITION 7. - Soit T un sous-espace d'un espace topologique X, et soit i l'injection de 
T dans X. 

a) Si p est une mesure sur T, et si i est p-propre, la mesure i (p) est concentrée sur T, et 
On a ( i ( ~ ) ) T  = p. 

b) Si A est une mesure sur X, telle que T soit A-mesurable, i est A,-propre, et on a 
i(A,) = cpT. A. 

a) Posons v = i (p) ; la relation vb(A) = pb(A n T), appliquée à A = X - T, 
.?-B. 
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montre que v est concentrée sur T. La relation v, = p. est un cas particulier de la 
relation (2), en prenant B = T = A. 

b) Soit f une fonction positive définie dans X ;  si l'on pose p = AT, on a 
p*( f 0 i )  = A$( fT) = A*( fq,) < A*( f )  (prop. 1) ; il en résulte que i est ypropre. 
D'autre part, p.*( f O i )  (resp. A*( fy,)) est l'intégrale supérieure essentielle de f par 
rapport à i (p.) (resp. y,. A). Ces deux mesures sont donc égales. 

Remarque 6). - Soit x une application p.-propre de T dans un espace topologique 
X. On ramène la théorie de l'intégration par rapport à la mesure image v = x(p) 
à la théorie traitée au chap. V, 2" éd., 5 6, de la manière suivante. Soit (K,),,, 
(resp. (L,) ,, ,) un concassage de T (resp. de X) pour p. (resp. pour v), et posons 
N = T - iJ K,, P = X - U L,. Nous pouvons supposer que la restriction de 

a e  A P E B  

ri à chacun des K, est continue (5 1, no 8, prop. 10). Soient T', X' les espaces 
localement compacts construits comme dans le scholie du 5 1, no 8 et soient p' et v' 
les mesures sur ces espaces associées à p et v. La topologie de T' étant somme des 
topologies des sous-espaces K, et de la topologie discrète sur N, x est une applica- 
tion continue de T' dans X et la relation p"(g o x) = pe(g o x) = v*(g) (pour 
g E S+ (X)) montre que x est p.'-propre et que x(p') = v. D'autre part, l'applica- 
tion identique i de X sur X' est v-propre, et on a i (v) = v'. I l  en résulte que x est 
une application p.'-propre de T' dans X', et que l'image de p' par x est V' (cor. 
de la prop. 5 ) .  Nous laissons au lecteur le soin de transcrire les résultats du chap. V, 
2" éd., $6. 

4. Relèvement de mesures 

PROPOSITION 8. - Soient T et X deux espaces topologiques, x une application de T dans 
X. 

a) Soit v une mesure bornée sur X. Pour qu'il existe sur T une mesure y, telle que x 
soit p.-propre et que x(p) = v, il faut et il sufit qu'il existe, pour tout nombre E > O, un 
ensemble compact K, c T tel que la restriction de x à K, soit continue et que 
v*(X - n(K,)) < E. 

b) Supposons que x soit injective; soient p. et p' deux mesures sur T, telles que x soit 
propre pour p. et pl, et que  p.) = x(pl). On a alors p. = p'. 

La condition énoncée en a) est nécessaire. En effet, si x est p-propre et 
x(p) = v, la relation p0(1) = v*(l) < +cc entraîne que p. est bornée. La prop. 2 du 
5 1, no 2, appliquée à la fonction 1, entraîne l'existence d'une partie compacte K 
de T telle que p*(T - K) < €12. Comme x est p.-mesurable, il existe un ensemble 
compact K, c K tel que la restriction de x à K, soit continue, et que 
p*(K - K,) < 4 2 .  On a alors (no 3, prop. 4) 

Pour montrer que la condition est suffisante, nous traiterons d'abord un cas 
particulier. 



Lemme 1. - Soient U et V deux espaces compacts, h une application continue de U sur V. 
L'application h ++ h(h) de A + (U) dans A + (V) est alors surjective. 

En effet, soit a l'application linéaire f t+ f o h de V(V) dans V(U) ; comme h 
est surjective, a est une isométrie de %(V) sur un sous-espace H de %(U). Soit O 
une mesure positive sur V;  alors 0 0 a- l  est une forme linéaire continue sur H, qui 
est prolongeable en une forme linéaire q sur %(U) de même norme, en vertu du 
th. de Hahn-Banach (Esp. vect. top., chap. II, 2e éd., $ 3, no 2, cor. 1 du 
th. 1) ; "1 est alors une mesure sur U, et on a O( f )  = y (  f o h) pour tout f E %(V), 
de sorte que O = h(q). Enfin on a O(1) = 11 O 11 = i l r  11, et O(1) = q (1), de sorte que 
q est positive (chap. V, 2e éd., $ 5 ,  no 5, prop. 9). 

Démontrons alors la suffisance de la condition énoncée dans a). Cette con- 
dition entraîne l'existence d'une suite (K,),,, de parties compactes de T, telle 
que la restriction de x à chacun des Kn soit continue, et qu'on ait, pour tout n, 
vo(X - x(Kn)) < lln. La suite (K,) peut-être supposée croissante. Posons 
Ln = x(Kn) et désignons par vk la mesure ( P ~ , , - ~ , - , . v ~ ,  sur Ln, en convenant 
que L, = @. 

La restriction xKn étant continue, il existe une mesure pk sur K, telle que 
xKn(pk) = v; (lemme 1). Soit p, l'image de pk par l'injection canonique de Kn 
dans T, et soit g un élément de F+ (X). En utilisant successivement le fait que v 
est concentrée sur U Ln, la prop. 4 du $ 1, no 5, la prop. 2 du $ 1, no 2, la prop. 4 

n 

du no 3 et enfin la prop. 7 du no 3, il vient 

En prenant g = 1 dans cette formule, on voit que la famille (p,) est sommahle et 
que sa somme est une mesure bornée y ($ 1, no 7, prop. 7). D'après la prop. 5 du 
no 3, l'application x est y,-mesurable pour tout n, car xKn est continue, donc 
pk-mesurable; il en résulte que x est p-mesurable ($ 1, no 7, prop. 8), donc 
y-propre puisque y est bornée. Les relations ci-dessus prouvent alors que les 
mesures x(p) et v ont même intégrale supérieure essentielle, et sont donc égales 
($ 1, no 2, cor. de la prop. 2). 

Supposons enfin que x soit injective, et démontrons 6 ) .  Soit f un élément de 
fl+ (T) ; comme x est injective, il existe une fonction g E fl+ (X) telle que f = g o x, 
et on a, d'après la prop. 4 du no 3, en posant v = x(y) = x(pl), 

Les deux mesures p et p' ont donc même intégrale supérieure essentielle, ce qui 
entraîne leur égalité ($ 1, no 2, cor. de la prop. 2). 

Remarque. - Supposons que ~c soit injective. Soit 0 une mesure complexe telle que i: 
soit 6-propre, et que x(9) = O ;  on a alors 0 = O. En effet, on se ramène, en skparant 
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les parties réelles et imaginaires, au cas où 0  est réelle. On a alors x ( 0 + )  = x ( 0 - ) ,  
donc O +  = 8- (prop. 8) et finalement 0  = 0. 

Voici un cas important où la condition a) de la prop. 8 est toujours vérifiée. 

PROPOSITION 9. - Soient T un espace souslinien (Top. gén., chap. IX, 3e éd., $ 6, no 2, 
déf. 2), X un espace séparé, x une application continue de T sur X, ct v une mesure 
bornée sur X. Il existe alors une mesure bornée p sur T telle que x(p) = V. 

Les hypothèses entraînent évidemment que X est souslinien. 
Considérons la fonction d'ensemble c: A H va(x(A)) sur (T). La relation 

A c B entraîne c(A) < c(B) ; si (A,) est une suite croissante de parties de T, et si 
A = U A,, on a c(A) = sup c(A,) du fait que V* est un encombrement. Enfin, 

n e N  n 

soient A c T, et E un nombre > O;  choisissons un ouvert G de X contenant 
x(A), et tel que va(G) < va(x(A) ) + E ($ 1, no 9, prop. 13) ; l'ouvert H = x - l  (G) 
de T contient A, et on a c(H) < c(A) + E. La fonction c est donc une capacité 
continue à droite sur T (Top. gén., chap. IX, 3e éd., $ 6, no 9, déf. 9) et le 
théorème de capacitabilité (loc. cit., th. 5 )  entraîne l'égalité c(T) = sup c(K), K 

K 

parcourant l'ensemble des parties compactes de T. La proposition 8 entraîne 
alors l'existence de la mesure p cherchée. 

5. Produit de deux mesures 

Soient S et T deux espaces topologiques, munis respectivement de deux pré- 
mesures (positives) A et y, et soit X l'espace produit S x T. Soit K une partie 
compacte de X ;  désignons par A et B les projections de K sur S et T respective- 
ment, et posons 

(3) VK = (AA ég PB)K- 
Nous définissons ainsi une prémesure sur X. En effet, soit L une partie com- 

pacte de X contenant K, et soient C et D ses deux projections; on a A c C, B c D, 
et par conséquent, en utilisant la transitivité des mesures induites et la prop. 12 
du chap. V, 2e édit., $8,  no 5 

DÉFINITION 6. - La prémesure v déjïnie par (3) est appelée la prémesure produit de h et p, 
et notée A ég y. 

Cette définition s'étend évidemment au cas où h et p sont des prémesures 
complexes, et on a alors 1 h @ y\ = 1 hl ég (pl (chap. III, 2e éd., $4,  no 2, 
prop. 3 et chap. IV, 2e Cd., § 5 ,  no 7, lemme 3). 

Nous conserverons les notations du chap. III, 2e éd., § 4 et du chap. V, 2e 
éd., $ 8, relatives aux produits de mesures et aux intégrales itérées. En parti- 
culier, si f et g sont deux fonctions définies respectivement dans S et dans T, à 



valeurs dans R +  ou dans C, la fonction (s, t )  ~f (s)g(t) sur S x T sera notée 

f @  g. 

PROPOSITION 10. -Soit v la prémesure produit de A et p; on a, pour toute fonction 
f E F+ (S) et toute fonction g E F+ (T), 

(4) v e ( f  €3 g) = Ae(f)pe(g). 

La prémesure v est la seule prémesure sur S x T qui satisfasse à (4). 
Nous avons en effet, lorsque K (resp. L) parcourt l'ensemble des parties 

compactes de S (resp. de T)  

= A'(f)p'(g), 
d'après la prop. 8 du chap. V, § 8, no 3. 

Soit U) une seconde prémesure sur S x T satisfaisant à (4), et soient K et L 
deux parties compactes de S et T respectivement, f et g deux Cléments de F+ (K) 
et de F+ (L) respectivement. On  a la relation (f €3 g)O = f O @ go entre les pro- 
longements par 0, et donc ($ 1, no 2, prop. 2) 

En particulier, si l'on prend f E X+(K), g E X+ (L), on voit que qKxL possède 
la propriété caractéristique de la mesure produit AK @ p, (chap. III, 2e éd., 
5 4, no 1, th. 1). On a donc u),, , = vKXL; comme toute partie compacte de S x T 
est contenue dans un ensemble de la forme K x L, la transitivité des mesures 
induites entraîne que U) = V. 

COROLLAIRE 1. - Si A et p sont des mesures, v est une mesure. 
En effet, soit x = (s, t )  un point de X, et soient U et V deux voisinages de s, t 

respectivement, tels que Ae(U) < +CO, pe(V) < +CO; l'ensemble U x V est un 
voisinage de x, et on a vg(U x V) = Ae(U)pe(V) < +CO d'après (4) ; l'encombre- 
ment va est donc localement borné, et la prémesure v est une mesure. 

Ce resultat s'étend aussitôt aux mesures complexes. 

COROLLAIRE 2. - Si A est une partie de S localement négligeable pour h, A x T est 
localement v-négligeable. 

COROLLAIRE 3. - Supposons que A (resp. p) soit somme d'une famille sommable 
(resp. (pp) ,,,) de mesures sur S (resp. T). La famille (A, €3 p,)(,, D)e A est alors 
sommable, et sa somme est A @ p. 

En effet, soit p l'encombrement 2 (A, @ pP)*; si f E F+ (S), g E 9+ (T), on a 
a0 P 
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évidemment p( f @ g)  = A'( f )  p0(g) .  La démonstration du cor. 1 montre alors 
que p est localement borné, de sorte que la famille (A, @ yo) est sommable (§ 1, 
no 7, prop. 7). Sa somme q est alors telle que q' = P (§ 1, no 7, prop. 7), et la 
prop. 10 entraîne -q = v. 

6. Intégration par rapport au produit de deux mesures 

Dans tout ce no, A et y désignent deux mesures sur S et T respectivement, et v désigne la 
mesure produit A @ y sur S x T. En outre, si f est une fonction positive sur S x T, on 
notera f, la fonction t t+ f (s, t )  sur Tpour  tout s E S, et on notera I f  la fonctions H p*(fs)  
sur S. 

Lemme 2. - Soit f une fonction positive v-mesurable sur S x T ;  pour toute partie compacte 
L de T, soit IF la fonction s H p' ( f ,yL)  sur S. La fonction IF est alors A-mesurable et on a:  

L parcourant l'ensemble des parties compactes de T. 
Notons d'abord que l'inclusion L c L' entraîne 17 < IF'; on a d'autre part 

I ~ ( s )  = ~ ; ( ( f , ) ~ )  pour tout s E S. La formule (5) est donc une conséquence 
immédiate de la définition de l'encombrement y' donnée au 5 1, no 2. Si K est 
une partie compacte de S et L une partie compacte de T, on a v,, , = A, @ p, 
par construction, et la prop. 7 du chap. V, 2e éd., 5 8, no 3 entraîne la relation 

Par ailleurs, toute partie compacte de S x T est contenue dans un ensemble 
compact de la forme K x L; passant à l'enveloppe supérieure sur K et L dans la 
formule précédente, on obtient donc 

c'est-à-dire (6). 
Enfin, la prop. 7 du chap. V, 2e éd., 8 8, no 3, entraîne que la restriction de 

I,L à tout compact K de T est A,-mesurable; cela équivaut à dire que 14 est 
A-mesurable. 

PROPOSITION 11. - Soit f une fonction semi-continue inférieurement 2 O déjinie dans 
X = S x T .  

a) La fonction&: t tt f (s, t )  est semi-continue inférieurement dans T pour tout s E S.  
b) La fonction I r :  s r-t j"'f (s, t )  dp( t )  est semi-continue inférieurement dans S, et 

l'on a: 

(9) 



La propriété a) est évidente, car l'application t H f (s, t) de T dans R est 
composée de f et de l'application continue t H (s, t )  de T dans X. Pour établir b), 
nous utiliserons un lemme: 

Lemme 3. - Soient X un espace topologique (séparé ou non), f une fonction semi-continue 
inférieurement 2 O déjinie dans X; alors f est limite d'une suite croissante (f,),,, de 
fonctions semi-continues inférieurement dans X, telle que chaque fonction f, soit une com- 
binaison linéaire, à coejicients positifs, de fonctions caractéristiques d'ensembles ouverts. 

Etant donnés deux entiers k 2 1 et n 2 1, notons Jk, la fonction caractéristique 
n.2" 

de l'intervalle )k/2,, +CO) de R. Pour tout x ER +, posons u,(x) = 2-" 2 Jkn(x) ; 
k = l  

il est immédiat que la suite (u,(x)),,, est croissante et admet x pour limite. La 
suite des fonctions f, = un 0 f est donc croissante et converge vers f, et on a 

71.2" 

fn = 2 - ,  cp~,,,,, où U(k, n) est l'ensemble ouvert f -l()k/2,, +CO)) de X. 
k = l  

Passons à la démonstration de b). La fonction If étant l'enveloppe supérieure 
de la famille filtrante croissante des fonctions IF, où L parcourt l'ensemble des 
parties compactes de T (lemme 2), il nous suffit de montrer que les fonctions IF 
sont semi-continues inférieurement; la formule (9) se déduit alors de (6) en . . 
passant à l'enveloppe supérieure sur L ( 5  1, no 6, prop. 5 ) .  

Soit donc X l'ensemble des fonctions semi-continues inférieurement positives 
f sur S x T telles que IF soit semi-continue inférieurement pour tout compact L 
de T. D'après la prop. 5 du 8 1, no 6, la borne supérieure de tout ensemble filtrant 
croissant d'éléments de X appartient à 2. D'après le lemme 3, il nous suffit donc 
de prouver que la fonction caractéristique d'un ouvert W de S x T appartient 
à X. De plus, d'après la définition de la topologie produit sur S x T, l'ouvert W 
est réunion d'une famille filtrante croissante (W,),,, d'ouverts de la forme 

où les U, sont ouverts dans S et les V, ouverts dans T; d'après les remarques faites 
plus haut, il nous suffit de montrer que la fonction caractéristique d'un tel ouvert 
appartient à 2. Soient alors s E S, et U l'intersection de la famille (éventuelle- 
ment vide) formée des ouverts Ui contenant s; on voit immédiatement que 
'pw(s, t )  < cp,(st, t) pour tout s' E U et tout t E T, d'où par intégration 
Itw(s) < Ikw(st) pour tout s' E U. Par conséquent Ikw est semi-continue inférieure- 
ment, et la proposition est établie. 

COROLLAIRE 1. - Soit f une fonction numérique positive déjînie dans X = S x T; on a 
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Soit en effet g une fonction semi-continue inférieurement sur X majorant f; 
on a, d'après la prop. 11, 

L'inégalité (10) s'obtient en passant à l'enveloppe inférieure sur g. 

COROLLAIRE 2. - Soit f une fonction numérique déjïnie dans S x T et v-négligeable. La 
fonctionf,: t H f (s, t )  est alors p-négligeable pour A-presque tout s E S. 

PROPOSITION 12. - Soit f une fonction positive v-mesurable déjïnie dans X = S x T. 
Sufiposons que f soit v-modérée (resp. que p soit modérée). Alors 

a) L'ensemble N des s E S tels que la fonctionf,: t H f (s, t) ne soit pas p-mesurable 
est négligeable (resp. localement négligeable) pour A. 

b) L'application s H I'f (s, t )  dp(t) est A-mesurable, et on a 

Nous commencerons par établir b) lorsque f est v-modérée. D'après le lemme 
2, cette partie de l'énoncé est valable lorsqu'il existe une partie compacte L de T 
telle que f soit nulle en dehors de S x L;  on a en effet dans ce cas If = 14' pour 
tout compact L' de T contenant L, et la formule (1 1) se réduit à (6). En particu- 
lier, b) est établie pour une fonction f nulle hors d'un compact de S x T. D'autre 
part, le corollaire 1 de la prop. 11 entraîne que b) est vraie lorsque f est v-négligea- 
ble. Comme toute fonction v-modérée est somme d'une fonction v-négligeable 
et d'une suite de fonctions à support compact ( 5  1, no 9, cor. 3 de la prop. 14), 
l'assertion b) est vraie lorsque f est v-modérée. 

De même, l'assertion b) est évidente lorsque p est portée par une partie 
compacte L de T (lemme 2). Supposons que p soit modérée; il existe alors une 
suite (p.,),,, de mesures à support compact sur T, telle que p = 2 p, ( 5  1, 

n 

no 9, cor. 5 de la prop. 14), d'où v = 2 A Q pn (no 5, cor. 3 de la prop. 10). 
n 

L'assertion b), étant valable pour chacune des mesures v, = A Q p,, est aussi 
valable pour v = 2 v,. 

n 

Démontrons a) ;  notons N l'ensemble des s E S tels que f, ne soit pas p- 
mesurable; pour toute partie compacte L de T, notons de même NL l'ensemble des 
s E S tels quef,rp, ne soit pas p-mesurable. Si K et L sont des ensembles compacts 
dans S et T respectivement, f,, , est mesurable par rapport à la mesure v,, , = 
A, @ pL, et la prop. 2 du chap. V, 2e éd., 5  8, no 2 montre que l'ensembleN, est locale- 
ment négligeablepour A,; comme K est arbitraire, NL est localement A-négligeable. 



Supposons que f soit nulle hors d'un ensemble compact de la forme K x L ;  
alors N = NL, et N est contenu dans K ;  il en résulte que N est A-négligeable. De 
même, si f est v-négligeable, le corollaire 2 de la prop. 11 entraîne que N est 
A-négligeable. Le cas oh f est v-modérée se traite alors comme ci-dessus, en 
combinant les deux cas précédents. 

Supposons que y soit portée par une partie compacte L de T; alors, on a 
encore N = NL, et N est donc localement A-négligeable. Toute mesure modérée 
étant somme d'une suite de mesures à support compact (5 1, no 9, cor. 5 de la 
prop. 14), ce résultat s'étend aussitôt au cas où y est modérée en utilisant la prop. 
8 du $1,  no 7. 

Remarque. - Soient (Ka),,, un concassage de S pour A et M = S - U Ka; 
a e A  

définissons de manière analogue (LJDeB et N pour la mesure p sur T. On note 
S' l'espace localement compact somme des sous-espaces Ka de S et de l'espace 
discret M ;  l'espace T' est défini de manière analogue, et l'on pose X' = S' x T'. 
L'espace localement compact X' est somme de la famille (Ka x Lp)(=, p ) e A X  de 
sous-espaces compacts de X, et d'un sous-espace P = (M x T) u (S x N) qui 
est une partie localement v-négligeable de X (on notera que P n'est pas un espace 
discret en général). On a vu dans le Scholie du 5 1, no 8 qu'il existe une mesure A' 
sur S' telle que les fonctions mesurables, l'intégrale supérieure essentielle des 
fonctions positives, les fonctions essentiellement intégrables et leurs intégrales 
soient les mêmes pour A et A'. Associons la mesure y' sur T' à p et la mesure v' sur 
X' à v, conformément au Scholie cité; on voit immédiatement que 1'011 a 
vf*( f @ g) = Af*(f)y'*(g) pour f E S+(S)  et g E 9 + ( T ) ;  on a donc v' = A' @ p' 
d'après la prop. 10 du no 5 .  Comme la topologie de X' est plus fine que celle de X, 
toute fonction v-modérée est vf-modérée. Ce procédé permet d'étendre sans nou- 
velle démonstration le th. de Lebesgue-Fubini (chap. V, 2e Cd., s 8, no 4, 
th. 1) à la situation présente. 

7. Un résultat sur la désintégration des mesures 

PROPOSITION 13. - Soient X un espace topologique, v une mesure modérée sur X, p une 
application v-propre de X dans un espace topologique T, et y = p(v). On suppose que tout 
sous-espace compact de X est métrisable. Il existe alors une application t F+ A, de T dans 
A+ (X) ayant les propriétés suivantes : 

a) pour tout t E T, la mesure A, est portée par p -l (t ) ; 
b) pour toute fonction universellement mesurable(l) positive f sur X, la fonction 

t H A;( f )  est universellement mesurable sur T et l'on a 

(1) On dit qu'une application d'un espace topologique X dans un espace topologique Y est uni- 
versellement mesurable si elle est y-mesurable pour toute mesure y sur X (cf. chap. V, 2e éd., § 3, 
no 4). 
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c) l'ensemble des t E T tels que A,(l) # 1 est localement p-négligeable. 
De plus, si t H 1; est une application de T dans d, (X) satisfaisant aux conditions 
a) et b) ,  l'ensemble des t E T tels que At # A; est localement p-négligeable. 

Nous aurons besoin d'un résultat auxiliaire : 

Lemme 4. - Soient X un espace topologique, v une mesure sur X et f une application v- 
mesurable de X dans un espace topologique F (séparé ou non). I l  existe une application 
uniuersellement mesurable f' de X dans F, égale à f localement v-presque partout. 

La démonstration est identique à celle de la prop. 7 du chap. V, 2e éd., $ 3, 
no 4, compte tenu de la prop. 10 du $ 1, no 8. 

Passons à la démonstration de la prop. 13. 
A) On suppose que X est compact et métrisable et que p est continue et surjective: 
L'espace T est alors compact et métrisable (Top. gén., chap. IX, 3e éd., 

$ 2, no 10). D'après le th. 1 du chap. VI, $3,  no 1, il existe une application 
vaguement p-mesurable et scalairement essentiellement p-intégrable H : t i-t qt 
de T dans d, (X) telle que v = 1, qt dp (t ) et que qt soit de masse totale 1 et 
portée parp-l(t) pour tout t E T. Soit (Sn).,, un concassage de T pour p, tel que 
la restriction de H à chacun des ensembles Sn soit continue ($ 1, no 8, prop. 10 et 
11) ; on notera A: t i-t At l'application de T dans A?, (X) égale à H sur S = 

iJ Sn et à O sur T - S. Il est clair que l'on a v = 1, ht dp(t) et que A satisfait à 
 EN 

la condition a) de l'énoncé; la formule (12) résulte de la prop. 5 du chap. V, 
2" éd., $ 3, no 2. 

Soit O une mesure sur T ;  l'application A est vaguement O-mesurable et 
scalairement essentiellement O-intégrable, donc aussi O-adéquate (chap. V, 2" 
éd., $ 3, no 1, prop. 2, b)) .  Soit f une fonction positive universellement mesurable 
sur X ;  d'après la prop. 5 du chap. V, 2e éd., $3 ,  no 2, appliquée à [h,dO(t) l'ap- 
plication t 1; (f)  est O-mesurable, donc universellement mesurable vu l'arbi- 
traire de O. 

B) On suppose qu'il existe une partie compacte X' de X portant la mesure v et telle que 
p,, soit continue: 

Posons alors T' = p(Xf),  et p' = Px,; nous noterons v' la mesure vx, et p' la 
mesure image pf(v') sur T'. Comme p' est continue et surjective et que X' est 
compact et métrisable, il existe d'après A) une application A': t' H A; de T'  dans 
&+ (X') satisfaisant aux conditions suivantes : 

a') pour tout t' E T', la mesure AC est portée par X' ri p-l(t1) ; 
b') pour toute fonction positive universellement mesurable f '  sur X', la 

fonction t' H Ai:( f') est universellement mesurable sur T'  et l'on a 

SX. f'(xl) dv'(xl) = ST: dp1(t') 1' f'(x1) d&.(x'). 
X' 

Soit t E T ;  si t appartient à T', nous noterons A, l'image de A; par l'injection 
canonique de X' dans X, et si t appartient à T - Tt nous poserons At = O. Le 



lecteur vérifiera sans peine que l'application t i-t At satisfait aux conditions a) et 
b) de l'énoncé. 

C) Existence dans le cas général : - 

La mesure v sur X étant modérée, nous pouvons choisir un recouvrement 
(U,),,,, de X formé d'ouverts v-intégrables. Soit par ailleurs (X,),,, un v- 
concassage de X tel que la restriction de p à chaque ensemble X, soit continue 
( 5  1, no 8, prop. 10 et 11) ; on notera v, la mesure y,, . v sur X et y, son image par 
p. D'après B), il existe, pour tout entier n E N, une application t H up de T dans 
dl+ (X) satisfaisant aux conditions suivantes : 

a") La mesure uF est portée parp- l ( t )  pour tout t E T. 
b") Si f est une fonction positive universellement mesurable sur X, la fonction 

positive t H (a;)'( f )  sur T est universellement mesurable et l'on a 

On  a v = 2 v, et y = p,; il résulte immédiatement de la prop. 3 du no 2 
n E N ? % E N  

et du lemme 4 ci-dessus qu'il existe une suite (g,),,, de fonctions positives uni- 
versellement mesurables sur T telle que p, = g,. p. pour tout n E N et 2 gn = 1. 

lt E N  

Pour tout t E T, nous noterons PF la mesure gn(t). a? sur X et q, l'encombrement 
2 (PF)' sur X. Soit f une fonction positive universellement mesurable sur X ;  

n E N  

utilisant la prop. 2 du no 2 et sommant sur n dans (13), on obtient 

il est clair par ailleurs que la fonction t t-+ q,( f )  sur T est universellement mesu- 
rable. 

Pour tout m E N, soit E, l'ensemble des t E T tels que q, (U,) = + co ; l'ensemble 
E, est universellement mesurable car il en est ainsi de l'application t H q,(U,), 
et E, est localement y-négligeable d'après la formule (14) appliquée à f = cp,,, 
puisque vg(U,) est fini. L'ensemble E = U E, est donc universellement mesu- 

, E N  

rable et localement y-négligeable. Nous poserons At = O pour t E E. Par ailleurs, 
soit t E T  - E; l'encombrement qt est localement borné puisque les ouverts U,,, 
recouvrent X et que qt(U,) est fini; d'après la prop. 7 du fj 1, no 7, il existe une 
mesure A, sur X telle que qt = A; et At = Pt. Il est immédiat que l'application 

?%EN 

t H At satisfait aux conditions a) et b) de l'énoncé. 
D) Démonstration de c) : 
Soit f une fonction universellement mesurable, positive et bornée sur X ;  nous 

allons montrer que la fonction universellement mesurable h, : t H A t  (f) sur T est 
une densité de la mesure yf = p(  f . ~ )  par rapport à p. = p(v). Soit K une partie 
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compacte de T et soit A = p-l(K).  Pour tout t E T, la mesure A, est portée par 
Pdl(t) ; si t appartient à K, on ap- l ( t )  c A, d'où A;( fq,) = A;( f )  ; en revanche, 
si t appartient à T - K, on ap- l ( t )  c X - A, d'où A;( fyA) = O. Appliquant la 
formule (12) à f. y,, on trouve alors 

ce qui établit la relation yf = hf . y. 
Faisant f = 1, on voit que la fonction hl: t ++ llht\l est une densité de la 

mesure y, = y par rapport à p, donc est égale à 1 localement y-presque partout 
sur T. 

E) Unicité: 
Soient t H hf (pour i = 1, 2) deux applications de T dans A+ (X) satisfaisant 

aux conditions a) et b) de l'énoncé. Comme dans C), choisissons un y-concassage 
(X,),,, de X tel quep,, soit continue pour tout n E N, et posons N = X - U X,. 

 EN 

Pour tout entier n EN,  choisissons un ensemble dénombrable D, de fonctions 
positives sur X, nulles hors de X,, dont les restrictions à X, forment un ensemble 
dense dans l'espace normé %'(X,) (appliquer le th. 1 de Top. gén., chap. X, 2% 
éd., $ 3, no 3 à l'espace compact métrisable X,). Nous poserons D = U D,. 

n F N  .. - .. 
Soit f E D ;  d'après D), les fonctions t H (A:)'( f )  et t H (A?)*( f )  sont des 

densités de la mesure yf par rapport à y, et il existe donc un ensemble localement 
p-négligeable Er dans T tel que (A:)'( f )  = (At)*( f )  pour t E T  - Er. De plus, 
d'après (12), l'ensemble Fi des t E T tels que (Ai,)*(N) f O est localement p- 
négligeable pour i = 1, 2. Comme D est dénombrable, l'ensemble G = 
( U Er) u F, u F, est localement y-négligeable; pour t E T - G on a (A:)*(N) = 
~ E D  

(A?)'(N) = O et (A:),, = (At),,, d'où A: = A t  d'après la prop. 9 du $ 1, no 8. 
C.Q.F.D. 

Remarques. - 1) Si X est un espace souslinien, tout sous-espace compact de X est 
souslinien, donc mttrisable ( Tok. ghn., 3e édit., chap. IX,Appendice 1, cor. 2 de laprop 3), 
et toute mesure sur X est modérte ($ 1, no 9, Remarque 1). D'après la prop. 13, toute 
mesure v sur X admet donc une désintégration par rapport à toute application 
v-propre. 

2) Avec les notations de la prop. 13, soit f une fonction v-mesurable positive. On 
peut prouver comme au chap. V, 28 éd., § 3, no 2, prop. 5 que l'ensemble des t E T tels 
que f ne soit pas At-mesurable est localement y-négligeable, que t~ At(f) est p-mesu- 
rable, et que l'on a encore la relation (12). 

$ 3. Mesures et fonctions additives d'ensemble 

Dans ce paragraphe, on désignera respectivement par R(T) et par B(T) l'ensemble des 
parties compactes d'un espace to/mlogique s$aré T, et la tribu borélienne de T. 



1. Mesures et fonctions additives de compacts 

THÉORÈME 1. - Soient T un espace topologique, et 1 une application de R (T) dans R + . 
Pour qu'il existe une mesure p. sur T telle que I(K) = p.*(K) pour tout K E 9(T),  il  faut 
et il su@ que 1 satisfasse aux conditions suivantes: 

1) Si K et L sont des parties compactes de T telles que K c L, on a I(K) < I(L) 
( O  1 est croissante D) . 

2) Si  K et L sont des parties compactes de T, on a I (K u L) < I (K)  + I(L). 
3) Si  K et L sont des compacts disjoints de T, on a I (K u L) = I(K) + I(L) 

((( 1 est additiue O ) .  

4) Pour toute famille jltrante décroissante (Ku),,, de parties compactes de T, on a 
I (  n Ka) = inf I(K,). 

~ E A  u e  A 

5 )  Pour tout x E T, il  existe un voisinage V de x tel que 

sup 1 (K) < + oo (<( 1 est localement bornée ))). 
K E N T )  
K C V  

La mesure p. est alors unique. 
L'unicité de p. résulte du cor. de la prop. 2 du 5 1, no 2. Les conditions ci- 

dessus sont nécessaires, les trois premières de façon évidente, la dernière du fait 
que p.' est un encombrement localement borné, et la condition 4) d'après le cor. 
de la prop. 5 du $1, no 6. 

Pour montrer que ces conditions sont suffisantes, nous commencerons par 
traiter le cas où T est compact. 

Lemme 1. - Supposons que T soit compact, et posons I(T) = 1. Pour tout A c T, posons 

et soit cD l'ensemble des A c T tels que J(A) + J(GA) = 1. L'ensemble cD est alors un 
clan qui contient 9(T) ,  et la fonction J sur cD est croissante et additive. 

I l  est clair que J est une fonction d'ensemble croissante, qui prolonge 1, et que 
l'on a J(A) + J(CA) g 1 pour tout A c T. 

Soient K et S deux ensembles compacts dans T ;  nous allons montrer d'abord 
que l'on a: 

(2) J(K n S) + J(GK n S) = J(S). 

En considérant les restrictions de 1 à 9(S) et de J à P(S), on se ramène aussitôt au 
cas où S = T. Comme T est normal, K est l'intersection de la famille filtrante 
décroissante de ses voisinages compacts, et la condition 4) entraîne l'existence, 
pour tout E > 0, d'un voisinage compact H de K tel que I(H) < I (K)  + E. Soit 
L l'adhérence de T - H; L est compact, on a L n K = %, et H U L = T, 
donc 1 = 1 (H u L) 6 1 (H) + 1 (L) < 1 (K) + 1 (L) + E (condition 2)), d'où la 
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relation J(K) + J(CK) 2 I(K) + I(L) 2 1 - E. Comme E est arbitraire, on a 
J(K) + J(CK) = 1. Cela prouve la formule (2)) ainsi que l'inclusion R(T) c @. 

Prouvons maintenant que 0 est un clan. Comme 0 est évidemment stable par 
passage au complémentaire, il suffit de montrer que si A, et A, désignent des 
éléments de @, on a A, u A, E @, OU encore que l'on a 

Désignons par E un nombre > O, et, pour i = 1,2, soient Ki un compact contenu 
dans A,, Li un compact contenu dans CA,, tels que 

Posons Ml = K, u LI; les relations 1 = J(M,) + J(CM,), J(M,) = 
I(K,) +I(L,) 2 J(A,) + J(CA,) - 2c = 1 - 2 ~ ,  entraînent J(CM,) < 2 ~ .  Alors, 
si S est une partie compacte de T, la relation (2) (appliquée à K = Ml) entraîne 
J(s)  < J(Ml n S) + 2 ~ ,  d'où 

Ajoutons les inégalités obtenues en faisant S = K, et S = L, et tenons compte de 
l'inégalité J(I<,) + J(L,) 2 1 - 28, et du fait que K, n K,, L, n K, et K, n L, 
sont trois compacts disjoints contenus dans A, u A,. Il vient, en désignant par C 
la réunion de ces trois compacts 

d'où aussitôt la formule (3) cherchée vu l'arbitraire de E. Ceci étant acquis, les 
inégalités précédentes entraînent J(C) 2 J(Al u A,) - 6 ~ ;  si A, et A, sont dis- 
joints, C est réunion de K, ri L, c A, et de K, n L, c A,, et on en déduit 
J(A, u A,) < J(A,) + J(A,). L'inégalité inverse étant évidente, J est bien 
additive sur 0, et le lemme est établi. 

Achevons la démonstration du théorème dans le cas où T est compact. Soit 
&(O) l'espace vectoriel des fonctions @-étagées sur T muni de la convergence 
uniforme (chap. IV, 2e éd., § 4, no 9, déf. 4) ; nous désignerons encore par J la 
forme linéaire positive sur &(O) associée à la fonction additive J (loc. cit., prop. 18). 
Comme J(T) = 1, J est continue et de norme 1. Soit alors &? l'adhérence de &(O) 
pour la topologie de la convergence uniforme; on vérifie aussitôt que J se pro- 
longe par continuité en une forme linéaire positive sur %, encore notée J. Comme 
2 contient V(T) (loc. cit., no 10, prop. 19) la restriction de J à V(T) est une mesure 
positive p. Il nous reste à montrer que l'on a p*(K) = I (K)  pour toute partie 
compacte K de T. Or  nous avons p*(K) = inf y*( f ) ,  où S, désigne l'ensemble 

f ESK 

des éléments de V(T) qui majorent y ,  ($1, no 6, prop. 5). Comme J( f )  = p*( f )  
pour f E '3(T), il suffit évidemment de montrer que J(K) 3 inf J( f ) .  Or soit H, 

f s s x  



comme dans la démonstration du lemme 1, un voisinage compact de K tel que 
J(H) < J(K) + E, et soit f une fonction continue dans T, comprise entre O et 1, 
égale à 1 sur K et à O hors de H (Top. gén., chap. IX, 3e éd., 5 4, no 1, prop. 1). 
On  a 

J(f) J ( H )  6 JW + E; 

E étant arbitraire, l'inégalité demandée est prouvée, et le théorème est donc 
établi lorsque T est compact. 

Passons maintenant au cas général. Pour tout ensemble compact L dans T, 
soit IL la restriction de 1 à R(L). D'après le cas particulier qui vient d'être traité, 
il existe une mesure pL sur L, unique, telle que pL(K) = IL(K) pour tout en- 
semble compact K c L. Soit alors L' un compact contenu dans L; on a 
(pL)t,(K) = &(K) = &(K) pour tout compact K c L', donc pLt = 
l'application p: L H pL est une prémesure. La condition 5 )  exprime que p est une 
mesure, et la relation I(K) = p*(K) pour tout compact K c T est évidente. 

Remarques. - 1 )  La condition 4) peut être remplacte, dans l'tnonct du thkorème 1, 
par la condition suivante ( O  continuitk à droite )>) : 
4') Pour tout K E 9(T) et tout E > O ,  il existe un ensemble ouvert U contenant K, tel que 
I(H) < I(K) + E pour tout compact H c U .  

Si y est une mesure, la fonction 1: KI+ y*(K) satisfait en effet A 4') (§ 1, no 9, 
prop. 13). Inversement, supposons que 1 satisfasse à 1) et 4') ; montrons que 1 satisfait 
alors à 4). Avec les notations de l'tnonct du théorème 1, choisissons E > O et un en- 
semble ouvert U contenant l'ensemble compact K = r )  K,, et tels que 4') soit 

u e A  
vérifike. Il existe alors un indice /3 E: A tel que Kp  c U, et cela entraîne 

et 4) est bien vtrifite. 
2) L'ensemble des conditions 2) et 3) peut être remplacé, dans l'énonct du th. 1, 

par la condition suivante: 
Si K et L sont des compacts de T ,  on a 

Cette condition entraîne en effet 2) et 3), et d'autre part, on a 

pour toute mesure y, en vertu de la relation (PK"L + < P ~ ~ ~  = qK + qL entre les 
fonctions caractéristiques. 

2. Fonctions d'ensemble intérieurement régulières 

DÉFINITION 1. - Soit T un espace topologique, et soit B(T) la tribu borélienne de T ;  soit 
1 une application de 23 (T) dans + . 

a)  On dit que 1 est dénombrablement additive si, pour toute suite (A,) d'éléments de 
B(T) deux à deux disjoints, on a 
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b) On dit que 1 est intérieurement régulière si, pour tout ensemble A E B(T), on a 

I(A) = sup 1 (K), 
K 

K parcourant l'ensemble des parties compactes de A. 
c) On dit que 1 est bornée (resp. localement bornée) si I(T) < +CO (resp. si tout point 

x E T admet un voisinage ouvert V tel que 1 (V) < +CO). 

Remarques. - 1) La condition a) entraîne évidemment que 1 est une application 
croissante de B(T) (ordonné par inclusion) dans E+. 

2) Supposons que 1 soit dénombrablement additive; soit (An)neN une suite crois- 
sante d'ensembles boréliens, et soit A = U A,. Les ensembles Do = A,, D, = 

n e N  
A, - A,-, étant deux à deux disjoints, et leur réunion étant A, on a I(A) = 
2 I(Dn) = lim I(A,). De même, si (B,) est une suite décroissante d'ensembles 
n n-r m 

boréliens, et si I(Bo) < +CO, on a ~ ( ( n )  B,) = lim I(B,) : il suffit d'appliquer ce qui 
n-t m 

précède aux ensembles k, = Bo - B,. 
3) Soit (A,) une suite quelconque de parties boréliennes de T. Si 1 est dénom- 

brablement additive, on a I(iJ A,) d 2 I(An). D'après la remarque précédente, il 
n II  

suffit d'établir cette inégalité pour une suite finie. On se ramène alors aussitôt au cas 
de deux ensembles Al et A2; mais la relation (4) entraîne que 

I(A, u A,) = I(A,) + I(A, - (A1 n A,)) G I(A1) + I(A,). 
L'inégalité cherchée en résulte immédiatement. 

4) Si 1 est une fonction dénombrablement additive et localement bornée, la re- 
marque précédente entraîne aussitôt que I(K) < +co pour tout compact K c T. 

5) On peut montrer que si 1 est additive, c'est-à-dire satisfait à (4) pour les suites 
hies, et si 1 est intérieurement régulière, alors 1 est dénombrablement additive 
(exerc. 7). Le lecteur pourra d'ailleurs constater que seule l'additivité et la régu- 
larité intérieure sont utilisées dans la démonstration du th. 2 ci-dessous. 

THÉORÈME 2. -Soit T un espace topologique, et soit 1 une fonction déJinie sur B(T), 
à valeurs dans R + . Pour qu'il existe une mesure p sur T, telle que p* (A) = 1 (A) pour tout 
A E B(T), il  faut et il  su#t que 1 soit dénombrablement additive, localement bornée et 
intérieurement régulière. La mesure p est alors unique. 

Ces trois conditions sont nécessaires : l'application A H p* (A) sur B (T) est en 
effet dénombrablement additive (§ 1, no 5,  cor. de la prop. 4), localement bornée 
d'après la définition des mesures (g 1, no 2, déf. 5) et intérieurement régulière 
d'après la Remarque 3 du 8 1, no 2. 

Passons à l'existence. 11 est clair que la restriction de 1 à R(T) satisfait aux 
conditions l) ,  2)' 3) et 5) de l'énoncé du th. 1; montrons que 4) est également 
satisfaite. Soit K une partie compacte de T, intersection d'une famille filtrante 
décroissante (Ka),,, d'ensembles compacts, et soit c un nombre > O; 1 étant 
localement bornée, il existe un voisinage ouvert (donc borélien) V de K tel que 
I(V) < +CO, et il existe alors un indice a tel que K, c V; quitte à changer de 
notation, nous pouvons supposer que K, c V pour tout a EA. D'après la 
régularité intérieure de 1, il existe un ensemble compact L c V - K tel que 
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I(L) 2 I (V - K) - E; comme L ne rencontre pas Ky  il existe un indice u tel que 
L n K, = a, et on a alors I (V - K,) 2 I(L) I(V - K) - E. Comme on a 
K, c V, il en résulte I(K,) G I(K) + E et la condition 4) est vérifiée. 

D'après le th. 1, il existe une mesure p telle que pb(K) = I (K)  pour tout 
K E R(T). La régularité intérieure des fonctions d'ensembles pb et 1 sur B(T) 
entraîne alors pb(A) = I(A) pour tout A E B(T) et l'existence est prouvée. 
L'unicité de p résulte de l'assertion d'unicité du th. 1. 

3. Espaces radoniens 

DÉFINITION 2. - Soit T un espace topologique. On dit que T est un espace radonien (resp. 
fortement radonien) si T est séparé et si toute fonction déjînie sur la tribu borélienne B(T) de 
T, à valeurs dans R + ,  dénombrablement additive et bornée (resp. localement bornée) est 
intérieurement régulière. 

Par exemple, nous verrons plus loin (prop. 3) que tout espace polonais est forte- 
ment radonien. En particulier, tout espace localement compact à base dénombrable 
est fortement radonien. 

I l  existe des espaces radoniens qui ne sont pas fortement radoniens. 

PROPOSITION 1. - Tout espace de Lindelof'l) radonien est fortement radonien. 
Soit T un espace de Lindelof radonien, et soit 1 une fonction d'ensemble, 

positive, dénombrablement additive et localement bornée, sur la tribu B(T). Les 
ensembles ouverts V tels que I(V) < +CE forment un recouvrement de T, 
dont on peut extraire un recouvrement dénombrable (V,),,,. Posons G, = 
V, u VI v . . . u V, pour tout n E N; posons Ho = Go et H, = G, - G,-, 
pour n 1 ; désignons enfin par 1, la fonction d'ensemble At+ 1 (A n H,) sur B (T), 
qui est évidemment dénombrablement additive et bornée. Les ensembles H, for- 
mant une partition de T, on a 1 = 2 1,. L'espace T étant radonien, il existe pour 

n 

chaque n EN une mesure bornée p, sur T telle qu'on ait pi(A) = I,(A) pour 
tout A E B(T);  on a donc aussi &(A) = I(A). Comme 1 est localement 

n 

bornée, la famille (p,) est sommable (§ 1, no 7, prop. 7) ; si p désigne 2 p,, on a 
n 

pb(A) = I(A) pour tout A E B(T), et il en résulte que 1 est intérieurement 
régulière. Autrement dit, T est fortement radonien. 

Rappelons qu'une partie A d'un espace topologique T est dite universellement 
mesurable si A est p-mesurable pour toute mesure p sur T. Cela revient à dire que 
A est p-mesurable pour toute mesure p sur T à support compact ( 5  1 ,  no 8, prop. 9). 

(1) Rappelons (Top. gén. chap. I X ,  Appendice 1) qu'on appelle espace de Lindelof tout espace topo- 
logique T tel que de tout recouvrement ouvert de T, on puisse extraire un recouvrement dé- 
nombrable. 
&-B. 
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PROPOSITION 2. - Soient X un espace topologique et T un sous-espace de X. 
a) Supposons que T soit radonien. Pour toute fonction 1 déjïnie sur 8 ( X ) ,  positive, 

dénombrablement additive et bornée, on a alors 

sup I(K) = inf I(B). 
K  compact B E  B(X) 

K c T  B a T  

De plus, T est universellement mesurable dans X. 
b) Inversement, supposons que X soit radonien, et que T soit universellement mesurable 

dans X ;  alors T est radonien. 
Démontrons a). Désignons par a le second membre de (6) ; pour tout n E N, 

il existe un ensemble C, E 8 ( X )  contenant T, et tel que I(C,) < cc + 2-,. Si l'on 
pose C = C,, on a alors T c C, I(C) = a. Si A E 8 ( T ) ,  choisissons une partie 

n 

borélienne B de X telle que A = B n T (Top. gén., chap. IX, 3e éd., § 6, no 3) et 
posons J(A) = 1 (B n C). Ce nombre ne dépend pas du choix de B, car si Br est un 
second ensemble, borélien dans X, tel que A = B' n T, alors B n C et B' A C 
ne diffèrent que par un ensemble borélien M contenu dans C - T, et on a 
I(M) = O d'après la construction de C. On a évidemment J(K) = I(K) pour 
tout ensemble compact K c T. Soit (A,) une suite de parties boréliennes de T, 
deux à deux disjointes, et, pour chaque n, soit B, une partie borélienne de X telle 
que B, n T = A,. Quitte à remplacer B, par B, - ( U  Bk), on peut supposer 

k < n  

que les ensembles B, sont deux à deux disjoints. Posons A = U A, et B = U B,; 
n n 

on a J(A) = 1 (B n C) = 2 1 (B, n C) = 2 J(A,) ; J est donc une fonction 
n n 

dénombrablement additive et bornée sur 8 ( T ) .  Comme T est radonien par 
hypothèse, il existe une mesure bornée p sur T telle que J(A) = p*(A) pour tout 
A E 8 (T) ; on a par conséquent a = J(T) = p* (T) = s:p p* (K) = s;p J(K), 
par définition de p*. La formule (6) est donc établie. 

Montrons que T est universellement mesurable. Soit A une mesure bornée sur 
X ;  le raisonnement précédent s'applique à la fonction d'ensemble 1 : A H  A*(A) 
sur 8 ( X ) ,  et il existe donc une suite (K,) de parties compactes de T telles que l'on 
ait (avec les notations ci-dessus) 

SUP A*(K,) = J(T) = A* (C). 
n 

Posons Kt  = U K,; K t  est borélien dans X, on a K' c T c C, l'(Kt) = A*(C), 
R E N  -. 

donc ces trois ensembles ne diffèrent que par des ensembles A-négligeables, et 
T est A-mesurable. Cela achève la démonstration de a). 

Passons à b). Supposons que X soit radonien, et que T soit universellement 
mesurable dans X. Soit 1 une fonction positive, dénombrablement additive et 
bornée sur 8 ( T )  ; la fonction A H I(A n T )  sur 8 ( X )  est alors positive, dénom- 
brablement additive et bornée, et il existe donc une mesure bornée v sur X telle 



que I(A n T)  = ve(A) pour tout A E B(X). Or  T est v-mesurable; la relation 
précédente montre que vb(K) = O pour tout compact K de X disjoint de T, et v 
est donc concentrée sur T. Par conséquent, pour tout ensemble borélien A de X, 
on a I(A n T)  = v0(A n T)  = pe(A ri T),  où p. est la mesure induite par v sur T. 
Il en résulte enfin que I(B) = p.*(B) pour tout ensemble B E B(T) (Top. gén., 
chap. IX, 3e éd., 5 6, no 3, Remarque), et 1 est bien intérieurement régulière. 

COROLLAIRE. -Si X est un espace radonien, tout sous-ensemble borélien T de X est 
radonien. 

En effet, T est universellement mesurable dans X. 

PROPOSITION 3. - Tout espace souslinien (en particulier tout espace polonais ou lusinien) 
est fortement radonien. 

Soit T un espace souslinien; T étant un espace de Lindelof (Top. gén., chap. 
IX, 3e éd., Appendice 1, cor. de la prop. 1)) il suffit de montrer que T est radonien 
(prop. 1). Soit 1 une fonction définie sur B(T), positive, dénombrablement 
additive et bornée. Nous prolongerons 1 à Tp(T) en posant, pour toute partie A 
de T 

I(A) = inf I(B). 
B E  WT) 

B a A  

Montrons que ce prolongement est une capacité sur T (Top. Gén., chap. IX, 3e 
éd., § 6, no 9). Il est clair que la relation A c A' entraîne I(A) < I(A1). Soit 
(A,) une suite croissante de parties de T, et soit A = U A,. L'ensemble des 

n 
parties boréliennes qui contiennent A, étant stable pour les intersections dénom- 
brables, il existe pour chaque n un ensemble borélien B, tel que A, c B, et 
I(A,) = I(B,) (cf. démonstration de la prop. 2). Posons C, = n B,; C, est 

P > n  

borélien, et on a A, c C, c B,, donc I(A,) = 1 (C,). D'autre part, la suite (C,) 
est croissante. Soit C = U C,: la relation A c C entraîne I(A) < I(C) = 

n 
lim 1 (C,) = lim 1 (A,) d'où aussitôt l'égalité I(A) = lim I(A,). Par suite, 1 est 

n n n 

une capacité. 
Si (H,) est une suite décroissante d'ensembles fermés dans T, on a évidem- 

ment 1 (n H,) = inf I(H,). Il  en résulte que tout sous-ensemble souslinien F de 
n 

T est capacitable pour 1 (Top. gén., chap. IX, 3e éd., 5 4, no 9, prop. 15). En 
particulier, tout sous-ensemble borélien A de T est capacitable (loc. cit., no 3, 
prop. 10). Autrement, dit, on a 

I(A) = sup I(K),  
K 

K parcourant l'ensemble des compacts contenus dans A; on a prouvé que 1 est 
intérieurement régulière. 

Remarque. - Soient X un espace lusinien (en particulier un espace polonais), et f une 
application continue bijective de X dans un espace (régulier) Y. On sait (Top. gén., 
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chap. IX, 3e éd., 8 6, no 7, prop. 14) que l'application B t+ f - l (B)  est une bijection 
de la tribu borélienne de Y sur la tribu borélienne de X. Les espaces X et Y sont 
lusiniens, donc fortement radoniens (prop. 3). Il en résulte immkdiatement que I'ap- 
plication y t+ f(p) est une bijection de I'ensemble des mesures bornées sur X sur 
l'ensemble des mesures bornées sur Y. 

8 4. Limites projectives de mesures 

Dans tout ceparagraphe, on note 1 un ensemble non vide, muni d'une relation de préordre, 
notée i < j ,  et Jiltrant pour cette relation. Rappelons (Top. gén., 4e éd., chah. 1, $ 4 ,  
no 4 )  qu'un système projectif d'espaces topologiques indexé par 1 est une famille (Ti, pij)  où 
Tt  est un espace topologique et pij une application continue de T j  dans T ,  pour i < j ,  où 
p,, est l'application identique de T i  et oh l'on a pi, = pij 0 pjk pour i < j < k. Soient T un 
espace topologique et (p i )  , une famille d'applications continues p, : T + Ti. On dit que la 
famille (p i ) ,  ,I est cohérente si l'on a Pi = pij 0 pjpour i < j ,  et qu'elle est séparante si pour 
x,  y distincts dans T ,  il existe i E 1 tel que pi(x) # pi(y) .  Lorsque T = l i m  Ti et que pi 

C 

est l'application canonique de T dans Ti, la famille (Pi),,, est cohérente et séparante. 

1. Compléments sur les espaces compacts et les limites projectives 

PROPOSITION 1.  - Soient X et Y deux espaces topologiques et f une application continue de 
X dans Y .  Soit (Ku),,,  une famille jltrante décroissante de parties compactes de X ,  

d'intersection K .  On a alors f ( K )  = 2 f (K,). 

E n  e f fe t ,  soit y un point d e  ,CAf (K,) ; pour tout  a E A, l'ensemble La = 

K u  n f - l ( y )  est compact et n o n  vide. La  famille (L,),,, est filtrante décroissante, 
donc son intersection L est n o n  vide. O r  o n  a L = K n f - l ( y ) ,  d 'où y E f ( K ) .  On 
a donc prouvé I ' inclusion/(K) 3 CA f ( K J  e t  l'inclusion inverse est évidente. 

PROPOSITION 2. - Soient donnés un systèmeprojectif(T,, pii) d'espaces topologiques indexé 
par 1, un espace topologique T et une famille cohérente et séparante d'applications continues 
pi: T -t Ti. Alors: 

a)  Pour toute partie compacte K de T ,  on a K = i f I p ;  ' ( p , ( K ) ) .  

b )  Soient K et L deux parties compactes disjointes de T .  Il existe i E 1 tel quep,(K) et 
p,(L) soient disjoints pour j 3 i. 

a) Soit x u n  point d e  i ~ I p ;  l ( p i ( K ) )  ; pour tout  i P 1, l'ensemble K i  formé des 

points y de  K tels que  p i (y)  = Pi(x) est une  partie fermée n o n  vide d e  K .  Pour 
i & j, o n  a K i  2 K,, et comme  K est compact,  l'ensemble 2 1 K i  est donc n o n  

vide. Soit y un point d e  io K i ;  o n  a y P K et p i (y)  = pi(x)  pour tout  i E 1, d'où 

y = x ;  finalement, o n  a x E K ,  ce qui démontre l'inclusion K 3 p ; l ( p i ( K ) )  ; t e 1  
l'inclusion opposée est tvidente.  
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b) Pour tout i E 1, posons Mt = p i l ( p i ( K ) )  n L; c'est une partie fermée de 
l'espace compact L ,  on a M i  2 M ,  pour i G j et, d'après a) ,  on a $9, M i  = 

K n L = a .  Par suite, il existe un indice i tel que M i  = a.  Pour j 2 i, 
on a p y 1 ( p j ( K ) )  n L = M ,  c M i  = 0 ,  d 'oùp , (K)  n p , ( L )  = a.  

2. Systèmes projectifs de mesures 

DÉFINITION 1. - Soit 9 = (Ti, pi,) un système projectif d'espaces topologiques indexé 
par 1. On appelle système projectif (resp. système sous-projectif) de mesures sur 9 une famille 
(y,),,, oh est une mesure bornée sur Ti pour tout i E 1, et oh l'on a pi = pij(y,) (resp. 
Pi 2 P i j ( ~ j ) )  Pour i G 

PROPOSITION 3. - Soient donnés un systèmeprojectifd'espaces topologiques 9 = (Ti, pij) 
indexé par 1, un espace topologique T ,  une famille cohérente et séparante d'applications con- 
tinues pi : T -+ Tt (pour i E 1) et un système sous-projectif (y , ) ,  , , de mesures sur Y .  Pour 
toute partie compacte K de T ,  on pose 

Il existe alors une mesure bornée x sur T ,  et une seule, telle que n a ( K )  = J ( K )  pour tout 
compact K de T .  On a y, 2 pi(x)  pour tout i E 1 et x est la plus grande des mesures sur T 
satisfaisant à cette condition. 

Prouvons d'abord que J ( K )  est la limite de y, (pi (K))  selon le filtre des sections 
8 de l'ensemble préordonné filtrant 1:  il suffit pour cela (Top. gén., chap. I V ,  
3e éd., § 5 ,  no 2, th. 2)  de montrer que l'on a y;(p , ( K ) )  2 p;(Pr(K))  pour 
i ,< j ;  or, si l'on pose pi3 = pi j (y j ) ,  on a pij < pi et p j ( K )  c pu l ( p i ( K ) ) ,  d'où 

$ ( P j ( K ) )  $(p, '(Pi(K))) = (&)*(Pi(K))  ~ ; ( p i ( K ) ) .  

Passons maintenant à l'étude des propriétés de la fonction J :  
1) Il est clair que l'on a J ( K )  ,< J ( L )  lorsque K c L.  
2 )  Soient K et L deux parties compactes de T .  Pour tout i E 1, on a 

Pi@ u L )  = p i w  u p i w ,  d'où 

d ( P t ( K  u L ) )  < d ( P i ( K ) )  + d ( P i ( L ) )  ; 

passant à la limite selon le filtre 8, on obtient J ( K  u L )  < J ( K )  + J ( L ) .  
3 )  Supposons les compacts K et L disjoints. D'après la prop. 2 du no 1 ,  il existe 

i E 1 tel que p j ( K )  ri p j ( L )  = a pour j 2 i. Pour j 2 i, on a donc 

$ ( P i ( K U L ) )  = &(Pr&)) + P ; ( P ~ ( L ) ) ,  

d'où J ( K  u L )  = J ( K )  + J ( L )  en passant à la limite selon le filtre 8. 
4) Soit (K,) ,  , , une famille filtrante décroissante de parties compactes de T ,  

d'intersection K .  D'après la prop. 1 du no 1, on a p i ( K )  = n $+(Ku) et par suite 
U E A  
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p ; ( p i ( K ) )  = inf p;(pi (KU))  pour tout i E 1 (§ 1, no 6 ,  cor. de la prop. 5 ) .  On en 
déduit U E A  

J ( K )  = inf p; (p i  ( K ) )  = inf inf p; @ , ( K U ) )  
L E I  ( € 1  U E A  

= inf inf pr (A ( K a )  ) = inf J ( K U )  . 
U E A  i e I  a e A  

5 )  Choisissons 

J ( K )  < d ( P i ( K ) )  
Les propriétés 

i dans 1 et posons c = p;(Ti ) .  Alors c est fini et l'on a 
< $(Ti), soit J ( K )  < c pour tout compact K de T.  
précédentes permettent d'appliquer le th. 1 du § 3, no 1;  

on en conclut qu'il existe une mesure bornée x sur T ,  et une seule, telle que 
x e ( K )  = J ( K )  pour toute partie compacte K de T .  Pour tout i E 1, notons vi la 
mesure sur Ti image de x par pi. Soient i E 1, A une partie compacte de Ti et 
L) l'ensemble des parties compactes de p; (A). D'après la Remarque 3 du § 1, no 2, 
on a xe(p; l (A) )  = sup TC' ( K )  ; on a par ailleurs v; (A) = ne(#; l (A))  et J ( K )  = 

XE? 

x e ( K )  pour K E 2, d'où v ; (A)  = sup J ( K ) .  Pour K E 2, on a p, (K)  c A, d'où 
K E ?  

J ( K )  < p; (p i (K) )  S [*;(A) et f i n G e n t  v; (A) < &(A). Comme A est un en- 
semble compact arbitraire dans Ti, on en conclut vi < pi. 

C.Q.F.D. 

THÉORÈME 1 (Prokhorov). - Soient Y = (Ti, pi,) un système projectif d'espaces 
topologiques indexépar 1, T un espace topologique et (pi),., une famille cohérente et séparante 
d'applications continuespi : T -t Ti. En jn  soit , un système projectif de mesures sur Y .  

Pour qu'il existe une mesure bornée p sur T telle que p i (p)  = pi pour tout i E 1, il faut 
et il  su$t que soit vérijïée la condition suivante: 
(P) pour tout E > O ,  il existe une partie compacte K de T telle que p2(Ti - p i ( K ) )  < E 

pour tout i E 1. 
S'il en est ainsi, la mesure p est déterminée de manière unique et Z'on a 

pour tout ensemble compact K dans T .  
Démontrons d'abord l'unicité de p. Soit p une mesure bornée sur T telle 

que pi(p)  = pi pour tout i E 1. Soit K une partie compacte de T ;  d'après la 
prop. 2 du no 1, l'ensemble K est intersection de la famille filtrante décroissante 
( p ~ ~ ( p ~ ( K ) ) ) ~ ~ ~  de parties fermées de T.  D'après le cor. de la prop. 5 du § 1, no 6, 
on a donc 

EL* (KI  = inf y* (Pi- (Pi (KI  ) ) = inf 14 (Pi ( K )  ) , 
i EI i e I  

ce qui établit la formule (2). Comme deux mesures qui coïncident sur l'ensemble 
des compacts sont égales ( 5  1, no 2, cor. de la prop. 2), on en déduit l'unicité de p. 

D'après la prop. 3, il existe sur T une mesure bornée x telle que x e ( K )  = 
inf p; (p i (K) )  pour toute partie compacte K de T.  D'après la formule ( 2 ) ,  
i s I  
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l'existence d'une mesure bornée p sur T telle que pi(p) = pi pour tout i E 1 
équivaut donc à la relation: 

(PI) On a p,(x) = pi pour tout i E 1. 
Pour i < j, on a pi = Pij(pr), d'où $(Tt) = p3(Tj) ; comme 1 est filtrant, il 

existe un nombre fini c O tel que p;(Ti) = c pour tout i E 1. D'après la prop. 3, 
la mesure pi - pt(x) est positive, donc est nulle si et seulement si sa masse totale 
est nulle, c'est-à-dire si pi (Ti) = pi (x)*(Ti). Comme on api  (x)*(Ti) = x*(T), la 
condition (Pl) équivaut donc à x*(T) = c, c'est-à-dire (§ 1, no 2, Remarque 3) à la 
propriété : 

(P") On a sup x*(K) = c, oh R est l'ensemble des parties compactes de T. 
K E R  

Or, pour K E 9, on a 

x*(K) = inf p;(pi(K)) = c - sup $(Ti - pt(K)) 
i e I  i e I  

et cette formule entraîne immédiatement l'équivalence de (P) et (P"). 
C.Q.F.D. 

Soit (Ti, pij) un système projectif d'espaces topologiques. Posons T = lim T, 
C 

et notons pi l'application canonique de T dans Ti. Généralisant la déf. 2 du 
chap. III, 5 4, no 5, on dira qu'une mesure bornée p sur T est limite projective 
d'un gstème projectif (pi)ieI de mesures si l'on a pl = pt(p) pour tout i E 1. Le 
th. 1 fournit un critère d'existence des limites projectives de mesures. Lorsque les 
espaces Tl sont compacts, et les applications pij surjectives, T est compact et l'on a 
p,(T) = Ti pour tout i E 1; la condition (P) est donc remplie, et l'on retrouve 
dans ce cas la prop. 8, (iv) du chap. III, 5 4, no 5. 

Remarque. - Soit (yJrEI un système projectif de mesures sur le système projectif 
d'espaces Y = (T,, fi,,). On suppose donné un espace topologique T' et des applica- 
tions continues pi: T' -+ Ti;  on suppose que la famille (fi;), ., est cohérente, mais non 
nécessairement séparante. Si la condition de Prokhorov (P) est satisfaite par la famille 

EI, il existe une mesure p' (non nécessairement unique) sur T' auec&(p') = pl pour tout i E 1. 
Posons T = @ Ti et fi' = (p;),,,, et notons fit l'application canonique de T dans 

Tt;  la condition de Prokhorov est satisfaite par T et lesp,, car on a p,(pf(K')) = p;(K') 
etp'(K') est compact dans T pour toute partie compacte K' de T'. D'après le th. 1, il 
existe une mesure bornée y sur T telle que fi,(p) = y, pour tout i E 1. Soit K' un en- 
semble compact dans T'; on a p*(p'(K1)) = inf p:(p;(K')), d'où 

t e 1  

y*(T - P'W')) = y p  y;v,  - Pi(K')). 

Soit E > O ;  comme la condition de Prokhorov (P) est satisfaite par lespi, on peut donc 
trouver un compact K' de T' tel que y*(T -pf(K')) < E. La prop. 8 du 5 2, no 4 
établit alors l'existence d'une mesure bornée p' sur T' avec y = @'(yf), d'où pl = 
P,(p) = P,(P'(yl)) = P;(P') Pour tout i E 1. 

3. Cas des systèmes projectifs dénombrables 
THÉORÈME 2. - On suppose que l'ensemble préordonné filtrant 1 possède une partie co- 
jnale dénombrable. Soient 9- = (Ti, pi!) un système projectg d'espaces topologiques, 
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T = l$ Ti et pi l'application canonique de T dans Ti. Tout système projectif (pi)iEI de 

mesures sur 9- admet alors une limite projective. 
Nous traiterons d'abord le cas où 1 = N et nous poserons q, = pn,,+l. Soit 

E > O. Par récurrence, on définit une suite d'ensembles compacts Ln c T, 
comme suit; Lo est une partie compacte de T, telle que pt(TO - LO) 6 ~ / 2 ,  et 
pour n L 0, l'ensemble compact Ln,, est contenu dans qnl(Ln) et tel que 

car pn = qn(pn+l) ; par récurrence sur p, on en déduit 

pp(Tp - Lp) < ~ ( 1  - 1/2Pf1) < E* 

Comme T est un sous-espace fermé de n T, et que l'espace produit Ln 
lt E N  n E N  

est compact, la partie L = T n n Ln = n 9 N p p n 1 ( ~ ~  de T est compacte. Soit 
n E N  

n E N; on apn(L) = n Pnm(Lm) (Top. gén., chap. 1, 4e éd., 9, no 6, prop. 8) 
m 8 n  

et pnm(Lm) 3 pnm.(Lm.) pour m' 2 m 2 n, d'où 

Mais, pour m 2 n, la mesure pn est image de p, par pnm, d'où 

G(Tn - Pnm(Lm)) = & ( T m  - PZ (Pnm(Lm)) ) < I-G(Tm - Lm) G E; 

en passant à la limite sur m, on obtient p;(Tn -pn(L)) G E. Autrement dit, la 
condition de Prokhorov (P) est satisfaite, et il existe une mesure bornée p. sur T 
telle que pn = pn(p) pour tout n E N (no 2, th. 1). 

Passons au cas général: il existe dans 1 une suite cofinale croissante (in),,,. 
L'application t i-t (p,,(t)),,, est un homéomorphisme de T sur la limite pro- 
jective du système projectif (Ti,,Pinr,) (Top. gkn., chap. 1, 4e éd., § 4, no 4). 
D'après la première partie de la démonstration, il existe donc une mesure 
bornée p sur T telle que y,, = ptn(p) pour tout n E N. Soit i E 1; il existe n E N 
avec i G in, d'où 

Pi(d  = Pii,(Pi,(~)) = Pii,(~i,) = Pi. 
C.Q.F.D. 

Le théorème 2 est souvent utilisé dans la situation suivante: soient D un en- 
semble dénombrable et (X,),,, une famille d'espaces topologiques. Soit 5 l'en- 
semble des parties finies de D, ordonné par inclusion. Pour J dans 8, posons 



X, = n X,, et pour J c J', soitp,,, la projection canonique de X,, sur le produit 
t a J  

partiel X,. On  pose aussi X = n Xt et l'on notep, la projection canonique de X 
~ E D  

sur le produit partiel X,. On montre facilement (cf Ens., chap. III, 2e éd., $ 7, 
no 2, Remarque 3) que la famille (p,),,, définit un homéomorphisme de X sur 
lim X,. Un système projectif de mesures p est alors une famille de mesures 
f- 

bornées p, sur X j  telles que p, = pJJt(pJ,) pour J c J'. Il existe une mesure 
bornée p sur X et une seule telle que pJ = pJ(p) pour toute partie finie J de D 

(<< Théorème de Kolmogoroff >>). On dit parfois que p est la mesure sur n Xt 
t € D  

admettant les marges p,. 
En particulier, supposons donnée, pour tout t E Dy une mesure v, de masse 

totale 1 sur X,. Posons y, = @ vt pour toute partie finie J de D. Soient J c J' 
t e J  

deux parties finies de D et K = J' - J; si l'on identifie XJt à X, x X,, on 
a pj, = p, @ pK, et comme la mesure pK est de masse totale 1, la projection de 
p, @J pK sur XJ est égale à p,. La mesure sur X admettant les marges pj se note 
@ vt et s'appelle le produit de la famille (v,) Lorsque les espaces X, sont compacts, 

t € D  

on retrouve la construction du chap. III, 2e éd., $4 ,  no 6. 

5 5. Mesures sur les espaces complètement réguliers 

Si T est un espace topologique, et F un espace de Banach, la notation Vb(T; F) désigne 
l'espace des fonctions continues bornées sur T à valeurs dans F, muni de la norme de la con- 
vergence uniforme. Si F = R, cette notation est abrégée en Vb(T), ou Yb s'il n'y a pas 
d'ambigu%!, et l'on désigne par Vb, (T) ou 9: le cône des fonctions positives dans Vb(T). 
L'espace des mesures complexes bornées sur T sera noté A b ( T ,  C), l'espace des mesures 
réelles bornées A b ( T )  OU Ab, et le cdne des mesures positives bornées Ab, (T) OU Ab,. 

1. Mesures et fonctions continues bornées 

Rappelons (Top. gén., chap. IX, 3e éd., 5 1, no 5, déf. 4) qu'un espace 
topologique T est dit complètement régulier s'il est uniformisable et séparé. Cela 
équivaut à dire (lac. cit., prop. 3) que T est homéomorphe à un sous-espace d'un 
espace compact. Si T est complètement régulier, toute fonction semi-continue 
inférieurement positive f sur T est l'enveloppe supérieure de l'ensemble filtrant 
croissant des éléments de V: (T) majorés par f, toute fonction semi-continue 
supérieurement positive et bornée g est l'enveloppe inférieure de l'ensemble filtrant 
décroissant des éléments de V: (T) qui majorent g (loc. cit., $ 1, no 7, prop. 7). 
Nous aurons aussi besoin du lemme suivant: 

Lemme 1. - Soient T un espace complètement régulier, K une partie compacte de T et U une 
partie ouverte de T contenant K. 
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a) I l  existe une partie ouverte U' de T tel que K c U' c Ü' c U. 
b) Soit f une fonction continue depnie sur K à valeurs dans un intervalle 1 de R (resp. 

dans C). I l  existe une fonction f' continue et bornée sur T, à valeurs dans 1 (resp. dans C) 
qui prolonge f et s'annule dans T - U. 

Il suffit de traiter le cas où T est un sous-espace d'un espace compact X. Soit 
V une partie ouverte de X tel que V n T = U;  désignons par V' un ensemble 
ouvert dans X contenant K tel que v' c V, par g une fonction continue sur X, à 
valeurs dans 1 (resp. dans C) prolongeant f et nulle sur X - V (Top. gén., chap. 
IX, 3e éd., 5 4, no 1, prop. 1). On satisfait à a) en prenant U' = V' n T, et à b) en 
prenant pour f' la restriction de g à T. 

PROPOSITION 1. - Soit T un espace complètement régulier. 
a) Soient p une mesure positive sur T, et f une fonction numérique 2 O depnie dans T 

et .semi-continue inférieurement (resp. semi-continue supérieurement jnie à support compact). 
On a alors 

If (resp. Sf) désignant l'ensemble des fonctions continues bornées telles que O < g < f 
(resp. g 2 f) .  

b) Soient 0 une mesure complexe sur T, et f une fonction numérique 2 O déjïnie dans T 
et semi-continue inférieurement. On a alors 

g parcourant l'ensemble des fonctions complexes, continues, bornées et 101-intégrables telles 

que Isl <f. 
La première des formules (1) est évidente, car If est un ensemble filtrant 

croissant de fonctions continues dont l'enveloppe supérieure est f, et on peut 
appliquer la prop. 5 du 8 1, no 6. La même proposition entraînera la seconde 
formule, si nous montrons que Sf contient une fonction continue bornée y-inté- 
grable. Soient donc K le support de f et M la borne supérieure def; comme K est 
compact, M est fini (Top. gén., chap. IV, 3e éd., 5 6, no 2, th. 3). Soit U un en- 
semble ouvert contenant K et telque ym(U) < + co; il existe (lemme 1) une fonction 
continue g à valeurs dans (O, M), égale à M sur K et nulle hors de U;  on a alors 
g E Sf et p0(g) < Mpm(U) c +m. 

Passons à b) . Il suffit évidemment de montrer que l'on a 1 BI'( f )  < sup 1 1. 
O 

Soient deux nombres réels a et b tels que a < b < 1 O/'( f) .  D'après (l), il existe 
une fonction h E %?: (T) telle que h < f et 1 0Im(h) > b; désignons par M la borne 
supérieure de h. D'après la définition de 1 01' (5 1, no 2, déf. 4), il existe une partie 
compacte K de T telle que 10IK(hK) > b. 11 existe alors une fonction continue 
complexe j sur K telle que 1 jl < h, et que 1 O&) 1 > b (chap. III,  2e édit., 
8 1, no 6). Choisissons un ensemble ouvert U contenant K et tel que 



b - a  
10le(U - K) < - ($ 1, no 9, prop. 13 et 14); prolongeons j en une fonction 

M 
complexe k continue sur T, nulle hors de U (lemme 1) ; pour tout t E T, posons 

(k(t) si Ik(t)I < h(t) 

Onaévidemment Igl < h < L e t g  =jdansK,doncIIB,(j)I - IB(g)II = 

1 10(jO)l - l8(g)l 1 < 10Ie(ljO - - 1 )  < M.lOle(U - K) < b - a, et par consé- 
quent 1 O(g) 1 > a. Montrons d'autre part que g est une fonction continue : comme 
a est assujetti seulement à la condition a < lele( f ) ,  cela entraînera que le second 
membre de (2) majore le premier, d'où la proposition. Or soit F (resp. F') l'en- 
semble des t E T tels que Ik(t) ] < h(t) (resp. Ik(t) 1 > h(t)). Ces ensembles étant 
fermés, et leur réunion étant T, il nous suffit de montrer que g, et g,, sont con- 
tinues: or cette propriété est évidente pour g, = k,, et elle l'est pour g,, aux 
points où k(t) # 0; d'autre part, si t E F' est tel que k(t) = O, on a aussi h(t) = 0, 
et l'inégalité Igl < h entraîne que g est continue au point t. 

Remarques. - 1) Soit f une fonction semi-continue inférieurement positive, et soit 
Jf l'ensemble des fonctions continues bornées positives nulles hors d'un ouvert y-intégrable 
et majorées par f. On peut montrer que f est l'enveloppe supérieure de Jf et que 
~ ' ( f )  = ;;y(d. 

2) Si la mesure p est bornte, la formule pe(f) = inf p(g) est évidemment 
s e S r  

valable pour toute fonctionf, semi-continue supérieurem~nt,'positive et bornée. 

PROPOSITION 2. - Soient q et q' deux mesures complexes sur un espace complètement 
régulier T, telles que l'on ait -q ( f )  = q'( f )  pour toute fonction f E Vb(T), intégrable pour 

I r /  et I r ' l .  On a alors q = 3'. 
Reprenons la démonstration de la seconde partie de la proposition 1, en 

posant 0 = q - y'. Nous pouvons imposer à l'ouvert U d'être intégrable pour 
I r  1 et I r l l .  La fonction g est alors intégrable pour ces deux mesures, et la relation 
B(g) = O entraîne a < O; on a donc IfIl'( f )  = O pour toute fonction f semi- 
continue inférieurement positive, d'où finalement 101 = O, en prenant f = +m. 

PROPOSITION 3. - Soit jl, une mesure positive sur un espace complètement régulier T, et soit 
p E (1, + a ( .  L'espace 3? des fonctions f E Vb(T), dont le support est contenu dans un ouvert 
pintégrable, est dense dans 9' ( p) . 

D'après la prop. 15 du $1,  no 10, il nous suffit de montrer que si K est com- 
pact dans T, et si g est le prolongement par O à T d'une fonction de V+(K),  
comprise entre O et 1, il existe une fonction f E Vb, (T), à support contenu dans un 
ouvert pintégrable, et telle que I l  f - g/lp soit arbitrairement petit. Or soient E un 
nombre > O, U un voisinage ouvert de K tel que ye(U - K) < E, V un voisinage 
ouvert de K tel que c U, f une fonction à valeurs dans (O, 1)) continue, égale 
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à g sur K et à O hors de V (lemme 1). La fonction 1 f - glp est alors majorée par 
rpu-K; on a donc 11 f - gllP < E ~ ' P ,  ce qui établit la proposition. 

Remarque 3). - On a un énoncé analogue pour les fonctions à valeurs dans un espace 
de Banach F: le sous-espace S @ F de Qb(T; F) est dense dans L?$!(p). 

PROPOSITION 4. - Pour qu'une mesure complexe bornée 0 sur un espace complètement 
régulier T soit positive, il faut et il sufit puy on ait 0( f )  2 O pour toute fonction f E Vb, (T) . 

La nécessité est évidente. Pour établir la suffisance, reprenons la démonstra- 
tion de la proposition précédente, en prenant p = 1 et p = 101; les notations 
étant les mêmes, la relation pm(l f - gl) < E et l'inégalité O( f )  > O entraînent 

= 0(g) 2 -E; comme gK est un élément de V(K) compris entre O et 1 
arbitraire, la mesure 0, est positive; l'ensemble compact K étant arbitraire, cela 
signifie que 0 est positive. 

2. Mesures bornées et formes linéaires sur Vb(T) 

PROPOSITION 5 .  - Soient T un espace complètement régulier, et 1 une forme linéaire com- 
plexe continue sur l'espace normé Vb(T; C). Pour qu'il existe une mesure complexe bornée 0 
sur T telle que 0 (f) = I( f )  pour tout f E Vb(T; C), il faut et il su#t que la condition 
suivante soit vérgée : 
(M) Pour tout nombre E > O, il existe une partie compacte K de T telle que les relations 

g E Vb(T, C), 1 gl < 1 , g, = O entraînent II (g) 1 < E. 

La mesure 0 est alors unique. 
L'unicité résulte de la prop. 2 du no 1. Montrons que la condition (M) est 

nécessaire. Soit 0 une mesure complexe bornée; soit K un ensemble compact tel 
que 1 Olm(T - K) < E (§ 1, no 2, Remarque 3). Les hypothèses Igl < 1, g, = O 
entraînent lgl < yt,, donc l0(g) 1 < 1 0lm((pcK) < E. 

Passons à la démonstration de la suffisance. Soit X le compactifié de Stone- 
cech de T (Top. gén., chap. IX, 3e éd., § 1, no 6). Pour toute fonction 
f E Vb(X, C), posons v( f )  = I (  f,) ; nous définissons ainsi une forme linéaire con- 
tinue v sur Vb(X, C), c'est-à-dire une mesure complexe sur l'espace compact X. 
Soient E un nombre > O, K un ensemble compact satisfaisant à (M) ; la fonction 
rptK étant semi-continue inférieurement et positive dans X, la formule (2) nous 
donne les relations suivantes, où 9 désigne l'ensemble des fonctions g E Vb(X, C) 
telles que 1 gl < ycK: 

Soit (K,),,, une suite de parties compactes de T, telle que chaque K, 
satisfasse à (M) pour E = lln, et soit S = U K,; S est borélien dans X, contenu 

n 

dans T, et on a Ivlm(X - T) < Ivlm(X - S) < Ivlm(X - K,) < l/n pour tout n, 
de sorte que T est v-mesurable et que v est concentrée sur T. Soit f une fonction 



continue et bornée sur T ;  comme X est le compactifié de ~tone-cech de T ,  f se 
prolonge par continuité en une fonction g E V b ( X ;  C ) .  Soit alors y la mesure 
induite par v sur T ;  on a y( f )  = v( f Comme v est concentrée sur T, les 
fonctions f O et g sont égales v-presque partout, et on a donc y (  f )  = v ( g )  = 
1 (g,) = 1 ( f ) ,  ce qui achève la démonstration. 

COROLLAIRE. - Avec les notations de la prop. 5, supposons qu'il existe une mesure positive 
bornée p sur T telle que 1 I( f )  1 < y ( ]  f 1 )  pour tout f E Vb(T;  C )  ; alors il existe une mesure 
complexe 8 sur T telle que 8( f )  = I( f )  pour tout f E Vb(T;  C ) .  

3. Convergence étroite des mesures bornées 

Soit T un espace complètement régulier; la forme bilinéaire (5 p) H 1 f ( t  ) dy ( t  ) 
sur F b ( T )  x A b ( T )  met ces deux espaces en dualité séparante. Il est clair en effet 
que la dualité est séparante en Vb(T)  du fait que les mesures E, ( x  E T )  appartien- 
nent à A b ( T )  ; elle est séparante en A b ( T )  d'après la prop. 2 du no 1. 

DÉFINITION 1. - La topologie faible sur d b ( T )  associée à la dualité précédente entre 
Vb  (T )  et Ab (T)  est appelée la topologie de la convergence étroite (ou la topologie étroite) sur 
db (T)  . 

La topologie étroite est séparée, d'après les remarques précédant la définition. 
Nous emploierons souvent l'adverbe G étroitement )) pour signifier <( au sens de la 
topologie étroite D. Sauf mention du contraire, d b ( T )  sera muni de la topologie 
étroite dans toute la suite de ce paragraphe. 

Tout élément de Vb(T)  est combinaison linéaire d'éléments de V$ (T) .  Pour 
qu'un filtre 8 sur d b ( T )  converge étroitement vers une mesure bornée A, il faut 
et il suffit qu'on ait 

(4) lim p( f )  = A( f )  suivant 8 pour toute f E Vb, (T) .  
IL 

Remarques. - 1) Si T est localement compact, la topologie étroite est plus fine que la 
topologie induite sur d b ( T )  par la topologie vague, et ces deux topologies ne coïnci- 
dent que si T est compact. En effet, si T n'est pas compact, l'application t H ct 
converge vaguement vers O suivant le filtre des complémentaires des parties relative- 
ment compactes de T, mais ne converge pas étroitement vers 0, car la fonction 1 
appartient à Vb(T) (pour les relations entre convergence vague et convergence étroite, 
voir la prop. 9). 

2) Il  résulte aussitôt de la prop. 4 que &?+ (T) estfermé dans Ab(T). 
3) Si T est complètement régulier, l'application t H q de T dans d b ( T )  est un 

homéomorphisme (Top. gén., chap. IX,  3e éd., § 1, no 5). 

PROPOSITION 6. - Soit T un espace complètement régulier. 
a )  Soit f une fonction numkrique 2 O semi-continue inférieurement de3nie dans T ;  la 

fonction p H 1 y 1 ( f )  est alors semi-continue inférieurement dans db (T)  . 
(l) Cette relation n'a été établie plus haut ($2 ,  no 1, prop. 1) que dans le cas où f et v sont positives. 
L'extension à la situation présente, où f et v sont complexes et bornées, est immédiate par linéarité. 
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b) Soit f une fonction semi-continue supérieurement et bornée déJinie dans T; la fonction 
p H p( f )  est alors semi-continue supérieurement dans db, (T) . 

On voit en effet, d'après la prop. 1, b) du no 1, que p H Ipla( f )  est l'en- 
veloppe supérieure d'une famille de fonctions de la forme p t+  lp(g)l avec 
g E Vb(T), donc continues pour la topologie étroite. Ceci établit a). Pour prouver 
b), il suffit de choisir une constante C majorant f, et d'écrire p(f) = 

p(C) - p(C - f )  ; la fonction PH p(C) est continue, et la fonction PH p(C - f )  
est semi-continue inférieurement dans d!+ (T) d'après ce qui précède. 

PROPOSITION 7. - Soit T un espace complètement régulier. Soit p une mesure positive 
bornée sur T, et soit f une fonction positive bornée sur T, telle que l'ensemble des points de T 
où f n'est pas continue soit localement p-négligeable. L'application h H A*( f )  de 4: (T) 
dans R est alors continue au point p. 

Pour tout t E T, posons f '(t) = 1im.inf f (s), f "(t) = 1im.sup f (s). On a 
s - t  s - t  

évidemment f '  < f < f ", avec l'égalité en tout point de T où f est continue 
(donc p-presque partout). D'autre part, f '  est semi-continue inférieurement, f " 
est semi-continue supérieurement et bornée (Top. gén., chap. IV, 3e éd., $ 6, 
no 2, prop. 4). On a donc les relations suivantes d'après la prop. 6, 

On conclut en remarquant que p*( f ') = p*( f "), car f 'et f "sont égales localement 
p-presque partout. 

PROPOSITION 8. -Soient X un espace compl2tement régulier, T un sous-espace de X, i 
l'injection canonique de T dans X. Désignons par W l'ensemble des mesures positives 
bornées sur X concentrées sur T, muni de la topologie induite par A b ( X ) .  L'application 
p H i ( p) de A!+. (T) dans d b ( X )  est alors un homéomorphisme de 4: (T) sur W. 

Notons encore i l'application PH i (p) de A!+ (T) dans 4: (X) ; i est in- 
jective ($2, no 4, prop. 8), et applique A!+ (T) dans W ($ 2, no 3, prop. 7). Si 
h E W, on a A = i(AT) ($ 2, no 3, prop. 7, b)). Par conséquent, i est une bijection 
de 4: (T) sur W, et la bijection réciproque de i est l'application r: A H  h, sur W. 
D'autre part, i est continue: en effet, si f E Vb(X), on a (i(p), f )  = (p,,f o i), et 
f O i appartient à Vb(T) . Tout revient donc à montrer que l'on a, pour toute mesure 
p E W et toute fonction f E V: (T), 

OU encore 

lim AT(f) = d f ) ,  
A - l ~  
h a W  

lim h(fo) = p(fO). 
A-lL 
h € W  



Soit f la fonction sur X qui coïncide avec f dans T, avec +CO dans X - T, et 
soient f '  et f" respectivement la régularisée semi-continue supérieurement de f O, 

et la régularisée semi-continue inférieurement de f "  (Top. gén., chap. IV, 3e 
éd., § 6, no 2). Les relations f ' ( x )  = lim.sup f O(y), f " ( x )  = lim.inf f "(y) en- 

Y-'% Y - x  

traînent aussitôt que f '  et f" coïncident toutes deux avec f et f O dans T. La prop. 6 
donne alors 

pe( f ') 1im.sup A'( f ' )  
a-u 
h € W  

Mais on peut remplacer f f  et f "  par f O dans ces deux formules, puisque les 
mesures A et p sont portées par T; on a donc obtenu la relation cherchée. 

L'énoncé de la prop. 8 ne vaut que pour des mesures positives: l'application 
y i-t i(p) de A b ( T )  dans A b(X) est injective et continue, mais n'est en général pas un 
homéomorphisme de A b ( T )  sur son image. Prenons par exemple X = R, T = 
R - {O); les mesures At = ct - E - ~  ( t  > O) convergent ttroitement vers O dans X 
lorsque t tendvers O, mais ne convergent pas étroitementvers O dansT (la fonction carac- 
téristique de )O, +a( appartient à Vb(T)) (cf. cependant le cor. du th. 1 du no 5). 

PROPOSITION 9. - Soit T un espace localement compact, et soit 3 unjltre sur db, (T) qui 
converge vaguement vers une mesure bornée p. Pour que 3 converge étroitement vers p, il faut 
et il sufit que l'on ait lim h(1) = p(1) suivant 8. 

h  

La condition est évidemment nécessaire. Pour montrer qu'elle est suffisante, 
désignons par X le compactifié d'Alexandroff de T (Top. gén., chap. 1, 4e éd., 
§ 9, no 8) et par i l'injection canonique de T dans X. D'après la prop. 8, tout 
revient à montrer que A H  i(A) converge étroitement vers i (p) dans d b ( X )  
suivant 3. Comme p(1) < +CO, il existe un ensemble A E 8 tel que les masses 
totales des mesures de A soient bornées par un nombre M;  il nous suffit donc de 
vérifier que l'on a 

pour des fonctions g E Vb(X) qui forment un ensemble total dans Vb(X), Or  cette 
égalité est satisfaite lorsque g a un support compact dans T, en raison de la con- 
vergence vague de 8 vers p, et d'autre part lorsque g est une fonction constante 
sur X, du fait que lim A(1) = p(1). Les fonctions des deux types précédents 

h. 3 

formant un ensemble total dans Vb(X) (chap. III, 2e éd., § 1, no 2, prop. 3), cela 
termine la démonstration. 

4. Application: propriétés topologiques de l'espace A+ (T) 

Remarquons d'abord que, si T est complètement régulier, d b ( T )  est un 
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espace vectoriel topologique séparé, donc complètement régulier. Par suite, 
A!$ (T) est complètement régulier. 

PROPOSITION 10. - Soit T un espace polonais; l'espace A!: (T) est alors polonais pour 
la topologie étroite. 

Nous commencerons par traiter le cas où T est polonais et compact. L'ensemble 
U des mesures positives de masse < 1 est alors compact (chap. III,  2e éd., § 1, 
no 9, cor. 2 de la prop. 15), et la topologie induite sur U par la topologie étroite 
(qui coïncide ici avec la topologie vague) est aussi induite par la topologie de la 
convergence simple dans un ensemble total de V(T) (loc. cit., no 10, prop. 17). Or, 
il existe dans V(T) un ensemble total dénombrable (Top. gén., chap. X, 2Qd., § 3, 
no 3, th. 1) ; par suite, U est un espace compact métrisable. L'ensemble V des 
mesures positives de masse < 1 est ouvert dans U, donc est un espace localement 

compact polonais. Or l'application p. H 
1 

p. de A!b,(T) sur V est im 
1 + d l )  

1 
1 

homéomorphisme, l'application A H h étant l'homéomorphisme ré- 
1 - h(1) 

ciproque. 
Passons au cas où T est polonais; on peut supposer que T est l'intersection 

d'une suite décroissante (G,) d'ouverts dans un espace compact métrisable X 
(Top. gén., chap. IX, 3e Cd., 8 6, no 1, cor. 1 du th. 1) ; l'espace 4: (T) est alors 
homéomorphe au sous-espace W de A!: (X) constitué par les mesures concentrées 
sur T (no 3, prop. 8), et il nous suffit de montrer que W est l'intersection d'une 
suite d'ouverts dans l'espace polonais 4: (X) (loc. cit., cor. 1 du th. 1). Or, soit W, 
l'ensemble des mesures p E A (X) concentrées sur G,; l'application 
h,: p. H~.*(X - G,) sur A* (X) est semi-continue supérieurement (no 3, prop. 6), et 
l'ensemble A; des mesures p. E A: (X) telles que h,(p.) < llk est donc ouvert 
pour tout k > 1 et tout n EN. On achève alors la démonstration en remarquant 
que W = r )  W, = n A;. 

n n, k 

COROLLAIRE 1. -Si T est un espace métrisable de type dénombrable, 4: (T) est 
métrisable de type dénombrable pour la topologie étroite. 

En effet, soit ? le complété de T pour une métrique définissant la topologie de 
T ;  l'espace 'Î' est polonais, et dl$@) est homéomorphe au sous-espace de 
l'espace polonais Ab, ('Î'), constitué par les mesures concentrées sur T (no 3, 
prop. 8). O r  tout sous-espace d'un espace polonais est métrisable de type dé- 
nombrable (Top. gén., chap. IX, 3e éd., § 2, no 8, cor. de la prop. I l ) .  

COROLLAIRE 2. -Si T est un espace souslinien (resp. lusinien) complètement régulier, 
l'espace A!* (T) est souslinien (resp. lusinien). 

Considérons en effet un espace .polonais P et une application continue f de P 



sur T (Top. gin., chap. I X ,  3e éd., 5 6, no 2, déf, 2 ) .  Soit $ l'application 
continue p ~f (p) de db, (P) dans Ab, (T) ; l'espace db, (P) est polonais d'après 
la prop. 10, et cflest surjective (5 2, no 4 ,  prop. 9) ; l'espace d!+ (T) est donc sous- 
linien. De même, si T est lusinien, f peut être supposée injective (loc. cit., no 4 ,  
prop. 11); alors $est injective ( 5  2,  no 4, prop. 8), et db, (T) est donc lusinien 
(loc. cit., no 4, prop. 1 1). 

Soit T un espace souslinien compl&tement régulier (rappelons qu'il suffit pour cela 
que T soit souslinien et régulier (loc. cit., Appendice, cor. de la prop. 2)),  et soit H une 
partie compacte de &+b(T); alors H est compacte et souslinienne, donc mdtrisable 
pour la topologie étroite (loc. cit., Appendice, cor. 2 de la prop. 3).  

5. Critère de compacit6 pour la convergence étroite 

DÉFINITION 2. - Soit T un espace topologique, et soit H unepartie de d b ( T )  ; on dit que 
H satisfait à la condition de Prokhorov si 

a)  on a sup IpI(1) < +a; 
l l € H  

6 )  pour tout nombre E > O ,  il existe un ensemble compact K, de T tel que l'on ait 

(6) IpI (T - K J  < E pour tout mesure p E H. 

On peut montrer que, si T est complètement régulier, l'ensemble des conditions a) 
et b) est équivalent à la condition suivante: il existe une fonction réelle f 2 1 sur T, 
telle que l'ensemble des points t de T satisfaisant à f ( t )  < c soit compact pour tout 
c E R+ (ce qui entraîne en particulier que f est semi-continue inférieurement), et telle 
que l'on ait 2: lpl (f) < +CO. De plus, lorsque T est localement compact, on obtient 

b 

un énoncé équivalent en imposant à f d'être continue (cf. exerc. 10). 

PROPOSITION I l .  -Soit T un espace complètement régulier, et soit H une partie de 
d b ( T )  qui satisfait à la condition de Prokhorov; son adhérence H dans J b ( T )  satiSfait 
alors à la condition de Prokhorov. 

En effet, les fonctions p i-t Ip/*(l),  p I+ IpI'(T - K,) sont semi-continues 
inférieurement dans d b ( T )  d'après la prop. 6 du no 3. 

L'intérêt de la condition de Prokhorov vient du théorème suivant, dont on 
étudiera la réciproque plus loin (th. 2). 

THÉORÈME 1 (Prokhorov). - Soit T un espace complètement régulier, et soit H une partie 
de d b ( T )  qui satisfait à la condition de Prokhorov; H est alors relativement compacte 
dans A b ( T )  pour la topologie étroite. 

Nous pouvons supposer que T est un sous-espace d'un espace compact X; soit 
i l'injection canonique de T dans X. Nous pouvons supposer d'autre part que H 
est fermée dans A b ( T ) ,  d'après la prop. 1 1. Il nous suffit alors de montrer que tout 
ultrafiltre U sur H converge dans d b ( T ) .  

Nous commencerons par le cas où H c Ab, (T) . Les masses totales des mesures 
SB. 
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y E H  étant bornées par hypothèse, i(y) converge vaguement suivant U, dans 
A+ (X), vers une mesure v E A+ (X) (chap. III, Ze éd., $ 1, no 9, cor. 2 de la 
prop. 15) ; d'après la prop. 8 du no 3, tout revient à prouver que v est concentrée 
sur T. Or, soit E un nombre > O, et soit K, une partie compacte de T satisfaisant 
à la formule (6). Comme X - K, est ouvert dans X, on a d'après la prop. 6 du 
no 3 appliquée dans X les inégalitCs 

v*(X - T)  < v*(X - K,) 6 lim.inf i(y)'(X - K,) = 1im.inf y'(T - K,) < E; 
u s  u b. u 

comme E > O est arbitraire, le théorème est établi dans le cas particulier considéré. 
Passons au cas général; pour toute mesure y sur T, posons a, (y) = g ( y )  +, 

a )  = ( y ) ,  a3(y) = 9 ( y ) + ,  a4(y) = 9 ( p ) - ;  comme on a y = 

a,(y) - a,(y) + ia3(y) - ia,(y), il suffit de montrer que les applications aj 
( j  = 1,2, 3,4) convergent étroitement suivant U. Mais l'ensemble HI des 
mesures aj(y), où y parcourt H, satisfait à la condition de Prokhorov en vertu de 
la relation laI(p) 1 < 1 y 1, et il est contenu dans Ab, (T) ; il est donc relativement 
compact dans Ab, (T) d'après le cas particulier, et le théorème en résulte aussitôt. 

COROLLAIRE. - Soit T un sous-espace d'un espace complètement régulier X, et soit H une 
partie de d b ( T ) ,  qui satisfait à la condition de Prokhorov. Si i désigne l'injection canonique 
de T dans X, la restriction à H de l'application y H i (y) de d b ( T )  dans A b ( X )  est un 
homéomo$hisme de H sur son image. 

Il suffit de traiter le cas où H est fermée (prop. 1 1)' donc compacte ; cela résulte 
alors du fait que y H i (y) est continue et injective. 

Rappelons que ce résultat vaut aussi pour une partie quelconque de A: (T) 
(no 3, prop. 8). 

THÉORÈME 2. - Soit T un espace localement compact, ou un espace polonais, et soit H une 
partie relativement compacte de Ab, (T) ; H satisfait alors à la condition de Prokhorov. 

On  peut se borner au cas où H est fermé, donc compact. Les masses totales 
des mesures y E H sont évidemment bornées, car l'application y t+ y(1) est con- 
tinue, et tout revient à prouver l'assertion b) de la déf. 2. 

Supposons d'abord que T soit localement compact. Soit E un nombre > 0. 
Associons à toute mesure p E H un ensemble compact K, dans T tel que 
y'(T - Ku) < E, puis un voisinage ouvert relativement compact Uu de K,. La 
fonction h i-t A'(T - U,) étant semi-continue supérieurement dans Ab, (T) 
(no 3, prop. 6), l'ensemble V, des mesures A E H telles que h*(T - U,) < E est 
un voisinage de y dans H. Il existe donc une partie finie H' de H telle que les 
ensembles VU (y E HI) recouvrent H. Si l'on désigne alors par K l'ensemble com- 
pact U Ü,, on a h*(T - K) < E pour tout A EH. 

UEH'  

Supposons ensuite que T soit polonais. Nous ne restreindrons pas la géné- 
ralité en supposant que T est l'intersection d'une suite décroissante (T,),,, 
d'ensembles ouverts d'un espace compact X (Top. gén., chap. IX, 3e éd., $ 6, 



no 1, cor. du th. 1). Soit i, l'injection de T dans T,, et soit HP l'ensemble des mesures 
de la forme i,(A) pour A E H; comme H, est compact dans Ab, (Tp), il existe 
donc un ensemble compact Kp c T, tel qu'on ait v*(T, - K,) ~2 - p  pour toute 
mesure v E HP, d'après le résultat précédent appliqué à l'espace localement 
compact T,. On a donc aussi v*(T - (T n K,)) a ~ 2 - ~ ,  et finalement 
A*(T - (T n K,)) a ~ 2 - P  pour toute mesure A E H. Posons alors K = n K,; 

l'ensemble K est compact et contenu dans T, et on a, pour toute mesure A E H, 
A*(T - K) a x A*(T - ( T  n K,)) 2 ~ 2 - ~  = E. La condition de Prokhorov 

P P 

est donc vérifiée. 

6. Convergence étroite des mesures et convergence compacte des fonctions 

PROPOSITION 12. -Soit T un espace complètement régulier, et soit B la boule unité de 
l'espace normé Vb(T, C). Soit 1 une forme linéaire sur Fb(T,  C). Pour qu'il existe une 
mesure complexe bornée 0 sur T telle que I (  f )  = O (  f )  pour tout f E Vb(T, C), il faut et il 
sufit que la restriction de 1 à B soit continue pour la topologie de la convergence compacte. La 
mesure 0 est alors unique. 

Montrons que la condition de l'énoncé est nécessaire. Soient 0 une mesure 
complexe bornée sur T, E un nombre > O, et K une partie compacte de T telle que 

voisinage de f dans B pour la l 0 l * ( ~  - K) < E. Soit f E B; nous noterons U le 
topologie de la convergence compacte, formé 
sup Ig(x) - f (x) 1 a E. On a, pour tout g E U 
X E K  

des fonctions g E B telles que 

2l0l*(T - K) a (Il011 + 2)% 

car Ig - f 1 est majorée par E sur K et par 2 sur T - K. 
Réciproquement, considérons une forme linéaire 1 sur Vb(T, C), dont la res- 

triction à B soit continue pour la topologie de la convergence compacte. Pour 
tout nombre E > O, il existe alors un nombre a > O et une partie compacte K de 
T tels que les relations f E B, sup 1 f (x) 1 a a entraînent II( f )  1 a E. La prop. 5 du 

X E K  

no 2 entraîne alors l'existence d'une mesure complexe bornée 0, unique, telle que 
I (  f )  = 0( f )  pour tout f E Vb(T, C). 

PROPOSITION 13. -Soient T un espace localement compact, et H une partie bornée de 
l'espace normé Fb (T, C) . L'application (p, f ) H p( f )  de Ab, (T) x H dans C est alors 
continue lorsqu'on munit db, (T) de la topologie étroite, et H de la topologie de la convergence 
compacte. 

Soient p E Ab, (T), f E H, et M un nombre réel tel que l'on ait 11 pli < M, et 
191 < M pour tout g E H. Désignons par E un nombre > O, et choisissons une 
partie compacte K de T telle que p*(T - K) < E et un voisinage ouvert relative- 
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ment compact S de K. L'ensemble U des mesures A E A'?, (T) satisfaisant aux 
inégalités 

AO(T) < M, AO(T - S) < E, IVf) - p ( f  l < E, 

est alors un voisinage de p dans (T) (no 3, prop. 6). Par ailleurs, soit V le 
voisinage de f dans H constitué par les fonctions g E H telles que 

Soient A E U et g E V; la fonction Ig - f 1 étant majorée par E dans S, par 2M 
dans T - S, on a 

Ih(g) - A(f)l G Ig - f 1 d l  G EA*(S) + 2MA0(T - S) G  ME, 
T 

et on en déduit 

Ceci prouve la continuité de l'application (A, g) H A(g) au point (p, f )  de 
d + ( T )  x H. 

Remarque. - Soient T un espace complètement régulier, M une partie de A b ( T )  qui 
satisfait à la condition de Prokhorov, H une partie bornée de Qb(T). Un raisonne- 
ment très voisin de celui qui vient d'être fait permet de prouver que l'application 
(A, g) t+ A(g) de M x H dans C est continue lorsqu'on munit M de la topologie 
étroite et H de la topologie de la convergence compacte. 

COROLLAIRE. -Soient T un espace complètement régulier, X un espace topologique, f 
une fonction à valeurs complexes définie dans T x X, continue et bornée. Pour toute mesure 
bornée p sur T, soit F, lafonction sur X déjïniepar F,(x) = J, f (t, x) dp(t) pour tout x E X. 

a) La fonction F, est continue et bornée pour toute mesure bornée p. 
b) Supposons T localement compact. L'application p H F, de A?+ (T) dans Vb(X, C) 

est alors continue, si l'on munit A?, (T) de la topologie étroite, et Vb(X, C) de la topologie 
de la conuergence compacte. 

Pour tout x E X, notons fx la fonction continue et bornée t H f (t ,  x) sur T ;  
l'application x t+ fx de X dans Vb(T, C) a une image bornée, et elle est continue 
si l'on munit Vb(T, C) de la topologie de la convergence compacte (Top. gén., 
chap. X, 2= éd., $ 3, no 4, th. 3). Comme on a F,(x) = p( f,), la fonction F, est 
continue d'après la prop. 12. Supposons T localement compact; la prop. 13 
montre que l'application (p, x) t+ F,(x) de A: (T) x X dans C est continue; 
l'assertion b) résulte de là (loc. cit.). 

7. Application: transformation de Laplace 

Dans ce no, on note M un monoïde commutatif, dont la loi de composition est 
notée additivement, muni d'une topologie d'espace localement compact pour 



laquelle l'application (m, m') i-t m + m' de M x M dans M est continue. On 
note O l'élément neutre de M. On appelle caractère de M toute fonction continue 
complexe bornée x dans M satisfaisant aux relations 

pour m, m' dans M. Si x et X' sont deux caractères, il en est de même de XX'. L'en- 
semble des caractères de M est un monoïde noté X ;  on le munira de la topologie 
de la convergence compacte, pour laquelle l'application (x, x') H y ~ '  de X x X 
dans X est continue. L'élément neutre de X est la fonction constante 1. 

Pour toute mesure complexe bornée y sur My on appelle transformée de Laplace 
de p la fonction 9 p  sur X définie par 

D'après le th. 3 de Top. gén., 2e éd., chap. X, $3,  no 4, lYapplication(m, X) i-t ~ ( m )  
de M x X dans @ est continue et bornée. Le corollaire de la prop. 13 du no 6 
entraîne alors le résultat suivant: 
PROPOSITION 14. -Pour toute mesure complexe bornée y sur My la fonction 9 p  sur X 
est continue et bornée. Si l'on munit df (M) de la topologie étroite et Vb(X; C) de la 
topologie de la convergence compacte, l'application y H 9 p  de df (M) dans e b ( X ;  C) 
est continue. 

L'ensemble des caractères de M qui tendent vers O à l'infini sera noté X,; cet 
ensemble est stable par multiplication. Nous dirons qu'un so~s-monoïde(~) S de 
X est plein si S est stable pour l'application x i-t 2, si S n X, sépare les points de 
M (Top. gén., chap. X, 2e éd., $ 4, no 1, déf. 1) et si quel que soit m E My il existe 
un élément x de S r\ X, tel que ~ ( m )  # 0. 

Supposons de plus que M soit un groupe commutatif non compact. Soit f une fonction 
dans M qui tend vers O à l'infini; il en est alors de meme de la fonction x i - t f  ( x )  f ( - x )  
dans M, alors que tout caractère x de M satisfait à x ( x ) ~ ( - x )  = ~ ( 0 )  = 1. Il  en résulte 
que Xo est vide, et que X ne contient aucun sous-monoïde plein. Le théorème 3 ci- 
dessous ne s'applique donc pas aux groupes localement compacts, mais non compacts. 

THÉORÈME 3. - Soit S un sous-monofde plein de X. 
a) Si y et y' sont deux mesures complexes bornées sur My telles que 9 p  et 9 y '  aient 

méme restriction à S n X,, on a y = y'. 
6) Soit 8 un jltre sur df (M), tel que L?LPA(s) ait une limite @(s) E C suivant spour 

tout s E S. Alors le jïltre 8 converge vaguement vers une mesure positive bornée p, et l'on a 
@(s) = 9 p ( s )  pour tout s E S n X,. 

c) Sous les hypothkses de b), supposons de plus que 1 soit adhérent à S n X,, et que la 

(1) Rappelons qu'un sous-monoïde d'un monoïde A contient par définition l'dlément neutre de A 
(Alg. chap. 1, 4e édition, 8 1). 
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fonction cD sur S soit continue au point 1. Alors 5 converge étroitement vers p, et O(S) = 

9 p ( s )  pour tout s E S. 
Nous noterons E l'algèbre des fonctions continues complexes tendant vers O à 

l'infini sur M et Sr: le sous-espace de E engendré par S n X,; alors % est une sous- 
algèbre de E stable par l'application f i-tf; comme S est un sous-monoïde plein 
de X, le cor. 2 de la prop. 7 de Top. gén., chap. X, $ 4,, no 4 entraîne que 21 est 
dense dans E. 

Démontrons a) : on a par hypothèse p( f )  = p'( f )  pour tout f E SI; comme 
p et p' sont des formes linéaires continues sur E, cela entraîne p( f )  = pl( f )  pour 
f E E, et en particulier pour toute fonction f continue à support compact, d'où 
p = p'. 

Placons-nous sous les hypothèses de b).  Le nombre cD(1) = lim A(1) est 
A, 8 

réel positif; soit un nombre réel a > cD(1); comme on a ]/hi1 = 9A(1) pour 
A E (M), la relation lirn LZh(1) = cD(1) entraîne que l'ensemble H des mesures 

a. O 
h E A': (M) telles que //hl1 < a appartient à 8. Comme d b ( M ,  C) s'identifie au 
dual de l'espace normé E (chap. III,  2e éd., $ 1, no 8 & $ 1, no 2, prop. 3), 
l'espace H est compact pour la topologie o ( d b ( M ,  C), E). D'autre part (Esp. vect. 
top., chap. III, 3, no 5 ,  prop. 5), cette topologie coïncide sur H avec la topologie 
de la convergence simple dans une partie totale quelconque de E. En particulier, 
comme Sr: est dense dans E, et qu'il en est de même de l'espace des fonctions 
continues à support compact (chap. III,  2e éd., $ 1, no 2, prop. 3), la topologie 
de la convergence simple dans S n X, coïncide sur H avec la topologie vague, et H 
est compact pour cette topologie. Il en résulte aussitôt que 8 converge vaguement 
vers une mesure p E H, et que 9 p ( s )  = lirn 9A(s) pour tout s E S n X,. 

a, F 
Passons enfin à c). Comme les fonctions 0 et LZp sont continues au point 

1 ES, égales dans S n X,, et comme 1 est adhérent à S n X,, on a cD(1) = Zp(1) .  
Autrement dit, on a lirn A(1) = p(1). La prop. 9 du no 3 montre alors que p est 

h. W 
limite étroite du filtre 5. Tout élément de S étant une fonction continue bornée 
sur M, cela entraîne 0(s)  = lim A(s) = p(s) = 9 p ( s )  pour tout s E S. 

h, O 

COROLLAIRE. -Soit S un sous-monoi'de plein de X, tel que 1 soit adhérent à S n X,. 
Soit L le sous-ensemble de Vb(S; C) constitué par les restrictions à S des transformées de 
Laplace des mesures A E Ab, (M) . 

a) L'ensemble L est fermé dans l'espace Vb(S; C) muni de la topologie de la con- 
vergence simple. 

6) L'application h H (YA), est un homéomorphisme de d* (M) sur L, si l'on munit 
A'?+ (M) de la topologie étroite et L de la topologie de la convergence simple. 

c) La topologie de la conueqence simple et la topologie de la convergence compacte 
coïncident dans L. 



Les assertions a) et b) sont des conséquences immédiates du th. 3; l'assertion c) 
résulte de b) et de la prop. 14, car la topologie de la convergence compacte est 
plus fine que celle de la convergence simple. 

On prendra garde que L n'est pas fermé dans l'ensemble de toutes les fonctions 
complexes bornées sur S, muni de la topologie de la convergence simple. Prenons par 
exemple les notations de l'Exemple 2 ci-dessous (M = R,, S identifié à R,). Les 
transformées de Laplace des mesures c, (n E N) sont les fonctions t ++ e - n t  sur R+ ; 
lorsque n tend vers +a, ces fonctions convergent simplement vers la fonction égale à 
1 pour t = 0, à O pour t f 0, qui n'appartient pas à L. 

Exemple 1). - Prenons pour M l'ensemble N des entiers positifs, muni de la loi 
d'addition et de la topologie discrète. Soit D le disque unité de C (ensemble des 
nombres complexes de module < 1) muni de la topologie induite par C et de la 
loi induite par la multiplication. Pour tout z E D, notons f (z) le caractère 
n H zn de N. Pour tout caractère x de N, notons g ( ~ )  le nombre complexe 
~ ( 1 )  E D. On vérifie aussitôt que f et g sont des homéomorphismes réciproques 
entre D et X, et cela nous permettra, dans la suite, d'identijer X et D. L'ensemble 
des caractères tendant vers O à l'infini s'identifie alors à l'ensemble Do des 
nombres complexes de valeur absolue < 1. Enfin, l'intervalle )O, 1) de R est 
un sous monoïde plein de D et 1 est adhérent à )O, 1) n Do = )O, l(. 

Toute mesure p sur N s'écrit de manière unique sous la forme p = u n .  E, et 
n e N  

p est bornée si et seulement si 2 lun]  < +CO ; on a alors 9 p ( z )  = 2 unzn pour 
n ne ,  

z E D. Cette fonction est continue sur D ;  il est d'usage de l'appeler la fonction 
génératrice de la suite sommable (un),,,. Transcrit dans ce langage, le th. 3 nous 
donne le résultat suivant (compte tenu de la prop. 9 du no 3) : 

PROPOSITION 15. - Soit A un ensemble muni d'un jltre 8. Pour tout cr E A, soit (u,, ,), ,, 
une suite sommable de nombres positifs, et soit Qu la fonction depnie dans l'intervalle )O, 1) de 
R par @,(x) = 2 u,,,xn. Pour qu'il existe une suite sommable (un),,, de nombres 

7LEN 

positifs telle que l'on ait 

lim u,,, = un pour tout n, lim 2 u,,, = x u,,, 
a, 0 a . 0  n ~ n ;  n E N  

il faut et il sufit que @, converge simplement dans )O, l), suivant 8, vers une fonction Q 
continue au point 1. On a dans ce cas Q(x) = x unxn pour tout x E )O, 1). 

n E X  

On a des résultats analogues en prenant pour M le monoïde Nn, où n désigne 
un entier > 1 ; l'espace X s'identifie alors à Dn, et l'on peut choisir )O, 1)" comme 
sous-monoïde plein. Nous laisserons au lecteur le soin de transcrire le th. 3 dans ce 
cas. 
Exemple 2) .  - Prenons pour M l'ensemble R,, muni de la loi d'addition et de la 
topologie usuelle. Soit P l'ensemble des nombres complexes z de partie réelle 
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positive, muni de la topologie induite par C et de la loi induite par l'addition dans 
C. Pour tout p E P, désignons alors par f ( p )  le caractère x H e-Px de R+ ; il est 
aisé de vérifier que f est un isomorphisme de la structure de monoïde topologique 
de P sur celle de X ;  nous identifierons X à P au moyen de$ Il est clair que R+ 
est un sous-monoïde plein de P, et le th. 3 nous donne le résultat suivant. 
PROPOSITION 16. - Soit A un ensemble muni d'unjltre 8. Pour tout cr E A, soit p, une 
mesure positive bornée sur R+, et soit 0, la fonction déjnie sur R+ par O,($) = 

e -pX  dp,(x). Pour que l'application cr H p, converge étroitement suivant 8 vers une 
mesure positive bornée p, il  faut et il sufit que 0, converge simplement dans R+, suivant 3, 
vers une fonction 0 continue au point O. On a dans ce cas @ ( p )  = llm e-PX dp(x)  pour 
toutp ER+.  

On a des résultats analogues pour les monoïdes additifs R",n entier > 1 )  ; 
nous laisserons au lecteur la transcription du th. 3 dans ce cas. 

8 6. Promesures et mesures sur un espace localement convexe 

Dans tout ce paragraphe, on ne considdre que des espaces vectoriels sur le corps des 
nombres réels. Par espace localement convexe, on entend un espace vectoriel topologique 
séparé et localement convexe sur R. Le dual topologique d'un espace localement convexe E 
sera noté E ' ;  pour x E E et x' E Et ,  on posera ( x ,  x ')  = x f ( x ) .  

1. Promesures sur un espace localement convexe 

Soit E un espace localement convexe. On note 3 ( E )  l'ensemble des sous- 
espaces vectoriels fermés de codimensiun finie de E,  ordonné par la relation >. 
Pour tout V E 9 ( E ) ,  on note pv l'application canonique de E sur E / V .  Soient V 
et W deux éléments de F ( E )  tels que V 3 W; on note p., l'application de E/W 
dans E / V  déduite par passage aux quotients de l'application identique de E. La 
famille 2 ( E )  = ( E / V , p v w )  est un système projectif d'espaces localement con- 
vexes, indexé par 3 ( E ) .  On l'appelle le système projectif des quotients de dimension jnie 
de E. 

On peut montrer que la limite projective du système projectif 9 ( E )  est 
canoniquement isomorphe au dual algébrique Er* de Et ,  muni de la topologie 
faible o(E1*, E f ) .  

DÉFINITION 1. - Soit E un espace localement convexe. On appelle promesure sur E tout 
système projectif de mesures (5  4, no 2, déf. 1) sur le système projectif des quotients de 
dimension $nie de E. 

En d'autres termes, une promesure p sur E est une famille ( p v )  V s F ( E ) ,  où pv 



est une mesure (positive) bornée sur l'espace de dimension finie E/V, et où 
pv  = pvw(pw) lorsque V D  W. Toutes les mesures pv ont la même masse totale 
que l'on appelle la masse totale de la promesure p. 

Pour qu'un sous-espace V de E appartienne à 9 ( E ) ,  il faut et il suffit qu'il 
existe un nombre fini d'éléments xi, . . . , xh de Er tels que V se compose des x E E 
satisfaisant à (x, x i )  = O pour 1 < i < n (Esp. vect. top., chap. II, 2e éd., $6,  
no 3, cor. 2 du th. 1 et no 5, cor. 2 de la prop. 7). De plus, il existe sur un espace 
vectoriel de dimension finie une seule topologie séparée d'espace vectoriel 
topologique (loc. cit., chap. 1, § 2, no 3, th. 2). Par suite, la notion de promesure 
sur E ne dépend que du dual Er de E. 

Soit A une mesure bornée sur E. Pour tout V E F ( E ) ,  notons A v  l'image de A 
par l'application canonique p, de E sur E/V. O n  a pv = pvw o pw pour deux 
éléments V et W de F ( E )  tels que V 2 W; par suite, la famille A = (Av)ve9(El 
est une promesure sur E. Nous dirons que X est la promesure associée à la 
mesure A. On  voit immédiatement que A et A ont même masse totale. 

PROPOSITION 1. - Soit E un espace localement convexe. L'application A H  A est une bi- 
jection de l'ensemble des mesures bornées sur E sur l'ensemble des promesures (p,) voF(E> 

sur E satifaisant à la condition suivante: 
Pour tout E > O, il existe une partie compacte K de E telle que l'on ait 

pV(E/V -pV(K)) < E ~ O U ~  t ~ u t v  E F ( E ) .  
On  sait que l'intersection des noyaux des formes linéaires continues sur E est 

égale à O (Esp. vect. top., chap. II, 2e éd., $ 4, no 2, cor. 1 de la prop. 2) ; on a 
par suite n V = {O) et la famille (p,) ..,,,, est cohérente et séparante. La 

V e.%(E) 

proposition résulte alors du th. 1 du $4,  no 2. 

En particulier, l'application At-+ A est injective. Si p est une promesure sur E, et 
s'il existe une mesure bornée A sur E telle que p = A, nous dirons par abus 
de langage que p est une mesure. Si E est de dimension finie, toute promesure 
p = (pv) vsscE, est une mesure: en effet, on a {O) E F ( E ) ,  E/{O) = E et 
pv,co) = pv, d'où y, = p,(p{,,) pour tout V E 9 ( E )  ; autrement dit, on a p = A 
avec A = pcol. 

PROPOSITION 2. - Soient T un ensemble dénombrable, et E l'espace des fonctions réelles sur 
T, muni de la topologie de la convergence simple. Toute promesure sur E est une mesure. 

Pour tout t E T, soit q la forme linkaire f H f (t) sur E. On  sait (Esp. vect. 
top., chap. II, 2e éd., 8 6, no 6, cor. 2 de la prop. 8) que la famille (&,),,,est une 
base de l'espace vectoriel Er. On  note par ailleurs CI l'ensemble des parties finies 
de T, et pour tout J E CI, on note E j  l'ensemble des fonctions sur T nulles en tout 
point de J. Soit F E 9 ( E )  ; comme l'orthogonal F0 de F est un sous-espace de 
dimension finie de Et, il existe J E @ telle que F0 soit contenu dans le sous-espace 
G de E' engendré par les E, pour t E J. Comme F0 c Gy on a 

E, = GO c FOO = F 





Soit A une mesure bornée sur E. La transformée de Fourier de h est la fonction 
sur E' définie par 

(3) ( S A )  ( x r )  = SE et<*$ d ~ ( x ) .  

Soit p la promesure associée à A. Pour tout x' E E', la mesure pz, sur R est l'image 
par x':  E -> R de la mesure A sur E ;  des formules ( 2 )  et ( 3 ) ,  on déduit aussitôt 
9 - p  = F A .  

Soient p une promesure quelconque sur E,  u une application linéaire con- 
tinue de E dans un espace localement convexe El. Notons % l'application linéaire 
de E; dans E' transposée de u et v la promesure u ( y )  sur E,. Pour tout xi  E E;, 
on a tu(x;) = x; O u, d'où 

En particulier, prenons pour u l'application canonique pv de E sur E / V  (pour 
V E F ( E ) ) .  La promesure pv(p)  sur E / V  est associée à la mesure p,, et Y v  est un 
isomorphisme du dual de E / V  sur le sous-espace V0 de E' orthogonal à V.  Si nous 
identifions ( E / V ) '  à V 0  par y,, on a 

(5) ( ~ p )  <xl> = SE,, ei<"? ",> dp,(x) 

pour tout x' E VO. On a E' = U VO, de sorte que la formule précédente 
V E F ( E )  

caractérise la fonction 9 - p  sur Et. Enfin, si l'on fait x' = O dans ( 5 ) ,  on voit que 
la masse totale de p est égale à (9 -y )  ( O ) .  

PROPOSITION 3. -Soit E un espace localement convexe. L'application pi- t  F p  de 
l'ensemble des promesures sur E dans l'ensemble des fonctions sur E' est injective. 

La formule ( 5 )  permet de se ramener au cas où E est de dimension finie; 
comme tout espace de dimension finie est isomorphe à un espace Rn, nous pouvons 
même supposer qu'il existe un entier n 2 O tel que E = Rn. Nous avons donc à 
prouver que si p est une mesure bornée (non nécessairement positive) sur Rn et si 

J_ et<%, g) dp(x)  = O 

pour toute forme linéaire y sur Rn, on a p = 0. 
Pour tout entier m 2 O, soit G, le sous-groupe m.Zn de Rn. On note %', 

l'espace vectoriel des fonctions continues f sur Rn telles que f ( x  + a)  = f ( x )  
pour x E Rn et a E G,. D'après la prop. 8 de Top. gén., chap. X ,  2e éd., $ 4 ,  
no 4 ,  toute fonction de 9, est limite uniforme de combinaisons linéaires finies de 
fonctions du type x H e2"i(x,Q) avec q E m - l .  Zn. On a donc p( f )  = O pour toute 
fonction f E 9,. 
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Soit f une fonction continue à support compact sur Rn. Pour tout entier m 2 0, 
posons fm(x) = 2 f (x + q). Il est immédiat que pour tout x E Rn, la série 

~ E G ,  

précédente n'a qu'un nombre fini de termes, et que fm appartient à Y,. De plus, 
on voit facilement que la suite (f,) tend uniformément vers f sur tout compact, et 
qu'il existe une constante C 3 O telle que 1 fml < C pour tout m. On a par suite 
p( f) = lim p( f,) d'après la prop. 12 du § 5, no 6. Comme on a fm E V,, on a 

m-rm 

p( fm) = 0, d'où finalement p( f )  = O. On a donc p = 0. 

*Remarque. -Lorsque E est de dimension finie, tout caractère de E est de la forme 
X H ~ ' < ~ . ~ ' >  avec x' E E' (Théor. spect., chap. II, $ 1, no 9, cor. 3 de la prop. 12). La 
prop. 3 résulte dans ce cas du théorème d'unicité pour la transformation de Fourier 
(loc. cit., 5 1, no 6, cor. de la prop. 6)., 

4. Calculs d'intégrales gaussiennes 

Lemme 1. - Pour tout entier n 2 O, on a 

Rappelons la formule 

valable pour tout nombre réel s > O (Fonct. var. réelle, chap. VII, $ 1, no 3, prop. 
3). En faisant le changement de variable x = (2u)s ,  il vient d'après (9) 

d'où la formule (6) puisque l'on a 

La formule (7) résulte de (6) et de la relation 

Pour n = O, cette relation se rtduit à r(+) = xX, c'est-à-dire à la formule (21)  



de Fonct. var. réelle, chap. VII, fj 1, no 3. Le cas général s'en déduit par récurrence 
sur n en tenant compte de la relation I'(x + 1) = x .  I'(x) (loc. cit., 5 1, no 1). 

Enfin, la formule (8) résulte de ce que la fonction x t+ ~ ~ ~ + ~ e - ~ ~ 1 ~  est impaire. 

Lemme 2. - Pour tout nombre complexe y, on a 

En particulier, on a 

(2rr)-n /Re-x'i2 dx = 1. 

Le changement de variable x H - x donne 

eiu + e - i U  

comme on a cos u = 
2 

pour tout nombre complexe u, on en déduit 

Pour tout entier n 2 O, posons 

D'après (7 ) ,  on a 

d'où 

Comme on a par ailleurs 

on peut intégrer terme à terme cette égalité, d'où 

d'après (14). La formule (1 1) résulte alors de (12). 
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5. Promcsures et mesures gaussiennes 

PROPOSITION 4. -Soit E un espace localement convexe. Pour toute forme quadratique 
positive Qsur Et, il existe une promesure FQ sur E et une seule, telle que SrQ = e-Q12. La 
masse totale de FQ est égale à 1. 

L'unicité de rQ résulte de la proposition 3 du no 3. La masse totale de l?, est 
égale à (FG) (O) = e-Q(0)12 = 1. Nous démontrons l'existence par étapes. 

A) E est de dimension jnie n et Qest non dégénérée. 
D'après le lemme 2 du no 4, la mesure y, sur R admettant la densité 

t H ( 2 ~ ) - %  e-tZ/2 est bornée, de masse totale 1. Posons y = y, @ . 8 yl 
(n facteurs). Du lemme 2 du no 4, on déduit 

= exp (-+(a: + . - + ai)). 

Comme Q est positive et non dégénérée, il existe une base (ei, . . . , e;) de E' 
orthonormale pour Q (Alg., chap. IX, § 7, no 1). Notons f l'isomorphisme 
x H (e; (x), . . . , e;(x)) de E sur Rn et FQ la mesure f -,(y) sur E. Soit x' = 

n 

ale; + . . . + a,ek dans E'; on a xf(  f -l(t,, . . ., t,)) = 2 tjaj pour t,, . . . , 
j = l  

tn réels, d'oh 

= exp ( -+(al + . . . + ai)) = exp ( - +Q(xl)). 

Par suite, on a SrQ = e-QI2. 
B) E est de dimension jnie. 
Soit N le sous-espace vectoriel de Et formé des x' tels que Q(xl) = O. Notons 

M l'orthogonal de N dans E et j l'injection canonique de M dans E. L'application 
linéaire y: E' -+ M' est surjective, de noyau N, et il existe donc sur Mt  une forme 
quadratique positive non dégénérée q telle que Q = q o 7. D'après ce qui précède, 
il existe sur M une mesure bornée r telle que SI' = e-qI2. Si l'on pose F, = j (F), 
on a 

Sr, = ( S r )  O t j  = exp ( -  q0tj/2) = e-Q12 

d'après la formule (4) du no 3. 
C) Cas général. 
Soit V E S ( E ) .  Notons pv l'application canonique de E sur E/V et Qv la 



forme quadratique positive Q o  9, sur (E/V)'; enfin, soit y, la mesure sur E/V de 
transformée de Fourier e-QvI2 (cf. B)). Si W E F ( E )  est contenu dans V, on a 
pv = pvw 0 p,, d'où Qv = Qw o 9,,; d'après la formule (4) du no 3, la mesure 
pvw(pw) a pour transformée de Fourier la fonction (e-QwI2) O yVw = eTQvi2, donc 
est égale à p,. La famille (yV)VG,,,, est donc une promesure y sur E. La formule 
(5) du no 3 montre que F p  est égale à e-QI2. 

DÉFINITION 2. - Soit E un espace localement convexe. Pour toute forme quadratique 
positive Qsur Er, on appelle promesure gaussienne de variance Qsur E, et l'on note rQ, la 
promesure sur E dont la transformée de Fourier est égale à e-QI2. On dit qu'une promesure y 
sur E est gaussienne s'il existe une forme quadratique positive Qsur E' telle que p = îQ. 

Par abus de langage, on dira qu'une mesure bornée y sur E est gaussienne de 
variance Q s i  la promesure associée p est égale à r,. 

Remarques. - 1) Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et soit y une mesure 
positive de masse 1 sur E, telle que toute forme linéaire sur E appartienne à Z2(E ,  y). 
On définit un élément m de E et une forme quadratique positive V sur E' par les 
formules 

(x, x') dp(x), V(xt) = (x - m, x ' ) ~  dy(x). 

Dans la terminologie traditionnelle du Calcul des Probabilités, m s'appelle la moyenne 
et V la variance de y; on dit que y est centrée si m = 0. 

Soient alors a un élément de E et Q une forme quadratique positive sur E'. 
Notons Fa,, l'image de la mesure I'Q par la translation x t+ x + a. On voit facilement 
que est une mesure positive de masse 1 sur E, de transformée de Fourier 
x' H e"a*X'>-%Q(x') et de moyenne a. De plus, la prop. 6 entraîne que Qest lavariance 
de Traditionnellement, on dit que I',, est la mesure gaussienne de moyenne a et 
variance Q ,  et que rQ = I',, est la mesure gaussienne centrée de variance Q. Comme 
nous n'aurons à considérer que des mesures gaussiennes centrées, nous omettons ce 
qualificatif. 

2) Soit Q une forme quadratique sur le dual E' d'un espace localement convexe 
E. S'il existe une promesure sur E de transformée de Fourier e-QI2, la forme quadrati- 
que Q est nécessairement positive: la fonction e-QI2 est en effet bornée sur E'; donc, 
pour tout x' E E', la fonction t H e-@Q("')12 = e-Q(tx')12 sur R est bornée, d'où 
Q(x') a O. 

3) Le dual de R est canoniquement isomorphe à R et les formes quadratiques 
positives sur R sont les fonctions de la forme t H at2 avec a 2 O. Pour tout a a O, il 
existe donc une mesure bornée y, sur R et une seule dont la transformée de Fourier 
soit égale à la fonction t i-t e-at2/2; on dit par abus de langage que y, est la mesure 
gaussienne sur R de variance a. 

La transformée de Fourier de y, est la constante 1, d'où y, = E, (masse unité à 
l'origine de R). Supposons a > O et notons u, l'application linéaire x H a%; on a 
*y, = *y1 0 d'où y, = ua(yl). Le lemme 2 montre que yl est la mesure de 
densité x H (Zn)-% e-x212 par rapport à la mesure de Lebesgue; on en déduit 
facilement 

L'image d'une promesure gaussienne par une application linéaire continue 
est une promesure gaussienne. De manière précise, on a le résultat suivant: 





Pour tout x' E Et, soit Q(xf)  la variance de la mesure gaussienne xf(p) sur R. 
On a xf(p) = yQ<x.), d'où 

d'après la définition de Fp. (no 3, formule (2)). Autrement dit, on a 9 p  = e-QI2, 

et il reste à prouver que Qest  une forme quadratique positive sur Er. 
Pour tout sous-espace vectoriel fermé V de E, de codimension finie, notons 

pv l'application canonique de E sur E/V, pv la mesure pV(p) sur E/V et posons 
Qv = Q o  9,. Comme on a E' = U Im (9,) et que 9, est injectif, il suffit de 

V E S ( E )  

prouver que Qv est une forme quadratique positive sur (E/V)'. Soient u E(E/V)' 
et x' = vv(u). On a 

la prop. 6 entraîne alors 

donc Qv est une forme quadratique positive sur (E/V)'. 

6. Exemples de promesures gaussiennes 

1) Soit E un espace hilbertien réel. L'application x ' w  l l ~ ' j 1 ~  est une forme 
quadratique positive sur E'. La promesure gaussienne correspondante s'appelle la 
promesure gaussienne canonique sur E. On  peut montrer que cette promesure n'est 
pas une mesure si E est de dimension infinie. 

Soit A un opérateur linéaire continu dans E. L'application x' H ljtA.x'1/2 est 
une forme quadratique positive sur E'. La promesure correspondante pa sur E est 
une mesure si et seulement si A est un opérateur de Hilbert-Schmidt. 
2) Noyaux de type positif. On note T un ensemble et E = RT l'espace vectoriel des 
fonctions réelles dans T, muni de la topologie de la convergence simple. Pour tout 
t E T, on note st la forme linéaire f tt f (t) sur E. La famille ( s J ,  ET est une base de 
E' (Esp. vec. top., chap. II, 2e éd., 5 6, no 6, cor. 2 de la prop. 8). 

On  appelle noyau de type positif (réel) sur T toute fonction à valeurs réelles K 
sur T x T satisfaisant aux relations 

(20) K(t, t') = K(t', t) pour t, t ' dans T, 

quels que soient l'entier positif p, les éléments t,, . . . , t, de T et les nombres 
réels cl, . . . , c,. S'il en est ainsi, la formule 
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définit une forme quadratique positive sur Et. Inversement, si q est une forme 
quadratique positive sur E', la formule 

définit un noyau de type positif K sur T. On obtient ainsi deux bijections ré- 
ciproques entre l'ensemble des noyaux de type positif sur T, et celui des formes 
quadratiques positives sur Et. 

Soient K un noyau de type positif sur T, et q la forme quadratique associée sur 
Et. La promesure gaussienne sur E de variance q s'appelle aussi la promesure 
gaussienne sur E de covariance K. Si T est dénombrable, la prop. 2 du no 1 entraîne 
que cette promesure est une mesure. 
3) Soit T un ensemble dénombrable. On définit un noyau de type positif 8 sur T 
en posant 

i 1 si t = t t  
8(t, t') = 

O si t f t ' .  

La forme quadratique correspondante est donnée par q (1 ctq) = 2 cf. Pour 
t e T  t e  T 

tout t E T, notons pt la mesure gaussienne de variance 1 sur R ;  on montre facile- 
ment que la mesure gaussienne sur RT de covariance 8 est égale à @ pt. 

 ET . - -  

4) Soit n a 1 un entier. Une matrice carrée C = (c,,) d'ordre n est dite grné- 
A 

trique positive si elle est symétrique et si l'on a 2 ciixixj 2 O quels que soient 
Z,i=l 

x,, . . ., x, réels; il revient au même de dire que l'application (i, j )  H cij est un 
noyau de type positif sur l'ensemble (1, 2, . . . , n). On parlera donc de la mesure 
gaussienne y, sur Rn, de covariance C; elle est caractérisée par la formule 

pour x,, . . . , x, réels. De la prop. 6 du no 5 (formule (19)), on déduit 

De la prop. 5 du no 5, on déduit la formule 

(27) ~ Y C )  = Yuctu, 

où u est une application linéaire de Rn dans Rm de matrice U. Par ailleurs, on 
voit facilement (cf. début de la démonstration de la prop. 4 du no 5) que, si In 
désigne la matrice unité d'ordre n, la mesure y,,, admet la densité 

( 2 x )  -"12 exp (-+(tS + . . . + t ; ) )  

par rapport à la mesure de Lebesgue h, sur Rn. 



Nous allons montrer que si la matrice C est inversible, d'inverse D = (djk), 
on a 

(28) dy,(tl, . . . , t,) = (2x) -"I2(det D)" d,,tjtk)) dt, . . . dt,,. 

En effet, si C est inversible, la forme quadratique q sur Rn définie par 

est non dégénérée. En utilisant l'existence d'une base de Rn orthonormale pour q, 
on démontre l'existence d'une matrice U carrée d'ordre n telle que C = U. 'U, 
d'où y, = u(yI,) d'après (27) (on note u l'automorphisme de Rn de matrice U). 
Soit Q l a  forme quadratique sur R n  définie par 

on a 

d'où 

Q(tl,  ..., tn) = tf + + t : ;  
Yrn = (2x) e - Q I 2 .  A,, 

I l  est immédiat que la forme quadratique Q o  u - l  sur Rn prend la valeur 

2 djkt,tk au point (tl, . . . , t,), et la prop. 15 du chap. VII, § 1, no 10 montre 
,.k=l 

que l'on a 

(30) u(hn) = (det U) -l.  h, = (det D)" . A,. 

La formule (28) résulte alors de là. 

7. Mesure de Wiener 

Dans ce no, nous notons T l'intervalle )O, 1) de R et 2 l'espace de Hilbert 
des fonctions réelles de carré intégrable par rapport à la mesure de Lebesgue sur 
T, où l'on note (f lg) le produit scalaire. On note aussi V l'espace des fonctions 
continues réelles sur T, tendant vers O au point O; on munit V de la norme 

I l  f I l  = sup 1 f (t) 1. L'intervalle compact (O, 1) = T U {O) est le compactifié 
 ET 

d'Alexandroff de l'intervalle localement compact mais non compact T; par 
suite, l'ensemble des fonctions continues à support compact sur T est dense dans 
V et le dual de V s'identifie à l'espace A1 des mesures bornées (non nécessaire- 
ment positives) sur T (chap. III,  2e éd., $ 1, no 8, déf. 3). 

Pour toute fonction f E 8, on définit une fonction Pf sur T par 
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où 1, est la fonction caractéristique de l'intervalle )O, t). L'inégalité de Cauchy- 
Schwarz entraîne les inégalités 

par suite, Pf appartient à 9, et l'application linéaire P de Z dans V est continue 
de norme Q 1. 

Identifions l'espace de Hilbert 2 à son dual (Esp. t:ect. top., chap. V, § 1, 
no 6, th. 3))  et notons Ii : d1 -+ 2 la transposée de P: 3 + %?. Pour toute mesure 
p E d l  et toute fonction f E 3, on a 

d'après le théorème de Lebesgue-Fubini. Or on a 

1 si O < x , < t < l  
O sinon, 

d'où finalement 

Soient p, v dans d l .  On a 

Or  1,. 1 ,  est la fonction caractéristique de l'intervalle )O, t) n )O, t'), d'où 
immédiatement 

On en conclut 

D'après le résultat précédent, on définit une forme quadratique positive W sur 
dl1 par la formule 

(37) 



En particulier, si t,, . . ., tn sont des éléments de T, et cl,. . ., c, des nombres 
réels, on a 

et comme W est positive, la fonction (t, t') H inf (t, t') est un noyau de type 
positif sur T. 

THÉORÈME 1 (Wiener). - Soit w l'image par P: 8 + W de la promesure gaussienne 
canonique sur l'espace de Hilbert 8. Alors w est une mesure gaussienne de variance W 
sur W. 

Par construction, on a W (p) = IjtP(p) 11 z ;  la prop. 5 du no 5 montre que w est 
une promesure gaussienne de variance W. Il reste à prouver que w est une mesure 
sur %. 

A) Construction d'un espace mesuré auxiliaire (R, m) : 
Pour tout entier n 2 O, on note D, l'ensemble des nombres de la forme k/2" 

avec k = 1, 2, 3,. . . , 2". On pose D = iJ Dn (ensemble des nombres dyadiques 
,BO 

contenus dans T) et R = RD. Pour tout t E D, on note X(t )  la forme linéaire 
f;. f (t) sur Q. 

Pour t, t' dans Dy posons M(t, t') = inf (t, t') ; on a vu que M est un noyau de 
type positif sur D. Comme l'ensemble D est dénombrable, on peut définir la 
mesure gaussienne m sur Cl de covariance M (no 6, Exemple 2). 

Lemme 3. - Quels que soient t, t' dans D, on a 

t + t ' 
On  notera que - 

2 
appartient à D. On sait (no 6, Exemple 2) que la famille 

(X(t)),,, est une base du dual topologique SI' de Cl;  il existe donc une forme bili- 
néaire symétriqueMsur R' x R'caractérisée par @ (X(t), X(tr))  = inf (t, t'). Par 
construction, la variance de la mesure gaussienne m sur R est la forme quadratique 

5 H ~ ( 6 ,  5) sur Cl'. Posons en particulier 

un calcul facile donne 

(40) 
It - t'l 

~ ( 6 ,  E) = 7. 

D'après la prop. 6 du no 5 (formule (16)), on a 

le lemme résulte immédiatement des formules (40) et (41). 
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B) Construction d'une afiplication u de dans %: 
Pour tout entier n > O, on note En le sous-espace de %formé des fonctions qui 

sont affines dans chacun des intervalles [k - 2" l ,  &] pour 1 4 k 6 2". Une 

fonction affine dans un intervalle compact 1 de R atteint ses bornes aux extrémités 
de 1; par suite, on a 

pour f E En. 
Pour toute fonction g E Cl et tout entier n 2 O, il existe une fonction u,(g) et 

une seule qui appartienne à En et coïncide avec g en tout point de D,; on posera 
T,g = u,+,(g) - u,(g). Comme D, est fini, l'application T, de Cl dans % est 
continue, donc m-mesurable. 

Lemme 4. - Pour tout entier n 2 O, on a 

(43) 
1 J IlTn~ll dm(g) is;;ii" 2-n12. 

n 

Soient g E Cl et n E N. On a En c En + ; par suite, la fonction T,g appartient 
à En+, et s'annule en tout point de D,; d'après (42), on a donc 

Faisons la convention g(0) = O. La construction de u,(g) par interpolation 
linéaire de g entraîne les relations 



(45) 
2k - 1 2k - 1 k - l  

~ n g ( ~ )  = g(F) - (g(T) + g(4) )  

pour 1 < k < Zn. On en déduit par intégration 

Sn 1 1' dm(g) = ln 1 ~(~s) - (X(k4) + ~ ( g ) )  l 3  dm; 

k - l  
on peut alors appliquer le lemme 3 avec t = -, t' = - 

2" 
,$ d'où 

D'après (44), on a alors 

d'oh le lemme. 

D'après le lemme 4, l'application T, de d dans l'espace de Banach V ap- 
1 

partient à LI(R, m) et l'on a N3(Tn) < - (2 -%)", d'où 2 N3(Tn) < +m. 
(8x1 n = 0 

D'après la prop. 6 du chap. IV, 2e éd., $3,  no 3, il existe un ensemble 
m 

R, c d tel que d - fi0 soit m-négligeable et que la série 2 Tn(g) converge 
n=O 

absolument dans V pour tout g E do. On définit alors une application m-mesurable 
u de d dans W par 

lim un(g) pour g E Ro 
(47) 4 s )  = /JO = n + w  

(0 pour g E a - do. 

Comme un(g) et g coïncident sur Dm c D, pour O < m < n, il est immédiat que 
la restriction de u(g) à D est égale à g pour tout g E do. 

C) Construction d'une mesure gaussienne sur V :  
Soit w' la mesure bornée sur W, image de m par l'application m-mesurable 

u: d + 59. Nous allons montrer que w' est une mesure gaussienne sur W, de 
variance W, d'où w = w'. On notera 9 le sous-espace vectoriel de A1 engendré 
par les mesures ct pour t parcourant D. 

Lemme 5. - Pour toute mesure p E B, on a 



86 MESURES SUR LES ESPACES TOPOLOGIQUES SÉPARÉS Ch. IX, $ 6  

Posons y = clql + cZcta + . . a + c,ct, avec t,, . . . , t, dans D et cl, . . . , c, dans 
R. Pour tout g E Q,, la fonction u(g) coïncide avec g sur D; on a donc 

O n  a aussi 

et, comme m est la mesure gaussienne sur 0 de covariance My et que C l  - 52, est 
m-négligeable, on a 

i 2 c g(t ) 
e j-l ' ' dm(g) = exp (- 

j . k = l  

Or, 52 - 52, est m-négligeable et l'on a w' = u(m) ; on en déduit 

La formule (48) résulte immédiatement des formules (49) à (52). 

Lemme 6. - Soit y E Al. IL existe une suite de mesures y, E 9 telles que y( f )  = 
lirn y,( f )  pour tout f E % et W(y) = lirn W(y,). 
n-. m n-. CO 

Soit 1 = (0, 1). L'espace A1 des mesures bordes sur T = )O, 1) sera identifié 
au sous-espace de A ( 1 )  formé des mesures qui ne chargent pas 0. On  munit 
A ( 1 )  de la topologie vague. L'application t H kt de 1 dans d ( 1 )  est continue 
(chap. III, 2e éd., 5 1, no 9, prop, 13); comme D est dense dans 1, l'adhérence 
3 de 9 contient toutes les mesures ponctuelles. Soit A l'ensemble des mesures 
v E 9 telles que llvll < Ilpli; la mesure y est adhérente à A (chap. III, 2e éd., 
$2 ,  no 4, cor. 1 du th. 1). L'ensemble A est relativement compact dans A ( 1 )  
(chap. III,  2e éd., $ 1, no 9, prop. 15) et les parties compactes de A ( 1 )  sont 
métrisables (Esp. vect. top., chap. IV, 5 5, no 1, prop. 2, et Top. gén., chap. X, 
2e éd, $ 3, no 3, th. 1). Il existe donc une suite de mesures y, E A convergeant 
vers p dans A(1) .  Comme % est identifié au sous-espace des fonctions continues 
sur 1 nulles à l'origine, on a y( f )  = lirn y,( f )  pour tout f E %. Par ailleurs, 

n-rro 

comme %(I) @ %(I) est dense dans l'espace normé %(1 x 1) (chap. III ,  2e éd., 
$4 ,  no 1, lemme 1), les relations lirn y, = p et I l  ynll < 11 pl1 entraînent 

n-r m 

lim (y, 8 y,) = p @ y (chap. III, 2e Cd., $ 1, no 10, prop. 17); comme les 
n-r m 

mesures yn et y ne chargent pas 0, on a 
n n 



d'où lim W ( p n )  = W ( p ) .  
n-. m 

Il reste à prouver que la transformée de Fourier de w' est égale à e-W12. 
Soit p E A'; choisissons les mesures y,  E 9 comme dans le lemme 6. La mesure 
W' est bornée et l'on a le i ( f*Ml  = 1 pour tout n ;  le lemme 5 et le théorème 
de convergence de Lebesgue (chap. IV, 2e éd., 8 4, no 3,  th. 2) entraînent 
alors 

La mesure w sur %?, dont la transformée de Fourier est égale à e-W'2 s'appelle 
la mesure de Wiener sur %'. 

Remarque. -Pour tout intervalle semi-ouvert J = )a, b) contenu dans T, posons 
1 (J) = b - a (longueur de J) et notons A j  la forme linéaire f tt f (b) - f ( a )  sur V. 
On peut montrer que la mesure de Wiener est caractérisée par la propriétC 
suivante : 

Soient JI,. . ., J, des intervalles semi-ouverts contenus dans T et deux à deux disjoints. 
L'image de la mesure w par l'application linéaire f tt ( A  (f ), . . . , A,,, (f )) de V dans Rn j 1  
est égale à y,, &> . @ y,, avec a, = 1 (Ji)!- pour 1 d z < n. 

8. Continraité; de la transformée de Fourier 

PROPOSITION 8. - Soient E un esfiace localement convexe, p une promesure sur E et 0 la 
transformée de Fourier de p. On a les inégalités 

(54) 1@(x1) - @(y')12 G 2 @ ( 0 ) ( @ ( 0 )  - 9 f@(x1  - y ' ) )  

pour x', y' dans Et. 
La formule ( 5 )  du no 3 permet de se ramener au cas où E est de dimension 

finie et où p est une mesure. On a 

d'où (53). De plus, si a et b sont des nombres réels, on a 

]&a-elb12 = 1 b 2  Ka-b) - 
le' I le 112 = (&(a-b) - l)(e-ita-b) - 1 )  = 2 - 2cos(a-  b ) ;  
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d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a alors 

= SE (2 - 2 cos (x, x' - y')) dp(x) . @(O) 

= 2@(0)(@(0) - 9@(x1 - y')), 
d'où (54). 

COROLLAIRE. -Munissons E' d'une topologie compatible avec sa structure d'espace 
vectoriel. Pour que @ soit continue, il faut et il sufit que sa partie réelle 9@ soit continue à 
l'origine, et alors @ est uniformément continue. 

Cela résulte de l'inégalité (54). 

Soit F un espace localement convexe. On  munit le dual F' de F d'une topologie 
compatible avec la dualité entre F et F' et l'on identifie F au dual de F'. Par 
suite, la transformée de Fourier d'une mesure bornée p sur F' est la fonction P p  
sur F définie par 

(9,) (x) = IF, et<%$ x,> dp(xf). 

PROPOSITION 9. - Si F est tonnelé, la transformée de Fourier de toute mesure bornée sur 
F' est une fonction uniformément continue sur F. 

Soient p une mesure bornée sur F' et @ sa transformée de Fourier. Soit E > 0. 
Il existe une partie compacte K de F' tel que p(F' - K) < E. Or K est compact 
pour la topologie faible a(Ft, F), donc équicontinu car F est tonnelé (Esp. vect. 
top., chap. IV, $2,  no 2, th. 1). Il  existe donc un voisinage symétrique U de O dans 
F dont le polaire U0 contient K. Soit x dans EU; on a 

( O )  - 9 (x) = (1 - cos (x, x')) dp(xf). 1,. 
Or on a O < 1 - cos (x, x') < 2 pour tout x' E F' - K et 

E2 
I - COS (x, x') < &(x, x')' G 2. 

pour x' E K c UO; on en déduit 

Le second membre de cette inégalité tend vers O avec E ;  donc 90 est continue en 
O et la prop. résulte du cor. de la prop. 8. 



9. Le lemme de Minlos 

Soient T un espace vectoriel de dimension finie et p une mesure bornée sur T'  ; 
nous identifions T au dual de T t  de sorte que la transformée de Fourier O de y est 
une fonction sur T. On suppose données deux formes quadratiques positives h et q 
sur T et un nombre E > O. Pour tout nombre réel r > O, on note C, l'ensemble 
des xt E T t  tels que l'on ait (x, x ' ) ~  < r2h(x) pour tout x E T. 

PROPOSITION 10. -SOUS l'hypothèse O(0) - 90 G E $ q, on a 

(55) p(Tt - Cr)  < 3 ( ~  $ r-2 Tr(q/h)) 

pour tout r > 0. 
On  a noté Tr(q/h) la trace de q par rapport à h (cf. Annexe, no 1).  La formule 

(55) est triviale lorsque Tr(q/h) est infini. Nous supposons désormais Tr(q/h) fini, 
donc que h(x) = O entraîne q(x) = O pour tout x E T. 

Soient a,, . . . , a, des éléments de T, et D l'ensemble des x' E T t  tels que 
n 

2 (aj, xt)' > 1. Pour tout t réel 2 O, on a 3(1 - e-t12) 2 O et l'on a même 
t = 1 

3(1 - e-t12) 2 3(1 - e-%) > 3(1 - ($)-%) = 1 

n 
pour t > 1, car e > $. Appliquant ces inégalités à t = 2 (aj, x ' )~ ,  on obtient 

j=1 

Soit y la mesure sur R, de densité t H ( 2 x )  -34 e-t2/2 par rapport à la mesure 
de Lebesgue. D'après le lemme 2 du no 4, on a 

pour tout u réel. Par suite, on a 

pour tout x' E Tt. La fonction de x', t,, . . . , t, à intégrer au second membre est 
continue et majorée en module par 2, et les mesures p et y sont bornées; on peut 
donc intégrer les deux membres de (57) par rapport à dp(xf) et interchanger les 
intégrations par rapport à p et y; on obtient 

(58) S (1 - exp ( -l 5 (ni, xl)l)) dp(xt) 
T' 2 j=1 
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Comme q est une forme quadratique sur T, il existe des nombres réels q,, tels 
que 

pour t,, . . ., tn réels; on a en particulier qji = q(ai) pour 1 < j < n. Par ailleurs, 
l'intégrale SR tn dy (t) vaut respectivement 1,0, 1 pour n = 0, 1,2 (no 4, lemme 1). 
On en déduit immédiatement 

Or, le premier membre de (58) et @(O) sont des nombres réels; on 
peut donc remplacer @ par W@ au second membre de (58). L'inégalité 
@(O) - W<D < E + q et les formules (56), (58) et (59) entraînent alors 

Fixons le nombre r > O. Comme la forme quadratique h est positive, il existe 
une base (el, . . . , en) de T et un entier m compris entre O et n tels que 

pour t,, . . . , tn réels (Annexe, no 1, prop. 2). Il  est alors immédiat que Cr se com- 
pose des x' E T' tels que 

Pour tout entier Z 2 1, soit Dl l'ensemble des x' E T' satisfaisant à l'inégalité 
m n 2 (vieI, x ' ) ~  + 2 (lej, x ' ) ~  > 1. 

3 = 1  j = r n + l  

On  voit facilement que la suite (D,),,, est croissante de réunion T' - Cr, d'où 

(61) p (T' - Cr) = lim p (Dl) . 
1-m 

Mais d'après (60), on a 

pour j = m + 1, . . . , n, on a h(ej) = O, donc q(eI) = O. De plus, on a Tr(q/h) = 

2 q(ei) (Annexe, no 1, prop. 2). La relation (55) résulte alors de (61) et (62). 
j= l  C.Q.F.D 



10. Mesures sur le dual d'un espace nucléaire 

Soit F un espace localement convexe. Soit la topologie faible o(Ff, F) sur 
F' et Tc la topologie de la convergence uniforme sur les parties compactes con- 
vexes de F. D'après le théorème de Mackey, (Esp. vect. top., chap. IV, $ 2 ,  no 3, 
th. 2) les topologies % et Tc sur F' sont compatibles avec la dualité entre F et F'; 
il en est donc de même de toute topologie localement convexe Y sur F' inter- 
médiaire entre % et Tc. Si Y est une telle topologie, et si F$- désigne l'espace F' 
muni de Y, on identifiera F au dual de F j. Les promesures sur F' sont donc les 
mêmes pour toutes les topologies T du type précédent, et si p est une telle pro- 
mesure, sa transformée de Fourier est une fonction sur F. 

On  appelle topologie de Sazonov sur F la topologie localement convexe Y définie 
par les semi-normes continues N satisfaisant à la condition suivante: N2 est une 
forme quadratique positive sur F et il existe une forme quadratique positive continue H sur F 
telle que Tr(N2/H) < SCO. La topologie Y est moins fine que la topologie donnée 
sur F ;  on dit que F est nucléaire si ces topologies sont identiques. Cette classe 
d'espaces sera étudiée plus tard en détail. 

THÉORÈME 2 (Minlos). - Soient F un espace localement convexe, ,Y une topologie locale- 
ment convexe sur F' intermédiaire entre et Yc et p une promesure sur F>. On suppose que 
tramformée de Fourier @ de p est continue sur F pour la topologie de Sazonov. Alors p est 
une mesure sur Fk. 

Soit E > O. Comme @ est continue pour la topologie de Sazonov de F, 
il existe deux formes quadratiques positives continues Q et H sur F, telles que 
Tr(Q/H) < +CO et que l'on ait 

@(O) - ~ Q ( X )  < &/6 

pour tout x E F tel que Q(x) < 1. D'après la prop. 8 du no 8, on a 
I93D(x) 1 < @(O) pour tout x E F, d'où 

pour tout x E F. 
Posons r = (1 2 @(O) Tr  (Q/H) e - l )% et notons K l'ensemble des x' E F$- tels 

que (x ,  x ' ) ~  < r2H(x) pour tout x E F. Comme H% est une semi-norme continue 
sur F, l'ensemble K est équicontinu et fermé dans F j ;  il est donc compact dans 
F g  d'après le théorème d'Ascoli (Top. gén., chap. X, 2e éd., $ 2, no 5 ,  cor. 1 du 
th. 2). 

Soit V un sous-espace vectoriel fermé de codimension finie de F I,; alors, V est 
l'orthogonal d'un sous-espace vectoriel T de dimension finie de F. Soit p, la 
mesure sur T' image de la promesure p sur FI, par l'application p, transposée de 
l'injection canonique de T dans F;  sa transformée de Fourier est la restriction de 
@ à T. Enfin, d'après le théorème de Hahn-Banach (Es$ vect. top., chap. II, 
2e éd., 5 3, no 2, cor. 1 du th. l ) ,  pv(K) est égal à l'ensemble C, des x' ET' tels 
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que (x, x ' ) ~  < r2H(x) pour tout x E T. D'après l'inégalité (63), on peut appliquer 
la prop. 10 du no 9 à la mesure pv sur Tt,  en prenant pour q la restriction de 
2@(O)Qà T et pour h celle de H. On a Tr(q/h) < 2@(O)Tr(Q/H), d'où 

pv(T' - C,) < 3 + 2@(0)Tr(Q/H)r-2 

Comme pv définit par passage au quotient un isomorphisme de F>/V sur T', la 
prop. 1 du no 1 montre alors que p est une mesure sur F>. 

C.Q.F.D. 

COROLLAIRE. -Soient F un espace nucléaire tonnelé, 9 une topologie localement convexe 
intermédiaire entre et Tc sur F', p une promesure sur FI, et @ la transformLe de Fourier 
de p. Pour que p soit une mesure, il faut et il su@t que @ soit continue sur F. 

La nécessité résulte de la prop. 9 du no 8 et la suffisance du th. 2. 

Remarque. - Soient F un espace tonnelé et Y une topologie localement convexe sur F' 
intermédiaire entre % et Yc. Toute partie de F' compacte pour Y est compacte pour 
la topologie moins fine K.  Réciproquement, soit K une partie de F' compacte pour 
K. Comme F est tonnelé, K est équicontinue (Esp. vect. top., chap. IV, 5 2, no 2, 
th. 1); mais d'après le théorème d'Ascoli, toute partie équicontinue de F' est rela- 
tivement compacte pour Tc et a fortiori pour Y ,  donc K est contenu dans une partie 
de F' compacte pour Y .  Il n'est pas difficile d'en conclure que l'application identique 
de F& sur F& définit une bijection entre les ensembles de mesures de ces deux espaces. 

11. Mesures sur un espace de Hilbert 

Soit E un espace hilbertien réel, dans lequel le produit scalaire est noté ( X I  y). Il  
existe un isomorphisme j de E sur son dual E', caractérisé par la formule 
(x, j (y))  = (xly) pour x, y dans E (Esp. vect. top., chap. V, 8 1, no 6, th. 3). Nous 
identifierons E et E' au moyen de j. La transformée de Fourier d'une promesure p 
sur E est donc une fonction F p  sur E; lorsque p est une mesure, on a 

THÉORÈME 3 (Prokhorov-Sazonov). - Soient E un espace hilbertien et Es l'espace E 
muni de la topologie ajaiblie. Soient p une promesure sur E et @ sa transformée de Fourier. 
Les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) La fonction @ est continue sur E pour la topologie de Sazonov. 
b) Pour tout E > O, il existe une forme quadratique positive nucléaire Qsur E telle que 

@(O) - 9@ < E + Q. 
c)  La promesure p est une mesure sur Es. 
b)  => a) : cela résulte de la prop. 8 du no 8 (cf. inégalité (54)). 
a) * c) : cela résulte du théorème 2 du no 10. 



c) => b)  : supposons que p soit une mesure sur Es. Soit E > O. Pour tout entier 
n 2 1, l'ensemble B, des x E E de norme < n est une partie fermée de Es et l'on 

E 
a E = U B,. Il existe donc un entier n 2 1 tel que p(E - B,) < -. La formule 

n a 1  2 

n2 
définit une forme quadratique positive Q sur E.  Posons C = - p(B,). Si 2 
(el, . . . , e,) est une suite orthonormale finie dans E,  on a 

pour tout y E B, d'après l'inégalité de Bessel. Par intégration, on en déduit 

donc Q est nucléaire. 

Par ailleurs, on a 1 - cos t < inf 2,  - pour tout nombre réel t ,  d'où ( 2) 

pour tout x E E. Donc b) est vérifiée. 
C.Q.F.D. 

COROLLAIRE 1. - Soient El et E2 deux espaces de Hilbert, u une application de Hilbert- 
Schmidt de El dans E2 et p une promesure sur El .  On suppose que la transformée de Fourier 
O de p est continue sur El. Alors la promesure v = u ( p )  est une mesure sur E ,  muni de la 
topologie faible. 

Avec les identifications de El et E2 à leurs duals introduites dans ce no, la 
transformée de Fourier de v est égale à 0 0 u* où u* est l'adjointe de u. Or u* est 
une application de Hilbert-Schmidt de E2 dans El (Annexe, no 2), et la forme 
quadratique y H Ilu* ( y )  I l 2  sur E2 est donc nucléaire. Si désigne E2 muni de 
la topologie de Sazonov, u* est donc une application linéaire continue de ( E 2 ) y  
dans El et g v  = @ 0 u* est continue sur (E2) s ;  le théorème 3 montre alors que v 
est une mesure sur l'espace E2 muni de la topologie faible. 
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COROLLAIRE 2. - Soit Q une forme quadratique positive nucléaire sur l'espace hilbertien 
E. La promesure gaussienne rQ de variance Q s u r  E est une mesure sur Es. 

La transformée de Fourier @ de rQ est égale à e-Q'2, Or on a et 2 1 + t pour 
tout nombre réel t ,  d'où @(O) - 9@ < Q/2. La condition b) du théorème 3 est 
donc vérifiée et l?, est une mesure sur Es. 

Remarques. - 1 )  Soient E un  espace hilbertien, E, l'espace E muni de la topologie 
faible et j l'application identique de E dans Es. On sait que j définit une bijection de 
l'ensemble des promesures sur E sur l'ensemble correspondant pour Es. Par ailleurs, 
si E est de type dénombrable, c'est un espace polonais et j définit une bijection de 
l'ensemble des mesures bornées sur E sur l'ensemble des mesures bornées sur E, (§ 3, 
no 3, Remarque) ; on peut montrer (théorème de Phillips) que ce théorème subsiste si 
E n'est pas de  type dénombrable. Par suite, le théorème 3 fournit des critères pour 
qu'une promesure sur E soit une mesure. 

2) O n  peut montrer (Annexe, exerc. 7b) que la topologie de Sazonov sur un espace 
hilbertien E est définie par les semi-normes du type Qh où Q e s t  une forme quadra- 
tique positive nucléaire sur E. 

"12. Relations avec les fonctions de type positif 

DÉFINITION 3. - Soit G un groufie. On dit qu'une fonction cD sur G à valeurs complexes 
est de type positif si l'on a les inégalités 

quels que soient x,, . . . , x, dans G et les nombres complexes cl, . . . , c,. 
Cette notion sera étudiée en détail plus tard. 

PROPOSITION 11. - Soient E un espace vectoriel de dimensionjnie, p une mesure (positive) 
bornée sur E et @ la transformée de Fourier de p. La fonction cD est continue et de type positif 
sur E'. 

La continuité de @ résulte de la prop. 9 du no 8. 
Montrons que 0 est de type positif. Soient xi ,  . . . , xp dans E' et cl, . . . , c, des 

nombres complexes. On  a 
C 

On peut démontrer une réciproque connue sous le nom de théor2me de Bochner: 
toute fonction continue de type positif sur E' est la transformée de Fourier d'une 
mesure (positive) bornée (l). Nous admettrons ce résultat dans la suite du no 12. 
(1) Cette question sera ttudiée dans un chapitre 2i paraître du Livre de Théories Spectrales. Le 
lecteur pourra se reporter 2i ce sujet A LOOMIS, Abstrcact H m n i c  Analysis, van Nostrand, 
New-York, 1953. 



THÉORÈME 4. - Soit E un espace localement convexe. La transfarmation de Fourier est une 
bijection de l'ensemble des promesures sur E sur l'ensemble des fonctions de type positif sur E' 
dont la restriction à tout sous-espace de dimension jnie est continue. 

On sait (no 3, prop. 3) que la transformation de Fourier est injective. Soient 
p = (pv )v  EB(E) une promesure sur E et 0 sa transformée de Fourier. Soit T un 
sous-espace de dimension finie de E' et soit V l'orthogonal de T dans E. On peut 
identifier T au dual de E/V; la restriction @, de 0 à T est la transformée de 
Fourier de la mesure bornée pV sur E/V. D'après la prop. 11, Q, est continue et de 
type positif sur T. Vu l'arbitraire de T, il est clair que @ est de type positif sur E'. 

Réciproquement, soit cD une fonction de type positif sur E' dont la restriction 
à tout sous-espace de dimension finie de E soit continue. Pour tout V E S ( E ) ,  
on identifie le dual de E/V à l'orthogonal V0 de V dans E'; la restriction 0, de 0 
à V0 est continue et de type positif, et d'après le théorème de Bochner, il existe 
donc une mesure (positive) bornée pv sur E/V dont la transformée de Fourier soit 
@,. Soient V et W dans F ( E )  avec W c V, et soit pvw l'application canonique 
de E/W sur E/V; avec les identifications faites, yvw est l'injection de V0 dans WO. 
D'après la formule (4) du no 3, on a alors 

d'où pvw (pw)  = pv d'après la prop. 3 du no 3. Par suite, la famille p = ( p V ) ,  , B ( ~ >  

est une promesure sur E;  il est clair que 0 est la transformée de Fourier de p. 

COROLLAIRE. - Soit F un espace nucléaire tonnelé; on munit Fr  d'une topologie localement 
convexe Y intermédiaire entre la topologie faible o(F1, F) et la topologie de la conuergence 
uniforme sur les parties compactes et convexes de F.  La transformation de Fourier est une 
bijection de l'ensemble des mesures (positives) bornées sur F' sur l'ensemble des fonctions 
continues de type positif sur F. 

Cela résulte immédiatement du th. 4 et du cor. du th. 2 du no IO., 



ANNEXE 

COMPLÉMENTS 

S U R  LES ESPACES HILBERTIENS 

1. Trace d'une forme quadratique par rapport à une autre 

Dans ce no, on note E un espace vectoriel réel et Q, H deux formes 
quadratiques positives sur E. 11 existe deux formes bilinéaires symétriques 

(x, y) H (XI et (x, y) i-t (XI y), caractérisées par 

pour tout x E E. 
On  appelle trace de Q p a r  rapport à H, et l'on note Tr(Q/H) le nombre réel 

positif, fini ou non, défini comme suit: 
a) S'il existe x E E avec H(x) = O et Q(x) # O, on pose Tr(Q/H) = +m. 
b) Dans le cas contraire, Tr(Q/H) est la borne supérieure de l'ensemble des 

P 

nombres de la forme 2 Q(e,) où (el, . . ., e,) parcourt l'ensemble des suites finies 
1 = 1 

d'éléments de E orthonormales pour H. 
Soient E un espace hilbertien réel et Q u n e  forme quadratique positive sur E. 

Posons H(x) = jlxlj2 pour tout x E E; alors H est une forme quadratique positive 
sur E. On dit que Qest nucléaire si Tr (Q/H)  est fini. Pour tout x E E de norme 1, 
on a Q(x) < Tr(Q/H),  d'où Q < Tr(Q/H) . H ;  en particulier toute forme 
nucléaire Q est continue. 

Remarques. - 1) Pour tout sous-espace F de E, notons QF la restriction de Q à F et 
HF celle de H. On a Tr(Q,/H,) < Tr(Q/H) et Tr(Q/H) est la borne supérieure des 
nombres Tr(Q,/H,) pour F c E de dimension finie. 

2) Soient El un espace vectoriel réel, QI et Hl deux formes quadratiques positives 
sur El et x :  E + E, une application linéaire surjective. Si Q = Q1 o x et H = 
Hl 0 x,  on a Tr(Q/H) = Tr(Q,/Hl). 

PROPOSITION 1. - On suppose que E est de dimension jnie et H non dégénérée. 
a) Il existe un endomorphisme u de E caractérisé par (xl y)Q = (u(x) 1 y), pour x, y 

dans E. 
b) On a Tr  (Q/H) = T r  (u) . 

m 

C) On a Tr(Q/H) = 2 Q ( e , )  pour toute base (el, . . . , em) de E orthonormale 
pour H. i = l  
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a) résulte de ce que la forme bilinéaire (x, y) + (xly), est non dégénérée. 
Toute suite orthonormale pour H dans E peut être complétée en une base de 
E orthonormale pour H. Par suite, Tr(Q/H) est la borne supérieure de l'ensemble 

m 

des nombres de la forme Q(ei) pour toutes les bases (el, . . . , cm) de E ortho- 
i = 1  m 

normales pour H. Pour prouver b) et c), il suffit de montrer que l'on a 2 Q(e,) = 
I = 1  . - 

Tr(u) pour toute base de cette sorte. Posons aij = (u(ei)lej), = (eilej), pour 

C.Q.F.D. 

PROPOSITION 2. - On suppose que E est de dimensionjnie. I l  existe une base (el, . . . , en) 
de E et un entier m avec O < m < n tels que 

pour t,, . . . , t, rkels. Si, de plus, la relation H(x) = O entraîne Q(x) = O pour tout 
m 

x E E, on a Tr(Q/H) = 2 Q(e,). 
i = 1  . - 

Il existe une base orthogonale (ei, . . . , en) de E pour H. On peut supposer 
cette base numérotée de sorte que l'on ait H(e[) > O pour 1 < i < m et H(e;) = O 
pour m < i < n. On posera alors e, = ei/H(ei)% pour 1 < i < m et et = el pour 
m < i < n; la relation (1) est vérifiée. 

Soit F le sous-espace de E engendré par eh,,, . . . , en; c'est l'ensemble des 
x E E tels que H(x) = O. On note x l'application canonique de E sur El = E/F. 
Comme Q e t  H sont nulles sur F, il existe deux formes quadratiques positives QI 
et Hl  sur El telles que Q = Q1 0 x et H = Hl 0 x. De plus, (~(e , ) ,  . . ., ~(e , ) )  
est une base de El, orthonormale pour Hl  et Hl est donc non dégénérée. 

D'après la prop. 1 et la Remarque 2, on a 

C.Q.F.D. 

Remarque 3). - Supposons E de dimension finie et H non dégénérée. Soit (el,. . ., en) 
une base de E. On pose q = ((eilej)g)lGl.jGn et h = ((eilej)H)iit , lcn. Avec les nota- 
tions de la prop. 1, la matrice de u dans la base (e,,. . ., en) de E est égale à h-lq, d'où 

(2) Tr(Q/H) = Tr(h-lq) = Tr(qh-l). 



2. Applications de Hilbert-Schmidt 

Soit E un espace hilbertien réel, dans lequel le produit scalaire est noté (x ly) .  
II existe une isométriej, de E sur son dual caractérisée par la formule 

(Esp. vect. top., chap. V ,  $ 1, no 6, th. 3) .  
Soient El et E, deux espaces hilbertiens réels et u une application linéaire 

continue de El dans E,. On appelle adjointe de u l'application linéaire continue 
U* = jE;' o tu oj,, de E, dans El. L'application u* est caractérisée par la relation 

Si v est une application linéaire continue de E,  dans un espace de Hilbert E,, on a 
(uo u)* = u* O u*. 

Soient El et E ,  deux espaces hilbertiens réels et u une application linéaire de 
El dans E,. On définit sur El deux formes quadratiques positives H et Q p a r  les 
formules 

= llxlI2, Q("4 = ll.(4 i l 2  ( x .EJ.  

PROPOSITION 3. - Supfiosons u continue. Soient (e,), , , une base orthonormale de El et 

(A) une base orthonormale de E,. On a 

Pour tout x E El,  on a j1x11 = 2 (x[e,) ,  et de même 1 1  yi" 2 (ylf,)"our 
tout y E E,. Par suite, on a ~ E I  j s J  

En particulier, le nombre 2 llu(e,) I l 2  ne dépend pas de la base orthonormale 
(et), , 1 de El.  i E 1 

Posons t = Tr(Q/H).  Pour toute partie finie 1' de 1, on a par définition 

d'oh 2 [[u(ei) I l 2  < t. Soit (e;, . . ., ep) une suite orthonormale finie dans E. On 
I C I  

peut compléter cette suite en une base orthonormale (ea), , A de El. On a alors 
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et, en passant à la borne supérieure sur (e;, . . ., e;), on trouve l'inégalité 
t < 2 lju(ei) 11 a. On a donc établi l'égalité t = 2 llu(ei) 1 1  2. 

t e 1  t e 1  

C.Q.F.D. 

On  dira que 21 est une application de Hilbert-Schmidt de El dans E2 si la forme 
quadratique positive Q: X H  llu(x) I l 2  sur El est nucléaire. S'il en est ainsi, on a 
Q < Tr(Q/H) .H, donc u est continue et l'on a 

Soit u :  E, + E2 une application linéaire continue. D'après la prop. 3, u est 
une application de Hilbert-Schmidt si et seulement s'il existe une base ortho- 
normale (ei), de El telle que 2 Iju(ei) / l a  < +CO. S'il en est ainsi, toute baseortho- 

161  

normale de El a la même propriété. De plus, si u est une application de Hilbert- 
Schmidt, il en est de même de son adjointe u* en vertu de la formule 2 llu(ei) j j 2  = 

2 ll~*(f3) I l 2  (P~OP. 3). 
ieI 

JEJ  



Exercices 

1) Soient T un ensemble et un encombrement sur T. Pour toute partie A de T, 
HA) =  PA). 
a) On a p(A) < p(B) lorsque A est contenue dans B. 
b) Pour toute suite (A,), finie ou non, de parties de T, on a p ( U  An) < C ~ ( A , ) .  

n ,t 

on pose 

c) Pour toute suite croissante (A,),,, de parties de T, on a p ( U  A,) = l i k  p(An). 
n n - m  

2) Soient T un ensemble et p un encombrement sur T. On dit qu'une fonction f E F+ (T) 
(resp. une partie A de T)  est p-négligeable si l'on a p(  f )  = O (resp. p(A) = 0). 
a) Soient f et g dans F+ (T) et t un nombre réel positif tels que f < t .g. Sig estp-négligeable, 
il en est de même de f. La somme et l'enveloppe supérieure d'une suite de fonctions fi- 
négligeables sont $-négligeables. 
b) Toute partie d'un ensemble p-négligeable est p-négligeable, ainsi que la réunion d'une 
suite (finie ou infinie) d'ensembles fi-négligeables. 
G) Soit f E F+ (T). Pour tout nombre réel fini a > O, on note Ta l'ensemble des t e T tels que 
f( t)  2 a. Montrer que l'on a p(Ta) < aV1.p( f ). En déduire que f est p-négligeable si et 
seulement si l'ensemble des t E T tels que f(t) # O est p-négligeable. 
d )  Soit f E F + ( T ) .  Si p(  f )  est fini, l'ensemble des t E T tels que f ( t )  soit infini est p-né- 
gligeable. 
e )  Soient f et g dans F+ (T). Si l'ensemble des t E T tels que f ( t )  # g(t) estp-négligeable, on 
a H f  = t ( g ) .  

3) Soient T un ensemble et p un hcombrement sur T.  Pour toute suite (f,),,, d'éléments 
de F+ (T), on a p(1im inf f,) < lim inf p(  fn) . 

n - m  O- m 

4) Soient T un ensemble, M un encombrement sur T, E un espace de Banach réel ou com- 
plexe et p un nombre réel fini tel que 6 2 1. On note F l'ensemble des applications de T 
dans E, et pour f dans F ou dans F+ (T), on pose Np( f )  = M(I f IP)llP. 

a) Pour toute suite (f,), , , d'éléments de F+ (T), on a Np ( 2 fn) < 2 Np(fn)- 
na1 n 2 1 

b) Soit F P  I'ensemble des f e F tels que Np( f )  soit fini. Montrer que F p  est un sous-espace 
vectoriel de 9, et Np une semi-norme sur F p .  Montrer que l'ensemble M des f e F p  tels 
que Np( f )  = O est égal à l'ensemble des f E F nulles en dehors d'un ensemble M-négligeable. 
Montrer que l'espace normé S P I N  est complet (cf. chap. IV, $ 3 ,  no 3). 

5) Soit T un ensemble. On note 8, (T) l'ensemble des fonctions réelles positives bornées sur 
T et po une application de 8, (T) dans l'intervalle (0, +CO) de R satisfaisant aux conditions 
a) à d) de la déf. 1 du no 1. Pour toute fonction f E S + ( T ) ,  on note p(  f )  la borne 
supérieure de l'ensemble des nombres Po( fo) où fo parcourt l'ensemble des fonctions bornées 
majorées par$ Montrer quep est un encombrement sur T. Question analogue en remplaçant 
8, (7.) par l'ensemble des fonctions réelles positives (finies) sur T. 
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6) Soient T un ensemble, 9+ une partie de "; (T) et M une application de Y+ dans E+. 
On fait les hypothèses suivantes: 
a) Pour tout f 6 9+ et tout nombre réel t > O, la fonction t. f appartient à 9+ et l'on a 
M(t.f) = t .M(f) .  
b) Si f et g appartiennent à 9+, il en est de même de f + g, sup (f, g) et inf (f, g) et l'on a 
M ( f  + g) = M ( f  + M W .  
c)  Pour toute suite croissante (f,), , d'éléments de $+, la fonction f = sup fn appartient 
à 9+ et l'on a M(  f )  = lim M( fn). n 

n -m 
Pour toute fonction f E 9+ (T), on pose b( f )  = inf M(g). Montrer que P est un en- 

g e 9 +  
g a r  

combrement sur T (cf. chap. IV, $ 1, no 3). Si f et g appartiennent à 9 + ( T )  et si 
A et B sont des parties de T, on a p(sup(f,g)) + p(inf(f,g)) < P(f)  + p(g) et 
P(A u B) +b(A n BB) < $(A) + f'(B). 

7) Sur un espace de Lindelof, toute mesure, toute fonction et tout ensemble sont modérés. 

78) Nous reprenons les notations de l'exerc. 5 du chap. IV, $ 1. On rappelle que l'on a 
00 m 

2 et y*(D) = +CO. Montrer que l'on a ye(D) = O; en déduire que = 2 2 n-3 E(lln,kin ) 
k = - m  n = l  

y n'est pas modérée, bien qu'elle soit somme d'une série de mesures à supports compacts 
disjoints. Montrer qu'il existe une partition (Xn)nsN de X en parties boréliennes Xn telles 
que y0(Xn) soit fini pour tout n E N. 

9) Soit T un espace topologique. Si h et y sont deux mesures positives sur T telles que 
he(U) = ye(U) pour tout ouvert U de T, on a A = y (prouver d'abord que l'on a Xe( f )  = 
y*( f )  pour toute fonction semi-continue inférieurement f a  O sur T, puis que l'on a 
h* = y*). 

10) Soient T un espace topologique et y une mesure positive sur T ;  on suppose que T est 
réunion d'une suite d'ensembles y-intégrables Tn (n 2 O). On note Q le clan de parties de T 
engendré par les parties compactes. 
a) Soit X un espace lusinien. Pour toute application y-mesurable f de T dans X, il existe une 
suite d'applications fm: T -+ X ayant les propriétés suivantes: cc) pour y-presque tout t E T, 
on a f(t) = lim fm(t) ; p) pour tout entier m, il existe une partition finie de T en ensembles 

m-m 
A, E E telle que fm soit constante sur chacun des ensembles A, (se ramener au cas où les en- 
sembles Tn forment une partition de T, où To est y-négligeable et Tn compact pour n a 1, 
et où X est un espace polonais). 
b) Soient XI,. . ., X, des espaces lusiniens, Y un espace topologique, g une application de 
X1 x . . . x X, dans Y, e t h  (pour 1 d i < p) une application y-mesurable de T dans Xi. 
On suppose que, pour 1 < i < p, l'application partielle xi I+ g(x,, . . ., x,) de Xi dans 
Y est continue quels que soient xl, . . . , x ~ - ~ ,  . ., x,. Montrer que l'application 
t ~ g (  fl(t), . . ., f,(t)) de T dans Y est y-mesurable. 

1) Soient Tl et Tz deux espaces topologiques et f une application continue injective de Tl 
dans Ta. Montrer que l'application y F+ f(y) est une bijection de Mb(T1) sur le sous-espace 
de Mb(Tz) formé des mesures portées par f(Tl). 

2) Donner un exemple de deux espaces topologiques Tl et T2 et d'une application continue 
bijective f de Tl sur T2 telle que l'application y H f(y) de Ab, (Tl) dans Ab, (Tz) ne soit 
pas surjective. 

3) Soient X un ensemble, et Y, Y' deux topologies séparées sur X, Y' étant moins fine que 
S. On note T (resp. T') l'ensemble X muni de la topologie Y (resp. Y) e t j  l'application 
identique de T dans T' (qui est continue). On suppose que toute mesure positive et bornée 
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sur T' est portée par la réunion d'une suite de parties compactes de T. Pour toute topologie 
9 intermédiaire entre Y et Y', on note Ty l'ensemble X muni de la topologie 9'. Montrer 
que l'ensemble des mesures bornées sur Ty est indépendant de 9. 

1) Soient E un ensemble, Q un clan de parties de E, et m une fonction additive d'ensembles 
définie dans CD. On note CF(@) l'espace vectoriel des fonctions réelles Q-étagées sur E, et J la 
forme linéaire sur I ( Q )  telle que J(yA) = m(A) pour tout A E CD. 
a) Pour tout A E Q, on pose m +  (A) = sup m(B) et m-  (A) = sup ( - m(B)). Montrer que 

B C A  
B E B  

B C A  
B E @  

Iml (A) = m +  (A) + m- (A) est la borne supérieure de l'ensemble des nombres de la forme 
P 2 Im(A,)/ pour toutes les partitions finies (A,), ,,,, de A en ensembles appartenant à CD. 

a - ,  
.-A 

b) On dit que m est relativement bornée si l'ensemble des nombres de la forme m(B) pour 
B E Q, B c A est borné quel que soit l'ensemble A E CD. Montrer que les conditions suivantes 
sont équivalentes: cc) m est relativement bornée; P) la forme linéaire J sur l'espace de 
Riesz b(@) est relativement bornée; y) m est différence de deux fonctions additives 
d'ensembles positives sur CD; 6 )  Iml(A) est fini pour tout A E CD (raisonner en cercle 
cc) =. P) - Y) => 8) =- cc)). 
c) On suppose que m est relativement bornée. Montrer que les fonctions d'ensembles Imj, 
m+ et m.. sont additives et que l'on a m = m+ - m- (utiliser le th. 1 du chap. II, § 2, no 1). 
De plus, si m' et m" sont des fonctions d'ensembles additives et positives sur @ telles que 
m = m' - m", on a m' 2 m+ et m" 2 m-.  
d )  On dit que m est dénombrablement additive si l'on a m(A) = 2 m(An) pour toute partition 

n a 1  

dénombrable (A,), , , d'un ensemble A E Q en ensembles appartenant à Q. Montrer que 
cette condition signifie que l'on a lim nt(A,) = O pour toute suite décroissante (A,),,,l 

n d  m 

d'éléments de Q telle que ,Ql A, = 0.  Si m est dénombrablement additive, montrer que 

lm1 est dénombrablement additive. 

2) Soient E un ensemble, Q un clan de parties de E et V un espace de Riesz complètement 
réticulé. On dit qu'une application m de Q dans V est positive si l'on a m(A) O pour tout 
A E CD, qu'elle est additive si l'on a m(A u B) = m(A) + m(B) lorsque les ensembles A E Q 
et B E @ sont disjoints, et qu'elle est relativement bornée si l'ensemble des éléments m(B) 
pour B E Q, B c A est majoré dans V quel que soit A E CD. 
a) Soit m une application relativement bornée de Q dans V. On définit pour tout A les 
éléments m +  (A), m- (A) et lm1 (A) de V comme dans l'exerc. 1, a). Montrer que lm1 (A) est 

P 

la borne supérieure de l'ensemble des éléments de V de la forme 2 jm(A,) 1 pour toutes les 
1 = 1 

partitions finies (A,), ,,,, de A en ensembles appartenant à CD. En déduire que l'application 
/ml  de CD dans V est additive, puis que m est différence des applications additives et positives 
m +  et m-  de CD dans V. 
b) Soient m' et m" deux applications additives et positives de CD dans V et m = m' - m". 
Montrer que m est relativement bornée, et que l'on a m' 2 m+ et m" 2 m-. 
c) Généraliser l'exerc. 1, d). 

3) Soient E un ensemble et S une tribu de parties de E. On note A! l'ensemble des applica- 
tions f de E dans R+ telles que l'ensemble des x E E pour lesquels f ( x )  2 c appartienne à Z 
pour tout c ER+. 
a) Montrer que la limite supérieure et la limite inférieure de toute suite d'éléments de A 
appartient à A' (étudier d'abord les suites croissantes ou décroissantes). 
b) Montrer que S est l'ensemble des prt ies de E dont la fonction caractéristique appartient 
à A. 
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c) Soit f e di'. Pour toute partie borélienne B de Et ,  l'ensemble f -l(B) appartient à S 
(l'ensemble des parties B de R, telles que f - l (B) E 2 est une tribu, contenant les intervalles 
(c, + a ) ) .  
d) Soientf,, . . . , f, dans A et soit cp une application borélienne de dans R, ; montrer 
que l'application x H cp(  fl(x), . . ., f,(x)) de E dans Et  appartient à A. En déduire que A 
contient la somme de toute série d'éléments de M. 
e) Montrer que M est l'ensemble des limites de suites croissantes de fonctions positives finies 
%-étagées. 

4) Les notations et hypothèses sont celles de l'exercice précédent. On appelle mesure abstraite 
sur (E, %) toute application m de 2 dans Et ayant la propriété suivante: pour toute suite 
(An)neN d'ensembles appartenant à S, deux à deux disjoints, on a m( iJ A,) = 2 m(An). 

n e N  n a N  

On appelle intégrale sur (E, S) toute application J de A dans R, satisfaisant aux conditions 
suivantes: GC) on a J O , . ~ )  = 1. ~ ( f )  pour 1 ER+ et f~ ((avec la convention usuelle 
O.(+m) = O); P) on a J(2 f,) = 2 J( fi) pour toute suite ( fn)neN d'éléments de A. 

n e N  n e N  
a) Soit J une intégrale sur (E, %) ; pour toute partie A E 5, on pose mJ(A) = J(vA) ; montrer 
que m, est une mesure abstraite et que l'application J H mJ est une bijection de l'ensemble 
des intégrales sur (E, 5 )  sur l'ensemble des mesures abstraites sur (E, 5) (si m est une mesure 
abstraite, définir d'abord J( f )  par linéarité pour les fonctions positives finies S-étagées et 
utiliser l'exerc. 3, e)). Si m est une mesure abstraite, on notera m* l'intégrale correspondante. 
b) Soit m une mesure abstraite sur (E, S ) .  Pour toute fonction positive f sur E, finie ou non, 
on pose m* ( f )  = inf m*(g). Montrer que m* est un encombrement sur E (imiter la dé- 

O Z  t 
;€-il 

monstration du th. 3 du chap. IV, $ 1, no 3). On pose m*(A) = m*(cpA) pour toute partie 
A de E. 

5) Soient E un ensemble, 5 une tribu de parties de E, m une mesure abstraite sur (E, 5) et 
p 2 1 un nombre réel fini. Pour toute fonction numérique f sur E, on pose Np( f )  = 
m*(l f Ip)l 'p  et l'on note F p  l'ensemble des fonctions f telles que Np( f )  soit fini (cf. $ 1, 
exerc. 4). On munit l'espace vectoriel F' de la semi-norme Np pour laquelle il est complet. 
a) Soit JV l'ensemble des fonctions f telles que m* ( 1  f 1) = O, V l'espace vectoriel engendré 
par les fonctions finies appartenant à di', et S' le plus petit sous-espace vectoriel fermé de 
F P  contenant les fonctions caractéristiques des ensembles A e 2 tels que m*(A) soit fini. 
Montrer que l'on a 9 P  = JV + (V n F p ) .  

b) Etendre au cas actuel le théorème de Lebesgue (chap. IV, 5 3, no 7, th. 6) et examiner 
en particulier le cas p = 1 (on définira l'intégrale d'une fonction f e 2 ' ) .  
c) On dit qu'une partie A de E est m-intégrable si l'on a c p ,  e S. Montrer qu'il existe alors 
un ensemble A' E S tel que m*(A n CA') = m*(A' n CA) = O. Réciproque dans le cas 
où m(E) est fini. 

76)  Soient E un ensemble, S une tribu de parties de E et m une mesure abstraite sur (E, S ) .  
On suppose que m(E) est fini, et que pour tout B e S tel que m(B) > O, il existe un ensemble 
A E 5 tel que A c B et O < m(A) < m(B). Pour tout B e 5 et tout nombre t tel que 
O < t $ m(B), il existe un ensemble A E 5 tel que m(A) = t et A c B. 

77) Soient T un espace topologique, @ un clan de parties de T et m une application additive 
relativement bornée (cf. exerc. 1) de @ dans R. On suppose qu'il existe un recouvrement ou- 
vert U de T tel que @ se compose des parties boréliennes de T contenues dans la réunion d'un 
nombre fini d'éléments de U. De plus, on suppose que pour tout A e @ et tout E > O, il existe 
une partie compacte K de T et une partie ouverte U de T tels que K c A c U, U E @ et 
lm] (U  - K) < S. Montrer qu'il existe une mesure (non nécessairement positive) p sur T telle 
que m(A) .= p0(A) pour tout A E @, et qu'une telle mesure p est unique (en introduisant la 
décomposition m = m, - m- de l'exerc. 1, c), se ramener au cas où m prend des valeurs 
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positives; traiter d'abord le cas où T E <P et remarquer que m est alors intérieurement régu- 
lière; traiter enfin le cas général par recollement de mesures). 

8) Soient T un espace topologique et m une application dénombrablement additive (cf, 
exerc. 1, d)) et bornée de B(T)  dans R. On note S l'ensemble des parties boréliennes A de T 
ayant la propriété suivante: pour tout E > O, il existe un ensemble fermé F et un ensemble 
ouvert U dans T tel que F c A c U et Im(B) 1 < E pour toute partie borélienne B de U - F 
(autrement dit, /ml (U - F) < E). Montrer que S est une tribu de parties de T (remarquer 
d'abord qu'on a T E S  et que X. est un clan; il suffit alors de prouver que si (A,), ,N est une suite 
d'éléments de 55 deux à deux disjoints, l'ensemble A = U A, appartient à 5 ;  pour cela, 

nsN 

choisir des ensembles fermés F, et des ensembles ouve i i s -~ ,  tels que F, c A, c Un et 
Iml (Un - F,) < o/2,, puis poser F = F, U. . . u F, pour p assez grand et U = u Un). 

n s N  

9) Soit X un ensemble; on appelle jauge toute application dénombrablement additive de 
Q(X) dans R+ ; on dit qu'une jauge m sur X est dzffuse si l'on a m({x}) = O pour tout x E X, 
et qu'elle est atomique s'il existe une fonction positive f sur X telle que m(A) = 2 f(x) pour 
toute partie A de X. X E  A 

a) Montrer que toute jauge sur X se décompose de manière unique en somme d'une jauge 
diffuse et d'une jauge atomique. 
b )  Soient X' une partie de X et m' une jauge sur X'; pour toute partie A de X, on pose 
m(A) = m'(A n X'). Montre que m est une jauge sur X et qu'elle est diffuse (resp. atomique) 
si et seulement si m' a la même propriété. 
c) Soient m une jauge sur X et (XJIsI  une famille de parties de X deux à deux disjointes. Si 
toute jauge sur 1 est atomique, on a m( U Xi) = 2 m(Xi). 

i €1 L E I  

10) Soit X un ensemble infini non dénombrable, muni d'une relation de bon ordre notée 
x d y. Pour tout x E X, on note I(x) l'ensemble des y E X tels que y < x. On fait les hypo- 
thèses suivantes: a) il existe un plus grand élément a dans X;  p) l'ensemble des cardinaux 
strictement plus petits que Card(X) a un plus grand élément C;  y) pour tout x dans I(a), on 
a Card(I(x)) < c, et l'ensemble Y des x E X tels que Card(I(x)) = c est non vide; 6) toute 
jauge sur un ensemble de cardinal < c est atomique. Montrer que toute jauge sur X est 
atomique. On pourra raisonner par l'absurde de la manière suivante: soit m une jauge diffuse 
non nulle sur X. Notons b le plus petit élément de Y, et pour tout x E I(a), soit fx une injection 
de I(x) dans I(b). Pour tout couple (x, y) E I(a) x I(b), on note A,,, l'ensemble des z E X 
tels que x < z c a et f,(x) = y; pour tout x E I(a), on note Mx l'ensemble des y E I(b) tels 
que m(A,,,) > O, et pour tout y E I(b), on note N, l'ensemble des x E I(a) tels que 
rn(Ax, ,) > O. En utilisant I'exerc. 9, c), montrer qu'on a m(X) = 2 m(AX, ,) ; en déduire 

Y E I ( b )  

que l'ensemble M, est dénombrable et non vide pour tout x E I(a); montrer ensuite que 
chacun des ensembles N, est dknombrable et en déduire la contradiction Card(X) = C. 

11) On dit qu'un cardinal c est ulamien si toute jauge sur un ensemble de cardinal c est 
atomique. Montrer que tout cardinal dénombrable est ulamien, que si c est un cardinal 
ulamien, il en est de même de tout cardinal C' a C, et que si est une famille de cardi- 
naux ulamiens telle que Card(1) soit ulamien, alors le cardinal 2 cl est ulamien. Enfin, le plus 

L E I  

petit cardinal non dénombrable est ulamien (cf. exerc. 10). 

12) Soient X un ensemble, U une partie de Q(X) et m la fonction caract6ristique de U. Pour 
que m soit une jauge, il faut et il suffit que U soit un ultrafiltre et que l'intersection de toute 
partie dénombrable de U appartienne à U. Dans ces conditions, on dit que U est un ultra- 
Jltre d'Ulam sur X. Supposons qu'il en soit ainsi, et que (Hi)iEI soit une famille d'déments de 
U telle que Card(1) soit ulamien; montrer que ,TI Hi appartient à U. 

13) Dans cet exercice, on admet l'hypothese du continu, c'est-à-dire qu'on adjoint aux 
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axiomes de la théorie des ensembles l'axiome: (( Card(R) est le plus petit des cardinaux non 
dénombrables )) (1). 

a) Toute jauge sur R est atomique (cf. exerc. 11). 
b) Soient X un ensemble et m une jauge sur X satisfaisant à la propriété suivante: pour toute 
partie A de X telle que m(A) > O, il existe une partie B de A telle que O < m(B) < m(A); 
alors m est nulle (pour tout entier n 2 1, il existe une partition finie (X,, de X telle que 
m(X,,,) < l/n pour tout i E 1,; poser 1 = In et X, = ,Ql X,,,,, pour tout cr = ( a n ) n ~ l  

n 31 
dans 1; la famille (Xi),,, est une partition de X, on a m(XJ = O pour tout i E 1, et toute 
jauge sur 1 est atomique d'après a); conclure par l'exerc. 9, c)). 
G) Soit X un ensemble sur lequel il n'existe aucun ultrafiltre d'Ulam non trivial; alors toute 
jauge sur X est atomique (sinon, d'après b), il existerait une jauge diffuse m sur X et une 
partie A de X telle que m(A) > O et que l'on ait m(B) = O ou m(A - B) = O pour toute 
partie B de A; l'ensemble U des parties B de X telles que m(A) = m(A n B) serait un ultra- 
filtre dlUlam non trivial sur X). 
d) Montrer que 2' est ulamien pour tout cardinal ulamien c (d'après c), il suffit de montrer 
que si C est un ensemble de cardinal c, tout ultrafiltre d'Ulam U sur X = {O, 11, est trivial; 
munir C d'une structure de bon ordre et définir par récurrence transfinie une famille 
s = (s,),,, d'éléments de {O, 1) telle que l'ensemble des x = (x,),,c dans X tels que 
x, = s, pour tout G( < p appartienne à U pour tout p E C (cf. exerc. 12) ; alors s appartient à 
tout élément de U) (2). 

14) Soient (TJiEI une famille d'espaces topologiques radoniens, et T l'espace somme de 
cette famille. Si Card(1) est ulamien, l'espace topologique T est radonien (montrer que pour 
toute fonction dénombrablement additive positive et bornée m sur la tribu borélienne de T, 
il existe une partie dénombrable J de 1 telle que m( U Tl) = 0). 

I E I - J  

15) Soit T un espace discret dont le cardinal est le plus petit cardinal non dénombrable. 
Montrer que T est un espace localement compact radonien qui n'est pas de type dénombrable 
(cf. exerc. 11). En déduire qu'il existe des espaces compacts radoniens qui ne sont pas 
métrisables. 

16) Soient 1 un ensemble dénombrable, et (T,) ,,, une famille d'espaces radoniens. O n  
suppose que toute partie compacte d'un des espaces Ti  est métrisable. Montrer que l'espace 
produit T = T, est radonien. Généraliser au cas des limites projectives. 

1 E I  

17) Soit T un espace topologique. 
a) Soit m une application dénombrablement additive de B(T)  dans R,. O n  suppose qu'il 
existe une suite (Tn)nEN de parties boréliennes de T, telle que T = u T,, que m(To) = O 

n s N  

et  que le sous-espace T, de T soit radonien pour tout n 2 1. ~ o n t r e r . Q i ' i i  existe une mesure 
positive bornée p sur T telle que m(A) = pb(A) pour toute partie borélienne A de T (on 
pourra se ramener au  cas où les T, sont deux à deux disjoints en appliquant le cor. de la 
prop. 2 du  no 3). 
b) Etendre le résultat précédent au cas où les ensembles T, pour n 3 1 ne sont plus supposés 

Il revient au même de dire que l'on peut munir R d'une structure de bon ordre .i pour laquelle 
I'ensemble des x E R tels que x < a soit dénombrable pour tout a E R. On a pu montrer (cf. P. COHEN, 
Proc. N a t .  Acad. Sci. U.S.A. ,  vol. L (1963), 1143-1 148 et vol. LI (1964), p. 105-110) que cet axiome 
n'apporte aucune contradiction nouvelle à la théorie des ensembles, et qu'il est par ailleurs in- 
dépendant des autres axiomes de la théorie des ensembles. 

On dit qu'un cardinal c est fortement inaccessible s'il est non dénombrable, si l'on a 26 < c pour 
tout cardinal b < c et si l'on a 2 ci < c pour toute famille de cardinaux cl < c telle que Card(1) < C. 

8 - 7  .=. 
Les exercices 11 et 13 montrent que, moyennant l'hypothèse du continu, le plus petit cardinal non 
ulamien est fortement inaccessible. On ne sait pas si l'axiome d'existence de cardinaux fortement 
inaccessibles est contradictoire aux autres axiomes de la théorie des ensembles. 



106 MESURES SUR LES ESPACES TOPOLOGIQUES SÉPARÉS Ch. IX 

boréliens, mais seulement universellement mesurables dans T (raisonner comme dans la 
prop. 2 du no 3). 
G) Tout espace topologique qui est réunion d'une suite de sous-espaces compacts et métri- 
sables est radonien. 

18) Soient Tl  et Tz  deux espaces topologiques et f une application continue bijective de Tl 
sur T2. On suppose que, pour toute fonction dénombrablement additive et bornée ml sur la 
tribu borélienne @(Tl), il existe une suite de parties compactes K, de Tl telles que 
ml (Tl - U K,) = O. Soit mz une fonction dénombrablement additive et bornée sur @ (Tz). 

n 
Pour qu'il existe une fonction dénombrablement additive et bornée ml sur @(Tl) telle que 
m,(A) = ml( f-l(A)) pour tout A E B(T,), il faut et il suffit que la condition suivante soit 
remplie: il existe une suite de parties compactes K, de Tl telle que m,(Tz - U f(Kn)) = 0. 

n 

§ 4 
1) Soit Y = (Ki, pi,) un système projectif d'espaces compacts indexé par l'ensemble 1, K un 
espace compact et (pi)toI une famille cohérente et séparante d'applications continues 
pi: K -' K,. 
a) Soit A l'ensemble des fonctions continues dans K de la formef, O p, où i parcourt 1 etf ,  
l'ensemble des fonctions continues sur K,. Montrer que A est un sous-espace vectoriel dense 
de Q(K). 
b) Soit un système sous-projectif de mesures positives sur Y. On suppose les fi1 sur- 
jectives. Pour tout f E A, soit 1, l'ensemble des i E 1 tels que f soit de la forme f, 0 pi avec 
fi E %'(Kt) (nécessairement unique). Montrer qu'il existe une mesure x sur K, et une seule, 
telle que l'on ait x(  f )  = inf pi(f,) pour tout f E A. Montrer que x est la plus grande des 

(€17 
mesures positives y sur K telles que pi(p) $ pi pour tout i E 1. 

72) Les hypothèses et notations sont celles du th. 1 du no 2, dont on se propose d'indiquer une 
nouvelle démonstration. 
a) Soit K une partie compacte de T ;  pour tout i E 1, on pose K, = p,(T), et l'on note q, 
l'application de K sur Ki qui coïncide dans K avecp,; pour i $ j on note l'application de 
K, dans Ki qui coïncide dans K j  avec fitj. Déduire de l'exercice précédent l'existence d'une 
plus grande mesure positive xK sur K telle que q,(xK) $ (p,),, pour tout i E 1. 
b) Si K et L sont des parties compactes de T telles que K c L, montrer que l'on a 
(xL)K > xK; en déduire que l'ensemble des mesures de la forme iK(xK) (où K parcourt 
l'ensemble des parties compactes de T, et où iK est l'injection canonique de K dans T)  
admet une borne supérieure p dans A'+ (T). 
c )  Montrer que l'on a@&) = y, pour tout i E 1 (il suffit de remarquer que l'on ap,(p) $ pi 
et que les mesures $,(p) et pi ont même masse totale d'après l'hypothèse (P)). 

§ 5 
1) Soient T un espace topologique et p une mesure positive sur T. On note G, l'ensemble 
des parties de T dont la frontière est y-négligeable. 
a) Montrer que G, est un clan. 
b) Si T est complètement régulier, tout point de T a un système fondamental de voisinages 
contenu dans 6, (remarquer que, si f est une fonction continue sur T, nulle en dehors d'un 
ensemble y-inttgrable, l'ensemble des nombres réels r tels que f -l(r) ne soit pas p-négligea- 
ble est dénombrable). 

72) Soient T un espace complètement régulier et 8 un filtre sur 4: (T) qui converge 
étroitement vers une mesure bornée y. On dit qu'une partie borélienne A de T est un en- 
semble de convergence (pour 5) si l'on a lim 1, = y,. 

A *  8 
a) Si les ensembles disjoints A, et A2 sont des ensembles de convergence, il en est même de 
Al u A,. 
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6) Soit A un ensemble ouvert ou fermé. Pour que A soit un ensemble de convergence, il faut 
et il suffit que l'on ait lim Ae(A) = ye(A). Si A est un ensemble de convergence, il en est de 
même de T - A. " 3 5  

c) Soient A un ensemble de convergence ouvert ou fermé de T, et B un ensemble de con- 
vergence tel que T - B soit aussi un ensemble de convergence. Alors A u B et A n B sont 
des ensembles de convergence, ainsi que leurs complémentaires. 
d) Le clan engendré par les ensembles ouverts de convergence est formé d'ensembles de 
convergence. 
e )  Soit A une partie de T, dont la frontière est p-négligeable. Alors A est un ensemble de 
convergence. 

f )  Supposons que T soit localement compact ou polonais. Montrer que toute partie compacte 
K de T est contenue dans un ensemble compact de convergence (dans le cas où T est locale- 
ment compact, utiliser l'exercice 1, b).  Si T est polonais, utiliser le même exercice pour con- 
struire une suite de recouvrements finis U, de K par des ensembles ouverts de T, de frontière 
pnégligeable et de diamètre < 2-9; montrer que L = iJ Ü est compact et conclure 
que c'est un ensemble de convergence par b)). P U E U P  

g) Etendre le résultat de f )  au cas d'une suite convergente de mesures sur un espace métrique 
complet. 

3) Soient T un espace polonais et (y,) une suite de mesures positives bornées sur T conver- 
geant étroitement vers une mesure p. On note Q l'ensemble des parties A de T ayant la pro- 
priété suivante: pour tout E > O, il existe une partie compacte K de A telle que 
s t p  yn(A - K) < E. On note S) l'ensemble des parties A de T appartenant à CS ainsi que 

leur complémentaire. 
a) Si les ensembles A et A' appartiennent à Q, il en est de même de A CJ A' et A n A'; en 
déduire que S) est un clan de parties de T. 
b) Toute partie A de T dont la frontitre est p-négligeable appartient à S9 (appliquer le 
théorème de Prokhorov à l'intérieur de A, et utiliser l'exercice 2, e)).  
c) Tout A E S) est un ensemble de convergence pour la suite (y,) (cf. exerc. 2) ; réciproque- 
ment, tout ensemble de convergence ouvert ou fermé appartient à S). 
d) Soit A E 9. Montrer qu'il existe une suite d'ensembles compacts disjoints K, et une 
partie N de T ayant les propriétés suivantes: c() chaque K, est un ensemble de convergence 
pour la suite (y,); P) on a A c N U iJ K, et U K, c A U N; y) pour tout E > O, il existe 

", ", 
un voisinage ouvert U de N tel que s i p  yn(U)=< E (appliquer l'exerc. 2, f )  et le théorème 

de Prokhorov à un sous-espace convenable de T qui est intersection d'une suite d'ouverts). 

4) Soient T un espace complètement régulier, t un point de T, et U un ensemble de parties 
boréliennes de T engendrant le filtre des voisinages de t. Soit 1 un ensemble muni d'un filtre 
8, et soit une famille de mesures positives bornées de masse totale 1 sur T. Pour qu'on 
ait lim pt = ct, il faut et il suffit que l'on ait lim y,(U) = 1 pour tout U E U. 

t.8 r .  O 
5 )  Soit E un espace hilbertien réel, admettant une base orthonormale (x,),,~. Soit T l'espace 
E muni de la topologie affaiblie, et soit une suite de nombres réels telle que 
O<a, < lpourtoutnet  limn210ga, = O.Pourtoutn~N,onposep,  = 2 ag(1 - a , ) .~ , .~ , .  

n - m  P E N  
Montrer que y, est une mesure positive bornée de masse totale 1 sur T pour tout n EN,  que 
l'on a lim y, = (convergence étroite) et que lim y,(K) = O pour toute partie compacte 

n- m n- m 

K de T (appliquer le critère de l'exercice précédent à l'ensemble U des voisinages 
de O de la forme {xi (alx) < 1) où a parcourt E). En particulier, l'ensemble des éléments de la 
suite est une partie relativement compacte de A'$ (T) qui ne satisfait pas à la con- 
dition de Prokhorov. 

6) Soient T un espace topologique et H un ensemble de mesures positives sur T ;  on suppose 
remplie la condition suivante : 
(V) Tout point de T admet un voisinage ouvert W tel que sup ye(W) soit fini. 

Pan 
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Enfin, soit U un ultrafiltre sur H. 
a) Soit K une partie compacte de T. Montrer que les mesures induites y, (y ê H) convergent 
vaguement selon U vers une mesure xK sur K. 
b) Soient K et L deux parties compactes de T telles que K c L; montrer que l'on a 
(nL)K 2 nK. 
c )  Pour toute partie compacte K de T, soit iK l'injection canonique de K dans T. Montrer 
que la famille de mesures iK(xK) admet une borne supérieure x dans A+ (T). 
d) Soient f une fonction positive semi-continue inférieurement dans T,  et g une fonction 
positive semi-continue supérieurement à support compact dans T. Montrer que l'on a 
TC*( f )  < lim y*( f )  et x*(g) > lim ye(g). 

P, u P. u 

77) Soit H un ensemble de mesures positives et bornées sur un espace topologique T. On 
suppose que sup p9(T) est fini, et que pour tout E > O, il existe une partie compacte K de T 

V E R  
telle que sup p*(T - K) < E. Montrer que la condition (V) de l'exercice précédent est 

P E H  

vérifiée. Soit U un ultrafiltre sur H. La mesure x est définie comme dans l'exercice précé- 
dent. 
a) Montrer que l'on a xe(g) 2 lim y0(g) pour toute fonction semi-continue supérieure- 

P. U 
ment positive et bornée dans T. En déduire qu'on a x*( f )  = lirn p.( f )  pour toute 

P. U 
fonction f bornée dans T, dont l'ensemble des points de discontinuité est x-négligeable. 
b) Lorsque T est complètement régulier, déduire de a) que H est relativement compact pour 
la topologie étroite (ce qui fournit une nouvelle démonstration du th. 1 du no 5 dans le cas 
des mesures positives). 

78) Soient T un espace métrique complet et de type dénombrable, et d sa distance. Pour 
toute partie fermée F de T et tout nombre réel a > O, on note Fa l'ensemble des x E T tels que 
d(x, F) < a. Etant données deux mesures positives bornées A et p sur T,  on note D(A, y) 
la borne inférieure de l'ensemble des nombres réels a > O satisfaisant aux inégalités 
A*(F) < p*(Fa) $ a, p*(F) < A*(Fa) + a pour toute partie fermée F de T. 
a) Montrer que D est une distance sur Ab, et que l'on a D(E,, EJ = d(x, y) pour deux 
points x et y de T tels que d(x, y) < 1. 
b) Soient f une application borélienne de T dans T (cf. Top. gén., chap. IX, 8 6, no 3) 
et A une mesure positive bornée sur T. Montrer qu'il existe une mesure positive bornée y 
sur T telle que l'on ait p*(A) = A*( f-l(A)) pour toute partie borélienne A de T. Soit 
a > O, et soit H l'ensemble des x G T tels que d(x, f(x)) 2 a; montrer que H est borélien 
dans T et que l'on a D(A, y) f sup (a, A(1-I)) (pour toute partie fermée F de T, on a 
F n ( T  - H) c f -l(Fa) et A*(F) G A*(F n (T  - H)) + A0(H)). 
c)  Soient y et y, (pour n 2 1) des mesures positives bornées sur T telles que lim D(pn, y) = 

n- m 
O. Montrer que la suite (y,) converge étroitement vers y (montrer qu'on a lim y:(T) = 

n -m 
ye(T) et ye(F) 2 limsup $(F) pour toute partie fermée F de T ;  en déduire 

n- m 

p.( j )  < lim. inf y:( f )  pour toute fonction semi-continue inférieurement f 2 O par la 
n- m 

méthode du lemme 3 du § 2, no 6). 
d) Réciproquement, montrer que, pour toute suite de mesures positives bornées y, tendant 
étroitement vers y dans A:, on a lim D(p,, p) = O. On pourra procéder comme suit: soit 
E > O, soit K une partie compacte de T telle que y*(T - K) < E et sup p:(T - K) < E; 

n 
construire une famille finie (B,),,,,, d'ensembles de frontière y-négligeable, de diamètre 
f ~ / 2 ,  deux à deux disjoints, dont la réunion contient K (cf. exerc. 1). Soit f une application 
de T dans T, constante dans chacun des ensembles BI, . . ., B, et C(B1u . . . U B,) et telle que 

f(B,) c Bi pour 1 f i < p. Définir les mesures x, et x par x:(A) = y:( f-l(A)) et x*(A) = 
p.*( f - l (A))  pour toute partie borélienne A de T ;  déduire de b )  les relations D(x,, y,) 4 E, 

D(x, y) f E et montrer que l'on a lim D(x,, x )  = 0. 
n- w 
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e )  La distance D sur &b, est compatible avec la topologie étroite (remarquer que df est 
métrisable pour la topologie étroite). 

79) Les notations et hypothèses sont celles de l'exercice précédent. Soit (y,) une suite de 
Cauchy pour la distance D dans A",; montrer que la suite (y,) est convergente (ce qui 
donne une nouvelle démonstration du fait que l'espace Ab, est polonais pour la topologie 
étroite). On pourra procéder ainsi : 
a) Soient E > O et a > O deux nombres réels; il existe une partie finie F de T telle que 
syp y t (T  - Fa) < E (choisir un entier N 3 1 et une partie compacte K de T tels que 

sup D(yn, pN) < ~ / 2  et &(T - K) < 4.2; en déduire sup 1 yi(T) - v*(T) 1 < e et 
n 3 N  n 3 N  

sup yt(T - KaI2) < e; choisir enfin une partie finie F de T telle que KaI2 c Fa et 
naN 
sup y; (T - Fa) < E). 
n c N  
b) Soit c > O; il existe une partie compacte K de T telle que sup $(T - K) < E (choisir 
pour tout entier p 2 1 une partie finie F, de T telle que sup y; (T - (Fp)2-P) < c/2P et poser - 
K = ,QI (Fp)2-P). 

c) Déduire de b) que l'on peut extraire de la suite de Cauchy (yn) une suite convergente 
(pour la distance D). 

710) Soit T un espace complètement régulier; on note Y l'ensemble des fonctions réelles 
f 3 1 dans T, telles que l'ensemble des points t de T pour lesquels f(t) < c soit compact 
pour tout nombre réel c. Pour tout f E 9, on note Mf l'ensemble des mesures bornCes y sur T 
telles que 1 y1 *( f ) < 1. 
a) Pour qu'une partie H de Ji"lb(T) satisfasse à la condition de Prokhorov, il faut et il suffit 
qu'il existe f E Y tel que H c dlf (pour la nécessité, prendre f de la forme c(1 + 2 n .  fn) 

n > 1 .. - 
où f, est la fonction caractéristique d'un ensemble Un tel que T - Un soit compact et 
sup lyl*(Un) < 2-79. 
U E H  
b )  Supposons T localement compact. Pour qu'une partie H de A b ( T )  soit relativement 
compacte (pour la topologie étroite), il faut et il suffit qu'il existe une fonction continue 
f E 9 telle que H c Mf. 
c) Soit C un cône convexe fermé dans A: (T). Montrer que C n A, est un chapeau (Esp. 
vect. top chap. II, 2e éd., § 7, no 2, déf. 3) de C pour tout f E 9, et en déduire que C est réunion 
de ses chapeaux. On note E la réunion des génératrices extrémales de C. Supposons T sous- 
linien. Montrer que, pour tout x E C, il existe une partie borélienne B de Ab, (T) contenue 
dans E, et une mesure positive P de masse totale 1 sur B telle que x = f, y dP(y) (appliquer 

" - 
le théorème de représentation intégrale de Choquet). 

11) Soit T un espace complètement régulier. On suppose donnée, pour tout espace compact 
K et toute application continue f de T dans K, une mesure positive y f , ~  sur K ;  on suppose que 
l'on a g(yfSK) = ygDf, quels que soient les espaces compacts K et L et les applications con- 
tinues f :  T -+ K et g: K -+ L; on suppose de plus que la mesure yf, est concentrée surf (T) 
quels que soient f et K. Montrer qu'il existe une mesure bornée positive x sur T, et une 
seule, telle que l'on ait yfVK = f(n) quels que soient f et K (utiliser la propriété universelle 
du compactifié de Stone-Cech de T).  

12) Soient T un espace complètement régulier, sous-espace d'un espace localement compact 
L. Pour toute mesure y (positive ou non) sur T, il existe un sous-espace localement compact 
T' de L contenant T, et une mesure y' sur T' concentrée sur T qui induise y sur T. 
713) *Soit G un groupe localement compact commutatif. On note le groupe dual de G et a 
une mesure de Haar sur 6. Pour toute mesure bornée y sur G, on note .Fp la transformée 
de Fourier de y, qui est une fonction sur le groupe 6 (cf. Théor. Spec., chap. II, § 1, no 3). 
a) La transformation de Fourier F est une application continue de ,A"$ (G) muni de la 



topologie étroite dans vb(G) muni de la topologie de la convergence compacte. (Utiliser le 
cor. de la prop. 13 du no 6). 
b) Soient 8 un filtre sur A;e* (G) et @ une fonction continue bornée sur 6; on suppose que 
l'on a lim (FA) . u = CJ . cr (convergence vague) et lim (FA) (O) = @(O). Montrer que le filtre 

h.  5 h. O 
8 converge étroitement vers une mesure y telle que g y  = CD (montrer par application du 
théorème de Weierstrass-Stone que l'ensemble des transformées de Fourier des fonctions con- 
tinues à support compact sur G est un sous-espace vectoriel dense de %'O(&) pour la convergence 
uniforme; remarquer ensuite que l'on a lim S ( F A )  . u doc = @u ~ G C  pour tout u E E et que le 

x. $3 

filtre 8 contient un ensemble vaguement'compact de mesures bornées; en déduire que le 
filtre 8 a au plus une valeur d'adhérence, puis qu'il converge étroitement). 
c) Soit 8 un filtre à base dknombrable sur Ab, (G). Pour que 8 converge étroitement vers une 
mesure positive bornée p, il faut et il suffit qu'il existe une fonction @ continue dans 6 telle 
que F A  converge simplement vers @ selon 8, et l'on a alors 9 p  = @ (<< théorème de P. 
Lévy ))) ., 

71) Pour tout intervalle compact K de R, on note V(K) l'espace vectoriel réel des fonctions 
continues dans K, muni de la topologie de la convergence uniforme; on note 9 ( K )  l'espace 
vectoriel des fonctions réelles indéfiniment différentiables dans R, nulles en dehors de K. On 
munit B(K)  de la topologie la moins fine rendant continues les applications f i-t Dpf IK pour 
tout entier positif p (D est l'opérateur de dérivation). On pose 9 = U 9 ( K ) ,  espace que 

K 

l'on munit de la topologie localement convexe limite inductive des ~opologies des sous- 
espaces B(K)  . 
a) Pour tout entier p 2 O, et toute fonction f E 9 ( K ) ,  on pose Q,( f) = SK ( D p f ( ~ ) ) ~  dx. 
Montrer que Q, est une forme quadratique positive sur 9 ( K ) ,  que la suite des normes Q$ 
définit la topologie de 9 ( K )  et que Tr  (Q,+,/Q,) est fini pour tout p 2 O. (Pour tout t réel, 
soit It la fonction caractéristique de l'intervalle [t, +ai(; en utilisant la formule Dpf ( t )  = 

JK D p + t / I t  dx et l'inégalité de Bessel, prouver que l'on a 5 Q,(h)  < l 2  pour toute suite 
i=1  

finie fl, . . ., fn de fonctions appartenant à 9 ( K ) ,  orthonormales pour QPt1;  le nombre 1 
est la longueur de l'intervalle K.) En déduire que 9 ( K )  est un espace nucléaire. 
b) Prouver que l'espace 9 est nucléaire. (Etablir d'abord l'existence d'une fonction non nulle 
dans 9, et en déduire l'existence d'une fonction h 2 O dans 9 telle que 2 h(x - n) = 1 

n € Z  
pour tout x E R. Soit K un intervalle compact de R telle que h soit nulle en dehors de K;  
pour tout entier n, poser hn(x) = h ( x  - n) et Kn = K + n. Soit V un voisinage convexe de O 
dans 9 ;  il existe des entiers positifsp, tels que toute fonction f E 9 ( K n )  telle que QPn(  f )  < 1 
appartienne à V. Définir les formes quadratiques continues Q et R sur 9 par Q (  f )  = 
2 22nQpn( f .  hn) et R (  f )  = 2 23nQp, + l (  f. hn) ; montrer que V contient l'ensemble des 

n s Z  n s Z  
f E 9 telles que Q (  f )  < 1 et que Tr(R/Q) est fini.) 
* c )  Généraliser ce qui précède aux fonctions indéfiniment différentiables à support compact 
sur Rn.* 

ANNEXE 

1) Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif de caractéristique 
# 2. On note H une forme quadratique non dégénérée sur E, et S la forme bilinéaire 
symétrique sur E x E telle que H(x) = S(x, x )  pour tout x dans E. Soit Q une forme 
quadratique sur E. 
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a) Il existe un endomorphisme z l  de E caractérisé par les relations Q(x) = S(u(x), x) et 
S(u(x), y) = S(x, u(y)) quels que soient x et y dans E. On pose Tr(Q/H) = Tr(u). 
b) Généraliser la remarque 3 du no 1. m 

c) Si (el)l ,(,, est une base de E orthonormale pour H, on a Tr(Q/H)  = 2 Q(el). 
l =  1 

2) Soient E un espace hilbertien réel, Qune forme quadratique positive continue sur E, et H 
la forme quadratique x H llxlj2 sur E. 
a) Montrer que l'on a Tr  (Q/H) = 2 Q(e,) pour toute base orthonormale (el)rEI de E. 

!-FI 
(Soit (a,, . . ., a,) une famille orthonormale finie dans E; pour tout E > O, il existe une 
partie finie J de 1 et des éléments a;, . . ., a; combinaisons linéaires des et pour i E J, et tels 

que /la, - a;li < E pour 1 6 j 6 f i ;  on a 2 Q(a;) 6 2 Q(et) 6 2 Q(el). En déduire 
j=1 1 a J  l e 1  5 Q(ad 6 Z: Q!e,!). 

,= l  I E I  

b) Déduire de a) une nouvelle démonstration de la prop. 3. 
c) Soient Eo un sous-espace vectoriel dense de E, Qo (resp. Ho) la restriction de Q (resp. H) 
à Eo. Montrer que l'on a Tr(Q/H) = Tr(Qo/Ho). (Soit (el,. . . en) une suite linéairement 
indépendante dans E, engendrant un sous-espace F. On note QF (resp. HF) la restriction 
de Q (resp. H) h F. En utilisant la Rernarqw 3 du no 1, montrer que Tr(Q,/H,) est fonction 
continue de (el, . . . , en) .) 

3) Soient E et F deux espaces vectoriels réels et u une application linéaire de E dans F;  si Q 
et H sont des formes quadratiques positives sur F telles que H(x) = O entraîne Q(x) = O 
pour tout x E F, on a Tr(Qo u/H o u) 6 Tr(Q/H).  

4) Soient 1 un ensemble et 12(1) l'espace vectoriel des familles x = (xi),,, de nombres réels 
telles que 2 xf soit fini. Soit une famille sommable de nombres positifs. Pour tout x 

te1 
dans 12(1), on pose Q(x)  = 2 Alxf et H(x) = 2 xf. Montrer que l'on a Tr(Q/H) = 

i €1 I E I  

2 'hl. (Utiliser l'exercice 2, a).) 
i €1 

5) Soient E un espace vectoriel réel, (Al),,, une famille sommable de nombres positifs et 
une famille de formes lintaires sur E. Pour tout x E E, on pose H(x) = 2 (x, et 

tT1 
Q(x) = 2 A&, yJ2; on suppose que H(x) est fini pour tout x E E. Montrer que Q(x) est 

( € 1  
fini pour tout x E E, que Q et H sont des formes quadratiques positives sur E, et que l'on a 
Tr(Q/H) d 2 A,. (Poser u(x) = ((x, et appliquer l'exerc. 3 à l'application linéaire 

l€ I  
u de E dans 1 2(I).) 

6) Soient E un espace vectoriel réel, Q, H et Ho des formes quadratiques positives sur E. 
On suppose que l'on a H < a.Ho où a est un nombre réel positif. Prouver que l'on 
a Tr(Q/Ho) d a.Tr(Q/H). (Se ramener au cas où E est de dimension finie par la Re- 
marque 1 du no 1, puis conclure par la prop. 1 en utilisant l'existence d'une base de E 
orthogonale à la fois pour H et Ho.) 

7) Soit E un espace hilbertien réel. Montrer que la topologie de Sazonov sur E est définie 
par l'ensemble des semi-normes Q ' h  où Q parcourt l'ensemble des formes quadratiques 
positives nucléaires sur E. (Utiliser l'exerc. 6.) 

8) Soient E et F deux espaces hilbertiens réels. Sur E @ F, il existe une structure d'espace 
préhilbertien séparé tel que (xl @ yllxz @ y,) = (xllxz) . (yll y,) pour ?cl, x, dans E et 
y,, y, dans F. On note E F l'espace hilbertien complété de E @ F. 
a) Si E' (resp. F') est un sous-espace vectoriel fermé de E (resp. F), montrer que E' g2 F' 
8-B. 



s'identifie au sous-espace vectoriel fermé de E gz F engendré par les éléments x @ y  tels 
q u e x e E ' e t y ~ F ' .  
b )  On suppose que E (resp. F) est somme hilbertienne d'une famille (E,),,, (resp. 
(Fp)pEB) de sous-espaces vectoriels fermés. Montrer que E g2 F est somme hilbertienne de la 
famille (E, 63, Fp)(,, de sous-espaces vectoriels fermés. 
C) Si (et)isI (resp. (fi),,J) est une base orthonormale de E (resp. F), alors la famille 
(et @ f f ) ( i r j ) E I x J  est une base orthonormale de E gz F. 
d) Soit G un espace hilbertien réel. Définir des isomorphismes canoniques de E 8, F sur 
F @, E et de (E @z F) g2 G sur E 8 (F g2 G). 
e) Soient El et F1 deux espaces hilbertiens réels, et u: E - El, u: F - FI des applications 
linéaires continues. Montrer que u @ u se prolonge par continuité en une application 
linéaire continue u g2 u de E B2 F dans El @2 F1 et que l'on a jju @, v / /  = ljull. ljull. 

9) Soient E et F deux espaces hilbertiens réels. 
a) Montrer qu'il existe une application linéaire continue cp de E @, F dans 9 ( E ;  F) 
caractérisée par cp(x @ y) (x') = (xlx') .y pour x, x' dans E et y dans F. Montrer que p est de 
norme 1, et que q(E @ F) est l'ensemble des applications linéaires continues de rang fini de 
E dans F. 
b )  Montrer que cp est une bijection de E @, F sur l'ensemble HS(E, F) des applications 
linéaires de Hilbert-Schmidt de E dans F (utiliser l'exerc. 8, c) et la prop. 3). On munit 
HS(E, F) de la structure d'espace hilbertien déduite de celle de E @, F par la bijection cp; 
la norme correspondante est notée l/ul/,. Soit u E HS(E, F) ; on définit les formes quadratiques 
positives Qu et H sur E par Qu(%) = liu(x) I I 2  et H(x) = IlxllZ. Montrer que l'on a llui/$ = 

Tr ( QJH).  
c) soient El et Fl deux espaces hilbertiens réels, et u: El - E, u: F - F1 des applications 
linéaires continues. Soit cpl l'isomorphisme de El 8, FI sur HS(E,, Fl) défini de manitre 
analogue à cp. Montrer que l'on a u o rp( t )  o u = pl((u* @ v ) ( t ) )  pour tout t E E g2 F. En 
déduire que, pour toute application de Hilbert-Schmidt w de E dans F, l'application linéaire 
v o w O u de El dans Fl est de Hilbert-Schmidt et que l'on a ljv o w O dl2 < l lv1 .  i/wllz. liuli, 



KOTE HISTORIQUE 

(N.B. Les chiffres romains renvoient à la bibliographie située à la fin de cette 
note.) 

Si l'étude des liens entre la topologie et la théorie de la mesure remonte aux 
débuts de la théorie moderne des fonctions de variables réelles, ce n'est que fort 
récemment que l'intégration dans les espaces topologiques séparés a été mise au 
point de manière générale. Avant de faire l'historique des travaux qui ont 
précédé la synthèse actuelle, nous rappellerons quelques étapes de l'évolution des 
idées concernant les relations entre topologie et mesure. 

Pour Lebesgue, il n'est question que d'intégrer des fonctions d'une ou plusieurs 
variables réelles. En 1913, Radon définit les mesures générales sur Rn et les 
intégrales correspondantes; cette théorie est exposée en détail dans l'ouvrage (1) 
de Ch. de la Vallée Poussin et s'appuie de manière constante sur les propriétés 
topologiques des espaces euclidiens. Un peu plus tard, en 1915, Fréchet définit 
dans (II, a)) les mesures <( abstraites )) sur un ensemble muni d'une tribu et les 
intégrales par rapport à ces mesures; il note qu'on peut établir ainsi les principaux 
résultats de la théorie de Lebesgue sans utiliser de moyens topologiques. Il justifie 
son entreprise par les mots suivants, tirés de l'introduction de (II, b), première 
partie) : << Que par exemple dans l'espace à une injnité de coordonnées 022 diverses applications 
de l'Analyse avaient conduit à diverses définitions non équivalentes d'une suite convergente, on 
remplace une de ces d&initions par une autre, rien ne sera changé dans les propriétés des 

familles et fonctions additives d'ensembles dam ces espaces o. Les recherches de Fréchet 
sont complétées par Carathéodory, à qui l'on doit un important théorème de 
prolongement d'une fonction d'ensemble en une mesure. Le début du livre de 
Saks (III) offre un exposé condensé de ce point de vue. 

La découverte de la mesure de Haar sur les groupes localement compacts (cf. 
Note historique des chap. VI1 et VIII) et les nombreuses applications qu'elle 
reçoit aussitôt, puis les travaux de Weil et Gelfand en Analyse Harmonique, 
amènent vers 1940 à une modification profonde de ce point de vue: dans ce genre 
de questions, le plus commode est de considérer une mesure comme une forme 
linéaire sur un espace de fonctions continues. Cette méthode oblige à se restreindre 
aux espaces compacts ou localement compacts, mais ce n'est pas une gêne pour la 
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presque totalité des applications; bien mieux, l'introduction de l'Analyse 
Harmonique sur les groupes p-adiques et les groupes d'adèles par J. Tate et A. 
Weil a permis un renouvellement spectaculaire de la Théorie analytique des 
Nombres. 

C'est d'une tout autre direction que provient la nécessité d'élargir ce point de 
vue par la considération de mesures sur des espaces topologiques non localement 
compacts: peu à peu, le Calcul des Probabilités amène à l'étude de tels espaces et 
fournit de nombreux exemples non triviaux. Peut-être faut-il rechercher la raison 
de l'influence tardive de ces développements sur la théorie de la mesure dans 
l'isolement relatif du Calcul des Probabilités, resté en marge des disciplines 
mathématiques traditionnelles jusqu'à une époque récente. 

Mesures sur les espaces de suites 

Une des branches les plus développées du Calcul des Probabilités classique est 
celle des théorèmes limites (loi des grands nombres, tendance vers la loi de 
Gauss-Laplace, . . .); il s'agit d'un approfondissement de la notion de régula- 
rité statistique manifestée par les phénomènes mettant en jeu des populations 
très nombreuses. La formulation mathématique correcte de ces problèmes 
nécessite l'introduction de mesures sur des espaces de suites; ces espaces, qui 
constituent la généralisation la plus évidente des espaces de dimension finie, sont 
le sujet de prédilection des recherches d'<c Analyse Générale >) entreprises vers 1920 
par Fréchet, Lévy, Lusin, . . . Il n'est d'ailleurs pas fortuit que Khintchine et 
Kolmogoroff, les créateurs des méthodes nouvelles du Calcul des Probabilités, 
soient tous deux disciples de Lusin, et que Lévy se soit très vite tourné vers les 
problèmes probabilistes: ceux-ci constituaient la pierre de touche des nouvelles 
méthodes. 

La première intervention implicite d'une mesure sur un espace de suites 
apparaît dans le travail consacré par E. Borel en 1909 aux probabilités dé- 
nombrables (IV). Une idée très originale de Borel consiste en l'application des 
résultats probabilistes qu'il vient d'obtenir à la démonstration de propriétés 
possédées par le développement décimal de presque tout nombre réel compris 
entre O et 1. Cette application repose sur la remarque fondamentale suivante: 
définissons tout nombre réel compris entre O et 1 par la suite des chiffres de son 
développement dans une base q donnée (q 2 2) ; si l'on tire au sort successivement 
les divers chiffres d'un nombre x,  indépendamment les uns des autres et avec une 
égale probabilité 1/q pour O, 1, . . . , q - 1, la probabilité que x se trouve dans un 
intervalle de (0, 1( est égale à la longueur de cet intervalle. 

En 1923, Steinhaus (V) établit rigoureusement ces résultats et décrit le modèle 
mathématique précis de la suite illimitée de tirages au sort considérée par Borel: 
prenons q = 2 pour simplifier et notons 1 l'ensemble à deux éléments (O, 1); on 
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munit 1 de la mesure p définie par IL(0) = p(1) = 3; les éléments de l'espace 
produit IN sont les suites E = (~(n)),,, de nombres égaux à O ou 1 et 
l'application 9 :  E H 2 ~ ( n )  .2-"- l  est, à un ensemble dénombrable près, une 

na0 

bijection de IN sur l'intervalle (0, 1) ; de plus, cp - l transforme la mesure de Lebes- . . 

gue sur (0, 1) en la mesure P sur IN produit des mesures p sur chacun des facteurs. 
En fait, Steinhaus ne dispose pas d'une construction des mesures produits; il 
utilise l'existence de la quasi-bijection cp pour construire la mesure P sur IN à partir 
de la mesure de Lebesgue sur (O, 1)' puis il donne une caractérisation axiomatique 
de P. L'isomorphisme ainsi obtenu permet de traduire le langage des probabilités 
en celui de la mesure et d'appliquer les théorèmes connus sur l'intégrale de 
Lebesgue. 

Dans le même travail, Steinhaus considère la série aléatoire 2 O,. a,, où les 
n 2 0  . . 

signes a, = _+ 1 sont choisis au hasard indépendamment les uns des autres et avec 
même probabilité +; entre 1928 et 1935, il étudie de nombreuses autres séries aléa- 
toires. De leur côté, Paley, Wiener et Zygmund considèrent les séries deFourier aléa- 

toires de la forme 2 a, exp (2xi (nt + Q,)) ; les <( amplitudes )> a, sont fixes, 
,=-cc 

et les ((phases, Q, sont des variables aléatoires indépendantes uniformément 
réparties sur (0, 1). Si les difficultés analytiques varient énormément de l'un à 
l'autre de ces problèmes, la traduction en termes de théorie de la mesure est la 
même dans tous les cas et représente une extension du cas traité par Borel et 
Steinhaus; il s'agit de construire une mesure sur RN, produit d'une famille de 
mesures toutes identiques à une même mesure positive p de masse 1 sur R ;  par 
exemple, les séries de Fourier aléatoires précédentes correspondent au cas où p est 
la mesure de Lebesgue sur (0, 1). 

Pour construire de telles mesures produits, on peut utiliser deux méthodes. La 
première est une méthode directe, mise au point pour la première fois par Daniel1 
(VI, a)) en 1918; elle est retrouvée en 1934 par Jessen (VII) qui fera une étude 
détaillée du cas où p est la mesure de Lebesgue sur (O, 1). La deuxième méthode 
est la recherche d'artifices analogues à celui de Steinhaus pour se ramener à la 
mesure de Lebesgue sur (0, 1); cette façon de procéder avait l'avantage de 
la commodité tant qu'on ne disposait pas d'exposé complet de la théorie de la 
mesure générale, car elle permettait d'employer sans nouvelle démonstration les 
théorèmes de Lebesgue (2). 

1. Pour une mise au point sur les séries de Fourier aléatoires, voir l'exposé de J.-P. KAHANE au 
Séminaire Bourbaki (no 200, 129 année, 1959/60, Benjamin, New-York). 
2. Wiener prend aussi soin à de nombreuses reprises (cf. par exemple (XI), chap. IX) de montrer 
que la mesure du mouvement brownien est isomorphe à la mesure de Lebesgue sur (0, 1). La 
possibilité de tels artifices trouve son explication dans un théorème général de von Neumann qui 
donne une caractérisation axiomatique des mesures isomorphes ii la mesure de Lebesgue sur (0, 1). 
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La théorie d u  mouvement  brownien 

Cette théorie occupe une place exceptionnelle dans le développement scienti- 
fique contemporain par l'échange constant et fécond dont elle témoigne entre les 
problèmes physiques et les mathématiques ((pures D. L'étude du mouvement 
brownien, découvert en 1829 par le botaniste Brown, a été menée intensivement 
au lge siècle par de nombreux physiciens c3), mais le premier modèle mathé- 
matique satisfaisant a été inventé par Einstein en 1905 seulement. Dans le cas 
simple d'une particule se déplaçant le long d'une droite, les hypothèses fonda- 
mentales d'Einstein se formulent ainsi: si x(t) est l'abscisse de la particule à 
l'instant t, et si t, < t, < . . < t,-, < t,, les déplacements successifs 
x ( t i )  - x(t, - ,) (pour 1 < i < n) sont des variables aléatoires gaussiennes in- 
dépendantes. Ce n'est pas le lieu d'évoquer ici en détail les importants travaux 
expérimentaux de J. Perrin que motiva la théorie d'Einstein; pour notre propos, il 
convient de retenir seulement une remarque de Perrin, selon laquelle l'observation 
des trajectoires du mouvement brownien lui suggère irrésistiblement ((les fonctions 
sans dérivée de mathématiciens >). Cette remarque sera l'étincelle initiale pour 
Wiener. 

Un tout autre courant d'idées tire son origine de la théorie cinétique des gaz, 
développée entre 1870 et 1900 par Boltzmann et Gibbs. Considérons un gaz 
formé de N molécules de masse m à la température (absolue) T et notons v,, . . . , 
v, les vitesses des N molécules du gaz; l'énergie cinétique du système est égale à 

où k est la constante de Boltzmann. D'après les idées de Gibbs, la multitude des 
chocs entre molécules ne permet pas de déterminer avec précision les vitesses des 
molécules, et il convient d'introduire une loi de probabilité P sur la sphère S de 
l'espace de dimension 3N définie par l'équation (1). L'hypothèse c( micro- 
canonique )) consiste à supposer que P est la mesure de masse 1 invariante par 
rotation sur la sphère S. Par ailleurs, la loi des vitesses de Maxwell énonce que la 
loi de probabilité d'une composante de la vitesse d'une molécule est une mesure 
gaussienne de variance 2kTlm (8 6, no 5,  Remarque 3).  Borel semble avoir été le 
premier à remarquer en 1914 que la loi de Maxwell est conséquence des hy- 
pothèses de Gibbs et de propriétés de la sphère lorsque le nombre des molécules 
est très grand. Il considère une sphère S dans un espace euclidien de grande 
dimension et la mesure P de masse 1 invariante par rotation sur S; utilisant les 
méthodes classiques d'approximation fondées sur la formule de Stirling, il montre 
que la projection de P sur un axe de coordonnées est approximativement gaus- 

3. On trouveraunexpos6 très vivant de cette histoire dansl'ouvrage rtcent de E. YELSON, Dynamical 
theories of brownian motion, Mathematical Notes, Princeton, 1967. 
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sienne. Ces résultats sont précisés un peu plus tard par Gâteaux et Lévy 
(IX, a)). Etant donnés un entier m 2 1 et un nombre r > O, notons Sm,, l'en- 
semble des suites de la forme (x,, . . ., x,, 0, O , .  . .) avec xf + . . . + xm = r2; 
notons aussi a,,, la mesure de masse 1 invariante par rotation sur Sm,,. Enoncé en 
langage moderne, le résultat de Gâteaux et Lévy est le suivant: la suite des 
mesures a,, , tend étroitement vers la masse unité à l'origine (0, O, . . .) et la suite 
des mesures G,,~, tend étroitement vers une mesure I' de la forme 

(y est la mesure gaussienne de variance 1 sur R). 
La mesure l? précédente joue le rôle d'une mesure gaussienne en dimension 

infinie. Il semble bien que Lévy ait confusément espéré définir de manière 
intrinsèque une mesure gaussienne sur tout espace de Hilbert de dimension infinie. 
De fait, comme l'ont montré Lévy et Wiener, la mesure l? est invariante en un 
certain sens (4) par les automorphismes de Z2; malheureusement, l'ensemble l2 
des suites (x,, x2, . . . , x,, . . .) de carré sommable est de mesure nulle pour l?. On 
sait aujourd'hui qu'il faut se contenter d'une promesure gaussienne sur un espace 
de Hilbert de dimension infinie (5 ) .  

On doit à Wiener le progrès essentiel: si l'on n'a pas de mesure de Gauss 
raisonnable sur un espace de Hilbert de dimension infinie, on peut construire par 
l'opération de primitive une mesure w sur un espace de fonctions continues à 
partir d'une promesure gaussienne (cf. § 6, no 7, th. 1 pour les détails). Nous 
allons expliquer succinctement la construction initiale de w par Wiener (X) ; elle 
est directement influencée par la relation l? = lim O, ,~E de Gâteaux et Lévy. 

m-r m 
Pour tout entier m 2 1, notons Hm l'ensemble des fonctions sur T = )O, 1) qui 

sont constantes dans chacun des intervalles ] - ') k] (pour k = 1,2 , .  . ., m),  

et x,  la mesure de masse 1 invariante par rotation sur la sphère euclidienne 
de rayon 1 dans Rm. Soit f, l'isomorphisme de Hm sur Rm qui associe 

à toute fonction prenant la valeur a, sur l'intervalle I k  - '9 i] le vecteur 
F 

(a,, a, - a,, . . . , a, - a, - ,) (d'où le nom de ({ differential space 1) affectionné par 
Wiener) ; notons w, la mesure sur Hm image de n, par fi .Wiener définit la mesure 

4. De manière précise, on a le résultat suivant. Soient U un automorphisme de l'espace de Hilbert 
l2 et (u,,) la matrice de U. Soient E l'espace vectoriel de toutes les suites réelles ( x , ) ,  , , et F le sous- 
espace de E formé des suites (x , ) ,  , pour lesquelles les séries 2 u,,,x, convergent pour tout m > 1. 

n > 7 .. - - 
La formule ( o x ) ,  = 2 umnxn définit une application linéaire 0 de F dans E, la mesure F est 

n i 1  
concentrée sur F et l'on a o ( F )  = r. 
5 .  Cette notion a été introduite sous le nom de <( weak canonical distribution » par 1. SECAL (Trans. 
Amer. Math. Soc., t. 8 8  ( 1 9 5 8 ) ,  p. 12-42).  O n  doit ?a cet auteur une étude détaillée des promesures 
gaussiennes, et leur application à certains problèmes de théorie quantique des champs. 



cherchée w comme la limite des mesures wm. De manière précise, notons H l'en- 
semble des fonctions réglées sur T, avec la topologie de la convergence uniforme 
(on a Hm c H pour tout entier m 2 1) ; pour toute fonction uniformément con- 
tinue et bornée F sur H, la limite A{F) = lim JHm F(x) dw,(x) existe; Wiener 

m-r m . . 
obtient ensuite certaines majorations par une analyse subtile des fluctuations du 
jeu de pile ou face, et reprenant les arguments de compacité mis en évidence par 
Daniell, il montre que l'on est dans les conditions d'application du théorème de 
prolongement de Daniell. On  conclut à l'existence d'une mesure w portée par 
V(T) et telle que A{F) = Jv(T> F(x) dw(x). Wiener peut alors montrer que la 
mesure w correspond aux hypothèses d'Einstein (8), et ses estimations lui per- 
mettent de donner un sens précis à la remarque de Perrin sur les fonctions sans 
dérivées: l'ensemble des fonctions satisfaisant à une condition de Lipschitz 
d'ordre + est négligeable pour w (par contre, pour tout a avec O < a < +, 
presque toute fonction satisfait à une condition de Lipschitz d'ordre a). 

On connaît aujourd'hui de nombreuses constructions de la mesure de Wiener. 
Ainsi, Paley et Wiener utilisent les séries de Fourier aléatoires (XI, chap. IX):  
pour toute suite réelle a = (a,),,, et tout entier m 0, définissons la fonction 

f m ,  a sur 10, 1) Par 

on peut montrer que, pour I'-presque toute suite a, la suite des fonctions fm, a tend 
vers une fonction continue fa et que w est l'image de l? par l'application (définie 
presque partout) a t+ fa. Plus tard, Lévy a donné dans (IX, b), c)) une construc- 
tion très voisine de celle que nous avons exposée au § 6, no 7. Enfin, Kac, Donsker 
et Erdos montrent vers 1950 comment remplacer dans la construction initiale de 
Wiener les mesures sphériques x, sur Rm par des mesures plus générales. Leurs 
résultats établissent un lien solide entre la mesure de Wiener et les théorèmes 
limites du Calcul des Probabilités; ils seront complétés et systématisés par 
Prokhorov (XIII) dans un travail sur lequel nous reviendrons plus loin. 

Ce n'est pas le lieu d'analyser les nombreux et importants travaux probabilistes 
occasionnés par la découverte de Wiener; aujourd'hui, le mouvement brownien 

6. Ceci se traduit par la formule 

où f est une fonction continue bornée arbitraire sur Rn et où l'on a O = t, < tl < . . . < t ,  < 1 (on 
fait la convention xo = O). Wiener, formé à la rigueur analytique par Hardy, et défiant à juste titre à 
l'égard des fondements du Calcul des Probabilités A cette époque, prend soin de n'utiliser ni la 
terminologie ni les résultats probabilistes. I l  en résulte que ses mémoires sont pleins de formidables 
formules dont la précédente est un échantillon; cette particularité est un des facteurs qui ont retardé 
la diffusion des idées de Wiener. 



NOTE HISTORIQUE 119 

n'apparaît plus que comme un des exemples les plus importants de processus 
markovien. Nous mentionnerons seulement l'application faite par Kac de la 
mesure de Wiener à la résolution de certaines équations aux dérivées partielles 
paraboliques; il s'agit là d'une adaptation des idées de Feynman en théorie 
quantique des champs - un exemple de plus de cette influence réciproque des 
mathématiques et des problèmes de physique. 

Limites projectives de mesures 

Il  s'agit d'une théorie qui s'est développée surtout en fonction des besoins 
du Calcul des Probabilités. Les problèmes concernant une suite finie de variables 
aléatoires X,, . . . , X, sont rtsolus en principe lorsqu'on connaît la loi Px de cette 
suite : c'est une mesure positive de masse 1 sur Rn, telle que la probabilité d'obtenir 
simultanément les inégalités al < X1 < bl,. . ., a, < X, < b, soit égale à 
P,(C) où C est le pavé fermé (a,, b,) x . . x (a,, bn) de Rn. En pratique, la 
mesure Px a un support discret ou bien admet une densité par rapport à la 
mesure de Lebesgue. Lorsqu'on a affaire à une suite infinie (X,),,, de variables 
aléatoires, on connaît en général la loi P, de la suite partielle (X,, . . . , X,) pour 
tout entier n 2 1 ; ces données satisfont à une condition de compatibilité qui 
exprime que la suite (P,),, , est un système projectif de mesures. Jusque vers 1920, 
on définissait de manière plus ou moins implicite les probabilités d'événements 
liés à la suite infinie par des passages à la limite <( naturels D à partir de probabilités 
du cas fini; on admettra ainsi que la probabilité qu'un jeu se termine est la 
limite, pour n tendant vers l'infini, de la probabilité qu'il se termine en au plus n 
parties. Naturellement, une telle théorie est assez peu cohérente, et rien n'exclut 
la présence de <( paradoxes a, une même probabilité recevant deux estimations 
distinctes selon qu'on l'évalue par l'un ou l'autre de deux procédés aussi (( naturels O 

l'un que l'autre. 
Steinhaus (V) semble avoir été le premier à ressentir la nécessité de considérer 

(pour le jeu de pile ou face) non seulement le système projectif (P,),,, mais sa 
limite. Un peu auparavant, en 1919, Daniell (VI, b)) avait démontré en général 
l'existence de telles limites projectives (7), mais ce résultat semble être resté in- 
connu en Europe. I l  est retrouvé en 1933 par Kolmogoroff dans l'ouvrage (XII) 
où cet auteur formule la conception axiomatique du Calcul des probabilités. Les 
démonstrations de Daniell et Kolmogoroff utilisent un argument de compacité, 
qui est à peu de choses près celui que nous avons employé au th. 2 du $4, no 3 et 
repose sur le th. de Dini. 

7. Daniell traite le cas des mesures sur un produit n 1, d'intervalles compacts de R, mais sa 
na1  

méthode s'étend immtdiatement au cas d'un produit quelconque d'espaces compacts; c'est au fond 
celle que nous avons utilisée au chap. III, 8 4, no 5. 
9-B. 
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Le théorème de Daniell-Kolmogoroff ne laissait rien à désirer pour le cas des 
suites aléatoires (X,),,,, mais l'étude des fonctions aléatoires entreprise à partir 
de 1935 par Kolmogoroff, Feller et Doob recèle des difficultés d'une tout autre 
ampleur. Considérons par exemple un intervalle T de R, qui représente l'en- 
semble des instants d'observation d'un (( processus stochastique )); l'ensemble des 
trajectoires possibles est l'espace produit RT, considéré comme limite projective 
des produits partiels RH, où H parcourt l'ensemble des parties finies de T ;  on se 
donne en général un système projectif de mesures (p.,) (cf. § 4, no 3). Le théorème 
de Kolmogoroff fournit bien une mesure sur RT, mais elle est définie sur une tribu 
notablement plus petite que la tribu borélienne (8) .  Une variante de la construc- 
tion de Kolmogoroff, qui fournit une mesure sur un espace topologique, est due à 
Kakutani (Proc. Imp. Acad. Tokyo, XIX (1943), p. 184-188), et a été redécouverte 

plusieurs fois depuis : on considère pH comme une mesure sur RH portée par RH (9); 

l'espace compact E = RT est limite projective des produits finis RH et l'on peut 
définir une mesure p sur E limite projective des pH (cf. chap. III, $ 4, no 5 ) .  
Mais ce procédé possède un grave inconvénient; les éléments de ET ne possèdent 
aucune propriété de régularité permettant de pousser plus loin l'étude probabiliste 
du processus - ou même simplement d'éliminer les valeurs parasites I CO intro- 
duites par la compactification R de R. On  peut y remédier en induisant la mesure 
p de ET sur tel ou tel sous-espace (par exemple %(T) dans le cas du mouvement 
brownien) ; la difficulté fondamentale provient de ce qu'un espace fonctionnel, 
même d'un type usuel, n'est pas nécessairement p.-mesurable dans ET, et le choix 
même de l'espace fonctionnel peut faire question (Io). 

Un pas décisif a été accompli en 1956 par Prokhorov dans un travail (XIII) 
qui a exercé une influence déterminante sur la théorie des processus stochastiques. 
En mettant sous forme axiomatique convenable les méthodes utilisées par Wiener 
dans l'article analysé plus haut, il établit un théorème général d'existence de 
limites projectives de mesures sur les espaces fonctionnels qui est le cas particulier 
du th. 1 du $4,  no 2 correspondant aux espaces polonais. 

Une classe plus restreinte de systèmes projectifs a été introduite par Bochner 
(XIV) en 1947; il s'agit des systèmes projectifs formés d'espaces vectoriels réels de 
dimension finie et d'applications linéaires surjectives. La limite projective d'un 
tel système s'identifie de manière naturelle au dual algébrique E* d'un espace 
vectoriel réel E muni de la topologie faible a(E*, E);  un système projectif 

8. La mesure de Kolmogoroff n'est définie que pour les ensembles boréliens dans RT de la forme 
A x RT-D où D est une partie dénombrable de T, et A une partie borélienne de RD; de ce fait, le 
théoréme de Kolmogoroff pour un produit quelconque RT est une conséquence immédiate du cas 
des produits dénombrable- 
9. On pourrait remplacer R par n'importe quel espace compact contenant R comme sous-espace 
dense. 
10. Pour une discussion détaillée du problème de la construction des mesures sur les espaces fonc- 
tionnels, et les méthodes utilisées avant Prokhorov, voir J. L. DOOB, Bull. Amer. Math. Soc., 53 (1947), 
p. 15-30. 
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correspondant de mesures a une limite qui est une mesure p. définie sur une tribu 
notablement plus petite que la tribu borélienne de E*. Bochner caractérisa 
complètement de telles <( promesures )) par leur transformée de Fourier, qui est une 
fonction sur E. Mais ce résultat n'est guère utilisable en l'absence d'une topologie 
sur E, auquel cas il faut examiner la possibilité de considérer p. comme une 
mesure sur le dual topologique Et de E. De manière indépendante, R. Fortet et 
E. Mourier, en cherchant à généraliser aux variables aléatoires à valeurs dans un 
espace de Banach certains résultats classiques du Calcul des Probabilités (loi des 
grands nombres, théorème central limite) mirent aussi en évidence le rôle fonda- 
mental joué par la transformation de Fourier dans ces questions. Mais un progrès 
substantiel ne fut réalisé qu'en 1956 lorsque Gelfand (XV, b ) )  suggéra quele 
cadre naturel pour la transformation de Fourier n'est pas celui des espaces de 
Banach ou de Hilbert, mais celui des espaces de Fréchet nucléaires. Il conjectura 
que toute fonction continue de type positif sur un tel espace est la transformée de 
Fourier d'une mesure sur son dual, résultat établi tôt après par Minlos (XVI). 
Son importance provient surtout de ce qu'il s'applique aux espaces de distribu- 
tions, et que la quasi-totalité des espaces fonctionnels sont des parties boréliennes 
de l'espace des distributions (qui constitue donc un bien meilleur réceptacle que 
RT) (Il). La théorie des distributions aléatoires est un domaine en pleine ex- 
pansion, et nous nous contenterons de renvoyer le lecteur à l'ouvrage de Gelfand 
et Vilenkin (XVII). 

Les résultats que nous venons de mentionner sur les limites projectives utilisent 
l'existence de topologies sur les espaces de base. On peut se demander s'il existe 
une théorie analogue dans le cas des mesures ((abstraites D. Von Neumann a 
démontré dès 1935 l'existence de mesures produits dans tous les cas, mais la 
découverte d'un contre-exemple par Jessen et Andersen (XVIII) a ruiné l'espoir 
que tout système projectif de mesures admette une limite. On a découvert deux 
palliatifs: en 1949, C. Ionescu-Tulcea a établi l'existence de limites projectives 
dénombrables, moyennant l'existence de désintégrations convenables (12), résultat 
fort intéressant pour l'étude des processus markoviens; par ailleurs, on s'est rendu 
compte que la topologie des espaces n'intervenait que par l'intermédiaire de 
l'ensemble des parties compactes. Il était donc naturel de chercher à axiomatiser 
cette situation à l'intérieur de la théorie abstraite, au moyen de la notion de classe 
compacte de parties d'un ensemble. Ce travail fut fait en 1953 par Marczewski 
(qui établit par ce moyen un théorème de limites projectives abstrait) et Ryll- 
Nardzewski (qui traita de la désintégration des mesures) (13). 

11. O n  pourra consulter la mise au point de X. FERNIQUE, Ann. Inst. Fourier, t. XVII (1967), p. 1-92, 
qui contient aussi de nombreux résultats sur la convergence étroite. 
12. I l  semble que ce soit l'absence d'une théorie satisfaisante des désintégrations qui marque la 
limite de la théorie des mesures (1 abstraites *. Cette difficulté réapparaît de manière insistante dans 
le Calcul des Probabilités A propos des probabilités conditionnelles. 
13. Pour un exposé de cette théorie, on pourra se reporter A J. PFANZACL et W. PIERLO, Lecture Notes 
in Mathematics (Springer Verlag), vol. 16 (1966). 
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Mesures sur les espaces topologiques généraux et convergence 
étroite 

L'étude des liens entre la topologie et la théorie de la mesure a été surtout 
conçue comme l'étude des propriétés de régularité des mesures, et en particulier 
celle de la régularité (( extérieure )) et de la régularité (< intérieure (14); la régu- 
larité intérieure est équivalente à la régularité extérieure sur un espace localement 
compact dénombrable à l'infini. La construction que Lebesgue donne de la 
mesure des ensembles sur la droite met en évidence ces deux espèces de régularité, 
et la propriété de régularité extérieure des mesures sur un espace polonais semble 
avoir été de notoriété publique vers 1935. Mais ce n'est qu'en 1940, dans un 
article dont la guerre retarda la diffusion, qu'A. D. Alexandroff (XIX) met en 
évidence le rôle de la régularité intérieure et montre que celle-ci est possédée par 
les mesures sur un espace polonais; ce résultat est retrouvé plus tard par Prokhorov 
(XIII) et est souvent attribué à tort à cet auteur. On ne s'est aperçu que fort 
récemment que cette propriété s'étendait aux espaces sousliniens; de ce fait, 
l'importance de ces espaces s'est beaucoup accrue, d'autant plus qu'on s'est rendu 
compte que leur théorie pouvait se faire sans hypothèse de métrisabilité, et que 
la quasi-totalité des espaces fonctionnels étaient sousliniens (et même le plus 
souvent lusiniens) (15). Ce sont ces raisons qui nous ont poussé à mettre l'accent 
sur les mesures intérieurement régulières dans ce chapitre. 

La définition d'un mode de convergence (vague ou étroite) pour les mesures se 
fait de la manière la plus commode en mettant en dualité l'espace des mesures 
avec un espace de fonctions continues. Généralisant un résultat ancien de F. 
Riesz, A. A. Markoff a établi en 1938 une correspondance biunivoque entre les 
fonctionnelles positives sur V(X) et les mesures régulières sur un espace compact 
X. Dans le travail (XIX) déjà cité, A. D. Alexandroff étend ces résultats au cas 
d'un espace complètement régulier: il introduit une hiérarchie dans l'ensemble 
des formes linéaires positives sur l'espace Vb(X) des fonctions continues 
bornées sur un espace complètement régulier X (le), il définit la convergence 

14. Une mesure a abstraite r) p sur la tribu borélienne d'un espace topologique séparé est dite ex- 
térieurement régulière si la mesure de tout ensemble borélien est la borne inférieure des mesures 
des ensembles ouverts qui le contiennent; la mesure p est dite intérieurement régulière si la mesure de 
tout ensemble borélien est la borne supérieure des mesures de ses parties compactes. 
15. Pour tenter de résoudre certaines difficultés probabilistes (particulièrement les liens entre 
diverses notions d'indépendance ou de dépendance stochastique), plusieurs auteurs introduisent des 
classes restreintes de mesures G abstraites 0 :  espaces << parfaits r) de Kolmogoroff-Gnedenko, espaces 
<( lusiniens » de Blackwell, espaces << de Lebesgue * de Rokhlin. En fait (tout au moins moyennant une 
hypothèse de dénombrabilité assez faible), toutes ces définitions donnent des caractérisations des 
mesures (1 abstraites » isomorphes une mesure positive bornée sur un espace souslinien. On  pourra 
consulter A ce sujet l'ouvrage cité dans la note (13). 

16. Il  distingue par ordre de généralité décroissante les o-mesures (mesures cr abstraites >>sur la tribu 
borélienne de X), les T-mesures (mesures extérieurement régulières) et les mesures tendues (mesures 
intérieurement régulières). Lorsque X est polonais, ces trois notions coïncident. La terminologie elle- 
même est due A Mac Shane et Le Cam (XX). On trouvera une mise au point des travaux suscités par 
cette classification dans V. S. VARADARAJAN (Amer. Math. Soc. Translations (2), vol. 48, p. 161-228). 
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étroite des mesures bornées et démontre entre autres les deux théorèmes 
suivants : 

a) si X est polonais, l'ensemble des formes linéaires sur q b ( X )  correspondant 
aux mesures est fermé pour la convergence faible des suites; 

b) si une suite de mesures bornées a une limite étroite, (( il n'y a pas de masse 
fuyant à l'infini D (c'est une forme faible de la réciproque du théorème de con- 
vergence étroite de Prokhorov). 

De cette foison de notions et de théorèmes, Prokhorov saura extraire les ré- 
sultats importants pour la théorie des processus stochastiques, et les présenter sous 
une forme simple et frappante. Dans son grand travail de 1956 déjà cité (XIII), 
une partie importante est consacrée aux mesures positives bornées sur un espace 
polonais; en généralisant une construction de Lévy, il définit sur l'ensemble des 
mesures positives de masse 1 une distance qui en fait un espace polonais, puis il 
établit un critère important de compacité pour la convergence étroite (cf. § 5, 
no 5,  th. 1). Indépendamment de Prokhorov, Le Cam (XX) a obtenu un certain 
nombre de résultats de compacité pour la convergence étroite des mesures; il ne 
fait aucune hypothèse de métrisabilité sur les espaces qu'il considère, et ses 
résultats se réduisent à des théorèmes antérieurs de Dieudonné dans le cas 
localement compact. 
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