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PREFACE

Ce chapitre est consacré a l'intégration dans les espaces topologiques
séparés non nécessairement localement compacts, et en particulier dans les
espaces vectoriels localement convexes; elle permet notamment d’étendre a ces
derniers la théorie de la transformation de Fourier.

Dans les premiers paragraphes, le mode d’exposition choisi consiste a se
ramener, autant que possible, au cas des espaces compacts, traité¢ dans les
chapitres antérieurs.

Nancago, printemps 1969 N. BourBaki



CHAPITRE IX

MESURES SUR LES ESPACES
TOPOLOGIQUES SEPARES

Si T est un ensemble, et A une partie de T, on notera ¢, la fonction caractéristique de A,
st cela nentraine pas de confusion. L’ensemble RE. des fonctions numériques > 0 ( finies ou
non) définies dans'T sera désigné par F., (1), ou simplement F,. s’iln’y a pas d’ambiguité sur
T; cet ensemble sera toujours muni de sa structure d’ordre naturelle. On rappelle que le
produit de deux éléments de F., est toujours défini, grdce & la convention 0. (+00) = 0.8 A
est une partie de ‘T, et f une fonction définie dans T, la restriction flA de f & A pourra étre
notée f4 dans ce chapitre, si cela ne crée pas de confusion ; on emploiera une notation analogue
pour les mesures induites. D’autre part, si f € F, (A), on notera f° le prolongement par O de
S a T, Sest-a-dire la_fonction définie sur T qui coincide avec f dans A, avec O dans T == A,

Tous les espaces topologiques envisagés dans ce chapitre sont supposés séparés, sauf
mention expresse du contraire. A partir du § 1, n° 4, et sauf au § 5, toutes les mesures seront
supposées positives, sauf mention expresse du contraire.

§ 1. Prémesures et mesures sur un espace topologique

1. Encombrements

DeriNTioN 1. — Soit T un ensemble. On appelle encombrement sur T toute application p
de F,(T) dans R, qui posside les propriétés suivantes:

a) St f et g sont deux éléments de F. tels que f < g, on a p(f) < p(g).

b) Si f est un dlément de F., et t un nombre > 0, on a p(tf) = tp(f).

¢) Sifet g sont deux éléments de F., ona p(f + g) < p(f) + p(2).
d) Si (f,) est une suite croissante d’éléments de F, et si f = lim f,, on a p(f) =

lim p(£,).
St A est une partie de T, on écrit p(A) au lieu de p(op,).

La condition ) entraine $(0) = 0. D’autre part, soit (f,) une suite d’éléments de
Z ; les conditions ¢) et d) entralnent I'inégalité

b (Z fn) < D p(fy) (dnégalité de convexité dénombrabley).
n n
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Par exemple, soient T un espace localement compact, 1 une mesure positive
sur T'; alors u* et u® sont des encombrements sur T. Cela résulte des prop. 10, 11,
12 et du th. 3 du chap. IV, 2° éd., § 1, n° 3 pour p*, et de la prop. 1 du chap. V,
28 éd., § 1, n° 1 pour p*.

ProrosiTiON 1. — S0it (py)een une famille d’encombrements sur T. La somme et
Denveloppe supérieure de la famille (p,) (dans F.(F, (T))) sont alors des encombrements.
La somme d’une famille finie d’encombrements étant évidemment un en-
combrement, il suffit de traiter le cas de I’enveloppe supérieure. Les propriétés
a), b), ¢) de la définition 1 étant évidemment satisfaites, il reste a établir d).
Posons p = sup p,; on a, avec les notations de la définition 1, d)
[*1

p(f) = sgppm(f) = sup sgppa(fn) = sup sgppa(fn) = sgpl)(fn)-

DEriNiTION 2. — Soit p un encombrement sur un ensemble T. On dit que p est borné si
p(T) < +oo. 85I T est un espace topologique, on dit que p est localement borné si tout
x €T admet un voisinage V tel que p(V) < +o0.

Il résulte alors des propriétés a) et ¢) de la déf. 1 que p(K) < +oco pour
toute partie compacte K de T. En particulier, si T est compact, tout encombre-
ment localement borné sur T est borné.

Soient p un encombrement sur un ensemble T, et A une partie de T. Pour
toute fonction fe £, (A), soit f° le prolongement par 0 de /& T; Papplication
S p(f°) sur F (A) est alors un encombrement, qu’on appelle I’encombrement
induit par p sur A, et qu’on note p|A ou p,.

Soient T et U deux ensembles, = une application de T dans U et p un en-
combrement sur T. On appelle encombrement image de p par = ’encombrement
=(p) sur U, dont la valeur pour fe &, (U) est donnée par

(=(£)(f) = p(f > 7).
Soit p un encombrement sur un ensemble T'; on dit que p est concentré sur une
partie A de T si p(T — A) = 0.

Lemme 1. — Si Uencombrement p est concentré sur A < T, on a p(f) = p{ foa) pour tout

fe Z.(T).
Posons en effet T = A = B, d’o1 p(pg) = O;0on a

Jos < (+00).95 = sup ngg,
donc p( fes) = 0 d’aprés les propriétés a), 5), d), de la déf. 1. I1 en résulte que
p(f) < p(Sfea) + p(fes) = p(foa) dapres c), et enfin p(f) = p(foa) d’aprésa).

2. Prémesures et mesures

Soit T un espace topologique, et soit £ ’ensemble des parties compactes de T,
ordonné par inclusion. Pour tout K € &, soit #(K; C) ’ensemble des mesures
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complexes sur K. Pour tout couple (K, L) d’éléments de &, tel que K < L, soit
ix1, 'application de 4 (L; C) dans A4 (K; C) qui associe & toute mesure . sur L
la mesure pyx induite par w sur K (chap. IV, 2¢ éd., § 5, n° 7, déf. 4). On a
tgm = tgr © oy lorsque K, L et M sont des parties compactes de T telles que
K = L = M; ceci résulte de la transitivité des mesures induites (chap. V, 2°
éd.,, §7, n° 2, prop. 4). Les éléments de la limite projective de la famille
(A (K; Q))keq pour les applications g, seront appelés prémesures sur T. Autre-
ment dit:

DErINTTION 3. — On appelle prémesure sur un espace topologique T toute application w qui
associe, d toute partie compacte K de ‘T, une mesure wy sur K, et qui posséde la propriéié
suivante :

St K et L sont deux parties compactes de T telles que K < L, la mesure (w) g induite par
wy, sur K est égale a wy.
On dit que la prémesure w est réelle (resp. positive) si toutes les mesures wy sont réclles
(resp. positives).

Soient w et w’ deux prémesures sur T, ¢ un nombre complexe; on définit les
prémesures w + w’ et tw par les formules (w + w')g = wg + wg, (w)g = twg
pour toute partie compacte K = T. Les prémesures sur T forment évidemment un
espace vectoriel, noté Z(T'; C); ’espace des prémesures réelles sera noté Z(T'; R)
ou plus souvent Z(T), et le cone convexe des prémesures positives sera désigné par
la notation £, (T). Soit w une prémesure; I'application K |wg| est alors une
prémesure sur T (chap. IV, 2° éd., § 5, n° 7, lemme 3) que ’on notera |w|. Si w
est réelle, on posera w* = 4(|w| + w), w~ = %(|w| — w); ces deux prémesures
étant positives, on voit que toute prémesure réelle est différence de deux pré-
mesures positives. On a évidemment (w*)x = (wg)*, (w™)x = (wg)~ pour
toute partie compacte K de T.

L’espace vectoriel #(T) est ordonné par le céne £, (T). Il est clair qu’'on a
w* = sup (w, 0), w~ = sup (—w, 0); par suite, Z(T) est réticulé et sup (w, w’) =
w+ (W - w)*,inf (w, w) = w —~ (v — w)~. De plus, on a évidemment

(sup (w, @'))x = sup (wx, wk),  (inf (w, "))k = inf (wx, wk),
pour toute partie compacte K de T.

DEFINITION 4, — Soit w une prémesure positive sur 'T. Nous poserons pour toute fonction
Sfe Z.(T)

(1 w'(f) = sup ()" (f)

K parcourant Pensemble des parties compactes de T

Pour chaque ensemble compact K, soit p¥ 'encombrement image de Pen-
combrement (wg)* par I'injection canonique de K dans T'; w* est Penveloppe
supérieure des encombrements p¥, c’est donc un encombrement (n° 1, prop. 1).
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On dit que w* est intégrale supérieure essentielle associée a la prémesure positive w.
On écrit fréquemment f' fdw, f' S(8) dw(z) au lieu de w*(f).

Remarque 1), — Si v et w sont deux prémesures positives, on a (v + w)* = v* + »*
(chap. V, 2° éd., § 1, n° 1, prop. 3). Si v et w sont deux prémesures complexes, on a
o+ w|* < [o]* + [

ProrosiTIiON 2. — a) Soit w une prémesure positive. Pour toute partie compacte K de T,
Pencombrement (w®) g induit par w® sur K est égal & (wy)*. Pour toute fonction fe %, (T),
on a les relations (wy)* (fx) = w*(fox) ¢t

2 w'(f) = sup w"(fiw)-

b) Inversement, soit p un encombrement sur U satisfaisant aux conditions suivantes :
1) Pour toute partie compacte K de T, il existe une mesure positive wg sur K telle que
px = (wg)".
2) Pour toute fonction f € F,. (T),onap(f) = sup p( fox).
K
A J

L’application w: K > wy est alors une prémesure positive sur Ty et on a p = w®.

Démontrons q): soient g € %, (K) et g° le prolongement par zérode g a T'; on
a, d’aprés la définition des encombrements induits, (w*)x(g) = w*(¢°) =
sup (wL)*(£°|L), L parcourant 'ensemble des parties compactes de T, ou seule-

ment I’ensemble de celles qui contiennent K. Mais si I contient K, on a
(wy)*(g°|L) = (wg)*(g) du fait que g°|L est nulle hors de K (chap. V, 2° éd., § 7,
n° 1, prop. 1), ce qui prouve la premiére assertion. On a donc (wg)*(fx)
= (")x(fx) = @*((fx)°) = w*(fox) pour tout fe %, (T), et (2) ne fait que
traduire la formule (1).

Passons & 5): la mesure wy considérée en 1) est unique (chap. V, 2° éd., § 1,
n° 1). Montrons que 'application K — wx est une prémesure: soient K et L deux
parties compactes telles que K < L, et soit A la mesure induite par wy, sur K; tout
revient 2 montrer que A* = (wg)*. Or on a 2* = ((w.)*)x (chap. V, 2° éd., § 7,
n° 1, prop. 1); comme (wp)* = py, ona 2® = (p )k = px = (wg)*.

Notons w la prémesure K — wg; comme py = (wg)® = (w*)g, on a p( fox) =
p{fx) = (@)x(fx) = w*(fox). Les deux encombrements p et w* sont alors
égaux en vertu de la formule (2) et de I'hypothése 2) sur p.

C.Q.F.D.
L’encombrement induit (2°®)x étant égal & (wg)®, il n’y a aucune ambiguité 2
écrire simplement wg. Nous emploierons cette notation dans toute la suite.
CoOROLLAIRE, — Soient v et w deux prémesures positives sur T, telles que v*(L) = w*(L)
pour toute partie compacte L de T ; on a alors v = w. En particulier, la relation v* = w®
entraine v = w.

En effet, soit K un ensemble compact dans T'; on a, pour tout ensemble com-

pact L < K, la relation

we(L) = k(L) = w'(L) = o"(L) = ok(L) = u(L)
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d’apres la prop. 2; on a donc wx = vg (chap. IV, 2° éd., § 4, n° 10, cor. 3 de la
prop. 19), et enfin w = v par la définition des prémesures.

DEFNiTION 5. — S0it 10 une prémesure sur un espace topologique T. On dit que w est une
mesure (vesp. une mesure bornée) si I’encombrement |w|® est localement borné (resp. borné)
(cf. n° 1, déf. 2).

L’ensemble des mesures complexes sur T est évidemment un espace vectoriel
(Remarque 1), qui sera noté #(T; C). L’espace des mesures réelles sera noté
A4 (T; R) ou plus souvent .#(T), et on désignera par .# , (T) le cone des mesures
positives.

Si w est une mesure complexe, sa partie réelle et sa partie imaginaire sont des
mesures réelles. Si w est une mesure réelle, w* et w~ sont des mesures positives.
Toute mesure complexe (resp. réelle) est donc combinaison linéaire (resp.
différence) de mesures positives.

Remarques. — 2) Si T est localement compact, toute prémesure w sur T est une mesure.
En effet, tout x € T admet un voisinage compact K, et on a |w|*(K) = |Jwk| < +o,
de sorte que Pencombrement |w|® est localement borné.

3) Pour toute partie borélienne A de T (en particulier pour A = T), et toute
mesure positive g sur T, le nombre ©®(A) est la borne supérieure des mesures p*(K)
des parties compactes de A. En effet, pour toute partie compacte K de A, on a
uw*(K) < p*(A); d’autre part, si & est I’ensemble des parties compactes de T, on a

w*(A) = sup px(ANK) = sup sup pg(L) < sup (L)
Keg Keg_ Leg Leg
LeAnK Lea

d’apres le cor. 1 du th. 4 du chap. IV, §4, n° 6 (2¢ &d.).

3. Exemples de mesures

Exemple 1. — Mesures sur un espace localement compact

La proposition suivante montre que la théorie de ce chapitre contient celle du
chap. IV. Dans I’énoncé, le mot « mesure » et la notation .#(T'; C) sont pris au
sens des chapitres antérieurs.

PropostrioN 3. — Soit T un espace localement compact, et soit p une mesure sur 'T.
Diésignons par W () Uapplication qui & chaque partic compacte K de ‘T associe la mesure
indutte ux. Alors W () est une prémesure sur T, on a W(|u|) = [W(w)|, et application
lindaire W u> W () est une bijection de Uespace M (T; C) sur Pespace P(T; ) des
prémesures sur T. En outre, si w est positive, on a p* = (W(w))*.

I1 est évident que W(w) est une prémesure (chap. V, 2¢ éd., § 7, n° 2, prop. 4),
et que Papplication W est linéaire. La relation W(p) = 0 signifie que . induit la
mesure 0 sur tout ensemble compact dans T; on a alors u(f) = 0 pour
fe A (T; C), donc p = 0, ce qui prouve que W est injective. Reste & prouver que
W est surjective. Comme toute prémesure est combinaison linéaire de prémesures
positives, il nous suffira de construire, pour toute prémesure positive w, une mesure
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positive w telle que w = W(p). Soit donnée une fonction fe ' (T), et soit L un
ensemble compact contenant le support de f; le nombre wy,( f,) ne dépend pas du
choix de L, d’aprés la définition des mesures induites, et 'on peut donc poser
w(f) = wy(fL); alors p est une forme linéaire positive sur 5°(T), c’est-a-dire une
mesure positive. Vérifions que w = W(u); tout d’abord, la relation p*(f) =
wi( fu) s'étend au cas olr f est une fonction finie semi-continue supérieurement,
positive, nulle hors de L. En effet, soient M un voisinage compact de L, et 5
Pensemble (filtrant décroissant) des fonctions continues sur T, & support contenu
dans M, qui majorent f. On a (chap. IV, 2¢ éd., § 4, n° 4, cor. 2 de la prop. 5)

W) = inf wlh) = inf wylhg) = wi(fi)

et d’autre part wy( fy) = wi{f) puisque fy est nulle dans M = L (chap. V,
20 éd., § 7, n° 1, prop. 1). En particulier, si ’'on prend pour f le prolongement par
0 d’un élément de ", (L), cette formule montre que p;, = wy, d’apres la dé-
finition des mesures induites, et on a donc bien W(p) = w.

Si . est positive, on a

w(f) = sup w(fox) = sup uk(fx) = (W(w))*(/)

pour tout fe F (T) (chap. V, 2° éd., § 1, déf. 1 et § 7, prop. 1). La relation
|[W(r)| = W(|u|) est évidente (chap. IV, 2¢ éd., § 5, n° 7, lemme 3).
C.Q.F.D.

Lorsque T est localement compact, nous identifierons dans toute la suite les espaces
M (T; C) et Z(T; C) au moyen de la bijection W,

Exemple 2. — Mesures & support compact sur un espace topologique.

Lemme 2. — Soient T un espace topologique, L une partie compacte de T, N une mesure
positive sur L. I exisie une mesure positive unique p. sur T, telle que Pon ait, pour toute
Sonction fe Z, (T),

(3) w*(f) = 2*(fu).

Posons en effet p( f) = 2°(f,) pour tout fe & (T), et montrons que les con-
ditions 1) et 2) dela prop. 2, 4) sont vérifiées. La seconde est évidemment vérifiée:
on a en fait p(f) = p(fox) si K contient L. Si K = T est compact, et si
he #(K),ona

px(h) = p(A°) = W (#°|L).
Mais #°| L est le prolongement par 0 de /g ~y, & L: la derniére expression est donc
égale a px(h), ol ug est ’'image de A|(K N L) par Pinjection de K N L dans K
(chap. V, 2° éd., § 6, n° 2, prop. 2et§7,n° 1, prop. 1) et 'on a px = (ux)*. La
condition 1) de la prop. 2, ) est donc aussi vérifide, et Iexistence de u en

résulte aussitot.
C.Q.F.D.
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On dira que p est la mesure sur T définie par A, En particulier, pour tout point x
de T, on peut définir la mesure ¢, ; elle est caractérisée par (¢,)*(f) = f(x) pour
Se Z(T).

Remarques. — 1) Lorsque T est localement compact, w est image de A par Pinjection
de L dans T. Nous verrons au § 2, n° 3, Exemple 1, lorsque les mesures images auront.
été traitées, que cette interprétation vaut encore pour des espaces quelconques.

2) Nous verrons aussi que les mesures définies dans I'Exemple 2 sont les mesures
positives 4 support compact dans T (n° 6, Remargue 2)).

Nous ne considérerons plus désormais que des mesures positives, sauf mention expresse du
contraire. Dans toute la suite de ce paragraphe, T désignera un espace topologique et . une
mesuye positive sur 'T.

De nombreux résultats des n° suivants s’étendent aux prémesures positives.
Cette extension est laissée au lecteur.

4. Ensembles et fonctions localement négligeables

DEFINITION 6. — On dit qu’une fonction f€ F, (resp. une partie A de 'T) est localement
négligeable pour la mesure p. st p*(f) = 0 (resp. u*(A) = 0). On dit que y. est concentrée
sur une partie A de 'T si T — A est localement p-négligeable.

Remarques. — 1) Les notions ainsi définies coincident, lorsque T est localement com-
pact, avec les notions usuelles.

2) Lorsque nous aurons défini les ensembles négligeables, nous verrons que les en-
sembles localement négligeables sont bien ceux dont le germe, en tout point de T, est
un germe d’ensemble négligeable (n° 9, cor. 2 de la prop. 14).

3) Comme aux chap. IV et V, Pexpression «localement presque partout » sera
synonyme de « sauf sur un ensemble localement négligeable ».

4) Si 6 est une mesure complexe, on dira qu’une fonction (resp. une partie de T)
est localement négligeable pour 0 si elle I’est pour la mesure positive |8].
Exemple. — Soient L une partie compacte de T, A une mesure sur L, et u. la mesure sur
T définie par A (n° 3, Exemple 2). La formule (3) entraine aussitdt qu'une fonction
JSe F.(T) est localement p-négligeable si et seulement si f7, est A-négligeable.

Il résulte immédiatement de la formule (1) qu’une fonction fe &, (T) est
localement u-négligeable si et seulement si /i est ug-négligeable pour toute partie
compacte K de T. Les propriétés des ensembles localement négligeables se
raménent donc aussitot & celles des ensembles négligeables dans les espaces com-
pacts, traitées au chap. IV. Voici quelques résultats qui seront utilisés par la suite
sans autre référence.

— Pour qu’une fonction f > 0 soit localement négligeable, il faut et il suffit
que f(#) = 0 localement presque partout (chap. IV, 2¢ éd.,§2,n°3, th. 1). Sif
est une fonction a valeurs dans un espace de Banach, il est donc équivalent de dire
que £ = 0 localement presque partout, ou que p*(|f|) = 0; nous dirons encore
dans ce cas que f est localement négligeable.

— La somme et 'enveloppe supérieure d’une suite de fonctions > 0, locale-
ment négligeables, sont localement négligeables (loc. cit., n° 1, prop. 2).
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— Si fet g sont deux fonctions > 0 égales localement presque partout, on a
v (f) = w*(g) (loc. cit., n° 3, prop. 6).

5. Ensembles et fonctions mesurables

DeErinitioN 7. — On dit qu’une fonction f définie dans T, & valeurs dans un espace
topologique ¥ (séparé ou non) est mesurable pour la mesure u. (ou y-mesurable) si, pour toute
partie compacte K de T, la_fonction fx est ugx-mesurable.

Cela revient a dire qu’il existe, pour tout ensemble compact K, une partition
de K en un ensemble px-négligeable N et une suite (K,) d’ensembles compacts,
tels que la restriction de fa chacun des K, soit continue. Comme il est équivalent
de dire que N est pg-négligeable, ou localement p-négligeable (n° 4), on voit que
S est p-mesurable si et seulement si, pour tout ensemble compact K, il existe une
partition de K en un ensemble localement p-négligeable N et une suite (K,)
d’ensembles compacts telle que fx soit continue pour tout 7. Cette définition est
identique a la déf. 1 du chap. IV, 2° éd., § 5, n° 1, et on retrouve donc la notion
habituelle de fonction mesurable lorsque T est localement compact.

On dit qu’une partie A de T est mesurable si sa fonction caractéristique est
mesurable, Si A est p-mesurable, et sip®(A) < +c0, ce nombre est notésimplement
«(A) et appelé la mesure de A. On écrit de méme w(f) pour p*(f) si f est p-
mesurable 2 0 et si p*(f) < +o0.

Si 6 est une mesure complexe sur T, on dit qu'une fonction f (resp. une partie de
T) est 6-mesurable si elle est mesurable pour la mesure positive |8]. Les résultats ci-
dessous s’étendent aux mesures complexes.
Exemple. — Soient L une partie compacte de T, A une mesure sur L et u la mesure sur
T définie par A (n° 3, Exemple 2). Une fonction f définie dans T est p-mesurable si et
seulement si f;, est A-mesurable. En effet, cette condition est évidemment nécessaire.
Inversement, si elle est vérifie, il existe une partition de L en un ensemble X-
négligeable N et une suite (L,) d’ensembles compacts, tels que f;,, soit continue pour
tout n. Si K est une partie compacte de T, l'ensemble K = J (KN L,) a une

n
intersection avec L qui est A-négligeable, donc cet ensemble est u-négligeable d’apreés
la formule (3) du n° 3, et la restriction de f & K N L, est continue pour tout z.

La déf. 7 permet d’étendre, sans nouvelle démonstration, nombre de ré-
sultats sur les fonctions mesurables au cas des espaces non localement compacts.
En voici quelques-uns, que nous utiliserons par la suite sans autre référence: les
ensembles ouverts, les ensembles fermés de T sont p-mesurables; les ensembles
u-mesurables forment une tribu (chap. IV, 2° éd., § 5, n° 4, cor. 2 du th. 2), qui
contient les ensembles boréliens de T (loc. ¢it., cor. 3), et les ensembles sousliniens
(chap. IV, §5, n° 1, cor. 2 de la prop. 3)™®. Les opérations algébriques usuelles sur
les fonctions numeériques préservent la mesurabilité (chap. IV, 2° éd., § 5, n° 3),
ainsi que les opérations de passage a la limite dénombrable (loc. cit., n° 4, th, 2 et
cor. 1). La propriété suivante mérite une mention plus explicite:

1. La démonstration de ce corollaire est valable sans modification pour les ensembles sousliniens dans
un espace localement compact non métrisable (Top. gén., chap. IX, 3° éd., § 6, n° 9, th. 5).



n° 1.6. PREMESURES ET MESURES SUR UN ESPACE TOPOLOGIQUE 15

ProposiTiON 4. — Soient fune fonction positive et (g,), 1 une suite de fonctions positives
w-mesurables sur 'T. 87 lon pose g = z gns 0N 4

nzl

(4) w(f2) = > uw(fzw)-

nzl

Posons %, Z g pour tout # > 1. Pour toute partie compacte K de T, on a

n

Z ((fg)x)

d’apreés la prop. 2 du chap. V, 2° éd., § I, n° | appliquée a I’espace compact K.
Passant a la limite selon I’ensemble filtrant croissant des parties compactes de T,
on obtient

SRR

Or fg est la limite de la suite croissante (f%,),51, d’'olt u*(fg) = Lm p*(fk,);la
formule précédente entraine alors immédiatement (4). noe

COROLLAIRE. — Soit (A,) une suite de parties mesurables deux & deux dijointes, de
réunion A, Pour toute partie B de T, on a

#(ANB) = 3 u'(A, N B)

et en particulier
= 2 u'(A,)

Parmi les propriétés des fonctions ou ensembles mesurables qui s’étendent
comme ci-dessus aux espaces séparés, citons aussi la prop. 12 du chap. IV, 2¢
éd., § 5, n° 8 (familles p-denses d’ensembles compacts). Ainsi, une fonction f a
valeurs dans un espace topologique (séparé ou non) est u-mesurable si et seule-
ment si Pensemble des parties compactes K de T, telles que fx soit continue, est
w-dense (loc. cit., n° 10, prop. 15).

6. Familles filtrantes; support d’'une mesure

ProrositioN 5. — a) Soit H un ensemble filtrant croissant de fonctions = 0, semi-
continues inférieurement dans toute partie compacte de 'T'. On a alors

(3) w*(sup £) = sup p*(k).
heH heH
b) Soit H un ensemble filtrant décroissant de fonctions 2 0, semi-continues supérieure-
ment dans tout compact de T. S°1l existe dans H une fonction hy telle que u*(hy) < +c0,0na
*(inf A) = inf p*(h).
(6) wh(inf £) = inf u’(k)

2—s.
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Nous avons en effet, pour tout ensemble compact K = T

w(sup hex) = ux(sup Ax) = sup ux(kx) = sup u*(kog)
heH heH heH heH

dans le cas a) et

i

w*(inf hox) = px(inf fg)
neH neH

inf k() = inf u*(hex)
heH theH

dans le cas b) d’aprés la prop. 2 du n° 2, et la prop. 8 du chap. V, 2¢ éd,, § 1,
n°2. Le casa) s’en déduit aussitdt, par passage ala borne supérieure parrapporta K
(n° 2, prop. 2). Pour traiter le cas 4), désignons par ¢ un nombre > 0, et choisissons
I’ensemble compact K tel que 'on ait u*{hy0x) > 1*(%,) — . Nous avons alors
(n® 5, prop. 4) v*(hyorx) < ¢; pour toute fonction s € H majorée par %;, on a
donc p*(hepx) < e, et finalement p®(hog) > w*(h) — ¢ d’aprés la prop. 4 du n? 3.
Par conséquent, on a

of p*lhex) > inf p*(h) — e

eH heH

R<ho n<ho

w'(inf B) > u*(inf hog) =

heH heH
Par conséquent, le premier membre de (6) majore le second; I'inégalité inverse
étant évidente, la proposition est établie.

CoRrOLLAIRE. — a) Soit (U,)qe1 une famille filtrante croissante de parties ouvertes de T,
de réunion U, On a p*(U) = sup p*(U,).
oel

b) Soit (F,)yer une famille filtrante décroissante de parties fermées de T, d’intersection F.

S°il existe o € 1 tel que u*(F,) soit fini, on a p*(F) = inf u*(F,).
ael

D’aprés le cor. précédent, il existe un plus grand ouvert localement négligea-

ble; ceci justifie la définition suivante:

DEFINITION 8. — On appelle support d’une mesure w. sur T le complémentaire du plus
grand ensemble ouvert localement y-négligeable de 'T.

Le support de u est désigné par la notation Supp(u).

Remarques. — 1) Si p. est une mesure complexe, on appelle support de u le support de
la mesure positive |@|; c’est encore le complémentaire du plus grand ensemble ouvert

localement p-négligeable.
2) Montrons que les mesures introduites dans I’Exemple 2 du n° 3 sont les mesures

4 support compact dans T. Soit u une mesure positive sur T dont le support est un en-
semble compact K, et soit v la mesure définie par yx (au sens du n® 3). Soit fe F, (T);
on a

v(f) = ur(fx)  (0°3, formule (3)).
L’encombrement w® étant concentré sur K, on a aussi

w(f) = ufox) = w* (%)% = ur(fx)
d’oli u® = v*, et enfin u. = v. Inversement, si K est un ensemble compact dans T et A

une mesure sur K, et si y est la mesure sur T définie par ), on a p*(§K) = 0 (n° 3,
formule (3)); par suite, le support de @ est contenu dans K, donc est compact.
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7. Enveloppes supérieures et sommes de mesures

ProrosiTioN 6, — Soit (Ay)yea une famille filirante croissante de mesures sur T, et soit
p = sup Ay. Pour que la famille (A,) soit majorée dans M (T), il faut et il suffit que
<3

Pencombrement p soit localement borné. La famille (A,) admet alors une borne supérieure )
dans M(T), et on a X* = p. Pour tout ensemble compact K, la mesure rx est la borne
supérieure des mesures (M) g dans A (K).

Sila famille (2,) est majorée dans 4 (T), p est évidemment localement borné.
Inversement, supposons p localement borné, et montrons qu’il satisfait aux con-
ditions 1) et 2) de la prop. 2, 5) dun® 2. Pour 2), cela résulte des égalités suivantes:

p(f) = sup a(f) = Sup sup 2(fox) = sup sup A(fox) = sgpﬁ(fcpx)-

D’autre part, soit K un ensemble compact; 'encombrement py est égal &
I'enveloppe supérieure des encombrements (A})k, et il est borné puisque p est
localement borné. Les mesures (,)x admettent donc une borne supérieure Ag
dans 4 (K), et on a A = px (chap. V, 2° éd., § 1, n° 4, prop. 11). La condition
1) de la prop. 2, ) du n° 2 est donc satisfaite, et il existe donc une mesure Asur T
telle que A* = p; il est clair que A est la borne supérieure des mesures A,.

DEFINITION 9. — S0it (1)1 une famille de mesures sur T Soit A Pensemble des parties
Sfinies de 1 pour tout « € A, soit hy, = Z wi. St la famille (2,) admet dans M (T) une
ieo

borne supérieure w, on dit que la famille (w;) est sommabie, que v. est la somme de la_famille
(1), et on éerit p = > .
iel

Cette définition étend la déf. du chap. V, 2° éd., §2, n° 1.

ProrositioN 7. — Pour que la_famille (1)1 soit sommable, il faut et il suffit que Pen-

combrement p = Z wuy soit localement borné, et ’on a dans ce cas p = p.°. Pour toute partie
iel

compacte K de T, la famille ((u)x)ier 65t alors sommable dans M (K), et Pon a py =
Z ()x

iel
Les notations étant celles de la déf. 9, ona 2} = > u! pour toute partie finie «
iew

de A (n® 2, Remarque 1). L’énoncé est alors une conséquence immeédiate de la
prop. 6.

La relation py = z (w)x et la prop. 2 du chap. V, 2¢ éd., §2, n° 2 nous
iel
donnent le résultat suivant:
ProrosiTiON 8. — Soit u la somme d’une famille sommable (y,); o1 de mesures sur T. Pour
qu’une application f de T dans un espace topologique ¥ (séparé ou non) soit p-mesurable, il
Saut et il suffit que f soit pi-mesurable pour tout i e 1.
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8. Concassages

DeriNitioN 10. — On appelle concassage de T pour u, ou p-concassage, une famille
localement dénombrable (K.,), c a de parties compactes de T deux & deus disjointes, telles que
Pensemble N = T = | J K, soit localement p.-négligeable.

a€A

ProposiTioN 9. — a) 1l existe un concassage (K)oea de T pour p.

b) Soit (K,)pea un concassage de U pour p. St u, est la mesure sur U définie par ug,
(n° 3, Exemple 2), la famille (1) e a est sommable, sa somme est égale & ., et on a pour
toute fonction fe %, (T) la relation

™) w'(f) = gA pa(f) = o;A i, (fx,) -

Pour qu’une application g de T dans un espace topologique G (séparé ou non) soit u-mesurable,
il faut et il suffit que gk, Soit ux ~mesurable pour tout o« € A.

A) Existence d’un concassage:

La démonstration répéte celle de la prop. 14 du chap. IV, 2° éd., § 5, n° 9,
a de légéres modification prés, Soit & I'ensemble des parties compactes K de T
telles que Supp (ux) = K, et soit # ’ensemble (ordonné par inclusion) des parties
2 de & formées d’ensembles deux a deux disjoints. Montrons d’abord que tout
élément & de 5 est localement dénombrable. Soient x un point de T, et V un voisinage
ouvert de x tel que p*(V) < 00; soit @y 'ensemble des K € & qui rencontrent V.
Si (K;)1 <1< €5t une suite finie d’éléments distincts de 2y, on a d’apres le cor. de
la prop. 4

2,8 (K V) =V 0 [ K)) < p(V),
puisque les K; sont deux a deux disjoints. On a donc

z ' (KNV) < +e0.
Kegy
Oronap’ (K NV) = ux(KNYV) > 0pourtout K € &, car K N Vest non vide,
ouvert dans K, et le support de py est K tout entier; @y est donc dénombrable, et
¢ est bien localement dénombrable. Il est immédiat que # est inductif, et non
vide (on a @ € #). Soit donc $ un élément maximal de 5. Nous allons montrer
que Pensemble N = T = | K est localement négligeable. D’aprés la prop. 2, il

Kep
suffit de vérifier que p* (N N L) = 0 pour tout ensemble compact L, ou encore

que pi(NNL) =0. Nous raisonnerons par l’absurde. Supposons donc
(NN L) > 0. L’ensemble des K € $ qui rencontrent L étant dénombrable,
N N L est y;-mesurable; il existe donc un ensemble compact J contenu dans
N N L, tel que p1.(J) > 0. Soit S le support de la mesure non nulle (u1,); = @3
il est contenu dans N, la mesure pg n’est pas nulle, et on a Supp (ug) = S

> Nous verrons plus loin (§ 2, n° 2) que y, est la mesure ¢g - L.
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(chap. IV, 2¢ &d., § 5, n° 7, lemme 2). L’ensemble $ U {S} appartient donc a 57,
en contradiction avec le caractére maximal de §. Ceci prouve I'existence d’un
concassage.

B) Démonstration de (7):

Pour tout « € A, on a ug(f) = pg, (fx,) = " (fox,) d’aprés la formule (3) du
n° 3 et la prop. 2, a) du n°®2; ces formules montrent que I’encombrement

Z 1y est majoré par u*, donc que la famille (,)qe 4 €5t sommable (n° 7, prop. 7).
aeA

11 suffit donc de montrer que 'on a p = z Uy, Cest-a-dire d’établir la formule
oEA

(8) ux = QZA ()i

pour toute partie compacte K de T. Or, K étant fixée, ’ensemble A’ desx € A
tels que K_ rencontre K est dénombrable. Soit ge# . (K); on a g° =

Lox+ z gocpKa, et g%k, = 0 pouraeA —A’; d’apres la prop. 4 dun® 5, on

adoncp. z w*(g%x,), d’olt

uk(g) = u'(g%) = uZA (&) = > walg Z (k) %(8) 3

acA AEA
on a ainsi établi (8).
C) Mesurabilité:

Pour qu’une fonction g définie dans T soit p-mesurable, il faut et il suffit
qu’elle soit p,~-mesurable pour tout « € A (n° 7, prop. 8) ; mais cela revient a dire
que g, est ux -mesurable pour tout « € A (n° 5, Exemple). C.Q.F.D.

Comme dans la prop. 14 du chap. IV, 2° éd., § 5, n° 9, on peut assujettir les
compacts K, a appartenir & un ensemble y-dense de parties compactes de T,
donné a I’avance. Nous aurons seulement besoin du résultat suivant, que nous
établirons directement.

ProposiTioN 10. — 87 g est une application p-mesurable & valeurs dans un espace topolo-
gique G (séparé ou non), il existe un p~concassage (Ly)gen de T tel que les restrictions gy,
sotent continues pour tout B € B.

Considérons un concassage (K,)yca de T pour p. L’application g étant
mesurable, il existe pour chaque « € A une partition de K, en une suite (K,,)
d’ensembles compacts et un ensemble localement négligeable N,, tels que la
restriction de g a chacun des ensembles K, soit continue. La famille (K)o, nyeaxn
est alors le concassage cherché. Elle est en effet localement dénombrable, et
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Pensemble N = N U (U N,) est localement négligeable, car un ensemble com-
o

pact rencontre au plus une infinité dénombrable d’ensembles N,,.

ScHOLIE, — Soit (K )yea un concassage de T, et soit N = T = | K,. Nous

désignerons par T’ I’espace localement compact obtenu en munissant T de la
topologie somme des topologies des sous-espaces K, et d’une topologie localement
compacte quelconque sur N (sauf mention du contraire, nous munirons toujours
N de la topologie discréte). Pour chaque o € A, soit 7, 'injection canonique de K,
dans T", et soit y, la mesure sur T’, image de ug, par ¢,. La famille (u,) est
sommable: en effet, si f est une fonction continue a support compact dans T,
Supp(f) ne rencontre K, que pour un nombre fini d’indices «. Nous poserons

u o= z vee L'ensemble N étant localement négligeable pour p’, puisqu’il Pest
ceA
pour chaque pg (prop. 9), la famille (K,),ca est un p'-concassage de T'; or la

mesure induite par u’ sur K, est évidemment ug et la formule (7), appliquée a p.
et & u', montre que p' = u'*. De méme, la derni¢re assertion de 1’énoncé,
appliquée a . et a p’, montre que les applications mesurables sont les mémes pour les
deux mesures p. et W',

Ces deux propriétés permettent de ramener presque toute la théorie de
I'intégration par rapport a p a la théorie faite sur les espaces localement com-
pacts. Ces considérations seront développées au n° 10.

Voici une autre application de la notion de concassage:

ProrositionN 11. — Soit X une partie p-mesurable de 'T. 1l existe une famille localement
dénombrable (Ly,), < o de parties compactes de X, deux & deux disjointes, telle que X = () L,

weA
soit localement p-négligeable. Si, de plus, X est réunion d’une suite (X,) d’ensembles

mesurables tels que p*(X,) < 40, Pensemble B des e A tels que p*(L,) # 0 est

dénombrable, et X = \) Ly est localement u-négligeable.
BeB

Soit f la fonction caractéristique de X, et soit (K,)yca un concassage de T tel
que la restriction de f a chacun des K, soit continue (prop. 10). L’ensemble
L, = K, N Xest alors compact pour tout & € A, et (L) e 2 est la famille cherchée,
Passons 4 la seconde assertion; les ensembles mesurables X, peuvent évidemment
étre supposés disjoints, et il suffit d’établir ’énoncé pour chacun d’eux. Autre-
ment dit, quitte & changer de notation, nous pouvons supposer p.*(X) < +00.L’en-
semble B des « € A tels que p*(L,) > O est alors dénombrable, et il nous reste

seulement a prouver que I'ensemble N = | J L, est localement négligeable.
xeA—B

Mais soit K un ensemble compact; la famille (L,) . étant localement dé-
nombrable, ensemble K N N est réunion d’une sous-famille dénombrable de la
famille (K N L,)yea—5, et cet ensemble est donc localement négligeable. Il en
est alors de méme de N (n° 2, prop. 2) et la proposition est établie.
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9. Intégrale supérieure

Derinttion 11.— Pour toute fonction fe F,(T), on appelle intégrale supérieure de f
(par rapport & la mesure ) le nombre positif fini ou infini

9) w*(f) = infu*(e)
ot g parcourt Pensemble des fonctions semi-continues inférieurement qui magorent f.

On utilise aussi les notations f *F(t) dut) et f * fdy. Lorsque T est localement
compact, cette définition coincide avec la définition usuelle (chap. V, 2¢ é&d.,
§1, n° 1, prop. 4). On a évidemment p*(f) < p*(f), avec égalité si f est semi-
continue inférieurement. Si A est une partie de T, on écrit u*(A) au lieu de
w¥(¢,), et ce nombre est appelé la mesure extérieure de A. Les ensembles mesurables
de mesure extérieure finie sont appelés ensembles intégrables, comme dans le cas des
espaces localement compacts.

Une fonction £ 4 valeurs dans un espace de Banach ou dans R telle que
w*(|£]) = O est dite négligeable; un ensemble A < T est dit négligeable si ¢, est
négligeable, c’est-a-dire si on a u*(A) = 0. On introduit ’expression presque
partout comme au chap. IV, 2° éd., § 2, n° 3.

ProvpositionN 12. — La fonction pu* est un encombrement sur 'T.

Les propriétés a), b), ¢) de la déf. 1 du n° 1 sont évidentes. La démonstration
de la propriété d) est identique a celle du th. 3 du chap. IV, 2° ¢éd., § 1, n° 3,
compte tenu des prop. 4 et 5, a).
COROLLAIRE. — Une fonction £, & valeurs dans un espace de Banach ou dans R, est
négligeable si et seulement si £(t) = O presque partout.

On se raméne immédiatement au cas d’une fonction positive. La démonstra-
tion est alors identique a celle du th. 1 du chap. IV, 2° éd., § 2, n° 3.

ProrositioN 13. — Pour toute partie A de T, u*(A) est la borne inférieure des mesures
extérieures des ensembles ouverts contenant A.

La démonstration est identique a celle de la prop. 19 du chap. IV, 2¢ &d.,
§1,n°4.

DeriNtTioN 12. — Soit £ une fonction définie dans T, & valeurs dans un espace de Banach

ou dans R. On dit que £ est modérée pour la mesure ., ou y-modérée, si £ est nulle dans le

complémentaire d’une réunion dénombrable d’ouverts intégrables. On dit qu'une partie A de

T est modérée si la fonction ¢, est modérée. On dit que la mesure p. est modérée si la _fonction
1 est p-modérée. :

Par exemple, 'encombrement .* étant localement borné, toute partie compacte K

de T est contenue dans un ensemble ouvert V tel que w*(V) < +c0; une fonction nulle

hors d’un ensemble compact est donc modérée. Une fonction négligeable est modérée.
Les remarques qui suivent la déf. 2 du chap. V, 2¢ éd., § 1, n° 2 s’étendent aussitot
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4 la présente situation. En particulier, la somme d’une suite de fonctions positives
modérées est modérée.

Remarques. — 1) Sur un espace de Lindelof T (Top. Gén., chap. IX, 3° édit., Appen-
dice I, déf. 1), et en particulier sur un espace souslinien, toute mesure est modérée.
Les ouverts de mesure finie forment en effet un recouvrement de T, dont on peut
extraire un recouvrement dénombrable de T.

2) On prendra garde que ’existence d’une suite d’ensembles boréliens de mesure
finie pour u, de réunion T, n’entraine pas nécessairement ’existence d’une suite
d’ensembles ouverts de mesure finie, de réunion T (autrement dit, n’entraine pas que .
est modérée). Voir 'exerc. 8.

ProrositioN 14. — Soit fe Z, (T). St f est y-modérée, on a w*(f) = u*(f); si f
n’est pas p-modérée, on a p*(f) = +co.

Sip*(f) < +o0, il existe une fonction semi-continue inférieurement g > f'telle
que p*(g) < +oo. Pour tout 7 € N, soit G, ’ensemble des t € T tels que g(¢) > 1/n;
Pensemble G, est ouvert, on a u*(G,) < ap’(g) < +0, et fest nulle hors de la
réunion des G, : la fonction f est donc modérée.

Montrons ensuite que p* et p.*® ont méme valeur pour les fonctions modérées.
Comme p* et p® sont des encombrements, il suffit d’établir la relation p*( f) =
v (f) lorsque f est une fonction positive, majorée par une constante M, et nulle
hors d’un ensemble ouvert G de mesure finie, ce que nous allons faire a présent.

La mesure p est la borne supérieure, dans #(T), d’'une famille filtrante
croissante (u;);.; de mesures a support compact: cela résulte aussitét de la prop. 9
du n° 8. Soit g une fonction semi-continue inférieurement dans T, comprise entre
f et la fonction semi-continue inférieurement Meg. Posons v, = 1 — y,;; on a
p® = pi + v (n° 2, Remarque 1) et par conséquent

p'(g) — w'(f) = (wi(g) — w(N) + (g = ()
< (W(8) — W) + vi(Mog).

On a v;(Mgg) = u*(Mog) — ui(Meg) et u*(Meg) = sup p}(Mog) (n° 7,
prop. 6); le nombre v;(Mgg) peut donc étre rendu arbitrairement petit par
un choix convenable de ¢. Tout revient donc & montrer qu’on peut trouver, quels
que soient le nombre ¢ > 0 et I'indice 7 € I, une fonction semi-continue inférieu-
rement g comprise entre f et Mog, telle que uf(g) — wf(f) < ¢. Or soit L le
support compact de la mesure y,, et soit A la mesure (y;);; puisque y, est concen-
trée sur L, on a uj(h) = pi(key) = A°(h) pour toute fonction e Z, (T) (n°1,
lemme 1 et n° 2, prop. 2); on a donc

vi(8) — W) = 2(en) — »*(fu)-

Mais L est compact; on a donc A®* = X*, et il existe par conséquent une
fonction semi-continue inférieurement % définie dans L, majorant f;, et telle
que A*(A) < A*(f) + ¢ L’ensemble L étant fermé dans T, la fonction £ égale a
hdansL,eta+oodans T = L, est semi-continue inférieurement dans T et majore
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S, et on a A°(k) = A°(h) < A°(fy) + ¢. Il ne reste plus qu'a poser g =
inf (k, Mog): g est semi-continue inférieurement, majore f, et on a

wi(e) < wi(k) = 2(k) < W(f) +¢=w(f) +o

COROLLAIRE 1. — Pour qu'une fonction soit négligeable, il faut et il suffit quelle soit
localement négligeable et modérée.

COROLLAIRE 2. ~- Pour qu’une fonction f soit localement négligeable, il faut et il suffit que
tout x € T posséde un voisinage V tel que foy soit négligeable.

En effet, si cette propriété est satisfaite, for est négligeable pour tout ensemble
compact K, et f est donc localement négligeable (n° 2, prop. 2). Inversement,
supposons que f soit localement négligeable, et soit x un point de T'; il admet un
voisinage ouvert V de mesure finie. La fonction fo est alors localement négligea-
ble et modérée, donc négligeable.

CoROLLAIRE 3. — Soit £ une fonction modérée définie dans T, Il existe une suite (K,)) de
parties compactes deux & deux disjointes, et un ensemble négligeable H, tels que £ =

fog + Z fox,.

En effet, soit G un ensemble, réunion dénombrable d’ouverts intégrables tels
que f soit nulle hors de G; alors G est réunion d’une suite (K,) d’ensembles com-
pacts disjoints deux a deux, et d’un ensemble localement négligeable H (n° 8,
prop. 11); mais H est modéré, donc négligeable.

CoOROLLAIRE 4. — Soient . et v deux mesures sur T telles que u* = v*, on a alorsyp = v.

En effet, I'égalité u* = v* entraine u*(f) = v*(f) pour toute fonction positive
J, modérée pour . et v, donc pour toute fonction positive a support compact. On
en déduit p* = v* (n° 2, prop. 2), puis g = v (n° 2, cor. de la prop. 2).

COROLLAIRE 5. — 7 w est une mesure modérée sur ‘T, il existe une suite (u,),on de
mesures & support compact telle que u = z e

neN
Par hypothése, la fonction constante 1 est u-modérée. Appliquons le cor. 3 au

cas f = 1; il existe donc une suite (K,),<y de parties compactes de T deux & deux
digjointes telle que 1 = > o, u-presque partout. Soit y, la mesure définie par

neN
la mesure pg, sur K, (n° 3, Exemple 2). On sait (n® 6, Remarque 2) que p, est &

support compact, et que I'on a un(f) = w*(fox,) pour fe Z, (T). Or fest égale
4 > fox, u-presque partout, d’olt p*(f) = ZN w*(fox,) = > us(f). On en
ne neN

neN

déduit p = > w, (n°7, prop. 7).

neN
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10. Théorie de Pintégration

DeérNiTioN 13, — Soit p € (1, +00(; on désigne par 2T, u) (vesp. Lo(T, u) si F est
un espace de Banach) Pensemble des applications £ de T dans R (vesp. dans F), y-mesurables
et telles que p*(|£]7) < +co. On désigne par LP(T, u) (resp. LH(T, w)) Vensemble des
¢léments u-modérés de P(T, u) (resp. Lu(T, w)).

On posera N,(f) = (u*(|£]))?, N,(f) = (w*(|£]?))¥». On désigne par
N (f) la borne inférieure des nombres £ > 0 tels que |f| < £ localement p-
presque partout; si N (f) < 400, on dit que f est essentiellement bornée. L’en-
semble des applications mesurables et essentiellement bornées de T dans R (resp.
dans F) est désigné par Z=(T, u) (resp L (T, 1)). Les éléments de PL(T, w)
(resp. Zi(T, u)) sont appelés fonctions essentiellement intégrables (resp. fonc-
tions intégrables) a valeurs dans F.

Si p est une mesure complexe, on posera

PE(T,u) = ZE(T, |u|]) et ZLB(T,n) = LT, |u|).

Les notations ci-dessus sont fréquemment abrégées en Z2(u), L5 ou L*(u),
#?, si cela ne préte pas a confusion.

Nous avons vu au n° 8 (Scholie) que I’on peut construire un espace localement
compact T’, ayant méme ensemble sous-jacent que T et une topologie plus fine
que celle de T, et munir T’ d’une mesure p/, telle que les fonctions u-mesurables
et les fonctions p'-mesurables soient les mémes et que les intégrales supérieures
essentielles des fonctions positives pour w et p’ soient égales. Il en résulte que les
ensembles Zp(u) et Lp(w’) sont identiques pour 1 < p < +0.® Cela entraine
aussi sans nouvelle démonstration que Z5 est un espace vectoriel, et que la
fonction N, est une semi-norme sur Zg(p), pour laquelle cet espace est complet.

Soit fun élémentde Z5 (1 < p < 0);commeon a p*(|f]”) = w'*(|f]7) < +oo,
la prop. 7 du chap. V, 2° éd., § 1, n° 2 entraine que f est nulle hors de la
réunion d’une suite de parties compactes de T” et d’un ensemble localement
w'-négligeable; ce dernier ensemble étant localement p-négligeable, et tout en-
semble compact de T’ étant compact dans T, on en déduit que f est égalelocale-
ment p-presque partout & une fonction y-modérée. Désignons par Ay (resp. A x)
Pespace des fonctions localement p-négligeables (resp. w-négligeables); nous
avons donc Zh = So + Np et Np = Lo Np (n® 9, cor. 1 de la prop. 14).
L’espace Pr| A ¢ s'identifie donc canoniquement 3 Z5/A p, et on vérifieimmédia-
tement que cette identification préserve la norme; cet espace quotient est noté
Li(w). On peut Pinterpréter comme l’espace normé associé a chacun des espaces
semi-normés Zp(u) ou La(w); Ly étant complet, il en est de méme de LE et de
Zs.

1. On notera que 'espace Z%(u) est contenu dans LE(w’), mais qu’il en est distinct en général.
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L’ensemble des fonctions £ a valeurs dans F, continues a support compact sur
T’, est dense dans Zp(w') = Pa(w) (chap. IV, 2¢ &dit., § 3, n° 4, déf. 2). Re-
prenons les notations du Scholie du n° 8. Une partie compacte de T’ ne rencontrant
qu’un nombre fini d’ensembles compacts K, toute fonction f continue 2 support
compact sur T” s’écrit comme une somme

f=>1f,+¢g

aeA
ou f, est, pour tout ¢, le prolongement par 0 d’une fonction continue sur K, olt

f, = 0 sauf pour un nombre fini d’indices, et ol g est localement p-négligeable.
Nous avons donc le résultat suivant:

Proposition 15. — L’ensemble des fonctions £ & valeurs dans F, telles que Supp (£) soit

compact, et que la restriction de £ & Supp(£) soit continue, est dense dans L (u) et dans
Zr(w), pour 1 < p < + oo,

On notera que ces fonctions ne sont pas des fonctions continues dans T & support
compact.

Passons a la définition de I'intégrale.

Proposttion 16. — IU existe une application linfaire continue et une seule £ ff du, de
Pespace P(w) dans F, qui posséde la propriété suivante :

St £ est de la forme t— g(t)a, avec a €V, et ot g est une fonction positive, finie, u-
mesurable et telle que p*(g) < +oo, on a J' fdu = p*(g).a.

En effet, les espaces semi-normés ZL(p) et PL(u’) sont identiques. Comme
pt = w'*, lapplication fi— ff dy' satisfait & I'énoncé. D’autre part, ’ensemble
des fonctions de la forme f = g.a considérées dans 1’énoncé est total dans
PL(y) (chap. IV, 2¢ éd., § 3, n° 5, prop. 10), d’olr Punicité.

On dit que ff du. est Uintégrale de £ par rapport & . et on note aussi ce vecteur p.(£) ou
f £(2)du(?).

Comme f fdu = f fdu' pour toute fonction essentiellement intégrable £ a
valeurs dans F, toute la théorie de P'intégrale essentielle s’étend aux mesures sur
les espaces séparés sans nouvelle démonstration; on en déduit les résultats relatifs
a lintégrale ordinaire en se restreignant aux fonctions modérées. Citons en
particulier les résultats suivants:

—le th. 3 du chap. IV, 2¢ éd., § 3, n° 4, son extension & 25, et ses deux
corollaires.

— Le th. 4 du chap. IV, 2° éd., § 3, n° 5 (composition avec une application
linéaire continue) et ses corollaires; les prop. 9, 11 et 12 de ce méme
numéro.
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— Tous les résultats du chap. IV, 2° éd., § 3, n° 6, relatifs & la structure
d’espace vectoriel ordonné de L~P,

— Tous les résultats du chap. IV, 2° éd., § 3, n° 7 et en particulier le théoréme
de Lebesgue.

— Tous les résultats du chap. IV, 2° éd., § 3, n° 8, sur les relations entre les
espaces L.

— Le théoréme 2 du chap. IV, 2° éd., §4, n° 3 (énoncé du théoréme de
Lebesgue propre a L}).

— L’inégalité de Holder (chap. IV, 2° éd., § 6, n° 4, th. 2) et ses corollaires.

— Les relations entre les espaces Ly établies au chap. IV, 2¢ éd., § 6, n° 5.

— Les résultats sur la dualité des espaces L? établis au chap. V, 2° éd., § 5,
n° 8.

— Le théoreme de Dunford-Pettis (chap. VI, § 2, n° 5, th. 1), ses corollaires 1
et 2, et la prop. 10 du chap. VI, §2, n° 6 (dual de L}).

§ 2. Opérations sur les mesures

Comme dans le paragraphe précédent, 'U désigne un espace topologique séparé, et . une
mesure sur 'T. On rappelle que toutes les mesures sont supposées positives, sauf mention du
contraire.

1. Mesure induite sur un sous-espace mesurable

Soit X une partie de T, et soit v la restriction de 'application w: K+ ux a
Pensemble des parties compactes de X il est clair que v est une prémesure sur X.
D’autre part, soient x€ X et V un voisinage ouvert de x dans T tel que
uw'(V)< +oo;0na

WEXNV)= sup p'K) <p(V) <+

K compact
KcXnV

d’aprés la Remarque 3 du § 1, n° 2, de sorte que v est une mesure.

Lorsque X n’est pas p-mesurable, les encombrements v® et (41*)x ne sont pas néces-
sairement égaux et la mesure v ne présente pas d’intérét.

DermniTioN 1. — Soit X une partie u-mesurable de T. On appelle mesure induite par p. sur
le sous-espace X, et on note ux ou w|X, la restriction de w2 K > ux d Pensemble des parties
compactes de X.

ProrositioN 1. — Soit X une partie p-mesurable de T. L'encombrement (ux)® est égal
a Uencombrement (u.°)x induit par p* sur X (§ 1, n° 1). Autrement dit, on a (ux)*(g) =
n*(g%) pour toute fonction g € F, (X).

Soient fe Z#, (X) et f° le prolongement par 0 de fa T. On a (u*)x(f) =
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w'(f°) = sup u*(f°y), L parcourant I’ensemble des parties compactes de T
L
(81, n® 2, prop. 2); de méme, on a (ux)"(f) = sup uk(fx) = sup u*(/ ¢x), K

parcourant I’ensemble des parties compactes de X. Tout revient donc & montrer
que u*(f%;) = sup n*(f%k) pour tout compact L de T, K parcourant I’en-
K

semble des compacts de L N X. Or soit (K,) une suite croissante d’ensembles
compacts contenus dans L N X, telle que (L N X) = |J K, soit localement
n

w-négligeable (§ 1, n° 8, prop. 11); /0 étant nulle hors de X, f¢,, est nulle hors de
L NnX, et donc égale localement presque partout a l'enveloppe supérieure
de la suite (f%¢g,). Cela entraine p*(f%).) = sup u*(f ¢x,), d’ol le résultat
cherché. "
Remarques. — 1) La relation (ux)® = (u®*)x permet d’utiliser sans ambiguité la nota-
tion p%; nous le ferons dans toute la suite. La prop. 1 précédente et la prop. 2du§ 1,
n° 2 montrent que les mesures notées yx jusqu’a présent, pour K compact, sont bien
des mesures induites au sens de la déf. 1. De méme, si T est localement compact, et si
X est un sous-espace localement compact de T, la prop. 1 ci-dessus et la prop. 1 du
chap. V, 2° éd., § 7, n° 1 montrent que la déf. 1 coincide avec celle du chap. IV,
2¢ ¢d., § 5, n° 7.
2) Ladéf. 1 s’étend au cas our . est une mesure complexe sur T. Pour montrer dans
ce cas que la prémesure ux est une mesure, il suffit de remarquer que |px| = |u|x
pour tout compact K de X (§ 1, n° 2).

D’aprés la prop. 1, une partie Y de X est px-mesurable (resp. localement

px-négligeable) si et seulement si elle est p-mesurable (resp. localement p-négli-
geable). Si Y est uy-mesurable, et donc p-mesurable, les mesures induites (ux)y
et py sont évidemment égales en vertu de la prop. 1 (« transitivité des mesures
induites »).
Remarque 3). — Soit X une partie p-mesurable de T. D’aprés la prop. 10 du § 1,
n° 8, appliquée a g = ¢y il existe un concassage (K,)yca de T tel que 'on ait
K, = X ou K, = (X pour tout « € A. Si ’on modifie la topologie de T suivant
le procédé du scholie du § 1, n° 8, I’espace X' obtenu en munissant X de la
topologie induite par T” est localement compact, et 'on sait associer a . (resp. a
px) une mesure p.’ (resp. v) sur T’ (resp. X') qui admet la méme intégrale
supérieure essentielle que p (resp. que px): cecl entraine py = v. Comme les en-
sembles localement négligeables, les applications mesurables, les fonctions essenti-
ellement intégrables & valeurs dans les espaces de Banach, sont les mémes pour
w et p’, pour py et pour ux, la théorie de I'intégration par rapport & une mesure
induite se trouve ramenée a celle qui a €été traitée au chap. V, 2°¢ éd., § 7, dans
le cas particulier des espaces localement compacts. Nous laisserons au lecteur le
soin de transcrire les résultats.

2. Mesures définies par des densités numériques

DEFINITION 2. — On dit qu’une fonction £ définie dans T, & valeurs dans R ou dans un
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espace de Banach, est localement y-intégrable si £ est p-mesurable, et si tout point x € T
admet un voisinage V tel que u*(|f]oy) < +co.
Cette définition coincide avec celle qui a été donnée au chap. V, 2¢ éd., § 5, n° 1,
dans le cas ou T est localement compact.
Soit fune fonction positive localement p~intégrable; application K — fx.ux
est une prémesure (chap. V, 2° éd., § 7,n° 1, cor. 2 du th. 1), que nous noterons

S

ProrosiTionN 2. — 87 f est une _fonction localement y-intégrable positive, on a, pour toute
Jonction g € F,(T), la relation

(1) (f-w)*(g) = v (/)

En effet, on a pour tout ensemble compact K dans T

(fwxlgx) = (fx vx)'(gx) = px(fxgx) = px((/2)x)>

en utilisant la définition de f.p et la prop. 3 du chap. V, 28 éd., § 5, n° 3. La
prop. 2 s’en déduit en passant a la borne supérieure sur K.

Soient alors x € T et V un voisinage de x tel que u*( foy) < +oo (déf. 2);0na
alors (f.p)* (V) =u*(fev) < 400, et f.u est donc une mesure.

DérmNitioN 3. — Soit f une fonction positive localement p-intégrable. La mesure f. .
K= fx. ux est appelde la mesure de densité f par rapport & w., ou la mesure produit de . par
la fonction f. Toute mesure de la forme f. ., o f est positive et localement intégrable, est
appelée mesure de base (..
Remarques. — 1) La définition de 1.y s’étend au cas ol f est une fonction localement
intégrable complexe; on a alors |f.u| = |f].u®, ce qui entraine aussitdt que f.p est
une mesure, et non une simple prémesure. On conserve P'expression « mesures de base
p » pour désigner les mesures complexes ainsi définies.
2) De méme, si 6 est une mesure complexe, on dira que f est localement 6-inté-
grable si elle est localement |8]-intégrable, et on définira la mesure f.6: K — fx. 6.
On a |f.8] = |f].]8| (chap. V, 2° éd., § 3, n° 2, prop. 2). Nous laisserons de coté
dans ce n° tout ce qui touche aux mesures non positives.

ProrositioN 3. — Soit v une mesure sur 'I'. Pour que v soit de la forme f.u, oi f est une
Jfonction positive localement y-intégrable, il faut et il suffit que tout ensemble compact
w-négligeable soit v-négligeable. Si f' est une seconde fonction localement y~intégrable telle
quev = f'.p, onaf = f' localement p-presque partout.

La condition est évidemment nécessaire (prop. 2). Inversement, supposons
que tout ensemble compact p-négligeable soit v-négligeable. Introduisons un
concassage (K,)yea de T pour la mesure . + vetposons N = T = {J K. Il est

aEA
clair que (K,)qea €St un concassage pour y et pour v, et la prop. 9 du §1,n°8

entraine donc les relations suivantes pour tout g€ &, :

u'(g) = gAu%a(gxu), v(g) = > vk, (gx,)-

oA
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Considérons un compact C = K, qui soit ux -négligeable; alors G est localement
w-négligeable, donc localement v-négligeable, et enfin vg_-négligeable par dé-
finition de v. Il résulte alors du th. de Lebesgue-Nikodym (chap. V, 2° éd.,
§ 5, n® 3, th, 2) que vg, admet une densité £, par rapport a pg,. Soit fla fonction
qui coincide avec f, dans chacun des ensembles K, et avec 0 dans N; la fonction f
est p-mesurable (chap. IV, 2¢ éd., §5, n° 10, prop. 16), et on a pour toute
fonction g € #,, d’apres les relations ci-dessus, et la prop. 3 du chap. V, 2° éd.,
§5, n° 3,

v(g) = > vk(gx) = aZA uk, (falx,) =

aEA

>k ((B)x) = v (/).
TN
Il en résulte d’abord que fest localement u-intégrable: si x est un point de T, et si
V est un voisinage de x tel que v* (V) < +00, ona p*(foy) < +c0. Ensuite, la prop.
2 montre que les mesures v et f. . ont méme intégrale supérieure essentielle. Elles
sont donc égales (§ 1, n° 2, cor. de la prop. 2). L’unicité de f étant évidente a
partir du cas des espaces compacts, la proposition est établie.

Remarque 3). — La théorie de 'intégration par rapport a une mesure v = f.u se
raméne aussitét & la théorie traitée au chap. V. Soit en effet (K)yca un con-
cassage de T pour w, donc pour v, et soit T’ I'espace localement compact défini
dans le scholie du § 1, n° 8; nous pouvons associer a p (resp. & v) une mesure p.’
(resp. v') sur T, de telle sorte que les fonctions mesurables, les fonctions essentiel-
lement intégrables & valeurs dans un espace de Banach, les intégrales supérieures
essentielles des fonctions positives, soient les mémes pour w et u’ (resp. pourvetv’).
La fonction f est donc p'-mesurable; elle est localement p/-intégrable, car T est
localement compact, et un ensemble compact de T’ ne rencontre quun nombre
fini de compacts K, (xe€A). La relation v*(g) = v*(g) = u*(fg) = v"*(f2)
prouve enfin que v = f.u’ (chap. V, 2¢ éd., § 5, n° 3, prop. 3). Nous laissons au
lecteur le soin de transcrire les résultats du chap. V, 2¢ éd., § 5.

3. Image d’une mesure

DEFINITION 4. — Soit 7@ une application de T dans un espace topologique X. On dit que =
est p-propre si w est p-mesurable, et si tout point x de X admet un voisinage V tel que
w (V) < +o0.

Remarques. — 1) Lorsque T et X sont localement compacts, cette définition est
équivalente a celle du chap. V, 2¢ éd., § 6, n° 1.

2) Une application continue propre (Top. gén., 4° éd., chap. I, § 10, n° 1,
déf. 1) de T dans X est p~propre pour toute mesure . En effet, soit x € X; comme
n~*(x) est compact (loc. cit., n° 2, th. 1), Pensemble n~1(x) posséde un voisinage
ouvert H tel que u*(H) < +co0. Posons V = X = =(T = H); comme = est fermée, V
est ouvert dans X, contient x, et on an~}(V) € Hdoup®(z~(V)) < u*(H) < + .

3) Si u est bornée, toute application p-mesurable de T dans X est p-propre.

4) Si 6 est une mesure complexe sur T, on dira que = est §-propre si = est propre
pour la mesure positive |6].
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ProrosiTioN 4. — Soit = une application y~propre de T dans un espace topologique X. Il
existe sur X une mesure v et une seule telle que v* soit égal & I’ encombrement image w(p.")
(8 1, n® 1), autrement dit, telle que v*(g) = u*(g o w) pour tout g € F.(X).

L’unicité est évidente (§ 1, n° 2, cor. de la prop. 2). Pour établir ’existence,
nous traiterons d’abord le cas ol u est portée par un ensemble compact K, tel
que la restriction de = a K soit continue. Alors L = =(K) est compact; soit =’
Papplication continue de K dans L induite par =, et soient v’ la mesure image
7' (ug) sur L, v la mesure sur X définie par v’ (§ 1, n° 3, Exemple 2). On a, pour
tout g € #, (X),

vi(g) = v"*(g) = prlguow) = px((gemx) = p'((gom)x) = w*(gom)

(on a utilisé successivement la formule (3) du § I, n°® 3, la prop. 2 du chap. V,
28 ¢d., § 6, n° 2, la définition de pg, et le fait que w est portée par K). Autrement
dit, on a v* = w(u*).

Passons maintenant au cas général; d’apres les prop. 10et 9 du § 1, n° 8, w est
somme d’une famille sommable (i,), 4 de mesures & support compact, telles que
la restriction de = au support K, de p, soit continue pour tout « € A. Le cas
particulier traité plus haut permet d’associer a chaque mesure y, sur T une
mesure v, sur X telle que v = =(ug). On a alors, pour g € Z, (X),

2 (8 = 2 ui(geom) = u'gem)

agA oEA
L’encombrement =(u*) est localement borné, puisque = est p-propre; la famille
(Vo)wea €st donc sommable (§ 1, n° 7, prop. 7), et sa somme v satisfait & I'énoncé.

DEFINITION 5. — 87 = est une application p-propre de T dans un espace topologique X,
Punique mesure v sur X telle que v*(g) = p*{g o =) pour tout g € F.(X) est appelée la
mesure image de w. par =, et notée w(w).

Exemple. — Soient K un sous-espace compact de T, i I'injection canonique de
K dans T, A une mesure sur K; 7 étant continue, et A étant bornée, ¢ est A-propre.
La formule (3) du § 1, n° 3 montre que la « mesure sur T définie par 2 » est la
mesure image ().

Remargue 5). — Si 8 est une mesure réelle, et si = est 8-propre, = est propre pour les
mesures 6% et 87 ; on posera alors n(6) = =(0*%) — =(0~). Si 0 est une mesure com-
plexe, et si = est 6-propre, elle est propre pour les mesures réelles Z(0) et £(9); on
posera alors

n(0) = m(R(6)) + in(F(6)).

ProposiTiON 5. — Soit ©w une application p~propre de T dans un espace topologique X, et
sott f une application de X dans un espace topologique ¥ (séparé ou non). Pour que f soit
w(w)-mesurable, il faut et 1l suffit que f o = soit w-mesurable.
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Reprenons la démonstration de la prop. 4, et commencons par le cas particulier
traité au début, avec les mémes notations; g est mesurable pour la mesure w(p) =
v si et seulement si g;, est v'-mesurable (§ 1, n® 5, Exemple) ; or cela équivaut a dire
que g, o = (gomy est ux-mesurable (chap. V, 2° éd., § 6, n° 2, prop. 3), et
finalement que g o = est p-mesurable (§ 1, n° 5, Exemple). Passons ensuite au cas
général, avec les mémes notations que dans la démonstration de la prop. 4; f est
v-mesurable si et seulement si f est vy-mesurable pour tout « € A (§ 1,n° 7, prop. 8),
donc si et seulement si fo 7w est p,-mesurable pour tout « € A (cas particulier
précédent) et enfin si et seulement si o 7 est u-mesurable (§ 1, n° 7, prop. 8).

CoroLLAIRE. — Sotent X et Y deux espaces topologiques,  une application y-~propre de 'T
dans X, n' une application r(u)-propre de X dans Y. L’ application =" = =’ o = est alors
u-propre et w' () = w'(w(w)) (« transitivité des images de mesures »).

En effet, =" est p-mesurable (prop. 5). Posons p’ = =(u); 'encombrement
image =n'(n'*) = ='(n(p*)) est évidemment égal a =n"(p*). Comme il est locale-
ment borné, =" est u-propre. Les mesures =" (u) et ='(w") ont alors méme intégrale
supérieure essentielle, et sont donc égales.

ProposiTION 6. — Soit 7 une application p-propre de T dans un espace topologique X, et
soit B une partie w(p)-mesurable de X. Posons A = = *(B), et désignons par «’ I’ applica-
tion de A dans B qui coincide avec = dans A. L’ensemble A est alors p-mesurable, =, et =’
sont pa-propres, et on a

(2) (r(W)s = (malwa))s = 7' (a)-

L’ensemble A est p-mesurable d’apres la prop. 5 appliquée & ¢p; application
7, est évidemment p,-mesurable d’aprés la définition des mesures induites
(n° 1), et il en résulte que =’ est mesurable. Soit f un élément de % (B); en
désignant par des exposants zéros les prolongements par 0 dans X et dans T, on a

(m(Wa)*(f) = =(W)*(f%) = W (f0en) = u*((fon')?) = wi(fen),
d’ol (m(w)p)* = n'(uy). Comme Pencombrement (m(u)g)* est localement borné,
il en est de méme de =n'(na) et = est donc ps-propre. Les mesures ='(u,) et
(m(w))s ont méme intégrale supérieure essentielle, et sont donc égales. L’autre
relation s’établit de maniére analogue.

Prorostrion 7. — Soit T un sous-espace d’un espace topologique X, et soit i Pinjection de
T dans X.

a) St w est une mesure sur T, et si i est y-propre, la mesure i (u) est concentrée sur T, et
ona (i()r = w

b) St N est une mesure sur X, telle que T soit A-mesurable, i est hp-propre, et on a
t(Ar) = gr. M

a) Posonsv = ¢(p);larelationv*(A) = p*(A N T),appliquéea A = X =T,

3—s.
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montre que v est concentrée sur T'. La relation vp = . est un cas particulier de la
relation (2), en prenant B = T = A,

b) Soit f une fonction positive définie dans X; si I'on pose p. = Aq, On a
v (foi) = M{(fr) = 2*(for) < 2°(f) (prop. 1); il en résulte que ¢ est p-propre.
D’autre part, p*(fo7) (resp. A*(for)) est 'intégrale supérieure essentielle de fpar
rapport a ¢(w) (resp. ¢r.2). Ces deux mesures sont donc égales.

Remarque 6). — Soit m une application p-propre de T dans un espace topologique

X. On ramene la théorie de 'intégration par rapport a la mesure image v = m(u)

a la théorie traitée au chap. V, 2° éd., § 6, de la maniére suivante. Soit (K )yea

(resp. (Lig)gen) un concassage de T (resp. de X)) pour w (resp. pour v), et posons

N=T= UA Kp,P=X-= BL{S L;. Nous pouvons supposer que la restriction de
aE €

n a chacun des K, est continue (§ 1, n° 8, prop. 10). Soient IT”, X’ les espaces
localement compacts construits comme dans le scholie du § I, n° 8 et soient u’ et v’
les mesures sur ces espaces associées a . et v. La topologie de T’ étant somme des
topologies des sous-espaces K, et de la topologie discréte sur N, = est une applica-
tion continue de T” dans X et la relation p'*(gen) = p*{gon) = v*(g) (pour
g€ #, (X)) montre que = est p/-propre et que n(w’) = v, D’autre part, ’applica-
tion identique 7 de X sur X’ est v-propre, et on a ¢(v) = v'. Il en résulte que = est
une application u'-propre de T' dans X', et que I'image de u’ par = est v* (cor.
de la prop. 5). Nous laissons au lecteur le soin de transcrire les résultats du chap. V,
28 ¢éd., § 6.

4, Relévement de mesures

Proposition 8. — Soient T et X deux espaces topologiques, = une application de T dans
X.

a) Soit v une mesure bornée sur X. Pour qu’il existe sur T une mesure ., telle que =
soit p~propre et que () = v, ol faut et il suffit qu’il existe, pour tout nombre ¢ > 0, un
ensemble compact X < T tel que la restriction de = & K, soit continue et que
V(X =n(K)) <=

b) Supposons que 7 soit injective; soient . et w' deux mesures sur 'L, telles que = soit
propre pour w. et u', et que () = w(w). On a alors u = ',

La condition énoncée en a) est nécessaire. En effet, si = est u-propre et
#(r) = v,larelation p*(1) = v*(1) < + o0 entraine que . est bornée. La prop. 2 du
§ 1, n° 2, appliquée a la fonction 1, entraine I’existence d’une partie compacte K
de T telle que p*(T = K) < ¢/2. Comme = est u-mesurable, il existe un ensemble
compact K, = K tel que la restriction de = a K, soit continue, et que
(K = K,) < /2. On a alors (n° 3, prop. 4)

V(X =r(K) = pN(T =77 (=(Ky)) <=

Pour montrer que la condition est suffisante, nous traiterons d’abord un cas
particulier.
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Lemme 1. — Soient U et V' deux espaces compacts, b une application continue de U sur V.
L’application > h(X) de M . (U) dans M (V) est alors surjective.

En effet, soit a 'application linéaire i+ fo & de € (V) dans ¥(U); comme %
est surjective, a est une isométrie de €(V) sur un sous-espace H de €(U). Soit 6
une mesure positive sur V; alors 0 o 2~ est une forme linéaire continue sur H, qui
est prolongeable en une forme linéaire v sur €(U) de méme norme, en vertu du
th. de Hahn-Banach (Esp. vect. iop., chap. II, 2¢ éd., § 3, n° 2, cor. 1 du
th. 1}; 7 est alors une mesure sur U, et on a 8(f) = n(f &) pour tout fe €(V),
de sorte que 6 = A(n). Enfinona 0(1) = ||6] = |y, et 6(1) = x(1), de sorte que
7 est positive (chap. V, 2¢ éd., § 5, n° 5, prop. 9).

Démontrons alors la suffisance de la condition énoncée dans a). Cette con-
dition entraine l’existence d’une suite (K,),,; de parties compactes de T, telle
que la restriction de = a chacun des K, soit continue, et qu’on ait, pour tout #,
(X ==n(K,)) < 1/n. La suite (K,) peut-étre supposée croissante. Posons
L, = n(K,) et désignons par v, la mesure ¢, ~r, _,.v, sur L,, en convenant
que L, = &.

La restriction g, étant continue, il existe une mesure p, sur K, telle que
g, (4n) = vy, (lemme 1). Soit w, 'image de p, par l'injection canonique de K,
dans T, et soit g un élément de %, (X). En utilisant successivement le fait que v
est concentrée sur | J L,, la prop. 4 du § 1, n° 5, la prop. 2 du § 1, n° 2, la prop. 4

du n° 3 et enfin la prop. 7 du n° 3, il vient

v'(g) = Z v (Pr,—L,_.8) = ; va'(8L,) = ; tn (8L, © Tx,)

n

= g wa((gomx,) = 2 (g m).

En prenant g = 1 dans cette formule, on voit que la famille (u,,) est sommable et
que sa somme est une mesure bornée . (§ 1, n° 7, prop. 7). D’apreés la prop. 5 du
n° 3, Papplication = est p,-mesurable pour tout n, car wg est continue, donc
pp-mesurable; il en résulte que = est pw-mesurable (§1, n° 7, prop. 8), donc
u~-propre puisque u est bornée. Les relations ci-dessus prouvent alors que les
mesures wt(p) et v ont méme intégrale supérieure essentielle, et sont donc égales
(§ 1, n° 2, cor. de la prop. 2).

Supposons enfin que = soit injective, et démontrons 4). Soit f un élément de
Z. (T); comme = est injective, il existe une fonction g € Z,.(X) telleque f = go =,
et on a, d’apres la prop. 4 du n° 3, en posant v = ={p) = =(p’),

w(f) = w'(gem) =v(g) = w(gom) = w*()
Les deux mesures p et p’ ont donc méme intégrale supérieure essentielle, ce qui
entraine leur égalité (§ 1, n° 2, cor. de la prop. 2).

Remarque. — Supposons que = soit injective. Soit 6 une mesure complexe telle que =
soit 6-propre, et que =(0) = 0; on a alors 6 = 0. En effet, on se rameéne, en séparant
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les parties réelles et imaginaires, au cas ol 9 est réelle. On a alors =(8%) = =(6-),
donc 8% = 0~ (prop. 8) et finalement 0 = 0.

Voici un cas important ol la condition 4) de la prop. 8 est toujours vérifide.

ProrosiTioN 9. — Soient T un espace souslinien (Top. gén., chap. IX, 3¢éd., §6,n° 2,
déf. 2), X un espace séparé, w une application continue de T sur X, et v une mesure
bornée sur X. Il existe alors une mesure bornée . sur T telle que =w(p) = v.

Les hypothéses entrainent évidemment que X est souslinien.

Considérons la fonction d’ensemble ¢: A+ v*(r(A)) sur P(T). La relation
A < Bentraine ¢(A) < ¢(B);si (A,) est une suite croissante de parties de T, et si
A= UNA"’ on a ¢(A) = sup ¢(A,) du fait que v* est un encombrement. Enfin,

ne n

soient A < T, et ¢ un nombre > 0; choisissons un ouvert G de X contenant
n(A), et tel que v*(G) < v*(n(A)) + £ (§1,n°9, prop. 13); ’ouvert H = =~ 1(G)
de T contient A, et on a ¢(H) < ¢(A) + . La fonction ¢ est donc une capacité
continue a droite sur T (Top. gén., chap. IX, 3° éd., § 6, n° 9, déf. 9) et le
théoréme de capacitabilité (loc. cit., th. 5) entraine I'égalité ¢(T) = sup ¢(K), K

parcourant ’ensemble des parties compactes de T. La proposition 8 entraine
alors P'existence de la mesure u cherchée.

5. Produit de deux mesures

Soient S et T deux espaces topologiques, munis respectivement de deux pré-
mesures (positives) A et w, et soit X Pespace produit S x T. Soit K une partie
compacte de X; désignons par A et B les projections de K sur S et T respective-
ment, et posons

3) ve = (A ® ta)x:

Nous définissons ainsi une prémesure sur X. En effet, soit L une partie com-
pacte de X contenant K, et soient C et D ses deux projections; ona A = G, B < D,
et par conséquent, en utilisant la transitivité des mesures induites et la prop. 12
du chap. V, 2¢ édit., §8, n° 5

(k= (A ® pp)u)x = (A @ tp)x = ((Ac @ Up)axp)x = (A ® pa)x = &

DerINITION 6. — La prémesure v définie par (3) est appelée la prémesure produit de » et u,
et notée A Q w.

Cette définition s’étend évidemment au cas ol A et p sont des prémesures
complexes, et on a alors [AQ® u| = [A| ® |u| (chap. III, 2° éd., §4, n° 2,
prop. 3 et chap. IV, 28 éd., § 5, n° 7, lemme 3).

Nous conserverons les notations du chap. III, 2° éd., § 4 et du chap. V, 2°
éd., § 8, relatives aux produits de mesures et aux intégrales itérées. En parti-
culier, si f et g sont deux fonctions définies respectivement dans S et dans T, a
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valeurs dans R, ou dans C, la fonction (s, £) — f(s)g(¢) sur S x T sera notée
S®e

PropostTioN 10, — Soit v la prémesure produit de » et w; on a, pour toute fonction
fe F.(8S) et toute fonction g € F,(T),

(4) V(f® g =2 (g).
La prémesure v est la seule prémesure sur S x T qui satisfasse a (4).

Nous avons en effet, lorsque K (resp. L) parcourt I’ensemble des parties
compactes de S (resp. de T)

V(f®eg = sup VixL((f ® &xxn) = sup (M @ po)*(fx @ &)
= sup Me(fx)-p(8L) = (Sgp %k(fx))(sgp pr(ew)

M (e (8),
d’apres la prop. 8 du chap. V, § 8, n° 3.

Soit % une seconde prémesure sur S x T satisfaisant & (4), et soient K et LL
deux parties compactes de S et T respectivement, f et g deux éléments de %, (K)
et de &, (L) respectivement. On a la relation (f® £)° = f° ® g° entre les pro-
longements par 0, et donc (§ 1, n° 2, prop. 2)

kxS ® &) =1{((f® 9°) =" (f*® &%) = 2(f%)u*(&°) = M(f)uilg)-

En particulier, si 'on prend fe 4. (K), g€, (L), on voit que g, posséde
la propriété caractéristique de la mesure produit Ax ® u;, (chap. III, 2° éd.,
§4,n°1,th. 1). Onadonc ngy;, = Vkxr; comme toute partie compactede S x T
est contenue dans un ensemble de la forme K x L, la transitivité des mesures
induites entraine que n = v.

COROLLAIRE 1, — 87 A ef u sont des mesures, v est une mesure.

En effet, soit x = (s, ¢) un point de X, et soient U et V deux voisinages de s, ¢
respectivement, tels que A*(U) < +c0, p*(V) < +00; P'ensemble U x V est un
voisinage de #, eton av*(U x V) = A*(U)p* (V) < +oo d’apres (4); encombre-
ment v* est donc localement borné, et la prémesure v est une mesure.

Ce resultat s’étend aussitdt aux mesures complexes.

COROLLAIRE 2. — St A est une partie de S localement négligeable pour », A x T est
localement v-négligeable.

CoOROLLAIRE 3. — Supposons que A (resp. w) soit somme d’une famille sommable (hy)qea
(resp. (up)pen) de mesures sur S (resp. T). La famille (A @ Wp)w, meaxs €5t alors
sommable, et sa somme est N Q .

En effet, soit p encombrement Z Ay ® 1p)*; 81 fe Z.(8),ge #.(T),on a
%B
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évidemment p(f® g) = A*(f)u*(g). La démonstration du cor. 1 montre alors
que p est localement borné, de sorte que la famille (A, ® p;p) est sommable (§ 1,
n°® 7, prop. 7). Sa somme 7 est alors telle que»® = p (§ 1, n® 7, prop. 7), et la
prop. 10 entraine o = v.

6. Intégration par rapport au produit de deux mesures

Dans tout ce n°, \ et | désignent deux mesures sur S et 'T respectivement, et v désigne la
mesure produit X @ w sur S x T. En outre, si f est une fonction positive sur S x T, on
notera f; la fonction £+ f (s, t) sur T pour tout s € S, et on notera 1, la_fonction s+ p*( f,)
sur S.

Lemme 2. — Soit f une fonction positive v-mesurable sur S x T'; pour toute partie compacte
L de T, soit I} la fonction s — u*( fypr) sur S. La fonction 1% est alors h-mesurable etona:

() I, = sup I¥
(6) V() = sup 2*(I7),

L parcourant I’ ensemble des parties compactes de T

Notons d’abord que Pinclusion L = L’ entraine I} < I¥'; on a d’autre part
IZ(s) = ur{(fy)r) pour tout se€S. La formule (5) est donc une conséquence
immédiate de la définition de ’encombrement p.* donnée au § I, n° 2, Si K est
une partie compacte de S et L une partie compacte de T, on a vy, = Ax @ wy
par construction, et la prop. 7 du chap. V, 2° éd., § 8, n® 3 entraine la relation

() V' (foxrxw) = M(IF).

Par ailleurs, toute partie compacte de S x T est contenue dans un ensemble
compact de la forme K x L; passant a I’enveloppe supérieure sur K et L dans la
formule précédente, on obtient donc

(8) v(f) = sup sup () = sup A (I5),

c’est-a-dire (6).

Enfin, la prop. 7 du chap. V, 2° éd., § 8, n° 3, entraine que la restriction de
IF & tout compact K de T est Ag-mesurable; cela équivaut a dire que IF est
A-mesurable.

Prorostrion 11.— Soit f une fonction semi-continue inférieurement > O définie dans
X=8xT.
a) La fonction f,: t+>f(s, t) est semi-continue inférieurement dans U pour tout s € S,

b) La fonction I,:s5— f *F(s,t) du(t) est semi-continue inférieurement dans S, et
Pona:

(©) [[renaen = [ o [ feodo.
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La propriété a) est évidente, car P'application t+>f(s, #) de T dans R est
composée de fet de application continue ¢ — (s, t) de T dans X. Pour établir ),
nous utiliserons un lemme:

Lemme 3. — Sotent X un espace topologique (séparé ou non), f une fonction semi-continue
inféricurement = O définie dans X, alors f est limite d’une suite croissante (f,)nex de
Jonctions semi-continues inférieurement dans X, telle que chaque fonction f,, soit une com-
binaison lindaire, & coefficients positifs, de fonctions caractéristiques d’ensembles ouverts.

Etant donnés deux entiers £ > 1 etn > 1, notons J, la fonction caractéristique
n.2"

de lintervalle }£/2", +o0) de R. Pour tout xR ., posons u,(x) = 2-7 z Jin(®) 3

K=1
il est immédiat que la suite (u,(x)), 1 est croissante et admet x pour limite. La

suite des fonctions f, = u, o f est donc croissante et converge vers f, et on a
n.2"

So=2"" Z Quw, m Ot U(k, n) est Pensemble ouvert f~1()k/2", +0)) de X.
k=1

Passons a la démonstration de ). La fonction I, étant 'enveloppe supérieure
de la famille filtrante croissante des fonctions I%, oit L parcourt I’ensemble des
parties compactes de T (lemme 2), il nous suffit de montrer que les fonctions I}
sont semi-continues inférieurement; la formule (9) se déduit alors de (6) en
passant a Penveloppe supérieure sur L (§ 1, n° 6, prop. 5).

Soit donc & I’ensemble des fonctions semi-continues inférieurement positives
Ssur S x T telles que IF soit semi-continue inférieurement pour tout compact L
de T. D’apres la prop. 5 du § 1, n° 6, la borne supérieure de tout ensemble filtrant
croissant d’éléments de J# appartient a 2#. D’aprés le lemme 3, il nous suffit donc
de prouver que la fonction caractéristique d’un ouvert W de S x T appartient
a 5. De plus, d’apres la définition de la topologie produit sur S x I, Pouvert W
est réunion d’une famille filtrante croissante (W, )4 d’ouverts de la forme

W = (U; x V)
i<ign

ol les U, sont ouverts dans S et les V, ouverts dans T'; d’apres les remarques faites
plus haut, il nous suffit de montrer que la fonction caractéristique d’un tel ouvert
appartient a 2. Soient alors s € S, et U Pintersection de la famille (éventuelle-
ment vide) formée des ouverts U, contenant s; on voit immédiatement que
ow(s, t) < ow(s’, t) pour tout s’ € U et tout ¢ € T, d’ott par intégration
It () < I (s") pour tout s” € U. Par conséquent I% est semi-continue inférieure-
ment, et la proposition est établie.

CoOROLLAIRE 1. — Soit f une fonction numérique positive définie dans X = S x T;ona

(10) f L* Fls, £) dols, £) > f: ) f: Fls, 1) du(t).
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Soit en effet g une fonction semi-continue inférieurement sur X majorant f;
on a, d’aprés la prop. 11,

ff g(s,t) dv(s, t) ff (s, ) dv(s, t) fdl f (s, ) du(t)
fdl(sfgstdp. fdx ffs, du(t)

L’inégalité (10) s’obtient en passant a 'enveloppe inférieure sur g.

COROLLAIRE 2. — Soit f une_fonction numérique définie dans S x T et v-négligeable. La
Jonction fi: t>f (s, t) est alors y-négligeable pour A-presque tout s € S.

ProrosiTiON 12. — Soit f une fonction positive v-mesurable définie dans X = S x T.
Supposons que f soit v-modérée (resp. que w. soit modérée). Alors

a) L’ensemble N des s € S tels que la fonction f: t— f(s, t) ne soit pas p-mesurable
est négligeable (vesp. localement ne’gligeable) pour A

b) Lapplication s> [* (s, t) du(t) est h-mesurable, et on a

(11) ” £, £) dv(s, 1) fdx ffs, du(t)

Nous commencerons par établir 5) lorsque f est v-modérée. D’aprés le lemme
2, cette partie de ’énoncé est valable lorsqu’il existe une partie compacte L de T
telle que fsoit nulle en dehors de S x L; on a en effet dans ce cas I, = I¥ pour
tout compact L’ de T contenant L, et la formule (11) se réduit a (6). En particu-
lier, b) est établie pour une fonction fnulle hors d’un compact de S x T. D’autre
part, le corollaire 1 dela prop. 11 entraine que b) est vraie lorsque f est v-négligea-
ble. Comme toute fonction v-modérée est somme d’une fonction v-négligeable
et d’une suite de fonctions a support compact (§ 1, n° 9, cor. 3 de la prop. 14),
Passertion &) est vraie lorsque f est v-modérée.

De méme, Iassertion &) est évidente lorsque u est portée par une partie
compacte L de T (lemme 2). Supposons que p. soit modérée; il existe alors une

Y

suite (w,)nex de mesures a support compact sur T, telle que p = Z e (§ 1,
n° 9, cor. 5 de la prop. 14), d'ot v = Z A® @, (n° 5, cor. 3 de la prop. 10).
n

L’assertion ), étant valable pour chacune des mesures v, = A ® w,, est aussi
valable pour v = > v,
n

Démontrons a); notons N Pensemble des s€ S tels que f; ne soit pas p-
mesurable; pour toute partie compacte L de T, notons de méme Ny, I’ensemble des
s €S tels que fyp, ne soit pas p-mesurable. Si K et L sont des ensembles compacts
dans S et T respectivement, fx .y, est mesurable par rapport a la mesure vg,y, =
Ax ® o, etla prop. 2 duchap. V, 2¢ éd., § 8, n° 2 montre que l’ensemble Ny, est locale-
ment négligeable pour At ; comme K est arbitraire, N, est localement A-négligeable.
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Supposons que f soit nulle hors d’un ensemble compact de la forme K x L;
alors N = N, et N est contenu dans K; il en résulte que N est A-négligeable. De
méme, si f est v-négligeable, le corollaire 2 de la prop. 11 entraine que N est
A-négligeable. Le cas ol f est v-modérée se traite alors comme ci-dessus, en
combinant les deux cas précédents.

Supposons que u soit portée par une partie compacte L de T; alors, on a
encore N = N, et N est donc localement A-négligeable. Toute mesure modérée
étant somme d’une suite de mesures a support compact (§ 1, n° 9, cor. 5 de la
prop. 14), ce résultat s’étend aussitdt au cas olr w est modérée en utilisant la prop.
8§du§l,n°7.

Remarque. — Soient (K,),es un concassage de S pour A et M = S = | K;

£2-FN

définissons de maniere analogue (Lg)sep et N pour la mesure p. sur T. On note
S’ I’espace localement compact somme des sous-espaces K, de S et de I’espace
discret M ; espace T” est défini de maniére analogue, et ’'on pose X’ = S’ x T".
L’espace localement compact X’ est somme de la famille (K, x Lg), gyeaxs de
sous-espaces compacts de X, et d’un sous-espace P = (M x T) U (S x N) qui
est une partie localement v-négligeable de X (on notera que P n’est pas un espace
discret en général). On a vu dans le Scholie du § 1, n° 8 qu’il existe une mesure A’
sur 8’ telle que les fonctions mesurables, 'intégrale supérieure essentielle des
fonctions positives, les fonctions essentiellement intégrables et leurs intégrales
soient les mémes pour A et A", Associons la mesure ' sur T a p et la mesure v’ sur
X' a v, conformément au Scholie cité; on voit immédiatement que l'on a
VI(S® g) = N (f)u"(g) pour fe Z (S) et ge F (T); onadonc v = N Q@ p
d’apres la prop. 10 du n° 5. Comme la topologie de X' est plus fine que celle de X,
toute fonction v-modérée est v'-modérée. Ce procédé permet d’étendre sans nou-
velle démonstration le th. de Lebesgue-Fubini (chap. V, 2° éd., § 8, n° 4,
th. 1) a la situation présente.

7. Un résultat sur la désintégration des mesures

ProrosirionN 13. — Soient X un espace topologique, v une mesure modérée sur X, p une
application v-propre de X dans un espace topologique T, et . = p(v). On suppose que tout
sous-espace compact de X est métrisable. Il existe alors une application t+> N de T dans
M, (X) ayant les propridtés suivanies:

a) pour tout t € T, la mesure ), est portée par p=1(¢) ;

b) pour toute fonction umiversellement mesurable® positive f sur X, la fonction
t> N (f) est universellement mesurable sur T et on a

(12) [r@aw = [ e [ 16 om;

4 On dit qu’une application d’un espace topologique X dans un espace topologique Y est uni-
versellement mesurable si elle est p-mesurable pour toute mesure w sur X (cf. chap. V, 2°¢éd., § 3,
n® 4).
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¢) Uensemble des t € T tels que N(1) # 1 est localement p-négligeable.
De plus, si t+> 2 est une application de T dans M (X) satisfaisant aux conditions
a) et b), Uensemble des t € T tels que 3, # N, est localement p~-négligeable.

Nous aurons besoin d’un résultat auxiliaire:

Lemme 4. — Soient X un espace topologique, v une mesure sur X et f une application v-
mesurable de X dans un espace topologique ¥ (séparé ou non). Il existe une application
universellement mesurable f' de X dans ¥, égale a f localement v-presque partout.

La démonstration est identique a celle de la prop. 7 du chap. V, 28 éd., § 3,
n° 4, compte tenu de la prop. 10 du § 1, n° 8.

Passons a la démonstration de la prop. 13.

A) On suppose que X est compact et métrisable et que p est continue et surjective:

L’espace T est alors compact et métrisable (7op. gén., chap. IX, 3¢ éd.,
§2, n° 10). D’aprés le th. 1 du chap. VI, §3, n° 1, il existe une application
vaguement p-mesurable et scalairement essentiellement p-intégrable H: fi— v,
de T dans A, (X) telle que v = fT 7 dp(t) et que », soit de masse totale 1 et
portée par p~1(¢) pour tout £ € T. Soit (S,), .y un concassage de T pour y, tel que
la restriction de H a chacun des ensembles S, soit continue (§ 1, n° 8, prop. 10 et
11); on notera A: ¢ ) Papplication de T dans 4, (X) égale a H sur S =
U S,etaOsurT =S. Hestclairquelonav = f'r A du(t) et que A satisfait &

neN
la condition «) de I’énoncé; la formule (12) résulte de la prop. 5 du chap. V,

20 éd., §3, n° 2.

Soit 6 une mesure sur T; Papplication A est vaguement O-mesurable et
scalairement essentiellement 6-intégrable, donc aussi 6-adéquate (chap. V, 2°
éd., § 3, n° 1, prop. 2, &)). Soit f une fonction positive universellement mesurable
sur X; d’apres la prop. 5 du chap. V, 2¢ éd., § 3, n° 2, appliquée a f%tde(t) Pap-
plication #+> A{(f) est 6-mesurable, donc universellement mesurable vu I’arbi-
traire de 6.

B) On suppose qu’il existe une partie compacte X' de X portant la mesure v et telle que
px soit continue

Posons alors T" = p(X"), et p’ = px.; nous noterons v’ la mesure vy et p’ la
mesure image p'(v') sur T". Comme p’ est continue et surjective et que X' est
compact et métrisable, il existe d’aprés A) une application A': ¢'— A de T” dans
M, (X') satisfaisant aux conditions suivantes:

a') pour tout ¢’ € T’, la mesure A}, est portée par X' N p~1(¢');

5") pour toute fonction positive universellement mesurable f sur X/, la
fonction &'+ AN (f') est universellement mesurable sur T’ et ’'on a

L: Sy dv'(x") = f'r. dy’(¢") fx. F(a) da(x).

Soit t e T}; si ¢t appartient & T’, nous noterons 2, I'image de A; par l'injection
canonique de X' dans X, et si ¢ appartient & T =T’ nous poserons A, = 0. Le
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lecteur vérifiera sans peine que ’application ¢+ A, satisfait aux conditions a) et
b) de I’énoncé.

Q) Existence dans le cas général:

La mesure v sur X étant modérée, nous pouvons choisir un recouvrement
(Un)men de X formé d’ouverts v-intégrables. Soit par ailleurs (X,),ex un v-
concassage de X tel que la restriction de p a chaque ensemble X, soit continue
(§1,n° 8, prop. 10 et 11); on notera v, la mesure ¢x_.vsur X et w, son image par
p. D’aprés B), il existe, pour tout entier n € N, une application ¢+ «f de T dans
M (X) satisfaisant aux conditions suivantes:

a") La mesure of est portée par p~*(¢) pour tout t& T.

b") Si fest une fonction positive universellement mesurable sur X, la fonction
positive ¢+ («f)*(f) sur T est universellement mesurable et I'on a

(13) [ s ane = [ duntt) [ £05) dos(o

Onav = Z Vet = Z t4y; il résulte immédiatement de la prop. 3 dun°® 2
NneN neN
et du lemme 4 ci-dessus qu’il existe une suite (g,),x de fonctions positives uni-

versellement mesurables sur T telle que u, = g,.u pour tout z € N et z g = 1.
neN

Pour tout ¢ € T, nous noterons B} la mesure g,(¢). o sur X et ¢; ’encombrement

Z (81)*® sur X. Soit f une fonction positive universellement mesurable sur X;
neN
utilisant la prop. 2 du n° 2 et sommant sur z dans (13), on obtient

(14) [roam = [ a) s

il est clair par ailleurs que la fonction ¢+ ¢,(f) sur T est universellement mesu-
rable,

Pour tout m e N, soit E,, ’ensemble des £ € T tels que ¢,(U,,) = +00;’ensemble
E,, est universellement mesurable car il en est ainsi de ’application ¢+ ¢,(U,,),
et E,, est localement y-négligeable d’apres la formule (14) appliquée & f = oy,

puisque v*(U,,) est fini. L’ensemble E = |J E,, est donc universellement mesu-
meN

rable et localement p-négligeable. Nous poserons 2, = 0 pour ¢ € E. Par ailleurs,
soit £e€ T = E; I'encombrement g, est localement borné puisque les ouverts U,
recouvrent X et que ¢,(U,,) est fini; d’aprés la prop. 7 du § 1, n° 7, il existe une

mesure A, sur X telle que ¢, = A; et i = z B2, Il est immédiat que P’application
neN

t> ), satisfait aux conditions a) et 4) de ’énoncé.

D) Démonstration de c):

Soit fune fonction universellement mesurable, positive et bornée sur X; nous
allons montrer que la fonction universellement mesurable %,: ¢+ A7 (f) sur T est
une densité de la mesure p; = p(f.v) par rapport a u = p(v). Soit K une partie
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compacte de T et soit A = p~1(K). Pour tout ¢ € T, la mesure }; est portée par
p7(t);sitappartienta K,onap=1(¢) < A, d’ou 2 (foa) = M (f); enrevanche,
si fappartientda T = K,onap-1() © X = A, d’olt ;{(fo,) = 0. Appliquant la
formule (12) a f.¢,, on trouve alors

w®) = [ & a0 = [ dat) [ 76 auls) = [ te) dute

ce qui établit la relation u, = 4;.p.

Faisant f = 1, on voit que la fonction 4;: ¢+ |N| est une densité de la
mesure y; = @ par rapport a u, donc est égale a 1 localement p-presque partout
sur T.

E) Unicité:

Soient ¢+ Al (pour ¢ = 1, 2) deux applications de T dans .#, (X) satisfaisant
aux conditions a) et ) de I’énoncé. Comme dans C), choisissons un p-concassage
(Xi)nen de X tel que px_soitcontinue pourtoutn € Nyetposons N = X = () X,

neN
Pour tout entier n e N, choisissons un ensemble dénombrable D, de fonctions

positives sur X, nulles hors de X, dont les restrictions & X, forment un ensemble
dense dans I’espace normé %(X,) (appliquer le th. 1 de Top. gén., chap. X, 2°
éd., §3, n°® 3 a lespace compact métrisable X,). Nous poserons D = |J D,,.

neN

Soit fe D; d’aprés D), les fonctions 2> (A})*(f) et ¢+> (A2)*(f) sont des
densités de la mesure p, par rapport a p, et il existe donc un ensemble localement
p-négligeable E; dans T tel que (3})*(f) = (A)*(f) pour €T = E,. De plus,
d’apreés (12), ’ensemble F, des te T tels que (A)*(N) # O est localement p-
négligeable pour ¢ = 1,2, Comme D est dénombrable, I'ensemble G =
(IL% E,) UF, U F,estlocalement u-négligeable; pourte T = Gona (3})*(N) =

€

(A2)*(N) = 0et (Mg, = (W)x,, ot A} = 2Z d’aprés la prop. 9 du § 1, n° 8.
C.Q.F.D.

Remarques. — 1) Si X est un espace souslinien, tout sous-espace compact de X est
souslinien, donc métrisable ( Top. gén., 3° édit., chap. IX,Appendicel, cor.2 de la prop 3),
et toute mesure sur X est modérée (§ 1, n° 9, Remargue 1). D’aprés la prop. 13, toute
mesure v sur X admet donc une désintégration par rapport a toute application
v-propre.

2) Avec les notations de la prop. 13, soit f une fonction v-mesurable positive. On
peut prouver comme au chap. V, 2¢ éd., § 3,n°2, prop. 5 que ’ensemble des t € T tels
que f ne soit pas A--mesurable est localement u-négligeable, que t— A (f) est p~-mesu-
rable, et que ’on a encore la relation (12).

§ 3. Mesures et fonctions additives d’ensemble

Dans ce paragraphe, on désignera respectivement par K(T) et par B(T) Uensemble des
parties compactes d’un espace topologique séparé T, et la tribu borélienne de 'T.
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1. Mesures et fonctions additives de compacts

TutoriME 1. — Soient T un espace topologique, et 1 une application de R(T) dans R .
Pour qu'il existe une mesure u sur T telle que I(K) = u*(K) pour tout K € &(T), il faut
et il syffit que 1 satisfasse aux conditions suivantes:

1) 8i K et L sont des parties compactes de T telles que K < L, on a I(K) < I(L)
(« I est croissante »).

2) 8% K et L sont des parties compactes de T, on a I(K U L) < I(K) + I{(L).

3) St K et L sont des compacts disjoints de T, on a IK U L) = I(K) + I(L)
(« I est additive »).

4) Pour toute famille filtrante décrotssante (K,)uea de parties compactes de T, on a

I( N K,) = inf I(K,).
owEA xeA

5) Pour tout x € T, il existe un voisinage V de x tel que

sup I(K) < +oo  («I est localement bornée »).

Ke(T)
KeV

La mesure y. est alors unique.

L’unicité de y résulte du cor. de la prop. 2 du § 1, n° 2. Les conditions ci-
dessus sont nécessaires, les trois premiéres de fagon évidente, la derniére du fait
que p* est un encombrement localement borné, et la condition 4) d’apres le cor.
de la prop. 5 du § 1, n° 6.

Pour montrer que ces conditions sont suffisantes, nous commencerons par
traiter le cas olt T est compact.

Lemme 1. — Supposons que T soit compact, et posons I(T') = [. Pour tout A < T, posons
(1) J@a) = sup I(K)

K5
et soit @ Pensemble des A < T tels que J(A) + J(CA) = I L’ensemble © est alors un
clan qui contient R(T), et la fonction J sur ® est croissante et additive.
I1 est clair que J est une fonction d’ensemble croissante, qui prolonge I, et que
I'on a J(A) + J(CA) < ! pour tout A = T.
Soient K et S deux ensembles compacts dans T'; nous allons montrer d’abord
que l'on a:

(2) JENS) + JEKNS) = J(S).

En considérant les restrictions de I a &(S) et de J a B(S), on se raméne aussitét au
cas o1 S = T. Comme T est normal, K est I’intersection de la famille filtrante
décroissante de ses voisinages compacts, et la condition 4) entraine I’existence,
pour tout ¢ > 0, d’un voisinage compact H de K tel que I(H) < I(K) + «. Soit
L ladhérence de T —H; L est compact, ona LNK = g, et HUL = T,
donc [ =IHUL) < I(H) + I(L) < I(K) + I(L) + ¢ (condition 2)), d’oti la
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relation J(K) + J(0K) = I(K) + I(L) > ! — . Comme ¢ est arbitraire, on a
JK) + J(K) = /. Cela prouve la formule (2), ainsi que I'inclusion £(T) < .

Prouvons maintenant que @ est un clan. Comme @ est évidemment stable par
passage au complémentaire, il suffit de montrer que si A; et A, désignent des
éléments de @, on a A; U A, € @, ou encore que 'on a

3) JAL U Ay) + JE(AL VAY)) =L

Désignons par € un nombre > 0, et, pour ¢ = 1, 2, soient K; un compact contenu
dans A,;, L; un compact contenu dans (A, tels que

IKy) = JA) -  IL) > J(CA) — =

Posons M; = K; UL;; les relations [ = J(M,) + J(IM,), JM,;) =
I(K,) +I(L,) > J(A;) + J(CA;) — 2 = [ — 2¢, entrainent J(M,) < 2e. Alors,
si S est une partie compacte de T, la relation (2) (appliquée a K = M,;) entraine
JS) £ J(M;NS) + 2, d’ou

JES) < JEKNS) + J(LyNS) + 2.

Ajoutons les inégalités obtenues en faisant S = K, et S = L, et tenons compte de
Pinégalité J(Ky) + J(Lg) = 7 — 2¢, et dufaitque K; N K, Ly nKyet K N Ly
sont trois compacts disjoints contenus dans A; U A,. Il vient, en désignant par C
la réunion de ces trois compacts

I =2 < J(Kg) +J(Ly) <J(C) +J(LyNLy) + 4e
SJALVAy) + JB(AL UAY) + 4e

d’ol aussit6t la formule (3) cherchée vu Parbitraire de . Ceci étant acquis, les
inégalités précédentes entrainent J(C) > J(A; U Ay) — 6¢;si A, et A, sont dis-
joints, G est réunion de K; "L, < A; et de K, N L; < A,, et on en déduit
JA; UA,) < J(Ay) + J(Ay). L'inégalité inverse étant évidente, J est bien
additive sur @, et le lemme est établi.

Achevons la démonstration du théoréme dans le cas oit T est compact. Soit
& (®) Pespace vectoriel des fonctions ®-étagées sur T muni de la convergence
uniforme (chap. IV, 2° éd., § 4, n° 9, déf. 4); nous désignerons encore par J la
forme linéaire positive sur &' (@) associée a la fonction additive J (loc. ¢it., prop. 18).
Comme J(T) = [, J est continue et de norme /. Soit alors # I’'adhérence de &(®)
pour la topologie de la convergence uniforme; on vérifie aussitét que J se pro-
longe par continuité en une forme linéaire positive sur 5, encore notée J. Comme
H# contient €(T) (loc. cit., n° 10, prop. 19) la restriction de J a €(T) est une mesure
positive w. Il nous reste & montrer que 'on a u*(K) = I(K) pour toute partie
compacte K de T. Or nous avons p*(K) = finsf w*(f), ol Sg désigne P’ensemble

€8x

des éléments de €(T) qui majorent ¢k (§ 1, n° 6, prop. 5). Comme J(f) = u*(f)
pour f€ €(T), il suffit évidemment de montrer que J(K) > inf J(f). Or soit H,
fesSg
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comme dans la démonstration du lemme 1, un voisinage compact de K tel que
JH) < J(K) + ¢, et soit f une fonction continue dans T, comprise entre O et 1,
égale 4 1 sur K et a 0 hors de H (7op. gén., chap. IX, 3° éd., § 4, n° 1, prop. 1).
Ona

JU) < JH) < JK) + ¢

¢ étant arbitraire, I'inégalité demandée est prouvée, et le théoréme est donc
établi lorsque T est compact.

Passons maintenant au cas général. Pour tout ensemble compact L dans T,
soit Iy, la restriction de I & ®(L). D’aprés le cas particulier qui vient d’étre traité,
il existe une mesure y;, sur L, unique, telle que p;,(K) = I (K) pour tout en-
semble compact K = L. Soit alors L” un compact contenu dans L; on a
(u)t(K) = ui(K) = up,(K) pour tout compact K = L', donc pp, = (un)n;
Papplication w: L+ p, est une prémesure. La condition 5) exprime que u est une
mesure, et la relation I{K) = u*(K) pour tout compact K < T est évidente.

Remarques. — 1) La condition 4) peut étre remplacée, dans I’énoncé du théoréme 1,
par la condition suivante (« continuité & droite »):
4”) Pour tout K € R(T) et tout € > 0, il existe un ensemble ouvert U contenant K, tel que
I(H) < I(K) + ¢ pour tout compact H < U,

Si @ est une mesure, la fonction I: K+> p®(K) satisfait en effet & 4’) (§ 1, n° 9,
prop. 13). Inversement, supposons que I satisfasse & 1) et 4’) ; montrons que I satisfait

alors a 4). Avec les notations de I’énoncé du théoréme 1, choisissons ¢ > 0 et un en-
semble ouvert U contenant ’ensemble compact K = M K,, et tels que 4) soit
AEA

vérifiée. Il existe alors un indice 8 € A tel que K; < U, et cela entraine
inf I(K,) < I(Kp) < I(K) + ¢
[-2-F:N

et 4) est bien vérifide.

2) L’ensemble des conditions 2) et 3) peut étre remplacé, dans ’énoncé du th. 1,
par la condition suivante:

87 K et L sont des compacts de T, on a

IKUL) + (KAL) = [(K) + I(L).
Cette condition entraine en effet 2) et 3), et d’autre part, on a
w(KUL) + u*(KNL) = u*(K) + p*(L)

pour toute mesure p, en vertu de la relation @g 1 + 9xarL = 9x + @1 entre les
fonctions caractéristiques.

2. Fonctions d’ensemble intérieurement régulid¢res

Derinttion 1. — Soit T un espace topologique, et soit B(T) la tribu borélienne de T ; soit

I une application de B(T) dans R ...
a) On dit que 1 est dénombrablement additive si, pour toute suite (A,) d’éléments de
B(T) deux & deux disjoints, on a

@ 1A = 3 1A,
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b) On dit que 1 est intérieurement réguliére si, pour tout ensemble A € B(T), on a

(5) I(A) = sup I(K),

K parcourant Pensemble des parties compactes de A.
¢) On dit que 1 est bornée (vesp. localement bornée) si I(T) < +o0 (resp. st tout point
x € T admet un voisinage ouvert V tel que I(V) < +00).

Remarques. — 1) La condition 4) entraine évidemment que I est une application
croissante de B(T) (ordonné par inclusion) dans R .

2) Supposons que I soit dénombrablement additive; soit (A,), N une suite crois-
sante d’ensembles boréliens, et soit A = ng{ A,. Les ensembles Dy = Ay, D, =
A, = A, _, étant deux 3 deux digjoints, et leur réunion étant A, on a I(A) =
z I(D, = ’}m; I(A,). De méme, si (B,) est une suite décroissante d’ensembles
n -,

boréliens, et si I(By) < 4+, 0ona I(Q B,) = lim I(B,): il suffit d’appliquer ce qui
n—+@

précéde aux ensembles A, = By = B,.

3) Soit (A,) une suite quelconque de parties boréliennes de T, Si I est dénom-
brablement additive, on a I(J A,) < Z I(A,). D’aprés la remarque précédente, il

n n
suffit d’établir cette inégalité pour une suite finie. On se ramene alors aussitét au cas
de deux ensembles A; et Ay; mais la relation (4) entraine que
I(A; U Ag) = [(A1) + I{Az = (A1 N Ag)) < I(AL) + I(A,).

L’inégalité cherchée en résulte immédiatement.
4) SiI est une fonction dénombrablement additive et localement bornée, la re-
marque précédente entraine aussit6t que I(K) < +co pour tout compact K < T.
5) On peut montrer que si I est additive, c’est-a-dire satisfait & (4) pour les suites
Sfindes, et si I est intérieurement réguliére, alors I est dénombrablement additive
(exerc. 7). Le lecteur pourra d’ailleurs constater que seule I’additivité et la régu-
larité intérieure sont utilisées dans la démonstration du th. 2 ci-dessous.

THEOREME 2, — Soit T un espace topologique, et soit 1 une fonction définie sur B(T),

a valeurs dans R .. Pour qu’il existe une mesure y. sur T, telle que u*(A) = I(A) pour tout
A eB(T), il faut et il suffit que 1 soit dénombrablement additive, localement bornée et
inbérieurement réguliére. La mesure . est alors unique.

Ces trois conditions sont nécessaires: I’application A > *(A) sur B(T) est en
effet dénombrablement additive (§ 1, n° 5, cor. de la prop. 4), localement bornée
d’apres la définition des mesures (§ 1, n® 2, déf. 5) et intérieurement réguliére
d’apres la Remargue 3 du § 1, n° 2.

Passons a P'existence. II est clair que la restriction de I a ®(T) satisfait aux
conditions 1), 2), 3) et 5) de I’énoncé du th. 1; montrons que 4) est également
satisfaite. Soit K une partie compacte de T, intersection d’une famille filtrante
décroissante (K,),ea d’ensembles compacts, et soit € un nombre > 0; I étant
localement bornée, il existe un voisinage ouvert (donc borélien) V de K tel que
I(V) < +oo, et il existe alors un indice « tel que K, < V; quitte & changer de
notation, nous pouvons supposer que K, = V pour tout « € A. D’aprés la
régularité intérieure de I, il existe un ensemble compact L <« V = K tel que
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I(L) > I(V = K) — ¢; comme L ne rencontre pas K, il existe un indice « tel que
LnK, = g,etonaalors (V=K > I(L) 2 I(V =K) — &. Comme on a
K, < V,il en résulte I(K,) < I(K) + ¢ et la condition 4) est vérifiée.

D’apres le th. 1, il existe une mesure w telle que w*(K) = I(K) pour tout
K € &(T). La régularité intérieure des fonctions d’ensembles p* et I sur B(T)
entraine alors p*(A) = I(A) pour tout A e B(T) et Iexistence est prouvée.
L’unicité de p résulte de assertion d’unicité du th. 1.

3. Espaces radoniens

DeriNiTIoN 2. — Soit T un espace topologique. On dit que T est un espace radonien (resp.

fortement radonien) si T est séparé et si toute fonction définie sur la tribu borélienne B(T) de

T, & valeurs dans R, dénombrablement additive et bornée (vesp. localement bornée) est
intérieurement réguliére.

Par exemple, nous verrons plus loin (prop. 3) que tout espace polonais est forte-

ment radonien. En particulier, tout espace localement compact 4 base dénombrable

est fortement radonien.
11 existe des espaces radoniens qui ne sont pas fortement radoniens.

ProrositioN 1. — Tout espace de Lindelf ¥ radonien est fortement radonien.

Soit T un espace de Lindeldf radonien, et soit I une fonction d’ensemble,
positive, dénombrablement additive et localement bornée, sur la tribu B8(T). Les
ensembles ouverts V tels que I(V)< +oo forment un recouvrement de T,
dont on peut extraire un recouvrement dénombrable (V,),.n. Posons G, =
VouViu ...uUV,pourtoutne N;posons Hy = GyetH, = G, =G, _;
pour z > 1; désignons enfin par I, la fonction d’ensemble A—I(A N H,) sur B(T),
qui est évidemment dénombrablement additive et bornée. Les ensembles H,, for-
mant une partitionde T,ona I = Z I,. L’espace T étant radonien, il existe pour

n

chaque 7 € N une mesure bornée p, sur T telle qu’on ait uy(A) = I,(A) pour
tout Ae B(T); on a donc aussi z un(A) = I(A). Comme I est localement

bornée, la famille (w,) est sommable (§ 1, n® 7, prop. 7); si . désigne Z Ly, ON @

u’(A) = I(A) pour tout Ae B(T), et il en résulte que I est intérieurement

y

réguliére. Autrement dit, T' est fortement radonien.

Rappelons qu’une partie A d’un espace topologique T est dite universellement
mesurable si A est p-mesurable pour toute mesure y sur T. Cela revient 4 dire que
A est p-mesurable pour toute mesure w sur T & support compact (§ 1, n° 8, prop. 9).
@ Rappelons (Top. gén. chap. IX, Appendice I) qu’on appelle espace de Lindelsf tout espace topo-
logique T tel que de tout recouvrement ouvert de T, on puisse extraire un recouvrement dé-

nombrable.
4—z.
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ProrosiTioN 2. — Soient X un espace topologique et T un sous-espace de X.
a) Supposons que T soit radonien. Pour toute fonction 1 définie sur B(X), positive,
dénombrablement additive et bornée, on a alors

(6) sup I(K) = inf I(B).
K compact Bes(X)
KeT B>T

De plus, T est universellement mesurable dans X.

b) Inversement, supposons que X soit radonien, et que T soit universellement mesurable
dans X ; alors T est radonien.

Démontrons a). Désignons par « le second membre de (6); pour tout z € N,
il existe un ensemble G, € B(X) contenant T, et tel que I(C,) < « + 27™ Sil’on
pose C = M Cy,onaalors T <« G, I(C) = « SiAe®B(T), choisissons une partie

borélienne B de X telle que A = B n T (Top. gén., chap. IX, 3°¢d.,§6,1n°3) et
posons J(A) = I(B n C). Ce nombre ne dépend pas du choix de B, car si B’ est un
second ensemble, borélien dans X, tel que A = B’ N T,alors BN Cet BN C
ne différent que par un ensemble borélien M contenu dans C =T, et on a
I(M) = 0 d’apres la construction de C. On a évidemment J(K) = I(K) pour
tout ensemble compact K < T. Soit (A,) une suite de parties boréliennes de T,
deux a deux disjointes, et, pour chaque 7, soit B,, une partie borélienne de X telle
que B, "' T = A,. Quitte a remplacer B, par B, = (kU B,), on peut supposer
<n

que les ensembles B, sont deux a deux disjoints. Posons A = (J A, etB = | B,;
n n
on a JA)=IBNC) = z IB,NnC) = ZJ(A,,); J est donc une fonction
n n

dénombrablement additive et bornée sur B(T). Comme T est radonien par
hypothése, il existe une mesure bornée p. sur T telle que J(A) = ©*(A) pour tout
A e B(T); on a par conséquent o = J(T) = u*(T) = sup u*(K) = sup J(K),
par définition de p°®. La formule (6) est donc établie. X E

Montrons que T est universellement mesurable. Soit A une mesure bornée sur
X; le raisonnement précédent s’applique a la fonction d’ensemble I: A A*(A)
sur B(X), et il existe donc une suite (K,) de parties compactes de T telles que I'on
ait (avec les notations ci-dessus)

sup 2*(K,) = J(T) = 2*(C).

Posons K’ = {J K,; K’ est borélien dans X,ona K’ = T < G, 2»*(K") = 2*(C),

neN
donc ces trois ensembles ne différent que par des ensembles - neghgeables, et

T est a-mesurable. Cela achéve la démonstration de a).

Passons 4 ). Supposons que X soit radonien, et que T soit universellement
mesurable dans X. Soit I une fonction positive, dénombrablement additive et
bornée sur B(T); la fonction A — I{A N T) sur B(X) est alors positive, dénom-
brablement additive et bornée, et il existe donc une mesure bornée v survX' telle
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que I(ANT) = v*(A) pour tout A e B(X). Or T est v-mesurable; la relation
précédente montre que v*(K) = 0 pour tout compact K de X disjoint de T, et v
est donc concentrée sur T. Par conséquent, pour tout ensemble borélien A de X,
onal(ANT) =v(ANT) = p*'(ANT), ol pestla mesure induite par vsur T.
Il en résulte enfin que I(B) = p*(B) pour tout ensemble B € B(T) (Top. gén.,
chap. IX, 3¢ éd., § 6, n° 3, Remarque), et I est bien intérieurement réguliere.

CoroLLARE. — 87 X est un espace radonien, tout sous-ensemble borélien T’ de X est
radonien.
En effet, T est universellement mesurable dans X,

ProposiTION 3. — Tout espace souslinien (en particulier tout espace polonais ou lusinien)
est fortement radonien.

Soit T un espace souslinien; T étant un espace de Lindelof (Top. gén., chap.
IX, 3¢ éd., Appendice I, cor. de la prop. 1), il suffit de montrer que T estradonien
(prop. 1). Soit I une fonction définie sur B(T), positive, dénombrablement
additive et bornée. Nous prolongerons I a (T) en posant, pour toute partie A

de T
I(A) = inf I(B).
Bes(T)
Bo A
Montrons que ce prolongement est une capacité sur T (Top. Gén., chap. IX, 3¢
éd., §6, n° 9). Il est clair que la relation A = A’ entraine I(A) < I(A’). Soit

(A,) une suite croissante de parties de T, et soit A = {J A,. L’ensemble des
n

parties boréliennes qui contiennent A, étant stable pour les intersections dénom-
brables, il existe pour chaque n un ensemble borélien B, tel que A, < B, et

I(A,) = I(B,) (cf. démonstration de la prop. 2). Posons C, = pon B,; C, est
borélien, et ona A, < C, < B, donc I(A,) = I(C,). D’autre part, la suite (C,,)
est croissante. Soit C = {J C,: la relation A < C entraine I(A) < I(C) =
n
lim I{C,) = lim I(A,) d’ol aussitét I'égalité I(A) = lim I(A,). Par suite, I est
n n n
une capacité.

Si (H,) est une suite décroissante d’ensembles fermés dans T, on a évidem-
ment I(O H,) = infI(H,). Il en résulte que tout sous-ensemble souslinien F de
T est capacitable pour I (7T0p. gén., chap. IX, 3¢ éd., §4, n° 9, prop. 15). En
particulier, tout sous-ensemble borélien A de T est capacitable (loc. cit., n° 3

prop. 10). Autrement, dit, on a
1(A) = sup I(K),
K

B

K parcourant I’ensemble des compacts contenus dans A; on a prouvé que I est
intérieurement réguliére.

Remarque. — Soient X un espace lusinien (en particulier un espace polonais), et f une
application continue bijective de X dans un espace (régulier) Y, On sait ( Top. gén.,
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chap. IX, 3¢ éd., § 6, n° 7, prop. 14) que P'application B+ f~1(B) est une bijection
de la tribu borélienne de Y sur la tribu borélienne de X. Les espaces X et Y sont
lusiniens, donc fortement radoniens (prop. 3). Il en résulte immédiatement que I’ap-
plication p > f(r) est une bijection de Pensemble des mesures bornées sur X sur
Pensemble des mesures bornées sur Y.

¢ 4. Limites projectives de mesures

Dans tout ce paragraphe, on note 1 un ensemble non vide, muni d’une relation de préordre,
notée 1 < J, et filtrant pour cette relation. Rappelons (Top. gén., 4° éd., chap. 1, § 4,
n° 4) qu’un systéme projectif d’espaces topologiques indexé par 1 est une famille (T, py;) ot
T, est un espace topologique et p;; une application continue de T; dans T; pour © < j, o
b est Uapplication identique de Ty et ot Pon a py, = py; 0 py pour © < § < k. Soient T un
espace topologique et (;);c1 une famille d’applications continues p;: T — T, On dit que la
Samille (p,); 1 est cohérente si Pon a p; = py; o p; pour ¢ < J§, et qu’elle est séparante si pour
x, y distincts dans 'T, il existe i € 1 tel que pi(x) # pi(y). Lorsque T = LI_IE T; et que p;

est Uapplication canonique de T dans Ty, la famille (p;);c1 est cohérente et séparante.

1. Compléments sur les espaces compacts et les limites projectives
Prorosition 1. — Soient X et Y deux espaces topologiques et f une application continue de
X dans Y. Soit (K,)yca une famille filtrante décroissante de parties compactes de X,
d’intersection K. On a alors f(K) = “DA FK,).

En effet, soit y un point de OQA f(K,); pour tout « € A, Pensemble L, =
K, N f~(y) est compact et non vide. La famille (L,), .  est filtrante décroissante,
donc son intersection L est non vide. Orona L = K N f~1(y), d’otty € /(K). On
a donc prouvé l'inclusion f(K) = ocQA F(K,) et Pinclusion inverse est évidente.

ProrosiTiON 2. — Soient donnés un systéme projectif (T, pi;) d’espaces topologiques indexé
par 1, un espace topologique T et une famille cohérente et séparante d’applications continues
pi: T — T, Alors:

a) Pour toute partie compacte K de T, on a K = iQI pr(p(K)).

b) Soient K et L deux parties compactes disjointes de 'T. Il existe i € 1 tel que p;(K) et
p;(L) sotent disjoints pour j > i.

a) Soit x un point de Qx 07 (p(K)); pour tout i € I, 'ensemble K, formé des
points y de K tels que p;(y) = p;(x) est une partie fermée non vide de K. Pour
i <j,onakK;> K, et comme K est compact, I'ensemble QI K, est donc non

vide. Soit ¥ un point de iQI Ki;onayeK et p(y) = p(x) pour tout i e I, d’ola

y = x; finalement, on a x € K, ce qui démontre l'inclusion K = iﬂl 571 (p(K));
. €
’inclusion opposée est évidente.
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b) Pour tout ¢ €I, posons M; = p;72(p,(K)) N L; c’est une partie fermée de
P’espace compact L, on a M; > M; pour ¢ < j et, d’aprés 4), on a QI M, =

KNL = . Par suite, il existe un indice ¢ tel que M; = @. Pour j > 4,
onapr(p(K)NL =M, M = &, dot p;(K) np,(L) = &.

2, Systémes projectifs de mesures

DeériNtTioN 1. — Soit T = (T, py;) un systéme projectif d’espaces topologiques indexé
par 1. On appelle systéme projectif (resp. systéme sous-projectif) de mesures sur I~ une famille
(W4)1e1 O .y est une mesure bornée sur Ty pour tout i €1, et ot Pon a p; = py;(py) (resp.

Wi = pis(py) pour i < J.

ProrosiTION 3. — Soient donnés un systéme projectif d’espaces topologiques T = (T, py))
indexé par I, un espace topologique T, une famille cohérente et séparante d’applications con-
tinues p,: T — T, (pour i € 1) et un systéme sous-projectif (1;); 1 de mesures sur I . Pour
toute partie compacte K de ‘T, on pose

() J(K) = inf ol (p(K)).

Il existe alors une mesure bornée = sur 'L, et une seule, telle que =*(K) = J(K) pour tout
compact K de 'T. On a y; > p,(r) pour tout i € 1 et = est la plus grande des mesures sur T
satisfaisant @ cette condition.
Prouvons d’abord que J(K) est la limite de p;(;(K)) selon le filtre des sections
% de 'ensemble préordonné filtrant I: il suffit pour cela (7op. gén., chap. IV,
3¢ éd., §5, n° 2, th. 2) de montrer que l'on a u;(p(K)) = u;(#,(K)) pour
i < J; or, si Pon pose py; = py;(uy), on a pi; < w; et p,(K) < p52(p,(K)), d’otr
ui (4;(K)) < pi(p5*(&(K))) = (ui)"(0(K)) < w(5:(K)).
Passons maintenant & I’étude des propriétés de la fonction J:
1) 11 est clair que I'on a J(K) < J(L) lorsque K < L.
2) Soient K et L deux parties compactes de T. Pour tout ¢eI, on a
pKUL) < p(K) v p(L), don
WK VL) < w(aK) + wind);
passant a la limite selon le filtre &, on obtient J(K U L) < J(K) + J(L).
3) Supposons les compacts K et L disjoints. D’aprés la prop. 2 dun® 1, il existe
i eI tel que p;(K) N p;(L) = & pourj > i. Pourj > ¢, on a donc
ki (0K VL)) = i (5,(K) + uj(4,(L),

dott J(KU L) = J(K) + J(L) en passant a la limite selon le filtre §.
4) Soit (K,)yca une famille filtrante décroissante de parties compactes de T,

d’intersection K. D’aprés la prop. 1 dun® 1, ona p;,(K) = “OA H(K,) et par suite
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w (5:(K)) = inf p?(£,(K,)) pour tout ;eI (§ 1, n° 6, cor. de la prop. 5). On en
déduit med
J(K) = inf ul (p(K) = inf inf uf(A(K.)

iel xeA
= inf infu} (5(K,)) = inf J(K.).
acAiel seA

5) Choisissons ¢ dans I et posons ¢ = p;(T;). Alors ¢ est fini et I'on a
JEK) < w(p:(K)) < wi(T)), soit J(K) < ¢ pour tout compact K de T.

Les propriétés précédentes permettent d’appliquer le th. 1 du §3, n° I;
on en conclut qu’il existe une mesure bornée = sur T, et une seule, telle que
=*(K) = J(K) pour toute partie compacte K de T. Pour tout 7 € I, notons v, la
mesure sur T; image de = par p;. Soient i € I, A une partie compacte de T, et
@ I’ensemble des parties compactes de p;1(A). D’apreésla Remargue 3du§ 1, n°2,
onar'(p(A)) = sup 7n*(K); on a par ailleurs v{ (A) = =*(p;71(A)) et J(K) =

7*(K) pour K e g, d’olt vj(A) = xilig'](K) Pour K e g, on a ,(K) = A, d’on

JEK) < w(p(K)) < ui(A) et finalement vj(A) < p(A). Comme A est un en-
semble compact arbitraire dans T;, on en conclut v; < y;.

C.Q.F.D.

TuioriME 1 (Prokhorov). — Soient T = (T, py;) un systéme projectif d’espaces
topologiques indexé par X, T un espace topologique et (p,),; o1 une famille cohérente et séparante
d’applications continues p;: 'T — T, Enfin soit (;); o1 un systéme projectif de mesures sur 7.
Pour qu’il existe une mesure bornée w sur ‘I telle que p,(n) = w; pour tout i € 1, il faut
et 1l suffit que sott vérifiée la condition suivante:
(P) pour tout & > 0, il existe une partie compacte K de T telle que i (T; = p,(K)) < ¢
pour tout i € 1.
S’ en est ainsi, la mesure p. est déterminée de maniére unique et Uon a

(2) w(K) = infui(5(K))

pour tout ensemble compact K dans 'T.

Démontrons d’abord l'unicité de w. Soit w une mesure bornée sur T telle
que p,(w) = p; pour tout €I, Soit K une partie compacte de T; d’aprés la
prop. 2 du n° 1, ensemble K est intersection de la famille filtrante décroissante
(p7 2 (p(K))); 1 de parties fermées de T. D’apres le cor. de la prop. 5 du § 1, n° 6,
on a donc

W(K) = infu' (67 (8(K))) = inful (p(K)),

ce qui établit la formule (2). Comme deux mesures qui coincident sur I’ensemble
des compacts sont égales (§ 1, n° 2, cor. de la prop. 2), on en déduit 'unicité de .

D’apres la prop. 3, il existe sur T une mesure bornée = telle que =*(K) =
jnf wf(4:(K)) pour toute partie compacte K de T. D’aprés la formule (2),
i€



n° 4.3. LIMITES PROJECTIVES DE MESURES 33

I'existence d’une mesure bornée w sur T telle que p;(n) = w; pour tout i€l
équivaut donc a la relation:

(P") Onapm) = w, pour tout i 1,

Pour i < j, on a u; = p;;(u,), d’ott u(T;) = uj(T,); comme I est filtrant, il
existe un nombre fini ¢ > 0 tel que pj(T;) = ¢ pour tout i € I. D’aprés la prop. 3,
la mesure p; — p;(x) est positive, donc est nulle si et seulement si sa masse totale
est nulle, c’est-a-dire si w; (T;) = p,(=)*(T;). Comme on a p; (n)*(T,) = =*(T),la
condition (P’) équivaut donc a =*(T) = ¢, c’est-a-dire (§ 1, n° 2, Remarque 3) 4 la
propriété: .

(P") Onasup =*(K) = ¢, o0& & est Pensemble des parties compactes de T.

Ke#&

Or, pour Ke &, on a
= (K) = inf ul (A(K)) = ¢ — sup ui(T; = p(K))

et cette formule entraine immédiatement I’équivalence de (P) et (P").
C.Q.F.D.

Soit (T}, ;) un systéme projectif d’espaces topologiques. Posons T = h@m_ T,

et notons p; ’application canonique de T dans T,. Généralisant la déf. 2 du
chap. III, § 4, n° 5, on dira qu’une mesure bornée w sur T est limite projective
d’un systéme projectif (w;);e1 de mesures si Pon a p; = p(p) pour tout ;1. Le
th. 1 fournit un critére d’existence des limites projectives de mesures. Lorsque les
espaces T sont compacts, et les applications p;; surjectives, I’ est compact et ’on a
#(T) = T, pour tout ¢ € I la condition (P) est donc remplie, et 'on retrouve
dans ce cas la prop. 8, (iv) du chap. III, § 4, n° 5.
Remarque. — Soit (Wy);er un systéme projectif de mesures sur le systéme projectif
d’espaces 7 = (T, pi;). On suppose donné un espace topologique T’ et des applica-
tions continues p;: T/ — T,; on suppose que la famille (p7); <1 est cohérente, mais non
nécessairement séparante. Si la condition de Prokhorov (P) est satisfaite par la famille

(p1)ie1, 1l existe une mesure p” (non nécessairement unique) sur T’ avec pi(w’) = w, pour tout i e L.
Posons T = l(lrE T, et p” = (pi)ie1, €t notons p; 'application canonique de T dans

T;; la condition de Prokhorov est satisfaite par T et les g, car on a p,(p"(K’)) = p(K")
et p’(K’) est compact dans T pour toute partie compacte K’ de T”. D’aprés le th. 1, il
existe une mesure bornée w sur T telle que p,{p) = u,; pour tout i € I. Soit K’ un en-
semble compact dans T”; on a u*(p’(K")) = :n{ ud (pi(KN), d’ol
€
WS(T = §/(K") = sup uf (T, = {(K).
Soite > 0; comme la condition de Prokhorov (P) est satisfaite par les g, on peut donc
trouver un compact K’ de T’ tel que p*(T — p’(K’)) < e. La prop. 8 du §2, n° 4

établit alors P’existence d’une mesure bornée p’ sur T’ avec p = p'(n"), d’olt ¢y =
() = p(p’ () = pi(w”) pour tout i e 1.

3. Cas des systémes projectifs dénombrables
THEOREME 2. — On suppose que Uensemble préordonné filtrant I posséde une partie co-
finale dénombrable. Soient T = (T, py;) un systéme projectif d’espaces topologiques,
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T = h(___m T, et p, Uapplication canonique de T dans Ty, Tout systéme projectif (1)1 de
mesures sur I admet alors une limite projective.
Nous traiterons d’abord le cas ot I = N et nous poserons ¢, = py, n+1. S0it
e > 0. Par récurrence, on définit une suite d’ensembles compacts L, < T,
comme suit; L, est une partie compacte de T telle que pg(Ty = Ly) < ¢/2, et
pour 2 2 0, I'ensemble compact L, ., est contenu dans ¢;*(L,) et tel que
war1(gn t(Ln) = Lpyi) < gf2°42
Cette construction est possible en vertu de la Remarque 3 du §1,n°2, On a
Prs1(Tosr = Lns1) = vas1(Tass = g7 (L0)) + pasa(gn H(Ln) = Lasy)
a+1(Thsrr = g2 t(Ly)) + /272
P*:I(Tn - Ln) + E/27"-’-2
car w, = ¢,{u,+1); par récurrence sur p, on en déduit
pp(Tp = Ly) < el — 1/2°%%) < e

N

Comme T est un sous-espace fermé de [TT,et que P’espace produit ITL,
neN

nenN

est compact, la partie L = T nng L,= nQN bt t(L,) de T est compacte. Soit
neN;onapy(L) = () pun(Ln) (Top. gén., chap. I, 4 éd., § 9, n° 6, prop. 8)
et ppm(Ly) = pnm,(Lm»)mlgour m' 2 m > n,dou

pa(Tn = pa(L)) = lim wi(T, = pon(Lin))-
Mais, pour m > n, la mesure ., est image de p,, par p,,, d’ol

tn(Tn = brn(Lin)) = pn(Tr = pri (Pam(Lin))) < pn(Tw = Ly) < &5
en passant & la limite sur m, on obtient p) (T, — p,(L)) < e Autrement dit, la
condition de Prokhorov (P) est satisfaite, et il existe une mesure bornée . sur T
telle que @, = p, (1) pour tout ne N (n° 2, th. 1).

Passons au cas général: il existe dans I une suite cofinale croissante (7,),cn.
L’application ¢+ (f; (¢))nen €st un homéomorphisme de T sur la limite pro-
Jjective du systeme projectif (T, , p;; ) (Top. gén., chap. I, 4° éd., §4, n° 4).
D’aprés la premiére partie de la démonstration, il existe donc une mesure
bornée p sur T telle que w;, = p; () pour tout » € N. Soit ¢ € I; il existe ne N
avec 1 € {,, d’ol

i) = pu, (01, (W) = pu,(s,) = wae
C.Q.F.D.

Le théoréme 2 est souvent utilisé dans la situation suivante: soient D un en-
semble dénombrable et (X,);.p une famille d’espaces topologiques. Soit & I’en-
semble des parties finies de D, ordonné par inclusion. Pour J dans §, posons
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X; = tHJ X, et pour J < J', soit p;5- 1a projection canonique de X, sur le produit
€

partiel X;. On pose aussi X = :1_113 X, et 'on note p; la projection canonique de X
€

sur le produit partiel X;. On montre facilement (cf Ens., chap. III, 2° éd., § 7,
n° 2, Remarque 3) que la famille (p;);.q définit un homéomorphisme de X sur
l(iEXJ. Un systeme projectif de mesures p est alors une famille de mesures

bornées p; sur X; telles que py; = pyp(wy) pour J < J'. Il existe une mesure
bornée p sur X et une seule telle que p; = p;(n) pour toute partie finie J de D

(¢« Théoréme de Kolmogoroff»). On dit parfois que w est la mesure sur I X
admettant les marges u;. teb
En particulier, supposons donnée, pour tout ¢ € D, une mesure v; de masse
totale 1 sur X,, Posons p; = t®J v, pour toute partie finie J de D. Soient J < J’
€

deux parties finies de D et K = J" = J; si l'on identifie X;. a X; x Xk, on
apy = uy ® pg, et comme la mesure px est de masse totale 1, la projection de
Ly @ ug sur X est égale a p;. La mesure sur X admettant les marges u; se note
t(% v;ets’appelle le produit de la famille (v;);c p. Lorsque les espaces X, sont compacts,
€

on retrouve la construction du chap. ITI, 2° éd., § 4, n° 6.

§ 5. Mesures sur les espaces complétement réguliers

St T est un espace topologique, et ¥ un espace de Banach, la notation €°(T; F) désigne
Pespace des _fonctions continues bornées sur T & valeurs dans ¥, muni de la norme de la con-
vergence uniforme. Si F = R, cette notation est abrégée en €°(T), ou €° s’il v’y a pas
d’ambiguité, et 'on désigne par €%, (T') ou €% le cone des fonctions positives dans €°(T).
L’espace des mesures complexes bornées sur T sera noté M°(T, C), Pespace des mesures
réelles bornées MO('T) ou M°, et le cone des mesures positives bornées M° (T) ou M°, .

1. Mesures et fonctions continues bornées

Rappelons (Top. gén., chap. IX, 3° éd., § 1, n° 5, déf. 4) qu’un espace
topologique T est dit complétement régulier s’il est uniformisable et séparé. Cela
équivaut & dire (loc. cit., prop. 3) que T est homéomorphe a un sous-espace d’un
espace compact. Si T est complétement régulier, toute fonction semi-continue
inférieurement positive f sur T est Penveloppe supérieure de ’ensemble filtrant
croissant des éléments de %% (T) majorés par f, toute fonction semi-continue
supérieurement positive et bornée g est ’enveloppe inférieure de 'ensemble filtrant
décroissant des éléments de €% (T) qui majorent g (loc. cit., § 1, n° 7, prop. 7).
Nous aurons aussi besoin du lemme suivant:

Lemme 1. — Sotent T un espace complétement régulier, K une partie compacte de'T et U une
partie ouverte de 'L contenant K.
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a) Il existe une partie ouverte U’ de T tel que K =< U’ = U’ = U,

b) Soit f une fonction continue définie sur K & valeurs dans un intervalle I de R (resp.
dans ©). Il existe une fonction ' continue et bornée sur T, a valeurs dans I (resp. dans C)
qut prolonge f et s’annule dans T = U,

Il suffit de traiter le cas ot T est un sous-espace d’un espace compact X, Soit
V une partie ouverte de X tel que VN T = U; désignons par V' un ensemble
ouvert dans X contenant K tel que V' < V, par g une fonction continue sur X, &
valeurs dans I (resp. dans C) prolongeant f et nulle sur X =V (Top. gén., chap.
IX, 3% ¢éd.,§ 4, n° 1, prop. 1). On satisfait & 4) en prenant U’ = V' (M T,eta ) en
prenant pour f' la restriction de g & T.

PropositioN 1. — Soit T un espace complétement régulier.

a) Soient u une mesure positive sur 'L, et f une fonction numérique = 0 définie dans T
et semi-continue inférieurement (resp. semi-continue supérieurement finie & support compact).
On a alors

1) w(f) =supu’(g)  (resp. p*(f) = inf u(g))

gely geBy
I; (vesp. S;) désignant U’ensemble des fonctions continues bornées telles que 0 € ¢ < f
(resp. g = f).
b) Soient © une mesure complexe sur T, et f une fonction numérique > 0 définie dans T
et semi-continue inférieurement. On a alors

@ 81°() = sup 19(g)l,
& parcourant Uensemble des fonctions complexes, continues, bornées et |0|-intégrables telles
que |g| < f.

La premiére des formules (1) est évidente, car I, est un ensemble filtrant
croissant de fonctions continues dont I'enveloppe supérieure est f, et on peut
appliquer la prop. 5 du § 1, n° 6. La méme proposition entrainera la seconde
formule, si nous montrons que S; contient une fonction continue bornée p-inté-
grable. Soient donc K le support de fet M la borne supérieure de f; comme K est
compact, M est fini (Top. gén., chap. IV, 3° éd., § 6, n° 2, th. 3). Soit U un en-
semble ouvert contenant K et tel que u* (U) < +o0;ilexiste (lemme 1) une fonction
continue g a valeurs dans (0, M), égale 2 M sur K et nulle hors de U; on a alors
geS;et p*(g) < Mp*(U) < +oo.

Passons & 4). Il suffit évidemment de montrer que 'on a |6]*(f) < sup [6(g)].

g

Soient deux nombres réels @ et b tels que a < & < |0]°(f). D’aprés (1), il existe
une fonction 4 € €%, (T) telle que & < fet |0]°(k) > &; désignons par M la borne
supérieure de . D’aprés la définition de |6]* (§ 1, n° 2, déf. 4), il existe une partie
compacte K de T telle que |6|%(hx) > b. Il existe alors une fonction continue
complexe j sur K telle que |j| € Ak et que |0¢(j)| > & (chap. III, 2° édit.,
§ 1, n® 6). Choisissons un ensemble ouvert U contenant K et tel que
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b—a
M
complexe % continue sur T, nulle hors de U (lemme 1); pour tout ¢ e T, posons

k(¢) st k()| < A(t)

(3) &(t) =9 k() :
120 h(¢) si |k(2)] > A2).
On a évidemment |g| < & < f, et g = jdans K, donc | [0x(J)] — |0(g)|| =
1187%)] = 18()l] < [8°(j° — &) < M.I6]*(U —K) < b — g et par consé-
quent |6(g)| > a. Montrons d’autre part que g est une fonction continue: comme
a est assujetti seulement 2 la condition ¢ < |0]°(f), cela entrainera que le second
membre de (2) majore le premier, d’ott la proposition. Or soit F (resp. F') I’en-
semble des ¢ € T tels que |£(t)| < A(t) (resp. |k(2)| > A(¢)). Ces ensembles étant
fermés, et leur réunion étant T, il nous suffit de montrer que gp et gz sont con-
tinues: or cette propriété est évidente pour gp = kg, et elle I'est pour gp aux
points ol £(¢) # 0; d’autre part, siz e F’ est tel que £(¢) = 0, on a aussi 2(¢) = 0,
et Pinégalité | g| < % entraine que g est continue au point £

|6]*(U =K) < (§1, n° 9, prop. 13 et 14); prolongeons j en une fonction

Remarques. — 1) Soit f une fonction semi-continue inférieurement positive, et soit
J; Pensemble des fonctions continues bornées positives nulles hors d’un ouvert y-intégrable
et majorées par f. On peut montrer que f est 'enveloppe supérieure de J; et que
b5 () = sup w(e)-
2) Si la mesure y est bornée, la formule u*(f) = iréf u(g) est évidemment
ge8y

valable pour toute fonction f, semi-continue supérieurement, positive et bornée.

ProrostTiON 2, — Soient = et ' deux mesures complexes sur un espace complétement
régulier T, telles que Pon ait n(f) = o'(f) pour toute fonction f € €°(T), intégrable pour
In| et || On a alors o = .

Reprenons la démonstration de la seconde partie de la proposition 1, en
posant 6 = n — %', Nous pouvons imposer & l'ouvert U d’étre intégrable pour
|n] et ||. La fonction g est alors intégrable pour ces deux mesures, et la relation
8(g) = 0 entraine @ < 0; on a donc |0|°(f) = O pour toute fonction f semi-
continue inférieurement positive, d’ott finalement |6| = 0, en prenant f = +co.

PropostTioN 3. — Soit p. une mesure positive sur un espace complétement régulier T, et soit
pe(l,+ool. Lespace # des fonctions f e €°(T), dont le support est contenu dans un ouvert
p-intégrable, est dense dans LP(w).

D’apreés la prop. 15 du § 1, n° 10, il nous suffit de montrer que si K est com-
pact dans T, et si g est le prolongement par 0 & T d’une fonction de €*(K),
comprise entre O et 1, il existe une fonction f e %% (T), & support contenu dans un
ouvert p-intégrable, et telle que || / — gl|, soit arbitrairement petit. Or soient € un
nombre > 0, U un voisinage ouvert de K tel que p*(U = K) < ¢, V un voisinage

ouvert de K tel que V = U, f une fonction & valeurs dans (0, 1), continue, égale
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a gsur K et 2 0 hors de V (lemme 1). La fonction | f — g|? est alors majorée par
@u—x; on a donc || f — g|l, < €7, ce qui établit la proposition.

Remarque 3). — On a un énoncé analogue pour les fonctions 2 valeurs dans un espace
de Banach F: le sous-espace % ® F de %°(T; F) est dense dans ZH(u).

ProposITION 4, — Pour gu’une mesure complexe bornée O sur un espace complétement
régulier T soit positive, il faut et il suffit gw’on ait 8 f) = O pour toute fonction f € €%, (T).

La nécessité est évidente. Pour établir la suffisance, reprenons la démonstra-
tion de la proposition précédente, en prenant p = 1 et p = |0|; les notations
étant les mémes, la relation p*(|f — g|) < ¢ et l'inégalité 6(f) > O entrainent
0x(gx) = 0(g) = —e; comme gy est un élément de €(K) compris entre 0 et 1
arbitraire, la mesure Oy est positive; I’ensemble compact K étant arbitraire, cela
signifie que 0 est positive.

2. Mesures bornées et formes linéaires sur €°(T)

PROPOSITION 5. — Sotent T un espace completement régulier, et 1 une forme linéaire com-

plexe continue sur Uespace normé €°('T'; C). Pour qu’il existe une mesure complexe bornée ©

sur T telle que 0(f) = I(f) pour tout fe €°(T; C), il faut et il suffit que la condition

suivante soit vérifide:

(M) Pour tout nombre ¢ > O il existe une partie compacte K de T telle que les relations
ge®(T,C), |g| < 1, gx = O entrainent |I(g)| < =.

La mesure 0 est alors unique.

L’unicité résulte de la prop. 2 du n° 1. Montrons que la condition (M) est
nécessaire. Soit 6 une mesure complexe bornée; soit K un ensemble compact tel
que |8]*(T =K) < e (§1, n° 2, Remarque 3). Les hypothéses [g] < 1, gg = 0
entrainent | g| < ¢px, donc [8(g)| < |0]*(opx) < &

Passons a la démonstration de la suffisance. Soit X le compactifié de Stone—
Cech de T (Top. gén., chap. IX, 3° éd., §1, n° 6). Pour toute fonction
fe®°(X, Q), posons v(f) = I(fr); nous définissons ainsi une forme linéaire con-
tinue v sur €°(X, C), c’est-a-dire une mesure complexe sur ’espace compact X.
Soient £ un nombre > 0, K un ensemble compact satisfaisant & (M) ; la fonction
opx €tant semi-continue inférieurement et positive dans X, la formule (2) nous
donne les relations suivantes, ott ¢ désigne I’ensemble des fonctions g € ¥°(X, C)

telles que |g| < px:
V(X =K) = sup |v(g)| = sup [I(gr)] < ¢
ged ged

Soit (K,)n»: une suite de parties compactes de T, telle que chaque K,
satisfasse & (M) pour ¢ = 1/n, et soit S = | K,,; S est borélien dans X, contenu
dans T,eton a |y[*(X =T) < *(X =8) < v*(X =K,) < 1/ pour tout =,
de sorte que T est v-mesurable et que v est concentrée sur T. Soit f une fonction
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continue et bornée sur T'; comme X est le compactifié de Stone—Cech de T, fse
prolonge par continuité en une fonction g e €°(X; C). Soit alors u la mesure
induite par v sur T; on a u(f) = v(f°)®. Comme v est concentrée sur T, les
fonctions f° et g sont égales v-presque partout, et on a donc u(f) = v(g) =
I(gr) = I{f), ce qui achéve la démonstration.

CoROLLAIRE. — Auvec les notations de la prop. 5, supposons qu’il existe une mesure positive
bornée . sur T telle que |L( )| < w(|f]) pour tout f € €°(T; C); alors il existe une mesure
complexe O sur 'L telle que 0(f) = 1(f) pour tout f € €°(T; C).

3. Convergence étroite des mesures bornées

Soit T un espace complétement régulier ; 1a forme bilinéaire ( f, p) > f f®

sur €°(T) x .#°(T) met ces deux espaces en dualité séparante. Il est clair en eﬁet
que la dualité est séparante en €°(T) du fait que les mesures ¢, (x € T') appartien-
nent & #°(T); elle est séparante en .#°(T) d’aprés la prop. 2 du n° 1.

DerinitioN 1. — La topologie faible sur M°(T) associée & la dualité précédente entre
G(T) et M°(T) est appelée la topologie de la convergence éiroite (ou la topologie étroite) sur
M0(T).

La topologie étroite est séparée, d’apres les remarques précédant la définition.
Nous emploierons souvent I’adverbe « étroitement » pour signifier « au sens de la
topologie étroite ». Sauf mention du contraire, #%(T) sera muni de la topologie
étroite dans toute la suite de ce paragraphe.

Tout élément de €°(T) est combinaison linéaire d’éléments de €%, (T). Pour
qu’un filtre & sur #°(T) converge étroitement vers une mesure bornée }, il faut
et il suffit qu’on ait

4) lim u(f) = A(f) suivant & pour toute f€ €3, (T).

Remarques. — 1) Si T est localement compact, la topologie étroite est plus fine que la
topologie induite sur .#°(T) par la topologie vague, et ces deux topologies ne coinci-
dent que si T est compact. En effet, si T n’est pas compact, Papplication fr> e
converge vaguement vers 0 suivant le filtre des complémentaires des parties relative-
ment compactes de T, mais ne converge pas étroitement vers 0, car la fonction 1
appartient & ¥°(T) (pour les relations entre convergence vague et convergence étroite,
voir la prop. 9).

2) 1l résulte aussitét de la prop. 4 que % (T) est fermé dans #°(T).

3) Si T est complétement régulier, ’application ¢+>¢, de T dans A°(T) est un
homéomorphisme (Top. gén., chap. IX, 3° éd., § 1, n° 5).

ProposITION 6. — Soit T un espace complétement régulier.
a) Soit f une fonction numérique > O semi-continue inférieurement définie dans T la
Jonction . |w|*(f) est alors semi-continue inférieurement dans M°(T).

U Cette relation n’a été établie plus haut (§ 2, n° 1, prop. 1) que dans le cas ol fetv sont positives.
L’extension 2 la situation présente, ol f et v sont complexes et bornées, est immédiate par linéarité.
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b) Soit f une fonction semi-continue supéricurement et bornée définie dans T ; la_fonction
wt> w(f) est alors semi-continue supéricurement dans M° (T).

On voit en effet, d’aprés la prop. 1, b) du n°® 1, que w+> |p[*(f) est Ien-
veloppe supérieure d’une famille de fonctions de la forme w—> |u(g)| avec
g € €°(T), donc continues pour la topologie étroite. Ceci établit a). Pour prouver
b), il suffit de choisir une constante C majorant f, et d’écrire u(f) =
w(C) — u(C — f);lafonction ur (C) est continue, et la fonction pr>p(C — f)
est semi-continue inférieurement dans 4% (T) d’apres ce qui précéde.

ProrosttioN 7. — Soit T un espace complétement régulier. Soit . une mesure positive
bornée sur 'L, et soit f une fonction positive bornée sur 'L, telle que I’ ensemble des points de T
ol f n’est pas continue soit localement y-négligeable. L’ application ki A*( f) de MO, (T)
dans R est alors continue au point .,
Pour tout teT, posons f'() = lim.itnff(s), fr@) = lim.stupf(s). On a
8= 8=

évidemment f’ < f < f”, avec I’égalité en tout point de T ou f est continue
(donc p-presque partout). D’autre part, /' est semi-continue inférieurement, f”
est semi-continue supérieurement et bornée (7op. gén., chap. IV, 3¢ éd., §6,
n° 2, prop. 4). On a donc les relations suivantes d’apres la prop. 6,
p*(f) < liminf 2°(f") < lim.inf A*(f) < w*(f) < limsup 2°(f)
A= AU

A-p

< imsup 1°(f7) < w*(f")-
A=
On conclut en remarquant que p*(f') = p*(f"),carf’ et f " sont égaleslocalement
p-presque partout.

Provosition 8. — Soient X un espace complétement régulier, T un sous-espace de X, i
Pinjection canonique de T dans X. Désignons par W ensemble des mesures positives
bornées sur X concentrées sur T, muni de la topologie induite par M°(X). L’application
wi=>i(w) de M5 (T) dans M°(X) est alors un homéomorphisme de M°, (T) sur W.
Notons encore ¢ I’application w+—>i(u) de A% (T) dans A% (X); i est in-

jective (§ 2, n® 4, prop. 8), et applique 4% (T) dans W (§ 2, n° 3, prop. 7). Si
reW,onai = i(hr) (§2,n°3, prop. 7, 5)). Par conséquent, ¢ est une bijection
de 4% (T) sur W, et la bijection réciproque de 7 est I’application 7: A — Apsur W.
D’autre part, ¢ est continue: en effet, si fe 6°(X), ona {¢(w), f> = {w, fo i), et
foiappartient 4 €°(T). Tout revient donc & montrer que ’on a, pour toute mesure
v € W et toute fonction fe %% (T),

lim 2a() = el

AEW
ou encore

lim A(f°) =

A=
AeW

|
=
P
S
\9
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Soit f ® la fonction sur X qui coincide avec f dans T, avec 40 dans X — T, et

solent £’ et f ” respectivement la régularisée semi-continue supérieurement de f°,

et la régularisée semi-continue inférieurement de f * (7Top. gén., chap. IV, 3°

éd., §6, n° 2). Les relations f'(x) = lim.sup f°(y), f"(x) = lim.inf f *(y) en-
y—=x Yy—=x

trainent aussitdt que f” et f ” coincident toutes deux avec fet £ ° dans T. La prop. 6
donne alors
w(f) 2 liril.sup A (f)
nd
AEW

(") < liminf 2 ().

A=y
reWwW

Mais on peut remplacer f' et f” par f° dans ces deux formules, puisque les
mesures A et u sont portées par T'; on a donc obtenu la relation cherchée.

L’énoncé de la prop. 8 ne vaut que pour des mesures positives: ’application

w > () de A°(T) dans A °(X) est injective et continue, mais n’est en général pas un

homéomorphisme de #°(T) sur son image. Prenons par exemple X = R, T =

R = {0}; les mesures X = g —¢e_; (¢ > 0) convergent étroitement vers 0 dans X

lorsque ¢ tend vers 0, mais ne convergent pas étroitementvers 0 dans T (la fonction carac-
téristique de )0, +co( appartient & F°(T)) (cf. cependant le cor. du th. 1 du n° 5).

Prorosttion 9. — Soit T un espace localement compact, et soit ¥ un filtre sur M, ('T) qui
converge vaguement vers une mesure bornée . Pour que § converge étroitement vers ., il faut
et il suffit que Pon ait lim A1) = w(1) suivant .

A

La condition est évidemment nécessaire. Pour montrer qu’elle est suffisante,
désignons par X le compactifié d’Alexandroff de T (70p. gén., chap. I, 4° éd.,
§9, n° 8) et par ¢ I'injection canonique de T dans X. D’aprés la prop. 8, tout
revient & montrer que Ar>i(\) converge étroitement vers i(u) dans #°(X)
suivant . Comme u(1) < +co, il existe un ensemble A € § tel que les masses
totales des mesures de A soient bornées par un nombre M; il nous suffit donc de
vérifier que l'on a
) tim [ gd() = [ gd(i(w)

AT JX X

pour des fonctions g € ¥°(X) qui forment un ensemble total dans €°(X). Or cette
égalité est satisfaite lorsque g a un support compact dans T, en raison de la con-
vergence vague de ¥ vers y, et d’autre part lorsque g est une fonction constante
sur X, du fait que lir? A(1) = u(l). Les fonctions des deux types précédents

formant un ensemble t'otal dans ¥°(X) (chap. III, 2° éd., § 1, n® 2, prop. 3), cela
termine la démonstration.

4, Application: propriétés topologiques de I’espace .#% (T)
Remarquons d’abord que, si T est complétement régulier, #°(T) est un
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espace vectoriel topologique séparé, donc complétement régulier. Par suite,
A (T) est complétement régulier.

Prorosition 10. — Soit T un espace polonais; Pespace A% (T) est alors polonais pour
la topologie étroite.

Nous commencerons par traiter le cas ot T est polonais et compact. L’ensemble
U des mesures positives de masse < 1 est alors compact (chap. III, 2¢ éd., § 1,
n° 9, cor. 2 de la prop. 15), et la topologie induite sur U par la topologie étroite
(qui coincide ici avec la topologie vague) est aussi induite par la topologie de la
convergence simple dans un ensemble total de €(T) (loc. cit., n° 10, prop. 17). Or,
il existe dans €(T) un ensemble total dénombrable ( Top. gén., chap. X, 2°¢éd., § 3,
n° 3, th. 1); par suite, U est un espace compact métrisable. L’ensemble V des
mesures positives de masse < 1 est ouvert dans U, donc est un espace localement

compact polonais. Or I’application pr> w de A% (T) sur V est un

1
I+ (1)

. . 1 . .
homéomorphisme, ’application 7\r—>1—_m—) ) étant 'homéomorphisme ré-

ciproque.

Passons au cas ot T est polonais; on peut supposer que T est intersection
d’une suite décroissante (G,) d’ouverts dans un espace compact métrisable X
(Top. gén., chap. IX, 3¢ éd., § 6, n° 1, cor. 1 du th. 1); I’espace A% (T) est alors
homéomorphe au sous-espace W de .#7, (X) constitué par les mesures concentrées
sur T (n° 3, prop. 8), et il nous suffit de montrer que W est I'intersection d’une
suite d’ouverts dans 1’espace polonais .#% (X) (loc. ¢it., cor. 1 du th. 1). Or, soit W,
Pensemble des mesures pe.#%(X) concentrées sur G,; l'application
hps p=upt (X = G,) sur A% (X) est semi-continue supérieurement (n° 3, prop. 6), et
Pensemble A% des mesures u € #% (X) telles que %,(p) < 1/k est donc ouvert
pour tout £ > 1 et tout n € N. On acheve alors la démonstration en remarquant
que W=NW, = QAZ.

n n,

CoroLLAIRE 1.— 8i T est un espace méirisable de type dénombrable, M°. (T) est
métrisable de type dénombrable pour la topologie étroite.

En effet, soit T le complété de T pour une métrique définissant la topologie de
T; Pespace T est polonais, et % (T) est homéomorphe au sous-espace de
Iespace polonais 4%, (T), constitué par les mesures concentrées sur T (n° 3,
prop. 8). Or tout sous-espace d’un espace polonais est métrisable de type dé-
nombrable (7Top. gén., chap. IX, 3° éd., § 2, n° 8, cor. de la prop. 11).

CoROLLAIRE 2. — 87 T est un espace souslinien (resp. lusinien) complétement régulier,
Pespace M (T) est souslinien (resp. lusinien).
Considérons en effet un espace polonais P et une application continue f de P
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sur T (7op. gén., chap. IX, 3¢ éd., §6, n° 2, déf. 2). Soit f Iapplication
continue y > f (u) de A% (P) dans 4%, (T); Pespace A%, (P) est polonais d’apres
la prop. 10, et f est surjective (§ 2, n° 4, prop. 9); I'espace %, (T) est donc sous-
linien. De méme, si T est lusinien, f peut étre supposée injective (loc. cit., n° 4,
prop. 11); alors fest injective (§ 2, n° 4, prop. 8), et 4% (T) est donc lusinien
(loc. cit., n° 4, prop. 11).
Soit T un espace souslinien complétement régulier (rappelons qu’il suffit pour cela
que T soit souslinien et régulier (loc. cit., Appendice, cor. de la prop. 2)), et soit H une

partie compacte de 4 2(T); alors H est compacte et souslinienne, donc métrisable
pour la topologie étroite (loc. cit., Appendice, cor. 2 de la prop. 3).

5. Critére de compacité pour la convergence étroite

DeriNirioN 2. — Soit T un espace topologique, et soit H une partie de M°(T); on dit que
H satisfait & la condition de Prokhorov si
a) on asup |u|(1) < +oo;
neH

b) pour tout nombre ¢ > 0, il existe un ensemble compact K, de T tel que ’on ait
(6) u[(T = K,) < & pour tout mesure p. € H.

On peut montrer que, si T est complétement régulier, I’ensemble des conditions a)
et b) est équivalent & la condition suivante: il existe une fonction réelle f = 1 sur T,
telle que I'ensemble des points ¢ de T satisfaisant & f(#) < ¢ soit compact pour tout
¢ € R, (ce qui entraine en particulier que fest semi-continue inférieurement), et telle
que ’on ait sup [u](f) < +c0o. De plus, lorsque T est localement compact, on obtient

un énoncé équivalent en imposant & f d’étre continue (cf. exerc. 10).

Proposition 11.— Soit T un espace complétement régulier, et soit H une partie de
M(T) qui satisfait & la condition de Prokhorov; son adhérence H dans M°(T) satisfait
alors a la condition de Prokhorov.

En effet, les fonctions p> |p|*(1), w> |u]*(T = K,) sont semi-continues
inférieurement dans .#°(T) d’aprés la prop. 6 du n° 3.

L’intérét de la condition de Prokhorov vient du théoréme suivant, dont on
étudiera la réciproque plus loin (th. 2).

TrtoreME 1 (Prokhorov). — Soit T un espace complétement régulier, et soit H une partie
de M°(T) qui satisfait & la condition de Prokhorov; ¥ est alors relativement compacte
dans M*(T) pour la topologie étroite.

Nous pouvons supposer que T est un sous-espace d’un espace compact X; soit
¢ P'injection canonique de T dans X. Nous pouvons supposer d’autre part que H
est fermée dans A°(T), d’aprés la prop. 11. Il nous suffit alors de montrer que tout
ultrafiltre U sur H converge dans .#°(T).

Nous commencerons par le casot H = .#7% (T). Les masses totales des mesures
5—s.
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w e H étant bornées par hypotheése, i (u) converge vaguement suivant U, dans
M (X)), vers une mesure v € A, (X) (chap. III, 2¢ éd.,, §1, n° 9, cor. 2 de la
prop. 15); d’apres la prop. 8 du n° 3, tout revient 4 prouver que v est concentrée
sur T. Or, soit ¢ un nombre > 0, et soit K, une partie compacte de T satisfaisant
a la formule (6). Comme X — K, est ouvert dans X, on a d’aprés la prop. 6 du
n° 3 appliquée dans X les inégalités

V(X =T) < v*(X =K,) < lim.infi(1)*(X =K,) = lim.inf p*(T = K,) < &;
W, [T9sS

commee > 0 est arbitraire, le théoréme est établi dans le cas particulier considéré.
Passons au cas général; pour toute mesure y sur T, posons a;(w) = Z(uw)*,
ax(w) = Z(W)™, ag(w) = J(W)*, auu) = F(w)7; comme on a p =
ay(u) — ag(w) + tag(w) — da,(uw), il suffit de montrer que les applications a;
(j=1,2,8,4) convergent étroitement suivant U. Mais ’ensemble H; des
mesures a,(i), ol w parcourt I, satisfait 4 la condition de Prokhorov en vertu de
la relation [a;(u)|<|uw|, et il est contenu dans .#% (T); il est donc relativement
compact dans .#% (T) d’aprés le cas particulier, et le théoréme en résulte aussitot.

CoroLLAIRE. — Soit T un sous-espace d’un espace completement régulier X, et soit H une
partie de H°(T), qui satisfait & la condition de Prokhorov. St i désigne Iinjection canonique
de T dans X, la restriction @ H de Uapplication p.+ i () de M°(T) dans M°(X) est un
homéomorphisme de H sur son image.

Il suffit de traiter le cas ott H est fermée (prop. 11), donc compacte; cela résulte
alors du fait que p— (@) est continue et injective.

Rappelons que ce résultat vaut aussi pour une partie quelconque de % (T)
(n® 3, prop. 8).

TraEoREME 2. — Soit T un espace localement compact, ou un espace polonais, et soit H une
partie relativement compacte de M, (1) ; H satisfait alors & la condition de Prokhorov.

On peut se borner au cas ot H est fermé, donc compact, Les masses totales
des mesures p € H sont évidemment bornées, car ’application w > (1) est con-
tinue, et tout revient a prouver 'assertion ) de la déf. 2.

Supposons d’abord que T soit localement compact. Soit ¢ un nombre > 0.
Associons & toute mesure w € H un ensemble compact K, dans T tel que
' (T = K,) < e, puis un voisinage ouvert relativement compact U, de K. La
fonction A+ A*(T = U,) étant semi-continue supérieurement dans .#% (T)
(n® 3, prop. 6), 'ensemble V* des mesures A € H telles que A*(T = U,) < ¢ est
un voisinage de p dans H. Il existe donc une partie finie H’ de H telle que les
ensembles V¥ (u. € H') recouvrent H. Si I’on désigne alors par K P’ensemble com-

pact |J U, ona 2 (T =K) < ¢ pour tout A H.
neH’
Supposons ensuite que T soit polonais. Nous ne restreindrons pas la géné-

ralité en supposant que T est Iintersection d’une suite décroissante (T,),5,
d’ensembles ouverts d’un espace compact X (7op. gén., chap. IX, 3° éd., § 6,
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n° 1, cor. duth. 1). Soit 7, I'injection de T dans T, etsoit H, 'ensemble des mesures
de la forme 7,(%) pour X € H; comme H, est compact dans .#% (T,), il existe
donc un ensemble compact K, = T, tel qu’on aitv*(T, = K,) < 277 pour toute
mesure ve H,, d’apres le résultat précédent appliqué & ’espace localement
compact T,. On a donc aussi v'(T = (T NK,)) <277, et finalement

M(T = (TNK,)) <27 pour toute mesure A€ H. Posons alors K = Q K,;

P’ensemble K est compact et contenu dans T, et on a, pour toute mesure A € H,
A(T = K) z AT =(TnNnK,)) < z €277 = ¢. La condition de Prokhorov

. P
est donc VCI‘lﬁCC.

6. Convergence étroite des mesures et convergence compacte des fonctit}ns

ProposiTioN 12. — Soit T un espace complétement régulier, et soit B la boule unité de
Pespace normé €°(T, C). Soit 1 une forme lindaire sur €°(T, C). Pour qu’il existe une
mesure complexe bornée 0 sur T telle que I(f) = O(f) pour tout f € €°(T, C), il faut et il
suffit que la restriction de 1 & B soit continue pour la topologie de la convergence compacte. La
mesure O est alors unique.

Montrons que la condition de I’énoncé est nécessaire. Soient 6 une mesure
complexe bornée sur T, e un nombre > 0, et K une partie compacte de T telle que
|8]*(T = K) < . Soit fe B; nous noterons U le voisinage de f dans B pour la
topologie de la convergence compacte, formé des fonctions ge B telles que
sup lg(x) — f(x)| € e On a, pour tout ge U
xe

189) = 60N < [ 1e = F148] < 8" (K) + 200"(T =) < (Jo] + 2

car |g — f| est majorée par ¢ sur K et par 2 sur T — K.

Réciproquement, considérons une forme linéaire I sur €°(T, C), dont la res-
triction & B soit continue pour la topologie de la convergence compacte, Pour
tout nombre ¢ > 0, il existe alors un nombre a > 0 et une partie compacte K de
T tels que les relations fe B, sup |f(x)] < aentrainent |I(f)| < e Laprop.5du

X €

n° 2 entraine alors I’existence d’'une mesure complexe bornée 8, unique, telle que

I(f) = 6(f) pour tout fe ¥°(T, C).

Prorosition 13. — Soient T un espace localement compact, et H une partie bornée de
Lespace normé €°(T, ). L’application (p, f) > w(f) de #°(T) x H dans C est alors
continue lorsqu’on munit M, (T} de la topologie étroite, et H de la topologie de la convergence
compacte.

Soient € A% (T), fe H, et M un nombre réel tel que 'on ait |u] < M, et
lg] € M pour tout g € H. Désignons par ¢ un nombre > 0, et choisissons une
partie compacte K de T telle que u*(T = K) < ¢ et un voisinage ouvert relative-
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ment compact S de K. L’ensemble U des mesures A € 4% (T) satisfaisant aux
inégalités
WI) <M, »T=8 <e ) -l <s

est alors un voisinage de p dans 49 (T) (n° 3, prop. 6). Par ailleurs, soit V le
voisinage de f dans H constitué par les fonctions ¢ € H telles que

sup [g(x) = f(%)] < =.

Soient Ae U et g € V; la fonction |g — f| étant majorée par e dans S, par 2M
dans T = S, on a

28 = M) < fT lg — f|dr < e2*(S) + 2Ma*(T = 8) < 3M,

et on en déduit

IMg) = wNl < Mg = MA] + ) = wN] < BM + 1)e.

Ceci prouve la continuité de I'application (A, g) — A(g) au point (u,f) de
A% (T) x H,
Remarque. — Soient T un espace complétement régulier, M une partie de A#°(T) qui
satisfait & la condition de Prokhorov, H une partie bornée de €°(T). Un raisonne-
ment trés voisin de celui qui vient d’étre fait permet de prouver que 'application

(% g) = A(g) de M x H dans C est continue lorsqu’on munit M de la topologie
étroite et H de la topologie de la convergence compacte.

CoOROLLAIRE. — Soient T un espace complétement régulier, X un espace topologique, f
une fonction & valeurs complexes définie dans T x X, continue et bornée. Pour toute mesure
bornée p. sur T, soit ¥, la fonction sur X définie par F, (x) = fT F (%) du.(t) pourtoutxeX.

a) La fonction F,, est continue et bornée pour toute mesure bornée .

b) Supposons T localement compact. L’application p.+— F,, de M°. (T) dans €°(X, C)
est alors continue, si I'on munit M5, (T) de la topologie étroite, et €°(X, C) de la topologie
de la convergence compacte.

Pour tout x € X, notons f,, la fonction continue et bornée ¢ f(z, x) sur T;
Papplication %+ f,, de X dans ¥°(T, C) a une image bornée, et elle est continue
si 'on munit €°(T, C) de la topologie de la convergence compacte (Top. gén.,
chap. X, 2° éd., § 3, n° 4, th. 3). Comme on a F,(x) = u(f,), la fonction F, est
continue d’aprés la prop. 12. Supposons T localement compact; la prop. 13
montre que Papplication (g, x) > F,(x) de A% (T) x X dans G est continue;
Iassertion 4) résulte de 1a (loc, cit.).

7. Application: transformation de Laplace

Dans ce n°, on note M un monoide commutatif, dont la loi de composition est
notée additivement, muni d’une topologie d’espace localement compact pour
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laquelle 'application (m,m’)+>m + m’ de M x M dans M est continue. On
note 0 I’élément neutre de M. On appelle caractére de M toute fonction continue
complexe bornée y dans M satisfaisant aux relations

(7) xm +m') = y(m).xm), x0) =1, |xm)] <1

pour m, m’ dans M. Si y et 1’ sont deux caractéres, il en est de méme de yy’. L’en-
semble des caractéres de M est un monoide noté X; on le munira de la topologie
de la convergence compacte, pour laquelle I’application (y, 3') > 3y’ de X x X
dans X est continue, L’élément neutre de X est la fonction constante 1.

Pour toute mesure complexe bornée y sur M, on appelle transformée de Laplace
de p. la fonction Ly sur X définie par

® (2000 = [ m) dum)

D’aprés le th. 3 de Top. gén., 2° éd., chap. X, § 3, n° 4, Papplication(m, y) > y(m)
de M x X dans C est continue et bornée. Le corollaire de la prop. 13 dun® 6
entraine alors le résultat suivant:

Prorosition 14. — Pour toute mesure complexe bornée p. sur M, la fonction Ly sur X
est continue et bornée. Si Pon munit M° (M) de la topologie étroite et €°(X; C) de la
topologie de la convergence compacte, I’application p.—> Ly de M° (M) dans €°(X; C)
est continue,

L’ensemble des caractéres de M qui tendent vers 0 & Pinfini sera noté X, ; cet
ensemble est stable par multiplication. Nous dirons qu’un sous-monoide ' S de
X est plein si S est stable pour 'application y +> ¥, si S N X, sépare les points de
M (Top. gén., chap. X, 2° éd., § 4, n° 1, déf. 1) et si quel que soit m € M, il existe
un élément y de S N X, tel que x(m) 5 0.

Supposons de plus que M soit un groupe commutatif non compact. Soit fune fonction
dans M qui tend vers 0 4 ’infini; il en est alors de méme de la fonction x > f(x) f ( ~ %)
dans M, alors que tout caractére x de M satisfait & x(x)y(—«) = x(0) = 1. Henrésulte
que X, est vide, et que X ne contient aucun sous-monoide plein. Le théoréme 3 ci-
dessous ne s’applique donc pas aux groupes localement compacts, mais non compacts.

THEOREME 3. — Soit S un sous-monoide plein de X.

a) Siw et ' sont deux mesures complexes borndes sur M, telles que L. et Ly’ atent
méme restriction d S N Xy, on a p = p'.

b) Soit F un filtre sur A°. (M), tel que LN(s) ait une limite O(s) € C suivant § pour
tout s € S, Alors le filtre 5 converge vaguement vers une mesure positive bornée ., et 'on a
DO(s) = Luls) pour tout s S N X,

¢) Sous les hypothéses de b), supposons de plus que 1 soit adhérent & S N X, et que la

O Rappelons qu’un sous-monoide d’un monoide A contient par définition I’élément neutre de A
(Alg. chap. I, 4¢ édition, § 1).
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SJonction O sur S soit continue au point 1. Alors ¥ converge étroitement vers ., et @(s) =
Lu(s) pour tout s € S.

Nous noterons E I’algébre des fonctions continues complexes tendant vers 0 &
Pinfini sur M et % le sous-espace de E engendré par S N X;; alors % est une sous-
algébre de E stable par Papplication fi— f; comme S est un sous-monoide plein
de X, le cor. 2 de la prop. 7 de Top. gén., chap. X, § 4, n° 4 entraine que 2 est
dense dans E.

Démontrons a): on a par hypothese p(f) = w'(f) pour tout fe¥; comme
w et w’ sont des formes linéaires continues sur E, cela entraine p.(f) = p'(f) pour
fe€E, et en particulier pour toute fonction f continue & support compact, d’ott
wo=p.

Placons-nous sous les hypothéses de 4). Le nombre ®(1) = l}l\rg A1) est
réel positif; soit un nombre réel a > ®(1); comme on a |A| = #A(1) pour
re A% (M), larelation lin;. Zn(1) = O(1) entraine que 'ensemble H des mesures

A

re MY (M) telles que |[A]|] < a appartient & F. Comme #°(M, C) s’identifie au
dual de P’espace normé E (chap. III, 2° éd., §1, n° 8 & §1, n° 2, prop. 3),
PPespace H est compact pour la topologie o(A4°(M, C), E). D’autre part (Esp. vect.
top., chap. I11, § 3, n° 5, prop. 5), cette topologie coincide sur H avec la topologie
de la convergence simple dans une partie totale quelconque de E. En particulier,
comme ¥ est dense dans E, et qu’il en est de méme de Iespace des fonctions
continues a support compact (chap. III, 2° éd., § 1, n° 2, prop. 3), la topologie
de la convergence simple dans S N X, coincide sur H avec la topologie vague, et H
est compact pour cette topologie. Il en résulte aussitét que § converge vaguement
vers une mesure u. € H, et que Zu(s) = I;rg ZFn(s) pour tout s S N X,.

Passons enfin a ¢). Comme les fonctions @ et Zu sont continues au point

1 €8, égales dans S N X, et comme 1 estadhérenta S N X, ona @(1) = Lpu(l).

Autrement dit, on a lim A(1) = p(1). La prop. 9 du n° 3 montre alors que p est
M

limite étroite du filtre §. Tout élément de S étant une fonction continue bornée
sur M, cela entraine ®(s) = lim A(s) = p(s) = Lu(s) pour tout s S,
7B

CoROLLAIRE. — Soit S un sous-monoide plein de X, tel que 1 soit adhérent & S N X,
Soit L le sous-ensemble de €°(S; C) constitué par les restrictions & S des transformées de
Laplace des mesures h € M, (M).

a) L’ensemble L est fermé dans Uespace €°(S; C) muni de la topologie de la con-
vergence simple,

b) L'application N— (L) g est un homéomorphisme de M°, (M) sur L, si I’on munit
M (M) de la topologie éiroite et L de la topologie de la convergence simple.

¢) La topologie de la convergence simple et la topologie de la convergence compacte
coincident dans L.
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Les assertions a) et ) sont des conséquences immédiates du th. 3; 'assertion ¢)
résulte de ) et de la prop. 14, car la topologie de la convergence compacte est
plus fine que celle de la convergence simple.

On prendra garde que L n’est pas fermé dans ’ensemble de toutes les fonctions
complexes bornées sur S, muni de la topologie de la convergence simple. Prenons par
exemple les notations de 'Exemple 2 ci-dessous (M = R, S identifié & R.). Les
transformées de Laplace des mesures ¢, (n € N) sont les fonctions i+ ¢ ™ sur Ry ;
lorsque n tend vers +0, ces fonctions convergent simplement vers la fonction égale &
1 pour ¢t = 0, a4 0 pour ¢ # 0, qui n’appartient pas a L.

Exemple 1). — Prenons pour M Fensemble N des entiers positifs, muni de la loi
d’addition et de la topologie discréte. Soit D le disque unité de G (ensemble des
nombres complexes de module < 1) muni de la topologie induite par C et de la
loi induite par la multiplication. Pour tout ze D, notons f(z) le caractere
n— z" de N. Pour tout caractére y de N, notons g(y) le nombre complexe
%(1) € D. On vérifie aussitdt que f et g sont des homéomorphismes réciproques
entre D et X, et cela nous permettra, dans la suite, d’identifier X et D. L’ensemble
des caractéres tendant vers 0 & linfini s’identifie alors & I’ensemble D, des
nombres complexes de valeur absolue < 1. Enfin, lintervalle }0, 1} de R est
un sous monoide plein de D et 1 est adhérent &4 )0, 1) N D, = )0, I{.

Toute mesure p sur N s’écrit de maniére unique sous la forme p. = z Up. Sy €L
neN

u est bornée si et seulement si > |u,| < +00; on a alors Lu(z) = > u,2" pour
n nenN

ze D. Cette fonction est continue sur Dj; il est d’usage de Pappeler la fonction
génératrice de la suite sommable (u,),.y. Transcrit dans ce langage, le th. 3 nous
donne le résultat suivant (compte tenu de la prop. 9 du n° 3):

ProrostTioN 15, — Soit A un ensemble muni d’un filtre §. Pour tout o € A, 501t (g, 1) nen
une suite sommable de nombres positifs, et soit @y, la fonction définie dans Uintervalle )0, 1) de

R par ®,(x) = Z Uy, %" Pour qu’il existe une suite sommable (u,),ex de nombres
neN

positifs telle que Pon ait

lim wu,, , = u, pour tout n, lim z Uy,n = Z Uy,
o, § %8 neN neN

il faut et il suffit que @, converge simplement dans )0, 1), suivant %, vers une fonction ®

continue au point 1. On a dans ce cas O(x) = Z u X" pour tout x € 30, 13,
neN

On a des résultats analogues en prenant pour M le monoide N*, ot # désigne
un entier > 1;’espace X s’identifie alors a D", et 'on peut choisir )0, 1)* comme
sous-monoide plein. Nous laisserons au lecteur le soin de transcrire le th. 3 dans ce
cas.

Exemple 2). — Prenons pour M I’ensemble R, muni de la loi d’addition et de la
topologie usuelle. Soit P I’ensemble des nombres complexes z de partie réelle
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positive, muni de la topologie induite par C et de la loi induite par ’addition dans
C. Pour tout p e P, désignons alors par f (p) le caractére x+—¢~?* de R, ; il est
aisé de vérifier que fest un isomorphisme de la structure de monoide topologique
de P sur celle de X; nous identifierons X & P au moyen de f. Il est clair que R,
est un sous-monoide plein de P, et le th. 3 nous donne le résultat suivant.
Prorosition 16. — Soit A un ensemble muni d’un filtre . Pour tout o € A, soit p, une
mesure positive bornée sur R, et soit @, la fonction définie sur R, par D (p) =
o7 7% dy,(x). Pour que Papplication > p., converge étroitement suivant 5 vers une
mesure positive bornde w., il faut et il suffit que @, converge simplement dans R ., sutvant &,
vers une fonction @ continue au point 0. On a dans ce cas O(p) = 0+°° e~ P du(x) pour

tout peR,.

On a des résultats analogues pour les monoides additifs R (z entier > 1);
nous laisserons au lecteur la transcription du th. 3 dans ce cas.

§ 6. Promesures et mesures sur un espace localement convexe

Dans tout ce paragraphe, on ne considére que des espaces vectoriels sur le corps des
nombres réels. Par espace localement convexe, on entend un espace vectoriel topologique
séparé et localement convexe sur R. Le dual topologique d’un espace localement convexe E
sera noté E'; pour x € E et ' € B/, on posera {x, x> = x'(x).

1. Promesures sur un espace localement convexe

Soit E un espace localement convexe. On note % (E) 'ensemble des sous-
espaces vectoriels fermés de codimension finie de E, ordonné par la relation =.
Pour tout V € #(E), on note p ’application canonique de E sur E/V. Soient V
et W deux éléments de Z (E) tels que V > W; on note p 'application de E/W
dans E/V déduite par passage aux quotients de I’application identique de E. La
famille 2(E) = (E/V, pyw) est un systéme projectif d’espaces localement con-
vexes, indexé par & (E). On appelle le systéme projectif des quotients de dimension finie
de E.

On peut montrer que la limite projective du systtme projectif 2(E) est
canoniquement isomorphe au dual algébrique E'* de E’, muni de la topologie
faible o(E'*, E").

DEriniTION 1. — Soit E un espace localement convexe. On appelle promesure sur E tout
systéme projectif de mesures (§4, n° 2, déf. 1) sur le systéme projectif des quotients de
dimension finie de E.

En d’autres termes, une promesure y sur E est une famille (uv) vez @, OU ty
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est une mesure (positive) bornée sur I'espace de dimension finie E/V, et ol
wy = pyw(nw) lorsque VoW, Toutes les mesures py ont la méme masse totale
que I’on appelle la masse totale de la promesure p.

Pour qu’un sous-espace V de E appartienne a & (E), il faut et il suffit qu’il
existe un nombre fini d’éléments %7, . . ., x;, de E’ tels que V se compose des x € E
satisfaisant a {x, x;> = 0 pour 1 < i < n (Esp. vect. top., chap. II, 2° éd., § 6,
n° 3, cor. 2 du th. 1 et n° 5, cor. 2 de la prop. 7). De plus, il existe sur un espace
vectoriel de dimension finie une seule topologie séparée d’espace vectoriel
topologique (loc. cit., chap. I, § 2, n° 3, th. 2). Par suite, la notion de promesure
sur E ne dépend que du dual E’ de E.

Soit 2 une mesure bornée sur E. Pour tout V € # (E), notons Xy I'image de A
par Papplication canonique py de E sur E/V. On a py = pyy o py pour deux
éléments V et W de Z (E) tels que V > W; par suite, lafamille X = (A&y)ve sm
est une promesure sur E. Nous dirons que X est la promesure associée a la
mesure A. On voit immédiatement que A et X ont méme masse totale.

Prorostrion 1. — Soit E un espace localement convexe. L’application \—> X est une bi-
Jection de Pensemble des mesures bornées sur E sur Pensemble des promesures (uy) vesm
sur B satisfaisant & la condition suivante:

Pour tout € >0, il existe une partic compacte K de E telle que lon ait
py(E/V = py(K)) < ¢ pour tout Ve F(E).

On sait que Pintersection des noyaux des formes linéaires continues sur E est
égale & 0 (Esp. vect. top., chap. II, 2° éd., §4, n°2, cor. 1 de la prop. 2); ona
par suite . Q@:)V = {0} et la famille (py)vezg est cohérente et séparante. La

€

proposition résulte alors du th. 1 du §4, n° 2.

En particulier, I'application A+>X est injective. Si w est une promesure sur E, et
§’il existe une mesure bornée A sur E telle que u = X, nous dirons par abus
de langage que p est une mesure. Si E est de dimension finie, toute promesure
= (4y)vesm st une mesure: en effet, on a {0}e F(E), E/{0} = E et
bv.oy = Py, A0 py = py(oy) pour tout Ve F (E); autrement dit,onayp = X
avec A = .

ProrositioN 2. — Soient T un ensemble dénombrable, et E Uespace des fonctions réelles sur
T, muni de la topologie de la convergence simple. Toute promesure sur B est une mesure.

Pour tout te T, soit ¢, la forme linéaire fi— f(¢t) sur E. On sait (Esp. vect.
top., chap. I, 2¢ éd., § 6, n° 6, cor. 2 de la prop. 8) que la famille (¢,}; . p €st une
base de ’espace vectoriel E'. On note par ailleurs ® I'ensemble des parties finies
de T, et pour tout J € @, on note E; 'ensemble des fonctions sur T nulles en tout
point de J. Soit F € #(E); comme l'orthogonal F° de F est un sous-espace de
dimension finie de E', il existe J € @ telle que FO soit contenu dans le sous-espace
G de E' engendré par les ¢, pour t € J. Comme FO < G,on a

E;=G°c F% = F
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et la famille dénombrable (E;) ;o est cofinale dans % (E). La prop. résulte alors du
th. 2 du § 4, n° 3.

2. Image d’une promesure

Soient E et E; deux espaces localement convexes, et  une application linéaire
continue de E dans E;. Pour tout V, € & (E,), le sous-espace V = ¢~1(V,) de E
appartient a % (E), et u définit par passage aux quotients une application
linéaire uy, de E/V dans E;/V;. Soient V; et W, dans # (E;) tels que V; > Wy;
posons V = u~1(V;) et W = ©~1(W;). Ona V > W et un diagramme commu-
tatif

E—2 s EW 25 EV
E, AL 1/W1—plw—l‘> 1/Vi.

Soit alors p = (uy)vesm une promesure sur E. Pour tout V; e % (E,),
posons

(1) Vy, = ”vl(Hu'l(vl))-

La commutativité du diagramme précédent montre que la famille v =
(Vv,)v, e # @, est une promesure sur E;. On dit que v est I"image de . par u, et on la
note u(w.).

Soient A une mesure bornée sur E et #()) la mesure sur E; image de A par «.
Si la promesure p. est associée a A, la promesure u() est associée a u(2). Cela
résulte de la commutativité du diagramme précédent.

Soit V e & (E). 1l est immédiat que la promesure sur E/V image de la pro-
mesure p. par 'application canonique py: E — E/V est associée a la mesure py.

Soit #; une application linéaire continue de E; dans un espace localement
convexe Ey. On établit sans peine la relation (u; o u) () = uy(u(w)) (« transitivité
de I'image des promesures »).

3. Transformée de Fourier d’une promesure

Soient E un espace localement convexe et p. = (Wy)ves @ UNE promesure sur
E. Pour toute forme linéaire continue %’ sur E, on note p.,, la mesure sur R image
par x’ de la promesure pu sur E. La transformée de Fourier de p. est la fonction
Fwsur E' définie par

@ (F) = [ e dulo).
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Soit 2 une mesure bornée sur E. La transformée de Fourier de 2 est la fonction
sur £ définie par
(3) (TN () = f [0 %> d (),

o)

Soit u la promesure associée & A Pour tout #" € E’, la mesure p, sur R est I'image
par ¥': E — R de la mesure 2 sur E; des formules (2) et (3), on déduit aussitot
Fu o= F

Soient w une promesure quelconque sur E,  une application linéaire con-
tinue de E dans un espace localement convexe E,. Notons ‘« ’application linéaire
de Ej dans E' transposée de u et v la promesure #(w) sur E;. Pour tout x; € Ef,
on a fu(x;) = x; ou, d’oll

vy = %1(v) = 1 (w(p) = (o) (W) = trucp

On a par suite
@ Fulp) = (Fu) o'

En particulier, prenons pour z application canonique py de E sur E/V (pour
V e #(E)). La promesure py(u) sur E/V est associée a la mesure py, et by est un
isomorphisme du dual de E/V sur le sous-espace V° de E’ orthogonal a4 V. Si nous
identifions (E/V)’ & V° par %y, on a

) (F) = [ 6o duyly
BV
pour tout ¥’ € V% On a E' = [J VO de sorte que la formule précédente
VeF®)

caractérise la fonction #u sur E'. Enfin, si l'on fait " = 0 dans (5), on voit que
la masse totale de w est égale a (F)(0).

Prorosition 3. — Soit E un espace localement convexe. L'application p—> Fy de
Pensemble des promesures sur E dans Iensemble des fonctions sur E' est injective.

La formule (5) permet de se ramener au cas oll E est de dimension finie;
comme tout espace de dimension finie est isomorphe a4 un espace R*, nous pouvons
méme supposer qu’il existe un entier # > 0 tel que E = R" Nous avons donc &
prouver que si w est une mesure bornée (non nécessairement positive) sur R” et si

f ¢4V du(x) = 0
R

pour toute forme linéaire y sur R”, ona u = 0.

Pour tout entier m > 0, soit G, le sous-groupe m.Z" de R" On note %,
Pespace vectoriel des fonctions continues f sur R” telles que f(x + a) = f ()
pour x €R" et a € G,,. D’aprés la prop. 8 de Top. gén., chap. X, 2¢ éd., §4,
n° 4, toute fonction de %,, est limite uniforme de combinaisons linéaires finies de
fonctions du type x > ¢2¥¥% © avec g em™1.Z" On a donc u(f) = 0 pour toute
fonction f e €,,.
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Soit f une fonction continue & support compact sur R™. Pour tout entier m >0,

posons f,(x) = Z S{x + ¢). Il est immédiat que pour tout x € R la série
q€Gny

précédente n’a qu’un nombre fini de termes, et que f,, appartient & %,,. De plus,

on voit facilement que la suite ( f,,) tend uniformément vers f sur tout compact, et

qu'il existe une constante C > 0 telle que | f,,| < C pour tout m. On a par suite

w(f) = lim u(f,) d’aprés la prop. 12 du § 5, n° 6. Comme on a f;, € %, on a
m—®

w(fn) = 0, d’ot finalement p.(f) = 0. On a donc u = 0.

* Remarque, — Lorsque E est de dimension finie, tout caractére de E est de la forme
x> <% %) avec &’ € B (Théor. spect., chap, IT, § 1, n° 9, cor. 3 de la prop. 12). La
prop. 3 résulte dans ce cas du théoréme d’unicité pour la transformation de Fourier
(loc. cit., § 1, n° 6, cor. de la prop. 6).,

4. Calculs d’intégrales gaussiennes

Lemme 1. — Pour tout entier n = 0, on a

(6) f |e|r =22 gy = FF r(” + 1)
R 2
n e y, (20)!
(7 fR X2 = x%2 gy = (2m)% S
8) f K241 =52 g 0,
R

Rappelons la formule
©) T(s) = fw Wt e du
0

valable pour tout nombre réel s > O (Fonct. var. réelle, chap. VII, § 1, n° 3, prop.
3). En faisant le changement de variable x = (2u)%, il vient d’aprés (9)

fw x" e~ *2 fdy = fw (2u)M2 g=% 12%u~% du = 2"§1I‘(n _5 1),
4] [1]

d’olr la formule (6) puisque I'on a
f x| e=**12 dx = 2 f " e~ %12 dx,
R 0

La formule (7) résulte de (6) et de la relation

N (@)
(10) F(n + §) = e .

Pour n = 0, cette relation se réduit & I'(3) = =%, c’est-a-dire 4 la formule (21)
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de Fonct. var. réelle, chap. VII, § 1, n° 3. Le cas général s’en déduit par récurrence
sur 7 en tenant compte de la relation I'(x + 1) = x.T'(x) (loc. ¢it., § 1, n° 1).
Enfin, la formule (8) résulte de ce que la fonction x > x2%+1¢~#%2 est impaire.

Lemme 2. — Pour tout nombre complexe y, on a
(11) (2m) % f e~ X2 ghxy e — = %2,
R
En particulier, on a
(2m)~# f e~*2 gy = 1,
R
Le changement de variable x — —x donne

(27-5)—3/2 f o= %2 gxy Jy — (2717) -% f o= X212 g-ixy dx;
R

R
eiu + e—iu , .
comme on a cos ¥ = ——5—— pour tout nombre complexe %, on en déduit
(12) (Qn)"/zf e™%%2 g%V gy = (27:)"/2f e~ %12 cos xy dx.
R R

Pour tout entier n > 0, posons

) = (~1)r(2m) 5 B oo

D’apres (7), on a

(13) [ et as = & (1)
(14) Lgn(x) d = (-i/f)n
d’ott

0
S f |ga(x)] dx = 92 < foo.
n=0JR
Comme on a par ailleurs
el
(27) % o2 cos xy = > ga(4),
n=0
on peut intégrer terme a terme cette égalité, d’olt
e
(2ﬂ>_1/2f e~ cosxy dx = > f gu(x) dx = ¢~ V12
R n=0+vR

d’apres (14). La formule (11) résulte alors de (12).
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5. Promesures et mesures gaussiennes

ProrosttioN 4. — Soit E un espace localement convexe. Pour toute forme quadratique
positive Q sur E', il existe une promesure T'g sur E et une seule, telle que FT'q = ¢~ Y2, La
masse totale de T'q est égale a 1.

L’unicité de T'q résulte de la proposition 3 du n° 3. La masse totale de I'g est
égale & (FTy)(0) = ¢~%02 = |, Nous démontrons Pexistence par étapes.

A) E est de dimension finie n et Q est non dégénérée.

D’apres le lemme 2 du n° 4, la mesure y; sur R admettant la densité
t> (2m) =% ¢~#/2 est bornée, de masse totale 1. Posons vy =v; Q@ -+ ® 14
(n facteurs). Du lemme 2 du n° 4, on déduit

n
f flatst o ratd du b)) = ] f €%t dy, (t)
R" j=1 R

|
s

(@) [ aot et a
R

i=1

g 0il2

]
-

1
xp (=% + - + ad)).

.
[}

il
o

Comme Q est positive et non dégénérée, il existe une base (¢3, ..., ¢,) de B
orthonormale pour Q (d4lg., chap. IX, §7, n° 1). Notons f I'isomorphisme
x> (e1(%)y ..., () de E sur R* et I’y la mesure f~1(y) sur E. Soit »' =

n
aey +--++ aye, dans E'; on a &'(f (..., 0) = z ta; pour #i,...,
i=1

¢, réels, d’otr
fm #4% qT () = f Gttt dy(t 1)
Rﬂ

= exp (—(al + -+ + 4a})) = exp (—3Q)).

Par suite, on a FTq = ¢~ 92,

B) E est de dimension finie.

Soit N le sous-espace vectoriel de E’ formé des & tels que Q (#") = 0. Notons
M l'orthogonal de N dans E et j I'injection canonique de M dans E. L’application
linéaire %: E' — M’ est surjective, de noyau N, et il existe donc sur M’ une forme
quadratique positive non dégénérée g telle que Q = g o %. D’aprés ce qui précede,
il existe sur M une mesure bornée I' telle que FT' = ¢~42, Sil’on pose 'y = j(I),
ona

FTq = (FT) o = exp (~gj]2) = 70

d’aprés la formule (4) du n° 3.
C) Cas général.
Soit V € #(E). Notons py I'application canonique de E sur E/V et Qy la
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forme quadratique positive Q o ‘py sur (E/V)’; enfin, soit gy la mesure sur E/V de
transformée de Fourier ¢~%/2 (cf. B)). Si W e # (E) est contenu dans V, on a
by = pyw ° pw, 400 Qy = Qg o pyy; d’apres la formule (4) du n° 3, la mesure
pyw(pw) @ pour transformée de Fourier la fonction (e~9/2) o tpyy = ¢~ /2, donc
est égale & py. La famille (uy)y ez est donc une promesure y sur E. La formule
(5) du n° 3 montre que F . est égale & ¢~ 92,

Derinition 2. — Soit E un espace localement convexe. Pour toute forme quadratique
positive Q sur E', on appelle promesure gaussienne de variance Q sur E, et Pon note T'g, la
promesure sur E dont la transformée de Fourier est égale & e~ %2, On dit qu’une promesure (.
sur B est gaussienne s’il existe une forme quadratique positive Q sur E' telle que p. = T'q.

Par abus de langage, on dira qu’une mesure bornée u. sur E est gaussienne de
variance Q si la promesure associée i est égale a I'q.

Remargues. — 1) Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et soit y. une mesure
positive de masse 1 sur E, telle que toute forme linéaire sur E appartienne & Z?(E, u).
On définit un élément m de E et une forme quadratique positive V sur E’ par les
formules

Cmy 5> = f o x> du(), V() = f Cx = my 3% du(x).

Dans la terminologie traditionnelle du Calcul des Probabilités, m s’appelle la moyenne
et V la variance de u; on dit que . est centrée si m = 0.

Soient alors @ un élément de E et Q une forme quadratique positive sur E’,
Notons I'y, q I'image de la mesure I'q par la translation x > # + a. On voit facilement
que I', o est une mesure positive de masse 1 sur E, de transformée de Fourier
& = gi<% % = %A et de moyenne a. De plus, la prop. 6 entraine que Q est la variance
de Iy, . Traditionnellement, on dit que I'; g estla mesure gaussienne de moyenne a et
variance Q , et que I'q = I'y o est la mesure gaussienne centrée de variance Q. Comme
nous n’aurons & considérer que des mesures gaussiennes cenirées, nous omettons ce
qualificatif.

2) Soit Q une forme quadratique sur le dual E’ d’un espace localement convexe
E. S’il existe une promesure sur E de transformée de Fourier ¢~9/2, la forme quadrati-
que Q est nécessairement positive: la fonction =92 est en effet bornée sur E’; donc,
pour tout x* € E/, la fonction ¢ > £-t2Ax)2 = -A¢x)2 gur R est bornée, d’ol
Q(x) = 0.

3) Le dual de R est canoniquement isomorphe & R et les formes quadratiques
positives sur R sont les fonctions de la forme ¢ — at2 avec 2 = 0. Pour touta = 0,il
existe donc une mesure bornée v, sur R et une seule dont la transformée de Fourier
soit égale & la fonction ¢ > ¢~%%/2; on dit par abus de langage que vy, est la mesure
gaussienne sur R de variance a.

La transformée de Fourier de v, est la constante 1, d’olt y5 = £, (masse unité a
Porigine de R). Supposons ¢ > 0 et notons u, I’application linéaire x = 4%x; on a
Fyg = Fyro'u, Aol v, = u,(y;). Le lemme 2 montre que vy; est la mesure de
densité x —> (27) "% e~ *%2 par rapport & la mesure de Lebesgue; on en déduit
facilement

(15) dyo(x) = (2ma) =% e~ *?120 gy,

L’image d’une promesure gaussienne par une application linéaire continue
est une promesure gaussienne. De maniére précise, on a le résultat suivant:
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ProrosiTION 5. — Soient E et Ey deux espaces localement convexes et u une application
linéaire continue de E dans E,. Soient Q) une forme quadratique positive sur E' et Q ; la
Jorme quadratique positive Q o *u sur Ej. On a u(lg) = I'g,.

Posons u. = u(I'g). D’apres la formule (4) du n® 3, on a

Fup = (Flg)olu =e Y2oly = ¢"U2 = FTy,
d’ott p. = T'g, d’aprés la prop. 3 du n° 3.

CoroLLAIRE. — Soient E un espace localement convexe et Q une_forme quadratique positive

sur E'. Pour tout x" € E', I’image de T'q par x" est la mesure gaussienne de variance Q (x’)
sur R.

ProrosiTION 6. — Soient E un espace localement convexe et p. une mesure gaussienne sur E,
de variance Q. Pour tout entier n > 0, et tout x' € E/, on a les relations

(16) |18 #0517 dute) = m-n2mer (252 ) Q wye
(17 [ wwma - Faer

(18) L {xy &2+ du(x) = 0.

En particulier, on a

(19) [[@xram =) @eE).

Si ces formules sont vraies pour un élément x" de E/, elles sont vraies pour tous
ses multiples ¢.x" (avec ¢ réel). On peut donc se contenter de les établir lorsque
Q(x") est égal 2 0 ou 1. ’

a) Supposons Q (x') = 0. La mesure x'(n) est égale a vy, = &, donc " est
nulle p-presque partout; les formules (16) a (19) sont alors évidentes.

b) Supposons Q (x') = 1, d’ou #’(p) = y;. On a

[ 13l da) = [l date) = @05 [ i eoe

et (16) résulte immédiatement de (6) (n° 4, lemme 1). De méme, les formules(17)
et (18) résultent de (7) et (8). Enfin, (19) s’obtient en faisant » = 1 dans (17).

Nous pouvons maintenant démontrer une réciproque du cor. de la prop. 5.

ProrositioN 7. — Soient E un espace localement convexe et . une promesure sur E. On
suppose que x' () est une mesure gaussienne sur R pour tout %' € E'. Alors . est une pro-
mesure gaussienne sur E.
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Pour tout x" € E’, soit Q («') la variance de la mesure gaussienne x'(p) sur R.
On a #'(1) = vqeu d’ol

(Fu) () = f 61 dyque(t) = e~ 1%2
R

d’apreés la définition de Fu (n° 3, formule (2)). Autrement dit,ona Fp = ¢~ 93
et il reste a prouver que Q est une forme quadratique positive sur E’.

Pour tout sous-espace vectoriel fermé V de E, de codimension finie, notons
pv Papplication canonique de E sur E/V, uy la mesure py(p) sur EfV et posons
Qv = Qotpy. CommeonaE = |J )Im (*py) et que py est injectif, il suffit de

VeFE
prouver que Q)+ est une forme quadratique positive sur (E/V)’. Soient u e(E[V)’

et " = 'py(u). On a

u(uy) = u(py(w) = &' (W) = vaun3
la prop. 6 entraine alors

Qult) = Q) = [ £ draun() = [ u(s)? duut),

E/V

donc Q. est une forme quadratique positive sur (E/V)’.

6. Exemples de promesures gaussiennes

1) Soit E un espace hilbertien réel. L’application #'+- ||x'|? est une forme
quadratique positive sur E’. La promesure gaussienne correspondante s’appelle la
promesure gaussienne canonique sur E. On peut montrer que cette promesure n’est
pas une mesure si E est de dimension infinie.

Soit 4 un opérateur linéaire continu dans E. L’application &' — [|*4.x"|2 est

une forme quadratique positive sur E’. La promesure correspondante y., sur E est
une mesure si et seulement si 4 est un opérateur de Hilbert-Schmidt.
2) Noyaux de type positif. On note T un ensemble et E = RT I’espace vectoriel des
fonctions réelles dans T, muni de la topologie de la convergence simple. Pour tout
t e T, on note ¢, la forme linéaire f— f(¢) sur E. La famille (g,); . p est une base de
E’ (Esp. vec. top., chap. II, 2° éd., § 6, n° 6, cor. 2 de la prop. 8).

On appelle noyau de type positif (réel) sur T toute fonction a valeurs réelles K
sur T x T satisfaisant aux relations

(20) K{ ") = K, 1) pour ¢, ¢’ dans T,
, : 2
@1 21 cei Kt 4;) 20
175 : :

quels que soient ’entier positif p, les éléments ¢,...,£, de T et les nombres’
réels ¢y, . .., ¢, S'il en est ainsi, la formule
(22) q (Z ctst) = z e K(t, t')

teT T 4VET

6—s.
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définit une forme quadratique positive sur E’. Inversement, si ¢ est une forme
quadratique positive sur E’, la formule

(23) K, t) = Hgle + &) — q(e) — ¢(e)]

définit un noyau de type positif K sur T. On obtient ainsi deux bijections ré-
ciproques entre ’ensemble des noyaux de type positif sur T, et celui des formes
quadratiques positives sur E’.

Soient K un noyau de type positif sur T, et ¢ la forme quadratique associée sur
E’. La promesure gaussienne sur E de variance ¢ s’appelle aussi la promesure
gaussienne sur E de covariance K. Si T est dénombrable, la prop. 2 du n° 1 entraine
que cette promesure est une mesure.
3) Soit T un ensemble dénombrable. On définit un noyau de type positif § sur T
en posant

N _ 1 si t=¢
(24) R
La forme quadratique correspondante est donnée par ¢ (z Ct€t> = Z ¢z, Pour
teT teT

tout ¢ € T, notons p, la mesure gaussienne de variance 1 sur R; on montre facile-
ment que la mesure gaussienne sur RT de covariance 3 est égale & X y.
teT

4) Soit » > 1 un entier. Une matrice carrée C = (¢;;) d’ordre n est dite symé-
n

trique positive si elle est symétrique et si Pon a > ¢yxx; > 0 quels que soient
,j=1

X1, ...y %, réels; il revient au méme de dire que l'application (¢, j) > ¢;; est un

noyau de type positif sur Pensemble {1, 2, ..., n}. On parlera donc de la mesure

gaussienne v, sur R", de covariance C; elle est caractérisée par la formule

pour xy, . .., %, réels. De la prop. 6 du n® 5 (formule (19)), on déduit

Cjkxjxk)i

(25) f gt ¥ dy (.., 8y) = exp (-%
Rﬂ

i 1

(26) fm it dYo(tyy « o o5 ) = g (1 <4,k <n).

De la prop. 5 du n° 5, on déduit la formule

(27) u(Ye) = Yucts

oll u est une application linéaire de R" dans R™ de matrice U. Par ailleurs, on
voit facilement (cf. début de la démonstration de la prop. 4 du n° 5) que, si J,
désigne la matrice unité d’ordre 7, la mesure vy, admet la densité

(2r) "2 exp (—3(8 + -+ + 1))

par rapport & la mesure de Lebesgue 2, sur R™.
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Nous allons montrer que si la matrice C est inversible, d’inverse D = (dj;),
ona

(28)  dyolty - 4y) = (2m)~72(det D)%(exp(—% > d,.kz,.tk)) dty ... dt,.
J,k=1

En effet, si C est inversible, la forme quadratique ¢ sur R définie par

i3

Q(xl, vy xn) = z CirXiXe
k=1

est non dégénérée. En utilisant ’existence d’une base de R orthonormale pour ¢,
on démontre lexistence d’une matrice U carrée d’ordre 2 telle que C = U. ‘T,
d’olt o = u(y;,) d’aprés (27) (on note 4 'automorphisme de R" de matrice U).
Soit Q la forme quadratique sur R* définie par

Q.(th"'stn) =t12.+"'+tﬁ;

on a

Y, = (2n)—n/2e—Q/2.)\m
d’otr
(29) u(yr,) = (2m) M2 em@vTH2 (),

Il est immédiat que la forme quadratique Qo z~? sur R® prend la valeur
z dtit, au point (¢, ..., ,), et la prop. 15 du chap. VII, § I, n° 10 montre

i k=1

que l'on a

(30) u(r,) = (det U)=1.%, = (det D)% .2,

La formule (28) résulte alors de 14.

7. Mesure de Wiener

Dans ce n° nous notons T l’intervalle J0, 1} de R et 5# 'espace de Hilbert
des fonctions réelles de carré intégrable par rapport & la mesure de Lebesgue sur
T, ol lon note ( f|g) le produit scalaire. On note aussi € I’espace des fonctions
continues réelles sur T, tendant vers 0 au point 0; on munit % de la norme
|l = sup |f(#)]. L’intervalle compact (0, 1) = T U {0} est le compactifié

d’Alexandroff de l'intervalle localement compact mais non compact T; par
suite, ’ensemble des fonctions continues a support compact sur T est dense dans
% et le dual de € s’identifie & ’espace 4! des mesures bornées (non nécessaire-
ment positives) sur T (chap. III, 2° éd., § 1, n° 8, déf. 3).

Pour toute fonction fe S, on définit une fonction Pf sur T par

(31) @) = [ £ s = (710,
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ol I; est la fonction caractéristique de P'intervalle )0, ¢). L’inégalité de Cauchy-
Schwarz entraine les inégalités

(32) (O] < [f]2-2%
(33) [(EF)Y@) — BOE] < ]2 18 = 1%

par suite, Pf appartient & €, et ’application linéaire P de 5# dans ¥ est continue
de norme < 1.

Identifions 1’espace de Hilbert s# a son dual (Esp. vect. top., chap. V, § 1,
n° 6, th. 3), et notons II: A — £ la transposée de P: 5# — %. Pour toute mesure
u € A1 et toute fonction fe 5, on a

w(f) = [ dolt) [ L7 ds

(Mgl f)

= fT F(x) dx fT I(x) du(t)

d’aprés le théoreme de Lebesgue-Fubini. Or on a

1 si O<axgigl
L(x) = {0 sinon,

d’ot1 finalement

(34) (My)(x) = u((x 1))  pour xeT.
Soient w, v dans .#*. On a

(/I = fT T(x) Mo(x) dr = L ds L 1,(x) du(t) fT I, (x) dv(t')

- fT L du(t) dv(t') L L+ (x) dx.

Or I,.I, est la fonction caractéristique de lintervalle )0, )N )0,t), d’olx
immédiatement

(35) f L)L (x) dx = inf (4, ¢').
On en conclut
(36) (My|TIy) = fT fT inf (1, ) du(t) dv(t)).

D’aprés le résultat précédent, on définit une forme quadratique positive W sur
M par la formule

(37) W) = [ [ inf (6 #) dat) dute) = |Iuf3
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En particulier, si ¢, ..., t, sont des éléments de T, et ¢, ..., ¢, des nombres

réels, on a
n

W( Z Cjatj) = Z Cjck inf (tj, tk)
j Jok=1

=1
et comme W est positive, la fonction (¢, ¢') — inf (£, ¢') est un noyau de type
positif sur T.

TuaforiME 1 (Wiener). — Soit w U'image par P: 3 — € de la promesure gaussienne
canonique sur Uespace de Hilbert . Alors w est une mesure gaussienne de variance W
sur €.

Par construction, on a W(p) = [[!P(1)|%; la prop. 5 du n° 5 montre que w est
une promesure gaussienne de variance W. Il reste & prouver que w est une mesure
sur %.

A) Construction d’un espace mesuré auxiliaire (Q, m):

Pour tout entier n > 0, on note D, I'ensemble des nombres de la forme £/2"
aveck =1,2,3,...,2% On pose D = L>)0Dn (ensemble des nombres dyadiques

nz

contenus dans T) et Q = RP, Pour tout ¢ € D, on note X(¢) la forme linéaire
Je=>f(¢) sur Q.

Pour ¢, ¢ dans D, posons M(z, ¢') = inf (¢, ¢') ; on a vu que M est un noyau de
type positif sur D. Comme I’ensemble D est dénombrable, on peut définir la
mesure gaussienne m sur Q de covariance M (n°® 6, Exemple 2).

Lemme 3. — Quels que soient ¢, ¢’ dans D, on a
’ n 18
(38) J‘ X(t+t)_X(t)+X(t) dm=——1—-|t—t’]%.
Q

2 2 (8r)%
On notera que !

’

d appartient & D. On sait (n° 6, Exemple 2) que la famille

2
(X(#));ep est une base du dual topologique Q' de Q; il existe donc une forme bili-

néaire symétrique Msur Q' x Q' caractérisée par M (X(¢), X(¢')) = inf (¢, t"). Par
construction, la variance de la mesure gaussienne m sur Q est la forme quadratique
£ > M(E, £) sur Q. Posons en particulier

(39) F-X (t +2t) _ X(t) 42- X(t’);

un calcul facile donne

(40) M(E, £) =

|t — t’l.

D’aprés la prop. 6 du n® 5 (formule (16)), on a
(41) [ 10 dm = wonnremn, gy
Q

le lemme résulte immédiatement des formules (40) et (41).
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B) Construction d’une application u de Q dans € :
Pour tout entier » > 0, on note E, le sous-espace de € formé des fonctions qui

sont affines dans chacun des intervalles [/€2—nl> %] pour 1 < £ < 2" Une

fonction affine dans un intervalle compact I de R atteint ses bornes aux extrémités
de I; par suite, on a
k
(z)
pour fe E,.

Pour toute fonction g € Q et tout entier z > 0, il existe une fonction #,(g) et
une seule qui appartienne a E, et coincide avec g en tout point de D, ; on posera
T,g =ty 1(g) — u,(g). Comme D, est fini, application T, de Q dans € est
continue, donc m-mesurable,

(42) IfI = sup

Isks2”

Lemme 4. — Pour tout entier n = 0, on a

(43) f [Tagl® dm(s) < (1)%2-"/2.

Soient ge QetneN.OnaE, = E,,; par suite, la fonction T, g appartient
4 E,,, et sannule en tout point de D,; d’aprés (42), on a donc

2k — 1\ [® 2%k — 1\ [®
Tng( DI ) Tng("fm)

Faisons la convention g(0) = 0. La construction de u,(g) par interpolation
linéaire de g entraine les relations

271

<5

k=1

(44) ITugl® = sup

1sks2n

1\
Z’z(é’)
o
=0 1
£ 1
= P '
g o/ S|l |
59 _Y ﬁ {
Y ‘,
. i
! |
!
| & | ; !
| 27 : i
] | 1
t ) 1 I
! | 1 i
| | | |
| | J ] > ¢
o 3 ¥ 3 1

Figure 1
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(45) Tng(w;n:ll) = g(zgn:ll) -3 (g(kQ;l) + g(%))

pour 1 < £ < 2™ On en déduit par intégration

3

2k - 1\ 2k -1 1 k-1 k
Jo oslCee) amte = [ |%(5w) -3 () = X(a)) | o
on peut alors appliquer le lemme 3 avec ¢ = ; 1, t = %: d’ont
2k - 1\ 1 -8
() [ | me(Zmr) [ dmte) = e
D’apres (44), on a alors
& 2%k — 1\ P 1 -2
3 - - - __on 3
[1mepane < 3 [ | T3 ) | dnte) = gm 227

d’ol le lemme.

D’aprés le lemme 4, l'application T, de Q dans I’espace de Banach € ap-
. A F 1 -1 3N <
partient & LE(Q, m) et ’'on a N3(T,) < B (2-%)", d’olt nZO Ng(T,) < +o0.

D’aprés la prop. 6 du chap. IV, 2° éd., §3, n° 3, il existe un ensemble

€, = Q tel que Q = Q, soit m-négligeable et que la série Z T,(g) converge
n=0

absolument dans € pour tout g € Q,. On définit alors une application m-mesurable

u de Q dans % par

o0

T,g = lim u,(g) pour gefl,
(47) u(g) =6 "0 e

pour geQ = Q.

Comme #,(g) et g coincident sur D,, € D, pour 0 < m < n, il est immédiat que
la restriction de u(g) & D est égale & g pour tout g € Q.

Q) Construction d’une mesure gaussienne sur € :

Soit w’ la mesure bornée sur %, image de m par I’application m-mesurable
u: Q — %. Nous allons montrer que ®' est une mesure gaussienne sur €, de
variance W, d’olt w = »’. On notera & le sous-espace vectoriel de .#* engendré
par les mesures ¢, pour ¢ parcourant D.

Lemme 5. — Pour toute mesure p.€ 2, on a

{(48) f O gy (F) = e~ VW2,
(3
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Posons p = ¢y, + €98y, + ¢+ + ¢ey avecty, ..., f,dansDetey, ..., ¢, dans
R. Pour tout g € Q, la fonction u(g) coincide avec g sur D; on a donc

n

(49) <u(g), wy Z (g€ Qo).
On a aussi
(50) W = 3 cainf (4, ),

Jik=1

&

et, comme m est la mesure gaussienne sur Q de covariance M, et que Q = Q, est
m-négligeable, on a

(51) f A i) = exp ( —g > cpuint (b tk)).
Qo ik=1
Or, Q = Q, est m-négligeable et I'on a w’ = u(m); on en déduit
(52) f F 0 g (f) = f AU gy g),
€ Q0

La formule (48) résulte immédiatement des formules (49) a (52).

Lemme 6. — Soit w € M . Il existe une suite de mesures w, € D lelles que p.(f) =
lim p,(f) pour tout fe € et W(p) = lim W(u,).
n- n=+ o

Soit I = (0, 1). L’espace .#* des mesures bornées sur T = )0, 1) sera identifié
au sous-espace de #(I) formé des mesures qui ne chargent pas 0. On munit
A (I) de la topologie vague. L’application ¢+>¢, de I dans .#(I) est continue
(chap. III, 2° éd., § 1, n® 9, prop. 13); comme D est dense dans I, ’adhérence
2 de 2 contient toutes les mesures ponctuelles. Soit A ’ensemble des mesures
ve D telles que |v|| < |i]; la mesure u est adhérente & A (chap. III, 2¢ éd.,
§2, n° 4, cor. 1 du th. 1). L’ensemble A est relativement compact dans .# (I)
(chap. III, 2° éd., § 1, n° 9, prop. 15) et les parties compactes de #(I) sont
métrisables (Esp. vect. top., chap. IV, § 5, n° 1, prop. 2, et Top. gén., chap. X,
2° éd, § 3, n° 3, th. 1). Il existe donc une suite de mesures p, € A convergeant
vers u dans #(I). Comme % est identifié au sous-espace des fonctions continues
sur I nulles & T'origine, on a w(f) = lim w@,(f) pour tout fe%. Par ailleurs,

n—wo

comme Z(I) @ €(I) est dense dans ’espace normé ¥(I x I) (chap. III, 2° éd.,
§4,n°1,lemme 1), les relations lim w, = u et |w,] < [lu] entrainent

lim (g, ® w,) = p Q@ p (chap. III, 2¢ éd., § 1, n° 10, prop. 17); comme les

mesures ., ¢t p ne chargent pas 0, on a

wm=££wmmmw¢wﬁ
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ww=ﬁﬁmmwmmmm,
doit Tim W(w,) = W(e).

Il reste & prouver que la transformée de Fourier de w’ est égale & ¢~ W/,
Soit . € #*; choisissons les mesures w, € 2 comme dans le lemme 6. La mesure
w' est bornée et I'on a |¢¢/*¥»>| = 1 pour tout z; le lemme 5 et le théoréme
de convergence de Lebesgue (chap. IV, 2° éd., §4, n° 3, th. 2) entrainent
alors

f W gy’ (f) = lim | ¢ % dw'(f)
%

n—w Jg

= lim e~ W)/2 = o~ WW)/2,
n=— 0

C.Q.F.D.

La mesure w sur %, dont la transformée de Fourier est égale & ¢~ W/2 s’appelle
la mesure de Wiener sur €.

Remarque. — Pour tout intervalle semi-ouvert J = }a, ) contenu dans T, posons
I(J) = b — a (longueur de J) et notons Ay la forme linéaire f+> f(b) — f(a) sur %.
On peut montrer que la mesure de Wiener est caractérisée par la propriété
suivante:

Sotent J1,...,Jn des intervalles semi-ouverts contenus dans T et deux & deux disjoints.
L’image de la mesure w par Uapplication linéaire fr> (Ag, (f),. .., Ay, (f)) de € dans R?
est égale & g, ® <+ @ Ya, avec @ = 1(J)% pour 1 < i < n.

8. Continuité de la transformée de Fourier

ProposiTION 8. — Soient E un espace localement convexe, . une promesure sur E et @ la
transformée de Fourier de . On a les inégalités

(53) 0(x)| < ©(0)
(54) |0(x) - B[ < 20(0)(®(0) — ZD( — 1))

pour %',y dans E'.
La formule (5) du n° 3 permet de se ramener au cas olt E est de dimension
finie et ol p est une mesure. On a

00)] = | [ o> duto

< [l d) = [ du) = 000)
B E
d’ou (53). De plus, si a et b sont des nombres réels, on a

oo — |2 = |gt|2|ei@t — 1|2 = (#@=B — 1)(¢7ie-D — 1) = 2 — 2cos (a — b);
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d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a alors

f (ei<x,x’> — gi<x. y’)) d“(x)
E

2

D) — @(y)]* =

Sf |ei<e x> gl u>|2 de)f 12 du(x)
B B

B fE (2 — 2cos {x, &' — y'>) du(x). ©(0)

= 20(0)(®(0) — ZD(x' —¥')),
d’otr (54).

COROLLAIRE, — Munissons E' d’une topologie compatible avec sa structure d’espace
vectoriel. Pour que O soit continue, il faut et il suffit que sa partie réelle RD soit continue a
Porigine, et alors O est uniformément continue.

Cela résulte de 'inégalité (54).

Soit F un espace localement convexe. On munit le dual F’ de F d’une topologie
compatible avec la dualité entre F et F’ et I'on identifie F au dual de F'. Par
suite, la transformée de Fourier d’une mesure bornée u sur F’ est la fonction #p.
sur F définie par

(Fa)) = [ o dute).

Prorosition 9, — St F est tonnelé, la transformée de Fourier de toute mesure bornée sur
F’ est une fonction uniformément continue sur F.

Soient p. une mesure bornée sur F’ et @ sa transformée de Fourier. Soit¢ > 0.
Il existe une partie compacte K de F’ tel que pn(F’ = K) < e. Or K est compact
pour la topologie faible ¢(F’, F), donc équicontinu car F est tonnelé (Esp. vect.
top., chap. IV, § 2, n° 2, th. 1). Il existe donc un voisinage symétrique U de 0 dans
F dont le polaire U° contient K. Soit x dans eU; on a

d0) — ZD(x) = J‘F (1 — cos {x, #7>) dul(x).
Orona0 <1 — cos<x x> < 2 pour tout ¥’ e F' =K et
1 — cos {x, &"> < I<x, a"D2% < %2
pour ¥ € K = U?%; on en déduit
0 < ®0) - Z0(x) < 2u(F' =K) + E;p.(K) < 2+ %2;1.(1*”).

Le second membre de cette inégalité tend vers 0 avec ¢; donc Z® est continue en
0 et la prop. résulte du cor. de la prop. 8.
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9. Le lemme de Minlos

Soient T un espace vectoriel de dimension finie et p. une mesure bornée sur T';
nous identifions T au dual de T’ de sorte que la transformée de Fourier @ de y. est
une fonction sur T. On suppose données deux formes quadratiques positives 4 et ¢
sur T et un nombre ¢ > 0. Pour tout nombre réel r > 0, on note C, ’ensemble
des & € T’ tels que Pon ait {x, x"»? < r?i(x) pour tout x € T.

Prorosrrion 10. — Sous Uhypothéise ®(0) — ZD < € + g, ona
(55) w(T' = C) < 3( + =2 Tx(g/h)

pour tout r > 0.

On a noté Tr(g/%) la trace de ¢ par rapport & 4 (cf. Annexe, n° 1). La formule
(55) est triviale lorsque Tr(g/h) est infini. Nous supposons désormais Tr(g/%) fini,
donc que 4(x) = 0 entralne ¢(x) = O pour tout x € T

Soient a, ..., a, des éléments de T, et D I'ensemble des " €T’ tels que
n
z {a;, x> > 1. Pour tout ¢ réel > 0,on a 3(1 — ¢742) > 0 et 'on a méme

B(1 = e7t%) > 3(1 = e7%) > 3(1 = (})7%) = 1

o

n
pour ¢ > 1, car ¢ > %. Appliquant ces inégalités a ¢ = Z {a;, x'»%, on obtient
i1

3 L’ (1 _ exp (—% ]2 (ay, x'>2)) du(x).

Soit v la mesure sur R, de densité £ (27) ~% ¢~*/2 par rapport 4 la mesure
de Lebesgue. D’aprés le lemme 2 dun®4, on a

f dut dy(t) = ¢~ w2
R

pour tout u réel. Par suite, on a

(57) 1 — exp (-%2 (a, x’>2) - f f (1 - eié#“f'”'”f) Bt . dy(t)

pour tout ' € T'. La fonction de ', #;, ..., #, & intégrer au second membre est
continue et majorée en module par 2, et les mesures . et y sont bornées; on peut
donc intégrer les deux membres de (57) par rapport a du.(x") et interchanger les
intégrations par rapport & u et y; on obtient

(58) L (1 - exp( z <a],x>2)) w(x’)

_ f f(qn( - ‘D(é tja,)) Bt dy(t).

(56) w(D)

N
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Comme ¢ est une forme quadratique sur T, il existe des nombres réels g, tels
que

(z ta,) z It

pour fy,. .., ¢, réels; on a en particulier ¢;; = ¢(a;) pour 1 < j < n. Par ailleurs,
Vintégrale fR " dy(¢) vaut respectivement 1, 0, 1 pourn = 0, 1, 2 (n°4, lemme 1).
On en déduit immédiatement

(59) f f (s+q(—1t,aj)) (ty).. Z a(a).

Or, le premier membre de (58) et ®(0) sont des nombres réels; on
peut donc remplacer @ par #® au second membre de (58). L’inégalité
O0) — ZD < ¢ + g et les formules (56), (58) et (59) entrainent alors

(60) u(D) < 3(s + 3 q(aj)).

Fixons le nombre r > 0. Comme la forme quadratique % est positive, il existe
une base (¢4,...,¢,) de T et un entier m compris entre O et 7 tels que

(E tej) z 12,

pour ¢, ..., t, réels (Annexe, n° 1, prop. 2). Il est alors immédiat que C, se com-
pose des x" e T tels que

m n
z ey, a1 z <) 2y = 0.
ji=1 j=m+1
Pour tout entier [ > 1, soit D, I’ensemble des »” € T’ satisfaisant & 1'inégalité
m n
Z {rtey, 2% + z lejy 552 > 1.
i=1 j=m+1

On voit facilement que la suite (D)), est croissante de réunion T’ = C,, d’oix

(61) W(T' = C)) = lim w(D).

Mais d’apres (60), on a

(62) w(D) < s(s + 3 ) + > 1lzq<e,->);
= =m+

pourj =m+ 1,...,n,0na k(e) = 0, donc g(¢;) = 0. De plus, on a Tr(g/k) =

z ) (Annexe, n° 1, prop. 2). La relation (55) résulte alors de (61) et (62).
i=1 C.Q.F.D
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10. Mesures sur le dual d’un espace nucléaire

Soit F un espace localement convexe. Soit ; la topologie faible o(F’, F) sur
F’ et 7, la topologie de la convergence uniforme sur les parties compactes con-
vexes de F. D’aprés le théoréme de Mackey, (Esp. vect. top., chap. IV, §2, n° 3,
th. 2) les topologies 7 et 7, sur ' sont compatibles avec la dualité entre F et F';
il en est donc de méme de toute topologie localement convexe J sur F’ inter-
médiaire entre J, et J,. Si I est une telle topologie, et si F désigne 'espace ¥’
muni de J, on identifiera F au dual de F5. Les promesures sur F’ sont donc les
mémes pour toutes les topologies  du type précédent, et si p est une telle pro-
mesure, sa transformée de Fourier est une fonction sur F.

On appelle topologie de Sazonov sur F la topologie localement convexe & définie
par les semi-normes continues N satisfaisant & la condition suivante: N2 est une
Sorme quadratique positive sur ¥ et il existe une forme quadratique positive continue H sur F
telle gue Tr(N2/H) < +co. La topologie & est moins fine que la topologie donnée
sur F; on dit que F est nucléaire si ces topologies sont identiques. Cette classe
d’espaces sera étudiée plus tard en détail.

TrtoreME 2 (Minlos). — Sovient F un espace localement convexe, T~ une topologie locale-
ment convexe sur ¥’ intermédiaire entre I et I, et p. une promesure sur ¥, On suppose que
transformée de Fourier @ de . est continue sur F pour la topologie de Sazonov. Alors y. est
une mesure sur ¥

Soit £ > 0. Comme @ est continue pour la topologie de Sazonov de F,
il existe deux formes quadratiques positives continues Q et H sur F, telles que
Tr(Q/H) < +oo et que l'on ait

D(0) — BD(x) < ¢/6

pour tout xe€F tel que Q(x) < 1. D’aprés la prop. 8 du n® 8, on a
|ZD(x)| < ©(0) pour tout x € F, d’ol

(63) D(0) — BD(x) < &6 + 20(0)Q (x)

pour tout x € F.

Posons r = (120(0) Tr(Q /H)e~1)% et notons K Pensemble des &’ € Fi tels
que <x, ¥ >% £ r’H(x) pour tout x € F. Comme H" est une semi-norme continue
sur F, I’ensemble K est équicontinu et fermé dans F5; il est donc compact dans
Fy d’aprés le théoreme d’Ascoli (7op. gén., chap. X, 2° éd., §2, n° 5, cor. 1 du
th. 2).

Soit V un sous-espace vectoriel fermé de codimension finie de F5-; alors, V est
Porthogonal d’un sous-espace vectoriel T de dimension finie de F. Soit py la
mesure sur T’ image de la promesure . sur F5 par application py transposée de
Pinjection canonique de T dans F; sa transformée de Fourier est la restriction de
® a T. Enfin, d’aprés le théoréme de Hahn-Banach (Esp. vect. top., chap. II,
2° éd., § 3, n° 2, cor. 1 du th. 1), py(K) est égal & I’ensemble C, des x" € T" tels
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que {x, x'>% < r?H(x) pour tout x € T. D’apres 'inégalité (63), on peut appliquer
la prop. 10 du n° 9 & la mesure gy sur T, en prenant pour ¢ la restriction de
®(0)Q a T et pour % celle de H. On a Tr(g/k) < 20(0)Tr(Q /H), d’ol

wy(T = C)) < 3(?6- + 2®(O)Tr(Q/H)r‘2) —e

Comme p définit par passage au quotient un isomorphisme de F5/V sur T, la
prop. 1 du n° 1 montre alors que u est une mesure sur Fj.
C.Q.F.D.

CoROLLAIRE. — Soient ¥ un espace nucléaire tonnelé, T~ une topologie localement convexe
intermédiaire entre T et T, sur ¥, p. une promesure sur iy et @ la transformée de Fourier
de p. Pour que . soit une mesure, il _faut et il suffit que @ soit continue sur F,

La nécessité résulte de la prop. 9 du n° 8 et la suffisance du th. 2.

Remarque. — Soient F un espace tonnelé et I~ une topologie localement convexe sur F’
intermédiaire entre J; et ;. Toute partie de F' compacte pour J est compacte pour
la topologie moins fine ;. Réciproquement, soit K une partie de F’ compacte pour
.. Comme F est tonnelé, K est équicontinue (Esp. vect. top., chap. IV, § 2, n° 2,
th. 1); mais d’aprés le théoréme d’Ascoli, toute partie équicontinue de F’ est rela-
tivement compacte pour 7, et a fortiori pour 7, donc K est contenu dans une partie
de F’ compacte pour . Il n’est pas difficile d’en conclure que ’application identique
de F sur F&; définit une bijection entre les ensembles de mesures de ces deux espaces.

11. Mesures sur un espace de Hilbert

Soit E un espace hilbertien réel, dans lequel le produit scalaire est noté (x|y). Il
existe un isomorphisme j de E sur son dual E’, caractérisé par la formule
{x,j(y)> = (x|y) pour x, y dans E (Esp. vect. fop., chap. V, § 1, n° 6, th. 3). Nous
identifierons E et E” au moyen de j. La transformée de Fourier d’une promesure w
sur E est donc une fonction Fp. sur E; lorsque . est une mesure, on a

(64) (Fu)(x) = f deW du(y)  (xeE).

E

TutoriME 3 (Prokhorov—-Sazonov). — Soient E un espace hilbertien et Eg Uespace E
muni de la topologie affaiblie. Soient u. une promesure sur E et @ sa transformée de Fourier.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) La fonction @ est continue sur E pour la topologie de Sazonov.
b) Pour tout € > 0, il existe une forme quadratique positive nucléaire Q sur E telle que
®(0) - 20 < e+ Q.
c) La promesure w est une mesure sur Eq.
b) = a): cela résulte de la prop. 8 du n°® 8 (cf. inégalité (54)).
a) = ¢): cela résulte du théoréme 2 du n° 10.
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¢) = b): supposons que g soit une mesure sur E. Soit ¢ > 0. Pour tout entier
n > 1, ensemble B, des x € E de norme < 7 est une partie fermée de E, et ’on

aE = {J B,. Il existe donc un entier n > 1 tel que w(E = B,) < 5 La formule
nzl

(65) Q) =5 [ (1) duly

2
définit une forme quadratique positive Q sur E. Posons C = % u(B,). Si

(€4, ..., €p) est une suite orthonormale finie dans E, on a

3 fely? < Lyl <

pour tout y € B, d’aprés I'inégalité de Bessel. Par intégration, on en déduit

[ 3 el auts) <G -,

Nof =—

Q) -

done Q est nucléaire.

2

¢ ; N
—) pour tout nombre réel ¢, d’ou

Par ailleurs, ona 1 — cos¢ < inf (2, 5

mmﬂ%m=La—mmwm@

<[ tewrduty + [ 2.duly)
= Q) + e

pour tout ¥ € E. Donc &) est vérifiée.
C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1, — Soient E, et Ey deux espaces de Hilbert, u une application de Hilbert—
Schmidt de E, dans E et . une promesure sur E;. On suppose que la transformée de Fourier
D de w est continue sur E,. Alors la promesure v = u(p.) est une mesure sur Eq muni de la
topologie faible.

Avec les identifications de E; et E; a leurs duals introduites dans ce n°, la
transformée de Fourier de v est égale & @ o 4* ol u* est 'adjointe de u. Or u* est
une application de Hilbert-Schmidt de E, dans E; (Annexe, n° 2), et la forme
quadratique y > |[u*(y) |2 sur E, est donc nucléaire. Si (E;) 4 désigne E; muni de
la topologie de Sazonov, u#* est donc une application linéaire continue de (E,) o
dans E; et v = © o u* est continue sur (E;)g; le théoréme 3 montre alors que v
est une mesure sur ’espace E; muni de la topologie faible.
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CoOROLLAIRE 2. — Soit Q une forme quadratique. positive nucléaire sur Uespace hilbertien
E. La promesure gaussienne I'q de variance Q sur E est une mesure sur Eq.

La transformée de Fourier @ de I'g est égale 2¢~92, Orona¢ > 1 + ¢ pour
tout nombre réel £, d’ott ®(0) — ZP < Q/2. La condition 4) du théoréme 3 est
donc vérifiée et I'y est une mesure sur E..

Remarques. — 1) Soient E un espace hilbertien, E; P'espace E muni de la topologie
faible et j application identique de E dans E,. On sait que j définit une bijection de
I’ensemble des promesures sur E sur ’ensemble correspondant pour E,. Par ailleurs,
si E est de type dénombrable, c’est un espace polonais et j définit une bijection de
Pensemble des mesures bornées sur E sur I’ensemble des mesures bornées sur E; (§ 3,
n°® 3, Remarque); on peut montrer (théoréme de Phillips) que ce théoréme subsiste si
E n’est pas de type dénombrable. Par suite, le théoréme 3 fournit des critéres pour
qu’une promesure sur E soit une mesure.

2) On peut montrer (Annexe, exerc. 7b) que la topologie de Sazonov sur un espace
hilbertien E est définie par les semi-normes du type Q% ol Q est une forme quadra-
tique positive nucléaire sur E.

*12. Relations avec les fonctions de type positif

Derinirion 3. — Soit G un groupe. On dit qu’une fonction @ sur G 4 valeurs complexes
est de type positif si Uon a les indgalités

p —
(66) S om®(xxpt) > 0

1,521
quels que soient X, . . ., %, dans G et les nombres complexes ¢y, . . ., e

Cette notion sera étudiée en détail plus tard.

ProposttioN 11. — Soient E un espace vectoriel de dimension finie, u une mesure ( positive)
bornée sur E et © la transformée de Fourier de . La fonction D est continue et de type positif
sur E'.

La continuité de @ résulte de la prop. 9 du n° 8.

Montrons que @ est de type positif. Soient x3, ..., 4, dans E" et ¢y, .. ., ¢, des
nombres complexes. On a

S 00— at) = [ 3 o 0 duly)
N E

i

p ’
z cj ei<xy Xy
i=1
On peut démontrer une réciproque connue sous le nom de théoréme de Bochner:
toute fonction continue de type positif sur E’ est la transformée de Fourier d’une
mesure (positive) bornée V. Nous admettrons ce résultat dans la suite du n° 12,

2
du(x) > O.

C.Q.F.D.

> Cette question sera étudiée dans un chapitre & paraitre du Livre de Théories Spectrales. Le
lecteur pourra se reporter & ce sujet & LOOMIS, Abstract Harmonic Analysis, van Nostrand,
New-York, 1953.
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THEOREME 4, — Soit E un espace localement convexe. La transformation de Fourier est une
bigection de I’ensemble des promesures sur E sur 'ensemble des_fonctions de type positif sur E/
dont la restriction & tout sous-espace de dimension finie est continue.

On sait (n° 3, prop. 3) que la transformation de Fourier est injective. Soient
= (Wy)v e #@ une promesure sur E et @ sa transformée de Fourier. Soit T un
sous-espace de dimension finie de E’ et soit V 'orthogonal de T dans E. On peut
identifier T au dual de E/V; la restriction @5 de @ & T est la transformée de
Fourier de la mesure bornée uy sur E/V. D’apres la prop. 11, @ estcontinueet de
type positif sur T. Vu Varbitraire de T, il est clair que @ est de type positif sur E’,

Réciproquement, soit @ une fonction de type positif sur E’ dont la restriction
a tout sous-espace de dimension finie de E soit continue. Pour tout V € #(E),
on identifie le dual de E/V & P'orthogonal VO de V dans E'; la restriction @ de @
a VO est continue et de type positif, et d’apres le théoréme de Bochner, il existe
donc une mesure (positive) bornée uy sur E/V dont la transformée de Fourier soit
®y. Soient V et W dans & (E) avec W = V, et soit pyw 'application canonique
de E/W sur E/V; avec les identifications faites, %y est I'injection de V° dans WP,
D’aprés la formule (4) du n° 3, on a alors

gz(ﬁvw(#w)) = (yﬂw) ° t[’vw = Qyolpyy = Oy = Fuy

d’olt pyw(vw) = pyd’apresla prop. 3 dun® 3. Par suite, la famille p = (uy)v ez m
est une promesure sur E; il est clair que @ est la transformée de Fourier de p.

COROLLAIRE. — Soit ¥ un espace nucléaire tonnelé ; on munit F' d’une topologie localement
convexe  intermédiaire entre la topologie faible o(¥', ¥) et la topologie de la convergence
uniforme sur les parties compactes et convexes de F. La transformation de Fourier est une
bijection de Pensemble des mesures (positives) bornées sur ¥’ sur Pensemble des fonctions
continues de type positif sur F.

Cela résulte immédiatement du th. 4 et du cor. du th. 2 du n° 10.,



ANNEXE

COMPLEMENTS
SUR LES ESPACES HILBERTIENS

1. Trace d’une forme quadratique par rapport a une autre

Dans ce n° on note E un espace vectoriel réel et Q, H deux formes
quadratiques positives sur E. Il existe deux formes bilinéaires symétriques
(%,9) = (*|9)q et (x,y) — (x|y)n caractérisées par

Qx) = (x[x)ey  H(») = (x|#)n
pour tout x € E.
On appelle trace de Q par rapport & H, et 'on note Tr(Q /H) le nombre réel
positif, fini ou non, défini comme suit:
a) S’il existe x € E avec H(x) = 0 et Q (x) # 0, on pose Tr(Q /H) = +c0o.
b) Dans le cas contraire, Tr(Q /H) est la borne supérieure de 'ensemble des

»
nombres de la forme z Q (&) ol (e, . . ., ¢,) parcourt I’ensemble des suites finies
i=1

d’éléments de E orthonormales pour H.

Soient E un espace hilbertien réel et Q une forme quadratique positive sur E.
Posons H(x) = |«[|2 pour tout x € E; alors H est une forme quadratique positive
sur E. On dit que Q est nucléaire si Tr(Q /H) est fini. Pour tout x € E de norme 1,
on a Q(x) < Tr(Q/H), dout Q < Tr(Q/H).H; en particulier toute forme
nucléaire Q) est continue,

Remarques. — 1) Pour tout sous-espace F de E, notons Qr la restriction de Q a4 F et
H; celle de H. On a Tr(Qp/Hy) < Tr(Q/H) et Tr(Q/H) est la borne supérieure des
nombres Tr(Q x/Hy) pour F < E de dimension finie.

2) Soient E; un espace vectoriel réel, Q, et H; deux formes quadratiques positives

sur E; et #: E— E, une application linéaire surjective. 8i Q = Q;om et H =
H;om, ona Tr(Q/H) = Tr(Q,/H,).

ProOPOSITION 1. — On suppose que E est de dimension finie et H non dégénérée.

a) Il existe un endomorphisme u de E caractérisé par (x|y)q = (u(x)|y)g pour x,y
dans E.

b) Ona Tr(Q/H) = Tr(u).

¢) On a Tr(Q/H) =
pour H, ¢

=

Q (&) pour toute base (¢4, ...,e,) de E orthonormale
1
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a) résulte de ce que la forme bilinéaire (x,y) > (¥|y)x est non dégénérée.
Toute suite orthonormale pour H dans E peut étre complétée en une base de
E orthonormale pour H. Par suite, Tr(Q /H) est la borne supérieure de 'ensemble

des nombres de la forme Z Q (¢,) pour toutes les bases (¢, ..., ¢,) de E ortho-
normales pour H. Pour prouver ) et ¢), il suffit de montrer que 'on a z Qle) =
Tr(u) pour toute base de cette sorte. Posons a; = (u(e)|e))w = 6’1[% a pour

1 <4,7 <m;onau(e) z ae; pour 1 < i < m, d’olt
=1

m

ei]ei)Q = iz Q (e;).

=1

llMg

C.Q.F.D.

ProrosiTION 2. — On suppose que E est de dimension finie. Il existe une base (ey, . . ., €,)
de E et un entier m avec O < m < n tels que

(1) H(é1 tiei) - ii 2

pour by, ..., t, réels. Si, de plus, la relation H(x) = O entraine Q (x) = O pour fout
x€E, on a Tr(Q/H) = z Q(e).
i=1

Il existe une base orthogonale (¢, ..., ¢,) de E pour H. On peut supposer
cette base numérotée de sorte que Pon ait H(gj) > Opourl < ¢ < metH(g) =0
pour m < ¢ < n. On posera alors ¢; = ¢;/H(¢;)” pour 1 < ¢ < m et ¢, = ¢; pour
m < i < n;la relation (1) est vérifiée.

Soit F le sous-espace de E engendré par e,.,, ..., ¢,; c’est 'ensemble des
x € E tels que H(x) = 0. On note = Papplication canonique de E sur E; = E/F.
Comme Q et H sont nulles sur F, il existe deux formes quadratiques positives Q ;
et H; sur E; telles que Q = Q, o= et H = H; o . De plus, (n(ey), ..., m(en))
est une base de E,, orthonormale pour H; et H, est donc non dégénérée.

D’apreés la prop. 1 et la Remarque 2, on a

TH(QUH) = TH(QH) = 3 Quls(e)) = 3 Q)
C.Q.F.D.

Remarque 3). — Supposons E de dimension finie et H non dégénérée. Soit (ey,. .., €,)
une base de E. On pose ¢ = ((&le))scr,s<n €tk = ((6]e))s s sane Avec les nota-
tions de la prop. 1, la matrice de » dans la base (¢y,...,¢,) de E est égale 4 =g, d’on

(@ Tr(QH) = Tr(h-%q) = Tr(gh™Y).
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2. Applications de Hilbert-Schmidt

Soit E un espace hilbertien réel, dans lequel le produit scalaire est noté (x|y).
Il existe une isométrie jz de E sur son dual caractérisée par la formule

(3) (#¢y) = <xJe(y)>  pour &,y dansE

(Esp. vect. top., chap. V, § 1, n° 6, th. 3).

Soient E; et E, deux espaces hilbertiens réels et # une application linéaire
continue de E; dans E,. On appelle adjointe de u 'application linéaire continue
u* = jglotuejg, de E; dans E;. L’application u* est caractérisée par la relation
4) (u(x1)|x2) = (m]u*(x2))  pour x €E; #,€Ba
Si v est une application linéaire continue de E, dans un espace de Hilbert E;, on a
(vou)* = u* o v*,

Soient E,; et E, deux espaces hilbertiens réels et 4 une application linéaire de

E, dans E,. On définit sur E, deux formes quadratiques positives H et Q) par les
formules

Hx) = [«[% Q@) = [ux)[*  (xeEy).

ProrositioN 3. — Supposons u continue. Soient (e;); o1 une base orthonormale de E, et
(f3); e 5 une base orthonormale de E,. On a

Tr (Q/H) = ZI lu(e)|® = ;J lu* (D2 = 2 > ()l f)*

ieljed

Pour tout x€ E;, on a [x]|2 = > (x]¢)? et de méme [y = > (y]./7)? pour
I

tout y € E,. Par suite, on a te jeq
S @l = 3 3 walfy?
=33 ()2

= S [ (A"

En particulier, le nombre > |u(e)||> ne dépend pas de la base orthonormale
(e)ierde Ey et

Posons ¢ = Tr(Q /H). Pour toute partie finie I' de I, on a par définition

3 @) = 3 Qe <t

iel’
d’ott > |u(e)]? < ¢ Soit (e, ..., ¢,) une suite orthonormale finie dans E. On
iel

peut compléter cette suite en une base orthonormale (¢,)y . o de E;. On a alors

Sl < 3 el = 3, lu@l?

acA iel
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et, en passant a la borne supérieure sur (ej,..., ¢}, on trouve l'inégalité
t < > |lu(e)|% On a donc établi Iégalité £ = > [u(e) |2
iel iel

C.Q.F.D.

On dira que u est une application de Hilberi-Schmidt de E, dans E, si la forme

quadratique positive Q: x+> [lu(x)[|? sur E; est nucléaire. S’il en est ainsi, on a
Q < Tr(Q/H).H, donc u est continue et 'on a

lull <Tr(Q/H)*.

Soit u: E; — E, une application linéaire continue. D’apres la prop. 3, « est
une application de Hilbert-Schmidt si et seulement s’il existe une base ortho-

normale (¢,); . ; de E; telleque > [u(e;) |2 < +00. $il en est ainsi, toute base ortho-
iel

normale de E; a la méme propriété. De plus, si « est une application de Hilbert—
Schmidyt, il en est de méme de son adjointe #* en vertu de la formule Z lu(e)|? =

2 lw*(f5)|1? (prop. 3).



Exercices

§1

1) Soient T un ensemble et p un encombrement sur T. Pour toute partie A de T, on pose
p(A) = p(ei).
a) On a p(A) < p(B) lorsque A est contenue dans B.
b) Pour toute suite (A,), finie ou non, de parties de T, on a p({J A,) < Zp(An).
n

n
¢) Pour toute suite croissante (A,),»; de parties de T, on a p({U A;) = lim p(A,).
n n-ro

2) Soient T un ensemble et p un encombrement sur T. On dit qu'une fonction fe F,(T)
(resp. une partie A de T) est p-négligeable si I'on a p(f) = 0 (resp. p(A) = 0).

a) Soient fet gdans &, (T) et t un nombre réel positif tels que f < ¢.g. Si g est p-négligeable,
il en est de méme de f. La somme et '’enveloppe supérieure d’une suite de fonctions -
négligeables sont p-négligeables.

b) Toute partie d’un ensemble p-négligeable est p-négligeable, ainsi que la réunion d’une
suite (finie ou infinie) d’ensembles p-négligeables.

¢) Soit fe &, (T). Pour tout nombre réel finia > 0, on note T, ’ensemble des t € T tels que
Sf(t) = a. Montrer que I'on a p(T,) < a~*.p(f). En déduire que f est p-négligeable si et
seulement si I’ensemble des ¢ € T tels que f(¢) # 0 est p-négligeable.

d) Soit fe F,(T). Si p(f) est fini, Pensemble des t& T tels que f(¢) soit infini est p-né-
gligeable.

¢) Soient fet g dans &, (T). Si’ensemble des ¢ € T tels que f(t) # g(¢) est p-négligeable, on

ap(f) = p(g).

3) Soient T un ensemble et p un tncombrement sur T. Pour toute suite (fi)ns1 d’éléments
de #.(T), on a p(liminff;) < liminfp(f,).
n—w N- 0

4) Soient T un ensemble, M un encombrement sur T, E un espace de Banach réel ou com-
plexe et p un nombre réel fini tel que p = 1. On note & I’ensemble des applications de T
dans E, et pour fdans & ou dans &, (T), on pose N,(f) = M{(| f|?)2.
a) Pour toute suite (f}), » 1 4’éléments de &, (T), on a N,,( > _}‘},) < > Ny(fo)

nzl nzl

b) Soit FP ensemble des fe F tels que N,{ f) soit fini. Montrer que &7 est un sous-espace
vectoriel de &, et N, une semi-norme sur #?. Montrer que P'ensemble A" des fe F7? tels
que N, (f) = Oestégal & ’ensemble des f € & nulles en dehors d’un ensemble M-négligeable.
Montrer que P'espace normé F?/A" est complet (cf. chap. IV, § 3, n° 3).

5) Soit T un ensemble. On note # . (T) I’ensemble des fonctions réelles positives bornées sur
T et po une application de %, (T) dans Pintervalle (0, +0) de R satisfaisant aux conditions
a) 4 d) de la déf. 1 du n° 1. Pour toute fonction fe &,(T), on note p(f) la borne
supérieure de ’ensemble des nombres po( fo) ol f parcourt ’ensemble des fonctions bornées
majorées par f. Montrer que p est un encombrement sur T. Question analogue en remplagant
% . (T) par P’ensemble des fonctions réelles positives (finies) sur T.
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6) Soient T un ensemble, £, une partie de &, (T) et M une application de #, dans R,.
On fait les hypothéses suivantes:

a) Pour tout fe& S, et tout nombre réel ¢ = 0, la fonction ¢.f appartient & £, et 'on a
M(t.f) = t.M(f).

b) Si fet gappartiennent 4 £, , il en est de mémedef + g, sup (f; g) etinf (f, g) etl’on a
M(f+ g) = M(£) + M(g).

¢) Pour toute suite croissante ( f,), » 1 d’éléments de ., la fonction f = sup f» appartient
af etl’ona M(f) = hmM(fn)

Pour toute fonction fe 3‘} (T), on pose p(f) = inf M(g). Montrer que p est un en-
gef+

2!
combrement sur T (cf. chap. IV, § 1, n° 3). Sigf et g appartiennent & F,(T) et si

A et B sont des parties de T, on a p(sup(fg)) + p(nf(fig)) < p(f) + plg) et
p(AV B) +p(ANB) < p(A) + (B).

7) Sur un espace de Lindeldf, toute mesure, toute fonction et tout ensemble sont modérés.
€18) Nous reprenons les notations de I’exerc. 5 du chap. IV, § 1. On rappelle que I’'on a
uo= i i 173 g num® et w*¥ (D) = +co. Montrer que 'on a p*(D) = 0; en déduire que
® n’e];t= ;:s nniédérée, bien gu’elle soit somme d’une série de mesures & supports compacts

disjoints. Montrer qu’il existe une partition (X,),en de X en parties boréliennes X, telles
que p.*(X,) soit fini pour tout ne N.

9) Soit T un espace topologique. Si X et w sont deux mesures positives sur T telles que
A*(U) = u*(U) pour tout ouvert U de T, on a A = . (prouver d’abord que l'on a A*( /) =
u*(f) pour toute fonction semi-continue inférieurement f = 0 sur T, puis que 'on a
A = ul),

10) Soient T un espace topologique et u une mesure positive sur T'; on suppose que T est
réunion d’une suite d’ensembles y-intégrables T, (n = 0). On note € le clan de partiesde T
engendré par les parties compactes.

a) Soit X un espace lusinien. Pour toute application y-mesurable fde T dans X, il existe une
suite d’applications f,,;: T — X ayant les propriétés suivantes: o) pour p-presque tout t€ T,
on a f(i) = lim f,(t); B) pour tout entier m, il existe une partition finie de T en ensembles

m-—®

A; e € telle que f;, soit constante sur chacun des ensembles A; (se ramener au cas ot les en-
sembles T, forment une partition de T, ol T est p-négligeable et T, compact pour z = 1,
et ot X est un espace polonais).

b) Soient X, ..., X, des espaces lusiniens, Y un espace topologique, g une application de
X; x+oox X, dans Y, et f; (pour 1 € ¢ < p) une application p-mesurable de T dans X;.
On suppose que, pour 1 < ¢ < p, 'application partielle %, > g(xy, ..., x,) de X; dans
Y est continue quels que solent xy,...,% -1, Xi41,..., %, Montrer que lapplication
t—=>g(fi(t),. . ., Sp(t)) de T dans Y est p-mesurable.

§2

1) Soient T, et T, deux espaces topologiques et f une application continue injective de Ty
dans T;. Montrer que I’application w > (1) est une bijection de Z°(T;) sur le sous-espace
de #%(T,) formé des mesures portées par f(T,).

2) Donner un exemple de deux espaces topologiques T, et T et d’une application continue
bijective f de T, sur Ty telle que 'application p+— f(1) de 2% (T;) dans 4% (T,) ne soit
pas surjective.

3) Soient X un ensemble, et 7, 7’ deux topologies séparées sur X, &’ étant moins fine que
F. On note T (resp. T') ’ensemble X muni de la topologie 7 (resp. ) etj I’application
identique de T dans T’ (qui est continue). On suppose que toute mesure positive et bornée
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sur T’ est portée par la réunion d’une suite de parties compactes de T. Pour toute topologie
& intermédiaire entre J et I, on note Te I'ensemble X muni de la topologie &. Montrer
que I’ensemble des mesures bornées sur T est indépendant de &,

§3

1) Soient E un ensemble, ® un clan de parties de E, et m une fonction additive d’ensembles

définie dans ®. On note &(®) Pespace vectoriel des fonctions réelles @-étagées sur E, et J la

forme linéaire sur (@) telle que J(@s) = m(A) pour tout A € .

a) Pour tout A e ®, on pose m,(A) = ]sau%m(B) et m_(A) =§ug (—m(B)). Montrer que
< <

Be® Beo
|m|(A) = m,(A) + m_(A) est la borne supérieure de ’ensemble des nombres de la forme

P
z Im(A;)| pour toutes les partitions finies (A,); <i<p de A en ensembles appartenant & ©.

6) On dit que m est relativement bornée si ’ensemble des nombres de la forme m(B) pour
Be @, B © A est borné quel que soit 'ensemble A € ®. Montrer que les conditions suivantes
sont équivalentes: o) m est relativement bornée; B) la forme linéaire J sur espace de
Riesz &(®) est relativement bornée; y) m est différence de deux fonctions additives
d’ensembles positives sur @; 8) |m|(A) est fini pour tout Ae ® (raisonner en cercle
®) = B) =vy) = 8) = q)).

¢) On suppose que m est relativement bornée. Montrer que les fonctions d’ensembles |m|,
my et m. sont additives et que on am = m, — m_ (utiliser le th. 1 duchap. II,§2,n°1).
De plus, si m" et m” sont des fonctions d’ensembles additives et positives sur @ telles que
m=m'—m’onam =m,etm’” =m_.

d) On dit que m est dénombrablement additive si Von a m(A) = z m(A,) pour toute partition

nzl
dénombrable (A,),>; d’un ensemble A € ® en ensembles appartenant & ®. Montrer que

cette condition signifie que 'on a lim m(A,) = 0 pour toute suite décroissante (Ag)ns1
n—w

d’éléments de @ telle que nO1 A, = @. Si m est dénombrablement additive, montrer que

[m] est dénombrablement additive.

2) Soient E un ensemble, ® un clan de parties de E et V un espace de Riesz complétement
réticulé, On dit qu’une application m de ® dans V est positive si ’on a m(A) = 0 pour tout
A e @, qu’elle est additive si I'on a m(A U B) = m(A) + m(B) lorsque les ensembles A € @
et Be @ sont disjoints, et qu’elle est relativement bornée si Pensemble des éléments m(B)
pour Be @, B © A est majoré dans V quel que soit A e .

a) Soit m une application relativement bornée de @ dans V. On définit pour tout A les
éléments m, (A), m_(A) et |m|(A) de V comme dans exerc. 1, a). Montrer que |m|(A) est

la borne supérieure de ’ensemble des éléments de V de la forme Z [m(A;)| pour toutes les

partitions finies (A,); <;<p de A en ensembles appartenant & ®@. En dédulre que l’application
{m} de @ dans V est additive, puis que m est différence des applications additives et positives
m; et m. de @ dans V.

b) Soient m’ et m” deux applications additives et posmves de @ dans Vetm=m —m"
Montrer que m est relativement bornée, et que lonam’ = m, et m” = m_.

¢) Généraliser Dexerc. 1, d).

3) Soient E un ensemble et T une tribu de parties de E. On note .# ’ensemble des applica-
tions f de E dans R, telles que lensemble des x € E pour lesquels f(x) = ¢ appartienne & &
pour tout ¢ e §+.

a) Montrer que la limite supérieure et la limite inférieure de toute suite d’éléments de
appartient & % (étudier d’abord les suites croissantes ou décroissantes).

b) Montrer que T est ’ensemble des parties de E dont la fonction caractéristique appartient
a M.
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¢) Soit f&.#. Pour toute partie borélienne B de R, I'ensemble f~1(B) appartient 3 T
(’ensemble des parties B de R, telles que f~*(B) e & est une tribu, contenant les intervalles
(z, +<)). _ -

d) Soientfi, ..., f, dans J etsoit ¢ une application borélienne de (R ,)" dans R ; montrer
que Papplication x > ¢( £ (%), . . ., f2(x)) de E dans R, appartient 3 .#. En déduire que 4
contient la somme de toute série d’éléments de #.

¢) Montrer que .# est ’ensemble des limites de suites croissantes de fonctions positives finies
T-étagées.

4) Les notations et hypotheéses sont celles de I'exercice précédent. On appelle mesure abstraite

sur (E, T) toute application m de T dans R, ayant la propriété suivante: pour toute suite

(A;)nen d’ensembles appartenant & T, deux a deux disjoints, on a m( UNAn) = z m(A,).
_ ne neN

On appelle intégrale sur (E, T) toute application J de .# dans R, satisfaisant aux conditions

suivantes: «) on a J(x.f) = A.J(f) pour reR, et fe (avec la convention usuelle
0.(+w) =0);8) on aj( Z fn) = Z J{(f) pour toute suite ( fy)nen d’éléments de .
neN neN

a) Soit J une intégrale sur (E, ) ; pour toute partie A € &, on pose my(A) = J(p4); montrer
que m; est une mesure abstraite et que ’application J > m; est une bijection de I’ensemble
des intégrales sur (E, ) sur ’ensemble des mesures abstraites sur (E, ) (si m est une mesure
abstraite, définir d’abord J(f) par linéarité pour les fonctions positives finies T-étagées et
utiliser Pexerc. 3, ¢)). Si m est une mesure abstraite, on notera m* I’intégrale correspondante.
b) Soit m une mesure abstraite sur (E, ¥). Pour toute fonction positive fsur E, finie ou non,
on pose m*(f) = 1;15 m*(g). Montrer que m* est un encombrement sur E (imiter la dé-
g

ge M
monstration du th. 3 du chap. IV, § 1, n° 3). On pose m*(A) = m*(p,) pour toute partie
A deE.

5) Soient E un ensemble, T une tribu de parties de E, m une mesure abstraite sur (E, T) et
p = 1 un nombre réel fini. Pour toute fonction numérique f sur E, on pose No(f) =
m*(| £]?)*/* et ’on note F? 'ensemble des fonctions f telles que N,( f) soit fini (cf. § 1,
exerc. 4). On munit Pespace vectoriel #? de la semi-norme N, pour laquelle il est complet.
a) Soit A I’ensemble des fonctions f telles que m*(] £|) = 0, #” I'espace vectoriel engendré
par les fonctions finies appartenant a #, et £? le plus petit sous-espace vectoriel fermé de
F?® contenant les fonctions caractéristiques des ensembles A € T tels que m*(A) soit fini.
Montrer que on a £? = A + (¥ N F?).

b) Etendre au cas actuel le théoréme de Lebesgue (chap. IV, § 3, n° 7, th. 6) et examiner
en particulier le cas p = 1 (on définira 'intégrale d’une fonction fe £*).

¢) On dit qu’une partie A de E est m-intégrable sil’on a ¢, € £*. Montrer qu’il existe alors
un ensemble A’ e I tel que m*(A N [A") = m*(A” N (A) = 0. Réciproque dans le cas
ot m(E) est fini.

€6) Soient E un ensemble, T une tribu de parties de E et m une mesure abstraite sur (E, T).
On suppose que m(E) est fini, et que pour tout B € ¥ tel que m(B) > 0, il existe un ensemble
AeT tel que A< B et 0 < m(A) < m(B). Pour tout Be X et tout nombre ¢ tel que
0 < ¢t < m(B), il existe un ensemble A € T tel que m(A) = tet A < B,

7) Soient T un espace topologique, ® un clan de parties de T et m une application additive
relativement bornée (cf. exerc. 1) de @ dans R. On suppose qu’il existe un recouvrement ou-
vert 11 de T tel que ® se compose des parties boréliennes de T contenues dans la réunion d’un
nombre fini d’éléments de 11. De plus, on suppose que pour tout A € @ et tout e > 0, il existe
une partie compacte K de T et une partie ouverte Ude Ttelsque K< A< U, Ue P et
[m|(U = K) < & Montrer qu’il existe une mesure (non nécessairement positive) w sur T telle
que m(A) = u*(A) pour tout A € @, et qu’une telle mesure p est unique (en introduisant la
décomposition m = m, — m_ de ’exerc. 1, ¢), se ramener au cas ol m prend des valeurs
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positives; traiter d’abord le cas oli T € @ et remnarquer que m est alors intérieurement régu-
ligre; traiter enfin le cas général par recollement de mesures).

8) Soient T un espace topologique et m une application dénombrablement additive (cf.
exerc. 1, d)) et bornée de B(T) dans R. On note I 'ensemble des parties boréliennes Ade T
ayant la propriété suivante: pour tout ¢ > 0, il existe un ensemble fermé F et un ensemble
ouvert U dans T telque F = A < U et |m(B)] < ¢ pour toute partie borélienne Bde U — F
(autrement dit, |m|(U = F) < ¢). Montrer que $ est une tribu de parties de T (remarquer
d’abord qu’on a T e Z et que T est un clan; il suffit alors de prouver que si (A n)n eN €st une suite
d’éléments de ¥ deux 2 deux disjoints, l’ensemble A= U A, appartient & L ; pour cela,

choisir des ensembles fermés F, et des ensembles ouverts U tels que F, € A, < U, et
[m}(U, == F,) < ¢/2", puis poser F = FyU...U F, pour p assez grand et U = UNU ).
ne

9) Soit X un ensemble; on appelle jauge toute application dénombrablement additive de
PB(X) dans R, ; on dit qu'une jauge m sur X est diffuse si ’'on a m({x}) = 0 pour tout x € X,
et qu’elle est atomique s’il existe une fonction positive fsur X telle que m(A) = Z Sf(x) pour
toute partie A de X. xEA
a) Montrer que toute jauge sur X se décompose de maniére unique en somme d’une jauge
diffuse et d’une jauge atomique.
b) Soient X’ une partie de X et m’ une jauge sur X’; pour toute partie A de X, on pose
m(A) = m'(A N X’). Montre que m est une jauge sur X et qu’elle est diffuse (resp. atomique)
si et seulement si m’ a la méme propriété.
¢) Soient m une jauge sur X et (X));.; une famille de parties de X deux 4 deux disjointes. Si
toute jauge sur I est atomique, on a m({UI X;) = z m(X,).

€ iel
10) Soit X un ensemble infini non dénombrable, muni d’une relation de bon ordre notée
x < y. Pour tout x € X, on note I(x) ensemble des y € X tels que y < x. On fait les hypo-
théses suivantes: «) il existe un plus grand élément a dans X; B) ’ensemble des cardinaux
strictement plus petits que Card(X) a un plus grand élément ¢; y) pour tout x dans I(a), on
a Card(I(x)) < ¢, et ensemble Y des x € X tels que Card(I(x)) = ¢ est non vide; §) toute
jauge sur un ensemble de cardinal < ¢ est atomique. Montrer que toute jauge sur X est
atomique. On pourra raisonner par ’absurde de la maniére suivante: soit m une jauge diffuse
non nulle sur X. Notons b le plus petit élément de Y, et pour tout x € I(4), soit f;, une injection
de I(x) dans I(5). Pour tout couple (¥, y) € I(a) x I(d), on note A, , 'ensemble des ze X
tels que ¥ < z < a et f(x) = y; pour tout x € I(a), on note M, ’ensemble des y € I(5) tels
que m(A,, ) > 0, et pour tout y € I(h), on note N, I'ensemble des xe I(a) tels que
m(Ag,y) > 0. En utilisant I'exerc. 9, ¢), montrer qu'on a m(X) = Z m(Ay, y) ; en déduire

velb)
que Pensemble M, est dénombrable et non vide pour tout x € I(a); montrer ensuite que

chacun des ensembles N, est dénombrable et en déduire la contradiction Card(X) =

11) On dit qu'un cardinal ¢ est ulamien si toute jauge sur un ensemble de cardinal ¢ est
atomique. Montrer que tout cardinal dénombrable est ulamien, que si ¢ est un cardinal
ulamien, il en est de méme de tout cardinal ¢’ < ¢, et que si (¢;);; est une famille de cardi-

naux ulamiens telle que Card(I) soit ulamien, alors le cardinal 2 ¢; est ulamien. Enfin, le plus
fet
petit cardinal non dénombrable est ulamien (cf. exerc. 10). :

12) Soient X un ensemble, 11 une partie de P(X) et m la fonction caractéristique de U. Pour
que m soit une jauge, il faut et il suffit que U soit un ultrafiltre et que l’intersection de toute
partie dénombrable de U appartienne & U, Dans ces conditions, on dit que 11 est un ulira-
Sfiltre &’ Ulam sur X. Supposons qu’il en soit ainsi, et que (H,);¢1 soit une famille d’éléments de

U telle que Card(I) soit ulamien; montrer que QI H, appartient 4 1.

13) Dans cet exercice, on admet I’hypothése du continu, c’est-a-dire qu’on adjoint aux
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axiomes de la théorie des ensembles I’axiome: « Card(R) est le plus petit des cardinaux non
dénombrables » ©,
a) Toute jauge sur R est atoquue (cf. exerc. 11).
5) Soient X un ensemble et m une jauge sur X satisfaisant 4 la propriété suivante: pour toute
partie A de X telle que m(A) > 0, il existe une partie B de A telle que 0 < m(B) < m(A);
alors m est nulle (pour tout entier » > 1, il existe une partition finie (X, Die1, de X telle que
m(X,,1) < l/n pour tout i e I;; poser I = ]___[ LetX, = "Ql X, o, POUr tOUt & = (Gp)n>1
nzl
dans I; la famille (X,),. est une partition de X, on a m(X;) = 0 pour tout i € I, et toute
jauge sur I est atomique d’aprés a); conclure par exerc. 9, ¢)).
¢) Soit X un ensemble sur lequel il n’existe aucun ultrafiltre d’Ulam non trivial; alors toute
jauge sur X est atomique (sinon, d’aprés ), il existerait une jauge diffuse m sur X et une
partie A de X telle que m(A) > 0 et que l’on ait m(B) = 0 ou m(A = B) = 0 pour toute
partie B de A; Pensemble U des parties B de X telles que m(A) = m(A N B) serait un ultra-
filtre d’Ulam non trivial sur X).
d) Montrer que 2¢ est ulamien pour tout cardinal ulamien ¢ (d’aprés ¢), il suffit de montrer
que si C est un ensemble de cardinal ¢, tout ultrafiltre d’Ulam 11 sur X = {0, 1}° est trivial;
munir C d’une structure de bon ordre et définir par récurrence transfinie une famille
s = (S4)qec d’¢léments de {0, 1} telle que ’ensemble des x = (¥y)uec dans X tels que
%y = S, pour tout « < @ appartienne & 11 pour tout 8 € C (cf. exerc, 12); alors s appartient &
tout élément de 1) @,

14) Soient (Ty);<r une famille d’espaces topologiques radoniens, et T Pespace somme de
cette famille. Si Card(I) est ulamien, Pespace topologique T est radonien (montrer que pour
toute fonction dénombrablement additive positive et bornée m sur la tribu borélienne de T,
il existe une partie dénombrable J de I telle que m(i LI) JT,) = 0).

eT-

15) Soit T un espace discret dont le cardinal est le plus petit cardinal non dénombrable.
Montrer que T est un espace localement compact radonien qui n’est pas de type dénombrable
(cf. exerc. 11). En déduire qu’il existe des espaces compacts radoniens qui ne sont pas
métrisables.

16) Soient I un ensemble dénombrable, et (T,),;c; une famille d’espaces radoniens. On
suppose que toute partie compacte d’un des espaces T est métrisable. Montrer que I’espace

produit T = I_[ T; est radonien. Généraliser au cas des limites projectives,
1e1

17) Soit T un espace topologique.
a) Soit m une application dénombrablement additive de B(T) dans R,. On suppose qu 11
existe une suite (T,),n de parties boréliennes de T, telle que T = UN Tn, que m(Ty) =

ne

et que le sous-espace T, de T soit radonien pour tout » = 1. Montrer qu’il existe une mesure
positive bornée u sur T telle que m(A) = p*(A) pour toute partie borélienne A de T (on
pourra se ramener au cas ol les T, sont deux & deux disjoints en appliquant le cor. de la
prop. 2 du n° 3).

b) Etendre le résultat précédent au cas ot les ensembles T, pour 2 > 1 ne sont plus supposés

@ 71 revient au méme de dire que 'on peut munir R d’une structure de bon ordre < pour laquelle
Pensemble des xeR tels que x < a soit dénombrable pour tout a € R. On a pu montrer (cf. P. COHEN,
Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A., vol. L (1963), 1143-1148 et vol. LI (1964), p. 105-110) que cet axiome
n’apporte aucune contradiction nouvelle & la théorie des ensembles, et qu’il est par ailleurs in-
dépendant des autres axiomes de la théorie des ensembles.

@ On dit qu’un cardinal ¢ est fortement inaccessible s’il est non dénombrable, si ’on a 2% < ¢ pour

tout cardinal b < cetsillona > ¢ < ¢pour toute famille de cardinauix ¢, < ¢ telle que Card(I) < ¢.
iel

Les exercices 11 et 13 montrent que, moyennant ’hypothése du continu, le plus petit cardinal non

ulamien est fortement inaccessible. On ne sait pas si 'axiome d’existence de cardinaux fortement

inaccessibles est contradictoire aux autres axiomes de la théorie des ensembles.
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boréliens, mais seulement universellement mesurables dans T (raisonner comme dans la
prop. 2 du n° 3).

¢) Tout espace topologique qui est réunion d’une suite de sous-espaces compacts et métri-
sables est radonien. ’

18) Soient T, et Ty deux espaces topologiques et f une application continue bijective de T

sur T,. On suppose que, pour toute fonction dénombrablement additive et bornée m; sur la

tribu borélienne B(T,), il existe une suite de parties compactes K, de T; telles que

my(Ty = | JK,;) = 0. Soit m, une fonction dénombrablement additive et bornée sur B8(T;).
n

Pour qu’il existe une fonction dénombrablement additive et bornée m; sur B(T,) telle que

my(A) = my( f~1(A)) pour tout A e B(T,), il faut et il suffit que la condition suivante soit

remplie: il existe une suite de parties compactes K,, de T, telle que my(Tz = U f(K,)) = 0.
n

§4

1) Soit 7 = (K, p;) un systéme projectif d’espaces compacts indexé par ’ensemble I, K un
espace compact et (p;);er une famille cohérente et séparante d’applications continues
i K—K,.

a) Soit A Pensemble des fonctions continues dans K de la forme f; o p; olt ¢ parcourt I et f;
I’ensemble des fonctions continues sur K,;. Montrer que A est un sous-espace vectoriel dense
de €(K).

b) Soit (uy);er un systéme sous-projectif de mesures positives sur . On suppose les p, sur-
jectives. Pour tout fe A, soit I; I’ensemble des €I tels que f soit de la forme f, o p; avec
fie €(K,) (nécessairement unique). Montrer qu’il existe une mesure =~ sur K, et une seule,
telle que lon ait =(f) = ‘irif w:( fi) pour tout fe A, Montrer que = est la plus grande des

elr

mesures positives w sur K telles que g;(p) < w; pour toutie L.

912) Les hypothéses et notations sont celles du th. 1 du n°2, dont on se propose d’indiquer une
nouvelle démonstration.

a) Soit K une partie compacte de T; pour tout { € I, on pose K; = #,(T), et ’on note ¢,
Papplication de K sur K; qui coincide dans K avec p;; pour i < j on note ¢, Papplication de
K, dans K; qui coincide dans K; avec p,;. Déduire de I’exercice précédent existence d’une
plus grande mesure positive n¥ sur K telle que ¢,(n¥) < (w)g, pour toutie L

b) Si K et L sont des parties compactes de T telles que K = L, montrer que 'on a
(=Y x = =¥; en déduire que Pensemble des mesures de la forme i¥(x¥) (ot K parcourt
Pensemble des parties compactes de T, et ot i¥ est I'injection canonique de K dans T)
admet une borne supérieure u dans . (T).

¢) Montrer que I’on a #;() = w; pour tout i € I (il suffit de remarquer que lon a (1) < wy
et que les mesures p,(4) et w; ont méme masse totale d’aprés Phypothese (P)).

§5
1) Soient T un espace topologique et p une mesure positive sur T. On note &, 'ensemble
des parties de T dont la frontiére est p-négligeable.
a) Montrer que &, est un clan.
b) Si T est completement régulier, tout point de T a un systéme fondamental de voisinages
contenu dans &, (remarquer que, si f est une fonction continue sur T, nulle en dehors d’un

ensemble p-intégrable, I’ensemble des nombres réels r tels que £ ~1(r) ne soit pas p-négligea-
ble est dénombrable).

92) Soient T un espace complétement régulier et & un filtre sur 7% (T) qui converge
étroitement vers une mesure bornée p. On dit qu'une partie borélienne A de T est un en-
semble de convergence (pour &) si ’'on a lim 2, = u,.

M3

a) Si les ensembles disjoints A, et A, sont des ensembles de convergence, il en est méme de
A U A,
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b) Soit A un ensemble ouvert ou fermé. Pour que A soit un ensemble de convergence, il faut
et il suffit que 'on ait lim A*(A) = p®(A). Si A est un ensemble de convergence, il en est de
méme de T — A, »8

¢} Soient A un ensemble de convergence ouvert ou fermé de T, et B un ensemble de con-
vergence tel que T — B soit aussi un ensemble de convergence. Alors A U B et A N B sont
des ensembles de convergence, ainsi que leurs complémentaires.

d) Le clan engendré par les ensembles ouverts de convergence est formé d’ensembles de
convergence.

e) Soit A une partie de T, dont la frontiére est p-négligeable. Alors A est un ensemble de
convergence.

S Supposons que T soit localement compact ou polonais. Montrer que toute partie compacte
K de T est contenue dans un ensemble compact de convergence (dans le cas ot T est locale-
ment compact, utiliser I’exercice 1, ). Si T est polonais, utiliser le méme exercice pour con-
struire une suite de recouvrements finis 1, de K par des ensembles ouverts de T, de frontiére

u-négligeable et de diametre < 2-7; montrer que L = () (U U est compact et conclure
que c’est un ensemble de convergence par 5)). » Uelp

g) Etendre le résultat de /') au cas d’une suite convergente de mesures sur un espace métrique
complet.

3) Soient T un espace polonais et (p,) une suite de mesures positives bornées sur T conver-

geant étroitement vers une mesure W, On note € 'ensemble des parties A de T ayant la pro-

priété suivante: pour tout ¢ > 0, il existe une partie compacte K de A telle que

sup pp(A = K) < &. On note D Pensemble des parties A de T appartenant & € ainsi que
n

leur complémentaire.

a) Si les ensembles A et A’ appartiennent &4 €, il en est de méme de AU A’ et AN A’;en
déduire que D est un clan de parties de T.

b) Toute partie A de T dont la frontiére est p-négligeable appartient 2 ® (appliquer le
théoréme de Prokhorov & D'intérieur de A, et utiliser ’exercice 2, ¢)).

¢) Tout A € D est un ensemble de convergence pour la suite (u,) (cf. exerc. 2); réciproque-
ment, tout ensemble de convergence ouvert ou fermé appartient & D.

d) Soit A eD. Montrer qu’il existe une suite d’ensembles compacts disjoints K, et une
partie N de T ayant les propriétés suivantes: &) chaque K, est un ensemble de convergence
pour la suite (u,); B) ona A < N U U » €t U K, € A U N; y) pour tout ¢ > 0, il existe

un voisinage ouvert U de N tel que sup y.n(U) < ¢ (appliquer 'exerc. 2, 1) et le théoréme

de Prokhorov & un sous-espace convenable de T qui est intersection d’une suite d’ouverts).

4) Soient T un espace complétement régulier, ¢ un point de T, et 11 un ensemble de parties
boréliennes de T engendrant le filtre des voisinages de . Soit I un ensemble muni d’un filtre
%, et soit (W), 1 une famille de mesures positives bornées de masse totale 1 sur T. Pour qu’on
ait lim y; = ¢, il faut et il suffit que ’on ait lim p,(U) = 1 pour tout U e 11.
4.3 i3
3) Soit E un espace hilbertien réel, admettant une base orthonormale (x,), cn. Soit T ’espace
E muni de la topologie affaiblie, et soit (4,)nen une suite de nombres réels telle que
0<a, < 1 pourtoutznet lim n2?loga, = 0. Pour toutneN, on pose w, = Z ah(l — an).eq xpe
eN

=0
Montrer que ., est une mesure positive bornée de masse totale 1 sur T pour tout z € N, que
Ion a lim u, = g, (convergence étroite) et que lim p,(K) = 0 pour toute partie compacte
n—co n— 0

by

K de T (appliquer le critére de lexercice précédent & l’ensemble U des voisinages
de 0 de la forme {x|(a|*) < 1} olt a parcourt E). En particulier, I’ensemble des éléments de la
suite (n)nen €St une partie relativement compacte de 2% (T) qui ne satisfait pas 4 la con-
dition de Prokhorov.

6) Soient T un espace topologique et H un ensemble de mesures positives sur T'; on suppose
remplie la condition suivante:
(V) Tout point de T admet un voisinage ouvert W tel que sup p.* (W) soit fini.

neH
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Enfin, soit U un ultrafiltre sur H.

a) Soit K une partie compacte de T. Montrer que les mesures induites yx (1 € H) convergent
vaguement selon 11 vers une mesure =¥ sur K.

b) Soient K et L deux parties compactes de T telles que K = L; montrer que 'on a
(rV)k = =%

¢) Pour toute partie compacte K de T, soit ¥ I'injection canonique de K dans T. Montrer
que la famille de mesures {¥(=¥) admet une borne supérieure = dans . (T).

d) Soient f une fonction positive semi-continue inférieurement dans T, et g une fonction
positive semi-continue supérieurement & support compact dans T. Montrer que l'on a

= (f) < ling w*(f) et w*(g) = 1513 w*(g).

97) Soit H un ensemble de mesures positives et bornées sur un espace topologique T. On
suppose que sup w®(T) est fini, et que pour tout ¢ > 0, il existe une partie compacte K de T

telle que sup y. *(T = K) < =. Montrer que la condition (V) de D’exercice précédent est

vérifiée. Soxt 11 un ultrafiltre sur H. La mesure = est définie comme dans ’exercice précé-

dent.

a) Montrer que l'on a =°*(g) = lim p*(g) pour toute fonction semi-continue supérieure-
u

Hy
ment positive et bornée dans T. En déduire qu'on a =°*(f) = hm w*(f) pour toute

fonction f bornée dans T, dont ’ensemble des points de dlscontlnulté est w-négligeable.

b) Lorsque T est complétement régulier, déduire de a) que H est relativement compact pour
la topologie étroite (ce qui fournit une nouvelle démonstration du th. 1 du n° 5 dans le cas
des mesures positives).

€8) Soient T un espace métrique complet et de type dénombrable, et d sa distance. Pour
toute partie fermée F de T et tout nombre réel ¢ > 0, on note F¢ I’ensemble des x € T tels que
d(x, F) < a. Etant données deux mesures positives bornées A et w sur T, on note D(3, )
la borne inférieure de l’ensemble des nombres réels a > 0 satisfaisant aux inégalités
A0(F) < u*(F9) + a, u*(F) < 2*(F9) + a pour toute partie fermée F de T.
a) Montrer que D est une distance sur 4% et que 'on a D(e,, ;) = d(x,y) pour deux
points x et y de T tels que d(x, %) < 1.
b) Soient f une application borélienne de T dans T (cf. Top. gén., chap. IX, § 6, n°3)
et A une mesure positive bornée sur T. Montrer qu’il existe une mesure positive bornée p
sur T telle que 'on ait p*(A) = A*(f~1(A)) pour toute partie borélienne A de T. Soit
a > 0, et soit H ’ensemble des x € T tels que d(x, f(x)) = a; montrer que H est borélien
dans T et que 'on a D(), p) < sup (g, M(H)) (pour toute partie fermée F de T, on a
FN(T =H) < f~Y(F) et 2*(F) < 2*F N (T = H)) + rA*(H)).
¢) Soient w et w, (pour n = 1) des mesures positives bornées sur T telles que lim D(p,, u) =
n— o

0. Montrer que la suite (u,) converge étroitement vers p. (montrer qu'on a lim pp(T) =
-
p®(T) et u*(F) = limsup pi(F) pour toute partie fermée F de T; en déduire
n—w
u*(f) < lim.infpy(f) pour toute fonction semi-continue inférieurement f = 0 par la
n=->0

méthode du lemme 3 du § 2, n° 6).

d) Réciproquement, montrer que, pour toute suite de mesures positives bornées w, tendant
étroitement vers p dans %, on a lim D(u,, ) = 0. On pourra procéder comme suit: soit
¢ > 0, soit K une partie compacte de T telle que p*(T — K) < ¢ et sup us(T — K) < ¢;

construire une famille finie (B;);<;<, d’ensembles de frontiére u-négligneable, de diamétre
< ¢/2, deux 4 deux disjoints, dont la réunion contient K (cf. exerc. 1). Soit fune application
de T dans T, constante dans chacun des ensembles By, ..., By et ((B;\V...UB,) et telle que
Sf(By) = B, pour 1 < ¢ € p. Définir les mesures m, et © par 7p(A) = up(f~1(A)) et v*(A) =
u*(f~*(A)) pour toute partie borélienne A de T; déduire de b) les relations D(=,, ¢,) < ¢,
D(w, p) < ¢ et montrer que ’on a lim D(x,, n) = 0.

n=—-o
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¢) La distance D sur #% est compatible avec la topologie étroite (remarquer que % est
métrisable pour la topologie étroite).

99) Les notations et hypothéses sont celles de I’exercice précédent. Soit (u,) une suite de
Cauchy pour la distance D dans 4% ; montrer que la suite (u,) est convergente (ce qui
donne une nouvelle démonstration du fait que P'espace #% est polonais pour la topologie
étroite). On pourra procéder ainsi:

a) Soient £ > 0 et a > 0 deux nombres réels; il existe une partie finie F de T telle que
sup e (T = F4) < ¢ (choisir un entier N = 1 et une partie compacte K de T tels que

sup D(pn, ) < /2 et (T =K) < ¢/2; en déduire sup l[us(T) — u*(T)] < e et
n ny

sup up(T = K%%) < e; choisir enfin une partie finije Fde T telle que K¥2< Fo et
azN

sup pg (T = F9) < e).

n<N

b) Soit & > 0; il existe une partie compacte K de T telle que sup pn(T =~ K) < ¢ (choisir
pour tout entier p > 1 une partie finie F, de T telle que sup u3(T — (F;)27™") < /27 et poser
K =) F)2).

¢) Déduire de &) que 'on peut extraire de la suite de Cauchy (u,) une suite convergente
(pour la distance D).

10) Soit T un espace complétement régulier; on note & l’ensemble des fonctions réelles
S = 1 dans T, telles que 'ensemble des points ¢ de T pour lesquels f(t) < ¢ soit compact
pour tout nombre réel ¢. Pour tout f € &, on note .#; 'ensemble des mesures bornées p. sur T
telles que |u|*(f) < 1.

a) Pour qu’une partie H de .#*%(T) satisfasse & la condition de Prokhorov, il faut et il suffit

qu’il existe fe & tel que H = #; (pour la nécessité, prendre f de la forme ¢(1 + Z n.fy)
nzl

ou f, est la fonction caractéristique d’un ensemble U, tel que T = U, soit compact et
sup |u|*(Un) < 277).

b) Supposons T localement compact. Pour qu’une partie H de #°(T) soit relativement
compacte {pour la topologie étroite), il faut et il suffit qu’il existe une fonction continue
fe & telle que H © .

¢) Soit C un céne convexe fermé dans 2% (T). Montrer que C N . est un chapeau (Esp.
vect. top. chap. II, 2° ¢éd., § 7, n° 2, déf. 3) de C pour tout f € &, et en déduire que C est réunion
de ses chapeaux. On note E la réunion des génératrices extrémales de C. Supposons T sous-
linien. Montrer que, pour tout =& C, il existe une partie borélienne B de % (T) contenue
dans E, et une mesure positive P de masse totale 1 sur B telle que n = IB w dP(u) (appliquer
le théoréme de représentation intégrale de Choquet).

11) Soit T un espace complétement régulier. On suppose donnée, pour tout espace compact
K et toute application continue fde T dans K, une mesure positive y;, x sur K; on suppose que
Pon a g(us,x) = Wg.5, 1 quels que soient les espaces compacts K et L et les applications con-
tinues f: T — K et g: K — L; on suppose de plus que la mesure y;, x est concentrée sur f(T)
quels que soient f et K. Montrer qu’il existe une mesure bornée positive = sur T, et une
seule, telle que Pon ait ps, x = f(%) quels que soient f et K (utiliser la propriété universelle
du compactifié de Stone-Cech de T).

12) Soient T un espace complétement régulier, sous-espace d’un espace localement compact
L. Pour toute mesure w (positive ou non) sur T, il existe un sous-espace localement compact
T’ de L contenant T, et une mesure u’ sur T’ concentrée sur T qui induise g sur T.

€13) *Soit G un groupe localement compact commutatif. On note Gle groupe dualde G et «
une mesure de Haar sur G. Pour toute mesure bornée pu sur G, on note #u la transformée

de Fourier de p, qui est une fonction sur le groupe G (cf. Théor. Spec., chap. 11, § 1, n° 3).
a) La transformation de Fourier & est une application continue de % (G) muni de la
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topologie étroite dans %"(é) muni de la topologie de la convergence compacte. (Utiliser le

cor. de la prop. 13 du n° 6).

b) Soient & un filtre sur 4% (G) et @ une fonction continue bornée sur é; on suppose que

Pon a lim (#}).a = ®@.« (convergence vague) et lim (F1)(0) = ©(0). Montrer que le filtre
G A G

& converge étroitement vers une mesure p telle que Fu = ® (montrer par application du
théoréme de Weierstrass—Stone que ’ensemble des transformées de Fourier des fonctions con-

tinues & support compact sur G est unsous-espace vectoriel dense de €° (é) pourla convergence
uniforme; remarquer ensuite que l'on a hm _f (FA).ude = I ®u do pour tout u € E et que le

filtre ¥ contient un ensemble vaguement compact de mesures bornées; en déduire que le
filtre ¥ a au plus une valeur d’adhérence, puis qu’il converge étroitement).

¢) Soit & un filtre & base dénombrable sur A% (G). Pour que & converge étroitement vers une
mesure positive bornée u, il faut et il suffit qu’il existe une fonction @ continue dans G telle
que F A converge simplement vers @ selon %, et 'on a alors Fu = @ (« théoréme de P.
Lévy »).4

§6

9I1) Pour tout intervalle compact K de R, on note ¥(K) I’espace vectoriel réel des fonctions
continues dans K, muni de la topologie de la convergence uniforme; on note Z(K) I'espace
vectoriel des fonctions réelles indéfiniment différentiables dans R, nulles en dehors de K. On
munit 2(K) dela topologie la moins fine rendant continues les applications /> D?f |K pour
tout entier positif p (D est Popérateur de dérivation). On pose & = k% Z(K), espace que

I'on munit de la topologie localement convexe limite inductive des topologies des sous-
espaces Z(K).

a) Pour tout entier p > 0, et toute fonction fe Z(K), on pose Q,(f _rK (D?f(x))? dx.
Montrer que Q ; est une forme quadratique positive sur 2(K), que la sulte des normes Q%
définit la topologie de Z(K) et que Tr (Q,+1/Q,) est fini pour tout p = 0. (Pour tout ¢ réel,
soit I; la fonction caractéristique de l’intervalle (¢, +oo[; en utilisant la formule D?f(¢) =

n
IK DP*1f 1, dx et l'inégalité de Bessel, prouver que 'on a z Q,(f) < 12 pour toute suite
i=1

finie fi,..., fu de fonctions appartenant 4 2(K), orthonormales pour Q,.;; le nombre [
est la longueur de I'intervalle K.) En déduire que 2(K) est un espace nucléaire.

b) Prouver que Pespace @ est nucléaire. (Etablir d’abord P’existence d’une fonction non nulle
dans 2, et en déduire P'existence d’une fonction £ > 0 dans 2 telle que Z hix —n) =1

pour tout x € R, Soit K un intervalle compact de R telle que % soit nulle en dehors de K;

pour tout entier n, poser A,(x) = h(x — n) et K, = K + n. Soit V un voisinage convexe de 0
dans &; il existe des entiers positifs p, tels que toute fonction f € Z(K,,) telle que Q,,(f) < 1
appartienne a V. Définir les formes quadratiques continues Q et R sur & par Q(f) =

z 22Q, (fioby) et R(f) = 2 28rQ , +1(f hy); montrer que V contient I'ensemble des

fe 2 telles que Q_(f) < let que Tr(R/Q) est fini.)
*¢) Généraliser ce qui précéde aux fonctions indéfiniment différentiables & support compact
sur R",,

ANNEXE

1) Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif de caractéristique
# 2. On note H une forme quadratique non dégénérée sur E, et S la forme bilinéaire
symétrique sur E x E telle que H(x) = S(x, ) pour tout x dans E. Soit Q une forme
quadratique sur E.
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a) Il existe un endomorphisme u de E caractérisé par les relations Q(x) = S(u(x), x) et
S(u(x),y) = S(x, u(y)) quels que soient x et y dans E. On pose Tr(Q/H) = Tr(u).

b) Généraliser la remarque 3 dun° 1.

¢) St (€;)1<1<m est une base de E orthonormale pour H, on a Tr(Q/H) = Z Q. (e).

2) Soient E un espace hilbertien réel, Q une forme quadratique positive continue sur E, et H
la forme quadratique x — ||x]|? sur E.

a) Montrer que l'on a Tr (Q/H) = Z Q(e;) pour toute base orthonormale (¢,);¢; de E.

iel
(Soit (a3, ..., ap) une famille orthonormale finie dans E; pour tout ¢ > 0, il existe une
partie finie J de I et des éléments a3, ..., a, combinaisons linéaires des ¢ pour i € J, et tels

que |a; — @] < e pour 1 <j < p;on aé:l Qa) < ‘ZJ Qle) < iZI Q(e). En déduire
2 Qe < z Q(e))-

b) Dédulre de a) une nouvelle démonstration de la prop. 3.

¢) Soient E, un sous-espace vectoriel dense de E, Q4 (resp. Hy) la restriction de Q (resp. H)
a4 Eg. Montrer que Pon a Tr(Q/H) = Tr(Qo/Ho). (Soit {(e5,... ¢,) une suite linéairement
indépendante dans E, engendrant un sous-espace F. On note Qp (resp. Hy) la restriction
de Q (resp. H) 4 F. En utilisant la Remargue 3 du n° 1, montrer que Tr(Q »/Hy) est fonction
continue de (e3,. .., €,).)

3) Soient E et F deux espaces vectoriels réels et # une application linéaire de E dans F; si Q
et H sont des formes quadratiques positives sur F telles que H(x) = 0 entraine Q{x) =
pour tout x€ F, on a Tr(Q o u/H o ) < Tr(Q/H).

4) Soient I un ensemble et {?(I) P'espace vectoriel des familles x = (x,);.; de nombres réels

telles que z xf soit fini. Soit ()),¢; une famille sommable de nombres positifs. Pour tout x

dans lz(I), on pose Q(x) = z M et H(x) = z xf. Montrer que l'on a Tr(Q/H) =
fe1 fer

z . (Utiliser Pexercice 2, a).)

iel

5) Soient E un espace vectoriel réel, (A);c; une famille sommable de nombres positifs et

(¥)1e1 une famille de formes linéaires sur E. Pour tout x € E, on pose H(x) = z {x, g2 et

1

ie
Qx) = 2 N<x, yi>?; on suppose que H(x) est fini pour tout x € E. Montrer que Q (x) est
iel

fini pour tout x € E, que Q et H sont des formes quadratiques positives sur E, et que 'on a
Tr(Q/H) < z M. (Poser u(x) = (<%, ¥>)ier et appliquer ’exerc. 3 & Papplication linéaire

u de E dans lz(I) )

6) Soient E un espace vectoriel réel, Q, H et H, des formes quadratiques positives sur E.
On suppose que l'on a H < a.H, ol a est un nombre réel positif. Prouver que l'on
a Tr(Q/H,) < a.Tr(Q/H). (Se ramener au cas ou E est de dimension finie par la Re-
margue 1 du n° 1, puis conclure par la prop. 1 en utilisant I’existence d’une base de E
orthogonale a la fois pour H et H,.)

7) Soit E un espace hilbertien réel. Montrer que la topologie de Sazonov sur E est définie
par ensemble des semi-normes Q% ol Q parcourt Pensemble des formes quadratiques
positives nucléaires sur E. (Utiliser Pexerc. 6.)

8) Soient E et F deux espaces hilbertiens réels. Sur E ® F, il existe une structure d’espace

préhilbertien séparé tel que (x; ® y1]x2 ® y2) = (x1]%2).(¥1|y2) pour x;, xp dans E et

¥1, y2 dans F. On note E ®, F P’espace hilbertien complété de E ® F.

a) Si E’ (resp. F’) est un sous-espace vectoriel fermé de E (resp. F), montrer que E ®, F’
8—s,
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s’identifie au sous-espace vectoriel fermé de E @, F engendré par les éléments x Q y tels
que xeE etyeF.

b) On suppose que E (resp. F) est somme hilbertienne d’une famille (Ey)qca (resp.
(Fp)aen) de sous-espaces vectoriels fermés, Montrer que E @ F est somme hilbertienne de la
famille (Eq ®2 Fp)x, pyeaxs de sous-espaces vectoriels fermés.

¢) Si (&)ier (resp. (fj)jes) est une base orthonormale de E (resp. F), alors la famille
(6 ® f7)u, perxg est une base orthonormale de E ®, F.

d) Soit G un espace hilbertien réel. Définir des isomorphismes canoniques de E ®, F sur
F®yEetde (E®yF) @, Gsur EQ, (F ®,G).

¢) Soient E; et F; deux espaces hilbertiens réels, et u: E — E;, v: F — F; des applications
linéaires continues. Montrer que # @ v se prolonge par continuité en une application
linéaire continue ¥ ®, v de E ®, F dans E; ®, F; et que 'on a [u @, 0 = {u]. [2].

9) Soient E et F deux espaces hilbertiens réels.

a) Montrer qu’il existe une application linéaire continue ¢ de E ®, F dans L (E; F)
caractérisée par ¢{x ® y)(x") = (x|x").y pour x, #* dans E ety dans F. Montrer que ¢ est de
norme 1, et que ¢(E ® F) est ’ensemble des applications linéaires continues de rang fini de
E dans F.

b) Montrer que ¢ est une bijection de E ®, F sur 'ensemble HS(E, F) des applications
linéaires de Hilbert-Schmidt de E dans F (utiliser 'exerc. 8, ¢) et la prop. 3). On munit
HS(E, F) de la structure d’espace hilbertien déduite de celle de E @, F par la bijection ¢;
la norme correspondante est notée [ul|;. Soit u € HS(E, F); on définit les formes quadratiques
positives Q, et H sur E par Q,(x) = [fu(x)]? et H(x) = |x|% Montrer que l'on a ||u]3 =
Tr(Q./H).

¢) Soient E; et F; deux espaces hilbertiens réels, et u: E; — E, v: F — F, des applications
linéaires continues. Soit ¢; Pisomorphisme de E; ®; F; sur HS(E,, F;) défini de maniére
analogue 4 . Montrer que 'on a v ¢(2) cu = o,{(u* @ v)(¢)) pour tout te E ®, F. En
déduire que, pour toute application de Hilbert-Schmidt w de E dans F, I’application linéaire
vowoude E; dans F; est de Hilbert-Schmidt et que 'on a fvowoul, < [o]. wa. [4].



NOTE HISTORIQUE

(N.B. Les chiffres romains renvoient & la bibliographie située a la fin de cette
note.)

Si P’étude des liens entre la topologie et la théorie de la mesure remonte aux
débuts de la théorie moderne des fonctions de variables réelles, ce n’est que fort
récemment que l'intégration dans les espaces topologiques séparés a été mise au
point de maniére générale. Avant de faire I’historique des travaux qui ont
précédé la synthése actuelle, nous rappellerons quelques étapes de I'évolution des
idées concernant les relations entre topologie et mesure.

Pour Lebesgue, il n’est question que d’intégrer des fonctions d’une ou plusieurs
variables réelles. En 1913, Radon définit les mesures générales sur R” et les
intégrales correspondantes; cette théorie est exposée en détail dans ouvrage (I)
de Ch. de la Vallée Poussin et s’appuie de maniére constante sur les propriétés
topologiques des espaces euclidiens. Un peu plus tard, en 1915, Fréchet définit
dans (I, a)) les mesures «abstraites » sur un ensemble muni d’une tribu et les
intégrales par rapport & ces mesures; il note qu’on peut établir ainsi les principaux
résultats de la théorie de Lebesgue sans utiliser de moyens topologiques. Il justifie
son entreprise par les mots suivants, tirés de 'introduction de (II, 5), premiere
partie) : « Que par exemple dans Uespace & une infinité de coordonnées oit diverses applications
de I’ Analyse avaient conduit & diverses définitions non équivalentes d’une suite convergente, on
remplace une de ces définitions par une autre, rien ne sera changé dans les propriétés des
Samilles et fonctions additives d’ensembles dans ces espaces ». Les recherches de Fréchet
sont complétées par Carathéodory, & qui 'on doit un important théoréme de
prolongement d’une fonction d’ensemble en une mesure. Le début du livre de
Saks (III) offre un exposé condensé de ce point de vue.

La découverte de la mesure de Haar sur les groupes localement compacts (cf.
Note historique des chap. VII et VIII) et les nombreuses applications qu’elle
regoit aussitOt, puis les travaux de Weil et Gelfand en Analyse Harmonique,
ameénent vers 1940 4 une modification profonde de ce point de vue: dans ce genre
de questions, le plus commode est de considérer une mesure comme une forme
linéaire sur un espace de fonctions continues, Cette méthode oblige a se restreindre
aux espaces compacts ou localement compacts, mais ce n’est pas une géne pour la
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presque totalité des applications; bien mieux, lintroduction de I’Analyse
Harmonique sur les groupes p-adiques et les groupes d’adéles par J. Tate et A.
Weil a permis un renouvellement spectaculaire de la Théorie analytique des
Nombres.

C’est d’une tout autre direction que provient la nécessité d’élargir ce point de
vue par la considération de mesures sur des espaces topologiques non localement
compacts: peu a peu, le Calcul des Probabilités améne a I'étude de tels espaces et
fournit de nombreux exemples non triviaux. Peut-étre faut-il rechercher la raison
de Pinfluence tardive de ces développements sur la théorie de la mesure dans
I'isolement relatif du Calcul des Probabilités, resté en marge des disciplines
mathématiques traditionnelles jusqu’a une époque récente.

Mesures sur les espaces de suites

Une des branches les plus développées du Calcul des Probabilités classique est
celle des théoréemes limites (loi des grands nombres, tendance vers la loi de
Gauss-Laplace, . . .); il s’agit d’'un approfondissement de la notion de régula-
rité statistique manifestée par les phénomeénes mettant en jeu des populations
trés nombreuses. La formulation mathématique correcte de ces problémes
nécessite 'introduction de mesures sur des espaces de suites; ces espaces, qui
constituent la généralisation la plus évidente des espaces de dimension finie, sont
le sujet de prédilection des recherches d’« Analyse Générale » entreprises vers 1920
par Fréchet, Lévy, Lusin, ... Il n’est d’ailleurs pas fortuit que Khintchine et
Kolmogoroff, les créateurs des méthodes nouvelles du Calcul des Probabilités,
solent tous deux disciples de Lusin, et que Lévy se soit trés vite tourné vers les
problémes probabilistes: ceux-ci constituaient la pierre de touche des nouvelles
méthodes.

La premiére intervention implicite d’une mesure sur un espace de suites
apparait dans le travail consacré par E. Borel en 1909 aux probabilités dé-
nombrables (IV). Une idée trés originale de Borel consiste en I’application des
résultats probabilistes qu’il vient d’obtenir 4 la démonstration de propriétés
possédées par le développement décimal de presque tout nombre réel compris
entre 0 et 1. Cette application repose sur la remarque fondamentale suivante:
définissons tout nombre réel compris entre O et 1 par la suite des chiffres de son
développement dans une base ¢ donnée (¢ > 2); si’on tire au sort successivement
les divers chiffres d’un nombre #, indépendamment les uns des autres et avec une
égale probabilité 1/g pour 0, 1, ..., ¢ — 1, la probabilité que x se trouve dans un
intervalle de (0, 1( est égale a la longueur de cet intervalle.

En 1923, Steinhaus (V) établit rigoureusement ces résultats et décrit le modéle
mathématique précis de la suite illimitée de tirages au sort considérée par Borel:
prenons ¢ = 2 pour simplifier et notons I 'ensemble a deux éléments {0, 1}; on
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munit I de la mesure u définie par p(0) = u(l) = %; les éléments de I’espace
produit IN sont les suites ¢ = (¢(n)),x de nombres égaux & 0 ou I et
Papplication ¢: e+ Z e(n).27""1 est, & un ensemble dénombrable prés, une

nzQ

bijection de IN sur 'intervalle (0, 1); de plus, ¢ ~* transforme la mesure de Lebes-
gue sur (0, 1) en la mesure P sur IN produit des mesures u sur chacun des facteurs.
En fait, Steinhaus ne dispose pas d’une construction des mesures produits; il
utilise I'existence de la quasi-bijection ¢ pour construire la mesure P sur IN & partir
de la mesure de Lebesgue sur (0, 1), puis il donne une caractérisation axiomatique
de P. L’isomorphisme ainsi obtenu permet de traduire le langage des probabilités
en celui de la mesure et d’appliquer les théorémes connus sur Iintégrale de
Lebesgue.

Dans le méme travail, Steinhaus considére la série aléatoire z Gy -y, OU les
nz0

signes 6, = + 1sont choisis au hasard indépendamment les uns des autres et avec
méme probabilité 1; entre 1928 et 1935, il étudie de nombreuses autres séries aléa-
toires, Deleur c6té, Paley, Wiener et Zygmund consideérent les séries de Fourier aléa-

Lol
toires ¥ de la forme > a, exp (2ni(nt + ®@,)); les « amplitudes » 4, sont fixes,
n= -
et les « phases» ®, sont des variables aléatoires indépendantes uniformément

réparties sur (0, 1}. Si les difficultés analytiques varient énormément de I'un &
'autre de ces problémes, la traduction en termes de théorie de la mesure est la
méme dans tous les cas et représente une extension du cas traité par Borel et
Steinhaus; il s’agit de construire une mesure sur R¥, produit d’une famille de
mesures toutes identiques & une méme mesure positive « de masse 1 sur R; par
exemple, les séries de Fourier aléatoires précédentes correspondent au cas ol  est
la mesure de Lebesgue sur (0, 1).

Pour construire de telles mesures produits, on peut utiliser deux méthodes. La
premiére est une méthode directe, mise au point pour la premiére fois par Daniell
(V1 a)) en 1918; elle est retrouvée en 1934 par Jessen (VII) qui fera une étude
détaillée du cas o p est la mesure de Lebesgue sur (0, 1). La deuxi¢éme méthode
est la recherche d’artifices analogues & celui de Steinhaus pour se ramener 2 la
mesure de Lebesgue sur (0, 1); cette facon de procéder avait P'avantage de
la commodité tant qu’on ne disposait pas d’exposé complet de la théorie de la
mesure générale, car elle permettait d’employer sans nouvelle démonstration les
théorémes de Lebesgue @,

1. Pour une mise au point sur les séries de Fourier aléatoires, voir I'exposé¢ de J.-P. KAHANE au
Séminaire Bourbaki (n° 200, 12¢ année, 1959/60, Benjamin, New-York).

2. Wiener prend aussi soin 4 de nombreuses reprises (cf. par exemple (XI), chap. IX) de montrer
que la mesure du mouvement brownien est isomorphe 2 la mesure de Lebesgue sur (0, 1}. La
possibilité de tels artifices trouve son explication dans un théoréme général de von Neumann qui
donne une caractérisation axiomatique des mesures isomorphes 4 la mesure de Lebesgue sur ©, 1).
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La théorie du mouvement brownien

Cette théorie occupe une place exceptionnelle dans le développement scienti-
fique contemporain par I’échange constant et fécond dont elle témoigne entre les
problemes physiques et les mathématiques « pures» L’étude du mouvement
brownien, découvert en 1829 par le botaniste Brown, a été menée intensivement
au 19° siecle par de nombreux physiciens ®, mais le premier modeéle mathé-
matique satisfaisant a été inventé par Einstein en 1905 seulement. Dans le cas
simple d’une particule se déplagant le long d’une droite, les hypothéses fonda-
mentales d’Einstein se formulent ainsi: si #(¢) est 'abscisse de la particule a
Pinstant ¢, et si f <t < -+ <ty <, les déplacements successifs
x(t;) — x(t;—1) (pourl < ¢ < n) sont des variables aléatoires gaussiennes in-
dépendantes. Ce n’est pas le lieu d’évoquer ici en détail les importants travaux
expérimentaux de J. Perrin que motiva la théorie d’Einstein ; pour notre propos, il
convient de retenir seulement une remarque de Perrin, selon laquelle I'observation
des trajectoires du mouvement brownien lui suggére irrésistiblement «les fonctions
sans dérivée de mathématiciens ». Cette remarque sera I’étincelle initiale pour
Wiener.

Un tout autre courant d’idées tire son origine de la théorie cinétique des gaz,
développée entre 1870 et 1900 par Boltzmann et Gibbs. Considérons un gaz
formé de N molécules de masse m 4 la température (absolue) T et notons vy, . . .,
vy les vitesses des N molécules du gaz; ’énergie cinétique du systeme est égale a

m

(1) -2-(v§+-~+v§)=3N/cT

olt £ est la constante de Boltzmann. D’apreés les idées de Gibbs, la multitude des
chocs entre molécules ne permet pas de déterminer avec précision les vitesses des
molécules, et il convient d’introduire une loi de probabilité P sur la sphére S de
I'espace de dimension 3N définie par Iéquation (1). L’hypothése «micro-
canonique » consiste & supposer que P est la mesure de masse 1 invariante par
rotation sur la sphére S. Par ailleurs, la loi des vitesses de Maxwell énonce que la
loi de probabilité d’une composante de la vitesse d’une molécule est une mesure
gaussienne de variance 2T/m (§ 6, n° 5, Remarque 3). Borel semble avoir été le
premier & remarquer en 1914 que la loi de Maxwell est conséquence des hy-
potheses de Gibbs et de propriétés de la sphére lorsque le nombre des molécules
est trés grand. Il considére une sphére S dans un espace euclidien de grande
dimension et la mesure P de masse 1 invariante par rotation sur S; utilisant les
méthodes classiques d’approximation fondées sur la formule de Stirling, il montre
que la projection de P sur un axe de coordonnées est approximativement gaus-

3. On trouvera un exposé trés vivant de cette histoire dans ’ouvrage récent de E. Nerson, Dynamical
theories of brownian motion, Mathematical Notes, Princeton, 1967,
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sienne. Ces résultats sont précisés un peu plus tard par Géteaux et Lévy
(IX, a)). Etant donnés un entier m > 1 et un nombre r > 0, notons S,, , I’en-
semble des suites de la forme (xq,...,%,,0,0,...) avec x% + -+ + &2 = ¢%;
notons aussi 6,,,, la mesure de masse 1 invariante par rotation sur S,, ,. Enoncé en
langage moderne, le résultat de Gateaux et Lévy est le suivant: la suite des
mesures 6, ; tend étroitement vers la masse unité 4 ’origine (0, 0, ...) et la suite
des mesures ¢, ,,, tend étroitement vers une mesure I" de la forme

dP(xl: Kgyeon) = UldY(xn)

(v est la mesure gaussienne de variance 1 sur R).

La mesure I' précédente joue le réle d’une mesure gaussienne en dimension
infinie. Il semble bien que Lévy ait confusément espéré définir de maniére
intrinséque une mesure gaussienne sur tout espace de Hilbert de dimension infinie.
De fait, comme ’ont montré Lévy et Wiener, la mesure I" est invariante en un
certain sens ¥ par les automorphismes de [2; malheureusement, ’ensemble /2
des suites (¥, Xg, ..., Xy, .. .) de carré sommable est de mesure nulle pour I'. On
sait aujourd’hui qu’il faut se contenter d’une promesure gaussienne sur un espace
de Hilbert de dimension infinie ¢,

On doit & Wiener le progreés essentiel: si 'on n’a pas de mesure de Gauss
raisonnable sur un espace de Hilbert de dimension infinie, on peut construire par
Popération de primitive une mesure w sur un espace de fonctions continues 2
partir d’une promesure gaussienne (cf. § 6, n° 7, th. 1 pour les détails). Nous
allons expliquer succinctement la construction initiale de w par Wiener (X); elle
est directement influencée par la relation I' = lim ¢, 7 de Géteaux et Lévy.

m—» o

Pour tout entier m > 1, notons H,, I’ensemble des fonctions sur T = )0, 1} qui

1 k
’E] (pourk =1,2,...,m),

et w,, la mesure de masse 1 invariante par rotation sur la sphére euclidienne
de rayon 1 dans R™ Soit f,, l'isomorphisme de H,, sur R™ qui associe

. k-
sont constantes dans chacun des intervalles ]

\ . . k-1 k
4 toute fonction prenant la valeur a, sur lintervalle ] = le vecteur

(a1, @3 — @y, .« .y Gy — Gy -y) (d’0l le nom de « differential space » affectionné par
Wiener) ; notons w,, la mesure sur H,,image de n, parf; * .Wiener définit la mesure

4. De maniére précise, on a le résultat suivant. Soient U un automorphisme de ’espace de Hilbert

12 et (uy,) la matrice de U. Soient E 'espace vectoriel de toutes les suites réelles (x,), 1 €t F le sous-

espace de E formé des suites (x,), 1 pour lesquelles les séries > u,,x, convergent pour toutm > 1.
nzl

La formule (Ut)m = 3 #mn¥s définit une application linéaire U de F dans E, la mesure I" est

n2l
concentrée sur F et 'on a (") = T.
5. Cette notion a €té introduite sous le nom de « weak canonical distribution » par I. SEcaL ( Trans.
Amer. Math. Soc., t. 88 (1958), p. 12-42). On doit & cet auteur une étude détaillée des promesures
gaussiennes, et leur application & certains problémes de théorie quantique des champs.
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cherchée w comme la limite des mesures w,. De maniére précise, notons H I’en-

semble des fonctions réglées sur T, avec la topologie de la convergence uniforme

(on a H,, = H pour tout entier m > 1); pour toute fonction uniformément con-

tinue et bornée F sur H, la limite A{F} = lin;lo me F(x) dw,(x) existe; Wiener
m—

obtient ensuite certaines majorations par une analyse subtile des fluctuations du
jeu de pile ou face, et reprenant les arguments de compacité mis en évidence par
Daniell, il montre que 'on est dans les conditions d’application du théoréme de
prolongement de Daniell. On conclut a I'existence d’une mesure w portée par
#(T) et telle que A{F} = [, F(x) dw(x). Wiener peut alors montrer que la
mesure w correspond aux hypothéses d’Einstein ®, et ses estimations lui per-
mettent de donner un sens précis 4 la remarque de Perrin sur les fonctions sans
dérivées: I'ensemble des fonctions satisfaisant & une condition de Lipschitz
d’ordre 4 est négligeable pour w (par contre, pour tout 4 avec 0 < a < 1,
presque toute fonction satisfait & une condition de Lipschitz d’ordre a).

On connait aujourd’hui de nombreuses constructions de la mesure de Wiener.
Ainsi, Paley et Wiener utilisent les séries de Fourier aléatoires (XI, chap. IX):
pour toute suite réelle a = (a,),5, et tout entier m > 0, définissons la fonction
Jm,a sur )0, 1) par

om+1

Smalt) = ait + 2 Z — -1 sin wkt;
K=2

on peut montrer que, pour I'-presque toute suite a, la suite des fonctions £, , tend
vers une fonction continue £, et que w est 'image de I" par Papplication (définie
presque partout) a — f,. Plus tard, Lévy a donné dans (IX, 3), ¢)) une construc-
tion trés voisine de celle que nous avons exposée au § 6, n° 7. Enfin, Kac, Donsker
et Erdos montrent vers 1950 comment remplacer dans la construction initiale de
Wiener les mesures sphériques =, sur R” par des mesures plus générales. Leurs
résultats établissent un lien solide entre la mesure de Wiener et les théorémes
limites du Calcul des Probabilités; ils seront complétés et systématisés par
Prokhorov (XIII) dans un travail sur lequel nous reviendrons plus loin.

Ce n’est paslelieu d’analyser les nombreux et importants travaux probabilistes
occasionnés par la découverte de Wiener; aujourd’hui, le mouvement brownien

6. Ceci se traduit par la formule
[ st o) dut)
[4¢s)
- 2
= (2m)-"2 E % - t,_l)-vzf ...ff(xl,...,x,,) exp (—-21- 3 ﬁ——f'—’—l)—)dxl...dxn

TSR Bl /Y
ol f est une fonction continue bornée arbitraire sur R*etoul’onal0 =<t <-.+-- <, < 1 (on
fait la convention xy = 0). Wiener, formé & la rigueur analytique par Hardy, et défiant & juste titre &
P’égard des fondements du Calcul des Probabilités & cette époque, prend soin de n’utiliser ni la
terminologie ni les résultats probabilistes. Il en résulte que ses mémoires sont pleins de formidables
formules dont la précédente est un échantillon; cette particularité est un des facteurs qui ont retardé
la diffusion des idées de Wiener.
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n’apparait plus que comme un des exemples les plus importants de processus
markovien. Nous mentionnerons seulement I’application faite par Kac de la
mesure de Wiener a la résolution de certaines équations aux dérivées partielles
paraboliques; il s’agit 14 d’'une adaptation des idées de Feynman en théorie
quantique des champs — un exemple de plus de cette influence réciproque des
mathématiques et des problémes de physique.

Limites projectives de mesures

Il s’agit d’une théorie qui s’est développée surtout en fonction des besoins
du Calcul des Probabilités. Les problémes concernant une suite finie de variables
aléatoires X, . . ., X, sont résolus en principe lorsqu’on connait la loi Py de cette
suite: ¢’est une mesure positive de masse 1 sur R", telle que la probabilité d’obtenir
simultanément les inégalités a; < X; € by,...,8, € X, € b, soit égale &
P¢(C) ou C est le pavé fermé (ay, ;) x -+ x (a,, b,) de R* En pratique, la
mesure Py a un support discret ou bien admet une densité par rapport 2 la
mesure de Lebesgue. Lorsqu’on a affaire 4 une suite infinie (X,), 5, de variables
aléatoires, on connait en général la loi P, de la suite partielle (X, ..., X,) pour
tout entier n > 1; ces données satisfont & une condition de compatibilité qui
exprime que la suite (P,), >, est un systéme projectif de mesures. Jusque vers 1920,
on définissait de maniére plus ou moins implicite les probabilités d’événements
liés & la suite infinie par des passages 4 la limite « naturels» & partir de probabilités
du cas fini; on admettra ainsi que la probabilité qu'un jeu se termine est la
limite, pour » tendant vers I'infini, de la probabilité qu’il se termine en au plus 2
parties. Naturellement, une telle théorie est assez peu cohérente, et rien n’exclut
la présence de « paradoxes», une méme probabilité recevant deux estimations
distinctes selon qu’on I’évalue par I’un ou 'autre de deux procédés aussi « naturels »
P'un que Pautre.

Steinhaus (V) semble avoir été le premier & ressentir la nécessité de considérer
(pour le jeu de pile ou face) non seulement le systéme projectif (P,), 5, mais sa
limite. Un peu auparavant, en 1919, Daniell (VI, 5)) avait démontré en général
Pexistence de telles limites projectives 7, mais ce résultat semble étre resté in-
connu en Europe. Il est retrouvé en 1933 par Kolmogoroff dans 'ouvrage (XII)
ol cet auteur formule la conception axiomatique du Calcul des Probabilités. Les
démonstrations de Daniell et Kolmogoroff utilisent un argument de compacité,
qui est & peu de choses pres celui que nous avons employé au th. 2 du §4, n° 3 et
repose sur le th, de Dini.

7. Daniell traite le cas des mesures sur un produit H I, d’intervalles compacts de R, mais sa

méthode s’étend immédiatement au cas d’un produit quelconque d’espaces compacts; c’est au fond
celle que nous avons utilisée au chap. 111, § 4, n° 5.
9—B.
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Le théoréme de Daniell-Kolmogoroff ne laissait rien & désirer pour le cas des
suites aléatoires (X,),»1, mais I’étude des fonctions aléatoires entreprise A partir
de 1935 par Kolmogoroff, Feller et Doob recéle des difficultés d’une tout autre
ampleur. Considérons par exemple un intervalle T de R, qui représente I’en-
semble des instants d’observation d’un « processus stochastique »; ’ensemble des
trajectoires possibles est I’espace produit R7, considéré comme limite projective
des produits partiels R®, oit H parcourt I’ensemble des parties finies de T; on se
donne en général un systéme projectif de mesures (py) (cf. § 4, n° 3). Le théoréme
de Kolmogoroff fournit bien une mesure sur R”, mais elle est définie sur une tribu
notablement plus petite que la tribu borélienne ®, Une variante de la construc-
tion de Kolmogoroff, qui fournit une mesure sur un espace topologique, est due &
Kakutani (Proc. Imp. Acad. Tokyo, XIX (1943), p. 184-188), et a été redécouverte
plusieurs fois depuis: on considére py comme une mesure sur RE portée par RE ;
Pespace compact E = RT est limite projective des produits finis R¥ et ’on peut
définir une mesure p sur E limite projective des py (cf. chap. III, § 4, n° 5).
Mais ce procédé posséde un grave inconvénient; les éléments de R ne possédent
aucune propriété de régularité permettant de pousser plus loin I’étude probabiliste
du processus — ou méme simplement d’éliminer les valeurs parasites +co intro-
duites par la compactification R de R. On peut y remédier en induisant la mesure

w de RT sur tel ou tel sous-espace (par exemple %(T) dans le cas du mouvement
brownien); la difficulté fondamentale provient de ce qu’un espace fonctionnel,

méme d’un type usuel, n’est pas nécessairement y-mesurable dans R7, et le choix
méme de ’espace fonctionnel peut faire question @9,

Un pas décisif a été accompli en 1956 par Prokhorov dans un travail (XIII)
qui a exercé une influence déterminante sur la théorie des processus stochastiques.
En mettant sous forme axiomatique convenable les méthodes utilisées par Wiener
dans Particle analysé plus haut, il établit un théoréme général d’existence de
limites projectives de mesures sur les espaces fonctionnels qui est le cas particulier
du th. 1 du § 4, n° 2 correspondant aux espaces polonais. '

Une classe plus restreinte de systémes projectifs a été introduite par Bochner
(XIV) en 1947, il s’agit des systémes projectifs formés d’espaces vectoriels réels de
dimension finie et d’applications linéaires surjectives. La limite projective d’un
tel systéme s’identifie de maniére naturelle au dual algébrique E* d’un espace
vectoriel réel E muni de la topologie faible o(E*, E); un systéme projectif

8. La mesure de Kolmogoroff n’est définie que pour les ensembles boréliens dans RT de la forme
A x RT-D ol D est une partie dénombrable de T, et A une partie borélienne de RP; de ce fait, le
théoréme de Kolmogoroff pour un produit quelconque RT est une conséquence immédiate du cas
des produits dénombrables.

9. On pourrait remplacer R par n’importe quel espace compact contenant R comme sous-espace
dense.

10. Pour une discussion détaillée du probléme de la construction des mesures sur les espaces fonc-
tionnels, et les méthodes utilisées avant Prokhorov, voir J. L. Doos, Bull. Amer. Math. Sec., 53 (1947),
p. 15-30. .
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correspondant de mesures a une limite qui est une mesure p. définie sur une tribu
notablement plus petite que la tribu borélienne de E*. Bochner caractérisa
complétement de telles « promesures » par leur transformée de Fourier, qui est une
fonction sur E. Mais ce résultat n’est guére utilisable en I’absence d’une topologie
sur E, auquel cas il faut examiner la possibilité de considérer w comme une
mesure sur le dual topologique E’ de E. De maniére indépendante, R. Fortet et
E. Mourier, en cherchant & généraliser aux variables aléatoires & valeurs dans un
espace de Banach certains résultats classiques du Calcul des Probabilités (loi des
grands nombres, théoréme central limite) mirent aussi en évidence le réle fonda-
mental joué par la transformation de Fourier dans ces questions. Mais un progrés
substantiel ne fut réalisé qu’en 1956 lorsque Gelfand (XV, b)) suggéra quele
cadre naturel pour la transformation de Fourier n’est pas celui des espaces de
Banach ou de Hilbert, mais celui des espaces de Fréchet nucléaires. Il conjectura
que toute fonction continue de type positif sur un tel espace est la transformée de
Fourier d’une mesure sur son dual, résultat établi tot apres par Minlos (XVI).
Son importance provient surtout de ce qu’il s’applique aux espaces de distribu-
tions, et que la quasi-totalité des espaces fonctionnels sont des parties boréliennes
de I’espace des distributions (qui constitue donc un bien meilleur réceptacle que
RT) 41, La théorie des distributions aléatoires est un domaine en pleine ex-
pansion, et nous nous contenterons de renvoyer le lecteur & 'ouvrage de Gelfand
et Vilenkin (XVII).

Les résultats que nous venons de mentionner sur les limites projectives utilisent
Pexistence de topologies sur les espaces de base. On peut se demander §’il existe
une théorie analogue dans le cas des mesures « abstraites». Von Neumann a
démontré dés 1935 l'existence de mesures produits dans tous les cas, mais la
découverte d’un contre-exemple par Jessen et Andersen (XVIII) a ruiné ’espoir
que tout systéme projectif de mesures admette une limite. On a découvert deux
palliatifs: en 1949, C. Ionescu-Tulcea a établi I’existence de limites projectives
dénombrables, moyennant ’existence de désintégrations convenables @2, résultat
fort intéressant pour 1’étude des processus markoviens; par ailleurs, on s’est rendu
compte que la topologie des espaces n’intervenait que par l'intermédiaire de
Pensemble des parties compactes. I1 était donc naturel de chercher & axiomatiser
cette situation a 'intérieur de la théorie abstraite, au moyen de la notion de classe
compacte de parties d’un ensemble. Ce travail fut fait en 1953 par Marczewski
(qui établit par ce moyen un théoréme de limites projectives abstrait) et Ryll-
Nardzewski (qui traita de la désintégration des mesures) ¢,

11. On pourra consulter la mise au point de X. FERNIQUE, Ann. Inst. Fourier, t. XVII (1967), p. 1-92,
qui contient aussi de nombreux résultats sur la convergence étroite.

12. Il semble que ce soit absence d’une théorie satisfaisante des désintégrations qui marque la
limite de la théorie des mesures « abstraites ». Cette difficulté réapparait de maniére insistante dans
le Calcul des Probabilités & propos des probabilités conditionnelles.

13. Pour un exposé de cette théorie, on pourra se reporter & J. PranzacL et W. Pierro, Lecture Notes
in Mathematics (Springer Verlag), vol. 16 (1966).
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Mesures sur les espaces topologiques généraux et convergence
étroite

L’étude des liens entre la topologie et la théorie de la mesure a été surtout
congue comme I’étude des propriétés de régularité des mesures, et en particulier
celle de la régularité « extérieure » et de la régularité « intérieure » *¥; la régu-
larité intérieure est équivalente & la régularité extérieure sur un espace localement
compact dénombrable & Pinfini. La construction que Lebesgue donne de la
mesure des ensembles sur la droite met en évidence ces deux espéces de régularité,
et la propriété de régularité extérieure des mesures sur un espace polonais semble
avoir été de notoriété publique vers 1935. Mais ce n’est qu’en 1940, dans un
article dont la guerre retarda la diffusion, qu’A. D. Alexandroff (XIX) met en
évidence le rdle de la régularité intérieure et montre que celle-ci est possédée par
les mesures sur un espace polonais; ce résultat est retrouvé plus tard par Prokhorov
(XIII) et est souvent attribué a tort a cet auteur. On ne s’est apercu que fort
récemment que cette propriété s’étendait aux espaces sousliniens; de ce fait,
Pimportance de ces espaces s’est beaucoup accrue, d’autant plus qu’on s’est rendu
compte que leur théorie pouvait se faire sans hypothése de métrisabilité, et que
Ia quasi-totalité des espaces fonctionnels étaient sousliniens (et méme le plus
souvent lusiniens) *%, Ce sont ces raisons qui nous ont poussé a mettre ’accent
sur les mesures intérieurement réguliéres dans ce chapitre.

La définition d’un mode de convergence (vague ou étroite) pour les mesures se
fait de la maniere la plus commode en mettant en dualité ’espace des mesures
avec un espace de fonctions continues. Généralisant un résultat ancien de F.
Riesz, A. A. Markoff a établi en 1938 une correspondance biunivoque entre les
fonctionnelles positives sur €(X) et les mesures régulieres sur un espace compact
X. Dans le travail (XIX) déja cité, A. D. Alexandroff étend ces résultats au cas
d’un espace complétement régulier: il introduit une hiérarchie dans ’ensemble
des formes linéaires positives sur I’espace %°(X) des fonctions continues
bornées sur un espace complétement régulier X @9, il définit la convergence
14. Une mesure « abstraite» w sur la tribu borélienne d’un espace topologique séparé est dite ex-
térieurement réguliére si la mesure de tout ensemble borélien est la borne inférieure des mesures
des ensembles ouverts qui le contiennent; la mesure y est dite intérieurement réguliére si la mesure de
tout ensemble borélien est la borne supérieure des mesures de ses parties compactes.

15. Pour tenter de résoudre certaines difficultés probabilistes (particuliérement les liens entre
diverses notions d’indépendance ou de dépendance stochastique), plusieurs auteurs introduisent des
classes restreintes de mesures « abstraites »; espaces « parfaits » de Kolmogoroff-Gnedenko, espaces
« lusiniens » de Blackwell, espaces « de Lebesgue » de Rokhlin. En fait (tout au moins moyennant une
hypothése de dénombrabilité assez faible), toutes ces définitions donnent des caractérisations des
mesures « abstraites » isomorphes & une mesure positive bornée sur un espace souslinien. On pourra
consulter & ce sujet Pouvrage cité dans la note (*2).

16. 11 distingue par ordre de généralité décroissante les c-mesures (mesures « abstraites » sur la tribu
borélienne de X), les T-mesures (mesures extérieurement réguliéres) et les mesures tendues (mesures
intérieurement réguliéres). Lorsque X est polonais, ces trois notions coincident. La terminologie elle-

méme est due & Mac Shane et Le Cam (XX). On trouvera une mise au point des travaux suscités par
cette classification dans V. S. VARADARAJAN (Amer. Math. Soc. Translations (2), vol. 48, p. 161-228).
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étroite des mesures bornées et démontre entre autres les deux théorémes
suivants:

a) si X est polonais, ’ensemble des formes linéaires sur °(X) correspondant
aux mesures est fermé pour la convergence faible des suites;

b) si une suite de mesures bornées a une limite étroite, « il n’y a pas de masse
fuyant a P'infini» (c’est une forme faible de la réciproque du théoréme de con-
vergence étroite de Prokhorov).

De cette foison de notions et de théorémes, Prokhorov saura extraire les ré-
sultats importants pour la théorie des processus stochastiques, et les présenter sous
une forme simple et frappante. Dans son grand travail de 1956 déja cité (XIII),
une partie importante est consacrée aux mesures positives bornées sur un espace
polonais; en généralisant une construction de Lévy, il définit sur Pensemble des
mesures positives de masse 1 une distance qui en fait un espace polonais, puis il
établit un critére important de compacité pour la convergence étroite (cf. § 5,
n° 3, th. 1). Indépendamment de Prokhorov, Le Cam (XX) a obtenu un certain
nombre de résultats de compacité pour la convergence étroite des mesures; il ne
fait aucune hypothése de métrisabilité sur les espaces qu’il considére, et ses
résultats se réduisent a des théorémes antérieurs de Dieudonné dans le cas
localement compact.
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INDEX DES NOTATIONS

Les chiffres de référence indiquent successivement le paragraphe et le numéro.

F. (T, #,, fu, f°: conventions préliminaires.
ﬂ:(p), pA ou p|A: 1,1,
f’fdw, f’f(t) dw(t): 1,2,
w*, wyg: 1,2,
wt, w™, |w]: 1,2,
w(f), u(A): 1,5,
Supp(u): 16.

Zy.i: 1,7.

w*(f), w(A), [* fdu, [* £ (1) 1,9.
¥ 19

XP(T w), Lu(T, w), L?(T, w), Li(T,u) (pour 1 < p < +00): 1,10.

Pr(w), PE, PP ,57() 1,10.

Ne(f), Np(f): 1

La(w), Lz: 1,10.

[fduy ulf), f w(t): 1,10.

BXs Pxo P'l 12,1

Sowr 2,20

m(w): 2,3,

AR 2,5,

f(T), B(T): conventions du § 3.

%°(T, F), €°(T), €°, 6°(T), €% conventions du § 5.
M(T, C), #°(T), M°, M°(T), M° : conventions du § 5.
Lo 5,7,

F(E): 6,1.

bvs pyw: 6,1,

2(E): 6,1

*: 6,1,
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u(u) (u promesure): 6,2.

Z u (u promesure ou mesure): 6,3.
Cas va: 6,5.

ve: 6,6.

Tr(Q /H): Annexe, 1.

u*: Annexe, 2.
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Les chiffres de référence indiquent successivement le paragraphe et le numéro.

Additive (fonction d’ensemble): 3,2.

Adjointe d’une application linéaire: Annexe, 2.
Application p-propre: 2,3.

Application de Hilbert-Schmidt: Annexe, 2.
Associée (promesure) 4 une mesure: 6,1.

Base (mesure de) u: 2,2,

Bochner (théoréme de): 6,12.

Borné (encombrement): 1,1,

Bornée (fonction d’ensemble): 3,2,

Bornée (mesure): 1,2.

Caractére d’un monoide: 5,7.

Concassage: 1,8.

Concentré (encombrement) sur une partie: 1,1.
Concentrée (mesure) sur une partie: 1,4,
Condition de Prokhorov: 4,2 et 5,5.

Covariance d’une promesure gaussienne sur RT: 6,6,
Dénombrablement additive (fonction d’ensemble): 3,2.
Densité d’une mesure par rapport a une autre: 2,2,
Désintégration d’une mesure: 2,7.

Encombrement: 1,1,

Encombrement borné: 1,1.

Encombrement concentré sur une partie: 1,1.
Encombrement image: 1,1.

Encombrement induit: 1,1,

Encombrement localement borné: 1,1.

Ensemble intégrable: 1,9.

Ensemble localement négligeable: 1,4,

Ensemble mesurable: 1,5.

Ensemble modéré: 1,9.

Ensemble négligeable: 1,9.



INDEX TERMINOLOGIQUE

Ensemble universellement mesurable: 3,3.
Espace fortement radonien: 3,3.

Espace radonien: 3,3.

Espace nucléaire: 6,10.

Essentielle (intégrale supérieure): 1,2.
Etroite (topologie): 5,3.

Extérieure (mesure): 1,9.

Fonction d’ensemble bornée: 3,2.

Fonction d’ensemble dénombrablement additive: 3,2,

Fonction d’ensemble intérieurement réguliére: 3,2.
Fonction d’ensemble localement bornée: 3,2.
Fonction de type positif: 6,12.

Fonction essentiellement intégrable: 1,10,
Fonction génératrice d’une suite: 5,7.
Fonction intégrable: 1,10.

Fonction localement intégrable: 2,2.
Fonction localement négligeable: 1,4.
Fonction mesurable: 1,5.

Fonction modérée: 1,9.

Fonction négligeable: 1,9.

Fonction universellement mesurable: 2,7.
Forme quadratique nucléaire: Annexe, 1.
Fortement radonien (espace): 3,3.
Gaussienne (mesure, promesure): 6,5.

Gaussienne canonique (promesure) sur un espace hilbertien réel: 6,6.

Gaussienne (promesure) de covariance K: 6,6.

Gaussienne (mesure) de matrice de covariance C: 6,6.

Génératrice (fonction) d’une suite: 5,7.
Hilbert-Schmidt (application de): Annexe, 2.
Image d’un encombrement: 1,1.

Image d’une mesure: 2,3.

Image d’une promesure: 6,2.

Induit (encombrement): 1,1,

Induite (mesure): 2,1.

Intégrable (ensemble): 1,9.

Intégrable (fonction): 1,10,

Intégrale d’une fonction: 1,10.

Intégrale supérieure: 1,9.

Intégrale supérieure essentielle: 1,2.

Laplace (transformation de): 5,7.

Limite projective de mesures: 4,2.
Localement bornée (fonction d’ensembles): 3,2.
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Localement borné (encombrement): 1,1.
Localement intégrable (fonction): 2,2,
Localement négligeable (ensemble): 1,4.
Localement négligeable (fonction): 1,4.
Localement presque partout: 1,4.
Marges d’une mesure sur un espace fonctionnel: 4,3.
Masse totale d’une promesure: 6,1.
Mesurable (ensemble): 1,5.

Mesurable (fonction): 1,5.

Mesure: 1,2,

Mesure bornée: 1,2,

Mesure de base p: 2,2,

Mesure de densité f par rapport & une mesure w: 2,2.
Mesure extérieure d’un ensemble: 1,9.
Mesure gaussienne de matrice de covariance C: 6,6.
Mesure gaussienne de variance Q: 6,5.
Mesure image: 2,3.

Mesure induite: 2,1.

Mesure modérée: 1,9.

Mesure produit: 2,5.

Mesure de Wiener: 6,7.

Minlos (théoréme de): 6,10.

Modéré (ensemble): 1,9.

Modérée (fonction): 1,9.

Modérée (mesure): 1,9.

Négligeable (ensemble): 1,9.
Négligeable (fonction): 1,9.

Noyau de type positif: 6,6.

Nucléaire (espace): 6,10.

Nucléaire (forme quadratique): Annexe, 1.
Plein (sous-monoide): 5,7.

Positive (prémesure, mesure): 1,2.
Prémesure: 1,2,

Prémesure positive: 1,2,

Prémesure réelle: 1,2,

Presque partout: 1,9.

Produit de deux mesures: 2,5.

Produit d’une famille de mesures: 4,3.
Projectif (systéme) de mesures: 4,2.
Projective (limite) de mesures: 4,2.
Prokhorov (conditions de): 4,2 et 5,5.
Promesure: 6,1.
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Promesure associée & une mesure: 6,1,

Promesure gaussienne canonique d’un espace hilbertien réel: 6,6.
Promesure gaussienne de covariance K sur RT: 6,6.
Promesure gaussienne de variance Q: 6,5.
Promesure image: 6,2.

Promesure (masse totale d’une): 6,1.

Promesure (transformée de Fourier d’une): 6,3.
Propre (application u-): 2,3.

Radonien (espace): 3,3.

Réelle (mesure, prémesure): 1,2.

Sazonov (topologie de): 6,10.

Somme d’une famille de mesures: 1,7.
Sous-monoide plein: 5,7.

Sous-projectif (systéme) de mesures: 4,2.
Supérieure (intégrale): 1,9.

Support d’une mesure: 1,6.

Systéme projectif de mesures: 4,2,

Systéme sous-projectif de mesures: 4,2.

Théoréme de Bochner: 6,12,

Théoréme de Minlos: 6,10.

Topologie étroite: 5,3.

Topologie de Sazonov: 6,10.

Trace d’une forme quadratique par rapport & une autre: Annexe, 1.
Transformée de Fourier d’une mesure, d’une promesure: 6,3,
Transformée de Laplace d’une mesure: 5,7.

Type positif (fonction de): 6,12,

Type positif (noyau de): 6,6.

Universellement mesurable (ensemble): 3,3.
Universellement mesurable (fonction): 2,7.
Variance d’une mesure: 6,5,

Wiener (mesure de): 6,7.
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