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CHAPITRE I*

Algebres normees

§ 1. — Généralités sur les algebres

1. Algébres uniféres

Soit K un corps commutatif. On appelle algebre unifére sur K
un couple (A, e) ot A est une algeébre sur K a élément unité et
e I’élément unité de A. Comme e est déterminé de maniére unique
par A, il nous arrivera de dire, par abus de langage, que A est
une algébre unifére. Si (A, ¢) et (A', ¢') sont deux algebres uniféres,
on appelle morphisme unifere de (A, e) dans (A’, ¢') un morphisme
¢ de A dans A’ tel que ¢(¢) = ¢. Une sous-algebre unifére de
(A,e) est un couple (A’,e), o A’ est une sous-algebre de A
contenant e.

On notera souvent 1 I’élément unité.

Soit A une algébre sur K. Rappelons (A4lg., chap. VIII,
App., n° 1) qu'on définit sur I'espace vectoriel A=K x A une
structure d’algebre telle que:

(1, a)(i, b) = (A, Ab + pa + ab).

Soit ¢ = (1,0). Alors (A, ¢) est une algébre unifere dite déduite
de A par adjonction d’un élément unité. St A’ est une seconde
algebre sur K, (A, ¢') I’algebre unifére déduite de A’ par adjonc-
tion d’un élément unité, et ¢ un morphisme de A dans A’ il
existe un morphisme unifére et un seul de (A, ¢) dans (A’ ¢') qui
prolonge ¢.

* Les résultats des chap. 1 ct 11 dépendent.des Livres I a VI, et du f{ascicule de
résultats du livre consacré aux Variétes.
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2. Spectre d’un élément dans une algébre unifére

DErFINITION 1. — Soient A une algébre unifére sur K, et soit
e son élément unité. Pour tout x € A, on appelle spectre de x relative-
ment a A I’ensemble des A€ K tels que x — le ne soit pas inversible.

Ce spectre sera noté Sp, x, ou Sp x st aucune confusion n’en
résulte.

Remarques. — 1) Si A = {0}, on a Sp(0) = .

2) Pour tout /e K, Sp(ie) = {4} (st A # {0}).

3) Pour que xe A soit inversible, il faut et il suffit que
0¢ Sp x.

4) Soient xe A, et Pe K[X]. Si 1€ K, il existe un P, e K[X]
tel que P(x) — P(4)e = (x — 1e)P,(x); donc, si AeSpx, on a
P(Z)e Sp P(x); autrement dit, P(Sp x) = Sp P(x). Réciproquement,
soit u € Sp P(x); supposons K algébriqguement clos et deg P > 1,
et soit PX) —u = X — 4;)...(X — 4,) la décomposition de
P(X) — u en facteurs du premier degré; on a

P(x) — pe = a(x — Ae)...(x — A,e),

donc 4; € Sp x pour un certain i, donc u = P(4;)e P(Sp x). On en
conclut que
P(Sp x) = Sp P(x).

Cette égalité reste vraie lorsque P est une constante, & condition
que Sp x # .

5) Si x e A est nilpotent, on a (Sp x)" < {0} pour un certain
n d’apres la Remarque 4, donc Sp x = {0} (si A # [0}).

6) Supposons K algébriquement clos. Soient xeA, et
R = P/Qe K(X), ou P et Q sont des polynémes premiers entre
eux. Supposons Q(x) inversible, donc 0¢ Q(Sp x). Alors, on peut
former R(x) = P(x). Q(x)"* = Q(x)~'. P(x). Si R n’est pas unc
constante, on a

Sp(R(x)) = R(Sp x).

En effet, en remplacant R par R — p (ou u € K), il suffit de prouver
que

R(x) inversible <> 0 ¢ R(Sp x),
c’est-a-dire que

P(x) inversible <= 0 ¢ P(Sp x).
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Or ceci résulte de la Remarque 4 si P n’est pas une constante, et
est évident si P est une constante 4, car 4 # 0 d’apres ’hypothese
faite sur R.

7) Soient A et B deux algebres uniféres sur K, ¢ : A — B un
morphisme unifére, et x € A. Il est clair que Spg @(x) = Sp, x.

8) Soient A une algébre unifére, R son radical (A4lg., chap.
VIIL, §5), ¢ le morphisme canonique de A sur B = A/R.Sixe A,
on a Spy@(x) = Sp, x. En effet, il suffit de prouver que si ¢(x)
est inversible dans B, x est inversible dans A. Or, si ye A est tel
que @(x)p(y) = @(y)o(x) = ¢le), on a xyee+ R, yxece+ R,
donc xy et yx sont inversibles, et par suite x est inversible. En
particulier, si xe R, on a Sp x = {0} (si A # {0}).

9) Soit (B,) une famille d’algébres uniféres, avec B; = (A;. e)).
Posons A = []A;, e = (¢). Alors (A, e) est une algébre unifere

appelée produlit des B;. Si x = (x;)e A, on a Sp,y x =[_)Spa, x;.

Exemples. — 1) Soit A T'algébre des fonctions continues
complexes sur un espace topologique. Le spectre d’un élément
fde A est ’ensemble des valeurs de f. '

2) Soit A une algebre unifere de rang fini sur C. Pour que
x € A soit inversible, il faut et il suffit que 'application linéaire
y— xy dans A soit de déterminant non nul. Il en résulte que le
spectre de x est ’ensemble des racines du polynome caractéristique
de x . Si A est I’algébre des endomorphismes d’un espace vectoriel
V de dimension finie sur C, le spectre de x est donc I’ensemble
des valeurs propres de x. Il n’en est pas ainst quand dim V est
infini (exerc. 2).

DEFRINITION 2.— Soient A une algébre unifere sur K, et x e A.
On pose, pour tout L€ K — Sp x,
R(x, 1) = (le — x)~!

et la fonction A R(x, 1) € A s’appelle la résolvante de x.

Pour x fixé, les valeurs de R(x, A) sont deux a deux per-
mutables. Si 4, p e K, on a:
(e — x) — (ne — x) = (4 — pe
dong, si 4, u¢ Sp x,
(1) (4 = W R(x, ) R(x, p) = R(x, p) — R(x, 4).
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Six,yeAet ieK,ona:
(le—x)—(le—y)=y—x
donc, si A¢ Spx v Spy,
) R(y, )(y — x)R(x, 1) = R(y, 2) — R(x, 4).

3. Spectre d’un élément dans une algébre

Soient A une algebre sur K, et x € A. On appelle spectre de x
relativement a A le spectre de x relativement a P’algébre unifere A
déduite de A par adjonction d’un élément unité.

Ce spectre sera noté Sp), x, ou Sp’ x si aucune confusion n’en
résulte. On a 0e Sp, x quel que soit x € A.

Si ¢ est un morphisme de A dans une algebre B, on a

Sps ¢(x) < Spj x.

Remarques. — 1) Soit A une algebre unifére. On peut con-
sidérer ’algébre sous-jacente 4 A, qu’on notera encore A. Si
xeA, on a:

Spy x = Spa x U {0}.

En effet, soient ¢ I’élément unité de A, et e celui de A. On vérifie
tout de suite que (e —¢).A = A.(e — &) =0, donc que A est
’algébre uniféere produit de A et de K(e — ¢). Nofre assertion
résulte donc du n°® 1, Remarque 9.

2) 1l résulte de la Remarque 1 que, st B est une algebre sur K
et si xeB, on a:

Sps x = Sps x = Spg x U {0} = Spj x.
3) Si x appartient au radical de A, on a Spj x = {0}. Ceci

résulte du n°® 1, Remarque 8.

PROPOSITION 1.— Soient A une algebre, et x,ye A. On a:

Sp'(xy) = Sp'(yx).

En passant a A, on se raméne au cas ol A posséde un élément
unité e. Il suffit alors de prouver que, si 4 # 0 est tel que xy — Ae
admette un inverse u, yx — JAe est inversible. Or:

(yx — Ze)(yux — e) = y(xyu)x — yx — Ayux + Ae
= y(Au + e)x — yx — Ayux + e = Jle
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et de méme (yux — e)(yx — Ade) = Ae. Comme £ # 0, on voit que
yx — Ae est inversible.

Si A est une algebre unifére et si x,y€A, on peut avoir
Sp(xy) # Sp(yx) (exerc. 3).

4. Sous-algébres pleines

DEFINITION 3.— Soit A une algébre unifére. On appelle sous-
algébre pleine de A une sous-algébre unifére B telle que tout élément
de B inversible dans A soit inversible dans B.

Alors, pour tout x € B, on a Spg x = Sp, x.

L’intersection d’une famille de sous-algébres pleines de A est
une sous-algébre pleine de A. Si M < A, I'intersection B des
sous-algébres pleines de A contenant M est donc la plus petite
sous-algébre pleine de A contenant M; on l'appelle la sous-
algébre pleine de A engendrée par M. Le commutant M' de M
dans A est une sous-algébre pleine de A (car, si x est inversible
dans A et permutable 4 M, x~! est permutable 4 M). Donc le
bicommutant M” de M contient B. Si les éléments de M sont
deux a deux permutables, I’algébre M” est commutative, donc B
est commutative.

Une sous-algébre commutative maximale de A est une sous-
algebre pleine, car elle est égale a son commutant.

Soient x € A, et B la sous-algébre pleine de A engendrée par x.
Alors B est égale a I'ensemble B, des ¢éléments de la forme
P(x)Q(x)" !, o PeK[X], Qe K[X], Q(x) inversible dans A. En
effet, B, est une sous-algébre de A contenant e; si P(x)Q(x)™ ! est
inversible dans A, P(x) est inversible dans A, et I'inverse P(x) ™ 'Q(x)
de P(x)Q(x)~! appartient & B,; donc B, est une sous-algebre
pleine, de sorte que B « B,. D’autre part, si Pe K[X], Q e K[X]
et si Q(x) est inversible dans A, on a P(x)e B, Q(x)e B, donc
Q(x)"'eB et P(x)Q(x)"'eB; donc B, = B.

5. Caractéres d’une algébre unifére commutative

DEFINITION 4. — Soit A une algébre unifére commutative. On
appelle caractére de A un morphisme unifére de A dans K.

L’ensemble des caractéres de A sera noté X(A).
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Soient A et B deux algébres uniféres commutatives, & un
morphisme unifére de A dans B. L’application y~ % o h de X(B)
dans X(A) se note X(h). Si k est un morphisme de B dans une
algébre unifére commutative, on a X(k o h) = X(h) o X(k). Si 14
désigne lapplication identique de A, X(1,) est P'application
identique de X(A).

Si h est surjectif, X(h) est une bijection de X(B) sur I’ensemble
des caractéres de A qui s’annulent sur le noyau de A.

Soient A, ,..., A, des algebres uniféres commutatives, et A
Ialgébre unifére A, x ... x A,. Soit «; Papplication canonique
de A sur A;. Alors X(r;) est une bijection de X(A,) sur une partie
X; de X(A), a savoir I’ensemble des caractéres de A nuls sur

[TA;. 1 est clair que les X; sont deux a deux disjoints. D’autre
JFEI

part, soit ye€ X(A); soit i un indice tel que y{x) # O pour un
x€A; ;pour toutj # iet tout yeA;,ona

1) = xxy) = 1(0) = 0;
donc x(A;) = 0; ainsi y s’annule sur [[ A;, de sorte que X(A) est
JFI
réunion des X;.
Soit B l'algebre unifere A, ® ... ® A, . Alors

X'_) (X'Al LR X|An)
est une application de X(B) dans X(A,) x ... x X(A,), et

Koo X = 1 Q- @ Xy

est une application de X(A;) x ... x X(A,) dans X(B). On vérifie
aussitot que les composées de ces applications sont les applications
identiques de X(B) ct de

X(A)) x ... x X(A,).

On peut donc identifier X(B) a X(A,) x ... x X(A,).

Soit A une algébre uniféere commutative. Soit Y ’ensemble
des idéaux de codimension 1 de A. Pour tout yeX(A), on a
Kery eY. L’application y+— Kery est une bijection de X(A) sur
Y. En effet, si 3¢V, il existe un unique isomorphisme de la
K-algébre uniféere A/3 sur K, et le morphisme composé

A->A/3-K
est 'unique caractére de A de noyau 3.

Si xeA et st xeX(A), on a y(x)eSpx; en effet, comme
1(x — x(x)e) = 0, x — y(x)e est non inversible.
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Pour tout x € A, on note ¥ ,x, ou simplement ¥x, la fonction
x — (x) sur X(A) et on Pappelle la transformée de Gelfand de x.
L’application % est un morphisme unifére de A dans Palgebre
uniféere A, des fonctions sur X(A) a valeurs dans K ; on I’appelle
la transformation de Gelfand. Soient B une algebre unifére com-
mutative sur K, B, I'algébre unifére des fonctions sur X(B) a
valeurs dans K, h un morphisme unifére de A dans B; alors,
X(h) : X(B) — X(A) définit un morphisme unifére b, : A; - B, et
le diagramme:

Ga

(3) hl l h,

est commutatif; en effet, pour tout x € A et tout x € X(B), on a:

(4) Gp(h(x) (1) = x(h(x)) = XM () (x) = F5(x)(X(h) (1))
= hy(GA(x) -

Supposons maintenant que K soit un corps topologique. On
munit alors X(A) de la topologie de la convergence simple sur A,
et I’espace topologique X(A) s’appelle l'espace des caractéres de
A. La topologie de X(A) est donc la moins fine pour laquelle les
fonctions %4 x pour x € A soient continues. Si h est un morphisme
unifére de A dans B, X(h):X(B) > X(A) est continu. Si h est
surjectif, I'image de X(h), a savoir I’ensemble des caractéres de A
nuls sur le noyau de h, est fermé dans X(A); d’autre part, la
topologie sur X(h)(X(B)) déduite de celle de X(B) par la bijection
X(h) est la topologie de la convergence simple dans A, c’est-a-dire
la topologie induite par celle de X(A); autrement dit, X(h) est un
homéomorphisme de X(B) sur une partie fermée de X(A). On déduit
de la et de ce qu’on a vu plus haut que I'espace X(A; x ... x A,)
s’identifie a I’espace topologique somme de X(A;),...,X(A,). De
méme, X(A; @ ... ® A,) s’identifie a I’espace topologique produit
X(A;) x ... x X(A,).

6. Cas des algéebres sans élément unité

DEFINITION 5.— Soit A une algebre commutative. On appelle
caractére de A un morphisme de A dans K.
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L’ensemble des caractéres de A sera noté X'(A). On posera
X(A) = X'(A) — {0}. Si A posséde un ¢lément unité e, X(A) est
I’ensemble des caracteres de 'algébre unifére (A, ¢). En effet, pour
qu’un ¢ € X'(A) soit non nul, il faut et il suffit que y(e) = 1.

Si h: A — B est un morphisme d’algebres commutatives, on
définit comme plus haut une application X'(h) : X'(B) - X'(A), qui
transforme 0 en 0. On a X'(k o h) = X'(h) - X'(k). Si h est surjectif,
X'(h) est une bijection de X'(B) sur I’ensemble des caracteres de A
nuls sur le noyau de h. Soient A ,..., A, des algebres commuta-
tives, A = A, x ... x A,,etn;: A — A, le morphisme canonique;
alors X'(m;) est une bijection de X'(A;) sur une partie X; de X'(A),
a savoir I’ensemble des caractéres de A nuls sur ﬂ A;; on voit

JFi
comme au n°5 que X'(A) est réunion des X;; d’autre part,
X;n X; = {0} pour i # j; en particulier les X; — {0} forment une
partition de X'(A) — {0} = X(A).

Pour tout xe A, soit ¥,x, ou simplement %'x, la fonction
¥ — x(x) sur X'(A). L’application %’ est un morphisme de A dans
I’algébre A, des fonctions X'(A) — K nulles en 0. Soient B une
algébre commutative, B, I’algébre des fonctions X'(B) - K nulles
en 0, h un morphisme de A dans B; alors X'(h) définit un morphisme
h,:A; —> B;,etl’on a h; «¥, = %yoh On note ¥,x, ou simple-
ment ¥x, la restriction de %/,x & X(A), et on I'appelle transformée
de Gelfand de x.

Soit A I'algébre unifére déduite de A par adjonction d’un
élément unité. Tout caractére de A définit par restriction a A un
caractére de A; tout caractere de A se prolonge de maniere
unique en un caractére de A. D’ou une bijection canonique de
X'(A) sur X(A), par laquelle on identifie ces deux ensembles. Le
caractére 0 de A s’identifie ainsi & Iunique caractére de A de
noyau A.

L’application y+— Kery est une bijection de X(A) sur
I’ensemble des ideaux réguliers de codimension 1 de A (Alg.,
Chap. VIII, App., n° 1); en effet, d’une part X(A) s’identifie a
’ensemble des caractéres de A non nuls sur A; d’autre part.
aran A est une bijection de I'ensemble des idéaux maximaux
de A distincts de A sur I’ensemble des idéaux maximaux réguliers
de A (Alg., Chap. VIII, App., prop. 4); il suffit alors d’appliquer
ce qu'on a vu au n° 5.

Si xe A et xeX'(A), on a y(x)e Spx x, donc x(x) € Spj x.
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Supposons maintenant que K soit un corps topologique. On
munit alors X'(A) de la topologie de la convergence simple sur A;
la notation X'(A) désignera désormais I’espace topologique ainsi
obtenu. Si & est un morphisme de A dans B, X'(h) : X'(B) = X'(A)
est continu. Si h est surjectif, X'(h) est un homéomorphisme de
X'(B) sur son image, et cette image est fermée dans X'(A). Soit
A=A, x...x A, et employons les mémes notations que plus
haut; X'(n;) est un homéomorphisme de X'(A;) sur X;, X; est
fermé dans X'(A), donc X; — {0} est ouvert dans X'(A); les X'(r;)
définissent une application continue de I’espace somme S des
X'(A;) sur X'(A), et on vérifie facilement qu’une réunion de voisi-
nages des points 0e€X'(A,),...,0eX(A,) a pour image un
voisinage de 0eX'(A); de tout ceci résulte que X'(A) s’identifie
canoniquement & un espace quotient de S. En particulier, I’espace
X(A) s’identifie a ’espace somme des X(A)).

Si x € A, la fonction %, x sur X'(A) est continue.

La bijection canonique de X'(A) sur X(A) est un homéo-
morphisme. Soient B une algébre unifere sur K, B’ lalgebre
sous-jacente; alors I’espace X(B) s’identifie au sous-espace X(B’)
de X'(B").

7. ldéaux primitifs

Soient A une algebre sur K, E un espace vectoriel sur K. On
appelle représentation de A dans E un morphisme de A dans
Z(E). Deux représentations 7; et m, de A dans des espaces E,,
E, sont dites équivalentes §’il existe un isomorphisme de E; sur E,
transformant 7, en m,. Une représentation = de A dans E est
dite irréductible si E # {0} et si les seuls sous-espaces vectoriels de
E stables pour 7n(A) sont {0} et E. Supposons 7 irréductible non
nulle. Si € est un élément non nul de E, n(A)¢ est stable pour n(A),
et non nul (sinon K¢ = E, et m(A) = {0}), donc n(A)¢ = E. Donc
Pannulateur 9 de & dans A est un idéal a gauche régulier (Alg.,
Chap. VIII, App., n° 2), et 7 est équivalente a la représentation
définie par le A-pseudo-module A/9; comme 7 est irréductible,
N est un idéal a gauche maximal régulier. Réciproquement, si I’
est un idéal a gauche maximal régulier de A, la représentation
de A définie par le A-pseudo-module A/’ est irréductible non
nulle.
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DEFINITION 6. — Soit A une algébre sur K. On appelle idéal
primitif de A le noyau d’une représentation irréductible non nulle

de A.

Si A est commutative, les idéaux primitifs de A sont les idéaux
maximaux réguliers de A. En effet, les représentations irréductibles
non nulles de A sont, a une équivalence pres, les représentations
Ny définies par les A-pseudo-modules A/9t (ou 9t est un idéal
maximal régulier de A); et, d’aprés la commutativité de A, le
noyau de mg est .

Lemme 1.— Soit © une représentation irréductible de A dans
un espace vectoriel E sur K.

(1) Soit I un idéal bilatére de A. Si n(J) # 0, n|3I est irréductible.

(1) Soient 3y, 3, deux idéaux bilatéres de A tels que
n(3,) # 0, n(3,) # 0. Alors n(I,3,) # 0.

L’ensemble des éléments de E annulés par n(3) est stable pour
7(A) et distinct de E, donc égal a 0. Donc, si & est un élément non
nul de E, on a 7n(3)¢& # 0; comme 7(3JI)E est stable pour n(A), on a
m(3)¢ = E, ce qui prouve (1). D autre part, ce qui précéde prouve
que (3,)E = E, n(3,)n(3,)E = E, donc n(J,3,) # 0.

Lemme 2.— Soient 3, , 3, deux idéaux bilatéres de A, 3 un
idéal primitif de A. Si 3 contient 3,3, (en particulier, si 3 contient
3,0 3,), 3 contient I, ou I, .

Soit 7 une représentation irréductible de noyau 3. S1 3 7 3,
et 3 £ 3, . lelemme 1 (ii) prouve que 7(J,3,) # 0.d’ou 3 2 3,37, .

Lemme 3. — Supposons que A admette un élément unité. Soit 3
un idéal bilatére maximal de A. Alors 3 est un idéal primitif.

Il existe un idéal a gauche maximal 9% de A contenant 3.
Soit 7 la représentation canonique de A dans A/Wi qui est
irréductible non nulle. Comme JA < 9, le noyau 3" de © contient
3, donc I = J et J est primitif.

Soit J(A) 'ensemble des idéaux primitifs dec A. Pour toute
partic M de A, nous noterons V(M) I'ensemblc des idéaux primitifs
de A contenant M il est clair que, si I est I'idéal bilatére de A
engendré par M, on a V(M) = V(3J): st M est réduit a un scul

¢lément x, on écrira V(x) au lieu de V({x}). L application
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M — V(M) est décroissante pour les relations d’inclusion. On a:

) Vo) =1JA) V) =d

(6) V(U Mi) - V(Z M,.) — M\V(M)

iel iel iel
pour toute famille (M,),; de parties de A. D’autre part, d’aprés le
lemme 2,

(7) V(3,10 3;) = V(3,3,) = V(S) VU V()

pour tout couple d’idéaux bilatéres 3, , I, de A. Les formules (5)
a (7) montrent que les parties V(M) de J(A) sont les parties fermées
pour une certaine topologie sur J(A). Cette topologie s’appelle la
topologie de Jacobson sur J(A).

Soient T une partie de J(A), et (T) I’intersection des éléments
de T, de sorte que ¥(T) est un idéal bilatére de A. Alors 'adhérence
de T dans J(A) est la plus petite partie fermée de J(A) contenant
T, c’est-a-dire V(I(T)).

PROPOSITION 2. Soient 3,, 3, deux points distincts de
J(A). Alors l'un de ces deux points est non adhérent a 'autre.

En effet, on a par exemple 3, ¢ J,. L’ensemble des I e J(A)
tels que 3, < J est une partie fermée T de J(A) telle que 3, €T,
3,¢T.

PROPOSITION 3. — Soit 3 € J(A). Pour que {3} soit fermé dans
J(A), il faut et il suffit que J soit un idéal primitif maximal.

En effet, 'adhérence de {3} se compose des idéaux primitifs
de A contenant 3.

Soit A I'ensemble des classes de représentations irréductibles
non nulles de A. Si, a toute e A, on fait correspondre son noyau,
on obtient une application surjective A — J(A). On munit A de la
topologie image réciproque de celle de J(A) pour I’application
A - J(A).

PROPOSITION 4. — Si A posséde un élément unité, J(A) et A sont
quasi-compacts.

11 suffit de faire la démonstration pour J(A). Soit (T,) une famille
de parties fermées de J(A), d’intersection vide. Si Y ¥T)) # A,

J
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Y T,) est contenu dans un idéal bilatére maximal 3, et J est

J
primitif (lemme 3); or 3T, pour tout j puisque T; est fermée,
d’oli absurdité. Donc ) ¥(T;) = A. Donc | = x; + ... + X, avec

J
x;€¥T;),....x,e¥T;) Ceci entraine ¥T;) + ... + KT;) = A,
douT; n...NnT; =&

Supposons A commutative unifere. La topologie de Jacobson
sur J(A) est la topologie induite sur J(A) par la topologie de
Zariski du spectre premier de A (Alg. comm., chap. II, §4, n° 3,
def. 4).

Supposons A commutative et K topologique. L’isomorphisme
canonique de K sur Z(K) permet d’identifier un élément de
X(A) a une représentation de A dans I’espace vectoriel K. D’ou
une application de X(A) dans A, qui est évidemment injective.
On peut donc identifier X(A) & une partie de A.

PROPOSITION 5.— La topologie induite sur X(A) par celle de
A est moins fine que celle de X(A).

En effet, soit T une partie fermée de A. Alors T est I’ensemble
des meA dont le noyau contient une partic M de A. Donc
T N X(A) est I’ensemble des y € X(A) qui s’annulent sur M, c’est-a-
dire une partie fermée de X(A). D’ou la proposition.

En général, X(A) n’est pas un sous-espace de A (cf. §7,
exerc. 6c¢).

§ 2. — Algébres normées
1. Généralités

DEFINITION 1.— On appelle algébre normée complexe une
algébre A sur C munie d’'une norme x+— | x| telle que:

(1) Ixyll < flx{l Iyl

quels que soient x,ye A. Si A est compléte, on dit que A est une
algébre de Banach.

Cette définition différe légérement de celle de Top. gén.,
chap. IX, 2¢ éd., §3, n® 7, ou I'on exigeait seulement que la
norme vérifie la condition |[xy|| < al x| ||y|l (a étant une constante
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> 0). Toutefois, on a vu (loc. cit) qu’il existe alors une norme
équivalente vérifiant (1). Dans tout ce chapitre, nous nous con-
formerons a la déf. 1. Nous sous-entendrons le mot complexe,
le corps de base étant désormais toujours C sauf mention du
contraire.

Soit A une algébre normée. Toute sous-algebre de A, munie
de la norme induite, est une algébre normée. Si m est un idéal
bilatére fermé de A, 'algébre A/m, munie de la norme:

I = inflxl (e Afm)

est une algébre normée. L’algébre opposée a A, munie de la
méme norme, est une algebre normée. L’algébre complétée de A

est une algébre normée. Si A, ,.... A, sont des algébres normées,
lalgébre A; x ... x A,, munie de la norme:
I(x)y<i<all = sup x|
1€isn

est une algébre normeée.

Soit (y,) un famille d’¢léments de A; la plus petite sous-
algébre fermée B de A contenant les y, s’appelle la sous-algebre
fermée de A engendrée par les y,; si B = A, on dit que les y;
engendrent topologiquement I'algebre normée A, ou que (y,) est
un systéme générateur topologique de I’algebre normée A.

Soit A une algébre normée. Sur A, définissons une norme en
posant [[(4, x)| = [4] + ||x]|. On a

1 x) (@ W = 1Ap) + llxy + px + Ayl
< AL+ Ayl + bl el + 14 Dl
= (A %) - (s Y.

Donc A devient une algébre normée, appelée algébre unifére
normée déduite de A par adjonction d’un élément unité.

Soit A une algebre normée. Pour xe A, soient L, R, les
applications y— xy, y+~> yx de A dans A. Alors x~— L (resp.
x+— R.) est un morphisme de A (resp. de I’algebre opposée)
dans .#(A) tel que:

(2) IL.| < fix| IR < x|
Si A posséde un élément unité e, on a x = L.e = R,e, donc:

(3) Il < YL - Hlelb xll < RG] - flell-
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Alors, x+ |L,| et x—||R,| sont des normes équivalentes a
x — | x|/, qui vérifient encore (1). Si en outre A # {0} (autrement
dit, ¢ # 0), (2) et (3) prouvent que |le] = 1; on a évidemment
IL = [R[l = 1.

2. Exemples

1) Soient Q un espace localement compact, A P'algebre des
fonctions complexes continues sur Q tendant vers 0 a Pinfini,
munie de la norme

LA1 = sup [ f(2)

teQ)

Alors A est une algébre de Banach commutative.

2) Soit A P'algebre des fonctions f: (0, 1) — C admettant des
dérivées continues dans (0, 1) justqu’a 'ordre n, munie de la
norme

= Z 77 sup 1S90

0$z$1

Si f, geA, on a:
il = % Lsupltron = § Lsup) ¥ () g o)
€ 33 e supl £ (suplg oD = 11 gl

donc A est une algébre de Banach unifére commutative.

3) Soit G un groupe localement compact muni d’une
mesure de Haar. Alors L'(G) est une algébre de Banach pour
le produit de convolution (Intégr., chap. VIII, §4, n° 5, prop. 12).
St G est commutatif, cette algébre de Banach est commutative.

4) Prenons G = Z dans I'exemple 3. Alors L'(G) est I'algébre
de Banach des suites (¢,). 5, < < telles que Yc,| < + =, pour

+ o
le produit (c,) *(c;) = (d,), ou d, = ) c,h_p, €t la norme
p=
e = Z|c,,]. Cette algébre admet pour élément unité la suite
(e,) telle que e, = 0 pour n # 0 et ¢, = 1. Si x = (c,), soit p(x)
+ o
la fonction continue sur U dont la valeur en ¢ est ) c,e™

o0

On vérifie facilement que ¢ est un morphisme de LY(G) sur une
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algebre A de fonctions continues sur U, la multiplication dans A
étant la multiplication usuelle. En intégrant terme a terme
I’égalité

(; (.peipt)‘ e—int — ((p(x))(ei’) . e—int’

il vient:
1

1

"_277:0

¢ (p(x))(e"). e ™ dt.

donc le morphisme ¢ est injectif. L’algébre A, munie de la norme
déduite de celle de L'(G) par ¢, s’appelle I'algébre de Banach
des séries de Fourier absolument convergentes. Elle admet pour
élément unité la fonction 1. (Cf. chap. I, § 1, n°* 2 et 9.)

5) Soit A le disque |z} < 1 dans C. Soit A lalgébre des
fonctions continues sur A analytiques dans [intérieur de A,

munie de la norme || f|| = sup|f(t)]. Alors A est une algebre de
teA

Banach unifére commutative.
6) Soit E un espace de Banach. Pour les opérations et la
norme usuelle, #(E) est une algebre de Banach unifeére.

3. Rayon spectral

PROPOSITION 1.— Soit A une algébre normée. Pour tout x € A,
la suite (|| x"|| 1) est convergente et sa limite est égale a inf ||x"]|1/".
n

Posons «, = ||x"||. La proposition étant évidente si x est
nilpotent, on supposera a, > 0 pour tout n. On a o, , < o0,
Fixons un entier m > 0. Pour tout entier n > 0, soient p(n), g(n)
les entiers tels que n = p(n)ym + g(n), 0 < g(n) < m. On a

< o

Faisant tendre n vers + oo, on en déduit lim . sup o}/" < ap/™ d’ol:

n— +w

lim.supa,” < inf a}/™ < lim . inf o}’

n—+ o m>0 n—>+ow

et ceci prouve la proposition.

DEFINITION 2.— Pour tout élément x d’une algébre normée,
le nombre lim ||x"[|'* = inf |x"|}™ est appelé le rayon spectral de

n— o n>0

X et est noté p(x).
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I1 est clair que:

(4) plx) < x|l
(5) p(x*) = p(x) k=1,2,...).

Si p(x) = ||x|| quel que soit x€ A, on a {|x?|| = |x]|* quel que
soit x e A, d’aprés (5). Réciproquement, supposons |x?| = ||x| 2
quel que soit xe A. Alors |x?"| = |x||*" pour tout entier n > 0,
donc ||x|| = [|x*"]|* "; quand n tend vers +oo0, on obtient

Ixl = p(x).

DEFINITION 3. — Un élément x de A est dit quasi-nilpotent si
plx) = 0.

Ceci revient a dire que, quel que soit 4 € C, les nombres ||(41x)"]|
sont bornés; ou encore que, quel que soit A€ C, (4x)" tend vers 0.

Remarque. — La fonction x~— p(x) sur A, étant ’enveloppe
inférieure des fonctions continues x> |[x"||!/, est semi-continue
supéricurement ; mais en général elle n’est pas continue; il peut
méme arriver (exerc. 5) qu'une suite d’éléments nilpotents de A
tende vers un ¢lément qui n’est pas quasi-nilpotent.

4. Inverses

PROPOSITION 2. — Soient A une algébre de Banach, et x un
aG

élément de A. La série Z A"X", considérée comme série entiére en A,
n=0
admet 1/p(x) pour rayon de convergence. Si A admet un élément
o0

unité et si p(x) < 1,1 — x est inversible et a pour inverse ) x".
* n=0
La série ) A"x" a pour rayon de convergence
n=0

C1/lim sup [ x"|M = 1/p(x)
n—+ o

(Var., R.). Si p(x) < 1, la série Z x" est absolument convergente.
n=0

Comme (I — x) i x" :(i 1 —x)=1-xP"", (1 —x)"!
n:%: n=0

existe et est égal a ) x".
n=0

COROLLAIRE 1.-—Si A admet un élément unité, le groupe des
éléments inversibles de A contient la boule ouverte de centre 1 et
de rayon 1.
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C’est immédiat puisque {|x| < 1 implique p(x) < L.

Rappelons (Top. gén., chap. IX, § 3, prop. 13) que ce groupe G
est une partie ouverte de A, que la topologie induite sur G par
celle de A est compatible avec la structure de groupe, et que le
groupe topologique G est complet.

COROLLAIRE 2.— Soient A une algébre de Banach, 3 un
idéal a gauche (resp. a droite) maximal régulier de A. Alors I est
fermé.

Soit (A, e) 'algébre de Banach unifére déduite de A par
adjonction d’un élément unité. Ii existe un idéal a gauche (resp.
a droite) maximal 5 de A tel que I A = 3 (Alg., chap. VIII,
App., prop. 4). Alors J est disjoint de la boule ouverte de centre e
et de rayon 1 (cor. 1), donc § # A. donc I = 3, et par suite J est
fermeé.

COROLLAIRE 3.— Le radical d’une algébre de Banach est
fermé.

En effet le radical est I'intersection des idéaux a gauche
maximaux réguliers (Alg., chap. VIII, App., n°® 3).

PROPOSITION 3. — Soit A une algébre de Banach unifere.

(1) Si xe A admet un inverse a gauche (resp. a droite) y, tout
x' €A tel que ||x" — x|| < ||yl admet un inverse a gauche (resp.
a droite).

(1) Soit (x,) une suite d’éléments de A admettant des inverses
a gauche (resp. a droite) y,, et convergeant vers un x€A. Si la
suite des y, est bornée, x est inversible d gauche (resp. d droite).

Soient x, y,x'€ A telsque yx = L et |x' — x| < ||y| ' Ona
I = yx'll = fyx — yx'| <yl llx — x| <1, donc yx' est in-
versible, donc x’ est inversible a gauche. On raisonne de méme
pour les inverses a droite.

Soient x,,y,,x€A, tels que y,x, = 1, que x, tende vers x,
et |y, <M< +o0. On a |x, — x|l <M~ 1< |y, |~ " pour n
assez grand, et (it) résulte de (i).

DEFINITION 4. — Soient A une algébre normée, x un élément
de A, L, et R, les applications y~> xy et y— yx de A dans A.
On dit que x est un diviseur de zéro topologique a gauche (resp.
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a droite) si L, (resp. R,) n’est pas un homéomorphisme de A sur
L (A) (resp. R (A)).

D’apres Top. gen., chap. IX, 2° éd., §3, th. 1, il revient au
méme de dire qu’il existe une suite (z,) dans A telle que |z,|| = 1
et que xz, tende vers O (resp. que z,x tende vers 0).

Un diviseur de zéro a gauche (resp. a droite) est un diviseur
de zéro topologique a gauche (resp. a droite). Supposons que A
admette un ¢lément unité. Un diviseur de zéro topologique a
gauche (resp. a droite) x est non inversible a gauche (resp. a
droite); car, si par exemple yx = 1 et si xz, tend vers 0, alors
z, = y(xz,) tend vers O et on ne peut avoir |z,| = 1 pour tout n.

ProPOSITION 4.— Soit A une algébre de Banach unifére. Si un
élément x de A est non inversible a gauche et est limite d’une suite
(x,) d’éléments inversibles a gauche, alors x est diviseur de zéro
topologique a droite.

Soit y, un inverse a gauche de x,. D’aprés la prop. 3 (i),

v, tend vers +oc. Soit z, = Iyl 'v,. On a |z, =1, et
X, = [yl 7" tend vers 0, donc z,x = z,x, + z,(x — x,) tend
vers 0.

PROPOSITION 5.— Soient A une algébre normée unifére, B une
sous-algebre pleine de A. Alors B est une sous-algébre pleine de A.

En effet, soient x un élément de B inversible dans A, et (x,)
une suite de points de B tendant vers x. Alors, pour n assez grand,
x, est inversible dans A, et x, ! tend vers x~!. Comme x, !B,
onax 'eB.

Si (y;) est une famille d’éléments de A, et si B est la sous-
algebre pleine de A engendrée par les y, ., alors B est la plus petite
sous-algebre pleine fermée de A contenant les y;. On Pappelle
la sous-algébre pleine fermée engendrée par les y, .

5. Spectre d’un élément dans une algébre normée

THEOREME 1.— Soient A une algébre de Banach unifére, et
x €A.

(i) Sp x est une partie compacte de C.

(i1) Le plus petit disque fermé de centre O dans C qui contient
Sp x a pour rayon p(x).
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(1) La résolvante A— R(A,x) de x est holomorphe dans
C — Sp x et nulle a linfini. On a:
dk k k+1
L RO x) = (— IR(,
d/lkR(A, x) = (—=1Yk!R(A x)*" .

Soit 4, C —Spx. Soit y=x — 4, Si ueC est tel que

<y T alors x —(lg + W=y —pu=y1—py ') est
inversible et a pour inverse
(6) = (g +p) =yt 3w

n=0

d’aprés la prop. 2. Donc la résolvante de x est définie et holo-
morphe dans le disque ouvert de centre 4, et de rayon ||y !} "L
Ceci montre que C — Sp x est ouvert et que la résolvante de x est
holomorphe dans cet ensembie. La formule (1) du § 1, n° 2 donne

d . \ . ,
EER(X’ 4) = —R(x, 2)?, d’ol, par récurrence sur k,

k

d , . .
) = —_— ’ 1 k+1
d/IkR(x' A) = (= 1Yk R(A, x)*" .

Pour tout nombre a = 0, notons A, le disque fermé de centre O
et de rayon a dans C. Soit / un nombre complexe non nul tel que
|Alp(x) < 1. Alors, d’aprés la prop. 2, x — 27! = 27 (ix — 1) est
inversible et

(7) (ATt =—x)"t= ) T
n=0

Ceci prouve que la résolvante de x est définie et holomorphe hors
de A, et tend vers 0 & Pinfini. $’il existait un nombre a € (0, p(x)(
tel que Sp x soit contenu dans A,, la fonction A— (271 — x)7!
serait définie et holomorphe pour 0 < 4] < a™ ! et tendrait vers 0
quand 4 tend vers 0, donc le rayon de convergence de la séric (7)
serait = a~ ' > p(x)™!; or ceci contredit la prop. 2.

COROLLAIRE 1.— Soient A une algébre normée unifere, et
xeA.SiA#{0},onaSpx # .

Supposons d’abord A compléte. Si Sp x = (J, la résolvante
est holomorphe dans C et nulle 4 I'infini, donc identiquement
nulle, ot 1 = x.R(x,0) = 0 et A = {0}. Dans le cas général,
la relation Sp,x = ( entraine Spax = F, dou A = {0} et
A = {0}.
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COROLLAIRE 2 (théoréme de Gelfand-Mazur).— Soit A une
algebre normée sur C. Si A est un corps, A = C.1.
Si x € A, il existe 4 € C tel que x — 4 soit non inversible (cor. 1),
doux —A=0et xeC.l.

COROLLAIRE 3.— Soient A une algébre de Banach unifére, x un
élément inversible de A tel que ||x|| = ||x || = 1. Alors Spx < U.

Soit A le disque |z} < 1 dans C. D’apres le th. 1 (i1), on a
Spx = Aet Spx~ ! < A, d’ou le corollaire (cf. § 1, n° 2, remarque
6).

COROLLAIRE 4. — Soient X un espace de Banach complexe,
L(X) Palgebre des endomorphismes continus de X, A une sous-
algébre non nulle de L(X) telle que X soit un A-pseudo-module
simple.

(1) Tout endomorphisme (non nécessairement continu) de X
permutable a A est une homothétie.

(ii) Siu est un endomorphisme (non nécessairement continu)de X
etsié,,....t eX ilexisteunveA tel que v&, = ué,,...,v¢, = ul,.

Choissons un &,eX tel que A&, # {0} (donc A, = X).
Soit B I'ensemble des endomorphismes de X permutables a A.
Pour tout ue B, soit A, I'ensemble (non vide) des ve A tels que
vé, = u$, ; posons |u| = inf ||v]. Il est clair que, si u,u' € B et

AeC,ona llu+ u'l| < |lull + [, |Aul =|Al. ||ul]. D’autre part, soit
e>0;ilexiste v, v'eA tels que viy = uly, Ve =u'éy, o] < full + &,
o'l < || + ¢e; alors wwé, = vu'éy = wvé, = v'ué,, dou
luul| < lov'f] < (Jlull + e)(Jju’]| + ¢), et finalement

lu'ull < lull . lu.

Donc B est une algébre normée, et 1 e B. Comme X est un
A-pseudo-module simple, B est un corps (Alg., chap. VIII, §4,
n® 3, prop. 2 et App., n° 2). Donc B = C.1 (cor. 2).

Pour prouver I'assertion (ii), il suffit de démontrer le lemme
suivant:

Lemme 1.— Soient A une algeébre sur un corps commutatif K,
M un A-pseudo-module simple tel que A .M # {0}. Pour toute
suite finie (X;);<i<, déléments de M et tout élément b du bi-
commutant de M, il existe un élément ae A tel que ax; = bx;
pour 1 <i<n

En examinant la démonstration du th. de densit¢ (Alg.,
chap. VIIL, §4, n° 2, th. 2), on constate qu’elle se transporte sans
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changement pour les pseudo-modules simples, a condition que
le lemme 1 de loc. cit,, c’est-a-dire le cas particulier ou n =1
dans I’énoncé, soit vrai. Or, 'ensemble N des xe M tels que
A .x = {0} est un sous-pseudo-module de M, et comme il n’est
pas égal a M par hypothese, il est réduit a 0; alors, pour tout
x € M, on a nécessairement A .x = M, et en particulier, il existe
ae A tel que ax = bx.

COROLLAIRE 5. — Soient A une algeébre de Banach, et x € A.

(1) Sp’ x est une partie compacte de C.

(it) Le plus petit disque fermé de centre 0 de C qui contient
Sp’ x a pour rayon p(x).

(ii1) Pour que x soit quasi-nilpotent, il faut et il suffit que
Sp’ x = {0}.

Les assertions (i) et (i1) résultent aussitot du th. 1 en con-
sidérant ’algebre de Banach déduite de A par adjonction d’un
¢lément unité. L’assertion (iii) résulte de (ii).

Remarques.— 1) Le spectre d’un élément dans une algébre
de Banach unifére peut €tre une partie compacte non vide quel-
conque de C (exerc. 6).

2) Soient A une algebre de Banach unifere, et x € A. D’aprés
le th. 1, C — Sp, x est une partie ouverte de C, donc est localement
connexe. Donc les composantes connexes de C — Sp, x sont
ouvertes. D’aprés le th. 1, 'une de ces composantes connexes
contient Pensemble des 4 C tels que 4] > p(x); toutes les autres
composantes connexes sont évidemment bornées.

6. Spectre relatif a une sous-algébre

PrOPOSITION 6.— Soient A une algébre de Banach unifére,
B une sous-algébre fermée de A contenant 1. Pour tout x € A, on a
Spg x © Spa x, et la frontiere de Sp, x contient la frontiere de
Spg x.

On a Spg x 2 Spa x (§ 1, n° 2, Remarque 7). Si 4 est un point
de la frontiére de Spy x, il existe une suite (4,) de points extérieurs
a Spg x tendant vers A. Alors x — 4, est inversible dans B et tend
vers x — A, qui n’est pas inversible dans B; donc x — 1 est
diviseur de zéro topologique a gauche ou a droite dans B (prop. 4),
donc dans A. Donc A€ Sp, x. Puisque Sp, x < Spg x, 4 ne peut
étre intérieur a Sp, x.
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COROLLAIRE. — L’ensemble Spy x est la réunion de Sp, x et de
certaines composantes connexes bornées de C — Sp, x.

Soit U une composante connexe de C — Sp, x. Tout point
frontiére de (Spg x) N U dans I'espace U est aussi point frontiére
de Spg x dans C, donc point frontiére de Sp, x (prop. 6); comme
U n Sp, x = F, on voit que (Spg x) » U n’a aucun point frontiére
dans I'espace U. Comme U est connexe, on a (Spgx) U = &
ou U, ce qui prouve le corollaire.

Ce corollaire sera complété au § 3, cor. 1 et 2 de la prop. 9.
§ 3. — Algébres de Banach commutatives

1. Caractéres d’une algebre de Banach commutative

Rappelons que le corps de base est toujours C.

THEOREME 1. — Si A est une algébre de Banach commutative,
tout caractére de A est continu de norme < 1.

Soit . € X(A). Pour tout xe A, on a y(x)e Sp, x (§1, n® 6),
donc |x(x) < p(x) < ||x]| (§2, cor. 5 du th. 1), d’ou le théoréme.

COROLLAIRE. — Soit A une algébre de Banach commutative.
Lespace X'(A) est compact. Lespace X(A) est localement compact,
et est compact si A admet un élément unité.

Soit A’ le dual de P'espace de Banach A. Sa boule unité A’} est
faiblement compacte (Esp. vect. top., chap. 1V, §5, prop. 4)
D’aprés le th. 1, on a X'(A) = A, et il est clair que X'(A) est
faiblement fermé dans A’. Donc X'(A) est compact et X(A) est
localement compact. Si A admet un ¢lément unité 1, X(A) est
Pensemble des y e X'(A) tels que y(1) = 1, donc est une partie
fermée et par suite compacte de X'(A).

On verra (n° 2) que tout espace compact est homéomorphe
a X(A) pour une algébre de Banach unifére commutative A
convenable.

THEOREME 2.— Soit A une algébre de Banach commutative.
Lapplication y+— Kery est une bijection de X(A) sur I'ensemble des
ideaux maximaux réguliers de A.

Soit 3 un idéal maximal régulier de A. Il est fermé (§ 2, cor. 2
de la prop. 2), donc A/ 3 est une algébre de Banach. Comme c’est
un corps {Alg., chap. VIII, App., prop. 3), A/3 est de dimension
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1 sur C (§2, cor. 2 du th. 1), donc J est de codimension | dans A.
Alors, le théoréme résulte de ce qu’on a dit au § 1, n° 6.

Il peut arriver qu’une algebre de Banach commultative A sans
élément unité n’ait aucun idéal maximal; alors X'(A) est réduit a
{0} (cf. exerc. 4).

Ainsi les ensembles J(A) et A du § 1, n° 7, peuvent s’identifier
a Pensemble X(A). Il y a donc lieu de considérer sur X(A) la
topologie faible, et la topologie de Jacobson qui est moins fine
(§ 1, prop. 5). Quand on utilisera unc notion topologique dans
X(A) sans préciser de quelle topologie il s’agit, il s’agira toujours
de la topologie faible.

2. Exemple

ProposiTION 1. -— Soient Q un espace localement compact,
A lalgébre des fonctions complexes continues tendant vers 0

a linfini sur Q, munie de la norme || f| = sup|f(t)]. Pour toute
teQd

partie fermée @ de Q, soit 3, ensemble des fe A nulles sur ®.
Alors ® > 34 est une bijection de I'ensemble des parties fermées
de Q sur I'ensemble des idéaux fermés de A.

Il est clair que T4 est un idéal fermé de A. S1 @ # @, il
existe par exemple un te @ tel que t¢ @, donc une f €A nulle
sur ® et non nulle en t; alors fe Jg et f¢ Ty, donc application
@ J, estinjective. Soit I un idéal ferme de A. Soit @ 'ensemble
des t € Q tels que f(r) = O pour toute f € 3. Alors @ est une partie
fermée de Q, et 3 < J,. Soient fe Jg, ¢ > 0, et ¥ Pensemble
compact des t € Q tels que | f(¢)] = & Pour tout t €V, il existe une
f,e 3 telle que [f(t)) > 1, donc telle que |f(u) > 1 dans un
voisinage V, de t. Puis, il existe ¢,,...,1,€ ¥ tels que

YoV, u...uV, .

Alors g. = fi. fi, + ...+ ff.eF, et g.>1 sur ¥. On a
fele(l + ¢ 'g) ' eT, et cette fonction tend uniformément

vers f quand ¢ tend vers 0. Ainsi, feI =3, doll Jp = T et
finalement 3 = 3.

Remarque. — Soit 3 un idéal de A. Supposons que, pour tout
t e Q, il existe un élément de I non nul en . Alors toute fonction
continue complexe f sur Q a support compact K appartient a
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3. En effet, la construction qui a permis d’obtenir g, dans la
démonstration précédente prouve ici qu’il existe une ge J telle
que g = 0 sur Q et g > 1 sur K. Il existe ensuite he A telle que
f=gh, d’ol fe 3.

COROLLAIRE 1.— Pour tout teQ, soit I, Uensemble des
fe A nulles en t. Alors t+— 3, est une bijection de Q sur I'ensemble
des idéaux fermés maximaux de A. Ces idéaux sont réguliers.

Ceci résulte aussitét de la prop. 1.

Notons Q Iespace compact déduit de Q par adjonction d’un
point a Pinfini w; alors A s’identifie a ’algébre de Banach des
fonctions complexes continues sur Q nulles en w. Ceci posé:

COROLLAIRE 2.— Pour tout teQ, soit ¢, le caractére de A
défini par &(f) = f(t) pour toute f € A. Alors t+— ¢, est un homéo-
morphisme de Q sur X'(A). Sur X(A), la topologie faible et la topologie
de Jacobson coincident.

Il est clair que t— ¢, est une application continue injective
de Q dans X'(A). Elle est surjective, donc est un homéomor-
phisme d’aprés le cor. 1 et le th. 2. St F est une partie faiblement
fermée de X(A), elle correspond & une partie fermée de Q dans
I’homéomorphisme précédent, donc elle est fermée pour la
topologie de Jacobson d’aprés la prop. 1.

3. Transformation de Gelfand

Soit A une algébre de Banach commutative. Rappelons que,
pour tout x€ A, on note ¥,x, ou ¥x, la fonction x> y(x) sur
X(A), que ¥x s’appelle la transformée de Gelfand de x, et que
I’application x+— ¥x s’appelle transformation de Gelfand. On a
donc par définition:

(@x)(0) = x(x).

Exemples. — 1) Dans I’Exemple 1 du § 2, n° 2, X(A) s’identifie &
Q (cor. 2 de la prop. 1), et la transformation de Gelfand s’identifie
a I'application identique.

2) De méme, dans ’Exemple 2 du §2, n° 2, X(A) s’identifie
a (0,1) et % a l'application identique (§ 7, n° 1, Exemple).
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3) Dans I’Exemple 5 du §2, n° 2, X(A) s’identific & A et 4
a Papplication identique (§ 7, exerc. 6).

4) Considérons, comme dans I'Exemple 4 du §2, n° 2,
I’algébre de Banach A des séries de Fourier absolument conver-
gentes. Pour tout ue U, lapplication f+ f(u) est un caractere
Y. de A. Si foe A est I'application identique de U, on a ¢, (f5) = u,
donc I’application u+— ¥, de U dans X(A) est injective (et évidem-
ment continue). Soit x€X(A). On a | foll = | fo'll =1, donc
lx(foll < 1et|x(fo) Y < 1, donc x(f,) e U, donc il existe ue U tel
que x(fo) = %fo). Comme {f,, f5'} engendre topologiquement
A, onay = y,. Ainsi, 'application u — ¥, est un homéomorphisme
de U sur X(A) par lequel on identifie ces deux espaces. Alors %,
s’identifie a I'application identique. Donc X(LY(Z)) s’ideinogiﬁe a

U, et, si (c,) € LYZ), % . z(c,)) s'identifie 4 la fonction e — ) c,e™
sur U. -

5) Soient A le disque |zl < 1 dans C, I' sa fronticre, A
I’algébre de Banach des fonctions complexes f sur I' qui se

(o)
prolongent en fonctions continues sur A analytiques dans A, avec
la norme | f| = sup|f(t)l. En vertu du principe du maximum, A

tel’

est canoniquement isomorphe a 'algebre du § 2, n® 2, Exemple 5.
Donc X(A) s’identifie a A, et, si fe A, %f est le prolongement

continu de f dans A analytique dans A.

PRrOPOSITION 2.— Soient A une algébre de Banach commuta-
tive. Pour tout xe€ A, 9x est continue et tend vers O a Uinfini sur
X(A).

On a vu au §1, n® 6, que la fonction y — y(x) est continue
sur X'(A) et nulle en 0. Comme X'(A) s’identifie au compactifié
d’Alexandroff de X(A) d’aprés le cor. du th. 1, la proposition en
résulte.

PROPOSITION 3.— Soient A une algébre de Banach commuta-
tive, et x € A.

(i) La réunion de I'ensemble des valeurs de %x et de {0} est
Sp’ x.

(i) Si A admet un élément unité, I'ensemble des valeurs de
9x est Sp x, en particulier, pour que x soit inversible, il faut et il
suffit que Gx ne s’annule pas.
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Supposons que A admette un élément unite. On sait que,
pour tout y € X(A), on a y(x) e Sp x. Réciproquement, soit 4 € Sp x.
Alors x — A n’est pas inversible, donc appartient a un idéal
maximal de A ; dong, il existe y € X(A) tel que x(x — 4) = 0 (th. 2),
d’ou (ii).

Passons au cas général. L’ensemble Spj x est ¢gal a Spj x,
c’est-a-dire a I’ensemble des valeurs de %x sur X(A) = X(A)
D’ou (i).

COROLLAIRE. — Soit f(e") Z c,e™ une série de Fourier

! est une

absolument convergente. Si f ne prend pas la valeur 0, f~
série de Fourier absolument convergente.

Cect résulte de I'exemple 4 ci-dessus et de la prop. 3 (ii).

PrROPOSITION 4. — Soient A une algébre de Banach commuta-
tive, B ’algébre des fonctions complexes continues tendant vers 0
a Uinfini sur X(A), muni de la norme | || = sup |f(t). Alors:

texX{A)

(1) % est un morphisme de A dans B tel que |%x]| = p(x) < || x|.

(i1) Pour que % soit isométrique, il faut et il suffit que
1x2] = |x||? pour tout x € A.

4 est un morphisme de A dans B d’aprées le §1, n° 6; on a
|%x| = p(x) d’aprés la prop. 3 et le §2, cor. 5 du th. 1.

(1) résulte de (i) et du § 2, n°® 3.

PROPOSITION 5.— Soit A une algébre de Banach commuta-
tive. Les quatre ensembles suivants sont égaux :

1) le noyau de la transformation de Gelfand

2) lensemble des x tels que Sp’ x = {0} ;

3) Pensemble des éléments quasi-nilpotents de A;

4) le radical de A.

Soient M, , N,, It;, N, ces ensembles. On a M, =N,
(prop. 3 (1)), et M, = M5 (§2, cor. 5 du th. 1). L’ensemble N, est
I'intersection des idéaux maximaux réguliers de A, donc Pinter-

section des noyaux des caractéres de A (th. 2), donc est égal
afN, .

COROLLAIRE. — Soient A une algébre de Banach, x et y deux
éléments permutables de A.

(i) On a p(xy) < p(x)p(y), p(x + y) < p(x) + p(y).

(i1) Si y est quasi- nllpotent, Sp' x = Sp'(x + y); si de plus A a
un élément unité, Sp x = Sp(x + v).
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On se rameéne aussitét au cas ol A admet un élément unité,
puis, en considérant la sous-algebre pleine fermée de A engendrée
par x et y, au cas ol A est commutative. Alors, (i) résulte de la
prop. 3 et (ii) résulte des prop. 3 et 5.

Remarques. — 1) En général, %(A) n’est ni fermé dans B ni
partout dense dans B (§ 7, exerc. 7).

2) 9(A) sépare les points de X(A): car si i, , ¥, sont deux
points distincts de X(A), il existe x € A tel que y;(x) # y(x).

3) Siy e X(A), il existe un ¢lément de ¥(A) qui ne s’annule pas
en y.

4) S1 A possede un ¢lément unité, %(A) est une sous-algebre
pleine de I'algébre des fonctions continues sur X(A) (prop. 3 (ii)).

5} Nous verrons (§ 4, th. 2), que %(A) est stable par composi-
tion avec les fonctions holomorphes.

4. Morphismes d’algébres de Banach commutatives

PROPOSITION 6.— Soient A et B deux algébres de Banach
commutatives, h un morphisme de I’algébre sous-jacente d A dans
Palgébre sous-jacente a B. Si B est sans radical, h est continu.

Soit (a,b)e A x B un point adhérent au graphe G de h. Soit
%€ X'(B). La fonction (x, y)— x(h(x)) — x(y) = (X(A) () (x) — x(»)
sur A x B est continue et nulle sur G, donc nulle en (a, b). Donc
y(h(a)) = x(b) pour tout y € X'(B). Comme B est sans radical, on a
h(a) = b. Ainsi, G est fermé, donc h est continu (Esp. vect. top.,
chap. I, §3, cor. 5 du th. 1).

L’hypothése que A est commutative n’est pas indispensable
(exerc. 11).

COROLLAIRE. — Sur une algébre complexe commutative sans
radical, deux normes définissant des structures d’algébre de Banach
sont équivalentes.

Il suffit d’appliquer la prop. 6 a I’application identique de
I’algébre.

Sotent A et B deux algébres de Banach commutatives.
D’aprés le §1, n° 6, si h: A — B est un morphisme surjectif,
X'(h) est un homéomorphisme de X'(B) sur un sous-espace fermé
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de X'(A) qui transforme 0 en 0. (En fait, X'(h) peut étre injectif
sous des hypothé¢ses beaucoup plus faibles: cf. §7, prop. 1 (iv).)

Soit maintenant i : A — B un morphisme injectif. En général,
X'(h) n’est pas surjectif; une condition nécessaire pour que
X'(h) soit surjectif est fournie par la proposition suivante:

PROPOSITION 7.-— Soient A et B deux algébres de Banach
uniféeres commutatives, h:A — B un morphisme unifére (non
nécessairement continu). Si X(h) est surjectif, h(A) est une sous-
algébre pleine de B.

Soit xe A tel que h(x) soit inversible dans B. Pour tout
¥ € X(A), on a y = X(h)(&) avec un & e X(B), donc y(x) = &(h(x)) # 0;
donc x est inversible dans A (prop. 3) et h(x) est inversible dans
hA).

Cette condition nécessaire n’est pas suffisante, méme si h est
isométrique (exerc. 14). On a toutefois le résultat suivant:

PROPOSITION 8.— Soient A et B deux algébres de Banach
uniferes commutatives, h:A — B un morphisme injectif unifére
(non nécessairement continu), a un élément de A. On suppose que
la sous-algébre fermée pleine de A engendrée par a est égale a A.
Les conditions suivantes sont équivalentes:

a) X(h) est surjectif;

b) h(A) est une sous-algebre pleine de B,

¢) Spa a = Spg h(a).

a) = b) résulte de la prop. 7.

b) = ¢) est évident puisque Spy a = Spya, hla).

¢)=a} d’aprés le §1, n° 5, formule (4), on a le diagramme
commutatif:

X (h)

X(B)———X(A)
% (@) l i km)

Spp a)———Spaa

ou les fleches verticales désignent des applications surjectives
(prop. 3) et i Vinjection canonique. L hypothése ¢) signifie que
i est bijectif. L’hypothése faite sur a dans I’énoncé entraine que
X(A) — Sp, a est bijectif, car 'ensemble des points de A ou sont
égaux deux caractéres est unc sous-algébre fermée pleine de A.
Donc X(h) est surjectif.
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5. Spectre simultané

Soit B = C[(X,);ca] I'algébre unifére des polynémes com-
plexes par rapport a une famille d’indéterminées (X;). Pour tout
v € X(B), on a (x(X:)sea € C*; il est clair que x> ((X;)zen €St un
homéomorphisme de X(B) sur P’espace produit C%, par lequel on
identifie ces deux espaces.

Soient d’autre part A une algébre de Banach commutative
unifére, (x,);. une famille d’éléments de A. Il existe un morphisme
h et un seul de B dans A tel que A(X,) = x, pour tout A. L’applica-
tion continue X(h) de X(A) dans C* est ’'application y — (x(x,;))sea ;
on l'appelle Papplication de X(A) dans C* définie par (x,). Son
image est une partie compacte de C* appelée spectre simultané de
(x,) et noté Spal(x,)) ou Sp((x;)). Un point (c,),., de C* appartient
a Sp((x;)) si et seulement si les x; — ¢; sont dans un méme idéal
maximal de A, autrement dit s’ils n’engendrent pas I'idéal A. Si la
famille (x;) se réduit & un seul élément x, on retrouve le spectre
Sp x (prop. 3 (i1)). Si A" < A, Sp((x;); A} est 'image de Sp((x,);ca)
par lapplication canonique de C* sur C*». En particulier
Sp (X )/eA H Sp X,

LeA
Soient z, (4 € A) les fonctions coordonnées sur C*. Si y € X(A),

la valeur en y de z, o X(h) est y(x;), donc z, o X(h) = ¥x, .

Soient A et B deux algébres de Banach commutatives
uniféres, ¢ un morphisme unifére de A dans B, (x;) une famille
d’éléments de A. On a, pour tout y € X(B),

x(@(x,)) = (X(@) () (x 1)
donc Spg((@(x,)) = Spal(x,)) et le diagramme:

x(¢p)

X(B)———"X(A)

(1) 1

Spa((@(x))———Spa((x,)

ol i désigne l'injection canonique, et ou les fleches verticales
désignent les applications définies par (¢(x;)) et (x;), est commu-
tatif.

PROPOSITION 9.— (i) On suppose que la sous-algébre pleine de
A engendrée par les x; est dense dans A. L’application de X(A)
dans C» définie par (x,) est un homéomorphisme de X(A) sur

Sp((x2)).
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(11) On suppose que la sous-algébre unifere de A engendrée par
les x; est dense dans A. Pour tout (c,)e C%, les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) {(c;) € Spl(x,));

by [P((e) < [P pour tout P e C[(X,)];

¢) [P((e))l < p(P((x2)) pour tout P e C[(X;)].

(1) Soient y, ¥ € X(A). Si y(x;) = y'(x;) pour tout 4, x et y’
sont égaux sur la sous-algebre pleine de A engendrée par les x,,
donc sur A puisque y et ¥’ sont continus. Donc X(h) est une bijec-
tion continue de X(A) sur Sp((x,)) et par suite un homéomorphisme
puisque X(A) est compact.

(i1) Si (c;)e Spl(x;)) et si Pe C[(X;)], il existe y € X(A) tel que
¢; = xlxy) pour tout A, dou {P((cy)) = [x(P(x ) < p(P((x,));
donc a) = ¢); c¢)=>b) est clair car p(x) < ||x|. Soit maintenant
(c;) e C* tel que |P((c,))l < ||P((x,) pour tout P e C[(X,)]. Soit A’
la sous-algebre unifére de A engendrée par les x,;. La condition
P((x;)) = 0 entraine P((c,)) = 0, donc il existe un morphisme ¢ de
A’ dans C tel que &(x;) = ¢, pour tout 4. Comme

[P((c )] < [P )

ce morphisme se prolonge par continuité¢ en un caractere y de
A" = A, d’ott (¢;) = (x(x,)) € Sp((x ).

COROLLAIRE 1.— Soient A une algébre de Banach unifere
commutative, (x;) une famille d’éléments de A, A’ la sous-algébre
de Banach unifére engendrée par les x,. Alors Sp,A(x;)) est I'en-
veloppe polynomialement convexe (App.) de Spa((x;)).

En effet, Sp,((x;)) est, d’aprés la prop. 9, I’ensemble des
(c;)e C* tels que |P((c;))l < p(P((x,))) pour tout PeC|(X,)]. Or
p(P(x,))) = sup [(P((x)) = sup [P((x(x)) = sup [P(c).

XEX(A) XEX(A)

ceSpal(xa))

COROLLAIRE 2. — Soit K une partie compacte de C. Soit K’ la
réunion de K et des composantes connexes bornées de C — K.
Alors K’ est I'enveloppe polynomialement convexe de K.

D’aprés I’Appendice, K’ est contenue dans cette enveloppe
polynomialement convexe. D’autre part, I’ensemble C — K’ est
I'unique composante connexe non bornée de C — K; il est ouvert
et contient ’extéricur d’un disque, donc K’ est compact. Soit
A = %(K’), qui est une algébre de Banach unifére commutative.
Soit xe A la fonction t—t sur K. On a Sp,x = K’, donc
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C — Sp, x est connexe. Donc, si B désigne la sous-algebre
unifere fermée de A engendrée par x, on a Spgx = Spyx (§2,
cor. de la prop. 6). Or, d’aprés la prop. 9 (ii), Spg x est poly-
nomialement convexe. Donc K’ est polynomialement convexe.

Le cor. 2 devient inexact si on remplace C par C? (exerc. 23).

COROLLAIRE 3.— Soit K une partie compacte polynomiale-
ment convexe de C*. Soient A = €(K), A, Iensemble des restric-
tions a K des fonctions polynomes sur C*, et A’ Padhérence de A,
dans A. Pour tout z € K, soit y, le caractére '+ f(z) de A’

(1) L’application  : z+— 7y, est un homéomorphisme de K sur
X(A).

(11) Soit (z,;),ca la famille des restrictions a K des fonctions
coordonnées sur C*. Soit @ U'application de X(A') dans C" définie par
(z;). Alors @ o est Uapplication identique de K, et K = Sp,.((z,)).

Comme les z,; engendrent topologiquement A’, ¢ est un
homéomorphisme de X(A') sur Sp,(z;) (prop. 9 (1)). Il est clair
que @ o est Papplication identique de K, donc ¢ est injective
(et évidemment continue), et Sp,.((z;)) > K. D’apres le cor. 2 de
la prop. 1, Spa((z;)) = K. Daprés le cor. 1 de la prop.9,
Spa(z,)) = K puisque K est polynomialement convexe. Ainsi, ¥
est surjectif, donc est un homéomorphisme de I’espace compact K
sur X(A').

§ 4. — Calcul fonctionnel holomorphe

Dans tout ce paragraphe, A désigne une algebre de Banach
unifere.

1. Enoncé du théoréme principal

Sotent E un espace de Banach complexe, et U une partie
ouverte de C". Nous noterons ()(U; E) I'espace vectoriel complexe
des fonctions holomorphes sur U a valeurs dans E, muni de la
topologie de la convergence compacte. Soient K une partie
compacte de C", et U 'ensemble filtrant décroissant des voisinages
ouverts de K. Si U, U ell et U = U, on a une application de
restriction de @(U;E) dans @O(U’; E). La limite inductive des
O(U; E) pour ces applications est un espace localement convexe
not¢ O(K;E); ses éléments s’appellent les germes de fonctions
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holomorphes a valeurs dans E au voisinage de K ; on peut parler
des valeurs d’un tel germe sur K.

I1 est clair que O(U; A), O(K ; A) sont des algebres uniféres,
et gqu'on peut, si A s {0}, identifier canoniquement O(U;C),
O(K;C) a des sous-algébres de O(U;A), O(K;A). On posera
O(U; C) = O(U), O(K; C) = O(K).

Soit M un ensemble. Si a = (a;,...,a,)e M" et si m < n, on
posera 7, ,(a) = (a;,...,a,). Si ae A", on sait que

T,..(Sp a) = Sp(n,, (a));

d’ott un morphisme =} ,:¢(Sp(n,, (a))) — C(Sp(a)).
Nous désignerons par A"’ I'ensemblc somme des A" pour
n=123....

THEOREME 1.— Soit A une algébre de Banach unifére com-
mutative. 1l existe une application ar— ©, et une seule qui associe
a tout ae A" un morphisme unifére continu ®,: (O(Sp a) — A, ces
morphismes possédant les propriétés suivantes:

(1) Sia=(ay,....a,), et sizy,...,z, désignent les germes au
voisinage de Sp a des fonctions coordonnées sur C", on a

®a(21) = dy 9""®a(zn) - Cln;

(i) Sia=(ay,...,q,), si m < n,etsifelSp(n,,(a)), on a

G)u(ﬂ:rl,n(.f)) - G‘)1'1:,,L,.(a)(.f)-
La démonstration de ce théoréme occupera les n* 2 a 6.

2. Construction de certaines formes différentielles

Dans ce n°, on suppose A commutative.

Quand nous parlerons de fonctions indéfiniment différenti-
ables sur une partie ouverte de C”, il s’agira de fonctions indéfini-
ment différentiables pour Ia structure sous-jacente de variété
réelle. Les notions de calcul différenticl utilisées seront relatives
a cette structure. Quand nous parlerons de formes différentielles,
il s’agira de formes différentielles extérieures, et la multiplication
de ces formes sera la multiplication extérieure.

Lemme 1. - Soit a = (a,,...,a, € A" Il existe des applica-
tions indéfiniment différentiables v, ,...,v, de C" — Spa dans A
telles que Uon ait, pour tout z = (z,,...,z,)e C" — Spa,

(zy —ayvz)+ ...+ (z, — avz) = 1.
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1) Pour tout zy = (241,292 .- --,20x) € C" — Sp a, 1l existe des
fonctions v, u,, ..., u,, a valeurs dans A, définies et indéfiniment
différentiables dans un voisinage ouvert de z,, telles que
(zy —apu2) + ... + (z, — a,)u,(z) = 1 dans ce voisinage. En
effet, il existe d’abord b, ..., . b, e A tels que

(ZOI - al)bl + ..+ (ZOn — 4a, bu =1

(§3, n® 5). L’¢lément (z, — a)b, + ... + (2, — a,)b, de A est
inversible st z = (z,,...,z,) appartient & un voisinage ouvert

2 n

suffisamment petit de z, : et il suffit de poser

u(z) = bj< i (z; — ai)bi)_l

i=1

dans ce voisinage.

2) Il résulte de 1) qu’il existe un recouvrement ouvert (V,),
de C" — Spa, et, pour tout Ael, des fonctions uy;,...,u,,, a
valeurs dans A, définies et indéfiniment différentiables dans V,,
telles que (z; — ayu,;(z) + ... + (z, — a,)u,,(z) =1 dans V,.
D’apres Top. gén., chap. I, 4° éd., §9, th. 5, on peut supposer le
recouvrement (V) localement fini. Il existe une famille (f;),.. de
fonctions > 0 dans C" — Sp a, indéfiniment différentiables, telles
que Supp(fy) =V, et Y f, =1 dans C" = Spa (Var, R.). En

AeL
prolongeant f,u;; par 0 dans (C" — Spa) — V,. on obtient une
fonction u;; a valeurs dans A, définie et indéfiniment différentiable
dans C"— Spa. Pour i = 1,2,....n, la famille (Supp(u;;)),; est

localement finie, donc v; = ) uj, est indéfiniment différentiable
Al

dans C" — Sp a. D’autre part, soit ze C" — Sp a. Soit L' ["’ensemble
fini des Ae L telsque ze V,. On a

(z; — adudz) = ) Z(z a)u;;(z)

1 AeLl’ i=

= ¥ 4D 3 - o) = (3 fi) 1 =

iel’ i=1 iel’

M:

Lemme 2. — Soient a = (a,,...,a,)€ A", et h une application
de C" dans C, indéfiniment différentiable, égale a 1 au voisinage de
Sp a. Il existe des applications indéfiniment différentiables u, . ..., u,
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de C" dans A, telles que l'on ait, pour tout z = (z,,...,2,) e C"
(1) (zy — aguy(@) + ... + (2, — au,(z) = 1 — h(z).
Il existe des applications vy, ..., v, de C" — Sp a dans A avec

les propriétés du lemme 1. Posons:

ui(z) = (1 — Mz)wz) sizeC"—Spa

ugfz) =0 sizeSpa.

Alors les u; sont indéfiniment différentiables dans C" — Spa et
nulles dans un voisinage de Sp a, donc indéfiniment différentiables
dans C". L’égalité (1) est claire dans C" — Sp a, et les deux membres
de (1) sont nuls sur Sp a.

Remarque. — Si n = 1, on a nécessairement
uy(z) = (1 = h(2)(z —ay) ™"

dans C — Sp a.

Lemme 3.— Soient a, h,u,,...,u, avec les propriétés du
lemme 2. Posons o = du,dz, ...du,dz,, qui est une forme différen-
tielle de degré 2n sur C", a coefficients dans A.

(1) On a Supp w < Supp h.

(ii) Pour i = 1,2,...,n, il existe une forme différentielle B; sur
C", de degré n — 1, a coefficients dans A, telle que

(z; — apyw = d(hp;dz, ... dz,).

(iii) Il existe une forme différentielle f sur C", de degré n — 1,
a coefficients dans A, telle que (n + )hw — o = dhf dz, ... dz,).
En différentiant (1), on a

M=

(2) ui dZ,' + Z (Zi - ai) du,- - '_dh
i=1 i=1

d’ou

(3) dh dz; T] (du; dz)) = —(z; — a)o.

J#i

Alors d(h( .l}duj))dzl ...dz, = dh( j;]_duj)dzl codz, = +(z; — a)m,
JFi JFi
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d’ou (i1). On déduit de (i1);

(I1—ho=> (z — ayuw = Y udhf;dz,...dz,)

i=1 i=1

d’ou Supp(l — h)w < Supp h, ce qui entraine (i). Enfin, posons

:i i (H du,dz)).Ona

JFi

dt = Z u;dh dz, (1_[ du; dz) + nhow

JFEi

ou, compte tenu de (3)
= ——Zu(z — a)w + nho = —(1 — hw + nho

=m+ Dho — o

ce qui prouve (iii).

Nous nous proposons maintenant d’étudier comment change
o quand on modifie h, u, ,...,u, (a restant fixe). Commengons par
une modification élémentaire:

Lemme 4.— Soient a, h,u,,...,u, avec les propriétés du
lemme 2. Soient k une application indéfiniment différentiable de C"
dans A, i et j deux entiers appartenant & (1,n). Définissons

’

uy,...,u,, o par

u; = ui+(zj~aj)k, M;—Z Mj—(Zi—ai)k>
U, =y pour | # i, ],

o' =duydzyduydz, ... du, dz, .

Alors on a (z; — apu'(z) + ... + (z, — au(z) = 1 — h(z). 1!
existe une forme différentielle y de degré n — 1 sur C", a coefficients
dans A, telle que Supp ¥ < Supphetw — o' = dy dz, dz, ... dz,).

En effet

du;du’;dz, ...dz,
= (du; + kdz; + (z; — ay)dk)(du; — kdz;, — (z; — a)dk)dz, .. . dz
= (du;du; — (z; — a)du;dk — (z; — a))du; dk)dz, ... dz

n
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donc
du, du;.(ﬂ du})dzl .. dz, — du, duj( I alu,)dz1 .z,

1#i,j 1+i,j
= —(Z (z, — a) du, dk)(n du,) dz,...dz,
=1 171
et, compte tenu de (2), ceci est égal a
dh dk( I du,) dz, ... dz, = d(h dk( I du,) dz, ... dz)

1#iJ 1#1,j

Lemme S5.— Soient a, h,u,,...,u, avec les propriétés du
lemme 2. Soit W' une application de C" dans C, indéfiniment diffé-
rentiable, égale a 1 au voisinage de Spa. Soient U ..., u, des
applications indéfiniment différentiables de C" dans A telles que
Pon ait

(zy —aui(@) + ... + (z, — a,Jufz) =1 — h(2)
pour tout ze C". Soit ' = du' dz,...du,dz,. Alors il existe une
forme différentielle \ de degré n — 1 sur C", a coefficients dans A,
telle que Supp y < (Supp h) w (Supp h)et w — ' =d(dz,...dz,).

Pour tout z € C", posons

2;(2z) = uz)u;(z) — ulz)uy(z)

Biz) = ulz)h(z) — u 2)h'(z),
de sorte que a; = —ay;, €t Supp f; = (Supp i) U (Supp /). On a

ui(z) — uyz) =

uz) (z (3 = apue) + hiz) - uto)

=

(z; — au(z) + h’(z))

i

j=1
a il (z; — apo;z) + Bi(z).

Posons uj(z) = uz) — flz), u = (uy,...,u,), u' = W],...,u)
Alors
u// = U + Z Vij
i<j
ou v;; est 'application de C" dans A" dont la i-¢me composante
est (z; — a;;;, dont la j-éme composante est

(z; — ajo;; = —(z; — ai)aija
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et dont les autres composantes sont nulles. D’apres le lemme 4,
il existe une forme différentielle ¥, de degré n — 1 sur C", a
coefficients dans A, telle que Supp ¥, < Supp h et

o —duydz,...du,dz, = d(y, dz, ...dz,).
D’autre part,
duidz,...du,dz, — @ =
diw, — py)dz,...du, — B,)dz, — du’ dz, ...du,dz,
est une somme de termes de la forme
+df;,...dB; duj ...duj _ dz,...dz, ol p=1,

-pP
d’ot le lemme.

3. Construction des applications ®,

Dans ce n°, on suppose A commutative.
Soient a = (a,,...,a,) € A", U un voisinage ouvert de Sp a.
Il existe une application h de C" dans C, indéfiniment différenti-
able, égale a 1 au voisinage de Sp a, telle que Supp & soit compact
et contenu dans U. Puis il existe des applications uy,...,u, avec
les propriétés du lemme 2. Soit
w = dudz, ... du,dz, .
Alors Supp @ est compact et contenu dans U (lemme 3). Donc,
pour toute fe O(U;A), on peut former I'élément f fow de A.
8]

Cet ¢élément ne dépend que de a et f, et non du choix de A,

Uy,...,u, : cecl résulte du lemme 5 et de la formule de Stokes.
On pose
4) OY(f) = n'2im) |  fo.

Alors, I'application f+— ®Y(f) de O(U;A) dans A est linéaire.
Cette application est continue; en effet, avec les notations ci-dessus,
il existe une constante M > 0 telle que

1OV <M sup [ f(@)].

zeSupph
Par ailleurs, ®Y(f) ne dépend que du germe de f au voisinage de
Spa. En effet, soient U, U’ des voisinages ouverts de Spa, et
fe (U ;A), f e O(U";A); supposons que f et f' coincident sur un
voisinage ouvert U” de Spa; alors il existe une application
h de C" dans C, indéfiniment différentiable, égale a 1 au voisinage
de Spa, et telle que Supp h = U”; construisant o a aide de h,

il est clair que v fo = J' . f'o, d’ou notre assertion.
v U
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Si fe ¢(Spa ; A), nous poserons O,(f) = OY(f), ol fest un
représentant quelconque du germe f. Ce qui précéde montre que
©®, est une application linéaire et continue de O(Sp a ; A) dans A.

4. Premiéres propriétés des applications ©,

On suppose toujours A commutative.
Lemme 6.— Soient ae A", P une fonction polynome sur C" a
coefficients dans A, P le germe de P au voisinage de Spa, et
feOSpa;A)

Alors ©,(Pf) = P(a)@,(f).

Notant toujours z, , ..., z, les fonctions coordonnées sur C",
il suffit de prouver le lemme quand P = z{'...z;», ou e(,...,e,eN.
Procédant par récurrence sur ¢; + ... + e,, On se ramene au cas

ou P = z,. Soit f un représentant de f; c’est une fonction holo-
morphe sur un voisinage ouvert U de Sp a. Soit h une application
de C" dans C, indéfiniment différentiable, égale a 1 au voisinage
de Spa, a support contenu dans U. Introduisons les notations
Uy, ..., u,,n des lemmes 2 et 3. On a

Oz f) = n¥2im) ™" | 2 fo
aO%(/) = n¥2im) " | a;fo.

Introduisons la forme différentielle f; du lemme 3 (ii); on a

(z; — a)fo = fdhBdz, ... dz,)
= d(fhﬁldzl tt dZ")

(cardfdz,...dz, = 0); doncf (z; — a;) fo = 0, ce qui acheve la
démonstration. :

Rappelons maintenant les faits suivants (cf. Var., R):

1) Soit V une partie ouverte de C dont la frontiere F soit
une sous-variété indéfiniment différentiable de dimension 1 de C.
Les conditions suivantes sont équivalentes: (i) la frontiére de V est
égale a F; (ii) pour tout z € F, il existe un voisinage ouvert U de z
dans C, une application bijective ¢ de U sur le disque unité ouvert
de C, telle que ¢ et ¢! soient indéfiniment différentiables, et
telle que

zeUNnVeJ0(z)>0

zeUNF<e fp(z) =0
zeUn(C — V)e Fo(z) < 0.
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2) Soit K une partie compacte de C. Il existe un systeme
fondamental de voisinages ouverts relativement compacts V de K
tels que la frontiére de V soit une sous-variété indéfiniment
différentiable de dimension 1 de C égale 4 la frontiére de V.

3) Soit W une partie ouverte relativement compacte de C
telle que la frontiére F de W soit une sous-variété indéfiniment
différentiable de dimension 1 de C égale a la fronticre de W.
Il existe une orientation de F et une scule telle que, pour toute
forme différentielle = de degré 1 et indéfiniment différentiable dans

un voisinage ouvert de W, on ait j dt :j 7. La variété compacte
w F

F, munie de cette orientation, s’appelle le bord orienté de W et
se note W.

Revenons aux applications @, , et d’abord lorsque n = 1:

Lemme 7. — Soient x un élément de A, U un voisinage ouvert
de Spx, et feO(U;A). Soit V un voisinage ouvert relativement
compact de Sp x, tel que V < U, et tel que la frontiére de V soit
une sous-variété indéfiniment différentiable de dimension 1 de C
égale a la frontiére de V. On a

— ﬁ L/(z)(z — x) 'dz.

®(f)
SiU=Cetf(z)y=1,0ona®Yf) =1
En effet, il existe une application h de C dans C, indéfiniment
différentiable, égale a 1 au voisinage de Sp x, a support compact
contenu dans V. Puis il existe une application u de C dans A,
indéfiniment différentiable, telle que (z — xju(z) = 1 — h(z) pour
tout zeC. On a fdudz = d(fudz), et u(z) = (z — x)”" sur la
frontiere de V. Donc

2in®Y(f) = fvfdu dz = jv d(fudz) = J.vf(z)(z — x)" -z

Supposons U = C et f(z) = 1. Prenons pour V un disque
ouvert de centre 0 et de rayon R > |/ x| (de sorte que Sp x < V).
On a, dans C — V,

(z—x)"t=z11~-z"1%""
=z ' l4z x4z x4+ ..
Rappelons (Var., R.) que J 2"dz =0 pour n#1 et
A\
J. z Vdz = 2in. Donc'f_ (z - x)"'dz = 2in. 1.
A4

\'
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Lemme 8. — (i) Avec la notation m,,, du n° 1, on a

* —
®a ° M = ®1tm,n(a) :

(i) Si 1 est le germe de la fonction 1 au voisinage de Sp a,
ona®,()=1.

Soit a = (ay, ..., a,). Il suffit de prouver (i) pour m =n — 1.
Soit a' = (ay,...,a,_1) Soient U un voisinage ouvert de Sp a’
dans C"~ 1, et f e O(U ; A). Soit f I'application

f®1:(Z,z)— f(Z)

de U x Cdans A;ona feO(U x C; A). Il existe une application
h' (resp. h”) de C" ! dans C (resp. de C dans C), indéfiniment
différentiable, égale a 1 au voisinage de Spa’ (resp. Spa,), a
support compact contenu dans U (resp. dans C). Puis il existe
des applications u,,...,u,—; de C"~! dans A, indéfiniment
différentiables, telles que

(zy —auy(z) + ... + (Z—1 — AUy 1(Z) = 1 = H(Z))

pour tout z e C"~!; et il existe une application u, de C dans A,
indéfiniment différentiable, telle que (z, — au,(z,) = 1 — h'(z,)
pour tout z,e C. Alors la fonction h = h' ® h” sur C" est in-
définiment différentiable, égale a 1 au voisinage de Sp a, & support
compact contenu dans U x C.

On a, pour tout z = (z,z,)e C"" ' x C:

(z; —a)u; @ D@ + ... + (24— 1 — Ay ) (Uy—; @ 1)(2)
—+ (Zn - an)(h, & un)(z)
1 = @) + K@) = W(z) = 1 — h(z).

D’autre part, du,dz,...du,_,dz,_,dh est une forme dif-
férentielle de degré 2(n — 1) + 1 sur C"~*, donc est nulle; donc

du, ® V)dz, du, ® 1)dz, ... du,_, ® 1)dz, _, dh’ ® u,) dz,
= ® Ddu, ® 1)dz,...du,_ , ® 1)dz,_, dl1 ® u,)dz,.

La définition de ®,( f) donne alors

@ 1) =
n!(2irn) “fU C(f’ @ )h @ HYdu, ® Hdz, du, | ® 1)dz,_,dl ® u,)dz,

= n!(2in)‘”(v|ﬂuf’h’ duydz,...du, ,dz,_ 1) (‘C du, dz,,).
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D’apres le lemme 7, on a J du, dz, = 2in.1. D’aprés le lemme
3 (iii), ¢
| fHduydzy . odu, g dz, g = [ fduydzy . duy, o dz,

“U U

_Q@myto
= (7_—1)!(93“ )

donc

0,(7) = niiny 2 "0, (7'pin - ©,(7

On a donc prouve (1), et (ii) résulte de (i) et du lemme 7.

Lemme 9.— Soit ae A”". Si f est un polynome sur C" a coeffi-
cients dans A, on a O,(f) = f(a).
Ceci résulte des lemmes 6 et 8 (ii).

Le lemme 9 (et aussi le cor. de la prop. 1) justifient la nota-
tion suivante. Si ae A", si U est un voisinage ouvert de Sp a, et
st fe®U;A), on pose

(5) [(a) = ©(f).

(Cette notation est cohérente avec la notation introduite en Alg.,
chap. IV, si f est un polynéme). Si f € O(Sp a; A), on pose de méme

(6) f(@) = 0,(/).

PROPOSITION 1. — Soient py, p,,...,p, des nombres > 0, T1
le polydisque dans C" défini par |z,| < py,....|z,)| < p,. Soit
u==3c, X{.. . XpreAl[X,,...,X,]] une série entiére a coeffi-
cients dans A convergeant dans I1; soit f la fonction holomorphe
somme de cette série dans Tl. Soit a = (a,,...,a,)€ A" tel que
play) < py, ..., pla,) < p,. Alors la famille (c,, , a7 ... ay) déleé-
ments de A est absolument sommable, on a Sp(aj < I1, et

f@) =) ¢ 007 ;.

Pour tout caractére y de A, on a |y(a;) < p(a;) < p;, donc
Sp(a) = I1. Soient z,,...,z, les restrictions a Il des fonctions
coordonnées sur C". Alors la famille (c,, , z7' ... zi") est sommable
dans O(IT; A) et de somme f. Compte tenu du lemme 9 et de la
continuité de I'application f+— f(a), la famille ( ai'...ax) est

(/al.‘.an
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sommable dans A ¢t de somme f(a). Enfin, soit 4; tel que
pla;) < 7; < p;. Il existe une constante k; = 0 telle que | af|| < k;A}
pour tout n, et Y lic, ,lA7... A" < + o0, donc la famille
(Cay... 0,1 - . - ayr) est absolument sommable.

COROLLAIRE. — Supposons A = C. Soit a = (a;,...,q,)e ",
de sorte que Sp(a) = {a}. Soit fe O({a}). Alors f(a) au sens de
Pégalité (6) est la valeur de f en a.

ProrosiTION 2.— Soient B une algébre de Banach unifére
commutative, et 7. un morphisme uniféere continu de A dans B.
Soient a = (a,,...,a,)e A", b; = AMa;), b=(b,,...,b,) (de sorte
que Spb < Spa). Soient U un voisinage ouvert de Spa, et
feOU; A);ona iofe®U;B). Alors A(f(a)) = (4 o f)(b).

Soient h, u,,...,u, avec les propriétés des lemmes 2 et 3
relativement a a. On a, pour tout ze ",

.Zn:l (z; — b)Aufz) = /1<‘=i1 (z; — aj)uj(z)) =1 — h(z).
Donc:

(o f)(b) = nz(zin)—"ju Mf@)d(ou)dz, ... d(%ou,)dz,
= n!(zm)“"z(juf(z) duy dz, ... du, dz, )

A f (@)

COROLLAIRE 1.— Soient y e X(A) et fe O(Sp a). On a
WJ@) = f(xay).. ... xa,).

Cect résulte de la prop. 2 et du cor. de la prop. 1.

_ Remarque. — Soit ae A". Si A est sans radical, I'application
fr— f(a) de O(Sp a) dans A est 'unique application @ de @(Sp a)
dans A telle que x(o(f)) = f(xlay), ..., x(a,)) pour tout y & X(A).

COROLLAIRE 2.— Si f e O(Sp a), on a Sp(f(a)) = f(Sp a).
Ceci résulte du cor. 1 et de la définition du spectre simultané.
+ o

Exemple.— Soit a(t) = Y a,e™ la somme d’une séric de

Fourier absolument converge—noge (§ 2, n° 2). Soit S ’ensemble des
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valeurs de a. Soit f une fonction complexe holomorphe au
voisinage de S. Alors foa est somme d’une série de Fourier
absolument convergente: en effet, S est le spectre de a dans
I’algébre A des séries de Fourier absolument convergentes (§ 3,
n°® 3, Exemple 4), et il suffit d’appliquer le cor. 1 ci-dessus pour
n = 1. Ce résultat généralise le § 3, cor. de la prop. 3.

5. Deux résultats de densité

PropPosITION 3. — Soient K une partie compacte polynomiale-
ment convexe (App.) de C", et P Pensemble des germes au voisinage
de K de fonctions polynémes sur C" a coefficients dans A. Alors P
est dense dans O(K ; A).

Soient U un voisinage ouvert de K, et fe O(U; A). 1l existe
(App., lemme 2) un voisinage compact V de K qui est poly-
nomialement convexe et contenu dans U. Soit P’ (resp. Pp)
I’ensemble des restrictions a V des fonctions polyndmes sur C"
a coefficients dans A (resp. dans C). Soit B (resp. B,) I’algebre de
Banach adhérence de P’ (resp. Py) dans 4(V ; A). On va montrer
que f|VeB, ce qui achévera la démonstration. Soient z,,..., z,
les restrictions & V des fonctions coordonnées sur C"; ce sont des
¢léments de By, et Spy (z,,...,z,) = V d’apres le §3, cor. 3de la
prop. 9. On peut identifier A a une sous-algébre normée de P’
donc de B. donc f définit un élément f, de O(U;B); comme
Spg(zy ..., 2,) < Spg,lzy,...,2,) = U, on peut former I’élément
b= fg(zy,...,z,) de B. Soient {=({;,...,{,)eV, et 4 le
morphisme g+— g({) de B dans A. Alors Ao f, = f. D’aprés la
prop. 2, on a b() = f({,,...,¢,) Ainsi, f|[V =beB.

Pour n = 1, on a aussi le résultat suivant:

ProrosITION 4.— Soient K une partie compacte de C, et Q
Pensemble des germes de fonctions rationnelles holomorphes au
voisinage de K. Alors Q est dense dans O(K).

Soit f une fonction complexe holomorphe dans un voisinage
ouvert U de K. Il existe un voisinage compact V de K contenu
dans U. Soit Q' I’ensemble des restrictions a V des fonctions
rationnelles sur C qui sont continues sur V, et soit C I’adhérence
de Q' dans %(V). Soit z I'application identique de V. Alors C est
la sous-algebre fermée pleine de %(V) engendrée par z. On a
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Spc z = Spgwyz = V. On peut donc former I'élément f(z) de C.
D’aprés le cor. 1 de la prop. 2, cet élément de C n’est autre que
fIV. Donc¢ f|V est limite uniforme d’éléments de Q’, ce qui
ach¢ve la démonstration.

6. Démonstration du théoréme 1

On suppose toujours A commutative.

Lemme 10.— Soient a = (a,,...,a,)€A", et U C" un
voisinage ouvert de Sp a. Il existe des éléments a, ., .. .., a4, , de A
tels que I'enveloppe polynomialement convexe de Sp(a; ..., a,4,)

(qui est une partie de C" x CP) ait pour projection dans C" une
partie de U.

Soit (a;);., une famille d’éléments de A prolongeant la
famille (a,,...,a,) et engendrant topologiquement A. Soit 7 la
projection canonique de C* sur C", et soit U’ = n~ }(U). Alors U’
est un voisinage de Sp((a;)), et Sp((a;)) est polynomialement
convexe (§3, prop. 9). D’aprés le lemme 1 de I’Appendice, il
existe une partie finic A, de A contenant {1, 2,...,n} telle que
pra(U’) contienne Ienveloppe polynomialement convexe S de
PraA(Sp((@s),ea) = Sp((a;),cn,)- Donc S a pour projection sur C”
une partie de U.

L’assertion d’existence du th. 1 sera établie quand nous
aurons prouv¢ le résultat suivant:

ProrosiTION 5.— Soit a = (a,,....a,)e A". L’application
f— f(a) de O(Spa;A) dans A est un morphisme unifére continu
qui transforme les germes des fonctions coordonnées sur C" au
voisinage de Spaena,,...,a,.

Compte tenu du lemme 9, il ne reste plus a prouver que
ceci: soient U un voisinage ouvert de Spa, et feO(U;A),
ge ((U; A); alors

(7 (fe)(a) = f(a)g(a).

Il existe des ¢léments a,, 4 , ..., a,, , avec les proprietes du lemme
10. Soit n la projection canonique de U x C? sur U. Alors
fom, gom, (fg)on sont holomorphes dans U x C?, qui contient
I’enveloppe polynomialement convexe K de Sp(a,,...,a,.,)



n°6 CALCUL FONCTIONNEL HOLOMORPHE 45

D’apres la prop. 3, il existe des suites (P, ,P,,...), (Q;,Q,,...)
de polyndmes sur C"*7, a coefficients dans A, telles que les germes
de P,,P,,... (resp. Q,,Q,,...) au voisinage de K tendent vers
le germe de f o 7 (resp. g o w) au voisinage de K. Alors les germes
de P,Q,, P,Q,,... au voisinage de K tendent vers le germe de
(fg) o m au voisinage de K. D’aprés le lemme 9, on a

PQ)a,,...,a,.,) =Pla,,..., Apy )@y 5.5 Ay )
donc a la limite
(fgem(ay, ... ausp) = (fom)ay,....a,4 )€ m)(ay, .., a4,
D’aprés le lemme 8 (i), cette égalité se réduit a 1’égalité (7).

Fin de la démonstration du théoréme 1.

Soient (O,)uca(wp (Oa)aca(y deux familles de morphismes
avec les propriétés du th. 1. Il s’agit de prouver qu’elles sont
égales. Soient a,,...,a,€eA, a=(a,,...,a,), et U un voisinage
ouvert de Sp a. Soit f'e O(U). 1l existe des éléments a,, ..... Aysp
de A tels que n(L) = U, ou 7 désigne la projection canonique de
C"*? sur C" et L Penveloppe polynomialement convexe de
Sp(@y , ..., a,+,). Posons g = fom; soit f (resp. g) le germe de f
(resp. g) au voisinage de Spa (resp. Sp(a, ,...,a,.,)); on a par
hypothese

®a(f~) = ®(a; ..... an+p) g) a(f) ®(a1 ,,,,, an+p)(g)'

Or O, ...ans ) €t Ol,,...a,. ,) cOincident sur I'ensemble des germes
de polynémes en n + p variables au voisinage de Sp(a; , ..., G, ,)
donc coincident en g puisque le germe de g au voisinage de L est
limite de germes de polyndmes (prop. 3).

Remarquons que la prop. 3 entraine aussi immédiatement le
résultat d’unicité suivant:

PROPOSITION 6. — Soit a€ A". On suppose Sp a polynomiale-
ment convexe. Soient z,,...,z, les germes au voisinage de Spa
des fonctions coordonnées sur C". Alors I’application f+ f(a) est
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7. Substitution dans le calcul fonctionnel

THEOREME 2.— Soient A une algébre de Banach unifére com-
mutative,a = (a, ,...,a,) € A", etfy,... ,fp des éléments de ()(Sp a);
soit f = (f, ,...,fp). Posons b; = fla,,...,a,), etb = (by,....b,).
L’image de Sp a par lapplication

(zyooonz)—(filzy oz Sz, 000 2)
est Spb.

Soit alors g€ O(Spb;A). Le germe composé h = gof est un
élément de O(Spa;A). On a alors

g(b) = h(a).

1) Soit K I’enveloppe polynomialement convexe de Spb.
D’aprés la prop. 5, 'application g— (go f)(a) est un morphisme
unifére continu de (K ; A) dans A qui transforme la ¢*™ fonction
coordonnée en f;(a1 ,o--»a,) =b,. On a donc gb)=(g of)(a)
lorsque g est un polynéme, donc pour toute ge O(K;A) d’apres
la prop. 3.

2) Soit maintenant g holomorphe dans un voisinage ouvert
Q de Spb. Il existe b, ,...,b,,,€A avec la propriété suivante:

> Yptq
si L désigne I’enveloppe polynomialement convexe de

Sp(by,....b,.,) = CPTe,
et si m désigne la projection canonique de C?*¢ sur C?, on a
n(L) = Q (lemme 10). Soient f;, ..., f, des fonctions holomorphes
dans un voisinage ouvert U de Sp a, telles que ( f,,...,f)(U) = Q.
Alors g o7 est holomorphe dans =~ 1(Q), qui est un voisinage de
L. Soit 7’ la projection canonique de C"*? sur C". En désignant

ar z . Z les derniéres fonctions coordonnées sur
nt+1-> n+q
C"*4 on a
I ! r ’
(gon)o(flOn""ﬁfponﬁzn-Fl7""Zn+q):go(flon"“ﬂ.fpon)
= hom'.

Cette formule, et la premiére partie de la démonstration, entrainent
en posant
C = (al,...,a,,,bp+1,...,bp+q)

(g )1 ©TNC, - Zye1leh ) = (o T)(e)

c’est-a-dire, compte tenu du lemme &,

gifiay,....a,),....fla,,....,q,)) = ha,,...,a,)
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8. Cas d’une seule variable

THEOREME 3. — Soient A une algébre de Banach unifére (non
nécessairement commutative), x un élément de A, z le germe de la
Jfonction identique au voisinage de Sp x. Il existe un morphisme
unifére continu ¢ et un seul de O(Sp, x) dans A tel que ¢(z) = x.

Soit B la sous-algébre fermée pleine de A engendrée par x.
Elle est commutative, et Spg x = Spa x (§ 1, n° 4). St f'€ O(Sp, x),
on peut donc former Iélément f(x) de B, et 'application f+- f(x)
est un morphisme unifere continu ¢ de @(Sp, x) dans B (donc
dans A) tel que ¢(z) = x.

Soient ¢, ¢ deux morphismes uniferes continus de O(Sp, x)
dans A tels que ¢(z) = ¢'(z) = x. Alors ¢ et ¢’ coincident sur
’ensemble des germes de polyndmes au voisinage de Sp, x. donc
sur I’ensemble des germes de fractions rationnelles holomorphes
au voisinage de Sp, x. Or ces germes sont partout denses dans
O(Spa x) (prop. 4). Donc ¢ = ¢'.

DEFINITION 1.— Sife O(Spy x), U'élément o(f) du th. 3 se note
f(x).

Remarque. — Si A est commutative, cette définition coincide,
d’apres le th. 1, avec celle du n°® 4. Dans le cas général, la démons-
tration du th. 3 prouve que f(x) appartient a la sous-algebre
fermée pleine B de A engendrée par x, laquelle est commutative;
et I"élément f(x) de A (au sens de la déf. 1) coincide avec I'¢lément
f(x) de B (au sens du n® 4).

PROPOSITION 7.— Soient A et A’ deux algébres de Banach
uniferes, A un morphisme unifére continu de A dans A'. Soient
xeA et feOSp, x). Alors A f(x)) = f(AUx)).

Ceci résulte de la prop. 2 et de la remarque ci-dessus.

PROPOSITION 8.— Soient A une algébre de Banach unifére,
xeA, fe@Spx), et y= f(x). L’image de Spx par f est Spy.
Soit g e O(Sp y), de sorte que h = go f € O(Sp x). On a gly) = h(x).

Ceci résulte du th. 2 et de la remarque ci-dessus.

PROPOSITION 9. — Soient A une algébre de Banach unifere,
x € A, U un voisinage ouvert de Sp x, et f € O(U). Soit V un voisinage
ouvert relativement compact de Sp x, tel que V < U, et tel que la
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frontiére de V soit une sous-variété de dimension 1 de R* égale a
la frontiére de V. Soit V le bord orienté de V (n° 4). On a, pour
n=20,12...

) S=t L.f(Z)(z — e

Pour n = 0, ceci résulte du lemme 7 et de la remarque ci-dessus.
Admettons la proposition pour I’entier n. Pour z¢ Sp x, on a,
d’apreés le §2, th. 1 (ii):

© =0 =

"1% —(n+ iz — x)—anf(Z)

(z —x)

Appliguant la formule de Stokes dans la variété compacte V, on a

(10) L il = ez = L diz = %) " () = 0.
Les égalités (9) et (10) entrainent :
.[vf’(z)(z—x) "ldz =(n 4+ 1 ‘ f2)z — x)" " %dz
soit, compte tenu de ’hypothese de récurrence (appliquée a df/dz):

2;? Z;Jf(x) (n+ 1) Lf(z)(z — x)" 2 dz

d’ou la proposition pour ’entier n + 1.

ProOPOSITION 10.—- Soient A une algébre de Banach unifére,
U une partie ouverte de C.

(1) Lensemble Q des x € A tels que Sp x < U est ouvert dans A.

(it) Soit fe O(U). Lapplication x+— f(x) de Q dans A est
analytique (cf. Var., R), et en particulier continue.

Soit x e Q. Il existe un voisinage ouvert V de Sp x dans C
tel que V < U et tel que la frontiére de V soit une sous-variété
indéfiniment différentiable de dimension 1 de C égale a la
frontiére de V. Soient [ la longueur de V., m la borne supérieure
de | f(A)| sur V et M la borne supérieure de |(1 — x)™ ! sur C — V.
SizeAesttel que |z|[M < tetsiieC—V,ona

A—x—z=(1—z(A —x)"HA — x)
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et fz(2 — x)" | <4 donc 4 — x — z est inversible et

A=—x=2"'=0G—-x)" ) (A-x""y
n=0
avec [[(z(A — x)™")"| < 27" Ceci prouve que Q est ouvert, et en
outre que

2inf(x + z) = i | S = )N — %)) da
n=0 "V

Or “ FA(A — x)" Y (z(A — x)”1)"dA est une fonction polynomiale
homogene de degré n de z dont la norme est majorée par miM" ™!
Ceci prouve 'analyticit¢ dans Q de y+— f(y).

PROPOSITION 11.— Soient A une algébre de Banach unifére,
xe A, U un voisinage ouvert de Sp x, fe€ O(U), 6 la distance de
SpxaC— U

(1) Pour tout &' tel que O < ¢ < 0, il existe une constante
k = 0 telle que || f"™(x)| < k&' "n! pour n =0,1,2,....

(1) SiyeAest permutable ax et sip(y) < d,onaSp(x + y) < U,
et

o4

fo 4=y Lo,
!

n=—

ot la série converge absolument.

En remplacant A par la sous-algébre fermée pleine engendrée
par x et y (ce qui ne change pas Sp x, Sp(x + y)), on se raméne
au cas oll A est commutative.

Soient ¢ €)0.8(,e = 6 — & > 0, et K le voisinage compact
de Sp x formé des points de C dont la distance a Sp x est <g/2.
Comme f est holomorphe dans tout disque ouvert de rayon
0" + ¢/2 dont le centre appartient a K, il existe, d’aprés les
inégahités de Cauchy, une constante [ > 0 telle que

|/ "2)
!

sup—~——— < 6"
e
pour n = 0,1,2,.... Alors (i) résulte du lemme 7.

Si p(y) < o, on peut choisir ¢’ tel que p(y) < 0" < d. Soient V
Pensemble des points de C dont la distance & Spx est < 0 — o/,
et V' le disque ouvert de centre 0 et de rayon ¢ dans C. Soit
g Papplication (z,z')r>z + z' de V x V' dans U. Alors h = fog
est Vapplication (z,z)— f(z +z) de V x V' dans C. On a
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Sp(x,y) €V x V', donc Sp(x +y)c U. D’aprés le th.2
h(x,y) = f(x + y). Or, dans (V x V'), h est la somme de la série

/@)

'
nz0 M-

Donc la série

M),
,,;0 n! y

est convergente et de somme h(x, y) = f(x + y). En outre, cette
série est absolument convergente d’apres (i).

9. Exponentielle et logarithme

Soient A une algébre de Banach uniféere, x un élément de A.
Prenons f(z) = exp z; d’apres la prop [, on a:

X2 n

X X

Comme ||x"{| < ||x]|", on voit que
llexp x| < expllx]

et que la série (11) converge uniformément dans toute boule de A.
L’application x+ exp x de A dans A est donc continue (cf. aussi
prop. 10). St y est un ¢lément de A permutable a x, la prop. 11
prouve que

exp(x + y) = Z L'expx,
d’ou
(12) exp(x + y) = exp x.exp y.
En particulier, exp x est inversible et
(13) (exp x)~ ! = exp(—x).

Soit A I’ensemble des ze C tels que —n < £z < 7. Soit A’
I’ensemble des ze C qui ne sont pas réels < 0. Alors exp|A est
une bijection de A sur A’ (Fonct. var. réelle, chap. 111, §1, n® 7);
la bijection réciproque sera notée log dans la fin de ce n°. Si xe A
est tel que Sp x < A’, on peut former I’élément logx de A; on a
Sp(log x) < A, et

14) exp(log x) = x
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d’aprés la prop. 8. D’autre part, si ye A est tel que Spy < A,
on a Sp(expy) < A’ et

(15) log(expy) =y

d’apres la prop. 8.
En particulier, si ueA est tel que p(u) <1, on a Sp(l —u) < A’
et on peut former log(l — u). Comme

log(l — z) = %

-2

n=0
pour |zl < 1, la prop. 1 et le th. 2 prouvent que:
(16) log(1 —u) = — ¥

un
n O—_;'

Soit G le groupe des ¢léments inversibles de A. Si A est
commutative, les formules (12) et (13) prouvent que exp(A) est un
sous-groupe de G. Ce sous-groupe contient, d’apres (14), la boule
ouverte de centre 1 et de rayon 1, donc est un sous-groupe ouvert
(et par suite fermé) de G. Par ailleurs, exp(A) est connexe comme
image continue de A qui est connexe. Donc exp(A) est la com-
posante neutre de G.

10. Partitions de Pespace des caractéres

PROPOSITION 12.— Soit A une algébre de Banach unifére
commutative. On suppose que X(A) admet une partition en deux
ensembles ouverts U, et U, . Alors il existe un idempotent unique
j de A tel que 9j soit égal a 1 sur U, et a 0 sur U, .

L’espace X(A) s’identifie & une partie de C* par 1’application
5 +— ((@))acs . Les parties U, et U, de I’espace uniforme C* sont
compactes disjointes, donc il existe une partie finie M de A et des
parties ouvertes disjointes V,,V, de CM telles que

p(U,) =V, pUy)c V,,

en désignant par p la projection canonique de C* sur CM. Soient
a,,...,a, les éléments distincts de M, et identifions CM a C".
Soit fla fonction égale a 1 sur V,etaOsur V, . Onafe @V, U V,),
et Sp(a,,...,a,) < V, U V,. On peut donc former j = f(a,,...,a,)
Comme f? = f, on a j2 = j. D’apres le cor. 1 de la prop. 2, on a
x()) =1 st xeU; et x(j) = 0 si xeU,. D’autre part, soit r un
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élément du radical de A tel que j + r soit idempotent. L’égalité
(j+r?=j+rdonner(l —2j —r)=0.Or

G1—2 —r)=1-29j

est partout différente de zéro, donc 1 — 2j — r est inversible.
Donc r = 0, ce qui prouve I'unicité de j.

Remarque. — Avec les notations de la prop. 13, soient
Si=JA Jp=(1-jA

Alors 3, et 3, sont des idéaux de A, et I, + J, = A. D’autre
part, J, (resp. J,) est I'’ensemble des xe A tels que jx = x
(resp. (1 — j)x = x), donc J; N J, = {0}, et J,,J, sont fermés.
L’algebre A s’identifie au produit des algebres A/J,,A/J,.
Si on identifie X(A/J;) et X(A/J,) a des parties de X(A) (§ 1, n° 5),
on a X(A/J,) = U,,X(A/J,) = U,.

COROLLAIRE. — Soit A une algébre de Banach unifére com-
mutative. Les conditions suivantes sont équivalentes .

(1) X(A) est connexe;

(ii) les seuls idempotents de A sont 0 et 1,

(i) A n’est pas isomorphe au produit de deux algébres de
Banach non nulles.

PROPOSITION 13.— Soit A une algébre de Banach commutative
sans radical. Pour que A admette un élément unité, il faut et il
suffit que X(A) soit compact.

La condition est nécessaire (§ 3, cor. du th. 1). Supposons
X(A) compact. Soit A I’algébre de Banach déduite de A par
adjonction d’un élément unité, et identifions X'(A) a X(A). Alors
le complémentaire de X(A) dans X(A) est lunique caractére
%o de A nul sur A. D’apreés la prop. 12, il existe un j€ A tel que
x(j) = 1 poury e X(A),etxo(j) = 0. Onadoncje A, et y(jx) = x(x)
pour tout x € A et tout x € X(A), donc jx = x puisque A est sans
radical. Ainsi, j est élément unité de A.

PROPOSITION 14.— Soient A une algébre de Banach com-
mutative, J; un idéal de A, ¥, I'ensemble des y € X(A) qui sont nuls
sur 3y, F, une partie de X(A) disjointe de ¥, , fermée pour la
topologie de Jacobson, et compacte pour la topologie faible. Il
existeun ue 3, tel que u = 1 sur F, .
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Soit 3, l'intersection des noyaux des caractéres appartenant
a F,. Il est clair que A/J, est sans radical. Puisque F, est ferme
pour la topologie de Jacobson, les seuls éléments de X(A) nuls
sur 3, sont ceux de F,. Donc F,, munt de la topologie induite
par la topologie faible de X(A), s’identifie 2 X(A/J,) muni de la
topologie faible (§ 1, n® 6). Comme F, est faiblement compact,
A/T, possede un élément unité (prop. 13). Alors, st Pon avait
I+ 3, # A(J, + 3J,)/F, serait contenu dans le noyau d’un
caractére non nul de A/J, (§3, th. 2), donc il existerait un
caractére non nul de A qui s’annule sur 3, et 3, , donc on aurait
F, nF, # (& contrairement a ’hypothése. Ainsi, J; + 3, = A,
et il existe ue J, dont la classe dans A/J, est ¢lément unite de
A/J, . Alors y(u) = 1 pour x e F,.

COROLLAIRE. — Soient A une algébre de Banach commutative,
F, et ¥, deux parties disjointes de X(A) fermées pour la topologie
de Jacobson. On suppose F, faiblement compacte. Alors il existe
ueA tel que Gu = 1 sur F, et Gu = 0 sur F,.

Il suffit d’appliquer la prop. 14 en prenant pour J; I'inter-
section des noyaux des caractéres appartenant a F, .

11. Partitions du spectre d’un élément

Remarque 1.— Soient A une algebre de Banach unifere,
xe A, et K = Spx. Soit € I’ensemble des parties de K qui sont
a la fois ouvertes et fermées dans K. Pour tout He €, 1l existe
un élément f;; de O(K) et un seul égal a 1 au voisinage de H et a
0 au voisinage de K — H. On posera jy = fy(x). Alors, j est un
idempotent de A, dit associé @ x et H, et on a les formules
suivantes:

(17) Jaen = hwiw = JjuJu (H,H e €)
(18) Jaow = ju t+ ju — Jujw (H, H e €¢)
(19) Jjo=0 jx=1

D’une maniére générale, si j est un idempotent de A, jAj est
I’ensemble des xe A tels que xj = jx = x, donc est une sous-
algébre de Banach de A, et admet ’élément unité j. En particulier,
si H € €, nous noterons Ay I'algebre de Banach j,Ajy , admettant
I’élément unité j,. Soit B la sous-algébre fermée pleine de A
engendrée par x; elle est commutative; si K = H; u... U H, est
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une partition de K en éléments de €, 1 = jy, + ... + ju, est une
décomposition de 1 en idempotents de B deux a deux orthogonaux,
donc l’algébre B s’identifie canoniquement a I’algebre produit
By, x ... x By, .

Remarque 2.— Si He €, on posera xy = Xjy = jyx€By.
On a xy = gu(x), ou gy est 1’élément de O(K) défini par gu(z) = z
au voisinage de H et gy(z) = 0 au voisinage de K — H (en effet,
2u(z) = fu(2)z). Il en résulte que, si H # K, on a

(20) Spa xy = H U {0

Si K=H,; UH,u...uH, est une partition de K en éléments
de & on a:

(21) x=le+xH2+...+an
(22) Xy Xy, = 0 pour i # j.

Remarque 3.-— Soient encore He €, et Ae C — H. Soit hy ;
I’élément de O(K) égal a (4 — z)~! au voisinage de H et 4 0 au
voisinage de K — H. Alors (Afy — gu)hy,; = fu; donc, si on pose
Ry(4, x) = hy ;(x)e By, on a:

(23) Ry(Z, x)(4jg — xuw) = (4in — xw)Ruld, x) = jyu
(24) Ru(4, X)jx —p = jx —uRul4, x) = 0.

Supposons que, pour un A€ H, Ajy; — xy admette un inverse y
dans Ay; alors A — x admettrait dans A l'inverse y + Ry _y(4, X),
ce qui est absurde; donc Ae Spy,, xi. Il résulte de 1a et de (23)
que

(25) SpAH XH - H
donc que
(26) H# @ =jy#0.

La formule (23) prouve que la fonction 4— Ry(4, x), définie dans
C — H, est la résolvante de xy relativement & Ay . Si
K = Hl [ Hn

est une partition de K en éléments de €, on a:
(27) R(4, x) = Ry, (4, x) + ... + Ry, (4, x).

En particulier, si He €, la fonction A+~ R(4, x) est égale au
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voisinage de H a la somme de Ry(4, x) et d’une fonction holo-
morphe.

PROPOSITION 15.— Soit p un point isolé de Sp, x.

(1) R()‘L, x) - R{ﬂ}()u, X) + RSpr—{u)()"’ x).

(i) La fonction A Rg,, . _4(4, X) est holomorphe au voisinage
de u; la fonction A+ R (4, x) est holomorphe dans C — {u}.

(i) [(x — w),l'"" tend vers O quand n tend vers + oo, et,
pour Ae C — {u},

(28) R X) = 3 (= 0" = .

Ce qui précede entraine (i) et (ii). Prouvons (ii1). En remplagant
x par x — p, onserameéne aucasouu = 0. Posons H = {0} < Sp, x.
Alors le spectre de xy dans Ay est {0}, donc xy est quasi-nilpotent,
C’est-a-dire que || x"jyll*" = {(xjm)"|}" tend vers 0. En outre, on a
dans Ay, pour 4 # 0,

(B — xw) ™' = ) A7" gy
(§ 2, n° 5, formule (7)), d’ou (28).

COROLLAIRE. — Soient u un point isolé de Sp, x et p un entier
> 0. Pour que u soit pole d’ordre p de la résolvante de x, il faut et
il suffit que (x — )P~ Yy # 0, (x — WP,y = 0.

Exemple. — Soient E un espace de Banach complexe, x un
endomorphisme continu de E. On peut considérer le spectre
Sp x de x relativement a I’algebre de Banach uniféere A = Z(E).
Soit H une partie de Sp x ouverte et fermée dans Sp x. L’idem-
potent jy associé a H est un projecteur sur un sous-espace vec-
toriel fermé Ey de E, dit associé a x et H. Soit Ey le noyau de
ce projecteur. Alors E est somme directe topologique de Ey et
Ey; et x, qui commute a jy, laisse stables Ey, Ej;. L’algebre Ay
est ici l’algébre des endomorphismes de E nuls sur Ey et qui
laissent stable Ey. Soit g un endomorphisme continu de E
laissant stables Ey et Ey ; pour que u|Ey soit inversible, il faut et
il suffit que wujy soit inversible dans Ay, et on a un résultat
analogue pour ulEy . Il résulte de 1a et de (25) que Sp(x|Ey) = H,
Sp(x|Ey) = Sp x — H.
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Si H se réduit 4 un point isol¢ u de Sp x, x|E;,, admet pour
spectre Sp x — {u}, et en particulier (x — w)|E{, est un auto-
morphisme de E{,,. D’autre part, (x — p)|E,; est quasi-nilpotent.
Pour que u soit pdle d’ordre p > 0 de la résolvante de x, il faut et
il suffit que (x — p? YEy, # 0, (x — w?E,; = 0. Dans ce cas,
E,, = Ker(x — )’ et E;, = Im(x — p)*.

Nous résumerons une partie de ces résultats de la maniére
suivante :

PROPOSITION 16. — Soient E un espace de Banach complexe,
x un endomorphisme continu de E, pu un point isolé de Sp x, K le
complémentaire de {u} dans Sp x.

(1) Soit I le bord orienté d’un disque ouvert A de centre u, tel
que K n ("' U A) = (&, Alors

1 .
3in Jr(z — x)" " dz

est un idempotent j qui ne dépend que de x et p.

(i) E' = Imj et E”" = Kerj sont stables par x, (x — p)|E" est
quasi-nilpotent, (x — w)|E” est un automorphisme de E”.

(iii) Pour que p soit péle d’ordre p > 0 de la résolvante de x,
il faut et il suffit que (x — W~ YE =0, (x — w’|E = 0.

§ 5. Algébres de Banach commutatives réguliéres
1. Définition et premiéres propriétés

PROPOSITION 1. — Soit A une algébre de Banach commutative.
Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) La topologie faible et la topologie de Jacobson sur X(A)
coincident.

(ii) Pour tout y € X(A) et toute partie faiblement fermée F de
X(A) telle que x ¢ F, il existe un xe A tel que ¥x soit égale a 1
enyetal surkF.

(1)) Pour toute partie faiblement compacte K et toute partie
faiblement fermée F de X(A) telles que K n'F = (&, il existe un
x € A tel que 9x soit égale a 1 sur K et a O sur F.

Soit M < X(A). Dire que M est fermé pour la topologie de
Jacobson signifie que, pour tout y € X(A) — M, il existe un x e A
tel que ¥x s’annule sur M mais pas en %. La condition (ii) signifie
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donc que toute partic de X(A) faiblement fermée est fermée pour
la topologie de Jacobson. Donc (i1) <> (i). Il est clair que (i11) = (i1).
Enfin (i) = (iii) d’aprés le §4, cor. de la prop. 14.

DEFINITION 1.— Soit A une algébre de Banach commutative.
Elle est dite réguliere si elle vérifie les conditions équivalentes de
la prop. 1.

Remarque. — Soit A Palgebre de Banach déduite de A par
adjonction d’un élément unité e. Utilisant la condition (i) de la
prop. 1, il est clair que si A est réguliére, A est réguliére. Supposons
A réguliére et montrons que A est réguliere. Soient F et F’ des
parties faiblement fermées (donc faiblement compactes) disjointes
de X(A) et construisons un x€ A tel que ¥x = 0 sur F, ¥x = 1
sur F. Soit y,eX(A) le caractére nul sur A. Si y,¢ F/, il existe,
d’apres la condition (iti) de la prop. 1, un xe€ A tel que ¥x =0
sur F, ¥x = 1 sur F. Si x, ¢ F, il existe de méme un y € A tel que
gy = Osur F', 4y = 1 sur F, et on peut poser alors x = ¢ — y € A.

Exemples. — Reprenons les exemples du §2, n® 2. Dans les
exemples 1 (algébre des fonctions continues tendant vers 0 a
I'infini sur un espace localement compact Q) et 2 (algebre des
fonctions n fois dérivables sur {0, 1)), A est réguliere (cf. §3,
n° 3, exemples). On verra (chap. II, §3, prop. 1) qu’il en est de
méme dans I'exemple 4 (algébre L!(Z)). Dans I’exemple 5 (algébre
des fonctions continues dans le disque |z] < 1 et analytiques a
Pintérieur), A n’est pas réguliere (§ 7, exerc. 6).

PROPOSITION 2.— Soit A une algebre de Banach unifeére
commutative réguliére. Soit (U,,U,,...,U,) un recouvrement
ouvert de X(A). 1l existe des éléments x, ,x,,...,x, de A de somme
1 tels que Supp(¥9x;) < U, pour i = 1,2,...,n.

La proposition est évidente si n'= 1. Nous la supposerons
établie pour n — L.

Il existe un recouvrement ouvert (V,,V,,...,V,) de X(A)
tel que V, = U, pour tout i. D’aprés 'hypothése de récurrence,
il existe ensuite x,x3,X4,...,X,€A telsque x + x5+ ... + x, =1,
Supp(é9x) « V, U V,, Supp(@x;) <V, pour i> 2. Posons
K = Supp(¥x). Soit K, (resp. K,) ’ensemble des ¢léments de K
qui n’appartiennent pas a V, (resp. V,). Alors K, et K, sont des
parties compactes disjointes de K. Il existe donc ye A tel que
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Yy =1 sur K, 9y =0 sur K,. Alors %(xy) est nulle sur
X(A) — K et sur K,, donc Supp % (xy) = V, < U,. De méme,
4G(x(1 — y)) est nulle sur X(A) — K et sur K, , donc

Supp %(x(1 — y) <« V, = U,.

On peut donc poser x; = x(I — y), x, = xy, et on a les propriétés
de la proposition.

COROLLAIRE |.— Soient A une algébre de Banach unifére com-
mutative réguliere, I un idéal de A, f:X(A)— C une fonction
continue. On suppose que, pour tout yeX(A), il existe un y, €3
tel que f = Gy, au voisinage de . Alors il existe un ye3J tel que
[ = %Gy sur X(A).

Comme X(A) est compact, il existe un recouvrement ouvert
fini (U, ,...,U,) de X(A), et des éléments y,,...,y, de I tels que
f =%y, sur U,. Il existe (prop. 2) des ¢léments x,,...,x, de A
de somme 1 tels que Supp(¥9x;) < U, pour tout i. Soit

o~

y=Xxy; + ...+ x,y,€3.
Soient yeX(A), et A l’ensemble des ie{l,2,...,n} tels que
xeU;.SiieA,ona%y(x) = f(y);sii¢ A,ona %x y) = 0;donc
Gy = 2 Gx Gy = f) ) Gxn) = f() Y Gxix) = f0).

ieA ieA i=1

COROLLAIRE 2.— Soient A une algeébre de Banach commutative
réguliere, 3 un idéal de A, f:X'(A)— C une fonction continue.
On suppose que, pour tout y € X'(A), il existe un y, €3 tel que
f =9y, au voisinage de y. Alors il existe un y e 3 tel que f = 4’y
sur X'(A).

Soit A I'algebre de Banach déduite de A par adjonction d’un
¢lément unité. Alors A est réguliere (remarque), et X'(A) = X(A);
il suffit donc d’appliquer & A et 3 le cor. 1 de la prop. 2.

Si 3 est un idéal d’une algébre de Banach commutative,
nous noterons h(3J) ’ensemble des y € X(A) dont le noyau contient
3, autrement dit I’ensemble des % € X(A) ou s’annulent toutes les
fonctions ¥x pour xe 3. C’est unc partic de X(A) fermée pour
la topologie de Jacobson.

PROPOSITION 3.— Soient A une algebre de Banach com-
mutative réguliére, 3 un idéal de A, K une partie de X(A) compacte
et disjointe de h(3). Il existe un ue 3 tel que Gu = 1 sur K.

C’est un cas particulier de la prop. 14 du §4.
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2. Synthése harmonique

Soit A une algebre de Banach commutative. Si M est une
partie de X(A), nous noterons {(M) l'intersection des noyaux des
¢léments de M.

PRrROPOSITION 4.-— Soit A une algebre de Banach commuta-
tive réguliere sans radical. Soit ¥ une partie fermée de X(A).
L’ensemble des idéaux I de A tels que h(3) = F admet un plus
grand élément, a savoir HF), et un plus petit élément, a savoir
Pensemble J des x € A tels que %x soit a support compact disjoint
de F.

L’assertion concernant le plus grand élément est évidente. Il
est clair que J est un idéal de A et que h(J) o F. Si y e X(A) — F,
il existe un voisinage compact V de y ne rencontrant pas F, puis
un x € A tel que ¥x soit égale a 1 en ¢ et & O hors de V; alors
x e, donc y ¢ h(T), donc () = F. Enfin, soit J un idéal de A
tel que W3J) = F, et montrons que 3 o J. Soit C une partie
compacte de X(A) disjointe de F, et soit x un ¢lément de A tel que
Supp(¥x) < C. D’apres la prop. 3, il existe un ue 3 tel que
%u =1 sur C. Alors %x = %(ux), donc x = ux puisque A est

o~

sans radical, donc xe 3. Donc J < 3.

COROLLAIRE 1.-— Soient A une algebre de Banach com-
mutative réguliere sans radical, 3 I'ensemble des x € A tels que 9x
soit a support compact. On suppose J = A. Alors tout idéal fermé
de A distinct de A est contenu dans un idéal maximal régulier.

Soit 3 un idéal fermé de A qui n’est contenu dans aucun
idéal maximal régulier. Alors h(3) = ¢, donc 3 o J (prop. 4),
dou I >3 = A.

COROLLAIRE 2. — Soit A une algebre de Banach commutative
réguliére sans radical. Soient x,ye Al Si le support de 4x est
compact et contenu dans Uensemble des points ou Gy # 0, x est
multiple de y dans A.

Soit 3 = Ay. Alors h(3) est I’ensemble F des zéros de 9y.
Le support de ¥x est compact et disjoint de F. Donc xe3

(prop. 4).

DEFINITION 2. — Soit A une algébre de Banach commutative.
On dit que A vérifie la condition de Ditkin si, pour tout y € X'(A)



60 ALGEBRES NORMEES Chap. 1, § 5§

et tout x € A tel que 9'x s’annule eny, il existe une suite (x; ,X,, ...)
dans A telle que x = lim (x,x) et que chaque 9'x, s’annule dans
un voisinage V, dey. "

D’autre part, soient A une algébre de Banach commutative,
3 un idéal de A, xe A, et x € X'(A); nous dirons que x appartient
a 3 au voisinage de y s’il existe un ye 3 tel que ¥’y = ¥'x au
voisinage de y.

Remarque. — Soient A une algébre de Banach commutative
régulicre, 3 un idéal de A, ¢ un élément de X(A) tel que x ¢ h(J);
alors tout x € A appartient 2 3 au voisinage de y; en effet, d’apres
la déf. 1, il existe un ze A tel que %'z = 1 au voisinage de y, et
%'z = 0 au voisinage de h(3); on a ze I (prop. 4), donc xze 3,
et ¥'(xz) = ¥'x au voisinage de y.

Lemme 1.— Soit A une algebre de Banach commutative
réguliére sans radical, vérifiant la condition de Ditkin. Soient 3 un
idéal fermé de A, x un élément de Y(h(J)). Soit G ensemble des
reX(A) tels que x appartienne d 3 au voisinage de y. Alors
X'(A) — G est parfait (c’est-a-dire, rappelons-le, fermé sans point
1solé).

Il est clair que G est ouvert. Supposons que X'(A)— G
admette un point isolé %, . Nous allons aboutir & une contradic-
tion, ce qui établira le lemme. Il existe un voisinage U de y,
tel que U — {xo} = G. Si g, #0, il existe un ueA tel que
%'u = 1 au voisinage de x, et ¥’u = 0 au voisinage de X'(A) — U;
compte tenu de la Remarque, ux appartient a 3 au voisinage de
tout y # xo, €t n'appartient pas a 3 au voisinage de y,. Si
1o = 0, 1l existe un ve A tel que ¥'v = 0 au voisinage de y, et
%'v = 1 au voisinage de X'(A) — U; compte tenu de la Remarque,
x — vx appartient a I au voisinage de tout y # y,, et n'appartient
pas a3 au voisinage de y, . Dans les deux cas, nous avons construit
un ye A qui appartient a I au voisinage de tout point de X'(A)
sauf y, et tel que yo(y) = 0. Puisque A vérific la condition de
Ditkin, il existe une suite (x,, x,,...) dans A telle que x,y tende
vers y et que chaque %'x, s’annule dans un voisinage de y, .
Alors x,y appartient 3 3 au voisinage de tout point de X'(A),
donc x,ye 3 (cor. 2 de la prop. 2). Donc ye3J puisque I est
fermé. Mais alors y appartient a 3 au voisinage de ¥, , et ceci est
la contradiction annoncée.
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PROPOSITION 5.— Soit A une algébre de Banach commutative
réguliére sans radical, vérifiant la condition de Ditkin. Soit 3 un
idéal fermé de A tel que la frontiere de h(J) ne contienne aucun
ensemble parfait non vide. Alors 3 est I'ensemble des x € A tels que
%x s’annule sur W(3J). En particulier, si WJ) se réduit a un point 7,
on a3 = Kery.

Soit xef(h(3)). Il s’agit de prouver que xe3. Soit G
Pensemble du lemme 1. Comme %'x = 0 sur h(3J), il est clair que
G contient Pintérieur de A(J) LU {0}. D’aprés la remarque précé-
dant le lemme 1, G contient X(A) — h(3J). Donc X(A) — G qui
est un ensemble parfait (lemme 1), est contenu dans la frontiére de
h(3) v {0}. D’apres ’hypothése faite sur A(3), X'(A) — G < {0},
donc X'(A) — G = (J puisque X'(A) — G est parfait. Donc xe 3
(cor. 2 de la prop. 2).

§ 6. — Algébres normées involutives
1. Algébres involutives

DEFINITION 1.— Soit A une glgébre sur C. On appelle involu-
tion dans A une application x — x* de A dans A telle que:

(x*)* = x (x + y)* = x* + y* (Ax)* = Ax*
(xy)* = y*x*

quels que soient x,ye A et A€ C. Une algébre sur C munie d’une
involution est appelée une algébre involutive.

On dit souvent que x* est ’adjoint de x. Un sous-ensemble
de A stable pour I'involution est dit auto-adjoint.

Une involution est évidemment un isomorphisme de I’anneau
A sur I’anneau opposé A°. Si A posséde un élément unité e, on a
e* = e; on dit que (A, e) est une algébre unifere involutive.

Exemples.— 1) Soit A P’algeébre des fonctions complexes sur
un ensemble. L’application f+ f est une involution dans A.

2) Soient H un espace hilbertien complexe, et A = Z(H).
L’application x— x* (Esp. vect. top., chap. V, 2° éd., § 1) est une
involution de A.

3) Soit G un groupe localement compact. On sait (Intégr.,
chap. VIII, §3, prop. 2) que .#'(G) est une algébre de Banach
admettant I’élément unité ¢,. L’application x+ x~ ' de G sur G
transforme toute ue .#(G) en jie .#(G) (Intégr., chap. VII, §1,
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n°® 1). On note p* la mesure complexe conjuguée de ji. L’applica-
tion g+ [t est un isomorphisme de I'algebre de Banach .# '(G) sur
’algébre de Banach .#!(G°). Donc u+~» u* est une involution
isométrique de .#'(G). L’ensemble A des mesures bornées
admettant une densité par rapport & une mesure de Haar est une
sous-algébre fermée de .#'(G) stable par l'involution (Intégr.,
chap. VIII, §5, n® 5). Soit f une mesure de Haar a gauche sur
G. On munit LYG, f) du produit (f, g)— f +* ¢ et de I'involution
fi—f*=f A" ou A est le module de G et ou f(x) = f(x ')
pour tout x € G. Alors I'application f+— f. f est un isomorphisme
de lalgébre involutive LY(G, ) sur A. Cet isomorphisme est
isométrique.

Soit A une algébre involutive. Un x e A est dit hermitien si
x = x* normal si xx* = x*x. (Cette terminologic généralise celle
d’Alg., chap. IX, §7, n° 3.) Tout élément hermitien est normal.
L’ensemble des éléments hermitiens est un sous-espace vectoriel
réel de A. Si x et y sont hermitiens et permutables, on a
(xy)* = y*x* = yx = xy, donc xy est hermitien. Pour tout x € A,
xx* et x*x sont hermitiens.

Tout x € A s’écrit de mani¢re unique sous la forme x, + ix,
avec Xx,, x, hermitiens. En effet, si on pose x, = 3(x + x*),
x, = (1/2i)(x — x*), x, et x, sont hermitiens,eton a x = x; + ix,.
Réciproquement, si on a x = x, + ix, avec x, , x, hermitiens, on
ax* =x, —ix,,donc x, = 3(x + x*), x, = (1/2i)(x — x*). On a
donc bien prouvé 'existence et 'unicité de x; et x, . Remarquons
que

* 2 2 ;
Xx* = x7 4+ x5 + i(x,x; — X{X,),
x¥x = xZ 4 2 ( - .
= X7 + X5 — X% — X;X5);

donc x est normal si et seulement si x; et x, sont permutables.
Supposons que A admette un élément unité. Pour que xe A
soit inversible, il faut et il suffit que x* le soit, et on a alors
(x*) ! = (xH*. Comme (x — A)* = x* — 1 pour tout 1€ C, on
en déduit que Sp,x* = Sp,x. Un xeA est dit unitaire si
xx* = x*x = 1, autrement dit, si x est inversible et que x = x* .
Soient A une algébre involutive, A ’algébre déduite de A par
adjonction d’un élément unité. Il existe sur A une involution et
une seule prolongeant celle de A; elle est définie en posant

(A, x)* = (4, x*) pour LeC, xeA. Si xe A, on a Sp, x* = Sp, x.
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Soient A et B deux algebres involutives. On appelle morphisme
de A dans B une application ¢ de A dans B telle que

Px +y) = @o(x) + @(y),  @(ix) = ip(x),
o(xy) = p(x)p(y),  @(x*) = p(x)*

quels que soient x, ye A, 1€ C. On appelle sous-algébre involutive
de A une sous-algébre auto-adjointe. Le centre de A est une
sous-algebre involutive. Si A, est un idéal bilatére auto-adjoint de
A, I'involution de A définit par passage au quotient une involution
dans I’algébre A/A,, et 'application canonique de A sur A/A,
est un morphisme.

Le radical d’une algeébre involutive A est égal au radical de
Palgebre opposée, donc est auto-adjoint.

Soit A une algebre involutive. Si M < A est auto-adjoint, son
commutant M’ est une sous-algébre involutive de A. Si xe A, le
bicommutant de {x, x*} est une sous-algébre involutive contenant
x et x* et cette sous-algébre est commutative si et seulement si x
est normal.

Soient A une algebre involutive, B une sous-algébre involutive
commutative maximale de A. Alors B est une sous-algebre
commutative maximale (donc est pleine si A est unifére). Car si
x € A est permutable & B, x* est permutable a B; dong, si on écrit
x = x,; + ix, avec x,, X, hermitiens, x; et x, sont permutables a
B; mais alors la sous-algebre de A engendrée par B et x, est
commutative et involutive, donc égale 4 B, d’ou x, € B; de méme
x, € B et finalement x € B.

Soit A une algébre involutive. Si f est une forme linéaire sur

A, la fonction x+— f(x*) sur A est une forme linéaire qu’on note
f* et quon appelle adjointe de f. On a

¥ =4 (Y= 0% G =4

On dit que [ est hermitienne si f = f*. Toute forme linéaire sur A
se met de maniére unique sous la forme f; + if, avec f;, f,
hermitiennes. Pour qu’une forme linéaire f soit hermitienne, il
faut et 1l suffit qu’elle soit réelle sur I'ensemble A, des éléments
hermitiens de A. L’application f+ f'|A, est un isomorphisme de
I’espace vectoriel réel des formes hermitiennes sur I’espace vec-
toriel dual de I’espace vectoriel réel A,. Si A est commutative et
si y est un caractére de A, y* est un caracteére de A, et 'application
x— x* est un homéomorphisme de X'(A) sur X'(A).
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2. Algeébres normées involutives

DEFINITION 2.— On appelle algébre normée (resp. algébre de
Banach) involutive une algébre normée (resp. une algébre de Banach)
munie d’une involution x — x* telle que ||x*|| = | x| pour tout x.

Exemples.— 1) Soient T un espace localement compact, A
l’algébre des fonctions complexes continues sur T tendant vers 0
a linfini, munie de la norme || f|| = sup|f(¢) et de I'involution

teT

[+ f. Alors A est une algébre de Banach involutive.

2) L’algebre involutive des endomorphismes continus d’un
espace hilbertien (n° 1, Exemple 2), munie de la norme usuelle, est
une algébre de Banach involutive.

3) L’algebre involutive .#'(G) des mesures bornées sur un
groupe localement compact (n° 1, Exemple 3), munie de la norme
usuelle, est une algébre de Banach involutive.

Soient A une algébre normée involutive, A I’algébre normée
déduite de A par adjonction d’un ¢lément unité. Munie de
I'involution définie au n° 1, A est une algébre normée involutive.

Si A est une algébre normée involutive, ’adhérence d’une
sous-algébre involutive est une sous-algébre involutive. Si M < A,
la plus petite sous-algébre fermée involutive contenant M est
appelée sous-algébre fermée involutive engendrée par M; c’est
I'adhérence de la sous-algebre engendrée par M u M*; si M
se réduit a un élément normal, elle est commutative. Le quotient
d’une algeébre normée involutive par un idéal bilatére fermé
auto-adjoint, le produit d’un nombre fini d’algébres normées
involutives, la complétée et l'opposée d’une algébre normée
involutive, sont de fagon naturelle des algébres normées
involutives.

Si A est une algébre normée involutive, et si f est une forme
linéaire continue sur A, on a || f*| = || f]|. L’ensemble A, des
¢léments hermitiens de A est un espace vectoriel norme réel.
Soient fune forme linéaire continue hermitienne sur A, et g = f|A,.
Ona || f| = lgll; en effet, il est clair que || f|| = |\gl|; d’autre part,
pour tout ¢ > 0,1l existe xe A tel que ||x|| < let|f(x) = [ fl — &;
en multipliant x par un scalaire de module 1, on peut supposer
f(x) = 0; alors

8G(x + x*) = 2 f(x) + f(xM) = fx) = | f] —e
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et comme |Hx + x*)| <1, on voit que |g| = || f] — & d’ou
notre assertion. On identifiera donc les formes lin¢aires continues
hermitiennes sur A et les formes linéaires continues réelles sur A, .

3. Algébres stellaires
DEFINITION 3.— On appelle algébre stellaire une algébre de

Banach involutive A telle que ||x||* = ||x*x| pour tout x e A.

Les exemples 1 et 2 du n® 2 sont des exemples d’algebres
stellaires (Esp. vect. top., chap. V, 2° éd., § 1). Par contre, 'exemple
3 n’est pas en général un exemple d’algébre stellaire.

Remarques. — 1) Soit A une algébre de Banach munie d’une
involution satisfaisant a I’axiome :
(D Ixl1? < flx*x].
On en déduit ||x]|? < |Ix*||. |x]l, d’ou ||x| < ||x*||, et, changeant
x en x*, on voit que ||x| = [|x*|. Alors (1) entraine
Ix[1? <l < flx]1%,

donc A est une algebre stellaire.
2) Soit A une algebre stellaire. Pour tout xe A, on a

Ixl = sup [Ixx'.
i<

En effet, il est clair que x| < | entralne |xx'| < |x|. Pour

prouver que |{x|| < sup [xx|, on peut supposer ||x| = 1. Alors,
il <1
Ix*| = 1, et fxx*| = |Ix|* = L

3) Soit A une algébre stellaire, uniféere. On a
112 = J*ty = |1,

done |[1]f = 1 ou 0. Si A # {0}, on en déduit ||1]] = 1, d’ol, pour
tout élément unitaire u, |ul| = Ju*ul|}’? = 1.

4) Soit (A;) une famille d’algebres stellaires. Soit A 'ensemble
des (x;) e I1A; tels que sup;|lx;]| <+ oo. Pour les lois

() + () = (x; + Yo Alxy) = (Ax), () (v) = (epy), (x)* = (xF)

et la norme |(x;)| = sup;||x;|[, on vérifie tout de suite que A est
une algébre stellaire appelée algébre stellaire produit des A;.
5) Soit A une algébre normée involutive. Si |x||? = ||x*x||

pour tout x € A, la complétée A de A est une algebre stellaire.
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PROPOSITION |.— Soient A une algébre de Banach involutive,
B une algébre stellaire, n un morphisme de I'algébre involutive A
dans lalgebre involutive B. On a ||n(x)|| < ||x|| pour tout x € A.

Observons que, pour tout ¢lément hermitien y de B, on a
121 = ly*pll = lIyl%, &0t [p*"II> " = [yl et par suite:

2 p(y) = liyll-
Ceci posé, pour tout x € A, on a Spg n(x) = Sp), x, donc

p(r(x)) < p(x) < [x]l,

donc, compte tenu de (2),

In()1? = lIn(x*x)| = plr(x*x)) < [x*x]| < [Ix]|*

PROPOSITION 2.— Soient A une algebre stellaire, A Ialgébre
involutive déduite de A par adjonction d’un élément unité. Il existe
sur A une norme et une seule prolongeant celle de A et faisant de A
une algébre stellaire.

L’unicité de cette norme résulte de la prop. 1.

Si A posséde un élément unité e, A est produit des idéaux
bilateres auto-adjoints A et C(¢ — ¢) (¢ désignant ’élément unité
de A). 1l suffit de poser, pour tout x € A et tout ieC,

Ix + Ae — e)ll = sup([x]l, [A]),
et A devient ainsi une algebre stellaire (remarque 4).

Supposons désormais que A ne possede pas d’élément unité.
Pour tout x e A, soit L, Popérateur de multiplication a gauche

par x dans A, et posons [ x| = ||[L.. Pour xe A, on retrouve
bien, d’aprés la remarque 2, la norme donnée sur A. D’autre
part, x— [ x| est une semi-norme sur A, et |xy|| < {x]. |yl

Cette semi-norme est une norme; car, soit x = A& — x' (Ae C,x € A)
un élément de A tel que xy = 0 pour tout y € A, et montrons que
x =0;s8 A#0, 17 x est unité a gauche dans A, donc 1~ 'x*
est unité a droite, donc A posséde un élément unité contrairement
a I'hypoth¢se; donc 4 =0, et alors |—x'|| =0, donc x' =0
et x = 0: on a bien prouvé que x— HxH est une norme. Comme
A est complet et de codimension 1 dans A, A est complet. Reste a
montrer (remarque 1) que |z[|? < ||z*z]| pour tout zeA, et il
suffit de le faire pour ||z|| = 1. Pour tout r < 1, il existe ye A
tel que |ly] <1 et ||zy|? = r; alors, comme zye€ A, on a:

lz*zl = lly*(z*2)yll = Gyl = Jzyl? = ¢
d’oll |z¥z] > 1.
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On dit que A, munie de la norme de la prop. 2, est I'algébre
stellaire déduite de A par adjonction d’un élément unité. On
notera que cette norme d’algébre stellaire sur A n’est pas celle
considérée au n°® 2.

PROPOSITION 3.— Soit A une algébre stellaire.

(i) Si h est un élément hermitien de A, Sp’ h < R.

(11) Si A posséde un élément unité et si u est un élément unitaire
de A, Sp uc U.

En vertu de la prop. 2, on peut supposer, pour prouver les
deux parties de ’énoncé, que A est unifere (et A # {0}). On a
lull = Jlu"'|| = 1 (remarque 3), donc Spu = U (§ 2, cor. 3 du th. 1).
D’autre part,

(exp(ih))* = (i 1_"“h">* = i (_i)'nhn = exp(—ih),

donc exp(ih) est unitaire; donc, si zeSph, on a exp(iz)e U,
de sorte que ze R.

PROPOSITION 4.— Soient A une algebre stellaire, B une sous-
algebre stellaire de A, et x € B.

(1) On a Sp), x = Spg x.

(i1) Si A posséde un élément unité appartenant a B, B est une
sous-algebre pleine et on a Sp, x = Spg x.

Par adjonction d’un élément unité, on voit que (i) résulte
de (i1). Prouvons (i1). Si x est hermitien, on a Spgz x < R, donc
Spg x = Spyx (§2, prop 6). Dans le cas général, si xeB est
inversible dans A, xx* est inversible dans A, donc dans B d’apres
ce qui précede, donc x est inversible a droite dans B; on voit de
méme que x est inversible a gauche dans B, donc inversible dans B;
donc B est une sous-algebre pleine et par suite Sp, x = Spg x.

4. Algébres stellaives commutatives

THEOREME 1. — Soient A une algeébre stellaire commutative, B
Palgebre stellaire des fonctions complexes continues sur X(A)
tendant vers O a linfini. Alors:

(1) tout caractére de A est hermitien,

(i) la transformation de Gelfand est un isomorphisme de
Palgebre stellaire A sur algébre stellaire B.
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Si ye A est hermitien, 9y est réelle (prop. 3). Donc ¥x* = ¥x
pour tout xe A, ce qui prouve (i). Comme les ¥x séparent les
points de X(A), et qu’en tout point de X(A) il existe une fonction
%x qui n’est pas nulle, ¥(A) est partout dense dans B (Top. gén.,
chap. X, 2¢ éd., §4, cor. 2 de la prop. 7). Pour achever la démons-
tration, il suffit maintenant de montrer que % est isométrique.
Or ||%y|| = llyll pour y hermitien (formule (2)), d’ou, pour tout
xeA, Ix]? = |x*x| = [19(*x)] = |%x. 9x|| = [%x|>

COROLLAIRE. — Soient A une algébre stellaire, x un élément
normal de A. Alors |x|| = p(x).

Comme x et x* engendrent une sous-algebre stellaire com-
mutative de A, il suffit de faire la démonstration pour A com-
mutative. Dans ce cas, le cor. résulte du th. 1.

5. Calcul fonctionnel dans les algébres stellaires

PROPOSITION 5.— Soient A une algébre stellaire unifere,
x €A un élément normal, S = Sp, x, A" I'algebre stellaire unifére
des fonctions complexes continues sur S. Il existe un morphisme
unifére @ et un seul de Ialgébre involutive A’ dans I’algébre involu-
tive A tel que @(z) = x, en notant z la fonction 2+ A sur S. Ce
morphisme est isométrique. Son image est la sous-algébre stellaire
uniféere de A engendrée par x, donc est composée d’éléments
nOrmaux.

Les polynémes en z et Z sont partout denses dans A’, et tout
morphisme de A’ dans A est continu (prop. 1), d’olt aussitdt
I'uniticé de ¢. Soit B la sous-algébre stellaire unifére de A
engendrée par x. Elle est commutative. L’application y+— x{(x) de
X(B) sur Spg x = S est continue et injective (car deux caracteres
de B égaux en x sont identiques d’apres le th. 1 (i)); cette applica-
tion définit un isomorphisme ¥ : A" — ¢(X(B)) qui transforme z en
%y x. L’isomorphisme::

-1

W KA
A’ —— €(X(B)) — B,

composé avec l'injection B — A, est le morphisme de la
proposition.

DEFINITION 4.—Si x est un élément normal de A et si
f€€(Spa x), I'élément @(f) de la prop. 5 se note f(x).
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On a
3) (f +8)x) = f(x) + gx)
(4) (f8)(x) = f(x)g(x)
(5) fx) = flx)*
(6) Hfe) =111

pour f,ge%(Spx). Si f est la restriction a S d’un polyndme
P(4,2), on a f(x) = P(x, x*) au sens algébrique usuel.
Avec les notations ci-dessus,

Spa f(x) = Spg f(x) = Spa- f = f(S),
autrement dit:

) Spa (f(x)) = f(Spa x).

PROPOSITION 6.— Soient A et B deux algébres stellaires
uniféres, @ un morphisme de A dans B, x un élément normal de A, de
sorte que @(x) est normal dans B. Soit f € €(Spa x). La restriction
de f & Spg @(x) étant encore notée f, on a p(f(x)) = f(e(x)).

Les applications f+— @(f(x)) et f+— f(p(x)) sont des mor-
phismes uniféres de %(Sp, x) dans B qui prennent la méme
valeur pour f(4) = 4 et pour f(/) = 1, donc ces deux applications
sont égales.

COROLLAIRE 1.— Soient A une algébre stellaire unifére com-
mutative, xe A et fe€(Spx). On a 9(f(x)) = f - %x.

COROLLAIRE 2. — Soient A une algébre stellaire unifére, et
x e A. Soient e €(Sp x) et ge€(Sp(f(x))) = G(f(Sp x)). Alors

gofetSpx) et (gof)x) = g(f(x))

L’application g+ (g f)(x) est un morphisme unifere de
%(Sp(f(x))) dans A qui transforme la fonction A— /A en f(x).
D’aprés I’assertion d’unicité de la prop. 5, (g o f)(x) = g(f(x)).

PROPOSITION 7.— Soient A une algébre stellaire unifére, x € A
un élément normal, et e O(Sp x). Les définitions de f(x) données
ci-dessus, et au § 4, n° 8, déf. 1, coincident.

Prenons f(x) au sens de la déf. 4. L’application f— f(x),
restreinte a O(Sp x), est un morphisme unifére continu de O(Sp x)
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dans A qui transforme la fonction A— A en x, donc est le
morphisme du §4, th. 3.

PROPOSITION 8.— Soient A une algeébre stellaire, xe A un
élément normal, S =Sp'x, A’ Palgébre stellaire des fonctions
continues sur S nulles en 0. Il existe un morphisme ¢ et un seul de
Palgebre involutive A" dans Ualgébre involutive A tel que ¢(z) = x.
Ce morphisme est isométrique. Son image est la sous-algébre stellaire
de A engendrée par x, donc est composée d’éléments normaux.

Comme les polynémes en z et Z sans terme constant sont
partout denses dans A’, 'unicité de ¢ est immédiate. L’existence
résulte de la prop. 5 en adjoignant & A un élément unité (prop. 2).

Si fe A, 'image de f par ¢ se note f(x).

Remarque. — Tous les résultats de ce n° s’étendent sans
difficulté, mutatis mutandis, au morphisme de la prop. 8.

Soit x un élément hermitien de I'algebre stellaire A. Son
spectre est réel. Considérons les fonctions continues de variable
réelle

l'_')fl(t) = SUP(I, 0)3 tH.fZ(t) = SUp(”‘I, 0)9 t'_)f3 t) {tl

On pose x* = f;(x), = f5(x), |x| = abs(x) = f3(x). Comme les
fonctions f,, f5, f3 sont réelles, x*, x7, |x| sont des éléments
hermitiens de la sous-algébre stellaire de A engendrée par x.
Comme les f; sont a valeurs >0, on a

(8) Sp(x") =R., Spx7)=R,, Sp(x)) =R,

Comme f(t) — f(1) = ¢, fi(t) + f5(t) = f3(1) et f,(1)/>(t) = 0, on a
(9) x=x"—x", x| = x" + x7, xTxT =x"x"=0.

La norme de |x| est égale a celle de x, les normes de x* et x~
sont majorées par celle de x.

Supposons Sp’ x < R, . Soient o€ R* | et g la restriction a
Sp’ x de la fonction ¢+ #*. On pose g(x) = x* Ainsi, x* est un
¢lément hermitien de la sous-algébre stellaire de A engendrée par
x. On a Sp’ x* @ R, . Pour o, f e R% | il est immédiat que

(10) x®xP = xoth (xcx)ﬂ — xal}.
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PROPOSITION 9. — Soit x un élément hermitien de A tel que
Sp’ x < R, . Soit we R% . Alors x'™ est 'unique élément hermitien
y de A tel que Sp'y < R, et y* = x.

On sait déja que Sp'(x'/*) = R, et que (x'/*)* = x. Soit y un
¢lément hermitien de A tel que Sp’y < R, et y* = x, et prouvons
que y = x!”. En considérant la sous-algébre stellaire de A
engendrée par y (sous-algébre stellaire qui contient x, donc x!/%),
on est ramené au cas ou A est commutative. Mais alors notre
assertion est conséquence immeédiate du th. 1.

6. Algébre stellaire enveloppante d’une algébre de Banach involutive

Lemme 1. — Soit A une algébre involutive sur C et soit p une
semi-norme sur A. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) On a p(xy) < p(x)p(y), p(x*) = p(x) et p(x)* = p(x*x) quels
que soient x,y € A.

(i1) Lensemble 9t des x tels que p(x) = O est un idéal bilatére
auto-adjoint de A, et la norme déduite de p fait de A/M une algébre
normée involutive dont la complétée est une algébre stellaire.

(iii) Il existe un morphisme d’algeébres involutives ¢ de A dans
une algebre stellaire tel que p(x) = ||o(x)|l.

Il est immédiat que (i) = (ii) = (ii1) = (i).

Une semi-norme satisfaisant aux conditions du lemme sera
appelée une semi-norme stellaire sur I'algébre involutive A.

Supposons maintenant que A soit une algebre de Banach
involutive et soit S 'ensemble des semi-normes stellaires sur A.
On a p(x) < |x| pour tout xe A et tout peS (prop. 1). La fonc-

tion x— |Ix|l, = sup p(x) est une semi-norme stellaire sur A, qui
peS
est évidemment la plus grande semi-norme stellaire.

DEFINITION 5. — Soit M [Pensemble des xe A tels que
Ixll, = 0. L’algébre stellaire complétée de A/MN pour la norme
déduite de x — ||x||, est appelée I'algébre stellaire enveloppante de
l'algébre de Banach involutive A et est notée Stell(A) ou St(A).

PROPOSITION 10. — Soient A une algébre de Banach involutive,
j le morphisme canonique de A dans St(A). Pour tout morphisme ¢
d’algébres involutives de A dans une algébre stellaire B, il existe un
morphisme ¢’ d’algébres stellaires, et un seul, de St(A) dans B tel

que ¢ = @' j.
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En effet, la fonction x+— ||@(x)|| est une semi-norme stellaire
sur A. On a donc [¢(x)|| < ||x||, pour tout x € A; le morphisme
définit par passage au quotient un morphisme continu de A/R
dans B, qui se prolonge par continuité a St(A). L’unicité de ¢’ est
évidente.

I1 est clair que si A est commutative (resp. posséde un élément
unité) alors St(A) est commutative (resp. posséde un élément unité).

COROLLAIRE.— Soient A une algébre de Banach involutive
commutative, j le morphisme canonique de A dans St(A). L’applica-
tion X(j) est un homéomorphisme de X(St(A)) sur le sous-espace
H de X(A) formé des caractéres hermitiens.

En effet, un caractére hermitien n’est pas autre chose qit’'un
morphisme d’algébres involutives a valeurs dans ’algébre stel-
laire C. II résulte donc de la prop. 10 que X(j) est une bijection
de X(St(A)) sur H. De plus, sur X(St(A)), les topologies de la
convergence simple sur j(A) ou sur St(A) sont les mémes, car j(A)
est dense dans St(A) et X(St(A)) est équicontinu. Par suite, X(;)
est un homéomorphisme.

Identifions X(St(A)) a H grace a X(j). Alors, si xeA, la
fonction % 4(j(x)) n’est autre que la restriction 2 H de % ,(x).

PROPOSITION 11.— Soient A une algebre de Banach involutive,
R le radical de A. Si xe R, son image canonique j(x) dans St(A)
est nulle.

En effet, on a x*xeR, donc Sp,(x*x) = {0} (§1, n° 3,
remarque 3), donc Sp'g,,(j(x)*j(x)) = {0}, donc [j(x)*j(x)] =0
(n° 3, formule (2)), donc j(x) = 0.

7. Algébre stellaire d’un groupe localement compact

Soit G un groupe localement compact. Soit A Palgébre de
Banach involutive des mesures bornées sur G admettant une
densité par rapport a une mesure de Haar. On appelle algébre
stellaire de G et on note Stell(G) ou St(G) l'algebre stellaire
enveloppante de I’algébre de Banach involutive A. Si on choisit
une mesure de Haar a gauche sur G, A s’identifie canoniquement
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a LY(G), et on peut donc définir St(G) comme ’algébre stellaire
enveloppante de LY(G).

Choisissons une mesure de Haar a gauche sur G. On sait
(Intégr., chap. VIII, § 4, prop. 6) que pour pe .#*(G) et f e LX(G),
on a u *feL?*G). Siy(n) désigne ’endomorphisme [+ p * f de
L?(G), on sait que y est une représentation de l'algeébre .#'(G)
dans Palgebre de Banach B = #(L*(G)) des endomorphismes
continus de L*(G) (Intégr., chap. VIII, §4, cor. de la prop. 6).
D’autre part, on sait que y(j1) est le transposé de I'endomorphisme
y(u) (Intégr., chap. VIIL, §4, n° 3). Il en résulte aussitoét que y(p*)
n’est autre que 'adjoint de y(u), et y est un morphisme d’algébres
involutives de .# '(G) dans I'algébre stellaire B, appelé représenta-
tion réguliére gauche de .#*(G) dans L*G). D’aprés Intégr.,
chap. VIII, §4, n° 7, prop. 19, cette représentation est injective.

Par restriction a LYG), y définit un morphisme injectif
d’algébres involutives de L!(G) dans B (appelé représentation
réguliére gauche de LY(G) dans L*(G)) et il existe un morphisme
v :St(G) —» Btelquey = ¥’ o j, ol jdésigne I'application canonique
de L*(G) dans St(G). On dit que y’ est la représentation réguliere
gauche de St(G) dans L?*(G) (cette représentation n’est pas en
général injective). Par abus de notation, nous poserons encore:

(11) ¢ *f=7(@)f)
pour fe L*G) et ¢ € St(G). On a:
(12) le=fli, < llelllfl,.

PROPOSITION 12.— Lapplication canonique de 1'(G) dans
St(G) est injective.

Puisque vy est injectif, ceci résulte aussitdét de I'égalité
Y=7°0.

COROLLAIRE. — Lalgébre L*(G) est sans radical.
Ceci résulte des prop. 11 et 12.

On identifie donc L!(G) a4 une sous-algébre involutive dense
de St(G). L’injection canonique de L'(G) dans St(G) est alors
continue.

Supposons maintenant que G soit unimodulaire. On peut
alors répéter les mémes arguments a partir de l’application
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(fs wy— f =it =8 (f) de LA(G) x .#(G) dans L*(G). On définit
de méme [ = ¢ pour fe L*G) et ¢ € St(G).
De plus, on a, pour fe LY G) et ¢,y e SH(G):

(13) (@ = f) b = @ =(f =),
En effet, cette formule est vraie pour ¢, € L'(G); et les applica-

tions (@, ) — (@ * f) . (@, ) — @ *(f =) sont des applications
bilinéaires continues de St(G) x St(G) dans L*(QG).

8. Endomorphismes positifs des espaces hilbertiens

Soient E un espace hilbertien complexe, et x € Z(E). Rap-
pelons (Esp. vect. top., chap. V, 2° éd., § 1) que x est dit positif s
(x£|&) = 0 pour tout & € E, et qu’on écrit alors x = 0. Les ¢léments
positifs de #(E) sont hermitiens (loc. cit.).

D’autre part, quand on parle du spectre d’un ¢lément de
Z(E), 1l s’agit de son spectre relativement a I'algebre unifére Z(E).

ProPOSITION 13. — Soit x € Z(E). Les conditions suivantes sont
équivalentes:

(1) x est positif;

(1) x est hermitien, et Spx < R, ;

(iii) il existe un élément hermitien y de L(E) tel que x = y*;

(iv) il existe une application linéaire continue z de E dans un
espace hilbertien telle que x = z*z.

(1) = (ii): supposons x = 0. On sait que x est hermitien,
donc Sp(x) = R. Montrons que Sp(x) = R,, c’est-a-dire que
/4 4 x cst inversible pour tout 4 > 0. Si (e Eetsi [£] =1, 0ona

12+ x)l| = (4 + x)EE) = Al = 4.

Ceci prouve que /A + x est une application bijective et bicontinue
de E sur Im(4 + x), donc que Im(4 + x) est complet et par suite
fermé. D’autre part, Ker(Z + x)* = Ker(/ + x) =0, donc
Im(2 4+ x) est dense dans E (Esp. vect. top., chap. V, 2¢ éd., §1).
Donc /4 + x est inversible dans #(E).

(1) = (1i1) : si x est hermitien et si Sp(x) < R, , on peut former
y=x"%etonax = y%

(i) = (iv): évident.

(1v) = (1): si x = z*z, on a, pour tout £€E,

(x&8) = (z*z¢[E) = (2¢]z8) = 0.
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COROLLAIRE. — Si x, y sont deux éléments positifs permutables
de #(E), onaxy = 0.
En effet, x'/? et y*'? sont permutables, donc

xy = y1/2xy1/2 _ (x1/2y1/2)*(x1/2y1/2) > 0.

Rappelons (Esp. vect. top., chap. V, 2° éd., § 1) que, pour tout
¢lément hermitien x de #(E), on a posé

m(x) = inf (x§), M(x)= sup (x¢[E)
&eE, i€l =1 ZeE, & =1

ProrosiTioN 14. — Soit x un élément hermitien de ¥(E)

(1) m(x) est la borne inférieure de Sp x, et M(x) est la borne
supérieure de Sp(x).

(i) Si E # 0, on a ||x|| = sup(jm(x], |]M(x))).

Soit e R. Pour que A minore Sp(x), il faut et il suffit que
Sp(x — 4) = R, c’est-a-dire que x = 4, C’est-a-dire que m(x) = 4;
donc m(x) est la borne inférieure de Sp(x), et on voit de méme
que M(x) est la borne supérieure de Sp(x). D’aprés (2), on a
p(x) = |Ix]l; si E # 0, Sp(x) est non vide et p(x) = sup |4, donc

B . A€Sp(x)
(1) résulte de (i).

Soient E, F des espaces hilbertiens complexes, et z € Z(E ; F).
On a z*ze #(E) et z*z > 0, donc on peut former (z*z)'/?, qui
est un élément positif de #(E).

DEFINITION 6. — On dit que (z*z)'? est la valeur absolue de
z, et on la note |z| ou abs(z).

Lorsque ze #(E) est normal, on a |z] = f(z) en notant f la
restriction & Sp(z) de la fonction {+— [{| (en effet, |{| = ({0)1/?
pour tout nombre complexe (). En particulier, pour z hermitien,
la déf. 6 redonne bien la définition adoptée au n°® 5.

PrOPOSITION 15. — Soient ze #(E; F), M le sous-espace initial
de z (c’est-a-dire (Esp. vect. top., loc. cit.) le supplémentaire ortho-

gonal de Ker z), et N le sous-espace final de z (c’est-a-dire Im z).
(1) On a Ker(abs z) = Ker z, Im(abs z) = M, [abs(z)l| = |z].
(1) Il existe une application partiellement isométrique u de E
dans F et une seule telle que Keru = Ker z et z = u(abs z).



76 ALGEBRES NORMEES Chap. [, §7

(ii1) u admet M pour sous-espace initial, N pour sous-espace
Sfinal.

(iv) Soient z, un élément positif de L (E) et u, un élément
partiellement isométrique de L (E;F) tels que Ker(u,) = Ker(z,) et
z=u,z,. Alors z, = absz et u, = u.

On a, pour tout (€ E,

(14) 128]1? = (2*2£18) = ((abs 2)°¢[¢) = [/(abs 2)E||*.

Donc Ker(z) = Ker(abs z), et |jabsz| = ||z||. Comme absz est
hermitien, Im(abs z) est le supplémentaire orthogonal de Ker(abs z)
(Esp. vect. top., chap. V, 2¢ éd., § 1), d’ou (i).

La formule (14) prouve qu’il existe une application iso-
métrique v de Im|z| sur Imz telle que z¢& = v(abs z)é pour tout
& € E. Soit u 'unique élément de #(E; F) qui prolonge v et s’annule
dans Kerz. Alors u possede les propriétées de (it). L’unicité
énoncée dans (ii) est immédiate puisque E = (Ker z) @ (Im abs z).

Il est clair que M est le sous-espace initial de u. Son sous-
espace final est (M) = u(Imabsz) = Imz = N.

Soient z, et u, avec les propriétés de (iv). On a

z*z = zutu,z,,

utTu, est lorthoprojecteur de noyau Ker z; (Esp. vect. top.,
chap. V, 2¢ éd,, §1), donc d’image Imz,. Donc z*z = z? et par
suite z; = (z*z)}/? (prop. g). Alors u, coincide avec u sur Im(abs z)
et sur Ker z, donc u, = u. ‘

On dit que le couple (u, abs z) est la décomposition polaire
de z.

PROPOSITION 16. — Soit (u, |z|) la décomposition polaire de z.
(1) On alz| = u* .z
(i) On al|z*| = u .|z} . u*.

(i) La décomposition polaire de z* est (u*, |z*|).

Comme wu*u est l'orthoprojecteur de E sur Imlz|, on a
u*z = u* . u.lz| = |z|, d’ou (i). Ensuite,
z¥ = |z] . u* = (utulz]) . u* = u* . (u.|z]. u¥).

D’autre part, ulM et u*|N sont des isométries réciproques de M
sur N et de N sur M; donc u.lz].u* a pour noyau le supplé-
mentaire orthogonal de N, et est positif. Compte tenu de la prop.
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15(iv), on voit que (u*, u.|z|.u*) est la décomposition polaire de
z*, ce qui prouve a la fois (ii) et (iii).

PROPOSITION 17. — Soit (u, |z|) la décomposition polaire de z.
Pour que z soit bijectif, il faut et il suffit que |z| soit inversible dans
ZL(E) et que u soit un isomorphisme de I'espace hilbertien E sur
Pespace hilbertien F.

La condition est évidemment suffisante. D’autre part, si z est
bijectif, z*z est inversible dans Z(E), et (z*z)'/? également. En
outre, Kerz =0 et Imz = F, donc u applique isométriquement
E sur F.

PrOPOSITION 18. — Soient ze L(E), et (u, |2|) la décomposition
polaire de z. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) z est normal;

(1) u et |z| sont permutables;

(ii1) il existe un élément unitaire v de ¥(E) permutable a
|z| tel que z = v . |z|.

(i) = (ii): si z est normal, on a |z¥ = (zz*)!/? = (z*2)'/? = |4,
donc, compte tenu de la prop. 16 (ii),

Zlou= |z u=u.lz|.u* . u=u.lz.

(11) = (i11): si u.|z| = |z].u, u laisse stables les sous espaces
de #(E) qui coincide avec u sur Im |z| et avec I'identité sur Ker z;
alors v est unitaire, permutable a |z], et z = v.|z| supplémentaires
orthogonaux Ker|z| et Im|z]; soit v I’élément.

(iii) = (i) si les conditions de (iii) sont remplies, on a

zz* = v z? .v* = z)2 . wo* = |z)? = 2%z

§ 7. — Algébres de fonctions continues sur un espace compact
1. Sous-algébres de €(C)) (), espace compact)

PROPOSITION 1.— Soient Q un espace compact, B une sous-
algébre unifére de €(Q). On suppose B munie d’une norme qui fait
de B une algébre de Banach.

(i) Linjection canonique de B dans €(QQ) diminue les normes.

(i1) B est sans radical.

(iii) Pour tout t e X, soit @(t) le caractére f+— f(t) de B. Alors
@ est une application continue de Q dans X(B).
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(iv) Si B sépare les points de Q, ¢ est un homéomorphisme de Q
sur une partie fermée de X(B).

(v) Si X(B) = ¢(€2), B est une sous-algébre pleine de €(L2).

(vi) Si B est une sous-algébre involutive pleine de €(Q) on a
X(B) = ¢(Q).

(vil) Si B est une sous-algébre pleine de €(Q), et s’il existe
un a € B tel que les éléments f(a) (f, fonction rationnelle sans péle sur
Spg a) soient partout denses dans B, on a X(B) = @(Q).

Nous identifierons Q a X(%4(Q)) et %, a lapplication
identique (§ 3, n® 2). Alors ¢ = X(h) en désignant par h I'injection
canonique de B dans %(Q), d’ou (iii). Pour toute feB et tout
teQ, ona (%5 f)p(t) = f(t), dou:

(1) | fllg = sup|%9pf| = I flew

et ceci entraine (i) et (ii). St B sépare les points de Q, ¢ est injec-
tive, d’ou (iv) puisque Q est compact. L’assertion (v) résulte du
§ 3, prop. 7, et ’assertion (vii) du § 3, prop. 8. Enfin, supposons
que B soit une sous-algébre involutive pleine de %(Q). Soit 3 un
idéal maximal de B et soit @ I’ensemble des t € Q tels que f(t) = 0
pour toute fe€3. Si ® = ¢, il existe un recouvrement ouvert
(Vi,...,V,) de Q et, pour tout ie(l,n}, une f;e3J telle que
Jf{t) # 0 pour tout teV;,. Comme B est involutive, on a

.ififieﬁ.

Or Y f.f: est inversible dans 4(Q), donc dans B puisque B est
i=1

pleine, d’ot absurdité. Donc ® posséde au moins un point .

Le caractére correspondant de B a un noyau contenant 3, donc

égal a 3. Ainsi tout point de X(B) est I'image par ¢ d’un point

de Q.

Exemple. — Soient Q = (0,1), B I'algebre des fonctions
f:Q - C admettant des dérivées continues sur (0, 1) jusqu’a
Pordre n, munie de la norme considérée au §2, Exemple 2. 11 est
clair que B est une sous-algebre involutive pleine de 4(Q) séparant
les points de Q, donc X(B) s’identifie a Q.

PrROPOSITION 2.— Soient Q un espace compact, B une sous-
algébre de Banach unifére de €(Q) (pour la norme induite), séparant
les points de Q. On identifie Q a une partie fermée de X(B) = Q.
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(i) Pour toute fe B, %5 f prolonge f et on a || f|| = sup|¥9;fl,
de sorte que %y est un isomorphisme isométrique de B sur une sous-
algébre de Banach de ().

(ii) Soit B* Pensemble des éléments inversibles de B. Pour tout
x e, il existe une mesure positive p de masse 1 sur Q telle que,
pour toute f € B¥*, on ait

loglx(/)l = |_logl fle)l du(co)

(ili) Siy et u possédent les propriétés de (1), on a, pour toute
feB,

x(f) = | _fle) due).

(iv) Supposons que tout élément de €g(QQ) soit limite uniforme
de parties réelles de fonctions de B. Pour tout y € ', il existe une
mesure y, = 0 et une seule sur Q telle que

x(f) = | fle) du o)
pour toute f € B. En outre, on a

loglx(/)l < | _logl f(@)] du,()

pour toute f € B.

(On convient que log 0 = — oo. La fonction log| f| est bornée
supérieurement, de sorte que 'intégrale de droite est un nombre
fini ou —o0.)

L’assertion (i) résulte des inégalités (1).

Soient ye Y, 4,,...,4,eR et f,,....f, €B* Montrons que

n n
Y Alogl(f)l < sup ¥ A logl fiw).
i=1 weQ i=1
Par raison de continuité, il suffit de le prouver quand les 4,
sont rationnels, donc, par réduction au méme dénominateur,
quand 4; € Z pour tout i. Mais I'inégalité s’écrit alors

loglx(f{'... finl < sup logl(f{*. .. fiH ),

et résulte du fait que ||x|| = 1.

Soit B’ le sous-espace vectoriel de @R(Q) engendré par les
log| f|, ou feB* Ce qui précéde prouve qu’il existe une forme
linéaire h de norme <1 sur B’ telle que logly(f) = h(log| f|) pour
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toute f€ B*. Ensuite, h se prolonge en une forme linéaire u de
norme <1 sur %g(QQ), c’est-a-dire en une mesure réelle u sur Q
telle que ||uf| < 1. En prenant pour élément f de B* la constante e
(= exp 1), on voit que 1 = u(1). Donc

t=p M) —p <™ D +p )= llgl =1

dotpu=pu" =20et |u] =1
Supposons que y et u possédent les propriétés de (ii). Pour
toute f € B, on a exp f € B*, donc

J, 25 du = | loglexp f] du = loghx(exp )

= loglexp x(f)l = Zx(f).

Changeant f en if, on en conclut que f, fdu = x(f) pour toute
feB.

Plagons-nous dans les hypotheses de (iv). L’existence de u,
résulte de (i) et (iii). D’autre part, on a, pour toute feB,
WARf) = ZA((f)), donc p, est déterminée de maniére unique par
% puisque Z(B) est partout dense dans %R(Q2). Soit f € B. 1l existe,
pour tout ¢ > 0, une fonction g € B telle que

(2) Rg — e < log(l f| + &) < %g + .

Soit h = exp g € B*. D’aprés (2), on a

(3) |hle™ < |f] + ¢

“4) |f] + & < |hle".

D’aprés (4), on a | fh™!] < &, d’ou [x(fh~ 1) < ¢, et par suite
(5) logh(/)] < loglx(h)| + & = | loglhl dys, + ¢.

D’aprés (3) et (5), on a
(6) loghy(f) < jﬂlog(lf | + &) du, + 2e.

Comme ¢ > 0 est arbitraire, on en déduit que

logix(f) < | _logl.f1 dp,.

Nous nous proposons maintenant de réaliser «concréte-
ment » les données Q, B, ', 4, de la prop. 2.
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Soient A un ensemble, Q,; une partie compacte de C*. On
notera P(Q;) la sous-algébre de Banach unifere de 4(Q,) formée
des fonctions sur Q; qui sont limites uniformes sur Q, de fonctions
polynémes. Les fonctions coordonnées z;|Q2; engendrent topo-
logiquement P(Q,), et P(Q,) sépare les points de Q. Soit Q
I’enveloppe polynomialement convexe de Q;. Comme

sup |p(z)| = sup |p(z)]

zeQd{ zeQdy
pour tout pe C[(X,);ca), les suites de polynémes uniformément
convergentes dans Q, se prolongent de maniére unique en suites
de polyndémes uniformément convergentes dans Q) ; il existe donc
un isomorphisme isométrique et un seul de P(Q,) sur P(Q}) qui,
pour toute fonction coordonnée z, sur C*, transforme z,/Q, en
z,|Q} . Cet isomorphisme sera dit canonique. Ceci posé:

PrROPOSITION 3.— OQutre les données de la prop. 2, soit (x,)
une famille d’éléments engendrant topologiquement I’algéebre unifére
B. On pose A = €(Q). On considére le diagramme commutatif:

o———q

® 9’

Spal(x:)—FSps((x))

ou ¢, @ sont les applications définies par (x,), i et j les injections
canoniques. Alors:

(i) @ et @' sont des homéomorphismes;

(11) Spgl(x;)) est UPenveloppe polynomialement convexe de
Spal(x,);

(i) @ transforme A en €(Spa((x;))) et B en P(Spa((x,));

(1v) @' transforme %(B) en P(Spg((x;)));

(V) @ et @' transforment %y en lisomorphisme canonique de
P(Spal(x,))) sur P(Spg((x,)))

Rappelons que ¢ et ¢’ sont toujours continus et surjectifs.
Ici, ¢ est bijectif (§ 3, prop. 9 (i), et i est injectif, donc ¢ est
injectif. Donc ¢ et ¢ sont des homéomorphismes. L’enveloppe
polynomialement convexe de Q, = Spu((x;)) est Q) = Spsl(x,))
d’apres le § 3, cor. 1 de la prop. 9. Notons z, (4 € A) les fonctions
coordonnées sur C*. Il est clair que ¢ transforme x; en z,|Q, et
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que ¢’ transforme %X, en z,|Q; , donc ¢ et ¢’ transforment B en
P(Q,), %(B) en P(Q)) et % en l'isomorphisme canonique de
P(Q,) sur P(Q)).

2. Cas ou Q < CA

Soient A un ensemble, Q une partie compacte de C*. Puisque
P(Q2) sépare les points de Q, on identifiera Q a une partie de
X(P(Q)). Soient z; les fonctions coordonnées sur CA.

PROPOSITION 4.— (1) L’application de X(P(Q)) sur Sppe((z;))
définie par (z;) est un homéomorphisme 0 de X(P(Q)) sur I'enveloppe
polynomialement convexe Q' de Q, qui se réduit a Iidentité sur Q.

(i1) Pour toute feP(Q), 'homéomorphisme 6 transforme le
prolongement %pq,f de f a X(P(Q)) en un prolongement f de f a
Q' et f+> f est Pisomorphisme canonique de P(Q) sur P(QY).

Dans la prop. 3, prenons B = P(Q) et x; = z,. Alors ¢
devient I'application identique et I’énoncé de la prop. 3 sc réduit
a celui de la prop. 4.

COROLLAIRE.— Si Q est connexe, son enveloppe polynomiale-
ment convexe est connexe.

Si Q est connexe, les seuls idempotents de €(€2), donc de
P(Q2), sont 0 et 1. Donc X(P(Q)) est connexe (§ 4, prop. 12), donc
I’enveloppe polynomialement convexe de Q est connexe (prop.

4 (1))

3. CasouQ c C

Soient 2 une partie compacte de C, O, la composante
connexe non bornée de C — Q, (0,) la famille des composantes
connexes bornées (les O; étant deux a deux distinctes). Soit enfin
E une partie de C — Q. On désignera par Ri(Q) 'adhérence dans
€ () de ’'ensemble des f|Q, ou f est une fonction rationnelle dont
tous les pdles sont dans E. C’est une sous-algébre de Banach
unifére de %(Q) qui sépare les points de Q. Soit z la fonction
identique sur Q. Alors la sous-algébre fermée pleine de Ry(Q)
engendrée par z est Ry(Q). Les éléments de Ri(Q?) sont holo-
morphes dans Pintérieur de Q.

En particulier, R 5(Q) = P(Q). On pose R¢ _ o(Q2) = R(Q). On
notera I(E) I’ensemble des iel tels que EnO; = ¢, et Qg
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Fensemble Q uU(l_JO)); Qg est compact, car borné et fermé
iel(E)
(son complémentaire dans C étant ouvert).

PROPOSITION 5.— (i) L’application de restriction

Re(Qg) - Rg(Q)

est un isomorphisme isométrique de Rg(Qg) sur Rg(Q).

(1)) RE(Qg) est une sous-algébre pleine de 6(Qp).

(ii1)) Tout caractére de Rg(Qg) est défini par un point de Q.

(iv) L’application y+> y(z) est un homéomorphisme de
X(Rg(Q)) sur Q.

(v) Si E est une partie de C — Q, les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) Re(Q) = Re(Q); b) Qp = Qg5 o) I(E) = I(E).

I1 est clair que 'application de restriction h de Rg(Qg) dans
RE(QQ) est un morphisme. Comme la frontiere de Qp est contenue
dans Q, le principe du maximum montre que s est isométrique.
Montrons que h est surjectif. Soit g € Rg(Q). 11 existe une suite de
fonctions rationnelles f, dont les péles appartiennent a E et qui
convergent uniformément vers g sur Q; les f, sont holomorphes
dans Qg et la frontiere de Q est contenue dans €, donc, d’apres
le principe du maximum, les f, convergent uniformément sur Qg
vers un élément f de Rg(Qg); et 'on a g = f|Q. D’ou (i).

Soit zg 'application identique de Q. D’apres le §2, cor. de
la prop. 6, Spr.(ag) Ze €St réunion de Spyq,, ze = Qg et de certaines
composantes connexes du complémentaire de Qg ; si O; est I'une
delles, il existe /e En O;; puisque (4 — zg) ' e Re(Qg), on a
/.¢ SPreiap) Ze» donc O; n’est pas contenue dans Spg o) Zk-
Ainsi,  Spg_ap) 2e = Q. Par ailleurs, Spgo)Z = SPrpwe) Ze
d’aprés (i). Ceci prouve (iv), et (ii), (iii) résultent de la prop. 8 du § 3,
appliquée a P’injection canonique de Rg(Qg) dans €(2;). Prouvons
(v); (b) = (c) est clair, et (a) = (b) d’apres (iv). Supposons Qp = Q.
et montrons que Ry(Q)) = R (Q); comme Qp = Qg = Q¢ g/, On
peut supposer E < E'; d’aprés (it) Rg(Qg) est une sous-algebre
fermée pleine de €(Qy) donc de Rg.(Qg) contenant zg, d’ou

Re(Qg) = Rp(Qp)

et d’apres (i)
Re(QQ) = Re(Q).
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COROLLAIRE 1.— Les conditions suivantes sont équivalentes:

a) E rencontre tous les O;.

b) L’application y+— x(z) est un homéomorphisme de X(Rg(€2))
sur Q.

¢} Rg(QQ) = R(Q).

Soit E' = C — Q. Les conditions a), b), ¢) sont respectivement
équivalentes & I(E) = I(E), Q = Qg (d’apres la prop. 5 (iv)),
Re(©Q) = Re(Q). Elles sont donc équivalentes entre elles d’apres
la prop. 5 (v).

COROLLAIRE 2.-— Pour tout i€ l, soit A; un point de O;. Soit
f une fonction complexe holomorphe dans un voisinage ouvert de
Q. Alors f|Q est limite uniforme de restrictions a Q de fractions
rationnelles dont les poles sont certains des 4;.

Ceci résulte du cor. 1, et de la prop. 4 du § 4.



APPENDICE

Soient A un ensemble, ® une partie de C*. 1l est clair que les
conditions suivantes sont équivalentes:

(1) 11 existe une famille (P;) d’éléments de C[(X,);ca] €t une
famille (M;) de nombres réels finis ou non telles que ® soit
I’ensemble des (c;) e C* vérifiant les inégalités |P((c,))| < M;.

(ii) Pour qu’un point (c;) de C* appartienne a ®, il faut et
il suffit que |P((c,))l < sup|P(c)| pour tout P e C[(X))].

ce®
Une telle partie de C* est dite polynomialement convexe.

Toute intersection de parties polynomialement convexes de
C* est polynomialement convexe. Dong, étant donnée une partie
quelconque ¥ de C*, il existe une plus petite partie polynomiale-
ment convexe ® de C* contenant W. On dit que ® est 'enveloppe
polynomialement convexe de W. C’est ensemble des (c;) e C* tels
que [P((c;)) < sup[P(c) pour tout Pe Cl(XW])-

Si ¥ est fermé, C* — W est ouvert, donc localement connexe;
donc chaque composante connexe de C* — ¥ est ouverte. Si de
plus A est fini, le principe du maximum montre que toute com-
posante connexe bornée de C* — ¥ est contenue dans @.

Soient A’ une partiec de A, ¥’ = pr,.'¥, et @ ’enveloppe
polynomialement convexe de ¥’ dans C*. Comme tout élément
de C[(X,);ca:] s’identifie & un ¢€lément de C[(X));cal, Oon a
D' o pryd.

Lemme 1.— Soient ® < C» une partie compacte polynomiale-
ment convexe, Q0 un voisinage de ®. Il existe une partie finie A,
de A telle que, pour toute partie A’ de A contenant Ay, pry(€)
contienne I’enveloppe polynomialement convexe de pr (D).

Puisque ® est compact, @ est contenu dans un produit de
disques compacts D; de centre 0 et de rayons R; (1€ A). Pour
tout P e C[(X,)], soit ®p 'ensemble des de C* tels que

|P(d)| < sup|P(c).

ced

On a:
(1) CDz(HDA)m(Q(DP)cQ.

Comme [ ] D, est compact, il existe P, ,..., P e C[(X,)] tels que:
A

) (ID) A ®p .. OBy = Q.
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Soit A, ’ensemble des indices des variables figurant effectivement
dans P, ,..., P,. Soit A’ une partie de A contenant A, . Soit E la
partiec de C* définie par les inégalités ¢, < R, (AeA) et
[P{(c))l < sup|Pyc) (i =1,...,q). Alors E est polynomialement
ced

convexe. D’apres (1), pro(®) = E. D’autre part, soit (¢;);.a €E;
s0it (d;);ca I'élément de C* défini par d, = ¢, pour Ae A, d, = 0
pour A A — A’; alors, d’aprés (2), (d;) € Q, donc (c;) € pro({Q).
Ainsi, E < pr,(€), ce qui achéve la démonstration.

Lemme 2. — Soient n un entier >0, et ® une partie compacte
polynomialement convexe de C". Alors ® admet un systéeme fonda-
mental de voisinages compacts polynomialement convexes.

Il existe un polydisque compact A de C" dont I'intérieur
contient @, et une famille (P;);, d’éléments de C[X,,X,,...,X,],
tels que @ soit ’ensemble des (z,,...,z,) € A vérifiant

IPi(Zl 3 7Zn)l < Mi

pour tout i. Pour toute partie finie J de I et tout & > 0, soit ®;,
I’ensemble des (z;,...,z,)€A tels que |P{z,,...,z,)| < M, + ¢
pour i € J. Alors chaque @, , est un voisinage compact polynomiale-
ment convexe de @, et D'intersection des ®;, est ®. Donc les
®, ., forment un syst¢me fondamental de voisinages de @ (Top.
gén., chap. I, 4° éd., §9, th. 1).



EXERCICES

§1
1) Soient (e, , e,) 1a base canonique de R?, u I’élément de A = Z(R?)
défini par u(e;) = e, ,ufe;) = —e,; . Montrer que

Spa) = &, Spa?) = {—1}.

2) Soient u la mesure de Lebesgue sur (0, 1}, H Pespace hilbertien
L2({0,1), u), A = £(H), et x € A 'opérateur qui transforme la fonction
£(¢) en la fonction ¢f(t). Montrer que Sp, x = (0, 1), mais que x n’admet
aucune valeur propre.

3) a) Soient H un espace hilbertien admettant une base ortho-
normale (&g, &, &5, . . .), et A = L(H). Soit Te Z(H) tel que Tg; = ¢;,, pour
tout i. Soit T'e £ (H) tel que T's; = ¢;_, pour i = 1, T'gy = 0. Montrer
que T'T = 1, mais que TT'g, = 0, de sorte que Spa(T'T) # Spa(TT).

b) Soit A une algébre unifére noethérienne sur un corps commutatif.
Si x,y€ A, on a Sp(xy) = Sp(yx) (utiliser I’exerc. 8 b) d’Alg., chap. VIII,
§2).

4) Soient A une algébre commutative sur C, 3 un idéal de A, h I'in-
jection canonique de J dans A, S ’ensemble des y € X'(A) qui s’annulent
sur 3.

a) X'(h) est surjectif. ,

b) X'(WI(X'(A) = S) est un homéomorphisme de X'(A) — S sur X(3J).
(Soit xo, e X'(A) — S. Soient x,...,x,€A, & > 0, et V le voisinage de ¥,
dans X'(A) défini par |[(x — xo)(x)| <&@ =1,...,n) Soit u,eJ tel que
Xolg) = 1. On a u; = upx; € 3. Alors si |(x — xo)u)l < 8(i=0,1,...,n)
avec J assez petit, onayeV.)

5) Dans P’exerc. 4, on prend A = C[X, Y], 3 = AX. L’espace X(A)
s'identifie a C% S — {0} s’identifie a {0} x C. Soit U I’ensemble des
(¢, 7)€ C? tels que |¢] < e . Montrer que X'(h)(U) n’est pas un voisinage
de 0 dans X'(I). En déduire que X'(I) ne s’identifie pas a ’espace quotient
de X'(A) par la relation d’équivalence que définit X'(h). (A ce sujet, cf. § 3,
exerc. 17.)

6) Soient A une algébre commutative sur un corps commutatif,
3 un idéal maximal de A. Montrer qu'on a A? < J avec dimA/J = 1,
ou que A/J est un corps. (Appliquer a A/3 I'exerc. 3 d’Alg., chap. I,
§9.) En particulier, si A2 = A, tout idéal maximal de A est régulier.

7) Soient A une algébre commutative sur un corps commutatif K,
xe A et aeK. L’ensemble des y e X(A) tels que (%x)(x) = a est fermé
pour la topologie de Jacobson. (Se ramener au cas o A posséde un
€lément unité, puis au cas ou o = 0.)

18) Soient A une algébre, 3 un idéal bilatére de A,AJS(A) I’ensemble
des idéaux primitifs de A qui ne contiennent pas 3, et A’ I’ensemble des
ne A telles que n(3) # 0. R

a) Si teA3 onan|3e3 (lemme 1 (i)). Si 7, 7' €A sont telles que
7|3, #'|J soient équivalentes, alors © et n° sont équivalentes. (On peut
supposer que w(x) = m'(x) pour tout xe€ 3. Alors, pour tout yeA,
n(y) et n'(y) coincident sur Y, Im 7(x), et ce sous-espace est €gal a I'espace

de 7.) xe3
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b) Si e, n se prolonge en un élément de AS. (Soit M un idéal
a gauche maximal régulier de 3. Soit g une unité a droite de 3 modulo 9.
Supposant que A admet un élément unité, montrer que la relation
AN + A(1 — g) = A entrainerait gZe M. Donc AM + A(l — g) est
contenu dans un idéal a gauche maximal 9% de A. Montrer que
MAI=RNM+3I=A)

¢) Déduire de a) et b) que I'application I’ — T n J est un homéo-
morphisme de J“(A) sur J(3), et que I’ apphcatlon 7— 7|3 est un homéo-
morphisme de A3 sur 3.

§2

1) Soit A I’algebre des fonctions complexes continues sur R tendant
vers 0 a I'infini, munie de la norme | f} = sup | £(2). Alors A s’identifie

a Dalgebre des fonctions_complexes contmues sur R tendant vers une
limite finie a I'infini. Sur A, la norme ||g|| = sup |g(t)| différe de la norme
définie au n° 1.

2) Soient A une algébre normée, et b = 12£ Ix2/I1x]}2. Alors

b < inf p(o)lx|| < /.

3) Soient A une algébre normée, et x, ye A. On a p(xy) = p(yx).

4) Soit H un espace hilbertien admettant la base orthonormale
(fi,f2,...). Soit A lalgébre normée L(H). Soit xe A, défini par
x(f)) = 27+, . Montrer que x est quasi-nilpotent, mais non nilpotent.

95) Soit H un espace hilbertien admettant la base orthonormale
(f1,f5,...) On définit les nombres o, a,,...par o, = e * si m est le

produit de 2* par un nombre impair. Soit x € #(H) défini par

x(fm) - amfm+1 .

Montrer que x n’est pas quasi-nilpotent. (Observer que
“xn” = Sup (am[xm+1 e am+n—l)a
m

et évaluer o 0, ... 05—, .) Soit x, € L (H) défini par x(f,,) = 0 si m est
le produit de 2* par un nombre impair, et x(f,) = &, f,+1 sinon.
Montrer que x, est nilpotent et que | x — x;| tend vers 0.

6) Soient K une partie compacte de C, A T'algébre de Banach des
fonctions continues sur K, munie de la norme || || = sup | £ (), fo"élément
z+— z de A. Montrer que Spy fo =

7) Soit A une algébre de Banach uniféere. Soit xe A tel que
lx — 1| < 1. 1l existe ye A tel que y* = x. (Utiliser un développement
en série.)

8) Soit A une algebre normée unifere. Si x| = ||x] ~! pour tout
élément inversible x de A, on a A = C. 1. (Se ramener au cas ou A est
compléte. Soit x € A, & une distance « > 0 de C. 1. Si 4, C est tel que
x — A, soit inversible, alors x — A4 est inversible pour |4 — 1y < o
En déduire que le spectre de x serait vide.)

9) Soit A une algébre normée unifére dans laquelle le seul diviseur
de zéro topologique a gauche est O et le seul diviseur de zéro topologique
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a droite est 0. Alors A =C.1. (Si xe A, et si 4 est point frontiere de
Spa x,x — A est diviseur de zéro topologique dans A, donc dans A,
donc x = 1)

10) Soit A une algeébre normée. Pour tout x € A, on pose:

Mx) = ;2{, lxyl/ivll A(x) = ylg(f) Lyx i/l

On a
[A(x) = A < lix — pl, 1) = AW < lIx — yll,

A)AY) < Axy) < lxfA) A)AY) < Vxy) < A&yl

En déduire que I'ensemble des diviseurs de zéro topologiques a gauche
(resp. a droite) est fermé.

11) Soit A une algébre de Banach unifére. L’ensemble des x qui ne
sont ni inversibles, ni diviseurs de zéro topologiques, est ouvert dans A

12) Soient X un espace de Banach complexe, et xe A = Z(X). S
x-est non inversible, x est diviseur de zéro topologique a gauche ou a
droite. (Envisager successivement les cas suivants:

1°} x est non injectif;

2°) x(X) # X;

3°) x est injectif, x(X) est partout dense dans X et distinct de X))
Si x applique bicontiniiment X sur un sous-espace vectoriel fermé de X
distinct de X, ou si x ¢st non injectif et d’image X, alors x est intérieur
a ’ensemble des ¢léments non inversibles de A.

13) Dans l'algébre A du n® 2, Exemple 5, la fonction z n’est ni
mversible, ni diviseur de zéro topologique.

14) Soit A une algébre normée unifére. Soit B I’algebre normée
Z(A). Alors I'image de A par le morphisme x+ L, est une sous-algebre
pleine de B. (Utiliser Alg., chap. VIII, §1, prop. 4) Donc, si x€A,
Spax = Spg L,.

9 15) Soit A une algebre de Banach.

a) Soit S I’ensemble des suites bornées d’éléments de A, avec la
norme {(x,)| = suplix,|l. Soit 9¢M P'ensemble des (x,)eS tels que |x,]|
tende vers 0. Alors S est une algébre de Banach, 9t est un idéal bilatere
fermé de S. Soit ¢ : S+— S’ = S/ le morphisme canonique. L’application
X o(x, X, x,...) = 6(x) est un isomorphisme isométrique de A sur une
sous-algébre de S'. Tout diviseur de zéro topologique & gauche dans
S’ est diviseur de zéro a gauche. Pour que x € A soit diviseur de zéro
topologique a gauche, il faut et il suffit que 6(x) soit diviseur de zéro
a gauche dans'S'.

b) On suppose que A posséde un élément unité. Montrer qu’il
existe une algébre de Banach B et un isomorphisme isométrique de A
sur une sous-algébre de B telle qu’un élément de A soit non inversible
si et seulement si son image dans B est un diviseur de zéro a gauche
ou a droite. (Utiliser a) et les exerc. 12 et 14.)

16) a) Soient A une algébre normée, R son radical. Si xe R,
x est quasi-nilpotent. (On a Sp}, x = {0} et a fortiori Spi x = {0}.)

b) Soient A une algébre de Banach, R son radical, 3 un idéal a
gauche de A dont tous les éléments sont quasi-nilpotents. Alors 3 < R.
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(On peut supposer que A admet un élément unité. Si xe3J et ae A,
on a Sp(ax) = {0}, donc 1 — ax est inversible; donc x € R.)

17) Soient A une algébre de Banach, B une algébre sur C sans
radical, ¢ un morphisme de A sur B. Le noyau de ¢ est fermé. (Ce
noyau est une intersection d’idéaux a gauche maximaux réguliers.)

18) Soient A une algébre de Banach, = une représentation irréduc-
tible non nulle de A dans un espace vectoriel complexe X. Soit £, un
¢lément non nul de X.

a) L’annulateur 3 de &, est un idéal & gauche maximal régulier
de A; il est fermé.

b) L’application x— x&, définit par passage au quotient un
isomorphisme ¢ du A-module A/J sur le A-module X.

¢) Si on transporte par ¢ la norme de l'espace de Banach A/J,
X devient un espace de Banach, et [|n(x)| < |x] pour tout xe A.

d) Si A est primitive (Alg., chap. VIII, § 5, exerc. 5), A = {0} ou C . 1
suivant que A posséde ou non un élément unité. (Utiliser ce qui précede
et le cor. 4 du th. 1)

119) Soient A une algébre de Banach, R son radical.

a) Montrer que, si r€ R, la série

%i (1/2)( 4

converge vers un x € R tel que x> — x + r = 0.

b) Soit u un élément de A dont la classe dans A/R est idempotente.
Il existe un idempotent de A congru a u modulo R. (On peut supposer
que A admet un élément unité. Soient ¢ = u — u’ e R, et xR une
solution, construite 4 I'aide de a), de x* — x — g(1 — 4g)”' = 0. Alors
u — (2u — 1)x répond a la question.)

20) Soient A une algebre de Banach unifere, xe A, { un point
frontiére de Sp, x. La résolvante de x ne peut se prolonger en une
fonction continue en (.

21) Soient A une algébre de Banach unifére, A une partie ouverte
de C, A+ R(4) une application de A dans A telle que:

(1) R(4) — R(p) = —(4 — wWR(DR(p)

quels que soient 4, ue A.
a) Soit 1y e A. Pour tout Le A tel que |4 — 4y . [R(1)] < 1, on a:
R(A) = . (2o — A" R(A)"™.
n=0
b) Pour tout Ae A, (d"/dA)R(A) = (=1 n!R(AyHL
c¢) Si R est holomorphe a linfini, il existe z, j, x € A tels que z% = 0,
JF=j zj = jz =0, xe jAj, et R(A) = z + jR(4, x) pour || assez grand.

(Ecrire R(A) = Y ¢,A7" pour |4| > J,, et exprimer que R satisfait a (1).
n=0
On peut poser ¢, = z,¢y = j, ¢, = X.)
d) Pour que R soit la restriction a A de la résolvante d’un élément
de A, il faut et il suffit que R(4,) soit inversible pour un 4, € A.
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o)

e) Pour tout x€ A, la fonction A > (dy — A)"x"*! satisfait 4 (1)
n=0
pour |4 — Ao} . x| < L.

%22) a) Soient B une algébre de Banach unifére, weB, C > 1 et
¢ > 0. Il existe n > 0 tel que les conditions u € B, f|u)| < C, fluw — w|| <,
0 < y < 1/4C impliquent yw — wj < g ouy= (1 ~y + yu)~ .

b) Soit A une algébre de Banach. On suppose qu’il existe une
constante C telle que, pour tout ¢ > 0 et tous x,,...,x, €A, il existe
ue Aavec lull < C, lux, — x4 <é&...,lux, — x,|| <& PourtoutzeA,
il existe x, ye A tels que z = xy, ye Az, ||z — y|| < 6. (On peut supposer
C > 1. Soit y = 1/4C. Appliquant a) dans A, déterminer par récurrence
une suite u,; ,u,,... dans A telle que jju,l| < C, telle que

= 2 M=)y 4 (1 — )
k=1

admette un inverse ¢, , et telle que ||,z — t,_,zll < 6/2", |t,z — z| < §/2.
Posant y, = t,z, les y, tendent vers une limite ye A, x, tend vers
R

x= Y (1 —7)¢ 'u,; xetyont les propriétés requises.)

k=1

¢) Soit A une algébre de Banach possédant la méme propriété
qu’en b). Soit (z,,z,,...) une suite d’éléments de A tendant vers O.
11 existe des éléments x, y,, y,,... de A tels que z, = xy, pour tout n, et
que y, tende vers 0.

23) a) Soient E un espace de Banach, /: C — E une fonction entiére,

et 0> PO) = ) c, e un polyndme trigonométrique (¢, # 0). On

=k )
suppose que |l‘5(0)l.!1f(re‘”)|] < Mr* pour r=ry (M, ry o étant des
constantes = 0). Alors f est un polynome de degré < a. (Sotent

Q=% al’ et p):r"’j P(O)f(re®)e™ **P% 4. Alors J(r, p) tend
v=0

vers 0 quand r tend vers + oo 8i p > o, et d’autre part 11m I, p) = ¢a,.)

b) Prouver de méme que, si « est entier et si r‘“] P(G)[ | f(re®)} tend
vers 0 quand r tend vers + o, f est un polynéme de degré < a.

¢) Soient A une algébre de Banach unifére, x un élément quasi-
nilpotent de A. On suppose que, pour un certain entier n > 0,
T "cos™d] . [(1 = Ax)” | tende vers O quand r tend vers + oo (4 = re').
Alors x" = 0. (Utiliser b).)

724) a) Soient E un espace de Banach, x: C — {1} — E une

fonction entiére de 1/(( — 1), x() = Z a,l" x(¢) = Z b,.™" les

développements de x pour |{| < 1, |{| > T respectlvement On suppose
la,ll = o(n®), |b,]l = o(n®) (& > 0). Alors x({) est un polyndme en 1/({ — 1)
de degré <a+ 1. (Soit ¢>0. On a {x(Q) <&l —r) ™" pour
re<r=0 <1, {x(O) <e(d—rH"17* pour ! <r<r,. Posant
1 —{=(w+ 37", w=Re’ montrer que, pour 0 <r <1 et R>1,
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on a

1 )“<2 R
(1 =r ~ 4 cos b
et que, pour 1 <retR =1,
9 R
_ 1y-=1 )
= 4 cos O

Poser y(w) = x({) et montrer que R™* !cos 4]**!||y(Re®)| tend vers O
quand R tend vers + oo, uniformément en 6. Appliquer alors P’exerc.
23 b))

b) Soient A une algébre de Banach unifére, g€ A un élément quasi-
nilpotent, et x =1+ q. Pour que ¢" =0, il faut et il suffit que
[x*"| = o(n™) quand n tend vers +oo. (Pour voir que la condition est
suffisante, montrer, en appliquaat a), que R(4, x) est un polyndme en

1/(A — 1) de degré < N. D’autre part, R(4, x) = Z g4 — 1" L)

En déduire que si P est le radical de A et si G est un sous groupe du
groupe des éléments inversibles de A tel que Hx”l{ = o(n) pour tout
xe @G, la restriction & G de l'application canonique A — A/P est
injective.

25) a) Soient A une algébre normée, et x, y deux éléments de A
tels que xy — yx = y. Montrer que y* = 0 pour n > 2| x|. (Utiliser la
formule xy" — y"x = ny").

b) Soit £ une algébre de Lie de dimension finie sur C. Montrer gue,
si & n’est pas nilpotente, elle contient deux éléments x, y non nuls tels
que [x, y] = y. (Utiliser le fait qu’il existe un x € L tel que ad(x) soit non
nilpotent.)

c) Soit £ une algebre de Lie réelle ou complexe de dimension finie
telle que Ialgébre enveloppante de £ posséde une norme compatible
avec sa structure d’algébre. Montrer que £ est nilpotente. (Utiliser a)
et b).)

d) Soient V un espace vectoriel réel ou complexe de dimension
finie, £ une sous-algébre de Lie de gl(V) formée d’endomorphismes
nilpotents, x;,...,x, des éléments de £. Soit a > 0. Montrer qu’il
existe une structure d’espace hilbertien sur V telle que |x;| < o pour
I1<ign

e) Soient 2 une algébre de Lie réelle ou complexe, de dimension
finie, nilpotente, et U son algébre enveloppante. Montrer qu’il existe
sur U une norme compatible avec sa structure d’algebre. (En utilisant
la méthode de Groupes et alg. de Lie, chap. 1, § 3, exerc. 5 et §7, exerc. 3,
montrer qu’il existe une famille (n,) de représentations de £ dans des
espaces V, de dimension finie, ayant la propriété suivante: pour tout
ue U, il existe un A tel que m,(u) # 0, et 7,( Q) est formé pour tout 4
d’endomorphismes nilpotents. En munissant chaque V; d’une structure
hilbertienne fournie par d), on obtient dans I’espace hilbertien V somme
hilbertienne des V, une représentation = de £ par des endomorphismes
continus, d’ott un morphisme injectif ¢ de U dans (V). Poser
lull = i@l pour tout ue U).
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f) Soient.A une algébre normée unifére, x et y des éléments de A.

Si A # {0}, ona xy — yx # 1. (Premiére démonstration: on a

Sp'(xy) = Sp'(yx):
si xy = yx + 1, Sp(xy) se déduit de Sp(yx) par la translation z+—>z + 1;
en déduire que Sp(xy) est non borné, ce qui est absurde. Deuxiéme
démonstration: si [x,y] = 1, on a [xy, y] = y, d’out y* = 0 pour n assez
grand d’aprés a); comme [x, y*] = py?~ !, en déduire que y = 0).

26) Soient A une algebre normeée, et xe A. On dit que x est
topologiquement nilpotent si x" tend vers 0 quand » tend vers +co. Pour
cela, il faut et il suffit que p(x) < 1.

27) Soit A une algébre de Banach unifére commutative. On suppose
que tout idéal fermé de A est de type fini (c’est-a-dire de la forme
Ax; + ...+ Ax, avec x;,...,x,€A).

a) Tout idéal 3 de A est fermé. (Ecrivons 3 = Ax, + ... + Ax,

avec x;,...,x,€A. Soit (x;;, X;, ,...) une suite d’éléments de I tendant-
vers x; . Pour(yr,.-.,¥,) € A", on pose
(P(Y1a-~wyn)=X1J’1 +...+ xnyneS
qap(yla“'ayn) = xlpyl + ... + xnpynes'

On a pe Z(A",J), ¢, Z(A",J), lo — ¢,| tend vers 0 quand p tend
vers + o0, et ¢ est surjectif. En déduire que ¢, est surjectif pour p
assez grand, en considérant les transposés de ¢ et ¢,. Donc 3 = 3.

b) Si A est intégre, A = C. 1. (Utiliser a) et I'exerc. 9.)

¢) Si le seul élément nilpotent de A est 0, il existe un entier n > 0
tel que A soit isomorphe & C". (Puisque A est noethérien, {0} est inter-
section d’idéaux premiers p,...,p,, ; ceux-ci sont fermés d’aprés a),
et les A/p; sont isomorphes & C d’aprés b).)

d) Dans le cas général, on a dimcA < + co. (Soit R Pensemble des
¢léments nilpotents de A, qui est un idéal (fermé) de A. Alors
dim(A/R) < + oo d’aprés ¢). Comme R est un idéal de type fini, R" = 0
pour n assez grand. Enfin, chaque RY/R'*! est un module de type fini
sur A/R, donc dim(R/R*Y) < +00.)

28) Soit A une algébre unifére sur C, munie d’une topologie locale-
ment convexe séparée telle que la multiplication dans A soit séparément
continue. Un ae A est dit régulier s’il existe r > 0 tel que a — 4 soit
inversible pour |4] = r, et tel que I'ensemble des (a — 1)~ ', pour [} = r,
soit borné.

a) Si a est régulier, A(a — A1)~ reste borné pour || = r.

b) Si lapplication x+— x~ ! est définie dans un-voisinage de 1 et
continue au point 1, tout élément de A est régulier.

¢) Pour tout ae A, soit U, I’ensemble des Ae C tels que (a — p)~!
existe et soit borné pour tous les x4 d’un voisinage de 4. Soit S, = C — U,
Alors S, est fermé; et, st a est régulier, S, est compact non vide (pourvu
que A # {0}).

d) Soit ae A. La fonction A~ (@ — 4)” ' est holomorphe dans U, .

¢) Soit ae A. Pour que AeU,, il faut et il suffit que a — 4 possede
un inverse régulier.

f) Si tout élément de A est régulier, et si A est un corps, on a
A=C.1
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29) Soit A une algébre sur R qui soit un corps, munie d’une
topologie localement convexe séparée telle que la multiplication dans A
soit continue, et telle que Plapplication x+~ x~! soit continue en 1.
Alors A est R-isomorphe soit a R, soit a C, soit a H. (Si A est commutative
et qu’'il existe ue A avec u?> = — 1, munir A d’une structure d’algébre
sur C, et appliquer ’exerc. 28 f). Si A est commutative et qu’il n’existe
pas d’élément u e A tel que u®> = —1, appliquer I'exerc. 28 ) 4 A ®xC
qui est un corps. Si A est non commutative, raisonner comme dans
Alg. comm., chap. VI, § 6, n° 4, th. 1, troisiéme cas.)

730) SOJt A lalgebre sur C formée des restrictions a [0, 1) des
fonctions rationnelles en une variable a coeflicients complexes. Cette
algebre est un corps.

@) On munit A de la topologie de 1a convergence en mesure (Intégr.,
chap. TV, 2° éd., §5, n° 11). Alors les applications (x,y)— x + y,
(x,y)=» xy de A x A dans A sont continues, et I’application x~ x~
de A* dans A est continue. La topologie de A n’est pas localement
convexe.

b) Pour neN¥*, on définit la suite (W, ),z par w_,, = (r + 1)*Y
sirzl, wo, =1 w,=6+1)7"Y" s s>1. Si feA, on pose
pAf) = Z W,la, < 4+00, ou Y a,t" est le développement de Laurent de

f(t) en 0. Alors les p, sont des semi-normes qui définissent sur A une
topologie localement convexe métrisable. L’application (x, y)— xy de
A x A dans A est continue. L’application x— x~! de A* dans A n’est
pas continue. Enfin, A n’est pas complete pour cette topologie.

31) a) Soit A une algébre sur C munie d’une topologie localement
convexe. Les conditions suivantes sont équivalentes: o) il existe un
systéme fondamental (U;) de voisinages convexes équilibrés de 0 tels
que U,U; = U; pour tout i; f) A est isomorphe a une sous-algtbre
d’un produit d’algebres normeées; y) la topologie de A peut étre définie
par une famille de semi-normes p; vérifiant p,(xy) < p{x)p{y) quels que
soient x, y€ A. Si A vérifie ces conditions, on dit que A est localement
m-convexe. L’application (x, y)~+ xy de A x A dans A est alors continue.
Si A admet un élément unité ct si G désigne I’ensemble des éléments
inversibles, I’application x+— x ! de G dans A est continue.

b) Soit A une algebre localement m-convexe a élément unité. Le
spectre de tout élément de A est non vide. Si A est un corps, A = C. 1.

¢) Soit A une algébre localement m-convexe compléte. Il existe un
ensemble ordonné filtrant croissant I, une famille (A}),, d’algébres de
Banach, des morphismes continus 7;;:A;—A; pour i< j, avec
T = Ty, tels que A soit isomorphe a la sous algebre de H A, formée
des (x;) tels que 7;{x;) = x; pour i < j.

d) L’algébre %C(R) munie de la topologie de la convergence com-
pacte, est localement m-convexe. L’ensemble des éléments inversibles de
%c(R) est dense dans %c(R) et non ouvert.

¢) Soient D une partie ouverte de C, A T'algebre des fonctions
complexes holomorphes dans D, munie de la topologie de la con-
vergence compacte. Alors A est localement m-convexe. L'ensemble des
¢léments inversibles de A est fermé.
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f) L’algébre des fonctions complexes indéfiniment dérivables sur
(0,1), munie de la topologie de la convergence uniforme de chaque
dérivée, est localement m-convexe.

g) Soit A l'algebre des (classes de) fonctions complexes f sur (0,1}
telles que feL?((0,1)) pour tout p > 1. Munie des normes f— | 1],
(p > 1), A n’est pas localement m-convexe. L’application (x, y)— xy de
A x A dans A est continue.

§3

1) Soient A une algébre de Banach commutative, I un idéal
maximal de A. Montrer qu’il n’y a que deux cas possibles: 1) J est le
noyau d’un caractére de A; 2) I est un hyperplan contenant A%, (Utiliser
Pexerc. 6 du §1.) En particulier, si 3 est non fermé, 3 est un hyperplan
partout dense de A contenant A®. (Pour obtenir un exemple de cette
derniére situation, considérer Pexerc. 3.)

2) Soit A ’algebre de Banach des suites x = (£, , &, ,...) de nombres
complexes tendant vers 0, avec || x| = sup|¢]. Soit I I'ensemble des x

n’ayant qu’'un nombre fini de termes non nuls. Alors 3 est un idéal
partout dense de A, et n’est contenu dans aucun idéal maximal. (Observer
que A? = A, et utiliser Iexerc. 1.)

3) Soient A un ensemble, pe (1, +oof, et A = IP(A) I'ensemble des
X = (€)aen, ot £;€C et x|, = X 1£,1)"? < + oo, Pour I'addition et

la multiplication usuelle, A est une algébre de Banach. (Si |(£)], < 1
et l(n)ll, <1, ona:

2AEmA" < (U IEIP)R (g, Pt
% A A

ol ¢ est P’exposant conjugué de p, d’oul |[(&;5,)], < 1) On a A? # A
et A® est partout dense dans A. L’espace des caractéres non nuls de A
s’identifie naturellement & A muni de la topologie discréte. (Utiliser le
fait que le dual de IP(A) est I4A).) La transformation de Gelfand devient
alors Papplication identique et son image dans ’espace des fonctions
continues tendant vers 0 4 U'infini sur A est partout dense et non fermée.

4) Soit A T’espace de Banach des fonctions complexes intégrables
sur (0, 1) pour la mesure de Lebesgue. Si on pose

(- 8)) = flo - Del0)dL

pour we (0, 1), f. g est définie presque partout et est un élément de A.
(Prolonger f et g par O dans R — (0, 1), et utiliser Intégr., chap. VIII,
§4,n° 5, prop. 12.) Alors, A devient une algébre de Banach commutative.
Soit x € A la fonction constante égale 4 1. La fonction x" est

n—1

[£)]
n— Ol

En déduire que A est engendrée par x, que x est quasi-nilpotent, puis
que A est ¢gale a son radical. Soit e, (n = 1,2,...) I'¢lément de A défini

wrH>
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par ¢ (t) = n pour 0 <t < 1/n, ¢ t) = 0 pour ¢t > 1/n; en utilisant les
e¢,, montrer que A possede la propriété de Pexerc. 22 du §2, et en
particulier que A?> = A. Combinant avec I’exerc. 1, on voit que A ne
posseéde aucun idéal maximal (régulier ou non, fermé ou non.)

5) Soit (&g, o;,...) une suite de nombres >0 tels que oy = 1,
U n < 0, + o, lim al’® = 0. Soit A I’ensemble des séries formelles

k= + oo
a0

X = Z &L e Cl[L]] telles que |x|| = Z |Eday, < +oo. Montrer que A

est une algébre de Banach commutatlve unifere engendrée par {, et
que l'unique idéal maximal de A est I’ensemble des xe A sans terme
constant. (Observer que { est quasi-nilpotent.)

6) Dans l'algebre C(X) des fractions rationnelles sur C, {0} est
idéal maximal, mais n’est pas de codimension 1.

7) Soient A une algébre de Banach unifére commutative, et € X(A).
Pour tout xeA, on pose |xf, = x(x) + [x — x(x). Montrer que
x— |1x], est une norme, que [xyl, < Ixll Iy, . lell, = L et

Ixll < dxll, < 3lx[ - sifle] = 1.

8) Soit A une algébre de Banach unifére commutative telle que
1] = 1. Soit N I’ensemble des normes équivalentes a la norme donnée,
pour lesquelles A est encore une algébre de Banach, et pour lesquelles
1 est de norme 1.

a) Soit x, € A tel que p(x,) < 1. Pour tout xe A, on pose:

Ixll" = inf; .|

pour toutes les représentations de x sous la forme a, + a;xo + ... + @,x}
(ap.a;,...,a,€A) Montrer que x+— | x|’ est un élément de N. (Comme
plxo) < 1, on a ||xpll < k pour tout n, d’ou [[x]|| € k||x]|".) Montrer que
Ixoll” < 1.

b) Déduire de a) que, pour tout x € A,

p(x) = inf n(x).
neN

¢) Si le seul élément de N est la norme donnée, on a A = C. 1.
{(Utiliser b) et Pexerc. 7.)

9) Soient A une algébre de Banach commutative, D une application
linéaire continue de A dans A telle que D{(ab) = (Da)b + a(Db) pour
a,beA.

a) Pour tout yeX'(A) et tout 1€ C, la série ¢,(a) = > (A"/n)y(D"a)
n=0

converge: A+ ¢,(a) est une fonction enticre, ¢t a— @,(a) est un caractére
de A.

b) Le nombre ¢;(a) cst indépendant de A (Observer que
lp,{a)l < |la|| d’apres a).) Donc y(Da) = 0.

¢} D applique A dans le radical de A. En déduire une nouvelle
démonstration de I’exerc. 25 f) du §2.
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10) Soit D Talgebre des fonctions indéfiniment dérivables
7:0,1)->C

a) Soit A une sous-algébre de D, munie d’une norme faisant de A
une algebre de Banach. Montrer qu’il existe une suite (my,m; ,m,,...)
de nombres > 0 finis tels que, pour tout x € A, on ait

sup |x"(¢) = O(m,).
ost<1

(Soit D, I'algébre de Banach des fonctions n fois continiiment dérivables
sur (0, 1). D’aprés la prop. 6, I'injection canonique A — D, est continue;
soit M, sa norme; si x€ A, on a (1/n!) sup |x“() < M,[x||.

051

b) 1l n’existe sur D aucune norme qui en fasse une algébre de
Banach. (Pour toute suite (m,,m;,m,,...) de nombres > 0, il existe
feD telle que f™(0) = nm, pour tout n. Utiliser alors a).)

11} a) Soient A une algébre de Banach, ¥ un morphisme de A dans
C. Montrer que [x(x) < ||x]| pour tout xeA. (Méme démonstration
que pour le th. 1))

b) En déduire que la prop. 6 reste valable quand A n’est pas
supposée commutative.

12) Soient A une algébre de Banach unifére, (x,) une suite d’éléments
inversibles de A tendant vers un x e A. Si la suite (p(x, ')) est bornée,
et si x,Xx = xx, pour tout n, alors x est inversible. (D’aprés le cor. de la
prop. 5, p(1 — x, 'x) < p(x, "p(x, — x), donc x, !x est inversible pour n
assez grand.)

713) Soit A Palgébre de Banach [2(N) (exerc. 3). Soit A, la sous-
algebre formée par les suites qui n’ont qu’un nombre fini de termes non
nuls. Soit B la somme directe de A, et C, avec la multiplication

(g, B) = (fg,0) pour f,ge A,, o, feC, et la norme
I(f o)l = sup(|| f1l, 1 = > f(n)).

Alors B est une algébre de Banach commutative dont le radical R est
C.(0, 1), avec B/R isométriquement isomorphe a A. Soit 7:B — B/R
le morphisme canonique. Il n’existe aucune sous-algebre B, de B supplé-
mentaire de R telle que 7|B, : B, » B/R = A soit un homeomorphlsme
(Soit B, une telle sous-algébre. Soit u,e A tel que uk) = 1, u (k) =0
pour k' # k. Soit ¢, € B, tel que n(e,) = u,. Montrer que e, € A,, que
Y w/k converge dans A mais que ) e/k ne converge pas dans B)
k=1 k=1
14) Dans C?, soit Q I’ensemble compact défini par

F< P +lzl? €1,

et soit A la sous-algebre de #(Q2) formée des fonctions qui sont holo-
morphes dans Q. Soit U I'ensemble ouvert défini par |z;|% + |z,|* < L.
En vertu d’un théoréme de Hartogs*, pour toute fe€ A, il existe une
fonction fe €(U) et une seule qui est holomorphe dans U et coincide

* Cf,, par exemple, pp. 64-66 de S. BOCHNER et W. T. MARTIN, Several complex
variables, Princeton Math. Series, Princeton, 1948. (La variable notée # dans cette référence
est réelle, mais on peut aussi bien la supposer complexe.)
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avec f sur . L’injection canonique de A dans #() est un morphisme
isométrique h dont I'image est une sous-algébre pleine de %(€), mais
X(h) n’est pas surjectif.

15) Soient A et B deux algeébres de Banach commutatives uniferes,
¢ un morphisme unifére de A dans B, (x;) une famille d’éléments de A
telle que la sous-algébre pleine fermée de A engendrée par les x, soit A.
Pour que X(¢) soit surjectif, il faut et 1l suffit que Sp((x,)) = Spgl(@(x;))).
(Utiliser le diagramme (1) du n° 5, ou la fiéeche de droite est bijective
d’aprés la prop. 9.)

16) Soient A une algébre de Banach commutative, B P"algébre de
Banach des fonctions continues tendant vers 0 a 'infini sur X(A). Les
conditions suivantes sont équivalentes: (1) A est sans radical et %(A)
est fermé dans B (i) 4 est un homéomorphisme de A sur %(A); (ii1) il
existe une constante a > 0 telle que ||x||?> < ajjx?|| pour tout x e A.

17) Soient A une algeébre de Banach commutative, 3 un idéal fermé
de A, h Pinjection canonique de 3 dans A. L’espace X'(3) s’identifie &
Pespace quotient de X'(A) par la relation déquivalence que définit
X'(h). (Utiliser 'exerc. 4a) du §1.)

18) Soient A une algébre de Banach commutative unifere, x un
élément de A. On suppose que la sous-algébre fermée pleine de A
engendrée par x est égale a A, de sorte que 'application y — y(x) permet
d’identifier X(A) et Sp x. Soit # Pensemble des fonctions %y sur Sp x,
pour y parcourant A. Alors S ,(Sp x) (Intégr., chap. IV, 2° éd., § 7, n° 4)
est la frontiére de Sp x relativement a C. (Pour montrer que SM(Sp x) est
contenu dans cette [rontiére, utiliser le principc du maximum.
Réciproquement, soit z, un point de cette frontiére; pour montrer que
20 € S,Sp x). considérer (x — z,)~! pour z, assez voisin dc z, dans
C—Spx)

19) Soient A une algébre de Banach commutative unifere, B une
sous-algebre uniféere fermée de A, T Papplication y— y|B de X(A) dans
X(B), R la rclation d’équivalence dans X(A) définie par T. Alors T définit
par passage au quotient un homéomorphisme de X(A)/R sur T(X(A)),
et pour toute fonction f = %(x) (ot x € B), | f| atteint son maximum sur
T(X(A)).

20) Soient A le disque |z| < | dans C, A I’ensemble des fe @(A)
qui sont holomorphes dans lintérieur de A, A, la sous-algébre de
Banach de %(A) engendrée par A et la fonction z+— |z|. Montrer que
X(A,) est homéomorphe a I’ensemble des (x,,x,,x;)e R’ tels que
xP4+x3<x2,0<x,<1.

21) a) Soit (X;);cx une famille d’indéterminées. Pour toute série
formelle fe Cl{(X;)]]ca» soit | /1| la somme des valeurs absolues des
coeficients. Soit A ’ensemble des f e C[[(X,)]],ea telles que || f] < + oo.
Munie de I’addition et de la multiplication usuelle, A est une algebre
de Banach unifére commutative sans radical.

b) Pour toute algébre de Banach unifere commutative B, 1} existe
une algebre du type A et un morphisme unifére continu de A sur B.

22) Soit Q une partic compacte de C". L’application

(Cl?"'ﬁ(n)‘——’(él""agnwzl7""zn)
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est un homéomorphisme de Q sur une partie compacte polynomialement
convexe de C?". (Soient A = (Q), z; les fonctions coordonnées sur C".
Alors (z]Q, 2]/Q); <;<, €St un systéme générateur topologique de A, et
'application considérée est I'application de X(A) = Q dans C?" définie
par ce systéme générateur topologique.)

23) Soient ae (0, 1), Q I'ensemble des ({, {,)e C* tels que [{] < 1,
I05] < 1, Q, Pensemble des (£, , {,) e C? tels que

<L 1< = aly] + a

a) Les complémentaires de Q et Q, dans C? sont connexes.
b) Q est lenveloppe polynomialement convexe de €,. (Si
(€9,09)eQ et si PeC[{,.(,], il existe £eC tel que |& =1 et

[PEY, L < IPE LN or [P (D) < . Sgll)pQ [Py, )
24) Soit A une algebre localement m-convexe compléte commuta-

tive a élément unité.

a) Un élément x de A est inversible si et seulement si ¢(x) # 0 pour
tout caractére continu y de A. Le radical de A est l'intersection des
noyaux des caractéres continus de A, donc est fermé.

b) Dans Pexemple de I’exercice 31 d) du § 2, soit J I'idéal formé des
ftelles que f(n) = O pour tout entier n > 0 assez grand. Alors tout idéal
maximal contenant J est dense et de codimension infinie.

§4

1) Soient A une algebre de Banach unifére, G le groupe des éléments
inversibles de A.

a) Le sous-groupe de G engendré par exp A est la composante
neutre de G.

b) Pour qu’un x e A soit de la forme exp y (y € A) il faut et il suffit
qu’il soit contenu dans un sous-groupe connexe commutatif de G.

¢) Pour qu'un xe A soit de la forme exp y (ye A) il suffit que 0
appartienne a la composante connexe non bornée de C — Sp x.

2) Soient A une algébre de Banach unifére, G le groupe des éléments
inversibles de A, G, la composante neutre de G.

a) Soient xe A et n un entier =0 tel que x" = e. Montrer que
xeG,. (Le spectre de x est fini. L’ensemble des 1eC tels que
y(A) = Ax + e — de soit inversible est de complémentaire fini, donc
connexe. Or, p(0) = ¢, y(1) = x.)

b) On-suppose A commutative. Tout élément de G/G, distinct de
I’élément neutre est d’ordre infini. (Si xe G et x"e Gy, on a x" =exp y
avec un ye A d’aprés le n° 9, d’out (x exp(—y/n))" = e. Appliquer a).)

3) Soit A une algébre de Banach commutative unifére.

a) Sij est un idempotent de A, on a exp(2imj) = 1.

b) Soit pe A tel que exp p = 1. Alors Sp p se compose d’un nombre
fini de points de la forme 2inn, ne Z, d’apres la prop. 8. Pour 4¢ Spp,
ona:

[ explétp — Atdz = (1 — exp(=2)(1 = p)"".
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En déduire que tout point de Sp p est p6le simple de R(4, p). Appliquant
k

le n° 11, en déduire que p = 2in ) n,j,, ot ny,...,m€eZ, et ou les j,
v=1
sont des idempotents deux a deux orthogonaux.
9 4)a) Soient B un espace de Banach complexe, ¢ un point de B

tel que || = 1. Pour tout x € B, Ia limite:
lim o (e + ax]| — 1)
a>0,a—0
existe; notons-la @(x). Soit Y(x) = sup @(ex). Alors Y est une semi-
eeC, [g| =1

norme majorée par la norme donnée. On a ¥(x) = sup| f(x)|, f parcourant
;

I’ensemble des f e B’ (dual de B) telles que || f | = fle) = 1.
b) On suppose désormais que B est une algébre de Banach dont e
est élément unité. On a:
@(x) = lim o ' log|exp(ax)]

a>0,a—0

= sup a ! logllexp(ax)].
a>0
(Observer que log|lexp(a + o')x| < log|lexp ax|| + log|exp o'x|.)
¢) En utilisant b), montrer que |exp(Ax)| < exp(|Aly(x)). En inté-
grant J+— 1”2 exp(ix) sur le cercle |4| = p, en déduire que

Ixll < p™" exp(py(x)),
d’ou, en posant p = y(x)" 1,

lxil < edlx)

(e désigne ici, bien entendu, la base des logarithmes népériens).
d) Pour tout x non nul de B, il existe une f € B’ telle que

flo=1/I=1  f(x)#0.

(Utiliser a) et ¢).)

5) Soient A une algébre de Banach unifére, xe€ A, et B la sous-
algébre de A engendrée par x. Pour que Sp x se compose d’un nombre
fini de points qui soient pdles de la résolvante, il faut et il suffit que

14

dimB < +o00. (Si R(x,4) = ) Fi(4)a;, ol g, A et out F; est une fonc-

i=1

tion rationnelle scalaire, le développement de R(x, A) autour de A = w
montre que les x" sont combinaisons linéaires des a;. Réciproquement,
si dim B < + o0, il existe un polynéme non nul f € C{X] tel que f(x) = 0.
Alors Sp x est contenu dans I’ensemble des zéros de f. Soit 1€ Sp x un
zéro d’ordre p de f(X); soit g(z) = f(2)(z — A)~ P au voisinage de 4 et
g(z) = 1 au voisinage de Sp x — {4}; alors g(x) est inversible dans A, et
0 = f(x)e;;, = gx)(x — ie)e,, d’olt (x — Ae)’e;; = O et A est pole de
la résolvante.)

6) Soient A une algébre de Banach unifére, xe A, U un voisinage
ouvert de Sp x n’ayant qu’un nombre fini de composantes connexes U,
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(ie ), et fe O(U). Pour que f(x) = 0, il faut et il suffit que les conditions
suivantes soient réalisées:

a) pour tout i tel que Sp x n U; soit infini ou contienne un point
singulier essentiel de la résolvante, fiU; = 0;

b) tout pdle d’ordre p de la résolvante est un zéro d’ordre =p de f.
(Pour la nécessité de b), raisonner comme pour 'exerc. 5.)

7) Soit A le disque |zl < 1 dans C. Pour toute suite (¢,),»o de
nombres complexes tels que Y [c,| < + 00, soit f(z) = Y, c,2", qui est

continue dans A et holomorp’ile dans A. On pose || f IT =Y l¢g. On

obtient ainsi une algébre de Banach A de fonctions sur A, admettant le
générateur z. Montrer que X(A) s’identifie 4 A. Si f€ A et si g est holo-
morphe dans un voisinage ouvert de f(A), on a donc go feA.

8) Soient A une algébre de Banach unifére commutative, et x € A.
Soient S une partic de X(A) fermée pour la topologie de Jacobson, et
f une fonction complexe holomorphe dans un voisinage de (%x)(S). 11
existe un ye A tel que %y = fo ¥x sur S. (Soit I l'intersection des
noyaux des y € S. Utiliser le calcul fonctionnel dans A/3.)

9) Soit Q une partie ouverte non vide de C. Montrer qu’il n’existe
aucune norme sur @(Q) pour laquelle O(Q)) soit une algébre de Banach.
(Utilisant le th. 1 du §3, montrer que les fonctions de () seraient
bornées.)

10) Soient A une algeébre de Banach unifére, x € A, et k un entier = 0.

a) On suppose que Spx < U et que |R(Lx)| = O(1 — |4
quand || tend vers 1. Montrer que |x"| = O(n*) quand n tend vers + oo.
(Pour tout 0 > 1, on a, en utilisant I'intégrale de Cauchy donnant x":

, o" 0"
2n||x"| < M((3 I + M(1 5y
ou M est indépendant de n et 4. Prendre 6 = n/(n — k) quand »n tend
vers + 00, 0 = n/{n + k) quand n tend vers — c0.)

b) On suppose que |x"]| = O(n})*) quand n tend vers + oo. Montrer
que Spx < U et que [R(4, x)| = O((1 — |A)¥*?!) quand |4 tend vers 1.
(On a p(x) = p(x~*) = 1, donc Sp x = U. Pour |4 < 1,

RAx)= —x" M1+ Ax P4+ A2 2+ Bx7 3+ ..)

En déduire une majoration de {|R(4, x)||, et raisonner de maniére analogue
si |4 > 1.)

11) Soit X, (resp. X,) l'ensemble des (z;,z,)e C*> tels que
L z)* + 12,7 < 1 (resp. |z,|% + |2,)* € 1). Soit X = X; U {(0,0)} = C*
Soient A = ¥(X), et a,, a, les restrictions a X des fonctions coordonnées
sur C2. Le spectre simultané Sp,(z; , z,) est X. Construire deux mor-
phismes uniféres continus distincts de O(X) dans A transformant z; enay ,
z, en a,. (Le premier morphisme est fourni par le th. 1. Le second
s’obtient en utilisant le théoréme suivant: pour toute fonction f holo-
morphe dans un voisinage de X, , il existe une fonction g holomorphe
dans un voisinage de X, qui coincide avec f dans un voisinage de X,
(cf. § 3, exerc. 14).)
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912) Soit A une algébre de Banach unifére commutative.

a) Pour toute famille finie J d’éléments de A, soit S(J) = C' le
spectre simultané de J. Si J' prolonge J, la surjection canonique pry
de C¥ sur C’ est telle que pr; ;(S(J')) = S(J). D’olt un morphisme injectif
@ de O(S()) dans O(S(J)). Soit O(X(A)) la limite inductive des O(S(J))
relativement aux ¢;; (on indexe les familles finies d’éléments de A par
les parties finies de A x N). Les applications canoniques

05 O(S(3)) — OX(A))

sont injectives. On munira O(X(A)) de la topologie limite inductive de
celles des O(X(J)). Pour tout ae A, la fonction coordonnée au voisinage
de S(a) = C définit un élément z, de O(X(A)).

La surjection continue X(A) — S(J) définit un morphisme continu
%(S(J)) —» €(X(A)). Les morphismes O(S(J)) - €(S(J)) —» €(X(A)) définissent
un morphisme continu:

@ : O(X(A)) —» €(X(A)).

Ce morphisme est non injectif en général.

11 existe un morphisme unifére continu ¢ et un seul de O(X(A)) dans
A tel que ¢(z,) = a pour tout ae A. (Utiliser le th. 1.) Son composé avec
la transformation de Gelfand est ¢.

b) Soient E un espace localement convexe séparé, U une partie
faiblement ouverte de E, f:U — C une fonction. On dit que f est
faiblement holomorphe si, pour tout u € U, il existe un voisinage faible-
ment ouvert V, de u, un sous-espace vectoriel fermé F, de codimension
finie de E, et une fonction holomorphe g, sur p,V,) (p, désignant
Papplication canonique de E sur E/F,) tels que f|V, = g,°p,. Sl en
est ainsi, et si K est une partie faiblement compacte de U, il existe un
voisinage faiblement ouvert V¢ de K dans U, un sous-espace vectoriel
fermé Fy de codimension finie de E, et une fonction holomorphe gy
sur p{Vig) (px désignant P'application canonique de E sur E/Fy) tels
que f|Vg =gxepk- ,

Montrer que ((X(A)) est la limite inductive des ¢(S), ou S parcourt
I’ensemble des voisinages faiblement ouverts de X(A) dans le dual de A,
et ol O(S) désigne ’algébre des fonctions faiblement holomorphes dans S,
munie de la topologie de la convergence compacte.

§5

1) Soient A une algébre de Banach commutative réguliére, 3 un
idéal fermé de A. Alors 3 et A/J sont des algébres de Banach com-
mutatives réguliéres.

2) Soient A une algébre de Banach commutative réguliere sans
radical, 3 un idéal de A, y un point de i(3J), J ’ensemble des x € A tels
que ¥x soit 4 support compact disjoint de {x}. Alors I + J est le plus
petit des idéaux K de A tels que & = J et A(K) = {x}.

3) Soient A une algébre de Banach commutative, A’ 'espace de
Banach dual de A. Pour tout x € A, soit p(x) I’opérateur linéaire dans A’
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transposé¢ de la multiplication par x dans A. Pour x€ A et x'€ A’, on
pose x *x' = p(x).x". Un sous-espace vectoriel de A’ est dit invariant
§’il est stable pour tous les p(x).

a) Pour qu’un élément x” de A’ soit proportionnel a un caractére
non nul de A, il faut et il suffit que Cx’ soit invariant.

b) L’application V+— V* est une bijection de I'ensemble des idéaux
fermés de A sur D’ensemble des sous-espaces vectoriels invariants
faiblement fermés de A’

¢) Si W est un sous-espace vectoriel invariant de A’, on note o(W)
I’ensemble des caractéres appartenant a W. Si W, , W, sont invariants
faiblement fermes, et si W est le sous-espace vectoriel faiblement fermé
engendré par W, et W, , on a o(W) = a(W,) u a(W,). (Utiliser b).)

d) Soit W un sous-espace vectoriel invariant faiblement fermé de A’.
Alors o(W) est 'ensemble des y e A tel que x *x" = 0 pour tout x'e W
entraine {x, x> = 0.

e} Si A admet un élément unité, tout sous-espace vectoriel invariant
faiblement fermé de A’ contient un caractére non nul.

f) Dans la suite de cet exercice, on suppose que A est régulicre
sans radical et admet un élément unité. Si W est un sous-espace vectoriel
invariant faiblement fermé de A, U un voisinage de o(W) dans X(A)
alors W est contenu dans le sous-espace vectoriel faiblement fermé de A’
engendré par les éléments de U.

g) Si x'eA’, on pose a(x) = o(W), W étant le sous-espace vectoriel
invariant faiblement fermé de A’ engendré par x'. Si xe A est tel que
%x = 1 sur un voisinage de o(x’) on a x *x" = x". (Utiliser f).)

h) Si o(x') est réunion de deux ensembles fermés disjoints 4, et o,
il existe x}.,x,€A’ tels que o(x)) =0,, o(x3) =0,, X' =x] + x5.
(Prendre x|} = u; *x/, x, = u, *x', avec %u, = ! (resp. 0) au voisinage
de o, (resp. 0,), et Gu, = 1 (resp. 0) au voisinage de o, (resp. ¢,).)

4) Soient A une algébre de Banach commutative réguliere sans
radical, vérifiant la condition de Ditkin, 3 un idéal fermé de A, x € H(h(3)),
F la frontiére de h(Ax). St F n h(3) ne contient aucun ensemble parfait
non vide, on a x € 3. (Imiter le raisonnement de la prop. 5.)

5) Soit A une algebre de Banach commutative réguliére sans
radical. On suppose que tout idéal fermé de A est intersection d’idéaux
maximaux réguliers. Soit x€ A. Soit F Pensemble des zéros de ¥'x.
Alors x est limite d’¢léments u,x, o u, € A et 9'u, est nulle au voisinage
de F. (Soit J I'ensemble des ye A tels que %y soit a support compact
disjoint de F. On a x e 5. Utiliser la prop. 4.) En particulier, A vérifie la
condition de Ditkin.

6) Soit B P'algebre des fonctions complexes une fois continliment
dérivables sur (0, 1), munie de la norme | f| = sup|f] + sup| /7. Soit A
la sous-algébre fermée de B formée des fe B tels que f(3) = 0. Soit I
I'idéal fermé de A formé des fe A tels que f'(3) = 0.

a) L’espace X(A) s’identific a (0, 1] — {4}, et A est réguliére.

b) 3 est un idéal maximal de A non régulier.

7) a) Dans C% soit R ’ensemble des points (z, , z, , z5 , z4) tels que:

2425 = 2, 1 <zl €2, z3 =24 = 0.
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Définissons de méme T, et T, par les conditions

T,: zyz,=2, |zl = 1, lz4] < 1, z, = 0.
T,: z,z,=2, lz =2, lz3) €1, Z4 = Z3.

Alors X = R u T, uT, est polynomialement convexe. (Montrer que X
est '’ensemble des (z, , 2z, , 23, z,) tels que

212, = 2, lz,] <2, |zl <2, lz5l < 1, 24(z4 — Z%) =0,
2425 <1 et |Z(zg — 22 <1 pour k=1,2,..)

Soit A la sous-algebre fermée de ¥(X) engendrée par les restrictions 4 X
des fonctions polynomes sur C*. Alors X s’identifie a X(A).

b) Soient I'; ,I', = C les cercles de centre 0 et de rayons 1,2
orientés dans le sens positif. Soient pg, 4, vles mesures sur I', , I, , I}
définies par les formes dz/z, —dz/z, dz/z*. Soit p = pg + p,, de sorte
que p ® vest une mesure sur (I UT,) x I'{. Soit B ’ensemble des
z=1(2,,2,,23,24)€ X tels que (z,,2z3)e(I’; uT,) x I';. L’application
zr>(z;,23) de B dans (I'y uT,) x I'; est un homéomorphisme ¢.
Soit p la mesure ¢~ !(u ® v). Montrer que p est orthogonale a A.

¢) Soit g la fonction sur X qui est nulle sur R U T, et égale a z;,

sur T,. Alors f gdp # 0, donc g¢ A. Mais, pour tout ze X, g coincide
au voisinage de z avec un €lément de A.

§6
1) Soit A une algébre normée, munie d’une involution continue.
Si on pose || x|" = sup(jx|l, |x*||) pour tout x € A, A devient une algébre

normée involutive, et 1a nouvelle norme est équivalente a Pancienne.

2) Soit A une algébre de Banach commutative sans radical. Toute
involution de A est continue. (Utiliser le § 3, prop. 6.)

% 3) Soit A une algebre de Banach unifére commutative involutive
dont tout caractére est hermitien. On suppose que, pour tout x€ A
hermitien non inversible, on a |[(x — 4)~ || = o(#())"?) quand A tend
vers 0 avec #£(A) # 0. Alors tout idéal fermé I de A est intersection
d’idéaux maximaux. (Soit ¢ : A — A/3 le morphisme canonique. Soit
x € A tel que ¢(x) soit dans le radical de A/3J. Il faut prouver que ¢(x) = 0.
Se ramener au cas ol x est hermitien. Utiliser alors ’exerc. 23 ¢) du §2.)

4) Soit A une algebre de Banach unifére commutative involutive.
Pour que tout caractére de A soit hermitien, il faut et il suffit que 1 + xx*
soit inversible pour tout xe A. (Si tout caractére de A est hermitien,
9(1 + xx*) est partout > 0 sur X(A). Si un caractére ¥ de A est non
hermitien, il existe un x € A hermitien tel que y(x) = i, d’ouy(l + xx*) =0
et 1 + xx* n’est pas inversible.)

5) Soit A une algébre de Banach commutative, munie d’une
involution telle que |x*x|j = |ix|| . || x*| pour tout x € A. Alors A est une
algebre stellaire. (On a | y?}] = |y{* pour y hermitien, d’ol ||y| = p(y);



§7 EXERCICES 105

observant que Sp’ x* = Sp’ x pour tout xe A, on a donc
¥ llxll = Ix*x] = plx*x) < p(x*)p(x) = p(x?) < |x]1?,

d’ob [Ix*|| < fix| et [x*|| = fix]l.)

6) Soient A une algébre stellaire, N Pensemble des éléments
normaux de A, xe N, V un voisinage de O dans C. Il existe un voisinage
U de x dans N tel que, pour tout yeU, on ait Spy = Spx + V et
Sp x < Spy -+ V. (Utiliser le cor. du th. 1, la prop. 3 du § 2, et la prop. 10
du §4.)

7) Soient A une algébre stellaire commutative, et x € A. On suppose
que la sous-algébre stellaire de A engendrée par x est ¢gale a A. Alors
x> x(x) est un homéomorphisme de X'(A) sur Sp’ x.

8) Soient A une algebre de Banach unifére, xe A, et S = Spx.
On suppose qu’il existe un morphisme ¢ de €(S) dans A qui transforme
len ! et z en x (en désignant par z ’application identique de S.) Alors
le(fN = I f] pour toute fe®(S). En particulier, si ¢ est continu,
@ est bicontinu. (On peut supposer A commutative. Soit A€ S. 1] existe
xeX(A) tel que 4= y(x) = xl@(z)) = K(p)())(z). Donc X(p)(y) est le
caractere fr— f(A) de %(S). Soit fe%(S). D’aprés ce qui précede, il
existe e X(A) tel que |f] atteigne son maximum en X(@)(x). Alors
(e()) = | f1l, done llo(f)} = /1)

9) Soit G un groupe localement compact. Si St(G) posséde un
¢lément unité, G est discret. (Utiliser le fait que, dans I’espace hilbertien
L2(G), Vapplication identique est limite en norme d’endomorphismes
7(f), ou 7 est la représentation réguliére gauche et ou f e LY(G).)

§7

1) Pour tout espace topologique Q, on note #(Q) Palgebre des
fonctions complexes continues bornées sur €, munie de la norme
I £l = sup|f(t)| et de Pinvolution [+ [,

e}

a) #(Q) est une algébre stellaire unifére commutative,

b) Pour tout teQ et toute fe #(Q), on pose (f) = f(t). Alors
t—7y, est une application continue ¢, dite canonique, de Q dans
X(B(Q)).

¢} Si Q est complétement régulier, ¢ est un homéomorphisme de £
sur un sous-espace partout dense de X{(#(Q)). (Pour montrer que
o) = X(#(Q)), montrer qu'une fonction complexe continue sur
X(#(Q2)) nulle sur () est identiquement nulle.) Montrer que X(#(Q))
s’identifie au compactifi¢ de Stone-Cech de Q (Top. Gén., chap. IX, §1,
exerc. 7).

d) Soient A une sous-algebre de Banach unifere de #(Q)), R, la
relation d’équivalence dans Q:

fty= f() pour toute f e A.

Le saturé S pour R, d’une partie compacte K de Q est ferme. (Soit
te S; pour toute f€ A et tout ¢ > 0, soit V,, I'ensemble des '€ Q tels
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que [ f(t) — fW) < e;sify,....freAete ... >0,
Vflyhm...memsan;éQ;
donc ( () V,)nK# @ douteS)

feA, >0

e) On suppose © normal. Soient R une relation d’équivalence
fermée dans Q, A = Ay la sous-algebre de #(Q) formée des fonctions
constantes sur les classes suivant R. Montrer que R = R, . (Utiliser
Top. gén., chap. IX, §4, exerc. 15.)

f) On suppose ©Q compact. Alors R— Ay est une bijection de
I’ensemble des relations d’équivalence séparées de Q sur 'ensemble des
sous-algebres stellaires de €(Q). (Soient A une sous-algebre stellaire de
%(Q), et R = R, . Montrer que R est séparée, et appliquer le théoreme de
Stone-Weierstrass a 'algebre de fonctions continues sur Q/R déduite
de A par passage au quotient.)

2) Soient ©Q un espace compact, R une relation d’équivalence
séparée dans Q, B une sous-algébre fermée de €(Q) contenant Ag (nota-
tion de lexerc. 1). Si fe €(Q) coincide sur chaque classe ¢ suivant R
avec un élément g, de B, alors f € B. (Soit ¢ > 0. II existe un voisinage
ouvert saturé V, de ¢ tel que |fg] <é¢ sur V.. Soient V_,...,V_
recouvrant Q. Soit (u,,...,u,) une partition de I'unité subordonnée a
v V) et formée de fonctions de Ag . Alors

g=ug, + ... +ug, B,
et |f — g| < ¢ partout.)

3) Soient Q un espace compact, et, pour tout w € Q, A une algebre
de Banach commutative admettant un élément unité ¢, de norme 1.

Soit B I'algebre de Banach des (x,)e || A,, tels que
wed
IxIl = sup [lx [l < + 0.
wed

Soit C une sous-algébre de Banach de B possédant les propriétés
suivantes:

(i) e = (e,)uen€ C;

(i) si x=(x,)eC et fe€(Q), la fonction w— f(w)x, est un
élément de C;

(iii) pour tout x = (x,) e C, la fonction w— ||x,,} est semi-continue
supérieurement.
Soit X I'ensemble somme des X(A,). Pour tout y e X(A,, ), soit ¢(y) le
caractére de C défini par o(x)((x,,)) = x(x,, ) Montrer que ¢ définit une
bijection de X sur X(C). (Soit £ e X(C). Comme %(Q) peut étre identifié a
une sous-algebre de Banach de C, ¢ définit un caractére de %(Q), donc
un wye Q. Soient x = (x,)eC et y=(y,)€C, avec x,, = V,o; SOit
¢>0;onalx, — y,| < ¢dans un voisinage U de wy; soit f: Q — (0, 1},
egalea 1 enwoetdOhorsdeU onallfx — fy] <& dotlé(fx — Y <s
d'ou [&(x) — &) <& dou &(x) = &(y). En déduire qu’il existe un

X EX(AU)O) tel que C - (P(X))
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4) Soit Q un espace compact tel que I’algébre de Banach %(Q)
soit engendrée par une suite (j; ,j,,...) d’idempotents. La fonction

w— h(w) = Zl 372wy = 1)

sépare les points de Q, donc engendre 1’algébre de Banach €(€2).

5) Soit A Palgébre de Banach définie au §2, n° 2, Exemple 2. Soit
we (0,1} = X(A). Le plus petit idéal fermé J., de A tel que h(3) = {w}
est Pensemble des f e A telles que f,f,...,/™ s’annulent en . (Utiliser
le § 5, prop. 4.) Si ge A, son image canonique dans A/J3, a pour norme

Y (g®(w)l/k?). Lalgébre A/3J,, est isomorphe & C[X]/(X"*'). Le seul
k=0
idéal maximal de A contenant 3, est I'ensemble des fe A telles que
flw)=0.

6) Soient A le disque |{| < 1 dans C, et A lalgebre de Banach
définie au § 2, n° 2, Exemple S.

a) Si xe A, x est limite dans A des fonctions:

{os D) = x( t )

n+1

Or x, est limite uniforme de polyndmes. Donc { est un générateur de A.
b) X(A) s’identifie canoniquement 4 A. (Utiliser la prop. 1 (vii).)
c) Soit S une partie fermée de A. Si S possede dans A un point non
isolé, I’'adhérence de S pour la topologie de Jacobson est A.

d) Pour x e A, posons x*({) = x(). Alors x+— x* est une involution
isométrique de A, et les seuls caractéres de A hermitiens pour cette
involution sont définis par les éléments réels de A.

e) L’application x+ x|U est un isomorphisme de A sur P(U).
Toute fonction de %g(U) est limite uniforme de parties réelles de fonctions
de P(U).

7) Soient A, (resp. A,) I'algébre de Banach unifére considérée au
§ 2, n° 2, Exemple 2 (resp. 5), et A = A; x A,. Montrer que A est sans
radical, mais que %,(A) n’est ni fermé ni partout dense dans F(X(A)).
(Utiliser ’exerc. 6.)

98) Soient Q un espace compact, B une sous-algébre de Banach
unifere de €(Q) (pour la norme induite), séparant les points de Q. On
identifie Q a une partie fermée de X(B) = . Soit B* I'ensemble des
éléments inversibles de B. On dit que B est logmodulaire si I’ensemble
des fonctions log| f|, pour f € B, est dense dans %R(€2). (C’est {e cas en
particulier si ’ensemble des fonctions Z%f, pour fe€ B, est dense dans
€r(Q): car logle’| = #f) Dans la suite, on suppose que B est logmodulaire.

a) Pour tout y e, il existe une mesure p, > O et une seule sur Q

telle que loglx(f) = 'f log| f(w)| dp,(w) pour toute f'€ B*, donc telle que

Q

wf) = sz(w) dy,(w) pour toute fe B. On a
loghy(f) < | loglf (@) duyfeo)
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pour toute fe B. La condition %(f) = Jgf(w) du,(w) pour toute feB

définit ., de manicre unique.

b) Soient y € ', u une mesure positive sur Q. Ecrivons g = y; + u,
ou u, est de base y, , et ou u, et p, sont étrangeres. Soit J le noyau de .
Alors

: _f12 _ _ fi2
inf [ 11— f1du = inf [ |1 = 117 dpy

c) Soient y e Q) et h une fonction >0 de ¥'(u,). Soit I le noyau
de . Alors

inf [ |1 — f|*hdy, = log h) dp ).
inf [ 11— /1% dpt, = exp( | (ogh)du, )

d) Pour toute mesure positive pu sur Q, et tout pe (1, + oof, soit
H"(,u) P’adhérence de I'image canonique de B dans L?(u). Soient y € Q'
et J le noyau de y. Alors Lz(ux) est somme hilbertienne de H?(u,) et de
Padhérence dans L*(p,) de I'image canonlque de T (ensemble des
conjuguées des fonctions appartenant a J). ~

e) L’espace H'(y,) est 'ensemble des classes h des he ¥ Yu,) telles

que'f Sfhdu, = 0 pour toute f€ 3.

f) Soit i une fonction >0 de &' (ux) Alors, on a h = |f| avec
feH! (1) etf fdu, # 0 si et seulement si loghe #'(u,).

79) Soient Q un espace compact, B une sous-algébre de Banach
unifere de €(QQ) (pour la norme induite). Tout élément w de Q définit un
caractere x,, de B. Si w, o € Q, on écrit w ~ ' lorsque [y, — % | # 2.

a) Soient w, w" e Q. S’il existe une suite (f,) d’éléments de B tels que
I £l <1, que |f{w) tende vers 1 et lim.inf|f(w) — f (')} > 0, alors

onn’a pas w ~ ' (On peut supposer que f,{w) tend vers 1. Considérer
gn=(fi — 2)(1 = 2, f)" ", ot (4,) est une suite de nombres de (0, 1(
tendant vers 1. On a g,/ < 1 Si la suite (4,) est bien choisie, g,(w) tend
vers 1 et g, (w’) tend vers —1.)

b) Soit R I’ensemble des parties réelles des éléments de B. Si w ~ ',
il existe ce )0, 1( tel que f(w) > cf (') pour toute f > 0 de R. (Sinon,
il existe f;.f,,...€ R avec f, = 0, f (v} = 1, f(w) tendant vers O; soit
g,€B avec #g, = f,. Alors e # € B, lle #| < 1, [e 8] = 1/e, |e” &)
tend vers 1, ce qui contredit a)) On peut supposer qu’'on a ausst
f@) = cf (w) pour toute f = 0 de R. Il existe des mesures & = 0, f = 0
sur Q telles que f(w) — ¢f (@) = a(f) et f(w') — ¢f(w) = B(f) pour feR.
Posant p, =1 —c*) " "ef+a), p, =0—-c>)"Yeaxa+p), on a
bl f) = f(w)et p,f) = f(w') pour toute f € B, et cp,, < foy s Cloy < oy -

¢) On suppose encore @ ~ «’. Montrer que si y est une mesure
positive sur Q telle que u(f) = f(w) pour toute f € B, il existe une mesure
positive y, sur Q telle que y'(f) = f(w’) pour toutefe Bet cu < ¢ pour
un ce )0, 1[ (Avec les notations de b), poser g’ = p, — Cit,, + CU.)

d) La relation o ~ ' est une relation d’équivalence dans Q.
(Utiliser c¢).)
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7 10) Soient © un espace compact, A une sous-algébre de Banach
unifére de ¥(Q) (pour la norme induite).

a) Une partie K de Q est dite antisymétrique (relativement a A) si
toute f € A qui est réelle sur K est constante sur K. Toute partie anti-
symétrique est contenue dans une partie antisymétrique maximale.
Une partie antisymétrique maximale est fermée. L’ensemble K des parties
antisymétriques maximales est une partition de Q.

b) Soit A+ I'orthogonal de A dans ’espace de Banach des mesures
complexes sur . Soit u un point extrémal de la boule unité de A-.
Montrer que le support de y est antisymétrique.

¢) Soit fe%(Q). Si fIK € AJK pour toute K € &, alors f € A. (Appli-
quer b) et le théoreme de Krein-Milman). Retrouver a partir de la le
théoréme de Stone-Weierstrass.

d) Une partie E de Q est appelée un pic (relativement a A) s’il
existe f € A telle que || f]| = 1 et que E soit ’ensemble des we Q pour
lesquels- f(w) = 1.- On peut “alors “supposer |f(x)] < | pour x¢E
(remplacer f par 3(1 + f)). Toute intersection dénombrable non vide de
pics est un pic. Si E;, E, sont des pics, E; UE, est un pic. (Sotent
fi.freAavecf,=1sur E;,|f] <1sur Q—E;;soit g, =1 — f)PeA;
alors 1 — g2, = 1lsurE, UE,, [l — g,g,l < lsurQ—(E, UE,))

e) Soit E une intersection de pics. Soit 3 'ensemble des f'e A nulles
sur E. Alors f+ f|E définit une isométrie de A/J sur A|E.

/) Soit E un pic. Soit E' < E un pic relativement a AJE. Alors E’
est un pic relativement a A.

g) Tout K € & est une intersection de pics. (Utiliser d) et f).)

h) Si Ke &, AIK est fermé dans €(K). (Utiliser ¢) et g).)

i) Soit R I'’ensemble des parties réelles des ¢léments de A. On suppose
que Qe & et que R est stable par multiplication. Alors Q est réduit a
un point. (Soit x,€ Q. Pour ueR, il existe une fe A et une seule telle
que u = #f et f(xo)e R; poser N(u) = | f]. Alors R est un espace de
Banach réel pour N; le théoréme du graphe fermé prouve que la multipli-
cation dans R est séparément continue donc continue. En déduire sur
S = R + iR une structure d’algébre de Banach. Soit pe R avec p(w) > 0
pour tout w € Q. Montrer que, pour tout caractere y de S, on a Zy(p) > 0,
et en déduire que log p € R. Supposant Q # {x,}, on peut construire une
feA telle que 0 < Zf <1 sur Q f(xo)eR, et telle que |f| soit
arbitrairement grand. D’aprés ce qui précéde, il existe Ve A avec
[VI? = #f. On a |V| < 1 donc N(#V) < 2, mais

N(@V)) = V2 + I = 1FVHxo)l)

est arbitrairement grand.)
j) Si R est stable par multiplication, A = %(Q). (Utiliser a), c), h),
i).) Par suite, si A # %(Q), il existe ucR telle que u*¢R.



CHAPITRE 11

Groupes Localement
Compacts Commutatifs

Dans tout ce chapitre, la lettre G désigne un groupe localement compact commutatif
muni d’une mesure de Haar notée, sauf mention du contraire, dx; les espaces LG dx) seront
simplement notés LP(G).

§ 1. — Transformation de Fourier

1. Caractéres unitaires d’un groupe localement compact commutatif

DEFINITION 1.-— On appelle caractére unitaire de G une
représentation continue de G dans le groupe multiplicatif U des
nombres complexes de module 1.

Autrement dit, un caractére unitaire est une fonction continue
¥ sur G, a valeurs complexes, telle que:

x(xy) = x0x(), k=1 (x,yeG).

Remarquons que toute représentation continue bornée de G
dans C* est un caractére unitaire.

Il est immédiat que le produit de deux caracteres umitaires,
Pinverse d’un caractére unitaire, la fonction constante égale a 1
sont des caractéres unitaires. Par suite, ’ensemble G des caractéres
unitaires de G est un groupe pour la multiplication, d’ailleurs
commutatif. D’autre part, Iapplication (¢, x)—>xx' ~' = x¥ est
continue pour la topologie de la convergence compacte et G
muni de la topologie de la convergence compacte est un groupe
topologique.

DEFINITION 2.— Le groupe topologique G s’appelle le groupe
dual de G.

Puisque G est localement compact, I’application (x, X)— X(x)
est continue sur G x G (Top. gén, chap. X, 2° éd,, §2, th. 2).
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Soit H un espace hilbertien de dimension 1, et soit ¥ un
caractere unitaire de G. L’application qui a x € G fait correspondre
I’homothétie de rapport y(x) dans H est une représentation
linéaire continue 1sométrique de G dans H. Réciproquement
d’ailleurs, toute représentation linéaire continue isométrique de G
dans H est obtenue par ce procédé. Posons alors pour ue #*G):

(M X = [ 1) dux),

Il résulte de la prop. 11 d’Intégr., chap. VIIL, § 3 que I’applica-
tion p+— y(u) est un caractere # O de I’algébre de Banach involu-
tive .#*(G). On a ainsi défini une application, dite canonique, de
G dans X(.#(G)). De plus, on a:

W) =[x dit) = | 1) di(o) = 1)

et le caractére > y(u) est hermitien.

Par restriction a la sous-algébre de Banach involutive LY(G),
on obtient un caractére hermitien (, de LYG); on a pour
fe LYG):

@) L) = [ f o) dx.

Remarquons que {, # 0: si fe #(G) tend vers la mesure de
Dirac ¢, dans %'(G) muni de la topologie faible (Intégr., chap. VIII,
§ 2, cor. 1 du lemme 4), alors {,(f) tend vers x(s,) = 1 # 0.

ProrosiTiON 1. —L’application jixr>{, est un homéomor-
phisme de G sur X(LY(G)).

Comme G est une partie bornée de L*(G), I'injection de G
dans L® muni de la topologie faible o(L®, L) est continue. Donc
j est continue. Si ye G, et si fe LYG), on a:

(e * ) = 1))

cc qui montre (en prenant f telle que Cx(f)# 0) que j est injective.
Soit £ € X(LY(Q)) et soit fe LYG) telle que {(f) # 0. Posons
pour xe G:

(3) x(x) = Lex = N)ES)

Comme I’application x— ¢, * fde G dans L(G) est continue
(Intégr., chap. VIII, § 2, prop. §), Ia fonction y est continue. Elle est
bornée car

Lol < e = SN = 1S TN
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Soit maintenant B une base du filtre des voisinages de e,
formée de voisinages compacts. Pour tout Ve B, soit gy une
fonction continue positive, nulle en dehors de V et d’intégrale
égale a 1. On sait (Intégr., chap. VI, §4, prop. 19) que

e ¥ f =lime, xgy = f
(limite dans Pespace LY(G) suivant le filtre des sections de B).
Comme {(e, =gy * f) = {(, *gy){(f), on a donc:
x(x) = lim {(e, *gv)
et pour tout he LY(G)
{ley #h) = lim {(e, # gy * h) = (hm (e, * gv))C(h) = x(x)C(h).

Par suite, on a pour x,ye G:

x(xy) = Llex # e, = IUS) = x(X)e, * NI = x(xy)
et y est un caractére unitaire de G. De plus, si ge LY (G), on a
gxf = f (e, * f)g(x)dx dans LY(G) (Intégr., chap. VIII, §1,
prop. 7), d’ou:

(@) = Cg = f) = [Lle, * Nglx) dx = U(f) [a(x)glx) dx
= L))

d’ou { = (. Par suite, j est surjective, donc bijective.
Enfin ensemble W des {'e X(L'(G)) tels que {'(f) # 0 est
un voisinage ouvert de { dans X(LY(G)). Si {'e W, on a d’aprés ce

qui précede:
JION) = (e = )T,

Soit K une partie compacte de G. L’ensemble des ¢, * f pour
x e K est alors compact dans LY(G). Comme X(L'(G)) est borné
donc équicontinu dans L*(G), {'(¢, = f) converge uniformément
sur K vers ((¢, = f) lorsque (' tend vers { dans W (Top. gén.,
chap. X, 27 éd.. § 2. th. 1). Il en résulte aussitdt que j ! est continue,
ce qui achéve la démonstration.

Nous identifierons désormais tout caractére unitaire y de G
au caractére f ‘f(x)x(x) dx de LYG).

Remarques. — 1) Le fait que j soit bijective est un cas par-
ticulier de la correspondance, qui sera ¢tudiée ailleurs, entre
représentations continues d’un groupe localement compact quel-
conque H et représentations continues de 'algébre L(H).
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2) L’application canonique de G dans X(.#'(G)) n’est pas
en général surjective (§ 2, exerc. 14).

COROLLAIRE 1.— Tout caractére de LYG) est hermitien.
L’application canonique de X(St(G)) (Chap. I, §6, n° 7) dans
X(LY(G)) est un homéomorphisme.

La premiére assertion résuite de ce qui précéde. La seconde
résulte de la premiére et du Chap. I, § 6, cor. de la prop. 10.

COROLLAIRE 2.— Le groupe topologique G est localement
compact.

Nous identifierons désormais G, X(LY(G)) et X(St(G)). Pour
xeG et e G, nous noterons (£, x> le nombre complexe £(x).
On dit que x et £ sont orthogonaux si {£, x> = 1. Soit A une
partic de G (resp. G); I'ensemble des éléments de G (resp. G)
orthogonaux a A est évidemment un sous-groupe fermé de G
(resp. G) qu’on appelle orthogonal de A et qu’on note AL,

Pour x € G, 'application £ — (X, x) est un caractére unitaire
n(x) du groupe commutatif localement compact G: ceci résulte
immédiatement de la définition méme de la multiplication dans G
et du fait que Papplication (x, %)+ (%, x) est continue. Nous
avons ainsi défini une application # de G dans son bidual G,
application dite canonique. De plus, on a n(xy) = n(xn(y) ct g
est continue: ceci résulte de la continuité de 'application
(x, X)X, x> et de la prop. 9, Top. gén, chap. X, 2° éd., §2.
Ainsi, lapplication canonique n de G dans G définie par :

x)LAY = A, x> (xeG,AeG)

est un morphisme continu de G dans G. Nous verrons (th. 2, n® 5)
que n est en fait un isomorphisme de G sur G.

2. Définition de la transformation de Fourier

DEFINITION 3.— On  appelle transformée de Fourier de
pue #YG) la fonction Fou = Fu (notée parfois aussi p) sur G
définie par:

o~

(4) (FwE) = | Fx> dux).

On appelle cotransformée de Fourier de p la fonction 7 u sur G

-~
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définie par:
(5) (F®) = [{2.x) dul0).

PROPOSITION 2.— La transformation de Fourier F et la
cotransformation de Fourier F sont des morphismes de I'algébre
involutive .4 *(G) dans I'algébre involutive des fonctions continues
bornées sur G.

On a vu au n° 1 que Papplication p— J(x x> du(x) est un
caractére hermitien de .#'(G). Ceci entraine aussitét que F et %
sont des morphismes d’algébres involutives de .#'(G) dans
I’algébre involutive des fonctions complexes sur G. De plus,
on a:

(6) [(# W ()= |J<x X dp(x) < fully

ce qui montre que Z u, et de méme # p, sont bornées. Enfin si £
tend vers %, dans G, la fonction % sur G tend vers £, uniformément
sur tout compact en restant bornée par 1. Il en résulte que
(F ) (X) tend vers (F u)(X,) pour toute mesure bornée u. Donc
F u et de méme # u sont continues.

Notons quelques formules utiles:

(7) (ZWR) = (FPE " = (FDE).

(8) 171l = 17 ullw < lptly -

o) { (9’:8x)()‘<) = (&, %)
(Fe)(X) = <X, %)

(en particulier F¢, = F¢, = 1).
{ (F (e * )(X) = (X, x) (F)(X)
(F (e * ) (X) = (Z,XD (Fp)(R).

{ F(Rp) = e, xFp

(10)

(11) _ _
FR.op) = -1 F U

Les seules formules que ne sont pas évidentes sont les
formules (11). Mais on a:

(F &) () = [ x> <& xD dulx) = [PF L X du(x)
= (FW% ) = (e * Fp)(9).
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Par restriction a la sous-algébre L*(G), on obtient la définition
de la transformation de Fourier et de la cotransformation de
Fourier sur LYG). On a donc pour f e LYG):

{ (Ff)(R) = [EX f(x)dx
(Z)(8) = [ {&x) f(x)dx.

L’application canonique de G dans X(LY(G)) est un homéo-
morphisme (prop. 1), et la cotransformation de Fourier n’est
autre, une fois identifi¢ G et X(LNG)), que la transformation de
Gelfand. Par contre, X(.# 1(G)) ne s’identifie pas a G.

(12)

PROPOSITION 3.— La transformation de Fourier et la co-
transformation de Fourier sont des morphismes injectifs de I'algébre
involutive LY(G) dans Palgébre involutive €°(G) des fonctions
continues nulles & Uinfini sur G.

Ceci résulte des propriétés de la transformation de Gelfand
(chap. 1, § 3, prop. 2), de la prop. 2, et du fait que L'(G) est sans
radical (chap. 1, § 6, cor. de la prop. 12).

Remarque. — Contrairement a la transformation de Fourier
sur .#*(G), la transformation de Fourier sur L(G) dépend du
choix de la mesure de Haar dx. Si 'on remplace dx par a.dx
(avec a > 0), la nouvelle transformée de Fourier de fe L*(G) est
a.Zf.

Considérons ['algebre stellaire St(G) du groupe G et
identifions L1(G) & une sous-algébre dense de St(G). D’aprés le
cor. 1 de la prop. 1, et le th. 1 du chap. I, § 6, la transformation de
Fourier et la cotransformation de Fourier se prolongent par
continuité en des isomorphismes d’algébres stellaires (notés
encore F et #) de SHG) sur ¥%G); I'isomorphisme % n’est
autre que la transformation de Gelfand pour St(G).

3. Le théoréme de Plancherel

Nous noterons A(G), ou simplement A, le sous-espace
vectoriel de LYG) engendré par les fonctions fxg pour
£, 2e LYG) n L*(G). Comme L' n L? est un idéal de L!, A est un
idéal de L' contenu dans L' n L2 Comme (Xf) *(Rg) = R(f *g)
pour £eG, feLl, ge L! (Intégr., chap. VIII, §3, prop. 6), on a
Lhe A pour tout he A,
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Lemme 1. — Il existe une base de filtre B sur A N A (G) telle
que:

(1) On a ¢, = limg @ dx dans Uespace €'(G) muni de la topo-
logie de la convergence uniforme sur les parties compactes de
C(G);

(i) on a limg # ¢ = 1 pour la topologie de la convergence
compacte sur G, .et |Fol, <1 pour toute ¢ appartenant a un
ensemble de B ;

(i) on a limg @ = f = f dans L?(G) pour tout pe (1, + oo
et toute f e LP(G).

Soit en effet B, une base du filtre des voisinages de e dans G
formée de voisinages compacts symétriques contenus dans un
ensemble compact fixé. Pour XeB,, soit X' I'ensemble des
Wwex (G)tels que Supp y <X et fz//(x) dx = 1;soit X" I'ensemble
des ¥ = pour Yy € X'. On a alors X" < A n #(G), et 'ensemble
B des X" est une base de filtre sur A n.#(G). La propriété (i)
(resp. (ii1)) résulte de Intégr., chap. VIII, §2, n° 7, cor. 1 du lemme
4 (resp. §4. n° 7. prop. 20). Une partiec compacte de G est une
partie compacte de % (G), donc (i) entraine limg # ¢ = 1 pour la
topologie de la convergence compacte sur G. La deuxiéme asser-
tion de (i1) est immeédiate.

Soient f, ge LYG)n L*G). Pour toute ¢@eSt(G), on a

@+ feLAG), llo=fly<lol Sl et (pxf)xg=p*(f*g)
(chap. I, §6, n® 7, formule (13)). D’aprés Intégr., chap. VIII, §4,
prop. 15, ¢ =(f *g) est donc une fonction de ¥°(G), et ’on a

lo = (S )l < lolllfl2lgll,-

Par suite, pour feA et @eSH{G), on a ¢ *fe€%G), et
@+ (@ * f)(e) est une forme linéaire continue sur St(G). Comme
F est un isomorphisme de St(G) sur €%(G), on en déduit ;

Lemme 2. — Pour toute f € A, il existe une mesure bornée p et
une seule sur G telle que:

(13) (9 *f)e) = [ (Fo)du,
quelle que soit @ € SY(G).

Soient maintenant f, ge A. On a alors pour ¢ € LY(G):
(1) (Ff u)(F o) = | (Fo)Ff)du, = [ T(@ ) du,

= (@ *[)*g)le).
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Comme (¢ = f) *g = (¢ *g) = f et que F(L'(G)) est dense dans
%°(G) on déduit de (14):

(15) (Ff)ug = (Fg).uy  (figeA)

Soit Q, ’ensemble ouvert dans G formé des £eG tels que
(Zf)(R) # 0. Soit ¢ la fonction caractéristique de G — Q,. Pour
toute ge A, on a, compte tenu de (15) et d’Intégr., chap V, §5,
n° 3, th. 1:

[Fo)d@. 1) = [ ol Ff) du, = 0.

D’apres le lemme 1, A est dense dans St(G), donc #(A) dans
¢°(G); on déduit de 12 que ¢ . u s = 0, donc que u, est concentrée
sur Q. Soit v, la mesure sur Q, de densité (#f)~ ' par rapport
a u Q.. D’aprés (15) VA, N Q) = v, [(Q N Q). Comme F(A)
est dense dans €%G), les Q o, pour, f e A, forment un recouvrement
ouvert de G. Par suite, il existe une mesure v unique sur G telle
que, pour toute f € A, on ait v, = V|,
SifeA, ona:

(16) tr = (Ff).v.

En effet, les deux membres de I'égalité sont des mesures con-
centrées sur €, et leurs restrictions a Q, sont ¢gales a (#f). v,. En
particulier, Zf € LY(G, v). Rappelons d’autre part que Zf € €°(G).
Donc #fe L¥G, v).

La formule (13) s’écrit maintenant, pour @ € St(G) et fe A:

(17 (0 *N)e) = | (Fo)FS)av.
En particulier, pour f, g€ A,

18) [ FNFdv=(fg)0) = | f(xex")dx.

Nous allons en déduire que v est invariante par translation. Soit
2eG. Si on remplace les éléments fet g de A par . fet £.g,
I'intégrale f f(x)g(x~ 1) dx ne change pas. Donc, d’aprés (18),

VFINF Q) = V(e * Ff)es * Fg)) = vez *(F/NFg))
= (ez-1 *V(FS)F Q)
autrement dit

1(Fg) = (Ff ez *V))(Fg).
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Comme % (A) est partout dense dans ¥°(G), on en déduit

pr = Ff. (-1 %)
et ceci pour toute fe A. Ainsi, ;-1 *v induit v, sur Q,, et on a
bien &, *v = v. La mesure v est donc proportionnelle a une
mesure de Haar sur G. La formule (18), qui se réduit pour g =f &

(19) J | 2112 dv = | 1117 dx,

prouve que le rapport de proportionnalité est > 0. Donc v est une
mesure de Haar sur G.

DEFINITION 4. — La mesure de Haar v sur G est dite associée
a la mesure de Haar donnée sur G.

Nous noterons désormais df la mesure de Haar sur G
associée a dx.

Remarque. — Si ’on remplace dx par la mesure a. dx, le
produit de convolution de deux éléments f, g € L'(G) est remplacé
par af *g. Nous avons vu que Zf est remplacée par a.Ff.
Donc u, est inchangée et v est remplacée par a~ 'v. Donc la mesure
dx ® d% sur G x G est indépendante du choix de dx.

THEOREME 1 (Plancherel). —Si feLY(G)nL*G), on a
Zfe LXG). Lapplication f— Ff de LYG)n L¥G) dans L*G)
se prolonge de maniére unique en une isométrie de L*(G) sur
L%(G) (G et G étant munis des mesures dx et d%).

D’apres (19), la restriction de % a A est une isométrie de
A = L¥G) sur un sous-espace Z(A) de L¥G). Comme A est
partout dense dans L%*(G) (lemme 1), # se prolonge de maniére
unique en une isométrie ® de L*G) sur un sous-espace de L%(G).
Pour montrer que ®(L%G)) = L%(G), il suffit de montrer que F(A)
est dense dans L¥G). Or, soit & un élément de L*G) orthogonal
a Z(A). Pour f,geA, on a F(f)(Fg)=F(f*g)eF(A), donc
h.(#f) est orthogonal a %g. Donc h.(%f) est orthogonal a
Z(A) pour toute fe A. Mais h.(#f)e LY(G), et #(A) est partout
dense dans %°(G), donc h.(Zf) est localement négligeable pour
dx. Comme les Q, forment un recouvrement ouvert de G, on en
déduit que h = 0, ce qui établit notre assertion.

Soit fe LY{G) n L*(G). D’apres le lemme 1, il existe un filtre
B sur A qui tend vers f a la fois dans L'(G) et dans L*G). On a
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O(f) = limg , D(g) = limg, F¢ dans L}G), et Ff = limg, Fg
dans #°(G), donc Ff = @f, ce qui achéve de prouver le théoréme.

On note encore # Iisométrie de L(G) sur L*G) définie
dans le th. 1, et on P'appelle encore transformation de Fourier. De
méme, le prolongement isométrique de # a L*(G) se note encore
Z et ’appelle encore cotransformation de Fourier.

4. La formule d’inversion de Fourier (cas préliminaire)

Puisque % est une isométrie de LX(G) sur L%(G), on a
(flg) = (#fIFg)  pour f,ge L*G).
Autrement dit:
0) (f *3)e) = | #f (HF 2 dz.
Prenons en particulier f. g e LY(G) n L*G). On a alors
Ff.Fg = F(f g e LYG).

PROPOSITION 4.— Si fe A, alors FfeLYG) et on a pour
tout xe G:

1) [0 = [, 0 (FNR

(« formule d’inversion de Fourier »).
En effet (20) entraine aussitdt (21) pour x = e et il suffit pour
obtenir le cas général de remplacer f par &;-1* f.

Si nous considérons maintenant le bidual G de G et I'appli-
cation canonique # de G dans G, la formule (21) peut encore
s’écrire:

(22) f=(FFf)on  pourfeA

Remargque. — Soit F e LYG) n LAG) et posons f = FF oy

on obtient ainsi une fonction continue et bornée sur G. Pour

toute g€ LY(G) n L*(G), on a:
(23) [ g0 dx = [ glx)dx | (% x)F(®)d2

= |, Fe®F(®) ds
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en appliquant le théoreme de Lebesgue-Fubini a la fonction
2(x)F(R)(R, x> qui est intégrable sur G x G. Par suite, on a:

et s dx| < 1 Fgly - IFI = liglz - IF,
et f € L*(G). En appliquant le th. 1, on a d’autre part:
[ f() dx = [ FERFF @2 = [ FeR)FAR) dS

Comparant avec (23), on voit que F = Zf dans L*G), et
f=FFfn.

Inversement, si fe L*(G) est telle que ZfeLYG), on peut
appliquer ce qui précéde a F = Z#f et on en conclut que f est
presque partout égale 4 la fonction continue (¥ Zf) o n. Autrement
dit, la formule (22) est valable pour les feL*(G) telles que
FfeLVG).

PROPOSITION 5. — L’algébre de Banach LY(G) est réguliére.

11 suffit de démontrer que si P est une partie fermée de G et
y un point de G n’appartenant pas a P, il existe une f e LY(G)
telle que Zf soit nulle sur P et non nulle en y. Comme, d’apres
(11), on a F(yf)= ¢, = Ff, on peut supposer que y est I’¢lement
neutre ¢ de G. Il existe alors un voisinage compact symétrique
U de e tel que U P = (. Soient F, et F, deux fonctions
continues >0 sur G, nulles en dehors de U et >0 en e. La
fonction F; = F, *F, est nulle sur P et >0 en e et il suffit de
montrer que F,e ZLYG). Or on a F,e LY{G)nL%G) pour
i=1,2,3 et on peut appliquer la Remarque ci-dessus. Posons
fi=%F,on:onaf,e L G)et F, = Zf;. De plus, on a:

fi= 53(1:1 #Fy)on = (g’;Frg';Fz)_c’”l

= (ﬁF1 °'7)~(*9';F2 °1) =f1f2
d’ohf3eL1(G) et Fy = 97f3€97L1(G).

5. Le théoréme de dualité

THEOREME 2 (Pontryagin). — Soit dX la mesure de Haar sur
G associée a d%. Lapplication canonique n de G dans G est un
isomorphisme de groupes topologiques qui transforme dx en dX.
Si on identifie G et G par cet isomorphisme, la cotransformation-de
Fourier de LXG) sur L*(G) et la transformation de Fourier de
L%(G) sur LY(G) sont réciproques I'une de Pautre.

A
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Montrons d’abord que # est injective et est un homéo-
morphisme de G sur x(G). Il suffit pour cela de montrer que
pour tout voisinage U de e dans G, il existe un voisinage W de e
dans G tel que 1~ {(W) < U. Or soit V un voisinage compact
symétrique de e dans G tel que V2 < U, soit f une fonction non
nulle de ¢ ,(G) a support contenu dans V, et posons g = [ L
Alors ge A, Supp g < U, et g(¢) > 0. Comme la topologie de G
est celle de la convergence simple sur LY(G) (prop. 1), il existe
un voisinage W de e dans G tel que

XeW=[KFg X — (Fg,e)| < 38le)
(rappelons que #g € LY(G) (prop. 4)), c’est-a-dire tel que
ReW = {(FF2)RX) — (FFg)e) < 18(e).
Si xen ™ Y(W), on a donc d’aprés (22)
g(x) — gle)l < 38(e)

d’oli g(x) # 0 et xe U puisque Suppg < U.

Par suite 7(G) est un sous-groupe localement compact de G,
donc fermé dans G (Top. gén., chap. II1, 3° éd., §3, cor. 2 de la
prop. 4). il existe un ye G tel que y ¢ n(G), il existe (prop. 5)
une f non nulle dans LYG) telle que ff(ﬁ)(x, xydX =0 pour
tout x € G. D’aprés le th. de Lebesgue—Fubini, on a alors, pour
toute ue LY(G),

[f@@FwE) dst = [ux)dx [fRE D ds =0,

donc f(X) d% = 0, ce qui est absurde. Donc #(G) = G. La formule
(22) prouve alors ceci: 1) Fe est une isométrie de LZ(GL, dR) sur
LG, n(dx)) donc dX = 5(dx); 2) si on identifie G et G par #,
F o F est Papplication identique de L*(G).

Nous identifierons désormais G et G par 7.

Soient G, G’ deux groupes commutatifs Jocalement compacts,
¢ une application de G x G’ dans U. Pour tout xe G (resp.
tout x'e G’), soit o, (resp. f,) la fonction x'+— @(x, x’) (resp.
x+— @(x,x") sur G’ (resp. G). Supposons que I’application
x+> o, soit un isomorphisme du groupe topologique G sur le
groupe topologique G'. Alors, d’aprés le th. 2, lapplication
x'+ B, est un isomorphisme du groupe topologique G’ sur le
groupe topologique G. Dans ces conditions, nous dirons que G
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et G’ sont en dualité relativement a ¢, et nous identifierons chacun
des groupes G, G’ au dual de 'autre.

6. Premieéres conséquences du théoréme de dualité

Le théoréme de Pontryagin montre que G et G jouent des
roles symétriques, et que, relativement aux espaces L?, transforma-
tion de Fourier et cotransformation de Fourier sont réciproques
I’'une de Pautre. Par ailleurs, les transformations de Fourier de G
et G sont transposées I'une de I’autre :

PROPOSITION 6.— Soient o€ #1G) et fe M (G). On a:
(24) I, 7 Beo dex) = | F o) dpis)
(25) F(FP.a) = B *=Fu.
Démontrons (24). On a:
J ZBEx) dot) = | _datx) [R5 dB(2)

Mais la fonction (%, x) est intégrable sur G x G par rapport a
o ® B, et on peut appliquer le théoréme de Fubini, qui donne
immeédiatement (24).

Démontrons (25). Soit £ G. On a

(F(FP.a)(®) = | > FPK) dofx)

= [ &t [ <5, dpis).

Ici aussi la fonction (£p~', x> est intégrable sur G x G par
rapport a o ® f, et le théoréme de Lebesgue—Fubini donne:

(F(FB.a)(®) = | dp) [ 55 dot)
= | Zu£97 ) dBO) = (B * Fa)(R)

COROLLAIRE. — F est injective sur .4 *(G).
En effet, si Za = 0, on a o(%f) = 0 pour toute fe LY(G).
Or #(LY(G)) est dense dans €°(G).

1l existe beaucoup d’autres espaces fonctionnels sur G et G
(en plus des espaces L2) sur lesquels # et % sont des isomor-
phismes inverses I'un de 'autre. Par exemple:
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THEOREME 3.— Soit B(G) I'ensemble des fe LY (G) telles que
Ff e LNG). Alors F|B(G) est une bijection de B(G) sur B(G), et
la bijection réciproque est f/’z‘|B(CA}).

Soit feB(G). On a FfeLYG)n ¢%G) « LYG) n LAG).
Posons f' = ZZf e L¥G). Pour toute ge #(G), on a

(7 =(Felf) = @F) =(FLg> =/ T

donc f' = fe€ LI(Q) et par suite Zf € B(G). En méme temps, on
a vu que (ZB(G)) - (FB(G)) est. Papplication identique de
B(G). Echangeant les roles de G et G, on obtient le théoréme.

Remarque 1.— On a:
feLG)et Zfe LY(G) <« feLYG)n FLYG)).
En effet, le théoréme 3 prouve que:
felYG)et Zfe L{G) = feLYG)n ZLYG)).

Réciproquement, si feLY(G) et f = Fg avec g e LYG), alors
g € B(G), donc f € B(G) d’aprés le th. 3.

Remarque 2. — B(G) est une algébre a la fois pour la multipli-
cation et pour la convolution. En effet, soient f, g€ B(G). On a
f+gelYG) et F(f +g) = (Ff).(Fg) e LYG) puisque par
exemple FfeLY(G) et Fge¥%G). Donc f *ge B(G). D’autre
part, fge LY(G) puisque feLYG) et ge¥%G); et f= Ff,
g = Fg avec f', g € B(G), donc fg = F(f' *g); donc fge B(G).

De plus, # échange convolution et multiplication dans B(G)
et B(G).

La formule #(fg) = (Zf) *(Fg) est d’ailleurs valable dans
bien d’autres cas que le cas f, g € B(G). Par exemple:

ProposiTION 7.—Si f, g € LXG), alors F(fg) = (Ff) *(Fg).

L’égalité est vraie si f, g € B(G) (remarque 2), et en particulier
si f, g € A(G). Or A(G) est dense dans L*(G) (lemme 1 (iii)). It suffit
alors de montrer que les deux membres de 1’égalité sont des
fonctions continues de (f, 2)e L*G) x L*G) a valeurs dans
#%G). Or Papplication (f.g)— F(fg) s’obtient en composant
’application (f, g)— fg de L*(G) x L*(G) dans L}(G) et I'applica-
tion h— Fh de L1(G)dans €%G): 'application (. g)— (Ff) *(F g)
s’obtient en composant [Dapplication (f.g)— (#f. #g) de
L3G) x L*G) dans L¥G) x L%G) et 'application (h, k') h x h'
de L¥G) x L¥G) dans ¥%G); et toutes ces applications sont
continues.
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7. Propriétés fonctorielles de la dualité

Soient G, H deux groupes localement compacts commutatifs,
et ¢ : G — H un morphisme de groupes topologiques. Si %€ H,
X o @ est un caractére de G noté ¢(%). Cette définition se traduit par
la formule:

(X)) = <PR). ¥

quels que soient £ H et ye G. On en déduit aussitdt que ¢ est
un morphisme du groupe topologique H dans le groupe topo-
logique G ; on dit que ¢ est le dual de .

Si ¢ :H — K est un morphisme de groupes topologiques,
la formule ci-dessus montre que (¢’ o @)" = @< ¢@". Si ¢ est 'appli-
cation identique de G, @ est l’application identique de G.

La formule montre aussi que @ =¢ (si 'on identifie
canoniquement G a GetHa H)

THEOREME 4.— Soient G’ un sous-groupe fermé de G, G” le
groupe quotient G/G’, i Uinjection canonique de G' dans G. p la
surjection canonique de G sur G”:

G5G2G"

GELGLEG
Alors p est un isomorphisme de G” sur G'*, et i est un morphisme
strict de G sur G' de noyau G'*.

1) Il est clair que p(G”) est ’ensemble des caractéres unitaires
de G nuls sur G, c’est-a-dire G'*. Si £” e G” est tel que p(X”) = e,

Al

on a, pour tout xe G, 1 = <{x, p(”’ > = {p(x).X">, donc X" = e.
Donc p est injectif. D’autre part, soit U un voisinage de ¢ dans G".
Il existe une partie compacte K” de G” et un nombre ¢ > 0
tels que:

%€ G" et (&, x"> — 1] < epour tout x"e K" = £"eU.

D’apres Top. gén., chap. I, 4° éd., § 10, n° 4, prop. 10, il existe une
partie compacte K de G telle que p(K) = K”. Alors:

2" eG" et [{P(R"), x> — 1] < e pour tout xe K = R"eU.
Autrement dit, il existe un voisinage V de e dans G tel que
eGetp()eV = X'eU.

Ainsi, p est un isomorphisme de G” sur G'+.
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2) Test clair que le noyau de festAG’L. Soit L le groupe dual
de G/i~Ye), de sorte que G/I () = L. Il existe un morphisme
¥ :L - G de groupes topologiques tel que ¥ soit la surjection

G35L5%G

>

Gitlde

canonique de G sur L. D’autre part, { peut se factoriser sous la
forme /ey, ot #:G" — L est un morphisme de groupes topo-
logiques. On a oy = i, donc Y(L) > G'. D’autre part,

- PUG") = {e},
donc (p o y)(L) = {e}, donc (L) = G". Ainsi, Y(L) = G'. D’aprés
la premiére partie de la démonstration, ¥ est un isomorphisme de
L sur G'. Donc 7 est un isomorphisme de G’ sur L, 7 est un

isomorphisme de L. sur G/, et / est un morphisme strict de G
sur G’ de noyau G'*.

COROLLAIRE 1.— Soit G’ un sous-groupe de G. On a
GHt =G

Supposons d’abord G’ fermé et utilisons les notations précé-
dentes. Alors i est un morphisme strict de G sur G’ de noyau G'4,
donc / est un isomorphisme de G’ sur (G'*)*. Si on identifie G’ a

G,GaGetiai on voit que i est un isomorphisme de G’ sur
(G'YHY, dou G = (G'*)*. Dans le cas général, on a

G c (GYHt = GHY =G

COROLLAIRE 2.— Soit (H,) une famille de sous-groupes fermés
de G. L’orthogonal du sous-groupe fermé engendré par les H; est

mH} L’orthogonal de mHi est le sous-groupe fermé engendré

par les Hi.
La premiére assertion est évidente. L.a seconde en résulte en
échangeant les réles de G et G, compte tenu du cor. 1.

COROLLAIRE 3.— Soit ¢ : G — H un morphisme de groupes
topologiques. Pour que @ soit un morphisme strict surjectif, il faut
et il suffit que @ soit un morphisme strict injectif.

Si ¢ est un morphisme strict surjectif, ¢ est un morphisme
strict injectif (th. 4). Si ¢ est un morphisme strict injectif, ¢ est un
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isomorphisme de G sur un sous-groupe localement compact donc
fermé de H, donc ¢ est un morphisme strict surjectif (th. 4).

COROLLAIRE 4.— Soit @ : G — H un morphisme de groupes
topologiques. Pour que ¢ soit un morphisme strict, il faut et il suffit
que ¢ soit un morphisme strict.

Ceci résulte aussitot du cor. 3 et de la décomposition
canonique d’un morphisme strict.

COROLLAIRE 5.— Soient Gy, ..., G, des groupes commutatifs
localement compacts et soit A; Uinjection canonique de G; dans
G = || G;. Lapplication (Zj)lsjs,, de G dans 11 Gj est un

1<j<n 1<j<n
isomorphisme.

Pour n = 2, cela résulte du th. 4. I suffit ensuite de raisonner

par récurrence Sur A.

COROLLAIRE 6.— Soit ¢ : G — H un morphisme de groupes
topologiques. Alors le sous-groupe Im ¢ de H et le sous-groupe
Ker ¢ de H sont chacun lorthogonal de Tautre. En particulier,
pour que @ soit injectif, il faut et il suffit que Im @ soit dense dans H.

Soit P H. Pour que peKer@, il faut et il suffit que
{P(P). x> = 1 pour tout x € G, c’est-a-dire que {J, ¢(x)) = 1 pour

tout xeG, clest-a-dire que Pe(Ilme)" = (Ime)'. Donc

Ker ¢ = (Im @), et Im ¢ = (Ker @)* d’apreés le cor. 1.

COROLLAIRE 7.— Soit ke Z. Soient G* et G, l'image et
le noyau du morphisme x — x* de G dans G. Alors Gy, et 'adhérence
de G sont orthogonal 'un de Pautre.

En effet, les morphismes x+— x* de G dans G et £— £* de
G dans G sont le dual I'un de P'autre.

Disons qu’un groupe commutatif C est divisible si, pour tout
xe C et tout ke Z, il existe un ye C tel que y* = x.

COROLLAIRE 8.— (i) Si G est divisible, G est sans torsion.

(ii) Si G est sans torsion, et si k e Z, Pensemble des x* (ou x
parcourt G) est dense dans G.

(i11) Supposons G discret ou compact. Pour que G soit divisible,
il faut et il suffit que G soit sans torsion.
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Les assertions (i) et (ii) résultent du cor. 7. Si G est discret ou
compact, I'image du morphisme x+— x* de G dans G est fermée,
et (i11) résulte de (i) et (ii).

8. Formule de Poisson

ProOPOSITION 8.-— Soient H un sous-groupe fermé de G, o une
mesure de Haar sur H, B une mesure de Haar sur G, et y = fla
qui est une mesure de Haar sur G/H. Identifions (G/H)" ¢ H*, et
soit % la mesure de Haar sur H* associée a y. Soit fe LYG), et
supposons que la restriction @ H* de la fonction continue Ff soit
intégrable (pour %). Alors, pour presque tout xe€ G, la fonction
h— f(xh) sur H est a-intégrable, et I'on a:

J, oty dathy = [ <l X)) ) (k)

On sait (Intégr., chap. VII, §2, prop. 5) que, pour presque
tout x € G, la fonction h— f(xh) sur H est a-intégrable, et que la
fonction x+— F(x) = L{ f(xh)da(h), définie presque partout sur

G/H, est y-intégrable (x désigne I'image canonique de x dans
G/H). La transformée de Fourier de F, considérée comme fonction
sur H*, est donnée par:

(26) (FEK) = [k @[ S (k) da(h)

= [ RS 1) apx) = (k)
D’aprés I’hypothése faite sur f, on a donc #F e LY(G/H)").

Donc F est égale presque partout a #(F F) (th. 3), c’est-a-dire que:
F() = | <k x)FF)(0) di(k)

presque partout sur G/H. Compte tenu de (26), on obtient
la proposition.

COROLLAIRE.— On conserve les notations H, a, S, 7, 9 de la
prop. 8. Soit f e LY(G). On suppose que:

1) la restriction de Ff a H* est intégrable;

2} pour tout x € G, la fonction h— f(xh) sur H est intégrable;

3) Pintégrale f . f(xh) do(h) est fonction continue de Xx.

Alors (formule de Poisson):

(27) | S dath) = | (F)K) i)
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En effet, reprenant les notations précédentes, les fonctions F
et #(ZF) sont égales presque partout et continues, donc sont
égales partout et en particulier en e, ce qui donne (27).

Remarque. — Nous verrons plus tard, quand nous aurons
étendu la transformation de Fourier aux distributions, que la
formule (27) peut encore s’exprimer en disant que la transformée
de Fourier de la mesure de Haar « de H est la mesure de Haar §
de H..

PROPOSITION 9.— On conserve les notations H, o, 5, y de la
prop. 8. Soient &, P, et % les mesures de Haar associées sur
A = G/H', G, et (G/H)" = H*. Alors & = B/

Soit f € #(G). Pour xe G et ye G, posons

o(x.y) = [ f(ch)Cy. b dafh)

On a aussitdt les propriétés suivantes: a) pour x fixé, ¢(x, y) ne
dépend que de la classe y de y dans G/H*; b) pour y fixé,
{y, xDp(x, y) ne dépend que de la classe x de x dans G/H; ¢) ¢ est
continue sur G x G.

La fonction y — ¢(x, y) est la cotransformée de Fourier de la
fonction h+— f(xh) sur H, donc

(28) oy 1006 VI dB() = | 1/ (R din(h),

La fonction X+ {y, x>@(x, y), qui est continue a support
compact sur G/H, admet pour cotransformée de Fourier la
fonction sur H*:

k= | <k, X5y xp0(x, y) dpx)

G/H

dy(x) | vk xh) f(xh) do(h)

Jorn
_ jG/H dy(%) j vk f(x) dodh)
~ L; vk, x) f(x) dB(x) = Ff (k).

Donc

(9) |, Jo0cyI? i) = | 1F 0k otk
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On déduit de (28) et (29)
o (TN dBy)

J 17 (1 dBio)
fG/H dv(x v (xh)|? do(h)

f dV(x)f lo(x, y)i? da(y)
o 40 [ 10, 9 ()
= [ B0V NFNGRP a5tk

En prenant f # 0, on déduit de 1a que & = /3.

Il

9. Exemples de dualité

PROPOSITION 10. —Si G est fini, G est isomorphe (non
canoniquement, en général) a G.

Soient xe G, £€G, et n = Card G. On a (%, x)" = 1. Un
caractére de G est donc un homomorphisme de G dans le groupe
des racines de 'unité de C. La proposition résulte alors d’A4lg.,
chap. VII, 2¢ éd., §4, n° 8, prop. 8 et Exemple.

PROPOSITION 11.-— Pour que G soit compact, il faut et il
suffit que G soit discret. Les mesures de Haar normalisées (Intégr.,
chap. VII, § 1, n° 3) sur G et G sont alors associées.

Supposons G compact. Il existe un voisinage V de e dans G
possédant la propriété suivante: siy € V, on a [x(x) — 1| < 1 quel
que soit xe G, donc [y(x)" — 1] < 1 quels que soient xe G et
neZ, donc y(x) = 1 quel que soit xe G; ainsi, V = {e}, ce qui
prouve que G est discret. Par suite, si G est compact, G est
discret.

Supposons G discret, et munissons G de la mesure de Haar
normalisée « qui attribue la masse 1 a chaque point. Soit f la
fonction caractéristique de e sur G. On a Zf = 1 sur G, et Zf
tend vers 0 & I'infini, donc G est compact. En outre, pour la
mesure de Haar & associée a o, Zf doit étre d’intégrale 1. Donc
o‘c(Gl = 1, ce qui prouve que & est la mesure de Haar normalisée
de G.

Remarque. — Rappelons que st G est un groupe fini a n
éléments, la notion de mesure de Haar normalisée est ambigué.
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Dans ce cas, la prop. 11 signifie que, si a est la mesure de Haar
sur G qui attribue la masse 1 a chaque point, la mesure de Haar
associée d sur G attribue la masse 1/n a chaque point.

COROLLAIRE |.— Soit H un sous-groupe fermé de G. Pour
que H soit compact, il faut et il suffit que H* soit ouvert dans G.

En effet, dire que H* est ouvert revient a dire que G/H* est
discret, et G/H* est isomorphe a4 H.

COROLLAIRE 2. — Soit (H),., une famille filtrante décroissante
de sous-groupes compacts de G. Pour que G s’identifie a la limite
projective des G/H,, il faut et il suffit que G soit réunion des sous-
groupes ouverts H- (isomorphes a (G/H,)").

Dire que G s’identifie a la limite projective des G/H, revient

a dire que { YH, = {e} (Top. gén., chap. 111, 3¢ éd., § 7, prop 2),
c’est-a-dire que |_J H, est partout dense dans G (cor. 2 du th. 4).

Or |_J H; est un sous-groupe ouvert, donc fermé, de G.
@

COROLLAIRE 3.— Le dual d’un produit de groupes compacts
H, s’identifie au groupe discret somme directe des H, .
C’est un cas particulier du cor. 2.

PROPOSITION 12.— Soit K un corps localement compact non
discret (non nécessairement commutatif') et prenons pour G le groupe
additif de K. Fixons un caractere unitaire ¥ de G distinct de 1.
Pour x,y e G. posons ¢o(x.y) = y(xy). Alors G est en dualité avec
lui-méme relativement a .

Pour x,ye G, posons y,(x) = y(xy). Il est immédiat que
1, € G, et que Tapplication 0:y—yx, est un homomorphisme
injectif de G dans G. De plus 0 est continue car ’application
(x, y)r:»xy(x) de G x G dans C est continue, et (G) est dense
dans G car %,(x) = 1 pour ye G implique x = 0. Soit z+— |z| une
valeur absolue définissant la topologie de K (Alg. comm., chap.
VI, §9, n° 1, prop. 1), et soit x, € K tel que x(xy) # 1. Soit M > 0.
Silonaly,(x) — 1] < |x(xo) — 1] pour |x| < M, alors |y~ 'xo| > M,
d’ol |y| < M Yx,|. On en conclut que I'application yr—y, est
un homéomorphisme de G sur (G), donc que 8(G) est localement
compact et par suite fermé dans G, donc que #(G) = G.
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COROLLAIRE 1.—(1) Le groupe R est en dualité avec lui-méme
relativement a lapplication (x. y)— exp(2nixy). Le groupe R érant
ainsi identifié a R, la mesure de Lebesgue est sa propre associée.

(i1) Les groupes Z et T sont en dualité relativement a l'applica-
tion (n, 1) exp(2innt) (ou t désigne I'image canonique dans T du
nombre réel t).

Le groupe R est en dualité avec lui-méme relativement a
I’application (x, yy~— exp(2mixy) (prop. 12). Identifions R 4 R
L’orthogonal de Z dans R = R est alors Z, et (i) résulte du th. 4.
Soit o (resp. 7) la mesure de Haar normalisée sur Z (resp. T).
Si f désigne la mesure de Lebesgue sur R, on a y = ff/o. La
mesure de Haar & (resp. §) sur Z = T (resp. sur T = Z) associée a o
(resp. y) est la mesure de Haar normalisée sur T (resp. Z) (prop. 11).
D’aprés la prop. 9, la mesure de Haar sur R = R associée &
est donc f.

Remarque 1.— On retrouve en particulier la détermination de
X(LY(Z)) faite au Chap. I, §3, n° 3, exemple 4. Sauf mention du
contraire, on identifiera désormais R a R conformément au
cor. 1 (i).

COROLLAIRE 2. — Soit f une fonction complexe intégrable sur

R. On suppose que, pour tout xeR, on ait Y |f(x + n) < + =,
neZ

et que la fonction x— Y f(x + n) est continue. On suppose aussi
neZ

que Y (Ff)() < + oo Alors:

S (Ffn) =Y fn).

neZ neZ

C’est un cas particulier du cor. de la prop. 8.

COROLLAIRE 3.— Le groupe R" est en dualité avec lui-méme

relativement & Papplication ((x;), (y;))— exp(2mi > x;,). Le groupe
j=1

(R™)" étant ainsi identifié a R", la mesure de Lebesgue est sa propre

associée

Ceci résulte du cor. 1 (i)

Remarque 2. — Etant donné un sous-groupe H de R”, il lui
correspond donc un sous-groupe orthogonal H* de (R")" = R",
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qui n’est autre que le sous-groupe associé & H défini en Top. gén.,
chap. VII, §1, n° 3.

Soit p un nombre premier. Pour tout xeQ,, il existe un
Ax)eQ et un seul, de la forme ¢q/p” avec 0 < g < p’, tel que
Hx)—xeZ, (Alg., chap. VII, §2, n° 2, th. 2); nous poserons
q/p’ = Ax). Il est clair que A(x + x') = Ax) + Ax') (mod. Z), ct
que la fonction 4 est localement constante sur Q,. Donc la
fonction x+ exp(2mii(x)) est un caractere unitaire de Q,. Son
noyau est Z,.

COROLLAIRE 4. — (1) Le groupe Q, est en dualité avec lui-
méme relativement a lapplication (x, y)~ exp(2ni/(xy)). Le groupe
Qp étant ainsi identifié a Q,,, la mesure de Haar normalisée sur Q,
(Intégr., chap. VII, § 1, n® 6, exemple) est sa propre associée.

(i) Les groupes Z., et Q,/Z, sont en dualité relaiivement a
Papplication (z, t)— expRinA(zt)) ou i désigne l'image canonique
dans Q,/Z, du nombre p-adique 1).

La démonstration suit pas a pas celle du cor. 1.

§ 2. — Structure des groupes localement compacts commutatifs

1. Groupes engendrés par une partie compacte

Lemme 1.— Soit H un groupe localement compact, et soit ¢
un morphisme continu de R (resp. Z.) dans H. Si ¢ n’est pas un
isomorphisme (topologique) de R (resp. Z) sur un sous-groupe de H,
alors @(R) (resp. ¢(Z.)) est relativement compact.

Soit I I'image de ¢. Quitte a remplacer H par I, on peut
supposer que 1 est dense dans H.

Supposons qu’il existe un voisinage V de ¢ dans H et un
entier M > 0 tels que, pour tout ¢t > M dans R (resp. Z), on ait
o(t)¢ V. Alors ¢ est injective, la restriction de ¢ a [—M, M) est
un homéomorphisme, et la restriction de ¢~ ' a V ~ I est continue,
donc ¢ est un isomorphisme topologique de R (resp. Z) sur L.

Supposons que ¢ ne soit pas un isomorphisme topologique
de R (resp. Z) sur 1. Soient W un voisinage ouvert relativement
compact de e dans H, et V un voisinage syméetrique de e tel que
V2 = W. Pour tout xe H = I, il existe un seR (resp. Z) tel que
x € @(s)V. D’apres I'alinéa précédent, il existe teR (resp. Z) tel



n® I STRUCTURE DES GROUPES 133

que t>|s| et p(t)eV. On a xep(t + )o(t)” 'V < ot + )W,
et t + s > 0. Par suite, les ensembles ouverts o(u)W pour u > 0

forment un recouvrement ouvert de H. Il existe u,,...,u,
strictement positifs tels que W < () @u)W. Soit T le plus
1<€ign

grand des u;. Soit xe& H et soit s = inf{flt > 0, p(t)e Wx}. On a
alors ¢(s)x ' e W, et il existe un i tel que @(s)x~ ! € @(u)W, d’ou
o(s — u;)e Wx. La définition de s entraine s — u; < 0, d’ou s < T.
Il en résulte que H = ¢((0, T))W est compact.

Lemme 2. — Si G est engendré par un voisinage compact V de
e, il existe un sous-groupe discret D de G isomorphe a un groupe Z.",
tel que G/D soit compact.

Comme V? est compact, il existe x;,...,x,eG tels que
V? <= | x; V. Soit Dy le sous-groupe engendré par les x;. On

1gisk
a V2 < D,V, d’ou par récurrence V' = D,V et G = DyV. Soit
alors J une partie de {1,2,...,k} telle que le sous-groupe D

engendré par les x; (ielJ) soit isomorphe topologiquement a
Z7%3 ¢t maximale pour cette propriété. Montrons que G/D est
compact. Soit p la surjection canonique de G sur G/D. Soit
ie{l,2,...,k} —J. Si le sous-groupe H; de G/D engendre par
p(x;) est topologiquement isomorphe a Z, le sous-groupe de G
engendré par D et x; est discret et I'application (d, n)— dx; est
un isomorphisme de D x Z sur ce sous-groupe, contrairement a
la maximalité de J. Le lemme 1 entraine donc que H; est compact.

Donc G/D = ( 1 H-,) p(V) est compact.
i¢]

PROPOSITION 1.— Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) G est engendré par un voisinage compact de e,

(i1) G est produit direct d’un groupe RP, d’un groupe Z° et
d’un groupe compact;

(iii) G est localement isomorphe & un groupe R";

(iv) G est produit direct d’un groupe RP, d'un groupe T4, et
d’un groupe discret.

(i) = (iii): si G posséde la propriété (i), il existe un sous-
groupe D de G isomorphe & Z" tel que G/D soit compact
(lemme 2). Alors D+ est discret, donc G est localement isomorphe
a G/D*, c’est-a-dire a D, c’est-a-dire & T”, donc a R".

(iii) = (iv): si G est localement isomorphe a R”, la composante
neutre (G), de G est un sous-groupe ouvert isomorphe a R? x T"~?
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(Top. gén., chap. VII, § 2, th. 1), et par suite est un groupe divisible.
Or:

Lemme 3.— Soient A et B deux groupes commutatifs, C un
sous-groupe de B, et @ un morphisme de C dans A. Si A est divisible,
il existe un morphisme de B dans A qui prolonge ¢.

(Autrement dit, les groupes divisibles sont injectifs dans la
catégorie des groupes commutatifs; cf. Alg., chap. VII, 2° éd., §2,
exerc. 3).

Soit € ’ensemble des couples (X, ), oit X est un sous-groupe
de B contenant C et f un morphisme de X dans A prolongeant ¢.
Ordonnons € par la relation « X < X’ et f' prolonge f ». Il est
immédiat que € est inductif. Soit (X, f) un élément maximal de €.
Si X # B, prenons un élément x de B = X et soit X' le sous-
groupe engendré par X et x. Si x"¢ X pour tout n # 0, on peut
prolonger f a X', en prenant f(x) arbitraire dans A. Dans autre
cas, soit n le plus petit entier > 0 tel que x" € X. Puisque A est
divisible, il existe ye A tel que y" = f(x") et on peut prolonger
fa X' en posant f(x) = y. Dans les deux cas, (X, f) ne serait pas
maximal. Donc X = B et le lemme est démontré.

Appliquons le lemme 3 a ’application identique de C = (G),
dans A = (G),, avec B = G. On obtient un projecteur 7 de G
sur G,, qui est continu puisque sa restriction au sous-groupe
groupe ouvert G, I'est. Par suite, G est produit direct de G, et du
sous-groupe discret 7~ !(e).

(iv) = (i1) = (i): évident.

COROLLAIRE 1. — Supposons que G soit engendré par un
voisinage compact de e. Alors G posséde un plus grand sous-
groupe compact K, et G est isomorphe a R? x 79 x K.

D’aprés la prop. 1, G s’identifie a un groupe R? x Z% x K
ou K est un groupe compact. Soit p la surjection canonique de G
sur R? x Z4 Si K’ est un sous-groupe compact de G, p(K’) est un
sous-groupe compact 'de R? x Z9, donc est réduit & I’élément
neutre. Donc K’ < K et K est le plus grand sous-groupe compact
de G.

Remargque 1.— Dans la décomposition G = R? x Z? x K
de la prop. 1 (i1), le sous-groupe K est déterminé de maniére
unique comme plus grand sous-groupe compact de G, et le
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sous-groupe R? x K est déterminé de maniére unique puisque
R? est la composante neutre de G/K. Compte tenu de Top. gén.,
chap. VII, § 2, prop. 1, 'entier p est déterminé de maniére unique.
Puisque G/(R? x K) est isomorphe a Z¢ I’entier g est déterminé
de maniere unique. Par dualité, dans la décomposition

G=R xT'xD
de la prop. 1 (iv), les sous-groupes R? x T% TY et les entiers p et g
sont déterminés de maniére unique.

COROLLAIRE 2.— Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) G et G sont engendrés par des voisinages compacts de e

(ii) G est localement isomorphe a un groupe R™ et G a un
groupe R";

(iii) G est isomorphe a un produit R? x T x Z" x ®, o ®
est un groupe fini,

(iv) G est isomorphe a un produit R? x Z8 x T" x ®, ou ®
est un groupe fini.

On a (i) <> (i) d’aprés la prop. 1, et évidemment (iti) < (iv),
d’ou (iii) = (i). Si (i) est vrai, alors G = R? x T" x D ou D est
discret et est engendré par une partie compacte; alors D est de
type fini, donc de la forme Z? x ® ou ® est un groupe fini (Alg.,
chap. VII, §4, n° 6, th. 3).

Remarque 2. — Avec les notations du cor. 2, identifiant G &
R x T? x Z" x ®,R? x T? est la composante neutre de G,
T? x @ est son plus grand sous-groupe compact, T? est la com-
posante neutre du plus grand sous-groupe compact; les entiers
p.q.r sont déterminés de maniére unique par G d’aprés la
remarque 1, et le groupe @ est déterminé & un isomorphisme
pres par G.

PrOPOSITION 2. — Supposons G compact. 1l existe une famille
filtrante décroissante de sous-groupes fermés H, de G tels que: 1)
G s’identifie a la limite projective des G/H,; 2) chaque G/H, est
isomorphe a un groupe T? x ®, ou ® est un groupe fini.

En effet, G est discret, donc réunion d’une famille filtrante
croissante de sous-groupes de type fini D,. Posant H, = D;,
G s’identifie a la limite projective des G/H, (§1. cor. 2 de la
prop. 11). En outre, D, est isomorphe a un groupe Z? x @ ou @
est un groupe fini, donc G/H, est isomorphe a T? x @.
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2. Cas général

PROPOSITION 3.— (1) Tout groupe commutatif localement com-
pact est produit direct d’un sous-groupe isomorphe a un groupe R”
et d’un sous-groupe admettant un sous-groupe ouvert compact.

(11) Tout groupe commutatif localement compact est réunion
d’une famille filtrante croissante de sous-groupes ouverts, qui sont
limites projectives de groupes isomorphes a des groupes de la
forme R? x T9 x 77 x ® ou ® est un groupe fini.

L’assertion (it) résulte des prop. 1 et 2, car G est réunion
filtrante croissante des sous-groupes ouverts engendrés par les
voisinages compacts de e.

Soit d’autre part H I’'un de ces sous-groupes. Alors H est de
la forme R? x Z4 x K, ou K est compact (prop. 1). La surjection
canonique de H sur le groupe divisible R”? se prolonge (lemme 3)
en un projecteur continu 7 de G sur R?. Donc G est produit
direct de R? et du noyau L de =, et Z9 x K est un sous-groupe
ouvert de L. Donc L/K est discret.

PRrOPOSITION 4.— (1) Soit B I'ensemble des éléments de G qui
engendrent un sous-groupe relativement compact de G. Alors B est
un sous-groupe fermé de G.

(ii) Soit C la composante neutre de G. Alors B+ = C.

Comme le produit de deux parties compactes de G est
compact, B est un sous-groupe. Tout ¢lément de G appartient &
un sous-groupe ouvert engendré par un voisinage compact de e.
Pour prouver que tout élément de B appartient a B, on est donc
ramené (prop. 1) au cas ou G = R? x Z4 x K, K étant un groupe
compact. Mais, dans ce cas, il est clair que B = K.

Prouvons (ii). La prop. 3 (i) raméne au cas ou G admet un
sous-groupe ouvert compact H. Alors H* est un sous-groupe
ouvert compact de G. Donc C est la composante neutre de HL.
D’autre part, B > H, et B/H est ’ensemble des éléments de G/H
qui engendrent un sous-groupe relativement compact de G/H.
Comme H* s’identifie 4 (G/H)", on est ramené au cas ou G est
discret, donc G compact. Alors C est l'intersection des sous-
groupes ouverts de G (Top. gén.,chap. 111, 3¢ éd., § 4, n° 6, prop. 14);
un sous-groupe fermé de G est ouvert si et seulement si il est
d’indice fini, ou encore si son orthogonal est fini; le cor. 2 du
th. 4 du §1 montre que C* est la réunion des sous-groupes finis
de G, c’est-a-dire B.
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COROLLAIRE 1.— Supposons G compact. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes:

(i) G est connexe;

(ii) G est sans torsion;

(it1) G est divisible.

Ceci résulte de la prop. 4, et du § 1, cor. 8 du th. 4.

COROLLAIRE 2.— Supposons G compact. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes:

(1) G est totalement discontinu

(ii) G est un groupe de torsion.

C’est un cas particulier de la prop. 4.

"COROLLAIRE 3.— Si G est connexe, G est divisible.

En effet, G est isomorphe a un groupe R” x K ou K est un
groupe compact connexe (prop. 1). Il suffit alors d’appliquer le
cor. 1.

§ 3. — Synthése harmonique dans les espaces L'(G), L*(G), L*(G)

1. Synthése harmonique dans L1(G)

D’apres le § 1, prop. 5, Palgébre de Banach L (G) est réguliére.

D’aprés le chap. I, §5, ceci entraine notamment les con-
séquences suivantes, que nous énoncerons sous forme de
remarques:

1) Si F est une partie fermée de G et K une partie compacte
de G telles que F n K = (&, il existe une f e LY(G) telle que Zf
soit égale & O sur F et a 1 sur K (chap. I, § 5, prop. 1).

2) Pour tout idéal I de LY(G), soit A(J) 'ensemble des points
de G ou sannulent toutes les transformées de Fourier de
fonetions-de J; cet ensemble est fermé. Pour toute partie M de G,
soit I(M) I'idéal de LY(G) formé des fonctions dont la transformée
de Fourier s’annule sur M ; cet idéal est fermé. Ceci posé, soit M
une partie fermée de G. L’ensemble des idéaux I de LY(G) tels
que A(3) = M admet un plus grand élément, a savoir ¥(M), et un
plus petit élément, a4 savoir I’ensemble des fe L'(G) dont la
transformée de Fourier est a support compact disjoint de M
(chap. I, § 5, prop. 4).

3) Soient I un idéal de-LYG), et g: G — C une fonction
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continue. On suppose que pour tout y € G, il existe une f, € 3 telle
que g soit égale & Z#(f,) au voisinage de y. On suppose en outre
qu’il existe une f, €3 telle que g soit égale & F(f,) dans le
complémentaire d’une partie compacte de G (condition qui est
trivialement satisfaite si G est discret). Alors il existe une fe 3
telle que g = Zf (chap. I, § 5, cor. 2 de la prop. 2).

Lemme 1.— Les fonctions de L*(G) dont la transformée de
Fourier est a support compact forment un sous-espace dense de
LYG).

Comme #(G) est dense dans L*(G), le sous-espace V de L%(G)
formé des fe L%G) telles que Zf e #(G) est dense dans L*G).
Soit alors ge LYG). 1l existe g, .2, € L%G) telles que g = 2,2,
(on peut par exemple prendre g; = |g|'/? et choisir g, convenable-
ment). Donc g est limite dans L!(G) de fonctions de la forme
g182,0ug eV, greV. Or F(g1g5) = (Fg)) *(Fg2) (§1, prop. 7),
et (#g7) *(Fg5) e A (G).

PROPOSITION 1.— Soit I un idéal fermé de LYG), et soit
feLYG). Si Zf s’annule sur un voisinage de h(3) (cf. remarque 2
ci-dessus), on a f € 3.

Soit ¢ > 0. Il existe une fonction geL)G) telle que
| f— f*gl;, <e (Intégr., chap. VIII, §4, prop. 20). D’apres le
lemme 1, on peut supposer que g est & support compact. Alors
F(f*g)=(Zf)Fg) est a support compact disjoint de h(3J),
donc f *ge T (remarque 2). Comme ¢ est arbitrairement petit, on
afeld =3

THEOREME 1.— Soit I un idéal fermé de L'(G) distinct de
LYG). Il existe un € G tel que (Ff)(x) = 0 pour toute f € 3.

D’aprés le lemme 1 et le chap. 1. §5, cor. 1 de la prop. 4.
3 est contenu dans un idéal maximal régulier de LY(G), c’est-a-dire
dans le noyau d’un caractére de L'(G).

COROLLAIRE 1.— Soit fe LY(G). Si #f ne s’annule pas, les
fonctions fx¢,, ou x parcourt G, forment un ensemble total dans
LYG).

Soit V le sous-espace vectoriel fermé de L*(G) engendré par
les f x¢, . D’aprés Intégr., chap. VIII, §4, cor. de la prop. 20,
V est un idéal fermé de LY(G). D’aprés le th. 1, V = LY(G).
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Soient g une fonction complexe sur G, ® un filtre sur G.
Nous dirons que g est lentement oscillante suivant ® si, pour tout
e > 0, il existe un M € ® et un voisinage V de e dans G tels que

xeMetyeV = |gxy) — glx) <e

COROLLAIRE 2. — Soit @ un filtre sur G invariant par transla-
tion. Soit f € LY(G), telle que Z f ne s’annule pas et que ij(x) dx = 1.

Soit g € L*(G). On suppose que f =g a une limite finie o suivant ®.
(i) Pour toute f'eLYNG) telle que J f(x)dx =1, f" *g tend
G

vers o suivant ®.

(i) Supposons de plus que g soit lentement oscillante suivant
®. Alors g tend vers o suivant P.

En remplagant g par g — «, on se ramene au cas ou o = 0.

Soit 3 I’ensemble des [’ € L'(G) telles que f” * g tende vers 0
suivant @. Il est clair que 3 est un sous-espace vectoriel de L'(G)
invariant par translation. L’inégalité ||h = h'{|, < |h]|;|}F] ., pour
he LY(G) et W e L®(G) prouve que J est fermé. Donc J est un
idéal fermé de LY(G). On a fe3J par hypothese, donc I = LY(G)
d’apres le th. 1. Ceci prouve (1).

Plagons-nous dans les hypothéses de (ii). Soit ¢ > 0. Il existe
un M e @ et un voisinage compact V de e tels que

xeMetyeV = |g(y 'x) — glx) < e

Soient h la fonction caractéristique de V et u la mesure de V.
D’apres (i), h =g tend vers O suivant ®. Or on a:

1 1
ﬁ(h *g)(z) = ;J

v

o) dx = ) + 1 J (8(x~12) — g(2) dx.

\4

SizeMetxeV,onalg(x 'z) — gz) < e Donc

ZeM = {ﬁ(h*g)(z)—g(z) <

Donc lim. supg |g| < & Vu Parbitraire de &, ceci prouve (ii).

Exemple.— Soient ) a,z" une série entiére a coefficients
nz0
complexes, et A une constante telle que n|a,| < A pour tout n.
Pour zeC et |z] < 1, soit f(z) = Y, a,z". On suppose que f(x)
nz0

tend vers un nombre fini / quand x tend vers 1 par valeurs réelles
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< 1. Alors on va montrer que la série Y a, est convergente et de
somme |. nz0

Plagons-nous sur le groupe R¥% . Nous allons interpréter la
fonction £ f(e™%), oul ¢ e R* , comme un produit de convolution.
Pour AeR¥% , posons

g = ) a,.

0<n<Ai

Si0 < 4 < A, on a, en notant [4] la partie entiere de 4

D g -l = Y a, 2. a

A<ng A’ At+l<ngid’

< 1a[a+ 1][ +

*dt X
< |a[).+1]l + AJ —t‘ - |aM+1]I + AlOgI
A

Ceci prouve que g(4) est lentement oscillante quand /A tend vers
+ o0. D’autre part:

aol — 2) + (ag + a))(z — 2% + (ag + a, + ay)(z? — 2°)
+ .. 4 (ag +a; .. +a)"— "
=ay+a;z+ a2 +...+az" — " Nag +a; +... +a,)
On a
|zt Yay, + a3 + ...+ a,)] < Alz]" logn,
donc z"*Yay + a; + ... + a,) tend vers 0 quand n tend vers + o,
st |z| < 1. Par suite, pour 0 < x < 1:

fx)= Y (ap+a; +... + a)(x" — x"*1)

nz0

la série étant convergente ; donc, pour ¢ € R¥

(n+ 1) + o0
® fleH=7Y j g(?)e-w: g(ﬁ)e-xdx
o] el

nz0 0

la fonction x+— g (—E) e~ * étant intégrable d’aprés (1). On en déduit
d’abord que

o) 1)~

-+ o0
< J A(l + [logx])e *dx < + o0
0

donc g e L*(R%).
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Il s’agit de prouver que ; 1(}1’51 0g(l/}u) = L. Or, d’apres (2),

la fonction ¢ f(e”°) sur le groupe R% (fonction qui tend vers /
quand ¢ tend vers 0) est produit de convolution de g et de la fonction
x+> xe * (si on prend pour mesure de Haar sur R*% la mesure
dx/x). 11 est clair que cette derniére fonction appartient 4 L'(R*)
et que son intégrale est 1. D’aprés le corollaire 2, il suffit de
prouver que sa transformée de Fourier n’est jamais nulle. Comme
x+ log x est un isomorphisme de R*% sur R, tout caractere de

R* est de la forme x> e?1°8* = x avec un yeR. 1l s’agit donc
+ w . .

de prouver que J xe *x¥ dx/x # 0, c’est-a-dire que
(4]

+ o .
JO e *xPdx # 0.

Or, d’aprés Fonct. var. réelle, chap. VII, §2, n® 1, la fonction

z+— I'(z) est holomorphe et non nulle pour %z > 0; d’aprés loc.
+ o0
0

cit., § 1, prop. 3, I'(z) est égal E‘lj e ' 71 dt pour z réel > 0 donc

pour #z > 0 par prolongement analytique (cf. Var., R.); donc

-+

jo T e i dx = T(1 + iy) # O,

Lemme 2. — Soient K une partie compacte de G, et n > 0. 1]
existe une fonction je L(G) possédant les propriétés suivantes:

Dl < 2: )

2) Fj = 1 au voisinage de I'élément neutre de G;

3) 1J —Jj*edl; < n pour tout xe K.

1l existe un voisinage U de e dans G tel que:

felU = |1 —{x, % < n/4 pour tout xe K.

En diminuant U, on peut le supposer ouvert, symétrique, et
intégrable pour la mesure de Haar m de G associée a dx. Il existe
un voisinage compact symétrique V de e dans G tel que V < U et
m(U) < 2m(V). Les fonctions caractéristiques de U et V peuvent
sécrire Fu et Fv, ot ue L*G), ve L*(G). Nous allons montrer
que la fonction j = m(V) ™ 'uv, qui appartient & L(G), posséde les
propriétés du lemme.
1) Ona

1l < m(V)"Hul2llvl], = m(V)" | Full | F vl

= m(V)"'m(U)!2m(V)'? < /2.
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2) 1l existe un voisinage W de ¢ dans G tel que VW < U
(Top. gén., chap. 1II, §4, prop. 4). Pour £eW, on a, d’aprés le
§ 1, prop. 7,

(FNE) = m(V)" {(Fu = Fv)R)

=m(V)~! | & FWOF V)5~ %) dm(3).

Or la condition (Fv)(p~'%) # 0 entraine $ !2eV, donc
JeV™Iit « VW < U, donc (Fu)(p) = 1. Par conséquent

(FDE) = m(V) " | _(F0)0™'%) dm(5)
= m(V)"" [ (F0)() dm(3) = 1.

2) SixeK,ona
lu — u=els = fcl(fU)(f)(l — {x, )% dm(%) < m(U)(n/4)°

et de méme |lv — v *¢,[|3 < m(V)(y/4)*; donc

1~ J*eels = mV) " Hlul — v xe) + W xe)w — uxe)l,

< I’I’I(V)_l(Hqum(V)llzg + “vnzm(U)l/ZZ)
< 2m(V) m(U) (V2]
= m(U) (V)20 <y

PROPOSITION 2.— L’algébre LYG) vérifie la condition de
Ditkin (chap. I, § 5, n® 2, déf. 2).

Soit fe LY(G) telle que {f|; = 1. Soit ¥ un caractére de
L!(G), et distinguons deux cas suivant que % est nul ou non. Si
est nul, i1l faut vérifier qu’il existe une suite (g,,g2,,...) dans
LYG) telle que || f — g, *f|, tende vers O et que Fg, s’annule
hors d’une partie compacte de G; or ceci résulte aussitot du
lemme 1. Maintenant, supposons x e G et (Ff)(x) = 0. Il s’agit
de prouver lexistence d’une suite (f,f,,...) dans LYG) telle
que || f —f =f,ll1 tende vers O et que #f, s’annule au voisinage
de x. Par translation dans G, on se raméne au cas ol y = e.
Il existe une fonction u, € L(G) telle que |u,|, = 1 et

Lf = f *u,lly < I/n,
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et une partie compacte K, de G telle que jG . [f(x) dx < 1/n.

D’aprés le lemme 2, il existe une fonction j,€ L'(G) telle que
ljals <2, #j, =1 au voisinage de e, et ||j, = Jja * & < 1/n
pour tout xe K, . Posons f, = u, — j, *u,, ¢t montrons que la
suite (f,) posséde les propriétés requises. D’abord

Tl = Fuy — (Fj)(Fuy,)
s’annule au voisinage de e. D’autre part,
W fo = Sl < Uy = flla 4+ 1 #dallllually
< n+ 1f #jally-

Or, pour presque tout ye G, on a

(f i) = | SN ) dx = | f0x71y) = July)) dx
parce que 0 = (#f)(e) = ij(x) dx; d’otr

1f %l < [ SO % =l dx
= J 1O e = Jully d

+ SO o = alla dx
G-K

“~RKn

1

<~f|ﬂmwx+4j Fopde <ty 322
n K, G=K, h

Sls

Finalement, | f=f, — fl; < 6/n. ce qui prouve la proposition.

Appliquant le chap. I, § 5, prop. 5, on obtient alors le résultat
suivant:

THEOREME 2. — Soit 3 un idéal fermé de LYG) tel que la
frontiére de h(J) (remarque 2) ne contienne aucun ensemble parfait
‘non vide. Alors 3 est I'ensemble des fonctions f e LY(G) telles que
Ff s’annule sur h(3).

Par contre, pour un idéal fermé quelconque de L!(G), la con-
clusion du th. 2 est en général inexacte (cf. exerc. 9). Plus précise-
ment, on peut montrer que, si G est non compact, il existe un idéal
fermé de L*(G) qui n’est pas auto-adjoint (*).

* Voir par exemple W. RUDIN, Fourier analysis on groups, Interscience tracts in pure
and applied mathematics, théoréme 7.7.1.
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COROLLAIRE. — Si un idéal fermé 3 de LY G) est contenu
dans un seul idéal régulier maximal, 3 est lui-méme régulier
maximal.

2. Synthése harmonique dans L*(G)

Dans ce n° on identifiera L*(G) au dual de LY(G), et on le
munira de la topologie faible o{L*(G), L*(G)).

L’application W+ W© est une bijection de ’ensemble des
sous-espaces vectoriels faiblement fermés de L*(G) sur ’ensemble
des sous-espaces vectoriels fermés de L'(G).

D’autre part, si f € LY(G) et x € G, ’'endomorphisme g+ f * g
(resp. g— ¢, *g) de l'espace de Banach L'(G) a pour transposé
Pendomorphisme g'+ f=*g' (resp. g+ &,-; xg’) de Iespace de
Banach L*(G) (Intégr., chap. VIII, §4. n° 3, exemple 6). Pour
qu’un sous-espace vectoriel fermé de L(G) soit un idéal de LY(G),
il faut et il suffit qu’il soit invariant par les translations de G.
Donc, pour qu’un sous-espace vectoriel faiblement fermé de L*(G)
soit stable par convolution avec les éléments de LYG), il faut et
il suffit qu’il soit invariant par les translations de G.

Soit U un sous-espace vectoriel faiblement fermé de L*(G).
Supposons U (donc U°) invariant parvles translations de G. Soit
feLYG). Pour toute ge L*(G).ona(f =g)(x) = <&, * f, g>. Donc,
pour quefappartlenne a U, il faut et il suffit que f *g = O pour
toute g€ U.

S1 W est un sous-espace vectoriel de L*(G) faiblement fermé
et invariant par translation, nous noterons A(W) I’ensemble des
v € G qui appartiennent 3 W; c’est une partie fermée de G. Si F
est une partie fermée de G, nous noterons V(F) le sous-espace
vectoriel faiblement fermé de L*(G) engendré par les éléments de
F; comme toute translation de G transforme chaque caractére en
une fonction proportionnelle a ce caractére, V(F) est invariant par
translation. En utilisant les notations h et f du n° 1, remarque 2,
on a aussitot:

3) AW) = (h(W°)~!

(4) V(F) = (H(F~1)°.

Les relations h(f(F)) = F, f(h(1)) = I entrainent alors:
(5) A(V(F) = F

(6) V(A(W)) = W.
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PROPOSITION 3.— Soit W un sous-espace vectoriel faiblement
fermé de L*(G), invariant par translation, et non nul. Alors W
contient au moins un caractere de G.

En effet, W® # LYG), donc h(W% # ¢ (th. 1), donc
A(W) # & (formule (3)).

PROPOSITION 4.— Soit W un sous-espace vectoriel faiblement
fermé de L™(G), invariant par translation.

(i) Quel que soit le voisinage U de A(W) dans G, toute fonction
de W est limite faible de combinaisons linéaires de caractéres
appartenant a U.

(i) Si la frontiere de A(W) ne contient aucun ensemble parfait
non vide, toute fonction de W est limite faible de combinaisons
linéaires de caracteres appartenant a W.

Pour prouver (i), il suffit de prouver ceci: soit f une fonction
de L'(G) orthogonale aux éléments de U; alors f est orthogonale
a W. Or #f s’annule sur U™1, qui est un voisinage de h(W°)
(formule (3)), donc fe W° (prop. 1). L’assertion (ii) s’établit de
maniére analogue, en employant le th. 2 au lieu de la prop. 1.

Soit W un sous-espace vectoriel faiblement fermé de L*(G)
invariant par translation. La détermination des caractéres ap-
partenant a W s’appelle parfois «1’analyse harmonique » de W.
La prop. 4 exprime qu’on peut, dans une certaine mesure, recons-
tituer les éléments de W a partir des caractéres précédents, ou,
comme on dit, effectuer la «synthése harmonique» de W. Par
extension, les solutions de problémes analogues ou équivalents
envisagés aux n*™ 1 et 3 prennent aussi le nom de «synthése
harmonique ».

3. Synthése harmonique dans 1L*(G)

Lemme 3.— Soient X un espace localement compact, u une
mesure =0 sur X. Pour toute feL™(X, ), soit V; Papplication
W yf de LA(X, ) dans lui-méme. Soit T un endomorphisme continu
de I'espace hilbertien L*(X, p) permutable & V, pour toute f € A (X).
Alors il existe une ge L*(X, ) telle que T = V.

1) Soit fe L*(Y, u), et montrons que T commute a V.
Quelles que soient g, he L2(X, u), on a

(TVyglh) — (V; Telh) = (f T*h) — (f(Tg)h)
=[ £ (x)g(x) (T*h) (x) du(x)
— [ ST (Xh(x) dpa(x).
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Or
g (T*heL'X,w) et (Tg).heL'(X, u);

donc (TV,glh) — (V;Tglh) est une fonction continue de f pour la
topologie o(L*(X, w), L*(X, n)); cette fonction est nulle par
hypothése pour f e #'(X), donc identiquement nulle. Ceci prouve
que TV, = V,T.

2) Soient Y une partie u-mesurable de X, ¢y sa fonction
caractéristique, Hy le sous-espace de L*(X, ) formé des fonctions
nulles dans X — Y. Alors, d’aprés 1), T commute a Vq,y et V, .
autrement dit laisse stables Hy et Hy_y. Nous noterons Ty la
restriction de T a Hy .

3) Supposons X compact. Alors 1€ L*X, ). Posons
g = T()eL*X,u). Soit Y I'ensemble des xeX tels que
lg(x)] > |T|. Daprés 2), on a T(py.1) = ¢y .T(1) = @yg, donc

[, 18602 dut) < T2 [ diao).

Donc Y est u-négligeable. Ainsi, |g| < ||T|| presque partout. En
outre, pour toute f € #(X), on a

T() =TV ) =VATY) = Vg = fg =V, f

dou T =1V,.

4) Passons au cas général. Il existe une famille localement
dénombrable (X,) de parties compactes deux a deux disjointes de
X telles que X —|_J X, soit localement négligeable (Intégr., chap.

IV, 2¢ éd., § 5, n° 9, prop. 14). Appliquons 3) a chaque Ty . Il existe
une fonction g, mesurable sur K, telle que lg,| < || T| sur K,, et
telle que T _f = g,f pour fe Hy_. Soit g la fonction sur X, égale
a g, sur K, pour chaque o et a 0 sur X —|_JK,. Alors g est un

éléement de L™(X, p). Les opérateurs V, et T caoi'ncident sur chaque
Hy_, donc sur L3(X, p).

PROPOSITION 5.— (i) Soit M une partie mesurable de G (pour
la mesure de Haar). L’ensemble des f e L*(G) telles que Ff soit
nulle presque partout sur M est un sous-espace vectoriel fermé Ey
de L*(G) invariant par translation.

(i) Soient M, M’ deux parties mesurables de G. Pour que
Ey = Ey . il faut et il suffit que M et M’ soient égales a un ensemble
localement négligeable preés.
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(iii) Tout sous-espace vectoriel fermé de L*(G) invariant par
translation est de la forme Ey;.

L’assertion (i) est immédiate compte tenu du th. de Plancherel.

Si M, M’ sont égales a un ensemble localement négligeable
pres, il est clair que Eyy = Ey.. Si M, M’ ne sont pas égales a un
ensemble localement négligeable pres, il existe par exemple un
ensemble compact K non négligeable tel que K « M,K =« G — M';
soit @k sa fonction caractéristique. On a ¢y € L?(G), donc il existe
FfeL*G) telle que Zf = ¢@g. Alors feBy, f¢Ey. donc
Em # Eyn . Ceci prouve (ii).

Enfin, soit E un sous-espace vectoriel fermé de L%(G) invariant
par translation. Alors, pour toute feLY(G), E et le supplé-
mentaire orthogonal de E sont stables par 'endomorphisme
@ [ =@ de L*G) (Intégr., chap. VIIL, §4, prop. 6 (iii)), donc le
projecteur orthogonal Py sur E commute & cet endomorphisme.
Prenons pour f la transformée de Fourier d’une fonction de la
forme g, *g,, ou g,,g,€ #(G). Compte tenu du § 1, prop. 7.
on voit que 'endomorphisme #P.Z ~! de LAG) (out F = F)

-commute a opérateur de multiplication par g; *g,. Pour toute
fonction g e L®(G), notons V, 'endomorphisme  — gy de L¥(G).
Par continuité, le résultat précédent entraine que FP.% !
commute a V, pour ge #(G). D’apres le lemme 3, FPpF ! est
de la forme V, avec une he L®(G). Comme P = P¥ = P2, on a
V,=V¥=V;, donc h =h = h? de sorte que h est la fonction
caractéristique d’un ensemble mesurable M. Si fe L%G), on a
fEE < Pif=[ <« WFf=Ff

< Zf nulle presque partout sur G-—M < feEea_um

d’ot (iii).



EXERCICES

Dans tous les exercices du Chap. 11, G désigne, sauf mention du
contraire, un groupe localement compact commutatif.

§1

1) Soit G = R. _
a) Soientw, p,geRavecp < q. Onposef(x) = e pourp < x < ¢,
f(x) = 0 pour x > g ou x < p. Alors:

eip(w— 27ny) _ eiq((u~27ty)

(FNHy) =i

w — 2ny

b) Soient weR, B> 0. On pose f(x)= & P > pour x = 0,
f(x) = 0 pour x < 0. Alors:

i
Z, e
N0 = o5
. I
¢) Soit a > 0. On pose f(x) = —e . Alors:
a

2
Ty = eI,

d) On pose f(x) = e *2 Alors:

(FN) = /2w e 7
+ 0
(Posant g(y) = J._ \e("z/z’*"” dx, vérifier que g'(y) = —yg(y). Puis

+ 20
utiliser la formule y e “dt =+ /n de Fonct. var. réelle, chap. VII,
0

§1, n° 3).
12)a) Les fonctions t+— t"e™™ (n = 0, 1,2,...) forment un ensemble
total dans L*R). (Soit fe LZ(R) un élément orthogonal aux tle .

Pour ze C, poser F(z) = J f(t)e™ ™ e?™ dt, et montrer que F est une
[ee)
fonction entiére dont les dérivées en 0 sont toutes nulles. En déduire que

F(fe™ ™) = 0).
b) Soient ke N, Pe([t], « le coefficient dominant de P. Alors

+ oo
Iintégrale f ((d*/dt*)e 2™")P(t)dt est égale a 0 si degP <k, et a
(— k1272 si deg P = k.
¢) On a (d*/di*) (e *™") = P,()e” **’, ol P, est un polynéme de
degré k, de coefficient dominant (— 1)*2%*r*,
d) Pour me N et te R, on pose:

nt

<%)m(t) — (_ 1)m(m¥) 1/22(1/4) mnfm/Zentzjtm(eAZmZ)'
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Les #,, s’appellent les fonctions d’Hermite. Elles forment une base
orthonormale de L2(R). (Utiliser a), b), ¢)).

¢) On a F(H,) = (~)"H,.

3)a) Soient & >0, h> 0, et f:R—R la fonction nulle hors de
)—a, af, linéaire dans [ %, 0} et (0,a), égale d hen 0. On a:

(F) (1) = L smtzmxt

b) Soit g(x) = i f(x + n). Alors:

n=—N

h sin®mot sin(2N + l)nt
) = —
(F8) = t? sin 7t

¢) Choisissons des suites (h,-), (2;), (N;), d’oli, pour chaque i, une
fonction g; construite par le procédé de b). Prendre Z h; < 4 oo, de sorte

quez g; converge uniformément vers une fonction continue G. Si

ZhialNi < + o0, ZflogN < + oo et ZhN = 4+ oo (par exemple si

i

h; = 12 \1/ N; = 1), alors G et #G sont intégrables, mais
Y G =

4)q) Soient G, G, deux groupes commutatifs localement compacts,
¢ :G - G, un morphisme continu, pe.#(G), et g, = @(u). Alors
Fuy=Fue-f:

b) Soient ¢ un automorphisme de G, A son module, e LYG), et
f'= feo. Alors (J’f)(X) Ao)™ HFf) (6™ 'R).

5) Soit ue.#Y(G). On suppose que ZueLY(G). Alors il existe
feLYG) telle que du(x) = f(x)dx. (Utiliser le filtre B du lemme 1.
Suivant B, ¢ *u tend vaguement vers u, et F(@ * p) = (¥ ¢)(# u) tend
vers #u dans LYG), donc ¢ * u = F(F (@ * u)) tend vers F(F ) dans
%°%G). Donc du(x) = (FF p)(x) dx).

6) Soient H un sous-groupe de G, et ue #*(G). Pour que # i soit
invariante par les translations que définissent les éléments de H, il faut
et il suffit que le support de y soit contenu dans H*.

7) Soit f € LY(G). Soit F une fonction holomorphe définie dans une
partie ouverte U de C, et possédant les propriétés suivantes: ) U contient
I’ensemble des valeurs de % f'; ) si G n’est pas discret, 0 U et F(0) = 0.
Alors il existe ge LY(G) telle que F o (#f) = Fg. (Appliquer le calcul
fonctionnel holomorphe dans I’algebre déduite de L'(G) par adjonction
d’un élément unité).

8) Soient pe(1,2) et p'e [2, +o0) tels que 1/p + 1/p’ = 1. Soit
f e A(G). Montrer que [|#f ], < [ fll,. (Cette inégalité est connue pour
p=1cet p=2 Dans le cas general utiliser V'inégalité de M. Riesz
(Intégr., chap. 1V, 2¢ éd., § 6, exerc. 18)). En deéduire que I'application
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F |4 (G) se prolonge en une application linéaire continue de L¥(G) dans
L7(G), qui coincide avec la transformation de Fourier sur LAG) n LYG)
et sur L?(G) n L*G).

79) Soit G un groupe localement compact (non nécessairement
commutatif), muni d’une mesure de Haar a gauche.

a) Si feLYG), il existe f;.f, e LY(G) tels que f; * f, = f. (Utiliser
I’exerc. 22 b) du chap. 1, §2).

b) Soient f, ,f, e LYG), avec f; = 0, f, > 0. Montrer que f; = f, est
presque partout égale a une fonction semi-continue inférieurement.
{Considérer f; comme limite simple d’une suite croissante de fonctions
>0 de L*(G)).

¢) On prend G = R. Pour tout intervalle ouvert I = }a, b{, posons
AM =)a.a + (b — a)6[, A1) =)a + 5(b — a)/6,b(. Soient Ij =)0, 1,
I = A(ly), 17 = A(ly), L =A) I;=A0)....L = Al
IL=A0,_),.... Soit F=1, ul,ulyu.... Il n’existe aucun couple
F,.F, de parties de R telles que F, + F, = F. Si f est une fonction
continue > O sur R telle que F = {x] f(x) > 0}, il n’existe aucun couple de
fonctions f; , f, € L'(R) telles que f; = 0, f, = 0, f = f, = f, . (Supposons
une telle égalité. Soit E,; I'ensemble des x e R tels que fi(x) > 0. Soit I;
I’ensemble des points de densité de E; (Intégr., chap. V, §6, exerc. 15).
Montrer que F = F, + F,).

10) Soit ke Z. Les conditions suivantes sont équivalentes: o)
I'application x> x* de G dans G est injective; f) application £+ £*
de G dans G est surjective.

11) Soit (G;);; une famille de groupes commutatifs localement
compacts. Pour tout i € I, soit H; un sous-groupe ouvert compact de G; .
Soit G le produit direct local des G; relativement aux H; (Top. gén.,
chap. III, 3¢ éd., § 2, exerc. 26). Pour tout y € G, soit y; la restriction de y
a G;. Montrer que x — (x;); €st un isomorphisme du groupe topologique
G sur le produit direct local des G; relativement aux H;-.

12) Soient G, le groupe G muni de la topologie discréte, et y un
caractére unitaire de G,;. Quels que soient x, ,x,,...,x,€Get ¢ > 0,
il existe £ G tel que |R(x) — x(x;) <& pour 1 < i< n. (L’injection
canonique de G, dans G a pour dual un morphisme de G dans (G,)"
dont I'image est dense d’aprés le cor. 6 du th. 4).

13) @) LY(G) est un idéal fermé dans .#(G), donc G s’identifie a
une partie ouverte de X(.# '(G)) (cf. chap. 1, § 3, exerc. 17).

b) Soit 4 (G) (resp. .#,(G)) I'ensemble des pue.#'(G) qui sont
diffuses (resp. atomiques). Alors .#(G) est un idéal fermé de .4 '(G), et
A (G) est une sous-algébre fermée de .4 '(G).

1 14) Soit E < G. On dit que E est indépendant si, étant donnés des
¢léments x, ..., x, deux a deux distincts de E, et des entiers rationnels
ny....,0, la relation x7'...x = e entraine x{' = ... = xi* = e. On
dit que E est un ensemble de Kronecker si toute fonction complexe
continue sur E de valeur absolue 1 est limite uniforme sur E de caractéres
unitaires de G. Si G = (Z/qZ)", on dit que E est de type K, si toute
application continue de E dans I’ensemble des racines g-¢mes de 'unité
coincide sur E avec un caractére unitaire de G.
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a) Soit P un ensemble compact de Kronecker. Si pue .#'(G) est
concentrée sur P, on a sup|#ul = ||u|l. En déduire que toute fonction
complexe continue sur P est de la forme Zf|P avec fe LYG).

b) Soit E = G un ensemble fini indépendant. Soit f une fonction
complexe de valeur absolue 1 sur E. On suppose que, si x € E est d’ordre
g, alors f(x)? = 1. La fonction f est limite uniforme sur E de caractéres
unitaires de G. (Utiliser 'exerc. 12).

¢) Tout ensemble de Kronecker est indépendant ¢t ne contient que
des ¢éléments d’ordre infini.

d) Tout ensemble de type K, dans (Z/qZ)" est indépendant.

e) Soient V,,...,V, des parties ouvertes non vides disjointes de
G. Si tout voisinage de e dans G contient un élément d’ordre infini, il
existe x;€V; tel que {x;,...,x,} soit un ensemble de Kronecker. Si
G = (Z/qZ)", il existe x; € V; tel que {x,,...,x,} soit de type K.

/) Soient E = G un ensemble compact indépendant, F = EUE™ 1,
et ue.#*(G) une mesure diffuse concentrée sur F. Alors les mesures
€., I 12, 1>, ... sont deux a deux étrangéres (on pose u" = p *pu"" ).
(Montrer que, si m < n, ’ensemble des (x,,...,x,)eG" tels que
XiX5...x,€F™ est négligeable pour p ® u® ... ® ). En déduire que,

n n

sip=0,0nal Y optl =Y logl. lul* quels que soient les nombres
k=0 k=0
complexes oy, 00y ,...,0,.

g) Soient E < G un ensemble compact indépendant, u, ,..., u, des
mesures > 0 diffuses de masse 1 concentrées sur des parties disjointes
E,,...,E, de E. Soient z,,...,z,€C avec |z] < 1 pour tout i. Il existe
un caractére y de .#*(G) tel que y(u;) = z; pour 1 <i <r. (Montrer
d’abord, en raisonnant comme dans f'), que, si (n;,....n,) #* (my,...,m,),
les mesures pftx...xpm™ et pitok... ok ur sont étrangeres. Ensuite,
supposant |z} = 1 pour tout i, montrer que le rayon spectral de
& 4 Zyfty + ... + Z,u, est r + 1, d’ou un caractére y de .#'(G) tel que
(e, + Z 4y + ...+ Zu,) =r + 1; ce caractére répond a la question.
Dans le cas général, écrire z; = Hzi + z) avec |z] =|z/| = 1, et
W= i+ pl) ou wiL ..., 4, u vérifient les mémes hypothéses
que gy ,...,H,). Déduire de la que, si .# 4 E) désigne I’espace de Banach
des mesures diffuses concentrées sur E, toute forme linéaire continue de
norme < 1 sur .#E) se prolonge en un caractere de .#*(G).

15) Soit #(R") l'ensemble des fonctions indéfiniment diffé-
rentiables f: R" — C telles que le produit de toute dérivée de f'et de tout
polynéme soit borné. On a #(R") c L}(R"), et Z|¥(R") est un auto-
morphisme de #(R"). Si x, ....,x, désignent les fonctions coordonnées
sur R", et si fe . Z(R"), on a (3/0x)(Ff) = —2inF (x;f).

916) Soient H un sous-groupe fermé de G, g un élément de L'(G)
tel que Zg s’annule sur H*, et & > 0. Il existe une mesure pe.#'(G),
concentrée sur H, telle que |jull <2, llg=ull <e et Zu=1 sur un
voisinage de H*.
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§ 2

1) a) Pour que G soit & base dénombrable, il faut et il suffit que G
soit 4 base dénombrable. (Si G est a base dénombrable, L(G) est a base
dénombrable, donc X(L'(G)) est 4 base dénombrable). R

b) Pour que G soit dénombrable a Pinfini, il faut et il suffit que G
admette un sous-groupe ouvert a base dénombrable, ou encore que
G soit métrisable. (Utiliser la prop. 3).

¢) Supposons G compact. Pour que G soit métrisable, il faut et il
suffit que G soit dénombrable, ou encore que G soit isomorphe a4 un
sous-groupe fermé de TN. (Un groupe discret dénombrable est quotient
de ZMN),

2) a) Tout groupe commutatif infini I' admet un groupe quotient
infini dénombrable. (Plonger un sous-groupe infini dénombrable A de I'
dans un groupe divisible dénombrable A’ en appliquant Alg., chap. II,
3¢ éd, §2, exerc. 14; puis prolonger a I' le morphisme identique de A
dans A').

b) Tout groupe commutatif compact infini contient un sous-groupe
fermé infini métrisable. (Utiliser a).)

3) a) Soient K un groupe compact, E, I’ensemble des éléments de
K d’ordre n. Si K # E, pour tout n, I’ensemble des éléments d’ordre
infini de K est dense dans K. (Si E, est d’intégrieur non vide, on a
E, = K pour un entier m = n.)

b} Soit I" un groupe discret commutatif dont les éléments ne sont pas
d’ordre borné. Alors I' admet un quotient dénombrable avec la méme
propriété. (Raisonner comme dans V’exerc. 2 a).)

¢) Si tout voisinage de e dans G contient un élément d’ordre infini,
G possede un sous-groupe fermé métrisable avec la méme propriété.
(Se ramener au cas ou G est compact, et utiliser a) et b).) Sinon, et si G
est non discret, il existe un entier ¢ > 1 tel que G contienne un sous-
groupe fermé isomorphe & (Z/qZ)N. (Utiliser Alg., chap. VII, §2,
exerc. 4 ¢).)

4) Si G est compact et si G possede un élément d’ordre infini, il
existe un morphisme continu non trivial de R dans G. (Comme R est
divisible, il existe un morphisme non trivial de G dans R.)

5) Soit p un nombre premier. Le groupe Q, n’est pas produit d’un
groupe compact et d’un groupe discret. (Tout sous-groupe compact de
Q, est de la forme p"Z, pour un ne Z.)

6) Si G est un groupe de torsion, G et G sont totalement discontinus.
(G est totalement discontinu d’aprés le cor. 2 de la prop. 4. Pour prouver
que G est totalement discontinu, se ramener au cas ou G est compact en
utilisant la prop. 3. Prouver alors que G est un groupe de torsion.)

7) Un élément x de G est dit de hauteur infinie si, pour tout ne Z,
il existe ye G tel que y" = x. Prouver que, si G est compact, I’ensemble
des ¢léments de hauteur infinie est la composante neutre de G.

718) Les conditions suivantes sont équivalentes: o) G est localement
connexe: /) G est isomorphe 4 un groupe R” x E x D, ot E et D sont
discrets, et ou tout sous-groupe de rang fini de D est libre.

9} a) Soit a = (a,, a,,a,,...) une suite d’entiers > 1. On munit Z
de la structure d’anneau topologique pour laquelle les Zagq, ...aq,
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forment un systéme fondamental de voisinages de 0. On note A, le com-
plété de cet anneau. Il est compact métrisable totalement discontinu.
Si p est un nombre premier, et si a; = p pour tout i, ona Aa = Z,.

b) On note Z(a™) le groupe multiplicatif des nombres complexes
de la forme exp(2inif(aja,...a,) (e Z,reN), muni de la topologie
discréte. Alors y s x(1) est un isomorphisme de (A,)" sur Z(a™).

¢) Sott B le sous-groupe de R x A, formé des (n,n) pour neZ; il
est discret. On pose Z, = (R x A,)/B. Clest un groupe compact
métrisable connexe. (Observer que I'image canonique de R dans Z, est
dense, et utiliser le lemme 1.)

d) Soit I', le sous-groupe additif du groupe discret Q formé des
nombres rationnels de la forme l/(aqa, ...a,) (e Z, reN). Si xe(Z,).
¥ définit un caractére unitaire de R x A,, donc un caractére unitaire de
R de la forme x+ exp(2ima, x) ot «, € R. Alors y— a, est un isomor-
phisme de (£,)" sur [, .

¢) Montrer que Q est canoniquement isomorphe & X, avec
a=(234,5..).

1) Soit Rd le groupe R muni de la topologie discréte. Montrer que
(R,)" est isomorphe a (Z,)° ot a = (2,3,4,5,...) et ou ¢ est la puissance
du continu. (Considérer une base de R sur Q.)

¥10) Un groupe topologique est dit monothétique s’il existe un
¢lément du groupe dont les puissances sont denses dans le groupe,
solénoidal s’1l existe un morphisme continu de R dans le groupe dont
I'image est dense.

a) Avec les notations de I’exerc. 9, A, est monothétique. Tout groupe
compact monothétique totalement discontinu est topologiquement iso-
morphe & un groupe A, .

b) Supposons G compact. Pour que G soit monothethue il faut et
il suffit que G soit isomorphe & un sous-groupe de T muni de la topologie
discreéte.

¢) Supposons G compact. Les conditions suivantes sont équiva-

lentes: o) G est solénoidal; ) G est _isomorphe a un sous-groupe de R

muni de la topologie d1screte y) G est sans torsion, et Card G < ¢

{puissance du continu); ) G est quotient de (X,), avec a = (2,3,4,5,...).
d) St G est compact solénoidal, G est monothétique.

{1) On note L(G) 'ensemble des représentations continues de G
dans R. On appelle sous-groupe a un parameétre de G l'image d’un
morphisme continu de R dans G.

a) Les conditions suivantes sont équivalentes: a) G est réunion de
sous-groupes a un paramétre; ) tout morphisme de Z dans G se
prolonge en un morphisme continu de R dans G; y) tout morphisme
continu de G dans R/Z provient par passage au quotlent d’un élément
de L(G); &) tout caractére unitaire de G est de la forme ¢* ot 1 e L(G)

b) Si G est a base dénombrable, les conditions de a) sont équiva-
lentes a: ¢) G = R" x T' o1 I est un ensemble dénombrable.

c) La réunion des sous-groupes a un paramétre de G est un sous-
groupe dense dans la composante neutre de G. (Utiliser I’ €Xerc. 4)

d) Soit t+— y, une application continue de (0,1} dans G telle que
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%o = e. 1l existe une application t+ 4, de (0,1} dans L(G) telle que:
o) pour tout x € G, A(x) dépend continliment de ¢t; ) x, = exp(2ini,);
y) Ag = 0.

e) La réunion des sous-groupes a un paramétre de G est aussi la
réunion des arcs de G qui contiennent e (un arc de G étant I'image d’une
application continue de (0, 1) dans G). (Utiliser d).)

12) On emploie la notation L(G) de I’exerc. 11.

a) Soit H un sous-groupe fermé de G. Tout élément de L(H) se
prolonge en un élément de L(G). (Se ramener d’abord au cas ou
G = R" x D avec D discret, puis au cas ou I’¢lément donné de L(H)
est trivial sur R”, puis au cas ou G est discret. Utiliser alors le fait que
R est divisible.)

b) Tout morphisme continu de H dans R" x T' (I, ensemble
quelconque) se prolonge en un morphisme continu de G dans R” x T
(Utiliser a) et le th. 4 du §1.)

¢) Réciproquement, soit A un groupe commutatif localement
compact. On suppose que, pour tout groupe commutatif localement
compact G, pour tout sous-groupe fermé H de G, et tout morphisme
continu ¢ de H dans A, ¢ se prolonge en un morphisme continu de G
dans A. Alors il existe un entier n et un ensemble I tel que A soit iso-
morphe a R* x T. (Prenant G = R, H = Z, on voit que A est connexe,
donc de la forme R* x D avec D discret. Montrer que D est un Z-
module projectif, donc libre.)

13) Soient C une partie compacte de G et ¢ > 0.

a) Soit « la mesure de Haar de G. 1l existe une partie compacte D
de G telle que a(CD) < (1 + e)D). (Le cas oit G = R” étant immédiat,
on est ramené au cas ou G admet un sous-groupe ouvert compact H,
et on peut supposer C saturé suivant H; on est alors ramené au cas ol
G est discret; on peut ensuite supposer G de type fini, et enfin G = Z7))

b) Il existe ke LYG) telle que Fke X (G), (Fk)(x)=1 pour
xeC, et ||k, <1+ & (Prendre k de la forme Afg, out 4 est une constante
et ol f, ge L¥G) ont pour transformées de Fourier les fonctions carac-
téristiques d’ensembles convenables, en utilisant a).)

714)a) On suppose que tout voisinage de e dans G contient un
élément d’ordre infini. Il existe une partie compacte métrique parfaite
totalement discontinue P de G qui est un ensemble de Kronecker, et
une mesure diffuse non nulle concentrée sur P. (Se ramener au cas ou G
est métrisable en utilisant I'exerc. 3 ¢). Imiter ensuite la construction de
Top. gén., chap. IX, 2° éd., §6, lemme 3, et utiliser en méme temps
I'exerc. 14e)du §1.)

b) Si G = (Z/qZ)N, il existe une partie compacte parfaite totalement
discontinue P de G qui est de type K, et une mesure diffuse non nulle
concentrée sur P.

c) On suppose G non discret. Il existe: «) un élément t de .#(G)
tel que sup|# 1| soit strictement majore par le rayon spectral de t;
B) un élément non inversible 7’ de .#* (G) tel que #1' > 1 partout sur G;
) un caractére non hermitien de .#(G). (Utiliser a), b), P'exerc. 3c)
et exerc. 14 f) du §1).
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d) Déduire de ¢) que G, qui est ouvert dans X(.#'(G)), n’est pas
dense dans X(.# (G)).
§3
1) Soient F une partie fermée de G et K une partiec compacte de G
telles que Fn K = . Montrer qu’il existe une ge L'(G) continue
telle que Fg soit égale 4 0 sur F et 4 1 sur K. (Convoler la fonction
fdune 1, remarque 1, avec la transformée de Fourier d’une fonction

de la forme h+h ot he (G, heA(G)et o h+h =1 sur K.
2) Soit g une fonction complexe définie sur )0, + oo, intégrable
w20

pour la mesure de Lebesgue. On suppose que | g(t)ydt = 1 et que
©0

+ 0
J g()t™ dt # 0 pour tout x € R. Soit fune fonction complexe mesurable

+ o0

1 t
et bornée dans } 0,4+ oo, telle que ;J g(—) f(t)dt tende vers une
x

0
limite finie / quand x tend vers + oo.

a) Pour toute fonction complexe h définie sur )0, + oo, intégrable
pour la mesure de Lebesgue et d’intégrale 1,

1"
;L h(;)f(t)dt

tend vers / quand x tend vers +oo. En particulier:

1 X
;J f(yde

0
tend vers [ quand x tend vers +o0. (Posant g,(f) = 1g(t), h(t) = th(),
on a g, e LI(R%). #g, est partout non nulle, et §, * f tend vers /, donc
h, = f tend vers ).
b) Si f(t) est lentement oscillante sur R% quand ¢ tend vers + oo,
alors lim f(t) = L

-+ w

3) Soient f& L2((0, +ool) et ke R% . Si
+ o0

1f e~ f (1) dt

X

]
tend vers ! quand x tend vers + oo, alors:

k(* _
FL@—NlﬂMt

tend vers [ quand x tend vers + oco. (Utiliser les fonctions g(t) = e~
h(t) = k(1 — )~ pour 0 < t < 1, h(t) = 0 pour ¢ > 1).

4) Soient f:R—->R et g:R—> C deux fonctions. On suppose
fe L®(R), ge L}(R) et d’intégrale 1, #g partout non nulle. On suppose
que fest lentement décroissante, c’est-a-dire que lim.inf (f(y) — f(x)) = 0
quand x tend vers +o0, y > x, et que y — x tend vers 0. Si (g = f)(x)
tend vers | quand x tend vers + oo, alors f(x) tend vers [ quand x tend
vers + 0.

t
, et
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5) Soit g : R — C une fonction continue telle que:

+
1) < .
n:z—oo nngnp+1 lg( )l o
On a ge LY(R). Supposons que g soit d’intégrale 1 et que # g ne s’annule
pas. Soit u une mesure complexe sur R telle que |g({x,x + 1)) soit
borné quand x parcourt R. Si (g * u)(x) tend vers [ quand x tend vers + oo,
alors, pour toute fonction continue h: R — C telle que

+
Y sup Jh(t) < +0
ne—oo BStSR+1
et d’intégrale 1, (= p)(x) tend vers ! quand x tend vers + co. (Montrer
que h = u est lentement oscillante et que (g = {h * p))(x) tend vers [ quand
x tend vers + o0).
6) Soit g une fonction sur laquelle on fait les mémes hypothéses

qu’a P’exerc. 2. En outre, on suppose g > O et lim. gnf g(x) > 0. Soit fune

x—
fonction réelle mesurable minorée sur 0, +oo{. Si

ij g(i)fm dt
X 0 X

tend vers | quand x tend vers + oo, alors

1 X
o(x) = ;J f(t)drt
o]

tend vers [ quand x tend vers +oo0. (Montrer que ¢ est bornée pour
X = 1, puis que o est lentement décroissante, puis que

1 J g<5) o(t) dt
X 0 X

tend vers [/ quand x tend vers + o).

T7) a) On définit la fonction de Mébius p sur {1,2,3,...} de la
maniére suivante: u(n) = (— 1)* si n est le produit de k facteurs premiers
deux a deux distincts (en particulier, u(1) = 1), et u(n) = 0 dans le cas
contraire. Pour x > 0, posons M(x)= ) u(n) et f(x) = x""M(x).

Alors f est bornée, et f(y) — f(x) = O((y — x)/x) de sorte que f est
lentement oscillante sur le groupe R% .

b) Pour x > 0, soit [x] la partie entiére de x. On pose g,(t) = [t ']
et g(t) = 2go(t) — agylat) — bgo(bt)(a, be R*). Alors g(t) est bornée au
voisinage de O et nulle pour ¢ assez grand, donc g est intégrable sur
)0, + oo( pour la mesure de Lebesgue. Si se C et s > 0,

i+ s
1 +s

>

J gitdt =2 —a=°— b9

avec {(1 +s)= Y n~"9 Admettant que {(s) — 1/(s — 1) se prolonge
=1

n
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en une fonction enticre et que la fonction {(s) ainsi prolongée ne s’annule
~t oo .

pas pour #s = 1) en déduire queJ g(nt™* # 0 pour tout xe R.
0

+ o0
¢) Montrer que J g(t/x) f(t)ydt = o(x) quand x - +00. En
1]

déduire que M(x) = o(x) quand x — + co.
&) Soit ¢ : (0, + oo[ — R une fonction = 0 croissante, telle que la
fonction t— e~ ""¢(t) soit intégrable pour la mesure de Lebesgue lorsque

+ o0
o > 1. Pour tout se C tel que #s > 1, on pose f(s) :j e To(t) dt.
0

On suppose qu’il existe AeC avec la propriété suivante: lorsque o
tend vers 1 par valeurs > 1, la fonction

A
— 1) — ——————— R

T+ flo + it) P — (teR)
converge uniformément sur toute partie compacte de R vers une fonction
g. Alors

lim @)e™ = A.
t>+w

(On pose aft) = e 'o(t) pour t > 0, a(t) = 0 pour t < 0, A(t) = A pour
t >0, A(t) = 0 pour t < 0. Soit 4 > 0. On pose:

sin 24t)?
|
k) \/( 2/1t)
- Ll s <22
Km):{ 22
0 il > 20

Utilisant ’exerc. 1 du § 1, le th. de Lebesgue-Fubini et le th. de Plancherel,
montrer que:

lim —LJ Kyl — 1)(alt) — Al)e™* dt = —
T

SOV, e

et en déduire que

24
J K, (y)e™™"g(y) dy
-2

xLerw \/_j-w kix — Da(t) dt =

Prouver ensuite que a est bornée et lentement décroissante. On peut
enfin appliquer I'exerc. 4, ou raisonner directement).
9) Soit J I’ensemble des fe F(R?) (§1, exerc. 15) telles que Zf
s’annule sur la sphére S,. Soit 3 Pensemble des feJ telles que
/cy1 (Zf) s’annule sur 82 Soient 3, 3 les adhérences de 3, J dans
LY(R3). Alors i(3J) = h(3) = S,, mais I # J. (Soit u la mesure posmve
de masse 1 sur S, invariante par le groupe orthogonal de R®. Montrer

* Voir par exemple G. VALIRON, Théorie des fonctions, t. 1, Paris, Masson, 1942,
pp. 505-510.
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que (F)(y; , ¥2,¥3) = (sin 2ar)2nr o r = (/y} + y3 + y3. En déduire
que la fonction f sur R? définie par

JO1:Y2,93) = y(FWW1,Y2,¥3)

est un élément de L°(R?) orthogonal & J mais pas a J).

10) On appelle C-ensemble dans G une partic fermée E de G
possédant la propriété suivante: si fe LYG), si #f s’annule sur E, et si
e > 0, il existe ge LYG) telle que || f — f *g|| < ¢ et telle que Supp(Fg)
soit compact et disjoint de E.

a) Si E est un C-ensemble dans G, il n’existe gu’'un idéal fermé 3
de LY(G) tel que h(3) =

b) Tout point de G est un C-ensemble.

¢) La réunion de deux C-ensembles est un C-ensemble.

d) Tout ensemble déduit par translation d’un C-ensemble est un
C-ensemble.

e) Soient H un sous-groupe fermé de G, E une partie fermée de H,
E’ la frontiére de E relativement a H. Si E’ est un C-ensemble relative-
ment 3 G, E est un C-ensemble relativement & G. (Utiliser I’exerc. 16
du §1).

f) Dans R”, toute intersection E d’un nombre fini de demi-espaces
fermés est un C-ensemble. (Raisonner par récurrence sur la dimension
du sous-espace affine engendré par E, en utilisant b), c), d), e).)

11) Soit E une partie fermée de R". On suppose qu’il existe un
point intérieur p de E tel que toute droite passant par p rencontre la
frontiére de E en deux points au plus. Alors il n’existe qu’un idéal fermé
3 de LY(R") tel que #f s’annule sur E. (Considérer f comme limite dans
LY(R" de fonctions déduites de f par des homothéties de centre p).

712) On note a une mesure de Haar de G et B le filtre des voisinages
de e dans G.

a) Soit U un voisinage ouvert intégrable de e dans G. 1l existe une
fonction aeL}QG), = 0, d’intégrale 1, nulle hors de U, telle que

FaeLY(G), et L a(x)? dx < 2/a(U). (Soit V un voisinage compact de e

telque V<« U, o(U) < ﬁa(V); soit W un voisinage compact symétrique
de e tel que VW? = U; prendre a = Af *g, ol A est une constante > 0,
et ol f, g sont les fonctlons caractéristiques de VW, W).

b) Si fe L®(G), on note A(f) '’ensemble des éléments de G qui
appartiennent au sous-espace vectoriel faiblement fermé de L*(G)
invariant par translation engendré par f. Si f,ge L*(G), on a

A(f2) = A(NHAg).

(Soit U un voisinage de e. Montrer que fg est limite faible de combinaisons
linéaires d’éléments de G appartenant a A(f YUA(g)U.)

¢) Soient g e L®(G), K une partie compacte de G, f une fonction de
LYG) telle que Zf soit nulle sur A = A(g) et hors de K. Pour tout
V e B, soit w(V) la borne supérieure de | f| sur AV. Si

lim . infy o(V)2a(V)~ 1a((AV — A) n K) = 0,
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alors {f,g> = 0. (Soit ¢ > 0. Il existe une partie compacte H de G telle
que J | fl dx < e. Puis il existe un voisinage ouvert U de e dans G tel
G-

que [<x, x> — 1] €e pour xeH, xeU. Appl1quant a)a Get U, on
obtient une fonction aeLYG). Soit b= FaeLYG). Utilisant b),
montrer que #(bg) s’annule hors de AU. D’autre part,

[ fedx — [febaxt < &1 /1, + Vgl
et, comme f, ghe L*(G),

[sebax| = | [ 7 (b)) ds
Majorer cette derniére expression par:
2llgl,(U)™ Pa(U)((AU — A) nK)'72).

d) Soient I un idéal fermé de LY(G), A = h(3), f une fonction de
LY(G) telle que #f s’annule sur A, S 'ensemble des points ol s’annule
Zf, S’ la frontiére de S, B le plus grand ensemble parfait contenu dans
S'n A. Pour Ve @, soit w(V) la borne supérieure de |Zf| dans AV.
On suppose que tout point de B posséde un voisinage K dans G tel que

lim . infy o(V)?a(V) 'a((AV — A) A K) = 0.

Alors f e 3. (Utiliser le fait que L*(G) vérifie la condition de Ditkin, et
raisonner comme au chap. I, § 5, prop. 5. Soit G U {oo} le compactifié
d’Alexandroff de G, et soit N I’ensemble des x € G U {0} tels que Zf
nappartienne pas a #3J3 au voisinage de 4. Montrer d’abord que
N < B U {oo}. Puis, utilisant ¢), montrer que N < {co}. Enfin, montrer
que N = &)

e) Soient I un idéal fermé de L'(R™), A = h(J), f une fonction de
LY(R" telle que Zf s’annule sur A. Pour h > 0, soit A, 'ensemble des
points de R" extérieurs a A et situés a une distance de A inférieure a h,
et (h) = sup |(Ff)x). Si lim.infwh)*h "«(A,) =0, on a fe3.

xeA h—0
(Utiliser d).)
2+ oo
f) Soient fe LY(R), a€)0, 1{, et supposonsJ WSl dy < + 0.
Alors il existe une constante k telle que [(Ff)(x + h) — (Ff)(x)| < kh™
{Montrer que, quel que soit N > 0,

ENE+ = @EN) < 20| DIy +2] 116 dy

(Ff)(F (gh)) d%

J(AU—A)nK

N
<2mhN' ] dy + N Ty

puis prendre N = |h| %),
g) Soient 3 un idéal fermé de L'(R), f une fonction de L*(R) telle
At o0
que Zf s’annule sur h(J). Si J y2f(y) dy < + 0, on a fe 3. (Utiliser

e)et f).)



INDEX DES NOTATIONS

Les chiffres de référence indiquent successivement le chapitre, le paragraphe
et le numéro (ou, exceptionnellement, I’exercice).

A (A algébre sur un corps commutatif): 1, 1, 1.

Spa X, Sp x (x élément d’une algébre unifere A): I, 1, 2.

R(x, 4) (x élément d’une algébre unifere): 1, 1, 2.

Spi x, Sp’ x (x €lément d’une algébre A): I, 1, 3.

X(A), X(h) (A algebre unifere commutative, h morphisme d’algébres uniféres com-
mutatives): 1, 1, 5.

G A(x), 9(x) (x élément d’une algébre unifére commutative A): I, 1, 5.

X'(A), X'(h), X(A) (A algébre commutative, h morphisme d’algébres commutatives):
L 1,6

Gu(X), G'(x), G(x), (x) (x élément d’une algébre commutative A): I, 1, 6.

J(A) (A algebre): I, 1, 7.

V(M) (M partie d’une algebre): 1, 1, 7.

KT) (T partie de J(A): L, 1, 7.

A (A algébre); L, 1, 7.

L., R, (x élément d’une algébre normée): 1, 2, 1.

p(x) (x élément d’une algébre normée): I, 2, 3.

O(U; E), O(K; E), 0(U), ®K) (U ouvert de C", K compact de C" E espace de
Banach complexe): I, 4, 1.

A (A algebre de Banach unifére commutative): 1, 4, 1.

0, (a élément de A“): 1, 4, 1.

f(a)(a élément de A", f élément de ¢(Sp a .A)): I, 4, 4.

F(x) (x élément d’une algeébre de Banach unifére non nécessairement commutative,

félément de O(Spax)): 1,4, 1.

exp x, log x (x élément d’une algébre de Banach unifere): I, 4, 9.

Ry(4, x) (H partie a la fois ouverte et fermée de Sp x); 1, 4, 11.

h3J) (3 idéal d’une algébre de Banach commutative): I, 5, 1.

(M) (M partie de X(A), A algébre de Banach commutative): I, 5, 2.

x*, f* (x élément d’une algébre involutive, f forme linéaire sur une algébre involu-
tive): I, 6, L.

wE ¥ (ne #HG), fe LHG): 1, 6, 1.

f(x) (x élément normal d’une algébre stellaire unifére A, f élément de %(Sp, x)):
L 6,5

x", x7, |x[, abs(x), x* (x élément hermitien d’une algébre stellaire): L, 6, 5.

St(A) (A algebre de Banach involutive); I, 6, 6.

|z, abs(z) (ze #(E, F), E, F, espaces hilbertiens complexes): I, 6, 8.

St(G) (G groupe localement compact); I, 6, 7.

Ixl, (x ¢lément d’une algébre involutive): I, 6, 6.

H?() (1 mesure positive sur un espace compact, 1 < p < +): 1, 7, exerc. 8.

G (G groupe localement compact commutatif): II, 1, 1.

x> (xeG, 2eG): 1L 1, 1.

A* (A partie de G ou de G): I, 1, 1.
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Fu, Fu, ii (n mesure bornée sur G): 11, 1, 2.

Fh Ff (fe LN G): I, 1, 2.
¢ (¢ morphisme de groupes localement compacts commutatifs): 11, 1, 7.

# . (fonctions d’Hermite): 11, 1, exerc. 2.

SR 11, 1, exerc. 15.
i (fonction de Mébius): 11, 3, exerc. 7.
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Les chiffres de référence indiquent successivement le chapitre, le paragraphe
et le numéro (ou, exceptionnellement, I’exercice).

Adjoint d’un ¢lément dans une algébre involutive: I, 6, 1.

Adjointe d’une forme linéaire sur une algébre involutive: [, 6, 1.

Algebre de Banach: 1, 2, 1.

Algebre de Banach commutative réguliére: I, 5, 1.

Algebre de Banach involutive: 1, 6, 2.

Algébre involutive: I, 6, 1.

Algebre normée (complexe): I, 2, 1.

Algeébre normée involutive: I, 6, 2.

Algebre stellaire: 1, 6, 3.

Algebre stellaire d’un groupe localement compact: I, 6, 7.

Algebre stellaire déduite d’une algeébre stellaire par adjonction d’un élément
unité: |, 6, 3.

Algebre stellaire enveloppante d’une algébre de Banach involutive: 1, 6, 6.

Algeébre unifére: I, 1, 1.

Algebre unifére déduite d’une algébre par adjonction d’un élément unité: I, 1, 1.

Algébre unifére normée déduite d’une algébre normée par adjonction d’un élément
unité: I, 2. 1. R

Application canonique de G dans G: 11, 1, 1.

Arc: I1, 2, exerc. 11.

Auto-adjoint (sous-ensemble): 1, 6, 1.

Banach (algebre de): 1, 2, 1.

Caractére d’une algebre uniféere commutative: I, 1, 5.

Caractére d’une algébre commutative: I, 1, 6.

Caractére unitaire d’un groupe localement compact commutatif: I1, 1, 1.

Condition de Ditkin: I, §, 2.

Cotransformée de Fourier d’une mesure (d’une fonction), cotransformation de
Fourier: 11, 1, 2.

Deécomposition polaire d’un élément de Z(E, F) (E, F, espaces hilbertiens com-
pleses): 1, 6, 8.

Ditkin (condition de): 1, 5, 2.

Diviseur de zéro topologique a gauche (a droite): I, 2, 4.

Divisible {groupe): 11, 1, 7.

Dual (groupe) d’un groupe localement compact commutatif: IL 1, 1.

Dual d’un morphisme de groupes localement compacts commutatifs: II, 1, 7.

Elément hermiitien d’une algebre involutive: I, 6, 1.

Elément normal d’une algébre involutive: I, 6, 1.
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Elément quasi-nilpotent d’une algébre normée: I, 2, 3.

Elément unitaire d’une algébre involutive: I, 6, 1.

Eléments orthogonaux d’un groupe localement compact commutatif et de son
dual: II, 1, 1.

Eléments engendrant topologiquement une algeébre normée: 1, 2, 1.

Engendrée par une partie (algébre normée): I, 2, 1.

Engendrée par une partie (sous-algébre fermée involutive d’une algébre normée
involutive): 1, 6, 2.

Ensemble indépendant dans un groupe localement compact commutatif: II, 1,
exerc. 14.

Ensemble de Kronecker dans un groupe localement compact commutatif: II, 1,
exerc. 14.

Enveloppe polynomialement convexe d’une partie de CA: 1, App.

Equivalentes (représentations) d’une algébre: I, 1, 7.

Espace des caractéres d’une algébre unifére commutative: I, 1, 5.

Espace des caractéres d’une algébre commutative: I, 1, 6.

Fonction de Moébius: I1, 3, exerc. 7.

Fonction lentement décroissante: I1, 3, exerc. 4.

Fonction lentement oscillante suivant un filtre: 11, 3, 1.

Fonctions d’Hermite: I1, 1, exerc. 2.

Forme linéaire hermitienne: I, 6, 1.

Formule de Poisson: II, 1, 8.

Formule d’inversion de Fourier: I1, 1, 4.

Fourier (transformée de, cotransformée de) d’une mesure, d’une fonction de
LY G): 1L, 1, 2.

Fourier (transformation de, cotransformation de) de .#(G) dans %”(G)s 11, 1, 2.

Fourier (transformation de) de L*(G) sur L¥%G): 11, 1, 3.

Fourier (formule d’inversion de): I, 1, 4.

Gelfand (transformée de, transformation de): 1, 2, 5et 1, 2, 6.

Gelfand-Mazur (théoreme de): I, 2, 5.

Germe d’une fonction holomorphe au voisinage d’une partie compacte: [, 4, 1.

Groupe dual d’un groupe localement compact commutatif: II, 1, 1.

Groupe monothétique: II, 2, exerc. 10.

Groupe solénoidal : 11, 2, exerc. 10.

Hermitien (élément): I, 6, 1.

Hermitienne (forme linéaire): I, 6, 1.

Idéal primitif; I, 1, 7.

Involution: 1, 6, 1.

Involutive (algébre): I, 6, 1.

Involutive (algébre normée, algébre de Banach): I, 6, 2.

Involutive (sous-algébre): 1, 6, 1.

Irréductible (représentation) d’une algébre: I, 1, 7.

Jacobson (topologie de): I, 1, 7.

Lentement oscillante (fonction): II, 3, 1.

Localement m-convexe (algébre): I, 2, exerc. 31.

Morphisme d’algebres involutives: I, 6, 1.

Morphisme unifére: 1, 1, 1.

Normal (élément): I, 6, 1.

Normée (algebre): I, 2, 1.

Orthogonal d’une partie d’un groupe localement compact commutatif: I1, 1, 1.

Orthogonaux (éléments): II, 1, 1.

Partie antisymétrique d’un espace compact: I, 7, exerc. 10.

Partie polynomialement convexe de C*: I, App.
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Pic d’un espace.compact: I, 7, exerc. 10.

Plancherel (théoréme de): 11, 1, 3.

Pleine (sous-algébre) d’une algébre unifere: 1, 1, 4.

Poisson (formule de): 11, 1, 8.

Pontryagin (théoréme de): 11, 1, S.

Polynomialement convexe (enveloppe): I, App.

Polynomialement convexe (partie): I, App.

Primitif (idéal): I, 1, 7.

Quasi-nilpotent (élément): [, 2, 3.

Rayon spectral d’un ¢élément d’une algébre normée: I, 2, 3.

Régulier (élément): 1, 2, exerc. 28.

Réguliére (algébre de Banach commutative): I, 5, 1.

Réguliére (représentation) gauche de .#(G) dans L%(G): 1, 6, 7.

Représentation d’une algébre: I, 1, 7.

Représentation irréductible: 1, 1, 7.

Représentation réguliere gauche de .# (G) dans L3(G): 1, 6, 7.

Représentations équivalentes: I, 1, 7.

Résolvante d’un élément d’une algébre unifére: I, 1, 2.

Semi-norme stellaire: 1, 6, 6.

Simultané (spectre): 1, 3, 5.

Sous-algebre fermée involutive engendrée par une partie: I, 6, 2.

Sous-algebre involutive: 1, 6, 1.

Sous-algebre logmodulaire: 1, 7, exerc. 8.

Sous-algeébre pleine engendrée par une partie: I, 1, 4.

Sous-algébre pleine fermée engendrée par une partie: I, 2, 4.

Sous-ensemble auto-adjoint: I, 6, 1.

Sous-groupe a un parametre: I, 2, exerc. 11.

Spectral (rayon): I, 2, 3.

Spectre d’un ¢lément dans une algebre: I, 1, 3.

Spectre d’un élément dans une algebre unifére: I, 1, 2.

Spectre simultané d’une partie d’une algébre commutative: I, 3, 5.

Systéme générateur topologique d’une algébre normée: [, 2, 1.

Théoréme de Gelfand-Mazur: 1, 2, 5.

Théoréme de Plancherel: II, 1, 3.

Théoréme de Pontryagin: II, 1, 5.

Topologie de Jacobson: I, 1, 7.

Transformation de Fourier, transformée de Fourier: I, 1, 2 et II, 1, 3.

Transformation de Gelfand, transformée de Gelfand: I, 2, Set [, 2, 6.

Unifere (algebre): 1, 1, 1.

Unifere (morphisme): 1, 1, 1.

Unitaire (caractére): II, 1, 1.

Unitaire (élément): 1, 6, 1.

Valeur d’un germe de fonction holomorphe: I, 4, 1.

Valeur absolue d’un élément de #(E,F) (E, F espaces hilbertiens complexes):
I, 6, 8.
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