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C H A P I T R E  1 *  

Algébres normées 

1 .  - Généralités sur les algèbres 

1. Algèbres unifères 

Soit K un corps commutatif. On appelle algèbre uniJere sur K 
un couple (A, c)  où A est une algèbre sur K à élément unité et 
e l'élément unité de A. Comme e est déterminé de manière unique 
par A, il nous arrivera de dire, par abus de langage, que A est 
une algèbre unifère. Si (A, c) et (A', et) sont deux algèbres uniferes, 
on appelle morphisme unifére de (A, e) dans (A', e') un morphisme 
cp de A dans A' tel que cp(e) = et. Une sous-algèbre unifère de 
(A, e) est un couple (A', e), où A'  est une sous-algèbre de A 
contenant e. 

On notera souvent I l'élément unité. 
Soit A une algèbre sur K. Rappelons (Alg.,  chap. VIII, 

App., no 1) qu'on définit sur l'espace vectoriel A = K x A une 
structure d'algèbre telle que : 

(A, a)(p, b) = (Ap, Ab + pu + ab). 

Soit e = (1,O). Alors (A, e) est une algèbre unifère dite déduite 
de A par adjorzction d'un élément unité. Si A' est une seconde 
algèbre sur K, (A'. et) l'algèbre unifère déduite de A' par adjonc- 
tion d'un élément unité, et cp un morphisme de A dans A', il 
existe un morphisme unifère et un seul de (A, e) dans (A', e') qui 
prolonge cp. 

" Les résultats des chap. 1 et 11 dépendent.des Livres 1 a VI, et du fascicule de 
résultats du livre consacré aux Vari4t&. 
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2. Spectre d'un élément dans une algèbre unifève 

DÉFINITION 1 .  S o i e n t  A une nlgéhre unifirc sur K ,  et soit 
e son élément unité. Pour tout x E A, on appelle spectre de x relative- 
ment à A 1 'ensemble des A E K tels que x - Ae ne soit pas inversihle. 

Ce spectre sera noté Sp, x, ou Sp x si aucune confusion n'en 
résulte. 

Remarques. - 1) Si A = (O),  on a Sp(O) = a. 
2) Pour tout 2 E K, Sp(Âe) = ( A  j (si A # (O)) .  
3) Pour que X E A  soit inversible, il faut et il suffit que 

O$Spx. 
4) Soient x E A, et P E KIX]. Si À E K, il existe un Pl E KIX] 

tel que P(x) - P(Â)e = (x - Âe)P,(x) ; donc, si À E Sp x, on a 
P(R) E Sp P(x); autrement dit, P(Sp x) c Sp P(x). Réciproquement, 
soit y E Sp P(x); supposons K ~lgéhriquern~nt clos et deg P 3 1, 
et soit P(X) - y = a(X - A,). . . (X - A,) la décomposition de 
P(X) - y en facteurs du premier degré; on a 

donc Ai E Sp x pour un certain i, donc ,u = P(Ai) E P(Sp x). On en 
conclut que 

P(Sp x) = Sp P(x). 

Cette égalité reste vraie lorsque P est une constante, à condition 
que Sp x # B. 

5 )  Si x E A cst nilpotent, on a (Sp x)" c (O]  pour un certain 
n d'après la Remarque 4, donc Sp x = (O)  (si A # (O)). 

6) Supposons K algébriquement clos. Soient X E A ,  et 
R = P/Q E K(X), où P et Q sont des polynômes premiers entre 
eux. Supposons Q(x) inversible, donc O # Q(Sp x). Alors, on peut 
former R(x) = P(x) . Q(x)- ' = Q(x)- ' . P(x). Si R n'est pas une 
constante, on a 

Sp(R(x)) = R(Sp x). 

En effet, en remplaçant R par R - y (où p E K), il suffit de prouver 

que 
R(x) inversible - O 4 R(Sp x), 

c'est-à-dire que 

P(x) inversible - O # P(Sp x). 



Or  ceci résulte de la Remarque 4 si P n'est pas une constante, et 
est évident si P est une constante A, car Â # O d'après l'hypothèse 
faite sur R. 

7) Soient A et B deux algèbres unifères sur K, cp : A --+ B un 
morphisme unifère, et x E A. Il est clair que Sp, q(x) c Sp, x. 

8) Soient A une algèbre unifère, % son radical (Alg., chap. 
VIII, $ 5 ) ,  q~ le morphisme canonique de A sur B = A/%. Si x E A, 
on a Sp,cp(x) = Sp, x. En effet, il suffit de prouver que si q(x) 
est inversible dans B, x est inversible dans A. Or, si y E A est tel 
que cp(x)cp(y) = cp(y)cp(x) = m ,  on a xy E e + s, yx E e + %, 
donc xy et yx sont inversibles, et par suite x est inversible. En 
particulier, si x E %, on a Sp x = (O) (si A # (O)). 

9) Soit (Bi) une famille d'algèbres unifères, avec Bi = (A,. e,). 
Posons A = n A i ,  e = (e,) .  Alors (A, e) est une algèbre unifère 

appelée produit des Bi .  Si x = (xi) E A, on a Sp, x = u SpAi xi 
1 

Exemples. - 1) Soit A l'algèbre des fonctions continues 
complexes sur un espace topologique. Le spectre d'un élément 
f de A est l'ensemble des valeurs de$ 

2) Soit A une algèbre unifère de rang fini sur C. Pour que 
x E A soit inversible, il faut et il suffit que l'application linéaire 
y- xy dans A soit de déterminant non nul. Il en résulte que le 
spectre de x est l'ensemble des racines du polynôme caractéristique 
de x . Si A est l'algèbre des endomorphismes d'un espace vectoriel 
V de dimension finie sur C, le spectre de x est donc l'ensemble 
des valeurs propres de x. Il n'en est pas ainsi quand dim V est 
infini (exerc. 2). 

DÉFINITION 2. - Soient A une algèbre unifère sur K, et x E A. 
On pose, pour tout Â E K - Sp x, 

R(x, A) = (Âe - x)-' 

et la fonction Â H R(x, A) E A s'appelle la résolvante de x. 

Pour x fixé, les valeurs de R(x, A) sont deux à deux per- 
mutables. Si A, p E K, on a :  

(ne - X) - (pe - x) = (Â - ,u)e 

donc, si II, ,u $ Sp x, 
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Si x , y ~ A  et Â E K ,  on a :  

(Âe - x )  - (Âe - y) = y - x 

donc, si Â $ Sp x u Sp y, 

(2) R(y, 4 ( y  - x)R(x, 4 = My, 4 - N x ,  4. 

3. Spectre d'un élément dans une algèbre 

Soient A une algèbre sur K, et x E A. O n  appelle spectre de x 
relativement à A le spectre de x relativement à l'algèbre unifère A 
déduite de A par adjonction d'un élément unité. 

Ce spectre sera noté Spi, x, ou Sp' x si aucune confusion n'en 
résulte. On a O E S p i  x quel que soit x E A. 

Si q est un morphisme de A dans une algèbre B, on a 
SPB d x )  c SPA x. 

Remarques. - 1) Soit A une algèbre unifère. On peut con- 
sidérer l'algèbre sous-jacente à A, qu'on notera encore A. Si 
X E A ,  on a :  

Spi, x = Sp, x u (O). 

En effet, soient E l'élément unité de A, et e celui de A. On vérifie 
tout de suite que (e - e )  . A = A .  (e - e) = O, donc que A est 
l'algèbre unifère produit de A et de K(e - E). Nofre assertion 
résulte donc du no 1, Remarque 9. 

2) Il résulte de la Remarque 1 que, si B est une algèbre sur K 
et si x E B, on a :  

Sp;, x = Sp, x = Sp, x u ( O )  = sp; x. 

3) Si x appartient au radical de A, on a Spi, x = { O ) .  Ceci 
résulte du no 1, Remarque 8. 

PROPOSITION 1 .- Soient A une algèbre, et x ,  y E A. On a : 

En passant à A, on se ramène au cas où A possède un élément 
unité e. Il suffit alors de prouver que, si Â f O est tel que xy - ;le 
admette un inverse u, yx - Ae est inversible. O r :  

(yx - Âe)(yux - e) = y(xyu)x - yx - Ayux + Le 

= y(Âu + e)x - yx - Ayux + Ae = Ile 



et de même (yux - e)(yx - Le) = Le. Comme i. # O, on voit que 
yx - ;le est inversible. 

Si A est une algèbre unifère et si x, y €  A, on peut avoir 
Sp(xy) # Sp(yx) (exerc. 3). 

4. Sous-algèbres pleines 

DÉFINITION 3. - Soit A une algèbre unifère. On appelle sous- 
algèbre pleine de A une sous-algèbre unifère B telle que tout élément 
de B inversible dans A soit inversible dans B. 

Alors, pour tout x E B, on a SpB x = Sp, x. 
L'intersection d'une famille de sous-algèbres pleines de A est 

une sous-algèbre pleine de A. Si M c A, l'intersection B des 
sous-algèbres pleines de A contenant M est donc la plus petite 
sous-algèbre pleine de A contenant M ;  on l'appelle la sous- 
algèbre pleine de A engendrée par M. Le commutant M' de M 
dans A est une sous-algèbre pleine de A (car, si x est inversible 
dans A et permutable à M, x- '  est permutable à M). Donc le 
bicommutant M" de M contient B. Si les éléments de M sont 
deux à deux permutables, l'algèbre M" est commutative, donc B 
est commutative. 

Une sous-algèbre commutative maximale de A est une sous- 
algèbre pleine, car elle est égale à son commutant. 

Soient x E A, et B la sous-algèbre pleine de A engendrée par x. 
Alors B est égale à l'ensemble BI des éléments de la forme 
P(x)Q(x)-', où P E K[X], Q E K[X], Q(x) inversible dans A. En 
effet, BI est une sous-algèbre de A contenant e ;  si P(x)Q(x)-' est 
inversible dans A, P(x) est inversible dans A, et l'inverse P(x)- 'Q(x) 
de P(x)Q(x)-' appartient à B I ;  donc BI est une sous-algèbre 
pleine, de sorte que B c BI. D'autre part, si P E K[X], Q E K[X] 
et si Q(x) est inversible dans A, on a P(x) E B, Q(x)E B, donc 
Q(x)- E B et P(x)Q(x)- ' E B ; donc B, c B. 

5. Caractères d'une algèbre ungère commutative 

DÉFINITION 4. - Soit A une algèbre unifère commutative. On 
appelle caractère de A un morphisme unifère de A dans K. 

L'ensemble des caractères de A sera noté X(A). 
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Soient A et B deux algèbres unifères commutatives, h un 
morphisme unifère de A dans B. L'application x+-+ x 0 h de X(B) 
dans X(A) se note X(h). Si k est un morphisme de B dans une 
algèbre unifère commutative, on a X(k 0 h) = X(h) 0 X(k). Si lA 
désigne l'application identique de A, X(1,) est l'application 
identique de X(A). 

Si II cst surjcctif, X(h) est une bijection de X(B) sur l'ensemble 
des caractères dc A qui s'annulent sur le noyau de h. 

Soient A ,  , . . . , A, des algèbrés unifères commutatives, et A 
l'algèbre unifère A,  x . . . x A,. Soit n i  l'application canonique 
de A sur A i .  Alors X(ni) est une bijection de X(Ai) sur une partie 
X, de X(A), à savoir l'ensemble des caractères de A nuls sur n A;. II est clair que les Xi sont deux à deux disjoints. D'autre 
;-fi 

part, soit X E  X(A); soit i un indice tel que ~ ( x )  # O pour un 
x € A i  ; pour tout j # i et tout ~ E A ; ,  on a 

donc X(A,~) = O ;  ainsi x s'annule sur n A j ,  de sorte que X(A) est 
j Z i  

réunion des Xi.  
Soit B l'algèbre unifère A, @ . . . @ A,. Alors 

est une application de X(B) dans X(A,) x . . . x X(A,,), et 

est une  application de X(A,) x . . . x X(A,,) dans X(B). On vérifie 
aussitôt que les composées de ces applications sont les applications 
identiques dc X(B) ct de 

X(A ,) x . . . x X(A,). 

On peut donc identifier X(B) à X(A,) x . . . x X(A,). 
Soit A une algèbre unifère commutative. Soit Y l'ensemble 

des idéaux de codimension 1 de A. Pour tout x EX(A), on a 
Ker x E Y. L'application x H Ker x est une bijection de X(A) sur 
Y. En effet, si ~ E Y ,  il existe un unique isomorphisme de la 
K-algèbre unifère A / 3  sur K, et le morphisme composé 

est l'unique caractère de A de noyau 3. 
Si x E A et si x E X(A), on a ~ ( x )  E Sp x; en effet, comme 

~ ( x  - x(x)e) = O, x - x(x)e est non inversible. 



Pour tout .x E A, on note 9,x, ou simplement Vx, la fonction 
X H  X(X) sur X(A) et on l'appelle la transformée de Gelfand de x. 
L'application 9 est un morphisme unifère de A dans l'algèbre 
unifère A,  des fonctions sur X(A) à valeurs dans K ; on l'appelle 
la transformation de Gelfand. Soient B une algèbre unifère com- 
mutative sur K, BI l'algèbre unifère des fonctions sur X(B) à 
valeurs dans K, h un morphisme unifère de A dans B;  alors, 
X(h) : X(B) -+ X(A) définit un morphisme unifère h ,  :A1 -+ B I ,  et 
le diagramme : 

%A 

" - 4 1  I 

est commutatif; en effet, pour tout x E A et tout x E X(B), on a : 

Supposons maintenant que K soit un corps topologique. On 
munit alors X(A) de la topologie de la convergence simple sur A, 
et l'espace topologique X(A) s'appelle l'espace des caractères de 
A. La topologie de X(A) est donc la moins fine pour laquelle les 
fonctions gAx pour x E A soient continues. Si h est un morphisme 
unifère de A dans B, X(h) : X(B) + X(A) est continu. Si h est 
surjectif, l'image de X(h), à savoir l'ensemble des caractères de A 
nuls sur le noyau de h, est fermé dans X(A); d'autre part, la 
topologie sur X(h)(X(B)) déduite de celle de X(B) par la bijection 
X(h) est la topologie de la convergence simple dans A, c'est-à-dire 
la topologie induite par celle de X(A); autrement dit, X(h) est un 
lzoméonzorphisme de X(B) sur une partie fermée de X(A). On déduit 
de ià et de ce qu'on a vu plus haut que l'espace X(A, x . . . x A,) 
s'identifie à l'espace topologique somme de X(A,) , . . . , X(A,). De 
même, X(Al @ . . . @ A,) s'identifie à l'espace topologique produit 
X(Al) x . . . x X(A,). 

6. Cas des algèbres sans élément unité 

DÉFINITION 5.- Soit A une algèbre commutative. On appelle 
caractère de A un morphisme de A dans K .  
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L'ensemble des caractères de A sera noté Xf(A). On posera 
X(A) = X1(A) - (O). Si A possède un élément unité e, X(A) est 
l'ensemble des caractères de l'algèbre unifère (A, e). En effet, pour 
qu'un x E Xf(A) soit non nul, il faut et il suffit que ~ ( e )  = 1. 

Si h : A -+ B est un morphisme d'algèbres commutatives, on 
définit comme plus haut une application X1(h) : Xf(B) -, X1(A), qui 
transforme O en O. On a X'(k 0 h) = Xf(h) 0 Xr(k). Si h est surjectif, 
Xr(h) est une bijection de X1(B) sur l'ensemble des caractères de A 
nuls sur le noyau de h. Soient A, , . . . , A, des algèbres commuta- 
tives, A = A, x . . . x A,, et ni : A -+ Ai le morphisme canonique ; 
alors Xf(q) est une bijection de Xf(A,) sur une partie Xf de Xf(A), 
à savoir l'ensemble des caractères de A nuls sur n Aj ; on voit 

j+i 

comme au no 5 que X1(A) est réunion des Xi; d'autre part, 
Xf n X> = {O) pour i # j; en particulier les Xi - {O) forment une 
partition de X'(A) - (O)  = X(A). 

Pour tout x E A, soit g i x ,  ou simplement g'x, la fonction 
x H X(X) sur Xr(A). L'application 3' est un morphisme de A dans 
l'algèbre A, des fonctions Xf(A) -+ K nulles en O. Soient B une 
algèbre commutative, BI l'algèbre des fonctions Xf(B) + K nulles 
en O, h un morphisme de A dans B ; alors X1(h) définit un morphisme 
h, : A, + BI , et l'on a hl 0 9i = Yb O h. On note %x, ou simple- 
ment g x ,  la restriction de 9Ax à X(A), et on l'appelle transformée 
de Gelfand de x. 

Soit A l'algèbre unifère déduite de A par adjonction d'un 
élément unité. Tout caractère de A définit par restriction à A un 
caractère de A; tout caractère de A se prolonge de manière 
unique en un caractère de A. D'où une bijection canonique de 
Xf(A) sur x(A), par laquelle on identifie ces deux ensembles. Le 
caractère O de A s'identifie ainsi à l'unique caractère de A de 
noyau A. 

L'application x H Ker x est une bijection de X(A) sur 
l'ensemble des idéaux réguliers de codimension 1 de A (Alg., 
Chap. VIII, App., no 1); en effet, d'une part X(A) s'identifie à 
l'ensemble des caractères de A non nuls sur A; d'autre part, 
a .-, a n A est une bijection de l'ensemble des idéaux maximaux 
de A distincts de A sur l'ensemble des idéaux maximaux réguliers 
de A (Alg., Chap. VIII, App., prop. 4); il suffit alors d'appliquer 
ce qu'on a vu au no 5. 

Si x E A et x E Xf(A), on a ~ ( x )  E SpA x, donc ~ ( x )  E Spi  x. 



Supposons maintenant que K soit un corps topologique. On 
munit alors X'(A) de la topologie de la convergence simple sur A ; 
la notation X1(A) désignera désormais l'espace topologique ainsi 
obtenu. Si h est un morphisme de A dans B, X'(h) : X1(B) + X1(A) 
est continu. Si h est surjectif, X1(h) est un homéomorphisme de 
X1(B) sur son image, et cette image est fermée dans X1(A). Soit 
A = A, x . . . x A, et employons les mêmes notations que plus 
haut; X1(ni) est un homéomorphisme de Xf(Ai) sur Xf ,  X: est 
fermé dans X1(A), donc Xi - (0) est ouvert dans Xf(A); les X'(ni) 
définissent une application continue de l'espace somme S des 
X'(Ai) sur X1(A), et on vérifie facilement qu'une réunion de voisi- 
nages des points OEX'(A,), . . . , O€Xf(A,) a pour image un 
voisinage de O €X1(A); de tout ceci résulte que X1(A) s'identifie 
canoniquement à un espace quotient de S. En particulier, l'espace 
X(A) s'identifie à l'espace somme des X(Ai). 

Si x E A, la fonction ~ A x  sur X1(A) est continue. 
La bijection canonique de X1(A) sur x(A) est un homéo- 

morphisme. Soient B une algèbre unifère sur K, B' l'algèbre 
sous-jacente; alors l'espace X(B) s'identifie au sous-espace X(B1) 
de X'(B1). 

7. Idéaux primitifs 

Soient A une algèbre sur K, E un espace vectoriel sur K. O n  
appelle représentation de A dans E un morphisme de A dans 
9 ( E ) .  Deux représentations TC, et n2 de A dans des espaces E l ,  
E, sont dites équivalentes s'il existe un isomorphisme de E l  sur E, 
transformant n1 en n,. Une représentation n de A dans E est 
dite irréductible si E # {O) et si les seuls sous-espaces vectoriels de 
E stables pour n(A) sont (O) et E. Supposons n irréductible non 
nulle. Si [ est un élément non nul de E, n(A)( est stable pour n(A), 
et non nul (sinon K t  = E, et n(A) = (O)), donc n(A)< = E. Donc 
l'annulateur % de 5 dans A est un idéal à gauche régulier (Alg., 
Chap. VIII, App., no 2), et n est équivalente à la représentation 
définie par le A-pseudo-module A/%; comme n est irréductible, 
% est un idéal à gauche maximal régulier. Réciproquement, si %' 
est un idéal à gauche maximal régulier de A, la représentation 
de A définie par le A-pseudo-module A/%' est irréductible non 
nulle. 
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DÉFINITION 6 .  -Soit A une ulgèbrcj sur K .  On appdle idkal 
primitif' de A le noyau d'une reprksentution irrkductible non nulle 
de A. 

Si A est commutative, les idéaux primitifs de A sont les idéaux 
maximaux réguliers de A. En effet, les représentations irréductibles 
non nulles de A sont, à une équivalence près, les représentations 
T C ,  définies par les A-pseudo-modules A/% (où 91 est un idéal 
maximal régulier de A ) ;  et, d'après la commutativité de A, le 
noyau de TC% est 91. 

Lemme 1 .  - Soit n une rcqm;sentution irréductible de A dans 
un espace vcctoricl E sur K .  

(i) Soit J un idial bilatère de A. Si ~ ( 3 )  # O, TCIJ est irréductible. 
(ii) Soient S I ,  3, deux idCuux hilutères de A t d s  que 

7r(Jl)  # 0, ~ ( 3 ~ )  # 0. Alors ~ ( 3 ~ 3 ~ )  # O. 
L'ensemble des éléments de E annulés par ~ ( 3 )  est stable pour 

n(A)  et distinct de E, donc égal à O. Donc, si est un élément non 
nul de E, on a 7~(3)5 # O ;  comme 7-435 est stable pour n(A),  on a 
7r(3)c = E, ce qui prouve (i). D'autre part, ce qui précèdc prouve 
que n(3,)E = E, ~ ( 3 , ) 7 r ( 3 ~ ) E  = E, donc ~ ( 3 ~ 3 , )  # O. 

Lemme 2. -Soient 3,  , J, deux idkuux bilutèrc~s dc A, 3 url 
idkal primitzf.de A.  Si 3 contient 3,3, (en purticulicr, si 3 contient 

C 3, n 3,), 3 contic~nt 3 ,  ou -5,. 

Soit n une représentation irréductible de noyau 3 .  Si 3 $ 3, 
et 3 $3,. le lemme 1 (ii) prouve que 71(3132) # O. d'où J 3 3132 . 

Lemme 3. - Supposons que A udmette un dément unitc;. Soit 3 
un idka1 bilutèrc maximal dc. A. Alors 3 est un idéul primitif: 

Il existe un idéal à gauche maximal 91.71 de A contenant 3. 
Soit n la représentation canonique de A dans A/!l,li. qui est 
irréductible non nulle. Comme 3 A  c !)Ji, le noyau 3' de -ir contient 
3, donc 3' = 3 et 3 est primitif. 

Soit J(A) l'ensemble des idéaux primitifs dc A. Pour toute 
partie M de A, nous noterons V(M) l'enscmblc des idéaux primitifs 
de A contenant M ;  il est clair que, si J est l'idéal bilatère de A 
engendré par M, on a V ( M )  = V ( 3 ) ;  si M est réduit à un seul 
élément x ,  on écrira V ( x )  au lieu de V ( [ x ) . ) .  L'application 



M - V(M) est décroissante pour les relations d'inclusion. On a : 

pour toute famille (Mi),, de parties de A. D'autre part, d'après le 
lemme 2, 

pour tout couple d'idéaux bilatères 3, , 3, de A. Les formules (5) 
à (7) montrent que les parties V(M) de J(A) sont les parties fermées 
pour une certaine topologie sur J(A). Cette topologie s'appelle la 
topologie de Jacobson sur J(A). 

Soient T une partie de J(A), et f(T) l'intersection des éléments 
de T, de sorte que f(T) est un idéal bilatère de A. Alors l'adhérence 
de T dans J(A) est la plus petite partie fermée de J(A) contenant 
T, c'est-à-dire V(f(T)). 

PROPOSITION 2. -Soient 3,, 3, deux points distincts de 
J(A). Alors l'un de ces deux points est non adhérent à l'autre. 

En effet, on a par exemple 3,  g 3,. L'ensemble des 3 E J(A) 
tels que 3 ,  c 3  est une partie fermée T de J(A) telle que 3, ET, 
321 T. 

PROPOSITION 3. - Soit 3  E J(A). Pour que ( 3 )  soit fermé dans 
J(A), il  faut et il sufit que 3 soit un idéal primitif maximal. 

En effet, l'adhérence de {3) se compose des idéaux primitifs 
de A contenant 3. 

Soit Â l'ensemble des classes de représentations irréductibles 
non nulles de Â. Si, à toute n E Â, on fait correspondre son noyau, 
on obtient une application surjective Â -, J(A). O n  munit Â de la 
topologie image réciproque de celle de J(A) pour l'application 
Â -+ J(A). 

PROPOSITION 4. - Si A possède un élément unité, J(A) et Â sont 
quasi-compacts. 

Il suffit de faire la démonstration pour J(A). Soit (Tj) une famille 
de parties fermées de J(A), d'intersection vide. Si -E(Tj) # A, 

j 
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1 f(Tj) est contenu dans un idéal bilatère maximal 3 ,  et 3 est 
.i 

primitif (lemme 3); or 3~ Tj  pour tout j puisque T j  est fermée, 
d'où absurdité. Donc 1 f(Tj) = A. Donc 1 = x ,  + . . . + x, avec 

j 
x ,  E f(Tj,) , . . . , x, E f(Tjn). Ceci entraîne f(Tj,) + . . . + f(Tj,) = A, 
d'où Tj, n . . . n Tj, = @. 

Supposons A commutative unifère. La topologie de Jacobson 
sur J(A) est la topologie induite sur J(A) par la topologie de 
Zariski du spectre premier de A (Alg. conzm., chap. I I ,  tj 4, no 3, 
déf. 4). 

Supposons A commutative et K topologique. L'isomorphisme 
canonique de K sur 9 ( K )  permet d'identifier un élément de 
X(A) à une représentation de A dans l'espace vectoriel K. D'où 
une application de X(A) dans Â, qui est évidemment injective. 
On peut donc identifier X(A) à une partie de Â. 

PROPOSITION 5. - La topologie induite sur X(A) par celle de 
Â est moins.fine que celle de X(A). 

En effet, soit T une partie fermée de Â. Alors T est l'ensemble 
des T E Â  dont le noyau contient une partie M de A. Donc 
T n X(A) est l'ensemble des x E X(A) qui s'annulent sur M, c'est-à- 
dire une partie fermée de X(A). D'où la proposition. 

En général, X(A) n'est pas un sous-espace de Â (cf. 5 7, 
exerc. 6c). 

tj 2. - Algèbres normées 

1. Généralités 

DÉFINITION 1 .  - On appelle algèbre normée complexe une 
algèbre A sur C munie d'une norme x - jlx 1 1  telle que : 

quels que soient x,  y E A. Si A est complète, on dit que A est une 
algèbre de Banach. 

Cette définition diffère légèrement de celle de Top. gén., 
chap. IX, 2' éd., 5 3, no 7, où l'on exigeait seulement que la 
norme vérifie la condition lixyll < al/xll 1 1  y11 (a étant une constante 



3 0). Toutefois, on a vu (loc. cit.) qu'il existe alors une norme 
équivalente vérifiant (1). Dans tout ce chapitre, nous nous con- 
formerons à la déf. 1. Nous sous-entendrons le mot complexe, 
le corps de base étant désormais toujours C sauf mention du 
contraire. 

Soit A une algèbre normée. Toute sous-algèbre de A, munie 
de la norme induite, est une algèbre normée. Si m est un idéal 
bilatère fermé de A, l'algèbre A/m, munie de la norme: 

est une algèbre normée. L'algèbre opposée à A, munie de la 
même norme, est une algèbre normée. L'algèbre complétée de A 
est une algèbre normée. Si A, , . . . , An sont des algèbres normées, 
l'algèbre A, x . . . x An ,  munie de la norme: 

est une algèbre normée. 
Soit (y,) un famille d'éléments de A ;  la plus petite sous- 

algèbre fermée B de A contenant les y, s'appelle la sous-algèbre 
fermée de A engendrée par les y, ; si B = A, on dit que les yA 
engendrent topologiquement l'algèbre normée A, ou que (y,) est 
un système générateur topologique de l'algèbre normée A. 

Soit A une algèbre normée. Sur A, définissons une norme en 
posant ll(Â-, x)ll = 1Â.I + Ilxil. O n  a 

Donc A devient une algèbre normée, appelée algèbre unifère 
normée déduite de A par adjonction d'un élément unité. 

Soit A une algèbre normée. Pour x E A, soient L x ,  Rx les 
applications y H xy, y +-+ yx de A dans A. Alors x H Lx (resp. 
XH Rx) est un morphisme de A (resp. de l'algèbre opposée) 
dans 9 ( A )  tel que : 

Si A possède un élément unité e, on a x = Lxe = Rxe, donc: 
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Alors, x H II LXI et x H 1 1  Rxjl sont des normes équivalentes à 
x - IxI/, qui vérifient encore (1). Si en outre A # {O) (autrement 
dit, e # 0). ( 2 )  et (3) prouvent que ileil 1 ; on a évidemment 
lIL2ll = I R A  = 1. 

2. Exemples 

1) Soient R un espace localement compact, A l'algèbre des 
fonctions complexes continues sur Q tendant vers O à l'infini, 
munie de la norme 

Alors A est une algèbre de Banach commutative. 
2) Soit A l'algèbre des fonctions f :  (O, 1 )  -, C admettant des 

dérivées continues dans (0, 1 )  justqu'à l'ordre n, munie de la 
norme 

donc A est une algèbre de Banach unifère commutative. 
3) Soit G un groule localement compact muni d'une 

mesure de Haar. Alors L'(G) est une algèbre de Banach pour 
le produit de convolution (Intégr., chap. VIII, 3 4, no 5, prop. 12). 
Si G est commutatif, cette algèbre de Banach est commutative. 

4) Prenons CJ = Z dans l'exemple 3. Alors L1(G) est l'algèbre 
de Banach des suites (c,) _,,,,, telles que I lc,l < + x, pour 

n 
+ m 

le produit (c,) * (ck) = (d,), où d, = c,ck-,, et la norme 
p =  -" 

/((.,)il = xIcnl.  Cette algèbre admet pour élément unité la suite 
(',) telle que c, = O pour n f- O et e,  = 1. Si x = (c,), soit cp(x) 

+ m  

la fonction continue sur U dont la valeur en eit est c,~'"'. 
- m 

On vérifie facilement que cp est un morphisme de L1(G) sur une 



algèbre A de fonctions continues sur U, la multiplication dans A 
étant la multiplication usuelle. En intégrant terme a terme 
l'égalité 

il vient : 

donc le morphisme q~ est injectif. L'algèbre A, munie de la norme 
déduite de celle de L 1 ( G )  par cp, s'appelle l'algèbre de Banach 
des séries de Fourier absolument convergentes. Elle admet pour 
élément unité la fonction 1. (Cf. chap. II, 4 1, no" et 9.) 

5 )  Soit A le disque lzl < 1 dans C. Soit A l'algèbre des 
fonctions continues sur A analytiques dans l'intérieur de A, 
munie de la norme 1 1  f 1 )  = sup 1 f ( t )J .  Alors A est une algèbre de 

l € A  

Banach unifère commutative. 
6) Soit E un espace de Banach. Pour les opérations et la 

norme usuelle, Y(E) est une algèbre de Banach unifère. 

3. Rayon spectval 

PROPOSITION 1 .- Soit A une algèbre normée. Pour tout x E A, 
Ea suite (lIxn(l l i n )  est convergente et sa limite est égale ù inf ~lxn~l l in .  

n 

Posons a,, = lixnii La proposition étant évidente si x est 
nilpotent, on supposera a, > 0 pour tout n. On a a,,,, < ananr .  
Fixons un entier m > O. Pour tout entier n >, O, soient p(n), q(n) 
les entiers tels que n = p(n)m + q(n), O < q(n) < m. On a 

Faisant tendre n vers + CO, on en déduit lim . sup a,"" d amirn, d'où: 
n+ + Co 

lim . sup an1" < inf a:? < lim . inf an1", 
n-+ + CO ni> O n++ m 

et ceci prouve la proposition. 

DÉFINITION 2.- Pour tout élément x d'une algèbre normée, 
le nombre lim lIxnlll1" = inf Ilxnll"" est appelé le rayon spectral de 

n+ m n > O  

x et est noté p(x). 
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11 est clair que: 

(4) P(X) d iixii 

( 5 )  p(xk) = p ( ~ ) ~  (k = 1,2, . . .). 

Si p(x) = llxll quel que soit x E A, on a /1x2/1 = 1 1 ~ 1 1 ~  quel que 
soit x E A, d'après (5) .  Réciproquement, supposons 11x211 = 1 1 ~ 1 1 ~  
quel que soit X E  A. Alors 11x2"1/ = 1 1 ~ 1 1 ~ "  pour tout entier n 3 0, 
donc 1x11 = 1lx2"l/ 2 r "  ; quand n tend vers + a, on obtient 
llxll = P(x). 

DÉFINITION 3. - Un &ment x de A est dit quasi-nilpotent si 
p(x) = o. 

Ceci revient à dire que, quel que soit A E C, les nombres / I ( / l ~ ) ~ l l  
sont bornés; ou encore que, quel que soit A E C, (Ax)" tend vers O. 

Remarque. - La fonction x H p(x) sur A, étant l'enveloppe 
inférieure des fonctions continues X H  llxnll 'ln, est semi-continue 
supérieurement; mais en général elle n'est pas continue; il peut 
même arriver (exerc. 5 )  qu'une suite d'éléments nilpotents de A 
tende vers un élément qui n'est pas quasi-nilpofent. 

4. Inverses 

PROPOSITION 2. S o i e n t  A une algèbre de Banach, et x un 
a> 

élément de A. La série 1 /lnxn, considérée comme série entière en 2, 
n =  O 

admet l/p(x) pour rayon de convergence. Si A admet un élément 
XI 

unité et si p(x) < 1 ,  1 - x m t  inversible et a pour inverse C xn. 
x, n = O  

La série P x n  a pour rayon de convergence 
n = O 

. l/lim . sup lIx"l1 ''" = l/p(x) 
i r  -+ + Tj 

cn 

(Var., R.). Si p(x) < 1, la série 1 xn est absolument convergente. 
n = O  

P P 

Comme (1 - x) C xn = ( xn)(l - x) = 1 - xp+' ,  (1 - x)-' 

existe et est égal à x". 
II = O 

COROLLAIRE 1 .  -- Si A admet un élément uniti, le groupe des 
élkments inversibles de A contient la houle ouverte de centre 1 et 
de rayon 1. 



C'est immédiat puisque llxil < 1 implique p(x) < 1. 

Rappelons (Top. gén., chap. IX, 5 3, prop. 13) que ce groupe G 
est une partie ouverte de A, que la topologie induite sur G par 
celle de A est compatible avec la structure de groupe, et que le 
groupe topologique G est complet. 

COROLLAIRE 2.-Soient A une algèbre de Banach, 3 un 
idéal à gauche (resp. à droite) maximal régulier de A. Alors 3 est 
fermé. 

Soit (A, e)  l'algèbre de Banach unifère déduite de A par 
adjonction d'un élément unité. Il existe un idéal à gauche (resp. 
à droite) maximal J de A tel que J n A = 3 (Alg., chap. VIII, 
App., prop. 4). Alors 3 est disjoint de la boule ouverte de centre e 
et de rayon 1 (cor. 1), donc 5 # A, donc 3 = J, et par suite 3 est 
fermé. 

COROLLAIRE 3.- Le radical d'une algèbre de Banach est 
,fermé. 

En effet le radical est l'intersection des idéaux à gauche 
maximaux réguliers (Alg., chap. VIII, App., no 3). 

PROPOSITION 3 .  - Soit A une algèbre de Banach unifère. 
(i) Si x E A admet un inverse à gauche (resp. à droite) y, tout 

x' E A tel que /lxf - xll < I l  y11 - ' admet un inverse a gauche (resp. 
à droite). 

(ii) Soit (x,) une suite d'éléments de A admettant des inverses 
à gauche (resp. a droite) y,, et convergeant vers un x E A. Si la 
suite des y, est bornée, x est inversible à gauche (resp. à droite). 

Soient x, y, x' E A tels que yx = 1 et \lx' - xll < llyl/ '. On a 
1 1  1 - yx'll = llyx - yx'll d llyll . llx - x'll < 1, donc yx' est in- 
versible, donc x' est inversible à gauche. On raisonne de même 
pour les inverses a droite. 

Soient x,, y,, X E  A, tels que y,x, = 1, que x, tende vers x, 
et /ly,,ll d M < +.o. On a Ilx, - xll < M - l  d lly,,ll-' pour n 
assez grand, et (ii) résulte de (i). 

DÉFINITION 4. - Soient A une algèbre normée, x un élément 
de A, Lx et R, les applications y -  xy et y + +  yx de A dans A. 
On dit que x est un diviseur de zéro topologique à gauche (resp. 
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il droite) si Lx (resp. R,) n'est pas un hom~;omorphisme de A sur 
LJA) (sesp. R,(A)). 

D'après Top. gén., chap. I X ,  2" éd., 5 3, th. 1, il revient au 
même de dire qu'il existe une suite (z,) dans A telle que Ili,/ = 1 
et que xs, tende vers O (resp. que z,x tende vers O). 

Un diviseur de zéro à gauche (resp. à droite) est un diviseur 
de zéro topologique à gauche (resp. à droite). Supposons que A 
admette un élément unité. Un diviseur de zéro topologique à 
gauche (resp. à droite) s est non inversible à gauche (resp. à 
droite); car, si par exemple yx = 1 et si xz, tend vers O, alors 
r, = ?;(xz,) tend vers O et on ne peut avoir l/znI = 1 pour tout n. 

PROPOSITION 4.- Soit A une algèbre de Banach unijère. Si un 
dhzent  x de A est non inuersible à gauche et est limite d'une suite 
(x,) d'éléments inversibles à gauche, alors x est diviseur de zéro 
topologique à droite. 

Soit y,1 un inverse à gauche de x,,. D'après la prop. 3 (ii), 
l n  tend vers + x. Soit z, = IV!~,~/ 'j~,,. O n  a /z,// = 1,  et 
L,,x, = Ij?;,ll- ' tend vers O. donc z,x = z,x, + z,(x - x,) tend 
vers O. 

PROPOSITION 5.- Soient A une algèbre normée unifere, B une 
sous-algèbre pleine de A. Alors B est une sous-algèbre pleine de A. 

En effet, soient x un élément de B inversible dans A, et (x,) 
une suite de points de B tendant vers x. Alors, pour n assez grand, 
x, est inversible dans A, et xn- ' tend vers x- '. Comme xn- ' E B, 
on a x 1  E B. 

Si (y,) est une famille d'éléments de A, et si B est la sous- 
algèbre pleine de A engendrée par les y,, alors B est la plus petite 
sous-algèbre pleine fermée de A contenant les y,. On l'appelle 
lu sous-algèbre pleine fermée engendrée par les y,. 

5. Spectre d'un élément dans une algèbre novmée 

THÉORÈME 1.-Soient A une algèbre de Bunach unifère, et 
X E  A. 

(i) Sp x est une partie compacte de C. 
(ii) Le plus petit disque fermé de centre O dans C qui contient 

Sp x a pour rayon p(x) .  



(iii) La résolvante À H  R(A, x)  de x est holomorplw~ dans 
C - Sp x et nulle à l'infini. On a :  

Soit IL,  E C - Sp x. Soit y = x - i,. Si p E C est tel que 
p < 1 y alors x - ( Â ,  + p )  = y - p = y(l - py- ') est 
inversible et a pour inverse 

C G  

(6) ( x  - (A, + p))- '  = y- '  t pnyn 
n = O  

d'après la prop. 2. Donc la résolvante de x est définie et holo- 
morphe dans le disque ouvert de centre 2, et de rayon lly-' Il-'. 
Ceci montre que C - Sp x est ouvert et que la résolvante de x est 
holomorphe dans cet ensemble. La formule (1)  du Ij 1, no 2 donne 
d 
-R(x, IL) = -R(x, i ) 2 ,  d'où, par récurrence sur k, 
d 1" 

Pour tout nombre a > O, notons A, le disque fermé de centre O 
et de rayon a dans C. Soit 1, un nombre complexe non nul tel que 

* - 
Iilp(x) < 1. Alors, d'après la prop. 2, x - A-' = x ' ( i x  - 1 )  est 
inversible et 

"fi 

Ceci prouve que la résolvante de x est définie et holomorphe hors 
de A,(,, et tend vers O à l'infini. S'il existait un nombre a E (O, P ( ~ ) (  
tel que Sp x soit contenu dans A,, la fonction 3,- (/,-' - x)-'  
serait définie et holomorphe pour O < < a-' et tendrait vers O 
quand IL tend vers O, donc le rayon de convergence de la série (7) 
serait 3 a- l > p(x)- ' ; 01- ceci contredit la prop. 2. 

COROLLAIRE 1. - Soient A une algèbre normée unifère, et 
X E  A. Si A # {O), on a S p x  # @. 

Supposons d'abord A complète. Si Sp x = @, la résolvante 
est holomorphe dans C et nulle à l'infini, donc identiquement 
nulle. d'où 1 = x .  R(x, O) = O et A = (O). Dans le cas général, 
la relation Sp, x = @ entraîne S p i  x = @, d'où Â = {O) et 
A = (O). 



20 ALGÈBRES NORMÉES Chap. 1, § 2 

COROLLAIRE 2 (théorème de Gelfànd-Mazur). - Soit A une 
algèbre normée sur C. Si A est un corps, A = C.1. 

Si x E A, il existe A E C tel que x - A soit non inversible (cor. l), 
d'où x - Â = Oet x ~ C . 1 .  

COROLLAIRE 3. - Soient A une algèbre de Banach unifere, x un 
élément inversible de A tel que ljxll = Ilxlll  = 1. Alors Sp x c U. 

Soit A le disque lzl < 1 dans C. D'après le th. 1 (ii), on a 
Sp x c A et Sp x -  ' c A, d'où le corollaire (cf. 5 1, no 2, remarque 
6). 

COROLLAIRE 4. - Soient X un espace de Banach complexe, 
Y(X) l'algèbre des endomorphismes continus de X, A une sous- 
algèbre non nulle de Y(X) telle que X soit un A-pseudo-module 
simple. 

(i) Tout endomorphisme (non nécessairement continu) de X 
permutable u A est une homothétie. 

(ii) Si u est un endomorphisme (non nécessairement continu) de X 
et si t l , .  . . , t, E X, il existe un v E A tel que v t l  = ut , ,  . . . , u t ,  = ut,. 

Choissons un 5, E X tel que AQ, # (O) (donc At, = X). 
Soit B l'ensemble des endomorphismes de X permutables à A. 
Pour tout u E B, soit A, l'ensemble (non vide) des v E A tels que 
do = u t o  ; posons jlull = inf Ilvll. Il est clair que, si u, u' E B et 

Â E C, on a Ilu + u'll d llull + Ilu'll, 11 Au 1 1  = 1Â.I . IluIl. D'autre part, soit 
c > O ;  il existe v, V'EA tels que u t o  = ut,, v r t 0  = urt0,  Ilvll < Ilull + E, 

v d u + & ; alors v d t ,  = vu15, = u'vt, = u'ut, , d'où 
Ilu'ull d Ilvv'll d (l/ull + &)(llu'll + c), et finalement 

Ilu'ull d llull . Ilu'll. 

Donc B est une algèbre normée, et 1 E B. Comme X est un 
A-pseudo-module simple, B est un corps (Alg., chap. VIII, $4, 
no 3, prop. 2 et App., no 2). Donc B = C.1 (cor. 2). 

Pour prouver l'assertion (ii), il suffit de démontrer le lemme 
suivant : 

Lemme 1. - Soient A une algèbre sur un corps commutatif K, 
M un A-pseudo-module simple tel que A .  M # {O). Pour toute 
suite ,finie (xi),,,,, d'éléments de M et tout élément b du bi- 
cornmutant de M, il existe un élément a E A tel que axi = bx, 
pour 1 < i < n. 

En examinant la démonstration du th. de densité (Alg., 
chap. VIII, 9 4, no 2, th. 2), on constate qu'elle se transporte sans 



changement pour les pseudo-modules simples, à condition que 
le lemme 1 de loc. cit., c'est-à-dire le cas particulier où n = 1 
dans l'énoncé, soit vrai. Or, l'ensemble N des x E M tels que 
A .  x = (O) est un sous-pseudo-module de M, et comme il n'est 
pas égal à M par hypothèse, il est réduit à 0;  alors, pour tout 
x E M, on a nécessairement A .  x = M, et en particulier, il existe 
a E A tel que ax = bx. 

COROLLAIRE 5. - Soient A une algèbre de Banach, et x E A. 
(i) Sp' x est une partie compacte de C. 
(ii) Le plus petit disque fermé de centre O de C qui contient 

Sp' x a pour rayon p(x). 
(iii) Pour que x soit quasi-nilpotent, il faut et il sufit que 

Sp' x = (O). 
Les assertions (i) et (ii) résultent aussitôt du th. 1 en con- 

sidérant l'algèbre de Banach déduite de A par adjonction d'un 
élément unité. L'assertion (iii) résulte de (ii). 

Remarques. -- 1) Le spectre d'un élément dans une algèbre 
de Banach unifère peut être une partie compacte non vide quel- 
conque de C (exerc. 6). 

2) Soient A une algèbre de Banach unifère, et x E A. D'après 
le th. 1, C - Sp, x est une partie ouverte de C, donc est localement 
connexe. Donc les composantes connexes de C - Sp, x sont 
ouvertes. D'après le th. 1, l'une de ces composantes connexes 
contient l'ensemble des IE E C tels que > p(x); toutes les autres 
composantes connexes sont évidemment bornées. 

6. Spectre velatg à une sous-algèbre 

PROPOSITION 6.- Soient A une algèbre de Banach unifère, 
B une sous-algèbre fkrmée de A contenant 1. Pour tout x E A, on a 
Sp,x 2 Sp, x, et la frontière de Sp, x contient la frontière de 
SP, x. 

On a Sp, x =, Sp, x (3  1, no 2, Remarque 7). Si Â est un point 
de la frontière de Sp, x, il existe une suite (An) de points extérieurs 
à Sp, x tendant vers A. Alors x - 1, est inversible dans B et tend 
vers x - 1, qui n'est pas inversible dans B; donc x - A est 
diviseur de zéro topologique à gauche ou à droite dans B (prop. 4), 
donc dans A. Donc A E Sp, x. Puisque Sp, x c Sp, x, Â ne peut 
être intérieur à Sp, x. 
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COROLLAIRE. - L'ensemble Sp, x est la réunion de Sp, x et de 
certaines composantes connexes bornées de C - Sp, x. 

Soit U une composante connexe de C - Sp,x. Tout point 
frontière de (Sp, x )  n U dans l'espace U est aussi point frontière 
de Sp, x dans C, donc point frontière de Sp, x (prop. 6); comme 
U n Sp, x = (21, on voit que (Sp, x) n U n'a aucun point frontière 
dans l'espace U. Comme U est connexe, on a (Sp, x )  n U = (21 
ou U, ce qui prouve le corollaire. 

Ce corollaire sera complété au $3,  cor. 1 et 2 de la prop. 9. 

5 3. - Algèbres de Banach commutatives 

1. Cavactèves d'une algèbre de Banach commutative 

Rappelons que le corps de base est toujours C.  

THÉORÈME 1. - Si A est une algèbre de Banach commutative, 
tout caractère de A est continu de norme < 1. 

Soit x E X1(A). Pour tout x E A, on a ~ ( x )  E Spi  x (9  1, no 6), 
donc I~(x)l d p(x) < lixll (9  2, cor. 5 du th. l), d'où le théorème. 

COROLLAIRE. - Soit A une algèbre de Banach commutative. 
Cespuce X1(A) est compact. L'espace X(A) est localement compact, 
et est compact si A admet un élément unité. 

Soit A' le dual de l'espace de Banach A. Sa boule unité A; est 
faiblement compacte (Esp. vect. top., chap. IV, $ 5, prop. 4). 
D'après le th. 1, on a X'(A) c A;, et il est clair que Xt(A) est 
faiblement fermé dans A'. Donc X1(A) est compact et X(A) est 
localement compact. Si A admet un élément unité 1, X(A) est 
l'ensemble des x EX'(A) tels que ~ ( 1 )  = 1, donc est une partie 
fermée et par suite compacte de X'(A). 

On verra (no 2) que tout espace compact est homéomorphe 
à X(A) pour une algèbre de Banach unifère commutative A 
convenable. 

THÉORÈME 2.- Soit A une algèbre de Banach commutative. 
Capplication x H Ker x est une bijection de X(A) sur l'ensemble des 
ideaux maximaux réguliers de A. 

Soit 3 un idéal maximal régulier de A. Il est fermé ( 5  2, cor. 2 
de la prop. 2), donc A / 3  est une algèbre de Banach. Comme c'est 
un corps (Alg., chap. VIII, App., prop. 3), A/3 est de dimension 



1 sur C ( 5  2, cor. 2 du th. l), donc J est de codimension 1 dans A. 
Alors, le théorème résulte de ce qu'on a dit au 5 1, no 6. 

I l  peut arriver qu'unc algèbre dc Banach comn~utative A sans 
élément unité n'ait aucun idéal maximal; alors X1(A) est réduit à 
( O )  (cf. exerc. 4). 

Ainsi les ensembles J(A) et Â du 5 1, no 7 ,  peuvent s'identifier 
à l'ensemble X (A). Il y a donc lieu de considérer sur X(A) la 
topologie faible, et la topologie de Jacobson qui est moins fine 
($1,  prop. 5). Quand on utilisera une notion topologique dans 
X(A) sans préciser de quelle topologie il s'agit, il s'agira toujours 
de la topologie faible. 

2. Exemple 

PROPOSITION 1. - Soient Q un espace lucalernent conzpact, 
A l'algèbre (les jonctions complexes continues tendunt riers O 
à l'infini sur Q, munie de la norme 1 1  f 1 1  = sup I,f(t)l. Pour toute 

t t Q  

partie ,fermée @ de 0 ,  soit Jq, l'ensemble des f E A nulles sur @. 
Alors @ H  Sm est une bijection de l'ensemble des parties fermées 
de R sur l'ensemble des idéaux fermes de A. 

II est clair que 3, est un idéal fermé de A. Si @ # a ' ,  il 
existe par exemple un t E @' tel que t $ a ,  donc une f E A nulle 
sur @ et non nulle en t ;  alors f E Sm et f $  J,, , donc l'application 
@ H SQ est injective. Soit 3 un idéal fermé de A. Soit @ l'ensemble 
des t E Q tels que f ( t )  = O pour toute f ' ~  3. Alors @ est une partie 
fermée de fi, et 3 c 3,. Soient f E 3,. E > O, et Y! l'ensemble 
compact des t E Cl tels que 1 f (t)l 3 E. Pour tout t E Y, i l  existe une 
f ,  E 3 telle que lf,(t)l > 1, donc telle que 1 ft(u)l > 1 dans un 
voisinage V t  de t. Puis, i l  existe t ,  . . . . , l , ,  E Y tels que 

Alor> g, = f i ,  j,, + . . . + f;itJ,, E -7, et gr > 1 sur Y .  On a 
f r: lg , ( l  + rp  ',q,)- ' E 3, et cette fonction tend uniform6mcnt 
vers f quand c tend vers O. Ainsi, f € 3  = 3. d'où 3, c 5 et 
finalement S = 3,. 

Remarque. - Soit 3 un idéal de A. Supposons que, pour tout 
t E Q, il existe un élément de J non nul en t.  Alors toute fonction 
continue complexe f sur Q à support compact K appartient ri 
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3. En effet, la construction qui a permis d'obtenir g, dans la 
démonstration précédente prouve ici qu'il existe une g E 3 telle 
que g 3 O sur R et g > 1 sur K. Il existe ensuite h E A telle que 
f = gh, d'où f E 3. 

COROLLAIRE 1.  - Pour tout t E R, soit 3, l'ensemble des 
f E A nulles en t. Alors t H 3, est une bijection de R sur l'ensemble 
des idéaux fermés maximaux de A. Ces idéaux sont réguliers. 

Ceci résulte aussitôt de la prop. 1. 

Notons h l'espace compact déduit de SZ par adjonction d'un 
point à l'infini CO; alors A s'identifie à l'algèbre de Banach des 
fonctions complexes continues sur h nulles en m. Ceci posé: 

COROLLAIRE 2.- Pour tout t ~ h ,  soit E, le caractère de A 
déJini par E,( f )  = f ( t )  pour toute f E A. Alors t H E, est un homéo- 
morphisme de fi sur X'(A). Sur X(A), la topologie faible et la topologie 
de Jacobson coïncident. 

Il est clair que t H ct est une application continue injective 
de fi dans Xt(A). Elle est surjective, donc est un homéomor- 
phisme d'après le cor. 1 et le th. 2. Si F est une partie faiblement 
fermée de X(A), elle correspond à une partie fermée de R dans 
l'homéomorphisme précédent, donc elle est fermée pour la 
topologie de Jacobson d'après la prop. 1. 

3. Tvansfovmation de Gelfand 

Soit A une algèbre de Banach commutative. Rappelons que, 
pour tout X E  A, on note 9,x, OU 9x ,  la fonction X H X ( X )  sur 
X(A), que 9 x  s'appelle la transformée de Gelfand de x, et que 
l'application X H  9 x  s'appelle transformation de Gelfand. On a 
donc par définition : 

Exemples. - 1) Dans l'Exemple 1 du 4 2, no 2, X(A) s'identifie à 
SZ (cor. 2 de la prop. l), et la transformation de Gelfand s'identifie 
à l'application identique. 

2) De même, dans l'Exemple 2 du § 2, no 2, X(A) s'identifie 
à (0, 1 ) et 3 à l'application identique (5 7, no 1, Exemple). 



3) Dans l'Exemple 5 du $2, no 2, X(A) s'identifie à A et 3 
à l'application identique (5  7, exerc. 6). 

4) Considérons, comme dans l'Exemple 4 du $2, no 2, 
l'algèbre de Banach A des séries de Fourier absolument conver- 
gentes. Pour tout u E U, l'application f I-+ f (u) est un caractère 
X, de A. Si f O €  A est l'application identique de U, on a x,( fo) = 1.1, 

donc l'application u - X, de U dans X(A) est injective (et évidem- 
ment continue). Soit E X(A). On a 11 f o l l  = 1 1  f i  ' 1 1  = 1, donc 
lx( fo)( < 1 et lx( f0)-'J < 1, donc x( fo) E U, donc il existe u E U tel 
que X( fo) = xU(fo). Comme { fo , fi l )  engendre topologiquement 
A, on a x = xU. Ainsi, l'application u H X, est un homéomorphisme 
de U sur X(A) par lequel on identifie ces deux espaces. Alors Y,, 
s'identifie à l'application identique. Donc X(L1(z)) s'identifie à 

+ m  . . 

U, et, si (en) E L1(z), 93L1(,,((~,)) s'identifie à la fonction eit ++ cneint 
sur U. - 00 

5) Soient A le disque lzl < 1 dans C, r sa frontière, A 
l'algèbre de Banach des fonctions complexes f sur r' qui se 

O 

prolongent en fonctions continues sur A analytiques dans A, avec 
la norme I l  f 11 = sup 1 f (t)l. En vertu du principe du maximum, A 

ter 
est canoniquement isomorphe à l'algèbre du 5 2, no 2, Exemple 5. 
Donc X(A) s'identifie à A, et, si f E A, Yf est le prolongement 

O 

continu de f dans A analytique dans A. 

PROPOSITION 2.- Soient A une algèbre de Banaclz commuta- 
tive. Pour tout x E A, YX est continue et tend vers O à l'infini sur 
X(A). 

On a vu au 5 1,  no 6, que la fonction x H ~ ( x )  est continue 
sur X'(A) et nulle en O. Comme Xf(A) s'identifie au compactifié 
d'Alexandroff de X(A) d'après le cor. du th. 1, la proposition en 
résulte. 

PROPOSITION 3. - Soient A une algèbre de Banach commuta- 
tive, et x E A. 

(i) La réunion de l'ensemble des valeurs de 9 x  et de (0) est 
Sp' x. 

(ii) Si A admet un élément unité, l'ensemble des valeurs de 
9 x  est Sp x; en particulier, pour que x soit inversible, il faut et il 
sufit que 9 x  ne s'annule pas. 
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Supposons que A admette un élément unité. On sait que, 
pour tout x E X(A), on a ~ ( x )  E Sp x .  Réciproquement, soit Â E Sp x. 
Alors x - i n'est pas inversible, donc appartient à un idéal 
maximal de A; donc, il existe x E X(A) tel que ~ ( x  - A) = O (th. 2), 
d'où (ii). 

Passons au cas général. L'ensemble Sp i  x est égal a SpAx, 
c'est-A-dire A l'ensemble des valeurs de <qAx sur x(A) = X'(A). 
D'où (i). 

+a> 

COROLLAIRE. - Soit f (ei') = cneint une série de Fourier 
m 

absolument convergente. Si f ne prend pas la valeur O, f -' est une 
série de Fourier absolument convergente. 

Ceci résulte de l'exemple 4 ci-dessus et de la prop. 3 (ii). 

PROPOSITION 4. - S o i ~ n t  A une algèbre dc Banach commuta- 
tive, B l'algèbre des fonctions complexes continues tendant vers O 
à l'infini sur X(A), muni de la norme 1l.f 1 1  = sup 1 f (t)l. Alors: 

r ~ x ( A )  

(i) 9 est un morphisme de A dans B tel que ll9xIl = p(x) < Ilxll. 
(ii) Pour que 9 soit isométriquc, il faut et il sufit que 

lx2./ = llx/1 pour tout x E A. 
9' est un morphisme de A dans B d'après lc $ 1, no 6;  on a 

ll9xil = p(x) d'après la prop. 3 et le 5 2, cor. 5 du th. 1. 
(ii) résulte de (i) et du 5 2, no 3. 

PROPOSITION 5 .  -- Soit A une algèbre de Banach comrnuta- 
tive. Les quatre ensembles suivants sont égaux : 

1) le noyau de la transformation de Gelfand; 
2) l'ensemble des x tcls que Sp' x = (O)  ; 
3) l'ensemble des déments quasi-nilpotents de A; 
4)  le radical de A. 
Soient 91, , %, , a,, %, ces ensembles. On a SI = %, 

(prop. 3 (i)), et %, = a, ($2 ,  cor. 5 du th. 1). L'ensemble %, est 
l'intersection des idéaux maximaux réguliers de A, donc I'inter- 
section des noyaux des caractères de A (th. 21, donc est égal 
à%, .  

C O R O L L A I R E .  Soient A une algèbre de Banach, x et y deux 
d4ments permutuhles de A. 

(i) On a P ( ~ Y )  < P(~)P(Y), p(x + Y) p(x) + dy).  
(ii) Si y est quasi-nilpotent, Sp' x = Sp'(x + y); si de plus A a 

un dément unité, Sp x = Sp(x + v). 



O n  se ramène aussitôt au cas où A admet un élément unité, 
puis, en considérant la sous-algèbre pleine fermée de A engendrée 
par x et y, au cas où A est commutative. Alors, (i) résulte de la 
prop. 3 et (ii) résulte des prop. 3 et 5. 

Remarques. - 1) En général, 9(A) n'est ni fermé dans B ni 
partout dense dans B ( 8  7, exerc. 7). 

2) 9(A) sépare les points de X(A): car si X, , X, sont deux 
points distincts de X(A), il existe x E A tel que x,(x) # ~ ~ ( x ) .  

3) Si x E X(A), il existe un élément de %(A) qui ne s'annule pas 
en X. 

4) Si A possède un élément unité, 9(A) est une sous-algèbre 
pleine de l'algèbre des fonctions continues sur X(A) (prop. 3 (ii)). 

5) Nous verrons ( 5  4, th. 2)' que 9(A) est stable par composi- 
tion avec les fonctions holomorphes. 

4. Morphismes d'algèbres de Banach commutatives 

PROPOSITION 6.-Soient A et B deux algèbres de Banach 
commutatiues, h un morphisme de l'algèbre sous-jacente à A dans 
l'algèbre sous-jacente à B. Si B est sans radical, h est continu. 

Soit (a, b ) ~  A x B un point adhérent au graphe G de h. Soit 
x E X1(B). La fonction (x, y) ++ ~ ( h ( x ) )  - ~ ( y )  = (X1(h)(x))(x) - ~ ( v )  
sur A x B est continue et nulle sur G, donc nulle en (a, b). Donc 
~(h (a ) )  = ~ ( b )  pour tout x E X'(B). Comme B est sans radical, on a 
h(u) = h. Ainsi, G est fermé, donc h est continu (Esp. vect. top., 
chap. 1, 5 3, cor. 5 du th. 1). 

L'hypothèse que A est commutative n'est pas indispensable 
(exerc. 11). 

COROLLAIRE. - Sur une algèbre complexe commutative sans 
radical, deux normes definissant des structures d'algèbre de Banach 
sont équivalentes. 

Il suffit d'appliquer la prop. 6 à l'application identique de 
l'algèbre. 

Soient A et B deux algèbres de Banach commutatives. 
D'après le 3 1, no 6, si h : A -+ B est un morphisme surjectif, 
X'(h) est un homéomorphisme de Xt(B) sur un sous-espace fermé 



28 ALGÈHRES NORMÉES Chap. 1, # 3 

de Xf(A) qui transforme O en O. (En fait, X1(h) peut être injectif 
sous des hypothèses beaucoup plus faibles: cf. C) 7, prop. 1 (iv).) 

Soit maintenant h : A -+ B un morphisme injectif. En général, 
Xf(h) n'est pas surjectif; une condition nécessaire pour que 
X1(h) soit surjectif est fournie par la proposition suivante: 

PROPOSITION 7.- Soient A et B deux algèbres d~ Banaclz 
unijères commutatives, Iz : A + B un morphisme unï$èrc) (non 
nécessairement continu). Si X(h) est surjectif, h(A) est une sous- 
algèbre pleine de B. 

Soit X E  A tel que h(x) soit inversible dans B. Pour tout 
x E X(A), on a x = X(h)([) avec un E X(B), donc ~ ( x )  = c(h(x)) # O ; 
donc x est inversible dans A (prop. 3) et h(x) est inversible dans 
NA). 

Cette condition nécessaire n'est pas suffisante, même si h est 
isométrique (exerc. 14). On a toutefois le résultat suivant: 

PROPOSITION 8.-Soient A et B deux algèbres de Banaclz 
unijëres commutatives, h : A -+ B un morphisme injectif unnifére 
(non nécessairement continu), a un élément de A. On suppose que 
lu sous-algèbre fermée pleine de A engendrée par a est ;gale à A. 
Les conditions suivantes sont équivalentes: 

a) X(h) est surjectif; 
b) h(A) est une sous-algèbre pleine de B; 
c) Sp, a = Sp, h(a). 
a) =. b) résulte de la prop. 7. 
b) - c )  est évident puisque Sp, a = Sp,(,, h(a). 
c) 3 a; d'après le C) 1, no 5, formule (4), on a le diagramme 

commutatif: 

où les flèches verticales désignent des applications surjectives 
(prop. 3) et i l'injection canonique. L'hypothèse c) signifie que 
i est bijectif. L'hypothèse faite sur a dans l'énoncé entraîne que 
X(A) + Sp, a est bijectif, car l'ensemble des points de A où sont 
égaux deux caractères est une sous-algèbre fermée pleine de A. 
Donc X(h) est surjectif. 



5. Spectre simultané 

Soit B = C[(X,),,,] l'algèbre unifère des polynômes com- 
plexes par rapport à une famille d'indéterminées (X,). Pour tout 
x E X(B), on a (x(X,))~,A E CA ; il est clair que x .-, (~(x,)),,, est un 
homéomorphisme de X(B) sur l'espace produit CA, par lequel on 
identifie ces deux espaces. 

Soient d'autre part A une algèbre de Banach commutative 
unifère, (x,),,, une famille d'éléments de A. Il existe un morphisme 
h et un seul de B dans A tel que h(X,) = x, pour tout 2. L'applica- 
tion continue X(h) de X(A) dans CA est l'application x - (~(x,)), ,~ ; 
on l'appelle l'application de X(A) dans CA déJinie par (x,). Son 
image est une partie compacte de CA appelée spectre simultané de 
(x,) et noté Sp,((x,)), ou Sp((x,)). Un point (c,),,, de CA appartient 
à Sp((x,)) si et seulement si les xi - c, sont dans un même idéal 
maximal de A, autrement dit s'ils n'engendrent pas l'idéal A. Si la 
famille (x,) se réduit à un seul élément x, on retrouve le spectre 
Sp x (prop. 3 (ii)). Si A' c A, Sp((x,),,,,) est l'image de S ~ ( ( X , ) ~ , ~ )  
par l'application canonique de CA sur CA'. En particulier 
SP((X,),€*) n SP x, . 

),€A 

Soient z, (A E A) les fonctions coordonnées sur CA. Si x E X(A), 
la valeur en x de z,  O X(h) est ~(x , ) ,  donc z, 0 X(h) = gx,  . 

Soient A et B deux algèbres de Banach commutatives 
unifères, cp un morphisme unifère de A dans B, (x,) une famille 
d'éléments de A. On a, pour tout x E X(B), 

donc Sp,((cp(x,))) c Sp,((x,)) et le diagramme: 

où i désigne l'injection canonique, et où les flèches verticales 
désignent les applications définies par (cp(x,)) et (x,), est commu- 
tatif. 

PROPOSITION 9. - (i) On suppose que la sous-algèbre pleine de 
A engendrée par les X, est dense dans A. L'application de X(A) 
dans CA définie par (x,) est un homéomorphisme de X(A) sur 
SP((%)). 
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(ii) On suppose que la sous-algèbre unifère de A engendrée par 
les x, est dense dans A. Pour tout (c,) E CA, les conditions suivantes 
sont équivalentes : 

a) ( 4  E SP((X,)) ; 
h) IP((cn))l G IIP((xn))Il pour tout P E C[(XJI ; 
c) IP((cn))I d p(P((xA)) pour tout P E CI(X,)I. 
(i) Soient X, X' EX(A). Si ~ ( x , )  = ~ ' ( x , )  pour tout 2, x et X' 

sont égaux sur la sous-algèbre pleine de A engendrée par les x,. 
donc sur A puisque x et X' sont continus. Donc X(h) est une bijec- 
tion continue de X(A) sur Sp((x,)) et par suite un homéomorphisme 
puisque X(A) est compact. 

( i i )  Si (c,) E Sp((x,)) et si P E C[(X,)I, il existe x E X(A) tel que 
CA = X(XJ  pour tout 4 d'où IP((cn))l = Ix(P((xA))I d p(P((xJ)); 
donc a) * c) ; c) * b) est clair car p(x) ,< llxll. Soit maintenant 
(c,) E CA tel que IP((cn))l ,< IIP((xA))1l pour tout P E C[(X,)]. Soit A' 
la sous-algèbre unifère de A engendrée par les x,. La condition 
P((x,)) = O entraîne P((c,)) = O, donc il existe un morphisme 5 de 
A' dans C tel que ((x,) = c, pour tout A. Comme 

ce morphisme se prolonge par continuité en un caractère x de 
A' = A, d'où (c,) = (~(x , ) )  E Sp((x,)). 

COROLLAIRE 1. - Soient A une algèbre de Banach unifére 
commutative, (x,) une ,famille d'éléments de A, A' la sous-algèbre 
de Banach unijëre engendrke par les x,. Alors Sp,,((x,)) est l'en- 
veloppe polynomialement convexe (App.) de SpA((x,)). 

En effet, Sp,,((x,)) est, d'après la prop. 9, I'ensemble des 
(c,) E CA tels que lP((cA))I < p(P((x,))) pour tout P E C[(X,)]. Or 
p(P((x,>)) = SUP IxMx,)))l = SUP lP((x(x,)))l = SUP IP(c)l. 

x ~ X ( A )  x ~ X ( A )  ~ ~ S P A ( ( ~ A ) )  

COROLLAIRE 2. - Soit K une partie compacte de C. Soit Kr lu 
rkunion de K et des composantes connexes bornt;es de C - K. 
Alors K' est l'enveloppe polynomialement convexe de K. 

D'après l'Appendice, K' est contenue dans cette envelopp~ 
polynomialement convexe. D'autre part, l'ensemble C - K' est 
l'unique composante connexe non bornée de C - K ; il est ouvert 
et contient l'extérieur d'un disque, donc K' est compact. Soit 
A = %'(KI), qui est une algèbre de Banach unifère commutative. 
Soit x E A la fonction t~ t sur Kt. On a SpAx = Kr, donc 
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C - Sp, x est connexe. Donc, si B désigne la sous-algèbre 
unifère fermée de A engendrée par x, on a Sp, x = Sp, x ( 5  2, 
cor. de la prop. 6). Or, d'après la prop. 9 (ii), Sp,, x est poly- 
nomialement convexe. Donc K' est polynomialement convexe. 

Le cor. 2 devient inexact si on remplace C par C 2  (exerc. 23). 

COROLLAIRE 3. -- Soit K une partie cornpacte polyrzomiale- 
ment convexe de CA. Soient A = V(K), A, l'ensemble des restric- 
tions à K des fonctions polynôtnes sur CA, et A' l'adhérence de A, 
dans A. Pour tout z E K, soit X, le curactèrr f o f(z)  de A'. 

(i) L'applicution $ : z - X, est un homt;onzorphisnze de K sur 
X(A'). 

(ii) Soit (z,),,, la fumille des restrictions ù K des fbnctions 
coordonnées sur CA. Soit cp l'application de X(Ar) dans CA définie par 
(z,). Alors qn 0 $ est l'application identique) de K, et K = Sp,,((z,)). 

Comme les z, engendrent topologiquement A', cp est un 
homéomorphisme de X(Ar) sur SpAf((z,)) (prop. 9 (i)). 11 est clair 
que cp 0 t,h est l'application identique de K, donc $ est injective 
(et évidemment continue), et SpAr((z,)) 3 K. D'après le cor. 2 de 
la prop. 1, SpA((zi)) = K .  D'après lc cor. l de la prop. 9, 
Sp,,((z,)) = K puisque K est polynomialement convexe. Ainsi, $ 
est surjectif, donc est un homéomorphisme de I'cspace compact K 
sur X(A1). 

$4.  - Calcul fonctionnel holomorphe 

Dans tout ce paragraphe, A désigne une algcbre de Banach 
unifère. 

1. Enoncé du théorème principal 

Soient E un espace de Banach complexe, et U une partie 
ouverte de Cn. Nous noterons O(U ; E) l'espace vectoriel complexe 
des fonctions holomorphes sur U a valeurs dans E, muni de la 
topologie de la convergence compacte. Soient K une partie 
compacte de Cn, et U l'ensemble filtrant décroissant des voisinages 
ouverts de K .  Si U, U ' E  21 et 17' c U, on a une application de 
restriction de O(U; E) dans O(U1; E). La limite inductive des 
6 ( U ;  E) pour ces applications est un espace localement convexe 
noté O(K; E);  ses éléments s'appellent les germes de fonctions 
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holomorphes i valeurs dans E au voisinage de K ;  on peut parler 
des vuleurs d'un tel germe sur K. 

Il est clair que O(U; A), O(K; A) sont des algèbres unifères, 
et qu'on peut, si A # (O),  identifier canoniquement O(U; C), 
G(K; C) a des sous-algèbres de O(U; A), O(K; A). On  posera 
O(U ; C) = O(U), O(K; C) = O(K). 

Soit M un ensemble. Si a = (a, , . . . , a,) E Mn et si m < n, on 
posera n ,,,, (a) = (u, , . . . , a,). Si a E An, on sait que 

d'où un morphisme TC:., : P(Sp(n,,,,,(a))) - G(Sp(a)). 
Nous désignerons par A'"' l'ensemble somme des A" pour 

n =  l , 2 . 3  , . . . .  

THÉORÈMF. 1 .  - Soit A une algèbre de Banach unifèru com- 
tnutatiue. Il  exifte une qplication a -  O, el une seule qui associe 
u tout a E A(" ) un morpl~isnze unifère continu O, : O(Sp a) -. A, ces 
mor.pl~istnos possc;dunt 10s propric%c;s suivuntes : 

(i) Si a = ( a , ,  . . . , a,), et si z ,  , . . . , z ,  désignent les germes au 
zwisitzugc de Sp a des fonctions coordorznc;es sur C", on a 

(ii) Si a = (u,, . . . , un), si 171 < n, et si f E O(Sp(n,,,(a))), on a 

@,(~n,,,(.f )) = O n  ,,,, d f  1- 
La démonstration de ce théorème occupera les no" 2 6. 

2. Constructiorï de certaines formes diflérentielles 

Dans ce no, on suppose A commutative. 
Quand nous parlerons de fonctions indéfiniment difiérenti- 

ables sur une partie ouverte de Cn,  il s'agira de fonctions indéfini- 
ment differentiables pour la structure sous-jacente de variété 
réelle. Les notions dè calcul différenticl utilisées seront relatives 
à cette structure. Quand nous parlerons de formes différentielles, 
il s'agira de formes dif'férentielles extérieures, et la multiplication 
de ces formes sera la multiplication extérieure. 

Lemmc 1. Soit a = (u ,  , . . . , a,) E A". Il existe des applica- 
tions indéfiniment dzférotztiubles v ,  , . . . , v, de Cn - Sp a dans A 
telles que l'on ait, pour tout z = (z, , . . . , z,) E C" - Sp a, 

( z ,  - al)u1(z) + . . . + (z, - a,)v,(z) = 1. 
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1)  Pour tout z ,  = (z,, , z,, , . . . , z,,) E C n  - Sp a, il existe des 
fonctions u ,  , u, ,  . . . , u n ,  à valeurs dans A, définies et indéfiniment 
différentiables dans un voisinage ouvert de z,, telles que 
(il - a l ) u l ( z )  + . . . + ( z ,  - a,)u,(z) = 1 dans ce voisinage. En 
effet, il existe d'abord b ,  , . . . , bn E A tels que 

($3 ,  no 5). L'élément ( z ,  - ul)b, + . . . + ( z ,  - a,)b, de A est 
inversible si z = ( z ,  , . . . , z,,) appartient à un voisinage ouvert 
suffisamment petit de z, : et il suffit de poser 

dans ce voisinage. 
2) Il résulte de 1) qu'il existe un recouvrement ouvert (V,),,, 

de C" - Sp a, et, pour tout 3, E L, des fonctions u , ;  , . . . , un,, à 
valeurs dans A,  définies et indéfiniment différentiables dans V, ,  
telles que ( 2 ,  - a,)u,,(z) + . . . + ( z ,  - a,)u,,(z) = 1 dans V , .  
D'après Top. gén., chap. 1, 4" éd., 6 9, th. 5, on peut supposer le 
recouvrement (V,) localement fini. Il existe une famille (f,),,, de 
fonctions 3 O dans Cn - Sp a, indéfiniment différentiables, telles 
que Supp(f,) c V, et 1 f, = 1 dans C" - Sp a (Var. ,  R.). En 

I € L  

prolongeant ,fLuin par O dans (Cn  - Sp a) - V,, on obtient une 
fonction ui, à valeurs dans A,  définie et indéfiniment différentiable 
dans C n  - Sp a. Pour i = 1 , 2 , .  . . , n, la famille (Supp(u~,)),,, est 
localement finie, donc ui = ui, est indéfiniment différentiable 

AE L 

dans C n  - Sp a. D'autre part, soit z E Cn - Sp a. Soit L' l'ensemble 
fini des A E L tels que z E V A .  On a 

Lemme 2. - Soient a = ( a ,  , . . . , a,) E An, et 12 une application 
de C n  dans C, ind@niment diflérentiablr, égale à 1 au üoisinage de 
Sp a. I l  e x i s t ~  des applications indéfiniment diflérentiables u 1  , . . . , un 
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de Cn  dans A, telles que l'on ait, pour tout z = ( z ,  , . . . , z,) E Cn 

(1) ( z l  - al )u , ( z )  + . . .  + ( z ,  - a,)u,(z) = 1 - h(z). 

Il existe des applications v ,  , . . . , z., de Cn - Sp a dans A avec 
les propriétés du lemme 1. Posons: 

Alors les ui sont indéfiniment différentiables dans C" - S p a  et 
nulles dans un voisinage de Sp a, donc indéfiniment différentiables 
dans Cn. L'égalité (1) est claire dans Cn - Sp a, et les deux membres 
de (1) sont nuls sur Spa. 

Remarque. - Si n = 1. on a nécessairement 

u,(z)  = ( 1  - h(z))(z - al ) - '  

dans C - Sp a. 

Lemme 3. -Soient a, h, u ,  , . . . , un avec les propriétés du 
lemme 2. Posons o = du,dz, . . . d ~ , ~ d z , ~ ,  qui est une forme différen- 
tielle de degré 2n sur C", à coeficients dans A. 

(i) On a Supp o c Supp h. 
(ii) Pour i = 1,2, .  . . , n, il existe une forme diférentielle pi sur 

Cn, de degré n - 1 ,  à coeficients dans A, telle que 

(z i  - ai)@ = d(hpi d z ,  . . . dz,). 

(iii) Il existe une forme diférentielle P sur Cn, de degré n - 1 ,  
ù coeficients dans A, telle que (n  + 1)hw - o = d(hp dz ,  . . . dz,). 

En différentiant ( l ) ,  on a 

d'où 

C ui dz, + (zi  - a,) dui = - dh 
i= 1 i =  1 

Alors d(h( 11 duj))dzl  . . . dz, = d h ( n  duj)dzi . . . dz, = f ( z i  - a i )o ,  
j + i  j + i  
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d'où (ii). On déduit de (ii); 

d'où Supp(1 - h ) o  c Supp h, ce qui entraîne (i). Enfin, posons 

ou, compte tenu de (3) 
n 

d z  = - ui(zi - a i ) o  + nha) = - ( 1  - h ) o  + n h o  
i =  1 

ce qui prouve (iii). 

Nous nous proposons maintenant d'étudier comment change 
o quand on modifie h, u ,  , . . . , un ( a  restant fixe). Commençons par 
une modification élémentaire : 

Lemme 4. - Soient a, h, u ,  , . . . , u,, aaec les propriétés du 
lemme 2. Soient k une application ind4jîniment diférentiable de C" 
dans A, i et j deux entiers appartenant à ( 1 ,  n ) .  DéJinissons 
u i  , . . . , u:],  CO' par 

U :  = ui + ( z j  - a ])k,  in'. = U .  - ( z i  - ai)k, J J 

u; = u, pour 1 # i, j, 

o' = du', d z ,  du; dz ,  . . .du:, dz,, . 

Alors 012 a ( z ,  - a,)u;(z)  + . . . + ( zn  - a,)ui(z) = 1 - h(z). I l  
existe une forme différentielle $ de degré n - 1 sur C", à coeficients 
dans A, telle que Supp $ c Supp h et o - co' = d($ d z ,  dz ,  . . . dz,). 

En effet 

= (dui + k d z ,  + ( z j  - aj )dk) (du j  - k d z ,  - ( z ,  - a i ) d k ) d z l  . . .  dz, 

= (du, duj - ( z ,  - a,) dui dk - ( z j  - a j )  duj dk)dz,  . . . dz, 
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donc 

dz ,  . . . dz, - dui duj 

et, compte tenu de (2), ceci est égal à 

dz ,  . . . dz, = d(h dk 

Lemme 5. -Soient a, h, u ,  , . . . , u ,  avec les propriétés du 
lemme 2. Soit h' une application de Cn  dans C ,  indéfinirnent diflk- 
rentiable, égale à 1 au voisinage de Sp a. Soient u', , . . . , un des 
applications indéfiniment diff2rentiables de C" dans A telles que 
l'on ait 

( z ,  - a,)u;(z) + . . . + (z ,  - a,)uL(z) = 1 - hf(z) 

pour tout z E Cn. Soit w' = du; dzl  . . . du; dz, . Alors il existe une 
forme diférentielle (J de degré n - 1 sur C", a coeficients dans A, 
telle que Supp S/ c (Supp h)  u (Supp h') et w - w' = d(+ dz ,  . . . dz,). 

Pour tout z E Cn, posons 

de sorte que clji = -clij, et Supp Pi c (Supp h) u (Supp h'). On a 

Posons u:'(z) = u:(z) - Pi(z), u = (u ,  , . . . , u,J, U" = (u; , . . . . u;;). 
Alors 

u" = u + 2 Vij 
i <; 

où vij est l'application de Cn dans An dont la i-ème composante 
est (zj - aj)aij, dont la j-ème composante est 
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et dont les autres composantes sont nulles. D'après le lemme 4, 
il existe une forme différentielle S/, de degré n - 1 sur Cn, à 
coefficients dans A, telle que Supp S/, c Supp h et 

w - du;' dz ,  . . . du: dz, = d($,  dz ,  . . . dz,). 

D'autre part, 

du: dz ,  . . . du:: dz,, - o' = 

d(u; - pl) dz,  . . . d(u:, - /3,,) dz,, - du; dz ,  . . . du:, dz,, 

est une somme de termes de la forme 

$dBi l .  . . dBip du), . . . du),-, dzi  . . . dz, où p 3 1, 
d'où le lemme. 

3. Construction des applications O, 

Dans ce no, on suppose A commutative. 
Soient a = (a , ,  . . . , a,) E An, U un voisinage ouvert de Sp a. 

Il existe une application h de Cn dans C, indéfiniment différenti- 
able, égale à 1 au voisinage de Sp a, telle que Supp h soit compact 
et contenu dans U. Puis il existe des applications u , ,  . . . , un avec 
les propriétés du lemme 2. Soit 

O = du,dz , . .  . du,,dz,, . 
Alors Supp o est compact et contenu dans U (lemme 3). Donc, 

pour toute f E O(U;A) ,  on peut former l'élément co de A. l u  
Cet élément ne dépend que de a et f, et non du choix de h, 
u ,  , . . . , un : ceci résulte du lemme 5 et de la formule de Stokes. 
On pose 

(4) op( f )  = n!(2in)-,/ u fa. 

Alors, l'application f o O:( f )  de @(U ;A) dans A est linéaire. 
Cette application est continue; en effet, avec les notations ci-dessus, 
il existe une constante M 3 O telle que 

I l  Wf )Il G M sup Ilf ( N .  
zcSupp h 

Par ailleurs, Oa(f) ne dépend que du germe de f au voisinage de 
Spa .  En effet, soient U, Ut des voisinages ouverts de Spa,  et 
f E O(U ;A), f '  E O(Uf ;A) ; supposons que f et f '  coïncident sur un 
voisinage ouvert U" de S p a ;  alors il existe une application 
h de C" dans C, indéfiniment différentiable, égale à 1 au voisinage 
de Spa,  et telle que Supp h c U"; construisant o à l'aide de 1.1, 

il est clair que iu fw = juf f 'a ,  d'où notre assertion. 
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Si f E &(Sp a ; A), nous poserons O,( f )  = O:( f ), où f est un 
représentant quelconque du ge rmet  Ce qui précède montre que 
O ,  est une application liniaire et continue de O(Sp a ; A )  dans A. 

4. Premières propriétés des applications O ,  

On suppose toujours A commutative. 
Lemme 6. -- S u i u ~ t  a E An, P unr fonction polynôme sur Cn  à 

coc2ficient.s dans A, P 16) germe dc P au uoisinage de Sp a, et 

f E O(Sp a ; A). 

Alors @,(PA = ~ ( a ) @ , ( f ) .  
Notant toujours zl , . . . , zn les fonctions coordonnées sur Cn, 

il suffit de prouver le lemme quand P = z", . . . znn, où e, , . . . , en E N .  
Procédant par récurrence sur el  + . . . + e n ,  on se ramène au cas 
où P = z , .  Soit f un représentant de f ;  c'est une fonction holo- 
morphe sur un voisinage ouvert U de Spa.  Soit h une application 
de Cn dans C, indéfiniment différentiable, égale à 1 au voisinage 
de S p a ,  à support contenu dans U. Introduisons les notations 
u,, . . . , u n ,  co des lemmes 2 et 3. On a 

Introduisons la forme différentielle PL du lemme 3 (ii); on a 

(zi - ai) f O )  = fd(hpidzi . . . dz,,) 

= d( f hfiidzl . . . dz,,) 

(car gf 'dz ,  . . . dzn = O ) ;  donc (z i  - ai) fi11 = O, ce qui achève la - U 
démonstration. 

Rappelons maintenant les faits suivants (cf. Var., R): 
1) Soit V une partie ouverte de C dont la frontière F soit 

une sous-variété indéfiniment différentiable de dimension 1 de C.  
Les conditions suivantes sont équivalentes: (i) la frontière de V est 
égale à F; (ii) pour tout z E F, il existe un voisinage ouvert U de z 
dans C ,  une application bijective cp de U sur le disque unité ouvert 
de C, telle que y et q-' soient indéfiniment différentiables, et 
telle que 

z E U n V u . Y y ( z )  > O 
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2)  Soit K une partie compacte de C. 11 existe un système 
fondamental de voisinages ouverts relativement compacts V de K 
tels que la frontière de V soit une sous-variété indéfiniment 
différentiable de dimension 1 de C égale à la frontière de V. 

3) Soit W une partie ouverte relativement compacte de C 
telle que la frontière F de W soit une sous-variété indéfiniment 
différentiable de dimension 1 de C égale à la frontière de W. 
11 existe une orientation de F et une seule telle que, pour toute 
forme différentielle z de degré 1 et indéfiniment différentiable dans 

un voisinage ouvert de W, on ait d i  =IF i. La variété compacte 
W 

F, munie de cette orientation, s'appelle le bord orienté de W et 
se note W. 

Revenons aux applications O,, et d'abord lorsque n = 1 : 

Lemme 7. S o i e n t  x un élément de A, U un voisinage ouvert 
de Sp x ,  et f E O(U ; A). Soit V un voisinage ouvert relativement 
compact de Sp x, tel que 'S c U, et tel que la frontière de V soit 
une sous-variété indéfiniment diflérentiable de dimension 1 de C 
égale à la frontière de V. On a 

Si U = C e t f ( z )  = 1, o n a O y ( f )  = 1. 
En effet, il existe une application h de C dans C, indéfiniment 

différentiable, égale à 1 au voisinage de Sp x, à support compact 
contenu dans V. Puis il existe une application u de C dans A, 
indéfiniment différentiable, telle que ( z  - x)u(z) = 1 - h(z) pour 
tout z E C. On a f du dz = d( fu dz), et u(z) = ( z  - x ) -  ' sur la 
frontière de V. Donc 

Supposons U = C et f ( z )  = 1. Prenons pour V un disque 
ouvert de centre O et de rayon R > llxll (de sorte que Sp x c V). 
On a, dans C - V, 

= 2-l. 1 + z P 2 . x  + z - ~ .  x2 + . . .  . 
Rappelons ( V a .  R.) que 1 rn dz = 0 pour n # 1 et 

v 1. z 1  dz = 2in. Donc ( z  - x ) '  dz = 2in.  1. 
v 
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Lemme 8. - (i) Avec la notation x,,,, du no 1, on a 

(ii) Si 1 est le germe de la fonction 1 au voisinage de Sp a. 
on n @,(I) = 1. 

Soit a = (a, , . . . , a,). Il suffit de prouver (i) pour m = n - 1. 
Soit a' = (a , ,  . . . , a,- ,). Soient U un voisinage ouvert de Sp a' 
dans CR-', et f '  E O(U ; A). Soit f l'application 

f '  @ 1 : (z', z,) - f '(z') 

de U x C dans A ; on a f E O(U x C ; A). Il existe une application 
h' (resp. h") de Cn-'  dans C (resp. de C dans C), indéfiniment 
différentiable, égale à 1 au voisinage de Sp a' (resp. Sp a,), à 
support compact contenu dans U (resp. dans C). Puis il existe 
des applications u, , . . . , un- , de Cn-'  dans A, indéfiniment 
différentiables, telles que 

pour tout z' E Cn- l  ; et il existe une application un de C dans A, 
indéfiniment différentiable, telle que (2, - a,)u,(z,) = 1 - hU(z,) 
pour tout Z,E C. Alors la fonction Iî = h' @ h" sur Cn est in- 
définiment différentiable, égale à 1 au voisinage de Sp a, à support 
compact contenu dans U x C .  

On a, pour tout z = (z', z,) E Cn- ' x C : 

D'autre part, du, dz, . . . du,-, dz,-, dh' est une forme dif- 
férentielle de degré 2(n - 1) + 1 sur Cn-', donc est nulle; donc 

d(ul O 1) dz, d(u2 O 1) dz, . . . d(u,-, O 1) dz, -, d(hr 63 un) dz, 

= (h' @ 1) d(ul O 1) dzl . . . d(u,- , @ 1) dz,- , d(l 0 un) dz, . 
La définition de O,( f )  donne alors 

- 
O:,( f I = 

1 1  !(2ix) lu ( f '  @ l)(hl @ 1 )   LI, @ 1 ) d z ,  d ( l 1 ,  , @ 1) dz,- , d(l @ II,,) dz,, 
x C 

= n!(2ini-" ( [ f 'h' du,  dz, . . . d u , ,  dzn- ,) (lc du, dl,). 
' U 
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D'après lc lemme 7, on a du, dz, = 2in.1. D'après le lemme 
3 (iii), J-C 

n f 'h du, dz ,  . . . du, - dz,] - , = lu f t  du, d z ,  . . . du,! -, dzl, - , 

- - (2ix)" - @ a , ( f , )  
(n  - l ) !  

donc 

On a donc prouvé (i), et (ii) résulte de (i) et du lemme 7 

Lemme 9. - Soit a E An. Si f ~ s t  un polynôme sur C" a coefi- 
cients dans A ,  on a O,(f) = f(a). 

Ceci résulte des lemmes 6 et 8 (ii). 

Le lemme 9 (et aussi le cor. de la prop. 1) justifient la nota- 
tion suivante. Si a E An, si U est un voisinage ouvert de Spa,  et 
si f E (! (U ; A), on pose 

(Cctte notation est cohérente avec la notation introduite en Alg., 
chap. IV, si f est un polynôme). si? E O(Sp a ; A), on pose de même 

PROPO~ITION 1. - Soient p l ,  p,, . . . , p, des nombres > 0, ri 
le polydisquo dans Cn &fini par lzll < p l  , . . . , lznl < p, . Soit 
u = C c al...a, X I 1  . . . X? E A[[Xl , . . . , X,]] une série mtière a cocfi- 
cients dans A convergeant dans I I ;  soit f la Jonction holomorphe 
somme de cette série dans II. Soit a = ( a , ,  . . . ,a,) E An tel que 
~ ( u , )  < ,O, , . . . , p ( q 1 )  < pi, . Alors la jamille (c  a,,,.,n a:' . . . acvl) d'élé- 
merzts de A est absolument sommahle, on a Sp(a) c ff, et 

Pour tout caractère x de A, on a I ~ ( a ~ ) l  d p(ai) < p i ,  donc 
Sp(a) c II. Sojent z ,  , . . . , z, les restrictions a il des fonctions 
coordonnées sur Cn. Alors la famille (c ,,,..an . . . z:) est sommable 
dans  (!,(II ; A )  et de somme f. Compte tenu du lemme 9 et de la 
continuité de l'application f ++ f (a), la famille ( ~ , ~ , , , ~ , , a " ;  . . . a:) est 
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sommable dans A et de somme f(a). Enfin, soit iUi tel que 
p(ai) < Li < pi. Il existe une constante k, 2 O telle que Iarll < kiAl 
pour tout n, et ilcal ..,an lli.?' ...IL:. < +a, donc la famille 
(c a", . . . a,".) est absolument sommable. 

COROLLAIRE. - Supposons A = C. Soit a = (a , ,  . . . , a,,) E C", 
de sorte que Sp(a) = {a). Soit f E O((a)). Alors f(a) au sens de 
l'égalité (6) est la valeur de f en a. 

PROPOSITION 2.-Soient B une algèbre de Banach unifère 
commutative, et i un morphisme unifère continu de A dans B. 
Soient a = (a, , . . . ,a,) E An, bi = Â(ai), b = (b, , . . . , b,) (de sorte 
que Sp b c Spa). Soient U un voisinage ouvert de Spa,  et 
~ E O ( U ; A ) ;  on u iLc f€O(U;B) .  Alors idf(a)) = (i,cf)(b). 

Soient h, u1 , . . . ,un avec les propriétés des lemmes 2 et 3 
relativement à a. On a, pour tout z E Cn, 

Donc 

= n!(2in)-"l(J f(z)  du, dz ,  . . . du, dz, ) 
U 

COROLLAIRE 1. - Soient x E X(A) et f E O(Sp a). On a 

Ceci résulte de la prop. 2 et du cor. de la prop. 1. 

Remarque. - Soit a E A". Si A est sans radical, l'application 
f - f (a) de O(Sp a) dans A est l'unique application q de O(Sp a) 
dans A telle que x(q( f )) = f (x(ai), . . . , ~ ( a , ) )  pour tout x E X(A). 

COROLLAIRE 2. - Si f E O(Sp a), on a sp(f(a)) = f ( ~ p  a). 
Ceci résulte du cor. 1 et de la définition du spectre simultané. 

+ C O  

Exemple. - Soit a(t) = C uneint la somme d'une série de 
"4 

Fourier absolument convergente ( 3  2, no 2). Soit S l'ensemble des 
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valeurs de a. Soit f une fonction complexe holomorphe au 
voisinage de S. Alors f 0 a est somme d'une série de Fourier 
absolument convergente: en effet, S est le spectre de a dans 
l'algèbre A des séries de Fourier absolument convergentes ($3 ,  
no 3, Exemple 4), et il suffit d'appliquer le cor. 1 ci-dessus pour 
n = 1. Ce résultat généralise le $3, cor. de la prop. 3. 

5. Deux résultats de densité 

PROPOSITION 3 .  - Soient K une partie compacte polynomiale- 
ment convexe (App.) de C", et P l'ensemble des germes au voisinage 
de K de fonctions polynômes sur Cn à coeflcients dans A. Alors P 
est dense dans O(K ; A). 

Soient U un voisinage ouvert de K, et f E O(U; A). 11 existe 
(App., lemme 2) un voisinage compact V de K qui est poly- 
nomialement convexe et contenu dans U. Soit Pr (resp. Pb) 
l'ensemble des restrictions à V des fonctions polynômes sur Cn 
à coefficients dans A (resp. dans C). Soit B (resp. Bo) l'algèbre de 
Banach adhérence de Pr (resp. Pb) dans V(V ;A). On va montrer 
que f IV E B, ce qui achèvera la démonstration. Soient z, , . . . , z, 
les restrictions à V des fonctions coordonnées sur Cn;  ce sont des 
éléments de B o ,  et SpB,(z, , . . . , z,) = V d'après le 4 3, cor. 3 de la 
prop. 9. On peut identifier A à une sous-algèbre normée de Pt 
donc de B, donc f définit un élément J, de @(U; B); comme 
SpB(zl , . . . , z,) c SpBo(zl , . . . , z,) c U, on peut former l'élément 
b = f ' (  B ~ l  , . . . ,  z,) de B. Soient 6 = ( c l  , . . . ,  [,)EV, et À le 
morphisme g -  g(6) de B dans A. Alors Â o,f, = f .  D'après la 
prop. 2, on a b(6) = f ( ( ,  , . . . , (,,). Ainsi, f IV = b E B. 

Pour n = 1, on a aussi le résultat suivant: 

PROPOSITION 4.- Soient K une partie compacte de C, et Q 
l'ensemble des germes de fonctions rationnelles holomorphes au 
uoisinage de K. Alors Q est dense dam O(K). 

Soit f une fonction complexe holomorphe dans un voisinage 
ouvert U de K. Il existe un voisinage compact V de K contenu 
dans U. Soit Q' l'ensemble des restrictions à V des fonctions 
rationnelles sur C qui sont continues sur V, et soit C l'adhérence 
de Q' dans Ce(V). Soit z l'application identique de V. Alors C est 
la sous-algèbre fermée pleine de W(V) engendrée par z. On a 
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Sp, z = SpEW,z = V. On peut donc former l'élément f ( z )  de C. 
D'après le cor. 1 de la prop. 2, cet élément de C n'est autre que 
f ( V .  Donc f IV est limite uniforme d'éléments de Q', ce qui 
achève la démonstration. 

6. Démonstration du théorème I 

On suppose toujours A commutative. 

Lemme 10. -Soient a = (a , ,  . . . , a,) E An, et U c Cn un 
coisinage ouvert de Sp a. Il  existe des éléments a , + ,  , . . . , a,+, de A 
tels que l'enceloppe polynomialement cotzvexe de Sp(a, , . . . , a,,,) 
(qui est une partie de Cn x CP) ait pour projection dans Cn une 
partie de U. 

Soit (a,),,, une famille d'éléments de A prolongeant la 
famille (a, , . . . , a,) et engendrant topologiquement A. Soit n la 
projection canonique de CA sur Cn, et soit U' = z-l(U). Alors U' 
est un voisinage de Sp((a,)), et Sp((a,)) est polynomialement 
convexe ( 5  3, prop. 9). D'après le lemme 1 de l'Appendice, il 
existe une partie finie A, de A contenant (1,2, .  . . , n} telle que 
pr,,(U1) contienne l'enveloppe polynomialement convexe S de 
prAo(Sp((a,),,,)) = Sp((al) ,,,, ). Donc S a pour projection sur C n  
une partie de U. 

L'assertion d'existence du th. 1 sera établie quand nous 
aurons prouvé le résultat suivant : 

PROPOSITION 5 .  - Soit a = (a, , . . . . a,) E A". L'upplication 
f (a)  de O(Sp a ; A) dans A est un morpilisme unifère continu 

qui transforme les germes des fonctions coordonnées sur C" au 
voisinage de Sp a en a,  , . . . , a,.  

Compte tenu du lemme 9, il ne reste plus a prouver que 
ceci: soient U un voisinage ouvert de Spa, et J 'E  O(U ;A), 
g E Ip(U ; A) ; alors 

Il existe des éléments a,,, , . . . , al+, avec les propriétés du lemme 
10. Soit n: la projection canonique de U x CP sur U. Alors 
f 0 n, g 0 n, (fg) 0 n sont holomorphes dans U x CP, qui contient 
l'enveloppe polynomialement convexe K de Sp(a, , . . . , a, +,). 





46 ALGÈRRES NORMÉES Chap. 1, § 4 

7. Substitution dans le calcul fonctionnel 

THÉORÈME 2. -Soient A une algèbre de Banach unifère com- 
mutativc, a = (a, , . . . , a,) E An, et.6 , . . . ,f, des éléments de B(Sp a);  
soit f = (,Tl , . . . ,f,). Posons b, = x(a,  , . . . ,an), et b  = ( h l , .  . . , b,). 
L'image de Sp a par l'application 

( ~ 1  7 . .  - , z , ) H ( . T ~ ( z ~  7 : ~ ~ ) , . . . > . f ~ ( ~ l ,  . . .  r z,)! 
est Sp b. 

Soit alors E O(Sp b ; A). Lr  grrrne composé h = 2 O est un 
dément de O(Sp a ; A). On a alors 

1) Soit K l'enveloppe polynomialement convexe de Sp b. 
D'après la prop. 5 ,  l'application 2- (g 0 4(a)  est un morphisme 
unifère continu de O(K ; A) dans A qui transforme la q"e fonction 
coordonnée en ( a  . . . , a )  = b On a donc a b )  = (g 0 i)(a) 
lorsque g est un polynôme, donc pour toute g~ O(K ;A) d'après 
la prop. 3. 

2) Soit maintenant g holomorphe dans un voisinage ouvert 
R de Sp b. 11 existe bp+ , , . . . , b,,, E A avec la propriété suivante : 
si L désigne l'enveloppe polynomialement convexe de 

Sp(b, , . . . , h,,,) c CP+q, 
et si TC désigne la projection canonique de CP+Y sur CP, on a 
n(L) c R (lemme 10). Soient f ;  , . . . , fp des fonctions holomorphes 
dans un voisinage ouvert U de Sp a, telles que ( f', f )(u) (-2- ' . . . ' .  p. 
Alors g 0 n est holomorphe dans n-'(R), qui est un voisinage de 
L. Soit TC' la projection canonique de C"+q sur Ci'. En désignant 
par z,,+ , , . . . , z,,,, les q dernières fonctions coordonnées sur 
CH+,, on a 

( g o z ) 0 ( f i o n 1  , . . . ,  fpO.n',z,+l , . . .  ,z,+,) = g o ( f l o ~ '  ,...,. fPo4 
= h 0 XI. 

Cette formule, et la première partie de la démonstration, entraînent 
en posant 

c = ( a ,  , . .  . , a,, , b,+ 1 , .  . . , b,+,) 

c'est-à-dire, compte tenu du lemme 8, 
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8. Cas d'une seule variable 

THLOKÈML 3.  - Soient A une algèhre de Banach unifère (non 
nc;cessairc>ment commutative), x un élément de A, z 14 germe de la 
jonction identique au voisinage de Sp x. I l  existe un morphisme 
unijière continu cp ct un seul de O(Sp, x )  dans A tel que cp(z) = x. 

Soit B la sous-algèbre fermée pleine de A engendrée par x. 
Elle est commutative, et Sp, x = SpA x ( 5  1, no 4). Si f E O(Sp, x),  
on peut donc former l'élément f ( x )  de B, et l'application f .-t f ( x )  
est un morphisme unifère continu cp de O(Sp, x )  dans B (donc 
dans A) tel que cp(z) = x. 

Soient cp, cp' deux morphismes unifères continus de O(Sp, x )  
dans A tels que cp(z) = cpl(z) = x. Alors cp et cp' coïncident sur 
l'ensemble des germes de polynômes au voisinage de Sp, x. donc 
sur l'ensemble des germes de fractions rationnelles holomorphes 
au voisinage de Sp, x. Or ces germes sont partout denses dans 
O(Sp, x) (prop. 4). Donc cp = cp'. 

DÉFINITION 1. - Si f E O(Sp, x),  l'élément cp( f )  du th. 3 se note 
. f  b). 

Remarque. - Si A est commutative, cette définition coïncide, 
d'aprés le th. 1 ,  avec celle du n" 4. Dans le cas général, la démons- 
tration du th. 3 prouvc que f ( x )  appartient à la sous-algèbre 
fermée pleine B de A engendrée par x, laquelle est cominutative; 
ct I'élément f ( x )  de A (au sens de la déf. 1) coïncide avec l'élément 
j ( x )  de B (au sens du no 4). 

PROPOSITION 7.-Soient A et A' deux algèbres dc. Banach 
unifères, i un morphisme unijiire continu de A dans A'. Soient 
x E A et f E O(Sp, x). Alors A( f ( x ) )  = f (;l(x)). 

Ceci résulte de la prop. 2 et de la remarque ci-dessus. 

PKOPO~ITION 8.- Soient A une algèhre de Banach unifère, 
x E A, f E O(Sp x), et y = f ( x ) .  L'image de Sp x par f est Sp y. 
Soit g E O(Sp y), de sorte que h = g 0 f ' ~  O(Sp x). On a g(y) = h(x). 

Ceci résulte du th. 2 et de la remarque ci-dessus. 

PROPOSITION 9. - - Soienf A une algèbre de Banuclz unifère, 
x E A, U un voisinagr ouvert ile Sp x, et J E O(U). Soit V un voisinage 
ouvert relatizvment compact de Sp x ,  tel que V c U ,  et tel que la 
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frontihe de V soit une sous-variété de dimension 1 de R2 égale à 
la frontière de V. Soit i7 le bord orienté de V (no 4). On a, pour 
n = 0, 1,2,  . . .  

Pour n = O, ceci résulte du lemme 7 et de la remarque ci-dessus. 
Admettons la proposition pour l'entier n. Pour z 6 Spx. on a, 
d'après le 9; 2, th. 1 (iii) : 

(1 
(9) - -- ((z - x ) " l f ( z ) )  = 

dz 

Appliquant la formule de Stokes dans la variété compacte Y, on a 

Les égalités (9) et (10) entraînent: 

soit, compte tenu de l'hypothèse de récurrence (appliquée à df ldz):  

d'où la proposition pour l'entier n + 1. 

PROPOSITION 10. -- Soient A une algèbre de Banach unfere, 
U une. partie ouverte de C .  

(i) L'ensemble R des x E A tels que Sp x c U est ouvert dans A. 
(ii) Soit f ' ~  O(U). L'application x t-t f (x) de Cl dans A rst 

analytique (cf. Var., R), et en particulier continup. 
Soit x E Cl. Il existe un voisinage ouvert V de Sp x dans C 

tel que V c U et tel que la frontière de V soit une sous-variété 
indéfiniment diRérentiable de dimension 1 de C égale à la 
frontière de V. Soient 1 la longueur de 9, m la borne supérieure 
de 1 f (A)I sur v et M la borne supérieure de //(IV - x)-lll sur c - V. 
Si z E A est tel que llzllM < ct si 2 E C - V, on a 
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et llz(iL - x ) '  I l  < i, donc iL - x - z est inversible et 

avec j(z(À - x ) ' ) " I /  < 2-". Ceci prouve que R est ouvert, et en 
outre que 

Or [. f ( À ) ( l .  - x ) - ' ( ~ ( 2  - x)-')" d2 est une fonction polynomiale . V 
homogène de degré n de z dont la norme est m-jorée par mlM" + ' 
Ceci prouve I'analyticité dans R de y- f (y). 

PR~POSITION I l .  - Soient A une algèbïe de Bunuch unif&, 
x E A, U un voisinage ouvert de Sp X ,  J'E O(U), K la distance de 
S p x à  c - U. 

(i) Pour tout 6' tel que O < 6' < 6, il existe une cons~antc 
k 2 O telle que I l  f(")(x)ll < k6'-"n! pour M = O, 1,2, .  . . . 

(ii) Si y E A est permutable ù x et si p(y)  < 6, on a Sp(x + y )  c U, 
e r 

oii lu sc;rie conwrge absolument. 
En remplaçant A par la sous-algèbre fermée pleine engendrée 

par x et y (ce qui ne change pas Sp x, Sp(x + y)), on se ramène 
au cas où A est commutative. 

Soient 6' E )  O, 6(, E = 6 - 6' > O, et K le voisinage compact 
de Sp x formé des points de C dont la distance à Sp x est dt.12. 
Comme J' est holomorphe dans tout disque ouvert de rayon 
6' + 4 2  dont le centre appartient ci K, il existe, d'après les 
inégalités de Cauchy, une constante 1 3 O telle que 

l j'(n)(z)l < lh, - sup - 
K n !  

pour n = O, 1 ,2 , .  . . . Alors (i) résulte du lemme 7. 
Si p(y)  < 6, on peut choisir 6' tel que [ ) (y)  < 6' < 6. Soient V 

l'ensemble des points de C dont la distance à Sp x est < 6 - 8 ,  
et V' le disque ouvert de centre O et de rayon 6' dans C. Soit 
g l'application (z, z ' )  H z + z' de V x V' dans U. Alors h = f ' o  g 
cst l'application (z, z') - f ( z  + z') de V x V' dans C. On a 
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Sp(x, y) c V x V', donc Sp(x + y) c U. D'après le th. 2, 
h(x, y)  = f ( x  + y). Or, dans O(V x V'), h est la somme de la série 

Donc la série 

est convergente et de somme h(x, y) = f ( x  + y). En outre, cette 
série est absolument convergente d'après (i). 

9. Exponentielle et logarithme 

Soient A une algèbre de Banach unifère, x un élément de A. 
Prenons f (z) = exp z ; d'après la prop 1, on a : 

Comme Ilx"1 < Ilxiln, on voit que 

et que la série ( I l )  converge uniformément dans toute boule de A. 
L'application x c t  exp x de A dans A est donc continue (cf. aussi 
prop. 10). Si y est un élément de A permutable lii x, la prop. 1 1 
prouve que 

CC) ..n 
Y exp(x + y) = C - exp x, ,,=, n !  

d'où 

(12) exp(x + y) = exp x . exp y. 

En particulier, exp x est inversible et 

(13) (exp x)- ' = exp( - x). 

Soit A l'ensemble des z E C tels que - 7r < < n. Soit A' 
l'ensemble des z E C qui ne sont pas réels < O. Alors explA est 
une bijection de A sur A' (Fonct. var. réelle, chap. III, Ç; 1, no 7); 
la bijection réciproque sera notée log dans la fin de ce no. Si x E A 
est tel que Sp x c A', on peut former l'élément log x de A ;  on a 
Sp(1og x) c A, et 
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d'après la prop. 8. D'autre part, si y E A est tel que Sp y c A, 
on a Sp(exp y) c A' et 

d'après la prop. 8. 
En particulier, si UEA est tel que p(u) < 1, on a Sp(1 - u) c A' 

et on peut former log(1 - u). Comme 

pour lzl < 1, la prop. 1 et le th. 2 prouvent que: 

Soit G le groupe des éléments inversibles de A. Si A est 
commutative, les formules (12) et (13) prouvent que exp(A) est un 
sous-groupe de G. Ce sous-groupe contient, d'après (14), la boule 
ouverte de centre 1 et de rayon 1, donc est un sous-groupe ouvert 
(et par suite fermé) de G. Par ailleurs, exp(A) est connexe comme 
image continue de A qui est connexe. Donc exp(A) est la com- 
posante neutre de G. 

10. Partitions de l'espace des caractères 

PROPOSITION 12.- Soit A une algèbre de Banach unifère 
commutative. On suppose que X(A) admet une partition en deux 
ensembles ouverts U,  et U, . Alors il existe un idempotent unique 
j de A tel que Yj soit égal à 1 sur U ,  et à O sur U, . 

L'espace X(A) s'identifie à une partie de CA par l'application 
x H ( ~ ( a ) ) ~ ~ ~ .  Les parties U ,  et U 2  de l'espace uniforme CA sont 
compactes disjointes, donc il existe une partie finie M de A et des 
parties ouvertes disjointes V, , V, de CM telles que 

en désignant par p la projection canonique de CA sur CM. Soient 
a ,  , . . . , an les éléments distincts de M, et identifions C M  à Cn. 
Soit f la fonction égale à 1 sur V, et à O sur V2 . On a f E O(V, u V,), 
et Sp(a, , . . . ,an) c V, u V2 . O n  peut donc former j = f (a, , . . . ,a,). 
Comme f = f, on a j2 = j. D'après le cor. 1 de la prop. 2, on a 
~ ( j )  = 1 si x E U, et ~ ( j )  = O si x E U2 . D'autre part, soit r un 
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élément du radical de A tel que j + r soit idempotent. L'égalité 
( j  + r), = j + r donne r(1 - 2j - r)  = O. Or 

est partout différente de zéro, donc 1 - 23 - r est inversible. 
Donc r = O, ce qui prouve l'unicité de j. 

Remarque. -Avec les notations de la prop. 13, soient 

Alors 3, et 3, sont des idéaux de A, et 3, + 3, = A. D'autre 
part, 3, (resp. 3,) est l'ensemble des x E A tels que jx = x 
(resp. (1 - j)x = x),  donc 3,  n 3, = ( O ) ,  et 3 , ,  3, son1 fermés. 
L'algèbre A s'identifie au produit des algèbres A/3 , ,  AIS,. 
Si on identifie X(A/3,) et X(A/ 3,) à des parties de X(A) ( 4  1, no 5)' 
on a X(A/ 3 , )  = U, , X(Aj3,) = U, . 

COROLLAIRE.-Soit A une algèbre de Banach unifère com- 
mutative. Les conditions suivantes sont équivalentes: 

(i) X(A) est connexe; 
(ii) les seuls idempotents de A sont O et 1;  
(iii) A n'est pas isomorphe au produit de deux algèbres de 

Banach non nulles. 

PROPOSITION 13.- Soit A une algèbre de Banach commutative 
sans radical. Pour que A admette un élément unité, il faut et il 
sufit que X(A) soit compact. 

La condition est nécessaire ($3,  cor. du th. 1). Supposons 
X(A) compact. Soit A l'algèbre de Banach déduite de A par 
adjonction d'un élément unité, et identifions X'(A) à x(A). Alors 
le complémentaire de X(A) dans x(A) est l'unique caractère 
xo de A nul sur A. D'après la prop. 12, il existe un j E A tel que 
X (  j) = 1 pour x E X(A), et x0( j) = O. On a donc j E A, et X( jx) = ~ ( x )  
pour tout x E A et tout x EX(A), donc jx = x puisque A est sans 
radical. Ainsi, j est élément unité de A. 

PROPOSITION 14.-Soient A une algèbre de Banach corn- 
mutative, 3, un idéal de A, F I  l'ensemble des x E X(A) qui sont nuls 
sur J I ,  F, une partie de X(A) disjointe de F, , fermée pour la 
topologie de Jacobsen, et compacte pour lu topologie faible. Il  
existe un u E JI  tel que 4 % ~  = 1 sur F, . 
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Soit 3, l'intersection des noyaux des caractères appartenant 
à F, . Il est clair que A/ 3, est sans radical. Puisque F, est fermé 
pour la topologie de Jacobson, les seuls éléments de X(A) nuls 
sur 3, sont ceux de F,.  Donc F, , muni de la topologie induite 
par la topologie faible dc X(A), s'identifie à X(A/J2) muni dc la 
topologie faible ( 5  1, no 6). Comme F, est faiblement compact, 
A/3, possède un élément unité (prop. 13). Alors, si l'on avait 

+ J2 # A, (JI  + J2)/J2 serait contenu dans le noyau d'un 
caractère non nul de A/J2 ( 3  3, th. 2), donc il existerait un 
caractère non nul de A qui s'annule sur Cj, et 3,, donc on aurait 
F I  n F, # @ contrairement à l'hypothèse. Ainsi, 3: + 3, = A, 
et il existe u E J, dont la classe dans A/J, est élément unité de 
A/ 3,. Alors ~ ( u )  = 1 pour x E F, . 

COROLLAIRE. - Soient A unc algèbre de Banach commutative, 
F ,  ct F, deux purties disjointes de X(A) fermées pour la topologie 
de Jucobson. On suppose F, faiblement compacte. Alors il existe 
u E A tel que 9 u  = 1 sur F, et %A = O sur F I  . 

Il suffit d'appliquer la prop. 14 en prenant pour J I  I'inter- 
section des noyaux des caractères appartenant à F,  . 

I l .  Partitions du spectre d'un élément 

Remarque 1.  -Soient A une algèbre de Banach unifère, 
x E A, et K = Sp x. Soit 6 l'ensemble des parties de K qui sont 
à la fois ouvertes et fermées dans K. Pour tout H E  E, il existe 
un élément f, de O(K) et un seul égal ii 1 au voisinage de H et a 
O au voisinage de K - H. On posera j, = f,(x). Alors, j, est un 
idempotent de A, dit associc; à x et H ,  et on a les formules 
suivantes : 

D'une manière générale, si j est un idempotent de A, JAj est 
l'ensemble des X E  A tels que xj  = jx = x, donc est une sous- 
algèbre de Banach de A, et admet l'élément unité j. En particulier, 
si H E E, nous noterons A, l'algèbre de Banach j,Aj, , admettant 
l'élément unité J,, . Soit B la sous-algèbre fermée pleine de A 
engendrée par x ; elle est commutative; si K = H, u . . . u H, est 
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une partition de K en éléments de E, 1 = j,, + . . . + jHn est une 
décomposition de 1 en idempotents de B deux à deux orthogonaux, 
donc l'algèbre B s'identifie canoniquement à l'algèbre produit 
BHl x . . . x BH,. 

Remarque 2. - Si H E 6 ,  on posera x, = xj, = j,x E B, . 
On a x, = g,(x), où gH est l'élément de O(K) défini par g,(z) = z 
au voisinage de H et gH(z) = O au voisinage de K - H (en effet, 
g,(z) = f,(z)z). Il en résulte que, si H # K, on a 

(20) Sp, x, = H u (O). 

Si K = H, u H, u . . . u H, est une partition de K en éléments 
de @, on a :  

(22) xHixHj = O pour i # j. 

Remarque 3. - Soient encore H E (3, et Â E C - H. Soit h,,, 
l'élément de O(K) égal à (A - z)-' au voisinage de H et à O au 
voisinage de K - H. Alors (ifH - gH)hH,I = f,; donc, si on pose 
RH(Â, x) = h,,,(x) E BH , on a : 

Supposons que, pour un Â E  H, Âj, - x, admette un inverse y 
dans AH; alors Â - x admettrait dans A l'inverse y + RK-,(Â, x), 
ce qui est absurde; donc Â E Sp,, x,. Il résulte de là et de (23) 
que 

donc que 

La formule (23) prouve que la fonction A H  RH(A, x), définie dans 
C - H, est la résolvante de x, relativement à A H .  Si 

K = H , u  . . .  u H, 

est une partition de K en éléments de E ,  on a :  

(27) R(Â, X) = RHl(J., X) + . . . + RHn(Â, x). 

En particulier, si H E  (3, la fonction A H  R(Â, x) est égale au 



voisinage de H à la somme de RH(Â, x) et d'une fonction holo- 
morphe. 

PROPOSITION 15. - Soit p un point isolé de Sp, x. 
6) R(A, x) = R{,)(A x) + R,,,,-{,)O? x). 
(ii) La fonction /Z ++ RSpAr-{,J(Â., X) est holomorphe au voisinage 

de p ;  la fonction A++ R{p,(/Z, x) est holomorphe dans C - {p). 
(iii) ll(x - p)nj{,jJl 'ln tend vers O quand n tend vers + co, et, 

pour Â. E C - {p), 

Ce qui précède entraîne (i) et (ii). Prouvons (iii). En remplaçant 
x par x - p, on se ramène au cas où p = O. Posons H = (O) c Sp, x. 
Alors le spectre de xH dans A, est {O), donc x, est quasi-nilpotent, 
c'est-à-dire que l [ ~ " j ~ l l ' ~ "  = ~ l ( ~ j ~ ) * ~ l ' ~ "  tend vers O. En outre, on a 
dans AH, pour Â. # 0, 

( 5  2, no 5, formule (7)), d'où (28). 

COROLLAIRE. - Soient p un point isolé de Sp, x et p un entier 
>O. Pour que p soit pôle d'ordre p de la résolvante de x, il faut et 
il s u . t  que (x - p)*- ' jbJ  # O, (X - p)*j{,) = 0. 

Exemple. - Soient E un espace de Banach complexe, x un 
endomorphisme continu de E. On peut considérer le spectre 
Sp x de x relativement à l'algèbre de Banach unifère A = S?(E). 
Soit H une partie de Sp x ouverte et fermée dans Sp x. L'idem- 
potent jH associé à H est un projecteur sur un sous-espace vec- 
toriel fermé EH de E, dit associé à x et H. Soit EH le noyau de 
ce projecteur. Alors E est somme directe topologique de EH et 
Eh; et x, qui commute à j,, laisse stables EH, EL. L'algèbre AH 
est ici l'algèbre des endomorphismes de E nuls sur Eh et qui 
laissent stable E H .  Soit / r  un endomorphisme continu de E 
laissant stables EH et EH ; pour que u(EH soit inversible, il faut et 
il suffit que uj, soit inversible dans AH, et on a un résultat 
analogue pour uJEL. Il résulte de là et de (25) que Sp(xlEH) = H, 
Sp(xlEh) = Sp x - H. 
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Si H se réduit à un point isolé p de Sp x, x(E;,, admet pour 
spectre Sp x - (p), et en particulier (x - p)lE;,, est un auto- 
morphisme de Ei,, . D'autre part, (x - p)lE{,, est quasi-nilpotent. 
Pour que p soit pôle d'ordre p > O de la résolvante de x, il faut et 
il suffit que (x - p)P-lIEI,j # O, (x - p)PIEi,) = O. Dans ce cas, 
E{,] = Ker(x - p)P et E;,, = Im(x - P ) ~ .  

Nous résumerons une partie de ces résultats de la manière 
suivante : 

PROPOSITION 16. -Soient E un espace de Banach complexe, 
x un endomorphisme continu de E ,  p un point isolé de Sp x, K le 
complémentaire de {p) dans Sp x. 

(i) Soit r le bord orienté d'un disque ouvert A de centre p, tel 
que K n (r u A) = a. Alors 

est un idempotent j qui ne dépend que de x et p. 
(ii) E' = Im j et E" = Ker j sont stables par x, (x - p)IE' est 

quasi-nilpotent, (x - ,u)IE" est un automorphisme de Eu. 
(iii) Pour que p soit pôle d'ordre p > O de la résolvante de x, 

il faut et il su@t que (x - p)P-lIE' = O, (x - P)~(E '  = 0. 

5 5. Algèbres de Banach commutatives régulières 

1. Définition et premières propriétés 

PROPOSITION 1.  - Soit A une algèbre de Banach commutative. 
Les conditions suivantes sont équivalentes: 

(i) La topologie faible et la topologie de Jacobson sur X(A) 
coïncident. 

(ii) Pour tout x E X(A) et toute partie faiblement fermée F de 
X(A) telle que x 6 F,  il existe un x E A tel que 9 x  soit égale u I 
en 31 et à O sur F. 

(iii) Pour toute partie faiblement compacte K et toute partie 
.faiblement fermée F de X(A) telles que K n F = 0, il existe un 
x E A tel que 9 x  soit &gale à 1 sur K et ù O sur F .  

Soit M c X(A). Dire que M est fermé pour la topologie de 
Jacobson signifie que, pour tout x E X(A) - M, il existe un x E A 
tel que YX s'annule sur M mais pas en X. La condition (ii) signifie 



donc que toute partie de X(A) faiblement fermée est fermée pour 
la topologie de Jacobson. Donc (ii) e (i). Il est clair que (iii) * (ii). 
Enfin (i) - (iii) d'après le 5 4, cor. de la prop. 14. 

DÉFINITION 1.  - Soit A une algèbre de Banach commutative. 
Elle est dite régulière si elle vérijie les conditions équivalentes de 
la prop. 1. 

Remarque. - Soit A l'algèbre de Banach déduite de A par 
adjonction d'un élément unité e. Utilisant la condition (ii) de la 
prop. 1, il est clair que si A est régulière, A est régulière. Supposons 
A régulière et montrons que A est régulière. Soient F et F' des 
parties faiblement fermées (donc faiblement compactes) disjointes 
de x(A) et construisons un x E A tel que Yx = O sur F, 99x = 1 
sur F'. Soit X, EX(A) le caractère nul sur A. Si X, q! F', il existe, 
d'après la condition (iii) de la prop. 1, un x E A tel que Yx = O 
sur F, YX = 1 sur F'. Si xo 4 F, il existe de même un y E A tel que 
3 y  = O sur F', Yy = 1 sur F, et on peut poser alors x = e - y E A. 

Exemples. - Reprenons les exemples du 5 2, no 2. Dans les 
exemples 1 (algèbre des fonctions continues tendant vers O à 
l'infini sur un espace localement compact R) et 2 (algèbre des 
fonctions n fois dérivables sur (0, l)),  A est régulière (cf. 5 3, 
no 3, exemples). On verra (chap. II, 5 3, prop. 1) qu'il en est de 
même dans l'exemple 4 (algèbre L1(Z)). Dans l'exemple 5 (algèbre 
des fonctions continues dans le disque lzl < 1 et analytiques à 
l'intérieur), A n'est pas régulière (5  7, exerc. 6). 

PROPOSITION 2.-Soit A une algèbre de Banach unifère 
commutative régulière. Soit (U,  , U, , . . . , Un) un recouvrement 
ouvert de X(A). Il existe des éléments x, , x, , . . . , x, de A de somme 
1 tels que Supp(Yxi) c Ui pour i = 1,2,. . . , n. 

La proposition est évidente si n'= 1. Nous la supposerons 
établie pour n - 1. 

Il existe un recouvrement ouvert (VI , V, , . . . , V,) de X(A) 
tel que Vi c Ui pour tout i. D'après I'hjpothèse de récurrence, 
il existe ensuite x, x, , x,, . . . , X,E A tels que x + x, + . . . + x, = 1, 
Supp(9x) c VI u V, , Supp(Yxi) c Vi pour i > 2. Posons 
K = Supp(99x). Soit K I  (resp. K,) l'ensemble des éléments de K 
qui n'appartiennent pas à V, (resp. V,). Alors K I  et K, sont des 
parties compactes disjointes de K. Il existe donc y E A tel que 
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%y = i sur K , ,  !$y = O sur K , .  Alors %'(xy) est nulle sur 
X(A) - K  et sur K, , donc Supp Y(xy) c V, c U, . De même, 
9 (x ( l  - y)) est nulle sur X(A) - K et sur K ,  , donc 

Supp '9(x(l - y)) c V ,  c U, . 

On peut donc poser x, = x(1 - y), x, = xy, et on a les propriétés 
de la proposition. 

COROLLAIRE 1 .  Soient A une algèbre de Banach unifère corn- 
mututive régulière, 3 un idéal de A, f :  X(A) + C une Jonction 
continue. On suppose que, pour tout x E X(A), il existe un y ,  E 3 
tel que f = Yy, au voisinage de X. Alors il existe un y E 3 tel que 
f = 9 y  sur X(A). 

Comme X(A) est compact, il existe un recouvrement ouvert 
fini (U, , . . . , Un) de X(A), et des éléments y, , . . . ,yn de 3 tels que 
f = 9y,  sur U, .  Il existe (prop. 2) des éléments x, , . . . , xn de A 
de somme 1 tels que Supp(9xi) c Ui pour tout i. Soit 

y = x , y ,  + . . .  + xnynE3. 

Soient x E X(A), et A l'ensemble des i E (1,2,.  . . , n )  tels que 
x E U i .  Si i E A, on a 9yi(x) = f(y); si i $ A, on a 9 x i k )  = O ;  donc 

n 

'YOI) = C gxi(X)'yi(X) = f (Y) 1 gxi(X) = f ( Y )  C %'xi(X) = f (XI. 
i t A  i t A  i =  1 

COROLLAIRE 2. - Soierzt A une ulgChre de Banlrch cmmutntive 
rkgulièrr, 3 un idkul de A, f : Xt(A) + C une jonction continue. 
On suppose que, pour tout x EX'(A), il existe un y, E 3 tel que 
j = (g'y, uu voisinage de il. Alors il existe un y E 3 tel que f = ??'y 
sur X1(A). 

Soit A l'algèbre de Banach déduite de A par adjonction d'un 
élément unité. Alors A est régulière (remarque), et Xt(A) = x(A); 
il suffit donc d'appliquer ii A et 3 le cor. 1 de la prop. 2. 

Si 3 est un idéal d'une algèbre de Banach commutative, 
nous noterons h(3) l'ensemble des x E X(A) dont le noyau contient 
3 ,  autrement dit l'ensemble des x E X(A) où s'annulent toutes les 
fonctions 9 x  pour x E 3. C'est une partie de X(A) fermée pour 
la topologie de Jacobson. 

PROPOSITION 3.  - Soient A une algèbre de Banach com- 
mutative régulière, 3 un idéal de A, K une partie de X(A) compacte 
et disjointe de h(3). I l  existe un u E 3 tel que 9 u  = 1 sur K. 

C'est un cas particulier de la prop. 14 du 3 4. 



2. Synthèse havmonique 

Soit A une algèbre de Banach commutative. Si M est une 
partie de X(A), nous noterons f(M) l'intersection des noyaux des 
éléments de M. 

P R ~ P O S I T I ~ N  4. - Soit A une algèbre de Banach commuta- 
tive régulière sans radical. Soit F une partie fermie de X(A). 
L'ensemble des idéaux 3 de A tels que h(3) = F admet un plus 
grand élément, a savoir f(F), et un plus petit élément, à savoir 
l'ensemble J des x E A tels que 9 x  soit à support compact disjoint 
de F. 

L'assertion concernant le plus grand élément est évidente. Il 
est clair que J est un idéal de A et que h(J) 3 F. Si x E X(A) - F, 
il existe un voisinage compact V de x ne rencontrant pas F, puis 
un x E A tel que 9 x  soit égale à 1 en x et à O hors de V ;  alors 
x E J, donc x 4 h(J), donc h(J) = F. Enfin, soit 3 un idéal de A 
tel que h(3) = F, et montrons que 3 i> J. Soit C une partie 
compacte de X(A) disjointe de F, et soit x un élément de A tel que 
Supp(3x) c C. D'après la prop. 3, il existe un u E 3 tel que 
3 u  = 1 sur C. Alors 9 x  = 9(ux), donc x = ux puisque A est 
sans radical, donc x E 3 .  Donc J c 5. 

COROLLAIRE 1 .  -- Soient A une algèbre de Banach com- 
mutative régulière sans radical, J l'ensemble des x E A tels que 3 x  
soit à support compact. On suppose 3 = A. Alors tout idéal fermé 
de A distinct de A est contenu dans un idéal maximal régulier. 

Soit 3 un idéal fermé de A qui n'est contenu dans aucun 
idéal maximal régulier. Alors h(3) = @, donc 3 3 5 (prop. 4), 
d'où 3 3 3 = A. 

COKOLLAIK~ 2. - Soit A une algèbre de Banach commutative 
rkgulière sans rudicul. Soient x,  y E A: Si le support de %x est 
compact et contenu dans l'ensemble des points où !9y f O, x est 
multiple de y dans A. 

Soit 3 = Ay. Alors h(3)  est l'ensemble F des zéros de 3y. 
Le support de 9 x  est compact et disjoint de F. Donc x E 3 
(prop. 4). 

DÉFINITION 2. - Soit A une algèbre de Banach commutative. 
On dit que A vériJie la condition de Ditkin si, pour tout x EX'(A) 
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et tout x E A tel que 9 'x  s'annule en X, il existe une suite (x, , x,, . . .) 
dans A telle que x = lim (x,x) et que chaque Y'x, s'annule dans 

n - o o  un voisinage V, de X. 

D'autre part, soient A une algèbre de Banach commutative, 
3 un idéal de A, x E A, et x E X1(A); nous dirons que x appartient 
à 3 au voisinage de x s'il existe un y~ 3 tel que ?#'y = 'S'x au 
voisinage de X. 

Remarque. - Soient A une algèbre de Banach commutative 
régulière, 3 un idéal de A, x un élément de X(A) tel que x 4 h(3); 
alors tout x E A appartient à 3 au voisinage de x ;  en effct, d'après 
la déf. 1,  il existe un z E A tel que 9'z = 1 au voisinage de x, et 
$9'~ = O au voisinage de h(3); on a z E 3 (prop. 4), donc xz E 3 ,  
et 'Sf(xz) = 'S'x au voisinage de x. 

Lemme 1. -Soit A une algèbre de Banach commutative 
régulière sans radical, vérifiant la condition de Ditkin. Soient 3 un 
idéal fkriné de A, x un élbment de f(lz(5)). Soit G l'ensemble des 
XEX'(A) tels que x appartienne à 3 au voisinage de X. Alors 
Xt(A) - G est parfait (c'est-à-dire, rappelons-le, fermé sans point 
isolé). 

11 est clair que G est ouvert. Supposons que X1(A) - G 
admette un point isolé X, . Nous allons aboutir à une contradic- 
tion, ce qui établira le lemme. 11 existe un voisinage U de X, 
tel que U - (x,) c G. Si X, # O, il existe un u E A tel que 
'S'u = 1 au voisinage de X, et ' Y u  = O au voisinage de X1(A) - U ; 
compte tenu de la Remarque, ux appartient à 3 au voisinage de 
tout x # x,, et n'appartient pas ii J au voisinage de x,. Si 
xo = O, il existe un v E A tel que 9'z- = O au voisinage de 2, et 
' S ' z l  = 1 au voisinage de XJ(A) - U ;  compte tenu de la Renzarque, 
x - zix appartient à 3 au voisinage de tout x # xo, et n'appartient 
pas à J au voisinage de X, . Dans les deux cas, nous avons construit 
un y E A qui appartient à J au voisinage de tout point de X'(A) 
sauf x, et tel que xo(y) = O. Puisque A vérifie la condition de 
Ditkin, il existe une suite (x, , x, , . . .) dans A telle que x,y tende 
vers y et que chaque g'x,, s'annule dans un voisinage de x,. 
Alors x,,y appartient à 3 au voisinage dc tout point de X1(A), 
donc s,y E 3 (cor. 2 de la prop. 2). Donc y E J puisque 3 est 
fermé. Mais alors y appartient à 3 au voisinage de X, , et ceci est 
la contradiction annoncée. 



PROPOSITION 5 .  - Soit A une algèbre de Banach commutative 
régulière sans radical, vérifiant la condition de Ditkin. Soit 3 un 
idéal fermé de A tel que la frontière de 43) ne contienne aucun 
ensemble parfait non vide. Alors 3 est l'ensemble des x E A tels que 
9 x  s'annule sur h(3). En particulier, si h(3) se réduit à un point X, 
on a 3 = Ker X. 

Soit x E f(h(3)). Il s'agit de prouver que x E 3. Soit G 
l'ensemble du lemme 1. Comme 9 'x = O sur h(3), il est clair que 
G contient l'intérieur de h(3) u {O]. D'après la remarque précé- 
dant le lemme 1, G contient X(A) - h(3). Donc X1(A) - G qui 
est un ensemble parfait (lemme l), est contenu dans la frontière de 
h(3) u {O). D'après l'hypothèse faite sur h(3), X1(A) - G c (O), 
donc X'(A) - G = @ puisque Xf(A) - G est parfait. Donc x E 3 
(cor. 2 de la prop. 2). 

5 6. - Algèbres normées involutives 

1. Algèbres involutives 

DÉFINITION 1. - Soit A une algèbre sur C. On appelle involu- 
tion dans A une application x H x* de A dans A telle que: 

(x*)* = X (X + y)* = x* + y* (Lx)* = Xx* 

quels que soient x, y E A et A E C. Une algèbre sur C munie d'une 
involution est appelée une algèbre involutive. 

On dit souvent que x* est l'adjoint de x. Un sous-ensemble 
de A stable pour l'involution est dit auto-adjoint. 

Une involution est évidemment un isomorphisme de l'anneau 
A sur l'anneau opposé A'. Si A possède un élément unité e, on a 
e* = e ;  on dit que (A, e) est une algèbre unifère involutive. 

Exemples. - 1) Soit A l'algèbre des fonctions complexes sur 
un ensemble. L'application f ++ f est une involution dans A. 

2) Soient H un espace hilbertien complexe, et A = 9 ( H ) .  
L'application x ++ x* (Esp. vect. top., chap. V, 2' éd., 5 1) est une 
involution de A. 

3) Soit G un groupe localement compact. On sait (Intégr., 
chap. VIII, 5 3, prop. 2) que A 1 ( G )  est une algèbre de Banach 
admettant l'élément unité E, . L'application x H x -  ' de G sur G 
transforme toute p E All(G) en f i  E All(G) (Intégr., chap. VII, 5 1, 
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no 1). On note p* la mesure complexe conjuguée de f i .  L'applica- 
tion ,H ++ fi  est un isomorphisme de l'algèbre de Banach .M1(G) sur 
l'algèbre de Banach A ~ ( G O ) .  Donc ,LL- p* est une involution 
isométrique de .A1(G). L'ensemble A des mesures bornées 
admettant une densité par rapport à une mesure de Haar est une 
sous-algèbre fermée de A1(G) stable par 17involution (Intégr., 
chap. VIII, C) 5, no 5). Soit B une mesure de Haar à gauche sur 
G .  On munit L1(G, p) du produit ( f i  g) H f * B  g et de l'involution - 

,f - f * = f l  A -  ', où A est le module de G et où , f (x )  = f ( x -  l )  

pour tout x E G. Alors l'application f ++ f .  /3 est un isomorphisme 
de I'algèbre involutive L1(G, B) sur A. Cet isomorphisme est 
isométrique. 

Soit A une algèbre involutive. Un x E A est dit hermitien si 
x = x*, normal si xx* = x*x. (Cette terminologie généralise celle 
d'Alg., chap. IX, C) 7, no 3.) Tout élément hermitien est normal. 
L'ensemble des éléments hermitiens est un sous-espace vectoriel 
réel de A. Si x et y sont hermitiens et permutables, on a 
(xy)* = y*x* = yx = xy, donc xy est hermitien. Pour tout x E A, 
xx* et x*x sont hermitiens. 

Tout x E A s'écrit de manière unique sous la forme x ,  + ix, 
avec x ,  , x, hermitiens. En effet, si on pose x ,  = &(x + x*), 
x2 = (1/2i)(x - x*), x1 et x, sont hermitiens, et on a x = x1 + ix,. 
Réciproquement, si on a x = x ,  + ix, avec x ,  , x,  hermitiens, on 

1 a x* = x ,  - ix, , donc x ,  = T ( ~  + x*), x2  = (1/2i)(x - x*). On a 
donc bien prouvé l'existence et l'unicité de x ,  et x, . Remarquons 
'lue 

donc x est normal si et seulement si x ,  et x,  sont permutables. 
Supposons que A admette un élément unité. Pour que x E A 

soit inversible, il faut et il suffit que x* le soit, et on a alors 
( x * )  = (x-  ')*. Comme (x  - A)* = X* - 2 pour tout Â E C, on 
en déduit que Sp, x* = Sp, x. Un x E A est dit unitaire si 
xx* = x*x = 1 ,  autrement dit, si x est inversible et que x = x*-  l .  

Soient A une algèbre involutive, A I'algèbre déduite de A par 
adjonction d'un élément unité. 11 existe sur A une involution et 
une seule prolongeant celle de A ;  elle est définie en posant 
(A, x)* = (A, x*)  pour Â. E C ,  x E A. Si x E A, on a SpA x* = S p i  x. 



Soient A et B deux algèbres involutives. On appelle morphisme 
de A dans B une application cp de A dans B telle que 

quels que soient x, y E A, Â, E C. On appelle sous-algèbre involutive 
de A une sous-algèbre auto-adjointe. Le centre de A est une 
sous-algèbre involutive. Si A, est un idéal bilatère auto-adjoint de 
A, l'involution de A définit par passage au quotient une involution 
dans l'algèbre A/A, , et l'application canonique de A sur A/A, 
est un morphisme. 

Le radical d'une algèbre involutive A est égal au radical de 
l'algèbre opposée, donc est auto-adjoint. 

Soit A une algèbre involutive. Si M c A est auto-adjoint, son 
commutant M' est une sous-algèbre involutive de A. Si x E A, le 
bicommutant de {x, x*} est une sous-algèbre involutive contenant 
x et x*, et cette sous-algèbre est commutative si et seulement si x 
est normal. 

Soient A une algèbre involutive, B une sous-algèbre involutive 
commutative maximale de A. Alors B est une sous-algèbre 
commutative maximale (donc est pleine si A est unifère). Car si 
x E A est permutable à B, x* est permutable à B ; donc, si on écrit 
x = x,  + ix, avec x l  , x, hermitiens, x,  et x, sont permutables à 
B; mais alors la sous-algèbre de A engendrée par B et x ,  est 
commutative et involutive, donc égale à B, d'où x ,  E B; de même 
x2  E B et finalement x E B. 

Soit A une algèbre involutive. Si f est une forme linéaire sur 
-- 

A, la fonction x H f (x*) sur A est une forme linéaire qu'on note 
f * et qu'on appelle adjointe de f: On a 

On dit que fes t  hermitienne si f = f *. Toute forme linéaire sur A 
se met de manière unique sous la forme f, + if, avec fl , f, 
hermitiennes. Pour qu'une forme linéaire f soit hermitienne, il 
faut et il suffit qu'elle soit réelle sur l'ensemble A, des éléments 
hermitiens de A. L'application f -.f'lAh est un isomorphisme de 
l'espace vectoriel réel des formes hermitiennes sur l'espace vec- 
toriel dual de l'espace vectoriel réel A,. Si A est commutative et 
si x est un caractère de A, X* est un caractère de A, et l'application 
x H X* est un homéomorphisme de X1(A) sur Xr(A). 
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2. Algèbres noumées involutives 

DÉFINITION 2.- On appelle algèbre normée (resp. algèbre de 
Banach) involutive une algèbre normée (resp. une algèbre de Banach) 
munie d'une involution x H X* telle que 1 1  x* 11 = llx 1 1  pour tout x. 

Exemples. - 1) Soient T un espace localement compact, A 
l'algèbre des fonctions complexes continues sur T tendant vers O 
à l'infini, munie de la norme 1 1  f 1 1  = sup 1 f (t)l et de l'involution 

 ET 

f H$ Alors A est une algèbre de Banach involutive. 
2) L'algèbre involutive des endomorphismes continus d'un 

espace hilbertien (no 1, Exemple 2)' munie de la norme usuelle, est 
une algèbre de Banach involutive. 

3) L'algèbre involutive A1(G) des mesures bornées sur un 
groupe localement compact (no 1, Exemple 3), munie de la norme 
usuelle, est une algèbre de Banach involutive. 

Soient A une algèbre normée involutive, A l'algèbre normée 
déduite de A par adjonction d'un élément unité. Munie de 
l'involution définie au no 1, A est une algèbre normée involutive. 

Si A est une algèbre normée involutive, l'adhérence d'une 
sous-algèbre involutive est une sous-algèbre involutive. Si M c A, 
la plus petite sous-algèbre fermée involutive contenant M est 
appelée sous-algèbre fermée involutive engendrée par M ;  c'est 
l'adhérence de la sous-algèbre engendrée par M u M*; si M 
se réduit à un élément normal, elle est commutative. Le quotient 
d'une algèbre normée involutive par un idéal bilatère fermé 
auto-adjoint, le produit d'un nombre fini d'algèbres normées 
involutives, la complétée et l'opposée d'une algèbre normée 
involutive, sont de façon naturelle des algèbres normées 
involutives. 

Si A est une algèbre normée involutive, et si f est une forme 
linéaire continue sur A, on a 11 f *Il = I l  f 11. L'ensemble A, des 
éléments hermitiens de A est un espace vectoriel normé réel. 
Soient f une forme linéaire continue hermitienne sur A, et g = f lAh. 
On a I l  f 1 1  = Ilgii ; en effet, il est clair que 1 1  f 11 2 llgll; d'autre part, 
pour tout E > O, il existe ~ E A  tel que llxll < 1 et 1 f(x)l 2 I l  f 1 1  - E;  
en multipliant x par un scalaire de module 1, on peut supposer 
f (x) 2 O ; alors 



et comme 11+(x + x*)ll < 1, on voit que llgll 2 1 1  f 1 1  - r ,  d'où 
notre assertion. On identifiera donc les formes linéaires continues 
hermitiennes sur A et les formes linéaires continues réelles sur A,. 

3. A Igèbres stellaires 

DÉFINITION 3.- On appelle algèbre stellaire une algèbre de 
Banach involutive A telle que 1/x/I2 = lix*xil pour tout x E A. 

Les exemples 1 et 2 du no 2 sont des exemples d'algèbres 
stellaires (Esp. vect. top., chap. V, 2" éd., 4 1). Par contre, l'exemple 
3 n'est pas en général un exemple d'algèbre stellaire. 

Remarques. - 1) Soit A une algèbre de Banach munie d'une 
involution satisfaisant à l'axiome : 

On en déduit /lx11 < /lx* 1 1  . IlxlI, d'où llxil < Ilx*ll, et, changeant 
x en x*, on voit que llxll = llx*l/. Alors (1) entraîne 

donc A est une algèbre stellaire. 
2) Soit A une algèbre stellaire. Pour tout x E A, on a 

En effet, il est clair que llx'il < 1 entraîne ilxx'll < llxll. Pour 
prouver que llxll < sup llxx'll, on peut supposer Ilxll = 1. Alors, 

l l x '  I l  6 1 
Ilx*ll = 1, et Ilxx*ll = 1 1 ~ 1 1 ~  = 1. 

3) Soit A une algèbre stellaire, unifère. On a 

donc 1 1  1 1 1  = 1 ou O. Si A # (O), on en déduit 1 1  111 = 1, d'où, pour 
tout élément unitaire u, llull = ilu*ull '12 = 1. 

4) Soit (A,) une famille d'algèbres stellaires. Soit A l'ensemble 
des (xi) E HAi tels que supillxill < + m. Pour les lois 

et la norme ll(xi)ll = supillxill, on vérifie tout de suite que A est 
une algèbre stellaire appelée algèbre stellaire produit des A, .  

5 )  Soit A une algèbre normée involutive. Si 11x11 = ~ ~ x * x l ~  
pour tout x E A, la complétée Â de A est une algèbre stellaire. 
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PROI'OSI? ION 1 .  -- Soient A une algèbre de Banach involutive, 
B une algèbre stellaire, T L  un morphisme de l'algèbre involutive A 
dans l'algèbre involutive B. On a Iln(x)ii < ilxll pour tout x E A. 

Observons que, pour tout élément hermitien y de B, on a 
j l y 2 1 /  = Ily*yil = \ly112, d'où lly2"112-n = llyll et par suite: 

Ceci posé, pour tout x E A, on a Spb ~ ( x )  c S p i  X, donc 

P K ~ P O S I ~ I ~ N  2.-Soient A une algèbre stellaire, A l'algèbre 
involutiur dkduite d p  A par adjonction d'un élément unité. Il existe 
sur A une norme et une seule prolongeant celle de A et faisant de A 
une algèbre stellaire. 

L'unicité de cette norme résulte de la prop. 1. 
Si A possède un élément unité e, A est produit des idéaux 

bilateres auto-adjoints A et C(Z - e)  (2 désignant l'élément unité 
de A). Il suffit de poser, pour tout x E A et tout i~ C, 

llx -t 4; - elIl = sup(llxIl, 14), 
et A devient ainsi une algèbre stellaire (remarque 4). 

Supposons désormais que A ne possède pas d'élément unité. 
Pour tout x E A, soit Lx l'opérateur de multiplication à gauche 
par x dans A, et posons ljx(l = llLxll. Pour ~ E A ,  on retrouve 
bien, d'après la remarque 2, la norme donnée sur A. D'autre 
part, x++ iixli est une semi-norme sur A, et Ilxyll < ilxll . Ilyll. 
Cette semi-norme est une norme ; car, soit x = Ai? - x' (A E C, x' E A) 
un élément de A tel que xy = O pour tout y E A, et montrons que 
x = O ;  si 2, f O, X 1 x '  est unité i gauche dans A, donc A 1 x "  
est unité à droite, donc A possède un élément unité contrairement 
ii l'hypothèse; donc 3, = 0, et alors j /  -x'll = O, donc x' = O 
et x = O:  on a bien prouvé que X H  / \ X I I  est une norme. Comme - - 
A est complet et de codimension 1 dans A, A est complet. Reste à 
montrer (remarque 1) que /1z112 < llz*zll pour tout z E A, et il 
sufit de le faire pour IlzlI = 1 .  Pour tout r < 1, il existe ~ E A  
tel que llyii < 1 et llzy/I2 3 r ;  alors, comme zy E A, on a :  



On dit que A, munie de la norme de la prop. 2, est l'algèbre 
stellaire déduite de A par adjonction d'un klkment unit[;. On 
notera que cette norme d'algèbre stellaire sur A n'est pas celle 
considérée au no 2. 

PROPOSITION 3. - Soit A une algèbre stellaire. 
(i) Si h est un klément hermitien de A, Sp' h c R. 
(ii) Si A possède un élément unité et si u est un dément unitaire 

de A, Sp u c U. 
En vertu de la prop. 2, on peut supposer, pour prouver les 

deux parties de l'énoncé, que A est unifère (et A # {O)). On a 
Iluii = llu-'il = 1 (remarque3),doncSpu c U(S2,cor. 3du  th. 1). 
D'autre part, 

(exp(ih))* = = exp(- ih), 
n = O  

donc exp(ih) est unitaire; donc, si Z E  Sp h, on a e x p ( i z ) ~  U, 
de sorte que z E R. 

PROPOSITION 4.- Soient A une algèbre stellaire, B une sous- 
algèbre stellaire de A, et x E B. 

(i) On a S p i  x = Spb x. 
(ii) Si A possède un élément unité appartenant à B, B est une 

sous-algèbre pleine et on a Sp, x = Sp, x. 
Par adjonction d'un élément unité, on voit que (i) résulte 

de (ii). Prouvons (ii). Si x est hermitien, on a Sp, x c R, donc 
Sp, x = Sp, x ( 5  2, prop 6). Dans le cas général, si x E B est 
inversible dans A, xx* est inversible dans A, donc dans B d'après 
ce qui précède, donc x est inversible à droite dans B ;  on voit de 
même que x est inversible a gauche dans B, donc inversible dans B ; 
donc B est une sous-algèbre pleine et par suite Sp, x = Sp, x. 

4. Algèbres stellaires commutatives 

THÉORÈME 1. - Soient A une algih-e sfellaire commutative, B 
l'algèbre stellaire des fonctions complexes continues sur X(A) 
tendant vers O à l'infini. Alors: 

(i) tout caractère de A est hermitien; 
(ii)  la transjorination de Geijïand est un isomorphisine de 

l'algèbre stellaire A sur l'algèbre stellaire B. 
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Si y E A est hermitien, 3 y  est réelle (prop. 3). Donc gx* = ?!% 
pour tout x 6 A, ce qui prouve (i). Comme les 9 x  séparent les 
points de X(A), et qu'en tout point de X(A) il existe une fonction 
9 x  qui n'est pas nulle, 9(A) est partout dense dans B (Top. gén., 
chap. X, 2" éd., 5 4, cor. 2 de la prop. 7). Pour achever la démons- 
tration, il suffit maintenant de montrer que 9 est isométrique. 
Or  l/3yl) = liyli pour y hermitien (formule (2)), d'où, pour tout 
x E A, l i ~ 1 1 ~  = IIx*xII = I19(x*x)II = Il'&. 9x11 = 119~(1~. 

C O R O L L A I R E . - S O ~ ~ ~ ~  A une algèbre stellaire, x un élément 
normal de A. Alors ilx 1 1  = p(x). 

Comme x et x* engendrent une sous-algèbre stellaire com- 
mutative de A, il suffit de faire la démonstration pour A com- 
mutative. Dans ce cas, Ie cor. résulte du th. 1. 

5. Calcul fonctionnel dans les algèbres stellaires 

PROPOSITION 5.-Soient A une algèbre stellaire unifère, 
x E A un élément normal, S = Sp, x, A' l'algèbre stellaire unifère 
des fonctions complexes continues sur S. Il existe un morphisme 
unifère cp et un seul de l'algèbre involutive A' dans l'algèbre involu- 
tive A tel que cp(z) = x, en notant z la fonction IL+-+ Â sur S. Ce 
morphisme est isométrique, Son image est la sous-algèbre stellaire 
unifère de A engendrée par x, donc est composée d'éléments 
normaux. 

Les polynômes en z et S sont partout denses dans A', et tout 
morphisme de A' dans A est continu (prop. l), d'où aussitôt 
I'uniticé de cp. Soit B la sous-algèbre stellaire unifère de A 
engendrée par x. Elle est commutative. L'application H ~ ( x )  de 
X(B) sur Sp, x = S est continue et injective (car deux caractères 
de B égaux en x sont identiques d'après le th. 1 (i)); cette applica- 
tion définit un isomorphisme I,!J : A' + W(X(B)) qui transforme z en 
9, X. L'isomorphisme : 

composé avec l'injection B + A, est le morphisme de la 
proposition. 

DÉFINITION 4.-Si x est un élément normal de A et si 
f E %?(SpA x), l'élément q( f )  de la prop. 5 se note f (x). 



pour f ,  g E %(Sp x). Si f est la restriction à S d'un polynôme 
P(Â, J), on a f (x) = P(x, x*) au sens algébrique usuel. 

Avec les notations ci-dessus, 

PROPOSITION 6.-Soient A et B deux algèbres stellaires 
unifères, cp un morphisme de A dans B, x un élément nornzal de A, de 
sorte que cp(x) est normal dans B. Soit f E W(Sp, x). La restriction 
de f à SpB cp(x) étant encore notéeJ; on a cp( f (x)) = f ( ~ ( x ) ) .  

Les applications f ++ cp( f (x)) et f w f (cp(x)) sont des mor- 
phismes unifères de %(Sp,x) dans B qui prennent la même 
valeur pour f (Â) = Â. et pour f (A) = 2, donc ces deux applications 
sont égales. 

COROLLAIRE 1 .-Soient A une algèbre stellaire unifère com- 
mutative, x E A et f E %(Sp x). On a 9( f (x)) = f 0 9x. 

COROLLAIRE 2. - Soient A une algèbre stellaire unifère, et 
x E A. Soient f E W(Sp x) et g E %(Sp( f (x))) = %'( f (Sp x)). Alors 

L'application g- (g 0 f)(x) est un morphisme unifère de 
V(Sp(f(x))) dans A qui transforme la fonction IL- A en f(x). 
D'après l'assertion d'unicité de la prop. 5 ,  (g 0 f)(x) = g( f (x)). 

PROPOSITION 7.- Soient A une algèbre stellaire unifère, x E A 
un élément normal, et f E O(Sp x). Les déJinitions de f (x) données 
ci-dessus, et au 3 4, no 8, dé$ 1, coïncident. 

Prenons f(x) au sens de la déf. 4. L'application f ++ f (x), 
restreinte à O(Sp x), est un morphisme unifère continu de O(Sp x) 
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dans A qui transforme la fonction 2- A en x, donc est le 
morphisme du $ 4, th. 3. 

PROPOSITION S.- Soient A une algèbre stellaire, x E A un 
élément normal, S = Sp'x, A' l'algèbre stellaire des fonctions 
continues sur S nulles en O. I l  existe un morphisme q et un seul de 
l'algèbre involutive A' dans l'algèbre involutive A tel que q(z) = x. 
Ce morphisme est isométrique. Son image est la sous-algèbre stellaire 
de A engendrée pur x, donc est composée d'éléments normaux. 

Comme les polynômes en z et S sans terme constant sont 
partout denses dans A', l'unicité de q est immédiate. L'existence 
résulte de la prop. 5 en adjoignant à A un élément unité (prop. 2). 

Si f E A', l'image de f par cp se note f (x). 

Re~narque. - Tous les résultats de ce no s'étendent sans 
difficulté, mutatis mutandis, au morphisme de la prop. 8. 

Soit x un élément hermitien de l'algèbre stellaire A. Son 
spectre est réel. Considérons les fonctions continues de variable 
réelle 

On pose x +  = fl(x), x-  = f2(x), 1x1 = abs(x) = f3(x). Comme les 
fonctions f , ,  f 2 ,  f3 sont réelles, x + ,  x- ,  1x1 sont des éléments 
hermitiens de la sous-algèbre stellaire de A engendrée par x. 
Comme les f, sont à valeurs 2 O, on a 

La norme de 1x1 est égale à celle de x, les normes de x +  et x -  
sont majorées par celle de x. 

Supposons Sp' x c R+ . Soient a E R*, , et g la restriction à 
Sp'x de la fonction t ++ ta. On pose g(x) = xa. Ainsi, xa est un 
élément hermitien de la sous-algèbre stellaire de A engendrée par 
x. On a Sp' xa c R +  . Pour a, P E RT, il est immédiat que 



PROPOSITION 9. -Soif x un élément hermitien de A tel que 
Sp' x c R+ . Soit a €  RT . Alors xl'" est l'unique élément hermitien 
y de A tel que Sp' y c R + et ya = x. 

O n  sait déjà que Sp'(xl/") c R +  et que (xl'")" = x. Soit y u n  
élément hermitien de A tel que Sp' y c R+ et y" = x, et prouvons 
que y = x1I". En considérant la sous-algèbre stellaire de A 
engendrée par y (sous-algèbre stellaire qui contient x ,  donc xl'"), 
o n  est ramené au cas où  A est commutative. Mais alors notre 
assertion est conséquence immédiate du th. 1. 

6. Algèbre stellaire enveloppante d'une algèbre de Banach involutive 

Lemme 1. -Soit A une algèbre involutive sur C et soit p une 
semi-norme sur A. Les conditions suivantes sont équivalentes: 

(9 On a p(xy) G p(x)p(y), p(x*) = P ( X )  et p(xI2 = p(x*x) quels 
que soient x ,  y E A. 

(ii) L'ensemble % des x tels que p(x) = O est un idéal bilatère 
auto-adjoint de A,  et la norme déduite de p fait de A/% une algèbre 
normée involutive dont la complétée est une algèbre stellaire. 

(iii) Il existe un morphisme d'algèbres involutives cp de A dans 
une algèbre stellaire tel que p(x) = llcp(x)l(. 

11 est immédiat que ( i )  * (ii) 3 (iii) - (i). 
Une semi-norme satisfaisant aux conditions du lemme sera 

appelée une semi-norme stellaire sur l'algèbre involutive A.  
Supposons maintenant que A soit une algèbre de Banach 

involutive et soit S l'ensemble des semi-normes stellaires sur A. 
O n  a p(x) < lixll pour tout x E A et tout p E S (prop. 1). La fonc- 
tion x H //XII* = sup p(x) est une semi-norme stellaire sur A, qui 

P ~ S  
est évidemment la plus grande semi-norme stellaire. 

DÉFINITION 5 .  -Soit % ïensemble des X E A  tels que 
Ilxil* = O. L'algèbre stellaire complétée de A/% pour la norme 
déduite de x ++ llxll* est appelée l'algèbre stellaire enveloppante de 
l'algèbre de Banach involutive A et est notée Stell(A) ou St(A). 

PROPOSITION 10. - Soient A une algèbre de Banach invol~ltive, 
j le morphisme canonique de A dans St(A).  Pour tout morphisme cp 
d'algèbres involutives de A dans une algèbre stellaire B, il existe un 
morphisme cp' d'algèbres stellaives, et un seul, de St(A)  dans B tel 
que cp = cp' 0 j. 
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En effet, la fonction X H  II(P(x)II est une semi-norme stellaire 
sur A. On a donc I l  cp(x)ll < Il x 1 1  * pour tout x E A ; le morphisme 
définit par passage au quotient un morphisme continu de A/% 
dans B, qui se prolonge par continuité à St(A). L'unicité de cp' est 
évidente. 

Il est clair que si A est commutative (resp. possède un élément 
unité) alors St(A) est commutative (resp. possède un élément unité). 

C O R O L L A I R E . - S O ~ ~ ~ ~  A une algèbre de Banach involutive 
commutative, j le morphisme canonique de A dans St(A). L'applica- 
tion X(j) est un homéomorphisme de X(St(A)) sur le sous-espace 
H de X(A) formé des caractères hermitiens. 

En effet, un caractère hermitien n'est pas autre chose qfi'un 
morphisme d'algèbres involutives à valeurs dans l'algèbre stel- 
laire C. Il résulte donc de la prop. 10 que X(j) est une bijection 
de X(St(A)) sur H. De plus, sur X(St(A)), les topologies de la 
convergence simple sur j(A) ou sur St(A) sont les mêmes, car j(A) 
est dense dans St(A) et X(St(A)) est équicontinu. Par suite, X(j) 
est un homéomorphisme. 

Identifions X(St(A)) a H grâce à X(j). Alors, si ~ E A ,  la 
fonction '3,,(,,(j(x)) n'est autre que la restriction à H de g,(x). 

PROPOSITION 1 1. - Soient A une algèbre de Banach involutive, 
% le radical de A. S i  x E %, son image canonique j(x) dans St(A) 
est nulle. 

En effet, on a x * x ~  93, donc SpA(x*x) = (O) ( 5  1, no 3, 
remarque 3), donc Spl,,(,,(j(x)*j(x)) = {O), donc l( j(x)*j(x)ll = O 
(no 3, formule (2)), donc j(x) = 0. 

7 .  Algèbre stellaire d'un groupe localement compact 

Soit G un groupe localement compact. Soit A l'algèbre de 
Banach involutive des mesures bornées sur G admettant une 
densité par rapport à une mesure de Haar. On appelle algèbre 
stellaire de G et on note Stell(G) ou St(G) l'algèbre stellaire 
enveloppante de l'algèbre de Banach involutive A. Si on choisit 
une mesure de Haar à gauche sur G, A s'identifie canoniquement 



à L1(G), et on peut donc définir St(G) comme l'algèbre stellaire 
enveloppante de L1(G). 

Choisissons une mesure de Haar à gauche sur G. On sait 
(Intégr., chap. VIII, 3 4, prop. 6) que pour p E A1(G) et f E L2(G), 
on a p * f E L2(G). Si y(p) désigne l'endomorphisme f ++ p * f de 
L2(G), on sait que y est une représentation de l'algèbre A1(G) 
dans l'algèbre de Banach B = 2(L2(G)) des endomorphismes 
continus de L2(G) (Intégr., chap. VIII, $4, cor. de la prop. 6). 
D'autre part, on sait que y@) est le transposé de l'endomorphisme 
y(p) (Intégr., chap. VIII, 4, no 3). Il en résulte aussitôt que y(p*) 
n'est autre que l'adjoint de ?(fi), et y est un morphisme d'algèbres 
involutives de A 1 ( G )  dans l'algèbre stellaire B, appelé représenta- 
tion régulière gauche de A1(G)  dans L2(G). D'après Intègr., 
chap. VIII, 9 4, no 7, prop. 19, cette représentation est injective. 

Par restriction à L1(G), y définit un morphisme injectif 
d'algèbres involutives de L1(G) dans B (appelé représentation 
régulière gauche de L'(G) dans L~(G))  et il existe un morphisme 
y' : St(G) -, B tel que y = y' O j, où jdésigne l'application canonique 
de L1(G) dans St(G). On dit que y' est la représentation régulière 
gauche de St(G) dans L2(G) (cette représentation n'est pas en 
général injective). Par abus de notation, nous poserons encore : 

pour f E L2(G) et cp E St(G). On a :  

PROPOSITION 12. - l'application canonique de L (G) dans 
St(G) est injective. 

Puisque y est injectif, ceci résulte aussitôt de l'égalité 
y = y1 " cp. 

COROLLAIRE. - l'algèbre L1(G) est sans radical. 
Ceci résulte des prop. 11 et 12. 

On identifie donc L1(G) à une sous-algèbre involutive dense 
de St(G). L'injection canonique de L1(G) dans St(G) est alors 
continue. 

Supposons maintenant que G soit unimodulaire. On peut 
alors répéter les mêmes arguments à partir de l'application 
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( f ,  p) - f * fi  = 6(p)(  f )  de L2(G) x .M1(G) dans L2(G). On  définit 
de même f * q pour f E L ~ ( G )  et y E St(G). 

De plus, on a, pour f E L2(G) et (p, $ E St(G) : 

En effet, cette formule est vraie pour q, $ E L1(G);  et les applica- 
tions (cp, S/) ++ ((p * f )  * S/, (q, $) +-+ cp * (.f * $) sont des applications 
bilinéaires continues de St(G) x St(G) dans L ~ ( G ) .  

8. Endomorphismes positifs des espaces hilbertiens 

Soient E un espace hilberticn complcxc, et x E 2'(E). Rap- 
pelons (Esp. 1.ec.t. top., chap. V, 2" éd., # 1 )  que .Y est dit positif si 
(xilÇ) 3 O pour tout t E E, et qu'on écrit alors x 3 O. Les éléments 
positifs de 2 ( E )  sont hermitiens (loc. cit.). 

D'autre part, quand on parle du spectre d'un élément de 
9'(E), il s'agit de son spectre relativement à l'algèbre unifère 9 ( E ) .  

PROPOSITION 13. - Soit x E Y1(E). Les conditions suivantes sont 
équizulentrs : 

(i) x es1 positif; 
(ii) x est hermitien, et Sp x c R +  ; 
(iii) il existe un dément hermitien j. de  P ( E )  tel que x = y2; 
(iv) il existe une application liniuire continue z de E dans un 

espaw hilbertien telle que x = z*z. 
( i )  * (ii): supposons x 3 O. On sait que x est hermitien, 

donc Sp(x) c R. Montrons que Sp(x) c R +  , c'est-à-dire que 
/. + x e\t  inversible pour tout 1 > O. Si gY E E et si / 1 < / 1  = 1, on a 

Ceci prouve que i + x est une application bijective et bicontinue 
de E sur Im(2 + x), donc que Im(Â + x) est complet et par suite 
fermé. D'autre part, Ker(1, + .x)* = Ker(i + x)  = O, donc 
Im(1. + x) est dense dans E (Esp. vect. top., chap. V, 2" éd., # 1). 
Donc 2, + x est inversible dans 2?(E). 

(ii) - (iii): si x est hermitien et si Sp(x) c R +  , on peut former 
2 y = xii2, et on a x = y . 

(iii) => (iv) : évident. 
(iv) * (i): si x = Z*Z, on a, pour tout 5 E E. 



COROLLAIRE. - Si X, y sont deus élémentspositijs permutables 
de (;P(E), on a xy 3 0. 

En effet, x1I2 et yii2 sont permutables, donc 
xy = y'12Xy'/2 = (x1/2y1/2)*(x1/2y1/2) 0. 

Rappelons (Esp. vect. top., chap. V, 2' éd., 9 1) que, pour tout 
élément hermitien x de 9 ( E ) ,  on a posé 

PROPOSITION 14. - Soit x un élément hermitien de 2 ( E )  
(i) m(x) est la borne inférieure de Sp x, et M(x) est la borne 

supérieure de Sp(x). 
(ii) Si E # O, on a llxll = sup()m(x], IM(x)l). 
Soit Â E R. Pour que Â minore Sp(x), il faut et il suffit que 

Sp(x - A) c R+ , c'est-à-dire que x 2 Â, c'est-à-dire que m(x) = A ;  
donc m(x) est la borne inférieure de Sp(x), et on voit de même 
que M(x) est la borne supérieure de Sp(x). D'après (2), on a 
p(x) = Ilxll ; si E # O, Sp(x) est non vide et p(x) = sup lî,l, donc 

Â€Sp(x) 

(ii) résulte de (i). 

Soient E, F des espaces hilbertiens complexes, et z E Y(E ; F). 
On a z*z E Y(E) et z*z 3 0, donc on peut former (z*z)'l2, qui 
est un élément positif de Y(E). 

DÉFINITION 6. - On dit que (z*z)'/~ est la valeur absolue de 
z, et on la note lzl ou abs(z). 

Lorsque z E Y(E) est normal, on a 1 . ~ 1  = f (z) en notant f la 
restriction à Sp(z) de la fonction [ +-+ 151 (en effet, 111 = ([[)'12 
pour tout nombre complexe [). En particulier, pour z hermitien, 
la déf. 6 redonne bien la définition adoptée au no 5. 

PROPOSITION 15. - Soient z E 2 ( E ;  F), M le sous-espace initial 
de z (c'est-à-dire (Esp. vect. top., loc. cit.) le supplémentaire ortho- 

gonal de Ker z), et N le sous-espace jînal de z (c'est-à-dire 5). 
(i) On a Ker(abs z) = Ker z, Im(abs z) = M, (jabs(z)(j = JIzlJ. 
(ii) Il existe une application partiellement isométrique u de E 

dans F et une seule telle que Ker u = Ker z et z = u(abs z). 
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(iii) u admet M pour sous-espace initial, N pour sous-espace 
Jinul. 

(iv) Soient z, un élément positif de Y(E) et u, un élément 
partiellement isornétrique de 9 ( E ; F )  tels que Ker(u,) = Ker(z,) et 
z = u,z, . Alors 2, = absz  et u ,  = u. 

On a, pour tout ( E E, 

Donc Ker(z) = Ker(abs z), et llabs zll = ilz 1 1 .  Comme abs z est 
hermitien, Im(abs z) est le supplémentaire orthogonal de Ker(abs z) 
(Esp. vect. top., chap. V, 2" éd., 5 l), d'où (i). 

La formule (14) prouve qu'il existe une application iso- 
métrique v de Imlzl sur Im z telle que z t  = v(abs z)t pour tout 
E E. Soit u l'unique élément de Y(E;  F) qui prolonge 11 et s'annule 

dans Ker z. Alors u possède les propriétées de (ii). L'unicité 
énoncée dans (ii) est immédiate puisque E = (Ker z) @ (Im abs 2). 

Il est clair que M est le sous-espace initial de u. Son sous- 
- 

espace final est u(M) = u(Im abs z) = Im z = N. 
Soient z, et u, avec les propriétés de (iv). On a 

uTu, est l'orthoprojecteur de noyau Ker z, (Esp. vect. top., 
chap. V, 2" éd., 5 l), donc d'image lm z, . Donc z*z = z: et par 
suite z, = (z*z)'I2 (prop. g). Alors u, coïncide avec u sur Im(abs z) 
et sur Ker z, donc u,  = u. 

On dit que le couple (u, abs z) est la décomposition polaire 
de z. 

PROPOSITION 16. - Soit (u, lzl) la décomposition polaire de z. 
(i) On a lzl = u* . z. 
(ii) On a lz*( = u . lzl . u*. 
(iii) Lu dkcomposition polaire de z* est (u*, lz*I). 

Comme u*u est l'orthoprojecteur de E sur Im lzl, on a 
u*z = U* . u . lzl = lzl, d'où (i). Ensuite, 

D'autre part, ulM et u*lN sont des isométries réciproques de M 
sur N et de N sur M ;  donc u .  lzl . u* a pour noyau le supplé- 
mentaire orthogonal de N, et est positif. Compte tenu de la prop. 



15(iv), on voit que (u*, u . lzl . u*) est la décomposition polaire de 
z*, ce qui prouve à la fois (ii) et (iii). 

PROPOSITION 17. -Soit (u, lzl) la décomposition polaire de z. 
Pour que z soit bijectii il faut et il sufit que lzl soit inversible dans 
2 ( E )  et que u soit un isomorphisme de l'espace hilbertien E sur 
l'espace hilbertien F. 

La condition est évidemment suffisante. D'autre part, si z est 
bijectif, z*z est inversible dans 9(E),  et (z*z)''' également. En 
outre, Ker z = O et Im z = F, donc u applique isométriquement 
E sur F. 

PROPOSITION 18. - Soient z E 2(E) ,  et (u, lzl) la décomposition 
polaire de z. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) z est normal; 
(ii) u et lzl sont permutables; 
(iii) il existe un élément unitaire v de 9 ( E )  permutable à 

lzl tel que z = L I .  lzl. 
(i) 3 (ii): si z est normal, on a lz*l = (zz*)li2 = (z*z)'I2 = lzl, 

donc, compte tenu de la prop. 16 (ii), 

(ii) * (iii): si u .  lzl = lzl . u, u laisse stables les sous espaces 

de 2 ( E )  qui coïncide avec u sur Im lzl et avec l'identité sur Ker z;  
alors u est unitaire, permutable à lzl, et z = v .  lzl supplémentaires 
orthogonaux Ker lzl et Im 121; soit v l'élément. 

(iii) * (i): si les conditions de (iii) sont remplies, on a 

zz* = v . (zI2 . v* = (zI2 . vu* = (21' = z*z. 

$7 .  - Algèbres de fonctions continues sur un espace compact 

1. Sous-algèbres de %(R) (O, espace compact) 

PROPOSITION 1.  -Soient Cl un espace compact, B une sous- 
algèbre un$ère de W(Q). On suppose B munie d'une norme qui fait 
de B une algèbre de Banach. 

(i) L'injection canonique de B dans %(R) diminue les normes. 
(ii) B est sans radical. 
(iii) Pour tout t E X, soit q(t) le caractère f H f (t) de B. Alors 

cp est une application continue de SZ dans X(B). 
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(iv) Si B sépare les points de R, cp est un hornéomorpliisme de Q 
sur une partie fermée de X(B). 

(v) Si X(B) = cp(Q), B est une sous-algèbre pleine de W(R). 
(vi) Si B est une sous-algèbre involutive pleine de W(Q) on a 

WB) = cp(W 
(vii) Si B est une sous-algèbre pleine de %'(Cl), et s'il existe 

un a E B tel que les éléments f(a)  (f;,fonction rationnelle sans pôle sur 
Sp, a) soient partout denses dans B, on a X(B) = cp(Q). 

Nous identifierons R à X(%'(R)) et gV(,, à l'application 
identique (6 3, no 2). Alors cp = X(h) en désignant par h l'injection 
canonique de B dans W(Q), d'où (iii). Pour toute f E B et tout 
t E R, on a (CgB f )(cp(t)) = f (t), d'où : 

et ceci entraîne (i) et (ii). Si B sépare les points de R, cp est injec- 
tive, d'où (iv) puisque Q est compact. L'assertion (v) résulte du 
$ 3, prop. 7, et l'assertion (vii) du 5 3, prop. 8. Enfin, supposons 
que B soit une sous-algèbre involutive pleine de %'(O). Soit 3 un 
idéal maximal de B et soit @ l'ensemble des t E R tels que f (t) = O 
pour toute f E 3. Si 0 = @, il existe un recouvrement ouvert 
(VI ,. . . , V,) de R et, pour tout i~ (l ,n),  une & ~ 3  telle que 
L(t) # O pour tout t E Vi . Comme B est involutive, on a 

n 

Or Cf;-( est inversible dans %'(a), donc dans B puisque B est 
i =  1 

pleine, d'où absurdité. Donc @ possède au moins un point t,. 
Le caractère correspondant de B a un noyau contenant 3, donc 
égal à 3. Ainsi tout point de X(B) est l'image par cp d'un point 
de R. 

Exemple. - Soient R = (O, 1 ), B l'algèbre des fonctions 
f :R + C admettant des dérivées continues sur (0, 1) jusqu'à 
l'ordre n, munie de la norme considérée au $2,  Exemple 2. Il est 
clair que B est une sous-algèbre involutive pleine de %'(O) séparant 
les points de R, donc X(B) s'identifie à R. 

PROPOSI rION 2. - Soient R un espace compact, B une sous- 
algèbre de Banach unifère de %'@) (pour la norme induite), séparant 
les points de R. On identi$e R à une partie fermée de X(B) = R'. 



(i)  Pour toute f E B, gB f prolonge f et on a 1 1  f / /  = ~ u p l 9 ~  f 1 ,  
de sorte que gB est un isomorphisme isométrique de B sur une sous- 
algèbre de Banach de %?(RI). 

(ii) Soit B* l'ensemble des éléments inversibles de B. Pour tout 
y, E Cl', il existe une mesure positive p de masse 1 sur R telle que, 
pour toute f E B*, on ait 

(iii) Si x et p possèdent les propriétés de (ii), on a, pour toute 
f 4 3 7  

x ( f )  = 1 f (w) d ~ ( 4 .  
n 

(iv) Supposons que tout élément de V,(Q) soit limite uniforme 
de parties réelles de fonctions de B. Pour tout E R', il existe une 
mesure px 3 O et une seule sur Cl telle que 

pour toute f E B. En outre, on a 

pour toute f E B. 
(On convient que log O = - CO. La fonction log( f 1 est bornée 

supérieurement, de sorte que l'intégrale de droite est un nombre 
fini ou - CO.) 

L'assertion (i) résulte des inégalités (1). 
Soient x E Q', jil , . . . , A,, E R et f ,  , . . . , j" E B*. Montrons que 

Par raison de continuité, il suffit de le prouver quand les Ai 
sont rationnels, donc, par réduction au même dénominateur, 
quand Ai E Z pour tout i. Mais l'inégalité s'écrit alors 

log(x( f t l .  . . f;y $ sup log[( f,'". . . f,'.n)(w)l, 
to€n  

et résulte du fait que IIy,IJ = 1. 
Soit B' le sous-espace vectoriel de %?,(Cl) engendré par les 

log1 f 1, où f E B*. Ce qui précède prouve qu'il existe une forme 
linéaire h de norme 6 1 sur B' telle que  log)^( f ) l  = h(log1 f 1) pour 
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toute ,f E B*. Ensuite, h se prolonge en une forme linéaire p de 
norme d 1 sur VR(R), c'est-à-dire en une mesure réelle p sur Q 
telle que llpll < 1. En prenant pour élément f de B* la constante e 
(= exp l), on voit que 1 = p(1). Donc 

d'où p = p+ 3 O et llpll = 1. 
Supposons que et p possèdent les propriétés de (ii). Pour 

toute f E B, on a exp f E B*, donc 

Changeant f en if; on en conclut que Sn f d p  = ~ ( f )  pour toute 
f E B .  

Plaçons-nous dans les hypothèses de (iv). L'existence de px 
résulte de (ii) et (iii). D'autre part, on a, pour toute f E B, 
pX(9f) = .%(x( f )), donc pz est déterminée de manière unique par 
x puisque B(B) est partout dense dans %&(R). Soit f E B. Il existe, 
pour tout e > 0, une fonction g E B telle que 

Soit h = exp g E B*. D'après (2), on a 

D'après (4), on a (fh- '1 d eE, d'où lx( fh-  ')l d e", et par suite 

D'après (3) et (5 ) ,  on a 

Comme E > O est arbitraire, on en déduit que 

Nous nous proposons maintenant de réaliser «concrète- 
ment » les données R, B, a', $ de la prop. 2. 



Soient A un ensemble, al une partie compacte de CA. On 
notera P(Q,) la sous-algèbre de Banach unifère de %?(RI) formée 
des fonctions sur O, qui sont limites uniformes sur R ,  de fonctions 
polynômes. Les fonctions coordonnées z,JR, engendrent topo- 
logiquement P(R,), et P(R,) sépare les points de C l , .  Soit Cl; 
l'enveloppe polynomialement convexe de R I  . Comme 

pour tout p~ C[(X,),,,], les suites de polynômes uniformément 
convergentes dans 0, se prolongent de manière unique en suites 
de polynômes uniformément convergentes dans 0; ; il existe donc 
un isomorphisme isométrique et un seul de P(Q,) sur P(Q;) qui, 
pour toute fonction coordonnée z, sur CA, transforme zJR, en 
zÀIR; . Cet isomorphisme sera dit canonique. Ceci posé: 

PROPOSITION 3.- Outre les données de la prop. 2, soit (xi) 
une famille d'éléments engendrant topologiquement 1 'algèbre unifère 
B. On pose A = @(a). On considère le diagramme commutatif: 

où cp, cp' sont les applications définies par (x,), i et j les injections 
canoniques. Alors : 

(i) cp et cp' sont des homéomorphismes; 
(ii) Sp,((x,,)) est l'enveloppe polynomialement convexe de 

SPA((XJ) ; 
(iii) cp transforme A en %?(Sp,((x,))) et B en P(Sp,((x,))); 
(iv) cp' transforme gB(B) en P(Sp,((x,))); 
(v) cp et cp' transjorment 3, en l'isomorphisme canonique de 

P(S~,4((x,i))) sur P(S~B((xL))). 
Rappelons que cp et cp' sont toujours continus et surjectifs. 

Ici, cp' est bijectif (5 3, prop. 9 (i)), et i est injectif, donc cp est 
injectif. Donc cp et cp' sont des homéomorphismes. L'enveloppe 
polynomialement convexe de R ,  = Sp,((x,)) est Q; = Sp,((x,)) 
d'après le 5 3, cor. 1 de la prop. 9. Notons z, (A E A) les fonctions 
coordonnées sur CA. Il est clair que q transforme xi en z,lR, et 
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que cp' transforme Le,x, en z,lR;, donc cp et cp' transforment B en 
P(R,), 9,(B) en P(R;) et gB en l'isomorphisme canonique de 
P(R,) sur P(R;). 

2. Cas où R c CA 

Soient A un ensemble, R une partie compacte de CA. Puisque 
P(R) sépare les points de R, on identifiera R à une partie de 
X(P(R)). Soient z ,  les fonctions coordonnées sur CA. 

PROPOSITION 4. - (i) L'application de X(P(S1)) sur Sp,(,,((z,)) 
definie par (z,) est un homéomorphisme (9 de X(P(R)) sur l'enveloppe 
polynomialement convexe R' de R, p i  se réduit à l'identité sur R. 

(ii) Pour toute f E P(R), l'homéomorphisme Q transforme le 
prolongement gP(,, f de f à X(P(0)) en un prolongement f" de f à 
Q', et f H f est l'isomorphisme canonique de P(R) sur P(R1). 

Dans la prop. 3, prenons B = P(R) et x ,  = z,. Alors cp 
devient l'application identique et l'énoncé de la prop. 3 se réduit 
a celui de la prop. 4. 

COROLLAIRE.- Si Q est connexe, son enveloppe polynomiale- 
ment convexe est connexe. 

Si R est connexe, les seuls idempotents de %(R), donc de 
P(Q), sont O et 1. Donc X(P(R)) est connexe ( 8  4, prop. 12)' donc 
l'enveloppe polynomialement convexe de R est connexe (prop. 
4 (il). 

3. Cas où Q c C 

Soient 0 une partie compacte de C, O, la composante 
connexe non bornée de C - R, (O,),, la famille des composantes 
connexes bornées (les O i  étant deux à deux distinctes). Soit enfin 
E une partie de C - R. On désignera par RE((rE) l'adhérence dans 
%(Q) de l'ensemble des f 10, où f est une fonction rationnelle dont 
tous les pôles sont dans E. C'est une sous-algèbre de Banach 
unifère de W(Q) qui sépare les points de R. Soit z la fonction 
identique sur R. Alors la sous-algèbre fermée pleine de RE(R) 
engendrée par z est RE(R). Les éléments de RE(R) sont holo- 
morphes dans l'intérieur de R. 

En particulier, Ra(Q) = P(R). On pose Rc - .(R) = R(R). On 
notera I(E) l'ensemble des i~ 1 tels que E n O,  = (21, et RE 



l'ensemble R u(U O,); RE est compact, car borné et fermé 
i d ( E )  

(son complémentaire dans C étant ouvert). 

PROPOSITION 5.  - (i) L'application de restriction 

est un isomorphisme isométrique de RE(RE) sur RE(R). 
(ii) RE(RE) est une sous-algèbre pleine de V(RE). 
(iii) Tout caractère de RE(RE) est défini par un point de R E .  
(iv) L'application x ++ ~ ( z )  est un homéomorphisme de 

X(RE(R)) sur R E .  
(v) Si E' est une partie de C - R, les conditions suivantes sont 

équivalentes : 
a) RE(R) = RE,(R); b) RE = RE,; C) I(E) = I(E'). 
11 est clair que l'application de restriction h de RE(RE) dans 

RE(Q) est un morphisme. Comme la frontière de RE est contenue 
dans R, le principe du maximum montre que h est isométrique. 
Montrons que h est surjectif. Soit g E RE(R). Il existe une suite de 
fonctions rationnelles f, dont les pôles appartiennent à E et qui 
convergent uniformément vers g sur R ;  les f, sont holomorphes 
dans RE et la frontière de RE est contenue dans R, donc, d'après 
le principe du maximum, les f, convergent uniformément sur RE 
vers un élément f de RE(QE); et l'on a g = f ( 0 .  D'où (i). 

Soit z, l'application identique de 0 , .  D'après le 5 2, cor. de 
la prop. 6, Sp,,,,,, zE est réunion de Sp,,,,, zE = RE et de certaines 
composantes connexes du complémentaire de RE ; si Oi est l'une 
d'elles, il existe i. E E n Oi ; puisque (3. - zE)- ' E RE(RE), on a 
i 4 SpRE(,,) zE , donc Oi n'est pas contenue dans S P ~ , ( ~ , )  zE . 
Ainsi. Sp,, ,,+ zE = R E .  Par ailleurs, Sp,,,,, z = Sp,,,,,, zE 
d'après (i). Ceci prouve (iv), et (ii), (iii) résultent de la prop. 8 du 5 3, 
appliquée à l'injection canonique de RE(RE) dans %?(RE). Prouvons 
(v); (b) e (c) est clair, et (a) * (b) d'après (iv). Supposons RE = RE, 
et montrons que RE(R) = RE,(R); comme RE = RE* = ClEuE*, on 
peut supposer E c E'; d'après (ii) RE(RE) est une sous-algèbre 
fermée pleine de %?(RE) donc de RE,(RE) contenant z,, d'où 

et d'après (i) 
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COROLLAIRE 1.  - Les conditions suivantes sont équivalentes: 
a )  E rencontre tous les Oi. 
b) L'application x o ~ ( z )  est un homéomorphisme de X(RE(R)) 

sur (-2. 

C )  RE((-2) = R(R). 
Soit E' = C - (-2. Les conditions a), b), c)  sont respectivement 

équivalentes à I(E) = I(E1), (-2, = RE, (d'après la prop. 5 (iv)), 
RE(R) = RE@). Elles sont donc équivalentes entre elles d'après 
la prop. 5 (v). 

COROLLAIRE 2. -- Pour tout i E 1, soit Ai un point de Oi . Soit 
,f une Jbnction complexe holomorphe dans un voisinage ouvert de 
R. Alors f l Q  est limite uniforme de restrictions a R de fractions 
rationnelles dont les pôles sont certains des Ai. 

Ceci résulte du cor. 1, et de la prop. 4 du 4. 



A P P E N D I C E  

Soient A un ensemble, cD une partie de CA. Il est clair que les 
conditions suivantes sont équivalentes: 

(i) 11 existe une famille (Pi) d'éléments de CL(XÂ)nEA] et une 
famille (Mi) de nombres réels finis ou non telles que cD soit 
l'ensemble des (ci) E CA vérifiant les inégalités IPi((c,))l < Mi . 

(ii) Pour qu'un point (c,) de CA appartienne à a ,  il faut et 
il suffit que IP((c,))l < sup IP(c)l pour tout P E C[(X,)]. 

ce@ 

Une telle partie de CA est dite polynonzialement convexe. 
Toute intersection de parties polynomialement convexes de 

CA est polynomialement convexe. Donc, étant donnée une partie - - 
quelconque Y de CA, il existe une plus petite partie polynomiale- 
ment convexe <D de CA contenant Y. On dit que @ est l'enveloppe 
polynomialement convexe de Y. C'est l'ensemble des (c,) E CA tels 
que 1 P((ca))l < . v p  1 P(c)I pour tout P E C[(X,)]. 

CEY 

Si Y est fermé, CA - Y est ouvert, donc localement connexe; 
donc chaque composante connexe de CA - Y est ouverte. Si de 
plus A est fini, le principe du maximum montre que toute com- 
posante connexe bornée de CA - Y est contenue dans @. 

Soient A' une partie de A, Y' = prAtY, et @' l'enveloppe 
polynomialement convexe de Y' dans CA'. Comme tout élément 
de C[(X,),,,,] s'identifie à un élément de C[(XJnsn], on a 
@' 2 prA,@. 

Lemme 1. -Soient c CA une partie compacte polynomiale- 
ment convexe, R un voisinage de @. I l  existe une partie $nie A, 
de A telle que, pour toute partie A' de A contenant A,, prA,(i2) 
contienne l'enveloppe polynomialement convexe de prA1(@). 

Puisque <D est compact, 0 est contenu dans un produit de 
disques compacts Di, de centre O et de rayons RA (/SE A). Pour 
tout P E C[(XÂ)], soit (Dr l'ensemble des d E CA tels que 

Comme n D, est compact, il existe P l  , . . . , P, E C[(Xn)J tek que : 
A 



86 ALGÈBRES NORMÉES Chap. 1 

Soit A, l'ensemble des indices des variables figurant effectivement 
dans P l , .  . . , P,. Soit A' une partie de A contenant A,. Soit E la 
partie de CA' définie par les inégalités Icnl < RA (Â.E  A') et 
IPi((c,))J 6 sup IPi(c)l (i = 1,. . . , q). Alors E est polynomialement 

CE'& 

convexe. D'après (l), pr,,(@) c E. D'autre part, soit (c,),,,, E E ;  
soit (d,),,, l'élément de CA défini par d, = c, pour ;1 E A', d, = O 
pour Â. E A - A' ; alors, d'après (2), (d,) E R, donc (c,) E pr,,(R). 
Ainsi, E c pr,,(R), ce qui achève la démonstration. 

Lemme 2. -Soient n un entier >O, et CD une partie compacte 
polynomialement convexe de Cn. Alors CD admet un système fonda- 
mental de voisinages compacts polynomialement convexes. 

Il existe un polydisque compact A de C" dont l'intérieur 
contient CD, et une famille (Pi),, d'éléments de CIXl , X, , . . . , X,], 
tels que CD soit l'ensemble des (2, , . . . , z,) E A vérifiant 

pour tout i. Pour toute partie finie J de 1 et tout E > O, soit CD,,, 
l'ensemble des (2,  , . . . , z , ) ~  A tels que IPi(zi , . . . , z,)l < Mi + E 

pour i E J. Alors chaque CD,,, est un voisinage compact polynomiale- 
ment convexe de a ,  et l'intersection des @,,, est CD. Donc les 
a,,, forment un système fondamental de voisinages de CD (Top. 
gén., chap. 1, 4' éd., § 9, th. 1). 



EXERCICES 

1) Soient (el , e2) la base canonique de R2, u l'élément de A = 9 ( R 2 )  
défini par u(el) = e2 , u(e2) = -el . Montrer que 

2) Soient p la mesure de Lebesgue sur (0,1), H l'espace hilbertien 
L~((O,  1 ), p), A = Y(H), et x E A l'opérateur qui transforme la fonction 
f ( t )  en la fonction tf(t). Montrer que Sp, x = ( O, 11, mais que x n'admet 
aucune valeur propre. 

3) a) Soient H un espace hilbertien admettant une base ortho- 
normale (cg, cl ,  E ~ ,  . . .), et A = 2(H).  Soit TE Y(H) tel que Tq = ci+ pour 
tout i. Soit T' E 9 ( H )  tel que T ' E ~  = ci -  pour i 2 1, TcO = O. Montrer 
que T'T = 1, mais que TT'&, = O, de sorte que SpA(TfT) # SpA(TT1). 

b) Soit A une algèbre unifère noethérienne sur un corps commutatif. 
Si x, y E A, on a Sp(xy) = Sp(yx) (utiliser l'exerc. 8 b) d'Alg., chap. VIII, 
0 2). 

4) Soient A une algèbre commutative sur C, 3 un idéal de A, h l'in- 
jection canonique de 3 dans A, S l'ensemble des x E X1(A) qui s'annulent 
sur 3 .  

a) X1(h) est surjectif. 
b) Xf(h)l(X'(A) - S) est un homéomorphisme de Xt(A) - S sur X(3). 

(Soit xo EX'(A) - S. Soient x, , . . . , x, E A, 6 > O, et V le voisinage de X, 
dans X1(A) défini par 101 - x0)(xi)l < E, (i = 1 , . . . , n). Soit u, E 3 tel que 
~,(u,) = 1. On a ui = uoxi E 3.  Alors si I(x - ~ , ) ( u ~ ) [  < 6 (i = 0, 1 , . . . , n) 
avec 6 assez petit, on a x E V.) 

5) Dans l'exerc. 4, on prend A = C[X, Y], 3 = AX. L'espace X(A) 
s'identifie à C2, S - {O) s'identifie à {O} x C. Soit U l'ensemble des 
(<, y) E C2 tels que l<l  < e-IV', Montrer que X1(h)(U) n'est pas un voisinage 
de O dans X1(I). En déduire que Xr(I) ne s'identifie pas à l'espace quotient 
de Xf(A) par la relation d'équivalence que définit X1(h). (A ce sujet, cf. 4 3, 
exerc. 17.) 

6) Soient A une algèbre commutative sur un corps commutatif, 
3 un idéal maximal de A. Montrer qu'on a AZ c 3 avec dim A/3 = 1, 
ou que A/3 est un corps. (Appliquer à A/3 l'exerc. 3 d'Alg., chap. 1, 

9.) En particulier, si A2 = A, tout idéal maximal de A est régulier. 
7) Soient A une algèbre commutative sur un corps commutatif K, 

x E A et a E K. L'ensemble des x E X(A) tels que (9x)(x) = a est fermé 
pour la topologie de Jacobson. (Se ramener au cas où A possède un 
élément unité, puis au cas où a = 0.) 

ïi 8) Soient A une algèbre, 3 un idéal bilatère de A, J3(A) l'ensemble 
des idéaux primitifs de A qui ne contiennent pas 3, et Â" l'ensemble des 
n EÂ telles que n(3) + O. 

a) Si n E Â3, on a 7~ 13 E 5 (lemme 1 (i)). Si n, n' E Â sont telles que 
7113, n113 soient équivalentes, alors n et n' sont équivalentes. (On peut 
supposer que n(x) = nl(x) pour tout x E 3. Alors, pour tout y E A, 
n(y) et n'(y) coïncident sur Im n(x), et ce sous-espace est égal à l'espace 
de n.) xs3 
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b) Si TC E 3, TC se prolonge en un élément de Â". (Soit % un idéal 
a gauche maximal régulier de 3. Soit g une unité à droite de 3 modulo 3. 
Supposant que A admet un élément unité, montrer que la relation 
A% + A(l - g) = A entraînerait g2 E %. Donc A% + A(l - g) est 
contenu dans un idéal à gauche maximal f)32 de A. Montrer que 
9 J l n 3 = % , % R + 3 = A . )  

c) Déduire de a) et b) que l'application 3'- 3' n 3 est un homéo- 
morphisme de J5(A) su; J(3), et que l'application n- n13 est un homéo- 
morphisme de Â" sur 3. 

1) Soit A l'algèbre des fonctions complexes continues su; R tendant 
vers O à l'infini, munie de la norme 1 1  f 11 = sup 1 f ( t ) ] .  Alors A s'identifie 

t c R  

à l'algèbre des fonctions-complexes continues sur R tendant vers une 
limite finie à l'infini. Sur A, la norme jlgll = sup Ig(t)l diffère de la norme 
définie au no 1. t e R  

2) Soient A une algèbre normée, et b = inf jlx2 11/(1x11 2. Alors 
x # O  

b d inf p(x)l I l  x Il d Jb. 
x # O 

3) Soient A une algèbre normée, et x, y E A. On a p(xy) = p(yx). 
4) Soit H un espace hilbertien admettant la base orthonormale 

(f, , f2 , . . .). Soit A l'algèbre normée 2 ( H ) .  Soit x E A, défini par 
x(f,) = 2-%+, . Montrer que x est quasi-nilpotent, mais non nilpotent. 

il 5) Soit H un espace hilbertien admettant la base orthonormale 
(J; , f ; , .  . .). On définit les nombres a, ,a,  ,. . . pa r  a, = e -k  si m est le 
produit de 2k par un nombre impair. Soit x E 2 ( H )  défini par 

Montrer que x n'est pas quasi-nilpotent. (Observer que 

IIxnII = ~ ~ ~ ( a m a r n + l  . . . CL+,- I), 
m 

et évaluer a , a 2 . .  . .) Soit x, E 2 ( H )  défini par x,(fm) = O si m est 
le produit de 2k par un nombre impair, et xk( f,) = ri, f,, , sinon. 
Montrer que xk est nilpotent et que Ilx - x,ll tend vers O. 

6) Soient K une partie compacte de C ,  A l'algèbre de Banach des 
fonctions continues sur K, munie de la norme 11 f I I  = sup 1 f (t)l, fo l'élément 
ZH z de A. Montrer que Sp, fo = K. ~ E K  

7) Soit A une algèbre de Banach unifère. Soit x E A tel que 
llx - 111 < 1. Il existe y E A tel que y2 = X. (Utiliser un développement 
en série.) 

8) Soit A une algèbre normée unifère. Si Ilx-' 1 1  = Ilxll- ' pour tout 
élément inversible x de A, on a A = C .  1. (Se ramener au cas où A est 
complète. Soit x E A, a une distance a > O de C . 1. Si 2, E C est tel que 
x - Io soit inversible, alors x - Â. est inversible pour (A - Io( < a. 
En déduire que le spectre de x serait vide.) 

9) Soit A une algèbre normée unifère dans laquelle le seul diviseur 
de zéro topologique à gauche est O et le seul diviseur de zéro topologique 
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à droite est 0. Alors A = C . 1. (Si x E A, et si est point frontière de 
SpAx, x - A est diviseur de zéro topologique dans Â, donc dans A, 
donc x = A.) 

10) Soit A une algèbre normée. Pour tout x E A, on pose: 

En déduire que l'ensemble des diviseurs de zéro topologiques à gauche 
(resp. à droite) est fermé. 

11) Soit A une algèbre de Banach unifère. L'ensemble des x qui ne 
sont ni inversibles, ni diviseurs de zéro topologiques, est ouvert dans A. 

12) Soient X un espace de Banach complexe, et x E A = Y(X). Si 
- - - x-est nen inversibie, x a t  diviseur de zéro topologique à gauche ou à 

droite. (Envisager successivement les cas suivants : 
1") x est non injectif; 
2") x(X) # X ; 
3') x est injectif, x(X) est partout dense dans X et distinct de X.) 

Si x applique bicontinûment X sur un sous-espace vectoriel fermé de X 
distinct de X, ou si x est non injectif et d'image X, alors x est intérieur 
à l'ensemble des éléments non inversibles de A. 

13) Dans l'algèbre A du no 2, Exemple 5, la fonction z n'est ni 
inversible, ni diviseur de zéro topologique. 

14) Soit A une algèbre normée unifère. Soit B l'algèbre normée 
9(A).  Alors l'image de A par le morphisme x +-+ Lx est une sous-algèbre 
pleine de B. (Utiliser Alg., chap. VIII, 9 1, prop. 4.) Donc, si x E A, 
Sp, x = Sp, L x .  

B 15) Soit A une algèbre de Banach. 
a) Soit S l'ensemble des suites bornées d'éléments de A, avec la 

norme ll(x,)li = s u p ~ ~ x , ~ ~ .  Soit 3 l'ensemble des (x,) E S tels que Ilx,ll 
tende vers O. Alors S est une algèbre de Banach, % est un idéal bilatère 
fermé de S. Soit cp : S H Sr = S/% le morphisme canonique. L'application 
x H (P(x, X, X, . . .) = B(x) est un isomorphisme isométrique de A sur une 
sous-algèbre de S. Tout diviseur de zéro topologique à gauche dans 
S' est diviseur de zéro à gauche. Pour que x E A soit diviseur de zéro 
topologique à gauche, il faut et il suffit que 0(x) soit diviseur de zéro 

- - - à gauche dans S'. 
b) On suppose que A possède un élément unité. Montrer qu'il 

existe une algèbre de Banach B et un isomorphisme isométrique de A 
sur une sous-algèbre de B telle qu'un élément de A soit non inversible 
si et seulement si son image dans B est un diviseur de zéro à gauche 
ou à droite. (Utiliser a) et les exerc. 12 et 14.) 

16) a) Soient A une algèbre normée, % son radical. Si X E  %, 
x est quasi-nilpotent. (On a Sp i  x = {O) et a fortiori Spa x = (O).) 

b) Soient A une algèbre de Banach, '93 son radical, 3 un idéal à 
gauche de A dont tous les éléments sont quasi-nilpotents. Alors 3 c %. 
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(On peut supposer que A admet un élément unité. Si X E  3 et a E A, 
on a Sp(ax) = {O), donc 1 - ax est inversible; donc x E S . )  

17) Soient A une algèbre de Banach, B une algèbre sur C sans 
radical, cp un morphisme de A sur B. Le noyau de cp est fermé. (Ce 
noyau est une intersection d'idéaux à gauche maximaux réguliers.) 

18) Soient A une algèbre de Banach, n une représentation irréduc- 
tible non nulle de A dans un espace vectoriel complexe X. Soit 5, un 
élément non nul de X. 

a) L'annulateur 3 de 5, est un idéal à gauche maximal régulier 
de A; il est fermé. 

b) L'application xt+ xi", définit par passage au quotient un 
isomorphisme q du .A-module A/3 sur le A-module X. 

c) Si on transporte par cp la norme de l'espace de Banach A/3, 
X devient un espace de Banach, et I l  n(x)ll < 1 1  x 1 1  pour tout x E A. 

d) Si A est primitive (Alg., chap. VIII, $5, exerc. 5), A = {O) ou C . 1 
suivant que A possède ou non un élément unité. (Utiliser ce qui précède 
et le cor. 4 du th. 1.) 

il 19) Soient A une algèbre de Banach, S son radical. 
a) Montrer que, si r E %, la série 

converge vers un x E S tel que x2 - x + r = 0. 
b) Soit u un élément de A dont la classe dans A/% est idempotente. 

Il existe un idempotent de A congru a u modulo %. (On peut supposer 
que A admet un élément unité. Soient q = u - u2 E (31, et x E % une 
solution, construite à l'aide de a), de x2 - x - q(l - 4q)-' = O. Alors 
u - (224 - l)x répond à la question.) 

20) Soient A une algèbre de Banach unifère, X E  A, [ un point 
frontière de Sp,x. La résolvante de x ne peut se prolonger en une 
fonction continue en (. 

21) Soient A une algèbre de Banach unifère, A une partie ouverte 
de C, À H R(Â) une application de A dans A telle que : 
(1) R ( 4  - = -(A - P)R(A)R(P) 

quels que soient A, p E A. 
a) Soit A, E A. Pour tout A E A tel que 13, - A,I . I(R(il)ll < 1, on a :  

m 

R(À) = 1 (A, - A)" R(À0)"+'. 
n = O  

b) Pour tout A E A, (dn/dÀn)R(À) = (- 1)" n!R(Â)"+l. 
c) Si R est holomorphe à l'infini, il existe z, j, x E A tels que z2 = 0, 

j2 = j, zj = jz = O, x E jAj, et R(Â) = z + jR(5 x) pour IR1 assez grand. 
m 

(Ecrire R(À) = 1 cJn pour 111 > A,, et exprimer que R satisfait à (1). 
n = O  

On peut poser c, = z, cl = j, c, = x.) 
d) Pour que R soit la restriction à A de la résolvante d'un élément 

de A, il faut et il suffit que R(Ao) soit inversible pour un Â0 E A. 



s 2  EXERCICES 9 1 
m 

e) Pour tout x E A, la fonction AH (A0 - xnf  satisfait à (1) 
, = O  

pour IÀ - LOI . ljxll < 1. 
822) a) Soient B une algèbre de Banach unifère, w E B, C > 1 et 

E > O. Il existe y > O tel que les conditions u E B, liull < C, lluw - wll < Y, 
O 6 y 6 1/4C impliquent I/yw - wli < E,  où y = (1 - y + yu)-'. 

b) Soit A une algèbre de Banach. On  suppose qu'il existe une 
constante C telle que, pour tout E > O et tous x, , . . . , x,, E A, il existe 
~ ~ A a v e c  ilull < C, Ilux, - xlli < c, ...,Il ux, - x,il < E. P o u r t o u t z ~  A, 
il existe x, y E A tels que z = xy, y E z, llz - y11 < 6. (On peut supposer 
C > 1. Soit y = 1/4C. Appliquant a) dans A, déterminer par récurrence 
une suite u, , u, , . . . dans A telle que l(u,ll < C, telle que 

admette un inverse t,, et telle que Ilt,z - t,- ,zJJ < 6/2", Ilt,z - zll < 612. 
Posant y, = t,z, les y, tendent vers une limite y €  A, x, tend vers 

'13 

x = 1 y(l - y ) k -  ' uk; x et y ont les propriétks requises.) 
k =  1 
c) Soit A une algèbre de Banach possédant la même propriété 

qu'en b). Soit (2, , z, , . . .) une suite d'éléments de A tendant vers O. 
Il existe des éléments x, y , ,  y,, . . . de A tels que z, = xy, pour tout n, et 
que y, tende vers O. 

23) a) Soient E un espace de Banach, f :  C -+ E une fonction entière, 
m 

et O H  P(B) = 1 cMepie un polynôme trigonométrique (c, # O). On 
p = k  

suppose que IP(O)l. I l  f'(rei") ll Mra pour r 3 r, (M, r,, a étant des 
constantes 2 O). Alors f est un de degré < a. (Soient 

m 

i l [ )  = 1 a,[", et J(r, p) = r P rn ~ ( 0 )  f (re'@)e-(*'~)~@ da. Alors J(r, p) tend 
v = o  t' 0 

vers O quand r tend vers + cc si p > a, et d'autre part rfi+Z J(r, p) = ckap .) 

6) Prouver de même que, si a est entier et si r-aIP(0)J 1 1  f (reLe))l tend 
vers O quand r tend vers + m, f est un polynôme de degré .< a. 

c) Soient A une algèbre de Banach unifère, x un élément quasi- 
nilpotent de A. On suppose que, pour un certain entier n > O, 
r-"lcmn8t. iK1 - Âx)- '11 tende vers O quand r tend vers + cc (A = re1@). 
Alors xn = O. (Utiliser b).) 

7 24) a) Soient E un espace de Banach, x: C - (1) + E une 
m m 

fonction entière de SI([ - l), x(5) = C a,(", x(5) = C b,[-" les 
, = O  n = O  

développements de x pour Ji1 < 1, Ji1 > 1 respectivement. On suppose 
lla,, I l  = o(nu), I l  6, I l  = o(na) (a > 0). Alors x(i) est un polynôme en l/(( - 1) 
de degré < a + 1. (Soit 8 > O. On  a iix(()ll 6 ~ ( 1  - r)-'-" pour 
r, d r = (il < 1, l(x([)(( d ~ ( 1  - -' pour 1 < r 6 r: . Posant 
1 - [ = (w + &-', w = Re1', montrer que, pour O 6 r < 1 et R 3 1, 
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9 R 
(1 - r)-l < -- 

4 cos 9 
et que, pour 1 < r et R >, 1, 

9 R 
(1 - r - l ) - l  < -- 

4 cos 8' 

Poser y(o) = x(() et montrer que R-a-llcos 9la+'llY(~eie)ll tend vers O 
quand R tend vers +CO, uniformément en 8. Appliquer alors I'exerc. 
23 b).) 

b) Soient A une algèbre de Banach unifère, q E A un élément quasi- 
nilpotent, et x = 1 + q. Pour que qN = O, il faut et il suffit que 
Ilx'"ll = o(nN) quand n tend vers +GO. (Pour voir que la condition est 
suffisante, montrer, en appliquas: a), que R(l, x) est un polynôme en 

m 

1/(A - 1) de degré < N. D'autre part, R(Â, x) = qn(il - 1)-"-'.) 
n = O  

En déduire que si g est le radical de A et si G est un sous-groupe du 
groupe des éléments inversibles de A tel que jlxknll = o(n) pour tout 
X E G ,  la restriction a G de l'application canonique A + A / g  est 
injective. 

25) a) Soient A une algèbre normée, et x, y deux éléments de A 
tels que xy - yx = y. Montrer que y" = O pour n > 211x11. (Utiliser la 
formule xyn - ynx = nyn). 

b) Soit LI une algèbre de Lie de dimension finie sur C. Montrer que, 
si 2 n'est pas nilpotente, elle contient deux éléments x, y non nuls tels 
que [x, y] = y. (Utiliser le fait qu'il existe un x E LI tel que ad(x) soit non 
nilpotent.) 

c) Soit LI une algèbre de Lie réelle ou complexe de dimension finie 
telle que l'algèbre enveloppante de 2 possède une norme compatible 
avec sa structure d'algèbre. Montrer que 2 est nilpotente. (Utiliser a) 
et b).) 

d) Soient V un espace vectoriel réel ou complexe de dimension 
finie, 2 une sous-algèbre de Lie de gI(V) formée d'endomorphismes 
nilpotents, x,  , . . . , xn des éléments de 2. Soit a > O. Montrer qu'il 
existe une structure d'espace hilbertien sur V telle que Ilxill < a pour 
l d i d n .  

e) Soient 2 une algèbre de Lie réelle ou complexe, de dimension 
finie, nilpotente, et U son algèbre enveloppante. Montrer qu'il existe 
sur U une norme compatible avec sa structure d'algèbre. (En utilisant 
la méthode de Groupes et alg. de Lie, chap. 1, 5 3, exerc. 5 et 5 7, exerc. 3, 
montrer qu'il existe une famille (x,) de représentations de LI dans des 
espaces V, de dimension finie, ayant la propriété suivante: pour tout 
u E U, il existe un Â tel que xA-(u) # O, et n,(LI) est formé pour tout Â 
d'endomorphismes nilpotents. En munissant chaque Vi d'une structure 
hilbertienne fournie par d), on obtient dans l'espace hilbertien V somme 
hilbertienne des V, une représentation TC de LI par des endomorphismes 
continus, d'où un morphisme injectif cp de U dans 9(V).  Poser 
llull = llq(u)ll pour tout u E U). 
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f )  Soient .A une algèbre normée unifère, x et y des éléments de A. 
Si A # {O), on a xy - yx # 1. (Première démonstration: on a 

SP'(XY) = Sp1(yx); 
si xy = yx + 1, Sp(xy) se déduit de Sp(yx) par la translation z++ z + 1 ; 
en déduire que Sp(xy) est non borné, ce qui est absurde. Deuxième 
démonstration: si [x, y] = 1, on a [xy, y] = y, d'où y" = O pour n assez 
grand d'après a); comme [x, yP] = pyP-', en déduire que y = 0). 

26) Soient A une algèbre normée, et X E  A. On dit que x est 
topologiquement nilpotent si xn tend vers O quand n tend vers + m .  Pour 
cela, il faut et il suffit que p(x) < 1. 

27) Soit A une algèbre de Banach unifère commutative. On suppose 
que tout idéal fermé de A est de type fini (c'est-à-dire de la forme 
Axl + . . . + Ax, avec x, , . . . , x, E A). 

a) Tout idéal 3 de A est fermé. (Ecrivons 3 = Ax, + . . . + Ax, 
avec x, , . . . , x, E A. Soit (xi, , xi,, . . .) une suite d'éléments de 3 tendant. 

- - yers .+ P ~ u r - ( y ~ , . ; . , y , ) ~ ~ " ,  on pose - ~ ~ ~ 

c p ( ~ l , . . . , ~ , ) = X l Y l  +. . .  + X , Y , E 5  

q p  (Y' , . . . , Y,) = X l p Y l  + . . . + Xn,Yn E 3. 
On a cp E 2(An,  s), cpp E 9(An,  3), llcp - qpll tend vers O quand p tend 
vers + co, et cp est surjectif. En déduire que cpp est surjectif pour p 
assez grand, en considérant les transposés de cp et cp,. Donc 3 = 5.) 

b) Si A est intègre, A = C .  1. (Utiliser a) et l'exerc. 9.) 
c) Si le seul élément nilpotent de A  est 0, il existe un entier n S O 

tel que A soit isomorphe à C". (Puisque A est noethérien, {O) est inter- 
section d'idéaux premiers pl , . . . , p, ; ceux-ci sont fermés d'après a), 
et les A/pi sont isomorphes à C d'après b).) 

d) Dans le cas général, on a dimcA < + CO. (Soit % l'ensemble des 
éléments nilpotents de A, qui est un idéal (fermé) de A. Alors 
dim(A/%) < + CO d'après c). Comme % est un idéal de type fini, %" = O 
pour n assez grand. Enfin, chaque est un module de type fini 
sur A/%, donc dim(!Ri/!Jli+') < + m.) 

28) Soit A une algèbre unifère sur C, munie d'une topologie locale- 
ment convexe séparée telle que la multiplication dans A soit séparément 
continue. Un a E A est dit régulier s'il existe r 2 O tel que a - A soit 
inversible pour 111 3 r, et tel que l'ensemble des (a - A)-', pour 121 2- r, 
soit borné. 

a) Si a est régulier, Â(a - A)-' reste borné pour !AI 2 r. 
- - - 

b) Si l'application x rt x- l- est définie dans  un voisinage de 1 et 
continue au point 1, tout élément de A est régulier. 

c) Pour tout a E A, soit U, l'ensemble des Â E C tels que (a - p)-' 
existe et soit borné pour tous les p d'un voisinage de 1. Soit Sa = C - U, . 
Alors S, est fermé ; et, si a est régulier, S, est compact non vide (pourvu 
que A # {O)). 

d) Soit a E A. La fonction A++ (a - A)-' est holomorphe dans U,. 
e)  Soit a E A. Pour que A E U, , il faut et il suffit que a - A possède 

un inverse régulier. 
f )  Si tout élément de A est régulier, et si A est un corps, on a 

A = C . l .  
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29) Soit A une algèbre sur R qui soit un corps, munie d'une 
topologie localement convexe séparée telle que la multiplication dans A 
soit continue, et telle que l'application x + +  x-' soit continue en 1. 
Alors A est R-isomorphe soit à R, soit à C ,  soit à H. (Si A est commutative 
et qu'il existe U E  A avec u2 = - 1, munir A d'une structure d'algèbre 
sur C, et appliquer l'exerc. 28 f) .  Si A est commutative et qu'il n'existe 
pas d'élément u E A tel que u2 = - 1, appliquer I'exerc. 28 f )  à A @ ,C 
qui est un corps. Si A est non commutative, raisonner comme dans 
Alg. comm., chap. VI, $6, no 4, th. 1, troisième cas.) 

Si 30) Soit A l'algèbre sur C formée des restrictions à ( 0 , l )  des 
fonctions rationnelles en une variable à coefficients complexes. Cette 
algèbre est un corps. 

a) On munit A de la topologie de la convergence en mesure (Intégr., 
chap. IV, 2" éd., !j 5, no 11). Alors les applications (x, y) +-+ x + y, 
(x, y)* xy de A x A dans A sont continues, et l'application X H  x- '  
de A* dans A est continue. La topologie de A n'est pas localement 
convexe. 

b) Pour n EN*, on définit la suite (w,,,),,, par w-,,, = (r + l)"(rf') 
si r 2 1, wO,, = 1, w,,, = (S + l)-(s+ si s 2 1. Si f E A, on pose 
pn(f) = 1 wr,,larl < +GO, où 1 artr est le développement de Laurent de 

r 
f (t) en O. Alors les p, sont des semi-normes qui définissent sur A une 
topologie localement convexe métrisable. L'application (x, y)+-+ xy de 
A x A dans A est continue. L'application X H  x- '  de A* dans A n'est 
pas continue. Enfin, A n'est pas compiète pour cette topologie. 

31) a) Soit A une algèbre sur C munie d'une topologie localement 
convexe. Les conditions suivantes sont équivalentes: a) il existe un 
système fondamental (Ui) de voisinages convexes équilibrés de 0 tels 
que UiUi c Ui pour tout i ;  f i )  A est isomorphe à une sous-algèbre 
d'un produit d'algèbres normées; y) la topologie de A peut être définie 
par une famille de semi-normes pi vérifiant p,(xy) < pi(x)pi(y) quels que 
soient x, y E A. Si A vérifie ces conditions, on dit que A est localement 
m-convexe. L'application (x, y) 1-3 xy de A x A dans A est alors continue. 
Si A admet un élément unité et si G désigne l'ensemble des éléments 
inversibles, l'application x - x - 1  de G dans A est continue. 

b) Soit A une algèbre localement m-convexe à élément unité. Le 
spectre de tout élément de A est non vide. Si A est un corps, A = C .  1. 

c) Soit A une algèbre localement m-convexe complète. Il existe un 
ensemble ordonné filtrant croissant 1, une famille (A,),, d'algèbres de 
Banach, des morphismes continus 7cij : Aj- Ai pour i d j, avec 
7cijnjk = r i k ,  tels que A soit isomorphe à la sous-algèbre de n A, formée 
des (xi) tels que niJ(xj) = xi pour i < j. 1 

d) L'algèbre Vc(R), munie de la topologie de la convergence com- 
pacte, est localement m-convexe. L'ensemble des éléments inversibles de 
&(R) est dense dans Vc(R) et non ouvert. 

e) Soient D une partie ouverte de C ,  A l'algèbre des fonctions 
complexes holomorphes dans D, munie de la topologie de la con- 
vergence compacte. Alors A est localement m-convexe. L'ensemble des 
éléments inversibles de A est fermé. 
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f )  L'algèbre des fonctions complexes indéfiniment dérivables sur 
(0,1),  munie de la topologie de la convergence uniforme de chaque 
dérivée, est localement m-convexe. 

g) Soit A l'algèbre des (classes de) fonctions complexes f sur (0, 1) 
telles que f E Lp((O, 1)) pour tout p > 1. Munie des normes f H I l  f II 
(p > l), A n'est pas localement in-convexe. L'application (x, y ) + +  xy de 
A x A dans A est continue. 

1) Soient A une algèbre de Banach commutative, 3 un idéal 
maximal de A. -Montrer qu'il n'y a que deux cas possibles: 1) 3 est le 
noyau d'un caractère de A ;  2) 3 est un hyperplan contenant A2. (Utiliser 
l'exerc. 6 du 9 1.) En particulier, si 3 est non fermé, 3 est un hyperplan 
partout dense de A contenant A2. (Pour obtenir un exemple de cette 
dernière situation, considérer l'exerc. 3.) 

2) Soit A l'algèbre de Banach des suites x = ( r ,  , 5, , . . .) de nombres 
complexes tendant vers O, avec ilxli = sup Iti(. Soit 3 l'ensemble des x 

n'ayant qu'un nombre fini de termes non nuls. Alors 3 est un idéal 
partout dense de A, et n'est contenu dans aucun idéal maximal. (Observer 
que A2 = A, et utiliser l'exerc. 1.) 

3) Soient A un ensemble, p E (1, +CO(, et A = lP(A) l'ensemble des 
x = (<,JA,, , où E C et l(xlj, = (1 l<Alp)l'P < + CD. Pour l'addition et 

la multiplication usuelle, A est uni  algèbre de Banach (Si 11((;.)IP d 1 
et ll(qj.)llP < 1, on a :  

où q est l'exposant conjugué de p, d'où ll(tiqî,)IIP d 1.) On a A2 # A 
et A2 est partout dense dans A. L'espace des caractères non nuls de A 
s'identifie naturellement a A muni de la topologie discrète. (Utiliser le 
fait que le dual de lP(A) est lq(A).) La transformation de Gelfand devient 
alors l'application identique et son image dans l'espace des fonctions 
continues tendant vers O à l'infini sur A est partout dense et non fermée. 

4) Soit A l'espace de Banach des fonctions complexes intégrables 
sur (0,  1 ) pour la mesure de Lebesgue. Si on pose 

pour c o  E (O,  1 ), f . g est définie presque partout et est un élément de A. 
(Prolonger f et g par O dans R - (0, l) ,  et utiliser Intégr., chap. VIII, 
$4,  no 5 ,  prop. 12.) Alors, A devient une algèbre de Banach commutative. 
Soit x E A la fonction constante égale à 1. La fonction x" est 

- 1 

O) ++ ----- 
(n - l)!' 

En déduire que A est engendrée par x, que x est quasi-nilpotent, puis 
que A est égale à son radical. Soit en (n = 1,2,. . .) l'élément de A défini 
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par cn(t) = n pour O < t < lin, en(t) = O pour t > lin; en utilisant les 
e n ,  montrer que A possède la propriété de I'exerc. 22 du Cj 2, et en 
particulier que A2 = A. Combinant avec l'exerc. 1, on voit que A ne 
possède aucun idéal maximal (régulier ou non, fermé ou non.) 

5 )  Soit (a,, a , ,  . . .) une suite de nombres > O  tels que a, = 1, 
a,,, < a, + a,. lim abik = O. Soit A l'ensemble des séries formelles 

k -  +ffi  
CO a> 

x = 1 tklk E C[[<ll telles que llxll = 1 ltklak < +m. Montrer que A 
k = O  k = O  

est une algèbre de Banach commutative unifère engendrée par (, et 
que l'unique idéal maximal de A est l'ensemble des x E A sans terme 
constant. (Observer que < est quasi-nilpotent.) 

6) Dans l'algèbre C(X) des fractions rationnelles sur C, (0) est 
idéal maximal, mais n'est pas de codimension 1. 

7) Soient A une algèbre de Banach unifère commutative, et x E X(A). 
Pour tout x E A, on pose ilxli, = I~(x)l + Ijx - ~(x) l l .  Montrer que 
x H  I I X I I ~  est une norme, que I I ~ Y I I ,  d l l ~ l l n l l ~ l l Y  * l14x = 1, et 

8) Soit A une algèbre de Banach unifère commutative telle que 
11 111 = 1.  Soit N l'ensemble des normes équivalentes A la norme donnée, 
pour lesquelles A est encore une algèbre de Banach, et pour lesquelles 
1 est de norme 1. 

a) Soit x, E A tel que p(xo) < 1. Pour tout x E A, on pose: 

pour toutes les représentations de x sous la forme a, + a,x, + . . . + anxO 
(a,, a , ,  . . . , a n  E A). Montrer que x- ilxll' est un élément de N. (Comme 
p(xo) < 1, on a llxO11 < k pour tout n, d'où llxil < kllxll'.) Montrer que 
llxoll' G 1 .  

b) Déduire de a) que, pour tout x E A, 

p(x) = inf n(x). 
neN 

c)  Si le seul élément de N est la norme donnée, on a A = C .  1. 
(Utiliser b) et I'exerc. 7.) 

9) Soient A une algèbre de Banach commutative, D une application 
linéaire continue de A dans A telle que D(ab) = (Da)h + a(Db) pour 
a, ~ E A .  

01) 

a) Pour tout x E X'(A) et tout Â E C, la série qo,(a) = 1 (/Z"/n!)x(Dna) 
n = O  

converge ; Â - cp,(a) est une fonction entière, et a H yA(a) est un caractère 
de A. 

h) Le nombre qn(u) est indépendant de A. (Observer que 
Iqj.(u)l < iiull d'après u).) Donc x(Du) = 0. 

c) D applique A dans le radical de A. En déduire une nouvelle 
démonstration de I'exerc. 25 f )  du 5 2. 
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10) Soit D l'algèbre des fonctions indéfiniment dérivables 
f : ( o , i ) + c .  

a) Soit A une sous-algèbre de D, munie d'une norme faisant de A 
une algèbre de Banach. Montrer qu'il existe une suite (m, , ml , m, , . . .) 
de nombres 2 O finis tels que, pour tout x E A, on ait 

sup Ix'"'(t)l = O(m,). 
O S t G l  

(Soit D, l'algèbre de Banach des fonctions n fois continûment dérivables 
sur (0, 1). D'après la prop. 6, l'injection canonique A -+ D, est continue ; 
soit M,, sa norme ; si x E A, on a (lln!) sup Jx("'(t)l < Mn llxll.) 

O G t G l  
b) Il n'existe sur D aucune norme qui en fasse une algèbre de 

Banach. (Pour toute suite (m, , ml , m, , . . .) de nombres 2 O, il existe 
f E D telle que f ("'(O) = nm, pour tout n. Utiliser alors a).) 

11) a) Soient A une algèbre de Banach, x un morphisme de A dans 
C. Montrer que I~(x)l < llxll pour tout X E  A. (Même démonstration 
que pour le th. 1.) 

b) En déduire que la prop. 6 reste valable quand A n'est pas 
supposée commutative. 

12) Soient A une algèbre de Banach unifère, (x,) une suite d'éléments 
inversibles de A tendant vers un x E A. Si la suite (,~(x,-')) est bornée, 
et si x,x = xx, pour tout n, alors x est inversible. (D'après le cor. de la 
prop. 5, p(1 - xn- lx) < p(xi ')p(x, - x), donc xn- 'x est inversible pour n 
assez grand.) 

ïi 13) Soit A l'algèbre de Banach 12(N) (exerc. 3). Soit A, la sous- 
algèbre formée par les suites qui n'ont qu'un nombre fini de termes non 
nuls. Soit B la somme directe de A, et C, avec la multiplication 
(f, a )k ,  P) = (fg, 0) pourf, g g A,, , a, P E C, et la norme 

Alors B est une algèbre de Banach commutative dont le radical 91 est 
C . (O, l), avec BJ% isométriquement isomorphe à A. Soit x : B -, B/% 
le morphisme canonique. Il n'existe a_ucune sous-algèbre BI de B supplé- 
mentaire de 91 telle que nlB, : B, -+ B/% = A soit un homéomorphisme. 
(Soit BI une telle sous-algèbre. Soit U,E A tel que uk(k) = 1, uk(kr) = O 
pour kt # k. Soit e, E B1 tel que n(e,) = u, . Montrer que ek E A. , que 
a, m 

C uk/k converge dans A mais que 1 ek/k ne converge pas dans B.) 
k =  1 k =  1 

14) Dans C2, soit fi l'ensemble compact défini par 

$ d 1 ~ ~ 1 ~  + 1z2I2 < 1, 

et soit A la sous-algèbre de %?(Cl) formée des fonctions qui sont holo- 
morphes dans Q. Soit U l'ensemble ouvert défini par 1zJ2 + 1z2I2 < 1. 
En vertu d'un théorème de Hartogs*, pour toute f E A, il existe une 
fonction f E %(Ü) et une seule qui est holomorphe dans U et coïncide 

* Cf., par exemple, pp. 64-66 de S. BOCHNER et W. T. MARTIN, Several complex 
variables, Princeton Math. Series, Princeton, 1948. (La variable notée u dans cette référence 
est réelle, mais on peut aussi bien la supposer complexe.) 
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avec J' sur R. L'injection canonique de A dans V(R) est un morphisme 
isométrique h dont l'image est une sous-algèbre pleine de W(R), mais 
X(h) n'est pas surjectif. 

15) Soient A et B deux algèbres de Banach commutatives unifères, 
cp un morphisme unifère de A dans B, (x,) une famille d'éléments de A 
telle que la sous-algèbre pleine fermée de A engendrée par les x, soit A. 
Pour que X ( q )  soit surjectif, il faut et il suffit que Sp,((x,)) = Sp,((cp(x,))). 
(Utiliser le diagramme (1) du no 5 ,  où la flèche de droite est bijective 
d'après la prop. 9.) 

16) Soient A une algèbre de Banach commutative, B l'algèbre de 
Banach des fonctions continues tendant vers 0 à l'infini sur X(A). Les 
conditions suivantes sont équivalentes: (i) A est sans radical et 9(A) 
est fermé dans B ;  (ii) !! est un homéomorphisme de A sur Y(A); (iii) il 
existe une constantc u > O telle que /1x/I2 < ai/x2 11 pour tout x E: A. 

17) Soient A une algèbre de Banach commutative, 3 un idéal fermé 
de A, 1.1 l'injection canonique de 3 dans A. L'espace X'(3)  s'identifie à 
I'cspacc quotient de X'(A) par la relation d'équivalence que définit 
X'(1.l). (Utiliser l'exerc. 4a) du 4 1.) 

18) Soient A une algèbre de Banach commutative unifère, x un 
élément de A. On suppose que la sous-algèbre fermée pleine de A 
engendrée par x est égale à A, de sorte que l'application x ++ ~(x) permet 
d'identifier X(A) et Sp x. Soit ./f l'ensemble des fonctions !!?y sur Sp x, 
pour y parcourant A. Alors S,(sp x) (Intkgr.,  chap. IV, 2" éd., 5 7, no 4) 
est la frontière de Sp x relativement a C. (Pour montrer que Sx(sp x) est 
contenu dans cette frontière, utiliser le principe du maximum. 
Rcciproqueinent, soit z, un point de cette frontière; pour montrer que 
z , ~  Sx(~p.x) ,  considérer (x - z,)' pour z, assez voisin dc 2,  dans 
C - Sp x.) 

19) Soient A une algèbre de Banach commutative unifère, B une 
sous-algèbre unifère fermée de A, T l'application x H xIB de X(A) dans 
X(B), R la relation d'équivalence dans X(A) définie par T. Alors T définit 
par passage au quotient un homéomorphisme de X(A)/R sur T(X(A)), 
et pour toute fonction f = i!,(x) (où x E B), I f 1  atteint son maximum sur 
T(X(A)). 

20) Soient A le disque lzl < 1 dans C, A l'ensemble des f ' ~  @(A) 
qui sont holomorphes dans l'intérieur de A, A, la sous-algèbre de 
Banach de V(A) engendrée par A et la fonction Z H  lzl. Montrer que 
X(A,) est homéomorphe à l'ensemble des (x, , x, , x,) E R-els que 
x: + x $ < x 3 , 0 < x 3  < 1. 

21) a) Soit (X,),,, une famille d'indéterminées. Pour toute série 
formelle f E C[[(X,)ll,E,, soit 1 1  f ' l l  la somme des valeurs absolues des 
coefficients. Soit A l'ensemble des f E C[[(X,)] I,,, telles que 1 I . f  j /  < + co. 
Munie de l'addition et de la multiplication usuelle, A est une algèbre 
de Banach unifère commutative sans radical. 

b) Pour toute algèbre de Banach unifère commutative B, il existe 
une algébre du type A et un morphisme unifère continu de A sur B. 

22) Soit R une partie compacte de Cn. L'application 

(Cl,.  . . ,C,,)- (Cl,. . . > Cn 7 Cl 7 . .  . , l n )  
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est un homéomorphisme de R sur une partie compacte polynomialement 
convexe de C2" (Soient A = %?(a), zi les fonctions coordonnées sur Cn. 
Alors (zi1!2, ZilR)l,i,n est un système générateur topologique de A, et 
l'application considérée est l'application de X(A) = R dans C2" définie 
par ce système générateur topologique.) 

23) Soient ci€ (0, l ) ,  R l'ensemble des ( ( , , ~ , ) E C ~  tels que / i l /  d 1, 
li,l < 1, R, l'ensemble des ( i l  , i2) E C2  tels que 

a) Les complémentaires de R et Ra dans C2 sont connexes. 
b) i2 est l'enveloppe polynomialement convexe de 52,. (Si 

([y, ~ ; ) E Q  et si P E  C[[, , c,], il existe i' E C tel que 151 = 1 et 
I l  , i l  l l 0 p i '  l SUP IWl 2 C2)l.) 

(il ,CZ )E~ .  
24) Soit A une algèbre localement m-convexe complète commuta- 

tive - à - élément unité: - - - - - - ~ ~ ~  

a) Üiélement x de A est inversible si et seulement si ~ ( x )  # O pour 
tout caractère continu x de A. Le radical de A est l'intersection des 
noyaux des caractères continus de A, donc est fermé. 

b) Dans l'exemple de l'exercice 31 d) du 2, soit 3 l'idéal formé des 
f telles que f (n) = O pour tout entier n > O assez grand. Alors tout idéal 
maximal contenant 3 est dense et de codimension infinie. 

1) Soient A une algèbre de Banach unifère, G le groupe des éléments 
inversibles de A. 

a) Le sous-groupe de G engendré par expA est la composante 
neutre de G. 

b) Pour qu'un x E A soit de la forme exp y (y E A) il faut et il suffit 
qu'il soit contenu dans un sous-groupe connexe commutatif de G. 

c) Pour qu'un x E A soit de la forme exp y (y E A) il suffit que O 
appartienne à la composante connexe non bornée de C - Sp x. 

2) Soient A une algèbre de Banach unifère, G le groupe des éléments 
inversibles de A, G ,  la composante neutre de G. 

a) Soient ~ E A  et n un entier > O  tel que xn = e. Montrer que 
x E G ,  . (Le spectre de x est fini. L'ensemble des A E C tels que 
y(Â) = I x  + e - ;le soit inversible est de complémentaire fini, donc 
connexe. Or, y(0) = e, y(1) = x.) 

- b) On-suppose-A commutative. Tout élément de G/G, distinct de 
l'élément neutre est d'ordre infini. (Si x E G et xn E G ,  , on a xn = exp y 
avec un y E A d'après le no 9, d'où (x exp(-yin))" = e. Appliquer a).) 

3) Soit A une algèbre de Banach commutative unifère. 
a) Si j est un idempotent de A, on a exp(2inj) = 1. 
b) Soit p E A tel que exp p = 1. Alors Sp p se compose d'un nombre 

fini de points de la forme 2inn, n E Z, d'après la prop. 8. Pour À $ Sp p, 
on a :  

1; exp(i'(p - I l ) )  di' = (1 - exp(-i))(Âl - p) - l .  



1 O0 ALGÈBKES NORMÉES Chap. 1, 5 4 

En déduire que tout point de Sp p est pôle simple de R(Â, p). Appliquant 
k 

le no I l ,  en déduire que p = 2in nvjv , où n ,  , . . . , n, E Z, et où les jv 
v =  1 

sont des idempotents deux à deux orthogonaux. 
'11 4) a) Soient B un espace de Banach complexe, e un point de B 

tel que Ilel1 = 1. Pour tout x E B, la limite: 

lim aP1(lle + axll - 1) 
a >  O ,  a - O  

existe; notons-la ~ ( x ) .  Soit $(x) = sup cp(ex). Alors $ est une semi- 
E E C ,  161 = 1 

norme majorée par la norme donnée. On a $(x) = supl f(x)l, f parcourant 
I 

l'ensemble des f E B' (dual de B) telles que I I  f Il = ,fi(.) = 1. 
b) On suppose désormais que B est une algèbre de Banach dont e 

est élément unité. On a :  

q(x) = lim a-  ' logllexp(ax)lj 
a > O , a + O  

= sup a-' logllexp(ctx)ll. 
a > O  

(Observer que logllexp(ct + a')xll < logllexp ctxli + logliexp a'xll.) 
c) En utilisant h), montrer que liexp(Âx)il < exp(lÂi$(x)). En inté- 

grant 1. H 1.-' exp(Ax) sur le cercle 121 = p, en déduire que 

d'où, en posant p = $(x)-l, 

(e désigne ici, bien entendu, la base des logarithmes népériens). 
d) Pour tout x non nul de B, il existe une f E B' telle que 

(Utiliser a) et c).) 
5 )  Soient A une algèbre de Banach unifère, x E A, et B la sous- 

algèbre de A engendrée par x. Pour que Sp x se compose d'un nombre 
fini de points qui soient pôles de la résolvante, il faut et il suffit que 

P 

dim B < + m. (Si R(x, A) = Fi(A)ai, où a, E A et où Fi est une fonc- 
i= 1 

tion rationnelle scalaire, le développement de R(x, A) autour de Â. = cc 
montre que les xn sont combinaisons linéaires des a i .  Réciproquement, 
si dim B < + co, il existe un polynôme non nul f ' ~  C[X] tel que f (x) = 0. 
Alors Sp x est contenu dans l'ensemble des zéros de $ Soit Â E Sp x un 
zéro d'ordre p de f(X); soit g(z) = f (z)(z - A ) - p  au voisinage de Â. et 
g(z) = 1 au voisinage de Sp x - (11) ; alors g(x) est inversible dans A, et 
O = f (x)elj,, = g(x)(x - Âe)Pe,,, , d'où (x - Àe)Pe(,, = O et Â est pôle de 
la résolvante.) 

6) Soient A une algèbre de Banach unifère, x E A, U un voisinage 
ouvert de Sp x n'ayant qu'un nombre fini de composantes connexes Ui 
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(i E 1), et f E O(U). Pour que f (x) = O, il faut et il suffit que les conditions 
suivantes soient réalisées : 

a) pour tout i tel que Sp x n Ui soit infini ou contienne un point 
singulier essentiel de la résolvante, f lui = 0; 

b) tout pôle d'ordre p de la résolvante est un zéro d'ordre Z p  de& 
(Pour la nécessité de b), raisonner comme pour I'exerc. 5.) 

7) Soit A le disque Izl < 1 dans C. Pour toute suite (c,),,? de 
nombres complexes tels que C Icnl < + m, soit f ( 2 )  = c,zn, qui est 

continue dans A et holomorghe dans 8. On pose 11 f 1: = 1c.l. On 
n 

obtient ainsi une algèbre de Banach A de fonctions sur A, admettant le 
générateur z. Montrer que X(A) s'identifie à A. Si f E A et si g est holo- 
morphe dans un voisinage ouvert de f (A), on a donc g 0 f E A. 

8) Soient A une algèbre de Banach unifère commutative, et x E A. 
Soient S une partie de X(A) fermée pour la topologie de Jacobson, et 
f une fonction complexe holomorphe dans un voisinage de (gx)(S). Il 
existe un y~ A tel que %y = f 0 $X sur S. (Soit 3 l'intersection des 
noyaux des x E S. Utiliser le calcul fonctionnel dans AIS.) 

9) Soit Q une partie ouverte non vide de C. Montrer qu'il n'existe 
aucune norme sur O(Q) pour laquelle O(Q) soit une algèbre de Banach. 
(Utilisant le th. 1 du 5 3, montrer que les fonctions de O(Q) seraient 
bornées.) 

10) Soient A une algèbre de Banach unifère, x E A, et k un entier 2 0. 
a) On suppose que Sp x c U et que I I  R(A, x)/l = O((1 - 

quand 1Â1 tend vers 1. Montrer que Ilxnll = o(lnlk) quand n tend vers + m. 
(Pour tout 6 > 1, on a, en utilisant l'intégrale de Cauchy donnant xn: 

6" 
2.rrllxnlI d M- 

d-" 
+ M  

( d - l ) k  ( l - S - l ) k  

où M est indépendant de n et 6. Prendre 6 = n/(n - k) quand n tend 
vers + m, 6 = n/(n + k) quand n tend vers - m.) 

b) On suppose que Ilxnil = ~ ( l n l ) ~ )  quand n tend vers f m. Montrer 
que Sp x c U et que (IR(,?, x)ll = O((1 - I Â l ) k + l )  quand [Al tend vers 1. 
(On a p(x) = p(x-') = 1, donc Sp x c U. Pour ]Al < 1, 

En déduire une majoration de /IR(Â, x)lj, et raisonner de manière analogue 
si IÂI > 1.) 

11) Soit XI (resp. X,) l'ensemble des (z, , z,) E C2 tels que 
4 < Izi12 + 1z2I2 < 1 (resp. /z1l2 + jz212 < 1). Soit X = XI u ((0,O)) c C2. 
Soient A = %?(X), et a,, a, les restrictions à X des fonctions coordonnées 
sur C2. Le spectre simultané Sp,(z, , z,) est X. Construire deux mor- 
phismes unifères continus distincts de O(X) dans A transformant z ,  en a l  , 
z ,  en a,. (Le premier morphisme est fourni par le th. 1. Le second 
s'obtient en utilisant le théorème suivant: pour toute fonction f holo- 
morphe dans un voisinage de X I ,  il existe une fonction g holomorphe 
dans un voisinage de X, qui coïncide avec f dans un voisinage de XI 
(cf. 9 3, exerc. 14)) 
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T1 12) Soit A une algèbre de Banach unifère commutative. 
a) Pour toute famille finie J d'éléments de A, soit S(J) c CJ le 

spectre simultané de J. Si J' prolonge J, la surjection canonique pr,,?, 
de CJ' sur CJ est telle que prJ,,,(S(J1)) = S(J). D'où un morphisme injectif 
y,,, de O(S(J)) dans O(S(J1)). Soit O(X(A)) la limite inductive des O(S(J)) 
relativement aux q,,, (on indexe les familles finies d'éléments de A par 
les parties finies de A x N). Les applications canoniques 

sont injectives. On  munira O(X(A)) de la topologie limite inductive de 
celles des O(X(J)). Pour tout a E A, la fonction coordonnée au voisinage 
de S(a) c C définit un élément z, de O(X(A)). 

La surjection continue X(A) --+ S(J) définit un morphisme continu 
V(S(J)) + %?(X(A)). Les morphismes O(S(J)) --+ %?(S(J)) -, %?@(A)) définissent 
un morphisme continu : 

Ce morphisme est non injectif en général. 
Il existe un morphisme unifère continu cp et un seul de O(X(A)) dans 

A tel que y(z,) = a pour tout a E A. (Utiliser le th. 1.) Son composé avec 
la transformation de Gelfand est <p. 

b) Soient E un espace localement convexe séparé, U une partie 
faiblement ouverte de E, f :  U -, C une fonction. On dit que f est 
faiblement holomorphe si, pour tout u E U, il existe un voisinage faible- 
ment ouvert Vu de u, un sous-espace vectoriel fermé Fu de codimension 
finie de E, et une fonction holomorphe g, sur p,(V,) (pu désignant 
l'application canonique de E sur E/F,) tels que flV, = g, 0 p u .  S'il en 
est ainsi, et si K est une partie faiblement compacte de U, il existe un 
voisinage faiblement ouvert V, de K dans U, un sous-espace vectoriel 
fermé FK de codimension finie de E, et une fonction holomorphe g, 
sur pK(V,) (pK désignant l'application canonique de E sur E/FK) tels 
que f I V ,  = gK pK. 

Montrer que O(X(A)) est la limite inductive des O(S), où S parcourt 
l'ensemble des voisinages faiblement ouverts de X(A) dans le dual de A, 
et où O(S) désigne l'algèbre des fonctions faiblement holomorphes dans S, 
munie de la topologie de la convergence compacte. 

1) Soient A une algèbre de Banach commutative régulière, 3 un 
idéal fermé de A. Alors 3 et A/3 sont des algèbres de Banach com- 
mutatives régulières. 

2) Soient A une algèbre de Banach commutative régulière sans 
radical, 3 un idéal de A, x un point de h(3), J l'ensemble des x E A tels 
que 3 x  soit à support compact disjoint de {x). Alors 3 + J est le plus 
petit des idéaux R de A tels que Si 3 3 et h(R) = {x) 

3) Soient A une algèbre de Banach commutative, A' l'espace de 
Banach dual de A. Pour tout x E A, soit p(x) l'opérateur linéaire dans A' 
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transposé de la multiplication par x dans A. Pour x E A et X ' E  A', on 
pose x *x '  = p(x). x'. Un sous-espace vectoriel de A' est dit invariant 
s'il est stable pour tous les p(x). 

a) Pour qu'un élément x' de A' soit proportionnel à un caractère 
non nul de A, il faut et il suffit que Cx' soit invariant. 

b) L'application V H  V0 est une bijection de l'ensemble des idéaux 
fermés de A sur l'ensemble des sous-espaces vectoriels invariants 
faiblement fermés de A'. 

c) Si W est un sous-espace vectoriel invariant de A', on note o(W) 
l'ensemble des caractères appartenant a W .  Si W ,  ,.W, sont invariants 
faiblement fermés, et si W est le sous-espace vectoriel faiblement fermé 
engendré par W ,  et W, , on a o(W) = a(W ,) u a(W,). (Utiliser b).) 

d )  Soit W un sous-espace vectoriel invariant faiblement fermé de A'. 
Alors o(W) est l'ensemble des 1 E Â tel que x * x' = O pour tout .Y' E W 
entraîne ( x ,  X) = 0. 

e)  Si A admet un élément unité, tout sous-espace vectoriel invariant 
faiblement fermé de A' contient un caractère non nul. 

f )  Dans la suite de cet exercice, on suppose que A est régulière 
sans radical et admet un élément unité. Si W est un sous-espace vectoriel 
invariant faiblement fermé de A', U un voisinage de o(W)  dans X(A) 
alors W est contenu dans le sous-espace vectoriel faiblement fermé de A' 
engendré par les éléments de U. 

g) Si x' E A', on pose o(x') = a(W), W étant le sous-espace vectoriel 
invariant faiblement fermé de A' engendré par x'. Si x E A est tel que 
9 x  = 1 sur un voisinage de o(xl)  on a x * x' = x'. (Utiliser f) .)  

h) Si o(x') est réunion de deux ensembles fermés disjoints al  et a,, 
il existe xi , xi  E A' tels que a(x;) = a ,  , o(x;) = a,, x' = xi  + x i .  
(Prendre x; = u, * x r ,  x; = u, * x', avec $ut = 1 (resp. O) au voisinage 
de a ,  (resp. a,), et Yu2 = 1 (resp. O) au voisinage de a ,  (resp. a,).) 

4) Soient A une algèbre de Banach commutative régulière sans 
radical, vérifiant la condition de Ditkin, 3 un idéal fermé de A, x E f(h(3)), 
F la frontière de h(Ax). Si F n h(3) ne contient aucun ensemble parfait 
non vide, on a x E 3. (Imiter le raisonnement de la prop. 5.) 

5 )  Soit A une algèbre de Banach commutative régulière sans 
radical. On  suppose que tout idéal fermé de A est intersection d'idéaux 
maximaux réguliers. Soit x E A. Soit F l'ensemble des zéros de g'x.  
Alors x est limite d'éléments u,x, où un E A et Y u ,  est nulle au voisinage 
de F. (Soit J l'ensemble des y €  A tels que Yy soit a support compact 
disjoint de F. O n  a x E 3. Utiliser la prop. 4.) En particulier, A vérifie la 
condition de Ditkin. 

6) Soit B l'algèbre des fonctions complexes une fois continûment 
dérivables sur (0, 11, munie de la norme I l  f j /  = supl f I  + suplf'l. Soit A 
la sous-algèbre fermée de B formée des f E B tels que f ($) = O. Soit 3 
l'idéal fermé de A formé des f E A tels que f '($) = 0. 

a) L'espace X(A) s'identifie à ( 0 , l )  - ($1, et A est régulière. 
b) 3 est un idéal maximal de A non régulier. 
7) a) Dans C4, soit R l'ensemble des points ( z ,  , z, , z, , z,) tels que : 

z1z2 = 2, 1 8 lz,l < 2, z3 = zq = 0. 
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Définissons de même Tl  et T, par les conditions 

T l  : zlzz = 2, lz1l = 1, z 1, Z, = 0. 

Alors X = R u Tl  u T, est polynomialement convexe. (Montrer que X 
est l'ensemble des (zl , z, , z, , z,) tels que 

Iz,zk,l < 1 et Izk,(z, - zz)l d 1 pour k = 1,2, ...). 

Soit A la sous-algèbre fermée de V(X) engendrée par les restrictions à X 
des fonctions polynômes sur C4. Alors X s'identifie à X(A). 

b) Soient T l ,  T, c C les cercles de centre O et de rayons 1,2 
orientés dans le sens positif. Soient p, , pl , v les mesures sur T, , l-, , Tl 
définies par les formes dzlz,  -dz/z, dz/z2. Soit p = p, + p l ,  de sorte 
que p O v est une mesure sur ( r l  u T,) x T l .  Soit B l'ensemble des 
z = (z, , Z, , z3 , 2,) E X tels que (z, , z,) E (Tl u T,) x Tl . L'application 
Z H  (zl , z3) de B dans (Tl u T,) x Tl est un homéomorphisme q. 
Soit p la mesure q-l(p O v). Montrer que p est orthogonale à A. 

c) Soit g la fonction sur X qui est nulle sur R u Tl et égale à z ,  

sur T, . Alors g dp # O, donc g 4 A. Mais, pour tout z E X, g coïncide I 
au voisinage de z avec un élément de A. 

96 
1) Soit A une algèbre normée, munie d'une involution continue. 

Si on pose Ilxll' = sup(/~xl~, (lx* 11) pour tout x E A, A devient une algèbre 
normée involutive, et la nouvelle norme est équivalente à l'ancienne. 

2) Soit A une algèbre de Banach commutative sans radical. Toute 
involution de A est continue. (Utiliser le 9 3, prop. 6.) 

li 3) Soit A une algèbre de Banach unifère commutative involutive 
dont tout caractère est hermitien. On suppose que, pour tout x E A 
hermitien non inversible, on a (((x - Â)-'(1 = o($(Â)-~) quand Â. tend 
vers O avec $(A) # O. Alors tout idéal fermé 3 de A est intersection 
d'idéaux maximaux. (Soit q : A -+ A/3 le morphisme canonique. Soit 
x E A tel que q(x) soit dans le radical de A13.11 faut prouver que q(x) = 0. 
Se ramener au cas où x est hermitien. Utiliser alors l'exerc. 23 c) du 2.) 

4) Soit A une algèbre de Banach unifère commutative involutive. 
Pour que tout caractère de A soit hermitien, il faut et il suffit que 1 + xx* 
soit inversible pour tout x E: A. (Si tout caractère de A est hermitien, 
9(1 + XX*) est partout > O sur X(A). Si un caractère x de A est non 
hermitien, il existe un x E A hermitien tel que ~ ( x )  = i, d'où ~ ( 1  + xx*) = O 
et 1 + xx* n'est pas inversible.) 

5 )  Soit A une algèbre de Banach commutative, munie d'une 
involution telle que llx*xll = lixll . ((x*/i pour tout x E A. Alors A est une 
algèbre stellaire. (On a lly21/ = lly112 pour y hermitien, d'où IlylJ = p(y); 
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observant que Sp' x* = Sp' x pour tout x E A, on a donc 

d'où Ilx*ll .-< llxll et llx*ll = llxll.) 
6) Soient A une algèbre stellaire, N l'enseinble des éléments 

normaux de A, x EN,  V un voisinage de O dans C. Il existe un voisinage 
U de x dans N tel que, pour tout y~ U, on ait Sp y c Sp x + V et 
Sp x c Sp y + V. (Utiliser le cor. du th. 1, la prop. 3 du 5 2, et la prop. 10 
du 5 4.) 

7) Soient A une algèbre stellaire commutative, et x E A. On suppose 
que la sous-algèbre stellaire de A engendrée par x est égale à A. Alors 
x ++ X(X) est un homéomorphisme de X1(A) sur Sp' x. 

8) Soient A une algèbre de Banach unifère, x E A, et S = Sp x. 
On  suppose qu'il existe un morphisme cp de %(S) dans A qui transforme 
1 en 1 et z en x (en désignant par z l'application identique de S.) Alors 
llq(f)ll 2 I l  f I l  pour toute f EW(S). En particulier, si cp est continu. 
cp est bicontinu. (On peut supposer A commutative. Soit Â E S. Il existe 
x E X(A) tel que À = ~(x) = ~(q(z ) )  = (X(cp)(~))(z). Donc X(q)(x) est le 
caractère f I+ f (A) de V(S). Soit f E %'(S). D'après ce qui précède, il 
existe x E X(A) tel que 1 f 1 atteigne son maximum en X(q)k). Alors 
IxMf >Il = Ilf i l ,  donc ildf )Il > I l  f I l . )  

9) Soit G un groupe localement compact. Si St(G) possède un 
élément unité, G est discret. (Utiliser le fait qde, dans l'espace hilbertien 
L2(G), l'application identique est limite en norme d'endoxnorphismes 
y( f ), où y est la représentation régulière gauche et où f E L1(G).) 

1) Pour tout espace topologique R, on note g ( R )  l'algèbre des 
fonctions complexes continues bornées sur R, munie de la norme 

/ /  f / /  = sup 1 f (t)l et de l'involution ,f +-+ f 
1 4  

a) .@(a) est une algèbre stellaire unifère commutative. 
b) Pour tout t E Q  et toute f €@(a) ,  on pose ~ , ( , f )  = f(t). Alors 

t-xr est une application continue q, dite canonique, de R dans 
x(a(fi)). 

c) Si C2 est complètement régulier, cp est un homéomorphisme de R 
sur un sous-espace partout dense de X(B(R)). (Pour montrer que 
- 

q(R) = X(g(R)), montrer qu'une fonction complexe continue sur 
X(@(R)) nulle sur q(R) est identiqugment nulle.) Montrer que X(g(R)) 
s'identifie au compactifié de Stone-Cech de R (Top. Gén., chap. IX, § 1, 
exerc. 7). 

d) Soient A une sous-algèbre de Banach unifère de g(R),  RA la 
relation d'équivalence dans R : 

f (t) = f (t') pour toute f E A. 

Le saturé S pour RA d'une partie compacte K de R est fermé. (Soit 
t E S; pour toute f E A et tout E > O, soit VS,8 l'ensemble des ~ ' E Q  tels 
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donc ( VJ,,) n K # 0, d'où t € S.) 
J E A . E >  O 

e) On suppose R normal. Soient R une relation d'équivalence 
fermée dans 0 ,  A = A, la sous-algèbre de B(R) formée des fonctions 
constantes sur les classes suivant R. Montrer que R = R A .  (Utiliser 
Top. g c h ,  chap. IX, 5 4, exerc. 15.) 

f )  On suppose R compact. Alors R H  A, est une bijection de 
l'ensemble des relations d'équivalence séparées de R sur l'ensemble des 
sous-algèbres stellaires de %'(Cl). (Soient A une sous-algèbre stellaire de 
%(fi), et R = R A .  Montrer que R est séparée. et appliquer le théorème de 
Stone-Weierstrass à l'algèbre de fonctions continues sur R/R déduite 
de A par passage au quotient.) 

2) Soient R un espace compact, R une relation d'équivalence 
séparée dans 0 ,  B une sous-algèbre fermée de W(R) contenant AR (nota- 
tion de I'exerc. 1). Si f E %'(Q) coïncide sur chaque classe c suivant R 
avec un élément g, de B, alors f E B. (Soit E > O. Il existe un voisinage 
ouvert saturé V, de c tel que 1 f gel < E sur V,. Soient V,, , . . . , Vcn 
recouvrant R. Soit (u, , . . . , un) une partition de l'unité subordonnée à 
(V,, , . . . , V,,) et formée de fonctions de A,. Alors 

et 1 f - gl d E partout.) 
3) Soient R un espace compact, et, pour tout 0 1  E R, A,, une algèbre 

de Banach commutative admettant un élément unité e l ,  de norme 1. 
Soit B l'algèbre de Ranach des (x,,) E n A,, tels que 

ut0 

Soit C une sous-algèbre de Banach de B possédant les propriétés 
suivantes : 

(9 = (el,),& E c ; 
(ii) si x = (x,) E C et f E V(R), la fonction w H f (w)x,, est un 

élément de C ; 
(iii) pour tout x = (x,) E C, la fonction o H /lxW// est semi-continue 

supérieurement. 
Soit X l'ensemble somme des X(A,). Pour tout x E X(A,,), soit q(J) le 
caractère de C défini par cp(J)((x,)) = ~(x,,). Montrer que cp définit une 
bijection de X sur X(C). (Soit E X(C). Comme %'(Cl) peut être identifié à 
une sous-algèbre de Banach de C, [ définit un caractère de %'(Cl), donc 
un a, E Q. Soicnt x = (x,,) E C et y = (y,,) E C, avec x,,, = y,,,, ; soit 
c > O ;  on a llx, - y,,J < E dans un voisinage U de w,; soi t f :  R -t (O, l ) ,  
égale à 1 en wO et à O hors de U ;  on a II fx - fyll d a, d'où 1((jx - .fy)l d E, 
d'où l<(x) - t(y)l < c, d'où <(x) = ((y). En déduire qu'il existe un 
X E X(A,") tel que t = cpk)). 



9 7 EXERCICES 1 07 

4) Soit R un espace compact tel que l'algèbre de Banach %'(fi) 
soit engendrée par une suite G1 , j, , . . .) d'idempotents. La fonction 

sépare les points de fi, donc engendre l'algèbre de Banach %(fi). 
5) Soit A l'algèbre de Banach définie au $ 2 ,  no 2, Exemple 2. Soit 

o E (O,  1)  = X(A). Le plus petit idéal fermé CS, de A tel que h(3) = {o) 
est l'ensemble des f E A telles quef, f ', . . . , f ( " )  s'annulent en a .  (Utiliser 
le $ 5 ,  prop. 4.) Si g E A, son image canonique dans A/3, a pour norme 

n 

1 (Ig("(w)l/k!). L'algèbre A/3, est isomorphe à CIX]/(Xn+l). Le seul 
& = O  

idéal maximal de A contenant 3, est l'ensemble des f ' ~  A telles que 
f (o) = o. 

6) Soient A le disque 151 6 1 dans C, et A l'algèbre de Banach 
définie au $ 2, no 2, Exemple 5. 

a) Si x E A, x est limite dans A des fonctions: 

Or xn est limite uniforme de polynômes. Donc C est un générateur de A. 
b) X(A) s'identifie canoniquement à A. (Utiliser la prop. 1 (vii).) 
c) Soit S une partie fermée de A. Si S possède dans A un point non 

isolé, l'adhérence de S pour la topologie de Jacobson est A. 

d) Pour x E A, posons x*(Q = x(5). Alors x ++ x* est une involution 
isométrique de A, et les seuls caractères de A hermitiens pour cette 
involution sont définis par les éléments réels de A. 

e) L'application X H  x ~ U  est un isomorphisme de A sur P(U). 
Toute fonction de VR(U) est limite uniforme de parties réelles de fonctions 
de P(U). 

7) Soient A, (resp. A,) l'algèbre de Banach unifère considérée au 
$ 2, no 2, Exemple 2 (resp. 5)' et A = A, x A,. Montrer que A est sans 
radical, mais que %,(A) n'est ni fermé ni partout dense dans %'(X(A)). 
(Utiliser l'exerc. 6.) 

7 8) Soient f i  un espace compact, B une sous-algèbre de Banach 
unifère de %(fi) (pour la norme induite), séparant les points de Q. On 
identifie R à une partie fermée de X(B) = R'. Soit B* l'ensemble des 
éléments inversibles de B. On dit que B est logmodulaire si l'ensemble 
des fonctions log1 f 1, pour f E B, est dense dans qR(R). (C'est le cas en 
particulier si l'ensemble des fonctions gf, pour f E B, est dense dans 
%',(fi): car logleSI = &?$) Dans la suite, on suppose que B est logmodulaire. 

a) Pour tout E R', il existe une mesure px 2 O et une seule sur f i  
telle que logIn( f )/ = 5 log1 f (w) dpx(o) pour toute f e B*, donc telle que 

R 

x( f )  = f (w) d p r ( o )  pour toute f E B. On a 
R 
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pour toute f E B. La condition X( f )  = j f (w) dpx(w) pour toute f E B 
n .. 

définit pz de manière unique. 
b) Soient x E R', p une mesure positive sur R. Ecrivons p = pl  + p2 

où p l  est de base px , et où p2 et px sont étrangères. Soit 3 le noyau de X. 
Alors 

i n f j , ~ ~  - f12dp= inf f 11 - f I 2 d p l .  
f €3 f ~ 3  -0  

c) Soient x E R', et Iz une fonction 3 0  de T1(px). Soit 3 le noyau 
de X. Alors 

d) Pour toute mesure positive p sur R, et tout p~ (1, + m(, soit 
HP(p) l'adhérence de l'image canonique de B dans LP(p). Soient x E 0' 
et 3 le noyau de X .  Alors L2(px) est somme hilbertienne de H2(px) et de - 
l'adhérence dans L2(px) de l'image canonique de 3 (ensemble des 
conjuguées des fonctions appartenant a 3). 

e) L'espace H1(px) est l'ensemble des classes h des h E 5?l(pX) telles 
que f h dp, = O pour toute f E 3. b 

f )  Soit h une fonction 3 0  de 5?l(pX). Alors, on a h = 1 f 1 avec 
f " ~  H1(px) et f dp, # O si et seulement si log h E T1(px). 

Io  
ïi 9) soieni R un espace compact, B une sous-algèbre de Banach 

unifère de V(R) (pour la norme induite). Tout élément o de R définit un 
caractère X, de B. Si o ,  o' E R, on écrit o - o' lorsque I J x ,  - ~ , . l l  # 2. 

a) Soient a ,  o' E LR. S'il existe une suite (f,) d'éléments de B tels que 
I I  f , l (  < 1, que 1 f,(w)l tende vers 1 et lim . inf 1 f,(w) - fn(ol)J > O, alors 

n+ a, 

on n'a pas o - o'. (On peut supposer que f,(o) tend vers 1. Considérer 
gn = (f, - Â n ) ( l  - Anfi)-', où (A,) est une suite de nombres de (O, l (  
tendant vers 1. On a llg,il < 1. Si la suite (A,) est bien choisie, g,(o) tend 
vers 1 et g,(ol) tend vers - 1.) 

b) Soit R I'ensemble des parties réelles des éléments de B. Si w - o', 
il existe c E )O, 1 ( tel que f (w) >, cf (o') pour toute f 3 O de R. (Sinon, 
il existe fl , , f2, .  . . E R avec f, 2 O, fn(ol) = 1, fn(o) tendant vers O; soit 
g, E B avec g g ,  = f, . Alors e-gn E B, I l  ëgnll < 1, lëgn(""l = lie, lëgn(")l 
tend vers 1, ce qui contredit a).) On peut supposer qu'on a aussi 
f (0') 3 cf (o) pour toute f 2 O de R. Il existe des mesures a 2 O, p >, O 
sur R telles quef  (o)  - cf (a') = CI( f )  et f (of)  - cf(o) = fi( f )  pour f E R. 
Posant p, = (1 - c2)-'(CD + CI), p,. = (1 - c2)-'(CU + fi), on a 
p,(f) = f (o) et pu.( f )  = f (o') pour toute f E B, et cp, < pu, ,  cpu, < p, . 

c) On  suppose encore o - of. Montrer que si p est une mesure 
positive sur LR telle que p( f )  = f (o)  pour toute f E B, il existe une mesure 
positive p', sur R telle que p'( f )  = f (of)  pour toute f E B et cp < p' pour 
un c E ) O ,  1 (. (Avec les notations de b), poser p' = p,,,, - cp, + cp.) 

d) La relation o - o' est une relation d'équivalence dans R. 
(Utiliser c).) 
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il 10) Soient R un espace compact, A une sous-algèbre de Banach 
unifère de %?(Cl) (pour la norme induite). 

a) Une partie K de R est dite antisymétrique (relativement a A) si 
toute f E A qui est réelle sur K est constante sur K. Toute partie anti- 
symétrique est contenue dans une partie antisymétrique maximale. 
Une partie antisymétrique maximale est fermée. L'ensemble Si des parties 
antisymétriques maximales est une partition de R. 

b) Soit A' l'orthogonal de A dans l'espace de Banach des mesures 
complexes sur R. Soit p un point extrémal de la boule unité de AL. 
Montrer que le support de p est antisymétrique. 

c) Soit f E %(R). Si f lK E AIK pour toute K E Si, alors f E A. (Appli- 
quer b) et le théorème de Krein-Milman). Retrouver à partir de là le 
théorème de Stone-Weierstrass. 

d) Une partie E de 0 est appelée un pic (relativement a A) s'il 
existe f E A telle que I l  f I I  = 1 et que E soit l'ensemble des o E R pour 
ksquels J'(w)- = 1 .  - On peut al ors^ -supposer 1 f (x)l < 1 pour x 4 E 
(remplacer f par i ( 1  + f)). Toute intersection dénombrable non vide de 
pics est un pic. Si E l ,  E, sont des pics, E, v E2 est un pic. (Soient 
f, , f2 E A avecx. = 1 sur Ei , ILI < 1 sur Cl - Ei;  soit g, = &(.1 - fi)li3 E A; 
alors 1 - g,g2 = 1 sur E, u E, , 11 - glg21 < 1 sur l2 - (El u E2).) 

e) Soit E une intersection de pics. Soit 3 l'ensemble des f E A nulles 
sur E. Alors J'-,fJE définit une isométrie de A/3 sur AIE. 

f )  Soit E un pic. Soit E' c E un pic relativement a AIE. Alors E' 
est un pic relativement à A. 

g) Tout K E 53 est une intersection de pics. (Utiliser d) et f).) 
h) Si K E Si, AIK est fermé dans %(K). (Utiliser e) et g).) 
i) Soit R l'ensemble des parties réelles des éléments de A. On suppose 

que R E  Si et que R est stable par multiplication. Alors R est réduit à 
un point. (Soit x, E Q. Pour u E R, il existe une f E A et une seule telle 
que u = .9f et f'(x,) E R ;  poser N(u) = J l  f 11 .  Alors R est un espace de 
Banach réel pour N ;  le théorème du graphe fermé prouve que la multipli- 
cation dans R est séparément continue donc continue. En déduire sur 
S = R + iR une structure d'algèbre de Banach. Soit p E R avec p ( o )  > O 
pour tout o E Q. Montrer que, pour tout caractère de S, on a Bx(p) > 0, 
et en déduire que log p E R. Supposant R # {x,), on peut construire une 
f E A telle que O < 9f < 1 sur Q, f (x,) E R, et telle que I l  f I l  soit 
arbitrairement grand. D'après ce qui précède, il existe V E A avec 
(VI2 = 9fi On a llVll < 1 donc N(8V) < 2, mais 

est arbitrairement grand.) 
j) Si R est stable par multiplication, A = %?(Cl). (Utiliser a), c), h), 

i).) Par suite, si A # %(fi), il existe u E R telle que u2 $ R. 



C H A P I T R E  I I  

Groupes Localement 
Compacts Commutatifs 

Dans totrt ce chapitre, la lettre G désigne un groupe localement compact com»iirtat$ 
muni d'une mesure de Haar notée, sauf mention du contraire, d x ;  les espaces LP(G d x )  seront 
simplement notés LP(G). 

tj 1. - Transformation de Fourier 

1. Caractères unitaires d'un groupe localement compact commutatif 

DÉFINITION 1. -On appelle caractère unitaire de G une 
reprksentation continue de G dans le groupe multiplicatif U des 
nombres complexes de module 1. 

Autrement dit, un caractère unitaire est une fonction continue 
x sur G, à valeurs complexes, telle que: 

Remarquons que toute représentation continue bornée de G 
dans C* est un caractère unitaire. 

Il est immédiat que le produit de deux caractères unitaires, 
l'inverse d'un caractère unitaire, la fonction constante égale à 1 
sont des caractères unitaires. Par suite, l'ensemble ê des caractères 
unitaires de G est un groupe pour la multiplication, d'ailleurs 
commutatiJ: D'autre part, l'application (x, XI) H XX'- ' = XE' est 
continue pour la topologie de la conaergence compacte et G 
muni de la topologie de la convergence compacte est un groupe 
topologique. 

DÉFINITION 2. - Le groupe topologique G s'appelle le groupe 
dual de G. 

Puisque G est localement compact, l'application (x, 2) t+ 2(x) 
est continue sur G x G (Top. gén., chap. X ,  2e éd., 5 2, th. 2). 
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Soit H un espace hilbertien de dimension 1, et soit x un 
caractère unitaire de G. L'application qui à x E G fait correspondre 
l'homothétie de rapport ~ ( x )  dans H est une représentation 
linéaire continue isométrique de G dans H. Réciproquement 
d'ailleurs, toute représentation linéaire continue isométrique de G 
dans H est obtenue par ce procédé. Posons alors pour p E . d l ( G ) :  

Il résulte de la prop. 11 d'lntégr., chap. VIII, 5 3 que l'applica- 
tion ,u ++ ~ ( p )  est un caractère # O de l'algèbre de Banach involu- 
tive A1(G).  On a ainsi défini une application, dite canonique, de 
G dans X(A1(G)). De plus, on a :  

et le caractère y H ~ ( p )  est hermitien. 
Par restriction à la sous-algèbre de Banach involutive L1(G), 

on obtient un caractère hermitien lx de L1(G); on a pour 
f~ L~(G):  

Remarquons que [, # O: si f E X ( G )  tend vers la mesure de 
Dirac E,  dans W(G) muni de la topologie faible (Intégr., chap. VIII, 
4 2, cor. 1 du lemme 4), alors [,( f )  tend vers x(E,) = 1 # 0. 

PROPOSITION 1.  - L'application j : x ++ [, est un homéomor- 
phisme de G sur X(L1(G)). 

Comme est une partie bornée de Lm(G), l'injection de 
dans Lm muni de la topologie faible o(Lm, L1) est continue. Donc 
j est continue. Si x E G, et si f E L1(G), on a : 

ce qui montre (en prenant f telle que [,( f )  # 0) que j est injective. 
Soit < E X(L'(G)) et soit f E L1(G) telle que [( f )  # O. Posons 

pour x E G :  

Comme l'application xi--+ E, * f de G dans L1(G) est continue 
(Intégr., chap. VIII, 4 2, prop. 8), la fonction x est continue. Elle est 
bornée car 

k(x)i d Il% * f ii/ll(f')l = il f'ii/li(f 
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Soit maintenant 23 une base du filtre des voisinages de e, 
formée de voisinages compacts. Pour tout V E  23, soit gv une 
fonction continue positive, nulle en dehors de V et d'intégrale 
égale a 1. On sait (Intégr., chap. VI II, C;, 4, prop. 19) que 

(limite dans l'espace L 1 ( G )  suivant le filtre des sections de 23). 
Comme [(ex * gv * f )  = [(c, * gV)[( f  ), on a donc : 

~ ( x )  = lim [ ( r ,  * gv) 

et pour tout h E L1(G)  

Par suite, on a pour x ,  p E G : 

x(xy)  = [(ex * e, * f )li(f) = x(x) I& * f  )li(f = x(x)X(y) 

et I I  est un carnctèl-e unituirc de G. Dc plus, si g E L1(G), on a 

g * f = / (cx *. f )g (x )  dx  dans L 1 ( G )  ( I t .  chap. VIII, 9 1, 
prop. 7), d'où : 

d'où ( = [, . Par suite, j est surjective, donc bijective. 
Enfin l'ensemble W des [' E X(L1(G))  tels que ['( f )  # O est 

un voisinage ouvert de i dans X(L1(G)).  Si [' E W, on a d'après ce 
qui précède : 

j '(i') (4 = i ' ( ~  * .f )/ir(f 1. 
Soit K une partie compacte de G. L'ensemble des c, * f pour 

x E K est alors compact dans L1(G). Comme X(L1(G))  est borné 
donc équicontinu dans LW(G),  [ ' ( E ,  * f )  converge uniformément 
sur K vers [(c, * f )  lorsque if tend vers [ dans W (Top. gén., 
ch;ip. X, 2" éd.. # 2. th. 1). Il en résulte aussitôt que j '  est continue, 
ce qui achève la démonstration. 

Nous identifierons désormais tout caractère unitaire x de G 
au caractèref- [ , f ( x k ( x ) d x  de LL(G) .  

Retmrques. - 1) Le fait que j soit bijective est un cas par- 
ticulier de la correspondance, qui sera étudiée ailleurs, entre 
représentations continues d'un groupe localement compact quel- 
conque H et représentations continues de l'algèbre L1(H). 
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2) L'application canonique de ê dans X(A1(G)) n'est pas 
en général surjective (5 2, exerc. 14). 

COROLLAIRE 1. - Tout caractère de L1(G) est hermitien. 
L'application canonique de X(St(G)) (Chap. 1, tj 6, no 7) dans 
X(L1(G)) est un homéomorphisme. 

La première assertion résulte de ce qui précède. La seconde 
résulte de la première et du Chap. 1, 5 6, cor. de la prop. 10. 

COROLLAIRE 2. -Le groupe topologique G est localement 
compact. 

Nous identifierons désormais G, X(L1(G)) et X(St(G)). Pour 
x E G et X E G, nous noterons (A, x) le nombre complexe A(x). 
On dit que x et 2 sont orthogonaux si <A, x) = 1. Soit A une 
partie de G (resp. ê); l'ensemble des éléments de (resp. G )  
orthogonaux à A est évidemment un sous-groupe fermé de G 
(resp. G) qu'on appelle orthogonal de A et qu'on note AL. 

Pour x E G, l'application X ++ (2, x) est un caractère unitaire 
u](x) du groupe commutatif localement compact G :  ceci résulte 
immédiatement de la définition même de la multiplication dans G 
et du fait que l'application (x,X)- (X,x) est continue. Nous 
avons ainsi défini une application u] de G dans son bidual G, 
application dite canonique. De plus, on a ~ ( x y )  = q(x)y(y) ct v 
est continue: ceci résulte de la continuité de l'application 
(x, 2)- (2, X) et de la prop. 9, Top. gén., chap. X, 2" éd., 5 2. 
Ainsi, l'application canonique yl de G dans G définie par: 

(yl(x),A)={A,x) ( X E G , A E G )  

est un morphisme continu de G dans 6. Nous verrons (th. 2, no 5 )  
que yl est en fait un isomorphisme de G sur 6. 

2. Dé3nition de la transformation de Fourier 

DÉFINITION 3.-On appelle transformée de Fourier de 
p E A 1 ( G )  la fonction Fcp = F p  (notée parfois aussi f l )  sur G 
dé3nie par: 

(4) ( ~ ~ ) ( a )  = j" <P. X)  ~P(x) -  

On appelle cotransformée de Fourier de ,IL la fonction $lu sur G 
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definie par: 

PROPOSITION 2.- La transformation de Fourier ,F et la 
cotransformation de Fourier .p sont des morphismes de l'algèbre 
involutive ,M1(G) dans l'algèbre involutive des fonctions continues 
bornées sur G. 

On a vu au no 1 que l'application p- !(A, x) dp(x) est un 
caractère hermitien de M1(G). Ceci entraîne aussitôt que 9 et *@ 
sont des morphismes d'algèbres involutives de d l ( G )  dans 
l'algèbre involutive des fonctions complexes sur G. De plus, 
on a :  

(6) I("p)(a)!= l / ~ x ) ( x ) l  G lpll i 
ce qui montre que F p ,  et de même ,pp, sont bornées. Enfin si X 
tend vers A, dans G, la fonction 2 sur G tend vers 2, uniformément 
sur tout compact en restant bornée par 1. Il en résulte que 
(,Fp)(A) tend vers (Fp)(A,) pour toute mesure bornée p. Donc 
F p  et de même sont continues. 

Notons quelques formules utiles : 

(7) (Fp) (a) = (FP) (X - I l  = (9-fi) (2). 

Les seules formules que ne sont pas évidentes sont les 
formules (1 1). Mais on a :  

( F ( 2 .  p)) (Y) = <î.. (A. r) dp(x) = 1 ( 9 2  ', x) dp(x) 

= ( F p )  (92 - l )  = (&.? * F p )  (9). 
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Par restriction à la sous-algèbre L1(G), on obtient la définition 
de la transformation de Fourier et de la cotransformation de 
Fourier sur L1(G). On a donc pour f E L1(G): 

L'application canonique de G dans X(L1(G)) est un homéo- 
morphisme (prop. 1), et la cotransformation de Fourier n'est 
autre, une fois identiJié G et X(L1(G)), que la transformation de 
GeEfand. Par contre, X(dZ1(G)) ne s'identifie pas à G. 

PROPOSITION 3 . -  La transformation de Fourier et la co- 
transformation de Fourier sont des morphismes injectifs de l'algèbre 
involutive L1(G) dans l'algèbre involutive v0(G) des fonctions 
continues nulles à ['inJini sur G. 

Ceci résulte des propriétés de la transformation de Gelfand 
(chap. 1, 5 3, prop. 2)' de la prop. 2, et du fait que L1(G) est sans 
radical (chap. 1, 6 6, cor. de la prop. 12). 

Remarque. -Contrairement à la transformation de Fourier 
sur A1(G), la transformation de Fourier sur L1(G) dépend du 
choix de la mesure de Haar dx. Si l'on remplace dx par a .  dx 
(avec a > O), la nouvelle transformée de Fourier de f E L1(G) est 
a . F C  

Considérons l'algèbre stellaire St(G) du groupe G et 
identifions L1(G) à une sous-algèbre dense de St(G). D'après le 
cor. 1 de la prop. 1, et le th. 1 du chap. 1, 5 6, la transformation de 
Fourier et la cotransformation de Fourier se prolongent par 
continuité en des isornorphisrnes d'algèbres stellaires (notés 
encore F et 9) de St(G) sur v0(G); l'isomorphisme n'est 
autre que la transformation de Gelfand pour St(G). 

3. Le théorème de Plancherel 

Nous noterons A(G), ou simplement A, le sous-espace 
vectoriel de L1(G) engendré par les fonctions f' * g pour 
J; g E L1(G) n L2(G). Comme L1 n L2 est un idéal de L1, A est un 
idéal de L1 contenu dans L1 n L2. Comme (Xf) * (Xg) = X( f * g) 
pour X E  e, f E L1, g E L1 (Intégr., chap. VIII, 5 3, prop. 6), on a 
3Ch E A pour tout h E A. 



116 GROUPES LOCALEMENT COMPACTS Chap. II, 5 1 

Lemme 1. I l  existe une buse de filtre 23 sur A n X ( G )  telle 
que : 

(i) On a i-:, = lim, cp dx dans l'espace Wf(G) muni de la topo- 
logie de la convergence uniJorme sur les parties compactes de 
V(G) ; 

(ii) on a lim, ,Bq = 1 pour la topologie de la convergence 
cornpacte sur G, et / I F q ? / / ,  < 1 pour toute cp uppartenant à un 
cnsernble de '13 ; 

(iii) on a lim, cp * f = f dans LP(G) pour tout p E ( 1 ,  + co ( 
et toute f E Lp(G). 

Soit en effet 3, une base du filtre des voisinages de e dans G 
formée de voisinages compacts symétriques contenus dans un 
ensemble compact fixé. Pour X E  Bo, soit X' l'ensemble des 
@ t X + ( C i )  tels que Supp @ c X  et j $ ( r ) ~ l x  = 1 : soit X" l'ensemble 
des rl/ ::: II/ pour 11 EX'.  On a alors X" c A n X(G),  et l'ensemble 
YI des X" est une base de filtre sur A n .X(G). La propriété (i) 
(resp. (iii)) résulte de Intégr., chap. VIII, $ 2, no 7, cor. I du lemme 
4 (resp. 5 4, no 7, prop. 20). Une partie compacte de G est une 
partie compacte dc %? (G), donc (i) entraîne liin, Fcp = 1 pour la 
topologie de la convergence compacte sur G. La deuxième asser- 
tion de (ii) est immédiate. 

Soient ,fi g E L'(G) n L2(G). Pour toute cp E St(G), on a 
cp *f '€L2(GL Ilcp*.f'll2 G llcpll*llJ'Il2~ et ( c p * f ) * g  = cp*(f  *d 
(chap. I, $6,  no 7, formule (13)). D'après Intégr., chap. VIII, $4,  
prop. 15, cp * (f * g )  est donc une fonction de qO(G), et l'on a 

Par suite, pour f E A et cp E St(G), on a cp * f E gO(G), et 
cp +-+ (cp :.'f)(e) est une forme linéaire continue sur St(G). Comme 
.F est un isomorphisme de St(G) sur %?'(Sr), on en déduit. 

Lemme 2. - Pour toute f~ A, il existe une mesure bornée p f  et 
une seule sur G telle que: 

Soient maintenant f ;  g E A. On a alors pour cp E L1(G) : 
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Comme (cp * f )  * g = (cp * g) * f et que F(L1(G)) est dense dans 
%?'(Sr) on déduit de (14): 

Soit R, l'ensemble ouvert dans G formé des 2 E O tels que 
(Ff)($) # O. Soit cp la fonction caractéristique de G - Os. Pour 
toute g E A, on a, compte tenu de (15) et d'lntégr., chap. V, 5 5, 
no 3, th. 1 : 

D'après le lemme 1, A est dense dans St(G), donc F ( A )  dans 
wO(G); on déduit de là que cp . pf = O, donc que pf est concentrée 
sur Rf . Soit v , la mesure sur R , de densité (Ff )- ' par rapport 
à pJIR , . D'après (1 5), v, /(O, n a,) = v&R , n Q,). Comme F ( A )  
est dense dans gO(G), les Qf ,  pour J'E A, forment un recouvrement 
ouvert de G. Par suite, il existe une mesure v unique sur G telle 
que, pour toute f E A, on ait vJ = vlQf. 

Si f EA, on a :  

En effet, les deux membres de l'égalité sont des mesures con- 
centrées sur as, et leurs restrictions à Qf sont égales à (Ff) .  v f .  En 
particulier, Ff E v). Rappelons d'autre part que Ff E wO(G). 
Donc .Ff E L ~ ( G ,  v). 

La formule (13) s'écrit maintenant, pour cp E St(G) et f ' ~  A : 

En particulier, pour f, g E A, 

Nous allons en déduire que v est invariante par translation. Soit 
2 E G. Si on remplace les éléments f et g de A par 2 .  f et 2 .  g, 
l'intégrale 1 f (x)g(xV1) dx ne change pas. Donc, d'après (18), 

G 

v((*f) (Fg))  = v((E, * Ff) ( ~ r  * F g ) )  = v(E.~ * i(*f) (Fg))) 

autrement dit 

p (Fg )  = (Ff . ((E, - 1 * v))(Fg). 
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Comme :?(A) est partout dense dans wO(G), on en déduit 

,Us = F f  . ( F ~  - I * V )  

et ceci pour toute f E A. Ainsi, c i - ,  * v induit v f  sur R f  , et on a 
bien e ,  , * v = v. La mesure v est donc proportionnelle à une 
mesure de Haar sur G. La formule (18), qui se réduit pour g =f à 

prouve que le rapport de proportionnalité est > O. Donc v est une 
mesure de Haar sur G. 

DÉFINITION 4 .  - La mesure de Haar v sur G est dite associée 
à la mesure de Haar donnée sur G. 

Nous noterons désormais dX la mesure de Haar sur G 
associée à d x .  

Rermrque. - S i  l'on remplace dx par la mesure a .  dx ,  le 
produit de convolution de deux éléments f, g E L1(G) est remplacé 
par af *g. Nous avons vu que F f  est remplacée par a .  95 
Donc p f  est inchangée et v est remplacée par a -  I V .  Donc la mesure 
dx @ dX sur G x G est indépendante du choix de dx.  

THÉORÈME 1 (Plancherel). -Si f E L1(G) n L2(G), on a 
Ff E L2(G). L'application f ++ F f  de L1(G) n L2(G) dans L ~ ( G )  
se prolonge de manière unique en une isométrie de L2(G) sur 
L ~ ( G )  (G et G étant munis des mesures dx  et dX). 

D'après (19), la restriction de F à A est une isométrie de 
A c L2(G) sur un sous-espace Y(A) de L~(G). Comme A est 
partout dense dans L2(G) (lemme l), 9 se prolonge de manière 
unique en une isométrie @ de L2(G) sur un sous-espace de L~(G).  
Pour montrer que @(L2(G)) = L ~ ( G ) ,  il suffit de montrer que F(A)  
est dense dans L~(G) .  Or, soit h un élément de L ~ ( G )  orthogonal 
à F(A).  Pour f, g E A, on a F( f ) . (9g)  = F( f * g) E F(A),  donc 
1 2 .  (Ff) est orthogonal à F g .  Donc h . (Ff) est orthogonal à 
F ( A )  pour toute f E A. Mais h .  (Ff) E L~(G) ,  et F ( A )  est partout 
dense dans wO(G), donc h . (Yf) est localement négligeable pour 
dg.  Comme les Clf forment un recouvrement ouvert de G, on en 
déduit que h = O, ce qui établit notre assertion. 

Soit f E L1(G) n L2(G). D'après le lemme 1, il existe un filtre 
23 sur A qui tend vers f à la fois dans L1(G) et dans L2(G). On a 
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@( f )  = b(g) = F g  dans L2(G), et Ff = lim4, F g  
dans VO(G), donc Ff = ce qui achève de prouver le théorème. 

On note encore F l'isométrie de L2(G) sur L ~ ( G )  définie 
dans le th. 1, et on l'appelle encore transformation de Fourier. De 
même, le prolongement isométrique de g à L2(G) se note encore 
g et s'appelle encore cotransformation de Fourier. 

4. La fovmule d'inversion de Fouviev (cas préliminaire) 

Puisque est une isométrie de L2(G) sur L~(G),  on a 

( f  lg) = (Ff 1 9 s )  pour f, g E L 2 W .  

Autrement dit : 

(20) (f * B ) ( e )  = / w ( t ) m d t .  

Prenons en particulier f ,  g E L1(G) n L 2 ( ~ ) .  On a alors 

Ff .- = ~ ( f  * ~ ) E L ' ( G ) .  

PROPOSITION 4. - Si f E A, alors Ff E L'(G) et on a pour 
tout x E G : 

(«formule d'inversion de Fourier »). 
En effet (20) entraîne aussitôt (21) pour x = e et il suffit pour 

obtenir le cas général de remplacer f par ci-, *f: 

Si nous considérons maintenant le bidual 6 de G et l'appli- 
cation canonique q de G dans 6, la formule (21) peut encore 
s'écrire : 

(22) f = ( g 9 f ) o Y  p o u r f ~ A .  

Remarque. - Soit F E n L ~ ( G )  et posons f = @F 0 11 : 
on obtient ainsi une fonction continue et bornée sur G. Pour 
toute g E L1(G) n L2(G), on a :  
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en appliquant le théorème de Lebesgue-Fubini à la fonction 
g(x)F(X)(X, x) qui est intégrable sur G x G. Par suite, on a :  

et J'E L2(G). En appliquant le th. 1, on a d'autre part: 

Sg(x) f (x) dx = j i rg(2)Ff (k)dk = gg(k)9f  (2) dk 

Comparant avec (23), on voit que F = Ff dans L ~ ( G ) ,  et 
f = F F f o v ] .  

Inversement, si f E L2(G) est telle que Ff E L1(G), on peut 
appliquer ce qui précède à F = Ff et on en conclut que f est 
presque partout égale à la fonction continue ( g F f )  0 y. Autrement 
dit, la forrnule (22) est valable pour les f E L2(G) telles que 
Ff E L~(G) .  

PROPOSITION 5 .  - L'algèbre de Banach L1(G) est régulière. 
Il suffit de démontrer que si P est une partie fermée de G et 

x un point de G n'appartenant pas à P, il existe une f E L1(G) 
telle que ,Ff soit nulle sur P et non nulle en X. Comme, d'après 
( I l ) ,  on a 9 ( x f )  = cx * FJ; on peut supposer que x est l'élément 
neutre e de G. Il existe alors un voisinage compact symétrique 
U de e tel que U2 n P = a. Soient F1 et F, deux fonctions 
continues > O  sur G, nulles en dehors de U et > O  en e. La 
fonction F, = F I  * F, est nulle sur P et > O  en e et il suffit de 
montrer que F, E FL1(G) .  Or on a Fi  E L'(G) n L2(G) pour 
i = l , 2 , 3  et on peut appliquer la Remarque ci-dessus. Posons 
Jj :  = g F i o v ] :  o n a f i € L 2 ( G ) e t  Fi = F A .  De plus, o n a :  

= ( g F  v ] )  . ( 9 F 2  O v ] )  = fi f2 

d'où f, E L1(G) et F, = Ff3 E FL1(G) .  

5. Le théorème de dualité 

THÉORÈME 2 (Pontryagin). - Soit djC la mesure de Haar sur * 
G associée à dX. Capplication canonique v]  de G dans G est un 
isomorphisme de groupes topologiques qui transforme dx en dg. 
Si on identijie G et 6 par cet isomorphisme, la cotransformatiorrde 
Fourier de L ~ ( G )  sur L2(G) et la transformation de Fourier de 
L2(G) sur L ~ ( G )  sont réciproques l'une de l'autre. 
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Montrons d'abord que y est injective et est un homéo- 
morphisme de G sur y(G). Il suffit pour cela de montrer que 
pour tout voisinage U de e dans G, il existe un voisinage W de e 
dans 6 tel que q-'(W) c U. Or soit V un voisinage compact 
symétrique de e dans G tel que V2 c U, soit f une fonction non 
nulle de X+(G) à support contenu dans V, et posons g =fi$ 
Alors g E A, Supp g c U, et g(e) > O. Comme la topol~gie de G 
est celle de la convergence simple sur L~(G)  (prop. l), il existe 
un voisinage W de e dans G tel que 

2 E W * I(Fg, 2) - ( F g ,  e)l < ig(e) 

(rappelons que F g  E L'((J) (prop. 4)), c'est-à-dire tel que 

Si x E y - '(W), on a donc d'après (22) 

d'où g(x) # O et x E U puisque Supp g c U. 
Par suite q(G) est un sous-groupe localement compact de 6, 

donc fermé dans 6 (Top. gén., chap. III, 3" éd., 5 3, cor. 2 de la 
prop. 4). S'il existe un S/ E G tel que x # q(G), il existe (prop. 5) 
une f non nulle dans L'(G) telle que J f (2)(2, x) d2 = O pour 
tout x E G. D'après le th. de Lebesgue-Fubini, on a alors, pour 
toute u E L1(G), 

donc/($) dX = O, ce qui est absurde. Donc q(G) = G. La formule 
(22) prouve alors ceci: 1) gG est une isométrie de L2(G, d2) sur 
L'(G, y(&)), donc dg = y(dx); 2) si on identifie G et 6 par q, 

0 9 est l'application identique de L2(G). 

Nous identifierons désormais G et & par v] .  

- - - ~ - ~ ~ ~ ~  

Soient G, G' deux groupes commutatifs localement compacts, 
cp une application de G x G' dans U. Pour tout X E  G (resp. 
tout X I E  G1), soit a, (resp. Px,) la fonction XI-  (P(x, XI) (resp. 
x +-+ q(x, x')) sur G' (resp. G). Supposons que l'application 
xc+ a, soit un isomorphisme du groupe topologique G sur le 
groupe topologique G'. Alors, d'après le th. 2, l'application 
X I -  Px. est un isomorphisme du groupe topologique G' sur le 
groupe topologique G. Dans ces conditions, nous dirons que G 
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et G r  sont en dualité relativement à cp, et nous identifierons chacun 
des groupes G, G r  au dual de l'autre. 

6. Premières conséquences du théorème de dualité 

Le théorème de Pontryagin montre que G et G jouent des 
rôles symétriques, et que, relativement aux espaces L2, transforma- 
tion de Fourier et cotransformation de Fourier sont reciproques 
l'une de l'autre. Par ailleurs, les transformations de Fourier de G 
et G sont transposées l'une de l'autre: 

(25) F ( @ p .  a)  = B * F a .  

Démontrons (24). O n  a :  

Mais la fonction (2, x)  est intégrable sur G x G par rapport à 
a @ 8, et on peut appliquer le théorème de Fubini, qui donne 
immédiatement (24). 

Démontrons (25). Soit 2 E G. On a : 

(F (@P . a)) (2) = j <X< X)gB(x) da(x) 
G 

Ici aussi la fonction (29-', x) est intégrable sur G x G par 
rapport a a @ P, et le théorème de Lebesgue-Fubini donne: 

COROLLAIRE. - F est injective sur A '(G). 
En effet, si F a  = O, on a a(,Ff) = O pour toute f E L'(G). 

Or  F(L'(G)) est dense dans VO(G). 

Il existe beaucoup d'autres espaces fonctionnels sur G et G 
(en plus des espaces L2) sur lesquels ,F et sont des isomor- 
phismes inverses l'un de l'autre. Par exemple: 
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THÉORÈME 3.- Soit B(G) l'ensemble des f E L1(G) telles que 
Ff E L1(G). Alors FIB(G) est une bijection de B(G) sur B(Q, et 
la bijection réciproque est ~ I B ( G ) .  

Soit f E B(G). On a Pf E n w0(G) c L'(G) n L2(G). 
Posons f '  = gFf E L2(G). Pour toute g G x(G), on a 

donc f '  = f E L1(G) et par suite F f e  B@). En même temps, on 
a vu que ( ~ I B ( G ) )  o(FIB(G)) est l'application identique de 
B(G). Echangeant les rôles de G et G, on obtient le théorème. 

Remarque 1. - On a 

En effet, le théorème 3 prouve que: 

Réciproquement, si f E L1(G) et f = F g  avec g E L1(G), alors 
g E B(G), donc f E B(G) d'après le th. 3. 

Remarque 2. - B(G) est une algèbre à la fois pour la multipli- 
cation et pour la convolution. En effet, soient f, g E B(G). On a 
f * g E L1(G) et F(f * g) = ( F f )  . ( F g )  E puisque par 
exemple Ff E L1(G) et F g  E vO(G). Donc f * g E B(G). D'autre 
part, f g ~  L'(G) puisque f E L1(G) et g E qO(G) ; et f = Ff ', 
g = F g '  avec f ' ,  g' E B(G), donc fg = F (  f '  * g') ; donc fg E B(G). 

De plus, F échange convolution et multiplication dans B(G) 
et B(G). 

La formule ,F( fg) = ( F f )  * ( F g )  est d'ailleurs valable dans 
bien d'autres cas que le cas f, g E B(G). Par exemple : 

PROPOSITION 7. - Si f, g E L2(G), alors F (  fg) = ( F f )  * (9g) .  
L'égalité est vraie si f, g E B(G) (remarque 2), et en particulier 

sif, g E A(G). Or A(G) est dense dans L2(G) (lemme 1 (iii)). Il suffit 
alors de montrer que les deux membres de l'égalité sont des 
fonctions continues de ( f ,  g ) ~  L ~ ( G )  x LZ(G) à valeurs dans 
go(G). Or l'application ( f ,  g) - F (  fg) s'obtient en composant 
l'application (f, g)- fg de L2(G) x L2(G) dans L1(G) et l'applica- 
tion h H F h  de L1(G) dans y0(G) ; l'application ( f ,  g) +-+ ( F f )  * ( F g )  
s'obtient en composant l'application ( f ,  g) - (Ff, F g )  de 
L2(G) x L2(G) dans L2(ê )  x L~(G) et l'application (h, h ' ) ~  h * h' 
de L~(G)  x L2(G) dans vO(G);  et toutes ces applications sont 
continues. 
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7. Propriétés foncforielles de la dualité 

Soient G, H deux groupes localement compacts commutatifs, 
et cp : G --+ H un morphisme de groupes topologiques. Si 2 E H, 
2 O cp est un caractère de G noté Q(2). Cette définition se traduit par 
la formule : 

(2 c p ( ~ ) )  = (@(A). Y > 
quels que soient 2 E H et y E G .  On en déduit aussitôt que 4 est 
un morphisme du groupe topologique H dans le groupe topo- 
logique G ;  on dit que gD est le dual de cp. 

Si cp' : H + K est un morphisme de groupes topologiques, 
la formule ci-dessus montre que (q' 0 cp)^ = ( p  0 4'. Si cp est l'appli- 
cation identique de G, 4 est l'application identique de G. 

La formule montre aussi que 4 = cp (si l'on identifie 
canoniquement G à G et H à fi). 

THÉORÈME 4.-Soient G' un sous-groupe fermt; de G, G" le 
groupe quotient G/GJ, i l'injection canonique de Ci' dans Ci, p la 
surjection canonique de G sur G": 

Alors @ est un isomorphisme de G" sur Gf ' ,  et 1 est un morphisme 
strict de G sur ê' de noyau G". 

1 )  Il est clair que P(G") est l'ensemble des caractères unitaires 
de G nuls sur G', c'est-à-dire G". Si 2" E Gr' est tel que fi(XU) = e, 
on a, pour tout x E G ,  1 = (x. î,(X1')) = (p(x) .  2") .  donc 2" = e. 
Donc î, est injectif. D'autre part, soit U un voisinage de e dans Gr'. 
Il existe une partie compacte K" de G" et un nombre E > O 
tels que : 

2" E G'' et J(X", x") - 11 < E pour tout x" E K" => 2" E U. 

D'après Top. gén., chap. 1, 4" éd., 5 10, no 4, prop. 10, il existe une 
partie compacte K de G telle que p(K) = K". Alors: 

2" E G" et I(fi(X"), x)  - 11 < E pour tout x E K 2" E U. 

Autrement dit, il existe un voisinage V de e dans G tel que 

Ainsi, fi est un isomorphisme de G" sur G". 
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2) Il est clair que le noyau de S est G'I. Soit L le groupe dual 
de G/ZP1(e), de sorte que G,kl(e) = c. 11 existe un morphisme 
S/ : L -+ G de groupes topologiques tel que $ soit la surjection 

canonique de G sur S.  D'autre part, S peut se factoriser sous la 
fornie Uj 0 $, où y : G' -t L est un morphisme de groupes topo- 
logiques. On a $ 0  y = i, donc $(LI 3 Gr. D'autre part, 

($ O P)@") = {e), 

donc (p-0 $)(L) = {el, donc $(L) c G'. Ainsi, $(L) = G'. D'après 
la première partie de la démonstration, $ est un isomorphisme de 
L sur G'. Donc 1.1 est un isomorphisme de G' sur L, ij est un 
isomorphisme de S sur G', et î est un morphisme strict de G 
sur G' de noyau Gr'. 

COROLLAIRE 1 .-Soit G r  un sous-groupe de G. On a 
( C ' y  z G'. 

Supposons d'abord G'  fermé et utilisons les notations précé- 
dentes. Alors î  est un morphisme strict de G sur d' de noyau Gfl ,  
donc :est un isomorphisme de G' sur (Gr')'. Si on identifie G' à 

G ,  G à G et i à 1, on voit que i est un isomorphisme de G' sur 
(Gr')', d'où G' = (G")'. Dans le cas général, on a 

COROLLAIRE 2. - Soit (Hi) une famille de sous-groupes fermés 
de G. L'orthogonal du sous-groupe fermé engendré par les Hi est 
n H f .  L'orthogontal de n H ,  est le sous-groupe fermé engendvé 

i I 

par les H f .  
La première assertion est évidente. La seconde en résulte en 

échangeant les rôles de G et G, compte tenu du cor. 1. 

COROLLAIRE 3. -Soit q : G -+ H un morphisme de groupes 
topologiques. Pour que cp soit un morphisme strict surjectg il .faut 
et il sujît que q3 soit un morphisme strict injectif 

Si cp est un morphisme strict surjectif, q3 est un morphisme 
strict injectif (th. 4). Si cp est un morphisme strict injectif, cp est un 
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isomorphisme de G sur un sous-groupe localement compact donc 
fermé de H, donc (e est un morphisme strict surjectif (th. 4). 

COROLLAIRE 4. - Soit cp : G + H un morphisme de groupes 
topologiques. Pour que cp soit un morphisme strict, il faut et il su@t 
que @ soit un morphisme strict. 

Ceci résulte aussitôt du cor. 3 et de la décomposition 
canonique d'un morphisme strict. 

COROLLAIRE 5 .  - Soient G ,  , . . . , Gn des groupes commutatifs 
localement compacts et soit Ri l'injection canonique de Gi dans 
G = n G, . L'application (Aj), , j 6 n  de G dans n Gj est un 

1 < j < n  1 4  j 6 n  

isomorphisme. 
Pour n = 2, cela résulte du th. 4. Il suffit ensuite de raisonner 

par récurrence sur n. 

COROLLAIRE 6.  - Soit (P : G -+ H un morphisme de groupes 
-- 

topologiques. Alors le sous-groupe Im cp de H et le sous-groupe 
Ker @ de H sont chacun l'orthogonal de l'autre. En particulier, 
pour que @ soit injectii il faut et il sufit que Im cp soit dense dans H .  

Soit ~ E H .  Pour que j ~ K e r  @, il faut et il suffit que 
(@(j). x) = 1 pour tout x E G, c'est-à-dire que (9, cp(x)) = 1 pour 

tout x E G, c'est-à-dire que 9 E (Im cp)' = (Im cp)'. Donc 

Ker @ = (Im cp)', et Im cp = (Ker @)' d'après le cor. 1. 

COROLLAIRE 7 .  -Soit k E Z. Soient G(k) et G(k) l'image et 
le noyau du morphisme x ++ xk de G dans G. Alors G(,, et l'adhérence 
de G(k) sont l'orthogonal l'un de l'autre. 

En effet, les morphismes x -  xk de G dans G et X H  Xk de 
G dans G sont le dual l'un de l'autre. 

Disons qu'un groupe commutatif C est divisible si, pour tout 
x E C et tout k E 2, il existe un y E C tel que yk = x. 

COROLLAIRE 8. - (i) Si G est divisible, G est sans torsion. 
(ii) Si G est sans torsion, et si k E Z ,  l'ensemble des xk (où x 

parcourt G )  est dense dans G. 
(iii) Supposons Ci discret ou cornpuct. Pour- quo G mit  dirisible, 

il jàut et il sufit que G soit sans torsion. 



no 8 TRANSFORMATION DE FOURIER 127 

Les assertions (i) et (ii) résultent du cor. 7. Si G est discret ou 
compact, l'image du morphisme x H xk de G dans G est fermée, 
et (iii) résulte de (i) et (ii). 

8. Formule de Poisson 

PROPOSITION 8. - Soient H un sous-groupe fermé de G, a une 
mesure de Haar sur H, /? une mesure de Haar sur G, et y = fila 
qui est une mesure de Haar sur G/H. IdentSfions (G/H)^ à HL, et 
soit 9 la mesure de Haar sur HL associée à y. Soit f E L1(G), et 
supposons que la restriction à HL de la fonction continue Ff soit 
intégrable (pour Y). Alors, pour presque tout X E  G, la fonction 
h - f (xh) sur H est a-intégrable, et l'on a: 

On sait (Intégr., chap. VII, 5 2, prop. 5) que, pour presque 
tout x E G, la fonction h H f (xh) sur H est a-intégrable, et que la 

fonction X e  F(X) = J f(xh)da(h), définie presque partout sur 
H 

G/H, est y-intégrable (X désigne l'image canonique de x dans 
G/H). La transformée de Fourier de F, considérée comme fonction 
sur HL, est donnée par: 

(FF) (k) = J (k, dy(X) f (xh) da(h) 
G/H H 

= SG <k<f (4 dP(4 = Wf W .  

D'après l'hypothèse faite sur f, on a donc F F E  L1((G/H)^). 
Donc F est égale presque partout à g ( F F )  (th. 3), c'est-à-dire que : 

presque partout sur G/H. Compte tenu de (26), on obtient 
la proposition. 

COROLLAIRE.- On conserve les notations H, a, b, y, 9 de la 
prop. 8. Soit f E L1(G). On suppose que: 

1) la restriction de Ff à HL est intégrable; 
2) pour tout x E G, la fonction h H f (xh) sur H est intégrable; 
3) l'intégrale 1 f (xh) da(h) est fonction continue de x. 

H 
Alors (formule de Poisson): 
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En effet, reprenant les notations précédentes, les fonctions F 
et g(.FF) sont égales presque partout et continues, donc sont 
égales partout et en particulier en e, ce qui donne (27). 

Remarque. -Nous verrons plus tard, quand nous aurons 
étendu la transformation de Fourier aux distributions, que la 
formule (27) peut encore s'exprimer en disant que la transformée 
de Fourier de la mesure de Haar x de H est la mesure de Haar 9 
de HL. 

PROPOSITION 9. - On conserve les notations H, a, B, y de la 
prop. 8. Soient 2, b, et 9 les mesures de Haar associc;es sur 
H = G / H ~ ,  G, et (G/H)" = HL. Alors & = 

Soit f E X(G).  Pour x E G et y E G, posons 

O n  a aussitôt les propriétés suivantes: a) pour x fixé, cp(x, y) ne 
dépend que de la classe 9 de y dans G/HI; h)  pour y fixé, 
(y, x)cp(x, y) ne dépend que de la classe K de x dans G/H; c) cp est 
continue sur G x G. 

La fonction j H q(x, y) est la cotransformée de Fourier de la 
fonction h H f (xh) sur H, donc 

La fonction XH (y, x)(P(x, y), qui est continue a support 
compact sur G/H, admet pour cotransformée de Fourier la 
fonction sur H L  : 

Donc 



no 9 TRANSFORMATION DE FOURIER 

9. Exemples de dualité 

PROPOSITION 10. -Si G est ,fini, G est isomorphe (non 
canoniquement, en général) ci G. 

Soient x E G, X E G, et n = Card G. On a (2 ,  x)" = 1. Un 
caractère de G est donc un homomorphisme de G dans le groupe 
des racines de l'unité de C. La proposition résulte alors d'Alg., 
chap. VII, 2" éd., § 4, no 8, prop. 8 et Exemple. 

PROPOSITION 11. -Pour que C?J soit compact, il faut et il 
sufit que G soit discret. Les mesures de Haar normalisées (Intégr., 
chap. VII, 5 1, no 3) sur G et sont alors associées. 

Supposons G compact. 11 existe un voisinage V de e dans G 
possédant la propriété suivante: si x E V, on a Ix(x) - 11 d 1 quel 
que soit x E G, donc Ix(x)" - 11 < 1 quels que soient x E G et 
n E Z, donc ~ ( x )  = 1 quel que soit x E G ;  ainsi, V = (e), ce qui 
prouve que G est discret. Par suite, si G est compact, G est 
discret. 

Supposons G discret, et munissons G de la mesure de Haar 
normalisée a qui attribue la masse 1 à chaque point. Soit f la 
fonction caractéristique de e sur G. On a Ff = 1 sur G, et F f  
tend vers O à l'infini, donc est compact. En outre, pour la 
mesure de Haar â associée à a, Ff doit être d'intégrale 1. Donc 
â(G) = 1, ce qui prouve que â est la mesure de Haar normalisée 
de G. 

Remarque. -Rappelons que si G est un groupe fini à n 
éléments, la notion de mesure de Haar normalisée est ambiguë. 



130 GROUPES LOCALEMENT COMPACTS Chap. II ,  tj 1 

Dans ce cas, la prop. 11 signifie que, si cx est la mesure de Haar 
sur G qui attribue la masse 1 à chaque point, la mesure de Haar 
associée â sur G attribue la masse l ln  à chaque point. 

COROLLAIRE 1.- Soit H un sous-groupe fermé de G .  Pour 
que H soit compact, ilfaut et il sufit que H L  soit ouvert dans G. 

En effet, dire que HL est ouvert revient à dire que G/H1 est 
discret, et G / H L  est isomorphe à H. 

COROLLAIRE 2. - Soit (Hm),,, une, famille filtrante décroissante 
de sous-groupes compacts de G .  Pour que G s'identijie ù la limite 
projective des G / H a ,  il faut et il sufit que G soit réunion des sous- 
groupes ouverts H i  (isomorphes à (G/H,)*). 

Dire que G s'identifie a la limite projective des G / H ,  revient 

à dire que n H, = { e )  (Top. gén., chap. III, 3' éd., $ 7 ,  prop 2), 
n 

c'est-à-dire que U Ha est partout dense dans G (cor. 2 du th. 4). 
a 

Or U Ha est un sous-groupe ouvert, donc fermé, de G. 
a 

COROLLAIRE 3.  - Le dual d'un produit de groupes compacts 
Ha s3identiJie au groupe discret somrne directe des H,. 

C'est un cas particulier du cor. 2. 

PROPOSITION 12. - Soit K un corps localement compact non 
discret (non nécessairunent commutatif) rt prenons pour G le grcupe 
additif de K.  Fixons un caractère unitaire x de G distinct de 1. 
Pour x ,  y E G, posons q ( x ,  y )  = ~ ( x y ) .  Alors G est en dualit~; azicc 
lui-même relativement Ù <p. 

Pour x ,  y E G, posons x,(x) = ~ ( x y ) .  Il est immédiat que 
X ,  E G, et que l'application H : y-xY  est un homomorphisrne 
injectif de G dans G. De plus O est continue car l'application 
( x ,  y)++~,(x) de G x G dans C est continue, et O(G) est dense 
dans G car x,(.x) = 1 pour y E G implique x = O. Soit z -  jzJ une 
valeur absolue définissant la topologie de K (Alg. comm., chap. 
VI ,  tj 9, no 1, prop. l), et soit x ,  E K tel que ~ ( x , )  # 1. Soit M > 0. 
Si l'on a I x , ( x )  - 11 < [ ~ ( x , )  - 11 pour 1x1 < M, alors 1 y- 'xol > M ,  
d'où 1 y1 < M-'lx, 1 .  On en conclut que l'application y .-t X ,  est 
un homéomorphisme de G sur O(G), donc que N(G) est localement 
compact et par suite fermé dans G, donc que H(G) = G. 
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COROLLAIRE 1. - (i) Le groupe R est en dualité avec lui-même 
relatir~ernent ri l'application (x. y )  - exp(2nixy). Lc groupe R étant 
ainsi identijîé à R, la mesure de Lebesgue est sa propre associée. 

(ii) Les groupes Z et T sont en dualitt. relutiuement ù l'applica- 
tion (n, t ) ~  exp(2innt) (où t désigne l'image canonique dans T du 
nombre réel t). 

Le groupe R est en dualité avec lui-même relativement à 
l'application (x, y)- exp(2nixy) (prop. 12). Identifions R à R. 
L'orthogonal de Z dans R = R est alors Z, et (ii) résulte du th. 4. 
Soit a (resp. y) la mesure de Haar normalisée sur Z (resp. T). 
Si f i  désigne la mesure de Lebesgue sur R, on a y = pla. La 
mesure de Haar B (resp. 3) sur z = T (resp. sur T = Z) associée à a 
(resp. y )  est la mesure de Haar normalisée sur T (resp. Z) (prop. 11). 
D'après la prop. 9, la mesure de Haar sur R = R associée à f l  
est donc fi. 

Remarque 1. - O n  retrouve en particulier la détermination de 
X(L1(Z)) faite au Chap. 1, 5 3, no 3, exemple 4. Sauf mention du 
contraire, on identifiera désormais R à R conformément au 
cor. 1 (i). 

COROLLAIRE 2. - Soit f une fonction complexe intégrable sur 
R. On suppose que, pour tout x E R, on ait 1 1 f (x + n)l < + -/., 

n t 2  

et que la fonction X H  f (X + n) est continue. On suppose aussi 
n s Z  

que 2 I ( 9 f  )(n)l < + a. Alors: 
n e 2  

C'est un cas particulier du cor. de la prop. 8 .  

- - COROLLAFRE 3. - Le groupe Rn est en dualité avec lui-même 
n 

relativement à l'application ((xj), (yj)) - exp(2~ i  xjyj). Le groupe 
i =  1 

(Rn)^ étant ainsi identijîé à Rn, la mesure de ~ e b e s ~ u e  est sa propre 
associée 

Ceci résulte du cor. 1 (i). 

Remarque 2. - Etant donné un sous-groupe H de Rn, il lui 
correspond donc un sous-groupe orthogonal HL de (Rn)^ = Rn, 
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qui n'est autre que le sous-groupe associé à H défini en Top. gén., 
chap. VII, 5 1, no 3. 

Soit p un nombre premier. Pour tout X E  Q,, il existe un 
Â(x) E Q et un seul, de la forme q/pv avec O d q < pv, tel que 
;,(Y) - x E Z p  (Alg. ,  chap. VIT, 8 2, no 2, th. 2); nous poserons 
q/pV = Â(x). Il est clair que Â(x + x') - Â(x) + Â(xr) (mod. %), et 
que la fonction A est localement constante sur Q, . Donc la 
fonction X H  exp(2niÂ(x)) est un caractère unitaire de Q,.  Son 
noyau est Z, . 

COROLLAIRE 4. -(i) Le groupe Q, est en dualité avec lui- 
n ~ ( ; n z ~  wlatiz~~rnent ù l'application (x, y) - exp(2nii(xy)). Lc groupe 
0, étant ainsi identifié à Q,, la mesure de Huar normalisée sur Q, 
(Intégr., chap. VII, Cj 1, no 6, exemple) est sa propre associée. 

(ii) Les groupes Z, et QJZ, sont en dualiti reln;iuc>ment u 
l'application (z, t ) ~  exp(2idL(zt)) où t désigne l'image canonique 
dans QJZ, du nombre p-adique t). 

La démonstration suit pas à pas celle du cor. 1. 

# 2. - Structure des groupes localement compacts commutatifs 

1. Groupes engendrés par une partie compacte 

Lemme 1. - Soit H un groupe localement compact, et soit cp 
un morphisme continu de R (resp. Z) dans H. Si cp n'est pas un 
isomorphisme (topologique) de R (resp. Z) sur un sous-groupe de H, 
alors q(R) (resp. cp(Z)) est relativement compact. 

Soit 1 l'image de 9. Quitte à remplacer H par 1, on peut 
supposer que 1 est dense dans H. 

Supposons qu'il existe un voisinage V de e dans H et un 
entier M > O tels que, pour tout t > M dans R (resp. Z), on ait 
cp(t) 4 V. Alors cp est injective, la restriction de q~ à ( -  M, M )  est 
un homéomorphisme, et la restriction de c p '  à V n 1 cst continue, 
donc cp est un isomorphisme topologique de R (resp. Z) sur 1. 

Supposons que cp ne soit pas un isomorphisme topologique 
de R (resp. Z) sur 1. Soient W un voisinage ouvert relativement 
compact de e dans H, et V un voisinage symétrique de e tel que 
V2 c W. Pour tout x E H = 1, il existe un S E R  (resp. Z) tel que 
x E cp(s)V. D'après l'alinéa précédent, il existe t E R (resp. Z) tel 
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que t > Isl et q(t) E V. On a x E q( t  + s)(p(t)-'V c (p(t + s)W, 
et t + s > O. Par suite, les ensembles ouverts q(u)W pour u > O 
forment un recouvrement ouvert de H. Il existe u, , . . . , un 
strictement positifs tels que w c u rp(u,)W. Soit T le plus 

1 < i Q n  

grand des ui . Soit x E H et soit s = inf{tlt 3 0, q(t) E Wx). On a 
alors q(s)x-1 E W, et il existe un i tel que rp(s)x7' E q(ui)W, d'où 
q(s - ui) E WX. La définition de s entraîne s - ui < O, d'où s < T. 
11 en résulte que H = q((O, T))W est compact. 

Lemme 2. -Si G est engendré par un voisinage compact V de 
e, il existe un sous-groupe discret D de G isomorphe à un groupe Zn, 
tel que G/D soit compact. 
- - Comme V 2  est compact, il existe x, , . . . , X ~ E  G tels que 
V2 c u xi V. Soit DO le sous-groupe engendré par les x i .  On 

l d i d k  

a V2 c DOV, d'où par récurrence Vn c D,V et G = D,V. Soit 
alors J une partie de {1,2,. . . , k)  telle que le sous-groupe D 
engendré par les xi ( i ~  J) soit isomorphe topologiquement à 
~ C a r d  J , et maximale pour cette propriété. Montrons que G/D est 

compact. Soit p la surjection canonique de G sur G/D. Soit 
i E {1,2,. . . , k )  - J. Si le sous-groupe H i  de G/D engendré par 
p(xi) est topologiquement isomorphe à Z, le sous-groupe de G 
engendré par D et xi est discret et l'application (d, n ) + +  dxl est 
un isomorphisme de D x Z sur ce sous-groupe, contrairement à 
la maximalité de J. Le lemme 1 entraîne donc que H, est compact. 
Donc G/D = p(V) est compact. 

PROPOSITION 1.  - Les conditions suivantes sont équivalentes: 
(i) G est engendré par un voisinage compact de e; 
(ii) G est produit direct d'un groupe RP, d'un groupe Zq, et 

d'un groupe compact ; 
- - (iii) G est localement isomorphe à un groupe Rn; 

(iv) G est produit direct d'un groupe RP, d'un groupe Tq, et 
d'un groupe discret. 

(i) => (iii): si G possède la propriété (i), il existe un sous- 
groupe D de G isomorphe à Zn tel que G/D soit compact 
(lemme 2). Alors D L  est discret, donc G est localement isomorphe 
à G / D ~ ,  c'est-à-dire à 6, c'est-à-dire à Tn, donc à Rn. 

(iii) + (iv) : si G est localement isomorphe à Rn, la composante 
neutre (G), de G est un sous-groupe ouvert isomorphe à RP x Tn-p 
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(Top. gén., chap. VII, 8 2, th. l), et par suite est un groupe divisible. 
Or : 

Lemme 3. -Soient A et B deux groupes commutatifs, C un 
sous-groupe de B, et cp un morphisme de C dans A. Si A est divisible, 
il existe un morphisme de B dans A qui prolonge cp. 

(Autrement dit, les groupes divisibles sont injectifs dans la 
catégorie des groupes commutatifs; cf. Alg., chap. VII, 2" éd., 2: 
exerc. 3). 

Soit E l'ensemble des couples (X, f ), où X est un sous-groupe 
de B contenant C et f un morphisme de X dans A prolongeant cp. 
Ordonnons E par la relation « X c X' et f '  prolonge f ». 11 est 
immédiat que CE est inductif. Soit (X, f )  un élément maximal de E. 
Si X # B, prenons un élément x de B - X et soit X' le sous- 
groupe engendré par X et x. Si xn $ X pour tout n # O, on peut 
prolonger f à X', en prenant f(x) arbitraire dans A. Dans l'autre 
cas, soit n le plus petit entier > O tel que xn E X. Puisque A est 
divisible, il existe y E A tel que y" = f (xn) et on peut prolonger 
f à X' en posant f (x) = y. Dans les deux cas, (X, f )  ne serait pas 
maximal. Donc X = B et le lemme est démontré. 

Appliquons le lemme 3 à l'application identique de C = (ê), 
dans A = (G), , avec B = G. On obtient un projecteur rc de G 
sur G,, qui est continu puisque sa restriction au sous-groupe 
groupe ouvert G, l'est. Par suite, G est produit direct de Go et du 
sous-groupe discret rc-  '(e). 

(iv) => (ii) - (i): évident. 

COROLLAIRE 1. -Supposons que G soit engendré par un 
voisinage compact de e. Alors G possède un plus grand sous- 
groupe compact K, et G est isomorphe à RP x Zq x K. 

D'après la prop. 1, G s'identifie à un groupe RP x Zq x K 
où K est un groupe compact. Soit p la surjection canonique de G 
sur RP x Zq. Si K' est un sous-groupe compact de G, p(K1) est un 
sous-groupe compact de Rp x Zq, donc est réduit à l'élément 
neutre. Donc K' c K et K est le plus grand sous-groupe compact 
de G. 

Remarque 1. - Dans la décomposition G = RP x Zq x K 
de la prop. 1 (ii), le sous-groupe K est déterminé de manière 
unique comme plus grand sous-groupe compact de G, et le 
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sous-groupe RP x K est déterminé de manière unique puisque 
RP est la composante neutre de G/K. Compte tenu de Top. gén., 
chap. VII, 5 2, prop. 1, l'entier p est déterminé de manière unique. 
Puisque G/(RP x K) est isomorphe à Zq, l'entier q est déterminé 
de manière unique. Par dualité, dans la décomposition 

G = R P X T ~ X D  

de la prop. 1 (iv), les sous-groupes RP x Tq, Tq, et les entiers p et q 
sont déterminés de manière unique. 

COROLLAIRE 2. - Les conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) G et G sont engendrés par des voisinages compacts de e ;  
(ii) G est localement isomorphe à un groupe R'" et G à un 

groupe Rn; 
( 5 )  G est isomorphe à un produit RP x Tq x Zr x (D, où @ 

est un groupe fini ; 
(iv) ê est isomorphe à un produit RP x Zq x Tr x (D, où @ 

est un groupe fini. 
On a (i) * (ii) d'après la prop. 1, et évidemment (iii) e (iv), 

d'où (iii) (i). Si (i) est vrai, alors G = RP x T' x D où D est 
discret et est engendré par une partie compacte; alors D est de 
type fini, donc de la forme Zq x @ où (D est un groupe fini (Alg., 
chap. VII, 5 4, no 6, th. 3). 

Remarque 2. -Avec les notations du cor. 2, identifiant G à 
RP x Tq x Zr x @,RP x Tq est la composante neutre de G, 
Tq x (D est son plus grand sous-groupe compact, Tq est la com- 
posante neutre du plus grand sous-groupe compact; les entiers 
p, q, r sont déterminés de manière unique par G d'après la 
remarque 1, et le groupe (D est déterminé a un isomorphisme 
près par G. 

PROPOSITION 2. - Supposons G compact. Il existe une famille 
filtrante décroissante de sous-groupes fermés H, de G tels que: 1 )  
G s'identijïe à la limite projective des G/H,; 2) chaque G/H, est 
isomorphe à un groupe Tq x @, où (D est un groupefini. 

En effet, G est discret, donc réunion d'une famille filtrante 
croissante de sous-groupes de type fini D, . Posant Hu = D i  , 
G s'identifie à la limite projective des G/H, ( 9  1 ,  cor. 2 de la 
prop. 11). En outre, D, est isomorphe a un groupe Zq x @ où @ 
est un groupe fini, donc G/H, est isomorphe à Tq x @. 
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2.  Cas général 

PROPOSITION 3. - (i) Tout groupe commutatif localement com- 
pact est produit direct d'un sous-groupe isolnorphe à un groupe Rn 
et d'un sous-groupe admettant un sous-groupe ouvert compact. 

(ii) Tout groupe commutatif localement compact est réunion 
d'une famille filtrante croissante de sous-groupes ouverts, qui sont 
limites projectives de groupes isomorphes à des groupes de la 
forme RP x Tq x Zr x 0 où 0 est un groupejini. 

L'assertion (ii) résulte des prop. 1 et 2, car G est réunion 
filtrante croissante des sous-groupes ouverts engendrés par les 
voisinages compacts de e. 

Soit d'autre part H l'un de ces sous-groupes. Alors H est de 
la forme RP x Zq x K, où K est compact (prop. 1). La surjection 
canonique de H sur le groupe divisible RP se prolonge (lemme 3) 
en un projecteur continu n de G sur RP. Donc G est produit 
direct de RP et du noyau L de n, et Zq x K est un sous-groupe 
ouvert de L. Donc LIK est discret. 

PROPOSITION 4.- (i) Soit B l'ensemble des éléments de G qui 
engendrent un sous-groupe relativement compact de G. Alors B est 
un sous-groupe fermé de  G. 

(ii) Soit C la composante neutre de G. Alors BL = C. 
Comme le produit de deux parties compactes de G est 

compact, B est un sous-groupe. Tout élément de G appartient à 
un sous-groupe ouvert engendré par un voisinage compact de e. 
Pour prouver que tout élément de B appartient à B, on est donc 
ramené (prop. 1) au cas où G = RP x Zq x K, K étant un groupe 
compact. Mais, dans ce cas, il est clair que B = K. 

Prouvons (ii). La prop. 3 (i) ramène au cas où G admet un 
sous-groupe ouvert compact H. Alors H L  est un sous-groupe 
ouvert compact de G. Donc C est la composante neutre de HL. 
D'autre part, B 3 H, et B/H est l'ensemble des éléments de G/H 
qui engendrent un sous-groupe relativement compact de G/H. 
Comme H L  s'identifie à (G/H)^, on est ramené au cas où G est 
discret, donc G compact. Alors C est l'intersection des sous- 
groupes ouverts de G (Top. gén., chap. III, 3" éd., § 4, no 6, prop. 14) ; 
un sous-groupe fermé de ê est ouvert si et seulement si il est 
d'indice fini, ou encore si son orthogonal est fini; le cor. 2 du 
th. 4 du 5 1 montre que CL est la réunion des sous-groupes finis 
de G, c'est-à-dire B. 



COROLLAIRE 1. - Supposons G compact. Alors les conditions 
suivantes sont équivalentes : 

(i) G est connexe; 
(ii) est sans torsion; 
(iii) G est divisible. 
Ceci résulte de la prop. 4, et du 5 1, cor. 8 du th. 4. 

COROLLAIRE 2. - Supposons G compact. Alors les conditions 
suivantes sont équivalentes: 

(i) G est totalement discontinu; 
(ii) G est un groupe de torsion. 
C'est un cas particulier de la prop. 4. 

- - -  COROLLAIRE 3. - Si G est connexe, G est divisible. 
En effet, G est isomorphe à un groupe Rn x K où K est un 

groupe compact connexe (prop. 1). Il suffit alors d'appliquer le 
cor. 1. 

5 3. - Synthèse harmonique dans les espaces L1(G), L2(G), Lm(G) 

1. Synthèse harmonique dans L1(G) 

D'après le 1, prop. 5, l'algèbre de Banach L1(G) est régulière. 
D'après le chap. 1, 5 5, ceci entraîne notamment les con- 

séquences suivantes, que nous énoncerons sous forme de 
remarques : 

1) Si F est une partie fermée de G et K une partie compacte 
de G telles que F n K = @, il existe une J 'E L1(G) telle que Ff  
soit égale à O sur F et à 1 sur K (chap. 1, 5 5, prop. 1). 

2) Pour tout idéal 3 de L1(G), soit h(3) l'ensemble des points 
de G où s7annulent toutes les transformées de Fourier de 
fonctions-de 3; cet ensemble est fermé. Pour toute paftie M de G, 
soit f(M) l'idéal de L1(G) formé des fonctions dont la transformée 
de Fourier s'annule sur M ;  cet idéal est fermé. Ceci posé, soit M 
une partie fermée de e. L'ensemble des idéaux 3 de L1(G) tels 
que h(3) = M admet un plus grand élément, à savoir f(M), et un 
plus petit élément, à savoir l'ensemble des f~ L1(G) dont la 
transformée de Fourier est à support compact disjoint de M 
(chap. 1, $5,  prop. 4). 

3) Soient 3 un idéal de .L1(G), et g : + C une fonction 
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continue. On suppose que pour tout I I  E G, il existe une& E 3 telle 
que g soit égale à .F(,f,) au voisinage de X. On suppose en outre 
qu'il existe une f, E 3 telle que g soit égale à F(f,) dans le 
complémentaire d'une partie compacte de G (condition qui est 
trivialement satisfaite si G est discret). Alors il existe une f E 3 
telle que g = Ff (chap. 1, $ 5, cor. 2 de la prop. 2). 

Lemme 1. -Les fonctions de L1(G) dont la transformée de 
Fourier est B support compact ,forment un sous-espuce dense de 
L l (G). 

Comme %(G) est dense dans L ~ ( G ) ,  le sous-espace V de L2(G) 
formé des f E L2(G) telles que Ff E ~ ( e )  est dense dans L2(G). 
Soit alors g E L1(G). I l  existe g ,  , g2 E L2(G) telles que g = g,g2 
(on peut par exemple prendre g, = JgJ112 et choisir g2 convenable- 
ment). Donc g est limite dans L1(G) de fonctions de la forme 
g'&, où g', E V, g', E V. Or  F(g;g',) = (Fg;) * (Fg',) ( 5  1, prop. 71, 
et (Fg;) * (Fg',) E %(d). 

PROPOSITION 1.- Soit 3 un idéal fermé de L1(G), et soit 
f E L1(G). Si F f  s'annule sur un voisinage de h (3 )  (cf: remarque 2 
ci-dessus), on a f E 3. 

Soit s > O. Il existe une fonction g € L 1 ( G )  telle que 
Il f - f * glll < E (Intégr., chap. VIII, 5 4, prop. 20). D'après le 
lemme 1, on peut supposer que F g  est à support compact. Alors 
F(f *g) = (Tf) ( .Fg)  est à support compact disjoint de h(3), 
donc f ::-- g E 3 (remarque 2). Comme E est arbitrairement petit, on - 
a j ' ~ S =  3. 

THÉORÈME 1.-Soit 3 un idéal fermé de L1(G) distinct de 
L1(G). Il existe un x E G tel que (Ff )OC) = O pour toute f E 3. 

D'après le lemme 1 et le chap. 1, $ 5 ,  cor. 1 de la prop. 4, 
3 est contenu dans un idéal maximal régulier de L1(G), c'est-à-dire 
dans le noyau d'un caractère de L1(G). 

COROLLAIRE 1.  - Soit f E L1(G). Si Ff ne s'annule pas, les 
fonctions f * E,, où x parcourt G,  forment un ensemble total dans 
L~(G).  

Soit V le sous-espace vectoriel fermé de L1(G) engendré par 
les f * c x .  D'après Intégr., chap. VIII, $4, cor. de la prop. 20, 
V est un idéal fermé de L1(G). D'après le th. 1, V = Li(G). 



Soient g une fonction complexe sur G, cD un filtre sur G. 
Nous dirons que g est lentement oscillante suivant @ si, pour tout 
r > O, il existe un M E (D et un voisinage V de e dans G tels que 

COROLLAIRE 2. -Soit @ unfiltre sur G invariant par transla- 
tion. Soit f E L1(G), telle que Ff ne s'annule pas et que f (x) dx = 1. L 
Soit g E Lm(G). On suppose que f * g a une limite ,finie a suivant @. 

(i)  Pour toute f '  E L1(G) telle que f ' ( x )  dx = 1 ,  f '  * g tend L 
vers a suivant cD. 

(ii) Supposons de plus que g soit lentement oscillante suivant 
cD. Alors g tend vers a suivant @. 

En remplaçant g par g - a, on se ramène au cas où a = 0. 
Soit 3 l'ensemble des f '  E L1(G) telles que f '  * g tende vers O 

suivant cD. II est clair que 3 est un sous-espace vectoriel de L1(G) 
invariant par translation. L'inégalité I l  h * h'll , < 1 1  hl1 1 1  h'll pour 
h E L1(G) et h' E Lm(G) prouve que 3 est fermé. Donc 3 est un 
idéal fermé de L1(G). On a f E 3 par hypothèse, donc 3 = L1(G) 
d'après le th. 1. Ceci prouve (i). 

Plaçons-nous dans les hypothèses de (ii). Soit E > O. Il existe 
un M E (D et un voisinage compact V de e tels que 

Soient h la fonction caractéristique de V et p la mesure de V. 
D'après (i), h * g tend vers O suivant cD. Or on a :  

Si z E M et x E V, on a Ig(x- 'z) - g(z)l < E. Donc 

Donc lim . sup, lgl < E .  Vu l'arbitraire de E ,  ceci prouve (ii). 

Exemple. - Soient anzn une série entière à coefficients 
na0 

complexes, et A une constante telle que nlanl < A pour tout n. 
Pour z E C et lzl < 1, soit f (z) = anzn. On suppose que f (x) 

na0 
tend vers un nombre fini 1 quand x tend vers 1 par valeurs réelles 
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< 1. Alors on va montrer que la série C a, est convergente et de 
somme 1. n> O 

Plaçons-nous sur le groupe R*, . Nous allons interpréter la 
fonction 5 ++ f (e-c), où 4 E RT , comme un produit de convolution. 
Pour /. E RT , posons 

Si O < Â a A', on a, en notant [A] la partie entière de Â 

Ceci prouve que g(Â) est lentement oscillante quand A tend vers 
+ m. D'autre part: 

ao(l  - z )  + ( a ,  + a,) (z  - z2)  + (a0 + a l  + a2) ( z2  - z3)  

+ . . . + (a, + a ,  + . . . + af l ) ( zn  - z f l+' )  

= a ,  + a , z  + a,z2 + . . .  + aflzl' - zn+'(a0 + a ,  + . . .  + a,). 

On a 
I z " +  ' (a2  + a3 + . . . + a,J G Alzl"+ l log n, 

donc zn+ ' ( a ,  + a ,  + . . . + a,) tend vers O quand n tend vers + a, 
si lzl < 1. Par suite, pour O < x < 1 : 

la série étant convergente ; donc, pour t E RT 

la fonction x  H g  e - X  étant intégrable d'après (1). On en déduit 
d'abord que 

A(l + llog xl)eëx d x  < + co 

donc g E Lm(R*,). 



Il s'agit de prouver que lim g(l/A) = 1. Or, d'après (2), 
A - r O . A > O  

la ,fonction < - f (e-5) sur le groupe RT (fonction qui tend vers 1 
quand 5 tend vers 0) est produit de convolution de et de la fonction 
X H  xeëx (si on prend pour mesure de Haar sur R$ la mesure 
dxlx). Il est clair que cette dernière fonction appartient à L1(RT) 
et que son intégrale est 1. D'après le corollaire 2, il suffit de 
prouver que sa transformée de Fourier n'est jamais nulle. Comme 
x H log x est un isomorphisme de RT sur R, tout caractère de 
RT est de la forme x H eiylogx = xiy avec un y ER.  Il s'agit donc 

+ C O  

de prouver que xe-"xiY dx/x # 0, c'est-à-dire que 
O 

J O  
~ ~ 

Or, d'après Fonct. var. réelle, chap. VII, $2, no 1, la fonction 
z H ~ ( z )  est holomorphe et non nulle pour B z  > O ;  d'après loc. 

+ cc 
cit., fj 1, prop. 3, r(z) est égal à ë t t z - l  dt pour z réel > O donc 

pour 9 z  > O par prolongement-analytique (cf. Var., K.); donc 

+a, 

J e-x~iYdx = r(1 + iy) # 0. 
O 

Lemme 2. -Soient K une partie compacte de G, et y > 0. I l  
existe une fonction j E L1(G) possédant les propriétés suivantes: 

1) l l j l l l  G 2 :  
2) Fj = 1 au voisinage de l'élément neutre de G;  
3) Ilj - j * ~ , / l ~  < y pour tout X E K .  
Il existe un voisinage U de e dans G tel que: 

2 E U => 11 - (x, 2)I < y/4 pour tout x E K. 

En diminuant U, on peut le supposer ouvert, symétrique, et 
intégrable pour la mesure de Haar m de G associée à dx. 11 existe 
un voisinage compact symétrique V de e dans G tel que V c U et 
m(U) 6 2m(V). Les fonctions caractéristiques de U et V peuvent 
s'écrire F u  et F v ,  où u E L2(G), v E L ~ ( G ) .  Nous allons montrer 
que la fonction j = m(V)-'UV, qui appartient à L1(G), possède les 
propriétés du lemme. 

1) O n  a 

lljlll G ~ ~ ~ ~ ~ 1 1 1 ~ 1 1 ~ 1 1 ~ 1 1 2  = ~ ~ ~ ~ ~ 1 1 1 ~ ~ 1 1 2 1 1 ~ ~ 1 1 2  
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2) 11 existe un voisinage W de e dans G tel que VW c U 
(Top. gén., chap. II, 4, prop. 4). Pour 2 E W, on a, d'après le 
§ 1, prop. 7, 

( F j )  (2) = m(V) - (FU * FU) (2) 

= m(V) '  (Fu)(j)(Fu)(j- '2)  dm@). 
G 

Or la condition (Fu)@- '2) # O entraîne î)-'X E V, donc 
î) E V- ' 2  c VW c U, donc (Fu)(î)) = 1. Par conséquent 

et de même Ilv - v * ~ ~ 1 1 2  < m(V)(~/4)' ; donc 

PROPOSITION 2 . -  L'algèbre L'(G) vérifie la condition de 
Ditkin (chap. 1, 5 ,  no 2, déf. 2). 

Soit f E L1(G) telle que l( f ( 1 ,  = 1. Soit x un caractère de 
L1(G), et distinguons deux cas suivant que x est nul ou non. Si x 
est nul, il faut vérifier qu'il existe une suite (g, , g2  ,. . .) dans 
L1(G) telle que I l  f - g, * f 1 1 ,  tende vers O et que F g ,  s'annule 
hors d'une partie compacte de ê; or ceci résulte aussitôt du 
lemme 1. Maintenant, supposons x E G et ( F f ) k )  = O. Il s'agit 
de prouver l'existence d'une suite ( fl , f, , . . .) dans L1(G) telle 
que I l  f - f * f , l l ,  tende vers O et que Ffn s'annule au voisinage 
de X. Par translation dans G, on se ramène au cas où x = e. 
Il existe une fonction un E L1(G) telle que IlunIl = 1 et 



et une partie compacte K, de G telle que 
I G  - K" 

1 f (x)l dx < lin. 
D'après le lemme 2, il existe une fonction j, E L1(G) telle que 
1 1  jn)/ < 2, Fj, = 1 au  voisinage de e, et I l  j, - j, * ~ , l l ,  < lin 
pour tout x E K,, . Posons f;, = u,, - j,, *u t , ,  et montrons quc la 
suite ( f , )  possède les propriétés requises. D'abord 

Ff, = F u ,  - (Fj,)(Fu,) 

s'annule au  voisinage de e. D'autre part, 

parce que O = ( 9 f )  (e)  = 1 f (x) dx ; d'où 
G 

Finalement, Il f * f n  - ,f 1 1 ,  < 6/n. ce qui prouve la proposition. 

Appliquant le chap. 1, 5 5, prop. 5, on obtient alors le résultat 
suivant : 

THÉORÈME 2. -Soit 3 un idéal fermé de L1(G) tel que la 
frontière de h(3) (remarque ~-~~ 2) ne contienne aucun ensemble parfait 
non-vide. Alors 5 est l'ensemble des fonctions f E L1(G) telles que 
,Ff s'annule sur h(3). 

Par contre, pour un idéal fermé quelconque de L1(G), la con- 
clusion du th. 2 est en général inexacte (cf. exerc. 9). Plus précisé- 
ment, on peut montrer que, si G est non compact, il existe un idéal 
fermé de L1(G) qui n'est pas auto-adjoint (*). 

* Voir par exemple W .  RUDIN. Fourier oncr1j~si.s on groups. Intcrscience tracts in pure 
and applied mathematics, théorème 7.7.1. 
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COROLLAIRE. -Si un idéal fermé 3 de L1(G) est contenu 
dans un seul idéal régulier maximal, 3 est lui-même régulier 
maximal. 

2. Synthèse harmonique dans Lm(G) 

Dans ce no, on identifiera LW(G) au dual de L1(G), et on le 
munira de la topologie faible o(Lm(G), L1(G)). 

L'application W H  WO est une bijection de l'ensemble des 
sous-espaces vectoriels faiblement fermés de Lm(G) sur l'ensemble 
des sous-espaces vectoriels fermés de L1(G). 

D'autre part, si f E L1(G) et x E G, l'endomorphisme g H f * g 
(resp. g ++ E, * g) de l'espace de Banach L1(G) a pour transposé 
l'endomorphisme g' w f * g' (resp. g' ++ E, -, * g') de l'espace de 
Banach LX(G) (Intégr., chap. VIII, 6 4, no 3, exemple 6). Pour 
qu'un sous-espace vectoriel fermé de L1(G) soit un idéal de L1(G), 
il faut et il suffit qu'il soit invariant par les translations de G. 
Donc, pour qu'un sous-espace vectoriel faiblement fermé de Lm(G) 
soit stable par convolution avec les éléments de L1(G), il faut et 
il sufit qu'il soit invariant par les translations de G. 

Soit U un sous-espace vectoriel faiblement fermé de Lm(G). 
Supposons U (donc UO) invariant par les translations de G. Soit 
f E L1(G). Pour toute g E LW(G), on a (f :% g)(x) = ( E ~  * J  g). Donc, 
pour que f appartienne à UO, il faut et il sufîit que f * g  = O pour 
toute g E U. 

Si W est un sous-espace vectoriel de Ly (G) faiblement fermé 
et invariant par translation, nous noterons A(W) l'ensemble des 
x E qui appartiennent à W ;  c'est une partie fermée de G. Si F 
est une partie fermée de G, nous noterons V(F) le sous-espace 
vectoriel faiblement fermé de LT(G) engendré par les éléments de 
F ; comme toute translation de G transforme chaque caractère en 
une fonction proportionnelle à ce caractère, V(F) est invariant par 
translation. En utilisant les notations h et f du no 1, remarque 2, 
on a aussitôt : 

(3) A(W) = (h(WO))-i 

(4) V(F) = (f(F- ' ) ) O .  

Les relations h(f(F)) = F, f(h(1)) 3 1 entraînent alors: 



PROPOSITION 3. - Soit W un sous-espace vectoriel faiblement 
fermé de Lm(G), invariant par translation, et non nul. Alors W 
contient au moins un caractère de G. 

En effet, W0 # L1(G), donc h(WO) # (th. l), donc 
A(W) # (formule (3)). 

PROPOSITION 4.  - Soit W un sous-espace vectoriel faiblement 
fermé de Lm(G), invariant par translation. 

(i) Quel que soit le voisinage U de A(W) dans G, toute fonction 
de W est limite faible de combinaisons linéaires de caractères 
appartenant à U. 

(ii) Si la frontière de A(W) ne contient aucun ensemble parfait 
non vide, toute fonction de W est limite faible de combinaisons 
linéaires de caractères appartenant à W. 

Pour prouver (i), il suffit de prouver ceci: soit f une fonction 
de L1(G) orthogonale aux éléments de U ;  alors f est orthogonale 
à W. O r  Ff s'annule sur U- l, qui est un voisinage de h(WO) 
(formule (3)), donc f E W0 (prop. 1). L'assertion (ii) s'établit de 
manière analogue, en employant le th. 2 au  lieu de la prop. 1. 

Soit W un sous-espace vectoriel faiblement fermé de Lm(G) 
invariant par translation. La détermination des caractères ap- 
partenant a W s'appelle parfois « l'analyse harmonique de W. 
La prop. 4 exprime qu'on peut, dans une certaine mesure, recons- 
tituer les éléments de W à partir des caractères précédents, ou, 
comme on dit, effectuer la «synthèse harmonique» de W. Par 
extension, les solutions de problèmes analogues ou équivalents 
envisagés aux nos 1 et 3 prennent aussi le nom de «synthèse 
harmonique ». 

3. Synthèse harmonique dans L2(G) 

Lemme 3. -Soient X un espace localement compact, p une 
mesure 30 sur X. Pour toute f E LW(X, p), soit Vf l'application 
$ ++ $f de L2(X7 p) dans lui-même. Soit T un endomorphisme continu 
de l'espace hilbertien L2(X, p) permutable à Vf pour toute f E X(X). 
Alors il existe une g E Lm(X, p) telle que T = I/, . 

1) Soit f E Lm(Y, p), et montrons que T commute à Vf . 
Quelles que soient g, h E L2(X, p), on a 
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donc (TVfgJh) - (VfTgJh) est une fonction continue de f pour la 
topologie o(Lm(X, y), L1(X,p)); cette fonction est nulle par 
hypothèse pour f E X(X), donc identiquement nulle. Ceci prouve 
que TVf = VfT. 

2) Soient Y une partie p-mesurable de X, cpy sa fonction 
caractéristique, Hy le sous-espace de L2(X, y) formé des fonctions 
nulles dans X - Y. Alors, d'après l), T commute à %y et VPx-= , 
autrement dit laisse stables Hy et H,-Y . Nous noterons Ty la 
restriction de T à Hy . 

3) Supposons X compact. Alors 1 E L X  p .  Posons 
g = T(l) E L2(X, y). Soit Y l'ensemble des x E X tels que 
Ig(x)l > I I  TI/. D'après 2), on a T ( q y .  1) = qy . T(l )  = qyg, donc 

Donc Y est p-négligeable. Ainsi, Igl < IlTl1 presque partout. En 
outre, pour toute f E X(X), on a 

T(f)  = T(Vfl) = Vf(T1) = vfg = fg = I/,f 

d'où T = 5. 
4) Passons au cas général. Il existe une famille localement 

dénombrable (X,) de parties compactes deux à deux disjointes de 
X telles que X -U X, soit localement négligeable (Intégr., chap. 

a 

IV, 2" éd., 5 5, no 9, prop. 14). Appliquons 3) à chaque TKœ. Il existe 
une fonction g, mesurable sur K,, telle que Ig,l ,< I I  T I I  sur K,, et 
telle que TK, f = ga f pour f E HK,. Soit g la fonction sur X, égale 
à g, sur K, pour chaque a et à O sur X - (J K,. Alors g est un 

a 

élément de Lm(X, y). Les opérateurs V,  et T coïncident sur chaque 
HKœ , donc sur L2(X, p). 

PROPOSITION 5. - (i) Soit M une partie mesurable de G (pour 
la mesure de Haar). L'ensemble des f E L2(G) telles que Ff soit 
nulle presque partout sur M est un sous-espace vectoriel fermé EM 
de L2(G) invariant par translation. 

(ii) Soient M, Mt deux parties mesurables de G. Pour que 
EM = EM, , il faut et il suf f i t  que M et M' soient égales à un ensemble 
localement négligeable près. 



(iii) Tout sous-espace vectoriel fermé de L2(G) invariant par 
translation est de la forme EM . 

L'assertion (i) est immédiate compte tenu du th. de Plancherel. 
Si M, M' sont égales à un ensemble localement négligeable 

prés, il est clair que EM = EM,. Si M, M' ne sont pas égales à un 
ensemble localement négligeable près, il existe par exemple un 
ensemble compact K non négligeable tel que K c M, K c G - M' ; 
soit cpK sa fonction caractéristique. On a cp, E L ~ ( G ) ,  donc il existe 
f E L2(G) telle que ,Ff = q, . Alors f E EM, ,  f 4 E M ,  donc 
EM # EM, . Ceci prouve (ii). 

Enfin, soit E un sous-espace vectoriel fermé de L2(G) invariant 
par translation. Alors, pour toute f E L1(G), E et le supplé- 
mentaire orthogonal de E sont stables par l'endomorphisme 
q c-' f * cp de L2(G) (Intégr., chap. VIII, 3 4, prop. 6 (iii)), donc le 
projecteur orthogonal PE sur E commute a cet endomorphisme. 
Prenons pour f la transformée de Fourier d'une fonction de la 
forme g ,  * g, , où g, , g, E x(G). Compte tenu du fi 1, prop. 7, 
on voit que l'endomorphisme FP,F- '  de L,(G) (où F = FG) 
commute à l'opérateur de multiplication par g, * 2,. Pour toute 
fonction g E L ~ G ) ,  notons V, l'endomorphisme $ u g$ de L2(G). 
Par continuité, le résultat précédent entraîne que FPEF-l  
commute à V, pour g E X(G) .  D'après le lemme 3, F P E F -  ' est 
de la forme I.', avec une h E ~ " ( e ) .  Comme PE = PE = P:, on a 
'V, = Vh = V h ,  donc 11 = t? = h2, de sorte que h est la fonction 
caractéristique d'un ensemble mesurable M. Si f E L2(G), on a 
f € E  - P,f=f  o hFf=Ff 

o Ff nulle presque partout sur G - M o f E Ee-, 

d'où (iii). 



EXERCICES  

Dans tous les exercices du Chap. I I .  G désigne, sauf mention du  
contraire, un groupe localement compact commut at if: 

1 )  Soit G = R. 
a) Soient o, p, q E R avec p < q. On pose f ( x )  = ei"" pour p < x < q, 

f ( x )  = O pour x > q ou x < p. Alors: 

b) Soient w E R, p > O. On pose f ( x )  = e'-"i"""x pour x 3 0, 
f ( x )  = O pour x < O. Alors: 

1 
c) Soit a > O. On pose f ( x )  = e ë a l x l .  Alors 

a 

d) On posef ( x )  = e-""'. Alors: 

+XI 

(posant g(y) = j e(x212)"yx dx, vérifier que gf(y) = - yg(y). Puis 
- 0  

+ n 
utiliser la formule / eë t2  dt = de Fonct. uar. réelle, chap. VII,  

O 
8 1, no 3). 

7 2)  a) Les fonctions t H tne-~"  (n = 0,1,2, .  . .) forment un ensemble 
total dans L2(R). (Soit f E L2(R)  un élément orthogonal aux t " ë n t 2 .  

+cc 

Pour z E C, poser F(z) = f (t)eë"t2e2istz dt, et montrer que F est une 
- m 

fonction entière dont les dérivées en O sont toutes nulles. En déduire que 
F( fe-"") = O). 

h)  Soient  EN, P € C [ t ] ,  c( le coefficient dominant de P. Alors 
+ a  

l'intégrale / ( ( d k / d t k ) é 2 " ' 2 ) ~ ( t ) d t  est égale A O si deg P < k, et k 
I X i  

( -  l)kk!2ë112c( si deg P = k. 

c.) On a (dk/dtk)(e-2nt2) = où Pk est un polynômc de 
degré k, de coefficient dominant ( -  l)k22k7rk. 

d) Pour  EN et  ER, on pose: 
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Les 2, s'appellent les fonctions d'Hermite. Elles forment une base 
orthonormale de L 2 ( ~ ) .  (Utiliser a), b), c)). 

e)  On a P(2,) = (- z ) m s n l  . . 
3) a) Soient a > O, h > O, et f : R + R la fonction nulle hors de 

]-a, a(, linéaire dans (-a, O )  et (O, a), égale à h en O. On a : 

N 

b) Soit g(x) = z f (x  + n). Alors: 
n =  - N  

h sin2nat sin(2N + 1)nt 
(Fg)(t)  = -& - t2 sin nt 

c) Choisissons des suites (hi), (ai), (Ni), d'où, pour chaque i, une 
fonction g, construite-par le procédé de b). Prendre 1 hi < f CO, de sorte 

i 

que g ,  converge uniformément vers une fonction continue G. Si 
i 

h.  1 hiaiNi < + co, 2- log  Ni < + cc et C hiNi = +CO (par exemple si 
i i ai i 

1 1 
h. = -, cci = -, Ni = i), alors G et 8 G  sont intégrables, mais 

1 i 2  4 
+ 1. 

1 G(n) = + m. 
n = - m  

4) a) Soient G, G1 deux groupes commutatifs localement compacts, 
cp : G -+ G ,  un morphisme continu, p E A1(G), et pl  = rp(p). Alors 
;*pl = F p  O@: 

b) Soient o un automorphisme de G, A son module, f E L1(G), et 
f '  = f .o. Alors (8f1)(2) = A(o)-1(8f)(ô-1X). 

5) Soit p E y & ' l ( ~ ) .  On suppose que F p  E L'(G). Alors il existe 
f E L1(G) telle que Jp(x) = f(x)dx. (Utiliser le filtre 23 du lemme 1. 
Suivant 23, cp * p tend vaguement vers p, et 9 ( q  * p) = ( F ( ~ ) ( 8 p )  tend 
vers F p  dans L'(G), donc cp * p = @F(q * p)) tend vers F ( 8 h )  dans 
gO(G). Donc dp(x) = ($Fp)(x)dx). 

6) Soient H un sous-groupe de G, et p E dl (G) .  Pour que SiIp soit 
invariante par les translations que définissent les éléments de H, il faut 
et il suffit que le support de p- soit contenu dans 

7) Soit f L1(G).-Soit F une fonction holomorphe définie dans une 
partie ouverte U de C, et possédant les propriétés suivantes: cc) U contient 
l'ensemble des valeurs de F f ;  f i )  si G n'est pas discret, O E U et F(0) = 0. 
Alors il existe g E L1(G) telle que F 0 ( F f )  = F g .  (Appliquer le calcul 
fonctionnel holomorphe dans l'algèbre déduite de L1(G) par adjonction 
d'un élément unité). 

8) Soient p~ (1 ,2)  et p ' ~  (2, +CO) tels que l/p + l/p' = 1. Soit 
f E .X(G). Montrer que llFf < Il f 11,. (Cette inégalité est connue pour 
p = 1 et p = 2. Dans le cas général, utiliser l'inégalité de M. Riesz 
(Intégr., chap. IV, 2" éd., 9 6, exerc. 18)). En déduire que l'application 
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.FIX'(G) se prolonge en une application linéaire continue de LP(G) dans 
L P ' ( ~ ) ,  qui coïncide avec la transformation de Fourier sur Lp(G) n L1(G) 
et sur LP(G) n L2(G). 

il 9) Soit G un groupe localement compact (non nécessairement 
commutatif), muni d'une mesure de Haar à gauche. 

a) Si f E L1(G), il existe fl , f, E L1(G) tels que fi * f2  = j: (Utiliser 
I'exerc. 22 h) du chap. 1, $2). 

6) Soient ,fl , f, E L1(G), avec f1 ? O, f ;  3 O. Montrer que f ;  * f2 est 
presque partout égale à une fonction semi-continue inférieurement. 
(Considérer ,fl comme limite simple d'une suite croissante de fonctions 
> O  de LX(G)). 

c) On prend G = R. Pour tout intervalle ouvert 1 = )a,  b ( ,  posons 
A(1) = )a. a + ( b  - a)/6(, A'(1) = )a  + 5(h - a)/6, b(.  Soient 1; = 10, 1 (, 
1 = 1 1; = Ar(I;), 1 = ( 1  1; = Ar(1;), . . . , In = A(I;-,), 
1; = A'(1;- ,), . . . . Soit F = Il u 1, u 1, u . . . . Il n'existe aucun couple 
F, , F, de parties de R telles que Fl  + F, = F. Si f est une fonction 
continue 3 O sur R telle que F = {xl f (x) > O}, il n'existe aucun couple de 
fonctions fl , f, E L1(R) telles que ,fl 3 0, f, 3 O, f = ,fl * f, . (Supposons 
une telle égalité. Soit Ei l'ensemble des x E R tels que ,fi(x) > O. Soit Fi 
l'ensemble des points de densité de Ei (Intégr., chap. V, 5 6. exerc. 15). 
Montrer que F = Fl + F,). 

10) Soit k E Z. Lcs conditions suivantes sont équivalentes: a) 
l'application x H xk de G dans G est injective ; P)  l'application X H Xk 
de G dans G est surjective. 

11) Soit (G,),,, une famille de groupes commutatifs localement 
compacts. Pour tout i E 1, soit Hi un sous-groupe ouvert compact de Gi . 
Soit G le produit direct local des Gi relativement aux Hi (Top. gén., 
chap. III, 3e éd., $2,  exerc. 26). Pour tout x E G, soit xi la restriction de x 
à Gi . Montrer que x H ki)iEl est un isomorphisme du groupe topologique 
G sur le produit direct local des Gi relativement aux H I .  

12) Soient Gd le groupe G muni de la topologie discrète, et x un 
caractère unitaire de Gd.  Quels que soient x, , x, , . . . , xn E G et e > 0, 
il existe 2 E G tel que lX(xi) - x(xi)( < E pour 1 < i < n.- (L'injection 
canonique de Gd dans G a pour dual un morphisme de G dans (Gd)^ 
dont l'image est dense d'après le cor. 6 du th. 4). 

13) a) L1(G) est un idéal fermé dans A1(G), donc G s'identifie à 
une partie ouverte de X(A1(G)) (cf. chap. 1, 5 3, exerc. 17). 

b) Soit Ad(G) (resp. ~fl~(G)) l'ensemble des F E  ./&"(G) qui sont 
diffuses (resp. atomiques). Alors dd(G)  est un idéal fermé de .d l (G) ,  et 
J&',(G) est une sous-algèbre fermée de ,N1(G). 

1 14) Soit E c G. On dit que E est indépendant si, étant donnés des 
éléments x1 , . . . , xk deux à deux distincts de E, et des entiers rationnels 
n1  ,... , n, , la relation x;' . . . x? = e entraîne x;' = . . . = x? = e. On 
dit que E est un cnsembk de Kronecker si toute fonction complexe 
continue sur E de valeur absolue J est limite uniforme sur E dc caractères 
unitaires de G. Si G = (Z/qZ)N, on dit que E est de type K, si toute 
application continue de E dans l'ensemble des racines q-Cmes de l'unité 
coïncide sur E avec un caractère unitaire de G. 
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§ 2 
1) a) Pour que G soit à base dénombrable, il faut et il suffit que e 

soit à base dénombrable. (Si G est à base dénombrable, L1(G) est à base 
dénombrable, donc X(L1(G)) est à base dénombrable). 

b) Pour que G soit dénombrable a l'infini, il faut et il suffit que G 
admette un sous-groupe ouvert à base dénombrable, ou encore que 

soit métrisable. (Utiliser la prop. 3). 
c) Sup~osons  G compact. Pour que G soit métrisable, il faut et il 

suffit que G soit dénombrable, ou encore que G soit isomorphe à un 
sous-groupe fermé de TN. (Un groupe discret dénombrable est quotient 
de Z(N)). 

2) a) Tout groupe commutatif infini i- admet un groupe quotient 
infini dénombrable. (Plonger un sous-groupe infini dénombrable A de i- 
dans un groupe divisible dénombrable A' en appliquant Alg., chap. II, 
3' éd., 2, exerc. 14; puis prolonger à r le morphisme identique de A 
dans A'). 

b) Tout groupe commutatif compact infini contient un sous-groupe 
fermé infini métrisable. (Utiliser a).) 

3) a) Soient K un groupe compact, En l'ensemble des éléments de 
K d'ordre n. Si K # En pour tout n, l'ensemble des éléments d'ordre 
infini de K est dense dans K. (Si E,, est d'intégrieur non vide, on a 
E, = K pour un entier m 3 n.) 

b) Soit l- un groupe discret commutatif dont les éléments ne sont pas 
d'ordre borné. Alors r admet un quotient dénombrable avec la même 
propriété. (Raisonner comme dans l'exerc. 2 a).) 

c) Si tout voisinage de e dans G contient un élément d'ordre infini, 
G possède un sous-groupe fermé métrisable avec la même propriété. 
(Se ramener au cas où G est compact, et utiliser a) et b).) Sinon, et si G 
est non discret, il existe un entier q > 1 tel que G contienne un sous- 
groupe fermé isomorphe à ( z / ~ z ) ~ .  (Utiliser Alg., chap. VII, $2, 
exerc. 4 c).) 

4) Si G est compact et si G possède un élément d'ordre infini, il 
existe un morphisme continu non trivial de R dans G. (Comme R est 
divisible, il existe un morphisme non trivial de G dans R.) 

5) Soit p un nombre premier. Le groupe Q, n'est pas produit d'un 
groupe compact et d'un groupe discret. (Tout sous-groupe compact de 
Q, est de la forme pnZ, pour un n E Z.) 

6) Si G est un groupe de torsion, G et G sont totalement discontinus. 
(G est totalement discontinu d'après le cor. 2 de la prop. 4. Pour prouver 
que G est totalement discontinu, se ramener au cas où G est compact en 
utilisant la prop. 3. Prouver alors que G est un groupe de torsion.) 

7)  Un élément x de G est dit de hauteur infinie si, pour tout n E Z, 
il existe y E G tel que y" = x. Prouver que, si G est compact, l'ensemble 
des éléments de hauteur infinie est la composante neutre de G. 

7 8) Les conditions suivantes sont équivalentes: cllG est localement 
connexe: 1)) G est isomorphe A un groupe Rn x E x D, où E et D sont 
discrets, et où tout sous-groupe de rang fini de D est libre. 

9) a) Soit a = (a,, a ,  , a,, . . .) une suite d'entiers > 1. On munit Z 
de la structure d'anneau topologique pour laquelle les Za,u, . . . an 
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forment un système fondamental de voisinages de O. On note A, le com- 
plété de cet anneau. Il est compact métrisable totalement discontinu. 
Si p est un nombre premier, et si ai = p pour tout i, on a A, = Z,. 

b) On note Z(am) le groupe multiplicatif des nombres complexes 
de la forme exp(2inl/(a0a, . . . a,)) (1 E Z, r E N), muni de la topologie 
discrète. Alors Z H  ~ ( 1 )  est un isomorphisme de (A,)^ sur Z(an). 

c)  Soit B le sous-groupe de R x A, formé des (n, n) pour n E Z ;  il 
est discret. O n  pose Ca = (R x A,)/B. C'est un groupe compact 
métrisable connexe. (Observer que l'image canonique de R dans C, est 
dense, et utiliser le lemme 1.) 

d) Soit r, le sous-groupe additif du groupe discret Q formé des 
nombres rationnels de la forme l/(u,a, . . . u,) (1 E Z, r E N). Si x E (Ca)^, 
x définit un caractère unitaire de R x A,, donc un caractère unitaire de 
R de la forme x H exp(2imxx) où a, E R. Alors X -  a, est un isomor- 
phisme de (Ca)" sur Ta 

e) Montrer que Q est canoniquement isomorphe à Z, avec 
a = (2,3,4,5,.  . .). 

j )  Soit Rd le groupe R muni de la topologie discrète. Montrer que 
(Rd)^ est isomorphe à (Ca)' où a = (2,3,4, 5..  . .) et où c est la puissance 
du continu. (Considérer une base de R sur Q.) 

7 10) Un groupe topologique est dit monothétique s'il existe un 
élément du groupe dont les puissances sont denses dans le groupe, 
solknoïdal s'il existe un morphisme continu de R dans le groupe dont 
l'image est dense. 

a)  Avec les notations de l'exerc. 9, A, est monothétique. Tout groupe 
compact monothétique totalement discontinu est topologiquement iso- 
morphe a un groupe A,. 

b) Supposons G compact. Pour que G soit monothétique, il faut et 
il suffit que G soit isomorphe à un sous-groupe de T muni de la topologie 
discrète. 

c) Supposons G compact. Les conditions suivantes sont équiva- 
lentes: a) G est solénoïdal; P)  G est isomorphe à un sous-groupe de R 
muni de la topologie discrète; y) G est sans torsion, et Card G < c 
(puissance du continu); 8) G est quotient de (Ca)', avec a = (2,3,4,5, .  . .). 

d) Si G est compact solénoïdal, G est monothétique. 
11) On  note L(G) l'ensemble des représentations continues de G 

dans R. On  appelle sous-groupe à un paramètre de G l'image d'un 
morphisme continu de R dans G. 

a) Les conditions suivantes sont équivalentes: a) G est réunion de 
sous-groupes à un paramètre; /3) tout morphisme de Z dans G se 
prolonge en un morphisme continu de R dans G ;  y) tout morphisme 
continu de dans R/Z provient par passage au quotient d'un élément 
de L(G); 6 )  tout caractère unitaire de ê est de la forme ei" où Â. E L(G). 

b) Si G est à base dénombrable, les conditions de a) sont équiva- 
lentes à:  E )  G = Rn x T' où 1 est un ensemble dénombrable. 

c) La réunion des sous-groupes à un paramètre de G est un sous- 
groupe dense dans la composante neutre de G. (Utiliser l'exerc. 4.) 

d) Soit t~ X, une application continue de ( O ,  1 )  dans G telle que 
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xo = e. Il existe une application t - A, de (0, 1)  dans L(G) telle que : 
cc) pour tout x E G, /I,(x) dépend continûment de t ;  P)  X, = exp(2inÂJ; 
y) IL, = o. 

e) La réunion des sous-groupes à un paramètre de G est aussi la 
réunion des arcs de G qui contiennent e (un arc de G étant l'image d'une 
application continue de (O, 1) dans G). (Utiliser d).) 

12) On  emploie la notation L(G) de l'exerc. 11. 
a) Soit H un sous-groupe fermé de G. Tout élément de L(H) se 

prolonge en un élément de L(G). (Se ramener d'abord au cas où 
G = Rn x D avec D discret, puis au cas où l'élément donné de L(H) 
est trivial sur Rn, puis au cas où G est discret. Utiliser alors le fait que 
R est divisible.) 

b) Tout morphisme continu de H dans Rn x T1 (1, ensemble 
quelconque) se prolonge en un morphisme continu de G dans Rn x TI. 
(Utiliser a) et le th. 4 du § 1.) 

c) Réciproquement, soit A un groupe commutatif localement 
compact. On suppose que, pour tout groupe commutatif localement 
compact G, pour tout sous-groupe fermé H de G, et tout morphisme 
continu cp de H dans A, cp se prolonge en un morphisme continu de G 
dans A. Alors il existe un entier n et un ensemble 1 tel que A soit iso- 
morphe a Rn x Tt. (Prenant G = R, H = Z, on voit que A est connexe, 
donc de la forme Rn x D avec D discret. Montrer que D est un Z-  
module projectif, donc libre.) 

13) Soient C une partie compacte de G et e > 0. 
a) Soit cc la mesure de Haar de G. Il existe une partie compacte D 

de G telle que &(CD) 6 (1 + &)a(D). (Le cas où G = Rn étant immédiat, 
on est ramené au cas où G admet un sous-groupe ouvert compact H, 
et on peut supposer C saturé suivant H ;  on est alors ramené au cas où 
G est discret; on peut ensuite supposer G de type fini, et enfin G = ZP.) 

b) II existe k E L1(G) telle que Fk E X(G),  (Fk)(x) = 1 pour 
x E C, et 1 1  k Il , 5 1 + E. (Prendre k de la forme Âfg, où Â est une constante 
et où f ,  g E L2(G) ont pour transformées de Fourier les fonctions carac- 
téristiques d'ensembles convenables, en utilisant a).) 

7 14) a) On suppose que tout voisinage de e dans G contient un 
élément d'ordre infini. Il existe une partie compacte métrique parfaite 
totalement discontinue P de G qui est un ensemble de Kronecker, et 
une mesure diffuse non nulle concentrée sur P. (Se ramener au cas où G 
est métrisable en utilisant l'exerc. 3 c). Imiter ensuite la construction de 
Top. gén., chap. IX, 2" éd., 5 6, lemme 3, et utiliser en même temps 
l'exerc. 14 e) du § 1 .) 

b) Si G = (Z/qZ)N, il existe une partie compacte parfaite totalement 
discontinue P de G qui est de type K,, et une mesure diffuse non nulle 
concentrée sur P. 

c) On suppose G non discret. Il existe: a) un élément z de .,ZZ1(G) 
tel que s u p l F ~ )  soit strictement majoré par le rayon spectral de 2 ;  
p) un élément non inversible z' de J&"(G) tel que Fz' 3 1 partout sur G ;  
y) un caractère non hermitien de J&"(G). (Utiliser a), b), l'exerc. 3 c), 
et l'exerc. 14 f )  du 5 1). 
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d )  Déduire de c )  que G, qui est ouvert dans X ( A 1 ( G ) ) ,  n'est pas 
dense dans X ( A 1 ( G ) ) .  

93  
1) Soient F une partie fermée de ê et K une partie compacte de ê 

telles que F n K = @. Montrer qu'il existe une g~ L1(G)  continue 
telle que F g  soit égale à O sur F et à 1 sur K. (Convoler la fonction 
f  du no 1, remarque 1, avec la transformée de Fourier d'une fonction 
de la forme h * h' où h E %(G), h' E %(e) et où h * h' = 1 sur K.) 

2) Soit g une fonction complexe définie sur )O, +CO(, intégrable 
,.+ -0 

pour la mesure de Lebesgue. On  suppose que ( g(t) dt = 1 et que 
..+ m ' O 

( g(t)tix dt # O pour tout x E R. Soit f  une fonction complexe mesurable 
Y O 

et bornée dans ) O,+ cc (, telle que f ( t )d t  tende vers une 
X 

" 

limite finie 1 quand x tend vers +CO. 
a) Pour toute fonction complexe h définie sur ] O ,  + CO (, intégrable 

pour la mesure de Lebesgue et d'intégrale 1, 

tend vers 1 quand x tend vers +m. En particulier: 

tend vers 1 quand x tenu vers +m. (Posant g,(t) = tg(t), hl( t )  = th(t), 
on a g,  E L1(R:). F g l  est partout non nulle, et g, * f  tend vers 1, donc 
hl  * f  tend vers 1). 

b) Si f  ( t )  est lentement oscillante sur RF quand t  tend vers + oo, 
alors lim f ( t )  = 1. 

t - + c c  
3) Soient f E ~ " ( ( 0 ,  + co () et k E RY, . Si 

:1; '2-.- f  ( t )  dt 

tend vers 1 quand x tend vers + CO, alors: 

$J: ( x  - t k  f  ( t )  dt 

tend vers 1 quand x tend vers +cc. (Utiliser les fonctions g(t) e-', et 
h(t) = k(l - t )k - l  pour O < t  < 1 ,  h(t) = O pour t  > 1). 

4) Soient f :  R -+ R et g : R -+ C deux fonctions. On  suppose 
f  E Lm(R) ,  g E L1(R)  et d'intégrale 1, F g  partout non nulle. On  suppose 
que f  est lentement décroissante, c'est-à-dire que 1im.inf (f (y) - f  ( x ) )  2 O 
quand x tend vers + co, y > x ,  et que y - x tend vers O. Si (g * f ) ( x )  
tend vers 1 quand x tend vers +CO, alors f ( x )  tend vers 1 quand x tend 
vers +m. 
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5 )  Soit g : R -+ C une fonction continue telle que: 

On  a g  E L1(R). Supposons que g soit d'intégrale 1 et que F g  ne s'annule 
pas. Soit p  une mesure complexe sur R telle que ~pl((x,  x  + 1 ) )  soit 
borné quand x parcourt R. Si (g * p)(x)  tend vers 1 quand x tend vers + co, 
alors, pour toute fonction continue h : R + C telle que 

et d'intégrale 1, (h * p ) ( x )  tend vers 1 quand x  tend vers + m .  (Montrer 
que h  * p  est lentement oscillante et que (g * (h * p))(xj tend vers 1 quand 
x  tend vers + CO). 

6) Soit g  une fonction sur laquelle on fait les mêmes hypothèses 
qu'à l'exerc. 2. En outre, on suppose g >, O et lim . inf g(x) > O. Soit f  une 

x - O  

fonction réelle mesurable minorée sur ) 0, + m (. Si 

tend vers 1 quand x tend vers + co, alors 

tend vers 1 quand x tend vers + m .  (Montrer que G est bornée pour 
x 3 1, puis que a est lentement décroissante, puis que 

tend vers 1 quand x  tend vers +CO). 

fi 7) a) On définit la fonction de Mobius p sur {l ,  2,3, .  . .) de la 
manière suivante : p(n) = (- l ) k  si n  est le produit de k facteurs premiers 
deux à deux distincts (en particulier, p(1) = l ) ,  et p(n) = O dans le cas 
contraire. Pour x  > O, posons M(x) = p(n) et f ( x )  = xU1M(x) .  

n<x  

Alors f est bornée, et f ( y )  - f ( x )  = O((y - x ) / x )  de sorte que f  est 
lentement oscillante sur le groupe R+ . 

b)  Pour x  > O, soit [ x ]  la partie entière de x. On  pose g,(t) = [ t -  l ]  

et g( t )  = 2go(t) - ag,(ut) - hg,(&) (a,  b  E RT). Alors g(t) est bornée au 
voisinage de O et nulle pour t assez grand, donc g  est intégrable sur 
)O, +cc ( pour la mesure de Lebesgue. Si s  E C et .@s > 0, 

CO 
- 

avec ((1 + s) = C n  ( l+S) .  Admettant que [(s) - l / ( s  - 1) se prolonge 
n = l  
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en une fonction entière et que la fonction ((s) ainsi prolongée ne s'annule 

pas pour IPs = 1"' en déduire que I:a g(i)tiX f O pour tout x E R. 
+ m  

c )  Montrer que g(t/x) f ( t )  dt = o(x) quand x -+ + m. En 
O 

déduire que M(x) = o(x) quand x + +m. 
8) Soit cp : (O, + co ( -+ R une fonction 3 O croissante, telle que la 

fonction t H e-"'cp(t) soit intégrable pour la mesure de Lebesgue lorsque 
+ w 

a > 1. Pour tout s G C tel que 9 s  > 1,  on pose f (s) = e-"q(t) d t .  

On suppose qu'il existe A E  C avec la propriété suivante: lorsque o 
tend vers 1 par valeurs' > 1, la fonction 

converge uniformément sur toute partie compacte de R vers une fonction 
g. Alors 

lim cp(t)eër = A. 
t +  + m  

(On pose a(t) = e-'cp(t) pour t > O, a(t) = O pour t d O, A(t) = A pour 
t > O, A(t) = O pour t < O. Soit À > O. On pose: 

Utilisant l'exerc. 1 du 9 1, le th. de Lebesgue-Fubini et le th. de Plancherel, 
montrer que: 

et en déduire que 
1 

+a3 

lim -- [- a kA(x - t)a(t) dt = A. 
x + + a @  

Prouver ensuite que a est bornée et lentement décroissante. On peut 
enfin appliquer l'exerc. 4, ou raisonner directement). 

9) Soit 3 l'ensemble des f E ,Y(R3) (9  1, exerc. 15) telles que F f  
s'annule sur la sphère S, . Soit J - l'ensemble des f E J telles que 
(C/c'y,)(Ff) s'annule sur S, . Soient 3, J les adhérences de 3, J dans 
L1(R3). Alors h(3) = h(S) = S, , mais # 5. (Soit p la mesure positive 
de masse 1 sur S2 invariante par le groupe orthogonal de R3. Montrer 

* Voir par exemple G. VALIRON, ThPorie drs  fonctions, t. 1, Paris, Masson, 1942, 
pp. 505-510. 
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que (,F,u)(yl , y2 ,  y3) = (sin 2nr)/2nr où r = jy: + y; + y! . En déduire 
que la fonction f sur R3 définie par 

est un élément de Lm(R3) orthogonal à 3 mais pas à 3). 
10) On appelle C-ensemble dans G une partie fermée E de G 

possédant la propriété suivante: si f E L1(G), si Ff s'annule sur E, et si 
E > O, il existe g E L1(G) telle que Il f - f * g/l < E et telle que Supp(9g) 
soit compact et disjoint de E. 

a) Si E est un C-ensemble dans G, il n'existe qu'un idéal fermé 3 
de L1(G) tel que h(3) = E. 

b) Tout point de G est un C-ensemble. 
c) La réunion de deux C-ensembles est un C-ensemble. 
d) Tout ensemble déduit par translation d'un C-ensemble est un 

C-ensemble. 
e) Soient H un sous-groupe fermé de G, E une partie fermée de H, 

E' la frontière de E relativement à H. Si Et est un C-ensemble relative- 
ment à G, E est un C-ensemble relativement à G. (Utiliser l'exerc. 16 
du ji 1). 

f )  Dans Rn, toute intersection E d'un nombre fini de demi-espaces 
fermés est un C-ensemble. (Raisonner par récurrence sur la dimension 
du sous-espace affine engendré par E, en utilisant b), c), d), e).) 

11) Soit E une partie fermée de Rn. On suppose qu'il existe un 
point intérieur p de E tel que toute droite passant par p rencontre la 
frontière de E en deux points au plus. Alors il n'existe qu'un idéal fermé 
3 de L'(Rn) tel que Ff s'annule sur E. (Considérer f comme limite dans 
L'(Rn) de fonctions déduites de f par des homothéties de centre p). 

ïi 12) On note cr une mesure de Haar de G et (IZ le filtre des voisinages 
de e dans G. 

a) Soit U un voisinage ouvert intégrable de e dans G. Il existe une 
fonction a €  L1(G), 3 0, d'intégrale 1, nulle hors de U, telle que 

F a  E L'(G), et jG ~ ( x ) ~  dx < 2/a(U). (Soit V un voisinage compact de e 
- 

tel que V c U, a(U) < $cr(v); soit W un voisinage compact symétrique 
de e tel que VW2 c U ;  prendre a = Af *g, où A est une constante > 0, 
et où f, g sont les fonctions caractéristiques de VW, W). 

b) Si f E Lm(G), on note A(f) l'ensemble des éléments de G qui 
appartiennent au sous-espace vectoriel faiblement fermé de Lm(G) 
invariant par translation engendré par J: Si f, g E Lm(G), on a 

(Soit U un voisinage de e. Montrer que fg est limite faible de combinaisons 
linéaires d'éléments de appartenant à A( f)UA(g)U.) 

c) Soient g E Lm(G), K une partie compacte de G, f une fonction de 
L1(G) telle que Ff soit nulle sur A = A(g) et hors de K. Pour tout 
V E O, soit w(V) la borne supérieure de IFf fl sur AV. Si 

lim . inf, ~ ( v ) ~ a ( V ) -  'a((AV - A) n K) = O, 
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alors (f, g) = O. (Soit E > O. Il existe une partie compacte H de G telle 

que 1 1 f 1 dx < E. Puis il existe un voisinage ouvert U de e dans G tel 
G - H  

que [(x, 2)  - 11 < F pour x E H, 2 E U. Appliquant a) a e et U, on 
obtient une fonction a E ~ ' ( ê ) .  Soit b = F a  E L1(G). Utilisant b), 
montrer que F(bg) s'annule hors de AU. D'autre part, 

11fgdx - [ Â ~ ~ X I  a d f 1 1  + 2ï1gIa 

et, comme f ,  gb E L2(G), 

Majorer cette dernière expression par : 

d) Soient 3 un idéal fermé de L1(G), A = h(3), f une fonction de 
L1(G) telle que Ff s'annule sur A, S l'ensemble des points où s'annule 
Ff, Sr la frontière de S, B le plus grand ensemble parfait contenu dans 
S' n A. Pour V E 23, soit o(V) la borne supérieure de IFf fl dans AV. 
On suppose que tout point de B possède un voisinage K dans G tel que 

lim . inf, ~ ( v ) ~ o ( V ) -  'a((AV - A) n K) = 0. 

Alors f E 3. (Utiliser le fait que L1(G) vérifie la condition de Ditkin, et 
raisonner comme au chap. 1, 3 5, prop. 5. Soit u (a) le compactifié 
d'Alexandroff de G, et soit N l'ensemble des x E G u {a) tels que Ff 
n'appartienne pas à F3 au voisinage de 41. Montrer d'abord que 
N c B u {m). Puis, utilisant c), montrer que N c {a). Enfin, montrer 
que N = 0.) 

e) Soient 3 un idéal fermé de L'(Rn), A = h(3), f une fonction de 
L'(Rn) telle que Ff s'annule sur A. Pour h > O, soit A, I'ensemble des 
points de Rn extérieurs à A et situés à une distance de A inférieure à h, 
et w(h) = sup I(Ff)(x)l. Si lim . inf co(h)21z-na(A,) = 0, on a j ' ~  3. 

xaAh h - O  
(Utiliser d).) 

f )  Soient f E L1(R), o € )O,  l(, et s u P P o s o n s J . ~ ~  lyIa f (y)/ dy < +m. 

Alors il existe une constante k telle que I(Ff)(x + h) - (Ff)(x)l 6 kha. 
(Montrer que, quel que soit N > 0, 

puis prendre N = Ihl- '). 
g) Soient 3 un idéal fermé de L'(R), f une fonction de L1(R) telle 

-+ m 
que Ff s'annule sur h ( 3 )  Si j Iyli2f (y)[ dy < + m. on a f E 3. (Utiliser 

- 30 



I N D E X  D E S  NOTATIONS 

Les chiffres de référence indiquent successivement le chapitre, le paragraphe 
et le numéro (ou, exceptionnellement, l'exercice). 

A (A algèbre sur un corps commutatif): 1, 1, 1. 
SpA x, Sp x (x élément d'une algkbre unifère A): 1, 1, 2. 
R(x, A) (x élément d'une algèbre unifère): 1, 1, 2. 
S p i  x, Sp'x (x élément d'une algèbre A): 1, 1, 3. 
X(A), X(h) (A algebre unifère commutative, h morphisme d'algèbres unifères com- 

mutatives): 1, 1, 5. 
9',(x), g(x) (X élément d'une algebre unifère commutative A): 1, 1, 5. 
X'(A), Xr(h), X(A) (A algèbre commutative, h morphisme d'algèbres commutatives) : 

1, 1, 6. 
%A(x), %'(x), gA(x), %(x) (x élément d'une algèbre commutative A): 1, 1, 6. 
J(A) (A algèbre): 1, 1, 7. 
V(M) (M partie d'une algèbre): 1, 1, 7. 
f(T) (T partie de J(A)) : 1, 1, 7. 
Â (A algèbre); 1, 1, 7. 
Lx, R, (x élément d'une algèbre normée) : 1, 2, 1. 
p(x) (x élément d'une algèbre normée): 1, 2, 3. 
O(U;E), O(K; E), O(U), O(K) (U ouvert de Cn, K compact de C", E espace de 

Banach complexe): 1, 4, 1. 
A(") (A algèbre de Banach unifère commutative): 1, 4, 1. 
C3, (a élément de A'")): 1, 4, 1. 
f (a) (a élément de A", f élément de O(Sp a ;.A)) : 1, 4, 4. 
j (x)  (x élément d'une algèbre de Banach unifère non nécessairement commutative, 
f  élément de O(SpAx)) : 1,4, 1. 
exp x, logx (x élément d'une algèbre de Banach unifère): 1, 4, 9. 
R,(jL, x) (H partie à la fois ouverte et fermée de Sp x); 1, 4, 11. 
h(3) (3 idéal d'une algebre de Banach commutative): 1, 5, 1. 
f(M) (M partie de X(A), A algèbre de Banach commutative): 1, 5, 2. 
x*, f * (x élément d'une algèbre involutive, f forme linéaire sur une algèbre involu- 

tive) : 1, 6, 1. 
p*, f *  (p~Jt!'l(G), f eL1(G) ) :  1, 6, 1. 
f (x) (x élément normal d'une algèbre stellaire unifère A, f élément de W(SpA x)): 

1, 6, 5. 
x*, x-,  1x1, abs(x), xa (x élément hermitien d'une algèbre stellaire): 1, 6, 5. 
St(A) (A algebre de Banach involutive); 1, 6, 6. 
lzl, abs(z) ( Z E  Y(E, F), E, F, espaces hilbertiens complexes): 1, 6, 8. 
St(G) (G groupe localement compact); 1, 6, 7. 
llxii* (X élément d'une algèbre involutive): 1, 6, 6. 
H P ( p )  (p mesure positive sur un espace compact, 1 < p < +a): 1, 7, exerc. 8. 
G (G groupe localement compact commutatif): II, 1, 1. 
{.t Y) (x E G, 2 E e): II, 1, 1. 
A L  (A partie de G ou de G): II, 1, 1. 
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.Fp, Fp, 0 ( p  mesure bornée sur G) : II, 1, 2. 

.Fj; qf' (f '€Z1(G)): II, 1, 2. 
4 (<p morphisme de groupes localement compacts commutatifs): II, 1, 7. 
X',, (fonctions d'Hermite): I I ,  1, exerc. 2. 
.YjRU) : 11, 1, exerc. 15. 
j i  (fonction de Mobius): 11, 3, excrc. 7. 



I N D E X  T E R M I N O L O G I Q U E  

Les chilfres de référence indiquent successivement le chapitre, le paragraphe 
et le numéro (ou, exceptionnellement, l'exercice). 

Adjoint d'un élément dans une algèbre involutive: 1, 6, 1. 
Adjointe d'une forme linéaire sur une algèbre involutive: 1, 6, 1. 
Algèbre de Banach : 1, 2, 1. 
Algèbre de Banach commutative régulière: 1, 5, 1. 
Algèbre de Banach involutive : 1, 6, 2. 
Algèbre involutive : 1,  6, 1. 
Algèbre normée (complexe): 1, 2, 1. 
Algèbre normée involutive: 1, 6, 2. 
Algèbre stellaire: 1, 6, 3. 
Algèbre stellaire d'un groupe localement compact: 1, 6, 7. 
Algèbre stellaire déduite d'une algèbre stellaire par adjonction d'un élément 

unité: 1, 6, 3. 
Algèbre stellaire enveloppante d'une algèbre de Banach involutive: 1, 6, 6. 
Algèbre unifère : 1, 1, 1. 
Algèbre unifère déduite d'une algèbre par adjonction d'un élément unité: 1, 1, 1. 
Algèbre unifère normée déduite d'une algèbre normée par adjonction d'un élément 

imité: 1. 2. 1 .  
.Application canonique de G dans G:  I I ,  1, 1. 
Arc : II, 2, exerc. 1 1. 
Auto-adjoint (sous-ensemble): 1, 6, 1. 
Banach (algèbre de): 1, 2, 1. 
Caractère d'une algèbre unifère commutative: 1, 1, 5. 
Caractère d'une algèbre commutative : 1, 1, 6. 
Caractère unitaire d'un groupe localement compact commutatif: I I ,  1, 1. 
Condition de Ditkin: 1, 5,  2. 
Cotransformée de Fourier d'une mesure (d'une fonction), cotransformation de 

Fourier: I I ,  1 ,  2. 
Décomposition polaire d'un élément de Y(E, F) (E, F, espaces hilbertiens com- 

plexes): 1, 6, 8. 
Ditkin (condition de): 1, 5, 2. 
Diviseur de zéro topologique a gauche (à droite): 1, 2, 4. 
Divisible (groupe): II,  1, 7. 
Dual (groupe) d'un groupe localement compact commutatif: I I ,  1, 1. 
Dual d'un morphisme de groupes localement compacts commutatifs : I I ,  1, 7. 
Elément hermitien d'une algèbre involutive: 1, 6, 1. 
Elément normal d'une algèbre involutive: 1, 6, 1. 
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Elément quasi-nilpotent d'une algèbre normée : 1, 2, 3. 
Elément unitaire d'une algèbre involutive: 1, 6, 1. 
Eléments orthogonaux d'un groupe localement compact commutatif et de son 

dual: II, 1, 1. 
Eléments engendrant topologiquement une algèbre normée : 1, 2, 1. 
Engendrée par une partie (algèbre normée): 1, 2, 1. 
Engendrée par une partie (sous-algèbre fermée involutive d'une algèbre normée 

involutive): 1, 6, 2. 
Ensemble indépendant dans un groupe localement compact commutatif: II, 1, 

exerc. 14. 
Ensemble de Kronecker dans un groupe localement compact commutatif: II, 1, 

exerc. 14. 
Enveloppe polynomialement convexe d'une partie de CA: 1, App. 
Equivalentes (représentations) d'une algèbre : 1, 1, 7. 
Espace des caractères d'une algèbre unifère commutative: 1, 1, 5. 
Espace des caractères d'une algèbre commutative : 1, 1, 6. 
Fonction de Mobius: II, 3, exerc. 7. 
Fonction lentement décroissante: II, 3, exerc. 4. 
Fonction lentement oscillante suivant un filtre: II, 3, 1. 
Fonctions d'Hermite: II, 1, exerc. 2. 
Forme linéaire hermitienne: 1, 6, 1. 
Formule de Poisson: II, 1, 8. 
Formule d'inversion de Fourier: II, 1, 4. 
Fourier (transformée de, cotransformée de) d'une mesure, d'une fonction de 

P ( G ) :  II, 1, 2. 
Fourier (transformation de, cotransformation de) de A1(G) dans wb(G) : II, 1, 2. 
Fourier (transformation de) de L2(G) sur L ~ ( G ) :  II, 1, 3. 
Fourier (formule d'inversion de): 1, 1, 4. 
Gelfand (transformée de, transformation de): 1, 2, 5 et 1, 2, 6. 
Gelfand-Mazur (théorème de): 1, 2, 5. 
Germe d'une fonction holomorphe au voisinage d'une partie compacte: 1, 4, 1. 
Groupe dual d'un groupe localement compact commutatif: II, 1, 1. 
Groupe monothétique: II, 2, exerc. 10. 
Groupe solénoïdal : II, 2, exerc. 10. 
Hermitien (élément): 1, 6, 1. 
Hermitienne (forme linéaire) : 1, 6, 1. 
Idéal primitif; 1, 1, 7. 
Involution: 1, 6, 1. 
Involutive (algèbre): 1, 6, 1. 
Involutive (algèbre normée, algèbre de Banach): 1, 6, 2. 
Involutive (sous-algèbre) : 1, 6, 1. 
Irréductible (représentation) d'une algèbre: 1, 1, 7. 
Jacobson (topologie de): 1, 1, 7. 
Lentement oscillante (fonction) : II, 3, 1. 
Localement m-convexe (algèbre): 1, 2, exerc. 31. 
Morphisme d'algèbres involutives : 1, 6, 1. 
Morphisme unifère: 1, 1, 1. 
Normal (élément) : 1, 6, 1. 
Normée (algèbre): 1, 2, 1. 
Orthogonal d'une partie d'un groupe localement compact commutatif: II, 1, 1. 
Orthogonaux (éléments) : II, 1, 1. 
Partie antisymétrique d'un espace compact: 1, 7,  exerc. 10. 
Partie polynomialement convexe de CA: 1, App. 
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Pic d'un espace.compact : 1, 7, exerc. 10. 
Plancherel (théorème de): II, 1, 3. 
Pleine (sous-algèbre) d'une algèbre unifère: 1, 1, 4. 
Poisson (formule de): II, 1, 8. 
Pontryagin (théorème de): II, 1, 5. 
Polynomialement convexe (enveloppe) : 1, App. 
Polynomialement convexe (partie): 1, App. 
Primitif (idéal): 1, 1, 7. 
Quasi-nilpotent (élément) : 1, 2, 3. 
Rayon spectral d'un élément d'une algèbre normée: 1, 2, 3. 
Régulier (élément): 1, 2, exerc. 28. 
Régulière (algèbre de Banach commutative) : 1, 5,  1. 
Régulière (représentation) gauche de A1(G) dans L2(G): 1, 6, 7. 
Représentation d'une algèbre: 1, 1, 7. 
Représentation irréductible: 1. 1, 7. 
Représentation régulière gauche de A!"(G) dans L2(G): 1, 6, 7. 
Représentations équivalentes: 1, 1, 7. 
Résolvante d'un élément d'une algèbre unifère: 1, 1, 2. 
Semi-norme stellaire: 1, 6, 6. 
Simultané (spectre): 1, 3, 5. 
Sous-algèbre fermée involutive engendrée par une partie: 1, 6, 2. 
Sous-algèbre involutive: 1, 6, 1. 
Sous-algèbre logmodulaire : 1, 7, exerc. 8. 
Sous-algèbre pleine engendrée par une partie: 1, 1, 4. 
Sous-algèbre pleine fermée engendrée par une partie: 1, 2, 4. 
Sous-ensemble auto-adjoint : 1, 6, 1. 
Sous-groupe à un paramètre: II, 2, exerc. 11. 
Spectral (rayon): 1, 2, 3. 
Spectre d'un élément dans une algèbre: 1, 1, 3. 
Spectre d'un élément dans une algèbre unifère: 1, 1, 2. 
Spectre simultané d'une partie d'une algèbre commutative: 1, 3, 5. 
Système générateur topologique d'une algèbre normée: 1, 2, 1. 
Théorème de Gelfand-Mazur : 1, 2, 5. 
Théorème de Plancherel: II, 1, 3. 
Théorème de Pontryagin: II, 1, 5. 
Topologie de Jacobson: 1, 1, 7. 
Transformation de Fourier, transformée de Fourier: II, 1, 2 et II, 1, 3. 
Transformation de Gelfand, transformée de Gelfand: 1, 2, 5 et 1, 2, 6. 
Unifère (algèbre) : 1, 1, 1. 
Unifère (morphisme): 1, 1, 1. 
Unitaire (caractère): II, 1, 1. 
Unitaire (élément): 1, 6, 1. 
Valeur d'un germe de fonction holomorphe: 1, 4, 1. 
Valeur absolue d'un élément de 9 ( E ,  F) (E, F espaces hilbertiens complexes): 

1, 6, 8. 
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