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Mode d’emploi de ce traité

NOUVELLE EDITION

1. Le traité prend les mathématiques & leur début, et donne des démonstra-
tions complétes. Sa lecture ne suppose donc, en principe, aucune connaissance
mathématique particuliére, mais seulement une certaine habitude du raisonne-
ment mathématique et un certain pouvoir d’abstraction. Néanmoins, le traité
est destiné plus particuliérement & des lecteurs possédant au moins une bonne
connaissance des matiéres enseignées dans la premiére ou les deux premiéres
années de ’Université.

2. Le mode d’exposition suivi est axiomatique et procéde le plus souvent du
général au particulier. Les nécessités de la démonstration exigent que les chapitres
se suivent, en principe, dans un ordre logique rigoureusement fixé. L’utilité de
certaines considérations n’apparaitra donc au lecteur qu’a la lecture de chapitres
ultérieurs, & moins qu’il ne posséde déja des connaissances assez étendues.

3. Le traité est divisé¢ en Livres et chaque Livre en chapitres. Les Livres
actuellement publiés, en totalité ou en partie, sont les suivants:

Théorie des Ensembles désigné par E
Algebre " A
Topologie générale » TG
Fonctions d’une variable réelle » FVR
Espaces vectoriels topologiques » EVT
Intégration 5 INT
Algébre commutative » AC
Variétés différentielles et analytiques » VAR
Groupes et algébres de Lie » LIE

Théories spectrales » TS
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Dans les six premiers Livres (pour 'ordre indiqué ci-dessus), chaque énoncé
ne fait appel qu’aux définitions et résultats exposés précédemment dans ce
Livre ou dans les Livres antérieurs. A partir du septiéme Livre, le lecteur trouvera
éventuellement, au début de chaque Livre ou chapitre, 'indication précise des
autres Livres ou chapitres utilisés (les six premiers Livres étant toujours supposés
connus).

4. Cependant, quelques passages font exception aux régles précédentes. Ils
sont placés entre deux astérisques: *...,. Dans certains cas, il s’agit seulement
de faciliter la compréhension du texte par des exemples qui se réferent a des faits
que le lecteur peut déja connaitre par ailleurs. Parfois aussi, on utilise, non
seulement les résultats supposés connus dans tout le chapitre en cours, mais des
résultats démontrés ailleurs dans le traité. Ces passages seront employés libre-
ment dans les parties qui supposent connus les chapitres ol ces passages sont
insérés et les chapitres auxquels ces passages font appel. Le lecteur pourra, nous
I’espérons, vérifier Pabsence de tout cercle vicieux.

5. A certains Livres (soit publiés, soit en préparation) sont annexés des
Sascicules de résultats. Ces fascicules contiennent 1’essentiel des définitions et des
résultats du Livre, mais aucune démonstration.

6. L’armature logique de chaque chapitre est constituée par les définitions,
les axiomes et les théorémes de ce chapitre; c’est 13 ce qu’il est principalement
nécessaire de retenir en vue de ce qui doit suivre. Les résultats moins importants,
ou qui peuvent étre facilement retrouvés a partir des théorémes, figurent sous le
nom de « propositions », « lemmes », « corollaires », « remarques », etc.; ceux qui
peuvent étre omis en premiere lecture sont imprimés en petits caractéres. Sous
le nom de «scholie », on trouvera quelquefois un commentaire d’un théoréme
particuliérement important.

Pour éviter des répétitions fastidieuses, on convient parfois d’introduire cer-
taines notations ou certaines abréviations qui ne sont valables qu’a Iintérieur
d’un seul chapitre ou d’un seul paragraphe (par exemple, dans un chapitre ot
tous les anneaux considérés sont commutatifs, on peut convenir que le mot
« anneau » signifie toujours « anneau commutatif »). De telles conventions sont
explicitement mentionnées a la téte du chapitre dans lequel elles s’appliquent.

7. Certains passages sont destinés & prémunir le lecteur contre des erreurs
graves, ou il risquerait de tomber; ces passages sont signalés en marge par le
signe Z (« tournant dangereux »).

8. Les exercices sont destinés, d’une part, & permettre au lecteur de vérifier

qu’il a bien assimilé le texte; d’autre part, & lui faire connaitre des résultats qui
n’avaient pas leur place dans le texte; les plus difficiles sont marqués du signe .
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9. La terminologie suivie dans ce traité a fait 'objet d’une attention parti-
culiére, On s’est efforcé de ne jamais s*écarter de la terminologie regue sans de trés sérieuses
raisons.

10. On a cherché 3 utiliser, sans sacrifier la simplicité de I’exposé, un langage
rigoureusement correct. Autant qu’il a été possible, les abus de langage ou de
notation, sans lesquels tout texte mathématique risque de devenir pédantesque et
méme illisible, ont été signalés au passage.

11, Le texte étant consacré & lexposé dogmatique d’une théorie, on n’y
trouvera qu’exceptionnellement des références bibliographiques; celles-ci sont
groupées dans des notes historiques. La bibliographie qui suit chacune de ces Notes
ne comporte le plus souvent que les livres et mémoires originaux qui ont eu le
plus d’importance dans I’évolution de la théorie considérée; elle ne vise nulle-
ment a étre compléte.

Quant aux exercices, il n’a pas été jugé utile en général d’indiquer leur
provenance, qui est trés diverse (mémoires originaux, ouvrages didactiques,
recueils d’exercices).

12, Dans la nouvelle édition, les renvois & des théorémes, axiomes, définitions,
remarques, etc. sont donnés en principe en indiquant successivement le Livre
(par Pabréviation qui lui correspond dans la liste donnée au n° 3), le chapitre et
la page o ils se trouvent. A l'intérieur d’'un méme Livre la mention de ce Livre
est supprimée; par exemple, dans le Livre d’Algebre,

E, I1I, p. 32, cor. 3

renvoie au corollaire 3 se trouvant au Livre de Théorie des Ensembles, chapitre
I11, page 32 de ce chapitre;

I, p. 23, Remarque 3

renvoie a la Remarque 3 du Livre d’Algebre, chapitre II, page 23 de ce chapitre.
Les fascicules de résultats sont désignés par la lettre R; par exemple: EVT,
R signifie « fascicule de résultats du Livre sur les Espaces vectoriels topologiques ».
Comme certains Livres doivent seulement étre publiés plus tard dans la
nouvelle édition, les renvois a ces Livres se font en indiquant successivement le
Livre, le chapitre, le paragraphe et le numéro ot se trouve le résultat en question;
par exemple:

AC, III, § 4, n° 5, cor. de la prop. 6.

Au cas ol le Livre cité a été modifié au cours d’éditions successives, on indique
en outre 1'édition.



CHAPITRE V

Groupes a un parametre

§ 1. SOUS-GROUPES ET GROUPES QUOTIENTS DE R

1. Sous~groupes fermés de R

ProposiTiON 1. — Tout sous-groupe fermé du groupe additif R, distinct de R et de
{0}, est un groupe discret de la forme a.Z, oz a > 0 (autrement dit, est formé des
multiples entiers de a).

Montrons d’abord que tout sous-groupe non discret de R est partout dense.
Si un sous-groupe G de R n’est pas discret, pour tout € > 0, il existe un point
x # 0 de G appartenant a lintervalle (—e, +¢J; comme les multiples entiers
de x appartiennent & G, tout intervalle de longueur > ¢ contient un tel multiple,
c’est-a-dire que G est partout dense dans R.

Tout sous-groupe fermé distinct de R est donc discret. Reste 4 montrer que
tout sous-groupe discret G de R, non réduit & 0, est de la forme ¢.Z, ot @ > 0.
Or, la relation —G = G montre que Pensemble H des éléments >0 de G n’est
pas vide; si b € H, lintersection de l'intervalle (0, 5) et de G est un ensemble
compact et discret, donc fini; soit a le plus petit des éléments de H contenus dans
(0, 8); pour tout x € G, posons m = [x/a] (partie entiere de #/a);onax—mac G
et 0 < x — ma < a; d’aprés la définition de 4, x — ma = 0, ce qui prouve que
G=4aZ

2. Groupes quotients de R

Tout groupe quotient séparé de R est de la forme R/H, ol H est un sous-groupe
JSermé de R (111, p. 13, prop. 18); donc, d’apreés la prop. 1 de V, p. 1:

PrOPOSITION 2. — Les groupes quotients séparés de R, non réduits & Délément neutre,
sont les groupes RjaZ (a = 0).
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Si a et b sont des nombres >0, 'automorphisme x — (b/a)x de R transforme
aZ en bZ; donc (III, p. 17, Remarque 3) les groupes quotients R/aZ et R/6Z
sont isomorphes; en d’autres termes:

Provrostrion 3. — Tout groupe quotient séparé de R, distinct de R et non réduit a
Uélément neutre, est isomorphe au groupe R|Z.

DéErmniTioN 1. — Le groupe topologique RjaZ (a > O) est appelé groupe additif
des nombres réels modulo a. On désigne par T le groupe topologique R[Z ; en tant qu’espace
topologique, T est appelé tore & une dimension (par abus de langage, on appelle aussi
« tore & une dimension » le groupe topologique 'T).

Remarques. — 1) La relation x =y (mod. aZ) s’écrit plus souvent x =y (mod. a)
ou simplement x =y (a), et se lit « x et y sont congrus modulo a »; elle signifie donc
que x — y est un multiple entier de a. Lorsque a est entier, la relation induite sur Z
par cette relation d’équivalence n’est autre que la congruence moduloa (A, I,
p. 46), ce qui justifie la notation précédente.

*2) Comme nous le verrons dans VI, p. 12, P’espace topologique T est homéo-
morphe au cercle 5% + y2 = 1 du plan numérique RZ2; le produit T? est homéo-
morphe A un fore de révolution dans R® (VII, p. 22, exerc. 15); d’oix le nom de « tore
4 une dimension » employé pour désigner T (au chap. VII, p. 9, nous appellerons
de méme T* le « tore & n dimensions »).,

ProrosiTiON 4. — Le fore T est un espace homéomorphe & Uespace quotient d’un intervalle
Jermé quelcongue (a, a + 1) de R, obtenu en identifiant les extrémités de cet intervalle;
i est compact, connexe et localement connexe.

En effet, tout x € R est congru (mod. 1) & un nombre de I'intervalle (¢, a + 1),
savoirx — [ — a]; donc T est image de cet intervalle par I'application canonique
¢ de R sur R/Z, et par suite est compact et connexe (I, p. 62, th. 2 et I, p. 82,
prop. 4). D’autre part, deux éléments distincts de Pintervalle (4,2 + 1) ne
peuvent étre congrus (mod. 1) que si ce sont les extrémités; de la compacité de
T, on conclut donc que T est homéomorphe & 'espace quotient de (a, 2 + 1)
obtenu en identifiant ses extrémités (I, p. 63, cor. 4 et I, p. 78, prop. 8). Enfin,
comme Z est un sous-groupe discret de R, T = R/Z est localement isomorphe &
R (III, p. 13, prop. 19), et en particulier localement connexe (ce qui est aussi
conséquence de I, p. 85, prop. 12).

Remarque. — On observera que l'application canonique ¢ de R sur T = R/Z,
restreinte a4 Dintervalle semi-ouvert (g, a + 1(, est une application bijective et con-
tinue de cet intervalle sur T; son application réciproque est continue en tout point de
T distinct de ¢(a), discontinue au point ¢(a). On identifie parfois I’espace T avec
Pintervalle (g, a + 1(, muni de la topologie image réciproque par ¢ de celle de T

(I, p. 18); cette topologie est bien entendu distincte de la topologie induite sur
{a, a + 1{ par celle de R.

3. Homomorphismes continus de R dans lui-méme

ProrosiTioN 5. — Tout homomorphisme continu f du groupe topologique R dans lui-méme
est de la forme x> ax, ot a e R ; Jest un automorphisme du groupe topologique R st a # 0.
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En effet, pour tout x € R et tout entier p € Z, on a f(px) = pf(x); en rem-
1

plagant x par (1/p)«, on en tire 1 x) = =f(x), si p # 0; d’olt quels que soient

les entiers pet ¢ # 0, f (% x) = § f(x); autrement dit, pour tout nombre ration-
nel 7, f(rx) = 7f(x). Si maintenant ¢ est un nombre réel quelconque, on a, en
vertu de la continuité de f dans R,

Sfx) = lim f(rx) = lim 7f(x) = ( Um 1) f(x) = ¢f(x).

=1, 7€Q o1, 1eQ r—t, reQ
En particulier, si ¢ = f(1), on a f(t) = at, d’ot la proposition.

Le groupe des automorphismes du groupe topologique R est donc isomorphe au
groupe multiplicatif R* des nombres réels non nuls.

CoROLLAIRE. — Soit G un groupe topologique isomorphe & R pour tout a € G, il existe
un homomorphisme continu et un seul f, de R dans G, tel que f,(1) = a; cet homomorphisme
est un isomorphisme de R sur G st a est distinct de I'élément neutre de G.

4. Définition locale d’un homomorphisme continu de R dans un groupe topo-
logique

Etant donnés un groupe G et une partic A de G engendrant G, il est clair que, si

deux homomorphismes f, ¢ de G dans un groupe G’ prennent la méme valeur

en tout point de A, ils sont égaux. Mais les valeurs dans A d’un homomorphisme

fde G dans G’ ne peuvent en général étre prises arbitrairement; G et G’ étant

notés multiplicativement, ces valeurs doivent satisfaire a la condition

Slxy) = f(*)f(y)

pour tout couple (x,y) tel que x € A, y € A et xy € A; cette condition nécessaire
n’est d’ailleurs pas suffisante en général.

En particulier, un isomorphisme local d’un groupe topologique G a4 un groupe
topologique G’ ne peut pas toujours se prolonger en un homomorphisme (continu
ou non) de G dans G’. Par exemple, un isomorphisme local f de T 4 R ne peut se pro-
longer en un homomorphisme de T dans R: en effet, si f est défini dans un voisinage V
de 0, il existe un entier p > 0 tel que la classe x (mod. Z) de 1/p appartienne a V;
comme x est un élément d’ordre p dans T, son image par tout homomorphisme de
T dans R est nécessairement 0, donc distincte de f(x) par hypotheése.

Le groupe topologique R jouit & cet égard de la propriété suivante:

ProrositionN 6. — Soit 1 un intervalle de R, contenant O et non réduit & ce point;
soit f une application continue de I dans un groupe topologique G (noté multiplicative-
ment), telle que f(x + y) = f(x)f(y) pour tout couple de points x, y tels que x €1,
yeletx +yel. Il existe un homomorphisme continu et un seul de R dans G qui pro-

longe f.
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L’unicité du prolongement de f (s’il existe) résulte des remarques qui préce-
dent, puisque I engendre le groupe R; reste & en démontrer ’existence.

Si 7 est un entier >0, etsionaxeletnxel, ona f(nx) = (f(x))", comme
on le voit par récurrence sur n, en observant que, dans ces conditions, on a

mx € I pour tout entier m tel que 1 < m < n. Posons J = |J nI; J est la droite
NneN

R, ou bien 'un des intervalles (0, + oo ou ) —o0, 0}, suivant que O est ou non
intérieur 2 I; si x€J, on a x/ne I dés que z est un entier >0 assez grand. Soit
x € J, et soient m, n deux entiers >0 tels que x/nel et x/m € I; on a x/mnel, donc

1G) = UG)> o o) = UG

par conséquent, I’élément (f(x/n))™ de G est le méme pour tous les entiers z > 0
satisfaisant a la condition x/n € I. Désignons cet élément par f;(x); f; est une
application de J dans G, qui coincide avec f dans I et est donc continue au point
0 (par rapport a J). Soient x, y deux éléments de J, » un entier >0 assez grand
pour que 'on ait x/ne I, y/nel, (x + y)/nel;on a

1(52) = 1) = )G

ce qui prouve que f(x/n) et f(y/n) sont permutables; par définition de f;, on a
donc fi(x + y) = f1(x)fi(y). Si J = R, la proposition est démontrée. Sinon,
supposons par exemple qu’on ait J = (0, +oo(; pour tout x < 0, posons

Si(®) = (fa(=#)) 7%

La relation fi(x + y) = fi(x)fi(y) reste alors valable quels que soient x € R,
y € R; c’est immédiat pour ¥ < O ety < 0; pour x > 0,y < 0,x +y > 0, on
a fi(x) = fi(x + y)fi(—y), d’ou la propriété annoncée; de méme pour x > 0,
y<0,x+y <0, car on a alors fi(—y) = fi(—* — y)fi(x); démonstrations
analogues pour ¥ < 0 ety > 0. On voit donc que f; est un homomorphisme de
R dans G; on a par suite f1(0) = ¢ (élément neutre de G), et comme f; est
une fonction continue par rapport a J, elle a au point 0 une limite a droite égale
a e; comme fi(—x) = (fi(x)) "1, /1 a aussi au point 0 une limite a gauche égale
a e; elle est donc continue en 0, ce qui achéve la démonstration.

N

COROLLAIRE. — Soit f un isomorphisme local de R a un groupe topologique G; il
existe un morphisme strict et un seul de R sur un sous-groupe ouvert de G, qui coincide avec
S en tous les points d’un voisinage de 0.

En effet, soit  ’homomorphisme continu de R dans G qui coincide avec f
en tous les points d’un intervalle ouvert I contenant 0 et contenu dans I’ensemble
ou est défini f; f(R) contient par hypothése un voisinage de I’élément neutre de
G, donc (III, p. 7, corollaire) est un sous-groupe ouvert de G; en outre, f est
un morphisme strict de R sur f(R), d’apres III, p. 16, prop. 24.
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PropostTION 7. — Tout groupe topologique connexe G, localement isomorphe & R, est
1somorphe & R ou & 'T.

En effet, un isomorphisme local de R & G se prolonge en un morphisme
strict de R sur un sous-groupe ouvert de G (cor. de la prop. 6), donc sur G lui-
méme puisque G est connexe. Il s’ensuit que G est isomorphe & un groupe quo-.
tient de R; comme il est séparé et non réduit & 1’élément neutre (puisqu’il est
localement isomorphe & R), il est isomorphe &4 R ou & T d’aprés la prop. 3 de
V, p. 2.

§ 2. MESURE DES GRANDEURS

On a vu (cf. Note historique du chap. IV) que le probléme de la mesure des
grandeurs est 4 Porigine de la notion de nombre réel; plus précisément, les di-
verses espéces de grandeurs dont Iétude s'imposa peu & peu, pour des raisons
pratiques ou théoriques, furent d’abord considérées séparément; et la possi-
bilité de les mesurer toutes par un méme systéme de nombres apparut comme
une constatation expérimentale bien avant que les mathématiciens grecs n’eus-
sent congu I'idée hardie d’en faire I’objet d’'une démonstration rigoureuse. Dans
la théorie axiomatique établie par ces derniers, I'idée de grandeur apparait
liée & une loi de composition (I’ « addition » des grandeurs de méme espéce) et
a une relation d’ordre (la relation « A est plus petit que B», dite relation de
comparaison des grandeurs). Nous allons, dans ce qui suit, examiner le méme
probléme, c’est-a-dire rechercher les conditions auxquelles doivent satisfaire une
loi de composition interne et une relation d’ordre sur un ensemble E pour que
celui-ci soit isomorphe 2 une partie E’ de R, munie de la structure induite par
’addition et la relation € dans R. Comme nous ne supposerons pas a priori
que la loi de composition donnée sur E soit commutative, nous la noterons
multiplicativement; & cela prés, nous ne nous écarterons guére des raisonnements
classiques sur la mesure des grandeurs.

Soit E un ensemble totalement ordonné par une relation d’ordre notée x < ,
et possédant un plus petit élément w. Soit I une partie de E telle que w €1, et
que les relations x € I, y < x entrainent y € I; supposons donnée dans E une loi
de composition non partout définie (x, y) ~> xy, le composé xy étant défini pour
tout couple d’éléments de I (xy appartient & E, mais non nécessairement a I; cf.
A, I, p. 1). Faisons en outre les hypothéses suivantes:

(GRy) o est élément neutre (wx = xe» = x pour tout x € I) ef la loi de composition
est associative (au sens suivant: chaque fois que xe I, yel, zel,xyeletyzel,
on a x(yz) = (xy)z).

(GRy) La relation x < y entre éléments de 1 entratine, pour tout z € 1, les relations
Xz < yzetzx < zy.
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(GRyy) L’ensemble des éléments > de 1 west pas vide et n'a pas de plus petit
élément, et, quels que sotent les éléments x, y de 1 tels que x < y, 1l existe z > o tel que
xz < Y.

La condition (GRy;) entraine qu’on peut multiplier membre & membre les
inégalités entre éléments de I: x < yetx’ < y’ entrainent xx’ < yy’ (car xx’ < yx'
etyx’ < yy'). En particulier on ay < yx pour toutx > o (xeIl,yeI).

Etant donnée une suite finie (¥,);<;<, d’¢léments de I, on peut définir par
» p-1
récurrence sur p le composé I I x; de cette suite comme égal a (H xi)xp, pourvu
i=1 i=1
p-1 b
que le composé H x; soit défini et appartienne a I; si H x; est défini, chacun
i=1 "~ i=1 .

q
des composés ﬂ x; est donc défini et appartient & I pour 2 < ¢ < p — 1. Lors-
i=1

qu’on prend tous les x; égaux & un méme élément x € I, on voit en particulier
que si x” est défini, x? est défini et appartient a I pour 2 < ¢ < p ~ 1; par
convention, on pose ¥° = w pour tout x € I. D’aprés (GRy), si ¥ > w, on a
o < x < xPpourl < ¢ <p—1siaP est définijsix < y et siy® est défini, on
voit, par récurrence sur p, que x* est défini et que x? < y?. D’autre part, la
condition d’associativité (GR;) entraine, par récurrence sur 7, que, si x™*" est
défini, il en est de méme de x™x", et que x™*" = x™x". Inversement, en vertu de
(GRy) et (GRyy), si x™4™ est défini et appartient & I, x™* ™ est défini et x™ ™ = x™x™:
on le voit encore par récurrence sur 7, car on a £" =1 < &", donc x"x" "1 est défini
et appartient & I; par hypothése x™x"~1 = sm*"~1 ], donc (x™*"~1)jx = x™m*"
est défini et égal a x™x" d’aprés le résultat précédent. De méme, on voit par
récurrence sur n que, si ™ est défini, (x™)" est défini et #™ = (+™)"; inversement,
si (x™)" est défini et appartient & I, x™ est défini et égal & (x™)".

Enfin, Paxiome (GRyy;) entraine que, pour tout x €I tel que x > o, il existe
y > o tel que % < «. En effet, si x > o, il existe z > o tel que z < ¥, puis
t > o tel que z¢ < x; on prendra pour y le plus petit des éléments z, . Par ré-
currence sur z, on en déduit qu’il existe # >  tel que u%" < #.

Introduisons maintenant Phypothése suivante:

(GR:y) (¢« Axiome d’Archimeéde ») Quels que soient x €1, y € 1, tels que x > o,
il existe un entier n > 0 tel que x™ soit défini et que x™ > y.

Si on prend pour E un ensemble de nombres réels >0, contenant O et des
nombres >0 arbitrairement petits, pour I intersection de E et d’un intervalle
de R d’origine 0 et non réduit & un point, pour loi de composition ’addition de
deux nombres de I, et si on suppose que ¥ + y € E pour x eI, y €1, il est clair
que les axiomes (GRy), (GRyy), (GRyy) et (GRyy) sont vérifiés.! Réciproquement:

1 Dans les ensembles de « grandeurs » qui interviennent dans les sciences expérimentales, les
axiomes (GR;) et (GRy) sont en général susceptibles de vérification expérimentale, au moins avec
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ProposiTION 1. — Soit E un ensemble totalement ordonné, possédant un plus petit
élément o ; soit I une partie de E, telle que € 1, et que les relations x € 1,y < x entrainent
ye1; soit (x,y) — xy une application de 1 x 1 dans E. Alors, si les axiomes (GRy),
(GRy), (GRyy) et (GRyy) sont satisfaits, il existe une application f strictement croissante
de X dans Uensemble R . des nombres réels 20, telle que Pon ait

Slxy) = f(x) + S(9)
chaque fois que x €1,y el et xy € 1, en outre, pour tout b € 1, lintersection de f(I) et
de Uintervalle (0, f(b)) de R est dense dans cet intervalle.
Etant donnés deux €léments quelconques #, y de I tels que y # «, notons
(x : y) le plus grand des entiers z > 0 tels que y" soit défini et <x !; cet entier
existe d’aprés (GRyy); si (x 1 y) = p, y**! est défini et >x. Si xel, yel et
xyel,ona

(1) x:2)+(y:2)<(wy:z)<(x:2)+(y:z) + L.

En effet, soit (x: z) = p, (y:2) =¢g;ona 2z’ <x 2z <y; comme xycl,
zPz% est défini et appartient & I, donc zP*7 est défini et on a zP*? = zP27 < xy;
en outre, si z272%2 est défini, on a z°*4%2 > xy, puisque z#*1 > xet zPT1 >y,

Démontrons maintenant les inégalités

(@) {(x:y)(y:z) < (x:2)
() + D)((g:2) + 1) 2 (x:2) + 1.

Soit (x:y) = pet (y:z) = g;on ay? < x et 2? < y, donc (29 est défini et
<«; il appartient donc & I et par suite zP? est défini et on a zP? = (29)? < x;
d’ot1 la premiére inégalité. D’autre part,si zP+ D@+ est défini on a z®@+D@+D > x,
puisque y**1 > x et z2*! > y; d’ou la seconde inégalité.

Désignons par § le filtre des sections de I’ensemble ordonné des éléments
> w de I, filtrant pour la relation > ; une base de & est formée des intervalles
Jo, ), ot z parcourt ’ensemble des éléments > w. Etant donnés deux éléments
a et x de I tels que ¢ > o, nous allons voir que le rapport (x:2)/(a:z), qui est
défini pour z < @ et est un nombre rationnel >0, est une fonction de z qui a
une lmite suivant §. C’est évident si ¥ = o, car alors (¥:z) = 0 quel que soit
z. Si ¥ > o, nous allons montrer que I'image & de § par I’application

z—>(x:2)[(a:2)

(restreinte & Iensemble des z > © qui sont <x et <a) est une base de filtre de
Cauchy pour la structure uniforme du groupe multiplicatif R , et converge par

une certaine approximation. Par contre 'axiome (GRyy), qui postule Pexistence de grandeurs
«aussi petites qu’on veut », ne peut évidemment étre fondé de la méme maniére; il constitue une
pure exigence a priori. Quant a 'axiome (GRyy), il peut étre considéré comme une « extrapolation »
d’un fait vérifiable expérimentalement pour des grandeurs qui ne sont pas « trop petites ».

1 Lorsque E = I est Pensemble des entiers naturels, la loi de composition étant ’addition,
(x:y) n’est autre que la partie entiére de x/y, ou, comme on dit encore, le « quotient approché
par défaut & une unité prés » de x par .
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suite vers un nombre réel >0. En effet, remarquons d’abord que, # > o étant
donné, (4:z) a pour limite + o0 suivant &; car il existe z > o tel que 22" < u,
d’ott (u:2z) > 2" > n. Donnons-nous alors un nombre = > 0 arbitraire; il
existe £ > «w tel que (x:¢) > l/c et (a:t) > 1/e; écrivons la double inégalité

(x:) + 1 (¢:2) +1
(a:t) (t:2)
qui résulte immédiatement des inégalités (2). Il existe z, > o tel que z < z,

entraine (¢:z) > 1/e, donc

(%:8) (t:2) < (x:z
(@t) + 1 t:z) + 1 (a:z

b

J <

1 (x:)  (x:2) g (%:1)
(1 + ¢)2(a:t) < (a:z) <+efny

(a:2)

ce qui prouve que & est une base de filtre de Cauchy pour la structure uniforme
multiplicative '

Fixons désormais I'élément ¢ > o (¢ unité de mesure »), et posons, pour tout
xel,

—~

X2z
a.z

~—

S = lim,

——~
~—

D’apres ce qui précede, on a f(w) = 0, f(x) > 0 pour ¥ > o, et f(a) = L.
Si on divise les trois membres de (1) par (a: 2), et qu’on passe & la limite suivant
&, on voit que f(xy) = f(x) + f(y) pour xel, yeI. De méme, la relation
¥ < y entralne (x:2) < (y:z), d’ol, en divisant par (a:z) et passant 2 la limite,
S(x) < F(y); f est croissante dans 1. On en déduit que f est strictement croissante
dans I; en effet, si » < g, il existe z > o tel que xz < g, d’ol f(xz) < f(y), et
comme xz €I, f(x) + f(2) = f(x2) < f(y); comme f(z) > 0, il s’ensuit bien
que £(x) < f(5).

Enfin, si b € I, intersection de f(I) et de Pintervalle (0, /(6)} de R est dense
dans cet intervalle; pour tout entier n > 0, il existe en effet x > o tel que
S(x) < 27" il suffit de prendre x tel que #2" < a; si p est le plus petit entier tel
que #**t > b, on a (p + 1) f(x) > f(b) et gf(x) < f(b) pour 1 € ¢ < p; donc
tout intervalle contenu dans (0, f(4)) et de longueur >2-" contient au moins
un point de la forme gx = f(x%) e f(I). La proposition 1 est par suite entiérement
démontrée.

Remargues. — 1) Les relations x € I, y eI, sy €I, yx € I entrainent

Slxy) =S + f(y) = f(y)s

donc yx = xy, puisque f est strictement croissante; autrement dit, la loi induite par
la loi de composition de E sur un intervalle (w, 8] convenable (& étant pris par exem-
ple tel que 4% < a) est commutative.

2) Toute application g de I dans R, satisfaisant aux mémes conditions que f,
est de la forme x+—Af(x) ot A > 0. En effet, soit A = g(a) > 0; les relations
P g x < 2P*L, 27 < a € z%*! entrainent, par hypothése,
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pe(z) < glx) < (p + 1)g(2),  qe(z) < gla) < (g + 1)g(2)
d’ott

et, en passant & la limite suivant &, on a g(x) = Af(x).

Cherchons & quelles conditions f(I) est un intervalle de R ... On a évidemment
deux conditions nécessaires:

(GRyy,) L'ensemble des éléments > de 1 n'est pas vide et n’a pas de plus petit
élément, et, quels que sotent les éléments x, y de 1 tels que x < y, il existe z€ 1 tel que
x¥z = y («soustraction » des grandeurs).

(GRyye) Toute suite croissante d’éléments de 1, majorée par un élément de I, admet
une borne supérieure dans 1.

Nous allons montrer que ces conditions sont suffisantes, et qu’en outre elles
dispensent de postuler I'axiome (GRyy) (axiome d’Archiméde). D’une fagon
précise, nous allons démontrer la proposition suivante:

PropositioN 2. — S7 un ensemble totalement ordonné E et une partie 1 satisfont
aux axiomes (GRy), (GRy), {(GRuy,) ¢t (GRyve), i existe une application strictement
croissante f de 1 sur un intervalle de R d’origine O, telle que Pon ait f(w) = 0
et f(xy) = f(x) + f(y) chaque fois que %, y et xy appartiennent & 1.

Montrons d’abord que ’axiome (GRyy) est vérifié. Raisonnons par ’absurde:
soient x € I, y € I tels qu’on ait ¥ > et 4™ < y pour tout entier n > 0 tel que
%" soit défini. On voit, par récurrence sur z, que x" est défini et appartient a I
pour tout z > 0: en effet, si 4™ est défini, c’est un élément de I puisque #™ < 3,
donc #™*? est défini, Alors la suite croissante (x™) posséde une borne supérieure
beId’apreés (GRyy,). Puisque x < b, il existe ¢ € I tel que x¢ = b, d’aprés (GRyy,),
et on a ¢ < b puisque ¥ > w. Or, pour tout , on a £"*1 < b = xc, d’ou 4™ < ¢
d’apres (GRy) ; la borne supérieure b des ™ est donc <, ce qui est contradictoire.

Les conditions d’application de la prop. 1 (V, p. 7) sont donc remplies.
Reste & montrer que, si v = f(¢) (¢ > ) est un élément quelconque de f(I), et
8 un nombre réel tel que 0 < B < v, il existe b €I tel que f(b) = g IV, p. 7,
prop. 1). Comme l'intersection de f(I) et de (O, v) est dense dans cet intervalle,
il existe une suite croissante (x,) d’éléments de I telle que f(x,) ait pour limite {.
Soit 4 la borne supérieure de la suite (x,) dans I; on a f(8) > f(x,) quel que soit
n, donc f(b) > B; mais f(b) > B est impossible, sinon il existerait y € I tel que
B < fly) < f(b), et comme B est la borne supérieure de la suite (f(x,)), on
aurait f(x,) < f(y) < f(b) quel que soit #, d’ott x, < y < & quel que soit =,
ce qui est absurde. Donc f(5) = .

La proposition 2 est ainsi démontrée.

Remarque. — Lorsque I = E, I'image f(I) = f(E) est R, tout entier, car pour

un b > w, b" est défini pour tout n, donc n.f(b) appartient & f(E) quel que soit n,
ce qui entraine que f(E) n’est pas borné, puisque f(5) > 0.
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§ 3. CARACTERISATION TOPOLOGIQUE DES GROUPES R ET T

THEOREME 1. — Un groupe iopologique G, dans lequel il existe un voisinage ouvert de
Délément neutre homéomorphe & un intervalle ouvert de R, est localement isomorphe & R.
L’intérét de ce théoréme est qu’il permet de conclure d’une propriété pure-
ment topologique d’un groupe G & une propriété de la structure de groupe de G.
Z Il s’agit 14 d’un phénomeéne tout a fait particulier au groupe R, et qui n’a pas

d’analogue pour les groupes R” lorsque n > 1 (cf. VIIIL, p. 7). Les groupes locale-
ment isomorphes & R sont parfois appelés groupes & un paramétre.

Pour démontrer le th. 1, nous allons nous ramener 4 la prop. 2 de V, p. 9.
Par hypothése, il existe un homéomorphisme ¢ d’un voisinage ouvert U de
I’élément neutre ¢ de G, sur un intervalle ouvert de R. Par P’application réci-
proque de ¢, on peut transporter a U la structure d’ensemble totalement ordonné
de lintervalle ¢(U); la topologie de U (induite par celle de G) a alors pour
base I’ensemble des intervalles ouverts de U (IV, p. 5, prop. 5). On peut
trouver un voisinage symétrique V de ¢, tel que V.V < U, et que V soit un inter-
valle ouvert; en eflet, il existe un intervalle ouvert V', contenant ¢, et tel que
Pon ait V.V cUNU"L V. .V-tcU et V-1V cU; en prenant
V = V' U V'~V est ouvert, symétrique, satisfait & V.V < U et est connexe,
donc est un intervalle (IV, p. 8, th. 4).

Montrons que, si ¥, y, z appartiennent a V, la relation ¥ < y entraine xz < yz
et zx < zy;eneflet, lesfonctions f; (2) = ¢(yz) — o(xz) et f3(2) = ¢(zy) — ¢(zx)
sont continues dans V; elles sont >0 pour z = ¢, et ne s’annulent pas dans V
(car ¢(yz) = ¢(xz), par exemple, entrainerait yz = xz, donc y = x). Comme
S1(V) et f5(V) sont connexes (I, p. 82, prop. 4), donc sont des intervalles de R
(IV, p. 8, th. 4), et que ces intervalles contiennent un nombre > 0 et ne contien-
nent pas 0, ils sont contenus dans R¥%, autrement dit, on a f1(z) > Oet f5(z) > 0
quel que soit ze 'V,

Si x et y sont deux éléments de V tels que ¥ > ¢,y > ¢, on a en particulier
xy > e. Appelons E Pensemble (totalement ordonné) des éléments de U qui
sont >e, et I 'ensemble des éléments de V qui sont >¢; les axiomes (GR,),
(GRy), (GRyp,) et (GRyy,) du § 2 sont vérifiés (en prenant pour o ’élément e,
et pour loi de composition celle du groupe G); c’est immédiat pour (GRy),
(GRy) et (GRyy,) d’aprés ce qui précéde; pour (GRyy,), il suffit de remarquer
que, si e<x <y (xeV,yeV), on a x"*eV, donc # ! <e<x7ly, et
%~y < y; par suite z = ¥~y appartient 4 I et on a bien xz = y. D’aprés la
prop. 2 de V, p. 9, il existe donc une application strictement croissante f de I
sur un intervalle de R, d’origine 0, telle que f(¢) = 0 et f(xy) = f(x) + f(¥)
chaque fois que #, y et xy appartiennent a I (ce qui sera le cas si x et y appartien-
nent & W N I, ot W est un voisinage de ¢ tel que W.W < V),

Pour tout élément x € V n’appartenant pas 4 I, on a & < ¢, donc =1 > ¢;
on prolonge par suite f en une application strictement croissante f de V sur un
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intervalle de R en posant f(x) = —f(x~*) pour tout x < ¢ de V. L’image
réciproque par f d’un intervalle ouvert contenu dans f(V) est un intervalle
ouvert de V, donc f est continue dans V; inversement, 'image par f d’un inter-
valle ouvert de V est un intervalle ouvert de f(V), donc f est un homéomorphisme
de V sur un voisinage de 0 dans le groupe R. D’autre part, on vérifie aisément
(comme dans la prop. 6 de V, p. 3, en examinant les divers cas possibles) qu’on
a f(xy) = f(x) + f(y) chaque fois que x, y et xy appartiennent & V; on en con-
clut que f, restreint A un voisinage convenable de ¢ dans G, est un isomorphisme
local de G a R (I1I, p. 6, prop. 3).

THEOREME 2. — Un groupe connexe G, dans lequel il existe un voisinage ouvert de
U élément neutre homéomorphe & un intervalle ouvert de R, est isomorphe ¢ R ou & 'T.

C’est une conséquence immeédiate du théoréme précédent, et de la prop. 7
de V, p. 5.

Remarques. — 1) Pour décider si un groupe G, qui remplit les conditions du
th, 2, est isomorphe a4 T ou isomorphe 2 R, il suffit de voir si G est compact ou ne
Pest pas.

2) Le th. 2 montre en particulier que tout groupe topologique koméomorphe au
groupe R lui est nécessairement isomorphe.

3) La caractérisation topologique précédente des groupes R et T fait intervenir
Pespace topologique R comme ensemble auxiliaire. Il est possible de caractériser
les structures de groupe topologique de R et de T par des axiomes ne faisant inter-
venir aucun ensemble auvxiliaire (voir V, p. 16 et 17, exerc. 4 et 6).

§ 4. EXPONENTIELLES ET LOGARITHMES

1, Définition de ¢* et de log, x

THEOREME 1. — Le groupe multiplicatif R des nombres réels >0 est un groupe
topologique isomorphe au groupe additif R des nombres réels.

En effet, R% = )0, +oo( est un intervalle ouvert de R, donc est homéomorphe
a R (IV, p. 13, prop. 1); d’aprés le th. 2 de V, p. 11, c’est donc un groupe topo-
logique ¢somorphe & R.

D’apres le corollaire de V, p. 3, pour tout nombre « > 0, il existe un
homomorphisme continu et un seul f; de R dans R%, tel que f,(1) = a. Quels
que soient x e R, y € R, on a donc

+ =Ja al\Y)s e\ ™4 = 4
Sile +9) = fl0fele)s Sol=4) = s
d’ol en particulier, pour tout entier z € Z,

Jaln) = a".

En raison de cette relation, on note, pour tout xe R, f,(x) = a*; les fonctions a*
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(pour toutes les valeurs >0 de @) sont dites _fonctions exponentielles. Ona 1% = 1 quel
que soit x € R; pour a # 1, a* est un isomorphisme du groupe R sur le groupe R¥.

Pour a4 # 1, I'isomorphisme de R*% sur R, réciproque de a*, s’appelle loga-
rithme de base a, et sa valeur pour x € R% se note log, . On a donc, avec ces
notations,

(1) a*t? = g% pour xeR,yeR,a > 0;

(2) a ¥ = % pour xeR,a > 0;

(3) log, 1 =0, log,a=1 pour a>0et #1;
4) log,(xy} = log, ¥ + log,y pour x > 0,y > O;
(5) loga(é) = —log, x pour x > 0;

(6) a%8* = x pour x > 0;

(7) log,(a*) = x pourxeR.

D’apreés la prop. 5 de V, p. 2, tout homomorphisme continu de R dans R}
est de la forme y —> a*¥, ol x € R; comme sa valeur pour y = 1 est ¢*, on a
identiquement

(8) (@*)¥ = a*¥ pourxeR,yeR,a >0
ou, en changeant les notations,
(9) x¥ = a¥%* pourx > 0,yeR,a > Oet #1.

La formule (8) montre que pour tout entier n > 0, on a (al/*)* = g, donc a*/*
est la racine n-i¢me V' a, définie dans IV, p- 12.

Les formules (7) et (9) montrent que
(10) log,(x¥) =y.log,x pourx > OetyeR,
ou, en changeant les notations,
(11) log, x = log, b.log,x pourx > 0,a> 0,0 >0,a 1,5 #1

(formule dite « du changement de base »).

Cherchons enfin tous les komomorphismes continus du groupe topologique R ¥
dans lui-méme; si g est un tel homomorphisme, log,(g(a*)) est un homomorphisme
continu de R dans R, donc (V, p. 2, prop. 5) il existe a R tel que
log,(g(a*)) = ax quel que soit x e R; d’ol on tire, en vertu de (8), I'identité
g(x) = x* quel que soit x > 0. On a donc identiquement

(12) xy)* = x*y* quels que soientx > 0,y > O, eR.
Y ¥ q q
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En raison de la formule (4), qui rameéne toute multiplication & une addition
(seule opération & laquelle soit vraiment adapté le systéme de numération en usage),
les logarithmes ont longtemps été un instrument indispensable pour le calcul numéri-
que (voir la Note historique de ce chapitre).

Lorsqu’on les utilise 4 cette fin, on choisit la base a = 10; et il existe des tables
donnant les valeurs de la fonction log;o # (avec une certaine approximation). En
Analyse, on est conduit, comme nous le verrons ultérieurement (FVR, III, §1, n° 1),
2 un autre choix de la base, celle-ci (qu’on note ¢) étant prise telle qu’on ait

lim log, # =1 (cf. V, p. 18, exerc. 1).
x1,x21% — 1

2. Variation des fonctions a* et log, x

D’apres le th. 5 de IV, p. 9, pour a # 1, x> a* est une application stricte-
ment monotone de R sur Pintervalle R% =)0, +o(. Sia > 1, et =a > 1 = 4",
donc a* est strictement croissante; en outre, R% n’étant pas borné supérieurement,
a® n’est pas bornée supérieurement dans R, donc
(13) lim &% = +oo (@ >1)

X w4 O
et, d’apres (2) (V, p. 12),
(14) lim a* =0 (a > 1).

X -0

Au contraire, si a < 1, la fonction a* est strictement décroissante dans R,
tend vers 0 lorsque x tend vers + oo, vers +co lorsque x tend vers —oo (fig. 1).

Y
y =log,x (a > 1)

y=1logsx(a<1)

Ficure 1 Fraure 2

De ces propriétés, et de (12), on déduit que si 0 < @ < b, on a a* < b*
pour x > 0, a* > b* pour x < 0O; cela revient en effet & constater que (b/a)* > 1
pour ¥ > 0, (6/a)* < 1 pour ¥ < O.

La variation de log, x dans R% se déduit de celle de ¢* dans R; si a > 1,
la fonction log, x est strictement croissante, tend vers —oo quand x tend vers 0,
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vers +o0 quand x tend vers +oo; si @ < 1, la fonction log, x est strictement
décroissante, tend vers +co quand x tend vers 0, vers —co quand x tend vers
+oo (fig. 2).

La fonction a* (resp. log, x) étant considérée comme définie sur une partie
de la droite achevée R et prenant ses valeurs dans R, on peut la prolonger par
continuité & R (resp. a Dintervalle (0, +0) de R), en lui donnant aux points
+ 00 et —oo (resp. 0 et +00) ses valeurs limites en ces points.

Plus généralement, la formule (9) (V, p. 12) montre que la fonction &Y est
continue dans le sous-espace R%* x R de R2, et tend vers une limite lorsque
(%,y) tend vers un point (a, ) de R? adhérent 24 R% x R, & P’exception des
points (0, 0), (+c0,0), (1, +e0), (1, —o0). On peut donc encore prolonger
par continuité x¥ aux points de R? ou sa limite existe; d’aprés le principe de
prolongement des identités (I, p. 53, cor. 1), les formules (1), (4) et (8) de V,
p. 12 sont encore valables lorsque chacun des deux membres a un sens.

On notera que le prolongement par continuité de s¥ ne permet pas de retrouver
la formule 0° = 1 qui résultait des conventions faites en Algébre (A, I, p. 13); il
convient d’éviter toute confusion a cet égard.

On remarquera aussi que la définition de I’exponentielle permet de prolonger
a R la fonction n > a® définie dans Z, pour tout ¢ > 0; mais nous n’obtenons ainsi
aucun prolongement de cette fonction lorsque 2 < 0; un prolongement « naturel »
de cette fonction ne pourra étre défini qu’avec la théorie des fonctions analytiques.

3. Familles multipliables de nombres >0

L’isomorphie des groupes topologiques R et R*% montre aussitot que, pour
qu'une famille (x,) de nombres réels finis et >0 soit multipliable (IV, p. 85), il
faut et il suffit que la famille (log, #,) soit sommable (a étant un nombre quel-
conque >0 et £1); on a en outre

(15) [1x, =™

De méme, pour qu’un produit infini défini par une suite (1 + u,) de nombres
finis et >0 soit convergent (IV, p. 39), il faut et il suffit que la série de terme
général log,(1 + u,) soit convergente, et on a

loga(l +ugp)

mvl
w8

(1 + un) = g=°
0

n

L’¢tude des produits infinis de nombres réels >0 est donc ramenée a celle des
sommes infinies de nombres réels, dont les termes se présentent sous forme de loga-
rithmes; nous verrons plus tard comment les sommes de cette nature s’étudient au
moven des propriétés différentielles du logarithme (cf., par exemple, FVR, V, § 5,
n° 3).



Exercices

§1

1) *a) Soit f un homomorphisme du groupe additif R dans lui-méme. Montrer que si le
graphe de fn’est pas dense dans R?, fest de la forme x — ax (considérer dans R? I'adhérence
du graphe de #, et utiliser le théoréme de structure des sous-groupes fermés de R? (VII, p. 5,
th. 2))., (Comparer exerc. 125) et a IV, p. 55, exerc. 2.)

b) Sile graphe de f est dense dans R2, I'image réciproque de la topologie de R? par I’appli-
cation x — (x, f(x)) est compatible avec la structure de groupe de R et strictement plus fine
que la topologie usuelle de R. Si en outre f est injective, 'image réciproque par f de la
topologie usuelle de R est compatible avec la structure de groupe de R et n’est pas comparable
a la topologie usuelle de R.

€ 2) Soit J une topologie séparée sur R, compatible avec la structure de groupe de R et
strictement moins fine que la topologie usuelle 7, de R.

a) Montrer que tout voisinage ouvert de 0 pour J est non borné dans R (remarquer qu’une
topologie séparée moins fine qu’une topologie d’espace compact lui est nécessairement
identique).

b) Soit V # R un voisinage ouvert symétrique de 0 pour J, et soit W un voisinage ouvert
symétrique de 0 pour 7 tel que W + W < V. Montrer que si a est la longueur de la com-
posante connexe de V (pour J;) contenant 0, toute composante connexe (pour J,) de W a
une longueur <a. En outre, ensemble des longueurs des composantes connexes de 'inté-
rieur de R — W (pour Z5) est borné (utiliser a) et le fait qu’il existe un voisinage ouvert
symétrique W; de 0 pour  tel que W; + W; < W),

¢) Déduire de b) que R est précompact et non localement compact pour la topologie 7.

d) Montrer de méme que Z est précompact et non localement compact pour toute topologie
g~ compatible avec sa structure de groupe et distincte de la topologie discréte.

¢) Soit f un homomorphisme continu d’un sous-groupe I' de R non réduit 2 0 (muni de la
topologie induite par &), dans un groupe séparé et complet G. Montrer que si f n’est pas
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un isomorphisme de I' sur le sous-groupe f (T') de G, f(I') est relativement compact dans G
(utiliser ¢) et d)).

f) *Pour tout entier n 2> 2, donner des exemples de représentations continues injectives f de
R dans T" telles que f(R) soit dense dans T* (cf. VII, p. 7, cor. 1).,

3) Montrer que le groupe T est algébriquement isomorphe au produit R x (Q/Z) (prendre
dans R une base de Hamel convenable). En déduire qu’il y a sur R une topologie séparée
compatible avec sa structure de groupe, non comparable 4 la topologie usuelle, et pour
laquelle R est précompact.

§2

1) Soient E un ensemble totalement ordonné ayant un plus petit élément «, I un intervalle
de E d’origine e et contenant «. On suppose que E et I vérifient les axiomes (GR;), (GRy),
(GRyy) et 'axiome suivant:

(GRyp) L’ensemble des éléments ¥ > o de I n’est pas vide, et quel que soit x > ®
dans I, il existey > o dans I tel que y? < «.

Montrer qu’il existe une application croissante f de I dans R, telle que f({e) = 0 et
Slxy) = f(x) + f(y) pour x€l, yel et syel; en outre F(I) N (0, f(5)) est dense dans
(0, f(8)) pour tout b e I.

2) Soit G un groupe non commutatif totalement ordonné non réduit & 1’élément neutre (par
exemple le groupe multiplicatif K* d’un corps ordonné non commutatif; cf. A, VI, § 1,
exerc. 1 et § 2, exerc. 23). On considére, dans ’ensemble R, x G, ’ensemble E formé du
couple (0,¢) (ol1 ¢ est ’élément neutre de G) et des couples (x, y), ol & parcourt ’ensemble
des nombres réels >0 et y parcourt G. On prend dans E la loi de composition
(%, y)(x’yy") = (x + &', yy’), et on ordonne E lexicographiquement (en posant (x, y) < (x,y’)
six < ¥’ ousix =4 ety < y’). Sion prend I = E, montrer que les axiomes (GR;), (GRy),
(GRum) (exerc. 1) et (GR;y) sont vérifiés; mais si f est une application croissante de E dans
R, telle que f(zz') = f(z) + f(2') pour z, 2’ dans E, f n’est pas strictement croissante.

§3

1) On dit qu’un groupe totalement ordonné G (non nécessairement commutatif, cf. A, VI,
§ 1, exerc. 1) est archimédien si ’ensemble I des éléments >e (élément neutre de G) vérifie
P’axiome (GRyy) du § 2 (cf. A, VI, § 1, exerc. 33). Montrer que, pour qu’un groupe totale-
ment ordonné G soit isomorphe & un sous-groupe du groupe additif R, il faut et il suffit que
G soit archimédien (distinguer deux cas suivant que ’ensemble des éléments > ¢ dans G a ou
non un plus petit élément, et utiliser la prop. 1 de V, p. 7).

2) Soit G un groupe totalement ordonné (non nécessairement commutatif) non réduit &
I’élément neutre; la topologie Z5(G) (I, p. 91, exerc. 5) est compatible avec la structure de
groupe de G. Si, pour cette topologie, G est connexe, G est isomorphe au groupe additif R
(utiliser l'exerc. 7 de IV, p. 48, et la prop. 2 de V, p. 9).

3) Soit G un groupe totalement ordonné (non nécessairement commutatif); si quand on
munit G de la topologie J4(G), G est localement compact et non discret, G est localement
isomorphe & R, et la composante neutre de G est un sous-groupe ouvert isomorphe a R
(utiliser ’exerc. 6 de IV, p. 47, et la prop. 2 de V, p. 9).

9 4) Soit G un groupe topologique satisfaisant aux conditions suivantes:
(Ry) G est connexe,
(Ry) Le complémentaire G* de I’élément neutre ¢ de G est non connexe.
Dans ces conditions, il existe un homomorphisme continu bijectif de G sur R (autrement dit,
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G est algébriquement isomorphe 4 R et sa topologie est plus fine que celle de R). On établira
successivement les propriétés suivantes:

a) Soit (Uy)1 <i<n une partition de G* formée d’ensembles ouverts dans G* (2 2> 2). Montrer
que chacun des ensembles U; est ouvert dans G, que ¢ est adhérent 4 chacun d’eux et que G
est séparé. En déduire que les adhérences U; = U, U {¢} dans G sont connexes (I, p. 115,
exerc. 4).

) Soit A une composante connexe de Uj; montrer que pour tout indice j # i, on a
A-'U; = A~ (observer que A~1T; est connexe et contient A~2, et que A~*U; < G* pour
J#1i).
¢) Montrer qu’on a nécessairement n = 2 (prendre pour chaque indice i tel que 1 < i < »,
une composante connexe A; de U;; pour j # ¢, on a, par b), A71A; < AL, A7TA < At
< Uyt d’ott Ajt < U,). En déduire que G* a exactement deux composantes connexes A,
B,que B=A"letA = ((A-1).
d) Larelationyx~1e A est une - relation d’ordre faisant de G un groupe totalement ordonné
(montrer que A2 = A et que xAx~!1 = A quel que soit x € G).
¢) La topologie Z5(G) est moins fine que la topologie donnée 9 sur G (remarquer que A est
ouvert pour ).

Conclure 4 aide de I’exerc. 2 ci-dessus et de I, p. 82, prop. 4. (Cf. VI, p. 23, exerc. 125).)

J) Montrer que si on suppose en outre G localement compact, ou localement connexe, G est
isomorphe a R.

*5) Donner un exemple d’une topologie sur R, compatible avec sa structure de groupe, pour
laquelle R est connexe, localement compact, localement connexe, et le complémentaire de
{0} dans R est connexe (utiliser le fait que R et R” sont algébriquement isomorphes).

€ 6) Soit G un groupe topologique satisfaisant aux conditions suivantes:

(LR;) G est séparé et localement connexe.

(LRy) Il existe un voisinage connexe U de I’élément neutre ¢ de G tel que le complé-
mentaire de e par rapport 4 U soit non connexe.

Dans ces conditions, montrer que G est un groupe topologique localement isomorphe 2 R.

(On établira d’abord que, pour tout voisinage connexe V de ¢ dans G contenu dans U,
V M B{e} n’est pas connexe, que ¢ est adhérent & toute composante connexe de V N b{e}, et
que cet ensemble a exactement deux composantes connexes en raisonnant comme dans
Pexerc. 4. Prendre ensuite le voisinage connexe V assez petit et définir sur V une structure
d’ensemble totalement ordonné, de sorte que Z5(V) soit moins fine que la topologie induite
sur V par celle de G, et que la prop. 2 de V, p. 9 soit applicable 4 ’ensemble E des élé-
ments Zede V.)

7) Solent G un groupe localement compact non discret ayant une base dénombrable
d’ensembles ouverts, V, un voisinage compact de 1’élément neutre ¢ de G tel qu’il n’existe
aucun sous-groupe de G distinct de {¢} contenu dans Vj,

a) Soit (x,) une suite de points de V;, qui converge vers ¢. Pour tout #, il existe un entier
p(n) > Otel que sk e Vo pour & < p(n) et a5™+1 ¢ Vg, etona lim p(n) = +co. Montrer
n—wo

qu’il existe une suite (xy,) extraite de (x,) telle que, pour tout nombre rationnel r tel que
|7] < 1, la suite (x7P%n7) ait une limite f'(r) dans V (utiliser le procédé diagonal) ; pour deux
nombres rationnels 7, telsque [r| 2 1, |7 < let|r + 7| < l,onaf(r + ) = f(n) f{r).
b) Montrer que f est continue dans un voisinage de 0 dans Q. (Raisonner par 'absurde: s’il
existait une suite (r,) de nombres rationnels tendant vers 0 et telle que f(r,) tende vers un
élément y # ¢ dans V,, prouver que I'on aurait y™ € V,, pour tout entier m.)

¢) Déduire de b) qu’il existe un homomorphisme continu de R dans G non trivial (utiliser la
prop. 6 de V, p. 3).
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d) Soit H un sous-groupe fermé distingué de G, distinct de G, et supposons que G/H soit
non discret, et que dans G/H il existe un voisinage de I’élément neutre ne contenant aucun
sous-groupe non trivial. Montrer qu’il existe un homomorphisme continu f: R— G telle que
Phomomorphisme composé R LG G/H soit non trivial.

8) Soient G un groupe topologique séparé, H un sous-groupe fermé de G contenu dans le
centre et tel qu’il existe un homomorphisme continu surjectif ¢: R — G/H. Montrer que G
est commutatif (si o est un élément de G non dans H, observer qu’il existe une suite d’élé-
ments (4,) de G et une suite d’éléments (c,) de H tels que a, = ¢,42 1, et que le sous-groupe
de G engendré par H et les g, est dense dans G).

§4
1) a) Soit (%4, Yn)n <z une famille de points de R?, tels que, pour tout z € Z, on ait x, < %541
et

Yns1 — Yn < Ynsa — Yns+1,
3
Xn+1 — ¥n Xn+2 — Xp+1

montrer que, quels que soient les entiersneZ, m > 0,p > O, on a

Ynsm — Yn < Ynamep — Yn

Xn+m — Xn Xnim+ep = Xn

b) Pour a > 0 et ¥ # 0, on pose f,(x) = (a* — 1)/%; montrer que, pour ¥ <y, x # 0,
y#0eta # 1,onaf,(x) <f,(y) (le démontrer d’abord pour x, y entiers, au moyen de a),
puis pour x, y rationnels, et enfin en général).

¢) En déduire que, quel que soit a > 0, la fonction f,(x), définie pour x # 0, a une limite
a droite et une limite & gauche quand x tend vers 0; montrer que ces deux limites ont une
valeur commune ¢(a), et que ¢(a) # 0 pour a # 1. Montrer que pour ¢ # 1, la fonction
(log, x)/(x — 1), définie pour » # 1, a pour limite 1/9(a) quand x tend vers 1.

d) Montrer que, quels quesoienta > 0,5 > 0,ona,sia # 1, o(b) = ¢(a) log, b; en déduire
qu’il existe un nombre ¢, compris entre 2 et 4, tel que ¢(e) = 1, et (a) = log, a pour tout
a>0.

2) Montrer, par récurrence sur n, que pour tout entier n > 0, on a 2" > a(n+1)/2. En
déduire que, poura > leta > 0,

T a* i
im — = 4w im
X+ 0 X* +%0, X+ ® x%
(démontrer d’abord la premitre de ces relations poura = 2 et o = 1).

3) Soit f une application croissante de N dans R, telle que f(mn) = f(m) + f(r) pour tout
couple d’entiers étrangers.

a) Pour tout entier 4 > 1, et tout entier £ > 0, on pose
Ry(@) =d* +a* " +...4+a+ 1
Si(a) =
Montrer que 'on a f(Ry(a)) = &f (a), f(Sk(a)) < kf(a).
b) Déduire de a) que pour tout entiern > 1, 0on a
(logen = 2)f(a) < f(n) < (logan + 2).f(a)
(considérer ’entier r > 0 tel que a” < n < a'*+?).

¢) Conclure qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que f(n) = ¢.log n pour n > 1. (Observer
que ¢ et » sont arbitraires dans 4), et en déduire que f(a)/log a est constante).

a¥ —ad"t - —ag— 1,



NOTE HISTORIQUE

(N.-B. — Les chiffres romains entre parenthéses renvoient a la bibliographie
placée a la fin de cette note.)

L’histoire de la théorie du groupe multiplicatif R% des nombres réels >0
est étroitement lide a celle du développement de la notion des puissances d’un
nombre >0, et des notations employées pour les désigner. La conception de la
« progression géométrique » formée par les puissances successives d’'un méme
nombre remonte aux Egyptiens et aux Babyloniens; elle était familiere aux
mathématiciens grecs, et on trouve déja chez Euclide (Eléments, IX, 11), un
énoncé général équivalent a la régle ¢™a® = a™*™ pour des exposants entiers
>0. Au Moyen Age, le mathématicien francais N. Oresme (x1v® si¢cle) retrouve
cette régle; c’est aussi chez lui qu’apparait pour la premiére fois la notion d’ex-
posant fractionnaire >0, avec une notation déja voisine de la nétre et des regles
de calcul (énoncées de fagon générale) les concernant (par exemple les deux
régles que nous écrivons maintenant (ab)/" = ql/mpiin, (gm)Pl1 = (gm?)1/9).! Mais
les idées d’Oresme étaient trop en avance sur la Mathématique de son époque
pour exercer une influence sur ses contemporains, et son traité sombra rapide-
ment dans oubli. Un siécle plus tard, N. Chuquet énonce de nouveau la régle
d’Euclide; il introduit en outre une notation exponentielle pour les puissances
des inconnues de ses équations, et n’hésite pas & faire usage de P'exposant 0 et
d’exposants entiers < 0.2 Cette fois (et bien que 'ouvrage de Chuquet soit resté
manuscrit et ne paraisse pas avoir été trés répandu), I'idée de ’isomorphie entre
la « progression arithmétique » des exposants, et la « progression géométrique »
des puissances, ne sera plus perdue de vue; étendue aux exposants négatifs et
aux exposants fractionnaires par Stifel,® elle aboutit enfin a la définition des
logarithmes et & la construction des premiéres tables, entreprise indépendamment
par PEcossais J. Neper, en 1614-1620, et le Suisse J. Biirgi (dont I’ouvrage ne
parut qu’en 1620, bien que sa conception remontit aux premiéres années du
xvI® siécle). Chez Biirgi, la continuité de 'isomorphisme établi entre R et R}
est implicitement supposée par ’emploi de l'interpolation dans le maniement
des tables; elle est au contraire explicitement formulée dans la définition de

1 Cf. M. CurtzE, Zeitschr. f. Math. u. Phys., t. X111, Supplem., 1868, p. 65.

2 Chuquet écrit par exemple 12, 122, 128, etc., pour 12x, 1242, 1243, etc., 12° pour le nombre
12, et 122™ pour 12x~2 (Bull. bibl. storia math., t. XIII, 1880, p. 737-738).

3 M. StireL, Arithmetica integra, Nuremberg, 1544, fol. 35 et 249-250.
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Neper (aussi explicitement du moins que le permettait la conception assez vague
qu’on se faisait de la continuité a cette époque).t

Nous n’avons pas & insister ici sur les services rendus par les logarithmes
dans le Calcul numérique; du point de vue théorique, leur importance date
surtout des débuts du Calcul infinitésimal, avec la découverte des développements
en série de log(l + x) et de ¢*, et des propriétés différentielles de ces fonctions
(voir FVR, Note historique des chap. I-III). En ce qui concerne la définition
des exponentielles et des logarithmes, on se borna, jusqu’au milieu du xix®
siecle, & admettre intuitivement la possibilité de prolonger par continuité &
Pensemble des nombres réels la fonction ¢ définie pour tout x rationnel; et ce
n’est qu’une fois la notion de nombre réel définitivement précisée et déduite de
celle de nombre rationnel, qu’on songea & donner une justification rigoureuse
de ce prolongement. C’est un principe de prolongement analogue, convenable-
ment appliqué, qui est encore a la base du raisonnement par lequel nous avons
établi les prop. 1 (V, p. 7) et 2 (V. p. 9), d’olt découle non seulement la défini-
tion des exponentielles et des logarithmes, mais aussi, comme nous le verrons au
chap. VIII, la mesure des angles.

1 Neper considére deux points M, N mobiles simultanément sur deux droites, le mouvement de
M étant uniforme, celui de N tel que la vitesse de N soit proportionnelle 4 son abscisse; Pabscisse
de M est alors par définition le logarithme de celle de N ((IT), p. 20-21).
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CHAPITRE VI

Espaces numériques et espaces projectifs

§ 1. L’ESPACE NUMERIQUE R*

1. Topologie de R"

DérNtTioN 1. — On appelle espace numérique & n dimensions ou de dimension n (plan
numérigue lorsque n = 2), et on note R", Uespace topologique produit de n espaces iden-
tiques @ la droite numérique R.

Remargue. — L’espace RO est réduit & un point.

On sait (E, III, p. 49, cor. 1) que, si E est un ensemble infini, E" est équipotent
a E pour tout entier » > 0; donc, pour n > 0, R" est équipotent a R, autrement
dit, a la puissance du continu (cf. VI, p. 21, exerc. 1 et 2).

DEriNiTION 2. — On appelle pavé ouvert (vesp. pavé fermé) de R™ toute partie de R™ qui
est le produit de n intervalles ouverts (resp. de n intervalles fermés) de R.

Les pavés ouverts de R” forment une dase de la topologie de R” (I, p. 24) ; les
pavés fermés sont des parties fermées pour cette topologie; adhérence d’un pavé
ouvert est un pavé fermé; 'intérieur d’un pavé fermé est un pavé ouvert; les
pavés ouverts contenant un point x = (x,); <;<» de R” forment un syst¢éme fonda-
mental de voisinages de x; il en est de méme des pavés fermés de R™ dont x est
point intérieur.

Tout pavé ouvert non vide de R" est soméomorphe 3 R (IV, p. 13, prop. 1).

On en conclut que, lorsque 7 > 1, tout ensemble ouvert non vide de R" a la
puissance du continu.

On appelle cube ouvert (resp. fermé) de R™ un pavé ouvert (resp. fermé) qui est
le produit de 7 intervalles bornés et de longueurs égales (pour n = 2, on dit carré
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ouvert (resp. fermé)); la longueur commune de ces intervalles est appelée le cdté
du cube. Les cubes ouverts K, = | | Yx;, — %, % + 7—11—[ forment (lorsque m

parcourt ’ensemble des entiers > 0, ou une suite d’entiers croissant indéfiniment)
un systéme fondamental dénombrable de voisinages du point x = (x;).
Tout pavé ouvert (ou fermé) de R" est connexe (I, p. 83, prop. 8); en par-
ticulier, R" est un espace connexe et localement connexe.
Si A est un ensemble ouvert non vide dans R", ses composantes connexes sont donc

des ensembles ouverts (I, p. 85, prop. 11); en outre, 'ensemble de ces composantes est
dénombrable, car R" contient une partie dénombrable dense (par exemple Q7).

Cherchons la condition pour qu’une partie A de R™ soit relativement compacte;
d’aprés le th. de Tychonoff (I, p. 63, th. 3), il faut et il suffit que les projections de
A sur les espaces facteurs de R” soient relativement compactes; d’aprés le th. de
Borel-Lebesgue (IV, p. 6, th. 2), cela équivaut a dire que ces projections sont des
parties bornées de R; lorsqu’il en est ainsi, on dit que A est une partie bornée de
R"; donc:

ProrosiTioN 1. — Pour qu'une partie A de R™ soit relativement compacte, il faut et il
suffit qu’elle soit bornée.

COROLLAIRE. — L’espace R™ est localement compact, et, pour n > 1, non compact.

2. Le groupe additif R"

L’ensemble R™ muni de la structure de groupe produit des structures de groupe
additif des » facteurs de R", est un groupe commutatif qu’on note additivement,
la somme de x = (x,) etdey = (y,) étant donc x + y = (x; + y;). La topologie
de I’espace numérique est compatible avec cette structure de groupe; muni de ces
deux structures, R" est un groupe topologique qu’on appelle groupe additif de
Uespace numérique & n dimensions.

La structure uniforme de ce groupe, dite structure uniforme additive de R™, est
le produit des structures uniformes des groupes facteurs de R* (II1, p. 21) ; si, pour
chaque entier p > 0, on désigne par V, 'ensemble des couples (x, y) de points de
R" tels que 1Max |#, — 5| < 1/p, les ensembles V, forment un systéme fonda-

<i<n

mental d’entourages de cette structure uniforme. Lorsque nous considérons R
comme un espace uniforme, ce sera toujours, sauf mention expresse du contraire,
de la structure uniforme additive qu’il sera question. Muni de cette structure,
R" est un espace uniforme complet (11, p. 17, prop. 10).

3. L’espace vectoriel R

Comme R est un corps, on peut définir sur R" une structure d’espace vectoriel sur
R (A, I1, p. 3), le produit ¢x d’un scalaire ¢ € R et d’un point (ou vecteur) x = (x;)
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de R" étant le point (¢x;); on notera que ’homothétie (2, x) > ¢x est continue dans
R x R" Si e, désigne le vecteur de R dont toutes les coordonnées sont nulles, a
Pexception de celle d’indice ¢, qui est égale a 1, les e; forment une base de ’espace
vectoriel R”, dite base canonique de cet espace (A, II, p. 25); tout vecteur

x = (%) eR"

n n
gécrit x = Z x.e,;, et la relation Z te; = Oentraine f; = Opourl < ¢ < n
=1 =1

L’espace vectoriel R™ est donc de dimension n par rapport au corps R, au sens défini
en Algebre (A, II, p. 97), d’oli son nom d’espace numérique & n dimensions.

Soit f une application gffire (A, II, p. 130) de I’espace vectoriel R" dans
Pespace vectoriel R™ (m et n entiers >0). Si on pose g(x) = f(x) — f(0), g est
une application lnéaire de R™ dans R™. Soient g;; (1 < j < m) les coordonnées de
g(e;) dans R™, b, (1 < j < m) celles de f(0); si x (I < ¢ < n) est la coordonnée
d’indice i de x e R*, y; (1 < j < m) la coordonnée d’indice j dey = f(x),on a

n
Yy, = i;aﬂxi +b; (1 <5< m).

Toute application affine de R" dans R™ est uniformément continue dans R®
car c’est la somme d’une fonction constante et d’un homomorphisme continu,
donc uniformément continu (III, p. 21).

En particulier, on sait que toute application affine de R" sur lui-méme est
bijective, et que son application réciproque est encore une application affine
(A, II, p. 101, corollaire) ; donc, toute application affine de R” sur lui-méme est
un homéomorphisme (et un automorphisme de la structure uniforme de R?),

Soit (a;);<i1<n un systéme libre de n vecteurs de R* (ou, ce qui revient au
méme (A, I, p. 97, prop. 1), une base de I’espace vectoriel R"); si b est un point

quelconque de R?, lensemble P des points x =b + Z ua;, tels que
i=1

-1 < 4 < lpourl <€ i < n, est un voisinage compact de b; en effet, il existe une
application affine bijective f de R" sur lui-méme, telle que f(b) =0,
Jf(b +a) =e pour 1 <i<n et f(P) est le cube produit des 7 intervalles
(-1, +1) dans les espaces facteurs de R" On dit que P est le parallélotope fermé de

centre b, construit sur les vecteurs de base a,. L’intérieur de P est formé des
n

points b + Z ua, tels que —1 < u; < 1 pour 1 €7 < n; on dit que cest le
i=1

parallélotope ouvert de centre b, construit sur les a;.

Soit PeR[X,,..., X,] un polynéme & z indéterminées a coefficients réels.
La fonction polynomiale associée & P est ’application f: R® — R qui, 4 tout vecteur
x = (x;) € R, fait correspondre le nombre réel P(x,, ..., x,) (¢f. A, IV, §2, n° 3).
Comme R est infini, & deux polyndémes distincts sont associées deux fonctions
polynomiales distinctes (A, IV, §2, n® 5, prop. 9).
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Prorosrrion 2, — Soit f: R® — R une fonction polynomiale. L’ application f est con-

-1
tinue. Si f n’est pas identiquement nulle, le complémentaire de I’ ensemble f(0) est un ouvert
dense de R™.

L’application f est continue d’apres III, p. 47; I'ensemble fl(O) est donc
fermé. Supposons f non identiquement nulle. Soit x un point quelconque de R*
ety un point de R" tel que f(y) # 0. La fonction ¢(¢) = f(x + {(y — x)) est une
fonction polynomiale non identiquement nulle de la variable réelle ¢ L’ensemble
de ses zéros est fini (A, IV, §2, n°® 4, th. 2); il existe donc des valeurs de ¢,
arbitrairement petites, telles que ¢(¢) # 0, ce qui prouve que x est adhérent au

-1
complémentaire de f(0).

4. Variétés linéaires affines de R"?

Etant donnée une variété linéaire affine non vide V de R, de dimension p, il
existe une application affine f de R" sur lui-méme, qui transforme V en le sous-
espace vectoriel V' engendré par ey, ..., e, (A, II, p. 129). Comme V' est un
pavé fermé et est homéomorphe & R?, on en conclut:

ProrosiTioN 3. — Toute variété linéaire affine non vide de dimension p de R™ est un
ensemble fermé dans R", homéomorphe @ RP.

Rappelons (A, II, p. 129) qu’on nomme droites, plans, hyperplans de R™ les
variétés linéaires affines de dimension 1, 2, z — 1 (lorsque # > 1).

Les n droites passant par 0 et respectivement par les n points e, sont appelées
axes de coordonnées. Pour n = 2 1’axe passant par e; est dit axe des abscisses, ’axe passant
par ey axe des ordonnées; la premiere coordonnée d’un point x € R? s’appelle son
abscisse, la seconde son ordonnée.

Toute droite D passant par un point a admet une représentation paramétrique
t—a + th,ol ¢ parcourt R, etb # 0; cette application est un homéomorphisme
de R sur D; le vecteur b est appelé vecteur directeur de D, ses composantes b;
(1 < 7 < n) paramétres directeurs (ou simplement paramétres) de D; si b’ est un
autre vecteur directeur de D, il existe un nombre réel £ % O tel que b’ = /b,

L’ensemble des points a + tb, ol ¢ parcourt Pensemble des nombres réels
20, est appelé demi-droite fermée (ou simplement demi-droite) d’origine a et de
vecteur directeur b (ou de paramétres directeurs b;). C’est un ensemble fermé dans R?,
homéomorphe 2 'intervalle (0, + oo de R, donc connexe. La droite D est réunion
des deux demi-droites d’origine a et de vecteurs directeurs b et —b respective-
ment, qui sont dites opposées.

Par abus de langage, on appelle demi-droite ouverte d’origine a et de vecteur
directeur b, ’ensemble des points a + th ol ¢ parcourt ’ensemble des nombres > 0;
c’est un ensemble homéomorphe a Pintervalle )0, + o (donc & R lui-méme), qui

n’est pas ouvert dans R™ si n > 1, mais est ouvert par rapport a la droite qui le
contient,
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Une droite passant par deux points distincts x et y admet aussi la représen-
tation paramétrique (i, v) — ux + vy, out (1, v) parcourt I’ensemble des couples
de nombres réels tels que # + v = 1. Etant donnés deux points quelconques x, y
(distincts ou non), on appelle segment fermé (ou simplement segment) d’extrémités
x, y ensemble des points ux + vy, ol (i, v) parcourt I’ensemble des couples de
nombres réels tels que > 0, v > O et u + » = 1; un segment fermé est compact
et connexe, car si ses extrémités sont distinctes, il est homéomorphe 4 l'intervalle
(0, 1)de R.

Si x # y, on appelle de méme (par abus de langage) segment ouvert d’extrémités
x, v, Pensemble des points ux + vy tels que # > 0, v > 0, # + v = 1; c’est un en-
semble homéomorphe a Pintervalle ouvert )0, 1( (donc & R lui-méme). Enfin, on
appelle parfois segment ouvert en X, fermé en y, la réunion de y et du segment ouvert
d’extrémités x, y; c’est un ensemble homéomorphe a l'intervalle (0, 1(. Tous les
segments d’extrémités x, y sont connexes et ont pour adhérence le segment fermé de
mémes extrémités.
Prorostrion 4. — Dans R*, le complémentaire d’une variété linéaire affine V de dimension
p < n est un ouvert dense. Si p < n — 1, il est connexe. St p = n — 1, il a deux com-
posantes connexes, homéomorphes @ R™.

Il existe une application affine de R” sur lui-méme, qui transforme V en le
sous-espace vectoriel E, engendré par e, ..., e,. Il suffit donc de traiter le cas
ouV = E,. L’ensemble E, est un pavé fermé, d’intérieur vide puisque p < z; son
complémentaire U, est donc un ouvert dense. Lorsque p = n — 1, ’ensemble U,
est la réunion des deux pavés ouverts définis respectivement par les relations
%, > 0, x, < 0; ces pavés sont connexes, non vides, et disjoints, donc sont les
composantes connexes de U,. Lorsque p < n — 1, 'ensemble U, contient la
réunion A des trois pavés ouverts A,, A,, A définis par x, > 0, x,_, < 0,
%, < 0; les intersections A; N A, et A; N Aj ne sont pas vides; ’ensemble A est
donc connexe (I, p. 81, cor. de la prop. 2). L’ensemble A contient U, _,; il est
donc dense dans R", et par suite dans U,, ce qui entraine que U, est connexe
(loc. cit. prop. 1).

Les composantes connexes E, et E; du complémentaire { H d’un hyperplan
sont appelées les demi-espaces ouverts déterminés par H.

Les adhérences de E; et E,, qui sont respectivement E; U H et E; U H, sont
appelées les demi-espaces fermés déterminés par H.

5. Topologie des espaces vectoriels et des algébres sur le corps R.

Soit E un espace vectoriel 4 n dimensions sur le corpsR; si (a;); <; <, €5t une base de

n
cet espace, tout point x € E se met d’une seule maniére sous la forme x = Z xa,
i=1

n
ou les x; sont des nombres réels; Papplication (x;) Z x;a,; est donc une applica-
i=1

tion linéaire bijective de R" sur E. Si on transporte 4 E la topologie de R" par cette
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application, E se trouve muni d’une topologie compatible avec sa structure de
groupe additif, et pour laquelle I'application (¢, x) —>ix de R x E dans E est
continue. Cette topologie est indépendante de la base choisie dans E; en effet, si

n n
(a;) est une autre base de E, etsix = Z xa; = z x;a;, Papplication (x;) — (%)
i=1 i=1
de R" sur lui-méme est une application linéaire, donc un homéomorphisme.

Nous verrons ultérieurement que la topologie ainsi définie peut étre aussi caracté-
risée de la maniére suivante: c’est la seule topologie séparée sur E, pour laquelle les
fonctions x — y et fx soient continues (dans E x E et R x E respectivement) (EVT,

I, §2, th. 2).

Si maintenant A est une algébre de dimension finie 7 sur le corps R, la topo-
logie précédente sur A (considéré comme espace vectoriel a # dimensions sur R)
est non seulement compatible avec la structure de groupe additif de A, mais aussi
avec sa structure d’anneau. Cela résulte de la proposition plus générale suivante:

Prorosttion 5. — Soient E, T, G trois espaces vectoriels de dimensions finies sur le
corps R ; toute application bilinéaire* fde E x F dans G est continue.

En effet, on peut supposer que E = R™, F = R", G = R?; tout revient &
prouver que les coordonnées dans R” de f(x,y) sont fonctions continues de
(x,y) eE x F (I, p. 25, prop. 1); autrement dit, il suffit de montrer que toute
Jorme bilinéaire g est continue dans E x F, ce qui est immédiat, puisque g(x, y) est
un polynéme par rapport aux coordonnées de x et de y.

6. Topologie des espaces de matrices sur R

Comme exemple important d’espace vectoriel sur R, citons 'espace M, ,(R) des
mairices & m lignes et n colonnes dont les éléments appartiennent & R; c’est un espace
de dimension mz sur R, donc homéomorphe & R™. D’aprés la prop. 5 de VI,
p. 6, le produit X.Y de deux matrices XeM,, ,(R), YeM, ,(R) est fonction
continue de (X, Y). En particulier, la topologie de I’espace M,(R} des matrices
carrées d’ordre n (cf. A, II, p. 149) est compatible avec la structure d’anneau sur
M, (R). En outre:

ProrositioN 6. — Dans I’anncau M, (R), le groupe GL,(R) des matrices inversibles
est un ensemble ouvert dense, et la topologie induite sur cet ensemble est compatible avec sa
structure de groupe.

En effet, GL,(R) est le complémentaire de Pensemble des matrices carrées X
dont le déterminant est nul; comme le déterminant de X est un polynéme par

1 Rappelons (A, I, p. 56) que, si E, F, G sont trois espaces vectoriels sur R, une application fde
E x F dans G est dite bilindaire si I'on a identiquement f(x + &,y) = f(x,¥) + f(*,¥),
SE&y +9) =F(6y) +f(0y), fOxy) = f(x2) = M (x,y), quels que sofent les éléments x,
x deE,y,y" de Fet e R.
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rapport aux éléments de X, la prop. 2 de VI, p. 4 prouve que GL,(R) est ouvert
et dense dans M,,(R).

Montrons enfin que Papplication X — X~ de GL,(R)} dans lui-méme est
continue. Les éléments de X ! sont les quotients de fonctions polynomiales des
éléments de X par le déterminant de X, donc dépendent contintiment de X
(VI, p. 4, prop. 2).

§ 2. DISTANCE EUCLIDIENNE; BOULES ET SPHERES

1. Distance euclidienne dans R”

On appelle distance euclidienne de deux points x = (x;), y = (y,) de R® le nombre

O
d(x,y) = A/ i=21 (%, — y,)® = 0; rappelons-en les principales propriétés (A, IX,

§7, n° 1). La relation d(x,y) = 0 équivaut ax =y. On a d(y,x) = d(x,y);
pour tout scalaire ¢ € R, d(tx,ty) = |t|d(x,y); quel que soit ze R”,

d(x + 2,y + z) = d(x> Y)’

autrement dit, la distance de deux points est invariante par translation. La distance
d(0, x) de 'origine 0 & un point x se note encore |[x|| et s’appelle norme euclidienne
de x (ou simplement norme de X, quand aucune confusion n’en résulte; cf, IX,
p.3l);onad(x,y) = [y - x

Pour n = 1, la distance euclidienne des points x, y de R se réduit 2 la longueur
ly — x| des intervalles d’extrémités x, y; pour n quelconque, on dit encore que
d(x,y) = |y — x| estla longueur des segments d’extrémités x, y.

La distance euclidienne satisfait & ’inégalité, dite indgalité du triangle,
(1) d(x,y) < d(x,2) + d(z,y)
quels que soient x, y, z dans R™

La démonstration de la relation (1) se raméne a celle de 'inégalité
n % n Y n Y
(5 w+wr) < (Z0) +(Za)
=1 =1 =1

cette derniére est équivalente & U'inégalité de Cauchy-Schwarz

7 2 n n
() < (£2) (32)
i=1 i=1 =1
et cette inégalité est elle-méme conséquence immédiate de 'identité de Lagrange
n n n 2 1
(Z xlz) (z %2) - ( Z xt%) =3 Z (myy = x9)2
i=1 t=1 i=1 i.J

Cette démonstration montre en méme temps que les deux membres de (1) ne peuvent
étre égaux que si z est un point du segment d’extrémités x, y.
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De (1) on déduit Pinégalité

(2) d(x: Y) 2 Id(xs z) - d(Y: z) .
Enfinsix = (%),y = (y;),ona

(3) sup % —u] < d(x,y) < V. sup | — y.

i<isn l<isn

On en conclut que, pour qu’une partie A de R" soit bornée (VI, p. 2), il faut
et il suffit que sup [x|| < +o0.
xcA

2. Déplacements

Rappelons encore (A, IX, § 6, n° 6) que les transformations affines f de R" sur
lui-méme qui laissent ‘nvariante la distance de deux points quelconques (c’est-a-
dire telles que d(f(x), f(y)) = d(x,y) quels que soient x et y) sont appelées
déplacements euclidiens (ou simplement déplacements)?; elles forment un groupe, dit
groupe des déplacements de R™. Ce groupe opére transitivement dans R"; plus
généralement, si V et V' sont deux variétés linéaires affines de R* de méme
dimension, il existe toujours un déplacement transformant V en V'. Les déplace-
ments laissant invariante I’origine, appelés transformations orthogonales, forment un
sous-groupe du groupe des déplacements, dit groupe orthogonal & n variables
réelles (A, IX, § 6, n® 2); les applications linéaires qui forment ce groupe sont
caractérisées par la propriété de laisser invariante la norme |x|| de tout point

n
x € R", ou, ce qui revient au méme, la forme quadratique |x|> = Z x7. On appelle
i=]1
produit scalaire de deux vecteurs x = (x;) ety = (y;) de R", la valeur Z %y, de la

n
forme bilinéaire associée (A, IX, § 3, n° 4} 4 la forme quadratique 5 5 Z x7; on

le note (x| y), ou simplement xy lorsque aucune confusion n’est a cramdre 5
toute transformation orthogonale laisse invariant le produit scalaire. Deux
vecteurs x, y sont dits orthogonaux si (x | y) = 0; deux sous-espaces vectoriels V,
V' de R" sont dits orthogonaux si tout x € V est orthogonal & tout y € V'; deux
variétés linéaires affines P, P’ sont dites orthogonales si les sous-espaces vectoriels
respectivement paralleles a P et P’ sont orthogonaux.

3. Boules et sphéres euclidiennes

Pour tout entier p > 0, désignons par U, 'ensemble des couples (x,y) de points
de R* tels que d(x,y) < 1/p; les inégalités (3) (VI, p. 8) montrent que les

1 La seule hypothése que d(f(x), f(y)) = d(x, y) quels que soient %, y entraine d’ailleurs que f
est linéaire affine, donc un déplacement (cf. A, IX, § 6, exerc. 21),
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ensembles U, forment un systéme fondamental d’entourages de la structure uniforme
de R* (cf. IX, p. 12).
De ce fait, et de I’inégalité
ld(x,y) — d(x’,y)| < d(xx) + d(y, ¥,

qui est une conséquence de (1) (VI, p. 7), on conclut que d(x,y) est uniformément

continue dans R® x R"*;la norme [|x| = d(0, x) est par suite uniformément continue dans

R~
DerINtTION 1. — Etant donnés un point xo € R*, et un nombre r > 0, on appelle boule
euclidienne ouverte (resp. fermée) & n dimensions de centre X, et de rayon r, I’ensemble des
points x € R™ tels que d(xy, X) < 1 (resp. d(Xo, X) < 1); on appelle sphére euclidienne
dn — 1 dimensions, de centre X, et de rayon r, [’ ensemble des points x tels que d (x4, X) = 1.

Lorsque aucune confusion n’est & craindre, on dit simplement « boule» (resp.
« sphére ») pour « boule euclidienne » (resp. « sphére euclidienne »). Pour n = 2, on
dit « disque » au lieu de « boule a 2 dimensions », et « cercle » au lieu de « sphére 3 1
dimension ».

Pour n = 1, la boule ouverte (resp. fermée) de centre x, et de rayon r est I'inter-
valle Jxg — 7, %9 + 7( (resp. [x¢ — 7, o + 7)) ; la sphére de centre x, et de rayon r est
Pensemble des deux extrémités x, — 7, x, + r de ces intervalles. Pour n = 0, toute
boule est réduite a 0, et toute sphére est vide.

D’aprés ce qui précede, les boules (ouvertes ou fermées) de centre x, (ou
seulement celles de rayon 1/p, ol p parcourt 'ensemble des entiers >0) forment
un systéme fondamental de voisinages du point x,.

PropostTioN 1. — Toute boule ouverte (resp. fermée) de R™ est un ensemble ouvert (resp.
compact). L’adhérence d’une boule ouverte est la boule fermée de méme centre et de méme
rayon; ’intérieur d’une boule fermde est la boule ouverte de méme centre et de méme rayon.

La boule ouverte (resp. fermée) de centre x, et de rayon 7 est 'image récipro-
que de l'intervalle ) —oo, r{ (resp. J—o0, 7}) par la fonction continue d(x,, x);
C’est donc un ensemble ouvert (resp. fermé et borné, donc compact). Si
d(xp,X) =71, etsiy =%, + t(x — %) (0 << 1) est un point du segment
ouvert d’extrémités X, et X, on a d(X,,y) = ir < 7, et d(x,y) = (1 — £)r est
aussi petit qu’on veut; donc x est adhérent a la boule ouverte de centre x, et de
rayon 7. De méme, si z = x + ¢t(x — x,) (¢ > 0) est un point de la demi-droite
ouverte d’origine x et de vecteur directeur x — x,, on a

d(xg,z) = (1 + t)r > 1,
et d(x,z) = fr est aussi petit qu'on veut; donc x n’est pas intérieur a la boule

fermée de centre x, et de rayon r.

CoROLLAIRE. — Toute sphére euclidienne est un ensemble compact, frontiére de la boule
ouverte et de la boule fermée de méme centre et de méme rayon.

L’homéomorphisme affine x> (1/r)(x ~ x,) transforme la sphére (resp.
boule ouverte, boule fermée) de centre x, et de rayon r en la sphére (resp. boule
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ouverte, boule fermée) de centre 0 et de rayon 1; on désigne cette sphére par la
notation §, _; et on I’appelle sphére unité dans R"; de méme, on désigne par B, et
on appelle boule unité dans R*, la boule fermée de centre 0 et de rayon 1. L’étude
topologique d’une sphére & » — 1 dimensions (resp. d’une boule fermée a n

dimensions) est donc ramenée a celle de S,..; (resp. B,). Quant aux boules
ouvertes, on a la proposition suivante:

PropositioN 2. — Toute boule ouverte & n dimensions est homéomorphe & R™,

En effet, ’application x — x/(1 + |x|)) est continue dans R™ et applique R"
sur la boule ouverte de centre 0 et de rayon 1; en outre, de y = x/(1 + [x[) on
tire x = y/(1 — |lyl|), donc ’application précédente est bijective et bicontinue.

Désignons par R} le complémentaire de 0 dans R", et rappelons qu’on désigne
par R* ’ensemble des nombres réels > 0.

ProPOSITION 3. — L’application (i, z) —> tz est un homéomorphisme de R* x S, _y sur
R},

En effet, tout point x # 0 peut s’écrire d’'une maniére et d’une seule sous la
forme ¢z, avec ¢ > 0 et ||z]| = 1, car de la relation x = ¢z, on tire ¢ = |jx]|, et
z = x/||x||. Puisque ¢z est continue dans le produit R x R®, donc a fortiori dans
R* x §,_;, et que |x| et 1/|x| sont continues dans R}, la proposition est
démontrée.

L’application x — x/|x|| est appelée projection centrale de R sur S,_;. On
définit de méme la projection centrale du complémentaire d’un point a sur une
sphere de centre a.

En particulier, pour » = 1, on a §,_; = {—1, +1}, la projection centrale
d’un nombre réel x % O est son signe sgn «, et on retrouve ainsi la prop. 2 de
IV, p. 12

COROLLAIRE 1. — La sphére S, _, est homéomorphe & espace quotient de RY par la
relation d’équivalence dont les classes sont les demi-droites ouvertes d’origine 0.

Ces classes peuvent aussi étre définies comme les orbites distinctes de {0}, du
groupe des homothéties de rapport >0.

COROLLAIRE 2. — L'espace RY est homéomorphe a R x S, _ ;.
En effet, R* = )0, +oo( est homéomorphe & R (IV, p. 13, prop. 1).

Remarque. — Les propositions précédentes ne sont pas particulieres aux boules
euclidiennes, mais peuvent s’étendre a toute une catégorie de voisinages compacts de
0 dans R* (voir VI, p. 24, exerc. 12).

Les ensembles S, et B, sont évidemment invariants par toute transforma-
tion orthogonale. Si V est un sous-espace vectoriel & p dimensions de R?, il existe
une transformation orthogonale transformant V en le sous-espace vectoriel de
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R™ engendré par ey, ey, ..., €,; on en conclut que VN S, _; (resp. VN B,) est
homéomorphe 4 8,_; (resp. B,).

4. Projection stéréographique

Supposons n > 1 et considérons le point e, = (0,...,0,1) de S, ,, et 'hyper-
plan H d’équation x, = 0, orthogonal au vecteur e,. A tout point x = (x;) de
S, -1, distinct de e,, faisons correspondre le point y ot la droite passant par e,
et x rencontre ’hyperplan H (fig. 3).

én
Y .
Ficure 3
On vérifie aisément qu'on ay = T—> (x — x,e,) et
n
_lylr -1 2

B S T b

Si on désigne par A le complémentaire de {e,} par rapport & S, _;, ces for-
mules prouvent qu’on a défini ainsi un koméomorphisme de A sur hyperplan H.
Cet homéomorphisme est appelé projection stéréographique de A sur H, ou, par abus
de langage, projection stéréographique de S, _; sur H (cf. A, IX, § 10, exerc. 14);
e, est le point de vue de la projection, H Vhyperplan de projection. Plus généralement,
si a est un point de 8, _; et H' I’hyperplan passant par O et orthogonal & la droite
passant par 0 et a, on définit de la méme maniére la projection stéréographique de
point de vue a sur I’hyperplan de projection H'. Cette projection définit un
homéomorphisme du complémentaire de a dans §,, _; sur H’, d’ou:

ProrostrioN 4. — Pour n > 1, le complémentaire d’un point dans la sphére euclidienne
S, .1 est homéomorphe & I’ espace numérique R*—1,

COROLLAIRE 1.— Pour n > 1, la sphére S,_, est homéomorphe & ’espace compact
obtenu par adjonction ¢ R*~1 d’un « point & Uinfini » (I, p. 68).

Comme 8§, _, est compact, cela résulte immédiatement de la prop. 4 et de
loc. cit., th, 4.

COROLLAIRE 2. — Pour n > 1, la sphére euclidienne S, _, est un espace connexe et
localement connexe dont tout point admet un voisinage ouvert homéomorphe 4 R*~1,
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En effet, la sphére étant un espace séparé, le complémentaire U(a) d’un point
a deS,_; est ouvert dans S,,_,; si n > 1, I'espace S,_; est la réunion de deux
parties connexes U(a) et U(—a) dont l'intersection est non vide, donc est
connexe (I, p. 81, prop. 2).

COROLLAIRE 3. — Pour n = 1, la sphére S, est homéomorphe & espace quotient de la
boule B, obtenu en identifiant tous les points de la sphére S, _,.

En effet, la boule B, est un espace régulier (I, p. 56) ; donc ’espace quotient F
de B, obtenu en identifiant tous les points de 8, _; est séparé (I, p. 58, prop. 15).
Comme B, est un espace compact, F est compact, et est donc homéomorphe &
Pespace compact déduit d’une boule ouverte a z» dimensions par adjonction d’un
point & l'infini, en vertu du th. d’Alexandroff (I, p. 67, th. 4); les prop. 2 (VI,
p- 10) et 4 entrainent donc le corollaire.

En particulier, pour » = 1, compte tenu de la prop. 4 de V, p. 2:

COROLLAIRE 4, — Le cercle S est homéomorphe au tore T,

Dans VIII, p. 4, nous retrouverons cette proposition comme conséquence d’un
théoréme plus précis.

On appele hémisphére fermé (vesp. hémisphére ouvert) de S, _, lintersection de
S,_. et d’'un demi-espace fermé (resp. ouvert) déterminé par un hyperplan; par
projection stéréographique sur un tel hyperplan, ’hémisphére fermé (resp.
ouvert) ne contenant pas le point de vue, est appliqué sur une boule fermée (resp.
ouverte) an — 1 dimensions, a laquelle il est donc homéomorphe.

Pour n = 2, on dit « demi-cercle » au lieu d’ « hémisphére »,
P

§ 3. ESPACES PROJECTIFS REELS

Nous aurons constamment a faire usage, dans ce paragraphe, des notions et
résultats relatifs aux espaces quotients (I, p. 20), et notamment des deux propriétés
suivantes, que nous énoncerons pour plus de commodité sous forme de lemmes:

Soient E un espace topologique, R une relation d’équivalence dans E, A une
partie de E, R, la relation d’équivalence induite sur A par R; soit enfin f
Papplication canonique de E sur E/R. Avec ces notations:

Lemme 1. — Si tout ensemble ouvert (vesp. fermé) dans A et saturé pour R 5 est la trace sur
A d’un ensemble ouvert (vesp. fermé) dans E et saturé pour R, Uespace quotient AR 5 est
homéomorphe au sous-espace f(A) de E[R. 1l en est ainsi en particulier st A est ouvert ou
Jermé dans E et saturé pour R.

Cela résulte de la prop. 10 de I, p. 23.

Lemme 2. — §%il existe une application continue g de E sur A, telle que, pour tout x € E,
g(x) appartienne a la classe d’équivalence de x, I’espace AR 5 est homdomorphe & E[R.
Cela n’est autre que le cor. 2 de I, p. 23.
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1. Topologie des espaces projectifs réels

Rappelons (A, II, p. 132) qu’étant donné un corps K et un entier n > ~1, on
appelle espace projectif & gauche & n dimensions sur le corps K et on note P, (K) ’en-
semble quotient de K¥, ; (complémentaire de {0} dans ’espace vectoriel & gauche
K"+1) par la relation d’équivalence A,(K) entre vecteurs x, y de K¥,,: «il
existe te K tel que ¢ # 0 et y = ¢x» Dans la théorie des espaces projectifs, on
prend Pintervalle (0, 7} de N comme ensemble d’indices des coordonnées d’un
point de K¥,,. Les coordonnées ;, (0 < ¢ < n) d’un quelconque des points de
K¥,,; dont un point x e P,(K) est 'image canonique, constituent ce qu’on
appelle un systéme de coordonnées homogénes du point x (A, II, p. 133).

On appelle variété linfaire projective & p dimensions de P,(K) (pour tout entier p
tel que —1 < p < n) I'image canonique dans P,(K) d’un sous-espace vectoriel
ap + 1 dimensions (privé de ’origine) de K" *1, Un systéme de p points de P, (K)
est dit libre s’il se compose des images canoniques de p points de K, , formant un
systéme libre dans ’espace vectoriel K**1; la variété linéaire projective de P,(K)
engendrée par un systéme libre de p + 1 points (c’est-a-dire la plus petite variété
linéaire projective contenant ces p + 1 points) a p dimensions.

Lorsque K est le corps R des nombres réels, on peut munir les espaces pro-
jectifs correspondants de topologies dont nous allons faire I’étude.

DErNiTioN 1. — On appelle espace projectif réel & n dimensions espace projectif P,,(R)
muni de la topologie quotient de celle de R¥ .. | par la relation d’équivalence A, (R).
L’espace projectif P, (R) s’appelle drotte projective réelle, 'espace projectif Py(R)
Dlan projectif réel.

Lorsque aucune confusion ne sera possible, nous écrirons P, et A, au lieu de
P.(R) et A,(R).

Proposition 1. — L’espace projectif P, est séparé.

Montrons d’abord que la relation A, est ouverte (I, p. 31); soit A un ensemble
ouvert dans R}, ;; pour saturer A pour A, il faut prendre la réunion des homo-
thétiques fA de A, ¢ parcourant 1’ensemble des nombres réels #0; chacun de ces
ensembles étant ouvert, il en est de méme de leur réunion.

D’apres la prop. 8 de I, p. 55, la prop. 1 sera démontrée si on prouve que la
partie M de R}, ; x R}, ,, définie par la relation A,, est fermée. Or, soit (%, y) un
point de R¥,, x R¥,, adhérent & M; si x = (%), il existe une coordonnée
x; # 0; il existe donc un voisinage V de (x,y) tel que pour tout point
(x’,¥") e M NV la coordonnée x; d’indice ¢ de x’ soit #0; lorsque (x’,y’) tend
vers (x,y) en restant dans M, y;x; " tend vers { = y471; comme y' = (yj%;~1)x’,
on voit, en passant a la limite, que y = fx, ce qui prouve que (x,y) € M.

ProposTION 2. — Llespace projectif P, est un espace compact et connexe, homéomorphe &
Uespace quotient de la sphére S, par la relation d’équivalence induite sur cette sphére par A,
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Soit Ay, la relation d’équivalence induite sur 8, par A, (les classes d’équiva-
lence pour A, sont les couples de points opposés de 8,). L’application x - x/|x|| de
R¥,, sur S, est continue; donc (VI, p. 12, lemme 2) P, est homéomorphe &
S,/A;. Comme, pour n # 0, 8, est compact et connexe, tout espace quotient
séparé de S, est aussi compact et connexe (cor. 1, I, p. 63, et I, p. 82, prop. 6).
Enfin P, n’a qu’un point.

ProrositioN 3. — Pour n = 0, espace projectif P, est homéomorphe & I’ espace quotient
de la boule B, obtenu en identifiant chaque point de 8, _, a son opposé.

Soit H ’hémisphére fermé de S, défini par x, < 0. L’espace P,, homéomor-
phe au quotient de 8, par la relation A; (prop. 2), est aussi homéomorphe au
quotient de la partie H de S, par la relation A; induite sur H par A;. En effet,
toute classe suivant A;, rencontre H en un point au moins; il suffit alors (VI, p. 12,
lemme 1) de vérifier que, si on sature pour A; un ensemble U ouvert dans H et
saturé pour A;, on obtient un ensemble V ouvert dans §,. Or,sia = (g,) e U et
siay < 0, il existe un voisinage W de a dans S, contenu dans U la réunion de W
et de —W est un voisinage de a saturé pour A, et contenu dans V. Si au con-
traire a, = 0, ona —a € U, et il existe 7 > 0 tel que ’ensemble des points x e H
satisfaisant & 'une ou l'autre des relations [lx — aj < 7, |lx + a]| < 7, soit con-
tenu dans U; P'ensemble des points x € 8, satisfaisant & 1’'une ou Iautre de ces
relations est un voisinage de a saturé pour A, et contenu dans V.,

Observons que P’espace quotient H/A, s’obtient en identifiant, dans H, tout
point de I'intersection 8,,_; de H et de ’hyperplan x, = 0 avec son opposé. Pour
achever la démonstration il suffit de remarquer que la projection stéréographique
de point de vue e, (VI, p. 11) est un homéomorphisme de H sur B,, laissant
invariants les points de S, _,.

2. Variétés linéaires projectives

Rappelons (A, II, p. 136) que toute application linéaire injective f de R"** dans
R™*1 (m > n) définit, par restriction 4 R¥, ,, puis passage aux quotients pour les
relations A, et A, une application injective g de P, dans P,,, dite application linéaire
projective. Si ¢ est Papplication canonique de R¥,, sur P,, ¢ celle de R} ., sur
P,,onago o = { of ce qui prouve que g est continue dans P, (I, p. 21, corollaire).
En particulier, toute transformation lindaire projective de P, (application linéaire
projective de P, sur lui-méme) est un koméomorphisme de P, sur lui-méme.

Soit E un espace vectoriel de dimension # + 1 sur R; & chaque base de E
sur R est associée une bijection R-linéaire de R"** sur E, donc aussi une bijection
de P, sur Pespace projectif P(E) déduitde E (A, II, p. 132) ; la topologie sur P(E)
transportée de celle de P, par cette bijection est indépendante de la base de E
choisie. C’est aussi la topologie quotient de la topologie induite sur E— {0} par
la topologie introduite sur E dans VI, p. 6.

Rappelons aussi que, si V et V' sont deux variétés linéaires projectives a p
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dimensions de P,, il existe une transformation linéaire projective de P, transfor-
mant V en V'. En particulier, si p > 0, il existe une transformation linéaire
projective transformant V en l'image canonique du sous-espace engendré par
€y €y, ...,e, W ap + 1 dimensions (privé du point 0) de R**1, Si on identifie
W’ a4 R}, 4, la relation induite sur W’ par A, n’est autre que A,; comme W’ est
fermée et saturée pour A, le lemme 1 (VI, p. 12) montre que V' est homéo-
morphe & P, et fermée dans P,,; en outre, si p < 7, son complémentaire dans P,
est dense (VI, p. 5, prop. 4). Donc:

ProrosiTioN 4. — Toute variété linéaire projective a p dimensions de I’espace projectif
P, est un ensemble fermé dans P, homéomorphe & P,; st p < n, son complémentaire est
dense dans P,,.

Rappelons que les variétés linéaires projectives & n — 1 dimensions de P,
(n = 1) sont appelées hyperplans projectifs; tout hyperplan projectif est ’ensemble
des points dont les coordonnées homogénes satisfont & une relation de la forme

n
z ax; = 0, ol les ; ne sont pas tous nuls (« équation » de ’hyperplan).
=0

ProrositioN 5. — Dans espace projectif P, (pour n = 0), le complémentaire d’un
kyperplan projectif H est homéomorphe & R™.

Par une transformation linéaire projective, on se raméne au cas o H est
Ihyperplan d’équation %, = 0. L’ensemble A des points x = (x;) de R}, tels
que ¥, # 0 est ouvert et saturé pour A, ; son image canonique C dans P, qui est
le complémentaire de H dans P,, est par suite homéomorphe au quotient de A
par la relation d’équivalence O induite sur A par A, (VI, p. 12, lemme 1). Soit
B I’hyperplan d’équation x, = 1 dans R"*1; & tout point x € A, faisons corres-
pondre le point x5 !x o1 la droite passant par O et x coupe B (fig. 4); on définit

Fi1GURE 4

ainsi une application continue g de A sur B, telle que g(x) soit le seul point de
B congru a x suivant 0; il en résulte que B est homéomorphe & A/6® (VI, p. 12,
lemme 2), donc & C; comme B est homéomorphe & R*, la proposition est démon-
trée.
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CoROLLAIRE. — Tout point de P, posséde un voisinage ouvert homéomorphe & R™.
On en conclut en particulier que les espaces projectifs réels sont localement
connexes (ce qui résulte aussi de I, p. 83, prop. 12).

3. Immersion de Pespace numérique dans I’espace projectif

Supposons z > 0. Soit U le complémentaire dans P, de ’hyperplan H d’équa-
tion %y = 0. On identifie souvent U & R" par 'homéomorphisme qui applique
le vecteur x = (x;) de R" sur le point de coordonnées homogenes (1, xy, .. ., £,);
I’homéomorphisme réciproque applique le point de coordonnées homogénes
(%05 -+ 5 %,) de U sur le vecteur (x;/%y),..., %,/x,) de R™ L’hyperplan H est
alors appelé I’hyperplan a P’infini, les points de H étant appelés les « points &
Pinfini » de P, (ou méme de R™ par abus de langage).

Une fois faite cette identification, toute variété lindaire gffine V & p dimensions
de R" a pour adhérence dans P, une variété lindaire projective & p dimensions, non
contenue dans ’hyperplan & P'infini, et identique & la variété linéaire projective
engendrée par V. Réciproquement, toute variété linéaire projective & p dimensions,
non contenue dans I’hyperplan a l’infini, a pour trace sur R” une variété linéaire
affine & p dimensions, dont elle est I’adhérence.

Dans le cas particulier ol # = 1, ’hyperplan & Pinfini est réduit & un point;
comme P, est compact, il résulte du th. d’Alexandroff (I, p. 67, th. 4) que P, est
homéomorphe & P’espace compact R obtenu & partir de espace localement com-
pact R par adjonction d’un « point & I’infini ». D’aprés les cor. 1 de VI, p. 11 et
4 de VI, p. 12, on voit également que la droite projective réelle P1(R) est homéomorphe
au cercle Sy et au tore T.

Au contraire, pourn> 1, P,(R) n’est pas homéomorphe 4 8, (cf. VI, p. 26, exerc. 4).

Le « point 4 P'infini » de ’espace R se note o, sans signe. I importe de ne pas
confondre Pespace R, ol est ainsi plongée la droite numérique, et la droite
achevée R définie dans IV, p. 13, qui posséde deux « points & I'infini »; d’ailleurs
R est homéomorphe & I'espace quotient de R obtenu en identifiant les deux
points +00 et —o0.

4. Application au prolongement des fonctions numériques

Comme R peut étre considéré comme une partie de R, toute application d’un
ensemble E dans R (fonction numérique) peut étre considérée comme une appli-
cation de E dans R; en particulier, si E est une partie d’un espace topologique F,
S une application de E dans R, il peut se faire qu’en certains points de I’adhérence
E de E, f(x) tende vers la limite oo lorsque x tend vers un de ces points en restant
dans E; on prolongera alors par continuité la fonction f en lui donnant en ces
points la valeur o (I, p. 57, th. 1).
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Considérons en particulier le cas ol E est une partie de R", Pespace R" étant
lui-méme considéré comme plongé dans P’espace projectif P,; une fonction
numérique f définie dans E peut étre identifiée & ’application qui associe & un
point de E de coordonnées homogénes xg, x1, . . ., ¥, I’élément

de R; appliquant ce qui préceéde, on pourra éventuellement prolonger cette
fonction par continuité, non seulement a certains des points de R adhérents a4 E,
mais aussi & certains des « points & 'infini » de P,,, adhérents a E.

Montrons qu’on retrouve ainsi, par exemple, le prolongement par continuité
a R tout entier d’une fonction rationnelle d’une variable réelle, déja défini en Algébre
(A, II, p. 136). Identifions R et P,, tout nombre réel xR étant identifié au point
de coordonnées homogeénes (1, %), le point o au point de coordonnées homo-
génes (0, 1). Soit u(x)/v(x) une fonction rationnelle, u et ¢ étant deux polynémes
premiers entre eux, de degrés respectifs m et n; si 'on suppose par exemple
m < n, et quon pose u (x,y) = x"u(y/x}), vi(x,y) = x™v(y/x), la fonction
rationnelle u/v est la restriction a ’ensemble des nombres réels n’annulant pas
v(x), de Papplication (x,y) — (v1(x,9), u1(x,y)). En d’autres termes, on prolonge
u/v par continuité en lui donnant la valeur co aux points x e R ot v(x) = 0, eten
lui donnant au point co la valeur 0 si m < 7, la valeur oo si m > n, la valeur du
rapport des coefficients des termes de degré nde uet vsim = n.

En particulier, la fonction 1/x se prolonge au point 0 en y prenant la valeur o,
au point ¢o en y prenant la valeur 0; cette fonction est évidemment un homéomorphisme
de R sur lui-méme; il en est de méme de la JSonction homographique (ax + b)/(cx + d)
lorsque ad — b¢ # 0.

De méme, pour n entier >0, la fonction x™ se prolonge au point ©© en y prenant la
valeur c.

Par contre, on ne peut en général prolonger par continuité & P'espace P, x Py,
ni & Pespace Py, une fonction rationnelle de deux variables réelles (cf. VI, p. 26,
exerc, 5).

5. Espaces de variétés linéaires projectives

Etant donné un corps K, I’ensemble P, ,(K) des variétés linaires projectives de
dimension p > 0 de I’espace projectif gauche P,(K) est en correspondance biuni-
voque avec I’ensemble des sous-espaces vectoriels & p + 1 dimensions de I’espace
vectoriel & gauche K"+, Désignons par L, ,.1(K) Pensemble des systémes
libres (Xy)o<x<p de p + 1 vecteurs de K"*?; I’ensemble P, ,(K) est encore en
correspondance biunivoque avec ’ensemble quotient de L, ;4 ,(K) par la
relation d’équivalence A, ,(K): « (x;) et (y,) engendrent le méme sous-espace
vectoriel & p + 1 dimensions de K?*1». Nous identifierons P, ,(K) avec cet
ensemble quotient dans ce qui suit. D’autre part, si & tout systéme libre (x,) de
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p + 1 vecteurs de K**1, on fait correspondre la matrice X 3 p + 1 lignesetn + 1
colonnes dont x;, est la ligne d’indice £ pour O < & < p, on définit une corres-
pondance biunivoque entre L. ,.1(K) et I’ensemble des matrices & p + 1
lignes et # + 1 colonnes et de rang p + 1; nous identifierons L, .1, 4 1(K) avec cet
ensemble de matrices; la relation A, ,(K) entre deux matrices X, ¥ est alors la
suivante: «il existe une matrice carrée inversible 7" d’ordre p + 1 telle que
Y=T.X»

Nous allons supposer dans ce qui suit que K est le corps R, et nous omettrons
I'indication du corps dans les notations précédentes. On peut définir sur P, , une
topologie par un procédé qui généralise la définition de la topologie des espaces
projectifsréels. En effet, L, , 1, 5+ est contenu dans I'espace M, 1,  des matrices
a p + 1 lignes et z + 1 colonnes, & éléments réels; nous munirons L, ,; ,,; de
la topologie induite par celle de cet espace de matrices (VI, p. 6).

DEFINITION 2. — On appelle espace des variétés lindaires projectives & p > O dimensions de
Pespace projectif réel P, Uespace P, ,, quotient de I’espace topologique L, , 1, » .1 par la
relation d’équivalence A, ,.

Soit f: R**! — R™*1 une application linéaire injective (m > n > —1). Onen
déduit une application projective g de P, dans P,, (VI, p. 14); si V est une
variété linéaire projective de dimension p de P,, g(V) est une variété linéaire
projective de dimension p de P,,, et ’application V — g(V) de P, , dans P, ,
ainsi définie est continue. En effet, elle se déduit par passage aux quotients d’une
application continue L, 1,541 —> Lins1,ps1

En particulier, tout automorphisme fe GL(z + 1, R) induit un homéo-
morphisme de P, , sur lui-méme; comme on I'a déja remarqué (VI, p. 15),
Popération de GL(z + 1, R) sur P, , ainsi définie est transitive.

ProrosiTioN 6. — Soit 'V une varidté lindaire projective de dimension n — p — 1 de
P,; la partie Uy de P, , formée des éléments dont [’intersection avec V est vide, est un
ouvert dense de P, ,, homéomorphe 4 R®*+1®=p),

D’apres ce qui précede, on peut supposer que V est la variété linéaire pro-
jective définie par les équations x,_, = 0, ..., x, = 0. L’image réciproque de
Uydans L, 44 est 'ensemble des suites (xo, . . ., x,) d’éléments de R"*? qui,
avec €,.1, . . ., €, forment une base de R"*1, c’est-a-dire, vu les identifications
faites, ’ensemble U’ des matrices X & p + 1 lignes et n + 1 colonnes telles que
la matrice carrée formée des p + 1 premitres colonnes de X soit inversible.
D’aprés la prop. 2 de VI, p. 4, U’ est un ouvert dense de L, ,;, 41, donc Uy
un ouvert dense de P, , (lemme 1, p. 12). A toute matrice X € U’, faisons cor-
respondre la matrice carrée inversible f(X) formée de ses p + 1 premiéres
colonnes et la matrice g(X) = f(X)~1X. Soit A la partie de U’ formée des Xe U’
telles que f(X) = I; alors A est homéomorphe & R®*V@=»_ Papplication
g: U’ — A est continue, et, pour X € U’, g(X) est unique élément de A équiva-
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lent & X modulo A, ,. Appliquant le lemme 2, on en déduit que Uy est homéo-
morphe a A, ce qui achéve la démonstration.

CoROLLAIRE. — Lespace P, , est un espace connexe et localement connexe, dont tout point
posséde un voisinage homéomorphe ¢ R®+1n=1),
Cela résulte de la proposition et du fait que les Uy, recouvrent P, .

Prorostrion 7. — Llespace P, ,, est compact.

Montrons d’abord que P, , est séparé. Soient V; et V, deux éléments de
P, ,; Pintersection de deux ouverts denses étant un ouvert dense, donc non vide,
il résulte de la prop. 6 qu’il existe une sous-variété linéaire projective V de P,, de
dimensionz — p — 1, telleque VNV, = g, VNV, = &; il sensuit que V,
et V, appartiennent toutes deux & 'ouvert Uy de P, ,. Comme Uy est homéo-
morphe & un espace numérique, il est séparé, et il existe deux ouverts disjoints
U, et U, de Uy, contenant V; et V, respectivement, et P, ,, est séparé.

Pour démontrer que P, , est compact, il suffit maintenant de construire un
sous-espace compact de L,.;, ,41 tel que toute classe d’équivalence suivant
A, , rencontre ce sous-espace en un point au moins; P, ,, image séparée de ce
sous-espace par Papplication canonique de L., ,4; sur P, ,, sera compact
(I, p. 62, th. 2).

Soit V,, 41, p+1 le sous-espace de L, , 1, 5., dont les éléments sont les systémes
(x,) de p + 1 vecteurs formant une base euclidienne orthonormale du sous-espace
vectoriel qu’ils engendrent (A, IX, § 6, n° 1), c’est-a-dire tels que (x, | x,) = 0
pour & # k, (x,|x,) = 1l pourl <% <p+ 1. Onsait (A, IX, §7, n° 1) que
tout sous-espace vectoriel 2 p + 1 dimensions de R**! admet une telle base; donc
toute classe mod. A, , rencontre V. ,.1. D’autre part, les matrices X = (x;;)
de V, .1, p+1 sont définies par les relations

Zx?,=1 pourl €i<p+1
=0

n
z %% =0 pouri # k.
i=0

Elles forment donc un ensemble fermé dans M, , 1, .1, €t comme on tire de ces
relations que |#;,| < 1 pour tout couple d’indices (7,7), cet ensemble est borné,
donc compact.

6. Grassmanniennes

Rappelons (A, III, p. 172) qu’on définit une application injective de P, , dans
P(AP+1(R"*1)) de la maniére suivante: si V e P, , est 'image du systéme libre
(%95 + .., x,) de R"*1, on lui associe 'image canonique dans P(A?*(R"**1)} du
(¢ + 1)-vecteur x4 A -+ - A X,. L’image de cette application est notée Gy, 1, p+1
et appelée grassmannienne d’indices n + 1, + 1; on la munit de la topologie
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induite par celle de P(A?*1(R"+1)) (VI, p. 13). L’application définie ci-dessus de
P, ,dans G, ,, ., est continue et bijective; comme P, , est compactet G, _1 ;41
séparé, on déduit alors de I, p. 63, cor. 2 au th. 2:

ProrostTioN 8. — La grassmannienne Gy, .4 p 1 est homéomorphe a Uespace P, .

Notons enfin (Joc. cit.) que les grassmanniennes G, , 1, 5+ 1 €t Gy 41, - € dédui-
sent Pune de 'autre par une application projective bijective de P(AP+1(R"+1))
sur P(A"~?(R"*1)), donc sont homéomorphes, ainsi par conséquent que les espaces
P, etP, ., 1



Exercices

§1

1) Donner une démonstration du fait que R" est équipotent & R en utilisant le th. de Cantor
(IV, p. 44, th, 1) et la relation 2%,.2% = 2% valable pour tout cardinal infini a.

€ 2) 1l existe une application continue de Pintervalle I = (0, 1} de R surle carré I x I de R®2
(¢« courbe de Peano »). (Montrer d’abord, a I'aide de I’exerc. 11 de IV, p. 63, qu’il existe
une application continue f de Pensemble triadique de Cantor K sur I x I, puis prolonger

Fal)

€ 3) Soient A et B deux parties dénombrables partout denses dans R2, Montrer qu’il existe un
homéomorphisme de R2 sur lui-méme qui applique A sur B. (Montrer d’abord que, par une
rotation, on peut se ramener au cas ou les projections pr; et pry sont des applications injec-
tives de A et de B dans R. Définir ensuite, par une récurrence convenable, une bijection de A
sur B qui détermine une application monotone de pr; A sur pr; B, et aussi une application
monotone de pry A sur pry B. Enfin, en utilisant exerc. 11 de IV, p. 48, montrer que cette
application est un homéomorphisme qu’on peut prolonger en un homéomorphisme de R? sur
lui-méme.) En déduire que si C est une partie de R? dont le complémentaire est partout
dense, C est homéomorphe 4 une partie du complémentaire de Q2 dans R?, Généraliser ces
résultats & R?, pour » > 2.

4) Tout sous-espace de R, dénombrable et sans point isolé, est homéomorphe 2 la droite
rationnelle Q (appliquer l'exerc. 13 de IV, p. 63).

5) Tout sous-espace compact et totalement discontinu de R", sans point isolé, est homéo-
morphe & Pensemble triadique de Cantor (utiliser IV, p. 63, exerc. 11 et 12 et II, p. 32,
prop. 6).

6) On dit qu’une partie L de R" est une ligne brisée s’il existe une suite finie (x;)p<;<p de
points de R™ telle que, si S; désigne le segment fermé d’extrémités x,_; et x; pour | < ¢ < p,
L soit réunion des S;, que 'on appelle les ¢étés de L relatifs a la suite (x;) (il existe en général
une infinité de suites finies de points de R définissant une méme ligne brisée). Une ligne
brisée est aussi 'image d’une application u de (0, 1) dans R" telle qu’il existe une suite
strictement croissante (4)p<j<q dans (0, 1) avec #, = 0, #; = 1, u étant une application
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linéaire affine ¢ — a; + tb, pour #;_; < ¢ < {; et toutj (on dit qu’une telle application u est
« linéaire par morceaux »). Etant donnée une partie non vide A de R", on dit que deux points a,
b de A peuvent étre joints par une ligne brisée dans A §’il existe une ligne brisée L < A, définie par
une suite (x;)o<i<p telle que X, = a et x, = b, Si deux points quelconques de A peuvent
étre joints par une ligne brisée dans A, A est connexe. Inversement, si A est une partie ouverte
connexe de R, montrer que deux points quelconques de A peuvent étre joints par une ligne
brisée dans A (considérer la relation « x et y peuvent étre joints par une ligne brisée dans A »
entre points x, y de A; montrer que c’est une relation d’équivalence et que les classes suivant
cette relation sont des ensembles ouverts) ; on peut méme toujours supposer que cette ligne
brisée est réunion de segments dont chacun est parallele & un des axes de coordonnées (méme
méthode). En déduire que dans un ensemble ouvert non vide A de R?, la composante connexe
d’un point a € A est ’ensemble des points de A pouvant étre joints 2 a par une ligne brisée
dans A.

7) Soient A un ensemble ouvert connexe non vide dans R* (n > 1), (V,),en une famille
dénombrable de variétés linéaires de R" dont chacune est de dimension €n —2. Montrer
que si B est la réunion des V,, A N § B est dense dans A et connexe. (Pour voir que AN{B
est dense dans A, raisonner par récurrence sur zn. Prouver ensuite que si x, y sont deux points
distincts de A, il existe pour tout € > 0 un point y’ € A tel que |y’ — y| < ¢ et que le seg-
ment fermé d’extrémités x et y’ n’ait aucun point commun avec B sauf x. Utiliser enfin
Pexerc. 6. pour montrer que A N [ B est connexe.)

8) Déduire de I’exerc. 7 que pour n > 1, un ensemble ouvert non vide de R" n’est pas
homéomorphe 4 une partie de R.1

9) On dit qu’une ligne brisée L dans R" (rn > 1) (exerc. 6) est simple si elle est homéomorphe
a Pintervalle I = (0, 1) de R. Il est équivalent de dire qu’il existe un homéomorphisme u
de I sur L, linéaire par morceaux (exerc. 6). Montrer que, dans R? si A est un ensemble
ouvert connexe et L © A une ligne brisée simple, A — L est connexe (raisonner par récur-
rence sur le nombre de segments dont L est la réunion, en utilisant I, p. 116, exerc. 6).

€10) a) Soit M un ensemble fini, Rix, y§{ une relation symétrique entre éléments de M.
On suppose qu’il existe deux éléments distincts a, b de 9 ayant les propriétés suivantes: il
existe x # a ety # b tel que x (resp. y) soit le seul élément z e M tel que Ria, z{ (resp.
R{b, z{) soit vraie; en outre, pour tout ¢ € M distinct de a et de b, ’ensemble des z & M tel
que Ris, 2§ soit vraie est un ensemble & deux éléments, distincts de ¢, Montrer que dans ces
conditions, il existe une bijection ¢ — x; d’un intervalle (0, n) de N sur M telle que %, = a,
%, = b et que Pon ait la relation Rix,_,, ;{ pour 1 < i < n (définir x; par récurrence sur
i)

4) Dans R" (pour n > 2), identifié 4 R"~! x R, soient L et L’ deux lignes brisées, définies
respectivement par deux suites (%;)o<i<ps (X7)0<s<q €t ayant les propriétés suivants: 1°si on
pose Xy = (y, z), X; = (yp z5),ona zg=2,=0,z, =2 =1,0 <z, < 1,0 < z{ < 1
pourl Si<p—letl <j<q—1;2°lesp + g — 2nombresz, zjpourl < i<<p —1,
1 £ j <€ ¢ — 1 sont tous distincts; 3° deux c6tés distincts de L (resp. L’) ont au plus un point
commun (qui peut ou non étre un des x; (resp. x;)). Montrer qu’il existe deux applications
surjectives linéaires par morceaux (VI, p. 21, exerc. 6) w:I— L, w:I— L’ ol I est
Pintervalle (0, 1) de R, telles que, si 'on pose w(z) = (v(), §(2)), w'(¢) = (v'(¢), ¥'(¢))
pour €1, on ait {(¢) = §'(t) pour tout tel, §0) = T'(0) = 0, {(1) = ¢(1) = 1. (Soit
(ax)1 <x <p+q-2 12 suite strictement croissante des z; et des z; distincts de 0 et de 1; on pose
en outre ag = 0, a,14-1 = 1, et on désigne par B; 'ensemble des x = (y, z) € R tels que
a1 € z< g, pour 1 <7< p+ g— 1. Soit M Pensemble des couples v = (C, C), ol
C (resp. C’) est Pintersection d’un méme B; avec un c6té de L (resp. L’) tel que ni C ni C’ ne

! On peut montrer qu’un ensemble ouvert de R™ n’est pas homéomorphe 2 une partie de R* pour
n<m
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soient réduits 2 un point. On désigne par Ria, B} la relation suivante entre éléments de
Mica # Bysia = (Cqy ), B = (Cg, C3), C; N Cy et C N Cf sont non vides, Pun d’eux
est réduit & un point, et si ce point n’est pas un des x; (resp. x3), C; et Gy (resp. Ci et C3)
sont contenus tous deux dans un méme c6té de L (resp. L’) ». Montrer qu’on peut appliquer
a) a la relation R).

¢) Dans R7, identifié 2 R*~! x R, soit K un ensemble compact connexe tel que
K N (R*~! x {0}) nesoit pas vide ni réduit & un point. Montrer quesionpose K’ = K — K
(ensembles des x — y, ol x, y parcourent K), K’ n (R"*~1 x {0}) contient un ensemble con-
nexe non réduit a4 un point. (Utiliser ), en appliquant II, p. 32, prop. 6 et 11, p. 38, exerc.
15.)

11) Etendre aux espaces R* (n > 2) les exerc. 14 et 15 de IV, p. 64.

9 12) a) Soit fune application de R dans R, et soit G < R? son graphe. On suppose que G
est dense dans R?, et rencontre tout ensemble parfait contenu dans R2 et non contenu dans
une réunion dénombrable de droites {#,} x R. Montrer que G est connexe. (Observer que
dans le cas contraire, il existerait deux ensembles ouverts non vides sans point commun A,
B dans R2 tels que G soit réunion de G N A et de G N B, et qu’il existerait au moins un
point de A et un point de B ayant méme premiére projection, en utilisant le fait que R est
connexe; utiliser enfin I’exerc. 11.)

b) Déduire de a) qu’il existe une application linéaire f de R dans R dont le graphe G est dense
dans R2 et connexe. (En utilisant a) et ’exerc. 11, définir par récurrence transfinie les valeurs
de f aux points d’une base de Hamel de R, en suivant la méme méthode que dans E, III,
p. 91, exerc. 24). En déduire que le sous-groupe G de R? vérifie les conditions (R;) et (Ryy) de
V, p. 16, exerc. 4, mais n’est pas localement compact, et a donc une topologie strictement
plus fine que la topologie usuelle de R; en outre G n’est pas localement connexe.

13) Identifiant R* a4 R*~! x R, soient f une application continue d’une partie ouverte A de
R”-1 dans R, S son graphe; montrer que le sous-espace S de R" est homéomorphe 4 A, et que
le complémentaire de S dans le « cylindre » A x R est une ensemble ouvert partout dense
dans A x R, et a exactement deux composantes connexes lorsque A est connexe,

§2

*1) Soit I le cube fermé de R", produit de n intervalles identiques & {—=/2, =/2). A tout
point x = (x;) de I, on fait correspondre le point y = (y;) de R**? tel que

Yy, = sinx;

Yo = COS x; Sin %y

Yp = COS X COS ¥z...COS ¥p_3 SIN X, 2<p<gsn=-1)

Yn = COS Xy COS Xg...COS X, sin 2%,

Yne1 = COS X1 COS Xg...COS X, _1 COS 2%,.

Montrer que I'image de I par cette application est la sphére 8, et que la restriction de
cette application & Pintérieur de I est un homéomorphisme sur un ensemble ouvert dense

dans 8,.,
2) Définir un homéomorphisme de S, x 8§, sur une partie de S,,,,1 (remarquer que
Péquation de S, .41 sécrit

(F oo a2ha) + (Baa +oro+ Bugea) = 1)
3) a) Montrer que, si f est une application continue de 8, dans R", f peut se prolonger en
une application continue de B; dans R" (au point ix € B; (¢ > 0, x € 8;), faire correspondre

o (x)). 4
) En déduire que, si f est une application continue de 8, dans §,, telle que f(8;) # 8,, f
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peut se prolonger en une application continue de B, dans S, (utiliser une projection stéréo-
graphique dont le point de vue n’appartienne pas 4 f(S;)).2

4) Montrer qu’il n’existe aucun homéomorphisme de 8; dans R (remarquer que le complé-
mentaire d’un point quelconque de §; par rapport & 8; est connexe, et que toute partie
connexe de R est un intervalle).

En déduire que tout homéomorphisme de 8; sur un sous-espace de 8§, est nécessairement
un homéomorphisme de 8, sur 8; (utiliser la prop. 4 de VI, p. 11).

5) Montrer que, pour n > 1, la sphére S, n’est pas homéomorphe au cercle 8, (cf. VI, p. 22,
exerc. 8).

6) Identifiant 8; au tore T, quotient de R par la relation x = y {mod. 1) (VI, p. 12, cor. 4),
on désigne par ¢ I’application canonique de R sur 8;. On dit qu’une application continue
Jf d’un espace topologique E dans S, est inessentielle s’il existe une application continue g de E
dans R telle que l'on ait f = ¢ o g 2; une application non inessentielle est dite essentielle.
Montrer que Papplication identique de 8, sur S, est essentielle (utiliser 'exerc. 4).

7) Montrer qu’il existe un entourage U de la structure uniforme de S, tel que, si f est une
application inessentielle d’un espace topologique E dans 8, toute application continue f” de
E dans 8, telle que (f(x), f'(x)) € U pour tout x € E soit aussi inessentielle.

8) Montrer qu’il n’existe pas d’application continue f de By sur 8; qui coincide sur $; avec
P’application identique (utilisant ’exerc. 7, montrer que f, restreinte au cercle de centre 0 et
de rayon r > 1, serait toujours une application inessentielle de ce cercle dans Sy, et en con-
clure une contradiction pour r = 1),

9) Soit E un espace topologique contenant plus d’un point. Montrer qu’il existe une applica-
tion continue fde 8; dans F = E x 8, telle que f(8;) # F, et qui ne se laisse pas prolonger
en une application continue de B, dans F (utiliser Pexerc. 8). En déduire que, pour n > 1,
S,, R" et B, ne sont homéomorphes a4 aucun espace de la forme E x 8,, E étant un espace
topologique quelconque (voir VI, p. 23, exerc. 3). En particulier, pour z > 1, S, n’est pas
homéomorphe & (8,), et quel que soit #, B, n’est pas homéomorphe a (S;)".

Montrer de méme que R? n’est pas homéomorphe au complémentaire d’un point dans
R2, et que S, n’est pas homéomorphe 2 B, (dans le cas contraire, R? serait homéomorphe au
produit de 8, et de l'intervalle )0, 1}).

10) On désigne par H,, ,,, 12 « quadrique » définie dans R” par P’équation
A bt ad— a2y —e—ad, =1
(p + ¢ < n). Montrer que H,, ,, ; est homéomorphe 2 §,_; x RP-"%,
11) Soit C,,, le « cone du second degré » défini dans R” par I’équation
2t a2 a2 - —a2=0 (I<p<sn-—-1).
Montrer que le complémentaire du point 0 dans C,,, , est homéomorphe a
S,-1 X 8521 xR,

4 12) On dit qu’une partie E de R", contenant P'origine 0, est un ensemble éioilé (par
rapport 4 0) si, quels que soient x € E et £ & (0, 1), on a x € E, L’intersection de E et d’une
demi-droite fermée d’origine O est cette demi-droite tout entiére, ou un segment dont 0 est
une extrémité: on appelle cogue de E Pensemble K formé des extrémités #0 des segments

* Nous verrons plus tard que, pour # > 1, la proposition est encore vraie méme si f(8;) = S,

2 Nous donnerons plus tard une définition générale d’une application inessentielle d*un espace
topologique dans un espace topologique quelconque, et nous montrerons alors que, pour les applica-
tions dans 8;, cette définition est équivalente & celle qui est donnée ici.
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précédents, et de O lorsque 'intersection d’une demi-droite et de E se réduit & 0. On suppose
dans ce qui suit que 0 ¢ K.

a) Montrer que la coque de E est contenue dans la frontiére de E; donner un exemple ou
ces deux ensembles sont différents.

b) SiE est borné et sila coque K de E est compacte, il existe un homéomorphisme de R" sur
lui-méme, qui applique K sur 8,,_;, E sur B, et l'intérieur de E sur l'intérieur de B,, (faire
correspondre & tout point x € K la projection centrale de ce point sur $,_,, puis prolonger
cette application & R" tout entier). En déduire que la frontiére de E est identique & sa coque
K, et que P'intérieur de E est ’ensemble des #x, ol x parcourt K, et ¢ Pintervalle (0, 1( de R.
¢) Si E est non borné, et si sa frontiére est identique & sa coque, 'intérieur de E est homéo-
morphe 4 R?, et sa coque K est homéomorphe 4 une partie ouverte de S, _; (montrer que
Pimage de E par I'homéomorphisme x — x/(1 + [|x|) satisfait aux conditions de 5)).

d) Donner un exemple d’ensemble étoilé non borné E, dont la coque est fermée, mais non
identique & la frontiére de E.

13) Montrer que dans l'espace S, pour n > = 1, la fronti¢re d’un ensemble ouvert non vide
dont Pextérieur n’est pas vide, a la puissance du continu (utiliser la prop. 4 de VI, p. 11).

14) Soient xy, . . ., %, des points en nombre fini dans un espace euclidien R™, On pose

15 mel¥mpe 020

§|'—'

etlPona s <r
a) Montrer que pour tout indice £, on a

I = sl < (0 = D@2 = |s]?)%
n
(observer que l'on a Z f# — s[? = n(r®* — [s[2) et ordonner les |x;, — s|| par ordre
k=1
croissant).
2
b) Montrer que l'on a P2 |2 — %2 =2 kZJ. % — s|® En déduire que ’on a
sup % ~ % < @n( = [5])%.

(Numéroter les x; de sorte que la plus grande valeur M des |% — x| soit [x,_; — ]
Poser t, = (2%, — xp-1 — %,)/M, et calculer la somme

n-2 ‘n=1
2 e =tz + 2 It = ta?
k=1 k=1

en observant que t,_; + t, = 0.)

§3

1) On considére I’application f de S, dans R% qui & tout point x = (3, x5, x5) de 8, fait
correspondre le point y = (yy, ¥2, ¥3, ¥2) de R* tel que

_ 2 — = -
Y = ¥ — x3, Yz = X1Xos Y3 = X1X3, Y4 = X2¥3.

Cette fonction a la méme valeur en deux points opposés de 8,; montrer que, par passage
au quotient, elle donne un homéomorphisme de P, sur un sous-espace de R
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Montrer de méme que I’application g de 83 dans R® qui, & (¥, xg, 3, x4) fait corres-
pondre le point (¥;)1<s<6 tel que

X1X3 b XgXy

= 52 2 =
Yo = X1 — X Y2 = X1Xa, Y3
= X1Xg4 — XoX3

2 2 —
Yo = X3 — Xy Ys = Xz¥X4y Ye

définit, par passage au quotient, un homéomorphisme de P; sur un sous-espace de RS.

2) Identifiant Pespace projectif P, et Pespace quotient de B, défini dans la prop. 3 de VI,
p. 14, on désigne par ¢ Papplication canonique de B, sur P,. On dit qu’une application
continue f d’un espace topologique E dans P, est inessentielle s’il existe une application con-
tinue g de E dans B, telle que f = ¢ o g, essentielle dans le cas contraire (cf. VI, p. 24, exerc.
6). Montrer qu’il existe un entourage U de la structure uniforme de P, tel que, si f est une
application inessentielle d’un espace topologique E dans P,, toute application continue f’
de E dans P, telle que (f(x), f'(x)) € U pour tout x € E, soit aussi inessentielle.

3) Si une application continue de 8§, dans P, est essentielle (exerc. 2), il n’est pas possible
de la prolonger en une application continue de B, dans P, (cf. VI, p. 24, exerc. 8).

4) Sin > 1,1l existe une application essentielle f de S, dans P, telle que £(S,) # P, (pren-
dre pour f(8S,) P'image par ¢ d’un diamétre de B, ; cette image est une droite projective). En
déduire que, pour n > 1, P, n’est pas homéomorphe 4 8, ni 4 B, (utiliser Pexerc, 3 de VI,
p- 23 et Pexerc. 3 ci-dessus).

5) Lorsqu'on considéere R? comme plongé dans R x R, et R comme plongé dans R,
montrer que Papplication (#,4) — & + y de R? dans R peut étre prolongée par continuité
aux points (00, a) et (g, ) de R x R, pour toutes les valeurs finies de a; elle ne peut étre
prolongée par continuité au point (0, ). Si on considére R? comme plongé dans P,
(R étant toujours plongé dans R), x + y peut étre prolongée par continuité en tous les points
de la droite & P’infini distincts du point de coordonnées homogénes (1, —1, 0).

Enoncer et démontrer les propriétés analogues relatives au prodult xy.

6) Pour n > 0, soit & I’ensemble des ensembles fermés de P, muni de la structure uniforme
déduite de celle de P, par le procédé de II, p. 35, exerc. 6 5). Montrer que, dans &, ’ensemble
P, , des variétés linéaires projectives a4 p > 0 dimensions de P, est fermé, et que la topologie
induite sur P, , par celle de & est identique 4 celle définie dans VI. (Pour définir les en-
tourages de la structure uniforme de P,, on pourra considérer P, comme espace quotient de
S, (VI, p. 13, prop. 2), et prendre des recouvrements finis de S, par des boules de rayon
tendant vers 0.)

7) Montrer que, avec les notations de VI, p. 17, ’espace L, , est homéomorphe au produit
de V,,, et de Pespace R*?+1/2, On notera (A, IX, § 6, n° 1, prop. 1) que toute matrice
X e L,, , peut se mettre d’une seule fagon sous la forme U. Y, ou Y&V, ,etol U = (i) est
telle que uy; = O pouri < jetuy > Opourl < i< p. Onpose ¥ = f(X

8) Soit g 'application qui, & toute matrice X de L,,,, fait correspondre la matrice X’
formée des ¢ premiéres lignes de X (¢ < p). Montrer que la restriction de g 4 V,, , est une
application continue et ouverte de V,, , sur V, , (utiliser Pexerc. 7, en remarquant que si
X =U.Y,onag(X)=U"g(Y), ou U’ est la matrice obtenue en supprimant dans U les
lignes et les colonnes d’indice > ¢; d’autre part, observer que f est ouverte). En déduire que,
si Q est la relation d’équivalence g(X) = g(Y) entre matrices de V,, ,, Pespace quotient
Vo, /€t est homéomorphe & V,, 4.

9) Montrer que pour p < n, V,, , est connexe, en utilisant exerc. 8 et I, p. 82, prop. 7.
10) Dans l'espace projectif P, soit H, , la « quadrique » définie par I’équation

Wttt ai g —x2 - —a2=0 (1<p<n).
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Montrer que H, ; et H; , sont homéomorphes 2 S,_;; pour 2 < p < n ~ 1, H, p est
homéomorphe & I’espace obtenu en identifiant tout point du produit S$,_; x S,_, (con-
sidéré comme sous-espace de R* x R"~?+1) 3 son opposé. Tout point de H,, , a un voisinage
ouvert homéomorphe & R*~2,

Montrer que Hj, 5 est homéomorphe 2 8; x 8, (identifier §; x 8; 24 T x T, un couple
de points opposés de 8; x 8, étant identifié au couple des points (u, v) et (3 + u, + + v) de
T x T; puis considérer 'application (¢, v) — (u + v, u — v) de T x T dans lui-méme).

11) Dans I’espace projectif P, soit C,, , le « c6ne du second degré » défini par I’équation
Bt te+ -2~ —x2=0 (I<p<n-1).

Montrer que le complémentaire de {0} dans C,, , est homéomorphe 2 R x H,.,,, (avec
la notation de ’exerc. 10).



NOTE HISTORIQUE

(N.-B. — Les chiffres romains entre parenthéses renvoient a la bibliographie
placée 2 la fin de cette note.)

Nous avons eu déja I’occasion de dire comment le développement de la
Géométrie analytique du plan et de ’espace conduisit les mathématiciens a intro-
duire la notion d’espace & n dimensions, qui leur fournissait un langage géomé-
trique extrémement commode pour exprimer de fagon concise et simple les
théorémes d’algébre concernant des équations & un nombre quelconque de
variables, et notamment tous les résultats généraux de ’Algebre linéaire (voir
Notes historiques des chap. II-III et IX d’Algébre). Mais si, vers le milieu du
X1x® siécle, ce langage était devenu courant chez de nombreux géometres, il
restait purement conventionnel, et I’absence d’une représentation «intuitive »
des espaces & plus de trois dimensions semblait interdire dans ces derniers les rai-
sonnements « par continuité » qu’on se permettait dans le plan ou dans I’espace en
se fondant exclusivement sur I’ « intuition ». C’est Riemann qui, le premier, dans
ses recherches sur 1’ Analysis situs et sur les fondements de la Géométrie, s’enhardit
a raisonner de la sorte par analogie avec le cas de ’espace a trois dimensions (voir
Note historique du chap. I)!; & sa suite, de nombreux mathématiciens se mirent
a utiliser, avec un grand succés, des raisonnements de cette nature, notamment
dans la théorie des fonctions algébriques de plusieurs variables complexes. Mais
le contrdle de l'intuition spatiale étant alors tres limité, on pouvait a bon droit
rester sceptique quant & la valeur démonstrative de pareilles considérations, et ne
les admettre qu’a titre purement heuristique, en tant qu’elles rendaient trés
plausible ’exactitude de certains théorémes. C’est ainsi que H. Poincaré, dans son
mémoire de 1887 sur les résidus des intégrales doubles de fonctions de deux
variables complexes, évite autant qu’il le peut tout recours & l’intuition dans
Pespace & quatre dimensions: « Comme cette langue hypergéométrique répugne encore &
beaucoup de bons esprits », dit-il, « je n’en ferai qu’un usage peu fréquent »; les « artifices »
qu’il emploie & cette fin lui permettent de se ramener & des raisonnements topo-
logiques dans I’espace a trois dimensions, ol il n’hésite plus alors a faire appel &
Pintuition ((I), t. ITI, p. 443 et suiv.).

Par ailleurs, les découvertes de Cantor, et notamment le célébre théoréme
établissant que R et R" sont équipotents (qui semblait mettre en cause la notion
méme de dimension?), montraient qu’il était indispensable, pour asseoir sur une

1 Voir aussi les travaux de L. Schlafli, datant de la méme époque, mais qui ne furent publiés
qu’au xx° siecle (Gesammelte mathematische Abhandlungen, t. I, Basel (Birkhduser), 1950, p. 169-387).

2 1l est intéressant de noter que, dés qu’il avait eu connaissance de ce résultat, Dedekind avait
compris la raison de son apparence si paradoxale, et signalé & Cantor que I'on devait pouvoir
démontrer 'impossibilité d’une correspondance biunivogue et bicontinue entre R™ et R™ pour m # n
(II).
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base solide les raisonnements de Géométrie et de Topologie, de les libérer entiére-
ment de tout recours & l'intuition. Nous avons déja dit (cf. Note historique du
chap. I) que ce besoin est & P’origine de la conception moderne de la Topologie
générale; mais avant méme la création de cette derniére, on avait commencé &
étudier de facon rigoureuse la topologie des espaces numériques et de leurs
généralisations les plus immédiates (les « variétés & n dimensions») par des
méthodes relevant surtout de la branche de la Topologie dite « Topologie com-
binatoire » ou mieux « Topologie algébrique ». Un Livre spécial sera consacré dans
ce Traité a cette théorie, et c’est 1a que le lecteur trouvera des indications sur les
étapes historiques de son développement; dans ce chapitre, nous nous sommes
bornés & établir les propriétés topologiques les plus élémentaires des espaces
numeériques et projectifs, qui ont, historiquement, servi de point de départ aux
méthodes de la Topologie algébrique.
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CHAPITRE VII

Les groupes additifs R”

§ 1. SOUS-GROUPES ET GROUPES QUOTIENTS DE R~

Sur I’ensemble R", nous aurons & considérer, dans ce paragraphe, d’une part sa
structure de groupe topologique (additif), d’autre part sa structure d’espace vectoriel
par rapport au corps R (VI, p. 2). Etant donnée une partic A de R", nous
envisagerons, tantot le sous-groupe de R™ engendré par A (ensemble des combinai-
sons linéaires de points de A, & coefficients entiers), tantdt le sous-espace vectoriel
engendré par A (ensemble des combinaisons linéaires de points de A, 4 coefficients
réels); on aura soin de ne pas confondre ces deux notions. Conformément aux
définitions données en Algebre (A, II, p. 97), nous appellerons rang de A la
dimension du sous-espace vectoriel V engendré par A; dire que A est de rang p
équivaut donc a dire qu’il existe p points x; € A, formant un systéme libre par

rapport au corps R (autrement dit, la relation Zt,xi = 0, olt les # sont réls,
i

entraine #; = 0 pour tout 7), et engendrant le R-espace vectoriel V (ce qui veut
dire que tout point de V est combinaison linéaire & coefficients réels des x,).

Dans ce qui suit interviendra aussi la notion de systéme de points de R* libre par
rapport au corps Q des nombres rationnels ; un teél systéme est une partie finie (x,) de R” telle

que la relation z rx; = 0, oit les 7, sont rationnels (ou entiers, ce qui revient au méme),
1

entraine r; = 0 pour tout i, On aura soin de ne pas confondre cette notion et celle de
systéme libre par rapport & R; tout systéme libre par rapport 4 R est libre par rapport
a Q, mais la réciproque est inexacte; par exemple, les nombres 1 et V'2 forment dans
R un systéme libre par rapport 4 Q, mais non un syst¢me libre par rapport 4 R;
lorsque nous parlerons de systéme libre sans préciser, il s’agira toujours de systéme libre
par rapport & R. Il faut donc bien distinguer, sur R", la structure d’espace vectoriel par
rapport ¢ R de la structure d’espace vectoriel par rapport & Q; en particulier, le sous-
espace vectoriel par rapport 4 Q engendré par une partie A de R", est ’ensemble U des
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combinaisons linéaires de points de A, 2 coefficients rationnels; il est contenu dans le
sous-espace vectoriel V (par rapport 4 R) engendré par A, mais en est en général
distinct. La dimension de U (par rapport & Q) est appelé le rang rationnel de Aj il est
au moins égal au rang de A défini ci-dessus (dimension de V par rapport 4 R); il peut
etre infini si A est un ensemble infini, alors que le rang d’une partie non vide de R" est
toujours <n; en particulier, le rang rationnel d’une partie non dénombrable de R™ est
toujours infini, puisqu’un espace vectoriel de dimension finie sur le corps Q est
dénombrable.

Nous allons, dans ce paragraphe, déterminer tout d’abord la structure des
sous-groupes fermés du groupe additif R".

1. Sous-groupes discrets de R”

On a vu (V, p. 1, prop. 1) que les seuls sous-groupes fermés de R, distincts de
R, sont les sous-groupes discrets de R, engendrés par un seul élément. Nous allons
commencer par étudier les sous-groupes discrets de R™.

Tout d’abord, le sous-groupe de R™ engendré par p vecteurs (p < z) de la
base canonique (VI, p. 3} de R®, est un groupe discret isomorphe au groupe
produit Z? de p groupes identiques & Z. Plus généralement, considérons le sous-
groupe G engendré par p points a; (1 < ¢ < p) formant un systéme [ibre; il
existe une application linéaire bijective de R” sur lui-méme transformant a, en e,
(1 < ¢ < p); une telle application étant un automorphisme du groupe topolo-
gique R", G est un groupe topologique isomorphe au sous-groupe engendré par
les e, (1 < i < p), et C’est par suite un sous-groupe discref de rang p isomorphe a
ze,

La structure du groupe Z?, et par suite du groupe G, a été étudiée en Algebre
(A, VII, §§ 3 et 4); rappelons les principaux résultats de cette étude. Les bases de

Vi
G par rapport a 'anneau Z sont les systémes de p points b, = Z 1744, ou les
i=1

r,; sont des entiers tels que le déterminant det(r;;) soit égal & + 1oua — 1. Tout
sous-groupe H de G est discret et de rang ¢ < p; en outre, pour un sous-groupe
donné H de rang g¢, il existe un systéme libre de p points b; (1 < ¢ € p) engendrant
G, et un systeme de ¢ points ¢; (1 € 7 < ¢) engendrant H, tels que, pour
1 € i € g,onaitc; = ¢by, ol les ¢ sont des entiers (les facteurs invariants de H par
rapport a G) tels que ¢;,, = 0 (mod. ¢) pour 1 < ¢ < ¢ — 1. Le groupe quo-
tient G/H est un groupe discret, isomorphe au produit Z?~? x F, ol I est un
groupe abélien fini, produit direct de g groupes cycliques d’ordres respectifs
€15 €95+ vy Egr

Nous allons maintenant montrer que les sous-groupes discrets de R” que nous
venons de considérer sont les seuls.

ProrosiTiON 1. — Soient G un sous-groupe discret de R", de rang p, (a;)1 <;<p 4n systéme
libre de p points de G, P le parallélotope fermé de centre O, construit sur les vecteurs a; (VI,
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p. 3); alors I’ensemble G N P est fini et engendre G, et tout point de G est une combinaison
linéaire des a; & coefficients rationnels.

En effet, G N P est compact et discret, donc fini. Soit x un point quelconque

e
de G; il est égal & une combinaison linéaire Z ta; a coefficients réels des a;.
i=1

Pour tout entier m > 0, considérons le point

P P
zn = mx — 2. [mtla, = 2 (mt — [mt])a;

il appartient & G, et comme 0 < m# — [m#;] < 1, il est contenu dans P, On en
?

déduit tout d’abord que x = z; + z [#]a;, donc G est engendré par G N P,
=1

D’autre part, comme G N P est fini, il existe deux entiers distincts %, £ tels que
z, = z,, ce qui entraine (b — k)t; = [ht;] — [kf;] pour ] < ¢ < p; donc les ¢ sont
rationnels.

)
COROLLAIRE, — Sotent (a)); <;<p Un Systeme libre de p points de R™ et b = Z ta,
i=1

une combinaison linéaire @ coefficients réels des a;. Pour que le sous-groupe G de R™ engendré
parles p + 1 points a; (1 <t < p) et b soit discret, il faut et il suffit que les nombres
4, sotent rationnels.

La prop. 1 montre que la condition est nécessaire. Elle est suffisante, car si
elle est remplie, on peut écrire #; = m;/d, ol d et les m; sont entiers (1 < ¢ < p);
b est donc combinaison linéaire & coefficients entiers des p points (1/d)a,, d’ott
résulte que G est un sous-groupe du groupe discret engendré par ces p points, et
par suite est lui-méme discret.

On peut encore exprimer le résultat de la prop. 1 de la fagon suivante: si ¢ points
x; (1 < 7 < ¢) d’un sous-groupe discret G de R" forment un systéme li¢ par rapport ¢ R,
ils forment aussi un systéme [ié par rapport ¢ Q. On en conclut aussitét que le
rang rationnel d’un sous-groupe discret de R" est égal 4 son rang.

Le corollaire de la prop. 1, appliqué au cas ol les a, sont les z vecteurs e, de la
base canonique, donne la proposition suivante:

Prorosition 2 (Kronecker). — Soient 6,, 8,,. .., 0, des nombres réels. Les conditions
suivantes sont équivalentes :
a) pour tout ¢ > 0, il existe un entier q et n entiers p; (1

< i < n) tels que
198 — | < e pourl < i<

un au moins des premiers membres de ces inégalités n’étant pas nul ;
b) un au moins des ©; est irrationnel.

1 On rappelle (IV, p. 41) que pour tout nombre réel x, [x] est la partie entiére de x, ’est-a-dire le
plus grand entier rationnel qui soit <x.
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TutorEME 1. — Tout sous-groupe discret G de R*, de rang égal & p, est engendré par un
systeme libre de p points.

D’aprés les propriétés des groupes isomorphes &4 Z? rappelées plus haut, il
suffira de montrer que G est sous-groupe d’un groupe discret engendré par un
systéme libre de p points. Or, comme G est de rang p, il existe un systéme libre de
p points a; (1 <7 < p) de G tel que tout x € G soit égal & une combinaison

D
linéaire z t;a; a coefficients réels des a;; G étant discret, la prop. 1 (VII, p. 2)
i=1

montre que les # sont rationnels et que G est engendré par un nombre fin: de
points; ces points étant combinaisons linéaires des a; & coefficients rationnels, il
existe un entier 4 tel qu’ils soient combinaisons linéaires & coefficients entiers des
p points (1/d)a; = a;; il en résulte que G est un sous-groupe du groupe engendré
par les a;.

On peut démontrer le th. 1 sans faire appel a la théorie des facteurs invariants
(cf. VII, p. 19, exerc. 1).

Les sous-groupes discrets de R™ qui sont de rang n sont encore appelés des réseaux
dans R"

2. Sous-groupes fermés de R"

Nous connaissons déja deux sortes de sous-groupes fermés de R*; d’une part, les
sous-espaces vectoriels de R", qui sont isomorphes aux groupes R? (p < n); d’autre
part, les sous-groupes discrets (III, p. 7, prop. 5), qui sont isomorphes aux
groupes Z? (¢ < n) comme nous venons de le voir. Nous allons déterminer la
structure d’un sous-groupe fermé quelconque de R™ en montrant qu’un tel sous-
groupe est isomorphe & un produit de la forme R? x Z2 (0 < p + ¢q < n).

Nous nous appuierons sur la proposition suivante:

Proposrrion 3. — Tout sous-groupe fermé non discret de R™ contient une drotte passant
par Q.

En effet, soit (x,),x une suite infinie de points de G, tels que x, % 0 et
lim x, = 0; une telle suite existe d’aprés I’hypothése. Soit P un cube ouvert

P>

de centre 0 contenant les x,. Désignons par %, le plus grand les entiers 2 > O tels
que /x, € P (comme P est un pavé borné et x, # 0, existence de £, résulte de
P’axiome d’Archimeéde). Les points k,x, appartiennent a I'ensemble compact
P; 1a suite (k,x,),en @ donc une valeur d’adhérence aeP. Drailleurs, si
k%, — all < e ona |k, + 1)x, —al| <ec+ [x,], et comme zl’im x, = 0,

a est aussi valeur d’adhérence de la suite ((k, + 1)x,), dont les points appartien-

nent & ’ensemble fermé { P, d’apres la définition de £,; on a donca e Pn(P
(frontiere de P, fig. 5), ce qui entraine a # 0; en outre, comme G est fermé,
a € G. Soit alors ¢ un nombre réel quelconque; comme |ik, — [th,]] < 1 la
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relation |jk,x, — a|| < ¢ entraine |[th,]x, — fa] < |f]e + |[x,|l; comme
lim x, = 0, fa est valeur d’adhérence de la suite ([#,]x,); les points de cette

D=0

suite appartenant &4 G, on a fa € G, puisque G est fermé. La proposition est ainsi
démontrée.

R j\I_-__: _____ ——"

QOx

TFrcure 6

Ficure 5
TueorEME 2. — Soit G un sous-groupe fermé de R™, de rang r (0 < r < n); il existe un
plus grand sous-espace vectoriel V contenu dans G; pour tout espace vectoriel W supplé-
mentaire de V, W 0 G est discret, et G est somme direcie de V et de W N G,

Démontrons d’abord lexistence de V en prouvant que la réunion des droites
contenues dans G et passant par 0 est un sous-espace vectoriel: en effet, le sous-
espace vectoriel engendré par la réunion de ces droites est identique au sous-
groupe engendré par cette réunion. Le groupe G est somme directe de V et de
WnN G, car pour tout xeG, on a x =y + 2, avec ye 'V, ze W; comme
VcG,onaz=x—yeG,donczeW N G. Reste & prouver que W N G est
discret; cela résulte de la prop. 3 (VII, p. 4), car W N G est un sous-groupe
fermé, et ne contient aucune droite, en vertu de la définition de V.

D’une maniére imagée, lorsque G # V, on peut dire que G est la réunion d’une
infinité dénombrable de variétés linéaires paralleles ¢ V, passant par les points du
groupe discret W N G (fig. 6).

Si p est la dimension du sous-espace vectoriel V,ona p < r, et W N G est un
sous-groupe discret de rang 7 — p.

CoROLLAIRE 1. — I] existe une base (a,)1<;<, d¢ R", telle que a, e G pour 1 < 1 < 7,
a, eV pour 1 <@ < p, et que G soit identique & Iensemble des poinis

r

b
izl La; + Z a4,

j=p+1
ot les t; prennent toutes les valeurs réelles, les n; toutes les valeurs entiéres.
Cela résuite du th. 2, et du th. 1 de VII, p. 4 appliqué au groupe discret
WnaG,
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COROLLAIRE 2, — Il existe un automorphisme de R"™ qui applique G sur le groupe G',
isomorphe a RP x ZT=?, somme directe du sous-espace vectoriel engendré par ey, ey, . . ., €,
et du sous-groupe additif (discret) engendré par €., 1, €p4095 .+ ., €

C’est une conséquence immédiate du cor. 1.

Le cor. 2 du th. 2 montre qu’un sous-groupe fermé G de R" est entiérement
déterminé, & isomorphisme pres, par la donnée de deux entiers >0: son rang
que nous noterons 7(G), et la dimension du plus grand sous-espace vectoriel con-
tenu dans G, nombre que nous noterons d(G) et appellerons dimension du sous-
groupe G; les seules conditions que doivent remplir ces deux entiers sont les
inégalités 0 < 4(G) £ r(G) < n.

3. Sous-groupes associés

Soit G un sous-groupe quelconque (fermé ou non) de R* Considérons I’ensemble

G* des points w = (u;) de R" tels que, pour fout point x = (x;) € G, le nombre
n

(] x) = Z u;x; soit un entier. Il est immédiat que G* est un sous-groupe de R"; on
i=1

dit que c’est le sous-groupe associé 3 G. Si G et H sont deux sous-groupes de R” tels
que H = G, il est clair que G* = H*,

PROPOSITION 4. — Le sous-groupe G* associé & un sous-groupe G de R™ est fermé, et on
a (G)* = G*,

En effet, si pour tout x € G, on pose fx(u) = (w | x), fx est une forme linéaire,

donc continue; comme G* est I'intersection des ensembles fxl(Z) lorsque x par-
court G, et que chacun de ces ensembles est fermé, G* est fermé. D’autre part, si
ueG* on a (u|x) e Z pour tout x € G, donc, puisque Z est fermé dans R,
(u|y) € Z pour tout point y adhérent & G; autrement dit, u € (G)*; comme
d’autre part (G)* = G*, on a (G)* = G*.

Etudions la structure de G* lorsque G est fermé. D’aprés VII, p. 5, cor. 1, il

existe une base (a,); <;<, de R", telle que G soit identique & I’ensemble des points
»+q

P
X = z ta, + Z nja;, ou les ¢; prennent toutes les valeurs réelles, les n, toutes
i=1 ji=p+1

les valeurs entiéres. Pour que (u | x) soit entier pour fous ces points x, il faut et il

suffit que (w|a;) =0 pour 1 <¢<p, et que (u|a;) soit entier pour

p+ 1 <1< p+ g Désignons par (a;); <;<n, 12 base de R telle que (a; | a;) =0
n

pour ¢ # j, (aj|a;) = 1 pour tout ¢ (A, IX, §1, n°6); si ’on pose u = z ua,;, on
i=1

voit que les points u € G* sont caractérisés par les conditions: u; = O pour
1 i< p,etwentierpourp + 1 < ¢ < p + ¢; donc G* est somme directe du
sous-espace vectoriel W ayant pour base les a; d’indice tel que p + ¢ + 1 < ¢ < n,
et du sous-groupe discret engendré par lesa; d’indice telquep + 1 < ¢ < p + ¢.
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Autrement dit:
ProrosiTiON 5. — Pour tout sous-groupe fermé G de R, on a r(G*) = n — d(G), et
d(G*) = n — r(G).

Appliquons le méme raisonnement & G*; en remarquant que la base duale de
(a;) est (a;), on voit que:

ProproSITION 6. — Pour tout sous-groupe G de R, on a (G¥*)* = G.

COROLLAIRE. — Pour qu’un point x sott adhérent & un sous-groupe G de R™, il faut et il
suffit que (a | x) soit entier pour tout w € R™ fel que (w | 'y) soit entier pour tout y € G.

Appliquons cette caractérisation des points adhérents & un sous-groupe G, au
cas du sous-groupe G engendré par les n vecteurs e, de la base canonique
(1 €4 < n), et par un nombre quelconque m de points a; (1 < ¢ < m) de R™
Dire que (u | e;) est entier pour 1 < j < # signifie que les n coordonnées de u
sont entiéres; donc:

Prorostrion 7 (Kronecker). — Soient a; = (a;) (1 <1< m,1 <
de R b = (8;) (1 <j < n) un point de R". Afin que, pour tout ¢ >
entiers g; (1 < i < m) et n entiers p; (1 < j < n) tels que

< n) m points
0, il existe m

921015 + Gog; + + Gun; — p; — b| <€ pourl <j < m,
il faut et il suffit que, pour toute suste finie (r;) (1 < j < n) de n entiers telle que les m

n n
nombres . ayr; (1 < & < m) soient tous entiers, le nombre . bjr; soit ausst entier.
i=1 i=1

COROLLAIRE 1. — Afin que, pour tout x = (x;) (1 < j < n) et tout ¢ > 0, il existe
m entiers g, (1 < 1 < m) et nentiers p; (1 < J < n) tels que

|q181; + goo; + -+ + Guns — p; — %] <€ pourl <j < m

il faut et il suffit qu’il w’existe aucune suite finie (r;) de n entiers non tous nuls, lelle que
g g q

n
chacun des m nombres Z a;1; soit entier.
i=1

En effet, si G est dense dans R”, c’est-a-dire si G = R*, G* est réduit 3 0, et
réciproquement.

En particulier, pour m = 1:
COROLLAIRE 2. — Soient 0y, 9, . . ., 0, n nombres réels. Afin que, quels que soient les n
nombres réels Xy, Xgy . . ., %, et le nombre € > 0, il existe un entier q et n entiers p; tels

que
g0, — s — %] <& powrl <j <

n
il faut et il suffit qu’il W existe aucune relation de la forme z 7,0; = h, ot les 7; sont n
i=1

entiers non tous nuls, et h un entier (condition qui entraine, en particulier, que les 6,
ainsi que les rapports 0,/0, pour j # £, doivent étre irrationnels).
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On peut interpréter ce résultat de la fagon suivante: pour tout entier ¢ € Z,
désignons par x, le point de coordonnées ¢, — [¢0,] (1 < j < n); alors le cor. 2
donne une condition nécessaire et suffisante pour que ’ensemble des x, soit dense
dans le cube produit des intervalles {0, 1} des espaces facteurs de R”,

ProposITION 8. — Quels que soient les sous-groupes fermés Gy, G, de R*, on a
(G: + Go)* = GI NG,

et (G, N Gy)* = GF + GX

En effet, pour que (u | x + y) soit entier quels que soient x € G; et y € Gy,
il faut et il suffit que (u | x) soit entier pour tout x € G, et que (u | y) soit entier
pour tout y € G,, en raison de la relation (u |x +y) = (u|x) + (u|y);ona
donc (G; + Gy)* = GF N Gf pour tout couple de sous-groupes G,, G, de R Si
maintenant on suppose G, et G, fermés, on a (G¥ + G¥)* = G, N G, d’aprés
la prop. 6 (VII, p. 7), d’ol, en prenant les groupes associés, et appliquant de

nouveau la prop. 6, (G; N Gy)* = Gf + G¥.

Remarque. — Soient G;, G, deux réseaux de R* (n° 1) tels que G, < Gy; alors
(VIL, p. 7, prop. 5) G¥ et G¥ sont des réseaux de R" tels que Gf < G¥. On a vu
(VII, p. 2, prop. 1) qu’il existe un entier m > 0 tel que mG; = G,. Pourx€ G, et
ue G}, onadoncm(u|x)eZ,donc (u|x)cQ.En outre, si x € G, et ue G¥,
ou si x € G, et ue G¥, on a par définition (u | x) € Z. On en déduit que, par
passage aux quotients, I'application Z-bilinéaire (x,wu) — (u|x) de G; x G%
dans Q définit une application Z-bilinéaire B de (G;/G;) x (G}/G}) dans Q/Z.
En outre, il est clair que si X, € G;/G; (resp. u, € G5/G¥) est tel que, pour fout
u € G¥/G¥ (resp. pour tout X € G,/G,), on ait B(x,, u) = 0 (resp. B(x,4,) = 0
on a nécessairement X, = 0 (resp. uy = 0). On en conclut qu’il existe une
bijection Z-linéaire h de G¥/G¥ sur D(G,/G,) (avec les notations de A, VII,
§ 4, n° 8) telle que <X, ~(w)> = B(X, u) pour X € G;/G, et u € G/G¥ (loc. cit.); en
particulier, les groupes finis G,/G, et G¥/G¥ sont isomorphes.

4. Groupes quotients séparés de R”

Tout groupe quotient séparé de R" est de la forme R"/H, ot H est un sous-groupe

JSermé de R™ (II1, p. 13, prop. 18). D’aprés le cor. 2 de VII, p. 6, il existe un auto-
morphisme f de R* transformant H en un sous-groupe H’, somme directe d’un
sous-espace vectoriel engendré par p des vecteurs e; de la base canonique, et du
groupe discret engendré par ¢ des n — p vecteurs e; restants (0 < p + ¢ < n).
Par passage aux quotients, / donne un isomorphisme de R*/H sur R"/H’ (I1I,
p- 17, Remarque 3) ; or, R"/H' est isomorphe 4 R"~?-2 x T (III, p. 18, corollaire).
Donc:

ProposiTION 9. — Tout groupe quotient séparé de R™ est isomorphe & un groupe produit
R x TF (0 < h + k < n).
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L’espace produit T" (et, par abus de langage, le groupe topologique T™) est
appelé fore & n dimensions; d’aprés la prop. 4 de V, p. 2, c’est un espace compact,
connexe et localement connexe.

En outre, si on désigne par G un cube fermé de coté 1 dans R", T" est homéo-
morphe a Pespace quotient de C par la relation d’équivalence: « quel que soit i,
x; = y; (mod. 1) » entre les points x = (x;) ety = (y;) de C. De fagon plus imagée on
dit que T™ provient du cube C par « identification des faces opposées ».

Prorostrion 10. — Le groupe topologique T™ est localement isomorphe & R™.
En effet, T* = (R/Z)" est isomorphe & R"/Z"* (III, p. 18, corollaire) et Z"
est un sous-groupe discret de R* d’ou la conclusion (III, p. 13, prop. 19).

11 en résulte que les groupes R? x T"~? sont localement isomorphes & R" pour
0 < p < n; nous verrons dans VII, p. 13, que ce sont les seuls groupes connexes ayant
cette propriété.

ProrositioN 11. — Tout sous-groupe fermé de T, distinct de T, est un groupe cyclique
Jini. Pour tout entier n > 0, T contient un sous-groupe d’ordre n et un seul, qui est I’ ensemble
des éléments de T dont Iordre divise n. Tout groupe quotient séparé de T, non réduit @
U’ élément neutre, est isomorphe & T.

Soit f: R — T I’homomorphisme canonique. Les sous-groupes fermés de T sont
les f(H), ot H est un sous-groupe fermé de R contenant Z. D’aprés VII, p. 5,
cor. 1 du th. 2, on a soit H = R, c’est-a-dire f(H) = T, soit H = (1/n)Z, ol n
est un entier >0, auquel cas f(H) est cyclique d’ordre z et est ’ensemble des
éléments de T dont ’ordre divise #. La derniére assertion résulte de I’existence
d’un isomorphisme de R/H sur T/f(H).

Il résulte notamment de ce qui préceéde que T" et T™ ne peuvent étre algébrique-
ment isomorphes que si n = m. En effet, T* posséde 2"* — 1 points d’ordre 2 et
20 - 1 £ 2™ e 1sin # m.

Tout groupe quotient séparé de T™ est compact; il est donc isomorphe &4 un
groupe quotient compact de R*, donc & un groupe T*, 0 < k£ < 2 (VII, p. §,

prop. 9).

5. Sous-groupes et groupes quotients de T

Identifions T et R*/Z", et soit ¢ ’homomorphisme canonique de R” sur
R"*/Z"; tout sous-groupe de T” est de la forme G = ¢(H), H étant un sous-groupe
de R" contenant Z" (A, I, p. 37), et est isomorphe a H/Z" (III, p. 14, prop. 20);
pour que G soit fermé dans T*, il faut et il suffit que H soit fermé dansR" (I, p. 21).
Pour chercher les sous-groupes fermés de T*, nous sommes donc ramenés 4 déter-
miner les sous-groupes fermés H de R* tels que H > Z*; nous allons utiliser la
prop. 6 de VII, p. 7, et déterminer d’abord le sous-groupe H* associé & un tel
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sous-groupe. Comme Z" est son propre associé, on a H* < Z*; par suite (VII,
p. 2), il existe une base (a;) (I < ¢ < n) de R" engendrant Z", et une base de
H* (par rapport a ’anneau Z) formée de p points b; (1 < i < p) tels que
b; = ¢a; pour 1 < i < p, lese, étant des entiers qui satisfont 4 ¢, ; = 0 (mod. ¢)

pour 1 < ¢ < p — 1. Soit (ai) la base duale de (a;); pour que u = z ua;
=1

appartienne & (H*)* = H, il faut et il suffit que u¢; soit entier pour 1 < i < p;
autrement dit, H est somme directe du sous-espace vectoriel V engendré par
a,,1,...,a, ct du sous-groupe discret K engendré par les p points (1/¢;)a;
(1 i< p); dautre part, Z" est somme directe de VN Z" et de KN Z",
puisque les a; (1 < 7 < n) engendrent Z". Le groupe quotient H/Z" est donc
isomorphe & (V/(V N Z")) x (K/(K N Z")) (I1I, p. 18, corollaire); V/(V N Z*)
est isomorphe & T*~?, et K/(K N Z") est un groupe fini, somme directe de p
groupes cycliques d’ordres respectifs ¢; (1 < ¢ < p) (VII, p. 2).
En résumé:

ProrosiTioN 12, — Soient T un groupe topologique isomorphe & T et G un sous-groupe
Sermé de T. 11 existe un isomorphisme de groupes topologiques f de T sur T* et des sous-
groupes fermés Gy, ..., G, de T tels que f(G) = Gy x--- x G,.

Remargue. — 11 résulte notamment des prop. 11 et 12 qu’un sous-groupe fermé
G de T" est le produit direct de sa composante neutre G°, qui est isomorphe 2 un
groupe T* (0 < % < n), et d’un sous-groupe fini (qui est produit de » — 4 sous-
groupes cycliques, éventuellement réduits & I’élément neutre).

6. Fonctions périodiques

DerntTioN 1. — On dit qu’une fonction f, définie dans R", et prenant ses valeurs dans un
ensemble quelconque E, est périodique s’il existe un point a # O de R™ tel que

(1) Sx +a)=7f(x)

quel que soit x € R™. S f est périodique, tout point a € R" pour lequel la relation (1) est une
identité en x, est appelé une période de f.

L’ensemble G des périodes d’une fonction périodique f est évidemment un
sous-groupe (non réduit & 0 par hypothése) du groupe additif R Lorsque fest une
application périodique continue de R™ dans un espace topologique séparé E, son
groupe des périodes G est fermé. En effet, si G, désigne I’ensemble des a € R" tels
que f(x + a) = f(x) pour un point donné x € R", G est lintersection des G,
lorsque x parcourt R?, et chacun des G, est fermé (I, p. 53, prop. 2). Soit alors V
le plus grand sous-espace vectoriel contenu dans G (VII, p. 5, th. 2); la fonction
f est constante dans toute classe mod. V; si W désigne un sous-espace vectoriel
supplémentaire de V, f est déterminée par sa restriction 3 W. Autrement dit (W
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étant un groupe topologique isomorphe a un RP), I’étude des fonctions pério-
diques continues dans R" se raméne 4 I’étude de celles de ces fonctions f dont le
groupe des périodes G est discret; si ce groupe est de rang ¢, on dit que f est une
fonction g fois périodique, et tout systéme libre de ¢ points engendrant G est appelé
un systéme principal de périodes de f.

Si (a;) et (by) sont deux systémes principaux de périodes de £, on a vu (VII, p. 2)

que chacun d’eux se déduit de l'autre par une transformation linéaire & coeflicients
entiers, de déterminant +1 ou —1.

Soit ¢ 'application canonique de R sur R"/G; a toute application g de
R"*/G dans un ensemble E correspond la fonction ¢ = g ¢ ¢, qui est une applica-
tion périodique de R® dans E, ayant un groupe de périodes qui contient G; et
réciproquement, toute application de R" dans E, admettant un groupe de pério-
des qui contient G, est de cette forme, puisqu’elle est compatible avec la relation
x =y (mod. G) (E, I, p. 44). On définit ainsi une application bijective g > ¢ de
Pensemble des applications de R"/G dans E, sur I’ensemble des applications de
R" dans E dont le groupe de périodes contient G. Pour que 2 soit continue
(lorsque E est un espace topologique) il faut et il suffit que g le soit (I, p. 21, prop.
6).

§ 2, HOMOMORPHISMES CONTINUS DE R*
ET DE SES GROUPES QUOTIENTS

1. Homomorphismes continus du groupe R™ dans le groupe R"

Toute application linéaire de R™ dans R™ est évidemment un homomorphisme
continu du groupe additif R™ dans le groupe additif R*. Réciproquement:

Prorosirion 1. — Tout homomorphisme continu f du groupe additif R™ dans le groupe
additif R™ est une application linéaire de R™ dans R™.

II suffit de montrer que, pout tout x € R™ et tout £ € R, on a f(ix) = {f(x).
Le raisonnement est le méme que celui de la prop. 5 de V, p. 2 en remplacant x
par x et R par R™,

2. Définition locale d’un homomorphisme continu de R” dans un groupe
topologique

La prop. 6 de V, p. 3, se généralise & tous les groupes R":
ProposiTION 2. — Soit A un parallélotope de R™ tel que O € A; soit f une application
continue de A dans un groupe topologique G (noté multiplicativement), telle que

S(x +y) = f(X)f(y) pour tout couple de points x,y tels quex e A,ye A,x + yeA.
1l existe alors un homomorphisme continu et un seul de R dans G qui prolonge f.
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Par le méme raisonnement que dans la prop. 6 de V, p. 3, on prouve d’abord
que ’homomorphisme prolongeant f, s’il existe, est unigue. D’autre part, le sous-
groupe G, de G, engendré par f(A), est commutatif; en effet, si x et y sont deux
points quelconques de A, 4x, 1y et 3(x + y) appartiennent 4 A, donc on a
SEE +y) =fEx)f(3y) =f(y)f(3x), ce qui prouve que f(ix) et f(y)
sont permutables; il en est donc de méme de f(x) = (f(3x))2etf(y) = (f(3y))3
ce qui montre que deux éléments quelconques de f(A) sont permutables.

Soient a,, a,,. .., a, 7 vecteurs non nuls contenus dans A et proportionnels
aux vecteurs de base de ce parallélotope; pour chaque indice ¢, soit D; la droite
passant par 0 et a;, ensemble des points za; o1 £ parcourt R. Soit A; ’ensemble des
teR tels que ta; € A; A, est un intervalle contenant (0, 1), et la fonction
fi(t) = f(ra,) est définie et continue dans A, et satisfait & la relation

At + 1) = (1) A1)

pour teA, t'eA et t + t' €A, Daprés la prop. 6 de V, p. 3, il existe un
homomorphisme continu f; de R dans G qui prolonge f;. Comme R" est somme
directe des sous-groupes D;, on définit un homomorphisme 7 de R™ dans le groupe

commutatif G, en posant, pour tout x = Z ttai, Z ﬂ t, f est un

prolongement de f, puisque, si x €A, tous les composants xi de x sur les D,
appartiennent aussi & A, d’apres le choix des a;; en outre, f est continu dans R”,
puisqu’il est continu sur chacune des droites D;, et que f; est fonction linéaire
(donc continue) de x.

CoOROLLAIRE 1. — Soient V un voisinage de O dans R™, f une application continue de V
dans un groupe topologique G, telle que f(x + y) = f(x) f(y) pour tout couple de points
x,ytelsquexeV,yeV,x + ye V. Il existe un homomorphisme continu et un seul de
R* dans G, qui coincide avec f en tous les points d’un voisinage W de 0.

11 suffit de prendre pour W un pavé ouvert de centre 0, contenu dans V, et de
lui appliquer la prop. 2.

Nous verrons au chap. XI que cette propriété de R" s’étend & une catégorie plus
générale de groupes topologiques, les groupes « simplement connexes ».

COROLLAIRE 2. — Soit f un isomorphisme local de R™ & un groupe topologique G ; il existe
un morphisme strict et un seul de R™ sur un sous-groupe ouvert de G, qui coincide avec f en
tous les points d’un voisinage de 0.

En effet, soit f1’homomorphisme continu de R™ dans G qui coincide avec fen
tous les points d’un voisinage de 0; f(R") contient par hypothése un voisinage de
I’élément neutre de G, donc (II1, p. 7, corollaire) est un sous-groupe ouvert de
G; en outre, f est un morphisme strict de R" sur /(R"), d’aprés III, p. 16, prop.
24.
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COROLLAIRE 3. — Lorsque n # m, R™ et R™ ne sont pas localement isomorphes.

Supposons R" et R™ localement isomorphes. D’aprés le cor. 2 et la prop. 1 de
VII, p. 11, il existe une application linéaire f de R™ sur R" qui est un isomor-
phisme local. Alors f est injective, et par suite m = n,

Soit G un groupe topologique. Le corollaire précédent montre qu’il existe au
plus un entier n tel que G soit localement isomorphe 4 R™,

TatoriME 1.— Soit G un groupe topologique connexe, localement isomorphe & R™;
il est commutatif. Soit K [’adhérence dans G du sous-groupe de torsion de G (A, 11, p.
115). Alors K est le plus grand sous-groupe compact de G; il est isomorphe @ un tore
T (0 < g < n). De plus, il existe un sous-groupe fermé V de G, isomorphe & R~
tel que le groupe topologique G soit le produit direct de ses sous-groupes K et V.

D’aprés le cor. 2 de la prop. 2, il existe un morphisme fde R” dans G, qui est
un isomorphisme local, et qui se prolonge en un morphisme strict de R® sur un
sous-groupe ouvert de G. Comme G est connexe, on a f (R*) = G; le noyau H de
S est discret, puisque son intersection avec un voisinage convenable de 0 dans R*
est réduite & 0. Soient W le sous-espace vectoriel de R" engendré par H, ¢ sa
dimension, et V' un supplémentaire de W. D’apr¢s le th. 1 de VII, p. 4, le sous-
groupe K = f(W) de G est isomorphe & T?; le sous-groupe V = f(V') de G
est isomorphe & R""9, et le groupe topologique G est le produit direct de ses
sous-groupes K et V (III, p. 18, cor. de la prop. 26). Soit « la projection de G sur
V, de noyau K, associée a cette décomposition; si L est un sous-groupe compact de
G, u(L) est un sous-groupe compact de V (I, p. 63, cor. 1 du th. 2), donc est
réduit a 0 (VII, p. 6, cor. 2 du th. 2); on a donc L © K et K est bien le plus-
grand sous-groupe compact de G. Enfin, tout élément de torsion de G engendre
un sous-groupe fini, donc appartient & K d’aprés ce qui précéde; le sous-groupe de
torsion de G est donc le sous-groupe de torsion de K; comme le sous-groupe de
torsion de T? = (R/Z)%est (Q/Z)% le groupe K est ’adhérence de son sous-groupe
de torsion, ce qui achéve la démonstration.

CoOROLLAIRE. — Tout groupe connexe G, localement isomorphe & R™, est isomorphe & un
groupe R? x Tr=? (0 < p < n).

3. Homomorphismes continus de R™ dans T"

ProrositioNn 3. — Tout homomorphisme continu de R™ dans T" est de la forme
x > o(u(X)), ot ¢ est I’ homomorphisme canonique de R"™ sur T™ (identifié¢ & R™/Z"),
et u une application lindaire de R™ dans R™.

Soit f un homomorphisme continu de R™ dans T?; nous allons montrer qu’il
existe une application linéaire # de R™ dans R telle que les homomorphismes
x — f(x) et x> ¢(u(x)) coincident en tous les points d’un veisinage de 0 dans
R™; la proposition & démontrer en résultera, d’aprés VII, p. 12, cor. 1. Or, soit
V un voisinage de 0 dans R" tel que ¢, restreint & V, soit un isomorphisme local de
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R" a T*; soit ¢ I'isomorphisme local réciproque défini dans ¢(V). Comme f est

continue, V' = f(¢(V)) est un voisinage de 0 dans R™; ’application x +— ¢( f(x))
restreinte & V', est une application continue de V' dans R, telle que

$(f(x +y) = d(f(®) + $(f(¥)

pour tout couple de points de R™ tels que xe V', yeV’, x + yeV’; donc
(VII, p. 12, cor. 1), cette application coincide avec un homomorphisme continu
bien déterminé z de R™ dans R", en tous les points d’un voisinage W de 0 dans
R™; d’aprés la prop. 1 de VII, p. 11, u est d’ailleurs une application linéaire de
R™ dans R"; pour tout x€ W, on a donc f(x) = ¢(u(x)), ce qui achéve la
démonstration.

Remarque. — Le méme raisonnement montre, plus généralement, que si ¢ est un
morphisme strict de R* dans un groupe G, dont la restriction &4 un voisinage conve-
nable de 0 est un isomorphisme local de R™ 2 G, tout homomorphisme continu de R™

dans G est de la forme x> ¢(u(x)), oll 4 est une application linéaire de R™ dans
R",

Dans le cas ot m = n = 1, la prop. 3 donne la suivante:

ProposiTioN 4. — Si ¢ est I’ homomorphisme canonique de R sur T, tout homomorphisme
continu de R dans T est de la _forme x 1> g(ax) ot a € R; S’est un morphisme strict de R
sur T si a # 0.

4. Automorphismes de T"

Soient H un sous-groupe fermé de R”, ¢ I’homomorphisme canonique de R” sur
le groupe quotient R"/H. Si f est un homomorphisme continu de R*/H dans un
groupe topologique G, f = fo © est un homomorphisme continu de R" dans G,
périodique, et ayant un groupe de périodes qui contient H; réciproquement,
tout homomorphisme continu périodique de R"™ dans G, dont le groupe de
périodes contient H, est de cette forme.

Dans le cas o H = Z*, le groupe quotient R"/Z" = T" est compact, donc tout
homomorphisme continu f de T* dans un groupe topologique G est un morphisme
strict de T* dans G si G est séparé (111, p. 16, Remarque 1), et f = fo ¢ est un mor-
phisme strict de R dans G; en outre, f(T") = f(R") est un sous-groupe compact
de G, isomorphe & un groupe T? (0 < p < n).

On voit en particulier que le seul homomorphisme continu de T* dans un groupe
R™ est ’application identiquement nulle, puisque {0} est le seul sous-groupe compact de

Rm,
Appliquons ce qui précéde aux homomorphismes continus de T” dans un
groupe T?; si f est un tel homomorphisme, ¢ I’homomorphisme canonique de
R"sur T", f o ¢ est un homomorphisme continu de R* dans T?; donc (VII, p. 13,
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prop. 3), si ¢ est Phomomorphisme canonique de R? sur T?, il existe une applica-
tion linéaire u de R™ dans RP telle que foo = ¢ou Si xeZ f(p(x)) est
P’élément neutre de T?, donc on a nécessairement #(x) € Z?, autrement dit, il faut
que u(Z") < Z*, Réciproquement, pour toute application linéaire « de R dans
R? satisfaisant 4 cette condition, ¢ o # est un homomorphisme périodique con-
tinu de R™ dans T?, dont le groupe de périodes contient Z"; il définit donc un
homomorphisme continu de T* dans T?.

Cherchons & quelle condition f est un isomorphisme de T sur un sous-groupe
de T?. Il faut d’abord que u soit une application injective de R dans R?; sinon, le

sous-espace vectoriel ul(O) contiendrait des points x # 0 arbitrairement voisins
de 0, et en un tel point on aurait f(¢(x)) = f(¢(0)) et ¢(x) # ¢(0), contraire-
ment & ’hypothése. Cette condition entraine donc en premier lieu p > n.
L’image u(Z") est alors un sous-groupe discret de rang n» du groupe Z?; les
Jacteurs invariants de u(Z") par rapport & Z? (VII, p. 2 et A, VII, §4, n° 2)

doivent tous étre égaux a wnz; sinon, il existerait un point x € Z" et un entier
E>1 tel que u(% x) eZn, et /lc"ﬂ"’ donc f(cp(}c x)) = £le(0)), et

cp(;c x) # ¢(0) contrairement & I’hypothése. Réciproquement, si cette condition

est remplie, u(R") N Z" est identique a u(Z"), et f est un isomorphisme de T*
sur u(R") fu(Z").

Si I’on applique ce raisonnement au cas ol p = #, on a la proposition suivan-
te:

PropositionN 5. — Tout isomorphisme du groupe topologique T sur un de ses sous-groupes
est un automorphisme de T™, qui s’obtient par passage aux quotients & partir d’une applica-
tion lindaire u de R™ sur lui-méme, qui, restreinte & Z™, est un automorphisme de ce groupe.

n
Il revient au méme de dire (VII, p. 2) que, siu(e;) = z a,;ey, les a;; doivent
i=1

étre des entiers tels que le déterminant det(ay;), soit égal & + 1, ou & — 1, autre-
ment dit on doit avoir (a;;) € GL(n, Z).
On peut aussi présenter ce résultat de la maniére suivante: 4 chaque matrice

(a;;) € GL({n, Z), assogions ’automorphisme (;) (z aiju,) de T". L’application
i

de GL(n, Z) dans le groupe des automorphismes du groupe topologique T" ainsi
définie est un isomorphisme.
En particulier, pour n = 1:

ProrosrTioN 6. — Les seuls isomorphismes du groupe topologique T sur un de ses sous-
groupes sont I’ application identique et la symétrie x — — x.
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§ 3. SOMMES INFINIES DANS LES GROUPES R

1. Familles sommables dans R*

Comme tout point de R" possede un systeme fondamental dénombrable de voi-
sinages, une famille (x,) de points du groupe additif R™ ne peut étre sommable
que si ’ensemble des ¢ tels que x, # O est dénombrable (I11, p. 38, corollaire), ce
qui ramene essentiellement 1’étude des familles sommables dans R" & celle des
suttes sommables. Toutefois, pour les mémes raisons que celles qui ont été exposées
au sujet des familles sommables dans R (IV, p. 32), nous ne ferons, dans les
énoncés qui suivent, aucune restriction sur la puissance de P’ensemble des
indices.

ProposiTioN 1. — Pour qu’une famille (%)), .1 de points X, = (%, 1)1<x<n 9 R" soit
sommable, il faut et il suffit que chacune des n familles (x, 1), 1 de nombres réels soit som-
mable dans R.

Cela résulte de la prop. 4 de III, p. 41.
Cette condition se transforme de la maniére suivante:

TaEOREME 1. — Pour qu’une famille (X)), .1 de points de R™ soit sommable, il faut et il
suffit que la_famille (|x,||) des normes euclidiennes des x, soit sommable dans R.

Cela résulte sans peine de la prop. 1, de la condition de sommabilité d’une
famille de nombres réels (IV, p. 34, th. 3), des inégalités

n

sup |2, < I < 2 %0
1<ks<sn i=1

et du principe de comparaison (IV, p. 33, th. 2).
On peut procéder un peu autrement, en établissant d’abord la proposition
suivante:

ProposiTION 2. — Pour toute famille finie (X;) 1 de points de R™, on a

(1) 2 lxll < 2n.sup || 2, xl-
iel JCI ied
n
En effet, si % = (¥)1<scm 00 2 3]l < 2, [#], done
n
Z =1 < Z (2 [xu'l)- Or, Z || = Z x5 + Z X7
iel F=1 \iel i€l tel iel

et comme, pour toute partiec Jde I, on a
- 2% < = 2w < 2xy € 25 < 2,
iel ieJ ieJ ied iel
on en déduit
2. 4] < 2. sup | 2 5.
JCI ied

iel

Mais | > x,| < |2, ]|, d’ott inégalité (1).
ied ied
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D’autre part, le th. 1 équivaut a la proposition suivante (puisque R* est un
groupe complet): pour que la famille (x,) satisfasse au critére de Cauchy (III,
p. 38, th. 1), il faut et il suffit que la famille (|jx,|) satisfasse aussi & ce critére. Or
I'inégalité du triangle montre que cette condition est suffisante, et I'inégalité
(1) montre qu’elle est nécessaire.

En outre, on a 'inégalité

(2) 12,5, < 2 I,

qu’on déduit par passage a la limite de l’inégalité analogue pour les sommes
partielles finies.

COROLLAIRE. — Pour qu'une famille (x,) de points de R™ soit sommable, il faut et il
suffit que Uensemble des sommes partielles finies de cette famille soit borné dans R™.

D’apres le th. 1 (VII, p. 16) et Pinégalité du triangle, cette condition est
nécessaire; elle est suffisante d’aprés 'inégalité (1) et le th, 1.

ProposiTioN 3. — Soient (x,)y 1, une famille sommable de points de R™, (y,),cm une
JSamille sommable de points de R™, f une application bilinéaire de R™ x R™ dans R®. La
Jamille (f (%, Yu)) o, werxm €5t sommable, et ’on a

® > S =f(Zx 3 w)
A weLxM reLls

Pour montrer que la famille des f(x,, y,) est sommable, il suffit (VII, p. 16,
prop. 1) d’établir que chacune des p familles formées par les coordonnées des
S(x, y,) dans R" est sommable; autrement dit, on peut se limiter au cas oit f

est une forme bilinéaire; mais, pour une telle forme f, on a f(x,y Z a%Y s,

donc on est ramené au cas ot f(X, y) = x;9;, et dans ce cas la proposmon a déja
été démontrée (IV, p. 35, prop. 1).
En spécialisant la fonction £, on a en particulier les corollaires suivants:

COROLLAIRE 1. — 8¢ (a,) 1, est une famille sommable de nombres réels, (X,), cy une
Samille sommable de points de R", la famille (a,%,)x, wyer x v €5t Sommable, et [on a

S (305

€L weM

COROLLAIRE 2. — 87 (%) e1 €t (V,)yem S0t deux familles sommables de points de R™,
la famille (x, | y,) (cf. VI, p. 8) est sommable dans R, et ’on a

©) S il = (Zx ).

(A,wyeLx M

2, Séries dans R"

Pour qu’une série de terme général x, = (%,,y)1 <1<, SOit convergente dans R"
m mi/i<i<n ’
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il faut et il suffit évidemment que chacune des 7 séries (¥,;)n ey S0it convergente
dans R.

DérinttioN 1. — Une série de points de R" est dite absolument convergente si la série
des normes euclidiennes de ses termes est convergente.

ProrosiTiON 4. — Pour qu'une série de points de R", soit commutativement convergente,
il faut et il suffit qu'elle soit absolument convergente.

C’est une conséquence de la prop. 9 de III, p. 44, et du th. 1 (VII, p. 16).

Les exemples de IV, p. 38, montrent que, dans R", une série peut étre con-
vergente sans étre absolument convergente.



Exercices

§1

1) Soient G un sous-groupe discret de rang p de R%, (a;); <;<p un systéme libre de p points de
G. Le raisonnement du th. 1 de VII, p. 4 montre que G est un sous-groupe du groupe

engendré par les p points a,/d, ol d est un entier convenable. Montrer, sans utiliser le th. 1,
P

qu’il existe un systéme libre de p points b; = z bi;a; de G tel que, pour tout autre systéme
i=1
P
libre de p points x, = Z x;a; de G, on ait |det(x;)| > |det(dy)] > 0. En déduire une
f=1

démonstration du th. 1 indépendante de la théorie des facteurs invariants, en prouvant que
)
les b, engendrent G (raisonner par l’absurde: si pour un point z = Z zb; de G, un des
=1
b4

z, n’était pas entier, il existerait un point u = Z u;b; du groupe engendré par z et les b,,
i=1
tel que 0 < #; < 1 pour un indice ¢, et en conclure une contradiction).

2) Soit G un sous-groupe discret de R"; si G est somme directe de deux sous-groupes H, K,
Pintersection des sous-espaces vectoriels engendrés par H et K se réduit 4 0, et le rang de G
est donc égal & la somme des rangs de H et K (observer que, pour tout sous-groupe discret
G de R", le sous-espace vectoriel de R™ engendré par G est canoniquement isomorphe &
G @, R).

3) Soit G un sous-groupe discret de R", Pour qu’un sous-groupe H de G soit facteur direct de
G, il faut et il suffit que H soit de la forme V N G, ot V est un sous-espace vectoriel (pour
voir que la condition est nécessaire, utiliser I’exerc. 2; pour montrer qu’elle est suffisante,
remarquer que H est aussi intersection de G et du sous-espace vectoriel engendré par H,
et utiliser A, VII, § 4, n° 2, cor. du th. 1.)

4) Soient H et K deux sous-groupes discrets de R” tels que la somme H + K soit un sous-
groupe fermé, Montrer que H + K est alors discret, et qu'on a

r(H) + r(K) = r(H A K) + 7(H + K)
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(soit V le sous-espace vectoriel engendré par H N K; décomposer H en somme directe de
V N H et d’'un groupe discret H;, K en somme directe de V N K et d’un groupe discret
K;, en utilisant ’exerc. 3; puis montrer que la somme H; + K; est directe et utiliser
Pexerc. 2).

5) Soient G, G’ deux sous-groupes fermés de R tels que G’ < G, V et V’ les plus grands
sous-espaces vectoriels contenus dans G et G’ respectivement. Montrer qu’il existe un sous-
espace vectoriel W supplémentaire de V, tel que G soit somme directe de V et du groupe
discret K = W N G, et G’ somme directede VN G etde KNG = WA G (si Uestun
sous-espace supplémentaire de V’, remarquer, en utilisant Pexerc. 3, que le groupe discret
U N G’ est somme directe de U N 'V N G’ et d’un groupe discret K’, et prendre pour W
un sous-espace vectoriel contenant K’).

En déduire que:
a) Le groupe quotient G/G’ est isomorphe 4 un groupe de la forme R? x T? x Z" x F, ou
F est un groupe commutatif fini.
b) Tout sous-groupe fermé et tout groupe quotient séparé d’un groupe de la forme
R? x T? x Z' x F (F groupe commutatif fini) est un groupe de la méme forme,

6) Soient H et K deux sous-groupes fermés de R” tels que leur somme G = H + K soit
un sous-groupe fermé,

a) Montrer que, si V et W sont les plus grands sous-espaces vectoriels contenus dans H et K
respectivement, V + W est le plus grand sous-espace vectoriel contenu dans G, et par suite
d(H) + d(K) = d(HN K) + d(H + K) (remarquer que le rang rationnel de G/(V + W)
est fini, et par suite que G ne peut contenir de droite non contenue dans V + W).

b) Soit U un sous-espace supplémentaire de V + W, tel que G soit somme directe de
V+ Wetde M = G U, et que H N K soit somme directe de (V + W) n (HNK) et
de L =HNKnNU (exerc. 5). Soit H’ (resp. K’) le sous-groupe de M formé des com-
posants des points de H (resp. K) dans la décomposition de G en somme directe de V. + W
et de M; montrer que M = H” + K, etque H n K’ = L.

¢) Silonpose H” = HN (V + W) et K” = K N (V + W), montrer que

r(H/I) + r(K//) — f(H” Ia) K//) + r(H// + K//)

(se ramener au cas oo VN W = {0}; montrer qu’alors H” N K” est somme directe de
VK etde Wn H”).

d) Montrer qu’on a r(H) + r(K) = r(HNK) + »(H + K) (utiliser ¢) et I'exerc. 4, en
remarquant que r(H) = r(H’) + r(H”) et 7(K) = r(K) + r(K")).

T 7) Soit G un sous-groupe fermé de R" Pour qu’un sous-groupe fermé H de G soit tel que
G soit somme directe de H et d’un autre sous-groupe fermé K, il faut et il suffit que H soit
intersection de G et d’un sous-espace vectoriel (utiliser Pexerc. 5 pour voir que la condition
est nécessaire; pour montrer qu’elle est suffisante, appliquer convenablement le th. 2 de VII,
p. 54 Geta H, et utiliser ’'exerc. 3 de VII, p. 19).

8) a) Soient H et K deux sous-groupes fermés de R™ Montrer que si l'on a
r(H) + 7(K) = r(HNn K) + r(H + K),

le sous-groupe H + K est fermé dans R” (4 'aide de I’exerc. 7 et de ’hypothése, se ramener
au cas ol les trois sous-espaces vectoriels engendrés par H, K et H N K sont identiques;
désignant par V et W les plus grands sous-espaces vectoriels contenus dans H et K, montrer,
a laide de I’exerc. 5, que V est identique au sous-espace engendré par V N K, et W au sous-
espace engendré par W N H; enfin, décomposer H N K en somme directe de

HAKnNn(V+ W)

et d’'un groupe discret, & l’aide de I'exerc. 7).
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b) Déduire de a) et de ’exerc. 6 que, si H et K sont deux sous-groupes fermés de R" tels que
H + K soit un sous-groupe fermé, la somme H* + K* des sous-groupes associés & H et K
est un sous-groupe fermé.

¢) Déduire de b) que, si H et K sont deux sous-groupes fermés de R” tels que

dH) + d(K) = dHNK) + dH + K),
le sous-groupe H + K est fermé.

9) Soit G un sous-groupe non nécessairement fermé de R", de rang p; soit V le plus grand sous-
espace vectoriel contenu dans G; si V est de dimension ¢ < p, montrer que G est somme
directe de V N G et d’un sous-groupe discret de rang p — g, contenu dans un sous-espace
vectoriel supplémentaire de V (remarquer que, pour toutx € G, (x + V) N G est dense dans
la variété linéaire x + V).

10) Soient 2 un nombre réel, n un entier >0; pour ! € k¥ < n + 1, on considére les nombres
X, = ka — [ka] de Pintervalle (0, 1(. Si, pour 1 < & < n, I, désigne P'intervalle
[(h - 1)/”: h/n[9

montrer qu’il existe deux indices &, £’ distincts tels que #y, et &, appartiennent & un méme
intervalle I, (pour un % convenable). En déduire qu’il existe deux entiers p, g tels que
l<p<net|pa—gql <1/

11) Soient &, = (a;) (1 € i< m, 1 <j < n) m points de R*, ¢ un entier >0; pour tout
point k = (k) (1 € i < m) de R™, & coordonnées entitres non toutes nulles satisfaisant aux
inégalités 0 < k; < ¢, on considére le point x; = (x;,;) (1 <j < n) de R” dont toutes les

m
coordonnées appartiennent a (0, 1, et qui est congru mod. Z" 4 Z kja, \autrement dit, le
=1

point de coordonnées

Xjx = 2:1 kay — [121 kﬂu])-

Si p est le plus petit entier que ¢ + 1 = p™™, montrer qu'il existe deux points k, k’ dis-
tincts tels que les deux points x, x;,, appartiennent tous deux & un méme cube de coté 1/p
(méthode de I’exerc. 10). En déduire qu’il existe m entiers p, non tous nuls et n entiers 7;
(I <j<ntlsquelonait0 <p, < gpourl <imet

i .
ay; — 1l < -
(o Poy | S »

Tirer de ce résultat une seconde démonstration de la prop. 2 de VII, p. 3 (« méthode

des tiroirs »).

pourl < j < n

9 12) Pour tout couple de nombres réels (6, 8), il existe une infinité de triplets (s, ¢, 1)
d’entiers tels que r > 0, |g| < (1/2)r et —(1/r) < 6¢ + p — B < 1/r (si m et n sont deux
entiers tels que |20 — m| < 1/n (VII, p. 21, exerc. 10), prendre r = n, et choisir p et g de
sorte que pn + gm différe de nf de moins de 1/2).

13) On appelle suite de Farey d’ordre n (1 entier >0) I’ensemble F, des nombres rationnels
qui, mis sous forme de fraction irréductible p/g, sont tels que 0 € p < ¢ < n, et qu’on range
par ordre croissant.

a) Montrer que si deux nombres rationnels r = p/g, ' = p’/q’ sont tels que gp” — pg’ = 1,
tout couple d’entiers (p”, ¢”) peut se mettre sous la forme p” = px + py, ¢" = gx + ¢y, ou
% et y sont des entiers; pour que la fraction p”/¢” appartienne 2 'intervalle fermé d’extrémités
r et 7/, il faut et il suffit que x et y aient méme signe.

b) Déduire de a) que, si r = p/g, ' = p’/q’ sont deux nombres rationnels appartenant &
0,1), tels que g > 0, ¢ > O et gp’ — pg’ = +1, 7 et sont consécutifs dans la suite F,,
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n désignant le plus grand des entiers g, ¢’; de plus, le plus petit des entiers m tels que Pintervalle
ouvert d’extrémités r, v’ contienne un point de F,, est 'entier ¢ + ¢’ et il n’existe dans cet
intervalle qu’un seul point de F,, ,, savoir la fraction (p + p')/(¢ + ¢).

¢) Montrer que, réciproquement, si r et 7’ sont deux termes consécutifs dans F,, on a
gp’ — p¢’ = +1 (procéder par récurrence sur n).

d) Déduire de ¢) que, pour tout nombre réel 0 tel que 0 < 6 < 1 et tout entier n 2 1, il
existe au moins une fraction irréductible p/g telle que 1 € g < net |0 — p/g| < 1/(n + 1)g
(cf. VII, p. 21, exerc. 10).

e) Si p/q est une fraction irréductible telle que |8 — p/g| < 1/¢2, 6 appartient & Pintervalle
ouvert dont les extrémités sont les deux termes de la suite de Farey F, consécutifs a p/g.

14) Soit ¢ 'homomorphisme canonique de R sur T; soient § un élément d’ordre infini du
groupe T, et 6, un nombre réel (irrationnel) tel que ¢(68,) = 6. Pour tout entier z > 0, soit
S, Pensemble des éléments k6 de T pour | € £ < n; pour tout intervalle I de R, soit N(I, n)
-1

le nombre des éléments de ’ensemble I N ¢(S,).
a) 8i Yon prend I = (0, 65, montrer que N(I, n}) = [#8,] (on observera que N(I, n) est
alors le nombre de couples d’entiers (v, y) telsque 1l <y < netx € yby < x + 6p).
b) Plus généralement, si 'on prend I = (0, m6,(, m étant entier, on a

m.[(n — m)8s] < N(I, n) < m.[n6]
(méme méthode).
¢) En déduire que, si I est un intervalle quelconque, le nombre (N(I, n))/n tend, lorsque 2
crofit indéfiniment, vers une limite égale 4 la longueur de I (le démontrer d’abord lorsque I
est de la forme (m8y + a, m'0y + a’), m, m’, a et ¢’ étant entiers, en se servant de b); passer

de 12 au cas général en approchant les extrémités de I par des nombres de la forme m6, + a)
(« équipartition de la suite (k9) modulo 1»).

*15) Soit I un cube fermé dans R?, de cbté 2xn; & tout point x = (x;) de I, on fait corres-
pondre le point y = (y;) de R**? tel que

Yy = sin xy
Y2 = (2 + cos x;) sin %y
=1
Yp = (2"‘1 +k212""“1 COS ¥y cosxp_k”...cosxp_l) sinx, 2<p<n)
n-1
Yns1 = 27=k=1 COS X5 COS Xp 41 - - COS Xp.
E=1

Montrer que I'image de I par cette application est homéomorphe & T" (raisonner par
récurrence sur n, en observant que y, est toujours du signe de sin x, pour p < n). Pour
n = 2, la partie de R? ainsi définie est appelée tore de révolution.

1 16) Soit G un sous-groupe de R*; supposons qu’il existe dans G un sous-ensemble compact
connexe K tel que la variété linéaire affine engendrée par K soit de dimension p. Montrer alors
que G contient un sous-espace vectoriel de dimension p. (Raisonner par récurrence sur n, en
utilisant Pexerc. 10 ¢) de VI, p. 23.)

1 17) Soit E le produit (Q,)" de » facteurs identiques au corps Q, des nombres p-adiques
(ITI, p. 84, exerc. 23), muni de la structure de groupe topologique produit des structures de
groupe additif topologique de ses facteurs, et de sa structure d’espace vectoriel de dimension
n sur le corps Q. Si v, désigne la valuation p-adique additive sur Q,, on pose |x|, = p~»®
pour tout x € Q, et #0, [0|, = 0; pour tout x = (x,);<;<» dans E, on pose |x|| = sup |x],
(cf. IX, §3, n°* 2 et 3). !
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a) Pour qu'une partie A de E soit relativement compacte, il faut et il suffit que
sup (Ix|| < 4o0. (Remarquer que v, est une application continue de Q, dans Z muni de la
XeA

topologie discréte.)

b) 8i G est un sous-groupe fermé de E, G est un module topologique sur 'anneau Z, des
entiers p-adiques (si x € G, on a nx € G pour tout n € Z, et Z est dense dans Z,,).

¢) Si K est un sous-groupe compact de E, il existe un systéme libre de m < n points a,
(I €< m) de E, tel que K soit somme directe des m groupes Z,.a,. (Utiliser a) pour
montrer que, si (€)1 ¢j<n €st 1a base canonique de E, il y a un entier £ € Z tel que X soit
contenu dans la somme directe des n groupes Z,.p*e;; puis appliquer la théorie des modules
sur un anneau principal (A, VII, § 4, n° 2).)

d) Si G est un sous-groupe fermé non compact de E, G contient un sous-espace vectoriel de
dimension 1, Q,.a avec a # 0. (Soit C la partie compacte de E formée des points x tels que
lx]| = 1; montrer que G N C contient une suite de points (x,),cn telle que p~'x, € G, et
prendre pour a une valeur d’adhérence de cette suite).

¢) Soient G un sous-groupe fermé de E, V leplus grand sous-espace vectoriel contenu dans
G, W un sous-espace supplémentaire de V; montrer que W N G est compact et que G est
somme directe de V et de W N G (raisonner comme dans le th. 2 de VII, p. 5).

/) Etant donné un sous-groupe G de E, on désigne par G* ’ensemble des points @ = () de

n
E tels que (u|x) = z ux, appartienne 4 Z, pour fout x = (x;) € G. Montrer que G* est
=1
fermé dans E, que (G)* = G* et que (G*)* = G.
2) Enoncer et démontrer les analogues des exerc. 2 4 8 pour les sous-groupes fermés de E.
En particulier, tout sous-groupe fermé et tout groupe quotient séparé d’un groupe de la

forme (Q,)" x (Q,/Z,)* x (Z,)t x F (ot F est produit d’un nombre fini de groupes
cycliques dont P’ordre est une puissance de p) est un groupe de la méme forme.

18) Soient « un nombre irrationnel, F un ensemble fini de nombres réels non entiers. Pour
tout entier m > 0, on pose (ma) = mx — [ma]. Prouver qu’il existe une infinité d’entiers
m > 0 tels que [(ma) + r] = [r] pour tout r€F, et une infinité d’entiers m > 0 tels que
[(ma) + 7] = [r] + 1 pour tout r e F.

§2

1) Soient ¢ I’homomorphisme canonique de R* sur T?, u une application linéaire de R™
dans R™. Pour que ¢ o u soit un morphisme strict de R™ dans T?, il faut et il suffit que 'une
des conditions suivantes soit remplie:

-1
a) u(Z") est de rang m;
b) u(R™) N Z" est de rang égal & la dimension de u(R™).
2) Montrer que le seul homomorphisme continu du groupe topologique additif Q, des
nombres p-adiques (III, p. 84, exerc. 23 et suiv.) dans le groupe additif R est identiquement
nul,
+ oo
93) Tout nombre p-adique » (exerc. 2) peut s’écrire sous la forme z o b ol les oy sont des
-

entiers rationnels, les «;, d’indice # < 0 étant nuls sauf pour un nombre fini de valeurs de

+® + @ - -1
Pindice &. En outre, si z ot = 2 Brp* les nombres rationnels z o p® et z Brp¥ sont
- - - - ®

-1
congrus mod. 1; soit ¢,(x) la classe mod. 1 du nombre rationnel Z o
-

a) Montrer que ¢, est un homomorphisme continu du groupe topologique Q, dans T, et
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que pour tout homomorphisme continu f de Q, dans T il existe un g € Q, et un seul tel que
J(x) = gp(ax) pour tout x € Q,. (Remarquer que la connaissance des éléments f(p*) pour
k < 0 détermine f; montrer que chacun de ces éléments est la classe mod. 1 d’une fraction
dont le dénominateur est une puissance de p; en conclure qu’il existe ae Q, tel que
S (#%) = 9p(ap¥) pour £ < 0).

¢) Montrer que, si ¢:R—T est I’homomorphisme canonique, on a, pour x€Q,

ox) = z ¢p(%), la somme du second membre étant étendue & tous les nombres premiers (on

k4
observera que tous les termes de cette somme sont nuls & ’exception d’un nombre fini d’entre
cux).

1 4) a) Soient G un groupe localement compact commutatif, H un sous-groupe fermé de G
isomorphe 4 R? x T pour deux entiers p = 0, ¢ 2 0, et supposons que G/H soit isomorphe
a4 R ou a T. Montrer que G est isomorphe au produit de H et d’un sous-groupe fermé L
isomorphe & G/H. (Appliquer V, p. 18, exerc. 7 d), pour obtenir un homomorphisme
continu fde R dans G tel que f(R) ¢ H; en déduire un autre homomorphisme continu g
de R dans G tel que f(¢) — g(¢) € H pour tout t€ R et f(R) N H = {¢}; on observera que

f(lH) est un sous-groupe fermé de R distinct de R, et que pour tout élément z # ¢ dans H, il
existe un homomorphisme continu « de R dans H tel que u(l) = z.)

b) Soient G un groupe topologique commutatif séparé, H un sous-groupe fermé de G iso-
morphe & RP x T9, et supposons qu’il existe un homomorphisme continu surjectif
¢: R— G/H. Montrer qu’il existe un homomorphisme continu f:R-—- G tel que
SJR)NH = {} et G = H.f(R). (Se ramener au cas a), en considérant sur G la borne
supérieure de la topologie donnée et de celle dont un systéme fondamental de voisinages de 0

-1
est formée par les p(p(I)), ol p: G — G/H est Papplication canonique et I parcourt un
systéme fondamental de voisinages de 0 dans R; on prouvera que G est localement compact
pour cette nouvelle topologie (cf. III, p. 75, exerc. 10 ¢)).

¢) Donner un exemple ol la restriction de p a f(R) n’est pas bicontinue (cf. V, p. 16, exerc.

210-

5) Soient G un groupe topologique connexe, H un sous-groupe compact commutatif dis-
tingué de G, n’ayant pas de sous-groupe arbitrairement petit (I1II, p. 72, exerc. 30). Montrer
que H est contenu dans le centre de G. (Observer que pour s voisin de ¢ dans G, Pimage de
H par x > sxs~2x~1 est arbitrairement voisine de ¢.)

6) Soient G un groupe topologique. H un sous-groupe distingué fermé de G, isomorphe 2
R" (n > 1) et tel que G/H soit commutatif.

a) On suppose en outre que H ne contient aucun sous-groupe connexe fermé distingué dans
G excepté H lui-méme et {¢}, et que H n’est pas dans le centre de G. Etant donné x, € G ne
commutant pas avec tous les éléments de H, montrer que pour tout v € H, il existe un
élément u € H et un seul tel que x5 tuxou~t = 0. (Observer qu’en notation additive dans H
Péquation s’écrit u — x5 luxy = —v et que ’endomorphisme continu u +> u — x5 uxy de H
est une application linéaire de R" dans lui-méme. Prouver que son noyau est un sous-groupe
distingué dans G.) En outre si f(2) est P'unique élément u € H tel que xg luxou~* = v, f est
un automorphisme bicontinu de H.

b) Sous les hypotheses de a), montrer que application continue g: y > (f{xg yxoy ™)) "y
de G dans lui-méme a pour image le sous-groupe L de G formé des éléments permutant avec
%o, et que la relation g(y) = g(y’) équivaut 4 yy’~* € H. En déduire qu'il existe une bijection
continue #: G/H — L dont I'application réciproque est la restriction & L de I’application
canonique g: G— G/H, et en conclure que G est isomorphe au produit semi-direct topo-
logique de H et L.

M7) Soient G un groupe topologique, H un sous-groupe distingué isomorphe 4 R? x T¢
(¢ 2 0, ¢ = 0) et supposons qu'il existe un homomorphisme continu surjectif ¢: R — G/H.
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Montrer qu’il existe un homomorphisme continu f: R— G tel que f(R) " H = {¢} et
G = H.f(R). (En utilisant VII, p. 24, exerc. 4 b) et V, p. 18, exerc. 8, se ramener au cas
ol G n’est pas commutatif, puis, en utilisant VII, p. 24, exerc. 5, au cas o1 ¢ = 0; raisonner
ensuite par récurrence sur p en utilisant VII, p. 24, exerc. 6.)

§3
1) a) Soit (x)1 <k <m une suite finie de nombres réels telle que |x,] < Ipourl < k < met

T

m

Z %, = 0. Montrer qu’il existe une permutation ¢ de I'intervalle (1, m) de N telle que 'on
P

ait Z xa(k)\ < 1 pour tout indice p tel que 1 < p < m, et qui conserve I'ordre des indices
k=1

h pour lesquels x5, > 0 et 'ordre des indices & pour lesquels x;, < 0 (c’est-a-dire quesih < £,
%, > Oetx, > 0,0nac(h) < o(k), et de méme pour les indices tels que x, < 0).

b) Soit (X4)1 <k <m une suite finie de points X, = (¥11)1<1<n de R, telle que [|%,|| < 1 pour
m

Il<sk<met Z x, = 0. Montrer qu’il existe une permutation s de lintervalle (1, m} de
k=1
»
Z Xo(k)
k=1

récurrence sur 7, en considérant R" comme produit R*~* x R, et en posant X, = (X, Xn)

N, telle que < 5?-1/2 pour tout indice p tel que 1 € p < m. (Raisonner par

avec x;, € R*~1, Prendre une partie H de l'intervalle (1, m) de N telle que ” Z xk” soit
keH I

maximum; 4 Paide d’une rotation, se ramener au cas oll z x;, = 0, et montrer que, dans ce

tkeH
cas, on a nécessairement %, > 0 pour k € H et x4, < 0 pour k ¢ H; utiliser enfin ) et ’hypo-
thése de récurrence).

¢) Soit (X;)1<r<m une suite finie de points de R telle que [[x,ll < 1 pour 1 € kA < m et

Z x|l = @ > 0; montrer qu’il existe une permutation ¢ de Pintervalle (1, m) de N telle
=1

P
kZ1 Xo(k)

€1 2) Soit (X,)nen une suite infinie de points de R* telle que lim x, = 0. Pour toute partie
m=» 0 p

que < (a2 + 1)5%-1/2 pour fout p tel que 1 < p < m (se ramener au cas b)).

finie H de N, on pose sy = z X, Montrer que deux cas peuvent se présenter:
meH

1° Ou bien limg [|sy|l = + o0, §F étant 'ensemble filtrant croissant des parties finies de N.
2° Qu bien il existe des permutations ¢ de N telles que la série de terme général x4, soit

convergente dans R"; dans ce cas ’ensemble A des sommes S , Fatm de ces séries, pour toutes

les permutations ¢ de cette nature, est une variété linéaire aﬁne de R". (Montrer d’abord, a
P’aide de P’exerc. 1 5), que toute valeur d’adhérence, suivant ’ensemble filtrant §§, de l’apph-
cation H — sy, est somme d’une série convergente (Xq4;) pour une permutation convenable
. Utiliser III, p. 79, exerc. 3, pour prouver que ’ensemble A, s’il est non vide, est une classe
suivant un sous-groupe fermé de R". Montrer enfin que A est connexe, en utilisant I’exerc. 1 ¢),
ainsi que II, p. 38, exerc. 15).



NOTE HISTORIQUE

(N.-B. — Les chiffres romains entre parenthéses renvoient & la bibliographie
placée 4 la fin de cette note.)

Au langage pres, les résultats essentiels de ’étude des sous-groupes et des
groupes quotients des groupes additifs R” sont connus depuis la fin du x1x* siécle.
De nombreuses questions d’arithmétique et d’analyse avaient en effet conduit &
chercher la structure des sous-groupes de R" engendrés par un nombre fini de
points. C’est ainsi que Lagrange, développant la théorie des fractions continues,
montre en passant que, pour tout nombre réel 0, il existe des entiers m, z non tous
nuls, tels que m — 70 soit arbitrairement petit ((I), t. VII, p. 27). En 1835,
Jacobi, en vue de ses recherches sur les fonctions analytiques périodiques de
plusieurs variables complexes, montre que, si x, y, z sont trois vecteurs de R?, il
existe des entiers non tous nuls m, n, ¢, rendant arbitrairement petit le vecteur
mx + ny + pz ((II), t. II, p. 25). Un peu plus tard, Dirichlet, au cours de
travaux sur la théorie des nombres algébriques, découvre sa célébre « méthode des
tiroirs » (cf. VII, p. 21, exerc. 10 et 11), grace a laquelle il établit que p formes
@My + gy + -+ am, — ¢ (1 <72 < p) olt les a;; sont quelconques, les
m; et les ¢; entiers (non tous nuls), peuvent &tre rendues arbitrairement petites
simultanément ((III), t. I, p. 635). Par une tout autre méthode, Hermite arrive
au méme résultat en 1850, pour les formes particulieres du type mb, — ¢,
(1 <i<p) (IV), t. I, p. 105). Enfin, en 1884, Kronecker établit le résultat
général énoncé dans la prop. 7 de VII, p. 7 ((V), t. III;, p. 47).

Ces travaux étaient naturellement indépendants de la théorie générale des
groupes abéliens localement compacts, celle-ci étant de création récente (voir
Note historique du chap. III); mais cette derniére théorie, et en particulier la
théorie de la dualité,? a fait apparaitre sous un nouveau jour ces anciens travaux,
en y mettant notamment en évidence la notion fondamentale de sous-groupes
associés; c’est sur ces idées qu’est basé 'exposé du texte.?

Le point de vue auquel nous nous sommes placé dans ce chapitre pour
exposer ces résultats est exclusivement qualitatif, c’est-a-dire que nous avons
démontré Pexistence de combinaisons linéaires de ¢ points, & coefficients entiers,
approchant autant qu’on veut un point donné (qui doit éventuellement satisfaire
a des conditions convenables); mais on peut se demander §’il y a des relations
entre ’approximation obtenue et la grandeur des coefficients des combinaisons
linéaires qui la fournissent: c’est le point de vue quantitatif des « approximations

1 Voir TS, ch. II, §1.
2 Un exposé analogue avait déja été esquissé par Marcel Riesz, (Modules réciproques, Congrés
Intern. des Math., Oslo, 1936, vol. II, p. 36.)
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diophantiennes », auquel se placent tous les auteurs que nous venons de citer.
Ces questions n’ont cessé, depuis un si¢cle, de faire ’objet de recherches trés
nombreuses et trés variées, riches en applications 4 la Théorie des nombres;
il n’entre pas dans notre propos de les développer ici, et nous nous bornerons &
renvoyer le lecteur désireux de s’initier & ces théories, aux travaux fondamentaux
de Minkowski (VI) et de H. Weyl (VII), quisont 4 'origine d’une trés abondante
littérature.*

1 Pour une bibliographie du sujet, voir par exemple J. Koxsma, Diophantische Approximationen, Berlin
(Springer), 1936 et W. M. ScuMIDT, Approximation to algebraic numbers, L’Enseignement mathématique,
17, p. 187-253, 1971,
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CHAPITRE VIII

Nombres complexes

§ 1. NOMBRES COMPLEXES; QUATERNIONS

1. Définition des nombres complexes

Le polynéme X% + 1 n’a pas de racine dans R, puisqu’ona s + 1 > 1 quel que
soit ¥ € R; il est donc irréductible dans R. C’est 12 d’ailleurs un cas particulier du
résultat analogue qui s’applique & tout corps ordonné (A, V1, § 2).

DErinitioN 1. — On appelle corps des nombres complexes, et on désigne par C, le corps
(commutatif) R[X]/(X2 + 1); on désigne par i ’image canonique de X dans G, de sorte
que G est obtenu par adjonction algébrique au corps R de la racine i du polynéme X2 + 1;
les éléments de G sont appelés nombres complexes.

Du point de vue algébrique, I'intérét du corps G provient du théoréme fonda-
mental suivant:

TutoriME 1 (théoréme de d’Alembert-Gauss). — Le corps C des nombres complexes
est algébriquement clos.

Pour le démontrer, il suffit (A, VI, § 2, n°® 6, th. 3) d’établir que: 1° tout élé-
ment >0 a une racine carrée dans R ; 2° tout polyndme de degré impair a coefficients
dans R posse¢de au moins une racine dans R. Nous avons déja démontré la premiére
de ces propositions (IV, p. 12). D’autre part, si f(X) = X" + ;X' +--- + a,
est un polynéme de degré n impair (a, # 0) & coefficients réels, on peut écrire
pour x # 0, f(x) = apx"g(x), o g(x) =1 + ajfapx + - - - + a,fax™ tend vers
+1 lorsque x tend vers 400 ou —co. Il existe donc un nombre a > 0 tel que

S(a) ait le signe de a, et f(—a) le signe de —a,; d’apres le th. de Bolzano (IV, p.
28, th. 2), f'a au moins une racine dans (—a, 4).
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Remarques. — 1) On peut démontrer le th. 1 sans utiliser la théorie des corps ordon-
nés, en se servant des propriétés de la topologie du corps G, qui va étre définie ci-dessous
(VIII, p. 3): voir VIII, p. 22, exerc. 2, et aussi la partie de ce Traité consacrée 4 la
Topologie algébrique, ol le théoréme de d’Alembert-Gauss sera démontré comme
conséquence de résultats sur le degré d’application.

2) Comme C est de degré 2 par rapport a R, on voit que C est, & isomorphisme
prés, la seule extension algébrique de R distincte de R, et qu’il n’existe pas de corps
contenu dans C et contenant R, distinct de R et de C.

On sait (A, V, § 3) que R peut étre identifié & un sous-corps de C, et que tout
élément z € G peut se mettre d’une maniére et d’une seule sous la forme x + iy,
ol x ety sont réels; x est appelé partie réelle de z et se note %#(z), y partie imaginaire
de z et se note #(z); les nombres complexes de la forme 2y (y réels) sont dits
imaginaires purs. La relation x + iy = O (x et y réels) est équivalente a «x = 0 et
y = 0o

Comme 72 = -1, les éléments de C, donnés par leurs parties réelles et ima-
ginaires, satisfont aux régles de calcul suivantes:

(1) () + (& +#) = (+x)+iy +79)
(2) ( +w)(x" + i) = (&' —yy") + (g’ +yx).
En particulier (x + iy)(x — iy) = #* + y2eR; d’ol, six + iy # 0,

1 x .y
(3) parnr il Rl B

La seconde racine du polynéme X2 + 1 dans C est —¢; par suite (A, V, § 6,
n° 2) le seul automorphisme de C, distinct de Papplication identique, et qui laisse
invariants les nombres réels, est I’application faisant correspondre a tout nombre
complexe z = x + iy le nombre complexe ¥ — iy, qu'on note Z, et qu’on appelle
(conformément aux définitions générales) le nombre complexe conjugué de z. On a
H(z) =3z + 2), F(2) = %(z — Z). En vertu de cet automorphisme, si f(z) est
un polyndéme 4 coefficients 7éels, on a f(Z) = f(z) pour tout z € C.

Le nombre réel zZ = 42 + y2 s’appelle la norme algébrique de z (ou simplement
la norme de z lorsque aucune confusion n’est possible); c’est un nombre >0, qui
n’est nul que si z = 0. Le nombre positif v/2Z = Va% + 32 se réduit 2 la valeur
absolue de z lorsque z est réel; on Pappelle encore valeur absolue de z et on le
note |z| lorsque z est un nombre complexe quelconque (cf. A, VI, § 2, n° 6). La
relation |z| = 0 équivaut & z = 0. Si z et 2’ sont deux nombres complexes, le
conjugué de zz’ est 2.2/, donc |22'|? = 22'ZZ' = |z|?|2'|%, d’ol |zZ'| = |z|.|2']:
la valeur absolue d’un produit est le produit des valeurs absolues des facteurs. En particulier,
sizs#Oetz =1/z,ona|l/z] = 1/|z].

Enfin, quels que soient les nombres complexes z, 2’, on a I'inégalité du triangle:

4 |z + 2| < 2] + 2]
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2. Topologie de C

L’application (x, y) > & + 2y du plan numérique R? sur C est bijective; au moyen
de cette application, on peut transporter & C la topologie de R? (cf. VI, p. 1). La
topologie ainsi définie sur G est compatible avec la structure de corps de G (III,
p. 54), car elle est compatible avec sa structure d’anneau (VI, p. 6) et, d’aprés
(3), 1/z est continue dans le complémentaire C* du point 0 dans C.

En munissant ’ensemble G de cette topologie et de la structure de corps
définie plus haut (VIII, p. 1), on définit donc sur C une structure de corps fopo-
logique (111, p. 54) ; quand nous parlerons de la topologie de C, c’est toujours de la
topologie précédente qu’il sera question.

Dans la suite, on identifiera le plus souvent les ensembles C et R?, considérés
comme espaces topologiques; le sous-corps R de C se trouve alors identifié avec
Paxe des abscisses de R?, qu’on appelle pour cette raison axe réel; on appelle de
méme axe imaginaire I’axe des ordonnées de R% (on notera que ce n’est pas un
sous-corps de C). La demi-droite de parameétres (1, 0) (identifiée 2 R,) est dite
demi-axe réel positif; la demi-droite opposée, de paramétres (— 1, 0), demi-axe réel
négatif.

Pour illustrer par des figures ce qui sera dit de C ou de R?, on utilisera la repré-
sentation (bien connue en géométrie élémentaire) de R2 par les points d’un plan olt

Pon a tracé deux axes de coordonnées rectangulaires, qui représentent respectivement
P’axe réel et ’axe imaginaire de G (fig. 7).

Y
Ypmmommmmmmemn !z=x + 1y
0 x x
Ficure 7

Comme dans tout corps topologique, toute fonction rationnelle de n variables
complexes, & coefficients complexes, est continue en tout point de C* ol son déno-
minateur n’est pas nul.

La permutation z > Z de C est continue; c’est donc un automorphisme du corps
topologique C.

On peut d’ailleurs montrer que c’est le seul automorphisme du corps topologique
C, distinct de 'automorphisme identique (voir VIII, p. 25, exerc. 4).

Les fonctions Z%(z), #(z) ne sont autres que les fonctions projections dans R?;
elles sont donc continues; il en est de méme de la valeur absolue |z|, qui n’est autre
que la norme euclidienne (VI, p. 7) du point (x, y) dans R2,

Les propriétés de la valeur absolue permettent de donner une autre démon-
stration du fait que la topologie de C est compatible avec la structure de corps de G
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(cf. IX, p. 28). En effet, la continuité de z + z’ résulte de 'inégalité du triangle
|z + 2’} < |z] + |2/|; la continuité de zz’ résulte de la relation
|22 = 202§] = |20(2 — 24) + (2 = 20)25 + (2 — 20)(2' = 20)]
< |zo|.|2" — 28| + |20].1z — 20| + |2 — 20].|2" — z}}.
Enfin, la continuité de z~? résulte de la relation

|zgt = z7Y = |z|~ .|z = zo].|20| 7%

3. Le groupe multiplicatif C*

On sait (III, p. 55) que la topologie induite sur le groupe multiplicatif C* des
nombres complexes #0 est compatible avec la structure de groupe de C*;
comme C* est ouvert dans G, C* est un groupe topologique localement compact
(I, p. 66, prop. 13), donc complet (pour la structure uniforme multiplicative, bien
entendu; cf. III, p. 56, prop. 8). Le groupe multiplicatif R% des nombres
réels >0 est un sous-groupe fermé de C*. Un autre sous-groupe est formé de ’en-
semble U des nombres complexes de valeur absolue égale & 1, qui est identifié avec le
cercle unité S, de R2, et est par suite un groupe compact. En outre:

ProrosiTioN 1. — Le groupe topologique C* est le produit direct de ses sous-groupes
R*% et U.

En effet, application (¢, ) > fu est un homéomorphisme de R% x U sur C*
(VI, p. 10, prop. 3); il est immédiat d’autre part que c’est un isomorphisme
du groupe produit R% x U sur C*,

Nous savons que le groupe topologique R*% est isomorphe au groupe additif
R (V, p. 11, th. 1); I’étude du groupe topologique C* est donc ramenée a celle
du groupe U, que nous ferons au § 2.

4. Le corps des quaternions

On note H Valgébre des quaternions de Hamilton, c’est-a-dire (A, III, p. 19) la R-
algébre dont ’espace vectoriel sous-jacent est R* et dont la table de multiplication
de la base canonique (notée (1, ¢, j, £)), est donnée par les formules suivantes:

12 =1, li =1l =1, lj=41=j 1k =kl =k,
2=2=k2=-1, Y=—ji=k Jk=-k=1i, ki= —ik=j
On identifie R au sous-corps R1 de H et G au sous-corps de H formé des quater-
nions de la forme a + &, pour g,  dans R. Tout quaternion x € H s’écrit
X =X + %% + %] + X3k = Zg + 2, = 2o + JZ;, avec Xy, 4y, Xy, %3 dans R,

et 2y, z; dans G; on pose

X =% — %l — %] — 4k = Zy — 23,
T(x)=x+§=2xo=20+zo,
N(x) = x.:_x = x% -+ x% + x% + xg = Zozo + 2121-
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On dit que N(x) est la norme (algébrique) de x; c’est le carré de sa norme eucli-
dienne |x| dans R*; on a N(xy) = N(x)N(y). Il résulte de ce qui précede que H
est un corps (non commutatif), 'inverse du quaternion non nul x étant X/N(x).
Le centre de H est R, et il résulte de A, VIII, § 11, th. 2 que toute R-algébre de
rang fini qui est un corps non commutatif est isomorphe a H.

La topologie de H = R* est compatible avec sa structure de corps; elle est
en effet compatible avec sa structure d’anneau d’aprés VI, p. 6, et les coor-
données de I'inverse x~! d’un quaternion non nul x sont des fonctions ration-
nelles, donc continues, des coordonnées de x.

Nous obtenons ainsi un troisiéme exemple de corps topologique localement compact
et connexe, les deux autres étant R et C; on peut montrer que ce sont, & isomorphisme
prés, les seuls corps topologiques ayant ces deux propriétés (AC, VI, § 9, n° 3, cor. du
th. 1).

L’ensemble des quaternions de norme 1, identique a la sphére S, est un sous-

groupe compact du groupe multiplicatif H* des quaternions non nuls.

ProrosiTioN 2. — Le groupe topologique H* des quaternions #0 est le produit direct
de ses sous-groupes R% et S,.

En effet, Papplication (¢, z) ->tz de R% x S; dans H* est un homéomorphisme
d’aprés VI, p. 10, et c’est un homomorphisme de groupes.

Six=2z)+ z,jeH, avec 2, 2, dans C, on a N(x) = z,Z, + z,Z;. 11
s’ensuit que N est une forme hermitienne positive non dégénérée sur le C-espace
vectoriel H (A, IX, §7, n° 1); notons SU(N) le groupe spécial unitaire correspon-
dant. Si on identifie H 4 C2? 4 I'aide de la base (1, ), le groupe SU(N) s’identifie
alors au groupe SU(2, C).

ProrosrTioN 3. — L’application qui associe & chaque q € Sg I”endomorphisme
x—>xq~! = xq

du C-espace vectoriel H est un isomorphisme du groupe Sg sur le groupe spécial unitaire

SU(N).

Soit q € 85; posons g,(x) = xq~* pour x € H. Comme N(q,(x)) = N(x) pour
x € H, ’endomorphisme a, appartient au groupe unitaire U(N). D’autre part,
d’apreés A, ITI, p. 111, ex. 2, le déterminant de g, est égal 41, de sorte que g+>a, est
un homomorphisme de groupes de 83 dans SU(N). Celui-ci est injectif, puisque
q = a,(1) 1. Soit enfin € SU(N); posons ¢ = u(1). On a

N(q) = N(u(1)) = N(1) = 1,
donc gq € 83; posons v = g5 o u. On a v e SUN) et »(1) = 1. Il sensuit que v
laisse stable 'orthogonal Cj de 1 pour la forme N, donc que l'on a »(j) = zj avec
z € C; mais cela implique z = det(v) = 1, soit v = 1, c’est-a-dire u = a,.

Soit H, le sous-R-espace vectoriel de H formé des quaternions x purs, c’est-a-
dire tels que T(x) = 0. Notons N, la restriction & H de la forme quadratique N
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et SO(N,) le groupe spécial orthogonal correspondant (A, IX, §6, n° 2). Si on
identifie Hy 4 R® 4 l’aide de la base (4, j, £), le groupe SO(N,) s’identifie au groupe
spécial orthogonal 8O(3, R) de la forme quadratique

(%1, %g, %3) > 4% + x5 + 3.

Soit q € H* et x € H; d’aprés A, I11, p. 16, formule (17), on a T(qxq~1) = T(x),
de sorte que gxq~? est pur lorsque x Pest.

ProposiTION 4, — L’application qui associe & chaque o €8z [endomorphisme
x> qxq~! = qxq de espace H des quaternions purs est un homomorphisme sur-
Jectif du groupe Sg sur le groupe spécial orthogonal SO(Ny); son noyau est formé des
quaternions 1 et —1,

Soit q € 83; posons 5,(x) = qxq~! pour x € H,. Comme N(5,(x)) = N(x)
pour x € Hy, 'endomorphisme 4, de H, appartient au groupe orthogonal O(N).
D’autre part, Pespace vectoriel H est somme directe de R et de H,, et I'endo-
morphisme x> gxq~! de H est somme directe de 4, et de automorphisme
identique de R; d’aprés A, II1, p. 111, ex. 2, le déterminant de 4, est donc égala 1,
et g — b, est un homomorphisme du groupe S; dans le groupe spécial orthogonal
SO(N,). Le noyau K de cet homomorphisme est formé des éléments de 83 qui
commutent & tous les éléments de Hy, donc qui appartiennent au centre de H;
comme ce centre est égal AR, ona K = §; "R = {-1, 1},

I1 nous reste & prouver que tout élément u de SO(N,) est de la forme b, pour
un élément convenable g de S;. Supposons d’abord que Pon ait u(i) = i. Alors u
laisse stable ’orthogonal Rj + Rk = Cj de ¢ et induit sur cet espace un élément
u du groupe spécial orthogonal de la forme induite par Ny, c’est-a-dire de la
forme zji—> |z|%; il existe donc un élément a€U tel que #(z/) = azj. Soit
qeUtelqueq? =a;ona

bo(27)) = qzjq™" = qz/q = qzqj = az = i(z]);
comme b,(¢) = ¢, cela implique u = by Traitons maintenant le cas général. On a
u(1)? = —1, etietu(?) engendrent deux sous-corps isomorphes de H. D’apres le
théoréme de Skolem-Noether (A, VIII, §10, n° 1, th. 1), il existe q e H* tel que
u(i) = qiq~1; remplagant q par q/|q|, on peut supposer g € 8;. D’aprés ce qui
précede, il existe q' € S5 tel que b5t ou = b, donc u = by, ce qui acheve la
démonstration.

CoOROLLAIRE. — L’application qui associe & chaque (q, q') € Sg x S; [’endomorphisme
x—qxq ! = qxq’ du R-espace vectoriel H est un homomorphisme surjectif du groupe
produit 83 x Sg sur le groupe spécial orthogonal SO(4, R) de la forme quadratique N;
son noyau est formé des couples (1, 1) et (=1, —1).

Soit (g, q') € 85 x 8;; posons ¢,,(x) = gxq’~* pour x € H. On voit comme
ci-dessus que (g, q') > ¢, o €st un homomorphisme du groupe produit 83 x S,
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dans le groupe spécial orthogonal SO(N). Si ¢, = 1, on a en particulier
¢q, (1) = 1,donc q = g’, et la restriction de ¢, - 4 H, est ’endomorphisme 4,; on
ab,=1, doncqg=1o0uq= —1. 1l reste & prouver que tout élément u de
SO(N) est de la forme ¢, . Supposons d’abord que #(1) = 1; alors « laisse stable
Porthogonal H, de 1 et induit sur H, un élément de SO(N,); d’aprés la propo-
sition 4, il existe donc q € S5 tel que u = ¢, 4. Dans le cas général, posons
v = ¢y, 4ny-tou; on a v(l) =1; il existe donc g €83 tel que v = ¢4, €t On 2
U = Cq,ua

Remarques. — 1) ATaide des relations |x + y| < |x] + |y] et |xy| = |x|.]y],
on peut démontrer directement, comme plus haut pour le corps des nombres complexes,
que la topologie de R* est compatible avec la structure de corps de H (cf. IX, p. 28).

2) Sur les sphéres 8o, S, et Sg, il existe, d’aprés ce qui précéde, une structure de
groupe compatible avec leur topologie. Inversement, on peut montrer que tout
groupe topologique homéomorphe & une sphére S, est isomorphe & 'un des groupes
topologiques Sy, S; ou S;.

3) Tout point du groupe 83 posséde un voisinage homéomorphe & R? (VI p. 11,
cor. 2), mais Sz n’est pas localement isomorphe au groupe R3, sans quoi, étant con-
nexe, il serait commutatif (VII, p. 13, th, 1), ce qui n’est pas le cas puisque 7 et j
appartiennent a S; et que ¢ # ji.

4) Sil’on munit les groupes SU(N), SO(N,) et SO(N) des topologies induites par
celle du groupe linéaire GL(4, R), et les groupes

Ss/{l, =1} et (85 x Sg)/{(L, 1), (=1, =1)}
des topologies quotients, les isomorphismes de groupes

S5 — SU(N),
S5/{1, =1} — SO (Ny),
(85 x 85)/{(1, 1), (=1, —1)} - SO(N)

définis ci-dessus sont continus. Comme ils sont définis sur des espaces compacts et &
valeurs dans des espaces séparés, ce sont des homéomorphismes, donc des isomor-
phismes de groupes topologiques.

§2. MESURE DES ANGLES; FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

1. Le groupe multiplicatif U

TrEOREME 1. — Le groupe topologique (multiplicatif ) U des nombres complexes de valeur
absolue 1 est isomorphe au groupe topologique (additif ) T des nombres réels modulo 1.

En effet, U = 8, est compact et connexe, et posséde un voisinage de 1’élément
neutre +1 homéomorphe & un intervalle ouvert de R (VI, p. 11, cor. 2); le
théoréme est donc une conséquence de la caractérisation topologique de T donnée

dans V, p. 11, th. 2,

COROLLAIRE. — Le groupe multiplicatif C* des nombres complexes 0 est isomorphe au
groupe R x T (cf. VIIL, p. 4, prop. 1).
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Remarque. — L’isomorphie des groupes C* et R x T entraine Pexistence des racines
de toute « équation bindme » 2" = @ dans le corps C; en s’appuyant sur cette pro-
priété (et sur la compacité locale de C) on peut obtenir une nouvelle démonstration du
th. de d’Alembert-Gauss (VIII, p. 26, exerc. 2).

Il n’existe que deux isomorphismes distincts du groupe T sur le groupe Uj; car
si g, ¢’ sont deux isomorphismes de T sur U, %’ 'isomorphisme réciproque de
g, I o g est un automorphisme de T, donc (VII, p. 15, prop. 6) on a identique-
ment g'(x) = g(x) ou g'(x) = g(—x). On peut toujours supposer que 1’isomor-
phisme g est tel que ¢ soit 'image par g de la classe (mod. 1) du point }; alors, en
désignant par ¢ ’homomorphisme canonique de R sur T, tout morphisme strict
du groupe additif R sur le groupe multiplicatif U est de la forme x > g(¢(x/a)),
ol a est un nombre réel #0 (VII, p. 14, prop. 4); on notera que intervalle
J—1a|/2, |a]/2( est le plus grand intervalle ouvert symétrique de R que ce mor-
phisme strict applique d’une maniére biunivoque sur image, et que l'on a
g(e(%)) =i. Nous désignerons par x> e(x) ’homomorphisme x> g(o(x));
tout morphisme strict de R sur U est donc de la forme x — e(x/a), ol a # 0. La
fonction e(x) est une fonction continue dans R, a valeurs complexes, satisfaisant
aux identités

(1) le(®)| =1,
(2) e(x +y) = e(x)e(y),
ainsi qu’aux relations

(3) e0) =1, e@) =43 e})=-1, e@)=-i eI)=L

De (1) et (2) on tire les identités

) o(~%) = lje(x) = o(x),
et, de (2) et (3),
e(x + 1) = ie(x),  e(x+3) = —e(),
e(x + 3) = —ie(x), elx+ 1) =ex).
La fonction e(x) est périodique et 1 est période principale de cette fonction.
Remargue. — L’application & + iy > ¢¥e(y) est un morphisme strict du groupe

additif C sur le groupe multiplicatif C*, et sa restriction 2 un voisinage convenable de
0 est un isomorphisme local de C a C*. Par suite (VII, p. 14, remarque), tout mor-
phisme strict de C sur C* est de la forme x + iy > e***Pve(yx + 8y), ol a, B, ¥, & sont
des nombres réels quelconques tels que a3 — By # 0. Nous verrons plus tard (FVR,

II1, § 1, n° 5) qu’il existe un seul de ces homomorphismes, qu’on note z +—- ¢?, tel que
lim (e2 — 1)/z = 1; la restriction de cet homomorphisme 2 I’axe réel est identique

20
4 ¢* (d’olt la notation).

2. Angles de demi-droites

Le corps R étant ordonné, nous orienterons le plan numérique R? en prenant
e; A e, comme bivecteur positif (e,, e, étant les vecteurs de la base canonique);
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dans le plan numérique orienté R? (identifié & C dans ce qui suit), on peut alors

PN
définir Pangle (A}, A;) d’un couple quelconque (A;, Ap) de demi-droites.?
L’ensemble % des angles de demi-droites est muni d’une structure de groupe
commutatif (noté additivement), définie par

S N
) = (Al: A2) + (A23 Aa),

(
d’oti en particulier, (A}, A;) = 0, (Ag, A;) = — (A, Ay).

S
Al: Aa

L’angle plat & est 1a solution # 0 de 'équation 260 = 0 dans %; c’est ’angle que
fait le demi-axe réel négatif avec le demi-axe réel positif.

Pour tout nombre complexe z # 0, on appelle amplitude de z, et ’on note
Am(z), ’angle que fait avec le demi-axe réel positif la demi-droite d’origine 0
passant par z. L’application z+> Am(z) est un homomorphisme du groupe
multiplicatif C* sur le groupe additif %; on a donc

Am(zz') = Am(z) + Am(2’) et Am(Z) = Am(z7?) = —Am(2).

L’angle 8 = Am(i) s’appelle angle droit positif; c’est une des solutions, dans le
groupe ¥, de I’équation 20 = @, 'autre étant —8 = § + @.

L’homomorphisme z+ Am(z), restreint au sous-groupe U de C*, est un
isomorphisme de la structure de groupe de U sur celle de %; si on transporte au
groupe ¥, par cet isomorphisme, la topologie de U, 2 devient un groupe
topologique compact, et ’homomorphisme z+> Am(z) de C* sur 2 est un mor-
phisme strict du groupe topologique C* sur le groupe topologique 2.

Désignons par 6+ f(6) I'isomorphisme de ¥ sur U, réciproque de I’isomor-
phisme z > Am(z) de U sur . Par définition (A, IX, § 10, n° 3), Z(f(0)) se note
cos 0 et s’appelle cosinus de I’angle 0, #(f(0)) se note sin 8 et s’appelle sinus de
I’angle 0. Ces fonctions sont continues dans le groupe topologique %, et satisfont
aux relations suivantes (loc. ¢it.), conséquences immédiates des définitions qui
précedent:

cos0 = 1, sin 0 = 0, coswm = —1, sinw = 0,
cos(—9) =cos B, sin(—0) = —sin 6,
cos(6 + 6') = cos 0 cos 8" — sin O sin 0,
sin(6 + 6) = sin 6 cos §” + sin 6’ cos 0,
cos? 6 + sin? 6 = 1.

Par définition, la tangente tg(6) d’un angle 6 € 2 est 'élément de R, qui vaut
sin 6/cos 0 lorsque 0 # & et 6 # — 38, et vaut oo lorsque 6 = § ou 6 = —3.

1 Rappelons (A, IX, § 10, n° 3) qu’on définit, dans I’ensemble des couples (A;, A;) de demi-
droites d’origine 0, une relation d’équivalence, en considérant deux couples (A;, Ag) et (A7, AL) comme
équivalents s’il existe une méme rotation qui transforme A; en A] et Az en Aj; Pangle du couple (A, Ag)
(ou angle que fait Ay avec A,) est par définition la classe d’équivalence de ce couple.
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La fonction tg est une application continue de 2% dans R; on a tg(6 + &) = tg 6.
On appelle cotangente de 6, et on note cotg 8, I’élément de R égal 3 1/tg 6.

On notera que, si Am(z) = 0, on a z = |z|(cos O + isin 0); cette expression
s’appelle la forme trigonométriqgue du nombre complexe z # 0.

3. Mesure des angles de demi-droites

D’apres le th. 1 de VIIL, p. 7, le groupe topologique 2 des angles de demi-
droites est ésomorphe 2 'T. Tout morphisme strict de R sur 2 s’obtient en composant
lisomorphisme z > Am(z) de U sur % et un morphisme strict de R sur Uj si
Pon pose $(x) = Am(e(x)), tout morphisme strict de R sur ¥ est donc de la
forme x—9(x/a) (a # 0). Etant donné un nombre ¢ > 0, fixé une fois pour
toutes, tout angle 0 correspond, par Phomomorphisme x — $(x/a), & une classe
de nombres réels modulo a (élément de R/aZ) qu’on appelle la mesure de 6
relativement & la base a; par abus de langage, tout nombre réel de cette classe est
appelé une mesure de 9; angle %(x/a) est angle de mesure x (relativement & la base a).
Si x est une mesure de 0, ' une mesure de 6’ (relativement 24 la méme base),
x + x' est une mesure de 0 + 6’, —x une mesure de — 6. On appelle parfois
mesure principale d’un angle (relativement 4 base a) celle de ses mesures qui
appartient & 'intervalle (O, a(.
Choix d’une base a. — On se borne toujours & considérer des basesa > 1. A chaque
a > 1 correspond un angle de demi-droites & = $(1/a) dont la mesure principale
est 1, et qu’on appelle unité d’angle relative 4 la base a; réciproquement, pour tout
angle o # 0, il existe un ¢ > 1 et un seul tel que $(1/2) = «, donc la donnée de
I'unité d’angle « détermine entiérement la base ¢ > 1.
Lorsqu’on prend ¢ = 360 'unité d’angle correspondante s’appelle le degré.
En Analyse, on utilise la base a définie par la condition

lim elxfa) — 1 = i,
x-0 X

nombre qu’on désigne par 27 (nous démontrerons plus tard (FVR, III, § 1, n° 3)
Pexistence d’un tel nombre et indiquerons comment on peut en calculer des valeurs
approchées) ; I'unité d’angle correspondante est appelée radian. Avec la définition de
¢* pour z complexe signalée ci-dessus, on a e(x) = ¢2** pour tout x € R.

Une fois choisie une base g, lorsqu’on parle d’un angle de demi-droites, on
entend le plus souvent une mesure de cet angle relativement a la base a; cet abus de
langage n’a pas d’inconvénient si (comme c’est toujours le cas tant qu’on ne fait
pas de calculs numeériques) la base a reste fixe dans les raisonnements, et si I'on se
souvient que deux nombres réels congrus mod. a correspondent au méme angle de
demi-droites.

Par exemple, ce qu’on entendra le plus souvent par amplitude d’un nombre com-
plexe z # 0, sera une mesure en radians de cet angle, fixée par des conventions qui

dépendront de la question étudiée; une fois ces conventions faites, on notera encore
Am(z) la mesure de ’amplitude ainsi choisie.
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4. Fonctions trigonométriques

Si on compose les fonctions cos 6, sin 6, tg 0, cotg 6 (définies dans %) avec ’homo-
morphisme x > 3(x/a) de R sur 2, les fonctions cos &(x/a), sin ¥(x/a), tg $(x/a),
cotg ¥(x/a) ainsi obtenues s’appellent respectivement cosinus, sinus, tangente et
cotangente du nombre x relatifs 2 la base a, et se notent cos, #, sin, x, tg, x, et cotg, .
L’application x> cos, x + #sin, x est composée de 0> cos 6 + isin 6 et de
x > 9(x/a), d’oti, en vertu de la définition de cos 6 et sin 6 (VIII, p. 9), l'iden-
tité

%) e(g) = cO0S, ¥ + ising x,

qui équivaut a

et aussi, d’apres (4), a

nr () o) e ) -4

On en conclut les identités

(6) COSy X = cosa(%), sin, ¥ = sin, (f;)

Lorsqu’on choisit la base ¢ = 2= dont il a été question plus haut on note simple-
ment cos x, sinx, tgx, cotgx les fonctions cosg; x, sin gn X, tgar %, COtgp. x. Les
formules (6) permettent d’ailleurs d’en déduire les valeurs des fonctions trigono-
métriques relatives a une base quelconque.

Les relations rappelées plus haut entre cosinus et sinus d’angles donnent
évidemment les mémes relations entre cosinus et sinus des nombres qui mesurent
ces angles; en particulier, on a

cos,(* + y) = cos, & cos,y — sing x sin, y,
sing(x + y) = sin, ¥ cos, ¥ + sin, y cos, #,
cos,( —x) = cos, x, sin,(—#) = —sin, x,
cos2 x 4 sin2 x = 1.

Les fonctions cos, x et sin, x sont continues dans R, et périodiques de période
a; a est d’ailleurs période principale de ces fonctions; en effet, la relation cos, x =
cos, y entraine sin, x = sin, y ou sin, ¥ = —sin, y, c’est-a-dire e(x/a) = e(y/a) ou
e(x/a) = e(—y/a), donc x =y (mod. a) ou x = —y (mod. a); on voit de méme
que sin, ¥ = sin, y est équivalente & ¥ =y (mod. a) ou ¥ + y = 4a (mod. a).
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Il résulte de ce qui précéde que cos, ¥ ne prend jamais deux fois la méme
valeur dans intervalle (0, 3a); restreinte & cet intervalle, c’est donc une applica-
tion bijective de cet intervalle sur Pintervalle (—1, +1). Comme cos, 0 = 1,
cos,(3a) = —1, x > cos, x est une application sérictement décroissante de (0, 3a) sur

|
i
[
Il
NI @,
o]
2
]

N

FIcure 8

(-1,1) IV, p. 9 et 10, th. 5 et Remarque). On a cos, x = 0 pour x = a/4, cos,
x > 0 pour 0 < x < af4, cos, x < 0 pour a/4 < x < a/2. Comme cos,(—x) =
cos, x, on en déduit la variation de cos, # dans I'intervalle (— 44, 0}, puis dans tout
R par périodicité (fig. 8). Comme sin, x = —cos,(x + 4/4), on en déduit la
variation de sin, » dans R (fig. 8).

y
-2 al a 32
4 4 2 4
0 X
Ficure 9

La fonction tg, & est une application continue de R sur R; elle prend la valeur
oo pour les valeurs a/4 + k(a/2) (k entier quelconque). Comme elle admet pour
période %a, 4a en est une période principale. Dans I'intervalle (0, a/4), sin, x croit de
0 &1, cos, x décroit de 1 a4 0, donc tg, x est strictement croissante dans (0, a/4(; et
applique (0, a/4{ sur (0, +co[; on en conclut que tg, x est strictement croissante
dans } - a/4, +a/4(, et est un homéomorphisme de cet intervalle sur R (fig. 9).
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5. Secteurs angulaires

Etant données deux demi-droites fermées distinctes A;, A, d’origine 0, soit # la

S
mesure principale de I’angle (A, A,) (relative & une base a choisie une fois pour

toutes). La réunion des demi-droites fermées (resp. ouvertes) A d’origine O telles
N

que la mesure principale y de l'angle (A;, A) satisfasse & 0

0 < y < x) est identique au secteur angulaire fermé (resp. ouvert) S

d’extrémité A,, défini en Algebre (A, IX, § 10, n° 4).

<y < % (resp.
d’origine A; et

b

¥y A,
M, A
M,
2
B/ 3
%2 ®

0 +1 X

Figure 10

En effet, par une rotation, on peut toujours se ramener au cas ol S ne con-
tient pas la demi-droite passant par le point — 1. Si « et p sont les angles que font
alors A, et A, respectivement avec le demi-axe réel positif, le secteur angulaire
fermé S n’est autre (A, IX, § 10, n° 4, prop. 12) que la réunion des demi-droites
fermées A faisant avec le demi-axe réel positif un angle 6 tel que

%§<%g<%

NI™

Or, si u, v, t sont les mesures de «, 8, 0 respectivement, contenues dans l’inter-
valle )—a/2, +a/2(, ces inégalités équivalent & tg, u/2 < tg, /2 < tg, v/2, et
comme tg, x est une fonction croissante dans } —a/4, +a/4(, elles équivalent aussi
dugt<vonal<t—u<v—uy;commex=0v—uy==t—u lapro-
position est démontrée pour les secteurs angulaires fermés; on raisonne de méme
pour les secteurs angulaires ouverts.

Un secteur angulaire fermé est un ensemble fermé dans R2; le secteur angulaire

ouvert de méme origine et méme extrémité est son intérieur dans R? (VI, p. 10,
S
prop. 3). L’angle (A, A,) de mesure principale x, s’appelle 'ouverture du secteur

S; S est dit saillant si x < %a, plat (ou demi-plan fermé) si x = }a, rentrant si x > %a;
un secteur angulaire saillant est dit atgu si x < a/4, droit (ou quadrant) si x = af4,
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obtus six > af4. La bissectrice du secteur S n’est autre que la demi-droite A faisant
avec A, un angle y = $x.

Deux demi-droites fermées distinctes A;, A, définissent deux secteurs angulaires
fermés: celui d’origine A; et d’extrémité A,, et celui d’origine A, et d’extrémité A, ;
leur réunion est le plan numérique R?, leur intersection est la réunion de A; et A,.

6. Angles de droites

On a aussi défini en Algebre (A, IX, § 10, n°® 3) la notion d’angle d’un couple de
deux droites dans un espace vectoriel a deux dimensions sur un corps ordonné
maximal®; cette définition s’applique en particulier au plan numérique R2
L’ensemble 2, des angles de droites est muni d’une structure de groupe commu-
tatif (noté additivement), définie par

RS N SN
(Dls DS) = (Dh D2) + (D2a D3):

d’ol en particulier

S N N
(Dh Dl) = 0, (ng Dl) = —(DI: Dz)-

L’angle droit 3, est la solution #0 de I’équation 20 = 0 dans 2,; c’est 'angle
que fait I’axe imaginaire avec ’axe réel.

On définit un homomorphisme canonique ¢ du groupe % des angles de demi-
droites sur le groupe %, des angles de droites en faisant correspondre, a I’angle
que fait une demi-droite A avec le demi-axe réel positif, ’angle que fait la droite
D contenant A avec I’axe réel (A, IX, § 10, n° 1, cor. de la prop. 3); un angle de
droites 6, est I’image par ¢ de deux angles de demi-droites 0, 6 + &; autrement
dit, %, est isomorphe au groupe quotient de ¥ par le sous-groupe {0, @}. Si on
transporte & U, la topologie du groupe quotient /{0, @} (par I’homomorphisme
bijectif associé & ¢), U, devient un groupe topologique compact, ¢ un morphisme
strict de o sur 2.

Si on compose I’homomorphisme ¢ de 2 sur %, et ’homomorphisme x —9(x/a)
de R sur 2 on obtient un homomorphisme x > $,(x/a) de R sur ,; tout angle
0, € YU, correspond, par cet homomorphisme, & une classe de nombres réels
mod. }a, qu’on appelle encore mesure de 8, (relativement a la base a) ; par abus de
langage, tout nombre de cette classe est aussi appelé une mesure de 8,, et celui
qui appartient & (0, a/2( la mesure principale de 8,; Pangle $4(x/a) est Pangle de
droites de mesure x. Toute mesure de 0, est aussi une mesure d’un des deux angles de
demi-droites 8, 6 + @ dont 0, est 'image par I’homomorphisme ¢.

1 Rappelons que, dans I’ensemble des couples (D;, D) de droites non isotropes, on définit une
relation d’équivalence en considérant deux couples (D4, D) et (D7, Dj) comme équivalents, s’il
existe une méme similitude directe qui transforme D; en D] et D, en D3 ; 'angle du couple (Dy, D,) est
la classe d’équivalence de ce couple.
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Ici encore, une fois choisie la base a, lorsqu’on parle d’un angle de droites, on
entend le plus souvent, par abus de langage, une mesure de cet angle relativement
a la base a.

Remarque. — On définit un homomorphisme de C* sur Y, en faisant correspondre 2
tout nombre complexe z # 0 l'angle que fait la droite passant par 0 et z avec I'axe
réel; il est clair que cet homomorphisme est composé de ¢ et de 'homomorphisme
z— Am(z) de C* sur %; c’est donc un morphisme strict du groupe topologique C* sur
le groupe topologique U, et la représentation bijective associée est un isomorphisme
du groupe quotient C¥*/R¥* sur .

On sait (A, IX, § 10, n° 3) que, si D désigne une droite faisant un angle 8, avec
Paxe réel, (a, b) un couple de paramétres directeurs de D, la tangente de I’angle 6,
(qui se note encore tg 8,) est 'élément b/ade R (=co sia = 0), qu’on appelle aussi la
pente de la droite D. Si 0 et § + © sont les deux angles de demi-droites dont 8, est
I'image par ’homomorphisme ¢, on a tg 6, = tg & = tg (8 + &). L’application
B0+ tg By est un koméomorphisme de 2o sur R, car Pespace topologique C*/R* n’est
autre que la droite projective réelle P, et 'on sait (VI, p. 16) que l'application qui fait
correspondre 4 une droite (considérée comme point de P,) sa pente, est un homéo-
morphisme de P; sur R. Si maintenant on transporte & R la structure de groupe de
9, par Iapplication 8, — tg By, on définit sur R une structure de groupe fopologique
commutatif, ou le composé de deux éléments 4, ¢; est (t; + £)/(1 — #25) quand ¢ et
t; appartiennent & R et sont tels que #1¢; # 1; pour les couples (23, £2) qui ne satisfont
pas a ces conditions, le composé de ¢, et i, s’obtient en prolongeant par continuité la
fonction (x + y)/(1 — xy) 3 R x R, et se note encore (#; + £)/(1 — titz).

Si 0 est un angle de droites, on note souvent 26 le double commun des deux angles
de demi-droites dont 0 est I’image. L’application 6+~ 20 est un isomorphisme du
groupe topologique U, des angles de droites sur le groupe topologique 2 des angles
de demi-droites, dont le composé avec la projection canonique de U sur YU, est la
multiplication par Pentier 2 dans le groupe commutatif 9,. Avec cette notation, on a
les formules suivantes (A, IX, pp. 75-83).

sing 26 = 2tg, 6/(1 + tg26)
cos, 20 = (1 — tg2 6)/(1 + tg26)
tg, 26 = 2 tg, 8/(1 — tg30),

qui sont des identités entre fonctions continues sur g & valeurs dans R (VI, p. 16).

§ 3. SOMMES ET PRODUITS INFINIS DE NOMBRES COMPLEXES

1. Sommes infinies de nombres complexes

Le groupe additif du corps C étant identique au groupe additif R%, il n’y a pas a
revenir sur I’étude des familles sommables et des séries dans C, qui rentre dans la
théorie générale faite dans VII, p. 16-18; nous laissons au lecteur le soin de
traduire les résultats de cette théorie dans le langage de la théorie des nombres
complexes. Signalons seulement la proposition suivante, corollaire de la prop. 3
de VII, p. 17:
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PropostTioN 1. — 8t (up)rer, €8 (0))uem Sont deux familles sommables de nombres
complexes, la famille (,0,) o, uye1.x m €5t Sommable, et I’on a

0 > wn=(Su)(Sa)

e xM €L ®ne

Nous laissons au lecteur le soin d’énoncer la proposition analogue pour les
quaternions.

2. Familles multipliables dans C*

Dans le groupe multiplicatif C* des nombres complexes #0, une famille (z,),;
ne peut étre multipliable que si lim z, = 1 suivant le filtre des complémentaires
des parties finies de I (III, p. 38, prop. 1); en outre, tout point de C* ayant un
syst¢me fondamental dénombrable de voisinages, I’ensemble des ¢ tels que z, # 1
est dénombrable si la famille (z,) est multipliable (III, p. 38, corollaire).

ProrosiTioN 2. — Pour gu’une famille (z,) de nombres complexes
q )
z, = r(cos 6, + isin 0))

soit multipliable dans C*, il faut et il suffit que la famille (r,) des valeurs absolues des z, soit
multipliable dans R, et que la famille (8,) des amplitudes des z, soit sommable dans le
groupe des angles U,

D’aprés la structure du groupe C* (VIII, p. 4, prop. 1), la proposition est
une conséquence immédiate de la prop. 4 de III, p. 41.

L’application qui, a tout angle 0, fait correspondre celle de ses mesures (de
base a quelconque) appartenant & l'intervalle ) —a/2, a/2) est un isomorphisme
local de % a R (VIII, p. 10); comme lim 6, = 0 suivant le filtre des complémen-
taires des parties finies de I, on peut, dans I’énoncé de la prop. 2, remplacer la
condition que la famille (0,) soit sommable dans 2 par la condition que la
famille () des mesures des angles 0, appartenant & ) —a/2, a/2)soit sommable dans
R.

Le théoréme suivant donne un autre critére pour qu’une famille de nombres
complexes, mise sous la forme (1 + u,), soit multipliable dans C* (critére qui
généralise le th. de IV, p. 35; voir IX, p. 81, prop. 1):

TrEOREME 1. — Pour qu’une famille (1 + u,), o1 soit multipliable dans C*, il faut et il
suffit que la famille (|u,|) soit sommable dans R.

Pour toute partie finie J de I, posons

s=l]0+a), =20, o=2lal

eJ ied
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Lemme 1. — Pour toute partie finie J de 1, soit o(]) = sup |pr. — 1|+ Pour toute partie
LCT
LdeJ,ona
(2) | — 1 = 5| < 9(J)or.
Le lemme est évident si L est vide; démontrons-le par récurrence sur Card(L).
Soit L = K U {A}, oit A ¢ K; alors pp, = pr(l + a)) et s, = sg + 4y, d’0l
=1 =—su=(px—1—-3¢) + (g — la
et en vertu de I’hypothése de récurrence et de la définition de ¢(J)

[ — 1 = su] < 9(Jox + 9(J)]arl = o(J)ow,
ce qui prouve le lemme.

Lemme 2. — i J est une partie finie de 1 telle que ¢(J) < %, 0na
los] < 4e()/(1 = 40(])).

En effet, comme o, < o5 pour toute partie L de J, on a, d’aprés (2),

Isu] < @(J)os + |pn — 1] < (1 + o5)0(]);

mais en vertu de VII, p. 16, prop. 2, on a |e;| < 4 sup |sy|, donc on en déduit
LCy
65 < 49(J)(1 + 6,3, d’olt le lemme.

Cela étant, prouvons d’abord que la condition de I’énoncé du th. 1 est
szgﬁsante L’hypothése entraine que la famille (1 + |u,|) est multipliable dans

* (IV, p. 35, th. 4); pour tout ¢ > 0,ily a donc une partie finie J, de I telle
que, pour toute partie finie L de I ne rencontrant pas J,, on ait

H(1+|uul)_1<s

teL
Mais on peut écrire ]_—[ (I +u)- Z ( L), ott M parcourt I’ensemble
M \teM
des parties non vides de L; comme | [ #| = H |4,|, on a

ieM

H(l+uL)—1|<Z(l;[|utl)=g(l+]uI|)-—1<e

el

ce qui prouve notre assertion en vertu du critére de Cauchy, puisque C* est un
groupe complet.

Montrons maintenant que la condition est nécessaire. En effet, si (1 + ), 1
est une famille multipliable dans G*, il existe une partie finie J de I telle que, pour

toute partie finie H de I ne rencontrant pas J, on ait ll [(1+4)-1<4%
teH
D’aprés le lemme 2, on en déduit . |#,]| < 1 pour toute partie finie H de I ne
teH

rencontrant pas J, ce qui entraine que la famille (|u,|) est sommable dans R
(IV, p. 32, th. 1).
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Nous donnerons plus tard de ce théoréme une démonstration plus simple, fondée
sur les propriétés différentielles des fonctions exponentielles et logarithmiques
(FVR, V, § 4, n° 3). L’avantage de la démonstration précédente est que son principe
s’applique aussi a4 des produits infinis (ordonnés) dans certains corps et algébres non
commutatifs (voir IX, p. 78).

3. Produits infinis de nombres complexes

Pour qu’un produit infini de nombres complexes #0, de facteur général
z, = ry(cos 6, + ¢sin 0,) soit convergent dans C*, il faut et il suffit d’aprés la
structure du groupe C*, que le produit de facteur général 7, soit convergent dans
R*% | et que la série de terme général ¢, (mesure de 6, appartenant a l'intervalle
) —a/2, a/|2}) soit convergente dans R.

DérnirioN 1, — Un produit infini de nombres complexes, de facteur général 1 + u,, est
dit absolument convergent, si le produit de facteur général 1 + \u,| est convergent (ou, ce
qui revient au méme, si la série de terme général |u,| est convergente).

ProrosiTiON 3. — Pour qu'un produit infini de nombres complexes soit commutativement
convergent, 1l faut et il suffit qu’il soit absolument convergent.
Cela résulte de la prop. 9 de III, p. 44, et du th. 1 de VIII, p. 16.

Remarques. — 1) Le produit de facteur général |1 + u,| peut étre convergent, et
méme absolument convergent dans R¥%, sans que le produit de facteur général
1 + |u,| le soit (voir VIII, p. 26, exerc. 4); cela ne peut naturellement se produire
lorsque tous les 1 + u, sont réels et >0 a partir d’un certain rang.

2) Comme on I'a déja signalé pour les produits de facteurs >0, la convergence de la
série de terme général u, n’est ni nécessaire ni suffisante pour assurer la convergence du
produit de facteur général 1 + u,.

§ 4. ESPACES NUMERIQUES ET ESPACES PROJECTIFS
COMPLEXES

1, L’espace vectoriel G

Le groupe topologique produit C" de n groupes égaux au groupe topologique C
peut étre identifié au groupe topologique R2?" par la bijection qui associe a 1’¢l¢é-
ment z = (24, ..., 2,) de C* Pélément (Z(z,), F(z,), ..., %(z,), #(z,)) de R?",

Mais, comme € est un corps, on peut définir sur C" une structure d’espace
vectoriel de dimension n sur G, le produit az d’un nombre complexe 2 et d’un point
z = (z,) de C" étant le point (az)); il faut avoir soin de ne pas confondre cette
structure et celle d’espace vectoriel de dimension 2n par rapport & R, définie sur R%"
(VI, p. 2); on réservera la notation C" & I’espace topologique produit de n
espaces identiques & C, muni en outre de la structure d’espace vectoriel par
rapport & C qui vient d’étre définie; on le désignera sous le nom d’espace numérique
complexe @ n dimensions. On notera que ’application (f, z) —> tz est continue dans

C x C~,
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Une application linéaire affine de C" dans G™ est aussi une application linéaire
affine de R?" dans R?™, mais la réciproque n’est pas vraie.

Par exemple, 'application z — Z est une application linéaire de I’espace vectoriel
R? sur lui-méme, mais non une application linéaire de P’espace vectoriel G sur lui-
méme,

Toute application linéaire affine de C* dans C™ est donc uniformément continue;
en particulier, toute application linéaire affine de C* sur lui-méme est un homéo-
morphisme.

Toute variété lindaire affine & p dimensions (p < n) de V’espace vectoriel C* est
aussi une variété lindaire affine & 2p dimensions de Pespace vectoriel R?"; ici encore, la
réciproque est inexacte. Pour éviter toute confusion, on désigne les variétés
linéaires (affines) & p dimensions de C" sous le nom de variéiés lindaires complexes a
p dimensions (les variétés linéaires de R?" étant appelés variéiés linéaires réelles quand
on veut se garder de toute méprise). En particulier, on appellera droites complexes
(resp. plans complexes) les variétés linéaires complexes a4 1 dimension (resp. & 2
dimensions) de C", hyperplans complexes les variétés linéaires complexes & n — 1
dimensions.

Il est souvent commode de considérer ’espace numérique R™ comme plongé
dans P'espace numérique complexe G, en P'identifiant & la partie de C* définie
par les relations J(z,) =0 (k = 1,2,...,n), dont la structure de groupe topo-
logique (induite par celle de C*) est isomorphe & celle de R”,

On notera que R", ainsi plongé dans C*, n’est pas une variété linéaire complexe
de C".

Un systéme de p vecteurs de R?, libre par rapport au corps R, est encore libre
par rapport au corps G; toute variété linéaire réelle V 4 p dimensions de R”
engendre, dans C*, une variété linéaire complexe a p dimensions V', dont elle est la
trace sur R" (A, II, p. 120); si V est définie par un systéme de n» — p équations
linéaires f,(x) = ay, ou les f;, sont des formes linéaires sur R" (a coeflicients réels,
et linéairement indépendantes) et les a;, des nombres réels, les mémes équations,
mais ot ’on donne aux coordonnées de x des valeurs complexes, définissent V',

Inversement, lorsqu’une variété linéaire complexe a p dimensions a une
intersection non vide avec R", cette intersection est une variété linéaire réelle;
mais la dimension de cette variété peut étre <p.

2. Topologie des espaces vectoriels et des algébres sur le corps C

Toutes les définitions et tous les résultats des n° 5 et 6 du chap. VI, § 1, relatifs
aux topologies des espaces vectoriels et des algébres sur le corps R, et en particu-
lier des espaces et algebres de matrices & éléments dans R, sont valables sans
aucune modification quand on remplace partout R par C.
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3. Espaces projectifs complexes

Avec les notations rappelées dans VI, p. 13, on pose la définition suivante, ana-
logue 4 la définition des espaces projectifs réels:

DEFINITION 1. — On appelle espace projectif complexe & n dimensions Iespace projectif
P, (C) muni de la topologie quotient de celle de G, | par la relation d’équivalence A, (C).
L’espace projectif P, (C) s’appelle droite projective complexe, I’espace projectif Py(C)
plan projectif complexe.

Dans toute question ol interviennent les espaces projectifs complexes, a ’exclusion
des espaces projectifs réels, on écrit encore P, au lieu de P,(C).

La plupart des raisonnements relatifs aux espaces projectifs réels s’étendent
avec de trés légéres modifications aux espaces projectifs complexes.

En premier lieu, on voit que ’espace topologique P,(C) est séparé, par le
raisonnement de la prop. 1 de VI, p. 13, qui se transpose tel quel en remplagant
simplement R par C. De méme, le raisonnement de la prop. 2 de VI, p. 13,
montre que P,(C) est compact et connexe, et homéomorphe a I’espace quotient de la
spheére S,, ., (considérée comme plongée dans espace Cf, ,, identifié & RY, . ,)
par la relation d’équivalence induite sur cette sphére par A,(C); on notera seule-
ment que, si # > 0, les classes d’équivalence pour cette relation sont ici des
ensembles homéomorphes au cercle §,.

C’est pour cette raison que la prop. 3 de VI, p. 14, n’a pas d’analogue pour les
espaces projectifs complexes.

On montre ensuite, comme dans VI, p. 15, que toute variété linéaire pro-
jective a p dimensions de Pespace P,(C) est un ensemble fermé, homéomorphe &
P,(C), et dont le complémentaire est partout dense si p < z. Le raisonnement de
la prop. 5 de VI, p. 15, se transpose sans aucune modification par simple subs-
titution de C & R, et prouve que, dans P,(C) (pour z > 0), le complémentaire
d’un hyperplan projectif est homéomorphe & C", et par suite que tout point a un
voisinage homéomorphe & C". Cela permet de plonger I’espace numérique com-
plexe C" dans Pespace projectif complexe P,(C), en Iidentifiant avec le complé-
mentaire d’un hyperplan projectif, dit « hyperplan & 'infini» (le plus souvent,
Phyperplan d’équation x, = 0). Dans le cas particulier ot » = 1, 'hyperplan a
P'infini est un point; le th. d’Alexandroff montre alors que P, (C) est homéomorphe
A Pespace C obtenu en rendant compact espace localement compact C par
adjonction d’un « point & linfini » noté «o; le cor. 1 de VI, p. 11 prouve alors
que la droite projective complexe P,(C) est homéomorphe é la sphére S,.

Nous laissons au lecteur le soin d’énoncer les résultats analogues a ceux de
VI, § 3, n° 4, pour les fonctions prenant leurs valeurs dans C.

Considérons 'espace R**! comme plongé dans C**+! (VIII, p. 19). Soit f
Papplication canonique de C¥,, sur l'espace quotient P, (C). Le sous-espace
S(R¥, 1) se compose des points de P,(C) qui admettent au moins un systéme de
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coordonnées homogenes réelles; montrons que f(R¥,;) est homéomorphe &
Pespace projectif réel P,(R), ce qui permet, en 'identifiant & ce dernier, de con-
sidérer I’espace P,(R) comme plongé dans P,(C). Or, la relation induite par
A, (C) sur R¥,, n’est autre que A,(R); Papplication canonique ¢ de
R}, /A, (R) = P,(R) sur f(RE,,) est continue (I, p. 23, prop. 10); comme
P,(R) est compact, ¢ est un homéomorphisme (I, p. 63, cor. 2).

On peut aussi démontrer que ¢ est bicontinue sans utiliser la compacité de P,(R),
en se servant du critére de la prop. 10 de I, p. 23 (voir VIII, p. 28, exerc. 3).

Comme tout sous-espace vectoriel 2 p + 1 dimensions de R"*! engendre, dans
C"+1, un sous-espace vectoriel complexe a p + 1 dimensions, on voit que toute
variété linéaire projective V & dimensions de P,(R) (dite variété linéaire pro-
jective réelle) engendre dans P,(C) une variété linéaire projective V' & p dimen-
sions (dite variété linéaire projective complexe), dont elle est la trace sur P,(R); en
outre, tout systtme d’équations (homogenes) de V est un systeme d’équations
(homogenes) de V', en donnant aux variables des valeurs complexes.

4. Espaces de variétés linéaires projectives complexes

Avec les notations rappelées dans VI, p. 17, on définit de méme les espaces de
variétés linéaires projectives d’un espace projectif complexe:

DerINITION 2. — On appelle espace des variétés linéaires projectives & p > O dimensions
de U espace projectif P, (C), Uespace P, ,(C) quotient de I’espace topologique L, « 1, 5+ 1(C)
par la relation d’équivalence A, ,(C).

La démonstration de la prop. 6 de VI, p. 18 se transpose sans modification
pour l'espace P, ,(C) et montre que cet espace est connexe, localement connexe, et
que chacun de ses points posséde un voisinage homéomorphe & CG®+1® =2, On
démontre ensuite que P, ,(C) est compact, en remplagant, dans la démonstration
de la prop. 7 de VI, p. 19, le sous-espace V, . ,,; par le sous-espace W, .1 p.1
deL,,,,41(C) formé des systtmes de p + 1 vecteurs formant une base hermitienne
orthonormale du sous-espace vectoriel qu’elles engendrent (A, IX, §6, n° 1): il
revient au méme de dire que W, ,.; se compose des matrices X = (x;)
satisfaisant aux conditions

n
Zx,,ﬁ,j=1 pourl €igp+1
i=o

n
z xuik:, = O pouri # k.
i=0

Enfin, le raisonnement de la prop. 8 de VI, p. 20 est aussi applicable sans modi-
fication, et on voit donc que la grassmannienne G, ,;, ,+1(C) est homoméorphe
a P, ,(C).
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Remarque. — La plupart des propriétés communes aux espaces numériques (ou
projectifs) réels et complexes sont encore exactes pour les espaces numériques (resp.
projectifs) définis de maniére analogue a partir du corps des guaternions Hj elles sont
méme susceptibles de s’étendre & beaucoup d’autres corps topologiques (cf. VIII,
p. 27, exerc. 2 et VIII, p. 28, exerc. 6).

5. Continuité des racines d’un polynéme

Soient K un corps commutatif et #» un entier > 0; notons K[X], ’espace vectoriel
des polynémes a coeflicients dans K et de degré < n. Soit ¢ ’application canonique
de K[X], — {0} sur I'espace projectif P(K[X],) déduit de K[X],; la restriction
de ¢ a I’ensemble des polynémes unitaires appartenant & K[X], est bijective.

D’autre part, le groupe symétrique &, opére sur I'ensemble P, (K)", produit
de 2 espaces égaux a P, (K), par permutation des facteurs. Notons 2, (K) l'en-
semble P,(K)*/&, des orbites de &, dans P, (K)* (« puissance symétrique n-iéme »
de P,(K)).

L’application de (K% = {0})" dans K[X], = {0}, qui associe a 1’élément
((@ys b1)y .« oy (Gny b)) le polyndme (6, X — ay)...(6,X — a,), définit par pas-
sage aux quotients une application de P,(K)" dans P(K[X],); cette application
est constante sur chaque orbite de €, dans P, (K)", donc définit par passage au
quotient une application fde X, (K) dans P(K[X],). Soit £ € £,(K); il existe une
suite ay, . . ., a,, avec p < n, d’éléments de K telle que £ soit 'image canonique
de I’élément (ay, ..., a,, ©, ..., 0) de P;(K)"; on a alors f(&) = ¢(P), ou P est
le polynéme unitaire (X — a;)...(X — a,). Il en résulte que I’application f est
infective, et qu’elle est bijective lorsque K est algébriquement clos.

Supposons maintenant K = C. Munissons P, (C)" et P(C[X],) des topologies
définies ci-dessus (VIII, p. 20 et VI, p. 14) et Z,(C) de la topologie quotient de
celle de P, (C)™.

ProposirionN 1. — L’application f de Z,(C) dans P(C[X],) définie ci-dessus est un
homéomorphisme.

L’application f est bijective car C est algébriquement clos (VIII, p. 1, th. 1).
Il est clair que ’application ((ay, b1), . - ., (@, b)) > q((:X — a3). .. (6, X — a,))
de (C? = {0})" dans P(C[X],) est continue; d’aprés I, p. 34, cor. de la prop. 8 et
I, p. 21, prop. 6, I'application f est continue. Comme X,(C) est quasi-compact
(I, p. 62, th. 2), et P(C[X],) séparé, la bijection f est un homéomorphisme
(I, p. 63, cor. 2 au th. 2).

CoROLLAIRE. — L’espace projectif complexe & n dimensions est homéomorphe & la puissance
symétrique n-iéme de la droite projective complexe.

Soient P € C[X], un polynéme non nul et a € C; notons v,(P) la multiplicité de
a comme racine de P, c’est-a-dire le plus grand entier positif m tel que (X — a)™
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divise P. On note v, (P) P’entier positif »—deg(P), et on dit que le point o de
P,(C) est racine de Psi v,(P) > 0. Ona (A, IV, §2,n°4, prop. 7 et A, V, § 4,
n° 1, prop. 1)

9,(P) = n.

aeP1(0)
Pour toute partie A de P,(C), on note v, (P) le nombre des racines de P dans A comp-
tées avec leur multiplicité, c’est-a-dire lentier z v,(P).
acA

ProposiTioN 2. — Soit A une partic ouverte (resp. fermée) de Pi(C). La fonction
numérique P —> v, (P) est semi-continue inférieurement (vesp. supérieurement) en tout

point de C[X], — {0} (IV, p. 28).

Soient P un point de C[X], = {0}, A une partie ouverte de P;(C); posons
va(P) = r. La partie A; x...x A, de P (G ol A, =-.-=A, =A,
A, =.--=A, =P, (C), est ouverte; son image U dans X,(C) est ouverte
d’apres I1II, p. 9, lemme 2; d’aprés la prop. 1, la partie f(U) de P(C[X],) est
ouverte. Soit V son image réciproque dans C[X], = {0}; c’est un ensemble
ouvert contenant P; il se compose des polynémes de la forme II(5,X — 4,), avec
(@1, 1), ..., (2, b,) dans V; on a donc 7,(Q) > r pour Q € V. Ceci prouve que
v, est semi-continue inférieurement lorsque A est ouvert; si A est fermé, son
complémentaire B est ouvert, et la fonction vz = n — v, est semi-continue
supérieurement d’apres ce qui précéde.

CoROLLAIRE 1, — Soient U une partie ouverte de P,(C), F sa frontiére. L’ensemble des
polynémes P € C[X], = {0} tels que ve(P) = O est ouvert, et la fonction vy est localement
constante dans cet ouvert. Pour tout entier r, ’ensemble des P € C[X], = {0} ftels que
vp(P) = 0 et vy(P) = 7 est ouvert.

L’ensemble E des points P ou la fonction semi-continue supérieurement o5
est <1 est ouvert (IV, p. 29, prop. 1). Pour P dans E, on a vy(P) = »5(P) ou U
désigne Padhérence U U F de Uj la restriction de vy & E est semi-continue
inférieurement et supérieurement, donc continue, c’est-a-dire localement cons-
tante. L’ensemble des points de E ol elle prend la valeur 7 est donc ouvert.

CoROLLAIRE 2, — Sotent U et F comme dans le corollaire 1, et soit 'V [ouvert de
C[X], = {0} formé des polyndmes P tels que vx(P) = 0, vy(P) = 1. A chaque PV
associons son unique racine dans U. L’application de V dans U ainsi définie est continue.

Notons p 'application précédente. Soit U’ une partie ouverte de U, et notons
F’ sa frontiére dans P;(C). Comme U’ U F' < U U T, les éléments P de V tels
que p(P) e U’, c’est-a-dire que v, (P) > 0, sont aussi les éléments P de V tels que
v (P) = 1, vp.(P) = 0; il résulte alors du cor. 1 que p~*(U’) est ouvert dans V.



Exercices

§1

1) Soitf(2) = 2" + ay2""* 4+ -+ a,_1z + a, un polynéme de degré n 4 coefficients com-
n

plexes et posons f(z) = | | (z — z,); soit 7o = sup |i].

a) Montrer que si le nombre réel > 0 est tel que
= a4 Jag)r" 2 A e+ |anoa|r + a

on a ry < r; en déduire

n
o € sup(l, z lax )

k=1
: a1
b) Soit ()1 <i<n une suite finie de # nombres >0 tels que 2:1 N = 1; montrer que 'on a
ro < sup (O | ax])t*
P

(utiliser a)).
¢) Déduire de a) que si les coefficients g, sont tous #0, on a

as [/ ap -
7o < sup(2lasl, 2 —l,...,z faza, daoa ).
a Qp-2 an,

d) Déduire de a) que I’'on a
ro < lag — 1) + |ag — a1] + -+ |an-1 — an| + |aa]
(considérer le polynéme (z — 1) f(z)). En conclure que si les g; sont tous réels et >0, on a
az dn~1 G
7o < sup(al, Ty an_l)-

2) On appelle nombres algébriques les nombres complexes qui sont algébriques sur le corps Q
des nombres rationnels. Montrer que le corps ordonné B des nombres algébriques réels est
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un corps ordonné maximal, mais qu’il n’est pas complet pour la topologie induite par celle
de R (identique 2 la topologie J,(B), cf. IV, p. 51, exerc. 2 5)).

9 3) a) Soit K un corps ordonné maximal (A, VI, § 2, n° 5), muni de la topologie Z5(K),
qui est compatible avec sa structure de corps (IV, p. 51, exerc. 2). Soit

FX) = Xt + aXr ot g,

un polyndme de K[X] admettant une racine simple « dans K. Montrer que pour tout
élément ¢ > 0 dans K, il existe un v > 0 dans K tel que, pour tout polynéme

g(X) = bX* + 5yX 1 4t b,

pour lequel |¢; — b;| < n pour tout i, il existe une racine simple B de g et une seule dans K
telle que |B — «| < e. (Développer f et g en puissances de X — « et utiliser A, VI, § 2,
exerc. 13). Donner une majoration de v en fonction des aq;, de « et de .

b) Déduire de a) que si K est un corps ordonné maximal, son complété K pour J5(K), qui est
un corps naturellement muni d’une structure d’ordre (IV, p. 51, exerc. 2), est un corps
ordonné maximal.

¢) Soient K, un corps ordonné, S = Ky((X)) le corps des séries formelles & une indéter-
minée sur Ky; on ordonne (totalement) S en prenant pour éléments >0 de S 1’élément 0 et
les séries formelles dont le coefficient du terme de plus petit degré est >0. Montrer que S,
muni de la topologie J,(8), est complet, mais que S n’est pas ordonné maximal (prouver que
les polynémes Y? — X de S8[Y] sont irréductibles pour tout entier p > 1 (A, V, § 11, exerc.
12)).

d) Dans l'exemple de ¢), on prend K, = R, Soit K une extension algébrique ordonnée
maximale de S; montrer que, pour la topologie J5(K), K n’est pas complet. (Plonger S dans
le corps E des séries formelles & exposants bien ordonnés (A, IV, § 5, exerc. 11 b)), ordonné
de la méme fagon que S, et K dans une extension ordonnée maximale Q de E. Observer que
E est complet, et donner un exemple d’une suite de Cauchy formée d’éléments de K et qui
converge vers un élément € E non algébrique sur S; on choisira f de sorte qu’il y ait une
infinité de S-isomorphismes de E dans une cléture algébrique de Q, tels que les images de f
par ces isomorphismes soient distincts).

4) Montrer que tout homomorphisme continu f (nécessairement injectif) du corps topo-
logique € sur un sous-corps de G, est 'automorphisme identique de C, ou I'automorphisme
z+—> z de C. (Remarquer que ’on a nécessairement f(x) = x pour x € Q, et en déduire que
f(x) = x pour tout x € R.) Montrer qu’il existe une infinité d’isomorphismes non continus
de C sur des sous-corps de C distincts de G (cf. A, V, § 6, exerc. 1, et AC, VI, § 9, exerc. 2).

€ 5) a) Soit K un sous-corps non commutatif du corps des quaternions H; montrer que le
centre Z de K est un sous-corps du centre R de H. (Remarquer que tout élément de K est
permutable avec tous les éléments du corps commutatif L engendré par Z U R; si on avait
Z ¢ R, le corps L serait un sous-corps commutatif maximal de H, et K serait contenu dans
L, contrairement a4 ’hypothese.)

b) En déduire que tout isomorphisme f (non nécessairement continu) de H sur un sous-
corps de H est un automorphisme intérieur x — axa~* de H (la restriction de f 4 R est un
isomorphisme de R sur un sous-corps de R, en vertu de a); utiliser ’exerc. 3 de IV, §3, et A,
VIII, § 10, n° 1, cor. du th. 1),

§2
1) Soient @ un nombre complexe #0, n un entier >0; pour tout nombre r > 0 tel que
™ < |a|, montrer qu’il existe z € G tel que |z] = r et |a + z*| = |a| — r". En déduire que

sifest un polyndéme de degré >0, a coefficients complexes, on ne peut avoir | f(z,)| < [f(z)]
pour tous les points z d’un voisinage d’un point zg, lorsque f'(z,) # 0.
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2) Montrer que, pour tout polynéme & coefficients complexes f, non identiquement nul,
il existe un nombre 7 > 0 tel que pour |z| = r, on ait | f(2)| > |f(0)|. En déduire, & l’aide
de I’exerc. 1 et du th. de Weierstrass (IV, p. 27, th. 1) une nouvelle démonstration du
fait que € est un corps algébriquement clos (considérer la fonction f'dans ’ensemble compact
des points z tels que |z| < 7).

3) Montrer (sans utiliser le th. 1) que P'application z > z/Z est un morphisme strict du
groupe topologique C* sur le groupe topologique U. En déduire que Papplication
te> (1 4+ dt)/(1 — it) (avec (1 + it)/(1 — it) = —1 si ¢ = co0) est un isomorphisme du
groupe topologique R (VIII, p. 15) sur le groupe topologique Uj; tirer de la une autre
démonstration du th. 1.

9 4) Soit K le plus petit sous-corps pythagoricien (A, VI, § 2, exerc. 8) de R, et soit K’ le
corps obtenu par adjonction de ¢ & K. Soit G le groupe multiplicatif des éléments de K’ de
valeur absolue 1 (sous-groupe de U). Montrer que G n’est pas isomorphe au groupe additif
des nombres de K modulo 1. (Observer que dans ce dernier groupe, il existe des éléments
d’ordre premier p quelconque; montrer d’autre part, en prenant p tel que p — 1 ne soit pas
une puissance de 2, que G ne peut contenir de racine p-¢me de 'unité # 1, en notant que le
degré sur Q de tout élément de K’ est une puissance de 2).

§3

€ 1) Pour toute suite finie s = (z)xe1 de nombres complexes, on pose (cf. VII, p. 16, prop.
2)

2. 12l = posup | 2 2]

kel JCI lked
a) *Siz, = r(cos g + isin @), 0lr, = |z, et oll oy est la mesure principale en radians de
Pamplitude de zx, on pose, pour tout ¢ tel que 0 < ¢ < 2mw,

F@) = 2 nicos(p + @) *.

kel
Montrer que la borne supérieure de f(¢) dans 'intervalle (0, 2r( est égale & sup |kz zk|.
JCI e

En considérant ’intégrale (2* do, en déduire que, pour foule suite finie s, ona g; < w, et
g o J\®)ae que, p P
qu’il n’existe aucune suite finie (z,) = s telle que p; = =.
b) Montrer que, pour tout ¢ > 0, il existe une suite finie (z;) = s telle que p;, > °* — ¢
que, p ; - une que ¢
(prendre pour les z, les racines d’une équation bindme de degré assez grand).,

2) Soit (z,) une suite infinie de nombres complexes z, = x, + #,, telle que x, = 0 pour
tout n. Montrer que si les séries de terme général z, et z2 sont convergentes, la série de terme
général z2 est absolument convergente. Donner un exemple ot ce résultat tombe en défaut
quand on remplace la condition x, = 0 (qui s’écrit aussi —~=/2 < Am(z,) < n/2) par

E
2

quelque petit que soit le nombre ¢ > 0 (Am(z) désigne la mesure en radians de Pamplitude
de z,, appartenant a Pintervalle } — =, +x)).

~(1-¢) 5 < Am(z) < (1+59)

3) Soit (2,),r une famille de nombres complexes, telle que z |z,] = + o (resp. Z |z,} =0)
tel tel

Montrer que dans Pespace C (VIIL, p. 20), la famille (z,) est multipliable et a pour produit
o (resp. 0).

4) Montrer que le produit infini de facteur général 1 + i/n n’est pas convergent, mais que le
produit des valeurs absolues de ses facteurs est absolument convergent.
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5) Soit (z,) une suite infinie de nombres complexes #0 telle que lim z, = 1. Montrer que,
L= 0

s’il existe des permutations ¢ de N telles que le produit infini de facteur général z,,, soit con-
@

vergent, I’ensemble des produits P Zgemy correspondant 2 toutes ces permutations est, soit
n=0

réduit & un point, soit le groupe G* tout entier, soit une demi-droite ouverte d’origine 0,
soit un cercle de centre 0, soit enfin une « spirale logarithmique », image de R par ’applica-
tion f+>af~fo(cost + isin¢) (ot a est un nombre >0 et #1) (raisonner comme dans
Pexerc. 2 de VII, p. 25, en utilisant le fait que le groupe multiplicatif C* est isomorphe au
groupe additif R x T).

6) Soit (4,)1<s<n une suite finie de nombres complexes tels que |a;] > 1 pour tout j. Pour
n

chacune des 2" suites s = (g;)1¢s¢n 00 & = 1 oug; = —1, on pose x; = Z g;a;. Soit K un
i=1

disque fermé de centre quelconque et de rayon 1 dans C. Montrer que le nombre de suites s

< ([n72])' (Soient S P’ensemble {1,2, ..., n}, T Pensemble desj e S tels

que Z(a;) et £ (a;) soient tous deux 20 ou tous deux <0. Pour tout s = (g;), soit U; < S I’en-
semble des j tels que Z(gsa,) > 0, et soit ¥ = PB(S) I'ensemble des Uj tels que x, € K. Mon-
trer qu’il n’est pas possible que pour deux suites distinctes s, s’y on ait U;e ¥, Uy e ¥,
Usc Uget Uy =U; < T ou Uy = Ug © § =T, Appliquer ensuite 'exerc. 13 de E, III,
p. 85.)

telles que x,e K est

§4

1) Soit f un polynbéme en n variables complexes, & coefficients complexes, non identique-
ment nul. Montrer que, dans C*, le complémentaire de ’ensemble S formé des points

= (z;) tels que (21, 25 ..., 2,) = O (¢ variété algébrique » d’équation f = 0) est connexe
(si @ et b sont deux points de [ S, considérer Pintersection de S et de la droite complexe
passant par a et b).

9 2) Soit K un corps topologique séparé non discret (commutatif ou non).
a) Soit E un espace vectoriel & gauche de dimension # sur K. Si (a,) 1<i<n €st une base de

E, et si on transporte 4 E, par I’application linéaire bijective (x;) > z xay, la topologie de

K" (produit des topologies de ses facteurs), la topologie ainsi déﬁnle sur E est indépendante
de la base (a;) considérée, est compatible avec la structure de groupe additif de E, et telle
que Papplication (¢, x) — ix de K x E dans E soit continue. Si F est un sous-espace vecto-
riel de E, la topologie induite sur F par celle de E est identique 4 la topologie définie & partir
d’une base quelconque de F par le procédé précédent; F est fermé dans E, et si F # E,
0 F est partout dense dans E.

b) Généraliser au corps K les prop. 5 et 6 (pour montrer que Papplication X+ X -1 est
continue au voisinage de toute matrice carrée inversible d’ordre z sur K, lorsque X n’est pas
commutatif, raisonner par récurrence sur n: en se bornant au voisinage de la matrice unité
I, d’ordre n, remarquer que toute matrice X assez voisine de I, se met sous la forme

1 0...0 Y1 Uz
A2 0

Iy H Y
A 0

ot I, est la matrice unité d’ordre n — 1 et ¥ une matrice inversible d’ordre n — 1).
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¢) Si K est commutatif, et E une algébre de rang n sur K, la topologie de E est compatible
avec sa structure d’anneau. En outre, si E admet un élément unité, le groupe G des éléments
inversibles de E est ouvert et partout dense dans E, et la topologie induite sur G par celle de
E est compatible avec la structure de groupe de G (si e est I’élément unité de E, x un élément
inversible de E, chacune des équations en y, Xy = e, yx = e admet une solution et une seule;
considérer pour chacune de ces équations le systeme de n équations linéaires donnant les
composantes de y par rapport a une base de E, auquel cette équation est équivalente).

d) Si K est un corps commutatif non complet, E une algebre de rang z sur K, et si le com-
plété K de K est un corps, la complétée B de 'algebre E est Palgebre obtenue par extension
a K de I’anneau d’opérateurs de E (A, III, p. 7); en déduire des exemples de corps topo-
logiques dont le complété n’est pas un corps. .

3) Démontrer, grace a la prop. 10 de I, p. 23, que V’espace projectif réel P, (R) est homéo-
morphe au sous-espace de P, (C) formé des points ayant au moins un systéme de coordonnées
homogénes réelles (RY,; étant considéré comme plongé dans C¥,,, soient A un ensemble
fermé dans RY, 1, saturé pour A,(R), B Pensemble des points {x, ol x parcourt A et { le
cercle unité U; montrer que B est saturé pour A,(C), et que A est la trace de B sur R} ,.,).

4) Dans l'espace projectif complexe P,(C), soit H, la « quadrique » définie par ’équation
x4+ a3+ +42=0

Montrer que, dans H,, tout point a un voisinage ouvert homéomorphe & C*~1, et que H, est
connexe, ainsi que son intersection avec le complémentaire d’un hyperplan projectif com-
plexe quelconque (pour ce dernier point, on se raménera au cas o n = 2).

Montrer que H; est homéomorphe a4 S,, et Hy & S5 x S, (utiliser la représentation
paramétrique de la quadrique au moyen de ses génératrices rectilignes).
5) La sphére S5 étant considérée comme un sous-espace de C2, on considére ’application de
S; dans R7 qui 4 tout point x = (x1, %y, ¥3) de 85 (x1, ¥a, X3 complexes), fait correspondre le
point y = (#)1<i<7 de R7, tel que

v = |xnl? = x| Yo = R(x1%2), ys = F (%, %2),
Ya = FE(x1%s), Y5 = F(x:1%3), Yo = E(xa%a), Y7 = I (x273).

Cette fonction a la méme valeur en deux points x, x” de S5 tels que x” = {x, avec [{| = 1;
montrer que, par passage au quotient, elle donne un homéomorphisme de Py(C) sur un
sous-espace de R7.

€ 6) Soit K un corps topologique séparé non discret (commutatif ou non).

a) On prend sur P’espace projectif a gauche P, (K) la topologle quotient de celle de K¥, ; par
la relation d’equlvalence A,(K). Etendre 4 P, (K), muni de cette topologie, les prop. 1 de
VI, p. 13; si K est connexe, P,(K) est connexe; sinon, P,(K) est totalement discontinu.

*p) Si K est un corps localement compact (non discret), montrer que P,(K) est compact
(soit U un voisinage compact de 0 dans K, 4 un élément de K tel que llm a™ = 0 (cf. AC,

VI, § 9); soit S la partie de K, ; formée des points x = (x;) dont toutes les coordonnées x;
appartiennent & U, et tels qu’il existe un indice k pour lequel #, € a. § U; montrer que P,(K)
est image canonique de S).

¢) Etendre de méme  Pensemble P, ,(K) des variétés linéaires projectives & p dimensions de
P, (K) la déf. 2 et la prop. 6 de VI, p. 18, *ainsi que la prop. 7 lorsque K est localement com-
pact (pour la prop. 7, considérer, pour chaque suite d’indices o, la partie S; de A, formée des
matrices dont chaque ligne appartient & ’ensemble S défini dans 4); montrer que P,, ,(K)
est 'image canonique de la réunion des ensembles S;). Généraliser également la prop. 8 de
VI, p. 20, lorsque K est commutatif.

d) Lorsque K n’est pas commutatif, on désigne par Py, ,(K) 'espace des variétés linéaires
projectives & p dimensions de P'espace projectif & droite & n dimensions sur le corps K (la
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topologie de P;, ,(K) étant définie de la méme maniére que celle de P, ,(K)). Montrer que
P, (K)etP, ,_,-1(K) sont homéomorphes (4 tout sous-espace vectoriel Vap + 1 dimen-
sions de I’espace vectoriel & gauche E = K2+, faire correspondre le sous-espace vectoriel du
dual E* de E, orthogonal 2 V (cf. A, I, p. 42).

7) Etendre aux espaces de variétés linéaires projectives sur les corps C et H Pexerc. 6 de VI,
p. 26.

¢ 8) Etendre aux espaces W, , (VIIL, p. 21) les exerc. 7, 8, 9 de VI, p. 26.
Dans ’espace vectoriel H” sur le corps des quaternions, on désigne encore par W, ,
Pensemble des suites (%y); <x<p de p vecteurs X, = (xy;)1<;<q tels que

n
2 xyfy =1 pourl <i<p
j=1

n
z x,,i;c, =0 pouri # k,
j=1

(% désignant le quaternion conjugué du quaternion ), Etendre aux W, , les exerc. 7, 8, 9 de
VI, p. 26.



NOTE HISTORIQUE

(N.-B. — Les chiffres romains entre parenthéses renvoient & la bibliographie
placée & la fin de cette note.)

Nous ne reprendrons pas ici 'exposé complet du développement historique de
la théorie des nombres complexes ou de celle des quaternions, ces théories étant
essentiellement du ressort de I’Algeébre (cf. A, Notes historiques des chap.
II-IIT et VIII); mais nous dirons quelques mots de la représentation géométrique
des imaginaires, qui & beaucoup d’égards constitue un progres décisif dans I’his-
toire des Mathématiques.

C’est & C. F. Gauss que revient sans conteste la premiére conception claire de
la correspondance biunivoque entre nombres complexes et points du plan,* et
surtout le mérite d’avoir su le premier appliquer cette idée & la théorie des nom-
bres complexes, et d’avoir entrevu nettement tout le parti qu’allaient en tirer les
analystes du x1x° siécle. Au cours des XvIr® et xvirP siécles, les mathématiciens
étaient peu a peu parvenus a la conviction que les nombres imaginaires, qui
permettaient la résolution des équations du 3° degré, permettaient aussi de résou-
dre les équations algébriques de degré quelconque. De nombreux essais de
démonstration de ce théoréme avaient été publiés au cours du xvin® siécle; mais
sans méme parler de ceux qui ne reposaient que sur un cercle vicieux, il n’en
était aucun qui ne prétat flanc & de sérieuses objections. Gauss, aprés un examen
détaillé de ces tentatives et une critique serrée de leurs lacunes, se propose, dans sa
Dissertation inaugurale (écrite en 1797, parue en 1799), de donner enfin une
démonstration rigoureuse; reprenant une idée émise en passant par d’Alembert
(dans la démonstration publiée par ce dernier en 17462), il remarque que les
points (a, b) du plan tels que @ + b soit racine du polynéme

P(x + 1_1/) = X(xyy) + iY(x’y)’

sont les intersections des courbes X = 0 et Y = 0; par une étude qualitative de
ces courbes, il montre alors qu’un arc continu de 1'une d’elles joint des points de

1 Le premier qui ait eu 'idée d’une semblable correspondance est sans doute Wallis, dans son
Traité d’Algebre publié en 1685; mais ses idées sur ce point restérent confuses, et n’exercérent pas
d’influence sur les contemporains.

2 Cette démonstration (oi d’Alembert ne tire d’ailleurs aucun parti de la remarque qui sert de
point de départ & Gauss) est la premiére en date qui ne se réduise pas & une grossiére pétition de
principe. Gauss, qui en critique justement les points faibles, ne laisse pas cependant de reconnaitre
la valeur de I'idée fondamentale de d’Alembert: « le véritable nerf de la démonstration », dit-il, « ne me
semble pas affecté par toutes ces objections » ((I), t. III, p. 11}; un peu plus loin, il esquisse une méthode
pour rendre rigoureux le raisonnement de d’Alembert; c’est déja, & peu choses pres, le raisonnement
de Cauchy dans une de ses démonstrations du méme théoréme (cf. VIII, § 2, exerc. 2).
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deux régions distinctes limitées par Pautre, et en conclut que les courbes se ren-
contrent ((I), t. III, p. 3; voir aussi (I 4is)): démonstration qui, par sa clarté et
son originalité, constitue un progres considérable sur les tentatives antérieures, et
est sans doute un des premiers exemples d’un raisonnement de pure Topologie
appliqué & un probléme d’Algébre.?

Dans sa Dissertation, Gauss ne définit pas explicitement la correspondance
entre points du plan et nombres imaginaires; a 1’égard de ces derniers, et des
questions d’ « existence » qu’ils soulevaient depuis deux siécles, il adopte méme
une position assez réservée, présentant intentionnellement tous ses raisonnements
sous une forme ol n’entrent que des quantités réelles. Mais la marche des idées de
sa démonstration serait entiérement inintelligible si elle ne présupposait une
identification pleinement consciente des points du plan et des nombres
complexes; et ses recherches contemporaines sur la théorie des nombres et
les fonctions elliptiques, ol interviennent aussi les nombres complexes, ne font que
renforcer cette hypothése. A quel point la conception géométrique des imaginaires
lui était devenue familiére, et & quels résultats elle pouvait conduire entre ses
mains, c’est ce que montrent clairement les notes (publiées seulement de nos
jours) ot il applique les nombres complexes & la résolution de problémes de
Géométrie élémentaire ((I), t. IV, p. 396 et t. VIII, p. 307). Plus explicite encore
est la lettre a Bessel de 1811 ((I), t. VIIL, p. 90-91), ou il esquisse ’essentiel de la
théorie de intégration des fonctions de variable complexe: « De méme », dit-il,
« qu’on peut se représenter tout le domaine des quantités véelles au moyen d’une ligne droite
indéfinie, de méme on peut se figurer (« sinnlich machen ») le domaine complet de toutes
les quantités, les réelles et les imaginaires, au moyen d’un plan indéfini, o chaque point,
déterminé par son abscisse a et son ordonnéde b, représente en méme temps la quantité a + 1b.
Le passage continu d’une valeur de x & une autre se _fait par conséquent suivant une ligne,
et peut donc s’effectuer d’une infinité de maniéres... »

Mais ce n’est qu’en 1831 que Gauss (& propos de I’introduction des « nombres
de Gauss» @ + ib, ou « et b sont entiers) exposa publiquement ses idées sur ce
point d’une maniéere aussi nette ((I), t. II, Theoria Residuorum Biquadraticorum,
Commentatio secunda, art. 38, p. 109, et Anzeige, p. 174 et suiv.). Dans I'intervalle,
'idée de la représentation géométrique des imaginaires avait été retrouvée indé-
pendamment par deux modestes chercheurs, tous deux mathématiciens amateurs,
plus ou moins autodidactes, et dont ce fut la seule contribution & la science, tous
deux aussi sans grand contact avec les milieux scientifiques de leur temps. De ce
fait, leurs travaux risquaient fort de passer totalement inapercus; c’est précisé-
ment ce qui se produisit pour le premier en date, le Danois C. Wessel, dont

1 Gauss a publié en tout quatre démonstrations du ¢ théoréme de d’Alembert-Gauss »; la derniére
est une variante de la premiére, et, comme celle-ci, fait appel aux propriétés topologiques intuitives
du plan; mais la seconde et la troisiéme reposent sur des principes tout a fait différents. La démonstra-
tion que nous avons donnée dans VIII, p. 1 est essentiellement la seconde démonstration de Gauss,
qui n’est elle-méme que la mise en ceuvre d’une idée d’Euler et de De Foncenex, comme nous
Pavons signalé en Algébre (voir A, Note historique des chap. VI-VII).
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Popuscule, paru en 1798, trés clairement congu et rédigé, ne fut tiré de 'oubli
qu’un siecle plus tard; et la méme mésaventure faillit arriver au second, le Suisse
J. Argand, qui ne dut qu’a un hasard de voir, en 1813, exhumer ’ouvrage qu’il
avait publié sept ans auparavant.! Cet ouvrage provoqua une active discussion
dans les Annales de Gergonne, et la question fit I'objet, en France et en Angleterre,
de plusieurs publications (dues &4 des auteurs assez obscurs) entre 1820 et 1830;
mais il manquait ’autorité d’un grand nom pour mettre fin & ces controverses et
rallier les mathématiciens au nouveau point de vue; et il fallut attendre jusque
vers le milieu du siécle pour que la représentation géométrique des imaginaires
fit enfin universellement adoptée, & la suite des publications de Gauss (citées plus
haut) en Allemagne, des travaux de Hamilton et Cayley sur les systémes hyper-
complexes, en Angleterre, et enfin, en France, de ’adhésion de Cauchy,? quel-
ques années seulement avant que Riemann, par une extension géniale, vint encore
élargir le réle de la Géométrie dans la théorie des fonctions analytiques, et
créer du méme coup la Topologie.

[ B

La mesure des angles, par les arcs qu’ils découpent sur un cercle, est aussi
ancienne que la notion d’angle elle-méme, et est déja connue des Babyloniens,
dont nous avons conservé 'unité d’angle, le degré; il n’est d’ailleurs question chez
eux que de mesures d’angles comprises entre 0 et 360°, ce qui leur suffisait,
puisque les angles leur servaient avant tout a repérer les positions d’objets célestes
en des points déterminés de leurs trajectoires apparentes, et 4 en dresser des tables
pour servir a des fins scientifiques ou astrologiques.

Chez les géometres grecs de ’époque classique, la notion de ’angle (Eucl. El.,
I, déf. 8 et 9) est encore plus restreinte, puisqu’elle ne s’applique qu’aux angles
inférieurs a deux droits; et comme d’autre part leur théorie des rapports et de la
mesure reposait sur la comparaison de multiples arbitrairement grands des gran-
deurs mesurées, les angles ne pouvaient étre pour eux une grandeur mesurable,
bien qu’on trouve naturellement chez eux la conception d’angles égaux, d’angles
plus grands ou plus petits 'un que Pautre, et celle de la somme de deux angles
quand cette somme ne dépasse pas deux droits. De méme que I’addition des
fractions, la mesure des angles a donc dit étre & leurs yeux un procédé empirique
sans valeur scientifique. Ce point de vue est bien illustré par I’admirable mémoire
d’Archiméde sur les spirales ((III), t. I, p. 1-121), ol, faute de pouvoir définir

1 A Topposé de Gauss, Wessel et Argand sont plus préoccupés de justifier les calculs sur les
nombres complexes, que de faire servir & de nouvelles recherches la représentation géométrique
qu’ils proposent; Wessel n’en indique aucune application, et la seule qu’en donne Argand est une
démonstration du théoréme de d’Alembert-Gauss, qui n’est guére qu’une variante de la démons-
tration de d’Alembert, et préte aux mémes objections.

2 Dans ses premiers travaux sur les intégrales de fonctions de variables complexes (entre 1814 et
1826), Cauchy considére les nombres complexes comme des expressions « symboliques » et ne les
identifie pas aux points du plan; ce qui ne ’empéche pas d’associer constamment au nombre & + i
le point (¥, y) et d’utiliser librement le langage de la Géométrie & ce propos.
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celles-ci par la proportionnalité du rayon vecteur a I’angle, il en donne une
définition cinématique (déf. 1, p. 44; cf. I’énoncé de la prop. 12, p. 46) d’ou il
réussit a tirer, comme le montre la suite de son ouvrage, tout ce que la notion
générale de mesure des angles lui aurait donné §’il I'eit possédée. Quant aux
astronomes grecs, ils semblent, sur ce point comme sur bien d’autres, s’étre con-
tentés des suivre leurs prédécesseurs babyloniens.

Ici aussi, comme dans 1’évolution du concept de nombre réel (cf. Note
historique du chap. IV), le relachement de ’esprit de rigueur, au cours de la
décadence de la science grecque, améne le retour au point de vue « naif », qui, &
certains égards, se rapproche plus du nétre que la rigide conception euclidienne.
Clest ainsi qu’un interpolateur mal avisé insére dans Euclide la fameuse pro-
position (Eucl. El., VI, 33): «Les angles sont proportionnels aux arcs qu’ils
découpent sur un cercle »,® et un scholiaste anonyme qui commente la « démons-
tration » de cette proposition n’hésite pas & introduire, sans aucune justification
bien entendu, des arcs égaux a des multiples arbitrairement grands d’une cir-
conférence, et les angles correspondant & ces arcs.?2 Mais Viéte méme, au xvr°
siécle, tout en paraissant toucher & notre conception moderne de I’angle lors-
qu’il découvre que I’équation sin nx = sin « posséde plusieurs racines, n’obtient
que les racines qui correspondent a des angles inférieurs a 2 droits ((IV), p. 305).
C’est seulement au xvi® siécle que ce point de vue est dépassé d’une maniére
définitive; et, aprés que la découverte par Newton des développements en série
de sin x et de cos x eut fourni des expressions de ces fonctions, valables pour toutes
les valeurs de la variable, on trouve enfin chez Euler, & propos des logarithmes des
nombres « imaginaires », la conception précise de la notion de mesure d’un angle
quelconque ((V), (1), t. XVII, p. 220).

Bien entendu, la définition classique de la mesure d’un angle par la longueur
d’un arc de cercle est non seulement intuitive, mais essentiellement correcte;
toutefois, elle exige, pour étre rendue rigoureuse, la notion de longueur d’une
courbe, c’est-a-dire le Calcul intégral. Du point de vue des structures qui entrent
en jeu, c’est 1a un procédé trés détourné, et il est possible, comme on1’a vu dans le
texte, de ne pas utiliser d’autres moyens que ceux de la théorie des groupes topo-
logiques; I'exponentielle réelle et I’exponentielle complexe apparaissent ainsi
comme découlant d’'une méme source, le théoréme caractérisant les « groupes a
un parametre » (V, p. 10, th. 1).

1 Qu’il s’agisse bien d’une interpolation, c’est ce que met hors de doute 'absurdité de la démons-
tration, maladroitement calquée sur les paradigmes classiques de la méthode d’Eudoxe; il est visible
d’ailleurs que ce résultat n’a rien & faire 4 la fin du Livre VI. Il est piquant de voir Théon, au 1v®
siécle de notre ére, se faire naivement un mérite d’avoir greffé, sur cette interpolation, une autre ol il
prétend prouver que « les aires des secteurs d’un cercle sont proportionnelles  leurs angles au centre »
(Eucl. El., éd. Heiberg, vol. 5, p. xx1v), et cela six si¢cles aprés la détermination par Archimede de
Paire des secteurs de spirales.

2 Eucl. El., éd. Heiberg, vol. 5, p. 357.
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CHAPITRE IX

Utilisation des nombres réels
en topologie générale

§ 1. GENERATION D’UNE STRUCTURE UNIFORME
PAR UNE FAMILLE D’ECARTS. ESPACES UNIFORMISABLES

1. Ecarts

DériNtTioN 1. — Etant donné un ensemble X, on appelle écart sur X toute application f de
X x X dans Dintervalle (O, +0) de la droite achevée R, satisfaisant aux conditions
sutvantes :

(ECy) Quel que soit x € X, f(x, x) = 0.
(ECy) Quels que soient x € X,y € X, f(x,4) = f(y, x) (symétrie).
(ECy) Quels que sotent x e X, ye X, ze X,

Flxy) < fx 2) +f(z9)
(inégalité du triangle).

Exemples, — 1) Sur espace numérique R?, la distance euclidienne (VI, p. 7) est
un écart,

2) Etant donné un ensemble quelconque X, la fonction f définie sur X x X par
les conditions: f(x, x) = 0 pour tout x € X, f(¥,¥) = -+ si x # y, est un écart sur

3) Etant donnée une fonction numérique finie g définie dans un ensemble quel-
conque X, la fonction £ définie dans X x X par f(x,y) = [g(x) — g(y)| est un écart
sur X.

*4) Soit X I’ensemble des applications continues de 'intervalle (0, 1} de R dans
R. Si, pour tout couple d’éléments x, y de X, on pose f(x,y) = R [x(t) — y(2)] dt,
S est un écart sur X.,
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Remarques. — 1) L’exemple 2 ci-dessus montre qu’un écart peut prendre la valeur
+ oo pour certains couples d’éléments de X.

2) Si fest un écart sur X, on peut en général avoir f(x, y) = 0 pour des couples
(x,y) tels que x # y; c’est ce que montre ’exemple 3 ci-dessus (cf. IX, p. 1).

De l'inégalité du triangle, on déduit que, si f(x, 2z) et f(y, z) sont finis, il en
est de méme de f(x, y) ; en outre, dans ce cas, on a

f(%2) < f(y,2) +f(%y) et f(y,2) <fl®2) + (%),

et par suite

M |f(% 2) = f(y, 2)| < Sf(%9).
Si f est un écart sur X, il en est de méme de 2f, quel que soit le nombre fini
A > 1. Si(f),e; est une famille quelconque d’écarts sur X, la somme z Sfilxy)
el

est définie pour tout couple (x,y) € X x X; si on désigne sa valeur par f(x,y),
fest un écart sur X, De méme, Uenveloppe supérieure g de la famille (f;) (IV, p. 21)
est un écart sur X, car des relations f,(x,y) < f.(x, z) + f.(2,y), on déduit

ﬁgpﬁ(x, y) < sup (filx, 2) + fi(2,9) < sggﬁ(x, z) + sgyﬁ(z, y)
(IV, p. 25, formule (17)).

2. Définition d’une structure uniforme par une famille d*écarts

Dans l’espace numérique R*, on a vu (VI, p. 9) que si, pour tout nombre
a > 0, on désigne par U, ’ensemble des couples (¥, y) de points de R" dont la
distance euclidienne est <a, les U, forment un systéme fondamental d’entourages
de la structure uniforme de R" lorsque a parcourt ’ensemble des nombres > 0.
Plus généralement, soit fun écart sur un ensemble X; pour tout ¢ > 0, posons

U, = fl([O, a)) ; montrons que, lorsque @ parcourt ’ensemble des nombres >0,
les U, forment un systéme fondamental d’entourages d’une structure uniforme sur X.
En effet, I'axiome (U;) (II, p. 2) est vérifié en vertu de (EG;) (IX, p. 1); si
a € byonaU, < U, donc les U, forment une base de filtre; d’apreés (ECy;), on a

=1 2
U, = U,, donc (Uy) est vérifié; enfin, d’apres (ECy;), on a U, < Uy, donc
(Um) est vérifié. On peut par suite poser la définition suivante:

DErNITION 2. — Etant donné un éeart f sur un ensemble X, on appelle structure uniforme
définie par f la structure uniforme sur X ayant pour systéme fondamental d’entourages la

-1
Samille des ensembles £((0, a)), ot a parcourt I’ensemble des nombres > 0.
On dit que deux écarts sur X sont équivalents s’ils définissent la méme structure uniforme.

Remarques. — 1) Pour toute suite (a,) de nombres >0 tendant vers 0, les U,, for-
ment un systéme fondamental d’entourages de la structure uniforme définie par f.
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2) La définition d’une structure uniforme par un écart f revient 4 prendre comme
systeme fondamental d’entourages de cette structure, 'image réciproque par f du filtre
des voisinages de 0 dans le sous-espaces (0, + ) de R. On notera que ce procédé est
tout a fait analogue & celui qui nous a permis de définir les structures uniformes d’'un
groupe topologique (III, p. 19).

Soient f et g deux écarts sur X; d’apres la déf. 2, pour que la structure
uniforme définie par f soit moins fine que la structure uniforme définie par g, il
faut et il suffit que, pour tout @ > 0, il existe & > 0 tel que la relation g(x,y) < b
entraine f(x,y) < a. Pour que fet g soient deux écarts éguivalents, il faut et il suffit
que, pour tout a > 0, il existe b > O tel que g(x,y) < b entraine f(x,y) < g, et
que f(x,y) < b entraine g(x,y) < a.

En particulier, s’il existe une constante k£ > 0 telle que f < kg, la structure
uniforme définie par f est moins fine que celle définie par g.

Soit ¢ une application de Pintervalle (0, 4+ c0) dans lui-méme, satisfaisant aux
conditions suivantes: 1° ¢(0) = 0, et ¢ est continue au point 0; 2° ¢ est croissante dans
[0, +c0) et strictement croissante dans un voisinage de 0; 3° quels que soient u = O et
v20, ou+v) <o) + o). Dapres les déf. 1 (IX, p. 1) et 2 (IX, p. 1),
pour tout écart f sur un ensemble X, la fonction composée g = ¢ o f est un écart
équivalent a f.

Le lecteur vérifiera aisément qu’on peut par exemple prendre pour ¢ 'une des
fonctions suivantes:

— U .
Vau, log(l + u), T  inflw .

Les deux derniers exemples prouvent qu’il existe toujours des écarts bornés
équivalents & un écart quelconque donné (fini ou non).

DErINITION 3. — Etant donnée une famille (f,), o1 d’écarts sur un ensemble X, on appelle
structure uniforme définie par la famille (f) sur Pensemble X, la borne supérieure de [’ en-
semble des structures uniformes définies sur X par chacun des écarts f,.

On dit que deux familles d’écarts sur X sont équivalentes si elles définissent la méme
structure uniforme sur X.

D’aprés la définition de la borne supérieure d’un ensemble de structures
uniformes (II, p. 10), le filtre d’entourages de la structure uniforme % définie sur
X par une famille d’écarts (f,), g est le filtre engendré (I, p. 37) par la famille des

-1

ensembles £,((0, a)), ol « parcourt I et a 'ensemble des nombres >0. En d’autres
termes, on obtient un systéme fondamental d’entourages de %, en procédant de la
maniére suivante: on prend arbitrairement un nombre fini d’indices t5, tg, . . ., ¢,
et, pour chacun des v, un nombre g, > 0, puis on considére ’ensemble des
couples (x,7) e X x X tels que f, (x,4) < a5 pour 1 <k < n; ces ensembles
(pour tous les choix possibles de 7, des 1, et des a;) forment un systéme fondamen-
tal d’entourages de %. On peut d’ailleurs se borner au cas ol tous les g, sont égaux
4 un méme nombre a > 0, Pentourage formé des (x, y) tels que

sup (f,,(%,y)) < inf g
1<ksn 1<k<n

dtant évidemment contenu dans le précédent.
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Pour toute partie finie H de I, soit gy ’enveloppe supérieure de la famille
(/). en; lorsque H parcourt I’ensemble des parties finies de I et a Pensemble des

nombres >0, on voit que les ensembles g:I([O, a)) forment un systme_fondamental
d’entourages de la structure %. Or, les g sont des éearts sur X (IX, p. 2) et ’enve-
loppe supéricure d’un nombre fini de fonctions de la famille (gy) appartient en-
core par définition & cette famille; on exprimera cette propriété en disant que
la famille d’écarts (gy) est saturée. La famille d’écarts (gy) est donc équivalente 3 la
famille (f,); on dit que c’est la famille d’écarts obtenue en saturant (f,); ce qui
précéde prouve qu’on peut toujours se borner a considérer les structures uniformes
définies par des familles d’écarts saturées.

Dans le cas particulier ol I est un ensemble fini, ce raisonnement montre que la
structure uniforme définie par la famille d’écarts (f,),e: est aussi définie par le seul

écart g = sup f,.
fel

Soient %, %' deux structures uniformes sur X, définies respectivement par
deux familles d’écarts saturées ( f,), c1, (8¢)xex; POUr que % soit moins fine que %', il
faut et il suffit que, pour tout indice ¢ € I et tout nombre ¢ > 0, il existe un indice
1€ K et un nombre b > 0 tels que la relation g, (¥, y) < b entraine f,(x,7) < a.

Exemple de structure uniforme définie par une famille d’écarts. Soit ( f,), ¢z une famille
quelconque de fonctions numériques (finies) définies dans un ensemble X. Soit % la
structure uniforme la moins fine sur X rendant uniformément continues les f,
(I1, p. 8); il résulte de la définition des entourages de # (II, p. 8), que % est
identique & la structure uniforme définie sur X par les écarts

&axy) = Ll - AW

3. Propriétés des structures uniformes définies par des familles d’écarts

Soit % une structure uniforme définie sur un ensemble X par une famille d’écarts
finis (f,); si on munit X x X de la structure uniforme produit de % par elle-
méme, chacune des fonctions numériques £, est uniformément continue dans X x X;
on a en effet, d’aprés (1)

[f(%9) — L9 <filx ) + L5 9)

donc les relations f, (x, ) < ¢/2, f,(y,4’) < /2 entralnent

|l y) — (&, 9)] < e

Pour que % soit séparée, il faut et il suffit, d’apreés la définition des entourages de
%, que pour tout couple de points distincts %, y de X, il existe un indice ¢ tel que

Silzy) # 0.

En particulier, si % est définie par un seul écart f, pour que % soit séparée, il faut
et il suffit que la relation f(x, y) = 0 entraine x = y (cf. IX, p. 11).
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Lorsque % n’est pas séparée, l'intersection de tous les entourages de % est la
partie de X x X formée des couples (x, y) tels que f,(x, ¥) = 0 pour tout i; cette partie
est le graphe d’une relation d’équivalence R sur X, et la structure uniforme séparée
associée & % est définie sur X/R (cf. II, p. 25). On voit alors aisément que les fonctions
i sont compatibles (en x et en y) avec la relation R (E, II, p. 44) et que les fonctions
/. obtenues par passage au quotient (pour x et y) A partir des £, sont des écarts sur
X/R définissant la structure uniforme séparée associée & % (cf. IX, p. 11).

SiY est une partie non vide de X, la restriction 28 Y x Y d’un écart sur X est
évidemment un écart sur Y il est clair que la structure uniforme induite par % sur
Y est définie par la famille des restrictions &4 Y x Y des écarts ;.

Etudions maintenant le complété de Iespace uniforme X, lorsque % est
séparée.

PropositioN 1. — Soit X un espace uniforme séparé, dont la structure uniforme % est
définie par une famille d’écarts finis (f,); soit X le complété de X. Les fonctions f, se
prolongent par continuité 3 X x X; les_fonctions prolongées f, sont des écarts finis sur X,
et la structure uniforme de X est identique & la structure uniforme définie par la famille

().

Tout d’abord, les f, peuvent étre prolongées par continuité 3 X x X, puis-
qu’elles sont uniformément continues dans X x X, et les fonctions prolongées 7,
sont uniformément continues dans X x X (II, p. 20, th. 2); en outre, ce sont des
écarts sur X, en vertu du principe de prolongement des inégalités (IV, p. 18,
th. 1). Désignons par %, la structure uniforme sur X obtenue par complétion,
par %, la structure uniforme définie par la famille d’écarts (f;). La structure %,
est moins fine que #,; en effet chacune des f, est uniformément continue dans
X x X, quand on munit X de la structure %, ; pour tout @ > 0, il existe donc un
entourage V de la structure %, tel que, pour tout couple (x,y) € V, on ait

|foxy) — filx, %)| < a, Cest-a-dire (puisque f,(x, %) = 0) V < fl:([O, a)); tout
entourage de la structure %, est donc un entourage de la structure %,. D’autre
part, %, et %, induisent sur X la méme structure uniforme #%. Comme X est
complet pour %,, il s’ensuit que %, et U, sont identiques, en vertu de II, p. 23,
prop. 14.

4. Construction d’une famille d’écarts définissant une structure uniforme

L’intérét du mode de définition d’une structure uniforme par une famille d’écarts
réside dans le fait qu’il permet d’obtenir foutes les structures uniformes. De facon
précise:

TuEOREME 1. — Etant donnée une structure uniforme U sur un ensemble X, il existe une
Samille d’écarts sur X telle que la structure uniforme définie par cette famille soit identique
a%.
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Pour tout entourage V de la structure uniforme %, définissons par récurrence

une suite d’entourages symétriques (U,) telle que U, = V, et énﬂ < U, quel
que soit z > 1; la suite (U,) est un systéme fondamental d’entourages d’une
structure uniforme %y moins fine que %; en outre, il est clair que % est la borne
supérieure de toutes les structures %y, lorsque V parcourt le filtre des entourages de
%. Le th. 1 sera donc une conséquence de la proposition suivante:

ProrosttioN 2. — i une structure uniforme U sur X posséde un systeme fondamental
dénombrable d’entourages, il existe un écart f sur X tel que U soit identique a la structure
uniforme définie par f.

Soit (V,) un syst¢éme fondamental dénombrable d’entourages de %; définis-
sons par récurrence une suite (U,) d’entourages symétriques de la structure %

tels que U; = Vy, et

3
U< U, NV, pourn 2 1.

11 est clair que (U,) est encore un systéme fondamental d’entourages de %, et

on a en particulier {3“1 < U, pour z > 1. Définissons comme suit une fonction

numérique g dans X x X: g(x,y) = 0si (v,y) € U, pour tout ; g(x,y) = 27 %si

(x> Z/) € Un pour l<n<g k: mais (x: y) ¢ Uk+1; g(xa .7/) =1lsi (xa _7/) ¢ Ul' La

fonction g est symétrique, positive, et on a g(x, x) = 0 pour tout x € X. Posons
p—1

fle,y) = inf 2. g(z, 214)

la borne inférieure étant prise sur ’ensemble de toutes les suites finies (z;)g<;<p
(p arbitraire) telles que z, = x et z, = y. Nous allons montrer que f est un éart
qui satisfait aux inégalités

(2) 3e(xy) < flxy) < glxy).

En effet, de la définition de f résulte aussitét que f satisfait & 'inégalité du
triangle, et est symétrique et positive; la seconde inégalité (2) étant évidente,
prouve que f(x, x) = 0 pour tout x € X, donc que f est un écart. Pour démontrer
la premiére inégalité (2), montrons, par récurrence sur p, que pour toute suite
finie (2))p<;<p de p + 1 points de X, on a

p=1
3) zog(zf, Ziv1) 2 38(20, 2,).

L’inégalité est évidente si p = 1. Posons ¢ = Z &(ziy 2;41); Pinégalité (3)
=0

est vraie si ¢ > 4, puisque g(2,, z,) < 1. Supposons donc ¢ < %; soit £ le plus
grand des indices ¢ tels que

p—1
1

B

Nl &

Z 8z, 2141) <
i<g
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on a donc

a
Z 8(z, Zi41) S 7
t>h
Par I’hypothése de récurrence, on a g(z, z;) < @, 8(Zh+1, 2,) < a; d’autre part,
on a évidemment g(z,, z,.+1) < a. Soit £ le plus petit entier >0 tel que 27% < g3
onak = 2, et (2, 2,) € Uy, (24, Zp41) € Up, €t (241, Zo) € Uy, d’aprés la défini-
tion de g; donc (z,, z,) € U, < U, .4, ce qui entraine g(z,, z,) € 2'7% < 2a.
Cela é¢tant, les inégalités (2) montrent que, pour tout ¢ > 0, ’ensemble

-1
S((0, a)) contient U,, pour tout indice & tel que 2°% < g, et inversement que tout

-1 -1
U, contient ’ensemble f((0, 27%-1)); les ensembles f((0, 4)) forment donc un
systéeme fondamental d’entourages de la structure %.

C.Q.F.D.

Remargue. — Une structure uniforme % sur X est définie par la famille @ de fous

les écarts sur X qui sont uniformément continus dans X x X. En effet, il est clair que la

structure uniforme définie par la famille ®@ est moins fine que % ; d’autre part, le th. 1

prouve qu’il existe une sous-famille de @ qui définit la structure uniforme %, donc

la structure uniforme définie par @ est plus fine que %, ce qui achéve de montrer qu’'elle
est identique a %.

5. Espaces uniformisables

Dans II, p. 27, nous avons posé le probléme de la caractérisation des espaces
topologiques uniformisables; la solution en est donnée par le th. suivant:

TutorEME 2. — Pour qu’un espace topologique X soit uniformisable, il faut et il suffit
qu’il vérifie axiome suivant:

(Orv) Quels que soient le point %y € X et le voisinage V de x,, il existe une fonction
numérique continue dans X, prenant ses valeurs dans (0, 1), égale & 0 au point x4 ¢t & 1 dans
EV.

La condition est nécessaire. En effet, §’il existe une structure uniforme com-
patible avec la topologie de X, cette structure peut, d’apres le th, 1 (IX, p. 5),
étre définie par une famille (f,) d’écarts sur X et on peut toujours supposer que
cette famille est saturée (I1X, p. 4). D’apres la définition des entourages de la
structure uniforme définie par une telle famille d’écarts, il existe un écart £, de la
famille (f,), et un nombre a > 0, tels que f,(%,, ¥) > @ pour tout x € V; il en
résulte que la fonction g(x) = inf(1, (1/a) f, (%o, #)) remplit toutes les conditions
énoncées dans (Ory).

La condition est suffisante. En effet, soit @ Pensemble des applications continues
de X dans (0, 1). L’axiome (Oyy) prouve que la structure uniforme la moins fine rendant
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uniformément continues les fonctions appartenant ¢ @ est compatible avec la topologie de
X (I1, p. 8, corollaire).

DerINtTION 4. — On dit qu'un espace topologique est complétement régulier s'il est
uniformisable et séparé.

Il revient au méme, d’apres le th. 2, de dire qu’un espace est complétement
régulier 5’1l satisfait aux axiomes (H) et (Ory).

Remargue. — L’axiome (Ory) entraine (Opy) (cf. I, p. 56, car si V est un voisinage
de xy, et f une fonction numérique continue dans X, & valeurs dans (0, 1}, telle que

-1
Flxo) = 0, f(x) = 1 pour tout x € [V, ensemble £((0, 1)) est un voisinage fermé de
%o contenu dans V. En particulier, tout espace complétement régulier est régulier (ce qui
justifie la terminologie). On peut par contre donner des exemples d’espaces réguliers
qui ne sont pas complétement réguliers (IX, p. 85, exerc. 8), ce qui montre que
(Omn) n’entraine pas (Opy).
On sait (IT, p. 27, th. 1) que tout espace compact est complétement régulier,
et par suite aussi tout sous-espace d’un espace compact. Nous pouvons main-

tenant compléter cette proposition en démontrant sa réciprogue; autrement dit:

ProrosiTionN 3. — Pour qu'un espace topologique X soit complétement régulier, il faut et il
suffit qu’il soit homéomorphe & un sous-espace d’un espace compact.

Reprenons en effet la structure uniforme la moins fine sur X rendant uniformé-
ment continues toutes les applications continues de X dans (0, 1}; nous avons
utilisé cette structure dans la démonstration du th. 2, et vu qu’elle est compatible
avec la topologie de X si X est uniformisable. Si en outre X est séparé, cette
structure uniforme est une structure d’espace précompact, en vertu de la compacité
de Pintervalle (0, 1J et de la prop. 3 de II, p. 31. Le complété de X pour cette
structure est donc compact, d’ou la proposition.

On peut encore dire qu’un espace complétement régulier peut étre plongé dans
un espace compact; il est souvent commode de présenter ce résultat de la fagon
suivante:

Appelons, de fagon générale, cube un espace topologique IY, produit d’une
famille d’espaces topologiques identiques & un infervalle compact I de R, et ayant
pour ensemble d’indices un ensemble L quelconque (si L est fini et a # éléments,
on retrouve la notion de cube fermé a n dimensions définie dans VI, p. 1); un cube
est un espace compact (I, p. 63, th. 3).

ProrosrrioN 4. — Si un espace topologique X est complétement régulier, il est homéo-
morphe & un sous-espace d’un cube.

Désignons en effet par ( f;),, la famille de toutes les applications continues
de X dans I = (0, 1), et considérons Papplication x > (f;(x)) de X dans I¥, que
nous désignerons par g. D’aprés les axiomes (H) et (Oyy), pour tout couple de
points distincts x, y de X, il existe un indice A tel que f,(x) # f,(y), donc g est une
application injective de X dans IM. En outre, il est immédiat que g est un isomor-
phisme de la structure uniforme la moins fine rendant uniformément continues les
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s sur la structure uniforme induite sur g(X) par la structure uniforme (produit)
de I¥; a fortiori, g est un homéomorphisme de X sur g(X).

DerINITION 5. — Etant donné un ensemble X, on dit qu’un ensemble H d’applications de X
dans un ensemble Y sépare les éléments d’une partie A de X (ou est un ensemble séparant
pour les éléments de A) si, quels que soient les éléments distincts x,y de A, il existe une

Jonction fe H telle que f (x) # f(y).

ProrosiTioN 5. — Soient X un espace compact, H un ensemble de fonctions numériques
continues dans X et séparant les points de X. Pour toute partie finie K de H et tout réel
e > 0, soit Ug Pensemble des couples (x,y) € X x X tels que | f(x) — fy)] < ¢
pour toute application fe XK. Les ensembles Ug ¢ forment un systéme fondamental d’en-
tourages de la structure uniforme de X.

En effet, soit ¢: X — R¥ Papplication x > (f(x));em; elle est évidemment
continue; elle est injective par hypothése, et comme R¥ est séparé, ¢ est un
homéomorphisme de X sur un sous-espace compact de RE, et par suite aussi
un isomorphisme pour les structures uniformes de X et de ¢(X) (II, p. 27, th. 1).
L’assertion résulte alors de la définition des entourages dans I’espace produit
RE (1T, p. 8).

6. Compactifié de Stone-Cech

ProposiTioN 6. — Soit X un espace topologique; il existe un espace compact Z ef une
application continue [+ X — Z ayant la propriété suivante: pour toute application continue
g de X dans un espace compact Y, il existe une application continue et une seule h: Z —Y
telle que g = h o f. En outre, si Z, est un espace compact et f1 une application continue de
X dans Z, ayant les mémes propriétés que Z et f, il existe un homéomorphisme unique u de
Z sur Z, tel que fi = uof.

En d’autres termes, le couple (Z, f) est solution du probléme d’application universelle

(E, IV, p. 22) ol X est la structure d’espace compact, les morphismes étant les
applications continues, ainsi que les a-applications.

En effet, considérons la famille ( f, )1, de toutes les applications continues de X
dans I = (0, 1), et soit ¢ ’application continue x > (f,(%))ser, de X dans I%;

alors Padhérence Z = ¢(X) dans I* est compacte; notons f I’application con-
tinue de X dans Z déduite de ¢, et montrons que Z et f répondent & la question.
11 suffit de prouver l’existence de £ lorsque Y = I; en effet, tout espace compact
Y peut étre identifié 4 un sous-espace fermé de I* pour un ensemble A conve-
nable (IX, p. 8, prop. 4); si, pour tout « € A, il existe une application continue
hy de Z dans I telle que pr, o g = %y o f, on aura

donc (he(f (%)) = (Pra(e(x)) = glx) €Y
pour tout x € X; 'application & = (h,) de Z dans I* est donc telle que 4(z) e Y



TG IX.10 UTILISATION DES NOMBRES REELS EN TOPOLOGIE GENERALE §1

pour tout z € ¢(X); comme % est continue et o(X) partout dense dans Z, on aura
bien #(Z) = Y (I, p. 9, th. 1) donc la factorisation g = fo & aura la propriété
voulue.

Supposons donc Y = I; alors par définition, si g: X — I est continue, il
existe un indice » € L tel que g = f;, et on a donc la factorisation g = (pr,, | Z) o f.
L’unicité de k& résulte de ce que Y est séparé et de ce que / est déterminé de facon
unique dans ¢(X), qui est partout dense dans Z. L’unicité du couple (Z, f) &
isomorphisme unique prés est un résultat général sur les problémes d’application
universelle (E, IV, p. 23).

COROLLAIRE. — Pour que f soit injective, il faut et il suffit que I’ensemble des applications
continues de X dans 1 = (0, 1) sépare les points de X. Pour que f soit un homéomorphisme
de X sur f(X), il faut et il suffit que X soit complétement régulier.

La premiére assertion résulte aussitot de la facon dont f a été définie dans la
démonstration de la prop. 6. La seconde résulte des prop. 3 et 4 (IX, p. 8).

L’espace compact Z défini dans la prop. 6 est appelé compactifié de Stone-Cech
de X et noté parfois BX.

7. Fonctions semi-continues sur un espace uniformisable

Dans IV, p. 31, corollaire, on a vu que, dans un espace topologique, I’enveloppe
supérieure d’une famille de fonctions numériques continues est une fonction semi-
continue inférieurement. Dans un espace uniformisable, on a en outre une réciproque
de cette proposition:

ProrosiTiON 7. — Pour que toute fonction numérique f (finie ou non) semi-continue
inférieurement dans un espace topologique X, soit Uenveloppe supérieure des fonctions
numériques (finies ou non) continues dans X et < f, il faut et il suffit que X soit uniformi-
sable.

La condition est nécessaire: en effet, soient x, un point quelconque de X, et V un
voisinage ouvert quelconque de x,; la fonction caractéristique ¢ de 'ensemble V
est semi-continue inférieurement (IV, p. 29, corollaire) ; par hypothése, il existe
donc une fonction numeérique g continue dans X, telle que g < gy et g(xo) = a > 0;
la fonction continue inf(1, (1/a)g*) prend ses valeurs dans (0, 1), est égale a 0
dans 0V et & 1 au point xy; donc (IX, p. 7, th. 2), X est uniformisable.

La condition est syffisante. Considérons d’abord le cas ol f prend ses valeurs
dans (—1, +1). Il faut montrer que, pour tout x, € X et tout nombre a < f(x,),
il existe une fonction numérique g, continue dans X, telle que g < fet g(x,) > a.
Sia < -1, il suffit de prendre pour g la constante —1. Si ~1 < a < f(x), il
existe un voisinage V de #x, tel que f(x) > a pour tout x € V., Comme X est
uniformisable, il existe une fonction numérique 4, continue dans X, 4 valeurs dans
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(0, 1), et telle que k(%) = 0 et &(x) = 1 pour x € {V. Il suffit alors de prendre

glx) = a — (a + 1)h(x) pour avoir une fonction continue répondant aux con-
ditions posées. On notera que cette fonction prend ses valeurs dans (-1, +1).

Le cas général se déduit du cas précédent par transport de structure: il existe

en effet un homéomorphisme strictement croissant de (— 1, +1)sur R (IV, p. 14,

prop. 2).

Remargue. — Dans la démonstration précédente, on voit que la fonction g ne prend

pas la valeur +1. Par transport de structure, on en déduit que toute fonction

numérique f, semi-continue inférieurement dans 'espace uniformisable E, est enve-

loppe supérieure des fonctions numériques g < f, continues dans E et ne prenant pas la
valeur + 0.

§ 2. ESPACES METRIQUES; ESPACES METRISABLES

1. Distances et espaces métriques

DerNitioN 1. — On appelle distance sur un ensemble X un écart fini d sur X tel que la
relation d(x,y) = O entraine x = y. On appelle espace métrique un ensemble X muni de la
structure définie par la donnée d’une distance sur X.

Un espace métrique X est toujours considéré comme muni de la structure
uniforme et de la topologie définies par la distance donnée sur X.

Exemples. — 1) La distance euclidienne d (%, ¥) (VI, p. 7) est une distance sur
n

Pespace numérique R"; il en est de méme des fonctions sup |x — g, et z [ —yi
lgi<sn i=1

Toutes ces distances sont éguivalentes (IX, p. 2).

2) Sur un ensemble quelconque X, I’écart d défini par les relations d(x, x) = 0,
d(x,y) = 1 pour x # y, est une distance; la structure uniforme qu’elle définit sur X
est la structure uniforme discréte.

On a une définition équivalente 4 la déf. 1 en disant qu’une distance est un
écart fini tel que la structure uniforme définie par cet écart soit séparée; un écart fini
équivalent a une distance est donc une distance.

On peut rattacher aux espaces métriques les espaces uniformes définis par la
donnée d’un seul écart (qu’on peut supposer fini) lorsque cet écart n’est pas une
distance. Soit f un tel écart sur un ensemble X, % la structure uniforme qu’il
définit; cette structure n’est pas séparée, et I'intersection des entourages de % est
la partie de X x X définie par la relation d’équivalence f(x,y) = 0; nous
désignerons cette relation par R. Si # = ' (mod. R), on a, d’aprés 1'inégalité
du triangle, f(x, ) < f(x, &) + f(¥,y) = f(+,), ctde méme f(¥,5) < f(x)
done f(x,y) = f(x',y); autrement dit, f est une fonction compatible (en x et y)
avec la relation d’équivalence R (E, II, p. 44). Soit f la fonction obtenue par
passage au quotient (pour x ety) a partir de f; elle est définie sur (X/R) x (X/R),
et si x ety sont deux points de X, # et les classes (mod. R) de x et de y respective-
ment, on a f(#,7) = f(x,y). Il en résulte aussitdt que f est une distance sur X/R,



TG IX.12 UTILISATION DES NOMBRES REELS EN TOPOLOGIE GENERALE §2

qu’on appelle distance associée a ’écart f; en outre, la structure uniforme qu’elle
définit sur X/R n’est autre que la structure uniforme séparée associée & %, d’aprés
la définition de cette structure (II, p. 25). En passant & un espace quotient con-
venable, la structure uniforme définie par un seul écart se rameéne donc & une
structure d’espace métrique.

La prop. 1 de IX, p. 5 détermine la structure du complété d’un espace
métrique:

ProrosiTioN 1. — Soient X un espace métrique, d la distance sur X. Si X est le complété
de X (pour la structure uniforme définie par d), la fonction d se prolonge par con-
tinuité @ X x X; la_fonction prolongée d est une distance sur X, et la structure uniforme de
X est identique & la structure uniforme définie par la distance d.

La prop. 1 de IX, p. 5, montre en effet que d est un écart fini sur X, et y
définit la structure uniforme obtenue par complétion; comme cette derniere
est séparée, d est une distance.

Lorsqu’on considére le complété d’un espace métrique X comme un espace
métrique, on sous-entend toujours que la distance sur X est obtenue en prolon-
geant par continuité la distance sur X.

2. Structure d’espace métrique

Soient X et X' deux espaces métriques, 4 la distance sur X, 4’ la distance sur X'.
Conformément aux définitions générales (E, IV, p. 6), une application bijective
S de X sur X’ est un isomorphisme de la structure d’espace métrique de X sur celle
de X', si, quels que soient x e X ety € X', on a

(1 dxy) = d'(f(x),f(9).

On remarquera que, si fest une application de X sur X' satisfaisant a ’identité
(1), elle est nécessairement bijective, et par suite est un isomorphisme de X sur
X’; un tel isomorphisme est encore appelé isométrie (ou application isométrique) de
X sur X',

Une isométrie de X sur X’ est bien entendu un isomorphisme de la structure
uniforme (resp. topologie) de X sur la structure uniforme (resp. topologie) de X';

les réciproques sont inexactes, comme le montre ’existence de distances équivalentes
distinctes (IX, p. 3).

Soient X un espace métrique, d la distance qui le définit. Pour tout ¢ > 0, on
désignera par V, la partie de X x X formée des couples (x, y) tels que d(x,y) < a,
par W, la partie formée des couples (x, y) tels que d(x,y) < a; lorsque a parcourt
Pensemble des nombres >0 (ou seulement une suite de nombres tendant vers 0),
les ensembles V, (resp. W,) constituent, d’apres la continuité de d (IX, p. 2), un
systéme fondamental d’entourages ouverts (resp. fermés) de la structure uniforme
de X; on a d’ailleurs V, = W,, mais ces deux ensembles ne sont pas nécessaire-
ment identiques.
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Par analogie avec le cas de la distance euclidienne sur R?, ’ensemble V,(x)
(resp. W, (x)) est appelé boule ouverte (resp. boule fermée) de centre x et de rayon a;
c’est un ensemble ouvert (resp. fermé) dans X; de méme, on appelle sphére de centre
x et de rayon a I’ensemble des points y tels que d(x,y) = a; c’est un ensemble
Sermé. D’aprés ce qui précede, les boules ouvertes (resp. fermées) de centre x et de
rayon a forment un systéme fondamental de voisinages de x, lorsque a parcourt
Pensemble des nombres >0, ou une suite de nombres >0 tendant vers 0.

II ne faut pas se laisser abuser par la terminologie précédente, et croire que, dans
un espace métrique quelconque, les boules et sphéres jouissent des mémes propriétés
que les boules et spheres euclidiennes étudiées dans VI, p. 9. C’est ainsi que ’adhé-
rence d’une boule ouverte peut étre distincte de la boule fermée de méme centre et
méme rayon, que la frontiére d’une boule fermée peut étre distincte de la spheére de
méme centre et de méme rayon, qu’une boule ouverte (ou fermée) peut ne pas étre
connexe, qu’une sphére peut étre identique 4 ’ensemble vide (cf. IX, p. 91, exerc.
4).

Soient A et B deux parties non vides quelconques de ’espace métrique X.
On appelle distance des ensembles A et B le nombre d(A,B) = inf d(x,y). En

B

xXeA, Y€
particulier, on note d(x, A) la distance de 'ensemble {x} réduit au point x, et de

I'ensemble A; on I’appelle distance du point x & I’ensemble A; on a donc
d(x, A) = infd(x,y),
veA
d’otr
d(A, B) = inf d(x, B)

XeA

(IV, p. 21, prop. 9).
Remarque. — Si d(x, A) = a, il se peut qu’il n’existe aucun point de A dont la distance
a x soit égale a a. Toutefois, cette circonstance ne peut se présenter si A est compact,
car alors, en vertu du th. de Weierstrass (IV, p. 27, th. 1), il existe y € A tel que
d(x, A) = d(x,3).

PROPOSITION 2. — Les propriétés d(x, A) = 0 et x € A sont équivalentes.

En effet, la propriété d(x, A) = 0 exprime que la boule V,(x) rencontre A
quel que soit ¢ > 0, ce qui équivaut & x € A.

ProrosiTioN 3. — La fonction x > d(x, A) est uniformément continue dans X.

Soient en effet x, y deux points quelconques de X; quel que soit ¢ > 0, il
existe ze A tel que d(y, z) < d(y,A) + ¢, d’ols, en vertu de P'inégalité du
triangle

d(x, 2) < d(x,y) + d(y, 2) < d(x,9) + d(y, A) + =

A fortiori d(x,A) < d(x,y) + d(y,A) + ¢, et comme ¢ est arbitraire,

d(x, A) < d(x,y) + d{y, A). De la méme maniére, on a
d(y, A) < dlxy) + d(x, A),

c’est-a-dire

(2) ld(x, A) — d(y, A)| < d(x,y),

d’ot1 la proposition.
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Remarque. — On peut avoir d(A, B) = 0 pour deux parties A, B de X telles que
AuUB = g, lorsqu’aucune de ces deux parties n’est réduite & un point. Par exemple,
sur la droite numérique R, Pensemble des entiers >0, et Pensemble des points de la
suite {(n + 1/2a),5, sont fermés, sans point commun, et ont une distance nulle.

Toutefois, si A est compact et B fermé, la relation d (A, B) = 0 entraine AN B # &,
car en vertu de la relation

d(A, B) = inf d(x, B),
X€A
de la prop. 3 et du th. de Weierstrass, il existe x; € A tel que d(xp, B) = d(A, B) = 0,
donc (IX, p. 13, prop. 2) x, € B.

On appelle diamétre d’une partie non vide A de X le nombre (fini ou égal
a +o) 3(A) = sup d(xy). La notion d’ensemble «petit d’ordre W, »
A

X€A, Ye
(II, p. 12) est identique & celle d’ensemble de diameétre <a. Pour qu’un ensemble

non vide A soit réduit & un point, il faut et il suffit que 3(A) = 0.

On dit qu’un ensemble A < E est borné (pour la distance d) si son diamétre est
fini. Il revient au méme de dire que, pour tout point x, € E, A est contenu dans
une boule de centre x,. Toute partie d’un ensemble borné est un ensemble borné;
la réunion d’une famille finie d’ensembles bornés est un ensemble borné.

On notera qu’une partie de E peut étre bornée pour la distance d, mais non
bornée pour une distance équivalente 4 d (cf. IX, p. 3).

3. Oscillation d’une fonction

A la notion de diamétre se rattache celle d’oscillation d’une fonction f définie dans
un ensemble quelconque X, et prenant ses valeurs dans un espace métrique Y ; si
A est une partie non vide quelconque de X, on appelle oscillation de f dans A le
diameétre 3(f(A)).

Si en outre X est une partie d’un espace topologique Z, on appelle oscillation de f
en un point x € X le nombre w(x; f) = inf 3(f(V N X)), V parcourant le filtre des
voisinages de x dans Z.

ProrosiTioN 4. — L’oscillation o(x; f) d’une fonction quelconque f définie dans une
partie X d’un espace topologique Z, et prenant ses valeurs dans un espace métrique Y', est
une _fonction semi-continue supérieurement dans X.

Soit en effet a un point quelconque de X; pour tout £ > «(a; f), il existe un
voisinage ouvert V de a tel que 3(f(V N X)) < k; pour toutx e VN X, Vestun
voisinage de x, donc

ol f) < 3f(VN X)) <k
ce qui prouve que o est semi-continue supérieurement au point a.

Pour qu’on ait w(x; f) = 0 en un point x € X, il faut et il suffit que, pour tout
¢ > 0, il existe un voisinage V de & tel que f(V N X) soit contenu dans une boule
de rayon ¢; si x € X, cette condition exprime que f est continue au point x (par
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rapport & X); si ¥ € X N (X, elle exprime que 'image par f de la trace sur X du
filtre des voisinages de x dans Z est une base de filtre de Cauchy sur Y'; en par-
ticulier:

ProposiTiON 5. — Soit f une fonction définie dans une partie X d’un espace topologique Z,
prenant ses valeurs dans un espace métrique complet Y'; pour qu’en un point x € X, f ait une
limite relativement & X, il faut et il suffit que losillation de f au point x soit nulle.

4. Espaces uniformes métrisables

DeériNiTioN 2. — On dit qu'une distance sur un ensemble X est compatible avec une
structure uniforme U sur X si la structure uniforme définie par cette distance est identique &

U.
On dit qu'une structure uniforme sur un ensemble X est métrisable s’il existe une dis-

tance sur X compatible avec cette structure. Un espace uniforme est dit métrisable si sa struc-
ture uniforme est métrisable.

Des distances distinctes peuvent étre compatibles avec une méme structure
uniforme; elles sont alors éguivalentes (IX, p. 2, déf. 2). Rappelons que toute
distance est équivalente a une distance dornée (IX, p. 3).

TutorEME 1. — Pour qu’une structure uniforme soit méirisable, il faut et il suffit qu’elle
501t séparée et que le filtre des entourages de cette structure ait une base dénombrable.

La condition est nécessaire, car (avec la notation de IX, p. 12), les entourages
Vim(n = 1) forment une base du filtre des entourages de la structure uniforme

d’un espace métrique.
La condition est suffisante, car si elle est remplie, la structure uniforme con-

sidérée est définie par un seul écart (qu’on peut supposer fini) d*aprés la prop. 2
de IX, p. 6, et comme elle est séparée, cet écart est une distance.

CoRrROLLAIRE 1. — Une structure uniforme séparée définie par une famille dénombrable
d’écarts est métrisable.

En effet, si (f;) est une suite d’écarts définissant une telle structure, le filtre

des entourages est engendré par la famille dénombrable des ensembles

-1
J»((0, 1/m)), ott m et n parcourent ’ensemble des entiers > 0.

CoroLLAIRE 2. — Tout produit dénombrable d’espaces uniformes métrisables est métri-
sable.

En effet, un tel espace est séparé, et sa structure uniforme admet un systéme
fondamental dénombrable d’entourages (d’aprés II, p. 8, prop. 4).

5. Espaces topologiques métrisables

DerintrioN 3. — On dit qu’une distance sur un ensemble X est compatible avec une topo-
logie T sur X si la topologie définie par cette distance est identique & . On dit qu'un
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espace topologique X est métrisable s°il existe une distance sur X compatible avec la topo-
logie de X.

Deux distances sur un ensemble X, compatibles avec une méme topologie 7,
peuvent étre non équivalentes.

Un exemple de ce fait est fourni par le sous-espace R% de R formé des nombres
réels >0; la structure uniforme induite par la structure uniforme additive de R,
et la structure uniforme induite par la structure uniforme multiplicative de R*, sont
toutes deux métrisables et compatibles avec la topologie de R¥%, mais elles ne sont pas
comparables.

On remarquera aussi qu’il peut exister des structures uniformes non métrisables
compatibles avec la topologie d’un espace topologique métrisable (IX, p. 91, exerc.
7.

Nous nous contenterons ici de donner des conditions nécessaires pour gqu’un
espace topologique soit métrisable (pour une condition nécessaire et suffisante,
cf. IX, p. 109, exerc. 32). En premier lieu, un espace ne peut étre métrisable que
s'il est complétement régulier (nous verrons méme (IX, p. 43, prop. 2) qu’un espace
métrisable est nécessairement « normal », ce qui est une condition plus forte).
D’autre part, d’aprés le th. 1 (IX, p. 15):

ProrostTioN 6. — Tout point d’un espace métrisable posséde un systéme fondamental
dénombrable de voisinages.

Plus généralement:

ProrostiTiON 7. — Dans un espace métrisable, tout ensemble fermé est intersection d’une
Jamille dénombrable d’ensembles ouverts; tout ensemble ouvert est réunion d’une famille
dénombrable d’ensembles fermés.

En effet, soit d une distance compatible avec la topologie d’un espace métri-
sable X, Si A est fermé dans X, il est Pintersection des ensembles ouverts Vy,,(A)
(ensemble des x tels que d(x, A) < 1/n; cf. IX, p. 13, prop. 2). La seconde partie
de la proposition résulte de la premitre par passage aux complémentaires.

Remargues. — 1) Les conditions nécessaires qui précédent ne sont pas suffisantes
(cf. IX, p. 92, exerc. 12).

2) On peut donner des exemples d’espaces ol tout point a un syst¢éme fondamen-
tal dénombrable de voisinages, mais ol il existe des ensembles fermés qui ne sont pas

des intersections dénombrables d’ensembles ouverts (IX, p. 94, exerc. 14); de tels
espaces ne sont pas métrisables).

Le cor. 2 de IX, p. 15, montre qu’un produit dénombrable d’espaces topologi-
ques métrisables est métrisable. En outre un espace X somme (I, p. 15) d’une
famille quelconque (Y,),c; d’espaces métrisables est métrisable: en effet, si pour
chaque t €1, d, est une distance compatible avec la topologie de Y,, on peut
supposer que d, est bornée et que le diameétre de Y, est <1; on définit alors une
distance 4 compatible avec la topologie de X en prenant d(x,y) = d,(x,y) si %,y
appartiennent & un méme ensemble Y, et d(x,y) = 1 dans le cas contraire.
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6. Emploi des suites dénombrables

La prop. 6 est & I’origine du réle qu’on peut faire jouer aux suites dénombrables de
points dans un espace métrisable; dans beaucoup de questions, leur emploi peut
se substituer & celui des filtres. Cela tient & ce que les filtres des voisinages des points de
Pespace (et par suite les filtres convergents) sont déterminés par la donnée des suites
convergentes de points de cet espace: en effet, comme le filtre des voisinages d’un
point posséde une base dénombrable, il est I'intersection des filires élémentaires plus
fins que lui (I, p. 43, prop. 11), c’est-a-dire des filtres élémentaires associés aux
suites qui convergent vers le point considéré.

La notion de suite convergente est par contre tout 4 fait inadaptée & I’étude des
espaces topologiques ot1 il existe des points dont le filtre des voisinages n’admet pas de
base dénombrable. On peut former en particulier des espaces topologiques séparés
et non discrets dans lesquels, en chaque point x, intersection d’une famille dénom-
brable de voisinages de x est encore un voisinage de x (I, p. 100, exerc. 6); dans un
tel espace, il n’y a pas d’autres suites convergentes que celles dont tous les termes sont
égaux a partir d’une certain rang.

A titre d’exemple d’emploi des suites dénombrables, indiquons les propo-
sitions suivantes:

ProposITION 8. — Dans un espace métrisable B, pour qu'un point x soit adhérent & une
partie non vide A de B, il faut et il suffit qu’il existe une suite de points de A qui converge
vers x.

Nous savons déja que la condition est suffisante (I, p. 47, prop. 6). Pour
voir qu’elle est nécessaire, considérons un systéme fondamental dénombrable (V,,)
de voisinages de x tel que V,,.; < V,, pour tout z. Si x est adhérent & A, chacun
des ensembles V,, N A est non vide; si &, est un point de V,, N A, la suite (x,)
converge vers x.}

La prop. 8 entraine ceci:

ProposiTION 9. — Pour qu’un espace méirique X soit complet, il faut et il suffit que toute
suite de Cauchy dans X soit convergente.

En effet, soit X le complété de X s'il existe un point x € X n’appartenant pas
a X, il existe une suite (x,) de points de X qui converge vers x; ¢’est une suite de
Cauchy non convergente dans X.

Prorosrrion 10. — Soient X un espace métrisable, fune application de X dans un espace
topologique Y. Pour que | soit continue en un point a € X, il faut et il syffit que pour toute
sutte (x,) de points de X qui converge vers a, la suite (f(x,,)) converge vers f(a) dans Y.

On sait déja que la condition est nécessaire (I, p. 50, cor. 1). Pour voir qu’elle
est suffisante, considérons le filtre B des voisinages de f(a) dans Y; ’hypothése

1 La proposition peut encore étre exacte dans certains espaces ol un point au moins n’admet pas
de syst¢tme fondamental dénombrable de voisinages: par exemple, I’espace obtenu en rendant
compact, par adjonction d’un point & Pinfini (I, p. 67, th, 4), un espace discret non dénombrable.
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entraine que f1 (8B) est moins fin que tout filtre élémentaire associé & une suite
qui converge vers a, c’est-a-dire tout filtre élémentaire convergent vers a; mais
I'intersection de ces derniers est le filtre des voisinages de a (I, p. 43, prop. 11),
d’ol la proposition.

On notera que les prop. 8 et 10 sont encore valables dans un espace X ot 'on
suppose que tout point admet un syséme fondamental dénombrable de voisinages.

7. Fonctions semi-continues sur un espace métrisable

ProposirioN 11. — Sotent X un espace métrisable, f une fonction >0, semi-continue
inférieurement dans X. Alors f est enveloppe supérieure d’une suite croissante de fonctions
continues et finies dans X.

Soit d’une distance définissant la topologie de X. Supposons d’abord que
Jf = o4, ol A est une partie ouverte de X. La fonction %, définie par

ho(x) = inf(n.d(x, X = A), 1)

est alors continue, finie et >0 dans X; en outre, 4,(x) = f(x) pourxe X = A et
pour d(x, X = A) > 1/n. On a donc bien f = sup 4,. Dans le cas général, il résulte
n

de IV, p. 31, prop. 3 que f est 'enveloppe supérieure d’une suite (g,) de fonctions

dont chacune est combinaison linéaire de fonctions caractéristiques d’ensembles

ouverts. En vertu de ce qu’on vient de voir, g, est I’enveloppe supérieure d’une

suite croissante (%,,)n»o de fonctions continues finies et >0 (IV, p. 30); d’ou

il résulte que f = sup &, (E, III, p. 11). En posant f, = sup A,,, on voit que
m,n

PN, gsn
S est 'enveloppe supérieure de la suite croissante des fonctions f,, qui sont finies,
>0 et continues (IV, p. 30).

8. Espaces métrisables de type dénombrable

DeEFiNITION 4. — On dit qu’un espace métrisable est de type dénombrable si sa topologie
admet une base dénombrable.

Il est clair que tout sous-espace d’un espace métrisable de type dénombrable
est de type dénombrable. La définition de la base de la topologie d’un espace
produit (I, p. 24), et e cor. 2 (IX, p. 15), prouvent que tout produit d’une famille
dénombrable d’espace métrisables de type dénombrable est un espace métrisable de
type dénombrable. De méme, tout espace somme d’une famille dénombrable
d’espaces métrisables de type dénombrable est un espace métrisable de type
dénombrable (IX, p. 16).

Propostrion 12. — Pour un espace topologique métrisable X, les propositions suivantes
sont équivalentes:
a) X est de type dénombrable ;
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b) il existe un ensemble dénombrable dense dans X ;
¢) X est homéomorphe & un sous-espace du cube IN, ot I est I’intervalle (O, 1) dans R.

D’aprés les remarques précédentes, il est clair que ¢) implique 4) ; 4) implique
b), car si (U,) est une base dénombrable de la topologie de X et a, un point de
U,, ensemble des a, est partout dense dans X. Montrons enfin que b) entraine
¢). Soit (a,) une suite partout dense de points de X, et pour tout ¥ € X, soit () le
point (d (%, a,))nen de IN (d étant une distance compatible avec la topologie de X
et pour laquelle le diameétre de X est < 1); nous allons voir que ¢ est un homéo-
morphisme de X sur un sous-espace de IN. En effet, ¢ est continue puisque cha-
cune des fonctions x > d (%, a,) Pest; en outre ¢ est injective, car tout point de X
est limite d’une suite extraite de (a,) (IX, p. 17, prop. 8). Soit B une boule de
centre x, et de rayon r dans X, et soit » un entier tel que d (%o, a,) < /3. L’image
par ¢ de ’ensemble W des points x € X tels que

ld(an an) - d(x: an)l <3

est par définition un voisinage de ¢(x,) dans ¢(X). Mais pour tout xe W, on a
d(x, a,) < d(xo, a,) + 17/3 < 23, d’oi
d(%, %o) < d(%, @) + d(x,a,) <1,
ce qui montre que W est un voisinage de x, contenu dans B; donc ¢ est un
homéomorphisme de X sur ¢(X).
On notera que pour un espace topologique quelconque X, la propriété ) n’en-
tralne pas nécessairement l’existence d’une base dénombrable, méme lorsque X est

compact et que tout point de X admet un systéme fondamental dénombrable de
voisinages (IX, p. 92, exerc. 12; cf. I, p. 90, exerc. 7).

CoroLLAIRE, — (1) Tout sous-espace d’un espace métrisable de type dénombrable est
métrisable de type dénombrable.

(ii) Toute somme (resp. tout produit) d’une famille dénombrable d’espaces métrisables
de type dénombrable est métrisable de type dénombrable.

L’assertion (1) résulte de la définition; pour prouver ’assertion (ii) relative aux
sommes, notons que toute somme d’espaces métrisables est métrisable (IX, p. 16);
d’autre part, si X est somme d’une suite (X,) d’espaces topologiques et si D,

est une partie partout dense de X,,, U D, est dense dans X, Enfin, ’assertion (ii)
n

relative aux produits résulte de la prop. 12 et de la relation (I¥)N = IN*¥, et du
fait que N x N est dénombrable.

ProrositioNn 13. — Soit X un espace topologique admettant une base dénombrable
(U,); pour tout recouvrement ouvert (V,), o1 de X 1l existe une partie dénombrable J de 1
telle que (V,), o5 S0it un recouvrement de X.

En effet, soit H la partie de N formée des indices # tels que U, soit contenu
dans un au moins des V,; la suite (U,),.x est un recouvrement de X, car tout
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point x € X appartient & un V,, et comme V, est ouvert, il existe un indice n tel
que x € U, = V,. Cela étant, il existe une application ¢ de H dans I telle que
U, < Vyq, pour tout ze€ H; en prenant J = $(H), qui est dénombrable, on
répond 2 la question.

9. Espaces métriques compacts; espaces métrisables compacts

Le critére de précompacité des espaces uniformes (II, p. 29, th. 4) donne, pour
les espaces métriques, la proposition suivante:

ProposITION 14. — Pour qu’un espace métrique X soit précompact, il faut et il suffit que,
pour tout ¢ > 0, ol existe un recouvrement fint de X dont tous les ensembles aient un diametre
<e.

Si on ajoute I’hypothése que X est complet, on obtient un critére de compacité
des espaces métriques.

On déduit de la prop. 14 un critere fopologique de compacité, applicable aux
espaces métrisables:

ProrosiTiON 15. — Pour qu’un espace topologique métrisable X soit compact, il faut et il
suffit que toute suite infinie de points de X ait une valeur d’adhérence dans X.

D’apres 'axiome (C) (I, p. 59), la condition est nécessaire. Pour voir qu’elle
est suffisante, considérons une distance d compatible avec la topologie de X.
Montrons d’abord que Pespace métrique X ainsi défini est complet: en effet, toute
suite de Cauchy dans X a alors une valeur d’adhérence, et par suite est conver-
gente (II, p. 14, cor. 2 de la prop. 5); la prop. 9, IX, p. 17 montre donc que X
est complet. En second lieu, montrons que X est précompact; dans le cas contraire,
en vertu de la prop. 14, il existerait un nombre « > 0 tel qu’il n’y ait aucun
recouvrement fini de X par des parties de X de diameétre <«. On pourrait alors
définir par récurrence sur n une suite infinie (x,) de points de X par la condition
d(x,, x,) > a/2 pourtoutp < n; or, une telle suite ne peut avoir de valeur d’adhé-
rence, puisque toute boule de rayon <a/4 contient au plus un point de la suite.

COROLLAIRE. — Pour qu’une partie A d’un espace topologique métrisable X soit relative-
ment compacte, il faut et il syffit que toute suste infinie de points de A ait une valeur d’adhé-
rence dans X.

La condition est nécessaire d’aprés I, p. 62, prop. 7. Inversement, soit d
une distance compatible avec la topologie de X. Montrons que l'espace A est
compact, en appliquant le critére de la prop. 15: soit (x,) une suite de points de
A; pour chaque indice n, il existe y, € A tel que d(x,, y,) < 1/n; la suite (y,)
admet par hypothése une valeur d’adhérence a € X, et a est aussi valeur
d’adhérence de la suite (x,), car siy,, appartient a la boule de centre 4 et de rayon
1/n pour un m > n, x,, appartient a la boule de centre a et de rayon 2/n.
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1! faut remarquer que la prop. 15 n’est pas une conséquence de ’existence, en
tout point de X, d’un systéme fondamental dénombrable de voisinages; on peut
donner des exemples d’espaces non métrisables et non compacts, dans lesquels tout
point posséde un systtme fondamental dénombrable de voisinages, et toute suite de
points une valeur d’adhérence (IX, p. 94, exerc. 14).

ProposrrioN 16. — Pour qu'un espace compact X soit métrisable, il faut et il suffit que
sa topologie admette une base dénombrable.

La condition est nécessaire. En effet, d’apres la prop. 14 (IX, p. 20), pour tout
entier # > 1, il existe une partie finie A, de X telle que la distance & A, de tout

point de X soit <1/n; ’ensemble dénombrable A = U A, est par suite dense
n

dans X, d’ol1 notre assertion (IX, p. 18, prop. 12).

La condition est suffisante. Soit en effet (U,) une base dénombrable de la
topologie de X. Tout voisinage d’un point de la diagonale A de X x X contient
alors un voisinage de la forme U, x U,; il résulte de I’axiome de Borel-Lebesgue
appliqué a I’ensemble compact A dans X x X, que tout voisinage de A contient
une réunion finie d’ensembles de la forme U, x U,, qui est un voisinage de A.
Les voisinages de A qui sont réunions finies d’ensembles de la forme U,, x U, for-
ment par suite un systeme fondamental d’entourages de la structure uniforme de
X (II, p. 27, th. 1); notre assertion résulte par suite du th. 1 (IX, p. 5).

CoroLLAIRE. — Soient X un espace localement compact, X' Uespace compact obtenu par
adjonction & X d’un point & Iinfini o (I, p. 68). Les propositions sutvantes sont équivalentes :

a) la topologie de X admet une base dénombrable;
b) X' est métrisable;
¢) X est métrisable et dénombrable & I’infini.,

Montrons d’abord que @) entraine 4). Soit (U,) une base dénombrable de la
topologie de X tout voisinage d’un point # de X contient un voisinage compact de
%, lequel contient & son tour un voisinage de x égal & ’un des U,,; ceux des U, qui
sont relativement compacts forment donc aussi une base de la topologie de X, et
on peut donc supposer tous les U, relativement compacts. L’espace X est donc
réunion dénombrable des ensembles compacts U,, autrement dit est dénombrable
a linfini; cela entraine que, dans X', le point  admet un systéme fondamental
dénombrable (V,) de voisinages ouverts (I, p. 69, corollaire); il est clair alors
que tout voisinage d’un point y € X’ contient, soit I'un des U, soit I'un des V,,,
qui est un voisinage de y; autrement dit les U, et les V,, forment une base dénom-
brable de la topologie de E’, et notre assertion résulte de la prop. 16.

Il est immédiat que ) entraine ¢), car ) implique que « admet un systéme
fondamental dénombrable de voisinages (I, p. 69, corollaire).

Prouvons enfin que ¢) entraine 4). Il existe par hypothese une suite croissante
(V,) d’ensembles ouverts relativement compacts, formant un recouvrement
ouvert de X et tels que V, = V,,; (I, p. 68, prop. 15). Le sous-espace V,
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étant compact et métrisable, admet une base dénombrable (IX, p. 21, prop. 16),
et il en est donc de méme de V,; soit (U,,)n»1 une base de la topologie de V,.
Pour x € E et tout voisinage W de «, il existe n tel que x €V, donc il existe m tel
que xeU,, < V, " W; les ensembles U,, (m = 1,7 > 1) forment par suite
une base de la topologie de X.

10. Espaces quotients des espaces métrisables

Si X est un espace métrisable, R une relation d’équivalence dans X, Iespace
quotient X/R n’est pas nécessairement métrisable (méme si en outre X est locale-
ment compact *et X/R normal,). Toutefois:

Prorostrion 17. — Tout espace quotient séparé d’un espace compact métrisable est un
espace compact métrisable.

Il revient au méme de dire que si f est une application continue d’un espace
compact métrisable X dans un espace séparé Y, f(X) est un sous-espace métrisable
de Y (I, p. 63, cor. 3).

Soient X un espace compact métrisable, R une relation d’équivalence dans X
telle que X/R soit séparé. On sait alors (I, p. 62, th. 2) que X/R est compact;
d’aprés la prop. 16 (IX, p. 21), tout revient & prouver que la topologie de X/R
admet une base dénombrable. Nous utiliserons pour cela le fait que R est fermée
(I, p. 63, cor. 2) et que les classes mod. R sont compactes. Soit ¢ I’application
canonique de X sur X/R, et soit (U,) une base dénombrable de la topologie de X.

-1
Soient z un point quelconque de X/R, V un voisinage de z dans X/R; o(V) est
-1
donc un voisinage dans X de I’ensemble compact ¢(z). Comme pour tout
-1 -1
x € ¢(2) il existe un U, contenant x et contenu dans ¢(V), I’axiome de Borel-
-1
Lebesgue montre qu’il existe un recouvrement ouvert fini (U, ); <x<r de @(2) tel
-1 -1
que, si on pose W = U U,,, W soit un voisinage de ¢(z) contenu dans ¢(V).
k
Comme R est fermée, o(W) est alors un voisinage de z dans X/R, contenu dans
V (I, p. 35, Remarque). Désignons par B I’ensemble des intérieurs des ensembles de
la forme ¢(W), oit W parcourt ensemble § des réunions finies d’ensembles de la

forme U,,; ce qui précéde prouve que B est une base de la topologie de X/R, et
comme § est dénombrable, il en est de méme de B.

ProrosiTioN 18. — Soient X un espace métrique complet, R une relation d’équivalence
ouverte dans X, telle que X[R soit séparé, ¢ I’ application canonique de X sur X|R. Pour
toute partie compacte K de X|R, il existe une partie compacte K' de X telle que o(K') = K.

Soit B, ’ensemble des boules ouvertes de rayon 1/2 dans X. Lorsque B par-
court B,, les ensembles ¢(B) forment un recouvrement ouvert de K, donc il
existe un nombre fini de points x;, ..., x,, de X tels que les images par ¢ des
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boules ouvertes de rayon 1/2 et de centre #,(1 < ¢ < m) forment un recouvrement
ouvert de K. Posons H; = {x, ..., x,}, et supposons défini, pour 1 < 7 < n, un
ensemble fini H; tel que:

l° H, = H,,, et tout point de H,,, est & une distance <1/2! de H; pour
l<ign—-1;

2° les images par ¢ des boules ouvertes de rayon 1/2%, dont le centre parcourt
H,, forment un recouvrement ouvert de K, pour 1 € 7 < o

Soit alors B, . ; 'ensemble des boules ouvertes de rayon 1/27+1, dont le centre
x est tel que d(x, H,) < 1/2"; d’aprés les propriétés de H,, les ensembles ¢(B), ot
B parcourt B, ., forment un recouvrement ouvert de K; donc il existe un
ensemble fini L, ., = X, tel que les images par ¢ des boules ouvertes de rayon
1/27+1, dont le centre parcourt L, . ,, forment un recouvrement ouvert de K; en
prenant H, ., = H, U L, ,, on voit qu’on peut définir par récurrence une suite
infinie (H,) de parties de X ayant les propriétés 1° et 2° ci-dessus. Posons

H = U H, et montrons que H est précompact: pour tout p > 0 et tout point
n
Znep € H, o p, il existe une suite de points z,,; € H,,,(0 € ¢ < p — 1) tels que

Uzn1y Zogien) < 1/2°* pour 0 <i<p—1;

p=-1
on en conclut que d(z,, z,4,) < z 1/2n+4 < 1/2"~1, et par suite
i=0

d(y, Hy) < 12071

pour tout y € H, ce qui prouve notre assertion. Comme X est complet, H est
compact, et par suite ¢(FH) est compact. Montrons que K < ¢(H):sizeK,ona

-1 -1 -1
par définition d(H,, ¢(2)) < 1/2" pour tout n, d’otr d(H, ¢(z)) = 0; comme ¢(z)
-1
est fermé et H compact, cela entraine H N ¢(z) # o (IX, p. 14, Remarque), d’ol

-1
notre assertion. Si alors K’ = H N ¢(K), K’ est fermé dans H, donc compact, et
ona¢(K’) = K.

§ 3. GROUPES METRISABLES; CORPS VALUES;
ESPACES ET ALGEBRES NORMES

1. Groupes topologiques métrisables

ProrosttioN 1. — Pour que les structures uniformes droite et gauche d’un groupe topologique
G soient métrisables, il faut et il suffit que G soit séparé et que I’élément neutre ¢ de G
Dbosséde un systéme fondamental dénombrable de voisinages.

La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, si elle est remplie,
soit (V,,) un systéme fondamental de voisinages de ¢; si U, désigne ensemble des
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couples (x,y) de G x G tels que ¥~y e V,, les U, forment un systéme fonda-
mental dénombrable d’entourages de la structure uniforme gauche de G; comme
en outre cette structure est séparée, elle est métrisable (IX, p. 15, th. 1). Méme
démonstration pour la structure uniforme droite de G.

Nous dirons qu’un groupe topologique G est métrisable si sa topologie est
métrisable; la prop. 1 montre alors que ses deux structures uniformes sont
métrisables.

On peut préciser ce résultat & Paide de la notion suivante:

DeEriNtTioN 1. — Sur un groupe G, noté multiplicativement, on dit qu’une distance d est
invariante & gauche (resp. invariante & droite) si, quels que sotent x, y, z dans G, on a

d(zx, zy) = d(x,y) (resp. d(xz,yz) = d(x,y))-

ProposiTioN 2. — La structure uniforme gauche (vesp. droite) d’un groupe métrisable G
peut étre définie par une distance invariante & gauche (resp. & droite).

Supposons en effet que le systéme fondamental (V,) de voisinages de ¢ soit
formé de voisinages symétriques tels que V., < V,, pour tout z; les entourages
U, correspondants de la structure uniforme gauche sont alors des entourages

symétriques tels que %J,H 1 ©U,. Le procédé employé dans la démonstration de la
prop. 2 de IX, p. 6 fournit & partir de la suite d’entourages (U,) une distance 4
sur G compatible avec la structure uniforme gauche de G; en outre, comme pour
tout ze G, lapplication (x,y) — (zx, zy) laisse invariant chacun des U,, la
définition méme de d montre que 4 est une distance invariante 4 gauche. Raison-
nement analogue pour la structure uniforme droite.
On notera que, si les deux structures uniformes de G sont distinctes, la distance d
n’est pas invariante 4 droite, et par suite on a en général d(x~1,y~1) # d(x,y).
En particulier, si G est un groupe commutatif métrisable, sa structure uniforme
est définie par une distance invariante d; si G est noté additivement, on a
d(x,y) = d(0,y — x) = d(0,x —y); on pose souvent d(0,x) = |x| (ou
d(0,x) = ||#]); on a donc d(x,y) = |x — y|. La fonction |x| satisfait aux trois
conditions suivantes:

a) |—x| = |x| pour tout x € G;
b) |x +y| < |x| + |y| quels que soient #, y dans G;
¢) La relation |x| = O est équivalente & x = 0.

Réciproquement:

ProposiTioN 3. — Soient G un groupe commutatif noté additivement, x —> |x| une
application de G dans R, satisfaisant aux conditions a), b), ¢) précédentes. La fonction
d(x,y) = |x — y| est une distance invariante sur G; la topologie I~ qu’elle définit sur G est
compatible avec la structure de groupe de G, et la structure uniforme qu’elle définit est
identique & la structure uniforme du groupe topologique obtenu en munissant G de la
topologie T .
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La fonction d(x,y) est bien une distance sur G, car la relation d(x,y) = 0
équivant & ¥ = y d’aprés ¢), on a d(y, x) = d(x,y) d’aprés a), et

dxy) =[x = 2) + (z -9l < |5 — 2| + [z —y| = d(x, 2) + d(z)
d’apres 8). En outre, 4 est une distance invariante puisque
x+2)—(y+2) =x—y.

Pour tout « > 0, soit V,, ’ensemble des x € G tels que |#| < «; les V,, forment un
systéme fondamental & de voisinages de 0 pour la topologie 7, et comme d est
invariante, pour tout ¢ € G, 2 + & est un systéme fondamental de voisinages de a
pour la topologie J". D’aprés a), les V,, sont symétriques, et d’aprés &), on a
V, + V, = V,,; la topologie 7~ est donc compatible avec la structure de groupe
de G (III, p. 4). La derniére partie de la proposition est immédiate.

Les conditions a), 4), ¢) sont équivalentes 4 la condition ¢) jointe 4 la condition
b) lx — gl < |»] + |9l

En effet, il est évident que a) et b) entrainent b’). Réciproquement, en prenant
x = 0 dans "), et tenant compte de ¢), on voit que | —y| < |y|, d’olt en remplaganty
par —y, | —y| = |y|, ce qui donne a); en remplagant y par —y dans 5’), on obtient
alors 4).

ProrosiTiON 4. — St G est un groupe métrisable, tout groupe quotient séparé G/H de G
est métrisable; st en outre G est complet, G[/H est complet.

La premiére partie de la proposition résulte de ce que, dans G/H, I’élément
neutre admet un systéme fondamental dénombrable de voisinages: en effet, si
(V,) est un systéme fondamental de voisinages de ¢ dans G, les images canoniques
V., des ensembles V,, dans G/H forment un systéme fondamental de voisinages de
I’élément neutre de G/H (I1I, p. 13, prop. 17).

Pour montrer que, si G est complet, il en est de méme de G/H, il suffit (IX,
p. 17, prop. 9) de voir que toute suite de Cauchy (#,) pour la structure uniforme
gauche de G/H, est convergente; on peut toujours supposer (en extrayant au
besoin une suite partielle de (%,) que, pour tout couple d’indices p, ¢ tels que
p =mn,q>n ona iy eV,; cela signifie que, pour tout couple de points
Y€y, zek,onay ze HV, = V, H; il en résulte que, pour touty € #,, 'inter-
section de %, et du voisinage yV, de y n’est pas vide. Supposons alors la suite (V,,)
choisie de sorte que V2Z,, = V,, et définissons par récurrence une suite (x,) de
points de G, de sorte que x,, € %, et x,., € ¥, V,, ce qui est possible d’aprés ce qui
précéde; on en conclut par récurrence que pour tout p > 0, on a

Xnap exn,\/n\7n+1. LA Vn+p—1 < ann—l'

La suite (x,) est donc une suite de Cauchy dans G et converge par suite vers un

1 11 existe des groupes complets non métrisables G, contenant un sous-groupe fermé H tel que
G/H ne soit pas complet (EVT, IV, § 4, exerc. 10 ¢).
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point a; on en conclut aussitét que 'image canonique ¢ de a dans G/H est limite
de la suite (4,).

CoRroOLLAIRE. — Svient G un groupe métrisable complet, G, un sous-groupe partout dense
dans G, Hy un sous-groupe distingué fermé de Gg; si H est {’adhérence de Hy dans G, le
groupe quotient GofH, admet alors un groupe complété isomorphe ¢ G/H.

On sait que H est un sous-groupe distingué de G (III, p. 9, prop. 9) et la
prop. 4 montre que G/H est complet; si ¢ est Papplication canonique de G sur
G/H, il est clair d’autre part que ¢(G,) est partout dense dans G/H. Le corollaire
résulte donc de la prop. 21 de III, p. 14.

Dans ce qui suit, pour un espace uniforme X, nous noterons ix 'application
canonique de X dans son séparé complété X, par X, = ix(X) le sous-espace uni-
forme de X, qui est ’espace séparé associé 3 X ; rappelons que la topologie de X est
I'image réciproque par iy de celle de X, (I, p. 23, prop. 12). Rappelons aussi
que, pour toute application uniformément continue f:X — Y, f désigne I’appli-
cation uniformément continue de X dans ¥ telle que fo iy = iy o f (II, p. 24,
prop. 15); si X est un sous-espace uniforme de Y et f Pinjection canonique, X
s’identifie & un sous-espace uniforme de ¥ et f4 I’injection canonique de X dans
Y (11, p. 26, cor. 1).

ProposrTION 5. — Soit X L Y 4> Z une suite exacte de morphismes stricts (111, p. 16)
de groupes topologiques (A, 11, p. 10, Remarque 5). Supposons que X, Y, Z admettent des

groupes séparés complétés métrisables. Alors X Lo X 2 7 est une suite exacte de morphismes
stricts,

Soient Ny, N, les noyaux respectifs de f et g; écrivons f = f5 o f3 o f1, Ol f; est
le morphisme strict canonique X — X/N, f; un isomorphisme de X/N; sur N, et
Ja Tinjection canonique N, =Y. On sait déja que f, est un isomorphisme de

PN N
(X/N;) sur N, et on vient de rappeler que f; est un morphisme strict injectif de
N, dans ¥; si on montre que f; est un morphisme strict surjectif de X sur

(ﬁ) il en résultera que f est un morphisme strict (IIL, p. 16, Remarque 2).
D’autre part, soit g, le morphisme strict canonique Y — Y/Ny; si 'on montre
que g, est un morphisme strict surjectif de noyau N (identifi¢ & un sous-groupe
de Y) on verra comme ci-dessus que £ est un morphlsme strict, et la suite

R 4.9 4 7 sera exacte. On est donc ramené 2 prouver le lemme suivant:
Lemme 1. — Sotent X un groupe topologique admettant un groupe séparé complété métrisable,
N un sous-groupe distingué de X, Y = XN, f: X —Y le morphisme canonique. Alors
F2 X — Y est un morphisme strict suzjectif de noyau identifié canoniquement & N.

Soit fy: X, — Y, Papplication qui coincide avec f dans X,; comme iy (resp.
iy) est un morphisme strict surjectif de X sur X, (resp. de Y sur Y,), fo est un
morphisme strict surjectif (III, p. 17, Remarque 3). Or X, et Y, sont métrisables
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(IX, p. 23, prop. 1); il résulte de IX, p. 26, corollaire, et de III, p. 25, prop. 8,
que f, = f est un morphisme strict surjectif et admet comme noyau I’adhérence
NjdansX = X, du noyau N de f,. Il nous suffira donc de prouver que Ny =N,
Or, Nj contient évidemment N, = ix(N); il suffira de voir que Nj est contenu
dans ’adhérence N, de N dans X Or, U = ig3(X, — No) = X — ig1(Ny) est
un ensemble ouvert dans X qui ne rencontre pas N; comme f est un morphisme
strict surjectif, V = f(U) est un ensemble ouvert dans Y ne contenant pas
I'élément neutre ¢’ de Y, donc ne rencontrant pas ’adhérence de ¢’; par suite
iy(V) ne contient pas I’élément neutre de Y, Mais iy(V) = fo(X, — No) par
définition de U, donc on a Nj « Ny, ce qui achéve de prouver le lemme 1 et la
prop. 5.

La prop. 5 s’applique en particulier lorsque X, Y et Z sont des groupes
commutatifs dont les éléments neutres admettent des systémes fondamentaux
dénombrables de voisinages, puisque dans ce cas les séparés complétés existent
(II1, p. 26, th. 2). En particulier, si X est un tel groupe commutatif, N un sous-

N
groupe quelconque de X, le séparé complété (X/N) s’identifie canoniquement
a X/N.

CorROLLAIRE, — Soient X, Y deux groupes commutatifs métrisables, u un morphisme
strict de X dans Y, N son noyau, P son image. Alors 4 est un morphisme strict de X dans ¥,
de noyau N = N (adhérence de N dans X) et d’image ® = P (adhérence de P dans Y).

Remarque. — Soit d une distance invariante & gauche définissant la topologie d’un
groupe métrisable G; soit H un sous-groupe distingué fermé de G. Pour deux
points quelconques %, y de G/H, considérons la distance d(#, y) des deux en-
sembles fermés %, § dans G (IX, p. 13); nous allons voir que cette fonction est une
distance invariante & gauche sur G/H, définissant la topologie de ce groupe quotient.
Notons d’abord que si x € %, y €y, on a d(¥,§) = d(x, Hy); en effet

d(x, Hy) = ;215 d(x, hy),

d’ott aussitdt, pour tout 4" € H, d(#'x, Hy) = d(x, Hy) en vertu de P'invariance &
gauche de 4, ce qui démontre notre assertion (IX, p. 13); pour tout point
2e G/H, on a donc (IX, p. 13, formule (2))

ld(xs Z) - d(% Z), = !d(x: Z) - d(% Z)| < d(x’y)a
et comme cette inégalité est vraie quels que soient x€% et ye€y, on a
|d(%, 2) — d(y, 2)| < d(%,7), ce qui prouve que d(%, 7) est une distance sur G/H.
En outre, pour tout z € Z, on a d(2%, 2g) = inf d(zx, hzy) d’aprés ce qui précede;
heH
mais comme hzy = z(z7'hz)y et que z~*hz parcourt H lorsque % parcourt H

(H étant distingué), linvariance & gauche de d(x,y) prouve que l'on a
d(zx, Hzy) = d(x, Hy) = d(%,4). Enfin, si V est un voisinage de ¢ dans G défini
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par d(e, x) < «, son image V dans G/H est ensemble défini par d(¢, %) < «, ce
qui ache¢ve de démontrer notre assertion.

2. Corps valués

DEFINITION 2. — On appelle valeur absolue sur un corps K une application x — |x| de K
dans R ., satisfatsant aux conditions sutvantes :

(VM) |x| = O est équivalent & x = 0;
(VMy) |ay| = |*|.|y| quels que soient %,y dans K;
(VM) |x + y] < |5| + |y| quels que soient x, y dans K.

D’aprés (VMy), on a |x| = |1].|x|, et comme il existe d’aprés (VM;) au
moins un « tel que |#| # 0,ona |1| = I;onentire 1 = |—1|3, d’ol également
| =1] = 1, et par suite

| = = [=1] ]« = [#];
on en conclut que |x — y| < [x] + |y| quels que soient #, y. On peut encore dire
que d(x,y) = |x — y| est une distance invariante sur le groupe additif K, et ’appli-
cation x — || un komomorphisme du groupe multiplicatif K* des éléments #0 de
K, dans le groupe multiplicatif R% des nombres réels > 0.

La distance invariante |# — y| définit sur K une topologie d’espace métrique
compatible avec la structure de groupe additif de K (IX, p. 24, prop. 3); mais
en outre, cette topologie est compatible avec la structure de corps de K. En effet, la
continuité de xy dans K x K résulte de la relation

Xy — %Yo = (¥ — %0)(¥ — ¥o) + (¥ — %0)¥0 + %o(¥ — Yo)
qui donne
[2y — xoyol < |¥ — xol. |y = yol + [%0]-1¥ — gl + [0l.|¥ — %.
De méme, la continuité de x~! en tout point x, # 0 résulte de l'identité
x71 — x5t = x71(x%, — x)x5'%, qui donne, d’aprés (VMy),

x"‘l — x‘l — J_x_:_xl’.
S B PR

Or, si ¢>0 est tel que e < |x|, la relation |¥ — x,| < ¢ entraine
[x] = |%5] — ¢, dou
€
T
[%o] (%] = <)

ce qui établit la continuité de x~* au point x,.

et - x5 <

DeEriNiTioN 3. — On appelle corps valué un corps K muni de la structure définie par la
donnée d’une valeur absolue sur K,
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Un corps valué sera toujours considéré comme muni de la topologie définie
par sa valeur absolue, qui en fait un corps topologique. Si K, est un sous-corps d’un
corps valué K, la restriction & K, de la valeur absolue sur K est une valeur
absolue sur K, qui définit sur K, la topologie induite par celle de K.

Exemples. — 1) Soit K un corps quelconque; pour tout x € K, posons |x] = 1si
x # 0, et |0] = 0; Papplication x — |#| ainsi définie est une valeur absolue sur K,
dite valeur absolue impropre. Pour que la topologie définie sur un corps K par une
valeur absolue |x| soit discréte, il faut et il suffit que |x| soit la valeur impropre. C’est
¢videmment suffisant; inversement, si la topologie de K est discréte, x| ne peut
prendre aucune valeur o > 0 distincte de 1: car si on avait |x] = & < 1, la suite
(x3) serait formée de termes #0 et convergerait vers 0; on passedelaaucasa > len
considérant x5't.

2) La valeur absolue d’un nombre réel (IV, p. 5) vérifie les axiomes (VMj),
(VMyy), (VMy) et définit sur le corps R la topologie de la droite numérique. Sur le
corps C des nombres complexes (identifié & R?) et sur le corps K des quaternions
(identifié & R*) la norme euclidienne est de méme une valeur absolue définissant
respectivement la topologie de chacun de ces corps (VIII, p. 4 et p. 7).

3) Sur un corps K, une valuation réelle est une fonction v, définie dans K*¥, &
valeurs dans R, satisfaisant aux conditions suivantes: a) pour x e K*, ye K¥,
v(xy) = v(x) + v(y); b) sienoutre x + y # 0, v(x + y) = inf(v(x), v(y)). Si a est un
nombre réel quelconque >1, on définit alors sur K une valeur absolue en posant
%] = a7 pour x # 0, et |0] = 0. En effet, de la relation v(xy) = v(x) + »(y) pour
x # Oety # 0, on déduit la relation |xy| = |x|.|y| pour ces valeurs de x et y, et cette
relation est trivialement vérifiée si 'un des éléments x, y est nul; de méme, de
v{x + y) = inf(v(x), v(y)) pour x # 0,y # Oetx + y # 0, on déduit

lx + y| < sup(|«], |9]) < || + |9],

et ces inégalités sont encore vérifiées si I'un des éléments ¥, y, ¥ + y est nul. En par-
ticulier, si 2,(x) est la valuation p-adique sur le corps Q des nombres rationnels
(exposant de p dans la décomposition de x en produit de facteurs premiers), la valeur
absolue correspondante |x|, = p~%™ est dite valeur absolue p-adique sur le corps Q.

Remargue. — Si, dans un corps valué, x est racine de 'unité, on a |x| = 1, car si
#" = 1 pour un entier » > 0, on en tire |x|" = 1 d’od |#| = 1. En particulier, la
seule valeur absolue sur un corps fini est la valeur absolue impropre, puisque tout
élément #0 du corps est racine de I'unité.

On dit qu’une valeur absolue sur un corps K est ultramétrique si elle vérifie
Pinégalité |x + y| < sup(|#l, ly|); le corps valué K est alors dit ultramétrique; la
valeur absolue impropre sur tout corps K, et la valeur absolue p-adique sur Q
sont ultramétriques, mais il n’en est pas de méme de la valeur absolue usuelle sur
R ou sur C.

DErINITION 4. — On dit que deux valeurs absolues sur un corps K. sont équivalentes si elles
définissent la méme topologie sur K.

ProrosiTioN 6. — Pour que deux valeurs absolues non impropres |x|y, |%|q sur un corps K
sovent équivalentes, il faut et il suffit que la relation |x|, < 1 entraine x|y < 1. Il existe
alors un nombre o > 0 tel que |%|5 = |x|,° pour tout x € K.
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La condition de ’énoncé est nécessaire, car 'ensemble des x € K tels que
|x|; < 1 est identique & I'ensemble des x tels que lim 2™ = O pour la topologie

n=w

définie par la valeur absolue |x

Supposons inversement que |x|; < 1 entraine |x|, < 1. Alors |x|; > 1 en-
traine |%|; > 1, puisqu’on a |¢~!|; < 1, et par suite |¥~!|; < 1. Comme par
hypothese la valeur absolue |%|, n’est pas impropre, il existe un x, € K tel que
|%oly > 1; posons a = |xo|;, & = |%o|g, p = logbfloga > 0. Soit x e K*, et
posons |x|; = |%0]7. Si m et n sont des entiers tels que n > 0 et m/n > v, 0n a
%1 < |%|7™, d’onr |x%/aP|, < 1, et par suite |[x"/xT], < 1, |x]g < |%o]|2/" De
méme, si m/n < vy, on voit que |x|, > [%,|F™ On en conclut |x|; = |x,|¥, autre-
ment dit log|x|, = ylog & = yploga = plog|x|;, ou [x], = |x|3; il est immédiat
que les voisinages de 0 pour les topologies définies par |x|, et |x|5 sur K sont alors
identiques.

1e

Inversement, pour toute valeur absolue |x| sur K, la fonction |x|¢ est une valeur
absolue sur K (équivalente & |x|) pour tout nombre p tel que 0 < ¢ < 1. En effet, il
suffit de vérifier 'indgalité |x + yle < |#[° + |y[f; or, on a |x + y|? < (|x| + |y|)*;
tout revient donc 4 montrer que, si a > 0, 5 > 0, on a (a + )¢ < a® + b° pour
0<p<1.Orsionposec = af(a + b),d = b/(a + b),onac + d = 1 etl’inégalité
a démontrer s’écrit 1 < ¢® + df; elle résulte immédiatement des relations ¢® > ¢,
de = d qui sont évidentes puisque 0 < ¢ € 1,0 < dglet0<p < 1.

On en conclut que Pensemble des valeurs de r > 0 telles que |%|" soit une valeur
absolue est un intervalle fini ou infini d’origine 0 dans R; s’il est fini, il est évidemment
fermé, car si, pour deux éléments quelconques x,y de K, on a |x + y|” < |x]" + |y|"
pour 0 < 7 < 7o, Pinégalité a encore lieu par continuité pour r = r,. Lorsque [#|" est
une valeur absolue pour fout nombre r > 0, on a, pour deux éléments quelconques
x,yde K

l# +y] < (l«l" + [y
pour tout r > 0. Or, si a et b sont deux nombres =0, on a lim (a" + 5" = sup(a, b),
car, en supposant par exemple b < 4, on a o

a < (a" + ")l < 2g

d’ou la formule cherchée, en faisant croitre » indéfiniment.
On voit donc que, si |x|" est une valeur absolue pour tout 7 > 0, on a

¥ + y| < sup(l[, |y])

autrement dit la valeur absolue |x| est ultraméirique.

Remarque. — La démonstration dela prop. 6 (IX, p. 29) prouve que, si la topologie
définie sur K par x|, est moins fine que celle définie par |x|;, et si [%|; n’est pas im-
propre, |x|; et |x|o sont éguivalentes, car la relation |x|; < 1 entraine alors ||, < 1.
Autrement dit, les topologies définies sur K par deux valeurs absolues non impropres
ne peuvent étre comparables que si elles sont identiques.

Prorosrrion 7. — L’anneau complété K d’un corps K valué par une valeur absolue |x|
est un corps, et la fonction |x| se prolonge par continuité en une valeur absolue sur K, qui
définit la topologie de K.
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Soit & un filtre de Cauchy sur K (pour la structure uniforme additive) tel que
0 ne soit pas adhérent & §; pour voir que K est un corps, il suffit d’établir que
I'image de § par ’application x > x~! est une base de filtre de Cauchy (III,
p. 56, prop. 7). Or, il existe par hypothése un nombre o« > 0 et un ensemble
A € G tels que |x| > « pour tout x € A; d’autre part, pour tout ¢ > 0, il existe un
ensemble B € & tel que B < A et, pour tout couple d’éléments x,y de B, [x —y| < ¢
on en conclut

|* — ¥ <5 c,

%[ [g] =

d’ol la premiére partie de la proposition. La distance invariante |¢ — y| = d(x,y)
se prolonge par continuité 3 K x K, en une distance sur K (IX, p. 12, prop. 1)
qui définit la topologie de K et est invariante en vertu du principe de prolonge-
ment des identités; nous la désignerons encore par d(x, y). Sion pose |¥| = d(0, x)
pour x € K, il est clair que |«| est le prolongement par continuité de la fonction
|| sur K, et est donc une valeur absolue sur K d’apres le principe de prolonge-
ment des identités.

[x=t =y~ =

3. Espaces normés sur un corps valué

DérinNrTION 5. — Etant donné un espace vectoriel E (4 gauche par exemple) sur un
corps valué non discret K, on appelle norme sur E une application x — p(x) de E dans R .,
satisfaisant aux axiomes suivants:

(NO,) p(x) = 0 est équivalente ¢ x = 0;

(NOy) p(x + y) < p(x) + p(y) quels que soient x et 'y dans E;

(NOyy) p(tx) = |t]|p(x) quels que soient t e K et x € E.

Les espaces normés que ’on rencontre le plus souvent ont pour corps des scalaires
I'un des corps R ou C (muni de la valeur absolue usuelle). Nous étudierons les
propriétés particuliéres & ces espaces normés dans le livre consacré aux espaces vectoriels
topologiques.

De (NOyy) on déduit en particulier que p( —x) = p(x); par suite, si on pose
d(x,y) = p(x — y), d est une distance invariante sur le groupe additif E, et définit
sur E une topologie d’espace métrique compatible avec la structure de groupe
additif de E (IX, p. 24, prop. 3); en outre, Papplication (¢, x) > tx est continue
dans K x E; en effet, on a

tx - toXo = (t - to) (x - Xo) + (t - to)Xo + to(x - xo)
et par suite
p(Ex — £X,) < |t — folp(x — %) + |£ — L] p(xo) + |folp(x — %0)

ce qui montre que le premier membre peut étre rendu aussi petit qu’on veut en
prenant [t — #,| et p(x — x,) assez petits.
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DErINITION 6. — On appelle espace normé sur un corps valué non discret K un espace
vectoriel B sur le corps K, muni de la structure définie par la donnde d’une norme sur E.

Un espace normeé sera toujours considéré comme muni de la topologie et de la
structure uniforme définies par sa norme.

On appelle espace normable sur K un espace vectoriel sur K, muni d’une
topologie qui peut étre définie par une norme.

Exemples. — 1) Sur un corps valué non discret K, considéré comme espace vectoriel
(a gauche ou & droite) par rapport & lui-méme, la valeur absolue |x| est une norme.

n
2) L’expression |x| = A/ 2, %, que nous avons appelée norme euclidienne sur
1=1

Pespace R (VI, p. 7) est évidemment une norme au sens de la déf. 5 (IX, p. 31).

n
Il en est de méme des fonctions sup |x| et > |x].
igisn {=1

3) Soit #Z(E) Pensemble des fonctions f définies dans un ensemble E, prenant
leurs valeurs dans un corps valué non discret K, et telles que la fonction numérique
x — | f(x)| soit bornée dans E. Cet ensemble est évidemment un sous-espace vectoriel
de I’espace vectoriel K® (a droite ou & gauche) des applications de E dans K. Si on
pose p(f) = sug |£(x)], p est une norme sur P'espace vectoriel Z(E) (cf. X, p. 20).

X&

*4) Sur I'espace vectoriel € (I) des fonctions continues numeériques (finies) définies
dans Pintervalle I = (0, 1), la fonction p(x) = {3 |(¢)| d¢ est une norme.,

5) Lorsque K est un corps valué non discret ultramétrigue (IX, p. 29), on appelle
ultranorme sur un espace vectoriel E sur K, une norme sur E vérifiant 'inégalité (qui
entraine (NOyy)):

b(x + y) < sup(p(x), p(y))-

Les normes qu’on rencontre dans les applications (lorsque K est ultramétrique) sont
des ultranormes.

Nous dirons que, dans un espace normé E, la boule B (fermée) de centre 0 et
de rayon 1, c’est-a-dire I’ensemble des x € E tels que p(x) < 1, est la boule unité
de E. Montrons qu’un syst¢éme fondamental de voisinages de 0 dans E est formé
par les transformées de la boule unité par les homothéties x +— tx, ol ¢ parcourt
Pensemble des éléments #0 de K. En effet, 'image de B par cette homothétie
est la boule fermée de centre O et de rayon |¢]; il suffit donc de montrer que pour
tout nombre réel r > 0, il existe ¢ € K tel que 0 < |¢| < 7. Or, comme la valeur
absolue de K n’est pas impropre, il existe ¢, € K tel que 0 < |,| < 1; il suffit de
prendre ¢ = ¢%, avec n entier assez grand, pour que [¢| = |f|" < 7.

DeEriNitioN 7. — On dit que deux normes sur un espace vectoriel E (sur un corps valué
non discret K) sont équivalentes si elles définissent la méme topologie sur E.

ProrosrrioN 8. — Pour que deux normes p, q sur un espace vectoriel E soient équivalentes,
il faut et il suffit qu’il existe deux nombres a > 0, b > O tels que, pour tout x € E, on ait

(1) a.p(x) < g(x) < b.p(x).
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Ces inégalités sont en effet suffisantes, car de la relation a.p(x) < ¢(x), on
déduit que pour tout r > 0, la boule fermée de centre 0 et de rayon ar, relative a
la norme ¢, est contenue dans la boule fermée de centre O et de rayon 7, relative
la norme p; donc la topologie définie par ¢ est plus fine que la topologie définie par
p; Pinégalité ¢(x) < b.p(x) montre de méme que la topologie définie par p est
plus fine que celle définie par ¢, donc les deux topologies sont identiques.

Montrons maintenant que les inégalités (1) sont nécessaires. Si la topologie
définie par ¢ est plus fine que la topologie définie par p, la boule unité pour la
norme p contient une boule fermée de centre 0 et de rayon & > 0 pour la norme ¢;
autrement dit, la relation g(x) < « entraine p(x) < 1. Si £, e K est tel que
0 < |t| < 1, pour tout x # 0 dans E, il existe un entier rationnel £ et un seul
tel que « |#| < ¢(#kx) < «; on a donc p(tkx) < 1, d’ott

1 1
< = €
P®) < G < T

g(x);

en posant @ = « |f,| on a bien a.p(x) < ¢(x) pour tout x # 0, et la relation est
encore vraie pour x = 0. On voit de méme que si la topologie définie par p est
plus fine que celle définie par ¢, il existe & > 0 tel que ¢(x) < b.p(x).

n n
Exemple. — Dans P’espace R", les trois normes , :21 x3, 12111571 Jx] et 124 |%| sont
équivalentes, car on a

n n
(2) sup |x] < "/tz—:x X < 421 | < n. sup |a.

1<ign i1gi€n

On notera que pour deux normes équivalentes sur E, les ensembles bornés sont
les mémes.

ProrosrTion 9. — Soient E un espace normé sur un corps valué non discret K, p la norme
sur E, B le groupe topologique additif complété du groupe additif B. La fonction (¢, x) > tx
se prolonge par continuité & K x B, et définit sur B une structure d’espace vectoriel par
rapéort a K; la norme p se prolonge par continuité & B en une norme f qui définit la topologic
de .

Le prolongement par continuité de #x est un cas particulier du théoréme de
prolongement d’une application bilinéaire continue d’un produit E x F de deux
groupes commutatifs dans un troisitme G (III, p. 50, th. 1); ona 1.x = x et
t(ux) = (tu)x pour te K, uc K et x ¢ E, d’aprés le principe de prolongement des
identités; donc la loi externe (¢, x) - tx définit bien sur E une structure d’espace
vectoriel par rapport & K. D’autre part, 1a distance invariante d(x, y) = p(x — y)
se prolonge & E x E en une distance invariante  sur £ (IX, p. 12, prop. 1), qui
définit 1a topologie de £ ; si on pose fi(x) = 4(0, x), F est le prolongement de p 3 B
par continuité, et satisfait aux axiomes (NO;) et (NOy;) ; en vertu de la continuité
detxdans K x E, elle satisfait aussi 4 la condition (NOyy;) (principe de prolonge-
ment des identités), donc est bien une norme sur E.
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Lorsqu’on considére sur un espace vectoriel E une structure déterminée
d’espace normé, on désigne le plus souvent la norme d’un vecteur x par la
notation [x|, si cette notation ne peut préter a confusion.

4. Espaces quotients et espaces produits d’espaces normés

ProprosiTION 10, — Soient E une espace normé sur un corps valué non discret K, H un
sous-espace vectoriel fermé de E. S, pour toute classe X € E[H, on pose |%|| = inf ||x|}, la

XEX

Sonction ||%|| est une norme sur Iespace vectoriel E[H, et la topologie définie par cette norme
est la topologie quotient de celle de E par H.

En effet (IX, p. 27, Remarque), d (%, y) = |% — ¥| est une distance invariante
sur E/H, définissant la topologie quotient de celle de E par H. 1l reste seulement

a voir que [#%]| = |¢].]%], ce qui résulte aussitot de la définition de %] (IV,
p. 26, formule (23)).
La norme [%| peut encore s’interpréter de la maniére suivante: c’est la

distance (dans E) de tout point x € %X au sous-espace H, car ’ensemble des points de %
est identique & I’ensemble des x — z, ol z parcourt H.

ProprosiTiON 11, — Soit (E,); <1< une famille finie d’espaces normés sur un corps valué

n
non discret K; si, dans [espace vectoriel produit E = n E,, on pose, pour tout
i=1
x = (x)), [x]| = sup [x]|, la_fonction |x| est une norme sur E, et définit sur cet espace
1<i<n
la topologie produit de celles des E,.
En effet, six = (x;),y = (y,),onax +y = (x; +y;), donc
I + vil = sup [, + yil < sup (x| + Iy
< supx|| + suply] = =] + |y].
11 est clair d’autre part que ||¢x| = [¢].[|]x], et que ||x[| = O entraine |x,]| = 0,
donc x; = 0 pour 1 < 7 < n, c’est-a-dire x = 0; donc ||x| est bien une norme

sur E. Par ailleurs, la relation |x|| < a équivaut aux n relations |x;| < «, doncla
norme | x| définit bien sur E la topologie produit.

n n
On montrerait de méme que les fonctions 2, %] et J 2. |#:]2 sont des normes
=1 =1

sur E; en vertu des inégalités (2) (IX, p. 33), les trois normes précédentes sont
d’ailleurs équivalentes.

En particulier, sur 'espace vectoriel K* (4 gauche ou & droite) sur K, si, pour
% = (%)1<i<n> ON pOsE

p(x) = Su‘p P pa(%) =i=zlixi|3 (%) = A/{Zl Ak

les trois fonctions py, pg, ps sont des normes équivalentes qui définissent sur K la
topologie produit de celles des facteurs K.
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5. Fonctions multilinéaires continues

TuEoREME 1, — Soient E,(1 < i < n) et F des espaces normés sur un corps valué non

n
discret K, et f une application multilinéaire de [ 1 E, dans F. Pour que f soit continue dans
i=1

n
I E,, il faut et il suffit qu’il existe un nombre a > O tel que, quels que soient les points
=1
x;€E(l < i< n),onat
(3 Lf (%13 %oy - - s %a) | < @ %a] - [[%2] - - %0

La condition est nécessaire. En effet, si f est continue au point (0, 0,...,0), il
existe un nombre 5 > 0 tel que les conditions ||x,]| < #(1 < ¢ < 7) entrainent

n
|f(x,...,x,)] < 1.Soitt, e Ktelque0 < |4| < 1; pour tout point (x;) e[ TE,
i=1

tel quaucun des x; ne soit nul, il existe » entiers rationnels %; tels que
blty| < ||tk=;| < b; par suite, on a

[folFutta® = ¥ o || f (%, o s Xa) | < 15

d’autre part on a 1/|4,|% < (1/6 |£,]) [|x;]], d’ott 1a relation (3), avec a = 1/(b |,])";
cette relation est évidemment encore vérifiée lorsque P'un des x; est nul.
La condition est suffisante. Montrons en effet que, si elle est remplie, f est

n
continue en tout point (a,) de [[E.On peut écrire
i=1

n
f(xla' . ':xn) _f(als“-aan) = ;[i][.f(ala' Sy @1, X — Ay xi+1’-"9xn)'

Or, les conditions |x; — a;| < 7 (1 € 7 < n) entrainent d’aprés (3)

n
[f@s. e a X~ a, X, %,)[| < ar Q (laxl +7)
d’oly, en désignant par ¢ la borne supérieure des nombres |a,f[(1 < ¢ < n),

“f(xla LA xn) _f(ab RS an) ” < nar(c + T)n-l'
Comme le second membre est un polyndme en 7 sans terme constant, il tend vers 0

avec 7, ce qui prouve la continuité de f.

Remarque. — Ce théoréme entraine deux propositions démontrées plus haut: d’une
part, la continuité de la fonction bilinéaire ix (IX, p. 31), en vertu de la relation
|ex}l = |¢|.[x]; d’autre part, la prop. 8 (IX, p. 32) en appliquant le th, 1 & Pappli-
cation identique de E, considérée comme application linéaire de espace E muni de
la norme p dans Pespace E muni de la norme ¢ (ou vice-versa).

n
COROLLAIRE 1. — Pour que f soii continue dans U1 B, il faut et il suffit que f soit
i=1

n
bornée dans toute partie bornée de H E,.
i=1
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Comme les normes [|x;|| (1 € ¢ < n) sont bornées lorsque x = (x;,...,X,)

[
parcourt une partie bornée de H E,;, la nécessité de la condition résulte de
i=1

I'inégalité (3). Inversement, §’il existe ¢ > O tel que les n relations ||x;|| < 1
(1 <7 < n) entrainent || f(xy,...,x%,)| < ¢, on voit comme dans la premiére
partie de la démonstration du th. 1 que f vérifie une inégalité de la forme (3).

CoRrOLLAIRE 2, — Soient E, F deux espaces normés sur un corps valué non discret K.
Pour qu’une application linéaire surjective u de E dans F soit un homéomorphisme, il faut et il
suffit qu’il existe deux constantes a > 0, b > O telles que, pour tout x € E, on ait
alx| < Ju=)] < &]=|.

En effet, la condition est évidemment nécessaire en vertu du th. 1. Pour
montrer qu’elle est suffisante, notons d’abord qu’elle entraine que le noyau de u
est réduit a 0, donc que u est bijective. En vertu du th. 1, elle entraine ensuite que
u et u~* sont continues, d’ot1 la conclusion.

6. Familles absolument sommables dans un espace normé

DeriniTion 8. — Dans un espace normé E, on dit qu’une famille (x,) de points de E est
absolument sommable, si la famille (|x,||) des normes des x, est sommable dans R.

Cette notion ne dépend qu’en apparence de la norme choisie sur E; en vertu
de la prop. 8 de IX, p. 32, et du principe de comparaison des familles sommables
de nombres réels, une famille absolument sommables pour une norme p sur E est
absolument sommable pour toute norme équivalente 3 p.

Si (x,),e est une famille de points de E sommable et absolument sommable,
ona

4) |2 < 21l

En effet, pour toute partie finie J de I,ona “ZxL“ < Z [x.]| etPinégalité (4)
ed ted

en résulte par passage a la limite suivant ’ensemble ordonné filtrant des parties
finies de I.

ProrosiTION 12. — Dans un espace normé complet E, toute famille absolument sommable
est sommable.

En effet, si (x,) est une famille absolument sommable dans E, pour toute > 0,
il existe une partie finie J de ensemble d’indices I telle que, pour toute partie

finie H de I ne rencontrant pas J, on ait > [x.] < ¢;on en conclut a fortiori
teH

z xL“ < ¢, ce qui démontre la proposition, puisque E est complet (critére de
teH

Cauchy, III, p. 38, th. 1).



Ne7 GROUPES METRISABLES; CORPS VALUES TG IX.37

On dit qu’une série de terme général x,, est absolument convergente dans E si la
série de terme général |x,| est convergente dans R; il revient au méme de dire
que la famille (x,) est absolument sommable; par suite (III, p. 44, prop. 9):

CoROLLAIRE 1. — Dans un espace normé complet E, toute série absolument convergente est
commutativement convergente.

La réciproque de la prop. 11 est en général inexacte.

Considérons par exemple ’espace #(N) des suites bornées x = (x,)ney de
nombres réels, avec la norme |[x| = sup |x,| (X, p. 20). Soit x,, la suite (%ma)nen telle
n

que ¥, = 0 pour n # m, %90 = 0 et x,, = 1/m pour m = 1. On vérifie aussitét que
dans #(N) la suite (x,,)pmex est sommable et a pour somme Pélémenty = (y,) tel que
yo = 0,y, = l/nsin = 1; mais comme |x,| = 1/m, la suite des normes des x,, n’est
pas sommable dans R.

On a vu toutefois (VII, p. 16) que, dans R”, toute famille sommable est

absolument sommable.

CoRrROLLAIRE 2. — Si dans un espace normé E toute série absolument convergente est
convergente, alors E est complet.

En effet, soit (x,) une suite de Cauchy dans E. Il existe une suite strictement

croissante d’entiers (n;) telle que pour tout £ > 1 on ait
“xnk-l-l - xnk” < 2_k'

Par suite la série de terme général (x,,,, — X,,)(k > 1) est absolument con-
vergente, donc convergente par hypotheése. Si s est sa somme, s + x,, est limite
de la suite partielle (x,,); comme (x,,) est une suite de Cauchy, on en conclut
qu’elle est convergente (II, p. 14, cor. 2 de la prop. 5), ce qui prouve que E est
complet.

7. Algdbres normées sur un corps valué

Dtrmnition 9. — Etant donnée une algébre A sur un corps valué commutatif non discret K,
on dit qu'une norme (x| sur A (A étant considéré comme K-espace vectoriel) est compatible
avec la structure d’algébre de A si elle vérifie la relation

(3) Iyl < [x]l. [y}
quels que sotent X, 'y dans A. Une algébre sur K, munie de la structure définie par une norme
compatible avec sa structure d’algébre, est appelée algébre normée.

Si A est une algébre normée sur K, il est clair (IX, p. 35, th. 1) que I’applica-
tion bilinéaire (x, y) —>xy de A x A dans A est continue. Inversement, supposons
que A soit une algébre sur K, munie d’une norme p(x) telle que 1’application
(x, y) > xy soit continue pour les topologies correspondantes; alors (IX, p. 35,
th. 1), il existe une constante @ > 0 telle que p(xy) < ap(x)p(y). En remplacant
p(x) par la norme équivalente (IX, p. 32, prop. 8) a.p(x), on définit donc sur A



TG IX.38 UTILISATION DES NOMBRES REELS EN TOPOLOGIE GENERALE §3

une structure d’algebre normée. Lorsqu’une algébre A est munie d’une topologie
pouvant étre définie par une norme, et pour laquelle (x, y) — xy est continue,
on dit que I’algébre topologique A est normable.

Si A est une algébre normée, on déduit de (5), par récurrence sur #, que pour
tout entier n > 0, on a

(6) =" < =

Exemples. — 1) Soient K un corps valué, K’ un sous-corps du centre de K tel quela
trace sur K’ de la valeur absolue |x| de K ne soit pas la valeur absolue impropre sur
K’; K, muni de la norme |x|, est alors une algébre normée sur K’.

2) Soient K un corps commutatif valué non discret, M,,(K) ’anneau des matrices
carrées d’ordre n sur K; on sait que, en tant qu’espace vectoriel sur K, M,(K) est
isomorphe & K*?; si, pour toute matrice carrée d’ordre # sur K, X = (x,,), on pose
x| = sup |%], on définit une norme sur M,(K), et la topologie définie par cette

n
.

norme est identique & la topologie produit sur K" (IX, p. 34, prop. 11); il en résulte
(vu la continuité des polyndémes & un nombre quelconque de variables dans K)
qu'une norme équivalente 4 la précédente est bien compatible avec la structre
d’algébre (par rapport & K) de M, (K).

3) L’ensemble #(E) des fonctions f définies dans un ensemble E, prenant leurs
valeurs dans un corps valué commutatif non discret K, et telles que x> |f(x)]
soit bornée dans E, est une algébre sur K; la norme | f|| = sup | f(x)| est compatible

XE
avec la structure d’algébre de #(E), caron a | fgl < |f]l - | g

Soit a un idéal bilatére fermé dans P’algébre normée A; si, dans ’algébre

quotient A/a, on pose |%| = inf x|, on obtient sur A/a une norme qui définit la
XeX

topologie quotient de celle de A par a (IX, p. 34, prop. 10) ; comme pour § > [|X,
¢> [y, il existe xex tel que x| < b et yey tel que [ly] <¢, on a
[xy| < |[x].|y]| < b¢, donc |&y| < [%].[|¥], ce qui montre que A/a, muni de
la norme [%], est une algébre normée.

De méme, si (A;); <;<» €st une famille de n algébres normées sur un corps

valué K, et si, dans Palgebre produit A = Zn:Ab on pose, pour x = (x,),
[x]| = sup [%,]], on obtient sur A une norme q:.l_ildéfinit la topologie produit de
celles des A, (IX, p. 34, prop. 11); comme xy = (x,y,) et

Ixiy] < Il Jwall < =] Iyl

pour tout 4, on a |xy|| < [x].]y], donc ’algébre produit A, munie de la norme
|x]l, est une algébre normée.

Soit A une algebre normée sur un corps valué K. L’anneau complété A de A
(III, p. 51, prop. 6) est aussi muni d’une structure d’espace vectoriel par rapport 4
R (IX, p. 33, prop. 9), et on a évidemment, pour teK, xeA, yei,
t(xy) = (tx)y = x(ty) d’aprés le principe de prolongement des identités; A est
donc une algebre sur K; d’autre part (IX, p. 33, prop. 9) la norme sur A se
prolonge par continuité en une norme sur A, le principe de prolongement des
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inégalités montre que A, munie de cette norme, est une algibre normée sur le
corps K.

Si (%))rer €t (V) uem sont deux familles absolument sommables dans une
algébre normée A, la famille (X,y,)q, wen xm €5t absolument sommable puisque
%y, < =]l llyall @V, p. 35, prop. 1); si en outre A est compléte, ces trois

familles sont sommables et on a z Xy, = (Zxk) (Z y.) d’apres
neM

G, welix M AL
Passociativité de la somme du premier membre (III, p. 40, formule (2)).

Lorsque l’algébre normée A posséde un élément unité e # 0, Papplication
t > fe est un isomorphisme de la structure de corps de K sur celle du sous-corps
Ke de A; cet isomorphisme est aussi un isomorphisme de la structure de corps
topologique de K sur celle de Ke (la topologie sur ce dernier étant induite par celle
de A), car la restriction [te| de la norme de A 4 K est une norme équivalente &
la valeur absolue |¢| = (1/]e]) |¢e[. Lorsque |e| = 1, 0n a |te| = |¢|; on peut
alors identifier le corps valué K au sous-corps normé Ke de A, et en particulier
écrire 1 ’élément unité de A.

Il ne sera plus question, dans ce qui suit, que d’algébres normées A ayant un
¢lément unité e; en faisant x = y = e dans cette inégalité, on en déduit [je| > 1.

ProrosiTioN 13. — Si, dans A, la série de terme général 2" est convergente, € — 1z esi
inversible, et on a

0
™) (e =27t =2 "
n=0
Inversement, si |z|| < 1 et st e — z est inversible, la série de terme général z™ est con-
vergente, et on a la formule (7).

On a en effet, pour tout p > 0,
P
(8) (e — z) Z " = e — zP*L,
n=0

Si la série de terme général z* est convergente et si y est sa somme, z" tend vers 0
lorsque n croit indéfiniment, donc en passant 4 la limite dans (8), on a
(e — z)y = e, et on prouve de méme que y(e — z) = e, C’est-a-dire que
y = (e — z)~! (on notera que cette partie du raisonnement est valable dans un
anneau topologique quelconque ayant un élément unité).

Inversement, si |z]] < 1, comme on a |22+ < ||z|?+%, 2°*! tend vers O
quand p croit indéfiniment; en multipliant les deux membres de (8) a gauche par
(e — z)~1! et faisant croitre p indéfiniment, on voit que la série de terme général
z" est convergente et a pour somme (e — z) L,

COROLLAIRE. — Soit A une algébre normée compléte; pour tout z € A tel que |z|| < 1,
e — z est inversible dans A.

En effet, la série de terme général z" est absolument convergente, puisque
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[z < |z|™ pour n > 0; elle est par suite convergente, puisque A est compléte
(IX, p. 36, prop. 12).

ProrositioN 14, — Soit G le groupe des éléments inversibles d’une algébre normée com-
pléte A, Alors G est un ensemble ouvert dans A; la topologie induite sur G par celle de A est
compatible avec la structure de groupe de G ; muni de cette topologie, G est un groupe complet
(pour chacune de ses deux structures uniformes).

Le cor. de la prop. 13 montre que G contient un voisinage V de e dans A;
pour tout X, € G, les éléments de %,V sont alors inversibles, et x,V est un voisinage
de x, dans A, puisque x — XX est alors un homéomorphisme de A sur lui-méme;
donc G est ouvert dans A.

Pour voir que la topologie induite sur G par celle de A est compatible avec la
structure de groupe de G, il suffit de montrer que la fonction x > x~* est continue
dans G. Pour cela, il suffit de prouver que si x et y appartiennent & G et si

=2 flx — vl <1

PR e L &
(9) R A S e e NEES

En effet, on peut écrire x™! — y~! = x~1(y — x)y~? et il suffit donc de montrer
que l'on a
[

I [=. 0= -y

(10) ly=2 <

Oronaxly=e—x"!(x —y),etparsuitey ! = (e —x"}(x —y)) Ix~%
Mais si |u|| < 1, il résulte de la prop. 13 que I’on a

lfe w2 < 3 jul* = (1 = [u])

d’ou I’égalité (10).

Pour établir enfin que la structure uniforme gauche de G est une structure
d’espace complet, montrons que tout filtre de Cauchy § pour cette structure, est
un filtre de Cauchy pour la structure uniforme additive de A et converge vers un
point de G. En effet, pour tout € tel que 0 < € < 1, il existe un ensemble M € &
tel que, pour xeM et yeM, on ait [x~'y —e|| <&, ce qui entraine
ly — x|l < ¢|x|. Soit a un point de M; pour tout xe M, on a |x — a| <z|af,
donc |x| < (1 + ¢)||al|. D’autre part, il existe un ensemble N = M, appartenant

4G, ettelque [x7y — e < — & pourxeNet e N; on en conclut que
que | 1’ ;’ | T + o) [af p y q
o4 |x .
— x| < = <, ;
ly — x| T3 ofa] g, ce qui prouve que § est un filtre de Cauchy pour la

structure uniforme additive de A, et par suite converge vers un point x,, puisque
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A est une algebre compléte. Comme x, est limite de &, on a, d’aprés le principe
de prolongement des inégalités, |x~'x, — e[| < ¢ pour tout x e M; comme
e < 1, on en conclut que x~1x, est inversible; par suite, il en est de méme de x,,
C’est-a-dire que %, € G.

ProrosiTionN 15. — Dans un corps valué complet, le groupe multiplicatif des éléments #0
est un groupe complet.

Il suffit de raisonner comme dans la prop. 14, en remplagant la norme de A
par la valeur absolue du corps considéré.

On notera qu’on ne peut pas appliquer directement la prop. 14, car un corps

valué non commutatif n’est pas nécessairement une algebre sur un corps valué

commutatif non discret (la restriction au centre du corps de la valeur absolue peut étre
impropre).

Remarque. — La prop. 14 est inexacte dans une algébre normée non compléte,
Par exemple, dans 1’alg¢bre € (I) des fonctions numériques finies et continues dans
I =(0,1) (lanorme étant x| = sup |#(t)|), la sous-algebre P formée des polynémes en ¢
(restreints & I) n’est pas compléte; si #(¢) est un polynéme non constant quelconque,
1 4+ ex est arbitrairement voisin de ’élément unité 1 de P lorsque ¢ est arbitraire-
ment petit, mais 1 + ex n’est pas inversible dans P. Toutefois, si A est une algébre
normée non compléte, G le groupe des éléments inversibles de A, A I’algébre normée
complétée de A, G est un sous-groupe du groupe des éléments inversibles de A, et par
conséquent la topologie induite sur G par celle de A est compatible avec sa structure de groupe.

§ 4, ESPACES NORMAUX
1. Définition des espaces normaux

L’axiome (Ory) des espaces uniformisables (IX, p. 7) peut s’énoncer de la fagon
suivante: quels que soient I’ensemble fermé A, et le point x € DA, il existe une application
continue de X dans (0, 1), égale ¢ O au point %, et & 1 en tout point de A; on exprime
encore cette propriété en disant que, dans un espace uniformisable, on peut
séparer un point et un ensemble fermé (ne contenant pas le point) par une fonction
continue numérique.

Nous allons maintenant étudier les espaces dans lesquels on peut de la méme
maniére séparer deux ensembles fermés sans point commun par une fonction continue
numérique; de fagon précise:

DeriNrTioN 1. — On dit qu’un espace topologique X est normal s’il est séparé et 5°il vérifie
D axiome suivant:

(O) Quels que soient les ensembles fermés sans point commun A et B dans X, 1l existe

une application continue de X dans (0, 1), égale & 0 en tout point de A et & 1 en tout point de B.

11 est clair que tout espace normal est complétement régulier; mais il existe des

espaces complétement réguliers et non normaux (voir exerc. 12, 13 (IX, p. 103)
16 (IX, p. 104), 14, 15 (IX, p. 113) et 5 (IX, p. 125).

L’énoncé de 'axiome (Oy), comme celui de Paxiome (Opy), fait intervenir
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la droite numérique R comme ensemble auxiliaire. Mais on peut donner un
énoncé équivalent & (Oy), danslequel n’intervient plus aucun ensemble auxiliaire:

TuéoriME 1 (Urysohn). — L’axiome (Oy) est équivalent au suivant :
(Oy) Quels que soient les ensembles fermés sans point commun A et B dans X, il existe
deux ensembles ouverts sans point commun U et 'V tels que A < Uet B < V.

Il est immédiat que (Oy) entraine (Oy), car si f est une application continue
-f
de X dans (0, 1), égal 2 0 dans A, a 1 dans B, les ensembles ouverts f((0, 3() et

-1

f(3%, 1)) contiennent respectivement A et B et n’ont aucun point commun,
Pour démontrer la réciproque, remarquons d’abord que (O%) est équivalent &

Paxiome suivant:

(OF) Quel que soit Uensemble fermé A, et le voisinage ouvert V de A, il existe un
voisinage ouvert W de A tel que W = 'V,

S’il existe une application continue fde X dans (-1, +1), égale & —1 dans

A, a1 dansB, etsi, pour tout ¢ € (0, 1), on pose U(¢) = fl([ —1, t[(), on définit une
famille d’ensembles ouverts dans X, ayant [0, 1) pour ensemble d’indices, telle
que A < U(0), B = (U(1), et, pour tout couple de nombres réels ¢, ¢’ tels que
Ogstgt' <1

(1) U(@) = U@

puisque U(#) est contenu dans ’ensemble fermé f1 ((—1,2)). Inversement,
supposons qu’on ait défini une famille U(¢) d’ensembles ouverts (0 < ¢ < 1)
ayant ces trois propriétés; pour tout ¥ € X, posons g(x) = 1 six e fU(1), et sinon
prenons pour g(x) la borne inférieure des ¢ tels que x € U(¢). On a évidemment
0 € g{x) < 1 pour tout x € X, g(x) = 0 dans A, g(x) = 1 dans B; enfin g est
continue dans X: en effet, si on pose g(x) = a, on a |g(y) — g(x)| < € pour touty
appartenant 4 ’ensemble U(z + &) N 8U(a — ¢), qui est un voisinage de x d’aprés
(1) (en convenant de prendre U(a + &) = Xsia + ¢ > l,et U(a — &) = @ si
a—c<0).

Tout revient donc & définir une famille d’ensembles ouverts U(z) du type
précédent, en s’appuyant sur l’axiome (Of). Prenons U(l) = (B; comme
A < U(1), il existe d’apres (Oy) un ensemble ouvert U(0) tel que A < U(0) et
U(0) = U(1). Supposons ensuite que, pour chaque nombre dyadique k[2"
(k=0,1,...,2%, on ait défini un ensemble ouvert U(%/2"), ces ensembles étant

tels que U(%) < U({c—;-Tl) pour 0 < £ < 2* — 1. Pour chaque nombre
dyadique %+l (0 < k <2 — 1), il existe, d’aprés (Oy), un ensemble ouvert

2n+1

U(M) tel que

2n+1
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off) < vEE) « vt <ufEL))
Pour tout nombre dyadique r tel que 0 < r € 1, on peut donc définir un en-
semble ouvert U(r), de sorte qu’on ait A < U(0), B = {U(1), et
() U(r) = U(r)

pour tout couple de nombres dyadiques 7, 7’ telsque 0 € r < 7' < 1.
Posons maintenant, pour tout nombre réel ¢ € (0, 1},

U@) = U U(r) (rdyadique);

r<t

d’aprés (2), cette définition coincide avec la précédente pour ¢ dyadique; d’autre
part, si 0 < ¢ < ¢ <1, il existe deux nombres dyadiques r, 7’ tels que
t<r<r <t'ydapres (2),ona

U) « U@ =« U(r) < U@,

ce qui établit la relation (1) et achéve la démonstration.
Le th. 1 va nous permettre de démontrer que deux catégories importantes
d’espaces topologiques sont des espaces normaux. En premier lieu:

Prorosition 1. — Un espace compact est normal.
En effet, un tel espace vérifie ’axiome (Oy), d’apres la prop. 3 de I, p. 61.

En ce qui concerne les espaces localement compacts, tout point d’un tel espace
posseéde un voisinage compact, qui est un sous-espace normal; mais on peut donner
des exemples d’espaces localement compacts non normaux (cf. exerc. 12 (IX, p. 103),
exerc. 8 (IX, p. 83), exerc. 14 (IX, p. 113). Nous verrons plus loin (IX, p. 49,
prop. 4) que tout espace paracompact est normal,

ProrositioN 2. — Un espace métrisable est normal.

Soient X un espace métrisable, 4 une distance compatible avec la topologie
de X, A et B deux ensembles fermés sans point commun dans X; comme les
fonctions d(x, A) et d(», B) sont continues, ’ensemble U (resp. V) des points x
tels que d(x, A) < d(x, B) (resp. d{(x, B) < d(x, A)) est ouvert; il est clair que
Ac U, BcVetque UetV ne se rencontrent pas, donc 'axiome (Oy) est
vérifié.

Remarques. — 1) La prop. 2 donne une nouvelle condition nécessaire pour qu’un
espace topologique soit métrisable; mais cette condition, méme jointe & toutes les
conditions nécessaires données au § 2, ne donne pas un systtme de conditions suffi-
santes pour qu’un espace topologique soit métrisable (cf. IX, p. 113, exerc. 15).

2) On peut donner des exemples d’espaces normaux qui ne sont ni métrisables
ni localement compacts (voir IX, p. 113, exerc. 15).

D’aprés (Oy), tout ensemble fermé dans un espace normal est un sous-espace
normal ; mais cette propriété n’est pas toujours exacte pour une partie quelconque
d’un espace normal.
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Par exemple, un espace complétement régulier et non normal est homéomorphe
4 un sous-espace d’un espace compact (IX, p. 8, prop. 3), et ce dernier est normal.

Signalons enfin que le produit de deux espaces normaux n’est pas nécessaire-
ment normal (voir IX, p. 103, exerc. 12 et IX, p. 113, exerc. 15).

2. Prolongement d’une fonction numérique continue

Soient X et Y deux espaces topologiques, A une partie fermée de X (distincte
de X); si f est une application continue de A dans Y, il n’est pas toujours possible
de prolonger f en une application continue de X tout entier dans Y. Lorsque
Y = R, la condition de possibilit¢ d’un tel prolongement est donnée par le
théoréme suivant:

TrEOREME 2 (Urysohn). — L'axiome (Oy) est équivalent & la propriété suivante:

(OF) Quels que soient I’ensemble A fermé dans X, et la fonction numérique ( finie ou
non) f, définie et continue dans A, il existe un prolongement g de f & I’espace tout entier X,
qui est une application continue de X dans R.

II est immédiat que (Oy) entraine (Oy); car, si B et C sont deux ensembles
fermés sans point commun dans X, la fonction égale 4 0 dans B, & 1 dans C, est
définie et continue dans ’ensemble fermé B U C. Si f est un prolongement
continu de cette fonction dans X, et si on pose g = inf( f*, 1), g est continue dans
X, prend ses valeurs dans (0, 1), et est égale & 0 dans B, & 1 dans C.

Montrons inversement que (Oy) entraine (O%); comme R et lintervalle
(-1, -+ 1) sont homéomorphes, on peut se borner au cas o ’application continue
fde A dans R prend ses valeurs dans (— 1, +1). Nous définirons le prolongement
g de fen formant une suite (g,) de fonctions continues dans X, telle que la suite
(gn(x)) soit convergente en tout point vers un nombre de I'intervalle (~1, +1};
cette limite sera par définition la valeur de g(x), et il résultera du choix des g, que
la fonction g remplira les conditions voulues,

La définition des g, repose sur le lemme suivant:

Lemme 1. — Soit u une application continue de A dans (— 1, + 1); il existe une application
continue v de X dans (—%, +1J, telle que |u(x) — v(x)| < % pour tout x € A.

En effet, soient H Pensemble des x € A tels que —1 < u(x) < —%, K 'en-
sembledesx € Atelsque < u(x) < 1; H et K sont fermés dans A, donc dans X,
et ne se rencontrent pas; d’apres (Oy), il existe une application continue » de X
dans (-4, +4), égale & —% dans H, 4 { dans K; elle satisfait aux conditions du
lemme.

Ce lemme étant démontré, définissons les g, par récurrence. Appliquant le
lemme pour u = f, on définit g, comme une application continue de X dans
(-4 +3) telle que |f(x) — go(x)| < % dans A. Supposons ensuite définie
Papplication continue g, de X dans intervalle (—=1 + (3)"*1, 1 — ($)"*1], telle
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que |f(x) — go(x)| < ($)"*! dans A. Appliquant le lemme & la fonction

u(x) = ()" (f(x) — ga(%)), on voit qu’il existe une application continue A, ,
n+l on+l
de X dans lintervalle [—3—n+—2s W] telle que

| (%) = gu(®) = hasax)] < (3)"*2
dans A; la récurrence se poursuit en prenant g,,.; = g, -+ 1,1, cette fonction
satisfaisant bien & l'inégalité |g,,.1(%)] < 1 — ($)"*2 dans X, en vertu de la
définition de £, ;.
De cette définition, on conclut que pourm > p,n = p,on a

@K

k=0

en tout point ¥ € X; on en déduit d’abord que la suite (g,(x)) est une suite de
Cauchy, donc converge vers un point g(x) de lintervalle (—1, +1); comme
J(x) — gn(x) tend vers 0 en tout point de A lorsque 7 croit indéfiniment, g est bien
un prolongement de /& X. Reste & voir que g est continue dans X.

Soit donc x un point quelconque de X; quel que soit = > 0, il existe 7, tel que,
pour m > my et n > ny, on ait | g,(y) — g.(y)| < ¢ pour tout y € X, donc aussi,
en faisant tendre m vers +o0, |g(y) — g,(y)| < =; soit V un voisinage de x tel
que |g,(y) — g.(x)] < = pour touty € V; on aura aussi, pour touty € V

lg(y) — g®)| < 18(y) — g9 + |8(y) — &u(x)] + |g(x) — gu(¥)] < 3¢

ce qui montre la continuité de g au point #, et achéve la démonstration (cette
derniére partie du raisonnement utilise, dans un cas particulier, la notion de
convergence uniforme, que nous définirons de maniére générale dans X, p. 2).

CoOROLLAIRE. — 7 f est une fonction numérique finie, définie et continue dans A, il existe
une fonction numérique finie g, définie et continue dans X, qui prolonge f.

Démontrons-le d’abord lorsque f(x) > 0 dans A; il existe alors un prolonge-

ment continu g, de f & X, prenant ses valeurs dans (0, +o0]. Si on pose
-1 -1
B = gi(+), B est fermé et ne rencontre pas A par hypothése; la fonction 4,

égale a fdans A, & 0 dans B, est donc continue dans ’ensemble fermé A U B.
Soit g, un prolongement continu de %2 &4 X, prenant encore ses valeurs dans
(0, +c0); la fonction g = inf(gy, g;) est un prolongement continu de fa X, a
valeurs >0 et finies en tout point de X.

Pour passer de la au cas général, il suffit de remarquer que, si f est finie et
continue dans A, il en est de méme de f* et £~ ; en prolongeant f+ et f~ & X par
des fonctions continues et finies g,, g, respectivement, la fonction g, — g, est finie
et continue dans X et prolonge f.

Remarque.—Si X est un espace normal, A une partie fermée de X, il existe aussi un
prolongement, continu dans X, de toute application continue f de A dans un cube
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I“ (IX, p. 8); en effet, on a alors f = (fi)rer, fo étant une application continue de
A dans Pintervalle compact I de R; comme il existe une application continue g, de
X dans I qui prolonge f,, 'application g = (g,) est un prolongement continu de f 4 X.

3. Recouvrements ouverts localement finis d’un ensemble fermé et partitions
continues de Punité dans un espace normal

DErINITION 2. — Soient X un espace topologique, f une fonction numérique définie dans X.
On appelle support de f et on note Supp ( f) le plus petit ensemble fermé S dans X, tel que
f(x) = 0dansGS.

En d’autre termes, Supp (f) est 'adhérence dans X de ’ensemble des ¥ € X
tels que f(x) # 0; on peut encore dire que c’est 'ensemble des x € X tels que dans
tout voisinage de x il existe un point y ot f(y) # 0.

Soit ( f,).e; une famille de fonctions numériques finies définies dans X, dont les

supports forment une famille localement finie (I, p. 6); alors la somme Z JSu(x) est
el

définie pour tout x € X (puisqu’elle ne comporte qu’un nombre fini de termes
#0); on note E /. et on appelle somme de la famille (£,) la fonction numérique
el

finie x — Z f.(x). Sichacune des f; est continue, il en est de méme de f = Z fisen
el el

effet, pour tout x € X, il y a un voisinage V de x ne rencontrant qu’un nombre
fini de supports des f,, et par suite il y a une partie finie H de I telle que

fly) = L;Ifl(y) pour touty € V.

DeriNtTioN 3. — Etant donnée une famille (A,) o de parties d’un espace topologique X,
on dit qu’une famille ( f,) o1 de fonctions numériques définies dans X est subordonnée (resp.
Saiblement subordonnée) a la famille (A,) ¢ ¢, pour tout € 1, ona Supp(f,) < A, (resp.
Si(x) = 0 pour x ¢ A).

I1 est clair que si (f,),e; est subordonnée & (A,), .1, elle lui est aussi faiblement
subordonnée; la réciproque n’est pas nécessairement exacte; si (f,), est faible-
ment subordonnée & (A,),, on en déduit seulement que Supp(f,) < A, pour tout
tel (on notera d’ailleurs que cette relation n’entraine pas nécessairement
Sfi(x) = 0pour x¢A).
DErNtTION 4, — On appelle partition continue de unité sur un espace topologique X
toute famille (f,).ex de fonctions numériques >0, continues dans X, telle que, pour tout

xe X, la famille ( f,(x)),er sott sommable dans R et telle que Z Six) = 1. On dit qw’une
el
partition de Uunité ( f,) e est localement finie st la_famille des supports des f, est localement

Sfinie.

ProrosiTion 3. — Soient X un espace topologique, (U, o1 un recouvrement ouvert de X,
(1) a1 une partition continue de ’unité sur X faiblement subordonnée ¢ (U)o Alors il
existe sur X une partition continue localement finie de I’unité, subordonnée & (U) o1
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Lemme 2. — Pour tout x € X et tout nombre a > 0, il existe un voisinage V de x et une
partie finie J de 1 tels que, pour touty € V et tout ve I = J, on ait f,(y) < a.

Comme , fi(x) = 1,1l existe une partie finie J de I telle que

ZJﬂ(x) > 1 - af2.

Les f, étant continues, il existe un voisinage V de « tel que, pour touty € V, on ait
Zﬂ(y) > 1 — a; d’ott le lemme.
ed

Lemme 3. — La fonction sup f, est continue dans X.
el

Soit x un point de X; il existe k € I tel que fi(x) # 0. Posons f.(x) = 4a > 0,
et soit W un voisinage de x dans X tel que fi(y) > 2a pour y € W. En vertu du
lemme 2, il existe un voisinage V de x et une partie finie J de I tels que f,(y) < a
pour yeV et tel =] Alors, si ye VAW, on a sg?f‘(y) 2 2a, donc

sup f,(y) = supf.(y), ce qui prouve que sup f, est continue au point x.
el Led el
Posons alors, pour tout A€ I,
& = sup(0, /i, ~ ysupf).

Chacune des fonctions g, est continue en vertu du lemme 3; en outre la famille
(8.).ex est subordonnée & (U,),; et la famille des supports des g, est localement finie.
En effet, avec les notations du lemme 3, pour ye VN Wet 2el =], on a
SHuly) <a< %sxellpﬂ(y), donc g,(y) = 0 dans V N'W, et par suite

Supp(g) N (VNW) = &.

D’autre part, comme z fi(2) = 1 pour tout ze X, on a sup f,(z) > 0 pour tout
el el

zeX. Si z est un point de [ U,, on a f,(z) = 0 et par continuité il existe un
voisinage T de z dans X tel que f,(¢) — 3supf,(¢) < O pour ¢eT, autrement
el

dit g,(¢) = 0 pour t € T; cela prouve que Supp(g,) < U,.
Notons enfin qu’avec les mémes notations, il existe un indice A€ J tel que

supfi(x) = fi(x) > 0, et 'on a g (x) = 3f.(x) > 0; la fonction A = th est
tel tel

donc continue et >0 en tout point de X. On en conclut que si ’on pose £, = g, /A,
la famille (£,),¢; est une partition de ’unité répondant aux conditions de 1’énoncé.

TrEoREME 3. — Soit X un espace normal. Pour tout recouvrement ouvert localement fing
(A) e1 de X, il existe sur X une partition continue de I’ unité ( f,), 1 subordonnée au recouvre-
ment (A,),or (donc localement finie).
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Munissons I d’une structure d’ensemble bien ordonné (E, I11, p. 20, th. 1); nous
allons définir par récurrence transfinie une famille (g,),¢; d’applications continues
de X dans (0, 1}, telle que: 1° Supp{g,} < A, pour tout 1eI; 2° si B, est ’en-
semble ouvert des x € X tels que g,(x) > 0, alors, pour tout 1e1, la famille
formée des B, tels que A < 1, et des A, tels que A > i, soit un recouvrement
ouvert de X. Supposons en effet les g, définis pour < v, de sorte que les deux
propriétés précédentes soient vérifides pour tout v < v, et montrons qu’on peut
définir g, de sorte qu’elles soient aussi vérifiées pour « = y. Montrons d’abord que
les B, tels que ¢ < v et les A, tels que v > y forment un recouvrement de X, Par
hypothése, pour tout ¥ € X, il n'y a qu'un nombre fini d’indices A 1 tels que
x € A,, solent A, < Ay <+ < Ay; s0it A, le plus grand des A, tels que 3 < vy; st
h<nonaxel, etd, > v;sih = n, I'hypothése de récurrence montre que x
appartient & un B, tel que A < A, < vy, d’olt notre assertion. Posons alors
¢ = (UB)u (UA); Cest ouvert et on a d’apres ce qui précéde { A, = C;

<y 1>y
en vertu de Paxiome (Oy) des espaces normaux, il existe donc une application

continue g, de X dans (0, 1), telle que g,(x) = Odans G A,, et g,(x) = 1 dans{ C.
On a par suite Supp(g,) < A,, et d’autre part, ’ensemble B, des x tels que
g,(x) > 0 contient { C, en d’autres termes, B, U C = X. Les B, tels que « < v et
les A, tels que v > v forment donc bien un recouvrement de X, ce qui montre que
I’on peut poursuivre la récurrence. Cela étant, il est clair que la famille (B,),
ainsi définie est un recouvrement de X puisque pour tout x € X, il existe un
indice y tel que x ¢ A, pourt > v. Ce recouvrement étant localement fini, on peut

former la fonction continue g = Z g, et par définition des B,, on a g(x) > 0 pour
&l

tout x € X, Sion pose f,(x) = g,(x)/g(x) pour tout : € I et tout x € X, les f, forment
une partition continue de I'unité subordonnée au recouvrement (A,).

CoRrOLLAIRE 1. — Sous les hypothéses du th. 3, il existe un recouvrement ouvert (B,) o1 de
X tel que B, <= A, pour tout . € 1.

En effet, les B, construits dans la preuve du th. 3 répondent 2 la question
puisque B, = Supp(g,).

COROLLAIRE 2, — Quel que soit le recouvrement ouvert localement fini (A,),er d’un en-
semble fermé ¥ dans un espace normal X, 1l existe une famille ( f,) o1 de fonctions numériques
>0, définies et continues dans X, qui est subordonnée au recouvrement (A,),e1, telle que

zﬁ(x) = 1 pour tout x € I et que zﬁ(x) < 1 pour tout x e X.
tel el

En effet, la famille d’ensembles formées des A, et de § F est un recouvrement
ouvert localement fini de X. Il existe donc une partition continue de 'unité
subordonnée & ce recouvrement, formée d’une famille (f,), telle que
Supp(f,) < A, pour tout 11, et d’une fonction g de support contenu dans { F; il
est clair que la famille ( f,) répond & la question.
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4, Normalité des espaces paracompacts

Rappelons (I, p. 69) qu’'un espace topologique X est dit paracompact il est
séparé et si pour tout recouvrement ouvert de X il existe un recouvrement ouvert
plus fin et localement fini.

ProrosiTioN 4, — Tout espace paracompact est normal.
La proposition résultera du lemme suivant:

Lemme 4. — Sotent A, B deux parties fermées sans point commun d’un espace paracompact
X. 81, pour tout x € A, il existe un voisinage ouvert V,, de x et un voisinage W, de B sans
point commun, alors il existe un voisinage ouvert T de A et un voisinage ouvert U de B sans
point commun.

Supposons en effet ce lemme démontré; on peut I'appliquer au cas ol B est
réduit & un point, puisque X est séparé, et il montre alors que X est régulier. On
peut alors appliquer de nouveau le lemme 2 4 deux parties fermées quelconques
sans point commun dans X, et cela montre que ’axiome (Oy,) est vérifié.

Pour démontrer le lemme, considérons le recouvrement ouvert de X formé de
0 A et des V,, ol x parcourt A, et soit (T,),¢; un recouvrement ouvert plus fin et
localement fini; par définition, si A N T, # &, il existe x, €A tel que T, < Vi,
Soit T ’ensemble ouvert réunion des T, tels que ANT, # @ ; montrons qu’il
existe un voisinage ouvert U de B ne rencontrant pas T. En effet, pour touty € B,
il existe un voisinage ouvert S, de y ne rencontrant qu'un nombre fini d’en-
sembles T ; soit J la partie finie de I formée des indices tels que T, rencontre 4 la

fois S, et A; si on pose U, = S, N M W,., U, est un voisinage ouvert de y ne
=)
rencontrant aucun des T, et par suite U, N'T = g. Il suffit alors de prendre

U = {J U, pour répondre 4 la question.
veB

On peut donner des exemples d’espaces normaux qui ne sont pas paracompacts
(IX, p. 107, exerc. 26).

COROLLAIRE 1. — Pour tout recouvrement ouvert (A)) o; d’un espace paracompact X, il
existe une partition continue de Uunité ( f,) e sur X, subordonnée au recouvrement (A,).
En effet, soit (U,),er, un recouvrement ouvert localement fini plus fin que
(A)) e il existe donc une application ¢ de L dans I telle que U, = A, pour
tout A € L. D’aprés le th. 3 (IX, p. 47) et la prop. 4, il existe une partition con-

tinue de 'unité (g,),<, subordonnée a (U,); pour tout « € I, posons f, = Z n
e =1

somme qui est définie et continue puisque les supports des g, forment une famille
localement finie; en outre, la réunion B, des supports des g, tels que ¢(A) = v est
fermée (I, p. 6) et contenue dans A ; comme on a f,(x) = 0 pour xe( B, le
support de f, est contenu dans B,, donc dans A,. D’autre part, la famille (B,) est
localement finie, car pour tout x € X, il y a un voisinage V de x et une partie finie
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Hde L telle que VN U, = 2 pour A ¢ H; on en conclut que VN B, = & pour
t ¢ ¢(H). Enfin, on a, pour tout x € X,

L=2 a0 =2 (2 &a®) =24

el \p) =1

ce qui achéve de démontrer le corollaire.

CoROLLAIRE 2. — Si F est une partie fermée d’un espace paracompact X, tout voisinage de
F dans X contient un voisinage fermé (donc paracompact) de F.
Cela résulte de I, p. 69, prop. 16, de IX, p. 49, prop. 4 et de 'axiome (O%).

PropostTioN 5. — Sotent X un espace localement compact, R une relation d’équivalence
ouverte dans X, telle que I espace quotient X/R soit paracompact (cf. 111, p. 35, prop. 13);
soit 7 I application canonique de X sur X/R. I existe une fonction F > O finie et continue
dans X telle que:

a) T n'est identiquement nulle dans aucune classe suivant R ;

-1
b) pour foute partie compacte K de X|R, Uintersection de =(K) avec Supp(F) est
compacte.

Pour tout z € X/R, soit f,: X — (0, 1) une fonction continue dont le support

est compact et qui n’est pas identiquement nulle dans n?z) (IX, p. 44, th.
2); soit S, I’ensemble ouvert des points x € X tels que f,(x) > 0; on a donc
z e =(S,). Comme = est une application ouverte, les =(S,) forment un recouvre-
ment ouvert de X/R. Il existe donc un recouvrement ouvert (U,), de X/R
localement fini, plus fin que le recouvrement formé des =(S,), puis (IX, p. 49,
cor. 1) une partition continue de I'unité (g,),¢; sur X/R,subordonnée au recouvre-
ment (U),c;. Pour tout 1 €1, soit z, € X/R tel que U, = =(S, ). La fonction
F, = (g, 0 7).f;, est continue, a son support contenu dans Supp( Jz,)» donc

-1
compact; en outre, ce support est aussi contenu dans =(U,). Les ensembles
Supp(F,) forment donc une famille localement finie, de sorte (IX, p. 46) qu’on
définit une fonction finie et continue F > 0 dans X en posant F = Z F.. Pour

el

tout z € X/R, il existe . € I tel que g,(2) > 0, donc ze U, ; puis il existe x € S, tel
que =(x) = z; alors f, (x) > 0 et g(n(x)) > 0, donc F,(x) > 0 et a fortiors
F(x) > 0; ceci prouve que F posséde la propriété a). Enfin, soit K une partie
compacte de X/R. Il existe une partie finie J de I telle que, pour tout L& I = J,
on ait U NnK = &, donc ;zK) N Supp(F,) = @. Alors

=(K) 0 Supp(F) = =(K) N (\J Supp(F = =(K) 0 () Supp(F.)

est compact.
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5. Paracompacité des espaces métrisables

Le théoréme suivant précise la prop. 2 de IX, p. 43.

TutorEME 4. — Tout espace métrisable est paracompact.
En effet, si X est un espace métrisable, il est séparé. 1l suffit de prouver la
proposition suivante:

ProvrositioN 6. — Soient X un espace métrisable, (U)) o1 un recouvrement ouvert de X,

Il existe une partition continue de [’unité faiblement subordonnée & (U ), 1.

En effet, la prop. 3 (IX, p. 46) montre alors qu’il existe aussi une partition
continue localement finie de 'unité (g,),o; subordonnée & (U,),.. Les ouverts
V, = £,(00, +oo() formeront un recouvrement ouvert de X, plus fin que (U))
et localement fini.

Pour prouver la prop. 6, prenons sur X une distance d < 1 compatible avec
la topologie de X (IX, p. 3 et 15). Pour tout ¢ € I, posons

Slx) = d(x L U,).
On adoncf,(x) =0six¢ U, et
(3) |/i(#) = fi(9)] < d(x9)

quels que soient x, y dans X (IX, p. 13, formule (2)), ce qui prouve la continuité
de f,. Munissons I d’une structure d’ensemble bien ordonné (E, III, p. 20, th. 1),
dont nous noterons « le plus petit élément. Pour tout t € I, posons

g.(x) = i‘g’.ﬁ»(x): h(x) = ig}gfx(x)

(en convenant de prendre %,(x) = 0; on notera que si I’ensemble des A < va un
plus grand élément k, on a g, = 4,);

h(x) = sggﬁ(x) = sup g.(%)-

En vertu de (3), on a f,(x) < f,(y) + d(x,y) pour tout t, donc
8.(x) = supfilx) < d(%,y) + supfily) = d(x,y) + &(4);
et en échangeant les roles de x et y, on voit que
|8.(#) — &(y)| < d(xy)
et de la méme maniére
(%) — B(9)] < d(xy),  1h(x) — k(y)] < d(xy)
ce qui prouve que les fonctions g,, %, et /4 sont continues dans X. En outre, on a

8.(x) = sup(£,(x), () > 0, et g,(x) = k(%) six¢ U..
Posons u,(x) = g,(x) — h(x), et prouvons que, pour tout xX, la famille
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(,(%)) est sommable dans R et a pour somme >, u,(x) = h(x). 11 suffit évidem-
el

ment de prouver, par récurrence transfinie, que I'on a

4) z u,(¥) = g(x) pourtoutiel.

A<y
Supposons en effet la relation (4) vérifiée pour ¢ < y; alors la famille
(up(x))n <y st sommable dans R et on a

(2,49) = ) = 2 w(e) = sup (2,)) = 3P &) = upAi) = nl)

<y A<y \u<€A

d’olt )\ZY up(x) = g,(x).
Alors, la fonction continue 4 est >0 en tout point, et la famille (1, k), est une
partition continue de I'unité faiblement subordonnée a (U,), . C.Q.F.D.

§ 5. ESPACES DE BAIRE

1. Ensembles rares

DirNITION 1. — On dit qu’une partie A d’un espace topologique X est rare si son ad-
hérence w’a pas de point intérieur.

Il revient au méme de dire que Pextérieur de A est partout dense dans X,

Pour qu’un ensemble fermé A soit rare, il faut et il suffit qu’il n’ait pas de
point intérieur, ou, ce qui revient au méme, qu’il soit identique & sa frontiére. Pour
qu’un ensemble quelconque soit rare, il faut et il suffit que son adhérence soit
rare. Toute partie d’un ensemble rare est un ensemble rare.

Exemples. — 1) La partie vide de X est un ensemble rare. Dans un espace séparé,
pour qu'un ensemble réduit & un point soit rare, il faut et il suffit que ce point ne soit
pas isolé dans X. Un ensemble partout dense dans un espace non vide n’est jamais
rare.

2) La frontiere d'un ensemble fermé, ou d’un ensemble ouvert, est toujours un
ensemble rare,

3) Dans l'espace numérique R7", toute variété linéaire affine de dimension
p < n est un ensemble rare (VI, p. 4, prop. 2).

Remarque. — La frontiére d’un ensemble guelcongue n’est pas nécessairement un
ensemble rare; par exemple, si A et {A sont tous deux partout denses, la frontiére
de A est identique & ’espace X tout entier.

ProposiTioN 1. — La réunion d’une famille localement finie d’ensembles rares est un
ensemble rare.
La famille des adhérences des ensembles d’une famille localement finie étant

localement finie, on peut se borner & prouver que si (A,) est une famille locale-
ment finie d’ensembles fermés rares, Pintersection des ouverts § A, est un ouvert
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partout dense. Or, pour tout x € X, il y a un voisinage ouvert U de % ne rencon-
trant qu’un nombre fini d’ensembles A, (1 < %k < n). Prouvons par récurrence
sur & que lintersection de U et des 0 A,, pour £ < / est un ouvert non vide: il
suffit de remarquer que (6 A,, est partout dense, donc son intersection avec
Pouvert non vide intersection de U et des 0 A,, pour 1 < £ < /& — 1 n’est pas
vide.

Soit Y un sous-espace de I’espace topologique X. Une partie A de Y est dite
rare relativement & Y si A est un ensemble rare quand on le considére comme partie
de P’espace topologique Y.

ProOPOSITION 2. — Soient Y un sous-espace de X, et A une partie de Y; si A est rare
relativement 4 Y, A est rare relativement & X, Inversement, si Y est ouvert dans X, et st A
est rare relativement & X, il est rare relativement 4 Y.

Supposons A rare relativement 4 Y; si I'adhérence A de A relativement a X
contenait un ensemble ouvert non vide U, U N A ne serait pas vide (par définition
de ’adhérence), donc U N'Y serait un ensemble ouvert non vide par rapport 4
Y, et serait contenu dans ’adhérence A N 'Y de A par rapport 4 Y, contrairement
a I’hypothése.

Supposons maintenant que Y soit ouvert dans X, et que A < Y soit rare
relativement &4 X; si U est un ensemble ouvert relativement & Y et non vide, U
est ouvert relativement a X, donc contient un ensemble non vide V ouvert par
rapport & X (et a fortiori par rapport a2 Y) et ne rencontrant pas A, ce qui montre
que A est rare relativement & Y.

La seconde partie de la prop. 2 est évidemment inexacte lorsque Y n’est pas

ouvert dans X: il suffit pour le voir de considérerle casolt Y # & est rare relativement
aX,etA=Y.

2. Ensembles maigres

DErFINITION 2. — On dit qu’une partie A d’un espace topologique X est maigre si elle est
réunion d’une famille dénombrable d’ensembles rares.

Il revient au méme de dire que A est contenu dans une réunion dénombrable
d’ensembles fermés sans point intérieur.

Un ensemble maigre peut fort bien étre partout dense dans X; I'espace X tout
entier peut méme étre un ensemble maigre.

Un exemple de ce dernier fait est fourni par tout espace séparé X dénombrable
et sans point isolé; la droite rationnelle Q est un espace de cette nature. Un espace
topologique X qui est un ensemble maigre dans X n’est d’ailleurs pas nécessairement
dénombrable (voir IX, p. 113, exerc. 9).

Toute partie d’'un ensemble maigre dans un espace X est un ensemble
maigre; la réunion d’une famille dénombrable d’ensembles maigres est un en-
semble maigre.
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Soit Y un sous-espace de X; on dit qu’une partie A de Y est maigre relativement
¢ Y si A est un ensemble maigre quand on le considére comme partie de espace
topologique Y. Il résulte de la prop. 2 de IX, p. 53 que si A est une partie de Y
qui est maigre relativement a Y, A est maigre relativement & X; si en outre Y est
ouvert dans X, toute partie A de Y qui est maigre relativement & X est maigre
relativement a Y.

3. Espaces de Baire

DeriNITION 3, — On dit qu’un espace topologique X est un espace de Baire si ’une des
deux conditions suivantes (qui sont équivalentes) est remplie :
(EB) Toute intersection dénombrable d’ensembles ouverts partout denses dans X est

partout dense dans X.
(EB’) Toute réunion dénombrable d’ensembles fermés sans point intérieur dans X est

sans point intérieur dans X.

L’axiome (EB) peut encore s’énoncer sous deux autres formes équivalentes:

(EB") Tout ensemble ouvert non vide dans X est non maigre.

En effet, pour qu’un ensemble soit maigre, il faut et il suffit qu’il soit contenu
dans une réunion dénombrable d’ensembles fermés sans point intérieur.

(EB") Le complémentaire d’un ensemble maigre dans X est partout dense.

Cela signifie en effet qu’aucun ensemble maigre ne peut contenir d’ensemble
ouvert non vide, et est donc équivalent & (EB”).

ProrosiTioN 3. — Tout sous-espace ouvert Y d’un espace de Baire X est un espace de
Baire.

Cela résulte de (EB”) puisque tout ensemble ouvert (resp. maigre) dans Y est
ouvert (resp. maigre) dans X.

D’apreés cette proposition, tout point d’un espace de Baire admet un systéme
fondamental de voisinages dont chacun est un espace de Baire. Réciproquement:

ProposrtionN 4. — 87 fout point d’un espace topologique X posséde un voisinage qui est un
espace de Baire, X est un espace de Baire.

En effet, soient A un ensemble ouvert non vide dans X, # un point de A, V un
voisinage ouvert de x qui soit un espace de Baire; si A était maigre dans X,
V N A serait maigre dans V et ouvert dans V, contrairement & ’hypothése,

ProrostTion 5. — Dans un espace de Baire X, le complémentaire d’un ensemble maigre
est un espace de Baire.

En effet, soit A un ensemble maigre dans X; son complémentaire Y = [ A
par rapport a X est partout dense dans X. Soit B un ensemble maigre relative-
ment & Y; B est aussi maigre relativement a X, donc A U B est maigre relative-
ment & X. Le complémentaire de A U B relativement a X, qui est aussi le



Ne3 ESPACES DE BAIRE TG IX.55

complémentaire de B relativement & Y, est donc partout dense dans X, et a
fortiori dans Y, ce qui démontre la proposition.

TuiorEME 1 (Baire). — 1° Tout espace localement compact X est un espace de Baire.
2° Tout espace topologique X sur lequel existe une distance, compatible avec la topologie
de X, et définissant sur X une structure d’espace métrique complet, est un espace de Baire,

Nous allons montrer que dans chacun des deux cas ’axiome (EB) est vérifié.
Soit (A,) une suite d’ensembles ouverts partout denses dans X, et soit G un en-
semble ouvert non vide quelconque. On peut définir par récurrence une suite
(G,) d’ensembles ouverts non vides tels que G; = G et G,,; < G, NA,; en
effet, G, n’étant pas vide par hypothése, G, N A, est un ensemble ouvert non
vide; comme X est rdgulier dans les deux cas envisagés, il existe un ensemble
ouvert non vide G,,, tel que G,,, < G,NA,. Cela étant I’ensemble

«©
G N () A, contient Iintersection des G, et cette derniére est identique a Pinter-
n=1

section des G,; tout revient & montrer que les ensembles G, ont une intersection
non vide. Or, lorsque X est localement compact, on peut supposer G, compact;
dans Pespace compact Gy, les G, (n > 2) forment une suite décroissante d’en-
sembles fermés non vides, et ont donc au moins un point commun d’aprés
I’axiome (G"). Lorsque X est un espace métrique complet (pour une distance
compatible avec sa topologie), on peut supposer G, choisi de sorte que son
diametre (relatif & cette distance) tende vers 0 lorsque # croit indéfiniment; les
G, forment alors une base de filtre de Cauchy qui converge vers un point appar-
tenant nécessairement a leur intersection, C.Q.F.D.

Remarque. — Il y a des espaces de Baire qui ne rentrent dans aucune des deux
catégories précédentes, en particulier des espaces de Baire qui ne sont ni métrisables,
ni localement compacts (IX, p. 113, exerc. 15); il y a aussi des espaces de Baire
métrisables, mais pour lesquels il n’existe aucune structure d’espace métrique
complet compatible avec leur topologie (IX, p. 113, exerc. 13),

ProposiTION 6. — Sotent G un groupe localement compact dénombrable & Uinfini, M un
espace de Baire séparé. Supposons que G opére & gauche contindment et iransitivement dans M.
Pour tout x € M, soit H,, le stabilisateur de x dans G, de sorte que I’ application s+ s.x
de G dans M définit par passage au quotient une bijection continue ¢,:G[H, — M
(I1I, p. 12). Alors o, est un homéomorphisme de G[{H, sur M (autrement dit (III,
p. 12), M est un espace homogéne topologique de G).

Soit x, € M. Il suffit de prouver (III, p. 12, prop. 15) que l'application
§ > 5.%, transforme tout voisinage V de I’élément neutre dans G en un voisinage
de x, dans M. Soit W un voisinage compact symétrique de ¢ dans G tel que
W2 < V. Par hypothése, G est réunion d’une suite d’ensembles compacts, donc
d’une suite de translatés (s,W) de W, tout compact pouvant étre recouvert par
un nombre fini de tels ensembles. Alors M est réunion de la suite des ensembles
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s, W . %, qui sont compacts (donc fermés dans M) puisque M est séparé et s — 5.4,
continue. Comme M est un espace de Baire, il existe un indice 7 tel que s,W.x,
admette un point intérieur s,w.x, avec w € W, Par suite x, est point intérieur de

w syt (5, W.x) = w™*W.xy = V.,
(ITI, p. 9, lemme 1) de sorte que V.x, est un voisinage de x, dans M.

CoroLLAIRE. — Soient G un groupe localement compact dénombrable & I’infini, G' un
groupe topologique séparé dont [’espace sous-jacent est un espace de Baire, f:G — G’ un
homomorphisme continu surjectif. Alors f est un morphisme strict surjectif (autrement dit,
si H est le noyau de £, la bijection continue G/H — G’ déduite de f est un iso-
morphisme de groupes topologiques).

En effet, on peut considérer G’ comme un espace ol G opére contintiment et
transitivement par la loi (s, ') = f(s5)¢’, et le stabilisateur de ’élément neutre ¢’
de G pour cette loi est H; il suffit donc d’appliquer la prop. 6.

4. Fonctions semi-continues dans un espace de Baire

TrEorEME 2. — Soit X un espace de Baire, et soit ( f,) une famille de fonctions numériques

semi-continues inférieurement dans X, telles qu’en tout point x € X, enveloppe supérieure

sup f,(x) soit finie. Dans ces conditions, tout ensemble ouvert non vide contient un sous-
o

ensemble ouvert non vide dans lequel la famille ( f,) est uniformément majorée.

On peut encore énoncer le théoréme en disant que I’ensemble des points au
voisinage desquels la famille (f,) est uniformément majorée est un ensemble ouvert
partout dense.

Soit f = sup f, I'enveloppe supérieure de la famille (f,); la fonction f est

semi-continue inférieurement (IV, p. 30, th. 4) et finie en tout point de X, Il
suffit donc de faire la démonstration lorsque la famille (f;) se réduit & une seule
fonction f. Soit A, Pensemble des points x € X tels que f(x) < n; A, est fermé
(IV, p. 29, prop. 1) et ’hypothese entraine que X est réunion des A,, donc 'un
au moins des A, a un point intérieur, ce qui montre qu’il existe un ensemble
ouvert non vide dans lequel f est majoré (par un entier z). Si on applique ce
résultat & un sous-espace ouvert non vide quelconque de X (sous-espace qui est
un espace de Baire d’aprés la prop. 3 de IX, p. 54), on obtient le théoréme.

Les applications les plus fréquentes de ce théoréme se rapportent au cas ol les
Jo sont continues dans X.

Remarque. — La conclusion du théoréme peut étre inexacte lorsqu’on ne suppose
pas que X soit un espace de Baire. Par exemple, si pour tout nombre rationnel
irréductible p/q, on pose f(p/q) = g, on définit sur la droite rationnelle Q une fonction
semi-continue inférieurement et finie en tout point (cf. IV, p. 29); mais il n’existe
aucun ensemble ouvert non vide de Q dans lequel f soit majorée,
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§ 6. ESPACES POLONAIS; ESPACES SOUSLINIENS;
ENSEMBLES BORELIENS

1. Espaces polonais

DeriNtTION 1. — On dit qu’un espace topologique X est polonais s’il est métrisable de
type dénombrable (IX, p. 18), et s’il existe une distance compatible avec la topologie de X,
pour laguelle X soit complet.

ProrosiTioN 1. —a) Tout sous-espace fermé d’un espace polonais est polonais.
b) Le produit d’une famille dénombrable d’espaces polonais est polonais.
¢) La somme d’une famille dénombrable d’espaces polonais est un espace polonais.

En effet, tout sous-espace d’un espace métrisable de type dénombrable est
métrisable de type dénombrable, et tout sous-espace fermé d’un espace complet
est complet (II, p. 16, prop. 8). Tout produit dénombrable d’espaces métrisables
de type dénombrable est métrisable de type dénombrable (IX, p. 19), et tout
produit dénombrable d’espaces métriques complets est un espace métrique
complet pour une distance compatible avec sa topologie (II, p. 17, prop. 10 et IX,
p. 15, cor. 2). Enfin, soit (X,) une suite d’espaces polonais non vides, et soit X
Pespace somme des X,; on peut supposer la topologie de X, définie par une
distance d, < 1 pour laquelle X, est complet et de type dénombrable (IX, p. 3);
on définit alors la topologie de X par la distance d telle que d(x,y) = d,(x,y) si
x ety appartiennent & un méme X, d(x,y) = 1 dans le cas contraire (IX, p. 16).
On sait que X est de type dénombrable (IX, p. 19, corollaire); il reste & prouver
qu’il est complet pour d. Or, si (x,,) est une suite de Cauchy dans X, il existe un
my tel que pour p > my, ¢ > my, on ait d(x,, x,) < 1, donc tous les x,, d’indice
m > m, appartiennent & un méme X, ; puisque X, est complet pour 4, la suite
(x,,) est convergente.

ProrositioN 2. — Tout sous-espace ouvert d’un espace polonais est polonais.

Soient X un espace polonais, d une distance compatible avec la topologie de
X, U une partie ouverte de X distincte de X. Soit V la partie du produit R x X
formée des points (¢, x) tels que ¢.d(x, X = U) = 1; le sous-espace Vde R x X
est fermé (IX, p. 13, prop. 3), donc polonais (prop. 1). Comme la restriction & V
de la projection pry de R x X sur X est un homéomorphisme de V sur U (IX,
p. 13, prop. 3), U est un sous-espace polonais.

CoOROLLAIRE. — Tout espace X localement compact, métrisable et dénombrable & Iinfini,
est polonais.

En effet, soit X’ Pespace compact obtenu par adjonction &4 X d’un point &
Pinfini; on sait que X’ est métrisable et de type dénombrable (IX, p. 21, corol-
laire), et d’autre part X' est complet pour son unique structure uniforme (II,
p. 27, th. 1); 'espace X’ est donc polonais, et il en est de méme de X qui est un
sous-espace ouvert de X',
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ProrositioN 3. — Soit X un espace topologique séparé; Iintersection d’une suite (A,)
de sous-espaces polonais de X est un sous-espace polonais.

Soit f I’application diagonale de X dans XN (E, II, p. 33; on rappelle que
J(®) = (yn), ol y, = x pour tout n); nous utiliserons le lemme suivant:
Lemme 1. — Soit (A,) une suite de parties de I’ espace topologique séparé X; la restriction
au sous-espace (A, de X del ‘application diagonale f+ X — XN est un homéomorphisme
n

de m A, sur un sous-espace fermé de H AL
n n

En effet, cette image est I'intersection de [IA,etdela diagonale A = f(X)
qui est fermée dans X™ puisque X est séparé (I, p. 52, prop. 1), et d’autre part f
est un homéomorphisme de X sur A.

Sous les hypothéses de la prop. 3, 1_[ A, est un espace polonais (IX, p. 57,

prop. 1), donc (A, estun sous-espace polonais d’aprés le lemme 1 et la prop. 1
n
(IX, p. 57).

CoOROLLAIRE. — L’espace des nombres irrationnels, muni de la topologie induite par celle
de la droite numérique R, est polonais.

En effet, il est Pintersection d’une famille dénombrable d’ensembles ouverts
dans R, & savoir les complémentaires des ensembles réduits & un point rationnel.

TrtorEME 1. — Pour qu’un sous-espace Y d’un espace polonais X soit polonais, il _fout
et il suffit que Y soit intersection d’une famille dénombrable d’ensembles ouverts dans X.

Il résulte aussitdt des prop. 2 (IX, p. 57) et 3 que la condition est suffisante.
Montrons qu’elle est nécessaire. Soit  une distance compatible avec la topologie
de Y, et pour laquelle Y soit complet. Soit Y I’adhérence de Y dans X. Pour
chaque entier 7, soit Y, ’ensemble des x e Y qui possédent un voisinage ouvert U
tel que le diametre de U N'Y (pour la distance d) soit < 1/z. Il est clair que Y, est
ouvert dans Y et contient Y. Soit x un point de P’intersection des Y,; & est ad-
hérent a4 Y et la trace sur Y du filtre des voisinages de x dans X est un filtre de
Cauchy (pour la distance d); ce filtre converge donc vers un point de Y, et par

suite x € Y; autrement dit, on a Y = m Y,. Pour tout n, soit H, un ensemble

ouvert dans X tel que H, N Y = Y,; soit d’autre part (U,) une suite d’en-

sembles ouverts dans X tels que Y = U, (IX, p. 16, prop. 7); alors Y est
m

Pintersection de la famille dénombrable d’ensembles ouverts (H, N U,).

CoROLLAIRE 1. — Pour qu’un espace X soit polonass, il faut et il suffit que X soit
homéomorphe & une intersection dénombrable d’ensembles ouverts du cube IN (ol I désigne
I'intervalle (0, 1) de R).
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La condition est évidemment suffisante; elle est nécessaire, parce que tout
espace métrisable de type dénombrable est homéomorphe 4 un sous-espace de
I¥ (IX, p. 18, prop. 12).

CorROLLAIRE 2. — Sotent X et Y deux espaces polonais, f une application continue de X

-1
dans Y. Pour tout sous-espace polonais Z de Y, f(Z) est un sous-espace polonais de X

-1 -1
Eneffet,onaZ = (| Z,, ot les Z, sont ouverts dans Y, d’ott f(Z) = N F(Z,),
n n
et les f(Z,) sont ouverts dans X,

2. Espaces sousliniens

DErINITION 2. — On dit qu'un espace topologique X est un espace de Souslin, ou espace
souslinien, s’il est séparé et s'il existe un espace polonais P et une application continue de P
sur X, On dit qu’une partie A d’un espace topologique X est un ensemble souslinien si le
sous-espace A est souslinien.

Remarque. — 1 est clair que tout espace polonais est souslinien, et que 'image d’un
espace souslinien X par une application continue de X dans un espace séparé Y
est un espace souslinien.

*Nous verrons plus loin que tout espace souslinien est un espace de Lindelsf
(IX, p. 76, corollaire).,

ProrosiTion 4. — Dans tout espace souslinien X, il existe un ensemble dénombrable
dense.

En effet, soient P un espace polonais, f une application continue de P sur X;
Pimage par f d’une partie dénombrable dense dans P est une partie dénombrable
dense.

ProrosiTiON 5. — Tout sous-espace fermé (vesp. ouvert) d’un espace souslinien X est
souslinien.

En effet, si f est une application continue d’un espace polonais P sur X, et A

-1
une partie fermée (resp. ouverte) de X, f(A) est un sous-espace fermé (resp.
ouvert) de P, donc un sous-espace polonais (IX, p. 57, prop. 1 et prop. 2),

-1 -1
et la restriction de f'a f(A) est une application continue surjective de f(A) sur A.

ProrosrrioN 6. — Soient X un espace souslinien, Y un espace séparé, f une application
continue de X dans Y. Limage réciproque par f d’un sous-espace souslinien A de Y est un
sous-espace souslinien de X.

En effet, soient P, Q des espaces polonais, g une application continue de P
sur X, % une application continue de Q sur A. Soit R Iensemble des points
(x,9) e P x Q tels que f(g(x)) = 2(y); R est fermé dans P x Q, donc c’est un
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sous-espace polonais (IX, p. 57, prop. 1). Soit ¢ la restriction & R de la projection

-1
pry; le sous-espace f(A) de X est alors 'image de R par ’application continue
g © 9, et est par suite souslinien,

PROPOSITION 7. — Le produit et la somme d’une famille dénombrable d’espaces sousliniens
sont des espaces sousliniens,

En effet, soient, pour tout entier 7, X, un espace séparé, P, un espace polonais,
J» une application continue de P, sur X,. L’espace produit (resp. somme) des P,
est polonais (IX, p. 57, prop. 1), et I'image de cet espace par P’application
produit des f,, (resp. ’application qui coincide avec f, dans chaque P,) est I'espace
produit (resp. somme) des X,; comme ce dernier est séparé, c’est un espace
souslinien.

ProposiTiON 8. — Soient X un espace séparé, (A,,) une suite de sous-espaces sousliniens de
X. Alors la réunion et I’intersection des A, sont des sous-espaces sousliniens,

En effet, ces sous-espaces sont séparés. L’existence de ’application canonique
de I’espace somme des A, sur le sous-espace | A, de X montre que ce dernier est
n

souslinien (IX, p. 60, prop. 7); d’autre part, () A, est souslinien en vertu des
n
prop. 5 et 7 (IX, p. 59 et 60) et du lemme 1 (IX, p. 58).

En général, méme dans un espace polonais, le complémentaire d’un sous-espace
Z souslinien n’est pas nécessairement souslinien (cf. IX, p. 120, exerc. 8) ; voir toutefois
IX, p. 66, corollaire 1.

3. Ensembles boréliens

DEFINITION 3. — Soient A un ensemble, € un ensemble de parties de A, On dit que € est
une tribu sur A si les conditions suivantes sont satisfaites:

a) le complémentaire de tout ensemble de € appartient &

b) toute intersection dénombrable d’ensembles de T appartient d <.

Pour que € soit une tribu, il faut et il suffit que la condition 4) soit satisfaite,
ainsi que la suivante:

b') toute réunion dénombrable d’ensembles de € appartient & E.

L’ensemble B(A) de toutes les parties de A est évidemment une tribu. Toute
intersection de tribus sur A est une tribu sur A. Pour toute partie F de P(A), il
existe donc une plus petite iribu contenant &; on ’appelle la tribu engendrée par §.

DeriNtTioN 4. — On appelle tribu borélienne sur un espace topologique X la tribu en-
gendrée par ensemble des parties ouvertes de X; les ensembles de cette tribu sont appelés
ensembles boréliens de X.

Les parties fermées de X sont donc des ensembles boréliens, engendrant la
tribu borélienne. Si la topologie de X admet une base dénombrable B, les ensembles
de B engendrant la tribu borélienne.
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DeérmvrTioN 5. — Etant donnés deux espaces topologiques X, Y, on dit qu’une application
-1
[ X =Y est borélienne si, pour tout ensemble borélien B de Y, f(B) est un ensemble
borélien dans X.
I1 résulte aussitét de cette définition que si f: X —Y et g:Y — Z sont deux
applications boréliennes, g o f: X — Z est borélienne.

Prorosition 9. — Soient X, Y deux espaces topologiques, F une partie de B(Y) en-
gendrant la tribu borélienne de Y. Pour qu’une application f:X — Y soit borélienne, il faut
-1

et 1l suffit que f(F) soit contenu dans la tribu borélienne de X.

La condition est évidemment nécessaire. Inversement, si elle est vérifiée,

-1

considérons 'ensemble € des parties B de Y telles que f(B) soit borélien dans X.
Il est immédiat que € est une tribu et contient F; elle contient donc la tribu
borélienne de Y, et par suite f est borélienne.
CorOLLAIRE 1. — Toute application continue est borélienne.

I1 suffit d’appliquer la prop. 9 au cas ot & est 'ensemble des parties ouvertes
de Y.

CoroLLAIRE 2. — Soient (X)) ume suite d’espaces topologiques, X = 11X, teur
n
produit. St, pour chaque n, A, est une partie borélienne de X,,, alors H A, est une partie
n

borélienne de X.
-1 . -1
En effet, on a 1__[ A, = m pr.(A,) et comme pr, est continue, pr,(A,) est
n n
borélienne dans X en vertu du cor. 1.

Remarque. — Soint Y un espace topologique, X un sous-espace de Y; alors la
tribu borélienne de X est 'ensemble des parties de la forme B N X, ol B parcourt
la tribu borélienne de Y. En effet, ces ensembles forment une tribu &, 4 laquelle
appartiennent les ouverts de X, donc & contient la tribu borélienne de X. Inverse-
ment, comme l'injection canonique j:X — Y est continue, pour tout ensemble

-1
borélien B de Y, j (B) = BN X est un ensemble borélien dans X (cor. 1 de la
prop. 9), donc & est la tribu borélienne de X.
Prorosition 10. — Dans un espace souslinien X, tout ensemble borélien est souslinien.

En effet, soit € 'ensemble des parties A de X telles que A et § A soient
sousliniens; la prop. 8 (IX, p. 60) montre que € est une tribu. Toute partie
fermée F de X appartient a €, car F et { F sont sousliniens (IX, p. 59, prop. 5);
donc £ contient tous les ensembles boréliens de X (cf. IX, p. 66, corollaire 1).

CoOROLLAIRE. — Soit f une application continue d’un espace souslinien X dans un espace
séparé Y. Pour tout sous-ensemble borélien B de X, f(B) est souslinien.

En effet, B est souslinien, donc f(B) est souslinien, d’aprés la Remarque de
IX, p. 59.
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Remarque, — 2) Méme lorsque X et Y sont polonais, il n’est pas vrai, en général,
que I'image d’un ensemble borélien de X par une application continue de X dans Y
soit un ensemble borélien de Y (cf. IX, p. 120, exerc. 8, et IX, p. 68, prop. 14).

4. Espaces éparpillés et espaces lusiniens

DEriNiTioN 6. — On dit qu'un espace topologique est éparpillé s’il est séparé et si tout
point posséde un systéme fondamental de voisinages a la fois ouverts et fermés.

Tout espace éparpillé est totalement discontinu: car la composante connexe d’un
point x est contenue dans tous les ensembles 4 la fois ouverts et fermés contenant x
(I, p. 83), et I'intersection de ces ensembles se réduit & x si E est éparpillé.

Inversement, un espace localement compact totalement discontinu est éparpillé

(I1, p. 32, corollaire); mais il y a des espaces métrisables totalement discontinus qui
ne sont pas éparpillés (IX, p. 119, exerc. 5 ).

Tout sous-espace d’un espace éparpillé est éparpillé; tout produit (resp. toute
somme) d’espaces éparpillés est un espace éparpillé.

DEFINITION 7. — On dit qu’un espace topologique X est un espace de Lusin, ou un
espace lusinien, sl est séparé et $°1l existe un espace polonais éparpillé P et une application
continue bijective de P sur E.

II est clair que tout espace lusinien est souslinien.

ProrositionN 11. — Pour qu’un espace soit lusinien, il faut et il suffit qu’il existe un
espace polonais P et une bijection continue de P sur X,

La condition étant évidemment nécessaire, tout revient & prouver qu’elle
est suffisante. Si f est une application continue bijective d’une espace lusinien X
sur un espace séparé Y, il résulte de la déf. 7 que Y est lusinien. Tout revient donc &
prouver qu’un espace polonais est lusinien.

Notons en premier lieu que si X est un espace lusinien, tout sous-espace fermé
(resp. ouvert) A de X est lusinien (cf. IX, p. 66, th. 3); en effet, si f est une

application continue bijective d’un espace polonais éparpillé P sur X, f (1A) est
fermé (resp. ouvert) dans P, donc est un sous-espace polonais (IX, p. 57, prop.
1 et 2) et éparpillé, ce qui établit notre assertion.

Tout produit dénombrable d’espaces lusiniens est lusinien: cela résulte de la
prop. 1 de IX, p. 57 et du fait que tout produit d’espaces éparpillés est éparpillé.
Toute intersection dénombrable de sous-espaces lusiniens d’un espace topologique
séparé est un sous-espace lusinien: cela résulte aussit6t des remarques précédentes
et du lemme 1 de IX, p. 58. En outre:

Lemme 2. — Si un espace séparé X est tel qu’tl existe une partition dénombrable (A,) de
X formée de sous-espaces lusiniens, alors X est lusinien.

En effet, soient, pour tout entier z, P, un espace polonais éparpillé et £, une
bijection continue de P, sur A,; si P est I’espace somme des P,, P est polonais
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(IX, p. 57, prop. 1) et éparpillé, et Papplication f de P dans X qui coincide

avec f, dans chaque P, est une bijection continue de P sur X, d’ou1 le lemme.
Cela étant, montrons tout d’abord que I'intervalle I = (0, 1) de R est lusinien.

Considérons en effet I’application surjective f:{0, 1} -1 qui, & tout point

(en)nzo avec e, = O ou e, = 1, fait correspondre le nombre Z €,27" ayant (zg,)
n=o

pour développement dyadique (IV, p. 43). Soit D 'ensemble dénombrable
dans {0, 1} formé des suites autre que la suite 0, n’ayant qu’'un nombre finide
termes #£0; P = {0, 1}¥ — D est un espace polonais éparpillé (IX, p. 58, th. 1),
et la restriction de f & P est une bijection continue de P sur I (IV, p. 42).

Soit enfin P un espace polonais quelconque; d’aprés le cor. 1 de IX, p. 58, P
est homéomorphe 4 un sous-espace du cube IN) intersection dénombrable
d’ensembles ouverts de IN; la proposition résulte donc du fait que I est lusinien
et des remarques faites au début de la démonstration.

CoROLLAIRE. — Toute limite projective dénombrable (I, p. 28) d’espaces lusiniens est
un espace lusinien.

En effet, une limite projective dénombrable d’espaces séparés est un sous-
espace fermé du produit (dénombrable) de ces espaces; le corollaire résulte donc
de ce qui a été prouvé au cours de la démonstration de la prop. 11.

*On peut montrer que les espaces de distributions 2’(Q), €’(Q), etc. sur un
ouvert Q de R, munis de la topologie forte, sont des espaces lusiniens.

5. Cribles

DérFmirion 8. — On appelle crible une suite C = (G, pp)nso telle que, pour tout n,
C, sott un ensemble dénombrable et p,, une surjection de C,, ., sur C,,.

Pour tout couple d’entiers tels que 0 < m < n, désignons par p,,, ’application
identique de C,, sur lui-méme si m = n, et la surjection f,, o pppq0 -+ o P, de
C,sur C, sim < n Il est clair que pour m < # < ¢, 0N A fig = Py, © Prgy €L O0
peut donc considérer 'ensemble L(C) limite projective de la famille (C,) pour la
famille d’applications (p,,) (E, III, p. 52); nous munirons cet ensemble.
de la topologie limite projective des topologies discrétes sur les C, (I, p. 28).

Il est clair que L(Q) est fermé dans I’espace produit [ 1 C,; il en résulte aussitot
n

que L(C) est un espace polonais éparpillé (IX, p. 62); nous dirons que L(C) est
Pespace topologique associé au crible C.

On appelle ¢riblage d’un espace métrique X la donnée d’un crible C = (C,, p,,)
et, pour chaque entier n > 0, d’une application ¢, de C, dans ’ensemble des
parties ouvertes non vides de X de diamétre < 2-", de maniére que:

a) X soit la réunion des ¢q(¢), lorsque ¢ parcourt Cy;
b) pour tout z et tout ¢ € G,, ¢,(c) soit la réunion des ¢, . (¢"), ol ¢’ parcourt

-1 JER—
pa(c), et contienne les adhérences ¢, ,(¢") de ces ensembles dans X.
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On dit qu’un criblage est sirict si en outre, pour tout z, les ensembles ¢,(c) ol
¢ parcourt C,, sont deux & deux disjoints. Ces ensembles sont alors & la fois ouverts
et fermés dans X.

Lemme 3. — Tout espace métrique de type dénombrable X posséde un criblage. St de
plus X est éparpillé, X posséde un criblage strict.

Observons d’abord que si U est un ensemble ouvert dans un espace métrique
X de type dénombrable, et = un nombre >0, il existe un recouvrement dénom-
brable de U par des ensembles ouverts de diameétre <e, dont les adhérences dans
X sont contenues dans U: il suffit en effet, pour tout ¥ € U, de considérer une
boule ouverte B, de centre x et de rayon <¢/2, dont ’adhérence dans X soit
contenue dans U, puis d’appliquer la prop. 13 de IX, p. 19 au recouvrement
formé par les B,. Si de plus X est éparpillé, il existe un tel recouvrement (V,)
formé d’ensembles a la fois ouverts et fermés dans X; en désignant par W,
Pintersection de V,, et des X — V,, pour £ < 2, on voit que les W, sont & la fois
ouverts et fermés dans X, de diamétre <, deux 4 deux disjoints et recouvrent U.
Soit alors X un espace métrique de type dénombrable. Soit C, I'ensemble des
indices d’un recouvrement dénombrable de X formé d’ensembles ouverts non
vides de diamétre <1, deux & deux disjoints si X est éparpillé; ¢, sera I’applica-
tion qui, & chaque indice ¢ € C,, associe ’ensemble correspondant du recouvre-
ment. Supposons déja définis les C,; et les ¢;, ainsi que les surjections p;: C, ., — C;
pour ¢ < n, de fagon que la condition b) soit satisfaite pour ces indices. Sic e G,
@,(c) est ouvert dans X, donc posséde un recouvrement dénombrable par des
ensembles ouverts non vides de diamétre <2-7~2, dont les adhérences dans X
sont contenues dans ¢,(¢), et qui sont deux a deux disjoints lorsque X (donc
@,(c)) est éparpillé; si I(c) est 'ensemble des indices de ce recouvrement, on
prend pour C,.; 'ensemble somme des I{c) lorsque ¢ parcourt C,; pour tout
¢' € C, .4, on désigne par p,(¢’) 'unique élément ¢ € C, tel que ¢’ € I(c), et par
®n+1(¢") I'ensemble d’indice ¢’ du recouvrement considéré de ¢,(c). Il est clair
que Pon a ainsi défini par récurrence un criblage de X, et que ce criblage est
strict si X est éparpillé, d’olt le lemme.

Supposons maintenant que X soit un espace métrique complet de type dénom-
brable, et considérons un criblage de X par un crible C et des applications ¢,.
Siy = (¢,) est un point de Pespace L(C) associé a C, la suite (¢,(c,)) est une suite
décroissante d’ensembles ouverts dans X, dont chacun contient ’adhérence du
suivant dans X, et dont le diamétre tend vers 0; I'intersection de cette suite
d’ensembles est donc réduite & un point (II, p. 15), qu’on notera f(y). On a
ainsi défini une application f de L(C) dans X; si deux points v, vy’ de L(C) ont
mémes coordonnées d’indice ¢ pour ¢ < n, il est clair que la distance de f(y) et de
J&') est <277 donc f est continue en vertu de la définition de la topologie de
L(C). Pour tout x € X, il résulte de la définition d’un criblage qu’on peut définir
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par récurrence sur z une suite y = (¢,) telle que x € 9,(¢c,) pour tout z = 0 et
¢n = pn(Cas1); ON @ par suite x = f(y), autrement dit f est surjective. En outre, si
le criblage est strict, la suite y = (¢,) telle que ¥ = f(y) est unique, donc f est
bijective. On dira que f est Papplication déduite du criblage considéré.

Prorosrrion 12. — Pour tout espace lusinien (rvesp. souslinien) X, il existe un crible
C et une bijection (resp. surjection) continue de L(C) sur X.

Compte tenu de la définition d’un espace lusinien (IX, p. 62, déf. 7) (resp.
souslinien (IX, p. 59, déf. 2)), on se ramene au cas ol E est polonais et éparpillé
(resp. polonais) et le raisonnement qui précéde démontre alors la prop. 12,

6. Séparation des ensembles sousliniens

TutorEME 2. — Soit X un espace séparé. Etant donnée une suite (X,) de sous-espaces
sousliniens de X, deux & deux disjoints, il existe une suite (B,) d’ensembles boréliens de X,
deux & deux disjoints, tels que X, < B, pour tout n.

Nous établirons d’abord deux lemmes:

Lemme 4. — Sotent (A,), (A;,) deux suites de parties d’un espace topologique X.
Supposons que, pour tout couple (A,, A;,), il existe un ensemble borélien B, de X tel que
B,, > A,etB,, N A, = . Alors il existe un ensemble borélien B de X, qui contient

(U A, et ne rencontre pas U A
n m
En effet, ’'ensemble B = U (ﬂ Bnm) répond a la question.
n m

Lemme 5. — Sotent X un espace séparé, A, A’ deux sous-espaces sousliniens de X sans
point commun, Il existe alors un ensemble borélienBde X tel que B> Aet BN A' = @.

En effet, d’aprés IX, p. 65, prop. 12, il existe deux cribles C, C’, une applica-
tion continue f de L(C) sur A et une application continue /' de L(C’) sur A’,
définies suivant le procédé décrit dans IX, p. 64. Pour tout z > 0 et tout
¢ € C,, notons ¢,(c) le sous-espace de L(C) formé des suites (¢,)», telles que
¢, = ¢; C’est un sous-espace fermé de L(C). Pour touty = (¢,) € L(C), la suite des
ensembles fermés ¢,(c,) est décroissante et constitue une base de filtre ayant

pour limite y. En outre, pour tout ¢ € C,, les ensembles ¢, ,;(d), ol 4 parcourt
-1
Pensemble p,(¢) dans G, ., forment une partition de ¢,(c). Notations analogues

pour le crible C'.

Cela étant, on va raisonner par I’absurde, en supposant que tout ensemble
borélien contenant A rencontre A’. En premier lieu, il résulte du lemme 4 (IX,
p. 65) et de la définition d’un criblage qu’il existe ¢, € G et ¢5 € Gy tels que tout
ensemble borélien contenant f{g,(cy)) rencontre f’(gg(cp)). On va alors définir
par récurrence sur z deux éléments y = (¢,) € L(C), v' = (¢;) € L(C') delafagon
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suivante: supposons déja définis les ¢; et ¢ pour ¢ < n, de mani¢re que, pour
chaque indice ¢ < n, tout ensemble borélien contenant f(g(¢;)) rencontre
S'(qi(e})); en appliquant le lemme 4 et la définition d’un criblage aux ensembles
Sqa-ilen-9)) et fgn-i(cn-y)), on voit qu’il existe ¢, € G, et ¢, € C;, tels que
Pn-ilen) = €u_y pr-i(cr) = ¢;,_; et que tout ensemble borélien contenant f(g,(c,))
rencontre (g, (¢n)). Or, la suite des f{(g,(c,)) converge vers un pointa = f(y) € A,
et la base de filtre des f'(¢,(¢c,)) converge vers un point ¢’ = f'(y") € A’. Comme
ANA = g etque X est séparé, il existe un voisinage fermé V de a ne contenant
pas a’; pour z assez grand, V contient f(g,(c,)) et ne rencontre pas f'(g,(cn)),
d’ol1 contradiction puisque V est borélien.

Ces lemmes étant démontrés, pour tout entier n, désignons par F, la réunion
des ensembles X tels que 7 # n; F, est un sous-espace souslinien (IX, p. 60,
prop. 8). Pour chaque indice #, il existe, en vertu du lemme 5, un ensemble
borélien B, qui contient X, et ne rencontre pas F,. Soit B, 'intersection de B,

et de ﬂ (X = B'). Les B, sont boréliens, deux & deux disjoints, et ’'on a

i<n
B, = X, pour tout #, ce qui achéve la démonstration du th. 2.

COROLLAIRE 1. — Si une partition dénombrable d’un espace séparé est formée d’en-
sembles sousliniens, ces ensembles sont boréliens. En particulier, dans un espace séparé, tout
ensemble souslinien dont le complémentaire est souslinien est un ensemble borélien.

CoroLLARE 2. — Soignt E et F deux espaces sousliniens et f:E — F une application
continue surjective. Pour qu’un sous-ensemble B de F soit borélien, il faut et il suffit que

S(B) soit borélien dans E.

Le cor. 1 de la prop. 9 montre que la condition est nécessaire. D’autre part, si
-1 -1 1

S(B) est borélien, B = f(f(B)) et F =B = f(E —;‘(B)) sont sousliniens (cor.
de la prop. 10), donc boréliens (cor. 1).

7. Espaces lusiniens et ensembles boréliens

TutorEME 3, — Soit X un espace lusinien régulter. Pour qu’un sous-espace de X
soit lusinien, il faut et il suffit qu’il soit borélien dans X.
Cela va résulter des deux lemmes suivants:

Lemme 6. — Dans un espace lusinien X, tout ensemble borélien est un sous-espace
lusinien de X.

(En d’autres termes, pour toute partie borélienne B de X, il existe un espace
polonais éparpillé P et une application continue injective f:P — E telle que
F(®) = B).

Soit € Pensemble des parties A de X telles que les sous-espaces A et § A soient
lusiniens. Tout ensemble fermé et tout ensemble ouvert dans X étant un sous-
espace lusinien (IX, p. 62), € contient tous les ensembles fermés de X. Le lemme
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sera donc établi si on prouve que € est une tribu. Il suffit pour cela de montrer
que si (A,) est une suite d’ensembles de £, les sous-espaces (M A, et U A, sont
n n

lusiniens. Or, on a vu (IX, p. 62) que toute intersection dénombrable de sous-
espaces lusiniens est un sous-espace lusinien. D’autre part, si B, est I'intersection

de A, et de ﬂ (A, il résulte de I’hypothese et de la remarque précédente que

i<n
B, est un sous-espace lusinien; comme on a U A, = U B,, le sous-espace U A,
n n n

est lusinien en vertu du lemme 2 (IX, p. 62).

Lemme 7. — Tout sous-espace lusinien A d’un espace régulier X est un ensemble borélien
dans X.

D’apres la prop. 12 (IX, p. 65), il existe un crible C et une bijection continue
fde L(C) sur A. Avec les notations du lemme 5 (IX, p. 65), pour tout entier
et tout ¢ € C,, notons g,(c) le sous-espace f(g,(c)) de X; c’est un sous-espace
lusinien de X, donc un sous-espace souslinien. Lorsque ¢ parcourt C,, les
ensembles g,(c) sont deux & deux disjoints, puisque fest bijective; en vertu du th.
2 (IX, p. 65), il existe donc une famille ¢ — g;(¢) (¢ € C,) d’ensembles boréliens
dans X, deux & deux disjoints et tels que g,(¢c) = g,(¢) pour tout ¢ € C,. Quitte &

remplacer g,(¢c) par son intersection avec ’adhérence g,(c) de g,(¢c) dans X, on

peut supposer que g,(¢c) < g,(c). Désignons par ¢,_y, ¢,_g, ..., ¢ les images de ¢
dans C,_;, C, s, ... G, par les surjections

Dr-in = Dris Prnoom = Pn-s°Pn_its ««vs Pon =PooPio - °opny

respectivement; notons 4,(¢c) 'intersection des ensembles

g;(c)s g;z—i(cn—i): e g")(”o)-

Comme ¢;(¢;,) = g,(c) pour 0 < ¢ < n — 1, h,(c) contient g,(c); il est clair en
outre que ,(c) est borélien et contenu dans g,(c), et que lorsque ¢ parcourt C,,
les £,(c) sont deux a deux disjoints; enfin, par construction, pour tout ¢’ € C,, .,
on a h, . ;(¢") < h,(p,(c")). Soit alors B, la réunion des £,(c) pour ¢ C,; B, est
borélien, et B,,; < B,; de plus, B, contient la réunion des g,(c) (o0 ceC,),
réunion qui n’est autre que A. Soit B lintersection de la suite décroissante des
B,; Pensemble B est borélien et contient A. On va montrer que B = A, ce qui
achévera la démonstration.

Soit x un point de B; pour chaque entier 7, il existe un ¢ € C,, et un seul tel
que % € 4,(c) : notons-le ¢, (x) ; alors la suite (¢,(x)),»0 appartient & L(C). La suite
décroissante (g,(c,(¥))) converge par définition vers un point 2 € A; la suite des
adhérences de ces ensembles converge aussi vers ¢ dans X, puisque X est régulier,
et il en est de méme a fortiori de la suite (4,(c,(x))). Or, x appartient & tous les
ensembles %,(c,(x)), donc ¥ = a € A et le théoréme est démontré.
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CoROLLAIRE. — Soit (A,) une suite de sous-espaces lusiniens d’un espace topologique
séparé B, La réunion des A, est un sous-espace lusinien de E.,

Pour i < n, posons A,; = A, N A;; c’est un sous-espace lusinien, donc
borélien, de A,. Par suite, I'intersection B, des A, — A, ; (¢ < ) est un sous-
ensemble borélien de A,, donc lusinien. Comme les B, sont deux a4 deux dis-
joints, et que leur réunion est égale a celle des A,, cette derniére est un espace
lusinien d’aprés le lemme 2 de IX, p. 62.

PropositioN 13, — Soit (X,),en une suite d’espaces lusiniens réguliers, X = 1—[ X,
n

leur produit. Alors la tribu borélienne sur X est engendrée par les ensembles de la forme
]_—I A, ot A, est borélien dans X, pour tout n.
n

On sait déja que les ensembles I__[ A, sont boréliens (IX, p. 61, cor. 2); il
n

suffit de voir que la tribu € engendrée par ces ensembles contient tout ensemble
ouvert U de X. Or, pour tout #, soient P, un espace polonais, f,:P, — X, une

bijection continue de P, sur X, f = (f,): [IP,>Xla bijection correspondante
de H P, sur X. Chaque P, admet une ’;ase dénombrable d’ouverts B, et P
admﬂ;t donc comme base dénombrable d’ouverts B les ensembles élémentaires
1; B,, ou B, = X, sauf pour un nombre fini d’indices, et B, € 8, pour chacun

-1
de ces derniers. Comme f(U) est ouvert, il est borélien et on en conclut que U
appartient a la tribu engendrée par les images

S(LIB) =1 1A

des ensembles de 8. Mais comme tout B, € B, est un espace polonais (IX, p. 57,
prop. 2), f,(B,) est lusinien (IX, p. 62, prop. 11), donc borélien en vertu du th.
3 (IX, p. 66), ce qui achéve la démonstration.

CoOROLLAIRE. — Soent Y un espace topologique, (X, )nen une suite d’espaces lusiniens
réguliers, et pour tout n, soit f,:Y — X, une application borélienne. Alors I application

=Y > T 11X, est borétienne.
n
Avec les notations de la prop. 13, il suffit de montrer que pour toute famille
-1 -1
(A,), ot A, est borélien dans X, f (n An) = ﬂ SA(A,) est borélien dans Y, ce
n n

qui résulte de ’hypothése.
ProrostrionN 14. — Soient X, Y des espaces lusiniens, Y ditant de plus supposé régulier.

St f est une application borélienne injective de X dans 'Y, alors, pour tout ensemble borélien
A dans X, f(A) est un ensemble borélien dans Y.
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Le sous-espace A de X est lusinien (IX, p. 66, lemme 6); d’autre part,
Pinjection canonique j:A — X est continue, donc borélienne et par suite,
foJ est borélienne; on peut donc se borner au cas ot A = X, Soit g = f x idy:
X x Y=Y x Y; d’apres le cor. de la prop. 13, g est borélienne. Comme la
diagonale A de Y x Y est fermée (I, p. 52, prop. 1), le graphe T'; de f, égal a

g(lA), est borélien dans X x Y, donc un sous-espace lusinien de X x Y (IX,
p. 66, lemme 6). La restriction & de pry & I'; est par hypothése une bijection
continue de I'; sur le sous-espace f(X) de Y; comme il existe une bijection
continue z d’un espace polonais éparpillé P sur I';, % o u est une bijection continue
de P sur f(X) qui est par suite un sous-espace lusinien de Y. Mais comme Y est
lusinien et régulier, le th. 3 (IX, p. 66) prouve que f(X) est borélien dans Y.

8. Le théoréme du graphe souslinien

TutorEME 4, — Soient G et H deux groupes topologiques séparés et u un homomorphisme
de groupes de G dans H. On suppose que G est un espace de Baire et que le graphe T" de u est
un sous-espace souslinien de G x H. Alors u est continu.

Nous démontrerons d’abord deux lemmes. Disons qu’une partie X d’un
espace topologique E est approchable s’il existe un ouvert U de E tel UN (X et
X N § U soient maigres dans E (cf. IX, p. 112, exerc. 6).

Lemme 8. — Toute partie borélienne d’un espace topologique E est approchable.

11 suffit de montrer que ’ensemble € des parties approchables de E est une
tribu. Si (X,) et (Y,) sont deux suites de parties de E, on a

(Ux)ne(Uv,) = U X"ty

ce qui entraine aussitt que toute réunion dénombrable d’ensembles de €
appartient & €. Soit d’autre part X € € et soit U un ouvert tel que X N U et
U N § X soient maigres. Soit V Plintérieur de { U; alors 6 U NV est fermé
d’intérieur vide, donc maigre. De plus. VN X <« (U nXet

(XNEVe(XnU)u{tUNEV)
sont maigres. Par suite, { X € € et € est bien une tribu.

Remarque. — On peut montrer que toute partie souslinienne d’un espace
séparé E est approchable (exerc. 14).

Lemme 9. — Soit G un groupe topologique et soit B une partie borélienne non maigre de G.
St G est un espace de Baire, BB~ est un voisinage de e.

Soit U un ouvert de G tel que U N (B et B N { U soient maigres (lemme 8).
Alors U n’est pas maigre, donc est non vide. Par suite, il suffit de montrer que
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UU-! < BB-L Soit xe UU1; T'ouvert U N xU n’est pas vide, donc est non
maigre puisque G est un espace de Baire. Posons:

Z = (UnxU)nGBnNxB)

OnaZ < (Un{(B) ux(UnNEB),etZ est maigre. Par suite, U N xU n’est pas
contenu dans Z, et 'on a BN 4B # &, i.e. x € BB~1, ce qui montre bien que
BB~? est un voisinage de e.

Démontrons maintenant le th. 4. Comme u(G) = pry(I") et que H est
séparé, u(G) est souslinien, donc posséde une partie dénombrable dense D (IX,

p. 59, prop. 4). Soit W un voisinage de ¢ dans H. Montrons que?l1 (W) n’est pas
maigre. En effet, si o (W) était maigre, il en serait de méme de chacun de ses
translatés. Mais on a u(G) < U #W et G est donc réunion d’une famille

xeD
, -1 . . .
dénombrable de translatés de & (W), ce qui contredit le fait que G est un espace
de Baire.
Soit maintenant V un voisinage de ¢ dans H, et soit W un voisinage ouvert de ¢

tel que WW-1 < V. L’intersection p_rlz(W) N I est ouverte dans I". Comme la
restriction de pr; & I' est une application continue bijective de I sur G, il résulte

du cor. 2 du th. 2 de IX, p. 66 que WW) = ry ﬁrlz W) N T') est un sous-
p

ensemble borélien de G. Le lemme 9 montre alors que U (V), qui contient

-1 -1 .. . a .
u (W). u (W)~1, est un voisinage de ¢, ce qui entraine que # est continue.

9, Sections boréliennes

THEOREME 5. — Soient X un espace polonais, R une relation d’équivalence dans X;
supposons que les classes d’équivalence suivant R sotent fermées dans X, et que le saturé
pour R de tout ensemble ouvert soit borélien. Alors il existe un ensemble borélien dans X qui
rencontre chaque classe d’équivalence suivant R en un point et un seul.

Considérons sur X une distance compatible avec la topologie et pour laquelle
X soit complet. D’apreés le lemme 3 (IX, p. 64), il existe un criblage de X,
défini par un crible C = (C,, p,) et une suite d’applications (¢,). Pour chaque
¢ € G, soit g,(c) le saturé pour R de I’ensemble ouvert ¢,(c); par hypothése, g,(c)
est borélien dans E.

Puisque chaque ensemble C,, est dénombrable, nous pouvons munir C,, d’une
relation d’ordre total pour laquelle ’ensemble des éléments plus petits qu'un
élément donné soit fini. Par récurrence sur n, définissons, pour tout ¢ & C,, un
ensemble 4, (¢) de la fagon suivante. En premier lieu, pour ¢ € Gy, %,(¢) est 'inter-
section de g4(¢) et des ensembles X = g,(¢"), ou ¢’ e Gyet ¢’ < ¢. Pource G, 44,
hy41(c) est Uintersection de ¢, ,,(c), de A, (p,(c)) et des ensembles X = g, ,,(¢")
pour¢’ € G, 41, pn(¢") = pu(c) et¢’ < ¢. Il est clair que les %,(c) sont des ensembles
boréliens.
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Nous allons démontrer I’assertion suivante: pour tout entier z» > 0 et toute
classe d’équivalence H suivant R, il existe un élément et un seul c e C, tel que
ho(c) rencontre H, et Pon a

hy(e) "H = ¢,(c) N H.

Pour n = 0, considérons le plus petit élément ¢ € G, tel que ¢o(c) rencontre H;
alors gy(¢) N H ne rencontre aucun des gq(¢’) relatifs aux éléments ¢’ € C, tels que
¢’ < ¢, donc est contenu dans /y(c) N H, et par suite égal 4 cet ensemble; deplus,
on a H < gy(c) et par suite, pour ¢’ € Cq et ¢ > ¢, hy(c") N H est vide, et Passer-
tion est démontrée pour n = 0. Raisonnons par récurrence sur z; §’il existe
¢ € Cy ., tel que A, ., (c) rencontre H, il résulte de la relation £, . ,(c) < &,(p,(c))
et de ’hypothése de récurrence que p,(c) est 'unique élément d e C, tel que
h,(d) rencontre H. Observons que 4,(d), qui est contenu dans ¢,(d), est contenu

-1
dans la réunion des ¢, ,(c) relatifs aux éléments ¢ € p,(d), par définition d’un

-1
criblage; il y a donc un plus petit élément ¢ € p,(d) tel que ¢, ,(c) rencontre H.
On a alors

Pns1()) VH < gp(d) N H = hy(d) N H
en vertu de I’hypothése de récurrence. Donc

cPn+1(c) NHc <Pn+1(c) N bn(d)’

et comme par définition ¢, ,,(c) N H ne rencontre aucun des ensembles g, ., (¢")
-1
relatifs aux ¢’ € p,(d) tels que ¢’ < ¢, il s’ensuit par définition de £4,.,(c) que

Pna1{c) "H = A, ,1(c) "H. De plus,on a H < g,.,(c) et par suite, si ¢’ ep:(a’)
et tel que ¢’ > ¢, A, ,1(¢") N H est vide. Ainsi notre assertion est démontrée pour
tout n.

Pour tout entier n, soit alors S, la réunion des ensembles £,(c), ol ¢ parcourt
C,; I'ensemble S, est borélien, et on a S, ; < S,. Soit S Pintersection des S,,
qui est un ensemble borélien dans X; on va voir que S rencontre en un point et
un seul toute classe d’équivalence H suivant R. En effet, pour tout #, soit ¢,(H)
Punique élément ¢ € C,, tel que 4,,(¢) rencontre H; alors S, " H = ¢,(¢c,(H)) N H,
et S N H est Pintersection des ¢,(¢c,(H)) N H. Comme la suite (c,(H)) appartient
a L(C), chacun des ensembles o,(c,(H)) contient adhérence dans X de
©n+1(6n+1(H)) et le diamétre de ¢,(c,(H)) tend vers 0, donc chacun des ensembles
o,(c,(H)) N H contient I'adhérence dans H de ¢, ,,(c,.:(H)) " H, et son
diametre tend vers 0; comme H est fermé dans I'espace complet X, 'intersection
des @, (c,(H)) N H est réduite & un point, ce qui achéve de prouver le théoréme.

COROLLAIRE 1. — La conclusion du th. 5 est encore valable lorsque le saturé pour R de
tout ensemble fermé est borélien,
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En effet, comme un ensemble ouvert U de X est réunion dénombrable
d’ensembles fermés F, (IX, p. 16, prop. 7), le saturé de U est réunion des
saturés des F,,, donc est borélien, et on peut appliquer le th. 3.

CoRroLLAIRE 2. — Soit G un groupe topologique dont Pespace sous-jacent est polonais.
Pour tout sous-groupe fermé H de G, il existe un ensemble borélien dans G qui rencontre
toute classe @& gauche xH dans G en un point et un seul.

En effet, la relation d’équivalence x~'y € H est ouverte et séparée dans G
(I1I, p. 10 et 12).

Remarques. — 1) Dans I’énoncé du th. 5, on peut remplacer la tribu borélienne par
une tribu guelconque contenant les ensembles ouverts de X; la démonstration est
inchangée.

2) Lorsque X est un espace compact métrisable, le cor. 1 du th. 5 s’applique &
toute relation d’équivalence séparée R dans X, puisqu’on sait qu’une telle relation
est fermée (I, p. 63, corollaire 2).

10. Capacitabilité des ensembles sousliniens

DerINITION 9. — So0it X un espace topologique séparé. On appelle capacité sur X une
application f de Pensemble des parties B(X) dans la droite numérique achevée R, qui
satisfait aux conditions suivantes:

(CAy) La relation A < B entraine f (A) < f(B).

(CAyy) Pour toute suite croissante (A,) de parties de X, on a f (U An) = lim f(A,).
On dit qu’une capacité f est continue & drotte si elle vérifie la condition:

(CApy) Pour toute partie compacte K de X et tout nombre a > f(K), il existe un
ensemble ouvert U contenant K et tel que f (U) < a.

Exemples. — *Soit . une mesure positive sur un espace séparé X; la mesure
extérieure p¥ et la mesure extérieure essentielle . sont alors des capacités continues a
droite sur X (voir INT, IX, § 1, n° 2 et n° 9, prop. 12, 13). On démontre que dans un
espace R*(n = 3), la « capacité extérieure newtonienne » est une capacité continue a
droite au sens de la déf. 9.t

Remarque. — Soit f une capacité continue & droite sur X, et soit (K,) une suite
décroissante de parties compactes de X; si K = m K,, tout ouvert U contenant
n

K contient les K, & partir d’un certain rang (I, p. 60, th. 1 appliqué & I’espace
K;). Il résulte alors aussitét de (CA;) et (CAyy) que Pon a

F(K) = inf f(K,).

* Voir M. Brevrot, Eléments de la théorie classique du potentiel, Centre de Documentation Uni-
versitaire, Paris, 1969, 4¢ édition.



Ne 10 ESPACES POLONAIS; ESPACES SOUSLINIENS TG IX.73

DeEriniTioN 10, — Soit f une capacité sur X; on dit qu’une partie A de X est capacitable
(pour f) si f(A) = sup f(K), ot K parcourt ensemble des parties compactes de A.
K

*Par exemple, si 1 est une mesure sur X, et si f est la mesure extérieure essentielle
u', tout ensemble p-mesurable est capacitable (INT, IX, § 1).,

THEOREME 6. — Soient X un espace séparé, [ une capacité continue & droite sur X.
Tout sous-espace souslinien Y de X est alors capacitable pour f.

Considérons un espace polonais P et une application continue p de P dans X
telle que p(P) = Y. En vertu de IX, p. 58, cor. 1, on peut supposer que P est
Pintersection d’une suite (G,) d’ensembles ouverts dans un espace compact
métrisable M, telle que G, = M. Chaque ensemble G, est alors réunion d’une
suite croissante (K,,,)n»1 d’ensembles compacts dans M (IX, p. 16, prop. 7).

Ilest clair que Y est capacitablesi f(Y) = —oo. Supposonsdonc f(Y) > —oo,
et soit ¢ un nombre réel tel que £(Y) > a. Tout revienta prouver qu’il existe un
ensemble compact K < Y tel que f(K) > a. A cet effet, nous allons construire
par récurrence une suite décroissante (T,) de parties compactes de M, telles que
Pon ait

()T, = G,etf(p(PNT,)) > a pour tout z.

Nous prendrons T, = M. Supposons faite la construction de T),; les ensembles
compacts K, ., ,, (pour m > 1) forment un recouvrement de G, . ,, donc aussi de
PN T,; VYensemble P N T, est donc réunion croissante des

P ATy Kyygnlm > 1);

en vertu de (CAy) et de (1), il existe un entier % tel que

SR AT, N Kevai) > ¢

il suffit alors de poser T, ; = T, N K, 1, pour satisfaire & (1) ot # est remplacé
par n + 1, et la récurrence peut se poursuivre.

Posons T = [ ) T,; l’ensemble compact T est contenu dans m G, =P, et
n n
K = p(T) est donc un ensemble compact contenu dans Y. Soit U un ensemble

ouvert dans X et contenant K; l’ensemble V = p](LU) est ouvert dans P et
contient T, et il existe un ensemble V’ ouvert dans M et tel que PNV’ =V,
Comme V’ contient T, il existe n, tel que T, = V' pour n 2 2, (I, p. 60, th. 1
appliqué & T,), donc V contient PN T, et U contient alors p(P N T,). Il en
résulte en particulier que f(U) > @; comme U est un ouvert quelconque con-
tenant K, la condition (CAyy) entraine f(K) > a.

C.Q.F.D.
ProrositionN 15. — Soient X un espace séparé, f une capacité sur X (non nécessairement
continue & drotte), Y un sous-espace souslinien de X. Alors Y est capacitable pour f lorsque
Dune des hypothises suivantes est vérifide:
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(i) Pour foute suite décroissante (H,) de parties fermées de X, on a
S (MY H,) = inf f(H,).

(ii) Pour toute suite décroissante (K,)) de parties compactes de X, on a
(ﬂ K ) inf £(K.),

et Y est contenu dans une réunion dénombrable de parties compactes de X.

Plagons-nous d’abord dans ’hypothése (i), et reprenons les notations de la
démonstration du th. 6. Soit x un point de X n’appartenant pas a4 I’ensemble
compact K = p(T). Comme X est séparé, I'intersection des voisinages fermés
de x dans X est réduite & « (I, p. 52, prop. 1), donc les traces de ces voisinages
sur K forment une base de filtre dont I’intersection est vide; ’'un d’eux est donc
vide (I, p. 59, axiome (C")), autrement dit il existe un ensemble ouvert U
contenant K et tel que x ¢ U. Or, on a vu dans la démonstration du th. 6 que U

contient p(P N T,) dés que 7 est assez grand. On a donc x ¢ p(P N T,). Autre-

ment dit, les ensembles p(P N T,) forment une suite décroissante d’ensembles
fermés dont 'intersection est K; on en conclut par ’hypothése (i) que

f(K) = inff(p(PNT,) >

ce qu’il fallait démontrer.
Placons-nous maintenant dans ’hypotheése (ii) ; soit (L,,) une suite croissante

d’ensembles compacts telle que Y < UL, et posons Y, = YN L, Soit
m

a < f(Y); d’apres (CAy), on a f(Y,,) > a dés que m est assez grand. L’entier m
étant fixé de cette fagon, on définit sur ’espace compact L,, une capacité g en
posant g(A) = f(A) pour A e B(L,); les axiomes (CA;) et (CAy) sont en effet
trivialement vérifiés. En outre, cette capacité vérifie cette fois ’hypothése (i), en
raison de ’hypotheése (ii) sur f; il existe par suite un ensemble compact K < Y,
tel que g(K) = f(K) > @, ce qui achéve de démontrer la proposition.
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ESPACES DE LINDELOF

DériniTioN 1. — On dit qu'un espace topologique X (non nécessairement séparé) est
un espace de Lindelif si, de tout recouvrement ouvert de X, on peut extraire un recouvrement
dénombrable de X.

PropositioN 1, — Soit X un espace topologique.
(i) St la topologie de X admet une base dénombrable, X est un espace de Lindelof.
(ii) Soit f:X — Y une application continue de X dans un espace topologique Y (non

nécessairement séparé). St X est un espace de Lindeldf, il en est de méme du sous-espace
f(X) de Y.

(i) Soient R un recouvrement ouvert de X, B une base dénombrable de la
topologie de X, B’ I'ensemble des éléments A € B tels qu’il existe un élément de R
contenant A; @’ est un recouvrement dénombrable de X, car tout x € X est
contenu dans un ensemble U € Rk, et il existe ensuite A e DB tel que xe A < U.
11 existe alors une application @ de ¥’ dans X telle que P'on ait A = ®(A) pour
tout A € ¥’; il est clair que ©(B’) est un recouvrement ouvert dénombrable de X
contenu dans K.

(ii) Soit (V,)seL une famille d’ensembles ouverts dans Y formant un recouvre-

-1
ment de f(X). Les ensembles £ (V,) forment alors un recouvrement ouvert de X,
et il existe par suite une partie dénombrable J de L telle que les ensembles ouverts

-1
Sf(V,) pour A€ J forment un recouvrement de X. Mais alors les ensembles V,
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pour A € J forment un recouvrement de f(X), ce qui prouve que f(X) est un
espace de Lindelsf.

CoROLLAIRE. — Tout espace souslinien, et en particulier tout espace polonais ou lusinien,
est un espace de Lindelof.

Cela résulte aussitot de la prop. 1 précédente et de la définition des espaces
sousliniens (IX, p. 59, déf. 2), puisqu’un espace polonais admet une base
dénombrable.

ProposiTION 2. — Tout espace de Lindelof régulier est paracompact.

Soient X un espace de Lindelof régulier, et R un recouvrement ouvert de X.
Pour tout x € X, soit U, € R contenant X, et soit V,, un voisinage ouvert de x
tel que V,, < U,. Comme X est un espace de Lindeldf, il existe une suite {,) 50
de points de X tels que les V,, forment un recouvrement de X. Posons alors, pour

tout entier n > 0, W, = U, N§{ (U v xn)- Les ensembles W, sont ouverts et
k<n

forment un recouvrement de X plus fin que R. D’autre part, ce recouvrement est
localement fini, car tout x € X appartient & un V,, pour un  au moins; alors V,,
est un voisinage de x, qui ne rencontre aucun ensemble W, pour n > i,

CoROLLAIRE. — Tout espace souslinien régulier est paracompact (et en particulier
normal (IX, p. 49, prop. 4) et a fortiori complétement régulier).

ProrosiTioN 3. — Soit X un espace topologique (non nécessairement séparé). Les pro-
pridtés suivantes sont équivalentes:

a) Tout sous-espace ouvert de X est un espace de Lindelif.

b) Tout ensemble de fonctions semi-continues inférieurement (resp. supérieurement)
dans X contient un sous-ensemble dénombrable qui admet la méme enveloppe supérieure (resp.
inférieure).

Montrons d’abord que b) entraine a). Soit U un sous-espace ouvert de X, et
soit (U, )y une famille d’ensembles ouverts dans U (donc dans X) recouvrant
U. Les fonctions ¢y, étant semi-continues inférieurement dans X, il existe une

partie dénombrable J de L telle que la famille (9y,)re; 2it méme enveloppe
supérieure @y que la famille (¢y,)rer. On a par suite U = lJU,, et Uest un
Aed
espace de Lindelsf.
Prouvons maintenant que a) entraine b). Soient & un ensemble de fonctions
semi-continues inférieurement dans X, et s Penveloppe supérieure de &#. Soit
D une partie dénombrable dense de R. Pour toute fonction f€ & et tout nombre

de D, soit U, 'ensemble ouvert des x € X tels que f(x) > d (IV, p. 29).
Par hypothése, il existe une partie dénombrable #; de & telle que

UUa= U Uy,
feF feF,
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Posons &' = | #4, et désignons par s’ ’enveloppe supérieure de #’. On a
deD

évidemment s > §'; d’autre part, soit x un point de X, et soit 4 un élément de D
tel que s(x) > d; il existe une fonction fe & telle que f(x) > d; on a donc
x € Uy 4, et il existe une fonction f' € F; telle que x € Uy, ;. Par suite, on a aussi
§'(x) > d, d’ou l'inégalité 5" > s, et finalement s’ = 5. Comme F’ est dénom-
brable, P’assertion est établie pour les fonctions semi-continues inférieurement; le
cas des fonctions semi-continues supérieurement s’y raméne par changement de
signe.

CoROLLAIRE 1. — Soient X un espace souslinien régulier, H un ensemble de fonctions
numériques continues dans X, qui sépare les points de X (IX, p. 9, déf. 5). Il existe
alors une partie dénombrable B’ de Hl qui sépare les points de X.

En effet, X x X est un espace souslinien (IX, p. 60, prop. 7); il en est de
méme de tout sous-espace ouvert de X x X (IX, p. 59, prop. 5), qui est donc
un espace de Lindelsf (IX, p. 76, corollaire). A toute fonction % € H, associons
Pensemble fermé F, des couples (x,y) € X x X tels que A(x) = £(y). En vertu
de la prop. 3, il existe une partie dénombrable H' de H telle que Pon ait

NF, = ’CDH F;. Mais par hypothése le second membre est la diagonale de

heH’
X x X;il en est donc de méme du premier, et par suite H' sépare les points de
X.

CoROLLAIRE 2. — Tout espace compact souslinien est métrisable.

Soient X un espace compact souslinien, I I'intervalle (0, 1) de R, H I’ensem-
ble des applications continues de X dans I. Comme X est complétement régulier,
H sépare les points de X, et le cor. 1 entraine I’existence d’une suite (f,) d’élé-
ments de H qui sépare les points de X. Mais alors 'application # —> (f(%))nen
de X dans I¥, continue et injective, est un homéomorphisme de I’espace compact X
sur un sous-espace de IN; cela prouve que X est métrisable.
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PRODUITS INFINIS DANS LES ALGEBRES NORMEES

1. Suites multipliables dans une algébre normée

Soit A une algébre normée sur un corps valué commutatif non discret (IX, p. 37,
déf. 9) ; nous désignerons par ||x|| la norme d’un élément x € A, nous supposerons
en outre que A admet un élément unité e.

Soit (x,),sx une suite infinie de points de A; toute partie finie J de N, totale-
ment ordonnée par Pordre de N, définit une séquence (A, I, p. 3) (%,)nes de

points de A; on a défini en Algébre (A, I, p. 3) le produit p; = [ Ix, de cette
ned
séquence, que nous appellerons produit partiel fini de la suite (x,), cx, correspondant
a la partie finie J de N (on rappelle que, pour J = &, on pose H x, = e),
neg

DErFNITION 1. — On dit que la suite (%,),5n est multipliable dans Palgébre normée
A si Uapplication J v+ py a une limite sutvant le filtre des sections de Uensemble F(N)
des parties finies de N, ordonné par la relation < ; cette limite est appelée le produit de la

suite (X,)pen, €f NOLE H %, (ou simplement 1_[ x,); les x,, sont appelés les facteurs de ce
neN n
produit.

La déf. 1 équivaut a la suivante: la suite (x,) est multipliable et a pour produit p
st, pour tout € > 0, il existe une partie finie Jo de N telle que, pour toute partie finie J = Jo
de N, on ait |p; — pl| < =

Remarques. — 1) Lorsque A est une algébre commutative, la déf. 1 est identique
4 celle qui a été donnée dans III, p. 37 (Remarque 3); mais lorsque A n’est pas
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commutative, la structure d’ordre de ’ensemble d’indices N intervient de fagon
essentielle dans la déf. 1; si o est une permutation quelconque de N, rien ne permet
d’affirmer en général que la suite (Xq¢,) soit multipliable lorsque la suite (x,) l’est;
en outre, lorsque ces deux suites sont multipliables, leurs produits sont en général
différents.

2) La déf. 1 se généralise immédiatement au cas d’une famille (x,),er dont ’en-
semble d’indices I est une partie de Z (totalement ordonnée par ’ordre induit par
celui de Z) ; nous laissons au lecteur le soin d’étendre a ce cas les propriétés qui suivent
(cf. IX, p. 125, exerc. 1 et 2).

2. Critéres de multipliabilité
Nous allons nous borner désormais au cas oli ’algébre normée A est compléte.

THEOREME 1. — S0it (X,,)nen Une suite de points d’une algébre normée compléte A.

a) Si (x,) est multipliable et a pour produit un élément inversible de A, pour tout
e > 0, il existe une partie finie J, de N telle que, pour toute partie finie 1. de N ne rencontrant
pas Jo, on ait ||le — py| < =

b) Inversement, si la suite (x,) satisfait & cette condition, elle est multipliable. En outre,

st chacun des x,, est inversible, ]__I x,, est inversible.
neN

a) Soit p le produit de la suite multipliable (x,), et supposons p inversible dans
Aj; alors (IX, p. 40, prop. 14), il existe « > 0 et a > 0 tels que, pour tout
y € A tel que |y — p| < «, y soit inversible, et |y~*| < a. Par hypothése, pour
tout ¢ tel que 0 < ¢ < «, il existe une partie finie H, de N telle que, pour toute
partie finie H de N contenant Hy, on ait [py — p| < = Soit J, = (0, m) un
intervalle de N contenant H; pour toute partie finie L de N ne rencontrant pas
Jo les entiers appartenant & L sont tous supérieurs a ceux appartenant a Hy; donc,
si on pose H = Hy UL, ona pg = py, p.. Or, comme [py, — p| < ¢ < «, Py,
estinversible, eton a [|e — pglp| < ¢|pal| < ¢e;delarelation ||pg,p. — P|| <,
on tire |p;, — Pa; P| < ¢[pal] < ge et finalement [e — py| < 2.

b) Supposons que, pour tout € > 0, il existe une partie finie J, de N telle que,
pour toute partie finie L de N ne rencontrant pas J,, on ait e — pp| < & Soit
Hy = (0, p) un intervalle de N contenant J,; toute partie finie H de N contenant
H, peut s’écrire Hy U L, ol les entiers appartenant & L sont supérieurs a ceux
appartenant 2 Hy; on a donc py = py, Pr, €t comme L ne rencontre pas J,,
[Px — P | < el et par suite [pa] < (1 + &)[pi,|- Si Pa, = 0, Ia suite
(x,) est évidemment multipliable et a pour produit 0; en écartant ce cas trivial,
il existe un intervalle H; = (0, ¢), contenant H, et tel que, pour toute partie
finie L de N ne rencontrant pas H;, on ait |e — py| < (||pg,||) ~*. On en déduit
comme ci-dessus que, pour toute partie finie H > H;

IPx = Pl < [Pz} ~*IPm.lle < o(1 + <)
Le critere de Cauchy montre donc que J+ p; a une limite dans A suivant
Pensemble filtrant &(N).
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Si tous les x, sont inversibles, il en est de méme de tous les produits partiels
finis p;; pour toute partie finie H contenant H,, on peut donc écrire

le — palpua| < s

cela montre que, dans le groupe multiplicatif G des éléments inversibles de A,
Pimage par Papplication J — p; du filtre des sections de (N) est une base de
filtre de Cauchy pour la structure uniforme gauche du groupe G; mais comme
G est complet (IX, p. 40, prop. 14), la limite de I’application J > p; appartient
aG.

Remarque. — Lorsque (x;) est multipliable et a un produit non inversible, la
condition du th. 1 n’est plus nécessairement vérifiée; par exemple, si tous les x,, sont
égaux & un méme élément x tel que x| < 1, la suite (x,) est multipliable et a pour
produit 0, et pour toute partie finie non vide Hde N, ona |pu| < [x] < 1 < |le].

CoRroLLAIRE 1. — 8@ (x,) est une suite multipliable dont le produit est inversible
dans A, lim x, = e.

n— o

COROLLAIRE 2, — 87 (x,) est une suite multipliable dont le produst est inversible dans
A, toute suite (X, )xen extraite de (X,) ((m) étant une suite strictement croissante
d’entiers) est multipliable.

C’est ce que montre aussitét le critére du th. 1 (IX, p. 79).

THEOREME 2. — Soit A une algébre normée compléte; si (w,) est une série absolument
convergente de points de A, la suite (e + w,) est multipliable dans A; en outre, si tous les

éléments e + w,, sont inversibles dans A, il en est de méme de H (e + u,).
neN

Appliquons le critére de IX, p. 79, th. 1; pour toute partie finie L de N,
onap,=e-— 1_[ (e +w,) —e= z (1—[ un), M parcourant ’ensemble des
M \neM

nEL
parties non vides de L (totalement ordonnées par Pordre induit). Comme

HI—M.[ un“ < 1—1\[4 |u,], on peut écrire
Ipe = el < 2 (LLIwal) = IT (1 fual) = 1.

Or, comme la série de terme général [u,| est convergente par hypothése, la
suite (1 + |lw,||) est multipliable dans R% (IV, p. 35, th. 4); pour tout ¢ > 0,
il existe donc une partie finie J, de N telle que, pour toute partie finie L de N ne

rencontrant pas Jo, on ait ln (1 + |a,]) - ll < ¢; d’ot le théoreme.
nel,

COROLLAIRE, — 87 la série de terme générale w, est absolument convergente, et st
aucun des éléments e + w, nest diviseur de O dans A, le produit H (e + w,) nest pas

neN
diviseur de O dans A.
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En effet, il n’y a qu'un nombre fini d’entiers n tels que |ju,]| > 1. Soit
J = (0, m} un intervalle de N contenant tous ces entiers. Le produit de la suite

(e + w,) est produit de p; et de I’élément I (e + w,), dont tous les facteurs

n>m
sont inversibles (IX, p. 39, corollaire), et qui est par suite inversible lui-méme;

comme p; est produit d’un nombre fini d’éléments non diviseurs de 0, il n’est pas

diviseur de 0, et il en est de méme de I_I (e + u,).
neN

La condition suffisante de multipliabilité donnée dans le th. 2 n’est pas néces-
saire en général (cf. IX, p. 126, exerc. 6). Elle I’est toutefois dans le cas important
ol A est une algebre de rang fini sur le corps R (en particulier lorsque A est le
corps des quaternions K, ou une algébre de matrices M,(R)):

Prorosition 1. — Soit A une algébre normée de rang fini sur R. Si (e + w,) est
une suite multipliable dans A, dont le produit est inversible, la série de terme générale w, est
absolument convergente.

On sait (VII, p. 16, prop. 2) qu’il existe un nombre ¢ > 0 tel que, pour
toute famille finie (x;);c; de points de A, on ait

(1) 2=l < ¢ - sup > .
3 cl ied

Soit (a,),ex une suite quelconque d’éléments de A. Pour toute partie finie I de
N, posons

P = I—.[ (e +a) §; = tezl a; or = ; ]

icl

Lemme 1. — Pour toute partie finie 1 de N, soit (I) = sup [ps — el|. Pour toute
1cJ
partie ] de 1, on a
(2) lps — e = sl < ¢(D)os.

Le lemme est évident st J est vide; démontrons-le par récurrence sur le nombre
d’éléments de J. Soit J = K U {j}, ol j est strictement supérieur a tous les
éléments de K; alors p; = px(e + a,) et s; = s + a,;, d’ol

Ps—e— 5= (px —~ e — sg) + (Px — €)a,
et, en vertu de I’hypothése de récurrence et de la définition de ¢(I)
Ips — e — 55| < o(T)ox + o(D]ja;] = ¢(T)a;
ce qui démontre le lemme.

Lemme 2. — Si 1 est une partie finie de N telle que o(I) < /e, on a o1 < T—f—cp_%pl_(f)—

En effet, comme o; < o7 pour toute partie J de I, on a, aprés (2),

Isall < ¢Mor + [ps — €] < (1 + ap)e();
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comme, en vertu de (1), ona o; < ¢ - sup ||sy], on en déduit 6; < co(I)(1 + oy),
JCI
d’ott le lemme, ‘

Cela étant, soit (e + u,) une suite multipliable dans A, dont le produit est
inversible; d’aprés le th. 1 (IX, p. 79), il existe une partie finie J, de N telle que,
pour toute partie finie H de N ne rencontrant pas J,, on ait

ITT (e +w) = el < 1722
iell
D’aprés le lemme 2, on ne déduit , Jlu,| < 1 pour toute partie finic H de N
ieH
ne rencontrant pas J,, ce qui entraine que la famille (|ju,|) est sommable dans R

IV, p. 32, th. 1).

3. Produits infinis

A toute suite (x,) de points d’une algébre normée A, faisons correspondre la
Py :

suite des produtts partiels p,, = H x,,; on appelle produit infins de facteur général
2 Pn=11 ppelle

X, le couple des suites (x,) et (p,). Le produit infini de facteur général x,, est dit
convergent si la suite (p,) est convergente dans A; la limite de cette suite s’appelle

oo
alors le produit de la suite (x,), et se note P x,.
n=0

ProrosrrionN 2. — Soit (x,) une suite de points d’une algébre normée compléte A.

«©

a) Si le produit infini de facteur général x,, est convergent et si P X, est inversible, pour

tout € > 0, il existe ny tel que, pour ny < m < n, on ait “ ]_—I X, — e”

b) Inversement, si la suite (x,) satisfait & cette condztzon, le produit u@ﬁm de facteur

@

général x,, est convergent; en outre, si chacun des x,, est inversible, P x, est inversible.
n=0

Nous laissons au lecteur le développement de la démonstration de cette
proposition, qui est calquée pas & pas sur celle du th. 1 de IX, p. 79 (les parties
finies L de N qui figurent dans cette derni¢re devant simplement étre remplacées
par des intervalles).

CoROLLAIRE 1. — 8¢ le produit infini de facteur général x, est convergent, et si

«©

P x, est inversible, lim x, = e.
n=90 n-> 0
COROLLAIRE 2.— 8% le produit infini de facteur général x, est conmvergent, et si

@
P x, est inversible, le produit infini de facteur général y, = x,.,(n = 0) est convergent.
n=0

Le produit de la suite (y,) se note P x,, et s’appelle encore le reste ’indice £
n=h

du produit infini de facteur général x,.
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)
En supposant toujours que [ x, est inversible, on déduit encore de la prop.
n=0

2 (IX, p. 82) que, si (z,) est une suite telle que z, = x, sauf pour un nombre
fini d’indices, le produit de facteur général z, est convergent.

ProrosrTioN 3. -— Soit (k,) une suite strictement croissante d’entiers >0 (ko = 0):
Epe1-1
st le produit infini de facteur général x,, converge, et si on pose w, = H x,, le produit

p=kn
©

w
infini de facteur général w,, est convergent, et on a Pu, =P x,.
n=0 n=0

En effet, la suite des produits partiels de la suite (u,) est extraite de la suite des
produits partiels de la suite (x,,).

Enfin, par le méme raisonnement que pour les groupes commutatifs (III,
p. 44), on voit que si, dans une algébre normée A, une suite (x,) est multipliable,

@
le produit de facteur général x,, est convergent, et on a Px, = I_]: x, (qu'on
n=0 neN
o0

écrit aussi | | x,); la réciproque est bien entendu inexacte (cf. IX, p. 126,
[

exerc. 7).



Exercices

§1

1) Pour qu’une fonction numérique positive £, définie dans X x X, soit un écart sur X, il
faut et il suffit que f(x, ¥) = 0 pour tout x € X, et

flxy) < f(#2) + f(y, 2)
quels que soient x, y, z dans X.
2) Soit f une application de X x X dans (0, +0); pour que la famille des ensembles

-1
S0, a)), ol a parcourt I’ensemble des nombres >0, constitue un systéme fondamental

d’entourages d’une structure uniforme sur X, il faut et il suffit que fsatisfasse aux conditions
suivantes: a) quel que soit ¥ € X, f(x, x} = 0; ) quel que soit ¢ > 0, il existe &6 > 0 tel que
la relation f'(x, y) < b entraine f(y, x) < a;¢) quel que soita > 0, il existe ¢ > 0 tel que les
relations f(x, z) < ¢ et f(z,y) < ¢ entrainent f{x,y) < a.

Les conditions b) et ¢} sont en particulier remplies §’il existe une application ¢ de
P = (0, + ) dans lui-méme, continue et nulle au point 0, et une application  de P x P
dans P, continue et nulle au point (0, 0), telles que ’on ait identiquement.

S %) < o(f(%9) et flxy) < $(f% 2),f(29).
3) Soient X un espace topologique, J sa topologie, (f;) une famille saturée (IX, p. 4)
d’écarts sur X, # la structure uniforme définie par la famille (f)).

a) Pour que la topologie déduite de % soit moins fine que 7, il faut et il suffit que les f, soient
continues dans X x X (pour la topologie produit de  par elle-méme).

b) Pour que la topologie déduite de % soit plus fine que 7, il faut et il suffit que, pour tout
%o € X et tout voisinage V de x, (pour ), il existe un indice ¢ et un nombre a > 0 tels que,
pour tout x € § V, on ait (%o, ¥) > a.

4) Soient X un espace topologique, K une partie compacte de X, f une application continue
de X x K dans R. Montrer que la fonction

glx, x3) = sup [ f(#2,9) — (%2, 9)]

est un écart continu sur X, et que la fonction 4(x) = inf f(x,y) est continue dans K.
yeK
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5) Soient X un espace uniformisable, K une partie quasi-compacte de X, V un voisinage
de K dans X. Montrer qu’il existe une application continue de X dans (0, 1), égale a 1
dans K et 20 dans [ V.

6) a) Soient X un espace uniformisable, R une relation d’équivalence dans X telle que
I’application canonique p: X-—X/R soit propre (I, p. 72). Montrer que X/R est uni-
formisable (cf. exerc. 5).

b) Dans un espace uniformisable X, soit R{x, y§ la relation y € {x}. Montrer que R est une
relation d’équivalence et que l'espace de Kolmogoroff universel correspondant & X (I,
p. 104, exerc. 27) est I’espace quotient X/R. Déduire de a) que X/R est complétement
régulier.

7) Sur un espace topologique X, on dit qu’un filtre § est régulier s’il existe une base de &
formée d’ensembles ouverts et une base de F formée d’ensembles fermés.

a) On dit qu'un espace régulier X est réguli¢rement clos si, pour tout homéomorphisme f de
X sur un sous-espace d’un espace régulier X/, f(X) est fermé dans X’. Montrer que, pour
que X soit régulierement clos, il faut et il suffit que tout filtre régulier sur X ait au moins
un point adhérent. Un espace complétement régulier et régulierement clos est compact.

b) On dit qu'un espace régulier X est infrarégulier (et que sa topologie I est infraréguliére)
si toute topologie sur X, réguliére et moins fine que 7, est nécessairement identique & .
Montrer que, pour qu’un espace régulier X soit infrarégulier, il faut et il suffit que tout filtre
régulier sur X, ayant au plus un point adhérent, soit convergent. Il revient au méme de dire
que X est régulierement clos et que toute base de filtre sur X, ayant un seul point adhérent,
est convergente vers ce point.

48) Soient wy = w, w, les deux premiers ordinaux infinis sans prédécesseurs (E, III, p. 77,
exerc. 14). On munit 'intervalle J = (0, »,;) de la topologie 7 (J) et Pintervalle I = (0, wo)
de la topologie J_(I), obtenant ainsi des espaces compacts (I, p. 105, exerc. 2). Dans
PPespace compact I x J, soit P le sous-espace ouvert (localement compact et non compact)
complémentaire du point (g, ©1) (¢ planche de Tychonoff »).

a) Dans P, pour tout entier n = 0, on note I, ensemble (n, wo( X {c;} et pour tout ordinal
o < oy, on note J, 'ensemble {&p} X («, w:(. Montrer que si un ensemble ouvert G dans P
contient I, il existe un « < o, tel que J, < G, et que si G contient J,, il existe un entier z tel
que I, = G (Cf. I p. 106, exerc. 12b)); *en particulier P n’est pas normal (IX, p. 41),. Si
G contient a la fois un I, et un J,, son complémentaire dans P est compact.

b) Dans P’espace produit N x P, on considére la relation d’équivalence R dont les classes
d’équivalence sont: 1° les ensembles {(£, (n, &))} réduits &4 un point pour n < y, & < @, €t
les ensembles {(0, (0, o))} réduits & un point pour o < w;; 2° les ensembles

{(2F, (n, w1)), (2K + 1, (n, &)}

de deux points, pour n < ©¢; 3° les ensembles {(2k + 1, (0o, @), (25 + 2, (g, «))} de deux
points, pour « < ®;. Soit Q I’espace quotient (N x P)/R. On note P, I'image de {£} x P dans
Q, I, et Jy . lesimages de {k} x I, et {k} x J,dans Q;on a par définition I, o = I 06+1,
et Jy,ox+1 = Ju.2x+2. On considére enfin I’ensemble S somme de Q et d’un élément &; on
définit sur S une topologie séparée en prenant pour systéme fondamental de voisinages d’un
point de Q ’ensemble de ses voisinages dans Q, et pour systéme fondamental de voisinages de

£ I’ensemble des complémentaires dans S des ensembles Q, = U Py (« escalier de Tycho-
1<k<n

noff »). Montrer que S est un espace régulier non compact.

¢) Soit (Gy)o<i<en une suite finie croissante de parties ouvertes de S telle que, pour
0<i< 2N - 1, on ait G; © G;4;. Montrer que si Gy @ Pgy, S = Gyy est compact
(utiliser a)).

d) Montrer que S est un espace infrarégulier (exerc. 7), donc non complétement régulier
puisqu’il est non compact. (Appliquer le critere de Pexerc. 7 en utilisant ¢) pour montrer
qu’un filtre régulier & non convergent sur S a au moins deux points adhérents; on distinguera
deux cas suivant que £ est ou non adhérent a §.)
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9) Si un espace topologique X est tel que chaque point de X admette un voisinage fermé
dans X qui soit un sous-espace uniformisable, montrer que X est uniformisable.

10) Soit X un espace uniformisable; montrer que la famille de fous les écarts sur X qui sont
continus dans X x X, définit sur X une structure uniforme compatible avec la topologie de X
(IX, p. 84, exerc. 3). Cette structure uniforme %,, (dite structure uniforme universelle sur X)
et la plus fine de toutes les structures uniformes compatibles avec la topologie de X. Si Y
est un espace uniforme, f une application continue de X dans Y, fest uniformément continue
lorsqu’on munit X de sa structure universelle, et cette propriété caractérise uniquement %,,
parmi toutes les structures uniformes compatibles avec la topologie de X. S’il existe une
structure uniforme % compatible avec la topologie de X et telle que, muni de %, X soit un
espace uniforme complet, montrer que pour toute structure uniforme %’ plus fine que % et
moins fine que %,,, espace X, muni de %’, est aussi un espace complet (remarquer que les
filtres de Cauchy sont les mémes pour % et pour %’).

11) a) Soient X un espace complétement régulier, % une structure uniforme compatible
avec la topologie de X. Soit #* la structure uniforme la moins fine sur X rendant uni-
formément continues toutes les applications de X dans (0, 1) qui sont uniformémentcon-
tinues quand on munit X de la structure %. Montrer que la structure uniforme #* est
séparée et compatible avec la topologie de X, et que X, muni de cette structure uniforme, est
précompact.

b) Soit Y un espace compact quelconque; montrer que toute application f de X dans Y,
qui est uniformément continue lorsqu’on munit X de la structure uniforme %, est encore
uniformément continue lorsqu’on munit X de la structure #* (utiliser IX, p. 9, prop. 5).
En déduire que, sur X, la structure uniforme #* est la plus fine des structures uniformes
moins fines que % et pour lesquelles X est précompact.

12) a) Soient X un espace localement compact, ® Pensemble des applications continues de
X dans (0, 1), & support compact (IX, p. 46, déf. 2). Soit %, la structure uniforme la
moins fine sur X rendant uniformément continues toutes les fonctions de @; montrer que la
structure %, est compatible avec la topologie de X, que le complété X de X pour cette
structure est compact, et que le complémentaire de X dans X est vide ou réduit & un point
(montrer que si X n’est pas compact le filtre des complémentaires des ensembles relativement
compacts dans X est un filtre de Cauchy pour %,).

b) Montrer que la structure uniforme %,, est la moins fine des structures uniformes compatibles
avec la topologie de X.

¢) Inversement, soit X un espace complétement régulier tel que, dans Pensemble des structures
uniformes compatibles avec la topologie de X, il existe une structure %, moins fine que toutes
les autres. Montrer que X est localement compact (en utilisant Pexerc. 11, montrer que X,
muni de %,, est précompact; puis faire voir que le complémentaire de X dans son complété
pour la structure %, ne peut avoir plus d’un point).

d) On suppose que X est localement compact et dénombrable & Pinfini, donc (I, p. 68,
prop. 15) réunion d’une suite croissante (U,) d’ensembles ouverts relativement compacts telle
que U, < U, ;. Montrer qu'il existe une fonction numérique f continue dans X, telle que
SFlx) < npour xe U, et f(x) = n pour x ¢ U, (cf. IX, p. 102, exerc. 6). Soit % la structure
uniforme la moins fine sur X rendant uniformément continues toutes les fonctions de @ et la
fonction f; montrer que cette structure est compatible avec la topologie de X et qu’il existe
un entourage V de % tel que, pour tout x € X, V(x) soit relativement compact dans X
(II, p. 37, exerc. 9).

13) a) Soit X un espace complétement régulier, %, sa structure uniforme universelle (IX,
p. 86, exerc. 10); montrer que la structure % (IX, p. 86, exerc. 11) est la structure uni-
forme induite sur X par celle de son compactifi¢ de Stone-Cech X (IX, p. 10).

b) Montrer que ’espace compact X défini dans I, p. 110, exerc. 26, est canoniquement
isomorphe 2 pX.
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¢) Avec les notations de I, p. 109, exerc. 25, montrer qu’il existe une application continue
surjective et une seule X’ — 8X qui se réduit & I'identité dans X.

d) On suppose que les ensembles & la fois ouverts et fermés forment une base de la topologie
de X; alors Pespace compact X défini dans II, p. 38, exerc. 12 5), est canoniquement
homéomorphe & X et & pX.

¢) Déduire que d) que si X est la planche de Tychonoff (IX, p. 65, exerc. 8), X s’identifie &
Pespace compact I x J, 8X == X étant donc réduit & un seul point. Montrer les applications
surjectives canoniques X’ — BX et X” — X ne sont alors pas bijectives, et par suite X”
n’est pas séparé (pour voir que X’ — BX n’est pas bijective, observer qu’il existe sur N une
infinité d’ultrafilires non triviaux).

14) a) Soient X un espace completement régulier, fun homéomorphisme de X sur un sous-espace
partout dense Y d’un espace compact K, et soit /:BX — K Papplication continue pro-
longeant f; montrer que I’on a f (X = X) = K == Y. (Raisonner par ’absurde en montrant
plus généralement que si ’homéomorphisme f est restriction d’une application continue
g:K’— K, X étant dense dans K’, on doit avoir g(K' == X) = K=Y; si aec K' =X
et b € X étaient tels que g(a) = g(b), considérer 'image réciproque par g de la trace sur Y
d’un systéme fondamental de voisinage de g(a) = g(b) dans K).

b) Déduire de a) que pour qu’'un espace complétement régulier X soit ouvert dans son
compactifié¢ de Stone-Cech 38X, il faut et il suffit que X soit localement compact.

15) Soit X un espace complétement régulier. On dit que deux ensembles fermés A, B dans X
sont normalement séparés s’il existe une application continue f de X dans (0, 1) telle que
Sf(x) = 0 dans A et f(x) = 1 dans B.

a) Montrer que, pour que A et B soient normalement séparés, il faut et il suffit que leurs
adhérences dans $X soient sans point commun (utiliser IX, p. 85, exerc. 5).

b) Soient 2 un homéomorphisme de X sur une partie partout dense Y d’un espace compact

K, & 'application continue de BX sur K qui prolonge 4. On suppose que pour tout couple de
parties fermées A, B de X, normalement séparées, les adhérences de £(A) et A(B) dans K
solent sans point commun, Montrer que % est un homéomorphisme de pX sur K. (Prouver
que % est injectif: si a, b sont deux points distincts de 8X tels que &(a) = A(b), considérer une
application continue f de BX dans (0, 1) telle que f(a) = 0 et f(5) = 1, et les ensembles de
points x € X ol I'on a respectivement f(x) < % et f(x) = %.)

¢) Soit X un espace complétement régulier, A une partie quelconque de BX =~ X, Montrer
que Papplication canonique B(BX == A) — 8X est un homéomorphisme.

916) Soit X un espace complétement régulier. Montrer que, pour qu'un ensemble ouvert U
de BX soit connexe, il faut et il suffit que U N X soit connexe. (Supposant U N X non
connexe, réunion de deux ouverts disjoints non vides V;, V, de X, considérer les adhérences
VE, V§ de V; et V, dans BX. Montrer par Pabsurde que UN VN Vi = g. Pour cela,
considérer un point a de cet ensemble et une application continue f de 8X dans (0, 1),
égale 4 0 au point 4, & 1 dans BX == U; puis définir la fonction g dans X comme égale a
S (x) sauf aux points x € V tels que f(x) < 1, et prendre g(x) = % en ces points).

€17) Soient X un espace complétement régulier, f une fonction numérique finie, continue

dans BX, telle que f(x) > 0 dans X et que l’ensemblefl(O) < BX == X ne soit pas vide;ilya
alors une suite (a,) de points de X telle que la suite des nombres A, = f(a,) > 0 soit stricte-
ment décroissante et tende vers 0. Soit A I'ensemble des valeurs d’adhérence de (a,) dans
BX. Pour tout entier n > 0, soit I, un intervalle ouvert de centre &, dans R¥% tels que les

intervalles fermés I, solent deux & deux disjoints, et soit M, = f 1(In) N X. Pour toute partie
H de N, soit My la réunion des M, tels que n € H; pour tout filtre & sur N, plus fin que le
filtre de Fréchet, soit & le filtre sur X ayant pour base les My, ot H parcourt . Montrer
que si §1, Fa sont deux ultrafiltres distincts sur N, plus fins que le filtre de Fréchet, les filtres



TG IX.88 UTILISATION DES NOMBRES REELS EN TOPOLOGIE GENERALE §1

correspondants sur X ne peuvent avoir de point adhérent commun (si H; € &;, Hy € &, sont
disjoints, montrer qu’il existe sur X une fonction continue égale & 0 dans My, et & 1 dans

My,). En déduire que 'on a Card (A) = 2280 (cf. I, p. 101, exerc. 6 a)).

918) Soit X un espace infini discret.
a) Montrer que Card (BX) = 208rd® (I, p. 101, exerc. 6 a)).

b) Montrer que si A est une partie infinie fermée de BX, on a Card (A) = 2280, (Prouver
d’abord qu’il existe une suite infinie (a,) de points de A et pour chaque z un voisinage V,, de
a, dans B8X, les V,, étant deux & deux disjoints; en déduire que toute fonction numérique
bornée définie dans I’ensemble D des 4, se prolonge en une fonction continue dans X, en
considérant dans X la fonction égale a4 f(a,) en tout point de X N V,. En conclure que

D < A est homéomorphe & 8D (cf. IX, p. 106, exerc. 235)).

19) Soit X un espace complétement régulier.

a) Soit A une partie de X, réunion d’une suite (F,) d’ensembles fermés, et soit x ¢ A. Montrer
qu’il existe une fonction numérique finie f > 0, continue dans X, telle que f(x) = 0 et
S(y) > 0 pour tout y € A (prendre f comme somme d’une série convergente convenable de
fonctions continues).

b) Soit a un point de X; pour qu'il existe une fonction f = 0 continue dans X et telle que
Sf(a) = 0,f(x) > 0 pour tout x # q, il faut et il suffit qu’il existe une suite (V,) de voisinages
de a dont Pintersection est réduite & a.

¢) On suppose que tout point de X admet un systéme fondamental dénombrable de voisi-
nages. Montrer que dans 8X, X est égal & I’ensemble des points admettant un systéme
fondamental dénombrable de voisinages (utiliser b) et exerc. 17). Soit Y un second espace
complétement régulier dont tous les points admettent un syst¢éme fondamental dénombrable
de voisinages; montrer que si les compactifiés de Stone-Cech pX et Y sont homéomorphes,
X et Y sont homéomorphes.

920) a) Soit X un espace topologique. Montrer que les deux propriétés suivantes sont
équivalentes:

«) toute fonction numérique finie continue dans X est bornée;
B) toute fonction numérique continue et bornée dans X atteint ses bornes.

On dit que X est un espace weiersirassien s’il posséde ces propriétés. Si X est weierstrassien,
pour toute application continue fde X dans un espace topologique Y, le sous-espace f(X)
de Y est weierstrassien.

&) Dans un espace topologique X, on considére les deux propriétés suivantes:

) pour tout recouvrement ouvert dénombrable (U,) de X, X est réunion d’un nombre fini
des U,;

3) toute base de filtre dénombrable sur X, formée d’ensembles ouverts, admet au moins un
point adhérent.

Montrer que y) et 3) sont équivalentes et qu’elles entrainent que X est weierstrassien.
En particulier, tout espace absolument fermé (I, p. 108, exerc. 19) est welerstrassien.
L’espace séparé défini dans I, p. 109, exerc. 21 ¢), est weierstrassien mais ne vérifie pas les
propriétés v) et §).

Si X posséde les propriétés y) et 8), il en est de méme de tout sous-espace de la forme U,
olt U est une partie ouverte de X (cf. exerc. 21). Montrer que les conditions ¥y) et §) sont
aussi équivalentes 2 la suivante:

v’) toute suite localement finie (U,) d’ouverts non vides deux a4 deux disjoints est finie.
¢) Dans un espace topologique X, on considére la propriété:
£) tout recouvrement ouvert localement fini de X est fini.
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Montrer que £) entralne v). (Si (U,) est une suite croissante de parties ouvertes de X
formant un recouvrement de X et telles que U, ,; ¢ U,, considérer le recouvrement formé
des U,.; N[ T, et du complémentaire d’une suite (a,) telle que a3 € Upqy N6 Tp).

Si X est régulier, prouver que v) entraine &). (Soit (U,) un recouvrement ouvert infini et
localement fini de X. Définir par récurrence une suite («,) d’indices, une suite (x,) de
points de X et, pour chaque x,, deux voisinages ouverts V,, W, de x, tels que: 1° on ait
V., s W, W, < Uy,, et W, ne rencontre qu’un nombre fini d’ensembles U,; 2° Uy ne
rencontre aucun des Wy d’indice & < n. Considérer alors le recouvrement de X formé des
W, et du o complémentaire de la réunion les Vo).

d) Dans un espace complétement régulier X, montrer que les propriétés «), B8), v), 3), et
£) sont équivalentes, et sont équivalentes & la suivante:
8) X est précompact pour toute structure uniforme compatible avec la topologie de X.

(Pour voir que «) entraine ), remarquer que si (U,) est un recouvrement ouvert infini
dénombrable et localement fini de X et g, € Uy, il y a une fonction numérique f continue
dans X et telle que f(a,) = n pour tout n. Pour montrer que 0) entraine «), considérer la
structure uniforme universelle sur X (IX, p. 86, exerc. 10). Pour prouver que y) entraine
0), remarquer que si X n’est pas précompact pour une structure uniforme U, il existe un
entourage symétrique V pour U et une suite (x,) de points de X tels que les ensembles
V(#,) soient deux & deux disjoints.
¢) Si X est un espace complétement régulier weierstrassien et tel que X soit complet pour
une structure uniforme compatible avec sa topologie, X est compact.

J) Sur un espace complétement régulier weierstrassien X, la structure uniforme universelle

(IX, p. 86, exerc. 10) est induite par la structure uniforme du compactifi¢ de Stone-Cech
BX, et est la seule structure uniforme rendant uniformément continues les applications
continues de X dans (0, 1), et compatible avec la topologie de X.

21) Montrer que la planche de Tychonoff P (IX, p. 85, exerc. 8) est un espace weiers-
trassien. Donner un exemple de sous-espace fermé de P qui n’est pas weierstrassien et un
exemple de fonction semi-continue inférieurement dans P qui n’atteint pas sa borne in-
férieure.

922) a) Si un produit de deux espaces topologiques X x Y est weierstrassien, il en est de
méme de X et Y. Inversement, si X est weierstrassien et si Y est compact, X x Y est weiers-
trassien (utiliser IX, p. 84, exerc. 4). (Pour un exemple de produit de deux espaces weiers-
trassiens qui n’est pas welerstrassien, voir IX, p. 94, exerc. 16).

b) Soient X, Y deux espaces complétement réguliers tels que X x Y soit weierstrassien.
Montrer que si f est une fonction numérique continue dans X x Y, la fonction
Fx) = in‘f Sf(%,y) est continue dans X. (Raisonner par I’absurde en supposant que pour

ye

un ¢ > 01l existe un x, € X tel que, dans tout voisinage U de xy, il existe x tel que

S(#y) < Flx) = 3e.

Construire alors par récurrence une suite de points (x,, y,) de X x Y, une suite de voisinages
(U7 x V,) de (xq,y,) et une suite de voisinages (U, x V,,) de (x,,y,) avec U, = Uj_,,
de sorte que Voscillation de f dans chacun de ces ensembles soit <e¢, et en déduire une
contradiction en utilisant la condition 8) de I’exerc. 20 (IX, p. 88)).

¢) Sous les mémes hypothéses que dans &), on suppose que Y est un sous-espace partout
dense d’un espace compact K et que f est une fonction numérique continue dans X x Y
et telle que, pour tout x € X, la fonction y — f(x, y) se prolonge en une fonction z — g(x, z)
continue dans K. Montrer que la fonction (¥, z) — g(x, ) est alors continue dans X x K
(utiliser 5) et le fait que, si zo € K et si V est un voisinage ouvert de z, dans K, le sous-espace
X x {(VNY)de X x Y est welerstrassien.)

d) Soient X, Y deux espaces complétement réguliers infinis tels que X x Y ne soit pas
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weierstrassien. Montrer qu’il existe deux suites infinies (U,), (V,) d’ouverts non vides dans
X, Y respectivement, deux & deux disjoints, telles que la suite (U, x V,,) soit localement
finie. (Se ramener au cas olt X et Y sont weierstrassiens et utiliser le critere v’) : partir d’une
suite (U, x V3) d’ouverts non vides deux 4 deux disjoints dans X x Y et localement finie;
observer que pour tout x € X, il y a un voisinage ouvert U de x qui ne rencontre pas une
infinité d’ensembles Uy ; former alors la suite (U,) en formant par extractions répétées une

suite (Uy,) extraite de (Uy) et prenant chaque fois convenablement U, contenu dans Uy, ;
puis opérer de méme sur la suite (V).

423) Soient X, Y deux espaces complétement réguliers. Montrer que les trois conditions
sont équivalentes:
o) X x Y est welerstrassien;

B) Yapplication canonique B(X x Y) — B(X) x B(Y) est un homéomorphisme;

) pour toute fonction numérique f bornée et continue dans X x Y et tout ¢ > 0, il existe
un recouvrement ouvert fini de X x Y formé d’ensembles de la forme U; x V,, ou U, est
ouvert dans X et V; ouvert dans Y, tel que I'oscillation de f dans chacun des U; x V;
soit <e.

(Pour voir que «) entraine B), utiliser ’exerc. 22 ¢); pour voir que y) entraine a), utiliser
Pexerc. 22 d)).

24) Soit X un espace localement compact. Montrer que toute fonction f > 0, semi-continue
inférieurement dans X, est Penveloppe supérieure d*une famille de fonctions continues =0

et & support compact.
25) Soient X un espace uniforme séparé et complet, # sa structure uniforme.

a) Soit & une fonction numérique >0, continue dans X, et soit V lensemble ouvert
-1

£()0, +of). On considére sur V la structure uniforme %’, borne supérieure de la structure
induite par % et de la structure uniforme définie par Pécart

1 1

r(%y) = m - }m

Montrer que V est complet pour %’.

b) Soit B une partie de X, intersection d'une famille (A,) d’ensembles dont chacun est
réunion d’une famille dénombrable d’ensembles fermés dans X. Montrer qu’il existe sur B
une structure uniforme compatible avec la topologie induite par celle de X, et pour laquelle
B est complet (utiliser a) et ’exerc. 19 4) de IX, p. 88).

§2

1) Soient X un espace uniforme séparé, ( f,) une famille d’écarts sur X définissant la structure
uniforme de X, Soit X, I'espace métrique associé 4 Pespace uniforme obtenu en munissant
X de la structure uniforme définie par le seul écart f, (IX, p. 2). Montrer que X est

isomorphe & un sous-espace de I’espace uniforme produit X,.
3
L

2) Dans un espace métrique connexe X, pour lequel la distance n’est pas bornée dans
X x X, montrer qu’une sphére quelconque n’est jamais vide.

93) Soit X un espace métrique compact; si, dans X, ’adhérence de toute boule ouverte est
la boule fermée de méme centre et de méme rayon, toute boule dans X est un ensemble
connexe (si x, y sont deux points de X, B la boule fermée de centre x et de rayon d{x, y),
montrer que pour toute > o, 'ensemble A, ; des points de B pouvant étre joints & y par une
V,-chaine contenue dans B (II, p. 31) contient des points z tels que d(x, z) < d(x,y).

En déduire que x € A, ; pour tout ¢ > 0, en raisonnant par ’absurde et utilisant le th. de
Weierstrass (IV, p. 27, th. 1)).
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b) Dans 'espace Y = R? muni de la distance
d(x,y) = sup (|#1 — #als |*2 — yal)

soit X le sous-espace formé des points (xq, x5) tels que x, = 0, 0 S %, < 1, ou %, =0,
0 < %; < 1. Montrer que dans X toute boule est connexe mais que I'adhérence d’une
boule ouverte n’est pas nécessairement la boule fermée de méme centre et de méme rayon.

4) On dit qu’un espace métrique X est un espace ultraméirique si la distance d qui le définit
satisfait a 'inégalité

d(x, y) < sup (d(x, 2), d(y, 2))
quels que soient x, y, z (cf. IX, p. 118, exerc. 4).
a) Si d(x, z) # d(y, z) montrer que d(x,y) = sup (d(x, z), d(y, z)).
b) Soit V,(#) la boule ouverte de centre x et de rayon r; montrer que V,(x) est un ensemble
4 la fois ouvert et fermé dans X (et par suite que X est fotalement discontinu), et que pour tout
y€V,(x), ona V,(y) = V().
¢) Montrer que la boule fermée W, (x) de centre x et de rayon r est un ensemble 2 la fois
ouvert et fermé dans X; pour tout y € W,(x), on a W,(y) = W,(x). Les boules ouvertes
distinctes de rayon r, contenues dans W,(x), forment une partition de W,(x); la distance de
deux quelconques d’entres elles est égale a 7.
d) Si deux boules (ouvertes ou fermées) de X ont un point commun, ’'une est contenue dans
Pautre.
e) Pour qu’une suite (x,) de points de X soit une suite de Cauchy, il faut et il suffit que
d(xp, %4 +1) tende vers O lorsque n croit indéfiniment.
S) Si X est compact, montrer que, pour tout x, € X, ’ensemble des valeurs de d{x,, )
dans X est une partie dénombrable (finie ou infinie) de (0, + o), dont tous les points &
Pexception éventuelle de 0, sont des points isolés (pour toute valeur r prise par d(xo, %),
considérer la borne supérieure de d(x,, x) sur ’ensemble des points olt d(xo, #) < 7, et sa
borne inférieure sur ’ensemble des points ol d(xq, x) > 7).

5) Soient X un espace métrique, d sa distance. Pour tout couple (x,y) de points de X, on
désigne par dy(%, y) la borne inférieure des nombres « > 0 tels que x et y puissent étre joints
par une V,-chaine (II, p. 31). Montrer que d, est un écart sur X, et que I’espace métrique
associé & P'espace uniforme défini par I’écart dp sur X (IX, p. 12) est un espace ultramétrique
(IX, p. 91, exerc. 4).

€ 6) Soit X un espace métrique; si A et B sont deux parties non vides de X, on pose

e(A, B) = sup d(x, B) et o(A, B) = sup (e(A, B), ¢(B, A));

on pose en outre o( &, @) = 0, (@, A) = o(A, @) = 40 pour toute partie non vide A
de X. Montrer que, sur ’ensemble P(X) des parties de X, o est un écart, et que la structure
uniforme qu’il définit est identique & la structure uniforme déduite de celle de X par le
procédé de II, p. 34, exerc. 5.

On suppose X borné. Sur I’ensemble F(X) des parties fermées non vides de X, o est une
distance. Si X est en outre complet, montrer que F(X) est un espace métrique complet (soit @
un filtre de Cauchy sur F(X) ; pour tout ensemble ¥ € @, soit S(¥) la réunion des parties X
de X appartenant & ¥; montrer que les ensembles S(¥X) forment une base de filtre sur X,
que cette base de filire a une adhérence A non vide, et que @ converge vers A).

€ 7) Soit X un espace discret infini. Montrer que la structure uniforme des partitions
finies (II, p. 7) sur X, qui est compatible avec la topologie de X, n’est pas métrisable (dans
le cas contraire, il existerait une suite (F,) de partitions finies de X, telle que toute partition
finie de X soit formée d’ensembles dont chacun serait réunion d’ensembles de 1'une des parti-
tions &, ; en déduire que P'ensemble des partitions finies de X serait dénombrable.)
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8) Soit X un espace topologique dont chaque point posséde un systéme fondamental dénom-
brable de voisinages.

a) Pour que X soit séparé, il suffit que toute suite convergente dans X ait une seule limite.
b) Si a est valeur d’adhérence d’une suite infinie (x,) de points de X, il existe une suite
infinie extraite de (x,) et qui converge vers a.

¢) Soient A une partie non vide de X, %, un point de A, f une application de A dans un
espace topologique séparé Y. Pour que a € Y soit limite de f au point x,, relativement & A,
il suffit que, pour toute suite (x,) de points de A qui converge vers %, la suite (f(x5))
converge vers 4.

d) Avec les notations de ¢), on suppose en outre que tout point de Y ait un systéme fonda-
mental dénombrable de voisinages. Si a € Y est valeur d’adhérence de f au point x, relative-
ment & A, il existe une suite (x,) de points de A qui converge vers x,, et est telle que la suite
(f (%n)) converge vers a.

9 9) Soit X un espace compact. S’il existe une fonction numérique f définie et continue dans
X x X, et telle que la relation f(x, y) = 0 soit équivalente & x = y, X est métrisable (montrer

-1
que si V parcourt un systéme fondamental de voisinages de 0 dans R, les ensembles (V)
forment un systéme fondamental de voisinages de la diagonale A dans X x X).

€ 10 a) Soient X un espace compact métrique, d la distance sur X. Montrer que, si f est
une application de X dans X telle que, pour tout couple x, y de points de X, on ait
d(f(x), f(y)) = d(x,y), f est une isométrie de X sur X (soient a et b deux points quel-
conques de X; on pose f" = fr~ o f, a, = f™a), b, = f*(b); montrer que, pour tout e > 0,
il existe un indice % tel que d(a, a;) < e et d(b, b;) < ¢, en extrayant de (a,) et (b,) deux
suites convenables; en déduire que d(ay, b;) = d(a, b) et que f(X) est partout dense dans X).
b) Soient X un espace compact non métrisable, V un entourage de la structure uniforme de X
et soit f un homéomorphisme de X sur lui-méme. Montrer qu’il existe une suite décroissante
(U,) d’entourages de la structure uniforme de X telle que, pour tout couple (x,y) € U,
on ait (f*(x),/™y)) eV et (f™x),f ™)) € V. Montrer qu’il existe dans X x X un
point (x, y) n’appartenant pas a la diagonale et qui soit adhérent & chacun des U, ; on a donc
(f™(x),f™(y)) € V pour tout ne Z.

€ 11) Soit X un espace compact métrisable.

a) Montrer qu’il existe une application continue de I’ensemble triadique de Cantor K (IV,
p. 9) sur X (cf. IV, p. 63, exerc. 11).

b) Si en outre X est totalement discontinu et n’a pas de point isolé, il est homéomorphe 2 K
(raisonner comme dans l'exerc. 12 de IV, p. 63, en utilisant le fait que tout voisinage d’un
point x € X contient un voisinage de x 4 la fois ouvert et fermé (II, p. 32, corollaire).

€ 12) a) On considére, sur I’ensemble R des nombres réels, la topologie J définie de la
maniére suivante: pour touty > 0, Uy(x) désigne la réunion des intervalles

(x+y( et J—x—y — a(;

T est la topologie dans laquelle un systéme fondamental de voisinages d’un point quelconque
x est formé des ensembles U, (x), ol y parcourt ensemble des nombres > 0. Soit X I’espace
obtenu en munissant U'intervalle (— 1, + 1) de la topologie induite par J .

Montrer que X est compact (considérer un filtre §F sur X; si x € X est adhérent a &
pour la topologie de la droite numérique, x ou —x est adhérent & § pour la topologie J).
b) Tout point de X admet un systéme fondamental dénombrable de voisinages, et il existe
une partie dénombrable partout dense de X, mais X n’est pas métrisable (montrer que sa
topologie n’admet pas de base dénombrable). Tout sous-espace dénombrable de X est
métrisable et de type dénombrable.
¢) Soit A une partie ouverte de X; montrer que A est réunion d’une famille dénombrable
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(I,) d’intervalles ouverts contenus dans {0, 1), des intervalles —1I,, d’'une partie de l’en-
semble des origines des intervalles I, et —I, et éventuellement du point +1. En déduire
que A est réunion d’une famille dénombrable d’ensembles fermés dans X.

d) Soit Y ’ensemble I x {1, 2}, ol I est lintervalle (0, 1) de R; on pose E; = I x {i}
(¢ = 1, 2) et on désigne par f la bijection (x, 1) — (x, 2) de E; sur E,. Pour tout x €I, on
désigne par B((#, 2)) Pensemble de parties réduit 2 {(», 2)}, par B((», 1)) Pensemble des
parties de la forme V; U (f(V;) = {(x, 2)}), ot V; = V x {1} et V parcourt un systéme
fondamental de voisinages de x dans I. Montrer que pour tout y € Y, B(y) est un systéme
fondamental de voisinages de y pour une topologie sur Y. Muni de cette topologie, Y est
compact et tout point admet un systéme fondamental dénombrable de voisinages, mais il
n’existe pas d’ensemble dénombrable partout dense dans Y. Toute partie fermée de Y
contenue dans E, est finie; en déduire que dans Y 'ensemble compact E; ne posséde pas de
systéme fondamental dénombrable de voisinages. Si R est la relation d’équivalence dans Y
dont les classes sont I’ensemble E; et les points de Y = E;, R est fermée et toute classe
d’équivalence suivant R est compacte, mais il y a dans Y/R un point n’admettant pas de
systéme fondamental dénombrable de voisinages (cf. IX, p. 96, exerc. 24 a)).

¢) Soit X un espace compact, B une base de la topologie de X telle que pour tout point
x € X Pensemble B(x) des GeB tels que x € G soit dénombrable. Montrer qu’alors B est
dénombrable. (Il suffit de prouver qu’il y a dans X une partie dénombrable dense, Définir
une suite (C,) de parties dénombrables de X, de la fagon suivante: on prend Cy = &, et
B, est défini comme P’ensemble des G € B tels que G N C, # &, de sorte que B, est dénom-
brable. Pour toute partie finie & < B, telle que la réunion des G € F ne soit pas vide, on

prend un point xz € X = U G, et on désigne par C, ;4 la réunion de C,, et des x3. Montrer
Gcel

que la réunion D des C, est dense dans X en raisonnant par I’absurde et utilisant le fait que
D est compact).

S) Déduire de ¢) que si X est un espace localement compact et s'il existe une base B de la
topologie de X tel que B(x) soit dénombrable pour tout x € X, alors X est métrisable.

(Considérer d’abord le cas ot X est compact, puis utiliser IX, p. 95, exerc. 194) et la
méthode de I, p. 70, th, 5.

13) a) Soit X un espace topologique accessible (I, p. 100, exerc. 1). Montrer que les pro-
priétés suivantes sont équivalentes:

o) toute suite de points de X posséde une valeur d’adhérence;
B) tout sous-espace infini discret de X est non fermé;
%) tout recouvrement ouvert dénombrable de X contient un recouvrement ouvert fini de X;
3) pour tout recouvrement ouvert infini R de X, il existe un recouvrement ouvert & < R
de X, distinct de R.

On dit qu’un espace topologique X est semi-compact $’il est séparé et s’il posseéde les
propriétés précédentes.
b) Pour qu’une suite de points d’un espace semi-compact soit convergente, il faut et il
suffit qu’elle ait une seule valeur d’adhérence.
¢) Dans un espace semi-compact, tout sous-espace fermé est semi-compact. Réciproquement,
si X est séparé et si tout point de X posséde un systéme fondamental dénombrable de voisi-
nages, tout sous-espace semi-compact de X est fermé dans X.
d) Soit f une application continue d’un espace semi-compact X dans un espace séparé Y;
Pimage f(X) est un sous-espace semi-compact de Y.
¢) Soit X un espace semi-compact, dont tout point admet un systtme fondamental
dénombrable de voisinages; pour toute suite (x,) de points de X, il existe une suite convergente
extraite de (x,).
J) Soit (X,) une suite dénombrable d’espaces topologiques dans chacun desquels tout point
admet un systtme fondamental dénombrable de voisinages. Pour que l'espace produit
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@®©

1__[ X, soit semi-compact, il faut et il suffit que chacun des espaces X, soit semi-compact
n=1

(utiliser ¢) et exerc. 16 de I, p. 98.

g) Un espace semi-compact dont tout point admet un systéme fondamental dénombrable
de voisinages est régulier.

k) Si un espace semi-compact a une base dénombrable, il est compact, et par suite métrisable,

i) Toute fonction numérique semi-continue inférieurement dans un espace semi-compact
atteint sa borne inférieure; en particulier, tout espace semi-compact est weierstrassien
(IX, p. 88, exerc. 20) (cf. IX, p. 89, exerc. 21).

J) Montrer que la propriété 8) de a) entraine la suivante:

{) tout recouvrement ouvert ponctuellement fini (c’est-a-dire tel que tout point n’appartienne
qu’a un nombre fini d’ensembles du recouvrement) de X contient un recouvrement ouvert
fini de X.

(Raisonner par I’absurde). Inversement, si un espace régulier posséde la propriété ¢),
il est semi-compact (montrer que {) entraine alors 8)).

9 14) Soit X = (g, b( I’espace localement compact défini dans I’exerc. 12 de I, p. 106.

a) Pour qu’une partie de X soit relativement compacte, il faut et il suffit qu’elle soit bornée.
En déduire que X est semi-compact, et par suite (IX, p. 20, prop. 15) non métrisable
(remarquer que toute partie dénombrable de X est bornée).

b) Montrer que tout point de X admet un voisinage métrisable (utiliser IX, p. 21, prop. 16).
¢) Si A et B sont deux ensembles fermés et non compacts dans X, ils ont une intersection
non vide (former une suite croissante dont les termes de rang pair sont des points de A, les
termes de rang impair des points de B). En déduire que tout voisinage d’un ensemble fermé
non compact est le complémentaire d’un ensemble relativement compact. Si A est ensemble
des points non isolés de X, montrer que A est fermé et n’est pas intersection d’une famille
dénombrable d’ensembles ouverts.

d) On désigne par Y Pintervalle (g, ) muni de la topologie suivante: pour tout x € X, un
systéme fondamental de voisinages est formé des intervalles )y, x), ol y parcourt ’ensemble
des éléments <x; un systéme fondamental de voisinages de & est formé des ensembles V,,
ou pour tout ¥ € X, V,, désigne la réunion de b et de I’'ensemble des points de (¥, 4} qui ont un
antécédent (autrement dit, qui sont isolés dans X). Montrer que Y est semi-compact,
mais non régulier (cf. IX, p. 94, exerc. 13g); dans Y, le sous-espace X est semi-compact, mais
non fermé (cf. IX, p. 93, exerc. 13¢)).

15) Soient X et Y deux espaces semi-compacts. Montrer que le produit X x Y est semi-
compact dans chacun des deux cas suivants: 1° un des espaces X, Y est compact; 2° un des
espaces X, Y est tel que tout point admette un systéme fondamental dénombrable de
voisinages. (Pour le premier cas, en supposant par exemple Y compact, considérer une
suite croissante (G,) d’ensembles ouverts dont la réunion est X x Y, et pour tout 7, ’en-

semble H, des x € X tels que {#} X Y < G,;; montrer que H, est ouvert et que X = U H,.)
n

9 16) Soit X = BN le compactifi¢ Stone-Cech de 'espace discret N (IX, p. 10).

a) Montrer qu’il existe deux sous-espaces semi-compacts A, B de X tels que AN B = N et
A UB=X. (Soit R, = 20ard (N); en vertu de P'exerc. 18 de IX, p. 88, il existe une bijection
& — S, de 'ordinal o, (E, III, p. 87, exerc. 10) sur Pensemble des parties infinies dénombra-
bles de X. Définir par induction transfinie deux applications injectives § —> x¢, § —y; de
©y dans X == N de sorte que 'on ait . € S, y: € S, pour tout £ et que, si P (resp. Q) est
Pensemble des xy (resp. y:), on ait PN Q = g, PU Q = X =~ N; on utilisera pour cela
IX, p. 88, exerc. 18. Montrer alors que A = P UN, B = Q U N répondent & la question).
b) Montrer que I’espace produit A x B n’est pas welerstrassien (remarquer que I'intersection

de A x Betdeladiagonale de X x X est un sous-espace infini, discret ouvert et fermé dans
A x B).
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9 17) Soit X un espace métrique tel que, pour tout x € X, il existe une boule ouverte de
centre x qui, considérée comme sous-espace de X, admette une base dénombrable; soit r,, la
borne supérieure des rayons des boules de centre x qui possédent cette propriété.

a) Montrer (4 I'aide du th. de Zorn) qu’il existe une famille maximale (B,) de boules ouvertes
de X, deux 4 deux sans point commun, telles que, si x, est le centre de B,, le rayon de B, soit
< 74, Montrer que la réunion des B, est partout dense dans X; en déduire qu’il existe une
partie partout dense M de X telle que toute boule ouverte de centre un point quelconque
x € X et de rayon <7, ne contienne qu’une infinité dénombrable de points de M (remarquer
qu’une telle boule ne peut rencontrer qu’une infinité dénombrable d’ensembles ouverts deux
a deux sans point commun, et utiliser IX, p. 18, prop. 12).

b) Pour tout point x € M, on désigne par S, la boule ouverte de centre x et de rayon 4r,;
montrer que les S, constituent un recouvrement de X, et qu’un point quelconque de X ne
peut appartenir qu’a une infinité dénombrable de S,: remarquer que,siy € S,,ona

d(%y) < in,.

¢) On définit dans X la relation d’équivalence R suivante entre deux points x, y: il existe une
suite (2;)1 <1< de points de M, telle que x € S,y €8,,, et que Pintersectionde S;, et S,,, , ne
soit pas vide pour | € i < n — 1. Montrer que les classes d’équivalence suivant R sont des
sous-espaces a la fois ouverts et fermés de X, dont chacun admet une base dénombrable; en
d’autres termes, X est somme topologigue d’espaces métriques admettant une base dénombrable
(I, p. 15). En particulier, tout espace localement compact métrisable est somme topologique
d’espaces localement compacts métrisables et de type dénombrable.

€ 18) Dans un espace métrique, tout ensemble relativement compact est borné. Montrer
que, pour qu’un espace métrisable X soit tel qu’il existe une distance compatible avec la
topologie de X, pour laquelle tout ensemble borné soit relativement compact, il faut et il
suffit que X soit localement compact et admette une base dénombrable (pour voir que la
condition est nécessaire, montrer que si tout ensemble borné est relativement compact, X est
localement compact et dénombrable & linfini; pour voir que la condition est suffisante,
remarquer que X est métrisable en vertu de IX, p. 19, corollaire; si d est une distance
compatible avec la topologie de X, f la fonction définie dans P’exerc. 12 d) de IX, p. 86,
prendre sur X la structure uniforme définie par les deux écarts d(x, y) et | f(x) — F(¥)])-

19) a) Soit X un espace topologique; on suppose qu’il existe un recouvrement dénombrable
(U,) de X par des ouverts tels que la topologie induite sur chaque U, soit une topologie
d’espace métrisable et de type dénombrable. Montrer alors que X est métrisable et de type
dénombrable (définir une famille dénombrable de fonctions numériques continues dans X et
séparant les points de X).

b) Dans le compactifié de Stone-Cech BN de I’espace discret N, soit X le sous-espace réunion
de N et d’un ensemble {&} réduit & un seul point de BN == N. Montrer que X est un espace
non métrisable, paracompact et semi-compact, alors que chacun des deux sous-espaces

complémentaires N et X == N est métrisable et de type dénombrable (cf. IX, p. 110, exerc.
34¢)).

20) Soit X P’ensemble des fonctions numériques bornées dans R, muni de la distance
d(f, &) = sup [S(t) ~ g(t)].

Montrer que X est un espace métrique complet, dont aucun point n’admet de voisinage de
type dénombrable (cf. X, p. 21).

21) Soient X un espace localement compact, métrisable et de type dénombrable, C un
espace compact métrisable et connexe, qu’on suppose plongé dans IN (IX, p. 18, prop. 12).

a) Si d est une distance définissant la topologie de C, montrer qu’il existe dans G une suite
partout dense infinie (b,) telle que d(by, b,+1) tende vers 0 avec 1/n (II, p. 32, prop. 5).
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b) Soient X’ le compactifié¢ d’Alexandroff de X (I, p. 67, th. 4), o son point & I’infini, d’ une
distance définissant la topologie de X’ (IX, p. 21, corollaire). Soit (x,) une suite de points de
X tendant vers » dans X’ et telle que d’(w, x,) < d’(w, %,—1) et d’(w, x;,) < 1/n. On définit
une application f de X dans IN en posant f(x) = b; si d’(w, x) > d’(w, x;) et

S(x) = the + (1 — t)byss

si d’(w, x) = td’(0, %) + (1 — ¢)d’(w, x,4+1) avec 0 < ¢ < 1. Montrer que f est continue
dans X.

¢) Soit G le graphe de f dans X x IN, qui est homéomorphe & X. Montrer que I’adhérence
Y = G de G dans X’ x IN est un espace compact, réunion des ensembles disjoints G et
{o} x C.

d) On suppose X connexe et localement connexe. Montrer qu’afin que, pour tout espace
compact métrisable Z contenant un sous-espace ouvert partout dense X; homéomorphe a
X, Z == X, soit connexe, il faut et il suffit que X n’ait qu’un seul bout (I, p. 117, exerc. 19).

22) Soit X un ensemble totalement ordonné muni de la topologie 7 ((X) (I, p. 91, exerc. 5);
on suppose que X est compact, sans trou (IV, p. 48, exerc. 7) et qu’il existe dans X une partie
dénombrable partout dense. Montrer que X est métrisable (on pourra utiliser ’exerc. 12 f)
de IX, p. 93).

Le résultat est-il encore exact lorsque ’on ne suppose plus que X est sans trou (cf. IV,
p- 48, exerc. 11¢))?

€ 23) a) Donner un exemple de relation d’équivalence fermée R dans un espace localement
compact X métrisable et ayant une base dénombrable, telle que X/R soit paracompact,
mais qu’il existe un point de X/R n’ayant pas de systéme fondamental dénombrable de
voisinages (cf. I, p. 113, exerc. 17) (cf. IX, p. 110, exerc. 34 a)).

b) Soient X un espace métrisable, R une relation d’équivalence fermée dans X. Montrer
que si tout point de X/R admet un syst¢éme fondamental dénombrable de voisinages, la
frontiere dans X de toute classe d’équivalence suivant R est compacte (raisonner par
P’absurde, en montrant que dans le cas contraire il existerait dans X une suite sans valeur
d’adhérence, formée de points distincts, et dont 'image dans X/R serait une suite conver-
geant vers un point distinct de tous les termes de cette suite). Pour tout z € X/R, soit C,
I’image réciproque de z dans X, et soit F, la frontiére de C, si cette frontiére n’est pas vide, et
une partie de C, réduite 2 un point si C, est & la fois ouvert et fermé. Soit F le sous-espace de
X réunion des F, pour z € X/R; montrer que F/Ry est homéomorphe a X/R.

€ 24 a) Soient X un espace métrisable, d une distance bornée compatible avec la topologie
de X, o la distance correspondant a d sur ’ensemble (X) des parties fermées non vides de
X (IX, p. 91, exerc. 6). Soit R une relation d’équivalence 2 la fois ouverte et fermée dans X
montrer que la restriction de ¢ 4 X/R est une distance compatible avec la topologie quotient.
(Utiliser I’exerc. 23 b) pour montrer que toute classe suivant R est ouverte ou compacte.
Prouver ensuite que si une suite (z,) dans X/R tend vers un point a, et si ¢ est I’application

- -1
canonique de X sur X/R, of q;l(a), ¢ (z,)) tend vers 0; on raisonnera par l’absurde en
utilisant le fait que R est ouverte).

b) Dans lintervalle compact I = (0, 1) de R, soit R la relation d’équivalence dont les classes
sont les points de I’ensemble de Cantor K (IV, p. 9) distincts des extrémités des intervalles
contigus 2 K, et les adhérences des intervalles contigus 2 K. Montrer que I’espace quotient
I/R est homéomorphe 4 I (IV, p. 64, exerc. 16 b)), mais que sur I/R, la distance ¢ n’est pas
compatible avec la topologie.

€ 25) Soient X un espace topologique séparé admettant une base dénombrable (U,), R
une relation d’équivalence dans X telle que X/R soit séparé et que tout point de X/R
admette un syst¢éme fondamental dénombrable de voisinages. Montrer que la topologie de
X/R admet une base dénombrable. (Soit ¢ ’application canonique de X sur X/R. Prouver
que les intérieurs des réunions finies d’ensembles ¢(U,) forment une base de la topologie de
X/R. Pour cela, si V est un voisinage d’un point z € X/R, et (W) une suite d’ensemble de
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- -1
la base (U,) contenus dans q)%V) et formant un recouvrement de ¢(z), montrer qu’il existe
un nombre fini d’indices % tels que la réunion des ¢(Wy) soit un voisinage de z. On raisonnera
par l’absurde, en formant, dans le cas contraire, une suite (y,) de points distincts de X/R,
tendant vers z et telle que y, n’appartienne pas & la réunion des ¢(Wy) pour £ < n; montrer

-1
alors que la réunion des ¢(y,) serait fermée dans X).
Montrer que la méme conclusion est valable si on suppose que R est fermée et que toute
classe suivant R est compacte (méthode analogue).

9 26) Soient X un espace localement compact métrisable, /:X —Y une application
continue fermée de X dans un espace topologique séparé Y.

a) Soit K une partie compacte de X. Montrer qu’il ne peut exister de suite infinie (y,) de
-1
points distincts dans Y telle que chacun des f(y,) soit non compact et rencontre K. (Soit L
-1
Pensemble des points adhérents & la base de filtre sur X formée des ensembles f(S,), ol S,

est 'ensemble des f (1ym) pour m = n. Montrer que L n’est pas vide, puis considérer deux cas
suivant que L est compact ou non. Dans chacun des deux cas, montrer qu’on peut former
dans X une suite (x,) sans valeur d’adhérence telle que les f (,) soient tous distincts et que la
suite des f(x,) soit convergente, contrairement a4 ’hypotheése que f est fermée).

-1
b) Déduire de a) que I’ensemble N des points y € Y tels que f(y) soit non compact est un

sous-espace fermé et discret de Y (utiliser 4) pour prouver que pour toute partie A de N,
-1

JS(A) est fermé dans X).

€1 27) On dit qu’un espace topologique X est subméirisable si sa topologie est plus fine qu’une
topologie d’espace métrisable. Un espace submétrisable est séparé, mais non nécessairement
régulier (I, p. 103, exerc. 20).

a) Pour qu'un espace complétement régulier X soit submétrisable, il faut et il suffit qu’il
existe sur X une structure uniforme compatible avec sa topologie et définie par une famille
d’écarts @ contenant au moins une distance d (cf. IX, p. 84, exerc. 3). Soit alors X le com-
plété de X pour cette structure uniforme; la distance 4 se prolonge en un écart d sur X;
montrer que pour tout x € X, il existe au plus un point y € X tel que d(x,y) = 0.

b) Montrer que si X est un espace complétement régulier submétrisable, il existe une struc-
ture uniforme compatible avec la topologie de X et pour laquelle X est complet (utiliser a) et
Pexerc. 25 & de IX, p. 90). En déduire que si en outre X est weierstrassien (IX, p. 88,
exerc. 20), il est compact.

¢} Montrer qu’un espace localement compact X, paracompact et submétrisable est métrisable
(se ramener au cas ot X est dénombrable 4 Vinfini 4 Paide du th. 5 de I, p. 70; utiliser
ensuite IX, p. 21, corollaire (cf. IX, p. 113, exerc. 14).

28) Soient X, Y deux espaces métriques, d, d’ les distances sur X et Y, f une application de
X dans Y.

a) On suppose que 'image par f de toute partie compacte de X soit une partie compacte de
Y. Montrer que si en un point a € X, f n’est pas continue, il existe une suite infinie (x,) de

points de X, tendant vers a, et telle que x, € f %b), ol b est un point de Y distinct de f(a).
(Raisonner par 1’absurde; montrer qu’il existerait une suite (z,) de points distincts de X,
tendant vers a, telle que f(z) # f(z;) pour ¢ # j et que les f(z,) appartiennent au com-
plémentaire d’un voisinage de f(a); P'hypothése entrainerait alors que I’ensemble des
S(z,) est compact; montrer que cela entraine contradiction).

b) Déduire de a) que si fest telle que: 1° Pimage par f de toute partie compacte de X est une
partie compacte de Y; 2° I'image réciproque de tout point de Y par f est fermée dans X,
alors f est continue dans X.

¢} On suppose en outre X localement connexe. Montrer que si f est telle que: 1° I'image
par f de toute partie compacte de X est une partie compacte de Y; 2° I'image par f de toute
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partie connexe de X est un e partie connexe de Y, alors f est continue dans X, (Raisonner
par ’absurde en utilisant a) : avec les mémes notations, soit (V,) un systéme fondamental de
voisinages connexes de a dans X. En utilisant le fait que f(V,) est connexe, montrer qu’il
existerait dans chaque V,, un point u, tel que 0 < d’(f(u,), b)) < 1/n et en déduire une con-
tradiction en considérant I’ensemble formé de a et des u,).

29) a) Soient (X, fys) un systéme projectif d’espaces uniformes séparés (II, p. 12). X sa
limite projective, fy: X — X, I’application canonique. Soit R(X) (resp. R(X,)) I'ensemble
des parties compactes non vides de X (resp. X,) muni de la structure uniforme déduite de
celle de X (resp. X,) par le procédé de 11, p. 34, exerc. 5. Soit ¢ une base de filtre sur R(X);
montrer que pour que ¢ soit convergente dans K(X), il faut et il suffit que pour tout «, la
base de filtre £, (®) soit convergente dans R(X,), et si L, est sa limite, les L, forment un
systéme projectif de parties compactes des X,, dont la limite projective est la limite de ¢.

&) Montrer que pour tout espace uniforme séparé et complet Y, l’espace uniforme K(Y)
des parties compactes non vides de Y est complet. (En utilisant ’exerc. 1 de IX, p. 90, se
ramener au cas ou Y est un produit d’espaces métriques complet et utiliser alors a) et ’exerc,
6 de IX, p. 105).

30) Soient X un espace métrique, d la distance sur X, (x;); <;<, une suite finie de points de
X, h un nombre >0.

a) Pour tout y € X et tout entier & tel que & > 1, on désigne par n,(y) le nombre d’indices ¢
tels que d(y, x) < kh/g; on a n(y) < ¢. S’il existe un entier £ tel que £ < n,(y), il existe
un plus grand entier j = £ tel que j < ny(y), et on a alors j = n,(y); on désigne cet entier
par j(y); si & > ny(y) pour tout £, on pose j(y) = 0. On a j(v) = 1 pour tout 4.

b) Soit m < ¢ la plus grande valeur de j(y) lorsque y parcourt X, et soit ze X tel
que j(z) = m = 1. Montrer que si x e X est tel que d(x, z) > 2mh/q, alors il existe un
indice 7 tel que d(x, x)) > k. (Observer d’abord qu’il existe au moins un indice ¢ tel que
d(x, x;) > mh/g. Si l'on avait d(x, x) < & pour tout i, on en conclurait que m = ¢, d’ol
contradiction.)

¢) Montrer qu’il existe une partition (Ny); <x<s de Uintervalle (1, ¢) de N en parties non
vides, et une suite (zy);<x<s de points de X ayant les propriétés suivantes: 1° si ji(y) estla
fonction définie comme dans a) pour la suite partielle de (x;) correspondant 4 ’ensemble
d’indices Ny U Ny.q U- U N, alors ji(z,) est la plus grande valeur possible de ji(y)
lorsque y parcourt X; 2° N, est I’ensemble des ji(2;) indices ¢ tels que d(zy, x;) < ji(2x) k/g.
(Définir les suites (z;,) et (N) par récurrence en prenant pour z; un point od j(y) prend sa
plus grande valeur.)

d) On pose a, = ji(z), rx = 2a;h/q, de sorte que a; + ag ++--+ a; = ¢, et
714 rg o1y = 2h,
Soit x € X tel que d(z, #) > 1, pour | < £ < s; soit o une permutation de (I, ¢) telle que
d(x, %)) < d(%, Ko@) <00 < A%, %)

Montrer que pour tout p tel que 1 < p < ¢, on a d(x, Xy > ph/g. (Il existe un indice &
tel que les indices o(1), 6(2), ..., 6(p) appartiennent & I'ensemble N, U Ny .y U---U N,
Appliquer 5) 4 la suite formée des x,q) pour 1 < i < p en utilisant la définition des z,
donnée dans ¢).)

¢) Déduire de d) que pour tout point x € X tel que d(zy, x) > r, pour ] £ k<5, ona

Ea’(x, x) > (hle)?

ol ¢ est la base des logarithmes népériens (théoréme de Boutroux-Bloch-H. Cartan).
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1) Sur un groupe G noté multiplicativement, on dit qu’un écart f est invariant & gauche
(resp. invariant & droite) si, quels que soient %, y, z dans G, on a f(zx, zy) = f(x,y) (resp.
Slxz,y2) = f(*%y)).

a) Si f est un écart invariant 4 gauche, la fonction numérique g(x) = f(e, ) sur G satisfait
aux conditions suivantes: 1° g(x) = 0 pour tout x € G; 2° g(x~1) = g(x); 3°

&(xy) < g(x) + &(y).
Réciproquement, pour toute fonction numérique g satisfaisant 4 ces conditions,

S%y) = gx7)
est un écart invariant a gauche sur G.

b) Pour que la topologie J définie sur un groupe G par une famille saturée (IX, p. 4)
d’écarts invariants & gauche (f;) soit compatible avec la structure de groupe de G, il faut et
il suffit que, pour tout a € G, tout indice ¢ et tout & > 0, il existe un indice K et un § > 0
tels que la relation fx(e, ¥) < B entralne fi(¢, axa~) < «. Si cette condition est remplie, la
structure uniforme définie sur G par la famille (f;) est identique & la structure uniforme
gauche du groupe topologique obtenu en munissant G de la topologie J,

¢} Sur tout groupe topologique G, il existe une famille d’écarts invariants 4 gauche telle que

la structure uniforme définie par cette famille soit identique 2 la structure uniforme gauche
de G.

2) Soit G un groupe topologique dont les structures uniformes droite et gauche soient
identiques. Montrer que cette unique structure uniforme peut étre définie par une famille
d’écarts sur G, invariants & la fois & gauche et & droite (en utilisant ’exerc. 3 de I1II, p. 73,
montrer que pour tout voisinage V de I’élément neutre ¢ de G, V, = m *Vx=1est un

. XeG
voisinage de ¢).

3) Soient G un groupe topologique, (f,) une famille saturée d’écarts invariants a4 gauche,

définissant la structure uniforme gauche de G; on pose g,(x) = fi{e, x). Soit H un sous-
groupe distingué fermé de G; pour toute classe £ € G/H, on pose /(%) = inf g,(x); montrer
Xe%

que, si fi(%, §) = k(%™ 1), les f; forment une famille d’écarts invariants a gauche, définissant
la structure uniforme gauche de G/H (raisonner comme dans IX, p. 27, Remarque).
4) Montrer que la topologie d’un corps valué satisfait & la condition (KT) de III, p. 54,

€ 5) Soit @ une valeur absolue sur le corps Q des nombres rationnels.

a) Montrer que « est entiérement déterminée par la connaissance de ses valeurs pour les
nombres premiers.

b) 8’1l existe un nombre premier p tel que w(p) < 1, montrer que pour tout autre nombre
premier ¢, on a w(g) < | (majorer w(g") en écrivant ¢" dans le systtme de numération de
base p, et faire croitre n indéfiniment).

¢) §’il existe un nombre permier p tel que w(p) < 1, montrer que pour tout autre nombre
premier ¢, on a w(g) = 1 (montrer qu’on ne peut avoir w(g) < 1, en utilisant le fait que
pour tout entier n > 0, il existe deux entiers rationnels 7, s tels que 1 = 7p* + sg"). En
déduire que o est alors une valeur absolue déduite de la valuation p-adigue sur Q.

d) Si w(p) > 1 pour tout nombre premier p, montrer que si p et ¢ sont deux nombres
premiers quelconques, on a
log w(p) _ log w(g)
log p log ¢
{méme méthode que dans 4)). En déduire qu’on a alors e(x) = [¢|? avec ¢ < 1.

6) Soit E un espace vectoriel 4 gauche sur un corps K, admettant une base dénombrable
(as). Soit (r;) une suite décroissante de nombres >0, tendant vers 0; on pose [0 = 0, et
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pour tout élément x = . f,a, # 0 dans E, on pose %] = 74, si £ est le plus petit des indices
%

k tels que ¢, # 0. Montrer que |x — y| est une distance invariante sur le groupe additif E,
et que la topologie qu’elle définit sur E ne dépend pas de la suite (r,) (décroissante et tendant
vers 0) choisie. En déduire que, si 'on étend les définitions d’une norme et d’un espace
normé (IX, p. 31, déf. 5 et p. 32, déf. 6) au cas ol la valeur absolue considérée sur le corps
des scalaires est impropre, la prop. 8 (IX, p. 32) etle th. 1 (IX, p. 35) ne sont plus valables.

7) Donner un exemple de famille sommable mais non absolument sommable dans le corps
Q, des nombres p-adiques (cf. III, p. 84, exerc. 23) (utiliser ’exerc. 24 de III, p. 84).

8) On dit qu’une application w d’un anneau A dans R, est une semi-valeur absolue sur A si
elle satisfait aux conditions 1: 1°: w(0) = 0; 2° w(x —y) S w(x) + w(y); 3° w(vy) < w(x)w(y).
La semi-valeur absolue w est dite séparéesiw(x) = O entraine x = 0. Si w est une semi-valeur
absolue séparée sur A, w(x — y) est une distance invariante sur le groupe additif A, et définit
par suite une topologie compatible avec la structure de groupe additif de A; montrer que
cette topologie est compatible avec la structure d’anneau de A. Généraliser aux anneaux
munis d’une semi-valeur absolue les principales propriétés des algébres normées notamment la
prop. 14 (IX, p. 40).

Si w est une semi-valeur absolue non séparée sur A, I’ensemble wl(O) est un idéal bilatere
a dans A; si on munit A de la topologie définie par I’écart w(x — y), elle est compatible avec
la structure d’anneau de A, et Pespace séparé associé & A n’est autre que I’anneau quotient
Ala, sur lequel la fonction & (%), égale pour toute classe £ mod. a & la valeur commune de
w(x) pour tous les « € X, est une semi-valeur absolue séparée, dite associée & w, définissant la
topologie quotient de celle de A par a.

€ 9) a) Sur un anneau A, on dit que deux semi-valeurs absolues w;, w, sont équivalentes, si
les écarts wy(x — y), wa(x — y) sont équivalents. Montrer que, si w est une semi-valeur
absolue sur A, aw et w'/% sont des semi-valeurs absolues équivalentes & w pour tout nombre
azl,

b) Siw(1 < i < n) sont des semi-valeurs absolues sur un anneau A, les fonctions w = z wy et

-1 -1
w’ = sup w, sont deux semi-valeurs absolues équivalentes sur A. Si a; = w;(0) et a = w(0),
1

onaa= m a;. Si A, désigne le complété de ’anneau quotient A/a; muni de la semi-valeur
1

absolue séparée associée & w,;, montrer que A/a, muni de la semi-valeur absolue séparée
associée & w, est isomorphe & un sous-anneau de Panneau produit I A,; pour que ce sous-
{

anneau soit partout dense dans ]_—_[ A,, il faut et il suffit (en supposant que A posséde un
1

élément unité 1) que les semi-valeurs absolues w; satisfassent a la condition suivante: pour
tout ¢ > 0, et pour chacun des indices 7, il existe un élément x € A tel que w,(1 — x) < cet
wi(x) < & pour tout indice £ # 4.

10) Soit A un anneau muni d’une semi-valeur absolue séparée, complet pour la topologie

définie par cette semi-valeur absolue et admettant un élément unité. Montrer que, dans A,
tout idéal maximal est fermé (utiliser IX, p. 40, prop. 14).

9 11) Soient K un corps topologique séparé et non discret, ¢ une application de K dans R
telle que o(0) = 0, o(sxy) = ¢(x)o(y), et que, si V, désigne ’ensemble des x € K tels que
o(x) < 1/n,les V, forment un systéme fondamental de voisinages de 0 dans K.

a) Montrer qu’il existe un nombre 2 > 0 tel que l'on ait o(1 + %) < a(l + ¢(x)) (dans le
cas contraire, il existerait une suite (x,) de points de K telle que (I + x,)~*etx,(l + x,) "1
tendent tous deux vers 0). En déduire que si on pose $(x) = (¢(x))% on a

(1 blx +9) < Zsup ($(x), $(¥))

pour « assez petit,



§4 EXERCICES TG IX.101

n
b) Montrer que sin = 27, on a 4:( 2 x,) < nsup (P(x;)); en déduire que pour tout entier
1=1

m > 0,onay(m) <2m
¢) Déduire de 8) que pour toutn = 27 et toutx e K, ona $((1 + )~ < 2n(1 + $(x))" 1,
et en conclure que § est une valeur absolue sur K, définissant la topologie de K.

€ 12) Soit K un corps topologique séparé et non discret. Soient R I’ensemble des x € K tels

que lim s#* = 0, N le complémentaire de l'ensemble R U R~1. Montrer que, pour qu’il
N

existe sur K une valeur absolue définissant la topologie de K, il faut et il suffit que: 1° R soit
ouvert dans K; 2° pour tout voisinage V de 0 dans K, il existe un voisinage U de 0 dans K
telque R - U<« V;3sixeRetye RUN, alorsyx e R.

Pour établir que ces conditions sont suffisantes, on montrera successivement que:
a) N est un sous-groupe distingué du groupe multiplicatif K* des éléments #0 de K.
b) Dans le groupe quotient K*/N, on pose # < gs’ilexistex e #ety ey telsqueyr~ 1 e RUN;
montrer que cette relation est une relation d’ordre compatible avec la structure de groupe
de K*/N, et que le groupe ordonné K*/N ainsi défini est isomorphe 4 un sous-groupe du
groupe additif R (utiliser V, p. 16, exerc. 1 du § 3).
¢) Conclure en utilisant Pexerc., 11.

En particulier, la topologie d’un corps commutatif localement compact non discret peut
étre définie par une valeur absolue (cf. INT, VII, § 2, exerc. 4 et AC, VI, § 9).

13) Soit E un espace normé sur le corps R. Montrer que si x, y, z sont trois points linéairement
dépendants dans E, on a

e+ 9l + Ny + 2] + [z + =] < =] + [yl + 2] + |x +9 + 2]

(En considérant éventuellement les points x” = %, 4’ =y, 2/ = —x — y — z, montrer qu’on
peut se ramener au cas ol # + By + yz =0 avec 0 < P < 1, 0 < vy < 1; écrire alors
*ty=(101=-By—-vz -x+2=0-(1-72)

§4

1) a) Un espace topologique accessible (I, p. 100, exerc. 1) et vérifiant ’axiome (Oy) est
normal.

) Définir un espace topologique comprenant quatre points, vérifiant ’axiome (Oy) mais
non l'axiome (Ogy).

¢) Pour qu’un espace topologique X vérifiant 'axiome (Oy) vérifie aussi ’axiome (Opy),
il faut et il suffit qu’il posséde la propriété suivante: toute partie fermée de X est 'intersection
de ses voisinages. Alors X est uniformisable et ’espace complétement régulier associé a
X (IX, p. 85, exerc. 6) est normal.

d) Un espace topologique quasi-compact qui vérifie (Oyy) vérifie aussi (Oy), et Pespace
complétement régulier associé est compact.

2) Soit X un espace topologique vérifiant 'axiome (Oy).

a) Montrer que la relation R: {x} N {z} # & entre deux points , y de X est équivalente &
la relation R’: « pour toute fonction numérique f continue dans X, f(x) = f(y) » et en
déduire que R est une relation d’équivalence dans X.

b) Montrer que ’espace quotient Y = X/R est normal et que, si ¢ est 'application canonique
de X sur Y, toute fonction numérique f continue dans X peut s’écrire f = g o ¢, o1 g est une
fonction numérique continue dans Y.

3) Soient X un espace métrique, d la distance dans X, A un ensemble fermé dans X, f une
fonction numérique continue dans A, prenant ses valeurs dans intervalle (1, 2). Montrer
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que la fonction numérique g définie dans X, telle que g(x) = f(x) dans A et

&) = 7z inf (£l )

dans X — A, est continue dans X. En déduire une démonstration du th. 2 (IX, p. 44) pour
les espaces métrisables.

4) Soit X un espace topologique séparé; pour que X soit normal, il faut et il suffit que, pour
toute partie fermée A de X, et pour toute fonction numérique f continue dans A, il existe
sur X un écart continu d pour lequel f'soit uniformément continue. (Pour voir que la condi-
tion est suffisante, on montrera que toute fonction numérique f, continue dans A, peut se
prolonger en une fonction numérique continue dans X; dans ce but, on considérera I’espace
uniforme X’ séparé associé a ’espace uniforme défini sur X par le seul écart d).

5) Soient X un espace uniforme séparé, A une partie fermée de X, f une fonction numérique
bornée et uniformément continue dans A. Montrer qu’il existe un prolongement fde f & X
qui est une fonction bornée et uniformément continue dans X. (On peut supposer
JS(A) = (0, 1). Pour tout nombre dyadique r e (0, 1), considérer Pensemble A(r) de xe A
tels que f(x) < 7, et Pensemble B(r) = A(r) U (X == A); puis en suivant la méme marche
que dans la démonstration de IX, p. 42, th. 1, définir pour chaque nombre dyadique
r € (0, 1) un ensemble ouvert U(r) tel que, pour r < ¢/, il existe un entourage V de la struc-
ture uniforme de X tel que V(A(r)) < U(¥), V(U(r)) < U({), V(U(r)) < B().)

6) Soient X un espace normal, g (resp. f) une fonction semi-continue supérieurement (resp.
inférieurement) dans X, telles que g < f. Montrer qu’il existe une fonction numérique %,
continue dans X et telle que g < & < f. (Se ramener au cas ol f et g prennent leurs valeurs
dans (0, 1). Pour tout nombre dyadique r € (0, 1), soient F(r) ensemble des x € X tels que
S(x) < r, G(r) I'ensemble des x € X tels que g(x) < r. Définir par récurrence, pour tout
nombre dyadique r € (0, 1), un ensemble ouvert U(r), de sorte que pour r < 7/, on ait

F(r) = U(r), U(r) = U@") et U(r) = G(r), en suivant la méme marche que dans la
démonstration de IX, p. 42, th. 1),

7) Dans un espace topologique X, les propriétés suivantes sont équivalentes:
o) tout sous-espace de X vérifie ’axiome (Oy);
B) tout sous-espace ouvert de X vérifie I’axiome (Oy);
v) pour tout couple de parties A, B de X telles que ANB = BN A = g, il existe deux
ensembles ouverts, U, V sans point commun tels que A< Uet B < V.

Un espace topologique X est dit complétement normal §’il est séparé et s'il posséde les
propriétés équivalentes précédentes. Tout espace métrisable est complétement normal. Un
espace compact n’est pas nécessairement complétement normal.

8) Tout ensemble totalement ordonné X, muni de I'une des topologies ., (X), I _(X)
(I, p. 91, exerc. 5) est complétement normal. (Si A, B sont deux parties de X telles que
ANB=BnNA = g, définir, pour tout point x € A, un voisinage V, de «, et pour tout
y € B, un voisinage W, de y tels que V, "W, = & pour x € A ety € B).

9 9) Tout ensemble totalement ordonné X, muni de la topologie 74(X) (I, p. 91, exerc. 5)
est complétement normal. (Considérer en premier lieu le cas oit X est compact; montrer d’abord
que tout ensemble ouvert dans X est réunion d’un ensemble d’intervalles ouverts deux a
deux disjoints, 2 'aide de IV, p. 47, exerc. 2; utiliser ce résultat pour démontrer la proposi-
tion, en considérant (avec les notations de ’exerc. 7) le complémentaire de 'ensemble
fermé A N B, puis le complémentaire de 'ensemble B. Pour passer au cas général od X est
quelconque, utiliser IV, p. 52, exerc. 7).

9 10) Montrer que, dans un espace normal X, tout sous-espace Y réunion dénombrable
d’ensembles fermés, est normal. (Soient A, B deux parties fermées de Y, sans point commun,
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et supposons Y réunion d’une suite croissante (F,) de parties fermées de X. Définir par
récurrence deux suites (U,), (V,,) de parties ouvertes de X, telles que: 1°U, N F,et V, N F,
soient disjoints; 2° U, N F, contienne A N F,, et tous les ensembles U; N F; pour 1 < i < n,
et V, N F, contienne B N F, et tous les ensembles V; N Fy pour 1 <€ i < n).

11) On dit qu’un espace topologique X est parfaitement normal s’il est normal, et si toute
partie fermée de X est intersection dénombrable d’ensembles ouverts (ou, ce qui revient au
méme, si toute partie ouverte de X est réunion dénombrable d’ensembles fermés).

a) Pour qu’un espace séparé X soit parfaitement normal, il faut et il suffit que pour toute partie

-1
fermée A de X, il existe une fonction numérique f continue dans X et telle que £(0) = A
(méthode de IX, p. 88, exerc. 19 a)).

b) Montrer que tout espace parfaitement normal X est complétement normal et que tout
sous-espace de X est parfaitement normal (utiliser les exerc. 7, 9) (IX, p. 102).

¢) Toute fonction numérique semi-continue inférieurement sur un espace parfaitement
normal est I’enveloppe supérieure d’une suite de fonctions continues (méthode de IX, p. 18,
prop. 11).

d) L’espace compact X obtenu en adjoignant un point 4 Pinfini & un espace discret non
dénombrable est complétement normal mais non parfaitement normal, et tout sous-espace
de X est paracompact.

€ 11) Montrer que ’espace compact non métrisable X défini dans 'exerc. 124) de IX, p. 92
est parfaitement normal, et que I’espace compact non métrisable Y défini dans Pexerc.
12 d) de IX, p. 93 est complétement normal mais non parfaitement normal,

€ 12) a) Soient X un espace paracompact dont tout point admet un systéme fondamental
dénombrable de voisinages, Y un espace normal semi-compact (IX, p. 93, exerc. 13).
Montrer que le produit X x Y est normal. (Soient A, B deux parties fermées de X x Y
sans point commun; pour tout ¥ € X, montrer qu’il existe un voisinage U, de x dans X et
deux ensembles ouverts V,, W, dans F, tels que V,, "W, = & et que pour tout ze U,,
on ait A(z) = V, et B(z) © W,; pour le voir on raisonnera par 'absurde. Soit (T})ser, un
recouvrement ouvert localement fini de X, plus fin que (Uy)xex, et soit (/) une partition
de I'unité subordonnée a (T,); pour tout A € L, soit x(2) tel que T, < Uy, et soit g, une
application continue de Y dans (0, 1), égale & 0 dans V., & 1 dans W,,; considérer dans

X x Y la fonction ; £®en).

b) Soient X = (g, b Pespace localement compact défini dans Pexerc. 12 de I, p. 106,
Y = (a, &) 'espace compact obtenu par adjonction & X d’un point & I’infini; X est normal
(IX, p. 102, exerc. 8) et semi-compact (IX, p. 94, exerc. 14), mais le produit X x Y n’est pas
normal (utiliser 'exerc. 12 de I, p. 106).

€ 13) Soit L un ensemble non dénombrable; on considére I’espace complétement régulier
X = N (N étant muni de la topologie discréte). Soit-A (resp. B) lensemble des
x = (x(7\))rer. dans X tels que, pour tout entier £ # 0 (resp. & # 1) 'ensemble des Ae L
tels que x(A) = £ ait au plus un élément.

a) Montrer que A et B sont fermés et sans point commun dans X.

b) Soient U, V deux ensembles ouverts dans X tels que A < U, B =« V. On désigne par @
I’ensemble des ensembles élémentaires (I, p. 24) dans X dont les projections qui sont
distinctes de N sont réduites & un seul élément; pour tout W € @, soit H(W) I’ensemble des
a e L tels que pry(W) soit réduit & un seul élément. Montrer qu’il existe une suite (x,) de
points de A, une suite (U,) d’ensembles de @, une suite (2,) d’éléments distincts de L et une
suite strictement croissante (m(n)),en d’entiers, ayant les propriétés suivantes: 1° U, « U
est un voisinage de x,; 2° H(U,) est I'ensemble des X tels que £ < m(n); 3° on a x,(2) = 0
pour tout A € L et pour tout n > 0, x,(%;) = ksik < m(n — 1) et x,(2) = 0 pour les autres
rel.
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¢) Soity € B le point tel que y();) = % pour tout entier k et y(A) = 1 pour les A € L distincts
des A. Soit Vy © V un ensemble de @ contenant y et soit # un entier tel que A, € L — H(V,)
pour tout £ > m(n). Montrer que U, .3 NV, # @, et en conclure que X n’est pas normal.

14) Déduire de l’exerc. 13 que:

a) Siun produit H X, d’espaces séparés est normal, X, est semi-compact (IX, p.93, exerc. 13)
sauf pour un ens::rlnble dénombrable d’indices.

b) Pour qu’un produit ]___[ X; d’espaces métrisables soit normal il faut et il suffit que X, soit

compact sauf pour un ensemb]e dénombrable d’indices; I’espace produit est alors para-
compact.

15) Soient X, Y deux espaces séparés,

a) On suppose qu’il existe dans X un ensemble fermé A qui ne soit pas intersection d’en-
sembles ouverts, et dans Y un ensemble infini dénombrable non fermé B. Soit 4 € B == B.
On considére dans X x Y les ensembles C = A x B, D = (X == A) x {b}. Montrer que
CNnD=CND = @, mais qu'il n’existe pas de couples (U, V) d’ensembles ouverts dans
XxYtlsqueCeU, DeVetUNV =g,

b) Pour que X x Y soit compleétement normal, il est nécessaire gu’un des espaces X, Y soit
parfaitement normal ou que dans un des espaces X, Y tout ensemble infini dénombrable soit
fermé (cf. IX, p. 113, exerc. 15).

¢) Soit X = (g, b) un ensemble bien ordonné non dénombrable tel que (g, x( soit dénom-
brable pour tout ¥ < 5. On munit X de la topologie pour laquelle {x} est ouvert pour tout
x < b, et les intervalles ), b) forment un systéme fondamental de voisinages de b (pour
x < b). Montrer que X x X est complétement normal mais que X n’est pas parfaitement
normal.

d) Montrer que si X est un espace compact tel que X x X x X soit complétement normal,
X est métrisable (utiliser le th. 1 de IX, p. 15).

€ 16) Soit (X,),er une famille non dénombrable d’espaces topologiques séparés, ayant chacun
au moins deux points distincts. Pour tout ¢ € I, soient a,, b, deux points distincts de X,. Soit X

Pespace produit 1—_[ X,, et soit Y le sous-espace de X formé des points (x,),¢; tels que x, = a,
113

sauf pour un ensemble dénombrable d’indices ¢; soit b le point (4,) de X.

Dans I’espace produit X x Y, on cons1dere les ensembles A =Y x YetB = {§} x Y.
Montrer que A et B sont fermés et qu’il n’existe aucun couple d’ensembles ouverts U, V dans
X xYtlsque Ac U, B VetUNYV = @. (Soient U, V deux ensembles ouverts tels
que A < Uet B © V; montrer qu’il existe une suite croissante (H,) de parties dénombrables
de I, telle que, si on désigne par x, le point de Y dont toute coordonnée d’indice 1 € H, est
égale 2 b, toute coordonnée d’indice t ¢ H,, égale a a,, le point (x, .1, x,) appartient &4 V
pour tout entier n; prouver que la suite (¥, 41, #,) tend vers un point de A, et en conclure que
UnNnV # g).

Déduire de ce résultat un exemple d’anneau topologique connexe et non normal.

En déduire également que le produit d’une famille non dénombrable d’espaces topo-
logiques séparés dont chacun a au moins deux points distincts, ne peut étre complétement
normal (utiliser le résultat ci-dessus lorsque tous les X, sont identiques & un espace discret
formé de deux points.)

17) Montrer que tout espace normal weierstrassien X (IX, p. 88, exerc. 20) est semi-
compact (IX, p. 93, exerc. 13). (Montrer que i (x,) est une suite de points de X n’admettant
aucune valeur d’adhérence, il y a une fonction numérique f finie et continue dans X telle
que f(x;) = n pour tout n.)

18) Soient X un espace séparé non normal, A et B deux ensembles fermés sans point commun
dans X, tels qu’il n’existe aucun couple d’ensembles ouverts U, V sans point commun,
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satisfaisant aux relations A < U, B = V. Soit R la relation d’équivalence dans X dont les
classes d’équivalence sont ’ensemble A, ’ensemble B et les ensembles {x}, ol x parcourt
0 (A U B). Montrer que le graphe de R dans X x X est fermé et que la relation R est
fermée, mais que ’espace quotient X/R n’est pas séparé (cf. I, p. 155, prop. 8).

19) a) Soient X un espace normal, R une relation d’équivalence fermée dans X. Montrer
que l’espace quotient X/R est normal (utiliser la prop. 10 de I, p. 35).

b) Soient X un espace localement compact dénombrable & Pinfini, R une relation d’équi-
valence dans X dont le graphe est fermé dans X x X. Montrer que X/R est normal (cf. I,
p. 113, exerc. 19).

¢) Soit X le complémentaire, dans R, de ’ensemble des points de la forme 1/n, ol n parcourt
Pensemble des entiers différents de 0 et de £ 1. On considére, dans 'espace métrisable X,
la relation d’équivalence R pour laquelle la classe d’équivalence de tout point x € X non
entier est formée des points x et 1/x, et la classe d’équivalence de chaque entier est réduite &
cet entier. Montrer que R est ouverte et a un graphe fermé dans X x X, mais que X/R
n’est pas régulier,

€ 20) Pour tout recouvrement R d’un espace topologique X, on désigne par Vg la réunion
des ensembles U x U, ot U parcourt R. On dit qu’un recouvrement ouvert R de X est
uni §’il existe un voisinage W de la diagonale A de X x X tel que le recouvrement formé
des W(x), ol # parcourt X, soit plus fin que R. On dit que R est divisible 8’1l existe un voisinage

2
W de A dans X x X tel que W < Vg,
a) Montrer que tout recouvrement ouvert uni de X est divisible (cf. IX, p. 107, exerc. 26 5)).

b) Soit R un recouvrement ouvert de X tel qu’il existe un recouvrement fermé localement
fini & de X, plus fin que R. Montrer que le recouvrement R est uni. (Pour tout ensemble
A e &, soit U, un ensemble de R contenant A et soit V, la réunion dans X x X des en=

sembles ouverts Uy x Uy et (X = A) X (X == A); considérer ’ensemble W = m Va).
Aes

¢) Soit X un espace complétement régulier; on dit qu’un recouvrement R de X est normal
si Vg est un entourage de la structure uniforme universelle %, (IX, p. 86, exerc. 10) de X;
il revient au méme de dire qu’il existe un écart d continu sur X X X, tel que ’ensemble des
(%, y) € X x X tels que d(x,y) < ! soit contenu dans Vg. Il existe alors une suite infinie
(R,) de recouvrements de X tels que R; = R et V§,,, © Vg, pour tout n; en particulier,
tout recouvrement ouvert normal est uni.

d) Soit X un espace complétement régulier, et soit (U, V) un recouvrement ouvert de X (un
tel recouvrement est dit binaire). Pour que (U, V) soit un recouvrement divisible, il faut et il
suffit que, si 'on pose A = X == U, B = X ==V, il existe deux ensembles ouverts disjoints
S, T tels que A = S et B = T. Pour que (U, V) soit un recouvrement normal, il faut et il
suffit que A et Bsoient normalement séparés (IX, p. 103, exerc. 15). En déduire que pour tout

x € X et tout voisinage ouvert U de x, il existe un voisinage ouvert V de # tel que V < U et
que (U, X == V) soit un recouvrement normal de X.

e) Pour qu'un espace complétement régulier X soit weierstrassien (IX, p. 88, exerc. 20),
il faut et il suffit que tout recouvrement ouvert normal de X contienne un recouvrement fini
(utiliser IX, p. 89, exerc. 20 d)).

9 21) a) Soit X un espace complétement régulier; montrer que, pour que X soit localement
connexe, il faut et il suffit que pour tout recouvrement ouvert normal R de X, il existe un
recouvrement ouvert normal R’ plus fin que R et formé d’ensembles ouverts connexes. (Pour
voir que la condition est suffisante, utiliser I’exerc. 20 d). Pour voir qu’elle est nécessaire,
considérer un recouvrement normal R de X, une suite (R,) de recouvrements ouverts de X
tels que R; = R, V§,,, © Vg, et pour tout n, considérer le recouvrement R;, formé des
composantes connexes des ensembles de R,).
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b) Soient Y un espace topologique, X un sous-espace dense dans Y, y un point de Y, (V)1 <;<n
un recouvrement fini de X formé d’ensembles connexes. Montrer que la réunion des V,
qui contiennent y est un voisinage connexe de y.

¢) Soient Y un espace completement régulier, X un sous-espace dense dans Y. On suppose
que X est weierstrassien (IX, p. 88, exerc. 20) et localement connexe. Montrer que Y est
localement connexe. (Soient y € Y, U un voisinage ouvert de y dans Y; il y a un voisinage
fermé V < U de y dans Y tel que (UN X, (Y = V) N X) soit un recouvrement normal
de X; utiliser U'exerc. 21 a) ’exerc. 20 ¢) et 'exerc. 21 b)).

9 22) Soit X un espace régulier; montrer que les trois propriétés suivantes sont équivalentes:
«) X est localement connexe et semi-compact (IX, p. 93, exerc. 13).

8) Pour tout recouvrement ouvert fini de X, il existe un recouvrement ouvert fini plus fin,
formé d’ensembles connexes.

v) Pour tout recouvrement ouvert fini de X, il existe un recouvrement fini plus fin (non
nécessairement ouvert) formé d’ensembles connexes. (Pour voir que y) entraine que X est
localement connexe, raisonner comme dans ’exerc. 21 ¢). Pour voir que «) entraine B),
raisonner par I’absurde: si (Uj) est un recouvrement ouvert fini de X, former par récurrence
sur j, un recouvrement ouvert (V,) dont chaque élément est une composante connexe de
I'un des Uy, et ol aucun des V), n’est contenu dans la réunion des autres; si (V,) est infini, en
déduire que X ne serait pas semi-compact).

€1 23) a) Pour que tout recouvrement ouvert fini d’un espace complétement régulier soit
divisible (IX, p. 105, exerc. 20), il est nécessaire que X soit normal; inversement, si X est
normal, tout recouvrement ouvert fini de X est normal (IX, p. 105, exerc. 20); lorsque R
parcourt l’ensemble des recouvrements ouverts finis de X, les ensembles Vg forment un
systéme fondamental d’entourages de la structure uniforme % induite sur X par lastructure
uniforme de BX (IX, p. 86, exerc. 13). (Utiliser IX, p. 48, cor. 1 et I’'axiome (Oy) pour
définir une famille finie d’écarts continus sur X de la forme (x, y) — | f(x) — f(¥)|, de sorte
qu’un entourage de la structure uniforme définie par cette famille soit contenu dans Vg).
b) Soient X un espace normal; pour toute partie fermée Y de X, soit YP l’adhérence de Y
dans BX. Montrer que Papplication continue BY — Y® qui prolonge I'injection canonique
Y — YP est un homéomorphisme (utiliser a), ou directement la propriété universelle de Y
et le th. 2 de IX, p. 44). Si Y, Z sont deux parties fermées de X, montrer que

(YNZ)P=YPNZP

dans BX (si xo ¢ (Y N Z)P et x5 € YP, considérer un voisinage fermé V de x4 dans BX, tel que
V N Y et Z soient disjoints).

9 24) On dit qu’une famille (A,) de parties d’un espace topologique X est discréte si, pour
tout x € X, il existe un voisinage de x ne rencontrant qu'un ensemble A, au plus. On dit
qu’un espace séparé X est collectivement normal si, pour toute famille discréte (A,) de parties
fermées de X, il existe une famille (U,) d’ensembles ouverts deux 4 deux sans point commun
et telle que A, <« U, pour tout «. Tout espace collectivement normal est normal.

a) Pour que fout recouvrement ouvert d’un espace complétement régulier X soit divisible
(IX, p. 105, exerc. 20), il faut et il suffit que I’ensemble des voisinages de la diagonale A de
X x X soit le filtre d’entourages de la structure uniforme universelle de X (IX, p. 86,
exerc. 10). Montrer que §’il en est ainsi, X est collectivement normal (si (A,) est une
famille discréte de parties fermées de X, considérer le recouvrement ouvert (V,), ol

Vo=X om U Aj pour tout «).
B#o

b) Soient Y = (4, b[ l'espace localement compact défini dans l’exerc. 12 de I, p. 106, Y,
Pensemble Y muni de la topologie discréte, Z I’ensemble Y, U {5}, ot les points de Y, sont
des ensembles ouverts, et les ensembles }x, 5), ol x parcourt Yy, forment un systéme fonda-
mental de voisinages de 5. Montrer que P'espace X = Y x Z est collectivement normal
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(remarquer que dans Y aucune famille infinie de parties fermées de Y ne peut étre discréte,
et utiliser IX, p. 102, exerc. 8). Soit R le recouvrement ouvert de X formé de Y x Y, et des
produits (g, x) x }Jx, &) (pour x < b); montrer que R n’est pas divisible, et par suite que
Pensemble des voisinages de A dans X x X n’est pas le filtre des entourages d’une structure
uniforme sur X (utiliser I, p. 106, exerc. 12).

€ 25) a) Soit X un espace régulier tel que, pour tout recouvrement ouvert R de X, il existe
un recouvrement localement fini A (non nécessairement ouvert) de X qui soit plus fin que R.
Alors, pour tout recouvrement ouvert R de X, il existe un recouvrement fermé localement
fini §F de X qui soit plus fin que R. (Pour tout x € X, soit V,, un voisinage ouvert de x tel que

¥, soit contenu dans un ensemble de R, Considérer un recouvrement localement fini B plus
fin que le recouvrement formé par les V,, puis le recouvrement § formé des adhérences des
ensembles de B.) :

b) Soit X un espace séparé tel que, pour tout recouvrement ouvert R de X, il existe un
recouvrement fermé localement fini &, plus fin que R. Montrer que X est paracompact.
(Soit R un recouvrement ouvert de X, 2 un recouvrement localement fini de X, plus fin que
R; pour tout x, soit W, un voisinage ouvert de x¥ ne rencontrant qu’un nombre fini d’en-
sembles de 2. Soit § un recouvrement fermé localement fini plus fin que le recouvrement
formé par les W,. Pour tout A € 4, soit U, un ensemble de R contenant A, et soit C, la
réunion des ensembles F € F tels que AN F = @. Montrer que lorsque A parcourt ¢, les
ensembles U, N (X — C,) forment un recouvrement ouvert localement fini plus fin que
R)

¢) Déduire de a) et b) que si X est un espace régulier tel que, pour tout recouvrement ouvert
R de X, il existe un recouvrement localement fini (non nécessairement ouvert) plus fin que
R, X est paracompact.

4 26) a) Pour qu’un espace régulier X soit paracompact, il faut et il suffit que tout recouvre-
ment ouvert de X soit uni (IX, p. 105, exerc. 20). (Pour voir que la condition est nécessaire,
utiliser P’exerc. 25 a) et IX, p. 105, exerc. 20 4). Pour voir qu’elle est suffisante, utiliser IX,
p. 103, exerc. 20 a), IX, p. 6, prop. 2 et IX, p. 51, th. 4.) Tout espace paracompact est donc
collectivement normal (IX, p. 106, exerc. 24) et I’ensemble des voisinages de la diagonale de
X x X est le filtre des entourages de la structure uniforme universelle sur X.

b) Donner un exemple de recouvrement divisible non uni d’un espace localement compact,
collectivement normal et non paracompact (utiliser a), et II, p. 37, exerc. 4).

¢) Montrer qu’un espace paracompact X est complet pour sa structure uniforme universelle
(IX, p. 86, exerc. 10). (Si un filire de Cauchy § pour cette structure n’a pas de point adhé-
rent, tout point x € X a un voisinage ouvert V, qui ne rencontre pas un cnsemble de § au
moins. Utiliser alors a), et IX, p. 106, exerc. 24 a).)

€ 27) a) Soient X un espace normal, (Ujy),¢;, un recouvrement ouvert localement fini de X.
Montrer qu’il existe un recouvrement ouvert dénombrable (V,)nen de X, o0, pour chaque
neN, V, est la réunion d’une famille (W,),.x, d’ouverts deux d deux disjoints formant un
recouvrement de V,, plus fin que (Up)ser. (Soit {fi)aer une partition continue de l'unité
subordonnée & (U,),. Pour toute partie finie J de L, soit W, ’ensemble des x € X tels que
Sal®) < fu(x) pour tous les couples (A, u) tels que A€ L = J, u e J. Prendre pour K, l’en-
semble des parties de L ayant n éléments.)

b) Soient X un espace topologique, O I'ensemble des ouverts de X. On dit qu’une partie U
de O est quasi-pleine si elle vérifie les conditions suivantes: o) U est un recouvrement de X;
B) toute partie ouverte d’un ensemble appartenant 4 U appartient 4 U; ) toute réunion
finte d’ensembles de U appartient & U; §) toute réunion d’une famille d’ensembles apparte-
nant & U et deux a deux disjoints, appartient 4 U,

Montrer que pour que I’espace X soit paracompact, il faut et il suffit que toute partie
quasi-pleine U de O soit égale & ©. (Pour voir que la condition est nécessaire, utiliser a)
pour construire un recouvrement ouvert dénombrable localement fini (V,),.x de X tel que
V, € U pour tout n € N. Puis, 4 Paide d’une partition continue de ’unité (f;) subordonnée &
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(V) et de la fonction f(x) = Z nfn(x), construire un recouvrement ouvert (W,) de X
n>0

par des ouverts de U tels que W, = W, ., pour tout 2 > 0. Pour voir que la condition est
suffisante, étant donné un recouvrement ouvert N de X, considérer ’ensemble U des ouverts
de X tels que pour tout ensemble A € U, les intersections avec A des ensembles de R consti-
tuent un recouvrement de A possédant un recouvrement ouvert plus fin et localement fini.)

€ 28) a) Soient Y un espace compact, X un sous-espace de Y, U un voisinage ouvert de la
diagonale A dans X x X, V un ouvert de X x Y tel que VN (X x X) = U. Montrer
que si, dans X x Y, les ensembles fermés A et [ V sont normalement séparés (IX, p. 87,
exerc. 15) alors U est un entourage de la structure universelle de X (utiliser IX, p. 84,
exerc 4).

b) Soit X un espace complétement régulier. Montrer que les conditions suivantes sont
équivalentes:

o) X est paracompact.
B) Le produit de X et de tout espace compact est normal.

¥) Si un filtre § sur X est tel que, pour toute application continue f de X dans un espace
métrisable M, f(F) a un point adhérent dans M, alors & a un point adhérent dans X.

(En utilisant a), montrer d’abord que la condition ) implique que les voisinages de la
diagonale A dans X x X forment un systéme fondamental d’entourages de la structure
uniforme universelle %,. Pour prouver que B) entraine v), raisonner par I’absurde: con-
sidérer un espace compact Z contenant X (par exemple 8X) et I’ensemble A des points
adhérents 2 § dans Z, et noter qu’il existe un voisinage U de A dans Z x X tel que U ne
rencontre pas A x X. Soit d’un écart continu sur X tel que I’ensemble des (x,y) € X x X
tels que d{x, y) < 1 soit contenu dans U soient X, ’espace métrique associé a 4 (IX, p. 11),
S:X — X, Papplication canonique. En appliquant a /() ’hypothése v), montrer qu’il y
aurait sur X un filtre $ plus fin que &, ayant un point adhérent dans Z non contenu dans A.
Pour voir que y) entraine o), raisonner par ’absurde, en supposant qu’il y ait un recouvre-
ment R de X sans recouvrement ouvert localement fini plus fin; ’ensemble des complémen-
taires des réunions finies d’ensembles de R est alors une base de filtre B sans point adhérent;
il existe par suite une application continue f de X dans un espace métrisable M tel que f(B)
n’ait pas de point adhérent. Les extérieurs des ensembles de f(B) forment alors un recouvre-
ment ouvert de M; utilisant le fait que M est paracompact, former un recouvrement ouvert
localement fini de X plus fin que R, contredisant I’hypothése.)

29) a) Soit (&,) (pour n = 1) une suite de familles localement finies formées de parties
ouvertes d’un espace topologique X. On suppose que & = U &, est un recouvrement de X.
n

I1 existe alors un recouvrement localement fini B (non nécessairement ouvert) de X qui est
plus fin que &. (Soit U, la réunion des ouverts de toutes les familles &; pour & < n; montrer
quesi A, = U, == U,_; (avec Uy = @) 'ensemble B des parties VN A,, ol Ve &, et
n parcourt ’ensemble des entiers 21, répond i la question.)

b) Soient X un espace topologique, (A,),r une famille de parties de X; on dit que (A,) est
localement finie en un point x € X s’il existe un voisinage de x ne rencontrant A, que pour un
nombre fini d’indices + € I. On dit qu’un sous-espace Y de X est relativement paracompact dans
X si, pour tout ensemble & de parties ouvertes de X, formant un recouvrement de Y, il
existe un ensemble ® de parties ouvertes de X, formant un recouvrement de Y plus fin que
&, et localement fini en tout point de Y. Si X est séparé, Y est alors un espace paracompact
(cf. IX, p. 113, exerc. 14), Dans un espace paracompact, tout sous-espace fermé est relative-
ment paracompact. Dans un espace séparé, tout sous-espace compact est relativement para-
compact.

¢) Soit Y un sous-espace fermé d’un espace normal X; montrer que si Y est relativement
paracompact dans X, alors, pour tout ensemble § de parties ouvertes de X, formant un
recouvrement de Y, il existe un ensemble localement fini ® de parties ouvertes de X, plus
fin que §F et formant un recouvrement de Y. (On peut supposer que & est localement fini en
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tout point de Y. Pour tout y € Y, soit U, un voisinage de y ne rencontrant qu’un nombre
fini d’ensembles de &. Soient V la réunion des U, pour y € Y, W un voisinage de Y tel que
W < V; considérer les intersections de W est des ensembles de §.)

d) Dans un espace normal X, montrer qu’une réunion dénombrable de sous-espaces fermés
relativement paracompacts dans X est un sous-espace relativement paracompact dans X
(utiliser a) et ¢) et IX, p. 107, exerc. 25 ¢)). En particulier, dans un espace paracompact X,
toute réunion dénombrable de sous-espaces fermés est un sous-espace relativement para-
compact dans X (et a fortiori paracompact) (cf. IX, p. 113, exerc. 14).

e) Montrer que tout produit d’'un espace paracompact X et d’un espace complétement
régulier Y, réunion dénombrable d’ensembles compacts, est paracompact (plonger Y dans
BY et utiliser d)) (cf. IX, p. 113, exerc. 14).

30) Dans un espace régulier X, soit §F un ensemble localement fini d’ensembles dont chacun
est un sous-espace paracompact de X. Montrer que le sous-espace réunion des ensembles de
& est paracompact (utiliser 'exerc. 25 ¢) de IX, p. 107) (cf. IX, p. 113, exerc. 14).

31) a) Soient X un espace paracompact, R une relation d’équivalence fermée dans X, telle
que toute classe d’équivalence suivant R soit compacte. Montrer que X/R est paracompact.
(On sait que X/R est normal (IX, p. 105, exerc. 19). Utiliser ensuite IX, p. 107, exerc. 25¢)).*
b) Soient X un espace séparé, R une relation d’équivalence fermée dans X, telle que toute
classe d’équivalence suivant R soit compacte. Montrer que si X/R est paracompact, X est
paracompact (raisonner comme dans I, p. 70, prop. 17).

¢) Soient Y un espace localement compact non paracompact (I, p. 106, exerc. 12), Y, ’espace
compact obtenu en adjoignant 4 Y un point & infini. Soient X ’espace somme topologique
de Y et Y, R la relation d’équivalence identifiant tout point de Y & son image canonique
dans Yy ; la relation R est ouverte, toute classe d’équivalence suivant R contient au plus deux
points, et X/R est homéomorphe & Y,, donc compact.

€[ 32) a) Pour qu’un espace régulier X soit métrisable, il faut et il suffit qu’il existe une suite
(%B,) de familles localement finies de parties ouvertes de X telle que B = U B, soit une base
n

de la topologie de X (théoréme de Nagata-Smirnov). (Pour montrer que la condition est néces-
saire, utiliser le fait que X est paracompact, en considérant pour chaque # le recouvrement
de X formé des boules ouvertes de rayon 1/n. Pour voir que la condition est suffisante,
montrer d’abord que X est paracompact, en utilisant IX, p. 108, exerc. 29 q) et IX, p. 113,
exerc. 25 ¢). Pour tout couple d’entiers m, n et tout U e B, soit U’ la réunion des ensembles
V e®B, tels que V <« U; montrer que U < U, Soit f;; une application continue de X dans
(0, 1), égale 4 0 dans X == U et & 1 dans U, et soit

dun(s9) = 2 |folx) = folw)]s

montrer que les écarts d,,, définissant la topologie de X.) En particulier tout espace régulier
ayant une base dénombrable est métrisable.

b) Montrer qu’avec les notations de a), on peut en outre supposer que chacune des familles
B, soit discréte (IX, p. 106, exerc. 24). (Utiliser Pexerc. 27 a) en remarquant (avec les notations
de cet exercice) que dans un espace métrique, chaque W, est réunion des ouverts W, ot
W, est I’ensemble des points dont 1a distance a § W, est > 1/m). En déduire que dans un
espace métrisable, les conditions (Dy) et (D;) de I, p. 90, exerc. 7, sont équivalentes.

€ 33) Soit X un espace métrique dont tout point x posséde un voisinage U(x) qui soit un
sous-espace complet pour la distance de X. Montrer qu’il existe sur X une distance com-
patible avec la topologie de X et pour laquelle X est un espace métrique complet. (SiR est

! On peut montrer que la conclusion subsiste si on suppose seulement R fermée; voir
E. MicHagL, Proc. Amer. Math, Soc., t. VIII (1957), p. 822-828.
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le recouvrement de X formé par les U(x) pour x € X, considérer le voisinage Vi de la dia-
gonale A dans X x X, et utiliser IX, p. 113, exerc. 26 a); en utilisant IX, p. 6, prop. 2,
définir sur X une structure uniforme métrisable plus fine que la structure définie par la
distance de X, compatible avec la topologie de X, et pour laquelle X soit complet.)

€ 34) a) Soient X un espace métrisable, R une relation d’équivalence fermée dans X, telle
que toute classe d’équivalence suivant R soit compacte. Alors X/R est métrisable (Pour
appliquer le th. de Nagata-Smirnov (IX, p. 114, exerc. 32), considérer un recouvrement
R = (U,) e de X formé d’ouverts salurés pour R; montrer qu’il existe une suite (&,) ayant
les propriétés suivantes: 1° chaque &, est une famille localement finie d’ensembles ouverts

dans X saturés pour R; 2° & = U &, est un recouvrement ouvert de X plus fin que R.

n

Pour cela, munir L d’une structure d’ensemble bien ordonné; soit 4 une distance définissant
la topologie de X; pour tout 2 € L et tout entier n > 0, soit Wy, le plus grand ensemble
ouvert saturé pour R contenu dans ’ensemble des x € X tels que d(x, X == U,) > 277, F,,,
le saturé pour R de ’ensemble des x € X tels que d(x, X = U,) = 27", G, I'ensemble des
x € Wy, tels que x ¢ Fpp 1,4 pour o < A, Vi, le plus grand ensemble ouvert saturé contenu
dans I’ensemble des y € X tels que d{x, Gu) < 2773, Montrer que l’ensemble &, des
Vi pour A € L répond & la question.)

b) Etendre le résultat de a) au cas ol on suppose la relation R fermée et espace X/R tel
que tout point admette un systéme fondamental dénombrable de voisinages (cf. IX, p. 96,
exerc, 23 b),

¢) Soient X un espace topologique, (F,) un recouvrement fermé localement fini de X.
Montrer que si chacun des sous-espaces F, est métrisable, X est métrisable (considérer X
comme espace quotient de la somme topologique des F).

d) Montrer qu'un espace paracompact dont tout point admet un voisinage métrisable est
métrisable (appliquer ¢)). (Cf. I, p. 114, exerc. 22 b) et IX, p. 113, exerc. 14 b).)

35) On dit qu’un espace séparé X est métacompact si pour tout recouvrement ouvert R de X,
il existe un recouvrement ouvert de X plus fin que R et ponctuellement fini.

a) Montrer que tout sous-espace fermé d’un espace métacompact est métacompact; si tout
sous-espace ouvert d’un espace métacompact X est métacompact, alors tout sous-espace de X
est métacompact.

b) Soient X un espace séparé, R une relation d’équivalence fermée dans X telle que toute
classe d’équivalence suivant R soit compacte. Montrer que si X/R est métacompact, X est
métacompact (raisonner comme dans IX, p. 109, exerc. 31 5)).

¢) Montrer qu’un espace qui est a la fois métacompact et semi-compact (IX, p. 93, exerc.
13) est compact. (Remarquer, & Paide du th. de Zorn, que tout recouvrement ouvert
ponctuellement fini contient un recouvrement ouvert minimal et utiliser ’exerc. 13 a) de
IX, p. 93).

d) L’espace localement compact et complétement normal X = (a, b( défini dans 'exerc. 12
de I, p. 106, n’est pas métacompact?!.

¢) Soient Y un espace métrisable, A une partie de Y partout dense ainsi que son complémen-
taire dans Y. On désigne par X l'espace non régulier obtenu en munissant Y de la topologie
engendrée par les ensembles ouverts de Y et ’ensemble A (I, p. 103, exerc. 20). Montrer que
X est métacompact. (Considérer pour tout x € X un voisinage V, de x contenu dans un
ensemble d’un recouvrement ouvert donné R de X, tel que V, < A si x € A et que V, soit
un voisinage de x dans Y si x ¢ A. Remarquer que A, considéré comme sous-espace de Y, est
paracompact, et qu’il en est de méme de la réunion des V,, pour x € A, considérée comme
sous-espace de Y.)

111 y a des espaces qui sont parfaitement normaux, collectivement normaux et non méta-
compacts, et des espaces qui sont parfaitement normaux, métacompacts et non collectivement
normaux (done non paracompacts) ; cf. E. MicHAEL, Can. Journ. of Math., t. VII (1955), p. 275-279.
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36) On dit qu'un espace topologique X est localement paracompact si tout point x € X admet
dans X un voisinage fermé qui est un sous-espace paracompact.

a) Montrer qu’un espace localement paracompact est complétement régulier,

b Dans la planche de Tychonoff P (IX, p. 85, exerc. 8), soit H le complémentaire de P’en-
semble des points (#, «;). Montrer que H est un espace normal non localement paracompact
(cf. I, p. 106, exerc. 12).

¢) Soient X un espace topologique, ® un recouvrement de X formé d’ensembles fermés
qui sont des sous-espaces paracompacts de X et sont tels que tout A € @ admette un voisinage
dans X appartenant a @. Soit X’ I’ensemble somme de X et d’un point »; on définit sur X’
une topologie en prenant comme systéme fondamental de voisinages de x € X dans X’
I’ensemble des voisinages de x dans X, et comme systéme fondamental de voisinages de o la
base de filtre engendrée par les complémentaires dans X’ des ensembles de @ (cf. IX; p. 109,
exerc. 30)). Montrer que X’ est un espace paracompact.

§5

1) a) Dans un espace topologique X, montrer que les propriétés suivantes d’une partie A
de X sont équivalentes:

«) la frontiére de A est rare;
B) A est réunion d’un ensemble ouvert et d’un ensemble rare;
¥) A est différence d’un ensemble fermé et d’un ensemble rare.

b) Montrer que si une partie A de X est telle que pour tout x € A, il existe un voisinage V
de x dans X tel que V M A soit rare dans X, alors A est un ensemble rare dans X.

2) On dit qu’une partie C d’un espace topologique X est un ensemble clairsemé si, pour tout
ensemble parfait P < X, P N C est rare relativement & P.

a) Montrer que toute réunion finie d’ensembles clairsemés est un ensemble clairsemé.

b) Montrer que la frontiére d’un ensemble clairsemé est un ensemble rare.

¢) Il existe dans X un plus grand ensemble parfait, dont le complémentaire est clairsemé.

9 3) Soit A une partie d’un espace topologique X; on désigne par D(A) la partie de X
formée des points  tels que, pour tout voisinage V de x, I’ensemble V N A ne soit pas maigre.
On a D(A) < A.

a) Montrer que si B est un ensemble tel que D(B) = &, on a D(A U B) = D(A) pour toute
partie A de X,

b) Pour que D(A) = g, il faut et il suffit que A soit en ensemble maigre. (On commencera
par montrer que, si (Uy) est une famille d’ensembles ouverts dans X, deux & deux disjoints,
et si, pour chaque «, B, est un ensemble rare relativement & X, contenu dans U,, alors

I’ensemble U B, est rare. On considérera ensuite un ensemble maximal M d’ensembles

o
ouverts dans X, deux & deux disjoints et tels que pour tout Ue M, A N U soit maigre;
Pexistence d’un tel ensemble s’établira par le th. de Zorn. On montrera enfin que la relation
D(A) = @ entraine que, si G est la réunion des ensembles de M, 'ensemble A N { G est
rare.)
¢) Montrer que I’ensemble D(A) est fermé, et que ’ensemble A N [ D(A) est maigre (établir,
4 'aide de b), que A N[ D(A) est maigre relativement au sous-espace ouvert § D(A)).
d) Montrer que D(A) est identique & I’adhérence de son intérieur (si D’(A) est 'adhérence
de lintérieur de D(A), montrer que A N § D’(A) est maigre, en observant que cet ensemble
est réunion de A N [ D(A) et de A N D(A) N ( D'(A)).

4) Soient X et Y deux espaces topologiques, A (resp. B) une partie de X (resp. Y).
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a) Pour que A x B soit rare (resp. parfait) dans X x Y, il faut et il suffit qu’un des deux
ensembles A, B soit rare (resp. que A et B soient fermés et que I'un d’eux soit parfait).

b) Pour que A x B soit clairsemé dans X x Y (IX, p. 111, exerc. 2), il faut et il suffit que A
et B soient tous deux clairsemés,

€ 5 g) Soient X et Y deux espaces topologiques, A un ensemble rare dans I’espace produit
X x Y. Si la topologie de Y admet une base dénombrable, montrer que I’ensemble des
x € X tels que la coupe A N ({x} x Y) de A suivant x ne soit pas rare relativement & {x} x Y
est un ensemble maigre dans X (pour tout ensemble ouvert non vide U dans Y, montrer que
I’ensemble des x € X tels que {#} x U soit contenu dans I’adhérence de la coupe de A suivant
%, est un ensemble rare dans X).

b) Montrer par un exemple que le résultat de a) peut étre en défaut si la topologie de Y n’a
pas une base dénombrable (prendre pour X un espace séparé sans point isolé, pour Y
I’espace discret ayant méme support que X, pour A la diagonale de X x Y).

¢) Si B< X, C < Y etsi un des ensembles B, C est maigre (dans X et Y respectivement),
le produit B x C est maigre dans X x Y. Réciproquement, si B x C est maigre dans
X x Y etsila topologie de X ou de Y a une base dénombrable, 'un des ensembles B, C est
maigre.

d) Déduire de ¢) que si la topologie de I'un des espaces X, Y admet une base dénombrable,
on a (avec les notations de IX, p. 111, exerc. 3) D(B x C) = D(B) x D(C).

6) Dans un espace topologique X, on dit qu'un ensemble A est approchable s’il existe un
ensemble ouvert U tel que chacun des ensembles U N[ A, A N[ U soit maigre (cf. IX,
p. 69).
a) Montrer que le complémentaire d’un ensemble approchable est approchable.
b) Montrer que toute réunion dénombrable d’ensembles approchables est approchable.
¢) Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes:
«) A est approchable;
B) il existe une partie maigre M de X telle que dans le sous-espace X = M, A N M soit & la
fois ouvert et fermé;
v) il existe un ensemble G < A, intersection dénombrable d’ensembles ouverts dans X,
tel que A = G soit maigre dans X;
8) il existe un ensemble F © A, réunion dénombrable d’ensembles fermés dans X, tel que
F == A soit maigre dans X;
¢) 'ensemble D(A) N D(X == A) (notations de IX, p. 111, exerc. 3) est rare dans X;
8) I’ensemble D(A) N [ A est maigre dans X.

(Pour démontrer I’équivalence de «), ) et 8), on utilisera IX, p. 111, exerc. 3 a) et 3 b),
et on montrera que ¢) entraine {), que {) entraine 6) et que 6) entraine «)).
d) Soient X, Y deux espaces topologiques tels que la topologie de I'un d’eux ait une base
dénombrable. Pour qu’une partie de X x Y dela forme A x B soit approchable, il faut et il
suffit que I'un des ensembles A, B soit maigre, ou que tous deux soient approchables (utiliser
la propriété €) de c)).
7) On dit qu’'un espace topologique X est indpuisable s’il n’est pas maigre relativement &
lui-méme.
a) Pour que X soit inépuisable, il faut et il suffit que toute famille dénombrable d’ensembles
ouverts partout denses dans X ait une intersection non vide.
b) Dans un espace inépuisable, le complémentaire de tout ensemble maigre est un sous-
espace inépuisable.
8) Soit X un espace topologique, tel qu’il existe un ensemble ouvert non vide U dans X
qui soit un sous-espace inépuisable. Montrer que X est un espace inépuisable, et que U
n’est pas maigre relativement a X.
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9) Soit X le sous-espace de R2 réunion de Q2 et de la droite y = 0; montrer que X est
maigre relativement & lui-méme. En déduire que dans un espace topologique X, il peut
exister des sous-espaces inépuisables sans que X soit inépuisable.

10) Montrer que tout espace complétement régulier weierstrassien (IX, p. 88, exerc. 20)
est un espace de Baire. (Raisonner comme dans IX, p. 55, th. 1.)

€ 11) On dit qu’un espace topologique X est totalement inépuisable si tout sous-espace fermé
non vide de X est inépuisable. Un espace localement compact est totalement inépuisable; un
espace métrique complet est totalement inépuisable,

a) Montrer qu'un espace régulier totalement inépuisable est un espace de Baire.

b) Dans un espace accessible totalement inépuisable (I, p. 100, exerc. 1) un ensemble fermé
dénombrable non vide est clairsemé, (IX, p. 111, exerc. 2), et par suite a au moins un point
isolé.

¢) Dans un espace totalement inépuisable X, tout sous-espace Y, intersection d’une infinité
dénombrable d’ensembles ouverts dans X, est totalement inépuisable (si F est un sous-
ensemble de Y, fermé par rapport 4 Y, et F son adhérence dans X, montrer que Y N Y
est maigre relativement 3 Y),

d) Si tout point d’un espace topologique X posséde un voisinage qui est un sous-espace
totalement inépuisable, X est totalement inépuisable.

€ 12) Soit X un espace totalement inépuisable, connexe et localement connexe. Montrer
que X ne peut étre réunion d’une suite infinie (F,) d’ensembles fermés non vides, deux a
deux sans point commun. (Soit H la réunion des frontiéres H, des F,, dans X; montrer que H
est fermé dans X, puis que chacun des ensembles H,, est rare relativement & H; pour établir
ce dernier point, considérer un systéme fondamental de voisinages connexes d’un point de
H,, et raisonner par ’absurde, en utilisant la prop. 3 de I, p. 81).

13) Soit X le sous-espace de R? formé des points (r, 0), ol r parcourt ’ensemble Q des
nombres rationnels, et des points (k/n, 1/n), ot » parcourt I’ensemble des entiers =1, &
I’ensemble de tous les entiers rationnels. Montrer que X est un espace de Baire, mais n’est pas
totalement inépuisable.

€ 14) Soit X le sous-ensemble du plan R? formé de la droite D = {0} x R et des points
(1/n, k/n?), ol n parcourt Pensemble des entiers >0 et 4 ’ensemble Z des entiers rationnels.
a) Pour tout point (0,) de D et tout entier n > 0, soit T,,(y) I'ensemble des points («, v)
de Xtelsque u < l/net|v — y| < u. Montrer que si on prend comme systéme fondamental
de voisinages de chaque point (0, ) 'ensemble des T,(y), et comme systéme fondamental
de voisinages de chacun des autres points de X I’ensemble réduit 2 ce point, on définit sur X
une topologie 7, plus fine que la topologie induite par celle de R?, et pour laquelle X est
localement compact.

b) Montrer que X est réunion d’une famille dénombrable de sous-espaces fermés métrisables
et que tout point de X posséde un voisinage compact et métrisable, mais que X n’est pas
normal. (Soit A 'ensemble des (0, y), ol » est rationnel, etsoit B = D == A; montrer que dans
X, tout voisinage U de A rencontre tout voisinage V de B: pour cela, considérer pour tout »
I’ensemble B, desy € B tels que T,,(y) < V, et remarquer que dans R I’ensemble B n’est pas
maigre).

€ 15) On désigne par R_ Pespace topologique obtenu en munissant ’ensemble totalement
ordonné R des nombres réels, de la topologie 7 _(R) (I, p. 91, exerc. 3).

a) Montrer que tout ensemble ouvert dans R_ est réunion d’une famille dénombrable
d’intervalles semi-ouverts & gauche ou ouverts, deux & deux sans point commun. En déduire
que R.. est un espace parfaitement normal (IX, p. 111, exerc. 11) et totalement inépuisable
(IX, p. 113, exerc. 11).

b) Montrer que 'espace R_ x R_ n’est pas normal, et par suite que R_ n’est pas métrisable,
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bien qu’il existe dans R_ une partie dénombrable partout dense. (En considérant dans
R_ x R. P’ensemble des points (x,y) tels que ¥ + y = 1, montrer qu’il existe une partie
fermée de R_ x R_ qui est un sous-espace homéomorphe a Pespace X défini dans 'exerc.
14.)

¢) Montrer que tout sous-espace de R_ est un espace de Lindelsf (IX, p. 75), et par suite
est paracompact (IX, p. 76, prop. 2). (Pour tout x € R_, soit U, un intervalle semi-ouvert
Jy(x), ) d’extrémité x. Montrer que I’ensemble des ze R_ qui n’appartiennent & aucun
intervalle ouvert }y(x), x( est dénombrable; on pourra utiliser exerc. 1 de IV, p. 47.)

d) Montrer que tout sous-ensemble compact de R_ est dénombrable (si A est un ensemble
compact dans R_, les topologies induites sur A par 7 _(R) et J ,(R) sont identiques; en
déduire que tout point de A est origine d’un intervalle contigu a4 A).

16) a) Montrer que tout produit X = I Y, d’espaces métriques complets est un espace de

tel
Baire. (Raisonner comme dans la démonstration du th. 1 (IX, p. 55), en prenant pour G,
un ensemble élémentaire (I, p. 24) dont toutes les projections qui sont différentes de I’espace
facteur tout entier ont un diamétre < 1/n; remarquer ensuite qu’il y a une partie dénom-

brable J de I telle que chaque G, soit de la forme H, X ]__I Y,ouH, < H Y,).
(5] [1=5)

b) Montrer par un exemple que si I n’est pas dénombrable, X n’est pas nécessairement
totalement inépuisable (exerc. 11). (Utiliser IX, p. 90, exerc. 1 et IX, p. 97, 27 5)).

9 17) a) Montrer que, dans un espace métrique complet, tout ensemble parfait contient
une partie homéomorphe 4 I'ensemble triadique de Cantor K (IV, p. 9) (utiliser I’exerc. 11
de IV, p. 63).

5) En déduire que, dans un espace métrique complet ayant une base dénombrable, tout
ensemble parfait a la puissance du continu; tout ensemble fermé est dénombrable ou a la
puissance du continu (utiliser I, p. 108, exerc. 17); tout ensemble ouvert est dénombrable
ou a la puissance du continu,

¢) Montrer que dans un espace métrique complet non dénombrable et ayant une base
dénombrable, I’ensemble des sous-ensembles parfaits a la puissance du continu. (Le démon-
trer d’abord pour ’espace compact {0, 1}V, puis utiliser a) et IX, p. 92, exerc. 11 5)).

d) Soit X un espace métrique complet non dénombrable et ayant une base dénombrable.
Montrer qu’il existe une partie Z < X telle que Z et X == Z aient la puissance du continu
et que ni Z, ni X == Z ne contiennent d’ensemble parfait non vide. (Utiliser ) et ¢) et la
méthode décrite dans E, III, p. 91, exerc. 24a)). Si en outre X n’a aucun point isolé, montrer
que ni Z ni X == Z ne sont maigres. (Si A est une intersection dénombrable d’ensembles
ouverts partout denses de X, montrer que A contient des ensembles parfaits non vides, en
utilisant ¢) et IX, p. 58). En déduire que, dans ce cas, Z n’est pas un ensemble approchable
dans X (IX, p. 91, exerc. 6; noter que le raisonnement précédent montre que pour toute
partie ouverte non vide U de X, U N Z est non maigre).

18) Soient A un sous-espace partout dense dans un espace topologique X, fune application
continue de A dans un espace métrique complet Y; montrer que ’'ensemble des points de X
ol fn’a pas de limite (relativement & A) est un ensemble maigre dans X (considérer pour
tout n > 0 Pensemble des x € X ou Poscillation w(x; f) de fest <1/n).

9 19) Soient f un homéomorphisme d’une partie A d’un espace métrique complet X sur une
partie A’ d’un espace métrique complet X’; montrer qu'il existe un prolongement /de f 4
un ensemble B, intersection dénombrable d’ensembles ouverts dans X, qui est un homéo-
morphisme de B sur un ensemble B/, intersection dénombrable d’ensembles ouverts dans X’
(appliquer Pexerc. 18 & f et 4 ’homéomorphisme réciproque g).

20) Soit X un espace topologique.

a) Soit f une fonction numérique (finie ou non) semi-continue inférieurement dans X.
Montrer que 'ensemble des points x € X ol f est continue est le complémentaire d’un
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ensemble maigre (complémentaire qui est donc partout dense si X est un espace de Baire).
(Se ramener au cas ol f est bornée; noter que pour tout entier z, 'ensemble des x € X tels
que w(x;f) = 1/n est rare, en utilisant IV, p. 56, exerc. 6).

b) Soit (f,) une suite d’applications continues de X dans un espace métrique Y, telle que
pour tout x € X, la suite (f,(x)) ait une limite f(x) dans Y. Montrer que I’ensemble des
points x € X ot f est continue est le complémentaire d’un ensemble maigre (ensemble qui
est donc partout dense si X est un espace de Baire). (Pour tout 7, soit ¢,(x) le diameétre dans
Y de I’ensemble des f,,(x) pour m > n; montrer que ¢, est semi-continue inférieurement, et
appliquer a chaque ¢, le résultat de a)).

¢) Soit K P'intervalle compact (0, 1) dans R; donner un exemple d’une suite d’applications
continues f,, de K dans I’espace compact KX telle que lim f,(x) = f(x) existe pour tout x € K

n=rx

mais que f ne soit continue en aucun point de K.

€ 21) Soient X un espace topologique, Y, Z deux espaces métriques, d, d’ les distances dans
Y, Z respectivement. Soit f une application de X x Y dans Z telle que, pour tout x, € X,
y — f(x0, y) soit continue dans Y, et que, pour touty, € Y, x — f (%, yo) soit continue dans X.
a) Pour tout ¢ > 0, tout point b € Y et tout » € X, on désigne par g(x; b, ) la borne supérieure
des nombres « > 0 tels que la relation d(b, y) < « entraine d’(f(x, b), f(x,¥)) < &. Montrer
que x — g(x; b, €) est une fonction semi-continue supérieurement.

b) Si X est un espace de Baire, déduire de a) et du th. 2 que pour tout b € Y, il existe dans X
un ensemble S, dont le complémentaire est maigre, tel que pour tout a € S;, la fonction f'soit
continue au point (a, 8).

22) Soient X, Y deux espaces topologiques. On dit qu’une application fde X dans Y est
approchable si pour toute partie fermée S de Y, f(S) est un ensemble approchable (IX, p. 112,
exerc. 6).
a) Soit g une application de X dans Y pour laquelle il existe un ensemble maigre M dans X
tel que la restriction de g 4 [ M soit continue; montrer que g est approchable. Réciproque
lorsque la topologie de Y admet une base dénombrable.
b) On suppose Y métrisable, Soit (f;) une suite d’applications approchables de X dans Y
telle que lim f,(x) = f(x) existe pour tout x € X. Montrer que f est approchable.

n=«

23) Soient Xj,..., X, des espaces de Baire ayant chacun une base dénombrable, Y un
espace régulier, Soient f et g deux applications de X; x X; X .-+ x X, dans Y, dont cha-
cune est telle que ses applications partielles

f(ah ooy Opaty o5 Qpegly e ooy an) et g(als ooy A1y oy Qptdy e vy an)

sont continues dans X, quels que soient les 2; dans les X, d’indicej # £ (1 < k£ < »). Montrer
que si fest g sont égales dans une partie partout dense de Z = X; x X, x -+ x X, alors
S = g (Prouver que si f(z,) # g(20), il existe un voisinage fermé S de f(z;), un voisinage
fermé T de g(z,) sans point commun et un ouvert non vide U dans Z tels que f(2z) € S et
g(z) € T pour z € U. Procéder par récurrence sur z, en utilisant le fait que lorsque Y est un
espace de Baire et y —> n(y) une application de Y dans N, il existe un ouvert non vide V de
Y tel que la fonction y — n(y) soit constante dans une partie dense de V.)

24) Soit X un espace topologique, On dit qu’une application f de X dans un espace topo-
logique Y est presque continue en un point x, € X si, quel que soit le voisinage ouvert V de
f(x0) dans Y, le point x, est intérieur & I’ensemble D(fl:(V)) (IX, p. 111, exerc. 3).

a) Soit f une application arbitraire de X dans un espace Y ayant une base dénombrable.
Montrer que ’ensemble des points de X ou f est presque continue est le complémentaire
d’un ensemble maigre. Si (V,) est une base de la topologie de Y, appliquer IX, p. 111,

-1
exerc. 3 d) & chacun des ensembles f(V,)).
b) On suppose en outre que X et Y sont des espaces métriques et que D(X) = X (IX, p. 111,



TG IX.116 UTILISATION DES NOMBRES REELS EN TOPOLOGIE GENERALE §5

exerc. 3). Pour tout ¢ > 0, montrer qu’il existe une famille M, de boules ouvertes U, de
centre x, et de rayon <eg, deux & deux disjointes, dont la réunion est dense dans X,
et pour chaque « un ensemble V, < U, tel que x, € V, D(V,) = Uy, et d'(f(x), f(x)) < ¢
pour tout x € V,, (4’ distance dans Y). (Utiliser 4) et le th. de Zorn.)

¢) Déduire de ) qu'il existe dans X une partie dense D telle que la restriction de £ 4 D soit
continue dans D. (Partir de M, pour ¢ = 1, puis répéter la construction de M, dans chaque
U, pour ¢ = }, et continuer indéfiniment.)

25) Soit R une relation d’équivalence ouverte dans un espace topologique X. Montrer que
si X est un espace inépuisable (IX, p. 112, exerc. 7) (resp. un espace de Baire, un espace
totalement inépuisable (IX, p. 116, exerc. 11)), X/R est inépuisable (resp. un espace de
Baire, un espace totalement inépuisable).

€ 26) Soient X un espace localement compact métrisable, d une distance compatible avec
la topologie de X, R une relation d’équivalence fermée dans X, telle que toute classe suivant
R soit compacte. On sait alors que X/R est localement compact (I, p. 78, prop. 9) et métri-
sable (IX, p. 110, exerc. 34).

a) Pour tout couple d’¢léments «, v de X/R, on pose

-1
p(v, ) = sup d(x, ¢(v))
ox)=u
(¢ désignant ’application canonique de X sur E/R), et pour tout z € X/R,
AMz) = lim sup p(y, v).
VU, VFEU

Montrer que A est semi-continue supérieurement dans X/R, et que, pour tout « > 0,
I’ensemble des u € X/R tels que A{w) > « est rare. (Dans le cas contraire, montrer qu’il
existerait une partie compacte K de X et une suite infinie (x,) de points de K telle que
d(xmy %,) > /2 pour m # n).

b) Déduire de a) qu’il existe dans X/R un ensemble dense M, intersection dénombrable

-1
d’ensembles ouverts dans X/R, tel que pour tout x € (M), 'image par ¢ de tout voisinage

de x dans X soit un voisinage de ¢(x) dans X/R (utiliser IX, p. 55, th. 1).

€ 27) a) Soient G un groupe topologique, A un ensemble approchable (IX, p. 112, exerc. 6)
dans G montrer que, si A n’est pas maigre, AA =1 est un voisinage de I’élément neutre dans G,
(Remarquer d’abord, en vertu de IX, p. 111, exerc, 3, que G est un espace de Baire. Soit A*
la réunion des ensembles ouverts U < G tels que U N [ A soit maigre. Montrer que A*
n’est pas vide, et que si x € G est tel que xA* N A* # g, alors xA N A # @. Conclure que
AA-1 D A%(A¥)-1)

b) Déduire de a) qu’un sous-groupe approchable d’un groupe topologique G est, soit maigre,
soit ouvert (et fermé). En particulier, un groupe topologique dénombrable qui est un espace
de Baire séparé est discret.

¢) Montrer que dans le groupe topologique R, il existe des sous-groupes H tels que R/H
soit infini dénombrable (utiliser une base de Hamel); un tel sous-groupe est partout dense,
non maigre et non approchable.

d) Soit G un groupe topologique métrisable dont les structures uniformes droite et gauche
sont identiques. Montrer que s’il existe sur G une distance compatible avec la topologie et
pour laquelle soit G un espace métrique complet, alors G est un groupe métrisable complet.
(Utiliser b), IX, p. 99, exerc. 2 et IX, p. 58).

4 28) Soient G, G’ deux groupes topologiques. Montrer que tout homomorphisme continu
surjectif f+G — G’ est un morphisme strict lorsqu’on suppose que G est complet, que la topologie
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de G admet une base dénombrable®, et que G’ est inépuisable (en utilisant le fait que, pour tout
voisinage U de ’élément neutre ¢ de G, G est réunion d’une suite d’ensembles de la forme
%, U, montrer que pour tout ensemble ouvert A de G, il existe un ensemble ouvert A’ de
G’ contenant f(A) et tel que f(A) soit dense dans A’. Considérer ensuite un systéme fonda-
mental (U,) de voisinages symétriques de ¢ dans G, tels que Uj,.; « U,; montrer que
S (U,) contient ensemble ouvert U, ., ; pour cela, prendre un point ¢’ € U3, puis cons-
truire par récurrence une suite (b,) de points de G telle que b, € Uy, p, et que f(b162...5,)
tende vers 4’; on remarquera que, si 1" € Uy, il existe y € Uy, tel que f(y) € ¥’ Ui 41).

29) Soit G un groupe métrisable complet, dont la topologie admet une base dénombrable.
Soient H un sous-groupe distingué fermé de G, A un sous-groupe fermé de G. Pour que le
groupe quotient A/(A N H) soit canoniquement isomorphe & AH/H, il faut et il suffit que
AH soit un sous-groupe fermé de G (pour voir que la condition est nécessaire, remarquer que
A/(A N H) est complet d’apres IX, p. 25, prop. 4; pour voir que la condition et suffisante,
utiliser P'exerc. 28).

9 30) Soient G un groupe, d une distance sur G telle que, pour la topologie & définie par 4
sur G, toutes les translations y — xoy et y — yxo soient continues (x, € G, cf. III, p. 66,
exerc. 2).

a) Montrer que si G est complet pour la topologie &, 'application (x, ) — xy est continue
dans G x G (utiliser IX, p. 115, exerc. 21).

b) On suppose en outre que I~ admet une base dénombrable. Montrer alors que Papplication
x— x~1 est continue dans G, autrement dit que la topologie J est compatible avec la struc-
ture de groupe de G. (Considérer, dans le groupe G x G, muni de la topologie produit de
T par elle-méme, Pensemble des points (x, x~1), olt x parcourt G; F est fermé dans G x G,
et la loi de composition (v, x~1)(y,y~) = (xy,y~'x~1) définit sur F une structure de
groupe; montrer que la topologie induite sur F par celle de G x G est compatible avec cette
structure de groupe en utilisant a). Prouver ensuite que la projection pr; de F sur G est
bicontinue en raisonnant comme dans I’exerc. 28).

€ 31) a) On considére espace produit Y = NN des applications de N dans lui-méme, ol
chaque facteur est muni de la topologie discréte; il existe une distance sur Y compatible
avec la topologie de Y et pour laquelle Y est complet. Soit X; (resp. X,) ’ensemble des
applications injectives (resp. surjectives) de N dans lui-méme. Montrer que X; est fermé
dans Y est que X, est intersection dénombrable d’ensembles ouverts de Y. En déduire que le
sous-espace X, = X; N X, des permutations de N est un espace de Baire.

b) Soit (¢c(n))aen une série de nombres réels, convergente mais non absolument convergente.
Pour toute permutation x:n+> x, de N, on désigne par B I’ensemble des x € X, tels que

m
lim sup z c(x;) < +o0.

m=>w© n=0

Montrer que ’ensemble B est maigre dans X,. (Pour tout entier £ > 1, soit B, I’ensemble des

m
x € X, tels que sup z ¢(x,) < k. Montrer que chacun des ensembles B, est rare dans
m n=0
)

§6

1) a) Soient X un espace séparé, Y une partie de X telle qu’il existe sur Y une distance 4
compatible avec la topologie induite par celle de X et pour laquelle Y soit un espace métrique
complet. Montrer que Y est intersection dénombrable d’ensembles ouverts dans X. (Rai-
sonner comme dans IX, p. 58, th. 1.)

! La proposition est inexacte lorsque G n’admet pas de base dénombrable, comme le montre
I’exemple olt G’ est le groupe R muni de la topologie de la droite numérique, G le groupe R muni
de la topologie discréte, f ’application identique de G sur G’,
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b) Soient X un espace métrique complet, Y une partie de X, intersection d’une famille
dénombrable d’ensembles ouverts. Montrer qu’il existe sur Y une distance pour laquelle
Y est un espace métrique complet, et qui définit sur Y la topologie induite par celle de X
et une structure uniforme plus fine que celle induite par la structure uniforme de X (cf.
IX, p. 90, exerc. 25).

2) Soient X un espace métrisable, d une distance bornée compatible avec la topologie de X,
BX le compactifié de Stone-Cech de X (IX, p. 9). Pour tout x € X, on désigne par f, la
fonction numérique obtenue en prolongeant par continuité la fonction y — d(x, y) a pX.

a) Montrer que pour xe€ X, ye X, ze 8X, on a f,(z) + fy(z) = d(x,y). Pour tout point
y € BX distinct de x € X, montrer que f,(y) > 0.

b) Montrer que si X est intersection d’une suite d’ensembles ouverts G, dans BX, il existe
sur X une distance compatible avec la topologie et pour laquelle X est complet. (Remarquer
que BX == X est réunion de la famille d’ensembles compacts F,, = X == G,; pour tout #,
soit g,(x) = ir;ffx(y); montrer, en utilisant a), que I’on a g,{x) > 0 dans X et que g, est

€

Yern
continue dans X, Utiliser enfin la méthode de IX, p. 90, exerc. 25.)

3) a) Tout espace séparé éparpillé est complétement régulier. Les espaces localement com-
pacts non normaux définis dans IX, p. 103, exerc. 12 et IX, p. 113, exerc. 14, sont éparpillés,
b) On dit qu’un espace topologique X est fortement éparpillé si pour toute partie fermée A de
X et tout voisinage U de A, il existe un voisinage ouvert et fermé de A contenu dans U.
Tout espace séparé fortement éparpillé est normal. Tout espace compact totalement dis-
continu est fortement éparpillé. Pour qu’un espace normal X soit fortement éparpillé, il
faut et il suffit que son compactifié de Stone-Cech BX (IX, p. 9) soit totalement discontinu
(utiliser I’exerc. 23 8) de IX, p. 106).

¢) Soient X un espace séparé fortement éparpillé, (U,) une suite croissante d’ensembles
ouverts non vides dans X. Montrer qu’il existe une suite (G,) d’ensembles 4 la fois ouverts et
fermés dans X, deux & deux sans point commun, tels que G, < U, pour tout n, et

U G, = U U, (définir les G, par récurrence). Si en outre X est parfaitement normal
n

(fX, p. 103, exerc. 11), tout ensemble ouvert dans X est réunion d’une famille dénombrable
d’ensembles a la fois ouverts et fermés, deux & deux disjoints.

d) Soit X un espace normal, réunion d’une suite (A,) de sous-espaces fortement éparpillés.
Montrer que X est fortement éparpillé. (Soient B, C deux ensembles fermés dans X tels que
BN C = @. Définir par récurrence deux suites croissantes (G,), (H,) d’ensembles ouverts
dans X tels que G, " H, = g, A, <« G, VH, et BNA, =G, CNnA, = H,).

€ 4) a) Soit X un espace métrisable. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes:
o) il existe une distance compatible avec la topologie de X et pour laquelle X est un espace
ultramétrique (IX, p. 91, exerc. 4);

B) X est fortement éparpillé (exerc. 3).

v) il existe une suite (B,) de familles localement finies de parties & la fois ouvertes et fermées

de X telle que B = U B, soit une base pour la topologie de X.
n

Pour voir que «) entraine B), remarquer que si F est un ensemble fermé dans un espace
ultramétrique X, ’ensemble des x & X tels que d(x, F) = p > 0 est & la fois ouvert et fermé.
Pour montrer que B) entraine v), utiliser ’exerc. 3 ¢) de IX, p. 118. Enfin, pour établir
que y) entraine «), se ramener au cas oUB, = (U, z)acr, €t sify,5 estla fonction caractéristique
de U,,,, considérer l'application x +— f(x) = (f,,2(x)) de X dans le groupe produit GN*L,
ol G = Z/2Z (identifié¢ & I'ensemble {0, 1}); pour tout zn € N, soit G, le sous-groupe de G
formé des éléments dont les projections d’indice (£, A) sont nulles pour tout A € L et tout
k < n; montrer que si on munit G de la topologie de groupe pour laquelle (G,) est un
systéme fondamental de voisinages de 0, f est un homéomorphisme de X sur un sous-espace
de G; conclure en remarquant que la topologie de G peut étre définie par une distance
invariante pour laquelle G est un espace ultramétrique.



$§6 EXERCICES TG IX.119

b) Déduire de a) que tout espace séparé éparpillé X qui admet une base dénombrable est
un espace métrisable fortement éparpillé (montrer qu’il existe une base dénombrable
formée d’ensembles & la fois ouverts et fermés, en utilisant la prop. 13 de IX, p. 19). En
outre, X est alors homéomorphe & un sous-espace de I’ensemble triadique de Cantor K
(cf. IX, p. 92, exerc. 11).1

9 5) a) Montrer que tout sous-espace totalement discontinu de R est éparpillé,
b) Soit K I’ensemble triadique de Cantor; tout ¥ € K s’écrit d’une seule maniére x = z 2/3%,
3

ol (m)k»1 est une suite (finie ou infinie) strictement croissante d’entiers >0 (IV, p. 63,

exerc. 9); on définit le nombre f(x) comme égal & z (= 1)™/2%, Soit G le graphe de la fonc-
[3

tion fdans K x R; montrer que I’espace métrisable G est totalement discontinu, mais n’est

pas éparpillé. (Utiliser ’exerc. 20, de IX, p. 114, appliqué 4 une fonction numérique semi-

continue inférieurement dans K, telle que ’ensemble des (x,y) e K x R tels que y < g(x)
ait une intersection avec G qui soit un ensemble & la fois ouvert et fermé.)

6) Soit X un espace métrisable.

a) Montrer que '’ensemble des parties boréliennes de X est la plus petite partie § de L(X)
contenant les ensembles fermés de X et telle que toute réunion dénombrable et toute inter-
section dénombrable d’ensembles de § appartienne & . (Considérer le sous-ensemble & de
formé des A € F tels que X = A eF).

&) Montrer que ’ensemble des parties boréliennes de X est la plus petite partie § de P(X)
contenant les ensembles ouverts de X et telle que toute intersection dénombrable d’ensembles
de & appartienne & &, ainsi que toute réunion d’une suite d’ensembles de &, deux & deux
disjoints (méme méthode).

¢) Tout ordinal & peut s’écrire d’une seule maniére « = wf + n, ol n < o (E, III, p. 77,
exerc. 14); on dit que « est pair (resp. impair) si n est pair (resp. impair). Pour tout ordinal
dénombrable «, on définit par récurrence transfinie les ensembles de parties Fy(X), $,(X)
(ou simplement &,, ®,) comme suit: F, (resp. G,) est 'ensemble des parties fermées (resp.
ouvertes) de X; si « est pair et >0, &, (resp. &,) est I’ensemble des parties de X qui sont

intersections dénombrables (resp. réunions dénombrables) de parties appartenant a U Fe
f<a
(resp. & U ®z); si « est impair, F, (resp. ®) est Pensemble des parties de X qui sont
E<e
réunions dénombrables (resp. intersections dénombrables) de parties appartenant & U Fe
E<a

(resp. & &LJ ®¢). Montrer que la réunion des &, (resp. des ®,) est I’ensemble des parties
<o

boréliennes de X (utiliser a)). En déduire que si X est de type dénombrable, ’ensemble des

parties boréliennes de X a une puissance au plus égale a la puissance du continu,

d) La relation A €, est équivalente 2 [ A € &,. Toute réunion (resp. intersection) finie
d’ensembles de &, (resp. ®,) appartient & F, (resp. &,). On a Fy S Far1 N Gy1 et
Sy € Fur1 N Gy .1 (raisonner par récurrence transfinie).

¢) Soit fune application continue de X dans un espace métrisable Y. Montrer que

FIGuY) € Gu(X) et F(B4(Y)) = Gu(X).

f) Si X et Y sont deux espaces métrisables, tout produit A x B, oit A € Fy(X), B e F(Y)
(resp. A € G,(X), Be ®,(Y)) appartient & Fo(X x Y) (resp. G.(X x Y)).
g) Soit (X,) une suite d’espaces métrisables. Montrer que si, pour tout n, A, est borélien

dans X,, alors 1—_[ A, est borélien dans H X
n n

1 On ignore si tout espace métrisable éparpillé est fortement éparpillé,
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k) Soit & un ordinal dénombrable pair (resp. impair), et soit (A,) un recouvrement dénom-
brable de X formé d’ensembles appartenant & &, (resp. &.). Montrer qu’il existe une parti-
tion (B,) de X telle que B, = A, pour tout # et que B, appartienne & F N G, (utiliser d)).

€1 7) a) Soient J Pespace polonais NN (o1 N est muni de la topologie discréte), X un espace
métrisable de type dénombrable. Montrer que pour tout ordinal dénombrable «, il existe une
partie G, = J x X telle que: 1° G, € &,(J x X) (exerc. 6); 2° pour toute partie U € §,(X),
il existe z € J tel que Gg(z) = U. On pourra procéder comme suit, par récurrence transfinie:
les espaces J et JN étant homéomorphes, soit f un homéomorphisme de J sur J¥, et pour tout
entier n, soit f, = pr, o f. Si (A;) est une base dénombrable de X, contenant I’ensemble vide,

on prend G tel que Go(z) = U Ay pour tout z€ J. Pour tout ordinal dénombrable o, on
n

prend Gy 1 tel que Gorz1(2) = [ ) Galfi(2)) si o est pair Gosy(2) = \J Gol(fa(2)) si aest
impair. Enfin, si « n’a pas de prgdécesseur et si (X,) est une suite croissa';lte d’ordinaux telle
que & = sup A, on prend Gy tel que G,(z) = U Gy, (/n(2)). On utilisera le fait que £, est
continue dnans J. "

b) On prend en particulier X = J. Montrer que ’ensemble pr;(G, N A), oit A est la

diagonale de J x J, appartient & &,(J), mais non & F,(J) (raisonner par ’absurde en
utilisant a).

8) a) Soit J Pespace polonais N¥; montrer que pour tout espace souslinien X, il existe une
application continue surjective de J sur X (se ramener au cas ou X est polonais et considérer
un criblage de X par un crible (C,) o tous les C, sont infinis).

b) Soit X un espace métrisable; montrer que pour tout sous-espace souslinien A de X, il
existe une partie fermée F de J x X telle que A = pry(F) (utiliser a)).

¢) Soit X un espace métrisable de type dénombrable; soient L l'espace J x X, F une
partie fermée de J x L telle que, pour toute partie fermée M de L, il existe z € J pour lequel
F(z) = M (exerc. 7 a)). Montrer que pour tout sous-espace souslinien S de X, il existe
ze]J tel que pra(F(2z)) = S. En déduire que, si X = J, ’ensemble T des ze J tels que
z e pry(F(z)) est souslinien, mais que J = T n’est pas souslinien (méme raisonnement que
dans Pexerc. 7 b)).*

9) @) Montrer que tout espace polonais éparpillé X est homéomorphe 4 un sous-espace
fermé de l’espace produit J = NN (considérer un criblage strict de X par des ensembles 4 la
fois ouverts et fermés).

b) Dans un espace polonais éparpillé X, soit Y un sous-espace partout dense, sans point
intérieur et intersection dénombrable d’ensembles ouverts dans X. Montrer que Y est
homéomorphe & J. (Remarquer que dans un espace métrisable éparpillé un ensemble ouvert
non fermé est réunion d’une suite infinie dénombrable d’ensembles 4 la fois ouverts et fermés,
deux a deux disjoints; utiliser le th. 1 de IX, p. 58). En déduire que dans R tout sous-espace
partout dense, sans point intérieur et intersection dénombrable d’ensembles ouverts, est
homéomorphe & J (remarquer qu’un tel ensemble est contenu dans le complémentaire d’une
partie dénombrable partout dense D de R, et que § D est éparpillé).

¢) Pour tout espace polonais éparpillé X non dénombrable, il existe une partition de X
en un ensemble dénombrable et un sous-espace homéomorphe & J (Utiliser 8) et I, p. 108,
exerc. 17).

10) Soient X un espace souslinien, f une application continue de X dans un espace
séparé Y. Montrer que si f(X) n’est pas dénombrable, il existe un sous-espace A de X,

1 *On peut montrer que dans 'espace #(I) des fonctions numériques continues dans un inter-
valle compact I © R, muni de la topologie de la convergence uniforme (qui en fait un espace
polonais), ’ensemble des fonctions différentiables est non souslinien mais a un complémentaire
souslinien (cf. S. Mazurkiewicz, Fund. Math., t. XXVII (1936), p. 244).4



§6 EXERCICES TG IX.121

homéomorphe & I’ensemble triadique de Cantor K (IV, p. 9), tel que la restriction de f &
A soit injective. (Se ramener au cas ol X est un espace métrique complet. Montrer qu’il
existe un crible C = (C,, p,) tel que pour tout n, C, soit un ensemble & 2" éléments, et pour
chaque 7, une application ¢, de C, dans Pensemble des parties fermées non vides de X, de
diametre <2-7%, de sorte que: 1° @,.1(c) € @,(p,(c)) pour tout ¢€ C,41; 2° pour deux
éléments distincts ¢, ¢’ de C,, f(pa(c)) et f(p.(¢")) soient disjoints. On utilisera I, p. 108,
exerc. 17). En particulier, tout espace souslinien non dénombrable contient un sous-espace
homéomorphe a K, et par suite a la puissance du continu.

€ 11) a) Soient X un espace polonais, R une relation d’équivalence dans X. Montrer
qu’il existe dans X un ensemble intersection dénombrable d’ensembles ouverts, rencontrant
chaque classe d’équivalence suivant R en un point et un seul, lorsque 'une des deux hypo-
théses suivantes est vérifiée:

o) R est fermée (Suivre la méthode de démonstration du th. 4 de IX, p. 69, en utilisant la
remarque suivante: si (G,) est une suite d’ensembles dont chacun est intersection dénom-
brable d’ensembles ouverts, et si pour tout z il existe un voisinage V,, de G, telle que la

famille (V,) soit localement finie, alors U G, est intersection dénombrable d’ensembles
n

ouverts).

B) X est localement compact et le graphe de R est fermé dans X x X. (Méme méthode,
en observant que le saturé d’un ensemble compact est alors fermé; cf. I, p. 113, exerc. 16).

b) Soient X un espace polonais, R une relation d’équivalence dans X, 4 la fois ouverte et
fermée, ¢ P’application canonique de X sur X/R. Montrer qu’il existe dans X une partie A,
intersection dénombrable d’ensembles ouverts dans X, telle que la restriction de ¢ 4 A soit
un homéomorphisme de A sur ¢(A) et que ¢(A) soit partout dense dans X/R et intersection
dénombrable d’ensembles ouverts. (Avec les notations de la démonstration du th. 4 de IX,
p. 69, montrer qu’on peut supposer pour chaque 7 les ¢,(¢) définis de sorte que la réunion
des intérieurs des £,(c) (c € C,) ait une image dans X/R qui soit partout dense; utiliser a)
et le th. 1 de IX, p. 58.)

¢) Montrer que la conclusion de b) est encore valable lorsque X est un espace localement
compact ayant une base dénombrable, R une relation d’équivalence fermée dans X, telle
que toute classe suivant R soit compacte. (Se ramener au cas 4) en utilisant I’exerc. 26 de
IX, p. 116.)

12) a) Sous les hypothéses du th. 4 de IX, p. 69, soit f une application continue de
Pespace quotient X/R dans un espace métrisable Y. Montrer que f(Y) est un ensemble
borélien dans Y.

*p) Soient X un espace compact métrisable, Z une partie fermée non vide de X, &%
I’ensemble des applications continues injectives de Z dans X. Montrer que, si I’on considére
H comme une partie de ’espace métrisable €,(Z; X) (X, p. 7), o est intersection dénom-
brable d’ensembles ouverts (considérer un systéme fondamental dénombrable de voisinages
ouverts de la diagonale de X x X).

¢) On munit ’ensemble F(X) des parties fermées non vides de X de la distance définie
dans IX, p. 91, exerc. 6; montrer que dans cet espace métrique. I’ensemble 5#(Z) des sous-
espaces fermés homéomorphes & Z est borélien. (Considérer I'application f de 5 sur #(Z)

-1
qui, & toute application u € #, fait correspondre u(Z); observer que la fibre f( f(u)) est
Pensemble des applications « o 5, ot s parcourt le groupe G des homéomorphismes de Z sur
lui-méme.) ,

13) Soient X un espace topologique dont tout point admet un systtme fondamental
dénombrable de voisinages, Y un espace métrique complet, ;X — Y une application
continue ouverte, B une partie fermée dénombrable de Y. Montrer qu’il existe une section
continue de fau-dessus de B, i.e. une application continue s de B dans X telle que f(s(y)) =y
pour tout y € B, (Soit C I’ensemble des y & B tels qu’il existe un voisinage V de y dans Y et
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une section continue de f au-dessus de V N B. Montrer que ’ensemble fermé B == C ne peut
admettre de points isolés, et en conclure que B = C en utilisant le th. de Baire).

€ 14) a) Soient X un espace séparé, S un sous-espace souslinien de X. Montrer que
I’ensemble S est approchable dans X (IX, p. 69). (Soient P un espace polonais, g une appli-
cation continue de P sur S, (C,, p,, ¢,) un criblage de P et f Papplication continue corres-
pondante de L(C) sur P (avec les notations de IX, p. 65); on pose & = g o f, et pour tout
¢ € C,, on désigne par ¢,(c) le sous-espace de L(C) formé des suites (c;) telles que ¢, = c.
Soient F,(c) = A(gn(c)), Xnle) = glon(c)) = Fu(c), pour tout ¢ € C,; on désigne par Z,(c)
la réunion de D(F,(c)) (IX, p. 111, exerc. 3) et d’un ensemble maigre dans X, tel que

Fole) < Z,(c) = X,(¢c), de sorte que Z,(¢) est approchable dans X. Montrer que
z) 06 () Zoia() = %9
pated=c

est maigre dans X, en remarquant que F,(¢) = U F, +1(¢"); prouver d’autre part que
Pa(ed=c

P’ensemble Z,(¢) = F,(c) est contenu dans la réunion des ensembles Y, (d), ol m parcourt
Pensemble des entiers 27 et pour chaque m, d parcourt ’ensemble des éléments de C,, tels
que ppn(d) = ¢. Conclure que F,(¢) est approchable).

b) Donner un exemple d’application continue f de I = (0, 1) dans lui-méme et d’un
ensemble approchable B < I tel que f(B) ne soit pas approchable. (Utiliser I’exerc. 16 4) de
1V, p. 64, et montrer qu’on peut prendre pour B une partie de I’ensemble de Cantor K
telle que f(B) = Z ait la propriété décrite dans I'exerc. 17 d) de IX, p. 114).

9 15) Soient X = R"% M une partie fermée de X. On dit qu’un point x € M est linéaire-
ment accessible 8l existe un point y € X == M tel que le segment ouvert d’extrémités x, y soit
contenu dans X == M. Montrer que I’ensemble L. € M des points linéairement accessibles
de M est souslinien. (Soit d(x,y) la distance euclidienne dans X, et pour tout z € X, soit
Sl 9) = d(x, z) + d(z,y) — d(x,y). Remarquer que, dans X x X x X, Pensemble des
(%9, 2) tels que xeM,yeX =M, ze M, z # x et f3(x,y) = 0 est réunion dénombrable
d’ensembles compacts, et par suite qu’il en est de méme de sa projection sur le produit des
deux premiers facteurs.)

16) Soient X un espace métrisable, f une application de I’ensemble R(E) des parties
compactes de X dans R, qui satisfait 4 la condition (CA;) (pour deux parties compactes de
X) et est telle que, pour toute suite decroissante (K,) de parties compactes de X, on ait

I (m K,) = inf f(K,). Pour toute partie A de X, on désigne par f,(A) la borne supérieure
n

des f(K) pour toutes les parties compactes K de A, et par f*(A) la borne inférieure des
S«(U) pour tous les ensembles ouverts U contenant A, On dit que A est admissible pour fsi

Ju(A) =f*(A).

a) Montrer que pour toute partie compacte K de X et tout ¢ > 0, il existe un ensemble
ouvert U > K tel que pour toute partie compacte L de X telle que K = L < U, on ait
SL) <f(K) +¢
(raisonner par P’absurde). En déduire que toute partie compacte et toute partie ouverte de

X est admissible pour fi
b) On suppose que fsatisfasse & la condition suivante:
(AL) Pour tout couple d’ensembles compacts K, K’ de X,
F(KUK) +f(KnK) < f(K) +f(K).
Montrer que si (K,) est une famille finie d’ensembles compacts telle que f (U K,) < + 0,
7

(K}) une seconde famille finie d’ensembles compacts ayant méme ensemble d’indices, telle
que K{ = K, et f(K]) > — o0 pour tout 4, on a

H(Ux) -r(Uxk) < 3 ) - 7).
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Soient (A;), (B;) deux familles finies de parties de X, ayant méme ensemble d’indices, telles

que B; © A, pour tout i, et quef*(U Ai) < + wetf*(B;) > — o pour touti. Montrer que
;

si f vérifie (AL), on a

(Ja) -r(Us) < Zrman - oo

(Se ramener 4 un ensemble d’indices 4 deux éléments. Considérer d’abord le cas ol les A,
et B, sont ouverts, et utiliser le lemme suivant; si U;, U, sont deux ensembles ouverts, K un
ensemble compact tel que K < U; U U,, il existe deux ensembles compacts K; < Uy,
K; € Us tels que K = K; UK,)

¢) On suppose que f vérifie la condition (AL). Montrer que pour toute suite croissante
(A,) de parties de X telles que

S*(Ag) > — oo,

on af*(U A,,) = sup f*(A,) (utiliser 4)). En déduire que si f ne prend pas la valeur — oo
n n

dans R(X), f* est alors une capacité continue 4 droite sur X.
d) On suppose que f vérifie la condition (AL). Montrer que toute réunion d’une suite
(A,) d’ensembles admissibles tels que f*(A,) > — oo, est admissible. (Utiliser 4) et ¢)).

*17) Soit K une partie compacte de R2 Pour tout nombre réel y, on désigne par §,(K, y)
et 8;(K, y) les diamétres des intersections respectives de K et de

0, + o( x {y} et J—c0,0) x {z}.

Montrer que y — 8;(K, y) et y — 3,(K, y) sont semi-continues supérieurement. Soit ¢ une
application croissante et continue de (0, + ) dans lui-méme telle que ¢(0) =1 et
o(+w) = 2; on pose

UKD = sBuK08a(K,0) et SK) = [ 4K, &

rg
Montrer que f vérifie les conditions de Pexerc. 16 de IX, p. 122 et que I'on a

SKVK) <f(K) +/(K)
pour tout couple de parties compactes de R2%. Mais si A est Pensemble fermé défini par
x = 0,0 <y < 1 montrer que 'on a f (A) = 1 et f*(A) = 2.,

18) Soient X un espace métrisable, f une capacité continue a droite sur X telle que
S(AVUB) <f(A) +f(B).
a) Avec les notations de I’exerc. 16, de IX, p. 122, montrer que l’on a
S*(AVB) <f*A) + *(B)
et Su(A L B) < fy(A) + f*(B)
pour deux parties quelconques A, B de X. (S8i K est un ensemble compact tel que K < AU B,
U un ensemble ouvert tel que B < U, écrire K = (KN U) U (KN (U).)

b) Soient K une partie compacte de X ayant la puissance du continu, (A, B) une partition
de K en deux ensembles tels que toute partie compacte de A ou de B soit dénombrable
(cf. IX, p. 114, exerc. 17 d)). Montrer que si f({x}) = 0 pour toute partie réduite & un point
et si f(K) > 0, ni A ni B ne sont capacitables pour f.

* 19) Soit . la mesure de Lebesgue dans R; on définit une capacité f continue & droite
sur R2, vérifiant la condition (AL) de Pexerc. 16 de IX, p. 122, en posant f(A) = p* (pr;A).

a) Soient A une partie bornée non capacitable de R? (exerc. 18), By un cercle |[x|| = 7
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tel que A soit contenu dans le disque ouvert |x| < 7, B; un cercle |x| = 7’ de rayon ' > r.
Montrer que A U B, et A U B; sont capacitables bien que leur intersection A ne le soit pas.
) Pour tout n, soit C,, ’ensemble des x € R? tels que

1
relel <r+
n

Montrer que chacun des ensembles A U C,, est capacitable bien que leur intersection ne le
soit pas, et que l'on a inf /(C,) # f(m Cn).*
n

9 20) Solent X, X’ deux espaces métrisables. Pour tout ordinal dénombrable pair (resp
impair) &, on dit qu’'une application f de X dans X’ est borélienne de classe o si, pour toute

partie fermée F’ de X', f(F’) appartient a4 F,(X) (resp. (X)) (IX, p. 119, exerc. 6); alors,

1

pour toute partie ouverte G” de X’ f(G’) appartient & §4(X) (resp. F,(X)). Les fonctions

boréliennes de classe 0 sont les fonctions continues.

&) Pour que la fonction caractéristique ¢, d'une partiec A de X soit de classe «, il faut et il

suffit que A appartienne & F, N G,.

b) Soit f une application de classe « de X dans X’; montrer que pour toute partie
-1

B e Fp(X’) (resp. B’ € G4(X")), f (B’) appartient & &y ; p(X) (resp. B, +5(X)). (Raisonner par

récurrence transfinie sur 8.)

¢) Soient f une application de classe « de X dans X', g une application de classe § de X’ dans

un espace métrisable X”; montrer que g o f est une application de classe « + 8.

d) Pour tout ordinal dénombrable pair (resp. impair) «, soit (A,) une suite de parties de

X appartenant & &, (resp. &) et formant un recouvrement de X; si une application fde X

dans X’ est telle que sa restriction & chacun des A, soit de classe «, alors f est de classe .

Résultat analogue pour une suite finie de parties de X appartenant a &, (resp. ®,) et formant

un recouvrement de X.

21) a) Soient X, X’ deux espaces métrisables, X’ étant de type dénombrable, et soit (Uy)
une base dénombrable pour la topologie de X’. Soit « un ordinal dénombrable pair (resp.

-1
impair); si une application / de X dans X’ est telle que f(U,) appartienne & &,(X) (resp.
F.(X)), f est de classe o

b) Soit (X,,) une suite d’espaces métrisables de type dénombrable. Pour qu’une applica-
tion f = (f,) de X dans I—_[ X7, soit de classe «, il faut et il suffit que chacune des f, soit de
n

classe « (utiliser )). En déduire que si X est de type dénombrable, les fonctions numériques
finies de classe « sur X forment un anneau.

¢) Soient X, X’ deux espaces métrisables de type dénombrable, « un ordinal dénom-
brable pair (resp. impair). Si une application fde X dans X’ et de classe «, montrer que son
graphe appartient & (X x X’) (resp. (X x X)) (utiliser ) et I'exerc. 20 b)).

22) Soient X, Y deux espaces métrisables, f une application approchable (IX, p. 115,

exerc. 22) de X dans Y. Montrer que pour tout ensemble borélien B < Y, fl (B) est approcha-
ble dans X (cf. IX, p. 112, exerc. 6). En déduire que si g est une application borélienne de Y
dans un espace métrisable Z, g o f est approchable. Donner un exemple d’une application
continue f et d’une application approchable g telles que g o f ne soit pas approchable (cf.
IX, p. 122, exerc. 14 b)).

Appendice I

1) Soit X un espace discret non dénombrable, et soit X’ son compactifié d’Alexandroff.
Montrer que X’ est un espace de Lindelof dans lequel il y a des sous-espaces ouverts qui ne
sont pas des espaces de Lindelsf.
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2) a) Montrer que le produit d’un espace de Lindelsf et d'un espace compact est un
espace de Lindelsf (cf. I, p. 70, prop. 17).

4) Donner un exemple d’un espace de Lindeléf X dont tous les sous-espaces sont para-
compacts et qui est tel que X x X ne soit pas un espace de Lindelsf (cf. IX, p. 113, exerc. 15).

3) Soit X ’espace obtenu en munissant R? de la topologie engendrée par les ouverts de
la topologie usuelle de R? et le complémentaire dans R? de la demi-droite ouverte formée
des points (0, y) tels que y > 0 (cf. I, p. 103, exerc. 20 ¢)). Montrer que X est un espace
lusinien non régulier (pour voir que X est lusinien, considérer ’espace polonais somme du
demi-plan fermé y < 0 et du demi-plan ouverty > 0 dans R?).

4) Soient X un espace régulier, A une partie de X qui est un sous-espace de Lindeldf,
et a en outre les propriétés suivantes: le sous-espace X == A est paracompact, et tout voisi-
nage de A dans X contient un voisinage de A fermé dans X. Montrer que X est alors
paracompact. (Soit R un recouvrement ouvert de X, € une partie dénombrable de R
formant un recouvrement de A, U la réunion des ensembles de V, W un voisinage ouvert de
A tel que W < U. Utiliser le fait que X = W paracompact, ainsi que les exerc. 25 de IX,
p. 107 et 29 a) de IX, p. 108.)

5) a) Il existe dans l’intervalle I = (0, 1) de R un sous-ensemble non dénombrable Y
tel que toute partie compacte de I contenue dans Y soit dénombrable (IX, p. 114, exerc.
17 d)). Soient X, I’adhérence de Y dans I, X I’espace topologique obtenu en prenant pour
ouverts dans X les ensembles U U S, ol est ouvert pour la topologie induite sur X, par celle
de I, et S une partie quelconque de Y. Montrer que X est régulier, et qu’il existe une base
de la topologie de X telle que tout point de X n’appartienne qu’a une infinité dénombrable
d’ensembles de cette base.

b) Montrer que tout ouvert V de X qui contient M = X =Y a un complémentaire
dénombrable dans X. En déduire que X n’est pas métrisable (M n’est pas intersection
dénombrable d’ensembles ouverts), et que X est un espace de Lindelsf.

¢) Montrer que tout sous-espace Z de X est paracompact (mais non nécessairement un
espace de Lindelof). (Appliquer 'exerc. 4 en prenant A = Z N M.)

d) Soit Y, ’ensemble Y muni de la topologie induite par celle de I. Montrer que 1’espace
produit X x Y, n’est pas normal bien que Y, soit métrisable. (Soit A ensemble fermé dans
X x Y, formé des points (x, x), ot x € Y; A et I'ensemble fermé M x Y, sont sans point
commun. Montrer que tout voisinage ouvert U de A dans X x Y, rencontre nécessairement
tout voisinage ouvert de M x Y. Pour cela, soit W,, ’ensemble des x € Y tels que ’ensemble
des (x,y) avecy € Y, |x — y| < 1/2n, appartienne & V; les W, recouvrent Y. En utilisant ),

montrer qu’il existe un indice % tel que W), rencontre M; soient alors xe W, A M, ye Y
tel que |x — y| < 1/2k; montrer que tout voisinage de (1, y) dans X x Y, rencontre V).

Appendice II

1) Soit E un espace topologique séparé, dans lequel on a défini une loi de composition
associative, notée multiplicativement. Généraliser la déf. 1 de IX, p. 79, au cas d’une famille
(%) .er d’¢léments de E, dont I'ensemble d’indices I est fotalement ordonné; pour toute partie

finie J de I, on désignera par p; le produit | | x, de la séquence (,),eq-
1eJ

Si E est un groupe topologique complet, pour qu’une famille (x,),¢; de points de E soit
multipliable, il faut et il suffit que pour tout voisinage V de I’élément neutre ¢ de E, il existe
une partie finie J, de I telle que, pour toute partie finie J de I contenant Jo, on ait
ba(bag) " €V (ou (ps,) "pse V).
€ 2) Dans un ensemble totalement ordonné I, on dira qu’une partie non vide J est un
trongon si, quels que soient les éléments «, B de J tels que « < B, on a («, f) < J.
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a) Soit (%,)er unc famille multipliable dans un grouge complet G. Montrer que, pour tout
trongon J de I, la famille (x,),o; est multipliable (considérer d’abord le cas particulier ou
I’ensemble des minorants de J, n’appartenant pas 2 J, est vide).

b) On dit qu’une partition (J)aer, de I est une partition ordonnée si L est un ensemble
totalement ordonné, et si les relations A < y, & € J», B € J, entrainent & < B; les J, sont alors
des trongons de I. Si (%), est une famille multipliable dans un groupe complet G, montrer

que, si on pose g, = H x, la famille ()5 est multipliable et a méme produit que (#,),er.
Ledp,

¢) Inversement, si (J,)aew €st une partition ordonnée finie de I, et si (x,).e1 est telle que
chacune des familles (#,),¢s, soit multipliable, la famille (x,), est multipliable.

€ 3) Soit G un groupe topologique séparé tel qu’il existe un voisinage V, de I'élément
neutre ¢, dans lequel x — x~1 soit uniformément continue (comme application de G, dans
Gy; cf. II1, p. 25, prop. 9). Soit (¥,),e; une famille multipliable de points de G; montrer
que, pour tout voisinage U de ¢, il existe une partie finie J; de I telle que, pour toute
partie finie K de I contenue dans un trongon de I qui ne rencontre pas Jy, on ait px € U.
(Montrer d’abord qu’il existe une partie finie Hy de I et un nombre fini de points de
G, a1, ag, . . ., a4 tels que, pour toute partie finie L de I contenue dans un trongon ne
rencontrant pas Hy, on ait pp, € 4, Vpa; ! pour un indice £ au moins, V§ étant un voisinage
de e tel que ViV < V. Se borner ensuite a considérer les parties finies contenues dans un
des intervalles ouverts dont les extrémités sont deux indices consécutifs de Hy; utiliser le
raisonnement de l’exerc. 2 a), et la continuité uniforme de x~! dans chacun des voisinages
akVoak‘ 1).

En déduire que, dans les mémes conditions, on a lim #; = ¢ suivant le filtre des com-
plémentaires des parties finies de I (si I est infini).

4) Soit G un groupe localement compact. Si (x,) est une famille multipliable de points de
G, montrer que 'ensemble des produits partiels finis p; de cette famille est relativement
compact.’

5) a) Soit G un groupe complet, tel que tout voisinage de ¢ contienne un sous-groupe
ouvert de G. Pour qu’une suite (x,) de points de G soit multipliable, il faut et il suffit que
lim x, = e.

n—w

b) Soit G un groupe complet, tel que tout voisinage de ¢ contienne un sous-groupe
ouvert distingué de G. Pour qu’une famille (x,),; de points de G soit multipliable, il faut et il
suffit que lim », = ¢ suivant le filtre des complémentaires des parties finies de I (utiliser IX,
p. 126, exerc. 3).

6) Soit A I'algebre (sur R) des applications numériques bornées définies dans lintervalle
E = (1, + o[ de R, normée par la norme | f| = sup |f(x)|. Pour tout entier n > 0, soit u,
xeE

la fonction égale a 1/n pour n < ¥ < # + 1, 2 0 aux autres points de E. Montrer que la
famille (1 + u,) est multipliable dans A, mais que la série de terme général u, n’est pas
absolument sommable dans A.

7) Soit (x,) une suite de points d’'une algébre normée A, telle que pour toute permutation
@

¢ de N, le produit infini de facteur général x,,, soit convergent et que P Xq(n) SOLt Inversible.
n=0

Montrer que chacune des suites (%4¢,;) est multipliable (méme raisonnement que dans la
prop. 9 de III, p. 44).

€ 8) Soit A une algeébre normée compléte; montrer que si (x,) est une suite de points de A
telle que, pour toute permutation ¢ de N, la suite (%4¢,)) soit multipliable et ait un produit
inversible, chacun des x,, est inversible (on établira d’abord le lemme d’algébre suivant: dans
un anneau ayant un élément unité, si deux éléments x, y sont tels que xy soit inversible, et
yx non diviseur de 0, chacun des éléments x, y est inversible; cf. A, I, p. 152, exerc. 3).



NOTE HISTORIQUE

(N. B. — Les chiffres romains entre parenthéses renvoient & la bibliographie
placée a la fin de cette note.)

Comme nous 'avons dit (Note historique du chap. II), la notion d’espace
métrique fut introduite en 1906 par M. Fréchet, et développée quelques années
plus tard par F. Hausdorff dans sa « Mengenlehre ». Elle acquit une grande
importance apres 1920, d’une part a la suite des travaux fondamentaux de S.
Banach et de son école sur les espaces normés et leurs applications & I’Analyse
fonctionnelle (voir EVT), de ’autre en raison de 'intérét que présente la notion
de valeur absolue en Arithmétique et en Géométrie algébrique (ol notamment la
complétion par rapport a une valeur absolue se montre trés féconde).

De la période 1920-1930 datent toute une série d’études entreprises par
I’école de Moscou sur les propriétés de la topologie d’un espace métrique,
travaux qui visaient en particulier & obtenir des conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu’une topologie donnée soit métrisable. C’est ce mouvement
d’idées qui fit apparaitre 'intérét de la notion d’espace normal, définie en 1923
par Tietze, mais dont le rle important ne fut reconnu qu’a la suite des travaux
d’Urysohn (VI) sur le prolongement des fonctions continues numériques. En
dehors du cas trivial des fonctions d’une variable réelle, le probléme de I’extension
a tout ’espace d’une fonction continue numérique définie dans un ensemble
fermé, avait été traité pour la premiere fois (pour le cas du plan) par H. Lebesgue
(IIT); avant le résultat définitif d’Urysohn, il avait été résolu pour les espaces
métriques par H. Tietze (IV). L’extension de ce probléme au cas des fonctions a
valeurs dans un espace topologique quelconque a pris dans ces derniéres années
une importance considérable en Topologie algébrique. Les travaux récents ont
en outre mis en évidence que, dans ce genre de questions, la notion d’espace
normal est peu maniable, parce qu’elle offre encore trop de possibilités de
« pathologie »; on doit le plus souvent lui substituer la notion plus restrictive
d’espace paracompact, introduite en 1944 par J. Dieudonné (IX); dans cette
théorie, le résultat le plus remarquable est le théoréme, di & A, H. Stone (X),
selon lequel tout espace métrisable est paracompact.?

Nous avons déja signalé (Note hist. du chap. IV) les importants travaux de
la fin du x1x° si¢cle et du début du xx° siécle (E. Borel, Baire, Lebesgue, Osgood,

1 Ce théoréme a permis de donner au probléme de métrisation une solution plus satisfaisante que
les critéres obtenus vers 1930 par I’école russopolonaise (« critére de Nagata-Smirnov», cf. IX, p. 109,
exerc. 32). Mais il faut noter que jusqu’ici ces critéres n’ont guére recu d’applications; comme si
souvent dans I’histoire des mathématiques, il semble que le probléme de métrisation ait eu moins
d’importance par sa solution que par les notions nouvelles dont il aura amené le développement.
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W. H. Young) sur la classification des ensembles de points dans les espaces R",
et sur la classification et la caractérisation des fonctions numériques obtenues en
itérant, & partir des fonctions continues, le processus de passage a la limite (pour
des suites de fonctions). On s’apercut rapidement que les espaces métriques
fournissaient un cadre naturel pour les recherches de cette nature, dont le
développement apres 1910 est surtout dfi aux écoles russe et polonaise. Ce sont
ces écoles qui ont entre autres mis en lumiére le réle fondamental joué en Analyse
moderne par la notion d’ensemble maigre, et par le théoréme sur Pintersection
dénombrable d’ensembles ouverts partout denses dans un espace métrique
complet (IX, p. 55, th. 1), démontré d’abord (indépendamment) par Osgood (I)
pour la droite numérique et par Baire (II) pour les espaces R,

D’autre part, en 1917, Souslin (V), corrigeant une erreur de Lebesgue,
montrait que I"image continue d’un ensemble borélien n’est pas nécessairement
borélienne, ce qui le conduisit & la définition et & I’étude de la catégorie plus
vaste d’ensembles, appelés depuis « analytiques » ou « sousliniens »; aprés la mort
prématurée de Souslin cette étude fut surtout poursuivie par N. Lusin (dont les
idées avaient inspiré le travail de Souslin) et par les mathématiciens polonais
(voir (VII) et (VIII)). L'importance actuelle de ces ensembles tient surtout a
leurs applications & la théorie de l'intégration (ou, grice & leurs propriétés
spéciales, ils permettent des constructions qui seraient impossibles sur des
ensembles mesurables quelconques), et a la théorie moderne du potentiel, ot le
théoréme fondamental sur la capacitabilité des ensembles sousliniens (IX, p. 73,
th. 6), démontré récemment par G. Choquet (XI),! s’est révélé riche en applica-
tions variées.

1 La démonstration que nous avons donnée de ce théoréme est une simplification de celle de
Choquet, due & M. Sion.
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CHAPITRE X

Espaces fonctionnels

§ 1. LA STRUCTURE UNIFORME DE LA &-CONVERGENCE

Notations. — Etant donnés deux ensembles X, Y, rappelons que ’on désigne par
F(X;Y) I'ensemble de toutes les applications de X dans Y, qui s’identifie &
Pensemble produit Y* (E, II, p. 31). Pour toute partie H de #(X;Y), et tout
x € X, nous désignerons par H(x) Pensemble des u(x) € Y lorsque  parcourt H.
Si @ est une base de filtre sur #(X; Y), nous désignerons par ®(x) la base de
filtre sur Y formée des H(x), ot H parcourt ®@. Enfin, rappelons que, pour tout
ue F(X;Y) et toute partie A de X, u | A désigne la restriction de u & A, applica-
tion de A dans Y; si H est une partie de #(X; Y), H | A désignera I'ensemble des
restrictions # | A pour u € H.

1. La structure de la convergence uniforme

Soient X un ensemble, Y un espace uniforme. Pour tout entourage V de Y,
désignons par W(V) Pensemble des couples (x, v) d’applications de X dans Y
tels que ’on ait (u(x), v(x)) € V pour tout x € X, Lorsque V parcourt 'ensemble
des entourages de Y, les ensembles W(V) forment un systéme fondamental d’entou-
rages d’une structure uniforme sur % (X;Y). En effet, ils satisfont de facon
évidente & ’axiome (Us) (II, p. 2);si V, V' sont deux entourages de Y tels que
V e V,ona W(V) < W(V’), donc les ensembles W(V) vérifient (B;) (I, p. 38);
-1

N -1

on a W(V) = W(V), donc (Up) est vérifié; enfin, les relations « quel que soit
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xeX, (u(x), v(x)) e V» et «quel que soit x € X, (v(x), w(x)) € V » entrainent la

2
relation « quel que soit x € X, (u(x), w(x)) € V », autrement dit on a

— 2
W(V) = W(V),
ce qui démontre (Ugy).

DtrinitionN 1. — On dit que la structure uniforme sur Pensemble F (X;Y) ayant pour
systéme fondamental d’entourages Uensemble des W(V), on V parcourt Uensemble des
entourages de Y, est la structure de la convergence uniforme; la topologie déduite de celte
structure uniforme est appelée topologie de la convergence uniforme. St un filtre ® sur
F (X; Y) converge vers un élément uy, pour cette topologie, on dit qu’il converge uniformément
vers g,

On notera que la fopologie de la convergence uniforme sur #(X; Y) dépend de la
structure uniforme de Y et non seulement de la topologie de Y (X, p. 41, exerc. 4}.

L’espace uniforme obtenu en munissant & (X;Y) de la structure de la
convergence uniforme se note % ,(X; Y).

2. La €-convergence

DErFINTTION 2. — Sotent X un ensemble, Y un espace uniforme, & un ensemble de parties de
X. On appelle structure uniforme de la convergence uniforme dans les ensembles de &, ou
simplement structure uniforme de la &-convergence, la structure uniforme la moins fine sur
F (X Y) rendant uniformément continues les applications de restriction ur>u| A de
F (X Y) dans les espaces uniformes F,(A;Y), okt A parcourt &. On note F¢(X;Y)
Despace uniforme obtenu en munissant F(X;Y) de la structure uniforme de la &-con-
vergence.

La topologie déduite de la structure uniforme de la &-convergence s’appelle la
topologie de la &-convergence; c’est la moins fine rendant continues les applications
ur>u| A de F(X;Y) (pour Ae&) dans les espaces F,(A;Y) (II, p. 8,
corollaire).

Pour qu'un filtre ® sur &F(X;Y) converge vers u, pour la topologie de la
&-convergence, il faut et il suffit que pour tout A € &, u | A converge uniformément
vers uy | A suivant le filtre @ (I, p. 51, prop. 10); aussi dit-on que @ converge
uniformément vers uq dans les ensembles de &.

De méme, pour qu’une base de filtre ® sur F¢(X; Y) soit une base de filtre
de Cauchy, il faut et il suffit que, pour tout A € &, 'image de @ par Papplication
u > u | A soit une base de filtre de Cauchy dans % ,(A;Y) (II, p. 13, prop. 4).

Soit f une application d’un espace topologique (resp. d’un espace uniforme)
Z dans F¢(X;Y). Pour que f soit continue (resp. uniformément continue), il
faut et il suffit que, pour tout A €&, Papplication z+>f(z) | A de Z dans
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F,(A; Y) soit continue (resp. uniformément continue) (I, p. 12, prop. 4 et II,
p- 8, prop. 4).

Enfin, soit M une partie de F(X; Y); pour que M soit précompacte il faut
et il suffit que, pour tout A € &, I’ensemble des restrictions « | A pour u € M soit
une partie précompacte de F,(A;Y) (11, p. 31, prop. 3).

Remarques. — 1) La définition générale des entourages d’une structure uni-
forme initiale (II, p. 8, prop. 4) montre qu’on obtient un systéme fondamental
d’entourages de F(X;Y) de la facon suivante: pour tout A €& et tout en-
tourage V d’un systéme fondamental B d’entourages de Y, soit W(A, V) l'en-
semble des couples (v, v) d’applications de X dans Y tels que (u(x), v(x)) e V
pour tout ¥ € A; lorsque A parcourt & et que V parcourt B, les intersections finies
des W(A, V) forment un systéme fondamental d’entourages de F (X, Y).
Cette description montre aussitot que, si &, &’ sont deux ensembles de parties
de X telles que € = €', la structure uniforme de la &'-convergence est plus fine
que celle de la &-convergence.
2) Toutefois, on ne change pas la structure uniforme de la &-convergence en
remplagant & par 'ensemble & des parties de X dont chacune est contenue dans la réunion

d’un nombre fini d’ensembles appartenant ¢ ©. Dans I’étude de la G-convergence, on peut
donc toujours se limiter au cas ol Pensemble & satisfait aux deux conditions suivantes:

(F7) Toute partie d’un ensemble de & appartient & S.
(F41) Toute réunion finie d’ensembles de & appartient ¢ .

Lorsque (Fy) est vérifiée, on obtient un systtme fondamental d’entourages de
F&(X; Y) en prenant tous les ensembles W(A, V), A parcourant & et V un systéme
fondamental d’entourages de Y.

3) La structure uniforme de la &-convergence est I'image réciproque, par
Iapplication u > (u | A)see de F(X;Y) dans ]_—_[ F.(A;Y), de la structure
Ae®

uniforme de cet espace produit (II, p. 11, prop. 8). Lorsque & est un recouvrement
de X, cette application est injective, et F¢(X;Y) est donc isomorphe au sous-

espace uniforme de [1# +(A;Y), image de cette application.
A€

ProrosiTiON 1. — SIY est séparé et si & est un recouvrement de X, Uespace F¢(X; Y)
est séparé,

En effet, soient u, v deux éléments de F(X; Y) tels que (v, v) € W(A, V) pour
tout entourage V de F et tout A € &; comme Y est séparé, on en déduit d’abord
que « et v coincident dans chaque ensemble A € &, et comme & est un recouvre-
ment de X, u = o.

Remargues. — 4) Soit H une partie de #(X; Y); par abus de langage, on appelle
structure uniforme (resp. topologie) de la &-convergence sur I’ensemble H, la struc-

ture uniforme (resp. la topologie) induite sur H par la structure uniforme (resp. la
topologie) de la &-convergence sur & (X; Y).

5) Si A+ u, est une application, dans F¢(X; Y), d’un ensemble L filtré par un
filtre @, et si cette application admet une limite suivant &, on dit encore que, suivant
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le filtre ®, les applications u, de X dans Y convergent uniformément vers v (ou que la famille
(up) est uniformément convergenie vers v) dans tout ensemble de ©; on omet la mention du
filtre ® lorsque L = N et que & est le filtre de Fréchet.
Plus particuliérement, supposons définie dans Y une loi de composition commu-
tative et associative, notée additivement. Pour toute suite (u,) d’applications de X
n
dans Y, désignons par v, 'application x —> kzouk(x) (n e N); on dira que la série de

terme général u, est uniformément convergente dans tout ensemble de & si la suite (v,) est
uniformément convergente dans tout ensemble de &. On définit de méme une famille
uniformément sommable (u,) 51, d’applications de X dans Y, en considérantles applications

x> z u,(x) pour toutes les parties finies J de L, et la limite de ces applications dans
Aed
Fe(X; Y) suivant ensemble ordonné filtrant des parties finies de L (III, p. 37).

6) Les déf. 1 et 2 (X, p. 2) entrainent aussitét que pour tout x € U 4,
A€EG

Papplication uru(x) de F(X;Y) dans Y est uniformément continue. Il en

résulte en particulier que, si on désigne par H ’adhérence dans #¢(X;Y) d’une

partie H de cet espace, on a, pour tout x € U A, H(x) « H(x) (I, p. 9, th. 1).
A

3. Exemples de G-convergence

1. Convergence uniforme dans une partie de X.— Soient A une partie de X,
& = {A}. La structure uniforme (resp. la topologie) de la &-convergence
s’appelle aussi alors la structure uniforme (vesp. la topologie) de la convergence uniforme
dans A; si un filtre @ sur F¢(X; Y) converge vers u,, on dit qu’il converge vers u,
uniformément dans A. Lorsque A = X, on retrouve la structure de la convergence
uniforme définie dans X, p. 2.

11, Convergence simple dans une partie de X. — Soit A une partie de X, et prenons
pour & I’ensemble des parties de X qui se réduisent a un seul point de A (ou, ce
qui revient au méme en vertu de X, p. 3, Remarque 2, I’ensemble des parties
finies de A). On dit alors que la structure uniforme (resp. la topologie) de la &-
convergence est la structure uniforme (vesp. la topologie) de la convergence simple dans A.;
si un filtre ® sur F¢(X;Y) converge vers u,, on dit qu’il converge simplement vers
U, dans A; il revient au méme de dire que, pour tout x € A, uy(x) est limite de u(x)
suivant le filtre @.

En particulier, lorsque A = X, la structure uniforme (resp. la topologie) de la
convergence simple dans X est aussi appelée structure uniforme (resp. topologie)
de la convergence simple et 1’espace uniforme obtenu en munissant % (X; Y) de cette
structure se note F,(X;Y). On notera que la topologie de la convergence
simple n’est autre que la topologie produit sur YX; elle ne dépend donc que de la
topologie de Y et non de sa structure uniforme, contrairement a ce qui a lieu en
général.

III. Convergence compacte. — Supposons que X soit un espace fopologique, et
prenons pour & ’ensemble des parties compactes de X. La structure uniforme
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(resp. la topologie) de la @-convergence est alors appelée structure uniforme (resp.
topologie) de la convergence compacte; 1’ espace uniforme obtenu en munissant % (X;Y)
de cette structure se note #,(X;Y). La structure de la convergence compacte
est moins fine que celle de la convergence uniforme, et lui est identique si X est
compact; elle est plus fine que la structure de la convergence simple, et lui est
identique si X est discret,

Lorsque X est un espace uniforme, on définit de méme sur #(X; Y) la structure
uniforme de la convergence précompacte en prenant pour & I’ensemble des parties
précompactes de X. De méme, si X est un espace métrique, on peut prendre pour &
Pensemble des parties bornées de X; la structure de la &-convergence prend alors
le nom de structure uniforme de la convergence bornée.

4. Propriétés des espaces F¢(X;Y)

ProrosiTion 2. — Soient Xy, X deux ensembles, Y un espace uniforme, &, un ensemble
de parties de X, (i = 1, 2), &; x &, Pensemble des parties de la forme A; x Ay de
Xy x Xg, avec Ay € S,, 1 = 1,2, Alors la bijection canonique.

F(Xy x X3 Y) = F(Xy; F(Xs Y))

(E, II, p. 31) est un isomorphisme de Pespace uniforme F g, ve, (X1 x Xa3 Y) sur
Uespace uniforme F ¢, (X,; Fe,(Xa; Y)).

En effet, soient V un entourage de Y, A, un élément de &, (1 = 1,2); il
résulte aussitot des définitions que W(A; x A,, V) sidentifie & W(A,, W(A,, V))
par la bijection canonique, d’oit la proposition.

ProrostrioN 3. — a) Soient X un ensemble, © un ensemble de parties de X, Y, Y’ deux
espaces uniformes, f:Y ~—=Y' une application uniformément continue. Alors I application
Ur>foude F(X;Y) dans F&(X; Y') est uniformément continue,

b) Soient X, X' deux ensembles, & (vesp. &') un ensemble de parties de X (resp. X'),
Y un espace uniforme, g: X' — X une application telle que, pour tout A' € &', g(A') soit
conteny dans une réunion finie d’ensembles de &. Alors Papplicationu — u o g de F5(X;Y)
dans F & (X';Y) est uniformément continue.

ProposiTioN 4. — Sotent X, Y deux ensembles, (X,)per une famille d’ensembles,
(Y,.) uem une famille d’espaces uniformes. Pour tout \ € L, soit ©,, un ensemble de parties de
X, soit g une application de X,, dans X, et soit & Pensemble de parties de X, réunion des
8.(©,). Pour tout p. € M, soit f,, une application de Y dans Y ,; on munit Y de la structure
uniforme la moins fine rendant uniformément continues les f,,. Alors la structure uniforme de la
S-convergence sur F (X;Y) est la moins fine rendant uniformément continues les applica-
tions ur>fouo g, de F(X;Y) dans les Fo, (X3 Y,).

Ces propositions résultent immédiatement de la description d’un systéme
fondamental d’entourages pour la structure uniforme de la &-convergence,
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donnée dans X, p. 3, Remarque 1; nous laissons les détails des démonstrations au
lecteur,

CoroLLAIRE 1. — Soient X un ensemble, (Y,),o; une famille d’espaces uniformes,
& un ensemble de parties de X. Si on munit I—_[ Y, de la structure uniforme produit, la

el

bijection canonique de Uespace uniforme F (X, I I Y,) sur Pespace uniforme produit
[
[ [ #e(X;Y) (E, 11, p. 39) est un isomorphisme.
tel
Cela résulte de la prop. 4.

CoOROLLAIRE 2, — Soient X un ensemble, & un ensemble de parties de X et G un groupe
topologique. Supposons que les structures uniformes droite et gauche (II1, p. 19) de G
sotent identiques. Alors la topologie de la S-convergence sur F (X, G) est compatible avec la
Structure de groupe de F (X, G) déduite de I'identification & GX (A, I, p. 43).

Soient u:G x G— G et :F (X, G) x Fe(X, G) > F(X, G) les appli-
cations définies respectivement par p(x,y) = xy~! et i(u, v) = u - v~1. L’appli-
cation p est uniformément continue; soient en effet x, x', y, ¥ € G et V un
voisinage de I’élément neutre ¢ de G; il existe un voisinage W de ¢ tel que, si
2,2 e W? alors 2ze V. Si ' ~txe Wety 'y € W, alors x' ~xy~1y’ € W2, donc
w(x',y") " tu(x,y) € V. Lapplication { est la composée de deux applications
uniformément continues: la bijection canonique

Fe(X,G) x Fe(X,G) —»Fe(X,G x G)

(cor. 1) et Papplication w +> p o w de F(X, G x G) dans F¢(X, G) (prop. 4).
D’ou la continuité de {i et le corollaire d’apres (I1I, p. 1).
Remarques. — 1) L’hypothése du corollaire est satisfaite si G est commutatif ou
compact.

2) Pour tout partie A €& et tout voisinage V de ¢ dans G, notons Ly(A, V)
Pensemble des u € # (X, G) tels que u(A) = V. Sous I'hypothese du cor. 2, il résulte
des définitions que, pour tout #, € F (X, G), les ensembles Ly(A, V) : ug (resp.
up - Lo(A, V)) engendrent le filtre des voisinages de u, pour la topologie de la &-
convergence. En particulier, la structure uniforme de la G-convergence et les struc-
tures uniformes droite et gauche du groupe topologique & (X, G) sont identiques.

5. Parties complétes de F¢(X;Y)

ProrosiTION 5. — Soient X un ensemble, Y un espace uniforme, & un ensemble de parties
de X. Pour qu'un filtre © sur F&(X; YY) converge vers u,, il faut et il suffit que © soit un
Siltre de Cauchy pour la structure uniforme de la S-convergence, et qu’il converge simplement

vers ug dans B = U A

Ae®
Comme la structure de la convergence simple dans B est moins fine que celle
de la €-convergence, tout revient & démontrer que pour tout A € & et tout entou-
rage fermé V de Y, W(A, V) est fermé pour la topologie de la convergence simple
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dans B (II, p. 16, prop. 7). Or, W(A, V) est 'intersection des images réciproques
de V par les applications (, v) —> (u(x), v(x)) (¥ parcourant A), et ces derniéres
sont continues pour la topologie de la convergence simple (X, p. 4, Remarque 6),
d’oli la conclusion,

COROLLAIRE 1. — Pour qu’un sous-espace H de F¢(X;Y) soit complet, il faut et il
suffit que, pour tout filtre de Cauchy © sur H, il existe uy € H tel que O converge simplement

vers ug dans B = | A.

Aeg
Cela résulte aussit6t de la prop. 5.

COROLLAIRE 2. — Soient &,, S, deux ensembles de parties de X ayant méme réunion
et tels que &, < ,, et soit H une partie de F(X;Y); si H est complet pour la &,-
convergence, 1l est complet pour la ©4-convergence.

En effet, tout filtre de Cauchy pour la &,-convergence est un filtre de Cauchy
pour la &;-convergence, et on peut appliquer le cor. 1.

CorOLLAIRE 3. — Soit H une partie de F(X;Y) telle que, pour tout x€B = U A,

__ ase
Padhérence de H(x) dans Y soit un sous-espace complet. Alors P’adhérence H de H dans

F(X;Y) est un sous-espace complet.

Soit ® un filtre de Cauchy sur H; définissons une application » de X dans Y
de la fagon suivante. Si # € B, ®(x) est un filtre de Cauchy sur H(z) (X, p. 4,
Remarque 6), donc a par hypothése au moins un point limite; nous prendrons pour
(%) un de ces points limites; si x ¢ B, nous prendrons pour »(x) un point quel-
conque de Y. Avec cette définition, il est clair que ® converge simplement vers v
dans B, et v est donc limite de ® dans #¢(X;Y) en vertu de la prop. 5.

En particulier, si Y est complet, ’hypothése du cor. 3 de la prop. 5 est
vérifiée pour tout H < F(X;Y), d’olr:

TrEOREME 1. — Soient X un ensemble, & un ensemble de parties de X, Y un espace
uniforme complet; alors Pespace uniforme F&(X; Y) est complet.

6. La S~convergence dans les espaces d’applications continues

Soient X, Y deux espaces topologiques; on désigne par €(X;Y) I’ensemble
des applications continues de X dans Y. Si & est un ensemble de parties de X, et si
Y est un espace uniforme, on désigne par g(X; Y) 'ensemble €(X; Y) muni
de la structure uniforme de la &-convergence. En particulier, €,(X;Y), €.(X;Y),
%.(X;Y) désignent I'ensemble %(X;Y) muni respectivement de la structure
uniforme de la convergence simple, de la convergence compacte et de la con-
vergence uniforme.

ProrosiTioN 6. — Soient X un espace topologique, Y un espace uniforme, & un
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ensemble de parties de X. Pour tout A € & et tout entourage fermé V de 'Y, les traces sur
F(X;Y) x €(X;Y) de W(A, V) et de W(A, V) sont les mémes.

En effet, si 4 et v sont des applications continues de X dans Y, I'application
x> (u(x), v(x)) de X dans Y x Y est continue, et ’hypothése que (u(x), v(x)) e V
pour x € A entraine donc (u(x), v(x)) eV = V pour x € A (I, p. 9, th. 1).

Si & désigne I’ensemble des adhérences dans X des ensembles de &, 1a prop. 6
montre que, sur €(X; Y), les structures de la &-convergence et de la &-conver-
gence sont les mémes.

COROLLAIRE. — Soit B une partie partout dense de X; sur €(X;Y), la structure de la
convergence uniforme est identique & la structure de la convergence uniforme dans B.

PropostTioN 7. — Sotent X un espace topologique, & un ensemble de parties de X, Y
un espace uniforme. Si Y est séparé et si la réunion B des ensembles de & est dense dans X,
alors €s(X; Y) est séparé.

En effet, si u et v appartiennent a tous les W(A, V) (A € &, V entourage de Y),
Phypothése que Y est séparé entraine u(x) = v(x) pour tout x € B; si u et v sont
continues, on en conclut # = v par le principe de prolongement des identités
(I, p. 53, cor. 1).

En particulier, sur €(X; Y), la topologie de la convergence simple dans un
ensemble dense dans X est séparée si Y est séparé.

PropostTioN 8. — Soient X un ensemble, & un filtre sur X, Y un espace uniforme.
L’ensemble H des applications u:X — Y telles que u(§) soit une base de filtre de Cauchy
sur'Y est fermé dans & ,(X; Y).

En effet, soit u, une application de X dans Y adhérente & H dans #,(X; Y).
Pour tout entourage symétrique V de Y, il existe une application u € H telle que
(up(x), u(x)) e V pour tout xe€X; d’autre part, il existe par hypothése un
ensemble M € § tel que pour tout couple d’éléments x, ' de M, on ait
(u(x), u(x")) € V. Comme on a (uo(x), u(x)) € V et (uy(x"), u(x’)) € V, on en déduit

3
que (4o(%), 4p(x")) € V pour tout couple d’éléments , x” de M, d’ou la proposition.

CoRrOLLAIRE 1. — Soient X un espace topologique, Y un espace uniforme. L’ensemble
des applications de X dans Y, continues en un point xy € X, est fermé dans F ,(X;Y).

En effet, si B est le filtre des voisinages de x, dans X, u(x,) est un point
adhérent a u(8) ; donc, pour que u soit continue au point %, il faut et il suffit que
4(B) soit une base de filtre de Cauchy sur Y (II, p. 14, cor. 2).

CoRrOLLAIRE 2. — Sotent X, L deux ensembles filtrés par des filtres F, © respective-
ment, et soit Y un espace uniforme complet. Pour tout X € L, soit u, une application de X
dans Y. On suppose que: 1° suivant le filtre &, la famille (u,),e1, converge uniformément
dans X vers une application v de X dans Y ; 2° pour tout © € L, uy, a une limite y,, suivant le
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filtre &. Dans ces conditions, v a une limite sutvant le filtre &, et toute limite de v suivant &
est limite de la famille (y,)er suivant ®.

En effet, v est adhérente 4 I’ensemble des u, dans #,(X;Y), donc »(§)
est une base filtre de Cauchy sur Y en vertu de la prop. 8, ce qui prouve que v
admet une limite y suivant & puisque Y est complet. Soit X’ = X U {w} I'espace
topologique associé au filtre & (I, p. 40) et prolongeons u, (resp. v) en une applica-
tion i, (resp. 7) de X’ dans Y en posant #,(w) = y, (resp. #(w) = y). Alors les
7, et 7 sont continues dans X/, et #, converge uniformément dans X vers 7 suivant
6; comme X est dense dans X/, il résulte de X, p. 8, corollaire, que #, converge
uniformément dans X’ vers 7, et en particulier que y = limg y,.

THEOREME 2. — Sotent X un espace topologique, Y un espace uniforme. Alors I’ensemble
€ (X;Y) des applications continues de X dans Y est une partie fermée de F (X;Y) muni
de la topologie de la convergence uniforme.

En effet, pour tout x € X, I’ensemble des applications de X dans Y qui sont
continues au point x est fermé dans % ,(X; Y) (X, p. 8, cor. 1), donc l'intersec-
tion (X;Y) de ces ensembles est aussi fermé.

On exprime encore ce résultat en disant que foute limite uniforme de fonctions
continues est continue.

CoOROLLAIRE 1. — 8iY est un espace uniforme complet, €,(X; Y) est complet.

En effet, en vertu du th, 2, €,(X;Y) est un sous-espace uniforme fermé de
I’espace uniforme % ,(X;Y), qui est complet en vertu de X, p. 7, th. 1.

COROLLAIRE 2. — Soient X un espace topologique, © un ensemble de parties de X, Y
un espace uniforme; on désigne par €e(X; Y) Pensemble des applications de X dans Y
dont la restriction & tout ensemble de & est continue. Alors Go(X;Y) est fermé dans
Pespace uniforme F ¢(X; Y) et est un sous-espace uniforme complet lorsque Y est complet.

En effet, supposons que u soit adhérente & %¢(X;Y) dans F(X;Y) alors
(X, p. 2), pour tout A € &, u | A est adhérente & ¥(A;Y) dans F,(A;Y), donc
est continue en vertu du th. 2.

COROLLAIRE 3. — Soient X un espace topologique métrisable ou localement compact, Y
un espace uniforme. Alors €(X; Y) est fermé dans Uespace F ,(X;Y); si en outre Y est
complet, espace uniforme €.(X;Y) est complet,

En vertu du cor. 2, tout revient & voir que, si on prend pour & I’ensemble des
parties compactes de X, on a Z¢(X;Y) = ¥(X;Y) dans les deux cas envisagés.
C’est évident si X est localement compact; si X est métrisable, I’hypothése que
la restriction de #: X — Y & toute partie compacte de X est continue entraine en
particulier que pour tout x € X et toute suite (z,) de points de X qui converge
vers %, on a ¥(x) = lim u(z,); donc u est continue en x (IX, p. 17, prop. 10).

n =
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On notera que le raisonnement précédent s’applique généralement lorsque
tout point de X posséde un systéme fondamental dénombrable de voisinages.

Remarques, — 1) En général, lensemble %(X;Y) n’est pas fermé dans
F(X; Y) muni de la topologie de la convergence simple; en d’autres termes, une
limite simple de fonctions continues n’est pas nécessairement continue (X, p. 42,
exerc. 5a)).

2) Un filtre sur €(X; Y) peut converger simplement vers une fonction continue
sans converger uniformément vers cette fonction.

Par exemple, dans Pintervalle I = (0, 1), soit 4, la fonction numérique égale a

0 pour x = 0 et pour 2/n < x < 1, égale & 1 pour x = 1/n, et linéaire dans chacun

des intervalles (0, 1/n) et (1/n, 2/n); la suite (u,) converge simplement vers 0, mais ne
converge pas uniformément vers 0 dans I {cf. X, p. 42, exerc. 6).

3) Si X est un espace uniforme, un raisonnement tout a fait analogue & celui
de X, p. 8, prop. 8 montre que I’ensemble des applications uniformément continues
de X dans Y est fermé dans % ,(X; Y).

4) Supposons que l’espace uniforme Y soit muni d’une loi de composition
associative et commutative, notée additivement, et telle que l’application
(y,4') +>y + y soit continue dans Y x Y. Alors, si (u,) est une suite d’applica-
tions continues de X dans Y telle que la série de terme générale u,, soit uniformément
convergente dans X, la somme de cette série est continue dans X.

Nous laissons au lecteur le soin d’énoncer le résultat correspondant pour les
familles uniformément sommables (X, p. 3, Remarque 5) d’applications continues.

Prorosition 9. — Soient X un espace topologique, Y un espace uniforme. Alors I’ applica-
tion (f, x) > f(x) de €,(X;Y) x X dans Y est continue.

En effet, soient f; une application continue de X dans Y, x, un point de X, V
un entourage symétrique de Y. L’ensemble T des applications continues /: X — Y
telles que (f(x), fo(x)) € V pour tout x € X est un voisinage de f, dans %,(X; Y).
D’autre part, comme f;, est continue, il existe un voisinage U de x, dans X tel que

2
(fo(x), fo(xo)) € V pour tout xeU. On a par suite (f(x),fo(%)) €V pour
(f,x) el x U, ce qui démontre la proposition.

§2. ENSEMBLES EQUICONTINUS

1. Définition et critéres généraux

DeriNiTiON 1, — Soient X un espace topologique, Y un espace uniforme. On dit qu’une
partie H de F (X ; Y) est équicontinue en un point xo € X st, pour tout entourage V de Y,
il existe un voisinage U de x, dans X tel que, pour tout x € U et toute fonction f < H, on ait
(f(x0), S (%)) € V. On dit que H est équicontinue si H est équicontinue en tout point de X.
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DEriNtTiON 2. — Sotent X et Y deux espaces uniformes. On dit qu'une partie H de
F(X;Y) est uniformément équicontinue si, pour tout entourage V de Y, il existe un
entourage U de X tel que les relations (x, x') € U et f € H entrainent ( f(x), f(x')) € V.

On dit qu’une famille (f,),.; d’applications de X dans Y est équicontinue en
un point x, (resp. équicontinue, uniformément équicontinue) si I’ensemble des f,
est équicontinu en x, (resp. équicontinu, uniformément équicontinu).
I1 est clair que si H < #(X;Y) est équicontinu en x,, alors toute fonction
S € H est continue en x,; si H est équicontinu, les f € H sont donc continues dans
X, autrement dit H <« ¥(X; Y). De méme, si H est uniformément équicontinu
(X étant un espace uniforme), toute fonction f€ H est uniformément continue
dans X. II est clair que si H est uniformément équicontinu, il est équicontinu,
mais un ensemble d’applications uniformément continues peut étre équicontinu,
sans étre uniformément équicontinu (voir X, p. 43, exerc. 1, X, p. 12, cor. 2 et
X, p. 15, prop. 4).
Exemples. — 1) Soient X un espace topologique (resp. un espace uniforme), Y

un espace uniforme. Tout ensemble fini d’applications continues (resp. uniformément
continues) de X dans Y est équicontinu (resp. uniformément équicontinu).

2) Soient X, Y deux espaces métriques, d (resp. d’) la distance sur X (resp. Y),
k et « deux nombres >0, L’ensemble des applications fde X dans Y telles que, pour
tout couple (%, 2”) de points de X, on ait

d'(f(x), f(x)) < k(d(x, x))*
est uniformément équicontinu. Par exemple, I'ensemble des isométries (IX, p. 12) de
X sur une partie de Y est uniformément équicontinu.

*Soit H un ensemble de fonctions numériques définies dans un intervalle I < R,
dérivables dans 1 et telles que | f/(x)| < & dans I pour tout x € I et toute /'€ H. Alors
H est uniformément équicontinu, car pour tout couple de points x;, x; de I, on a

[f(x1) = flxa)] < K|xy — x5
pour toute f€ H, en vertu du th. des accroissements finis (FVR, I,§2,n°2, th. 1).,

3) Soient G un groupe topologique, Y un espace uniforme, f une application
uniformément continue de G dans Y, quand G est muni de sa structure uniforme
gauche (III, p. 19). Pour tout s € G, soit f; Papplication x +— f(sx) de G dans Y.

L’ensemble des applications f; (s € G) est uniformément équicontinu, puisque la
relation x~1x’ € V équivaut & (sx) ~1(sx”) e V.

PropositioN 1. — Soient T un ensemble, & un ensemble de parties de T, Y un espace
uniforme, X un espace topologique (resp. un espace uniforme), et f une application de
T x X dans Y. Pour tout A € &, soit Hy < F(X;Y) Pensemble des applications de la
Jorme x> f(t, x) pour t € A, Pour que Iapplication x — f(. , x) de X dans F&(T; Y)
soit continue en un point x, € X (vesp. uniformément continue), 1l faut et il suffit que, pour
tout A € &, Pensemble H , soit équicontinu en xo (resp. uniformément équicontiny).

Considérons d’abord le cas particulier ot & = {T}, autrement dit

Feo(T;Y) = F,(T; Y).
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Pour tout entourage V de Y, la condition (f(., ), f(., #")) € W(V) signifie que,
pour tout t€ T, (f(¢ x),f(¢ x')) € V. Dire que x+— f(., ¥) est continue en %,
(resp. uniformément continue) signifie donc que pour tout entourage V de Y, il
existe un voisinage U de x, dans X (resp. un entourage M de X) tel que la rela-
tion xeU (resp. (x, %) € M) entraine (f(s, x),f(t, %)) €V (resp. (f(t, x),
St %)) € V) pour tout ¢ € T; la proposition résulte alors des déf. 1 et 2 (X, p. 2).
Dans le cas général, il faut exprimer que pour tout A € &, 'application
x> f(., %) | Ade X dans #,(A; Y) est continue au point , (resp. uniformément
continue) en vertu de X, p. 2; d’aprés ce qui précede, cela équivaut 4 la condi-
tion que pour tout A € &, H, est équicontinu en x, (resp. uniformément équi-
continu).

La prop. 1 permet de donner des traductions parfois utiles des déf. 1 et 2
(X, p. 2), en 'appliquant au cas ot T = H et oli f est ’application (4, x) > k(x)
de H x X dans Y; comme f(., x) est Papplication % > 4(x) de H dans Y, on voit
que:

CoROLLAIRE 1. — Sotent X un espace topologique (resp. un espace uniforme), Y un
espace uniforme, H une partie de F (X; Y). Pour tout x € X, désignons par % I’application
h > h(x) de H dans Y. Pour que H soit équicontinu en un point xo (resp. uniformément
équicontinu), il faut et il suffit que Papplication x> % de X dans Pespace uniforme
F(H; Y) soit continue en x, (resp. uniformément continue).

En particulier, si X est compact, toute application continue de X dans
& ,(H;Y) est uniformément continue (II, p. 29, th. 2), donc:

COROLLAIRE 2. — Svient X un espace compact, Y un espace uniforme. Toute partie
équicontinue de F (X; Y) est uniformément équicontinue.

Considérons maintenant un ensemble T, un espace topologique X, un espace
uniforme Y, et une application f:T x X — Y. Désignons par f Papplication
x> f(,, %) de X dans &,(T;Y), et considérons l’application canonique
0:(4, g) —>g(t) de T x F,(T;Y) dans Y; il est clair que le diagramme

TxX ! /"Y
LTX}\\ /6

T x F,(T;Y)

(ol up est Papplication identique) est commutatif. Supposons maintenant que T
soit muni d’une topologie et que pour tout x € X, I’application f(., x) : t—f{(¢, x)
soit continue; on peut alors, dans le diagramme précédent, remplacer & ,(T; Y)
par €,(T;Y). Mais on sait que 6 est continue (X, p. 10, prop. 9); si donc
Iapplication f est continue, il en est de méme de f. Comme la continuité de f
s’exprime a I’aide de la prop. 1 (X, p. 11), on a le résultat suivant:
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COROLLAIRE 3. — Soient T et X des espaces topologiques, Y un espace uniforme, f une
application de T x X dans Y. Pour que f soit continue, il suffit que les conditions suivantes
sotent remplies:

1° pour tout x € X, Uapplication partielle t — f (8, x) est continue;

2° lorsque t parcourt T, les applications partielles x > f(t, x) forment une partie
équicontinue de F (X; Y).

Prenons en particulier pour T une partie H de #(X;Y) et pour f’applica-
tion canonique (%, ) — k(x) de H x X dans Y; la condition 1° du cor. 3 signifie
que H est muni d’une topologie plus fine que celle de la convergence simple, et la
condition 2° que H est équicontinue; donc: ‘

CoROLLAIRE 4, — Soient X un espace topologique, Y un espace uniforme, H un ensemble
équicontinu d’applications de X dans Y. St H est muni de la topologie de ia convergence
simple, U application (h, x) +— h(x) de H x X dans Y est continue.
De fagon imagée, cela exprime que si £ € H converge simplement vers by € H et si
x € X converge vers x,, alors h(x) converge vers ho(xo).

CoROLLAIRE 5. — Soient X un espace topologique, Y, Z deux espaces uniformes, H un
ensemble équicontinu d’applications de Y dans Z. Si on mumit H, €(X;Y) et €(X; Z)
de la topologie de la convergence simple, Uapplication (u, v) —uov de H x €(X;Y)
dans € (X; Z) est continue.

En effet, il faut prouver que pour tout x € X, ’application (u, v) > u(v(x)) de
H x ¢(X;Y) dans Z continue. Or, v+ v(x) est continue dans H (X, p. 14,
Remarque 6), et il résulte du cor. 4 que (¥, y) — u(y) est une application continue
de H x Y dans Z; comme (u, v) — u({s(x)) est composée de (u,y) —> u(y) et de
(u, v) > (u, v(x)), la proposition est démontrée.

La proposition suivante et son corollaire sont les analogues des cor. 3 et 4
de la prop. 1 pour les applications uniformément continues:

PropostrioN 2. — Soient T, X, Y des espaces uniformes, f une application de T x X
dans Y. Pour que f soit uniformément continue, il faut et il suffit que les deux conditions
suivantes soient remplies:

10 les applications x> f (¢, x) forment (pour t € 'T) une partie uniformément équi-
continue de F (X;Y);

2° les applications t — f(t, x) forment (pour x € X) une partie uniformément équi-
continue de F (T; Y).

Il est immédiat que les conditions sont nécessaires. Inversement, supposons-
les vérifiées et soit W un entourage de Y il existe alors un entourage U de T et
un entourage V de X tels que:

1° (¢, #") € U entraine que pour tout x € X,

(f(t, %), (", %)) e W;
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2° (', ") € V entraine que pour tout te T,

(f(t, %), /(8 5")) e W.
Il est clair alors que la relation « (¢, ¢") e U et (x', ") € V » entraine

2
(f(E, #), (¥, %) e W,
d’our la proposition.
Prenons en particulier pour T une partie de #(X;Y) muni de la structure
uniforme de la convergence uniforme, et pour f I’application canonique

(hy %) = h(x);

la condition 2° de la prop. 2 est automatiquement remplie, car pour tout entou-
rage W de Y, ’ensemble des couples (%', £} tels que (#'(x), &"(x)) € W pour tout
x € X est un entourage de la structure uniforme de H par définition. Il suffit donc
d’exprimer la condition 1°; autrement dit:

COROLLAIRE. — Soient X, Y deux espaces uniformes, H une partie de F (X ; Y ). Pour que
H soit uniformément équicontinue, il faut et il suffit que Uapplication (h, x) > h(x) de
H x X dans Y soit uniformément continue, H étant muni de la structure uniforme de la
convergence uniforme.

2. Critéres spéciaux d’équicontinuité

Il est clair que toute partie d’un ensemble équicontinu (resp. uniformément
équicontinu) est équicontinue (resp. uniformément équicontinue). De méme, si
X est un espace topologique (resp. uniforme) et Y un espace uniforme, toute
réunion finie de parties équicontinues (resp. uniformément équicontinues) de
F(X;Y) est équicontinue (resp. uniformément équicontinue.)

Soient X, X’ deux espaces topologiques (resp. uniformes), Y, Y’ deux espaces
uniformes, f: X’ — X une application continue (resp. uniformément continue),
&:Y — Y’ une application uniformément continue. Il résulte aussitot des défini-
tions que l’application 4 — gou o fde #(X;Y) dans #(X’; Y’) transforme les
parties équicontinues (resp. uniformément équicontinues) en parties équi-
continues (resp. uniformément équicontinues).

ProposiTiON 3. — Soient X un espace topologique (resp. uniforme), (Y,),e1 une famille
d’espaces uniformes, Y un ensemble, et pour chaque v € 1, soit f, une application de Y dans
Y.. On munit Y de la structure uniforme la moins fine rendant uniformément continues les f,.
Pour qu’une partie H de F (X; Y) soit équicontinue (vesp. uniformément équicontinue), il
Jaut et il suffit que pour tout « € 1, 'image de H par U application u\—> f, o u soit une partie
équicontinue (resp. uniformément équicontinue) de F (X;Y,).
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Cela résulte aussitot des déf. 1 et 2 (X, p. 2) et de la définition des entourages
de Y.

ProposiTioN 4. — Sotent X, Y deux espaces uniformes, H un ensemble d’applications
uniformément continues de X dans Y. Soient X et Y les séparés complétés respectifs de X
et Y, et désignons par H Pensemble des applications 4: X — X, od u parcourt H (11, p. 24,
prop. 15). Pour que H soit uniformément équicontinu, il faut et il suffit que H le soit.

Rappelons que I’on a le diagramme commutatif
X-—Y

8 1)

oli 7 et j sont les applications canoniques; en outre la structure uniforme de X
(resp. Y) est 'image réciproque par i (resp. ;) de celle de X (resp. ¥). Pour que
H soit uniformément équicontinu, il faut et il suffit donc que son image par
Papplication u — j o « le soit (prop. 3), et on peut déja se limiter au cas ot Y est
séparé et complet; de plus, si H est uniformément équicontinu, il en est de méme
de H, qui est son image par Papplication 4 - 4 o z; tout revient donc 2 établir la
réciproque lorsque ¥ = Y. Soit alors V un entourage fermé de Y; il y a par
hypothese un entourage U de X tel que les relations (¥, #) € U, u € H entrai-
nent (u(x), u(x')) € V. Or, si U’ est 'image de U par ¢ x ¢, Padhérence U’ de U’
dans X x X est un entourage de X (II, p. 23, prop. 12); I’hypothése entraine
que, pour (z,z') e U’ et ue H, on a (4(z), 4(z")) € V; comme V est fermé et 4
continue, on a donc aussi, pour tout couple (£, #)e U’ et tout ueH,
(4(2), 4(¢")) € V, ce qui achéve la démonstration.

ProrosttioN 5. — Soient G, G’ deux groupes topologiques, munis de leur structure
uniforme gauche, et soit H un ensemble d’homomorphismes de G dans G'. Les conditions
suivantes sont équivalentes:

a) H est équicontinu en Iélément neutre ¢ de G;
b} H est équicontinu;
c) H est uniformément équicontinu.

Il suffit de prouver que @) entraine ¢). Soit V' un voisinage de 1'élément
neutre ¢’ de G'; par hypothese, il existe un voisinage V de ¢ dans G tel que I'on
ait (V) © V' pour tout z € H; comme les éléments de H sont des homomor-
phismes, la relation ¥~y € V entraine (u(x)) ~*u(y) = u(x~'y) € V'. D’oti la con-
clusion, compte tenu de la définition des entourages des structures uniformes
gauches de G et G’ (III, p. 20).

3. Adhérence d’un ensemble éguicontinu

ProposITION 6, — Soient X un espace topologique (resp. uniforme), Y un espace uni-
Jorme, H une partie de F (X; Y). Pour que H soit équicontinue en un point x, € X (resp.
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uniformément équicontinue), il faut et il suffit que adhérence H de H dans Pespace
F(X; Y) soit équicontinue en x, (resp. uniformément équicontinue).

La condition est trivialement suffisante. Pour prouver qu’elle est nécessaire,
considérons un entourage V de Y, fermé dans Y x Y; par hypotheése, il existe un
voisinage U de x, dans X (resp. un entourage M de X) tel que la relation xe U
(resp. (x', x") € M) entraine (A(x,), h(x)) € V (resp. (h(x"), k(x")) € V) pour tout
ke H. Comme V est fermé, les £ € #(X; Y) qui vérifient la relation

(h(x0), h(x)) €V

pour tout x € U (resp. la relation (A(x"), £(x”)) € V pour tout couple (', ") € M)
forment une partie fermée de F(X;Y) (X, p. 4, Remarque 6); comme cette
partie fermée contient H, elle contient H, d’oti la proposition, puisque les
entourages de Y fermés dans Y x Y forment un systeme fondamental d’entou-
rages (II, p. 5, cor. 2).

4. Convergence simple et convergence compacte sur les ensembles équicontinus

THEOREME 1, — Soient X un espace topologique (vesp. uniforme), Y un espace uniforme,
H une partie équicontinue (vesp. uniformément équicontinue) de €(X;Y). Alors, sur H,
les structures uniformes de la convergence compacte (resp. précompacte), de la convergence
simple, et de la convergence simple dans une partie partout dense D de X, sont identiques.

Il suffit de montrer que sur H la dernitre structure uniforme est plus fine
que la premiére; autrement dit, il faut prouver qu’étant donnés un entourage V
de Y et une partie compacte (resp. précompacte) A de X, il existe un entourage W
de Y et une partie finie F de D tels que la relation

(2) ueH, veH et (u(x), v(x)) € W pour tout x e F
implique
(3) (u(x), v(x)) € V pour tout x € A

Supposons d’abord A compact et H équicontinu. Etant donné un entourage
symétrique W de Y, tout point x € X posséde un voisinage U(x) tel que la relation
%' € U(x) entraine (u(x), u(x')) € W pour tout « € H. On peut donc recouvrir
Pensemble compact A par un nombre fini d’ensembles ouverts U, tels que pour
tout couple de points %', +” appartenant & un méme ensemble U, on ait

(u(x"), u(")) €W

pour tout # € H. Soit ¢, un point de D N U,, et soit F Pensemble des a;; supposons
alors (2) vérifiée; pour tout x € A il existe un indice 7 tel que g; et ¥ appartiennent

2 2
au méme ensemble U,, donc on a (u(x), u(a;)) e W et (v(a), v(x)) e W, d’ou

5
résulte que (2) implique (3) pourvu que W ait été pris de sorte que W < V.,
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Si A est précompact et H uniformément équicontinu, utilisons la prop. 4

(X, p. 15): il suffit d’observer que (A) est compact dans X, i(D) dense dans X,
et que les entourages de Y sont les images réciproques par j x j de ceux de Y.

COROLLAIRE. — Sous les hypothéses du th. 1, Padhérence H de H dans Pespace F(X; Y)
muni de la topologie de la convergence simple est identique & I’ adhérence de H dans €(X;Y)
muni de la topologie de la convergence compacte (vesp. précompacte).

En effet, Pensemble H est équicontinu (resp. uniformément équicontinu)
en vertu de X, p. 15, prop. 6, donc contenu dans ¥(X; Y); le corollaire résulte

aussitét du fait que, sur H, les deux topologies considérées coincident en vertu du
th. 1.

5. Ensembles compacts d’applications continues

TaEOREME 2 (Ascoli). — Soient X un espace topologique (resp. umiforme), & un
recouvrement de X, Y un espace uniforme, H un ensemble d’applications de X dans Y ;
on suppose que pour tout A € &, la restriction & A de toute application u € H soit continue
(vesp. uniformément continue). Pour que H soit précompact pour la structure uniforme de la
S-convergence, il est nécessaire dans tous les cas et suffisant lorsque les ensembles A € &
sont compacts (resp. précompacts), que les conditions suivantes sotent vérifides:

a) Pour tout A € &, Pensemble H | A < F(A;Y) des restrictions & A des fonctions
u € H est dquicontinu (vesp. uniformément équicontinu).

b) Pour tout x € X, Pensemble H(x) < Y des u(x) pour u € H est précompact.

1° Montrons d’abord la néeessité des conditions a) et b). On sait (X, p. 4,
Remarque 6) que I'application u — u(x) de F¢(X;Y) dans Y est uniformément
continue; si H est précompact, il en est donc de méme de H(x) (11, p. 30, prop. 2),
ce qui démontre 5). Pour prouver a), considérons un ensemble A € &, un point
% € A et un entourage V de Y; puisque H est précompact, il peut étre recouvert
par un nombre fini d’ensembles petits d’ordre W(A, V); autrement dit, il y a
une suite finie (1;) d’éléments de H tels que pour tout u € H, il existe au moins un
indice ¢ pour lequel on ait

(4) (u(x), m(x)) eV pour tout xeA.,

Cela étant, comme chacune des % | A est continue au point #, (resp. uni-
formément continue), il y a un voisinage U, de x, dans A (resp. un entourage M,
de A) tel que

(5) xe U, entraine (u(x), u,(%)) eV
(resp. que
(6) («', %") e M; entraine (u;(x"), u,(x")) € V).

Soit U (resp. M) Pintersection des U, (resp. des M,) qui est encore un voisi-
nage de %, dans A (resp. un entourage de A). Pour toute € H, il y a un indice ¢
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tel que (4) ait lieu; écrivant la condition (4) pour x4 et pour x (resp. pour &’ et
x") et tenant compte de (5) (resp. (6)), on voit aussitét que la relation xe U

(resp. (#', ") € M) entraine (u(x), u(x,)) € \3/ (resp. (u(x"), u(x")) € \37) pour toute
u € H, ce qui établit la propriété a).

2° Montrons maintenant que les conditions a) et ) sont suffisantes lorsque les
A e & sont compacts (resp. précompacts). En effet la condition 4) entraine que H
est précompact pour la structure uniforme de la convergence simple (1I, p. 31,
prop. 3). Mais il résulte de la condition «) et du th. 1 (X, p. 16) que sur H | A,
la structure uniforme de la convergence simple dans A coincide avec la structure
de la convergence uniforme dans A, donc H | A est précompact dans & ,(A; Y),
ce qui entraine que H est précompact pour la structure uniforme de la &-
convergence (X, p. 3).

On notera que la condition 4) du th. 2 est toujours vérifiée lorsque Y est un
espace précompact.

CoroLLAIRE 1. — Soient X un espace topologique (vesp. uniforme), Y un espace uni-
Jorme séparé, H une partie équicontinue (vesp. uniformément équicontinue) de €(X;Y).
Supposons H(x) relativement compact dans Y pour tout x € X. Alors H est relativement
compact dans € (X; Y) muni de la topologie de la convergence compacte (vesp. précompacte).

Soit H ’adhérence H dans #,(X; Y), qui est encore un ensemble équicontinu

(resp. uniformément équicontinu) (X, p. 15, prop. 6). En outre, on a H(x) < H(x)
(X, p. 3, Remarque 6), donc H(x) est encore relativement compact; le th. 2
(X, p. 17) montre donc que H est précompact pour la &-convergence, en dési-
gnant par & Pensemble des parties compactes (resp. précompactes) de X. En
outre, comme H(x) est compact, donc complet, H est complet pour la structure
uniforme de la convergence simple (II, p. 17, prop. 10 et I1I, p. 16, prop. 8),
donc ausst pour la structure uniforme de la &-convergence (X, p. 7, cor. 2);
H est donc compact, puisqu’il est précompact, complet et séparé (X, p. 3,
prop. 1).
CorOLLAIRE 2. — Soient X un espace topologique (resp. uniforme), Y un espace uni-
Jorme séparé et complet, H une partie équicontinue (resp. uniformément équicontinue) de
€ (X; Y). On suppose que H(x) est relativement compact dans 'Y pour tout point x apparte-
nant & une partie partout dense D de X. Alors H est relativement compact dans €(X;Y)
muni de la topologie de la convergence compacte (vesp. précompacte).

Tout revient & prouver que pour tout x € X, H(x) est relativement compact,
car alors on peut appliquer le cor. 1. Comme Y est complet, il suffit de voir que
H(x) est précompact pour tout x € X. Or, pour tout entourage symétrique V de
Y, il existe un voisinage U de x tel que, pour tout x" € U et tout u € H, on ait
(u(x), u(x")) € V. Par hypothese, il existe s’ € U N D, et comme H(x’) est relative-
ment compact dans Y, il existe un nombre fini de points g, € Y tels que H(x") soit
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contenu dans la réunion des ensembles V(y,); alors H(x) est contenu dans la
2
réunion des ensembles V(y,)}, ce qui achéve la démonstration.

CoROLLAIRE 3. -— Soient X un espace localement compact, Y un espace uniforme
séparé, H une partie de €(X; Y). Pour que H soit relativement compact dans €,(X; Y),
il faut et il suffit que Y soit équicontinu et que, pour tout x € X, H(x) soit relativement
compact dans Y.

Compte tenu du cor. 1, il suffit de montrer que si H est relativement compact
dans %,(X;Y), alors H est équicontinu; or tout point x € X admet un voisinage
compact A, et il résulte du th. 2 (X, p. 17) que H | A est équicontinu, ce qui
entraine que H est équicontinu au point x; d’ou la conclusion.

Remarque. — Soient X un espace topologique, Y un espace uniforme, & un
ensemble de parties de X. Alors sur toute partie précompacte H de F¢(X;Y), la
structure uniforme de la @-convergence est la méme que la structure uniforme de la

convergence simple dans B = U A. On peut se ramener au cas ou B = X et ot
Aed

Y est séparé et complet: en effet, si j est 'injection canonique B — X et ¢ Papplica-
tion canonique Y — ¥, la structure uniforme de la &-convergence sur #(X;Y)
est 'image réciproque de la structure uniforme de la &-convergence sur # (B; ¥)
par Iapplication 6:u+>z7cuoj (X, p. 5, prop. 4), et pour que H soit précom-
pact, il faut et il suffit que 6(H) le soit (II, p. 31, prop. 3). Cela étant, si B = X
et si Y est séparé et complet, F¢(X;Y) est séparé et complet (X, p. 3, prop. 1
et X, p. 7, th. 1), donc I’adhérence H de H dans cet espace est compacte. Sur H,
la topologie de la convergence simple est séparée (X, p. 3, prop. 1) et moins fine
que celle de la &-convergence, donc les deux topologies sont identiques (I, p. 63,
cor. 3), etil en est par suite de méme des structures uniformes de la €-convergence
et de la convergence simple (II, p. 27, th. 1).

§ 3. ESPACES FONCTIONNELS SPECIAUX

1. Espaces d’applications dans un espace métrique

Soient X un ensemble, Y un espace uniforme, (f,),; une famille d’éarts
définissant la structure uniforme de Y (IX, p. 5), © un ensemble de parties de
X. Pour tout ¢ € I et tout ensemble A € &, posons, pour tout couple (z, v) d’appli-
cations de X dans Y,

&.aln,0) = iggﬁ(u(x), v(x));

il est immédiat que g, 4 est un éeart sur F(X; Y) et que, lorsque , parcourt I et A
parcourt &, la famille d’écarts (g, ,) définit la structure uniforme de la &-
convergence sur & (X; Y). En particulier:
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ProrosiTioN 1. — Si Y est un espace uniforme métrisable, la structure uniforme de la
convergence uniforme sur F (X; Y) est métrisable.

En effet, si d est une distance sur Y compatible avec la structure uniforme de
cet espace, la structure de la convergence uniforme sur & (X; Y) est définie par
P’unique écart

31 1) = sup d(u(x), v(x));

en général cet écart n’est pas fini, maisil est équivalent & un écart fini (IX, p. 3),
et comme la structure uniforme de la convergence uniforme est séparé (X, p. 3,
prop. 1), elle est métrisable.

COROLLAIRE. — Sotent X un espace topologique, Y un espace uniforme métrisable; on
suppose qu’il existe une suite (K,)) de parties compactes de X telle que toute partie compacte
de X soit contenue dans Pun des K,. Alors, sur & (X;Y), la structure uniforme de la
convergence compacte est métrisable.

En effet, comme les K, forment un recouvrement de X, % .(X;Y) est
isomorphe & un sous-espace uniforme de [I# WK Y) (X, p. 3, Remarque 3)

et le corollaire résulte donc de la prop. 1 (IX, p. 15, cor. 2).

On notera que ce corollaire s’applique en particulier lorsque X est un espace
localement compact dénombrable a infini (I, p. 68, cor. 1).

Soit maintenant Y un espace métrique, et soit d sa distance. Etant donnés
un ensemble X et un ensemble & de parties de X, nous désignerons par #¢(X; Y)
Pensemble des applications u: X — Y telles que ©(A) soit borné pour tout A € &;
sauf mention du contraire, nous munirons %¢(X; Y) de la structure uniforme de
la &-convergence; cette derniére est définie par la famille d’écarts sur #(X; Y):

da(w,) = sup d(u(s), o()) (A< )

qui sont finis par hypothése. Lorsque & = {X}, on écrit Z(X;Y) au lieu de
#s(X;Y); on dit qu'une application u:X —Y est bornée si elle appartient a
#(X;Y), autrement dit si #(X) est une partie bornée de Y.

ProrosiTioN 2. — Soient X un ensemble, Y un espace métrique. Dans Uespace F ,(X; Y),
Pensemble (X ; Y) des applications bornées est & la fois ouvert et fermé.

En effet, si u est bornée, toute application v: X — Y telle que d(u(x), v(x)) <1
pour tout x € X est bornée, puisque
d(v(x), o)) < d(u(x), u(xo)) + 2;
donc #(X;Y) est ouvert. D’autre part, si u est adhérent a #(X;Y)
dans & ,(X; Y), il existe une application 4, € #(X; Y) telle que d(u(x), uo(x)) < 1
pour tout x € X; donc u est bornée.
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COROLLAIRE 1. — Soient X un ensemble, Y un espace métrique, & un ensemble de parties
de X. Alors Pensemble Be(X; Y) des applications de X dans Y transformant tout A € &
en une partie bornée de Y est fermé dans F&(X;Y). En particulier, si Y est complet,
Be(X; Y) est complet pour la structure uniforme de la &-convergence.

En effet, #¢(X;Y) est 'image réciproque de la partie I ZA;Y) du

Aes

produit H Z.(A;Y) par Papplication canonique de F¢g(X;Y) dans
AES

I'T #.X;Y); la premiére assertion résulte donc de la Remarque 3 de X, p. 3.

Aeg

La seconde s’en déduit, compte tenu de X, p. 7, th. 1.

CoROLLAIRE 2. — Soient X un espace topologique, Y un espace métrique. Alors Uespace
des applications continues bornées de X dans Y est @ fois ouvert et fermé dans Pespace
Cu(X; Y); il est complet si en outre Y est complet.

L’espace en question est en effet intersection
FX;Y) N Eu(X;Y);

la premiere assertion resulte de la prop. 2, et la seconde s’en déduit, compte tenu
de X, p. 9, cor. 1.

2. Espaces d’applications dans un espace normé

Considérons plus particuliérement le cas ot Y est un espace vectoriel normé sur
un corps valué non discret K (IX, p. 32), |y| désignant la norme d’un élément
yeY; lensemble #(X;Y) = Y¥ est alors muni canoniquement d’une structure
d’espace vectoriel sur K. Pour qu’une application #:X — Y soit bornée, il faut
et il suffit que la fonction numérique x > [u(x)| soit bornée dans X; si u, v sont
deux applications bornées de X dans Y, il est clair que # + v et Au (A € K) sont
encore bornées; autrement dit, Z(X; Y) est un sous-espace vectoriel de F (X; Y).
En outre, [lu]| = sup [u(x)| est une norme sur #(X;Y), car cette fonction satis-

fait & 'inégalité du triangle et |[u| = O entraine ¥ = 0; enfin, on a, pour tout
reK, [nuf = sup [pu(x)]| = sup A[-Ju(@)[ = [7]-sup |u@x)] = [A]-[u], d’ob
xeX xeX xeX

notre assertion. Il est immédiat que la structure uniforme sur #(X;Y) définie
par cette norme est la structure de la convergence uniforme. Sauf mention
expresse du contraire, lorsque #Z(X; Y) sera considéré comme un espace normé,
il s’agira toujours de la norme précédente.

Proposition 3. — 8% Pespace normé Y est complet, toute série (u,) d’applications bornées

de X dans Y, qui est absolument convergente dans Uespace normé #(X;Y) (C’est-a-dire

telle que >, lun]] < + oo; cf. IX, p. 36 et 37) est uniformément convergente dans X.

n=0
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En effet, comme #(X;Y) est complet (X, p. 21, cor. 1), cela résulte de IX,
P- 36, prop. 12 et de la définition d’une série uniformément convergente.

o0
Remarque 1. — Si z lua| < + <0, on a pour tout x € X,
n=0

©

2 lu)) < 2l < + 03

n=0

autrement dit, chacune des séries de terme général u,(x) (x € X) est absolument
convergente dans P’espace Y; la réciproque est inexacte. Pour éviter toute confusion,
on exprime parfois que la série de terme général |u,| est convergente, en disant
que la série de terme général u, est normalement convergente. Une série peut étre
uniformément convergente dans X sans étre normalement convergente; il en est ainsi,
par exemple, de la série (u,) dans 'espace #Z(R; R) définie de la fagon suivante:

u,(x) = (1/n) sin x dans Pintervalle (nm, (n + 1)w), u,(x) = 0 en dehors de cet inter-
valle.

Lorsque Y est une algébre normée (IX, p. 37) sur un corps valué commutatif
non discret K, Z(X; Y) est une algébre sur K; en outre, la norme |u est alors
compatible avec cette structure d’algebre, car on a

lus]} = sup Ju(x)o(x)]| < sup [u(x)]-[lo(x)]
xeX xeX
< sup [u(®)[- sup [o(x)[ = fu]- [2].
xeX xeX
Autrement dit, Z(X; Y) est alors une algébre normée sur le corps K.
ProrositioN 4. — Soient X; (1 < ¢ < n) et Y des espaces vectoriels normés sur un

n
corps valué non discret K, et soit X = | | X,. L’ensemble de toutes les applications multi-
i=1
linéaires de X dans Y est fermé dans Pespace F (X; Y).
En effet cet ensemble est formé des u € #(X; Y) vérifiant toutes les relations

(1) {u(xl,...,x{ Ky ey X)) = UKy ey Ky ey X)) UKy ey Xy Hy)
WXy ooy My e v ns &) = MU(Kp, 0oy Ky en oy Xy)

(1 €7 < myx;, &', % arbitraires dans X,, A arbitraire dans K); comme les deux
membres des relations (1) sont fonctions continues de u dans #(X; Y) (X, p. 4,
Remarque 6), la proposition en résulte (I, p. 53, prop. 2).

PropostTion 5. — Sous les hypothéses de la prop. 4, Pensemble L (X, ..., X, Y)
des applications multilinéaires continues de X dans Y est fermé dans F (X; Y) muni de la

topologie de la convergence bornée; il est complet pour la structure uniforme de la convergence
bornée lorsque Y est complet.

En effet, si & est Pensemble des parties bornées de X, £ (X,,..., X,; Y)
est I'intersection de ’ensemble de toutes les applications multilinéaires de X dans
Y et de Pensemble Z¢(X;Y) (IX, p. 35, th. 1); la proposition résulte donc de
la prop. 4 et de X, p. 21, cor 1.
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Dans toute la fin de ce n°, nous supposerons que K désigne un corps valué non discret
commutatif,

Alors (X, ..., X,; Y) est un sous-espace vectoriel de # (X ; Y). Soit B la boule

unité de X, ensemble des (x,); <;<n, tels que sup (x| < 1;application u > u |B
<isn

de (X, ..., X,; Y) dans #(B;Y) est injective; en outre I'image réciproque par
cette application de la structure uniforme de la convergence uniforme sur Z(B; Y)
est la structure uniforme de la convergence bornée sur F(X,,..., X,;Y). En
effet, toute partie bornée de X est contenue dans un ensemble de la forme uB
(avec p € K*), et dire que, pour un élément u e Z(X;,..., X,;Y), on a
|u(z)]| < a pour tout z e uB, équivaut & dire que |u(z)| < o/|u|™ pour tout
z € B. On vérifie aussitét que le nombre |u| = sup lu(z)]|/|z] est une norme sur

F(Xyy ooy X3 Y), définissant sur cet espace la structure uniforme de la con-
vergence bornée, et 'on a évidemment

(2) la(ess -5 %) | < ] - [l %4

Sauf mention expresse du contraire, lorsque £ (X,,..., X,;Y) sera con-
sidéré comme un espace normé, il s’agira toujours de la norme précédente. On
peut encore dire que ||u|| est le plus petit nombre >0 vérifiant (2) pour toutes les
valeurs des x,.
ProrositioN 6. — L'application multilinéaire

(s Xgy .oy Xp) = U(Xg, 00y Xy)

de Uespace normé L (Xy,. .., X3 Y) x Xy x --- x X, dans Y est continue,

C’est une conséquence immédiate de I'inégalité (2) (IX, p. 35, th. 1).
Prorosition 7. — Soient X, Y, Z trois espaces normés sur XK. L’application canonique
de Pespace normé £ (X, Y ; Z) dans Pespace des applications linéaires de X dans £ (Y ; Z)

qui, a tout u e L (X, Y; Z), fait correspondre U application x — u(x, .), est une isométrie
de (X, Y; Z) sur (X; L(Y; Z)).

Cela résulte aussitot des définitions et de la relation

sup  (sup flu(x,y)[) = sup [u(x,y).

Iixil<d Ilvii<e Ixll<b,liviise

ProrosiTioN 8. — Soient X, Y, Z trois espaces normés sur K. L’application bilinéaire
(u,v) >voude £(X;Y) x L(Y; Z) dans £ (X; Z) est continue.

En effet, si u e Z(X;Y), veZ(Y; Z), on a, de fagon précise,
(3) loou] < fufl-|o]

car pour tout xe X, [[o(u(x))| < o] Jux)| < |2||-[«]- %] en vertu de (2).
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En particulier, sur Uensemble £ (X) des endomorphismes continus d’un espace
normé X sur K, la norme ||u| est compatible avec la structure d’algébre de £ (X)
sur K.

Remarque 2. — L’ensemble Z(R™; R") des applications linéaires (nécessairement
continues) de R™ dans R” peut étre identifié & ’ensemble M, ,,(R) des matrices & #
lignes et m colonnes sur R, donc & R™; sur Z(R™; R"), la structure uniforme de la
convergence bornée (pour la distance euclidienne sur R™), de la convergence com-

pacte et de la convergence simple sont alors identifiées 4 la structure uniforme
additive de R™, En effet, prenons sur R* la norme |x| = sup || pour » = (%) et
1

soit (e;) la base canonique de R™; si u et v sont deux applications linéaires de R™ dans
R telles que [u(e;) — 2(e))|| < e pour 1 < j < m, on a, pour les matrices U = (xyy),
V = (By) de ces applications, |ay; — By| < e pour tout couple (i,j); et inverse-
ment, si ces inégalités sont satisfaites, on a, pour tout point ¥ d’un cube de centre 0
et de coté a dans R™, [Ju(x) —~ o(x)] < mae.

3. Propriétés de dénombrabilité des espaces de fonctions continues

TuEOREME 1. — Soit X un espace compact.

a) Si X est métrisable, alors, pour tout espace uniforme métrisable Y de type dénombrable
(IX, p. 18), lespace métrisable €,(X; Y) des applications continues de X dans Y, muni
de la topologie de la convergence uniforme, est de type dénombrable.

b) Réciproquement, si I’espace méirisable €,(X; R) est de type dénombrable, X est
métrisable.

a) Soit d (resp. d') une distance compatible avec la topologie de X (resp. la
structure uniforme de Y) ; on sait que 3(f, g) = sup d'(f (%), g(x)) est une distance
xeX

définissant la structure de la convergence uniforme sur ¢(X; Y), les fonctions de
%(X;Y) étant bornées puisque X est compact (X, p. 20). Pour tout couple
d’entiers m > 0, n > 0, soit G, ’ensemble des fonctions fe €(X;Y) telles que
la relation d(x,x’) < 1/m entraine d'(f(x),f(x")) < l/n; toute fonction
Se€(X;Y) est uniformément continue (II, p. 29, th. 2), donc, pour tout = > 0,
%(X;Y) est réunion des G, (m > 0). Soit {ay, ..., @y} une partie finie de X
telle que les boules ouvertes de centre g, et de rayon 1/m forment un recouvrement
de X pour 1 < i < p(m); soit d’autre part (b,),¢y une suite dénombrable dense
dans Y. Pour toute application ¢ de (1, p(m)} dans N, soit H, ’ensemble des
Sfe Gy, telles que d'(f(ay); boxy) < 1/n pour 1 < £ < p(m). Par définition de
by, Gy, est réunion des H, pour ¢ € N?™; soit C,,, I'ensemble des ¢ € N?™ tels
que H, # @, et pour chaque ¢ € C,,, soit g, un élément de H,; enfin, désignons
par L, ’ensemble dénombrable des g, pour ¢ € C,,,. Soit f€ G, et soit ¢ un
élément de C,, tel que feHy; il résulte aussitét des définitions que Pon a
d'(f(x), go(%)) < 4/n pour tout x € X, autrement dit, 3(f, g;,) < 4/n. On en
conclut que la réunion des L, est partout dense dans %,(X; Y): en effet, pour
tout entier n > 0 et tout f€ € (X;Y), il existe m tel que f € Gy, et on vient de
voir que la distance de f & Ly, est <4/n.
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b) Soit I = (0, 1); comme %,(X; I) est un sous-espace uniforme de Z,(X; R),
il est de type dénombrable; soit (f,) une suite partout dense dans cet espace.
Considérons I’espace produit K = I¥, et 'application ¢:x — ( f,(x)) de X dans K
qui est évidemment continue. L’application ¢ est injective: en effet, par définition
de la suite {f,), la relation f,(x) = f,(x') pour tout n entraine, par passage 4 la
limite, f(x) = f(x") pour toute fonction fe €(X; I); mais cela est impossible si
x # x', en vertu de I'axiome (Oyy) appliqué au point £ et & voisinage V de x ne
contenant pas x' (IX, p. 7, th. 2). On en conclut que P’espace compact X est
homéomorphe au sous-espace §(X) de K (I, p. 63, cor. 2); comme K est métri-
sable et de type dénombrable, il en est de méme de §(X), donc de X.

C.Q.F.D.

CoOROLLAIRE. — Svient X un espace localement compact dont la topologie admet une base
dénombrable, Y un espace uniforme méirisable de type dénombrable.

a) Lespace L des applications continues de X dans Y, ayant une limite a Uinfini,
muni de la topologie de la convergence uniforme dans X, est un espace métrisable de type
dénombrable.

b) L’espace € .(X;Y) des applications continues de X dans Y, muni de la topologie
de la convergence compacte, est un espace métrisable de type dénombrable.

a) Soit X' I’espace compact obtenu en adjoignant & X un point a Pinfini
(I, p. 67, th. 4) ; par définition, toute fonction fde & se prolonge de fagon unique
en une application continue fde X' dans Y, et '~ fest donc une bijection de &
sur (X'; Y); en outre cette bijection est un homéomorphisme de I'espace &
sur €,(X'; Y), en vertu de X, p. 7, prop. 6. Il suffit alors d’appliquer & X' et Y
le th. 1, en observant que X’ est métrisable (IX, p. 21, corollaire).

b) Soit (U,) un recouvrement de X par des ensembles ouverts relativement
compacts tel que toute partie compacte de X soit contenue dans un U, (I, p. 68,
cor. 1). Si & est I'ensemble des T, la topologie de la convergence compacte sur
%(X;Y) est identique a la topologie de la &-convergence. Par suite (X, p. 3,
Remarque 3) Vespace €,(X;Y) est homéomorphe & un sous-espace du produit

[ ] #4.(U,; Y); comme chacun des espaces compacts U, admet une base dénom-

n —
brable, il est métrisable (IX, p. 21, prop. 16); chacun des €,(U,; Y) est donc
métrisable et de type dénombrable en vertu du th. 1 (X, p. 24) et par suite, il en
est de méme de €,(X; Y).

On notera que l'espace des fonctions numériques continues bornées dans R,
muni de Ia topologie de la convergence uniforme, n’est pas de type dénombrable (X,
p. 48, exerc. 4).

4. La topologie de la convergence compacte

THEOREME 2. — Sotent X un espace topologique, Y un espace uniforme. Pour tout couple
(K, U) formé d’une partic compacte K de X et d’une partie ouverte U de Y, soit T(K, U)
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Pensemble des applications continues u: X — Y telles que u(K) < U. Alors les ensembles
de la forme T(K, U) engendrent (I, p. 13) la topologie de la convergence compacte sur
?(X;Y).

Soient Y’ I’espace uniforme séparé associé 4 Y (II, p. 24), i:Y — Y' Papplica-
tion canonique de Y sur Y'. La topologie de la convergence compacte est la topo-
logie la moins fine rendant continues les applications u — (i o u) | K de €(X; Y)
dans €,(K; Y’), K parcourant ensemble des parties compactes de X (X, p. 5,
prop. 4). On obtient donc un systéme générateur de la topologie de %,(X;Y)
en prenant, pour chaque partie compacte K de X, un systéme générateur de la
topologie de €,(K; Y') et son image réciproque dans ¥(X; Y), et en considérant
la réunion dans B(F(X;Y)) de tous les ensembles de parties ainsi obtenus.

-1
D’autre part, toute partie ouverte de Y est de la forme i(U’), ott U’ est ouvert
dans Y’ (II, p. 23, prop. 12); donc, pour toute partie compacte K' = K,

TK,i EU’)) est 'image réciproque de T(K, U’) par Papplication €(X;Y) —
%.(K’; Y'), et on est ainsi ramené & démontrer le théoréme lorsque X est compact
et Y séparé, ce que nous supposerons désormais.

Montrons d’abord que T(K, U) est ouvert dans € ,(X; Y). Soit #, un point de
cet ensemble; comme #,(K) est compact (I, p. 63, cor. 1) et contenu dans l’en-
semble ouvert U, il existe un entourage symétrique V de Y tel que V(4,(K)) =« U
(I1, p. 31, corollaire). Soit W le voisinage de u, dans € ,(X; Y) formé des applica-
tions continues #:X — Y telles que (u(x), uo(x)) € V pour tout x € K. Pour ces
applications, on a évidemment u(K) = V(4,(K)) = U, donc 4 € T(K, U) et par
suite W = T(K, U), ce qui prouve notre assertion.

Inversement, si W est un voisinage d’un point u, € €,(X; Y), montrons que
W contient D’intersection d’un nombre fini de voisinages de u, de la forme
T(K, U). On peut supposer que W est I’ensemble des u € €(X;Y) tels que
(u(x), uo(x)) € V pour tout x € X, V étant un entourage donné de Y. Comme
U, est continue dans X, elle est uniformément continue (11, p. 29, th. 2); soit V; un

entourage symétrique de Y, ouvert dans Y x Y, tel que \271 < V. Il existe un
recouvrement de X par un nombre fini d’ensembles compacts K; (1 < ¢ < n)
tels que u,(K,;) soit petit d’ordre V; pour 1 < ¢ < z. Soit U, I'ensemble ouvert
V,(us(K,)), et soit u une application continue de X dans Y appartenant a ’inter-
section des z ensembles T(K;, U;) (qui sont des voisinages de u,). Alors, pour tout

2
x €K, u(x) appartient & U;, donc 4y (%) et u(x) sont voisins d’ordre V;, donc voisins
d’ordre V. Puisque tout x € X appartient & un des K, au moins, on a bienu e W,
ce qui achéve la démonstration.

Ce résultat conduit & poser la définition suivante:

DeEriNtTioN 1. — Soient X, Y deux espaces topologiques (non nécessairement uniformi-
sables). Pour tout couple (K, U) formé d’une partie compacte K de X et d’une partie ouverte
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U de Y, soit T(K, U) Pensemble des uc €(X;Y) telles que u(K) < U, On appelle
topologie de la convergence compacte sur €(X;Y) la topologie engendrée par I’ensemble
des parties de la forme T(K, U); on désigne par € .(X; Y) Pespace topologique obtenu en
munissant €(X; Y) de cette topologie.

Lorsque Y est un espace uniforme, il résulte du th. 2 (X, p. 25) que cette
définition coincide avec celle qui a été donnée dans X, p. 4.

Si H est une partie de €(X; Y), nous dirons encore que la topologie induite
sur H par celle de €,(X;Y) est la topologie de la convergence compacte.

Exemple. — Soit 1 l'intervalle (0, 1) dans R; pour tout espace topologique Y,
Pespace €.(I; Y) est appelé Uespace des chemins dans Y; pour tout y € Y, le sous-espace
Q,(Y) de €,(I; Y) formé des chemins u tels que #(0) = u(l) = y est appelé Pespace
des lacets (dans H) au point y.

Remarques. — 1) On dit de méme que la topologie induite sur ¥(X;Y) par la
topologie produit sur YX = F(X;Y) est la topologie de la convergence simple (Y
n’étant pas nécessalrement uniformisable); elle est engendrée par les ensembles
de la forme T({x}, U) pour x € X, U ouvert dans Y et est par suite moins fine que
la topologie de la convergence compacte. On en déduit que si Y est séparé, espace
€.(X;Y) est séparé (1, p. 54, corollaire).

2) Soient € un systéme générateur de la topologie de Y, ® un ensemble de
parties compactes de X ayant la propriété suivante:

(R) Pour toute partie compacte L de X et tout voisinage V de L, il existe un

nombre fini d’ensembles K; e R tels que L. < U K, =V,
i

Alors les ensembles T(K, U) ot K e ® et U € & forment un systéme générateur
de la topologie de la convergence compacte sur € (X; Y). En effet, il faut prouver
que pour toute partie compacte L de X, toute partie ouverte V de Y, et tout
ue T(L,V),il existe un nombre fini de couples (K;, U,) tels que K, e R, U, e &

etue m T(K,, U,;) « T(L, V). Notons d’abord que pour toute suite finie (S;)

d’ ensembles de & et toute partie compacte M de X, on a
ﬂ St) ﬂ T(M, Sy)

par définition. On peut donc remplacer tout d’abord & par I’ensemble des
intersections finies d’ensembles de &, autrement dit supposer que & est une base
de la topologie de Y. Par hypothese, (L) est quasi-compact et contenu dans V,
donc il existe un nombre fini d’ensembles U; € & contenus dans V et formant un

-1
recouvrement de #(L). Les ensembles #(U,) sont ouverts dans X et forment un
recouvrement de L. Pour tout x € L, il y a donc un voisinage compact N, de x

-1
dans L, contenu dans un des »(U;); on peut recouvrir L par un nombre fini de
ces ensembles N, = L;; pour tout j, nous désignerons par 7(j) un des indices ¢
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-1

tels que L; = u(U,). Cela étant, pour chaque indice j, il existe d’aprés (R) un
-1

nombre fini d’ensembles K, < u(U,;,) appartenant & ® et formant un recouvre-

ment de L, Pour tout ve m T(Kji, Uyyy)s 0n a U v(Kjx) < Uy, donc
9.k %
o(L;) € Uy eto(L) = U o(L;) « U Uy, © V, ce qui achéve de prouver notre
7 7

assertion.

TrtorEME 3, — Soient X, Y, Z trois espaces topologiques, f une application de X x Y
dans Z. Si f est continue, f:x — f(%,.) est une application continue de X dans € ,(Y; Z).
La réciproque est vraie si Y est localement compact.

Supposons f continue et montrons que f I’est: il faut prouver que pour toute
partie compacte K de Y et toute partie ouverte U de Z, 'image réciproque V de
T(K, U) par f est ouverte dans X. Soit donc #, € V. Pour tout y K, on a
S (*0,9) € U et, comme f est continue, il y a un voisinage V,, de x, dans X et un
voisinage W, de y dans Y tels que f(V, x W,) = U, Comme K est compact,
il existe un nombre fini de points y; € K tels que les ensembles W, recouvrent
K (I < i < n). Soit V' P'intersection des voisinages V, de %, qui est un voisinage de
%5; pour eV, yeK, on a f(x,y) e U puisque y est contenu dans 'un des
W,, et que xeV,, pour tout {; on a donc bien V' < V, et comme V est un
voisinage de chacun de ses points, il est ouvert dans X.

Réciproquement, supposons f continue et Y localement compact, et montrons
que f est continue. Soient x, € X, y, € Y, U un voisinage ouvert de f (%o, yo) dans
Z; prouvons qu’il existe un voisinage V de x, dans X et un voisinage W de g,
dans Y tels que f(V x W) < U. Comme y — f (x,, y) est continue, il existe un
voisinage compact W de y, tel que f ({xo} x W) = U. D’autre part, puisque f est
continue, ’ensemble V des x € X tels que f(x,.) € T(W, U) (c’est-a-dire tels que
S (x,y) € U pour tout y € W) est une partie ouverte de X, donc un voisinage de x,.

On a bien alors f(V x W) = U.
C.Q.F.D.

CoROLLAIRE 1. — Soient X un espace localement compact, Y un espace topologique, H
une partie de €(X;Y). Alors, sur H, la topologie de la convergence compacte est la moins
Sine pour laguelle P application (u, x) —> u(x) de H x X dans Y est continue.

En effet, en vertu du th. 3, dire que cette application est continue signifie que
P’injection canonique H — %,(X; Y) est continue.

Remarques. — 3) Soient X un espace localement compact, Y un espace topologique
séparé. 8i J est une topologie sur une partie H de ¥(X; Y) telle que ’application
(u, #) — u(x) soit continue dans H x X et si en outre H est compact pour cette topo-
logie, alors & est identique & la topologie de la convergence compacte: elle est en
effet plus fine que cette derniére en vertu du cor. 1, et comme la topologie de la
convergence compacte est séparée, ces deux topologiques sont identiques. On notera
que si en outre Y est complétement régulier, H est équicontinu pour toute structure uniforme
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compatible avec la topologie de Y (X, p. 19, cor. 3), et pour toute partie compacte K
de X, I’ensemble H(K) = L)KH(x) est compact, étant 'image de H x K par ’appli-
X €

cation continue (¥, x) > u(x).

CoroLLAIRE 2. — Soient X, Y, Z trois espaces topologiques, X étant supposé séparé et Y
localement compact. Alors, la restriction ¢ €(X x Y;Z) de la bijection canonique
FXxY;Z)>F(X; F(Y; Z)) (E, I, p. 31) est un hombomorphisme de
Ce(X x Y;Z) sur €.(X; €.(Y; Z)).

Cette restriction est bien une bijection
(X x Y;Z) >¥(X;¥.(Y; Z))

en vertu du th. 3 (X, p. 28); reste & voir que la topologie de la convergence
compacte sur (X x Y; Z) est bien I'image réciproque par p de la topologie de
la convergence compacte sur €(X; €.(Y; Z)). Comme un systéme générateur
de la topologie de €.(Y; Z) est formé par les T(K, U), ot K est une partie
compacte de Y et U une partie ouverte de Z, il résulte de la Remargue 2 (X, p. 27)
que la topologie de €.(X; €.(Y; Z)) est engendrée par les ensembles de la forme
T(J, TK,U)), K et U étant comme ci-dessus et J une partie compacte de X.

Or, Pimage de T(J, T(K, U)) par pln’est autre que T(J x K, U), donc est un
ensemble ouvert, et cela montre déja que p est continue. Inversement, remar-
quons que les ensembles de la forme J x K dans X x Y (J partie compacte de
X, K partie compacte de Y) vérifient la condition (R) de la Remarque 2 (X, p. 27):
en effet, si L est une partie compacte de X x Y et V un voisinage de L dans
X x Y, les projections M = pr;(L), N = pry(L) sont compactes, X et Y étant
séparés, et VN (M x N) est un voisinage de L dans I’espace compact M x N;
donc tout point de L admet dans M x N un voisinage de la forme J x K = V,
ot J © M et K < N sont compacts; comme on peut recouvrir L par un nombre
fini de ces voisinages, notre assertion en résulte. Les ensembles de la forme
T(J x K; U) (U ouvert dans Z, J (resp. K) compact dans X (resp. Y)) engen-
drent donc la topologie de €.(X x Y; Z); comme nous avons vu que I'image de
T(J x K, U) par p est Pensemble ouvert T(J, T(K, U)) dans € ,(X; €.(Y; Z)),
cela achéve de prouver que p est un homéomorphisme.

On notera que lorsque Z est en outre supposé uniformisable, le cor. 2 est une

conséquence triviale de X, p. 5, prop. 2.

Prorosrrion 9. — Sotent X, Y, Z trois espaces topologiques, Y étant localement compact.
Alors Dapplication (u,v) —>vou de €o(X;Y) x €(Y;Z) dans € (X;Z) est
continue.

Il faut prouver que pour toute partie compacte K de X et toute partie ouverte
U de Z, I'ensemble R des couples (u, v) tels que v(u(K)) = U est ouvert dans
%.(X;Y) x €.(Y; Z). Soit (uy, vp) un élément de R. Alors u,(K) est une partie
compacte de Pespace localement compact Y, contenue dans I’ensemble ouvert
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vo(U), donc il existe un voisinage compact L de u,(K) contenu dans v,(U) (I,

p. 65, prop. 10). L’ensemble V des ue %, (X;Y) tels que u(K) < L est un
voisinage de u,, et ’ensemble W des v € €,(Y; Z) tels que #(L) = U est un
voisinage de 2,; en outre, la relation (u,v) e V x W implique »(u(K)) = U,
d’ot la proposition.

5. Topologies sur les groupes d’homéomorphismes

ProrosttionN 10. — Soient X un espace uniforme, H un ensemble équicontinu d’homéo-
morphismes de X sur lui-méme. St on munit H et H=1 de la topologie de la convergence
simple dans X, Uapplication u > w=* de H=* sur H est continue.

11 suffit de prouver que, pour tout x, € X, I’application u > #~*(x,) de H-?
dans X est continue en tout point #, € H=. Soit V un entourage symétrique de
X, et posons y, = ug (). Par hypothese, il existe un entourage symétrique U de
X tel que la relation (x,x,) € U implique (z~(x),u"(x,)) €V pour tout
u€ H™2, Prenons ¥ e H~! voisin d’ordre W({y,}, U) de 4,; on a donc

(u(yo)s uo(y0)) € U,

c’est-a-dire  (u(yo), ¥o) € U. On en déduit (yo, u~ (%)) € V, C’est-a-dire
(ug (xo), u= (%)) € V, ce qui achéve la démonstration.

CoROLLAIRE. — Soient X un espace uniforme, H un groupe équicontinu d’homéomor-
phismes de X sur lui-méme. Alors la topologie de la comvergence simple dans X est com-
patible (I11, p. 1) avec la structure de groupe de H.

Cela résulte de la prop. 10, ainsi que de X, p. 13, cor. 5.

Prorosrrion 11. — Soient X un espace compact, T" le groupe de tous les homéomorphismes
de X sur lui-méme. Alors la topologie de la convergence uniforme dans X est compatible
(I11, p. 1) avec la structure de groupe de T'.

On sait déja (X, p. 29, prop. 9) que l'application (u,v) +~>vou de I' x T’
dans I' est continue pour cette topologie, et tout revient donc & prouver que
u—u~* est continue en tout point #, € I'. Comme u5! est uniformément con-
tinue dans X, pour tout entourage symétrique V de X il existe un entourage W
de X tel que la relation (#, '} € W entraine (45 (x), u5(x")) € V. Cela étant,
siu eI est tel que (uy(x), u(x)) € W pour tout x € X, on en conclut d’apres ce
qui précede (x, uy1(u(x))) € V pour tout x € X, d’ol, puisque u est bijective,
(u=*(x), ug *(x)) € V pour tout x € X, ce qui achéve la démonstration.

Soit maintenant X un espace localement compact et soit I' le groupe des
homéomorphismes de X sur lui-méme; la topologie de la convergence compacte
dans X n’est pas nécessairement compatible avec la structure de groupe de I' (X, p. 51,
exerc. 17). Désignons par X' Pespace compact obtenu par adjonction & X d’un
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point & I'infini w; tout homéomorphisme # de X sur lui-méme se prolonge d’une
seule maniére en un homéomorphisme #’ de X’ sur lui-méme tel que #'(0) = @
(I, p. 67, th. 4), de sorte que I' s’identifie au sous-groupe du groupe I'' de tous
les homéomorphismes de X', formé des homéomorphismes laissant « invariant. Sur T, la
topologie induite par celle de %, (X’; X') est donc compatible avec la structure de
groupe (prop. 11), et T est fermé dans I'V (pour la topologie induite par celle de
€.(X'; X)) puisqu’il est défini par ’équation #'(w) = o (X, p. 4, Remarque 6).
Nous noterons J 4 la topologie de groupe ainsi définie sur I'; elle est plus fine
que la topologie de la convergence compacte, et peut aussi (en vertu de X, p. 7,
prop. 6) étre définie comme la topologie de la convergence uniforme dans X,
quand on munit X de la structure uniforme induite par I'unique structure uni-
forme de X'.
La topologie .7 peut étre caractérisée de la facon suivante:

ProposiTION 12, — Sur le groupe ' des homéomorphismes d’un espace localement compact
X, la topologie T est la moins fine rendant continues les deux applications u+—> u et
ur>u~tde I dans Uespace € ,(X; X).

Désignons pour un moment par ' cette derniére topologie. Comme u > u~?1
est continue pour J; et que J est plus fine que la topologie de la convergence
compacte, il est clair que 7, est plus fine que 7. Pour démontrer la réciproque,
munissons X' de son unique structure uniforme; soit %, € I et soit V un entourage
de X’; il faut prouver qu’il existe une partie compacte K de X et un entourage
symétrique W de X’ tels que les relations

uel, (uy(x), u(x)) e W et (ug(x), u=*(x)) € W pour tout xe K

entrainent (uy(x), 4(x)) € V pour tout x € X. Soit V; un entourage symétrique

ouvert de X' tel que \2/'1 < V; alors K; = X' =V, (w) est une partie compacte
de X. Prenons Pentourage ouvert symétrique W de X’ tel que W = V et que
Pon ait W{w) N W(u53(K,)) = &, ce qui est possible en vertu de II, p. 31,
prop. 4; soit Ky = X’ = W(w), qui est une partie compacte de X; nous allons
voir que W et I'ensemble compact K = K; U K, répondent & la question.
Puisque W < V, il suffit en effet de prouver que la relation (ug5(x), u~*(x)) e W
pour tout ¥ € K; (avec ueI') implique que, pour tout y € W(w), on a

(u(y), @) € Vy; on aura alors aussi (4y(y), ©) € Vy, donc (uy(y), u(y)) € \3'1 S
pour tout y € W(w) = X’ =K, Or, si on avait ye W(w) et u(y) e X’ =
V,(w)= K;, on en conclurait y eu~1(K,) = W(uy*(K;)), contrairement au
choix de W, ce qui termine la démonstration.

En général, le groupe I', muni de 7}, n’est pas localement compact (X,
p- 50, exerc. 16 4)); mais on a le critére suivant:
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TrEOREME 4. — Soit G un sous-groupe du groupe T des homéomorphismes d’un espace
localement compact X. Supposons qu’il existe, dans Pespace € ,(X; X), un voisinage V de
Papplication identique ¢ tel que VNG = H soit symétrique dans G et relativement

compact dans € (X; X). Alors Padhérence G de G dans T pour la topologie T est un
groupe localement compact pour la topologie induite par T; cette topologie induite sur G
est &’ ailleurs identique & la topologie de la convergence compacte, et I adhérence H de H dans
% o(X; X) est un voisinage de e dans G pour cette topologie.

Montrons d’abord que H est contenu dans T et que sur H, la topologie induite

par J est identique & la topologie de la convergence compacte. Soit uy € H, qui est donc
limite, dans €.(X; X), d’un ultrafiltre ® sur H; comme ®~! (image de @ par

u+>u~1) est une base d’ultrafiltre sur H < H, il converge dans le sous-espace
compact H de %,(X; X) vers un élément v, L’application (4, v) —> uv converge
vers uy, suivant @ x @~ (X, p. 29, prop. 9); a fortiori, u > uu=* = ¢ converge
VETS Uy, suivant @, donc uyv, = ¢ puisque €,(X; X) est séparé; on voit de méme
que vou, = e, Ce qui prouve que #, et v, sont des bijections réciproques de X, d’olt
la premitre assertion. En outre, ce raisonnement montre que H-! = H et que
pour tout ultrafiltre ® sur H qui converge vers u,, ®~! converge dans €,(X; X)
vers uy 1; donc lapplication u — u~* de Hdans % (X; X) est continue lorsque
H est muni de la topologie de la convergence compacte (I, p. 50, cor. 1). La
prop. 12 (X, p. 31) prouve alors que sur H, la topologie de la convergence
compacte est identique a la topologie induite par 7.

En outre, comme sur I" la topologie 7; est plus fine que la topologie de la

convergence compacte, H est aussi ’adhérence de H pour J3; or, H est un
voisinage de ¢ dans G pour la topologie de la convergence compacte, et a fortiori
pour la topologie induite par Z;; on en déduit (I, p. 18, prop. 2) que H est un
voisinage de ¢ dans G pour la topologie induite par 3, ce qui prouve que G est
localement compact pour cette topologie. En outre, si W est 'intérieur de V
pour la topologie de la convergence compacte, W N I" est ouvert pour 5, donc
WN G est contenu dans ladhérence de H =V NG pour I (I, p. 7,
prop. 5), ce qui prouve que H est aussi un voisinage de ¢ dans G pour la topo-
logie de la convergence compacte. Enfin, pour tout u, € I, les bijections réci-
proques vi>uyov et vi>uytor de € (X;X) sur lui-méme sont continues
(X, p. 29, prop. 9), donc, pour u, € G, u,H est un voisinage de u, dans G pour la
topologie de la convergence compacte, ce qui achéve la démonstration.
CorOLLAIRE. — Soit G un groupe d’homéomorphismes d’un espace localement compact X.
Si Padhérence G de G dans € ,(X; X) est compacte, G est un groupe d’homéomorphismes de
X, et la topologie de la convergence compacte est compatible avec la structure de groupe de G,
qui est donc un groupe compact.
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Un groupe d’homéomorphismes d’un espace localement compact X qui est
localement compact (non compact) pour la topologie de la convergence com-
pacte, est localement fermé dans €,(X; X) en vertu de I, p. 66, prop. 12, mais
n’est pas nécessairement _fermé.

Par exemple dans I’anneau Z(R") des endomorphismes de R7, identifi¢ a
I'anneau M,(R) des matrices carrées d’ordre n sur R, et muni de la topologie de la

convergence compacte, le groupe GL(n, R), identifié au groupe des matrices in-
versibles, est localement compact, mais partout dense (VI, p. 6, prop. 6).

§ 4. APPROXIMATION DES FONCTIONS CONTINUES
NUMERIQUES

1. Approximation des fonctions continues par les fonctions d’un ensemble
réticulé

Nous allons étudier, dans ce paragraphe, ’ensemble € = ¥(X; R) des fonc-

tions continues numériques® définies dans un espace compact X; nous considérons

toujours sur cet ensemble la topologie de la convergence uniforme; on sait (X, p. 21)

que cette topologie est définie par la norme || f|| = sup | f(x)|, et que cette norme
X €

est compatible avec la structure d’algtbre de € sur le corps R; muni de cette
structure d’algébre et de cette norme, € est une algébre normée compléte sur le corps
R (X, p. 9, cor. 1).

Etant donné un ensemble H < %, nous dirons qu’une fonction numérique f
continue dans X peut étre approchée uniformément par des fonctions de H si f est
adhérente 2 H dans ’espace %, c’est-a-dire si, pour tout ¢ > 0, il existe une fonction
g € H telle que | f(x) — g(x)| < ¢ pour tout x € X. Dire que foute fonction numé-
rique continue dans X peut étre approchée uniformément par des fonctions de H
signifie donc que H est partout dense dans €.

Sur ’ensemble €, on sait que la relation f < g (équivalente & « quel que soit
xeX, f(x) < g(x)») est une relation d’ordre, pour laquelle ¥ est un ensemble
réticulé. On a évidemment |||u| — |o||| < [# — v|, donc u > |u| est une applica-
tion uniformément continue de € dans lui-méme; on en déduit que

(u, v) —>sup(u, v) = ¥(u + v + |u — v|)
et
(u, v) > inf(u, v) = 4(u + v — |u — v|)

sont uniformément continues dans € x %.

ProrosrrioN 1. — Soient X un espace compact, H un ensemble de fonctions continues
numériques définies dans X. Soit f une fonction numérique continue dans X, et telle que,

! Les fonctions numériques dont il sera question dans ce paragraphe seront toujours supposées
Sfinies.
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pour tout x € X, 1l existe une fonction u,, € H telle que u,.(x) > f(x) (resp.u,(x) < f(x)).
Alors il existe un nombre fini de fonctions u,, = fye H (1 < i < n) telles que, si on pose

v = sup(fi, fo, . - o Sn) (vesp. w = inf(fi, fo, ..., /n)) on ait v(x) > f(x) (resp.
w(x) < f(x)) pour tout x € X.

En effet, pour tout x € X, soit G, Iensemble ouvert des ze X tels que
ux(z) > f(2) (resp. u,(z) < f(2)); comme x € G, par hypothése, X est réunion
des G, lorsque x parcourt X. Comme X est compact, il existe un nombre fini de
points ¥; (1 < 7 < n) telsque les G, forment un recouvrement de X; ilest clair que
les fonctions f; = u,, répondent & la question.

TrtorkME 1 (Dini). — Sotent X un espace compact, H un ensemble filtrant pour la
relation < (resp. =) de fonctions numériques continues dans X. St Uenveloppe supérieure
(vesp. inférieure) f de H est finie et continue dans X, f peut éire approchée uniformément
par des fonctions de H (ou, ce qui revient au méme, le filtre des sections de H converge
uniformément vers f dans X).

En effet, étant donné ¢ > 0 arbitraire, pour tout x € X il existe une fonction
u, € H telle que u,(x) > f(x) — «. D’aprés la prop. 1 et comme H est filtrant
pour la relation <, il existe g€ H telle que g(x) > f(x) — ¢ pour tout x € X;
comme, d’autre part, on a g(x) < f(x) par définition, le théoréme est démontré.

COROLLAIRE. — Soit (u,) une suite croissante (resp. décroissante) de fonctions numériques
continues dans X. Si Uenveloppe supérieure (vesp. inférieure) f de la suite (u,) est finie et
continue dans X, la suite (u,) converge uniformément vers f dans X.

II est immédiat que la conclusion du th. 1 n’est plus nécessairement exacte si on
ne suppose plus X compact, comme le montre I’exemple de la suite décroissante des
fonctions x/(n + x) dans R..

ProposiTION 2. — Sotent X un espace compact, H un ensemble de jfonctions continues
numériques définies dans X, tel que, pour deux fonctions quelconques ue H, ve H, les
Sonctions sup(u, v) et inf(u, v) appartiennent & H. Pour qu’une fonction numérique f
continue dans X puisse étre approchée uniformément par des fonctions de H, il faut et il
suffit que, pour tout ¢ > 0, et tout couple (x,y) de points de X, il existe une fonction

Uy,y € H telle que | f(x) — e,y (%) < et [f(g) = te,(¥)] < &

La condition est évidemment nécessaire; montrons qu’elle est suffisante.
Pour tout ¢ > 0, nous allons montrer qu’il existe une fonction g € H telle que
|f(2) — g(2)] < e pour tout ze X. Soit ¥ un point quelconque de X, et H,
I’ensemble des fonctions u € H telles que u(x) < f(x) + . Par hypothése, pour
tout y € X, la fonction u,, , appartient 4 H, etonau, ,(y) > f(y) — ¢; d’apres
la prop. 1 (X, p. 33), il existe donc un nombre fini de fonctions de H, dont
Penveloppe supérieure v, est telle que v,(z) > f(z) — ¢ pour tout zeX;
d’autre part, on a, par définition de H,, v,(x) < f(x) + ¢; enfin, v, appartient
a H d’aprés I’hypothése. La prop. 1 montre donc qu’il existe un nombre fini de
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fonctions v,, dont ’enveloppe inférieure g est telle que g(z) < f(z) + ¢ pour tou
z € X; d’autre part, comme on a v,(z) > f(z) — ¢ pour tout ze X et pour
chaque indice ¢, on a aussi g(z) > f(z) — ¢ pour tout ze X; comme ge H
d’apres hypotheése, la proposition est démontrée.

Remarques. — Lorsque P’ensemble H satisfait aux conditions de I’énoncé, il est
réticulé pour la relation d’ordre f < g. Mais on notera qu’un sous-ensemble H de % peut
étre réticulé pour cette relation d’ordre sans que la borne supérieure (resp. inférieure)
dans H de deux fonctions #, » de H coincide avec leur borne supérieure (resp. infé-
rieure) dans €, c’est-a-dire avec la fonction

x+—> sup(u(x), v(x)) (resp. x — inf(u(x), v(x))).

* Un exemple en est fourni par les applications convexes d’un intervalle compact de
R dans R (cf. FVR, I, § 4, exerc. 20).,

COROLLAIRE. — On suppose que H soit tel que, pour deux fonctions quelconques u € H,
ve H, les fonctions sup(u, v) et inf(u, v) appartiennent & H, et en outre que, pour tout
couple de points distincts x, y de X et tout couple de nombres réels o, B, il existe une fonction
geH telle que g(x) = o et g(y) = P. Alors toute fonction numérique continue dans X
peut étre approchée uniformément par des fonctions de H.

TrEOREME 2 (Stone). — Soient X un espace compact, H un sous-espace vectoriel de
F (X, R) tel que: 1° les fonctions constantes appartiennent ¢ H; 2° la relation ue H
entraine |u| € H; 3° H sépare les points de X (IX, p. 9, déf. 5). Dans ces conditions,

toute fonction numérique continue dans X peut étre approchée uniformément par des fonctions
de H.,

I1 suffit de montrer que H satisfait aux conditions du cor. de la prop. 2.
D’apres 'hypothese, si ue H et ve H,

sup(u,v) = 4w + v+ |u—v]) et inf(u,0) =3 + v — |u — 0|

appartiennent & H. D’autre part, soient , y deux points distincts quelconques de
X, « et B deux nombres réels quelconques; par hypotheése, il existe une fonction

h e H telle que A(x) # k(y); posons A(x) = v, k(y) = 3; comme les constantes
appartiennent & H, la fonction g(z) = « + ( — «) %‘j appartient & H,

et est telle que g(x) = « et g(y) = B.

2, Approximation des fonctions continues par les polynémes

Etant donné un ensemble H de fonctions numériques définies dans un ensemble
X, nous dirons qu'une fonction numérique définie dans X est un polyndme (resp.
un polyndme sans terme constant) & coefficients réels par rapport aux fonctions de H si elle

est de la forme
x> g(fi(x)s fo(%), . ., fu(x))
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ol g est un polynéme (resp. un polyndme sans terme constant) & coefficients
réels par rapport & n indéterminées (n quelconque) et ou les f; (1 <7 < n)
appartiennent 2 H.

TutorEME 3 (Weierstrass-Stone). — Soient X un espace compact, H un ensemble de
Jonctions numériques continues dans X, séparant les points de X. Alors toute fonction
numérique continue dans X peut ftre approchée uniformément par des polynémes (& co-
efficients réels) par rapport aux fonctions de H.

Il revient au méme de dire qu’'une sous-algébre de €(X; R) qui contient les
Jonctions constantes et sépare les points de X est dense dans €(X; R).

Soit Hy I’ensemble des polynémes par rapport aux fonctions de H et H, son
adhérence dans %; pour tout polynéme g & n variables, & coefficients réels,
(861, tigy o - .5 Uy) t=> g{tly, Ug, . . ., U,) est une application continue de €™ dans ¥,
qui applique H3 dans Hy; elle applique donc H? dans H, (I, p. 9, th. 1). En
particulier, H, est un sous-espace vectoriel de ¥, et satisfait évidemment & la
premiére et a la troisiéme condition du th. 2 (X, p. 35); nous allons voir qu’il
satisfait aussi & la seconde, d’ol1 résultera que H, = ¥. Comme toute fonction
u € H, est bornée dans X, il suffira de démontrer le lemme suivant:

Lemme 1, — Pour tout nombre € > 0 et tout intervalle compact 1 < R, il existe un
polyndme p(t) sans terme constant tel que |p(t) — |¢| | < e dans L.

Il suffit d’établir le lemme dans un intervalle de la forme I = (~a, +a}, et
par suite, en remplacant ¢ par at, dans P'intervalle { -1, +1). Comme on peut
écrire || = V2, le lemme 1 sera donc la conséquence du résultat suivant:

Lemme 2. — Soit (pn) la suite des polyndmes sans terme constant définie par récurrence sur n
par les conditions po(t) = 0O, et

(1) bra(t) = () + 30 — (£a(2))°)
pour n = 0; dans Pintervalle (0, 1), la suite (p,) est croissante et converge uniformément

vers /1.
Il suffit de prouver que, pour tout € (0, 1), on a

. 2Vt
(2) 0<Vt=pt) < SR

car (2) entraine 0 < Vi — £a(t) < 2/n.

L’inégalité (2) est vraie pour n = 0; démontrons-la par récurrence; il résulte
de I’hypothése de récurrence (2) que lon a 0 < Vi — p,(f) < V4, donc
0 < p.(t) < V't On déduit alors de (1) que

Vit = praa(t) = (V= o)1 = 3V + (1))
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d’olt Vi — pp.1(t) = 0, et, en vertu de (2)

} 2Vt Vi
\/t_pn+1(t> < 2 + n\/i (1 - T)
L2Vt (1 _ Vi ) _ 2V
T2+ Vi 2+ (m+ v 2+ (n+ e

C.Q.F.D.

Lorsqu’on ne suppose plus X compact, la conclusion du th. 3 n’est plus nécessaire-
ment exacte. Par exemple, une fonction numérique continue, bornée et non cons-
tante dans R, ne peut étre approchée uniformément dans R par des polyndmes
(cf. X, p. 55, exerc. 6).

ProrositioN 3. — Soient (K,), 1 une famille d’intervalles compacts de R, K = 11 K,

el
Pespace produit de ces intervalles, X un sous-espace compact de K. Toute fonction numérique

continue dans X peut étre uniformément par des polynémes par rapport aux coordonnées
X, = Pra.

En effet, si x = () ety = (y,) sont deux points distincts de X, il existe un
indice 1 tel que x, # y,, ce qui montre que la famille des fonctions continues pr,
satisfait aux conditions du th. 3.

PRrOPOSITION 4. — Soient X un espace compact, A une partie fermée de X, H un ensemble
de fonctions numériques continues dans X, séparant les points de G A, et tel que A soit

-1
Vintersection des ensembles u(0), ot u parcourt H. Dans ces conditions, toute fonction
numérique continue dans X et nulle dans A peut éire approchée uniformément par des poly-
némes sans terme constant par rapport aux fonctions de H.

Considérons d’abord le cas particulier ol A est réduit & un point %, L’hypo-
thése entraine alors que H sépare les points de X, car si x # x,, il existe par
hypothése une fonction u € H telle que u(x) # 0 = u(x,); pour tout ¢ > 0 et
toute fonction numérique f continue dans X et telle que f (x,) = 0, il existe donc
(X, p. 36, th. 3) un polynéme g par rapport aux fonctions de H, tel que
|f(x) — g(x)| < ¢ pour tout ¥ € X; on en déduit en particulier |g(%,)| < ¢, d’olt
| f(x) = (g(x) — g(xo))] < 2¢ pour tout x € X, et comme g(x) — g(x,) est un
polynéme sans terme constant par rapport aux fonctions de H, la proposition est
démontrée dans ce cas.

Dans le cas général, considérons dans X la relation d’équivalence R dont les
classes sont formées de I'ensemble A et des ensembles {x}, ou x parcourt [ A;
Pespace quotient X' = X/R est séparé (I, p. 58, prop. 15), et par suite compact.
Soit ¢ 'application canonique de X sur X/R; toute fonction numérique continue
sur X et sannulant dans A peut s’écrire f = f; o ¢, ol f; est une fonction numé-



TG X.38 ESPACES FONCTIONNELS §4

rique définie et continue dans X', et s’annulant au point x5 = ¢(A); en appli-
quant la proposition a P’espace X’ et au point x;, on obtient le résultat final.

3. Application: approximation des fonctions numériques continues définies dans
un produit d’espaces compacts

TutorEME 4, — Sotent (X,),; une famille d’espaces compacts, X = Il X, leur

tel
produit. Toute fonction numérique continue dans X peut étre approchée uniformément par des

sommes d’un nombre fini de fonctions de la forme (x,) — [ ] Uy (%), 00 J est une partie finie
aed
(quelconque) de 1 et o, pour chaque o. € J, u, est une fonction numérique continue dans X,

En effet, considérons I’ensemble H des « fonctions d’une variable » (x,) > u,(x,)
(« quelconque dans I) continues dans X; cet ensemble sépare les points de X, car
si x = (x,) et y = (y,) sont deux points distincts de X, il existe a €1 tel que
Xy # Yu et une fonction numérique %, continue dans X, telle que A, (x,) # Ay(¥o);
la fonction x> A, (pr.x) appartient &4 H et prend des valeurs distinctes aux
points x et y. Comme tout polynéme par rapport aux fonctions de H est de la
forme décrite dans I’énoncé, le théoréme résulte du th. 3 (X, p. 36).

Lorsqu’on ne suppose plus tous les espaces X, compacts, la conclusion du th. 4
n’est plus nécessairement exacte (cf. X, p. 56, exerc. 9).

4. Approximation des applications continues d’un espace compact dans un espace
normé

Soient X un espace compact, Y un espace vectoriel normé sur le corps R
(IX, p. 32); Pespace €(X; Y) sera toujours supposé muni de la topologie de la
convergence uniforme, définie par la norme [u| = sup Ju(x)|| (X, p. 21).

xeX

Etant donné un ensemble H de fonctions numériques continues, définies dans X,
une famille finie (u;); <;<, de fonctions appartenant & H, et une famille finie

n
(a;)1 <i1<n de points de Y, Papplication x Z au,(x) de X dans Y est continue;
=1

n
nous la désignerons par Z au,, et nous dirons que c’est une combinaison lindaire de
i=1

fonctions de H, & coefficients dans Y. Nous dirons encore qu’une application
continue f de X dans Y peut étre approchée uniformément par des combinaisons
linéaires (& coeflicients dans Y) de fonctions de H, si f est adhérente au sous-espace
vectoriel de #(X; Y) formé par I'ensemble de ces combinaisons.

ProrosiTioN 5. — Sotent X un espace compact, Y un espace normé sur R, H une partie de
€(X; R). Si toute fonction numérique continue dans X peut étre approchée uniformément
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par des fonctions de H, toute application continue £ de X dans Y peut étre approchée uni-
Jormément par des combinaisons linéaires (4 coeflicients dans Y) de fonctions de H.

Etant donné arbitrairement ¢ > 0, pour tout # € X, il existe un voisinage
ouvert de x dans lequel Poscillation de f est <e. I1 existe donc un recouvrement
ouvert fini (A,}); <;<, de X tel que loscillation de £ dans chacun des A, soit e,
Soit a, une valeur de £dans A; (1 € 7 < n), et soit (u;); <;<, Une partition con-
tinue de I'unité subordonnée au recouvrement (A,) (IX, p. 47, th. 3). Soit x un
point quelconque de X; pour tout indice ¢ tel que x ¢ A;, on a u;(x) = 0, et pour
tout indice 7 tel que x € A;, on a |f(x) — a;| < ¢; on en déduit que

£ = 2, am(®)] = | 2, (€6x) = adue)] < e 2, wlx

D’autre part, il existe par hypothése une fonction »; € H telle que

Jus(%) — vy(x i la;])

7
n
pour tout xe X (1 < i< n); on a donc [£(x) — z a,0,(x)| < 2¢ pour tout

x € X, ce qui démontre la proposition.

A chacune des propositions démontrées ci-dessus, ol on établit qu’une
certaine partie H de (X; R) est partout dense, correspond donc, par la prop. 5,
une proposition analogue pour les applications continues de X dans un espace
normé quelconque Y. Nous nous bornerons & expliciter la proposition qui cor-
respond ainsi au th. 3 (X, p. 36). Etant donné un ensemble H de fonctions
numériques définies dans X, appelons polyndme par rapport aux fonctions de H, a
coefficients dans Y, toute combinaison linéaire, a coefficients dans Y, de produits
d’une famille finie (éventuellement vide) de fonctions de H. Alors:

continues dans X, séparant les points de X. Dans ces conditions, toute application continue
de X dans un espace normé Y sur R peut étre approchée uniformément par des polyndmes par
rapport aux fonctions de H, & coefficients dans Y.

On en déduit la proposition suivante:

ProrosiTiON 7. — Soient X un espace compact, X un ensemble d’applications continues
de X dans le corps des nombres complexes C, qui sépare les points de X. Toute application
continue de X dans un espace normé Y sur G peut éire approchée uniformément par des
polyndmes & coefficients dans Y, par rapport aux fonctions f€ H et & leurs conjuguées f.

Il suffit de remarquer que Y est aussi un espace normé sur R, et d’appliquer
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la prop. 6 & ’ensemble formé des parties réelles et des parties imaginaires de
fonctions f€ H, en remarquant que

A =3 (f+F) et Hf=og(f=])

CoroLLAIRE 1. — 87 X est une partie compacte de I’espace C*, toute application continue
(25 Zoy oo vy 25) =T (21, 2oy« o oy 2Zp) de X dans un espace normé Y sur le corps C peut
étre approchée uniformément par des polyndmes a coefficients dans Y par rapport aux z,, et
aux Zy.

Nous verrons plus tard qu’en général il n’est pas possible d’approcher uniformé-

ment f par des polyndémes (a coeflicients dans Y) par rapport aux seules variables z,
mémesi Y = G

CoROLLAIRE 2, — Soient X un espace localement compact, €,(X) I'algébre normée sur G
des applications continues de X dans C, tendant vers O a Uinfini. Soit A une sous-algébre
de € o(X), séparant les points de X, telle que pour tout x € X, il existe f € A pour laquelle
F(x) # 0, et telle que la relation f € A entraine fe A. Alors A est dense dans €,(X).

Si X’ est ’'espace compact obtenu par adjonction 2 X d’un point a I’infini o,
%o(X) s’identifie au sous-espace de ¥(X'; C) formé des applications continues
nulles au point , la norme sur %,(X) étant définie par

1 = sup |f(x)] = sup [f(#)].
En vertu de la prop. 7 (X, p. 39), toute fonction f e €,(X) peut étre approchée

uniformément par des polyndémes a coefficients complexes, par rapport a des
fonctions appartenant & A; en outre, comme f(w) = 0, le raisonnement de X,
p. 37, prop. 4 montre qu’on peut supposer ces polynémes sans terme constant

et alors ils appartiennent & A.

Comme autre exemple d’application de la prop. 7, citons le résultat suivant:
P PP prop

ProrosiTiON 8. — Soit P Uensemble des applications continues périodiques de R™ dans G
dont le groupe des périodes contient Z™. Toute fonction appartenant & P peut étre approchée
uniformément, dans R™, par des combinaisons linéaires a coefficients complexes des fonctions
de la forme

(%15 X3y« « vy %) P> €@(hyxty + hgitg + <o+ hytn)
o les h, sont des entiers (ces combinaisons sont appelées polyndmes trigonométriques a m
variables).

Il suffit de remarquer que P (muni de la topologie de la convergence uni-
forme) est canoniquement isomorphe & l’espace des applications continues de
Pespace compact T™ dans C (VII, p. 11), et d’appliquer la prop. 7 & ’ensemble
des applications de T™ dans C qui correspondent aux m applications

(xla x2:-"axm) He(xi) (1 < i< m)
de R™ dans C.



Exercices

§1

1) Soient X un ensemble, Y un espace uniforme non vide et non réduit 2 un point, € un
ensemble non vide de parties non vides de X, Y’ © F#(X; Y) I’ensemble des applications
constantes de X dans Y. Pour tout y € Y, soit ¢, 'application constante de X dans Y égale
ay.

a) Montrer quey —> ¢, est un isomorphisme de Y sur le sous-espace uniforme Y’ de F¢(X; Y).
b) Pour que F¢(X; Y) soit séparé, il faut (et il suffit) que Y soit séparé et que & soit un
recouvrement de X.

¢) Pour que Y’ soit fermé dans F¢(X; Y), il faut et il suffit que F¢(X; Y) soit séparé,

2) Soient X un ensemble, Y un espace uniforme séparé, non vide et non réduit & un point,
&;, &, deux ensembles de parties de X satisfaisant aux conditions (Fj) et (Ff;) de X, p. 3;
montrer que si &; © G, et &, # &g, la structure uniforme de la &;-convergence est stricte-
ment moins fine que la structure uniforme de la @y-convergence. En particulier:

1° Si X est un espace topologique séparé non compact, la structure uniforme de la conver-
gence compacte est strictement moins fine que la structure uniforme de la convergence
uniforme.

20 Si X est un espace topologique séparé dans lequel il existe des ensembles compacts infinis
(cf. I, p. 105, exerc. 4), la structure uniforme de la convergence simple est strictement moins
fine que la structure uniforme de la convergence compacte.

3) Soient X un ensemble, & un recouvrement de X, Y un espace uniforme non séparé, Y,
P’espace uniforme séparé associé & Y (II, p. 24). Montrer que I’espace uniforme séparé
associé & F¢(X; Y) est isomorphe 3 F¢(X; Y).

4) Montrer que, sur ’ensemble #(R; R) des fonctions numériques finies continues définies
dans R, la topologie de la convergence uniforme n’est pas la méme, suivant qu’on munit R
de la structure uniforme additive, ou de la structure uniforme induite par la structure
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uniforme (unique) de la droite achevée R (bien que les topologies déduites de ces deux
structures uniformes sur R soient les mémes).

5) Soit X un espace topologique; on dit qu’un ensemble &€ de parties de X est saturé s’il
satisfait aux conditions (Fj) et (Fy) de X, p. 3, et si 'adhérence de tout ensemble de &
appartient & &.

a) Montrer que si X est un espace normal (IX, p. 41), @ un ensemble saturé de parties de X,
qui est un recouvrement de X, ’ensemble ¥(X; R) est dense dans ’espace ?@(X; R)
(X, p. 9, cor. 2), muni de la topologie de la &-convergence; en particulier ¥(X; R) est
dense dans & ,(X; R); €(X; R) n’est fermé dans #(X; R) que si X est discret.

) Solent X un espace compleétement régulier (IX, p. 8), &, et S, deux ensembles saturés de
parties de X; on suppose &; < &; et &; # S, Montrer que sur €(X; R), la topologie de la
&,-convergence est strictement moins fine que celle de la &,-convergence.

6) a) Soient X un espace topologique, Y un espace uniforme, @ un filtre sur Pensemble
%(X;Y) qui converge simplement vers une fonction #,. Pour que %, soit continue en un
point x, € X, il faut et il suffit que, pour tout entourage V de Y et tout ensemble M € @, il
existe un voisinage U de %, et un u € M tels que (u(x), u(x}) € V pour tout x € U.

b) Soient X un espace quasi-compact, Y un espace uniforme, ® un filtre sur ¥(X; Y), qui
converge simplement vers une fonction u,. Pour que #, soit continue dans X, il faut et il
suffit que, pour tout entourage V de Y, et tout ensemble M € @, il existe un nombre fini de
fonctions u; € M (1 < i < n) telles que, pour tout x € X, il existe au moins un indice ¢ pour
lequel (uo(x), u;(x)) € V (utiliser a)).

9 7) Soient X, Y deux espaces uniformes séparés. Pour toute application continue f de X
dans Y, soit G(f) = X x Y le graphe de f, qui est une partie fermée de X x Y (I, p. 53,
cor. 2), de sorte que f— G(f) est une application injective de ¥(X;Y) dans I’ensemble
F(X x Y) des parties fermées non vides de X x Y.

a) Montrer que Papplication f~> G(f) de €,(X;Y) dans (X x Y) est uniformément
continue lorsque 'on munit F(X x Y) de la structure uniforme définie dans II, p. 34,
exerc. 5.

b) Soit I' 'image de ¥(X; Y) dans F(X x Y) parf— G(f), et soit ¢ ’application de T" dans
%.(X; Y), réciproque de f— G(f). Montrer que si X est compact, ¢ est continue dans T’
(raisonner par I’absurde).

¢) On prend X et Y égaux & l’intervalle compact (0, 1) de R. Montrer que Papplication ¢
n’est pas uniformément continue dans I'.

4 8) Soient X, Y deux espaces métriques, (f,) une suite d’applications boréliennes de classe «
de X dans Y (IX, p. 124, exerc. 20).

a) On suppose que la suite (f,) converge simplement vers une application /i1 X — Y,
Montrer que fest de classe & + 1. (Si U est une partie ouverte de Y, remarquer que

7o = () 7o)

31 %0

et utiliser ’exerc. 6 de IX, p. 119.

b) On suppose que la suite (f,) converge uniformément vers /. Montrer que f est de classe «.
(Soit F une partie fermée de Y, et pour tout entier n > 0, soit V,, Pensemble des points de Y
dont la distance & F est <1/n. Montrer qu’il existe une suite croissante n—> m(n) d’entiers

telle que}%F) = O __f;:(m(vn))-

¢) On suppose que Y est de type dénombrable, Montrer que si f/: X — Y est une fonction
borélienne de classe « > 0, il existe une suite (g,) de fonctions boréliennes g,: X — Y, de
classe <a, telle que (g,) converge simplement vers f. (Montrer qu’on peut prendre pour g,
des fonctions ne prenant qu'un nombre fini de valeurs; utiliser IX, p. 119, exerc. 6 &) et
IX, p. 124, exerc. 20 ¢).
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€ 9) Soient X un espace de Baire, Y un espace métrique, (f,) une suite d’applications
continues de X dans Y qui converge simplement vers f. On dit qu’un point x € X est un
point de convergence uniforme pour la suite (f;) si, pour tout & > 0, il existe un voisinage V de »
et un entier p tels que pour m = petn = p, on ait d(f.(y), fr(y)) < epourtouty € V (d étant
la distance sur Y). Montrer que le complémentaire S de ’ensemble des points de conver-
gence uniforme est maigre dans X (cf. IX, p. 114, exerc. 20). Donner un exemple ol S est
dense dans X (prendre X = Y = R; soit n— r, une bijection de N sur Q; soit d’autre part
(gn) une suite d’applications continues de R dans (0, 1) qui converge vers la fonction égale 2
0 pour x # O et a1 au point 0, la convergence étant uniforme dans tout ensemble ouvert de

R ne contenant pas 0. Considérer la suite de fonctions f,(x) = z opdn(x — 1p), la suite

(2p) tendant vers O de fagon convenable).

10) Montrer que sur le groupe I des homéomorphismes de la droite numérique R sur elle-
méme, la topologie de la convergence simple est identique & celle de la convergence com-
pacte (cf. X, p. 50, exerc. 14).

11) Soient X un espace topologique, G un groupe topologique; '’ensemble ¥(X; G) des
applications continues de X dans G est un sous-groupe du groupe GX. Soit & un ensemble de
parties de X.

a) On suppose que pour tout A € &, tout voisinage V de e dans G, et tout u e €(X; G),
il existe un voisinage W de ¢ tel que sWs~! < V pour tout s € u(A). Montrer que la topo-
logie de la &-convergence est alors compatible avec la structure de groupe de ¥(X; G);
en outre, la structure uniforme droite (resp. gauche) du groupe topologique ¥¢(X; G) ainsi
défini est identique & la structure uniforme de la &-convergence lorsque G est muni de sa
structure uniforme droite (resp. gauche). Cas de la convergence simple; cas de la conver-
gence compacte lorsque G est localement compact. Cas ou G est commutatif.

b) Si G = SL(2, R) muni de la topologie induite par celle de R%, montrer que la topologie
de la convergence uniforme n’est pas compatible avec la structure de groupe de ¥(R; G).

12) Soient X un espace topologique, A un anneau topologique (III, p. 48); ’ensemble
%(X; A) des applications continues de X dans A est un sous-anneau de anneau A%, Soit &
un ensemble de parties de X,

a) On suppose que pour tout M € &, et tout u € €(X; A), 'ensemble u(M) est borné (III,
p. 81, exerc. 12). Montrer que la topologie de la &-convergence est compatible avec la
structure d’anneau de €(X; A). Cas de la convergence simple et de la convergence com-
pacte.

b) Soit X un espace localement compact non compact et dénombrable & Uinfini (I, p. 68).
Montrer que la topologie de la convergence uniforme n’est pas compatible avec la structure
d’anneau de €(X; R).

§2

1) Soit f la fonction numérique sur R égale 4 Opourx <0,axpour0 < x <1,al pourx =1.
Montrer que la suite de fonctions numériques f,,(x) = f(nx — n2) (n € N) est équicontinue
mais non uniformément équicontinue dans R, bien que formée de fonctions uniformément
continues.

2) Soient X un espace topologique séparé dont tout point admet un systéme fondamental
dénombrable de voisinages, Y un espace uniforme. Montrer que si une partie H de #(X; Y)
est telle que, pour toute partie compacte K de X, 'ensemble H | K des restrictions & K des
applications ue H est une partie équicontinue de %(K;Y), alors H est équicontinue
(raisonner par Pabsurde).
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3) Soient X, Y, Z trois espaces métriques, et soit H une partie de (X x Y; Z). On suppose
que pour tout ¥; € X, 'ensemble des u(xo,.), ol u € H, soit une partie équicontinue de
%(Y; Z) et que, pour tout y, € Y, ’ensemble des u(,, ), oit u € H, soit une partie équi-
continue de #(X; Z). Montrer que si X est complet, alors, pour tout b € Y, il existe dans X
un ensemble S, dont le complémentaire est maigre dans X, tel que, pour tout a € S,, ’en-
semble H soit équicontinu au point (g, b) (appliquer I’exerc. 21 de IX, p. 115, en utilisant le
cor. 1 de X, p. 12).

4) Soient X, Y, Z trois espaces uniformes.

a) Soit H une partie uniformément équicontinue de €(Y; Z). Si on munit H, €(X; Y) et
€(X; Z) de la structure uniforme de la convergence uniforme, montrer que ’application
(4, 0) —uovde H x ¥(X;Y) dans ¥(X; Z) est uniformément continue.

b) Soient K une partie uniformément équicontinue de ¥(X; Y), L une partie uniformément
équicontinue de €(Y; Z). Montrer que I’ensemble des v o 4, o1 4 parcourt K et v parcourt L,
est une partie uniformément équicontinue de %(X; Z).

5) Soient X un espace topologique, Y un espace normé sur un corps valué non discret K, H
une partie de F(X;Y), équicontinue en un point x, € X. Soit £ # 0 un nombre réel;

Pensemble H, des combinaisons linéaires 2 cyuy de fonctions u, € H, telles que Z le] < &,
1 i

est équicontinu au point xg.

6) Soient X un espace topologique, Y un espace uniforme, H une partie équicontinue de
€(X; Y), © un filtre sur H. Montrer que ’ensemble des points ¥ € X tels que ®(x) soit une
base de filtre de Cauchy dans Y est fermé dans X.

7) Soient X un espace topologique, Y un espace uniforme séparé et complet, ¢ un homéo-
morphisme uniformément continu de Y sur une partie ouverte ¢(Y) d’un espace uniforme
séparé Y’. Soient H une partie équicontinue de €(X; Y), H’ 'ensemble des ¢ o u, ot # € H.

-1
Si v est adhérent & H' dans & (X; Y’), montrer que v(p(Y)) est & la fois ouvert et fermé dans
X. En particulier, si X est connexe, 7(X) est contenu dans ¢(Y) ou dans une composante
connexe de [ ¢(Y). (Remarquer que v est continue, et utiliser I’exerc. 6.)

8) Soit H un ensemble équicontinu d’applications d’un espace topologique X dans R.

a) Montrer que I’ensemble des enveloppes supérieures (resp. inférieures) de parties finies de
H est équicontinu.

b) Soit v une application de X dans R, adhérente & H pour la topologie de la convergence

-1 -1
simple. Montrer que v est continue dans X, et que les ensembles v(+ c0) et v(—c0) sont & la
fois ouverts et fermés dans X (utiliser ’exerc. 7).

¢) Déduire de a) et ) que I’enveloppe supérieure w (resp. ’enveloppe inférieure v) de H est

-1 -1
continue dans X et que w(+ ) (resp. v(—c0)) est 4 la fois ouvert et fermé dans X.
d) On suppose X connexe, et qu’il existe x, € X tel que ’ensemble H(x,) soit majoré dans R.
Montrer que pour toute partie compacte K de X, P'ensemble des restrictions & K des fonc-
tions de H est uniformément majoré dans K (utiliser ¢)).

9) Soient X un ensemble, Y un espace uniforme, & un recouvrement de X. Pour qu’une
partie Hde ’espace uniforme F¢(X; Y) soit précompacte, il faut et il suffit que: 1° pourtout
x e X, H(x) soit précompact dans Y; 2° la structure uniforme de la S-convergence et la
structure uniforme de la convergence simple soient identiques dans H. (Appliquer le th. 2
de X, p. 17, en considérant X comme un espace discret et en se ramenant au cas ol Y est
séparé et complet).

10) a) Soient X un espace compact, (f,) une suite d’applications continues de X dans lui-
méme, qui converge simplement mais non uniformément dans X vers une fonction continue
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(X, p. 10, Remarque 2). Montrer que 'ensemble des f, est relativement compact dans
%s(X; X) mais non dans €.(X; X) = €,(X; X).

b) Soient I Pintervalle (—1, 1) de R, et, pour tout # > 0, soit u,(x) = sin V¥ + 4n®n? pour
tout ¥ = 0. Montrer que ’ensemble H des 4, est une partie équicontinue de (R, ; I) et
est relativement compact dans €.(R, ; I) mais non dans €,(R; ; I) (remarquer que la suite
(un) converge simplement vers 0).

11) Soient X un espace complétement régulier infini, € un ensemble de parties de X
formant un recouvrement de X. Montrer que l'espace ¥e(X; R) n’est pas localement
compact.

12) Soient X un espace topologique, Y un espace uniforme, H une partie équicontinue de
€(X;Y), V un entourage symétrique de Y. Etant donné un point x € X, montrer que
Pensemble des points &’ € X pour lesquels il existe un entier n (dépendant de ) tel que

n
H(x") < V(H(x)), est a la fois ouvert et fermé dans X. En déduire que pour toute partie
compacte et connexe K de X, et tout x, € K, il existe un entier n > 0 tel que

H(K) < V(H(xo)).

9 13) Soient X un espace topologique, Y un espace uniforme localement compact, H une
partie équicontinue de ¥(X; Y).

a) Soit A D'ensemble des points x € X tels que H(x) soit relativement compact dans Y;
montrer que A est ouvert dans X (cf. I, p. 65, prop. 10 et II, p. 31, prop. 4).

5) On suppose en outre que Y est complet pour sa structure uniforme; alors A est aussi
fermé dans X (remarquer que si ¥, € A, H(xo) est relativement compact dans Y, en con-
sidérant un ultrafiltre sur H(x,) comme image d’un ultrafiltre sur H). Dans ce cas, si X est
connexe, pour que H soit relativement compact dans €.(X; Y), il faut et il suffit que pour
un point x, € X, 'ensemble H(x,) soit relativement compact dans Y.

¢) On prend pour X l’intervalle compact (0, 1) de R, pour Y lintervalle )0, 1{ muni de la
structure uniforme induite par celle de R; donner un exemple de partie équicontinue H de
€(X;Y) tel que I’ensemble A défini dans a) soit l'intervalle (0, 1).

d) On suppose que X = Y et que H est formé d’homéomorphismes de X sur lui-méme,
Montrer que si H est uniformément équicontinu, ’ensemble A défini dans a) est 4 la fois
ouvert et fermé dans X.

14) Soit I" un groupe équicontinu d’homéomorphismes de R; montrer que si un homéo-
morphisme # € T" laisse au moins un point de R invariant, et si 4 est croissant, u est I’applica-
tion identique (montrer que dans le cas contraire, le groupe monogéne engendré par u
n’est pas équicontinu en un point invariant par u, convenablement choisi). Si # est décrois-
sant, #2 est application identique.

€ 15) Soient X un espace compact métrisable, I' le groupe de tous les homéomorphismes de
X, G un sous-groupe de I" qui opére transitivement dans X. Si H est le centralisateur de G
dans T', montrer que H est équicontinu. (Raisonner par I’absurde, en supposant que H n’est
pas équicontinu en un point @ € X; en déduire ’existence d’une suite de points x, € X et

d’une suite d’éléments u, e H tels que lim x, = 4, lim u,(a) = &, lim u,(x,) = ¢, avec
n— o n-w n=x
b # ¢. En déduire que la suite (#,) converge simplement dans X, mais qu’aucun point de X

n’est point de convergence uniforme pour cette suite, ce qui contredit I'exerc 9 de X,
p. 43).

16) Soient X un espace uniforme séparé, I' un groupe équicontinu d’homéomorphismes de

X. La relation d’équivalence R définie par I'" dans X est alors ouverte (I, p. 31).

a) Montrer que si toute orbite pour I' est une partie fermée de X, I’espace des orbites X/T" est
séparé.
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b) Montrer que si toute orbite pour I' est compacte, la relation R est fermée (utiliser I, p. 35,
prop. 10).

¢) Donner un exemple ot X est compact, mais aucune orbite pour I" n’est fermée dans X
(cf. I, p. 72, exerc. 29).

€ 17) Soient X un espace compact, I un groupe dénombrable d’homéomorphismes de X; on
suppose que ’espace des orbites X/T" est séparé (donc compact).

a) Montrer que 'orbite I'(x) de tout x € X est un ensemble fini (remarquer que si cet en-
semble était infini, il n’aurait aucun point isolé et utiliser le th. de Baire (IX, p. 55, th. 1)).

b) Pour chaque point ¥ € X, soit A(xp) le sous-groupe distingué de I’ formé des homéo-
morphismes laissant invariants tous les points de I'orbite I'(x,). Montrer que si A(x,) a un
nombre fini de générateurs, le groupe I' est dguicontinu au point x,. (Soient f; (I < i < m)
les générateurs de A(xo), gx (1 < & < n) des représentants de chacune des classes du groupe
T modulo A(x,) distinctes de A(xo) ; prendre un voisinage V de %, tel qu’aucun des ensembles
JiV), fi1(V) ne rencontre un des ensembles g,(V); puis utiliser le fait que la relation
d’équivalence définie par T" est fermée (I, p. 78, prop. 8)).

¢) Sans hypothése sur A(x,), on suppose que ¥, posséde un systéme fondamental de voisinages
connexes dans X ; montrer que I est équicontinu au point #9 (méthode analogue a celle de b)).
En déduire que si X est localement connexe, I" est équicontinu,

d) On prend pour X le sous-espace compact de R formé de 0, 1 et des points I/net 1 + %
(n entier >2); donner un exemple de groupe dénombrable I d’homéomorphismes de X tel
que X/T soit séparé, et qui n’est pas équicontinu.

€1 18) Soit G un groupe topologique séparé opérant contintiment dans un espace topo-
logique séparé X; on dit que G est propre en un point x5 € X si I’orbite G.x, est fermée dans X et
si G opére proprement dans G.x, (III, p. 27).

a) Soit G un groupe topologique localement compact opérant continiment dans un espace
uniforme séparé X. On suppose que ’ensemble des homéomorphismes x — s.x de X pour
s € G est équicontinu. Montrer que si G est propre en un point ¥, € X, il existe un voisinage V
de x, tel que 'ensemble des s € G pour lesquels s. VAV # @ soit relativement compact
dans G (cf. III, p. 31, prop. 7). En déduire que I’ensemble D des points de X out G est
propre est ouvert dans X et que G opére proprement dans D. Si en outre X est localement
compact, montrer que D est 4 la fois ouvert et fermé dans X (utiliser X, p. 12, cor. 2).

b) Dans le plan numérique R?, soit E I’ensemble formé de ’origine (0, 0) et des points
(0, 2-™) pour n entier 0. Pour tout entier n € Z différent de 0, on désigne par u, la restric-
tion & E d’une application lindaire affine de R? dans lui-méme telle que #,(0, 0) = (1, 0)
et 4,(0, 2-1#) = (0, 67), ol O est un nombre irrationnel tel que 0 < 6 < 1; soit X le sous-
espace (localement compact) de R? réunion de E et des 4,(E) pour n € Z, n # 0. On désigne
en outre par u, I'application identique de E sur lui-méme, et on définit «, (n € Z) dans tout
Pespace X en posant #,(#,(x)) = 4, +n,(%) pour tout x € E et tout m € Z; Pensemble G des
u, est un groupe d’homéomorphismes de X, que I’on munit de la topologie discrete, de sorte
que G opére contintment dans X. Montrer que G est propre en tout point de X, mais n’est
pas équicontinu et n’opére pas proprement dans X.

¢) Soit X le sous-espace (non localement compact) de R? (identifié & C), réunion du demi-
plan y > O et de l'origine. On définit un homéomorphisme z de X sur lui-méme en posant
u(0, 0) = (0, 0), et u(re!®) = re!’, avec ' = w/2 pour 0 < & < 7/2, ' = o — =n/4 pour
T2 < 0w<dIndto =20—npourdnd < w<n(r>00< w < r). Soit G le groupe
monogéne d’homéomorphismes de X engendré par %, que ’on munit de la topologie discréte.
Montrer que G est équicontinu dans X et que ’ensemble des points de X ot G est propre
est le demi-plany > 0.
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19) Soient X un espace uniforme séparé, G un groupe d’homéomorphismes de X sur
lui-méme.

a) Montrer que si G est équicontinu et discret pour la topologie de la convergence simple,
il est fermé dans ’espace F(X; X).

b) Montrer que si G, muni de la topologie discréte, est propre en un point au moins de X
(exerc. 18), alors il est fermé dans F(X; X) et la topologie de la convergence simple induit
sur G la topologie discréte.

¢) Soit X un espace somme topologique de deux espaces X;, X, homéomorphes 4 R, de sorte
que X peut étre identifié 4 ’espace produit R x {1, 2}; on le munit de la structure uniforme
produit. Pour tout couple (m, n) d’entiers rationnels, on désigne par #,, ’homéomorphisme
de X défini par 4, (%) = %, + me + 1B, Uy, (x2) = %3 + my + nd pour x; € X; et x5 € X,
ol «, B, v, & sont quatre nombres réels #0 tels que «/B et v/ soient irrationnels et distincts.
Montrer que les u,, forment un groupe G d’homéomorphismes de X, qui est équicontinu et
discret pour la topologie de la convergence simple, mais que G (muni de la topologie
discréte) n’est propre en aucun point de X.

20) Soient X un espace métrique localement compact, G un groupe d’homéomorphismes de
X, équicontinu et discret pour la topologie de la convergence simple (égale 4 la topologie de
la convergence compacte sur G).

a) Montrer que s’il existe un point x € X et une suite (#,) d’éléments distincts de G tels que
la suite des u,(x) soit convergente, alors il existe une suite (v,) d’éléments distincts de G telle
que lim v,(¥}) = x. En déduire qu’il existe alors deux voisinages compacts K, L de x tels que

=

v,(K) < L pour tout 7.

b) Les hypothéses sur G n’entralnent pas que G est propre en au moins un point de
X (exerc. 19 ¢)). On dit que G est K-discret pour une partie compacte K de X, si G est
discret pour la topologie de la convergence uniforme dans K (ou, ce qui revient au méme,
pour la topologie de la convergence simple dans K). Montrer que si G est K-discret pour
toute partie compacte K de X, G opére proprement dans X (utiliser a)).

¢) On suppose que G est uniformément équicontinu et que X est connexe (donc de type
dénombrable (IX, p. 95, exerc. 17)); montrer alors que G opére proprement dans X. (Utili-
sant X, p. 45, exerc. 13 d), montrer que si une suite (v,) d’éléments distincts de G était telle
que lim z,(x) = x pour un x € X, il existerait une suite extraite de (v,) et tendant vers

n
Pidentité pour la topologie discréte). Donner un exemple ot X est connexe mais G n’est pas
K-discret pour toute partie compacte de X (prendre pour X la réunion, dans R2, des
segments —l < x<l,y=0etx=0,0<y < 1).

21) Soit G un groupe d’homéomorphismes d’un espace uniforme séparé X. On suppose que
G est équicontinu, et que, muni de la topologie discréte, G opére proprement dans X. On
suppose en outre que ’ensemble des ¥ € X qui ne sont invariants par aucun homéomor-
phisme u € G distinct de l'identité, est partout dense dans X. Dans ces conditions, montrer
qu’il existe un ensemble ouvert F dans X tel que F N «(F) = & pour tout homéomorphisme
u € G distinct de I'identité, et que I'image canonique de F dans I’espace des orbites E/G soit
une partie ouverte de E/G, partout dense et homéomorphe & F (utiliser X, p. 45, exerc. 16
et le th. de Zorn).

§3

1) Soient X un espace topologique, Y un espace métrique. Montrer que l'ensemble des
applications de X dans Y dont Poscillation en tout point de X (IX, p. 14) est <« (ol « est
un nombre >0 donné) est fermé dans 'espace F,(X; Y).

2) Soit X un ensemble; montrer que Papplication # > sup u(x) de #Z(X; R) dans R est
xex

continue.
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3) Soient X un espace meétrique, d la distance sur X. Pour tout x € X, soit d, la fonction
numérique y — d(x, y) continue dans X. Montrer que I’application x — d,, est une isométrie
sur un sous-espace de %, (X; R) (muni de I’écart 8(u, v) = sup |u(x) — v(x)|).

xeX

4) Pour qu’un espace complétement régulier X soit tel que I'espace métrisable €,(X; R)
soit de type dénombrable, il faut (et il suffit) que X soit compact métrisable. (En considérant
le compactifié de Stone-Cech de X (IX, p. 9), montrer que X doit étre métrisable, puis
observer que l'espace €,(Z; R) n’est pas de type dénombrable).

5) Soit X un espace complétement régulier,

a) Pour que tout point de 'espace €.(X; R) ait un systéme fondamental dénombrable de
voisinages, il est nécessaire qu’il existe dans X une suite croissante (K,) d’ensembles compacts
telle que toute partie compacte de X soit contenu dans un des K,. Pour tout espace métri-
sable Y, #,(X; Y) est alors métrisable.

b) Pour que €,(X; R) soit métrisable et de type dénombrable, il faut et il suffit que les sous-
espaces compacts K, soient métrisables (utiliser I’exerc. 4). Pour tout espace Y métrisable et
de type dénombrable, €,(X; Y) est alors métrisable et de type dénombrable.

6) a) Soient X, Y deux espaces topologiques admettant chacun une base dénombrable
d’ouverts pour leur topologie. Sur ’ensemble €(X; Y) des applications continues de X dans
Y, on considére la topologie engendrée par les ensembles T(U,, V,) (ensemble des
Fe€(X;Y) telles que f/(Up) < V,,) oit (Uy,) parcourt une base de X et V,, une base de Y.
Montrer que pour cette topologie, Papplication (, ) — u(x) de €(X;Y) x X dans Y est
continue, et par suite que cette topologie est plus fine que la topologie de la convergence
compacte.

b) En déduire que sous les hypothéses de a), pour toute topologie sur €(X; Y) moins fine
que la topologie de la convergence compacte, tout sous-espace de €(X; Y) est un espace de
Lindelofet il existe dans ce sous-espace une partie dénombrable partout dense. Side plus Y est
métrisable, tout sous-espace de €,(X; Y) oude %(X; Y) est paracompact (IX, p. 76, prop. 2).

¢) Soient I lintervalle (0, 1) de R, L la demi-droite d’Alexandroff (IV, p. 49, exerc. 12).
Montrer que I'espace %,(I; L) n’est pas paracompact. (Il suffit de considérer le sous-espace
fermé M des fe €.(I; L) telles que f(0) = 0. Pour tout ordinal « < ey, soit U, ’ensemble
ouvert dans M formé des f telles que f(I) < (0, «(; les U, constituent un recouvrement
ouvert de M. Raisonner par ’absurde en supposant qu’il existe un recouvrement localement
fini R de M plus fin que celui des U,; en utilisant le fait que dans L toutintervalle compact
[0, B) (B < ®;) est homéomorphe 2 I, définir par récurrence une suite (f;) de fonctions de
M, une suite strictement croissante («(n)) d’ordinaux <w; et une suite (V,) d’ouverts
appartenant 2 R, telles que 'on ait f,4+1(1) > «(n), fr+1(2) = f2(t) dans I, f,.1(8) = f2(8)
pour 0 € ¢t < 1 — I/n, etenfin f41 € Viu1 © Uynsny. Montrer que la suite (f,) converge
uniformément dans I vers une fonction g, et en déduire une contradiction.)

7) Soient X un espace contenant une partie dénombrable dense, Y un espace séparé dont
tout point admet un systtme fondamental dénombrable de voisinages (resp. un espace
métrisable), H une partie de €(X; Y). Montrer que si J est une topologie sur H plus fine
que la topologie de la convergence simple dans X, pour laquelle H est compact, alors tout
point de H admet un systéme fondamental dénombrable de voisinages pour I~ (resp. I est
métrisable). (Remarquer que pour toute partie partout dense D de X, la topologie I est
plus fine que la topologie de la convergence simple dans D et que cette derniére est séparée.)

8) a) Soit fl'application continue (, y) — xy de R x R dans R. Montrer que Papplication
x> f(x,.) de R dans €,(R, R) n’est pas continue.
b) Solent X, Y deux espaces topologiques, Z un espace uniforme, f une application de

X x Y dans Z; montrer que si, pour tout x € X, f(«,.) est continue dans Y et si application
x> f(x,.) de X dans €,(Y; Z) est continue, alors f est continue dans X x Y.
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€1 9) a) Soient X, Y, Z trois espaces topologiques; on suppose que X et Y sont séparés et que
tout point de chacun de ces espaces admet un systtme fondamental dénombrable de voisi-
nages. Soit fune application de X x Y dans Z telle que, pour tout x € X, f(¥,.) soit continue
dans Y et que Papplication x > f(x,.) de X dans €.(Y; Z) soit continue. Montrer que fest
continue dans X x Y (cf. X, p. 9, cor. 3).

b) Montrer que la conclusion de g) subsiste lorsqu’on remplace I’hypothése sur X par
I’hypothése que X est localement compact et que Z est un espace uniforme (utiliser ’exerc.
2 de X, p. 43 et le th. d’Ascoli) (cf. exerc. 11 4)).

9 10) Etant donnés deux espaces topologiques X, Y, pour toute partie A de X et toute
partie B de Y, on désigne par T(A, B) I’ensemble des applications ¥ € €(X; Y) telles que
u(A) < B.

Soit U = (U,) un recouvrement ouvert de X. On désigne par 'y la topologie sur
%(X; Y) engendrée par les ensembles T(F, V), olt V parcourt Pensemble des parties ouvertes
de Y et F I’ensemble des parties fermées de X contenues dans un U, au moins.

a) Montrer que g est plus fine que la topologie de la convergence compacte (utiliser le
cor. 1 de IX, p. 48). Si X est régulier, ’application (4, x) — u(x) de €(X;Y) x X dansY
est continue lorsqu’on munit ¥(X; Y) de la topologie .

b) Soit I une topologie sur €(X;Y) telle que I'application (u, x) — u(x) de ¥(X;Y) x X
dans Y soit continue quand on munit €(X; Y) de la topologie . Soient %, une application
continue de X dans Y, ¥, un point de X, V un ensemble ouvert dans Y tel que #y(x,) € V.
Montrer qu’il existe un voisinage ouvert U de %, dans X tel que T(U, V) soit un voisinage de
ug pour 7.

¢) On suppose que X est complétement régulier. Montrer que si, parmi les topologies
sur €(X; R) pour lesquelles (4, x) — u(x) est continue, il en existe une J, moins fine que
toutes les autres, g, est nécessairement la topologie de la convergence compacte. (Soit
T(U, V) un voisinage de 0 dans ¥(X; R) pour J ;. Soit (W,) un recouvrement ouvert
quelconque de U, 9B le recouvrement de X formé des W, et de [ U. En utilisant a) et en
raisonnant par ’absurde, montrer qu’il existe un nombre fini de W, recouvrant U).

d) Montrer que si X est complétement régulier, mais non localement compact, ’application
(u, x) —~ u(x) de €.(X; R) x X dans R n’est pas continue en tout point. (Considérer un
point ¥y ne possédant aucun voisinage compact; raisonner par I’absurde, en utilisant 5)).

4 11) Soient X, Y deux espaces topologiques non vides dont le produit X x Y est normal.
Soit J~ une topologie sur I’ensemble € (X; R) telle que pour toute fonction numérique f
continue dans X x Y, lapplication y — f(., ) de Y dans €(X; R) soit continue.

a) Soient y, un point, A une partie dénombrable infinie de X, fermée dans X et dont tous
les points sont isolés, I un intervalle ouvert borné dans R. Montrer que, pour la topologie -
Pensemble T(A, I) (X, p. 49, exerc. 10) ne posséde aucun point intérieur. (Si #, € T(A, I),
former une application continue fde X x Y dans R qui soit telle (., o) = %, et que pour
tout z,, on ait £(., z,) ¢ T(A, I)).

b) En déduire que si en outre, pour la topologie J, I’application (u, x) — u(x) de
%(X; R) x X dans R est continue, si X est localement paracompact (IX, p. 111, exerc. 36),
et 8’il existe dans X une suite (x,) de points qui converge vers un point distinct des x,, alors X
est nécessairement localement compact (utiliser ’exerc. 10 &), ainsi que IX, p. 110, exerc.
35 ¢)).

¢) Conclure de b) que si X est métrisable et non localement compact, il existe des points de
%.(X; R) qui n’admettent pas de systéme fondamental dénombrable de voisinages (utiliser
X, p. 49, exerc. 9 a)). Donner de ce fait une démonstration directe utilisant X, p. 48, exerc.
5 a).

12) Soient X un espace topologique, Y, Z deux espaces uniformes, & un ensemble de parties
de X, € un ensemble de parties de Y.
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a) Soit uy € €(X; Y). Montrer que si, pour toute partie A € &, uy(A) est contenu dans un
ensemble B € €, alors ’application v — v o 4y de ¥ (Y; Z) dans ¥«(X; Z) est continue.
b) Soit H un sous-espace de F(X;Y), et soit v € ¥(Y; Z). Montrer que si, pour toute
partie A € G, vy est uniformément continue dans H(A), Papplication u —> 14 o u de H dans
%s(X; Z) est continue.
¢) Solent up € ¥(X; Y), vo € €(Y; Z). On suppose que pour tout A € &, il existe Be £ et un
entourage V de Y tels que:

1° V(uy(A)) < Bj 2° v, est uniformément continue dans B.

Alors, ’application (4, v) v o u de ¥(X; Y) x €(Y; Z) dans €s(X; Z) est continue
au point (%, vg).

En particulier, ’application (z, 2) — vou de €,(X;Y) x €,(Y; Z) dans €(X; Z) est
continue en tout point (ug, 7o) tel que v, soit uniformément continue dans Y.
d) Soit y, I’homéomorphisme %+~ 4% de R sur lui-méme. Montrer que l’application
# — g o u de €,(R; R) dans lui-méme n’est pas continue en certains points.

€ 13) Soient X, Y, Z trois espaces topologiques séparés.

a) Montrer que quels que soient 4y € €(X; Y) et vy € ¥(Y; Z), les applications v = v o 1,
de €.(Y; Z) dans €,(X; Z) et u—vgou de €.(X; Y) dans ¥.(X; Z) sont continues.

b) On suppose que tout point de Y (resp. Z) admet un systéme fondamental dénombrable
de voisinages, et qu’il existe dans X une partie dénombrable dense. Soit H une partie
compacte de %.(X; Y); montrer que I'application (¥, v) +>vou de H x €,(Y; Z) dans
%.(X; Z) est continue. (On prouvera d’abord que pour toute partie compacte K de X,
H(K) est une partie compacte de Y, en utilisant X, p. 48, exerc. 7 et X, p. 49, exerc. 9 a)).
¢) Montrer que ’application (u,v) = vou de €,(Q; Q) x %.(Q; Q) dans %.(Q; Q) n’est
continue en aucun point.

14) Soit T' le groupe des homéomorphismes du plan numérique R?, muni de la topologie
de la convergence simple. Montrer que I'application (4, ) —vo ude I' x I' dans I" n’est pas
continue. (D’une part considérer une suite d’homéomorphismes (v,) telle que v, laisse
invariant tout point (x,y) pour lequel y n’appartienne pas & Pintervalle (1/(n + 1), 1/n),
et que la restriction de v, a la droite y = 2/(2n + 1) soit la translation (x,y) — (x + 1,4);
d’autre part, considérer la suite (u,) des translations

(%9) = (x,y + Z,ZZT))

15) a) Soient X un espace uniforme, & un ensemble de parties de X, T le groupe des homéo-
morphismes de X, %, un élément de I'. On suppose que pour tout A € & il existe un ensemble
Be © et un entourage V de X tels que: o) u5? est uniformément continu dans V(A);
B) les relations ue I' et (up(x), #(x)) € V pour tout x € B entrainent A < u(B). Dans ces
conditions, montrer que Papplication u +— 4~* (définie dans I') est continue au point #, pour
la topologie de la &-convergence sur I

b) Montrer que la condition ) peut étre remplacée par la suivante: §') il existe un ensemble
connexe G < X tel que V(A) = C et que V(C) soit contenu dans 'intérieur de uy(B)
(prouver que B’) entraine §8), en raisonnant par I’absurde).

€ 16) Soient X un espace uniforme, I' le groupe des automorphismes de la structure uniforme
de X,

a) Montrer que sur I' la topologie de la convergence uniforme est compatible avec la struc-
ture de groupe (utiliser X, p. 49, exerc. 12 et X, p. 50, exerc. 15). En outre, la structure
uniforme induite sur I' par la structure uniforme de la convergence uniforme dans X est
identique & la structure uniforme droite du groupe topologique I'.

b) Lorsque X est Pintervalle compact (0, 1) de R, montrer que le groupe topologique I'
défini dans a) ne peut étre complété (former une suite d’homéomorphismes (v,) de X,
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uniformément convergente mais telle que la suite (1, ') ne soit pas uniformément conver-
gente).

¢) Montrer que si X est un espace uniforme séparé et complet, la structure uniforme bilatére
du groupe topologique I (II1, p. 73, exerc. 6} est une structure d’espace complet (remarquer
que si @ est un filtre de Cauchy sur I' pour cette structure, alors, pour tout x € X, ®(x) et
®-1(x) convergent dans X).

9 17 a) Montrer que si X est un espace localement compact et localement connexe, la
topologie induite sur le groupe I' des homéomorphismes de X sur lui-méme par la topologie
de la convergence compacte est identique & la topologie I3 définie en X, p. 31 (utiliser X,
p- 50, exerc. 15 b), ainsi que la prop. 12 de X, p. 31).

b) Soit X le sous-espace localement compact de R formé du point 0 et des points 2" pour
n € Z. Si T est le groupe des homéomorphismes de X sur lui-méme, montrer que la topologie
induite sur T’ par la topologie de la convergence compacte n’est pas compatible avec la
structure de groupe de T'.

18) Soient X un espace localement compact, muni d’une structure uniforme compatible
avec sa topologie, et soit I" le groupe des homéomorphismes de X. Pour tout entourage V de
X et toute partie compacte K de X, soit G(K, V) I'ensemble des couples (#, ) d’homéo-
morphismes de X satisfaisant aux relations (u(x), v(x)) € V et (¢~(x), v~ *(x)) € V pour tout
xe K.

a) Montrer que les ensembles G(K, V) forment un systtme fondamental d’entourages d’une
structure uniforme % sur I', et que la topologie déduite de cette structure uniforme est la
topologie J; définie dans X, p. 31.

b) Montrer que lorsque X est complet pour la structure uniforme considérée, I" est complet
pour la structure uniforme %.

¢) Montrer que I' est complet pour la structure uniforme bilatére déduite de la topologie
T (utiliser ’exerc. 16 ¢)).

d) On prend pour X le sous-espace localement compact de R formé de points de la forme
n + 2-™ (ne Z, mentier = 1). Montrer que sur le groupe T', ni la structure % ni la structure
uniforme de la convergence compacte ne sont comparables & aucune des trois structures
uniformes droite, gauche et bilatére déduites de la topologie de groupe J.

19) Soit H un groupe équicontinu d’homéomorphismes d’un espace uniforme X; muni de la
topologie de la convergence simple, H est un groupe topologique (X, p. 30, corollaire).

a) Montrer que la structure uniforme gauche de H est plus fine que la structure uniforme de
la convergence simple, et que ces deux structures sont identiques lorsque H est uniformément
équicontinu.

b) Soit u Phoméomorphisme de la droite numérique R, défini par u(x) = x + 1 pour

x<0,ulx) = x + pour x = 0. Soit H le groupe monogéne engendré par u (dans

1

(x + 1)
le groupe de tous les homéomorphismes de R). Montrer que H est un groupe équicontinu,
discret pour la topologie de la convergence simple, mais que sur H la structure uniforme de la
convergence simple est distincte de la structure uniforme discréte (remarquer que
u"*(x) — u"(x) tend vers O lorsque n tend vers +o0).

¢} On prend pour espace uniforme X I’espace discret N des entiers naturels, muni de la
distance égale 4 1 pour tout couple d’entiers distincts, et pour H le groupe des isométries de
N, qui est uniformément équicontinu. Montrer que le groupe topologique obtenu en
munissant H de la topologie de la convergence simple ne peut étre complété (méme méthode
que dans X, p. 50, exerc. 16 b)).

d) On suppose que 'espace X est séparé et complet et que H est uniformément équicontinu.
Montrer que les filtres de Cauchy sur H pour la structure uniforme bilatére du groupe
topologique H convergent dans 'espace & (X; X), et que ’ensemble H’ de leurs points
limites est un groupe uniformément équicontinu d’homéomorphismes de X, qui (lorsqu’il
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est muni de la topologie de la convergence simple) est complet pour sa structure uniforme
bilatére, et dans lequel H est dense.

20) Soit X le sous-espace localement compact de R2? formé des droites d’équation y = 0 et
y = 1/n (n = 1), et soit G le sous-groupe du groupe des homéomorphismes « de X tels que
la restriction de # & chacune des droites y = 0, y = 1/ soit une translation de la forme
(%, y) — (x + ay, y). Montrer que G vérifie les conditions du th. 4 de X, p. 32, mais que sur
G les topologies de la convergence compacte et de la convergence simple sont distinctes.

€ 21) Soient X un espace localement compact, T une partie de ¥ (X; X) formée d’applica-
tions surjectives. Considérons sur T une topologie 4 plus fine que celle de la convergence
simple et pour laquelle T est localement compact; et considérons la propriété du couple (T, T):

(A) Quels que soient 2 T, ve€ T, on a uo v € T; en outre pour tout 4 € T, les applica-
tions v — u o v et v — v o ¥ de T dans lui-méme sont continues pour I .

a) On suppose que X est compact et métrisable, que (T, ) vérifie (A) et qu’il existe un groupe
G d’homéomorphismes de X dense dans T pour la topologie 4. Montrer que I’ensemble H
des applications u € T qui sont bijectives est le complémentaire d’un ensemble maigre dans T.
(Remarquer d’abord, a 'aide de X, p. 48, exerc. 7, que tout point de T admet un voisinage
pour I qui est compact et métrisable. Soit (V,) un syst¢éme fondamental de voisinages dans
T de I’élément neutre ¢ de G, soit H, ’ensemble des v € T pour lesquels il existe # € T tel que
v o u € Vy; remarquer que H contient I'intersection des H,).

b) Montrer que, sous les hypothéses de a), la restriction & G x X de Papplication
m:(u, x) —u(x) de T x X dans X est continue. (Montrer d’abord qu'il suffit de prouver
que pour tout xy € X, il existe u, € H tel que = soit continue au point (ug, o), en établissant
que cela entraine la continuité de = au point (e, xg). Si V est un voisinage compact métrisable
de ¢ dans T, montrer ensuite, en utilisant a) et ’exerc. 21 de IX, p. 115, qu’il existe uyp e HN'V
tel que = soit continue au point (u, %o).)

€1 22) Soient X un espace compact, T un sous-groupe du groupe des homéomorphismes de X,
muni d’une topologie 4~ localement compacte pour laquelle la condition (A) de ’exerc. 21
est satisfaite. Soient G un sous-groupe dénombrable de T, et fune fonction numérique continue
dans X. On considére application continue # — ¢(¢) de X dans I¢, ot I = f(X) < R
et o(x) = (f(u(%)))uea; soit Y 'image de X par ¢, qui est un sous-espace compact métrisable
de I¢

a) Montrer que ’ensemble des v € T tels que ¢ o v = ¢ est un sous-groupe K de T, dont le
normalisateur dans T contient G. Soit R la relation d’équivalence #o2-* e K dans T et
soient T’ I’espace quotient T/R, p 'application canonique T — T/R. Montrer que T’ est
localement compact, et si 'on pose p(u)v = p(u o v), T opére & droite sur T’ de sorte que
pour tout v € T, ¢’ — t’v est continue dans T".

b) Soient G’ = p(G), H’ I’adhérence de G’ dans T, et H = p%H’). Montrer que pour
u € H, la relation p(v) = p(v’) entraine p(u o v) = p(u o v) de sorte que H opére a gauche sur
T’; en outre, si on pose up(v) = p(u o v) pour u € H, v € T, I'application ¢’ — ut’ est continue
dans T". Enfin si u;, u5 sont des éléments de H tels que p(u;) = p(uy), on a 43t = ugt’, ce qui
définit par passage au quotient une application (¢, ¢") — u't’ de H’ x T’ dans T’, telle que
pour tout «’ € H’, ¢/ — t’ soit continue dans T’. Montrer que si #” et v’ sont dans H’, on a
u'v' € H/, et que la loi de composition ainsi définie sur H’ induit sur G’ une structure de
groupe (isomorphe a celle de GK/K).

¢) Si ue H, la relation ¢(x) = ¢(y) entraine ¢(u(x)) = o(u(y)), et par suite il existe une
application # et une seule de Y dans lui-méme telle que ¢ o u = @ o ¢. Montrer que # est
continue et surjective; en outre, pour que #; = i, il faut et il suffit que p(u;) = p(uy), ce qui
permet d’écrire # = #’, en posant p(u) = u’, et définit une application injective $:u’ > &’
de H’ dans %,(Y; Y). Montrer que ¢ est continue et telle que $(u'v’) = $(w’) o $(v');
identifiant H’ & une partie de €,(Y; Y) par ¢, et désignant par I’ la topologie transportée
par ¢ de la topologie induite sur H’ par celle de T, en conclure que (H’, ) vérifie la
propriété (A) de ’exerc. 21.
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d) Montrer que lorsque G est muni de la topologie induite par 7, application (%, x) > u(x)
de G x X dans X est continue. (Prouver que pour toute fonction numérique f continue
dans X, I’application (u, x) — f(u(x)) est continue dans G x X, en utilisant ¢) et Pexerc.
21; puis appliquer la prop. 4 de IX, p. 8).

€ 23) Soient X un espace compact, T une partie de ¥(X; X) stable pour laloi (¥, v) —uo 0.
On suppose T muni d’une topologie & plus fine que celle de la convergence simple et pour
laquelle T est localement compact; en outre, on suppose que pour toute partie dénombrable
S de T, stable pour u o v, la restriction 4 S x X de P’application n: (%, x) —>u(x) de T x X
dans X est continue. Montrer que dans ces conditions = est continue dans T x X. (Soit V
une partie compacte de T (pour J7); montrer que pour toute partie dénombrable D de V,
tout point adhérent & D pour J est aussi adhérent 2 D pour la topologie de la convergence
uniforme, en utilisant le cor. 1 de X, p. 28. En conclure que V est relativement compact dans
€u(X; X) (II, p. 37, exerc. 6), et par suite équicontinu).

24) Soient X un espace localement compact, T un groupe d’homéomorphismes de X, I
une topologie localement compacte sur T, plus fine que la topologie de la convergence
simple et pour laquelle la propriété (A) de X, p. 52, exerc. 21 est vérifiée. Montrer que
I’application (u, £) — u(x) de T x X dans X est continue pour . (Prolonger les homéo-
morphismes de T en homéomorphismes du compactifié d’Alexandroff X’ de X; puis montrer
que le résultat de 'exerc. 23 est applicable, en utilisant I’exerc. 22 d)).

€ 25) Soit G un groupe muni d’une topologie I~ pour laquelle G est localement compact et,
pour tout s € G, les translations f— st et £ — ¢s sont continues dans G. Montrer que I est
compatible avec la structure de groupe de G (« théoréme de R. Ellis »). (Identifier G au groupe
des translations & gauche muni de la topologie de la convergence simple, de sorte que G
s'identifie 4 un groupe d’homéomorphismes du compactifi¢ d’Alexandroff X de G, muni de
la topologie de la convergence simple. A l'aide de I’exerc. 24, en déduire que sur G, la
topologie de la convergence simple dans X est identique 4 celle de la convergence uniforme
dans X (X, p. 28, cor 1) et conclure & Iaide de X, p. 30, prop. 11.

€ 26) a) Soient X un espace uniforme localement compact, G un groupe d’homéomor-
phismes de X, T I’adhérence de G dans %(X; X). Montrer que pour que T soit compact
pour la topologie de la convergence simple et soit un groupe d’homéomorphismes, il faut et
il suffit que G soit relativement compact dans €,(X; X). (Utiliser X, p. 49, exerc. 12 et
X, p. 53, exerc. 24, ainsi que X, p. 32, corollaire).

b) Soient G un groupe topologique localement compact et non compact, X soncompactifié
d’Alexandroff; G peut s’identifier & un groupe d’homéomorphismes de X. Montrer que G
n’est pas équicontinu bien que son adhérence dans %,(X; X) soit un ensemble compact.

27) Soient X un espace uniforme séparé, G un groupe équicontinu d’homéomorphismes
de X.

a) On dit qu*un point x, € X est presque périodigue pour G si Porbite de x, pour G est relative-
ment compacte dans X. Soit Y I’adhérence (compacte) de cette orbite dans X;onau(Y) €Y
pour tout z € G. Soit # la restriction de # & Y considérée comme élément de #(Y; Y);
montrer que # est un homéomorphisme de Y sur lui-méme, et que I’adhérence I' dans
%.(Y;Y) de 'image de G par I'application u+ # est un groupe compact d’homéomor-
phismes (X, p. 32, corollaire), transitif dans Y.

5) On suppose X complet; pour que x;, soit presque périodique pour G, il faut et il suffit
que pour tout voisinage V de %, dans X, il existe un nombre fini d’éléments u; € G tels que,
pour tout # € G, on ait 1 *(u(x)) € V pour un i au moins.

¢) On suppose x, presque périodique et G muni d’une topologie compatible avec sa structure
de groupe; on garde les notations de a). Pour que I'application > # de G dans I' (ce
dernier étant muni de la topologie de la convergence uniforme) soit continue, il faut et il
suffit que pour tout couple de points distincts x, y de Y, il existe un voisinage U de e dans G
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et un voisinage V de y tel que la relation # € U entraine u(x) ¢ V (utiliser le fait que sur T’
les topologies induites par celles de €,(Y; Y) et de €,(Y; Y) sont les mémes).

28) Soient G un groupe topologique, X V’espace de Banach des applications continues
bornées de G dans C, muni de la norme | f| = sup |f(s)]. Pour tout fonction f € X et tout
seG

s € G, on désigne par U;f la fonction ¢t — f(s~ ) qui appartient & X, de sorte que les U,,
oil s parcourt G, forment un groupe d’isométries G’ de X. On dit qu’un élément fe X est
une fonction presque périodique (4 gauche) dans G si f est un élément presque périodique de
X pour le groupe G’. Il faut et il suffit pour cela que, pour tout ¢ > 0 il existe un nombre
fini d’éléments 5; € G tels que pour tout s € G, il existe au moins un indice ¢ tel que

[f(s71) = f(s7te)] < e
pour tout ¢ € G.
a) On suppose f presque périodique. Soit Y l'adhérence dans X de l'orbite de f pour G’
et soit I' Padhérence dans %,(Y; Y) de I’ensemble des restrictions V; 4 Y des U,, pour s € G.
Pour tout ¢ € T, soit f, € Y 'image de f par o; pour tout s € G, on a f,(¢) = U;fo(s"1t);en
déduire qu’il existe une fonction continue f sur T telle que f(s) = f(¥;) (utiliser Pexerc.
27 ¢)).
b) Montrer, en utilisant ), que pour qu’une fonction f'&€ X soit presque périodique dans G,
il faut et il suffit qu’elle soit de la forme g o ¢, ol ¢ est Papplication canonique de G dans le
groupe compact G associé & G (E, IV, p. 27, Exemple 8) et g une application continue de G°
dans C.
¢} On prend pour G le groupe additif R. Montrer que si f est presque périodique dans R,
pour tout &€ > 0, il existe un nombre T > 0 tel que tout intervalle de R de longueur T
contienne un s tel que [f(s + x) — f(x)| < = pour tout x € R (s est dite « presque-période
4 e prés » de f). (Utiliser b) et la démonstration de V, p. 13, exerc. 2).

29) Soient X un espace compact, G un groupe topologique opérant contintiment dans X, et
tel que toute orbite pour G soit dense dans X. Montrer que si pour toute fonction numérique
continue f dans X, il existe un x, € X tel que s — f(s.%,) soit presque périodique dans G, G
est équicontinu (utiliser le fait que X est homéomorphe 4 un sous-espace fermé d’un cube).
Réciproque lorsqu’on suppose en outre que G est commutatif.

30) Soient X, Y deux espaces topologiques tel que Y soit régulier. On dit qu’un ensemble H
d’applications continues de X dans Y est localement équicontinu au couple (v,7) e X x Y
si, pour tout voisinage V de y dans Y, il existe un voisinage U de x dans X et un voisinage
W de y dans Y tels que les relations fe H, f(x) € W entrainent f(U) < V.

a) Montrer que si H < €(X; Y) est localement équicontinu en tous les couples
(HyeXxY

I’adhérence H de H dans #(X; Y) est formée de fonctions continues, est égale & ’adhérence
de H dans €(X;Y) pour la topologie de la convergence compacte et est localement équi-
continue en tout couple (x,y) € X x Y. Si H est compact pour la topologie de la conver-
gence simple, la topologie induite sur H par la topologie de la convergence simple est la
méme que la topologie induite par la topologie de la convergence compacte.

b) Montrer que, pour que H soit relativement compact dans ¥(X; Y) pour la topologie de
la convergence compacte, il suffit que H(x) soit relativement compact dans Y pour tout
x € X, et que H soit localement équicontinu en tout couple (x, y) (utiliser a)); la réciproque
est vraie si X est localement compact.

§4

1) Soient X un espace de Lindelsf (IX, p. 75), H un ensemble filtrant pour la relation >,
formé de fonctions numériques continues dans X. On suppose que 'enveloppe inférieure
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g des fonctions de H est continue. Montrer qu’il existe une suite décroissante (f,) de fonctions
de H qui converge simplement vers g.

2) Soient I un intervalle compact dans R, (f;) une suite de fonctions monotones définies dans I
et convergent simplement dans I vers une fonction continue g. Montrer que g est monotone
et que la suite (f,) converge uniformément vers g dans I.

€ 3) Soit I' un groupe simplement transitif d’homéomorphismes de R, muni de la topologie
de la convergence simple. Pour tout x € R, on désigne par s, I’é1ément de T tel que 5,(0) = x.
Montrer que 'application x — s, est un homéomorphisme de Rsur I’ (utiliser le fait que si
seT est tel que x < s{x) pour un x € R, alorsy < s(y) pour touty € R); en déduire que I'
est un groupe topologique isomorphe 4 R (utiliser X, p. 51, exerc. 17 a), X, p. 43, exerc. 10
et 'V, p. 10, th. 1),

4) a) Soient X un espace compact, H un sous-espace vectoriel de €(X; R) tel que la relation
u € H entraine |¢] € H. Pour qu’une fonction numérique f continue dans X puisse étre
approchée uniformément par des fonctions de H, il faut et il suffit que, pour tout couple
(%, y) de points de X, la fonction f satisfasse 2 toute relation linéaire af (¥) = Bf(y) pour les
couples (x, B) tels que of = 0 et ug(x) = Pg(y) pour toute fonction ge H. (Appliquer la
prop. 2 de X, p. 34, en remarquant que I'image de H par ’application u — (u(x), u(y)) est,
ou bien le plan R? tout entier, ou bien une droite d’équation aX = Y avec «8 > 0, ou
enfin réduite au point (0, 0)).

b) Soient X un espace compact, H un ensemble de fonctions numériques continues dans X.
Soit R la relation d’équivalence: « pour tout u € H, u(x) = u(y)» Pour qu’une fonction
numérique f continue dans X puisse étre approchée uniformément par des polyndmes (resp.
des polynémes sans terme constant) par rapport aux fonctions de H, il faut et il suffit que f
soit constante dans toute classe d’équivalence suivant R (resp. que fsoit constante dans toute
classe d’¢équivalence suivant R et nulle dans ensemble ot toutes les fonctions » € H s’annu-
lent).

5) Soient E un ensemble, H une partie fermée de #,(E; R), formé de fonctions bornées
et contenant les constantes; montrer que si la relation u € H entraine |4| € H, alors H est
une algébre. (Montrer que u € H entraine 42 € H; pour cela, poser M = [|u, et appliquer
le th. de Stone 4 ’ensemble C, des fonctions numériques f continues dans l'intervalle
[(—M, M) et telles que /o z € H).

9 6) Soit X un espace complétement régulier, et soit ¥°(X; R) la sous-algébre normée
de #(X; R) formée des fonctions numériques continues et bornées dans X. Afin que toute
sous-algebre de #%(X; R), séparant les points de X et contenant les fonctions constantes,
soit dense dans €°(X; R), il faut et il suffit que X soit compact. (Soit BX le compactifié de
Stone-Cech de X (IX, p. 9). Montrer que si BX — X n’est pas vide, il y a des sous-algébres
non denses de °(X; R) séparant les points de X et contenant les fonctions constantes, en
remarquant que ¥°(X; R) s’identifie & #(BX; R)).

€ 7) Soit X un espace complétement régulier non compact.

a) Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes:

) La sous-algebre de ¥%(X; R) formée des fonctions de la forme ¢ + f, olt ¢ est une con-
stante et fa un support (IX, p. 46) compact, est dense dans €°(X; R).

B) Si BX est le compactifi¢ de Stone-Cech de X, X = X est réduit 2 un seul point.

v) Il n’existe qu’une seule structure uniforme d’espace précompact compatible avec la
topologie de X.

3) Si A, B sont deux parties fermées de X, normalement séparées (IX, p. 87, exerc. 15),
alors un des deux ensembles A, B est compact.

) Pour toute structure uniforme % sur X compatible avec la topologie de X ettout entourage

V de %, il existe un ensemble L, complémentaire d’une partie compacte de X, tel que
LxL<V.
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8) Il n’existe qu’une seule structure uniforme compatible avec la topologie de X.

(Remarquer que ) entraine que X est localement compact, donc ouvert dans 8X, et en
déduire que «) entraine 8); pour voir que ) entraine o), utiliser le th. de Weierstrass-Stone.
Pour montrer que B) entraine v), utiliser le fait que la structure uniforme induite sur X par
celle de BX est la plus fine des structures uniformes d’espace précompact compatibles avec la
topologie de X. Pour prouver que v) entraine §8), utiliser ’exerc. 15 de IX, p. 87. Pour voir
que &) entraine {), montrer d’abord que pour tout entourage V de %, il existe z € X tel que
V{(z) ne soit pas compact; dans le cas contraire, X serait complet pour % et paracompact
(I1, p. 37, exerc. 9), donc normal; montrer alors & ’aide de 8) que X serait semi-compact
(IX, p. 93, exerc. 13) et conclure & I’aide de II, p. 37, exerc. 6. Appliquer ensuite ce résultat
4 un entourage V défini par une équation f(x, x’) < 1 pour un écart continu f sur X, et
déduire de 8) qu’il existe un ensemble L complémentaire d’une partie compacte de X et tel
que L. x L = V, Enfin, pour établir que ) entraine 6), observer que tout ultrafiltre sur X
est, ou bien convergent, ou bien plus fin que le filtre des complémentaires des parties
relativement compactes de X).

b) Montrer qu’un espace X possédant les propriétés équivalentes de a) est weierstrassien
(IX, p. 88, exerc. 20). (Utiliser 'exerc. 17 de IX, p. 87, ou observer que si X n’est pas
weierstrassien, il existe une suite (x,) de points de X sans valeur d’adhérence, et une appli-
cation continue fde X dans (0, 1) telle que f(x5,) = 0 et f(xg,4+1) = 1).

¢) Soit Y un espace complétement régulier non compact. Montrer que le sous-espace X de
BY, complémentaire d’un point de BY — Y, vérifie les conditions de a).

L

8) Soient (X,); <1<n une famille finie d’espaces compacts, X = ]___[ X, leur produit, et pour
i=1

chaque indice 7, soit A; une partie fermée de X;. Montrer que toute fonction numérique

continue dans X et nulle dans la réunion des ensembles A; x H X, (1 € i < n) peut étre
i#1

approchée uniformément par des sommes d’un nombre fini de fonctions de la forme

(xls- LY xn) = ul(xl) o 'un(xn>;

ou pour chaque indice 7, % est une fonction numérique continue dans X; et nulle dans A,.

*9) Soit (r4)n»1 la suite des nombres rationnels distincts appartenant 4 Uintervalle I = (0, 1)
de R, rangés dans un certain ordre. On définit par récurrence une suite d’intervalles fermés
I, < I de la fagon suivante: I, a pour milieu le point 7, de plus petit indice non contenu
dans la réunion des intervalles I, d’indice p < #n; il a une longueur <1/4™ et ne rencontre
aucun des I, d’indice p < n; les I, forment donc une suite d’intervalles fermés deux a deux
disjoints. Dans I’espace produit I x R, on définit une fonction numérique continue « de la
fagon suivante: pour tout entier n > 1, la fonction x> u(x, n) est égale & 1 en un point
intérieur & I, & 0 en tout point extérieur a I, et prend ses valeurs dans (0, 1}; d’autre part,
pour chaque x €1, la fonction y — u(x,y) est linéaire affine dans chacun des intervalles
(n, n + 1). Montrer que u ne peut étre approchée uniformément dans I x R par une
combinaison linéaire de fonctions de la forme v(x)w(y), ol v est continue dans I et w continue
et bornée dans R. (Considérer, dans P’espace ¥°(R; R) des fonctions continues et bornées
dans R, ’ensemble des fonctions partielles y — u(x, y) lorsque x parcourt I; montrer qu’il
existe une suite infinie (,) de ces fonctions telle que [lu,]| = 1 et |u, — #,| = 1 pour
m # n. En déduire qu’il ne saurait exister un sous-espace vectoriel E de %°(R; R), de
dimension finie, tel que chacun des u, soit 4 une distance < 1/4 de ce sous-espace; sans quoi,
il existerait une suite (v,) de points de E telle que Jo,[| = 2 et |o, — ¢n] = 1/2 pour m # n,
contrairement au fait que tout sous-espace de dimension finie de ¥*(R; R) est localement
compact).

10) Déduire du th. de Weierstrass-Stone une nouvelle démonstration du th. d’Urysohn
(IX, p. 44, th. 2) pour les sous-espaces fermés d’un espace compact X, (Si F est fermé dans
X, considérer I’ensemble H des restrictions & F des applications continues de X dans R, et
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observer que si fe H et | /(x)| < a dans F, il existe une fonction g qui coincide avec f dans
F et est telle que |g(x)| < a dans X).

€ 11) a) Soient X un espace completement régulier, Y un sous-espace fermé de X; ’appli-
cation @:u+>u|Y de ¥°(X; R) dans €°(Y; R) est une application linéaire continue de
norme < 1. Si X est normal, ¢ est un morphisme strict surjectif; en outre, si Xy désigne ’espace
quotient de X obtenu en identifiant tous les points de Y (espace qui est normal en vertu de
IX, p. 105, exerc. 19}, le noyau de o s’identifie (avec sa norme) au sous-espace de ¥°(Xy; R)
formé des fonctions qui s’annulent au point @, image canonique de Y dans Xy.

5) On suppose que X est métrisable et que la frontiere de Y dans X soit de type dénombrable.
Monter que @:u > x| Y est un morphisme strict inversible & droite (I11, p. 47, prop. 3). (Soit
d une distance compatible avec la topologie de X; soient (a,) une suite de points de Fr(Y),
dense dans Fr(Y), et V,,,, ’ensemble des x € X tels que d(x, a,) < I/metd(x,Y) > 1/2m;
former une famille d’applications continues f,,, de X dans (0, 1}, telle que le support

de fy,m soit contenu dans V, ,, et que l'on ait 2 Jom(®) = 1 dans 0 Y, la famille (£, ) étant
uniformément sommable dans un voisinage convenable de tout point de § Y. Montrer alors
que pour toute fonction v € ¥°(Y; R), la fonction u égale 3 v dans Y, & 2 v(a,) fo,m{x) pour
tout x € 0 Y, appartient & €°(X; R) et est telle que ¢(x) = ).} "

12) a) Soient X un espace compact, f: X — Y une application continue surjective de X sur un
espace compact Y. Montrer que I’application %f:u > u o f de €(Y; R) dans ¥(X; R) est un
isomorphisme (conservant la norme) de #(Y; R) sur une sous-algébre fermée de €(X; R)
contenant 1’élément unité.

b) Inversement, soit A une sous-algébre fermée de %(X; R) contenant I’élément unité.
Montrer qu’il existe une application continue surjective f de X sur un espace compact Y
telle que ®fsoit un isomorphisme de #(Y; R) sur A. (Si (#)5er, €5t une famille partout dense
dans A, considérer Papplication continue x — (u,(x)) de X dans R* et utiliser le th. de
Welierstrass-Stone).

¢) Déduire de b) que pour toute suite (1,) d’éléments de (X; R), il existe un espace compact
métrisable Y et une application continue surjective f: X — Y tels que les u, appartiennent &
I’image de #(Y; R) par %f.

€ 13) Soient X un espace compact, A 'algébre normée %(X; R). Pour toute partie M de A,
on désigne par V(M) I'ensemble des x € X tels que u(x) = 0 pour tout u € M. Pour toute
partie Y de X, on désigne par F(Y) ensemble des u € A tels que u(x) = 0 dans Y.

a) V(M) est un sous-espace fermé de X, F(Y) un idéal fermé de A. Si a est I'idéal de A
engendré par une partie M de A, V(M) = V(a); V et & sont des applications décroissantes
pour la relation d’inclusion, eton a V({0}) = X, V(A) = &, V({z}) = @ pour tout élément in~

versible u de A, V(H Mh) = V(2 M) = H V(M,) pour toute famille (M,) e, de parties
de A, V(M.MY) = V(M) U V(M) §(X) = {0}, §(2) = A, 3(H Y,v) = Q F(Y,) pour

toute famille (Y,)ner, de parties de X.

) Montrer que pour tout idéal a de A, on a F(V(a)) = q, et pour toute partie Y de X,
V(F(Y)) = Y. (Pour démontrer la premiére égalité, observer que V(@) = V(a) et qu’on
peut donc supposer a fermé; remarquer que si %, y sont deux points distincts de X — V{(a),
il existe u € a tel que u{x) # u(y) et utiliser la prop. 4 de X, p. 37. Pour prouver la seconde
égalité, utiliser le th. d’Urysohn).

1 Ce résultat ne s’étend pas au cas ou X est ’espace compact non métrisable BN, Y ’ensemble
fermé BN — N (EVT, 1V, § 5, exerc. 5¢)).
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¢) Déduire de b) que x — F({x}) est une bijection de X sur ’ensemble des idéaux maximaux
de A, qui sont donc fermés. Pour qu'un idéal de A soit fermé, il faut et il suffit qu’il soit
intersection d’idéaux maximaux. L’anneau A est sans radical (A, VIII, § 6, n° 3).

d) Monter que I’application e+~ V({e}) est une bijection de ’ensemble des idempotents de A
sur I’ensemble des parties 4 la fois ouvertes et fermées de X. Pour qu’un point x € X soit
isolé, il faut et il suffit que 1'idéal maximal F({x}) soit principal.

14) Soit X un espace topologique. Pour toute fonction u € €(X; R) telle que u(x) > 0 pour
tout x € X, soit V, Pensemble des fonctions /€ €(X; R) telles que |f| < u.

a) Montrer que les V, sont les voisinages de 0 dans A = €(X; R) pour une topologie
séparée J compatible avec la structure d’anneau de A.

&) La topologie induite par 7 sur ¥?(X; R) est plus fine que la topologie de la convergence
uniforme dans X; pour que ces deux topologies soient identiques, il faut et il suffit que X
soit weierstrassien (IX, p. 88, exerc. 20). Si X n’est pas weierstrassien, la topologie induite
par J sur ensemble des fonctions constantes est la topologie discréte, de sorte que J n’est
pas compatible avec la structure d’espace vectoriel (sur R) de A.

¢) Montrer que pour la topologie 7, A est un anneau de Gelfand (II1, p, 81, exerc. 11).

% 15) Soient X un espace complétement régulier, 8X son compactifié de Stone-Cech; on
munit Panneau A = €(X; R) de la topologie J~ définie dans I’exerc. 14. Pour tout f€ A,

soit V(f) Padhérence dans BX de la partie f %O) de X. Pour toute partie M de A, on désigne
par V(M) Pintersection des V(f) pour f€ M. Pour toute partie Y de 8X, on désigne par
F(Y) I’ensemble des f€ A tels que Y = V(f); on écrira F (x) au lieu de & ({x}). Pour que
V(f) = &, il faut et il suffit que £ soit inversible dans A.

a) 8i f, g sont deux fonctions de A telles que }%0) N ;(10) = @, montrer que 'on a aussi
V(f) N V(g) = & (considérer la fonction continue bornée | f|/(|f] + |g])). En déduire que,
pour toute partie M de A, on a V(M) = V(a), ol a est I'idéal engendré par M dans A.

b) Montrer que pour toute partie Y de BX, F(Y) est un idéal de A (utiliser 4)), et que ’on a
V(F(Y)) = ¥ (adhérence de Y dans BX).

¢) Soient uz une fonction de A telle que u(x) > 0 pour tout ¥ € X, g une fonction de A.
Montrer qu’il existe fe A telle que |f — g| < u et que V(f) soit un voisinage de V{(g).
(Montrer que la fonction fégale & g + usi g(x) + u(x) < 0,2 g — usiglx) —u(x) >0,40
ailleurs, répond 4 la question; on considérera la fonction f/ = inf((u + g)*, (¥ — g)~) eton
utilisera a)).

d) Soit a un idéal de A; montrer quesi f € A est telle que V(f) soit un voisinage de V(a), on a
S e a. (Remarquer d’abord qu’il existe g € a telle que V(g) soit contenu dans Pintérieur de
V{(f), puis considérer la fonction 4 définie dans X, égale & f(x)/g(x) si f(x) # 0, & 0 si
Sf(x) = 0).

) Déduire de ¢) et d) que pour tout idéal a de A, F(V(a)) = a. (On montrera d’abord que
pour toute partie M de A, V(M) = V(M), en raisonnant par I'absurde). En déduire que
pour toute partic Y de BX, F(Y) est un idéal fermé de A (remarquer que F(Y) =
F(VF(Y))-

S) Conclure de ¢) que x —> F (x) est une bijection de BX sur Pensemble des idéaux maximaux
(nécessairement fermés) de A. Pour qu’un idéal de A soit fermé, il faut et il suffit qu’il soit
intersection d’idéaux maximaux. L’anneau A est sans radical.

€ 16) Les hypothéses et notations sont celles de I’exerc. 15.

a) Soit a un idéal fermé dans ’anneau A. Montrer que dans ’'anneau quotient A/a, 1’en-
semble P des images canoniques des fonctions f = 0 de A est ’ensemble des éléments >0
pour une structure d’ordre faisant de A/a un anneau réticulé (observer, en utilisant P’exerc. 15
e) que si f, g appartiennent 2 q, il en est de méme de | f| + |g| et de toute fonction € A telle
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que |4 < [f]). L’image canonique dans A/a de ’ensemble des fonctions constantes est
isomorphe 4 R pour sa structure de corps ordonné.

b) En particulier, pour tout x € BX, le corps A/F (x) est muni canoniquement d’une struc-
ture de corps ordonné. On dit que P’idéal maximal & (x) est réel si A/F (x) est isomorphe 2 R,
hyper-réel dans le cas contraire. Pour que & (x) soit hyper-réel, il faut et il suffit que x e X = X
et qu’il existe une fonction inversible f € A telle que llm f (y) = 0. En déduire que pour

que tous les idéaux maximaux de A soient réels, il faut et 11 suffit que X soit welerstrassien
(IX, p. 88, exerc. 20).
¢) Pour tout x € X, soit ¢, ’homomorphisme canonique A — A/#F (x). Pour que %:(f) =

dans A/& (x), il faut et il suffit qu’il existe g € F (x) tel que f(y) = 0 dans g(O) (remarquer
que la relation ¢,(f) = 0 équivaut af = | f| (mod F (x))). Pour que 9,(f) > 0, il faut et il

suffit qu’il existe g € ?(x ) tel que f(y) > 0 dans g(O) (remarquer que si f ¢ % (x), il existe

g2eF (x) tel quef(O) N g(O) = ¢, en utilisant 'exerc. 15).

d) Montrer que si F(x) est hyper-réel, le degré de transcendance (A, V, §14) du
corps A/F (x) sur R est au moins égal a ¢ = Card (R). (Soit f > 0 un élément inversible de
A tel que 9,.(f) = u soit infiniment grand par rapport & R (A, VI, § 2, exerc. 1). Montrer
que lorsque r parcourt les éléments d’une base de R sur Q (formée de nombres >0), les
éléments o,(f7) de A/F (x) sont algébriquement indépendants).

*e) Pour toutpointa = (ay, ..., a,) € R%so0it f,(X) le polynéme X" + ;X" + .- -+ + a,.
Pour tout nombre réel &, soit v(£) la somme des ordres de multiplicité des zéros z de f, dans
C tels que Z(z) = &; pour tout entier £ tel que 1 < £ < 1, soit py(a) le plus petit nombre

réel £ tel que Z v(n) = 4. Montrer que chacune des fonctions g, est continue dans R"
n<s

(utiliser le th. de Rouché).

f) Prouver que pour tout x € X, le corps ordonné A/F (x) est maximal (A, VI, § 2, n° 5).
(Soit F(X) = X» + fiX"~1 4 .... 4 f, un polynéme de degré impair dont les coefficients
appartiennent 4 A; les fonctions gi(y) = px(f2(¥), ..., /a(y)), ol les g, sont les fonctions
définies dans ¢), sont continues dans X et pour touty € X, il y a un indice £ tel que F(gy(y)) =
0; en déduire que le produit F(g;)...F(g,) appartient 3 F (x)).,

g) Soient X un espace discret infini, y — F, une bijection de X sur Pensemble des parties
finies de X; pour tout z € X, soit M, Pensemble des y € X tels que z € F;; ces ensembles
forment une base d’un filtre & sur X; soit ¥ un point de BX tel que l'ultrafiltre corres-
pondant sur X (I, p. 110, exerc. 27) soit plus fin que &. Soit B une partie de A telle que
Card (B) < Card (X), et soit y — g, une application surjective X — B, Pour tout z € X,
on pose f(z) = 1 + sup gy(2). Montrer que f(z) > g,(z) pour tout ze M,, et en déduire

que 9.(f) > o.(gy) pour touty € Y (utiliser ¢)). Conclure que Card (A/#F (x)) > Card (X).

€ 17) Les hypotheéses et notations sont celles de P'exerc. 15 (X, p. 58).

a) Pour gu’un idéal maximal & (x) soit réel, il faut et il suffit que pour toute suite infinie
-1

(gn) d’éléments de F (x), Pintersection des ensembles g,(0) soit non vide. (Utiliser Pexerc.

-1
16 b); pour voir que la condition est nécessaire, montrer que si ’intersection des g,(0) est

vide, la fonction f(y)} = z inf(gn(y), 2°") est continue, inversible dans A et tend vers 0
lorsque y tend vers x en restant dans X; on notera que f(y) < 2-™ dans l'intersection des

gk(O) pour k& < m, et on utilisera ’exerc. 15 a) (X, p. 58) et le fait que les V(g), ou g € F (x),
forment un systéme fondamental de voisinages de » dans pX).

b) On dit que X est replet si les seuls idéaux maximaux réels & (x) sont ceux pour lesquels
x € X. Montrer que tout espace de Lindelsf (IX, p. 75) complétement régulier est replet
(utiliser a)). Un espace complétement régulier weierstrassien n’est replet que 8’il est compact.
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¢} Soit vX Pensemble des x € BX tels que & (x) soit réel; montrer que toute fonction numé-
rique f€ A peut étre prolongée par continuité & vX, de sorte que € (X; R) et F(vX; R)
peuvent étre canoniquement identifiés. Prouver que le sous-espace vX de BX est replet
(remarquer que si f est inversible dans €(X; R), son prolongement par continuité & vX est
inversible dans #(vX; R), et que 'on a B(uX) = BX); on dit que uvX est la replétion de X.
Pour que BX = vX, il faut et il suffit que X soit weierstrassien.

d) Montrer que vX est I’espace complété de X lorsque X est muni de la structure uniforme
la moins fine rendant uniformément continues toutes les fonctions f€ A. (Remarquer qu’un
filtre de Cauchy & sur X pour cette structure uniforme converge vers un point x € BX; si
n’appartenait pas 4 vX, il existerait une fonction /'€ A non bornée dans un ensemble de ).
¢) Déduire de d) que pour toute application continue u: X — Y d’un espace complétement
régulier X dans un espace replet Y, u peut étre prolongée par continuité en une application
de vX dans Y. L’espace vX est donc solution d’un probléme d’application universelle ot =
est la structure d’espace replet, les a-applications et les morphismes étant les applications
continues (E, IV, p. 22).

f) Montrer que tout sous-espace fermé d’un espace replet est replet; tout produit d’espaces
replets est replet; dans un espace séparé, toute intersection de sous-espaces replets est un
sous-espace replet. (Pour prouver par exemple qu’un sous-espace fermé X d’un espace
replet Y est replet, considérer Pextension j & uvX de Pinjection canonique j:X — Y, et re-
marquer que j~3(X) = X; en déduire que X est fermé dans vX. Raisonnements analogues
dans les deux autres cas).

g) Déduire de b), d) et f) que pour qu’un espace complétement régulier soit replet, il faut et
il suffit qu’il soit homéomorphe & un sous-espace fermé d’un espace produit R”.

18) Soit X un espace replet.

a) Montrer que pour tout homomorphisme » de I’algébre €(X; R) dans R, non identique-
ment nul, il existe un point ¥ € X et un seul tel que u(f) = f(x) pour tout fe ¥(X; R).

b) Soit Y un second espace replet. Montrer que pour tout homomorphisme de R-algébres
v:€(Y; R) - €(X; R) transformant I’élément unité en élément unité, il existe une applica-
tion continue w:X — Y et une seule telle que v(g) = g o w (utiliser 4)). En particulier, pour
que F(X; R) et €(Y; R) soient isomorphes, il faut et il suffit que X et Y soient homéo-
morphes,

19) a) Soit X un espace complétement régulier; montrer qu’un point ¢ de X = vX ne peut
admettre de systéme fondamental de voisinages connexes dans BX. Observer qu’il existe
une fonction fe ¥(X; R) qui tend vers + oo au point a. Pouri = 0, 1, 2, 3, soit Z, ’ensemble
desxe X tels quen < f(¥) < n + 1 pour unn = ¢ (mod. 4). Si par exemple a est adhérent
4 Zg, observer que Z, et Zj sont normalement séparés dans X (IX, p. 87, exerc. 15), et par
suite qu’il existe un voisinage ouvert U de a dans X tel que Z; " U = ¢. Montrer qu’il
n’est pas possible qu’il existe un voisinage connexe U’ < U de 4, en utilisant IX, p. 87,
exerc. 16,

b) Déduire de a) que, pour que B8X soit localement connexe, il faut et il suffit que X soit
localement connexe et weierstrassien {cf. IX, p. 105, exerc. 21).

20) Soit X un espace complétement régulier. Montrer que toute partie de BX qui est inter-
section dénombrable d’ensembles ouverts non vides rencontre X, En déduire que pour que
BX soit maigre dans lui-méme (resp. un espace de Baire), il faut et il suffit que X soit maigre
dans lui~-méme (resp. un espace de Baire).

21) Montrer que pour un espace complétement régulier X, les quatre conditions suivantes
sont équivalentes:

a) X est replet (X, p. 59, exerc. 17 4)).

b) X est intersection des parties de BX qui le contiennent et qui sont réunions dénombrables
d’ensembles compacts.
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¢) BX = X est réunion d’ensembles fermés dont chacun est intersection dénombrable
d’ensembles ouverts.

d) X est homéomorphe a une partie partout dense d’un espace compact K, intersection d’une
famille de parties de K qui sont des réunions dénombrables d’ensembles compacts.

9 22) Soient X un espace compact, A l'algébre normée ¥(X; C) sur C. Pour tout idéal
fermé a de A, montrer que la relation f€ a entraine f& a (remarquer que £ est limite uni-
forme de fonctions de la forme gf). Etendre alors 4 l’algébre A les résultats de I’exerc. 13 de
X, p. 57.

€ 23 a) Soient X un espace compact, A une algtbre de rang fini sur le corps R, admettant
un élément unité, et munie de la topologie définie dans VI, p. 5. Soit B une sous-algébre
de la R-algebre €(X; A); on suppose que pour tout ¢ > 0, tout couple de points distincts
%, y de X et tout couple d’éléments v, v de A, il existe fe B telle que | f(x) — u] < cet
If(y) = 2] < e(| 2| étant une norme quelconque définissant la topologie de A); on suppose
en outre que si # et v appartiennent & R, il y a une fonction fe B vérifiant les conditions
précédentes et prenant ses valeurs dans R. Dans ces conditions, montrer que B est dense dans
% (X; A) pour la topologie de la convergence uniforme. (Prouver d’abord que toute fonction
de €(X; R) peut étre approchée uniformément par des fonctions de B, puis qu’il est de
méme de toute constante a € A, en utilisant I’hypothése et une partition de 'unité).

b) On prend A = H, corps des quaternions sur R. Soit B une sous-algébre de la R-algébre
%(X; H) telle que: 1° pour toute fonction f & B, la conjuguée Fde f (définie par f(x) = f(x)
pour tout x € X) appartient & B; 2° pour tout ¢ > 0, tout couple de points distincts x, y de X
et tout couple d’éléments u, v de H, il existe f& B telle que | f(x) — | < cet | f(y) — o] <.
Montrer que B est partout dense dans €(X; H) (utiliser a)).

¢) Etendre 4 I'algebre (X ; H) les résultats de X, p. 57, exerc. 13, et montrer en particulier
que tout idéal fermé de cette algébre est bilatére (raisonner comme dans Pexerc. 22 en
utilisant 5)).

9 24) a) Soient X un espace compact totalement discontinu, A un anneau topologique. On
munit Panneau €(X; A) de la topologie de la convergence uniforme, qui est compatible
avec la structure d’anneau. Soit e un idéal & gauche de € (X; A), et pour tout x € X, soit
F (x) Padhérence dans A de Pensembles des f(x) pour f € a, qui est un idéal & gauche fermé
de A. Montrer que 4@ est identique 2 I’ensemble des fe €(X; A) telles que f(x) € F (x)
pour tout x € X (remarquer que pour tout x € X les voisinages 4 la fois ouverts et fermés de
x forment un syst¢éme fondamental de voisinages de x}.

b) On suppose en outre qu’il existe dans A un systéme fondamental de voisinages de 0 qui
sont des idéaux bilatéres de A. Soit B un sous-anneau de ¥(X; A) contenant les constantes
et séparant les points de X; montrer que B est dense dans ¥(X; A). (Pour toute partie
fermée F de X, tout point x ¢ F et tout voisinage U de 0 dans A, montrer qu’il existe f€ B
telle que f(x) = 1 et f(y) € U pour touty € F).

25) Soit X un espace localement compact; on appelle topologie stricte sur Pespace vec-

toriel #°(X; R) des fonctions numériques continues et bornées la topologie définie par la

famille d’écarts do(f, g) = sup o(x)|f(x) — g(x)|, ol ¢ est une fonction numérique continue,
xeX

>0 et tendant vers 0 au point & 'infini.

a) Montrer que pour la structure uniforme définie par ces écarts, €°(X; R) est complet
et que la topologie stricte est compatible avec la structure d’algébre sur R.

b) Montrer que si A est une sous-algébre fermée de €°(X; R) pour la.topologie stricte,
séparant les points de X, et telle que, pour tout x € X, il existe f € A telle que f(x) # 0, alors
A = %°(X; R).



NOTE HISTORIQUE

(N.-B. — Les chiffres romains renvoient 2 la bibliographie placée a la fin de
cette note.)

On sait que la notion de fonction arbitraire ne se dégagea guére avant le
début du XIXe siecle. A plus forte raison I'idée d’étudier de facon générale des
ensembles de fonctions, et de les munir d’une structure topologique, n’apparait
pas avant Riemann (voir Note historique du chap. I) et ne commence  étre mise
en ceuvre que vers la fin du XIXe siécle.

Toutefois, la notion de convergence d’une suite de fonctions numériques était
utilisée de fagon plus ou moins consciente depuis les débuts du Calcul infinité-
simal. Mais il ne s’agissait que de convergence simple et il ne pouvait en étre
autrement avant que les notions de série convergente et de fonction continue
n’eussent été définies de fagon précise par Bolzano et Cauchy. Ce dernier n’aper-
gut pas au premier abord la distinction entre convergence simple et conver-
gence uniforme, et crut pouvoir démontrer que toute série convergente de
fonctions continues a pour somme une fonction continue (I, (2), vol. I1I, p. 120).
L’erreur fut presque aussitét décelée par Abel, qui prouva en méme temps que
toute série entiére est continue 4 P'intérieur de son intervalle de convergence, par
le raisonnement devenu classique qui utilise essentiellement, dans ce cas parti-
culier, I’idée de la convergence uniforme (II, p. 223-224). Il ne restait plus qu’a
dégager cette derniére de facon générale, ce qui fut fait indépendamment par
Stokes et Seidel en 1847-1848, et par Cauchy lui-méme en 1853 (I, (1), vol. XII,
p. 30).1

Sous Pinfluence de Weierstrass et de Riemann, P’étude systématique de la
notion de convergence uniforme et des questions connexes est développée dans le
dernier tiers du XIX® siécle par I’école allemande (Hankel, du Bois-Reymond) et
surtout I’école italienne: Dini et Arzeld précisent les conditions nécessaires pour
que la limite d’une suite de fonctions continues soit continue, tandis qu’Ascoli
introduit la notion fondamentale d’équicontinuité et démontre le théoréme
caractérisant les ensembles compacts de fonctions continues (IIT) (théoréme
popularisé plus tard par Montel dans sa théorie des « familles normales », qui ne
sont autres que des ensembles relativement compacts de fonctions analytiques).

Weierstrass lui-méme découvrit d’autre part (IV b) la possibilité d’approcher
uniformément par des polynémes une fonction numérique continue d’une ou
plusieurs variables réelles dans un ensemble borné, résultat qui suscita aussitét un

1 Dans un travail daté de 1841, mais publié seulement en 1894 (IV q, p. 67), Weierstrass utilise
avec une parfaite netteté la notion de convergence uniforme (4 laquelle il donne ce nom pour la
premiére fois) pour les séries de puissances d’une ou plusieurs variables complexes.
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vif intérét, et conduisit & de nombreuses études « quantitatives » qui restent en
dehors du point de vue o1 nous nous sommes placés.

La contribution moderne a ces questions a surtout consisté a leur donner
toute la portée dont elles sont susceptibles, en les abordant pour des fonctions
dont ’ensemble de définition et ’ensemble des valeurs ne sont plus restreints &8 R
ou aux espaces de dimension finie, et en les placant ainsi dans leur cadre naturel, &
P’aide des concepts topologiques généraux. En particulier, le théoréme de Weier-
strass, qui déja s’était révélé un outil de premier ordre en Analyse classique, a
pu, dans ces derniéres années, étre étendu a des cas beaucoup plus généraux par
M. H. Stone: développant une idée introduite par H. Lebesgue (dans une
démonstration du théoréme de Weierstrass), il a mis en lumiére le réle important
joué dans Papproximation des fonctions continues numériques par les ensembles
réticulés (approximation par des « polyndémes latticiels », cf. X, p. 34-35, prop. 2 et
th, 2), et a montré d’autre part comment le théoréme de Weierstrass généralisé
entraine aussit6t toute une série de théorémes d’approximation analogues, qui se
groupent ainsi de fagon beaucoup plus cohérente; nous avons suivi d’assez pres

son exposé (V).

1 Voir par ex. C. DE LA VALLEE PoussIN, Legons sur approximation des fonctions d’une variable réelle
(Paris, Gauthier-Villars, 1919).
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T:V, 2

a* (a nombre >0, x nombre réel): V, 11.

log, x (a et ¥ nombres >0,a # 1): 'V, 12,

R*: VI, 1.

d (%, y) (distance euclidienne): VI, 7.

|| (norme euclidienne): VI, 7.

(x| ¥) (produit scalaire euclidien): VI, 8.

S.: VI, 9.

B,: VL, 0.

RY: VI, 10,

P,(R), P,: VI, 13.

R: VI, 16.

© (point de R): VI, 16.

P.,(R), P, ,: VI, 17.

7(G), d(G) (G sous-groupe fermé de R*): VII, 6.
G* (G sous-groupe de R*): VII, 6.

T": VIL, 9.

G, ¢: VIII, 1.

R(z), F(z), Z, |z] (z nombre complexe): VIII, 2,
UH: VIII, 4.

e(x) (=e2®x): VIII, 8.

QA\Q) (A1, Ag demi-droites): VIIL, 9,

3, @: VIII, 9.

Am(z) (z nombre complexe): VIII, 9,

cos 8, sin 0, tg 6 (0 angle): VIII, 9.

cos, X, sing %, tg, , cotg, x (¥ nombre réel): VIII, 11,
cos x, sin x, tg x, cotg x# (¥ nombre réel): VIII, 11.

ﬁ}z) (Dy, Dy, droites): VIII, 14.

3y: VIII, 14.

Cr: VIII, 18.

P,(C), G: VIII, 20.

o (point de €): VIII, 20.

P, ,(C): VIII, 21.

BX (X espace complétement régulier): IX, 10.

d(A, B), d(x, A) (x point, A, B parties d’un espace métrique ol la distance de deux points
X, y est notée d(x,y)): IX, 13.

|%| (valeur absolue dans un corps valué): IX, 28.

x|} (norme dans un espace normé): IX, 34.

D(X): IX, exerc. 3, 111.

L(C) (G crible): IX, 63.

Fus B IX, 119, exerc. 6.

I #: 1%, 78.
neN

P x,: IX, 82,
nah
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IT . 1X, 83.

n=o

F(X;Y), H(x) (H partie de F(X; X)), O(x) (D filtre sur F(X;Y)), « | A,H| A (A par-
tiede X, ue F(X;Y), He F(X;Y)): X, 1.

W(V) (V entourage de Y): X, 1.

F.(X;Y): X, 2.

F(X3Y): X, 2.

W(A, V) (Ae &, V entourage de Y): X, 3.

F (X Y), FX;Y): X, 4.

E(X;Y), €e(X;Y), €:(X3Y), (X5 Y), Fu(X5Y): X, 7.

¢s(X;Y): X, 9.

# (x point de X): X, 12.

(X3 Y), #(X; Y) (Y espace métrique): X, 20.

|%] (u application bornée dans un espace normé): X, 21.
Xy X3 Y) (X, (1 €7 < n) et Y espaces normés): X, 22,

] (u application multilinéaire d’un produit d’espaces normés dns un espace normé):

T(K, U) (K partie compacte de X, U partie ouverte de Y): X, 25.

Tt X, 31,

%°(X; R): X, 55, exerc. 6.

vX: X, 59, exerc. 17.



INDEX TERMINOLOGIQUE

Absolument convergent (produit infini —) de nombres complexes: VIII, 18.

Absolument convergente (série —) dans R": VII, 18.

Absolument convergente (série —) dans un espace normé: IX, 37.

Absolument sommable (famille —) dans un espace normé: IX, 36.

Aigu (secteur angulaire —): VIII, 13.

Algébre normée: IX, 37.

Amplitude d’un nombre complexe: VIII, 9 et 10.

Angle d’un couple de demi-droites, angle droit positif, angle plat: VIII, 9.

Angle d’un couple de droites, angle droit: VIII, 14,

Application borélienne: IX, 61.

Application borélienne de classe «: IX, 124, exerc, 20.

Application bornée (dans un espace métrique): X, 20.

Application déduite d’un criblage: IX, 65.

Application essentielle, — inessentielle dans §;: VI, 24, exerc. 6.

Application essentielle, — inessentielle dans P,,: VI, 26, exerc. 2,

Application isométrique: IX, 12,

Approchable (application): IX, 115, exerc. 22,

Approchable (ensemble —): IX, 69.

Approximation uniforme d’une fonction continue numérique par des fonctions continues
appartenant 4 un ensemble donné: X, 33.

Ascoli (théoréme d° —): X, 17,

Associé (sous-groupe —) a un sous-groupe de R": VII, 6.

Axe imaginaire, axe réel: VIII, 3.

Baire (espace de —): IX, 59.

Baire (théoréme de —): IX, 55.

Base d’un systéme de logarithmes: V, 12.

Base d’un systéme de mesure d’angles: VIII, 10.

Base canonique de R*: VI, 3.

Bissectrice d’un secteur angulaire: VIII, 14.

Borélien (ensemble —): IX, 60.

Borélienne (application —): IX, 61.

Borné (ensemble —): IX, 14.

Boule fermée, boule ouverte dans un espace métrique: IX, 13,
Boule unité dans un espace normé: IX, 32.

Boule euclidienne fermée, boule euclidienne ouverte: VI, 9.

Capacitable (ensemble —): IX, 73,

Capacité: IX, 72,

Carré fermé, carré ouvert: VI, 1.

Centrale (projection —): VI, 10.

Centre d’une boule euclidienne, d’une sphére euclidienne: VI, 9,
Centre d’une boule dans un espace métrique: IX, 13.

Cercle fermé, cercle ouvert, cercle unité: VI, 9,
Collectivement normal (espace —): IX, 106, exerc. 24.
Compactifi¢ de Stone-Cech: IX, 10.

Compatible (distance —) avec une structure uniforme: IX, 15.
Compatible (distance —) avec une topologie: IX, 15.



TG X.68 TOPOLOGIE GENERALE

Compatible (norme —) avec une structure d’algébre: IX, 37.
Complétement régulier (espace —): IX, 8.

Complétement normal (espace —): IX, 102, exerc. 7.
Conjugué d’un nombre complexe: VIII, 2.

Convergence bornée (structure uniforme de la — —): X, 5.

Convergence compacte (structure uniforme de la — —): X, 4.

Convergence compacte (topologie de la — —): X, 4 et 27.

Convergence précompacte (structure uniforme de la — —): X, 5.

Convergence simple (structure uniforme de la — —): X, 4.

Convergence simple (topologie de la — —): X, 4 et 27.

Convergence simple dans une partie (structure uniforme de la — — —, topologie de la
—— ) X, 4.

Convergence uniforme (structure uniforme de la — —, topologie de la — —): X, 2.

Convergence uniforme dans les ensembles de & (structure uniforme de la — — —):
X, 2.

Convergence uniforme dans une partie de X (structure uniforme de la — — —, topologie
dela ———): X, 4.

Coque d’un ensemble étoilé: VI, 24, exerc. 12.
Corps des nombres complexes: VIII, 1.
Corps des quaternions: VIII, 4.

Corps valué: IX, 28,

Cosinus d’un angle: VIII, 9.

Cosinus d’un nombre: VIII, 11,
Cotangente d’un angle: VIII, 10.
Cotangente d’un nombre: VIII, 11.
Coété d'un cube: VI, 1.

Courbe de Peano: VI, 21, exerc. 2.
Criblage, criblage strict: IX, 63 et 64.
Crible: IX, 63.

Cube ouvert (— fermé) dans R*: VI, 1.
Cube (de dimension quelconque): IX, 8.

Déduite d'un criblage (application — —): IX, 65.

Degré (unité d’angle): VIII, 10.

Demi-axe réel positif (— — négatif): VIII, 3.

Demi-cercle ouvert (— fermé): VI, 12,

Demi-droite ouverte (— fermée), demi-droites opposées: VI, 4,
Demi-espaces ouverts (— fermés) déterminés par un hyperplan: VI, 5.
Déplacement euclidien: VI, 8.

Diamétre: IX, 14.

Dini (théoréme de —): X, 34,

Disque ouvert (— fermé): VI, 9.

Distance: IX, 11.

Distance compatible avec une structure uniforme: IX, 15.
Distance compatible avec une topologie: IX, 15.

Distance de deux ensembles, distance d’un point et d’un ensemble: IX, 13.
Distance euclidienne: VI, 7.

Distance invariante & droite, — invariante & gauche: IX, 24.
Droit (angle — de droites): VIII, 14.

Droit (secteur angulaire —): VIII, 13,

Droit positif (angle — — de demi-droites) : VIII, 10.

Droite projective complexe: VIII, 20,

Droite projective réelle: VI, 13.

Droites complexes dans C*: VIII, 19.
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Ecart: IX, 1.

Ecarts équivalents: IX, 2,

Engendrée (tribu —) par un famille de parties: IX, 60,

Ensemble borélien: IX, 60.

Ensemble borné: IX, 14.

Ensemble équicontinu, ensemble équicontinu en un point: X, 10.

Ensemble étoilé: VI, 24, exerc. 12.

Ensemble maigre, ensemble maigre relativement & un sous-espace: IX, 53 et 54.

Ensemble rare, ensemble rare relativement & un sous-espace: IX, 52 et 53.

Ensemble saturé de parties: X, 42, exerc. 5.

Ensemble souslinien: IX, 59.

Ensemble uniformément équicontinu: X, 11.

Eparpillé (espace —): IX, 62.

Equicontinu (ensemble —), équicontinu en un point (ensemble —): X, 10.

Equipartition modulo 1: VII, 22, exerc. 14.

Equivalentes (familles d’écarts —): IX, 3.

Equivalentes (normes —): IX, 32.

Equivalentes (valeurs absolues —): IX, 28.

Equivalents (écarts —): IX, 2.

Espace associé & un crible: IX, 63.

Espace collectivement normal: IX, 106, exerc. 24.

Espace complétement régulier: 1X, 8 .

Espace complétement normal: IX, 102, exerc. 7.

Espace de Baire: IX, 54.

Espace de Lindelsf: IX, 97,

Espace de Lusin: IX, 61.

Espace de Souslin: IX, 59.

Espace des variétés projectives de dimension ¢ de Pespace projectif complexe de dimension n:
VIII, 21.

Espace des variétés projectives de dimension p de ’espace projectif réel de dimension n:
VI, 18.

Espace éparpillé: IX, 62.

Espace localement paracompact: IX, 111, exerc. 36.

Espace lusinien: IX, 62.

Espace métacompact: IX, 110, exerc. 35.

Espace métrique: IX, 11.

Espace métrisable: IX, 16.

Espace métrisable de type dénombrable: IX, 18.

Espace normal: IX, 41.

Espace normé: IX, 32.

Espace numérique & n dimensions: VI, 1.

Espace numérique complexe &4 # dimensions: VIII, 18.

Espace parfaitement normal: IX, 103, exerc. 11.

Espace polonais: IX, 57.

Espace projectif complexe & n dimensions: VIII, 20.

Espace projectif réel 4 n dimensions: VI, 13.

Espace replet, replétion d’un espace: X, 59, exerc. 17.

Espace semi-compact: IX, 93, exerc. 13.

Espace souslinien: IX, 59.

Espace topologique métrisable: IX, 16.

Espace uniforme métrisable: IX, 15.

Espace weierstrassien: IX, 88, exerc. 20.

Exponentielle (fonction —): V, 2.
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Famille absolument sommable: IX, 36.

Famille d’écarts saturée: IX, 4.

Famille de fonctions subordonnée (resp. faiblement subordonnée) & une famille de parties:
IX, 46.

Fermée (boule —): IX, 13.

Fonction exponentielle: V, 2.

Fonction périodique: VII, 10,

Fonction presque périodique: X, 54, exerc. 28,

Fonction ¢ fois périodique: VII, 11,

Forme trigonométrique d’un nombre complexe: VIII, 10.

Groupe additif de I'espace numérique: VI, 2.

Groupe additif des nombres réels modulo a: V, 2.

Groupe 4 un paramétre: V, 10.

Groupes des déplacements euclidiens: VI, 8.

Groupe d’opérateurs propre en un point: X, 46, exerc. 18.
Groupe orthogonal: VI, 8.

Groupe topologique métrisable: IX, 24,

Hémisphere ouvert (— fermé): VI, 12,
Hyperplan de projection dans une projection stéréographique: VI, 11,
Hyperplans complexes dans G#; VIII, 19,

Idéal maximal réel, — — hyper-réel: X, 58, exerc. 16.
Imaginaire pur (nombre — —): VIII, 2.

Impropre (valeur absolue —): IX, 29.

Inégalité du triangle: VI, 7 et IX, 1.

Invariante (distance —): IX, 24.

Isométrie, isométrique (application —): IX, 12,

Ligne brisée: VI, 21, exerc. 6,

Ligne brisée simple: VI, 22, exerc. 9.

Lindelsf (espace de —): IX, 97.

Linéaire par morceaux (application — —): VI, 21, exerc. 6.
Localement paracompact (espace — —): IX, 111, exerc. 36.
Logarithme de base a: V, 12.

Lusinien (espace —): IX, 62,

Maigre (ensemble —): IX, 54,

Mesure principale d’un angle de demi-droites: VIII, 10.
Mesure principale d’un angle de droites: VIII, 14.
Mesures d’un angle de demi-droites: VIII, 10.

Mesures d’un angle de droites: VIII, 14.

Métacompact (espace —): IX, 110, exerc. 35.

Méthode des tiroirs: VII, 21, exerc. 11.

Meétrique (espace —): IX, 11,

Meétrisable (espace topologique —): IX, 16.

Métrisable (espace uniforme —): IX, 15.

Métrisable (groupe topologique —): 1X, 24.

Meétrisable (structure uniforme —): IX, 15.
Multipliable (suite —) dans une algébre normée: IX, 78.

Nombre complexe: VIII, 1.
Nombres algébriques: VIII, 24, exerc. 2.
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Normal (espace —): IX, 41.

Normalement convergente (série — —): X, 22,
Norme algébrique d’un nombre complexe: VIII, 2.
Norme compatible avec une structure d’algébre: IX, 37.
Norme euclidienne dans R*: VI, 7.

Norme sur un espace vectoriel: IX, 31.

Normé (espace —): IX, 32.

Normée (algebre —): IX, 37.

Normable (alge¢bre —): IX, 37.

Normable (espace vectoriel —): IX, 32,

Normes équivalentes: IX, 32.

Obtus (secteur angulaire —): VIII, 19.

Origine d’une demi-droite: VI, 4.

Orthogonal (groupe —): VI, 8.

Orthogonale (transformation —): VI, 8.

Orthogonales (variétés linéaires affines —): VI, 8,

Orthogonaux (sous-espaces vectoriels —, vecteurs —): VI, 8.
Ogcillation d’une fonction dans un ensemble, — en un point: IX, 14,
Ouverte (boule —): IX, 13.

Ouverture d’un secteur angulaire; VIII, 13.

P-adique (valeur absolue —): IX, 29.

Parallélotope ouvert (— fermé): VI, 3.

Paramétres directeurs d’une droite, d’une demi-droite: VI, 3.

Parfaitement normal (espace — —): IX, 103, exerc. 11.

Partie réelle, partie imaginaire d’un nombre complexe: VIII, 2,

Partition continue de 'unité: IX, 46.

Pavé ouvert (— fermé): VI, 1.

Périodes d’une fonction périodique: VII, 10.

Périodique (fonction —): VII, 10.

Plan projectif complexe: VIII, 20.

Plan projectif réel: VI, 13.

Planche de Tychonoff: IX, 85, exerc. 8.

Plans complexes dans P’espace C": VIII, 19.

Point de convergence uniforme: X, 43, exerc. 9.

Point de vue d’une projection stéréographique: VI, 11.

Point presque périedique: X, 53, exerc. 27.

Polonais (espace —): IX, 57.

Polynéme & coefficients réels (— & coefficients dans un espace normé) par rapport 4 des
fonctions numériques appartenant 4 un ensemble donné: X, 35,

Polynémes trigonométriques a m variables: X, 40.

Produit absolument convergent de nombres complexes: VIII, 18.

Produit infini dans une alge¢bre normée: IX, 82.

Produit d’une suite multipliable dans une algébre normée: IX, 78.

Produit scalaire: VI, 8.

Projection centrale: VI, 10.

Projection stéréographique: VI, 11,

Quadrant: VIII, 13.
Quaternion: VIII, 4.

Radian: VIII, 10,
Rang rationnel d’un sous-groupe de R*: VII, 2,
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Rare (ensemble —): IX, 52,

Rayon d’une boule, — d’une sphére: VI, 9 et IX, 13,
Rentrant (secteur angulaire —): VIII, 13.

Réseau dans R*: VII, 4.

Saillant (secteur angulaire —): VIII, 13.

Saturée (famille d’écarts —): IX, 4.

Scalaire (produit —): VI, 8.

Secteur angulaire, — — aigu, — — droit, — — obtus, — — plat, — — rentrant, — —
saillant: VIII, 13,

Segment fermé, — ouvert, — ouvert en x et fermé en y: VI, 5.

Semi-compact (espace —): IX, 93, exerc. 13.

Séparation des points d’un ensemble par un ensemble de fonctions: IX, 9.

Série absolument convergente de points de R*: VII, 18.

Série absolument convergente dans un espace normé: IX, 37.

Simplement convergent (filtre —): X, 4.

Sinus d’un angle: VIII, 9.

Sinus d’un nombre: VIII, 11.

Sous-espaces vectoriels orthogonaux: VI, 8 .

Sous-groupe associé & un sous-groupe de R#; VII, 6.

Souslin (espace de —), souslinien (ensemble —, espace —): IX, 59.

Spheére, sphére unité dans R*: VI, 9.

Sphere dans un espace métrique: IX, 13.

Stéréographique (projection —): VI, 11,

Stone-Cech (compactifié de —): IX, 10.

Structure uniforme additive de R*: VI, 2,

Structure uniforme définie par un écart, — — définie par une famille d’écarts: IX, 2 et 3.

Structure uniforme de la convergence bornée, — — de la convergence compacte, — — de
la convergence précompacte, — — de la convergence simple, — — de la convergence
simple dans une partie de X, — — de la convergence uniforme dans une partie de X:
X, 4 et 5.

Structure uniforme de la convergence uniforme: X, 2.

Structure uniforme de la G-convergence: X, 2.

Structure uniforme métrisable: IX, 15.

Structure uniforme universelle: IX, 86, exerc. 10.

Subordonnée (famille de fonctions —, faiblement —) a une famille de parties: IX, 46.

Suite de Farey: VII, 23, exerc. 13.

Suite multipliable: IX, 78.

Support d’une fonction: IX, 46.

Systéme principal de périodes d’une fonction ¢ fois périodique: VII, 10.

Tangente d’un angle: VIII, 9,

Tangente d’un nombre: VIII, 11.
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Théoréme de Baire: IX, 55.

Théoréme de Dini, X, 34.

Théoreéme de Stone: X, 35.

Théorémes d’Urysohn: IX, 42 et 44.

Théoréme de Weierstrass-Stone: X, 36.

Topologie de la convergence compacte: X, 5 et 27.

Topologie de la convergence simple: X, 4 et X, 27.

Topologie de la convergence simple dans une partie de X, topologie de la convergence
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Topologie de la convergence uniforme: X, 2.
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Tore 4 n dimensions: VII, 9.
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Tribu: IX, 60.
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Uniformément convergent (filtre — — ): X, 2.

Uniformément convergent (filtre — —) dans tout ensemble de &: X, 2.

Uniformément convergente (famille — —, série — -, suite — —) dans tout ensemble de &:
X, 3 et 4.

Uniformément équicontinu (ensemble — —): X, 11.

Uniformément sommable (famille de fonctions — —): X, 4.

Unité d’angle: VIII, 10.
Unité (boule, sphére—): VI, 10.
Universelle (structure uniforme —): IX, 86, exerc. 10.

Valeur absolue: IX, 28.

Valeur absolue d’un nombre complexe: VIII, 2,

Valeur absolue impropre: IX, 29,

Valeur absolue p-adique: IX, 29,

Valeur absolue ultramétrique: IX, 29,

Valeurs absolues équivalentes, IX, 28,

Valué (corps —): IX, 28.

Variétés linéaires affines orthogonales: VI, 8.

Variétés linéaires complexes (— — réelles) de G*: VIII, 18,

Vecteur directeur d’une droite, — — d’une demi-droite: VI, 3.

Vecteurs orthogonaux: VI, 8.

Weierstrassien (espace): IX, 88, exerc. 20.
Weierstrass-Stone (théoréme de —): X, 63.



DIAGRAMME DES PRINCIPAUX TYPES D’ESPACES

TOPOLOGIQUES
Esp. compact Esp. localement
métrisable =—=—=> compact & base === Esp. polonais
dénombrable
Esp. lusinien

!'v
Esp. localement Esp. Esp. souslinien
compact =—==p métrisable ’

métrisable

/

de Lindelsf
régulier

-~

Esp. ==> Esp. localement ——=———» Esp. paracompact
compact compact

dénombrable

a Pinfini ;

4 ¥

Esp. normal

wir
Esp. localement ———y Esp. complétement
compact régulier

Y

Esp. régulier

y
4 Y

Esp. séparé Esp. de Lindelsf



TABLE DES MATIERES

INTRODUCTION

CHAPITRE V, — GROUPES A UN PARAMETRE . « o vt v vvvnneennsnnnnan

§ 1. Sous-groupes et groupes quotients de R ............ ... .. ...,
1. Sous-groupes fermésde R ...,
2. Groupes quotientsde R ............... ... .l
3. Homomorphismes continus de R dans lui-méme ......
4,

Définition locale d’un homomorphisme continu de R

dans un groupe topologique. ..o

§ 2. Mesure des grandeurs

..................................

§ 3. Caractérisation topologique des groupes R et T ...... ... ... ...

§ 4. Exponentielles et logarithmes . ...........cccoiviiiinen...
1. Définitionde ¢ etdelogyx ...ovvvniiiiiii ..
2, Variation des fonctions a* et log,x ..............0ut
3. Familles multipliables de nombres >0 ..............

Exercicesdu §1 ......

Exercicesdu §2 ......
Exercicesdu §3 ......

Exercicesdu §4 ......
Note historique ......
Bibliographie ........

...................................

...................................

...................................

...................................

...................................

...................................

CHAPITRE VI. — ESPACES NUMERIQUES ET ESPACES PROJECTIFS. ... ...

8 1. Lespace numérique R™ ...
1. Topologie de R™ ... vt

L

Le groupe additif R™. . .....ovviiiiiiii i,
L’espace vectoriel R® .........cooiviinine,
Variétés linéaires affinesde R™ .............. ..ot
Topologie des espaces vectoriels et des algebres sur le
corpsR .....

...................................

6. Topologie des espaces de matricessur R .............

§ 2. Distance euclidienne; boules et sphéres ........ ... .o vviinn.
l. Distance euclidienne dansR™ ................. ...,

2. Déplacements

...................................

<< 2228822 S5+

N e

(€]

10

11
11
13
14

15
16
16
18
19
21

B NN == =

WO I~ OO



TG X.76 TOPOLOGIE GENERALE

3. Boules et sphéres euclidiennes ......................
4. Projection stéréographique ........................

§ 3. Espaces projectifs réels . ...t
1. Topologie des espaces projectifs réels ................
. Variétés linéaires projectives ..........coovvveeen.n.
. Immersion de I’espace numérique dans I’espace projectif
. Application au prolongement des fonctions numériques
Espaces de variétés linéaires projectives .............
Grassmanniennes .........coeveiiniiiiiiiiiiiaa,

o Gk

Exercices du § 1 ..ottt e e
Exercicesdu§2 ...
Exercicesdu§3 ........coo i
Note historique ......... .ot
Bibliographie ......... ... i

CHAPITRE VII, — LES GROUPES ADDITIFS R .............. ...

§ 1. Sous-groupes et groupes quotients de R™ . ....................
1. Sous-groupes discretsde R" . .......................
2. Sous-groupes fermésde R™............ ..o,
3. SOUS-Zroupes assOCIES. . .\ vvervntnr e
4. Groupes quotients séparésde R™....................
5. Sous-groupes et groupes quotients de T* .............
6. Fonctions périodiques ......... ..ot

§ 2. Homomorphismes continus de R™ et de ses groupes quotients. . . .. ..
1. Homomorphismes continus du groupe R™ dans le groupe

2. Définition locale d’un homomorphisme continu de R”

dans un groupe topologique ..............oiiiiinann
3. Homomorphismes continus de R*dansT" ...........
4. Automorphismesde T*..........cooiiiiiiiii...

§ 3. Sommes infinies dans les groupes R™ .. ... ... coiiiiininiin.
1, Familles sommablesdans R .......................
2. Sériesdans R™ ... ... . i e

Exercicesdu§l .......coooiiiiiiiiiii i
Exercices dud2 ...
Exercicesdu§3 ... e
Note historique . ... .vvviiiiiiii i e
Bibliographie .........ccoiiiiiiiii

VI
VI

VI
VL
VI
VI
VI
VI.
VI
VL
VL
VI
VI.

VI

VIIL.

VIIL
VIL
VIL
VIL
VIL
VIL
VII.

VIL

VIL

VIL
VII.
VIL

VIL
VIL
. 17

. 19
.23
. 25
. 26
. 28

11

12
13
14
16
16
17
19
21
23
25
28
30

—
— O WO O N~ —

[am—

11

11
13
14

16
16



TABLE DES MATIERES

CHAPITRE VIII. — NOMBRES COMPLEXES .. ... cv it ivnvnorntaonsans

§ 1. Nombres complexes; quaternions .............c..voviiinnnns
1. Définition des nombres complexes. ..................
2. Topologiede G ..ot
3. Le groupe multiplicatif C* ........................
4, Le corps des qUAtEInions ..........ouoeveeeninnnnn..

§ 2. Mesure des angles; fonctions trigonométriques.........ovvvvn..
Le groupe multiplicatif U ................ooiiinnt,
Angles de demi-droites ..........ooiiiiiiiiiiii.
Mesure des angles de demi-droites ..................
Fonctions trigonométriques .........oovviiiinnn...
Secteurs angulaires .......ooiii il
Angles de droites . ....o.vuuiiiiiii i

IR S

§ 3. Sommes et produits infinis de nombres complexes ...............
1. Sommes infinies de nombres complexes ..............
2. Familles multipliables dans C* .....................
3. Produits infinis de nombres complexes ..............

§ 4. Espaces numériques et espaces projectifs complexes .............
1. L’espace vectoriel ™. ... .....ovviiiiiiiiinn,

2. Topologie des espaces vectoriels et des algebres sur le
corps € oo e

3. Espaces projectifs complexes ................ ...t

4, Espaces de variétés linéaires projectives complexes ....

5. Continuité des racines d’un polynéme ...............

Exercicesdu gl ....ovviiiiiiii i i e
Exercices du§2 ...vvvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e
Exercicesdu§3 ....oooiiii i e
Exercices dU €4 ..o vvrerriiiii it e
Note historique . ....vvniiiiiiiiii i,
Bibliographie ......... ...t i

CHAPITRE IX.—— UTILISATION DES NOMBRES REELS EN TOPOLOGIE
GENERALE vt vvttr v vneneruoansoneroeansocosneononnonnensss

8 1. Génération d’une structure uniforme par une famille d’écarts. Espaces
UNGFOrmMASables oo e

Lo BCartS o vve et e e e

2. Définition d’une structure uniforme par une famille
décarts ... e e s

VIIL. 1
VIII. 1
VIII. 1
VIII. 3
VIII. 4
VIII. 4
VIII. 7
VIII. 7
VIII. 8
VIII. 10
VIII 11
VIII. 13
VIII. 14
VIII. 15
VIII. 15
VIII. 16
VIIIL 18
VIII. 18
VIII. 18
VIII 19
VIII. 20
VIII. 21
VIII. 22
VIII. 24
VIII. 25
VIII. 26
VIIL 27
VIII. 30
VIII. 34

IX, 1

IX. 1

IX. 1

IX. 2



TG X.78 TOPOLOGIE GENERALE

3. Propriétés des structures uniformes définies par des
familles d’écarts .......c.oviiiiiiiiiiiiii

4. Construction d’une famille d’écarts définissant une
structure UNIfOrME . ...ovvviiiiivrriennrensnnnanns

5. Espaces uniformisables ................oii i

6. Compactifié de Stone-Cech ............ocoivnnenn.

7. Fonctions semi-continues sur un espace uniformisable . .

§ 2. Espaces métriques; espaces métrisables .. ... ... ... .. ool
1. Distances et espaces métriques. . .......oovveeeeiannn
Structure d’espace métrique ........ooiiiiieiiiiin.
Oscillation d’une fonction ........covviiveveennnnn,
Espaces uniformes métrisables .....................
Espaces topologiques métrisables. ...................
Emploi des suites dénombrables ....................
Fonctions semi-continues sur un espace métrisable. . ...
Espaces métrisables de type dénombrable ............

Espaces métriques compacts; espaces métrisables com-
PACES + v vttt it innt it ennaeraeeanenens
10. Espaces quotients des espaces métrisables ............

§ 3. Groupes métrisables ; corps valués ; espaces et algébres normés . . . ..
Groupes topologiques métrisables ...................
Corpsvalués ...ttt
Espaces normés sur un corps valué..................
Espaces quotients et espaces produits d’espaces normés
Fonctions multilinéaires continues ..................
Familles absolument sommables dans un espace normé
Algeébres normées sur un corps valué ................
§ 4. Espaces normaux ...........oeeiiiiiiiiitiniiieniiiias
1. Définition des espaces NOrMAUX. « v vvvvvvvveroesrsvns

2. Prolongement d’une fonction numérique continue. . ...

3. Recouvrements ouverts localement finis d’un ensemble

fermé et partitions continues de 'unité dans un espace

normal ... e e

4. Normalité des espaces paracompacts ................

5. Paracompacité des espaces métrisables ..............

§5. Espaces de Baire ..........coviiiiiiiiiienniieniiieinas
1. Ensemblesrares ........oiiiiiieiiiaiiiiiiiiiinn.

2. Ensembles maigres ........coiiiiiiiniiiiniiiienaas

3, Espacesde Baire .....cooivviiiiiiiiiiiiiiiiiiinn

4, Fonctions semi-continues dans un espace de Baire ....

§ 6. Espaces polonais; espaces sousliniens ; ensembles boréliens ... ....
1. Espaces polonais ........ooviiiiieieaiieeninninn

e e S i

S o

=~

IX.

IX.
IX.
IX.
IX.
IX.
IX.
IX.
IX.
IX.
IX.
IX.
IX.
IX.

IX.
IX.
IX.
IX.
IX.
IX.
IX.
IX.
IX.
IX.
IX.
IX.
IX.

IX.
IX.
IX.
IX.
IX.
IX.
IX.
IX.
IX.
IX.

46
49
51
52
52
53
54
56
57
57



TABLE DES MATIERES

2. Espaces sousliniens .........cocoveviiinniiiiiinn.,

3. Ensembles boréliens ............... ..o,

4. Espaces éparpillés et espaces lusiniens ...............

5. Cribles. o oo vt i e s

6. Séparation des ensembles sousliniens ................

7. Espaces lusiniens et ensembles boréliens..............

8. Le théoréme du graphe souslinien ..................

9. Sections boréliennes ..........coooiiiiiieniiiiinae,

10. Capacitabilité des ensembles sousliniens..............
Appendice I: Espaces de Lindelgf ........coooiieoiiiiiiiinn
Appendice I1: Produits infinis dans les algébres normées .............
1. Suites multipliables dans une algébre normée ........

2. Critéres de multipliabilité ...............connt.

3. Produits infinis .........cciiiiiiiiiiiieiiiea

Exercices du § 1
Exercices du § 2
Exercices du § 3
Exercices du § 4
Exercices du § 5
Exercices du § 6
Exercices de ’App. 1
Exercices de ’App. 2

Note historique .............

Bibliographie ...............

.............

.............

.............

.............

........

---------------------------

...........................

...........................

...........................

...........................

...........................

...........................

----------------------------

............................

CHAPITRE X, — ESPACES FONCTIONNELS ......stceeteroonnnnnnes

§ 1. La structure uniforme de la S-convergence ...................
La structure de la convergence uniforme ............

IRE N .

La &-convergence ...

............................

Exemples de €-convergence ..............c.ouvnn.
Propriétés des espaces Fo(X;Y) oooviniiiiinnt
Parties completes de F(X;Y) vovviiiiiiiiiin,

La &-convergence dans les espaces d’applications con-

§ 2. Ensembles équicontinus . . . . ..

1.

2.
3.
4.

............................

Définition et critéres généraux.......coooiiiiiuinans
Critéres spéciaux d’équicontinuité ............. ...
Adhérence d’un ensemble équicontinu ............ .

Convergence simple et convergence compacte sur les

ensembles équicontinus

TG X.79

IX.
IX.
IX.
IX.
IX.
IX.
IX.
IX.
IX.

IX.

IX.
IX.
IX.
IX.
IX.
IX.
IX.

59
60
62
63
65
66
69
70
72

75

78
78
79
82
84
90
99

IX.101
IX.111
IX.117
IX.124
IX.125

I1X.127
IX.129

Ly N~ =

10
10
14
15

16



TG X.80 TOPOLOGIE GENERALE

5. Ensembles compacts d’applications continues ........

§ 3. Espaces fonctionnels spéciaux ... .....ooviiiiiiiiiiiiiin. ..
1. Espaces d’applications dans un espace métrigue. ......

2. Espaces d’applications dans un espace normé.........

3. Propriétés de dénombrabilité des espaces de fonctions
COMEIMUES. ¢ vt het sttt iiiian oot erannnses

4. La topologie de la convergence compacte ............

5. Topologies sur les groupes d’homéomorphismes .......

§ 4. Approximation des fonctions continues numériques . .............
1. Approximation des fonctions continues par les fonctions

d’un ensemble réticulé ... ...l

2. Approximation des fonctions continues par les poly-
0163 0 1 P

3. Application: approximation des fonctions numériques
continues définies dans un produit d’espaces compacts

4, Approximation des applications continues d’un espace
compact dans un espace normé ...............ve...
Exercicesdu§l .........oiiiiiii i
Exercices du§2 ...t
Exercicesdu§3 ...t
Exercicesdu§4 ...
Note historique ......cceuuuiiiinrieitneiiierienneinne.
Bibliographie ........c.coouiiiiiiinniiiiiiiiieiiii i
Index desmotations ............coviviiiiiiiieiinienn.,
Index terminologique. . ....ovvvviiiii i i
Diagramme des principaux types d’espaces topologiques .......
Table des matieres .........ooviiiiiiinn i,

17

19
19
21

24
25
30

33
33
35
38

38
41
43
47
54
62
64
65
67
74
75

Made and printed in Great Britain by William Clowes & Sons, Limited, London, Beccles and Colchester



	cover-image-large.jpg
	front-matter.pdf
	1-21.pdf
	23-52.pdf
	53-80.pdf
	81-114.pdf
	115-243.pdf
	245-308.pdf
	back-matter.pdf



