
N. B O U R B A K I  



N .  B O U R B A K I  

ET ANALYTIQUES 

Fascicule de résultats 



Réimpression inchangée de l'édition originale de 1967 et 1971 
O Herman, Paris, 197 1 
O N. Bourbaki, 1981 

O N. Bourbaki et Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2007 

ISBN- 1 O 3-540-34396-2 Springer Berlin Heidelberg New York 
ISBN- 13 978-3-540-34396-7 Springer Berlin Heidelberg New York 

Tous droits de traduction, de reproduction et d'adaptation réservés pour tous pays. 
La loi du 11 mars 1957 interdit les copies ou les reproductions destinées à une utilisation collective. 

Toute représentation, reproduction intégrde ou partielle faite par quelque procédé que ce soit. sans le consentement 
de l'auteur ou de ses ayants cause, est illicite et constitue une contrefaçon sanctionnée par les aiticles 425 et suivants 

du Code pénal. 

Springer est membre du Springer Science+Busiuess Media 
springercom 

Maquette de couverture: WMXDesign GmbH, Heidelberg 
Impnmé sur papier non acide 4113100NL - 5 4 3 2 1 0 



AVERTISSEMENT 

Ce nouveau tirage du fascicule de résultats des variétés reprend sans 
changement les ouvrages parus antérieurement (fascicules XXXIII et xxxx~) 
en les regroupant en un seul volume. 

Nancago, automne 1982 N .  BOURBAKI 



PREMIÈRE PARTIE 

Paragraphes 1 à 7 
(97 pages) 



INTRODUCTION 

Ce fascicule rassemble les notions fondamentales et les principaux résultats 
de la théorie des variétés différentielles (sur le corps des nombres réels) et des 
variétés analytiques (sur un corps valué complet non discret), Il ne contient 
pas de démonstrations. 

Les dejînitions et les résultats des six premiers livres sont supposés connus. 



NOTATIONS ET CONVENTIONS 

(paragraphes 1 à 7) 

Corps & base 

Dans tout ce fascicule, la lettre K désigne, soit le corps valué R des 
nombres réels soit le corps valué C des nombres complexes, soit un corps 
valué complet commutatif non discret à valeur absolue ultramétrique 
(Top. Gén., ch. IX, 3*"' a., § 3). 

Lorsque K est différent de R ou C, nous appellerons semi-norme 
(resp. norme) sur un espace vectoriel F sur K une ultra-semi-norme (resp. 
une ultra-semi-norme qui est une norme) sur F (Esp. Vect. Top., ch. I I ;  
2' éd., $1). Si y est une semi-norme sur F, et si x e F, on écrira parfois 
Il x 11, au lieu de y(x). 

On appellera espace normable un espace vectoriel topologique sur K 
dont la topologie peut être définie par une seule norme, et espace dc Banach 
un espace normable complet ' . On appellera espace polynormé un espace 
vectoriel topologique sur K dont la topologie peut être définie par une 
famille de semi-normes; lorsque K = R ou C, cette notion coïncide avec 
celle d'espace localement convexe. 

Si E et F sont des espaces polynormés, on notera 4pm(E; F) l'espace 
des applications m-linéaires continues de Em dans F, muni de la topologie 
de la convergence uniforme sur les parties bornées de Em; c'est un espace 
polynormé. Si de plus E est normé, et si y est une semi-norme continue 
sur F, et si u E -Y,,, (E ; F), on note llull,. la borne inférieure des nombres 
réels a 3 O tels que 

' Cette définition diffère de celle donnée dans Esp. Vect. Top, ch. I, 5 1, où l'on appelle 
espace de Banach un espace normi complet. 



1 O VARIÉTÉS DIFF~ENTIELLES ET ANALYTIQUES 

Soit 1 un ensemble. Pour a = (ai) and B = (Bi) appartenant à N"', on 
pose (cf. Alg., ch. III, 3' éd., début du chapitre): 

On pose a < B lorsque ai ,( pi pour tout i~ 1, ce qui équivaut a l'existence 
de y EN(') tel que P = a + y ;  cet élément y est alors unique, et se note 
j? - a. 
Si x = est une famille d'éléments commutant deux à deux dans un 
anneau A possédant un élément unité 1, on pose : 

x a  = n Gi (en convenant que x0 = 1). 
ici 

On a x " + ~  = xa . xB. 
Pour i E 1, on note ei l'élément de N") dont toutes les coordonnées sont 
nulles, à l'exception de celle d'indice i qui est égale à 1. On a a = 2 aici 
pour tout élément a = (ai) de N"'. i d  

Restriction d'une application 

Si f est une application d'un ensemble A dans un ensemble B, et si 
C est une partie de A, on note f lC la restriction de f à C. 

Les éléments oo et o 

On adjoint à l'ensemble des entiers deux éléments notés et o. La 
relation d'ordre entre entiers est prolongée par la convention 

n < oo < o pour tout entier n. 

On pose : 

La lettre r désigne soit un entier 2 1, soit l'un des éléments oo ou o. Lorsque 
K # R, la lettre r désigne toujours l'élément o. Lorsque r = oo (resp. 
r = o), on pose r - k = r pour tout entier k 2 1. 



Fascicule de résultats 

9 1. Fonctions différentiables 

Dans ce paragraphe, la lettre E désigne un espace vectoriel topologique 
normable sur K ; la lettre F désigne un espace polynormé séparé sur K. 

1.1 Ordre de contact & deux fonctions en un point 

1.1.1. Soient X un espace topologique et 8 une fonction numérique positive 
définie dans un voisinage d'un point x, de X. On dit qu'une fonction f, 
définie dans un voisinage de x, et à valeurs dans F, est négligeable devant 8 
en x, si la condition suivante est satisfaite : 

Pour tout E > 0 et pour toute semi-norme y continue sur F, il existe 
un voisinage V de x, sur lequel f et 8 sont définies et tel que 

Il f (x)l], < e8(x) pour tout x E V .  

Pour que f soit négligeable devant 0, il suffit que cette condition soit 
satisfaite pour une famille de semi-normes y définissant la topologie de F. 
Le faite que f soit négligeable ou non devant O en x, ne dépend que des 
germes de f et de 8 en x,. On désigne par o,(B) (ou o(8) lorsqu'il n'y a 
pas d'ambiguité sur x,) l'ensemble des germes en x, de fonctions négli- 
geables devant 8 en x ,  : c'est un sous-espace vectoriel de i'espace des germes 
en x, d'applications à valeurs dans F. Si f est négligeable devant O, on 
écrira par abus de notations, f tz o,,(O) ou encore f ( x )  E o(O(x)) lorsque x 
tend vers x,. 

Si f et g sont deux applications d'un voisinage de x ,  dans F, on 
écrira encore f r g mod O($) si f - g est négligeable devant 8. 

Supposons que K soit égal à R ou C et que x, soit adhérent a 
l'ensemble Y des pomts de X où 8 est définie et non nulle. La relation 
fez O($) signifie alors que f(x)/O(x) tend vers O lorsque x tend vers x, en 
restant dans Y, et que 8(x) = O entraîne f ( x )  = 0. 

1.1.2. Soient f et g deux fonctions a valeurs dans F, définies au voisinage 
d'un point x, de E. Si m est un entier positif, on dit que f et g ont un 
contact d'ordre 3 m en x ,  si l'on a : 

f ( x )  - g(x) E o(11x - xollm) pour x tendant vers x, 
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quelle que soit la norme choisie pour définir la topologie de E. Pour cela, 
il suffit que la relation précédente soit vérifiée pour une norme définissant la 
topologie de E. S'il en est ainsi, on a f (x,) = g(x,). 

Si f et g prennent la même valeur en x ,  on appelle ordre de contact de 
f et g en x, la borne supérieure (finie ou égale à + oo) des entiers m tels 
que f et g aient un contact d'ordre 2 m en x,. 
1.1.3. L'ordre de contact de f et g en x, ne dépend que des germes de ces 
fonctions au point x,. On peut donc parler de l'ordre de contact de deux 
germes cp et t,b d'applications de E dans F au point x,.  La relation 
« cp et t+$ ont un contact d'ordre 3 m » est une relation d'équivalence com- 
patible avec la structure vectorielle. 

1.2. Fonctions dérivables en un point 

1.2.1. Soit f une fonction définie dans un voisinage du point x,  de E et à 
valeurs dans F. On dit que f est dérivable en x ,  s'il existe une fonction 
affine continue Y de E dans F ayant en x ,  un contact d'ordre 2 1 
avec 1: Cette application u est unique; il existe une application linéaire 
continue et une seule, notée Df (x,), de E dans F telle que: 

D(x) = Nxo) + Df ( ~ 0 ) .  (x - ~ 0 ) -  

Si I'on choisit une norme sur E, ceci équivaut à : 

f (xo + h) = f (x , )  + Df (x,)  . h mod O([[  hll) pour h tendant vers O, 

ce que I'on peut encore écrire sous la forme : 

pour toute semi-norme y continue sur F. 
L'élément Df(x,)  de 9 ( E ,  F) s'appelle la dérivée de f en x,.  On écrit 
parfois Dh f (x,) pour D f  (x,) . h ; c'est une élément de F défini par la 
relation : 

Dh f (x , )  = lim f (xo + th) - f (xo) 
t-+o.t+o t 

1.2.2. On dit qu'une fonction f est strictement dérivable en x ,  si elle est 
dérivable en x, et si I'on a, pour toute norme définissant la topologie de E, 
la relation : 

pour (y ,  z )  tendant vers (x,, x,) dans E x E. Pour cela, il suffit que cette 
condition soit satisfaite pour une norme définissant la topologie de E. 
Supposons de plus E et F normés; pour tout nombre c > IIDf(xo)ll, il 



existe alors un voisinage V de x, tel que II f (y) - f < c. 11 y - zll pour 
y, z dans V ; ceci entraîne que f est uniformément continue dans V. 

1.2.3. Le fait pour une fonction f d'être dérivable ou strictement dérivable 
en x, ne dépend que du germe de f en x,. Les germes de fonctions déri- 
vables en x, forment un sous-espace vectoriel Y de l'espace de tous les 
germes et l'application f H Df (x,) de Y dans Y(E; F) est linéaire. Les 
germes de fonctions.stricternent dérivables en x, forment un sous-espace 
vectoriel de Y. 

1.2.4. Une fonction dérivable en x, est continue en .x,. 

1.2.5. Lorsque E = K, l'application u .- u(1) est un isomorphisme de 
9 ( E  ; F) sur F; si la fonction f est dérivable en x,, l'élément 

n'est autre que la dérivée de f en x, au sens donné dans Fonct. Var. Réelle, 
chap. 1, 4 1, no 6, remarque 2. 

I .S. Composition des fonctions dériaables 

1.3.1. Supposons F normable. Soient X,EE et Y,EF, U un voisinage 
de x, et V un voisinage de y, ; enfin soit f une application de U dans 
V, dérivable en x,, avec f(x,) = y,. Si g est une application de V 
dans un espace vectoriel polynormé séparé G, dérivable en y,, l'application 
g of de U dans G est dérivable en x,, et l'on a :  

(1) D(g o f  h o )  = Dg(y0) O Df (~0) .  
Si f et g sont strictement dérivables, il en est de même de g 05 

1.3.2. Soit f une application définie au voisinage d'un point x, de E 
et à valeurs dans F, dérivable en x, ; si u est une application linéaire continue 
de F dans un espace polynormé séparé G, la fonction u o f est dérivable 
en x, et l'on a : 

1.3.3. Supposons que F soit produit d'une famille (Fi),, d'espaces vec- 
toriels polynormés séparés; pour tout i dans 1, soit 1;: une application 
définie dans un voisinage U d'un point x, de E et a valeurs dans F et 
soit f = (A),. Pour que f soit dérivable (resp. strictement dérivable) en 
x,, il faut et il suffit que tous les 1;: le soient ; on a : 

(3) Dbf (xO) = ( D , , f i ( ~ ~ ) ) ~ ~ ~  pour tout h dans E. 

1.3.4. Si E = K, on peut remplacer Df(x,) par f '(x,) et D,f;,(x,) par 
f f(xo) dans les formules (1) et (3). 



1.4. Produit de fonctions dérivables 

1.4.1. Soient FI ,  . . . , Fm des espaces polynormés séparés et u une application 
m-linéaire continue de FI x - . .  x Fm dans F. Soit U un voisinage d'un 
point x, de E, et soit f;- une application de U dans Fi (pour 1 < i < m). 
Si les f;- sont dérivables (resp. strictement dérivables) en x,, il en est de 
même de u(f,, . . . , fm)=g  et l'ona: 

ce que l'on écrira plus succinctement 

En particulier, pour m = 2, on a : 

Pour m = 1, on retrouve 1.3.2. 

1.4.2. Lorsque E = K, on peut remplacer Dg par g' et Dfi par fi' dans 
les formules (4) a (6). 

1.5. Premières variantes ah théorème des fonctions implicites 

Supposons que E et F sont des espaces de Banach'et soient x, un point de 
E, U un voisinage de x, et f une applicatioti de U dans F. On suppose 
de plus que f est strictement dérivable en x,. 

1.5.1. Si Df(x,) est un isomorphisme de E sur F, il existe un voisinage 
ouvert U, de x, contenu dans U et un voisinage ouvert V, de f (x,) 
tels que flU, soit un homéomorphisme de U, sur V,. L'application 
g : V, + U, réciproque de f lu, est strictement dérivable au point f (x,) 
et l'on a : 

JMf (~0))  = Df ( ~ 0 ) -  '. 
1.5.2. Si Df (x,) est une application surjective de E sur F, il existe un 
voisinage ouvert U, de x, contenu dans U, tel que flU, soit une 
application ouverte. 

1.5.3. Si Df (x,) est injective et d'image fermée, il existe un voisinage fermé 
U, de x, contenu dans U, tel que flU, soit un homéomorphisme de 
U, sur une partie fermée de F. 



1.6. Dérivées partieks 

1.6.1. Soit f  une fonction définie dans un voisinage U du point x ,  de E 
et à valeurs dans F. Soient X un sous-espace vectoriel de E et V I'en- 
semble des points x de X . tels que x ,  + x E U ; posons g(x) = f  ( x ,  + x )  
pour x E V: On dit que f admet une dérivée partielle suivant X en x ,  si g 
admet une dérivée en 0 ; cette dérivée se note Dx f (x , ) ;  c'est une application 
linéaire continue de X dans F. Si f est dérivable en x,, elle admet une 
dérivée partielle suivant X en x ,  et cette dérivée partielle est la restriction 
de Df(x , )  à X. 

1.6.2. Supposons que E soit produit d'une famille finie d'espaces vectoriels 
normés Ei (1 G i < n) identifiés canoniquement à des sous-espaces de E; 
soit x ,  = (x:, . . . , 4) dans E et soit U un voisinage de x ,  dans E;  
enfin soit f  une application de U dans F.  On note Di  f ( x , )  la dérivée 
au point x& si elle existe, de l'application z i -  f  (x:, . . . , z i ,  . . . ,G) 
définie au voisinage de xb dans Ei et à valeurs dans F. C'est un élément 
de 2'(Ei; F )  que l'on appelle la i-ème dérivée partielle de f  en x,. Si f  est 
dérivable en x,, les n dérivées partielles existent, et déterminent D f  (x,)  
par la formule : 

" 
D f (x,)  . h = Di f (x , )  . hi pour h = (h l ,  . . . , h,) dans E. 

i= 1 

1.6.3. Plus particulièrement, soit E = Kn. Si les dérivées partielles de f  en 
x, existent, on note ai f  (x,)  l'élément D i  f  (x,)  . 1 de F.  L'écriture suivante 
est souvent usitée ; supposons qu'on ait choisi une notation pour les fonc- 
tions coordonnées sur Kn, par exemple ui désigne la i-&ne projection de 
Kn sur K. On écrit alors : 

au lieu de ai f  (x,).  

1.6.4. Soient E = Kn et F = Km ; supposons que la fonction f  = ( f , ,  . . . , f,) 
à valeurs dans F soit dérivable au point x ,  de E. Les dérivées par- 
tielles aji = a,&,(~,)  existent alors (ce sont des éléments de K). La matrice 
à m lignes et n colonnes formée des aji (élément de la ligne d'indice j et 
de la colonne d'indice i) s'appelle la matrice jacobienne de f en x,;  c'est 
la matrice de l'application linéaire Df  (x , )  de Kn dans K" par rapport 
aux bases canoniques de ces espaces. 

1.7. Dérivées itérées 

1.7.1. Soit f une fonction définie dans un voisinage d'un point x, de E, 
à valeurs dans F. Si f  est dérivable au voisinage de x,, sa dérivée Dj' est 
une application d'un voisinage de x ,  dans l'espace polynormé 2 ( E ;  F) 
des applications linéaires continues de E dans F. Soit p un entier >2 :  



on dit que f est p fois dérivable en xo si f est dérivable au voisinage de 
x, et si sa dérivée Df est (p - 1) fois dérivable en x,. On définit alors la 
dérivée p-ième de j en x, : c'est l'application p-linéaire continue DY(xo) 
de EP dans F, définie par: 

DY(~o).(hl, ..., hp) = (D(DP-'f)(xo).h1).(hz, ..., h,). 

On pose aussi D"f = f et D'f = Df. Si f est p fois dérivable en x, et 
si q et s sont deux entiers tels que q + s = p, avec s > O, alors f est 
q fois dérivable au voisinage de x,, la fonction D9f (à valeurs dans 
Y&E; F)) est s fois dérivable en x, et on a :  

relation que l'on écrit par abus de notation sous la forme : 

1.7.2. Soient (Ei), ,,,, des sous-espaces vectoriels fermés de E, tels que 
E soit somme directe topologique des E,. On définit alors, quand elle existe, 
la dérivée partielle itérée Di, . . . Di_ f d'une application f d'un voisinage de 
x, E E dans F; c'est une application multilinkaire continue de 

dans F, définie par récurrence sur l'entier m 2 1 comme suit: si 
Di,. . . Di, f (x) existe dans un voisinage de x, et possède une dérivée 
partielle suivant E,,, alors Di, . . . Dim f (xO) est donnée par : 

pour h, cz E,. 
Si f est m fois dérivable en x, alors la dérivée partielle Di, . . . Di, f (xo) 

existe et est égale à la restriction de D'"f(xo) au sous-espace E,, x .. - x Eim 
de Em. Par suite, Dmf(xo) est complètement déterminée par les dérivées 
partielles itérées d'ordre m en xo. 

1.7.3. Supposons que E soit de dimension finie et soit (el, . . . , e,) une 
base de E. Posons Ei = Ke, et soit f une application d'un voisinage 
de x,, à valeurs dans F. Si la dérivée partielle Di, . . . Di, f (x,) (avec 
les notations de 1.7.2) existe, on pose : 

ail . . . aimf (xo) = Di, . . . Di, f (x,) . (e,, , . . . , e,,). 



tj 2. Fonctions différentiables réelles 

Dans ce paragraphe, on suppose que K = R. La lettre E désigne un 
espace vectoriel normé sur R ;  la lettre F désigne un espace vectoriel 
topologique localement convexe séparé sur R. 

2.1.  onctions dérivables en un point 

2.1.1. -Soit f une fonction définie au voisinage d'un point xo de E et à 
valeurs dans F. Soit u un élément de l'espace Y(E ; F) des applications 
linéaires continues de E dans F. Pour que f soit dérivable en x;et y 
admette u pour dérivée, il faut et s a t  que l'on ait 

2.1.2. Pour que f soit strictement dérivable en xo7 il faut et suffit que l'on 

2.1.3. Soient F, et F, deux espaces localement convexes séparés et soit 
u une application bilinéaire de F,  x F, dans F, satisfaisant a la condi- 
tion de continuité suivante : 

(SC) Si ((a,, b,)) est une suite d'éléments de F ,  x F, convergeant vers 
un élément (a, b ) ~  Fl x F,, alors la suite (u(a,, b,)) converge vers u(a, b) 
dans F. 

Soit f;. (pour i = 1, 2) une application d'un voisinage d'un point xo 
de E dans Fi. Si fl et f2 sont dérivables en x,, alors u(f,, f2) est 
dérivable en xo et l'on a :  

pour tout h E E. 

2.2. Le théorème des accroissements~jinis 

2.2.1. Soient x, y dans E, et [x, y] le segment fermé joignant ces deux 
points. Soit de plus f une application d'un voisinage de [x ,  y] dans 
l'espace F, dérivable en tout point de [x, y]. Alors f ( x )  - f (y )  appartient 
à i'enveloppe convexe fermée de l'ensemble des points Df (2) . (x - y) pour 
z dans [x, y]. 

2.2.2. Soient U un ouvert connexe de E, et f une application de U dans 



F, admettant une dérivée nulle en tout point de U ;  alors f est constante 
dans U. 

2.2.3. Soient U un ouvert convexe de E, et f une application de U 
dans F, dérivable en tout point de U. Etant donnés une semi-norme 
continue y sur F et un nombre réel M 2 O, les conditions suivantes 
sont équivalentes : 

(i) Pour tout x dans U, on a II Df (x)ll y < M. 
(ii) Pour tout x et tout y dans U, on a I l  f ( x )  - f (.y)lly < M: Ilx - yll. 

2.2.4. Soit U un voisinage d'un point x, de E et soit f une fonction 
définie dans le complémentaire de x, dans U, a valeurs dans F. Sup- 
posons que f admet une dérivée Df(x) en tout point x de U, x # x,, et 
que la fonction XH Df(x)  admet une limite Do quand x tend vers x,. 
Alors, si dim (E) 2 2, f a  une limite en x, et la fonction f prolongée par 
continuité à U tout entier est dérivable de dérivée Do en xo ; il en est de 
même si dim (E) = 1 et qu'on suppose que f a une limite en x,. 

2.3. Fonctions & classe C' ( r  # o) 

2.3.1. Soient U un ouvert de E et f une application de U dans F. On 
définit la ielation « f est de classe C' D (pour r E N) par récurrence sur r 
de la manière suivante : 

1) f est de classe Co si et seulement si elle est continue; 
2) si r est un entier 2 1, la .fonction f est de classe C' si et seulement 

si elle est dérivable en tout point de U et si l'application dérivée Df de 
U dans 9 ( E  ; F) est de classe Cr- '. 

Les fonctions de classe C sont aussi appelées fonctions r fois contin0- 
ment dérivables. 

On dit que f est de classe Cm (ou indéfiniment dérivable) si elle est de 
classe Cr pour tout entier r. 

Si f est de classe Cr dans U, alors f est p fois dérivable pour tout 
entier p < r et la fonction DPf est de classe Cr-9 

2.3.2. Les applications de classe C' d'un ouvert U de E dans F forment 
un sous-espace vectoriel V'(U;F) de l'espace de toutes les applications 
de U dans F. On a gS(U ; F) c V(U ; F) pour s 2 r. 

2.3.3. Pour qu'une fonction f soit de classe C' dans un ouvert U de 
E, il faut et il suffit qu'elle soit strictement dérivable en tout point de U. 

Si E est un produit d'espaces normés Ei, une application f d'un 
ouvert V de E dans F est de classe C' si et seulement si f possède des 
dérivées partielles itérées Di, . . . Di, f continues pour tout entier m < r. 
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2.3.4. Soit G un espace normé et soit U un ouvert de E. Soient V un 
ouvert de G, g E Wr(U ; G) et f E V'(V ; F). Si g(U) c V, l'application 
f 0 g de U dans F est de classe C'. 

Soient F, et F, deux espaces localement convexes séparés et u une 
application bilinéaire de F, x F, dans F, hypocontinue par rapport à 
l'ensemble des parties bornées de F1 (resp. F,) (Esp. Vect. Top, ch. III, 
5 4, no 2). Soient U un ouvert de E et f, E W(U ;Fi) (pour i = 1,2). Alors 
la fonction u(f,, f,) appartient à gr(U;F). Si E est de dimension $nie, il 
suffit de supposer que u satisfait à la condition (SC) du no 2.1.3. 

2.3.5. Si E est un produit d'espaces normés Ei (1 < i < n) et si f est une 
application n-linéaire continue de E dans F, alors f est de classe Cm 
et l'ona DPf = O pour p 2 n + 1. 

2.3.6. Supposons que E et F soient des espaces de Banach. Soit f une 
fonction de classe C' (avec r 2 1) définie dans un voisinage d'un point 
x, de E et a valeurs dans F. Soit y, = f (x,) et .supposons que Df (x,) 
soit un isomorphisme de E sur F. Alors f induit un homéomorphisme 
g d'un voisinage de x, sur un voisinage de y, (1.5) et l'application réci- 
proque de g est de classe C' au voisinage de y,. 

2.4. Dérivées des fonctions de classe C' 

2.4.1. Soit f une application de classe C' d'un ouvert U de E dans F. 
Pour tout x E U, et tout entiers avec s < r, l'application multilinéaire D"f(x) 
est symétrique. 

2.4.2. Supposons de plus E de dimension finie et soit (el, . . . , en) une base 
de E. Les dérivées partielles a,, . . . ais f dépendent symétriquement des 
indices i l ,  . . . , i,. Soit cr, le nombre de fois que l'indice k intervient dans 
la suite i,, . . . , i, et soit a = (a,, . . . , a,). On pose alors: 

Lorsque les coordonnées relatives à la base (el, . . . , en) sont notées 
x,, . . . , x,, on écrit aussi a7 sous la forme : 

2.5. Formule de Taylor 

2.5.1. Soit r un entier 2 1 et soit f une application de classe C' d'un 
ouvert U de E dans F. Pour X E  U, h~ E et p < r, convenons d'écrire 
DY(x0). hP au lieu de DPf(x,). (h,. . . , h). Si le segment [x, x + hl est 
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contenu dans U ,  on a la formule (K formule de Tuylor ») : 

où le « reste B vr(x ; h)  est donné par 

(1 - q - 1  
V, (X  ; h) = D'f(x + th ) .  h' dt 

1 
V,(X ; h) = -D ' f (x )  . h' mod O ( / \  hl\ ') quand h tend vers O r !  

1 
f (x + h) = C DPf(x ) .  hP mod o(llhJlr) 

p=oP. 

quand h tend vers zéro. 

2.5.2. Soit de plus y une semi-norme continue sur F ; si l'on a IID'f (z)ll, < M 
pour tout point z du segment [x ,  x + hl, alors on a : 

2.5.3. Supposons en outre que E = Rn. On a alors: 

f (x + h) = 1 A"f(x)ha mod o(llhllP) quand h tend vers O 
lirl<r 

en posant : 

2.5.4. Soient f et g deux fonctions de classe C' sur un ouvert U de E, 
à valeurs dans F. Pour que f et g aient en un point x de U un contact 
d'ordre 2 r, il faut et il suffit que l'on ait DPf ( x )  = DPg(x) pour tout entier 
p avec O < p < r. Lorsque E est de dimension finie, cela revient a dire 
que les dérivées partielles itérées d'ordre < r  de f et de g (par rapport 
à une base de E) sont égales au point x. 

2.5.5. Soit U un ouvert de E x Rn de la forme V x 1, x - - .  x In, où 
V est un ouvert de E et I,, . . . , I n  des intervalles ouverts de R contenant 
O. Posons Uo = V et Uj = V x 1, x - - -  x Ii pour 1 < J < n. Etant 
donnée une fonction f E Wr(U ; F )  (avec 1 < r C a), il existe une suite et 
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une seule de fonctions fi E V'- '(Ui;F) (pour O < j < n) telle que : 

pour s e V  et t j e I j .  Ona:  

pour 1 d j < n. Dans cette dernière formule, d j  f désigne la j-ième dérivée 
partielle de la fonction (t,, . . . , t,) w f (y t,,  . . . , t,). 

2.6. Critères de dérivabilité 

2.6.1. Supposons que F, outre sa topologie 5 ,  soit muni d'une topologie 
moins fine 5: qui fait aussi de F un espace localement convexe séparé. 
Supposons en outre que Y et Y' satisfassent à la condition suivante: 

(S) Pour tout voisinage V de O pour la topologie Y, il existe un voisinage 
W de O pour 5 tel que l'enveloppe convexe .T'-fermée de toute partie 
5-compacte de W soit contenue dans V. 

Soit f une application d'un ouvert U de E dans F. Supposons que 
j' est de classe C' (1 < r < CO) lorsque I'on munit F de la topologie 
.JI', que Dmf(x) est, pour tout x de U, et tout entier m < r, une applica- 
tion multilinéaire continue de Em dans F muni de la topologie Y et que 
l'application XI-+ Dmf(x) est continue de U dans Pm(E; F) (F étant 
muni de la topologie Y). Alors f est de classe C' lorsque I'on munit 
F de la topologie 9 et ses dérivées Dmf sont les mêmes pour Y et 
pour 5'. 

La condition (S) est en particulier réalisée s'il existe un système fonda- 
mental de voisinages de O pour la topologie 9- qui sont fermés pour la 
topologie Y': c'est le cas si le dual de F muni de 5 est identique au dual 
de F muni de Y'. La condition (S) est également réalisée si F muni 
de la topologie 9 est quasi-complet (Esp. Vect. Top., ch. III, 5 2, no 5). 

2.6.2. Soit f une application d'un ouvert U de E dans F. Si f est de 
classe Cr (avec O d r d CO), les fonctions scalaires u O f sont de classe 
C' pour toute forme linéaire continue u sur F. Réciproquement si F 
est quasi-complet et si les fonctions u O f sont de classe Cr+' pour tout 
u E F', alors f est de classe C'. 
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Cj 3. Fonctions analytiques réelles ou complexes 

Dans ce paragraphe, on suppose que K = R ou C. On désigne par 
(E,), 1 G i < n, une famille finie d'espaces normés sur K, par E l'espace 
produit des Ei, et par F un espace vectoriel topologique localement 
convexe séparé sur K. 

3.1. Séries convergentes 

3.1.1. Soit f = Cf, une série formelle appartenant à @E,, . . . , En ; F) 
(App., no AS). Si ;. est une semi-norme continue sur F et R = (R,, . . . , Rn) 
une suite de n nombres réels strictement positifs, on pose: 

Si F est un espace normé et si y est la norme de F, on écrit Il f I l R  au lieu 
de I l  f 11 y.R- 

L'ensemble %,(El,. . . , En;F) des f E RE,,  . . . , En;F) telles que 
Il f I l y ,  soit fini pour toute semi-norme continue ;. sur F est un sous- 
espace vectoriel de RE, ,  . . ., En; F). On a 

toutes les fois que Ri 2 Rf pour 1 4 i G n. La réunion des 

&(El, . . . 7En ;F)  

est un sous-espace vectoriel noté %(El,. . ., En; F), de RE,, . . . , En; F), 
dont les éléments sont appelés séries convergentes sur le produit des Ei, 
à valeurs dans F. Il ne dépend que de la topologie des Ei et non de leurs 
normes. On peut donc parler de l'espace -%(El,. . . , En; F) lorsque les Ei 
sont des espaces normables, sans avoir à choisir une norme sur chaque Ei. 

3.1.2. L'application f I+ I I  f 11 y.R est une semi-norme sur SR(E1, . . . , En; F). 
La topologie que définissent ces semi-normes lorsque y décrit l'ensemble 
des semi-normes continues sur F (ou simplement un ensemble de semi- 
normes définissant la topologie de F) est séparée. Si F est normable 
(resp. complet), il en est de même de ZR(El,. . . , En; F). Les semi-normes 
sur %(El,. . ., En; F) dont la restriction à chaque .#R est continue 
définissent une topologie séparée sur %(El, . . . , En ;F), qui ne dépend que 
des topologies des Ei. L'injection de &'(EL,. . . , En; F) dans @E,, . . . , E, ; F) 
est continue. 

3.1.3. L'isomorphisme canonique de @E ; F) sur RE,, . . . , En; F) donne 
par restriction un isomorphisme d'espaces vectoriels topologiques de 
#(E ; F) sur %(El, . . . , En ; F). 



3.1.4. Soit f E %(El, . . . , En ; F) et soit J( f )  l'ensemble des R E (R*, )" 
tels que f é XR(E1, . . . , E,; F). L'intérieur I( f )  de J( f )  s'appelle i'indica- 
trice de convergence stricte de f.  11 se compose de l'ensemble des R pour 
lesquels il existe un R'E J(f) avec O c Ri < Rf pour 1 < i < n. On 
note Sl( f )  l'ensemble des points (log RI,. . . , log Rn) de Rn pour R E I( f )  : 
c'est une partie convexe de R". 

Lorsque n = 1, l'ensemble I( f )  est un intervalle )O, p( f)(  de R et 
p(f) s'appelle le rayon de convergence strict de f. C'est aussi la borne 
supérieure (finie ou + co) de i'ensemble des nombres réels R > O tels que 
pour toute semi-norme continue y sur F, il existe une constante M telle 
que Il fm Il ,  < MR-" (avec f = f,, fm E P,(E ; F)) pour tout entier 
m >, O. 

L'ensemble des points x = (xi) E El x - . . x En tels qu'il existe R E I( f )  
avec ilxill < Ri pour tout i, s'appelle le domaine de convergence strict de 
f et se note C( f ). C'est aussi l'intérieur de l'ensemble des points x pour 
lesquels il existe R é J(f)  avec Ilxill < Ri pour tout i. 

3.1.5. Pour f, é Pa(El, . . . , En; F) et pour toute semi-norme continue y 
sur F, posons: 

I l l f , l l l y =  SUP I lfa(xi ,-~. ,~-JIl~- 
Ilxill Q 1 

On a alors les inégalités : 

Pour f = Cf, E &El, . . . , En; F) et R E  (R*,): posons: 

111 f I l l  y,R = R ~ I I I - ~ ,  I I I  y 
a 

et désignons par $,(E,,. . . , En; F) le sous-espace vectoriel de 

& E ~ , . - - , E ~ ; F )  

formé des f tels que I l l  f llly,, soit fini pour tout y, muni de la topologie 
définie par les semi-normes f ++ 111 f llly,,. On a ZR c k, et l'injection de 
ZR dans k, est continue. L'espace X(E,,  . - .  , En ; F) est la réunion des 
$,(E,, . . . , E,; F) et sa topologie est la topologie localement convexe la 
plus fine qui rende continues les injections des kR dans X 

Si .f E %(El, . . . , En ; F), on appelle indicatrice de convergence l'intérieur 
T( f )  de l'ensemble J( f )  des R E (Rf ) tels que f E 2,. On a : 

e- 'W Uf C I ( f )  
(où e est la base des logarithmes népériens). A partir de P( f ), on définit 
comme en 3.1.4. le domaine de convergence C( f )  et, lorsque n = 1, le rayon 
de convergence p"( f ). On a en particulier : 

e - ' P ( f )  < ~ ( f )  G P(f ). 
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3.1.6. Pour R E (R: )", on appelle polyboule (fermée) de centre O et de rayon 
R de E l'ensemble B(R) des x é E  -tels que llxill < Ri pour tout i. Si 
dim Ei = 1, on dit aussi polydisque. Si f E %(El, . . . . , En; F), le domaine 
de convergence (resp. strict) de f est la réunion des polyboules B(R) pour 
R E l( f )  (resp. R E I( f )). 

3.1.7. Soit f E .&'(El, . . . , En ; F). Supposons F quusi-complet. Pour tout 
x E c( f ), la famille des f,(x) est sommable dans F. Sa somme, notée f(x) 
ou simplement f (x), est une fonction continue sur e (  f ). Plus précisément, 
pour tout R tel que f é kR, la famille des f,(x) est uniformément sommable 
pour x E B(R). L'application f -3 est une application linéaire continue 
injective de gR dans l'espace des fonctions continues bornées sur B(R), 
muni de la topologie de la convergence uniforme. 

3.1.8. Soient FI,.  . ., Fm des espaces polynormés séparés et soit u une 
application m-linéaire continue de F,  x . - - x Fm dans F. Soient 
1;- E .&'(El, . . . , En ;Fi) pour 1 ,< i ,< m. La série formelle u( f, , . . . , fm) 
appartient à *(El, . . . , En ;F). On a : 

et si x e n  C(1;-), F et les Fi étant quasi-complets, on a : 
1 

3.1.9. Soient F,, . . . , Fm des espaces normés complets et supposons 
F quasi-complet. Soient f = avec A é &'(El, . . . , En; Fi) et 
g G *(FI, . . . , Fm ; F) , tels que (fi (O)), , ,, appartienne au domaine de 
convergence strict de g. Alors, pour tout a E Nm, la série formelle g, 0 f 
appartient à .&'(El, . . . , En; F) et la famille des gaO 'f est sornmable dans 
&'(El, . . . , En; F) et a fortiori dans RE,, . . . , En; F). Sa somme sera notée 
g 0 f. 

De manière plus précise, il existe R ~n I(J) et R' E I(g) tels que 

l l f i l l R  < Ri pour 1 < i < m. Sous ces conditions, la série formelle g, 0 f 
appartient à %',(El, . . . , En; F), et la famille des g, 0 f est sommable dans 
&,(El, . . . , En; F). Enfin, si x é B(R), alors f(x) = (1;-(x)) appartient à 
B(Rf) c F, x . . x Fm et on a : 

g(f(4) = (g O f) ( 4 .  

3.1.10. Supposons que Ei = K pour 1 < i < n. L'espace @K"; F) 
s'identifie alors à l'espace des séries formelles à n indéterminées X, , . . . , Xn à 



coefficients dans F et un élément de RK"; F) s'écrit : 

f = 1 Xaca avec ca E F. 
a 

Si R E (R? )" et si y est une serni-norme continue sur F, on a 

O n a  I(f) = f(f), C(f) = C(f) et, lorsque n = 1, p(f) = P ( f ) .  
L'espace X(Kn;  K) des séries convergentes à coefficients dans K se 

note aussi K((Xl,. . . , X,)); c'est une sous-algèbre de K[[X,, . . . , X,]]. 
L'espace X(Kn;  F) est un module sur K((X,, . . . , X,)) et si F est de 
dimension finie, ce module s'identifie à K((X,, . . . , X,)) @,F. 

3.1.11. Soit feX(Kn;Km),  représenté par un système de m séries con- 
vergentesfj(X,, . . . , X,), à coefficients dans K. Soit de même geX(Km;KP), 
représenté par un système de p séries convergentes g,(Y ,, . . . , Y d  = C gk,BYb. 
L'élément b = g 0 f de &'(Kn;KP) (cf. 3.1.9) est représenté par p séries 
formelles hk(Xl, . . . , X,), déterminées comme suit : pour a E Nn et B E  N", 
soit cad le coefficient de Xa dans la série formelle fB = n f !J ; alors la 
famille (g,,# ~ ~ , ~ ) ~ ~ ~ m  est sommable dans K et a pour somme le coefficient 
de Xa.. dans h,. 

3.1.12. Supposons F quasi-complet et soit Êi le complété de E,. Tout 
polynôme-continu sur El x x En à valeurs dans F se prolonge par 
continuité en un polynôme-continu sur Ê, x x Ê,, à valeurs dans F. 
On en déduit une bijection j de P(E,>. . . , En ; F) sur @El, . . . , Ê,; F). 
Si f E &(El, . . . , En; F), alors j( f )  E %(El, . . . , Ê, ; F) et réciproquement. 
Les indicatrices de convergence strictes de f et de j( f )  sont les mêmes. 

3.1.13. On suppose que K = R, mais que F est muni d'une structure 
d'espace vectoriel complexe compatible avec sa structure d'espace vectoriel 
réel. Soit Ec = Ei O, C. Si y E Ef, posons 

la borne inférieure étant étendue à toutes les familles finies de couples 
(x,, ad  E Ei x C telles que y = 1 x, O a,. On obtient ainsi une norme sur 

k 
l'espace vectoriel complexe Ef ; cette norme prolonge la norme donnée sur 
Ei si l'on convient d'identifier x E Ei à x @ 1. Soit h un R-polynôme- 
continu sur El x - - - x En, à valeurs dans F, et homogène de multidegré 
a ;  il existe alors un C-polynôme-continu h sur E l  x . - - x ER, et un seul, 
à valeurs dans F, prolongeant h, et homogène de multidegré a. On a 



pour toute semi-norme continue y sur l'espace vectoriel complexe F. 

Si f = Cf, E &(El, . . . , En ; F), alors f = Cf, E Z(E?, . . . , E,C; F). Les 
a a 

séries f et f ont même indicatrice de convergence stricte (et même rayon 
de convergence strict lorsque n = 1). 

Inversement, supposons K = C. Soient E: et F0 les espaces sur R 
obtenus par restriction des scalaires. Si f, E Pa(El , . . . , En ; F), alors 
f, E Pa(Ey, . . . , En ; FO). Si f = Cf, E &(El, . . . , En ; F), alors la série formelle 

a 

f O = 1 f E P(E(~, . . . , E: ; FO) est une série convergente. Les indicatrices 
a 

de convergence (resp. les indicatrices de convergence strictes) de f et f O 

sont identiques et on a f (x) = f '(x) pour tout x E e (  f )  = (7( f O). 

33. Fonctions dyt iques  

3.2.1. Soient U un ouvert de E et f une application.de U dans F. On 
dit que f' est de classe Ca, ou K-analytique (ou simplement analytique) dans 
U si, pour tout point a de U, il existe une série convergente f, E X(E ; F) 
telle que f (a + x) =fdx) pour tout x dans E assez voisin de zéro. Si 
K = R (resp. C), on dit encore que f est analytique réelle (resp. analytique 
complexe ou holomorphe). Les applications analytiques de U dans F 
forment un sous-espace vectoriel, noté W(U;F), de l'espace de toutes les 
applications de U dans F. 

Pour a E U, la série formelle J*, est unique : on l'appelle le développement 
en série entière de f au point a. Si fa = ( fAa (avec (f& E Pa(E1,. . . , En; F)), 
on pose : a 

3.2.2. Si f E Va(U ; F), i'application AT : a - A"f(a) de U dans 

est analytique. L'application Au : f c* A"f est une application K-linéaire 
de V ( U  ;F) dans W(U ; P,(El, . . . , En ;F)). Pour a E U, on a donc, pour 
a , j l ~ N " ,  AE(Ay)(a)€PE(E ,,..., En;P,(El ,..., En;F)). Si x = (xi)eE, on 
a donc (AE(A"f)(a)) (x) E Pa(El, . . . , E, ; F) et ((A8(AY)(a))(x))(x) E F. Cet 
élément de F est égal à ((a, /J))(Aa'Bf(a))(x). On exprime ceci en écrivant : 

A@ 0 AU = ((a, p))Aa + ". 

3.23. Les indicatrices de convergence strictes (et les rayons de convergence 
stricts lorsque n = 1) des développements en série entière de f et de A"f 
en un même point a de U, sont identiques. 



3.2.4. Soit f E P ( U  ; F). Alors f est strictement dérivable et indéfiniment 
dérivable dans U (si K = R, f est de classe Cm dans U ) .  Les dérivées 
itérées de f sont analytiques, et leurs valeurs en un point a sont des applica- 
tions multilinéaires symétriques. On peut alors introduire la notation 
D y  pour les dérivées partielles itérées comme au no 2.4.2. On a : 

a!A"f(a)(h) = D"f(a) . (h, . . . , h) 

quels que soient a E U et h E E, ce qu'on écrit : 

a !  A"f = D Y .  

3.2.5. Soient U un ouvert de E et J; g deux applications analytiques de 
U dans F. Soit a €  U .  Pour que f et g aient un contact d'ordre 2k en 
a, il faut et il s a t  que A"f(a) = Aag(a) pour tout a avec la1 < k. Si f et 
g ont un contact d'ordre infini en a, elles sont égales dans un voisinage de 
a. L'ensemble des points de U où f et g ont un contact d'ordre infini est 
ouvert et fermé. 

En particulier, si U est connexe et s'il existe une partie ouverte non vide 
de U sur laquelle f et g sont égales, on a f = g (a principe du prolonge- 
ment analytique »). 

3.2.6. Soient U un ouvert de E et f une application analytique de U dans 
F. Si la dérivée Df de f est nu!le, f est !ocalement constante. 

3.2.7. Supposons F quasi-complet et soit G un espace normé complet. 
Soit g une application analytique d'un ouvert U de E dans G et soit f 
une application analytique d'un ouvert V de G, contenant g(U), dans F. 
L'application composée f 0 g est analytique dans U. Supposons en outre 
que O E U et que g(0) = O. Le développement de f O g en série entière en O 
s'obtient alors en substituanhdans le développement de f en O, le développe- 
ment en série entière de g en O (3.1.9). 

3.2.8. Soient F I , .  . . , Fm des espaces polynormés séparés et u une applica- 
tion multilinéaire continue de F I  x - -. x Fm dans F. Soient U un ouvert 
de E et f;. E V m ( U ;  Fi). La fonction u( f ,  , . . . , f,) est analytique, et son 
développement en série entière en un point a é U est la série u(( f l ) ,  , . . . , vm),) 
(3.1.8). 

3.2.9. On suppose F quasi-complet. Soit f E .X(E,. . . . , En ; F )  ; la fonction 
x - f (x) (3.1.7) est analytique dans l'ouvert C( f ), domaine de convergence 
strict de f Si n = 1 et si llall < p( f ) ,  le rayon de convergence strict du 
développement de f en série entière en a est au moins égal à p( f )  - Ilall. 
Si p( f )  = + CO, on dit que f est une fonction entière. 



3.2.10. Gardons les hypothèses de 3.2.9. Si K = C, les résultats de 3.2.9 
restent exacts si l'on remplace C( f )  par C( f )  et p( f )  par p( f )  (pour 
n = 1). Si K = R, la fonction X H  f (x) est analytique dans C( f). 

3.21 1. Supposons que Ei = K pour 1 < i < n. Soient U un ouvert de 
Kn et f E V"(Kn ; F). Si O é U et si fo = 1 Xaca est le développement en 

a 
série entière de f en O, le développement en série entière de Ayen O s'écrit 
(après identification de Pa(Kn ; F) avec F) : 

On a en particulier pour 1 < i < n et pour x E C( fo) : 

di f (x) = C (ai + 1)xaca+,, . 
a 

3.3 Fonctions holomorphes 

Dans ce no, on suppose que K = C. 

3.3.1. On suppose F quasi-complet. Soient U un ouvert de E et f une 
application de U dans F. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) f est holomorphe; 
(ii) f est dérivable; 
(iii) f est localement bornée et quels que soient a é U  et ~ E E ,  la 

fonction t H f (a -i- th), définie dans un voisinage ouvert de O dans C, est 
holomorphe ; 

(iv) f est localement bornée et pour toute forme linéaire continue u sur 
F, la fonction u 0 f à valeursdans C est holomorphe; 

(v) f est continue et localement bornée et il existe un ensemble total H 
du dual de F tel que u 0 f soit holomorphe pour tout u E H. 

Lorsque E est de dimension finie (resp. lorsque F est un espace de 
Banach), ces conditions sont encore équivalentes aux conditions (iii'), (iv') ou 
(v') (resp. (iv') ou (v')) obtenues à partir de (iii), (iv) ou (v) (resp. (iv) ou (v)) en 
enlevant l'hypothèse « f est localement bornée P. 

3.3.2. Supposons F quasi-complet. Soient U un ouvert de E et (f,) une 
suite d'applications holomorphes de U dans F, possédant la propriété 
suivante : 

(W) Tout point de U possède un voisinage dans lequel la suite (L) 
converge uniformément. 

Alors la limite f de la suite (f,) est holomorphe, la suite des dérivées 
(DL) (a valeurs dans l'espace quasi-complet Y(E;F)) possède la propriété 
(W) et Df est la limite de (DL). 



3.3.3. Soient U un ouvert de E et f une application holomorphe de U 
dans F, supposé quasi-complet. Soit R = (Ri) E (R:)" et supposons que la 
polyboule B(R) est contenue dans U et que f est bornée sur B(R). On a 
alors, pour tout a E Nn et tout x = (xi) E B(R): 

Aof(O)(x) -5; ---!: f(e(ûl)xl,. . .,e(8,)xn)e(-a1ûl - - anûn) dû, . . . dû, 

(avec e(8) = exp 2xi 8). 
Soit de plus y une semi-norme continue sur F et soit M la borne supérieure 
de I l  f(x)lly pour IlxiJ1 = Ri. On a IIAy(0)(x)lly < M pour tout x E B(R) et 
111 Aof(0)111, < MR-". Enfin, le domaine de convergence du développement 
en série de f en O contient i'intérieur de la polyboule B(R). 

3.3.4. Gardons les hypothéses de 3.3.3 et supposons de plus que Ei = C. 
Soit Xac, le développement en série de f en O. On a :  

a 

1 1  
ca = R-'L ---Io f(e(ûl)Rl,. . . ,e(û,,)R,)e(-a,8, - -.-  - anon) dû, . . . do, 

(« inégalités de Cauchy »). Le domaine de convergence strict de la série 
C Xac, contient l'intérieur de B(R). 
a 

3.3.5. Supposons E de dimension finie et F quasi-complet. Soit f une 
application holomorphe de E dans F. II existe alors dans Z ( E ;  F) une 
série fo et une seule, de rayon de convergence infini (pour toute norme sur E). 
telle que f (x) = f,(x) pour tout x E E. 

3.3.6. Si f est une application holomorphe de E dans F telle que f ( E )  
soit borné, alors la fonction f est constante (a théorème de Liouville f i ) .  

3.3.7. On suppose que E # O. Soit f une application holomorphe d'un 
ouvert U de E dans F. Soient a un point de U et y une semi-norme 
continue sur F. Pour tout voisinage V de a, contenu dans U, il existe 
X E V ,  x # a, tel que: 

Ilf(a)ll, Q llf(x)ll,. 

Si de plus F = C et si f n'est pas constante au voisinage de a, on a 
If'(a)l < sup 1 f(x)l et l'application f' est ouverte au voisinage de a. 

x s v . x ~ a  

Enfin. soit B un ouvert borné d'adhérence contenue dans U et soit B' sa 



frontière. On a :  
SUP l f (XII = suq If (XII 
xen XEB 

(a principe du maximum D). 

3.3.8. Supposons E de: dimension finie. Soient U un ouvert de E, S un 
sous-espace vectoriel de codimension 2 2  de E et f une application 
holomorphe de U n (E - S) dans F. Alors f se prolonge par continuité 
en une application holomorphe de U dans F. 

3.3.9. Supposons que E = C et soit O < Â < p < +a. Soit f une 
application holomorphe de l'ouvert U = (z E ClA < lzl < p} dans F. 
11 existe une famille (an( f et une seule d'éléments de F telle que, pour 
tout compact H de U, la famille (a,( f )zn),& soit uniformément sommable 
de somme f (z) pour z décrivant H (« développement de Laurent H). 

Supposons de plus A = O. On appelle ordre de f au point x = O la 
borne inférieure (finie ou infinie) de l'ensemble des entiers n tels que 
an( f )  # O. S'il existe un voisinage V de O tel que f soit bornée dans 
V - (O}, alors f est d'ordre O au point x = O et se prolonge par conti- 
nuité en une fonction holomorphe sur l'ouvert Izl < p. Soit p un entier 
> O; si f est d'ordre - p  au point x = O, ondit que O est unpôled'ordre 
P def :  

3.3.10. Supposons que E = C et que F soit normé. Soit f une application 
holomorphe du disque unité ouvert U de E dans F, telle que f (O) = O et 
soit M = supIlf(z)ll. Onaalors 11 f(z)ll < M.1~1 pourtout Z E U  («lemme 

zeU 
de Schwarz P). 

3.4. Fonctions analytiques réelles 

Supposons que K = R. 

3.4.1. Soient U un ouvert de E et f une application de U dans F, sup- 
posé quasi-complet. 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) f est analytique. 
(ii) f est de classe Cm et, pour tout a E U, il existe un voisinage V, de 

a et un nombre réel M tels que, pour toute semi-norme y continue sur F, 
il existe une constante A, telle que l'on ait 

I l  A x l l  < A pour tout x E V, et tout cr E Nn 

3.4.2. Soient U un ouvert de E et f une application de U dans F. Si F 
est quasi-complet, et si son dual fort F' est un espace de Baire, alors f est 
analytique si et seulement si u 0 f est analytique pour tout u E F'. 



8 4. Fonctions analytiques (cas ultramétrique) 

Dans ce paragraphe, on suppose que la valeur absolue de K est ultramé- 
trique. On désigne par (EJ, une famille finie d'espaces normés sur K, 
et par E l'espace produit des Ei, muni de la norme: 

llxll = sup llxill si x = (xi). 

On désigne par F un espace polynormé séparé sur K. 

4.2. Séries convergentes 

4.1.1. Soit f = C f a  une série formelle appartenant a RE,, . . . , En ;F), 
a 

(cf. Appendice). Si y estune semi-norme continue sur F, et R = (Ri) est 
un systhme de n nombres réels >O, on pose 

Les définitions et les résultats du no 3.1.1 (deuxième alinéa) et du no 3.1.2 
s'appliquent sans changement ; on définit en particulier les espaces 

4.1.2. L'isomorphisme canonique j de RE ; F) sur @E,, . . . , En ; F) 
donne, par restriction, un isomorphisme d'espaces vectoriels topologiques 
de SR(E;F) sur X (  ,... ,,(El ,..., En;F) pour tout RER*,;  il donne 
également un isomorphisme .de S ( E ;  F) sur %'(El, . . . , En ; F). Plus 
précisément, si f = f, E @E;F) et si j( f )  = f a ,  on a, pour toute semi- 

m a 
norme continue y sur F : 

4.1.3. Soit f = 1 f a  un élément de &'(El, . . . , En ;F) ; soit I( f )  l'ensemble 
a 

des R E(R:)" tels que, pour toute semi-norme continue y sur F, le 
produit IlLll yRa tende vers zéro quand la1 tend vers l'infini. L'ensemble 
I(f) est non vide; on l'appelle l'indicatrice de convergence stricte de f .  
L'ensemble Q( f )  des points 

(logR,, ..., logRn) pour ReI(f)  

est une partie convexe de Rn. 
Lorsque n = 1, l'ensemble I(f) est un intervalle de R, ouvert à 



gauche et ouvert ou fermé à droite ; sa borne supérieure (finie ou + co) se 
note p( f )  et s'appelle le rayon de convergence strict de f .  

Avec les notations de 4.1.2, on a R E I( f )  si et seulement si 

(R, . . . , R) E W ( f  )). 

L'ensemble des points x = (xi) tels qu'il existe R = (RI) E I ( f )  avec 
llxill < Ri pour 1 < i < n s'appelle le domaine de convergence strict de 
f e.t se note C( f) .  C'est un ouvert de E, réunion des polyboules 

B(R) = {x E E 1 IlxilJ < Ri pour 1 ,< i < n), 
pour R E I( f ). 

4.1.4. Les résultats de 3.1.7 et 3.1.8 restent exacts, en y remplaçant partout 
C(f)  par C(f) et 2R par XR. 

4.1.5. Soient FI, . . . , Fm des espaces normés complets et supposons F 
quasi-complet. Soit f = (fi), avec fi E *(El, . . . , En ;Fi) et soit 
g E #(FI, . . . ,Fm ; F), tels que le point (f;:(O)), si,, de E appartienne au 
domaine de convergence strict de g. Alors, pour tout a€Nm,  la série 
formelle ga 0 f appartient à &'(El, . . . , En ;F) et la famille des ga 0 f est 
sommable dans %'(El, . . . , En ;F) (donc a fortiori dans & E ~ ,  . . . , En ;F)). 
Sa somme sera notée g 0 f. 

De manière plus précise, il existe R E n~(f;.) et R' E I(g) tels que 
I 

sup Ilfi,,llRa < Ri (pour 1 < i < m). Sous ces conditions la série formelle 
la12 0 

g, 0 f appartient à %',(El, . . . , En ;F) et la famille des ga 0 f est sommable 
dans &',(El, . . . , En ;F). Enfin, si x E B(R), alors f(x) = (fi(x)) appartient 
à C(g) et on a :  

g(f(4) = (g O f) (XI. 

Supposons de plus que, pour chaque i, il existe une famille (ej) d'élé- 
ments de Ei tel que tout élément x de Ei soit somme d'une famille som- 
mable (Aj ej) (avec K) telle que llxll = sup ]Ail. On peut alors dans 

l'alinéa précédent, remplacer la condition sup lifi,.ll Ra < Ri par la condi- 
14>0 

4.1.6. Supposons que Ei = K pour 1 < i < n. L'espace P(K"; F) s'iden- 
tifie alors à l'espace des séries formelles à n indéterminées XI ,  . . . , Xn à co- 
efficients dans F et un élément f de P(K";F) s'écrit: 

f = C Xaca avec c, E F. 
a 

Si R E  (R:)" et si y est une semi-norme continue sur F, on a : 



Le dernier alinéa de 3.1.10 reste valable, ainsi que 3.1.1 1. 

4.1.7. Supposons que K soit un sous-corps fermé d'un corps valué complet 
(nécessairement ultramétrique) L. Pour y E Ei OKL, posons: 

la borne inférieure étant étendue à toutes les familles finies de couples 
(x,, a,)€ Ei x L telles que y = 1 xk @ a,. On obtient ainsi une norme 

k 

sur le L-espace vectoriel Ei @,L, qui induit sur Ei la norme donnée. On 
désigne par EF le complété de Ei @,L pour cette norme. 

Soit maintenant F un L-espace vectoriel polynormé séparé complet. 
Pour tout K-polynome-continu f,, homogène de multidegré a, sur 
E, x - - x En, à valeurs dans le K-espace vectoriel polynormé FK sous- 
jacent à F, il existe un L-polynome-continu et un seul, homogène de 
même multidegré, sur Ef x - .  . x Ek, a valeurs dans F qui prolonge fa. 

Pour toute semi-norme continue sur le L-espace vectoriel F, on a 

Si f = C ~ , E % ( E  ,,... ,En;F,), alors f = C x f , ~ ~ ( ~ f ;  ,..., E ~ ; F ) .  

Les séries f e t  7 ont même indicatrice de convergence stricte (et même 
rayon de convergence strict lorsque n = 1). 

Inversement, soit L un sous-corps fermé non discret de K et soient 
EP et F0 les espaces sur L obtenus par restriction des scalaires à partir 
des E, et de F. Si f = 2 f,~i%?'(E,, . . . , En ; F), alors fa€ P,(EY, . . . , E: ; FO) ; 

il 

si l'on pose f O = f, E P(E;, . . . , Et ;FO), alors f O E S ( E 7 ,  . . . , En;FO). 
a 

O n a  C ( f ) c C ( f O )  et f (x )=  fO(x) pourtout x - E C ( ~ ) .  

4.2. Fonctions analytiques 

4.2.1. Les définitions et résultats de 3.2.1 et 3.2.2 restent valables sans 
changements. 

4.2.2. Avec les notations de 3.2.2, l'indicatrice de convergence stricte du 
développement en série entière de Aaf en un point a de U contient celle du 
développement en série entière de f en a. 

4.2.3. Les résultats de 3.24, 3.2.5, 3.2.7. 3.2.8 et 3.2.1 1 restent exacts. Celui 
de 3.2.6 aussi, à condition de supposer en plus que K est de caractéristique 
&ru. 



4.2.4. Supposons F quasi-complet et soit f e %'(El,. . . , En; F). La fonc- 
tion x - f (x) est analytique dans C( f ). Pour tout a E C( f ), l'indicatrice 
de convergence du développement en série entière de f en a est égale à 
celle de f .  

4.3. Quelques inégalités 

4.3.1. On suppose que K satisfait à l'une au moins des conditions suivantes : 
(a) le corps résiduel de K est infini ; 
(b) l'image de K par l'application a- la( est dense dans R,. (Autre- 

ment dit, on suppose que K n'est pas localement compact). 
Soit f = 1 f c ~ % ( E l ,  ..., En;F) et soit ReI(f ) .  O n a :  

a 

~ U P  Il f (x) H y = SUP SUP. Il h(x) Il 
xsB(R) " xsB(R) 

pour toute semi-norme continue y sur F (« inégalités de Cauchy »). 

4.3.2. Il existe une constante a > O telle que pour tout polynôme homogène 
continu f, E Pc(El, . . . , En; F) et tout R E (R:)", l'on ait : 

pour toute semi-norme continue y sur F. Si K satisfait à la condition (b) 
de 4.3.1 ou si l'image de Ei par l'application x- llxll est contenue dans 
l'image de K par l'application a-la1 et contient Ri (pour 1 G i < n), 
on peut prendre a = 1. 

4.3.3. Si K est de caractéristique zéro, la série formelle f = C fa appartient 
a 

a .#'(El,. . . , E,;F) si et seulement si il existe R E (R:)" tel que 

pour toute semi-norme continue y sur F. 



5 5. Variétés 

5.1. Cartes et atlas. Variétés 

5.1.1. Soit X un ensemble. On appelle carte de X un triplet c = (U, cp, E), 
où U est une partie de X, E un espace de Banach et cp une bijection de 
U sur un ouvert de E. On dit que U est le domaine de la carte c. Si E 
est de dimension finie n, on dit que c est de dimension n. Sinon, on pose 
d i m c =  +m. 

5.1.2. On dit que deux cartes c = (U, cp, E) et cf = (U', cp', E') de X sont 
C'-compatibles (ou simplement compatibles lorsqu'il ne peut y avoir 
d'ambiguité sur r) lorsque les conditions suivantes sont réalisées : 

(a) cp(U n U') (resp. cpf(U n U')) est ouvert dans E (resp. E' ) ; 
(b) l'application cp O 9'- ' (resp. cp'o cp- ') de cp'(U n Ur) sur cp(U n U') 

(resp. de cp(U n U') sur cpf(U n Ur) ) est de classe Cr (cf. 2.3.1, 3.2.1 et 
4.2.1). 

5.1.3. On appelle C'-atlas (ou simplement atlas) d'un ensemble X un 
ensemble de cartes de X deux à deux C'-compatibles et dont les domaines 
ont pour réunion X tout entier. Deux atlas d et 9? de X sont dits 
C'-équivalents si d u B est un atlas. La relation de C'-équivalence entre 
atlas est une relation d'équivalence. 

5.1.4. Soit G un ensemble d'espaces de Banach. On dit qu'un atlas d 
est de type 6 si l'on a E E G pour toute carte c = (U, cp, E) de d. D'une 
manière analogue, on dit qu'un atlas d est de type hilbertien (resp. de 
type hilbertien de dimension dénombrable) si E est un espace hilbertien 
(resp. hilbertien de type dénombrable) pour toute carte (U, cp, E) de d. 

5.1.5. On appelle K-variété de classe C' (ou variété de classe C' sur K, 
ou simplement variété lorsque il ne peut y avoir d'ambiguité sur K et r) un 
ensemble X muni d'une classe d'atlas équivalents (Ens., chap. II, 4 6, no 9) 
pour la relation de C'-équivalence. Un atlas de cette classe est appelé un 
atlas de la variété X. Une carte appartenant à un atlas de X est appelée 
une carte de la variété X. Une carte de X dont le domaine contient un 
point a E X est appelée une carte de X en a. Une carte centrée en a est 
une carte (U, cp, E) de X en a telle que cp(a) = 0. 

Si X est un ensemble et d un atlas de X, l'ensemble X muni de la 
classe d'équivalence de d est appelé la variété définie par d. 

Lorsque r Z o (donc K = R), une variété de classe C' est parfois 
appelée une variété diflbentielle. Une variété de classe C" est encore 
appelée une variété analytique sur K (ou encore variété K-analytique). 
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Lorsque de plus K = R (resp. C, Q,), on dit encore variété analytique 
réelle (resp. analytique complexe, analytique p-adique). 

5.1.6. Soit X une variété. Les parties de X qui sont réunions de domaines 
de cartes de X forment l'ensenîble des ouverts pour une topologie sur X, 
dite sous-jacente à la structure de variété'de X. Pour toute carte c = (U, q, E) 
de X, l'application cp est un homéomorphisme de l'ouvert U muni de la 
topologie induite par celle de X sur l'ouvert cp(U) de E. 

L'espace topologique sous-jacent à X est un espace de Baire. Lorsque 
K est égal à R ou C, il est localement connexe. 

Soit X une variété et soit d un atlas de X. Pour que l'espace topolo- 
gique X soit séparé, il faut et il suffit que la condition suivante soit satisfaite : 
quelles que soient les cartes (U, cp, E) et (V, $, F) appartenant à l'atlas 
.d, le graphe de l'application $ O cp- ' de q(U n V) dans $(U n V) est 
fermé dans cp(U) x $(V). 

Soit X une variété; supposons que l'espace topologique X soit régulier. 
Alors pour tout point a E X, il existe une carte (U, cp, E) de X en a possé- 
dant la propriété suivante : pour qu'une partie Y de U soit fermée dans 
X, il faut et il suffit que son image q(Y) soit fermée dans E. Si l'espace X 
est paracompact, il existe sur X une distance compatible avec la topologie 
de X et faisant de X un espace métrique complet. 

5.1.7. Soit G un ensemble d'espaces de Banach. On dit qu'une variété 
est de type 6 (resp. de type hilbertien, resp. de type hilbertien de dimension 
dénombrable) si elle possède un atlas de type G (resp. de type hilbertien, resp. 
de type hilbertien de dimension dénombrable). Si 6 est réduit à un seul 
élément E, une variété de type G est encore appelée une variété pure de 
type E. 

On appelle variété pure de dimension n une variété pure de type K". 
On dit qu'une variété est localement de dimensionfinie si elle est de type G 
avec 6 = ( K n ; n e N ] .  

5.1.8. Soit X une variété et soit x E X. La dimension (finie ou + co) d'une 
carte de X en x ne dépend que de x. On l'appelle dimension de X en x 
et on la note dim,X. On appelle dimension de X et on note dim X la 
borne supérieure des dim, X pour x E X. 

La fonction x w dim, X est localement constante. La variété X est 
localement de dimension finie (resp. pure de dimension n) si et seulement si 
on a dim, X < + co (resp. dim, X = n)  pour tout x E X. 

5.1.9. Supposons K localement compact. Soit X une variété séparée. Alors, 
pour que X soit localement de dimension finie, il faut et il suffit que X soit 
localement compacte. 



5.1.10. Soit X une variété et soient tl, . . . ,y des applications d'une 
partie U de X dans K. On dit que 5 = (t', . . ., y) est un système de 
coordonnées de X dans U si le triplet (U, 5, Kn) est une carte de X ; 
cette carte se note aussi (U ; t;) ou (U; El, . . . , y). Si a E U, on dit aussi 
que 5 est un sysrgme de coordonnées de X en a ;  si de plus c(a)  = O 
pour i = 1,2, . . . , n, on dit que le système de coordonnées 5 est centré en a. 

5.2. Exemples de variétés 

5.2.1. Soit X un ensemble ; il existe sur X une structure de variété et une 
seule pour laquelle l'espace topologique sous-jacent soit discret; cette 
structure est une structure de variété pure de dimension O. 

5.2.2. Soit E un espace de Banach. Le triplet c = (E, Id,, E) est une carte 
de E et d = ( c )  est un atlas de E, donc définit une structure de variété 
pure de type E sur E ; la topologie sous-jacente est la topologie donnée sur 
E. Lorsque l'on parlera par la suite de la structure de variété sur E, ce sera 
toujours à la structure précédente que l'on se référera. 

En particulier, ceci s'applique à tout espace vectoriel de dimension finie 
sur K, muni de l'unique topologie séparée compatible avec sa structure 
vectorielle (Esp. Vect. Top., chap. 1, $2, no 3). 

5.2.3. Soient X une variété et U une partie ouverte de X. Il existe sur U 
une structure de variété dont les cartes sont les cartes de la variété X de 
domaine contenu dans U. Cette structure est dite induite par celle de X 
(cf. no 5.3.4); muni de cette structure, U s'appelle une sous-variété ouverte 
de X. 

En particulier, tout ouvert d'un espace de Banach E est muni d'une 
structure canonique de variété pure de type E. Soit X une variété ; pour 
qu'un triplet (U, q, E) soit une carte de X, il faut et suiTit que U soit ouvert 
dans X et que cp soit un isomorphisme de la sous-variété ouverte U de X 
sur une sous-variété ouverte de E. 

5.2.4. Soient X un ensemble, et (Xi),, un recouvrement de X. On suppose 
donnée sur chaque Xi une structure de variété telle que la condition suivante 
soit remplie : 

Quels que soient i et j dans 1, l'ensemble Xi n Xj est ouvert dans 
Xi et Xj et les structures de variétés induites sur Xi n Xj par celles de 
Xi et Xj coincident. 

Il existe alors sur X une structure de varié:é et une seule telle que Xi 
soit une sous-variété ouverte de X pour tout i dans 1. On dit que la 
variété X s'obtient par recolbment des variétés Xi. 

5.2.5. Soit X une variété. L'ensemble X, des points x de X tels que 





de Y, l'application $ 0 f de la sous-variété ouvei te f -'(V) dans l'espace 
de Banach F est de classe C'. Pour cela, il suffit qu'il existe un atlas s4 de 
Y tel que, pour toute carte (V, $, F) E d, l'ensemble f - '(V) soit ouvert 
dans X et que l'application + O f de la sous-variété ouverte f -'(V) de 
X dans F soit de classe C'. L'ensemble des morphismes de X dans Y 
est noté V(X ; Y). Lorsque Y est un espace de Banach muni de sa structure 
canonique de variété, les définitions de 5.3.1 et 5.3.2 sont cohérentes. Une 
application de classe Ca est aussi appelée application K-analytique (ou 
simplement analytique). Lorsque K = C, on dit aussi application holo- 
morphe. 

Soient (U, (p, E) une carte de X et (V, $, F) une carte de Y telles 
que f(U) c V. L'application + o f  O cp-' de l'ouvert q(U) de E dans 
l'ouvert +(V) de F est appelée l'expression de f dans les cartes données. 

5.3.3. Supposons X et Y de dimension finie ; soient a é X, b é Y et 
f une application de X dans Y avec f (a) = b. Supposons d'abord que 
f soit de classe C' et considérons des systèmes de coordonnées 
(U; t', . . . , tm) de X en a et (V; ql, . . ., qn) de Y en b respectivement, 
avec f (U) c V. Soit l'application (tl, . . . , tm) de U dans Km. 11 
existe alors des fonctions uj de classe Cr sur I'ouvert t(U) de Km, à 
valeurs dans K, telles que les coordonnées d'un point y = f (x) de Y, 
(pour x dans U), soient données par les formules : 

(1) = d(tl(x), . . . , tm(x)) pour 1 < j < n 

ce qui équivaut à : 

On dit que les formules ,précédentes constituent 1 'expression de f au moyen 
des systèmes de coordonnées choisis. 

Réciproquement, si, pour tout point a de X, on peut trouver un systemt: 
de coordonnées de X en a et un système de coordonnées de Y en 
b = f (a) satisfaisant aux conditions précédentes, alors f est de classe Cr. 

5.3.4. Les morphismes de variétés satisfont aux axiomes d7Ens., chap. IV, 
5 2: 

a) Le composé de deux morphismes est un morphisme. 
b) Pour qu'une bijection f : X -, Y s&t un isomorphisme, il faut et il 

suffit que f et f - ' soient des morphismes. 

5.3.5. Supposons que r = o. Soient X une variété et f, g deux applica- 
tions analytiques de X dans un espace polynormé séparé ou dans une 
variété analytique séparée. L'ensemble des points au voisinage desquels 
f et g sont égales, est ouvert et fermé dans X. 



5.3.6. Supposons que K = R et r # o. On dit qu'une variété X admet 
des partitions de l'unité de classe C' si, pour tout recouvrement. ouvert 
localement fini de X, il existe une partition continue de l'unité (Top. Gén., 
ch. IX, § 4, no 3) subordonnée à ce recouvrement et formée de. fonctions de 
classe C'. 

Soit E un espace de Banach ; considérons la propriété suivante : 
(PU) Quels que soient les sous-ensembles fermés disjoints A et B de E, 

il existe une fonction f de classe C' sur E, à valeurs dans R, telle que 
f ( x )  = O pour X E A ,  f ( x )  = 1 pour X E B  et 0 ,( f ( x )  ,< 1 pourtout XEE. 

Si G est un ensemble d'espaces de Banach possédant la propriété (PU), 
toute variété paracompacte de type 6 admet .des partitions de l'unité de 
classe Cr. 

Tout espace de dimension finie, tout espace hilbertien de type dénom- 
brable possède la propriété (PU). 

5.3.7. Supposons K ultramétrique. Soit X une variété paracompacte. 
Pour tout recouvrement ouvert U de X, il existe une partition de X en 
sous-ensembles ouverts et fermés subordonnée au recouvrement U. 

5.3.8. Supposons K localement compact. Soient X et Y deux variétés 
pures de dimension finie, et soit f un morphisme de X dans Y. Si 
dim X < dim Y et si la topologie de X admet une base dénombrable 
d'ouverts, f ( X )  est maigre dans Y. 

5.4. Caractérisation des variétés par leurs faisceaux de fonctions 

5.4.1. Soit X un espace topologique, et soit Y un ensemble. Supposons 
donné, pour tout ouvert U de X, un ensemble 9 ( U )  d'applications de 
U dans Y. Nous dirons que la famille 9 = ( P ( U ) ]  est un faisceau de 
fonctions à valeurs dans Y si elle vérifie la condition suivante: 

Soit (Ui),, une famille d'ouverts de X ,  de réunion U ,  et soit f une 
application de U dans Y ; pour que f appartienne à Y ( U ) ,  il faut et il sufit 
que f lui appartienneà Y ( U i )  pour tout i dans 1. 

5.4.2. Soient X et Y deux variétés; pour tout ouvert U c X, soit 9 ( U )  
l'ensemble des morphismes de U dans Y ;  alors 9 est un faisceau de 
fonctions à valeurs dans Y. 

Lorsque Y = K, on note Wx le faisceau ainsi défini. 

5.4.3. Soit X un espace topologique et soit G un ensemble d'espaces de 
Banach. Pour tout E E G, soit PE un faisceau de fonctions sur X à valeurs 
dans E. Supposons que la famille des PE, pour E E 6, vérifie la condition 
suivante : 

Pour tout X E  X, il existe un voisinage ouvert U de x,  un espace 



EO E G, et un homéomorphisme cp de U sur un ouvert de E,, tels que, 
pour tout ouvert V c U et tout EE G, l'ensemble FE(V) se compose 
des fonctions g ocp, où g parcourt l'espace gr(rp(V); E). 

Il existe alors sur X une structure de variété de classe C' et de type 6 
et une seule, compatible avec la topologie donnée sur X et pour laquelle 
FE est le faisceau des fonctions de classe Cr sur X à valeurs dans E. 

5.4.4. Soit X un espace topologique et soit 9 un faisceau de fonctions à 
valeurs dans K, vérifiant la condition suivante: pour tout point x de X, 
il existe un entier n, un voisinage ouvert U de x et un homéomorphisme cp 
de U sur un ouvert de Kn, tels que, pour tout ouvert V de U, l'ensemble 
F(V)  se compose des fonctions g 0 cp où g parwurt l'ensemble des fonc- 
tions de classe C' à valeurs dans K sur l'ouvert cp(V) de Kn. 

Il  existe alors sur X une structure de variété localement de dimension 
finie et de classe Cr et une seule telle que 9 = V:. 

5.4.5. Soient X et X' deux variétés de classe C', localement de dimension 
finie, et soit f une application conticue de X dans X'. Pour que f soit 
un morphisme, il faut et il suffit que pour tout ouvert U' de X' et toute 
fonction g é %"(U' ; K), la fonction g O f appartienne a V(U ; K), avec 
u = f - yu'). 

5.5. Espaces tangents, applications linéaires tangentes 

5.5.1. Soit X une variété et soit a E X. Considérons les couples (c, h) où 
c = (U, cp, E) est une carte de la variété X en a et où h est un élément de 
E. Deux tels couples (c, h) et (cf, h') sont dits équivalents si la dérivée en 
cp(a) de l'application cp' 0 cp-' (qui est définie sur un voisinage de cp(a)) 
transforme h en h'. On obtient ainsi une relation d'équivalence entre 
couples (c, h) et on appelle vecteur tangent en a à X une classe de couples 
(c, h) équivalents (Ens., chap. II, 5 6, no 9). 

Les vecteurs tangents en a à X forment un ensemble noté TJX). Si 
c = (U, cp, E) est une carte de la variété X en a, l'application 13, de E 
dans TJX) qui associe à un élément h de E le vecteur tangent représenté 
par le couple (c, h) est une bijection. Si l'on transporte à Ta(X), au moyen 
de O,, la structure de K-espace vectoriel topologique de E, la structure 
ainsi obtenue ne dépend pas du choix de c et fait de Ta@) un espace de 
Banach, appelé espace tangent à X en a. La dimension (finie ou +a) 
de T,(X) est égale à la dimension de X en a. 

5.5.2. Soient X, Y deux variétés, f un morphisme de X dans Y et a 
un point de X. Considérons une carte c = (U, cp, E) de X en a et une 
carte c' = (V, i,û, F) de Y en b avec f (U) c V; l'application Q, = $ 0  f O rp- ' 
de q(U) dans F est de classe C', et sa dérivée D@(rp(a)) au point cp(a) 



est une application linéaire continue de E dans F. L'application linéaire 
continue 8,. 0 D@((p(a)) 0 8; ' de Ta@) dans T,(Y) ne dépend pas des 
cartes c et cf choisies; on la note T a ( f )  et on l'appelle l'application 
linéaire tangente à f en a. Si g est un morphisme de Y dans une variété 
Z, o n a :  

5.5.3. Soit f : X 4 Y un morphisme de variétés. Si f est localement 
constant, on a Ta( f )  = O pour tout a dans X .  Réciproquement, si Ta( f )  = O 
pour tout a E X et si le corps K est de caractéristique 0, alors f est 
localement constant. 

5.5.4. Soient U un ouvert d'une variété X et f l'injection canonique de U 
dans X ;  pour tout point a de U, l'application T a ( f )  de Ta(U) dans 
Ta(X) est un isomorphisme d'espaces vectoriels topologiques, par lequel on 
identijîera désormais ces deux espaces. 

5.5.5. Soit U un ouvert d'un espace de Banach E ;  si L est l'injection 
canonique de U dans E, le triplet c = (U,L,  E )  est une carte de U, et 
l'atlas '[cf définit la structure de variété de U. Etant donné un point a de 
U, l'application 0, est un isomorphisme d'espaces vectoriels topologiques 
de E sur Ta(U) ; I'isomorphisme réciproque sera noté [,(a). 

Soit f une application de classe C' de U dans un ouvert V d'un 
espace de Banach F; pour tout point a de U, on a :  

où - Df (a) est la dérivée de f en a (1.2.1). Àutrement dit, le diagramme : 

est commutatif. 

5.5.6. On appelle vecteur cotangent à X en a, ou encore covecteur tangent 
ou simplement covecteur en a, toute forme linéaire continue sur l'espace 
vectoriel topologique Ta(X); ces covecteurs sont donc les éléments du 
dual topologique Ta(X)' de l'espace tangent à X en a. On munira cet 
espace de la topologie de la convergence uniforme sur les parties bornées de 
Ta(X): muni de cette topologie, Ta(X)' est un espace de Banach qu'on 
appelle espace cotangent à X en a. On le note aussi Tfa(X).  

Soit f un morphisme de x dans un espace de Banach E. On appelle 
différentielle de f en a et on note da f ou df,  l'application linéaire con- 
tinue [,( f (a)) 0 T,,( f )  de Ta(X) dans E. Pour t E T,,(X), on note parfois 



t( f )  ou t . f la valeur do f (t) de l'application linéaire da f au point t. 
L'application f H do f est linéaire, 

Si E = K, la différentielle d, f de f en a est un covecteur de X en a. 
Soient E, F, G trois espaces de Banach et soit (u, v) H u . v une applica- 

tion bilinéaire continue de F x G dans E. Soit f (resp. g) un morphisme 
de X dans F (resp. G). Alors l'application f . g : x w f (x) . g(x) est un 
morphisme de X dans E et on a, pour tout t €T0(X): 

Prenons en particulier G = E et F = K, l'application bilinéaire 
considérée étant la multiplication. On a alors: 

5.5.7. Soit X une variété localement de dimension finie et soient Cl , .  . . , cm 
des fonctions morphiques définie dans un voisinage ouvert U d'un point 
a de X. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) il existe un voisinage ouvert V de a contenu dans U, tel que les 
fonctions cl V (pour 1 < i < m) forment un système de coordonnées de 
X dans V ;  

(ii) les différentielles doti pour 1 < i ,< m forment une base de TAX)'; 
(iii) l'application t = (t', . . . , 5") de U dans Km est étale en a 

(voir no 5.7.6). 
Pour que les différentielles duc1,. . . , dutm soient linéairement indépen- 

dantes, il faut et il sufit qu'il existe un voisinage V de a, contenu dans U, 
tel que les fonctions ?IV fassent partie d'un système de coordonnées de 
X dans V. 

5.5.8. Soit X une variété localement de dimension finie et soit = (tl,. . . , tm) 
un syst+me de coordonnées de X dans un ouvert U. Soit a E U : on note 
(a,,o,. . . , am,o) la base de l'espace tangent To(X) duale de la base 

(dot1, . . . , da(") de Ta@)'. On a donc : 

a )  = 6 ,  (indice de Kronecker). 

Le vecteur tangent ai., se note aussi (û/aC),. 
Soit f une fonction de classe Cr sur U, à valeurs dans un espace de 

Banach E. On note di f OU dfag la fonction a H ai,.( f ): c'est une 
fonction de classe Cr- ' sur U à valeurs dans E (une fonction continue 
si r = 1). Sa valeur en un point a de U est parfois notée (af/ay'),. Pour 
tout t E Tu(X), on a : 

m af dof (t) = C d,ti(t),(a), 
i= I a t  



ce qui peut encore s'écrire : 

Ces notations sont cohérentes avec celles de 1.6.3. 

5.5.9. Soient X et Y deux variétés et f un morphisme de X dans Y. 
On appelle rang de f en un point a de X, et on note rgaf, le rang (fini 
ou égal à + co) de l'application linéaire Ta( f ). L'application a ++ rg, f 
est semi-continue inférieurement. 

5.6. Produits de variétés 

5.6.1. Soient X et X' deux ensembles et soit c = (U, cp, E) (resp. 
cf = (U', cp, E')) une carte de X (resp. X'). Le triplet 

(U x U', cp x cp', E x .E') 

est une carte de l'ensemble produit X4 x X', notée c x c'. 

5.6.2. Soient X et X' deux variétés de classe Cr. Il existe sur l'ensemble 
produit X x X' une structure de variété de classe Cr et une seule telle 
que c x c' soit une carte de X x X' pour toute carte c de X et toute 
carte c' de X'. Muni de cette structure, X x X' s'appelle la variété pro- 
duit des variétés X et X'. On définit de même le produit d'un nombre 
fini quelconque de variétés. La topologie de la variété X x X' est la 
topologie produit des topologies de X et de X'. Pour a E X et b E X', 
on a :  

dim(,,,)(X x X') = dimaX + dimJ. 

5.6.3. Soient X et X' deux variétés, et soit X x X' leur produit. Soit 
a E X et soit a '€ X'. Les projections canoniques 

pr, : X x X' -+ X et pr, : X x X' -* X' 

sont des morphismes. Soient ni (i = 1,2) leurs applications linéaires 
tangentes au point (a, a'). L'application 

(n19 ~ 2 )  : T(a,a*)(X x X') + TaW) x Ta@') 

est un isomorphisme, ce qui permet d'identijïer Vespuce tangent à X x X' en 
(a, a') au produit Ta(X) x Ta.(X'). 

L'injection de Ta(X) dans T(a,a.,(X x X') résultant de cette identification 
est l'application linéaire tangente en a au morphisme XI-+ (x, a') de X 
dans X x X'; on a un résultat analogue pour l'injection de Ta,(X1) dans 
T(a,a,,(X x X'). 



5.6.4. Soient W, X et X' trois variétés, et soiedt f : W + X, f '  : W -+ X' 
deux applications. Pour que l'application 

soit un morphisme, il faut et il suffit que f et f' soient des morphismes 
(cela justifie l'emploi du terme « produit N, cf. Ens., chap. IV, $2, no 4). Dans 
ce cas, si a est un point de W, on a:  

compte tenu de l'identification faite ci-dessus. 

5.6.5. Soient f : X -+ Y et f '  : X' + Y' des morphismes de variétés. Alors 
f x f '  : X x X'+ Y x Y' est un morphisme. Si a € X  et a'eXf, on a :  

5.6.6. Soient X,, X, et Z trois variétés et f un morphisme de XI x X, 
dans Z. Soit a é X1 et b E X,. L'application linéaire tangente à l'ap- 
plication partielle x H f (x ,  b)  (resp. y c+ f (a, y)) de XI (resp. X,) dans 
Z se note Tta,,,( f )  (resp. Tta,,)( f )). Si l'on identifie T(,,)(X, x X,) à 
Ta(X1) x on a: 

5.6.7. (a Théorème des fonctions implicites »). Les hypothèses et notations 
étant celles du numéro précédent, supposons de plus que Tfa,,)( f )  soit bgectif. 
Il existe alors un voisinage ouvert U de a dans X, et un voisinage ouvert 
V de b dans X, possédant la propriété suivante : pour tout x E U, il 
existe un point g(x) de V et un seul tel que f (x, g(x)) = f (a, b), et l'applica- 
tion g est un morphisme de U dans V .  Pour tout x E U, on a .  

5.7. Immersions, morphismes étales 

5.7.1. Soient X et Y deux variétés, f un morphisme de X dans Y et 
a un point de X. Posons b = f (a). Les conditions suivantes sont équi- 
valentes : 

(i) L'application linéaire Ta( f )  est injective et son image est un sous- 



espace vectoriel fermé de T,(Y) admettant un supplémentaire topolo- 
gique l ; 

(ii) Il existe un espace de Banach F, un sous-espace vectoriel fermé 
E de F admettant un supplémentaire topologique, et des cartes (U, cp, E) 
de X en a et (V, $, F) de Y en b telles que f (U) c V et cp = $ O (f lu). 

(iii) Il existe un voisinage ouvert U de a, un voisinage ouvert V de b 
contenant f ( U ) ,  une variété Z ,  un point c de Z, et un isomorphisme 
de variétés g de U x Z sur V tels que f (x) = g(x, c) pour tout x E U. 

(iv) Il existe un voisinage ouvert U de a, un voisinage ouvert V de b 
et un morphisme q de V dans X avec f(U) c V, et q(f(x)) = x pour 
tout x € U. 

Lorsque X et Y sont de dimension finie, les conditions précédentes 
sont encore équivalentes à la suivante : 

(v) Il existe un voisinage ouvert U de a, un système de coordonnées 
(ql, . . . , q") de Y dans un voisinage ouvert V de b contenant f (U) et 
un entier m < n tels que qi o f  = O pour m c j < n et que les fonctions 
q 1  0 f ,  . . . , qm of forment un système de coordonnées de X dans U. 

Si les propriétés (i) à (iv) sont satisfaites, on dit que f est une immersion 
en a. 

L'ensemble des points où f est une immersion est ouvert dans X ;  si 
cet ouvert est X tout entier, on dit que f est une immersion.. 

Pour que f soit une immersion, il faut et il suffit que l'on puisse recouvrir 
X par des ouverts Ui tels que, pour tout i, f  lui soit un isomorphisme de 
Ui sur une sous-variété de Y (cf. no 5.8.3). 

5.7.2. Exemples : 
(a) Si X est un ouvert d'une variété Y, l'injection canonique de X 

dans Y est une immersion. 
(b) Soient E et F deux espaces de Banach et u une application 

linéaire continue de E dans F. Alors u est une immersion si et seulement 
si u est un isomorphisme de E sur un sous-espace vectoriel fermé de F 
admettant un supplémentaire topologique. 

5.7.3. Soient f :  X + Y et g : Y + Z deux morphismes. Si f et g sont 
des immersions, g 0 f est une immersion. Réciproquement, si g 0 f est 
une immersion, alors f est une immersion. Si f  : X -r Y et f '  : X' -* Y' 
sont des immersions, f  x f '  est une immersion. 

5.7.4 Supposons que X et Y soient des variétés de dimensionfînie sur un 
corps K de caractéristique 0. Si f : X + Y est un morphisme injectif, 
l'ensemble des points de X où f est une immersion est un ouvert dense 

' Tout sous-espace vectoriel fermé de codimension finie d'un espace de Banach admet un 
supplémentaire topologique; si K = R oit C, il  en est de même de tout sous-espace vectoriel 
(nécessairement fermé) de dimension finie 



dans X. Si K = R ou C, ce résultat reste vrai si l'ou suppose seulement que 
X est de dimension finie. 

5.7.5. Soit f : X -+ Y une immersion et soit g une application continue 
d'une variété Z dans X. Pour que g soit un morphisme, il faut et il suffit 
que f 0 g soit un morphisme. 

5.7.6. Soit f : X -, Y un morphisme, et soit a dans X. Les deux propriétés 
suivantes sont équivalentes : 

(i) TJf)  est bijectif. 
(ii) Il existe un voisinage ouvert U de a et un voisinage ouvert V de 

f (a)  tels que f induise un isomorphisme de U sur V. 
Lorsque ces propriétés sont vérifiées, on dit que f est un isomorphisme 

local en a, ou que f est étale en a. Si cela a lieu pour tout a E X, on dit 
que f est étale, ou est un étalement, ou que X est étalé dans Y (au moyen 
de f). Pour qu'un morphisme soit étale, il faut et il suffit que ce soit a la 
fois une immersion (no 5.7.1) et une submersion (no 5.9.1.). 

5.7.7. Soit f : X -. Y une immersion; supposons la variété X pure de 
dimension finie. Alors f est étale dans chacun des deux cas suivants : 

(i) dimY = dimX; 
(ii) f est surjective et la topologie de X admet une base dénombrable 

d'ouverts. 

5.7.8. Pour qu'un morphisme f soit un isomorphisme sur une sous- 
variété ouverte (resp. un isomorphisme), il faut et il suffit que f soit étale 
et injectif (resp. étale et bijectif). 

5.8. Images inverses & structures de variété, sous-variétés 

5.8.1. Soient X un espace topologique, Y une variété et f une application 
de X dans Y. Considérons les conditions suivantes : 

(QR) (resp. (R)) Pour tout a E X ,  il existe un voisinage ouvert U de a 
dans X et une carte (V, rp, E )  de la variété Y en f (a)  tels que f (U) c V et 
que cp of induise un homéomorphisme de U sur l'intersection de q(V) avec 
un sous-espace vectoriel fermé (resp. fermé et admettant un supplémentaire 
topologique) F de E. 

Si la condition (QR) est réalisée, il existe sur X une structure de variété 
et une seule pour laquelle les triplets (U, cp oj; F) (avec les notations de 
(QK)) sont des cartes de X. On l'appelle la structure image inverse de la 
structure de variété de Y par f: Sa topologie est celle de X. 

Pour qu'il existe sur X une structure de variété compatible avec la topo- 
logie donnée et pour laquelle f soit une immersion, il faut et il suffit que la 



condition (R) soit satisfaite. Cette structure est alors unique: c'est l'image 
inverse par f de la structure de variété de Y. 

5.8.2. La condition (R) ci-dessus est notamment satisfaite lorsque pour 
tout a E X il existe un voisinage ouvert U de a tel que f lU soit un 
homéomorphisme de U sur un ouvert de Y. Dans ce cas, la variété X 
obtenue est étalée sur Y (5.7.6). 

5.8.3. Supposons maintenant que X soit un sous-espace topologique de 
Y, f étant l'injection canonique. Si f satisfait à la condition (R) (resp. 
(QR)) du no 5.8.1, on dit que X, muni de la structure image inverse de la 
structure de variété de Y par 1; est une sous-variété (resp. quasi-sous- 
variété) de Y .  Une sous-variété est une quasi-sous-variété. 

Toute quasi-sous-variété est localement fermée; tout ouvert est une sous- 
variété et sa structure est celle définie au no 5.2.3. 

Lorsque Y est localement de dimension finie, un sous-espace topologique 
X de Y est une sous-variété de Y si et seulement si, pour tout a t~ X, il 
existe un voisinage ouvert U de a dans Y, un système de coordonnées 
(tl, . . . , tm) de Y dans U, et un entier k < m tels que U n X soit I'en- 
semble des points de U où s'annulent simultanément les fonctions ti pour 
l < i < k .  

Soit f : X -, Y un morphisme de variétés. Supposons que f soit une 
immersion, et que f induise un homéomorphisme de X sur f(X). Alors 
f(X) est une sous-variété de Y, et f induit un isomorphisme de X sur 
f (X); on dit alors que f est un plongement de X dans Y. 

5.8.4. Soient Y et W deux variétés, soit X une sous-variété de Y et soit f 
une application de X dans W. Pour que f soit un morphisme, il faut et il 
suffit que, pour tout a E X, il existe un voisinage U de a dans Y et un 
morphisme g : U -, W tels que g coïncide avec f sur U n X. 

5.8.5. Soit X une quasi-sous-variété d'une variété Y, et soit g une appli- 
cation d'une variété Z dans X. Supposons que K soit de caractéristique 
0, ou.que X soit une sous-variété de Y. Pour que g soit un morphisme 
de Z dans X, il faut et il suffit que ce soit un morphisme de Z dans Y : 
autrement dit, la structure de variété de X est induite par celle de Y (Ens., 
ch. IV, $ Z no 4). 

5.8.6. Si X est une sous-variété (resp. quasi-sous-variété) de Y et si Y est 
une sous-variété d'une variété Z, alors X est une sous-variété (resp. quasi- 
sous-variété) de Z. 

5.8.7. Soit Xi (pour i = 1,2) une variété et soit Yi une sous-variété (resp. 
quasi-sous-variété) de Xi (pour i = 1,2). Alors Y, x Y, est une sous- 
variété (resp. quasi-sous-variété) de XI x X,. 



5.8.8. Soit X une quasi-sous-variété d'une variété Y ;  soit x un point 
de X et notons f l'injection canonique de X dans Y. L'application 
Tx( f )  : TJX) -+ T,(Y) est injective et elle permet d'identijîer l'espace T,(X) 
à un sous-espace vectoriel fermé de T,(Y). L'espace vectoriel topologique 
quotient T,(Y)/T,(X) est un espace de Banach, qu'on appelle espace 
transversal en x à X (dans Y). Sa dimension (finie ou +a) s'appelle 
la codimension de X dans Y au point x. 

Si de plus X est une sous-variété de Y, alors l'espace T,(X) admet un 
supplémentaire topologique dans T,(Y). 

5.8.9. Soit f üne application d'une variété X dans une variété Y, et soit r 
son graphe. Pour que f soit un morphisme, il faut et il suffit que les deux 
conditions suivantes soient satisfaites : 

(il r est une sous-variété de X x Y. 
(ii) Pour tout (x, y) E r, on a 

S'il en est ainsi, l'application pr, induit un isomorphisme de ï sur X, et 
T,,,,(T) s'identifie au graphe de T,( f ). 

En particulier, la diagonale de X x X est une sous-variété de X x X. 

5.8.10. Soit Y une variété, et soit (A),, une famille finie de fonctions 
morphiques sur Y. Soit X l'ensemble des x E Y tels que fi (x) = O pour 
tout '1'. Faisons l'hypothèse suivante : 
(J) Pour tout x E X, les différentielles d,fi sont linéairement indépen- 
dantes dans T':(Y). 

Alors X est une sous-variété fermée de Y, l'espace tangent ?',(x) est le 
sous-espace de T,(Y) formé des cr tels que a .A = O pour tout i dans 1. 
De plus, la codimension de X dans Y est égale a Card (1) en chacun de ses 
points. 

5.8.1 1. (Points simples d'un idéal). Soit a un idéal de l'algèbre de poly- 
nômes K[X,, . . . , X,]. Un point x = (x,, . . . , x,) de Kn est appelé un zéro 
de a si f (x) = O pour tout f E a. Si x E Kn, notons S, la sous-algèbre de 
K(X ,, . . . , X,) formée des fractions f lg ,  avec f, g E K[X,, . . . , X,], et 
g(.x) # O ;  notons a, l'idéal de S, engendré par a dans S,. Un point x 
est appelé un zéro simple de a si c'est un zéro de a et si la condition suivante 
est satisfaite : 
(S) Il  existe une suite finie ( f , ,  . . . , f,) d'éléments de a qui engendrent 
l'idéal a, et dont les différentielles en x sont linéairement indépendantes. 
(Cette condition équivaut à dire que l'anneau local SJa, est régulier (Alg. 
Cotnm., à paraître).) 

Soit Z (resp. Z,) l'ensemble des zéros (resp. des zéros simples) de a. 
L'ensemble Z est fermé dans Kn, Z, est ouvert dans Z, et Z, est une 



sous-variété de Km. Si x E Z,, l'idéal K[X,, . . . , XJ n a, se compose des 
polynômes f nuls sur.un voisinage de x dans Z, . 

Soit ü l'idéal des polynômes nuls sur Z. Si K est algébriquement clos, 
l'ensemble des zéros simples de a est dense dans Z. 

5.8.12. Soient X une variété et L l'ensemble des couples (x, Z) où x est 
un point de X et Z une sous-variété de X contenant x. Etant donnés 
deux couples n = (x, Z) et n' = (x', Z'), nous noterons Rh, n'i la relation : 

« On a x = x' et il existe un voisinage U de x tel que U n Z = U n Z' P. 
Alors R est une relation d'équivalence dans L;  on note y,(Z) la classe 
d'équivalence du couple (x, Z) E L. Sur l'ensemble J = L/R, il existe 
une structure de variété et une seule qui vérifie la condition suivante : 

Pour toute sous-variété Z de X, l'application x- y,(Z) de Z dans J 
est un isomorphisme de Z sur une sous-variété ouverte de J. 

On dit que J est la variété des germes de sous-variétés de X (cf. Top. Gén., 
chap. 1, 4e éd., 5 6, no 10). 

L'application p : J -. X définie par p(y,(Z)) = x est une immersion; 
on l'appelle l'immersion canonique de J dans X. 

Si X est une variété analytique séparée de dimension finie, il en est de 
même de J. 

5.9. Submersions et variétés quotients 

5.9.1. Soient f : X -+ Y un morphisme de variétés, a un point de X et 
posons b = f (a). Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) L'application linéaire TA f) est surjective, et son noyau admet un 
supplémentaire topologique dans T,(X). 

(ii) Il existe une carte (U, rp, E) de X en a, une carte (V, $, F) de Y en 
b et une application linéaire continue surjective u de E dans F telles que 

et que le noyau de u admette un supplémentaire topologique dans E. 
(iii) Il existe un voisinage ouvert U de a, un voisinage ouvert V de b 

contenant f(U), et un morphisme g de U dans une variété Z tels que 
l'application (fl g) de U dans V x Z soit un isomorphisme. 

(iv) Il existe un voisinage ouvert V de b et un morphisme s de V dans 
X tels que s(b) = a et f (s(y)) =, y pour tout y dans V (« section locale »). 

Lorsque X et Y sont de dimensionflnie, les conditions précédentes 
sont équivalentes à la condition suivante : 

(v) Il existe un voisinage ouvert U de a, un voisinage ouvert V de b 
contenant f (U), et un système de coordonnées ( r ] ' ,  . . . , r]") sur V tels que 
les fonctions ?' of sur U fassent partie d'un système de coordonnées sur U. 

Si les propriétés (i) à (iv) sont satisfaites, on dit que f est une submersion 
en a. L'ensemble des points où f est une submersion est ouvert dans X ; si 



cet ouvert est X tout entier, on dit que f est une submersion. 

5.9.2. Soient f :  X -+ Y et g : Y -r Z deux morphismes. Si f et g sont 
des submersions, il en est de même de g 0 f; réciproquement, si g 0 f est 
une submersion et si f est surjective, alors g est une submersion. 

5.9.3. Si f : X + Y et f '  : X' + Y' sont des submersions, f x f '  est une 
submersion. 

5.9.4. Une submersion f : X $ Y est une application ouverte (cf. Top. 
gén., chap. 1, 4' éd., 5 5, no 1 ) ;  en particulier, la relation d'équivalence 
R définie par f est ouverte, f définit par passage au quotient un homéo- 
morphisme de X/R sur f(X), et f(X) est ouvert dans Y. 

5.9.5. Soit R une relation d'équivalence sur une variété X. On dit que R 
est régulière s'il existe sur l'espace quotient X/R une structure de variété telle 
que la projection canonique p : X -> X/R soit une submersion; cette 
structure de variété est alors unique; elle est quotient de celle de X (Ens., 
ch. IV, 5 2, no 6)  : autrement dit, pour qu'une appl$ation g de X/R dans 
une variété Y soit un morphisme, il faut et il suffit que g o p soit un mor- 
phisme de X dans Y. 

Soit C c X x X le graphe de R. Pour que R soit régulière, il faut et il 
suffit que les deux conditions suivantes soient satisfaites : 

(i) C est une sous-variété de X x X. 
(ii) L'application pr, de C dans X est une submersion. 
La condition (ii) signifie aussi que si a et b sont congrus modulo R, il 

existe un voisinage ouvert U de a et un morphisme s de U dans X tel 
que s(a) = b et que s(x) soit congru à x modulo R pour tout x EU. 

Supposons R régulière. Pour que la variété quotient X/R soit séparée, il 
faut et il suffit que le graphe de R soit fermé dans X x X. 

5.9.6. Soient X et X' deux variétés, R et R' des relations d'équivalence 
régulières sur X et X', et soit f : X -t X' un morphisme compatible avec 
les relations R et R'. L'application f : X/R -+ Xf/R' déduite de f par 
passage aux quotients est alors un morphisme. 

5.9.7. (« Transitivité des quotients ») Soient R et S deux relations d'équi- 
valence sur une variété X telles que R entraîne S, et soit S/R la relation 
d'équivalence quotient sur X/R. Supposons que R soit régulière. Alors, 
pour que S soit régulière, il faut et il suffit que SIR le soit ; s'il en est ainsi, 
la bijection canonique 

(X/RM(S/R) + X/S 

est un isomorphisme de variétés. 
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5.9.8. («Produits de quotients ») Soit (Xi)i,, une famille finie de variétés, 

munies chacune d'une relation d'équivalence régulière Ri. Soit X = n Xi, 
i d  

et soit R la relation d'équivalence sur X produit des Ri (cf. Top. Gén., 
chap. 1, 4' éci., 5 5, no 3, cor. de la prop. 8). Alors R est régulière, et la 

bijection canonique de X/R sur n (Xi/Ri) est un isomorphisme de variétés. 
i d  

5.10.1. Soit f : X -, Y un morphisme de variétés et soit ï le graphe de f: 
L'application j : x H (x, f (x)) est une immersion de X dans X x Y, 
dont l'image est la sous-variété T, et f = pr, 0 j est composé de l'immersion 
j suivie de la submersion pr,. 

Soit a E X. On dit que f est une subimrnersion en a s'il existe un voi- 
sinage ouvert U de a, une variété Z ,  une submersion s de U dans Z 
et une immersion i de Z dans Y tels que f lU = i 0 S. L'ensemble des 
points de X où f est une subimmersion est un ouvert de X; si cet ouvert 
est X tout entier, on dit que f est une subimmersion. 

5.10.2. Les immersions et les submersions sont des subimmersions. Si 
f : X + Y est une subimmersion, g : Y -+ Z une immersion et h : W -+ X 
une submersion, alors g 0 f 0 h est une subimmersion. 

Si f et f '  sont des subimmersions, f x f '  est une subimmersion. 

5.10.3. Pour que f : X -+ Y soit une subimmersion en un point a de X, 
il faut et il suffit qu'il existe une carte (U, rp, E) de X en a, une carte 
(V, $, F) de Y au point f(a) et une application linéaire continue g de E 
dans F tels que : 

(i)f(U) V, g(cp(U)) c $(VI et f l U  = +-' Og O c p ;  

(ii) le noyau (resp. l'image) de g est un sous-espace fermé de E (resp. F) 
admettant un supplémentaire topologique. 

5.10.4. Soient X et Y deux variétés de dimension finie. Pour qu'un mor- 
phisme f de X dans Y soit une subimmersion en un point a de X, il 
faut et il suffit qu'il existe un système de coordonnées (<', . . . , tm) de X en 
a, un système de coordonnées (ql,. . . , qn) de Y en f (a) et un entier 
k ,< inf (m, n) tels que 

pour 1 < i < k  

$ o f =  O pour k < i < n .  

5.10.5. Soit f : X -, Y une subimmersion. Pour tout b G Y, f - '(b) est une 
sous-variété de X ; le sous-espace de T,(X) tangent à la sous-variété f - '(b) 
au point a E f - '(b) est le noyau de Ta( f ). 



5.10.6. (« Théorème du rang constant ») Soit f : X + Y un morphisme de 
variétés et soit a E X. Si f est une subimmersion en a, on a rg, f = rg, f 
pour x voisin de a. 

Réciproquement, supposons le corps K de caractéristique zéro. Soient 
(U,  cp, E). une carte de X en .a et soit (V, rl/, F)  une carte de Y en f (a), 
avec f (U) c V. Posons g = rl/ 0 f o cp- '. S'il existe un sous-espace vectoriel 
fermé El de E et un sous-espace vectoriel fermé 'F I  de F tels que pour 
tout X E  U, le sous-espace El (resp. FI)  soit un supplémentaire topo- 
logique du noyau (resp. de l'image) de la dérivée Dg(rp(x)) de g au point 
cp(x), alors f est une subimmersion en a. 

Si K est de caractéristique zéro (resp. K = R ou C) et si Y est de 
dimensionfinie (resp. rg, f < + a), alors f est une subimmersion en a si et 
seulement si rg, f = rg, f pour tout x assez voisin de a. 

Si K est de caractéristique zéro (resp. K = R ou C) et Y (resp. X) 
de dimensionfinie, !'ensemble des points x E X où f est une subimmersion 
est un ouvert dense dans X. 

5.10.7. («Factorisation canonique d'une subimmersionn) Toute sub- 
immersion est composée d'une submersion et d'une immersion. De façon 
précise, soit f : X + Y une subimmersion, et soit J la variété des germes de 
sous-variétés de Y (5.8.12). Soient x dans X et y = f(x); il existe des 
voisinages ouverts U de x tels que fjU soit une submersion de U sur 
une sous-variété Z de Y ;  l'élément y,,(Z) de J ne dépend que de x mais 
non du voisinage U choisi, et, si on le note Â(x), l'application Â est une 
submersion de X dans J ; si l'on note p l'immersion canonique de J dans 
Y, on a f = p O 1. Si f est une immersion, le morphisme Â de X dans J 
est étale. 

Si g est une submersion surjective de X dans une variété Z et h un 
morphisme de Z dans Y tels que f = h o g, il existe une submersion ,u et 
une seule de Z dans J telle que Â. = ,u 0 g. 

5.1 1. Produits jibrés et images réciproques 

5.1 1.1. Soient % un espace de Banach, (E,),, une famille finie d'espaces de 
Banach et f = (A),,, une famille d'applications linéaires continues J;. de 
E, dans F. Soient E le produit des E, et f l'application linéaire continue de 
E dans F' produit des f;-. Soit enfin D le sous-espace fermé de F1 formé 
des (y,),,, tel< que y, soit indépendant de i (« diagonale » de FI). On dit 
que la famille f est transversale si l'application linéaire continue composée 
de f et de la projection canonique de F' sur le quotient F'/D est surjective 
et si son noyau f - '(D) admet un supplémentaire topologique. 

Si les espaces E, et F sont tous de dimension finie, la famille f est 



transversale si et seulement si l'on a : 

codim (n Im f;:) = codim (Im f;:) 
i i 

Si 1 = {1,2), le couple (f,, f,) est transversal si et seulement si 
l'application 

est surjective et si son noyau admet un supplémentaire topologique (si E, et 
E2 sont de dimension finie, il revient au même de dire que 

Im fi + Im f2 = F). 

5.1 1.2. Soient S une variété, (Xi)ie1 une famille finie de variétés et f = (fi)isI 
une famille de morphismes f;: de Xi dans S. Soit P le sous-ensemble 
du produit X des Xi formé des points (xi)ieI tels que fi(xi) soit in- 
dépendant de i. Soit x E P et soit y = f;:(xi) E F. On dit que la famille f 
est transversale au point x de P si les applications T',(fi) forment une 
famille transversale d'applications linéaires continues à valeurs dans l'espace 
de Banach T,(S). On dit que f est transversale si elle est transversale en 
tout point de P. 

Si f est transversale, alors P est une sous-variété de X, que l'on appelle 
produitfibré de la famille des Xi au dessus de S (relativement à la famille f) 
et que l'on note n , Xi (ou plus simplement X, x , X, lorsque 1 = {1,2) 

i d  

par exemple). Pour tout point x = (xi) de P, l'espace tangent ~ , (n ,  Xi) 
est le sous-espace de n Tx (Xi) formé des vecteurs tangents t = (t,) tels 
que Txifi). ti soit indépendant de l'indice i. 

Si JI : XI -. Y est une submersion et f2 : X2 -+ Y un morphisme, le 
couple (JI, f,) est transversal. 

5.1 1.3. (a Propriété universelle des produits f i rés  ») Soit f = (fi)ieI une 
famille transversale de morphismes fi : Xi -+ 8 et soit P le produit fibré 
des Xi au-dessus de S;  pour tout i ~ 1 ,  on note xi le morphisme de P 
dans Xi obtenu par restriction a P de la projection de X sur Xi; alors 
f;: O ni est un morphisme de P dans S indépendant de i. Soient T une 
variété, et gi : T + Xi des morphismes de variétés tels que f;: 0 gi soit un 
morphisme de T dans S indépendant de i E 1 ; il existe alors un morphisme 
h de T dans P et un seul tel que g, = xi 0 h pour tout i E 1. 

5.1 1.4. (a Associativité du produit fibrés) Soit f = une famille finie 
de morphismes de variétés fi : Xi -+ S, et soit (J,),,, une partition de 1. 
On suppose que, pour tout R dans A, la famille f, = (fi)ieJA est transversale, 
et l'on note P, le produit fibré de cette famille ; pour tout point x = 
de P,, l'élément f;.(xi) de S est indépendant de i~ J, et sera noté u,(x); 



alors u, est un morphisme de P, dans S. Pour que la famille u = (u,) soit 
transversale, il faut et il suffit que la famille f le soit. La bijection canonique 

de n n Xi sur n Xi donne alors par restriction un isomorphisme du 
l e h  i d 1  h l  

produit fibré n , P, sur le produit fibré ns Xi. 
AEA i d  

5.11.5. Soit S une variété. On appelle variété au dessus de S une variété 
X munie d'un morphisme A : X -* S. Soient (X, Â) une variété au dessus de 
S et f : S' -+ S un morphisme de variétés tel que le couple (f; Â) soit 
transversal. On notera alors f *(X) la variété S' x , X, munie du morphisme 
f *(A) : S' x X défini par f *(A)(sl, x) = s'. On dit que f *(X) se déduit de X 
par changement de base de S à S' suivant f. Si A est une submersion 
(resp. une immersion, une subimmersion, un morphisme étale), il en est 
de même de f *(A). 

5.11.6. Soit f :  X -*Y un morphisme de variétés et soit W une sous- 
variété de Y ; soit i l'injection canonique de W dans Y. On dit que f est 
transversal à W en un point x E f - '(w) si le couple (f, i) est transversal 
au point (x, f (x)) de X x W. Pour cela, il faut et il suffit que les conditions 
suivantes soient satisfaites : 

(i) l'espace tangent Tf(,,(Y) est somme de T,(,,(W) et de l'image de 
Tx(f 1; 

(ii) l'image réciproque TA f)-'(T,(,,(W)) de l'espace tangent à W en 
f (x) admet un supplémentaire topolog~que. 

On dit que f est tranversal à W s'il est transversal à W en tout point de 
f - '(W). 

Pour qu'un morphisme f de X dans Y soit une submersion, il suffit 
qu'il soit transversal à tout point de Y et il faut qu'il soit transversal à toute 
sous-variété de Y. Pour qu'une famille finie de morphismes I;: : Xi -+ S soit 

transversale, il faut et suffit que le morphisme g de n Xi dans S1 défini 
i d  

par g ( ( ~ ~ ) ~ . [ )  = (L(x~))~,, soit transversal à la diagonale de SI. 

5.1 1.7. Supposons que le morphisme f : X -, Y soit transversal à la sous- 
variété W de Y. Alors f -'(W) est une sous-variétéde X, et pour x dans 
f - '(W) le sous-espace de T,(X) tangent à f - '(W) est l'image réciproque 
par Tx( f') du sous-espace T,,,,(W). Par passage au quotient, l'application 
linéaire Tx( f )  définit un isomorphisme d'espaces vectoriels topologiques 
de l'espace transversal à f -'(W) en x sur l'espace transversal à W en 
y = f (x). Si W est de codimension d en y dans Y, la sous-variété f - '(W) 
de X est de codimension d en tout point de f -'(W). Enfin, l'application 
X H  (x, f(x)) est un isomorphisme de variétés de f -'(W) sur le produit 
fibré X x W. 



5.11.8. Soient Y, et Y, deux sous-variétés d'une variété X, et soit 1, 

l'injection de Yj dans X. On dit que Y, et Y, sont transversales si le 
couple (cl, 1,) est transversal; il revient au même de supposer que, pour tout 
point x de Y, n Y,, les sous-espaces T,(Y,) et Tx(Y,) de T,(X) ont 
T, (X) poür somme, et que leur intersection admet un supplémentaire topo- 
logique dans T,(X). Sous ces conditions, Y, n Y, est une sous-variété de 
X etpourtout x dans Y, nY, ,  ona :  

si de plus Yi est de codimension di en x, alors Y, n Y, est de codimen- 
sion dl + d, en x. 

5.1 1.9. Soient f et g deux morphismes d'une variété X dans une variété Y. 
Si le morphisme (Jg) : X -, Y x Y est transversal à la diagonale de 
Y x Y, le sous-ensemble N de X formé des points x tels que f (x) = g(x) 
est une sous-variété de X ; on l'appelle le noyau de la double flèche 

f , g : x = y .  

5.12. Variétés de groupes 

5.12.1. Soit G un groupe. Une structure de variété sur G est dite com- 
patible avec la structure de groupe de G si l'application (x, y)- xy de 
G x G dans G est un morphisme. L'application x-x-' est alors un 
morphisme de G dans lui-même. L'ensemble G, muni de sa structure de 
groupe et de sa structure de variété, est appelé une variété de groupe (« de 
classe Cr » si l'on veut préciser), ou encore un groupe de Lie. Si r = w, on 
dit aussi groupe analytique. Si K = R (resp. C, Q,), on dit encore groupe 
de Lie réel (resp. complexe, p-adique). Toute variété de groupe est pure. 
On appelle homomorphisme de variétés de groupe (ou simplement homo- 
morphisme) toute application d'une variété de groupe dans une autre qui 
est à la fois un homomorphisme de groupes et un morphisme de variétés. 

Si G est une variété de groupe, la structure topologique sous-jacente à 
la structure de variété de G en fait un groupe topologique métrisable et 
complet; il est localement compact si K est localement compact et G de 
dimension finie. 

5.12.2. Exemples : 
(i) Si V est un espace de Banach, la structure canonique de variété de V 

est compatible avec sa structure de groupe commutatif. 
(ii) Soit A une K-algèbre normée complète, possédant un élément unité, 

et soit A* le groupe des éléments inversibles de A. C'est un sous-espace 
ouvert de A et la structure de variété induite sur cet ouvert parla structure 
canonique de variété du K-espace vectoriel A est compatible avec la 
structure de groupe dans A*. En particulier, prenons pour A l'algèbre 



Y(E) des endomorphismes continus d'un espace de Banach E; le groupe 
A* se compose des automorphismes de l'espace vectoriel topologique E ;  
on note GL(E) la variété de groupe ainsi définie. Lorsque A = M,(K), on 
obtient une structure de variété de groupe sur GL(n, K). 

(iii) Si G,, . .; , G, sont des variétés de groupes, le groupe produit 
G = G, x - x G, est une variété de groupe, lorsqu'on le munit de la 
structure de variété produit de celles des Gi. 

5.12.3. Soit G une variété de groupe, soit H un groupe topologique et 
soit f : H -, G un homomorphisme continu vérifiant la condition (QR) du 
no 5.8.1. La structure de variété image inverse de celle de G par f fait alors 
de H une variété de groupe. Ceci s'applique notamment lorsque H est un 
sous-groupe de G qui est une sous-variété (resp. quasi-sous-variété); un tel 
sous-groupe s'appelle une sous-variété (resp. quasi-sous-variété) de groupe de 
G ; il est nécessairement fermé dans G. 

Si Hi (i = 1,. . . , n) est une sous variété de groupe de G,, alors 
H, x . . . x H, est une sous-variété de groupe de G ,  x - . . x G,. 

5.12.4. Soit G une variété de groupe et soit H une sous-variété de groupe 
de G. La relation d'équivalence x-'y E H est régulière, ce qui permet de 
munir l'espace G/H des classes à gauche xH d'une structure de variété 
dite quotient de celle de G. L'application canonique (g, x) ++ g . x de 
G x (G/H) dans G/H est un morphisme. On a des résultats analogues 
pour l'espace homogène H\G des classes à droite Hx. Si H est distingué, 
la structure de variété de G/H est compatible avec sa structure de groupe. 

5.12.5. Soit G une variété de groupe et soit X une variété. On appelle loi 
d'opération .à gauche du groupe G dans la variété X tout morphisme 
(s, x ) ~  sx de G x X dans X tel que 

ex = x si x E X (e étant l'élément neutre de G). 

On dit aussi que la variété de groupe G opère à gauche sur X ; on définit de 
manière analogue les lois d'opération a droite. 

Soit x E X et soit G, son stabilisateur dans G. Supposons que l'appli- 
cation g - g . x soit une subimmersion (hypothèse automatiquement vérifiée 
si la caractéristique de K est O et X de dimension finie). Alors G, est 
une sous-variété de groupe de G et l'application de G/G, dans X obtenue 
par passage au quotient à partir de g ++ g . x est une immersion. Si en 
outre l'orbite G . x de x est localement ferméeet si la topologiede G admet 
une base dénombrable, G . x est une sous-variété de X et l'application 
G/G, + G . x est un isomorphisme de variétés. 



5.13. A@Missement & structure 

Dans tout ce no, les lettres r, s, r', s' désignent, soit des entiers 2 1, 
soit l'un des symboles a et o. On suppose que K = R. 

5.13.1. Soient r ,< s, et X une variété de classe C5 Il existe sur l'espace 
topologique X une structure de variété de classe Cr et une seule telle que 
toute carte de X pour la structure donnée soit une carte de X pour cette 
nouvelle structure. Soit X, la variété de classe C' ainsi définie. On dit 
qu'elle se déduit de X par affaiblissement de la structure de variété de X, 
ou encore que sa structure de variété est sous-jacente à celle de X. La notion 
d'affaiblissement est transitive : si r' < r, on a X,. = (X,), ; elle commute 
aux produits: si Y est de classe Cs, on a (X x Y), = X, x Y,; on a un 
résultat analogue pour X x, Y sous les hypothèses du no 5.11.2. 

Soit a E X et soit c une carte de X en a ;  c'est aussi une carte de X, 
en a. On en déduit (5.5.1) des isomorphismes 

d'où un isomorphisme 8: 0 Of ' : T,(X) -+ T,(X,). Cet isomorphisme est 
indépendant du choix de c ;  il permet d'identijîer les espaces tangents à 
X et à X, en a. 

5.13.2. Soit X (resp. X') une variété de classe Cs (resp. Cs') et soit r 
avec r ,< inf(s, s'). Une application f :X -, X' est dite de classe C' si 
c'est un morphisme de X, dans Xi; une telle application est de classe 
Cr' pour tout r' < r. De plus, l'application linéaire tangente à f : X, -, Xi 
en un point a E X coïncide avec l'application linéaire tangente à f con- 
sidérée comme morphisme de X,. dans X:, . 

On désignera le plus souvent par le même symbole les variétés X et 
X,; ainsi, si X est de classe C" l'expression «une sous-variété de X de 
classe C' » (r < s) signifie « une sous-variété de X, ». 

5.14. Restriction du corps de base 

Dans ce numéro, on se donne deux corps commutatifs valués complets 
non discrets K et L, ainsi qu'un isomorphisme a du corps valué K sur 
un sous-corps de L. Si E est un espace de Banach sur L, on note o,(E) 
l'espace vectoriel sur K obtenu par restriction des scalaires (cf. Alg., chap. 
II, 3' éd., 5 8); la topologie donnée sur E est compatible avec la structure 
de K-espace vectoriel, et o,(E) est un espace de Banach sur K. 

5.14.1. Soit X une variété analytique sur L et soit c = (U, q, E) une 
carte de X. L'application cp est une bijection de U sur un ouvert de 
aJE) et le triplet c, = (U, cp, o,(E)) est une carte de X. Il existe sur X 



une structure de variété analytique sur K et une seule pour laquelle c, est 
une carte pour toute carte c de la variété Lanalytique X. On note X, la 
variété analytique sur K ainsi obtenue et on dit que X, est obtenue à 
partir de X par restriction des scalaires (de L à K au moyen de a). 
L'espace topologique sous-jacent à Xe est le même que celui sous-jacent à X. 

5.14.2. Exemples : 
(a) On prend K = R, L = C, a étant l'injection canonique de R 

dans C. Ainsi, toute variété analytique complexe est canoniquement munie 
d'une structure de variété analytique réelle; cette structure analytique réelle 
définit elle-même des structures différentielles de classe Cr pour tout r. 

(b) On prend K = C, L = C, o étant la conjugaison x I+ X. On 
associe ainsi a toute variété analytique complexe X une variété analytique 
complexe X, appelée la conjuguée de X. Si f est une fonction à valeurs 
complexes, définie sur un ouvert U de X, f est analytique pour la struc- 
ture de X si et seulement si la fonction conjuguée f est analytique pour 
la structure de X. Les variétés X .et X définissent par restriction des 
scalaires la même variété analytique réelle. 

5.14.3. Soient X une variété analytique sur K, 'Y une variété analytique 
sur L. Une application f : X 4 Y est dite a-analytique si c'est un morphisme 
de X dans Y,. Si K c L, o est l'injection de K dans L, et X est une 
variété analytique sur L, on appelle application K-analytique une applica- 
tion a-analytique de X, dans Y. 

5.14.4. Soit V un L-espace de Banach. On a V, = o,(V): la structure 
canonique de variété analytique sur K de a,(V) se déduit par restriction 
des scalaires de la structure canonique de variété analytique sur L de V. 

5.14.5. Soit X une variété analytique sur L, et soit a E X. Soit c une 
carte de X en a ;  alors c, est une carte de X, en a et i'on en déduit des 

d'où un isomorphisme 8, O o,(Bc)-' de o,(T,(X)) sur Ta@,); cet isomor- 
phisme ne dépend pas du choix de c ; il permet d'identifier Ta(X,) à a,(Ta(X)) 
et même à Ta(X) par abus d'écriture. 

Si f est une application analytique sur L de X dans une variété Y, 
l'application linéaire tangente à f en a (f étant considérée comme un 
morphisme de X, dans Y,) est égale à a,(T,( f )). 

5.14.6. Soient X et Y deux variétés analytiques sur L, et soit f :X, --+ Y 
une application a-analytique. Supposons que la caractéristique de K soit 
O. Alors, pour que f soit analytique sur L, il faut et il suffit que, pour tout 
a E X, l'application Ta( f )  soit L-linéaire. 



Lorsque K = R, L = C (cas (a) du no 5.14.2), on a un résultat plus 
précis : si X et Y sont de dimension finie et si f : X -r Y est une application 
de classe Cl dont l'application tangente en tout point de x est C-linéaire, 
alors f est analytique comnlexe. 

5.14.7. Soient X une variété analytique complexe et g une application de 
X dans elle-même satisfaisant aux conditions : 

(i) O n a  g o g  = Id,. 
(ii) L'application g est un isomorphisme de la variété analytique X 

sur la variété conjuguée X (5.14.2). 
L'ensemble X, des points x de X tels que g(x) = x est une sous- 

variété analytique fermée de la variété analytique réelle sous-jacente à X. 
Pour x E X,, on a T,(X) = T,(X,) 0 iT,(X,). 

Soit U un ouvert connexe de X et soient f et g deux applications 
analytiques complexes de U dans un espace localement convexe séparé 
complexe ou dans une variété analytique complexe séparée. Si f et g 
coïncident sur une partie non vide de U n X, ouverte dans Xo, alors 
f = g. 

Supposons X, paracompacte. Si f est une application analytique 
réelle de X, dans un espace localement convexe séparé ou dans une variété 
analytique complexe séparée, il existe un voisinage ouvert U de X, 
dans X et une application analytique complexe de U dans l'espace des 
valeurs de f, prolongeant f. Deux tels prolongements coïncident sur un 
voisinage de X, dans X. 

Supposons X de dimension finie. Pour tout point a E X,, il existe un 
système de coordonnées (complexes) Cl, - .. . , r" dans un voisinage ouvert 
U de a, telles que r' og = r' pour 1 < i ,< n;  la restriction 5' de Ci 
à U n Xo est alors à valeurs réelles et ( t l , .  . . , c) est un système de coor- 
données en a de la variété analytique réelle X,. 

5.14.8. Pour toute variété analytique réelle Y, paracompacte, il existe un 
couple (X, g) formé d'une variété analytique complexe X et d'une applica- 
tion g de X dans elle-même satisfaisant aux conditions (i) et (ii) de 5.14.7, 
et un isomorphisme f de Y sur X,. On dit que X (munie de f et g) 
est une complex$cation de Y. 



FIBRATIONS 

§ 6. Fibrations ' 

6.1. Fibrations 

6.1.1. On appelle fibration de classe C', ou simplement fibration, un tri- 
plet (X, B, n) où B et X sont des variétés de classe C' et n un morphisme 
de X dans B, jouissant de la propriété suivante : 

(F) Pour tout x E B, il existe un voisinage ouvert U de x, une variété 
F, et un isomorphisme q de n-'(U) sur U x F tel que n(q- ' (x ,  y)) = x 
pour tout x E U et tout y E F. 

Si Â = (X, B, n) est une fibration, on appelle X i'espace de A, B la 
base de A, et n la projection de Â. L'application n est une submersion; 
en particulier n(X) est ouvert dans B, et si R désigne la relation d'équiva- 
lence définie par n dans X, l'application canonique de X/R dans n(X) 
est un isomorphisme. Pour tout x E B, l'image réciproque n-'(x) est une 
sous-variété fermée de X, appelée lafibre de x, et notée X,. 

6.1.2. Exemples : 
(a) Si B et F sont deux variétés, le triplet (B x F, B,pr,) est une 

fibration dont les fibres sont canoniquement isomorphes a F. 
(b) Si A = (X, B, a) et A' = (X', B', n') sont des fibrations, 

A x A' = (X x X', B x B', n x a') 

est une fibration ; on l'appelle le produit de Â et de A'. 
(c) Si Â = (X, B, n) et A' = (X', B, n') sont des fibrstions de même 

base, A x , 2' = (X x , Xf, B, n x , sr') est une fibration; on l'appelle le 
produit de  A et de A' au-dessus de B, ou encore le produilfibré de Â et 
de A'. 

6.1.3. Soient il = (X, B, n) et A' = (X', B', n') deux fibrations. On' appelle 
morphisme de Â dans A' tout couple (Ag), où f est un morphisme de B 
dans B', et g un morphisme de X dans X', tel que n' O g = f 0 n. Lorsque 
B = B' et f = Id,, on dit que g est un B-morphisme de A dans A'; si 
g est un isomorphisme de X sur X', g-' est un B-morphisme de Â' dans 
A, et l'on dit que g est un B-isomorphisme de Â sur 2'; pour qu'il en 
soit ainsi, il faut et il suffit que, pour tout x E B, l'application g, : X, -, Xx 
induite par g soit un isomorphisme. 

' Les définitions et la plus grande partie des résultats des $8 6 et 7 s'appliquent aussi à la 
catégorie des espaces topologiques ; on doit alors remplacer les mots « variétés D, « sous-variétés B, 
« morphismes » et « variétés de groupes » par «espaces topologiques », « sous-espaces topolo- 
giques D, «applications continues » et « groupes topologiques ». Font exception les résultats 
concernant les immersions, submersions, et relations d'équivalence régulières, ainsi que ceux 
des no" 6.2.3 et 6.2.4 (a). 



6.1.4. La fibration (B x F, B, pr,) est appelée la fibration triviale de base 
B et de fibre F. Un isomorphisme d'une fibration À sur une fibration 
triviale s'appelle une trivialisation de Â. 

6.1.5. Soit A = (X, B, a) une fibration, et soit f  : B' -, B un morphisme. 
Soit a' le morphisme canonique de B' x , X dans B'. Le triplet 
(B' x , X, B', a') est une fibration, appelée l'image réciproque de A par f '  
ou la fibration déduite de A par changement de base de B à B' suivant f, 
et notée B' x , A, ou encore f *A. Si f '  désigne l'application canonique 
de B' x , X dans X, le couple (f; f  ') est un morphisme de B' x , À dans 
Â; il jouit de la propriété universelle suivante : si (f, g) est un morphisme 
d'une fibration A' de base B' dans la fibration A, il existe un BI-morphisme 
unique cp:À1+B' x,Â telque (Jg) = (f, f f)ocp. 

Lorsque B' est une sous-variété de B, et f  l'injection canonique de 
B' dans B, B' x, X s'identifie à la sous-variété a-'(B') de X, et n' 
s'identifie à la restriction de a à z- '(B'); l'image réciproque de A par f  
est alors appelée laJibrution induite par A sur B'. 

6.1.6. Si A = (X, B, a) est une fibration, on appelle section morphique (ou 
simplement section) de À tout morphisme s : B -+ X tel que n o s = Id,. 

6.2. Fibrations principales 

6.2.1. Soient B une variété et G une variété de groupe. On appelle 
fibration principale de base B et de groupe structural G un quadruplet 
A = (P, G, B,a) où P est une variété sur laquelle G opère à droite 
par (x, g) w x . g (cf. no 5.12.5), et où a est un morphisme de P dans B, 
ces données étant assujetties à vérifier l'axiome suivant: 

(P) Pour tout b é B il existe un voisinage ouvert U de b et un isomor- 
phisme f : U x G -, a-'(U) tels que l'on ait 

a( f  (u, g)) = u et f (u, gg') = f  (y g) . g' si u é U et g, g' é G. 

6.2.2. Soit I = (P, G, B, a) une fibration principale. Le triplet (P, B, R) 
est une fibration ; on a x(P) = B. La relation d'équivalence R définie par 
n dans P coïncide avec celle définie par G;  son graphe n'est autre que 
le produit P x , P (cf. no 5.1 1.2) ; c'est une sous-variété de P x P. L'appli- 
cation (x, g) H (x, x . g) est un isomorphisme de P x G sur P x , P ; 
I'application qui fait correspondre à tout (x, y) E P x , P l'unique élément 
g é G tel que y = x . g est un morphisme de P x , P dans G. 

Le groupe G opère proprement et librement sur P (cf. Top. Gén., chap. 
III ,  3' éd., 4). Si x rz P et si b = n(x), l'application g +-+ x . g est un 
isomorphisme de la variété G sur la$bre de b. 



6.2.3. Inversement, soit G une variété de groupe, et soit P une variété 
sur laquelle G opère à droite de façon à vérifier les deux conditions sui- 
vantes : 

(a) G opère proprement et librement sur P. 
(b) Pour tout x E P, l'application g H x . g est une immersion de G 

dans P. 
Alors la relation d'équivalence définie par G dans P est régulière; 

si l'on note P/G la variété quotient, et n la projection canonique de P 
sur P/G, le quadruplet (P, G, P/G, n) est une fibration principale. 

Lorsque K est de caractéristique O et que P est de dimension finie, 
la condition (b) ci-dessus est conséquence de la condition (a). 

6.2.4. Les conditions du no précédent sont vérifiées dans les deux cas sui- 
vants : 

(a) P est une variété de groupe et G une sous-variété de groupe opérant 
sur P par les translations à droite ; la base de la fibration principale ainsi 
obtenue est l'espace homogène P/G. 

(b) G est un groupe discret opérant proprement et librement sur P. 
La projection n : P + P/G est alors un morphisme étale (no 5.7.6). 

6.2.5. Exemples : 
(a) Soit B une variété et soit G une variété de groupe. Faisons opérer 

G sur B x G par (b, g) . g' = (b, gg'). Le quadruplet (B x G, G, B, pr,) 
est une fibration principale. 

(b) Soient I = (P, G, B, n) et A' = (P', G', B', n') deux fibrations prin- 
cipales. Faisons opérer G x G' sur P x P' par la formule: 

(x,xf).(g,g') = (x.g,x'.gf), X E  P , ~ ' E P ' , ~ E G , ~ ' E G ' .  

Le quadruplet À x A' = (P x Pt, G x Gr, B x 'BI, n x n') est une fibration 
principale ; on l'appelle le produit de 1. et de A'. 

(c) Soient Â = (P, G, B, n) et A' = (P', G', B, x') deux fibrations prin- 
cipales de même base. La sous-variété P x , P' de P x P' est stable pour 
les opérations de G x G', et le quadruplet 

A x , A' = (P x , P', G x G', B, .rr x , x') 

est une fibration principale; on l'appelle le produit de À et de À.' au-dessus 
de B, ou encore le produit3bré de Â et de A'. 

6.3. Morphismes de Jibrations principales 

6.3.1. Soient A = (P, G, B, n) et A' = (P', G', Bi, d) deux fibrations prin- 
cipales. On appelle morphisme de A. dans A' tout triplet (f; cp, h), où 
f : P -+ P' et h : B + B' sont des morphismes, cp : G -+ G' est un homo- 
morphisme de variétés de groupes, et où x' of = h 0 n et f (x . g) = f (x) . cp(g) 



pour x E P, g~ G. On notera que f détermine h ; on dira souvent que 
(f, cp), ou même simplement f, est un morphisme. 

Lorsque B = B' et h = Id, (resp. lorsque G = G' et cp = Id,), 
un morphisme est appelé un B-morphisme compatible avec cp (resp. un 
G-morphisme compatible avec h). Un morphisme qui est à la fois un B- 
morphisme et un G-morphisme est appelé un G-B-morphisme (ici encore, 
on dit souvent morphisme lorsqu'il ne *ut y avoir de confusion). Tout 
G-B-morphisme f : P -, P' est un isomorphisme de la variété P sur la 
variété P' ; l'isomorphisme réciproque f - ' est un G-B-morphisme : 
f est un G-B-isomorphisme de P sur P'. 

Deux espaces fibrés principaux P et P' de même base B et de même 
groupe structural G sont dits G-B-isomorphes (ou simplement isomorphes) 
s'il existe un G-B-isomorphisme de P sur P'. 

6.3.2. La fibration principale (B x G, G, B, pr,) est appelée la fibration 
principale triviale de base B et de groupe structural G. Un isomorphisme 
d'une fibration principale A = (P, G, B, z) sur la fibration principale triviale 
de base B et de groupe structural G est appelé une triuialisation de A. 
Toute section s de Â définit une trivialisation f, de À par la formule: 

f; '(b, g) = s(b). g pour b 6 B et g E G. 

On obtient ainsi une bijection de l'ensemble des sections de À sur I'ensernble 
des triviahatidns de 2. De plus, si s, est une section de 2, toute section s 
de Â s'écrit de manière unique sous la forme s(b) = s,(b) . r(b), où r : B -+ G 
est un morphisme. 

6.3.3. Soit A = (P, G, B, 71) une fibration principale, et soit h : B' -+ B 
un morphisme. Soit n' (resp. h') le morphisme canonique de B' x , P 
dans B' (resp. dans P). Faisons opérer G sur B' x , P par la formule 

(b', X) . g = (b', x . g), (b', X) E B' x P, g E G. 

Le quadruplet (B' x , P, G, B', x'j est une fibration principale, appelée 
l'image réciproque de Â par h, et notée B' x, Â ou encore h*Â. L'applica- 
tion h' : B' x ,  P -+ P est un G-morphisme compatible avec h ;  il jouit de 
la propriété universelle suivante: si f est un G-morphisme compatible 
avec h d'me fibration principale A' de base B' dans la fibration A, il 
existe un G-BI-isomorphisme unique k : Â' -+ B' x , Â tel que f = h' 0 k. 

Lorsque B' est une sous-variété de B, et h l'injection canonique 
de B' dans B, B' x ,  P s'identifie à la sous-variété n-'(B') de P ;  on 
l'appelle l'espace$bré principal induit par P au-dessus de BI, et on le note 
n- (B'), ou encore PIB'. Tout x E V a un voisinage ouvert U tel que 
PI U soit trivial. 
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6.4. Construction defibrations principales au moyen de cocycles 

Soient B une variété, G une variété de groupe et soit 4 = (Ui)iEI un 
recouvrement ouvert de B. 

6.4.1. On appelle cocycle de classe Cr sur B à valeurs dans G, subordonné 
à 4, une famille (gi,j)ci,j,,I 1 possédant les deux propriétés suivantes : 

(1) pour tout couple (i, j) E 1 x 1, gi,j est une application de classe 
C' de l'ouvert U i  n U j  de B dans G ;  

(2) pour tout triplet (i, j, k) E 13, on a 

giVk (x )  = gi,,(x) . gjVk(x) pour tout x E U i  n U j  n U k .  

On dit que deux tels cocycles (giVj) et (g;,j) sont cohomologues s'il 
existe une famille (hi)i,, où, pour tout i E 1, hi est une application de classe 
C' de Ui  dans G, telle que: 

(3) g ; , ( ~ ) = h ~ ( x ) - ' . g ~ , ~ ( x ) . h , ( x )  pourtout X E U ~ ~ U , .  

6.4.2. Soit A = (P, G, B, n)  une fibration principale. Donnons-nous pour 
tout i~ 1 une section si de A au dessus de U i  (6.3.3). Pour tout couple 
(i, j) E 12, il existe alors un morphisme et un seul gi,j de Ui  n U ,  dans G 
tel que : 

(4) sj(b) = si(b). girj(b) pour tout b E U i  n U j .  

La famille des g , ,  est un cocycle sur B à valeurs dans G, subordonné 
au recouvrement ouvert %. Ce cocycle est dit associé à l'objet (A, %,(si)iEI) 
et les applications g,, sont appelées les fonctions de transition de cet objet. 

Pour i E 1, soit x H ( ~ ( x ) ,  1;: (x)) la trivialisation définie par la section 
si de LIUi (6.3.2). Pour x E n-'(U, n U,), on a : 

6.4.3. Inversement, soit g = (g,,,) un cocycle sur B à valeurs dans G, 
subordonné au recouvrement 42. Il existe alors une fibration principale 
A = (P, G, B, n) et une famille de sections de Â. au-dessus des U i ,  
telles que la relation (4) soit satisfaite. Il en est alors de même de (5). Si de 
plus (A', (s f))  satisfait aux mêmes conditions, il existe un G-B-isomorphisme 
unique f de A sur A' tel que. sf = f a  si pour tout i E 1. On exprime ce 
résultat en disant que (A, (si)) est déterminé à un isomorphisme unique près par 
le cocycle g. 

6.4.4. Soient A = (P, G, B, n)  et A' = (Pr, G, B, n') deux fibrations princi- 
pales. Soient (si) (resp. (si)) une famille de sections de A (resp. A') au 
dessus des Ui  et soit g (resp. g')  le cocycle associé à (4 %, (si)) (resp. 
(A', &, (si)). Pour que Â' et 2' soient G-B-isomorphes, il faut et il suffit que 



les cocycles g et g' soient cohomologues. Plus précisément, pour tout 
G-B-isomorphisme f de Â sur A', il existe une famille de mor- 
phismes des Ui dans G et une seule telle que la relation (3) soit satisfaite 
et que I'on ait f c (s:(x)) = si(x) . hi(x) pour tout i E 1 et tout x E Ui, et I'on 
obtient ainsi une bijection de l'ensemble des G-B-isomorphismes de A sur 
1' sur l'ensemble des familles (hi),,, satisfaisant à (3). 

6.4.5. Reprenons les notations de 6.4.2. et soit .Sr = (V,),,, un recouvrement 
ouvert plus fin que le recouvrement ouvert 42. Soit .r : A -+ 1 une appli- 
cation telle que Va c UT,,, pour tout cr E A. Soit s; la restriction à Va de 
la section sT(,, et soit g' = le cocycle subordonné au recouvrement 
ouvert Y' associé à (2, V' ,  (sk)). La fonction de transition g k p  est alors la 
restriction à Va n VB de la fonction de transition 

6.5. Espaces fibrés associés à une fibration principale 

6.5.1. Soit Â = (P, G, B, x) une fibration principale. Soit F une variété sur 
laquelle le groupe G opère à gauche ; on note (g, y)- g . y la loi d'opéra- 
tion de G sur F. Le groupe G opère à droite sur P x F par la formule 
(x, f )  . g = (x . g, g - ' . f )  ; la relation d'équivalence définie par G dans 
P x F est régulière; le quotient P x F = (P x F)/G est muni d'une 
structure de variété. 

Soit E une variété. On dit que E est muni d'une structure d'espace 
fibré associé à A de fibre type F lorsqu'on s'est d ~ n n é  un morphisme 
p : P x F -, E jouissant de la propriété suivante: 

(As) On  a p(x . g, g- 'f) = p(x, f )  pour x E P, f é F, g CE G, et I'appli- 
cation p : P x F -+ E déduite de p par passage au quotient est un isomor- 
phisme de variétés. 

11 revient au même de dire que (P x F, G, E, p) est une fibration princi- 
pale. L'application p (ou parfois l'application P )  est appelée l'application 
repère de E, et notée (x, f )  - x .fi on a 

(x.g).  f = x.(g. f), pour x ~ P , g e G  et ~ E F .  

La donnée de À et de F détermine E à un isomorphisme unique près ; 
en particulier, on peut prendre pour E la variété P x G~ elle-même ; on 
dit que c'est l'espace$bré associé à A de fibre type F, et on le note À(F). 

6.5.2. Soit E un espace fibré associé à Â et de fibre type F. Il existe un 
morphisme unique n, de E dans B tel que nE(x. f )  = ~ ( x )  si XEP,  f é F ;  
le triplet (E, B, nE) est une fibration; si B et F sont séparés, E est séparé. 

Soit b é B, et soit Fb = nË '(b); c'est une sous-variété fermée de E. Si 
x E P est tel que w(x) = b, soit 8, : F -, Fb l'application définie par O,( f )  = 
x . f ;  c'est un isomorphisme de variétés. De plus, pour tout g é G, on a 
O,, = 8, 0 p,, où p, désigne l'automorphisme f - g .  f de F. Supposons 
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F muni d'une structure s d'espèce quelconque C (cf. Ens., chap. IV, 5 1, 
no 4) et supposons que s soit invariante par G ;  il existe alors sur F, une 
structure s, d'espèce C et une seule telle que les 'O, : F -, F, soient des 
isomorphismes; on l'obtient en transportant s au moyen de l'un des O, 
(loc. cit., no 5). 

Si s est une section de P au-dessus d'un ouvert U de B, l'application 
(b, f )  H s(b) . f est un isomorphisme de U x F sur nË '(U). 

6.5.3. Exemples : 
(a) Soit A = (B x G, B, pr,), soit E = B x F, et soit 

p : (B x G) x F + E  

l'application (b, g, f )- (b, g . f). On obtient ainsi sur B x F une structure 
d'espace fibré associé à A de fibre type F, qui est dite triviale. 

(b) Soient A = (P, G, B, n) et Â' = (Pt, Gr, B', n') deux fibrations 
principales. Soit F (resp. F') une variété sur laquelle G (resp. G') opère 
à gauche; et soit E (resp. E') un espace fibré associé à A (resp. à A') 
de fibre type F (resp. F'). Le groupe G x G' opère sur F x F' par 
(9. g') . (fi f") = Cp . f; g' . f '). L'application (P x P') x (F x F') -+ E x E' 
produit des applications repères P x F + E et P' x F' + Et munit 
E x E' d'une structure d'espacefibré associé à A x A' defibre type F x F'. 

(c) Avec les notations de (b), si l'on suppose que B' = B, on définit de 
même sur E x , E' une structure d'espace jibré associé à A x , i' de fibre 
type F x F'. 

6.5.4. Les notations étant celles du no 6.5.1, soit h : B' -+ B un morphisme, 
soit Â' = B' x , A, et soit E' = E' x , E. Si P' = B' x , P, définissons 
une application P' x F -, E' en posant (b', x) . f = (b', x . f )  ; on munit 
ainsi E' d'une structure d'espacefibré associé a A' de jibre type F ;  on 
l'appelle l'image réciproque par h de la structure donnée sur E. 

6.5.5. Soit Â = (P, G, B, A) une fibration principale, et soit E (resp. E') 
un espace fibré associé à Â de fibre type F (resp. F'). Soit u : F -, F' un 
morphisme compatible avec les opérations de G (c'est-à-dire tel que 
u(g . f )  = g . u( f )  pour f E F, g E G). Il existe alors un morphisme ü : E + E' 
et un seul tel que l'on ait ii(x . f) = x . u( f )  pour x E P, f E F. Si u est une 
immersion (resp. une submersion, une subimrnersion), il en est de même de ii. 

En particulier, supposons qu'une variété de groupe H opère à droite sur 
F de telle sorte que g . (f. h) = (g . f )  . h pour g E G, f E F, h E H. Tout 
h E H définit alors un automorphisme u, de F compatible avec les opéra- 
tions de G, d'où un automorphisme ü, de E ; le groupe H opère à droite 
sur E par (y, h) ++ ü,(y). 

6.5.6. Soit A = (P, G, B, A) une fibration principale, et soit E un espace 



fibré associé à I de fibre type F. Soit s : B + E une section de E. Pour 
tout x E P, il existe un élément unique a(x) E F tel que s(z(x)) = x . o(x). 
L'application o : P -+ F ainsi définie est un morphisme de variétés, et 
vérifie l'identité: 

L'application s H o est une bijection de l'ensemble des sections de E sur 
l'ensemble des morphismes de P dans F qui vérifient l'identité (*). 

6.5.7. Soient A = (P, G, B, aj. et A' = (P', G, B, n') deux fibrations prin- 
cipales de même base B et de même groupe structural G. La fibration 
principale Â x , A' = (P x  , P', G x G, B, (z, n'),) a pour groupe structural 
G x  G. Faisons opérer G x G à gauche sur G par la formule : 

et soit E l'espace fibré associé à A x , A' de fibre type G (muni de Ia loi 
d'opération définie ci-cessus). Alors les sections de E correspondent bijec- 
tivement aux isomorphismes de P sur Pr.. De façon précise, si s est une 
section de E correspondant (cf. no 6.5.6) au morphisme a : P x , P' + G, 
il existe un G-B-isomorphisme f, : P - P' et un seul tel que o(x,f,(x)) = e 
pour tout x E P ; l'application s - f, est une bijection de l'ensemble des 
sections de E sur l'ensemble des G-B-isomorphismes de P sur Pr. 

6.6. Extension et restriction du groupe structurai 

6.6.1. Soit A = (P, G, B, n) une fibration principale, et soit cp un homomor- 
phisme de G dans une variété de groupe H. Faisons opérer G à gauche sur 
H par g . h = cp(g) . h et soit P x  H l'espace fibré associé à Â de fibre 
type H. Comme les translations à droite dans H sont compatibles avec les 
opérations de G, le groupe H opère à droite sur P x H (cf. no 6.5.5); si 
aH désigne la projection de P x  H sur B, le quadruplet (P x  H, H, B, z,) 
est une fibration principale, notée cp(A); on dit qu'elle se déduit de A par 
l'homomorphisme cp. 

L'application f de P dans P x H qui associe à x E P la classe de 
(x, e) est un B-morphisme de P dans P x G  H compatible avec cp (cf. no 
6.3.1). De plus, si f '  est un B-morphisme de P dans un espace fibré principal 
P' de groupe structural H, et si f '  est compatible avec cp, il existe un 
H-B-isomorphisme unique 0 de P x  H sur P' tel que f '  = 8 o f :  

6.6.2. Supposons que Â soit définie au moyen d'un recouvrement ouvert 
Y = (U,) de B et d'un cocycle (gij) (6.4.2). Alors q(Â) peut être défini 
au moyen du même recouvrement et du cocycle (h,), avec hij = cp O g,. 

6.6.3. Soit F une variété sur laquelle le groupe H opère à gauche ; on note 



(h, y)  H h . y la loi d'opération de H sur F. Le groupe G opère sur F par 
(g, y).-. cp(g). y. Soit E un espace fibré associé à q ( A )  de fibre type F. 
L'application (x ,  y)- f(x). y de P x F dans E (l'application f étant 
celle définie au no 6.6.1) munit E d'une structure d'espace fibré associé à 
Â de fibre type F. En particulier, (P x H) x F s'identifie à P x F. 

6.6.4. Supposons que G soit une sous-variété de groupe de H, et que 
cp : G -, H soit l'injection canonique de G dans H. On dit alors que 
q(A) se déduit de A par extension à H du groupe structural. Le morphisme 
f : P -, P x H du no 6.6.1 est un isomorphisme de P sur une sous- 
variété fermée de P x H (égale à P x H si G = H); cet isomorphisme 
est compatible avec les opérations de G (noter que G opère sur P x H 
comme sous-groupe de H). 

6.6.5. Supposons encore que G soit une sous-variété de groupe de H, et 
soit p = (Q, H, B, x) une fibration principale de groupe structural H et de 
base B, et soit E un espace fibré associé à p de fibre type H/G. Si 1, 
désigne la projection canonique de H sur H/G, posons 6(y) = y .  ~ ( e ) ,  
pour y E Q (où e désigne l'élément neutre de H); on obtient ainsi un 
morphisme 6 : Q -+ E et le quadruplet (Q, G, E, 6) est une fibration prin- 
cipale. En particulier, Q/G s'identifie canoniquement à E, lui-même iso- 
morphe à Q x H H / G  '. 

Soit maintenant s : B + E une section de E, et soit 2, l'image ré- 
ciproque par s de la fibration (Q, G, E, 6) que l'on vient de définir. C'est 
une fibration principale, de base B et de groupe structural G et son exten- 
sion à H est isomorphe à p ;  toutfibration jouissant de ces propriétés peut 
être obtenue ainsi, à un isomorphisme près; deux sections s, et s, de E 
définissent des fibrations isomorphes si et seulement si elles sont transformées 
l'une de l'autre par un H-B-automorphisme de p. 

6.7. Changements de structure 

Les structures et opérations décrites dans ce paragraphe sont compatibles 
avec les changements de structure décrits aux numéros 5.13 et 5.14. 

' Dans le cas topologique (cf. note ' . Fige 6.1 ). il ebt nécessaire de supposer que les trans- 
lations à droite par les éléments de G font de H un espace f ibr i  principal de groupe structural 
G. de base H/G : cela revient à dirc qu'il y a un ouvert non vidc de H/G au-dessus duquel 
la projection H -t H/G admet une section continue. Dans la catégorie des variétés, la condition 
analogue est toujours satisfaite (cf. no 6.7.4). 



5 7. Fibrés vectoriels 

Dans tout ce paragraphe, la lettre B désigne une variété de classe 
C' (Y 2 1) et la lettre M désigne un ensemble muni d'une application a 
de M dans B. On dit que B est la base de M et pour tout ~ E B ,  on 
désigne par M, et on appelle fibre de M en b le sous-ensemble a-'(b) 
de M. 

7.1. Défuution des fibrés vectoriels 

7.1.1. Une carte vectorielle de M est un triplet t = (U, cp, FJ, où U est un 
ouvert de B, où F est un espace de Banach et cp une bijection de n-'(U) 
sur U x F telle que n(q-'(b, h)) = b pour tout ~ E B  et tout ~ E F .  On 
dit que U est le domaine de la carte vectorielle t et que t est une carte 
vectorielle de M en b € B  si  EU. Pour tout beU,  on note t, la 
bijection de F sur M, définie par t,(h) = cp- '(b, h) pour h E F. 

7.1.2. On dit que deux cartes vectorielles t = (U, 9, F) et t' = (Ut, cp', F') 
de M sont C'compatibles (ou simplement compatibles) s'il existe une 
application 1 de classe C' de la variété U n U' dans l'espace de Banach 
9 ( F  ; F') telle que : 

t, = ta O %(b) pour tout b E U n U'. 

7.1.3. On dit qu'un ensemble de cartes vectorielles de M est un C'-atlas 
vectoriel (ou simplement atlas vectoriel) de M s'il se compose de cartes 
vectorielles deux à deux C'-compatibles dont les domaines ont B pour 
réunion. On dit que deux atlas vectoriels d et $3 de M sont Cr-équi- 
valents (ou équivalents) si d u CW est encore un atlas vectoriel de M. Cette 
relation est une relation d'équivalence. 

7.1.4. Une structure defibré vectoriel de classe Cr (de base B) sur M est la 
donnée d'une classe d'atlas vectoriels équivalents (Ens., Chap. II, $6, no 9). 
Une carte vectorielle appartenant à un atlas vectoriel de cette classe est 
appelée une carte vectorielle du fibré vectoriel M. 

Soit M un fibré vectoriel de base B. Pour tout b E B, il existe sur la 
fibre M, une structure d'espace de Banach et une seule telle que, pour toute 
carte vectorielle t = (U, cp, F) du fibré vectoriel M en b, l'application th 
soit un isomorphisme de F sur M,. 

Soit c = (U, $, E) une carte de la variété B et soit t = (U, p, F) une 
carte vectorielle du fibré vectoriel M, de même domaine U. Pour 
x E X- '(U), posons : 

44 = (*(n(x)), t,&(x)). 



Alors, le triplet (a-'(U), a, E x F) est une carte de l'ensemble M. Il  
existe sur M une structure de variété de classe C' et une seule (dite sous- 
jacente à M) pour laquelle toutes les cartes ainsi obtenues sont des cartes 
de la variété M. Le triplet (M, B, x )  est alors unefibration (6.1.1). 

7.1.5. Soit F un espace de Banach. Posons M = B x F, l'application 
étant la première projection. Il existe sur M une structure de fibré vectoriel 
(de base B) et une seule pour laquelle (B, Id,, F) est une carte vectorielle. 
On dit que B x F muni de cette structure est lejîbré vectoriel trivial de 
base B et de fibre F et on le note parfois FB. La structure de variété de 
FB est la structure de variété produit et pour tout b~ B, l'application 
h - (b, h) est un isomorphisme d'espaces de Banach de F sur la fibre de 
F, au point b E B. On note souvent O un fibré vectoriel trivial de fibre 
réduite à 0. 

7.1.6. Soit M un fibré vectoriel de base B. Pour b E B, on appelle rang de 
M en b et on note rg,(M), la dimension (finie ou + CO) de l'espace de 
Banach M,. On a dim,M = dimbB + rg,M pour b = ~ ( x ) .  La fonction 
b -  rg,M est localement constante. On dit que M est de rang fini si 
rg,M < + co pour tout b E B. 

7.2. Morphismes de fibrés vectoriels 

7.2.1. Soient B et Br deux variétés et soit f un morphisme de B dans B'. 
Soient M un fibré vectoriel de base B et M' un fibré vectoriel de base B'. 
On dit qu'une application g de M dans M' est unf-morphisme de fibrés 
vectoriels si la condition suivante est réalisée : 

Pour tout point bo E B, il existe une carte vectorielle t = (U, q, F) de 
M en b,, une carte vectorielle t' = (U',(pf,F') de M' en f(b,) et une 
application Â declasse Cr de U dans 9 ( F ;  F') tellesque f (U) c U' etque 
g, c t, = t;(,, 0 A(b) pour tout b E U, où g, est la restriction de g à M,. 

Sous ces hypothèses, g est un niorphisme de variétés et pour tout b E B, 
g induit une application linéaire continue de M, dans Micq,. On appelle 
rang vectoriel de g en b E B et on note rgb(g) le rang (fini ou + co) de 
l'application linéaire g,. 

Réciproquement, si r 2 CO ou si M est de rang fini, un f-morphisme 
de fibrations de (M, B, a) dans (M', B,', d) qui induit sur chaque fibre M, 
une application linéaire de M, dans Mi(,, (pour tout b E B), est unf-mor- 
phisme de fibrés vectoriels. 

7.2.2. Soit de plus f '  un morphisme de B' dans une variété B". Si g est 
un f-morphisme de M dans M', et si g' est un ff-morphisme de M' 
dans un fibré vectoriel M" de base B", l'application g' O g est un (f '  of )- 
morphisme de M dans Mn. On a (g' O g), = gj(,, O g, pour tout b dans B. 



7.2.3. Soient M et M' deux fibrés vectoriels de même base B. On appelle 
B-morphisme, ou simplement morphisme de. M dans M' tout Id,-mor- 
phisme. Le composé de deux morphismes est un morphisme. 

Soit g un morphisme de fibrés vectoriels de M dans M t ;  si g est 
bijectif, c'est un isomorphisme de la variété M sur la variété Mt, l'appli- 
cation réciproque g- ' est un morphisme de fibrés vectoriels de M' dans M 
et l'on a (g-'Ib = gb l pour tout b dans B. L'application g est alors un 
isomorphisme de fibrés vectoriels. 

7.2.4. Soit f un morphisme d'une variété B' dans B et soit M un fibré 
vectoriel de base B. Posons M' = B' x , M et notons z' (resp. g) la 
restriction à M' de la projection de B' x M sur B' (resp. M). Il existe sur 
M' une structure de fibré vectoriel de base B' (relativement a n') et une 
seule pour laquelle g est un f-morphisme. On dit que M' est le fibré 
vectoriel de base B' image réciproque de M par f et on le note f *M ; le 
f-morphisme g est appelé lef-morphisme canonique de f *M dans M. 

La structure de variété de f *M est celle du produit fibré des variétés B' 
et M au dessus de B (5.11.2); pour tout b~ B', l'application x-(b, x) 
est un isomorphisme d'espaces de Banach de Mffbl sur (f *M), . 

La formation des images réciproques de fibrés vectoriels est transitive. 
Soit N' un fibré vectoriel de base B' et soit h unf-morphisme de N' 

dans M. II existe un BI-morphisme h et un seul de N' dans f * M  tel 
que h = g ~ h .  

Soient N un fibré vectoriel de base B et v un B-morphisme de N dans 
M. I l  existe un BI-morphisme et un seul, noté ,f *v,  de f *N dans f *M tel 
que le diagramme 

soit commutatif. 

7.2.5. Soit B' une sous-variété de B et soit i l'injection canonique de 
B' dans B. Si M est un fibré vectoriel de base B, l'image réciproque 
i*M s'appelle le fibré vectoriel induit sur B' par M et se note MIB'. Si 
t = (U,q,F) est une carte vectorielle de M, alors (U n B', cpl.n-'(U n B'), F)  
est une carte vectorielle de MIB'. Le f-morphisme canonique de MIB' 
dans M est un isomorphisme de variétés de MIB' sur la sous-variété 
a- '(B') de M. 

7.2.6. Soit f un morphisme d'une variété B' dans B et soit M (resp. 
M') un fibré vectoriel de base B (resp. B'). On appelle f-comorphisme de M 
dans M' un B'-morphismede f *M dans M'. Lorsque B = R' et f = IdB. 



la donnée d'un f-comorphisme de M dans Mt équivaut à la donnée d'un 
B-morphisme de M dans M'. 

Soit g unfcomorphisme de M dans M'. Pour tout b E B', l'applica- 
tion g, : x H g(b, X) de MI(,, dans MI, est une application linéaire continue. 

Soit de plus f '  un morphisme d'une variété B" dans B' et soit h un 
f'-comorphisme de M' dans un fibré vectoriel M" de base B .  L'applica- 
tion h of*g de fl*(f*M)=(fof')*M dans M" estalorsun (fofl)-CO- 
morphisme de M dans M ,  noté h og. Pour ~ E B ,  on a 

7.3. Morphismes multiünéaires 

7.3.1. Soient Ml,. . . , Md et N des fibrés vectoriels de base B, et soit u 
une application de l'ensemble Ml  x, . . . x, Md dans N. On dit que u 
est un morphisme multilinéaire (ou d-linéaire) si la condition suivante est 
réalisée : 

Pour tout b, E B, il existe un voisinage ouvert U de b, dans B, des 
cartes vectorielles tj = (U, cpJ, Fj) de Mj  (pour 1 < j < d) et t = (U, cp, F) 
de N, et une application A de classe C' de U dans l'espace de Banach 
S?(F1,. . . , Fd ; F) des applications d-linéaires continves de F1 x . . - x Fd 
dans F, tels que : 

(tb O A(bWi, . . , ~ d )  = u(tbl(xl), . - - , &d)) 

pour tout b E U et tous xj E Fj. 
Tout morphisme multilinéaire u est un morphisme de variétés du 

produit fibré M l  x, . - x, Md dans N et induit pour tout b E B une 
application d-linéaire continue u, de (Ml), x . - .  x (M,), dans Nb. 

Si f est un morphisme de B dans une variété B', un morphisme multi- 
linéaire de Ml  x, . . x , Md dans un fibré vectoriel M' de b;?se B' est par 
définition le composé d'un morphisme multilinéaire de M l  x, . - . x, Md 
dans f *Mt avec le fmorphisme canonique de f *M' dans M'. 

Un morphisme bilinéaire est encore appelé un accouplement. Pour 
d = 1, un morphisme linéaire est un morphisme au sens de 7.2.1. Pour 
d = O, un morphisme O-linéaire s'identifie à une section de N (7.4). 

7.3.2. On appelle$bré en algèbres de base B un fibré vectoriel A de base 
B, muni d'un accouplement de A x,A dans A. Chaque fibre A, est 
alors munie d'une structure de K-alghbre. Si pour tout b E B, l'algèbre 
A, a un élément unité, noté e,, l'application b- e, est une section de 
A (cf. 7.4). On dit qu'un fibré en algèbres A est localement trivial si, pour 
tout point b, de B, il existe une carte vectorielle t = (U, cp, E) de A au point 
b, et une structure de K-algèbre sur E telles que t, soit un isomorphisme 
d'algèbres de E sur A, pour tout b E U. 



7.3.3. Soit A un fibré en algèbres associatives avec élément unité de 
base B. On appelle fibré en A-modules de base B un fibré vectoriel M de 
base B muni d'un accouplement m : A x B  M -, M tel que l'application 
m, : Ab x M, -, M, définisse, pour tout b é B, une structure de A,-module 
sur la fibre M,. 

Soint M et Mt deux fibrés en A-modules. On appelle A-homomorphisme 
de M dans M' tout morphisme g : M -, M' de fibres vectoriels de base 
B qui induit pour tout b dans B une application Ab-linéaire de M, dans 
M; . 

Supposons A localement trivial. On dit qu'un fibré M en A-modules 
est localement trivial si pour tout point b, de B, il existe une carte vectorielle 
t = (U, cp, E) de A en b, comme dans 7.3.2, une carte vectorielle 
t' = (U, cp', L) de M en b,, et une structure de E-module sur L telles que, 
pour tout b E U, tb soit un t,-isomorphisme du A,-module M, sur le 
E-module L. 

7.3.4. Soit A une algèbre de Banach sur K (par exemple un corps muni 
d'une structure de K-algèbre de dimension finie). Le fibré trivial AB est 
alors un fibré en algèbres, localement trivial. Un fibré en AB-modules M 
localement trivial est encore appelé un fibré vectoriel sur A (de base B). 
Les fibres M, sont alors des A-modules topologiques. Un $morphisme 
u de M dans un autre fibré vectoriel sur A est dit A-linéaire si les applica- 
tions u, sont A-linéaires pour tout b E B. 

7.4. Sections 

7.4.1. Soif M un fibré vectoriel de base B. Pour tout ouvert U de B, 
on note iPM(U) l'ensemble des sections de classe C' de M sur U, c'est- 
àdire des morphismes s de classe C' de U dans M tels que s(b)é M, 
pour tout b~ U. - Cet ensemble est muni d'une structure de module sur 
l'anneau Vr(U) des fonctions morphiques par les règles : 

pour s, s' dans +YM(U) et cp dans Wr(U). Lorsque l'ouvert U varie, 
on obtient un faisceau YÈ, d'applications de B dans M (cf. no 21.4.1)~ 
appelé faisceau des sections de M. 

7.4.2. Soient M l , .  . . , Md et N des fibrés vectoriels de base M et u un 
morphisme multilinéaire de Ml x,. . . x B  Md dans N. Pour 1 < , j  < d, 
donnons-nous une section s, de Mj sur un ouvert U de B;  on définit 
une section u(s,, . . . , sd) de N sur U par la formule: 

u(sl, . . . , sd)(b) = ub(sl(b), . . . , sAb)) pour b é U. 



L'application (s,, . . . , s,) I-+ u(s,, . . . , s,) est Wr(U)-multilinéaire. On la 
note parfois iP(u). 

7.4.3. Soit f un morphisme d'une variété B' dans B et soit M un fibré 
vectoriel de base B. Pour tout ouvert U de B et tout s E YM(U), l'applica- 
tion x H (x, s( f (x))) est une section de classe Cr de f *M sur l'ouvert 
f - '(U), notée f *s et appelée image réciproque de s par f .  L'application 
s- f *s de iaM(U) dans iapM(f -'(U)) est semi-linéaire par rapport à 
l'homomorphisme g +-+ g 0 (f 1 f - '(U)) de W(U) dans V( f - '(U)). 

Si de plus N est un fibré vectoriel de base B' et g un f-comorphisme 
de M dans N, on note parfois 9(g)  l'application s H g o f  *S de YM(U) 
dans iPh( f - '(U)). 

7.4.4. Soit M un fibré vectoriel de base B, de rangfini. On appelle repère 
de M sur un ouvert U de B une suite finie (s,, . . . , s,) de sections de 
M sur U telle que (sl(b), . . . , sn(b)) soit une base de l'espace vectoriel 'M, 
pour tout b E B. La suite (s,, . . . , sn) est alors une base du V(U)-module 
YXU). Si f est un morphisme d'une variété B' dans B, les sections 
f *sj forment un repère de f *M sur f -'(U). 

7.4.5. Soit L un corps, muni d'une structure de K-algèbre de dimension 
finie et soit (My B, n) une fibration. Supposons donnée sur chaque fibre 
M, une structure d'espace vectoriel sur L, de dimensionfinie. Il existe alors 
au plus une structure de fibré vectoriel sur L de base B sur M, compatible 
avec l'application x, la structure de variété de M et les structures L-vecto- 
rielles sur les fibres (7.3.4). Pour qu'il en existe une, il faut et il suffit que la 
condition suivante soit réalisée : 

(FV) Pour tout b,€B, il existe un voisinage ouvert U de b, dans B 
et un isomorphisme de variétés cp de zT1(U) sur le produit U x F de U 
par un espace vectoriel F sur L de dimension finie, tel que pour tout b E U, 
la bijection cp, de M, sur F induite par cp soit un isomorphisme d'espaces 
vectoriels sur le corps L. 

Les triplets (U, cp, F) satisfaisant à (FV) sont alors des cartes vectorielles 
du fibré vectoriel M. 

La condition (FV) est équivalente à : 
(FV') Pour tout b, E B, il existe un entier n et n sections s,, . . . , s, 

de M sur un voisinage ouvert U de b, tels que l'application 

(b, a,, . . . , an)- alsl(b) + - .  - + a,sn(b) 

soit un isomorphisme de la variété U x Ln sur la variété z -  '(U). 

7.4.6. Soient Ml,. . ., Md et N des fibrés vectoriels de base B, les Mj  
étant de rang fini. Supposons donnée pour tout ouvert U de B une 
application cp, de YM,(U) x - - .  x YM,(U) dans Yh(U), gr(U)-multi- 



linéaire, telles que pour V c U l'on ait: 

 PU(^^>..-^ sd)lv = (pV(slIv,.-.,sd~v)~ 

Il existe alors un morphisme multilinéaire u de M l  x,. . . x B  Md dans 
N et un seul tel que cpu(sl,. . . , sd) = u(sl,. . . , s,) quelles que soient les 
sections sj de M sur l'ouvert U de B. 

7.4.7. Soit f un morphisme d'une variété B' dans B et soit M (resp. M') 
un fibré vectoriel de base B (resp. B') et de rang fini. Supposons donnée 
pour tout ouvert U de B une application pu de YM(U) dans 
YMt( f - '(U)), V(U)-semi-linéaire, telles que 

(Pu(s)l f - '(V) = cpv!slV) 

pour tout ouvert V c U. 11 existe alors un f-comorphisme g et un seul 
de M dans M' tel que cp,(s) = Y(g)(s) pour tout s€YM(U). 

"7.4.8. Soit 9 un faisceau de modules sur le faisceau d'anneaux Ing. 
On dit que 9 est localement libre si pour tout b E B, il existe un voisinage 
ouvert U de b et un entier n tels que F I U  soit isomorphe (comme 
faisceau de %';-modules) au faisceau (Vu)". 

Si M est un fibré vectoriel de base B de rang fini, le faisceau FM est 
localement libre. Réciproquement, pour tout faisceau localement libre 
9 sur B, il existe un fibré vectoriel M et un isomorphisme de faisceaux 
de FM sur 2 Si Mt est un autre fibré vectoriel de base B de rang fini, 
l'application g H Y ( g )  est une bijection de I'ensemble des B-morphismes 
de M dans M' sur l'ensemble des morphismes de faisceaux de '3'-modules 
de YM dans FM.., 

7.5. Sous-fibrés vectoriels, @rés vectoriels quotients, suites exactes 

Dans ce numéro, on appelle fibré vectoriel un fibré vectoriel de base B et 
morphisme de fibré vectoriels un IdB-morphisme. 

7.5.1. Soit M un fibré vectoriel. Un sous-ensemble M' de M est appelé 
un sous-$bré vectoriel de M si, pour tout point b E B, il existe une carte 
vectorielle t = (U, cp, E) de M en b et un sous-espace vectoriel fermé F 
de E admettant un supplémentaire topologique, tels que 

cp(n- YU) n M') = U x F. 

Dans ces conditions, il existe sur M' une structure de fibré vectoriel et une 
seule pour laquelle l'injection canonique de M' dans M est un morphisme. 
Pour chaque b é  B, la fibre ML de M' est le sous-espace vectoriel fermé 
M' n M, de M,; M' est une sous-variété fermée de M et la structure de 



variété sous-jacente à la structure de fibré vectoriel de M' coïncide avec 
celle induite par la structure de variété de M. 

7.5.2. Soit M' un sous-fibré vectoriel de M. Notons Rlx ,  y{ la relation 
suivante entre points x,  y de M : 

« il existe un élément b de R tel que x E Mb, y E Mb et x - y E ML ». 
Alors R est une relation d'équivalence régulière sur M (cf. no 5.9.7). Sur 
l'ensemble MIR, il existe une structure de fibré vectoriel et une seule telle 
que l'application canonique de M sur MIR soit un morphisme. On note 
M/M' et l'on appelle quotient de M par M' le fibré vectoriel ainsi défini; 
pour chaque point b de B, le fibré (M/M'), est l'espace vectoriel topolo- 
gique quotient Mb/M; et la structure de variété sur M/M' est quotient de 
celle de M. 

7.5.3. Conservons les hypothèses de 7.5.2. Pour tout point b, de B, on 
peut trouver un voisinage ouvert U de b,, un espace de Banach F, somme 
directe de deux sous-espaces fermés F' et F ,  et un isomorphisme de fibrés 
vectoriels L de Fu sur MIU avec les propriétés suivantes: 

(i) La restriction L' de L à U x F' est un isomorphisme de F; sur 
M'lu. 

(ii) Si p est l'application canonique de M sur M" = M/M', et si L" 

est la restriction de L à U x F", l'application p O L" est un isomorphisme 
de FU sur M''lu. 

7.5.4. Si un morphisme de fibrés vectoriels g : L + M a son image con- 
tenue dans Mt, c'est un morphisme de fibrés vectoriels de L dans M'. 

Considérons maintenant un morphisme de fibrés vectoriels h : M -+ N 
et supposons que, pour tout b dans B, la restriction de hb à Mg soit 
nulle. Si p est le morphisme canonique de M sur M/M1, il existe un 
morphisme h de MJM' dans N et un seul tel que h = h 0 p. 

7.5.5. Soient P et Q deux fibrés vectoriels, et g un morphisme de P 
dans Q; pour tout point b de B, notons Nb et 1, respectivement le noyau et 
l'image de I'application linéaire g, : Pb -. Q,. Posons N = U N b  et 

b€B 
1 = U I b .  On dit que le morphisme g est localement direct si N est un 

GB 
sous-fibré vectoriel de P et 1 un sous-fibré vectoriel de Q. Le morphisme 
g définit alors par passage au quotient un isomorphisme de P/N sur 1. 
On dit que N est le noyau de g et on le note Ker g. De même, le sous-fibré 
1 est appelé l'image de g et est noté Im g. 

Si r 2 oo, le morphisme g est localement direct si et seulement si 
g est une subimmersion. Si P est de rangfini, le morphisme g est locale- 
ment direct si et seulement si le rang vectoriel de g est localement constant 
ou encore si et seulement si g est une subimmersion. 



7.5.6. Soient M M' 5 M" deux morphismes de fibrés vectoriels. On dit 
que la suite (Jg) est exacte localement directe si les deux morphismes f 
et g sont localement directs et si Im f = Ker g. Si g 0 f = 0, l'ensemble 
D des points b E B tels que la suite M, 2 ML 2 M," soit exacte directe 
(c'est-à-dire tels que Ker f, et Im g, admettent des supplémentaires topo- 

f logiques et que Im f, = Kerg,) est ouvert et la suite MID + M'ID 5 M"ID 
est exacte localement directe. 

On définir de même les suites exactes localement directes de longueur 
quelconque. Par abus de langage, on dit parfois suite exacte directe au lieu 
de suite exacte localement directe. 

7.5.7. Soit O -P M 5 M' 5 M" + O une suite de morphismes de fibrés vec- 
toriels. Pour que cette suite soit exacte localement directe, il faut et il suffit 
que f soit un isomorphisme de M sur un sous-fibré vectoriel f (M) de M' 
et que g définisse par passage au quotient un isomorphisme du fibré 
vectoriel quotient Mr/f(M) sur M". 

7.6. Foncteurs vectoriels 

Dans ce no et dans les trois nos suivants 7.7 a 7.9, la lettre 1 désigne un ensemble 
fini, réunion de deux sous-ensembles disjoints 1, et IL. On désigne par 
Y = (V,),,, (et de manière analogue par Y", Y-", . . . ) une famille d'espaces 
de Banach indexée par 1. On désigne par Hom (Y-, Y-') l'espace de Banach 
n 9(Vi ;  V:) x n 9(Vf ;  V,) et par f = (fi) un élément de Hom (Y, VI). 
iel+ i d  - 
On note IdV l'élément (Id,,)i,, de Hom (Y, Y). Pour f E Hom (Y; Y') et 
f '  E Hom (Y', V"), on note f 'O f l'élément de Hom (V, Y") dont les com- 
posantes sont données par : 

7.6.1. On appelle foncteur vectoriel (resp. foncteur vectoriel en.dimension 
finie) de type 1 et de classe C' la donnée pour toute famille Y = (Vi)iGI 
d'espaces de Banach (resp. d'espaces vectoriels de dimension finie sur K) 
d'un espace de Banach r(V) et pour tout f E Hom (< V') d'un élément 
~ ( Q E  Y(z(Y); z (Y1 ) ) ,  ces données étant assujetties aux deux conditions 
suivantes : 

(a) On a ~(1d") = Id,,,, et r(f' 0 f)  = z(f ') O 7(f). 
(b) L'application 7 : Hom (Y; Y") + 9(z(P^);  .r(YP')) est de classe C'. 

7.6.2. Soit A = (Mi)ie, une famille de fibrés vectoriels de base B. Pour 
b E B, posons 4, = (Mi),,,. Soit 7 un foncteur vectoriel et soit z (A)  
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l'ensemble somme des T(.,&',) pour b E B; il existe sur T(J&') une structure de 
,fibré twcioriel et une seule (de base B relativement à l'application n de 
T(./&') dans B telle que pour tout b E B, on ait T(A,) = { h ) )  possédant la 
propriété suivante : 

Soit U un ouvert de B et, pour tout i, soit ti = (U, qir Fi) une carte 
vectorielle de Mi, de domaine U ; posons 9 = (Fi),,, et soit i I / ,  l'élément 
de Hom (&Yb, 9 )  défini par (t,bb)i = (ri)- ' pour i E 1 + et ($Ji = t i  pour 
i E 1 - ; pour x G 7 ~ -  '(U), posons $(x) = (n(x), T($,,,)(x)). Alors le triplet 
(U, i I / ,  ~(9)) est une carte vectorielle du fibré vectoriel 7(&). 

Muni de cette structure, ~ ( d l )  s'appelle le jibré vectoriel déduit de la 
famille A par lefoncteur vectoriel 7. 

7.6.3. Soit f un morphisme de B dans une variété B'. Soit A = (Mi) 
(resp. .,dl' = (M")) un famille indexée par 1 de fibrés vectoriels de base 
B (resp. Br). Pour tout i~ I , ,  soit gi unf-morphisme de Mi dans M" 
et pour tout ic 1-, soit gi un f-comorphisme de M" dans Mi. Posons 
g = (g,),,, et pour b E B, posons g, = ((gi)& (cf. 7.2.1 et 7.2.6). 11 existe un 
f-morphisme et un seul, noté ~(g) ,  de ~ ( d )  dans 7(Af)  tel que 7(g), = ~(g,) 
pour tout b E B. 

Si en particulier Mi = f *Mli, les gi étant les morphismes ou comor- 
phismes canoniques, alors le B-morphisme de r(&) dans f *r(A") défini 
par ~ ( g )  (7.2.4) est un isomorphisme: on exprime ce fait en disant que T 

commute aux images réciproques. 
En particulier soit B' une sous-variété de B et posons .AI B' = (M'IB')i,, . 

Les fibrés vectoriels t(A)lB1 et r(dlB') sont alors canoniquement BI-iso- 
morphes. 

7.6.4. Soient 7, 7,, . . . ,7, des foncteurs vectoriels (de type 1 et de classe Cr). 
Un morphisme d-linéaire 0 de (T,, . . . , T ~ )  dans T est la donnée pour 
toute famille Y d'espaces de Banach indexée par 1 d'une application 
d-linéaire continue 0, de ?,(.y-) x . - . x rd(Ye) dans z(.Y'), cette donnée 
satisfaisant à la condition suivante : pour tout f E Hom(V', V- ' )  on a 

Pour d = 1, on dit simplement un morphisme de 7, dans T. 
Soit alors une famille indexée par 1 de fibrés vectoriels de base B. 

I l  existe un B-morphisme d-linéaire 0, et un seul de 7 , ( d )  x , - . - x , zd(A) 
dans 7(A) tel que (O,), = O,, pour tout b E B. 

Avec les notations de 7.6.3., on a 

7(g) 0 0, = O,. 0 (T , (g) x - . . x zdg)). 

Si d = 1, et si 8 est un isomorphisme (ce qui veut dire que 0, est un iso- 
morphisme pour toute famille V'), alors 8, est un isomorphisme. 
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7.6.5. Les définitions et résultats des n 0 V 6 2  a 7.6.4 s'étendent au cas des 
foncteurs vectoriels en dimension finie, a condition de supposer partout 
les fibrés vectoriels donnés de rang fini. 

Ils s'étendent également au cas suivant: soit L un corps muni d'une 
structure de K-algèbre de dimension finie; on prend pour z un foncteur 
vectoriel sur L (i.e. satisfaisant aux hypothèses de 7.6.1 où l'on a remplacé 
K par L), et on ne considère que des fibrés vectoriels sur L au sens 
de 7.3.4. 

7.6.6. On appelle foncteur vectoriel (resp. en dimensionfinie) pour les isomor- 
phismes la donnée pour tout espace de Banach V (resp. tout espace vectoriel 
de dimension finie sur K) d'un espace de Banach r(V) et pour tout iso- 
morphisme f de V sur un espace de Banach V' d'un isomorphisme T( f )  
de z(V) sur 7(V'), ces données étant assujetties a la condition (a) de 7.6.1 
et a la condition suivante: 

(b') L'application f H z( f )  du sous-ensemble ouvert de 2 ( V  ; V'l cons- 
titué par les isomorphismes de V sur V', dans Y(7(V); t.(V1)), est de classe 
C' . 

Les définitions et résultats des nos précédents s'étendent au cas des fonc- 
teurs vectoriels pour les isomorphismes (en faisant 1, = ( 1  1 et 1- = a), 
à 1 'exception de ceux du premier alinéa du no 7.6.3. 

7.7. Sommes directes, fibrés d'applications multilinéaires, dual 

7.7.1. On suppose que 1- = @. On définit un foncteur vectoriel o appelé 
foncteur somme directe en posant o ( V )  = @ V i  et cr(f) = Of;,. Si 

i d  iel 

A%! = (Mi)i,, est une famille de fibrés vectoriels de base B, le fibré vectoriel 
a(-&) est appelé la somme directe des Mi et est noté @Mi.  Pour tout 

isl 

b E B, la fibre en b de @ Mi est la somme directe des fibres des Mi en b. 
isl 

Soit U un ouvert de B et soit si E i"',i(U) (pour i E 1). L'application 
b H x si(b) est alors une section, notée 1 si, de classe C' de M = @ Mi 

i d  i id 

et l'application H si est un isomorphisme de W(U)-modules de 
i 

@ ipMi(U) sur YM(U)- 
iel 

La variété sous-jacente à @ Mi s'identifie au produit fibré n,Mi. 
i d  

On désigne par pr, le morphisme de fibrés vectoriels de @ Mi dans Mi 
iË1 

qui sur chaque fibre @ Mi est la i-ème projection. On définit de même - 
id 

l'injection canonique ji de Mi dans Mi. 
id 

Soit f un morphisme de B dans une variété B'; soit H un second 



ensemble fini et soit A" = (N~),, ,  une famille de fibrés vectoriels de base B'. 
L'application u -. @pr,o u 0 ji)(h,ik, est une bijection de l'ensemble des 

iEl 

f-morphismes de @ M i  dans @ Nh sur l'ensemble des matrices 
LI h el 

( u ~ , ~ ) ( ~ , ~ , ~ ~ ~ ~ ,  où u ~ , ~  est unfmorphisme de M' dans N ~ .  

Si 1 = il, 21, la suite 
o - , M ~ , . ~ M ~ ~ M ~ P = ~ M ~ , o  

est exacte directe. 
Inversement, soit M un fibré vectoriel de base B et soit M' un sous- 

fibré vectoriel de M. Supposons que la variété B soit paracompacte et que 
l'une des deux conditions suivantes soit satisfaite : 

(i) K est différent de R ou C; 
(ii) K = R, r # w et la variété B admet des partitions de l'unité de 

classe C' (5.3.6). 
Il existe alors un sous-fibré vectoriel M" de M tel que M s'identifie a 

la somme directe M' @ MW. 

7.7.2. Supposons que 1 + = (O] et que 1- = (1,2,. . . , d). On définit un fonc- 
teur vectoriel qd de type 1 et de classe C' en posant ?,(Y-) = Y ( V , ,  . . . , V ,  ; V,)  
et qd(f)(u) = fo 0 u O ( f i  x . - - x fd) pour u E qd (Y ) .  Si Ji' = est une 
famille de fibrés vectoriels de base B, le fibre vectoriel ?,(A') se note 
a M 1 ,  * .  . , Md; Mo). 

Soit u un morphisme multilinéaire de M l  x, - - .  x, Md dans Mo. 
L'application û : b - u, est alors une section de 9 ( M 1 ,  . . . , M d ;  Mo)  et 
I'application u ++ û est bijective. 

7.7.3. Gardons les notations de 7.7.2 et supposons de plus que d = 1. Le 
fibré vectoriel 9 ( M l  ; Mo)  s'appelle alors le$bré des homomorphismes de 
M l  dans Mo. Ses sections correspondent aux B-morphismes de M l  dans 
M o .  . 

Si de plus Mo est le fibré trivial KB, le fibré vectoriel Y ( M , ; K , )  
s'appelle le dual de M = M l  et se note M':  la fibre (M'),  est l'espace des 
formes linéaires continues sur la fibre M ,  de M au point b E B. 

Si s (resp. t )  est une section de M (resp. M') sur un ouvert U de B, 
l'application b-  (b, (s(b), t(b))) est une section, notée (s, t )  du fibré 
trivial K,. ' 
7.8. Fibrés d'applications multilinéaires alternées 

Dans les nos 7.8.1 à 7.8.5, on suppose que K est de caractéristique O ou 
que lesftbrés vectoriels considérés sont de rangfini. On ignore si la définition 
du foncteur a, donnée dans 7.8.1 peut se faire sans aucune restriction. 

7.8.1. Prenons 1 + = (O), 1 - = (1) et soit d un entier 2 1. On définit un 

' Lorsque M est de rang fini, on écrit M* au lieu de M'. 
6 - B .  



foncteur vectoriel ord en désignant par ad(P ) l'espace de Banach des appli- 
cations d-linéaires continues alternées de Vf dans Vo et en posant 
ad(f)(u) = fo 0 u Q f d, pour u E O L , ( ~ ) .  Le fibré vectoriel ad((Ml, Mo)) se note 
Altd(M,; Mo) et s'appelle le fibré vectoriel des applications d-linéaires 
alternées de Ml dans Mo. 

L'injection canonique de Altd(Ml ; Mo) dans Y(M ,, . . . , Ml ; Mo) 
est un morphisme de fibrés vectoriels ; Altd(M, ; Mo) est un sous-fibré 
vectoriel de 94"(M1, . . ., M, ; Mo). 

On a AItl(M1 ; Mo) = 9 ( M 1  ; Mo). On pose AltO(M, ; Mo) = Mo. 
Si o est une section ' de AItd(M, ; Mo) et si s , ,  . . . , s, sont des sec- 

tions de M ,, il existe une section et une seule de Mo, notée o(sl, . . . , s,), 
telle que 

w(sl, . . . , sd)(b) = o(b)(s1(b), . . . , sdb)) pour tout b E B. 

7.8.2 Soit cp un accouplement de N x, N' dans N" (cf. no 7.3.1) ; pour 
chaque b, on a une application bilinéaire cp, de Nb x Nb dans Nb qui 
définit (cf. A, III, p. 142) une application bilinéaire de 

dans Altd+e(M ; N"),. La collection de ces applications bilinéaires définit 
un accouplement u de 

Alt"(M ; N )  x, Alte(M ; N') 

dans Ah?+e(M;N"); si O et of sont respectivement des sections de 
Alt"(M;N) et AP(M;Nf) sur un ouvert U, la section u(o, w') de 
Altd+'(M ; N )  sur U sera notée o A, 0', et appelée le produit extérieur 
de o et o'. - 
On a la formule : 

où les si sont des sections de M sur U, et où la sommation est étendue aux 
permutations o de {1,5 . . . , d + e )  telles que 

o(1) c . - - < o(d) et o(d + 1) < . - < o(d + e). 

7.8.3. Soient M un fibré vectoriel et A un fibré en algèbres, de base B. 
Supposons que les fibres A, de A soient des algèbres associatives et com- 
mutatives, possédant un élément unité, noté e,. Pour tout ouvert U de 
B, nous noterons @(U) le Vr(U)-module formé des sections du fibré 
Altd(M;A) et R*(U) la somme directe des @(U) pour d 2 O. Les 
multiplications sur chaque fibre définissent un accouplement de A x ,A 
dans A, d'où (7.8.2) une structure dlalgèbre graduée sur R*(U), qui est 
associative et anticommutative. La sous-algèbre QO(U) est l'algèbre des 

' Lc lecteur aura soin de ne pas confondre cet emploi de la lettre o avec celui défini p. 10. 



sections de A. Un élément o de Q1(U) s'identifie à un U-morphisme de 
MIU dans A(U (7.7.3) : si s E YM(U), nous noterons (o, s) la section 
w(s) de A (7.4.2). Soient sj  E 9h(U)  et oj E Q1(U) (pour 1 < j < 6); 
on a :  

(2) o(sl, . . . , s,) = det((oi, si)) pour w = o, A . . . A wd. 

7.8.4. Soit d 2 1. Il existe un accouplement i de M x, AIP(M ; A) dans 
Ahd-'(M; A) dont la restriction à chaque fibre est donnée par le produit 
intérieur droit (cf. A, III, p. 156). Si s est une section de M sur rouvert U 
et si o E Od(U), on note i(s)o la section i(s, w) de Ahd-l(M ; A) sur U ; 
on pose i(s)w = O pour w dans QO(U). 

On associe ainsi à toute section s de M sur U un endomorphisme 
du T(U)-module S1*(U). On a le formulaire : 

(5) i(s)w = (O, s> pour o E Q1(U) 

(6) i(s) . (w A w') = i(s)w A w' + (- 1)"o i(s)ml pour w E P ( u )  

Dans la dernière formule, les oi sont dans Q1(U) et le signe indique 
que le symbole qu'il surmonte doit être omis. 

Toutes les opérations décrites ci-dessus sur les sections sont multilinéaires 
sur l'anneau gr(U ; K). 

7.8.5. Soit L une algèbre de Banach sur K. Les définitions et résultats des 
no 7.7 et 7.8 s'étendent au cas des fibrés vectoriels sur L : on définit de manière 
analogue les fibrés d'applications L-multilinéaires ou L-multilinéaires alter- 
nées. 

7.9. Produits tensoriels, espaces tensoriels, algèbre extérieure 

On garde les notations de 7.6. De plus, on désigne par L un corps com- 
mutatif muni d'une structure de K-algèbre de dimension finie et on appelle 
fibré vectoriel un fibré vectoriel sur L, de base B et de rang localement 
fini. 

7.9.1. Supposons que 1- = 0. Si Y et Y-' sont deux familles indexées 
par 1 d'espaces vectoriels de dimension finie sur L, on désigne par ,z(V) 
le produit tensoriel des V i  pour i E 1 (A, II, p. 71) et si f E Hom (-Y, Y'), 
on pose z(f) = Of; On définit ainsi un foncteur vectoriel sur L en dimen- 
6*-B. 
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sion $nie et si A! = (Mi),, est une famille de fibrés vectoriels, on désigne 
par @ Mi et on appelle produit tensoriel (sur L) des Mi le fibré vectoriel 

KI  

44. 
Si si est une section de Mi sur l'ouvert U de B (pour i E 1), l'appli- 

cation b HO si(b) est une section de @ Mi, notée @ si. L'application 
icl i d  i d  

(si),,, H @ si est muitilinéaire sur l'anneau V(U ; L). 
isl 

7.9.2. Les isomorphismes canoniques définis dans Alg., chap. II fournissent 
des isomorphismes de foncteurs vectoriels. Il en résulte d'après 7.6.4 des 
isomorphismes de fibrés vectoriels. Par exemple, on a des isomorphismes 
canoniques : 

etc. 

7.9.3. Soit M un fibré vectoriel et soient 1 et J deux ensembles finis 
disjoints. Le fibré tensoriel T:(M) est défini comme le produit tensoriel 
@Ma,  où Ma = M si ~ € 1 ,  et Ma = M* si U E  J, M* désignant le 

a~1uJ  

dual de M (A, III, p. 63). La fibre T:(M), de ce fibré en un point b est 
égale à l'espace tensoriel T;(M,) défini en Alg., loc. cit. Lorsque 1 = { 1, . . . p ) 
e t J  = { p  + 1, . . . , p +  q) ,onécri tT~(M)aul ieudeT~(M);ona 

La donnée d'un ordre total sur 1 et sur J définit un isomorphisme canonique 
de T\(M) sur T;(M). 

7.9.4. Si 1 (resp. J) est réunion de deux sous-ensembles disjoints 1' 'et 1" 
(resp. J' et J"), T:(M) s'identifie canoniquement au produit tensoriel 
Tj:(M) O Tj::(M). En particulier, si s' (resp. s") est une section de T::(M) 
(resp. de T&(M)), le produit tensoriel s' @ s" s'identifie à une section de 
T:(W 

7.9.5. Le dual de T:(M) s'identifie à Ti(M). 

7.9.6. Soient i E 1 et j é J. Pour tout b E B, I'homomorphisme de contrac- 
tion des indices i et j est défini (cf. Alg., loc. cit.); c'est un homomorphisme 
(c;), : Tj(M,) -+ T:1i:(Mb). La collection des (cj), définit un morphisme 
d'espaces fibrés vectoriels 

C; : T;(M) -+ T; 1 [~I(M), 



appelé encore contraction des indices i et j. On définit de même la contrac- 
tion des indices i l , .  . . , i, de 1 avec les indices j,, . . . , j, de J. 

7.9.7. Soit d un entier >O; soient V et V' deux espaces vectoriels de 
dimension finie sur L et f E Hom,(V, V'); posons Ad(V) = E ( V )  et 
Ad( f )  = Ad( f ). On définit ainsi un foncteur vectoriel sur L en dimension 
finie et, si M est un fibré vectoriel, on note Ad(M) et on appelle puissance 
extérieure d-ème de M (sur L) le fibré vectoriel Ad(M). 

L'application canonique de @'v sur Ad(V) définit un morphisme de 
foncteurs vectoriels, d'où un morphisme, dit canonique, de @"M dans 
Ad(M). Ce morphisme est surjectg 

Les isomorphismes canoniques de l'espace des applications d-multi- 
linéaires alternées sur I'espace l\d(V*) OU sur (Ad(V))* fournissent des 
isomorphismes, dits canoniques, du fibré vectoriel Alr'(M ;L) des applica- 
tions d-multilinéaires alternées sur L, sur le fibré vectoriel fl(M*) OU sur 
( f l ( M ) ) * .  

7.9.8. Posons maintenant A(V) = A(V) et A( f )  = A (  f )  ; on définit encore 
ainsi un foncteur vectoriel sur L en dimension finie. Le fibré vectoriel A(M) 
se note A(M). Sa fibre /\(M), en b E B est l'algèbre extérieure (sur L) de 
la fibre M,. Le fibré vectoriel A(M) est un fibré vectoriel en algèbres locale- 
ment trivial. 

Les définitions et propriétés des produits intérieurs données en Alg., chap. 
III, 3' éd., tj 10 s'étendent immédiatement aux sections des fibrés vectoriels 
A(M) et A(M*) (cf. aussi,les formules (1) à (7) des no 7.8.2 à 7.8.4). 

7.9.9. Soit M un fibré vectoriel. Pour tout entier n, soit B, I'ensemble 
(ouvert) des points b E B tels que la dimension (sur L) de M, soit égale à 
n. Pour b~ B,, posons Nb = F ( M , )  et soit N l'ensemble somme des 
Nb pour b E B. Il existe sur N une structure de fibré vectoriel et une seule 
telle que l'application évidente de NIB, dans An(M)IBn soit un isomor- 
phisme pour tout n. Muni de cette structure, le fibré vectoriel N de rang un 
en chaque point se note det(M). 

7.10. Fibrés vectoriels et fibrés principaux 

7.10.1. Soit F un espace de Banach. On dit qu'un fibré vectoriel M de 
base B est pur de type F si toutes les fibres M, de M (pour b E B) sont 
isomorphes (comme espaces de Banach) à F. 

Soit M un fibré vectoriel de base B pur de type F et soit P la sous- 
variété ouverte du fibré vectoriel 9 ( F B ;  M) composée des couples (b, u) 
où b~ B et où u est un isomorphisme de F, = F sur M,. Le groupe 
GL(F) des automorphismes de F opère à droite sur P en posant 
(b, u) . g = (b, u 0 g) pour (b, U) E P et g E GL(F). Notons n, l'application 



(b, u ) ~  b de P dans B. Le quadruplet Â = (P, GL(F), B, np) (où GYF) 
est muni de sa structure canonique de variété de groupe (5.12.2)) est une 
fibration principale (6.2.1) : on l'appelle lafibrution des repères de M. L'ap- 
plication ((b, u), h) w u(h) de P x F dans M munit M d'une structure de 
fibré associé à A, defibre type F (6.5.1). 

Lorsque F = Kn, on peut identifier un isomorphisme u de F sur 
M, à la base de M, image par u de la base canonique de Kn. L'espace 
fibré des repères de M s'identifie alors à la sous-variété ouverte de 
M x , . . . x , M formée des bases (e,, . . . , e,) des différentes fibres M,. 

Soit U un ouvert de B et soit t = (U, cp, E) une carte vectorielle de 
M de domaine U, avec E = F. L'application bw(b, t,) est alors une 
section de P, notée 2, et l'application t w 2 est une bijection de l'ensemble 
des cartes vectorielles de M de la forme (U, (p, F) sur l'ensemble des 
sections de P sur U. 

7.10.2. Réciproquement, soit A = (Q, G, B, nQ) une fibration principale et 
soit cp un homomorphisme de variétés de groupe de G dans le groupe 
GYF) des automorphismes d'un espace de Banach F. Faisons opérer 
G à gauche sur F en posant g . h = cp(g)(h) (h E F, g E G). Soit M un 
espace fibré associé à A, de fibre type F, et soit p : Q x F -+ M son 
application repère (6.5.1). Soit n l'application de M dans B définie par 

Soit s une section de Q sur un ouvert U de B ; l'application 

S : (b, h) w (s(b), h) 

est alors une bijection de U x F sur n-'(U). I l  existe sur le couple (My n) 
une structure defibré vectoriel de base B et une seule pour laquelle les triplets 
t, = (U, S - ' ,  F) sont des cartes vectorielles (pour toute section s de Q). 
La structure de variété sous-jacente a cette structure est celle de l'espace 
fibré associé à A.. 

Soit q E Q ;  posons b = aQ(q) et soit u I'isomorphisme de F sur M, 
défini par u(h) = p(q, h) (pour h E F). L'application f : q w (b, u) est un 
B-morphisme de fibrations principales, compatible avec cp, de (Q, G, B,nQ) 
dans le fibré des repères (P, GL(F), B, q.) du fibré vectoriel M. 

7.10.3. Reprenons les notations du no 7.6. Pour tout i E 1, soit 

une fibration principale de base B et supposons que Gi opère à gauche 
sur un espace de Banach Vi au moyen d'un homomorphisme 

Soit M i  un espace fibré associé à Âi de fibre type Vi. Posons A = (Mi),,, 



et V' = (Vi)i,, et soit A la fibration principale produit des Ai au dessus de 
B (6.2.5). Posons II = (P, G, B, n,), avec G = n Gi. 

i d  
Soit maintenant .c un foncteur vectoriel. Pour g = (g,) E G, soit 

cp(g) l'élément de Hom (P', P') défini par : 

Le groupe G opère alors sur r(V) au moyen du morphisme g* z(cp(g)) 
de G dans GL(r(V)). 

Soit d'autre part x = (xi) un point de P et soit b = ndx). Pour 
chaque i, l'application O,, définie au no 6.5.2 est un isomorphisme de 
V i  sur (Mi),. Soit 8, l'élément de Hom(Pe, défini par; 

(BJi = si i E 1, 

(BJi=8;,' si i e I - .  

Soit p l'application (x, h ) ~  (b, r(8,)(h)) de P x r(V) danslefibrévectoriel 
r(&); 1 'application p munit r(A) d'une structure d'espace jibré associé à 
II  de3bre type z(V). 

Ces considérations se généralisent au cas de foncteurs vectoriels en 
dimension finie, ou de foncteurs vectoriels sur un corps L muni d'une 
structure de K-algèbre de dimension finie. 

7.1 1. Changement & structure 

Les structures et opérations décrits dans ce paragraphe sont com- 
patibles avec les changements de structure décrits aux numéros 5.13 et 5.14. 



APPENDICE 

Polynôme~continus et séries formelles 

Dans cet Appendice, on désigne par F un espace polynormé séparé sur K, par Ei 
(pour 1 < i < n) un espace normé sur K et par E l'espace vectoriel topolaique 
produit des Ei. 

Pour a E Nn, et 1 < j < ]al, on pose : 

(la suite des a(j) s'obtient donc en écrivant a, fois 1 , .  . . , a, fois n). 
On désigne par Eu I'espace vectoriel topologique produit de la famille des E,,, 

pour 1 9 j < lai. On désigne par Hom, (El,. . . , En; F) l'espace des applications 
la[-multilinéaires de Eu dans F et par 9,(E,, . . . , En; F) le sousespace de 
Hom&,, . . . , En ;F) formé des applications multilinéaires continues muni de la topo- 
logie de la convergence uniforme sur les parties bornées de E,; c'est un espace poly- 
normé séparé, dont la topologie peut être définie par la famille de semi-normes llu/lv 
où, pour une semi-norme y continue sur F, on note llullv la borne infé- 
rieure des nombres a 3 O tels que 

où chaque xj parcourt Eacn. 
On désigne par pi la projection canonique de E sur Ei. Pour a é  N" avec 

a # O, on note pu l'application x ~ @ , ( ~ , ( x ) )  de E dans E,. 

A.1. Une application f de E dans F est appelée un polynôme multihomogène de 
multidegré a (avec a E N") sur E à valeurs dans F s'il existe un élément 

A.2. On désigne par Pa(El, . . . , En ; F) l'image de Y',(E,, . . . , En; F) par l'application 
linéaire u - u O p. de Homu(E,, . . . , E, ; F) dans I'espace des applications de E dans 
F, munie de la topologie quotient de celle de Yu(E,, . . . , En; F). Un élément de 
Pa(El, . . . , E,; F) est appelé un polynôme-continu multihomogène de multidegré a sur 
E à valeurs dans F. La topologie de Pu(E,, . . . , E, ; F) est définie par la famille de 
semi-normes : 

llf I l y  = inf Ilully 
UÉ~P.(EI ...., E,:F).f = u - p P  

pour y décrivant l'ensemble des semi-normes continues sur F. Si F est un espace 
normé, de norme y, on écrit Il f I I  au lieu de I l  f 11,. L'espace P,(E,, . . . , En ; F) et sa 
topologie ne changent pas si l'on substitue aux normes données sur chaque Ei des 
normes équivalentes. On peut donc les définir lorsque les Ei sont des espaces vectoriels 
topologiques normables. 

En particulier, un élément de P,(E ; F) est appelé un polynôme-continu homogène de 
degré total k sur E à valeurs dans F. L'espace P,(E; F) est somme directe topolo- 
gique des espaces Pa(E,, . . . , En; F) pour la1 = k. L'espace P,(E; F) est I'espace des 
applications constantes de E dans F et on l'identifie à F. 

A.3. On désigne par P(E; F) ou P(El, . . . , En; F) le sous-espace vectoriel de I'espace 
vectoriel de toutes les applications de E dans F engendré par les sous-espaces P,(E; F). 
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11 est somme directe des sousespaces P,(E,, . . . , En ; F) pour a E N", et aussi des sous- 
espaces P,(E; F) pour k E N. Un élément de P(E ; F) est appelé un polynôme-continu 
sur E a valeurs dans F. 

A.4. Soient G j  des espaces normés (pour 1 j am). Soient f ,  s P(E1, . . . , En ; G,) 
(pour 1 < j m) et soit g E P(G,, . . . , G, ; F). L'application 

appartient à P(E,, . . . , En ; F). Si de plus fj G PdE,, . . . , En ; Gj) pour 1 6 j a m 
(avec u G Nn) et g E PB(G,, . . . , G, ; F), (avec P G  N"), on a h E PI,qn(El,. . . , En; F) 
et 

pour toute semi-norme continue y sur F (en posant Il f I l B  = n Ilf,llsj). 
I S j S m  

AS. On désigne par @E,, . . . , En; F) l'espace vectoriel produit des P,(E,,. . .;En; F) 
pour a E Nn, muni de la topologie produit des topologies discrètes sur chacun des 
facteurs. Cette topologie fait de P(E,, . . . , En ; F) un groupe topologique séparé et 
complet. L'application linéaire de P(E,, . . . , En ; F) dans P(E,, . . . , En ; F) prolongeant 
^s injections canoniques des P,(E,, . . . , En; F) est injective et son image est dense dans 
P(El, . . . , En; F): on identifie en général un polynôme-continu sur E à valeurs dans 
F avec son image dans FE,,  . . . , En ; F). 

L'application identique de P(E,, . . . , E,; F) = P(E; F) se prolonge par continuité 
en un isomorphisme de RE,, . . . , En; F) sur R E ;  F). 
Un élément .de @E,, . . . , En ; F) est appelé une série formelle à composantes continues 
(ou par abus de langage une série formelle) sur le produit des Ei à valeurs dans F. 

A.6. Soient G j  (pour 1 j m) des espaces normés et soit g E P(G,, . . . , G,; F). 
L'application f - g O f de fl P(E,, . . . , En; Gj) dans P(E,, . . . , En; F) se prolonge 

1 < j S m  
par continuité en une application (notée encore f - g 0 f )  de fl @(E~, -. . , E,,; Gj) 

1 S j S m  

dans P(E,, . . . , E,; F). 
Soient l; = (f,.,) ,,,, E P(E,, . . . , En ;Gj), ayec f,., = O. Posons f = (fj): I'appli- 

cation g +-+ g 0 f de P(Gl, . . . , G,; F) dans P(E,, . . . , En ; F) se prolonge par con- 
tinuité en une application (notée encore g* g 0 f )  de P(Gl, . . . , G, ; F) dans 
WI , . . . ,En ;F) .  
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NOTATIONS ET CONVENTIONS 

(paragraphes 8 à 15) 

Les notations et conventions des paragraphes 1 à 7 restent en vigueur. En particulier, 
la lettre K désigne R, C,  ou un corps valué complet commutatif non discret à valeur 
absolue ultramétrique. Sauf mention expresse du contraire, tous les espaces de Banach, 
toutes les variétés, tous les morphismes, toutes les fibrations . . . sont relatifs à K. 

Les conventions spéciales à chaque paragraphe sont indiquées en tête de celui-ci. 

Exposants 

Rappelons que si K = 8, on considère, soit des variétés dz@rentielles de classe Cr 
(1 6 r < m), soit des variétés analytiques, c'est-à-dire de classe Cu. Si K # R, les 
variétés sont analytiques. Autrement dit, on ne considère que des variétés de classe Cr, 
où l'exposant r appartient à l'ensemble NK suivant: 

a) Si K = R, NK est formé des entiers 3 1 et des symboles co et w.  

b) Si K # R, NK est réduit au seul élément w. 

Dans toute la suite, une expression telle que ({ Soit X une variété de classe Cr H 
sous-entend que r appartient à NK; elle est équivalente à « Soit r E N, et soit X une 
K-variété de classe Cr )>. 

Variétés de classe Co 

On convient d'appeler variété de classe Co (ou variété topologique) tout espace topo- 
logique X jouissant de la propriété suivante: pour tout x E X, il existe un voisinage 
ouvert de x qui est homéomorphe à un ouvert d'un espace de Banach réel; on emploie 
le terme de <( morphisme de classe Co )> comme synonyme d' application continue 1); 
on fait des conventions analogues pour les sections, fibrations, fibrés vectoriels, 
etc. (cf. 9 6,  note de bas de page). 

Sections 

Soit X = (X, B, T) une fibration (6.1.1) de classe Cr. Généralisant la terminologie 
introduite en 6.1.6, on appelle section de h (ou de X si aucune ambiguïté ne peut en 
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résulter) au-dessus d'me partie U de B une application s: U -t X telle que m(s(x)) = x 
pour tout x E U. Lorsque U est ouvert dans B, on dit que s est une section de classe 
Ck (O < k 6 r) si de plus s est une application de classe Ck de U dans X. Aux para- 
graphes 6 et 7, le mot de section désignait donc ce que nous appellerons désormais 
section de classe C. 



8 8. Le calcul différentiel d'ordre 1 

A partir du no 8.3, on suppose 

- soit que K est de caractéristique zéro, 
- soit que les variétés considérées sont localement de dimension finie. 

Dans ce dernier cas, les expressions (( espace de Banach, fibré vectoriel, foncteur 
vectoriel )) signifient respectivement (< espace vectoriel de dimension finie, fibré vectoriel 
de rang fini, foncteur vectoriel en dimension finie à valeurs de dimension finie )>. 

8.1. Fibré tangent 

8.1.1. Soit r E NK et soit X une K-variété de classe Cr. On note T G )  l'ensemble somme 
des espaces tangents T,(X) (5.5.1) pour x E X, et T l'application canonique de T G )  
sur X. Soit c = (U, q, E) une carte de la variété X; pour x IZ U et t E T,(X), posons 
C,(x, t) = (x, eel(t)), l'application 8, étant celle définie en 5.5.1. Le triplet 
c' = (U, <,, E) est une carte vectorielle (7.1.1) de T(X) (muni de l'application 
T :  T(X) -t X). Il existe sur T(X) une structure de fibré vectoriel de base X et de classe 
Cr-l et une seule, telle que, pour toute carte c de X, la carte vectorielle c' correspon- 
dante soit une carte vectorielle de T(X)(ll. Muni de cette structure, T(X) est appelé 
le fibré tangent de X. En particulier, T G )  est muni d'une structure de variété de 
classe Cr-l et le triplet (T(X), X, m) est unejibration (7.1.4). 

Soit U un ouvert d'un espace de Banach E et soit i l'injection canonique de U dans 
E. La carte vectorielle c' = (U, 5,, E) associée à la carte c = (U, i, E) de U définit un 
isomorphisme de T(U) sur le Jibré trivial Eu (7.1.5); on identifie ces deux fibrés au 
moyen de cet isomorphisme. 

Si X est une variété pure de type E (5.1.7), T(X) est une variété pure de type E x E. 

8.1.2. Soitf: X -t Y un morphisme de variétés de classe Cr. On définit unf-morphisme 
T(f): T m )  -t T(Y) de fibrés vectoriels de classe Cr -l par TCf)(x, t) = Cf(x), T,(f)(t)) 
pour x E X et t E T,(X). 

Si f = Id,, on a TCf) = IdT(,. Pour f: X -+ Y et g: Y -+ Z, on a T(g o n  = 

T(g) O T W -  

8.1.3. Soitf: X -t Y un morphisme de variétés de classe Cr, et soit f' : T(X) -+ f *TOI) 

l Lorsque K = R et r = 1, T(X) est un firé vectoriel topologique (cf. Notations et conventions). 



l'unique X-morphisme tel que TCf) = g 0 f', où g est le morphisme canonique 
f *T(Y) -t T(Y) (cf. 7.2.4). 

Pour que f soit une immersion (resp. une submersion), il faut et il suffit que 
O -t TG)  5 f *TOI) (resp. T e )  2 f *T(Y) + O) soit une suite exacte localement 
directe (7.5.6). Si f est une immersion, le fibré conoyau de f' est appelé fibré normal 
ou transverse de$ Si f est une submersion, le fibré noyau de f est appelé fibré tangent 
auxfibres def, ou fibré tangent relatifde X sur Y, et noté T(X/Y). Sa fibre T,(X/Y) en 
x E X est l'espace tangent en x à la sous-variété f -'(f(x)) de X. La suite 

où i est l'injection canonique, est exacte. 
Pour que f soit étale, il faut et il suffit que f ' soit un isomorphisme. 
Lorsque K est de caractéristique 0, pour que f soit une subimmersio~z, il faut et il 

suffit que f' soit localement direct. 

8.1.4. Soient X1 et X2 deux variétés. On a T(Xl x X,) = PTT@,) O p;T(X,), où 
pl et pz sont les projections canoniques (5.6.3). 

8.1.5. Soit n un entier 20; le fibré tangent T(Kn) de Kn s'identifie au fibré trivial de 
fibre Kn (8.1.1). Les sections constantes définies par les éléments de la base canonique 
de Kn forment un repère de T(Kn). 

Si X est une variété et (ul, . . . , un) un système de coordonnées de X dans un ouvert 
U de X (5.1.10), le repère précédent définit par transport de structure un repère de 
T e )  sur U; on rappelle le repère tangent défini par (ul, . . . , un) et on le note 
(alau1, . . . , a/aun) (cf. 5.5.8). 

8.2. Champs & necteurs 

Soit X une variété de classe Cr, et soit U un ouvert de X. 

8.2.1. Une section (non nécessairement continue, cf. Notations et Conventions) du 
fibré tangent T e )  au-dessus de U s'appelle un champ de vecteurs sur U. 

8.2.2. Le fibré dual T'(X) (7.7.3) de T(X) s'appelle lefibré cotangent de X. Ses sections 
s'appellent champs de covecteurs. Si f est une fonction de classe Ck sur X 
(avec 1 < k < r), à valeurs dans K, sa d~yérentielle df: x - d, f (5.5.6) est un champ de 
covecteurs de classe CL-l. Plus généralement, si f est une fonction de classe Ck sur 
X (1 < k < r), à valeurs dans un espace de Banach E, sa différentielle df est une 
section de classe Ck-1 du fibré -!?(Tm); Ex). 

8.2.3. Soit 5 un champ de vecteurs de classe Cr-l sur X, et soit f E VT(X; F) une fonc- 
tion de classe Cr à valeurs dans un espace de Banach F. On note (.$, df), ou D,(f), ou 
encore .$Cf) la fonction x - d, f(.$(x)); c'est un élément de %Pd'@; F). Pour f fixée, 
i'application 5 - D,Cf) est 'V-'(X)-linéaire. Si D J = O pour toute fonction f de 
classe Cr à valeurs dans un espace de Banach, définie dans un ouvert de X, on a 5 = 0. 

Soient E, F, G des espaces de Banach et soit (u, v) - u. v une application bilinéaire 
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continue de E x F dans G. Soient f E %'(X; E), g E V(X;  F) et soit f .g E Wr(X; G) 
leur produit. Si 5 est un champ de vecteurs de classe C-l sur X, on a 

D,Cf-g) = D , O  .g + f. D,(g)- 

En particulier, l'application D,: W(X) -t W-l(X) est une dérivation de l'algèbre 
V(X) dans le Vr(X)-module Wr-l(X). 

8.2.4. Supposons que X soit localement de diinension $nie et que l'une des deux 
hypothèses suivantes soit véritiée: 

(i) r = m et X est séparée; 
(ii) r = w et X est isomorphe à un polydisque ouvert de Kn. 

Alors, pour toute dérivation D de l'algèbre Vr(X), i l  existe un champ de vecteurs 
f de classe Cr et un seul tel que D = D,. 

8.2.5. Soient (ul,. . ., un) un système de coordonnées de X dans U, et 5 un champ de 
vecteurs sur U. La i-ième coordonnée de 6 dans le repère tangent (8.1.5) défini par 
(ul, . . ., un) est D,(ui). Autrement dit, on a 

8.2.6. Soient p: X -+ Y un morphisme de variétés de classe Cr, 6 un champ de vec- 
teurs sur X et 7 un champ de vecteurs sur Y. On dit que 5 est p-lié à 7 si, pour tout 
x E X, on a q(p(x)) = T,(tp)(&x)). Supposons qu'il en soit ainsi, et que 5 et 7 soient 
de classe Cr-l. Alors, pour tout espace de Banach E, le diagramme 

où p * w  = f 0 y, est commutatif. I' 

Lorsque p est étale, pour tout champ de vecteurs 7 sur Y, il existe un champ de 
vecteurs et un seul sur X qui est y-lié à 7; on le note p*?. 

8.2.7. Soit p: X -+ Y un morphisme de variétés de classe Cr. Si w est un champ de 
covecteurs(l) sur Y, on définit un champ de covecteurs p*w sur X par 

(p*w)(x) = "Tx(d)(w(?J(x))) (x  E W. 
Plus généralement, soit T un foncteur vectoriel (7.6) de classe Cr-l, de type 

(1 +, 1 -) avec 1, = % et 1 - réduit à un élément (un tel foncteur est dit contravariant). 
Si w est une section de classe Cr-l du fibré vectoriel T(T(Y)) de base Y, on définit une 
section tp*w de T(T(X)) par (tp*w)(x) = ~(T,(p))(w(p(x))) (x  E X). 

l Le lecteur aura soin de ne pas confondre cet emploi de la lettre w avec celui défini dans les 
Notations et Conventions. 



8.3. Formes diférentielles, dférentiation extérieure 

Rappelons que, dans ce numéro et les suivants, on suppose, ou bien que K est de 
caractéristique 0, ou bien que les variétés considérées sont localement de dimension 
finie. 

8.3.1. Soient X une variété de classe Cr et F un fibré vectoriel de classe Ck de base X, 
avec k + 1 E N, et k -t 1 < r. Soit p un entier 20 et soit AltP(T(X); F) le fibré 
vectoriel de classe Ck des applications p-linéaires alternées de T(X) dans F (7.8.1 et 
Errata au no 7.8). Une section de ce fibré au-dessus d'un ouvert U de X s'appelle une 
forme différentielle alternée (ou simplement forme différentielle) de degré p sur U, à 
valeurs dans F. Celles de ces sections qui sont de classe Ck forment un Vk(U)-module, 
noté kQp(U; F). Si E est un espace de Banach, on écrit kSZp(U; E) au lieu de "QP(U; Ex) 
et on parle de formes différentielles à valeurs dans E. Dans ces notations, on omet 
parfois k (resp. E) lorsqu'il est égal à r - 1 (resp. K). 

Une forme différentielle de degré O (resp. 1) à valeurs scalaires est une fonction 
(resp. un champ de covecteurs). 

Soit rp: Y + X un morphisme de variétés de classe Cr, et soit w E k!2p(X; F). Il 
existe alors une forme p*w E kQp(Y; rp*F) et une seule telle que 

pour tout y E Y et toute famille vl, . . . , vp d'éléments de Ty(Y). 
Si $: Z + Y est un morphisme de variétés de classe Cr, on a 

Lorsque Y est une sous-variété de X et que p, est l'injection canonique, on écrit 
parfois wlY au lieu de q~*w et l'on dit que wlY est induite sur Y par W.  

8.3.2. Les définitions et résultats du no 7.8 s'appliquent aux formes différentielles. En 
particulier, un accouplement de fibrés vectoriels F' x, Fn -t F donne naissance à un 
produit extérieur kQP'(U; F) x kSZP"(U; F") -t &QP(U; F), où p = p' + p" (7.8.2); on 
le note (or, w") H W' A w". La somme directe des "QP(U; K) pour p 2 O est ainsi 
munie d'une structure d'algèbre graduée associative et alternée (A, III, p. 53). 

Soient 5 un champ de vecteurs sur X et w une forme différentielle de degré p 2 1 
sur X, à valeurs dans un fibré vectoriel F;  le produit intérieur de f et w est la forme 
différentielle i(5, w) de degré p - 1 sur X, à valeurs dans F, définie par 

pour tout x E X et toute famille v,, . . . , vp- d'éléments de T,(X). Si w est une forme 
différentielle de degré 0, on pose i(f, w) = O. On écrit également i(8w ou itw à la 
place de i(t9 w). Lorsque F = Kx, la définition donnée ci-dessus coïncide avec celle 
de 7.8.4. 

Soit F' x, F" + F un accouplement de fibrés vectoriels. Pour w' E kQP'(U; Fr) et 
w" E kQp"(U; F"), on a 

(4) i(5)(wr A O") = (i(5)wt) A wn + (-l)P'w' A i(f)wD. 



8.3.3. Soit (ul,. . ., un) un système de coordonnées dans l'ouvert U de X. Tout 
élément w de kQP(U; F) s'écrit de façon unique 

w = 2 Al,  ..., i p . d ~ f l  A . - . A dufp 
fl<...<fP 

où lesf;,, ...,,, sont des sections de classe Ck de F sur U ;  dans cette formule, le signe A 
est relatif à l'accouplement canonique K, x, Kx + Kx et le point désignant le pro- 
duit est relatif à l'accouplement canonique F x, Kx + F. 

8.3.4. Soient p un entier 2 0  et r un élément de N,. Soient E et F des espaces de 
Banach, U un ouvert de E et cr E 'QP(U; F). Soit a E V(U; AltP(E; F)) l'élément corres- 
pondant à a. Si x E U ,  la différentielle d,a de en x (5.5.6) est un élément de 
9 ( E ;  AltP(E; F)); si t E E, on a (d,Ü)(t) E AltP(E; F), et, si t l ,  . . . , t p  sont dans E, on a 
(d,6)(t)(tl, . . ., t,) E F. Il existe un élément da de ' - lQP+l  (U;  F) et un seul tel que 
l'on ait 

quels que soient x E U et t,, . . ., tp dans E. 

8.3.5. Soient p un entier >O et r un élément de N,. Soient X une variété de classe 
C+l, F un espace de Banach, et w E ~ Q ~ ( X ;  F). Il existe une forme différentielle 
n- E r-lQp+l(X; F) et une seule telle que, pour toute carte c = (U,  p, E) de X ,  si 
w, est la forme différentielle sur p(W telle que wlU = p*(w,), on ait ?r, = du,, où 
dw, est définie par la formule (5) de 8.3.4. 

La forme différentielle 4 s'appelle la diffërentielle extérieure de w ;  on la note dw. 
Elle jouit des propriétés suivantes: 

(6) Si #: Y -t X est un morphisme de variétés de classe Cr+l, et si w E 'Qp(X;  F), on 
a #*(dw) = d(#*w); en particulier, d commute à l'opération de restriction à une 
sous-variété. 

(7) Pour p = 0, l'application d:  'QO(X; F) + ' - lQ1(X;  F) coïncide avec celle 
définie en 8.2.2. 

(8) Si r 2 2 et si w E 'Qp(X; F), on a d(dw) = O.'=) 
(9) Pour toute application linéaire continue u:  F -+ F' d'espaces de Banach, on a 

d(u(w)) = u(d(w)) pour w E rQp(U; F). 
(10) Pour toute application bilinéaire continue F' x F" 4 F d'espaces de Banach, 

on a 
d(w' A w") = (dw') A w" + (- l ) P ' ~ '  A dw" 

pour w' E 'Qp'(X; FI) et w" E 'BP"(X; F"). 

8.3.6. Soit (ul, . . . , un) un système de coordonnées de X dans U. Soit 

Le signe * indique que le symbole qu'il surmonte doit être omis (cf. 7.8.4). 
Si w E IQp(X; F) et si do E lQP+l(X; F), on a encore d(do) = 0. 



une forme différentiellc sur U (avecf,,, ..., ip E V ( U ;  F)). On a alors 

8.3.7. Supposons K de caractéristique zéro. Soit w E 'QP(X; F) une forme différen- 
tielle de degrép 2 1 telle que dw = O. Pour tout x E X, il existe un voisinage ouvert U 
de x et une forme différentielle T E 'QP-l(U; F) tel que d~ = w sur U. 

8.4. Transformations infinésimaies 

Soient r E Ng et X une variété de classe Cr+ l. 

8.4.1. Soit T un foncteur vectoriel pour les isomorphismes (7.6.6), de classe Cr. Si E 
est un espace de Banach, on note GL(E) l'ouvert de 9 ( E ;  E) constitué par les auto- 
morphismes de E. On note TÉ l'application linéaire tangente à l'élément neutre IdE du 
morphisme 7: GL(E) -+ GL(T(E)); c'est une application linéaire continue de 9 ( E ;  E) 
dans ~ ( T ( E ) ;  T(E)).. 

8.4.2. Soit E un espace de Banach et posons F = T(E). Soient U un ouvert de E, 5 un 
champ de vecteurs sur U de classe Cr, 2: U -+ E l'application correspondante (obtenue 
en identifiant T(U) et U x E (8.1.1)), etf: U -t F une application de classe Cr. Pour 
x E U, on définit un élément (B,.f)(x) de F par la formule 

(Remarquons que l'on a d'une part &) E E et d, f E Z(E;  F), d'où d, f (((x)) E F, 
d'autre part, dx$ E 9 ( E ;  E), ~&(d,g) E 9 ( F ;  F) et f (x) E F, d'oh ~É(d,$)Cf(x)) E F). 

La fonction O,. f :  x H (8, ,f)(x) est de classe Cr-l dans U. 

8.4.3. Notons F le fibré vectoriel T(T(X)) (7.6.2 et 7.6.6). Soient f un champ de vec- 
teurs sur X et f une section de F, tous deux de classe Cr. Soient x un point de X et 
c = (U, v, E) une carte de X en x. Soient c' = (U, 5,, E) la carte vectorielle corres- 
pondante de T e )  (8.1.1) et ~(c') = (U, 1G,, T(E)) la carte vectorielle correspondante 
de F (7.6.2). Posons xc = p(x); soient 5, i'application de v(U) dans E telie que 
5,(f(u)) = (u, f,(cp(u))) et fe l'application de q(U) dans T(E) telle que cGcCf(u)) = 
(u, f,(q(u))) pour tout u E U. Notons a, l'élément (Occ .fc)(xc) de T(E) défini en 8.4.2. Il 
existe un élément a de F, et un seul tel que #c(a) = (x, a,) pour toute carte c de X en x. 
On le note (O, .f)(x). Il ne dépend que des germes d.e f et f en x (et même seulement 
de leur jet d'ordre 1 (12.1.2)). 

L'application 6,. f : x +-+ (8, .f)(x) est une section de classe Cr-l de F; elle dépend 
de façon K-bilinéaire du couple ((,fi. 

8.4.4. Conservons les hypothèses et notations précédentes. Il existe (7.6.4) un mor- 
phisme de fibrés vectoriels T' et un seul de 9(T(X); TOC)) dans 9 ( F ;  F) tel que, pour 



tout x E X, la restriction de r1 à la fibre S'(T(X); T(X)), = 2'(Tx(X); T,(X)) soit 
égale à 7&, (8.4.1). Si g est une fonction de classe Cr dans X, à valeurs dans K, on a 

%, -f = go, -f - T'(dg 63 f ) W  
(dans cette formule, on identifie dg @ f, qui est une section de T1(X) @I T e ) ,  à une 
section de 2'(T(X); T(X)); son image /(dg @ f) est une section de 9 ( F ;  F) et trans- 
forme f en une section de F). 

8.4.5. Soient 1 un ouvert de K contenant O, U un ouvert de X et une application 
de classe Cr de 1 x U dans X. Pour (t, X) E I x U, on note et,, le vecteur 
(1, O) E K x T,(X) = T,,,,(I x U). Pour t E 1, on note qt l'application de U dans X 
définie par yt(x) = g~(t, x) (x E U). On suppose que les trois conditions suivantes sont 
verifikes : 

a) v0 est l'injection canonique de U dans X; 
b) pour tout t E T, l'application vt est un isomorphisme de variétés de classe Cr 

de U sur un ouvert de X; 
C) la section (t, x) H T(t,X)(v)(~t, ,) du fibré y*T(X) est de classe Cr. 

De plus, on pose: 
4 5(x) = T(o. X)(P))(&O, x) POUT tout X E U- 

L'application f :  x n f(x) est un champ de vecteurs de classe Cr sur U. On dit que 
c'est le champ initial (ou de départ) de 9. 

Soit T un foncteur vectoriel pour les isomorphismes, de classe Cr; posons 
F = T(T(X)) et soit f une section de classe Cr de F sur X. Pour x E U et t E 1, posons 
P): f (x) = T(T,(P)~) - l)( f (vt(x))) ; c'est un élément de F,. L'application t ++ f (x) de 
1 dans F, est de classe Cr-l pour tout x E U et l'on a 

(2) 
d 

(vtf (x))t = = (Ot .f)(x) pour tout x E U. 

8.4.6. Etant donnés un champ de vecteurs ( de classe Cr sur X et un point xo de X, il 
existe un ouvert 1 de K, contenant O, un ouvert U de X contenant xo et une application 
v: 1 x U + X de classe Cr satisfaisant aux conditions a), b) et c) de 8.4.5 et telle que 
le champ initial de y soit la restriction fIU de 5 à U. 

8.4.7. Exemple. - Soient F un espace de Banach et p un entier 2 O. Si V est un espace 
de Banach, posons ap(V) = AltP(V; F); si u est un isomorphisme de V sur un espace 
de Banach V', désignons par cr,(u) l'isomorphisme de ap(V) sur ap(V1) déduit de u par 
transport de structure. On obtient ainsi un foncteur vectoriel pour les isomorphismes, 
que l'on note a, (7.8.1 et Errata au no 7.8). On peut lui appliquer ce qui précède; on a 

a,(T(X)) = Altp(T(X); F). 

Les sections de ap(T(X)) sont les formes différentielles de degré p sur X, à valeurs 
dans F; si w est une telle forme et si f est un champ de vecteurs sur X, tous deux de 
classe Cr, O,. w est une forme différentielle de degré p sur X, à valeurs dans F et de 
classe C'-'. On a 

(3) 0,. w = d(i(5) w )  + i(() dw 



et, lorsque r 2 2, 

(4) 8,.dw = d(8,. w). 

Lorsque p = O, le foncteur cc, est le foncteur vectoriel constant défini par F; le 
fibré a,(T(X)) s'identifie au fibré trivial Fx, et les sections de ce fibré s'identifient aux 
fonctions sur X à valeurs dans F. Si f est un champ de vecteurs de classe Cr sur X et si 
f E Vr(X; F), on a 

c'est un élément de Vr-l(X; F). 

8.4.8. Soient T et 7, deux foncteurs vectoriels pour les isomorphismes. Un morphisme 
de foncteurs vectoriels h: + T définit un morphisme de fibrés vectoriels, noté encore 
h, de T,(T(X)) dans TV@)) (7.6.4), et fait correspondre à une section f de T,(T(X)) une 
section hCf) de T(T(X)). Si 5 est un champ de vecteurs sur X, et si f et 6 sont de classe 
C', on a 0,. h(f)  = h(t9, .f). 

Plus généralement, soient T, TI,. . ., rd des foncteurs vectoriels pour les isomor- 
phismes et soit h: (T,, . . . , T ~ )  -+ T un morphisme d-linéaire (7.6.4). Soitf; E 3&,,,,(~) 
(pour i = 1, . . . , d), et soit l un champ de vecteurs de classe Cr sur X. On a 

Par exemple, si f est une section de T(T(X)) et g une fonction sur X, à valeurs dans 
K, toutes deux de classe Cr, on a 

Si w, et w, sont deux formes différentielles de classe Cr, à valeurs dans des espaces 
de Banach F, et F, respectivement, on a 

le produit extérieur étant pris par rapport à une application bilinéaire continue de 
F, x F2 dans un espace de Banach F. 

8.4.9. Soient T un foncteur vectoriel pour les isomorphismes, contravariant (8.2.7), de 
classe Cr, rp: X -+ Y un morphisme de variétés de classe Cr+ l, 4 (resp. un champ de 
vecteurs de classe C' sur X (resp. Y) tels que 5 soit plié à q (8.2.6). Pour toute section 
f de T(T(Y)), de classe Cr, on a 

rpye, .f) = 0, .rp*$ 

8.5. Le crochet 

Soit r E NK et soit X une variété de classe Cr+ l. 

8.5.1. Appliquons les définitions du no 8.4 en prenant pour T le foncteur identique: 
T(V) = V pour tout espace de Banach V et ~ ( u )  = u pour tout isomorphisme u 



d'espaces de Banach. On a alors T(T(X)) = Tm. Si S: et 7 sont deux champs de 
vecteurs de classe Cr sur X, on pose 

(1) [ f , d  = 4.7;  

c'est un champ de vecteurs de classe Cr-l sur X, appelé le crochet de 5 et de 7. 

8.5.2. L'application (6, v) i-t [S: ,  71 est K-bilinéaire et alternée. Si f et g sont des 
fonctions de classe Cr sur X, à valeurs dans K, on a: 

(2) Lf5, g.11 =fg[S:, 71 + CfD& - (gDqf)S:- 

8.5.3. Soit F un espace de Banach. On a 

(3) Dc,n1= D,o D, - Dno D, 

dans l'espace des applications de Vr+l(X; F) dans Vr-I(X; F). 
Si r 2 2 et si 5 est un troisième champ de vecteurs de classe Cr sur X, on a 

(4) [ [S : ,  71, 51 = [S: ,  [v, 511 - h ,  15, 511 (') 

Plus généralement, si r 2 2 et si T est un foncteur vectoriel pour les isomorphismes, 
on a 

( 5 )  OC<, n~ = 0, O e n  - e n  

dans i'espace des applications de z(X) dans %-") (avec F = TOT@))). 
Si r 2 CO, les champs de vecteurs de classe C' sur X forment une K-algèbre de Lie 

pour le crochet (LIE, 1,s 1, no 2). 

8.5.4. Soient E un espace de Banach, U un ouvert de E, f et 7 deux champs de vecteurs 
de classe Cr sur U, identifiés à des éléments de Vr(U; E). Leur crochet est donné par la 
formule : 

(6) [ 4 , ~ 1  = - DnS- 

8.5.5. Soit (ul,. . . , un) un système de coordonnées de X dans un ouvert U. Soient 
a a S: = 2 ai - et 7 = 2 b" - deux champs de vecteurs de classe Cr sur U. Posons 

auf aui 

8.5.6. Soient T: X -t Y un morphisme de variétés de classe Cr+l, S:, et f2  deux champs 

La formule (4) est encore exacte si l'on suppose seulement que les champs de vecteurs 6,  7, 5, 
[&VI, [q, 51, [5, sont tous de classe Cl. 

2-B. 



de vecteurs sur X, ql et 7, deux champs de vecteurs sur Y, tous de classe Cr. Si tl et f2 
sont pliés à 7, et 72 respectivement, [LI, L2] est Q-lié à [v1, qa]. 

8.5.7. Soit w une forme différentielle de degré p sur X, à valeurs dans un espace de 
Banach F et de classe Cr, et soient L0, . . . , tp des champs de vecteurs de classe Cr sur 
X. On a 

Si t et 7 sont des champs de vecteurs de classe Cr, on a 

(10) et i ( d  - i h )  8, = 71) 

dans l'espace des applications de 'Qp(X; F) dans r-lQp-l(X; F). 
Pour p = 1, la formule (9) s'écrit: 

(11) d4L, 7) = D<<I, 0)  - Dn<L, W> - <[L, 71, 

8.6. Relèvements 

Soit r E NE et soit g: X + Y un morphisme de variétés de classe Cr+l. 

8.6.1. Un relèvement de g dans TOC) est une application 
diagramme 

TOI) 

z,h : X -+ T(Y) telle que le 

/ ln 
X-Y 

soit commutatif, m désignant la projection canonique de TOI) sur Y. La donnée de 
équivaut à celle d'une section du fibré vectoriel g*TOC) image réciproque par g  de 
TOI). 

La notion de relèvement généralise celle de champ de vecteurs (à laquelle elle se 
réduit lorsque g = Idx); une partie importante des déwtions et résultats relatifs aux 
6, et i ( 0  s'étendent aux relèvements; nous nous bornerons à en indiquer brièvement 
quelques-uns. 

8.6.2. Soit z,h: X 4 T(Y) un relèvement de g :  X -+ Y, et soit w  une forme différentielle 
de degré p sur Y, à valeurs dans un fibré vectoriel F de base Y. Lorsquep 2 1, on 
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note i(+, w) ou i(#)w ou &(a) la forme différentielle sur X, de degré p - 1, à valeurs 
dans g*F, telle que 

(1) i(*, w)X(~I, . - , vp- 1) = wP(X)(*(X), - VI, - . TXk) * OP - 11 
pour tout x E X et toute famille v,, . . . , v , - ~  d'éléments de Tx(X). Lorsque p = O, on 
pose i(+, w) = O. On dit que i(#, w) est leproduit intérieur de + et de w; si + et w sont de 
classe Cr, il en est de même de i(+, w). Soit F' x, Fa F un accouplement de fibrés 
vectoriels de base Y. Pour w' E 'QP'(Y; F') et wa E rQP"(Y; F3, on a 

(2) i(+)(wl A a")= (i(+)w') A g*wa + (- l)Pg*wl A i(#)wU. 

8.6.3. Exemples 
a) Un champ de vecteurs 5 sur X définit un relèvement T(g) 0 t de g dans TOI), et 

l'on a: 

(3) iCr(g) O 5) = i(5) O g*. 
b) Un champ de vecteurs q sur Y définit un relèvement r ]  O g de g dans TOC), et 

l'on a: 

(4) i(r] O g) = g* 0 i(q). 
c) Plus généralement, soit h: Y -t Z un morphisme de variétés de classe Cr+l. Si 

# est un relèvement de g dans TOC), alors T(h) 0 # est un relèvement de h 0 g dans 
T(Z) et i'on a: 

(5)  i(T(h) 0 $1 = i(#) 0 h*. 

Si p est un relèvement de h dans T(Z), alors p O g est un relèvement de h 0 g dans 
T(Z) et l'on a: 

8.6.4 (a Transformations idhitésimales n). Soit # un relèvement de classe Cr de g et 
soit w une forme différentielle de degrép sur Y, à valeurs dans un espace de Banach F, 
et de classe Cr. La forme différentielle sur X 

(7) d(i(#)w) + i(#)dw 
est de degré p et de classe Cr-l; on la note O,. w. 

Si f est une fonction de classe Cr sur X, on a 

8.6.5 (« Caractérisation de 8,. w comme dérivée ))). Conservons les hypothèses de 
8.6.4. Soit x EX. Il existe alors un voisinage ouvert U de x, un voisinage ouvert I 
de O dans K, et un morphisme G: I x U += Y, de classe Cr, ayant les deux propriétés 
suivantes : 

a) Pour tout x E U, on a G(0, x) = g(x). 
b) Pour tout x E U, l'image par T(,,,(G) du vecteur tangent (1, O) est égale à 



Supposons que (U, 1, G) vérifie ces conditions; pour tout t €1, notons Gt 
l'application x +-+ G(t, x) de X dans Y; posons ot = Gf(o). Pour tout x E X, l'appli- 
cation t H q(x) de 1 dans Alt*(T,(X), F) est de classe Cr, et sa dérivée à l'origine 
est donnée par la formule 

8.7. Affaiblissement de structure 

Dans ce no, on suppose K = R. 

8.7.1. Soit X une variété de classe CS, et soit F un fibré vectoriel sur X, de classe Ck, 
avec O < k < S. Si O < k' < k, il existe sur F une structure F,. et une seule de fibré 
vectoriel de base X et de classe CL' telle que toute carte vectorielle de F soit une carte 
vectorielle de F, .  On dit que F r  se déduit de F par aflaiblissement de la structure de 
fibré de F. 

8.7.2. Soit r E NR avec r < s, et soit Xr la variété de classe Cr sous-jacente à X (5.13.1). 
Le fibré tangent Tmr) est de classe Cr-l; c'est le fibré obtenu par affaiblissement de 
structure à partir du fibré tangent Tm), qui est de classe Cs-l. 

Soit F un fibré vectoriel sur X, de classe Ck, pour O < k < r - 1. Les formes 
différentielles de classe Ck sur X à valeurs dans F s'identifient canoniquement aux 
formes différentielles correspondantes sur X,. Les diverses opérations sur ces formes 
décrites dans le reste de ce paragraphe sont compatibles avec cette identification. 

Dans la suite de ce fascicule, nous laisserons souvent au lecteur le soin d'expliciter 
les autres résultats de ce genre. 

8.8. Variétés presque complexes et variétés complexes 

Dans ce no, on suppose K = R et on désigne par X une variété (réelle) de classe Cr, 
avec r E NE. 

8.8.1 (a Fibrés vectoriels complexes v). Un fibré vectoriel sur C de base X (7.3.4) est 
aussi appelé unjibré vectoriel complexe de base X. Si M est un tel fibré vectoriel, on 
appelle carte oectorielle complexe de M un triplet (U, q, E), oh U est un ouvert de X, 
E un espace de Banach complexe et rp un isomorphisme de fibrés vectoriels com- 
plexes de MIU sur le fibré trivial Eu = U x E. Une famille (Ui, qi, Et) de cartes 
vectorielles complexes de M dont les domaines de définition Ui recouvrent X est 
appelée un atlas vectoriel complexe de M ; tout fibré vectoriel complexe possède un atlas 
vectonel complexe (7.3.3). 

On dit parfois C-vectoriel au lieu de vectoriel complexe. De manière analogue, on 
dit parfois, lorsqu'on veut parler d'un fibré vectoriel sur R, d'une carte vectorielle 
ordinaire de ce fibré, etc., a vectoriel réel )> ou a R-vectoriel >> au lieu de e vectoriel D. 

Soit M un fibré vectoriel complexe de base X. Il existe un automorphisme j et un 



seul du fibré vectoriel (réel) sous-jacent à M (7.3.3) dont la restriction à chaque fibre 
est la multiplication par l'élément i de C; le carré de j est égal à - 1. Réciproquement, 
si M est un fibré vectoriel (réel) de base X et j un automorphisme de M tel que j2 = - 1, 
il existe sur M une unique structure de fibré vectoriel complexe admettant M comme 
fibré vectoriel (réel) sous-jacent et pour laquelle j est la multiplication par i. 

8.8.2 (4 Complexification d'un fibré vectoriel B). On définit un foncteur vectoriel T en 
posant T(E) = E @ C pour tout espace de Banach (réel) E, et ~ ( u )  = u @ Idc pour 
tout morphisme u: E -+ E' d'espaces de Banach (réels). 

Si F est un fibré vectoriel de base X et de classe Ck (O < k < r), son transformé par 
le foncteur vectoriel T se note F @ C. Il existe sur F @ C une unique structure de 
fibré vectoriel complexe de base X et de classe CL, compatible avec sa structure de 
fibré vectoriel (réel) et induisant sur chaque fibre (F @ C), = F, @ C sa structure 
canonique d'espace de Banach complexe (EVT, II, fj 8, no 1, Exemple). Muni de cette 
structure, on dit que F @ C est le complexifié de F. 

Soit U un ouvert de X; l'application canonique 

%Yu> @ c -+ %%c(v) 

est un isomorphisme, par lequel on identifie ces deux espaces. Si s E &kc(IJ), les 
éléments a, T de 9$(U) tels que s = a -t i~ s'appellent la partie réelle et la partie 
imaginaire de s;  la section S = a - ir s'appelle la conjuguée de S. 

En particulier, une section du fibré T(X) @ C s'appelle un champ de vecteurs com- 
plexe sur X. 

Soit H un fibré vectoriel complexe de base X. Les isomorphismes canoniques 
Alt&(T,(X); H) -t AltC(T,(X) @ C; H) définissent un isomorphisme de fibrés vecto- 
riels complexes, dit canonique, de Altk(T(X); H) sur AltC(T(X) @ C; H) (7.8.5), 
grâce auquel nous identifierons ces deux fibrés. Soit w une section de ce fibré, autre- 
ment dit une forme différentielle de degrép sur X, à valeurs dans H, et soit 5 un champ 
de vecteurs complexes, de partie réelle t et de partie imaginaire 7. On pose alors: 

i(5, w) = i(5, a )  + i.i(7, w). 

Si H est un fibré trivial, on pose 

Oc.w = OC.w + i O , . o .  

De même, on étend par linéarité le crochet aux champs de vecteurs complexes. Les 
formules des nos précédents restent valables. 

8.8.3. On appelle structure presque complexe de classe CL (k < r - 1) sur X la 
donnée d'une structure de jîbré vectoriel complexe sur T(X), de classe CL, ayant pour 
structure réelle sous-jacente la structure naturelle de TG). Une telle structure équivaut 
à la donnée d'un automorphisme j de classe CL de T(X) tel que j2 = - 1. 

Donnons-nous une telle structure. Prolongeons j en un C-automorphisme de 
T(X) Qg C. Il existe une décomposition et une seule de T(X) @ C en somme directe de 
deux sous-fibrés complexes : 



telle que j coïncide avec la multiplication par i sur T'(X) et par - i  sur Tn(X). Le 
projecteur p' de T G )  @ C sur T'(X) est égal à +(1 - ij); le projecteur pn = 1 - p' 
de T(X) @I C sur Tn(X) est égal à +(1 + ij). Les composés 

sont des R-isomorphismes; le premier transforme j en la multiplication par i, le second 
en la multiplication par - i. 

8.8.4 ({(Formes de type @,q) ))). Conservons les hypothèses et notations du no 
précédent. Soit F un fibré vectoriel complexe de base X, soient p et q deux entiers 2 0, 
et soit n = p + q. Soit w une forme différentielle de degré n sur un ouvert U de X, à 
valeurs dans F; identifions (8.8.2) w à une section de Altg(T(X) @ C; F). On dit que 
w est de type (p, q) si, pour tout x E U, on a 

dès que p i- 1 des vecteurs v, appartiennent à T&(X) ou que q + 1 des vecteurs vi 
n 

appartiennent à TZ(X). Si l'on identifie A TJX) @ C à la somme directe des espaces 
rn' mu 

A Tz(X) @ A TI@) pour m' f m" = n (A, III, p. 85) et w, à une forme C-linéaire 
n m' m" 

sur A T,(X), il revient au même de dire que w, est nulle sur A Tz(X) @ A Ti@) 
pour (m', m") # Cp, 9)- 

Pour tout couple (p, q) d'entiers 20 avec p + q = a, il existe un sous-fibré 
vectoriel complexe Altv.q(T(X); F) de Altn(T(X); F) et un seul tel que ses sections sur 
un ouvert U de X soient les formes différentielles de type (p, q) sur X, à valeurs dans 
F. Le fibré vectoriel Altn(T(X); F) est somme directe des fibrés vectoriels 
Altp.q(T(X); F) pour p 2 O, q 2 O et p + q = n. Toute forme différentielle w de 
degré n à valeurs dans F se décompose de manière unique en 

où w,,, est une forme de type (p, q), appelée composante de type (p, q) de W. Si w est 
de classe Ch, avec O < h < k, il en est de même de ses composantes. 

Exemples 

a) Une forme différentielle de degré n est de type (n, O) si et seulement si elle est 
C-multilinéaire. 

b) Soient Fr, F" et F trois fibrés vectoriels complexes et soit F' x, Fn -t F un 
accouplement C-bilinéaire. Si w' (resp. w") est une forme différentielle de type (p', q') 
(resp. (p", 9")) à valeurs dans F' (resp. F"), la forme différentielle o' A w" est de type 
(p' + pn, q' 4- q"). 

c) Supposons que F soit le complexiiïé d'un fibré vectoriel (réel) (8.8.2). Si w 

est une forme différentielle de type (p, q) à valeurs dans F, sa conjuguée W (8.8.2) est de 
type (9, PI. 
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8.8.5. Outre les hypothèses précédentes, on suppose k 2 1. Les trois conditions 
suivantes sont alors équivalentes : 

(i) Pour tout ouvert U de X et pour tout couple ( f ,  q) de champs de vecteurs com- 
plexes sur U, de classe Ck, tel que t(x) et q(x) appartiennent à TL@) pour tout x E U, 
on a [f, q](x) E TL@) pour tout x E U. 

(ii) Pour tout ouvert U de X et tout couple (f, q) de champs de vecteurs (réels) sur 
U, de classe Ck, on a 

if, 71 + j L i &  rll + j[f ,hI - lif,RI = o. 
(iii) Pour tout ouvert U de X et pour toute forme différentielle complexe w de type 

(1,O) sur U, de classe Ck, la composante de type (0,2) de dw est nulle. 

Supposons que ces conditions soient vérifiées. Soit w une forme différentielle 
de type (p, q) sur un ouvert U de X, de classe Ch avec 1 < h < k, à valeurs dans un 
espace de Banach complexe F. On note d'w (resp. d"w) la composante de type (p + 1, q) 
(resp. (p, q + 1)) de dw; les autres composantes de dw sont alors nulles et l'on a 

(2) dw = d'w + d"w. 

Si k 2 2, on a 

Avec les notations de 8.8.4, exemple b), on a 

(4) d'(wl A w") = d'(wf) A u" + (- l)P'f q'w' A d'(wl') 

(5) A w") dd"(~ ' )  A + ( - 1 ) ~ ' + 4 ' ~ ~  A dR(~''). 

Avec celles de 8.8.4, exemple c), on a 
- 

(6) d'(G) = dn(w). 
Dans les formules (4) et (5) (resp. (6)), les formes différentielles w' et w" (resp. w) 

sont supposées de classe Cl. 

8.8.6 (G Structure presque complexe d'une variété complexe )>). Soit XC une variété 
analytique complexe, admettant X comme variété analytique réelle sous-jacente 
(5.14.2.a)). Le fibré T(X) s'identifie au fibré vectoriel (réel) sous-jacent au fibré vecto- 
riel complexe T m ) ,  ce qui munit X d'une structure presque complexe de classe Ca, 
dite définie par la structure de variété analytique complexe donnée sur X. Cette 
structure presque complexe satisfait aux conditions (i) à (iii) de 8.8.5; en particulier, 
les opérateurs d' et d de 8.8.5 sont définis. Si fi Xc --+ Yc est un morphisme de 
variétés analytiques complexes, f * cornmute aux opérateurs d' et d". 

8.8.7. Conservons les hypothèses et notations de 8.8.6. Soit XC la conjuguée de Xc 
(5.14.2.b)). Plongeons X par l'application diagonale x H (x, x) dans la variété com- 
plexe XC x X", et soit g l'anti-automorphisme (x, y) ++ (y, x) de Xc x XC. Le couple 
(X" x F ,  g) est une complexiJication de X (5.14.8). En particulier, pour tout x E X, 
l'espace tangent T,(F x XC) s'identifie à T,(X) @ C; dans cette identification, 
Tx(XC x (x)) correspond à Tj(X) et T,({x) x correspond à T;(X). 



8.8.8. Supposons r = w ;  toute structure presque complexe de classe Cm sur X 
satisfaisant aux conditions équivalentes (i) à (iii) de 8.8.5 est la structure presque com- 
plexe définie par une structure de variété analytique complexe et une seule sur X.'l) 

8.8.9 (4 Formes holomorphes ))). Reprenons les hypothèses et notations de 8.8.6, et 
soit F un espace de Banach complexe. Les formes différentielles morphiques (autre- 
ment dit analytiques complexes) sur Xc, à valeurs dans F, sont encore appelées formes 
différentielles holomorphes; l'identification de T(X") à T(X) les identifie à des formes 
différentielles (analytiques réelles) sur X. Pour qu'une forme différentielle w de degrép 
sur X, à valeurs dans F et de classe Ck avec k > 1, soit holomorphe, il faut et il suffit 
qu'elle soit de type (p, O) et que dnw = 0. 

Soit t un champ de vecteurs sur X. On dit que [est holomorphe si c'est une applica- 
tion analytique complexe de Xc dans T ( m  = T(X), autrement dit un champ de 
vecteurs analytique complexe s u  Xc. Si tel est le cas, et si w est une forme différentielle 
holomorphe sur X à valeurs dans F, la forme 0,. w (resp. i(f)w) est la même, que Son 
considère [ comme champ de vecteurs analytique complexe sur Xc et w comme un 
élément de Qp(X"; F), ou [ comme un champ de vecteurs sur X et w comme un 
élément de QP(X; F). De plus, soient ,$' = TI([) et f" = ~ " ( 5 )  les composantes de 
[ dans T'(X) et T"(X) respectivement (8.8.3); on a 

8.8.10. Exemple. - Supposons que Xe soit un ouvert de Cn et notons zl, . . ., zn les 
fonctions coordonnées sur Xc. Pour 1 < k < n, posons zk = X + ip, OU xk et yk 
sont à valeurs réelles. Considérons le repère tangent (a/azk) de T(X") défini par le 
système de coordonnées (zk) et le repère tangent (a/a2, a/ayk) de Tm) défini par le 
système de coordonnées (xk, yk) (8.1.5). On a j(a/axk) = a/ayk et l'image de a/azk par 
l'application T': T G )  = TF) -+ Tr(X) (8.8.3) est égale à 

q(aJaxk - i a/ayk) ; 

on la note encore en général û / a ~ ~ . ( ~ )  Le champ de vecteurs complexe conjugué de 
ce champ ô/azk est noté a/aTk; on a 

Si f est une fonction de classe C1 sur X, à valeurs dans un espace de Banach com- 
plexe F, les formes différentielles d'fet d"f(8.8.5) sont données par 

Si X est de dimension finie, ceci reste vrai pour une structure presque complexe de classe Ck 
avec k 2 dim X (cf. A. NEWLANDER and L. NIRENBERG, Complexanaiytic coordinates in almost 
complex manifolds, Ann. of Math. LXV (1957), p. 391-404). 
c2) On prendra garde que i'identification canonique de T(Xe) avec T(X) ne transforme pas le champ 
de vecteurs a/azk sur Xc en le champ de vecteurs a/ôzk sur X, mais en le champ de vecteurs 
a/azk + a/8.Fk. Cependant, les deux champs de vecteurs notés a/azk prennent la même valeur sur 
les formes différentielles holomorphes (8.8.9), qui sont d'ailleurs les seules auxquelles l'on puisse 
appliquer un champ de vecteurs de Xe. 



Rappelons que I'on a 
df = d l f +  d"f 

Si A = (il, . . ., i,) est une suite strictement croissante d'entiers appartenant à 
l'intervalle (1, n), on pose 

dzA = dzfl A . . . /\ dzip 

et l'on note dZA la conjuguée de dzA. Toute forme différentielle w de type (p, q) à 
valeurs dans F s'écrit de façon unique 

où A (resp. B) parcourt l'ensemble des suites strictement croissantes de p (resp. q) 
éléments de (1, n), les f,,, étant des fonctions à valeurs dans F. Si w est de classe CL, 
avec k 2 1, il en est de même des fonctions f,,, et I'on a 



$9. Equations différentielles et feuilletages 

Dans les nos 9.1,9.2 et 9.3, on suppose K de caractéristique 0. Dans le no 9.4, on sup- 
pose K de caractéristique p Z 0. 

9.1. Courbes intégrales 

Dans ce no, X désigne une variété de classe Cr et 5 un champ de vecteurs de classe Cs 
sur X ,  avec r, s dans Ng, s < r - 1. 

9.1.1. Soit 1 un ouvert de K, et soit f : 1 -t X une application de classe Ck (k E NE, 
k < r)  de 1 dans X. Pour t E 1, on note f '(t)  le vecteur T,(f)( l )  E T,,,(X); ce vecteur 
est parfois appelé vitesse de f à l'instant t. Lorsque X est un espace de Banach, f ' ( t )  
est la dérivée de f en t. 

On dit que f est une courbe intégrale de 5 si Son a 

pour tout t tr 1. Une teiie courbe est de classe Cs+ l. 
Si x est un point de X, on appelle courbe intégrale de 6 d'origine x une courbe 

intégrale f : 1 -t X de 5 telle que O E 1 et f (0) = x ;  pour tout x E X, il existe une courbe 
intégrale de 5 d'origine x, définie dans un voisinage ouvert convenable de O dans K. 

Si f : 1 4  X est une courbe intégrale de 5 et si a E K,  l'application t n f ( t  - a) de 
1 + a dans X est une courbe intégrale de 5. 

Soient f ,  : I l+  X et fi: I2 -f X deux courbes intégrales de 5, et t E 1, n 1,. Si 
f,(t) = f2(t), les applicationsf, et f2 coïncident dans un voisinage de t. 

9.1.2 (<< Flots ))). Soit W un ouvert de X x K. Pour tout x E X,  notons W ,  Sensemble 
des t E K tels que (x ,  t )  E W. On appelleflot intégral de 5 de domaine W une application 
f de classe Ck (k < r) de W dans X telle que, pour tout x E X, l'application 
f,: Wx 4 X déhie par f,(t) = f (x ,  t )  soit une courbe intégrale de 5, et que pour 
(x, O) E W on ait f (x ,  0) = x. 

Pour tout point x EX, il existe un flot intégral de 4 de classe Cs dont le domaine 
est un voisinage de (x ,  O) dans X x K. Deux flots intégraux de 4 définis au voisinage de 
(x ,  0)  coïncident sur un voisinage de (x ,  O). 

Soit x E X et soit f un flot intégral de f dont le domaine W est un voisinage de 



(x, O). Il existe un voisinage V de (x, O, O) dans X x K x K tel que, si (x, t,, t,) E V, 
on ait 

(x, ti) E W, Cf@, ti), tz) E W, (x, ti + tz) E W 
et 

(2) f U(x, ti), ta) = f (x, ti + tz). 

Si X est paracompacte, ou si X est séparée et K = R ou C, il existe un flot intégral 
de f dont le domaine est un voisinage de X x {O). 

9.1.3 ((( Le cas réel )>). On suppose que K = R et que X est séparée. On appelle arc 
intégral de f toute courbe intégrale de f dont le domaine est un intervalle ouvert 
de R. Deux arcs intégraux f, et f, de 6, définis dans des intervalles 1, et I,, et coïnci- 
dant en un point de 1, n I,, coïncident dans 1, n 1,. 

Pour tout point x E X, il existe un arc intégral d'origine x et un seul f,: 1, -t X tel 
que, pour tout arc intégral f : 1 -t X d'origine x, on ait 1 c 1, et f = f,lI. L'arc f, est 
appelé I'arc intégral maximal de 5 d'origine x, et son domaine 1, est parfois appelé 
l'intervalle de vie du point x pour le champ 5. 

Si 1, = ) -a- ,  a+ ( et si a +  est fini, la restriction de f, à l'intervalle (0, a +  ( est une 
application propre de (O, a +  ( dans X. En particulier, f (t) n'a pas de limite lorsque t 
tend vers a + . 
9.1.4. Avec les notations et les hypothèses de 9.1.3, l'ensemble Q des couples 
(x, t) E X x R tels que t E 1, est ouvert dans X x R et l'application f: Q + X 
définie par f (x, t) = f,(t) est de classe CS; c'est un flot intégral de f de domaine Q. 

Les fonctions a+ et a- : X +)O, +oc>) déhies par 1, = ) - cc-@), a+(x)( sont semi- 
continues inférieurement. Pour (x, t) E SZ et y = f(x, t), on a a+(y) = a+(x) - t et 
a-(y) = a&) + t. 

Si t, E 1, et si t, E If(,, t,,, on a tl + t, E 1, et 

Si la fonction a+ (resp. a-) est minorée sur X par une constante >O, elle est cons- 
tante et égale à +oc>. 

On a a+ = a- = + oo (autrement dit, on a Q = X x R) dans chacun des cas 
suivants : 

(i) le champ f est à support compact (par exemple si X est compacte); 
(ii) il existe un groupe d'automorphismes de X, transitif, et préservant f ;  

*(iii) il existe sur X une structure riemannienne pour laquelle X soit complète et 
f borné., 

Si Q = X x R, l'application f : X x R + X est une loi d'opération à droite de 
classe Cs de la variété de groupe R dans la variété X, cf. 5.12.5. 

9.1.5 (a Le cas complexe )>). On suppose que K = C et que X est séparée. Pour tout 
a E )O, +a), notons Da le disque ouvert de centre O et de rayon a dans C. Pour tout 
x E X, il existe un nombre p(x) E )O, +oc>) et un seul, une courbe intégrale f,: D,,, -t X 



d'origine x et une seule telle que, pour tout a E )O, +a) et toute courbe intégrale 
f : Da -t X d'origine x, on ait a < p(x) et f = fxlDa. 

Pour tout X E C, soit crA(x) la borne supérieure de l'intervalle de vie de x pour le 
champ de vecteurs AL sur la variété réelle déduite de X par restriction des scalaires. 
On a p(x) = inf cc,(x). 

l A l = 1  

L'ensemble A des couples (x, t) E X x C tels que t E Do,, est ouvert dans X x C 
et l'application f de A dans X définie par f(x, t) = f,(t) est un flot intégral de f. La 
fonction p: X +)O, +a) est semi-continue inférieurement. Pour (x, t )  EA et y = 

f (x, t), on a p(y) 2 p(x) - lt 1. Si p est minorée sur X par une constante > O ,  on a 
p =  + c o e t A = X x C .  

Lorsque A = X x C, l'application fi X x C -t X est une loi d'opération à droite 
de la variété de groupe C dans la variété X. 

9.1.6. Soient p: X +  Y un morphisme de variétés et r )  un champ de vecteurs sur 
Y tels que 8 soit plié à 7 (cf. 8.2.6). Sif: 1 + X est une courbe intégrale de f, i'applica- 
tion p of: 1 -+ Y est une courbe intégrale de 7. Si K = R et si X et Y sont séparées, 
pour tout x E X, l'intervalle de vie de x pour f est contenu dans l'intervalle de vie de 
p(x) pour 7. Si de plus p est propre, ces intervalles sont égaux. 

9.1.7 (6 Équations dépendant du temps D). Soit W un ouvert de X x K et soit 
E : W -t T(X) un relèvement de classe C V e  pr, : W + X, c'est-à-dire une application de 
classe CS de W dans T(X) telle que S(x, t) appartienne à Tx(X) pour tout (x, t) E W. 
On appelle courbe intégrale de E une application f de classe CL (avec k E N, et 
k < r), d'un ouvert 1 de K dans X telle que, pour tout t E 1, on ait 

( f ( t ) ,  t) E W et f'(t) = E(f(t), t). 
Soit 7 le champ de vecteurs de classe C%ur W défini par ~ ( x ,  t) = (Z(x, t ) ,  (t, 1)). 

Pour qu'une application f d'un ouvert 1 de K dans X soit une courbe intégrale de 5, il 
faut et il suffit que t n (f(t), t )  soit une courbe intégrale de T au sens de 9.1.1. 

Soient g: 1 + W une courbe intégrale de r)  et t, un point de 1 tel que pr2(g(to)) = to. 
L'ensemble des éléments t E 1 tels que pr,(g(t)) = t est un voisinage de t, qui coïncide 
avec 1 si 1 est connexe. 

9.1.8 (4 Paramètres et conditions initiales )>). Soit Z une variété de classe @, soit W un 
ouvert de X x K x Z, et soit E un relèvement de classe C q e  pr,: W -+ X (8.6.1). Si 
z E Z, on note W, l'ensemble des (x, t) E X x K tels que (x, t, z) E W, et on note E, 
l'application (x, t) ++ E(x, t, z) de W, dans T(X). 

Soit (x,, t,, z,) un point de W. Il existe alors un voisinage ouvert XI x 1, x Z, 
de (x,, t,, z,) dans W et une application de classe Cs 

f :  X, x 1, X I ,  x Z 1 + X  

tels que, quel que soit (x,, t,, z,) E X, x 1, x Z,, l'application t H f(x,, t,, t, z,) soit 
une courbe intégrale de E,, (au sens de 9.1.7) vérifiant la relation f (x,, t,, t,, 2,) = x,. 

Deux applications 

f 1 : X l x I 1 x I 1 x Z 1 + X  et f 2 : X 2 x 1 2 x 1 2 x Z 2 + X  
satisfaisant aux conditions ci-dessus coïncident dans un voisinage de (x,, t,, t,, z,). 



9.2. Feuilletages 

Dans ce no, X désigne une variété de classe Cr, avec r E NK. Sauf mention du con- 
traire, toutes les variétés et tous les morphismes considérés sont supposés de classe Cr. 

9.2.1. Soit S une variété, et soitp: X -+ S une submersion. Pour tout s E S, munissons 
X, = p-l(s) de la structure de variété induite par celle de X (5.10.5); l'ensemble X est 
réunion disjointe des X,. Notons Xp la stnicture de variété sur X obtenue par recolle- 
ment des X,, pour s E S (5.2.4); c'est l'unique structure de variété sur X pour laquelle 
les X, soient des sous-variétés ouvertes. L'espace topologique Xp est somme des 
espaces X,. 

Soient V une variété et f une application de V dans X. Pour que f soit un mor- 
phisme de V dans X,, il faut et il suffit que f soit un morphisme de V dans X et que 
p 0 f soit localement constante. 

9.2.2. On appelle feuilletage de X une variété Y ayant même ensemble sous-jacent 
que X et satisfaisant à la condition suivante: 

(F) Pour tout x E X, il existe une sous-variété ouverte U de X contenant x, une 
variété S et une submersion p: U + S telles que la variété Up soit une sous-variété 
ouverte de Y. 

On dit aussi que le couple (X, Y) est une variété feuilletée. Si (X, Y )  et (X', Y') sont 
des variétés feuilletées, on appelle morphisme de (X, Y )  dans (X', Y') toute application 
fi X -t X' qui est à la fois un morphisme de la variété X dans la variété X' et un 
morphisme de la variété Y dans la variété Y'. 

Soit (X, Y) une variété feuilletée. L'application identique Y -t X est une immersion 
bijective. Une partie U de X est appelée une feuille si c'est un ouvert de Y; dans ce cas, 
on munit U de la structure topologique et de la structure de variété induites par celles 
de Y; par exemple, on dit que U est une feuille connexe si c'est une partie ouverte et 
connexe de Y. Les feuilles qui sont des sous-variétés de X forment une base de la 
topologie de Y. Lorsque K = R ou C, les composantes connexes de Y sont des 
feuilles, appelées feuilles connexes maximales de (X, Y).  

9.2.3. Si s E NK, s < r, on appelle feuilletage de classe Cs de X un feuilletage de la 
variété de classe CS sous-jacente à X. 

9.2.4. Exemples 

a) La variété X est un feuilletage de X, appelé le feuilletage grossier de X. 
b) Si p: X -t S est une submersion, X, est un feuilletage de X, appelé le feuilletage 

de X déjînipar p. Le feuilletage de X défini par l'application identique est l'ensemble X 
muni de sa structure de variété pure de dimension O (5.2.1); on l'appelle le feuilletage 
discret de X. 

c )  Soient E un espace de Banach, F un sous-espace vectoriel fermé de E admettant 
un supplémentaire topologique, et p la projection canonique E 4 E/F. Le feuilletage 
E, de E est appelé le feuilletage de E défini par F. 



4 Soit J? un groupe discret opérant proprement et librement sur l'espace topo- 
logique X (TG, III, § 4, no 4). Soit Y un feuilletage de X, et supposons que, pour tout 
s E r, l'application x t--+ sx soit un automorphisme de (X, Y). La relation d'équiva- 
lence sur X (resp. Y) dont les classes sont les orbites de I' est régulière (5.9.5). Si l'on 
note XII' (resp. Y/r) la variété quotient correspondante, le couple @/r, Y/r) est 
une variété feuilletée, dite quotient de (X, Y )  par P. 

9.2.5. Soient Y un feuilletage de X et U un ouvert de X. Alors U est ouvert dans Y et 
U, muni de la structure de variété induite par celle de Y, est un feuilletage de X, appelé 
le facilletage induit par Y.  

Plus généralement, soit f : X' -+ X un morphisme tel que f et l'application identique 
Y + X  forment un couple transversal (5.11.1). Le produit fibré Y' = X' x,Y 
s'identifie canoniquement à un feuilletage de X' appelé le facilletage image réciproque 
de Y par$ 

9.2.6. Soient p: X -t S et p': X' -t S' deux submersions, et soit f un morphisme de X 
dans X'. Pour que f soit un morphisme de X, dans Xi., il faut et il suffit que, pour tout 
x E X, il existe un voisinage ouvert U de x dans X et un morphisme g de p(U) dans Sr 
tel que g op = p' 0 f sur U. 

9.2.7. Soit Y un feuilletage de X. On appelle carte facilletante de (X, Y )  un quadruplet 
(U, g>, E, F) tel que (U, q~, E) soit une carte de X, que F soit un sous-espace vectoriel 
fermé de l'espace de Banach E admettant un supplémentaire topologique et que cp 
soit un isomorphisme du feuilletage de U induit par Y sur le feuilletage de défini 
par l'application canonique de E sur E/F. Pour tout point x EX, il existe une carte 
feuilletante (U, p, E, F) de (X, Y) telle que x E U. Soit n = dim, X et soit m = dim, Y. 
Si n est fini, il existe un voisinage ouvert U de x et un système de coordonnées 
tl, . . . ,5" de X sur U tel que le feuilletage de U induit par Y coïncide avec le feuilletage 
défini par l'application (Cm+ l, . . . , 5") de U dans Kn-". 

9.2.8. Soit Y un feuilletage de X. Lorsque x parcourt X, les espaces T,(Y) sont les 
fibres d'un sous-fibré vectoriel de classe Cr-l de TG)  que l'on appelie le sous-jibré de 
TG) tangent au feuilletage Y et que l'on note T(X, Y). Si le feuilletage Y est B é k i  
par une submersion p: X -t S, alors T(X, Y) = Ker T b )  est le fibré tangent relatif 
T(X/S) de X sur S (8.1.3). 

Soient (X, Y) et (X', Y') deux variétés feuilletées, et soit f un morphisme de X dans 
X'. Pour que f soit un morphisme de variétés feuilletées, il faut et il suffit que TCf) 
applique T(X, Y) dans T@', Y'). En particulier, soit f: Z -t X un morphisme de 
variétés; pour que f soit un morphisme de Z dans Y, il faut et il suffit que Tm applique 
T(Z) dans TG, Y). Pour qu'une sous-variété Z de X soit une feuille de (X, Y), il faut 
et il suifit que l'on ait 

T,(Z) = Tz(X, Y) pour tout z E Z. 

Soit Y un feuilletage de X et soit U une feuille de Y, admettant une base dénom- 
brable d'ouverts. Soient Z une variété et f une application de Z dans U. Pour que f soit 
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un morphisme de variétés de Z dans U, il faut et il sufEt que le composé de f et de 
l'injection canonique de U dans X soit un morphisme de variétés de Z dans X. Si X 
est localement compact et dénombrable à l'infini, toute feuille connexe de (X, Y) 
admet une base dénombrable d'ouverts (cf. TG, 1, 3e éd., $11, no 7, cor. 2 du th. 1). 

9.2.9. Supposons que K = R ou C. Soit Y un feuilletage de X. Les conditions 
suivantes sont équivalentes : 

a) Il existe une variété S et une submersion p: X -t S telles que Y = X,. 
b) Pour tout x E X, il existe une sous-variété Sx de X possédant les deux pro- 

priétés suivantes: 
bJ L'espace tangent T,(S,) à S, en x est un supplémentaire topologique de 

Tx(X, Y) dans TxOO. 
b,) Toute feuille connexe de (X, Y) rencontre S, en au plus un point. 

Supposons ces conditions vérifiées et soit Rjx, y$ la relation sur X << x et y appar- 
tiennent à une même feuille connexe s; alors R est une relation d'équivalence régulière 
(5.9.5) sur X, et, si p désigne la projection canonique X + X/R, on a Y = &. 

Exemple. - Prenons K = R et X = R2. Faisons opérer le groupe discret I' = Z2 sur 
X par translations. Soit rn E R et soit (X, Y,) le feuilletage d é f 3  par la submersion 
p: (x,, x2) H x2 - mx, de X sur R. Posons X' = XII' et Y; = Y&'; alors Y; est 
un feuilletage du tore X' (cf. 9.2.4, exemple d)). Si rn est rationnel, il existe une sub- 
mersion~' de X' sur R/Z telle que Y;  = XP.. Si m est irrationnel, toute feuille connexe 
maximale de (X', Yk) est dense dans X', et il n'existe pas de submersion p' de X' dans 
une variété S telle que Y; = Xi,. 

9.2.10. Soit Y un feuilletage de X, et soit T: X -t S un morphisme de variétés tel que 
le composé Y + X -% S soit étale. Si S' est un ouvert de S, une section a: Sr -t X de 
P au-dessus de S' est dite horizontale (par rapport au feuilletage Y) si c'est un mor- 
phisme de S' dans Y; il revient au même de dire que a(S1) est une feuille de (X, Y), ou 
encore que T(u) applique T(S1) dans TG, Y). Pour tout s, E S et pour tout x, E ~-l(s,), 
il existe une section horizontale définie au voisinage de so et prenant la valeur x, en s,; 
deux telles sections coïncident sur un voisinage de s,. 

Plus généralement, soit s, E S, soit T une variété, soit f un morphisme de T dans la 
sous-variété p-l(s,) de X, et soit to E T. Il existe alors un voisinage ouvert T' (resp. S') 
de t ,  dans T (resp. de so dans S), et un morphisme 

F : S f x T ' + X  

vérifiant la condition suivante: pour tout t E T', l'application s n F(s, t) est une 
section horizontale de P au-dessus de S' prenant la valeur f (t) au point so. Deux telles 
applications F coïncident sur un voisinage de (s,, t,). 

9.3. Sous-fbrés intégrables 

Dans ce no, X désigne une variété de classe Cr et F un sous-fibré vectoriel de classe Cs 
de T(X), avec r, s dans NK, s < r - 1. 



9.3.1. Soit V une variété de classe Ck (k E NK, k < r) et soit f un morphisme de classe 
Ck de V dans X. On dit que f est une intégrale de F si TCf) applique T(V) dans F. 

Une sous-variété Z de classe Ck de X est appelée une sous-variété intégrale de F si 
l'injection Z 4 X est une intégrale de F au sens ci-dessus, i.e. si l'on a T,(Z) c F, 
pour tout x E Z. 

Soit x EX. Si Z1 et Z2 sont deux sous-variétés intégrales de X contenant x et si 
T,(Z,) = F, , il existe un voisinage U de x tel que U n Z, c Z1. Si en outre T,(Z,) = 
F, , les germes de Z, et Z2 en x coïncident. 

9.3.2. On dit que F est intégrable s'il existe un feuilletage Y de X de classe Cs tel que 
F = T(X, Y) (9.2.8). Un tel feuilletage est alors unique; on l'appelle le feuilletage 
intégral de F. Pour qu'un morphismefi V -+ X de classe C-oit une intégrale de F, il 
faut et il suffit que f soit un morphisme de V dans Y. 

Exemple. - Si F est de rang 1 en tout point, F est intégrable, et définit sur X un 
feuilletage pur de dimension 1. Supposons en outre que K = R, que X soit séparée, et 
que F admette pour repère un champ de vecteurs E partout non nul. Alors, pour tout 
x EX, la feuille connexe maximale contenant x est l'image de l'arc intégral maximal 
de f d'origine x (9.1.3). 

9.3.3 (u Critères d'intégrabilité »)). Les conditions suivantes sont équivalentes: 

(i) Le sous-fibré vectoriel F de TG) est intégrable. 
(ii) Pout tout x EX, il existe une sous-variété intégrale Z de classe Cs de F telie 

que x E Z et T,(Z) = F,. 
(iii) Quels que soient l'ouvert U de X et les champs de vecteurs 4 et 7 appartenant 

à 9; (U) (7.4.1), on a [[,TI E iO,"- '(U). 

Soit une famille de sections de F de classe Cs telle que, pour tout x E X, 
l'ensemble des &(x) soit un sous-ensemble total de l'espace de Banach F, (EVT, 1, 
8 2, no 1). Les conditions (i), (ii), (iii) sont alors équivalentes à: 

(iv) pour tout couple (i, j )  d'éléments de 1, et tout x E X, on a [&, (,](x) E Fx. 

Lorsque 1 est hi, et que la famille (Et) est un repère de F, les conditions précé- 
dentes équivalent encore à: 

(v) il existe une famille (c:),, j ,  rl x de fonctions sur X à valeurs dans K telles 

que [fi, fj] = c:Ek quels que soient i, j dans 1. 
k 

(Si tel est le cas, les fonctions cf ,  sont de classe Cs-,.) 

9.3.4. Soit s' E NK, avec s' < s, et soit F' le fibré vectoriel de classe Cs' déduit de 
F par affaiblissement de structure (8.7.1). Pour que F soit intégrable, il faut et il 
suffit que F' le soit. Dans ce cas, le feuilletage intégral de F' se déduit de celui de F par 
affaiblissement de structure. 

9.3.5. Soient E un espace de Banach et p un entier 20. Pour tout x E X, notons 



N(p, E), le sous-espace vectoriel de AltP(T,(X); E) formé des éléments u tels que 
u(v1, . . . , vp) = O pour VI, . . . , up dans F,. Les espaces N b ,  E),, pour x E X, sont les 
fibres d'un sous-fibré vectoriel de classe Cs de AltP(T(X); E). Notons-le N b ,  E). Si 
F est intégrable, on a: 

(vi) pour tout ouvert U de X et toute forme w E 9&,E)(U), on a dw E 9;;: l,E)(U). 

Inversement, si (vi) est vérifiée pour p = 1 et pour tout espace de Banach E, 
le fibré F est intégrable; lorsque K = R ou C, il sufEit même de vérifier (vi) pourp = 1 
et E = K. 

Supposons que le dual de T O / F  admette un repère (w,, . . . , un). L'intégrabilité de 
F est alors équivalente à la condition suivante: 

(vii) d w i A w l A - - - A w n = O  pour 1 < i < n .  

S'il existe en outre un sous-fibré vectoriel G de classe CS de T G )  tel que T(X) soit 
somme directe de F et de G, la condition (vii) équivaut à: 

(viii) il existe des formes différentielles cc: (i, j dans 1) de degré 1 sur X, de classe 
CS-l, telles que dw, = 2 cc: A wj pour tout i E 1. 

i 

9.3.6. Soit L un espace de Banach et soit w une forme différentielle de degré 1 sur X à 
valeurs dans L, de classe C" On fait les deux hypothèses suivantes: 

a) pour tout x E X, w, est un homomorphisme surjectif de T,(X) dans L, et le 
noyau de w, est F,; 

b) il existe un sous-fibré vectoriel G de TG)  tel que T G )  soit somme directe de F 
et de G. 

L'intégrabilité de F est alors équivalente à: 

(ix) il existe une forme différentielle a de degré 1 sur X à valeurs dans End&) telle 
que dm = cc A w, le produit extérieur étant défini par l'accouplement canonique 
End@) x L -t L (7.8.2 et 8.3.2). 

9.3.7 (t( Équations aux différentielles totales B). On suppose que X est le produit de 
deux variétés A et B de classe Cr; on note p, : X -+ A et p,: X -+ B les deux projec- 
tions. Soit f un morphisme de classe Cs de pTT(A) dans pPT(B). Les graphes des appli- 
cations f,,,,,: T,(A) -+ T,(B) sont les fibres d'un sous-fibré vectoriel de classe Cs de 
TG); notons-le Ff. 

Soit A' un ouvert de A, et soit 9: A' -t B un morphisme de classe Ck (k E NK, 
k < r). On dit que g, est une intégrale de f si, pour tout a E A', on a T,(g,) =fa,,(=,; cela 
équivaut à dire que l'application a H (a, ~ ( a ) )  de A' dans X est une intégrale de Ff 
(9.3.1). Une telle application est de classe CS+l. Si pl et pz sont deux intégrales de 
f et prennent la même valeur en un point a E A, elles coïncident dans un voisinage 
de a. 

Plus généralement, soit Z une variété de classe Ck, soit A' un ouvert de A, soit 
a E A' et soient O,, a, des morphismes de classe Ck de Z x A' dans B. Supposons que 
3-B. 



@, et <P2 coïncident sur Z x (a) et que, pour tout z E Z, les morphismes 

a * @,(z, a) et a n <P2(z, a) 

soient des intégrales de$ Alors <Pl et cD2 coïncident dans un voisinage de Z x (a). 
Supposons que Ff soit intégrable. Soient Z une variété de classe Ck (k E NK, k < s), 

(z,, ao) un point de Z x A, et p un morphisme de classe Ck de Z dans B. Il existe un 
voisinage ouvert Z' x A' de (z,, a,) dans Z x A et un morphisme @: Z' x A' -i B 
de classe Ck tels que, pour tout z E Z', l'application a H @(z, a) de A' dans B admette 
f pour application tangente et prenne la valeur p(z) au point a,. 

9.3.8. Conservons les hypothèses et notations de 9.3.7 et supposons que A (resp. B) 
soit une sous-variété ouverte d'un espace de Banach E (resp. M). L'application f 
s'identifie alors à un morphisme de classe Cs de X = A x B dans l'espace de Banach 
9 ( E ;  M). Notons Dl f (resp. D 2 n  la première (resp. seconde) dérivée partielle de f 
(1.6.2); c'est un morphisme de classe Cs--l de X dans S(E;  S ( E ;  M)) (resp. dans 
9 ( M ;  9 ( E ;  M))), espace que i'on identifie de façon évidente à B2(E; M) (resp. à 
3 ( M ,  E; M)). Pour que F soit intégrable, il faut et il suffit que, pour tout x EX, 
l'application bilinéaire 

A, : (hl, h2) Dlf (x)(h1, h2) + D2f (x)Cf(x)h,, h2) 
de E x E dans M soit symétrique. Sous cette condition, si p, est une intégrale de f 
définie dans un ouvert A' de A, la dérivée seconde de p, en un point a de A' est A,,,q,,,,. 

Si E = Kn, et si l'on note ( 9 ,  . . . , xn) les fonctions coordonnées sur Kn, l'applica- 
tion f est définie par une famille V;, . . ., fn) d'applications de A x B dans M, et la 
condition d'intégrabilité s'écrit : 

quels que soient les entiers i, j dans (1, n). Une application p, d'un ouvert A' de A 
dans B est une intégrale de f si et seulement si Son a 

a9 - = J;(x, q(x)) pour tout x E A' et tout i é (1, n), 
axi 

autrement dit, si l'on a 

9.4. Fibrés intégrables en caractéristique p # O 

Dans ce no, on suppose K de caractéristique p # O. On note X une variété K-analy- 
tique Iocalement de dimension finie. 

9.4.1 (u Puissances p-ièmes )>). Soit f un champ de vecteurs sur un ouvert U de X. Il 
existe un champ de vecteurs f P  et un seul sur U tel que l'on ait 

pour toute fonction analytique f définie dans un ouvert de U. 



Si p, est une fonction analytique sur U, on a 

et si 7 est un champ de vecteurs sur U, on a 

9.4.2 (<( Identité de Jacobson )>). Soit L la Fp-algèbre de Lie libre (LIE, II, 5 2, no 2) sur 
un ensemble {x, y} à deux éléments. Il existe un élément et un seul A&, y) de L tel que 
l'on ait 

dans l'algèbre enveloppante de L. Exemples: 

Si 5 et 7 sont des champs de vecteurs sur X, on a 

9.4.3. Exemple. - Prenons X = K (resp. K*) et notons x I7application canonique 
X -t K. Soit 5 (resp. q) le champ de vecteurs a/ûx (resp. x. alax); il est invariant par 
les translations du groupe additif (resp. multiplicatif) X. On a 

9.4.4 ((( Fibrés intégrables ))). Soit F un sous-fibré vectoriel de T(X). On dit que F est 
intégrable si, pour tout x E X, il existe un système de coordonnées (11, . . . ,ta) de X en 
x et un entier rn < n tels que (8/aC1, . . . , 8/aCrn) soit un repère de F au voisinage de x. 

Pour que F soit intégrable, il faut et suffit qu'il vérifie la condition suivante: 
Pour tout ouvert U de X, q ( U )  est une sous-algèbre de Lie de Y;&J) stable 

par I'opération 6 - Lp. 



$10. Mesures définies par des formes différentielles 

Dans ce paragraphe, on suppose que K est localement compact. A partir du no 10.2, on 
suppose K = R. Dans les nos 10.1 et 10.4, toutes les variétés considérées sont sup- 
posées localement de dimension finie; lorsqu'elles sont séparées, elles sont localement 
compactes. 

10.1. Mesure module d'une forme diyérentielle 

Notations. -On note p une mesure de Haar (INT, VII, 5 1, no 2) sur le groupe 
additif de K. On note y@" la mesure p @ - - - @ p sur Kn et sa restriction à un ouvert 
U de Kn. Pour a E K, on note mod(a) le module de a (INT, VII, § 1, no 10 et AC, VI, 
§ 9, no 1). Si K = R, on a mod(a) = [a];  si K = C, on a mod(a) = /al2; si K est 
ultramétrique, on a mod(a) = q-"("), oh q désigne le nombre d'éléments du corps 
résiduel de K et v la valuation normée de K (AC, VI, 9 9, no 1, prop. 1). 

10.1.1. Soient U et V des ouverts de K", et soit8 U + V une application de classe Cr, 
avec r E ND Soit x E U; on appelle jacobien de f en x, et on note Jacx(f), le détermi- 
nant de l'application linéaire D f (x) dérivée de f en x. On note J a c o  la fonction 
x i-. Jacx(f); la fonction mod(Jac0) est une fonction continue dans U à valeurs 
réelles positives. 

10.1.2 (<( Changement de variable dans les intégrales O). Les hypothèses étant celles de 
10.1.1, supposons que f soit un isomorphisme de classe Cr de la variété U sur la variété 
V. Alors l'imagepar f de la mesure mod(Jac(f)). &'" est &'"; pour toute fonction con- 
tinue à support compact v: V + C, on a 

10.1.3. Soit X une variété de classe Cr, et soit A une partie de X. On dit que A est 
localement négligeable si, pour toute-carte (U, y, Kn) de la variété X, l'ensemble 
y(A n U) est pen-négligeable ONT, IV, 9 2, no 2); cette condition ne dépend pas du 
choix de p, et il suffit de la vérifier pour une famille de cartes dont les domaines 
recouvrent A. Tout ensemble contenu dans la réunion d'une famille dénombrable 
d'ensembles localement négligeables est localement négligeable. 



Exemples 

a) Toute sous-variété de X qui est de codimension 2 1 en tout point (i.e. d'inté- 
rieur vide) est localement négligeable. 

b) Soit g une fonction de classe Cr sur X, et soit Ag l'ensemble des points x E X tels 
que g(x) = O; supposons que l'intérieur de Ag soit vide, et que r = w; alors A, est 
localement négligeable. 

c) Soitf: Y -t X un morphisme de variétés de classe Cr, la variété Y étant réunion 
dénombrable de compacts. On suppose que l'on a dim, Y < dim,,, X pour tout y E Y. 
L'image par f de toute partie localement négligeable de Y est une partie localement 
négligeable de X. Il en est de même de l'image par f de l'ensemble des points où f 
n'est pas étale (<( premier théorème de Sard )>) ; en particulier, si dim, Y < dim,,,, X 
pour tout y E Y, f (Y) est une partie localement négligeable de X. 

d) Supposons K de caractéristique zéro. Soit f: Y -t X un morphisme de variétés 
de classe Cr (r E Ng, r > CO), Y étant réunion dénombrable de compacts. Soit C 
l'ensemble des points de Y où f n'est pas une submersion (<( points critiques a). Alors 
f (C) est une partie localement négligeable de X (G second théorème de Sard ))).(l) 

10.1.4. Soit X une variété paracompacte de classe Cr. Il existe sur X une classe M 
de mesures équivalentes @NT, V, 5 5, no 6)  et une seule telie que, quelle que soit 
v E M et quelle que soit la carte c = (U, p, Kn) de X, l'image par p de la restriction de 
v à U soit équivalente à pz&. On dit que M est la classe canonique de mesures sur X 
Pour qu'un sous-ensemble A de X soit localement négligeable (10.1.3), il faut et il 
suffit qu'il soit localement négligeable (INT, IV, 5 2, no 2) pour une (resp. toute) 
mesure v E M. 

Si K = R et r # w (resp. K = R ou C et r = w, resp. K est ultramétrique), il 
existe v E M telle que, pour toute carte c = (U, q ~ ,  Kn) de X, la densité de p(v,) par 
rapport à soit partout >O et de classe Cr-l (resp. de classe Cm, resp. localement 
constante). Si v et v' sont deux telles mesures, la densité de v' par rapport à v est 
partout >O et de classe Cr-l (resp. de classe Cm, resp. localement constante). 

10.1.5. Soit X une variété de classe Cr; soit T'@) le fibré cotangent de X (8.2.2) et 
posons Q = det(T'(X)) (7.9.9). Le fibré vectoriel Q est de rang 1 en chaque point; 
lorsque X est pure de dimension n, il s'identifie au fibré vectoriel Altn(T(X); Kx). 
Soit u une section de Q sur X; on dit, par abus de langage, que w est une forme 
différentielle de degré maximum sur X. Soit c = (U, p, Kn) une carte de X; notons 
ul,. . ., un les fonctions coordonnées sur Kn. Il existe une fonction& et une seule sur 
p(U) telie que ul U = p*Cf, .du1 A . - - A dun). On dit que w est localement de module 
intégrable si, pour toute carte c = (U, p, Kn) de X, la fonction réelle modCf,): 
p(U) -+ R est localement intégrable pour (INT, IV, 5 4, no 1); il suffit de vérifier 
cette propriété pour les cartes d'un atlas de X. Si w est continue, et en particulier si w 

est de classe C; avec s E NK, s < r - 1, alors w est localement de module intégrable. 

l Lorsque K = R, il suffit de supposer que r > sup (dirn,(,, X - dim, Y); cf. par exemple A. 
2 I E Y  

SARD, Bull. Am. Math. Soc., XLVm (1943), p. 883-890. 



10.1.6 (6 Mesure positive définie par une forme différentielle de degré maximum »)). Con- 
servons les notations de 10.1.5 et supposons de plus que X soit séparée et que w soit 
localement de module intégrable. Si c = (U, rp, Kn) est une carte deX, notons vc la mesure 
sur y(U) produit de la mesure pgD., par la fonction modCf,) (INT, V, Q 5, no 2, déf. 2) 
et soit cr, l'image de vc par p-*. Il existe sur X une mesure a et une seule telie que, pour 
toute carte c = (U, rp, Kn) de X, la restriction de a à U soit égale à a,. On dit que la 
mesure a est le module de w et on la note mod(w),. C'est une mesure positive. Lorsque 
K = R et que p est la mesure de Lebesgue, on écrit 1 wl au lieu de mod(w),. 

Si X est pure de dimension n, et si a est un nombre réel >O, on a mod(w), = 

an mod(w),. 
Soit A une partie de X. Pour que A soit localement négligeable (10.1.3), il faut et il 

suffit que, pour tout ouvert U de X et toute forme différentielle w de degré maximum 
sur U qui est localement de module intégrable, l'ensemble A n U soit localement 
négligeable pour la mesure mod(w),. 

Supposons de plus X paracompacte et soit v une mesure sur X appartenant à la 
classe d'équivalence canonique M (10.1.4). La mesure mod(o), est de base v ONT, V, 
Q 5, no 2, déf. 2). Pour que mod(w), appartienne à M, il faut et il suffit que l'ensemble 
des x E X  tels que w(x) = O soit localement négligeable. 

10.1.7. Exemple. - Soit G un groupe de Lie sur K, de dimension finie n, et soit w une 
forme différentielle de degré n sur G, invariante par les translations à gauche, et non 
nulle. La mesure mod(w), correspondante est alors une mesure de Haar à gauche sur 
le groupe localement compact G. 

Lorsque G est le groupe multiplicatif K*, on peut prendre pour w la forme &lx, et 
l'on a mod(w), = (mod)-l.p, cf. INT, VII, 8 1, no 10, prop. 14. 

10.2. Orientations 

Rappelons que, dans ce numéro et les suivants, on suppose K = R. 

10.2.1 ((( Orientation d'un espace vectoriel réel )>). Soit E un espace vectoriel réel de 
dimension finie n. On note Or@) l'ensemble des orientations de E (A, VI, 5 2, no 7); 
les éléments de Or(E) sont les deux demi-droites fermées de l'espace vectoriel 

n 

det(E) = AE. Si 5 E Or@), l'autre élément de Or@) est appelé l'orientation opposée 
à 5, et noté - 5. 

Soit O -+ E' -% E f+ E + O une suite exacte d'espaces vectoriels (réels) de dimen- 
sion finie; posons p' = dim E', p" = dim E et soit 5' (resp. F? une orientation de E' 
(resp. E) .  On note f'f" (resp. 5°F) l'orientation de Econtenant un (p' + p")-vecteur non 

Pr  

nul a' A u" (resp. u" A ut), où u' est l'image par Aa d'unpr-vecteur de E' appartenant 
P 

à 5' et où u" est un p"-vecteur de E dont l'image par AB appartient à 5" (cf. A, VI,§ 2, 
no 7). Si E = E' x En, cc et /3 étant les applications canoniques, on dit que f $  est la 
produit de l'orientation 5' et de l'orientation p. 

10.2.2 (t< Espace des orientations )>). Soient B un espace topologique et M un fibré 
vectoriel réel de base B (au sens topologique - cf. Q 6, p. 61, Note (*)), de rang fini 



(7.1.6). Soit Or, l'ensemble somme des Or(Mb), pour b E B, et soit P: Or,+B 
l'application telle que ?r(Or(M,)) = (b). Il existe sur OrM une structure d'espace topo- 
logique et une seule telle que: 

a) P soit continue. 
b) Si s est une section continue et partout non nulle de det(M) sur un ouvert U de 

B, et si ((~(b)) est l'orientation de Mb définie par l'clément s(b) de det(Mb), l'appfi- 
cation b - f(s(b)) de U dans OrM est continue. 

L'espace OrM s'appelle Z'espace des orientations de M. Le groupe (+ 1) opère sur 
Or, par f H + f (10.2.1). Le quadruplet (OrM, (+ l), B, P) est unejïbrationprincipale 
(6.2.1) de base B et de groupe structural (2 1); la projection P: Or, + B définit un 
isomorphisme de OrM/{& 1) SUI. B, cf. no 6.2. 

Lorsque B est muni d'une structure de variété, on munit OrM de la structure de 
variété image inverse de celle de B par P (5.8.1); la fibration définie ci-dessus est alors 
une fibration de variétés et le morphisme P est étale. 

10.2.3. Conservons les hypothèses de 10.2.2. On appelle orientation du fibré vectoriel 
M une section continue f :  B -+ Or, de la projection P: OrM 3 B. On dit que M est 
orientable s'il possède une orientation; il revient au même de dire que le fibré Or, est 
trivialisable, Le. isomorphe à B x (5 1). Si B est connexe non vide, tout fibré vectoriel 
orientable de base B possède deux orientations, opposées l'une de l'autre. 

Lorsque M est réduit à O, le fibré det(M) est le fibré trivial RB et OrM s'identifie à 
Or&) x B; le fibré M possède une orientation canonique, correspondant à la demi- 
droite positive de R. 

10.2.4 (< Orientation d'une variété B). Soit X une variété localement de dimension fkie 
sur R de classe Cr, et soit T(X) son fibré tangent. On note la variété Or,, ; le groupe 
( & 1) opère proprement et librement sur z et X/(+ 1) s'identifie à X; les fibres de la 
projection P: X -+ X sont les ensembles Or(T,(X)), pour x E X. On appelle orientation 
de X une orientation du fibré T(X), autrement dit une section continue du fibré Z; une 
telle section est de classe Cr. On dit que X est orientable si elle possède une orientation. 
Toute variété de dimension zéro est orientable et possède une orientation canonique 
(10.2.3). 

Soit ( E z et soit x = ~ ( f )  son image dans X; l'application T,(T): %@) 3 T,@) 
est un isomorphisme; eiie permet d'identifier f à un élément g de Or(T,(X)). L'applica- 
tion f H { est une orientation de X, dite canonique; en particulier, X est orientable. 

10.2.5 (<i Orientation d'un morphisme ))). Soient X et Y deux variétés localement de 
dimension finie et soi t8  X -t Y un morphisme de variétés. On appelle orientation de 
f u n  morphisme8 ': 3 7 rendant commutatif le diagramme 

i ji:-7 

et compatible avec l'action du groupe (+. 1). 



~ i f e s t  une orientation de f et si 17 est une orientation de Y, il existe une orientation 
f et une seule de X telle que le diagramme 

1 f I X - Y  
soit commutatif. On dit que f est associée à r ]  parS. 

Exemples 

a) Si Y est réduite à un point, une orientation de f équivaut à une orientation de 
X. 

b) Supposons f étale. Pour tout x E X, l'application T,. est un isomorphisme 
de Tx(X) sur Tfo(Y), et définit (par transport de structure) une bijection 

La famille des & définit une orientation 3 f': + de f, dite canonique. 
c) Plus généralement, supposons que f soit une submersion, et soit cc une orienta- 

tion du fibré T@/Y) (8.1.3). Soient x é X et 5 une orientation de T,-). Posons 
y = f(x); on a une suite exacte (8.1.3) 

et il existe donc une orientation A(5) de T,(Y) et une seule telle que f = L([)a(x) 
(10.2.1). L'application A: X-+P est une orientation de f, dite associée à a. 
L'application cc HL est une bijection de l'ensemble des orientations de T(X/Y) sur 
l'ensemble des orientations de$ 

d)  Si f : X + Y est une immersion, les orientations de f correspondent aux 
orientations du fibré normal à$ 

10.2.6 (<( Orientation d'un produit )>). Soient X, (resp. X,) une variété localement de 
dimension finie et 6, (resp. f,) une orientation de XI (resp. X,). Soit X = X, x X,. 
L'application (x,, x,) H ~l(x1)52(x2) (10.2.1) est une orientation de X, x X,, appelée 
produit des orientations f, et f2, et notée flf2, OU f1 @ 5,. 

Supposons que Xi (i = 1,2) soit pure de dimension s. L'isomorphisme canonique 
XI x X, + X, x XI transforme 5, @ f2 en f2 @ f1 (resp. en - 5, @ 5;) si l'un des 
ni est pair (resp. si n, et n, sont impairs). 

10.2.7 (<ç Cas complexe »). Soit F un espace vectoriel complexe de dimension h i e  et 
soit FR i'espace vectoriel réel sous-jacent. Soit {el, . . . , e,) une base de F; alors 
{el, ie,, e,, ie,, . . ., e,, ie,} est une base de FR et l'orientation de FR définie par le 
2m-vecteur 

el A ie, A e, A ie, A - A em A iem 

est indépendante du choix de la base {el, . - . , e,} de F; on dit que c'est l'orientation de FR 
dé$nie par la structure complexe donnée. Si F est somme directe de deux sous-espaces 
G et H, l'orientation de FR = GR O HE est le produit des orientations de GR et HIR. 



Soit X une variété réelle localement de dimension finie, munie d'une structure 
presque complexe (8.8.3). Pour tout x E X, soit S(x) l'orientation de T,@) définie par 
sa structure complexe. L'application x * ((x) est une orientation de X, dite déh ie  par 
la structure presque complexe. En particulier, nous munirons la variété analytique réelle 
X sous-jacente à une variété analytique complexe Xe, localement de dimension finie, 
de l'orientation définie par la structure presque complexe associée (8.8.6). Si l'on 
remplace la structure de variété analytique complexe donnée sur X par sa conjuguée 
(5.4.12.b)), cette orientation est multipliée par la fonction x ++ (- l)dimxxc. 

10.2.8. Exemples 

a) Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie. La variété analytique réelle 
définie par E (5.2.2) est orientable. Plus précisément, l'application S ++ ((O) est une 
bijection de l'ensemble des orientations de cette variété sur Or(E). 

En particulier, la variété Rn a une orientation canonique S" définie par la demi- 
droite R+e, A - . - A en de Or(R"). 

b) Soit X une sphère de centre O et de rayon > O  dans Rn; c'est une sous-variété 
de Rn. Pour tout x E X, l'espace T,(R") = Rn est somme directe de la droite Rx et de 
l'hyperplan T,(X). Soit 77, l'orientation R + x  de Rx (<< normale extérieure n) et soit 
f x  l'unique orientation de T,(X) telle que le produit de 7, et S, soit l'orientation $ de 
Rn. L'application x ++ 5, est une orientation de X, dite canonique. 

c) Soit X une variété connexe, et soit G un groupe discret opérant proprement 
et librement sur X. Pour que X/G soit orientable, il faut et il suffit que X soit orien- 
table et que l'action de G sur l'ensemble des orientations de X soit triviale. 

d )  L'espace projectif réel Pn- ,(R) s'identifie au quotient de la sphère Sn -, par 
le groupe ( f 1) opérant par x ++ 5 x; il est orientable si n est pair, et non orientable si 
n est impair. 

e) Tout quotient d'un groupe de Lie par un sous-groupe de Lie connexe est orien- 
table. 

10.3. Formes d@érentielles M-tordues 

10.3.1. Soit X une variété réelle de classe Cr, et soit M un fibré vectoriel de base X, de 
rang fini et de classe CL, avec O < k < r. Soit AM = (Or,, ( 5  11, X, T) la fibration 
principale associée à la variété des orientations de M (10.2.2). Faisons opérer le groupe 
structural { k 1) sur R par multiplication. On note R, l'espace fibré associé à AM de 
fibre type R (muni de la loi d'opération définie ci-dessus) (6.5.1); il est muni (7.10.2) 
d'une structure de fibré vectoriel de base X, de rang 1 et de classe Ck; on l'appellefibré 
des scalaires M-tordus. 

10.3.2. On a un diagramme commutatif: 

Or, X R 2 RM 

Or, - X 



où p désigne la projection canonique de R, sur X, p l'application repère (6.5.1) de 
RM et où y([) = p(f, 1) pour S E Or,. En particulier, l'image réciproque du fibré RM 
par ?r s'identifie au fibré trivial Or, x R. On identifie également un élément 8 de Or, 
à son image dans RM par 9; avec cette convention, on a p(5, a) = af pour tout 
(l, a) E Or, x R; on a a5 = bq si et seulement s'il existe e E ( f 11 tel que b = ea et 
9 = ef. Une orientation f de M définit ainsi une section x I+ f(x) de &. 

Il existe un isomorphisme j et un seul de fiM ég R, sur le fibré trivial Rx = X x R tel 
que j(f @ f) = ( ~ ( 5 ) ~  1) pour tout 5 E OrM; cela permet d'identifier le fibré vectoriel 
RM à son dual. 

10.3.3. Soit de plus F un fibré vectoriel de base X et de classe C'-l. Une forme différen- 
tielle sur X à valeurs dans fiM @ F est appelée une forme dzjërentielle M-tordue à 
valeurs dans F. Une telle forme de degrép est une section du fibré AltP(T(X); aM @ F), 
qu'on identifie de façon évidente à RM @ AltP(T(X); F). Lorsque F est le fibré trivial 
défini par un espace de Banach E, on parle simplement de forme M-tordue à valeurs 
dans E; lorsque E = C (resp. R), on dit forme M-tordue complexe (resp. forme 
M-tordue réelle, ou forme M-tordue). 

Soit u une forme M-tordue de degré p à valeurs dans F. Le fait que T: Or, -t X 
soit étale et que **(Rd = Or, x R permet d'identifier rr*(R, @ Altp(T(X); F) à 
Altp(T(OrM); n*(F)) et w définit une section & de AkP(T(OrM); r*(F)) (7.4.3), autre- 
ment dit, une forme différentielle de degré p sur Or, à valeurs dans T*(F). On obtient 
ainsi une bijection de l'espace des formes M-tordues de degrép sur X à valeurs dans F, 
sur l'espace des formes üj de degré p sur Or, à valeurs dans T*(F) telles que 

&(- .f) = - w(5) pour tout f E OrM. 
Lorsque M est muni d'une orientation f, l'application w n f @ w permet d'identi- 

fier les sections de AltP(T(X); F) (autrement dit les formes différentielles de degré p 
usuelles) aux formes M-tordues de degré p à valeurs dans F. 

10.3.4. Soit w une forme différentielle M-tordue de degré p sur X, à valeurs dans un 
espace de Banach E, et de classe Cs (1 < s < inf(k, r - 1)). Il existe une forme 
différentielle M-tordue dw, de degré p + 1 sur X, à valeurs dans E, et une seule telle 
que, quels que soient l'ouvert U de X, l'orientation S de MIU et la forme différentielle 
a sur U tels que wlU = 5 @ a, on ait dw lU = f @ da. La forme dw est de classe 
Cel; on l'appelle la dzj%rentielle extérieure de m. 

Si Son note 6 (resp. d%) la forme différentielle sur Or, correspondant à w (resp. à - 
dw) comme en 10.3.3, on a d(&) = du. 

Si 5 est un champ de vecteurs de classe C%ur X, on définit de manière analogue la 
forme M-tordue O,. w. On a 

û,.w = d(i(5)w) + i(l;)dw 

et û,.w est de classe Cs-l. 

10.4. Mesure associée à une forme dz~érentielle tordue 

Rappelons que, dans ce numéro, on suppose K = R et que toutes les variétés con- 
sidérées sont localement de dimension finie. 



10.4.1. Soit X une variété de classe Cr. On peut appliquer les définitions et résultats de 
10.3 en prenant pour fibré vectoriel M le jbré tangent T(X). On a alors Or, = it 
(10.2.4); on note Rx et on appelle simplementfibré des scalaires tordus le fibré Ïi,,,, 
(10.3.1) une forme différentielle T(X)-tordue à valeurs dans un fibré vectoriel F 
est appelée simplement une forme dzgérentielle tordue (ou impaire) à valeurs dans F. 
Lorsque X est muni d'une orientation, l'application w H 8 @ w permet d'identifier les 
formes différentielles usuelles (parfois appelées ((paires ))) aux formes tordues. 

10.4.2. Soit f: X -t Y un morphisme de variétés de classe Cr et soit 3 ).-+ une 
orientation de f (10.2.5). 11 existe un isomorphisme j et un seul de f *(a,) sur & tel 
que X = j(T(z),f(z)) pour tout X EX. On identifie ces deux fibrés grâce à j. Si w 
est une forme tordue de degrép sur Y à valeurs dans un fibré vectoriel F, l'image réci- 
proque f *(w) s'identifie à une forme différentielle tordue de degrép sur X à valeurs dans 

rV 
f *(FI. Si l'on note cz (resp. f *(w)) la forme différentielle sur Y (resp. X) correspondant - 
à w (resp. f *(w)) comme en 10.3.3, on aP(c3) = f *(a). 

Lorsque F est le fibré trivial défini par un espace de Banach, l'opération f * com- 
mute à la différentiation extérieure (10.3.4). 

10.4.3. Soit X une variété pure de dimension n, et soit w une forme différentielle 
tordue de degré n sur X, à valeurs dans un espace de Banach E. Soit c = (U, v, Rn) 
une carte de X et soit tn l'orientation canonique de Rn; notons ul, . . . , un les fonctions 
coordonnées sur Rn. Il existe une fonction f, et une seule sur g>(U), à valeurs dans E, 
telle que 

wIU = g>*(p @&.du1 . - dun). 

On dit que w est localement intégrable si, pour toute carte c = (U, v, Rn) de X, 
la fonction f, correspondante est localement intégrable par rapport à ArU, (où 
h désigne la mesure de Lebesgue sur R). Supposons que ce soit le cas et que X soit 
séparée. Il existe sur X une mesure vectorielle a(w) à valeurs dans E et une seule 
possédant la propriété suivante: pour toute carte c = (U, 9, Rn) de X, l'image par g, 
de la restriction à U de la mesure a(w) est la mesuref, . A", ONT, VI, 5 2, no 4). On dit 
que a(w) est la mesure déjnie par w et on la note le plus souvent simplement W. Le 
support de a(w) est contenu dans le support Supp w de w (en appelant support d'une 
forme différentielle w l'adhérence de l'ensemble des x E X tels que w(x) # 0). 

Si f est une fonction réelle sur X, localement intégrable pour la mesure a(w), 
alors la forme différentielle fw est localement intégrable et l'on a aCfw) = f. a(w). 

Si g est une fonction réelle sur X essentiellement intégrable pour a(w), son intégrale 
se note généralement j, go, ou Igw, ou Ig(x)w(x); on évite de la noter jg dm, à cause 
des risques de confusion avec la différentielle extérieure dw de w, qui est définie (et 
d'ailleurs égale à O) si w est de classe Cl. Si A est une partie de X dont la fonction 
caractéristique cp,, est essentiellement intégrable pour a(w), l'intégrale de 9, se note 

On prendra garde que cette notation est contradictoire avec la notation & lorsque l'on considère 
X comme munie de sa structure de fibré vectoriel de rang O sur elle-même. 



SA w. Si la constante 1 est essentiellement intégrable pour ~(w),  on dit que w est inté- 
grable. 

Soit maintenant p un entier, avec O < p < n, et soit w une forme différentielle 
tordue de degré p sur X, à valeurs dans un espace de Banach E. Soit de plus Y une 
sous-variété pure de dimensionp de X; supposons que l'injection canonique i: Y +- X 
soit munie d'une orientation. L'image réciproque i*(w) (10.4.2) se note alors parfois 
wlY. Si wlY est intégrable, on pose 

10.4.4. Soit X une variété pure de dimension n, munie d'une orientation f .  L'identifica- 
tion w H f @ w entre formes différentielles usuelles et formes différentielles tordues 
permet d'appliquer ce qui précède aux formes de degré n sur X; ainsi, à toute forme 
localement intégrable w, de degré n, est associée une mesure sur X, notée encore W. Si 
E = R, une telle forme w est localement de module intégrable (10.1.5) et la mesure 
mod(w), correspondante (10.1.6) n'est autre que la valeur absolue Iwl de la mesure w 

ONT, III, 8 1, no 6). 

10.4.5. Exemple. - Soit X une variété réelle pure de dimension 1, orientée, séparée, 
et soit z: X + C une application différentiable de X dans C. La forme différentielle 
complexe dz définit sur X une mesure complexe également notée dz. Ceci s'applique 
notamment lorsque X est une sous-variété différentielle pure de dimension 1 de C, 
a étant l'injection de X dans C. 

Plus particulièrement, prenons pour X un cercle de centre O et de rayon p > 0; 
orientons X comme indiqué dans 10.2.8, b), compte tenu de l'identification usuelle de 
C avec R2; si x E X, l'espace tangent T,(X) s'identifie à la droite Rix de T,.(C) = C et 
l'orientation choisie est la demi-droite R+ix. Si f est une fonction continue sur X, à 
valeurs dans un espace de Banach complexe, l'intégrale de f pour la mesure dz est 
donnée par la formule 

Ix f (z) dr = ip Io2. @eia) eia du. 

Par exemple, si n est un entier, on a 

10.4.6 (<( Cas complexe O). Soit Xe une variété analytique complexe séparée, pure de 
dimension m, et soit w une forme différentielle holomorphe de degré m sur XC. Soit X 
la variété analytique réelle sous-jacente à Xc; la forme w s'identifie à une forme de type 
(m, 0) sur X (8.8.9); soit W sa conjuguée (8.8.2). La forme im2w A W est une forme 
différentielle réelle de degré 2m sur X; compte tenu de l'orientation canonique de X 
(10.2.7), cette forme s'identifie à une mesure sur X, qui n'est autre que la mesure 
positive mod(w), définie en 10.1.6, où p est la mesure définie par la forme différentielle 



i dz A dZ, autrement dit le double de la mesure de Lebesgue X a 2  sur C (identifié à R2 
de la manière usuelle). 

Soit H l'espace des formes holomorphes w de degré m sur Xc telles que la 
mesure w A Z soit bornée. Pour a, /l dans H, la mesure complexe cr A est bornée; 
en posant 

( a ~ / l )  = im2 JX cr P, 

on obtient une forme hermitienne sur H, qui fait de H un espace de Hilbert. 



5 11. Formule de Stokes 

Dans ce paragraphe, on suppose K = R. 

11.1. Pièces 

11.1.1. Soit E un espace de Banach. Une partie S de E est appelée un demi-espace 
fermé s'il existe une forme linéaire continue h f O et un nombre réel k tels que 
S = (xlh(x) < k) (cf. EVT, II, 5 2, no 6); la frontière de S est alors l'hyperplan fermé 
(xlh(x) = k); on l'appelle également le bord de S, et on le note as. 

11.1.2. Soient X une variété de classe Cr et A une partie de X. On dit que A est une 
pièce de X si, pour tout a E A, il existe une carte c = (U, p, E) de X en a telle que 
y(A n U) soit un ouvert d'un demi-espace fermé de E. On pose ôA = A - A (en- 
semble des points non intérieurs de A). C'est une sous-variété de A, que l'on appelle 
le bord de A.'l) Si a G aA, il existe une carte c = (U, p, E) de X centrée en a et un 
hyperplan fermé H de E tels que p,(A n U) soit un voisinage ouvert de O dans un des 
demi-espaces fermés Sc de E définis par H (EVT, II, 8 2, no 6), et que p(aA n U) = 
H n v(A n U). Une telle carte est dite adaptée à A en a. Le demi-espace fermé Sc est 
alors l'unique demi-espace fermé de E dont 9(A n U) soit un ouvert. 

Pour qu'une partie fermée A de X soit une pièce de X, il faut et il suffit que A soit 
dense dans A et que A - A soit une sous-variété de X de codimension 1 en chacun de 
ses points. 

1 1.1.3. Exemples 

a) Dans Rn, une boule fermée de rayon > O  est une pièce; son bord est la sphère 
correspondante. 

b) Si A est une pièce de la variété X et si B est une partie fermée de aA, alors 
A - B est une pièce de X. 

c) Soit p: X -t X' un morphisme de variétés de classe Cr, et soit A' une pièce de 
X'. Si p, est transversal à aA' (5.11.6), p-l(A') est une pièce de X dont le bord est 
v-l(aA'). 
' Cette terminologie provient de ce que A est naturellement muni d'une structure de ti variété à 
bord n, de bord ôA. Pour la définition de cette catégorie, ainsi que pour celle, plus générale, de la 
catégorie des e variétés à bord anguleux O, le lecteur pourra se reporter à H. CARTAN, Séminaire 
1961162, Topologie Diférentielle, exposés 1-2-3 (par A. DOUADY), Benjamin, New York, 1969. 
Signalons qu'on peut montrer que toute ti variété à bord )) dont le bord est paracompact est iso- 
morphe à une pièce fermée d'une variété. 
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En particulier, soit h: X -+ R une fonction de classe Cr, et soit a ER;  supposons 
qu'il n'existe aucun x E X tel que h(x) = a et dJi = O. L'ensemble (x 1 h(x) < a} est 
une pièce fermée de X de bord h-l(a). 

d) Si r = CO et si X est localement compacte, tout compact de X admet un 
système fondamental de voisinages formé de pièces compactes. 

1 1.1.4. Soient X une variété de classe Cr et A une pièce de X. Soient a E ûA et v E Ta(X). 
Soit c = (U, 9, E) une carte de X adaptée à A en a (1 1.1.2) et soit h = 8; l(v) l'élément 
de E correspondant à v (5.5.1). Soit Sc le demi-espace fermé de E dont p>(A n U) est un 
ouvert (11.1.2). On dit que v est un vecteur rentrant (resp. strictement rentrant, resp. 
sortant, resp. strictement sortant) pour A en a si h appartient à Sc (resp. so -Sc, - s,), 
condition qui est indépendante du choix de la carte adaptée c. On note Ta(A) (resp. 
T;(A)) l'ensemble des vecteurs sortants (resp. rentrants) de Ta(X) pour A. Ce sont 
des demi-espaces fermés de Ta@), dont le bord contient O. On a 

Ta(aA) = T,f(A) n T;(A). 

11.2. Formule de Stokes pour les pièces 

Dans ce no, on désigne par X une variété de classe Cr (r 2 2) pure de dimension finie 
n et séparée. On désigne par A une pièce de X et par i l'injection canonique de ôA 
dans X. On désigne par E un espace de Banach. 

11.2.1. Soit x E aA et soit f une orientation de T,(ôA); on note iX(f) l'orientation de 
T,(X) contenant les éléments v A u, où v est un vecteur strictement sortant pour A en 

n-1 

x (1 1.1.4) et où u est un élément non nul de A Tx(ôA) appartenant à l'orientation f. 
L'application lx est une bijection de Or(T,(ôA)) sur Or(T,(X)). Les applications ;, pour 

x E ûA, définissent un morphisme il: 6 -t X qui est une orientation de i (10.2.5). Si ,$ 
est une orientation de X, l'orientation de ôA associée à f par 5 (10.2.5) est dite déjïnie 
par f. 

Exemple. - Lorsque X = Rn, que E est l'orientation usueile de Rn et que A est une 
boule fermée de rayon > 0, l'orientation de la sphère ôA définie par f est l'orientation 
canonique (10.2.8, b)). 

11.2.2. Soit w une forme différentieHe tordue de degré p sur X à valeurs dans E 
(10.4.1); l'image réciproque i*(w) de w par le morphisme orienté i: ôA -t X se note 
wlûA et s'appelle la forme induite par w sur ôA (cf. 10.4.3). 

11.2.3. Faisons l'une des deux hypothèses suivantes: 

(i) w est une forme différentielle tordue de degré n - 1 sur X, à valeurs dans E; 
(ii) X est orientée, ôA est munie de l'orientation correspondante (1 1.2.1) et w est 

une forme différentielle de degré 12 - 1 sur X à valeurs dans E. 

Supposons de plus que w soit de classe Cl et que l'intersection de A et du support 
de w soit compacte. La différentielle extérieure dw de w est continue (8.3.5 et 10.3.4). 



La fonction caractéristique de A est essentiellement intégrable pour la mesure vecto- 
rielle définie par do  sur X et la forme différentielle wlaA de degré n - 1 sur aA est 
intégrable (10.4.3 et 10.4.4). On a 

SA do = LA o 
(G formule de Stokes r). 

11.2.4. Soit a une forme différentielle tordue de degré n sur X à valeurs dans E, à 
support compact, et de classe Cl. Pour qu'il existe une forme différentielle tordue w 

de degré n - 1 sur X, à valeurs dans E, à support compact et de classe Cl, telle que 
a = do, il est nécessaire que J, a = O; si X est connexe, cette condition est suffisante; 
si de plus a est de classe Ck (k < r - 1, k # w), on peut choisir w de classe CL. 

11.2.5. Supposons que X soit la variété réelle sous-jacente à C, que E soit un espace de 
Banach complexe et que A soit une pièce compacte de X. Munissons X de l'orientation 
définie par sa structure complexe (10.2.7). Soit f une application continue de A dans E 
dont la restriction à l'intérieur A de A est holomorphe. Notons dz la différentielle 
de l'injection z:  aA 4 C. La forme f. dz, produit de f et de dz, est une forme différen- 
tielle de degré 1 sur aA, à valeurs dans E, de classe Co, et l'on a: 

P 

JaA 
f. dz = O ( u  formule de Cauchy )>). 

Lorsque f se prolonge en une application holomorphe, notée encore f, d'un 
voisinage ouvert U de A, à valeurs dans E, la forme différentielle f .  dz (où z désigne 
cette fois l'injection canonique de U dans C) est de classe Ca sur U et sa différentielle 
extérieure est nulle. 

11.2.6 (a Dérivée d'une intégrale ))). Supposons X orientée. Soit Y une variété de 
classe Cr, et soit cc une forme différentielle de degré n sur Y, à valeurs dans E, de classe 
Cl, et à support compact. Soit I un ouvert de R contenant O et soit g:  1 x X -t Y un 
morphisme de classe Cr; pour t E 1, notons g, l'application x - g(t, x)  de X dans Y. 
Notons le morphisme de X dans TOI) défini par +(x) = T,,, ,(g)(l, 0); c'est un 
relèvement de go (8.6.5). Supposons que la restriction de Prl: I x A -t 1 à l'inter- 
section de 1 x A et du support de g*(a) soit propre (TG, 1, § 10). Pour tout t E 1, 
l'intersection de A et du support de g?(a) est alors compacte; l'application t H SA gt(cc) 
est de classe Cl sur 1 et sa dérivée à l'origine est donnée par la formule 

cf. no 8.6. 

11.3. Formule de Stokes pour les ensembles localement polyédraux 

Dans ce no, X désigne une variété réelle pure de dimension finie n de classe 
Cr (r 2 2); on suppose X séparée. 

Le lecteur qui s'intéresse à des cas plus généraux pourra consulter H. WHITNEY, Geometric 
Zntegration Theory, Chap. ILI, $ 18 (Princeton Univ. Press, 1957). 
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11.3.1. Soit A une partie d'un espace vectoriel réel de dimension finie. On dit que A 
est polyédrale si elle réunion nnie d'intersections finies de demi-espaces fermés. 

Une partie A de X est dite localement polyédrale si, pour tout x E X, il existe une 
carte c = (U, q, E) de X en x et une partie polyédrale A, de E telles que 
q(A n U) = p(U) n A,. Une pièce de X est une partie localement polyédrale. 

11.3.2. Soit A une partie fermée de X, et soit Fr(A) = A - A sa frontière. Un point 
x E Fr(A) est dit régulier s'il existe un voisinage ouvert U de x tel que A n U soit une 
pièce de la variété U (auquel cas x appartient au bord de A n U). On note aA l'en- 
semble des points réguliers de Fr(A) et on l'appelle le bord régulier (ou simplement 
le bord) de A. L'ensemble A' = A u aA est une pièce de X, de bord ôA. 

11.3.3. * Exemple. -Soit ÛP un ensemble localement fini d'hyperplans d'un espace 
a f h e  réel E de dimension h i e  n, et soit C une chambre de E relativement à i?? (LIE, 
V, 5 1, no 3). L'adhérence C de C est une partie localement polyédrale de la variété E; 
le bord régulier de est la réunion des faces de C (loc. cit., no 4). En particulier, si C 
est un simplexe ouvert (loc. cit., no 6)  de sommets a,, . . . , a,, le bord de C est la réunion 
des C{*, (O < i < n), où C{i, est le simplexe ouvert de sommets a,, . . . , ai - l, ai + l, . . . , a, 
dans l'espace affine engendré par ces sommets., 

11.3.4. Soit A une partie localement polyédrale de X, et soit w une forme différentielle 
tordue de degré n - 1 sur X à valeurs dans un espace de Banach E; on suppose que w 
est de classe C1 et que l'intersection de son support avec A est compacte. Alors, la 
fonction caractéristique de A (resp. A', A) est essentiellement intégrable pour la 
mesure vectorielle définie par dw sur X et l'on a 

La forme différentielle wjôA (pour l'orientation canonique de l'injection canonique de 
aA, considéré comme le bord de la pièce A', dans X) est intégrable dans i3A et l'on a 

Ldw = h w (u formule de Stokes )>). 

Lorsque X est munie d'une orientation, et que l'on munit aA de l'orientation cor- 
respondante (1 1.2.1), cette formule est encore valable si w est une forme différentielle 
usuelle de degré n - 1 à valeurs dans E, de classe C1 et telle que A n Supp w soit 
compact. 

71.4. Formule de Stokes relative (intégration sur les fibues) 

Dans ce numéro, on désigne par X et S deux variétés (réelles) de classe Cr et par 
v: X + S une submersion. On désigne par n un entier et on suppose que, pour tout 
s E S, la fibre X, = v-l(s) de T en s (qui est une sous-variété de X (5.10.5)) est pure 
de dimension n. 
+B. 



11.4.1. Soient E et H deux espaces vectoriels et soit F un sous-espace vectoriel de 
dimension finie n de H. Soient p un entier 20,  u une application (n -I- p)-linéaire 
alternée de Hn+P dans E et t,, . . ., tp des éléments de H/F; soient t ; ,  . . ., t i  des 
représentants de t,, . . . , tp dans H. L'application 

(x,, . . . , x,) ++ ~( t ; ,  . . . y  tp, x,, . - -, xn) 

est une application n-linéaire alternée de Fn dans E, qui ne dépend que de u et des 
ti; on la note u L (tl, . . ., tp) (cf. A, III, p. 158 pour le cas particulier E = K). 
L'application 

ttl, . . - 7  tp) ++ u L (Il, . . ., tp) 

est p-linéaire alternée. 

11.4.2 (<( P-torsion ))). Considérons le fibré vectoriel T(X/S) sur X (8.1.3) ; il est de rang 
fini n en chaque point de X. On pose an = RTcmsl (10.3.1) et ii, = OrTcxln (10.2.2). 
Soit s E S ; compte tenu de l'identification naturelle de T(X/S)IX, avec TVs) (8.1.3), la 
fibre en s de l'application 5 :  x, -t S composée de P et de l'application canonique 

+ X, est fZ, (10.2.4). On appelle forme dzj&entielle P-tordue sur X une forme 
différentielle T(X/S)-tordue (10.3.3). 

11.4.3 ((( S-orientation d'un S-morphisme O). Soit X' une variété munie d'une sub- 
mersion P' : X' -f S dont les fibres X, sont pures de dimension finie n', et soit p,: X'+X 
un morphisme tel que P' = P o q. On appelle S-orientation de p, un morphisme 
9:  %;. + R, cornmutant à l'action du groupe {k 1) et tel que le diagramme 

soit commutatif. La donnée d'une S-orientation de p, permet, comme en 10.4.2, 
d'identifier les fibrés finp et et de définir l'image réciproque d'une forme diffé- 
rentielle P-tordue par le morphisme S-orienté q: c'est une forme différentielle 
n'-tordue sur X'. 

11.4.4. Soit A une pièce de X telle que la restriction de P à ôA soit une submersion. 
Pour tout s E S, la fibre X, = P-~(s) est une sous-variété de X transversale à aA et 
A n X, est une pièce de X,, notée A,, de bord ôA n X,. 

Soit i l'injection canonique de ôA dans X. Il existe une S-orientation 5 et une seule 
de i telle que, pour tout s E S, la restriction de i" à (ûAJ" (identifié à la fibre en s de la 

submersion ô&&, -t S) soit l'orientation définie en 1 1.2.1 de l'injection canonique de 
aA, dans X,. Si w est une forme différentielle P-tordue sur X, l'image réciproque de 
w par le morphisme i ainsi orienté est notée wlaA (cf. 11.2.2). 
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11.4.5 ((( Produit intérieur a). Soit p un entier 20 et soit w une forme différentielle 
m-tordue de degré n + p sur X, à valeurs dans un fibré vectoriel E de base X. Soient 
s E S et x EX,; on a w(x) = t @ u, où 5 est une orientation de Tx(Xs) = T(X/S),, 
identifiée à un élément de (RXJx = (Rn), (10.3.2), et où u est une application 
(n + p)-linéaire alternée de T,(X) dans Ex. Soient t,, . . . , t, des vecteurs tangents à 
S en S. )Posons 

(cf. 11.4.1). On définit ainsi une forme différentielle tordue 8: x I+ B(x) de degré n 
sur X,, à valeurs dans EIX,. On la note w L (t,, . . ., t,). 

En particulier, soit M un fibré vectoriel de classe Cr-, de base S et prenons 
E = m*(M). Le fibré EIXs s'identifie naturellement au fibré trivial de base X, défini 
par l'espace de Banach M, et la forme w L (&, . . . , t,) s'identifie à une forme diffé- 
rentielle tordue sur X,, à valeurs dans M,. 

1 1.4.6. Conservons les notations précédentes (en particulier E = P(*M)) et supposons 
de plus que X soit séparée et w continue. Soit A une pièce de X telle que la restriction 
de P à 8A soit une submersion et que la restriction de P à l'intersection de A et du 
support de w soit propre. Pour s G S et t,, . . . , t, dans T,(S), la forme w L (t,, . . . , t,) 
(1 1.4.5) est une forme différentielle tordue de degré n sur X,, continue, à valeurs dans 
l'espace de Banach M,, et son support rencontre A, suivant un compact. Il existe une 
forme différentielle cc et une seule de degré p sur S, à valeurs dans le fibré vectoriel 
M, et telle que 

cc(s)(t17 . . . 7  t p )  = IAs (t17 . . - 9  

quels que soient s E S et t,, . . . , t, dans T,(S). La forme cr se note Sn,, w (ou simplement 

w lorsque A = X); on dit qu'elle s'obtient en intégrant w sur A le long desjibres de T. 

Si w est de classe CL (O < k < r - 1, k < a), il en est de même de fnlA W. 

Lorsque w est une forme de degré c n, on convient que saIA w = 0. 

1 1.4.7. Conservons les hypothèses et notations précédentes. 
a) Pour toute forme différentielle scalaire continue sur S, on a 

b) Soient 7 un champ de vecteurs continu sur X et 5 un champ de vecteurs continu 
sur S, tels que ri soit m-lié à 5 (8.2.6). On a 

c) Supposons de plus que 7, 5 et w soient de classe Cl, que l'on ait ~ ( x )  E Tx(âA) 
pour tout x E ûA et que M soit le fibré trivial défini par un espace de Banach E. On a 

(cf. 8.4.2 et 10.3.4). 



d) Si w est de degré n + p et de classe Cl, on a 

e) Supposons que S soit réduite à un point. Les formesm-tordues sur Xsont alors les 
formes tordues ordinaires (10.4.1). Si w est de degrt n, la forme LIA w de degré O sur S 

est la constante jA o (10.4.3). 

11.4.8. Soit m': S -t S' une submersion telle que les fibres de m' soient des sous- 
variétés pures de dimension finie constante n'. Posons n" = n' OP; c'est une sub- 
mersion de X sur S' dont les fibres sont des sous-variétés pures de dimension 
m = n + nt. 

Soit x E X. La suite 

est exacte. Il existe un isomorphisme j et un seul du fibré vectoriel fi, @ m*(a,) sur 
fi,., tel que, si 5 (resp. 7)) est une orientation de T(X/S), (resp. de (m*T(S/S')), identifié 
à T(S/S1),(,), on ait j ( t  = v t  (le produit étant défini par la suite exacte précé- 
dente (10.2.1)). 

Soit M' un fibré vectoriel de base S'; posons M = m'*(NIf), et E = n*(M) = 

n"*(Mf). Si w est une forme différentielle m''-tordue sur X à valeurs dans E, I'isomor- 
phisme j permet de l'identifier à une forme ?r-tordue à valeurs dans ?r*(&) @ E, ou 
encore à valeurs dans m*(R, @ M). 

Soit de plus A une pièce de X telle que mlûA: ûA -t S soit une submersion; il en 
est alors de même de ?rnlaA: ôA +- S'. Supposons en outre que w soit continue et que 
la restriction de m" à A n Supp w soit propre; il en est alors de même de la restriction 
de a à A n Supp o. On peut considérer d'une part la forme différentielle LIA o 

sur S', qui est une forme à valeurs dans MF, d'autre part la forme différentielle LIA w 

sur S, qui est une forme à valeurs dans fi,, @ M, ou encore une forme n'-tordue à 
valeurs dans M = m'*(MI). De plus, m(A) est une sous-variété ouverte de S et la 
restriction de w' à P(A) n Supp LIA w est propre. La forme différentielle ka,, jnlA w 

est définie; c'est une forme différentielle sur S', à valeurs dans M'. On a 



12. Jets 

Dans ce paragraphe, on note X et Y deux variétés de classe Cr, où r E NK, et k un 
entier tel que O < k < r. 

A partir du no 12.3, on suppose: 

- soit que K est de caractéristique zéro; 
-soit que les variétés, espaces de Banach et fibrés vectoriels considérés sont 

localement de dimension finie. 

12.1. Jets d'applications 

12.1.1. Soit x E X et soientf, g deux applications continues définies au voisinage de x et 
à valeurs dans Y. On dit que f et g ont un contact d'ordre 2 k en x si Son a f (x) = g(x) 
et s'il existe des cartes (U, F, E) de X en x et (V, 4, F) de Y en f(x) telles que les 
applications z,h 0 f 0 9-1 et $ 0  g 0 v-l, définies au voisinage de ~ ( x )  dans E et à valeurs 
dans F, aient un contact d'ordre > k en ~ ( x )  (1.1.2). Cette propriété est alors vérifiée 
par toutes les cartes de X en x et de Y en f (x). 

12.1.2. Soient x E X, y E Y. Dans l'ensemble des applications de classe Cr définies au 
voisinage de x, à valeurs dans Y, et appliquant x sur y, la relation a f et g ont un con- 
tact d'ordre > k » est une relation d'équivalence; la classe de f pour cette relation 
se note jXCf) et s'appelle le jet d'ordre k de f de source x et de but y. La source d'un 
jet j est notée s(j) et son but b(j).  

L'ensemble des jets d'ordre k de X dans Y (resp. de source x, resp. de but y) est 
noté Jk(X, Y) (resp. JX(X, Y), resp. Jk(X, Y),) et l'on pose 

JE@, Y), = JE(X7 Y) n Jk(X, Y),. 

12.1.3. Si U et V sont des ouverts de X et Y respectivement, on identifie de façon 
évidente Jk(U, V) à l'image réciproque de U x V par l'application 

(s, b): Jk(X, Y)+X x Y. 

12.1.4. Soit Z une variété de classe Cr, et soit (x, y, z) E X x Y x Z. Soit j E JE@, Y), 
et soit j' E J,k(Y, z),. Les applications f' of, avec f E j et f' Ej', ont même jet d'ordre 
k en x; ce jet s'appelle le composé de j et j' et se note j' 0 j ;  on a s(j' 0 j )  = s(j) et 
b(jf 0 j )  = b(j'). Si T est une variété de classe Cr et si j "  E Jf(Z, T), on a 

j "  O (j' O j )  = (j" O j') O j. 



12.1.5. Soit j E JJC(X, Y), avec x E X, et soit k' un entier tel que O < k' < k. Les 
jets jF(f), pour f E j, sont égaux; le jet ainsi défini est noté IJC*k'(j); l'application 
r ~ .  kr: ~k (X, Y) -t J k'(X, Y) est surjective. 

12.1.6. Supposons r égal à co ou à w. Soient f et g deux applications de classe Cr définies 
au voisinage d'un point x E X, et à valeurs dans Y. Si j,"( f )  = j,"(g) pour tout entier 
m 2 O, on dit que f et g ont un contact d'ordre infini en x. On obtient ainsi une relation 
d'équivalence dont les classes s'appellent les jets d'ordre infini en x ;  le jet d'ordre 
infini de f se note j,"(f) ou j?(f). Les définitions et résultats qui précèdent s'étendent 
sans modification aux jets d'ordre infini. 

12.2. Jets d'applications d'espaces de Banach 

Dans ce no, E et F désignent deux espaces de Banach. Si m est un entier >O, on note 
Pm@; F) l'espace de Banach des polynômes-continus homogènes de degré m sur E à 
valeurs dans F (Ière partie, Appendice, A.2). 

12.2.1. Soit U un ouvert de E, soit f: U -t F une application de classe Cr, et soit 
a E U. Il existe un polynôme-continu 

et un seul, qui soit de degré Gk, et qui ait même jet d'ordre k à l'origine 
que x ++ f (X - a). Si O < m < k, la m-ième composante fm de f est notée Amf (a) ou 
A:(f). Lorsque r = w, cette notation coïncide avec celle de 3.2.1 et 4.2.1; lorsque 
r < a , o n a  

m ! Amf (a)@) = Dmf (a)(h, . . . , h) = Dmf (a). hm. 

L'application f ~ f d é h i t  par passage au quotient une bijection de Ja(E, F) sur 

n Pm@; F) au moyen de laquelle on identifie ces deux espaces; en particulier, 
0 4 m 4 k  

Jg(E, F) est muni d'une structure d'espace de Banach s u  K. Si j E Jg(E, F), on note 
A:(j) la m-ième composante de j ;  on a 

AgG) E Pm@; F) pour O < m < k, et Aa(j) = b(j) E F. 

12.2.2. Soit U (resp. V) un ouvert de E (resp. F). Notons Qk(E, F) l'espace de Banach 
produit des Pm(E; F) pour 1 < m < k. L'application 

est une bijection de J &(U, V) sur U x V x Qk(E, F), au moyen de laquelle on identifie 
ces deux ensembles. En particulier, JO@, F), s'identifie à Qk(E, F). 

12.3. Variétés de jets 

12.3.1. Soient c = (U, q, E) et c' = (V, +, F) des cartes de X et Y respectivement. Les 
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applications g, et a,b définissent, par transport de structure, une bijection T de Jk(U, V) 
sur 

Jk(g,(U), +O) = TOT) x 4 0  x Qk@, FI, 

cf. 12.2.2. Si l'on pose W = Jk(U, V) et G = E x F x Qk(E, F), le triplet (W, T, G) 
est une carte de Jk(X, Y). Les cartes ainsi obtenues forment un C7-k-atlas et celui-ci 
munit Jk(X, Y) d'une structure de K-variété de classe Cr-k.'l) 

Si ( x ,  y) E X  x Y, les ensembles JX(X, Y), Jk(X, Y), et JE@, Y), sont des sous- 
variétés fermées de Jk(X, Y). 

12.3.2. Si X et Y sont pures (resp. de dimension finie, resp. séparées, resp. connexes), 
il en est de même de Jk(X, Y). 

Si U (resp. V) est ouvert dans X (resp. dans Y), Jk(U, V) est une sous-variété 
ouverte de Jk(X, Y), cf. 12.1.3. 

12.3.3. Les applications s: Jk(X, Y) + X, b: Jk(X, Y) -+ Y et (s, b): Jk(X, Y) -+ X x Y 
sont des fibrations (6.1.1) de classe Cr-k. Lorsque k = O, (s, b) est un isomorphisme. 

12.3.4. Notons Tx et Ty les fibrés vectoriels pr; T(X) et pr2 TOI) sur X x Y, et soit 
9 ( T x ;  Ty) le fibré des homomorphismes de Tx dans Ty (7.7.3); si (x, y) E X x Y, on a 

Soit j E Jk(X, Y), k 2 1, et soit f E j. L'application tangente à f en x = s(j) ne 
dépend que de j ;  on la note T(j); c'est un élémentde Z(T,(X); Tu(-), où y = b(j). 
Lorsque k = 1 l'application 

T: J1(X, Y) 9(Tx;  Tp) 

ainsi définie est un isomorphisme de variétés de classe Cr-l. 
Pour X = K, cet isomorphisme identifie JO@, Y) à TOI); pour Y = K, il identifie 

J1(X, K)o au dual T'(X) de T(X). 

12.3.5. Soit k' un entier tel que O < k' < k. L'application 

IJC. k' : Jk(X, Y) + Jk'(X, Y) (cf. 12.1.5) 

est une fibration de classe Cr-". 

12.3.6. Soit Z une variété de classe Cr, et soit T l'ensemble des couples 

(j,j? E Jk(X, Y) x JkW, Z) 
tels que b(j) = s(jl). Alors T est une sous-variété de Jk(X, Y) x Jk(Y, Z) et l'applica- 
tion (j, j') H j' O j est un morphisme de classe de T dans Jk(X, Z). 

12.3.7. Si fi X + Y est un morphisme de classe Cr, l'application x ++ jX(fl est un 
morphisme jk(f) de classe Cr-'" de X dans Jk(X, Y). 

l Lorsque k = r (ce qui n'est possible que si K = R), Jk(X, Y) est munie d'une structure de 
variété topologique (cf. Conventions et Notations) et les morphismes et fibrations considérées ci- 
après doivent être pris dans un sens purement topologique (cf. note de bas de page du 96). 



12.3.8. Soient k' et k" des entiers positifs de somme k. Soit x E X, soit U un voisinage 
ouvert de x, et soit f: U + Y un morphisme de classe Cr. L'application 

x - jE(f) : U -t Jk'(X, Y) 
est de classe Cr-k' et son jet d'ordre k" en x ne dépend que de ji(f). On obtient 
ainsi une application canonique 

a: Jk(X, Y) -+ Jk"(X, J"'(X, Y)) 

qui est de classe Cr-'"; si K est de caractéristique zéro, c'est un plongement. 

12.3.9. Soient X', Y' des variétés de classe Cr, soient f: X -+ X' et g: Y' -+ Y des 
morphismes, et soient (x, y') E X  x Y', x' = f(x), y = g(y'). Si u E J$(X', Y'),,, 
posons 

J E U  d Y ( 4  = j3g) O u ojXW. 
On obtient ainsi une appiication 

JLÿ, g) : Jk(X', Y') x,, X -+ Jk(X, Y) 

qui est de classe Cr-k. 

12.3.10. Soit A une partie compacte de X. Soit %'"(X; Y) l'ensemble des applications 
de classe CL de X dans Y. Pour tout f E Vk(X; Y), l'application jk(f)lA appartient 
à l'ensemble '%(A; Jk(X, Y)) des applications continues de A dans JL(X, Y). On a 
ainsi défini une application h de qk(X; Y) dans %'(A; Jk(X, Y)). L'image réciproque 
par h de la topologie de la convergence compacte sur %(A; Jk(X, Y)) (TG, X, 8 3, déf. 1) 
est une topologie sur Vk(X; Y); on l'appelle la topologie de la CL-convergence uniforme 
sur A. 

12.4. Repères et fibrutions principales 

12.4.1. Soit j E Jk(X, Y) et soient x = s(j), y = b(j). On dit que j est inversible s'il 
existe j' E JY(Y, X)% tel que j' 0 j = j,k(Ida et j 0 j' = j:(Id,); le jet j' est alors déter- 
miné de manière unique; on le note j - l .  Si k = O, tout jet est inversible. Si k 2 1, les 
conditions suivantes sont équivalentes : 

a) j est inversible; 
b) l'application T(j): T,(X) + Ty(Y) (cf. 12.3.4) est un isomorphisme; 
c) il existe un isomorphisme g de classe Cr d'un voisinage ouvert de x sur un 

voisinage ouvert de y, tel que jE(g) = j. 

12.4.2. Soit E un espace de Banach. On note GLk(E) i'ensemble des jets d'ordre k de 
E dans E qui sont inversibles et ont O pour source et pour but; c'est un ouvert de 
Jt(E, E),. Muni de la loi de composition des jets, et de la structure de variété induite 
par celle de l'espace de Banach JE@, E), = QL(E, E), c'est une variété de groupe de 
classe Cm. 

On a GLO(E) = (el. Le groupe GL1(E) s'identifie, au moyen de T, au groupe 
GL(E) des automorphismes de E. 

Si k' < k, l'application rL. k': GLL(E) -t GLk'(E) est un homomorphisme de classe 
Ca et c'est une submersion surjective. L'application f - Id, + f est un isomorphisme 
de variétés de groupes de Pk(E, E) sur le noyau de rk* "*. 
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12.4.3. Soit E un espace de Banach. Pour tout x E X, on appelle E-repère d'ordre k de 
X en x tout élément inversible de J~(E, X),. L'ensemble des E-repères d'ordre k de X 
est une sous-variété ouverte Rk(E, X) de J;(E, X); l'application 6 a pour restriction un 
morphisme, encore noté b, de Rk(E, X) dans X; de même, si k' < k, on note encore 
rJ". k' le morphisme de Rk(E, X) dans Rw(E, X), restriction de l'application rk. k' de 
12.1.5. 

12.4.4. On suppose que X est pure de type E (5.1.7). Le groupe GLk(E) opère à droite 
sur Rk(E, X) par la loi (p, u) ++ p 0 u et le quadruplet Ax = (Rk(E, X), GLk(E), X, b) 
est uneJibration principale (6.2.1) de groupe structural GLk(E), de base X et de classe 
Cr-k 

Si k' < k, soit H le noyau de rk. k': GLk(E) + GLw(E); le quadruplet 
(Rk(E, X), H, Rk'(E, X), rk. '"') est une fibration principale de classe Cr-k. 

La variété Jk(X, Y) est munie d'une structure d'espace fibré associé à A, (6.5.1): 
la fibre type est J~(E, Y) sur laquelle GL~(E) opère à gauche par la loi (u, j )  ++ j O U - l ;  

l'application repère R k ( ~ ,  X) x J~(E,  Y) -t Jk(X, Y) transforme (p, j )  en j 0 p-la La 
projection Jk(X, Y) -t X correspondant à cette structure d'espace fibré est S. 

12.4.5. Soit F un espace de Banach, et supposons Y pure de type F. Alors Jk(X, Y) 
est munie d'une structure d'espace fibré associé à A,: la fibre type est Jk(X, F)o sur 
laquelle GLk(F) opère à gauche par la loi (v, j )  ++ v 0 j ;  l'application repère est 
(O, j )  ++ u 0 j ;  la projection Jk(X, Y) + Y  est b. 

12.4.6. Les hypothèses étant celies de 12.4.4 et 12.4.5, soit ,IL la fibration principale 

(Rk(E, X) x Rk(F, Y), GLk(E) x GLk@), X x Y, b x b), 

produit de A, et A,. Alors Jk(X, Y) est munie d'une structure d'espace fibré associé 
à p:  la fibre type est JECE, F), sur laquelle GLk(E) x GLk(F) opère à gauche par la 
loi ((u, v), j) ++ v o j o u-l; l'application repère est ((p, O), j )  ++ u 0 j 0 p-l; la projec- 
tion Jk(X, Y) -t X x Y est (s, b). 

12.5. Jets & sections 

12.5.1. Soit n: Y -t X une submersion, soit x EX, et soit s E JE@, Y). On dit que s 
est un jet de section (d'ordre k) de n si s est de la forme jXCf), où f est une section de 
classe Cr de n au-dessus d'un voisinage ouvert de x ;  cette condition équivaut à 

j h ( 4  s = jtOdX)- 
On note PE(n) (resp. Pk(n)) l'ensemble des jets s E JX(X, Y) (resp. Jk(X, Y)) qui sont 
des jets de section de n; c'est une sous-variété de classe Cr-k de Jk(X, Y). Les applica- 
tions 

s: Pk(n) -+ X et 6: Pk(n) -+ Y 

sont des submersions; si n est une fibration, ce sont des fibrations. Pour k = O, b 
est un isomorphisme, par lequel on identifie Po(n) à Y. 

Si k' < k, l'application P."': Jk(X, Y) -+ Jk'(X, Y) applique Pk(?r) dans Pk'(n); 
l'application de Pk(n) dans Pk'(n) déduite de rk. k' est une fibration de classe Cr-k. 



12.5.2. Soit Z une variété de classe Cr; supposons que Y = X x Z et soit 
P = prl : Y + X. La restriction de Jk(Idx, pr,) (cf. 12.3.9) à Pk(n) est un isomorphisme 
de Pk(?r) sur Jk(X, Z), par lequel on identifie ces deux variétés. 

12.5.3. Soit Y' une variété de classe Cr, soient m :  Y + X et TT': Y' +- X des submer- 
sions et soit g: Y -t Y' un morphisme tel que P' 0 g = 71. L'application Jk(Idx, g) 
a pour restriction une application 

Pk(g) : Pk(P) + Pk(7r') 
qui est de classe 

Soit X' une variété de classe Cr, et soit f: X' + X  un morphisme; posons 
(Y', d) = f *(Y, P), cf. 5.1 1 S. L'application Jkdf, Idy) (cf. 12.3.9) définit une applica- 
tion de classe Cr-" de f *Pk(m) dans Pk(?r'). 

12.6. Jets & sections d'unjibré vectoriel 

12.6.1. Soit E un fibré vectoriel de classe Cr de base X, et soit P sa projection. Soient 
co = (U, pî, F,) une carte vectorielle de E et cl = (U, +, FI) une carte de la variété 
X, de même domaine U. Ces cartes définissent une bijection 8 de Pk(n)lU sur 
Jk(+Cv>, F,) = +(U) x F, x Qk(Fl, F,), cf. 12.2.2 et 12.3.1, d'oh une carte vectorielle 

k 

d = (U, 8, G), avec G = F, x Qk(F,, F,) = n Pm(Fl; F,) 
m = O  

de Pk(?r). Les cartes ainsi obtenues forment un Cr-k-atlas vectoriel, qui munit Pk(r) 
d'une structure de fibré vectoriel de classe Cr-", de base X. Ce fibré vectoriel est noté 
Pk(E); la structure de variété sous-jacente est celle définie en 12.5.1. 

Soit U un ouvert de X, et soit f E g ( U )  une section de classe Cr de E au-dessus de 
U. L'application jk(f) : x H jim est une section de classe Cr-" de Pk(E) au-dessus de 
U. L'application jk : g ( U )  4 Y&;~(u) est K-linéaire. 

12.6.2. Si F est un espace de Banach, l'identification (12.5.2) de Pk(Fx) avec Jk(X, F) 
munit cette dernière variété d'une structure de fibré vectoriel de classe Cr-k, de base 
X. Lorsque F = K, on écrit Pk(X) au lieu de Pk(Kx). 

Exemple. - Prenons X = Kn, et notons ul, . . . , un les fonctions coordonnées sur 
K"; alors la fibre Pt@) de P k(X) en O admet pour base la famille des jets d'ordre k 

12.6.3. Soient d un entier 2 O, El, . . . , E,, F des fibrés vectoriels de classe Cr de base 
X, et soit u: El xx- - - x, Ed -+ F un morphisme multilinéaire (7.3.l).de classe Cr. Il 
existe alors un morphisme multilinéaire 
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pour tout ouvert U de X et toute suite de sections si E G ( U )  pour 1 Q i < d. 
Si A est un fibré en algèbres (7.3.2) de base X, le morphisme de Pk(A) x x  Pk(A) 

dans Pk(A) déduit de la multiplication A x x  A -+ A fait de Pk(A) un fibré en algèbres; 
si A est un fibré en algèbres associatives, Pk(A) est un fibré en algèbres associatives; si 
en outre M est un fibré en A-modules (7.3.3), Pk(M) est un fibré en Pk(A)-modules. En 
particulier, Pk(X) est un jibré en algèbres associatives, commutatives et uni- 
fères; si E est un fibré vectoriel, Pk(E) est unjibré en Pk(X)-modules. Si u: E + F est un 
morphisme de fibrés vectoriels, alors Pk(u): Pk(E) -t Pk(F) est un Pk(X)-homomor- 
phisme. 

12.6.4. Si E % F % G est une suite exacte localement directe de fibrés vectoriels de 
base X, il en est de même de la suite 

où les homomorphismes considérés sont Pk(u) et Pk(v). 

12.6.5. Soient k' et k" deux entiers positifs de somme k, et soit E un fibré vectoriel de 
classe C et de base X. Le morphisme 

a: Jk(X, E) -t Jk"(X, Jk'(X, E)) (cf. 12.3.8) 

induit un morphisme de fibrés vectoriels 

qui est de classe C-k. Si U est un ouvert de X et f E io,'(U), on a 

Lorsque K est de caractéristique zéro, /3 est un isomorphisme de Pk(E) sur un sous- 
fibré vectoriel de Pk"(Pk'(E)). 

12.6.6. Soit k' un entier tel que O < k' < k, et soit E un fibré vectoriel de classe Cr et 
de base X. L'application 

I.k. Ic' : Pk(E) -t Pk'(E) 

est un morphisme surjectif localement direct de classe Cr-k. Son noyau Nk* %'(E) est 
formé des jets de section de E ayant un contact d'ordre 2 k' avec la section nulle. 

12.6.7 (<< Le foncteur vectoriel Pm n). Les notations étant celles de 7.6,7.7, 7.8, posons 
1, = {O), 1- = (1) et soit m un entier 20. Si Y = Or,, VI) est un couple d'espaces de 
Banach, notons r m ( q  l'espace de Banach Pm(V1; Vo) des polynômes-continus homo- 
gènes de degré m sur V, à valeurs dans Vo (A.2). De même, si f = Cf,, f,). où 
f, : V, + Vo et fl : V; -t V, sont des morphismes d'espaces de Banach, notons T,( f) le 
morphismep H fo 0 p 0 fi de Pm(V, ; Vo) dans P m w  ; Vo). On obtient ainsi un foncteur 
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vectoriel 4, de classe Cm. Si E, et El sont deux fibrés vectoriels de base X, on note 
Pm(El ; E,) le fibré vectoriel déduit de (E,, El) par 7, (7.6.2). 

12.6.8. Reprenons les notations et hypothèses de 12.6.1. 11 existe un morphisme de 
fibrés vectoriels 

L: Pk(T(X); E) -t PL@) (cf. 12.6.6), 

et un seul tel que, quelles que soient la carte vectorielle c, = (U, p, F,) de E et la 
carte cl = (U, +, FI) de X, le diagramme suivant soit commutatif: 

o i ~  : 1) LIU est la restriction de L à Pk(T(X), E)IU; 
2) 6 est la bijection définie en 12.6.1 ; 
3) i est l'application (u, p) H (u, O, . . . ,O, p); 
4) 7 est déduite, au moyen du foncteur vectoriel T,, de la carte vectorielle ci de 

T(X) (cf. 8.1.1) et de la carte vectorielle c, de E. 

Le morphisme L est un isomorphisme de Pk(T(X); E) sur le sous-fibré vectoriel 
Nkr k-l(E) de Pk(E) (cf. 12.6.6); Ia suite 

est une suite exacte localement directe de fibrés vectoriels. 
Plus généralement, posons No = Pk(E), N, = Nksm-I(E) pour rn 2 1, de sorte 

que les N, forment une suite décroissante de sous-fibrés vectoriels de Pk(E): 

Pour O < m < k, la projection rk,": Pk(E) +Pm(E) définit un isomorphisme de 
Nm/Nm+, sur Nm* ,-l(E) ; vu ce qui précède, on obtient ainsi des isomorphismes 

tm : Nm/Nm+ 1 -t Pm@@); E) (O < m 6 k). 

On a en particulier No/Nl = E et NJN, = B ( T 0 ;  E). Pour k = 1, cela donne une 
suite exacte: 

O -+ 8(T(X); E) -t P1(E) + E -+ 0. 

12.7. AApaibZissement de structure 

On suppose K = R. Soit r' E NK avec k < r' < r et soient X' et Y' les variétés de 
classe Cr' obtenues à partir de X et Y par affaiblissement de structure (5.13.1). Soient 
x E X et j E JX(X, Y); soient U une partie ouverte de X contenant x et f une application 
de classe CL de U dans Y, telles que jXCf) = j. Considérons f comme un germe de mor- 



no 7 JETS 61 

phisme de X' dans Y'; son jet j' E JX(X', Y') ne dépend que de j. L'application j ++ j' 
est un isomorphisme de classe Cr'-k de Jk(X, Y) sur Jk(X', Y'); elle permet d'identifier 
Jk(X', Y') à la variété de classe C"-k déduite de la variété Jk(X, Y) de classe Cr-k par 
affaiblissement de structure. Un résultat analogue s'applique aux variétés Pk(.rr) et 
Pk(E) des no 12.5 et 12.6. 



8 13. Distributions ponctuelles 

13.1. Tenseurs symétriques et espaces de Banach 

13.1.1. Soit E un module sur un anneau commutatif A. Si n est un entier 2 O, on note 
TSn(E) le module des tenseurs symétriques de degré n de E (A, III, p. 71 et A, IV, 
!j 5, no 2); la somme directe des TSn(E) est notée TS(E). Si r est, soit un entier, soit l'un 
des symboles oo, a, on pose 

TSCr)(E) = O TSn(E) 
n b r  

et TS"'+ (E) = l b n b ~  @ TSn(E) ; 

par suite, si r 2 O, TS(')(E) est somme directe de TSC0)(E) = A et de TSr)+(E). On a 
TSC1)+(E) = E et TSCm)(E) = TS(O)(E) = TS(E). 

Si n est un entier 20, et si x E E, on note yn(x) l'élément x @. . @I x de 
TSn(E); pour n = O, y0(x) = 1. 

13.1.2 (4 Applications polynomiales O). On suppose que A est intègre infini et que E 
est un A-module libre. Soit F un A-module. Une application f: E -+ F est dite poly- 
nomiale homogène de degré n si elle satisfait aux conditions équivalentes suivantes 
(cf. A, IV, Cj 5, no 9): 

a) Il existe une application linéaire f TSn(E) -+ F telle que f (x) = f(yn(x)) pour 
tout x E E. 

b) Il existe une application multilinéaire u: En -t F teiie que f(x) = u(x, . . . , x) 
pour tout x E E. 

Supposons que ce soit le cas. L'application f vérifiant a) est alors unique; si 
t E TSn(E), on note <f, t )  l'élémentf(t). Si u: En -+ F vérifie b), l'application linéaire 
correspondante de @InE dans F coïncide avec f dans le sous-module TSn(E). Lorsque 
n ! est inversible dans A, on peut choisir u symétrique, et cela de façon unique. 

13.1.3. Soient E un espace de Banach sur K et F un espace polynormé séparé sur K. 
Soient U un voisinage ouvert de O dans E,f: U + F une application de classe 
Cr (r E NE), et t un élément de TSCr)(E), cf. 13.1.1 (appliqué à l'anneau A = K). Soit k 
un entier < r tel que t E TSCk)(E). On peut décomposer t et f de façon unique en 

t = to + - a - + t,, avec ti E TSi(E) 

f =fo +'. '+ fk + h, 
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oùf, est un polynôme-continu homogène de degré i (O < i < k) et où h a un contact 
d'ordre 2 k avec O au point O. On pose alors 

P 

c'est un élément de F qui ne dépend pas du choix de k. 

13.1.4. Soient E et E' deux espaces de Banach, U un voisinage ouvert de O dans E et 
rp: U + E' une application de classe Cr telle que rp(0) = O. Soit t E TSCr'(E). Il existe un 
élément t ' E TSr)(E') et un seul tel que, quels que soient l'espace polynormé séparé F, 
le voisinage ouvert U' de O dans E', et l'application$ U' -+ F de classe Cr, on ait 

(*) (f, t'> = (f O P, t>. 

Cet élément t' se note rp,(t). L'application 

rp* : TSr)(E) -+ TSr)(E') 

ainsi définie est linéaire. 

13.2. Distributions ponctuelles 

Dans ce numéro, X désigne une variété de classe Cr, et x un point de X. 

13.2.1. Soit &'l'ensemble des couples (c, t), où c = (U, rp, E) est une carte de X centrée 
en x, et où t E TS(')(E). Deux éléments ((U, rp, E), t) et ((U', rp', E'), t ') de d sont dits 
équivalents si t' = y,(t), où y = rp' 0 rp-l. On obtient ainsi une relation d'équivalence 
sur &'; une classe d'équivalence pour cette relation est appelée une distribution 
ponctuelle en x sur X. 

Soit T'i)(X) Sensemble des distributions ponctuelles en x sur X. Si c est une carte 
de X centrée en x, l'application 

0, : TSC"(E) -t T'!(X) 

qui, à t, fait correspondre la classe de (c, t), est une bijection. Dans tout ce qui suit, on 
munit T$'O de la structure de K-espace vectoriel obtenue en transportant celle de 
TSr)(E) par 0,; cette structure ne dépend pas du choix de c. De même, si k < r, on 
note TF)@) et TF'+@) les images de TS'"'(E) et TS'"'+(E) par O,; elles ne dépendent 
pas du choix de c. Un élément de T:)(x) est dit d'ordre < k s'il appartient à TF'(X). 
On a 

TF'@) = T$"(X) @ TF'+@). 

Il existe un élément et un seul E, de T~'(X) tel que Son ait 0,(1) = E, pour toute carte 
c de X centrée en x. Si t est une distribution ponctuelle en x, on appelle terme constant 
de t l'élément X de K tel que t - As, E T:'+ 0; on dit que t est sans terme constant si 
son terme constant est nul. 

13.2.2. Soit F un espace polynormé séparé, et soit f une fonction de classe Cr à valeurs 
dans F, définie sur un voisinage de x. Soit t une distribution ponctuelle en x sur X. 



Considérons une carte c = (U, y, E) de X centrée en x, et posons& = f O p-l et 
t, = 0c1(t); l'élément (f,, t,> de F défini en 13.1.3 ne dépend pas du choix de c; on le 
note <f, t). On a e,(f) = f(x).(ll Le terme constant de t est (1, t). 

Si F' est un espace polynormé séparé et si u: F -t F' est linéaire continue, on a 
<u of, t>  = u(U7 t>)- 

Supposons que F soit un espace de Banach, et que t soit d'ordre < k, avec k fini. 
Soit j E JE@, F), cf. 12.1.2, et soit f E j. Alors (f, t>  ne dépend que du jet j; on le 
note <j, t). L'application de T$'(X) x JX@, F) dans F ainsi définie est bilinéaire. 
Lorsque F = K, on a posé JE@, F) = PL(X), cf. 12.6.2, et l'on obtient une forme 
bilinéaire sur T$'(X) x PE(X). 

13.2.3. Soit p: X -t Y un morphisme de variétés de classe Cr et soit y = p(x). Soit 
c = (U, #, E) une carte de X centrée en x et soit c' = (U', #', E') une carte de Y 
centrée en y; soit e, l'expression de p dans ces cartes (5.3.2), et soit 9, l'application 
correspondante de TSr)(E) dans TSr)(E'), cf. 13.1.4. Il existe une application linéaire 
et une seule, notée ou y,, de Tg'(X) dans c'(Y), rendant commutatif le dia- 
gramme 

s 

T S ~ E )  ---t T S ~ E )  

I I 

Cette application ne dépend pas du choix de c et c'. Si t E T~'(X), on dit que y,(t) est 
l'image de t par y. On a F,(~,) = e,. Si k < r, on a 

Si y' : X -t Y est un morphisme de classe C appliquant x sur y, on a p, = y& si et 
seulement si jX(p) = j;(pl), cf. 12.1. 

Si y est une immersion (resp. une submersion) en x, y, est injectif (resp. surjectif); 
la réciproque est vraie si dim, Y c + co. 

Si p': Y +- Z est un morphisme de variétés de classe Cr, et si t E T$'(X), on a 
(P' O vi)*(t) = vX(9)*(t)). 

Soit F un espace polynormé séparé, et soit f une fonction de classe Cr à valeurs dans 
F, définie dans un voisinage de y. On a alors 

(1) <f, y*(t)) = < f 0 y, t> pour tout t E T~'(X). 
Pour t donné, les relations (1) (pour f et F variables) caractérisent y,(t); lorsque 
dim, Y c +co, on peut se borner à F = K. 

13.2.4. Supposons que X soit une sous-variété ouverte d'un espace de Banach E. 
Notons p, l'application y n y - x de X dans E; la carte c = (X, y,, E) est centrée 

Lorsque K = R ou C et que X est localement compacte, la formule précédente conduit à iden- 
tifier la distribution ponctuelle E, à la mesure de Dirac E, définie en JNT, III, $ 1, no 3. Plus géné- 
ralement, toute mesure ti support fini dans X s'identifie à une distribution à support fini au sens du 
no 13.6. 
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en x. On identife alors T$'(X) à TS"'(I3) au moyen de 0;'; en particulier, on a 
T:)(x) = TS(E). 

Soit F un espace de Banach, soit u: E -t F une application linéaire continue, et 
soient x E E, y E F tels que u(x) = y. Identifions comme ci-dessus TF'(E) à TS(E) et 
Tkm'(F) à TS(F). L'application 

u, : TS(E) + T S O  (cf. 13.2.3) 
coïncide avec l'application TS(u) induite par le prolongement canonique de u à 
l'algèbre tensorielle. 

13.2.5. Si k < r, on note T'~'(X) (resp. T'"+(X)) l'ensemble somme des T~'(X) (resp. 
des T:'+(X)) pour a E X. Une application t: X + Sk'(X) telle que t(a) E Tf'(X) pour 
tout a E X s'appelle un champ de distributions ponctuelles d'ordre < k. 

Supposons kfini et X localement de dimensionfinie. Pour tout a G X, la forme biliné- 
aire (j, t) ++ <j, t )  (cf. 13.2.2) définit un isomorphisme i, de TLk'(X) sur le dual P~(X)* 
de PE(X). Les i, définissent une bijection i: T(k)(X) -+ PL@)*, où Pk@)* désigne le 
dual du fibré vectoriel Pk(X); par transport de structure au moyen de i -l, on munit 
TCk'(X) d'une structure de$bré vectoriel de base X et de classe Cr-k. Un champ de dis- 
tributions ponctuelles d'ordre < k  est dit de classe C: avec s < r - k, si c'est une 
section de classe Cs du fibré Tk)(X). 

Soit p: X - t  Y un morphisme de variétés de classe Cr et supposons que Y soit, 
comme X, localement de dimension finie. Alors p,: T(k)(X) -+ est un pmor- 
phisme de fibrés vectoriels de classe Cr-k. 

13.2.6. Soit k un entier tel que O < k < r. Si U est un ouvert d'un espace de Banach E 
de dimension finie, le fibré vectoriel Tk)(U) s'identifie, grâce à 13.2.4, aufibré trivial 
de fibre TSk)(E). 

Prenons en particulier E = Kn, avec n O, et soit (e,, . . . , en) la base canonique 
de E. Si a = (a,, . . . , a,) est un élément de Nn, notons A" l'élément ya,(el). . . y,,(en) de 
TSF) (le produit utilisé étant le produit symétrique des tenseurs symétriques, cf. A, 
IV, 8 5, no 3).'l' Les A", pour la1 < k, forment une base de TSk)(E); si a E Kn, on note 
A: les éléments correspondants de T:'(E). Soient F un espace polynormé séparé, et f 
une fonction de classe Cr, à valeurs dans F, définie au voisinage de a ;  si a E Nn, 
l'élément <f, A:) coïncide avec l'élément (Aaf)(a) défini en 2.5.3, 3.2.1 et 4.2.1. 

Supposons X localement de dimension finie, et soit 5 = (tl,. . ., fn) un système 
de coordonnées de X dans un ouvert U. Si a E U et si a est un multi-indice tel que 
la1 < k, on note (Aa, la distribution ponctuelle en a dont l'image par f est la dis- 
tribution ponctuelle A:,,, sur Kn; les champs de distributions 

A:: a * (Qa (la1 < k) 
forment un repère sur U du fibré vectoriel T'")m. Si fi U -+ F est de classe Cr, on 
pose <f, (A3,> = A:f(a) et l'on note A: f la fonction a H A:f (a); c'est une fonction de 
classe Cr-k dans U. 
'Si m = la] et si 2 est l'ensemble des applications o de {l, . . ., m} dans (1,. . . , n} telles que 
Card o-*(i) = a,, on a 

A" = Y&J. . .Y&,) = 2 e , ~  @a - .@ e,~,), cf. A, IV, 6 5, no 4. 
a a 

5-B. 



13.3. Distributions ponctuelles et espaces tangents 

Dans ce no, X désigne une variété de classe Cr. 

13.3.1. Soit x EX et soit k un entier Gr. Soit c = (U, y, E) une carte de X centrée 
en x; 1' isomorphisme 8,: TS")(E) -+ Tz'(X) défini en 13.2.1 applique TSTk)(E) sur TL)@) 
et TS(k-l)(E) sur T?-"(X); par restriction et passage au quotient, il induit un iso- 
morphisme 

O,, ,: TSk(E) = TS'k'(~)/TS'k- "(E) -t TF'(X)/Tg - "m. 
D'autre part, c définit un isomorphisme, déjà noté O,, de E sur l'espace tangent 
T,(X), cf. 5.5.1. Notons 4 le composé 

L'isomorphisme ik est indépendant du choix de c; pour k = 1, on l'utilise pour iden- 
tifier T ~ ) + ( x )  = T$(x)/?~'@) à l'espace tangent T,(X). Si t E TF'@), on se permet 
de noter i,(t) l'image par ik de la classe de t modulo p2-1'@). 

Posons 

grk F:)O = P:)(X>/T'~-~'(X) et gr F~)o = O G k < r  O gr, T("(x). 

On dit que gr T$'(X) est le gradué associé à la filtration croissante (T~'@)),,, de 
T~'(X). Les ik définissent un isomorphisme d'espaces vectoriels gradués 

i: gr Tz'(X) -t TS'"('T,(X)). 

Si r = co ou w, i est un isomorphisme de gr TF@) sur TS(T,(X)). Lorsque l'on désire 
préciser x (ou X, ou les deux), on écrit i, (ou i,, ou ix* ,) à la place de i. 

13.3.2. Outre les hypothèses ci-dessus, supposons que X soit localement de dimension 
finie. Les isomorphismes ik relatifs aux différents points de X définissent un isomor- 
phisme de fibrés vectoriels 

oh TSk(T(X)) désigne le fibré vectoriel de classe Cr-* déduit de T(X) par le foncteur 
vectoriel en dimension finie TSk (cf. 7.6.5). Pour k 2 1, ik est un isomorphisme de 
classe Cr-k; pour k = O, c'est i'application identique du fibré trivial K,. 

13.3.3. Exemple. -Les hypothèses étant comme ci-dessus, soit f = (P, . . ., ,$") un 
système de coordonnées de X en x. Notons (a,, ,), ,, ,,, la base de T,(X) définie par 
.$ (cf. 5.5.8) et notons ((A'&) ,,! .,, celle de e'@) définie en 13.2.6. On a: 

l Ici encore, le produit des Y,,(&, 3 est un produit symétrique dans TS(T,(X)). 



13.3.4. Supposons que K soit de caractéristique zéro ou que X soit localement de 
dimension finie. Soit k un entier tel que O < k < r et soit x E X; soit F un espace de 
Banach. D'après 12.6.8, on a une suite exacte 

(0 O -t Pk(Tx(X); F) It PX(F4 2 P$-l(FX) -t O, 
avec a = I.k. k-l, D'autre part, d'après 13.3.1, on a une suite exacte 

où s est l'inclusion de TF-1'@) dans TF'@) et i = ik. Ces suites exactes sont 
~r accouplées dans F o. Plus précisément, écrivons-les sous la forme: 

(ii) O+-A'CB~ & C ~ + O .  

Si a E A et a' E A', l'élément <a, a'> de F est défini par 13.1.2; si b E B et b' E Br, 
(resp. si c E C et c' E CI), l'élément <b, b'> (resp. <c, cf)) de F est défini par 13.2.2; on a 
alors : 

<~a ,  Y) = <a, ib'> et <crb, cf> = <b, SC'> si a E A, b E B, b' E B', cf E CI. 

13.3.5. Soit Y une variété de classe Cr, soit cp: X -+ Y un morphisme de classe Cr et 
soient x E X, y E Y tels que y = ~(x) .  L'application cp, : T$'(x) -t TF'(Y) définie en 
13.2.3 est compatible avec les iiltrations de ces espaces; elle définit par passage aux 
gradués associés une application linéaire 

grtv*) : gr TX'(X) -t gr TY 0. 
Notons d'autre part TSr)(T&)) l'application de TSr)(TX(X)) dans TS("(T,(Y)) induite 
par le prolongement canonique TS(T,(q)) de Tx(cp). Le diagramme 

est commutatif. 

13.3.6. Supposons que K soit de caractéristique zéro. En utilisant les isomorphismes 
q,: Sk(M) + TSk(M) d é f i s  en A, IV, § 5, no 8, on peut remplacer, dans tout ce 
qui précède, les TSk(Tx(X)) par les puissances symétriques k-ièmes Sk(Tx(X)) de 
l'espace tangent T,@). 

13.4. Produit tensoriel de distributions ponctuelles 

13.4.1. Soient X, et X, deux variétés de classe Cr, soient x, x2  EX^ et 
tl E c;)(X1)5 tz E TX3X2) avec k, + k, < r. Posons X = X1 x X,, x = (x,, x2) et 



k = k, + k,. Pour i = 1,2, soit ci = @Ji, vi, E,) une carte de Xi centrée en xi et notons 
fi l'élément de TS(Ei) tel que 8,(ti) = ti, cf. 13.2.1. Soit u l'isomorphisme canonique de 
TS(El) @ TS(E2) sur TS(E, x E,), cf. A, IV, 5 5, no 5. L'élément a(& @ f2) est le 
produit symétrique de Tl et t, (identifiés à des éléments de TS(El x E,) grâce aux 
injections canoniques TS(Ei) -+ TS@, x E,)); il appartient à TYk)(E1 x E2). Posons 
c = cl x c,; c'est une carte de X centrée en x. L'image par 8, de o(tl @ t2) est un 
élément de TF)@), qui ne dépend pas du choix des cartes ci. On l'appelle le produit 
direct, ou le produit tensoriel symétrique (ou même simplement le produit tensoriel) 
de t, et t, et on le note t, x t2 ou t, @ t2. 

On a ex1 @ cx, = ex. Le terme constant de t, Og t2 est le produit des termes cons- 
tants de t, et de t,. 

L'isomorphisme (y,, y,) H (y,, y,) de X, x X, sur X2 x X, transforme t, @ t2 
en t2 @ t,. 

13.4.2 (<( Associativité et fonctorialité D). Soient Xi (i = 1,2,3) des variétés de classe 
Cr, et soient xi EX, ti E Tz)(Xi) avec k, + k2 + k3 < r. On a 

(tl €3 t2) éb t3 = tl 63 (t2 €3 t3); 
on note cette distribution ponctuelle t, @ t2 €3 t3. On définit de même des produits 
tensoriels finis quelconques. 

Soient y,: X1 -t Y1 et q2: X2 -t Y, des morphismes de variétés de classe Cr, et 
soient t, E T(kl)(X1), t2 E T(k2)@2) avec k, + k, < r. On a 

13.4.3. Les notations étant celles de 13.4.1, soient F,, F, et F des espaces polynormés 
séparés, et (u,, 24,) H u1 .u2 une application bilinéaire continue de F, x F, dans F. 
Soit 

fi: &-+Fi ( i=1 ,2 )  

une application de classe Cr, et définissons f, @ f2: X -t F par 

Cr, @fi>(~l?  YZ) = fl(Y1) -f2(~2)- 

L'application f, @ f2 est de classe Cr, et l'on a 

<fi @fi, tl €3 t2> = (fi, tl> .<fi, t2>. 

13.4.4. Les notations étant celles de 13.4.1, soit f une application de classe Cr de X dans 
un espace polynormé séparé F. Si y, E X,, notons f,, l'application y, H f(yl, y,) de 
X2 dans F et posons g(yl) = (f,,, t,>. La fonction g :  X1 += F ainsi définie est de 
classe Cr-ki, et i'on a 

<f, tl 63 t2> = <g, t,), 
autrement dit 

<A tl 63 t2> = <Y, (Y2 ++f (YI, Y,), t2>> tl>- 
On a de même 

<f, tl 63 t2) = <Y2 - <YI ~f (YI, ~ 2 ) ,  tl>, t2>. 
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13.4.5. Les notations étant celles de 13.4.1, soit 

.kl. k, : v$:'@l) 8 TSc","'(X2> + TF'@) 

l'application linéaire définie par l'application bilinéaire (tl, t2) I-+ tl €3 t2; cette 
application est injective; elle est bijective si k, et k, sont inhis. 

Si n < r, notons TF'@,, X,) le sous-espace vectoriel de T ~ ( X , )  @ Tg@,) 
engendré par les sous-espaces TE'@,) €3 TXk,a'(X,) pour k1 + k, < n. Il existe une 
application linéaire 

a,: TF'@,, X,) + TZ'(X) 

et une seule qui prolonge les applications (zklPk2 définies ci-dessus; c'est un isomor- 
phisme. Dans ce qui suit, on identi£ie TZ'G), au moyen de a;', au sous-espace 
vectoriel PX"'@,, X,) de TSr;>(X,) 8 Tg&). 

13.4.6. Conservons les notations de 13.4.5 et 13.3.1. Par passage au quotient, cc,,,,, 
définit une application linéaire 

Les applications sklPk2 (k, + k2 < r) sont les composantes d'une application linéaire 
graduée de degré zéro 

e: k1+k24r 0 (a TZ~GI)  €3 gr,, TZiG2)) -+ % gr, T m )  

qui est un isomorphisme. Le diagramme 

est commutatif (dans ce diagramme, il, désigne l'homomorphisme induit par i,, €3 i,, 
et a est l'isomorphisme défini en A, IV, § 5, no 5). Si r est infini, ce diagramme s'écrit 
simplement : 

13.5. Coproduits 

Dans ce numéro, X désigne une variété de classe Cr et x un point de X. 

13.5.1. Soit k < r. Si A est l'application diagonale y - (y ,  y) de X dans X x X, 
alors A, applique T$'(X) dans T,'!$(x x X), qui est un sous-espace vectoriel de 



TF)@) @ TF)@), cf. 13.4.5. On obtient ainsi une application linéaire, notée encore 
A, (ou c) : 

T:'(X) -+ e'@) @ TF'@) ; 

on l'appelle le coproduit attaché à TF'@). Muni de ce coproduit, TE'@) est une 
cogèbre coassociative et cocommutative (A, III, p. 144-145); elle admet pour coünité 
la forme linéaire qui associe à une distribution ponctuelle son terme constant (13.2.1). 
Si k' < k, l'inclusion de dans TF'@) est un morphisme de cogèbres. 

Si c = (U, p, E) est une carte de X centrée en x, l'isomorphisme 

8, : TCk'(E) -+ TF'@) 

est un isomorphisme de cogèbres, T(k'(E) étant muni du coproduit induit par celui 
de TS(E), cf. A, IV, 5 5, no 7. 

Si p: X + Y est un morphisme de variétés de classe Cr, l'application de c'fi) 
dans T$$(Y) induite par p, est un morphisme de cogèbres. 

13.5.2. Soient F,, F2 et F des espaces polynormés séparés, et (u,, u2) H u, .u2 une 
application bilinéaire continue de FI x F, dans F. Soit t ET$'(X) et soit 
c(t) = 2 u, @ uj (5, vj dans T$'(X)) son image par le coproduit. Soient 5:  X -+ Fi 

i 
(i = 1,2) des applications de classe Cr. On a 

ce que l'on écrit, par abus de notation: 

(fi .fi, t> = <fi @fi, w>. 
13.5.3. Soit t E TF'(X), où k < r. 

a) Pour que c(t) = t ép t, il faut et il suffit que t soit égal à O ou à ex. 
b) Pour que c(t) = t @ E, + a, ép t, il faut et il suffit que t soit un vecteur tangent, 

i.e. que l'on ait t E Tg'+@). 

13.6. Distributions à support fini 

13.6.1. Soit X une variété de classe Cr, et soit k < r. On note F(k)OC) la somme 
directe des espaces T$'(X), pour x E X. Un élément de est appelé une distri- 
bution à supportfini sur X, d'ordre < k. Si f: X -t F est une fonction de classe Cr à 
valeurs dans un espace polynormé séparé F, et si t = 2 tx, oh t, E T$'@) pour tout 

X E X  

x E X est une distribution à support, fini, on pose 

De même, on pose c(t) = 2 c(t,), ce qui munit d'une structure de cogèbre 
X € X  

coassociative, cocommutative, et possédant une coünité t H (1, t). Les inclusions 
("')(X) -+ F(k)(X), où k' < k, sont des morphismes de cogèbres. 



no 7 DiSTRIBUTIONS PONCTUELLES 71 

Si q: X - t  Y est un morphisme de variétés de classe Cr, les applications 
Tc)(q) : F;)(X) -+ T$&,(Y) relatives aux divers points x de X définissent une applica- 
tion linéaire p, de Y(k)@) dans T(k)(Y), qui est un morphisme de cogèbres. 

Si X, et X, sont deux variétés de classe Cr, les applications c r i '  (cf. 13.4.5) définis- 
sent une application linéaire 

qui est injective; c'est un morphisme de cogèbres. Si k = CO ou w, c'est un isomor- 
phisme de cogèbres. 

13.6.2. Soit X une variété de classe Cr, et soit V un K-espace vectoriel de dimension 
finie. Un élément de Y(')(X) @ V s'appelle une distribution à support fini sur X à 
valeurs dans V. Lorsque K = IR, V = C, une telie distribution est également appelée 
une distribution complexe à support fini sur X. Les définitions et résultats des nos 
précédents s'étendent aussitôt, par linéarité, aux distributions à valeurs dans V. 

13.7. Aflaiblissement & structure 

On suppose K = R. Soit r' EN, tel que r' < r. Soit X une variété de classe Cr, et 
soit X' la variété de classe Cr' obtenue par affaiblissement de structure (5.13.1). Soit 
x E X, et soit t E TE)@), avec k < r'. Choisissons une carte c = (U, q, E) de X 
centrée en x, et soit f l'élément de TSk)(E) tel que Oc(?) = t. Comme c est une carte 
de X' centrée en x, l'élément t ' = O&) de TF'@') est défini ; il ne dépend pas du choix 
de c. L'application t H t' est une bijection de T:)@) sur T?'(X') par laquelle on 
identifie ces deux espaces. Les identifications ainsi obtenues sont compatibles avec les 
opérations (5 t), y,(t), t, @ t,, c(t), . . . des nos précédents. 



$14. Opérateurs différentiels 

Dans ce paragraphe, X désigne une variété localement de dimension finie de classe 
Cr, où r E NE; on note E et F deux fibrés vectoriels de rang fini de classe Cr et de 
base X. 

Toutes les variétés et tous les fibrés vectoriels considérés sont supposés localement 
de dimension finie. 

14.1. Opérateurs dz#ërentiels 

14.1.1. Soit k un entier tel que O < k < r, et soit Pk(E) le fibré des jets de sections 
d'ordre k de E (12.6.1). Posons 

C'est un fibré vectoriel de base X et de classe Cr-k. Une section de ce fibré sur un 
ouvert U de X s'identifie à une application 

D: Pk(E)IU+ FIU 
qui commute à la projection sur U et est linéaire sur chaque fibre; une telle section 
est appelée un opérateur dzj5érentiel sur U, de type E -t F,  et d'ordre <k. Soit 
h E NE U (O}, avec O < h < r - k. On note B>'(E, F) l'ensemble des opérateurs 
différentiels sur U, de type E -t F et d'ordre < k, qui sont de classe Ch (comme 
sections de Dk(E, F), ou comme morphismes de Pk(E) 1 U dans FIU, cela revient au 
même). Si M = Dk(E, F), on a 9Zh(E, F) = Y$(u); c'est un module sur gh(u), 
cf. 7.4.1. 

Si O < k' < k, le morphisme P. "': Pk(E) -t Pk'(E) (cf. 12.6.6) définit une injection 
de DL'@, F) dans Dk(E, F); tout opérateur différentiel d'ordre < k' est ainsi identifié 
à un opérateur différentiel d'ordre < k. Un opérateur différentiel d'ordre < k qui n'est 
pas d'ordre < k - 1 est dit parfois d'ordre k. Si h E NE u {O} et h < r - k, et si U 
est un ouvert de X, on a: 

o c  9 U h ( ~ , ~  c B$~(E,F) c...c 9 Z h ( ~ , ~ ) .  

Si r = oo ou w, on note 92 '(E, F) la réunion des .$Bkh@, F) pour k 2 O; un 
élément de cette réunion s'appelle un opérateur différentiel sur U d'ordre borné (de 
type E -t F, de classe Ch) OU parfois simplement un opérateur différentiel sur U. 

14.1.2 (<< Opérateurs d'ordre zéro )>). On a PO(E) = E (12.5.1) et DO(E, F) = 9 ( E ;  F). 
Si U est ouvert dans X, et si h E NE u (O) et h < r, un élément de 9 2  h ( ~ ,  F) est un 
morphisme de classe Ch de EIU dans FIU. 



14.1.3 (<( Affaiblissement de structure ))). Supposons K = R, et soit r' E NE avec r' < r. 
Soient X', E' et F' la variété et les fibrés vectoriels de classe Cr' obtenus par affaiblisse- 
ment de structure à partir de X, E, et F respectivement. Soit k un entier tel que 
O < k < r'. Alors Pk(E') est le fibré de classe Cr'-' déduit de Pk(E) par affaiblissement 
de structure, et l'on a un résultat analogue pour Dk(E', F'). En particulier, si U est 
ouvert dans X, et si O < h < r - k', on a 9 2  F') = 9: h(E, F). 

14.1.4. Soit D un opérateur différentiel sur X, de type E -+ F, d'ordre < k  (où 
O < k < r). Soit U un ouvert de X, et soit s une section, de classe Cm, de E sur U, 
avec m E NK U {O) et k < rn < r. Alors jk(s) est une section de classe Cm-'" de Pk(E) 
sur U (12.6.1); son image par D est notée DU(s), ou D(s). C'est une section de FIU. 
Supposons D de classe Ch, où h = m - k. Alors DU(s) est de classe Ch, et les appli- 
cations 

Du: iErn(U) 4 %?O 
ainsi obtenues jouissent des propriétés suivantes: 

(1) Du est K-linéaire. 
(2) Pour tout s E IÉrn(U) et tout ouvert V de U, on a DV(slV) = DU(s)lV. 
(3) Pour tout s E G(U) et tout x E U tels que jE(s) = O, on a D,(s)(x) = 0. 
(3') Pour tout système de coordonnées 4 = (tl,. . ., 5") dans U et tout repère 
s = (s,, . . . , sd) de E sur U (7.4.4), il existe des sections ni , ,  (1 < i < d, cr E Nn, la1 < k) 
de F sur U, de classe Ch et telles que, pour toute famille Cfi), d'éléments de Vm(U), 
on ait 

~ ~ ( C f i . s ~ ) =  2 A m - n i , . ,  (cf.13.2.6). 
l < f $ d  l < t < d .  lalsk 

(4) Pour toute fonction f E qrn(U) et toute application B de Y&"'@) dans Y$(F), 
notons a d 0 0  l'application 

s -y. e(~) - eu. S) 

de e(E) dans *(F). Alors, pour toute fonction f E V'"(U), il existe un opérateur 
différentiel L sur U, de type E -t F, d'ordre < k - 1 et de classe Ch tel que 

(ad(f)Du)(s) = LU(s) pour tout s E Y$@). 
(5) On a 

adCf,). . . adCf,)Du = O quels que soient f,, . . . , fk dans Fm(U). 

Si l'on pose 1 = (O,. . ., k} et f, = f G ~  pour toute partie H de 1, la relation précé- 
dente équivaut à: 

2 (-l)cmmfE.DuV;-E.~) = O 
H c I  

quelles que soient fo, . . . , fk dans Vm(U) et s dans Y3U). 

14.1.5 (G Caractérisation des opérateurs différentiels B). Soient k, rn et h = m - k 
comme dans 14.1.4. Pour tout ouvert U de X, soit Du une application de i",(U) dans 
iO,h(~). Supposons que les conditions 1,2,3 (resp. 1,2,3') de 14.1.4 soient vérifiées 



pour toute partie ouverte U de X. Il existe alors un élément D de 92 h(E, F) et un seul 
tel que les DU soient les applications correspondantes.<l) Dans ce qui suit, on identifie 
D à la famille des DU. 

Lorsque m = oo ou w, on a h = m et l'on peut remplacer les conditions (3) et 
(3') par l'une des conditions (4) et (5). 

14.1.6 (a Opérateurs scalaires ))). Supposons que E et F soient égaux au fibré trivial 
Kx. Un opérateur différentiel de type E -+ F s'appelle alors un opérateur différentiel 
scalaire ou simplement un opérateur différentiel; s'il est d'ordre < k, c'est une section 
du fibré Y(Pk@); Kx) = PL&)*, dual du fibré Pk(X); en utilisant l'isomorphisme 

i-1. . Pk(X)* -+ (cf. 13.2.5), 

on voit qu'un opérateur différentiel scalaire d'ordre < k s'identifie à une section du 
fibré vectoriel TCk)(X), i.e. à un champ de distributions ponctuelles d'ordre < k. 

Prenons en particulier pour X un ouvert de Kn, où n est un entier 2 O. Les champs 
de distributions ponctuelles 

Au: x H A: (cf. 13.2.6) 

sont des opérateurs différentiels scalaires de classe Ca. Pour tout h E N,, les A" pour 
(la] ,( k) forment une base du Vh(X)-module -9% h(Kx, Kx). 

14.1.7 ((( Opérateurs différentiels complexes sur une variété réelle )>). Supposons K = R 
et que les fibrés vectoriels E et F soient munis de structures complexes (8.8.1); soit k un 
entier tel que O < k Gr.  Le fibré Pk(E) est alors muni d'une structure complexe 
(12.6.3); le fibré Zc(Pk(E); F) (7.8.5) des applications linéaires complexes de Pk(E) 
dans F est un sous-fibré vectoriel de Y(Pk(~);  F) = D~(E, F); on le note Dz(E, F). 
Une section de Dg(E, F) est appelée un opérateur différentiel complexe, de type E -+ F 
et d'ordre < k. Si h E NK et h < r - k, et si U est un ouvert de X, on note de même 
.9& h(E, F)C l'espace des sections de classe Ch de Dz(E, F) sur U; c'est un C-espace 
vectoriel. Les autres définitions et résultats de ce paragraphe s'étendent de manière 
analogue aux opérateurs différentiels complexes; nous en laissons la formulation au 
lecteur. 

14.1.8 (a Composition )>). Soit G un fibré vectoriel de classe Cr et de base X. Soient k' 
et k" des entiers positifs de somme k < r, et soit D' (resp. D") un opérateur différentiel 
sur X, de type E -+ F (resp. de type F -+ G), d'ordre G k' (resp. <k"). Supposons 
D': Pk'(E) -t F de classe Ch', avec h' E NK V {O) et k" < h' < r - kr; l'application 

est de classe Ch'-"" (12.6.3). Soit l'homomorphisme canonique de Pk(E) dans 
Pk"(Pk'(E)), cf. 12.6.5. En composant les applications 

Pk(E) -f: Pk"(Pk'(E)) 2 Pk*(F) % G, 

on obtient un opérateur différentiel de type E -t G et d'ordre G k. Cet opérateur est 
dit le composé de D" et D'; on le note D" o D'. 
l Il suffit d'ailleurs que la condition (3') soit vérifiée pour une famille (&) de systèmes de coor- 
données et une famille de repères (s,) dont les domaines recouvrent X. 



Si U est un ouvert de X, et si s E %(u), on a 

(D" 0 Df)(s) = D"(D1(s)) 

(oh les deux membres sont des sections de G sur U); cela justifie la terminologie et la 
notation adoptées. 

Supposons maintenant D" de classe Ch", avec h" E NK u (O} et h" < r - k". Alors 
D" O D' est de classe Ch, avec h = inf(h' - k", h"). 

Supposons que l'on ait E = F = Gy et que k' < h", auquel cas D' O D" est défini. 
Alors D' 0 D" - D" 0 D' est un opérateur différentiel de type E -+E et d'ordre 
< k - 1 ; on le note [D', D"]. 

14.1.9 (<< Associativité b)). Les notations et hypothèses étant celles de 14.1.8, soit H un 
fibré vectoriel de classe Cr et de base X, et soit D"  un opérateur différentiel sur X, de 
type G -+ H et d'ordre < k", avec k' + k" + km < r. On suppose que Dr est de classe 
Ch', avec h' E NK U (O} et k" + k" < h' G r - k' et que D" est de classe Ch", avec 
h" E NK u (O) et km < h" < r - k". Alors les composés 

Dm O (D" 0 D') et (Dm o Dr') O D' 

sont déh i s  et sont égaux. 

14.1 .IO. Exemples 
a) Soit U un ouvert de X, soit D E d? h ( ~ ,  F) avec h E NK u (O} et h < r - k, et 

soit f E gh+"(U) (resp. f E Vh(U). La multiplication par f dans E (resp. F) est un opéra- 
teur différentiel sur U d'ordre < 0, et de type E -+ E (resp. F -+ F), cf. 14.1.2. Les 
composés D of et f 0 D sont déh i s  et appartiennent à 9% h ( ~ ;  F); on pose 

cf. 14.1.4, (4). On munit ainsi -92 h ( ~ ,  F) d'une structure de gh+"(U)-module à droite 
(resp. de gh(U)-module à gauche). La structure de module à gauche coïncide avec 
celle de 14.1.1. 

b) Supposons r = CO ou r = W. Les opérateurs différentiels de type E + E et de 
classe Cr forment une K-algèbre associatiue à élément unité. 

c) Prenons pour X un ouvert de Kn. Les opérateurs différentiels scalaires ha 
(14.1.6) vérifient les formules 

Aa 0 AB = ((a, @)Ae* '. 
Ils commutent entre eux. Notons Di l'opérateur A"; (a i-ème dérivée partielle >>). Si K 
est de caractéristique 0, on a 

Si K est de caractéristique p # O, on a Df = O pour tout i. 

14.1.1 1 (u Opérateurs multidifférentiels ))). Soient El, . . . , En des espaces fibrés vecto- 
riels de classe Cr et de base X, et soient k, k,, . . . , k, des entiers appartenant à (O, r) .  
Posons 

L(kl, . . . , k,) = .9(Pk1(El) ég - - ég Pkn(En); F). 
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Si ki G k pour tout i, les projections rk. Pk(Ei) -+ Pk~(Ei) permettent d'identifier le 
fibré L(k,, . . . , kn) à un sous-fibré du fibré L(k) = L(k, . . . , k). Ii existe un plus petit 
sous-fibré M(k) de L(k) contenant tous les sous-fibrés L(k,, . . ., k,), pour 
k, + - - .  + kn = k. Une section H de M(k) est appelée un opérateur n-dzrérentiel 
(ou multidzfférentiel) de type (El, . . . , En) -+ F et d'ordre < k. Si si (1 < i < n) est une 
section de classe Cm(m E NB, m 2 k) de E, sur un ouvert U de X, on définit 
H&, . . . , s,) = H(sl, . . . , sn) comme l'image par H de la section jk(sl) @- . . @ jk(sn) 
du fibré 

Pk@1) 63. . . €3 Pk(En). 
C'est une section de FIU. Si H est de classe Ch, cette section est de classe CP avec 
p = inf(m - k, h). 

Lorsque El, . . . , En et F sont égaux à Kx, on dit que H est un opérateur n-différen- 
tiel (ou multidifférentiel) scalaire. 

Exemple. - Soient J un ensemble fini, X un ouvert de KJ. Soit H un opérateur 
n-différentiel scalaire d'ordre < k sur X. Il existe une famille unique de fonctions 
scalaires 

n 

( 1 )  - 7 a . . . . .  a n  9 2 Ia(i)I G k 
i = 1 

sur X telles que 

HxCl;, . . . , fn) = 2 c(a(l), . . . , a(n)' Aa(l)Cf,). . .Aa(n)(Jn) 
a(l).. . . . a(n) 

pour toute famille fi,. . . , fn) de fonctions de classe Ck sur X. Pour que H soit de 
classe Ch, il faut et il suffit que les fonctions c(a(l), . . . , a(n)) soient de classe Ch. 

14*2. Symboles 

14.2.1. Soit k un entier positif Gr. Considérons la suite exacte 

du no 12.6.8, où l'on a posé j = rk. '"-l. En appliquant le foncteur vectoriel 
M H 9(M;  F) à cette suite, on obtient la suite exacte 

O + 9(Pk-'(E); F) 9(Pk(E); F) 2 9(Pk(T(X); E); F) -t O 

que l'on peut écrire: 

O -+ Dk-l(E, F) & Dk(E, F) 3 Sk(E, F) +O 
en posant 

Sk@, F) = 9(P,V(x) ; El; F). 
L'homomorphisme j' = 90'; Id,) est l'inclusion canonique de DL-l(E, F) dans 
Dk(E, F); l'homomorphisme a, est égal par définition à P ( L ;  IdF). Si D est un opéra- 
teur différentiel de type E -+ F et d'ordre < k, son image par a, est une section ak(D) 
de Sk(E, F) que Son appelle le k-symbole (ou simplement le symbole) de D;  on a 
ok@) = O si et seulement si D est d'ordre < k - 1. Si D est de classe Ch, il en est de 
même de son symbole. 



14.2.2 (4 Identifications du fibré des symboles )>). On peut écrire le fibré Sk(E, F) = 
6P(Pk(T(X); E); F) de diverses manières. Tout d'abord, si x E X, un élément de 
Pk(T,@) ; Ex) s'identifie (1 3.1.2) à un élément de 6P(TSk(T,(X)) ; Ex). On obtient ainsi 
des identifications de fibrés vectoriels 

et, en appliquant le foncteur vectoriel M ++ 2 ( M ;  F) = M* @ F, on obtient: 

Sk(E, F) = TSk(T@)) @ E* @ F = TSk(T(X)) @ 9 ( E ;  F). 

On peut encore transformer l'expression précédente. Si M et N sont deux fibrés 
vectoriels, notons Symk(M; N) le sous-fibré de P(M, . . . , M; N) formé des applica- 
tions k-linéaires symétriques. On a un isomorphisme canonique 

Symk(M; N) -t Symk(M; Kx) @ N; 

d'autre part, la dualité entre Bk M et Qk M* identifie Symk(M; KK à TSk(M*). On 
obtient ainsi une identification 

En appliquant cette formule à M = T e ) *  et N = 9 ( E ;  F), on a: 

Sk(E, F) = TSk(T(X)) @ 9 ( E ;  F) = Symk(T(X)*; 2 (E;  F)). 

Supposons K de caractéristique O ou > k. Si u est une application k-linéaire symé- 
trique, notons fi l'application polynomiaie 

correspondante. L'application u - iï définit un isomorphisme 

Sk@, F) = Symk(T(x)*, g ( E ;  F)) -+ Pk(T@)*; p @ ;  F)). 
Ainsi, tout élément u de Sk(E, F),, avec x E X, peut être identifié à une application 

polynomiale homogène e de degré k de T,(X)* dans 2(E,; F,). 

14.2.3 (<( Calcul du symbole d'un opérateur différentiel )>). Soit x E X et soit D un 
opérateur différentiel de type E -+ F, d'ordre < k, défini dans un voisinage ouvert de 
x et de classe Cr-&. On va expliciter la valeur uk(D)(x) du symbole de D en x. Con- 
sidérons-le comme élément de Symk(T,(X)*; 2(E,; F,)) (cf. 14.2.2). Soient w,, . . . , w, 

des covecteurs en x et choisissons des fonctions f,, . . . , f, de classe Cr dans un 
voisinage ouvert U de x telles que dxA = wi pour i = 1,. . ., k. Posons 

D' = (- 1)"ad (fk) . . . adCfi)D (cf. 14.1.10, a). 

L'opérateur D' est d'ordre < 0; c'est une section de P ( E ;  F)IU. La valeur de D' en 
x est un élément X(w,, . . ., wk) de 6P(E,; F,) qui ne dépend que de (w,, . . ., w,). 
L'application X ainsi définie est symétrique. Elle est égale au symbole uk(D)(x) de 
D en x. 

Supposons K = R ou C, et explicitons uk@)(x) considéré comme application 
polynomiale homogène de degré k de T,(X)* dans 6P(E,; F,) (cf. 14.2.2). 
Soient w E T,(X)* et v E Ex; choisissons une fonction f de classe Cr dans un voisinage 



ouvert U de x telle que d,f = w,  et une section s de classe Cr de E dans U telle que 
s(x) = v. Il existe une famille (rpO, rp,, . . . , rpk) de sections de F dans U et une seule telle 
que 

k 

e-tfD(etfs) = 1 tjpj pour tout t E K. 
i = o  

Alors, rpk(x) ne dépend pas du choix de f et s telles que d, f = w, v(x) = s; l'application 
v H ~ ~ ( x )  est un élément X(w) de Z(E,; F,), et h est une application polynomiale 
homogène de degré k de T,(X)* dans DEP(E,; F,). Cette application est égale au symbole 
uk(D)(x) de D en x. 

14.2.4 ((( Le cas scalaire )>). Prenons E = F = Kx, auquel cas on identifie Dk(E, F) au 
fibré Tk)(X) des distributions ponctuelles d'ordre dk, cf. 14.1.6. On a 

Sk@, F) = TSkV(X)) 
et le symbole 

uk : Fk)(X) -+ TSk(T(X)) 

n'est autre que le composé 

où ik est l'isomorphisme défini en 13.3.2. 
Prenons par exemple pour X un ouvert de Kn, et soit (el, . . . , en) la base canonique 

de Kn (identifié aux espaces tangents T,(X)). Si a E Nn est tel que la1 < k, le symbole 
de l'opérateur A" est donné par les formules (cf. 13.3.3): 

uk(Aa)W = 0 si ]al < k 

uk(Aa)(x) = ~ " ~ ( ~ 1 ) .  . -ya,(en) si = k, 

le produit des ya,(ei) étant le produit symétrique, cf. 13.2.6 et 13.3.3. 

14.2.5 ((< Symbole d'un composé D). Les notations et hypothèses sont celles de 14.1.8. 
La composition des applications linéaires définit un accouplement 

9 ( F ;  G) x P(E;  F) -+ P(E;  G). 

D'autre part, l'opération de produit symétrique définit un accouplement 

TSk"(T(X)) x TSk'(T(X)) + TSku(X)). 

Comme on a 
Sk"(F, G) = TSk"(T(X)) @ 8 ( F ;  G) 

SL'(E, F) = TSk'(T(X)) @ P(E;  F) cf. 14.2.2, 

Sk(E, G) = TSk(T(X)) @ 3 ( E ;  G) 

on déduit de là, par produit tensoriel, un accouplement 

(*) Sk"(F, G) x S k '( E, F) -+ Sk(E, G). 

On a alors la formule 
uk(D" 0 Dr) = ûk"@"). uk-@'), 



où le produit figurant dans le terme de droite est défini par l'accouplement (*) ci- 
dessus. 

Supposons maintenant K de caractéristique zéro, et soit x E X. Notons o (resp. 
u', of') le k-symbole (resp. le k'-symbole, le kW-symbole) de D" 0 D' (resp. D', D") en x. 
Pour tout w E T,(X)*, on a alors (avec les notations de la fin de 14.2.2): 

14.3. Transposition 

Dans ce no, on suppose que X est pure de dimension n. 

14.3.1. Soit Q = det(T(X)*), cf. 7.9.9; c'est un fibré vectoriel de rang 1 en chaque 
point, de base X, et de classe Cr-l. On a 

Soit M un fibré vectoriel de base X. On pose 

M = 9 ( M ;  Q) = M* @ Q.'l' 

Si M est de classe Ch, avec h E NK v (O} et h < r  - 1, il en est de même de a. L'appli- 
cation canonique de M dans = S ( S ( M ;  Q); Q) est un isomorphisme; on l'utilise 

pour identifier M à M. 
14.3.2 (u Définition du transposé b)). Soit k un entier positif < r  - 1, et soit D un 
opérateur différentiel sur X, de type E +- F, d'ordre Gk, et de classe Ch, avec 
h E NK u {O} et k G h < r - k. Il existe alors un opérateur différentiel tD sur X, de 
type F -t et d'ordre < k, jouissant de la propriété suivante: 

Soit 5 = (tl,. . . , 5") un système de coordonnées dans un ouvert U de X et soit 
s = si a (resp. t = (tj), , ,,,) un repère de E (resp. de F) sur U. Soit (s?) (resp. (t;)) 
le repère de E* (resp. de F*) tel que <si, s,*) = Sfj (resp. <ti, tj*> = Si,), et soit (.fi) 
(resp. (fj)) le repère de E (resp. F) sur U obtenu en formant le produit tensoriel de (s:) 
(resp. de (t,*)) avec le repère w = dtl A - . - A dp de Q. Soient cz  (1 < i < e, 
1 < j < f, la] < k) les fonctions de classe Ch sur U telles que l'on ait 

quelles que soient les fonctionsf, dans Vh+k(U), cf. 14.1.4, (3'). On a alors 

quelles que soient les fonctions gj dans %h+k(U). 

On aura soin de ne pas confondre fi avec le revêtement de M défini en 10.2.4 et noté de la même 
manière. 



La propriété précédente (qui doit être vérifiée quels que soient 6, s et t )  détermine 
tD de façon unique.'l' L'opérateur tD est appelé le transposé de D; il est de classe 
Ch- k. Si h 2 2k, le transposé de 'D est défini et égal à D (compte tenu des identifications 

de 5 et F avec E et F respectivement). 
L'application D H tD est K-linéaire. Si k = O, i.e. si D est un morphisme de E 

dans F, 'D est le morphisme 2'0; Id,) de F dans E. 
Le symbole de tD se déduit du symbole de D au moyen de l'isomorphisme 

TSk(T(X)) 8 .mE; F) -+ TSk(T(X)) @ a? ; Q 
qui est le produit tensoriel de l'automorphisme (- l)k de TSk(T(X)) et de l'isomorphis- 
me u. * Z(U; Idn) de 9 ( E ;  F) sur 9 ( F ;  l?). 

14.3.3 (@Transposé d'un composé )>). Les notations et hypothèses étant celles de 
14.1.8, supposons que D' soit de classe Ch' et D" de classe Ch" avec hl, h" dans 
N, u {O}, h' 2 k' + 2k" et h" 2 k" + 2k'. 

Alors les transposés de D', D" et D" 0 D' sont définis, ainsi que le composé de 
tD' et 'D, et l'on a 

t@" o D') = tD' o tD". 

En particulier, les hypothèses et notations étant celles de 14.3.2, et f étant une 
fonction de classe Ch' sur X avec 2k < h', on a '(D of) = f 0 tD. 

Exemple. - Prenons pour X un ouvert de Kn; notons fl, . . . ,tn les fonctions co- 
ordonnées sur X et identifions Q à K, au moyen du repère w = df l  A - - A dfn. Si 
E =  F = K x , o n a  

E = F = 9(KX; Q) = 6P(Kx; Kx) = Kx, 

et l'opération D H 'D transforme opérateurs différentiels scalaires en opérateurs 
différentiels scalaires. On a, par exemple 

'(A? = (- l)lal Aa pour tout a E W. 

Si r est infini, la transposition est un anti-automorphisme de l'algèbre .9gr'0(,, Kd. 

14.3.4. Soit k un entier positif tel que K soit de caractéristique O ou > k. Soit 0, le 
fibré vectoriel An-'T(x)* = Altn-l (TG); Kx). Les notations et hypothèses étant 
celles de 14.3.2, soit en outre D' un opérateur différentiel sur X, de type F + E, 
d'ordre < k; on appelle opérateur de Green pour (D, D') tout opérateur multidifféren- 
tiel G (cf. 14.1.1 1) de type (E, F) 4 QI, d'ordre < k - 1 (2) et de classe Cn (avec h 2 l), 
tel que l'on ait l'identité 

(1) <D(& Y> - <u, D'(v)> = d(G(u, 4 )  

quels que soient l'ouvert U de X et les éléments u E Sk(lJ), u E %k(U). Précisons que, 
dans cette formule, d désigne la différentiation extérieure (8.3.5) et <D(u), v) (resp. 

l En fait, il suffit de vérifier la propriété en question pour des triplets (th, sA, ta) tels que les do- 
maines des recouvrent X. 
a Lorsque k = O, on convient que cela signifie que G = 0. 



(u, D'(v)>) désigne la section de Q sur U obtenue à partir du couple @(u), v)  (resp. 
du couple (u, D1(v))) par l'accouplement canonique de F x F (resp. de E x E) dans 
Q. L'existence de G implique D' = tD; on dit aussi que G est un opérateur de Green 
pour D. 

14.3.5. Soit D un opérateur différentiel sur X, de type E + F, d'ordre < k, de classe 
Ch avec h E Ng et k < h < r - k. Il existe un opérateur de Green de classe Ch-"+, 
pour D dans chacun des cas suivants: 

a) K = R, r = CO et X est paracompacte. 
b) K est de caractéristique O ou > k, X est isomorphe à un ouvert d'un espace 

Kn, et les fibrés E et F sont isomorphes à des fibrés triviaux. 
c) L'opérateur D est d'ordre < 1 (cf. 14.3.7). 

14.3.6. On conserve les hypothèses et notations de 14.3.3. Si G' (resp. G") est un 
opérateur de Green pour D' (resp. D"), il existe un opérateur de. Green H pour 
D" 0 Dr et un seul tel que l'on ait 

quels que soient l'ouvert U de X et les éléments u E %%(U) et v E Y,(u). 

14.3.7. On a S1(E, F) = TG) @I E* @ F (cf. 14.2.2). D'autre part, ,le produit inté- 
rieur droit (5, CU) H i(&o (cf. A, III, p. 158) définit un isomorphisme de T(X) @ Q 
sur QI; par produit tensoriel avec le dual Q* de Q, on obtient ainsi un isomorphisme 
de T(X) sur Q* @ Q,, d'oh des identifications de fibréc vectoriels 

S1(E,F) = Q*@Ql@E*@F=(EépF*@Q)*@Ql  
= (E @ F)* @ Ql = dp(E @ F; QI). 

Cela posé, soit D un opérateur différentiel sur X, de type E + F, d'ordre < 1, de 
classe Ch avec h E Ng u (O} et h < r - 1. Il existe un unique opérateur de Green pour 
D; il est d'ordre 0; c'est un morphisme de classe Ch de E @ F dans QI, et il se déduit 
du symbole de D par l'identification précédente. 

14.3.8. Supposons que l'on ait K = R, que X soit séparée et orientée (10.2.4) et 
soit A une pièce fermée (1 1.1.2) de X. Munissons A de l'orientation induite par celle 
de X, et aA de l'orientation correspondante (1 1.2.1). Soient k un entier tel que 2k < r, 
D un opérateur différentiel sur X, de type E -t F, d'ordre < k et de classe Ck. Soit G 
un opérateur de Green pour D. Soient U un ouvert de X, u E ~Z(U), v E YEk(U) et 
supposons que les supports de u et de v rencontrent A suivant un compact. On a alors 

lA <D(u), v> - J-* <u, 'D(v)> = J-* G(u7 0) 

(u formule de Green )>). En particulier, si ûA = 0, on a 



14.4. Exemples 

On suppose X pure de dimension finie n. On la suppose aussi munie d'une structure de 
variété de classe Cr+ compatible avec la structure de classe Cr donnée. 

14.4.1 (u Transformations infinitésimales n). Soit T un foncteur vectoriel en dimension 
frmie pour les isomorphismes, de classe Cr; on suppose que, pour tout espace vectoriel 
V de dimension finie, r(V) est de dimension finie. On note E, le fibré vectoriel r(T(X)) ; 
il est de classe Cr. 

Soit t un champ de vecteurs de classe Cr sur X. Il existe un opérateur différentiel 
D de type E, -+ E, et d'ordre < 1 tel que 

pour tout ouvert U de X et tout s E 9:(U), cf. 8.4.3. Un tel opérateur D est unique; on 
le note (O,), ou simplement 8,. Son symbole est la section 5 @ Id,, du fibré vectoriel 

Si V est un K-espace vectoriel de dimension finie, posons 

?(V) = ~ ( T ( V ) ;  Altn(V; K)) = T O *  €3 Anv*, 

et si u: V1 -t V, est un isomorphisme, définissons ?(u): ?(VI) -+ TOI,) par transport de 
structure. On obtient ainsi un foncteur vectoriel en dimension finie 7. Le fibré Ei = 

?(T(X)) s'identifie de manière évidente au fibré (E3"; le transposé de (83, est -(O& et 
la formule (1) du no 14.3.4 prend la forme 

<e,.u, V> + <u, e,.v> = d(i(f)(u.v)). 

14.4.2 (u Différentielle extérieure ))). Pour tout entier p 2 O on pose 

Qp = Alt"(T(X); Kx). 
Il existe un opérateur différentiel D de type Qp 4 Q P + l  et d'ordre < 1 tel que 

DU(w) = du 

pour tout ouvert U de X et tout w E 9% (U). Un tel opérateur D est unique; on le note 
d (ou dp si l'on tient à préciser l'entier p). 

Son symbole est l'élément de S1(Qp, QP+l) obtenu de la manière suivante: on a 
tout d'abord 

S1(QP, QP + l) = T(X) @ 9(Qp; QP + l) 

= z ( n l ;  ~ Q P ;  ap+l)) = z ( n l ,  QP; slP+ 11, 

où 2'(Q1, Qp; QP+l) désigne le fibré des applications bilinéaires de Q1 x Qp dans 
ClP+l. Or le produit extérieur (a, 19) H a A 13 définit une section canonique de ce 
dernier fibré; cette section est le symbole de d,. 

Pour déterminer le transposé de d,, on remarque d'abord que le produit extérieur 
définit un accouplement Qp x Qn-p-t Qn = Q qui permet d'identifier (a,)- à . 

On identifie de la même manière (Qp+ l)- à CP-P- l .  Avec ces conventions, le 
transposé de dp est (- l)P+ldn-p-l et l'opérateur de Green correspondant, de type 



(fiP, Qn-P-l) + 51, = 51"-l, est simplement le produit extérieur (sur chaque fibre). 

14.4.3 (a Laplacien O). On prend K = R, r = co, X = Rn, E = F = Kx; on note 
n 

5' (1 < i < n) les fonctions coordonnées sur X; on pose Di = a/ôP, et L = 2 D;. 
i=1 

L'opérateur L est un opérateur différentiel scalaire d'ordre < 2. Si l'on identifie 51 à 
K, grâce au repère w = dfl A . . - A df", on a = F = Kx (cf. 14.3.3, exemple) et 
tL = L. 

Pour 1 < i < n, posons wf = (-1)'-Ide1 A - - -  A de- l  A dP+' A A den. 
Les wf forment un repère de 51, = 51"-l. Si f G Q1(X), notons g r a d 0  la section 

n 2 Di(f)wf de 51,. Il existe un opérateur de Green G pour L tel que l'on ait 
f = l  

G(u, v) = u . grad(u) - u. grad(v) pour tout ouvert U de X et u, v dans V1(U). 

En particulier, soit A une pièce compacte de Rn. Orientons Rn, munissons A de 
l'orientation induite par celle de Rn et aA de l'orientation correspondante (11.2.1). 
On a 

I, (Lu). m - /A u .OO = LA (v. grad(u) - u . grad@)) 

pour u, v dans Q1(X). 



§ 15. Variétés d'applications l 

Dans ce paragraphe, on suppose K = R ou C. La lettre r désigne un entier 2 1 et la 
lettre s un élément de NK tel que s 2 r; on a s = w si K = C. 

15.1. Fonctions de classe CrrS 

Dans ce no, E désigne un espace de Banach réel, F, et F2 des espaces de Banach sur K, 
V un ouvert de E x FI et f une application de V dans F,. On munit E, F, et F2 de 
normes compatibles avec leurs structures d'espaces de Banach. 

15.1.1 (<( Cas différentiable )>). On suppose K = R et s # w. On dit que f est de 
classe C2"ou simplement Cr") si elle possède des dérivées partielles itérées DED& f 
(1.7.2) continues pour tout couple d'entiers positifs Cp, q)  tels quep < r et p + q < S. 

Il revient au même de dire que les dérivées partielles itérées DF, f existent et sont de 
classe Cr pour tout entier q tel que O < q < s - r. Si s = r, cela équivaut à dire que 
f est de classe Cr; si s >, r + 1, cela équivaut à dire que f est de classe Cr et DF, f de 
classe Cr. '-l. 

Si f est de classe Cr.", et sip < r, p + q + 1 < s, la fonction DED& f a une dérivée 
partielle par rapport à FI donnée par: 

15.1.2 (<( Cas analytique n). On suppose s = w. Pour tout entier k 2 O, notons 
P,(Fl ; F2) l'espace des polynômes-continus homogènes de degré k sur F, à valeurs 
dans F,, muni de la norme définie dans l'Appendice du premier fascicule, p. 88, A.2. 

On dit que f est de classe Ck " (ou simplement Cr' s'il n'y a pas d'ambiguïté sur 
K) si, pour tout point (xo, y,) E V, il existe un voisinage U de xo dans E, des nombres 
réels R > O et M >, O et des fonctions h,: U -+l',(FI; F2) (k E IV), de classe Cr 
' Les définitions et résultats de ce paragraphe s'étendent sans modifications essentielles au cas oh 
I'espace de Banach E du no 15.1 est remplacé par un demi-espace fermé et au cas où la variété B 
des no 15.1.6 à 15.3.2 (resp. la variété X du no 15.3.3) est remplacée par une pièce d'une variété 
(11.1.2). En particulier, I'espace des applications de classe Cr du segment (O, 1) dans une K-variété 
Y de classe Cs (s > r )  a une structure naturelle de K-variété de classe Cs-'. 

Une autre généralisation possible consiste à remplacer E et B (resp. X) par des espaces topo- 
logiques (resp. par un espace topologique compact) et à prendre r = O. Ainsi, si X est un espace 
compact et Y une K-variété de classe Cs, l'ensemble QO(X; Y) des applications continues de X 
dans Y a une structure naturelle de K-variété de classe Cs (ia topologie sous-jacente étant celle de 
la convergence uniforme). 

Nous laissons au lecteur le soin de développer ces brèves indications. 



(pour la structure de variété différentielle sous-jacente à la structure de K-variété de 
Pk(Fl; F2)), tels que: 

(i) U x ( y ,  + B(R)) c V, oh B(R) est la boule ouverte de rayon R dans FI; 
m 

(ii) si X E  U e t p  < r, on a 2 IIDphk(x)llRk < M; 
k = O  

m 

(iii) si x E U et t E B(R), on a 2 hk(x)(t) = f(x, y. + t). 
k = O  

Ces propriétés entraînent : 
(iv) Pour tout t E B(R), la fonction x ++ f(x, y, + t) est de classe Cr dans U, et 

l'on a 
m 

Dg f (x, y, + t) = 2 DPh,(x)(t) si p < r et x E U. 
k = O  

On ne change pas la déhition des fonctions de classes Cr." si l'on remplace la 
condition (ii) ci-dessus par l'une des deux conditions suivantes : 

(5') Les hk définissent un morphisme de classe Cr de U dans l'espace de Banach 
réel sous-jacent au K-espace de Banach 2 3 F ,  ; F2) (3.1.1 et 3.1.2). 

(ii") Les h, définissent un morphisme de classe Cr de U dans l'espace de Banach 
réel sous-jacent au K-espace de Banach 3&~,; F,) (3.1.5). 

15.1.3. Supposons K = R. Pour que f soit de classe CR", il faut et il suffit que f 
soit de classe Cr. (15.1.1) et que, pour tout (x,, y,) E V, il existe un voisinage V, de 
(x,, y,) dans V et des nombres réels positifs A et M tels que 

pour tout p < r, tout q 2 O et tout (x, y) E Vo. 

15.1.4. Supposons K = C. Pour que f soit de classe C2 ", il faut et il suffit que les 
deux conditions suivantes soient vérgées : 

a) f est de classe Cg" pour les structures réelles sous-jacentes à F, et F2. 
b) Pour tout (x, y) E V, DFi f (x, y) est une application C-linéaire de F, dans F2. 

Lorsque F1 est de dimension finie, on peut remplacer a) par: 
a') f est de classe Cr. 

15.1.5. L'ensemble des applications de classe Cr.Qe V dans F2 ne dépend pas du 
choix des normes sur E, F,, F,. 

15.1.6. Soit B une variété différentielle de classe Cr, soit W un ouvert de B x FI, et 
soit p une application de W dans F,. Soit c = (U, y, E,) une carte de la variété B. 
Notons WC l'ouvert de E, x F, image par p, x IdF, de W n (U x FI) et 
p, l'application de WC dans F2 telle que 



L'application p:  W -t F2 est dite de classe Cr.Qi, pour toute carte c de la variété B, 
l'application p,: WC -+ F, est de classe Cr*"u sens de 15.1.1 et 15.1.2; il suffit que 
cette condition soit réalisée pour une famille de cartes dont les domaines recouvrent 
B. Une telle application p est de classe Cr (pour les structures réelles sous-jacentes de 
B x FI et F,); sa restriction à l'ensemble W n ((6) x FI) est un K-morphisme de classe 
Cs pour tout b E B. 

15.1.7. Soient B, et B2 des variétés différentielles de classe Cr, et g: B, + B, un 
morphisme de classe Cr. Soit W, (resp. W2) un ouvert de 

h BI x F1 (resp. de B, x F,) et soit h une application de 
Wl ---+ W2 W, dans W2. On dit que h est un g-morphisme de classe 

Prl/  lm. Cr*" si pr, 0 h = g 0 pr, et si pr2 0 h est une application 
de classe Cr." (15.1.6) de W, dans F2. 

Soient de même B3 une variété de classe Cr, W3 un 
BI - B2 ouvert de Ba x Fa, où F3 est un K-espace de Banach, et 

g' un morphisme de classe Cr de B, dans Bs. Si h (resp. 
h') est un g-morphisme (resp. g'-morphisme) de classe Cr."e W, dans W2 (resp. de 
W, dans W3), le composé h' O h est un (g' 0 g)-morphisme de classe Cr." de W, dans 
w3. 

15.2. VaPiété de classe Cr.S au-dessus d'une variété de classe Cr 

Dans tout ce no, on note B une variété différentielle de classe Cr. 

15.2.1. Soit X un ensemble muni d'une application p: X -+ B. On appelle carte de X 
au-dessus de B un triplet 8 = (V, $, F), où V est une partie de X, F un K-espace de 
Banach, et Sune bijection de V sur un ouvert de B x F telle que pr, 0 $ = plV. 

Soit (8i)iEI = ((Vi, Fi))iEI une famille de cartes de X au-dessus de B. On dit 
que les Bi sont Cr*S-compatibles si, pour tout couple d'éléments i, j de 1, les deux con- 
ditions suivantes sont satisfaites: 

a) z,bi(Vi n V,) est ouvert dans B x Fi et #$(Vi n V,) est ouvert dans B x Fj; 
b) l'application z,bi 0 +y1 de $Oi n Vj) dans z,bi(Vi n Vj) est un Id,-morphisme 

de classe CT."15.1.7). 

Une famille ((Vi, Si, de cartes de X au-dessus de B qui sont Cr.s-compatibles 
et dont les domaines Vi recouvrent X est appelée un CT.s-atlas de X (au-dessus de B). 
Deux Cr.s-atlas sont dits équivalents si leur réunion est un Cr."-atlas; la relation de 
Cr. $-équivalence entre atlas est une relation d'équivalence. Une classe d'équivalence de 
Cvs-atlas s'appelle une structure de variété de classe Cr." au-dessus de B sur l'ensemble 
X; lorsque l'on désire préciser K, on écrit Ck au lieu de Cr'" Si X est une variété de 
classe Cr." au-dessus de B, on dit que p:  X + B est la projection de X; si 8 est une 
carte de X au-dessus de B, on dit que 8 est une carte de la Cr."variété X si 8 appartient 
à un atlas de la classe d'équivalence définissant la structure de X. 

15.2.2. Soit X une variété de classe Cr.$ au-dessus de B, de projection p. Il existe sur X 



une structure de variété différentielle de classe C et une seule, telle que, pour toute 
carte (V, #, F) de la Cr.s-variété X, l'ensemble V soit ouvert dans X et que + soit un 
C'-isomorphisme de la sous-variété ouverte V de X sur la sous-variété ouverte +(V) de 
B x F. Si l'on munit X de cette structure, l'application p: X -t B est une submersion 
de classe Cr. 

Soit b E B et soit X, = p-l(b). 11 existe une structure de K-variété de classe Cs 
sur X,, et une seule, telle que, pour toute carte û = (V, $, F) de la Cr."-variété X, le 
triplet 0, = (V n X,, pr, 0 #I(V n X,), F) soit une carte de la variété X,. La structure 
de variété différentielle de classe Cr sous-jacente à cette structure est induite par la 
structure de variété différentielle de classe Cr sur X définie ci-dessus. 

15.2.3. Exemples 

(i) Lorsque B est réduite à un point, la notion de variété de classe Cg' au-dessus de 
B est équivalente à celle de K-variété de classe Cs. 

(ii) Soit Z une K-variété de classe Cs; prenons X = B x Z et p = pr,. Il existe 
sur X une structure de variété de classe Cr." au-dessus de B, et une seule, telle que, 
pour toute carte (U, #, L) de Z, (B x U, Id, x +, L) soit une carte de C',"-variété X. 

(iü) Soient X une variété de classe C'sS au-dessus de B, et Y un ouvert de X. La 
structure de variété de classe CrsS de Y induite par celle de X se définit comme dans le 
cas des variétés (cf. 5.2.3). 

(iv) Soit M un fibré vectoriel sur K de base B et de classe Cr (7.3.4), et soit T sa 
projection sur B. Il existe sur M une structure de variété de classe C: " au-dessus de B, 
et une seule, telie que, si (U, #, F) est une carte K-vectorielle de M (8.8.1), le triplet 
(?r-'(U), $, F) soit une carte de la Cg "-variété M. 

15.2.4. Soient X une variété de classe Cr." au-dessus de B, p sa projection, L un 
K-espace de Banach, et f une application de X dans L. On dit que f est de classe Cr. %i, 
pour toute carte (V, $, F) de la Cr. $-variété X, l'application (f IV) 0 +-l de $0 dans L 
est de classe Cr."15.1.6). Une telle application est de classe Cr et sa restriction à 
Xb pour b E B, est de classe Cs. 

15.2.5. Soit g: B +B' un morphisme de variétés différentielles de classe Cr, soit 
X (resp. X') une variété de classe Cr." au-dessus de B 

h (resp. Br), et soit h une application de X dans X'. On 
X-X' dit que h est un g-morphisme de classe Cr.$ si les trois 

1 1 conditions suivantes sont satisfaites: 

'1 1" a ) p f o h = g o p ;  

B - B' b) h est continue; 
C) pour toute carte (V', +', F') de la C'."variété X', 

l'application pr, 0 yY 0 h de V = h-l(V) dans F' est de 
classe Cr."au sens de 15.2.4) lorsqu'on munit l'ouvert V de la structure induite par 
celle de X (15.2.3, (iii)). 

Lorsque B = B' et g = Id,, on dit aussi que h est un B-morphisme de classe C T p s .  



Pour qu'un B-morphisme de classe CrpS soit un B-isomorphisme de classe CrsS, il suffit 
que ce soit un isomorphisme de classe C1. 

Soit g': B' -+ B" un morphisme de variétés de classe Cr et soit X" une variété de 
classe Cr.$ au-dessus de B". Si h: X -t X' est un g-morphisme de classe Cr,"t 
h': X' + X" est un g'-morphisme de classe Cr.", alors h' 0 h est un (gr 0 g)-morphisme 
de classe Crps. 

15.2.6. Soient X une variété de classe Cgq au-dessus de B et p sa projection; on sup- 
pose s # w,  X séparée e tp  propre (TG, 1, 5 10, no 1). Alors, pour tout b E B, il existe 
un voisinage ouvert U de b et un Cr%somorphisme de p-l(U) sur U x X,, oh 
xb = p-'(b). 

15.2.7. Soient X une variété de classe Cgs au-dessus de B,p sa projection, et a: B -+ X 
une section de classe Cr. On appelle voisinage tubulaire de classe C2 de o un triplet 
(M, N, y) où M est un fibré K-vectoriel, de base B et de classe Cr, N est un voisinage 
ouvert de u(B) dans X, et y est un B-isomorphisme de classe C; V e  N sur un ouvert de 
M (cf. 15.2.3 (iv)), transformant la section o en la section nulle de M. 

Supposons que s 2 r + 1 et que la variété B soit paracompacte et admette des 
partitions de l'unité de classe Cr (5.3.6); il existe alors des voisinages tubulaires de 
classe Cz de o. 

15.3. Variétés de sections et variétés d'applications 

15.3.1 (a Structure d'espace de Banach sur un espace de sections )>). Soit B une 
variété différentielle compacte de classe C; soit M un fibré vectoriel sur K (7.3.4) de 
base B et de classe Cr; notons Mr la variété différentielle de classe Cr sous-jacente à M, 
et soit YG(B) le K-espace vectoriel des sections de classe Cr de M (7.4.1). La topologie 
induite sur G(B) par la topologie de la C'-convergence uniforme de V(B; M,) 
(12.3.10) fait de %(B) un K-espace de Banach. 

Soit (Ui)i,I un recouvrement ouvert fini de B et, pour tout i ~ 1 ,  soient 
ci = (Ui, yi, Ei) une carte de B et ti = (U,, &, Fi) une carte K-vectorielle de M (8.8.1). 
Munissons chacun des Ei (resp. F,) d'une norme compatible avec sa structure d'espace 
de Banach sur R (resp. K) et soit (Vi)i.l un recouvrement fermé de B, tel que V, c U, 
pour tout i E 1. Pour f E 9&B) et i E 1, notons l'application de qi(U,) dans F, 
obtenue par composition: 

L'application f ++ 11 f 11 est une norme sur %OB), qui dkfinit la structure d'espace de 
Banach sur K de iQ,'(B). 

Si N est un ouvert de l'espace M, l'ensemble Y@; N) des sections f E 9 3 B )  
telles que f (B) c N est ouvert dans %(B). 

15.3.2. Soit B une variété différentielle compacte de classe Cr, et soit X une variété 



de classe Cz (s 2 r + 1) au-dessus de B. Si N est un ouvert de X, notons Yr(B; N) 
l'ensemble des sections de classe Cr de X sur B dont l'image est contenue dans N. Il 
existe sur F ( B ;  X) une structure de K-variété de classe Cs-', et une seule, telle que, 
pour toute section o E .Yr(B; X) et tout voisinage tubulaire (M, N, cp) de classe Cis 
de o (15.2.7), le triplet (Y(B; N), tp*, i"M (B)), où cp* est l'application f - cp of, soit 
une carte de la K-variété F ( B ;  X). 

Dans ce qui suit, on munit F ( B ;  X) de cette structure. 

15.3.3. Soit X une variété différentielle compacte de classe Cr, et soit Y une K-variété 
de classe Cs (s 2 r + 1). Soit Vr(X; Y) l'ensemble des applications de classe Cr de X 
dans Y (autrement dit, à valeurs dans la variété de classe Cr sous-jacente à Y, cf. 
5.13.1 et 5.14.2). On munit V(X; Y) de la structure de K-variété de classe Cs-' 
obtenue en l'identifiant à .Y'@; X x Y), cf. 15.2.3, (ii) et 15.3.2. On l'appelle la variété 
des applications de c h s e  Cr de X dans Y. Sa topologie est celle de la C-convergence 
uniforme (12.3.10). 

Supposons Y séparée; il en est alors de même de Vr(X; Y). De plus, l'ensemble des 
immersions (resp. plongements, submersions, submersions surjectives, morphismes 
étales, isomorphismes) de classe C de X dans Y est un ouvert de V(X; Y). 

Soient X' une variété différentielle compacte de classe Cr, cp : X' + Xun morphisme 
de variétés différentielles de classe Cr et +: Y -+ Y' un morphisme de K-variétés de 
classe Cs. L'application f ++ + 0 f 0 cp est un morphisme de classe Cs--' de V(X; Y) 
dans Vr(X' ; Y'). 

15.3.4 (4 Affaiblissement de structure v). Gardons les hypothèses et notations de 
15.3.3. Soit de plus s' E N, avec r < s' < s et soit Y, la variété réelle de classe Cs' 
sous-jacente à Y (5.13 et 5.14.2). La structure de variété réelle de classe Cs'-' de 
Er@; Ys.) est sous-jacente à la structure de K-variété de classe Cs-' de V(X; Y). 

15.3.5. Soient X et X' des variétés différentielles compactes de classe Cr et C' res- 
pectivement, avec r' < r; et soit Y une K-variété de classe Cs, avec s 2 r + 1. Soit 
t = Inf(r - r', s - r). L'application Cf, g) ++ g 0 f est un morphisme de classe Ct de 
Vr'(X' ; X) x Qr(X ; Y) dans Vr '(X' ; Y). 

15.3.6 (((Espace tangent à Vr(X; Y) ))). Les hypothèses étant celles de 15.3.3, soit 
f E Vr(X; Y) et soit 5 un vecteur tangent en f à la variété P m ;  Y). Si x E X, notons 
E= l'application g ci g(x) de P(X; Y) dans Y; c'est un morphisme de classe Cs--'. 
L'image par Tf(cx) de 5 est un élément 5, de T,,,(Y); l'application x » 5, est un 
relèvement de classe Cr de f dans T(Y) (cf. 8.6.1) et on peut l'identifier à une section de 
classe Cr du fibré vectoriel f *T(Y) de base X. On obtient de cette façon un isomor- 
phisme de l'espace tangent Tf(W(X; Y)) sur l'espace de Banach 9&)(X). 

15.3.7 (4 Interprétation de VPm; Vq(Y; Z)) n). Soient X et Y des variétés différen- 
tielles compactes de classe CP et CQ respectivement (1 < p < +a, 1 < q < + a ) ,  et 
soit Z une K-variété de classe Cs, avec s p + q. Soitf: X x Y -+ Z une application 

6' 



continue; pour tout x E X, notons f, l'application y - f(x, y) de Y dans Z. Les deux 
propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) Quelles que soient les cartes c = (U, v, E) de X, d = (V, y5, F) de Y et 
e = (W, O, G) de Z telles que f(U x V) c W, les dérivées partielles DED:' de 
l'expressionf de f dans les cartes c x d et e (5.3.2) existent et sont continues pour 
p' G p e t q '  < q. 

b) Pour tout x E X, l'application f, est de classe Cq et l'application x » f, est un 
morphisme de classe CP de X dans la variété Vq(Y; Z). 

15.3.8. Soit Y une K-variété compacte de classe Cs, avec s 2 r + 1 ,  et soit Diffr(Y) le 
groupe des automorphismes de classe Cr de la variété réelle Y, de classe Cr sous- 
jacente à Y. L'ensemble DifP(Y) est ouvert dans Vr(Y; Y) = Vr(Y,; Y); on le munit 
de la structure de K-variété de classe Cs-' induite par celle de V(Y; Y). La loi de 
composition Cf, g)  ~g of fait de Diffr(Y) un groupe topologique. Par contre, la 
structure de variété de classe CPr n'est pas en général compatible avec la structure de 
groupe de Diffr(Y). Pour f E DifP(Y), l'application g H g 0 f de Diffr(Y) dans lui- 2 m&ne est de classe Cs-', mais l'application g - f 0 g n'est pas en général de classe Cl. 
En particulier, Diffr(Y) n'est pas en général un groupe de Lie.(l) 

Supposons s = W. Soit Diff "(Y) le groupe des automorphismes de classe Cm de Y; munissons- 
le de la topologie la moins fine rendant continues les injections canoniques Diff "(Y) -+ Diff'(Y) 
pour tout entier r 3 1. Soit d'autre part Diffo(Y) le groupe des homéomorphismes de Y, muni de la 
topologie de la convergence uniforme (TG, X, $3, no 5, prop. 11). Si dim Y 2 1, il est impossible de 
trouver un groupe de Lie G et des homomorphismes continus de Diff "(Y) dans G et de G dans 
Diffo(Y) dont le composé soit l'injection canonique (cf. LIE, III, Q 4, exerc. 7). 
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